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INTRODUCTION

Considérons le schéma fonctionnel d'un réseau électrique. Les
résistances sont symbolis@es par :.A\y~, les capacités par : —\} ,
les connexions par des lignes qui peuvent se couper : mﬁ}u s etCo..
Lorsqu'il s'agit de réaliser un tel réseau, les résistances sont des
"boTtes" ayant certaines dimensions, les connexions ne peuvent pas se
couper si elles sont réalisées par une technique de circuit imprimé,

il faut respecter certaines gardes etc...

C'est 1l'ensemble des opérations qui permettent de passer d'un
réseau fonctionnel & une image d'une réaiisation effective de ce réseau

que nous appelons : implantation.

Les systémes logiques actuels, construits avec des technologies
intégrées, se composent de boitiers (réalisant un certain nombre de fonc-
tions logiques) rangés sur des cartes, les cartes elles-mémes pouvant
étre rangée dans des ensembles plus grands. Les connexions entre boitiers
étant réalisés par circuit imprimé (dépot d'une mince couche de métal
sur un support isolant), ceci entrafne que 2 connexions ne peuvent pas
se couper sur un méme plan. Cette contrainte technologique a entrainé

1'utilisation de circuits imprimés multi-couches.

Dans le cas de 1l'implantation d'un tel réseau on distingue gé-

néralement les &tapes suivantes :

1) Décomposition du réseau en réseau réalisable sur une carte
2) Disposition des boitiers du réseau sur une carte.

3) Répartition en couches des connexions

4) Tracé des connexions.

Nous étudions les problémes de théorie des graphes issus de ces

i

différentes étapes & l'exception du probléme de la disposition des boitiers



-3 -

. éme . .
d'un réseau sur une carte, (nous 1'abordons dans la 4 partie du chapitre
4), cans la mesure, ol il ne semble pas pouvoir se formuler d'une manisre

-~

. 4 . P
interessante a4 1'aide de la théorie des graphes.
* * *

Dans le chapitre 1 nous &tudions certaines décompositions d'un
graphe connexe en sous-graphes connexes. Ce probléme intervient lorsque,
ayant réalisé un réseau, il contient trop d'éléments pour &tre construit
effectivement comme un seul réseau connexe. La contrainte est alors le
nombre d'éléments d'un sous-réseau, qui est borné supérieurement, et on
cherche & minimiser le nombre de passages entre sous-réseaux. En vue de

résoudre ce probléme nous avons introduit la notion de graphe réguliérew-

ment décomposable.

ére . P e s .
La 1 partie est consacrée 3 la définition de la notion de cou-

ure qui est un outil efficace pour 1'étude des décompositions.
pure q P

Dans 1la zéme partie de ce chapitre nous étudions les propriétés
générales d'un graphe réguli&rement décomposable et nous &tablissons
simplement les principales propriétés des graphes inarticulés. "Les pro-
priétés des graphes inarticuldés sont des théorémes délicats", &crit
BERGE ([}]p. 192); 1'introduction de la notion de graphe régulidrement
décomposable permet d'étudier simplement les graphes inarticuléslet no-

tamment de retrouver le théoréme de MENGER.

Dans 1la 3éme partie nous montrons comment 1'étude de toutes les
décompositions en k sous-graphes connexes (pour k petit)lpeut étre simpli-
fiée par 1l'utilisation de la notion de graphe régulidrement décomposable.
Notons enfin que les graphes qui admettent certaines numérotations optima-
les, par exemple celle de HALES (voir DOHET Dﬂ), sont des graphes régu-
liérement décomposables.

~

éme . . . . .
La 4 partie est consacrée i l'établissement d'algorithmes et
de programmes de décompositions optimales d'un graphe biparti. Nous avons
plus particuliérement &tudié les graphes bipartis dans la mesure ol on

peut associer & un réseau 8lectrique un graphe biparti : les &léments &lec—
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triques constituant les sommets d'une classe et les &quipotentielles les

sommets de 1l'autre classe.

Enfin nous proposons dans la 5eme partie une amélioration impor-
tante de l'algorithme de MALGRANGE [Eiﬂqui permet notamment de rechercher

des ensembles d'articulation minimaux d'un graphe.
% * %

Dans le chapitre 2 nous &tudions le probléme de la décomposition
d'un graphe non planaire en un nombre minimum de graphes partiels planai-
res. Outre son intér@t théorique ce probléme a un intérét pratique impor-
tant. En effet, il correspond au probléme de la réalisation des connexions

d'un réseau en un nombre minimum de couches.

La notion d'é@paisseur d'un graphe, définie comme étant le nombre
minimum de graphes partiels planaires dont 1l'union est &gale au graphe,
a 8té introduite par TUTTE en 1963 [261 . On peut considérer que c'est
le premier apport théorique important sur cette question, bien que le
célébre théoréme de KURATOWSKI (1930), ou certaines recherches de

KODRES.qui posa en 1961 le probléme de la décomposition de K. en 2 graphes

7,7
partiels planaires, lui soient antérieurs. ’
Nous redonnons dans la [°°° partie de ce chapitre un certain nom-
bre de résultats importants établis par TUITE, avec parfois des démonstra-—
tions plus simples que les originales, et nous établissons des résultats
nouveaux notamment les théorémes du §1.3. qui concertent les ensembles
d'articulation. (Les résultats déji connus sont & chaque fois signalés par
une référence). Le § 1.6. qui donne 1l'ensemble des résultats connus sur
1'épaisseur de graphes particuliers et la liste des graphes t-minimaux
connus, montrent bienlque 1'étude de 1'épaisseur des graphes n'en est

qu'd ses débuts.

éme . . D, Ve e
La 2 partie de ce chapitre est consacrée & 1'étude de 1'épais=

seur des graphes réguliers. Les 3 premiers paragraphes sont consacrés
au calcul de L, qui est le minimum de 1'épaisseur d'un graphe h-régulier

et dont la valeur est : I6q+r = q+l, q et r entier s > 0,0 < r < 5.
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Dans le § 2.4. nous &tablissons une paire de bornes pour Sh’ qui
est le maximum de 1'épaisseur d'un graphe h-régulier,

b+l < S, htr-1 < 2h+l

et nous conjecturons que S = h+l, h et ¥ entiers > O,

4h+r-1

€me . s s 112 .
La 3 partie est consacrée a 1'étude d'une nouvelle notion

celle de graphe h-maximal, qui généralise la notion de graphe planaire

maximal.

Les propriétés 1 et 2 du § 3.1. montrent l'intérét de 1'étude
de ces graphes : pour'l'étude des graphes t-minimaux dont la connais-
sance est importante pour essayer de gé&néraliser le théoré&me de KURATOWSKI
(voir le théoréme 7 de 1.6), et pour &tudier les graphes complets. Nous
donnons §3.3. une condition nécessaire et suffisante pour qu'in graphe soit
h-maximal et nous réfutons une conjecture de HOBBS [38] : "les graphes

K sont t-minimaux pour t > 5."

* * *
Si nous ne considérons plus l'étude de la décomposition d'un

6t-7

graphe non planaire en graphes partiels plamaires mais 1'étude d'une
représentation donnée d'un graphe sur un plan le probléme se raméne fa-

cilement au probléme dwu: coloriage: des sommetsd'un graphe.

. e s . éme . .
Cecli nous a amené,d étudier, dans la 2 partie du chapitre 3, ce

que nous avons apbe1é sch§ma rigide et qui est défini par un triplet

(P,E,T), P étant un ensemble fini de points du plan (contacts), E un en-
semble de parties de P (équipotentielles), et T l'ensemble des tracés des

€léments de E, un &lément de E ayant un tracé unique.

éme . 2 = e« = . 1z
Dans la 3 partie nous avons généralisé cette &tude en considé-
rant non plus un tracé unique par élément de E mais un nombre fini de

tracés, ce qui nous a conduit & introduire la notion de schéma variable. -

La décomposition d'un schéma variable se ré&méne facilement & un probléme
de coloriage d'une partition des sommets d'un graphe, pour lequel nous

proposons un algorithme dans la 4ome partie.
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Il est important de noter que 1'hypothése de finitude, qui permet
de trouver toutes les décompositions optima, est réaliste. Elle correspond
par exemple, au cas d'un circuit imprimé a8 les connexions ne peuvent se
faire que suivant un quairilla&e dongé.

~

ére . €me . P p -
La 1 partie du 4 chapitre est consacrée 3 1'dtude et 3 la

résolution du probléme de Steiner, '"relier n points du plan par un ensem~

ble connexe de courbes simples de longueur minimum'" dans le cas ot la dis-
p g

tance est la distance orthogonale |x]—x2| + |y]—y2 . On raméne ce probléme
a la recherche d'un arbre de longueur minimum d'un graphe donné et passant

par un ensemble déterminé de sommets.

La zéme partie propose une méthode plus simple et plus efficace
que celle de LERDA et MAJORMV[[?G] pour chercher une équipotentielle
optimum entre n points d'un tableau partiellement rempli. On montre que
ce probléme peut se résoudre en utilisant un algorithme de recherche d'un
arbre de longueur minimum d'un graphe, passant par un ensemble donné de
sommets. On propose, dans la Béme partie, un algorithme booléen pour ré-

soudre ce probléme.

L'utilisation de cet algorithme pour la résolution du probléme
. . éme . P - . .
étudié en 2 partie a &té programmé et il constitue 1'un des modules
de DESMAG, ensemble de programmes qui permet de r&aliser automatiquement

le dessin d'un masque de circuit intégré. [@Q] .

Un grand nombre d'algorithmes permettent de déterminer si un gra-
phe est planaire ou non. Certains d'entre eux, par exemple, celui de
DEMOUCRON, PERTUISET, MALGRANGE [321 permettent d'obtenir une représenta-

tion planaire du graphe.

Dans la plupart des problémes d'implantation les graphes seront
représenter sur un quadrillage d'une maniére optimale. Ce probléme fait’
1'objet de la 4éme partie de ce chapitre. Les algorithmes proposé&s peu-—
vent €tre considérés comme une approche globable au probléme de 1'implan-

tation. En effet jusqu'ad présent un processus d'implantation est coupé en
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deux : affectation des éléments & certaines places puis tracé des connexions
entre ces éléments, Mais, bien entendu, ces deux probl&mes ne sont pas in-
dépendants c'est pourquoi la voie ouverte par cette approche globale, sem-

ble intéressante.
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CHAPITRE I

DECOMPOSITION D'UN GRAPHE EN SOUS-GRAPHES
CONNEXES
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1 . COUPURE D'UN ENSEMBLE FINI MUNI D'UNE RELATION BINAIRE SYMETRIQUE

1 . 1 . Définition

Soit E un ensemble fini, |E| = m, muni d'une relation binaire symé-
trique R(x,y),x,y ¢ E.

Une partie A © E est dite connexe par rapport & la relation R si la
fermeture transitive forte de la restriction de R & A ne définit qu'une seu-
le clasde d'équivalence. Nous supposerons par la suite que E est connexe
(par rapport & R).

On appelle coupure de E tout couple ordonné de parties complémen-
taires de E, que l'on notera (A ; A). Une coupure est dite &lémentaire si

|A| = ], elle est dite simple si A et A sont connexes par rapport i R.

1 . 2 . Groupe des coupures : Gn

L'ensemble des coupures d'un ensemble E, muni de la loi & définie
par :
(A3 X) 8 (B; B) = ((ANB) U (ANB) 5 (ANB) U (AnB))

a une structure de groupe abélien : GC.
r
Fn effet : ® est une loi interne qui est associative et commuta-
tive (du fait de 1'associativité et de lacommutativité de la différence
de la somme symétriques).

(@ ; E) est élément neutre et chaque &lément est son propre inverse :

(A3R) ® (A3A) = ((ANA) U (AnA) 3 (AnA) U (ANE)) = (@3E)

GC est isomorphe i 1'ensemble des parties de E,(?(E), muni de 1'opé&ration
différence symétrique. Nous représenterons une coupure seulement par son
remier membre dans les cas oii il ne risque pas d'y avoir de confusion.

P P

Les coupures A et A seront dites complémentaires. .

1 . 3 . Bases du groupe G,

Le groupe G, &tant abélien de type fini, tous les systémes d'élé-

C
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ments linéairement ind&pendants maximaux sont des systemes générateurs ir-

réductibles ayant le méme nombre d'éléments r rang de G

C

PROPRIETE | : L'ensemble des coupures &lémentaires est une base de G,..

Démonstration : Si A est une partie de E contenant les &léments

a],az,...,ap on a A= al®a2®...®ap. Ce systéme est irré&ductible car si

on enléve un élément on ne peut plus obtenir E.

PROPRIETE 2 : Les coupures simples forment un syst@me générateur de G,.

___________ <

Démonstration : Soit (A;B) une coupure non simple de GC et

AI’AZ""’AP et BI’BZ""’Bq les parties de E qui sont les composantes

connexes de A et B par rapport 3 R. (On a p ou q > 2 sinon (A;B) est sim-
ple).

Nous avons :

AUB

P

U A,
. i .
i=] J

E ANB = @

It
B>

I C.o
o
i
=

A.NA,
13

1) vi#j B.nB. # @
1773

Si les coupures Ai sont simples, c'est a dire si les Ki sont con-
nexes, la propriété est démontrée. Supposons qu'il existe au moins un k
tel que Ak ne soit pas simple et soient C]’CZ""’CZ les composantes con-
nexes de Kk par rapport & R, Il existe un &lément de Ak en relation avec
un &lément de Ci’ ¥i,sinon un élément de Ci serait en relation avec un
&lément de Cj’ puisque E est connexe, mais alors Ci et Cj seraient dans

la méme composante connexe de A ce qui est absurde. La coupure (ci;Ei)

k
est donc 31mP1e puisque Ci = CIUCZU"'UCi—IUCi+1U"‘ CQUAk est connexe,
Donc la coupure (Ak;Ak) est égale & la
disjonction des coupures simples ; .

(C];Cl) s (CZ;CZ) e (Cz ;C )
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REMARQUE : Nous considérons (E;@) comme une coupure simple, i1 est donec
tnutile de considérer deux coupures simples complémentaires
puisque (A;E) ® (E;0) = (A3A). Done st E a h coupures simples
tout ensemble de %-coupures simples contenant (E,B) et tel que
2 d'entre elles ne soient pas complémentaires est un systéme

générateurs de GC.

2 . GRAPHE REGULIEREMENT DECOMPOSABLE [5]

2 . 1 . Définitions
Sauf mention contraire, les notations utilisées seront celles de
BERGE [2]. Le lecteur pourra se reporter & I?j pour les définitions des

notions habituelles qui ne sont pas redonnées ici,

Un _graphe G est défini par un ensemble de fini S (sommets) et un ensemble A
de parties distinctes de 2 &léments distincts de S. Nous poserons
|s| = n et |A| = m. La relation J(x,y) vérifiée lorsque (x,y) € A

est appelée relation de jointivité. J est donc symétrique et non réflexive.

On appellera coupure d'un graphe G connexe, une coupure de S muni

de la relation J.

On notera G(S') le sous—graphe de G défini par S' et A', S'C §

et A' étant la restriction de A a S'.

On notera G-A' le graphe partiel de G ayant A-A' (A'C A) comme

ensemble d'ar@tes.

Nous appellerons puissance de S'S S le nombre de composantes con-—

nexes du sous—graphe G(S-S').

2 . 2 . Décompositions

Nous considérerons deux types de décomposition d'un graphe connexe

G en sous—graphes connexes.
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Une décomposition de type | sera obtenue en supprimant un ensemble

d'argtes A' < A. Le résultat d'une telle décomposition est constitué de
1'ensemble des sous—graphes connexes maximaux de

de G-A' : G(S), G(Sz),...,G(Sp),.

Une décomposition de type 2 sera obtenue en "&clatant'" un ensemble
P yp

de sommets S'C S. Le résultat d'une telle décomposition est constitué de

1'ensemble des graphes connexes disjoints :

G(Si) U {v u,

vVES,ug S} vueg A} pour i = 1,2,...,p, G(Si)
dtant l'ensemble des sous-—graphes connexes maximaux de G(S-S').

(SI’SZ""’Sp’S') réalise une partition de S.

Nous appellerons graphe condensé associé & une partition

(SI’SZ""’ Sp) = 5, le graphe ayant p sommets S]’SZ""’Sp’Si étant 1ié 3

Sj’ s'il existe au moins une aréte (xy) € A avec x ¢ S. et y € S..

EXEMPLES : Considérons le graphe G ci-dessous
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Décomposition de type 1 avec Décomposition de type 2 avec
A' = (a,b) : S' = (4,8)
9

Le graphe condensé associé & la partition (1,2,3), (5,6,7), (9), (4,8)
est le suivant :

(9)
(1,2,3) (4,8) (5,6,7)

Un graphe connexe G, ayant S = (sl,sz,...,sn) pour ensemble de

sommets, est dit régulidrement décomposable entre s,_et s si on peut

ordonner ses sommets de telle sorte que :

('(s];sz ..... sn) 1

4 (s]sz; ..... Sn) y soient des coupures simples de G.
{

\ (SISZ"'Sn—l;Sn)J
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Un graphe connexe G d'ordre n sera dit E-décomposable si pour tout

entier e € EC N = {1,2,...,n}, G a un graphe partiel Gq+1 ayant q+1 compo-—

santes connexes G(Si) avec :

n=eq+r r <e
lSil = e i=1,2,...,9

1Sgel= T

q+l

Un graphe N-décomposable sera dit totalement décomposable.

2 . 3 . Point d'articulation

s € S est un point d'articulation de G si sa puissance est > 1,

c'est—3-dire si G(S-s) est non connexe. Si 5 et s, sont deux sommets
qui appartiennent 3 des composantes connexes distinctes de G(S-s), nous

dirons que s sépare s, et s,.

Soient {s],sz,...,sk} = C, 1l'ensemble des points d'articulation
d'un graphe connexe G. Le graphe G(S-C) ayant p composantes connexes
G(Sl)’ G(Sz),...,G(Sp) on appelle squelette de G le graphe condensé asso-

cié & la partition suivante de S :
S = (Sl’82"°"Sp’sl’52""’Sk)'

Nous utiliserons par la suite deux théorémes classiques dont nous

donnons ici les énoncés sans les démonstrations :

THEOREME .1 [2], p. 190) : Dans un graphe connexe un sommet s est point
THEOREVE 1 [ |

d'articulation si et seulement si i1 existe deux sommets a

et b tels que toute chaine reliant a et b passe par s.

THEOREME 2 [9] Le squelette d'un graphe connexe est un arbre
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réguliérement décomposable.

THEOREME 3: Un graphe connexe G est réguliérement décomposable entre a et b

si et seulement si quel que soit le sommet ssil existe une chai-

ne (asb) qui relie a et b en passant par s,

Démonstration La condition est nécessaire

Nous raisonnons par l'absurde en supposant que G est régulidrement
décomposable entre a et b et qu'il n'existe pas de chaine (asb),s € S.

Considérons la liste des coupures simples de G:

(a;.....b)

(a....8;..b) = (4;H)
(a.e.e8...3b)

Il existe £ € Het g € H tels que ¥(f,g) sinon G ne serait pas con—
nexe. D'autre part dans G(ﬁ), il existe une chafne v joignant g & b. Donc
il n'existe pas dans G(H) de chaine (asf) sinon (asf)V serait une chatne

de G joignant a et b en passant par s.

G(H) est un graphe régulidrement décomposable entre a et f, ayant
un nombre de sommets strictement inférieur a celui de G, et ne contenant

pas de chaine (asf).

-~

En refaisant le méme raisonnement & partir de G(H) nous arriverons
ainsi a4 un graphe réguli&rement décomposable ayant 3 sommets a,s et x les

coupures simples de ce graphe sont
(a;sx)
(as;x)

il existe donc une chalne (asx) il y a donc contradiction.
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La condition est suffisante.

Soit (a,b) un couple de sommets d'un graphe G tel que : quel que
soit 8 € S il existe une chaine (asb) reliant a et b en passant par s.

Nous allons montrer que G est régulidrement décomposable entre a et b.

1) (aj.....b) est une coupure simple de G. En effet si G(S-a) est non
connexe soit G(S]) une de ses composantes ne contenant pas b alors pour

tout s € S] il n'existe pas de chafne (asb) (Théoréme 1) (Figure 1)

Figure 1
2) Considérons une coupure simple (a...j...b) = (H;ﬁ,)
S'il existe o ¢ H tel que : a) o est adjacent i G(H)

b) G(ﬁ—u) est connexe
alors la coupure (HUo;H-0) est une coupure simple de G. Supposons qu'il
n'existe pas un tel sommet dans H. Celd entrafne que tous les sommets de
H adjacents i G(H) sont des points d'articulations de G(H). Considérons
alors le squelette de G(ﬁ) un au moins de ses sommets pendants, par exem—
ple S], ne contient pas b. Soit s € S1 il n'existe pas chaTne (asb)

(théorémes 1 et 2) (figure 2).

Figure 2
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3) A partir de la coupure simple (aj....b) le raisonnement du §2 ci-dessus
nous permet de construire une liste de coupures simples de G satisfaisant

3 la définition d'un graphe régulidrement décomposable.

COROLLAIRE 1 : Si un graphe G est réguli&rement décomposable entfeé a et b,

il a au plus deu¥X sommets pendants qui sont €léments de (a,b)

I1 n'existe pas de chaine (xay) quelsque soient x,y ¢ S, x#a et
y#a. Si nous supposons que x=a par exemple, il n'existe pas de chafne (aby)

quel que soit y#b. Si y=b il n'existe pas de chafne (acb). (fig.3).

b Figure 3

COROLLAIRE 2 : Si un graphe G est réguli@rement décomposable entre a et b

son squelette est une chaine. De plus si 5,_et S2 sont les

sommets pendants de cette chaine on ag a € S1 et b € SZ'

Démonstration : Supposons que G ait un point d'articulation o de puissance

> 3. Il existe au moins une composante connexe G(Sl) de G(S;ﬁ) qui ne
contiennent ni a ni b. Dans ce cas quel que soit s€ S1 il n'existe pas de

chaine (asb) (figure 4). o

Figure 4
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Supposons que G ait un squelette qui soit une chaine et que a par

exemple, ne soit pas élément d'un des sommets pendant S, du squelette.

1
Dans ce cas quel que soit s € S1 il n'existe pas de chaTne (asb)

(figure 5).

Figure &

51

2 . 5 . Graphe inarticulé.

La notion de graphe régulidrement décomposable a été introduite pour
simplifier la recherche des décompositions d'un graphe connexe en k sous-—
idme

graphes connexes (cette &tude fait l'objet de la 3 partie de ce chapi-

tre).

Nous allons montrer dans ce § que cette notion nous permet &galement

d'étudier simplement les graphes inarticulés, c'est-d-dire les graphes con-

nexes n'ayant aucun point d'articulation, et notamment de retrouver le thé-
oréme de MENGER ([Z] p. 192), qui est le résultat de base pour 1'étude des

graphes inarticulés.

THEOREME 4 : Un graphe connexe est inarticulé si et seulement si i1 est rébu-

Tiérement décomposable entre tout couple de sommets.

Démonstration : La condition est nécessaire. Si G a un point d'articulation

C la coupure (C;....) n'est pas simple donc G n'est pas réguli&rement dé-

composable entre C et x, ¥ x€ S, x # C.

La condition est suffisante. Nous allons construire une

-~

liste de coupures simples satisfaisante 3 partir d'un couple quelconque
P P q q

(a,b).
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(a3.....b) est simple puisque le graphe est inarticul&, Nous alloms

raisonner par récurrence sur le nombre d'éléments dans le ler membre.

Supposons que (H;ﬁ) = (gal,...,ar;...b) soit simple et posons
G1=G(H), G2=G(H). On note (bi) i €I les sommets de H adjacents & au
moins un sommet de H et bi #bV i €I. (fig. 6). Nous raisonnons par 1'ab-
surde en supposant qu'il n'existe aucun bi tel que (Hbi;H-bi) soit simple,

c'est 3 dire que bi est un point d'articulation de G

9°

Figure 6

Considérons le squelette de G, et soit S1 un sommet pendant de

2
ce squelette., Il est adjacent 3 un sommet bk sinon supposons que S1 soit

adjacent a C # bilv i € I, c'est alors un point d'articulation de G ce

qui est absurde. Mais si S1 est adjacent & bk’ bk est un point d'articu-

lation de G ce qui est absurde. (figure 7).

Figure 7
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Nous pouvons maintenant &tablir sans difficulté les principales
propriétés des graphes inarticulds. A titre d'exemple nous démontrons

les théoreémes suivants :

THEOREME 5 : Un graphe G est inarticulé si et seulement si quels que

' soient 3 sommets a,b,c de S i1 existe une chaine (abc)
Evident -d'aprés les théorémes 3 et 4.

THEOREME 6 : Par deux sommets quelconques d'un graphe inarticulé il pas-

\1 se un cycle.

Démonstration : Soit a,b € S. Considérons C € S avec J(a,c) d'aprés le

théoréme 5 il existe une chalne U =(abc) donc W (ac) est un cycle pas-—

sant par a et b.

THEOREME DE MENGER : Si a et b sont deux.sommets d'un graphe G inarticulé
‘ alors i1 existe deux chaines disjointes reliant a et b.

Evident d'aprés le théoréme 6.

2 . 6 . Squelette d'un graphe réguliérement décomposable

THEOREME 7 : Un graphe G est réguliérement décomposable entre a et b si et

seulement si a) son squelette est une chaine,

b) S1 et S, étant les sommets pendants du squelet-

teonaac S1 et b €5,.

Démonstration : Le corollaire 2 &tablit la condition nécessaire, il ne res-—

te qu'd démontrer que les conditions a) et b) sont suffisantes,
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Considérons le squelette d'un graphe G vérifiant a) et b). Nous
allons montrer que pour tout sommet s de S il existe une chaine (asb),

ce qui entrainera (théoréme 3) que G est régulidrement décomposable entre

a et b,

On note SI’AI’AZ"'°’AR’SZ les sommets du squelette de G qui ne

sont pas des points d'articulations de G (figure 8)

s. 8441 b
OO0
\ s
g , k+1
8, 1 4 A; )
Figure 8

1) 8i s ¢ S1 il existe une chafne (a@sb). En effet soit x € Sl et x adja-

cent & 8- G(Sl—sl) est inarticulé il existe donc une chaine (asx)

(théoréme 5). Et on peut relier x a b par une chafne. (Méme démonstration

si s € 82).

2) Si s € Ai il existe une chafTne (asi) = U dans

e (SIUAIU"‘UAi—IUSIUSZU"'USi) de méme il existe une chafne (si+1b)=v

dans G(Ai+]U...UAkUSZUsi+]U.Us.+l). D'autre part il existe une chatne (xsy)=n

1

dans G(Ai-si—si+]) qul est inarticulé,x étant adjacent i si.et yas. -

La chaine U n v relie a et b en passant par s.

2 . 7 . Algorithme de reconnaissance d'un graphe réguliérement décomposable

C) Si le graphe G a plus de 2 sommets pendants il n'est pas régulidrement

décomposable.

CD Si G a un point d'articulation de puissance > 3 il n'est pas réguliére-

ment décomposable.
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(:) On note (si)i € I les pbintS'&'articulatidn;deiG et (ST,S;)'les ensembles de som—

mets des composantes connexes engendrées par la suppression de s..

On pose :
o = M st B, = n st,
ier 3 igl J

j=lou2 j=1 si j=2

tout couple (a,b), a € Ak’ b € Bk est un couple de sommets tel que G soit

réguliérement décomposable entre a et b.

(:) ayant un couple de sommets extr@mes la démonstration du théoréme 3

nous fournit une liste de coupures simples.

EXEMPLE :

Les points d'articulation sont 1,2,3 :

5, = (8,9) 81 = (2,3,4,5,6,7)
2

S] = (6,7) Sg = (1,3,4,5,8,9)
S? = (4,5) sg = (]92’6’7’899)

I1 n'existe aucun couple de sommets séparés par tous les points d'articulation car :
n st=8 slngnsdeslns?nsd-slns?nsd-g
i1 i 1 2 1 2 1 1 1 1 2
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2 . 8 . Quelques propriétés-.
2 .8 .1 . Siun graphe G a une chaine hamiltonienne, il est
réguliérement décomposable. Entre Tes extrémités de la

Ja-chafne hamiltonienre." o ‘ . Soit
C=a]a2...an une chafne hamiltonienne de G. Quel que soit l'entier r < n les
sous-graphes de G engendrés par (a]az...ar),(ar+l...azr),...(aqr+1...an),

avec (q+1)r > n, sont connexes. Un graphe hamiltonien est donc totalement

décomposable.

2 . 8.2 . Un graphe inarticuléd n'est pas nécessairement totale-

ment décomposable : le graphe de la figure 9 n'admet pas de 2-décomposition.

Figure 9 Figure 10

2 .8 .3 . Un graphe totalement décomposable n'est pas nécessaire-
ment réguliérement décomposable. Le graphe de la figure 10, qui est tota-
lement décomposable (voir figure 11) a un point d'articulation de puissance

32 le sommet 5.
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2-décomposition 3 et 4 décomposition S5-décomposition

k=2 (12,34,56,7) k=3 (123,567,4) k=5(12 567,34)
k=4 (1234,567)

Figure 11

2 .8 .4 . Un graphe série-paralléle entre 2 sommets a et b est
réguliérement décomposable entre a et b.

En effet si G est série-paralléle entre a et b, quelle que soit
1'aré@te o de AG il existe une chalne joignant a et b et contenant o [(].
Donc quel que soit c & SG il existe une chaTne (acb), c'est & dire que G
est réguliérement décomposable entre a et b (théoréme 3). Le théoréme 7
nous permet de retrouver que tout point d'articulation d'un graphe série-
paralléle entre a et b sépare a et b, et qu'un graphe série-paralléle n'a

pas de point d'articulation, de puissance > 3.

On obtient simplement une liste de coupures simples satisfaisant
d la propriété de décomposabilité régulidre en considérant les sommets 3 la

distance 1 de a, puis 2 etc... (voir figure 12).
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(al,...b)
(al2,...b)
(al23,...b)
b (al234,...b)

-----------

(al2345678,...b)
(al23...13,b)
By

11

5 Figure 12

REMARQUE : Le graphe K> qui n'est pas série—paralléle, est réguliérement

décomposable entre tout couple de sommets.

3 . DECOMPOSITION D'UN GRAPHE CONNEXE EN k SOUS-GRAPHES CONNEXES

3 . 1 . Borne supérieure du nombre de décompositions

PROPRIETE | : Tout graphe connexe G ayant n sommets admet au moins une

décomposition en k sous—-graphes connexes quel que soit

1 <k < n.

Démonstration : En effet G a au moins deux sommets qui ne sont pas charnié&-

re ([Z] p. 192). Soit a 1'un de ceux-ci :
(a ; S—a) est une coupure simple de G et on peut recommencer k-1 fois sur
G-{a}puisque ! < k < n.

Considérons un graphe complet Kn et notons D; le nombre de décompo-

o . . n P
sitions distinctes de Kn en k sous—graphes connexes. Dk est égal au nombre
de k-partitions distinctes (pas par l'ordre) d'un ensemble de n objets :

1 9 pd
De =g I G D
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En effet soit M un ensemble de n objets et (A,B) une bipartition
de M avec |A| = q, n-1 > q > k-1 et |B| =n-q. Il y a Cg fagons de choi-
sir A ‘et DE_I décompositions possibles de A en k-1 sous—graphes connexes.
Mais alors chaque k—partition sera obtenue k fois puisqu'on ne tient pas

compte de l'ordre des termes.

n . ~ i
Dk est la borne sup@rieure exacte du nombre de décompositions

puisqu'elle est atteinte pour un graphe complet.

I1 est immédiat de vérifier que :

Ceci entralne que :

0 1 n-1 1 n-1 -1 1 M n-1 n-1
ph=% 2 ¢fxpl=z 3 -y =x> 35 cl2%- 5 &
3 3 “. 'n 2 3 n 3 |2 n n
q=2 q=2 - q=2 q=2
=% %— (3%-(1+2n+2™)) - (2n—'(l+n+1))"

o? = 3n—1_2n+]
3 2
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n -~ "
Calculons D, de la mémé maniére :

4
n-1 n-1 q-1 .q
n_ 1 q q_1 q ,3 -2+1
D4 4 § Cn X D3 4 : Cn ( 2 )
q=3 q-3
1 1 n—1 ] n—1 1 -1
D2=Z[— r 4,39 r cd 29+ 2 3 cg:l
q=3 q=3 q=3
=-% [%’{4“—(1+3n+§3é3512-+ 3™M}- {3%-(1+2n+ £E$2:12.+ 2™} +
2"~ (14n+ n(g—l)+ 1)]
n—1 n-1 _n n-l
P =L 4 Sl P ol S Il 47 =37+3.2° -1
4 2 3 3 6
o - 4n—1_3(3n—1_2n l)_1
4 6
Donnons quelques valeurs particuliéres :
10 10 10
D2 = 511 D3 = 9.330 D4 = 34,210

3 .2 . Propriété générale

Toute partition de 1'ensemble des sommets S, d'un graphe connexe G,

= {A

Ek+1 lié2’°"’Ak+l} telle que G(Ai) est connexe pour i=1,2,...,k+l

peut étre obtenue i partir de k coupures simples de G,(Cili=1,2,...,k,

par la formule suivante :
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(2) P = {cl,cz—cl,...,ck—(cluczu...ck_]),c]ﬂczn...c }

k+1 k

Réciproquement 3 partir de k coupures simples (Ci)i=l,...,k que 1'on

peut ordonner de telle sorte que

C,C, # @

o B @

C,~ Uc #+¢
i=1,...,k-1

Loi=l,...,k

on obtient une décomposition en au moins k+l sous—graphes connexe de G.

Démonstration : Nous raisonnons par récurrence sur k, sur le graphe as-
socié & la décomposition. Si k=1 la propriété est vraie ; en effet une
coupure simple de G, différente de S, définit bien une décomposition de

G en deux sous—graphes connexes.

Supposons la propriété vraie quel que soit p < k et soit Pk+1

une décomposition de S satisfaisant les hypothéses de la propriété.

Pk+l = {A]’Az’.'.’Akﬂ'l}.

On note GC le graphe condensé& assoclé a Pk+1.

Il existe au moins un élément Ai de GC qui n'est pas point'd'articulation.
? . ° . P =' ...
Supposons que ce soit A . La partitionP {AI’AZ’ ,Ak} de
G—{Ak+1} peut &tre obtenue 3 partir de k-1 coupures simples de

G~{Ak~l}: (Ci) i=1,2,...,k~1 d'aprés l'hypothése de récurrence.

Si ces coupures sont &galement simples dans G en leur ajoutant

" . . P .
Ak+1 on a k coupures simples de G qui par (2) donnent K1
Si Ci est non simple dans G, Ak¥f n'est adjacent qu'a des éléments

de Ci donc (CiA Ei) est simple dans G. Si £ est le plus petit entier

k+1?
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tel que CQ ne soit pas simple dans G, on consid@re la liste suivante de

coupures simples de G :

=
bS]

it
e
ul

Lu,

\ 2 +1 k+] Q

3 ' .
Ak+l ; st Ci n'est pas simple dans G ‘
i> 4R
1+1
autrement.
I1 est facile de vé8rifier que 1l'on obtient bien Pk+1 avec (2).
REMARQUE : Un grand nombre de suites distinectes de coupures simples

satisfaisant & la condition précédente pourront donmner la
méme décomposition. La décomposition en 3 de la figure 13

peut~étre obtenue par :

(€,5Cy=C;>C; €)=(CysT;-Cufty1C )=(E,,C,~C,),C)NE )
= (C,,¢,~C,NC,) =(C,,CyT,,C,NC,)
< €y | 6C Cz)
Figure 13

Pour k > 2 11 est difficile de savoir si deux suttes dis-
tinctes conduiront aux mémes décompositions ce qui fait que
L'utilisation de (2) est rapidement limitée par k et le nom-

bre de coupures simples de G.
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3 .3 . Propriété des décompositions ayant un graphe condensé réguliérement

décomposable.

k coupures simples (Ci)i=1,...,k d'un graphe G forment une chaine
si on peut les ordonner totalement par inclusion.

Toute décomposition en k+] sous—graphes connexes ayant un graphe

condensé régulidrement décomposable peut &tre obtenue par :

(3) Prs; = {€,,€,=Cy5.00C =C, Gt

(C.)i=l,...,k &tant une chalne de coupures simples
((h p p

uc, #s.
i

i=1,...,k
Démonstration : Si le graphe condensé a pour coupures simples :

(a,...b) C1 = a

(aal,...b) on prend C2 = aa,

(aa,...a,_ ,b) c,_

1 k-1 k—aal...ak_1

REMARQUE : Un graphe réguliérement décomposable peut conduire 4 une décom-

position n'ayant pas un graphe condensé associé réguliérement

décomposable (figure 14).
R g

Ga a un point
G est sans point d'articulation d'articéulation de puissance = 38

Figure 14
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La condition pour une suite de coupures simples d'€tre une chaine
est plus restrictive que la condition de la propriété générale (2). D'autre
part il n'y a pas de test de connexité i faire, sur le dernier terme qui est
égal 3 Ek : ces raisons font que 1'étude des décompositions ayant un gra-—
phe condensé associé régulidrement décomposable est plus simple que 1'&tu~

de des autres décompositions.

Nous sommes ainsi amenés & scinder le probléme initial en deux pro-

blémes :

PROBLEME 1) é&tude des décomposition ayant un graphe condensé régulié&rement

décomposable.
PROBLEME 2) étude des autres décompositions.

3 . 4 . Etude pour k < 5 du probléme 2.

I1 est inutile de chercher tous les graphes connexes de k sommets
non régulidrement décomposables. En effet les coupures simples d'un graphe

partiel G' d'un graphe G sont des coupures simples de G.

Le seul arbre réguliérement décomposable &tant la chafne, on part
d'un arbre i k &léments, différent de la chaine, et on construit les gra-
phes minimaux au sens des arétes non régulidrement décomposable en lui

ajoutant des arétes.

k=3 Le seul arbre ayant 3 &léments est la chafne : donc il n'y a pas de

décomposition de type 2). Toutes les décompositions en 3 sous-gra-

phes connexes d'un graphe connexe s'obtiennent par 1'expression (3).

k=4 Le seul arbre différent de la chaine est :

o -
AJ A2
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I1 est immédiat de vérifier que c'est le seul graphe non régulia-

rement décomposable ayant 4 sommets.

Pour obtenir les'décompositions ayant un graphe condensé isomor-
phe au graphe ci-dessus il suffit d'étudier les ensembles de 3 coupures

simples AI’AZ’AS telles que :
AiﬂA2 = A]ﬂA3 = Ai1A3 = @ et A]UAZUA3 # SG
Les Ai n'étant pas liés entre eux.

k=5 Deux arbres sont différents de la chafTne, G] et G2

> \ >t

un autre graphe minimal de 5 sommets est non réguli&rement décomposable,

T,
G] :

o)
Gy
On peut encore étudier directement le probléme 2 :
- On cherche 4 coupures simples disjointes 2 & 2, ayant une union diffé-
rente de SG et telles que 2 d'entre elles au plus soient lides
1
(G] eF G])
= On cherche 4 coupures simples, 3 d'entre elles étant disjointes 2 3 2

et non liées, la derniére étant lide i une seule des 3 autres et la

contenant (G2)

k-6 Il existe 5 arbres non régulidrement décomposables et conduisant &
de nombreux graphes non réguliérement décomposables. La méthode de-—

vient lourde.
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EXEMPLE : Nous cherchons toutes les décompositions en 3 sous—graphes connexes

3
de G : 1.———31::::z
4

Liste des coupures simples distinctes et non compldmentaires de G :
(1,2345) (3,1245) (4,1235) (5,1234) (12,345) (34,125) (45,123)

L'un des sous-graphes connexes de toute décomposition contient
le sommet | et a au plus 3 sommets, ces sous—graphes sont engendrés par
1, 12,123,125. Dans chaque cas il ne reste plus qu'a partager le reste
en 2 sous-graphes connexes. On a les chalnes des coupures simples sui-

vantes :

(1,12) (1,123) (1,125) (1,1234) (1,1235) (1,1245) (12,123) (12,125)
(12,1234) (12,1235) (12,1245) (123,1234) (123,1235) (125,1235)

On obtient ainsi 11 décompositions contenant toutes les décompo-

sitions de G en 3 sous—-graphes connexes :

(1,2,345) (3,4,125) (4,5,123) (5,34,12)
(1,23,45) (3,45,12) (4,35,12)

(1,25,34)

(1,235,4)

(1,234,5)

(1,245,3)

La décomposition soulignée est une décomposition en 4 sous-graphes
connexes : G a 10 décompositions distinctes en 3 sous—graphes (Pour les
trouver il suffit de faire un test de connexité sur C,~C, Clet(Ci'étant

connexes) .
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4 . RECHERCHE DES COUPURES SIMPLES

4 . 1 . Graphe quelconque
4 . 1.1 . Coupure et cocycle.

Rappelons qu'un cocycle d'un graphe G est un sous—ensemble de AG tel
que sa suppression rend non connexe le graphe G et minimal pour cette pro-
priété.

Il est immédiat de vérifier que cette définition est &quivalente

4 la suivante :
L C3AG est un cocycle de G

si et seulement si le graphe G-{L} a exactement 2 composantes connexes.

PROPRIETE 1 : On peut associer & un cocycle deux coupures simples complé-

mentaires, ceci d'une mani&re unique. Réciprdquement i deux

coupures simples complémentaires on peut associer un cocycle

unique.

Démonstration : Si (A,K) et (K,A) sont deux coupures simples complémentai-

res, l'ensemble des arétes w(A) qui ont une extrémité dans A et l'autre
dans A est un cocycle. De telles ar8tes existent sinon G ne serait pas
connexe. La suppression de w(A) engendre les 2 sous-graphes connexes

G(A) et G(A).

Cette propriété permet de ramener la recherche des coupures d'un

graphe 3 celle des cocycles.

4 . 1.2 . Un algorithme booléen

De nombreux algorithmes existent pour rechercher les cocycles

d'un graphe. Rappelons rapidement un algorithme classique exposé dans [?1:

Si on appelle arbre complet d'un graphe G un sous-graphe de G

qui est un arbre ayant S, pour ensemble de sommets on a la propriété sui-

G
vante
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PROPRIETE 2 : Un cocycle est un ensemble minimal d'arétes contenant une

aréte de chaque arbre complet du graphe.

Démonstration : Un tel ensemble L d'aré@tes fait perdre sa connexité au
graphe lorsqu'on le supprime (sinon il existerait un arbre de G n'ayant
aucune aréte dans L). Aucun des sous—ensembles de L ne posséde cette

propriété : puisque dans ce cas il y a un arbre au moins pour lequel on

enléve aucune aréte le graphe reste connexe.

ALGORITHME : On représente chaque arbre complet du graphe par une somme
de lettres, chacune représentant une aréte. On fait le produit booléen
des sommes ainsi obtenues pour tous les arbres complets. Aprés suppres-

sion des multiples chaque mondme restant définit un cocycle.

Pour obtenir les arbres complets d'un graphe on peut utiliser par

exemple un algorithme d'énumération [9J ou 1'algorithme de WANG |)2]

4 . 2 . Graphe biparti
4 .2 .1 . Définitions

Un graphe G est biparti si l'ensemble des sommets S

c est biparti-
tionné en (X,M) de telle sorte que toute aréte ait une extremité dans X

et 1'autre dans M.

Par analogie avec les réseaux logiques et €lectriques nous appel-
lerons noeuds les &léments de X et &toiles les &léments de M. Un réseau
logique peut @tre repr@senté simplement par un graphe biparti les &léments
du réseau (opérateurs logiques) &tant des étoiles et des interconnexions

entre é€léments &tant les noeuds.
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EXEMPLE :

réseau d'opérateurs
(AybyCyeessk)

X

M= (A,B,C,D,E)
graphe bipartt

Nous pouvons remarquer que dans le cas d'un réseau représenté
par un graphe biparti les décompositions qui nous interesseront seront
celles correspondant & un éclatement d'un ensemble d'articulation. L'en-
semble d'articulation étant constitué exclusivement de noeud car 1l'écla-
tement d'une &toile (opé&rateur) est impossible physiquement et la sup-
pression d'ar@te rend plus difficile les communications entre sous-réseaux.
En reprenant l'exemple précédent une décomposition possible en deux sous-

graphes connexes serait :
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Une coupure d'un graphe biparti sera une coupure de l'ensemble M
muni de la relation binaire symétrique R : deux &toiles sont en relation

-

s'il existe au moins un noeud adjacent & ces deux &toiles.

4 .2 .2 . Coupure et ensemble d'articulation.

Considérons une coupure simple (A,A) d'un graphe biparti connexe
G(X,M) et notons F l'ensemble des noeuds adjacents 3 au moins une &toile
de A et & au moins une de A. F est non vide puisque G est connexe. F est
un ensemble d'articulation de G en effet, la suppression de F décompose

G en deux sous—-graphes connexes 1'un contenant A 1'autre A, donc :

PROPRIETE 3 : A une coupure simple d'un graphe biparti on peut associer

un ensemble d'articulation unique F < X.

La réciproque est fausse car un ensemble d'articulation F C€ X
peut &tre de puissance > 3. Dans ce cas nous pouvons associer un ensem-—

ble de coupures simples 3 un tel ensemble d'articulation.

En effet soit F = {a,b,...,c} © X un ensemble d'articulation de G.
On note Ml’Ml"'"’Mp’p > 3, la partition de M engendré par la suppression
de F_dans G. 11 Existe au moins 2 bipartitions de {M1,¥2,...,Mé}
(M',M{) et (M!, Mé) telles que les graphes G(Mi) et G(Mi) soient connexes,

En effet considérons le graphe condensé GC associé & la décomposition
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{MI’MZ""’Mp} c'est un arbre. Il a donc au moins 2 sommets pendants
M1 et M2 par exemplq,dans ce cas (M],Mz...Mp) et (MZ’MIMB"'Mp) sont
deux coupures simples de G qui ne sont pas complémentaires si p > 3.

EXEMPLE :

a c
M1=(C,D,E,F) M2 = (G,H)
My=(A,B)
F={?’b} sont 2 coupu-

M, ,M M, )| res simples de
127273 G

(MZ’MlMB)j

REMARQUE S: 1) Un graphe biparti connexe G(X,M) avec M| > 2 a au moins
un ensemble d'articulation inclus dans X. Il suffit de

~

considérer 1'ensemble des noeuds adjacents 4 une étoile
quelconque et qui ne sont pas pendants. (Ce résultat est
faux dans le cas de graphe quélconque, K n'a pas d'ensem-

ble d'articulation).

2) Un graphe biparti sera donmné par

X = {a,b,...,8} ensemble des noeuds
M=1{1,2,...,m} ensemble des étoiles
L ='{X1,X2,...,Xm} X; Stant 1'ensemble des noeuds adjacents

a 1'étoile i. Cette représentation a deux avantages : premié-

rement elle est sowvent utilisée par les logictens pour décrire
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wn réseau, deuxiémement elle se préte particuliérement bien au
traitement par ordinateur en remplagant L par une matrice boo-
léenme ayant M pour indices de ligne, X pour indices de colonne

et en écrivant X, dans la ligne <.

EXEMPLE abcdefg
1j1 000011

211100000

e 3{1011000

L=4}01101 0‘9

4 ., 2.3, A]gorithmes

On supprime tous les noeuds pendants dans L, L est alors le tableau
des coupures élémentaires cet des ensembles d'articulation associés mi-
nimaux a_- En effet il faut nécessairement fractionner tous les noeuds
de a, pour obtenir une décomposition du graphe ayant c pour sous—graphe
connexe. Le fractionnement minimum est obtenu en dédoublant un noeud a

de a, en a, pour c et a, pour c. En reprenant l'exemple précé&dent nous

1
voyons qu'il est nécessaire de dédoubler b et ¢ pour obtenir une décom-—

position de G ayant un sous-graphe connexe réduit 3 1'étoile 4 :
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Un algorithme qui consisterait & générer toutes les coupures d'un
graphe a partir de ses coupures &lémentaires puis & ne conserver que les

coupures simples et inutilisable. En effet une telle méthode nécessite le

nq
. 2 .
calcul de 2iZ. coupures et on doit effectuer 2 x 2 testSde connexité.

1Y ALGORITHME Il est basé sur la propriété suivante :

PROPRIETE 4 : Toute coupure simple est la réunion de coupures simples dis-

jointes inférieures et d'une &toile 3 laquelle elles sont

toutes jointives.

Démonstration : Soit (A,A) une coupure simple de G(X,M). Il existe au moins
une &toile e €A qui est lide 4 A. La suppression de e engendre une partition
A]’AZ""’Ar (r > 1) de A , (Ai,Ki) est une coupure simple de G inférieure
a (A,A), c'est a dire A; C A. Les coupures Ai sont disjointes, c'est 3 dire

A; M Aj =0 ¥i#3jetl'ona:

A={U A, U e}
i=]
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Si X, N Xj # @ il existe une coupure (ij,...) ayant pour ensemble

d'articulation associé . :
X, Xj - {les noeuds adjacents uniquement a i ou / et j}

On obtient ainsi toutes les coupures séparant un sous~graphe connexe
de 2 étoiles, on &limine celles qui ne sont pas simples en faisant un

. éme
test de connexité sur le 2 membre.

Plus généralement, pour obtenir les coupures simples ayant
k &toiles dans leur premier membre on associe q coupures simples disjoin-
tes (Ci)i=],...,q, déja obtenues ayant il,iz,...,iq €léments et une cou-

pure élémentaire Co de telle sorte que le sous—graphe ayant pour étoiles

{u C.» Ce} soit connexe.
i=1
Cette méthode, étant assez difficile 3 mettre en oeuvre nNous avons

programmé 1'algorithme suivant.

2°™® ALGORITHME On compléte le tableau L en cherchant comme précé&demment

les coupures séparant un sous—graphe connexe de 2 &toiles mais on n'élimi-

ne pas celles qui ne sont pas simples. A partir de ces coupures ayant 2 &toi-
les dans leur premier membre et des coupures &lémentaires on forme celles
ayant 3 étoiles dans leur premier membre et qui engendrent un sous—graphe

connexe etc...

Si 1M[ =m = 2p+l on s'arr@te lorsque l'on a obtenu les coupures

ayant p étoiles dans leur premier membre.

Sim= 2p on s'arréte lorsque 1'on a obtenu les coupures ayant

p étoiles dans leur premier membre et contenant une méme étoile.

Lorsque la liste des coupures et de leur ensemble d'articulation
associé est compléte, on élimine les coupures non simples en faisant un

test de connexité sur A si A est dans la liste.



~1.4- - 48 -

En notant Mi 1l'ensemble des étoiles adjacentes, au noeud i et
.iém .
Li la i*®™€ ligne de L on a :

(:) On supprime les noceuds pendants (FMﬁ| = 1) et on forme le tableau
T1 des coupures Ci ayant 1 8toile dans leur premier membre et de leur
ensemble d'articulation associé E, =L, - {les noeuds pendants adjacents
i 1'étoile i}

<§> On forme les coupures ayant 2 &toiles dans leur premier membre et

leur ensemble d'articulation associé& de la maniére suivante

si E; N Ej # 0 et Eij = Ei U Ej - K # @ avec

= X . cc, . i Uc.
K= {2 e;El U EJ ] M,Q C1 U CJ} alors on ajoute la coupure C1UCJ ayant

E pour ensemble d'articulation associd : on obtient ainsi le

ij
tableau T2.

(:) A partir de Th_1 et de T] on forme T. en faisant comme en (:) .

h
On s'arréte 3 Tp si m = 2p+] et aux coupures de Tp contenant 1'étoile

1 sim= 2p,

(:) Si A est une coupure de 1'un des Ti on la garde si G(K) est connexe

sinon on la supprime.

En considérant les coupures simples ainsi obtenues et leurs complé-
mentaires on obtient toutes les coupures simples du graphe ainsi que leur

ensemble d'articulation associé. 7

EXEMPLE : L = {aci,abkj,bedh,def,efg} -
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T )

Ci El Ci El
1 ac 12 4bc
2 ab 13 .|l .abéd..

-3 i-bed- 23 | abed-

A def- 34t bedef-
5 ef 45 déf

REMARQUE : Comme nous n'utilisons que T et T, pour obteniyr T 81 nous

4 .

cherchons uniquement les coupures simples ayant certaines pro-
priétés '"réguliéres”, aprés avoir formé Ty on peut éliminer
toutes les coupures de Th_1 ne satisfaisant pas ces propriétés.
Une propriété étant dite "réguliére" si étant vérifiée pour une
coupure (C3C) elle 1l'est pour toute coupure (C';C") telle que
C'cC, (Il est immédiat de vérifier que la propriété pour une
coupure d'avoir un ensemble d'articulation associé ayant un
nombre minimum de noeuds n'est pas réguliére).

Dans le cas de la décomposition d'un réseau de circuits inté-
grés en plaquettes de circuits imprimé, ces plaquettes peuven
supporter k circuits intégrés, on cherchera donc les coupures
simples de k éléments ayant un ensemble d'articulation associé
avee un nombre minimum d'éléments pour minimiser le nombre de

connexions entre plaquettes.

2 . 4 . Programmes

La procédure ARTII donne toutes les coupures simples d'un graphe

connexe avec leurs ensembles d'articulations associés. La procé&dure ARTI2

donne : soit la premi&re coupure simple ayant un nombre maximum d'étoiles

parmi celles ayant un ensemble d'articulation associé ayant un nombre

. . my, .. . . . a
minimum de noeuds E(ED gtoiles ayant un ensemble d'articulation associé
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ayant un nombre minimum de noeuds.

-~

Les programmes sont écrits en ALGOL. ARTI! & 1000 unités synta-
xiques, ARTI2 en a 1067. Le nombre de noeuds du graphe est limité 3
36 (nombre de bits d'une mémoire du 7 044) mais on peut facilement géné-
raliser tous les programmes en considérant plusieurs mémoires en paral-

léles. Le nombre d'étoiles est limité & 100. On utilise les procédures

en MAP suivantes

entier procedure OU(A,B) ; valeur A,B ; entier A,B ;

commentaire : union logique de A et B;

entier procedure ET(A,B);valeur A,Bjentier A,B;

commentaire: intersection logique de A et Bj

entier procedure DJ(A,B)j;valeur A,Bj;entier A,B;

commentaire: disjonction de A et B ;

entier procedure TD(A,I);valeur A,Tjentier A,I;

commentaire: translation de I positions vers la droite de A;

entier procedure TG(A,T);valeur A,Ijentier A,I;

commentaire: translation de I positions vers la gauche de A;

entier procedure BIT(A,I);valeur A,I; entier A,T;

. iéme _ .
commentaire: I bit de A;

entier procedure POIDS (A);valeur Ajentier A;

commentaire: nombre de digits de A;

procedure NULTAB(A,K);valeur K; entier K; entier tableau A;

commentaire: cette procedure annule les K premieres mémoires de A;

procedure ARTII (F,M,N,AD,VA,H,TROP);valeur F,M,Njentier M,N,H; .
entier tableau F,AD,VA; &tiquette TROP;

commentaire: cette procedure calcule et range dans le tableau AD de H
mémoire les premiers membres des coupures simples et dans VA leur ensemble

d'articulation associé du graphe biparti connexe de M étalés et N noeuds
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défini par le tableau F. On va en TROP si H > 1.000 ;

procedure ARTI2(F,M,N,HS,AHS,TEST,TROP);valeur F,M,N;entier M,N,HS,AHS;
entier tableau F;booleen TEST ; etiquette TROP;

commentaire: HS contient le premier membre de la coupure simple ayant un
nombre maximum d'étoiles parmi celles ayant un ensemble d'articulation
associé ayant un nombre minimum de noeuds si TEST est vrai, sinon HS
contient le premier membre de la coupure simple ayant M/2 &toiles et

un ensemble d'articulation associé minimum. AHS contient 1'ensemble
d'articulation associé 3 HS. On va en TROP si un tableau Ti a plus de

1000 &€léments. Le graphe est représenté comme en ARTI];

La procédure DECP décompose un graphe biparti connexe en 2 sous-—
graphes bipartis connexes en dédoublant les noeuds de l'ensemble d'articu-
lation associé i une coupure simple donnée
procedure DECP(F,M,N,HS,F1,MIl,N1,F2,M2,N2);valeurF ,M,N,HS;
entier M,N,M1,Ni,M2,N2,HS; entier tableau F,F1,F2;

commentaire : le graphe connexe (F,M,N) est décomposé en (F],MI,N]) et
(FZ’MZ’NZ)’ deux sous—graphes connexes, F] ayant HS pour étoiles et F2,

M-HS. HS étant une coupure simple de F ;

4 .2 .5 . Connexité

Si A = (aij) est la matrice associde § un graphe G’aij=1 si
les sommets i et j sont adjacents, aij=0 autrement, et aii=1)on peut
chercher les composantes connexes de G en formant la fermeture transi-
tive de A soit, ce qui est beaucoup plus rapide, procéder par fusion de

lignes de A.

Si deux lignes de A ont une intersection non vide, on remplace
1'une de ces deux lignes par leur union et on supprime 1'autre. On recom—
mence sur la nouvelle matrice ainsi formée. Quand le processus s'arréte
il reste des lignes chacune correspondant 3 une composante connexe de G,
les éléments de cette composante &tant indiqués par les | prédsents dans

la ligne.
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Nous avons programmé cette méthode dans le cas d'un graphe biparti
en utilisant la représentation déji définie. Le programme &crit en
ALGOL a 265 unités syntaxiques et utilise les procédures en MAP : OU, ET
et NULTAB.

procedure COMCNXE (F,M,IC,NC,SORT1);valeur M ; entier M,NC;

entier tableau F,IC ; &tiquette SORTI ;

commentaire : cette procédure range dans le tableau F entre
IC(I) et IC(I+1) la preme composante connexe du graphe biparti (F,M)
ayant NC composantes connexes. On va en SORT! si NG > 100 ou si l'une

des composantes a plus de 100 étoiles ;

Pour €liminer les coupures non simples obtenus par 1'algorithme

2 de 2.3, il suffit de savoir si un graphe donné est connexe ou non.

Nous avons &crit une procédure prenant la valeur vrai si le gra-
phe est connexe, faux autrement. Elle est basée sur la méme méthode que
la procédure précédente et a 120 unités syntaxiques. Elle utilise les
procédures en MAP : ET, OU.

booleen procedure CONEX(F,M); valeur F,M ; entier M ; entier tableau F;

commentaire : CONEX est vrai si (F,M) est connexe, faux autrement ;

5 . RECHERCHE DES ENSEMBLES D'ARTICULATION MINIMAUX D'UN GRAPHE

La propriété 3 de 4.2.2. nous permet d'envisager 1'étude des
décompositions d'un graphe connexe (biparti) & partir de 1'é&clatement

des sommets &léments d'un ensemble d'articulation du graphe.

On considére la matrice associde au graphe A = (aij)' Si un
sous—tableau de cette matrice ayant L,M pour ensemble de lignes et de
colonnes est rempli de O, la suppression de LUM rend non connexe le
graphe donc LUM est un ensemble d'articulation du graphe G. (LUM # S

sinon G ne serait pas~conn§xe) La réciproque est évidente.
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Donc le probléme de la recherche des ensembles d'articulation mini-
maux sera simple une fois que 1l'on connattra les sous—tableaux maximaux
(par rapport & 1'inclusion) ou "premiers", n'ayant que des O pour 8léments,
i1 suffira de considérer parmi ces sous-tableaux ceux ayant un nombre

maximum d'éléments.

Dans le cas d'un graphe biparti et en reprenant les conditions de
4.2.1 il faudra ne considérer que les sous tableaux formés exclusivement

de noeuds.

5 . 1 . Algorithme de recherche des sous-matrices premiéres d'une matrice

Malgrange a proposé un algorithme pour résoudre ce probléme, qui
est exposé dans [idJ p. 269, et en a donné un certain nombre d'applications,
notamment en ce qui concerne 1'dtude des graphes : recherche des ensembles
d'articulation minimaux, recherche des disques maximales, application d'un

graphe dans un autre etc... [}1

L'algorithme proposé ici est une amélioration notable de celui pro-
posé par Malgrange dans la mesure ol le nombre d'opérationms utilisées pour
résoudre un probléme donné est nettement inférieur. féw]

5.1.1. Treillis produit des ensembles de parties de 2 ensembles

finis
Soient I et J deux ensembles finis J(I) (resp.S(J)), ensemble des
parties de I, muni de 1'union et de 1'intersection forme un treillis de

Boole B1 (resp. B2) avec 1'ordre habituel

Xy e;Bl x>Uy<=>xUy=x

ko4

Le dual B est également un treillis de Boole on notera son

D

ordre > N: x,y€B, x >Ny <> x Ny =X

2
Le produit cardinal (T,>1) =(B1,ZU) X (B;,zn) est formé des

éléments de Bl X B; ordonnés par (xl,yl) et (xz,yz) € T
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(x],yl) > 1 (x2,y2) = %, 2 Ux2 et y; 2in v,-
T est un treillis de Boole dont les opérations sont :
(xy59) V (%5,5,) = (x U %95 ¥y N 7,)
(1,90 A (%55, = (% Nxy, ¥, Uy,)

avec (x;,¥;) 2 1 (%9,¥y) <> (x5 V (%957,) = (x,¥))

Remarquons que les deux opérations de T sont précisément celles utilisées

par Malgrange pour manipuler les sous-matrices.
L'élément nul de T est (@#,J3) en effet : quel que soit
(x,y) € T,(8,3) A(xy) = (B x, JUY) = (4,)

L'élément universel est (I,P) en effet :

(L,8) V (x,y) = (T Ux, 8n y)=(I,8) ¥Y(x,y) T
L'ensemble S des atomes de T est l'ensemble suivant :
s = {(8,3-y)|y; € 3} U {(x;,D|x; €1}
En effet : (@,J-y;) > 1(X,Y)<—> X=@ et J-y, © Y pour avoir un ordre

strict il faut Y=J le seul é&lément inférieur 3 (¢,J—yi) est donc bien

1'élément nul. De méme :

-<xi’J)
faut X

v

1 (X,Y) <= X - X et J C Y pour avoir un ordre strict il

@.

Il reste a montrer que tout atome est &lément de S, Celd provient
du fait que tout &lément V-irréductible d'un treillis de Boole est un

atome et que :

1'ensemble des élé&ments V-irréductibles d'un treillis distributif

de longueur finie n est d'ordre n (th. 5 p. 139 [3])
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Or T est de longueur |I| + |J| car il contient la chafne suivante :
@,9) € (x5 < (xp5x,,0) Kol (1,9 < (TL,3-y)) <.l L(IB)

or S = |I| + ‘J! donc S est bien l'ensemble des atomes de T.

5.1 .2 . Un sous-treillis particulier de T.

Considérons une matrice A(i,j) I étant l'ensemble des lignes et
J celui des colonnes. Notons T1 1'ensemble des sous—matrices de A rem—
plies du méme &lément a. Tl est un sous—treillis de T si on admet que

X,8), X cIet (6,Y), Y cJ, sont des €léments de T, -
En effet quels que.soient (XI’Y]) et (X2,Y2) éléments de T] :
(XI’Y]) Vv (XZ’YZ) = (Xl U X2,Y1 N Y2) sont des sous-matrices de A

(XI’YI) n (X2,Y2) = (X1 n X2,Y1 U Y2) ne contenant que des a.

T] étant sous—treillis d'un treillis de Boole est distributif.

Ses éléments V-irréductibles sont les &léments (¢,J—yi) pour tout

y; € J et (xi,Yi)_,Yi étant maximum (c'est a dire une ligne de a).

A= xi ou @

En effet : (Xi’Yi) = (A,B) V (Q’D) = C =0 ou X,
B=D-=Y..

i

On obtient ainsi |I| + |J| é€léments V-irréductibles ce sont donc
les seuls d'aprés le théordme précédent. Nous dirons qu'un &lément

(X,Y) de T, est premier s'il est maximal par rapport & 1l'inclusion c'est

1
3 dire s'il n'existe pas (X',Y') de T1 avec

X'D Xet Y 2V,

5.1 . 3. Recherche des éléments premiers de Tj.

T, gtant un treillis distributif, un &lément de T1 a une expres-

sion irredondante unique sous forme d'union d'éléments V-irréductibles.

Les €léments (¢,J—yi) n'interviennent pas dans l'expression irredondante
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d'un &lément premier de T]. En effet soit (A,B) € Tl et premier, On peut

poser :

(A,B) = <X1’Yl) Vv ((Z),J--yi )V...V(¢,J—yi ) expression irredondante.
1 s
(XI’YI) = V{des éléments V-irréductibles de la forme (Xi’Yi)}

(¢,J—Yi1)V...V(@J-YiS) = (¢,J—(yil §) inU...yiS))

(Xl,Yl) v (¢,J—(yilu...usnis)) = (X],C) donc X, = A

c=Y, n (J-(y; U...Uy, )) =B

1 s

(J-—(yi U...in D Y1 sinon (A,B) ne serait pas premier puisque inclus
1 s

dans (A’YI)'

Les &léments premiers de Tl seront donc obtenus en formant toutes
les unions de lignes ayant au moins une colonne non vide.

Appelons Ci les éléments V-irréductibles de Tl
c; = (x;,Y;)

On forme Ci U Cj’ j* i, si Yi [WYj # @

. . . 5 s T3 ey
puis on forme C1 V C jv Ck’ k > j, si Yl[] YJ Yl,_J r]Yk # 0

etc...

Les &léments maximaux de la liste ainsi obtenue sont les &léments

premiers de Tl' Chaque élément n'est calculéd qu'une fois.

5 . 2 . Recherche des ensembles d'articulation sur un exemple.

Considérons le graphe de 5 sommets : flo110 1
10110

A= |11010

01101

10010

L” oot
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c, = (1,14) C, V¢, = (14,14) X
C2 = (2,25) C2 v C3 = (23,5)
Cqy = (3,35) C, V Cg = (25,25) X
c, = (¢ ) =
s = (4,14) ) Cq V Cy = (35,35) X
C = ’ =
5 (5,235) C, V c3 Vv C5 (235,5) X

les sous-matrices premidres de zéros sont marqués d'une croix elles donnent
les ensembles d'articulation : (235), (134), (124), (14)e (14) est

' . . ..
1'ensemble d'articulation de G ayant un nombre minimum d'éléments.

REMARQUE : Fn utilisant les idées de PICHAT [ji]on voit qu'on peut étendre
cet algorithme au cas de la recherche de n—rectangles maximauz
d'un sous-treillis d'un treillis produit de n treillis de

Boole.

5 . 3 . Programme

Le programme SOUSAUX a gté écrit par Monsieur Vilcoq, chercheur
3 1'I.M.A.G., en PL1. Il permet d'obtenir toutes les sous-matrices premiéres
d'une matrice en utilisant 1'algorithme exposé ci-dessus.

La matrice est donnée sous forme d'un tableau de chafnes de bits,
une chafne représentant une ligne de la matrice. Les sous-matrices premig&-
res obtenues sont sorties sous la forme de 2 chafnes de bits, les digits
présents dans la deuxiame chaine indiquant les colonnes.

11 nécessite 30 K octets sans compter les mémoires servant &
stocker les sous-matrices. La version actuelle permet de traiter des ma-
trices de dimension maximum 32 X 32, mais cette dimension peut facilement
dtre augmentde. Sur le calculateur IBM 360/67 le temps de compilation est
de 7 seconde. Pour une matrice de 12 X 12 il a fallu 6,2 seconde pour -ob—

tenir ses 64 sous-matrices premi&res.
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CHAPITRE II

DECOMPOSITION D'UN GRAPHE EN GRAPHES PARTIELS
PLANAIRES
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1 . RESULTATS GENERAUX SUR L'EPAISSEUR D'UN GRAPHE

1. 1. Définitions

(GI’GZ""’GQ) est une f-décomposition planaire d'un graphe G si :
(1) les Gi sont des graphes partiels planaires de G
(2) Ag N A, = O Vid#j
gt J
3YU G, =6
=1t

L'épaisseur 6 (G) d'un graphe G est le nombre minimum d'éléments d'une

f~décomposition planaire de G.
Si G' est un sous—graphe partiel de G on a :
8(G') < 8(G).

Un graphe G est t-minimal si 6(G) = t et 8(G') = t', t' < t,
YG' G et G' # G.

Un graphe G est h-maximal dans G' si :

(1) SG = SG'

(2) 6(G U {a}) = 6(G)+1, V a € AG,—AG

Si G est h-maximal dans G' alors G est h maximal dans G", quelque soit G"

graphe partiel de G' tel que

AG o AG" c AG' .

Un graphe G d'ordre n est h-maximal s'il est h-maximal dans Kn,

Kn étant le graphe complet ayant n sommets. Un graphe planaire l-maximal,

est un graphe planaire maximal au sens classique.

1 . 2 . Epaisseur d'un sous-graphe

PROPRIETE 1:S16(G) = t et si G' &G, avec : 8(G') = t', alors
L. t' <o (66" < t.
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Démonstration : G-G' &tant un sous graphe partiel de G : 6(G-G') < t.
Supposons que 8(G-G') < t~t'. Par union d'une 6(G-G') ~ décomposition
planaire de G-G' et d'une t'-décomposition planaire de G' on obtient
une décomposition planaire de G ayant un nombre d'éléments

<t-t'+t' = t ce qui est absurde.

-

On obtient immédiatement comme consdquence de cette propriétd:’

PROPRIETE 2 : En supprimant d'un graphe G au plus 8 arétes ou au plus

2 sommets on diminue 6(G) d'au plus une unité.

n e e e et e s e e e et e

Démonstration : Soit G' un sous-graphe partiel de G tel que IAG'l <8
ou bien G' = G(SG—S') avec |S'| <2 dans 1'un de ces cas 6(G') = 1, en

appliquant la propri&té 1 avec t'=] on obtient bien le résultat annoncé.

La propriété 1 est une généralisation du théordme 3.1 de TUTTE |27

PROPRIETE 3. [27] : Si k est un entier > O tel que 8(G) > k, alors G a un

sous—graphe partiel k-minimal.

Démonstration : Supposons 6(G) = k. Dans ce cas si on ne peut enlever au-
cune aréte a de telle sorte que 6(G-{a}) = k, G est t-minimal. Sinon

on enléve a et on recommence sur le graphe G-{a} jusqu'd ce qu'on obtienne
un graphe k-minimal. On fait le m@me raisonnement avec 6(G)>k en considé-

rant G' - G avec O(G') = k.

l . 3 . Epaisseur et ensemble d'articulation

Une piéce d'un graphe G &tant un sous-graphe de G sans point d'ar-
ticulation et maximal pour cette propriété, nous pouvons généraliser le ré-
sultat bien connu sur les graphes planaires : "un graphe est planaire si et

seulement si toutes ses pidces sont planaires".

e
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THEOREME 1 : Un graphe G est d'épaisseur t si et seulement si toute piéce
de G est d'épaisseur < t, une piéce au moins &tant d'épaisseur
t.

—

Si G est d'@paisseur t, tout sous-graphe partiel est d'épaisseur
< t. Supposons que toutes les piéces de G soient d'@paisseur t et soit

Lt = (L L ) une t- decomp031t10n planaire de la plece L . Le gra-

2,...,
phe G] U L] est planalre puisque L1 est soit une composante, soit une
piéce de é] et que L? est planaire. Donc G(Ll) = t pour tout i entraine
que 8(G) =

On en déduit immédiatement le théoréme 3.3 de TUTTIE [?31

COROLLAIRE 1 : Un graphe t-minimal est inarticulé.

On appelle homomorphisme d'un graphe G(S,A) dans un graphe

G'(S',A"), une application¢ de S + S' conservant la relation de jointi-

vité c'est 3 dire telle que si (SI’SZ) € A alors @p(sl),@(sz)) €A,

L'opération €h£ qui, & un graphe G(S,A) associe le graphe obtenu
i partir de G en supprimant deuk sommets a et b € S et en ajoutant un nou-
veau sommet ab ¢ S ainsi que les arétes (ab s ) 51 (a,s. ) € A ou (b,s, ) €A,
est appelée un homomorphlsme élémentaire On dedult 1mmed1atement du

théoréme 1 ;

COROLLAIRE-2 : Si G(G ) O(G

2) = t et Snln S.. o5 T @ alors © (eaﬁigl U G2))=t
Ya € S, et ¥b €S, , b étant 1'homomorphisme Elémentaire
fusionnant a et b.
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A = {a;,8,,...,3,} 8tant un ensemble d'articulation d'un gra-

phe connexe G, considérons une décomposition de type 2 ob-

tenue par &clatement de A : G = (G;,6,,Gp), avec :
| -(AGI,A 2,AGA) est une part1t1on.d¢ AG

- Gy = G(A)
B

1
-6(6)) 28 (6,)
alors 8(G) < M = max {B(Gl),e(62)+k-1} . De plus si

M=8(G,) alors 6(G)=6(Gy).

Démonstration :

La décomposition est représentée sur la figure 1 ¢
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Considérons les graphes
L - -
G G U (aibj)

2 2
'i

g (a b. ) € A G,

i 3,0,k

et

| - 1
G' = Gl U G2.

0(G") = G(Gl). En effet il suffit d'appliquer le théordme 1 en

remarquant que a, est point d'articulation de G' (voir figure 2).

GI

Figure 2

La démonstration du théor&me | nous permet de plus d'affirmer que
1'on peut disposer les arétes de Gé dans 6(G2) plans d'une G(G]) - décom-

position planaire de G'.

Dans chacun des e(Gl)—e(Gz) plans restant on peut ajouter planai-
rement un graphe Ai = Q (aibj)
]
¥ (aibj) € AGz
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Ceci &tant possible car pour tout sommet s d'un graphe planaire
on peut trouver une représentation planaire telle que s soit sur la fron-
tidre de la région infinie.
k
Il y a k-1 tels graphes et G=G' U Ai' Denc si k-1 < G(Gl)—e(Gz)
i=2
on obtiendra ainsi une G(Gl)—décomposition planaire de G or G(Gl) < 68(6)
donc ©(G) = G(G]). Sinon en ajoutant k*l-(G(Gl)—G(GZ) plans chacun contenant

un Ai on obtiendra une décomposition planaire de G ayant 6(G2)+k—1 plans.

On appelle aréte d'attachement d'un sous-graphe G(S') d'un graphe

G(S,A), une aréte (ab) avec a € S' et b € S-S'. On peut obtenir un théo-
réme équivalent au théordme 2 en considérant le nombre d'ardtes d'atta-

chement 3 la place du nombre de sommets d'un ensemble d'articulation.

THEOREME 3 : Si A est un ensemble d'articulation d'un graphe connexe G

entrainant la partition : S, ='{A,Sli§2} et si 1'on pose :

- e(G(Si)) = ts S pour
[ =12

- nombre d'arétes d'attachement de G(Si) = "1}

On a alors :

) < Max (tl,té) s n, < Max (tl,té)

O
—

[<p)

/

8(6)

A

Max (tZ’ti) si ny < Max (tZ’ti)'

Démonstration : On a : A, =

_____________ ¢ = Aacsum U Pacsy U R

et AG = AG(SZ A) U AG(Sl) U A1

si A, est 1'ensemble des arétes d'attachement de G(Si)' Les graphes

G(SIUA) et G(Sz) gtant disjoints on a donc :

0(G(5,UB) U G(S,)) < Max (t;,t5)
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De plus on peut ajouter planairement & chaque graphe d'une décom-
position planaire de G(SIUA) U G(Sz) au moins une aréte de AZ’ car si
(ab) est cette argte, avec a ¢ 8, UAetbe S,> on peut trouver une
représentation planaire du graphe partiel planaire de G(S1 U A) avec a sur

la frontiére de la région infinie et de méme pour b et G(Sz).

Donc si n, < Max (tl’té) le résultat est bien démontré. La démons—

. . . . éme . .
tration est identique en utilisant la 2 décomposition.

COROLLAIRE 3 : Si G est un graphe t-minimal tout cocycle de G a au moins

t arétes.

Raisonnons par 1'absurde en supposant que C est un cocycle de G
ayant moins de t arétes. La suppression de C engendre la partition
Sl,S2 de SG et G(Sl) et G(SZ) sont d'@paisseur < t-1 puisque G est
t-minimal en appliquant le théor&me 3 on voit que 6(G) < t-1 ce qui est

absurde.

REMARQUE : Le corollaire 3 ci-dessus est identique au théoréme principal

de HOBBS et GROSSMAN [21]-

1 . 4 . Epaisseur et degré

On note dG(s), ou d(s), le degré du sommets s de G, c'est & dire

le nombre d'arétes incidantes & s. On pose :

d min(G)
d max(G)

min (d(s) ; s € SG)
max (d(s) ; s € SG)-



-11.1- - 66 -

THEOREME 4 [2il : Si G est un graphe t-minimal alors dm1n<G) > t.

Supposons que s € 8; soit tel que d(s) < t. On a :
8(G-{s}) = t-1 puisque G est t-minimal et d'aprés la propriété 1. Consi-
dérons une (t-1)-décomposition planaire : (H]’HZ""’Ht 1) de G- s
Hy U (sx),¥(sx) AG est un graphe planaire. Comme s a au plus t-1 arétes
incidentes en les ajoutant planairement aux graphes Hi on obtient une

(t—1)-décomposition planaire de G ce qui est absurde.

THEOREME 5 : Si le graphe G est tel que dmax < h alors G est sous-graphe
partiel d'un graphe h-régulier.

Démonstration

Si G est h-régulier le théoréme est &vident. Nous supposons donc
qu'il existe n, n > O, sommets de G dont le degré est <h :
Xy sy eee, X, avec d(xl) < d(xz) < vee < d(xn). Nous saturons les sommets
X, en ajoutant h—d(ki)~sommets pendants adjacents & x,.

On obtient ainsi un graphe dont tous les sommets sont de degré

‘h & 1'exception de N = I (h- d(x )) sommets pendants. On considére
i= l,...,n

h sommets parmi ces N sommets pendants et un graphe complet Kh sur h
nouveaux sommets, On fusionne les h sommets pendants avec les h sommets,
de degré h-l, de Kh' C'est-a-dire que si l'on a choisi SAES PERRRTN (N
parmi les N-Sommets et si les sommets de Kh sont §;s8y,«.+sS; ON fait
les homomorphismes &lé&mentaires €. . pour i=s5,2,...,h.0n recommence

. - i®1 . .
jusqu'd ce que le nombre de sommets pendants soit r < h.

. . - : r .
Si r est pair on enld@ve un couplage de E-aretes d'un graphe
Kh+1 sur h+l nouveaux sommets, et on fusionne les sommets de degré

h—-1 de Kh+] avec les r sommets pendants. Si r est impair on fait de méme

r—1 a . ..
avec un couplage de —E—-aretes et on obtient ainsi un graphe G' dont tous
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les sommets sont de degré h sauf 1, x, de degré 1, On considére un graphe

G" isomorphe & G'-{x} avec SG" NS, =@ et on fusionne le sommet de de-

Gl
gré 1 de G' avec le sommet de degré h-1 de G" on obtient ainsi un graphe

h-régulier.

Rappelons, sans démonstration, le théoréme de Petersen ([Z],plSB) :

Un graphe 2k-régulier peut &€tre décomposé en k semi-facteurs disjoints

Le théoréme 5 et celui de Petersen entrafne immédiatement :

PROPRIETE 4 : Si G est tel que dmax < 2 k alors 6(G) < k.

THEOREME 6 [27] : Soit G d'épaisseur t alors dmax > 2t-1. De plus si
dmax = 2t-1 alors il y a plus de 2t-2 sommets de de-

gré dmax.

Démonstration

Raisonnons par l'absurde. Si ce théoréme est faux il existe un
graphe G d'épaisseur t avec dmax < 2t-1 et il y a au plus 2t-2 sommets
de degré dmax.

En enlevant au plus 2t-2 arétes de G on obtient un graphe G'
ayant un degré max < 2t-1. Soit S un ensemble minimal d'arétes de G, tel
que dmax (G- S ) < 2t-1 et G' = G-{S}. D'aprés la propriété 3 G' a une._
k—décomposition planaire (HI’HZ""’Hk) avec k < t-1 et dmax(Hi) <2
par tout i. On peut ajouter & Hi’ 2 ar@tes de S en conservant la pla-
néarité puisqu'on obtient ainsi un graphe ayant au plus 4 sommets de
degré > 2. Comme |S] < 2t-2 on obtient ainsi une (t-1)-décomposition

planaire de G ce qui est absurde.

1 .5 . Bornes de 1'épaisseur d'un graphe

Un graphe l-maximal est tel que toute représentation planaire

a des faces qui sont toutes de longueur 3. Son dual a donc v+l sommets
D3

5 or Vv = m—n+! donc m=3n-6.

de degré 3 donc m =
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Donc un graphe d'épaisseur 6, ayant n sommets et m arétes, est tel

que m < 8(3n-6) ceci entraine:

m x
(n e > ]g;:g [

m . . . w g .
En posant dmoy = o et si g représente la ceinture c'est & dire la ldngueur du plu

court cycle, TUTTE [27] a démontré :

(2) e (G) > l égg%ég:gl-[ét dans le cas d'un graphe

h-régulier :

e |
® o> [ MED|

= étant 1l'ensemble des graphes finis h-réguliers on pose :

I

, = min {e(e) | 6 ¢ gh} et

it

S

p = max {e(G) ] G € gh} .

Le th@oréme 5 entraine que :

(4) 8(G) <

Sdmax

puisque G est sous graphe partiel de G' et que 8(G) < B(G') <8

€ 8ahax dmax”’

1 . 6 . Epaisseurs et graphes t-minimaux déterminés

On peut cbﬁsidérer que les recherches sur 1'8paisseur des graphes
ont réellement commencées lorsqu'on a démontré que G(Kg) = 3
([}3],[?5[,[?81). Depuis, l'essentiel des recherches a porté sur la dé- .

termination de 1'é@paisseur de graphes particuliers.

% ]:{[ représente 1l'enveloppe entiére supérieure ru réel x

Eﬂ représente 1'envoloppe enti&re inférieuredu réel x
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Les résultats les plus importants sont les suivants :
(5) O(K ) = L; (n+7)J pour n ¥ 4 (modulo 6)
n 6 n#09

En utilisant G(Kg) = 3 = e(KIO) =3, 6(K4) = 1

0(K,y,) = 4 [21] et o(K 5 [15] -

28) =
HOBBS pense que la formule (5) est toujours valable.

Cette idée est &tayde par le fait que :

(6) 8, (K) = [-é— (n+4)] et ez(Kn)-'-|%(n+3):,:l

6, (G) étant 1'épaisseur de genre h, h > 0, de G. L'épaisseur de genre
h

h d'un graphe G &tant définie de la méme maniére que 1l'épaisseur d'un
graphe en remplagant ''graphe partiel planaire' par '"graphe partiel re-
présentable sur une surface de genre h". Les formules (6) ont &té &ta-
blies par RINGEL [26]'

(7 e, ) = [m/2(mwn-2)[

’
sauf, peut-gtre, lorsque m et n sont impairs et qu'il existe un entier
k tel que : n = [2h(m—2)/(m—2k)] cette formule a été &tablie par
BEINEKE |14]s KLEINERT [22] a démontré que :

(8) 8(Q) = 1+[n/4]

-~

Qn.étant 1'hypercube 3 n dimensions.

graphes t-minimaux connus :

(0) le seul graphe d'épaisseur nulle est le graphe vide
(1) le seul graphe l-minimal est constitué d'une aréte

(2) Tous les graphes homeomorphes & K 5et K sont 2-minimaux et ce

3,3
sont les seuls.
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(3) Kg,K7 7,KS 13 sont 3-minimaux mais il en existe une infinité d'autres
] b

non isomorphes

(4) K2t—l,4t2—10t+7 est t-minimal [14]
¥ t>2

K4t—5,4t—5 est t-minimal [ZQJ
Vie>2

L'étude des graphes t-minimaux est justifide par la généralisation

du théoréme de Kuratowski :

THEOREME 7 : Un graphe est d'épaisseur h si et seulement si i1 contient

-~

un sous-graphe partiel homéomorphe & un graphe h-minimal

et aucun homéomorphe d un graphe (h+l)-minimal.
(Pour h > 3 on peut remplacer homéomorphe par isomorphe. )

2 . SUR L'EPAISSEUR DES GRAPHES REGULIERS

2 .1 . Calcul de I, (h # 5 (mod 6))
Rappelons un résultat important de BEINEKE [151 :

THEOREME 0 : Le graphe ayant 6 n sommets et régulier de degré 6n-2
’ est d'épaisseur n.

Nous noterons Bn ce graphe.

Un graphe h-régulier d'ordre n a %? arétes. En utilisant (1) de 1.5.



~11.2- - 71 -

nous obtenons :

L ]6( 2)' ce qui entrafne pour h = 6q :
q' i j— 3
> — > H >
I5 5L or —> > qona donc : I q+1

et ceci quel que soit 1l'entier q > 0, si nous posons IO =1,
Ce résultat peut s'écrire : (1) I6q+r >q+tl 3 g >0etr >0.

De plus B € g, _, donc I < S(Bn) = n,(n>1).

n-—2

Nous pouvons Ecrire cette inégalité de la maniére suivante :

D'autre part le théoréme de Petersen entraTne que : (3)

3 Iy 2 Topeo

de (1), (2) et (3) nous tiromns :

Toq = Toqrz = Teqes = 91

Lemme 1 : q+l ; q >0 et r =0,1,2,3,4

I6q+r

Démonstration :

Considérons le graphe Bq+l (avec q > 1). Il est d'ordre 6(q+l), il
est (6q+4) régulier et e(Bq+l) = q+l.
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Ce graphe est le complément, & un isomorphisme prés, de 3(q+1) co~

pies du graphe K,. (Voir figure 3).

8] x  Sx 83x ®3(q+1)-1x  ®3(g+1)x
83(q+1)+1  ®3(q+1)+2 S3(q+1)+3 6(q+1)~1 %6(g+1)

Figure 3

Les 3 ensembles d'arétes suivants :

C] w {(SISBq+5)’ (5253q+6),-n-,(s3q+353q+4)}
Cp = {(sys30,.6) 0 (828304775 (83443534450
Cq = {(8153q+7)’ (8283q+8)""’(S3q+3s3q+6)}

sont des couplages parfaits et disjoints de Bq+1'

Les graphes B C,, B —ClUCZ,Bq+1—CIUCZUC3 sont donc respective-

g+l 1° T+l
ment &léments de g6q+3’ g6q+2’ g6q+1' De plus

G(Bq+]“ClUCZUC3) < e(Bq+1—clucz) < 6(Bq+]—c]) < e(Bq+1) = g+l

On a donc, en utilisant (1) démontré le lemme sauf pour q=0, rZ5-
(mod. 6).
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Nous avons posé Io = 1. La liste des graphes suivants termine la
démonstration :
I] = ] 12 = | I3 = 1
L Y

Lemme 2 : I6q+5 = q+l ou gq+2 ;3 q >0

Démonstration :

- (5) de 1.6. entraTne que e(K6q+6) = q+2 donc I6q+5 < q+2, (1)

entralne le résultat annoncé.

REMARQUE : Si I6q+5 = q+1 on ne pourra pas obtenir ce résultat en partant

de B (n=q+2). En effet B_ a 6n(6n=2) _ n(18n-6) arétes, en
n n 2 6nx5

enlevant un graphe s5-régulier on enléve = 15 n arétes.

2
Mais n(18n-6)-15n = 18n2-21n > (n-1) (18n-6) = nombre maximum
d'arétes d'un graphe d'ordre én et d'épaisseur n-1.

De plus &'il existe un graphe (6q+5)-régulier et d'épaisseur

q+l 21 aura d'aprés (1) de 1.5 , sommets avec :

(gﬂjgnf > n > 12(q+1)

Pour q=0 et q=1 nous avons déterminé un graphe (6q+5)-régulier,

q+l 2

d'épatsseur q+l et aqvec n = 12(q+1).(voir § 2.3),



-11.2- - 74 -

2 . 2 . Construction de graphes réguliers a partir d'un graphe planaire.

THEOREME 1 : G étant un graphe planaire ayant S = (512§2""’SH) pour en-

semble de sommets, et (pi) » 1 = 1,2,:..,r, étant r permu-
tations distinctes de N = {1,2,...,n}1 telles que :

d(s,) + = d(s,) =h ceciv k€ N

)
v e N .

pi(2) = k et ¥ € {1,2,...,r)

on peut construire un graphe connexe h-régulier d'épaisseur
< r+l .

Construction :

1) r=]
Montrons pour r=1 le principe de la construction.
Nous notons, (Gi)’i ¢ N, les graphes isomorphes & G obtenus en

numérotant sg le sommet sj de G, ceci v j € N.

Le graphe H; = i g N Gi est un graphe planaire.

[T

On considére maintenant les n graphes Gi, i ¢ N, isomorphes

G obtenus de la maniére suivante :

1 2 . . e
G{ = (sp](]), spl(z),..., sgl(n}, cette notation signifiant que

G; est obtenu i partir de G en numérotant s; (1) le sommet s. de G, ceci
Vi € N ]
n 1

v oo n-1
% = G0 %@ % ()

v (52 S3 S] )
n pl(l)’ p1(2)""’ pl(n)
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Les entiers &tant pris modulo n (avec n+l=1) nous poserons :

Gl = (s_ ;.7 3), €N, ceci Vi€N

Nous avons les propriétés suivantes :

ns

a/ SG' G! ¢ s i%j-
P

En effet S,, a un seul sommet d'indice supérieur 1, par exemple,

G'
i
c'est s; (i) de méme SG' a un seul sommet d'indice supérieur 1, c'est
1 N
1 . . . . . .
sp () et p](l) # pl(J) puisque p, est une permutation de N et que i # j.
1

Ceci entraine que le graphe H2 = U Gi est planaire, puisque
i €N

contitué de n graphes planaires disjoints.

b/ A = 9.
i Ay

En effet les arétes de AH sont de la forme (s}, s;) alors que
1
celles de A sont de la forme (s—, SQ) avec i # R.
H, 77k

Ceci entralne que (Hl’ H2) est une 2-décomposition planaire du

graphe H = H) U H,.

¢/ H est un graphe h-régulier.

iy _ i iv oL, .
dH(Sj) dH](sj) + dH (sj) d'aprés b/.

2

H

or d (s%)= d s%) = d.(s.
[ dg (5D = dglsp)
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i i - - s .
dHZ (Sj) = dH2 (Spl(k)) avec pl(k) =1 et ¢
i -

Donc :

i e = ' -~ -~ - -~
dH(sj) = dG(sj) + dG(sk) h d'aprés les hypoth&ses du th@oréme.

d/ H est connexe.

Il suffit de remarquer que G/ est connexe et que S, N SG # @ vi € N.

l 1 1

Ceci entraine que H U G; est connexe, donc H est comnnexe.

2) Cas général

1sis,-

Soient (G

1

P

), i.

; 1,2,00.,n €t J = 1,2,...,r , n’

B

exemplaire du graphe G, ayant des ensembles de sommets disjoints 2 & 2.

L'ensemble des sommets de G

i],iz,...,i
s.
( 3

") ¥ie N

i],iz,...,l
étant représenté par

On considé&re les r+l] graphes suivants :’

1°F graphe : H1 est le

1'on peut écrire de 1la

g

m.

[ G s G
i glalsens2el o
Gn,n,...,n,l -

: c i ,iz,...,i
raphe union des n~ graphes G que

[a}

aniére suivante :

1,1,...,1,n

1,0,000,2,2 1,1,...,2,d

ToTlyeeeyltyl Ny, .ee.,lyld

3.4005 G
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‘ q r-1 .. .
il yan lignes, chaque ligne contenant n graphes.
En utilisant la représentation d'un graphe isomorphe & G par 1'en~-

semble de ses sommets comme dans le cas r = 1, on obtient :

,1,...,l,n)

)

1
%]
1,1,...,2
) 5eees (sJ’ i

X(Sn,n,..., ,1) ) (s?,n,...,n,z) . : (Sn,n,...,n,n)
‘ J > J ,'I. j

(j variant de 1 3 n)
o &me graphe : H2 est défini par le tableau suivant :

Jlolyeee,lyntl=i RIS PRI Iy £

Tl 1,1, | .

l 1,...,2 i, ., 1,1,...,2 n+l-i, | . 1 1,...,2,l+i
l DyD,e..,D,iy | I,1,000,2,n4]1-10 | ) NyNyoesynn,l+1
%(Sp]m )5 (57 Y seees (80 )

i(les entiers &tant pris modulo n et i variant de 1 i n).
%»‘ p

(r+l)1eme graphe : H est défini en remplagant P, par p_ dans H2 et en

T+l
faisant varier en premier le premier indice supérieur :
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n+l=i,1,1,...,1 +i,1,...,1
) 3...3 ( )

1,0,1,.000,1
(S sds ® ) s ’
pr(l)

P,(i) RN

1+1,2,1,...,1)

nl-1,2,1,.00,1
) PRI (Spr(i)

1,2,1,.000,1,
(Sp (i) )5 (spr(i)

r

s o6 ¢ 000 e e

e et e TN e

1+i,n,n,...,n)

1,N,N,000,0 . .
(s ) Sesod (Spr(i)

n+l—i,n,n,...,n)
p, (1)

H (Spr<i)

H

a) les n® exemplaires de G qui apparaissent dans un graphe Hi

ont des ensembles de sommets disjoints 2 3 2.

En effet deux sommets ayant mémes indices sup&rieurs, apparais-

sent dans une méme ligne mais ils ont alors des indices inférieurs différents

puisque p.(j) # p; (k) si j # k.

Cette propriété entraine que tous les graphes H, sont planaires.

b) A N Ay = ¢ (1 <i<j<r+l)
r—i+2 r=j+2

Une aréte de H , est de la forme :
r—1+2
11’12""’1i-1’p’li+1""’lr Tiodgseeesis hasis fseee,iy
(s .. s (o) ) avec p#q
Ppojaptees Prjerlees

pour une aréte de Hr—' les indices supérieurs seront &gaux sauf ceux en

J+2

jleme position comme i # j le résultat est bien démontré.
c) Ay, N A = @ vie {1,2,...,r+1}

By
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En effet une aréte de Hl est constituée de deux sommets ayant

méme indices sup@rieurs ce qui n'est jamais le cas pourlii,i > 1,

a) b) et c¢) entrainent que (HI’HZ""’Hr+l) est une (r+1)—décomposition

planaire du graphe H = H, U H, U...u Ho, -

1

d) H est h-régulier,

d (s],j,--a,l) =d (S],l,o--,])+ d (S ,]s ,1)+ +d (S ,19 ’1)
H 1 H 1 H H
1 2 r+]

1,0 00031,

pour i > 1 dH (s:’l" ’]) = dH (s]’]’f ’l)avec pi_l(l) 1
i i Pi-1(Q)
or dH (sl’]""’])= dG(SQ) donc :
i Pi-1(0)

1’i,.l.,1 . — ' - -

dH(S] ) = dG(Sl) + X dG(SQ) = h d'aprés les hypothéses.

Vi ENet vi €{1,2,...,r}
tels que pi(ﬁ) = ]

e) H est connexe.

Considérons le premier graphe de la premiére ligne de H2 que 1l'on

note H;’l. Il est représenté par sé’}ii"’l’l),v i€ N. Ce graphe rend
1

connexe la premidre ligne de H1 c'est-d-dire que :

H;’XLJ H:’ILJH:’ZU ...UH}’n est connexe. En effet H;’l est

connexe et Sy 1,1 ﬂSHI,i #@0 v 1 EN
2 1



-11.2- - 80 -

De méme Hz"1 rend connexe la deuxiéme ligne de H1 et le premier

2
nr 1’1

graphe de la derniére ligne de H2 = H2 rend connexe la derniére

ligne de H .

Nous considérons les premiers graphes de deux lignes quelconques

adjacentes de H, ils sont de la forme :

l'.’i

)

S11’12""’1i—1’]’li+1""’1r) o (Sll’12""’1i—1+1’]’li+1’

( b} 3

Ces deux graphes donc, les deux lignes, sont rendus connexes par le gra-

phe suivant :
(Sll’12""’li—2’3’1’1i+1""’1r)
pr—i+2(1"°)
qui est un graphe de Hr-i+3'

2 .3 . Calcul de I, , h =5 (mod 6).

2 .3.1. 16q+5 =g+l pourg=0et qg=1

a) Le graphe de la figure 4 est 5-régulier, planaire et a

12(q+1) = 12 sommets.

Figure 4




~-11.2- - 81 -

b) On considére le graphe G = G1 U G2’ Gy et G2 étant isomorphes au
graphe de la figure 5, les noms de sommets de G1 étant non entourés, ceux

de G, &tant entourés. Il est facile de vérifier que A, N A, =0
1 2
D'autre part Gl et G2 sont 1-maximaux donc G est 2-maximal. Il est
11-régulier et a 24 = 12(q+1) sommets.

G

1@

Figure 5
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2 .3 .2 . Une famille de graphes l-maximaux

Nous allons construire une famille de graphes Gn’ n >0, Gn étant

l-maximal et ayant :

X = 2n + 13 sommets de degré 5
v, = 8n + 22  sommets de degréd 6
z = 2n + 1 sommets de degré 7

Considérons le graphe de la figure 6. Il est 1-maximal (toutes

ses faces sont triangulaires) et a :

j 1 sommet de degréd 7 : oz
g 22 sommets de degré 6 (yi)
113 sommets de degré 5 : (xi)

En ajoutant des sommets et des arétes, comme indiqué en pointillés
sur la figure 7 nous conservons un graphe !-maximal et nous faisons les

opérations suivantes

— nous transformons deux sommets de degré 6, V0 et Y2 en sommets de

degré 7.
- nous ajoutons 5 sommets de degré 6, X]’XZ’XB’X4’X5

= nous transformons 5 sommets de degré 5 en sommets de degréd 6 :

Xl,Xz,XB,X4,XS
- nous ajoutons 7 sommets de degré 5 : u],uz,...,u7

En faisant n fois cette opération nous obtenons Gn avec :
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Y

Figure 6
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Figure 7
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fx =X
i'n n-1
|
b o
ﬁ In = Yn-1
Ezn 21

+ 7-5 = x
+ 545 - 2
+ 2
= 22 et z

- 85 ~

+ 2 sommets de degré 5
yn_]+8 sommets de degré 6

sommets de degré 7

1 on obtient bien le résultat annoncé.
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2 .3 .3 . Construction d'un graphe (6q+5)-régulier d'épaisseur q+1.

Pour q=0 et | nous venons de résoudre le probléme (2.3.1).

a) q=2
Nous considérons le graphe G0 de la famille définie précédemment

en 2.3.2. GO a :

;1 sommet de degré 7
$ 22 sommets de degré 6
ilB sommets de degré 5

Soient Ql, 22, 13 trois ensembles d'entiers ordonnés définis par :
21 =766 ...6
22 =566 ... 6
RN
i1 fois

La matrice M définie par :

M= 15L2 4 !
RS
- A
est telle que si X = (xi)i=11,36' est la premiére ligne de cette matrice,

e .. . . éme
la 27 ligne de M est une permutation de X ainsi que la 3 .

La ligne X contient un 7, vingt-deux 6 et treize cing, donc X
peut &tre considéré comme une numérotation des sommets de Go’ les deux
autres lignes définissant deux permutations, vérifiant les conditions du
théoréme | car la somme des éléments d'une méme colonne de M est constante

et &gale & 17. En appliquant le résultat du théoréme 1 & partir de GO
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on obtient donc un graphe 17-régulier et d'épaisseur < 3. Or d'aprés le

lemme 2 1'Bpaisseur d'un tel graphe est égale & 3 ou 4 donc 117 = 3,

b) g=3
On applique le théoréme 1 et le lemme 2 au graphe G] en considé-
rant les 3 permutations définies par les 3 derni&res lignes de la matrice

M

21 22 QB 24 Ql = 7776 ...686
‘- 12 23 24 21 o Qz = 5556 ... 6
23 24 21 Qz 23 = 5556 ... 6
Lf4 2] %2 23 24 = 6665 ... ?¢/
9 fois
4
T (m.,) =23 Vj
i=1  HJ

et la ligne 21 Qz 23 24 contient X, 5, ¥ 6, et z, 7 donc correspond

i une numérotation des sommets de Gl'

On obtient ainsi 123 = 4

Nous pouvons généraliser ces 2 constructions en distinguant q pair

et q impair.

¢) q=2k+l. Nous allons construire un graphe régulier de degré
6(2k+1)+5. Pour celd nous considérons le graphe G2k—1 et les ensembles

d'entiers ordonnés définis par :
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21 =77777 6 666666
2, =77777 |« .

o o o o 7
00005 . .

fy =17775
55555 | ¢« .

5..05
00.06 LI } .

%] =55556
£2k = 66666 * o e
22k+l =66666 66666606

22k+2 =66666 ? 5 5~? 55 Sj

7 colonnes

E . . L " \
“t on considére la matrice ayant Rl 22 23 22k+2 pour premiére ligne et

les 2k+] permutations circulaires.

.Chaque ligne a :

"le nombre de 5 est = 4k + 4 + 7 = 2(2k~1) + 13 = Xy

12 + 7(2k+1)+2k+2-7 = 2(2k-1)+22

le nombre de 6 est

= Yor-1
4b(k=1)+3 = 2(2k=1) + 1 = z

ile nombre de 7 est 2k—1
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De plus la somme des €léments d'une méme colonne de cette matrice

est constante et égale 3 5(2k+1)+5 puisque nous avons dans une colonne :

D.6 + p.7 + (pr1).5 = (n+2p) 5 + 5 et n + 2p + 1 = 2k+2

En utilisant le théoré&me 1 on obtient I < 2k+2

6(2k+1)+5

et avec le lemme 2,71 = q+l ou q+2 donc I 5 = 2k+2.

6q+5 6(2k+1)"

d) q=2k+2
On considére G2k et 1'ensemble de lignes définies par :
21 =77777 6 6 ° 2 ¢ 0o v o §
/legoae 05 o .
e © 05 ] .
6
Qk =77776 ° °
£k+1 = 555056
sz+1 =5555°
£2k+2 =66 66 ° 6 6 ¢ ° o o o o §
2,2k+3=66666 éSoc“:x'oooSJ
7 colonnes
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i

bk + 1 = 2.2k + 1 =z

( Le nombre de 7 est 7k
/ Le nombre de 6 est = 8 + 2k + 7(2k+2) = 8.2k + 22 = Yor
1.Le nombre de 5 est = 4(k+1) + 2 + 7 = 2.2k + 13 = X1

On considére la matrice ayant 21 12 - 22k+3 pour premidre ligne
et les 2k+2 permutations circulaires pour autres lignes. La somme des
éléments d'une méme colonne est bien &gale & 6(2k+2)+5 on peut donc appli~

quer le méme raisonnement qu'en c).

Le lemme ! et a), b), ¢) et d) entrainent :

THEOREME 2 :|Tg . = a+l 5.9 2 0, r = 0,1,2,3,4,5.

Nous avons démontré en 1.5. que :

‘ < goré T > .
8(G)y < Sdmax’ le théoréme 2 entraine que 6(G) > Idmin En effet

si doin = 6q+r avec O < r < 5 alors m > | (6q+r) %‘!donc m > 3qn
ce qui entrafne d'aprés (1) de 1.5 que :
3qn

‘ r. 3qn :
68(G) > ]55:% L?r IneC > q donc 8(G) > q+1,

c'est & dire qu'on a établi le théoréme suivant :

THEOREME 3 : Si dmin et dmax sont les degrés minimum et maximum d'un
' graphe G on a :

Idm1"n < 8(6) < Sdmax'

2 . 4 . Une paire de bornes pour Sh—

Le théoréme de Petersen entraine lés indgalités-:.

. - e
(4) Sy S Spp_y * 1 K k > 1
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puisque tout graphe 2k-régulier peut Etre décomposé en k semi-facteurs

disjoints.

D'autre part @

(5) S vh > 1

En effet supposons que S

graphe G € g, avec e(G) > Sh+l

h>

Sh+l

ceci signifie qu'il existe un

mais G est sous—graphe partiel d'un gra-

phe G' de 8L il y a donc contradiction.

HOBBS et GROSSMAN on démontré [ZQI que les graphes K

4t-1,4t-1

étaient (t+!)-minimaux. Ce résultat entralne que :

(6) e(K4t+3) z e<K4t—1,4t—l

En effet 4t+3 Z 4 (modulo 6) donc :

4t+10
e(Kl;t+3) h [' 6 J
) t+10
puisque =

done (6) est bien démontré.

) = t+l, vV t > 1

< 1 dés que t > 2. Pour t = |

[

on a G(K7) = 2 et G(K3 )

»3

D'autre part 6(G') < ©(G) si G' € G et (6) entrainent :

7 e(K4t—1+r,4t—1+r

) =t+l, 3>r >0

(4) et (7) entrainent :

h+1

h >

<
- S4h—l+r
I et 0 <

< 2h+l

r <3

Nous pensons que la borne inférieure

est la valeur exacte de Sh.
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3 - ETUDE DES GRAPHES t-MAXIMAUX

3 . 1. Proprietes generales

PROPRIETE | Soit G un graphe t-maximal d'ordre n et une aréte a € AK —A3

alors le graphe G U {a} contient un sous-graphe (t+!)-minimal.

Démonstration

En effet GU {a} est d'épaisseur t+] d'aprds la définition d'un
graphe t-max et en utilisant la propriété 3 de 1.2. la propriété énoncée

est démontrée.

Cette propriété qui relie la notion de graphe t-maximal a celle
de graphe (t+l)-minimal permet d'obtenir un certain nombre de renseigne-
ments sur les graphes t-maximaux en utilisant les propriétés concernant
les graphes t-minimaux &tablies ou rappelées dans la premidre partie de

ce chapitre. Nous ne les donnerons pas explicitement.

PROPRIETE 2 Il existe un graphe G d'ordre n t-maximal si et seulement si

e(Kn) > t+]
Démonstration -

Si G est t-max l'@paisseur d'un graphe partiel de G est inférieure ou

égale 3 l'épaisseur de G or

e(G U {a}) = t+l
quelle que soit 1'aréte a de'AK—AG, et G U {a} est graphe partiel de K .
Si e(Kn) = t+l],

en supprimant des ar@tes on peut obtenir un graphe partiel d'épaisseur t.

Si 1'on ajoute un ensemble maximal d'ar@tes en conservant 1'épais-

seur, on n'obtient pas K puisque e(Kn) = t+].
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PROPRIETE 3 - Un graphe t-maximal a au moins 6t-2 sommets (pour t-> 3).

Démonstration
La propriété 2 entraine que le nombre minimum de sommets d'un

graphe t-maximal G est strictement sup&rieure au nombre maXimum de som-

mets d'un graphe complet d'épaisseur t. Donc,

n, >max {p |e(k) = t}

° >max {p |[(p+7)/6] =t ; p# 9, p Z 4 (mod 6)}
> max {p |[(p+7)/6] <t+l ;5 p#9, %4 (mod 6)}
= max {p l p<6t-l 3p#9,p#%4 (mod 6)}
=max {p | p<6t-2;p#9,pZ4 (md 6)}
=6 t-3.
C'est-3-dire, n, > 6 t-2.

G

Tout graphe 2-maximal a au moins 9 sommets puisque e(K8) = 2.
Comme 1'épaisseur de K9 est 3, d'aprés 1.6., il existe des graphes
2-maximaux d'ordre 9 qui ont d'ailleurs une structure particuliére.

(Voir la propriété 4).

On voit ainsi qu'un graphe t-maximal a au moins 6t-3 sommets pour

£ > 1.

PROPRIETE 4 : Les graphes 2 maximaux d'ordre 9 sont isomorphes 3
Ko = {a} , a€ A

Dgwostration . ? :
Kb etant 3-minimal, les graphes isomorphes & Kg- {a}l sont bien

Ko
N\

2-maximaux et ce sont les seuls, sinon, soit G d'ordre 9 2-maximal ayant
au moins 2 ar@tes de moins que Kg, alors G < Kg - {a} - {b}, donc Ky

n'est pas 3-minimal puisque Kg - {a} est 3-planaire.
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THEOREME 1 - Tout graphe d'ordre supérieur 3 3 t-maximal est 3-connexe
(t >1).

Démonstration :

Supposons G t-maximal et 2-connexe, G peut se décomposer

G =HU K, avec :

sHﬂ S {a,b}, Sy et S # {a,b},

¢

n
AH AK

Considérons une t~décomposition planaire de G ='{G1G2...Gt}
et les décompositions induites sur H et K, H ='{H1,H

K =. {K] ’Kz’o L) ,Kt}

2""’Ht} et

Supposons que A, = @ ceci entrafne que G n'admet plus{a,b}
comme ensemble d'articulation ce qui est absurde. En effet SH = SH et
SK = SK et sur le it®™e plan on peut joindre planairement un’ somme t

X éuelconque de SH (qui est isolé) 3 un sommet y quelconque de SK .
. 5

Considérons le graphe G, - Si {a,b} n'est pas un ensemble
d'articulation de G] c'est que Hl et K1 ne sont reliés par aucune argte,

on peut donc joindre planairement un sommet x € S - {a,b} 3 un sommet

H
yE S - {a,b} donc{a,b} n'est pas ensemble d'articulation de G.
1

Si {a,b} est un ensemble d'articulation de Gl’ on peut trouver
une représentation planaire de G, telle que a et b soient sur la face

extérieure. Supposons qu'il n'existe pas de sommet x € S, - {a,b} sur
P q P

H
o - . . . 1 ~
la face extérieure de cette représentation ceci entraine que 1'ar@te

(ab) fait partie de cette face extérieure et comme il n'existe pas

-~ {a,b} sur la face extérieure
1

d'arétes multiples, il existe y € Sk
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(Voir figure 8)

=]
it

H1¥{a,b}

~
L]

Kl-{a,b}

K
1

Figure 8

Comme {a,b} est un ensemble d'articulation de G1 nous pouvons
mettre Hi i 1'extérieur ce qui permet de joindre planairement x & y

ce qui entraine que {a,b} n'est pas un ensemble d'articulation de G.

3 .2 . Propriétés des décompositions planaires

THEOREME 2 : Soit G un graphe d'ordre n_t-maximal alors G admet une dé-
composition disjointe au sens des arétes G = (G',G") avec :
(1) G' est (t-1) maximal et Sn, = Snh-

(2) G" est 1-maximal dans G' complément de G' dans K .(t > 2)
n

Démonstration :

Considérons une t-décomposition planaire quelconque de G=(G]G2...Gt).

v . . . _
Posons G (GIGZ"'Gt—l)' Si SG' # SG’ il existe x S, SG"
Considérons une ar@te quelconque (xy) de Gt : on peut l'ajouter & G' sans
augmenter son &paisseur puisque x est sommet pendant. On peut donc ob-
tenir G = (G',G"), SG' = SG’ et G" étant planaire. Si une aréte a peut

8tre ajoutée i G' sans augmenter son épaisseur, cela signifie que
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ac AG" sinon G n'est pas t-maximal. On peut donc rendre G' t-1)-maximal
en lui ajoutant des ar@tes de G". G" reste donc planaire. D'autre part
6" < G' sinon G' et G" auraient des ar&tes communes. Si G" n'est pas

1-maximal dans G' cela signifie qu'on peut lui ajouter planairement une

aréte a mais alors G U {a} est d'épaisseur t ce qui est absurde.

La réciproque du Théoréme 2 est fausse. En effet considérons le
graphe G = (GI’GZ) (fig 9).

FPPRE e -
P iy e,
e e TR iy i, i,

h;\

e’

Figure 9

G = Kg—(57)—(58)
donc G n'est pas 2-maximal bien que G, soit l-maximal et qu'il soit impos-

sible d'ajouter planairement (57) ou (58) & G2'

PROPRIETE 5 : Soit G un graphe t-maximal d'ordre n. Alors si un sommet x est

soit isolé, soit sur un arbre dans 1'un des plans d'une t—-dé~-
’ P

composition planaire quelconque de G, son degré est égal &

n-1.(t > 2).
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Démonstration

En effet soit (GI’GZ""’Gt) une t—déc?mposition planaire de G.
Si x est isolé& ou sur un arbre de Gi (c'est-a-dire une composante connexe
de G; qui est un arbre) alors sur Gi on peut joindre planairement x &
tous les autres sommets de G. Donc toutes ces arétes sont &léments de

A, sinon G n'est pas t-maximal.

G

PROPRIETE 6 : Si G est un graphe t-maximal d'ordre n ayant une t—décompo-

sition planaire avec au moins 2t sommets isolés ou sur des

arbres alors m > (n+l)t + t(4t=5) (t >2).

Démonstration
En effet si G a x sommets isolés ou sur des arbres, le graphe G

se décompose en un graphe complet & x sommets tous les sommets étant reliés

- x(x—-1 .
a tous les autres sommets du graphe. Donc m > —SE——2-+ x(n-x), fonction

qui est croissante en x quand 1 < x < n-l. Or en posant x = 2t on a :

(n+1)t + nt - 2t2 - 2t

t(2t-1) + 2t(n-2t)

(n+l)t + 6t - 3t - 2t% - 2t car n > 6t-3.

v

REMARQUE : Le nombre de sommets isolés ou sur des arbres est trés interes—

sant car c'est une borne inférieur pour le degré minimum du

graphe.

Soit D = (GIGZ"'

lera DS décomposition saturée de G obtenue i partir de D, la décomposition

Gt) une t—-décomposition planaire de G. On appel-

obtenue de la manidre suivante :

On dispose sur GlGZ"'Gt—l un ensemble maximal d'arétes de Gt de
telle sorte que GiGé"'Gé-l ainsi obtenu reste d'épaisseur t-1 puis on
recommence Sur GiGé°"G£—1 en saturant les t-2 premiers plans avec les

arétes de GE—] etc...
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PROPRIETE 7 : Si (Glgz...Gf) est une t-—décomposition planaire saturée de G,

graphe t-maximal, alors 2 composantes connexes, qui sont des

arbres de Gi et G., sont disjointes au sens-des sommets.

(Ceci Vi et j). (t > 2).

[Emonstration k
""""" “En effet, supposons que le sommet x € S K A, étant un arbre de G.
Ak i i
2 i
apparaisse dans S Q Aj gtant un arbre de Gj (avec 1 > j). Alors une des
' Al
J

arétes incidentes-3 x dans Gi peut &tre représentée planairement sur Gj donc

la décomposition n'est pas saturée.

THEOREME 3 : Si G est un graphe t-maximal d'ordre n, alors G admet une

t-décomposition planaire sans sommet isolé et ol tous les ar-

bres sont disjoints 2 & 2 au sens des sommets, sinon le degré
minimum de G est > n-t+2

Démonstration :

Considérons une t-décomposition saturée de G. Tous les arbres sont
disjoints 2 & 2 au sens des sommets d'aprés la propriété 7. Si le sommet
x est isolé dans 1'un des plans P nous dirons que nous pouvons '"déplacer"
1'aréte (xy) du plan P' ol elle se trouve sur P, si on peut supprimer
(xy) de P' et la mettre sur P ceci sans créer de sommet isold et en con-

servant les arbres disjoints 2 & 2 (au sens des sommets).
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Supposons qu'il soit impossible de rendre x non isolé par de tels
déplacements. Nous allons alors montrer que le degré minimum de G est
dmin(G) > n-t+2, ou plus exactement

,
v 0
< [}

o que le nombre de sommets de G de

degré n—-1 est > n-t+2. Une fois

que 1'on a déplacé le maximum

o a d'arétes (xz) il reste & plans,
x
. S Pfgvﬂ“ g >1, ol x est isolé, p plans,
>
b2 ’//fiv«‘m_ngﬁt:ﬁ““’ p>1, ol le degré de x est > 2

et k plans oll le degré de x est 1.

, z (voir fig. 10).
ﬂ/ L o /

X
v
(.

§
\iﬁ
i

H

8 !

Figure 10

Considérons 1'un des p plans Q ol le degré de x est > 2, et soit

s 1'un des sommets adjacents a x dans Q.

(1 (xyi) n'est pas un isthme.

(1.1) En supprimant (xyi) on crée un arbre. Dans ce cas la composante

connexe C de Q qui contient x a un seul cycle qui d'ailleurs contient
(xyi). Donc on peut joindre planairement tout sommet de C planairement

3 tout sommet de G sur Q. Donc tous les sommets de C sont de degré n-l.

(1.2) On ne crée pas d'arbre en supprimant (xyil;_Puisqu'on ne peut pas

déplacer (xy.) sur l'un des plans oli x est isolé, c'est que y., est sur un
P Vs P que v,

arbre dans 1'un de ces plans et x sur un arbre. Dans ce cas dG(yi) = n-1.
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(2) (xyi) est un isthme.

Donc en supprimant (xyi) on crée deux composantes connexes.

(2.1) On crée un arbre qui contient Yy - Dans ce cas, d'aprés la propriété
5 dG(yi) = n—-l, puisqu'on peut représenter planairement (xyi) sur 1'un
des plans ol x est isolé, y; est alors un sommet qui est sur urd ‘arbre dans une

t—décomposition planaire de G.

(2.2) On ne crée pas d'arbre contenant yiL.Dans ce cas s'il est impos-—

sible de déplacer (xyi), c'est que y; est sur un arbre dans l'un des
plans ol x est isolé, donc dG(yi) = n-1. (Dans ce cas il ne peut y avoir
qu'un plan ol x est isolé sinon s apparaitrait dans deux arbres ce qui

est contraire aux hypothéses).

Nous avons donc démontré que tous les sommets adjacents 3 x
étaient de degré n-! dans G. Or ce nombre est > n-1 - k or k > t—2 puis-

que £ > 1 et p > 1 donc dmin(G) 2 n—t+2 en effet dmin(G) > n-1-k+! > n-k > n-t+2

THEOREME 4 : Tout graphe G t-maximal d'ordre n a un nombre d'arétes
m > (n+l)t.

Démonstration :

Si G n'admet pas de décomposition planaire sans sommet isolé et
P D

oli tous les arbres sont disjoints 2 i 2 d'aprés le théoréme 3 :

. n(n-t)
> AT T
mz 2
Dans le cas contraire soit (GIGZ"'Gt) une décomposition planaire.
k k. .
On note Gi = Gi -V Ai’ Ai étant les composantes connexes de Gi qui sont
K .

des arbres. Moy = Doy > 2 sinon G est un graphe complet. En effet si
i i

Moy = nG,<<2 on peut joindre planairement sur Gi 2 sommets quelconques
i i
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de G.. Posons n] = {S, = S, le nombre d'arétes des arbres de G,
1 i G. G, i
! i i
est > -7% et le nombre d'arétes de Gi > n—ni + 2 donc :
, In!
> - —=) = (n+ -
mG_ziY (n+2 5 (n+1)t + (t 2).

Si 2t > I ni le théoréme est démontré.
i

Si 2t < X ni alors le graphe G a la structure suivante :
i

G = K, U K, % UG' avec |A] >2t et d'aprés la propriété 6 le théoréme est
b

démontré. (Figure 11)

GI

Figure 11
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3 . 3 . Une condition nécessaire et suffisante

THEOREME 5 : Le graphe G est t-maximal si et seulement si, pour toute

t-décomposition planaire de G = (6;,65,...,64), 1a condi-

tion suivante est vérifiée pour i = 1,2,...,t :

Quel que soit B< A, avec B(BU { U G.}) = t-1, les en-
\¥) —J

i J#i
sembles d'arétes qui rendent Gi-B 1-maximal sont inclus dans
U A. .
SO

Démonstration :

C'est une condition nécessaire. En effet supposons que l'on puis-

se rendre G, l-maximal, en enlevant des arétes B que l'on peut ajouter

t

i U G, en conservant 1'épaisseur de ce graphe et en ajoutant 1'en-
i=2 *t t

semble d'arétes A contenant a ¢ Y A_ . Ceci entrafne que

i=2 i

'{G] Ua, Gé,...,Gé}, avec G% = G; — A+B; et Bi‘: B, est d'épaisseur t

or ce graphe c'est G U {a}donc G n'est pas t-maximal.

Elle est suffisante en effet si on ajoute une aréte

t
a¢ U AG a Gi par exemple on rend Gi non planaire sinon a serait
=] i

t+

U
€ ~ AG. donc € .U AG.'
j#i hi j=1 h]

REMARQUE : La condition du théoréme 5 porte sur tous les ensembles B mais
on peut ne la faive porter que sur les ensembles maximaux

d'arétes 4 enlever. Par exemple, considérons le graphe de la

fig. 12 : ¢ =g; U g, .
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Figure 12

g, est I-max donc g U- {3} est non planaire a ¢ Ag
2

g, U b est non planaire vb & Ag
1
Cependant g U 8, n'est pas 2-maxima1.“En:effet on peut mettre

(x9) sur g, par exemple et ajouter (18) i g, -

PROPRIETE 8 : Si Hl_,__I-}_z,...,Ht sont des graphes l-maximagx d'ordre n,2 3 2

. e . A~ t .
disjoints au sens des arétes, alors G = (J Hi est t-maxi-
' i=1

mal.

Démonstration :

—— " s o oo e O (s e o

Le nombre d'arétes de H, est 3n-6 donc AG = t(3n-6) ce qui entrai-
t -6 .
ne que 9(G) 2‘ §%%§§71 = t. Donc G est d'épaisseur t ; d'autre part:G est
t-maximal, car si on pouvait lui ajouter une ar@te sans augmenter son

épaisseur, 1'un des graphes au moins, de toute décomposition, aurait
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plus de 3n—-6 ar@tes donc serait non planaire. Toute décomposition planaire

de G est un ensemble de t graphes l-maximaux disjoints 2 3 2 au sens des

arétes.

La réciproque de cette propriété est fausse. En effet considérons

une 2-décomposition planaire de Kg—a (fig. 13)

K :HZU H, U(24)

9 2

Figure 13

REMARQUES :
1) La propriété 8 permet d'envisager une méthode constructive
pour étudier 1l'épaisseur des graphes complets. En effet s'il

existe t graphes H, Il-maximaux d'ordre m avec Ay NA, = Pvi # ]
d h
alors l'épaisseur de K est > t.
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2) La conjecture de HOBBS EJQ] : "Les graphes Reo.7 sont t-mini-
maux pour t > 5" est fausse.

En effet cette conjecture est équivalente 4 la proposition sui-

vante” : les graphes Lo - {a} sont (t-1)-maximaux, quel que

soilt a GAK A Oop
6t—-7

m < t (3n-6),

pour tout graphe d'épaisseur t ayant n sommets et m arétes. En

appliquant ce résultat d K., _, - {a} on obtient :

(6t~7) (5-3)=1=18t"-39t+20 < (t-1)(3(6¢~7)~6) = 18t°~a5t+87

ce qui est absurde. (t > 5).
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CHAPITRE III

DECOMPOSITION D'UN SCHEMA EN UN NOMBRE
MINIMUM DE SCHEMAS PLANAIRES
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1 . EQUIPOTENTIELLE

1 .1 . Définitions
Considérons un ensemble de points du plan, P = <p1’P2"°"pn)

Une Equipotentielle est un sous-ensemble de P, par exemple

e = (pl’pZ""’pk)'
Nous appellerons tracé T d'une &quipotentielle e = (p],pz,...,pkz
un ensemble connexe de courbes simples du plan qui relient entre eux les

points de e.

Un sous—tracé T' d'un tracé T, sera un tracé obtenu 3 partir de

T en supprimant un certain nombre de courbes simples.

REMARQUE : Un sous—tracé d'un tracé d'une équipotentielle e n'est pas
nécessairement un tracé de e, mais c'est une union de tracés
d'équipotentielle e, disjointes et incluses dans e.

TYIMPLE e = (PysPysPgsP,sPs)

en enZevant(sgsg) | p3

nous obtenons T' g

T : 7o
avec T' = Tl U T2, T1 gtant un tracé de e, = (p],pz,ps)c: e et T2 un
tracé de e, = (p4,p5) Ce, e, et e, étant disjoints,

Figure 1
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A un tracé T nous pouvons associer, d'une maniére unique, un
graphe G(T) ayant pour ensemble de sommets les extrémités et les points
d'intersection des courbes simples de T, deux sommets &tant reli&s par
une aréte s'il existe une courbe simple gui les relie et qui ne contien-

ne aucun autre sommet.

EXEMPLE : T de la figure 2 est un tracé de l'équipotentielle

e = (p],pz,p3,p4,p5) , G(T) est son graphe associé.

graphe
assocté

Figure 2
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REMARQUES :
1) Le graphe assocté a un tracé d'équipotentielle est un graphe
planaire.
2) Lorsqu'il n'y aura aucun risque d'ambiguité nous confondrons
un tracé et son graphe associé.
3) La remarque concernant le sous—tracé T' d'un tracé T devient
évidente si on considére les graphes associds. En effet les
composants connexes de G(T') correspondent bien & des tracés

dléquipotentielles disjointes.

1.2 . Tracés simples et normaux

Le tracé d'une équipotentielle e = (pl’pz""’pk) est dit simple
si G(T) est un arbre ayant (pl,pz,...,pk) pour ensemble de sommets pen-—
dants. Le tracé d'une équipotentielle e = (p],pz) est dit simple s'il est

constitué d'une courbe simple d'extrémités p, et Py-

Le tracé d'une équipotentielle e = (pl’pz""’pk) est dit normal

si G(T) est un arbre ayant son ensemble de sommets pendants inclus dans

(PysPgs--+>Py) -

EXEMPLE :

T de la figure 2 n'est ni simple, ni normal puisque G(T) n'est
pas un arbre. Tf ci-dessous est un tracé normal de (p],pz,pB,p4,p5)
il n'est pas simple car P3 n'est pas sommet pendant et Té est simple

D p
Py 2 1 Py

Py

Figure 3
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Nous ne considérerons que des tracés normaux dans toute la suite

de ce chapitre. Ceci n'est pas une restriction trop génante dans la me-

sure ol un tracéd de longueur minimum est normal.

D'une manidre plus précise : nous dirons qu'une fonction longueur
2, qui est une application de 1'ensemble des tracés dans R, est croissante

si 1l'on a :

2(T') < (T), T' étant un sous—tracé de T.

nous avons alors la propriété suivante :

PROPRIETE | Eﬂﬂ : Les tracés de longueur minimum d'une Equipotentielle

sont normaux. Ceci quelle que soit la fonction longueur

croissante considérée.

Démonstration :

Considdrons un tracé T de longueur minimum d'une équipotentielle
e = (pl,pz;...,pk), la longueur &tant une fonction croissante. Si G(T)
n'est pas un arbre on peut supprimer une ar&te sans détruire la connexitd
le sous-graphe G' obtenu correspond 3 un sous-tracé T' de T, G' = G(T')

donc A2(T') < 2(T) et T' est un tracé de e, ce qui est absurde, donc G(T)
est un arbre.
De méme si G(T) a un sommet pendant son élément de e, on peut

-

supprimer son aréte incidente en conservant la connexité.

PROPRIETE 2 : Un tracé normal admet une décomposition unique en sous—tra-

cés simples maximaux et disjoints.

Démonstration_:
Considérons un tracé normal T d'une équipotentielle
e = (pl’p2""’Pk)' G(T) est un arbre ayant son ensemble de sommets

pendants inclus dans (pl,pz,...,pk). Un sous—arbre connexe de G(T)
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n'ayant pour sommets pendants que des sommets de (pl’pZ""’pk)’ n'ayant
aucun sommet non pendant €lément de (p],pz,...,pk), et maximal pour ces
deux propriétés correspond d un é&lément de la décomposition cherchée. En
effet un tel sous—arbre correspond i un sous—tracé simple maximal.
D'autre part considérons deux sous—arbres de cette sorte G(T]) et G(T2)
et supposons qu'ils ne soient pas disjoints. Si G(Tl) et G(TZ) n'ont

en commun que des sommets non &lément de e dans ce cas G(T]) U G(T2) est
un sous-arbre qui vérifie les propriétés et ni G(Tl)’ ni G(TZ) ne sont
maximaux ce qui est absurde. Si G(T]) et G(Tz) ont en commun au meins

un sommet de e, ce sommet est non pendant dans G(Tl) par exemple ce

qui est contraire aux hypothéses.

EXEMPLE : Le tracé normal T ci-dessous de 1'&quipotentielle e = (p],pz,...p7)

admet une décomposition en 3 tracés simples
T, de (py,p,spg)
T3 de (P3ap59p6,P7)

p Ps
D '//p.
3 Pg 4

p
5
Py p;
Pg
T T T, T,

Figure 4
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2 . SCHEMA RIGIDE

2 .1 . Définitions
Dans le cas ol le dessin d'une &quipotentielle ne peut se faire
que d'une manidre unique, c'est-i-dire a un tracé unique connu,nous

dirons que nous avons un schéma rigide.

Un schéma rigide S sera donc défini par un triplet :

S = (P,E,T) avec

- P est un ensemble de points du plan P = (pl,pz,...,pn)

- E est un ensemble de parties de P : E < SP(P), un &lément
de E &tant constitué par les points de P qui sont sur une méme équipo-—

tentielle, E = (el,ez,...,em).

- T est 1l'ensemble des tracés (supposés normaux) des &léments de

E, T = (t],tz,...,tm), ty gtant le tracé (unique) de e;.

un exemple de schéma rigide
La figure 5 représente un schéma rigide S ayant 13 points

P = (pl,pz,...,p]3), les équipotentielles sont données par

E = ((P] ,P4,P] ]) ,(PzaP7aP8,P]3) ,(P3,P]2) 3(p5;p]2) ,(P6,P12) ’p9’p12)

(plo,p13))-

Les tracés étant représentés sur la figure 5
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Figure &

Tous les t, sont simples sauf t, qui se décompose en (té,tg).

Un schéma rigide sera dit simple si tous ses tracés sont simples,

La propriété 2 de 1.2. entralne qu'd tout schéma rigide nous pou-
vons associer un schéma rigide simple d'une maniére unique.

Le schéma rigide simple, associé& au schéma rigide de la figure 5 se-
ra obtenu en remplacant dans E : (pz,p7,p8,p]3) par :
{(pz,p7,p]3) R (p8,p13)} et en remplagant dans T : t, par {t',tg}.

A partir de maintenant nous supposerons donc que tous les schémas rigides

considérés sont simples.

Un schéma partiel d'un schéma S, est obtenu & partir de S par la
suppression d'un certain nombre d'é@quipotentielles et des tracds corres-—
pondants. Si S = (P,E,T) et S' = (P,E',T"), avec E'S E et, T' ensemble

des tracés de T correspondant a E', alors S' est un schéma partiel de S.

Un schéma rigide S sera dit planaire, si deux €léments quelconques de

T ne se coupent qu'en des points de P.

2 . 2 . Décomposition d'un schéma rigide

Un schéma rigide S = (P,E,T) admet une k-décomposition planaire :
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(SI’SZ"”’Sk) si les Si sont des schémas partiels de S ayant les proprié-

tés suivantes :
(a) Si est planaire, pour i = 1,2,...,k

(b) si Si = (P’Ei’Ti) 1l'ensemble (E],E "Ek) est une partition

PIEE
de E.

Par analogie avec la théorie des graphes nous appellerons épaisseur
de S, notée 6(S), le plus petit nombre d'éléments d'une décomposition pla-
naire de S,

Nous allons résoudre le probléme suivant :

PROBLEME | :

" Trouver une 6(S) - décomposition planaire d'un schéma rigide §".

REMARQUES :
1) Dans les technologies "intégrées" actuelles, un systéme logique
est réalisé par des cartes supportant des boitiers de civeuite
intégrés.
Les contacts des boitiers apparaissent sur 1'une des faces de
la carte. Avec la formalisation adoptée nous appellerons
P = (pz,p2,...,pn) l'ensemble de ces contacts.
Le réseau 4 réaliser est domné par un ensemble d'équipotentielles
sur P, c'est-d-dire E dans la terminologie adoptée.
Ces equipotentielles sont réalisées par une technique de circuit
imprimé c'est @ dive qu' un conducteur est comstitué d'un
dépot métallique sur la carte : on ne peut donc réaliser que
des schémas planaires sur une seule couche.
La complexité des réseaux & utiliser a done conduit o 1'utilisa-
tion de plusieurs couches. Si les seules possibilités de contact \
électriques entre couches sont constitudes par les points de P,
le probléme de la répartition des connexions en un nombre mini-—

mum de couches est équivalent au probléme 1, dans le cas ou chaque
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connexion ne peut avoir qu'un tracé. o

2) Le probléme, plus intéressant, du choix du tracé des équipo-—
tentielles de telle sorte que le résequ att un nombre minimum

de couches sera étudié dans le §3.

3) La méthode de résolution proposée permetira d’obtenir toutes

les O(85). décompositions planaires d'un schéma S.

2 . 3 . Equivalence du probléme 1 avec le probléme du coloriage des sommets

d'un graphe.

Etant donné un schéma rigide S = (P,E,T) on associe & S le graphe
G(8), ayant T pour ensemble de sommets, deux sommets &tant reliés par une
aréte si les tracés correspondant se coupent en des points autres que ceux

de P.

EXEMPLE :
Le graphe G(S) associé au schéma rigide (simple) de la figure 5

est le suivant :

Figure 6

-

Deux sommets adjacents de G(S) correspondent & deux tracés qui

doivent se trouver dans des plans différents.
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Si on considére un coloriage des sommets de G(S) de telle sorte
que deux sommets adjacents ne soient pas de la méme couleur et que le

nombre de couleurs utilisées soit minimum, le probléme d'un tel coloriage

minimum est &quivalent au probléme 1.

En effet considérons un coloriage minimum, nous pouvons représen-
ter dans un méme plan les tracés correspondant aux sommets d'une méme cou-
leur et le nombre de couleurs étant minimum le nombre de plan est minimum,
Réciproquement &tant donné une ©6(S) - décomposition planaire, en coloriant
les sommets de G(S) correspondant aux tracés d'un plan de cette décompo-

sition d'une méme couleur nous obtenons un coloriage minimum.

~

Nous avons ainsi ramené le probléme 1 A un probléme classique qui
a de nombreuses solutions. Nous présentons dans le paragraphe 4 un al-

gorithme booléen.

3 . SCHEMA VARIABLE

3 .1 . Définitions
Si nous avons pu &tudier simplement le probléme de la décomposi-
tion planaire dans le cas d'un schéma rigide, c'est parce que cela reve-

nait & considérer une représentation unique d'un graphe.

Nous allons généraliser la méthode précédente en considérant un
ensemble fini de représentations possibles,et nous déterminerons les re-

présentations qui conduisent & un nombre minimum de couches planaires.

Cette hypothése de finitude est réaliste. En effet dans 1l'étude
des circuits imprimés,on est amené & décomposer la carte suivant un qua-
drillage. Les connexions n'ont alors que deux directions possibles, hori-
zontale et verticale, et entre deux horizontales (ou verticales) adjacentes
du quadrillage on ne peut faire passer qu'une connexion. La carte &tant ‘
de dimensions finies, le nombre de tracés possibles d'une connexion ou

d'une équipotentielle est &galement fini.
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Un schéma variable sera défini par le triplet S = (P,Eﬂg) avec :

~ P est un ensemble de points du plan, P = (pl’PZ""’Pn)

- E est un ensemble de parties de P, E = (el,ez,...,en),eiC3 E

)
-6 = (TI’TZ""’Tn)’Ti étant l'ensemble des tracés possiblés,

1 .2 k(i
(ti,ti,...,ti( )), de e,

exemple de schéma variable :

Le schéma est & tracer sur un quadrillage de 10 lignes et 6 colonnes.

Il est déterminé par :

P = (pl,pz,...,p7), un point p; occupant une case du quadrillage,

E = (el=(p19p2)aez=(Plsp3)se3=(p29p6)’ea=(p2’P7),e5=(P3’p6)’e6=(P4’p5)9
e7=(P4,P7))

Les tracés possibles sont représentés sur la figure 8 avec les

noms suivants :

T] = (a,b), T2 = (c,d), T3 = e, T4 = (f,g), TS = (k,%), T6 = m, T7 =n
Ces tracés correspondent aux contrainteS suivantes :
- on ne peut pas tracer une connexion sur un point p;
- il y a au plus un angle pour le tracé d'une connexion

- il y a au plus un tracé entre 2 horizontales (ou verticales)

adjacentes.
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Figure 6
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3. 2 . Décomposition d'un schéma variable

Nous appellerons schéma rigide complet d'un schéma variable

S = (P,E,@b, un schéma rigide défini par $'=(P,E,T),T &tant obtenue 3
partir de% en prenant un et un seul élément dans chaque Ti' Le nombre

de schémas rigides complets d'un schéma variable est donc
g P

m
nooT..
. i
1=]

Le schéma de la figure 8 a 16 schémas rigides complets, 1'un
d'entre eux étant défini par : T = (a,c,e,f,k,m,n).

Le probléme de la décomposition d'un schéma variable peut alors

se formuler de la maniére suivante :

PROBLEME 2 :'"Trouver une G(Si)—décomposition planaire d'un schéma rigide

complet d'un schéma variable S, avec G(Si)=min(6(Sj);Sj_

8tant un schéma rigide complet de S)".

REMARQUES :
1) La résolution de ce probléme permet donc de choisir la
"meilleure" forme (en ce qui concerne le nombre des couches)
d'une équipotentielle. Il suffit en effet de prendre pour Ti
un ensemble fini de formes possibles pour e;. Par exemple,

considérons ei:(pl,pz,pg) on pourra prendre pour r.:

Py
/\ Z_pi
P, Py
P, Ps p

t

1 t2 tg t
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2) La méthode proposée permettra d'obtenir tous les schémas rigides
complets ayant une épaisseur minimale et toutes leurs décomposi-

tions minimales.

3 . 3 . Equivalence du probléme 2 avec le probléme du coloriage d'une
partition des sommets d'un graphe.

On associe & un schéma variable S = (P,E,€5 le graphe G(S) ayant®
pour ensemble de sommets, deux sommets &tant adjacents si les tracés cor-
respondant se coupent en des points autres que ceux de P, ou plus générale-
ment ne peuvent pas €tre disposés sur une méme couche. (La figure 9 repré-

sente le graphe G(S) associé au schéma S représenté par la figure 8).

Un schéma rigide complet est déterminé par un systéme de repré-
sentants de la partition €= (T]’TZ""’Tn) c'est 3 dire par un ensemble

de sommets A de G(S) tel que :

A= (SI’SZ""’Sm)’ s € T,.

En utilisant le résultat de 2.3. nous avons donc 1'équivalence

entre le probléme 2 et le probléme suivant :

"Etant donnée une partition G- (T,,T55+..,T ) de 1l'ensemble des
172 m
sommets d'un graphe, trouver un systéme de représentants de cette parti-

tion ayant une coloration minimum".

REMARQUE :
Dans le cas particulier ou la partition‘é§: (TZ’TZ""’Tm) est
la partition triviale 'Til = 1 on retrouve le probléme 1 nous

n'étudierons donc dans le paragraphe suivant que le probléme 2.

4 . UN ALGORITHME BOOLEEN POUR LE COLORIAGE D'UNE PARTITION DES SOMMETS
D'UN GRAPHE.

4 . 1 . Recherche de tous les ensembles déconnectés maximaux d'un graphe

Considérons un graphe G(SG,AG). Un ensemble de sommets S C:SG
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est déconnecté si quels que soient s; € S et sj < S alors (sisj) ¢ AG'
Nous noterons ZG = (31’52""’Sr) 1'ensemble des ensembles dé—
connectés maximaux du graphe G.
Nous munissons SG d'un ordre total, par exemple :
Sy <s, < ... <sn . De plus nous attribuons ‘A chaque sommet s,

2
une variable booléenne s - BENZAKEN ([QélP. 133) a 8tabli le théoréme

suivant :

THEOREME.1: Les parties complémentaires des parties de SG qui correspon-
dent aux mondmes premiers du produit booléen :

n-1
I, = T (s:;+s, S, ...S; )
Lo VT )
S S; ""’Si étant adjacents et inférieurs & S sont
1 2 k(i)

les ensembles déconnectés maximaux de G.

4 . 2 . Coloriage d'une partition de 1'ensemble des sommets d'un graphe

A partir de 1l'ensemble ZG obtenu par la méthode exposé ci-dessus

il suffit d'appliquer une méthode de couverture.

On note (Si ), j=1,...,k(i), 1'ensemble des &léments de ZG qui
contiennent au moin% un &lément de Ti’ et, on associe & chaque &lé&ment

Si de ZG une variable booléenne Si’ On a alors le théoréme suivant :

THEOREME 2: Si S4S,...S. est un mondme premier,ayant un nombre minimum
J J

de variables, du produit booléen :
m k(1)
=T I _§4_, alors toute partition Si§é...$j, avec
i=l  j=1 J
§4 csi, détermine un coloriage minimum de la partition

(TysTpseeesT).
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Démonstration :
Considérons un coloriage minimum de la partitiongiz(T ,T‘,...,T )
1°72 m
c'est & dire un ensemble de sommets A1A2°"Ar’ Ai étant 1l'ensemble des
. r . - : -
sommets de couleur i, tel que Ai 801t un systéme de représentants
- i=]
de la partition %:; deux sommets adjacents n'étant pas de la méme couleur

et r &tant minimum.

. - .
Il existe §,,5,,...,S, € I, tels que A, © 5, et 8, 7 sJ., V. # 3.

(sinon r n'est pas minimum).

SISZ"'Sr est bien un mondme premier ayant un nombre minimum de
variables sinon supposons que S;Sé...sé, p < r, soit un tel monam%,on peut
en déduire un coloriage de la partition %?ayant p couleurs e qui est ab-

surde.

4 . 3 . Application a 1a décomposition d'un schéma variable

Reprenons le schéma variable défini figure 8 et son graphe asso-
cié G (figure 9).

On ordonne les sommets de G en respectant les degrés :
b>a>c¢c>d>e>m>84>n>g>k>f

les ensembles maximaux sont obtenus & partir du produit :

Hl = (b+acdemngkf) (a+cemng) (c+dem®) (d+emfk) (e+2n)
(m+n) ( +k) (g+£f) = acdefgkmn+abdegim+abcegkim+
bcegkim,+abcdgin+bedeglmn+abede gkm+bedegkmn+

abedegkn+abedgkin+tabedfin+abedefkm+abedefkn+abdef im+abece fkim.

Ce qui donne les ensembles déconnectés maximaux suivants :

5y = b2 82 = cfkn S3 = dfn S4 = adf S5 = efkm
Sg = afk S7 = fin 88 = aff 89 = fim S10 efm
Sll= egkm S12 = gfn 813 = glm 814 = cgkn S15 = dgn
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Le produit H2 est alors donné par :

My = (8, #8,%5,%5g) (5)*54%5, 45, %5, 5) (Sg*5;4*+5, ) (S,*+Sq+

+S, #S: Y (S +5 ;4848 48,+8. )

¥ S tS g rSg*S 0t 178 9*8 375 4550 (S ¥SgHS 8+ g+S

S, P5% ot o7 08 090

*519%813¥514) (S5¥5g¥8) g+ #5)3) (Sy#84+5,48, 0+5,,+5,5) =

8455519%5,5105175451159%8,8,153%5,8,15,%5,5,5,*-

Une solution optimale aura donc 3 plans. Avec 3485812 on peut

obtenir par exemple .la décomposition minimum suivante :

o i el 2 2
7 i 7 ! 7 e,
: 2 '
] 4 ;
el s I =of=m 707 3 | 3 ;
gk ; o L " :
. : ;
* t )
[ ; :
511 ; s bt | | s :
: | z =
oo o d e o] 4 : 4 I A

a’d’f’ e,k,m, n,
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CHAPITRE IV

SUR DES REPRESENTATIONS PARTICULIERES D'EQUIPOTENTIELLES
ET DE GRAPHES PLANAIRES
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1 . RESOLUTION DU PROBLEME DE STEINER AVEC LA DISTANCE ORTHOGONALE

1 .1 . Définitions et propriétés élémentaires

Considérons un ensemble de points du plan P = (pl’pZ""’pn)
et une équipotentielle E sur P, Le probléme de Steiner est le suivant :

"Trouver un tracé de E de longueur totale minimum".

Nous allons résoudre ce probléme dans le cas oil le tracé n'est
pas quelconque mais est constitué par des segments de droites suivant

deux directions orthogonales : horizontale et verticale.

On note GR(P) la grille obtenue en tragant les

verticales et les horizontales issues des points de P et inscritesdans le
rectangle dont les sommets sont les suivants : (min abc(pi), min ord(pi)),
(min abc(pi), max ord(pi)),(max abc(pi), min ord(pi)), (max abc(pi),

max ord(pi)).

A cette grille on associe le graphe G(P) ayant pour sommets les

points d'intersection de deux segments de la grille, deux sommets &tant

reliés s'ils sont extrémités d'un méme segment.

Si on note Em(P) un tracé de longueur minimum de 1'équipotentiel-

le sur P on a immédiatement :

PROPRIETE | : G(E (P)) est un arbre dont les sommets pendants sont in-

clus dans P,

Démonstration : La longueur étant croissante (au sens de 1.2 du chap. 3)

e e e e s e s e e i e e s

cette propriété n'est que la traduction de la propriété 1 du chapitre 3.

PROPRIETE 2 : Soit x un sommet non pendant du graphe H = G(ET(P)). La

suppression de x entraTne la décomposition de H en k compo-

$antes connexes H., avec 2 <k < 4. On note P.=PN S,  etona
i

alors : K

Em(P) = ;i] Em(x U Pi)'
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Démonstration :
H est un arbre d'aprés la propriété 1 et dmax(H) < 4 puisque

H S G(P). Donc la suppression d'un sommet x non pendant entraine bien

la décomposition de H en k composantes connexes avec 2 < k < 4.

Considérons une décomposition de type 2 (2.2. Chap. 1) suivant
x de E (P)), et notons E(x, P.) les sous-tracés ainsi obtenus. On a
(E (P)) = X 2(E(x, P )) (v01r figure 1). En remplagant E(x,P, ) par
un tracé de léngueur minimum E (x P, ) on obtient un tracé sur P de

longueur < Q(Em(P)) donc un tracé de longueur minimum.

Pg
o E(x,ps)
P3 "
P; P, E(x,pl)
® E(x,pZ)
Py
Py
=3
En(P1sPgspyg) ;= (py)

TR S
™« N
I
S
Do
—

Figure 1
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1 .2 . Théoréme d'existence

THEOREME 1 : I1 existe un tracé de longueur minimum de E(P) dont le graphe
associé est un sous-graphe partiel de G(P).

Démonstration ¢

Nous raisonnons par récurrence sur le nombre n de points de P,

Pour n=2 le rdsultat est &vident, car on a alors deux tracés de
longueur minimum qui sont les demi-p&rimétres du rectangle défini par les

2 points de P et les deux directions :

= —===%P
|

2 1

E (p;sPy) : E (P1sps)
\
k
Py
Nous supposons le ré&sultat vrai pour IPI = k, quel que soit
k < n-1 et nous considérons |P| = n et un tracé minimum Em(P) dont 1le

graphe associé H n'est pas sous—graphe partiel de G(P).

Si H¢ G(P) celd entraine qu'il existe au moins un sommet x de H

non élément de G(P).

La suppression de x engendre au moins 2 composants connexes de

H: Hi,Hy,ue si 1'on pose P. =P SHi on a |Pi| < n-1 puisque i > 2.
On peut donc appliquer 1'hypothé&se de ré&currence et la propriété 2

ce qui nous permet d'affirmer qu'il existe un tracé ’Em(P) de longueur

minimum sur G(P) U DU D', D et D'étant les droites orthogonales issues de X.
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Considérons un segment AB de Em(P) situé sur D par exemple. Nous
allons remplacer En(P) par Eé(P) de longueur < 3 celle de E&(P) et E&(P)

ne contenant plus ce segment AB,

On note D1 la verticale de GR(P) 3 gauche de D et la plus proche

de D (D2 la verticale a droite la plus proche de D). (voir figure 2).

A et B ne sont pas des sommets pendants de H, sinon Em(P) ne serait

-

pas optimale d'apré&s la propriété 1.

Si n, est le nombre de segments de Em(P) joignant D i Di(i=1,2)

on an. > 1.
iz

En effet supposons n, = O, par exemple. En rabattant AB sur D2
on conserve une équipotentielle sur P mais elle g une longueur inférieure
d celle de Em(P) de n, X A(DZ,D), si A(DZ,D) représente la distance entre

D et D2.

Si n1 > n, on rabat AB sur D], on supprime les n, segments de
Em(P) qui joignaient D 3 Dl et on prolonge les n, segments qui joignaient
D a D, jusqu'a Dj' La longueur du nouveau tracé EA(P) ainsi obtenu est

donc :

Q(EA(P)) Q(Em(P))"n] X A(DI,D) *+ n, X A(DI,D) donc

L(E(P)) < Q(Em(P)) puisque n, > n

1 2"

(voir figure 3).

En refaisant cette opération sur les segments de Eé(P) de D

et de D' on obtient bien le résultat annoncé.
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1 . 3 . Résolution par 1a recherche d'un arbre minimum d'un graphe

Considérons le graphe G(P) associé i la grille GR(P). On peut
valuer les ar@tes de G(P)par la longueur du segment correspondant de

GR(P).

En utilisant la propriété 1 et le théoréme l,le probléme de Steiner

avec la distance orthogonalecest donc équivalent au probléme suivant :

"Etant donné un graphe G valué, trouver un arbre A de longueur

minimum sous-graphe de G, et contenant un ensemble donné de sommets",

qui est une généralisation du probléme bien connu de "1'arbre minimum d'un
graphe". ( [40] )

Nous proposons un algorithme booléen pour résoudre ce probléme dans

le paragraphe 3 de ce chapitre.

2 . UN ALGORITHME POUR RELIER N POINTS SUR UN QUADRILLAGE.

2 .1 . Position du probléme.

~

On cherche & relier N cases d'un quadrillage fini partiellement

rempl%)par une équipotentielle.

Les liaisons ne peuvent se faire que suivant les 2 directions or-

thogonales du quadrillage avec les contraintes suivantes

- entre 2 horizontales (ou verticales) adjacentesil ne peut exis-
ter qu'une liaison au plus.

- les liaisons ne peuvent pas traverser des cases contenant : les
N points 2 relier ou des angles de liaison ou certaines cases sp&cifiées
(par une croix)

- une case contenant une partie horizontale (resp. vert.) de liai-

son ne peut &tre traversée que par une liaison verticale (resp. hori.).

On cherche & relier les N cases C ,C,,...,C_ par des liaisons res-
1272 n

pectant les contraintes ci-dessus, le nombre de croisements &tant minimum
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(voir figure 4). De plus parmi les différentes liaisons optimales possi-
bles on cherchera une liaison ayant une longueur totale (nombre de cases

utilisées) minimum.

EXEMPLE :

[\N]
No

I
t CI [}
11 =1 |
' SN DA N N B
) |
TTTRTTY T S A
T ; :
T ,
C1 1 ! !
[} B [] C’
5 2 1. 3
:' p »
7 P B ---t>x<?--_b:
' L]
: pedea b b | Pe
] ] *
. 1B | z |
| 3 i 4 N
! { h

On veut tracer une &quipotentielle sur C],C2,C3,C4, les liaisons

sont représentées en traits interrompus.

Figure ¢
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2 . 2 . Graphe des croisements.

Soit {ei} 1'ensemble des cases du quadrillage. On considére la
relation d'équivalence suivante : e, est équivalent 3 ej si on peut join-
dre e, a ej sans utiliser de case non vide. Nous appellerons composantes

connexes du tableau ces classes d'équivalences.

Notons Zl,Zz,...,Zp les composantes connexes contenant au moins

une des cases Ci d relier et B]’BZ""’Bq les autres. (voir figure 4).

Le graphe des croisements est le graphe ayant les Zi et les Bi

pour sommets, deux sommets &tant adjacents si on peut aller d'une case
de 1'un 3 une case de l'autre en ne traversant qu'une case non vide (et

en satisfaisant aux conditions de 2.1.)

Le graphe des croisements de l'exémple de la figure 4 est le sui-

vant @

Figure 6

Chaque arg@te de ce graphe correspond & un croisement. Une chalne
de longueur minimum entre deux sommets de ce graphe indiquera les régions
qu'il faut traverser pour joindre 2 cases avec un nombre minimum de croi-

sements.

Un arbre de longueur totale minimum, sous—graphe partiel du graphe
des croisements, et contenant z],zz,...,zp indiquera donc les composantes

connexes 3 relier afin d'avoir un nombre minimum de croisements &gal au
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nombre d'ar@tes de ce graphe.

Dans le cas de 1'exemple précéddent on a 3 arbres de longueur

minimum :

Zg
. - ® B4
Z; By Zg
A
2 Ly
Figure 6

Un tel arbre est appelé arbre des croisements.

2 . 3 . Graphes des liaisons associés & un arbre des croisements

On consid&re une composante connexe du quadrillage comme un gra-—
phe, les sommets &tant les cases, deux sommets &tant adjacents si les

cases correspondantes ont un ¢8té commun.

On choisit un arbre des croisements. Un graphe des liaisons

sera obtenu en joignant deux composantes connexes adjacentes de 1l'arbre
des croisements par une seule aréte joignant deux cases "frontiéres" for-
mant un couple acceptable pour ces deux régions. Des cases fronti&res se-
ront des cases d'une composante connexe adjacentes 3 une case non vide. Un
couple de deux cases frontiéres de deux régions adjacents, est acceptable
si on peut joindre ces cases, en ne traversant qu'une autre case, et en
respectant les conditions de 2.1. (leé arétes ainsi ajoutées sont des

isthmes du graphe des liaisoms).

Généralement & un arbre des liaisons il correspondra plusieurs

graphes des liaisons.
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Dans le cas de l'exemple de la figure 4 et en choisissant 1'arbre
des croisement, A] de la figure 6 on a deux graphes des liaisons possibles.

L'un &tant donné par la figure 7.

OIS b Al i

= =0

Figure 7

2 . 4 . Résolution par 1a recherche d'un arbre minimum d'un graphe

er o -
Comme pour le 1 r paragraphe, le probléme exposé en 2.1. peut
se résoudre exclusivement 3 partir de la recherche d'un arbre de longueur'
minimum sous—graphe partiel d'un graphe G passant par un ensemble donné

de sommets de G.
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En effet :

Pour chaque graphe des liaisons Gi on cherche un arbre de longueur
minimum contenant les sommets Cl’CZ""’CN correspondant aux cases i re-
lier.

Parmi ceux—ci un arbre de longueur minimum détermine une liaison
des N points avec un nombre de croisements minimum et parmi ceux-ci une

longueur minimum.

Une solution optimale pour l'exemple précédent est ainsi :

T - | '
m--a-m-L-mnhm 02 -mHmi
5 1 4
: A IR BN B

! .
i :?-----—--E
c i ‘ ]
1 e
3 T
: xR
) e
A ] .
5

Tl R et g R
i
1
1
|

Nous avons traité 1'exemple donné dans [3i]. Nous obtenons 2 arbres

des croisements, 8 graphes des liaisons pour le premeir et 4 pour le second.
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En traitant l'un des graphes des liaisons nous obtenons 4 croisements et
une longueur de 20 alors que LERDA et MADORANI obtiennent 4 croisements et

une longueur de 28.

3 . ALGORITHME BOOLEEN POUR LA RECHERCHE D'UN ARBRE MINIMUM PASSANT PAR DES
SOMMETS DONNES.

3 .1 . Algorithme

Soit G un graphe et §' = (SISZ"'Sk) CISG}on note a,a,...a
1'ensemble AG’ 1'aréte a; étant muni d'une certaine 1ongueur,$i, réel

strictement positif.

La longueur d'un sous—graphe de G &tant &gale 3 la somme des lon-
gueurs de ses arétes, nous cherchons un sous-graphe partiel connexe de G
qui contient S' et dont la longueur est minimum. Un tel graphe sera un

arbre du fait de 1'hypothése Qi > 0.

Une chafne de G est décrite sous forme d'un mondSme booléen dgal
au produit des noms de ses artes. C(i,i+l) représentant la somme bool&enne

de tous les mondmes correspondant aux chalnes de G joignant s. & s, i=l,...,k~1,

i i +1°?
on considére le produit booléen:

I C(i,i+1) = A(S")

Tout arbre de G contenant S' est obtenu de cette manidre, en fai-
sant le produit on supprime donc tous les multiples d'un mondme. Parmi les
mondmes restant aprés simplification, on ne conserve que ceux qui ont une

longueur totale minimum.
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EXEMPLE :

r—
§'=(s,84855,)

A\ -
A(S") = (a]a5a6+a]a3a4a6+a]a5a7a8a9+a]a3a4a7a8a9+a2a4a6+a2a4a7a839+

3983a58¢+a)8385a,8039) (ag+asagag) (agag+a,ag)

A(S') = a)243,8089%8,85a785a0%a A a agra 838,8,808g%a,a, 3 aga g+
a2a4a6a9+a2a3a5a6a9+a2a3a5a7a8a9-

si toutes les ar@tes sont de longueur 1, on a deux arbres minimaux :

a]a5a6.a9 a2a4a6a9

3.2 . Simplification dans le cas d'un graphe articulé

Supposons que G ait un point d'articulation C et soient CI""’Cp

les pidces associées 3 C (voir figure 8). Un arbre minimal contenant §'

est égal a4 l'union d'un arbre minimal de Ci contenant Si =38'N SC ,
i
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pour tout i = 1,...,p,tel que S'n S, # @. Si A (Si) représente la som-

C.
1

me booléenne des mondmes booléens correspondant aux arbres minimaux de
Ci définis ci—dessus. II A(Si) contient tous les mondmes correspondant &

des arbres de  longueur minimum contenant S'.

De méme si G a un isthme 2, d'extrémités C] et C2 et si C],Cz,...,C

sont les piéces de C] ne contenant pas 02 et C;, Cé,...,

(voir figure 9) le produit booléen :

p
Cé les piéces de

C2 ne contenant pas C]

L. I A(Si). Il A(Sg), contient les mondmes cherchés.
; .

A(Si ) étant la somme des arbres minimaux de Ci contenant S'ﬁ'SC '
i

A(Sg) étant la somme des arbres minimaux de C{ contenant SN SC'
i

Figure 8 Figure 9
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EXEMPLE :

Reprenons l'exemple précédent ol sy est un point d'articulation

"y o 1y =
A(S]) = a1a5+a2a4 A(Sz) acag
d'oli A(S') = (a1a5+a2a4)a6a9 = g,a,a,a,+a,a,a,a

126%6%97%2%4%6%9

3 .3 . Simplification dans le cas oll 1a longueur d'une aréte est constante

Dans le cas ol R(ai) = £, quelle que soit l*ar@te a, € AG’ un ar-

bre de longueur minimum est alors un arbre ayant un nombre minimum d'arétes

Si on ne cherche pas tous les arbres de longueur minimum mais un
arbre seulement on peut dans ce cas simplifier le probléme de la maniére
suivante. Considérons, G' = G(S'), sous graphe de G réduit aux sommets S'.

On note C,,C,,...,C_ les composantes connexes.
1272 T

On consid&re maintenant le graphe G, obtenu & partir de G en

R
réduisant les Ci,i=1,...,r, 4 un seul sommet.

Si A est un arbre de longueur minimum de G, contenant les C., on
A

EAS

en dédduit un arbre de longueur minimum de G, contenant S', en remplacant

chaque Ci par un de ses arbres complets.
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En effet si !SAI = p, l'arbre de G obtenu i partir de A contient
q = p+k-r sommets si ]S'[ = k. Supposons qu'il existe un arbre A' conte-
nant S' avec ISA,| = q' < q.

On va construire & partir de A' un arbre AY de GR ayant moins de

sommets que A et passant par tous les Ci’ ce qui est absurde.

Dans A' 1'un au moins des C:.,L n'est pas un arbre de G, sinon en
réduisant les Ci on obtiendrait un arbre A" ayant moins de p sommets et
contenant tous les Ci ce qui est absurde. Supposons que ce soit C].
Le sous—-graphe C de A' a alors au moins deux arétes d'attache-

ment dans A', puisque A' est connexe et C1 non connexe (voir figure 10).

Figure 10

On peut alors supprimer une de ces arétes et ajouter dans C, une

1
aréte entre deux composantes connexes. En procédant de cette sorte om
transforme C1 en un arbre et on n'ajoute pas d'ar@te, on obtient donc bien

A",
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EXEMPLE :
s
4 ”§5
G =
| —
S! = 8182838485
SC = 313235
1
S, =8
02 4

c _
2 & ¢ SCS =8
- Y
Gp =
x .
Cs

yz est un isthme et C, ne contient qu'un arbre on a donc en utilisant

3.2, et 3.3. immédiatement une solution minimale :

4 , ALGORITHMES DE DESSIN D'UNE MAILLE PLANAIRE D'UN GRAPHE.

4 . 1. Définitions
Etant données deux représentations planaires d'un méme graphe G,

elles seront dites strictement &quivalentes si elles ont les mémes faces.

(y compris la face extérieure).

Le plan étant muni de deux.directions orthogonales privilégiées
(horizontale et verticale) nous dirons qu'une représentation planaire
d'un graphe G est cartésienne si les ar@tes sont représentées par des li-

gnes brisées dont les directions sont horizontales ou verticales.
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Rg gtant une représentation planaire de G, une face de RG est

une face frontiére si elle a au moins une aréte en commun avec la face

extérieure

Une maille planaire d'un graphe inarticuléd. G est une base de cy-
P grapn y

cles de G, M = (C],Cz,.oc,cv), telle que toute aréte de G appartient a
au plus 2 cycles de la base. On appelle bord extdrieur de M le cycle
®C2®..o$Cvg

E = Cl

Une chalne suspendue d'un graphe G est une chafneqdetG:(as]sz...Sﬁb)

telle que : dG(Si) =2, ¥i=1,2,...,p.

4 . 2 . Placement d'un gfabhe dans un quadrillage

Nous dirons que nous pouvons placer un graphe G dans un graphe G',
t

s'il est possible de "transformer" G en un graphe ct homomorphe & G'. G

-~

étant obtenu 3 partir de G par une succession des opérations &lémentaires

suivantes :

(1) insertion d'un sommet de degré 2 sur une aréte (figure 11)

()

S Ux

G~ Sn, =

A =AU (qx) U (bx)—fzb)

Figure 11
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(ii) &clatement d'un sommet en 2 sommets (figure 12):

(1)
N
P
(¢ | o
¢ 8, =5U {2} - 2
G
A, =4 U (z'x.) U (x"x.)
t . A 7
G
Figure 12 D, vely $€I2
el
(Ij:Ig) = partition de I,(mwi)EA
\

THEOREME 2 : Pour tout graphe planaire inarticulé G de degré maximum
< 4 il existe une représentation planaire cartésienne
strictement équivalente & toute représentation planaire de
G.

Démonstration :

Ce théoréme se démontre par récurrence sur le nombre cyclomatique.

v du graphe G.

Si V = 1 une représentation planaire de G est homéomorphe i un
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cercle donc & un rectangle. Supposons le thdordme vrai pour tout graphe
de nombre cyclomatique < v- 1 et soit G un graphe de nombre cyclomatique
V et satisfaisant aux hypoth&ses du th&oréme. Considérons une représen-
tation planaire RG de G. On supprime la courbe simple commune 3 la face
extérieure et 3 une face frontidre de RG' On obtient alors RG' et on peut
obtenir ume représentation planaire cartésienne Ré de G', strictement

équivalente 3 RG' grace i 1'hypoth&se de récurrence, puisque V(G') = v-i

Les sommets s, et s, extrémités de la chaine suspendue supprimée
sont de degré < 3. Donc il reste une direction libre & partir de chacun

de ces sommets.

1) Si les directions libres en s, et s, sont dirigées vers la ré-
gion infinie (figu. 13), on peut relier $) et s, par une ligne brisée res-

pectant les contraintes de direction et la face extérieure.

2) Supposons qu'en S;» Par exemple, la seule direction libre soit
dirigée vers une région finie de Ré,. On numérote 1,2 et 3 les arétes
ayant s, pour extrémités, |1 et 3 &tant sur la face extérieure. La direction
libre est dirigée vers la région finie ayant les arétes 2 et 3 dans sa

frontiére (figure 14).

On peut alors dessiner 2 de telle sorte que la direction de 2 au
départ de s, soit celle initialement libre, puis utiliser pour le départ
de 1 le départ initial de 2 et libérer ainsi la direction dirigée vers la

région infinie (figure 15).
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| 8
I
|
‘ 8
| 2
A
b2
Figure 13

Figure 14

Figure 15
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THEOREME 3 : Un graphe peut-&tre placé dans un quadrillage.

Démonstration :

Nous appelons quadrillage le graphe associé (au sens de. 1.1) a

un quadrillage fini.

Etant donné un graphe quelconque on peut le transformer, par une
succession d'éclatements de sommets (ii) en un graphe de degréd maximum
< 4. Si le graphe ainsi obtenu n'a pas de point d'articulation le théoréme

2 permet de démontrer qu'il admet une représentation carté@sienne.

Dans le cas ot le graphe est articulé il admet également une re-

présentation cartésienne.

En effet un tel graphe admet une représentation planaire dans la-
quelle tous les points d'articulations sont sur la frontiére de la région
infinie. Il ne reste plus qu'a appliquer le théor&me 2 pour chaque pi&ce
du graphe.

Une fois que 1'on a obtenu une représentation planaire cartésien-—

ne du graphe il ne reste plus qu'd la placer sur un quadrillage ce qui

peut se faire de la mani&re suivante :

- on ajoute des sommets i tous les angles
) . . "
- deux sommets s, et s, sont sur une méme horizontale,est une re-

lation d'éguivalence. Soient CI’CZ""’CQ les classes ainsi obtenues.

- sl 8§, et S,y sont sur une méme verticale, on ordonnera 8| > 8y

~

si 1'ordonnée de s, est supérieure i celle de Sy- Cette relation d'ordre

1
induit un ordre total pour les classes Cl’CZ""’CR'

~- on refait de méme en échangeant vertical et horizontal.

- on ajoute des sommets de degré 2 sur des arétes dont les extré-
mités sont dans 2 classes qui ne se couvrent pas de telle sorte que toute

aréte joigne 2 sommets situds dans 2 classes qui se couvrent.
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EXEMPLE :

Considérons le graphe planaire suivant G (figure 16)

On éclate les sommets 10 et 8 de degré > 4 on obtient GF (figure 17)°

1

Figure 17
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o 4z - . . . t . .
Considérons une représentation cartésienne de G~ strictement équi-

valente & celle de la figure 17 (figure 18)

7
8
g 8’
’
10 ey
9
Figure 18

et enfin le placement sur le

quadrillage (figure 19).

Figure 19
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REMARQUE : La méthode proposée dans la démonstration du théoréme 3 a pour
but de démontrer la possibilité du déplacement dans un quadril-
lage.

Dang un probléme réel on cherchera 4 minimiser le nombre d'an—
gles ou la dimenston du plus petit quadrillage complet contenant
la représentation. (produtt drunombre de classes "horizontales!

par le nombre de classes '"verticales").

4 ., 3 . Représentation d'un graphe planaire Js sommets étant disposés sur
un cercle.

4 .3 .1 . Définitions et propriété des enveloppes

La plupart des algorithmes de reconnaissance d'un graphe planaire,
notamment celui de DEMOUCRON et al [3&], fournissent une maille planaire,
ou permettent de 1l'obtenir facilement, chaque cycle &tant donné par 1l'en-
semble ordonné de ses sommets. Un tel ensemble sera le point de départ des
algorithmes que nous proposons ci-dessous et qui permettent d'obtenir une

représentation planaire du graphe les sommets &tant disposés sur un cercle.

L'enveloppe E d'un sommet s d'une représentation planaire d'un
graphe,est la frontiére de la région qui contient s lorsque 1l'on supprime

les chaTnes suspendues incidentes & s. Si (Ci),i € I, est 1'ensemble des

faces, données par 1l'ensemble de leurs arétes, contenant s on a :

THEOREME 4 : Si G est un graphe planaire inarticulé et M une maille pla-

naire de G de bord extérieur E, alors, si EcN E = P quel que
soit Te sommet s € SG adjacent a8 E, toutes les faces de M
ayant une intersection non vide avec E n'ont qu'une aréte non
élément de E. '




-1V-4- - 150 -

Démonstration

Nous raisonnons par 1'absurde. Supposons qu'il existe une face F
de M avec FN E # @ et F-E non réduit 3 une aréte. Posons F—E=(alaz...ap)

avec p > 1 et a, et a, sur E. a, est adjacent 3 E et Ea NE# @ ce qui

est absurde. 2

REMARQUE : Si un graphe satisfait les hypothéses du théoréme 4 et g plus de
une face finie alors les faces frontiéres constituent un "poly-

gone inscrit" dans E, tous les sommets de S, autre que ceux de

G
E étant a4 l'intérieur de ce "polygone" :
4 .3 2. Algorithme par sommets.
PRINCIPE : On dessine la face extérieure E comme un cercle. S'il existe un

sommet s adjacent & E et tel que E NE # @ on place s entre les sommets
s; et s, de E N ES et on remplace dans E (s]sz) par (slssz) en créant éven-
tuellement une aréte fictive. S'il n'existe pas de sommet s adjacent 3 E

avec Es NE # @ on rabat sur E 1'une des arétes< E d'une face frontiére
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(th. 4). Cet algorithme heuristique essaye d'optimiser la longueur totale

des connexions mesurées sur la circonférence du cercle.

ALGORITHME :

N\
(1) d partir de 1'ensemble des faces (fi)i chercher E qui est &gal & la

disjonction ® fi’ fi étant considérée comme 1'ensemble des arétes qui
i
la compose.

(:)chercher un sommet s adjacent 3 E ainsi que son enveloppe Es' Si

E, NE # @ alors deux cas peuvent se produire :

21 toutes les arétes de Es NE sont numérotées Ci alors on en
choisit une quelconque, par exemple (slsz) que 1'on note n3(on fait alors
progresser l'indice j de une unité, j := j+1) on rabat s sur (SISZ) en
notant que 1l'aréte “3 part de 8 a l'extérieur du cercle et passe dans le
cercle aprés s pour rejoindre sy On remplace (SISZ) dans E par les deux

arétes (sls) et (ss2) en créant éventuellement une aréte fictive que 1'on

numérote.

il existe une aréte de Es N E non numérotée Ci’ soit (slsz)

me - -
aréte extée-~

par exemple. On note (sls2 ,ekﬂk t= k+1), c'est & dire k'€
rieure, on rabat s sur (slsz) et on remplace (SISZ) dans E par (s]s) et

(ssz) en créant &ventuellement une aréte fictive.

(:) Si E.NE = ¢/chercher tous les sommets adjacents & E, s'il en existe

un tel que l'intersection de son enveloppe avec E soit non vide aller en

(2) sinon aller en (::)

(:) Il n'existe aucun sommet s adjacent i E avec E.nE # @, il existe alors
une face n'ayant qu'une aréte (s]sz)‘a E. On rabat cette aréte sur E en la

numérotant Ci (i := i+i) et on remplace dans E la chaine (s]sz) par l'aréte
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5,82) numérotée C,. On numérote toutes les arétes de la chatne (s,8,) de
17« 1 172

E par egk(k:=k+l)

5 On recommence 2,3,4 jusqu'a ce qu'il n'y ait plus aucun sommet intérieur
304 ] P

i E.
(g) Pour obtenir la représentation cherchée

tracer un cercle avec tous les sommnets de G dans 1'ordre obtenu

en €liminant les ar@tes n'existant pas et toutes les ardtes fictives.

dessiner par des droites les ar@tes de G numérotées Ci ou non

&

numérotées. (En effet les arétes Ci qui ne sont pas devenuewaj n'ont pas

été recouvertes elles sont donc intérieurs).

dessiner les ar&tes extérieures, e, et eg., en suivant la nu-

rotation inverse et en tracant chaque nouvelle ar@te dans la région infinie.

dessiner les aréteS'Nj.

EXEMPLE :
On considére la maille planaire suivante, ayant 8 cycles, chaque

cycle €tant donné par la succession des sommets dans le sens direct :

£f. = 132 £, = 354 f

il

234 f4 = 173 f5 = 157

£, = 753 f, = 165 f 645

1) Nous notons les arétes de la manidére suivante

(13) = a (32) = b (21) = ¢ (35) = 4 (54) = e
(43) = £ (42) = g (17) = h (73) = 1 (15) = j
(57) = k (16) = & (65) = m (64) = n
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ainsi :
2) E = (abc)ﬂ)(def)(B(bfg)@(ahi})@(hkj)G)(kdi)Q(Sbmi)e)(ném) = cgln

en respectant l'ordre E = 1642

3) le sommet 3 est adjacent 3 E :
E3= (abc)®(def)®(bfg)®(ahi)®(kdi) = kcegh

E3 N E=cg on place 3 sur C par exemple

E devient 16423 = %ngba C est numérotée e

4) 7 est adjacent 3 E :
E, = (ahi)®(hkj)®(kdi) = adj

E7 N E=a

E -+ 164237 = 4ng bih a est numérotée e,

5) 5 est adjacent 3 E :
E5 = (def)®(hkj)®(kdi)®(mj)®(nem) = fhiln n
E5 + E = hin on place 5 sur n par exemple
E » 1654237 = 2megbih n > eq

6) On obtient le dessin suivant :

4 .3 .3 . Algorithme par faces

PRINCIPE : Au lieu de rabattre sommet par sommet comme dans l'algorithme
précédent, on cherche une face f ayant une intersection non vide avec E
et on rabat sur E la chaine f-E. Cet algorithme est donc plus rapide quek
le précédent mais il est &galement plus brutal, le nombre de représenta4
tions différentes que l'on peut obtenir est plus petit que dans le cas

précédent. C'est cet algorithme qui a &té programmé.
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ALGORITHME
C;) a partir des fi chercher E. (voir algorithme par sommets)

<€> chercher une face f avec £ NE # @, S'il existe une face f telle que

|f—E| > 1 aller en (:)

2,) st |£-E| = 1 soit (s;s,) cette ar@te, on la numérote C,(i:=i+l)
les arétes de la chaflne (SISZ) de E sont numérotées egj (ji=j+1), on rem-

place dans E la chalne (5132) par 1'aréte (slsz).

22 si |f—E| > 1 on place tous les sommets de f-E = (SISZ) entre
les sommets adjacents (S]Sp) de la chaine (s]sz) de E. (slsp) est numéro-
tée ek(k:=k+]) dans E on remplace (Slsp) par la chaTne f-E. Si 1l'aréte
(s]sp) sur laquelle on rabat est numérotée Ci’ on en cherche une non numérotée
Ci' S'il n'y en a pas on rabat sur (s]sp) qui devient’“2(£:=ﬁ+l),’”£ de-
vant étre dessinée en partant de s vers 1'extérieur du cercle et en

passant & 1l'inté@rieur apré&s le dernier sommet de la chaine rabattue pour

rejoindre s_.
P
Qi) dessiner le graphe de la méne mani&re que pour 1'algorithme par sommets.

EXEMPLE : On considére la maille planaire donnée comme dans 1'exemple

précédent :

£, = 87 15 10 £, = 78962 f3 = 105369
£, = 135 f5 = 172 f6 = 326 f7 = 143
fg = 124 f9 = 342
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1) La face extérieure E est 8910

2) EN £, # 0 et |f]-E| 4 on est donc dans le cas (:) . On rabat sur

(10,8) la face f, on a donc :

]

(10,8) = e E = 8,9,10,5,1,7

1

3) En f2 # 0 et lfz—EI 4 on est dans le cas @ On rabat sur (8,9) 1la

face f2 on a :

(8,9) = e E=826910517

2
on ne rajoute & E que les sommets 2 et 6 de la face f2 puisque 7 est déja

placé.

4) E Nfy # P et f,E =4 cas (::)
on rabat sur (9,10) fa face f3 soit :

(9,10) eq E=8269310517

5) E Nf, #0 [£,-E] =1 cas @

on rabat sur (5,1) 1l'ar@te (3,1) ce qui donne :
(5,1) = eg,
(391) = C]

E=8269310517

6) les intersections de E avec f5 et f6 n'apportent pas de sommets nouveaux

alors on passe 3 f7 :

E nf, # 0 et |f7—Ej = 2 on doit rabattre £, sur (3,1) numérotée C, qui
devient"-’l

E=82693105417

tous les sommets sont maintenant sur E il ne reste plus qu'ad dessiner.
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7) Dessin. On place sur-un cercle les sommets de E dans 1'ordre obtenu

en &liminant les arétes fictives (8,2) (9,3) (3,10) et (5,4)

On place a l'extérieur et dans l'ordre les arétes
egy = (5,1) ey = (9,10) e, = 8,9 e, = (10,8)

puis les arétes intérieures qui sont des droites et enfin 1'aré-

te (1,3).
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4 .3 .4 . Programme [34]

C'est 1l'algorithme par faces qui a &té programmé. Le programme pla-
ce les sommets sur un rectangle et ceci pour deux raisons : dans les pro-
blemes pratiques il s'agit en général de représenter un graphe sur un qua-
drillage (qui n'a souvent, dans le cas des plaquettes de circuits intégrés
par exemple, gue 2 lignes ; de toute fagon un quadrillage peut se décompo-
ser en une succession d'ensemble de 2 lignes) et d'autre part, &tant donné
que la sortie du programme devait se faire sur imprimante, nous nous sommes
limité&s & tracer des segments de droite (vu la qualité des dessins obtenus

il aurait méme fallut se limiter i des segments suivant les deux directions

orthogonales privil égiées).

Aprés avoir déterminé 1'ordre des sommets sur le rectangle et les
arétes intérieures et extérieures, on affecte i chaque ar@te un pas suivant
sa place par rapport au rectangle. Les arétes appartenant au rectangle ayant
un pas zéro, puis les arétes extérieures, qui n'entourant aucune aréte
extérieure de pas non déterminé ont un pas | etc... Les arftes ~ sont par-
tagées en une ar@te extérieure et une aréte intérieure et on ajoute un som-
met fictif. Enfin si le graphe a n sommets on considédre la meilleure
(longueur totale des arétes minimum) des n positions possibles des som-

mets sur le rectangle.

Ce programme &tant un programme de dessin il est essentiellement
fonction de 1'organe de sortie utilis&, celui dont nous disposions é&tant
peu approprié a ce genre de probléme (une imprimante), nous renvoyons a
[34] pour les détails du programme, ses limites, le temps de compilation

et les exemples traités.
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