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INTRODUCTION

S e - o o v
et 4

Dans un réseau donné, 1'ouverture ou la fermeture d'un dis-
Joncteur provoque 1'apparition de phénoménes transitoires. Ils se super-
posent au régime &tabli et le perturbent pendant un temps plus ou moins
long suivant les caractéristiques du réseau. Ce régime appeld transi-
toire est responsable de la création d's coups de tensions (semblables

aux coups de bélier en Hydraulique) dénommds surtensions de manoeuvre.

L'étude des régimes transitoires a &té Jusqu'a ces dernidres
années peu développée hormis dans des cas simples ou sous des hypothdses

fortement restrictives.

Ces &tudes dont les résultats concordaient plus ou moins
bien avec la réalité suffisaient lorsqu'on considérait des lignes 3
moyenne et haute tension, le choix du niveau d'isolement n'influencant
pas notablement les conditions économiques ad'établissement de ces réseaux.
Les projets puis la réalisation de lignes i tré&s haute ten-
sion (765 KV) et, dans un avenir proche, de systémes a ultra haute tension

(1 000 kV et plus) a sensiblement modifid cette situation.

En effet, quand on travaille 3§ de telles tensions, 1l'isole-
ment intervient de manidre appréciable dans le cofiit de l'ensemble ; il
convient donc de déterminer des conditions optimales d'isolement compa-

tibles avec les contraintes techniques et &conomiques (25).

Dans ces conditions, les méthodes d'analyse employées jusqu'a
présent, ne pouvaient assurer, en raison de la complexité du probléme,
une précision suffisante dans la détermination des surtensions. C'est
pourquoi ces dernidres années, cette question a &té 1'objet da'études
intensives sur le plan international tant pour la connaissance des sur~

tensions elles-mémes, que pour les moyens de les combattre.

e e
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Les essais en lieu de service sont trds difficiles & réaliser
car ils mettent en oeuvre des moyens importants et entratnent des risques
de destruction non négligeables. Tl faut donc faire les dtudes sur des

modéles réduits (26).

Les méthodes analogiques sont des systmes 3 constantes loca-
lisées qui, pour permettre une analyse fine des phénoménes, utilisent
des cellules nombreuses et chdres qu'on doit changer pour chague cas
particulier. Elles bénéficient cependant, aprés leur montage (difficile

et lent), d'une certaine souplesse d'emploi.

Les méthodes mathématiques développdes Jjusqu'a présent, ont
ét€ principalement des améliorations de la mfthodes de Bergeron et des
adaptations de la transformation de Laplace ou de Fourier, ceci sans
résultats trds concluants. Les essais tentds précédemment & l'aide des
méthodes discrétes (27), (28), ont &té abandonnés, sans doute 3 cauvse

des difficultés de stabilité.

Toutes ces méthodes ont eu pour but de résoudre dans un temps
de calcul raisonnable un certain probldme qui n'est autre qu'un probléme

d'évolution.

Afin de le traiter de manidre plus générale, nous nous sommes
attachés non seulement § la résolution des équations, mais & la formu-

lation math&matique de 1'étude des régimes transitoires sur les lignes.

Pour atteindre ce but, nous avons d'abord, dans la premidre
partie de notre travail, exposé une nouvelle fagon de concevoir les
équations de propagation sur les lignes polyphasées. Nous proposons
ensuite un schéma aux différences finies dont nous donnons les conditions

nécessaires et suffisantes de stabilité.

La deuxidme partie est consacrée 3 une &tude originale
aboutissant 4 la mise en équation automatique du générateur i partir

du graphe de son réseau équivalent.



- IIT -

La troisiéme partie est d'abord une confrontation des résul-
tats obtenus avec ceux de l'analyseur transitoire. Nous développons en-
suite une nouvelle méthode d'étude statistique des surtensions et nous
cherchons le couple de résistances optimum permettant de réduire les

surtensions d'enclenchement.






PREMTIZERLEL PARTIE

- s = Iy o - o cum nee —
TNoRIISTIAUSTIINSSEANRSasSsasSs

ETUDE HUMERIQUE DES SURTENSIONS DE MAKOEUVRE
SUR LES LIGHES DE TRANSPORY D'ENERGIE.
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CHAPITRE 1

=oasRSITIoR

INTRODUCTION A LA

FORMULATION DU PROBLEME

Dans la mise en équations du probléme posé par
1'étude et la limitation des surtensions de manoeuvre sur
une ligne de transport d'énergie, nous distinguerons trois
parties : la ligne, son état initial, et la configuration
du générateur, -

La ligne est déterminée, mais son état initial
est aléatoire. La configuration du générateur dépend des
moyens qu'on met en oeuvre pour réduire les surtensions :
résistances d'enclenchement, réactances shunt ete,

I -1 - EQUATIONS DE LA LIGHE

Considercns une ligne multifilaire de longueur W

composée de m, conducteurs en présence du sol, figs I - 1,

Si V (x,t) et i (x, t) sont les vecteurs de
dimension m, désignant respectivement les tensions simples
et les courants dans les fils de ligne, les équations de

la propagation s'écrivent :

~
: 2V ot
- = R i + L -
o x Dt

- 1

41 D i Vv
- = Gv + C -
L‘ D x ot
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ot R = (rij), L = {(1ij), G = (gij), € = (eij) sont
des matrices (m, m) telles que :

rij = résistance lineique
cij = capacité linéique
gij = conductance lingéique

nutuelle si i ¢
lij = coefficient d'induction

propre si i = j

Pour la résolution numérique qui suivra, nous
ferons l'hypothése suivante : le systéme est un ensemble
d'éléments passifs réciproques dont les valeurs sont

constantes,
Les équations I ~ 1 ~ sont insuffisantes &

définir le probléme, nous devons y adjoindre les condi=

tions initiales et aux limites.

I ~ 2 « CONDITIONS INITIALES

Nous supposerons la ligne chargée et l'écoule=
ment des charges devenu négligeable 4 l'instant de la
manceuvre., La présence d'une résistance de décharge 2
1'extr&mité de la ligne: (1) permet de réduire‘la charge
initiale et rend le courant initial dans la ligne prati=

gquement nul.

|
&£

v (x, o)

Yx

!
(o]

i (x, o)

I - 3 - CONDITIONS AUX LIMIIES

I - 31 - Récepteur

Hotre étude se limite & celle des lignes & vide



~

Cependant la méthode employée peut s'étendre & n'importe
quel cas en particulier celui des lignes ayant des induc=
tances de compensation & leurs extrémités. Il en sera
fait mention plus loin, au moment de la détermination de
FO et Eon

I - 31 i (0, t) =0 Yt (ligne & vide)

I = 32 =« Generateur

La condition & 1a Iimite ¢8té générateur est
définie par un systéme différentiel dont le rang dépend

de la complexité du générateur,

Ce systéme peut s'utiliser sous deux formes ;
- La premiére, que nous emploierons pour la
démonstration des conditions de stabilité, consiste en

1'éliminaticn de toutes les variables autre que v (A, t)

et i (A, t). Ainsi nous ovtenons la relation différentielle

2v(A,t) Bv(r,t) Coai(a,t) 2i(ht)

FOv(At), — , == sessilA,t), =~ R— ,RF(t) ) =0

3t 22 3t 2 t2

Les conditions de la manceuvre y sont caracté-
risees par la variation discré&te du vecteur RF des ré-

sistances d'enclenchement.

- L& seconde forme, dans laguelle nous divisons
les conditions aux limites en deux équations, nous permet
de généraliser notre méthodes. En effet elle est plus ac~
cessible au traitement numérique et la premidre éguation
de cette seconde forme peut s'obtenir & partir de 1la
théorie des grapnes, Cette équation est un systéme dif-
férentiel entre les variables d'état du réseau i cons-

tantes localisées définissant le générateur. Ce systéme



est invariable au cours de l'enclenchement. La seconde
équation est une relation algébrique entre v (2, t) et
i (A, t) dont les coefficients sont des matrices qui

varient d'une maniére discréte aux Gifférents instants

d'enclenchenent.

La seconde forme s'éerit done

- = E_ X + H (équation invariable)
I - 322
A, Vv (A, t) + B, i (X, t) =G (x) (équa=

tion liée & l'enclenchement),

Dans la figure I - 2 «, X3 = Vci pour

pour i = L, 5, 6,

C'est la résolution du systéme obtenu en grou=
pant les équations I - 1, I = 2, I = 31, I = 321.0u I - 322
qui nous fournit les surtensions en bout de ligne, objet

de notre étucde.






CHAPITRE 1II

WIS mmamam

FORME CARACTERISTIQUZ NORMALE DE LA

PROPAGATIQN SUR LES LIGWE3 DE TRANSPORT D'ENERGIE

oo ) v

En vue de faciliter la résclution du systéme
formé par les équations I -1, I -2, I = 31, I -~ 321
ocu I - 322, nous leur appliguons une transformation li=
néaire afin de les mettre sous une forme plus adaptée au
traitement numérigue. Celle-ci appelée forme normale, diago=-
nalise 1l'équation ée la ligne et peut représenter une géné-
ralisation de 1'éguation du retard (2) qui serait éerite

en valeur instantanée,

IT « 1 - EXISTENCE DE LA TRANSFORMATION ET

COMPOSANTES DX MODES

Reprenons l'équation d'une ligne multifilaire

constituée de m conducteurs en présence du sol :

dv di

- = i +L =

I -1 dx dt
di av
- G v + C el

dx dt

Eerivons I = 1 sous la forme :

au au
Il - 11 I - + B =~ 4+ Du =20
o2n Bx at



avee I,.,. matrice unité d4'erdre 2m,

G2n

r.
v,]

Li
m

B et D sont des matrices d'ordre (2m, 2m).

Désignons par T la transformation linéaire qui

permet de mettre le systéme II = 11 sous la forme nor=-

nales
Transformons II « 11 par T il vient :
3u du
IIT «312 7 =+ TB =—+ TDu = 0
dx at

Faisons le changement de variable X = Tu,

L'équation II = 12 devient :

X 3%
rrl =+ rset -+ rpritx o=o0
dx ot

L'idée de la méthode congiste dans notre cas & choisir 7T

pour gue T B T 1

soit diagonale.

Hous définirons donc la transformation linéaire
cherchée par T = (tij) matrice d'ordre (2m, 2m) telle
que : (3), (&)

det T # 0 (T est régulisre)
I1 - 13

- "o ii .
T = Cl T B avac Cl = Cl diagonale et

cll1 £0 ¥i (i=1, 2,00 2m),



II -~ 11 ~ Déternination de C1

De la relation T = C. T B nous tirons

1
Cl-l = T B T i (car les Clll sont différents de zéro

par hypothése). Nous pouvons donc conclure que les

¢y

propres de B.

ii ., .
(i =1, 2,... 2m) sont les inverses des valeurs

Calcul des valeurs propres de B

0 - L :
Seit B = s Rous savons qQue si ?
- C 0

est valeur propre de B, Pz est valeur propre de B2,

LC 0
32 = : nous allons chercher les valeurs propres
0 CL

de Bz. Ce sont les constantes ’L telles que

det ( B° “Flozg ) = O
Or
2 _ - ( i
dot (B - wI o) = det (LG ~pI )xdet { CL=-pI_)

Avec l'hypothése, faite au paragraphe I - 1,
que le systéme est un ensemble d'éléments passifs réci-

proques, nous avons : lij = 1ji et eij = eji soit

tL=LettC=C.

Par conséquent t (Le) = tC tL = CL ce qui

entraine det (LC = I )} = det (CL = I ).
on " on

Nous obtenons finalement :

2
IT - 111  det ( B “PIpp) = ( det (L C-pI ) )
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La relation II = 114 signifie aue si P est
valeur propre de B2. il est aussi valeur propre de LC et
réciproguement. Nous remarcuerons en plus gque r. est va=~

leur propre double de Be.

Conséquence pour les éléments de Cl

——————

Le calcul précédent montre aque Cil =+ 1 /VF@ 3
les ra (i =1, 2, vesy m) étant les m valeurs propres

de LC.

Y¥ous pouvons ainsi constater que les m valeurs

de ‘Cill représentent les vitesses de propagation des

divers modes de la ligne sans perte.

II = 12 -« Existence de 7

La relation II = 13 donne T = C. T B soit

1

Done si B est diagonalisable par une matrice T,

_ o1
nous aurons T = TF° .

Or nous savons que pour une ligne composée de m
conducteurs en présence du sol, les ondes se propagent

de m facons indépendantes ou modes,

Les lignes & trés haute tension &tant de plus
en plus dissymétriques, nous pouvons dire ague ses modes
seront différents les uns des autres. Il en résulte
ii
. 1
est donc diagonalisable et la transformation T existe,

qu'il existe m valeurs distinctes de | C % . La matrice B
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II - 2 - EXPRESSION DE LA TFTORME NORMALE

II - 21 - Definition

" 2u 2u
Reprenons l'équation 7T ~ + TB = + T Du
dx At

dans laguelle nous avons fait le changement de variable

b
it
+3
[

Cette €quation devient :

ax ax
et - 4+ pBTY -+ 2DTYIx = 0
A x At
soit
ax ax
~ ¢ t- + DT X = 0
ax ot _
Muitiplions par Cl 4 gauche, nous obtenons :
3x ax -1
II - 211 - 4+ C -+ C. TDT" X = O
< at 1 ax 1

que nous pouvens écrire sous forme développée

Plﬁq; 0ee O « = + =0 ’-bfl l T _ Xy
‘ i \ .
) * . . Al Aa *
o ) 1 0.. .0 : )
. . A 2, X,
+ . ’ ZX +
- - 0 : ,
° o. l/qa . z_}_{_ma-l “m+1
' ' ' 3x .
R : A5 A :
0 . o o) —l/\[f'( afzm Xom
o= | bl
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Nous partitionnerons II = 211 suivant deux équations en

posant
[ X4 ] [ Xue1] 'l/q; Q -+ -0
Xo Ln+2) ?‘ . )
U = . LW o= ., P =
Liﬁ"l‘ | Xom | 6. . . .0 i/qq,

I - 211 steécrira donc :

4
AU , Ay
II = 212ﬂ
X AW
—— - D e T =
5 P oS- ¢ A3 U v AW 0

Le systéme II - 212 sera par définition l'équa-

tion caractéristigue normale de la ligne.

IT = 22 « Calicul des T.

Fous procédons de la maniére suivante :

Le systéme I = 1 = est transformé en ses compo-
santes de mode., Chacune Ges équations de mode est ensuite
mise sous la forme normale. Le regroupement des formes
normales obtenues fournit alors la forme normale de la

ligne et la matrice T.

Soient T; et Ty les matrices des modes de cou-
rant et de temsion (2) (5). La transformation II - 221,

(ou V et I sont les vecteurs

II -~ 221 tension et courant de mode).




- 1l =

transforme le systéme I = 1 en ses composantes de mode !

-~
v, 21, _
ax <, Y ‘%411

¥1, g vy %
- = o + vV
Ax 43t 171

II - 222 ﬁ *

2Vm J’ m SR
= — + I
W™

dx | ™t

BIm L@ AVI'H
g d x 2t m

S

Nous obtenons donc en appliquant II - 221 a I - 1

m systémes de la forme :

)
_ }Vk ialk &
Yo T kap T TRk
II - 222' | dx £
9
21, 3,

P R ACE T o iiss

ot %k » A ﬁenzakgont les constants linéiques du mode
k(K=l'2,ta.m).

IT = 222' considérée isolément correspond & 1l'équation
d'une ligne monophasée,Elle peut donc se mettre sous la

forme normale.

Soit Hk la matrice qui met sous forme normale
1'équation II - 222', Multiplions cette &quation par

Hk et faisons le changement de variable,



II - 223 = =

II = 222' devient

Cherchons Hk telle gue

Q0 “ik | o -

= H H}‘;l soit_.diagonale : o= H o= 0

£, © 4P O‘

Il nous faut d4'abord déterminer Ck' Les éléw

ments de C, sont les inverses des valeurs propres

.4
o "i Kkt l/qi‘ a o

de ; d'ou Cy
-8 o o) -l/\’fﬁg‘.

Le calcul de Hk se fait ensuite & partir du

| o L
systéme Hk. "'Ck Hk. = 0

:KL o
( 11 12

el TR © (B B © -

=3 - = 0
2L 22 2l 22l
Ho© Hp 0 A S £, o
1 -



it osant = \/@Z&
so en p 2o 2

1 =%, & 1 1
ok -1 1
Hk = et Hk = 5 - 1
1 Z A Z
ok Zow  Zox
En remplacant dans II - 222" Hk par sa valeur,

nous btransformons finalement II - 222°% en :

ol [ e | |u TR T

, - U :
i —ciamn : k k
)| & al B jede sk 28k afi - o
II - 224 5F +|\ %8s 1 re ) + G 9 6. 84 ) =
xk Fogrd L F S SN k

Ce qui correspond bien & l'équation caractéristique norw
male d'une ligne nonophasée,

Appliquons m fols la transformation de ma=

trice K, et rangeons les U, et ¥ en deux blocs
. o’ o

Uy

: U
X = A
BN

; W

W

ey

Le systéme qui nous permet de passer des com=
posantes de modes & X est dé&finie par :

.

Vi: ( Ul + Wi)/ 2

V= ((Up + Wa)/ 2
ﬂ fl = (/2,900 -0y + Up)/ 2

-
.
-

I, = ( 1/zom)( -0, wm)/ 2




l/ZOl 0O « « O
s0it en posant Y = o 5
o . o) l/Z;Om
v Iom Iom v
= IT - 225
-y W
I YC Yc

II - 225 fait correspondre 4 II - 222 les &équations :

.

~

¥y .34 _

3w Ot Pyt AU 4+ AW = 0
II = 226 $

¥ Yl

ou P, Al et A2 sont des matrices diagonales, d'ordre m,
telles gue P:ﬁpki] s A.'L:Ealkq ’ Aazzﬂaakq

avec pour k=1, 2 ,. . . ,m

» .

4 3& ﬁﬁ % Re

‘$%=%~m~m~m‘ » /AygE o+ = — -

&, o
bCiéYg& -ag;& éf,& 3&%% &
Ce systéme répond & la definition de la forme caracté=-
risticue normale dennee en II = 21,

La transformation T qui permet d'aboutir &
II - 226 est telle que :



Son calcul steffectue en
et II - 225,

v v
i o} Ti I 0
v T T
v
: 1
it =
50 = 5
3 —TiYc TiY

# T est définie par

rartant des relations II =« 221

ol [ Iom Iom] [U
2 2
nll x| L
| 2 2
U
W
c
v Ty
~1 1
T - 2 -
-Tifc TiYCJ

# T ne dépend que des caractéristiques de modes.

II = 23 = Utilisation pratigue

Dans la praticgue, connaissant les matrices

T. et T
i v

qui transforment la ligne en ses composantes

de mode, l'équation caractéristique normale est obtenue

en posant

£
i

i
lv (U +

TiYc ( =0

woy/e
+ W)/2
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dous nous apercevons alors gque les variables
G et W géneralisent celles utilisées pour éerire

les équations dites du . retard.

ous constatons en outre, que toutes les nma-
trices intervenart dans II = 226 ne dépendent gue des

constantes de mode et sont diagonales dlod :

1°) La ligne étant donnée par ses constantes

de mode, nous pouvons écrire directement son éguation

caractéristique normale.

2°) La résolution numérique du proﬁléme
d'enclenchement des lignes faite 4 partir de II - 226
est simplifiée et la place nécessaire en mémoire
est considérablement diminuée. Nous aurons donc la pos«.
sibilité d'étendre le calcul & un réseau constitué par

plusieurs lignes & des frais moindres.
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METHODE DE RESOQLUTION NUMERIQUE

o ()

-La metnode que nous allons développer et qui
a pour but le calcul des surtensions de manoceuvre dans
les lignes & trés haute tensicn, est bascée sur la réso-
lution numérigue des egquatvions de propagation mises sous

la forme normale,

Zlle necessite la recherche d'un Schéma aux

différences finies stable et sa résolution pratique,
Cette derniére se fera par la Méthode de

Double balayage car les conditions aux limites du pro=

bleéme s'y adaptent particulidrement hien,

II{ = 1 = FORMULATION JOQUVELLE DU PROBLEME

PAR LES COMPOSAHTES HORHMALES

Afin de rendre l'expose plus compréhensivle,
nous allons developper notre nmethode en nous appuyant
Sur un cas concret ce gui n'affecte en rien sa généraw

lite ; divers exemples le confirmeront.

Hous considererons done une ligne triphasé SUp=
posee ouverte a4 son extrémite et raccordée de l'autre 3
un générateur & travers un réseau & constantes localisées
conme l'indique la figure (III = 1), Cette ligne COmpPOTrm

tera une cnarge résiduelle et sers symetrique.,
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III = 11 = Eguation de la ligne

L'equation de la ligne s'écrit

.

IY-«L%% + R i

2x -
II1I -« 11
3L _ 2y .
2% c 2t + G v
avec
f
L M M | Rl+ R Rl Rl
L=|MM L M|, R=|[R R+R R
M M L ‘Rl Rl Rl-l-R
'F
c c G Gt G
c=1lc ¢ ¢} s G= |G @& af
c ¢ C Gt gt G
L T
III = 12 = (onditions initiales
v {2, 0} = Q
III - 12 ’ | ¥ xe (0s ™)
i(x, 0) = o
III « 13 » Conditions aug limites

au receplteur

III - 13 i (o, ) = o

au générateur
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Nous considérerons 4'abord un enclenchement
synchrone et nous nmontrerons ensuite conment s'en déduit

une fermeture asynchrone.

Pendant l'enclenchement nous avons au généra=

teur trois réseaux dont la forme est donnée (fige III = 2),

L'équation de chacun Ge ces réseaux s'eéerit :

\
\ d io
B o= R
By = Vl + RO :LO + LO::
III - 14 . {phase 1)
dv!
1
1 = (X L) = G ==
0 ’ at /

Zliminons v‘l et 1, entre ces trois équations ;
nous obtenons

() = i, £) ¢ (Rt ROLO, €+ R o Y EBE)
z.L ()t L) B’.Vl< ’—t) 22’4,,4LH
¢ (RCoRpy *+ Ly) B;m * L% 3 t* * Rplo® T2 et

La condition aux limites au générateur mise

sous la premiére forme s'ecrira donc :

e

B(t) = v(h,t) + (Rp * R)I(AE) + RO, ?_%(x,t)
III ~ 15
+ (R C Rp *+ L, )hl('\ t), LChv()‘ t) Rpll 5 El(‘\xt

“att



III =~ 1% - Eguation normale de la ligne

aa ligne etant symétrique les matrices Tv et

T, sont Ge la forme (6}

Nous choisirons

r
1

Tv = Ti = Tl =1 1
1

W
o
3
s
*M"Pg
3
J
1 O
-1/2 1 ==
-1/2 -1

ﬂ
1 1 1
- & - -
Tl =3 2 1 1
o) ) 3/2 ”3/2

Appliguons 4 III = 11 la transformation

v o= Tl(U + Wy/e
III - 16 ) Y (U + )/2
i o= ilyc ~-{J i/
l/zol °
avac Yc = | o 1/2502 0
et

Zol = V(L + 2M)/(C +

31 nous supposons gue G + 2G!

2 b g = By =\ fa W/

et G -~ G' sont

négligeables (air parfaitement isolant), l'équation nore

male de la ligne

sera

-
®



bUl a-gl
a7 * Py ay * MU - W) = O
Ay aw
&*{l - pl bi:l + 0‘4 (*Ul - Wl:} = Q
ku? )U |
ITI - 17 J 3t F P2 2% oV, = @) = 0
< .3 b
2?2 =Py AEZ * d&‘““z L W)= 0
AU, AU
- D - -
Aﬁ + pj AX + 0( (U WB) = 0
Ay AW
-2 _ﬁ - WY =
2T % A% +°‘(U + Wz) = 0
“
avee Ky= (R + 331)/(2(1; +2M)) o= 0(5== R/(2(L - M)) ,

- 1/V(L + 2M)(C +2c) ,

vy = by = /| /(L =) (C =)

Plus géneralement lorsgu'on considére une ligne
triphasée définie par ses composantes linéigues directes

comme cela se produit habituel-

R

inverses et homopolaires,

lement, nous aurons

S

=4

t

4

.ZGZa'

M 2 e
AN

of =
5 3
‘z&ﬁl ) 3

13

7

b :V. R

Ltéguation normale de la ligne triphasee s'écrira :



Al %1
- 4+ P = + (U -~ W) = O
III - 17 3t Ax
LY Y
- @ p - + (g o+ W) = 0
bt zx

III - 15 « Equations normales des conditions

initiales et aux limites,

Elles consistent en l'application de la trans-
formation III =~ 16 aux égquations III - 12, III - 13 et
III = 15,

A) Conditions initiales

o WIE O e R T Y BYE G ST DO SO 0K s CER M7 O s 430 NN

==ty Tl( U(X,O) + W('X?O) )/2 2 Q

H
&

v(x,0)

i
(&

i(x,0) = mazdy Tch( -G(x,0) + W(x,0) }/2 = 0

La dernidre égalité entralinme U (x, o) = W (x, o),

et la premiére

ITI - 18 U(x,0) = W(x,0) = T7° Q

B) Conditions sux limites

O it cfy N QAW VM e THT! €03 TEW DR MR S GUB. ik 600 W TRy el Rk

a) au récepteur

ifo,t) = o === TIYC( ~U{o,t) + Wlo,t) )/2 =

III - 19 Uo,t) = wW(o,t)

o



b) au générateur

L'équation III - 15 devient
"

2TTVE() = UM, E) + WM E) + (Ry + RRIT (=UCA,E) + WOA,t) )

T j .a; [ :
+(nOCORF + LO)YC % ( ~UA,t) + WA,t) )
III - 20 3 52
S +* R.Co % CU(h,t) &+ WlA,t) ) + L.C, Ez(U(A,t) + WA,t) )
. \2
X + RpL,C Y, agz( ~T(A,t) + W(A,t) )
Dans la suite nous substituerons & l'éguation
III -~ 20 la notation : N
1, X(Ast) = 2 T]" E(%)
Le nouveau probléme gue nous avons & résoudre
est défini par le systéme suivant
4 .
Py AaU(x,t) :
a%-('x’t) + Pa;{* + ol ( U(x,t) = W(x,t) ) =20
2 W(x,t) AW(x,t)
o - Py + ol ( =U(x,t) +W(x,t) ) =20
0(x,0) = T;T g
III - 21 ﬁ 1 ¥ x (o, A)
W(x,0) = T, Q
U(o,t) =W(o,t) = 0
-1 ¥t (o,7)
12 X(A,t) = 2 Tl E(t)




L'étude numérique gue nous faisons consiste &

renplacer III = 21 par un probléme sux différences finies.

III = 2 - PROBLEME AUX DIFFEREWCES FINIES EQUIVALENT

III =~ 21 = Schéna aux différences finies

Nous avons & chercher la fonction X définie
sur JL &1 (£ ocuvert de m" de frontidre V' ) telle que :
( x €c"() )

L X = f &quation aux dérivées partielles sur SL 4 T

~r

Py

i

‘f conditions initiales et aux limites sur ¥

L et -2 sont les opérateurs &ifférentiels de III - 21

£ p
T, "
E X
% »x
x x
p . T
x SZ x K 3¢ o >y 5
» »
x =
” ®
: :
KM o ¥ R oy M}g,ﬂﬂk %x‘

Figure III = 3

Pour nous ramener & un prooléme aux différences

finies de la forme,

(&) bx)
Lix £ = £

{(Ax) (nx)
KMX X ::(f

il nous faut définir une grille.glbx, les correspondances
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(figure III = 4) entre les fonctions X, £, ¢ des

espaces respectifs L ,9 , é et les fonctions gril-

les X(hﬂ . f(hs) N ?("““’ des espaces respectifs %‘m’

ﬁ‘h s §hx, ainsi que les opérateurs aux différences LM;’

4 .

e

% F % 3
(Xe28) o (gey) =

a, v ’W{)’uz SRR kY A,M_

2.
-

‘3ix aﬁlu | 'QL’= 4ih

R
.
—y

% b
* 3

% Le choix de Lpy et ‘QM,_ est guidé par le désir
d'obtenir deux fonctions identigues en parcourant Lees?

et 3 =>k,
figure III -~ 4

Nous avons choisi une grille rectangulaire

définie par :

X = k.bx o %k f’-Ml avec A= Mlhx
t = n.At O %n =N avec U= N.bt
Les restrictions a . o Dow ? Cpn €8 dyy

sont telles qgue :
ahx

- n
’-‘---u—--“-_* A fe by s 2
X ay, X = S ay, X )K X(k bx,n nt)



il en est de m&me pour cCyy

b
| P4 o
n
d
ax n
P mmmEmm =
‘f dux'f > ( dhx_‘f’)k ‘f(khx , nht)
Nous choisirons par la suite
(ax) (8x)
£ = By f I ¢ = dx

Nous avons définli les opérateurs Lh‘ et i,m

comme Ssuit

n+l n n+l n +1 n+l

00 Uy = Ugyy )+ (Toz = 8y IO T = G ) + 18, v - )

. n n+l

o) +r( I, -8, YU - Un ) vtk ( Uepy * w:+l Wﬁ
V§+1"W§+1)*(Io3"ei)("’£ -wﬁ)-rea(w;ﬂ W,
n Lt +1 +1
- r( 103 )( ‘}ﬁ-&l " ) +& U}f;-«-l WII::+1 wn
"D
Uy
)
e
Wy = Uy
{ X“:)< + W+ (Rp + RV (UL + W) +[ AR il A
I-212 L AE M1 M1 ML "ML

+ . +l +1

(RgR G, + L)Y, (-0} Ml st - uir iy ant

n+1 +1 n l -],
+[LOC Uy +W§1 Ml+wn)+wn U‘;ﬂ)a-
n+l +1 . n el n-l
+ RyLGo¥ (~OpT™ + WETS =2(iy = UL) + W~ - » 1/ (M:
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Ltopérateur L., est du type utilisé par
Cunge ( F ). Il est cependant plus général et 1l'iptro=
duction de nouveaux paramétres 6, et 07, lie rend plus

souple a ltexploitation.

Dans 1'ensemble de Tormules (III = 211,

IIT = 212) les matrices 8 8 8'1 sont diagonales

2° .
et leurs eléments 61 62 G‘J sont dqes valeurs

& e
pumériques comprises entre O et 1 gui caracterlsent

le schema.

e matrice r est également Giagonsle et ses

élements vj = pj %%; {3 = 1, 2, 3) sont caractérise
tigues & la fois de la ligne et de la discrétisation
utilisée,

Nous remplacerons dans ce qui suit la derniere

dguation de ’g&%x_‘&wpar ,&4 XQ&%)

Les définitions de Lhz,et'ghz étant Dosées,
nous somnes swenés d résoudre Le systime aux différenced

finies suivant

e Un+1 Lok ] ” _ nel 0o, nbl ~ A+l |
200y = Uy D+ (Lgg =8 )0 T e )+ re,( Uy - U )
+ r( I, e, i o - Ut } +%ﬁ.8< UZH':L gt yittl Yy = 0
0% = 72 k+l " Uk e F U =Wy - W) =
117213
br o+l _.m . ’ Ltk T +1 _ g2+l
O1C Wpy = Weyy ) gy = 00 DO WS ~ i) - reC Wy - L ) -
- - ht +l Co.n "
\ r( I,5 =8, YU,y = W) 4 Wl * wf‘ ~ UL, -0 ) =0
’
S |
U=t 8
C _ m~1
lI -
B [ R
o ©
z’ (s} =l
94 X = 2Ty E(n.bt)

\



r - - «
Nous noterons Tzl Q o
fa = o \?1' =
77t g 2 771 g(nat)
- ) L j

g 1 et 372 etant des vecteurs 4 six dimensions,

III = 22 « Degre de précision

I1 nous est utile, dans la pratique de con-
naitre la précision avec laquelle la soclution de 1'égqua~-
tion aux différences finies, quand elle converge,
s'approche de la solution réelle.

Dans ce but nous definissons. le degré d'apw
proximation du systdme III = 21 par (III - 213, III - 21k),
Cette définition est basée sur la légende de la
figure III = 4,

A) Definition (8)

- T G T O LT W B O R S O

Le systéme (III = 213, III « 21k4) est une ap=
preximation d'ordre p en B du systéme III « 21 gi
pour tout X e %é F R tfe b JR ‘pour tout
Nxee To, bhxf| (pour un certain M, ) il existe
des constantes i (indépendantes de A=) telles que :

.

(bx)
UI-221 )¢ L, 3y, = b, L )X"g: M, (A0)P , 1I1-223 || - baxfﬂg_ ¢ Ma(uﬁ’
v

A

(bx)
222 ficdyye,, - a, x| €v (00", Trrezan ¢ - ,‘xylé €M, (ax)P
- Ao
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Les normes employees étant les suivantes :

3.
i X(&X)n%wm mix mzx Z; ( { Ug,ki * lwi,k‘ )

n+l n
a,i “?Zgi
ht

I ?(M) u@ = mix Z: ‘(fl,i‘ + mix z;

| %
( x) “ °—
¢ - 0
1y e 2 1

Elles sont respectivement compatibles avec les normes

6

X = max max 1D 48
Pl s e 200
6 6
' d ¥
Il = e S g v w2 | Sfea)
¥ ¢ x4z Fu.sl t i-1 4t
6
f { = max —max S if.\
e P
Nous définirons par anticipation l'espace %;x
des fonctlons " grille monodimentionelle M telles que :
F P
1,k
3 ] n
x° U2,k
o)
X2 ' U3k
P = 1 avec Xﬁ = w‘z’
' 1,k
X2
L Sl w’g’k
\ Wgzkj




.
“ax Fux

X)

k

i
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(bx)

n
Le "vecteur" X" est l'ensemble des valeurs de X pour
n fixée, c'est-d=dire 4 un instant w hi donné, La norae

dans ’g‘{;x compatible avec celle définie dans agkxest

3
ES P S LM I TR
hu 1=

On voit immédiatement que

(&x)
= max Xn “
I\ x “a%“ Nxtog

. n P
% Nous nous servirons du vecteur X pour 1l'étude
de la stabilite.

B) Apgllcatlon

TR A I T ey

a) Etude de III - 221

n

Développons (L y . a”hxX)k en série de Taylor
4
[&U(x,t) U(x,t)
- Lo G N (IO I I N
i = n
[ZW(X,t) AW(x,t)
) - P - + ol (AT, t) ¢ WG,t) ) 4 Aa]x .
| 3t ax
. t=n
Ay
no n
(thamx)k—~(b&xLX)k+
A

ot ¥



avec BF
Ay =bx( 8 - 5o * ¥( 8, ~ 5T03 ) ) s tom .f,O[ﬂ@K} 1
EfW(x,t)f

s

- BT o L C
A, _ hx( 84 5103 r( @2-21‘.03)) SE S -:»Ogux)l

Introduisons les parandtres y; et y'i (i =1, 2, 3)

tels que 3
1
@11 + r @21 = Z o+ ri/a * Y5
IIT - 225
“ 1
§ o . . - - - o )
eZL:i. i 921 > r,z./a y;{
L'approximation de III « 17 par III « 213 est d'ordre
deux si v, = y‘i = 0 pour i = 1, 2, 3.
b) Etude de III = 223 et III = 22k
Les inégalitées IIT « 223 et III « 224 gont
toujours vérifiées car nous avons choisi
(wx) (hx)
‘ f = b‘&x f et = dLX QP
III = 223 et III - 22k sont donc des égalités,
e) Etude de III - 222
g T
A cause de la présence de termes de la forme "M~ VM
' 2t
n+l L - . . ..
(U§ll - 2(1;2'1 + Uﬁll)/(ﬁst)?‘ représentant la discréti-

4
sation &e»%r et ?g%éA’t> i l'ordre & ; III - 222 est

d'ordre & -

o
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Conclusion : La précision de la solution est
d'ordre & en Mhx AL V4 w:g';_zo‘-

Nota : Dans la suite nous mettrons l'équation aux
limites au générateur sous la deuxilme .forme
ce qui nous permettra de la discrétiser par
une méthode de Runge~Kutta d'ordre k. |
Dans ce cas la précision de la solution sersa

dl'ordre deux en Dw sl yi = V'i = 0 pour
i=1, 2, 3.

ITI - 3 « METHODE DE DOUBLE BALAYAGE

IIT - 31 = Principe

Cette méthode qui nous permet de résoudre le
systéme aux différences finies (III - 213, III = 21k),
repose sur l'existence guel gue soit t, d'une relation
linéaire entre les variables U et W en un point X, de
la ligne. Cette relation linéaire qui existe sux extré-
nités de la ligne est traduite en une aubtre entre les
variables définies par :;

My, = ot ool
IIl - 311

L+l
h.Wk = Wﬁ - WE

L'utilisatién du schéma aux différences montre alors
qu'elle peut s'Etendre & tous les points x de la ligne,
Ce qui nous permet par une méthode iterative, de con-
naitre 1'état de la ligne & tous les instants & partir

de la connaissance de son état 3 l'instant t = O, (5),(10)



Dansg le schéma 1Il - 213 introduisons les nouvelles
variables DU, et ka, il devient,

g At At
(@l+r92+oc;—-)hkl~°£:~bw1+(103-91-r9 MG +
At At At
H - — oo .. vl S
i—(r+°l)Jkl+(r+°£ )U}: (»f}fwl+W§).-0
2 2 2
215 &
III~312
At %b.t A
|- & - - . - Ot ]
( 91 rea + . )b'wkﬂ ahukﬂ + ( 2[03 91 + rea ) wk +
Bt at ht
n n n
AL 2>w§; otzcuk+l+uk)-o
Yo
Ce systéme est de la forne
T n
BUK = A’l kUk-l-l + A, ka+l + Ck
o n
bW, =B 0B8U ., + BDNW,, + D
Al,'A2, Bl’ 82 sont des matrices diagonales
dont les termes sont
d I
A (1,1) = (8 + 1,0, +%75 1/(ri6,; +6;; =1)
A (1,1) = %= / ( O, + 65 = 1)
I111=-%1%
. . | N7
= e Ol ( - -
B, (i,1) o3/« 81y = Fi85 = 1)
. .. Lt
- - t - o B -
Ba(l,L) = ( & 14 = T 921 +o = ) /( 611 ri@y, 1)
\




CKn et Dkn soent des vecteurs qui dépendent de

lt'état de la ligne 4 l'instant n t ; leurs composantes
sont

(3 ® ["'» (Wi, - Ug) + o 3 (Mg, +1hg -Mep,- W,,g)]/[&g +B;1]

111-314 .
i "™~ "
Cat (i, eWR -1 - 1)/ 18 1]
(Dﬁ [)(., (W k- dm) T a (W"&“ +w°’i U'::‘*’ U‘"’J{) (PR
Démontrons que s'il existe une relation
lingaire entre Luk et.kMk en un point k, de la grille
alors il existe une relation linéaire entre L.Uk et
.ka en tout point k. En effet soit :
ITII « 315 bUko = E&y kao + Fko une telle relation
Portons IX1 =~ 315 dans IIl - 312°%,
' n
BioBWo + Fip = Almuko-%«f A l:”J:m-ﬂ. *Co
n n
Athko%-l + A h, zo+l cko - EkoBlh‘Ukoﬂ + EkoBZM ko+l + Ekc:Dko + Fko

v - n
= B BIBU ., = (E koB2 = Ag) B . + + B Do = Gy
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Si det (A, = E B.) #£0 nous obtenons finalement
1 kg 1

- - -1 - n n
Mgy = (B = BeoBy) [EEKOBZ Ad By oey * (Fgg * BgBy = cko)]

Il existe donc une relation linéaire entrehuk

Mhw

et
o * 1

4+ 1° De proche en proche nous montrons ainsi qu'il
o

existera une relation de la forme III - 315 & tous les

points k de la grille s'il en existe une en un point kg,

quelcongue,

Les relations de réecurrence sur Ek et Fk sont

les suivantes

=
i

_ _ -l
(Al EkBl) (ERBZ - AZ)

III-316

- - -1 n n
Fep = (&g = BB T(F + BD - C)

, Leslsystémes TII = 316 et III = 312 nous per=
mettent théoriguement de résoudre le probléme aux aif-

férences finies ecar ils nous fournissent guk et LW} ;

ctest-d-aire l'état de la ligne & l'instant (n + 1) At

~

& partir de son état & n Dt.

La condition pour que cela soit possible soit

possible est que la matrice A1 - B Bl soit inversible

quelgue soit k = 0, 1, 24ecss Ml -« 1. Nous savons gue

Al - Ek Bl est diagonale, elle sera inversible si et

seulement si A . = E



Etude de Ali - Eki Bli

a) Ligne sans pertie

B,. =0, &, = (6, + riaai)/(rieai + @, = 1)

1i 1i 1i

SE TR £ 0 est toujours réalisée.

b) Ligne avec perte

Ay = BiyByg #0 sess==l
B, # Ay/Byy = (8% 738, +15675) (84~ 7y 1) / Gy aiﬁ

Avec les conditions de stabilité III = hha Eki est

toujours différent de Ali Vik = 0, 1y06s Mlul et
11
i = i’ 2‘ 3)u

L'emploi de la relation de récurrence est donc juse

tifié.

III = 32 = Mise en ceuvre

L'existence da'une relation du type III - 315

peut 8tre mise en évidence aux deux bouts de la ligne.,

# Dans le cas d'une mise sous tensien 4 vide nous
avons au récepteur i (0, %) = 0 =%»U (0, t) = ¥ (0, %)

clested=dire ‘U: = Wﬁ % n. Considérant cette relation

3 n et n + 1 nous en tirons :B‘aUQ zhwo dtol

¥n IIT - 317




~

111-318 ﬁ

By

By

(1) “1o -
56'®) = 217 E(abe) -{103 ~(Ry + BT, 4

- 36 =

Nota : Dans le cas oi le réceplteur est quelconqgue mais
- - .

1inéaire, il existe toujours une relation différentielle
1inéaire entre v (o, t) et i (o, t) qui discrétisée, nous

fournit l'expression de E et FQ‘

Nous pouvons envisager de traiter des cas non

1inéaires & condition de redéfinir Eo et FO au voisinage

du point de foncbtionnement & chague instant.

# Au générateur la conditicn & la limite peut Btre

mise sous la forme A, . DU + B, W = EG(n).
M M1 M My

A cet effet remplagons dans-ﬁl x(hx) U;l+ 1ot

n+ 1 n n
My par ﬁUMl + UML le calcul nous

<+
W et h.le W,

donne

| . | i a2
= (R C, = (RgRyCqo + L )/2mt  + (LyCq = RpLoCole) /(N )

0o cC

=L,Co * RFLoCoYc
(bky=

= (RO, + (RGRCy + L)Y )/2 Bt (L,C, + RplyCo¥ Y/ (A )2

. .,
+ ROCO/2 v T

-(RFROCO+ LO)YC/Z bt } UMl

; Q 0
{155 + (Rgr BT, - T i M1

LC + RFLOCOYC . ROCO * C%EROCO + LO)IG:}WR

) | - v onet
~{((RFROCO+ L W= RC,)/2bt +(LyC, = RpLoCoT )/ (be) } o

foin : 2 ne-l
{ (ROCO + (RFROCOf LO)YC)/B&t +(Loco +RFLOCOYC)/(hm) }' Wit

Le programme de calcul s'etablit done ainsi :

~

connalissant Ui et Wi 3 1'instant nht pour k = 0, 1, 2, Ml

(e'est~d=dire l'état de la ligne & l'instant n Nt) nous en

déduisons C;, Di et EG(n). La relation III = 317 permet



Enlree , données
Inilialisation
n=&

S

k=0

2
Y
’f Calcul de

kskid EG" G Dg, EY R

n=v+4

¥
Lo

Calcul do AL{M4,AW@

2

¥
k=M1
!

k

i

ntd

Coleul de AVUp, AWy, U " oL W),

4

bt

sortre da V[@,hdl':]

¥

®

N=W maox 2

Fig. IL-&
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d'initialiser le calecul des E, et Fk qui se fait 4 ltaide

k

de la récurrence définie par III - 316,

De la connaissance de E, et F nous tirons
M 1 M 1 )

bUMl et E‘:\Wml par le systéme :

Dy = By MWy, + By

III~319 <

o (n)
! AMhUMl + By BW,, == EG

A partir de IWW et hU nous calculons tous les

'LUk etlxwk pour k = Ml - 1, Ml = 23e0s 1, 0, & 1l'aide
des éguations III « 312'. L'€tat de la ligne a l'instant
(o + 1)At est ensuite obtenue en utilisant les éga=

lités III - 311.

Etant au temps (n + 1l)At et y connaissant tous

S < S S T R -
les dk et W, nous recommengons le processus.
T

L'organigremnme est indiquée figure III = 5.

IIT = 4 = STABILITE ET CONVERGENCE

Nous utiliserons pour cette étude les définitions
"de Godunov et Ryabenki (9) ainsi que les théorémes qu'ils
ont établis. Nous les reportons ciwdessous en les adaptant

g

4 notre probléme.

Définition

L)

p 4 = (0 avec les conditions ini-

(bx)

Le systene th

tiales et aux limites ‘ng(EX) =30 est stable si sa



solution X<hx) satisfait & l'inegalité
I x(h‘x H < Wy H‘ffhx)!] avec N, indépendant de Ax.
x ehen
b
Théoréme I
Si le systéme aux différences Cinies
(bx)
L&x X = 0
20 g B0
hx n + 1 n
est réduit & la forme X = R X" + Dt B X7 étant

donné;en satisfaisant aux conditions suilvantes @

! N
e s 1™ 1, |
bz avec Kl et K2 indépéndant de
Ax

x| o 1 “*X’u
‘%ghx %)

alors la condition || R:x'il < K est suffisante &4 la

St&bilitéa

Théoréme II

Une condition nécessaire pour que || R l[ < K

est que le spectre de la famille { R } soit contenu dans
b

le cercle unité,

De l'étude de R by ©F H%, nous allons déduire les
conditions de stabilité et, tenant compte de l'etude faite
sur la précision, montrer la convergence.,

IIT ~ 41 - Détermination de R, et i

P

Pour déterminer th et Hn, nous allons réduire
le systéne {III 213, III th} sous la forme
o+ 1 n

IIT - k11 X = R X" + bt . H
N x

n
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X" représente l'ensenmble des valeurs gue prend

X(Lx) pour n fixe,

Nous savons que la valeur de la solution du prow
bléme & l'instant (n + 1l)At deépend de la valeur qu'elle
prend & l'instant nht (iéthode de double balayage). Nous

pouvons donc ecrire

+ 1 +
P =5 Tt et st ¥n

n " . . . .
H” est un "vecteur" gqui ne depend que des c¢condi=

~n + 1
2

tions aux limites ; représente la contribution

de X® 4 1'obtention de la solution & l'instant {n + 1L)hte.

. s A0 F . .
lous pouvons ecrire e s R, . Xn, th etant

un opérateur gui fait correspondre 4 un élément de l'es-

pace ae”hx un element de ce méme espace.

R sera défini si nous connaissons les relations

Ax
. . , ~n o+ 1 n
gul lient les composantes de O a ceux de X,

Posons
1 T Hl]":
n+l _ n L 2
5 = T U T
Zk Ek

étant des vecteurs a troils dimensions dépendant de n.
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De III « 411 nous tirons :

n+l 1

Uk ..Yk + Bt Hk
III-412

ol 2

e = B + Dt B

Reportons ces eégalites dans le systéme III - 213. Nous
considérerons uniquement la premiére équation de III - 213,

la seconde se transformant d'une maniére symétrique. Hous
, y Q

obtenons :

1 n 1 n 4
9 - - - - - ‘
Y +he B =T (I3 6 )(Y, + Bt B - U) + re, (Y, Ykm(n‘“n‘l)

l( k+1 k

- n .0 oAt - n_ 1y _

# (Iog= 80 (Uyyq= U) +%3(Yy 0= B g Ty Wt ME(H B,y) ) =0
Ce qui nous permet de définir l'opérateur ka par les
équations implicites :

, |
(0% T+ wD)Y, ., = A2z o+ (I o= 6= 76,)T) = (B4 16 = )y, + < S,

k. .1
+ (103+ r - 91- r92~&2)Uk

III-ALJ%

- k...b 7 - O .‘:E e ] - o~ ﬁh._t n
(ej r62+‘12)ék 1 EY’+1 + (IO5 91+ rG,)Z] = (91 r92+ r)wn + U
y AL

+ (103 r 91+ rGa Z)W?

pour k = 0, 1, 25¢0e0 Ml - 1 3
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. n e s
Le "vecteur" H  sera défini par

ablyl -5, - 1
+ a)H + (103 8, rG?_)H

(91+ re k1 k

2

ITT~41h
btyn2 - 2
(0= & &™)y + (To3= Of* 16 )H

pour k = 0, 1, 2,4e¢ , Ml - 1 3

Aux points limites les définitions R et H

changent :

6fini ; . n+1
Nous y définirons th par So =

Ce choix facilite 1'étude du spectre de th

w:z

n
Ax
[ [
n
| Uy
n+l

s SMl =

ey

J

mais complique

celui des conditions aux limites ; il nous impose

po

. "
o+l n
(U™ w3/ Bt

Hg = . H;}l::

(wg*lm W2/ Nt
L. . d

r

b

n+l n
(UMl - UMQ_/ Nt

(wﬁ{l- Wy )Mt

.0 . - . el s e s
K et H 1 ne dependent gque des conditions aux limites,

III = L2 ~ Bpectre de {R, }

Ax

Notre étude est basée sur les reésultats &tablis

par Godunov et Ryabenki (11).
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Le Spectre de {ka} est la réunion des spectres

des trois familles {Y&x}’ {me}" {ka}; que -nous noterons

respectivement Sy ;'§x » S, 3 ou ¢
X est l'opérateur R _ attaché au probléme & la

Ax 9.4

limite gauche.

be est l'opérateur th attaché au probléme de Cauchy
équivalent.

th est l'opérateur Ry attaché au probléme 4 la limite
dro ite‘n

REMARGUE : Ses résultats sont 3 rapprocher de ceux démontrés

par Heinz - Otto Kreiss (12) gui nous permettent
de dire gu'ils sont applicables 3 notre probléme,

A) ETUDE DU SPECTRE DE {th}

Développons les solutions en série de Fourier

par rapport a la variable x = khx .pour n fixé,

 n ] ‘ |
(m) o
FR fl 1 ' + 0] 'CLCM) .
UZ‘ = Z ?g(m) im{lehx) ’ Wﬁ: ng(m) o (lebx)
Lf 3 (m) {5 ()
& o
Nous poserons - :
rg:i(m) F?(m)
n no_
f = S;g(m 3 et f" = Fg(m
n
S 50 | 3o

Pour déterminer ces coefficients de Fourier nous remplagons

, . + i
dans th, T, et ék respectivement par yn 1 elkB ét



n + 1

elka avee 3 = mAX.

[

43

Les matrices qui interviennent dans la définition

de th
liés par :

étant toutes diagonales f? et r? (3 =1, 2, 3) sont

Aby 1(k+1) ikplntl o b 1(k+1)p ,n+l
{(913+ r.o, J+ 2) P+ (1= glj" rjgz;})e P}h --ﬁ(s Se S )P 3 =

oy ike1) ik t ikB n

for g opm e et e e m 0y m0, - e P}fa 2

III=421
{(Gi:j" - 2.] ak—z')el(k+l)?* (1- 913*‘ r.e, )elkp} n+l “3% 1(k+1)féf,n+l -
i(k+l A i . i
{(913 3 2J+ rj)el( + )P-b (1~ =T 5= 93’-3+ I -g-)elkP}{{g +°(‘L-§-elkfﬁf

Nous pouvons écrire I

matricielle

r N
n+l
J

n+l

i

II - 421 sous la forme

n
hhi

A, et B, sont des matrices (2,2) telles que
. J J
4+ r.o.+ Myl .o - At i
(Gla+ rJGZJ+ 7 S)e Bs (1 Qlj rjezj) ol Ze P
% =
-...e 8! w ftt i -
_ ~oletp (0= 7305+ 4 e™r (1- 01 4+ r.0, )
~ %\
(8, .+r %247 5 + -8 .- 5~ 2L . At
B =
: of; At (o1
17 17 8aytr)eiPe (1-r 4= 9'3" 025" “}a)
~ S
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Soient (A3, Ap1) 3 (X12, 1222) 5 (113, A23) les valeurs

1

propres de Ag Bj_pour J =1, 2, 3. Le spectre de la familw

< . At . P
le {ka} pour les roo= P o3y () =1, 2, 3) donnés est :

Wk D

( ‘ikx resktant Fixz)

Sy =4 1im (M. , A J} | =={XY.,XY.}
t { 137723% ) y1,2,3 137720 ) 5a1,2,3

En posant

I
O15 ¥ T8 = 3 o+ 3¢+ Y4
III-225 j=1,2,3
r
1 —a
' - - s~y - ) '
®ly " T3 = 5 - 3 ¥

le calcul nous donne

L+r, «2y. 4+ (L -r, +2y.) eip

XY J J J J
13 = ip

4+ . . S B . o .

. (1 rJ + aya ?e + 1 rJ ay3

III~422

L =1, + 2yt 4 S i i
Y j ¥} (1 r, ZyJ Je P
33 (1L - rj - 2y3 )eiP + 1 + rj + 2y3

Il nous faut chercher a présent, la condition

pour que ce specire solt contenu dans le cercle unité
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b4 Y
Calculons les modules de Alj et 123 3 pour le
faire, écrivons Aij comme suit @

- - — - — —

- (ry* aijei""- D+1+ P e - 2vpa- Py + (r g+ 2y3><eif‘-,;g>

Y

I RN TR TR 1]

er, (1 - e )
XY.: l + !

1] 1o+ eif’ - (rj *ayy (1 - eiF>

osons r. + 2yv. = 2r W,
P 3 ¥ Tt

J
qr‘pfx. tg‘?p/a ar tgf’/?_
TN A}{ - 1 Jd . j
o LS ) 1+ 4r2 e tga /2 B 1+ ).;.rz)ﬁ.a t 2?/2
NI iry ‘e
d'ol
- 2,2
“Y - (1 axj)zg«j tg F/a
ljl =

2y . 2
1+ 41*37(3 tg F/Z

Soit en éliminant Xj

ry thF/a

_‘Y.::: l - 8
‘)"131 73 1+ (rj + Zyj)a thP/a



De méme :

7 tg? /2

i
-t
H

Syﬁ 5 5 .
1+ (rj + ayg) tg™ /2

2%

Nous en concluons que le spectre de {ka} est dans le

cercle unité si

III - 423 Y. > 0

B al v -y i [aEwin g " - e r
} ETUDE DES S3TPECTRES DE {;Qx} et {ﬁhx}

Tel gque nous avons défini th pour x = o,le

spectre de {X x} se compose de 5+ le point. 1. Il en est

, b
de méme de {%kx}.

C) COKDITIONS BUFFISAJNTES

L'étude du spectre de R nous permet de cone

DX
clure que si Y et y*, {j = 1, 2, 3) sont inférieurs 3

&
zéro le calcul est instable ; car la condition nécessaire

pour gue [[szf( <K n'est pas satisfaite. Nous allons

montrer que {yj yoet y's 3 o} est une condition suffi-

sante pour gue IIR:XI[ <K.
Reprenons la matrice Ag lBj. Posons pour sime
plifier les écritures -
N aj/hj bj/kj _ rAﬁ B}
Aj - Eﬁ‘:
bJ/La €3/ Ny BY C&J




nous avons 1

a, = ‘..— R . “'A;t‘ i -
5 (913 r3923+ i a)e B . (1 Qij+ erZj)

¢, = . S.. . o ey ot - - 1.0
5 (913+ r3923+ 7 2)e F + (1 elj raeaj)
b = . At i
% % z P
N: = déterminant de A, = a, ¢, = b2
Jd J éd d N

La matrice Bi a déja €té donnée plus haut. Le

caleul de AT *

.
-

B, donne :
o J

- -

24 /85 v BgBY /by aBU/Ag + bCL/A
osAY/Ry + cyBI/N, b;By/B; * oG ]

rtest=d~dire que

r -

¥ii ¥

-l :

Aj Bj = avec la propriéeté

Yis Yo

_ 3
intéressante
Y iz > 0
J At-»o
pour %& fixé,
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L'opérateur Yax peut se représenter par la

matrice
xil o) 0 Xla ) )
o ¥n ° o ¥y °
. - o o XBI o o X%a

Pour %& fixé, G est une fonction de At par les

coefficients 0;1., Mt

Les XAi 8tant des fonctions continues de. A%t

nous pouvons écrire 6 (Nt) = G (o) + Bt G' (o) + e(At)

% G (o) s'écrit en utilisant la propriété de xja et

¥is }’x )
13 (0) o ) ) 0 )

0 Xal(o) o ) ) )

alo) = o 0 8%1(0) 0 o )
) o 0 xlk o o

) "0 o o %24 o
O o 0 o o] 8%4,

Cela montre que les valeurs propres de G (o)

X Y .
1j et Aei (3 = L, 2, 3). En effet les

valeurs propres de G (Dt) sont données par :

sont égales a A

(Ygp =~ My, = A = Y5 €y =04 = 1 20 300
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Y
D'oil, %& étant fixe, A gr5 o xz;‘ X}l‘o)

Y
Ay = §5,0
G (o) est d'autre part diagonale-@»G*(o) G (o) = G (o) G*(o).

Cette proprieteé de G (o) jointe & celle de ses

valeurs propres montre que : || G (o) || € 1 si y'; %o

et yJ. 20 pour J = 1, 2, 3.

* || ¢ (o)|]| reste finie si les kj (o) qui y

figurent en dénominateur ne s'annulent pas. Or

g et + 0o o mep e oo s
hj(o) “{(Qlj+ fjeaj)ef‘+ (1 Glj 1"3923)} (913' rjeaj)eﬁa-t-l glj"' rae?_j

Lﬁ (o) ne peut s'annuler gue pour B = kil

L
913* rjgaj # 3
B = xII ; Lj (o)+o¢=_—>III-h2h
1
81~ ri®z5 # 3

Si les conditions III -~ 423 et III - 424 sont

vérifiees, nous pouvons écrire que
[l o (6) || s |l a (o) [| +0c [[ 6" (o) || +o (bt)

entrafne || G (Mt) || € 1 + E Nt avec H indépendant de Bt

= 1 1l s (fe®me) [[s(]c ) [[Pg+nd)?
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Si P est le temps pendant lequel nous désirons

st 6 noms _E
gtudier le phénomene n = <y
Il yp Il s @+n ny ) T/AE
CTINt ey T
ho
or (1 + H t) e
== || Y:x || reste finie.

Nous pouvons econclure, vu les définitions

que nous nous sommes fixés aux limites, que les

de R
hX
conditions III -« 423 et ILII = 424 sont des conditions
nécessaires et suffisantes pour que || R:x || < K-
TII - 43 - ETUDE DES CONDITIONS SUR x° gp ER
A) CONDITION PORTANT SUR X°
Nous voulons savoir si
| l l lg ] l j?(h‘{) ® Ax est réalisé.
b
g 5
= 1 el
Il "a@ mix T ( IUi,k} * lwi,k‘)
6 6
S : n+l
1 (Lx)“ =max;§E:j + max 72 i
Ax =1 | i=1
-1 0
or ?l = Tl Q = Uk
-l e,
Tl Q ka
3 iﬁgl - 511
i
=== u ? h’\{)” = “ x° " + max z 2 2
$ ' n =l Nt
1N aghz—
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. - . h
par conséguent || X° || < K, [ jﬁ x) | %, avec K,

indépendant de Ax 5

B3) CONDITION PORTANT SUR H™

1 -~ Etude de H®

Reprenons le systdme III - 414 @éfinissant H".

i

bt .1 At
(8,+ ro + LW 4 + (I 3~ 8- I'Qa)HLl: -%73 Hf:-rl
IIT - 41k

At 1
2 Hk+l

i

(04~ ro + &MDH ) + (I 5= Of+ 28,08 - o

En y reportant I1II - 225 il devient

o l -+ - ~a 2 "’“tt -~
(I + ek 2}7 + ‘(ht)ﬂkll (103 r y)Hli Hk_.g.{ v
III = hBl

2 2 1
- - ' - el
(103 r= 2y Mht)ﬂ} 1t (103-& o+ Zy')Hk Q’t‘ka_ 1 =

o~ hy [ o ' - — -
Soit ifk l'opérateur tel que dfk hk = hk + 1

et soithI l'opérateur identité.



III - 431 peut s'écrire :

| {(103+ r + 2y +w§t)cfk + (Iggmr -Zy)fl}ﬂfé -ik"(!\tﬁi =0

{(103-—:‘ - ayw«atﬂk + (]‘_03+r -i-ay')$I}H§ - & A tka}]; =0

2
Eliminons de ce systéme Ho s

[{glo}-r —2y'+dkt)(103+r +2y + q’h#)}&{i + {(103-r -2y V4 d&t)(ICﬁ-r -2y} *

(103+r +2y’)(103+r +2y * dkt)}ik + {(103"”25”)(Io"s"r"zy)}il” (wat)zi}ﬂﬂi = 0

1 c s ' .
Hk vérifie donec l'écuation

d -
1 :
2yt ] - o 1 e e ™ wwn 4
(103+r+uy )(I03 r ay)Hy + %}I Sy 2y'+¢&t)(log re2w) +

+ (I +r+2y! P+ m&)‘}
II-132 (To5tr+2y ') (Ipgtre2y+ &AL H o

!

+r+2y+ ok Bt ) u(a&kt)a}Fl = 0

b
+2

+ {(IOE-rnay"t‘ o bt) (IOB

L

Nous avons la néme équation pour Hk
i @

Les matrices gui interviennent dans III - 432 &étant

diagonales, Hi est défini par des systémes du type

1 1 1
- * - + -
a  H-& . 2 bk By, oy s oy B b o2,

[ )
W
»
(-]
1
o

(J = 1, 2, 3)
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Ces systémes admettent une solution unique si

v
akjj>o
11I-433 < %370
hgj> L Byt Oy ) o+ $ avec >0
\ :
'Y akj>o EY . I‘j + 2Yj>‘ 1
,, | a(‘;t ()@
* ckj>u o rj+ ?,yj >l +0(th - 1+ r,j + 2yj + o(jht
1+ rj + Eyj
gt A ' .
=== T+ 2} >1l+ O(jkt T + r. + 2y, + oAt
J d J
1+ xr, + 2y, '
. i i ar
or l+3f‘.+2y ‘f‘O(Lt < 1 ca d‘]ht>o

J

Constatant que aj Mt est petit nous dirons que

ij>o:§rj+2y'j>l+akt

# Pk > % ( ey * ckj) +& est toujours réalisée

si nous prenons o <& < 2.

Les conditions III =~ 433 stexprimeront en fonction des

paramdtres du schéma aux différences finies sous la forme :

r. + 2y. 1
SIS

IIT - L33! (;j = 1, 2, 3)

: t + o,
Ty o 2y3>l b(Jh.,t



- 5[+ ~

Quand les inégalités III - 433! sont vérifiées

nous avons en plus (4}

max |y | & max C lEy o] . [H )

k nk .
( 321:2,3 )
2 2 2
mix Hk,jl £ pnax ( iHo,jl s lHMl,j})
- 1 2
“ i | £ max( “'Hiu + |l hilf + fEall + BERl O

Hous allons montrer i partir de 1la que
(] 8% || < &, || (A x) || ¢ , pour cela, il nous faut
1 hx
étudier le comportement de E“l et FMl quand At tend
vers Zéro.

2 = Etude de Ek et Fk

a) Etude de Ek

W . SR S O R Y X e

Ek est donné par ls relation de récurrence

~ A k= 0,4, 2,... H®"1
[

- - - w 1 (=
Eg 1 =CA; = E B E, B, 1

# A_, B A,y B, sont des matrices diagonsales ;
1 1 2 2

d'autre part si la ligne est & vide Eo = 103. Par suite
tous les E, sont des matrices diagonales et nous pouvons
{9

limiter notre étude & celle d'une conposante de Ek‘



Nous avons

. o= . 0. .+ ot At/; r.e, .+ -
Ayg o= Oy 4% ryby + A RE/2) /[ (26547 8y 4-L)
o= o~ (AL ! e . O, .~1
B ht/2) / (8] 4= 48, .-1)
III-313
A t r.e.,.+ el
Ay (% ,56/2) / (xj8, 5+ 8 5=1)
= (0F,= 1.0, .+ X 8/2) /(84 .~ r .6, .~1)
By, = (8]~ 78, X 8t/2) / (8]~ 78, :-1)
Les conditions III =~ 433' qui peuvent s'écrire
t hE . . 2
r39237’e 1 + aj 5 H r; 62j + elj > 1 entralnent
Alj > O, Blj > 0, Aaj < 0, ng > 0. Avec les valeurs
de Bt choisies Blj et AZj sont faibles par rapport &
Alj et BEJ et lim Blj = }1m Aej = 04
t *> 0 t > o
B..E. ,= A, .
, . 2171k A&}J
La courbe représentative de Ej,k+l = N B
13 7J3,k71]
figure III - 6 montre que Eéif tend vers une limite finie
¥
quand k =¥ + «® si Al ¢tant supérieur 4 1, E est
Bl it
inférieur 4 1.
Al.
Montrons qu'avec les conditions III -~ 433! §~i
1]
est supérieur 4 1.
Al 8. .+ r.o. . +e,0/2)(r. o, +1 ~ 8.

1 (o(j ht/a)(rjezj+ 91;} ~1)



Epnk

f:f' e e
B-fj 4t-»0

At s 0
i
_(sz/B‘fj) — O

Ft'?. -6  Courbe répresentstive de Ejhsq=f (£jk)



dtou

+ Qlj =170 ===3 8.+ r8,4t o(jh,t/‘2>elj+ N
= 8y A>eNt/2 1> & ht/2
B .
L3
B R > l
13
2i « Ao
4 E = 2d T _.2J | pour que E, 1 < 1 il faut et il
J*4 A B J .
15 = “ij

B

suffit que ng o Aej - Alj + Blj o}

B - .. .
pi Aym AL By = £1%4 81 o Fi8ay * 8y
‘ A R - P ST I - ~z
j j j j 923 o1 T, ¥ 6y - 1
or III = L433' entraine
. . - ‘,
T3%4 = 815 L FiP2i ¥ 8y 4
e m Bl T <4t e a1 ”
J72] 1] i a3 1j

- . - ) - + - . o o+ » . ~ [7 S
done B2 A2J Al blg est inférieur 4 zéro d'ou

CONCLUSIOH : 8i les conditions III - L33' sont satisfaites

la suite Ek est. convergente.

Il est intéressant de constater gue nous n'ine

troduisons aucune autre condition sur les paramétres et

sur Mt.



Quand Y
Mi
G +

vy :
J,Ml {;r 9 1)(rj923 @133/(r3923*913)(rjeaj‘gij*l)

p) Etude de Fk

O e S DR S S W

Ltétude de F, se failt & partir de la formule

de récurrence :

(F + ED* - cB)

F = {4, - E Pl I

K+l T VR *“kl’

Quand At -+ o 1l'étude de Ek montre que

-] n n
B o= 47 (Fpy * BogBpna = Spa )

Or quand ht =+ o

n 43
“t(w + W

rj(L{l‘ 17 L%,Ml) PSS g W)

‘] ng-l

. . P
(rJGZJ 8

n n
By owie1Py,mi-1 = C5 e
15 =

o bE
rj(l%,Ml-—l"' JS,M:O o j2 V};,m ‘;;,M:L-—l) }/
b3

P, . 4T +
JSML™ { JsMl=l
Q.. + , v
(rJQEJ 913 1)

La présence des fonctions U:et Wndans ¥, ’(&:thﬂﬂ
K J’Mﬂ’

entralne une ambiguité, toutefois comme nous cherchons
des conditions de stabilité nous pouvons supposer gue
le terme les contenant, compte tenu de sa forme, tend
vers zéro avec Bt. Dlautre part la méthode de calcul

utilisée suvpose que les valeurs de U et W sont connues a nht .
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La condition III~i33!' etant vérifiée Alj est supérieur a 1

donc est au moins dlordre Bt .

Fyomi

32 = (ongséquences

o2 pa s g . n . -
Par définition de H aux points limites nous avons

1 ATy, N N
n v By o= g

De III»}lS et I[II=319 nous tlron&

(p % Eja 4 pu bt 4, M E m)( ) ~(ay+ a,m:)( ) (qg+q,m:)( )

+(oc1+«.,n+.)(f$.‘)“ u{z'r Effnennt] + 3,10, +ﬂsz}1'“§:\ }

avec az = d = ((B + L )YC - R,C, y/e

Fa o o

aL} =0(‘2 = LOC Rr :}LOCOYCJ

a6 = Pa = LOC + RF']LOCOYCJ

Pl = mag = ( Roco + (Rﬂﬁoco + LO)YCj /2
ap = (Rp, + RIY , = 1
aa o - (RFj + RO)ch - ]
La relation III~-434 jointe & ﬁ’UJ,Ml j,Mlqu,Ml + Fj,Ml
nous donne :
(a, +a, & + B A+ nm ) M -{2a +aa E, .+a (Lt) ta, (m;) E ){.b.‘;'“.’bm
62 B PN M ol iR | TERETEE 0t BUE fvay
L3
+ (a,+a_MN+ a E +a AtE. ‘) AV M ~(a, =a, At} -Eﬁ4m;
675 BUILMLTSTTL MR L TR TS At nel

F.
+ (ht)a{: 2’1‘ (ﬂn-&l)&t]-E(nN:))} + (2a +al(kt) )(Eﬂl) - (al++a3ht)(kt Ml}
-4



1 -1 1:((4+1)Lt) -E(AM) (At) -Egoz}
(Lt = a+l ~ 6 _;{‘T‘T At . }j +n{2’f (L_t ) 3

el (e

g
A 1ltinstant ©=0 nous avons

F,
({m Ml) _ ht(am‘ilm(o} + 9‘1”;?11 + ZWMI , (Q.’ + o) (K‘L'”'t Ml) o
o =

At (oo *olgbIEyy + ?a PopLhE

“avee (B ) # wﬁr . 0(At)

0 _ m L.
De plus UM:L = WMZL = I‘l @ donc

W hu,, . 5
mﬁXﬁ‘;‘?ﬁl‘“ e gﬂ\\] £ 0, + fmgl) )22 max ] aop (B R 53}

I11-435 .
-l M1 ‘
L e
AU 1% » LUV v
* k-“tg = Lto" , etant obtenu a partir de K%l et t,,tgl par

une recurrence linéaire ( Méthode de double balayage )convergente ,
nous vouvons affirmer qu'ils sont bornés . En effet
o T n

Nw = (BB, + BWW, + BF . + D

A Uk = Ekhwk. + Fk
et les conditions III=u33% étant vérifiées !Bl,jEj,k + }323}41 ¥k
pour j =(1,2,3) .

D'oﬁ

“ Hn“ mak ( ﬂH + “Hou uﬂl\}il“ + Ml{) ..K"Ca max HZT JlE((n+1)ht)-E{akQ)”

+ K"” TZlQ“ + Kin

Nous savons d'autre part que * ,
n+l n
6

6
AT
g En o PR

kx




avec

ITTI - 441

- 61 o
- . ) 4
e 0
$1 = 9z =
filQJ ﬁl E(nk‘c)’
done Ioa® | < Ky llgj(hx)ii b, , avec Ki indépendant
de WX

stable si

IIT « 44 « CONDITIONS SUFPISANTES DE STABILITE

Le schéma aux différences finies utilisé est
1
¥Yi 20 r: 8 . = - 0.
Yi = avec J 23 7E 2 13
20

d 1
oI - I ﬁ# LI
=3 2] 0 1 2

et J
r‘: o+ 23}’3 > l
Ces conditions se traduisent en fonction des 8
rar 3 /ﬂ? &2 + & 1
"3%23 13 >
Lu@aj £ 1/2 n glj
O [ - /
%25 %y e (¥=1,2,3)
8. + r6 . = 1/2 = =
L3 3923 l/? ra/a Q

dous avons montré que la condition nécessaire



. 617,

n

pour que || Ryx

|| € X est aussi une condition suffisante.

Hous avons trouvé ensuite les conditions pour que
U < S . (hX) - . (AX)
e i T ey, ot 11y € %ol 1™ oy,
L'ensemble de ces conditions nous & donné la
condition III=LLl qui est donc une condition suffisante

de stabilité. Nous allons chercher si cette condition

est nécessaire.

III ~ 45 - CONDITIONS WECESSAIRES DE STABILITE

Condition III ( 9 )

Définition @

- D WA NS T W O W

Scit le systéme aux &ifférences finies

L X(Lx) i ‘f(hx)
B X

jl LBhx) T(Lx)
% ;

L + . . .
réduit & la forme x° t 1 =R wx x® + A\t .EY avec X° donné,
Prenons une fonction X° dansagk‘x et construisons les

. . - —2 o .
fonctions grille Xl, 7y sonee Xn, ¢es« suivant la forw
, —n + -
mule de recurrence Xn L = th Xn. L'ensenmble des

{ ¥® } feornme une certaine fonction ')'('(b'x)e%x.

Considérons par rapport & E(AX) le systéme
C o olax) | (hx) Z(ax) _ g (bx)
1y, ¥ = f . D’Lx X =9

sous dirons que la condition III est satisfaite
. ~(bx) - — (A _—
si 11 EM qigry Lo NP oy, <5 11T
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avec KS independant debh x ou de ioé%;x'

Theoréme

Si le systéme aux différences finies est réduit

i la forme

+ .
x* =R X" +Nt.H" , X° donné en

satisfaisant & la condition III, || Ry o [] < XK est une

condition nécessaire 4 la stapilité,

Choisissons une fonection X° ! et cherw=
& %ux

chons EF (hx) et ?(kX}. D'aprés la définition de R

hx
aux points Xk = o et k = Ml nous avons i
Th o+l mn o
- Uo UO - UO il LI I BN N A ) b Uo
Sl;+l soomns
o TRl Tn -0
e R
n T+l T _ 0
Sy Ui = Ba= verer = Uy
=N
1 = ======
o ol T _ =0
v Wyr = Wy S eeeeee = Wy
Reportons dans III - 214, Hous obtenons
— [ — — )
0 )
Uk _ JO UO
= et :ra =
el PR o 0
e | Uy * Wy *+ (Rp + R) Yo iy =Uy )
Le 'L:ei::%e?2 est indépendant de n d'od la norme de?(h‘X) est
(bx) 2 -
To\bE = max Yy = max e e
e 3 ‘ 'j’l,il . ( ’Ui,kl+ [ x
é i=1 i=1
Ax

3

or “'EbH )= max :EE:: ( lﬁg;k ‘ * lgg,kl )

k e
ghx =1

o

)



Nous avons donc finalement

P 1l o = HE e,

CONCLUSION : La condition III est réalisée pour le

schéma aux différences etudie avec KS = 1 ; les relations

III - L4l sont par conséquent des conditions nécessaires

et suffisentes de stabilite.

III - 46 « COKVERGENCE

X(Lx)

La solution de l'éguation aux différences

{ III - 213, III - 214 } converge vers la solution X(x, t)
de l'équation différentielle { III - 21 } si le schéma
aux différences approcne le systéme différentiel et est

stable.

A partir de l'étude faite au paragraphe IIl - 2
et de celui sur la stabilité nous pouvons, en utilisant
ce théoreéme, dire que notvre approximatiocn est convergente

si les conditions III -~ L4l sont satisfaites.
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METHODES DE DITERMIJATION DE Ay, By, AL

- ) o

Deux problémes d'enclenchement d'une ligne 3§
vide ne se differencient gue par l'éveolution de la condi=-
tion & la limite au genérateur su cours de lfenclenchement

et par la nature de ce genérateur,

Un changenment au génerateur n'affecte, dans la
méthode de calcul utilisée, cue les valeurs de LUMl et
LWMI. Par conséquent, l'organigramme de calcul de la
figure III - 5, que nous avons établi & partir de L'étude
détaillée a'un cas particulier d'enclenchement, reste

valable dans tous les autres cas.

Nous constatons ainsi que le programme PETASE

reposera essentiellement sur la determination des matri=-

(n) et

ces Ay, By, EG qui permettent de calculer kUMl

AWMI et qul sont les seules matrices variables d'un
enclenchement & l'autre. Nous établirons donc, avant
d'expliciter en detail le programme PEGASE, des méthodes

(n}

de determination de Ay, By et EG applicables 3 tous
les problémes de manceuvre, Jous montrerons ensuite com-
ment acceder d ces grandeurs 4 partir de la thécrie

des graphes,




I =« 1 - UTILISATION DE L'EQUATION A LA LIMITE COTE

GENERATEUR MISBE SOUS LA PREMIERE FORME.

Considérons la ligne triphasée déerite au para=
graphe II1l -« 1 de la premiére partie et représentée
figure III - 1,

Reprenons le probléme d'enclenchement de cette

ligne et supposons gu'il soit & pdles asynchrones.

Les equations définissant le probléme restent
les mémes que celles du systéme { III - 11, III - 12,
III - 13 }, obtenu lors de 1'&tude de l'enclenchement
synchrone, auxquelles nous ajoutons la nouvelle condition

~

2 la limite c8té générateur qui s'éerit :

Ry 0 0
- _ . I A fs ., O
g(t) = v+ R i(h, )+ ; 0 RFZ 0 ;:.().,t)-;» ROCO-&VUJH
| 0 70 Rgi
. Rpr O O |
I-1I00 41 -é-i(A £)+ RoCo foj’ Rpy, O gg—%i()\,tﬂ LoCo Su(A, ),
1 !
0 0 Rgl
' RFL 0 O 1 g,
! . b a%i(A,t)
+LC 10 Ry, Ot =47
oo ! 4 T R dt2

Les resistances d'enclenchement RFi varient indée

prendemnment et d'une maniére discréte de + ® a 0,
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I - 11 = Calcul de A, , B, et pa'®)

Appliquons a I =~ 100 la transformation normale

v = Tl£g~§~ﬂl 1=17, (=U + W)/2 et discrétisons dans le
temps 1l'équation obtenue . La transformée de I ~ 100 s'ecrit
aT"lE(t) = U+ J+RY(=-U+W) +RC 3 (U + W) +
1 = N o'¢c 0’0 at '
2 -
* LY, 5p (<U+ W)+ LC 03e2 (U + W) + Q(=U + W)
2
+RCQ 2 (=0 + W) + LC Q= (=T + W)
0’0" At 0’0 ata
avec
o)
. N Rgq © 0
U = U()«,t) ;W= 10 ) ,E) 3 Qg = Tl o) RFZ o Tch
o o 3?3 '

La alscxetlsatlon de cette équation obtenue en

remplagant U(),t) var U,\,Iq s bt {(A,t) par

2
(ot - utthy sapt et %;—%— var
t
n+l n 2 A )
(g™ - 20, + Vl )/2@t) et  de meie pour W(A,t)

nous permet de la mettre sous la forme cherchée

. _ (n)
Ay U * By Wy = EG
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Kous trouvons ¢

1

, - 2 e o s 2
A, = ( RCo - LY, Y/ 2Nt+ LOGO/(ht) - (“Ooo,gnt+ LGCO/(Lt) ¥Q

B,., = { 2 C - 2 o - 2
r c’o + L Ye Y/ 2Nt LOCO/(M;) + (nooo/zk’w LOCO/(M:) YO

T (n)__‘r "’l':;p .;_\ ( E - 2 . o . -
) =21y BE{nht)- Ioﬁwach LOCO/(ﬁt) +(Rouo LOYC)/zkt

- | 2y \rlh
~ (T 5+R,Co/ 20T 0,/ (B8) )Q}bﬁl

- L] - w0 2 oo
I-112 {1, 5+ R T DO/ (M) 5 (RO LT /288 +

b t b 2 { -n
+(103+3OCO/2hu~L000/(ht) )Q}&Hl

~{(-r_C 4T Y ,)/2 &+ 0/ (A)° 4

5 _ 2 ).n-l
+(RC /2N6=L C /(BE) )QEUm
~{(-8_0,~L T _)/2M6+I O/ (a8)2 +
) : 2 =1
-(R G /2ht L,C,/ (ht) )d}w§1
La détermination de Aw,; By, EG(n) étant faite,
le calcul du régime transitoire se poursuit en utilisant

l'organigramme de la figure III - 5.
Hous remarguons deux choses,

i}- Ay et By ne sont plus diagonales comme
elles l'étaient dans l'enclenchement synchrone, Le sys-

téme

III - 319
Ay h.UMl + By Ny, = ek

est par consequent plus difficile 4 résoudre et pose, des
problémes, gue nous &voquerons plus loin, a& cause de la
présence possible d'un Ryy (i = 1, 2, 3) infini du & ce

gu'une phase n'est pas encore fermée.
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(n)

2)- La recherche de Ay, By, EG deviendrait

vite pénible avec la croissance du degre de l'équation

di

| K
I-%21. t+ F { V(A,t)y %%(Ayt)’ — %EE(A9t>; i(k,t)’ i{(A,t)’ ’

4
, oi
s SE!(A’t)’ RF(t)} = 0

définissant la condition a la limite c8té générateur.
La discreétisation de I - 321 poseralt par ailleurs des
problémes nouveaux, Par exemple, si nous ajoutons une
inductance de compensation, cette équation est de degré
trois. Il faudra par consequent bien approximer

d3 33

e U (A, t) et —= W (X, t) ; en outre, la présence
3 d1¢3

de U§ =2 et w§ =~ 2 Gans cette approximation entraine
la nécessitée de mettre en memoire l'état du genérateur
& 1'instant t - 2M en plus de ceux 4 t et t =~ Mt. De
plus il faut faire une hypothése sur les valeurs>de

g et WS aux instants t = « Bt et t = - 2ht.
J.’ l

U 3
Ml

Ces difficultes nous ont afené 4 chercher une nmethode

dtdtude plus générale.

I ~ 2 « UTILISATION DE L'ECUATION A LA LIMITE

«@Q
O
V3
=3

CEJERATEUR HISE S0US LA SECOUDE FORME,

L'étude faite au paragraphe preécédent nous
montre gue reésoudre un probléme d'enclenchement consiste
principalement 5 calculer les matrices Ay, By, EG(H).
Hous savons gue ces matrices dépendent de la condition
3 la limite e¢0té genérateur. Leur determination est faci=-
litée en remarguant gue cette condition 4 la limite peut

se diviser dans la majorité des cas en une équation inva=~
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riable définissant le fonctionnement du générateur et

une équation liée a ll'enclenchement .,

I - 21 - Eguations des conditions 4 la limite .

fous exposerons la méthoce de calcul dans
le cas ou le disjoncteur est muni d'un nombre guelcongue de
régistances de fermeture et ou le géhérateur a la confi -
guration reorésenté figure I - 1. La ligne est supposée
non munie d'inductances de compensation . Toutelfois cette

méthode est apnlicadle 4 tous les cas .

Conslidérons le systéme formsnt le gémnérateur
et le disjoncteur , son schéma est donné figure I - 2 . Les

équations de ce réseau équivalent s'écrivent :

dv .
clk 1 . 1.
= =W Ly - = 4 (X3t)
4t Cok 1k Cox k
dlLli . 1 . E)‘ok ib\t E,
ey T N L -
<t ok ck ok Lok

1

vi (At o+ R ik(A,t) = Vg pour k =1,2,3

Si nous posons

R o W
Vo1 r \ =1 (A, 2)/C
VC2 Yl “la(l,t)/cce rq . )
, "Rl
Vez | o "1 (0,00 -
= y H= ’ RF = “EF2 o
i o0 0 RFE
i, v, "B (t)/L -
. -~ J o g
i Bz (t)/Lys
) L ]




- 10 =

-0 0 0 1/c ;0 O [vcl
0 o © 0 /¢, 0 LS R
0 c 0 0 o 1/c v

= Rot . o3 avec | ¢3
-1/L,,0 0 - 1y 0 _;L ]

O -1/% > G 0 -glg 0 v =i *

o o2 2 112

) 0 -1/, © -R03/Lg3 | | X

1a condition & la limite cdté genérateur s'écrira

<

c’i‘

I - 211 £ = B Y+E
I - 212' v (A, t) + Rp i (X, t) = ¥
a) EFtude des états intermediaires

e R SN AR WD TRE AN TG D AN PSSP Sn awE B OIS Gt SRR S G0 WA WRE A ANR VR GRS W SN GeE 0

L'éguation I - 212' appelle guelgues commen=
taires. Elle suppose en effet cue Ry reste finie pendant

tout l'enclenchement, or il nfen est rien.
Supposons par exemple, que nous enclenchons
d'abord la phase 1 les deux autres etant ouvertes ;

l'éguation I - 212' donnerait le systéme :

Vi ()a t) + RFl il (Ao t)

B
L
o
-
bt

1]

vp (s t) + Ry, i2 (X, %)

vy (A ®) + Rpy i3 (As 8) =

i
=
ot
>
w

dans legquel nous faisons RF? = Rp = o



Il est evident gue sur la calculatrice nous ne
pouvons pas faire Rp, = RF3 = =, d'ou 11 y a un
risque d'introduire une erreur. L'expérience nous a montré
que cette erreur est faible lorsgue nous prenons
Rp, = RF3 = 109 Q, mais 1l existe des risques de
division par zéro dans la resolution du systéme III - 319

permettant de calculer lkUHl et wal.

Kous avons donc eété amenés & considérer le cas

oll un ou deux des Rp., devenaient infinies.,

Soit par exemple 1l'ordre d'enclenchement suivant

1 =+ 2 = 3, L'équation I = 212" doit s'écrire

vy (A, t) + Ry, 1 (A» ) = Y3 3
in (N, t) = 0
iz (A, £) =0

guand la phase 1 est la seule enclenchée.

soit

1 o o RFl o © 1 o o

o o olvix,t) + Jo 1 oofi{h,t) =loc o o ¥y

o o0 o 0 o 1 o o o0 _
Ensuite les phases 1 et 2 étant enclenchées et 3 ouverte,

nous obtenons

o o a . -
1 o o RF? o 0O 1L o o
5 1 of v(ht) + fo Ry, © i(h,t) =lo 1 o 1
o o ﬂ o 0 1 o o0 0
“ L . P




Enfin quand les 3 phases sont enclenchées nous avons

L o o RFl‘ TN 1l o o
o 1 ojv(h,t) + o) RFZ of A{xst) = Jo 1 o Yl
o o 1 o o RF} o o 1

Nous sommes alors conduit & éecrire 1'é€guatiorn I - 212!

sous la forme plus générale
I =212 Ag v (A, ) + B i (A, t) = A, ¥y

Ae et Beg sont des matrices carrées diagonales dont la
valeur des &léments dépend de la valeuf des résistances
de fermeture 3 l'instant t., Leur evolution définit le
mode d'enclenchement. Les definitions de A, et Be sont

les suivantes :

Quand la phase 1 ou 2 ou 3 est la seule fermée

" - " o

¥ 7
1 -0 0 0 0 J 0 G &
Ag = 6 o 0 ou o 1 o0 ou o 0 ©
0 0 o] 0 0 0 0 0 1
5 J L . - .
-~ i 1 -
Rp, O 0l 1 0 0 1 o o
‘B, = 0 L 0 ou 0 Rp, O ou 0 1 8]
o o 1 0 0 1 0 0 Rp,

Selon qgue les phases 1 et 2 ou 1 et 3 ou 2 et 3 sont




fermées la troisiéme étant ouverte

r~ -
1 0 0 1 0 C 0 0 O
A, = 0 i 0 ou 0 0 Q ou 0 1 0
0 0 0 0 0 1 C C 1
5 J . ~ - 5
Rp, O 0 Rpy O 0 1 0 0
Bg = 0 Rp, O ou o 1 0 on 0 Ry, O
1 FaY
o P~ - b ~

1 90 o0 Rp, 0 0
Ag = o 1 0O et B, = 0 Rp, O
o o0 1 0 O Ry
X '3
P e oAl

b)

Conclusion.

L'etude prececente montre gu'au cours de
l'enclenchement le systéme definissant les conditions

.

4 la limite est :

iy _ . oy
I - 211 T C hl Y + i
I = 212 A, v {h, t) + Bg i (X, t) = Ag ¥y = B3? (¢, Y)

Quelle que soit la complexite du genérateur,
nous abnoutirons toujours 4 deg eqguations de ce type
sauf dans des cas particullers trés simples ou seule

l1'équation I - 211 subsiste.
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(n)

IT =« 21 = Calcul de Aw, D, LG .

Otest la diszsecretisabtion e I - 211 combinéde avec
1

ui nous permet de determiner Ay, By et

.
Considerons I - 211, elle est de la forme
L . % (4, Y) avee F (t ; ¥) =H, Y +H
FEaE N avee I ; Hy

Tous allons la rescudre par une méthode de Runge-Kutta

dtordre 4 (Ak). 81 ¥, est lfapproximation de ¥ & 1l'ins-

-

tant n DNt, cette méthoede nous donne

«...'.l‘.h..‘
. b K ) ;
w 215 Y = Y At em— . K.
215 Y n 5 3

> a '
J=1 |
1 a
2 1
' e
avec K. = 7(nbdt + o.Bt 3 v o+ ».MK, ) o= N=f 2
A z.J ( 53 » Jn g:} \»J“l ) 3 (KJ) 2 ¥ (J:j/ %
71
ol
L8
Appliguée & lleguation I =~ 211, I = 213 devient tout
caleul effectue.
N2l eenGeB Ay by Top o o
¥ = Lo Lol o+ {:&t\ RN SR - Y R e T3 TR ¥ = fkb 5 .
n+l { 06* iy 57 Tk tod Y \57; L} noo+ 5 Hn+1)
Y 4. o

' » Z
{-;? o (BE)TH s (BE) Ty (BE)T w pn, ) oe
oTon T L tyRt L Ey (o)
Dans Iy ; figure le vecteur 1 (K% (0 + 1/2) At)
Lo

s

-+
§...1
-~
o
St
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-y

la methode de double balayage ne nous permettant pas de

connalitre un vecteur 4 un instant fractionnaire en Nt,

nous remplacsrons i (M, (n + 1/2) N %) par
1. . . .
5 {i (N, (0 + 2)BDt) + 1 (A, n _t)}°-H(n + 1/2) Gevient :
W ] , q ,
-1, (% nNE)/2C_ -1y (h, (n+1)M0) /26
-iZ(A,zmt)/acoa -12(A,(n+1)kt)/zcoa
; ) ~iz(A,n t)/2C X -1, (nr1)be)/2C Csp . us
“(n+l/2) ~ It n+l
~ml((n+l/4)ht)/2Lgl 0
-EZ((n+l/2)ht)/2L02_ 0
-5( (n+1/2)ht) /aLO_.5 0
e J ot
81 nous posons
5 .
. L (M2 (ae)P3 (he)* 4
PA = 106 + M*Il. + Ex hl + 3T zil + L ﬂl
a0 - 1 Lae)2n + L (0032 + Lo eyt
I-21L PAO = 6ht106 + 6(&$) Hy + lz(ﬁt) SR (ht) Hy
- “ - z -~
P= 20Nt I . o+ (% o+ ()” B
2 Qo 2 e 12 .1..
nous oObtenons pour la discretisation de I « 211 1le
schéma suivant

Considerons & présent l'équation I « 212

o

a



l'instant (n + 1)Nt, elle stéerit

- £ 3 + B i = ] .
I - 216 &, [31114_1 e[,ll\]n+l et Y1, n o+ 1

Remplacgens dans cette egquation ¥ prar sa valeur
plag I, n+ 1

tirée de I « 215,

re partitionnons I = 215

rij
Q
<
by
]
]
15
o
[

" - ™ “ r 4 o -y - e
v AL PAD P P P P
Y1 a1 Fa A9 L 2 1 P
) Cbt
. - Js + == H, ..
- v 1 + T 4 n+l ; n+l
P n + 11(11) %] n ») ( Vi
4 PAD P P P, P
Ya}n+l Pma A ./2 5 4 3 I
§ J .. 4 i ’ X ’

nous en tirons

. . o o w - 1 At
¥. = PAY + PAD.H + {B ESN RV S {ﬂ. ddagl=, + Glag (- [:ﬂ .
1,n+1 A7y (a0 L d]“ n 1t “cdu .) dg(éc R o+
ol fo’?
La notation diag (ai) designe la matrice diagonale

dont les elements cont a- sy AT
S ¥ il 3

-

En portant cette equation dans I - 216, nous

obtenons
2 ; S o] = A LPAY . Dan T 4 S T
“e[wdn+l N ﬁe[%ﬂn+l - Ae{}Al*n ' LAulﬂ'ﬁ) i E11 PéJJLﬂ
~ 1P diag(1/2C ing(ht/50 )] T
1 das(L/ oi) * diag(ht/s oi) [ll‘}n—%l}

soit

Ae[u] asl T {Be + Ae Pidiag(l/zcci) + diag(kﬁ/écoi)] E*1n+l

A dp PAC. i, . P.1JE
.&@{rAlY,ﬁ * PAD Ny [}?l Pai,nn.}

(n)

I~ 217

Hous pouvons calculer Apy By et EG 4 partir de cette
b s M ¥

équation,.



En effet, effectuons dans I « 217 la transfore

mation v = Iy {(u + W)/2, i =1; ¥, (-~ u+ W)/2,

elle devient

Ll '
AT fuinj PR 4u{3 + 4 (P &uwiaé Y+ al&g(,” ))}g y («uRFTligmrly
. Yoi

l\ Ml I . \ )
1 oi M1 M1
Tw218
24 (] By v [P
24 (PAY + POJH, \ + [P, P }JE
En rewmplagant dans I « 218 ul R 1 par
,Il *Ll
Ui *‘kUMl et h% +.hmw rous aboutissons 4 1l'éguation
Al l
cherchée, c'est-dedire
o~
A.DU + BB = EG(n)
M M1 M M -
avec
% -
A, = AeTl mt{B@ * Ae(PLdlaé{L/BC( ) o+ dlag(hc/6c ):}Tch
I-219
) - i s Sl S A . 4 8] r 7
B.o= AT, + {De + Ae(PldLug(i/dCoi} + ulag(ht/6uoi)%}fllc
80'™) = 24 doa ¥+ a0y, + [Py BJOE b - A U2 - 5l
eVl n l( 1 724%"n M1™ Pyt

Ces éguatiocns nous permettent, connaissant
1'état de la ligne et du genérateur (Y,) 4 1l'instant
ndt de determiner l'etat de la ligne & i'instant
(n + 1)Dt. Ce gui, par la connaissance de (ik)n s 10
permet de calculer Y, , ; par I = 215, c'est-d-dire
de connaftre l'ctat du geneérateur 3 (n + 1)1t et de
recommencer le cycle. Lz processus de calcul se fait &

lt'aide de l'organigramme figure III - 5,



i

t

Remarque :

W - e O W~

La difficulte d'aprlication de cette méthode
réside dans le fait qu'il faut connaltre Yo, c'estei-
dire le regime permanent du genérateur avant l'enclen-

chement,

On peut toutefois trouver Yy avec une bonne
approximation en supposant que les courants dans les
selfs sont nuls et que les Lensions aux bornes des

capacites sont egales a4 celles des sources.

‘Dans le cas etudie, la valeur de Y, est :

T
sin( :f'*-ﬁfe ) avee
4 = E'.;L

sin(Q+9' « 27/3 ) ) ENE I

Y VQlwoCOw) + ROCo W
Siﬂ(?-&- 30' + 2W/3 )

2 C
re (@ - u' (j)! = - &rc te O(‘ou -
Cop coslfrpt ) 1 -1 Cw*
00

C cos{@ -+t -~ 2K/3 9
Q2 ﬁ T ’ 5) =) to
603.cos(f+"f' + 20/3 9 )

to est l'instant de fermeture repere 4 partir du pré=-
cédent passage a zerc ce la phase 1.
Dans l'iteration gui nous permet de calculer

l'état de la ligne, nous integrons i chaqgue pas le

schema discret I = 215, Il Taut donc ajouter a la
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Echelle : abeisse Scm=4

ordonnde bem=o1

F’{g. I-7 Domaine de stabilite de /3 methode de
ﬁu?ge-h’utta dordre 4
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condition de stabilite IIT =~ Lhl celle de la methode
donpnant I = 215, Dans notre cas il faut chercher la
condition de stabilite de la meéthode ae Runge-Kutta
associée & II = 211. Une tells etude est faite dans (45).
Jous donnons, ci=dessous, les resultats suxguels elle
conduits. Quand ces ditions de stabilité scant satisfaites
la considération de l'égquaticn I-219 mountre queéﬂﬂ“est vornée .
At
Péiinition

si MNi (3

propres de Hj

L3

230&

@

;3 la methode de

Iy

‘ %
stable si E (/\4‘, }.‘a‘b)
= """""""""'T’""'
-4 Kk
Le domalne de stabi
represente figure I -~ 1.

Coneclusion.

) sont les valeurs

Runge-Xutta dlordre 4 est

= (1, 2,000 m)

<L 4 pour

Jite correspondant est

La Methods gue nous wvenons d'utiliser pour
- I R .
caleuler Ay, by, EG( ),met en relief la nature de la con =
M i
dition - de stavilite supplementaire dont nous avions parlé et
sul sst liée a 1lfintégration de la condition 2 la limlte cbté
générateur .
~ Flle se géneralise ilement aux cas ou
l'ordre de ltequation différentielle des conditions &
la liimite est supérieure i deux.
- Les conditions de stabilité supplémentaires
introduites exigent generalement des pas Nt plus grands

«

que ceux nécessailres pour les

F23
b

partielles donc constituent

L'objet Gu chapitr

[e:]

de cette methode,

eguations aux dérivées

pas une géne,
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SYSTEMATISATION DU CALCUL DE Ay, By ET EG .

o () v

IT - 1 = INTRODUCTION,.

Une grance partie du programme PEGASE repose

Eﬁ(n). Il nous a. semblé

sur la determination de Ay, By,

par conséquent utile de systématiser la mise en équation

et la discrétisation du reseau constituant le genérateur
o

et, partant de lda, d'aut
n
et EG( ).

Hous entirons deux avantages non négligeables.

1°) Le programme devient plus général et
s'adapte 4 la mise sous tension d'une ligne dont le

générateur est relativement complexe.

2°) La recherche, toujours fastidieuse, de la
condition 4 la limite cdtée genérateur est supprimée ce

qui facilite 1lfutilisation du programue.

Peour avoutir 4 c=s resultats, nous avons

ubilisé la méethode des graphes. Hous savons, en effetl,



que le genérateur est complétement déterminé par un
systéme de la forme
4%

I « 1 EE=H1Y+11

I -2 Ae v (N, 8) + B, i (X, t) = EGP (%, Y)

Tous montrons, cie~aprés, comment & partir du graphe du
générateur, nous pouvons acceder aux matrices Hy, H, Ag,

Be, EGP. Celles~ci connues, la Gétermination de

{n)

Ay, By, EG se fera par une méthode décrite au

chapitre précédent,

IT = 2 - RECHERCHE DES DIFFERENTES MATRICES DU GRAPHE

DU RESEAU CONSTITUANT LE GENERATEUR.

Partant de la matrice d'incicdence du réseau,
nous déterminons, par un algorithme, un arbre du graphe.
Tous utilisons ensuite cet arbre pour écrire la matrice
des circuits fondamentaux 4 partir de laquelle est faite

la mise en équation du réseau constituant le générateur.

II = 21 = Recherche d'un arbre du graphe.

Hous supposerons pour l'instent gque la matrice
dtincidence A du reseau constituant le générateur est
connue. Nous montrerons ensuite comment la former., A est
une matrice (s, a), s nombre de sommets, a nombre

dtarétes du graphe.
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Wous aurcons besoin par la suite de numéroter
les colonnes et les lignes de A, Aussi nous ajouterons
& A une ligne supplémentaire, soit la premiére {A (1,4)}
servant & la numérotation des colonnes, Hous représentew

rons le numéro des lignes par un vecteur colonne

Ceci étant fait, nous déterminons un arbre en utilisant
l'algoritame 1 de Weten (46) oue nous avons modifid pour

l'adapter & un graphe orienté,

A) Description de l'algoritanme,
2

TH W S B ko W G W M B8 U DI R U G WD ORD WIN SEB e B DN GG TS CAR Sk Y

1%) Pour chague colonne j de A, choisir i pare

a
tir d'une ligne non choisie, une ligne ayant un élément

* e . ..
non nul en j ™€ colonne si c'est pessible,

51 la i®1€ jigne est de ce fait choisie : numée
roter 1 l'ar€te ] et remplacer toute autre ligne ayant

un élément non nul en [®H€ colonne par sa somme O s

Lie

différence avec la 1®™® ligne suivant que le signe de

1'2lément non nul cite est différent ou non de celui de

la 1€M® ligne,

2°) Quand 1°) est fini, nous obtenons 1l'arbre
en prenant les ar€tes gui ont des numércs différents

de" ZéI‘C}.

A cet algoriﬁhme correspond l'organigranmne
de la figure II - 1,

Cet algorithme nous fournit un arbre gquelcongue,

Or, il nous faut un arbre contenant au moins les forces
] k



INITIALISATION
vL[I] =0;
Af4,J]:=0;
v
>y
I:=2;
=1
, (= ALLI] #02
I:=I+f .

@_ I=v+1? e ——  WL[1]#0 ?

® 2

ML[T]:=1;
¥
AL4T]:=1-1;
v
Kr=2
sod, .
K=12 0, > A[w,3] #0 2
If:‘.ff‘/ =K+ e '
kr.’lr-i‘/z - @
* 1 L:=d @ ALK I AL T2

— Q

L:=l+d ALK L] =AlKL *Aﬁd L:=4

1@—L —

e? AlKLT: = ALT, s AL, 1]

Li=lt! e L ze?

©
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électromotrices et les capacités et un coarbre contenant

les inductances et les sources de courant,

Si nous supposons qu'il n'existe pas de circuit
uniguement capacitif et de coupure uniguement selfique
(ce qui est une hypothése géenéralement verifiée par les
circuits gue nous aurons 4 étudier), nous ovtiendrons le
genre &'arbre gue nous cherchons, Il suffit pour cela
que les colonnes de A solent rangees dané l'ordre sui=
vant : sources de tension, capacites, resistances, inducw

tances, sources de courant.

B) Exemple d'application de l'algorithme.

i
A SR TS R TN O vy da e W WA T e W ey g e T N TR S G R N OV G N GRS W G S e

Soit le grapae de la figure II - 2,

Figure II « 2,

Sa matrice dtircidence est @

a b ¢ G e f
pare [
1 V-1 -1 0 o -1 o | o]
2 0 1 1 1 0 0
3 0 o 0 - 1 1 =4, HL =
hLl 0 = 1 o -1 0]
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Aprés application de l'algorithime, NL devient

NL = (1 1 L 0 ), ce gul veut dire gque partant
L 2 Kl
de la colorne 1 nous avons choisil la premiére ligne

(choix %) ensuite la deuxiéme puis la troisiéme ligne.

Les operations effectuees sont les suivantes :

choix 1 . - . , .
* ligne U cevient  ligne 4 + ligne 1
(colonne 1)
choix i& {ligne 1 i ligne 1 + ligne 2
—p . . .
{colonne 2) ligne 4 " ligne 4 + ligne
ligne 1 " ligne 1 + ligne 3
oix 1 . . .
ch £RK ey 4 ligne 2 " ligne 2 + ligne 3
ne &4 . . . ‘
(colonne &) ligne & " ligne 4 + ligne 3
Aprés ces opérations, la matrice A se transforme
ainsi :
— _— R
A S - S 1 B 5 T (X B O
o i “
w 1 a 1 0 0 iy
G 1 1 9 1 1
A el
0 O 0 = 1 L 1L
G 0 O G Q 0
e #
Les chiffres 1 , 2, 3, 0 encadrés

désignent les nuneros affectes aux colonnes. Hous cons=—

tatons effectivement gue les ardtes 4 numéro supérieur



8 zéro {(a, b, d) forment un arbre.

IT = 22 « Recherche de la matrice des circuits

fondamentaux,

Désignons par A' la matrice obtenue 4 partir de

A en supprimant la ligne nulle.

“ 1 9 1 0 9] 1
Soit dans 1lfexemple A' = o ] 1 o 1
0 o 0 - 1 1

AY de manidére 34

™
15

Permutons les colonnes 4
T

séparer le coarbre de 1 e, ce gui partitionne A' en

b
deux sous-matrices distinctes. Jousg rangerons l'arbre dans

~

1'ordre de la numeérotation affectee aux colonnes par
l'application de l1'algorithme, d'cu A' devient
coarbre arore
1 - 143 £ 1! T e > o1 3 -
A = [ AAll AT o ] e« lia Matrice A 10 est dia

gonale ¢ en effet, numeroter par k une branche de l'arbre
dans A' revient & dire gue la colonne de A' correspondant
4 cette branche ne contient qutun seul élément non nul
situéd sur la x®M2 ligne. Ranger ensuite l'arbre de la

fagon indiquee, rend la matrice A", de dimension
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(s = 1, s = 1) diagonale,

La détermination de la matrice des circuits
fondamentaux se failt 4 partir de A" en s'appuyant sur

le théoréme suivant :

Théoréme (4% )

. e €30 S K v Wi v

Chague ligne d'une matrice P (s - 1, a) de
rang s = 1 correspond 4 une coupure ou 3 une réunion de
coupure & éléments disjoints si et seulement si F = D Ay

avec D réguli€ére et Ay matrice d'incidence.

Nous savons que la matrice Ay obtenue & partir
de A en supprimant la dernidre ligne (noeud de référence)

est une matrice d'incidence,

A" dérive de Aj par une slite d'additions des
lignes suivie d'une permutation des colonnes : nous en
s 3 3 n

déduisons que : A" = D Ay,

Ay est de rang s = 1 car c'est une matrice
d'incidencesA” 1, etant diagonale et 4 éléments non nuls,

la matrice A" est de rang s - 1.

La matrice D de dimension (s = 1, 8 = 1) est
donc régulieére., Le théoréme énoncé permet alors de cone

clure que A" est une matrice de coupure du graphe.

coarbre arbre
Nous savons gqus si By =[_Bfll Beio ]
. [

-~

est la matrice des cycles fordamentaux correspondant a
1'arbre et le coarbre utilisé, nous avens la ralation

- 1

ATt Bp = 0. Ce qui entraine k3: 0 - {A"lg) (A"11)°



Or nous nous sommes arrangés pour gue

done (A"

t

4

nous feaisons la mise

Be

"1z

e
1
A" = 1
0
Dtautre

12)

II

est la matrice des cireuits

. dfou
5 :

- 1
A 1

221

— A"

.
=

(=9

i2

partir

87

&"

soit diagonale
12 &®

1"
A 11

de laguelle

en éguation du reseau,

Sur l'exenple choisi, nous avons :

aisément gue

Nots

- e

noeud de réference doit porter de plus

e T a b 4
0 1 -1 0O 0
IR PN A 1t
1 1 g 1 0 dfou A 12
11 0 0 -1
- 1 0
part, Bflg = - 1
- 1 1
B =~ AV AT,
le 12 11
Dans l'utilisation pratique

A &tait connue, nous montrons ci-dess

Nous avons suppose jusqu'f

Mige

A"

en ménroire de

-1 0 w1
11 = 1 1 1
0 =1 =1

et nous vérifions

l'algeorithme le

grand nNUMEro.,

la matrice

3
2%

pr
ou

Esent gque la matrice

s comment l'obtenir,




Entrée de VE KC ,NR, NLL KSCEDY,

l

4

J:

#

Entréde de CRLLT]

!

Entrée de W1[J]
A ¢

Entree de W2 [T]

J-.'::.T'i‘{

T+4




A} Organigramme,

D S T e DR O S} W os IR

L'organigramme de la Tigurs II. 3. expligue 1la
méthede utilisée pour rentrer la matrice d'incidence 3

partir de la configuration du graphe,

Hotations.,

N U GO b e W o

est le nombre de sources de tension,

bt

e le nombre de capacites,
HR le nombre de resistances,

-

dLL le nombre d'incuctances,

§53C le nombre de sources de courant,
ED le nombre d'arites,
v le nombre de noeuds,

CRL Matrice des valeurs des eléments du réseau,
#l et H2 sont des matrices qui prennent des

valeurs numériques attachées aux nosuds.

B) Organisation des données.

Bo MM Wk AB0 LIVD WG THD OO KGY A MR W A6 VAN B TN TAO WeD M AEE G CXF dve

A chaque arte § correspond une carte contenant

trois données., La valeur de j =st determinée par l'ordre

d'entrée des cartes.

Lxemple de carte

: . h
/ CRL(CH) N1(4) N2(})

Ww\"



Cette carte traduit le fait cue ¢

1°) L'ar8te j est constituée par un élément

qui a une valeur CRL (J).

29) Elle est incidente vers ll'extérieur au

nceud numéroté HL (j).

°) Elle est incidente vers l'intérieur au

Lo

noeud numéroté ¥2 (j).

Exemple ¢

-t
3.40 ¥

A la ceapacite correspond la carte 3. 107 Tﬂﬁ L N A T

et & 1'inductance, la carte

Nota : Liordre d'entrée des cartes sera toujours le

o wn s

suivant : sources de tension, capacités, resistances,

inductances, sources de courant.



I1 = 3 - DETERMINATION DES MATRICES Ay, By, EG(%),

lious limiterons notre étude, trés complexe dans

le cas général, 4 une classe de réseaux répondant aux

hypothé€ses que nous énumérons ci-dessous, Cette classe
Iy q

est cependant suffisamment large pour englober les cas

ratiques que nous aurons i reéscudre (ligne compensée
P q g F3 P

ou non). Toutefois, avant d'employer la méthode proposée,

il convient de vérifier que le réssau étud

4 la classe considéree,

Il - 31 - Hypothéses,

1°) Il n'y

2°) I1 n'y a pas de circuit uniquement capacitif,

30) 2

€]

[

..’

ié appartient

& pas de coupure uniguement selfique,

on court-circuite toutes les capacités,

i
11 n'existera pas de circuit uniguement résistirf.

II = 32 -~ Lguations du réseau et caleul de

Hy, E, Ag, B, LGP,

A) Equations du réseau,

S e R W WS T O T AR R e R TR WA e S Gt

e . t.
31 la matrice B

"1z

~ obtenue au paragraphe

IT - 22 = est rangée et partionnée suivant la forme :

Source de tension

Branches capacitives

Branches résistives

S - op—

m

43

T3

cordes
résistives

.
o—— et D

o

|
(
I
l

l
—_

0,
-
Ty l

cordes
inductives

s,

B

¥

sources de
courant



les équations du reseau s'écriront :

"
ie o b ' iC Tl
= avee T =
ig T 4 J T4
I1 - 321 ﬁ
Ve -~ (o) - (o) e
Vj - (t‘fu) - (tX) VB

i., € = vecteurs respectifs de courant et
tension des sources ée tension.
iB, vy = veeteurs des branches passives.
igs Ve = vecteurs des cordes passives,
Jy ¥v:; = vecteur des sources de courant.
. o

Des éqguations II - 321, nous déduisons le

systéme suivant :

II -

chées,

322 dip =T i, + ¥

323 vy = = 87 vy - Pg e

324 veo= - B8 e w ¥ Yy
(Y]

Ce systéme permet de calculer les matrices

B) Calcul ¢e Hy et H.

P e R LR R R

Groupons les equations II « 322 et II - 323

chere

aprés avoir partitionné les branches suivant les capacités

et les résistances, les cordes suivant les résistances et



les inductances., Hous obtenons : (4%)

[ T 7 17 (
ig capa 0 0 F Tn l Vg capa

iy resi 0 0 T4 T), vy rési
II-325 =1, ‘ +

v, resi - Ty —LT3 0 0 ie rési

v, induc oy Ty Q 0 i. ind

¢ - o = 3y 1a inauc L

~ P N ) # “ ”

-b

3, J,, Ep, E résultent de la partition de foi et - Ta e,
Posons VB eapa™ Vs lc resi = ips VB resi ® Vp»
i = i, Compte tenu de l'nypothése 3 gui entralne

¢ ingduc
la nullité de T3, le systéme II -~ 325 se développe sous

la forme : N
av . .
bt P m 4+
1) ¢ % T) ip + Tp i+ J
2) Govy = Ty i+ J,
II - 326
3) R = "'tTl v o+ Ep

i

L}
' ai
b) L =3

H]
H
(a2
i
o
<
H
<t
+3
=
<
+
+
=

Des équations 2) et 3) nous tirons :

— ™ -l- m > - l
Vp = 3 Ty 1 + z JP
. - 1 4 - 1

Reportons ces valeurs dans 1) et U4)

av - m - 1 t 4 m * - 1 >
c ol (ll R Ty) v o+ Tp i+ T; R Ep + J
v di — 4 te - 1 m - 1
L .a-:.c- =2 T2 V - ( ‘Eh G Lh) ™ TL} b JP + I




ce qui s'écrit matriciellement

dv w1t | 1 &

. {7 o / -

o B R e R DA Yl Tone 0 TR g

di : "

- v, ~metrp) i o SPmet ooz
oy

. Cette éguation s'ecrit sous la forme :

13

/
v
ay _ . . _
Fra g ¥+ H avec Y = [} .
1
- 1 -
c 0 - (zy R T P T,
II - 327 JHy = .3 L
o L") - Yo, o« (FTy 6T tTy)
¢c™t oo Iogg O T, R™ T
H =
-1 to, o
\ 0 L 0 - ‘LI-L Ed O IONLL

et nous donne l'éguation Ie«didu réseau.

¢) Calcul de Ao, Bg, EGP,
o G OB OER GO0 o O e G0 Gk WL G Gty e D sy Bes W

Si dans le systéme II ~ 324 nous décomposons

et vy suivant les branches capacitives et résistives,

nous obtenons

Nous savons que dans les réseaux étudiés vj = v (A, t

et 5 = 1 (A, t)s
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-1 . -1

D'autre part v, = G Ty, 1 + G J avec Jp 255-5.

pl
En reportant ces valesurs dans II - 328, nous abouti:sons

4 la relation

29 vO,E) + CPe) 10, = e <Tpv - (Yer) 1

\,‘\
U

IIw"

C'est l'equation I-&du réseau ; toutefois, elle ne tient

pas compte des premiers instants de fermeture,

Pour faire intervenir les premiers instants
dé'enclenchement, l'experience nous a montré gqu'il suf-

fisailt de prendre RFJ grand guand la phase j est ouverte,

Pour obtenir, toutefoils, une meilleure précision
dans les premiers instants d'enclenchement, il faut

introduire des changements dans II - 329,

Copsiderons, en effet II - 329 guand la phase 1

eux autres ouvertes,

£

est fermée et les

Ln posant RF = & Xe o lg 2,

Ly = -3 e wtzl v mtXQ 6™t Ty i, 1l'éguation II -« 329

1) vl(k,t) + RF 1(h,t) + ®RF 1,(A,t) + RFy 5 B(A t) = E)

B2

H

2)  vy(A,8) + RF,, 1,(A,0) + RF,, 1,(4,0) + RF,y 15(A,1)

21 23 3

3) v.(A,t) + RP, '1(A,t> + RF E
ot

]

21 Wt) + RF 3(3 t)

1,3

IT - 329' 2) et 3) sont des relations approchées et

doivent €tre remplacées, dans le cas oU il n'y a pas
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d'inductances de compensation, par les éguations réelles

qui sont

i
&

H
<

i3 (>H t)

Pour mieux tenir compte de la réalite, nous avons donec
introduit deux matrices A, et B, = Igg = Ag variables
suivant l'ordre et les instants de fermeture. Elles sont
telles que Ay v (X, ©) + (Ag Rp A, + Bg) i (A, t) = A, By
reste la condition exacte 4 18 limite I-Zméme dans les

premiers instants d'enclenchement.

Les differentes formes de Ac et B, sont :

1) phase 1 fermée, phase 2 et 3 ouvertes
1 Q O 0 0 0’]
A, = {0 o o0 . B, = (0 1 0
|
O 0 Q LO 0 1 ..i.

2) phase 2 ferumée, phase 1 et 3 ouvertes

o 0 0 1 0 0
A, = o 1 0 . B, = o o0 0
o o 0 o © 1

- 1

3} phase 3 fermée, phases 1 et 2 ouvertes
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L) phases 1 et 2 fermées, phase 3 ouverte

] ¢ 0 Q 0 0
A, = o 1 0 . B, = 5 0 ©
o} 0 0 Q 0 1
5) phases 1 et 3 fermees, phase 2 cuverte
1 0 0 0 0 0
A, = |0 o o0 , B = (0 1 0
0 ¢} 1 0 0 0

6) phases 2 et 3 fermees, phase 1 ouverte

o 0 0 10 0
A, = a 1 0 , B, = o o 0
o 0 1 o o 0

7) phases 1, 2 et 3 fernmees

0 o
A, = 0 . 3, = |0 0
o o 1 o 0 0O

Les premiers instants de fermeture gui rendent
certaines résistances d'enclencherent infinies peuvent done
nous amener pour serrer lua realite de preés, i remplacer
lfequation II - 329 par

Ao v (hy ) +# B 1 (X, t) = BaP (%, ¥Y)

e

II - 330 avec Ag = Aq 3 Bg = Ag

o~
[ o8
=
<
1
ct
o
N
£33
§
=]
&
L
—rt

EGP (t, Y) = Ag (-8 e =



L= 9T =

Nota : Dans le cas o il y & des inductances de compenw
sation, les premiers instanté d'encienchement font inter-
venir des changementé dans II =~ 320 et dans Hy+ Dans ce
cas, il est plus judicieux de conserver les équa-

tions II - 327 et II - 329 et de prendre Ry; suffisamment
grand quand la phase j est ouverte,

II - 33 = Obtention de Ay, By, EG(n).

~

- Nous avons meontré gue la condition & la limite
c8té générateur obtenue a partir de la théorie des graphes
se déconposait en deux éguations II - 327 et II - 330
(ou II - 329).

ay

qg “HL Y+ E

Ae v (N, t) + B, i (A, t) = EGP (%, Y)

Ces équations sont de la méme forme que
I - 211 et I = 212, Elles se discrétisent par la méthode
indiquée au chapitre précédent ce qui nous donne

Ay, By, go (7}

La discrétisation de II =~ 327 par la méthode

de Runge-Kutts donne :

IT = 331 Y, , = PA-Y, + PH}»JE, + PHp-JB , 1,5 *
+ = Bt.PH.JE
Y 4 "n + 1
. -1, ' -1
di (A, ¢) ¢ * 0 1ogc © Ty RT T 0
avec JE = s Plis:
-t g e (%) o 1~ tilo ~%my, 6" Yo 1ogu

PH; = PAO ¢ PH, PH, = P o PH
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Les matrices PA, PAO et P sont définies par les ralations
I - 21k,

L'eéquation II =~ 330 considérée 2 1'instant
{(n + 1) Mt donne

IT - 332 Ay (vy) + B, (iy) =

n + 1 n + 1

% .

t | ty .a~1
- As 7B en 1 " Ap - Kl'Yl, n + 1 - (Ac' XQ‘G Th) Y2,n + 1

Partitionnons II - 331 et reportons les valeurs

de Yl’ n + 1 el Ya, n + 1 dans Il - 332.

l

Y., . ¥, . .
J;,ﬂ+l PAl PHl,l PHZ,l PH2,2 a(l/\ )n 2(1)-)1’1‘5'1
= Y + JE + 4 PH‘
n n ) - t .
Yz,ne1] | PA2 P2 P,z PHp [l =%Cn4i/a) °
Py By
bt
+ z JEn+l
P, P
3 L
H¥ous en tirons
£,
5(1))n X ) _
— . *JE %) + H . i
Yl,n+l = PACY + PHl’lJI‘n + [pﬁ%l sz,a] ) PH, 4 (i)
“oCni1/2
| S At t .
*% P:LK(J“A)m»l - TPy we
v . g(i*)n .
2,n+1 = PASY, + PHl,éJEn + [PH%3 PH, ) . + PH, 5 35(1,) L0
T ®Cne1/2

t . ~bhEnE
* Lg 133'6(1,“)1,14_:L ?Ptid'en‘%l
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En portant dans Il - 332, nous obtenons :
II - 333 A, (V)».)h' s 1t Ay (:14,‘)n + 1 = By (n)

aveac

. t ty a=ln o ¥ . At
A, = By + A6 (PH, 5 1 -‘LPK) + 4,46 T, (PH, 5 5+ 6p3‘6)

¥,
t ty |, . 5T R St E
By(n) = ~& ‘Be,,) = &, §;4PAsY, + PH 4B ¢ [P, | P8, 5 N B ™
-‘a’oen.’.“ﬁ/
¥, .
=(1y ).
ty =1 . . 2" n Aty t
-2, ¥,6 52 PASY, + PH) oJE, + {PHE:B PH, 41 eP, e, J
t o
Chel/

En appliquant 4 II - 333 la transformation

v = T, {u+ W)/2 , i=10y ¥, (- u + W)}/2

1
' {n} .

nous trouvons les valeurs de Ay, By et EG qui sornt

A‘ﬂ'{ = ﬁke Tl -t A’V Tl YC

IT - 335 By = Ae Tl + Ay Tl Yc

n -

2P L s g (n) « Ay U
v 101 My

Conclusion
Hous avons montre gue pour des réseaux satise-
faisant. aux hypothéses du paragraphe II - 31, il est
. - . _ e ln) . .
possible d'obtenir Ay, By, LG 4 partir du graphe du
réseau. Ce fait rend le programme PEGASE tr&s souple et

~

trés facile 8 utiliser.
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Pour des réseaux ne satisfsisant pas & ces hypoe
théses, le calcul de Ay, By et 26(n) goit Btre fait en

utilisant les résultats du chapitre I paragraphe I « 2,

Nous noterons que les résultats obtenus dans
ce chapitre II peuvent Btre utiliseés pour le calecul des
régimes transitoires dans un réseau & constantes

localisées,






Cmn ek e MR VN e @M ANy W hVG O iy AXl R e rin o e e e

LE PROGRAMME PEGASE ET 80N UTILISATION PRATIQUE,

we () om

ITI = 1 ~ COMPOBANTES DU PROGRAMME,

ITI = 11 = Proecédures utilitaires,

A) Lz prosedure PRODM (X, Y, %, P1, 01, P2, W, )
Cette procedure donne le produit % d'un

bloe (H, M) d'une matrice X A deux dimensions par un

bloe (M) d'urne matrice colonne Y.

r

'pa

Y= R

B) La procedure PRO (A

A S DR KA G R WY SOV g ST ME UAO M MG S S0

» By, C, P1, Q1, P2, n2,
H, P, Q).

Cette procédure donne le produit ¢ d'un bloe
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d'une watrice A par un bloc d'une matrice B,

E a
xemple ad Flz
sl L ® ?“"1

A= |N Eii;; , B= P‘
,//

e

w
>

\

PRO smmem=» (¢ 9= Al .+ Bl

C)} La procédure PROD (X, ¥, %)

e oh e e T TR R Ve S O e B N e

Elle fait le produit de deux matrices diago-

nales déclarées sous forme de vecteurs,

D) La procédure S0¥ (X, ¥, %, #)

(AR Co Wi S WD BGH W D WL O ST ac ek T K W

Bllie fait la somme de deux vechteurs de

dizension .
&% = Ao Y
) La procédure INVERSION (A, B, ¥)

aw wS O G W R e G T ST W ©W hafs 2T Wos ORO R 00 eaS G Rte I

Flle donne Ll'inverse B de la matrice A de

dimension (¥, W},

III - 12 - Procédure RESEAU (CH, C, R, L, A, T,

G, PA, PHl, PHE2, PH, NG).

Cette procedure calcule les matrices PA, PHL,
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PH2 et PH données par les relations I = 21k et II = 331.

Ce calcul est fait & partir des matrices CH, A, T, obtenues

dans le programme par l'étude du graphe du réseau définis=

sant le générateur,

CH est un vecteur gul sert 4 numeroter les

cordes,
A est la matrices d'incidence du graphe,

. 4. s s
T est une sous-matrice de Be v 52 définition
' 12
est donnée dans les équations II = 321,

Les matrices ¢, R, L, G, definies dans les

équations II = 326, sont les constantes du réseau du

générateur,

III - 13 = Procédure AMBM (XN, JE, JEl, EG, T,

G, PA, PHL, PH2, PH, TAFE, AV, BV).

Cette procédure calcule, & partir de 1l'état
du générateur 4 l'instant n % et des matrices PA, PHL,
PH2, PH, obtenues par la procedure RESEAU, les matrices
Ay et By définiles par les relations II - 334, Ce sont ces

matrices gui permettent de caleculer Ay, By et EG(n).

IIT - 14 ~ Calcul des matrices du graphe,

Ce ecalcul est fait dans un bloc par les méthodes

. . - . t.
exposées au chapilitre II. Il nous donne les matrices ﬁfl?’

o, By ¥ s Ty A et CH intervenant dans les procédures

RESEAU et AMBi.



et au programme Algol situe

#

dans l'ordre suivant

bt

(€3]

- UTTL.

SATION DU PROGRAMME,

IXI = 2) - Orzanisation,

Se reporter 4 l'eorga

'

algram

W&

m
5 les dernie

TII = 22 = Disposition des données.

Leg cartes des donnees doivent 8tre disposées

as

b

i, Cb, CI,

LI, L

[
=
g

CE¢, RD, RI, RH,

gui sont les inductances, capacités,

=l

resistances ¢

polaires de la

ir

cebas inverses el hoXow

Ligne,

DT, DX, FR {frequence), FI (phase ¢)

AMY fvaleur maximale

du génerateur

H1l, H12, H2l, HP2

[
0
£
@B

eg en conposant
M3 =] mh )
i . b

de la bension sinusoidale

raranétres 0O,

la ligne 4 1%instant

es normales).

v numbre de sommets du graphe du générateur,
i3] nombre dlardtes.

HE rnombre de sources de tension.

He nombre de capacitis.

NE nombre de résistances,

HLL nombre a*inductances.

d8C nombre de sourc

es de coaurant.



VEWTREE DES .&‘ﬂﬁ"ﬂ/ﬁfj‘?{

|/ ¢
Caleul oz Iz mstrice ﬁBf«z et ez/; ses sous-malrices o, f,y, T - 10k
7
Affecltalion de valeurs sux ¥ fpcalisdes o jzeife'miem"
Calcul des cl& Ay, j;w Az, By de b methade de D.B.
L
Eo . = "Z:D.?
Y

C&/&H;/dé’.&’ Ek &: {3" ......[ﬂf

4
Initialisation de lEtat do lo /i:};we W, et iy
th i
InitislisaTion Jes vorishks et fei«eérafaw AW = Yo
"
,fwm/lﬂé’ KESERU |

o AFI X E

Caleul de Fo
%ﬁ
Caleul de G et Dy [h=0 4, - Hr-1,)
3

Calcu! de Fiy 4k <Gf-He

¥
Calen! des veclenrs TE, Jed, £, TAFE
¥
- Appel de wﬂﬂfgﬂf
Caleul de Ab: =Ry ; BHM: = Bu; CAf G

W

Caleul de 4 Wr:
2

Nez Ntd Calcal de AU pyg

Calcul e st ofy dg«aﬂ‘%mff&w & (K8t XHiz Yy

R

Calcul des UL e WM ko proat, . 2,4,0;
v

Sortie des resuftols Fa (g BE) ele

\
Coleu! des mxislances de fermetnre au comsde tonclenche ment
i

WUM>O 2 (y'a il en veralion des resislnces ab Termedurel )3

Ap/e/ e RESEAK

R —

f:iﬁ ure -4

e
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e Entrée de la configuration du réseau du

génerateur
CRL (3) KL (5) 2 (j)

cette procédure d'antrée est expliguée dans

le chapitre II,

A+ ORDL, ORDZ2, ORD3 ordre de fermeture des
premiers contacts de résistances.
Ins2, IH53, instant de fermeture des deux derw
niers contacts de resistances, les phases

correspondantes étant encore ouvertes.

% RF(I) valeurs des résistances de fermeture au

cours de l'enclenchenent.

+ T (i, ) matrice Ty
e A |
T, (i, j) matrice T; .
fe Ti1 (i, j} instants de fermeture de la phase

numéro 1 exprimés en nombre entier de
fois Nt

Hota : La valeur de HIC ne dolt pas €tre nulle ; si cela

devait &tre le cas, 11 faudrailt ajouter dans le graphe,

des capacites flottantes en paralléle avec des résistances,

Lfutilisation de PRGASE suppoese la connaissance
de la matrice Ty des modes, Les methodes de determination

de cette matrice sont cependant devenues classigues (%)



Conclusiocn

el 8

Lfanalyse du progranme PIGASE nous a nontré
que son maniement est faclle =t qu'il est adapté a4

ltétude d*une ligne dont le gerérateur est complexe,.

Pour étudier une ligne quelconque, son utiliw

{

sation ne nécessite gu'un changement de donneesg, En outre,
nous pouvens en diminuant les pas Bt et ™ x analyser

trés finement les phenomdnes transitoives gui se produisent
sur la ligne. De ces points de vue, le programme PEGASE

se révéle plus avantageux cgue l'analyseur transitoire.
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Capacite dire

Impedance homopol

C&p&cité homopolaire

sl

1
GER

w1

TERAT

cte Clme@-@u

GLre

g

£

JR

Frequence....
Puissance de
X.O/X.luuc ¢ @ 4

de

¢ @

Tension se

Freqgquence nat

Le

dtenclenchens

e 0% 8 & % 7 B & & 0 &
courbt=circul
¢ v o v 6 4% & & ¥ B O N
rw&ficﬁ’vwmnsmm

Urellesecnes

disjoncteur

nt L'une de

schema équivalent de L'en

La ligne poss
tiale qui est
fait, de + O,

-0,36 et O 47T

2

» F 6 ¢ & @
(& 60

& ¢ 0 ¥

ast
500 R

semble

ma

L

&

¥l

et

I

@3
@B

11,7 nF/¥m
0,298 +

6,7 nF/Kn

9
dog

6O He

15 000 HyAa (&
1
500
1 380 HZ

KV

de 300

donné

-~

2

figure I =

6 Q/Knm

500 KV}

régistances

o Li®

1w

enclenchement une charge ini-

éde avant 1!

s, Suivant

b3 sur la premidre
respacltivement sur

o,

B e
METL

(SR

e

Cely

Mdanceuvre

&

"
b %

a8

~
LY

Bancouvye

33

3 I

&

deux auntres.

& sont les

by

3

l'ordre ou la déeclenchenment

suivante

esth

déclenchée et
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K3

Manoeuvres

0,6

5,3 *

.5
Manceuvre

1,0

12,0'%

0,0
Hanoceuvre

0,6
0,0

2,6 %

Manoeuvre

Manoeuvre

36

38

6,8

5,1

109

-

11,1

11,

il

11,6

10,2
10,0

10,0

11,5
10,0

10,4

10,6
10,7

8,6
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Hota @ La phase marquée d'une eroix est la premiire a
avoir &té déclenchée ( ==» phase chargée 3 + n,43),

Le chitfre suivi g'un astérisque indique, en mil=
lisecondes, la phase initiale de la tension corres PO~

dante 3 l'instant de la “ermeture.

secondes i partir

[N

Les temps sont comptés en mill

du temps nmarqué d'un astérisque.

Hous avons traité ces différents cags dlenw

'3

clenchenent 3 1'aide de Végase, les paramdtres choisis

etant les suivants

- _
bt = 10 s, hx o= 1h,5 Km,
A = B = P om N = A% o pf m K
L1 1 13 11 e 13 "7
= B0 e w b P 50
Sp1 = 05501, Yap T Ppy ® 0,5001.

Ce probleéme a &te résolu séparément 3

ltaide de Lltanalyseur transitoire par les laboratolres

dous avons constate gue nos courbes colnm
cidalent avec les leurs, lors d'une comparaison officielle

4 Yerlin«Gerin,

Aous donnons, ci~contre, les courbes obtenues

4 partir des deux méthodes,

La similitude des résultats prouve L'exactiw
tude de la théorie utilisde, Elle pose en outre, le proe

bléme de la comparaison des deux méthodes.,
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me l]@l sas.

est zénéralisable & 1'étude d'un réseau. Il permet
3§ 4 g . e 3 ¥ P ! « o h » . PN 3 .
dfavire part, dlanalyser les phénomcines transitolres

Ge trés faible durée en falsant varier les pas It et B[x.

dous pensons done gutune telle méthode

rlus appropriée 2t gue sopn utilisation
progressera avee le développement des ordinateurs et

sers de moins en moins on

GE e






CHEAPITRE II
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DYRTUDE BTATISTI

FRTITY LI N Y T
METHNDE

QUE

I
“d

e

DES SURTPENSINTS

D! ENCLENCHE

DBHET

w03 v

Ii

la foudre

at résenn

un

d Ltabri des

R g iy o e A e g P
Liavénement Ses Lrds
o o T, £ e %, PR e ok oy
brentot des Uitra-bgutes fTensio a,

. s
rencsal e

fe

SV a

- o y ) — -t -
& 1L oregulg pour la pr
I
L™
o . e e, e
LiL o exlste un Lrées

provoguant des Surtensions b Lrune 4

7 . . To g s e oy b [ I Yo e . < S
l7enclenchemnent dune lisne a4 vide g

i

notre dtude,

£

Les phénoménes de

o

l'enclenchement d'une ligne 3 vi

. - - - o P et u, .
tite considerabvle de naranmetres

paramndtres du di

auLres

hautes

surtension lors

de dépendent

sioncteur et paramst

tension jusgu's
cmme le principal

L& pour cellewcil
surtensions.

o

tensions

que lLes

de

2¥une quane

parardtres du résean,

(4)

res du service,



I1 apparalt de plus en plus qu'une étude
25 surtensions ne peut se Falre utilement gue sur la

hase des statistigues., dous faisons dans ce sens une
2

Btude quil tien

o
G
o
=]

3
(o
£
o
44
2
o]
ol
]
ot

s paramétres du dis-

Joncteur.

Hous savons, en affet, gue sur une ligne 2
vide Ge longueur donnée, aliment® par un générateur déterw

, les surtensions d'enclenchement sont liées en pl
r

,5
[ il
O
e
H

ré5istance du disjoncteur 4 des grandeurs 4iff
bles telles gue : la charge initiale d
ligne, la séquence de manceuvre des trois 3les du dis

teur et leg instants de fermeture de ses 4ifférents

La surbtension s au cours d'une manoeuvre.
d'enclenchement est de ce Tall une grandeur aléstoire,

-y

Hous pouvons done ltetudier efficacement en associant au

phénonéne d'enclenchement un modale aléatoire., Les obser=
vations portant sur s seront alors considérfes comme la
réglisation d'un Achentillon.

-~

Apréds une éetude prelimina¢re de l'influence

X3

des divers paramdéires, nous exposons une néthode d'Atude
statistique des surtensions., Jous tirons ensuite un

4

a
certain nombre de conclusions pratiques concerasnt
lterclenchenent 4'une lizgne par un disjoncteur muni de

Geux résistances de Termeture,




Ligne : tension 500 kV 3 longueur 297 knm
p Sry M . . 3 "b? ~ £ L ""9 vy
r 1,OL8T 2/km 3 1g = 9,708 10 "E/km 3 ecg = 11,7 10 TF/knm
I 0
ro = 0,198 G/km 3 1o = 36,075 10 H/km ; eo = 6,7 10 " ™/xn
Générateur : fréquence 60 He
puissance de courtecircuit 15 000 VA (& 500 kV)
}CO/X@ = 1
fréanuence naturelle 1 380 I
Disjoncteur : Rw = résistance d'enclenchement
$ = instant moyen de fermeture des contacts
de résistance (Cr) compté A partir du
précédent passage 4 zéro de ls phase l.
(Q est exprimé en radian ou degré),
Mt o= (t'y, t'p, t'4) instants de fermeture
des contacts (Cn) comptés & partir de &,
o= (tq, tp, t3) instants de fermeture des
contacts principaux {Cp) comptés A&
partir de ¢.
T: = temps G'insertion moyen des résistances Ry,
5 = surtension maximale sur les trois phases,
La figure II = 1L = Gonne une représentation
de la lizne et du génédrateur ainsi gue la définition de d.
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II = 3 - ETUDE DE L'INFLUENCE DES

PARAMETRES DYENCLESCEEVMERT

Dans un premier paragraphe, nous examinons
par une #tude théorique comment choisir T; et le rdle de
la charge résiduelle 9. Ensuite, utilisant Pégase, nous
déterminons 2'influence du désynechronisne des contacts

du disjoncteur.

I1 « 31 = Etude Théorique et Expérimentale

de 1ltinfluence de Zi et Qe

>t te é&tude nous permet de comprendre
ltinfluence de la charge résiduelle sur la surtension.

Elle nous guide dans le choix du temps d*insertion'fi et

‘uit consgiderablement

nous montrong que ce cholx ré

tinfluence de 3.

AY Daleuwl de la tension 4 ll'extrémité libre

mwmwmw«nmwwmmmmmmm.n»-mmwmoﬁwmwmmm-mmwmmmunmmmrmwam

de la ligne.

o Ty S b p O s NN U T

Bcit un 1éseau Ge puissance infinie alimentant

une ligne triphasée 4 vide, dont nous supposons gu'elle

satisfailt & la condition d'Heaveside, fig., II - 2,
‘Zquation normale de cette ligne est
o
1 adu
o S * ooaouw w0

o

N & W ,
¥ ax

ngL ﬂf g& etég

o Bl
=

]

=
(=3

avee Oy 3 (i =1, 2, 3) étant les
résistances et inducitances de modes.

Effectuons la mise sous tension de la ligne
par les contacts Cn et cherchons la tension en bout de

ligne.
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L'enclenchement est supposé synchrone et la ligne

initialement chargée,

Les édquations des conditions initiales et aux

limites sont :

v (h, t) +rp i (d, t) = e (%)

IT = 312 {econditions aux
i (o, t) = o limites)
v (z, o} = @

II - 313 (canditions initiales)

(2, 0) = ©
¥

Bt

In utilisant les composantes normales définies par

v = Ty {u + W)/2, i = Ty Yo (eu + W)/2

TT « 312 et II = 313 deviennent

w1
(Inz=Rw ¥g) nlh,t) + (Inz+ Ry vo) Wlh,t)=2 Ty elt)

3 (Xs f)) B 1’; o
IT - 313" o1
W (x,, n) = Tl @

D2

Appliguons aux systimes II = 311 et II = 31

1a *transformation de Laplace en tenant conpte de Il = 313°%,

H

. da L
(s + o) U (x, s} + p =5 Y (%, 8) = 77 ~ Q
II - 31h A 1
(s + a) W (x, s} «1p = W {(xy 8) = T7 7 §
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- ) . ],
= N 1! v u b Y I i f e
IT=315 (JoguﬁF Yed Ulh,s) + (£03fRF Yo) W{khes) = 2 i E{s)
II=316 U (o, s) =W (0, s)
La résolution du systéme II « 314 donne ¢
U‘(X s) - _(.,Tl.”ml((:l‘...)mi F=3 mU.(() f‘)“ M(Twlﬁ)‘)i - }..w( o ey o jx
1t s + gy iV 0T s + a4 J& piT A
IT=-317
““’l . " ¢ -.1. [
Uele o) o STa70)3 o s oy o (237001 L o(epn;
Ws(xys) Py fl(ogg) ‘el pi(s ilx
pour 1 = 1, 2, 3,
L] .
I . . (T77¢)i
En posant Ul{xz,s) = di(x,s)umgh¢igz *
. e . (7=Llg )i
18 (x,s) i:(x,8) = gt
enai A . owni01 . 78 & . .msfi .
pi = Ul s Pi = 5

le systéme II = 317 et les éAquations II « 315 et II « 316

deviennent

U{(A,s) = Fivi Ui(oﬁs)
ITw3178
‘s’J‘{(ogs} mf"“i)}i Wji(}“s;}
~1
~ _ {r QP}
B .. o " 3 y 5 . - ~"“’.]- 4 3. 4
- RY UM A,s) + (1 0+ RY Gt 8l = 2 T.7E(s)), = ae
. (1 QFYQ1>Ui<k'Q’ S A l{h* ) [ ‘1 EC ))1 s

II-2151

L W(o,8) = U'(o,s)
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Le calcul de W', {(n, ) 4 partir de II =~ 317°

2Ry, Es)

- v N/ & & P
[ U S 2 O S A - R L
(. g (2 110t~ Bl AS Rg¥os )
or Wri(n, s) = W; (0, s} = (Tzlg)i/(s + a3) soit en posant

(1 = Rp ¥a3)/(1 + Ry Yei) = i et en développant en série.

; .y
4 =< nan o 2n L 2n+ ;
w1 wio = + - -, “+ -] ~
11-318 “é »8) s + 1+ RFXci ¢ 2 w( ) Flﬁ y ) i4“1(8}

En passant 3 la transformie inverse nous obtenons

Zn i
- . ~[es g
W (o, = ( Tllcg)i %t 4 lmmfwgm , nﬁ’;ifn e! (t~(20+1)0, M(t (2n+l)@,
Frei . &
112(1
Posons
e i
1L(tm(2n+l}@1) o o
o %{,taa(amﬂ,)@?) o = 'U;(t - (2n+1)8)
o o }lz(tw{2n+l}82)

et notons
1"‘
Xl(t»(anl)@l)
fiaftw{anﬁ-l)é};;'} m]ﬁ("tuianfrl)@).X("i:-(aml)@) R

L {t=-{2n+l)0
Aj( , &l _) 5)
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nous en déduisons la tension en bout de ligne v(o, t) =

Ty Wlo, t) qui s'éerit

~ &%

v(o,t) = T e Tle + 2T (T RFYC)"l (~1)“p?ﬁ?du;t~(an+1>@)mg

n=0

e»%(tm(2n+l)@) ol

e(t-(2n+1)8) - T, 14

La forme de cette tension nous permet de cholsir

le tenps d'insertion =+ des résistances de fermeture et de
i

conclure quant au rdle de la charge résiduelle,

B) Choix de T

A Y R T B s D s L2

Les résistances Ry servent & amortir le premier
régime transitoire d'enclenchement dont la forme est donnée

ar II = 319. Le choix de T; devra done tenir compte de
P i

wr

. - 4 w1
ce fgit. Le facteur 2 (ng s 3w g) nous nontre que
nous avons intér&t, Atant donné gue l'impédance caracté-
ristiqgue homopolaire est supérieure aux impédances directe

et inverse, 2 choisir RFZy% pour bien amortir le réginme

0L
transitoire 48 aux trois composantes de mode guand le

générateur est déséguilibréd, sinon nous prendrons RF:;%U?e
Les termes transitolires deviennent négligeables quand

(p.| B on
e ™ ul

le temps d'insertion suffisant des résistances.

devient petit., Cecl nous permet de dé&terminer

K ? K
1’5 = a , avec a

Hous devons avoir |Bj

faible, clestwlwdire 2K = sup-{(Loga)/(l/? Log|Bi] = o ﬂi}}ﬁ
Wous en déduisons U3 = (2K + 1 A1 .. ( pulsque 91 est supérieur
a 8, et
Qd et 93 )} |
P o E l ") i
II-320 i %= 87 1l+sup CLO@&}/(§ Logfbi] o4 81)

i=1,2,3
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Si nous prenons par exemple Ry = By = 2éno= 28 -
et une valeur de a de I %, nous trouvons Xk 3 5 clestein~
dire un temps d'insertion de 7 fy. f; est le temps de
parcours de l'onde homopolaire, Hous retrouvons donc par

la théorie, les valeurs de L ; préconisés expérimentalenment.

¢} Influence de la charge résiduelle §

L'effet de surtensicn attribué 3 la charge
initiale de la lizne ne se manifeste gu'd partir de
t 2 09;. La relation IT = 319 nous montre gue cette gur-
tension découle alors du terme Ty Be™ JtTK lQ guand le
générateur est en opposition avec la charge sur une ou

plusieurs phases.

Une valeur de Rp telle que B soit Taible rend

.-(Y'.t 51

N - . . . . . 1
ce phénondéne négligeable. Le terme apériodique T; e it

q

g

de Il « 210 semble en sutre indiguer que la c;arge ne
disparalt qu'avec une constante de temps l/ap (ou 1/a3z),

c'est=i-dire de l'ordre d'une période., Toutefois, si dauns

l'expression de v{o, t) nous groupons les termes dépendant

de 2, nous pouvons nontrer qutil nlen est rien. En effet, les
E] - b3 R

termes qui dépendent de 9 dans v(o, t) sont :

a0 .
. M \"'utr -1 511 - -1 / aZn [
= Tqe rl Q - aliﬁ(f03+ RFYC) (/> -1 )0 ﬁ B, uﬂt (2n+l)@)
n=0
@ (Lo -
(t (an.+1)@)T11Q]>
Pour t » r;, tous les termes tels que n>»K sont néglie-
geables, et 'Q,(t - (2n -+ l}@) = Inq pour n LK. lious
avors done
K
“&(t~(2n+1)6)
T Y o v y™L n,.n 2n -1
e &ilﬁ(10§+uyfc) ( -1} F V_ e Tl Q
1’1..(')
K
wl E% _.nmn -¥L =]
‘(4,,) = TA 3:03"“ 2(105* }:\«'YC) (”-L) F & 'n]‘ Q
n=0
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Etant donné que Ui?&-l, pour (i = 1, 2, 3},

P . fno,Nn . - L
nous pouvons Ecrire pour ‘t?fi Z (- 2)7 8 # (103 +8)™

or Ing + 8 = 2 {Ing + Bp

ious pouvons en conelure gue 1'influence de 3,
Gans le premier régime transitoire d'enclenchement, Gis=
paralt au bout d'un temps supérieur ou égal 4 la valeur
de T4 donnée par II - 222, D'autre part, G n'introduit pas

de surtension pendant ce régime transitoilre si 8§ est

faible,

# Pour étudier 1'influsnce de la charge ?QSlehigﬁ
sur le Second régime Lransitolre 48 4 la fermeture des

on

N

contachs principaux Cp, nous allons calculer la tens
aux bornes de 2p. Hous savons, en effet, gue c'est la

valeur de cette tension nui conditicane 1l'importance du

second régime transitoire,
R % T SRS S 5, e - 3 B
Soit v At} le vecteur tension aux bornes de R, i
noug avons v, (t) = e{t) = v(k,t) avec

ULt ¢ W) 872

Lrons 3

l
i
De II=-317% noue T4

rrf 3”\)} .

“3‘ ““’ 3. m}'?ﬁ‘mn o
Ui(Ag$3 oy Fi'@ =Y, U, (ags) = Fi%

/':*,".'l
N
FERE O T -
X

-]
T,78).
Ulh,s) - iml.Q>%m
ik, s T,




Pour t$ 0. la premifre fquation donne

soit
(Ha
o2 =t
. , =l - T “Py n,n 2n ‘
U.(hgt) = {1 e 1 e R 1{‘ o +2)6 .
FRLE 1Ry T R y l} Fl (t-(2n+2)6, )
% 120
ei( Lo (an+a}@i }}
De méne, nous aurons wi(h,t) = g Wi(o, t + Gi) :
soit ¢
Qgﬂq
" \ wl . ~of { 2 rlnP
W (ht) = (T o). e” 1Y + S— B (e o F ( £eln
A 1 44 T+ RY,, - Pifts (t-2n8, Je! (t-208, )
- ne=o
Mous déduisons de ces valeurs que pour t}&"up (Gi) = 0
3m¢,gwa .
&L ~1. Z {
(t) e(i} - 311 e"‘ gl( ) (-E ‘I‘hh Y 1 I l’l L.Ilu ,‘:w + , "”;mx
NG W
w . ran o £
@{t”’(&ﬂ+8)@} » (t (dn:«f)@) T»-,l{::}'

o (T : oy R P Pty s} - - Ay 173 - CoelB )
0, (I, +3,1,) 1) i\ﬁu{thn@}mll o (t~2n8) T, & "t *n@}cellc;g

N=0 s

texamen de v”w(ﬁ) montre que du point de vue
S
de la surtension produite lorsque nous court-circuitons
les résistances R 3 la charge initiale joue un rile tel

qu'elle substitut au générateur de F, e, m. el(t) un



- 123 -

. , [ - 1
génArateur de f, e. m. E(t) = elt) = Tl & nt Tl “ 0.

-

Cependant, la composante apéricdique de cette nouvelle
e, e. m. stamortit ti18s rapidement. En effet, pour tzsfi
les termes dépendant de @ s'écrivent

kvd
b

t(r e 7 el ) - . m oy e Iy Mo 1 ™ - “m]_ )
D' (Q) 11C103+ 2(Iypt .Y, % DPp" D™ 17 = ~p(@)

N=0

[

W Ug (Q) u% CF
Wous en concluons gque la charge résiduelle aurs une
influence tris faible sur le second régime transitoire

41 8 la fTermeture des contacts principaux, si cetthe

fermeture a lieu pour t;yﬂia

D) Vérification expfrimentale

e T wAR D A o RN S DOK: RV TR KT W B U DN W G0k (A DOR D OND i S U e

Heus avons poursuivi notre &tude en utilisant

Pégase afin de tenir conmpte du désynehronisme des con=

Y

tacts du disjonecteur,

Les tableaux I et II comparent les surtensions
obtenues en enclenechant une ligne déechargee et une ligne
chargée & + 0,47 3 = 0,36 ; + 0,43, Dans les deux cas,
1'encienchement est fait en insérant pendant 10 ms une
rézictance de 500 Q. Les tensions en bout de ligne sont
observées pendant 40 ms. La similitude des deux tableaux
prouvent gque les résultats Ztablis & 1l'aide de consigém=
rations théorigues restrictives, ont une portée générale

et sont conformes 4 la réalité.

Lt'étude de 1l'influence &'une variation de T

jors

est faite en nous limitant i des valeurs supérieures

la valeur de Z& donnée par II =~ 320. Cette &tude n'a

toutefois de sens que si elle est faite d'un point de
vue statistique:. En effet, pour un méme ¢, un méme ordre
de fermeture des phases et une ménme dispersion des cone

tacts du disjoncteur j; deux valeurs de?fi difrérentes

entrainent forcénment deux surtensions dirfrerentes.
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Le tableau III montre les surtensions obtenues
pour T, = 10 ms et Ki = § ms avee ¢ = 1,256133 rad et
Rp = 500 Q. L'observation des surtensions porte sur 4o ms.

" 3ur la figure IT
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méme manidre les surtensions sulvant que R % % = ou

02
R < #poe

Nous avons fait des essazis pour netitre en
évidence ce phénomfne, La nalture et les résultats de ces
cssails sont consignés dans les tableaux IV, V et VI &
partir desquels nous avons tracé les courbes statistiques
‘données par les figures II-4% et II~5. Nous constatons

ainsi deux choses.

&) # Pour Rp<{%yp, la surtension raximale s
reste pratiquement la méme pour ur non synchronisme des
contacts principaux, les contacts de résistance Cn gar=
dant une valeur <ixe figure II=4, Ce phénom3ne s'accentue
gquand Ry devient trés inférieure & Zno.

# Pour Ry “p#&ne nous observons une grande

varistion de s {voir tableau I},

B) Pour deux valeurs données des instants

de fermeture des contacts C,, nous montromns que @
1

1°) Pour Rpy#,, il n'y a pas de changement
notable dans les valeurs de s. Donc le désynchronisme des
contascts de résistance ne joue pas de rdle dans la déter-

mination de S.
59} Pour Rpﬂf§0? il y = un changement radical,

Les conelusions 4 et B sont trss importantes
dans la mesure ol elles nous permettent de diminuer
considérablement le nombre d'esgais 4 effectuer dans
1'8tude statistigue des surtensions. En effet, pour
RF:7%02’ nous ne regarderons que les surtensions dues
au désynchronisme des contacts principaux, les contacts

C

n étant supposés synchrones et fermés & un instant carac-
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térisé par ¢ 3 et pour RF<<%029 en prenant des valeurs
de Rp pas trds proches de %O?’ nous regarderons uniquement

lfeffet 4 au désynchronisme des contacts de résistance,

Hous pouvons dés 3 présent noter gue vour
un disjoncteur muni de deux résistance de fermeture,
l'une supérieure a %, 5o l1'autre infTérieure 4 %0?,
‘le désynchronisme de l@ deuxiéme fermeture peut jouer un

.‘\

o

r8le plus important que celui de la derniére ;3 le désyne-

chronisme des premliers contacts ne joue aucun role.

IT = 33 = CONCLUSION

Dans les paragraphes précédents, nous avons

=
[
=
ot
H
o
[
2

dans 1'optigque d'une €tude statistigue des sur=
tensions, le r8le des parammtr s y intervenant.
En nous plagant dans le cadre des &tudes ace

‘tuelles ou Ry est systeématiquement supérieure 2 %, ,,

=2

nous constatons que le paramétre ﬂf peut &tre judicieusew
ment choisi afin d'mliminer le ymT&MstT@ aléatoire que
constitue la echarge initiale. Cette méthode peut'ﬂgdm
lement €tre employée quand Ry est inférieure 4 %02 si B
reste faible devant L.

Hous constatons zussi oue suivant la valeur des
résistances d'enclenchement, le r8le de la variable

<

aléatoire M ou celuil de “! as

o

négligeable.

Hous concluons donce qufil est possible de
faire une étude statistique compldte des surtensions
tenant compte de tous les paramdtres du disjoneteur
et de la charge initiale en n'étudiant gque certains

1
paramétres essentiels,
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II = 4 - METHODES DYESSAIS ET RESULTATS

I] w 41 « Méthode de simulation de

i1fenclenchenent,

Hous supposerons dans ce gui suit gue la
ligne est déchargée avant 1l enclenchement par une
méthode appropriée : par exemple introduction d'une ré-
sistance de décharge shuntant la ligne aprés sa coupure.
D'autre part, la ligne ayant une impédance caractéris~
tique directe et homopolaire deZBBeb SN respectivement,

le temps d'insertion sera fixé & 10 ms.

Dans ces conditions, la résistance Ry &tant
fixée # 500 QO par exemple, la surtension maximale s et
sa fréquence d'apparition dépendront de la loi de proba=-
bilité du tripiet (DPy, Tp, T3) et de celle de ¢, Nous
avons montré gue pour Rod %,, il n'est pas nécessalre de
tenir compte du triplet (T%,, T',, T’B).

A priori, sl la fermeturz n'est pas contrBlée,
nous pouvons dire gue % est distribuée uniformément ‘
sar {0, 2 1).

i f (ﬁl” L tg) représente la densité de
nrobabilité de la feymeturé& une méthode d'essal pourw
rait consister 4 échantillonner correctement ¢ par une
table de nombre au hasard et de chercher la loi con=

o~

ditionnelle de 3 pour M = (tl* t,, b.) fixé,
fos 3

Les essais figure II ~ & ont montrd que

L
P

cette loi est normale,



t
4 t
RF = 500
O;G 1
0,2
-0,
""056

Figure II - 6

Droites de Henry de la lol conditionnelle

lorsgue M est fixé

Sa densité de probabllité stécrira :

- fo- r&m)}a / 2 et
o Va1

HA

i

il

10ms
10me

13, 464ms

11,549ms

. 10ms

: 5,450ms
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Nous en déduisons la densité de probabilité

11 - k2 kls) = | 5 f£lt), t,, t5) g (s) at, at, dt,
[1:}

Il est évident gque cette formule est inutilie
sable étant donné que o (M) et u (M) ne sont pas des
constantes et que nous ne savons pas tracer leur courbe
représentagtive, Cependant II = 412 montre que la loi des
surtensions dépend étroitement de celle de 1la fermeture
des contacts du disjoncteur et qu'il n'est pas possibdble,
guand on travaillle sur un modéle de ligne analogigue ou
mathématique d'adopter des instants de fermeture quel-

conqQues,

Nous avons fait les essais en prenant un
disjoncteur dont la loi-de fermeture est normale avec
une dispersion 0 de 2 ms pour les contacts prinecipaux
et de 1 ms pour les contacts de résistance., La loi du
disjoncteur étant fix& nous avons alors échantillonné
1 et M' afin de rendre les instants de fermeture et
par la méme occasion les résultats des essais reprée-

sentatifs de la réalité.

A) Echantillonnage de ¢.

in S U GRY. E O TR MIR e SR MR O WD S i SRS R YIS b KA

Nous avons admis que ¢ est distribuéd unie
formément sur (0, 2 ). ¥ous 1'avons échantillonné par
une table de nonmbres au hasard en rous limitant A
5 wvaleurs,

Les résultats sont indiqués dans le taw-

bleau VII.
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B) Echantillonnage de ™'

P R G VRS (KT VR RTIE G AWy A R GUQ WOk Bots MO DL G0 s G R

Les contacts de Részistance se ferment autour
de leur valeur moyenne ¢ suivant une loi de Gauss dont
la dispersion 0 est &gale & 1 ms. Leur échantillonnage
nous est utile dans le cas ofl nous étudions les sure
tensions avec des résistances de fermeture inférieures

) %02“ Dans de pareils cas, nous supposerons que les

contacts principaux sont synchrones, ce qui ne change,

comme nous lfavons montré, que trés peu les résultats,
s 9 P

Ltéchantillonnage de "' est fait en utilisant

~

une méthode décrite par J. Altabver (49 ). Il consiste 2

pa

remplacer la fonetion de répartition F du vecteur

aléatoire X = (Xl, , X%) par une répartition dis=
créte FN de N points X; de r™ pondérés par les masses pi,
les moments jusqu'd lfordre q de la nouvelle répartition
devant coincider avec ceux de la varisble 4 représenter.
Hous avons ainsi & résoudre en pil et Xi= &xé,..., x?}

le systéme d'éqguations,

. T kn
(x.) =
i ) kr« k s & @ kn

ey
-

.k
1,71
p‘(x-) o &% e n
1 b S

pour tout ensemble de n nombres kj tel que

M
=y

d
N

i=1
En utilisant cette méthode, mnous avons
réalisé pour M' un Achantillonnage donnant une égalité

des moments jusqu®id llordre trois.

Les temps étant comptés & partir de ¢, nous

obtenons ainsi pour chaque valeur ¢; de cette variable

o

(i = 1, 2, 3) et pondérés A& 1/6 ; d'ol le tableau VIII.

. . . —p
six points M', situés sur les axes a + QB e

Les valeurs de M correspondantes sont, pour Tk = 10 ms,
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i

10 ms,.

C) Echantillonnage de *,

Cet échantillonnage est utilisé quand
RF1:7-%39 ;3 i1 est Tait par ls méme méthode gue celuil
de "g'w

Hous construiscons un échantillon plus précis
en imposant 1'égalité des monments jusqu'i l'orédre 5, Les
valeurs obtenues, comptées A partir de ¢, sont données
par le tableau VII. Les contacts de résistance sont

supposés synchrones et T’l = T‘? = T“B = O,

-

Tous les essals qguili préeddent ont &té faits

avee les valeurs du tablesau VII,

IT - 42 - Loide S (w) ()

Nous avons déterminé la loi de probabilité
de la surtension maximale dans le cas ol Rp = 500 (Q en
utilisant les résultats #tablis sur le rdle des paramd=-
tres. Les surtensions obtenues lors des essais faits A
partir de l'échantillionnage de ' sont groupées dans le
tableau I. A partir des essais, nous avons testé plue
sieurs lois telles que la loi ¥ et 1a loi B, nous
n'indiguerons ie¢i gue les lois gui nous ont senblé
représenter celle de G : la lol normale et la loi de

Gram = Charlier.

A) Estimation des paramdtres (2s) (33)

m A T B W IR BB WA TN W0 TEe G W G Aon VEB KN WD SR e R ¥IO WG G N

L'estimation de la noyenne et de la variance

est basée sur la théorie suivante,

Soit

oy

g = {S <E;} i la probabilité pour gque



i

% m

N

V

la surtensicn solt inférie

sz

posons M &chantillonn?d

K

5i F (8) et ¥y
répartition de 5 et de la

£ixé ; II - 421 nous donne

IT1 - h22 (s}

M

Hous déduisors

: I
la variance o

o0 +00 K
ES) = | s £f(s) de =1|s E p; T,
e ot e i=1

., _
sz 3, 1I=423% m o= ; P
PRt +
L=d .
+60
. c 2
= BB -~ w)°) =] (s ~ w)° £(g) as
ey
K ¥
e gy
= piEi((ﬁ'm m)a) = { PiEj
- a ko E .
i=1 i=1

—
4
§
_;:_
4]
o~

FAS}
i
k3
}-J .
}J

D'l la méthode
les ni et E3(3%) avec les

p . P
o= My, solent ni et Ej (3

wisons les estimations

ure 3 s est, si nous sup=

(B, /1 = 3) « 2 (M31)

{s) sont les fonctions Qde

loi de 3 lorsque ' = Mji est

de IT - h22 la moyenne m et

K
i=1
o
K , o 4
= 4// 7 (g = m}a f.(s) ds
o 1 i
i=1 s 5
K K
e
el X K
S e 2 LELSY 4 B, L
(33 T 491;5’) ‘glﬂl{m
i=1 i=1
o >
(5%) o m"

d'estimation : nous estinons
surtensions cbhtenues guand
) ces estimateurs, nous en

>

2 [
de n et 07 par les for=



. . 2 . -y 2
S = pi ni : o, = pi E;(5%) - (F)
" P i
. s
Az=q Az
Hous obtenons par cette méthods
- . 2 o 2 .
S = 1,766505 et ol = 2,5950 X 10 soit o =
>3
. « . 4 3 . .
nous avons asussil estiné v Ao, Gans le cas ol nous
3102
cherchions 3 appliguer 1a loi de (ranm - Charlier.
- 1
3 = 7 .ngo
M*'é"m";}' =% RN
e
350,
. i c . ] ‘ - o
Hota : Les estimations de nmi et Ei (87) sont faites
en utilisant le résultat £tabli dans le paragraphe

v,1611

IT = L2 3 savoir que la loi conditionnelle de 5 lorsque

LY SRR Y -
t Ma egt

graphigue b
Théo

M o

5

i
Mo
n
jdo
}.«!
g =
oy
T
g

‘g“":ﬁ' *gt:,‘i
\ a2y p
et £5(8%) sont des estimnteurs
B) “éthode de Test.des lois

€0 I IS O Gk TUC W ER W GV YR O AN AN SIB W RAD N U0 LI TR A W <O

dous uwtilisons A&
asée sur le théordme suivant
soit 3 une variable

von vy

réme :

aléatolire

sans bia

L8

cet effet une méthode de

-

réelle

dont la fonction de répartition est continue et strictement

croissante.

une loi de
de 3 & une

Alors la variable slédatoire ¥

probabilité uniforme dans (0, 1).

-
=

(s} suit

Supposons que nous cherchons 4 ajuster la loi

lol de fonction de répartition * (s),.
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5i si est une réalisation de S donnée par le

tableau I, 1l lui correspond une fréquence cumulée

foe fo est calculable # partir de la dernisre colonne

du tableau I qui représente la frégquence d'apparition

des surtensions qui sont sur la m&me ligne,

5 partir de s; nous caleculons F (si) =
ti

£ {(t) dt ol # (t) est la densité de proe
-0

babilité correspondant A la loi centrée réduite et

s, - 8

1

G
3

Si la loi de Tonction de répartition ¥ (8)
est la loi de S, la courbe F (s3j) en fonction de £, est

confondue avec la premiére bilssectrice,

En utilisant cette méthode d'ajustement, nou
avons essayé la loi de Gauss et celle de Gram -~ Charlier

dont nous rappelons la dé<inition.

D'une nature analogue 3 la loi de Gauss, la
loi de Gram - Charlier permet en outre de tenir compte

de la dissymétrie dfune distribution.

§ e
a

P

ss densité de

;{

31 nous posons t

probabilité est donnée par

N

»
%/ K, k
S I N R € N . H(t) + ... |t

Vo L zwe? 2 sk

B(S - m)*) - 3}}_‘:((5 - m}aff

A

it

t

avee k, = E({S - m)”’) , k

n
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Les H, (t) sont les pol?nomes d'Hermite

définis par

2 : r 2
V2 (e) = (1T (em P B
at T

En portant cette relation dans II - 425, nous

obtenons

3
s Y = *: 1y khr (W)

£(s) as = ly(t) = === y''"{t) + ——p vy (t) + ... }at

3.0 Lic
. . - %25
y{t) &tant la fonction .
Y

Mt) =

Pour le calcul d'ajustement nous avons besoin

de ™ (t).
¢ k., k
£(s) as =TT(8) = ==y yM(£) + ———bpm yUi(z) + .
P 30 L1 O

Dans la pratigue on se limite généralement
aux deux premiers termes du développement ; c'est ce que
nous avons fait. Le calcul de ¥(t) se fait 3 partir
d'une table qui donne l'intégrale de la loil normale

centrée et ses dérivées(¥4) o~

Les résultats des ajustements sont représentés
sigure II = 7 pour la loi de Gauss et figure II - 8

pour la loi de Gram - Charlier,

Hous cénstatons que ces deux.lois peuvent
nous servir pour définir la probabilité d'apparition
d'une surtension s ; cependant la loi de Gram = Charlier
est plus représentative, surtout pour les valeurs de S5

en-~dessous de la moyenne.
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1%
4 -2
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Fsiy= FOEC) =/ Gty dt
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ol i (s-3)/;

L 2. % 4 : 4 *
05 07 09
Ff'y -8 Essa/l de |2 lor de Gram- Charlier [imitée

su I ferme Re = 500.0 « O ms



C) Variation de la moyenne et de la dispersion
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en fonetion de lm résistance d'enclenchement

o Wk RS TG G WAL Gk S WA TS WA WO KPR WD W D0 €N UDK WO. MO WAT WK e 40P i SAC GME G BAS K3 S0 GNR SNC Mar CAn GaS A Gt SN ROCE Ao SO NG 08

Afin de trouver la résistance optimurm donnant
les surtensions les plus basses, nous avons fait des
essais statistiques pour Rp = 50 Q, 200 O, 307 2 et 800 Q

dont les résultats sont groupés dans les tadbleaux IX,

Ces essals nous permettent de déterminer
complétement la lol statistigue de 5 en fonction de la
résistance d'enclenchement. Hous avons tracé les cour=-
ves 8§ (Rp/8,,) et oy (Pp/3,,) rigures II - 9 et IL - 10.

Ces courbes permettent, pour RaD> % de prédire, en

, ne’
utilisant la loi normale, la probabilité d'apparition

de n'importe quelle surtension quand cn enclenche le

disjoncteur : Pa -__ Z
P (8 <sy) = 1 e~ (b= S(Re/2)) T
: - z
* VEWer (Rp/#,,) 2 & (Re[202)
- o0

En posant X = RF/%OQ nous montrons d'sutre
nart, gue ses courbes présentent un minimum pour ‘
L= 2,5 3 la surtension moyenne et la dispersion corres=-
pondantes Atant respectivement 1,465 et D,11. lous pou=-
vons en conclure gutavec une résistance Rp = 0,8 302
il est posesible de réduire les surtensions maximales

3 une valeur moyenne de 1,465, la probabilité d'appari=-
tion de surtensions plus €levées Stant distriduée
suivant la loi de 3 qui‘posséde la plus falible dis=
persion (og = N,11).

Pour cette valeur de My, en utilisant la loi
normale, nous pouvons dire gue la probabilité pour

f;"

gue 5 dépasse 1,465 + 2 ¥ 0,11 = 1,655 est de 2 7
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autrement dit que la surtension guand on wmazoeuvre le dis =
oncteur est oresgue slresmeat inférieur a 1,7 . Hous avons
sour cette valeur de EF ﬁ = 1/9 ve qui vermet & postériori

we nézliger l'ianfliuence dlune chnarge initiale quelcongue .

1T = 43 - CQNCLUSIONS

Ltétude statistique que nous veudns we falre nous
a permls de délinir comvlétenent la loi de »ronabilité de S
Girectement utilisable dans la détermination du niveau d'iso-
lement ce la ligne éguipée d'un disjoncteur & une résistance.
Elle permet e c¢hiffrer le risgue couru guand nous mansey -
vrons le disjoncieur . Ce risgue étant zicimuam quand la ré -

sistance est volsine ce %

Jette étude nous permet par ailleurs de tirer des

2]
o]

nclusions sur la réduction des surtensions 3 1'aide du
d

chatrole de ? ou dlun disgjoncteur équipé de deux résistanceg -

A) Contrdle de ¢

S i ot s uin AW MR RS P Ny m

Dans le cadre de llenclenchement sur une
seule résistance , nous avons »ensé que le contrBle de ?
(instant moyen de fermeture des contacts e risistances)

souvait rédulr Lles surtensions . Les courbes de

la moyenne des sur ions quand ¢ est fixé pour R, = 3004L

¥
5004 et 800 présentent en effet un winimum vers 80 . Tontem

fols, ce minimum n'est pas étalé ¢t la variation de Sy n'est
gue de 2% autour de la valeur moyeanne des courbes obtenues .

Le contrdle de T ntazoporte donc pas de galn sur la surtension

3) Eacleachement sur deux résistances

Dans le cas o nous cherch 3 réiuire les

®
[
l)l
6
]
[t
n
t‘i
m
[}
o
o
n
Q

surtensions 3 1'aide de e fermeture , la

ilgure II-9 peut nous alder & choisir ces résistances . Soit
§l la surtension moyenne produite guand on enclenche avec un
Considérons un

HFl la

oremiére résistance & insérer et par RFB la seconde. Lee temps

dlsjoncteur muni dtune seule résistance le.
disjoncteur auni de deux résistances et dé gnons par

d'insertion des résistances seront choisis suffisament grand.
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iRk
51 Rpy
gue nous produisons une premiére surtension., Celle~ci en

est supérieure a Zo?’ ce n'est gqu'en enclenchant RFZ

moyenne ne peut &ire supérieur 3 51 et, pour Ry, fixée elle
est minimuz gusnd RFl est voisine de Zoa .

Dlautre part, guand nous court-circuitons RFl sur
Rps, nous envoyons un échelon (RFl - RFZ) i{A,t) au lieu de
RFI ih,t) si RFl était seule, La surtension additionnelle
occasionnée par cette manoeuvre passe denc de Eicc.RFl i, t)

& Eé ¢ (R = RFQ) i(k,t)

mmmznonsDe gg) = K ‘S.i (1 - Eoa ‘g )
) TFL

( avec x €1 et inversement prooportionnsl a RFZ )

Pour les valeurs de RF£>.202, Si est d'autant plus
grand que RFl est grand. En effet, la surtension produite par
— . Fp crolt et la surten -
sion totale 8¢ croft avec RFl . Donc nour RFZ fivée Sé est
( figure II =~ 9 ) .

ltenclenchement de R, décroit quand R

minimum quand Rwl = Z02

De »lus pour RWl'fixée :

]

1) Eé est dtautant plus faible que Ry, est proche
. 4
de R .
Fl
2) Le court~circuit de RFZ donne une surtension

dlautant plus faible que RFZ est petit .

I1 existe donc une valeur optimale de RFZ pour

R... donnée .
i

Cette étude nous montre ainsi que contrairement
au cholx proposé habltuellement, RFl doit &tre volsine de Zoa

la recherche de R optimale se fait ensuite vers les valeurs

r2
inférieures a4 2, .
od

Nous allons , dans les chapitres suivants ,

iy

wontrer comment déterminer la valeur optimale de R“a «
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II-5 APPLICATION A LA DETERMINATION DU COUPLE DE
RESISTANCE OPTIMUM DYUN DISJONCTEUR EQUIPE

DE DEUX RESISTANCES .

I1I-51 ETUDE THEORIQUE.

La réduction des surtensions de manoeuvre a l'aide
dfun disjoncteur muni de deux résistances est & L'heure actuel-
le la méthcde la plus préconisée ., Cependant le choix des

résistances RFl et R est encore assez arbitraire . Aprés

avoir indiqué qu'il Zefclait préférable de choisir Rgy voisine de
ZO2 et démontré l'existence d'une résistance RFE optimale, nous
montrons ci=dessous gqutil est possible de localiser RFB optina -
le en utilisant la courbe 3( Rp/Zy, ) et la surtension perma-
nente quand RFl est enclenchée . La méthode est basée sur le
calcul, & partir de ces imformations, de la surtension
additionnelle obtenue quand nous enclenchons la deuxiéme

résistance du digjoncteur .
Considérons ltenclenchement d'une ligne monophasée

munie d'un disjoncteur a deux résistances; le générateur est

suvoosé de pulssance iniinie .

Cn1
Bey MW@W*
¢
R2

RY, o

- - i

He @%m@,ﬂé - {
~f 1

L

> . S

E(t)
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Quand Cp, est enclenchée, les &quations

dé+einissant le systame sont

AY . 21
Ww TS 23¥
sr=eve ol

B(t) = Ry i(h,£) + w(h,t)

i
—~
=
-
O
et
1
<

<
Pt
=
o
g
{i
L

dous avons déjd caleulé la solution de ce
systdme et montré qu'i partir d'un temps d'insertion
Ty le régime vermanent est atteint, 3oient i?l et vy,

les solutions en régime permanent,

# A ltinstant T3y choisi comme nouvelle origine,
enclenchons Cg,. Hous pouvons chercher la nouvelle solu-
tion (v, i) comme la somme de 1'#tat permanent précédent
et a'un état transitecire (vp, ip) introduit par la per=-
turbation créée en enclenchant Cg,. vy et i, doivent

vérifier le systéme.

E(t) = RFaifl(A,t)

i (0,8) + g (0,t)

vn(x,o) + vFl(x,o)

Ay A7y . § A ai,
+ = r 1 “+ = ' r i N ..
Ax F1 at n at
hiFl kin.* . + ¢ val + v + ¢ th
ax T Tl at &'y At

+

vFl(k,t} + vn(k,t) * Rp, 1.(A,%)

o

]

in(x,o) + iFl(x,o) = iFl(x,o)

¥ x

H

VFl(X’O)
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vy, et ip, etant solutions du systamel-5ff, en

1

éerivant d'autre part, que E (L) = Vi { , t) = Rry iwl( oh )

-

le syst&meﬂf@fdevient :

EZE = r i + 2 %Eﬂ

X - n ot

e S . e dv,

ax - gV, " at

I1I-512 : ¥ E

in(o,t) = 0
in(x,o) = 0
v {x%,0}) = O Vo

La surtension additionmelle produite dans ce
second régime transitoire est donc dne au pseudo-
enclenchement de la ligne déchargée 4 travers une résis-

bk}

tance Rw.. 1a tension au génératuer Ztant
129

(Rp, - RF?) ivy (A, &)

La courant ipl(}a9 t) caractdrisant un régime
permanent est ginusoidal 3 il nous suffira donc de cone
-~ — o o '

naftre sa valeur maximale pour pouvoir statuer sur la

srandeur de la surtension additionnelle précédente.

En régime permanent, nous obtenons avec des
notations &videntes '

ho . . { g = Vo
E - ®py {(Ipg)y, (\1‘1)0 ch nA

5 - Siﬁ&lo
(IFl}h = B sh n\
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d'ol nous tirons :

{1z 1
ch nd + (RFI/ZC) sh al\ \

N LSR

TII-514 gy | o= | e "
_ 5 ] J § i lZCHCh n)‘_ + (RFl/ZC) sh nkf isl n \

Ltégalité [[-444 nous donne la surtension due
au régime permanent consécutif A l'enclenchement de

RFl, la figure II - 9 nous permet de connaitre la sure-

tension produite pendant. le second régime transitoire

guand Ry, = 0 et, & partir de 14, lea surtension quand

2

Tp, st quelconque mais inférieure i %09.
- . <o

En effet, si pour simplifizr les calculs,

= ki

nous prenons l'exemple d'une ligne sans perte ; pour
¥ 1

n = 4 t R - ~
DT/ PR LI 0y, [{Vr1), ] = |El et la surtension

noyenne produite par L i%ga (%st) sera donc égale

oy

4 la surtension totale donn&e par la courbe S(Rp/&no)
moins un. Nous noterons cette valeur g'o-

\ . Al z B = |7 :
Nota : Dans le cas envisagé %ng (1202) | = |E] sinagk
et comme nous enclenchons. sur une résistance nulle

la valeur maximum de s’y est Belle que :

5

o max |} = 2 lEl sin g\ mmzzz 5! = 2 sin g A



Connaissant s', nous pouvons déterminer la

surtension moyenne §’l produite par le pseudo~enclenchement

de Rpy iy; (N, t) sur une résistancg nulle.

R k4
“FL “c -
= B'

- : o
‘/ cos gAh + (Rpy YC)Z sin® ad

5

'
1

Les courants ipy (A, t) ont en effet la méme

Porme et ne diffirent que par leur valeur maximum.

Lors du pseudo=enclenchement de

(Rp, = Rpy) ipy (Mg ) sur Rp, la surtension moyenne

preduite sera donq,puisque RF, <:%q2 :

oL 1 mm = Rpp) I
e (1 + R

(L

3]
fo ]

wan L 2
¥2 c)\/ cosogh  + (RFlYC)‘ sinaqk

# A l'instant'tig suffisant péur gque le réginme
permanent soit dtabli apras le deuxiéme enclenchement,
fermons le contact principal Cpe La surtension addition=-
nelle produilte par cette manoeuvre est celle d'un pseudo=
enclenchenent de Rp, iyg(%, %) sur une résistance nulle,
Le méme raisonnement que précédemment donne sa valeur

moyenne,

oi
mi
O -

'
3

La surtension totale gt consécutive % la
manceuvre compldte du disjoncteur sera due soit & la
surtension correspondant au régime permanent de l'en~
clenchement de Ry, augmentée de 8's soit A la sur-

tension correspondant au régime permanent de l'enclen=-
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. v P Pl
chement de Rp, augnentée de s'3.

- - ]
o v t e
tT %2 3 22
\/ cosTgh + (Rpy ¥ )7 sin ak
Bt: ou
sy = sf 4 L
~ 2 -
cos“gh  + (RFEYC) sin“g\

wl

't croit quand Ry, déerait, d¥sutre part, avec une ligne
. S - . o
longue dlenviron 300 Kn q}.#fW/10=$?A51n“qk %ﬁ Dyl &

done R L% entraine s° L + 80 BP0 Yo gr4n
s P ne T Weos gk cos Qh

s"y croit quand R¥ 5 croft. Il existe donc une valeur

optimale de Ry, pour RFl fixée et e¢lle correspond A
gﬂt = g Lo
St P 33
1 N 5, ra Yo L1+ 85 (Rpy ~Rpp ) ¥ 1
cos qi cos g A oo (1L + R, Y_ ) )
F2 "¢ \! 2.\ v NE L 2t
Cos g +(RF1YC) sin " gh

31 neous cholsissons conmme nous

p2 2 =
Fa ne
itindiquons et posons x = Ry, Y, nous avons A résoudre 3

&
peg
3 dh.
ccﬁl + ; = = 1+ gt (= 2)
5 ok c55 a X ° "1 1
L

:. (l - X}

-~ cos gk
(L + =)

bt
+
ns

Pour une ligne de 300 Km cos q)w# 1 et la

résolution graphique donne X, ¢o = 1 = O,bL1lb,
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II - 52 - Dtude expérimentale.

Hous avons analysé théoriguement comment se
produisent les surtensions lors de l'enclenchement d'une
ligne monophasée i travers un disjoncteur muni de deux
résistances. Avec une ligne triphasée le processus de
eréations des surtensions demeure le méme malgré le désyn-
chronisme des contacts du disjoncteur. La surtension est

due soit & la fermeture des contacts C aprés un régime

R2
guasl permanent pendant lequel RFl est enclenchée, soit
5 la fermeture des contacts principaux aprés un réginme
guesi permanent pendant leguel RFQ est enclenchée. la
guasi permancnce des régimes cités est lide au temps

4 tinsertion que nous supposons choisi selon la méthode

-

déjix indicguée.

La localisat;on de RFZ

sible en utilisant le ralsonnement déja décrit.

optimale est donc pos-

oA o

Pratiguement cette localisation peut se faire
& vartir d'essals sur la ligne avec un disjoncteur équipé

L33

Jes essais consistent, en posant Xzﬁr/202, &

1¢) Tracer, en fonection de x pour x% 1, la courbe
§m(x) des surtensions maximales en ré ime permanent Lorg-
qﬁe la résistance Ry du disjoncteur est enclenchée. (es
surtensions indépendazntes du désynchronisme'des contacts
du disjoncteur ne nécessitsnt que le relevé d'une courbe
nour chague YF' Dans nos essals nous avons relevé les fluc-
tuations dw minimum 2 partir de 5 ms jusqu'd 40 ns.

desg surt

D

P

20} Tracer, en fonction de x pour x4 1, la courbe

nsions moyennes consécutives au court-cir-

(6N

cuit de la résistazunce R, du disjoncteur apres un tenmps

2



L.

0,6

0,4

S

£

tn
L
o

XwRM%ﬂ
_—-

determination de

la resistance

optimale

L - B¢ -
R ]
N
N\""\\;Q
\\N
Sp(x}
\
. v . ) .
0,2 0,55 1 2 3
I - 13
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dtinsertion tres grand. Cette étude est fakte statistique~

ment en tenent compie du désvnchronisme des contacte prin-

clpsuZ.

350) Tracer la courbe 3(x) pour x=>1 c'est
lrétude statidtigue que nous avons falte dans le parsgra-
P

précédent.,

Nous avons trecé ces différentes courbes sur

la figure IT - 13, En posant x, = R.,/%02 et x,= R./%02
& Fo 1= py ’

2
£

voé sur la néme Tigure 1a courbe

e
s
it {
+
e
&3

tion avee la courbe “ra‘x) donne la résistance nﬁg optimale
et la surténsion correspondant & la valeur de RVI
EN

22,5 = 576 L. Fous +trouvons RFZ op = 0,55 Boz=1580 . I1

est donc vpogsible & partir de la méme construetion de tra-

cer 3?2 optimale en fonction de RFl et de choisir le cou-
A

»le ¢gui donne 1la surtension lz plus faible,

o .
# Nous remarguerons gue SFQ(K) est une continu~

stion de la courbe 5(x) obtenue avec x»1l, ce qui confirme

2
1z jusiesse de notre analyse sur le processus de produchi-

on des surtensions. Cette remaroue peut, dfautre part, =

o

la limite, permettre d'obitenir Sﬁo(x) sang faire d'éssais
snéeifiques.

Conclusion.

Le méthode gque nous venons de développer per—
met de régoudre tous les problémes relstifs & la limita-
tion ces surteasions par un disjéncteur équipé de deux

résistances. Le nombre dfessails trés réduit qu'elle ndces-

o
o]
[
623
H
3
[
[
(6]

site vpar raﬁmnr+ & cenx que sur un disjonc-

teur 4 deux résistances rend cette méthode trés veu ond-

ple 52ﬁl , a,) une treés grande liverté, ce gui peut &tre

e
avantore si nous voulons tenir comnte des contraintes

thermigues

€2}
.
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COMCLUSTIOMN

L'étude des surtensions dans les réseaux 3 trés haute tension
et des moyens de les réduire est un problime complexe tant par la diver-
sité des moyens dfanalyse utilisés jusqu'a ce jour, que par le nombre

considérable de paramétres qui le caractérise.

C'est ce probléme que nous nous sommes efforcés de résoudre
dans ce travail au cours duquel nous avons réussi 3 dégager certains

points.

Au niveau de la formulation du probldme, nous avons mis en
évidence 1'existence de nouvelles coordonndes, différentes des compo-
santes de mode, que nous avons appelé composantes normales. Ces varia-
bles permettent de diagonaliser compldtement les équations aux dérivées
partielles définissant le fonctionnement de la ligne, et 3 partir de

la, en facilitent le traitement sur ordinateur.

Nous avons ensuite mis au point une méthode numérique d'étude
des surtensions de manoeuvre en utilisant la technique des &quations aux
différences finies. Il existe dans ce cadre une infinité de schémas qui
permettrait de résoudre le probléme. Nous en avons proposé un qui, sans
prétendre &tre le meilleur, offre des avantages indéniables. D'une part,
ce schéma aux différences finies est trds adapté a4 la méthode de double
balayage qui en permet une résolution efficace ; d'autre part, nous avons
€tabli pour ce schéma les conditions nédcessaires et suffisantes de sta-
bilité sans lesquelles 1'utilisation d'une méthode aux différences finies

reste soumise aux plus grands aléas.

De plus, nous avons assoupli l'emploi de la méthode numérique
en faisant une €tude originale sur la mise en &quation d'un réseau 3
constanteslocalisées a partir de son graphe. Ce procddé permet d'intro-

duire d'une manilre trds simple les conditions aux limites qui posent
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un probléme non négligeable dans ce genre de résolution.

Nous espérons donc, dans le domaine de 1'analyse des sur-

tensions, avoir cré&é par notre méthode un outil stable, précis, et

d'une grande maniabilité.

En ce qui concerne les problémes de réduction des surten-
sions, nous avons surtout insisté sur la nécessité d'une étude proba-—
biliste. Nous avons introduit dans ce sens une nouvelle méthode d'étude
statistique des surtensions. Nous aplanissons les difficultés liées
4 toute &tude statistique en diminuant le nombre de parsmdtres a l'aide
de considérations sur 1l'importance relative de certains d'entre eux.

En particulier, nous montrons que la charge initiale et les contacts
non principaux du disjoncteur jouent un r8le négligeable si les résis-

tances sont bien choisies et convenablement insérées.

La puissance de 1'@tude statistique nous a permis de montrer
la loi de production des surtensions et de mettre au point, une méthode
originale de calcul du couple optimum de résistances, permettant de
réduire les surtensions 3 1l'aide d'un disjoncteur Zquipé de deux résis-

tances. A notre conialssance, ce dernier point n'a jamais été traité.

En définitive, notre travail nous aura donc permis de mon-
trer 1'efficacité de ltemploi de 1l'ordinateur dans ce type de probldme,
d condition qu'il soit math@maticuement bien posé. Il nous aura aussi
montré 1'importance de 1'étnde statistique quant aux conclusions pra-

tiques qu'on pouvait en tirer.

L'utilisation des m#thodes d&veloppées permettrait sans doute
dans un avenir proche, nous le souhaitons, de déterminer le réseau a
constantes localisées linéaires ou non dont il faudrait munir le

~
3

disjoncteur pour réduire les surtensions & leurs plus basses valeurs.

flous espérons que ce travail contribuera & ouvrir une &re
nouvelle dans 1'&tude des surtensions de manoeuvre, ce s .ot notre

plus grande récompense.
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