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INTRODUCT ION

Le but de ce travail est d'étudier plusieurs propriétés des multiapplications
définies sur un espace probabilisé (Q,GP) et a valeurs convexes compactes non vides
dans un espace vectoriel topologique E. Nous nous sommes, en particulier, intéres-
sé & deux aspects de cette théorie : le probléme de la convergence des multiappli-
cations et la théorie de 1'espérance conditionnelie et des martingales.

L'étude des convergences des suites de multiapplications est traitées dans les
deux premiers chapitres, bien qu'elle soit la partie la plus récente de ce tra-
vail. Nous nous sommes limités au cas des multiapplications & valeurs convexes
compactes non vides dans un espace vectoriel normé comp]ét de dimension finie E,
et avons notamment envisagé, pour 1'application aux problémes de programmation
1inéaire stochastique, la convergence des multiapplications extremales dans une

direction pour une suite donnée de multiapplications.

Nous avons utilisé le terme "programme Tinéaire" pour désigner le probléme
suivant :

Etant donné K convexe compact non vide de E et x' un é&lément non nul du dual
E' de E, résoudre

xe K

max<x' ,x>

L'ensemble K est le domaine admissible ; nous notons P(x',K) un tel program-
me linéaire.

Un cas frégquent, dans la pratique, est celui ol K est un polyédre convexe
défini par un systéme d'inéquations linéaires :

xeR" beR  aeup.m
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Les termes de la matrice a, les composantes du vecteur b et de 1a forme linéaire x'
sont obtenus par estimation de coefficients techniques. I1 est donc tout-a-fait
naturel d'adopter le point de vue aléatoire ! a,b,x' sont des valeurs prises par
des estimateurs A,B,X' considérés comme &léments aléatoires sur un espace proba-
biliseé. '

La définition d'un programme linéaire stochastique serait alors la sujvante :

Soit (2,G,P) un espace probabilisé complet et I' une multiapplication définie
sur (2,G) et a valeurs dans 1'ensemble CK(E) des convexes cbmpacts non vides d'un
espace de Banach E de dimension finie. La multiapplication T est supposée scalai-
rement A-mesurable, c'est-a-dire que les applications

w > o(x',I'(w)) = sup{<x',x> | x € I'(w)}
sont A-mesurables pour tout x' € E'.

A tout w € @ et & tout x' € E', X' # 0, est ainsi associé un programme
linéaire P(x',I'(w)). Plus généralement, si X' est une variable aléatoire définie
sur (R,G) & valeurs dans E'~{0}, a tout w € Q est associé le programme linéaire
P(X'(w),I'(w)).

Nous désignons par programme linéaire stochastique, 1a famille de programmes
1inéaires {P(X'(w),1“(03))}00EQ que nous noterons plus briévement P(X',I).

Nous avons surtout envisagé le cas ol on dispose de suites convergentes
d'estimateurs {An}, {Bn}, {Xé} et nous avons étudié Ta convergence des optimums et
des suites de solutions optimales, sous diverses hypothéses de convergence pour les
domaines admissibles. Nous avons particuliérement étudié le cas des suites de pro-
grammes linéaires stochastiques P(Xé,Pn) ol T'utilisation d'une suite de multiap-
plications {Pn} permet de considérer le cas ol le nombre des contraintes varie
avec n.
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Le chapitre I regroupe les résultats sur la convergence des suites de conve-
xes compacts non vides de E. Le paragraphe 1 résume les définitions des diverses
notions de convergences étudiées plus ‘ou moins récemment par différents auteurs
tels que Kuratowski, Hukuhara, Mosco, JL Joly; Wijsman, etc... et rappelle Teur
équivalence dans le cas des convexes compacts en dimension finie. Etant donné une -
suite convergente de convexes, on étudie au paragraphe 2, la convergence de la
suite des faces de ces convexes correspondant & une suite conver3ente de direc-
tions. Nous montrons, en particulier, qu'une condition suffisante de convergence
énoncéepar JL Joly [1], est aussi une condition nécessaire (prop. 1.20) dans Te
cas des convexes compacts en dimension finie. Le paragraphe 3 présente une autre
approche de 1'étude de la convergence de la suite des faces. La méthode uti]isée
permet de majorer la distance de Hausdorff des faces correspondant & une direction
de deux convexes compacts en fonction de leur distance de Hausdorff. Cette majo-
ration sera utilisée au chapitre II pour 1'étude de la convergence en probabilité
et en moyenne des multiapplications. Le paragraphe 4 reprend 1'étude de la con-
vergence des suites de polyédres convexes définis par des systémes d'inéquations
linéaires. Des résultats de Dantzig-Folkman-Shapiro y sont rappelés et quelques
théorémes de continuité en sont déduits.

Le chapitre II étudie la convergence des suites de multiapplications mesu-
rables et intégrables a valeurs dans 1'espace E, toujours supposé de dimension
finie. Le paragraphe 1 rappelle et précise quelques résultats de mesurabilité
et d'intégrabilité indispensables pour la suite. Le paragraphe 2 dé&finit 1e$ di-
verses notions de convergence pour les suites de multiapplications et quelques |
propriétés élémentaires y sont démontrées. Le paragraphe 3 regroupe les résultats
sur la convergence des multiapplications extrémales dans une direction donnée.
Des conditions suffisantes de convergence sont données pour chaque type de conver-
gence. Le paragraphe 4 est consacré aux suites de multiapplications a valeurs
polyédres convexes compacts définies par des suites de systémes d'inégalités
linéaires a coefficients aléatoires. Nous y &tudions la convergence des suites
de multiapplications en liaison avec la convergence des suites de coefficients

aléatoires, en particulier pour la convergence en probabilité.



- IV -

Les chapitres III et IV sont plus anciens et ont fait 1'objet de deux notes
@ 1'Académie des Sciences (Van Cutsem 2 et - 37) et d'une rédaction mu“ igraphiée
(Van Cutsem . 17). La présente rédaction ne différe de 1'ancienne que par 1'adjonc-
tion de quelques corollaires et de 1égéres modiications.

Aprés quelques rappels sur la mesurabilita et T'intégrabilité des multiap-
plications & valeurs convexes faiblement compactes non vides dans un espace vec-
toriel topologique localement convexe réel séparé E, nous définissons au paragraphe
2 Tes notions d'espérances conditionnel]les faible et forte par rapport a une
sous tribu pour les multiapplications scalairement mesurables et scalairement inté-
grables. Nous donnons ensuite sous diverses hypothéses des théoremes d'existence
des espérances conditionnelles faible et forte et quelques propriétés des sec-
tions des multiapplications considéraes. Nous &tendons, au paragraphe 3, certaines
des propriétés classiques de 1'espérance conditionnelle des variables aleatoires
au cas des multiapplications. Enfin, nous montrons au paragraphe 4 que 1'espé-
rance conditionnelle de 1la multiapplication extrémale dans une direction donnée
d'une multiapplication I est égale presque siirement 3 la multiapplication extré-

male dans Ta méme direction de 1'espérance-conditionnelle de T.

La notion d'espérance conditionnelle ainsi étudiée permet, au chapitre IV,
la définition et 1'étude des principales propriétés des martingales multiappli-
cations. Le cas des sur-martingales et des sous-martingales n'a pas &té envisagé,
mais ne présenterait pas beaucoup plus de difficulté. Nous avons surtout porté
notre attention sur les théorémes de convergences des martingales, et nous don-
nons quelques conditions suffisantes pour qu'il existe une martingale limite.
Enfin, nous montrons que la suite des multiapplications extrémales dans une direc-
tion associée a une martingale multiapplication est encore une martingale,



CHAPITRE -_1I
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Soit E un espace de Banach réel de dimension finie, dont nous noterons d
la distance associée d la norme. Nous désignerons par E' le dual topologique de
E, et par d' la distance associée 3 la norme sur E'. Il sera, en effet, souvent

utile de distinguer E et E', malgré les identifications possibles.

Soit K un convexe compact non vide de E. Sa fonction d'appui est définie

sur E', par
x' > o(x',K) = sup{<x',x> | x € K}

Nous désignerons par CK(E) l'ensemble des convexes compacts non vides de E.

I - DIFFERENTES NOTIONS DE CONVERGENCES
I.1 - Définition

Soit {Kn}ne N une suite d'éléments de CK(E) et K € CK(E). Nous dirons que

. sca .
{Kn} converge scalairement vers K et nous noterons Kn——~—l5K, s1

¥x' € E', @(x',Kh) + @(x',K) quand n > +o,



I.2 - Définition

Soit {Kh}nGJN une suite d'éléments de CK(E) et K un €lément de CK(E). Nous

dirons que {Kh} converge vers K au sens de Hausdorff si

A(Kn,K) >0 quand n + +o
ol A(Kn,K) est la distance de Hausdorff sur CK(E).

Rappelons que

L]

A(Kn,K) max{e(KnK), e(K Kn)}

e(Kn,K) sup{d(x,K) | x € Kn}

Par ailleurs

K C K +B,
AR ,K) < e <=>
(| K, ©K+B_
ol
B.=1{x €8 | |x] =e}

1.3 - Définition

Soit {K.n}ne W ume suite d'éléments de CK(E) et K un &lément de CK(E).

Nous posons

d-lim K = {x ] d{x }, ¥n, x_ € K, lim d(x_,x) = 0}
—— Tn n n n n
n>e
d-Iim K= {x | Bx }, 1lim d(x_,x) = 0,

n>v°

4y ict. iss.
¥': N> N, strict. croiss s ¥n, X € KW(n)j

Nous dirons que K est la d-limite de {Kh}si K = d-1im K, = d-lim K .

Nous noterons alors K = d-1im Kn°



On sait (Berge (1], Chapitre VI, § 5), qu'on a toujours d-lim Kn C d-1im Kn’
que d-1im Kn et d-lim Kn sont fermés dans E (cecl est encore vral si les K sont

fermés dans E) et que

= s e ) s

Remarque : M. P.J. Laurent m'a fait remarquer que la notation d-lim Kn semblait
indiquer que 1l'ensemble ainsi noté dépendait de la métrique choisie
dans E alors que seule la topologie de E intervient. Il ne faut voir
13 en effet qu'une notation destinée 3 distinguer cette limite des

autres que nous utilisons.

I-4 - Définition (Wijsman [1] et [2])

Soit {Kn}n& N une suite d'éléments de CK(E) et K € CK(E). Nous dirons que

e e e s s inf .
{Kh}converge infinitésimalement vers K, et nous noterons Kh—-~9K, s1

wx'€ E', lim lim sup m(x',Kn) = lim lim inf pCp(x',Kn)
p>0 n P p>0 n
ol

’ : = 1 ' ' '
SPGK ) = dnflety', k) | dx',y") <pl.

Voici quelques propriétés &lémentaires reliant les différentes notions de

convergenCes précédentes.

1.5 - Lemme

Soit {Kn}né N KE N

ensemble dénombrable dense d'éléments de E'. 57 les suites

une suite d'éléments de CK(E) . Soit {xi} un sous-—

{op(x',K )} sont convergentes pour tout k € N, alors {p(x',K )}
k> n” k€N n
converge pour tout x'€ E'. De plus, <l existe K € CK(E) tel que

n€ [N

¥x' € E' p(x',K) = lim m(x',Kn).
n



Enfin la convergence de la suite’{w(.,Kn)} vers ©(.,K) est uni-

n€ IN
forme sur tout compact de E'.

Démonstration : les ensembles K étant compacts, les fonctions w(.,Kn) sont
bornées. Il résulte alors du théordme 10.8 de Rockafellar [1] qu'il existe une fonc-

tion convexe finie f sur E' telle que

¥x' € E', f(x') = lim w(x',Kn).
n

I1 est facile de voir que, de plus, f est positivement homogéne, et qu'il existe

un compact convexe non vide K de E tel que
¥x' € E', f(x') = ox',K).

La propriété d'uniforme convergence résulte du méme théorsme de Rockafellar.

1.6 - Lemme
S'71 existe un élément Q € CK(E) tel que pour tout n € N, on qit
R ©Q, alors pour tout x' € E'S{m(xv’Kn}nGN est bornée et 11
existe une sous-suite {KW(n)}n qui converge scalairvement vers un
élément K de CK(E) et la convergence est uniforme sur tout com—
pact de E'.

La démonstration est une simple application du théoréme 10.9 de Rockafellar [1].

1.7 - Lemme
(Ghoutla~Houri [1])
Sotent Kl et K2 deux éléments de CK(E). Alors

A(K],Kz) = sup Iw(x',K])'w(X',Kz)l

x'[[=1

Nous renvoyons & Ghouila-Houri ou & Hormander [1] pour la démonstration.



Remarque : Ce lemme prouve que dans CK(E), la convergence au sens de Hausdorff est

équivalente 3 la convergence scalaire, puisque d'aprés le lemme I.5
la convergence scalaire entralne la convergence uniforme sur tout borné

de E' (Valadier [1]. Lemmes I.24 et I.25).

Nous relions maintenant les propriétés précédentes 3 la d-convergence, qui

est dans

la pratique la notion utilisée (pour les convexes fermés) .

1.8 - Lemme

Démonstration

Soit {K.n}nE N 4l suite d'éléments de CK(E) et K € CK(E) . Alors les

propositions suivantes sont équivalentes :

1) 1lim AR ,K) = O
n n

2) K= d—lim K .
n

a)

b)

t 1 =>2)

Soit x € K. Montrons que K € d-lim K .
L'hypoth&se 1) entraine que

¥e > 0, N, ¥n > N, A(Kn,K) <e
et en particulier

¥¢ >0, &N, ¥n >N, sup d(x,K )< ¢
nd n
x€R
c'est~3~dire

¥¢ >0, dN, ¥n >N, ¥x €K, d(x,K) < ¢

Or Kn €tant convexe compact, il existe, pour tout n, un élément X € K.n

tel que d(x,xn) = d(X,Kn)- On a donc x € d-1lim Kn.

Montrons maintenant que d-lim Kn C K.
Soit x € d-1im Kn. I1 existe donc une suite {xn}ne N et une sous-suite

{KT(n)}nE N telles que d(x,xn) * 0 quand n > +® et X € KW(n) pour tout n.



Donc

¥e >0, &N, ¥n >N, X € K+B_

Or K+B' est compact et X 7 x, donc x € K+B

Flnalement
¥e > 0, x €K+B8

et par conséquent x € K et d~1im K C K.

I1 résulte alors de a) et b) que K = d~1im Kn.

2)

c)

d)

=> 1). Nous supposons maintenant que K est compact et K = d-1im Kn.
Montrons que, pour tout € > 0, K C K +B gs Pour n assez grand.
Soit B(xl,e) la boule ouverte de centre X, et de rayon €.
K &tant compact, il existe Xl"'°’xm dans K tels que
< U B(x., =
K e (Xl’ 2)

Alors, il existe N tel que, pour tout n > N, d(x ,K ) < %-pour tout
i€{1,...,m}. On a donc B(xl, 2) <K +B_ s pour tout i€ {1,...,m}, et

par conséquent K CIKn+B€.

Montrons maintenant que, pour n assez grand, K < K+B .

Soit S une sphére fermée centrée d l'origine, de rayon suffisamment grand
, R

pour que K soit strictement contenu dans S. Posons Ki = Kn ns. Kn est

convexe compact non vide.

§'il existe € > 0 et s'il existe ¥ application strictement croissante de

N dans IN, telle que ¥n € N, ( ) & K+B g» alors il existe {x } telle

n€ N
que, pour tout n, x € KT(n) et x ¢ K+B€.

La suite {xn} étant incluse dans S qui est compact, il existe une suite

extraite {xg(n)}n (£ : N >N, stric. crois.) qui converge vers un élé-

~ment x de S. Puisque, pour tout n, Xi(n) ¢ K+B€, alors x € K.



Or, d'aprés 1'hypothése {xn} convergeant vers x, on doit avoir x € K, ce qui

est contradictoire avec le résultat précédent.

On a donc, pour tout

¥¢ > 0, dN, ¥n >N KiCK+B€
Comme il existe € > 0, tel que K+BE € S, on a donc
(o]
¥e > ¢ , €>0, &N, ¥n >N K} < g+ cs
o) - - n €

n €

En regroupant les résultats de c) et d), on voit que lim A(Kn,K) = 0,
n>r«°

1.9 - Lemme (WZjsman)

Soit {Kn}netN

Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

une suite d'éléments de CK(E) et K un élément de CK(E).

Nous ne démontrerons pas ici cette proposition. Nous renvoyons, vu sa lon-

gueur, 3 la démonstration de Wijsman [2].

I1.10 - Nous avons ainsi

Proposition
Soit {Kn}nEN une suite d'éléments de CK(E) et K un élément de CK(E)

Alors les quatre propositions suivantes sont équivalentes :



1) lim AR ,K) =0
o
2) K = d-1lim Kn
3) Kn_EE§£>K quand n + o,
4) K inf"?K quand n - o,

Nous insistons sur Ie fait que ces €quivalences ne sont vraies qu'en dimen-
sion finie et dans le cas de convexes compacts. Plusieurs implications demey~

rent vraies dans le cas de convexes fermés et aussi en dimension quelconque.
Ces quatre types de convergence &tant €quivalents pour les suites d'éléments
de CK(E), nous dirons par la suite, que {Kn}ne y converge vers K sans pré-
ciser autrement le mode de convergence,

Enfin, signalons une conséquence du lemme T.8 :

I.11 - Corollaire

1) K =d~lim K
2) ¥x € E, d(x,Kh) *> d(x,K) quand n > +co,
3) ¥x € K, d(x,Kh) >0 "

et

¥x € K, lim inf d(x,Kn) >0

Citons encore le résultat suivant qui nous sera utile par la suite



e

1.12 - Lemme (Hukuhara [1] Prop. 3.3)

Sott Q € CK(E) Alors
{k | K€ CKE), K< Qq}

est compact dans CK(E) quand on munit CK(E)de la topologie définie
par la distance de Hausdorff.

(Ce lemme est démontré par Hukuhara par une autre méthode, pour un espace

métrique quelconque).

Démonstration : Soit {yi}keiN = F' une partie dénombrable dense de E'. Alors

Vyl'{EE' ¥K € CK(E), KCQ
'CP('YI'(,Q) = -CP('YI'{,K) = CP(YI'(,K) S CP(yl'{sQ)
0 v o - . ) 1
De la famille {w(yl,K)}K, on peut extraire une sous-suite {w(y], y (n))}nE -
qui converge vers une limite h(y{). Puis par extractions successives de sous

suites, il existe pour tout k € N, une application Wk : N > N, strictement

croissante, et un nombre h(yi), tels que
s 1 \i
¥i < k m(yi’KWk(n)) - h(yi) quand n > o,
Posons alors Y(n) = Tn(n), nous aurons
1] v
¥k € N, W(yk,Kw(n)) - h(yk) quand n > o,

La suite{ KW(n)}ntN d'éléments de CK(E) vérifie alors les hypothdses du
. . - )
lemme I.5 et il existe Ko € CK(E), KO Q tel que KW(n) converge vers Ko et

par conséquent tel que A(KW(n)’Ko) > 0 quand n - o,

Remarque : Ce lemme fournit une autre démonstration du lemme I.6.
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IT - CONVERGENCE DES EXTREMUMS

Soit K € CK(E). On pose pour x' € E' ;

i

K'(x') = {x € J <x',x> P(x',K)}

Nous savons que

i

Lin 2R 90,0

¥ EE, o',k (x'))
Aot

et nous posons donc
®(y',K'(x")) = @' (x',y',K)

(Ces notations ont €té introduites dans VAN CUTSEM fl]).

Nous utiliserons aussi 1a notation

M#)=TXGE‘IQHX>=@@UD}

« Si une suite {Kn}nE N d'éléments de CK(E) intervient, nous utiliserons la

notation Hn(x') avec la signification &vidente :
Hn(x') = {x € E , <x',x> = w(x',Kn)}

{Kn}nEIN désignant une suite d'éléments de CK(E) convergeant vers K € CK(E),

{x;}ne p Une suite d'éléments de EL{0} convergeant vers x' € EL{0}, nous étudie~-

rons dans ce Paragraphe la convergence de 1a suite'{Kﬁ(xé)}neN.

I.13 -~ Proposition

SoTt {Kn} une suite d'éléments de CK(E) convergeant vers g € CK(E), et
{xé} une suite d'éléments de E' convergeant vers x' € B' , x' # 0 , Alops

la suite m(x;,Kh) converge vers (x',K).



"“I]"'

Démonstration : La suite {Cp(.,K.n)}nE N converge uniformément sur tout compact

vers ®(.,K) (Lemme I.5). Donc, pour tout compact F' C E',

£
ve>o0, AN €EmN, ¥ >N, W EF, |ogK)-0G.R|=<3
En particulier, choisissons pour F' un voisinage compact de x'. Alors :

N € N, ¥no A N

] , xx|l,, € v

1

Enfin ®(.,K) étant continue sur E' :

' - ' < §-.
PR -eE LK) < <

¥ve >0, &N €N, ¥ >N

La proposition résulte alors de la majoration
lw(xé,Kn)-@(x',K)| < lm(xA,Kn)~w(x;,K)|+ |¢(XQ,K)~¢(X',K)|
car ¥¢ > 0, &N =‘sup(No,N],N2), Vn > N,

oG K ) -0, K) | < e.

I.14 - Proposition
Soit {Kn}n une suite d'éléments de CK(E) convergeant vers K € CK(E). Soit
{X&}ne § “re suite d'éléments de E' convergeant vers x' € E', x' # 0.
Alors d-lim K;(X;) CR'(x").

Démonstration : Soit x € d=-lim Kr'l(xr'l)° Par conséquent, il existe {x }n
! n

€N
= . e ' 1 - - .
telle que x = lim x et x KY(n)(X W(n)) oii ¥ est une application de N

dans N strictement croissante. Or, pour tout n :

) <=> <x!

%0 € Ky Elyny ¥y ¥n” = POy (n) Ky ()

et, en passant 3 la limite, <x',x> = ®(x',K) puisque

<X'W(n)’xn> +> <x',x> quand n +> ©
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d'aprés la proposition 1.13

| CP(X‘Jif(n)’K‘P(n)) > @',K), quand n > o,

on a donc x' € K'(x").

Corollaire

Avec les hypothéses de la proposition I.14, on q : d-lim Ké(xé) CK'(x")

.
E

’ ' 1 Vg ' ' ' '
s7 {K.n(xn)}ne N converge alors d'~lim K (x)) S R'(x").

I.15 - Remarque 1 : La proposition I.14 traduit le fait que pour x' € E'~{0}, 1'ap~

Lot e e Praghuagitad

plication de CK(E) dans lui-méme qui, & K associe K'(x'), est semi-conti-
nue supérieurement. Ce résultat est 3 rapprocher du principe du maximum
(Berge [2] p. 122).

o ——

1.16 -~ Remarque 2 : La convergence de la suite {K } € i 0'entraine pas la conver-

1.17 -

nn

gence de la suite'{Kﬁ(x')}nefN comme le montre 1'exemple suivant :
A !

D —
1
Soit K = {(x,y) €R?® | 0= x < |

< <
un X<y 1}

o 0 > O quand n > +» ,
5 n
/

X

0

o win i e

Il est &vident que K converge vers K = {(x,y) € R2 | o<x=<1,0sx y <1},
Or si u' = (0,-1), alors K;(u') = {(0,0)} et K'(uw) = {(x,0) € Rzl 0sx<1},

ProEosition

Soit {Kn}nGN une suite d'éléments de CK(E) et Q € CK(E)tels que pour tout

n €N, K < Q. Soit‘{xé}ne N Une suite d'éléments de E'{0} convergeant

vers x' € E'N{0}, Adlors il existe V : N > N strictement croissante telle

que'{Ké(n)(x@(n))} converge. De plus si {Kn}n @y converge vers K € CK(E)
L ' ] 1 y ' '

alors la Uimite de {KW(n)(XW(n))}nEIN est GOﬁtenue dans K'(x').
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Démonstration : L'existence de Ké € CK(E) et d'une sous~suite.

! ! £ ' V(! _ v
{KW(n)(xW(n))}nE  extraite de {Kn(xn)}nE W convergeant vers K résulte
immédiatement du lemme I.12. Si de plus Kn converge vers K, la proposition

I.14 montre que Ké € E'(x').

I.18 - Nous allons maintenant &tudier des conditions plus précises assurant la

convergence de la suite‘{KA(x;)} . Les trois propositions suivantes complétent

n€ IN
certains résultats de J.L. Joly [1]. Nous y montrons qu'une condition suffisante
de convergence de {KA(XA)}nGIN vers K'(x') introduite par J.L. Joly est aussi

une condition nécessaire, dans le cas des suites d'éléments de CK(E). (prop. I.20).

Proposition

Soit K € CK(E), et x' € E'\{0} .

Posons a = sup{d(x,K'(x")) | x € K} et supposons a > 0. Alors il existe
une application Y : [0,a] - R+ s continue, croissante, convexe, vérifiant

Y(0) = 0 et Wu € ]O,a], Y(u) # 0 et telle que
¥x € K Y[&(X,K'(x'))] < d(x,I(x").

Démonstration. L'hypothése a > O entralne que K # K'(x'). Soit p € [0,a].

Posons

Ay = x| x €K, 4K x)) = p}.

>

Ap. est compact et non vide pour p € [0,a].

Soit alors
0 = min {d(x,lI(x")) I x € Ap}
et désignons par g 1'application de [0,a]

dans R+ définie par 0 = g(p).

~ Montrons quelques propriétéds de g.
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1) p_20_=> g(p) > 0 :

§'il existe p > 0 tel que g(p) = 0, ceci signifie qu'il existe x € Ap tel que

d(x,lI(x')) = 0 et d(x,K'(x")) > 0, ce qui est impossible puisque II(x') N K = K'(x").

e o e T s Y e Bt ety s e

Soient o, € [0,a] et 0, € [0,a] et supposons que P, < P,- Alors

]
Q

Ix, € Apl'd(x],ﬂ(x')) 1 =8Py

L}
Q
f

Bx, € Apz dGx,bl(x")) =0, = g(p,)

Supposons que 02 < 0].

Il existe Y, € K'(x") tel que d(xz,yz) = d(xz,K'(x')) = p,. Le segment

[yz,x2] est contenu dans K. Il existe donc x € [yZ’XZJ tel que d%x,K'(x')) =Py
car il est facile de voir que pour tout x € [yz,xzj, d(x,K'(x")) = d(x,yz).
Nous avons donc x € A ,
1
Si nous posons : x = (I—A)x2+Ay2,_(A € [0,1]) nous aurons d(x,yz) =Ap2 =P,
et d(x,lI(x")) = AOZ, c'est~d~dire x € Ap et d(x,lI(x")) =A02 < o, < Oy ce qui est
contradictoire avec o, = mih{d(x,H(x'))'l x € Ap]}'

3) g_est_continue 3 gauche

Soit o, € [0,a] et o, = g(po). SoitA{pn} une suite d'éléments de [0,a]
convergeant vers po par valeurs inférieures, '
Posons S g(pn). {On}est une suite croissante majorée par o, 3

elle est donc convergente, Soit A sa limite, Supposons que A = 0,"€ avec € > 0,

Pour tout n, il existe X € Ap tel que
: n

0, = min{ld(z,I(x")) | x €A} = d(x_,lI(x")).
n pn' n

La suite {xn}, 8tant extraite de K qui est compact, il existe une sous~suite
{XW(n)} et X € K tels que Xy (q) COnVerge vers X quand n augmente indéfiniment.

Nous avons donc
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d(X‘P(n) K'(x')) = p\y(n) > pO
et
d(XW(n)’H(X‘)) = OW(n) + A quand n > 4+ ,
Comme '
¥n, |d(X‘P(n) ’K'(X'))"d(;{’K'(X'))I < d(x\y(n) ,}'\(’)

nous obtenons

4K (x) = .

Le point X appartient donc & Ap et par ailleurs
o

M=) = A<a,

d(x,I(x")) = lim d(XW(n)’
n

ce qui est contradictoire avec g = min{d(x,0(x")) | x € Ap 1.

Nous aurons donc A = co. °

4) Soit alors Y la régularisée de g (voir Moreau [1], § 6). Alors Y est convexe,
semi~continue inférieurementjcroissante et Y(0) = 0. (On pourra poser Y(t) = #%,

si t > a). La proposition sera démontrée si nous prouvons que P # 0 => y(p) # O.

N
g(p) Remarquons d'abord que si p € J0,al et

g(p) # 0, la forme affine sur R définie
g(o) |- - = -~ - par

x> Y= B8y

a—p
minore g sur [0,a].
0

Alors s'il existe po € ]O,aJ tel que Y(po) = 0, nous aurons Y(p) = O pour
tout p < po et

sup {v(po) | v forme affine sur R minorant g} = 0O

°

2
2
g(p,)

v(u) = 2:5;— (u'pl)

Or pour pl = » g est minoré



- 16 -

avee g(pl)

a—-pI

v(po) = 0, >0

Ce qui contredit Y(po) = 0. Nous avons donc
=> N
p, € 10,al Y(p) # 0

Enfin, y étant convexe sur R,, Y est continue sur son domaine (domy ={x € R|y(x)<+o})

et la proposition est démontrée.

1.19 - Désignons par Fa l'ensemble des fonctions ydéfinies sur [0,a] a valeurs dans
§R+, continues, croissantes, convexes sur [0,a], vérifiant y(0) = 0 et u > 0 =>v(u)>0.

(On pourra supposer en outre Y(u) = +® gi uy > a).

La proposition suivante est un cas particulier de J.L. Joly ([1] pages 150
et suivantes)., Nous en donnons une démonstration plus adaptée au cas des convexes

compacts: de E,

Proposition (J.L. Joly)

Soit {Kn}nGN une suite d'éléments de CK(E) convergeant vers X € CK(E) .

Soit'{x;}neN une suite d'éléments de E'“{0} convergeant vers x'€ E'-{0}.

Supposons qu'il existe un nombre a > 0 et une application y € Fa telle que
. 1 '

¥n €N, Vxn < Kn : d(xn,Kn(xn)) £ a

LGk )T < ddx LT (x))).

Alors {Kﬁ(x;)} eonverge vers K'(x').

n€ N

Démonstration : Il est &vident qu'on ne restreint pas le raisonnement en

supposant “xé” = 1 pour tout n € N ({Xé}nGN ayant une limite non nulle
{”xé“}nEIN est bornée inférieurement par un nombre strictement positif 3

partir d'un certain rang.)
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Puisque {Kh} converge vers K, on a d~lim K =K, et il existe {x }

n€ N n n€ N

telle que ¥n € N, X € K et lim d(xn,x) = 0, Soit alors, pour tout n,
V(o o> 1 (!
Y, € Kh(xn) tel que d(xn,yn) d(xn,Kn(xn)). Montrons que d(x,yn) + 0 quand

n > %,

On a toujours d(x,yn) < d(X,Xn)+d(anyn)-

De plus Y[d(xn,yn)] = d(x,I (x)) et, puisque "X&" =1
— - 1
d(x I (x1)) = @(x K )=<x,x >

Par conséquent d(xn,yn) * 0 quand n *> ®, Comme par ailleurs d(x,xn) * 0 quand n > o,

d(x,yn) »> 0 quand n > o,
Nous avons donc x € d-1lim Ké(xé) et
"(x') C d~1im K'(x'").
K'(x') € d~lim Kn(xn)
Comme nous savons déja que (proposition I.14)
-Tim K'(x') C 1©' ("'
d-1lim Kn(xn) K'(x")
nous avons finalement

] ] c T ] ] [ -1 1 1 t 1 1]

K'(x") d-1lim Kn(xn) d-lim Kn(xn) < K'(x")
et

Vet = A=t (%),

K'(x'") d-lim Kn(xn)

1.20 - Proposition

Soit {Kn}neN une suite d'éléments de CK(E) convergeant vers K € CK(E)
quand n o, Soit {Xé}nGN une suite d'éléments de E'~0} convergeant vers
x' € E~{0} . On suppose que 1'épaisseur o de K dans la direction x' soit
strictement positive et que {Kg(xé)}ne y converge vers K'(x') quand we .

Alors il existe a>0 et € Fa tels que :



1)

2)

—]8...

AN €N ¥n > N, ¥x € K, d(x,K'(x')) < a
n n n
t '
vlaGerl )T < e, x)).

Démonstration : Ici encore, nous pouvons supposer que ”x&” = 1, sans restrein-

dre la généralité de la démonstration.
Posons, comme dans la démonstration de la proposition I.18
- ' '
a sup{d(x,Kn(xn)) | x € Kn}
et pour p € [O,anJ

g (p) = inf{d(x,ﬂé(xé)) | x € K , d(x,KA(x&)) = p}

Posons encore

Q
Il

Iw(x;,Kn)+w(—x;,Kn)l

lp(x" ,K) +p(~x" ,K) |

Q
I

0,

O est strictement positif et lim &, = 6. Alors, pour n assez grand, o > 0)

1. I1 existe donc a > 0 et N € N tels

i

S . . o . n
et d fortiori a > %> Puisque +Txé"

que pour tout n > N, on ait a, > a.

Soit alors p € [0,a]. Montrons que lim inf gn(p) # 0.

Supposons que lim inf gn(p) = 0. Alors il existe une sous-suite {gW(n)(p)}nG N
: - > + o,

extraite de {gn(p)}new telle que gw(n)(p) 0 quand n

Pour simplifier nous noterons encore gn(p) cette sous-suite.

Pour tout n, il existe X € {x I d(x,Ké(xé)) = p} = Ag tel que

By (P) = InfldGe Tl ()) | x € A7) = dx T (x)).
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1 éta nvergente, est bornée. sul .. est do
La suite {K,n}ne y tant convergente, est bo La te {Xn}nE‘N nc

contenue dans un compact, et on peut en extraire une sous-suite {XW(n)}nE‘N qui
[ &

converge vers une limite X, quand n > + © ,
Or gn(p) * 0 quand n > ©, et
—_ ]
g, (P) = dlx .1 (x))

entralnent d(XW(n)’HW(n)(X@(n))) * 0 quand n > o,

Par ailleurs

d(XW(n)’i) >0

et
465 () My (o) b)) = 196 (o) Ry (0)) "R ) 22y )|
> oG R -<x', %] =0
d'aprés la proposition I.13 et parce que “Xi(n)“ =1, ¥n € N.

I1 en résulte alors d(x,lI(x')) = O.
D'autre part, puisque Kg(xé) + K'(x') scalairement nous avons
¥x € E d(x,K&(x;)) +> d(x,K'(x"))

Alors, quand n > + o,

d(;(’K\i/(n) (X‘I['J(n))) e d(}’E’K' (X'))

d(x,x

‘P(n)) > 0.

et, de

ld (%, )=d(x

Ky () 0 (n)) ™ Oy () Ky () By ) | = 4 Gomg )

résulte
i ' ' ot t
d(x\y(n) ’K‘P(n) (X\P(n)) > d(x,K'(x"))
c'est~a-dire

d(x,K'(x")) = p.
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~

Nous voyons donc que x € H(x')§ x ﬁ K'(x'), donc x & K. Or xW(n) > x
et pour tout n, XW(n) Eer(n) et par comséquent x € d-lim Kn = K, ce qui
contredit le fait que x ¢ K. Par conséquent, nous avons donc

a>p>0= Llim inf gn(p) > 0,

Montrons maintenant que inf gn(p) > 0 pour p € ]0,al. Ce résultat est facile

a vérifier, car, pour tout p € ]0,a3§i1 n'y a qu'un nombre fini de valeurs de

g,(P) qui soient inférieures a %-lim inf gn(p). Comme par ailleurs gn(p) # 0,

on a bien
p € Jo,al => inf g_(p) > O.
Posons alors
. 4
Y = (inf gn)
Y est définie par [0,a], continue, croissante, convexe sur [0,al] et vérifie
Y(0) = O et, par un raisonnement déjid utilisé au point 4 de la démonstra-
tion de la proposition I.18, Y vérifie aussi
p € Jo,al => y(p) > 0.
Par ailleurs, on a toujours
. %k . b4 .
= < =
Y = (inf gn) inf g, inf Yy
donc, a partir d'un certain rang, (3 cause de la définition de a)
| ' < 1 1] < '
¥ €K, Y[d(xn,‘Kn(xn’)] v, LaGx WK )] < d(x I (x)).

Cette propriété étant vraie pour tout n,si Kn est d'épaisseur non nulle dans

la direction xﬁ, ¥n.
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I.21 - Exemples

1) Soient E =R? , 0< o < B
K ={(x,y) €E|0sx=<a, %‘S y < 8}
K = {(x,y) €E l 0<x=<a, 0<yc< g}

I1 est facile de vérifier que Kn converge vers K quand n - o,
Posons x' = (0,~1) € E'. Alors Ké(x') = {(0,0)} ne converge pas vers

K'(x") = [(0,0),(1,0)].

Par ailleurs

P si 0<p<a /l+ =

V1+n? 2
Y (P) = g (0) = n n
Vp2~a? si %- 1+n% < p < /&2+82
et on voit que
0 si0=spsao
Y(p)=infg_(0) =
n Vp? ~02 si o € p </a2+B2
2) Soient E =R?> , 0 <o < B
Kn = {(x,y) €E I 0<x<ad, x— Bil-s y < B}
K ={(x,y) €E|]O0<x<q, 0<ys=g}

On a encore Kn *> K quand n > *,

Posons x' = (0,-1) € E', Alors ng(x') converge vers K'(x') et on peut vérifier que

inf Yn(p) > 0 quand p > 0, puisque

¥n € N, ¥x € Kn’ d(x,K&(x')) <2 d(x,Hn(X')).
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IIT - PROPRIETE D'APPROXIMATION DANS CK(E)

La fonction Y des propositions I.18, I.19 et I.20 du paragraphe ilne se préte
pas 3 une étude de 1'approximation de X'(x') par les &léments de Ké(x'). A cet effet,
nous avons introduit une autre caractérisation de la forme géométrique d'un conve-
xe compact, qui permet d'é@tudier A(K’(x'),K&(x')) en fonction de A(K,Kn), pour

x' fixé.

I.22 - Proposition

Soit K € CK(E) et x' € E'~{0}. On pose ® = K'(x') . Alors 7l existe h: R,R,

crotssante, continue, vérifiant h(0) = 0 et h(p) 2P , et telle que
¥R, € CK(B), M(K,K)) < p => supld(x,9) | x € cpl} < h(p)
ou @1 = Ki(x').

Démonstration : La proposition est &vidente si-1'@paisseur de K dans la di-

—— . 4t S e S 2 e S

rection x' est nulle. Nous supposerons donc cette quantité@ non nulle.

Désignons par II 1'hyperplan d'appui de K dans la direction x'. Posons, pour

p € R+
B =1{x€E | ||x] =0}
K+B_ ={x € E I d(x,K) < p}
4B ={x € E | d(x,I) < .p}
Alors K+Bp € CK(E), tandis que.H+Bp est convexe fermé non vide dans E.

Soit alors Fp = (K+Bp) N (H+Bp). Fb est un &lément de CK(E).

On remarque $ CTF_ et que d-1lim F_ = & ,
Y 00 o
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Soit alors K1 & CK(E) tel que A(K,Ki)f 0.

Puisque
o ={x€ K | ox',k) = <x',x>}
o= {x € KII- P (x' K = <x',x>}
et que A(K,K)) < p=> ¥y' € E' tel que Iyl =1,

|¢(YY,K)4P(y’,K1)| <p nous avons ®1<: Fp'

Posons alors

>
i

sup{d(x,9) | x € ¢}

Q
Il

sup{d(x,®) [ X € Fp}'

@1 et Fp étant compacts, et d(.,?) continue, ces bornes supérieures sont atteintes.
On pose alors h(p) = 0, et il est évident que h(p) > A. Il reste & &tudier les

propriété de h.

D h: R, ~*jR+ est évident
2) h(Q) = 0 est est évident
3) - h(p) > p est évident
4) h est croissante

Si Py < Py, alors Fp < Fp et h(p]) < h(pz)°
1 2

5) Montrons que ¥0 € R_, Hpe TR, tel que h(p) = o,

Ceci est évident si o = 0.

Supposons donc ¢ > O.
Soit
s, = {x € E | d(x,0) = o}
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SO est fermé, borné, non vide dans E et par conséquent compact. Considérons alors
= n CR. .
A={o]|F, s, # 8} R,
A est non vide, car pour o = 0 s F0 n S0 est @videmment non vide. Posons alors
a = inf{a | a€ A}

Montrons que a € A. Etudions pour cela Fa n Sg» et montrons que F, n Sy # @. Nous

> . ; . .
savons que ¥e > 0, Fa+€ n 85 # @. Soit donc X € Fa+8 n SG Nous devons avoir

o

]

d(x_,9)
d(xe,H) £ a+g
d(xE,K) < a+€

» p €IN.

e L - 1
Considérons alors la suite {EP} ol €p = ;

Alors

f
Q

€N, Ex € Forijp NSy tel aue [ d(x,9) =

§ d(xpsH) S a+ —

d(Xp,K) < at+ —

Puisque SG est compact, il existe une sous~suite {XW(p)}pG N extraite de {xp}

qui éonverge vers x € SO, et

d(Xo,@) = @
d(xO,H) = I]:;__];: d(xly(p) ,H) <a
d(XO,K> = lim d(X\P<p) !K) < a

p—>00

S F N .
et par conséquent X € F n S5 et NELES # 0
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Calculons maintenagt h(a) et montrons que h(a) = 0. Par définition
h(a) = sup'{d(x,é) l x € Fa}
Puisqu'il existe X € Fa N So’ nous avons immédiatement h(a) > O, Montrons

que h(a) > 0 est impossible. Supposons qu'il existe x, € F_ 'tel que

d(x,,8) =0, =h(a) >0

Soit z € &, tel que d(xl,zl) = d(x],®)
Puisque d(x1,®) > g, il.existé

x2.€ [z],x]] tel que d(x2,®) = et par conséquent %, € SO.

- Puisque z € &, z appartient 3 1'intérieur relatif de l'[+Ba et 3 1l'intérieur relatif
de K+Ba, et puisque % € Fa, et %, € [z,xi], Xy appartient 3 1'intérieur relatif

de Fa’ (puisque 1'intérieur relatif de Fa est 1'intersection des. intérieurs relatifs
de K+Ba et H+Ba(voir Rockafellar [1] p. 47)).

On a donc :

d(x2,®) = O
d(xz,H) < a
d(xz,K) <-a

- et par conséquent a n'est pas le minimum de A, ce qui est contradictoire. Nous

avons done h(a) = ¢

6) h est continue

Ceci résulte du fait que h est croissante et que h(TR+) = R, d'aprés le 5)
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1.23 ~ Remarque

A tout &lément K € CK(E) et & tout x' € E'~{0}, est ainsi associé une
application h PR R+ qui permet de majorer e(K'(x'),K;(x')) pour tout

élément Kide CK(E) tel que A(K,Kl) < p.Nous. aurons donc

ARR)) =0 => Ki(x') S R'(x')*B, o

I1 est par ailleurs facile de voir que h(p) est égal 3
h(e) = min{p € R, [A(K,X)) < p, K} (x") CIK'(x’)+BB} .
On peut en effet, pour toute valeur de P, définir un convexe K], tel .que

A(K,Kl) = p et tel que K;(x') contienne un point x € Fp en lequel d(x,K'(x')) pren-

ne- sa valeur maximum h(p).

1.24 - Exemg]es

1) Soit E = R? et x' = (0,-1) € E' et K défini par
K = {(x,y) € R?| x*+ y®-2ay < 0}
Alors h(p) = /225:55, pour les petites valeurs de p.
2) Soit E = R? et x‘ = (O,—l)VE‘E'. Soit K dé&fini par

K={(x,y) €ER* | 0<y<b, ax<yl,0<a<hb

; v .
avec a = tgh , 0 < 6 < =, pour les petites

Alors h(p) = kp ol k = 5
sin —

valeurs de p. 2

3) Soit E = R" et x' € E'. Soit A la matrice d'une application lindaire de R™
dans RP et b un €lément de Rp. Soit K le sous-ensemble convexe fermé de E

défini par

K={x€E | x>0, Ax < b}.
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K est un polyédre que nous supposons compact non vide (x > O signifiant

que toutes les composantes de x sont positives).

I1 est alors facile de voir que la fonction h associée 3 K et 3 la direc-
tion x' estilinéaire par morceaux, et que, son expression au voisinage de
l'origine étant de la forme h(p) = 0p, la valeur de O est lide : a la va-

leur minimum des angles avec 1'hyperplan II(x') des ar@tes (de dimension 2)

issues des points extrmaux de K'(x').

I.25 - Proposition
Sott {Kn}nGN une suite d'éléments de CK(E) comvergeant vers un élément K
de CK(E). Soit x' € E'™N0} . On pose @n = Ké(x&) et & = K'(x'").
Sotent hn(.) (resp. h(.)) les applications R, > R _ attachées aux K (resp. K)

et a la direction x' par la proposition 1.22. Supposons que sup hn(.)

S

sott continue 4 1'origine. Alors

1lim A(® ,9) = 0.
n»>x n

Démonstration : Nous savons déja que, h &tant continue 3 1'origine

¥e > 0, Hp] >0, ¥ < oy A(Kn,K)< o => @n C 9 +B8

Par ailleurs, puisque sup hn(.) est continue 3 l'origine, et que ¥n € I,

hn(O) = 0, nous avons
> q < <
¥e > 0, P, > 0, ¥p < p, sup hn(p) €

Oou encore

¥e > 0, sz >0, ¥ < Py ¥n € IN hn(p) < g

Comme

¥o > 0, &k € N, ¥n > k, A(Kn,K) <p
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nous avons

¥e >0, 3, >0, ¥0<p,, ¥ €N, ¥n > k
A(Kn,K) = pet hn(p) <eg

Or A(Kn,K) <p et hn(p)< € entraTnent ¢ C ®n+B

[y
hn(p) <I>n+Be

et finalement

¥e > 0, sz > 0, ¥pi< Oys dk € W, ¥n> k
< ) <P+
A(Kn,K) o} ‘et‘® @n BE
En rassemblant ce résultat et celui du début de cette démonstration
¥e >0, H = inf(p;5p,) > 0, ¥0 < p_, Tk €N, ¥n > k

AR _,K) < p, ©C 0 +B_, © @+ 3B

.c'est-a~dire
V€>0,Epo?O,Vp<po,3k€lN,Vnik
A(Kn,K) =S p et A(@n,Q) < e

En particulier

¥e > 0, dk €W, ¥n > k, A(@n,Q) <€

I1.25 - Remargue

Cette proposition montre que, pour la suite {Kn} de limite K dans CK (E)
et telle que 1lim sup hn(p) = 0, & tout voisinage Vl de @ , on peut associer

» * m
un voisinage 92 de K tels que

Kn € V2 => @n € V].
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1.26 - Proposition

Soit {Kn}nEN une suite d'éléments de CK(E)convergeant vers un élément K de
CK(E). Soit x' € E'-{0}. On pose @n = K;(x') et & = K'(x'") . Solent hn(,)
(resp. h(.)) les applications R, > R, associées aux K (resp. K ) et d la
direction x' par la proposition I.22. Supposons que sup hn(-) att une li-
mite non nulle quand p tend vers 0. Alors d—lim@n est strictement inclus
dans o .

Démonstration

e o —— " s o P Tt i s e

1) Nous avons les équivalences suivantes :
sup h_(p)> € <=> dn € IN, h (o) > ¢
<=> dp € N, sup{d(x,®n) I x € Fn(p)} > e
<=> dn € W, Hxn € Fn(p), d(xn,®n) > €
et celles-ci entrafinent :
sup hn(p) +# O quand p > O
<=> de > 0, ¥k €N, Hpv<,% sup h_(p) > ¢
n
<=>de > 0, ¥k € N, dp < %, an €N,

dx € F_ (p), d(x_ ,® ) >>€
"k Tk "

<=> g >0, ¥k €N, In €N, Hx € F (19
. k nk' nk k

d(x ,% ) > ¢ .
e g

La suite {nk}kEIN définie ci-dessus ne peut &tre bornée. En effet, supposons
{n, } bornée ; il existe alors une sous-suite extraite de {nk}

k k& N k€ |
constante. Soit n la valeur prise par les termes de cette sous-suite.

N qui est




2)
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Nous avons donc

de > 0, ¥k €N, Hp <,13 ho (p) > €
)
ce qui montre que hn (p) ne tend pas vers O quand p tend vers O, ce qui con-
tredit la continuité®de hn a 1l'origine. La suite {nk}kE m.n'est donc pas
bornée et on peut en extraire une sous-suite croissante. Pour ne pas surchar-
ger les notations, nous noterons encore n, cette sous~suite croissante. Nous

dirons donc

| _
o < —, & r
de > 0, ¥k € N, Ip < o O >k, Hxnke Fnk(p), d(xnk,an) €

Par ailleurs, puisque A(Kn,K) + 0 quand n - +o,

¥p €N, 8M €N, ¥m > M A(R_,K) < L.
P P m P

Posons alors

=]
|

= 1nf{nk I n z_M]}

On construit ainsi deux suites {i } et {n,} strictement croissantes
ppEN :Lppé\N_ ?

telles que

. 1
¥e > 0, ¥p € W, Hlp,vﬂni , Hxn.' € Fn; (2-9,
P i 1, P

d(x. ,® ) >eget A(K ,K) < —
n. n. n.

1 1 1

p p p

Nous avons donc, pour tout p € N :

X . € (Kni + B‘L)uﬂ (]’[ni + B__l__)
P P P



]
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et en particulier,

i ip .
P p
Or .
(K +B ) ©K + B1 1
i Tt =
P -lP p %
puisque
K CK+B
1 . i —
MR LK) <S> "p P
i
C
P K Kn. + B1
1 —
et que P P

(K+B])+B =K+ B

LI
1 P

< —
P p p
La suite ﬂl— + l} étant décroissante, nous avons
i p p€ IN
P
X €K+ B1
ne — ]
P 1]

et {xn }Pe N est contenue dans un compact. On peut donc en extraire une

} qui converge vers une limite % € K+B
—
i

P 1

sous-su?te, encore notée {xn
i

Montrons que x € &. De

¥p € |N, X € K+B,

i -]:-—""]—
P p P
résulte d(x ,K) < f— +'l, et, quand p > +o d(x »K) +~ 0. Ceci prouve
By P P ny
que X = lim xﬁ € K. P
i
P p

1
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On montrerait de méme que x € II, en partant de

¥p € N, X € I+ B

—

L
1
P

o
o |

et par conséquent

x€d=xKNI,

Montrons maintenant que d(x,d-1im @n ) > €.
i
. o . . P
Soit z € d 11m.®n. . Alors il existe {zp}pE N telle que d(z,zp) * 0 quand

1
p > + ®, et une sobs-suite extraite de {e 1} telle que z € @
n, pEIN P n

i
(Y : N >IN strictement croissante). P ¥(p)
Alors, comme d(xn ,zp),z d(xn ’Qn ) > €, nous aurons d(x,z) > e
i i i
~ L —— ¥y vy

et d(x,d-1im @n ) éP)e. (p) ¥(p)

i

P
I1 résulte alors du fait que x> X quand p > +w, qu'il existe P, €N tel

i
~ P ~
que pour tout p > p , d(X,x < §3 et par conséquent que d(x,® ) > £,
o n. 2 n, 2
p p

Nous avons ainsi montré que

ES>O’ HP ems VP>P’Hn-> P> d(;{,CD ) > =
o - i~ n,

c'est-3-dire que

de > 0, HPO €N, ¥p z_po, Eni >p, & ®n. + BE
P 1 -
P 2

et par conséquent A(@n,Q) + 0 quand n + o,
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1.27 - Remarque

La condition sup hn(p) -+ 0 quand P > O est ainsi nécessaire et suffisante

pour que @n + ®quand n » =,

IV - CONVERGENCE DES SUITES DE POLYEDRES CONVEXES COMPACTS DANS R"

1.28 - Les résultats qui précédent sont, bien entendu, valables pour les poly&dres

convexes. Notre but est ici de préciser certains résultats dans ce cas particulier.

Désignons par M le produit cartésien de 1'ensemble M(p,m) des matrices
réelles & p lignes et m colonnes et du cOne positif RE de 1'espace RP. Nous pouvons
. P o o g. + .
identifier M i un sous—ensemble de 1'espace euclidien R™PTP et munir M de la topo-

e 4. +
logie induite par celle de R™PP,

A tout élément (A,b) €IM, on peut associer un poly&dre convexe fermé de

R™ défini par
K=1{x€R" | x>0 Ax=<b}

ol x> O signifie que toutes les composantes xJ de x sont positives. Nous désigne-

rons par ¥ 1'application de M dans CK@®™) ainsi définie.
Nous allons distinguer plusieurs sous-ensemble de M.

\MO désignera un sous—ensemble de M, constitué des couples (A,b) tels que

3C(A,b) soit compact non vide.

IM1 désignera un sous—ensemble de W% constitué des couples (A,b) tels que

¥(A,b) soit compact d'intérieur topologique non vide.
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lMZ(A,b) (A,b) Btant un élément de!M,!MZ(A,b) désignera un sous—ensemble de

iMO constitué des éléments (A',b') tels que
W L

rang A'" < rang A
ol I est un sous—ensemble de {1,2,.°,,p} défini par

I={i | 1<sis<sp A'x=b" wx €3Xa,b)}

i i . . I i
A" et b &tant les iémes lignes de A et b, A et A désignant
les sous-matrices respectives de A' et A constitudes des lignes
dont 1'indice appartient i I.
Remarquons que I ne dépend que du couple (A,b) donné.
B(A) A etant un &lément de M(p,m) B(A) désignera un sous-ensemble de

!RE constitué des éléments b tels que J(A,b) soit compact non

vide.

I1.29 - Soit maintenant {(An’bn)}nGIN une suite d'éléments de /M, et pour tout
n €N K = HXAn,bn), Supposons que (An,bn) converge vers (A,b) € M
quand n >+ ©, c'est-j~dire

@A)t -+ Al Vi 1<is<p
¥ 1<j<m

quand n > ®, Soit K = ¥(A,b).

A notre connaissance le probl&me de la convergence de {K }

n n€ |N
n'a &té &tudié qu'assez récemment (voir DANTZIG, FOLKMAN, SHAPIRO [1]).

vers K,

Nous commengons par rappeler les principaux résultats de ces auteurs

(propositions I.30 & I.34).
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I.30 - Proposition

I.31 -

1.32 -

Soit {(An,bn)}ne N 4e suitte d'éléments de M convergeant vers (A,b) € M.
Soit pour tout m € N sK = 3 (An,bn) et XK = X(a,b).

. ’ 3 s e o m
Sott C un convexe fermé d'intérieur non vide de R . Alors

1) , d-lim (Kn Nc)yckgknNec
2) d-1im (Kn N C). est un sous—ensemble convexe fermé K N C.
3) st K N C est d'intérieur non vide, alors

d<lim (kN C) = KN C

4) s? K N C est d'intérieur vide, ou s7 4i € {1,...,p}, ¥x € K,
A'x-bt = 0 » alors pour tout sous-ensemble convexe fermé Q de

K N C, on peut choisir une suite {(An,bn)}ne ytelle que
d-1lim (Kn ney =q.
Il résulte en particulier

Corollaire

Les notations étant les mémes que précédemment, supposons K d'intérieur non

vide. Alors la convergence de {(An,bn)} vers (A,b) entraine celle de

{Kn}nelN

n€ N
vers K.
Proposition

Soit {(An,bn)}ne N we suite d'éléments de M convergeant vers (A,b) € M.

Soit, pour tout n € W, K = K(An,bn) et K = ¥X(A,b) . 52

. I
lim sup rang Ai < rang A

alors
solt d-lim Kn = K

soit K est vide pour une infinité de valeurs de n et d-lim K = @,
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L'importance de 1' hypothése sur les rangs des matrices A est marquée par

la proposition suivante :

Citons

1.34 -

1.35 -

Proposition
Soit {(An,bn)}ne N “e suitte d'éléments de M convergeant vers (A,b) € M.
Soit, pour tout n € N, K = HXAn,bn) et K = ¥(A,b) . Supposons K non pide
et
. I . I
lim sup rang An > rang A",
Alors 71 existe une suite {c } nay 9 'éléments de RP vérifiant c = 0 pour

i €1 et c > 0 quand n + « pour i €1, et telle que d- 11m5K(A b +c )

80Tt un sous—ensemble propre non vide de K.

encore

Proposition

Soit (A,b) €M et {Cn}nQN une suite d'éléments de RP | convergeant vers 0

quand n> © gt goit
Kn = R(A,b+cn)
= 3((A,b)
Alors, soit K »K quand n > 4

soit K est vide pour une infinité de valeurs de n.

Les résultats précédents entrainent quelques ré&sultats de continuité, dont

nous aurons besoin au chapitre II.

Proposition

Soit (A,b) €M . La restriction de 1'application 3 4 1'ensemble M, (A,b)

est continue en (A,b).
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Démonstration : Quelle que soit la sulte{(An,bn) }ne - d'éléments de M2(A,b)

convergeant vers (A,b), il résulte de la proposition I.32 que K(An,bn)—ﬁ‘c(A,b)
dans .CK(E). M et CK(E) étant des espaces métriques, JC est bien continue

en (A,b).

1.36 - Proposition
L'application ¥ est continue en tout point (A,b) € M. De plus,

la,b)=(a",b")|| désignant une distance sur M induite par wne distance

+
surIRmp P

compatible avec la topologie de R7PFP s NOUsS avons
¥(A,b) €M, & > 0, ¥(a,b") €M tel que | (a,b)-(a", b < 8

alors (A',b") EIM].

Démonstration : Le corollaire I.3] montre que quelle que soit la suite

pruignduipadiuem gL pad =

extraite de M convergeant vers (A,b) EiMl, nous avons
d-1im R(An,bn) = J5(A,b)

L'application 3 est donc continue en tout point de Ml

¥(a,b) €M, ¥e >0, 5 > 0, ¥(A',b") €M, [[(A,b)-(A",b")| < &
=> A(}C(A”b')s J'C(A9b)) < €.

En particulier ¥(A,b) € M, 88, > 0 tel que | A",b")~(A,b) | <6, =>¥(@A',b")

est compact.

Montrons maintenant que ¥(A,b) € Ml’ 362 > 0, tel que
Q
F(A,b') €M : [ ar,b)-(a,b)] <5, K@) £ ¢

Puisque (A,b) € !M], K = (A,b) a un intérieur non vide. Donc, il existe
x € K. I1 en résulte alors que ¥i € {1,...,p} Alxo < b'. Soit alors
(A',b') € Mo et soit
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0 = max {IAji—Ajl,lb'i-bil}
i,]

(c'est-a~dire "(A',b')—(A,b)“< 0 en utilisant la distance adhoc sur
2Rmp+P) .

Nous avons par ailleurs,
; m
¥i € {1,...,p}, A’ x = I A
et on en déduit facilement
lA'lx -A'x | <a supliI
o o . o

3

’ i i . . .
Posons alors e, = -A xo+b et € = inf €;+ Il est facile de voir que

i
<& | < &
o sgp,xol ;o o 7
J
entralnent

. € i i 3e

- < t-_ At < ==

¥i 5 b A X, >

et par conséquent que X € ﬁkA'?b'). Il suffit alors de prendre 52 tel que
$ . iy .
E-S min (0,0 sup lxo,), et on a bien

j

| am-ar,on] <6, => Kby # g,

Remarque 1 : La derniare partie de la démonstration ne fait pas intervenir

la compacité de ¥(A,B).

Remarque 2 : La dernisre partie de la démonstration, permet ,

T [

avec une légére modification, de montrer que si B(XO,E) est une boule ou~
verte de centre x, et de rayon € contenue dans J(A,b) supposé d'intérieur

non vide, il existe § > 0 tel que
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¥(A',b') €M, ¥i € {l,...,,p}"A.'.i” =1, [@a,b)-,b) =8
=> B(x_,2) C}(A',b").

Remarque 3 : Nous avons montré que ¥(A,b) EiMl il existe un voisinage

ouvert de (A,b) dans M contenu danslMl.IM est donc ouvert dans M.

1

Proposition

Soit A € M(p,m)
La restriction d B(A) de l'application ¥, est continue sur B(A)
En outre B(A) est fermé dans BP

s o 0 e e e e ey e e e S

Montrons que B(A) est fermé dans RE. Soit {bn}nﬂN une suite d'éléments de

B(A) convergeant vers b € RE quand n > +©, Montrons que b € IB(A).

Posons Kn = HXA,bn) et K =:K(A,b). Nous devons montrer que K est compact
non vide. Puisque K est fermé, il reste 3 montrer qu'il est borné non
vide.

La suite {b } n€ N est convergente, donc bornée. Soit B € R tel que
¥n € N, ¥i E {1,2,...,p}, b < B. Le convexe H = ¥(A,B) est borné. En

effet, si H n'est pas borne, il existe une suite {Xn}ne - d'éléments de

H telle que
sup x1 >+ ®© quand n > + ®
i€{1,2,...,p}
Il existe alors au moins un indice i€ {1,...,p} tel que Alxn > 4

quand n > + ®©, En effet, si At X était borné pour tout i et tout n, il

existerait un nombre A > O tel que la suite non bornée { } soit

th
contenue dans 1'un des K.n ; Or K.n est compact; H est donc borné, ainsi

que K.
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11 reste & montrer que K est non vide. Pour tout n € N, K.n est non vide.
Soit donc, pour tout n € N, X € Kn’ et par conséquent ¥n € N, X € H.

é i i sous—-sui ¥ : NN strice-
H étant compact, il existe une ous-suite {XW(n)}nE N’ N -+~ N stric

tement croissante, qui converge vers x € H, Or
Axﬁ > AxO quand n > o

et par conséquent, Axo £ Db et X € K qui est donc non vide.
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I1.1 - Nous allons dans ce chapitre, définir pour les suites de multiapplications,

diverses notions de convergence et &tudier la convergence de la suite des faces.

Soit (Q,n,P) un espace probabilisé complet, E un espace de Banach de dimen-
sion finie. CK(E) désignera comme précé&demment 1'ensemble des convexes compacts

non vides de E.

Soit I' une multiapplication définie sur @ & valeurs convexes compactes non
vides dans E (nous dirons plus bridvement & valeurs dans CK(E)). Rappelons que T
est scalairement, G-mesurable si, pour tout x' € E' la fonction d'appui ¢(x',I'(.))
est -mesurable. L'espace E étant de dimension: finie, la mesurabilité scalaire de
I est 8quivalente 3 la mesurabilité de I'. Plus précisément, les propriétés sui-

vantes sont équivalentes :

1) I' est scalairement G-mesurable

2) T est G -mesurable, i.e.

¥F fermé dans E, I' (F) = {w|T(w) NF # ¢}

ou encore (voir Valadier [1], Prop. 0.5)

VU ouvert de E, I (U) = {w|TW) NU # ¢}
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3) T admet une famille dénombrable de sections (-mesurables
{fi}ie N’ telle que pour tout w € @, {fi<w)}i€\N soit dense
dans T(w).

4) ¥x € E, d(x,I'(.)) est (G-mesurable.

Nous désignerons par G 1l'ensemble des multiapplications définies sur § a

valeurs dans CK(E), Gmesurables.

Remarque : les propriétés 2) 3) 4), ci-dessus, sont encore &quivalentes si I est

a valeurs convexes fermés non vides dans E.

Toutes les propriétés résumées ici sont analysées dans le premier chapitre

de Valadier [1]. Voir aussi Rockafellar [2].
Exemple : Soit (£,G,P) un espace probabilisé, A une matrice aléatoire définie sur
(2,6 & valeurs dans L(Rn,mp), B un vecteur aléatoire défini sur (2,0
d valeurs dans le cOne positif de RP, tels que, pour tout w € §

T(w) = {x €R™ | A(wx = B(w), x > 0}

soit compact non vide. Alors I' est une multiapplication définie sur §

a valeurs dans CK(Rn) et Gmesurable (Rockafellar [2] Théoréme 4).

Nous allons donner d'abord quelques précisions sur la mesurabilité et

1'intégrabilité de quelques applications.
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I - PROPRIETES DE MESURABILITE ET D'INTEGRABILITE

Soit P(X',I') un programme linéaire stochastique (voir introduction pour la

définition). Nous dirons que P(X',I') est U-mesurable si X' et ' sont G-mesurables.

Pour tout W € §, l'ensemble des solutions optimales de P(X'(w),l'(w)) est

la face de I'(w) dans la direction X'(w). Conformément aux notations de Van Cutsem

[1] nous le notons I'' (X' (w),w).
Par analogie ayec le cas déterministe, nous poserons

T'(x',w) = {x € T(w) | <x',x> = ox',T(w))}
et

¥y' €E' o', I (&Lw) = o' (x',y', T(w).

' Nous &crirons de fagon analogue

Mx',y',w) = {x € T'(x",w) | <y',x> = @',I"(x',w))}
= {x € T'"(x',w) ] <y',x> = 9'(x',y'T(Ww)}
Il est &vident que I''(x',w) = I'"(x',y',w) si y' = Ax', A € R, et que, par contre,

1'inclusion I'"(x',y',w) € I'"(x',w) peut €tre stricte si x' et y' sont linéaire-

ment indépendants.

Nous définirons ainsi par récurrence pour n > 2

-1
T® (xt g, ,xl,0) = (x € r (@D (ks eeerx!_ W) |
<xé,x> = w(x;,T(n_l)(x;,...,x;_],w))}
ol
-1 -1
Cp(xr'l,f'(n )(xi,..o,xr'l_],w)) = o (et Lk T W),

I1 est évident que pour tout w €  la suite {F(n)(xi,...,xé,w)}ne N st

décroissante quand n croit.
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II.3 - Proposition

Soit P(X',TI) un programme lindaire stochastique défini sur (Q,0) et

G -mesurable. Alors la multiapplication I (X' (w),T(w) est G-mesurable.

Démonstration : L'application @ : E' X § > R est telle que

4 Ut e, e P ot O S s S

¥x' € E', o(x',I'(.)) est G-mesurable
¥w € Q, @(.,I'(w)) est convexe et continue sur E'.

L'application X' :Q > E' &tant mesurable, il résulte de Castaing [1]
(remarque page 10) que ®(X'(.),T'(.)) est U-mesurable.

Puisque
I' (X" (W), = {x €T | <X"(W),x> = ®X' () ,Tw))}

la mesurabilité de la multiapplication w ~T'(X'(w),%) résulte de

Valadier [1] (proposition I.9 page 26).

L'ensemble des solutions optimales de P(X',I') est donc une multiapplica-

tion G-mesurable. Il en est de méme des sections extrémales

IT-4 - Proposition
Sotent Xi,...,Xﬂ sn variables aléatoires sur (2,0) & valeurs dans E'~{o}
telles que pour tout w € Q, les éléments X{(w),...,Xg(w) sotent lindai—

rement indépendants (n = dim E ). Soit
o@ = T™ @ w,...,x W,

le point extrémal de I'(w) pour 1'ordre lexicographique dans E' défini par
(Xi(w)}..n,xé(w)). Alors l'application 0 : Q > E est O-mesurable.
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Remarque : Les propositions II.3 et II.4 sont vraies avec des hypothdses moins

restrictives que les notres (E =an) (voir Valadier [1] ou Castaing

(11, [2D).

I1.5 =~ Proposition

Sotent A et B deux éléments de G.

Alors 1'application de Qi dans R, définte par
w > ACA(w) ,B(w))

est O-mesurable.

Démonstration :

e Ve e s o P o T e o

1) B étant mesurable, on sait que ¥a € E, w »> d(a,B(w)) est U-mesurable.

2) Soit f une section G-mesurable de A. Alors ¥w € @ a »> d(a,B(w)) est
continue sur E, car ¥a € E, ¥b € E {d(a,B(w))-d(b,B(w))} < d(a,b)

- ¥a €E w-d(a,B(w)) est C-mesurable

- L'application w~ f(w) étant G-mesurable, 1'application w—>d(f(w),B(w))

est G—mesurable, d'aprés Castaing [1] remarque page 10 .

3) A étant U-mesurable 3 valeurs dans CK(E), ol E est un espace métrisable
séparable, A admet une famille dénombrable de sections mesurables denses

{fi}’ Nous avons donc
Yw € Q supld(f(W),B(w)) | f section @-mesurable de A}

= sup{d(f, (w),B(w)}
1

et w > sup{d(fi(w),B(w)} est G~mesurable puisque borne supérieure d'une

famille dénombrable d'applications mesurables.
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4) Enfin, puisque e(A(W),B(W)) = sup inf d(a,b) 1l'application
a€A(w) bEB(w)
w > e(A(w),B(w)) est G-mesurable d'aprés ce qui précéde et

w > AA(W),B(w)) = max{e(A(w),B(W)), e(B(w),A(w))}

est GO-mesurable, et la proposition est démontrée.

1I-6 - Proposition

Sott I' un élément de G.

Soit x' € E'. Soit pour tout w € 9, h(w,.) la fonetion associde au com—
pact convexe non vide I'(w) et & la direction x' par la proposition I.22.
Alors pour tout p E!R+, h(.,p) est (G-mesurable.

T e SR ot 0t e P Py o g

Démonstration : Posons ®(w) =I''(x',w). ® est G-mesurable, et h est défi~

nie sur § XIR+ par :
h(w,p) = supld(x,d(w)) | x € Fp(w)}
F (w) = (TW+B) N (I(w)+B
p( ) (T'(w) p) ((w) p)
avec
Mw) = {x €E | <x',x> = ox',I(w))}
B = x€E [ |x] = o}
La multiapplication F(.)+Bp est scalairement mesurable puisque

¥y' €E', |ly'] = 1, Py TWHB) = oy T (W)+y"

et par conséquent O -mesurable.
Alors

Fp(w) = {x € T(Ww+p | <x',x> > o(x',T(w))-p}

et Fp est scalairement G -mesurable d'apr&s Valadier [1] . Proposition 1.9



- 47 =

Par ailleurs, pour tout x € E, w~>d(x,%(w)) est @-mesurable. Soit alors

{fi}iEIN une famille dénombrable de sections de Fp telles que pour tout

we€, {fi(w)} soit dense dans Fp(w). Alors

Vo € Q: supld(x,2(w)) | x € Fp(w)} = sup d(f, (W),o(w)).
1

Or, pour tout i €IN, w > gi(w) = d(fi(w),é(w)) est (G-mesurable, d'aprés
un raisonnement déji utilisé dans la démonstration de la proposition II.5.
Alors sup g, est G—mesurable, et la proposition est démontrée. (La fin

de cetté démonstration correspond 3 la version "mesure abstraite" du

théoréme 4,5' de Castaing [1]).
11.7 - Rappelons qu'une multiapplication I' € G est dite scalairvement P-intégrable
si
¥x' €E' ox',T(.)) € L'(Q,GP)
et est dite Printdgrable si
¥E € mp , £(.) € L'(Q,G,P)

oli ”% désigne 1'ensemble des sections G-mesurables de I.

On sait que
x' > [ e(x',T)dp

est la fonction d'appui d'un convexe compact non vide de E et que l'on note

JQP dP, et que, E étant de dimension finie, on a

Jrae =4[, £ap | £ €my}
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Proposition

Sotent T'| € G et [, € G et P-intégrables.
Alors T' N ') est intégrable et JQ r,n F2 dP CIJQ I, ap N Jerz dp

Démonstration : On sait déja que w - Pl(w) n Fz(w) est (U-mesurable.
Par ailleurs, ¥x' € E', ¥w €

|¢(X'grl(w)nF2(w))] < sup{m(x',T](w)>,-m(-x',P1(w)),w(x',P2<w)),-m(*x',P (w))}
et par conséquent, pour tout x € E', w(x',F](o) n Tz(.)) € L' Q,G,p).
Enfin, il est &vident que

Jgr,n ryde={J,£ar | ¢ Emflm‘z}

]

}

{fg£ap | £ emrl nmF2

< Jgr, @ n.Jq r, dp.

Proposition

Soit I' € G et P-intégrable.
Soit g € LE(Q,G,,P). Alors w > d(g(w),T'(w)) € L'(2,G,P).

Démonstration : Nous avons vu que d(g(.),I'(.)) est G-mesurable.

Posons, pour tout w € Q, f(w) = proxr(w)g(w) ;

f est une section G-mesurable de I et par conséquent, f est intégrable,

‘Alors d(f(w),g(w)) = d(g(w),T'(w)) montre que d(g(.),F(.)) est P-intégrable.

I11.10 - Proposition

Soit I' € G et P-intégrable.
Soit g € LE(Q,G,P). Alors

w > sup{d(g(w),x) | x € T(w)} € L*(Q,G,P).
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Démonstration : Nous savons déja que

" T S P 0 e e B 3 e e

w > sup{d(g(w),x) | x € T(w}
est (G-mesurable (voir proposition II.5).

Par ailleurs, il existe une suite {fn} d'éléments de mr telle que, pour
tout w, {fn(w)}n soit dense dans T'(w).
Alors

¥ € Q, sup{ld(g(w),x) | x € T(w)} = sup{d(£_(w),g(w))}
n

Les fonctions fn et g étant P-intégrables, d(fn(.),g(.)) est P-intégra-

ble pour tout n.

La multiapplication I' étant P-intégrable, il existe une fonction

h: +R+, P~intégrable telle que
¥EE€m,, v €0, [l£W] = hw

(voir Valadier [1], lemme I.15 et prop. I.18).

Par conséquent
¥n, Yo €0, d(f (0),8w) = ||I£ @ [+ gw]

< h@+gw]

et
Vo €0, sup d(£_(),g(W) < h(w)+ gw)]|
n
et

d(fn(.),g(.)) est P~intégrable.
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IT.11 - Proposition
Sotent T, € G et r, € G, et P-intégrables.

Alors e(Fl(,),Pz(.))est P~intégrable. En particulier A(Fl(.),TZ(.))
est P-intégrable.
Démonstration : D'aprés la proposition II.9
w~> infld(x,y) |y € T,@} = d(x,T,w)
est P-intégrable, et il existe g € mrz, P-intégrable, telle que
Yu €0 dx,T, W) = d(x,g(w)
D'aprés la proposition II.10

w > supld(g(w),x)| =x € Pl(w)}

est P-intégrable.

Enfin,
BT (),T(0) = max{e(T (0,1, (), e(T,(),T, ()

est évidemment P-intégrable.

I1.12 - Proposition

Soit T € G et P~intégrable.
Soit x' € E'. On pose, pour tout w € Q
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P(w)+B, = {x | d(x,I'(w)) = p}
I(w) = {x | <x',x = ox",TWw))}
H(w)+Bp = {x | d(x,I(w)) < p}
F(w,p) = (H(w)+Bp) n (T(w)+Bp)

d(w) I'"(x',w)

1

h(w,p) = sup{ld(x,0(w)) | x € F(w,p)}

alors h(.,p) est P-intégrable pour tout p >0 , et h(.,p) > O dans
L', GP) quand p 0.

La mesurabilité de h(.,p) est démontrée dans la proposition II.6.

La multiapplication F(.,p) est &videmment scalairement P-intégrable, et par
conséquent P-intégrable. La fonetion h(.,p) est donec P—intégrablé d'aprés
la proposition II.10.

Par ailleurs, pour w fix&, p » h(w,p) est décroissante et h(w,p) + O

quand p~>0. Alors

0<psp = [ohwp)dp = [ h(w,p )dP,
et d'aprés le théoréme de convergence monotone

lim [o h(.,p)dP = Jb lim h(.,p)dP = 0

00

>0

On a donc bien h(.,p) > O dans L' (R,G,P) quand p * 0.
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IT - DEFINITIONS DE LA CONVERGENCE DES SUITES DE MULTTAPPLICATIONS

IT.13 - Définition

Soient {Fn} une suite d'&léments de G et T un &lément de G. Nous dirons

que Pn converge en prababilité vers T si

¥e > 0, Plw | AT _(W),I'(w) > e} > 0 quand n > + =,
I1.14 - Définition

Soient {Pn} une suite d'@léments de G et I' un &lément de ¢ , Nous dirons

que Pn converge scalairement en probabilité vers T sur une partie F' de E' si

' €F', 0x',T () * 9(x',T(.)) quand n + =,
IT.15 - Définition

Soit {Fn}ne N une suite d'éléments de G , P-intégrable. Soit I € ¢ et

P-intégrable. On’'dit que Fn converge en moyenne vers I' quand n - -1 A(Tn,P) con-

verge en moyenne vers O quand n > oo,

I1.16 - Définition

Soit {PnInE‘N une suite d'éléments de G et I' 'un &lément de G. On dit que

{Fn}n converge scalaivement en moyenne vers I' sur une partie F' de E', si pour tout

x' €F', ¢(x',Fn(.)) converge en moyenne vers P(x',I'(.)) quand n + o,

Remarque : La convergence en moyenne est ici la convergence forte dans L' (Q,G,P).

On pourrait aussi définir la convergence faible et la convergence sca-

laire faible des suites de multiapplications.

R. DATKO [1] &tudie une notion de convergence en moyenne analogue &

celle-ci.
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II.17 - Définition

Soit {Fﬁ}n une suite d'éléments de G et I un &lément de G. Nous dirons

que {Fn}n converge scalairement presque siirement vers I sur une partie F' de

E' si pour tout x' € F', {@(x',Tn(-))}n converge presque siirement vers ©(x',T(.))

quand n > +%,

I1.18 - Définition

Soit {I‘n}ne  une suite d'éléments de G et T un 8lément de G. Nous dirons

que'Tn}ne N Senverge presque sfirement vers T, si A(T_(.),T(.)) converge presque

sirement vers O quand n - +» .,

I1.19 - Proposition

Sbit{Tn}nelN une suite d'éléments de G convergeant en probabilité vers

I' € G. Alors {Tn}nEIN converge scalairvement en probabilité vers T .

Démonstration : La proposition résulte immédiatement de

¥A € CK(E), ¥B € CK(E)

A(A,B) = sup{|®(x',A)~0(x',B)| | x' € B', |x'|| = 1}.

11.20 - Proposition

Soit {Fn}n une suite d'éléments P-intégrables de G et T un &lément P-inté-
grable de G. 8% {Pn} converge en moyenne vers I, alors {Tn} converge sca~
lairement en moyenne vers T.

‘La démonstration résulte immédiatement de

Vo €9, ¥n, AT @,TW) = sup{|@(x',I_@)-0x',T)| | x' €E' [x'] = 1}.
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I11.21 - Proposition

Soit F' = {XL} une partie dénombrable dense dans E' . Soit‘{Tn}n

. 127 2 ' L ' . .
sutte d'éléments de G telle que, pour tout x| €r', {w(xk,Tn(.))}nelN

€ N une

- conmverge presque silrement. Alors il existe T € G telle que'{Tn}ne N
converge scalairement presque sirement vers T sur E'.
De plus, i1 existe N €g ,P(N) = 0 te’ que

¥w € O\N ¥x' € g' w(x',Fn(w)) > ®O(x',T'(w)) quand n -+ +o,

Démonstration : D'aprés 1'hypothése

1] 1 = H
ka €r, HNk € g, P(Nk) 0, ¥w€ Q\Nk, wk(@),

tels que m(xi,Fn(w)) > Wk(w) quand n > +oo,

Soit alors N = U N, Nous avons P(N) = 0 et Ww € Q\N, Vxé €r', Hwk(w)
k

tels que
m(gi,Fn(w)) - Wk(w) quand n -+ +e,
D'aprés le lemme I.5, nous avons
Yw € O\, IK(w) € CK(E), ¥x' € E', w(x',Fn(w)) > ®O(x',K(w)) quand n + +w,
Les applications w - ¢(x',Tn(w)) étant G-mesurables, ®(x',K(.)) est une
application de 2\N dans R, mesurable pour la tribu trace de G sur §\N.
En posant
g. K(w) siw € QN
Tw) =

é 0 siw€N

la multiapplication I' est G-mesurable et AN €G , P(N) =0, W € NN,
¥x' € E',

m(x',Fn(w)> > O(x',T'(w)) quand n + «,
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Remarque - La prpp051tlon I1.21 montre‘que si {Fn}ne  converge scalaire-
ment presque stGrement vers I’ sur E', on peut prendre le méme ensemble
d'exception N pour la convergence de toutes les suites'{¢(x',rn(.))}ne N
et par conséquent, que la convergence scalaire presque slire entralne

la convergence presque sire.

Proposition

Soit {Fn}nelN

siirement vers I' € G. Soit {Xé}nelNune suite de variables aldatoires dé—

une suite d'éléments de G convergeant scalairement presque

finies sur (Q,GP) a valeurs dans E'{0} et convergeant presque siirement
vers X' , variable aléatoire définie sur (Q,Q,P) & valeurs dans E'MO0}
Alors {w(Xé(a),Fn(.))}ne Wconverge presque sirement vers ©(X'(.),I'(.)).
Démonstration : Par hypothése, il existe Nl €qg, P(N]) = 0 tel que

Yw € Q\N], Xé(w) + X'(w) quand n + «,
D'aprés la proposition II.21, il existe N2 €aq, P(Nz) = 0, tel que

¥w € Q\Nz, ¥x' € E', @(x',Fn(w)) > @(x',T(w)) quand n > +w,

Soit N = N; UN,. Nous avons P(N) = 0 et ¥w € Q\WN, ¥x' € E',

¢(x',Tn(w)) > @o(x',I'(w) et Xé(w) +> X' (w) quand n = +o,
La proposition I1.13 montre alors que

Yw € O\N, $(X£(m),?n(w)) > PX"'(w),I'(w)) quand n> =,
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IIT - CONVERGENCE DES SUITES DE MULTIAPPLICATIONS EXTREMALES

Nous étudions ici quelques propriétés de convergence des suites de multi-

applications Fg(x',.) ou T;(X;(.),.) en liaison avec la convergence de Fn(.).

- v s bl s e ke e o . -

I1I.24 - Proposition

Sotent {Fﬁ} une suite d'éléments de G et T un 8lément de G. Soit x' € E!

et posons @n(.) = Pé(x',.) (¢.) = I (x',.) . Soit h(w,.) , la
fonction associée a TI'(w) et & la direction x' par la proposition I.22.
Sif{Fn}nelN converge en probabilité vers T alors
¥6 >0 1lim P(® & <I>+B6) =0
n>® o
Démonstration : NousSavons d'aprés la proposition I.22 que ¥w € Q,

¥n €N, ¥p € R,
AT (W), T(w) < p=> supld(x,8w)) | x € ¢ (W} < h(w,p)

Par ailleurs, puisque ¥w € @, h(w,p) + O quand p > 0, nous avons

¥e > 0, P{w | h(w,p) > €} >0 quand p > 0, c'est~a-dire
¥e > 0, ¥e_ 2 0, Hpo >0, ¥0 < p_
Plw | h(w,p) > €] = e

Soit € > 0 et € > 0. Il existe oy > 0 tel que

€

1

S ——

Plw ] h(w,po) > ¢g] 5

€
et T €I, ¥n > k, Plo | AT @,TW)> p) <= .
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Alors w € {w | h(w,po) < e} N{w | A(Fn(w),l‘(w)) < po} entraine

sup{d(x,2(w)) | x € @n(w)} < h(w,p) < €
c'est—a-dire

{w | h(w,p )< e} N {w | AT (@), T W) < p.} < {w] ¢ (W)CD(w)+B_}
ou encore, en passant aux complémentaires et en prenant les probabilités

P{w | 0w & ow+s} < plo [h(w,p ) > el+plw | AT _(W,Tw) > p !

<
€

Nous avons bien montré que ¥e > 0, ¥, > O, dk €N, ¥n > k

Plw | o () F o)+ } < €,

I1.25 - Remarque - Nous avons montré que la convergence en probabilité de Tn vers [

entraine que, en probabilité, d-lim @n est contenu dans ® , car
¥ve , dk, ¥n > k, @n(w) c cb(w)+B€ <=> d~lim @n(w) < d(w),

c'est-d-dire que 1'application de CK(E) dans CK(E), qui & K associe

K'(x') = @, est semi—continue supérieurement en probabilité.

11.26 - Proposition

Soit {Pn}ne N “ne suite d'éléments de G convergeant en probabillité vers
I' € G. Soit x' € E™0} . On pose @n(.) = F;(x',n) et ®(.) = I'(x',.).
Sotent hn(w,o) (resp.h(w,.)) les fonctions R, >R, attachées aux Fn(w)
(resp. T(w)) et & la direction x' par la proposition I.28. Si pour tout
e > 0, P[hn(’,p) >e]+0 quand p = 0O, uniformément en n €[ alors @n(n)

converge en probabilité vers ®(.) quand n > ®.
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Démonstration : L'hypothése s'écrit

¥e >0, ¥6>0,8 >0, ¥ <p,¥n €N Plw|h(we) <el>1-6 ().
Par ailleurs, d'aprés la proposition précé&dente
¥e > 0, Pl{w l @n(w) Ci@(w)+B€} > ] quand n > +
Posons alors
| AZ = {w | ¢ (w) © o(w)+B_}

Bg,e = {w | h_(w,p) < €}

¢h = fw | AT, W.T@W) = p}
Nous avons ainsi :

ve >0, 8, >0, ¥ <p,, & €N, ¥n >k,

w €Al N B;’E n cg => A(®_(w),0(w)) < ¢

et il en résulte

P(Az.n Bg,e n CS) < POAR ),0w)) =€)

——

5

P _-;1. n - . n n n
et en désignant par A, Bp’g, Cp les complémentaires de Ag, Bp,e et Cp

m

... ,.n n
P(ADFE(B) )+B(C)> P(A(2 ,8) > €).
Or :
¥e, >0, ¥e > 0, Hpo >0¥% <p s ¥n >N

— €

n
< ' 5
P(Bp,e) 3 d'aprés (1)

et ¥p > 0, ¥e, > 0, &, €N, ¥n > k,
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—_— €
P(CB) S'El puisque Pn converge vers I ‘en probabilité
et ¥¢ > 0, ¥¢, > 0, &k, €N, ¥n > k,
T 81 : . .
P(Ag) < 3 d'aprés la proposition précédente.

Finalement

=\'. < H =
¥e, >0, ¥ > 0, ﬂpz = inf(p,,p ), ¥0 Pys Ty suP(ko’kl’kZ)

¥n > k P(A(@n,Q) >g) S¢g

3 1

&

(et P(A(l"n,I') > p) < 5

c'est-d~dire

¥e >0, ¥e, > 0, &k, €N, ¥n > k

2 3 3

P(A(@n,é) > €g) < €

Remargue - La condition ¥¢ > O, P[hn(.,p) >¢el+0 quand p > 0, uniformément
en n, est ainsi suffisante pour que @n converge vers ® en probabilité quand
n > +», Comme par ailleurs m(x',rn(,)) converge vers ®(x',I') en probabilité,
il y a alors, pour toute suite de programmes linéaires stochastiques
P(Tn(-),x') telle que-Tn g'T quand n > +®, convergence en probabilité.de
1'optimum m(x',Tn(.)) et de 1'ensemble des solutions @n(.) respectivement
vers 1'optimum @(x',I'(.)) et vers 1'ensemble des solutions ®(.) respecti-

vement.
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B) - Convergence en moyenne

bl L BB P - R AtV Sl - -

I1.28 - Proposition

Soit Q € CK(E). Soiﬁ'{Pn}n une suite d'éléments de G, P-intégrables, et
convergeant en moyenne vers I' € G et P~intégrable, telle que

¥n, ¥ € Q, I <q, I <aq.

Soit x' € E'"\0} et posons o ()= Fé(x',.) et 9(.) =T'"(x',.).
Alors

j‘Q e(2(.),® (.))dP > 0 quand n -,
Démonstration : Nous savons que
ATW,T W) S p = e(8W),0_W) < h(w,p)

Nous avons donc

Vo €Q, ¥n €, e(®(W),? (W) =< h(w,A(P(w),Pn(w))).

Or

w > A(F(w),Fn(w)) est (-mesurable

¥o > 0, h(.,p) est G-mesurable

Yw € Q, hw,.) est continue et croissante
alors

w > h(w,A(F(w),Pn(w)) est Q-mesurable (Castaing, [1]

remarque page 10.
De plus Pn(w) © Q et I'(w) € Q entrafnent

A(T(w),Tn(w)) < diam Q = R
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et ] .
h(w,A(T(wW),I (@)) = h(w,R).

h(.,R) étant intégrable d'aprés la proposition II.lZ/h(.,A(F(.),Pn(.)))

est donc P-intégrable, ainsi que e(@(.),@n(.)).
Soit maintenant
A (a) = {w | AT @), W) < a}

Puisque A(P(.),Pn(.)) + 0 dans L' (92,G,P) quand n * ®, alors, pour tout
a>o, P[An(a)] + 1 quand n* *,

Par ailleurs, nous avons

J.Q e(@,@n)dP = JAn(a) e(@,@n)dP + JW e(@,q)n)dP
s JAn(a) h(w,a)dP + fx‘n—(aj' h(w,R)dP
s JQ h(w,a)dP + I-A—-(—a-)— h(w,R)dP
n

Comme d'aprés la propgsition 11,12

ve > 0, o > 0, ¥a < q, J'Q h(w,a)dP < %

en choisissant a < 0, nous avons

£

N “ N, ¥n N, J‘X—-(—;)— h(w,R)dP < 3
n

puisque P[Ah(a)] *+ 0 quand n > *°, et puisque h(.,R) & L' (Q,Q,P).

On a donc bien

J’Q e(9,8 )dp > o.

TS g e I
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Remarque 1 - La demonstratlon de 1'intégrabilité de e(%,d ) peut encore
se faire en remarquant que ¢ et @ sont scalairement P—lntegrables et en

appliquant la proposition II.1l.
Remarque 2 - L'hypothése Tn(w) S Qet I'(w) ©Q peut 8tre remplacée par

T @ S Aw)Q et I'(w) © A(w)Q ot Q € CK(E) et A € L'(2,G,P) et telle
que h(.,X(.)) € L' (Q,GP). '

Proposition

- Soit Q € CK(E) . Soit {P } une suite d'éléments de G P-%ntégrables et

convergeant en moyenne vers I €G et P—zntegrable, telle que
¥, Y0 €Q, T_() € Qet T(w) €q

Soit x' € E'et posons‘®n(e) = P&(x‘,.) et d(.) = T'(x',.)

Supposons que
¥e >0, 8 >0, ¥a < q, sup [o b (.,a)dP < €.
n
Alors

JQA(Q,Qn)dP quand a + 0.

Démonstration : Nous avons comme précédemment dans la proposition IT.28 :

¥, W0 € 0, (@ (@,0W) S b W,ATW,T_(W))
et pour tout n,

hn(a,A(T(-),Pn(o))) € L' (Q,Gp)
Soit encore

A (a) = {u | AT @),T @) < a)
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et, pour tout a > O, P[An(a)] + | quand n > «, -
Ecrivons alors

Jq e(@_,0)ap < JAn(a) e(?_,9)dp + J‘A;“(é')' e(d_,8)dp
S Sy @y BalHAT )T (D))er
n .
+ Iy (AT ), T ())ar
n

Comme Fn(w) CQet T'w < Qq, hn(w,p) est inférieur au diamétre R de Q,

pour tout W et tout P > 0. Il en résulte

JQ e(?_,0)dP < JAn(a) h, (.,a)dP + JW R dP

< Jq h (.,a)dP + R P[A(a)]
O;’par hypothése/
¥e > 0, B > 0, ¥a < a, ¥n, Jo b (.,a)dP < =

et, en choisissant a < O,

i A (] < £
N, ¥n > N, P[An(a)J < om

c'est~3~dire
¥e > 0, N, ¥n >IN, [, e(? ,®) dP < e .
Comme par ailleurs, d'aprés la proposition II.28

¥e > 0, EN,, ¥n > N, [, e(d ,0) dP < ¢
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nous avons finalement
¥e > 0, N = sup(N|,N), ¥ > W, [o (2,0 )dP < ¢

et la proposition est démontrée.

IT.31 - Remarque - Les conditions sup JQ h (+,p)dP » O quand n > et T (.) €q,
I'(.) © Q sont ainsi suffisahtes pour que la convergence en moyenne de F
vers I' entralne la convergence en moyenne de @ vers & . Comme de plus
la convergence en moyenne de Fn vers [, entralne la convergence en moyen-~
ne de w(x',Pn(.)) vers ®(x',I'(.)), ces conditions sont suffisantes pour
qu'il y ait convergence en moyenne de 1'optimum du programme linéaire sto-
chastique P(Fn(.),x') et de 1l'ensemble de ses solutions respectivement vers
1'optimum du programme lindaire stochastique limite P(I'(.),x') et 1'en-

semble ® des solutions.

C) - Convergence presque_sdre

Nous avons déja montré 3 la proposition II.21 que la convergence scalaire
Presque siire sur une partie dénombrable dense de E' entratnait la convergence pres~—

que sire.

Nous donnons ici quelques résultats montrant 1'existence de sous~suites con-

vergeant presque siirement, sous diverses hypothéses.
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I1.32 - Proposition

IT.33 -

Soit F' = {xi} une partie dénombrable de E'. Soit'{Tﬁ}n une suite d'élé-
ments de G convergeant scalairement en moyenne vers I € G sur F', alors
il existe une sous—suite {gxn)kﬁmgxtraite de {Fnk“chonvergeant presque

silrement vers I.

Démonstration : Pour tout x €F

Jh |@(X£,Fn(-)'" @(XL,P(.)ldP quand n > +»,

Alors UN_ € G, P(Nl) =0, ¥

i N -+ |N strictement croissante tels que

1’

vo € O, ®(x{,Pwl(n)(w)) > O(x T W)

De mé€me, E{NZ € G’, N2 o Q\Nl,

sante, vérifiant, pour tout n € W, Wl(n) < Wz(n), tels que

P(NZ) = 0, HWZ : IN > N strictement crois-—

Yw € (Q\Nl)\Nza ¥i € {1_s2}: CP(X:;.QT\PZ(n) (U))) -+ QP(X:{,I‘(N))

et ainsi de suite, en procédant par extractions successives de sous-suites.
Soit alors ¥ : N >N : Y(n) = Tn(n) et N=U Nn' Nous aurons donc P(N) = O

n
et

Yw € QW . ¥xp €r',
(= » le(n)(w)) > cp(xl'c,l"(w))

ce qui prouve, que {FW(n)} converge scalairement presque silirement

n€ N
vers I' sur E'.

Proposition

Soit {Fn}HERJune suite d'éléments de G convergeant presque stirement vers

T € G. Soit £ une section G -mesurable de T. Alors il existe pour tout n,
. G - '

une section G-mesurable £ de T telle que {fn}nEiNconverge presque

stirement vers f.
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Démonstration : Posons f (w) prox T (@) f(w), (Pour la définition de

prox, voir Moreau [2] ou Castaing [3])

L'application w - fn(w) est (G-mesurable car :
¥a €E, w *proxf ) 2 est (E“mesurable d'aprés Castaing (3] Th. 3.
n

Y €Q a- PTOXp (y a est continue sur E en vertu de 1'in8galité :

d(proxP (w)a, proxf (w)b) < d(a,b) (voir Moreau [2] p. 284),
n n

I1 résulte alors de la remarque, page 10, de Castaing [1] que, f &tant

G- mesurable, w = proxp (w)f(w) est (-mesurable.
n
Nous avons ainsi, pour tout n, une section fn de Pn qui est G -mesurable.

Il existe N € G, P(N) = 0 tel que ¥w € O\, T (w) converge scalairement

vers I'(w), c'est-a-dire T'(w) = d~lim Tn(w).

Alors pour tout w € NN, il existe, pour tout n, X (w) € T (W) tel que
d(x (W), £(w) > 0 quand n + +©, Comme on a alors d(x (w), f(w)) > d(f (W) ,£(w))

il en résulte que d(f (W),f(w)) > 0 et on a bien f, * £ P-presque sfirement.

11,34 - Proposition

Soit {T } n€ |y We suite d'éléments de G comvergeant scalairvement en proba-
bilité vers un élément T de G. Alors i1 existe une sous—suite {FW(n)}nE

extraite de {Tn}HEquui converge presque siirement.

Démonstration : Soit F' = {xi k€ gy U0 sous-ensemble dénombrable dense de

1] 1 ) e L
E'. Alors, pour tout X €F', {m(xk’rn(°))}n€ i converge en probabilité

vers une limite @(xi,F(.)). Par extractiors successives de sous-suites,

on peut construire une sous-suite
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telle que

{FW(n)(')}netN gxtraite de.{Pn(.)}nE N

Vxé €F!' @(x W( )) @(x s7(.)) P.p.s. qugnd n > +o

La proposition II.2}1 montre alors que'{T?(n)} converge presque

n€ N
sirement vers I.

Les propositions suivantes donnent des conditions suffisantes de conver-

gence presque slire des suites {<I>n(.)}nE N

Proposition

Soit {Tn}nEIN une suite d'éléments de G convergeant P-presque siirement
vers T € G, Soit x' € E™{0}. On pose @n(.) = Fé(x',.) et () =T'"(x',.)
Soit h (Wy.) (resp.h(w,.) ) les fonctions R, > R attachées aux T (w)
(resp. P(w)), et a la direction x' par la proposition I.22. S7

sup h (+sp) > O en probabilité quand o > 0, alors & ( ) converge presque

s&rement vers ®(.) quand n + .

Démonstration : L'hypothése supihn(.,p) * 0 en probabilité quand = O,
entraine que sup hn(.,p)é‘O PEpresque slirement, puisque p + sup hn(w,p)
est décroissante pour tout w € Q. I1 résulte alors que, sauf Bur un en-
semble N, € G, de probabilité nulle,

Tn(w) + T'(w)
et

P;(x',w) - I (x',w)

d'aprés la proposition I.25.

11.36 - Remarque - La convergence presque siire de {Tn}nelN vers I' entralne que

presque siirement d-1lim Qn C ® . Il suffit pour cela d'appliquer la pro-
position I.14 aux suites {Qn(w)}nE N Pour @ appartenant & 1l'ensemble de

convergence de la suite {Fn}ne N’
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I11.37 - Proposition

Soit {Tn}ne N e suite d'éléments de G convergeant P-presque stirement
vers T € G, SOit{Xg}nE{N une suite de vecteurs aldatoires & valeurs
dans E'~{0} et comvergeant presque stivement vers X' > variable aléatoire
d valeurs dans E'~{0}.
Supposons qu'itl existe a> 0 et F, (voir I.19) tels que
€
Yo € Q, ¥n €N, ¥x €T (0,
1 1] < [ L
yld (x o1 (X! () ,0) ] dlx 1 (x! (@) ,w)]

' 1 rs : '
AZors{Tn(Xn(.),,)}n €N Qonverge presque sirement vers T(X'(.)).

La démonstration résulte immédiatement des propositions I.19 et IT.23.

IV - MULTIAPPLICATIONS A VALEURS POLYEDRES CONVEXES COMPACTS DANS R"

Les ré&sultats de ce paragraphe sont &troitement 1liés & ceux du paragraphe
“¥'du chapitre I, et concernent les suites de multiapplications & valeurs polya-

dres convexes compacts.

Nous savons d&ja que si A est une matrice aléatoire définie sur Q,4p)
et 4 valeurs dans M(p,m); si b est un vecteur aléatoire défini sur (2,G,P) et

a valeurs dans le cOne positif RE de/Rp, la multiapplication T définie par
w>Tw = {x €R™ | x>0 A(wx < b))
est G-mesurable (voir exemple II.1).
Nous nous préoccupons ici de la convergence des suites de multiapplications

Tn(.) a4 valeurs dans CK(E) et définies 3 partir de suites d'éléments aléatoires

(An(.),bn(.)) a valeurs dans IM par 1'intermédiaire de 1'application ¥ (voir I.28).
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11.38 - Proposition

Soit {(Ah(.),bn(.))}nenqune suite d'éléments aléatoires définis sur (2,G,P)
et a valeurs dans M convergeant en probabilité vers (A,b) EIMO » quand
n > ®, Soit I, des multigpplications sur (Q,G,P) définies par

Vu € 2, T (w) =3QAn@D,bwD)

et soit K = 3(A,b).

Soit IT=1{i | 1=i5p, A'x = b'}et supposons que %w € w, ¥n € N,
rang Ai(w) < rang AI (voir I.28 pour les notations).

Alors T (.) converge en probabilité vers K quand n > .

Démonstration : L'application ¥ restreinte éle(A,b) 8tant continue en

(A,b) (voir I.35), nous avons
¥e > 0, U6 > 0, ¥(a,B) €M, (A,b) : [[(a,B)~(a,B)] < &
- /-\Gc(d,?),l") <€

Soit alors

=]
i

twea |lla @b -@,p] < 8

v

L= lw€Q | AT w),K) < e}

L'hypothé&se de convergence en probabilité de (An(')’bn(')) vers (A,b)
entraine que P(Un) + 1 quand n * ©, La continuité de ¥ en (A,b) entralne
U, ©V,- I1 est alors évident que ,pour tout € > O,YP(Vn) + 1 quand n ~,

D'ol la proposition.
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Proposition

Soit (A,b) € M, . Soit {(An(')’bn(')>}n€  Une suite d'éléments aléatoires,
définis sur (2,G,P) & valeurs dans M, et convergeant en probabilité
vers (A,b)quand n > +», Alore Tn(.) = 33(An(.),bn(.»convergeven proba-

bilité vers K = }(A,b) quand n -+ =,

Démonstration : Puisque (A,b) €lMl, nous savons que pour tout € > 0, il

existe § > 0 tel que
(FA',b") €M | A",b")=(A,b)]| < §) =>

(A',b') €M et AGUA',b"), H(A,b))< e .

 Choisissons € > 0 et § > 0 vérifiant la relation précédente et posons

11.40 -

e}
]

wea | @A w,b )-a,n] < &

Vv
n

{weQ | A(rn(w),K) < g}

Alors Vn,“Un CZVnget la convergence en proBaBilité de Tn(.) vers K en

résulte immédiatement.

Proposition

Sott A € M(p,m). Soit b(.) un vecteur aldéatoire défini sur (Q,q,P) a
valeurs dans B(A) . Soit {bn(.)}ne w U“ne sutte de vecteurs aléatoires
définis sur (Q,0G,P) & valeurs dans B(A) et convergeant en probabilité vers
b(.) quand n -,

Posons
L@ =X@ab @) ¥ €N, €
F'(w) = 3(a,b(w)) Yw € Q

Alors Fn converge en probabilité vers T quand n -,
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Démonstration : Nous savons dé&ja (I.38) que b +§K(A,b) est continue en

tout b € B(A), et que B(A) est fermé dans Rz. Alors la convergence en
probabilité de bn vers b entraine celle RXA,bn) vers ¥ (A,b). On peut le
vérifier en utilisant, par exemple, la méme démonstration que celle du

théoréme 4.1 page 27 de A. FUCKS [1].

II.41 - Remarque - Il est essentiel pour la fin de cette démonstration d'ﬁtiliser
le théoréme de Heine. Son emploi est ici possible parce que [B(A) est
fermé dans RP. Par contreIM1 n'est pas fermé dans Mo (i1 est imméd.at de
fabriquer une suite de compacts d'intérieur non vide dont la limite
est un compact d'intérieur vide) ce qui ne permet pas d'utiliser la con-
tinuité 3 sur M, pour montrer la convergence en probabilité de HKAn,bn)

versiK(A,b) quand A et b sont aussi des &léments aléatoires.

I1.42

L'intégrabilité des &léments aléatoires (A(.),b(.)) 3 valeurs dans M n'en-
traine pas 1'intégrabilité de la multiapplication T'(.) = MXA(.),b(.))

et réciproquement. L'exemple suivant illustre bien ce fait.

Soit A et b deux variables al8atoires réelles positives. La multiappli—
cation T'(.) = {x € R I x>0 A()x = b(;)} est intégrable si et seulement

. b(.) 1
si N®) €L (2,G,pP),

Seuls les critéres généraux d'intégrabilité seront utilisables. Par exemple

Proposition

Soit (A(.),b(.)) un élément aléatoire défini sur un espace probabilisé

(R,G,P) et & valeurs dans M_. La multiapplication T définie par
PTw ={x€RB™ | 0sx AWx < BW?

est intégrable si et seulement si il existe Q € CK(R™) et A € r©,n,p)

.
<



11.43 -

IT.44 -

-72.-

tels que

Yw € Q T'(w) € A(w)q.

On peut donner des conditions suffisantes plus compliquées analogues i
celles que nous utiliserons pour les espérances conditionnelles et les

martingales dans les chapitres ultérieurs.

Citons néanmoins les résultats suivants dont la démonstration est

évidente.

Proposition

Soit b(.) un vecteur aléatoire défini sur un espace probabilisé (R, G,P)
- ad valeurs dans RE s et P-intégrable. Soit A € M(p,m) . Alors la
multiapplication I définie par

) ={x €R™ | 0= x, Ax < b(w)}

est P-intégrable.

Proposition

Soit'{bn}nE  Une suite de vecteurs aléatoires intégrables définis sur
un espace probabilisé (Q,4,P) & valeurs dans Rf, et convergeant en
moyenne vers le vecteur aléatoire intégrable b. Alors la suite de mul—

tiapplications Pn définies par

o €N ¥w€Q T (W =1{x€R"|0sx, Ax < b (W}

convergent en moyenne vers la multiapplication T définie par

Yw € QTw ={x €R" | 0<x, Ax £ b(w)}.
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Les théorémes de convergence presque slire découlent immédiatement des théorémes
de convergence non aléatoire.

Il en est ainsi en particulier des théorémes d'extraction de sous suites conver-

~

geant presque slirement 3 partir de suites convergeant en probabilité ou en moyenne.

Nous ne dé&taillerons pas ces &noncés faciles 3 écrire.
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CHAPITRE - _III

- A . s " o v . T . W T A P M W M e = e g G G e e S Mk M lam W S o T N S e B M EE e M e S S . A . S -
e o O A - - S5 M S T A S T o - " -] -

I - INTRODUCTION

ITT.1 - Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe séparé réel
1

T b
E'* pour désigner respectivement E muni de la topologie affaiblie 0(E,E),

(e.v.t.l.c.g.r), E' son dual. Nous utiliserons les notations Eo’ Eé s ET, E
Eé,
E' muni de la tpologie faible O(E',E), E muni de la topologie de Mackey

T(E,E'), E' muni de la topologie de Mackey T(E',E), le dual fort de E, le dual

algébrique de E'.

Et étant un espace vectoriel topologique muni d'une topologie t, CK(Et)
désignera l'ensemble des convexes non vides de Et compacts pour t ; de méme

CF(Et) désignera 1l'ensemble des convexes non vides de E, fermés pour t.

A tout K € CK(E ), nous associons, comme précédemment,
¥x' € E' p(x',K) = sup{<x',x> | x € K}
La fonction ¢(.,K) : E' > TR est la fonction d'appui de K. Les propriétés

des fonctions d'appui ont été étudiées par L. Hormander [f]. Nous indiquons ici

celles que nous utiliserons le plus.
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I1I1.2 - Lemme

S0t E un e.v.t.locor.8., E' son dual., Soit h une fonetion numérique

définie sur E'. Les dewx propositions suivantes sont équivalentes :
1) h posséde les propriétés

a) ¥x' €E', Wy' €E', h(x'+y') < h(x")+h(y")

b) ¥A > 0, ¥x' € E', h(Ax') = Ah(x")

e) ¥x' € E', ~» < h(x') < +»

d) h est continue pour T(E',E)

2) h est la fonction d'appui d'un convexe T non vide fatblement compact
de E.

Signalons de plus que si on remplace d) par 1'une des assertions

dl) h est semi continue inférieurement pour o(E',E)
d2) h est continue pour O(E',E)

d3) h est fortement continue
nous avons alors les &quivalences (voir L. Hormander [l])

a), b), c), dl) <=> T' est convexe fermé non vide

a), b), c), dz) <=> T est convexe fermé, borné non vide et contenu dans

un sous-espace de dimension finie.

a), b), c), d3) <=> [ est convexe fermé, non vide et fortement borné.

Les propriétés de @(.,K) liées 3 la dualité ont ét3 &tudiées par
J.J. Moreau [1].
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II1.3 ~ soit (2,(,P) un espace probabilité complet., Nous nous intéresserons

~

surtout, dans les chapitres III et IV, aux multiplications définies sur § et 3
valeurs dans 1'ensemble des convexes O(E,E')~-compacts non vides de E. Nous les
désignerons par "multiplications définies sur Q et 3 valeurs dans CK(EC)" (ce
qui est un abus de langage).

Définition

Une multiapplication I' définie sur (2,G,P) 3 valeurs dans CK(EO) est

scalairement G-mesurable (resp. scalairement P-intégrable) si
¥x' €E', w-~ P(x',I'(w)) est (@G-mesurable (resp. P-intégrable).

Deux multiapplications Tl et Tz définies sur (Q,G,P) & valeurs dans

CK(EO), scalairement (G-mesurables seront dites
a) égales scalairement P-presque partout (ou scalairement P-presque siirement) si
vx' €E', IN€aQ@ P =0, Vw €QW
P(x', T @) = P(x',T, )

b) égales a P-presque partout si

N € G P(N) = 0, ¥%w € O\
Tl(w)>= Iy (w)
ou encore ce qui est équivalent (HSrmander [1] Th. 1)
Iy € G P(N) = 0, %o &€O\N, ¥x'€Eg
Px',T @) = @', T, ()
I1 est évident que 1'égalité P-presque partout entraine 1'égalité scalai-

rement P-presque partout. S'il existe un ensemble dénombrable dense dans E', 1'in~
p

verse sera vrai &galement.

TN
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ITI.4 - Nous noterons ngl'ensemble des sections scalairement G-mesurables de

la multiapplication T :
ml.’,' = {f I £ € LE(SZ’U)’ f(w) € T(w) P-P-P-}

Rappelons, pour faciliter la lecture de ce texte,les deux résultats sui-
vants sur 1'intégration des multiapplications (voir Valadier (1] et castaing-

Valadier L11).

iII,5 ~ Lemme

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie. I' une multiapplication
définie sur (2,G,P), scalairement G-mesurables et scalairement P-intégra-

ble ; alors
a) dg elLl(Qs GP) telle que ¥ €Q, ¥u € T(w
ol = g
. . G N S
b) 1'image canonique de mp dans LE est U(LE,LE,)compacte

. G .
o) (Jotap | £em} = {E€E | <«x',0> = [y 0x',T(.))aP, ¥x' € E')

II1.6 - Lemme

Soit E un e v telocor.g, T une miltiapplication définie sur (Q0,P) a4
valeurs dans CK(EO), scalairement G -mesurable et scalairement P-intégra—
ble.

a) Soit
R = 1€ € B'% | <x',£> < [ 0!, T())dP . ¥x' €E')

Alors K(Q) est un ensemble convexe non vide og'* ,E') compact.

Tout £ Erﬁ .est scalairvement intégrable et J £ dP€ R(Q) .
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- b) 8'i1 existe {e;}ne N dans E' séparant les pointe de K(Q), E et de -
I'(w), ¥w € Q, et si ¥f E"’mr 5 JQ f dP € E, alors

| : K(Q)0E={J'Qfd1>lf€m%}
et

max{<x',x> I x € ANE} =~Jh ox',I'(.)) dp

c) 8¢ de plus E est semi-réflexif, K(Q1) est contenu dans E .

III.7 - soit A € Q. Introduisons les ensembles

£ €8* | «',p s [, ox',I(.))ap, W' €E'}

K (&)

‘ G
Hp(4) {JAfdP-| £ em:)

Définition

Une multiapplication I définie sur (2,6,P), & valeurs dans CK(EO) et

scalairement Q-mesurable sera dite P-intdgrable si

¥A €C KI’(A) = HF(A) CE
on écrira alors

Iy T dP = Hy(A)
I1 est évident qu'on a alors

¥x' € E' max{<x', %> | x € B} = [, (x',[(.))dP

c'est-a-dire

o(x', [,I()ap) = [, ox',I(.))dp.
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IIT.8 - Remarque - Si T' est P~int&grable, alors I' est scalairement P~intégrable.
Le lemme III.6 donne des conditions pour que 1'implication inverse soit
vraie. Le lemme III.5 montre, que si E est un espace vectoriel réel
normé de dimension finie, si I est scalairement P-intégrable, alors [

est P-intégrable.

[I1.9 - Enfin, si (R,0,P) est un espace probabiliSé.® une sous tribu de G.si E
est un e.v.t.l.c.r.s., si f est scalairement G-mesurable et scalairement P-in-

tégrable, nous dirons que g est une version de L'espdrance conditionnelle faible
8 q 8

® . . . .
de £ et nous noterons g € Ep[f] 81 g est une application de { dans E, scalaire-

ment ®-mesurable et scalairement P-intégrable telle que
¥B € B, ¥x' € E', J'B<x',g(.)> dp = J'B<x',f(n)> dp

Nous définissons dans ce chapitre, les notions d'espérances condition-
nellesfaible et forte pour une multiapplication. Les théordmes d'existence qui
suivent sont adaptés des théordmes de CASTAING et VALADIER sur les dérivées de
RADON-NICODYM des multiapplications et nos démonstrations sont directement ins-—
pirées des leurs, ainsi que de celles de M. METIVIER ([1] et [2]) sur les mar-
tingales vectorielles. Nous étudions ensuite les propriétés des espérances

conditionnelles et surtout les propriétés liBes aux sections et aux faces.,
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II - DEFINITIONS ET THEOREMES D'EXISTENCE

Nous donnerons d'abord un résultat en dimension finie.

I11.10 - Proposition
Soit (2,0,P) un espace probabilité complet, ® une sous tribu P-compléte
de G » E un espace vectoriel normé réel de dimension finie, E' son dual.
Sott T une multiapplication définie sur (2,G,P) & valeurs dans CK(E) ,

scalatirement Q-mesurable et P-intégrable.

Alors il existe une multiapplication A définie sur (2,8,P) & valeurs
dans CK(E), scalairement ®-mesurable et P-intégrable telle que

¥B €8, [, AWar(w) = [; T(WdP).
Q. . ® @B
De plus, pour tout f ﬁlnr 1l existe g ElnA telle que g € EP[f].

Démonstration : Désignons par (ei,...,e;) une base du dual E'. A tout

ot e o P e 4t . S0 . S

x' € E', associons Y(x') € L' (9,8,P) définie par
Y(x') = E?[@(x',?(.))].
Y(x') possé&de les propriétés
¥x' € E', ¥y' € E', VY(x'+y') S ¥(x")+¥(y")
¥A >0, ¥x' €E', Y(Ax') = A¥(x")
Soit de plus & ELI(Q,(}P) défini par :
E(w) = sup{|®(ei,T(w))|,|¢(~ei,F(w))| ;5 1i=1,2,...,n}

(£ est la fonction g du lemme III.5).
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Il en résulte qu'il existe une constante k, telle que :
Px',T() £ kEW]x']

et par suite que :
¥x")] < & Ep 0]

ol fo” est une norme de x' suf E'.

Nous allons construire un rel&vement p de Lm(Q,@,P) dans SW(Q,@,P)
le relévement des ¥(x') définira les fonctions d'appui de la multiappli-

cation A cherchée.

501t 6 € ¢1(2,8,P) un représentant de E (£). Pour tout représentant

W(x ».) de ¥(x'), nous avons P-presque slirement

W, o] s ke (=],

Posons @ ={w|n<6@ < n+l}. Sur chaque {0 les ¥(x') sont essentiel-
lement borneso Soit p un relévement de I 2,8 P) dans £ 2,8), Nous défi-
nissons un relévement de ¥(x') en utilisant sur chaque Qn, la restric-
tion pn du relé&vement p.

Soit ¥(x',.) = pl¥(x")]. Nous avons
Y(xlry,w) S V(w4 (v ) W €0
Y(Ox',w) = AV (x',w) _ ¥w €0, %A >0

Yt w) | =k 8@ [lx']]
Pour tout w € Q, W( ,W) est donc la fonction d'appui d'un convexe compact
non v1de, puisque ¥Y(.,w) est sous llnealre positivement homogéne et con-
tinue sur E'. Soit A(w) le convexe compact de E défini par
P(x',Aw)) = W(x ,w). ¥x' € E', Y € Q.
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Les fonctions ® > ®(x',A(w)) sont B-mesurables et P-intégrables. La mul-
tiapplication A est donc scalairement ®-mesurable et scalairement P-in-

tégrable.

) ®
Soit maintenant f Elﬁ% et g EEEP[f].

Nous avons donc
vBEGB, [ fdp= [, gap
ou encore
¥x' €E', W¥BE€G®,
J’B<x',f(.)>dP = j'B<x',g(.)>dP.
De <x',f(w)> < @(x',I'(w)) ¥%w € Q (ou P-presque slirement) résulte
<x',g(w)> < @(x',A(w)) P-presque sfirement et par conséquent
g(w) € A(w), P-presque sirement.
® étant P-compléte, il existe une modification g de g telle que :
Yo € Q g(w) € A(w) et g € EP[f].

Enfin, nous avons d'aprés le lemme III.5

. ® G
vB€B, {[ g ap | g €m,) ='{fB £dp | £ €mp}e

I11.11 - Remarque - Si A] et A2 sont deux multiapplications vérifiant
vBE€B [ A dp=[ Ter | i=1,2.

alors

¥B € B wx' € E',

Jp ®G",0, (0dp = [ oG',8,(.))dp
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et A] et A2 sont scalairement égales P-presque partout ; E' étant de

dimension finie, A] et A2 sont égales P-presque partout.

II1.12 - Définition

Soit (2,4,P) un espace probabilité complet, ® une sous tribu compléte de
G, E un espace vectoriel topologique localement convexe réel sépéré,T une multi-
application définie sur @,0,P) 3 valeurs dans CK(EO), scalairement @G-mesurable
et scalairement P-intégrable. Nous appellerons version de L'espérance condition-
nelle faible de I' par rapport a ®, toute multiapplication A, définie sur £,8,p),
a valeurs dans OK(EU) scalairement ®B-mesurable et scalairement P-intégrable

telle que
¥x' €E', ¥B € B, j; ®(x',A(.))dP = fﬁ ®(x",T'(.))dP.
] ®
Nous noterons ce fait A € EP(T) = EP(T]@).
Si I' est P-intégrable, et si A ést P-intégrable, nous &crirons

v €@, [ AdP - gl dP

pour
g ® . a
VBEB, {f gdp | g€ myd =z £ap | £ € mpl

et nous dirons que A est une version de 1'espdrance conditionnelle de T par
q ' P

rapport 3 G,

Nous allons maintenant &tablir plusieurs théorsmes d'existence d'es~

Pérance conditionnelle d'une multiapplication I sous diverses hypothéses.

I11.13 - Proposition

Soit (R,G,P) un espace probabilits complet, ® une sous tribu compléte
de G, Eun e.vet.loc.r.8.,E' son dual. Soit Q un comvexe équilibré
non vide ‘0YE,E')-compact. Soit wne multiapplication définie sur

d valeurs dans CK(Q), scalairvement -mesurable.
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Alors il existe unme multiapplication A définie sur Q & valeurs dans CK(Q)

(03]
scalairement ®B-mesurable telle que A € EP(P)O
‘ C .. ® ®
De plus, pour tout f € My » Z1 existe g GI“A telle que g G[EP(f).

Enfin, s'il existe une suite {e&}nE(N d'éléments de E' qui sépare les

points Q, T et A sont P-intégrables et on a
¥B € ®, VjB hdp = [, Tdp.

Démonstration : Pour tout x' € E', posons

& ]
\PX' =’EP CP(X aF('))

v € ' (2,8,P). Comme ¥x' € E', ¥%w € Q , @(x',I'(w)) < 9(x',Q),
Y , est borné et Wx, € LOO(Q,(B,P)c L'application x' = Wx' de E' dans

L (R,8,P) ainsi définie vérifie les relations

Yorrgt S Yart,

¥y = A, ¥A > 0

e ., s o',

Soit alors p un relé&vement de Lm(Q;@,P) dans £m(9,@,P)e Posons

Wx,(.) = p[WX,]. Des relations précédentes nous déduisons

~ ~

Vragr @) < ¥ (@Y, ) Yo € Q
¥y @ = AWX,(w) Yo €Q , ¥A >0
IWX,(w)! < sup [<x',x>| Vo € Q .

x€ Q
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~

L'application x' ~> Wx,(w) est donc, pour w fixé, la fonction d'appui
d'un convexe fermé non vide A(w) < Q (Voir HOrmander [1]], et par conséquent
O(E,E'")~compact. La multiapplication A, ainsi obtenue est scalairement ®-mesu-

rable et scalairement P—intégrableﬂ Nous écrirons @(x',A(w)) au lieu de Wx,(w).

Soit maintenant f Erﬁ%, scalairement P-intégrable. Rappelons la défini~-
tion de 1'espérance conditionnelle faible de f et montrons qu'il en existe une

version, section ®-mesurable de A.

® . . .

Posons g1 = EP[<X',f(.)>]. L'application x' = 8,1 est une application
linéaire de E' dans L'(Q,8,P). Comme ¥x' € E', ¥w € Q , <x',f(w)> < o(x',Q),
nous avons en fait g , € Lm(Q}@,P). Montrons que x' - g, est une application

continue de E% dans L (R,8,P). Un voisinage de O dans E% est donné par
V(K,e) = {x' f |<x',x>l <e, ¥x €x}

ol € >0, et K est un convexe &quilivré O(E,E')-compact de E. En particulier,

si K= Q

7(Q,e) = {x' f l<x',x>f <eg, ¥x € Q}
et il en résulte pour x' € V(Q,¢)

v € Q |<x',f)>] se

puisque ¥w € @ , I'(w) € Q. Par suite, quel que soit le représentant @x,(,) de
Byt I@X.(.)l < € P-presque silirement et ng,"w < € ce qui prouve la conti-
nuité cherchée.

Désignons alors par éx,(.) 1'image de 8,1 Par le relévement p déja
utilisé. L'application x' > g ,(.) ainsi définie est donc une application liné-
aire et continue de E% dans £ (2,8,P). En particulier, ¥ € Q , x' » gx,(w) est
une forme linéaire de E' continue pour T(E',E). La topologie de Mackey &tant

compatible avec la dualité entre E et E', il existe donc g(w) € E tel que

yx' € E', gx,(w) = <x',g(w)>
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et 1'application g : £ + E est scalairement ®-mesurable et ;scalairement P-inté-

grable. g est une version de 1'espérance conditionnelle faible de f.

I1 suffit de montrer maintenant que g(w) € I'(w), ¥w € Q.

Ceci résulte immédiatement de :
Yw € Q <x',f(w)> s e(x',I'(w))

car alors :
Egl<x’,£(.)>] S Eplo(x',I(.))]

c'est-3-dire 8y < va dans Lw(Q,@,P) et par conséquent
.1 (W) = <x',g(W)> < P(x',AW) W € Q.

Nous avons donc g(w) € Aw).
A est ainsi une multiapplication définie sur @ , & valeurs dans CK(Q),
scalairement ®-mesurable et scalairement P-intégrable telle que
vx' €E', ¥B € G, [ 0(x',A()dP = I o', r()ap

. ®
c'est-d~dire A eiEP(I‘)o

L'existence de'{e;}ne’N dans E', séparant les points de Q, jointe a la

propriété T'(w) © Q, ¥w € §, entraine

¥A € Q, ¥f Em% ,J'Af'dPEP(ALQCE
f ainsi que KF(A) C Q< E. Il en résulte donc d'aprés le lemme III.6 b), que
KF(A) NE-= KF(A) =H (A), ¥A € Q. Nous avons de méme KA(B) = HA(B)" ¥R € B,

Les multiapplications I' et A sont donc P-intégrables.

®
Si de plus A € EP(F), alors KA(B) = Kp(B), pour tout B € B, I1 en résulte
HA(B) = HF(B)’ ¥B € B ; autrement dit :

¥vB €8, [, Adp = [ Tap.
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Remargue 1

Deux relévements différents fournissent deux versions différentes de
1'espérance conditionnelle faible de 1a multiapplication T. Soit A et
A deux versions distinctes : nous avons ¥x' € E'

@(x',AI(.)) = P(x' ’AZ(')) P-presque s{irement, mais ce n'est que s'il

existe {eé}nelN dans E', séparant les points de E que nous aurons
A1(°) = AZ(.) P-presque sfirement.
Remarque 2

Ce n'est &galement que s'il existe {e;}nelN séparant les points de E',
que 1l'on peut associer i toute fonction f, section (;~mesurable de T,
une fonction g € E?(f), section de A. On n'a en effet

<x',g(w)> < o(x',AWw)) que presque slirement et 1'ensemble d'exception

dépend de x'.

Proposition

Soit (0,0,P) un espace probabilité complet,® une sous tribu compléte de
G, Eun e.v.t.locor.s., E' son dual. Soit T une miltiapplication défi-
nie sur 1 d valeurs dans CK(E ) » scalairement G-mesurable et scalai-
rement P-intégrable, possedant la propriétd suivante :

¥e > 0, EQE €®B ot (. sous-ensemble convexe non vide équilibré, o(E,E'")

compact de E tels que

p(gggg) £ e et ¥ € Qe ,»  I'(w) < Q.
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Alors 11 existe une multiapplication A définie sur (2,G,P) & valeurs
dans CK(E ), scalaarement B-mesurable et scalairement P~intégrable
telle que A € E (r).

De plés, pour tout f € m% s Scalairement P-ﬁntegrable 11 existe
g € mps Scalairvement P-intégrable telle que g € E (£).

Enfin, si E est séquentielle faiblement complet si T est P-intégrable
et 8'll existe une suite {eé}nEIN d'éléments de E' qui sépare les
points de E, alors A est P-intégrable et

¥vBE€®, [, A dp= [, Tdp.

Démonstration : Construisons pour commencer une partition {Qn}nelN de

ot e ey e e (ot e s B e P P

particuliare,

¥n, 59; €8 et Qé vérifiant les conditions de 1'&noncé : P(Q\Q&) < %3
Qé convexe, équilibré, O(E,E')-compact.

Posons :

n
Qn = U o
n 1 n

{Q;}nefN est donc une suite croissante de sous~ensembles de Q telle que
i

1
oLl —
P(Q Qn) < =~
et

HQ\?Q& =0

Soit alors 1 n}nefN la partition de Q , définie par

= On = O
Sp=8yy 9 =N "

A\
N

* Remarque
L'hypoth&se : f Gnlr est scalairement P-intégrable ; est superflue si E est

séquentiellement faiblement complet. (voir Castaing-Valadier (1D,

o T - i e e e L R L L R L W L
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et soit I

N = \UQ
i n

Cette partition est constitue d'ensembles deux 3 deux disjoints et

vérifiant

n
PONUQ ) =
1 m

5 ]—

It
(@)

[0¢)
\
P(O\U Qn)
1
n
Désignons par Qn’ 1'enveloppe convexe &quilibrée O(E,E')~compact de ? Qé.

Pour tout x' € E' nous avons alors

o]

¥w € OW, Ox',Iw) = I Px", I (W)X (W)
: el

od xn(.) désigne la fonction caracté@ristique de Qn.
. n
Posons Yk(.) = m(x',r(.))xk(.), Zn = ? Yk’ Z(.) = o', T'(.).

Nous avoms donc, pour tout n E]N,,lzn[ ES ]Z], et Z étant intégrable par
hypothése, {Zn}nelN est qui-intégrable. Comme par ailleurs {zn}nE\N
converge P-presque siirement vers Z, {Zn}nG)N converge en probabilité
vers Z. Il en résulte que {Zn}ne N converge fortement vers Z dans
LJ(Q,G,P) (Neveu [1], Prop. II. 5-4, p. 50). Par conséquent, ¥A € G >

¥x' € E', uniformément par rapport a A,

n .
Lim I OB O J, o', (ar

’ ®
Posons maintenant Wz, = EP[@(X',P(.))XH(.)J ou encore puisque Qn €B ;

n _ ® N ,
Ve = X (OEpLe", T ()],
Il résulte alors de la proposition III.13 que Wz, admet un représentant
?2,(.) tel que 1'application x' - Wz,(w) soit la fonction d'appui d'un
convexe non vide O(E,E')~-compact An(w), qui vérifie An(w) CZQn,

Yw € Qn. En outre An(.) est scalairement ®B-mesurable et scalairement

P-intégrable,



{5 wmpe g v SR

_90-—

Posons
A (w) siw€QR
n
Aw) =
{0} siwé€N
avec o
_ yh .
¢(X',An(w)) =¥ 1 (w siwé€ e
Nous avons donc
Vo € W, ¥x' € B, O(x',AW) = I P(x',A W)
n=1

A est donc scalairement ®-mesurable. Montrons que A est scalairement P-

intégrable. Nous avons toujours

¥x' €E', ¥B EG®,
n . n
' = T
s 2 oG’ 0,())dp I 2GS () (D4
Or, nous avons vu que : ¥ > 0, ¥x' € E', M € N, ¥B € &, ¥n > M,
Y ., n
IJB Po(x',I(.))dP - JB 2 @G, I())x, (Ddp| < e
1
et par conséquent

n
| [ e renae - [ P oGy ()ap] = .

n

z w(x',Ak(.)) converge donc dans Ll(Q,G,P) pour la topologie O(Ll,Lm),

1 n

®, .

vers EPEW(X',T(.))] quand n * +°, Comme par ailleurs I w(x',Ak(.)) con-
n ' 1 v

verge presque sﬁrement vers Q(x',A(. )) L o', A (.)) converge fortement
1

vers E [w(x F( N1 et par conséquent ®(x',A(.)) est P intégrable et
P(x' A( ) E[EP[CP(X' Tyl

Montrons maintenant que l'espérance conditionnelle faible d'une section

de I' admet une version qui est une section de A.
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Soit f € m? scalairement P~intégrable. Nous avons donc

[e0]

Yw € O\N, ¥x' € E', <x',£(W)> = I <x',f(w)>x (W)
1

et VA € QG , ¥n €N,

[, £Cox (Dap € PW), q < E.

I1 existe donc, d'aprés la proposition III.13, gn : Qn -+ F scalairement

B-mesurable et scalairement P-intégrable telle que ¥x' € E', ¥B € B,

Iy <=, £C)>x, ()dP = g <x',g"(.)>dP

et
n - E .
g (w) € An(w), ¥w Qn
Posons :
g™ (W) si w € 2
gw) = 1
i 0 si w€ N
o

g est scalairement ®B-mesurable. Montrons que g est scalairement P-intégrable.

. n - - € :
Puisque g (w) € An(w) Qn pour W Qn

¥x' € B', 0(-x',A (@) S <x',g (@)> = Ox',A @) et

m ~m . k
¥BE B,9x'€ Bl - @(-x', I A ()P S, 2 <x',g()>dp < [ 0, T4 ())dP
n n n
,oom K
les termes qui minore et majore JB T <x',g (.)>dP tendent vers zéro, quand n

n
et m -~ +®, et par conséquent la suite {IB<X', % gk(,)>dP} est une suite de Cauchy,
qui admet une limite dans 1'intervalle [1[3 P(-x",A())dP, [, P(x",A(.))dP].

n

La suite {<x', I gk(')>}n€lN est donc équi-intégrable et converge faiblement dans
1

I} (2,8,P). Comme cette suite converge P-presque sirement vers <x',g(.)>, elle con-

verge aussi fortement dans P (Q,8,P) vers <x',g(.)> et

¥B € B s IB<X',g(,)>dP = IB<X',f(-)>dP~
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. ' ®
Ainsi g(.) est scalairement P~intdgrable et g € EP(f). De plus, g est

évidemment une section de A.

A est donc une multiapplication définie sur 2 3 valeurs dans CK(E),

scalairement ®-mesurable et scalairement P~intégrable telle que
¥x' €E', ¥BEG, [L 0x',AC)AP = [, @x',I(.))dP,

Examinons maintenant le cas oii I' est P-intégrable.
. . ® .
Alors, ¥A €G | Kp(A) = Hp(A) ©E. 81 A € E (), alors ¥B € G, K, (B) = K, (B).

Montrons que A est P-intégrable.

Soit g EInf ; g est scalairement P-intégrable puisque A est scalairement
P-intégrable (le raisonnement est le m@me que celui fait plus haut). Il en résulte
alors, si E est séquentiellement complet, que ¥B € B"IB g dP € E [voir Castaing
et Valadier [1], Th. 1]. Ce résultat, joint & 1'hypothése de l'existence de

'{eé}ne N C E' séparant les points de E,entralne

que

1

¥B € ® \ HA(B) KA(B) N E, et par conséquent que

¥B €GB, Hy(B) = K, (B) NE
: = K (B) NE
= Kp(B)
= K, (B)
A donc est P-intégrable et, en .outre, puisque ¥B € B, HA(B) = KT(B)
= Hn(B),

nous avons

vBE€® , [Adr= [T ar

L AT S R e e e e A g maea E T ey . T
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Remarque

Ici encore, deux versions distinctes, A] et Az de l'espérance condition-
nelle faible de I', seront égales scalairement P-presque partout. Elles ne seront

égales P-presque partout que s'il existe {eg}n

C E' gé i
€Iy E' séparant les points de E.
IT1.16 - Proposition

Soit (9,%,P) wn espace probabilité complet, ® une sous tribu compléte

de G, Eun e,v.t.loc.r.8,, E' son dugl,

Soit T une multiapplication définte sur Q & valeurs dans CK(EO), sca-

latrement Q-mesurable. Nous supposons qu'tl existe A € £'(Q,q,P) et Q

convexe équilibré non vide O(E,E')~compact dans E tel que

Yo € £, I'(w) © A(w)q.
Alors il existe une multiapplication A définie sur Q & valeurs dans
CK(Eq) scalairement G-mesurable et scalaivement P-intégrable telle que

A EES D).

.G @ ' )
De plus, pour tout f EIHT » 11 existe g EInA telle que g eIEP'(f).

Si, en outre,I' est P-intégrable, et s'il existe une suite'{eé}ne N

d'éléments de E' qui sépare les points de E, alors A est P~intégrable,
¥BEB, [ Ade = [ T ap,
v e . . . 3

et A vérifie P-presque sfirement A(w) € H(w)Q o u(.) EIEP(A),

Démonstration : Il résulte de ' € Aw).Q, ww € Q s que ¥x' € E',

@ oex",0 < o', Tw) < |Aw) |o',Q)

-;Ef[]u.)]] P(-x',Q) < aEfEcmx',I‘(u))J < mfﬁ(»lh(x',(z)u
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Choisissons H(.) € wl(Q,@,P) telle que p(.) € EPLIA(;)|] et u(w) > 0,
Yo € Q . : - ‘
Alors dans L' (9,®,P)

N , T N
~ - e(x',Q) < E L', T())] = i ox',Q)
ol I désigne 1'image canonique de P dans L7 (,8,P).
Pour tout € > 0, il existe 0. > O tel que
Plu|p @ >alse
it Q' = < - ' E®
Soit Q! {w | ww) ug'et Q'.= a_ Q. Nous avons Qe € G,
La proposition IIT.15 montre alors l'existence d'une multiapplication A,
scalairement B-mesurable et scalairement P~intégrable telle que
® . s

A€ EP[P], et vérifiant en outre

¥x' €E'. 0@x',AW)) < p(w).9(x',Q) P.p.q.

] . » . - (B
Il en résulte de méme que si f € m% , 11 existe g € mA telle que
. ®
g € mP[f],

Enfin, s'il existe {e;}ne N séparant les points de E, alors

a
¥f EmI, ,

wA €0 | J'A £ dp &J’A A(.) dP . Q € E et de mBme
. .® . .

veem, ,¥v8 €GB, [LzadP€ [ nu)ar.QCE.

Nous avons donc

VA &G HT(A) = KI.(A) NE

¥B E€EB ,.HA(B) = KA('B) NE

e T
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Si de plus I est P-intégrable, ¥A €0 HP(A) = KT(A)' Alors, si
. @
A& lEPV(I')J_, A est P-intégrable et on a

v €®, [ Adp= [, T dP.
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IIT - PROPRIETES DES ESPERANCES CONDITIONNELLES

La plupart des propriétés des espérances conditionnelles des variables aléa-
toires restent vraies -mutatis mutandis— pour les espérances conditionnelles des

multiapplications. Citons en quelques unes.

II1.17 ~ Proposition

Soit (R,G,P) un espace probabilité complet, ® une sous tribu compléte
de G, Eun e.v.t.lec,?.8.,E' son dual.

Sotent F] et Fz deux multiapplications définies sur Q, d valeurs dans
GK(EOJ, scalairement (-mesurables et scalairement P—intégrables et
telles que ¥ w€ Q, OB NOF

On suppose qu'il existe une suite'{e;}nelN d'éléments de E' qui sépare
les points de E.

Sotent Al et A, deux versions des espérances conditionmelles faibles
® ®
par rapport da ® respectivement de Pl et TZ : Al GIEP(TI), AZ € mP(Pz).

Alors

Al(w) CZAZ(w) P-presque silrement.

La démonstration résulte immédiatement de 1'équivalente
{vw € Q,,Pl(w) CIP2 (W)} <=> {¥x' € E', ¥ € Q, @(x',Tl(w)) S m(x',Fz(w)}

(4ormander L[1] Th. 2), et de 1l'hypothése de 1'existence de la suite
{eé} dans E', qui sépare les points de E, qui permet de passer de 1'éga-
lité scalairement P-presque sire des multiapplications & leur égalité

P-presque sire.

e A vt mavaes T S
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II1.18 - Proposition
Soit (Q,Q,P) un espace probabilité complet, ® une sous tribu compléte
de 6ty E un e.v.t.2.¢.2.8., E' son dual,
Soit {Fn}nESN wne famille de multiapplications définies sur Q , a va—
leurs dans CK(EO), scalatrement G-mesurables et scalairement P—inté—
grableset telles que : ¥w € Q {Tn(w)}neiN est une suite décrois-—
sante vers I'(wi ¥ J.

Nous supposons qu'il existe une suite {e } d'éléments de E' qui

n€ |N
sépare les points de E .

Pour tout n, soit An une version de l'espérance conditionnelle faible
de I' . Alors la suite de muZtiappZicatéons‘{An} est P-presque sfire—
ment décroissante, w » A(w) = ﬂ A (W) est une multiapplication définie
sur @ , 4 valeurs dans CK(E /, scalawrempnt B-mesurable et scalaire-

ment P—antegrableq De plus, A € E (F)

5% en outre, pour tout n €N , Pn et P —intégrable, alors T est

P~intégrable, ainsi que b .

' 1 v )
¥x' € E', {0 ’rn(°))}nEiN ‘
G -mesurables. Il en est donc de méme de 1a suite {$(x',An(u))}

et de la suite {An(.)}

est une suite décroissante de fonctions

n€ N
d'aprés la proposition précédente.

n€ N
Par ailleurs, nous savons que w > ['(w) = Q Fn(w) est une multiapplica-
tion scalairement G ~mesurable et que ¥x' € E'? olx', ey = inf m(x',Pn(,)).
I1 en est de méme pour A : ¥x' € E', ©(x',A(.)) = 1nf P(x', A ( ) et

A est scalairement ®-mesurable. Il est de plus faclle de voir que T et

A sont scalairement P-inté&grables.

L'espérance conditionnelle d'une section de I' (qui est une section de

tous les Tn} est une section de A , A(W) est donc non vide ¥w € Q.
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De plus, nous avons bien A € m (T) puisque ¥x' € E'
P(x',0)) €E, Do, TN

Enfin, si pour tout n € m,‘Tn est P-intégrable, nous avons
YA € g, HF A) = KF (A), d'une part et HT(A) = KF(A) nNe,

(A) = ﬂ (A) d’ autre part. Il en résulte donc Hp A = KT(A)'

I' et A sont donc P-intégrables.

II1.19 - Proposition

Soit (2,4 P) un espace probabilité complet, ® une sous tribu compléte
de @, E wn e.v.t.locor. 8., E' son dual.

Soit {Pn}ne y une famille de multiapplications définies sur Q , d va-
leurs dans CK(EO), scalairement (-mesurables et scalairement P—~intégra-

bles et telles que

Pw € Q {Fn(w)}nenqest une suite crotssante vers T'(w) € CK(E)

ou I' est une multiapplication scalairement P~intégrable,

Nous supposons qu'il existe une suite'{e;}ne,N d'éléments de E' qui

sépare les points de E .

i Soit pour tout n € N, une version An de l'espérance conditionnelle
faible de I . Alors la suite de multiqpplications'{An(.)}nelN
est P-presque silrement croissante, w > A(w) = U A(w) est une multiap-—

plication définie sur 9, a4 valeurs dans CK(E ), scalazrement B~mesu—

rable et scalairement P—intégrable. De plus A G\E [T]

ST en outre T est P-intégrable, alors N est P-intégrable.

La démonstration est analogue & la précédente.

N A e
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Remarque

ITI.:1 -
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Proposition

Soit (Q,6,P) un espace probabilisé complet, ® une sous tribu compléte

de i, Eun e.v.t.Licer.8., E' son dual.

Sotent Tl et P2 deux multiapplications définies sur § , 4 valeurs dans
CK(EO), scalairement G-mesurables et scalairement P—intégrables ; soit
cl, 02
conditionnelles faibles par rapport d ® respectivement de Tl et F2 :

® ®
€ .
A] (EP(FI), AZ € EP(TZ)

deux nombres réels. Sotent A] et A2 deux versions des espérances

Posons T = c1T1+c2T2 et A= c]A]+c2A2n

Alors T et A sont scalaivement mesurables, scalaivement P-intégrables
®

et A€ mP(P)o

La démonstration est évidente, compte tenu de la relation

¥x' € B, 0 ,TW) = ¢ O, @)+, Ox',T, 1))

(Hormander Lil).

. . .. ~ - G
- On ne peut rien dire ici des espérances conditionnelles car mr s
a A s .
et cﬂnr + ciﬂr peuvent étre différents. On n'a seulement que 1'in-
2

clusion

a G w0
cllnrl + C{nrz Cmro

Proposition

Soit (,8,P) un espace probabilieé complet, ® une sous tribu compléte
de G . Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension finie, E' son
dual. Soit {Tn}nﬁ .

& valeurs dane CK(E), G-mesurables et P-intdégrables telles que {Tn}nélN

, I et Q des multiapplications définies sur I,

converge P-presque sirement vers I, et ¥w €Q, T(w <Qw.
Soit pour tout n €& W, une version A de 1'espérance conditionnelle
de Fn . Alors, {An} converge P-presque siirement vers A, version de

1'espérance conditionnelle de T .
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Démonstration : Pour tout x' € E', nous avons

©(x',T_(.)) > @x',I(.))  P.p,s.

| o', T()) € £1(9,6,P)
| lox", T ()| = max{|®(x",Q()) |, ]|e(==x",Q(.)) |}
o(x',A () € EoLe(x',T (.))]

syt prraE et e

I1 en ré&sulte que w(x',An(.)) converge Prpresque slirement vers une limite

Y(x',.) qui vérifie

| ¥ty €EY @G ,T()))

f I1 est alors facile d'en déduire, d'apr&s la proposition IT.21, 1l'exis-
tence de A telle que {A } converge P-presque silirement vers A et vérifiant
A€ E (I

I11.22 - Signalons enfin, sans donner de démonstration, les deux propriétés &la-

mentaires suivantes :

. ®
1) 8i I' est scalairement ®-mesurable, I' € EP(T).

2) 8i GiC:@z, sont deux sous—tribus P-complé&tes de ,

@1 &l(r) &2

E2(T) = 8 I,
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IV - ESPERANCE CONDITIONNELLE DES MULTIAPPLICATIONS EXTREMALES -DANS UNE DIRECTION

III.23 - Nous &tudions dans ce paragraphe, comment se conservent ou se transfor-
ment par espérance conditionnelle diverses propriétés des facettes ou des sec-

tions extrémales des multiapplications.

Rappelons les formules suivantes, citées dans le cas oii E est de dimen-

sion finie, qui sont encore vraies en dimension quelconque :

¥x' €E', Vw € 0, TI'(x",w) = {x € I'(w) | <x',x> = ©x"',T(w)}

et

]

¥y' €E', @@y, (x',w) = lim @(X'+%y',F(:))—w(X',F(w))
a0

il

o' (x! ,Y' T (w).

I1 en résulte en particulier que si T'(.) est scalairement G-mesurable,

il en est de méme de T''(x',.). De plus 1'application

A > @(X'+Ky',T(§))*®(X',F(w))‘

étant croissante, pour tout w € Q , 1'intégralité scalaire de T'(.) entrafne celle
g

de T'(x',.).

IT11.24 - Proposition

Soit ($4,G,P) un espace probabilisé complet, ® une sous~tribu P-compléte
de G, E wn e.v.t.loc.r.5,, E' son dual.
Sott T une multiapplication définie sur Q & valeurs dans CK(E ), sca-

lairement Oe-mesurable et scalatirement P-intégrable. Soit A E E .
Alors ¥x' € E' A'(x') € EP(F (x")).

En outre, s'il existe {e } N E' séparant les points de E, si I est
P-intégrable, alors T' (x s ) est P~intégrable.
® . ,
St T et A GGEP(P) sont P-intégrables, alors

¥B € B jB A" (x',.)dP = fB r'(x',.)dp.
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Nous avons ainsi montré que
®
¥y' € B o(y',A'(x',.) EIEP(Y',F'(X's-))
clest—a-dire
&
¥x' € B A(x',.) €M ', ].

Si maintenant ' est P-intégrable, et s'il existe {e;}n

les points de E, I''(x',.) est P-intégrable. En effet, ¥A € G nous avons

€N C E', séparant
(en omettant d'écrire x' pour simplifier) :
Hp, (8) © Hp(a)
KT' ) c KT(A) CE
comme par ailleurs
Hpy (A) = Kpy (A) NE
nous avons donc
Hpy (A) = Kpy (A).
Si I' et A sont P~intégrables et si A € Eﬁ(?), des Bgalités
¥B € B Hr,(B) = KP'(B)
Hy, (B) = Ky (B)
KF'(B) = KA,(B)
résulte HA'(B) = KA'(B)’ clest-3~dire
¥B € ®, fB A (x',.)dP = fB T'(x',.)dP.

Les notations étant celles de IT.2, nous avons immédiatement :
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I11.25 - Corollaire

IT1.26 -

Soit (R,G,P) un espace probabilisé complet, ® une sous tribu compléte
de G, E un e.v.t.l.c.r.8., E' son dual.

Nous supposons qu'il existe une suite {e'} d’eZements de E' sépa-

n€ N
rant les poants de E. Soitt T et A deux muthapplicatzons définies sur Q
a valeurs dans CK(E ), scalairement O-mesurableset scalairement

P—wntegrables, teZZes que A€ Ep .

Alores ¥x! sa,xg €CE".

1’

N
x]senex!,0) € EP[T(H)(X;,..Q,x;,e)J.

A(n)( l

En outre, si I' et A sont P-intégrables, alors A( )(x],...,xé,.)

et F(n)(XI,aga,an-) sont p-intégrables, et

.M,xr'l,.)dP.,

wed, [ o™, a0 = [ 1™,

La démonstration est immédiate.

Proposition

Soit (Q,6G,P) un espace probabilisé complet, ® une sous tribu P-compléte

de G, E un e.v.t.l.c.r.8.,E' son dual. Nous supposons qu'il existe dans
E' une suite {e;}nEiN qui sépare les points de E. Soit T et A deux multi-
applications définies sur Q, d valeurs dans CK(EO) respectivement sca-
Lairement G-mesurables et scalairvement ®-mesurables, toutes deux scalai-
rement P—intégrables telles que A E\ﬁB(P) Soit x' € E' et £(x',.) 0~ E,
scalairement G—mesurable et scalazrement P—zntegrable telle que

w € Q. £(x",w EP(m) et £(x',w) € T'(x",w), od T'(w) désigne le profil
deT(w) [Valadier [1]].

Alors 72l existe g(x',.) : Q> E scalairement ®-mesurable et scalaire—
ment P-intégrable telle que ¥w € Q = g(x' ,w) € A'(x',w)
et g(x',w) € A(w) et telle que g(x',.) EIE [f(x L 0.



- 106 -

Démonstration : Soit x' € E', Soit f(x',.) une section de I' vérifiant

et e e B et P s e e P S

Yw € 0. <x',f(x',w)> = ox',I'(w))

f(x',w) € i:‘(w)

[

oii I'(w) désigne le profil de I'(w), c'est-d~dire 1'ensemble des points
extr@maux de I'(w). L'existence de la section f(x',w) a &té démontrée par

M. Valadier [1]. Cette section f(x',w) est définie par

{f(x",w)} = 2 T(n)(x',e{,eé,.u.,er'l_],w).

Posons alors

{gx",w)}

(n) ' 1 ' '
2 A (x', e]’e2’...’en“]’w).

Ceci est possible car N A(n)(x',e',e',...,e' » ) est réduit 3 un point.
172 n—1

Comme par ailleurs
' ®
A<n)(x"e{’eé""’eg_la') € EP[T(n)(X"ei"o-:e;_l")]
il en résulte

g(x',.) e Ef[f(x'a'ﬂ°

Enfin g(x',w) est un point extrémal de A(w), car pour presque tout W :

<x',g(x",w)> = o(x',AW))

<elsg(x',w)> Co(e{,A'(X',w))

o' (x', e{,A(w))
et

-1
Yo > 1 <el,gGhw> = 9(el, A (e, et Lu)

n-1?

1

o™ (el el @)
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Supposons qu'il existe X, et x, € A(w) avec X # x, et
g(x',w) = —(x +x ) Alors il ex1steralt en tel que
: o
<ep ox
o o

> <e!' ,x >
# en 9 2
puisque {e } n€ JN.separe les points de E. Mais ceci entrafnerait que

'<e; ,g(x»,w)> n'est pas le maximum de {<en x>|xEA(n 1)( ,el,.,,e 1,w)}
o : o
ce qui est absurde.

e

Nous avons donc g(x',w) € A(w) presque siirement.

L'argument de cette démonstration a &té& utilisé par M. Valadier dans

la démonstration du lemme 4 de [2].

Remarque —~ Nous avons ainsi montré que 1l'espérance mathématique d'un maximum lexi-

cographique de I' est un maximum lexicographique de A. (%)

II1.27 - Les propositions précédentes permettent de montrer une propriété de
conservation par espérance conditionnelle des familles de sections

telles que, pour tout w € Q , {fi(w)}ie I soit dense dans T(w).

(x) Soit G et G' deux espaces vectoriels en dualité&. On appelle ordre lexicographique

sur G, tout ordre R défini de la fagon suivante : I &tant un ensemble bien ordonné
(e ). jep une famille d'éléments de G' séparant les points de G, R est 1'image

réciproque de l'ordre lexicographique sur R par x > {<e ,x>} €1°



~ 108 -

Proposition

Soit (92,Q,P) un espace probabilisé complet, ® une sous tribu P-compléte
de G, E wn e.v.telecor.8., E' son dual. Nous supposons qu'il existe

wne suite {e'} d'éléments de E' qui sépare les points de E.
q

Soit T une mZZgg;ngication définte sur Q d valeurs dans CK(EG)
scalairement G-mesurable et scalairement P—intégrable, et soit A € EP(F).
Sott {fi}iEI une famille dénombrable d'éléments de m% telle que pour
tout w € Q, {fi(w)}ielsoit dense dans T(w) pour CJ(E,E')(;3 Alors 11

existe une famille dénombrable {gi}ié I d'éléments de HYN telle que

Fo €0, {gi(w)}ie I goit dense dans MNw) pour O(E,E') et que pour

tout i € I, g;(.) EiEP[fi(.)].

Démonstration : L'existence de la famille {fi}iEI possédant les pro-
priétés citées dans 1'énoncé, est démontrée dans Valadier [1]. Rappe-
lons simplement la construction de {fi}° Soit D 1l'ensemble dénombra-
ble des combinaisons linéaires a coefficients rationnels des {eé}.

La fermeture de D pour T(E',E) est égale & E'. A tout x' € D, on as-

socie f(x',.) EInF (voir proposition III1.26), vérifiant
<x',E(x',.)> = @', I'(.))
fx',w) € I'(w) W € Q

Soit {fi}iEI la famille dénombrable des barycentres & coefficients

] 1]
rationnels des {f(x ")}X'ED' Alors {fi(w)}iEI est dense dans ['(w) pour
la topologie O(E,E').

. A&
Soit alors pour tout i € I, 8; ElEP(fi). fi dtant barycentre des

{f(x',.)}X,ED, g, est un barycentre 3 coefficients rationnels des

{g(x',.)}X,ED. Or, nous avons vu que les g(x',.) vérifient
<X‘>g(X'9°)> = CP(X',A(.))

g(x',w) € A(w) Yw € 0

La famille des {gi}iEI est donc définie & partir de A exactement comme les
éfinis & i . € : . ‘e
{fi}iEI sont définis a partir de I'. Nous aurons donc ¥w € © {gl(w)}le£

est dense dans A(w) pour la topologie O(E,E').
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V - CONTINUITE DE L'ESPERANCE CONDITIONNELLE

® .
IT1.28 - Nous avons vu que si A € EP(F), alors 1l'espérance conditionnelle d'une

section de I' sous certaines hypoth@ses, posséde une version qui une section de A.

. a P ez
Désignons parhir , l'ensemble des classes d'équivalence -pour 1'égalité
scalairement P-presque partout— des sections de I' scalairement G -mesurables.

I1 est facile de voir que s'il existe une suite {e } d'éléments de E' qui

n€ N
sépare les points de E, 1'égalité scalairement presque partout &tant équiva-
lente a 1'égalité presque partout 1l'espérance conditionnelle est alors une ap-

. . ®
plication debi? dans MA'

Par ailleurs, si les ®(x',T'(.)) sont P~intégrables pour tout x' € E'.

si WA € G pf f dP C E, s'il existe {e } dans E' séparant les points de E,

n€ |N
alors MF>est compact pour la topologie de la convergence simple sur 1'espace

&E'
leurs (voir Castaing-Valadier [1]).

des fonctions Q@ »~ E', &tagées (-mesurables prenant un nombre fini de va-

® .
Nous allons montrer que l'espérance conditionnelle E est une appli-
®
cation continue de MG dans MA quand on munit ces deux ensembles de la topologie

considérée.

II1.29 - Proposition

Soit (Q,0,P) un espace probabilisé complet, ® une sous—tribu P-com—
pléte de G , E un e.v.t.loc.r.8., E' son dual. On suppose qu'il existe
une suite {ee}nGN d'éléments de E' qui sépare les points de E. Soit T
une multiapplication définie R, & valeurs dans CK(EGJ scalairement
Q-mesurable et scalairement P-intégrable. On suppose que ¥A € G,

JA f dP€ E pour tout f € m% . Soit A €, (T). Alors 1'espérance condi-
tionnelle est une application continue de M?’. dans MCE quand on munit ces

deux ensembles de la topologie de la convergence simple sur €E,.
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® . . .
Démonstration : Soit g, € MA Un voisinage de g, Pour la topologie consi-

dérée est donné par

¢ H (B ] *
B ) =1{g | g EMAs ]<XI;'9’ JB (go—g)dP>l < ¢}

V(gan,qu 12°° n
P

L, 7
ceosX 4B
1 *n?

oti €l>O Xp €E', Bp €6, p€{1,2,...,0}. Il est alors &vident que si

g, E (f bR tout f € V(f ,e, x! ~«»B ) a une espérance con-

]93‘ 1"’ n
dltlonnelle g = E (£) qui appartient a V(g sE. x{,..o,x;,..o,x;,Bl,a,.,Bp).

e»ev,X

ITI.30 - La proposition suivante est analogue & la précédente mais utilise d'au-

tres topologies sur r et MA’ a savolr :

Si I' est scalairement (-mesurable et scalairement P-~intégrable, si
Yo € Q , T'(w) S Aw)qQ oti A € g GLG P) et Q est convexe, &quilibré
faiblement complet, s'il existe te } n€ N dans E', séparant les points
de Q, alorsbﬁ? est compact pour 1a topologie de la convergence simple

sur LR 8 E'. (Castaing-Valadier L1].

Proposition

Sott (Q,G,P) un espace probabilisé complet, ® une sous tribu P~complé-
tede G, E un e.v.t.l.c.rv.8., E' son dual,

On suppose qu'il existe une suite {eé}ne Nd’éZéments de E' qui sépare
les points de E. Soit I wne multiapplication définie sur @ q valeurs
dans CK('Eg) et vérifiant ¥w € Q , T(w) € A(w) Q ou A € -ﬁj (2,0,P) et

Q est convexe équilibré faiblement complet.

Soit & E‘Ef(ffa Nous savons que Alw) € U(w).Q o y € E (A).

Alors 1l'application f > Ep(£) dex4. dansI%? est continue quand on
munit ces ensembles de Za topologze de la convergence simple sur

L 8 E'.
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Démonstration : Soit € > O un voisinage de zéro dans ﬂ% pour la topologie

envisagée déterminé par la donnée de x;,..o,xg € E' et de

Byseeesh € L‘;(Q,a, P)

. Gr
V (€sx,eeu,x! 5 hyyeeesh ) = (€ | £ €T jg <x!,£>h, dp| < €}

et de méme

B
Voes x1seeesx! 5 kseonsk ) = {g | g €M) |[) <x!,g>k, dP| = €}

. ;
est un voisinage de zéro dansDLP (ki S L;(Q,@,P)).
P . ® N
Comme ¥k € LR(Q}B,P), ¥x' € E', g € EP(f) entrafne
I <x'.g>k dp = [, <x',£>k dp

par suite f € Vb(a, x;,...,xg ; kl,..a

¢ X

'
n’

Kpsees

(avec ki € L;(Q,Q,P)). Ce qui prouve la continuité de 1'application

®
f +IEP(f).

)
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CHAPITRE -~ IV

MARTINGALES DE MULTIAPPLICATIONS A _VALEURS CONVEXES FAIBLEMENT COMPACTES

W - - O o D S . A S T et B e e e o e T P T T G MR P e SR M MR e T e e R W N e W e E S G5 e

Le but de ce chapitre est de prolonger les résultats obtenus au

chapitre III sur les espérances conditionnelles au cas des martingales. Nous
montrerons quelques théorémes de convergence et d'existence d'une limite, puis
quelques applications aux sections et aux multiapplications extrémales dans

une direction.

Les méthodes de démonstration des théorémes de convergence ont &té

inspirées par les résultats de M. METIVIER [1] et [2].

Nous utiliserons le théoréme de HELMS [1]| sur les martingales réelles

que nous rappelons.

IV-1 - Proposition (HELMS)

|

Soit (Q,0,P) un espace probabilisé, 1 un ensemble d'indices filtrant d

droite,'{ci} une famille de sous tribus de G indexée par I, telle que

i€l
i < j = . -
1 <] a, < GJ

Soit ', la tribu engendrée par % i »

. . ‘ . b s g ..
Sott {Xi}iEI une martingale sur (Q,{ai}iEI,P}, e'est—d—dive une famille

de fonetions 4 valeurs réelles définies sur Q telle que
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- ¥i €I, X, est U, -mesurable et P-intégrable
.. ..o i
- ¥i €I, ¥, i<]j X, S EP(Xj).
Alors les quatre propositions suivantes sont équivalentes

1) {x.}

iTiep  est terminalement équi~intégrable ()

2) {X.}

ifier  est faiblement convergent dans LJ(Q,Gw,P)

3) Si E désigne l'ensemble préordonné obtenu par adjonction d'un plus
grand ensemble 4 I, noté =, il existe X € Ll(Q,am,P) tel que {Xi}iﬁl
solt une martingale sur (Q,{Gi}A sP). (Nous dirons que {Xi}iﬁI

est une martingale prolongeable). '

4) {Xi}iﬁl converge fortement dans LI(Q,Gm,P).

IV.2 - Définitions
Soit (§,4, P) un espace probabilisé complet,{ Gi}iel une famille de
sous—tribus P-complétes de G, index&e par un ensemble T d'indices filtrant a

droite tel que

isj => G; <@,

(x) Un sous ensemble J de I est dit terminal dans I si
Hio €1, (Wi € 1, i = i)y =>1i¢&J
{Xi}iﬁl est terminalement équi-intégrable s'il existe un sous ensemble J ter—

minal dans I, tel que {Xi}iEJ soit Eéqui-intégrable.

On dit aussi que'{Xi}ieI est &qui-intégrable 3 1'infini.
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Dans tout ce chapitre, nous désignerons par famille croissante de sous—

tribus, une telle famille.

Nous appellerons G, la tribu P-complé&te engendrée par U (. et nous
. A . . i€ 1z
désignerons par I, l'ensemble filtrant obtenu en ajoutant un %lgs grand élément

il
Soit E un e.v.t.l.c.r.s8., E', son dual.

Soit {Fi}iEI une famille de multiapplications & valeurs dans CK(EG),

IV.3 - Définition

Nous dirons que la famille {Ti}iel de multiapplications définies sur Q,
a valeurs dansCK(EO) est adaptée 3 la famille croissante de sous tribus P-com~

pléetes {G.}. si,¥i € I, I'. est scalairement @,-mesurable.
i’i€1 1 1
IV.4 - Définition

Nous dirons que la famille de multiapplications Ti}iel définies sur §,
d valeurs dans CK(EO), adaptée a {ai}iel scalairement P-intégrables est une

martingale faible définie sur (Q;{Gi}iGI,P) si

. - . .. - i
¥i €1, % €1, i< j=> r, S EP(Pj).

IV.5 - Définition

Nous dirons que la famille de multiapplications{ri}ieI définies sur 9,
d valeurs dans CK(EO), adaptée av{ai}iel P-intégrables est une martingaledéfi-

nie sur (Q’{Gi}iEI’P) si

» . £ QSD =:, ' . =‘
vi €1, ¥j €1, is;j >VAi€Gi‘,JAiI’idP indeP
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IV.6 - Définition

La famille de multiapplications {T }. i€t définies sur Q, 3 valeurs dans
CK(E), adaptée & {u . ;¢7 scalairement P~ 1ntegrab1es est dite scalairement
equt—lntegrable si

¥x' €E', ¥e >0, dc >0, vi €1

J{i@(x',Ti)]>c} l@(x',Ti)ldP < e

IV.7 - Définition
La famille de multiapplications {ri}iel’ définies sur 2, 3 valeurs dans
CK(E), adaptée & {Gi}iel’ scalairement P~intégrables est dite uniformément

scalairement intégrable si

¥e > 0, dc > 0, ¥i € I, ¥x' € E',

J‘{Icp(x,,ri)l>c} ICP(X'?I'J-_) ldP < g

IV.8 - Définition
La famille de multiapplications{Ti}ieI, définies sur Q@ , & valeurs dans
CK(EO), adaptée a'{G&}ieI scalairement P-intégrébles est dite scalairvement

terminalement équi—intégrable si

¥x' € E', ¥ > 0, EIg < I, I, terminal dans I, & > 0, ¥i € I,

J{,¢(x',Pi)i>c}l@(x',Fi)ldP < e
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IV.9 - Définition

La famille de multiapplications {Pi}iel définies sur Q, 3 valeurs dans
CK(EO), adaptée a {Gi}iEI scalairement P-intégrables est dite uniformément

scalairement terminalement équi-intégrable si

¥e > 0, HIS CI, I, terminal dans I, dc > 0, ¥i € I, ¥x' € E,

J.{ICP(X',I'i) l>c} 'L’U(X':Pi)ldP S g€

IV.10 - Rappelons encore qu'une famille {f.},._ d'applications de 9 dans E, est
i“i€1

une martingale vectorielle faible sur (Q,{Gi}iel,?) si

¥i € 1, f, est scalairement Gi~meSurab1e

et scalairement P-intégrable

¥i €1, % €1, i <j, ¥x' €E'

(57
<x',£.()> € EP?[<xf,fj(.)>]

IV.11 - Nous utiliserons pour les martingales vectorielles le méme langage que

pour les multiapplications ; par exemple

- {fi}iEI sera dite adaptée él{Gi}ieI si ¥i € 1, vx' € E', <x’,fi(.)> est

Gi—mesurable°

- {fi}iEI’ adaptée a Gi, scalairement P-intégrables, sera dite scalairement

terminalement équi-intégrable si
¥x' € E', ¥ > 0, HIE cC I, I terminal dans I, dc > 0, ¥i € I,

J{|<x',fi(.)>| > ¢} I<X"fi(-)>|dP < e

i 1 on .cr Si Wi . € mt.
Enfin, nous dirons que {fi}iEI est une section de {Ti}lel si Vi € I, fl My
i
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IT - THEOREMES DE CONVERGENCE

Nous donnons dans ce paragraphe, diverses conditions suffisantes d'existence
d'une multiapplication limite d'une martingale multiapplication. Nous commencons

par un théoréme en dimension finie.

IV.12 - Proposition

Soit (2,G,P) un espace probabilisé complet, ﬂji} une famille de

i€1
sous tribus P-complétes de U, indexée par un ensemble 1 d'indices

filtrant & droite tel que
1 £ 1 = <G,
i=<j=> Gi GJ

&ﬂtamlatﬂ%u Pwmmwuawmmdﬁepm°uﬁi
I
Soit E un espace de Banach de dimension finie, E' son dual.
Soit {Fi}iel une famille de multiapplications définies sur Q, Q4 valeurs
dans CK(E), adaptée 4 ﬁli}iEI

scalatrement terminalement équi-intégrable.

» formant une martingale sur (2,0 ,}.P)

[

Alors i1l existe une multiapplication [ définie sur  a valeurs dans

CK(E) scalatrement G mesurable, P-intégrable telle que

¥i € I, ¥A, €G. ,
1 1

[, r,ae=[ 1, a
i i
‘ . . : . . Gy
De plus, il existe pour tout 1 € I, une section fi € mp, telle que
1
{fi}iEI soit une martingale vectorielle scalairement terminalement

équi-intégrable.
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Démonstration :'{Ti}iel €tant scalairement terminalement &qui~intégrable,

yx' € E','{m(x',Ti(.))}iei est une martingale terminalement &qui~inté-
grable. Il résulte du thé&oréme de Helms (voir proposition IV~1) que

¥x' € E', {@(x' I, ( D}, ;e converge faiblement dans L*(Q,G,,P) et for-
tement dans IL* (Q G, ,P) suivant le filtre des sections de I, et est une

martingale prolongeable.

Soit ¥(x') € L' (Q, G,»P) la limite forte de {o(x',T, )} i€1? et posons
= 1
€ sup{lT(e ), |¥(-e )l} {ek k=1,...,n

Y(x' ) verlflent les relatlons suivantes, qui se déduisent par passage

désignant une base de E'. Les
a la limite des relations analogues vérifiées par les W(x',Ti)
Y(x'+y') < ¥(x")+Y(y")

¥Y(ax')

A (x") A>0

3

PG| = Wlx'llg

ol ||x']| désigne une norme de x' dans E'.
. W_T

Nous allons maintenant construire un reldvement des ¥(x'). Soit & (.)
un representant de £ dans £(Q, G.,P) et soit pour tout n >0,
Qn {w | ns E (W) < n+l} Qn qu et Y(x') est essentiellement borné sur

[e o] ’ . .

Qn. Soit p, un relévement de L (Qn’q;’P) dans fw(Qn,qg) et soit Wn(x',.) 1'ima-
ge de Y(xl)xn par pn, X, désignant la fonction caractéristique de Qn. La fonction

Wn(x',.) est G -mesurable et P-inté&grable. De plus :

Yo € Qn, \Pn(x'+y',w),S Wﬁ(x',w)+?ﬁ(y',w)

i

¥ (x',w) A (x',0)

A

v, hw | s kx| ely €]

Il existe donc un compact convexe non vide I (W) tel que w(x',Fn(w)) = ?n(x',w)f
Vw € Q.
n
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Posons alors

Fa

j F  siw€g

P w) = I
L {0} siw € NUQ
n
n
{ Yox',w)  siw€Q
Yix',w) =
0 siw € Q\U 2
n

Y(x',.) est G _-mesurable. Montrons que ¥(x',.) est P-intégrable.
En effet,
n
Y(',.) = 1lim Z Wp(x',,) P-presque silirement

~>00 =O
et " P

n n
ZY ', 0] =k = = ely gl ()
o P 0 P

<k [x']] z pfxp,al ()
0

¥(x',.) est donc P-intégrable d'aprds le théoréme de Lebesque.,

[I1 est d'ailleurs facile de voir que ¥(x',.) est un représentant de ¥(x')J.
¥(x',w) étant la fonction d'appui de T (w), I _(.) est donc une multiapplication
définie sur & valeurs dans les convexes compacts de E, scalairement (_-mesura-
ble et scalairement P-intégrable, donc P~intégrable puisque E est de dimension
finie. Nous écrirons donc ®(x',Tw(w)) au lieu de ®(x',w).

V‘l E l VA E (Z 3
? i i :

JA__@<x',ri<.)>dP = JA'

1 1

P(x',T (.))dP

c'est-a-dire Pi S EPI(Fm).
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. a
De plus, soit g. Elnrw . La fonction g est P-1ntegrab1e. Soit, pour tout

i, f ern i tel que f €E l(g) Alors {f }. ;€7 est une martingale vectorielle

formee de sectlons de {P‘}'& .
17 1CT
Enfin, il résulte de la proposition III~10 que ¥i € I, VAi € (Ei

. - G . Qo
{JAi £, ap | £ &mlﬂ;} = {JAi £ap | £ Eml,}

IV.13 - Corollaire

Les notations et hypothéses sont celles de la proposition IV.12.
Il existe une sous—suite {Pn}new extraite de {Ti}iEI qui converge

f)
presque sirement vers T .

Démonstration : D'aprés le théoréme de Helms, pour tout x' € E',

= e e et . e M e e v e e g

{$(x',Fi(.)} ;€ converge vers ®(x',T_(.)) dans Ll(lew,P).

Alors, si {x } = F' désigne une famille dénombrable dense dans E',

k'kE N
alors {Ti( >}i€I converge scalairement en moyenne vers I _(.) sur F'.
En utilisant le méme procé&dé que dans la démonstration de la proposition

IT.32, on montre facilement le corollaire.

Remarque - Si I est un ensemble dénombrable, alors'{I’i}ieI converge P-presque

sirement vers Toe

IV.14 - Proposition

Sott (2,G,P) un espace probabilisé complet,'ﬂli}iel une famille de
sous—tribus P-complétes de O , indexée par un ensemble d'indices

filtranta droite tel que

i<j=>0q, G,
1 ]
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Soit G, la tribu P-compléte engendrée par U G,
I

S07t E un e.V.tsLec.r.8.,E' s0m dugl

Soit{Fi}iGI wne famille de multiapplications définies sur 2, A valeurs

dans CK(E_), adaptée d {Gi}iﬁl formant une martingale faible sur
(9,10} ¢q ,
compact de E et un ensemble J terminal dans 1 tels que

¥i €J, vw€Q, Pi(w) < Q

Alors 21 existe une multiapplication T définie sur £, a valeurs dans

CK(Q), scalaivement G mesurable et telle que
. .t
¥i €1, Pi € EP(Tm)

De plus, s'il existe une suite le'} o o d'éléments de E' sépérant les
points de E, pour tout £.€ mré i1 existe une martingale vectorielle
[e0]

faible {f;};c; section de‘{ri}iﬁl telle que
vi €1, £, €g £ ]
i P T

Enfin, s'il existe une suite'{eg}ne N d'éléments de E' qui sépare les
points de Q , alors I'; est P~intégrable pour tout i € S,I{Ti}ieg

est une martingale sur (Q;{Gi}ieI sP) clest-d-dire :

Q.
. 1 _ » .
vi € 1, A, € Q, LfAi £, dp | £, €m7) = {JA‘ £ dp | £ €

1

Démonstration : Pour tout x' € E',’{@(x',Ti(.))}ieJ est une partie de

fw(Q,G&,P) majorée par max{®(x',Q)~®(~x',Q)} qui est intégrable. La

martingale {$(x',Fi(.))}i€I est donc terminalement équi-intégrable.

,P). On suppose qu'il existe un convexe Q, Squilibré o(E,E')-

=
g F

11 résulte donc du théoréme de Helms que cette martingale converge for-

tement et faiblement dans Ll(Q,G ,P) suivant le filtre des sections de I,
! [o/e)

et qu'elle est prolongeable. Soit ¥(x') sa limite.
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I1 est évident que Y posséde les propriétés suivantes, déduites des

propriétés analogues vérifiées par @(.,Ti(.)) par passage 3 la limite.:
Y(x'+y') < ¥+ (")
Y(Ax') = A¥Y(x") ¥A >0
[¥(x")| < max{|ox",Q| , [@(-x',Q) |}

Y(x') est donc essentiellement bornée.

Soit alors P un relévement de Lm(Q,G«ﬁP) dans £m(Q,Q“).

Posons ¥(x',.) = pl¥(x')]. Nous avons alors, pour tout w & §
Y(x'+y',w) = ¥(x',w)+¥(y',w)

Y(Ax',w)

MY (x',w) ¥A >0

A

¥(x',w)| = max{|o(x',Q)] , |e(~x',Q)]|}

¥(.,w) est donc sous additive et positivement homogéne. Montrons que Y(.,w) est
T(E',E)-continue. Il suffit de montrer la continuité i 1'origine. Soit V(K,g) un
voisinage de zé&ro dans E% : K est un convexe, 8quilibré, 0(E,E')-compact de E

et € > .0,

V(K,e) = {x' | |<x',x>| = e, ¥x €K}
En particulier, si K = Q
V(Q,e) = {x' | |<x',x>| se, ¥ €Q}

Ainsi x' € V(Q,e) => |$(x',Q)I < g et I¢(—x',Q)| < g, et par suite ]W(x',w)l £ g,

Yw € Q. Y(.,w) est donc continue a 1'origine dans E%.



¥(.,w) est donc la fonction d'appui d'un convexeT;(w), non vide,
o(E,E')~compact et contenu dans Q. Nous écrirons donc w(x',Tm(w)) au lieu de

Yix',w).

I est ainsi une multiapplication qui est scalairement @ ~mesurable et

scalairement P-intégrable. Enfin, nous avons

we'! € B, ¥i €I, A, € G, [, @&',Ti(0)dR = [, O, T(.))dP
' i i

c'est-a-dire I, € E,7(T,).

[}
Soit maintenant £ Em%m' . Nous savons que (ITII.13 proposition et remar-—
que 2)) que, compte tenu de 1l'existence d'une suite'{eé}neN d'éléments de E'

séparant les points de E
Gi . Gi
1 qd <
¥i €1, £ ani‘tel que £, € E, (f.)

{£.}.,~ est alors une martingale vectorielle faible, section de {T.}. o
i’i€I i’i€r

(T=1VU{=}).

Remarquons inversement que Si {fi}iel est une martingale vectorielle
section de {Ti}iel’ i1 existe, d'aprés Métivier (1] p. 84, une application

f, : > E telle que {fi}ieA soit une martingale. Alors f_ est une section de

I
I' , compte tenu de 1'existence d'une suite {eé}ne N d'éléments de E' séparant

les points de E.

Supposons maintenant qu'il existe dans E', une suite {eé}ne(N qui
~

sépare les points de Q. Puisque pour tout i¢€ 3 (J =JU {+=}), Ti < qQ,
nous avons
V'E’A A, €0 fEGi
Leg, wA S8 ¥E My
d'une part
' . dP C P(A, €
JAi £, dP CP(A).QCE

et d'autre part

KFi-(Ai) C Q< E.
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Nous avons donc
€7 € n
¥i J,,VAi Qi, HT.(Ai) = KT.(Ai) E = KT.(Ai)
i i i
¥i € 3, Pi est P-intégrable.
Si de plus {Pi}ief est une martingale faible alors
. e ] = ]
vi € I, ¥A, Gi, KTi(Al) KPW(Al)

et 11 en résulte donc

i

¥i € J, ¥A, € G Hri(Ai) Hrm(Ai)

et {Fi}i€3 est une martingale sur {%, {Gi}iES’P}'

Remarque ~ On peut ici encore montrer qu'il existe une sous—suite extraite de
{Pi}iel qui converge scalairement presque siirement vers r .

Mais nous ne pouvons ici affirmer la convergence presque sfire.

La proposition suivante est une version un peu plus faible de la précé-

dente et doit se rapprocher de la proposition III,I5.

IV.15 - Proposition

Sott (2,G,P) un espace probabilisé complet,'{ﬁi}iel une famille de
sous—tribus P-complétes de G, indexée par un ensemble d'indices filtrant

a droite tel que
isj= G <Q
1 J
Sott G, la tribu P-compléte engendrée par U q
I

Soit E un e.v.t.loc.r.8., E'son dual.
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Soit {F }. jep wne famille de multiapplications définies sur , d valeurs
dans OK(E o2 adaptée a {a }. ;¢ formant une martingale faible scalaire—

ment terminalement equz-%ntegrable sur 19, {Pl}leI,P} et vérifiant
¥e > 0, HJE terminal dans I, HQE €q,
HQ8 C E, convexe, équilibré, O(E,E')-compact tel que
< S i € c
P(Q~Q€) £ et YW Qe , ¥i € Jg’ Ti(w) Qe

Alors il existe une multiapplication T , définie sur §l et Q valeurs
dans CK(E ), scalairement G _~mesurable et scalalrement P-intégrable
telle que {T }. (¢ sott une martingale faible sur (2,10, }. €7D
(1=1U {w}),

S5'.1 existe une suite {e } 0€ N d'éléments de E' séparant les points de E
et s'il existe i €1, tel que pour tout € > 0, les ensembles Q€ Gl
et i on pose J_ = {i | i€, i = i} , alors pour tout f € HT ©
scalairement P-antegrable, 11 existe une famille {f }. i€ de fonctions
vectorielles définies sur §i a valeurs dans E, adaptee a {Gi}ieJ telle
que {fi}i€3 soit une martingale vectorielle faible section de

o]

g G =YD

Enfin, si {P ¥, EJ est une martingale sur (Q’{G I, ey 2P/s 8" existe
une suite {e } elN d'éléments de E' séparant les poan%s de E , 81 E est

faiblement sequentﬁellement complet, alors

Vi € Jo, ¥A; € Gy, J, £, dp €E
1
et

A - e .
¥i € Jo’ YA, G;

Goo

Gi £ dp | £ € mr }.

{JA. £, dp | £, €mp b = {JA,
1 1 1
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e o e e s e it o e e B

terminalement &qui-intégrable. Il existe donc, d'aprés le théoréme de
Helms, ¥Y(x') € Ll(Q,Gw,P), tel que {¢(x',Pi(.))}ieI converge fortement
et faiblement dans]?(ﬂ,aw,P) vers ¥(x') suivant le filtre des sectiongs

de I tel que
G,
¥i €1, ox',I,()) € ;EP}L[\P(X')]

Soit alors {Q } ¢ py Une suite d'&léments de G disjoints deux 3 deux
n n& IN %

et vérifiant (voir proposition TT.15)

n 1
P(Q\LIJ Qk) = Y

P(Q\NUQ ) = 0.
k
|
Il existe alors pour tout n, un ensemble Jn terminal dans I et un sous

ensemble Qn de E, convexe équilibré, O(E,E')-compact tels que

y (e
Y € e, ¥i S J s Fi(w) Q,

[oc]

Soit X, la fonction caractéristique de _ et N =Q\NUQ .

: n , n
Nodus avons donc Xn(.) @(x',Fi(.)) > xn?(x') fortement et faiblement
dans LI(Q,Gw,P) suivant le filtre des sections de I.

(Remarquons que {Xn(.)¢(x',Ti(.))}i€I n'est plus une martingale).

' ' L4 = ' !
Sur Q_, {xn P(x ,Fi(.))}ieI est majoré par max{|®(x ,Qn)’,|$( X ,Qn)|}.
Nous savons donc qu'il existe une multiapplication Tg définie sur @

{an inA SoiD)

a valeurs dans CK(Eg) scalairement Gz-mesurable GEZ

scalairement P-intégrable telle que
P(x',To()) € x_ ¥(x")
. ; ) . . - _
(Le fait que {Xn(.) Q(x ’Fi('))}iﬁl ne soit pas une martingale n'inter

vient pas pour démontrer cette existence, la limite xn?(x') étant déja

connue : voir démonstration de la proposition IV.14.J.
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Posons alors

f IPw) siw€Q
I (W =

g

{0} siw €N

o

Nous avons évidemment

% (x', T (W)
n

yx' € E', ¥w € QW, ox',T W)

o(x",T(.)) est donc G _-mesurable et pulsque ®(x',F2(.)) € XnW(x') pour tout
n, ®x',T_()) € ¥(x". o(x',I' (.)) est donc P-intégrable pour tout x' € E'.
La multiapplication T_(.) est donc scalairement G_-mesurable et scalairement

P-intégrable et & valeurs dans CK(EG). Comme, il est de plus évident que
¥x' €E, ¥ETI, o, () € Bilea T ()]
{Fi}iEI est une martingale faible.

Remarquons que Si {fi}iEI est une martingale vectorielle faible sec-
tion de {Ti}itl’ cette martingale converge, d'aprés M. Métivier ([2], TH. 1),
vers une fonction £, : &8 > E, et i1 est facile de voir que, compte tenu de
1'existence d'une suite {eﬁ}nﬁ W d'éléments de E' séparant les points de E,

£, € mo}m

Inversement, supposons qu'il existe io € I tel que

¥ >0, 0 €G, ,SitJ ={i|1€71,1 < i}, ~
c 1O [o] [0}

Soit f_ e}ﬁiw , scalairement P-intégrable. Nous savons alors [Prop.III.ISJ
. ; . - QG '
que ¥i € Jo, T1 existe fi(°) ﬁfnrl telle que
i

vx' € B, <x',f;(.)> € Egl[<x',f°o(,)>]

La famille de fonctions {fi(°)}i63 est donc une martingale vectorielle faible
o

section de {Fi}iEJO°



- 128 -

Supposons enfin que {Pi}ieJ soit une martingale sur (Q,ﬂEi}ieJ ,P),
qu'il existe {e&} dans E' séparant les points de E, et supposons que E Soit
faiblement séquentiellement complet. Alors

a

e 0 - i : |
¥i€I wa €aq, ¥E Em, JA £, dP € E

i i

Par ailleurs,

- - t =
¥i € Jo VAi Gi, Kri(Ai) KFm(Ai)
et

1]

¥i € J_ vA, € qg, Kri(Ai) Hp (A) CE

Enfin *

1

vi €7, A, € G;» Hrw(Ai) = Krw(Ai) NE

Il en résulte alors :

HFm(Ai) KFm(Ai) NE

= Kp (A4))
1

= Hp (A)).
1

IV.16 - Proposition
Sott (2, QP) un espace probabilisé complet, {(%}iﬁl une famille de

sous~tribus P-complétes de @ indexées par un ensemble d'indices 1 fil-

trant d droite tel que

iSj: Gicaj

Soit G la tribu P-compléte engendrée par U Gi
I

S0zt E un e.v.t.loec.r.8., 8" son dual.
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Soit {P }. ier une famille de multiapplications définies sur Q, & valeurs
dans CK(E ), adaptée 4 {Gl}lel formant une martingale faible sur
Q,1a. } se12 ) scalairvement terminglement équi-intégrable et vévifiant

O, wen Tw e wo
ol Q est un convexe équilibré o(E,E' J—compact de E et {A (. )}

une martingale terminalement équi-intégrable 4’ chatzons de Lnies
g g app

sur et q valeurs réelles.
Alors 21 existe une multiapplication T, définie sur Q scalairvement
G mesurable & valeurs dans CK(E ) telle que {T. } 80Lt une mar-—

tingale faible sur (9,{Q, } ;ep )

De plus, s'il existe une suite {e'} n€ Iy d'éléments de E' qui sépare

les points de E, pour tout £ € m 1l existe une martingale vecto—
rielle faible {f. } ;1 Section de {P } s telle que
a.

. I
¥i€r, £ o=, ]

Enfin, s'il existe une suite {e'} n€ N d'éléments de E qui sépare les
points de Q, alors T est P—antegrable pour tout i € I et {T, } €%
est une martingale sur (9, {Gi}iel,P).

Démonstration : Des hypothéses faites sur {A ()}, j€T? résulte qu'il

T s e s v e et e e oo

existe A, € @, G »P) telle que {A } converge faiblement et fortement
o
vers A _ dans ['(Q, G »P) et telle que ¥i € I, A, ( ) € Lo A ]

Alors des 1nega11tes
Vi €I, wx' €5, P-presque slirement :

G ] e(=x',Q) = ox! L300 = A )] o',

résulte que

(%G T3 (] = Py ] maxt|oex,0) [, o', 0) 3,
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et par conséquent que {¢(x',Ti(.))} est terminalement &qui-intégrable
et par consé&quent converge fortement et faiblement vers ¥(x') dans

Ll(Q,Gw,P) et que
a.
Vi€ I, ox',T.(.)) € ;EPlECP(x')]°

Soit X;(.) un représentant de A_, et soit Qn = {w l n-1 S|Aw(w)| < n} € Go *
La restriction & Qn de Fi(.) vérifie Ww €Q: Fi(w) C n Q, et par con-
séquent, il existe une multiapplication Tg, i valeurs dans CK(EO)

scalairement G_-mesurable et scalairement P-intégrable telle que
n
' €E', 0@',I0()) € x ¥(x')

Posons
( T2 (w) siw€Q
F o = % -
{0} siw€N=Q0\U @
1

P
=3

[ est ainsi une multiapplication définie sur Q i valeurs dans CKEG)
scalairement Gm;mesurable et scalairement P-intégrable, vérifiant,

pour tout i, Ti € méiffw].

o © 3 * -
Soit maintenant f_ &Inr » La fonction £ est scalairement P-intégra-
(o]
ble car

¥x' €E', <x',f_(w)> < [A_ ()| max{|o(x',Q)]|,|o(-x',Q) |}

Si on suppose l'existence d'une suite {elfl}nE d'éléments de E' séparant les

points de E, il existe pour tout 1 € I, fi Grnri telle que
i

v € g %! > € G'i[< Y]
¥x E <x ,fi(a) EP x',E£.(.)

{fi}iEI est donc une martingale vectorielle faible section de {Fi}iei'

Inversement si {fi}iEI est une martingale vectorielle faible section de

{Ti}iEI’ nous savons (voir M. Métivier [2] Th. 1, p. 180) que 1l'hypothése

¥i €1, ¥ €0, fi(w) CIAi(w),Q
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entraine l'existence de f, ¢ 8 > E scalairement G“;mesurable et scalairement
P-intégrable telle que {fi}iEf soit une martingale. Alors compte tenu de 1'gyxis—
. b . . (O
tence d'une suite {e'} d'éléments de E' séparant les points de E, £ € I
n n€ IN o r,

Enfin, supposons qu'il existe {eé}nelN dans E' séparant les points de

E alors,

LA fCL'
vi €1, wf, €MW1 gy oeq
1 I. 1 1
1
R = [ )dP.Q C
Iy £ ap¢ Iy M (DdrqcE
i i
et de plus KF (Ai) CE; Pi est donc P-intégrable pour tout i € f, et la mar-

tingale faiblé {Fi}ief*est donc une martingale sur (Q,{Gi} P) :

€T’

- G =
¥i €I, vA; €0, Hri(Ai) Hrw(Ai)o

IV.17 - Corollaire

Soit (Q,@,P) un espace probabilisé complet, {Gg}ielune famille de sous—
tribus P-complétes de G, indexée par un ensemble d'indices filtrant 4

droite tel que

iSj:)G_CG_v
1 J

Soit G la tribu P-compléte engendrée par U Gi.
I

Soit E un e.v.t.l.c.v.8., E' son duql .

Soit {Fi}iEI une famille de multiapplications défintes sur Q, & valeurs
dans CK(EG), adaptée Q {Gi}iél et formant une martingale faible scalai-

rement terminalement équi-intégrable sur (Q’{C%}iél sP), et vérifiant :
¥i €I, vw€Q, Ti(w) T A(w).Q

ol Q est un convexe, Squilibré O(E,E')-compact de E , et \ une application

définie sur Q & valeurs réelles, G

w ~mesurable et P-intégrable.
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Alors il existe une multiapplication I' s définie sur Q et Q& valeurs
dans CK(EO), scalairement G _-mesurable. scalairement P~intégrable telle

que {Pi}iGI sott une martingale faible sur (Q’{Gi}iEI sP).

De plus, s'il existe une suite {eé}nQN d'éléments de E' séparant les

points de E, pour tout £, € m%“ s t1 existe une martingale vectorielle
. oo

faible {fi}iel » section de {I’i}ieI telle que

a,
. 1
vi €1, £ €5, (£ )

Enfin, s'il existe une suite {eé}nE;N d'éléments de E' qui gépare les
points de Q , pour tout i € I, I est P-intégrable, et'{Pi}iGI est une
martingale sur (Q;{ai}iei,P)-

La démonstration est évidente. Il suffit de poser : Ai =A , ¥i € I,
Une démonstration directe est donnée par VAN CUTSEM [1].
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IIT - MARTINGALES SECTIONS EXTREMALES DANS' UNE DIRECTION .

Les résultats suivant sont les prolongements au cas des martingales des
résultats du paragraphe III.3 sur 1'espérance conditionnelle des sections

extrémales.,

Iv.18 - Proposition

Sott (R, 4, P) un espace probabilisé complet,'{ok}iel une famille de sous—
tribus P-compléte de G , indexée par un ensemble 1 d'indices fLltrant
a droite

i<ji=>0Gq cq,
1 ]

S0it E un e.v.t.l.c.r.5., E' son dual.

Sott {Fi} une famille de multiapplications définies sur Q, & valeurs

dans CK(EO), adaptée a {Gi}iEI'
@ q ' » - . ©oe p 3 :

Soit x' € E' , 9% iFi(,)}iEI est une martingale faible sur (Q,{ai}iEI,P),

alors {Fi(x',a)}ieI est une martingale faible sur (Q’{Gi} P)

i€r’
57 {Fi(°)}i€I est scalairement terminalement équi—intégrable, alors

{Pi(x"')}iEI est scalairement terminalement équi—intégrable.

Sl existe une suite {eé}ne Nd'éléments de E' séparant les points de E
. . - i
et st {Ti(°)}i€1 est une martingale Sur (Q’{‘i}iﬁl »P) alors
' ' 3 : C.
{Fi(x ’")}iEI est une martingale sur (Q,{Ji}iEI,P)O

Démonstration : Le fait que{Ti(x’,q)}iEI Soit une martingale faible

résulte immédiatement de la proposition IITI.24.

Supposons que {Fi(°)}i€I soit scalairement terminalement &qui-intégrale.

Alors (cf. IV.8)

¥y' € E', ¥ > 0, HIS < I, I, terminal dans I, dc > 0, ¥i € L
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J{Iw(Y'aPi)|> c}lw(y"ri)ldP < g
L'inégalité
¥y' € E', ¥w € Q, l@(y‘,P'(x',w>)| < max{lw(y'?T(w))l’|¢(_yv’r(w))l}
entraine alors

J.{qu(y',I"(x',_))|>C}|C~°(Y',P'(x',.,))ldp

s J.{max{lcp(y' LU D)) | , ICP("Y' ,T()) li}>c}maX{ 'CP(Y' ’T(e)) I ’ ICP("Y' T()) I}dP

= o, my e} [P0 DRE L jgyr r) e} POy a

(Voir Neveu (1], ex : IT.5.1). Il est alors facile de déduire que

{Fi(x',.)}iel est scalairement terminalement &qui-intégrable.

La fin de la proposition résulte également de la proposition III.24.

IV.1% - Froposition
Soit{Fi}iGI une famille de multiapplications vérifiant les hypothéses
de la proposition IV.18. Supposons de plus qu'il emiste‘{éé}ne -

dans E' séparant les points de E.

Sotit x;,.e.,xé des éléments de E'.

Sa(igi(.)}iel est une martingale faible sur (Q,{Gi}iell,g), alors
' ' ' o . ’

{Fi ‘(xl,.uo,xn,.)}iel est une martingale faible sur (Q,{ i}iEI’P)

Sz {Ti}iel est scalairement terminalement équi—intégrable alors
{Fén)(x{,...,x;,,)}iel est scalairement terminalement équi—intégrable.
Sz(igi(a)}iel est une martingale sur (Q,{Gi}ieI,P) aZorg

{r : (x;,.oo,xr'l,.)}iEI est une martingale = ' sur (Q,{Gi}iGI,P).
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IV.20 - Corollaire

Soit {Fi}iEI une famille de multiapplications vérifiant les hypothéses de
La proposition IV.18. Supposons qu'il existe {e;}n
les points de E, et que {Fi}iEI soit une martingale faible sun

€, {0}, ¢10P).

rd
E|Ndans E' séparant

Alors, pour tout x' € E', 11 existe une martingale vectorielle faible

{fi(X"”)}iEI section de {Ti}iEI telle que

¥i€I, ww€Q f(x',w) € ' (x',w)
et
f(x',w) € T'(w).

Démonstration : Nous savons que (Prop. III.26)

¥i €I, wx'€Eg', fi(x',w) est défini, pour presque tout w € 2, par

;60 = 0 I ety el L0

et que si i £ j
- Gy
fi(x',.) € Ep [fj(x',a)J.

Remarque : Nous avons ainsi montré que pour une martingale faible de multiappli-
cations {Fi(°)}i€I’ 1'ensemble des maximum lexicographiques des
Fi(w) pour un ordre lexicographique donné sur E, définit une mar-

tingale vectorielle faible section extrémale de {Ti}i61°

IV.21 - Corollaire

Soit (Q,0,P) un espace probabilisé complet,{ Gi}iEI une famille de sous-—
tribus P-complétes de G, indexée par un ensemble 1 d'indices filtrant

a droite, telle que

i<j= G cAq,
i i



- 136 ~

Sov,tcE la tribu P-compléte engendrée par U G
I

Soit E un e.v.t.l.c.r.s8., E' son dual.

Soit {F‘( )} une famille de multiapplications définies sur 9, 4
valeurs dans CK(E o/ adaptées a {G }. €1

Soit x' € E',

sz AT, } est une martingale faible (%, {G }. €1P) et e'il existe T_

teZZe que {P } ;€7 sott une martingale fuﬁble sur (9, {G . ;€59P)
alors {Tl(x - )}lelest une martingale faible sur (Q’{Gi}iEI’P)'

S'71 existe {eé}nﬁN dans E' séparant les points de E , si {r.} e
est une martingale sur (9, {G }. ;e oP) et 8'il existe T, telle que
{r, } EI sott une martingale sur (S, {G T, €1 ,P), alors {T] e s o)}, EI

est une martingale sur (S, {G } P).

1EI’

La démonstration est immédiate.

IV.22 - Corollaire

Soit (R, GP) un espace probabilisé complet, Kzn}nEiN une suite crois—

sante de sous—tribus P-complétes de G, et soit (lea tribu engendrée
ua,

par L

n

Soit E un espace vectoriel normé complet de dimension finie, E' son dual.

Soit {Ph}ne & une suite de multiapplications définies sur 9, Q& valeurs

dans CK(E), adaptée & {Gn}ne & formant une martingale sur (Q;{(%}ne &,P).

Soit x' € E',
' ' ~ . G o~ o
Alors {Fn(x ,.)}ne § est une martingale sur (2,{ n}n&N,P)quz converge

P-presque silrement vers Tl (x',.).
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e o et s e e i e e bt o

martingale sur (Q,{@n}ne N,P)c I1 est facile de voir Sue'{Fé(x',»)}n& N
est scalairement terminalement équi-intégrable. Soit T sa limite.
I1 reste & montrer que I', = Tl (x',.) P-presque stirement.
Puisque {F%(x',o)}converge presque siirement vers fw(.) nous savons déja
que P-presque sirement fw(,) CTi(x',.)

G

20}
Soit alors £ €M, ., , . I1 existe donc 1f } o .. suite de fonctioms,
(x',.) n"n€ N

adaptée a‘{an}neﬁN’ telle que

G
vn €N £ =E,Lf]
3 n P

G
T
£ €m
n I''(x',.)
< . . 1 '
{fn}nE N est donc une martingale de sections de Tn(x se)e
Cette martingale converge fortement dans LI(Q,Gm,P) vers une limite £,
section de I' et presque partout 8gale 3 f.
Ainsi, toute section Gw—mesurable de T;(x',c) est P~presque sirement
une section de I' . Il est alors facile de montrer que P-presque slirement

F;(x‘,a) < T, ; par conséquent I' = F;(x',n) P-presque sirement.

Proposition

Soit (9,Q,P) wn espace probabilisé complet, {Gi}iEI une famille de
sous—tribus P-complétes de G |, indexée par un ensemble 1 d'indices

filtrant a droite, telle que

isj-= Gi c G,
]

Soit E un e«vet.lec.r.8., E' son dual.

Nous supposons qu'il existe {eé}ne y dans E' séparant les points de E .

S

Soit {Fi}iel , wne famille de multiapplications définies sur §} , d

valeurs dans CK(EG), adaptée a 1 Gi}iEI formant une martingale faible
Q

sur (2,1 i}iel’P)’
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Alors, il existe une famille dénombrable ({f?(c)}iel)ne,N de martingales

vectorielles faitbles sections de {Ti}iel telle que
¥i €1, W €0 {£ W}

n§N

soit dense dans Ti(w) pour O(E,E'),

. . e e . n
Démonstration : Nous savons que pour i fix&, la famille {fi(')}

n€ N
de sections de Pi’ est construite en prenant la famille dénombrable Fi

des sections extrémales {fi(eé,,)} et en constituant la famille

n€ N
Di des barycentres des &léments de Ei 4 coefficients rationnels. Nous
avons déji montré que l'image par espérance conditionnelle d'une telle
famille est encore une famille de sections possédant la méme propriété
pour la multiapplication espérance conditionnelle. (Prop. ITII.27).
Il est facile de vérifier que,pour n fixé}{f2(°)}i€1 est une martin-

gale vectorielle faible sectlop de {Pi}i€I°
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