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PROCEDE GENERAL D'INTERPOLATION - RAPPELS SUR LES FONCTIONS CONVEXES

FONCTIONS HILBERTIENNES ET FONCTIONS SEMI-HILBERTIENNES =--=mmmm-c--

I -

IT -

IIT -

IV -

Procédé général d'interpolation =-======mmemmeoommo -

On définit la notion de procédé général d'interpolation,
on introduit diverses conditions permettant de définir plu-
steurs types de procédé d'imterpolation.

Rappel sur la théorie des fonctions convexes -----==me=-=-n-

Nous faisons un bref rappel des notions et résultats les plus
importants de la théorie des fonctions convexes. On explicite,
en particulier, des conditions de caractérisation d'un mini-
mun. d'une somme de deux fonetions comvexes et les propriétés
des fonctions jauges.

Fonctions hilbertiennes ====--=-=momoommmmmm

On définit les fonctions hilbertiennes et Leurs rapports avec
les sous-espaces hilbertiens ; les propriétés de leurs fone-
tions polaires et des sous—différentiels.

Fonctions semi-hilbertiennes =-=======commmmmmme___.

On Définit ces fonctions, on étudie Leurs propriétés, et on

introduit la notion de multinoyaux.
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On explicite le probléme général de fonctions spline en termes
de fonction semi-hilbertienne h. On obtient une multiapplica-
tion que doit vérifier la fonction spline et par polarité on
caractérise la fonction spline comme appartenant & 1'image de
certains éléments de E' par le multinoayu de h.

On précise ces résultats dans le cas de la fonction spline

d'interpolation minimisant Ji (u(k)(t))zdt.

Procédé d'interpolation obtenu par la minimisation d'une

fonction semi-hilbertienne (fonction spline) ------=------ 42

On «tuuie les propriétés de ce procédé d'interpolation. En
particulier le rile de la condition de Haar sur Kerh.

Exempies de caractérisation de fonctions spline généralisées 53

On excmine les fonctions spline d'Hermite, par moyenne pondé—

rée et par condition sur la transformée de Fourier.

Etude du cas od Kerh ne vérifie pas la condition de Haar et

OU KerH # 0 ====mmm e e e e e e e e e 58

Nous domnons des exemples de phénoménes se produisant dans
ces deux cas.

Utilisation des fonctions semi-hilbertiennes pour des splines

a_piusieurs variables =--===mmmomm e o . 64

On étudie en particulier les fonctions spline définies par
une relation d'égalité sur un sous-ensemble de .

Recherche de formules optimales d'approximation de fonctionnelles

11N€aires ===== === o e e e 71

Par 1'utilisaticn des fonctions semi-hilbertienmnes on retrouve*
L'exactitude des formules optimales sur les fonctions spline :
on donne une condition suffisante de meilleure approximation
lorsqu'on fairt dépendre d'un paramétre les &léments d'une base
de l'espace des approximants.
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Conditions pour qu'un procédé d'interpolation provienne de 1la

minimisatiocn d'une fonction semi-hilbertienne -=--eecmeeceooo

Exemple de procédé provenant de 1a minimisation d'une fonction
semi-hilbertienne ===m-=m-mmmm oo .
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PRODUIT TENSORIEL DE FONCTIQNS SEMI-HILBERTIENNES ET APPLICATIONS A
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Produit tensoriel de formes bilingaires et de fonctions
semi-hilbertiennes ==-====acemmmemo___ mmmmmmem e

On définit ces notions, on étudie certaines de leurs proprié-
tés, en particulier sur le noyau d'un produit tensoriel de
jornctions semi-hilbertiennes.
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Procuit tensoriel de fonctions SPline ===-eemm .

On étudie les propriétés de minimisation, relative & um produit
tensoriel, de ces fonctions spline.

Fonctions spline interpolants sur les cotés d'un maillage

Ict on a un probléme vérifiant une infinité de condition d'in-
terpolation, On déerit la fonetion minimisant wn produit ten-
sortel de fonction semi-hilbertienne.
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r0nctions spline & valeurs vectorielles —--=--mmmmcocomcmmeoo

On coreidére des fonetions & valeurs dans un espace de Hilbert,
€v on déduit 1'existence de fonetions spline par projections
sur une base orthonormale.
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Cn décrit la méthode d'interpolation de surfaces par des sur-
faces de Coons, et on montre le rapport avec des fonctions
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On domne cette condition d'une fagon générale, puis onbl’ex-
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On obtient aussi un résultat de convergence des spline§ cons— -

truites sur un nombre fini de ces points.

IV - Extrapolation & la limite par des fonctions spline -=--=-~-- 163

On décrit deux algorithmes pour le calcul de 1'extrapolé et
on donne des résultats numériques.
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S Notations définitions et rappels sur les champs de Taylor et 175 bis
le thécréme de Whitney --------=-=======--m-cocmmoomnomnno-
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prolongemant et on montre qu'il appartient 4 Ckla,bl,
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forction f définie sur un sous-ensemble de [a,b] soit prolon-
geable par une fonction Ck!a,bl -----------------------------

On décrit aussi les Q-projections utilisés par Whitney pour
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INTRODUCTION

————————————

Nous étudions dans ce travail divers procédés d'interpolation.
Nous donnons une définition axiomatique de la notion de procédé d'interpolation
au début du chapitre I, et précisons certaines propriétés supplémentaires qui
permettent de dissocier plusieurs types d'interpolation. Par exemple, le pro-
cédé d'interpolation par des polyndmes ne vérifie pas les mémes propriétés
que le procédé d'interpolation par fonctions spline.

La théorie des fonctions convexes telle qu'elle est introduite par
JJ. Moreau et RT Rockafellar, donne un langage agréable pour traiter les ques-
tions d'optimisation et d'approximation convexes. Nous utilisons cette théorie
pour étudier les fonctions spline. Pour cela nous introduisons d'abord les
fonctions hilbertiennes et semi-hilbertiennes. Nous obtenons deux types de
caractérisation pour les fonctions suivant que nous considérons la caractéri-
sation du minimum dans 1'espace initial, ou dans 1'espace dual par polarité.

Nous explicitons les propriétés du procédé d'interpolation par fonctions
spline, en particulier Te réle joué par le sous-espace Ker h (ensemble des
éléments ol Ta fonction semi-hilbertienne h 3 minimiser est nulle) et la con-
dition de Haar pour ce sous-espace Torsqu'il est de dimension finie. Nous don-
nons des exemples ol cette propriété n'a pas lieu et les particularités qu 11s
présentent. Nous nous posons aussi le probléme inverse de savoir : si un pro-
cédé d'interpolation provient de la minimisation d'une fonction semi-hilbertien-
ne ; nous donnons des conditions pour qu'il en soit ainsi, et une classe de -
procédé les vérifiant. ’

Cette théorie permet aussi de présenter et de retrouver d'une fagon simple
1'approximation optimale d'une forme linéaire continue de Sard [1963] et Schoenberg
[19647
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Nous traitons le cas du produit tensoriel de fonctions hilbertiennes et
semi-hilbertiennes et indiquons le rapport avec les surfaces de Coons qui sont
de plus en plus utilisées pour représenter des surfaces dans les applications
pratiques.

Lorsque on a un nombre fini de conditions d'interpolation quel que soit
les valeurs prises pour ces conditions, i1 y a existence d'une fonction spline ;
par contre si nous avons une infinité de conditions, il n'y a pas toujours exis-
tence d'une telle fonction, nous donnons une condition nécessaire et suffisante
pour qu'il en soit ainsi, Nous étudions 1'extrapolation & la limite pour des
fonctions spline et donnons deux algorithmes réalisant cette extrapolation &
la Timite et des applications numériques.

Nous>introduisons ensuite un procédé d'interpolation par des fonctions
de classe Ck. Tout d'abord nous étudions le cas du prolongement d'un champ de
Taylor d'ordre k par des fonctions de classe Ck, qui peut étre ainsi interpré-
té comme un procédé d'interpolatijon de type Hermite. Nous définissons une notion
de convergence sur les champs de Taylor et étudions la convergence des prolon-
gements dans»ck Torsque nous avons convergencedes champs de Taylor. Lorsque
nous avons une suite des champs de Taylor définis sur un nombre fini de points,
alors pour certain type de prolongement nous avons des fonctions spline
d'Hermite généralisées d'ordre k+l et nous obtenons ainsi un résu]tat'de con-
vergence de ces fonctions "spline" dans Ck vers une fonction de Ck

tient pas nécessairement a Hk+1[a,b].

qui n'appar-

Whitney donne une caractérisation des fonctions f définies sur up sous-
ensemble F de [a,b| et prolongeable en une fonction de classe Ck 5 pour démon-
trer ce théoréme Whitney introduit les Q-projections. A une telle fonction f
on associe un champ de Taylor d'ordre k puis en utilisant Tes prolongements

définis au chapitre V, nous construisons une interpolation par des fonctions
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de classe Ck. Nous pouvons utiliser les Q-projections pour construire un tel
procédé. Ce procédé est numériquement simple, puisque pour déterminer les
dérivées jusqu'a 1'ordre k en un point d'interpolation nous avons seulement
besoin des valeurs de la fonction en k points assez voisin de ce point.

Par contre, si f est une fonction qui interpole selon ce procédé sur n points,
alors la fonction interpolante selon ce procédé sur tout ensemble contenant
ces n points n'est pas nécessairement f, contrairement & ce qui se passe pour
les fonctions spline ou les polyndmes. Nous définissons une notion de conver-

gence pour ce type de fonction et donnons des résultats de convergence dans
k
c.
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~Au début de ce chapitre, on définit Ta notion de procéde général d'interpola-
tion, et différents axiomes qu'un tel procédé vérifie. Le choix des axiomes est
motivé par ce qui se passe dans les procédés classiques et par certaines pro-
priétés de procédés d'interpolation qui sont &tudiges dans divers chapitres de
ce travail. En particulier est mis en Tumiére une différence entre le procédé
d'interpolation par polyndme et le procédé par fonction spline.

Nous utiliserons dans ce travail les propriétés de fonctions convexes et
de diverses notions qui leur sont reliées. Cette théorie commence 3 &tre connue,
le cours de Moreau [19661, Te Tivre de Rockafellar [1970], un chapitre du livre
a paraitre de P.J. Laurent [19711 en donnent une synthése. Le deuxiéme paragra-

phe de ce chapitre est consacré § un bref rappel des notions et des propriétés
fondamentales de cette théorie. ’

L'application de 1a théorie des fonctions convexes pour présenter 1la théorie
des sous-espaces hilbertiens a &ta faite par Mme S. Maury [1968]. J.L. Joly et
1'Auteur ont repris ces travaux, introduit le vocable de fonctions hilbertiennes
puis la notion de fonctions semi-hilbertiennes et de multinoyau associé, pour le
cas ou la forme quadratique n'est plus nécessairement définie positive. Les par-
ties III et IV développent les propriétés des fonctions hilbertiennes et semi-
hilbertiennes.



I - PROCEDE GENERAL D'INTERPOLATION

~

Soit X un ensemble, F(X) 1'ensemble des fonctions i valeurs réelles définies

sur X.

I.1 - Définition

Soit P un ensemble de parties de X, pour chaque P € P soit Fp un sous-ensemble
de F(X) ; un procédé général d'interpolation consiste en la domnde pour tout
P € P d'une multi-application T défintie sur Fp a valeurs dans F(X) , telle
que pour tout £ € Fo, les restrictions d P de £ et de tout élément de ﬂP(f)

coineident.

Un cas particulier important correspond 3 P formé de parties finies, c'est

le cas le plus courant d'interpolation, mais dans la suite nous aurons 1'occasion
de voir des interpolations sur un ensemble infini de points au chapitre II, n° 3
(Spline & deux variables minimisant un produit tensoriel de fonctions semi-hil~
bertiennes, et prenant des valeurs fixées sur les lignes d'un quadrillage) et au
chapitre IV n° 3 (Spline ayant des valeurs données sur un ensemble infini de

points d'un intervalle).

FP sera dans de nombreux cas &gal d F(X), mais dans le chapitre III, n° 3,

nous prenons F_ indépendant de P mais &gal 3 un sous—espace de F(X) ; dans le

P
chapitre IV n° 3 nous avons Fp qui varie avec P.

Nous rencontrerons souvent dans la suite le cas ol P est 1'ensemble des
parties finies de X, si en plus FP = F(X). Nous dirons alors que nous avéns un

procédé d'interpolation en omettant l'adjectif 'général".

I.2 - Nous remarquons que la multi-application ﬂp donne la méme image pour deux
éléments f et f' coincidant sur P. Supposons que FP = F(X) et Que P est formé de
parties finies, alors nous pouvons factoriser ﬂp en Xp.rp ol rp est 1'opération
de restriction de F(X) a P et ou Ap est une multi-application définie sur R" ol

n = card(P). Ainsi ﬂp est définie par la donnée des AP



I.J - Définition

Sotent deux procédés géndraux d'interpolation T et m', nous dirons que T'
g P

est un raffinement de T, si nous avons les conditions suivantes :
- pCp!

- 87 pour tout P € P alors Fp ©Fp,y e
- pour tout P € P et tout £ € Fpalors my(f) < M),

I1 est bien &vident que si quel que soit P et f on a ﬂp(f) unique (ﬂp est

une véritable application), tout procédé T' raffinement de T coincide avec T sur
s P

les ensembles de P.

La relation'"m' est un raffinement de T"est une relation d'ordre sur les

rocédés généraux d'interpolation.
P

Introduisons sur les procédés généraux d'interpolation 1'axiome suivant qui

correspond a une propriété de projection.
I.4 - Axiome
S P' € P et s P' C P glors
ﬂP,(FP, n FP) c ﬂP(F).
Dans le cas ol FP = F(X) quel que soit P.

D'aprés la définition I.1 si f € Tpy (F(X)) on aura £ € m,(g) car
f € ﬂP(F(X)), f coincidera avec g sur P ainsi f € ﬂP(f).



Dans le chapitre VI le procaddé d'interpolation basé sur les Q-projections,
ne vérifie pas cet axiome, en effet, si £ est une fonction intermlante sur P,
il est possible que f ne soit pas une fonction interpolante sur P' C P. Ainsi

1'axiome I.4 n'est pas une conséquence de la définition I.1.

I.5 — Définition

Un procédé général d'interpolation T est dit de type linéaire si pour chaque
P E€Pp, Fp est un sous-espace vectoriel de F(X) et T, est une multiapplica-

tion linéaire de Fy dans F(X).

Rappelons qu'une multi-application T d'un espace vectoriel E dans un espace
vectoriel F est dite linéaire si pour tout e € E, Te est une variété affine trans-
latée de T(0). Ainsi si ¥ désigne la projection canonique de F sur F/T(0) alors
X o T est une application lingaire.

Dans une multi-application linéaire nous avons

T(ete') = T(e)+T(e') et T(\e) = KT(e).

La plupart des procédés d'interpolation habituellement utilisés sont des inter-

polations de type lindaire.

1.6 - Exemple - Interpolation par des polyndmes sur un intervalle [a,b].

On prend P = ensemble des parties finies de [a,Bj et FP = F([a,b]),
soit P = {Pl""’pn} on prend WP(f) le polynOme de degré inférieur ou égal 3 n-l
qui coilncide en ps (I =i <n) avec f(pi). Un tel polyndme est défini de fagon
unique, il ne dépend que des valeurs de f en P;- La multi-application Mo egt ici
en réalité une application ; elle est lindaire. Ainsi le procédé est de type lindaire’
L'interpolation d'un polyndme de degré inférieur 3 n-1 sur n points &tant lui-méme,

1'axiome I.4 est vérifia.
&



1.7 - Exemple - Interpolation par combinaison linéaire de fonctijons données

Considérons n fonctions w],...,w définies sur X. Elles vérifient la condi-

tion de Haar sur X si quel que soit (p],...,p ) points distincts de X et quel que

soit £ € F(X) il existe une combinaison linéaire de wl,...,¢£ qui coincide avec

f en chacun des points PyseeesP)

La condition de Haar équivaut 3 la propriété : le systéme de n &quations i
n inconnues
n n
Lo, w (p ) = £(p.) admet une solution unique quels que
j=1| i=1 J
soient PjseeesP, et f. Ceci peut s'exprimer par : le déterminant de terme général

¢i(pj) est non nul.

Soit ¢ ,...,$ s+++ une suite infinie de fonctions définies sur X. Nous dirons

que cette suite forme un systéme de Markov, si pour tout n les fonctions ® ,...,¢

vérifient la condition de Haar sur X.

Par exemple (l,x,...,xv,...) forment un systéme de Markov sur [a,b].

Supposons donné un systéme de Markov sur X, nous lui associons un procédé
d'interpolation en prenant pour P 1l'ensemble des parties finies de X, pour FP 1'es-
pace F(X); alors ﬂP(f) est l'application qui 3 f associe 1la combinaison linéaire
de wl,...,@ qui coincide avec f sur PysecesP Remarquons que si f = zl o, @ et
si nous prenons m points Pys++-»P avec m > n alors l'interpolant de £ est f lui-
méme ainsi l'axiome 1-4 est vérifié. Ce procédé est évidemment de type linéaire.
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I.8 - Exemple - Procédé d'interpolation provenant de la minimisation d'une fonction

semi-hilbertienne (fonction spline)

Dans la suite de ce chapitre nous définissons la notion de fonction semi-
hilbertienne, puis au chapitre II nous définissons ce procédé d'interpolation et en
étudions certaines des propriétés. Nous pouvons signaler dés maintenant que ce pro-

cédé est un procédé de type linéaire, qui vérifie 1'axiome I.4.



La multi-application Tp n'est pas toujours une application si le nombre de
points de P est trop petit. Il se peut que le procédé ne soit pas défini pour cer-
tain P fini, ou que le sous-espace ﬂP(O) varie avec P et,que'ﬂp(o) et WP,(O)‘n'aien
pas la méme dimension bien que Card(P) = card(P'). Ce dernier phénoméne ne se

produit pas si un certain sous-espace Kerh associé 3 h vérifie la condition de Haar

Ainsi la derniére constatation de ce dernier exemple nous conduit 3 introduir

1'axiome :
I.9 = Axiome

Soit un procédé général d'interpolation T de type lindaire. On suppose qu'il
existe un nombre entier n_ tel que pour tout nombre n 2 n_, pour tout en-
semble P € P comportant n éléments, L'ensemble wP(O) soit un espace vectoriel

dont la dimension ne dépend que de n.

Les procédés d'interpolation décrit en I.6 et I.7 vérifient 1'axiome I.9
mais aussi la propriété suivante que nous posons comme axiome supplémentaire pour

un procédé d'interpolation.
I.10 - Axiome

Un procédé d'interpolation T vérifie  l'axiome I.10, si pour tout P ayant
le méme nombre d'élément n , 1'ensemble ﬂP(F) =V est indépendant de P

mais dépend uniquement de n.

La plupart des procédés d'interpolation de I.8 vérifie 1'axiome .9, mais de
tels procédés ne vérifient pas I.10. Cet axiome I.10 est une des différences es-
sentielles entre 1'interpolation par polyndme et 1'interpolation par spline. Inver-
sement les résultats qui vont suivre vont montrer que les procédés vérifiant I.10

et de type linéaire, sont a4 1l'unicité prés du type de 1'exemple I.7.



I.11 - Soit un procéds d'interpolation Tp de type linéaire vérifiant 1'axiome I.10.
Si pour tout n, Vn est de dimension m, il existe m fonctions linéairement indépen-
dantes telles que pour tout P formé de n &l&ments nous ayomns :

m

m
() = { T a.e | E

a.®. (p.) = £(p.) 1 <j <n}.
2 . ; l(pJ (pJ ]

1

Si dim Pn = n, nous avons le systéme ml,...,QQ qui vérifie la condition de

-~

Haar et nous avons un procédé correspondant 3 1l'exemple I.7.

Nous avons m = dim Pn 2 n, en effet, 1'application restriction qui 3 un
élément de Pn associe sa restriction & P = (pl,...,pn) est une application linéaire

. . on .o . .
surjective sur R, Considérons une base ¢],...,¢h de Pm, alors il existe une sous-

matrice carrée d'ordre n de déterminant non nul de la matrice n X m
]q&(pj)l 1 =i <m, 1 < j < n. Cette sous-matrice ne correspond pas toujours
aux mémes indices si les pj varient. Par exemple si n = 1 il se peut que certains

qﬁ s'annulent en n sans que ce soit la méme chose pour les autres points.

1.12 - Proposition

Si le procédé d'interpolation T de type linéaire vérifie I.4 et I.10,
avec quel que soit n, Pn de dimension finie, nous pouvons construire une
suite de fonetions @1,...,¢h.. tel que pour chaque P ayant n éléments Mo
admet pour base ¢l,...,¢% et qu'il existe une sous-matrice carrée de
(¢E(pj)) (1 <is<m 1 <j<n)dordre n dont Le déterminant est non

nul.

I1 suffit pour P1 de prendre une base @1,...,¢%(]), Puis comme P1 < P2
nous complétons la base de P1 pour faire une base de P2 et ainsi de suite. Nous

avons la proposition en utilisant les remarques de I.11.

c.q.f.d.



I.18 - Définition

On dit qu'un procédé d'interpolation admet un seuil .d'unisolvence n si pour
tout P avec card(P) >nnous avons Tp qui est une application et si pour tout

Q avec card(Q) < n glors Mo n'est pas univoque.
Nous remarquons que les exemples I.6 et I.7 sont des procédés d'interpolation
d seuil d'unisolvence 1. Nous verrons des exemples de type I.8 oili nous avons un seuil

d'unisolvence supérieur i 1.

I1.14 - Formule de Newton

I.14 - Proposition

Soit T un procédé d'interpolation de type linéaire 4 seuil d'unisolvence , T
vérifiant l'axiome I.4.

50Tt B = (Ps..«sP i cnseii le  de m points de [a,b] distinets avee

m >n FPour chaque i (n < 1 <m) 71 ex?ste‘une forme linéaire unique

i i
Hi (Pyseeespy)  avee W (pys.eesp) = Ela 6p telle que pour tout

f € F(X) nous ayons J ]
m
TTP (f) = . z A'i(p]a°°°’pi)(f)vj+ﬂp (£)
m i=n+1 n

et
L . . = o 0 1 S j
'i(pl’ apl)(VJ) 613 i =13

ou Vs est L'élément de m_ (F) (j > n) qui vérifie vj(pj) =1et st k<]

P

= J
Vj (Pk.) 0. s

Démonstration

Nous allons raisonner par récurrence sur le nombre d'éléments de P. Supposons
la propriété vraie pour i. U (F(X)) est un sous-espace de dimension i de T (F(X))
.. . i . 1+1
Considérons 1'image V., par Log d'une fonction nulle sur PyseeesPy et vaTant 1

1+1
en pi+].



La fonction Tp (f)+(f(pi+l) ﬂ (f)(p ))v, i+ coincide avec f en chaque point pj
i

i+1
1 £ 3j < i+l ; ainsi elle est egale a Tp (£).
i+l
* i+]
I1 reste 3 voir que ui+](pl,...,p. )(f) = Z o, ‘<8 ,f>

j=1 Py i+1
Comme ui+](f) = f(pi+])-wPi(f)(pi+]), il suffit de voir que ﬂPi(f)(pi+]) = jilsjf(pj

Considérons une base OJ de ﬂ (F(X )) vérifiant 0. (pk) = 6 K alors nous avons, com-
me T est un procédé de type 11nealre, (f)— Z f(p )0 alnsi
1 j=1

m (f)(p ) =

™ =

i
f(pj)oj(pi+]) = .E] Oj(Pj+1) f(pj).

i+1 1 §

c.q.f.d.

En considérant le choix de v, de la démonstration, on remarque que le choix
des B. est indépendant de 1'ordre des pJ 1 <3 <1i ainsi nous avons

d(p]""°’p 9p1+]

) = J(pk(])"'°’pk(1)’p1+l) oli A est une permutation de lyeua,iy
la méme propriété est aussi vraie pour v. '

i+1°
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II - RAPPEL SUR LA THEORIE DES FONCTIONS CONVEXES

Les fonctions convexes au sens de Moreau sont des fonctions définies sur un
espace vectoriel réel E i valeurs dans R U {+x} U {~o}, Le plus souvent les
fonctions convexes considérées ne prennent pas la valeur -, cependant pour la
cohérence de la théorie, il est nécessaire de garder la possibilité de la valeur
-®, sans quoi certaines opérations telle que 1'inf-convolution sortiraient du
cadre imposé. Malgré ces inconvénients, nous développons ces rappels dans le cadre
de fonctions & valeurs dans R U {+~}afin de ne pas trop les surcharger. Nous
renvoyons les lecteurs qui voudraient une vision compléte de cette théorie aux

ouvrages de J. Moreau [1967[, Rockafellar |1970| et P.J. Laurent |1971].

II.1 - Soit f une fonction définie sur E & valeurs dans R U {+x} On appelle

domaine effectif le sous-ensemble de E dom £ = {e €E | f(e) < +»}.

f est dite convexe si pour tout x et y € E et § € ]O,][ on a
£(Ox+(1-6)y) < 0E(x)+(1-0)f(y).

f est dite propre si elle ne prend pas identiquement la valeur +w,

II.2 - Exemple

Soit C un sous-ensemble de E. Considérons la fonction WC telle‘que
WC(e) = si e € C alors O sinon +». Cette fonction est appelde fonction indicatrice

de C.

II.3 - On appelle épigraphe de f noté epi(f) le sous-ensemble de E X R

epi(f) = {(x,a) €E xR | f(x) < a}, épigraphe strict de f le sous-ensemble de E X

noté e;i(f)-
epi(f) = {(x,0) €E xR | £(x) < a} .

Les fonctions convexes sont caractérisées par la propriété que leurs épigra-

phes (ou leurs épigraphes stricts) sont des parties convexes de E X R.



II.4 - On suppose que E est muni d'une topologie qui en fait un espace vectoriel
q q

topologique localement convexe séparé.

Une fonction f est semi-continue inférieurement en x € E si pour tout

o < f(xo) il existe un voisinage V de X tel que si x € ¥V alors f(x) > a.

Une fonction semi-continue inférieurement en tout point de E est dite

fonction semi-continue (s.c.i.)

Les fonctions semi-continues inférieurement sont caractérisées par le fait

que leur épigraphe est fermé dans E X R.

Rappelons ce résultat : Moreau [1967J et Laurent [1971]

Proposition

Soit £ une fonetion convexe dans E. S'71 existe un ouvert non vide deE
sur lequel f est majorde, alors f est continue sur L'intérieur (évidem—

ment non vide) de son domaine effectif.

En particulier si f est continue en un point, elle est continue en tout point de

1'intérieur de son domaine.
On désignera par FO(E) 1'ensemble des fonctions convexes, sci et propres.

II.5 - Considérons un couple d'espace vectoriel E, E' en dualité séparante par la
forme <e,e'>, Nous munirons E de topologies I compatibles avec la dualité.

Nous avons O(E,E') < T { T(E,E') (0(E,E') topologie faible sur E, T(E,E') topo-
logie de Mackey).

A une fonction f définie & valeurs dans R U {+=} distincte de la fonction
. . - . . . *
identique & +®, nous pouvons associer sa fonction polaire f* sur E' par la formule

f*(e') = sup (<e,e'>-f(e)).
e€E
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. * . - P
La fonction f~ est une fonction convexe comme enveloppe supérieure de
fonctions affines sur E' (<e,e'>-f(0) est affine si f(e) # +»)., Si f € PO(E) on
montre que f est enveloppe supérieure de fonctions affines continues sur E. Ainsi

f = f*x,et 1l'opération de polarité est une bijection de FO(E) sur TO(E)).

II-6 - Exemples

o) Soit TC la fonction indicatrice d'une partie convexe de E, alors
Tz(e') = sup (<e,e'>). Cette fonction est dite fonction d'appui de 1'ensemble
e
C.
Si E est un espace normé et C = B(1) boule unité de E alors T:(l) est la
norme duale dans E'.
B) Soit V un sous-espace vectoriel de E, alors W$ est la fonction indicatrice

Wvo du polaire V® de V (V® = {e' | <e,e'> = 0 si e € V}).

Soit V_ le sous-espace affine de E, translaté de V passant par e alors

* . .
WV (e') = si e'" €V alors <e,e'> sinon +».
e
Y) Soient E et F deux espaces vectoriels localement convexes en dualité avec

E' et F'. A un opérateur linéaire continu de E sur F et g € I'(F) on définit
f €T(E) par £(x) = g(A(x)). Alors nous avons :
f*(e') = si e' € (Ker A)? alors gx(tA_l)(e')) sinon +o,

I1I-7 - Inf-convolution

s

Soient deux fonctions f et g définies sur E & valeurs dans R U {+x}, on

appelle inf-convolution de f, g la fonction e = £ V g(e) = inf (£(u)+g(v)).
utv=e

L'inf-convolution n'est pas nécessairement une fonction & valeur dans

R U {+x} , la valeur - peut &tre prise méme si f et g ne peuvent &tre &gales a —®.



L'épigraphe strict de f V g est la somme des épigraphes stricts de f et de g.

Si f et g €T(E) et si £V g ne prend la valeur ~» alors f V g est une

fonction convexe.

On dit que £ € T'(E) est inf-compact si pour tout a € R 1'ensemble
Sa = {x €E l f(e) < a} est compact.
Une fonction f inf-compact admet au moins un minimum.

Si f et g € T(E) f &tant inf-compact et g bornée inférieurement, alors f+g
est inf-compact et f V g est sci, bornée inférieurement et 1'inf-convolution est

exacte (la borne inférieure dans la définition de 1'inf-convolution est atteinte).

Soient E, E' un systéme d'espace vectorielSen dualité séparante, on vérifie
. P * * x . . .
immédiatement que (f V g)” = f +g° si f et g ne sont pas identiquement +w,

Si on applique cette formule & f> et gx on a (fx Y gx)x = %% gx*.

Si on suppose f et g € FO(E) alors (fx v x)x = f+g en considérant les polaires

- o, - PO x 0%
de cette egallte on dedUIL (f* Vg * (f+g) » mais nous ne savons pas si
X, xx
(fz Vg =y g puisque 1'inf-convolution de deux fonctions sci n 'est pas

nécessairement sci.

Mais nous savons le ré&sultat suivant : Moreau [1967]
Si f et g € P (E), f est finie en X5 8 finie et continue en X alors 1'inf-con-

volution f V g est exacte et nous avons (f+g)x = fx \Y g*.

IT.8 - Sous gradient .

1

Soit une fonction f, e' € E' est un sous-gradient de f en X, si f est finie

en x_ et si pour tout e € E nous avons f(e) > f(xo)+<e',e—xo>.

L'ensemble des sous-gradients de f en X, est appelé sous-différentiel de f

en X et est noté Bf(xo) .

Le sous—-différentiel de f en X peut étre éventuellement vide.
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L'ensemble des points ol une fonction f atteint son minimum est 1'ensemble

des x  ou Bf(xo) 30 :

Si f € PO(E) cet ensemble des points ol f est minimum le sous—différentiel

fx(O) de £ en 0 € E'.

Nous avons le résultat de Moreau : si f et g € PO(E) sont finies en X et
g est continue en X, pour tout e € E ol 9f(e) et dg(e) ne sont pas vides, alors
of (e)+3g(e) = o(f+g) (e).

Pour 1'inf-convolution, nous avons ce résultat : Joly L197QJ:

Si f et g € FO(E) et si 9f(x) N d9g(y) # O alors on a :

i) £V g(xty) = 3f(x) N 3g(y)

ii) pour tout couple X5, tel que x]+y1 = x+y alors 1'ensemble Bf(xl) n Bg(y])

est &gal a4 : "si l'inf-convolutionentre f et g est exacte en x, 6 +y, pour
g & 1

1

x ety alors 9f(x) N 3g(y) sinon vide".

II.9 - Une fonction f définie dans E est dite inf-localement compacte si pour tout

o, € R 1'ensemble Fu ={e €E | f(x) <o} est localement compact.

Une fonction est inf-localement compacte si et seulement si son épigraphe

est dans E X R localement compact.

Un cas particulier de fonctions inf-localement compactes est celui des

fonctions inf-compactes pour une pente e' (pour tout oo € R, 1l'ensemble *

{x €E l f(x)-<e,e'> < 0} est compacte.)

Nous avons le résultat de Moreau [1964] :
Soit E,E' un couple d'espace vectoriel en dualité séparante, E muni de G(E,E') et
E' de T(E',E). Une fonction f € FO(E) est inf-compacte pour la pente e' € E' si et

. .. . '
seulement si £ est finie et continue en e'.
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Pour les fonctions inf-localement compactes nous avons le résultat Joly f19701:
si £ € P (E) est inf-localement compact alors la variété affine fo engendrée par
domf est de codimension finie et la restriction de f* a fo est continue pour la
topologie induite par T(E',E) en tout point appartenant 3 1'intérieur (relatif a

fx) du domaine de £*

Ainsi nous sommes amenés 3 la définition : soit E un espace vectoriel topo-

logique, f € I'(E) est dite quasi-continue en un point x € domf, si la variété af-

fine Vf engendrée par domf est de codimension finie, et si la restriction de f a

Vf est continue en x pour la topologie induite par celle de E.

On dit que deux fonctions f et g € FO(E) forment un couple uni si tout hyper-

plan fermé qui sépare domf et domg les contient nécessairement.

On démontre Joly (1970) : soit E' muni de T(E',E), soient f et g deux fonc-
tions de FO(E), si £% est quasi-continue et si le couple (fx,gx) est uni alors

f V g est une fonction sci, 1'inf-convolution est exacte et fVg€t TO(E).

II.10 - Pour les sous-différentiels nous avons la propriété :

Avec les données précédentes si f est quasi-continue et si le couple (f,g)

est uni alors pour tout x € E on a

a) o(f+g) (x) = 3f(x)+3g(x)

. . * *
b) l'inf-convolution de f° et 8 est exacte en z' = x'+y' pour x' et y' et

3CE* V %) (2) = 3:%(x') N agX(y").

Nous en déduisons le résultat de caractérisation pour le minimum de la som-

me de deux fonctions convexes : sous les hypothéses précédentes les X réalisant le

minimum de (f+g)(x) vérifient la multiéquation of (x )+3g(x ) 3 0, et 1l existe x'

~

tel que 1'ensemble Xo de ces solutions soit égal i of* x") N Bg (-x").

. . = . ~ -
Pour tout e' € E' 1'intersection Bf*(e') N d9g™(-e') est soit vide soit égale 3 Xo.
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II-11 - Définition

Une fonction f ,définie dans un espace vectoriel E,est une fonction Jauge

st ¢
o) £ prend ses valeurs dans [0,+] et £(0) = 0

B) £ est positivement homogéne (pour tout x €F et tout X € J0,+o[
f(Ax) = Af(x)).

Y) £ est convexe.

L'ensemble des e € E tel que f(x) < a (a > 0) noté fSa est une partie
convexe de E contenant l'origine. Réciproquement, considérons un convexe C de E
contenant l'origine ; la fonction convexe f(x) = inf()\ € [0’+”[ | x € AC) est
une fonction jauge (on pose f(x) = © si quel que soit A € [Q,+w[_ x £A0C).
C'est la seule fonction jauge f telle que (fsl) = C, cette fonction est dite

fonction jauge de 1l'ensemble C.

Si le convexe C est équilibré et absorbant, la fonction jauge de C est
alors une semi-norme. Ainsi une fonction jauge est une semi-norme si f est symé-

trique f(x) = f£(-x) et si dom(f) = E.

Soit E, E' un couple d'espaces vectoriels en dualité séparante, soit M
un sous-ensemble de E. Rappelons que le polaire M’ de M est 1'ensemble des
e' €E' tel que <e,e'> < 1 pour tout e € M.

On vérifie facilement : que la fonction polaire d'une jauge est la fonction

.. . . < . .
indicatrice de l'ensemble polaire de (f l). Inversement la fonction polaire d'une

fonction indicatrice d'un ensemble convexe contenant O est une fonction jauge.
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Nous remarquons que si une jauge f est une norme, sa fonction polaire
n'est pas la norme du dual fort de E mais est la fonction indicatrice de la boule
unité& du dual fort. Nous sommes ainsi amenés 3 introduire la notion de jauges con-

juguées, ces jauges conjugudes ne sont pas fonctions polaires 1'une de 1'autre.

Définition

Soient E,E' un couple d'espace en dualité, 2 jauges p et q dans E et E'

* kd 2 o S S P .
sont dites conjuguées si les ensembles p : et q : sont fermés et polaires
L'un de 1l'autre.

II.11 - Proposition

L'inf-convolution p V q de deuzx Jauges p et q est une jauge.

Démonstration

p(el) et q(e2) etant positifs, il en est de méme pour p(e])+q(e2) et

ainsi pour p V q(e]+e2)

PV q(0) = inf (p(u)+q(v)) = p(0)+q(0) = O
u+v=0
si A >0
p(Au)+q(Au) = A(p(u)+q(v))
donc
inf A(p(u)+q(v)) = inf p(Au) +q (Av)
utv=e Au+Av=Ax
et

Ap V. q(e) = p V q(he).

D'autre part 1'inf-convolution conserve les fonctions convexes.

c.q. f.d.
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Lemme

Sotent A et B deuxr cOnes convexes ne contenant pas de droites,pour le cdne

C nous avons les propriétés équivalentes :
o) C = A+B
B) C est l'enveloppe convexe de A et B

Y) pour tout hyperplan fermé P tel que A et B soilent dans un des demis
espaces ouverts engendrés par le sous-espace vectoriel paralléle 4 P,
et tel que P N A et P N B sotent non vide, alors C est le cdne engendré

par 1'emveloppe convexe de P N A et P N B.

a<=>Best connu, voir par exemple Bourbaki E.V.T.
Soient a € A et b € B et C € [a,bJ. Soit P un hyperplan vérifiant les hypothéses
de y alors Oa coupeP en a', Ob en b' et Oc en c' et ¢' € [a',b'] donc B =>y.
Inversement si a' € P NA, b' € P NB et c' € [a',b'l alors tout point c de la

demi-droite Oc' peut s'écrire c = a+b a € 0a' et b € Ob'.

Proposition

La boule unité stricte de la jauge p V q est 1'enveloppe convexe des

boules unités strictes des jauges p et q.

Démonstration

L'épigraphe strict de p V q est la somme des &pigraphes stricts de p etgq
c'est donc aussi 1'enveloppe convexe de ces deux épigraphes. La boule unité stricte
d'une jauge est l'intersection de 1'hyperplan (E,1) dans E X R avec 1'épigraphe
strict de cette jauge. Le plan (E,!) vérifiant les conditions y du lemme

ainsi pV q < 1 est 1'enveloppe convexe de p < 1 et q < 1.

c.q.f.d.
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ITI - FONCTIONS HILBERTIENNES

IT1.1 - Fonctions quadratiques convexes

Soit E un espace vectoriel réel. Une forme quadratique sur E est une appli-

cation de E dans R telle que h(Mx) =A%h(x) A €R et x € E, et 1l'application

¥ > h(x+y)-h(x)-h(y) est une fonctionnelle lindaire quel que soit y € E.

On associe 3 h la forme bilindaire symétrique

R,y = 3 (G- h(@-h(y)). On a h(x) = B(x,x).

La forme quadratique x + h(x) est convexe si et seulement si elle est

positive (pour tout x, h(x) > 0).

Définition

On appelle fonction quadratique convexe une application h de E dans
R U {+0} dont le domaine est un sous—espace vectoriel de E et telle

que sa restriction d ce domaine soit une forme quadratique positive.

A une fonction quadratique convexe, on associe une forme bilinéaire h

définie pour x et y € domh par fi(x,y) = %-(h(x+y)—h(x)—h(y)).

On note Ker h 1'ensemble {x €E | h(x) = 0}, on a aussi

Ker h = {x € domh | H(x,y) = 0 pour tout y € dom h}.

IIT.2 - Fonction hilbertienne

Définition

Soit E un espace localement convexe réel et séparé. On appelle fonction
hilbertienne dans E une fonction quadratique, comvexe et inf-faiblement

compacte.
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On désigne par E' le dual de E, et par <e,e'> la forme bilinéaire met-

tant E et E' en dualité.

Pour une fonction hilbertienne 1'ensemble Ker h qui est la tranche hso,
est faiblement compacte donc Kerh = 0O, et la restriction de h i domh est une forme

quadratique définie positive.

Nous remarquons qu'une fonction quadratique convexe est hilbertienne si

. .. .S .
et seulement si la tranche unité h I = {x €E | h(x) < 1} est faiblement compacte.

Proposition

Le sous—espace de E, domh muni de la forme hermitiemne 2h(x,y) est

un espace de Hilbert ¥ et l'injection j de X dans E est continue.

Démonstration :

I1 suffit de voir que ﬂ:es; complet pour la norme x * h(x) (c'est une norme

car Kerh = 0).

Montrons d'abord que j est continue, la boule unité de ¥ est 1'image d'elle
méme par j dans E, comme h est inf-faiblement compacte elle est faiblement compacte
~ . . S1 .. : . ~ ~
comme égale a h 3 ainsi elle est faiblement bornée dans E, donc bornée dans E,

et 1'injection j de X dans E est continue.

Soit X une suite de Cauchy de ¥, comme 1'injection est continue j(xn) est
aussi une suite de Cauchy pour E muni de sa topologie ou de O(E,E'). X est contenue
dans hs “  ‘donc comme cet ensemble est faiblement compact, elle admet sune limite
X quli appartient & hs ¢ donc 3 ¥, x étant limite faible de X ssera aussi limite de

x  pour la topologie de X

c.q.f.d.
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III.3 - Sous-espace hilbertien

L. Schwartz [1964] définit un sous-espace hilbertien ¥ de E comme un
sous-espace vectoriel de E muni d'une structure hilbertienne tel que l'injection

j + ¥~ E soit continue.

Proposition

L'application qui a une fonction hilbertienne h associe le sous—-espace

Hi1b %)
des fonctions hilbertiennes dans E , sur 1'ensemble Hilb(E) des sous-

hilbertien ¥ = (domh,R)de E est wne bijection de 1'ensemble T
espaces hilbertiens de E.

La correspondance qui & une fonction hilbertienne h associe le sous-espace
hilbertien de E, domh muni de la forme hermitienne 2h(x,y) est évidemment injective.
Inversement soit ¥C un sous- espace hllbertlen de E, définissons la fonction quadra-
tique convexe h(e) = si e € ¥ alors > ”e“}C sinon +w, ”e“x désigne la norme de ¥,
L'injection j : > E est une fonctlon continue de ¥ dans E donc faiblement conti-
nue. Elle transforme la boule unité de a3qu1 est faiblement compacte en la tranche
unité de h (h ), comme 1'image d'un compact par une application continue est com-—

<
pacte, h 1 est compact dans E muni de 0(E,E'), ainsi h est hilbertienne.

c.q.f.d.

IIT.4 - Sous-différentiel d'une fonction hilbertienne

Proposition

Soit une fonetion hilbertienne h dont le domaine est E entier ; 81 on
munit E de la topologie définie par h, alors h est sous—différentiable
en chaque point x de E et le sous-différentiel est formé du seul é&lément
e > 2h(x,e).
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_ La fonctionnelle liénaire e > h(x,e) dans X est continue pour tout x € E,
car |h(x.,e)|[ s/ h(x)h(e).
On a h(x+e) = h(x+e,x+e) = h(x)+h(e)+2h(x,e) et h(e) > O quel que soit e € X
donc h(x+e) > h(x)+2h(x,e) et e » 2h(x,e) est un sous-gradient de h en x.

Montrons que c'est le seul.

Supposons qu'il existe un autre sous-gradient e' en x de h.
S'il est distinct de e > h(x,e), il existe y € E y # x tel que <y,e'> > 2fi(x,y).
On a

h(x+Ay) = h(x)+h(Ay)+2h(x,Ay) > h(x)+<Ay,e'>
d'ol

h(\y)+2h(x,\y) ><Ay,e'>

Ah(y)+2h(x,y) > <y,e'>
Nous pouvons prendre Ah aussi petit que 1'on veut. Donc

2h(x,y) > <y,e'> en contradiction avec <y,e'> > 2h(x,y).

c.q.f.d.

Proposition

Une fonetion hilbertienne h admet un sous-différentiel non vide en
tout point x € domh, ou la fonctiomnelle e + 2h(x,e) sur domh est
continue pour la topologie induite par E. Le sous—différentieb est
formé des fonectionnelles continues qui prolongent e - 2h(x,e) d tout

E entier.
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Si e' € 3h(x), la restriction de e' 3 domh est continue pour la topologie
de ¥. Elle est un sous-différentiel pour h définie dans ¥, donc cette restriction
coincide avec e + 2fi(x,e). Inversement supposons que la forme linéaire sur domh

e > 2h(x,e) soit continue pour la topologie induite par E, alors

prolonge en une forme linéaire continue a E tout entier (corollaire de Hahn-Banach),

qui est un sous-gradient en x de h définie dans E.
c.q.f.d.
Si h admet en x un sous-différentiel non vide, ce sous-différentiel est

défini & un &lément de (domh)O prés ((domh)? &tant 1le polaire de domh pour E).

En particulier si domh est dense dans E,le sous-différentiel de h est formé d'un

seul élément au plus.

Si h est sous-différentiable en deux points distincts x et y € domh

alors oh(x) et dh(y) sont disjoints.

En effet, comme la restriction d'un &lément de oh(x) et de dh(y) 3 domh est égale
a e > 2h(x,e) et e > 2fi(y,e), nous devrions avoir pour tout e € domh fh(x-y,e) = 0,

ce qui n'est possible que si x = y puisque Kerh = 0.

II1.6 - Polaire d'une fonction hilbertienne

L. Schwartz (1964) a introduit la notion de noyau associé & un sous—es-
pace hilbertien ¥ de E. Désignons par X' et E' les duaux de ¥ et E. La transposée
de l'injection j de ¥ dans E est une application tj de E' dans X' d'image dense
dans ¥'. Désignons par A 1'isomorphisme canonique de ¥' dans ¥. Nous avons ainsi
six €Het x' €X R(x,Ax") = <x,x' >0 [<’>J'C désigne la dualité entre ¥ et .
Considérons 1'application jOAotj. C'est une application de E' dans E appelée

e L0 %k
noyau et désignée par H = JOAO j.

Le noyau H est caractérisé par la propriété: pour tout x € X et pour tout

e' €E' alors 2h(x,He') = <x,e'>.
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Nous avons les propriétés suivantes :

- pour tout e' et £' € E' 2h(He',Hf') = <Hf',e'> = <He',f'>

- pour tout e' € E' et e' # 0 h(He') = % <He',e'> > 0.

- H(E') est dense dans X,

Proposition

La fonetion polaire d'une fonction hilbertienne h est une fonetion qua-—
dratique convexe h*(e') de domaine E', h*(e') = %-<e',He'> et n*

est continue pour T(E',E).

hx(e') = sup (<e,e'>h(e)) = sup (<x,e'>~h(x))
eeE X
Or nous avons <x,e'> = 2h(x,He")
ainsi
hx(e') = sup (2h(x,He') - h(x))

X

= sup (h(x,2He'-x))
X

Remarquons que si x et y €X on a

h(x,2y-x) = h(y)-h(x-y)
en effet
h(x)~-h(y)-2R(x,y)

h(x-y) = h(x-y,x-y)

h(y)-h(x,2y-x).
Ainsi
h¥(e') = sup (h(He')-h(He'-x)) = h(He')
X

car h(He') > 0, d'ol h¥(e') = 3 <He',e'>.
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. . X% .. . . .
Ainsi h”(e') finie pour tout e', est bien une fonction quadratique convexe. La

- . ~ . . * . %
fonction h &tant inf-faiblement compacte, h” est T(E',E), continue en 0, comme h

est convexe elle est aussi T(E',E) continue en tout point intérieur 3 son domaine

qui est E.

c.q.f.d.

Proposition

Soit h une fonction hilbertienne dans E, h* sa fonetion polaire alors
3h™(e") = fH(e")].

Le calcul mené 3 la proposition III.4 » est encore valable pour la fonc-

. . 1 R, .
tion quadratique convexe h*(e') = §-<He',e'> et son sous-différentiel sera en e'

réduit & un seul élément, la forme linéaire sur E'

e' > <He',e'> ainsi
th(e') = {H(e")}.

c.q.f.d.

Ainsi cette proposition nous donne une nouvelle caractérisation du noyau
H comme sous-différentiel de la fonction polaire de h.

II1.7 - Isomorphisme entre noyaux positifs et fonctions hilbertiennes

Preposttion

L'applicaticn H : E' - E (noyau associé & une fonection hilbertignne h’

est une application compacte de E' muni de T(E',E) dans E muni de
0(E,E').

I1 existe un voisinage ¥ de O dans E' pour la topologie T(E}E) sur lequel

* . .
h” est majoré par 1, car n* est continue sur T(E',E) en O.
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De 1'inégalité de Schwartz

I<He,fi>l =/<He',e'> V<Hf',f'> , on déduit que sie' et f'

“appartiennent 3 V alors [<He',f'>| < 1 ; ainsi nous avons H(V) € V° polaire de
V qui est un compact pour O(E,E").

Ainsi H est bien une application compacte. H(V) est ici relativement compacte.

c.q.f.d.

Ainsi W est T-0 continue donc -0 continue.

Proposition

Soit H une application de E' dans E lindaire symétrique positive et
compacte pour T(E',E) et O(E,E'). On peut lui associer une fonction

hilbertienne dans E dont elle soit le noyau.

Nous lui associons la forme bilinéaire symétrique sur E',
(e',f') > <He',f'>, positive. Montrons qu'elle est continue sur-E' X E' muni de
T(E',E). Soit V tel que H(V) soit faiblement relativement compact, H(V) est ainsi

inclus dans un ensemble S faiblement compact dans E.

s% est un voisinage de O pour T(E',E); soit W = V N S° “wous avons
|<He',f'>| <1 si e' € Wet £' € W. Donc cette application est bornée sur W X W,
et ainsi est T(E',E) continue. Donc h' : e' —+> %<He,e'> est une fonction convexe
quadratique, continue pour T(E',E) définie sur tout E'. .

Calculons la fonction polaire h'x de h'. En e = H(e'"),

h'x(e) = h'*(He') = %<He',e'> (vérification analogue au calcul de la proposition

II1.6). Ainsi sur H(E) h'x est quadratique convexe.

Si e ¢ (RerH)? on a h'*(e') = 4o,
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H est symétrique <He',f'> = <Hf',e'> donc H = 'H et nous avons H(E') est faible-
ment dense dans (KerH)®.

h'* est sci comme duale de 4' ainsi e€ (KerH)°

h'*(e) = lim  inf(h'*(£))
f>e
fE€H(E")

* . . . .
et h'" est une fonction convexe quadratique. Elle est inf-~faiblement compacte
. .. * . . *
parce que h' est T-continue ainsi h'® est hilbertienne. Remarquons que h'"(e')

peut &tre infini méme si e € (KerH)
c.q.f.d.

En résumant les résultats précédents : nous avons construit des bijections

entre 1'ensemble des sous—espaces hilbertiens Hilb(E), 1'ensemble T ... (E) des
Hilb v

fonctions hilbertiennes dans E, 1'ensemble des fonctions définies sur tout E'

quadratiques convexes continues pour T(E',E) et 1'ensemble des noyaux de E

(applications linéaires de E' dans E, symétriques positives et T-0 compacte) .

Ces bijections apparaissent comme des isomorphismes lorsqu'on munit

ces ensembles des structures algébriques suivantes :

Sur Hilb(E) L. Schwartz (1964) définit 1'opération @
si.Jﬂ et &% € Hilb(E), 3% @/3% est le sous-espace vectoriel 3a+ﬂ§ de E dont la

norme est donnée par

Il 5c = ine  dlin, I+l 12y .
1 2

1 2 -h, +h_.=h - - .

12

Sur les fonctions hilbertiennes nous considérons 1'inf-convolution.
Sur les fonctions quadratiques convexes définies sur E' et T-continue nous consi-
dérons la somme habituelle.
Sur 1'ensemble des noyaux nous considérons la somme habituelle des applications
linéaires.
Si nous supposons que E est quasi-complet, les noyaux symétriques positifs sont en

correspondance avec les fonctions hilbertiennes, car 1'hypothése de compacité est au-

tomatiquement vérifiée.
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IV - FONCTIONS SEMI-HILBERTIENNES

IV.1 - Considérons une fonction h quadratique convexe telle que Kerh # {O%.
Considérons le quotient de E par Kerh, nous avons B = E/Kerh, la fonction h(x)
est constante sur toute classe de E ainsi nous pouvons passer au quotient par
Kerh et nous définissons ainsi : ﬁ(ﬁz = h(x) ol x € E/kerh et x € %x. On vérifie
immédiatement si x € x et y € y que h(x,y)= A(x,y). Nous pouvons munir domh de

la semi-norme x > v2h(x). Nous obtenons un espace préhilbertien non séparé.

Définition

Soit E un espace localement comvexe séparé. On dit ou'une fonction quadra-—
1% 14 q q

tique convexe h dans E est semi-hilbertienne si :

7 ) Kerh est fermé dans E

1) h est une fonction hilbertienmne dans E/Kerh.

L'hypothése Kerh fermée résulte de ce que 1'on munit E/Kerh de la topologie

quotient ainsi 1'image réciproque de O doit &tre fermée.
A h, on associe ainsi un sous-espace hilbertien ¥ de E

IV.2 - Sous-différentiel d'une fonction semi-hilbertienne

Nous avons le méme résultat que pour les fonctions hilbertiennes :

Proposition

Une fonction semi-hilbertienne h admet un sous-différentiel non vide,
en tout point x € domh ou la forme lindaire e + 2R(x,e) sur domh est
continue pour la topologie induite par E. Le sous-différentiel est

formé des. formes linéaires continues prolongeant e ~ 2H(x,e) & tout E .
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Comme dans le cas hilbertien nous avons oh(x) def1n1 3 un élément de
(domh) ° prés, enparticulier si domh est dense dans E, alors oh(x) est réduit 3
un élément unique. Par contre, nous n'avons pas la méme propriété du cas hilber-
tien ol si x # y 9h(x) # oh(y). Ici si deux &léments x et y sont tels que
x-y € Kerh alors 9h(x) = dh(y).

IV-3 - Polaire d'une fonction semi-hilbertienne

Soit ® 1'app1ication canonique de E sur E = E/Kerh m est une injection de
(E/Kerh)' = E' et 1'on a m(E ) = (Kerh) » cette injection est un isomorphisme
de E' sur (Kerh)? ainsi nous pouvons identifier B' 3 (Kerh)? et m est alors 1'in-

jection de (Kerh)? dans E',

Proposition

La fonetion polaire d'une fonction semz-htlbertwenne est une fonetion

quadratique convexe h* (e') dont le domaine est le sous-espace (Kerh)'
de E', elle cotneide sur ce domaine avee lg polaire h 'x(e ) de h (fone-
tion hilbertienne dans E/Kerh) et elle est continue pour la topologie

T((kKern)® ,E/Kerh).

En effet, h = h o @, i1 suffit d'appliquer le résultat IT.6 donnant .la

polaire d'une fonction composée en posant ¥ = E/Kerh.

c.q.f.d.

Si H est le noyau de h alors H est une application de (Kerh)? dans E*
Considérons la multiapplication H = qf] o H qui 3 e' € (Rerh)? associe 1'ensemble
des éléments de la classe ﬁ(e'), nous avons une multiapplication de (Kerh)® dans
E définie 34 un élément de Kerh prés. Si <<,>> désigne la dualité entre (Kerh)?

et E nous avons
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<He',f'> =<<He',f'>> oli e' et f' € (Rerh)®.

Nous avons si e' € (Kerh)? alors hx(e')

% <He',e'>.

H est dit le multinoyau de la fonction semi-hilbertienne h. De m@me que
pour les fonctions hilbertiennes le multinoyau est caractérisé par la propriété
que pout tout x € domh et e' € (Kerh)® nous avons 2R(x,He') = <x,e'>. Nous

avons aussi les propriétés

- pour tout e' et f' € (Kerh)? <Hf',e'> = <He',f'>

- pour tout e' € E' et e' # 0 h(He') = %<He',e'> >0

L'application H = ® o H de (Kerh)0 dans E/Kerh est compacte pour (Kerh) ® muni de
T((Kerh) ®,E/kerh) et E/Kerh muni de 0(E/Kerh, (Kerh)?).

. p.3 . - " . . . . P,
La fonction h™ restreinte a (Kerh)0 coilncide avec h*. Ainsi un élément
ah*(e') sera un prolongement 3 E' d'un élément de aﬁ*(e'). Or ah*(e') = H(e")
et un élément de H(e') est bien un prolongement & E' d'un élément de H(e') et nous

obtenons finalement

Le sous—-différentiel Bh*(e') en un point e' € (Kerh)? est 1'ensemble des

éléments de H(e').

E: &tendant les résultats de III.7 au cas des fonctions semi-hilbertiennes :
la correspondance associant 3 une fonction semi-hilbertienne son multinoyau établit

une bijection entre 1'ensemble des fonctions semi-hilbertiennes dans E et 1'ensemble

des multinoyaux de E.
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L'ensemble des multinoyaux est 1'ensemble des multiapplications H linéaires

définies sur un sous-espace V de E' i valeurs dans E' définies 3 un élément de

VO prés.
Elles possédent en plus les propriétés :
- symétrie <He',f'> = <Hf',e'> e’ et f' €V,
- positivité <He',e'> > 0 si e' # 0 et &' € V.

= X o H est une application de V dans E/V® ( X étant la projection canonique

de E sur E/V?) compacte pour V muni de T(V,E/V°) et E/V® muni de o(E/VO,V).
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CHAPITRE - II

APPLICATIONS DES FONCTIONS SEMI-HILBERTIENNES A L' ANALYSE NUMERIQUE

——————————————————————————————————————————————————————————————————

Les fonctions spline ont &té introduites par Schoenberg [1946], de nombreux
auteurs ont travaillé depuis cette question : Ahlberg - Nilson-Walsh, Atteia,
Birkoff, de Boor, Carasso, Golomb, Joly, Laurent, Meier-Scharma, Schoenberg,
Schumaker, Schultz-Varga,... Atteia [1966] a généralisé la notion de fonctions
spline pour un opérateur T d'un espace de Hilbert X sur un espace de Hilbert Y,
puis [1968] a utilisé la théorie des sous-espaces hilbertiens pour traiter les
fonctions spline. Au § 1 nous donnons une présentation des fonctions spline en
utilisant les fonctions convexes et les fonctions semi-hilbertiennes. Cette
théorie permet d'obtenir naturellement les équations que vérifient les fonctions
spline. Nous donnons divers exemples & une variable §3 et & plusieurs variables
§ 5. Nous étudions au § 2 Te procédé d'interpolation défini par les fonctions
spline minimisant une fonction semi-hilbertienne h, en particulier le rdle joué
par la condition de Haar sur Kerh. Nous donnons au § 4 des exemples de fonctions
spline, Torsque la condition de Haar n'est pas vérifiée pour Kerh, ou lorsque
KerH # 0 (H = ah*) et montrons ainsi les cas "pathologiques" qu'ils peuvent pré-
senter.

Nous consacrons le § 6 a 1'étude de la théorie de Sard [1963] sur 1'approxi-
mation optimale de formes Tinéaires. Par 1'utilisation des fonctions semi-hil-
bertiennes et de leur dualité, nous retrouvons les résultats de Schoenberg [1964]
et Golomb [1958|, ol 1'approximation optimale d'une forme linéaire exacte sur
certaines fonctions, revient a appliquer la forme 1inéaire & des fonctions
spline.

Ayant un procédé d'interpolation, nous nous posons ensuite la question de
savoir s'il peut étre interprété comme minimisation d'une certaine fonction semi-
hilbertienne ? Nous donnons des conditions pour qu'il en soit ainsi et des exem-
ples ol nous avons ces conditions vérifiées.
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I - UTILISATION DES FONCTIONS SEMI-HILBERTIENNES POUR L'ETUDE DE FONCTIONS
SPLINE GENERALES

Soient E un espace vectoriel topologique, h une fonction semi-hilbertienne

dans E et X une fonction convexe dans E.
I.1 - Probléme

On dit que O est une fonction spline si elle minimise la fonetion convexe
g(u) = h(u)+x(u) (u €E).

On retrouve le cas des fonctions spline formulé par Atteia [1966]. Soient
X et Y 2 espaces de Hilbert, T une application lindaire continue de X sur Y,
G un sous-ensemble convexe de X ; O est 1'élément de G, si il existe minimisant
HT:“Y pour x parcourant G. Prenons X € E 1'injection étant continue (sous-espace
hilbertien de E) et posons pour x € E : h(x) = si x € X alors “Tx“Y sinon +w,
h est une fonction semi-hilbertienne dans E ; posons X = WG fonction indicatrice
de 1'ensemble G. Nous voyons que notre formulation du probléme traduit en termes

de fonction semi-hilbertienne le probléme de fonctions spline formulé par Atteia.

D'aprés les propriétés de la dualité et des sous~différentiels, 1'ensemble
des solutions <u probléme I.l est ag*(o), c'est aussi 1'ensemble des solutions

de la multi-&quation 9g(0) ©.

Utilisant les résultats du chapitre I..%10 nous obtenons :

1.2 - Proposition

Sotent h et x € FO(E) » Supposons que l'une de ces 2 fonctions soit quasi-
continue et que le couple (h,¥) soit wni. L'ensemble 5 des solutions du pro-
bléme I.1 est égal & th(s) no* (=s), ol s est un élément quelconque parmi
u€ E' ez pour lesquels dh*(u) N Bxx(—u) # @.

L est aussi l'ensemble des 0 € E tel que Jh(0)+9x(0) contienne - 1'Elément
nul de E'.
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* - . . e .
Remarquons que dh™ est le multinoyau H de la fonction semi-hilbertienne h.
Ainsi toute solution du probléme I.! est un &lément du multinoyau H pour un s
. .. P, . .S * . . .
bien choisi. Cet &lément appartient aussi a 0X (-s) ; nous explicitons plus loin

cet ensemble dans le cas de 1'interpolation généralisée.

En général dans un probléme de fonction spline,h est donné sur domh, mais nous
avons le choix de E. Nous choisissons E, d'une part de facon i ce que les condi-
tions de quasi-continuité et de couple uni soient vérifiées. D'autre part, nous
remarquons que H est définie sur le polaire de Kerh dans E'. Nous avons donc inté-
rét a choisir E' le plus petit possible, car alors nous aurons 3 connaftre. H sur

un ensemble plus petit.

I.3 - Fonction spline d'interpolation généralisée

Ce cas correspond 3 X fonction indicatrice de 1'ensemble f+A translaté du
sous—-espace vectoriel A de E avec f € E. Cet ensemble sera noté aussi Af et sa

fonction indicatrice WA s ?A est donc la fonction indicatrice de A.
f

Si WA est la fonction indicatrice du sous~espace vectoriel A, alors W: est

la fonction indicatrice de (A)? (polaire dans E' de A), nous avons

si u € A alors A® sinon @

BTA(u)

BWX(V) si v € A" alors A sinon ¢

Remarquons que WA (v) = WA(u—f), alors T: (v) est la fonction d'appui de 1'en-

semble Af qui s'explicite £

Wz (v) = si v € A" alors <v,f> sinon +®
£

nous avons

oY, (u)
Ag

si u € f+A alors A° sinon @

si v € A alors f+A sinon @.

*
V" (v)
Ag
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Appliquant la proposition 1.2 nous avons :

1.4 - Proposition

Dans le cas de = W » alors les solutions du probléme I.1 sont les Sléments
de H(v), ou v parcougt le polaire A de A, appartenant & f+A . Ce sont ausst

les solutions appartenant & f+A de L'équation 3h(u) 3b ou b parcourt le polaire

A" de A.
Voyons ce qu'il faut supposer pour que le couple de fonction h et WA £ soit
uni. En effet, domh et dom? = f+A sont deux variétés affines. Si domh N dom W =0

alors la somme des deux foncglons est la fonction +».Nous supposerons donc que f
domh N dom wA,f # @. Soit x un &lément de cet ensemble. Soit un hyperplan séparant
domh de domWA’f, toute droite passant par x et située dans un demi-espace déterminé
par cet hyperplan est complétement contenue dans cet hyperplan. Or tout point de
domh et dom‘PA £ est situé sur une droite joignant x et situd dans ces domaines.
Ainsi domh et dom‘PA sont dans cet hyperplan les séparant.
f

1.5 - Un cas intéressant correspond 4 A de codimension finie dans E, c'est-a-dire
défini par un nombre fini de formes linéaires continues sur ¥ = domh, Ql,...,Rn
avec

= {u € domh | <A 5u> =0, 1 i <n}
alors

= {u € domh | <hjsu> = <RLf> 1 < <al).

Nous choisissons 1'espace vectoriel topologique E de fagon i ce que les fonctionnel~
les linéaires ki puissent se prolonger en Ei aE, c est—a—dlre 21 € E'. Ceci impose

une restriction sur E par exemple considérons domh = H [é b] 2. 6' > Oy € [a, b,

nous ne pouvons pas choisir pour E 1'espace de toutes les fonctlons de%lnles sur

[a,bJ, 6& n'étant prolongeable 3 cet espace.



Dans ce cas nous pouvons remplacer A par A'

A' = {u €E | <Ei,u> =0 1<1i<n}.

Il est évident que A' N domh = A donc la minimisation de g = h+‘PA ot g' = h+WA,
est exactement le méme probléme. Le sous-espace A' est engendré par les n vecteurs
El""’in de E'.

A est de codimension finie dans E, donc WA

et comme le couple (h,‘l’A ) est uni, en appliquan% la proposition 1.3 nous obtenons :
f

est une fonction quasi continue

L'ensemble I des solutions du probléme I.l, pour h + TA est formé des

éléments 0 de H(v) ol v est une combinaison linéaire def El""’zn’

vérifiant <§i,0>= <£i,f> 1 <1 <n.

L est aussi 1l'ensemble des solutions O des &quations dh(u) =

[ e =]
>
=

(ki parcourant R) vérifiant <§i,0> = <2i,f> 1 <i <n,

Dans de nombreux cas d'utilisation, domh est dense dans E de sorte que si 2i
peut se prolonger en hi alors Ei est unique, et souvent par abus de notation nous

écrirons encore li,au lieu de Qi.

1.6 - Etude du cas h(u) = fg (uk(t))zdt.

Considérons 1l'espace Hkla,bl et la fonction semi-hilbertienne

s

h(u) = JE (u(k)(t))zdt dont Kerh = ensemble des polynOmes de degré k-~1. Soient n
formes linéaires Qi 1 =i < n continues sur kaé,bl, le probléme de fonctions
splines consiste 3 chercher une fonction minimisant h parmi les fonction u de

k o ses . =
H |a,b| vérifiant <Ri,u> =0, 1 =is=n (ai n valeurs données).

Comme a priori nous ne restreignons pas le choix des li, nous prenons
E =8 a,b] E' = @ a,b])".
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Pour appliquer les résultats I.4 et 1.5, nous allons préciser oh et le multi-
noyau H = on*, Comme Kerh est 1'ensemble des polyndmes de degré k-1, n* est définie
sur 1'ensemble des & € (Hk[},b])' qui s'annulent sur les polyndmes de degré k-1,
et H définie sur domh*, sera une multiapplication déterminée 3 un polyndme de

degré k-1 prés.

Calcul de 9dh(u)

h(u) étant une fonction semi-~hilbertienne

dh(u) {v > 2h(u,v)}

]

oh (u)

]

{v > 2 J: u(k>(t)v(k)(t)dt}

Prenons ® € D(Ja,b[) (fonction indéfiniment dérivable 3 support compact)
et calculons <9h(u),p

<dh(u),P = <u(k),w(k)> - (-1)k ,<D2ku,¢» ,
2k, ., P . . . . .
D u indiquant la dérivée au sens des distributions sur (]a,b[). Ainsi nous arrivons
d exprimer la restriction de oh(u) a D(]a,b[), mais nous n'obtenons pas les valeurs

de dh(u) sur Ha[é,b],

I.7 - Principe de la méthode de 1a caractérisation des fonctions spline

Gridce au calcul précédent nous exprimons que la fonction spline 0 vérifie un
systéme différentiel mais ce systéme n'est pas suffisant pour déterminer o . Ensuite
nous prouvons que toute solution de ce systéme vérifie certaines conditions de régu-
larité si Qi les vérifient. Ensuite nous pourrons ayant ces propriétés sur la fonc-
tion spline 0, donner une caractérisation.

Appliquant 1'équation dh(u) = Aixi aopc D(]a,b[) nous obtenons :

1

[ e =]

i
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1.8 ~ Proposition

Toute solution G du probléme de fonctions spline décrit en 1.6 vérifie le
systéme

n
2Kk
Du + izl;\ixi/]a,b[ =0

<u,L.> = a.
1 1
L'équation différentielle étant prise au sens des distributions et li/]a,b[

indiquant la restriction de ki comme distribution sur ]a,bl[.

Comme D(]a,b[} n'est pas dense dans Hk[a,B] il se peut que fi[]a,b[
soit nulle sans que fi le soit. Ce sera le cas en particulier si fi a son support
en a ou b par exemple 62 avec 0 < q < k. Le systéme 1.8 est ainsi une condition

nécessaire mais non suffisante.

1.9 ~ Proposition

S &, = n.+m, +m.. ol n. est une distribution sans masse en a ni b ,m. et m.
i 1 1ia ib 1 ia ib

des distributions éventuellement nulles de support a et b et si les distri-
butions n; sont de classe c?  dans un voisinage de X € Ja,b[ alors la

. . +2k oo
fonetion o est une fonetion de classe CP sur un voisinage de X .

Démonstration

En utilisant la structure locale des distributions sur‘]a,b[»appliqﬁée a un

voisinage de X, on a DZkO = g A.n. ol n, de classe CP. En intégrant 2k fois nous

. il
. 1=1 +2k . ..
obtenons une fonction de classe (P . Si X, = aou b, alors on a un voisinage

o n "
[a,n] oa I Kini de classe CX et 0 est sur ]a,nL de classe Ck+2p. D'autre part
i=1
comme I Aini admet des dérivées & droite jusqu'a l'ordre p, il est de méme pour
i=1
0 jusqu'd 1l'ordre 2k+p.

=]

c.q.f.d.
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Cas particulier :

Si les £ ont leur support contenu dans le complémentaire de Ja, Br‘ alors
sur E& Q] 1ls sont nuls et 0 solution du probléme 1.6 est un polynSme de degré
2k-1.

1.10 - Proposition

St les X, sont des fonctions continues sur un voisinage V (resp. W ) de a
(resp. b) alors la fonction spline 0 solution du probléme I.6 est solution
du probléme

n
e+ 3 A =0

. i%i

1=]
uk(a) - 2k—l(a) =0
uk(b) = ... = u2k-l(b) =0
g = £ 31 £
<u,2i> oy 1 i<n

Demonstratlon

e 0 e 00000

D'aprés la prop031t10n 1.9, ZX £ étant continue au voisinage de a et de b,

0 est de classe C , alors

Bh(o) : v > 2% oWy Wy,

k~1 k"'l [
Remarquons que 1'ensemble des fonctions @ + J M+ X vV, est dense dans Hk[a,b]
R i=0 i=0
ol ® € D(k,bﬁ et ui et V €H [é bJ vérifiant

<ui’6a

n
(@]

i
a.8. . et <ui,6b

i7i,3 (ai €R)

]
o

A is o
<vi,6a> et <vi,5b> Biai,j (Bié R)

pour O < i < k-] et 0 < j < k-1,
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(o]
On peut choisir pour ui et vi des fonctions de classe ¢ . Ainsi 9h(0) est
déterminée dés que l'on connait cette fonctionnelle sur les v de ce type. Ici nous
: o) '
prenons des My (resp. vi) de classe C & support dans V (resp. W) alors :

2

ch(k)¢(k)dt = (-n%<p

ke,

Po®ufae = n* ([ 0P aer (IR ), (a))

]

Jzo(k)vik)dt -k (j%o(zk)vidt+(—l)io(Zk"(i+l))(b)vi%)(b))

Les 2 derniéres expressions sont obtenues par intégration par partie.

n k k
Nous devons avoir <oh(g)- X Aizi’ O+ L ui+ X vi> = 0 comme les Ki sont supposés ne
i=1 i=1 i=1
k.""
pas avoir de masse en a et b nous aurons u2 l(a) = 0 1 1=k et
o) =0, '
c.q.f.d.
Corollaire
St les 'Qi = ngtm 4w, ol n, fonetions continues dans un voisinage de a et
b et que m. et m, sont des distributions de support en a et b
k-1 & 1P k-1,
m, = % m 6(J> etm, = I ml 6(3), alors 0 est solution du probléme
ia . l1a a ib . ib’b
j=0 3=0
2k . .
D™ u + ZAili =0 sur ja,b[
iy = nd 1, w1
v a) = .27 Tia

1=1

. . n .
k+] = (=13 k+1-]
u (b) (-1) iilki m.
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k . .
I.11 - Si nous prenons h(u) = X Jb a..(t)ul(t)uJ(t)dt.(a..(t) = a,.(t)).
. Lo~ Ya Yij ij ji
1,31=0
Les aiJ étant choisis de manidre i ce que X a; (t)x xj soit positive quel

que soit t

dh(w) = fv>2 1 2 a, . wyuie)vd (eyae
i,j=0 & *J
Nous pouvons mener un raisonnement analogue 3 ce que nous avons fait 3 partir de
1.6. En réalité@ nous sommes amenés & &crire une formule de Green a une variable t.
Ainsi oh(u) apparait comme un opérateur différentiel A(u) d'ordre 2k, avec des
conditions aux bords, et la fonction spline © mlnlmlsant h(u) sera la solution véri-
fiant les contraintes sl ,0> = o, solution de A(0) = Z Kizi’ avec des condltlons

i=1
aux bords en a et b pour o.

I.12 - si h(u) est une fonction hilbertienne, alors nous avons h qui est le noyau

de Schwartz défini sur h dual ¥ de 1'espace de hilbert ¥ = (domh,h). Considérons

le probléme de fonctions spline avec un seul 2i soit e et avec la contrainte

(2,0) =1, alors 0 = H(AL) donc O est i un facteur prés le noyau reproduisant de §
dans ¥. Si h est de la forme 1. 11, nous pouvons ainsi appliquer les résultats pré-

cédents pour avoir un systéme d'équation définissant le noyau reproduisant. .
Exemple : = H'|a,b|, h(u) = Jb u?dt + Jb u'?de,
? b b a a

Considérons & = Gx x € [a,b] alors 0 = H(R) associé est définie par 0-0" = A§ x°

avec 0'(a) = 0'(b) = 0 et 0(x) = u. Sur ]a x] (resp. [x b]) 0 sera une comblnalson

]

-X
lindaire de e~ et e . Ecrivons o(t) ach(t-a)+a'sh(t-a) ast=<x

]

o(t) Bch(t-b)+B'sh(t~b) xSt s<bh

les conditions au bords entrainent o' = B' = 0 et la condition de raccord en x

donne 0, = ch(x-b) B = ch(x-a) et on a 0(x) = ch(x~a)ch(x-b).

Dans le cas présent les fonctions 0 dépendent des valeurs de a et de b.
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IT - PROCEDE D'INTERPOLATION OBTENU PAR LA MINIMISATION D'UNE FONCTION SEMI-
HILBERTIENNE (fonction spline).

~

II.1 - Soit E = F(X) 1'ensemble des fonctions & valeurs réelles définies sur un
ensemble X, muni de la topologie de la convergence simple. Son dual E' est 1'espace
des masses & support fini dans X, (E' = {ZUXGX oup = 0 sauf pour un nombre fini

de points}).
Soit h une fonction semi-hilbertienne dans E.

Soient P = (pl’°°°’Pn) un ensemble fini de p; € X, et f une fonction définie

sur X ; appelons CP £ = {p € F(R) | w(pi) = f(pi) 1 <i <n}. La fonction
b

WC est la fonction indicatrice de CP

p,f £

Le probléme de fonction spline associé 3 h fonction semi-hilbertienne

consiste 3 trouver ZP P ensemble des éléments de F(X) qui rendent minimum la
bl

fonction h+‘PP £ Utilisant les remarques de I.4 et I.5 le couple (h,¥. ) est
b

P,f

uni et Y est quasi-continue (C variété affine de codimension finie) ainsi

P,f P,f ‘
nous pouvons utiliser la proposition 1.2, pour caractériser les solutions de ce

# 0. Ainsi :
P,f

probléme, dés que nous savons que domh N dom‘PC

n .
I1.2 - L'ensemble ZP ¢ est 1'ensemble des éléments 0 de H( I AiG ) ol les Ai
H

prennent toutes les valeurs telles que Zkiép € (Ke%ﬁif et'vérifient les

conditions d'interpolations f(pi) = O(pi) poér 1 =i <n,

Nous nous limitons aux éléments inép € (Kerh)? car H(v) est vide pour v

i
en dehors de cet ensemble.

Il se pourrait que ZP'f soit vide si nous prenons h trop arbitraire, ce
’

sera le cas si domh N V¥ est vide.
Cp.f
9

I1.3 - Proposition

57 pour tout sous-ensemble P fini de X, ZP g est non vide alors le sous—
b

espace vectoriel domh est dense dans E = F(X).
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Démonstration

Pour la topologie de la convergence simple, nous avons une base de voisinage
Vp,s oi P = (Pl’°"’pn) est un ensemble fini de points, € = (sl,...,en) avec
€, > 0. Soit £ € F(X) alors 1'hypoth&se entraine qu'il existe une fonction
® € domh avec f(pi) = w(pi) donc £~ €V

P>

c.q.f.d.

I1.4 - Remarquons que ZP,f dépend uniquement des valeurs de f en PysevssP - La
condition de la proposition II.3 permet ainsi pour chaque P = (pl,...,pn) et
pour chaque a = (al"'°’an) d'associer un ensemble d'interpolants zP,a . Nous
désignerons dans la suite par ZP(E) la réunion des ZP,a’ lorsque a parcourt
R™. I : £~ ZP,f est une multiapplication de F(X) dans lui-méme et ainsi un

Procédé général d'interpolation, car elle vérifie :

I1.4. i)Si o€ ZP(E) alors o € ZP,O

IT.4.ii) Si P' C P alors ZP.(E) c ZP(E)

En effet, si o € ZP' elle minimise h sur CP' o° elle minimisera encore h sur 1'en-
, .

i o
semble CP,O qui est contenu dans CP,,0

I1.5 - Proposition

La multiapplication £+ ZP § est une multiapplication lindaire. s

9

Voyons d'abord que ZP g est défini 2 un &lément de ZX 0 prés. En effet soient 0]
9 b

et 0, € L, ¢ alors 0,70, interpole O sur P. D'autre part, nous avons
n ?

n .
€ c 1 € 2 - [ 1_42 Y ' - <_
o H( X Aié ') 9, H(iilkiﬁpi) donc o 9, H(Z()\i Ai)GPi‘ D'aprés la caracté
. . . - 6 . . e e
risation II.2 de XP,O nous avons o, 02 ZP,O Si 0] ZP’fl et 02 ZP’fz’ nous
: € 1,52 . .
avons aussi 0,+0, H(.Z Ai+ki)6p') et interpolant f]+f2 en p., ainsi

1
e . 1=1 1
0,*9, ZP,f]+f2

c.q.f.d.
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Ainsi nous avons un procédé général d'interpolation I de type lindaire
vérifiant la condition de projection. Mais il se peut que X ne vérifie pas 1l'axiome
I.10du chapitre I, c'est-3d-dire que 1'ensemble ZP,O ne soit pas toujours identique
a lui-m@me lorsque P varie en gardant le méme nombre d'éléments n. Nous verrons un
tel cas avec h(f) = f(a)2+ JE f"(a)dt fonction semi-hilbertienne sur [é,b] dans 4.

Dans le cas ol la dimension de Kerh est finie nous avons :

I1.6 - Proposition

87 Kerh vérifie la condition de Haar sur X (ch. I I.7), alors ZP ¢ est
s
réduit a un seul élément dés que card(P) > n.
En effet, nous avons ZP £ déterminé 3 un Elément prés de ZP o L2 fonction
9 H
O réalise le minimum de h(a) = 0. Donc pour tout &lément ¢ de ZP o’ h(g) = 0 ainsi
' H

o € Kerh.

D'aprés 1'hypothése de Haar si Card(P) > n, il n'y a qu'un seul &lément de

Kerh prenant une valeur donnée en n points distincts.
c.q.f.d.

Si Card(P) = m < n, nous n'avons plus nécessairement unicitéd. Les éléments
de ZP,f sont déterminés au sous—espace ZP,O prés, dont la dimension est n-m. Ce
sous~espace dépend effectivement de P. Mais on remarque que 1'ensemble des inter-—
polants ZP(E) = Kerh est indépendant de P. Le procddé d'interpolation ZP est un

procédé 3 seuil d'unisolvence n.

La caractérisation de ZP ¢ en I1.2 permet de voir que ZP c U H(ZAiGP )
b

A &tant 1'ensemble A € R" tels que Zkiép € (Kerh)?, inversement én élément de

U HEA.S ).
1 p.

. . i .
cette réunion est son propre interpolant et ainsi ZP(E) =
' A€A i
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11.7 - Proposition

Si Kerh est de dimension finie n et vérifie la condition de Haar, sur X
alors ZP(E) = ZP,(E)+EP"(E) ol card P = m, m # n+l et,P' et P"

2 sous-ensembles distincts de P qvec card P' = card P" = n-1.

Si o €32 (E), o€ H(ZA 6 ) avec EN 6 € (Kerh)®, supposons P'-(p],...p
si o &% ,(E) alors A # 0 et 31 oﬁ ZP" alors A # 0. Considérons un &élément de

-1

(Kerh)® Fn- ]K 6p » grace i 1'hypoth&se de Haar on peut le choisir tel que Ki = K].

i= 1
Alors nous avons

n n
ZAS = I A6 = I A'S_ € (Kerh)?®
= '=] 1 pi i=2 1p

D'aprés la linéarité de la multiapplication H nous avons

n n-1
H( Z A.8_ ) = H( X A 6 ) + H( Z A"G )
i=1 * P; i=1 i=2 ' Pj
comme
n-1
H( Z 9\ <5 ) S I, (B) et H( z x"G ) c ZP.,(E)
i=1 i=2
et que

I (E) = UH( Z A.S_ ) alors nous obtenons I p(E) = I, (E)+Z_,(E)
P i'p. P P
A€A  i=] i
Ce raisonnement suppose implicitement que m > n+l ; car si m S n alors
ZP(E) = ZP,(E) = ZP"(E) = Kerh.

c.q.f.d.

KerH est 1'ensemble des &léments de e' tels que H(e') 0. On a
KerH € (Kerh)? ; d'aprés la caractérisation de H(e') nous avons pour tout e € domh,
<e',e> = E(He',e') ainsi si e' € KerH nous avons He' = 0 donc f(He',e') = 0 et
<e',e> =0 d'od

KerH = (domh)®

De ce résultat et de la proposition.II.3 :
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I1.8 - Proposition

St quel que soit P fini et £ € F(X) , ZP g est non vide alors nous avons
b
KerH = O.

Si le procédé d'interpolation,provenant de la minimisation d'une fonction

semi-hilbertienne, est partout défini alors nous avons KerH = 0. Ce qui est le cas

le plus intéressant.

I1.9 - Proposition

87 P et P' sont deux ensembles finis, si KerH = O qlors

() NI, (B) = Iy o ().
- n -
En effet, si o € ZP(E) alors il existe I A.§_ € (KRerh)? tel que
n n i=1 * Pj ‘ n'
H( 2 A.8 ) = 0. De méme si o € Iyona I AIS ,eto €H( Z A!S ,). Ainsi
o i, . .o TiTp! .2 Tip!
i=1 i ' i=1 1 1=1 i
n o n n'
H( 2 A,6_ - XZ AlS_,) =0 et comme KerH =0Oona I A8 = 3 A'S , » et par
L tiTp, C.0p! . 1p. . TiTp!
i=1 i o=1 i i=1 i i=1 i
conséquent Ai et k{ =0 si P £ P' ou si pi €P et A; peut 8tre différent de O
n"
seulement pour les points de P N P' ainsi o € H( I Agé ) avec ZX;GPH € (Kerh)®
i=1 i i

et pg prés dans P N P', Ainsi o € ZPFP'(E)'
c.q.f.d.

Supposons donné un procédé général d'interpolation I qui provienne de la
minimisation d'une fonction semi-hilbertienne h et qui soit défini pour tout
f € F(X) sur tout P fini nous avons alors KerH = O pour H associé 3 h. Nous allons

~

essayer de caractériser Kerh et (Kerh)® a partir de I sans connaltre h.
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11.10 - Proposition

Si ¥ est un procédé d'interpolation admettant un seutl d'unisolvence n,

alors Kerh est de dimension finie n et vérifie la condition de Haar.

Si dim Kerh est supérieur i n alors il existe n+] fonctions ® .,¢;+l
linéairement indépendantes dans Kerh donc un choix de points Pyse++sP n+1 qui donne
un déterminant nul lq&(pj)l En interpolant f sur les n premiers points nous obte-

nons un sous—-espace de dimension au moins 1 dans Kerh, donc ZP(f) n'est pas unique.

Si dim(Kerh) < n soient @1,...,¢g, m fonctions linéairement indépendantes.
On peut choisir m points P; donnant un déterminant non nul et alors nous avons

unicité d'od la contradiction et dim(Kerh) =

Si Kerh ne vérifie pas la condition de Haar et si @ --.,® est une base
de Kerh, il existe une famille de points PyseeesP s dont le déterminant l@ (p )I
soit nul, ainsi nous avons un choix d' ordonnée qui donne pour I (f) plus 4d' un

element donc Kerh vérifie la condition de Haar.
c.q.f.d.

Nous supposerons dans la suite que I est un Procédé avec seuil d'unisol-

vence n. Ainsi F et P' sont tels que P N P' = @ alors l'ensemble ZP(E) n ZP,(E)=Kerh.

I1.11 - Proposition

S7 nous avons ZP(E) = ZP,(E) avec P # P' qlors ZP(E) = ZP,(E)
est l'ensemble Kerh.

Soit P, €P et P, £ P'. (quitte 3 changer le rdle de P et P' un tel p,

existe toujours). Si m = card(P) > n, il existe (K ) avec Al # 0 et

1<ism
z Aiép € (Kerh)®, grace a la condition de Haar vérifiée pour Kerh.

i=1 i
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m
Soit £ € H( Z A.6 onaf €ZI_, donc f € H(ZA"S et 0 € H(ZA.S6_ -IA.S
(I8 o @38, ) Bt Py,
nous avons alors EAiGP —?Agép € KerH, ce terme est non nul puisqu'il contient au

moins Alsp . Nous avons ainsiJune contradiction et card(P) < n, donc ZP(E) = Kerh.
1

c.q.f.d.
Corollaire

S7 P' # P et card(P) > n alors 2, (E) # Zp1 (E).
En effet, ZP(E) # Kerh et dans la proposition précédente nous ne pouvons
avoir ZP(E) = ZP,(E).

i1.12 - Progosition

Sotent P s+ 5P 50+l points distincts de X, alors les éléments de E'
L n

appartenant 4 (Kerh)o et de la forme 5 Aisp forment un sous-espace
Lo .
de dimension 1, et ceux qui sont non nuls ont tous leurs coefficients

Ai (1 =i <n) différents de O.

Soient Zkiép € (Kerh)? et ¢],...,¢% une base de Kerh, considérons le
i.n }
systéme d'équations b Ai¢3(Pi) = 0 avec 0 < i < n, les mineurs d'ordre n de ce
i=o
systéme sont non nuls (condition de Haar), il n'y a alors qu'un seul (AO,...,AH)E R

solution définie a un facteur prés.

Si nous avons m coefficients A. = O on pourrait alors considérer s
n-m+1 n-m+]
z AiG s les Ai vérifient le systéme X Aqu(Pi) =0, avec 1 < j <n,
i=o0 i i=o

Si m > 1 d'aprés la condition de Haar, ce systéme a une solution unique nulle, donc

tous les Ki seraient nulles. Ainsi si Zkiép # O tous les Ai sont différents de O.
i

c.q.f.d.
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n+l
Nous noterons dans la suite aP un élément non nul de la forme T A8

-1 1P,
appartenant i (Kerh)®. 1=l t

Nous allons maintenant donner deux propositions qui permettront de

d'écrire (Kerh)® dans E'.

I11.13 - Proposition

(Kerh)? C E'est engendré par les éléments ap ou P parcourt les sous-
ensembles d n+l éléments de X.

Cette propriété signifie que tout &lément e' = Z A, 6 de (Kerh)® e

e . P 1
combinaison linéaire de terme ap. Nous allons raisonner par recurrence sur m ;

c'est-d-dire supposons la propriété démontréepour m, soit B = Z B 6 , B, #0
et considérons P = (p,,...,p . ) on peut choisir a_. tel que J=l J

] 1 m+1 P
ap = LA, 6 € (Kerh)? et Al = BI' A = B—aP le premier terme s'annule et

i=1 Pi

+
A = mZ]aJGP comme B et ap appartiennent i (Kerh)® alors A aussi, qui par 1'hypo-

j=2 j '

thése de récurrence est combinaison lindaire de termes ap avec card (P) = n+l.
c.q.f.d.

I1.14 - Proposition

Sotent Pys+-+sP 1 points distinets et pour chaque x € X distinets de
Pys«++sP MOUS choisissons a  avec a_ = Ax 6 + Z A 6 et axe (Kerﬁ)o.

L'ensemble des a_ forment une base de (Kerh)01 :

Démonstration

Les différents a, sont linéairement indépendants. En effet, dans toutes
les combinaisons 11nea1res de tels termes, nous avons un seul 6 ,» son coefficient

devrait €tre nul si cette combinaison linéaire est nulle.
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Utilisant la proposition 2.12, il suffit de démontrer que tout terme
n+l

) Biﬁx € (Rerh)® peut s'écrire comme combinaison linéaire des termes a_
i=1 i i
Nous allons utiliser le lemme

Lemme
n+l
Soit A = I Y; 6 s A € (Rerh)® . Soit x différent de SAPRERTS AP alors
i=1 7i
nous pouvons écrire A = A'+A" avec A' et A" € (Kerh)? et
n+l n
A' = I yld_ +y'S_, A" = T yVS +y"S .
i=2 1Yy X i=1 * ¥y X

Demonstratlon du lemme

L I R I B R R R R B R RN Y

A étant donné posons Y' 1 = Yoel alors la condition A' € (Kerh)® déter-
mine de fagon unique Y' et Yi 0 < i =< n+l, de méme posons Y" = -y' alors Y;

1 =i <n sont déterminés de fagon unique. Nous avons alors :

n
A"+A" € (Kerh)? et A'+A" = Y8, + I (yI+yDS_ +y . &,

Yy i=1 L 1y n+1 yﬁ;i»
Comme dans A nous avons le méme coefficient de § , A'+A" et A &tant basé sur
les mémes n+l points, sont &gaux. n+l
c.q.f.d.
n+l
Faisons 1'hypoth&se de récurrence : tout B = I B. 6x tel que au plus‘Q

. . . . S £ |
des x. sont distincts de P> est combinaison'linéaire de termes ax. Posons

4 n

I'= .§ ni6x.+._2 niép.+nn+l6x » appliquons le lemme 3 ce terme, alors nous
i=1 i i=2+1 i n+1

définissons A' et A" en prenant x = Py» ces termes contiennent au plus % termes

X, distincts de p; et ainsi d'aprés 1'hypothése de récurrence sont combinaisons

linéaires de a_ .

c.q.f.d.
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TT.1% - Noyaux et multinoyaux d'Aronszajn-Bergmann

Soit h une fonction hilbertienne dans E = F(X), ¥ 1e sous-espace hilber-

tien de E et H le noyau associé. Posons A(x,8) = <H(6‘),6x> pour & et x € X,

3

A défini ainsi une application de X X X dans R. A est dit le noyau reproduisant

d'Aronszajn-Bergmann associé a X,

A est symétrique (A(x,&) = A(£,x)), de type positif

(VL= I ¢ Gx (I fini) on a
i€r *i %4 i,

e ™M B

. L 9X.) > .
y cicJA(xl,xJ) > 0)
Inversement ayant une fonction de 2 variables A(x,£) de X X X dans R,

symétrique et de type positif. On peut lui associer une application H définie
n n
sur E' par H( Z ¢ Gx ) = Zcx A(xi,x) € F(X). H est le noyau d'une fonction hil-

i=t %% ia¥y
bertienne h dans F(X).

La correspondance définie ci-dessus entre A et h est un isomorphisme de
1 H s : . ] S f -
l'ensemble des fonctions hilbertiennes FHllb(F(X)) dans F(X), sur l'ensemble des fonc
tion symétriques de type positif, 1'addition dans ce dernier ensemble correspon-
S sl .
dant 3 1'inf-convolution dans THilb(F(X)).

Cas ou h est une fonction semi-hilbertienne; si Kerh # 0 Ttous ne pouvons

plus définir A(x,£) puisque le multinoyau H n'est pas défini sur tout E' et de .
plus H n'est pas déterminée de fagon unique mais a un élément de Kerh prés.

Nous allons définir une notion de multinoyau d'Aronszajn-Bergmann généralisant

‘le cas hilbertien.

Supposons Kerh de dimension finie n et v8rifiant la condition de Haar

sur X. Pour un sous-ensemble 3 n+]1 &léments de X (P = po""’pn)’ nous associons

ap comme dans II.11 et H(aP) CFX).

Comme Kerh est de dimension finie, il existe une fonction hilbertienne k
dans F(X), telle que k = h o ® (¥ injection canonique de F(X) sur F(X) /Kerh, et

h fonction hilbertienne quotient de h par Kerh). En effet, Kerh étant de dimension

finie, il existe un supplémentaire topologique F de Kerh dans domh muni de la
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topologie induite par F(X), posons si f € F k(f) = h(f) et si £ § F k(f) = +»
(domK = F). Alors Kerk = O et k est une fonction hilbertienne dans F(X) telle que

k=ho @ Sie'€ (Kerh)0 nous avons H(e') = K(e')+Kerh (K noyau associé a k).

Désignons par B(x,£) le noyau d'Aronszajn-Bergmann associé 3 k. Alors si

a, = %

p Ai B(x,pi)+Kerh.

n
Aié € (Kerh)? alors H(aP) = I
i=0 ' Pj i=0
La donnée de H(aP) suffit & déterminer H. Ainsi la connaissance de B

détermine H. Remarquons que P et P' sont deux ensembles distincts de n+l points
de X ap et a,, peuvent ne pas 8tre indépendants. Il existe ainsi des relations

entre les H(aP) et H(aP,).

Ainsi 1'application qui a ap associe A(x,aP) =ZAiB(x,pi) apparait comme

un multinoyau d'Aronszajn-Bergmann. A une fonction h semi-hilbertienne peut ainsi

8tre associé plusieurs multinoyaux d'Aronszajn-Bergmann. Si A et A' sont de tels

multinoyaux pour ap fixé A(x,aP)-A'(x,aP) € Kerh.
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IT1 - EXEMPLES DE CARACTERISATION DE FONCTIONS SPLINE GENERALISEES

Nous allons ici utiliser la proposition 1.2 pour donner des caractérisation
. . . b 1-
de fonctions spline. Dans les premiers exemples nous prenons h(u) = Ja J“Zdt H

nous utiliserons alors la proposition I.8.

ITI.1 - Spline d'interpolation

Nous prenons donc le cas traité dans II avec h(u) = fz (uk)zdt.
L'explicitation de h(u) grace & la proposition 1.8, nous indique que la fonction

spline d'interpolation 0 est solution de

%k T
o = X Aiax (au sens des distributions)
i=1 i
+] <] .
OkJ(a)=OJ(b)=o 0<j<k
O(xi) = o,
Si x, est 1'un des points a ou b nous avons la condition au bord u2p~l(a) = Ai

ou uZP_ (b) = Ai.

Une fonction dont la dérivée 2k est égale 3 la somme finie de masse de

Dirac est formée sur chaque intervalle lgii§i+11 d'un polyndme de degré 2k-1 (car

sur [ki,xi+l]ona ok - 0 d'aprés la structure locale des distributions) et en chaque
point x; les polyndmes se raccordent jusqu'a 1'ordre 2k-2. Si a< X <e.o<x < b sur
ié,xll;et [ka,blralors 0 est un polynOme de degré %~1. En effet, d'aprés, d” =0

sur [é,xl} 0 est un polynOme de degré 2k-1. Or nous avons la condition u2k~](a) =0

donc le coefficient du terme de degré 2k-1 est nul, ainsi 0 est de degré 2k-2 et
comme qu—z(a) = 0 nous diminuons le degré de 0 en 2k-3, et on raisonne ainsi jusqu'a

0 de degré k-1.

Nous remarquons que X oo esX étant fixé si nous modifions a et b, le ¢

correspondant sera toujours égal i lui-méme sur Fxl,xnl indépendamment de a et b.
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IIT1.2 - Spline d'Hermite

Nous considérons toujours h(u) = JE (uk)zdt mais ki = 6ii avec ji<< k

x; S ]a,bL, nous obtenons alors une équation pour

o™ = 3 a.8d x, € |a,b]
ieJ 1 Xi 1
&y = K ) =0 0<j<k

Q
—
(=
~
g
~
|
Q

Sur un intervalle de 2 points consécutifs Xis xi,, la fonction 0 si elle
existe sera un polyndme de degré au plus 2k—-l et en un point X, il y a raccord des

dérivées d'ordre inférieur a<ik~1 ol les indices e sout tels qué x = X, .
e i

Nous avons le cas classique de la spline d'Hermite lorsque les li sont les
1
éx. et Sx.’ et alors 0 est formé de polynOme de degré X -1, se raccordant jusqu'a
1'érdre 2%-3.

Si parmi les Ki ne figure  aucune masse de Dirac (c'est-d-dire si ji > 1),
alors nous n'avons plus unicité de la fonction 0, car si nous ajoutons une cons-
tante les conditions sont encore vérifiées :

Nous allons expliciter certains cas correspondant 3 ce phénoméne, Soit
k=3 et a < 0 < b et supposons que nous ayons comme condition d'interpq}ation
f'(a), £'(o) et £'(b) ; 0 sera sur chaque intervalle un polyndme de degré au
plus 5, avec les conditions au bord Ua(a) = 0, o%(a) = o, Ga(b) =0, 0°(b) = O,
et en O raccord des dérivées 0, 1, 2, 3, et 5. Comme 0°(a) = 0°(b) = O ces
polynOmes sont en réalité de degré 4.

a,x"+a_x’+a_ x%+a x+a

4 3 2 1

sur Ia,OJ o(x)

sur | ,b| o) =b x“+b3x3+b2x2+b]x+bo.

4
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Les conditions de raccord en O donnent a = b »a =b , a =b_ et
o o 1 1 2 2

ay = b3. a = bo peut &tre pris arbitraire puisqu'en ajoutant une constante i 0,

h(0) ne change pas et les conditions d'interpolation sont encore vérifides.
ge p

= £
1 b1 £'(0).

1

Nous avons a

o%(a) = 0  donne 24a4a3+6a3a2 =0
o3(b) = 0 donne 24b4b3+6a3b2 =0
'\
d'olu a3 a3
a4="zg et b4="2ﬁ)—.

Finalement subsiste le systéme en a, et a, exprimant 0'(a) = f£'(a) et
g'(b) = £'(b).

[}

2a%a_+2a a

3 9 £'(a)-£'(0)

2b%a_+2b a, = £'(b)~£'(0)

3
Ainsi ce systéme admettra une solution unique en 33 et a, sauf si b = ~a dans ce

cas pour qu'il y ait solution nous devons avoir f'(b) = -f'(a).

Donc le probléme admet en général une solution o sauf si a=~-b ; cette
solution est définie a une constante additive prés, et en général nous avons
h(o) # 0. Géométriquement 1'ensemble des interpolants est une variété affine de
codimension 3, qui est paralléle & une droite de Kerh (sous-espace vectoriel de

dimension 3). .

§i a = -b, alors nous n'avons pas en général l'existence d'une solution au
probléme de minimisation, par contre si f'(b) = ~f£'(a) alors nous avons des solu-

“-tions qui sont déterminées i un sous-espace de dimension 2 pras.
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IIT.3 ~ Fonctions spline par moyenne pondérée

Considérons toujours h(u) = J: (u(k))zdt, £i est défini par une fonction

poids noté f., de carré sommable et continue au voisinage de a et b.

<fi,u> = JZ fiudt. L'hypothése de continuité pour fi au voisinage de a et b per-

met d'appliquer I.10 et d'avoir les conditions aux limites en a et b.
La fonction O est caractérisée par
O(Zk) = infi
0(k+j)(a) - O(k+j)(b) -0 0<j<k
J'z cfi = a.

Ce probléme pourrait avoir plusieurs solutions si les fi ne vérifiaient

pas la condition d'unicité des fonctions spline.

Dans ce cadre entrent 1les fonctions spline définies par fi'fonction carac-

téristique de 1'intervalle Fki,yil. Alors Zkifi est une fonction constante par

intervalle nous obtenons alors 0 qui est formé sur chaque intervalle de polyndme
de degré 2k (2k-1 si sur cet intervalle la fonction est nulle) et les dérivées sont
continues en x; et y. jusqu'a 1l'ordre 2k-1 compris. En particulier, si leslgi,yil
n'empiétent pas les uns sur les autres, alors sur[xi,yg, 0 est un polyndme de
degré 2k et sur Lyi,xi+1] un polyndme de degré 2k-I.

L

Nous avons aussi dans ce cadre les spline de Fourier (cf. Laurent 1967).

les fi sont alors les polyndmes de Le%endre de degré inférieur i n, soit Po""Pn-l
. e
le second membre de 1'équation est I AiPi—l un polynOme de degré n-1 ainsi la

fonction spline de Fourier sera un polyndme de degré n+2k-I.
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III.4 - Splines obtenues par condition sur la transformée de Fourier

Considérons 1'espace Hi(R), 1'appartenance de u a HI(R) est équivalente
au fait que sa transformée de Fourier i est une fonction de carré sommable pour
la mesure (1+x?)dx. Sur H' (R) la somme définie par h(u) = J_m (1+x2 53%x est équi-

valente 3 la norme de H!(R).

Considérons les fonctionnelles ¢& continues sur HI(R) définies par

"
u > Jx? 4(x)dx.
i

Nous désignerons par C@ o = {u € 8'R) | @, ,u> = a, 1 <is=<n}
i’7i
et par Y la fonction indicatrice de cet ensemble,
qg,ai
Nous cherchons la fonction spline o qui minimise g(u) = h(u)+‘1’C (u)
Nous pouvons appliquer la proposition I.2 puisque Ccp q ©St une variétgi’miaffine
1’

de codimension finie. Nous avons :
dh(u) = {v » 2Jfﬁ (1+x?)8% dx}

1'équation 8h(0)+ZKi¢E = 0 définissant la spline 0 s'écrit aussi :
e (1+x2>av+i§]xi jzi § dx = Jj:((1+x2)a+zxixi>v dx = 0

ot X, est la fonction caractéristique de 1'intervalle Lx »¥.. Nous avons ainsi

1'équation :

=]

2ya -
(1+x°)4Q +izlkixi 0. .

Par transformée de Fourier inverse nous obtenons ainsi 1'équation

e21ﬂyit _ e21ﬂxit

l n
no_
u=(zmu 151 A TS

La solution de 1'équation sans second membre est une combinaison linéaire de

2t =27t
e et e .

Ainsi 0 apparait comme une combinaison linéaire de fonctions exponentielles.
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IV - EXEMPLE DE CAS OU Kerh NE VERIFIE PAS LA CONDITION DE HAAR ET OU KerH # 0

IV.1 - Cas ol h(u) = 2 &i(u)2+fg (uk)zdt
icl

Soit l'espace H [a b] , nous choisissons (2 ), s€1 un ‘ensemble fini de n for-
mes linéaires continues sur H [a bJ h est une fonctlon semi-hilbertienne définie
sur Hk[a,b]. Kerh est 1'ensemble des u tels que J (u)%dt = 0.

c'est-a-dire des polyndmes de degré au plus k-1.

Considérons m points X ,...,x_de ]a,b[ alors la spline d'interpolation
1 ’“n
minimisant h vérifie le systéme

2 m
o2k, 3 2L = I A8
i€1 j=1 3 %
@) == o @) = @) == oy = 0
u(x]) =0 .. u(xm) =0 .

Cette spline sera une primitive d'ordre 2k de combinaison des Ri, avec des :sauts:
de dérivées 2k-1 aux Xj'

IV.2 - Dans 1'exemple précédent considérons k_= 2 et un seul % qui est GX,VXGJa,bI

Alors ici Kerh est 1'ensemble des fonctions linéaires sur Ia b| qul s'annul

lent en x. L'équation donnant O est

0(4)+G(x)6 = ZA.6
X 1 X

i
0"(a) = 0g"(b) = olli(a) = O'"'CD) =90.
Nous obtenons ainsi une fonction qui est formée sur les intervalles de poly-

nOmes de degré 3, mais par rapport aux splines ordinaires nous avons un saut de la

dérivée 3&me au point x, ce saut est 0(x) si x n'est pas un des points d'interpolat
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Comme ce saut est égal a 0(x), en général nous avons une solution unique.

Si nous avons un seul point d'interpolation X # x, alors 0 est la fonction

U(t-x) avec U = a]/(x]—x), 0 appartient d Kerh. Si le point d'interpolation

est x alors nous avons pour interpolant une infinité de solution I = {u(t-x)+o},
mais dans ce cas nous n'avons pas 0 € Kerh, h(o) = a? . Ainsi dans ce cas nous

avons un contre exemple de II.6 puisqu'on a trouvé un P = {x} avec card (P)=dim(Kerh),
tel que sur P on n'a pas unicité de 1'élément interpolant et minimisant h. Ici

nous n'avons pas un seuil d'unisolvence.

Le sous-espace (Kerh)® est 1'ensemble des €léments de E' nuls pour toute
fonction H(t-x). Si pour E nous avons pris les fonctions sur X ; alors E' masse
a support fini, et (Kerh)? est engendré par 6x’ et les éléments

X

X—X1 X"X2

exemple de la proposition II.i2. Si nous prenons P de la forme (x,xi) les E€léments

avec x,,X, parcourant [é,ﬂ] sauf x. Nous avons ainsi un contre

A6X+K16x appartenant 3 (Kerh)® sont de la forme KSX (Al = 0) nous avons ainsi un

contre-exemple 3 IIL.11.

o= dx..

IV.3 - Exemple IV.1 avec k = 3 et 2128528

x et x' € Ja,b[s Kerh est 1'ensemble des polynBmes du 2&me degré nuls en x
et x', c'est un sous-espace vectoriel de dimension 1. Le systéme déterminant 1la

spline d'interpolation O est

05+0(x)6x+0(x')éx. = Zkiéxi

0(a) = 0*(a) = 0%(a) = 0% (b) =0*(b) = 0%() =0
U(Xl) = u],...,o(xm) =0 .

Si nous avons un seul point X, # x et x' alors 0 est déterminé de fagon
unique. C'est le polyndme du 2&me degré nul en x, et x', vérifiant la condition
d'interpolation et h(g) = 0.

Si nous prenons X, =X alors il y a une infinité de solutions polyndmes du

28me degré vérifiant en x la condition d'interpolation et nul en x'.
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Prenons P = (x,x'), nous imposons deux conditions d'interpolations, les
polyndmes de degré 2 passant par ces points sont solutions, ainsi nous avons P
avec card(P) > dim(Kerh) = 1 avec non unicité. EP(E)est 1'ensemble des polynd-

mes du 2éme degré.

Considérons P' = (xl,x,x') tout interpolant minimisant h est un polynSme
du second degré, et ZP est 1'ensemble de ces polynBmes. Ainsi nous avons pour

P # P' ZP(E) = ZP,(E) sans que Kerh = ZP(E) contre exemple aucorollaire II.8.

Nous voyons aussi ici que (Kerh)? est engendré par Gx, Sx' et

X X

1 - 2 P '
(x]—x)(xl-x') (xz"x)(xz"x') avec x, et x, distincts de x et x'.

IV.4 - Etude de h avec KerH = ’EI Kiéx. ol (xi)i(:I est une famille fini d'éléments
de [ﬁ,b]. Nous pouvons par exe;ple construire un tel h 3 partir d'une fonction
semi~hilbertienne h], en prenant pour domh 1'ensemb1é des éléments u de domh1
vérifiant pour tout i € I <6x.,u> = 0, sur domh on pose h = hl’ et nous

aurons h(u) # ® si u € domh. ‘La proposition II.8 nous indique que toute fonc-

tion £ € E = F([a,b]) ne peut pas &tre interpolée par un &lément minimisant cette
fonction h, c'est-a~-dire, il existe £ € F([ﬁ,b]) et P tels que toute fonction
inte:polant f sur P n'appartient pas 3 domh. Ce sera le cas pour les fonctions qui

sont non nulles en X; .

Considérons hl(u) = fz u'?dt, fonction semi~hilbertienne dans HI[a,H].
Calculons dh(u). Si u ¥ domh alors dh(u) = @, si u € domh, alors nous avons oh(u)

qui est un ensemble non réduit 4 O mais déterminé i KerH prés : .

dh(u) = (v > 2 Jb u'v'dt)+ L A.S .
a A ¥
1CI 1
Nous avons Kerh = O les conditions de la proposition II.2 sont vérifiées
pour le probléme d'interpolation sur un nombre fini de points PisceesP - On obtient

alors comme systéme pour déterminer ¢
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o"+IA. 8 = ZIu.$
1 X Jp

i j
o'(a) =a'(b) =0 et pour tout i € T c(xi) =0
o(p.) = a. 1 <3 <n,
(pJ) 3 JSn

Nous avons 1'interpolation linéaire sur 1'ensemble des Pyse+-P et des

). omme ord é ‘e e .
(xl)leI avec comme ordonné a], ’an t o0
Si 2 points Xis xj sont consécutifs alors ¢ est nulle sur cet intervalle.

Si P et P' sont distincts nous avons ZﬁE) n Zﬁﬁ) = ZPnP,(E) dans ce cas
quoique KerH # 0. En effet, soit g € ZP(E) et ZP,(E) les combinaisons linéaires
IA.§ et Zkiﬁ , on a ZAiS -Zkié v € KerH.
1Py Py Pi Pi

i p. €P : p. ' at p. . r . = 0.
si p; € P ; P, £ P' et Py # X, alors Al 0
Si p; = xj et P; € P' nous avons les interpolants nuls en xj et le terme
A.6 € KerH donc on peut &crire IA.§ = IA"S wtU avec p¥ € P" =P N p'.
ip. i7p. iph i
i i i
Un cas particulier est celui ol on a 2 points 3 qui sont a et b, h(u)

est la norme de Hé[a,b], les seules fonctions interpolables sont les fonctions

nulles en a et b, nous avons alors comme spline 1'interpolation linéaire prolongée
aux extrémit&s aux valeurs 0, (la différence avec HI[a,bI est que dans ce cas on -
a aux extrémités des fonctions constantes).

n
IV.5 - Etude de KerH = J, Aizi ot Zi sont des formes linéaires continues de E'.
i=1
En prenant E = F([a,bl) alors les 21 sont des combinaisons linéaires finies de

-~

Gx »+++50, . Nous ne pouvons interpoler que des fonctions appartenant 3 un sous-

; "1
esﬁéce de dE dépendant de éx ,...,6x .

i iq
La fonction 0 interpolant et réalisant le minimum pour cet h vérifie le

systéme :
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"+ T AL, = Ip.8
i1 ip

h]
c'(a) =o"() =0, <£i,c> =0 pour i €1I
G(pj) = aj 1 <j <n.
_ M 2 ~ 0 =
IV.6 - Cas ob h,(a) = j; (u')2dt et ol & = dxligxziQXB

avec a < X, < X, < X4 < b, h(u) est égale 3 hl(u) pour
u € domh = {f € u'[a,b] | £(x))+E (x,)+E(x;) = 0}

KerH = A(§_ +§ +8 ), Kerh = Q. Nous avons
X %y %5

Bh(w) = (v > 2 [° u'vide) (s, 46 +5_).
1 2 3

Ce qui nous donne pour le probléme de spline le systéme d'équation
u" = Iu.8_ +A(S. +§_ +§ )
i'ps X X, X4

u'(a) =u'(b) =0 u(x1)+u(x2)+u(x3) =0

]
iel

u(pi)

La fonction ¢ interpolant (al,az) sur (xl,xz) est constante sur

7

[a,xljégale 0, sur

1
- (a,*a))

Q7

[x3,b1éga1e

sur[x],xi]interpole linéairement ql’az

. (045 ) .
IXZ’Xj] Gos (al o"2)

Prenant P, = (XI’XB) nous obtenons une fonction du méme type et comme deux
des O;»0, et O, peuvent étre pris arbitraires nous avonc ici ZP (E) = ZP (E) donc

contre exemple a II.I1. ! 2
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P] n P2 = {x]} nous avons pour déterminer O interpolant 0, en X, le systéme

o" = uloxl+x(6Xl+6X2+6x3)

u'(a) =u'(b) =0 u(xl) = a, et,a1+u(x2)+u(x3) = 0,

La premiére &quation prouve que nous aurons deux sauts de dérivées égaux en x, et
Xy Sur [a,xll et [kB,bJ nous avons une constante, et sur les 2 autres intervalles
des fonctions lingaires. Ces conditions déterminent bien o . La condition d'égalité

des sauts de dérivées en x. et x. donne

] 2
0L3"OL2 _ 0(,2"0Ll Co- 063"0t2
X37Xy  X,7X X)X,
Si on suppose X37X) = X, = X, = 1 pour simplifier,nous obtenons
o, 4o,
27 F %35

Ainsi X (E) n'est pas tout X
~aF1M8, -4, Py 2 1

1
= = € .
az 5 et a3 5 alors o ZP]nPZ(E)

(E) ou ZP (E). si o0 € ZP (E) ne vérifie pas

Nous avons ainsi un exemple pour lequel %_ (E) [ % (E) # ¢ (E), donc un
P P PlﬂPz

contre exemple 3 II.9. ! 2
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V - UTILISATION DES FONCTIONS SEMI-HILBERTIENNES POUR DES FONCTIONS SPLINE A
PLUSIEURS VARIABLES

Soit © un ouvert de Rn, Hm(Q) (m entier), l'espace des distributions sur {2
appartenant - 3 L?(R), dont les dérivées partielles d'ordre < m appartiennent
a LZ(Q) muni de la norme

z %l /2

_ 1
“u”Hm(Q) = (IOL < LZ(Q))

Nous allons rappeler diverses notions introduites par Lions [196IJ

V.1 - Définition

Q est dit avoir lg propriété de m-prolongement s'il existe une application
linéaire continue u > P(u) de Hr(Q) dans Hr(Rn) pour r entier 0 < r < n

telle que Pu = u pp. sur Q.

'Si {2 a la propriété de m-prolongement, on a Hm(Q) c Ck(ﬁ) pour k < m-n/2,

et 1'injection est continue.

V.2 - Définition

Un owvert O de R™ est dit m-régulier si
z) § a la propriété de m~prolongement
727) Pour tout v € Hr(Rn) nulle (pp) sur Q, 2l existe w € HZ( Q) avee

v(x) = w(x) pp sur "0 pour r € m. .

L'application v ~ Vo qui & v fait correspondre sa restriction Vo af, est
. . . m, n m . _ . .

une application continue de H (R") dans H (). Si Q est m-régulier, cette appli-
cation est surjective et le noyau de cette application est formé des w tel que

w/ Q€ H?( Q) et w=0 ailleurs.
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L'application transposée de v - vp est £ > 7T £ ; c'est un isomorphisme de
(Hm(Q))' sur l'orthogonal X dans H—m(Rn) du noyau de cette premiére application.
On vérifie facilement que X = H:m(Rn) ensemble des distributions de H “(R") a

support dans {l. Ainsi si 0 est m-régulier alors Hm(Q)' > H:m(Rn) 1'application
9)

d'isomorphisme &tant T.

V.3 - Considérons la fonction semi~hilbertienne sur Hm(Q)

h(u) = :E::: Jo aaBDauDBudx.
o], [8]=n

Ces coefficients 8yg De sont pas quelconques mais tels que h(u) > 0.

La fonction semi-hilbertienne h(u) admet pour sous~différentiel 1'application

v > 2h(u,v).(3h(u) € (H"(Q)?).

Si § est m-régulier nous avons T dh(u) € H:m(Rn) avec si w € Hm(Rn)

< chu,w> = Bhu(wQ). L

Nous avons H—m(Rn) c D'(Rn) et d'autre part D(Rn) dense dans Hm(Rn) ainsi pour

~ - - n . 3 [
connaltre un &lément de H-m(R ) il suffit d'avoir ses valeurs sur D(Rn).

.y

si @ € DR™) alors <Tohu,q = 2 Jb auBDauDB¢dx.

o], 8] =m
Remarquons que VY +'Jb %y Ydx si ¥ € D(Rn) est une distribution sur R" dont le

~ ~ . - O
support est contenu dans {2, désignons 1a par m(D u) nous avons alors :

<r(0%),080 = <(-1) [BlpB(mp%y @

L]

ol DB(WDQU) indique la dérivée au sens des distributions de R®. On remarque que

cette distribution 3 son support dans §I.

Ainsi nous aurons :

gy

<, = 2. [ a -1y BlpBamya .
|l 8] =n °% 08
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V.4 - Proposition

R , . : , R
La fonection semi-hilbertienne h(u) = z JQ aaBDUuD‘udx admet pour

lal’lslsm B8
sous—différentielle dh(u) = A(u) = z Jq 2,5 (-1)"D

lal,|8|=m

Nous remarquons que A(u) € H—m(Rn) mais son support est dans ﬁ, ainsi
A(w) €H"R™ = B,
Q

(nDau)dx.

Siu € sz(Q) nous avons u € Hm(Q) et sur § , A(u) en tant que distribution

est &gale 3 z a (—I)BDQ+Bu . (DQ+Bu dérivée partielle au sens des fonc-
af
o], |8]=m

tions), mais sur R~ la distribution A(u) est la somme de cette fonction sur . et

de distribution dont le support est contenu dans 32 (frontidre de ).

=

V.5 - Exemple de fonctions spline & plusjeurs variables (voir Atteia |1968] )

Soit © un ouvert de R?, 2-régulier. Soit E 1'espace des distributions
définies sur {, dont les dérivées 1° et 2° sont des &léments de L2().
(Ces distributions sont des fonctions continues sur ). Munissons E du produit

scalaire (u v) = Jh (uv+Au.Av)dw ou

2 2
Au = §—3-+ 9u (le Laplacien).
ax?  oy?

Alors E est un espace de Hilbert pour ce produit scalaire.
Considérons la forme bilinéaire sur E H(u,v) = Jé Aulv dw., h(u) = h(u,u)
est une fonction semi-hilbertienne avec Kerh = ensemble des fonctions harponiques
sur §, définie sur E tout entier.

En effet, sur E/Kerh la forme quotient h est une fonction hilbertienne, E/Kerh

étant complet pour la norme associée 3 h.

Posons ¥, = la fonction indicatrice de 1'easemble G des u € E tels que u = f
su _© 3/2 1/2
(3R) et h &€ H

sur 92 et == = h sur 3 ou f € H (02) et de plus, on suppose que
la frontiére de 9§} est suffisamment régulidre pour que du existe pour tout u € E.

oV
oV
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On remarque que cet ensemble se déduit par translation du sous-espace vec-
toriel Hg(Q) fermeture dans Q de D(Q).

Considérons le probléme de fonctions spline associées 3 h(u) et 3 ¥ ,
c'est-3-dire minimiser la fonction semi-hilbertienne h(u) sur 1'ensemble des

u € G.

Calcul de BWG

I

BWG(u) si u € G alors (Hé(Q))° sinon @.

BWé(T) si T € (Hs(Q))0 alors G sinon @.

ol H(Z)(Q)0 est le polaire du sous-espace Hé(ﬂ) dans HZ(Q)', on a ainsi Hg(Q)o
qui est 1'ensemble des T € H2(Q) nulle sur D(R).

Calcul de %h

D'aprés ce qui précdde nous avons : oh(u) = A(mAu) € H:Z(Rn) isomorphe 3
H2(Q)'. dh(u) restreint a D(Q) est ainsi A%u, A? &tant le ca@ré du Laplacien pris

au sens des distributions sur ,

V.6 - Caractérisation de la spline

L'équation 9h(0)+3¥(9) = 0 est applicable. h(u) est continue sur E et il
existe u od h(u) et ¥(u) sont finis. .

A(mAo) € (Hg(a))°.

Si on décompose 0 = 0N+OK (voir Atteia), ON,E Kerh ( o, est harmonique) et ¢

nulle sur 39 alors O;ﬁf sur & est comme OAN= 0 on a A(mAo) = A(WAGK).

K
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On obtient ainsi en appliquant la relation A(HAOK) € Hé(Q) 3 un Elément ¥ € D(Q)

AZOK = 0 sur § avec © 0 sur 99

K

9 = ph O
SU(Ok) =h 3V(On>'

. . . P o= 0 +0. oi . - -
Ainsi la spline O est définie par g O] o On solution de Aon 0 avec o, f

sur ol et Ok solution de

. aok aon
A Ok = 0 avec Ok = 0 et Fo h - 3y Sur o0,

V.7 - Fonction spline définije par une relation d'égalité sur un sous-ensemble de

. n , . . _
Soit @ un ouvert de R p-régulier. Considérons X un sous-ensemble de § fermé

contenu dans le complémentaire d'un voisinage de la frontiére de Q.
Définition

On dit qu'une fonction £ € HP(Q) est nulle sur X, st elle est dans 1'adhérence
pour HP(Q) de 1'ensemble des fonctions continues définies sur  appartenant

a #P(Q) et mulle sur X. Désignons par N(X) l'ensemble des fonctions nulles

sur X,

V.8 - Définition
On dit que u et v € HP(Q)sont égales sur X, si u-v € N(X).
Nous posons le probléme de fonctions spline avec u

h(u) = a8 Jb DauDBu dw.

z
o], |8]=<p

wN(X)+f = fonction indicatrice de 1'ensemble des fonctions u égales i f sur X.
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Calcul de BWN(X)+f

. PO P
On prend WN(X)+£ comme fonction définie dans H ().

Si f=0o0na:

BWN(X) = si u € N(X) alors N(X)° sinon ¢
on en déduit _
3y = si u~f € N(X) alors N(X)°® sinon @.
N(X)+f

* = . . . . 0
WN(X) fonction indicatrice de N(X)

BW;(X)(V) = si v € NX)? alors N(X) sinon ¢
et
8?;(X)+f(v) =si v € NEX)° alors N(X)+f sinon @.

V.9 - Proposition

57 Q est p-régulier, N(X)0 est l'ensemble des éléments de H:p(Rn) dont le
support est contenu dans X, L

H:p(Rn) est le dual de HP(Q), soit @ € D(g:X) on a alors si T € (N(X))°
<T,® =Q 0 puisque ® nulle sur E, ainsi supp. T C X.

Inversement, si T tel que Supp T € X, alors ® € Hp(Rn) continue et nulle sur
X, <T,% = 0, d'aprés la propriété de p-prolongement tout f € Hp(Q) est la res-

triction d'un @, et T &tant &gal pour ces 2 fonctions ainsi T € N(X)°.

c.q.f.d.

V.10 - Proposition

La fonction spline o associée & h(u) et ¥ est solution de A(0) = T

N(X)+£f -
et o-f € N(X) ool T est une distribution de HPRY 4 support dans % et

a ,
A 1'opérateur associé & h(u) comme lLa proposition V.4
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Si A est un opérateur pour lequel on connaisse des résultats de régularité
du type : si A0 = O sur un voisinage W dans { de 8Q, alors O est une fonction
"réguliére'" sur W voisinage de 09%. ﬂ(Duo) sera une distribution sur Q prolongée
par la fonction O, DB(ﬂDq(u)) sera sur §) la distribution Da+6u et une distribution
d support 0{, cette derniére distribution apparaftra comme une somme de dérivées
normales, nous pourrions les expliciter en utilisant la formule de Green, par
exemple chez Lions-Magenes[1969]| et nous obtiendrons ainsi des conditions au bord

nulles.

La caractérisation de la spline se raméne i résoudre A(u) = T avec des

conditions au bord du type Fi(u) = 0 sur 9§ avec 1 £ i < p,
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VI - RECHERCHES DE FORMULES OPTIMALES D'APPROXIMATION DE FONCTIONNELLES LINEAIRES

Soit un espace de Hilbert X son dual ¥' muni de la norme duale

<%,.h>
“2] = sup Xh est isométrique a ¥. Soit £ € X' ot V un sous—espace fermé de
he 3 b '
.

Appelons R 1'&lément de V 3 distance minimum de %. Nous allons &tudier certai-

nes propriétés de cet &lément. I peut @tre considéré comme 1'espace de Hilbert as-

socié Z une fonction hilbertienne définie dans E espace vectoriel localement con-

vexe séparé.,

VI.1 - Proposition

Soit h une fonction hilbertienne dans E s ¥ son domaine, h* sa fonetion
poZaire pour la dualité entre E et E' , j 1'injeetion de dom X dans E,

J sa transmosee de E' dans X', alors nous avons pour tout e € E'

h¥(e") =— %5 e )”:K

Soit 6 le noyau reprodu1sant de X' dans ¥, si h € X
Ieulhc = ““”}C Or h(j o 6(u)) = 5 |Ie(u) ‘E&C “u“w
Prenons u = j(e5 e' €E' on a ainsi

“5¢e) By = n(5 o 655 (e")) = n(ue") B(He',He') = 1 <me’,e'>

Nl

or

hx(e') = -% <He',e'>.

c.q.f.d.

. t. . .
Si E =X alors "j est 1'identité de ¥' = E', nous avons alors h*(e')= %”e'“:fc.
Le probléme de minimisation de “%—EMK' s'interpréte comme minimisation de
h™ (- E). Nous pouvons ainsi &tudier ce probléme en tenant compte que hx est la

fonction polaire de la fonction hilbertienne h.

Nous pouvons prendre la fonction h comme fonction hilbertienne dans E (E

espace vectoriel topologique contenant 3 si f et les €léments de V peuvent se pro-

longer en des formes linéaires continues sur E.
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VI.2 - Cas ol h est une fonction semi~hijlbertienne

Supposons maintenant que h soit une fonction semi-hilbertienne dans E. Si
nous prenons ¥ et considérons ¥' 1'ensemble des formes linéaires continues sur X

. <x, 9>
nous pouvons munir X' de la norme définie pour & € X' par IWJEO = sup ﬂ%ﬁi—.
x€ X

3" muni de cette norme apparait comme 1'espace de Hilbert h(x)#0
dual de ¥/Kerh.

La dualité entre ¥ et 3 n'est pas séparante puisqu'il y a des &léments # O
de ¥ qui donnent pour image O pour tout &lément de ¥'. Supposons donc que h soit
une fonction semi-hilbertienne dans E espace séparé, E' le dual de E. j est 1'in-
jection de domh dans E, tj sa transposée dans J' 1la proposition VI.l est encore
vraie, en remplagant fonction hilbertienne par fonction semi-hilbertienne. Cela
se vérifie en remarquant que hx(e') = ﬁ*(e') (ﬁ fonction hilbertienne associé i

h par le quotient par Kerh).

Soit & un &lément de E', V un sous-espace vectoriel de E', on cherche un
élément & de V tel que hx(£~§) soit minimum et fini. Un tel &lément n'existe pas
toujours ; pour qu'il existe, il faut'9-1 € (Kerh)® ; ainsi & doit appartenir a
V+(Kerh) . L'approximation ¥ de % doit 8tre exacte sur les €léments de Kerh, pour
la recherche de % nous pouvons nous limiter aux éléments v de V tel que {-v est

nulle sur Kerh. Nous verrons un exemple un peu plus loin de tel cas.

Remarquons que 1'ensemble des &léments e' de E' od h*(e') < l,est l'ensemble

polaire des éléments de E ol h(e) < 1.

VI.3 - Approximation optimale dans X'

Le probléme d'approximation optimale indiqué ci-dessus se formule :
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VI.3 - Probléme

Soit h une fonction semi~hilbertienne, Vun sous—espace de E', & € E' ; on

cherche un élément % €V tel que h*(e')+W£+6e')soit minimum avec e'= -4

et ‘I’R,+V(e') fonetion indicatrice de 1'ensemble +V.

Nous sommes amenés 3 minimiser la fonction convexe h*(e')+WQ+V(e'). La con-
dition de couple uni est vérifiée das que domh™ N 2+V est non vide puisque nous
avons deux variétés affines. Nous supposons que h*(e') est quasi-continue. Ce sera

le cas si Kerh est de dimension finie.

Pour déterminer 1'ensemble A des meilleures approximations £ nous avons
1'équation th(R—E)+8WE+V(2-Z) 5 0, nous avons aussi &£-A =-:3h(s) N 8T2+V(—s) (s
étant tel que cette intersection soit non vide.)

Or
_ . - 0 .
8T2+V(V) = si v € 2+V alors V® sinon ¢

*

3W2+V(u) = si u €V alors 2+V sinon @

oti V° est le polaire de V dans E.
En rappelant que dh(u) restreint i domh est v > 2h(u,v) et que th(u) = H(u)

(H multinoyau de Schwartz) nous avons :

L'ensemble 2-A" est formé des €léments de e' dont la restriction 3 domh est

v > 2h(u,v) et qui sont contenus dans 2+V. Les &léments de A vérifient.
H(L-2) € VO, .

Si domh est dense dans E alors oh(u) est unique et comme

2=A = 3n(s) N BWE(—S), il y a alors unicité de la solution du probléme.
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VI.4 - Relation entre fonctions splines et approximation optimale

Considérons V € E', C ={u €E | ¥ €V, <v,u-f> = 0 et le probléme de

v,f
fonction spline d'interpolation généralisée qui consiste 3 trouver les fonctions
O qui réalisent le minimum de h(u) + WC (w).
v,f

VI.5 - Proposition

L'approximation % de % est exacte pour les fonctions spline associde 4 V.

D'aprés la caractérisation des fonctions spline nous avons G = H(v) ol

v €V ; d'autre part d'aprés les résultats précédents H(R—E) €Vv%. On a
<A=2,0> = <@=L,H(v)> = <v,H(L-2)> = 0

car nous avons H(l—ﬁ) €vo,

c.q.f.d.

VI.6 - Progositzoﬁ

‘Les approximants X de % sont tels que pour tout £ €Eon ait L(f) = L(0)

ou 0 est la spline associée d V et 4 f.

Comme <2—§,0> =0 <L,0> = <E,o>. Or & €V et £-0 est nulle sur V ; nous

avons donc
<L,f-0> = 0 et <R,0> = <R,0> = <X,f>

c.q.f.d.
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VI.7 - Exemple : h est une fonction hilbertienne et V de dimension finie

Dans ce cas H noyau de h est un isomorphisme de ¥'sur X et pour f donnée, la

n
fonction spline 0 est unique. Soit A (1 =i <n) une base de V, % = X aivi.
i=1

Comme les v, sont indépendants il existe des &léments fi € 3 tel que

<vj’fi> = Gi ; 1 =3 <n, on désignera par Oi la spline associde. Nous avons
Ly
<R,0.> = <2,0.> = I0.8.. = q..
i i i7ij i
_ _ n
Ainsi le meilleur approximant £ de % est donné par £ = % <2,Gi>vi
' i=1

(0i sont les splines de base).

Explicitons 1'équation H(£-%) € V° nous obtenons le systéme de n équations
4 n inconnues

n
<H(R) - X

0.H(v.),v.> =0
s 1A

1

qui permet de calculer les a; par inversion d'un systéme linéaire symétrique sans

avoir 3 calculer les Gi'

Nous retrouvons ainsi des résultats qui sont utilisés dans 1'approximation

optimale ; voir par exemple Duc-Jacquet Ll970J.

VI.8 - Cas od h est la fonction semi-hilbertienne [ (u(P))zqt.

Nous prendrons E = Hp[a,b]. Soit V un sous-espace vectoriel de dimension fini'

de (lea,bl)' par exemple V engendré par Gx ,...,GX avec XpseeesX € Ia,b . Soit

L€ (Hp[a,b])', le probléme d'approximation optimalg relative 3 h*(e') consiste 3
- n° _

trouver £ = J uidx minimisant

i=1 i

le-2tlhe = sup  JERw>]
ut H]a,bl vh(u)
uf Kerh
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n
2' parcourant 1l'ensemble des combinaisons lindaires I uidx de Gx ,...,GX vérifian
<&-%',m> = 0 pour tout polyndme de degré au plus pf]}=] t ] n
_ n
Dans ce cas nous avons & = I <£,Oi>6 » Ol o, est la spline d'interpolation
i=1 i
entre les X ,...,x_ vérifiant o0.(x.) = 6...
1 n 17] 1]

Nous retrouvens ainsi simplement les résultats de Schoenberg [1964[.

Remarquons que V n'est pas contenue en entier dans ¥'. Nous avons V N X!
qui est engendré par Aj 1 <3 <n-p ot Aj est la différence divisée
SUY X.yeeesX:, o
NN R
Observant que H est déterminée & un polyndme de degré p-1 prés, 1'équation
- n
H(%-2) = V° nous donne ici <H(%- X uidx),A.> = 0 formant un systéme de n-p équa-
tions indépendantes qui sera comp}z%é pa% P équations exprimant 1'exactitude de
1'approximation sur les polyndmes de degré au plus p-1. Soit ﬂo""’ﬂp—l une base
de 1'espace de ces polyndmes.

On a ainsi le systéme

n
< - D> o= < 31 £ n-
H(L 'Z aiax.’AJ> 0 1 <j <n-p
1i=1 i
< n_
=T .6 ,m>=0 0 <k < p-1]
.. 1x.7k
i=1 i

On suppose désormais dans le probléme VI.3 que V est un sous-espace de
dimension finie engendré par v, 1 < i < n. On suppose en outre que 1es“vi dépen-
dent de paramétres t, € Xi’ et on fait varier les t; dans ces ensembles X, . Nous

posons le probléme :

VI.9 - Probléme
n
Soit & une forme lindaire continue sur E, V(tl""’tn) =i§]aivi(ti), on
désigne par L une solution du probléme VI.3 relative 4 V(tl""’tn) pour une
fonetion semi-hilbertienne h, on cherche & trouver les (El,...,En) qui ren-—

dent minimum h(&-2) lorsque t; parcourt X, avec 1 =i < n.
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Cette formulation englobe le probléme &tudié par Duc-Jacquet []970] :
pour & = fonctionnelle intégration, pour X, = [a b] 4 (t) = t € |a,b]| et
pour différentes fonctions hilbertiennes correspondant 3 des espaces de fonc-

tions sur |a, bJ

En général le probléme VI.8 n'est ni linéaire, ni convexe et il existe des

cas de non existence et de non unicité

Exemple de non unicité

Soit la fonction hilbertienne h définissant 1'espace H [é b] Nous consi-
dérons X = fa bJ et v, (t) = t t € [a, b|, soient LSEREEFE S points distincts
[a bJ m>n, O de31gnera une fonction spline interpolant sur les m points
XpseeesrX ) soit £ un élément Z oy 6 . tel que H(L) = 0 . Cet élément appartenant
a V est lui-méme solution du probleme VI.3. Si on ajoute n-m points distincts 3
1'ensemble {xl,...,xm}, le probléme VI.3 pour le nouvel espace a encore £ comme
solution, et ainsi nous pouvons trouver une infinité d'ensemble de n d'abscisses

réalisant le minimum du probléme VI.3.

VI.10 - Exemple de non existence dans le probléme VI.9

Considérons 1'espace H fb b] et la fonction semi-hilbertienne
h(u) = Jb u"(t)2dt. Nous allons considérer la fonctionnelle 6' que 1'on veut appro-
cher par une combinaison linéaire de deux fonctionnelles de Dlrac au sens de la

fonction duale de h.

VI.11 - Proposition

x € [a, b] et € > 0 donné il existe des couples de points 0,8 € [a, b
tel que n* (6'-A6a-u66) < g,



- 78 -~

Appliquons la formule de Taylor avec reste sous forme intégrale

£ (x+k) = f(x)+kf'(x)+J§+k (x+k-t) £"(£)dt

Posons : x+k
£ () = £ G- ZEIEE  f e e oae
rk S (HZ[a,ﬁ])'
2
1 (B

*
h"(r,) = 5 sup —————
k 2 ‘a_y 2

Ibe (t)%dt|

le sup étant pris pour les f tel que f" non nulle pp.
x+k . x+k L 1/2 x+k
r, (f) = J (x+k-t) £'(p)de s IJX (x+k-t)2 dt] IJX £"(t)%de] 2
. X
ainsi <tk
* : 2
W) = 1), Gekmt) 2ae |

Ce second membre peut €tre rendu aussi petit que 1l'on veut. En prenant o = x

B = x+k et les coefficients A = =i = % alors hx(Su'*Aéx—uéB) <e,

c.q.f.d.

Si nous considérons le probléme VI.8 avec & = 6; les applications v, et
2 définies sur [é,b] et égales a Gx x € [?,b]. On peut trouver un espace V tel
que inf hx(ﬁ—v) soit plus petit qu'un nombre donné, ainsi si t varie la plus petite
bong gossible est 0. Mais il n'existe pas de combinaison linéaire de Ga et GB qui

soit égale a 6;, nous avons ici un cas de non existence.

VI.12 - Famille différentiable de fonctionnelle linéaire

Onnsuppose que les Xi sont des intervalles de R, désignons par L 1'appli-

. . R T -
cation : iE] Xi -+ (E')" définie par L(xl,...,xn) (vl(x]),...,vn(xn)).
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o=

On dit que L est une famille différentiable, si 1'application L :

. . . ep . . o g 1=]
est une application différentiable. Cela revient i dire que chacune des

composantes v, est continuement dérivable par rapport 3 X . Soit vi la dérivée de

V. par rapport 2 x;. Cela suppose qu'on ait muni E' d'une topologie T.

. - . >~ .
Soit k € (Kerh)? C E' alors si v' € (Kerh)?, & (2(x) ,k) est une fonction
i
de x qui est continuement dérivable. Dans la suite nous supposerons que h est une
fonction hilbertienne ainsi nous avons % et v, 1 =1 < n qui sontdans domh™ = E'.

Et nous supposons E' muni de la topologie définie par n*,

~F e ~%
h (vi,vi) admet pour dérivée 2h (vi,vi)

En effet :
~F
h (vi(ti+k),vi(t+k))

= H*(vi(t+k)vi(t+k>)—ﬁ*(vi(t+k),vi(t))+E*(vi(t+k),vi(t))-E*(vi(t),vi(t))

or
vi(t+k)—vi(t) = k(vi(t)+s(k» oi €(k) est un &lément de E' qui converge

vers 0 si k = 0.

E*<v1<t+k),vi<t+k)>—ﬁ*<vi<t+k>,vi<t>> - kﬁ*(v{(t),vi<t+k>+kﬁ*(e<k>,vi<t+k>>

et

B (v, (41, v; () K (v, (6),v, (8)) = k(B (v} (£),v; (DE* (£ () v, (1))

-~

Ici BY est continue par rapport i chacune des variables dans H*(e(k),vi) >0

. e . e * . ~%
s1 k = O et nous avons ainsi la dérivée B (vi,vi) qui est 2h (vi,vi).

> g'"
(Xi) E
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VI.13 - Proposition

57 la famille L est différentiable, pour qu'un ensemble X oo esX soit
solution du probléme VI.8 pour une fonctiomnelle & <1 faut que
E*<z,vi(xi)) = E*(E,vi(xi)) et que soit ﬁx(l,vi(xi)) = Hx(z,vi(xi))

soit Ai =0 (1<i <n), ou R est la solution du prob%éme VI.3 relatif a &

et d l'espace engendré par v;(x;) 1'=i<n, 2= 3 Av..
i=1
Démonstration
® & 5 & 005 062 00 88 n
Soit M = h*(2-%) = h¥(L- I Av)
i=]

n n

BX(0)-28%(2,2 A.v.)+ I  A.A. h¥(v.,v.)
. ii” . L i) i’73
1=1 1,]=1

]

Pour que KpseeesX, soit solution du probléme VI.9 il faut que les dérivées de M
par rapport aux Ai et x; soient nulles, M étant dérivables par rapport i ces va-

riables indépendantes.

oM Lox, o n % ek )
EK; = -2h (l’vi)+2.£] Aj h (Vi’vj) = 280 (2 Q’Vi) =0
donc J
~% _ ~F -
h (’Q',Vi) h (Z,Vi)
n
'gg‘ = -2a, B¥(,v])+2 A, T A, B (v,,v!)
X, 1 1 1. J ] 1
1 J=]
x -
= 2A, B5(-,v!) =0
1 1
donc
Ex(l,vi)} ﬁx(z,vi) ou Ai = 0. .

c.q.f.d.

Considérons le probléme VI.3 relatif 3 % et 3 1'espace W de dimension 2n

engendré par ViseeosVos v',...,v;, si % est une solution de ce probléme alors elle

1 |
SV s ViseresV oo

est exacte sur les splines relatives aux fonctionnelles ViseresV 1



Ecrivons .alors

. 11 .
1=] 1=]
alors
A, = <2,0.>, <0.,v.>=386,., <0.,v!> =0 (0. fonction spline)
i i 1’73 ij i’73 i
Ei = <2,Ti>, <Ti,vj> =0, <T, ,vJ> = 5i,j (T, fonction spline).
VI.14 - Proposition
n
ST une suite X seeesX est solution du probléme VI.9 qvec % = Z A, Vi (x )

alors les A, sont tous distincts de 0, R est aussi meilleur approxtmant
de % dans w (B =0 s 1 =<1i=n), et s certains A, sont égauxr a 0

(supposons que ce soit les n—p derniers), alors X seeesX , Yoa12* oYy

est auss? solution Yor12t 0¥y prenant des valeurs arbitraires dans
Xp+1""’Xn et nous avons % meilleur approximant dans 1'espace engendrs

1 '
par vl,...,vp,vl,...,vp.

Démonstration

® e c a0 0000

Soit xl,...,xn une solution du probléme VI.3. Supposons A non nulles
alors ﬁ*(z v! ) (1 V. ) et aussi

~

h™ (R, v ) 5* (2 V. ) Con31derons la spline as-
sociée aux vi et Vi elle s'écrit o = H( Z o, v1+ Z B v! ) On a
i=1 i=1

<-2,0> = ¥ (2-1,

LI e =]
Q
<
+
[N =]
w
<
~
L[}
o

1
ii
1
Donc 2-% est exacte sur les splines, ainsi % coincide avec % et nous avons:ainsi

Bi = 0.

Si on a A =...= A =0, on fait le méme raisonnement qu récédemment mais en se
p+1 n

limitant aux p premiers vi, yp+l,...,yn prenant des valeurs quelconques nous avons
p

Z A, Vi (qui est le meilleur approximant dans 1'espace engendré par
i=1

Vl(x])""’vp(xp)’vp+l(yp+])""’vn(yn) car I Aivi solution du probléme VI.9

c.q.f.d.
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VI.15 - Famille translatabie

Nous supposons que E est un sous—espace vectoriel d'un espace D(Ia,br)
de distribution sur |a,b|. Nous définissons la distribution translatée T, de T
par la formule <Th,¢> = <T,®(x-h)>. Pour que cette opération soit interne dans
]a,bL, il faut que le support T translaté par h soit dans ]a,b[ c'est-3-dire que
Supp T < ]a+h,b|‘_i.

V1.16 - Définition

Une famille de fonctionnelle v(x) définies sur X C |a,b| est dite trans-
latable, st pour chaque x et y € X on a v(x) = V(y)(x—y)’
VI.17 - Proposition

St dans 1l'espace 3, les translations sont continues et si la famille
v. est translatable, s'il existe un point  SERERTS N ou la dérivée au sens
des distributions appartient & 3C alors la famille (Vyseeesv)) est dif-

férentiable.

£ =
En effet Vi (X+h) Vi (X0+h) (x_xo)

vi(x+h)—vi(x)

h

vi(xo+h)-vi(xo)

(x—xo)

v{(x°+h)—vi(x )

la translation étant continue si o a une limite il en est de méme
. (x+h)-v. (x :
o v, (x+h)-v, (x)
¥ h .
c.q.f.d.

Remarque :Si le support de QX n'est pas réduit 3 X nous ne pouvons pas prendre X

~

égal 3 |a,b[ d'une fagon précise si Supp v(xo) Ci[ko-u,xo+61 alors X = Ja+a,B-BL.
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VI.18 - Exemples

i) Un exemple simple de famille translatable est le cas de v : x +6X fonc-
tionnelle point. Ce cas a &té &tudié par Duc-Jacquet [1970| qui a expli-

cité des résultats pour divers types d'espaces.

ii) On peut considérer le cas ol v : x ~ m » M moyenne sur l'intervalle
Ix—e,x+€] dans ce cas 1a v! = §__ -8 . , on voit ainsi que v €H la bl
X X—€ xX+g
on peut utiliser la proposition VI.15 pour trouver une condltlon néces-

saire pour le probléme VI.9.

iii) Cas ol v(x) = (x) ol pe(x) est la translatie: de p€(0) avec

pE(O) = si Itl S € alors exp( e’ 2) sinon 0. Cette fonction approxime un
u?-g
multiple de 6 lorsque € + 0. Pe (x) (t) est indéfiniment dérivable ——(p (x))

sera dans un grand nombre d' espacesc1a831que
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VII. - CONDITION POUR QU'UN PROCEDE D'INTERPOLATION PROVIENNE DE LA MINIMISATION
D'UNE FONCTION SEMI-HILBERTIENNE

VII.1 - Nous avons vu que la minimisation d'une fonction semi-hilbertienne h sur
1'ensemble des interpolantsvsur un nombre fini de points d'une fonction f, donnait
un procédé d'interpolation ZP de type lingaire vérifiant les axiomes I.4 (chap. I).
Si de plus Kerh vérifie la condition de Haar sur X, alors 1'axiome I.9 (ch. I)

est vérifié. Aussi posons nous le probléme de savoir si un procédé d'interpolation

donné provient de la minimisation d'une fonction semi~hilbertienne.

VII.2 - Soit Tp un procédé d'interpolation de type lingaire vérifiant II.3, de
seuil d'unicité n (elle vérifie aussi I-9), tel que pour tout P avec card(P) < n
on ait WP(F) = V espace vectoriel fixé. Nous supposons de plus que Mo vérifie :

VII.3 - Condition
Pour tout P tel que cardP > n+l nous avons

Mp(F) = My (F) 411, (F) (po= P-{p, 1.
i
Cet axiome correspond i la proposition II.7. Il est indépendant des autres
conditions comme nous le voyons avec 1'exemple : soit V un sous—espace vectoriel
de dimension n vérifiant la condition de Haar sur X et engendré par ®1,...,¢h.
Nous choisissons une suite de fonctions @

n+1’""’
systéme de Markov. Nous prenons comme interpolants une combinaison linéaire des

.,q&,... tel que nous ayons un

m premiers ¢& sim>n, et si m < n les combinaisons linéaires des n premiers @, .
Alors nous obtenons bien un procédé d'interpolation vérifiant toutes les condi-

tions précédentes sauf la condition VII.3.

Si le procédé d'interpolation ﬂf provient de la minimisation de la fonction

semi-hilbertienne h alors nous avons Kerh = V.

Nous allons construire une multi-application de V°® dans F(X), et exprimer

les conditions pour qu'une telie multi-application puisse &tre un multi-noyau.
b



._85-.

VII.4 - Soit V vérifiant la condition de Haar en utilisant la proposition II.11.

Nous avons pour tout systéme de n+l points PysesesPy 1'existence d'un &lément

n+l

ap = X 0,8 défini 3 un facteur multiplicatif et appartenant 3 V°. La proposition
i=1 i

II.13 nous indique que nous avons une base de V en prenant PisceesP points fixés

et en ch0181ssant pour chaque x distincts de pl,...,p ’

a

o*s + z aXs a €vyo,
X X X

i=1 i
Pour définir une multi-application sur V0, i1 suffit pour chaque a_ (formant une
base de V°) de définir 1la multi-application sur les a puis de 1'étendre par linéa-

rité.

Soit PX = {xspl,°°"Pn}

L'ensemble Mo (F) est un espace vectoriel de dimension n+] qui contient le
sous-espace V de dimefision n, le quotient de Tp (F) par V est donc isomorphe i R.
Ainsi pour chaque a  mous choisissons une des cfasses modulo V de ﬂP‘,(f), soit

K(ax). Ce choix est possible & la multiplication d'un €lément prés dé R.

Si K est un multinoyau alors il posséde la propriété de symétrie

e',f'> = <Kf',e'> pour tout e!f' € V°. Faisons 1'hypoth&se VII.5 suivante :
VII.5 - Conditjon

Il existe au moins une multiapplication K définie pour tout a dans 1'en-
semble des classes modulo V de T (5) telle que pour ﬁout X et
?

Pyseees .

y € X‘{P],-o-,pn} nous ayons :

I
0K (ay) () +"K (a) (x) = iEla{K(ax)(pi)w}’K(ax)(y).

I~ B

1=1

Cette condition explicite <K(a ), ay> = <K(a ), a_ >. Si un tel K existe,
alors nous avons tout AK (A € R) qui ver1f1e ia meme condltlon. Nous &tendons

cette application K 3 1'espace V® tout entier par lindarité.
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VII.6 - Proposition

Toute multiapplication K vérifiant la condition VII.5 est telle que pour

tout e', f' €V nous ayons <K(e'),f'> = <K(f'),e'>.

En effet, nous avons e' = I %iax L,E'' = X u.a .
i€r t ¥§ jer 1 %
Nous avons <K(e'),f'> = I A.u.<K(a_ ),a >.
. i x.” % x.
i€I i i
j&J
< > =< > <Ke',f> = < > = <Kf'e'>.
Comme K(axi),axj K(axj),aXi on a donc <Ke',f ijuJ K(axj),axi Kf'e

c.q.f.d.

Si K est un multinoyau alors nous avons la condition de positivité pour tout

e' € V® nous avons <K(e'),e'> > 0.
VII.7 -~ Condition

Parmi les applications K vérifiant VII.5, il existe au moins une application

K telle que pour tout e' = Zliax nous ayons
i€ i
L A.A.<H(a_ ),a_ > > 0.
ier Y3 ¥ %
i€

Soient n+l points L SERERPE S alors il existe unlsystéme de coefficients

n+ v
uniques 3 un facteur prés A, ,...,A tel que le terme X n.8 € V° s'écrit
1 n+l . i x. .
n+l n+] i=1 i
In.§ = I A.a .
. i'x, . i7x,
i=1 i i=1 i

VII.8 ~ Condition

La multi-application défini sur V® & valeurs dans les classes modulo V de
ﬂP(F) et le procédé m vérifie la condition III.8 si pour tout n+l uples

nous ayons T . (F) = UXCEA, R(a_ ).
X],.o.,xn+1 >\&R .1 Xi

X e s X

127" n+1

Cette condition est vide si V = {0}.
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VII.9 -~ THEOREME

Si un procédé d'interpolation Tp est de type linéaire, a un seuil d'unisol-
vence n, et est tel que pour tout P (card(P) < n) o (F) =V, s'l vérifie

la condition VII.3 et si il existe une multi—applzcatton K vérifiant VII.5,
VII.7 et VII.8 alors le procédé d' interpolation provient de la minimisation

d'une fonction semi-hilbertienne.
Remarquons d'abord que VII.3 entratine la propriété de projection.

Considérons la multi-application K. Les conditions VII.5 et VII.7 permet-
tent de vérifier que K est un multinoyau (symétrie et positivité). D'aprés la bijec~-
tion entre multinoyau et fonction semi-hilbertienne, nous pouvons aussi associer

une fonction semi-hilbertienne k 4 K. Il nous reste a vérifier que T_ provient

P
bien de la minimisation de cette fonction semi-hilbertienne. Nous avons Kerh =
de dimension n et vérifiant la condition de Haar. Désignons par Z le procédé

p = U H(GP) ol 6

parcourt 1l'ensemble X des masses dont le support est contenu daRs P et qui appar—

d'interpolation obtenu par minimisation de K, nous avons J

tiennent a VO, L' interpolant de f étant la fonction unique de Z coincidant sur P
avec f dans le cas od card(P) > n. Appliquant la propriété de la condition VII.3
un certain nombre de fois. Nous pouvons écrire ZP (resp. ) comme somme d'élé-
ments Z v (resp. ﬂP,) P' ayant n+] éléments et les P' etant les mémes pour I et T.
Pour voir que X et T coincident, il suffit de voir que Z = ﬂP pour les P ayant

n+l &léments. La condition VII.8 assure que

)(F) =U X(ZKiK(aX )) =

n+l i

)(F).

(xl,...,x (x],...,xn+]

c.q.f.d.

VII.10 - si un procédé d'interpolation vérifie les conditions du théoréme VII.9,
nous pouvons donc construire K un multinoyau. Ayant K nous déduisons le polaire de
k pour k (e') = sie' €V alors %-<K(e ),e'> sinon +w,

Nous avons k par dualité

k(e) = sup (<e',e>—-l <Ke',e'>).
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VII.1l - Soit f une fonction interpolante. Il existe P ﬁ{p],...5pn}tel que

WP(f) = f, mais P n'est pas unique car tout ensemble P' contenant P donne ﬂP,(f) = f,
Mais nous avons la propriété si P' et P" sont tels que ﬂP,(f) = ﬂP"(f) = f alors

Tor 0 P,,(f). En prenant l'intersection de tous les P vérifiant ﬂP(f) = f, nous obte-
Q(f) dans 1'en-
semble des masses 3 support Q défini par A(f) = K'l(f) qui est défini puisque

KerK = {0}.

nons un plus petit Q. Alors nous pouvons dé&finir 1'application A de T

VII.12 - Autre expression de k

Nous avons k(e) = k(e,e). Si e = K(e') nous pouvons &écrire :

k(X(e')) = (K(e"),X(e')) = <K(e'),e> utilisant A(f) pour £ € m_(F). Nous obtenons :

Q

k(f) = <f,Af> = Zki f(Qi)

D'autre part nous avons K(V?) qui est dense dans domk. Nous obtenons donc k définit

dans domk qui est 1'adhérence dans F(X) de R(VY).
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VIII - EXEMPLES DE PROCEDE PROVENANT DE LA MINIMISATION DE FONCTION SEMI~-HILBERTIENNE

VIII.1 - Exemple 1 - Description du procédé

On se donne une fonction ¢ définie sur [O 1] avec @ (0) =0 et @1(1) = 1.

Soit un intervalle la b] xl”"’xn une subdivision de la,b] nous consi-
dérons 1l'interpolation de f surg;ixi+l]la fonction
t-xi
Y. = +
1(t) 0LCP](X. —x») 8
1+] "1

interpolant f(xi) et f(xi+1). I1 s'agit d'une transformée affine de Wi.

Pour 1'intervalle |a, X, let Ix ,b| considérons une fonction @ définie sur

f2(x1)
la,b|. Nous prolongeons alors sur |a, x][ par % ENECR) ) m (t) et sur [x ,bl par
X

W CPZ(t') .

cp t .

Propriété de ce procédé

Ce procédé est bien un procédé d'interpolation o l'interpolant est tou-
jours unique. Il est de type linéaire puisque 51§ = g#h
b4 f) = +¥ il rocede ar transformatlon
(x ,...,xn)( ) (x 3o oy X )(g) (x ,,..,xn)( ) “« P P
affine dépendant llnealremeng des ordonnées). Il admet un seuil d°' unisolvence n = 1.

Mais ce procédé n'est pas en général un projecteur, c'est-i-dire qu'il ne
vérifie pas en général la condition I.4 (ch. I). S'il provient de la minimisation
d'une fonction semi-hilbertienne, il devrait vérifier cette condition. Nous devrons
avoir si a =0, b =1 et 0 < x < 1 alors 1l'interpolant de ® sur les 3 points a,x,b
coincide avec ® sur 1l'intervalle [O ll, sur IO xl cet interpolant s'écrit

w (x) ¢ ( ) on a ainsi @ (xjw ( ) = m (t). Nous obtenons ainsi wl(t) = t.
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Nous obtenons ainsi un procédé qui coincide sur [Xi’xi+ll avec

une dreite, cette question sera étudiée dans un cadre plus général dans 1'exemple 2.
Nous obtenons ainsi le résultat

Proposition

Le procédé d'interpolation déerit ci-dessus ne peut &tre un procédé de
minimisation provenant de la minimisation d'une fonction semi-hilbertien—

ne que si @ (t) = t.

VIII.2 - Exemple n° 2 - Description du procédé

Soit un intervalle [a,b|u 2 fonctions linéairement indépendantes @1 et ¢b

continues sur la,bf. Soient XjseeesX 5, 1 points de Ia,bl, et une fonction f définie

sur [a,bl. Sur 1l'intervalle lxi’xi+ll’ on interpole f par la fonction
Wi = ai¢h+bi¢b (ai et bi €tant choisisde fagon 3 ce que Wi(xi)'= f(xi),
wi(xi+l) = f(xi+l))' Pour pouvoir faire un tel choix quel que soit X;» X, .5 mOUS

devons supposer que ¥ et @, vérifient la condition de Haar. Sur |a,x1| et Ixn,bl
on pose ?0 = ao¢1 et Wn = anml de fagon 3 ce que Wo(x]) = f(xl) et Wn(xn) = f(xn).

Pour faire un tel choix nous devons supposer que ¢g ne s'annule pas sur la,bl.

Si nous avons qu'un seul point X, alors nous avons l'interpolation qui est
f(x])®](t)

ml<x1) )

Propriétés du procédé . .

Ce procédé est bien un procédé d'interpolation ol 1'interpolant d'une fonc-
tion est toujours unique, il est de type linéaire puisque

)(f+g) =Y

n (=

Y
(xl,...,x

n=1.

x )(f)+T (g) et admet comme seuil d'unisolvence
ceey
n

1° 6(]’°‘°,xn)

L'axiome 1.4 (ch. I) est vérifié, car si @ € WP,(F) si P 2 P' 1'interpolant de @

sur P est ® lui-méme évidemment.
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Sin > 2 soit un &lément O & W(x )(F) nous pouvors décomposer
oo
= + v S N ‘P E\P A .
Y= ¥y, avee ¥ lP(xl,.“,x.,.,., )(Fi et % (x],....,'x,g..,x)(F) En
effet ?(Xl"°"gi""’x )(F) est contenu dans W(x],...,xn)(F) de dimension n-1,

i
d'autre part il est différent de ¥ N (F) de dimension n-1 et
(Riseees 5eeesx )
contenu dans W(x x )(F). Leur somme est de dimension supérieure 3 n-1, donc
1’ A ]

ne peut que coincider avec V¥ )(F) D'autre part, nous avons

(x XiseresX

{x} {Am } donc indépendant de x ainsi la condition VII.3 est vérifide.

Si le procédé provient de la minimisation d'une fonction semi-hilbertien-
ne, comme ¥ est défini pour tout P alors KerH = 0. Nous pouvons alors utiliser 1la

proposition II.1! qui nous donne Kerh = {Am I A€ R}. Vu que @ ne s'annule pas

sur 'a bl nous avons donc la condition de Haar, et ainsi (Kerh) est engendré
par des éléments de la forme A6X+u5y tel que 1'on a

< > = . - .
@l,K6X+u6y le(x)+u¢](y) Nous pouvons prendre m](y)SX ¢I(x)6y

En choisissant y fixé nous obtenons une base de (Kerh)® en faisant varier
x dans Ia,b]—{y}, et en prenant a_ = ¢](y)5x-®](x)6y. En particulier nous pouvons

choisir y = a. -

VIII.3 - Expression du multinoyau, s'il existe, de 1'exemple 2

Les interpolants sur a sont de la forme
O(t) =sit € Ia,bJ alors uxwl(t)+6x¢§(t) sinon ux$l(t)

avec la condition de raccord ax¢](x)+Bx¢b(x) = “xml(x) d'ol

¢ (x)
Llx = 0Lx Bx @ ®. (%)
Nous poserons ainsi

@, (x)
H(ax) = si t € |a,x| alors ap, (t)+8 ®, (t) sinon (u+B P, (x)) @, ().
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Comme H(ax) est défini 3 un multiple de m] nous pouvons ainsi laisser o libre dans

R.

VITI.4 - Condition de symétrie

<H(aX),ay> =<H(ay),ax>. On peut supposer que a < y < X

<H(ax),ay> <H(ax),m](a)6y-@l(y)5a>

BX(®1(a)¢b(y)—¢l(y)¢b(a))

<H(ay),ax> <H(ay),®](a)éx-®l(y)6a>

®, (a) ®, (y) .
= Bywl(X)[ ———§§(§7“* - ¢§(a>|
wl(x)
= By ai?;? (w](a)¢3(y)—¢§(a)¢](y)).

En égalant les deux expressions, nous obtenons ainsi :
BX¢1(Y) = By@l(x).

Si nous posons Bx = @1(x) By = wl(y), nous avons la relation de symétrie vérifiée,

ainsi nous pouvons prendre :

H(ax) = si t € |a,x| alors a¢l(t)+@](x)¢b(t)

sinon (oc+fpl (x) )cp1 (t)

VIII.5 - La condition VII.8 est vérifiée par H

Les termes de la forme X6X+u6y appartenant i (Kerh)? sont des multiples de

P ()8 - (x)S_ = a__.
!
b A A ¢ B e
Nous remarquons que a__ = a -

Xy ¢1(a) X Eﬁ?ET &y
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ainsi pour vérifier la condition VII.8, il suffit de vérifier que

@, (v P, (x)
B % T Y T @
ot que P, (¥) P, (x)
0 € H( a )

P (2) %k ""‘cp (@)

Sur 1'intervalle [x, bJ nous avons une combinaison linéaire de multiples de w donc
nous avons un multiple de ¢ ,sur [y, ] nous avons une combinaison linéaire de uy¢

avec a@ +B ® oi B #0 donc nous obtenons une combinaison lindaire de @ et de ¢
® (y)¢1(x)
ou le coefficient de @ ——_ETTET—— est différent de 0, donc nous avons une fonc-

tion qui ne peut &tre nulle lorsque le coefficient de m varie dans R.

Sur fa,xl il suffit de voir que H(ax ) = awl(t)

2 (y) 2 (%) @ (y) ?, (%)
(m & w O ) = ol (t)+(cp ) Bx ETTE_ B >w (t)

comme Bx = wl(x) et By = ¢](y) alors nous avons bien H(axy) = awl(t).

VIII.6 ~ Condition de positivité VII.7

<H(ay),ax> = @1(X)(¢l(a)¢1(y)—¢](a)wl(y)) siy < x.
La condition de positivité s'exprime par :

z Aik.<H(a ),x.> >0

i,jer 3 %X ]
ce qui revient 3 dire que la matrice M de coefficient général m. i3 = <H(aX ),xj> est
définie positive. 1

Supposons les X, rangés dans 1l'ordre croissant a < X < x2 <ona< X, < b, alors

my = q’1(xsup(i,j))“"1(a)“"z(xinf(i,j))'q’z(a)c"l(xinf(i,j)))'
posant

[
1]

@](xi)

et

o
|

= By (=)0 ()=, (D)9, (x,) .
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Nous obtenons la matrice M sous la forme particuliére :

alb] azbl a3b1 aib] . L anbl
a2b1 a2b2 a3b2 aib2 anb2
a3b] a3b2 a3b3 -

M =det . a.b.

n ii-1
alb] a b2 aibl—l albi ai+1bi cesen anbi

- N i+1 1

4h-1"1 an—1b2 an—]bi ' . anbn*l
a0 anb2 'anbi T ‘anbn

L'indice de a est toujours supérieur ou égal i celui de b.
Développons Mn suivant la derniére colonne. Les mineurs correspondant au terme
anbi i < n-1 sont tels que les 2 dernidres lignes sont proportionnelles.

Donc le mineur est nul.

Ainsi
?]b“ e an_lb1
M- ~anbn—l an-Zb] v an-lbn-z * anbnMn—l
anb] e anbn—]
albl . anb1
- an
le terme an_zb] ces a-120~1 = i Mn-l
a b1 e ab
ainsi
an a
Mn B anMn-l( n b —1) = a (bn n-—l-a bn 1 Mn-l'
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On obtient ainsi en utilisant cette relation

n-l
= I . .~b.a, .
Mn anbl . (b1+lal lal+])
1=1
La matrice étant définie positive, il faut et il suffit que les mineurs principaux
soient strictement positifs.
Ainsi nous devons avoir M;ﬁhuel que soit n > 0. Explicitons ces conditions en

tenant compte des valeurs de a; et bi’

o
I
i

= m](xi)wl(a)¢§(xi+1)—@l(xi)@](xi+l)¢§(a)

.,.,a.-a, b,
1+] 1 Ti+1 1

Py Gy D) ()P (x40 (), (x,), (2)

(m](xi)¢§(xi+])-@l(xi+1)¢b(xi))¢l(a)
n-1

= 7! @)%, (x ) (D) ()P (x;)=9 ()@, (x,)) T (P (x,)9, (x,, )=®, (x,, )P (x.)).

n 1 i=1 +1 177i+17 7271

Remarquons que 1'on peut supposer ¢l > 0 car m] ne s'annule pas sur [a,bl, donc garde

un signe constant. Dans la forme Mn’ ce signe est 3 la puissance 2n.

Nous devons avoir M > 0 quel que soit la suite X, < X, <esa¥ X . Ceci équivaut 3 :

pour tout O <y < x <b nous avons (wl(y)¢§(x)-¢](x)¢b(y)) > 0.

VII1.7 - THEOREME
Pour que le procédé d'interpolation décrit en VIII.2 soit un procédé d'in-
terpolation provenant de la minimisation d'une fonction semi-hilbertienne,

il faut et il suffit que 1'expression @ (y)@ (%) -, (x)¢ (y) garde un
signe constant pour tout couple y,x avec a S y <x < b,
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Si le signe de 1'expression considéré est négatif, alors cela signifie

que nous ayons
<H(a ),a > = @I(X)(¢](a)¢§(x)'¢](x)¢3(a)) est négatif.
En changeant alors H en -H c'est-d-dire en posant
H(aX) =sit¢€ [a,x] alors uml(t)~@](x)¢b(t) sinon (a—q&(x))¢l(t)
alors nous avons bien un noyau positif.

VIII.8 - Exemple

Considérons le cas ol ®] est une fonction constante que 1l'on peut prendre

égale a 1. La condition du théoréme VIII.7 exprime que ¢b(x)—¢§(y) est de signe

constant. D'ol

Si wl = 1, pour que le procédé V-l minimise une fonction semi~hilbertien-

ne il faut et il suffit que ¢b soit strictement monotone.
Nous retrouvons le cas de 1l'interpolation linéaire ¢b = X.

VIII.9 - Calcul de h lorsque @ = 1, P, = X.

Rappelons que le multinoyau peut s'exprimer dans le cas oli E' est un en-
semble de masse & support fini, comme un multinoyau d'Aronzajn-Bergmann II.l4.
13
Ici (Kerh)? est de codimension 1 et est engendré par des masses sur 2 points, ainsi

le multinoyau sera & 2 variables pour E', on a ainsi A(x,£,Z). Nous avons ici :
A(x,E,C) = H(8E-87) (x) = |x-| ~|x-&].

D'aprés ce qui précéde A(x,£,f) est symétrique positif.
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Soit e' € E' e'=lc. (8£.-8C.) on a h*(e') = l~<H(e'),e'> donc
i1 1 1 2

v

% . _ 1 - - - - -
AT e (860 )) = 5 T cicj(lEj g, l+]g, cjl l€; EJ-|+|ci ¢jl)

1 1,]

h &tant la duale de h* nous avons alors : h(e) = sup (<e,e'>-h*(e'))
e'€(Kerh)®
H(e') admet une dérivée au sens des distributions qui est une fonction en escalier.

En appliquant le lemme d'Aggeri Lescarret [1965J on a

< 152
h(e) = sup (<e,ed-h*(e')) = %’SUP "ELE_"'
e! e! h (e')z

en explicitant les expressions de <e,e'> et h*(e') on a
_ 2
z c, (e(€,) e(£.))

1 1
cicj(lgi—;jI+I£j_cil*lgi—£j]—lci-cjI)

h(e) = 5 sup 5
i,j
Remarquons que si nous posons @(x)= % c.X (x) ot ¥ est la fonction carac-

téristique de 1'intervalle [;i,ci] ators :

.Z. cicj(lgi-gjI+|€i-cjl—lgi-gjI—Ici—cjl)= J: ¢ﬂ(x)dx

et 1,]

z ci(e(gi)—e(ci)) = J: e'® dx pour e' € Lz[é,bj
J‘ ) .

(J: e'® dx)?
ainsi nous avons h(e) = sup —

WkE Jh P dx
a

ol E est l'ensemble des fonctions en escalier sur [a,b].
E est dense dans Lzla,b] donc il existe une suite ® convergeant vers e', alors
b 2 b b 42 s o b, 1y2
>
Ja @ dx et Ja e'® dx convergent vers Ja e'“dx ainsi h(e) __Ja(e ) “dx

D'autre part d'aprés 1'inégalité de Schwartz

(J: e'dx) %< J: e'2dx jg ©?dx

h(e) = sup iifiggﬁli < Jz (e'Ydx.

QkE Jﬁgdx

et on a
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En conclusion :

La fonction semi-hilbertienne que minimise le procédé d'interpolation avec
_91 =1 et ¢b = x est h(e) = JE e'?dx définie dans R[a,bj et de domaine

Hl{é,bJ, elle est associéeau multinoyau H(Zci(dg —Gg )) =L ci(|x—ci|-|x—€il)
i i i

VIITI.10 - Exemple 3 - Description du procédé

Nous prenons la méme technique d'interpolation que pour 1'exemple 2 avec
cette différence que sur 1l'intervalle [xn,bj nous faisons l'extrapolation par une

expression de la forme ¢b au lieu de ¢].

Nous avons ainsi toutes les propriétés : procédé d'interpolation de type
linéaire, axiome VII.3, condition VII.5 et seuil d'unisolvence n=1. La différence
est que Kerh = O car si x # y nous avons alors W(x) # Y

2N

Le multinoyau sera ici un noyau et nous devons avoir

, < By . B (D)
H(Gx) =sit € [a,x] alors ETTET ¢1(t) sinon —_EETET

. B% ()
alors si y < x <H(6x),5y> = _ﬁiTET—

6y¢§(X)

< > =

H(Gy) ,(Sx W

en prenant Bx = qb(x)m](x) et By = ¢](y)¢b(y) nous obtenons ainsi '

H(x) = si t € [a,x] alors qb(x)wl(t) sinon wl(x)qb(t) vérifiant la condition de

symétrie.

La condition VII.8 est automatiquement vérifiée puisque Kerh = O.

Nous avons <H(5x),5y> = ¢1(Y)¢b(x) si y < x.
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La condition de positivit& VII.7 s'écrira pour a < x. <...< x =<b
P 1 n

LA, A, <H(S_ ),8§ > > 0.
i X, yj

La matrice mij = <H(6x ),6x > est de méme type que dans VIII.6 c'est-a-dire

mij = asup(ij)binf(i,j;' onla
n-1
Yo T I Gygethia )
n-1
Moo= Cr>2(xn)CPl (xn) ifl (CPi(xiH)CPZ(xi)-CPi(xi)CPZ(xiH)) > 0.

Nous obtenons la condition pour tout couple y < x
P )P, (9) =%, (9)®, (x) > 0.

Pour que le procédé puisse &tre défini, il faut que @1 et ¢§ vérifie la condition
de Haar sur [a,b] et que w](x) # 0 et ¢b(x) # 0. Alors en supposant m] et ¢b conti-
nue ils sont aussi toujours d'un signe constant qu'on peut supposer positif. Ainsi

nous avons :

®, (x) @, (x)
>
®,(y) ®,(y)
Cas de sint et cost sur |0, %H

Nous allons prendre ml(t) = sint, ¢b(t) = cost, wl étant croissante et

¢, décroissante. '
2 P (x)  Py(x)

est automatiquement vérifiée. Nous avons ainsi un pro-
N ) IN Co) d P

cédé d'interpoiation qui provient de la minimisation d'une fonction hilbertienne h.

La condition

Remarquons que sinO = 0 et cos %-= 0 ainsi les interpolants pour

m
0 < X, <ioo< xn < 5 seront nuls aux deux bords.
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Nous avons h(H(x)) = <H(x),6x> = sinx cosx > 0. Voyons que

h(H(x)) = J”OT/Z H'(x)z(t)dt-J’;’/z H(x)2(t)dt.

Sur [O,X‘ H(x) (t) = cosx sint H' (x) (t) = cosx cost.

Sur [k,g} H(x) {t) = sinx cost H'(x) (t) = sinx sint
Jg/z H(x)?(t)de = Jj coszxsinztdt+J:/2 sin®xcos?tdt
Jg/z H' (x)2(t)dt = J§ coszxcosztdt+J2/2 sin®xsin’tdt.

Faisons la différence de la lére 3 la seconde. Nous obtenons :

x . . m .
cos?x Jo (cos?t-sin?t)dt-sin’x Jo/z (coszt-31n2t)dt

Nous avons

x . sin2t| x S s
j cos’t-sin’t = |=5=| © d'ol finalement
o] 2 o
2 sinXx . 2 sin2x .
cosx —5— + sin’x —%— = sinx cosx.

Ainsi pour toute combinaison lindaire U = ZKiH(xi) nous avons :
_ (T2 42, (/2
h(u) = Jo u'“dt Jo u‘dt.

Ainsi h est &gal a l'expression ci-dessus pour tous les u qui sont limite simple

de combinaison linfaire de la forme : si t € [a,x] alors cosx sint sinon sinx cost

s

ol x € [h,bT. Nous avons un espace de fonctions nulles au bord.
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o o e - - - —— o

Soient deux fonctions hilbertiennes p et q dans E et F et soient p et §
les formes bilinéaires associées. On peut interpréter le produit tensoriel pB8G
comme une forme bilinéaire sur E 8 F et ainsi on associe une norme p sur le
sous-espace domp 8 domq qui n'est pas, en général, complet. Aussi nous sommes
amenés a compléter cet espace, mais cette complétion sort en général de E 8 F,
ainsi nous prennons un espace vectoriel topologique G dans lequel E 8 F est
dense. Pour G nous ne pouvons pas en général prendre E 8 F car la topologie
projective sur domp 8 domq est plus fine que celle induite par P. Nous intro-
duisons ainsi une notion de produit tensoriel de fonctions hilbertiennes,

puis on généralisera au cas semi-hilbertien.

Nous appliquons cette notion pour déterminer des fonctions interpolant
sur les sommets d'un quadrillage ou sur les cotcs d'un quadrillage une fonc-
tion donnée ; dans le premier cas nous n'avons pas unicité. Pour obtenir cette
unicité nous introduisons une condition supplémentaire de minimisation au bord.
Pour Te second cas, nous avons une infinité de conditions d'interpolation mais
Kerh se trouve soit nul, soit de dimension infinie, et nous démontrons 1'unicité.

Nous abordons briévement le cas de fonctions spline a valeurs vectorielles
dans un espace de Hilbert F, od nous minimisons une fonction hilbertienne qui
est le composé d'une application de domp dans F et du carré de la norme de F ;
on montre que cette minimisation revient & minimiser chacune des variables pour
une base orthonormale de F.

Nous décrivons les divers procédés de construction de surface de Coons, qui
apparaissent pour le cas de seconde espéce, comme une fonction spline a valeurs
vectorielles correspondant & un produit tensoriel de fonctions semi-hilbertiennes.
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I - PRODUIT DE FORMES BILINEAIRES ET DE FONCTIONS SEMI-HILBERTIENNES

I.1 - Produit tensoriel de formes bilinéaires

Soient E et F 2 espaces vectoriels sur R, p et q 2 formes bilinéaires sur
E et F ; l'application définie sur E X E X F X F 3 valeurs dans R par
(e],ez,f],fz) > p(el,ez).q(f},fz) est une application linéaire par rapport i cha-
cune des variables, donc quadrilinéaire. Rappelons que E ® E® F ® F est canoni-
quement isomorphe 4 (E ® F) & (E ® F) ainsi 3 1'application définie ci-dessus,
on associe d'une maniére unique une forme bilinéaire p ® ¢ sur (E ® F) 8 (E ® F)

elle est caractérisée par :
1.2 - Définition

La forme bilinéaire sur E ® F , P ® d,est appelée produit tensoriel des

formes P et q.

Si les formes p et § sont symétriques on a alors :

P8 Tl(el & f,,e, 8 fz) =p® ﬁ(e2 ® f2’ e, ® f]) et en étendant ce résultat par

linéarité nous avons la forme p ® q symétrique.

Rappelons qu'une telle forme est dite hermitienne. Elle est non dégénérée
. P X . .,
s'il n'y a pas d'autre &lément que O tel que quel que soit g € E 8 F on ait

5 B a(x,g) = 0.

1.3 - Proposition

~

S5t les formes hermitiennes p et q sont non dégénérées alors la forme her—

mitienne p ® q est non dégénérée.
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Si elle &tait dégénérée, il existerait x = 'Z e, ® fi tel que
P ® q(x,g) = 0 pour tout g € E 8 F. i€1
Appelons Ex et Fx les sous-espaces de E et F engendrés par les e et fi’ ce sont
des sous-espaces de dimension finiefEX ® F_ est un sous-espace de dimension finie
de E® F. Si h € E, ® F_ on peut &crire h = Zej 3] fj avec ej € E_ et fj € F

on a ainsi

P 8 q(h,h") I ple;,el)q(f,,£f!,)
R J° 3 J ]

Js]
La restriction de p 8 q 2 E 8 F_ est le produit tensoriel des restrictions de p a
E_et q a Fx' D'autre part on sait Bourbaki [Algébre Ch. IX] que le produit tenso-
riel de formes non dégénérées, défini sur des espaces de dimension finieest non

dégénéré. Donc p B { est non dégénéré sur E. ® F sainsi nous auroms x = 0.
c.q.f.d.

Désignons par Kerp 1'ensemble des éléments x de E tel que p(x,e) =0

quel que soit e € E.

1.4 - Proposition

Sotent 2 formes hermitiennes p et g le sous-espace Ker(p ® ) CE B F est
égal a T(Kerp,Kerq) sous-espace de E 8 F engendré par Kerp 8 F et par
E 8 Kergq.

Démonstration .

Soit x € Kerp 8 F ,x = Zei 8 fi ou e, € Kerp, g = Zej 8 fj. On a
P ® qx = I p(e.,e!) 8 q(£.,£') = 0 ol p(e. e!) =0
P ® q(x,8) i,jpl,J q(JJ p(l,J
Donc x € Kerp 8 §, de méme si x € E 8 Kerq; on a ainsi T(Kerp,Kerq) < Ker(p 8 q).

Inversement considérons E = E/Kerp, F = F/Kerq, 5(resp. a) les quotients de
p (resp q) par Kerp (resp. Kerq) définissant sur E (resp. F) des formes hermitien—-

nes non dégénérée, ainsi la forme p ® q est une forme hermitienne non dégénérée



- 104 -

sur E 8 F. Or nous avons E ® F = E ® F/I'(Kerp,Kerq) ; le quotient de p ® q par
I'(Rerp,Kerq) est possible et il coincide avec p ® ¢.Comme p ® ¢ est non dégénéreé

cela indique que Ker(p 8 q) C I'(Kerp,Kerq).
c.q.f.d.

Soient 2 formes hermitiennes p et ¢, P ® q leur produit tensoriel, Op peut
considérer la forme quadratique p ® q défini par p 8 q(x) =D ® q(x,x) x €EEB8 F

Nous dirons que p ® q est le produit tensoriel des formes quadratiques p et q.

1.5 - Proposition

Si les formes quadratiques p et q sont positives alors leur produit tenso-

riel p B q est une forme quadratique positive.

Soit g = 'Z e, & f£.. Les e; étant en nombre fini, par un procédé d'ortho-
gonalisation onlggut trouver des ei telsque chaque e; soit combinaison linéaire
des e;, et que les e soient orthogonaux entre eux pour P (ﬁ(ei,ej) =0).

De méme, on exprime fi en fonction de fi orthogonaux pour q. Envremplagant e; et
fi par- leur expressions dans g nous obtenons g = Zkilj ei ® fj. Ainsi nous nous
limitons au cas ¢e la décomposition de g = Zei ® wi ol €; sont orthogonaux entre

eux pour p, les ¢k pour q.

PB8aq(g) =p®q(le, 8®) = I pBOJ(e, 8 ;€5 @ cpj)
1 1,]
= I p(ei,sj)q(cpi,fpj) :

1,]

Sii# jona ﬁ(si,ej) =0 et a(qg,qg) = 0 donc finalement nous avons

P8®ale) = I plelq(®) >0
i
car '
p(e;) > 0 et q(®;) > 0.

c.q.f.d.
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Ainsi la forme quadratique p ® q définit sur E ® F une structure préhil-
bertienne ; appelons 0 la semi-norme associée 3 cette structure semi-hilbertienne.
Nous avons p(g)? = P ® G(g,8). Nous appelerons Q la topologie associée i cette

semi-norme.

Rappelons que si nous avons deux espaces semi-normés E et F par p' et q', on
définit la topologie projective T sur E 8 F par la semi-norme produit tensoriel
p' 8 q'(g) = inf I p(el)q(f ) le inf &tant pris pour toutes les décompositions
de g en Z e, & %i¥ Voir Tréves [1967] Par contre pour la topologie Q la semi-
norme p(g) p(g) Z Pple. ,eJ)q(f £, ),est indépendante de la dé&composition de g.

Nous avons le resul%ég

1.6 - Proposition

La semi-norme p est moins fine que la semi-norme p' 8 q'.

(' =p, q¢'% = q).

D'aprés la proposition I.4 nous pouvons par quotient nous ramene au cas oi
P et q sont des normes. Pour les &léments décomposables g=e®fona
ple B £)? = PBqeBf) = (p'(e)q'(£))2. D'autre part on sait que la boule unité
de p 8 q est l'enveloppe convexe du produit des boules unitéds de p et q, c'est~
d-dire de 1l'ensemble des e 8 f ol p(e) < 1 et q(f) < 1. La boule unité de p contient
le produit des boules unités de p et q, d'autre part elle est convexe donc elle

contient la boule unité de p' 8 q'.
c.g.f.d.

1.7 - Produit tensoriel de fonctions hilbertiennes

Soit p (resp. q) une fonction hilbertienne dans E (resp. F). En particulier
p (resp. q) est inf-faiblement compacte, domp (resp. domq) est complet et 1'injec-

tion de domp (resp. domq) dans E (resp. F) est continue.
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Le sous-espace de E ® F, domp 8 domq muni de la topologie Q n'est pas néces-
sairement complet. Ainsi la fonction quadratique p ® q n'est pas nécessairement une
fonction hilbertienne dans E 8 F. Cependant nous pouvons prolonger par continuité
P 8 q au complété domp 8Q domq, mais ce dernier ensemble n'est plus nécessairement

contenu dans E ® F.

Nous sommes amenés a considérer un espace topologique G vérifiant les condi-
tions :

Pl ¢ E B F est contenu dans G et y est densé

P2 : les €léments de E' ® F' considérés comme forme lindaire sur E & F

-

s'étendent par continuité i G.

P3 : 1l'adhérence de domp ® domq dans G est un complété de domp @Q domq.
A

La fonction r dans G &gale sur domp 8Q domg au prolongement de p ® q et

infinie ailleurs est hilbertienne et appelée produit tensoriel de p et q relati-

vement 3 G.

A
En effet, domp @Q domqg est complété de domp ® domq pour la norme associée i
¥ . C'est un sous-espace hilbertien de G, donc r est bien hilbertienne.

N
Si E = domp, F = domg, alors nous pouvons choisir G = domp ®_  domg et nous

Q

obtenons ainsi une fonction hilbertienne finie sur tout G.

Le noyau de Schwartz R associé & la fonction hilbertienne r est défini sur
N .
G', a valeur dans domp ®, domq et son ‘image est dense dans ce dernier espace.

- Q .

Nous pouvons préciser :

I-8 - Proposition

~

La restriction ¢ E' ® F' du noyau R associé & r est égal au produit tenso-

riel des noyaux de P et Q associés d p et q.
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Soit g' = I ei B fi un élément de E' 8 F', comme domp ® domq est
dense dans domp éQ domq, R(g') est déterminé par la propriété : pour tout
z =1 X, ] Y € domp ® domg ,<g',z> = 3 ® § (Rg',z).
or I
<g',z> = <e! X, > = <e!l,x.><f!,y.>
g',z izj el 8 fl xJ 8 yJ izj el,xJ fl,yJ
bl s

~ ' ~ [
IZJ P(Pei ,XJ)Q(Qfl,YJ)
s

i - | ]
iZj P B q(Pei 8 in,xj 8 yj)

1

P®I(PBQET el ®E), L(x; 81y.))
i oy

ainsi

1 \i —_ 1 1
P ® Q(? e; ® fi) = R(? e; ® fi)'

c.q.f.d.

I-9 - Produit tensoriel de fonctions semi-hilbertiennes

Considérons maintenant le cas ol p(resp. q) est une fonction semi-hilbertienne.
Nous allons choisir un espace vectoriel topologique qui vérifie les conditions Pl
et P2 du paragraphe I.7. Par contre la condition P3 n'a plus de sens, on la remplace

par les conditions suivantes :

P'3 : I' (Kerp,KRerq) est fermé dans G.

P"3 : domp §Q domg est contenu dans G/I'(Kerp,Kerq) et 1'injection est continue.
Rappelons que p (resp. §) désigne la fonction hilbertienne définie dans

E/Kerp (resp. F/Kerq) et domp ® domg est isomorphe canoniquement i

(domp 8 domq) /T (Kerp,Kerq).

Si X désigne la projection canonique de G sur G/T(Kerp,Kerq) alors
A

X_l(domp 8Q domq) est un sous-espace de G et nous définissons r = f.X ol t est le pro-

duit tensoriel des fonctions hilbertiennes p et q.
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Cette fonction convexe r définie dans G est dite produit tensoriel des fonc-

tions semi-hilbertiennes p et q.

Si p et q sont hilbertiennes les deux définitions colncident.

Si p et q sont définies sur tout E et F, nous prenons alors pour G

~
I'(Rerp,Kerq) © (domp 8 domq) muni de la topologie définie par la semi-norme du

Q

quotient sur le second sous-espace. En choisissant un supplémentaire de Kerp dans

E (resp. Kerq dans F) nous pourrons définir une injection de E 8 F dans G.

1.10 - Produit tensoriel de multiapplications linéaires

Soient A et B deux espaces vectoriels,une multiapplication u telle que pour
u(a) est un sous-espace affine paralléle 3 N; u est linéaire si 1'application

u de A dans B/N est linéaire, ol u(a) est la classe de u(a).

Soient 2 multi-applications linéaires u : A > B et u' : A' > B' déterminés

a N et N' prés. La multiapplication produit tensoriel de u et u' est la multiap-

plication de A 8 A' dans B* B' telieque u ® u'(a) =X-1(E ® u'(a) ol o €A B A
et X la projection de B ® B' sur B/N ® B'/N', '

Le produit tensoriel de 2 multiapplications linéaires est défini &

I'(N,N') prés.

I.11 - Multinoyau du produit tensoriel de 2 fonctions semi-hilbertiennes

13

Le multinoyau de p (resp. q) est défini sur Kerp (resp. Kerd) i valeurs
dans domp (resp. domq). Le multinoyau du produit tensoriel r de p et de q sera

défini sur F(Kerp,Kerq)o.
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I1.11 - Proposition

(Rerp)? B (Kerq)’ T (Kerp,Kerq)®.

Les conditions Pl et P2 assurent que E' 8 F' est contenu dans G', donc
(Kerp) °® (Kerq)® € G'. Un &lément de (Rerp)® ® (Kerq)® s'acrit ; u, 8 v
(ui € (Kerp)?, v, € (Kerq)?) ;pour vérifier qu'il appartient 3 1I‘(Kerp,Kerq)o,
il suffit de vérifier qu'il s'annule sur le systéme de générateurs de
I'(Kerp,Kerq) formé de (Kerp ® domq) et(dom: 8 Kerq) On peut se limiter aux &léments
décomposables e ® f, e € Kerp et f € domg. On a alors
(? u, ® vi)(e 8 f) = ? ui(e) ® vi(f) = 0, car ui(e) = 0.

c.q.f.d.

I.12 - Proposition

La restriction d (Kerp)' 8 (Kerq)® du multinoyau R de r cotneide aveec le

produit tensoriel des multinoyaux P et Q de petgq.

En effet nous avons P (resp. Q) qui est défini sur (E/Kerp)' (resp. (F/Kerq)')
isomorphe 3 (Kerp)0 (resp. (Kerq)o) s alors R restreint a (Kerp)0 8 (Kerq)0 est égal
a x—].R, (X projection de G sur G/I'(Kerp,Kerq)) et R restreint & (Kerp)? ® (Kerq) ?

est égal a P 0 Q (Proposition 1.8).

c.q.f.d.

L3

Remarquons que X-] (P8 Q) =P ® Q par définition du produit tensoriel de

multi~applications.
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IT ~ PRODUIT TENSORIEL DE FONCTIONS SPLINE

II.1 - Considérons le cas ol p (resp. q) est la fonction semi-hilbertienne convexe

SO [a,b c,d] b, (k) LK) 2
définie sur R (resp R ) par u > J (u*x))%dx (resp. v +Jc (y))“dy)
dont le domaine est H [é b] (resp. H [b d]) On considére que H [a b] est un sous-en
semble de R+’ a,b en choisissant pour chaque élément de H [é,b] la fonction continue
qui le définit (1'existence d'une telle fonction est assurée par le théoréme de

Sobolev pour k > 1).

La forme bilinéaire produit tensoriel p 8 § est définie pour les g apparte-
nant 3 Hk[é,b] ® Hk[c,d],et on a,si

=Xe.B®f, et g'=7Xe!®f!,

PR FRE IR
~ e " o= b (k) r (k) d (k) v (k)
P ®dleg') = i?j Jaei e ™ max [T £ e (ay
z JJ y 2 d
- £, £1)d
[2,b]x[c, d] axFagk (e; £ ~ ayk (ej £3)dx dy

Nous définissons le produit tensoriel p et q relativement i
X
[a b] © d] muni de la topologie de la convergence simple. Le dual de G est
G',espace des mesures d support fini dans [?,b] X [;,dl. Remarquons qu'ici E' ® F' =

un élément de G' est le prolongement par continuité 3 f d'un &lément de E' ® F'.

On vérifie aisément Pl c'est-a-dire R[ ’B] (<] RLc’d:l dense dans
[a b] [, d]. P2 vient d'€tre vu. .
Pour voir P'3 et P"3,remarquons que le complété de H [é b] 8 H rc d] est 1'espace
H’ k k(A) ot A = [a,b]x[c, d] Cet espace est l'ensemble des distributions f dans
dont les dérivées d'ordre,en x et y,inférieur ou égal a4 k appartiennent i L2(A),

muni de la forme hermitienne :

a+B o+B

9
x> dy

0 > 3z [f 2 £

o,B<i 9x%9y

3 g g dx dy.
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Nous avons ici le produit tensoriel h des fonctions semi~hilbertiennes p et q,

2k
() = JJ, « ak - £)%dx dy.
0xX dy
\”‘] ]. "1 .
Alors Kerh = {f | f(x,y) = I x $ N+ y @ (x)}
1=0 i=0

ou les fonctions @ »0 = i < 2i:-1, sont des fonctions arbitraires. Le quotient de

u? k k(A) par Kerh peut &tre pris égal a L2(A).
h est ainsi une fonction semi-hilbertienne dans RA.

IT.2 - Multinoyau de h

Les multinoyaux P (resp. Q) associés i p (resp. q) sont des multiapplications
définies sur 1l'ensemble M (resp. N) des mesures sur [a,b] (resp. [ﬁ,d]) combinai-
sons lin&aires finies de différences d'ordre k de k+] masses ponctuelles. Une tel-
le différence sur Eo,...,Ek dans [a,Bl (resp. [;,d]) est

= 1 -nii)s
go,...,gp =0 i1°7E,

1

$

Nous avons M 8 N qui est 1'ensemble des combinaisons linéaires finies

8¢

d'éléments : §

SN 3 PPN <
5 8 6 - © (nitie )( )6
go""’g( ;0""’% i’j=0 El’gj
ol § est la masse de Dirac au point (£.,7.). .
51’Cj 1°7]
Comme nous avons G' = E' ® F' ici nous aurons ainsi

(Kerh)? = (Kerp)0 8 (Kerq)? = M 8 N.

En conclusion : Le multinoyau H associé 3 h est le produit tensoriel des multi-

noyaux P et Q.
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II.3 - Probléme de fonctions spline. vérifiant un nombre fini de contraintes

Nous considérons le probléme de fonctions spline : minimiser la fonction
h(u)+W (U) ol WC (u)deS1gne la fonction indicatrice de 1'ensemble C_ a des
""

u € RA Zells que u(£52Y = ag C,(E z) € E ensemble fini de RA et 2 ¢ nombre ..ound

3 1'avance.

BWC (u)= si u € C_ o alors B sinon ¢.
sa g

[1]

-

B est l'ensemble des combinaisons linéaires de masse i support fini dans E.

WC est la fonction d'appui de C-
oY = si v € B alors C; _ sinon @.
Cy a 2,a
bt ]
La fonction ¥ est quasicontinue, h et V¥ forment un couple uni

C- C-
(car les domaines de h’? et Y_ ,a sont des variétés Ef%ines) Ainsi 1'ensemble

des €léments minimisant h(u)+?0fu) est l'ensemble X =H (e') nay* (-e'). Comme
BW (-e') est constante sur B,vidé"  en dehors,on a aussi X CHB N (M ® N)).

Ainsi :

I1.4 - Proposition

L'ensemble L est l'ensemble des fonctions u = ZeiP(cSgl g11)Q(<S i)
seeos ,...,,
vérifiant les conditions d'interpolations u(E,r) = EOC TE,D parcour%

et ou v € T'(Kerp,Kerq)et (E},g;) €=
La formule de h est 1l'explicitation des: (B N (M 8 N)).

Nous remarquons ici qu'en général on ne peut pas faire un recouvrement de =
par des ensembles de la forme (&:,...,%l) X (C;,...,q}) (maillage), alors nous i
mes plus assurés de 1l'existence d'une spline. Ce sera le cas en particulier pour
k=1, E est formé des sommets d'un rectangle de A et d'un autre point. Nous n'avon

plus toujours existence d'une fonction spline d'interpolation.
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Calcul de oh(u)

32ku 32k
axX 8y aka k K
est une forme lingaire continue pour la topologie induite par R~ sur H2 k(A)

dh(u) sera non vide au point ol v -+ 2 JJA dx dy

Alors dh(u) est égal au prolongement de cette forme lindaire i R par contlnulte.

Explicitons 9h(u) sur les &éléments @ € D(K) (fonction indéfiniment dérivable
a support compact dans [a,b] X [c,d:[).
k

. 2k 2
JJA 9 u Bk qL dx dy apparait comme une distribution sur D(Z) égale, au sens
9~ By ox gk
des dlstrlbutlons a T (u) .
dx? ay?
Comme
BWC: . = Zki G(E-:Qi) ; si 0 € % alors
=
pk c
Rk e =IA 8 (€.,c.) €&
ox? 3y2k . (Ei’ci) ot

IT1.5 - Cas o0 1'ensemble Z est un produit de maillages

Nous dirons que Z est un produit de maillages si il existe 2 ensembles

Eo,...,Em d'éléments de [a,ﬁ], Co""’cn dans [b,d], tel que Z soit le produit

cartésien de ces deux ensembles.

E @étant un produit de maillage donné, a = (a ) un ensemble de (m+1) (n+1)
nombres donnés, nous leur associons la fonction 0 (_,a) définie sur A de la manidre
suivante : sur les droites y = C ’ 0] sera égale a la fonction spline d'ordre k,
interpolant entre les points E les nombres alJ. On considére la droite x = o € [é,b]
alors sur cette droite 0] est 1a fonction spline interpolant entre les points C

les fonctions que nous avons obtenues précédemment .

En permutant les rGles de x et y nous obtenons une fonction OZ(E,a).
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I1.6 - Proposition

S5t E est un produit de maillages, les fonetions o, et o, cotneident et mini-

misent h(u)+WC(u).
Z,a

Démonstration

Le processus de construction de o, et g, est additif par rapport aux a.

i a,. = al.+a, E,a) = 0 (5,a")+0, (5,a"). é 'additivité
(Si a1J alJ alJ alors 01( ,a) 0]( ,a') 01( ,3"). Cela résulte de 1'additivité

des fonctions spline d'une variable).

Ainsi il suffit de démontrer que o, = 0, pour les a tel que a5 = 0 sauf
un seul égal a | (aaB = 1) (un tel a sera désigné par O). 01(5,9) est égal au pro-

duit des splines interpolant les ordonnées nulles sauf une en gaet'cg.

= = (S
o](u,e) s](x) sz(y) avec sl(x) P(Z c; égi seonlE, )
et o Ik
=Q(Z d. §
s,(0) = Q@ 4,8, )
.. J Jo Jk
ainsi nous avons
0.(5,6) €PB®Q(Z c.d.op
1 . . 1]
1,]
< dans . S
(Sy mesure 3 support.le produit (Ei Ei ) X (Cj cj ) et appartenant a
9eeegl. 300y 1.
(Kerh) ). ° " ° &
Ainsi d'aprés la proposition précédente OI(E,B) minimise h(u)+WC(u)

2,6
b
Par raison de symétrie, nous avons aussi 02(5,6) = sl(x)sz(y) donc nous avons
0](5,6) = 02(5,0) et ,par 1inéarité,0](5,a) = 02(E,a) et la propriété de minimisa-~
tion pour o, = Oye

c.q.f.d.
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Nous remarquons que 1'ensemble I'(Kerp,Kerq) est formé d'une infinité d'éle-
menits, aussi lorsque 1'ond5finit une fonction comme c (E,a) minimisant
h(u)+? (u), vérifiant un nombre fini de conditions d' 1nterpolat10n. cette fonc-
tion n eé% pas la seule réalisant cette propriété de minimisation ; en général il

y a un ensemble infini.

I1.7 - Spline avec une condition de minimisation sur Te bord du maillage

Pour &viter que O ne soit pas dé&finie de fagon unique, nous allons imposer

une condition supplémentaire de minimisation sur le bord.

k
Nous posons Y(u) = JF (———9 d? ot I est le bord de A = [a,b] X [b,d] et £
82

l'abscisse curviligne sur I'. En explicitant nous avons :

Lok K Lk
Y(u) = J: (é—z-u(x,C))zdx+Jg (Q—E u(b,y))sz+J§ (é—i u(x,d))2dx
ox oy ox

+J§ Q—E u(a,y)zdy.
3y

h(u)+Y(u) est une fonction semi-hilbertienne définie sur H2 k[A] , Y étant défini

sur cet espace puisque un &lément de cet espace est contlnue des que k > 1.

Si nous prenons pour E 1'espace H? xky k[A] sur lequel sont défiries h et Y alors
ces 2 fonctions sont continues sur cet espacej d'autre part les couples (h,¥) et
(Y,Y¥) sont unis nous pouvons alors utiliser la propriété d'additivité des sous-

différentiels. Ainsi la solution 0 minimisant h(u)+Y(u)+W (u) vérifie 1'équation
dh(0)+3Y(0) > I A .6

(-a :;>°
> k
Soit ¥ 1l'ensemble de tels O.

i € c. = - .
En tenant compte du fait que © C:,a alors BWC: . lej 6€i’cj)
bt }
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L'ensemble I est aussi égal au sous—ensemble des &léments vérifiant les
conditions d' lnterpolatlon parmi les H(e')+I'(f') avec e'+f' = IA, J(§ C )
’ H
= ' =
(Z {0 I o € H(e )+P(f ), e'+f Z)\l_]a(g ’C)’ et O'(E ,C ) 1 J})

1 H]

ol H et I sont les multinoyaux de h et Y.

L'ensemble I est indépendant du choix de e' et f' dés que 1'ensemble choisi

est non vide.

I1.8 - Proposition

81 E est un produit de maillage contenant des points sur les droites

Xx=a, x=b, y=c ety=d qalors la fonction 0l construite dans II.5

minimise h(u)+Y(u)+W (u).
,a

II]

Remarquons sur x = a, 0, est la fonction spline d'interpolation donc elle
oo, ood 9 u 2 . . . .
minimise J C——— (a,y))“dy parmi les fonctions interpolants les points sur [a,b]
ay*

(u(a,q ) = J) Nous avons la méme propriété sur les 3 autres cdtés du rectangle
’

A. AlnSl Ol minimise 34 la fois h(u)+‘1’C (u) et 'Y(u)+‘l’C (u); elle minimisera donc
Z,a E,a
h(U)+Y(u)+WC_ (car WC (u) = AWC (u)).
, a

Z,a Z,a

1)

c.q.f.&.

S'il existe des nombres a; et aJ 1 £i<m1=<j<n avec aj; = alaJ,
la spline minimisant h(u)+Y(u)+W (u)apparalt comme le produit de 2 fonctions spline

en x (resp y) minimisant

b 3 2 k 2
Ja () dx (resp. J (—-—— (¥))2dy) .
3 Bx
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Cas particulier

p=1 Sur chaque droite x = constante (ou y = constante).
La fonction G] est formée de droites par morceaux ; sur un carré &lémentaire
de coordonnées (Ei,£i+l) et (Cj’§j+l) nous obtenons un graphe de la fonction
9, qui est un paraboloide hyperbolique. Ainsi O, est formé de morceaux de

P.H. se raccordant le long des droites x = Ei, y = Cj'

P2 Sur chaque droite x = constante (y = constante).
Nous obtenons des cubiques par morceaux et o apparait comme formé de
bicubique sur les carrés &lémentaires, se raccordant ainsi que les dérivées

partielles en x et y le long des droites x = gi ety = cj.
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IIT - FONCTIONS SPLINE INTERPOLANTS SUR LES COTES D'UN MAILLAGE

, 2k
III.1 - Soit comme dans II.1 la fonction seml—hllbertlenne h(f) = JA (———— ak m (£))2 dxdy

définie sur H ﬁ k[A[ ox "9y

Considérons un malllage © dans A, donné par x, € Ja,b| avec 1 =i <m, et

par y. € [a b| Soit f € H [Al » on désigne par CO £ 1'ensemble des fonctions
® de HikyklA, qu1c01nc1dem:avec f sur les divers cOtés du maillage ; c'est-i-dire
@(xi,y) = f(xi,y) 1 <3i<m, @(x,yj) = f(x,yj) 1 <j=<n. WC la fonction indi-

catrice de cet ensemble. 0,f

Le probléme de fonction spline consiste i trouver les &léments minimisant

h(u)+‘PC ().
o,f

Ce probléme ne rentre pas dans les cas classiques d'existence de fonctions
P

spline, puisque V¥ est défini par une infinité de contraintes et que Kerh est

o
de dimension infinid.

La fonction h(u) est continue sur tout H2 k(A) D'autre part. W est finie
en f, alors nous pouvons utiliser le critére de Moreau (Ch I, II.8) dongégt 1'addi~
tivité des sous-différentiels. Ainsi les solutions 0 du probléme de spline doivent

vérifier 1'équation 8h(0)+8WC (o) 2 o0.

. e,f
Ici
f 2kO azk
oh(0) (y) = 2 dx dy
DKok pkak
GWCG ; =six & C@,f alors @ sinon (C@,O) . )
’

Or (CO O) est l'ensemble des densités de masse réparties sur les divers c8tés du
b
maillage.
Si pour u nous prenons une fonction ® de D(z) alors nous pouvons effectuer la déri-

vation au sens des distributions et nous avons

3h(0) (V) = z<D;‘§ky2ko,w >,
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Cherchons les solutions qui s'@crivent

m n
III.2 o = s. (XM, (y)+ L p.(x)t.(y)
i=1 1 I(Y) j=]pJ J Y
ol
si(x) 1 =i=m (resp. tj(y) 1 =i < n) sont solutions de

n m
2k = = Zk = =
D s, = KEIAR Gxg avec Si(xz) Gil (resp. D tj 251 A£6y£ et tj(yz) 6j£)'

s, et tj sont ainsi des splines de base i une variable.

Les Wi(y) (resp. p.(x)) sont des fonctions quelconques appartenant 3
kab,dl (resp. Hk[é,b ).

Nous remarquons que les expressions de 0 de la forme III.2 sont solutions

' . vk -
de 1'équation szkyzk o =T.

ITI1.3 - Proposition

Les fonctions o de la forme III.2 qut vérifient pour i,1 € i < m,
G(xi,y) = f(xi,y) et pour j, 1 £ j <n, o(x,yj) = f(x,yj) s'éerivent

m n m,n
of(x,y)=.§ f(xi,y)si(x)+.§ f(x,yj)tj(y)—.z. f(xi,yj)si(x)tj(y)
i=1 =1 1,j=1
Faisons x = X; On a en tenant compte de sz(xi) = Gil
m 13
de méme en faisant y = yj
n
. + X 7. (y.)s, = f .
pJ(X) L 1(yJ)SI(X) (x,yJ)

On en déduit ainsi des valeurs pour T. et pj. Reportons dans 1'équation III.2.
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Alors : o n _—
0(x,y)—1§1 f(x »y) s, (x)+J£] f(x,y. )SJ(Y)- §j=1(pj(xi)+ﬂi(yj))si(x)tj(Y)’

O’ . 3 = 3 . 3 3 = [ ) . 3 . - . 3 . 3
Calculant (xl,tJ) f(xl,yJ) nous obtenons f(xl,yJ) f(xl,yJ)+f(xl,yJ) (pJ(x1)+ﬂl(yJ))

Nous avons ainsi pj(xi)+ﬂi(yj) = f(xi,yj), et la formule désirée.
c.q.f.d.

II1.4 - Proposition

La fonction O [(définie dans III.3) vérifie Bh(o ) € CO ra et ainsi mini-

(u).
0,f

mise la fbnctzon convexe h(u)+‘PC

I1 s'agit de montrer que nous avons Sh(cf)(g) = 0 pour les g qui s'annulent
sur les cOtés du quadrillage

kOf azk
3h(op) (@) = [, A
ax By 9x 9y

dx dy = 0.

En utilisant les lemmesIII.5 etIII.6 ci-dessous nous montrons que

k k m k k
32 o 3?2 o f
A kg " dx dy = L J X —“- (X ’Y) (X »y) dy
ox By 9x dy i=1 By By
noo 8k k
+ 3 J My (Y ) 28 i (xyy) dx
i=1 3y dy
m,n '
- I v.. fx.,v.)elx.,y.).
{31 ij 1,YJ)g 1’YJ)
En remarquant que g(xi,y) =0 et g(x,yj) =0 1 <i<m | <j < n,nous avons
3 k ’

é—% (xi,y) = 0 et 2—ﬁ-(x,yj) = 0 donc l'expression ci-dessus est nulle et

dy 9x
dh(o) € (Cq O)°.

c.q.f.d.
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II11.5 - Lemme

Il existe des nombres 0;, 1 =1 =m, teb que

k

k 2k
- 92 a9k
Iy s ) —f—;dxdy : o; J§ ey T ey
0x dy 0x dy i=1 dy dy
2k 92k 2
Les fonctions X k(f(xi,y)si(x)) et % & sont L
dx Jy ox dy
en les variables x et y, on peut intégrer par partie pour la variable x en tenant
compte que sk+l(a) = (b) 0 pour 0 < i < k-1. Nous avons :
2k-1
JA ak S ExHys (x>)——8—— dxdy = (-1)K~ ‘Jd 2 e £(x, ,y)Jb T £- dxdy
0x Jy Bx By ay dx 0x dy
2k-1
Or 2k 7 (sl(x)) est une fonction constante sur chacun des intervalles [x sX, +]]

q' apres la caractérisation de la fonction spline. Ainsi nous obtenons :

2k-1 k+1 n k
Jb d Zkf.l (x) 9 kg dx dy = & Ol'i ?__1% (xi’y)'

dx 9x dy i=1 oy

c.q.f.d.
IT11.6 - Lemme
Il existe des nombres Bi. tels que
k k 2k
+d d 0
J —= 5. (x) — t.(y) “8_ 4x dy = Z B,. g(x.,y.).
A dxk i dyk j 3 kayk ij i’73

Utilisant le lemme III.5 avec f(xi,y) = tj(y) nous obtenons la valeur pour
1'intégrale :

dt(y) k

d _ "§77

J L g(xi,y)dy
y By
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en effectuant une intégration par partie répétée k-1 fois et en tenant compte que
q2k-1, ,

—5——jest constante sur chaque intervalle [&.,x. ] nous obtenons IB,, g(x.,y.).
dy2k-1 17T+ i] 1773

c.q.f.d.

II1.7 - Proposition

Dés que n et m > p alors

Kerh N C@,O = 0.

Il s'agit de voir que tout &lément f de Kerh qui vérifie f(xi,y%k= 0
et f(x,yj) =Opour 1 <i=<met ] <j <n est nul. Comme f vérifie % (f) =0

nous avons f de la forme ax dy

-~

21 k %-
f(X’Y) = I x \PZ(Y)"' z CPQI(X)Y
=1 2=1

1

ol WQ et ¢& sont des fonctions arbitraires.

Nous obtenons les systémges d'équations :

ko k -1
i=l am I x. Tk(y)+ b} ¢&(xi)y =0
g=1 1t 2=1
k k
j=1 an I xm ]Wf(y.)+ z ¢&(x)y£ . 0.
2=1 7Y =

Dans le premier groupe d'équations, considérons les ¢& connus et les y fixés ;
nous obtenons un systéme de n &quations 3 k inconnues. :omme le second membre de
ce systéme est formé de polyndmes de degré au plus k-1 en y, la solution
Wl(y),...,Wk(y), si elle existe est form& de polyndmes de degré au plus k=1 en
y. Nous démontrons de méme que les ¢1(x),...,¢k(x) sont des polynOmes de degré

au plus k-1 en x.
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f(x,y) est un polyndme de degré au plus k-1 en chacune des variables x et v,

nous pouvons écrire

k
f(x,y) = L a,. I (x=x,) I (y=y.)
i,j=1 1 g#; o4 J

f=13ak =13k

en remarquant que f(xfyj) = 0 nous obtenons ainsi a5 = 0.

c.q.f.d.
En rassemblant les résultats des propositions III.4 et III.6 nous avons :
I11.8 - THEOREME

f étant donné dans Hityk(A) s 1l existe une et une seule fonction
k
32

(
Bxkayk

g(xi,y) = f(xi,y) I£is<n et g(x,yj) = f(x,yj) 1 <j=<nq
dés que n et m > k ; cette fonction est donnde par la formule de III.3

minimisant Jg ( ))?%dx dy parmi les fonctions g vérifiant
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IV - FONCTIONS SPLINE A VALEURS VECTORIELLES

IV.1 - Soit F un espace de Hilbert, nous pouvons considérer les applications de
1'intervalle [a,b] a valeurs dans F. Nous savons définir les opérations de déri-
vations et nous introduisons les espaces de Sobolev H?[é,b] qui sont des ensembles
de distributions & valeurs dansF dont les dérivées jusqu'a 1'ordre k appartiennent

d l'espace Lé[@,b].

Désignons par (,), la forme hermitienne définissant dans F la structure
g F

hilbertienne.

GO

[ e

Nous munissons H§|a,b| de la forme hermitienne JZ )Fdx qui

ﬁous donne la norme de H;|a,b[. 1=0

IV.2 - soit g € HFfa b], considérons la fonction convexe ho(g) = Jb IF—5“2
Cette fonction est une fonction semi-hilbertienne dans HF[E b] Nous gvons Kerh

qui est l'ensemble des polynomes de degré k-1 a valeurs dapng F; c'est—a-dire des
p-1 ,
fonctions P(x) = Z X p ol P, est un vecteur de! . Nous remarquons que si F est
un espacede dimen31on infinie alors si k > O le sous-espace Kerh de H?[a,b] est

un sous-espace de dimension infinie.

Nous posons le probléme de fonctions spline 3 valeurs vectorielles relaf
tives a h . SoEent Ej’ 1 £ j <n, n applications linéaires continues de k{a,b]
dans F 801t X € HFia b|. On considére CL,X l'ensemble des élé&ments
® € HF[g b] vérifiant L (%) = L x) , 1 =i

i < n. On désignera par V¥ la fonc-
tion indicatrice de 1' ensemble C .

C
L,X *
L,X

Nous cherchons les fonctions 0 & valeurs dans F qui minimisent

hF(¢»+WC (¥).
L,X
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Considérons (fi)ieI une base orthonormée de F supposé séparable (I est

fini ou dénombrable). u € F s'éerit u = % u, f . Les éléments ¢ € H?[a,b} peuvent
i€r *
se décomposer en ® = I @ f » ol ¢ € H la b[. Les appllcatlons L de [a bJ
i€
dans F peuvent s'ecrlreI L. ( Z Q. f, ) = Z Lt (w )f odi LY sont des formes
j e 1 i € ]
i€I i€I
linéaires continues (composantes de L, ) définies sur H [é H]

Iv.3 - Proposition

La fonction o minimisant hy (¢»+W (© s'éerit 0 = I o.f, on o,
€
sont les fonctions 4 vaZeursxneel}égmznzmzsant 161
h(¢3)+WC (¢3)'
L.,X.
i’h

En effet llo(e)[2 = = o, ()2,
Foje 1

b %) _ b ),
(= 2 3 [0 2ae R e [12a.

i€1

La permutation de la sommation et du signe d'intégration est possible,

car nous avons une série de termes positifs.

Si € C alors nous avons L%(¢.) = L%(X.).En considérant chacun des ter-

mes J “ékﬁ dt nous sommes amenés 3 minimiser h(@ )+T X, (¢&);comme pour chaque i
b
1 i L., .
la minimisation est indépendante des autres termes de i, 1a minimisation de la som-

me est &quivalente 3 minimiser chacun des termes.

c.q.f.d.
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Remarque -

La proposition IV.3 indique que le probléme de minimisation se raméne i

minimiser chacune des composantes.

Ainsi nous nous ramenons 3 la minimisation d'une fonction convexe & valeur
vectorielle, relative d l'ordre défini sur F par le cOne des éléments dont toutes
les composantes sont positives (pour ces notions de minimisation de fonctions &
valeurs vectorielles voir Raffin [197Qb. Mais cette interprétation n'est pas in-
trinséque, puisque pour le probléme IV.2, cette interprétation en termes de
minimisation d'une fonction & valeurs vectorielles dépend du choix de la base

orthonormée fi de F.
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V' - SURFACES DE COONS

V.1 - Interpolation de courbe spatiale

Soit une courbe I dans 1'espace R’ muni de la norme euclidienne. On suppose
que cette courbe est paramétrable par un paramétre pris dans un intervalle [é,b]
de Ry I' est définie par x(t), y(t), z(t) coordonnée d'un point de R®. Supposons
donné un nombre fini de points Mi de cette courbe, correspondants aux paramétres
t; (1 =i <n). Nous approchons la courbe I' en réalisant une interpolation [

sur chacune des coordonnées X, V52

En particulier si 1'application t - M(t) définissant [ est une application
de qga[a,b](c'est—é—dire chacune des coordonnées est une fonction de Hk[;,ﬁj).
Nous pouvons prendre,comme procédé d'interpolation,la fonction spline & valeurs
vectorielles minimisant la fonction semi~hilbertienne h(M) = JE“M(p)(t)“é dt.
Cette fonction d'interpolation sera définie de fagon unique si nous avons n > k.
Nous remarquons d'aprés les propriétés d'interpolation par des fonctions spline
qu'en un point M(ti) les coordonnées x(t), y(t) et z(t) admettent des dérivées
d'ordre 2k-2; ainsi si en ces points les dérivées de toutes les coordonnées ne

sont pas simultanément nulles, nous obtenons la courbe I' interpolée qui a des

dérivées d'ordre 2k-2.

Mais cette interpolation n'est pas totalement intrinséque puisqu'elle dépend
du paramétrage choisi sur I', et en pratique une difficulté provient du fait que
1'on connait les points Mi sans connaitre le paramétrage t et les points t,

L3

correspondants.

V.2 - Interpolation d'une courbe lorsque les ti sont équidistants.

Nous allons construire un systéme d'interpolation de 1la fagon suivante.
Soient 2 fonctions Fo(u) et Fl(u) définies sur [O,l] y vérifiant la condition de
Haar; quitte 3 prendre une combinaison lindaire nous pouvons choisir Fo(u) et

Fl(u) vérifiant les conditions FO(O) =1, FI(O) = 0, Fo(l) =0, Fl(l) = 1.
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Supposons donné deux vecteurs OMO et OM] représentant un point d'une courbe
pour u = O et u = I. Nous définissons une interpolation de I' sur [O,l]par

Y(u) = GMS Fo(u)+OMlFl(u).

Maintenant considérons la courbe entidre et les points ts équidistants.
On peut, quitte & faire une homotéthie sur le paramétre t,supposer que les inter-
valles sont de longueur 1. Alors nous prenons l'interpolation précédente en posant

sur[} . +ll u=t-t.. On ainsi
3 ey
Yi(u) = OMiFo(t—ti)+OMi+]Fl(t-ti)

A priori les tangentes 3 Y;-p et Y en £, en général ne sont pas confondues.
Essayons de déterminer une condition sur F0 et F pour que cette propriété soit

vérifiée indépendamment des valeurs de Ob’f et OI'?
Y1 (0) = OM, F'(0)+OM, . F'(0)
i i’o i+l 1
= =7 ' vy '
(D = OM, | F!(1)+OMF! (1),

Nous devons prendre F! (0) = F (1) = 0. Alors nous avons Y 1(0) = OM F' (O),
_](1) OM F' (l) sont tous les deux proportionnels, donc il donne 1es mémes

tangentes & condltlon que FO(O) et F](l) # 0.

Nous pouvons imposer des raccords d'ordre plus élevés en prenant les condi-

tions F_(1) = 0, F!(1) = 0,...,F£P)(l) =0et F,(0) =0, FI(0) = o,...,Ffp)(Q) = 0.

s

Si les fonctions Fo et F] vérifient une équation différentielle linéaire

— -
DF_ = 0 et DF, = O alors nous avons Dy. = OM., DF +OM, DF, = 0, ol Dy, désigne
Y 1 i 1770 i+l 1 i

1l'opérateur D sur chacune des composantes de Y Ainsi les composantes de la cour-
be interpolant I vérifient la méme &quation que F0 et F],sauf peut €tre au point
d'interpolation ou des discontinuité@s peuvent s'introduire dans certaines des

dérivées.
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V.3 - Surface de Coons

Les surfaces de Coons utilisées pour la représentation des surfaces dans
1'espace se déterminent de la fagon suivante. Soit S la surface que 1l'on wut repré-
senter ; on considére une représentation paramétrique de cette surface par une
application définie sur [ﬁ b] X lé d| dans R®. Scit (u,v) * S(u,v). On décompose
le rectangle fa b] X Ic dl en un quadrillage construit 3 partir des points
u, € la,b| et £ € |c,d|. On suppose connu S sur (u;5v) et (u, vy ). Quitte &

faire un changement de variable, on peut supposer u. Tu, = 1 et V., . =v. =1,

1+1 j+1

La surface de Coons estconstruite sur le carré €lémentaire lu ,u. V.,V

] x :
i+1 ] 3+l
a partir des valeurs de S sur le coté et de fonctions 3 une variable. Nous

allons dans la suite justifier la formule utilisée.

Surface de Coons de lére espice construite & partir de deux fonctions F0 et F

1
d'une variable indépendante.

, n i
Supposons que F et F] vérifient 1'équation Df = Q ol D = al(x) %;—

=0
est un opérateur dlfferentlel linéaire et vérifiant des condltlons au bord t
b. = 0.
]
Svieur Wo, Wl, @, m] des fonctions arbitraires.

V.4 - L'expression A (u,v) = W~(V)F (u)+¥ (V)Fl(u)+¢g(u)F0(V)+¢l(u)Fo(v) vérifie

J
1'équation D A = g a, (u)a (v) = 0, et des conditions aux bords
u,v’ ., 2
i,j=0 8u Bv
bj,j' = bj 8 bjl = 0 car bj’j(U(u)V(V)) = bj(U(U))ij(\)(V))-

Si les conditions aux bords sont indépendantes et en nombre n-2 alors
Fo et F1 sont une base des solutions, et la forme A(u,v) représente toutes les
solutions possibles de 1'équation Du VA = 0 a laquelle on a ajouté les conditions

b
au bord.

Nous supposons que FO(O) =1, Fo(l) =0,

FI(O) =0 et Fl(]) =
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V.5 - Proposition

La surface de la forme V.4 qui coincide avec une surface donnée sur les bords
du carré [Q,IJ x [0,1] s'écrit :

V.5 A(uv) = S(O,V)Fo(u)+S(1,V)Fl(u)+S(u,O)Fo(v)+S(u,l)F](v)

-S(O,O)FO(U)FO(V)-S(O,I)FO(U)FI(V)-S(I,O)Fl(u)FO(V)-S(l,l)F](u)Fl(V)-

Exprimons que A(u,v) donnée par V.4 vérifie A(u,0) = S(u,0).
S(u,0) = WO(O)FO(u)+W1(O)Fl(u)+¢g(u).

Nous obtenons ¢B(u) = S(u,O)—Yo(O)FO(u)—Wl(O)Fl(u) et des formules analogues pour
wl(u),?o(v) et Wl(v) en remplacant dans V.4 on obtient :

A(u,v) = S(U,O)FO(V)+S(U,l)Fl(V)+S(O,V)F0(u)+S(1,v)F1(u)

(¥, (0)+%_(0))F  (WF (v)=(¥_(1)+® (0))F_(w)F, (v)

(¥, (9)4® (1))F, (WF (V) =(¥, (1)+®, (D)F, (F, (v).

En posant les conditions A(0,0) = S(0,0), A(1,0) = S(1,0), A(0,1) = S(0,1) et
A(l,1) = S(1,1) on obtient '

s

¥, (0)+® (0) = 8(0,0) , ¥ (1)+® (0) = §(0,1)

Y04+ (1) = 8(1,00 ¥ (D+® (1)

S(1,1)

et on obfient bien ainsi la formule V.5.

c.q.f.d.
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La formule V.5 est la formule utilisée pour décrire les surfaces de Coons.
Cependant si nous considérons deux carrés &lémentaires ayant en commun un méme
cOté,par exemple (u,0), le long de ce cOté les deux surfaces &lémentaires 3 droite
et 4 gauche peuvent avoir des plans tangents distincts. Nous allons imposer des
conditions supplémentaires sur Fo et Fl pour que le plan tangent soit le méme le
long de ces c3tés. Supposons S dérivable sur les cOtés du carré. On a alors

T (1,00 = & 5(0,00F (w)+ 52 S(1,0)F | (@)+5(u,00F] (0)+5 (u, 1)F! (0)

S(O,O)Fo(u)Fé(O)-S(O,l)FO(u)F;(0)—S(],O)Fl(u)Fé(O)

(1, DF | (w)F}(0).

Si nous supposons Fé(o) = 0, F;(O) = 0 nous avons

oA _ R o8 .
V.6 v (u,0) = F (o) . (0,0)+F1(d) 3o (i)
ainsi la dérivée transversa'. pour le cBté v = O est définie par V.6,dépend unique-

S

ment de %%(0,0) et 5;(0,1),dérivéestransversa]esaux extrémités, et des fonctions
. e oA A oA .
F0 et F]. On obtient une propriété analogue pour Ev(u,l) 3 5E(O’V) et sa(l,v) si

on a aussi Fé(l) = 0 et F;(]) =0,

Ainsi en prenant deux carrés &lémentaires nous avons ainsi raccord des plans

tangents le long des cotés (u,0).

i
une surface par des formules V.5 en faisant le changement de variables u-u, et

Sur chacun des carrés élémentaires Iui,u.+l| X 'Vj’vj+1| nous construibons

v-vj. La formule V.6 permet de voir que la surface obtenue admet un plan tan-

gent et qu'il n'y a pas d'aréte vive si Fo et F1 sont dérivables et vérifient

Fé(O) = 0, Fé(l) = 0, F;(O) =0 et F;(]) = 0.
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Si nous voulions obtenir des raccords d'un ordre plus élevé en dérivant k
fois et en prenant les relations Fél)(o) = Fél)(l) = Ffl)(o) = Ffl)(l) = 0 avec

1 =i £k on obtiendrait ce raccord d'ordre k.

Cas particulier—FO et F1 sont des polyndmes

I

Comme nous avens 4 conditions sur FO et F1 alors les polyndmes de plus

bas degré vérifiant ces conditions sont de degré 3 et nous avons alors

F_(u) = (1-u) 2 (1-2u) F (u) = u?(3-2u).

V.7 - Si nous prenons Fo et El égaux 3 des polynOmes de degré 1, nous ne pouvons

1

1
un plan tangent le long des ar@tes de raccordement des carrés &lémentaires, mais

pas réaliser les conditions sur Fé et F!, nous n'avons plus une surface qui admet

nous avons les propriétés de minimisation suivantes :

On a Fo(u) = l-u Fl(u) = u,
on a Fo et Fl solution de F'"(u) = 0. Considérons le probléme de fonction spline
décrit au § III avec h(f) = JE (f'(u))? du, oid [a,b] est l'intervalie ol sont pris
les points uy de la surface de Coons; de méme considérons k(g) = Jﬁ (g' (v))2dv
oll [g,&] intervalle contenant les vy Considérons la surface dont les coordonnées
minimisent h ® k et dont on eonniit les valeurs en (ui,v) 1 <i<met (u,vj)
1 =3 < n 3 sur un carré élémentaire les coordonnées x,y,z de cette surface véri-

O et les conditions au bord. Aussi nous obtenons la surface de

fient —— x
du*dv*
Coons associée 2 Fo(u) = ]-u et F](u) = 0. D'oll le résultat :

La surface de Coons construite sur le rectangle de paramétrage [a,b] X [p,d]

correspondant i Fo(u) = l-u, F](u) = u, colincide avec la surface obtenue en prenant

pour chacune des coordonnées la fonction spline interpolant le quadrillage et mini-

N 4
misant J [a,bjx [c,d] du dv.

du?yv?
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V.8 - Surface de Coons de second espéce

Nous considérons les mémes données qu'en V.3, mais nous supposons sur chaque
ligne du quadrillage la donnée, en plus de S(ui,v) (resp. S(u,vj),de la dérivée

2S 3S
transverse 55-(ui,v) (resp. N (u,vj)..

De méme que précédemment nous considérons un carré &lémentaire Ebi’ui+]]x[§j’vj+]1
par un changement de coordonnées u-u, et V—vj nous nous ramenons au cas de
[Q,l] X [D,l]. A partir de la donnée de S et des dérivées transverses de S sur les
cOtés de ce carré, nous construisons d'une maniére analogue 3 V.3 et V.4 une surface
d'interpolation de Coons dite de seconde espéce 3 partir de la donnée de 4 fonc-

tions d'une variable Fi, F%,FL,F;.

Ces fonctions vérifient les conditions :

La surface de Coons est donnée par la formule

V.

u F(0) F(1) F'(0) F'(1)
F 1 0 0 0
(o]
F‘; 0 | 0 0
F 0 0 1 0
(o]
F“'-] 0 0 0 1

1

i

i,j=0 du

1
z

v = 3 22 G, Fle

935 (k, 1)

i,7,k,2=0 dut ovd

N S
po L8 i

i,j=0

Fi(u) F%(V)
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Les conditions sur Fi permettent de vérifier que S(k,%) = u(k,%) pour
_ _ S _ ou 08 _ o
k=0oul.f=0o0ul, et que gz(k,v) = EE(k’V) et 5;(u,£),~ §§(u’£)'
Ainsi le long des lignes du quadrillage la surface de Coons admet le plan tangent

donné.

Mais nous remarquons que nous avons besoin pour définir U des valeurs de

32g 52g
gugv(o 0), 3 3 (0, ]), (1 0) et G g =—=—(1,1). Nous devrons ainsi avoir les 4 valeurs

pour pouvoir construlre la surface de Coons de 2éme espace.

n i
si FY, Fg, Fé, F% vérifie 1'équation I a.(x) —ir F = 0 alors Y vérifie, si
° i=1 ! dx
S est suffisamment dérivable :

n 1+J

X a. (x) a.(v) T - 0.
i’j=0 J 3u BV

V.9 - Cas ou F° Fl’ Fé, Fi sont des polyndmes du 3éme degré

Alors nous avons :

(1-u) 2 (1-2u) F? u?(3-2u)

FO
o

(1-u)%u F! u2(u-]).

1

Fl
(o}

Ces fonctions sont lin8airement indépendantes et forment une base de 1'espace des
polyndmes de degré au plus 3.
i . BL' 1 s
F. vérifie ———]\j(u) = 0, ainsi la surface de Coons | vérifie 1'équation

dut

8
9 u(u,v) = 0.

du*dv*
Soit La,b] X [ﬁ,d] le rectangle formé de 1'ensemble des carrés élémentaires.

Considérons la fonction semi-hilbertienne définie sur H} par
[a,b]x[c,d]

8 2
h(g) = Jla blxlc dl(au 250 )° dudv.
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-~

Cherchons les fonctions i valeurs vectorielles dans R® dont les coordonnées
minimisent h parmi les fonctions qui coincident avec S sur les lignes du quadril-
lage (u sV) 1 =1 <m, et (u, v ) 1 £ j <n, et dont les dérivées transverses de §
c01nc1dent aussi, ainsi que les dérivées secondes mixtes en (u.,v ) 1 <1<

1 =j<n. En gXpllCltant oh(u,v) sur un carré &lémentaire ['u.,ui+1 [yj,vj+]]

nous avons = 0 et les conditions au bord.

du"ovt

Nous obtenons ainsi une fonction i valeurs vectorielles qui est exactement

donnée par la formule V.8 des surfaces de Coons de seconde espéce,

Ainsi dans ce cas la surface de Coons de seconde espéce apparalt comme

une fonction spline d'interpolation de Hermite.

V.10 - Cas de surface de Coons de seconde espéce sans que 1'on connaisse les
dérivées transverses.

Nous pouvons utiliser les surfaces de Coons dans ce cas. Considérons les
fonctions spline du paragraphe 3 ; en supposant qu'elles sont 3 valeurs dans Ra
c'est-a-dire que 1'on prend les fonctions spline sur chacune des coordonnées,

considérons k = 2 c'est-3-dire

h(g) = Jla b|x]c, d 5——§—~Ozdu dv.

En réalité, la formule III.3 généralise la formule V.8 des surfaces de

Coons. Dans ce cas nous obtenons sur un carré élémentaire |u,,u, Ivi,vi+]|

L3

i+1]

exactement la formule IIT.i8, les expressions ii S(u sV) et S(u, v )

a2 ov
132, .
o537 (u ,v ) étant déterminées par la proprlete de minimisation, 3 partlr des

valeurs de S(ui,v) et S(u,vj) pour 1 =i =m, | <j <nq,
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V.11 - Interpolation d'une surface donnée par ses valeurs au sommet d'un quadrillage

Nous supposons connu S(ui,vj), nous pouvons considérer les courbes gauches
définies en V.1 et V.2 pour u = u; et v variant dans [c,d], de méme pour v = vj,
nous définissons alors une valeur interpolée pour la surface et la dérivée trans-
verse sur les lignes du quadrillage. Ensuite nous pouvons interpoler S i partir

de ces valeurs par le procédé de Coons de premiére ou de seconde espéce.

Si nous sommes dans le cas k = 2, les courbes gauches apparaisscnt sur

Ivj,v comme des cubiques qui sont déterminées par les valeurs en Vj et v.

j+1 +1
ainsquue les dérivées. Puis appliquant la surface de Coons de seconde espéci
nous obtenons : une surface dans R® qui sur le carré élémentaire

lpi’ui+1J X [&j’vj+1] est représentée par un polyndme en u et v i coefficients
vectoriels de degré au plus 3 en chacune des variables. Ce polyndme dépend de

16 données, qui sont ici les valeurs de S, des dérivées partielles et de la déri-

vée seconde mixte en chacun des sommets.

En procédant comme dans V.10, nous pouvons en utilisant la spline cons-
. . _ . "~ 9S8 ‘
truite dans II.5 pour chacune des coordonnées, déterminer %%(ui,vj), §§(ui’vj)
S .. . - . -
et 5;5§(ui’vj) et ainsi construir.e une surface de Coons A partir de la donnée

de S en (ui,vj) 1 =i=<m | <j<n. Nous avons ici un cas particulier de II.6.
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------------------------------------

J.P. Bertrandias, N. Gastinel [1966] ont donné des conditions pour qu'un
élément f' d'un espace vectoriel appartienne a la fermeture de 1'image ol &
1'image d'un convexe KH C E par une application linéaire de E dans F. Nous expli-
citons cette condition Tlorsque Ky est 1'enveloppe convexe de 1a boule relative a
des jauges ou Torsque KH est une intersection de telles boules. Auparavant nous
avons décrit les polaires d'ensemble convexe des types précédents et donné des
conditions sur les semi-normes pour qu'une application linéaire entre espaces

vectoriels localement convexes soit continue.

Nous donnons un critére pour 1'existence d'une solution d'un systeme
infini d'équations linéaires. Le critére appliqué au cas de fonctions spline nous
donne une condition nécessaire et suffisante de 1'existence d'une fonction spline
vérifiant une infinité de conditions d'interpolation. Cette condition s'explicite
simplement pour la fonction spline d'ordre 2 minimisant jg u'(t)?dt. Nous décri-
vons ensuite deux algorithmes pour 1'extrapolation & la limite par des fonctions
spline. '

1
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I - POLAIRES D'ENSEMBLES CONVEXES DEFINIS PAR DES JAUGES ET EXPRESSION DE LA
CONTINUITE D'UNE APPLICATION LINEAIRE

Soient E, F un systéme d'espace vectoriel en dualité séparante, (p ). ;€1 une
famille de jauges, (a ). ;e et (b ). €1 des familles de nombres réels p051t1fs
ou nuls. Nous de31gnerons par M1 = {e I pi(e) = ai}, 9; les jauges conjuguées

de p; et Nb = {e' l q; (e') £bp ?
i

I.1 - Proposition

57 le convexe M est la reunzon des M > son polaire M est 1l'intersection

des ensembles convexes N*, . (Si a; Lo, 8, ={e | q.(e") < +}),
l/ai 1/0 i
Ce résultat provient du fait que si M = U M; alors M* = N (M )%, d'aprés
i€ %4 ; i€r 84
la deflnltlon des jauges conjuguées (M ) 0= Nl donc Nl/ = (Ma )Y (si a, =0
alors N]/ = (M )%, 1
c.q.f.d.

I.2 - Proposition

57 le convexe M est 1'intersection des M1 son polaire est la fermeture pour
toute topologie compatible avec la dualzté de la réunion des NJ ou N désigne

la boule unité de la jauge a. q. V...V a. Q@ s J= (i,,.0..,1)
1 1 i, Tip 1 n
étant un ensemble fini dans I. (aiqi désigne la jauge définie par

(a;q;)(e") = a;q;(e") a,(e') # =).

En effet, siM= N M alors M° est 1la fermeture de 1' enveloppe convexe des

i€
(M )0 = }/ . Con31dero%s les jauges a. 19; et q. qJ. La proposition Chapitre I, § II.1I

1ndique : 1 eﬁveloppe convexe de leur boule unité est la boule unité de a. 19 v anJ-

Pour un élément e' de 1'enveloppe convexe des (Ma )% on peut trouver un nombre fini

. . . oy - 1, . .
d'indices 11, i tel que cet E€lément e' est combinaison convexe des
1
ei, ei € (Ma )%, et ainsi nous construisons la jauge inf-convolution des jauges a. e
. i
our i cesl
P 1° sl

c.q.f.d.



- 139 -

I.3 - Si une jauge p est absorbante symétrique elle définit une semi-norme sur E,
nous pouvons alors définir une topologie compatible avec la structure vectorielle

qui ne sera séparée que s'il n'y a que 1'élément O pour lequel p(x) = O.

Par contre si p n'est pas absorbante nous ne pouvons plus définir une topo-
logie sur E compatible avec la structure vectorielle par 1'expression
d(x,y) = p(x,y). Il est possible par contre de considérer le sous—ensemble domp
des e ol p(e) est fini et de munir domp d'une structure d'espace vectoriel topo-

logique.

Si nous avons deux espaces E1 et E, semi-normés par p' et p? une application
continue T est caract@risée par le fait qu'il existe M tel que p?(Te) < Mpl(e).
Nous allons étendre ce résultat au cas ol E1 et E2 sont des espaces localement
v s, définis par des illes de semi-normes 1. e 2y, ..
convexes, P es famil m r (pl)leI t (pJ>J€J
1.4 - Proposition

Soit E, un espace semi-normé par p',E, un espace localement convexe défini

2
par les semi-normes (Pi)iel pour qu'une application lindaire T de E, dans
E, sott continue, il faut et <l suffit qu'il existe des nombres M. tel que

quel que soit e € E, on alt pour tout i € I,pi(Te) < Mipl(e).

En effet pour que T soit continue il faut et il suffit que T soit continue
pour F muni de chacune de ces normes, ce qui s'exprime par les conditions

q;(Te) = M.p(e).

c.q.f.d.
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1.5 - Proposition

ST E1 est un espace localement convexe défini par les semi-normes (pi)ieI
et E, un espace normé par p pour qu'une application linéaire T de EldansE2
soit continue, il faut et il suffit qu'il existe un sous—ensemble fini J €1
et un nombre M tel que q(Te) <M sup p.(e) quel que soit e €E .
je ‘
Si T est continue 1'image inverse B de la boule unité de E, est un voisinage
de O dans E], c'est-a-dire qu'il existe un ensemble fini J d'indice et des nombres

a. >0 tels que N p: CBavec pi . =1{e €E l P; ) = a; }.0n en déduit que :
J j€s ja j JaJ

q(inf(a. )/sup(P (e)) T(e') =1
j&J ] JQJ

donc

q(Te) = ;-f-(——-)- sup (Pj(e)).
i3 1d

Inversement si p2(Te) <M sup pi(e) on a pour tout e € n pl , p2(Te) <1
h] 5€3 i,1/M
donc 1'image inverse de la boule unité est un voisinage de 0 dans E.

c.q.f.d.
En regroupant ces deux derniéres proposition nous obtenons :

1.6 - THEOREME

Sz E| et E, sont deux espaces localement convexes définis par les familles

de semi-normes (p ). ;e ot (p ). 5€3 pour qu'une application linéaire de E
dans F soit continue il faut et i1 suffit que pour tout j € J il existe

tel que P; 2(Te) < MJ sup (Pi(e))

wn ensemble fini K. © 1 et un nombre M.
J 1€KJ

3
quel que soit e € E.
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IT - ETUDE DE L'IMAGE D'UN CONVEXE POUR UNE APPLICATION LINEAIRE

Soient (E,F) et (G,H) deux couples d'espaces vectoriels en dualité. Soient
T une application linéaire continue de E dans G continue pour les topologies com-
patibles avec la dualit&, U son application transposée. J.P. Bertrandias-

N. Gastinel [1966] ont démontré ce résultat :

I1.1 - Proposition

Pour que £ € F appartienne & la fermeture pour les topologies compatibles
avec la dualité, de 1'image par U du convexe équi libré K, CH 11 faut et
il suffit que pour tout élément e € E tels que T(e) € K& on ait

|<f,e>| < 1.

En effet, U(KH) = U(KH)OO, nous avons alors
U(KH)0 = {e €E | |<e,U(h)>[ <1olhE€ KH}, par transposition <e,U(h)> = <T(e),h>
Donc nous avons U(KH)O ={e €E | Te € Kﬁ} et on a

U(KH) = U(KH)°° ={f | £ €F, |<f,e>| <1 et Te € Kﬁ} .
c.q.f.d.’

Nous allons préciser ces résultats lorsque KH est défini par des familles
de jauge. Soient (pi)iel une famille de jauges dans G, (qi)i€I la famille des

jauges conjuguées dans H. Cb(A) désigne 1'enveloppe convexe de 1'ensemble A.

s

I11.2 ~ Proposition

. _ U A1 i _
Soit KH = C’o(ieI Q, ) avec Q, = {h | q; (h) = ai} (ai)iGI

familles de nombres‘réels pos%tifb. Pour que f € U(KH) 11l faut et 71
suffit que pour tout e € E et pour tout € > 0, 21 existe un indice i tel

que |<f,e>| = a; p,(Te)+e.
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0 . n i = <
Nous avons Ky Pl/ avec P]/ai {g | pi(g) Al/ai}.

. : . 1 0
c € = —_— €
Soit e E, T(e) G con31derons me inf Te) nous avons meT(e) KH car

4iP;
‘ . P, (Te)
p; (m T(e)) =’mepi(T(e)) E—E"TT’T'S 1/a;

» .
aﬁpﬁT(e))+€ e

Soit € > 0 il existe £ tel que

d'aprés la définition de m comme borne inférieure des ainsi

€ (T )
1
——————— €
aQPg(Te)+€ T(e) KH et en utilisant la proposition preceéente

I 1

<5 agpy (T(e))+e T(e)>| =1 done [<f,e>| < agpfT(e))+e.

Inversement, soit encore T(e) € ‘Kﬁ -~ Nous avons pour tout i € I
P; (T(e)) = -L » ainsi pour tout € > 0 il existe % avec <f,e> < azpz(T(e))+€
et py(T(e)) s 1/a, et [<f,e>| < 1+ donc |<f,e>| < 1.

c.q.f.d.
I1.2.1 - Corollaire
51 les jauges p; sont telles que quel que soit g € G 41 existe un indice
j tel que p.(g) = sup pl(g) alors la condition nécessaire et suffisante

estque pour tout e ¢ ﬁ il existe un indice i avec |<f,e>| < a, ;P (T(e)).

Soit j 1l'indice tel que pJ(Te) = sup P (g) la condition de la proposition

IT1.2 est équivalente 3 <f,e> < aJp (T(e)}+€ quel que soit € > 0 donc
|<f,e>| = 2; P;(T(e)).

c.q.f.d.

Ce cas sera vérifié si 1'ensemble d'indice I est un ensemble fini I.

Si cet ensemble est réduit 3 un élément alors nous avons :
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11.2.2 - Corollaire

Une condition nécessaire et suffisante pour que f € U(KH) ou
Ky ={h | q(h) < alest que pour tout e € E on ait |<f,e>| < ap(T(e)).

I1.3 - Proposition

Supposons que KH = N Q a. et que pour tout e € E 11 existe un ensemble

161

fini Ie €1 Ie = (T 1,2 tel que T(e) soit contenu dans le sous-es-

pace de G engendré par les boules unités de p. i i € Ie. Alors pour que
(KH il faut et il suffit que pour tout J fini on ait
|<f e>| < (Y a. p.)(T(e)).

Démonstration

ooooooooooooo

1 ot NJ est la boule

unité de V a.p. ainsi T(E) € U N (J fini). Soit e € E.

Posons M = sup ( ) (M peut @tre infini). Pour tout a < M (a >0) ,
S ———— < —__,......___.

aTe € KH car il eilste Q tel que o QPQ(T(G)) donc pz(aT(e)) éT(e))

Sur la droite support de T(e) 1'intervalle ouvert [-MT(e) MT(e)] appartient -3

En effet KH est la fermeture de la réunion des N

=1
ay

KH fermé. L'intervalle fermé appartient aussi KH et ainsi MTe € KH .
Si f € U(KH) alors <f,MTe> < 1 donc quel que soit J

!<f,Te>' < % < V a.p. (T(e)).
Inversement, soit e € E avec Te € KH’ il existe J tel que T(e) € NJ et .
|<f,e>| < (V a, Py (T(e)) = 1.

J&J i

c.q.f.d.

Corollaire

Supposons que le polaire KH de KH puisse étre défini par KH = U Pl/a
Pour que £ € U(KH 1l faut et <l suffit que pour tout i nous ayéns
|<f,e>| = a;p; (Te).
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I1.4 - Application a un procédé d'accélération de convergence linéaire

Dans cet exemple, nous considérons que E est 1'espace vectoriel des suites,
dont tous les termes sont réels sauf un nombre fini. F est 1'ensemble de toutes

les suites. E, F sont mis en dualité par

[oe]
<f,e> = I eif. (cette somme est en réalité finie).
i=1 *J
[o 0]
G=2%,H= 21 ol la dualité est I gihi’ comme g est borné et h sommable cet-

i=1
te somme a un sens.

Soit U la transformation linéaire définie par une matrice triangulaire

infinie inférieure.

U(h) = (£_ = L a, h,).
D e, B

L'application T transposée s'édcrit Te = (gi = Z ainen).
n>i
Comme e a ses termes nuls, sauf un nombre fini, chacune des sommes ne porte

que sur un nombre fini et si pour n > M on a e, = 0 alors g, = 0 dés que n > m.

a) Soit q; la semi-norme dans 21 qui 3 h associe |hi[. La jauge conjuguée P;

de q; est définie par pi(g) =si (¥ # 1, gj = 0) alors Igi] sinon .

(o)
Prenons Q;(a;) = {h € L, I ]hi[ < a;} et considérons Ky= N Q,(a)). .

_ . i=]
A, étant une suite de nombres.

P.(a;) = {g €2 | Igil < l/ai et Vj # 1 g; = o}.
[e0]
K& est 1l'enveloppe convexe fermée de U Pi(l/ai).

Si I un ensemble fini d'indices on dééiéne par p; la jauge inf-convolution des

jauges pi/ai, i parcourant I. On a ici

p.= I a.p,.
I P€T 1°1
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Remarquons que quel que soit e € E, il existe un ensemble I tel que Te soit
contenu dans domaine de p; - Nous pouvons ainsi appliquer la proposition II.3 et

nous obtenons

Proposition

Pour que £ € U(KH) 1l faut et <1 suffit que quel que soit e nous ayons

[e o]
|<f,e>l < 'Z ailgil (ot g; = Z‘a. en)
i=] n>i
Soit I 1'ensemble des indices pour lesquels 8; # 0. Nous avons d'aprés la
proposition II.3 |<f e>l < Py (T(e)) qui est la condltlon
|<f e>| < I a, 181 Si I'2I nous avons pI,(T(e)) = pI(T(e)).

n>1
(o]
La condition s'écrit |<f,e>| £ I a | Zoa, e.]
. n! in i
n=1 i>n
b) Considérons maintenant dans 2 les jauges q définies par qa; '(h) = si (3#1, '0)
alors lh l sinon ®. La jauge conJuguee p est p: (g) = lg | qui est une seml-norme.

Posons KH =0 Uﬁ )) Qi(ai) = {h €H | qi(h) < ai}

(o)

Ky est formé des suites h telles que 3 Ihi/ail <1.

i=1
Nous sommes dans le cas de la proposition II.2 mais on remarque que pour chaque
e, il n'y a pas qu'un nombre fini de composantes de T(e) différentes de O. 11

existe donc un indice j tel que p (T(e)) = sup Pl(T(e))
i€r

Proposition

Pour que f appartienne & U(KH) 1l faut et il suffit que pour tout e € E
1l existe un indice i tel que <f,e> < a; pi(Te).

Cette condition s'écrit pour tout e € E

X
<f,e> £ su a, .0, e |.
’ iP i Iqil ni n
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II.5 -~ Résolution exacte

Si f € U(KH) et e € KerT alors <f,e> = 0., En effet, Te € Kﬁ et [<f,e>| <1
d'aprés la proposition II.], mais Ae € KerT quel que soit A donc |K<f,e>| <1
et ainsi <f,e> = 0. Nous pouvons ainsi définir une application ¢ de ImT . dans R

par : g = T(e) > <f,e> = ®(g) indépendante au choix de e tel que Te = g.

Si:l'application ® peut se prolonger en une forme lindaire ® continue sur

G appartenant i K_ alors f € U(KH). En effet, ® € H et nous avons <®,Te> = <U(®),e>

et <Q,Te> = &(Te) = <f,e>. Nous pouvons donner la proposition :

Proposition

St Ky est fatblement compacte alors pour que f € U(KH) 11l faut et il suffit
que |<f,e>| <1 pour les éléments de E tels que Te & Kﬁ .

En effet Kﬁ est un voisinage pour la topologie de Mackey de G, pour tout
u="Te € K& [9(u)| < 1, ainsi © est continue sur Im T muni de la topologie induite
par la topologie de Mackey sur G. D'aprés le théoréme de Hahn-Banach & se prolonge

par continuité en une fonction @ continue sur G vérifiant |@(u)|51 quel que soit

u € Kﬁ.
c.q.f.d.

Ainsi si KH est faiblement compacte alors les divers critdres des propositions

II.2 et II.3 ainsi que les corollaires donnent des conditions pour que f € U (KH).

Proposition

~

51 G est un espace normé, H = G' dual de G. Pour que f appartienne 4 1'image
par Ude la boule de rayon M il faut et il suffit que pour tout
e €E [<f,e>| = M|Te]l.
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En effet la forme linéaire ¢ définie sur Im T est continue car
I@(Te)l = I<f,e>i < M“Te“. Donc ¢ peut se prolonger d'aprés le théoréme de Hahn-Banach
en une forme linéaire continue @ sur G, et ® € G' = H et 1'on peut choisir © tel

que lioll < puisque “@“ < M.
c.q.f.d.

II.6 - Critére de résolution d'un systéme infini d'équations

Soient (X,Y) un couple d'espace vectoriel en dualité. (Zi)ieI une famille
d'éléments de Y lindairement indépendants, L désigne l'espace vectoriel engendré
par ces éléments, (ai)ieI une famille de nombres réels, et
Qa,I ={x €x | %i € I,<%;,x> = a;}, (I pourra &tre omis s'il n'y a pas d'ambi-
guité.)

Proposition

Supposons qu'il existe :

- une semi-norme p sur X tel que X/Kerp muni de la norme quotient soit un
espace de Banach reflexif, .

- un ensemble fini d'indice il,...,iktel que L+(Kerp)® soit la somme direc-
te de (Kerp)® et de 1'espace vectoriel de dimension k engendré par

L. ,...,Ri :

i
- unlnombre % >0

— pour chaque J (sous-ensemble fini de 1 ) il existe un élément Xy €x e

»J .
tels que quel que soit J on ait p(xJ) =M alors ®_  est non vide et <1

XJe CI>a
existe x € @a avee p(x) < M.

Démonstration

® 000 e00000 000

a) Supposons que pour tout i € I on ait 2i € (Rerp)®. Posons H = X/Kerp, H étant un

espace de Banach reflexif apparait ainsi comme le dual de H" = G.
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Posons F = RI et E= @ R nous deflnlssons la dualité entre E,F par

<f,e> = I e.f,. 1€1
) : € 11
1T , I
e= I e. € ® R (un nombre fini de e, &tant différents de 0) et f = (f ). € .
ier ' i€ * 181

Considérons 1'application U de H dans F qui a x € H associe
Uix) = (<2i,x>)iEI € r! = F. Comme nous avons fait 1'hypothése que li €(Kerp)? alors
<£i,k> ne dépend pas de x choisi dans une méme classe module Kerp. On peut ainsi

considérer que li € G. U est la transposée de 1'application T : E - G défini par

T(e) = I eili (la somme est en réalité finie). La topologie faible sur F est
i€1
définie & partir d'une famille de voisinages : Ve e = {f € RI | I e.f, <¢}
> i€r

En réalité nous avons une condition sur un nombre fini d'indice de f. i les autres
pouvant €tre pris quelconques dans R, soit J 1'ensemble des indices pour lesquels

# 0. L'application qui a x associe (<2 yX>) . ;€g est contlnue dans R ( Z étant
contlnue sur G), et ainsi u (V ) est un voisinage de O dans G muni d'une topo-

’
logie compatible avec la dualité. Ainsi U est continue pour la topologie faible.

Dire que @a 7 est non vide revient 3 dire qu'il existe h € H tel que
b
Um) = (ai)i&I = a, nous sommes dans le cas d'application de la deuxiéme propo-

sition de II.4 on a alors la condition pour tout e € E [<a,e>| < “T(e)“G or

|<a,e>| = | 2 a0 et =1 =z e H
i€r i€1
Utilisons 1'hypothé&se, pour tout J fini il existe X; €9 a.g avec p(xJ) =M
’ E

ainsi Hx“ < Met <21,xJ> = a; si i € J. Alors si nous prenons e on a e, = 0 dés
que i & J :

<a,e> = ¥ a,e, = I <L.,x_ >e. = 7 <e 2,,x > = <T(e),x.> *
or jer i jer 1t J i€ J J

<Te k> < |lr(e) Il Ml = v lirce)ll,

et ainsi la condition du théoréme 1 est bien vérifiée.
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b) Cas ol il y a des % avec Zi £ (Rerp)®.
D'aprés les hypoth&ses de la proposition on a alors l'existenge des i],...,ik avec

L+(Kerp) °= li @...@Qi ] (Kerg)o. Nous pouvons alors décomposer Zi en ££+2; ol

2! € (Rerp)® &t R T Y T
i i s 1,574,
J=1 ]
k
Posons alors fi =a- X ai ja. » et soit J un sous-ensemble fini de I conte-
. >

nant il""’ik’ on lui associzlpar hypdthése X avec <£i,xJ> = a; si i €J. On en

déduit :

k
<! > = <Q.-" > = <g. >= . <. >
'Q'i’xJ g'i Q'i’xJ Q/l’XJ J.i'] oLl,_] !Llj’XJ
donc on aura

<! > = f,
21’XJ i

i
Hh

Avec les familles 2{ et fi nous sommes dans le cas a) avec cette différence
que nous avons X5 uniquement si J contient i],...,ik 5 en reprenant la fin de 1la
démonstration du a) on remarque qu'il suffit de prendre pour chaque e un ensemble

J contenant i],...,ik et les indices pour lesquels on a e.

i # 0, et nous obtenons

bien la condition <a,e> < M“Te“G.

Ainsi nous obtenons % € H avec <£i,i> = fi quel que soit 1i.

Les équations <21‘,k> = aijsur le sous-espace Kerp admettent une solution.
En effet. les zij sont lidéairement indépendants, lij £ (Kerp)? et 1le sous—-espace
engendré par Qi ,...,Qi coupe (Kerp)® seulement en O. En' prenant un sous-espace
de dimension k ée Kerp Elors les zij y définissent un systéme de Cramer (La dimen-
sion de Kerp est supérieure 3 k, en effet si dim Kerp est fini = m alors (Kerp)°

est de dimension m). Ainsi nous pouvons trouver x € X avec<q{!',x> = a; et

\J
i
<R..,x> = a,., en remarquant que £. = &!+J0..%.. on a <R.,x> = f.+Ia. .a,. = a.
ij ij i i 771371] i 1 771,374 i
et nous obtenons ainsi @a I # 0.
b

On a p(x) <M donc comme p(x) = p(x) alors p(x) < M.

c.q.f.d.
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ITI - CONDITION POUR L'INTERPOLATION SUR UN NOMBRE INFINI DE POINTS PAR DES FONC-
TIONS SPLINE

Considérons les mémes données (X,Y) (zi)iel’ (ai)iGI qu'en II.6 Soit V un
sous—espace de X qui puisse @tre muni d'une structure de sous—espace hilbertien
de X ; désignons par C,6 ;= x€v | v €y, <2j,x> = aj} Gdcron.

b

Si C 7 est non vide, alors pour toute fonction semi-hilbertienne h dont
9

le domaine est V,mI = inf(h+W ) est un nombre fini, considérons J sous-ensemble

fini de I on a my = inf(h+? ) I m, ainsi les m; sont bornés. Inversement nous
a J

avons

III.1 - Proposition

5i il existe une fonction semi-hilbertienme h dont le domaine est vV, et

dont la dimension de Kerh est finie, et un nombre M tels que quel que soit

J sous—ensemble fini de I , m; = inf(h+‘PC ) =M alors c, 1 ést non vide.

a,J ’
Appliquons la proposition II.6, alors vh est une semi-norme sur V et V/Kerh

est un espace de Hilbert donc reflexif. Comme Kerh est de dimension f1n1e, alors
L+(Kerh)? est somme directe d' un sous—espace de dimension finie et de (Kerh) . Ainsi
cette proposition nous 1nd1que que C est non vide.

a,l

c.q.f.d.

Si nous avons L+(Kerh)? = Y alors L° N Kerh = {0}, pour chaque J f1n1 nous

sommes assurés (Atteia [1966]) de 1l'existence d'une fonction minimisant h+‘~l’C

qui est la fonction spline Sy Ainsi : AsJ
Corollaire
Sous les conditions et notations précédentes pour que C soit non vide,

a,J
il faut et il suffit qu'il existe M tel que quel que sozt J fini dans 1,

h(sj) < M.
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I11.2 - Remargue

Si L+(Kerh)® = Y, on montre que X(Ca,I) est fermé dans V/Kerh (X projection
de V sur V/Kerh) et ainsi si C a,1 # @ i1 existe une fonction spline sI’minimi-
sant h+W . Ainsi le corollaire précédent nous donne une condition nécessaire et
sufflsante pour qu'il existe une fonction spline vérifiant une infinité de condi-
tions <£1,s> =a; (i€1).

L'hypothése L+(Kerh)® = Y assure 1'unicité des fonctions spline et en
réalité X est une bijection de CO y sur X(CO Y). Si nous munissons V d'une semi-
norme P telle que X soit une application continue de Vp sur V/Kerh muni de la
structure hilbertienne associée a h, alors d'aprés le théoréme de Banach X est

homcomorphlsme

un homomorphisme donc un et ainsi il existe un nombre o > O tel que

si @ et @ € Ca 1 on ait 2V hi h(¢*¢') 20 p(p-9').

III.3 - Supposons que nous ayons une suite (2 ) n€y’ et due nous soyons dans les
conditions du corollaire III. 1, désignons par s, la spline associée aux n premiéres

conditions <2],sn> = a],...,<£ »8 > = a . Remarquons que si J est fini,et si tout
sont
les €léments de J inférieurs 3 un certain N alors h(s )< h(s ) ainsi dans le corol-

laire III.! nous pouvons nous limiter au J de 1la forme 1,...,n.

Proposition

St C a,N # @ alors Za suite s, converge vers la fonction SN dans V muni

de p ( o défini @ la remarque III.2).

®
La suite h(s ) est une suite croissante, bornée, de nombres réels donc elle
tend vers une limite M Soit p > n, posons X(s )—X(s ) = p n’ X(sn) est la projec~-
bl

tion orthogonale dans V/Kerh de O sur x(C .), ainsi tout &lément de cet ensemble
’

3 . c € -
est orthogonal 3 x(sn) Comme p > n X(Ca,p) X(Ca,n) et up’n X(Ca,n) est ortho
gonal 3 X(sn), ainsi h(sp) = h(sn)-l-ﬁ_(up n).

’
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Supposons n assez grand pour que M—/h(sn) < € pour p > n,
0= /h(sp)-Vh(sn) < € ou encore

h(sn) < h(sp) < (/h(sn)+e)2
< h(s,) +2£fh”(é;l') +g2
< h(sn) +e(M+2¢€) .

h(u = h(sp)—h(sn) < g(M+2¢g).

P:n)
Ainsi x(sn) converge dans V/Kerh pour la norme vh, sa limite est le point
g de x(Ca N) a distance minimum de 0. Or ¥ est un homéomorphisme de Ca n sur
b b
)((Ca n), dés que n > dim(Kerh), on en conclut que s, converge dans V vers une limite
]
s qui réalise le minimum de h(¢D+WC .
a,N

c.q.f.d.

Si on connait € tel que M-/B(s ) <€, et 0 un nombre tel que si
Pet @ € Ca 2Vh(¢*®') > o p(9-®') nous déduisons alors une borne pour 1l'erreur

de s-s_ p(s—s ) s < L e 1/2 paey /2,

Golomb et Schoenberg [1968J ont donné indépendamment de nous le corollaire
III.1 et la proposition III.3 pour le cas de spline d'interpolation sur une suite
de points de [a,h].

13
IIT1.4 - Nous allons exprimer d'une maniére plus précise la condition du corollaire

de la proposition III.2 en essayant de calculer h(sI).
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Rappel d'une méthode de calcul des fonctions spline (Ccarasso (1967), Laurent (1968)).

Nous considérons n fonctionnelles lindaires continues 21,...,£n sur V, posons
W = V/Kerh, L le sous-espace de V' engendré par 21,...,2n, q = dim(Kerh).

Si (Rerh) N L° = {0} alors la spline existe et est unique.

Soit A 1'application v ~>((,Q,l,v),...,(ﬁn,v)) dans R",

A(Kerh) est de dimension q ; considérons R™ mis en dualité avec lui-m@me par
exemple par la structure euclidienne ;B = (A(Kerh))? est de dimension n-q, soit

b '°’bn—q une base de B. Considérons la transposée A ; R® - v'.

1°°
Posons O = tA(B) =L N (Kerh)o. Ce sous-espace est de dimension n-q, et admet

comme base les vecteurs o, = A(b )y 20h g = A(bn_q).

A la projection canonique ¥ de V sur W, nous associons sa transposée x

qui est une application injective sur (Kerh)? c y! aingi F = t (0) est un sous-
espace de W' de dimension n-q et on a X(L% = F°,
-t _ t-l
f1 = (o ),..., n-q X (on q) forment une base de F. W est un espace

de Hilbert muni de h. Identifions W' avec W par 1'isomorphisme canonlque ainsi F

peut 8tre considéré comme un sous—espace de W. x(s) est orthogonal 3 X(Ca) lui-

méme translaté de X(L°) ainsi X(s) €F et x(s) = Z Al f ol les Ai sont solutions
- i=1
du systéme
Z A E(f f ) = (b ,a) 1 £j <n-q
i=1
Par résolution de ce systdme on calcule Al""’An—q' Si 1'on connait des &l&ments
. n-q
g; tels que x(gi) = fi 1 =1 <n-q alors on a s= I Aigi+v avec v € Keth
v est déterminé en choisissant q éléments parmi 21,...£l=1
n
n-q
<s, 2 >=(Z )\ i85 +v,k. ) = a;
i=1

on détermine d'une fagon unique v.

Remarquons que b. € L donc b s'exprime comme combinaison linéaire de 21,...,2n

ainsi d = (bJ,a) sera une combinaison linéaire des a],...,an.
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Expression de la condition h(sJ) <M

Nous prenons les mémes familles que précédemment en ajoutant 1'indice J
pour indiquer que 1'ensemble des indices i est J. J est pris suffisamment grand
pour que (LJ)0 N Kerh = {0}.

On a n-q
sy = z AJgJ+VJ.
Ainsi i=]
h(s;) = B( I Ang+vJ, 5 Aggg+vJ)
i€J i€g
= B(Z Agfg)
i€g

5 A A B(f j)

i,jer’
. P z J J J
En posant ¢ la matrice de terme général B(fi,fj) et A" = (Al, .,Xn_q)
h(sp) = Wleln’.
dl v
Or nous avons 1'équation &A= D D = . ainsi comme & est inversible
dn-q
h(sy) = tpJ.e71p7,

Nous obtenons ainsi :

III.5 - Pour que C % $ il faut et il sufflt qu 'il existe M tel que tout J fini

vérifiant (LJ)0 N (Kerh) = {0} alors D o) lDJ < M, g
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ITI.6 - Etude du cas od V = Hk[a,ﬂ et 4 =8, » 00 (X;);¢ est une famille de
points de [a,b].

Considérons la fonction semi-hilbertienne sur Hk[é,b], h(v) = J: (v(k)(t))zdt.

Kerh est formé des polyndmes de degré au plus k-I. Soit J un ensemble fini d'in-
dice. On suppose x'lj,...,xJ les E€léments de (x ). S €1 reclassésdans 1'ordre crois-
sant. Nous avons une base de B formée des dlfferences divisées [k ,...,xgﬂ;](a)

avec 1 £ i < nk,

= V/Kerh peut &tre pris égal a L [a b] et alors la projection canonlque
de H [a b] sur L [a bJ est 1'opérateur de derlvatlonlseme h(w) = JZ w?

Nous avons

1 k=1
fi(t) = W [xi’-'-’xi_,k-]((x—t)_'_ )

et nous déduisons

(-1) -
(2k-1)1 in,. “o ¥l

B(E.E,) = [®G,)

. - 2k-1
e(J,X) = [ijg"-, J+kJ((t"'x) )
(nous avons E(fi’fj) = 0 si Ii—jl > q.
En consé&quence
n—k
i,j=1

Pour expliciter cette formule utilisons le lemme :
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I11.7 - Lemme

. . e . .. n
ST A est une matrice définie positive d'ordre n. XE€ R alors nous avons :
£

t, -1
1. 1xA x|
p(4) 1tX X|

-1

S p@A D)

P(A) désignant le rayon spectral de A(maximum des valeurs absolues des
valeurs propres).

A symétrique définie positive peut s'&crire 4 = 'R R et A-] = R—IFR—]
ainsi
_ - t.—1_ 2
]tXR ]tR IXJ - Iz X“Z < “t ~l“z
t 2 '
| x| I
Or
-.1 - - .
IFR7E = o™ = o™,
pour la minimisation on remarque
t —-—
=75, el -
X1l t = Jits 12
2 Prylly, = ORI
or “Rt“2 = /5?§tﬁ) = /BTES donc nous avons 1'inégalité
R
ItXXI 3(4) ° .
c.q.f.d.

De ce lemme nous dé&duisons :

Si A est une famille de matrices symétriques définies positives d'ordre m, si d
une famllle de vecteur dans RJ :

Si les valeurs propres de A sont bornées par M >0 alors si nous avons

l dJAJ dJ] < M, nous avons “d > < M/M]. Si les valeurs propres de A sont bornées
inférieurement par M2>0 alors si “d 2 < M, nous avons | dJAd | < M/M
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ITI-8 - Explicitation pour k = 2

ﬁ(fi,fj) =0 si |1~J| > 1
E(f f')‘= r__ 1

A A B

Xi+1 x5
J J
~ | (54907 %14p)
B(EHE,) =% N P B
X434 ¥

La matrice ®J est une matrice tridiagonale. Si certains des x; sont tels
que x'll-'xJ+1 deviennent petit alors les &léments de la diagonale dev1ennent grands.
Pour pallier 3 cet inconvénient, nous allons mu1t1p11er ® 3 droite et 3 gauche
par une matrice diagonale de facon i ce que la matrice obtenue soit formée unique-

ment de 1 sur la diagonale.

Soit A la matrice dlagonale d'ordre m, de terme A i = (xg+l-xg 1/2.
. ’
Alors nous avons A = AJQJAJ
1 o, 0 ..... ©
al 1 az ceees 0
| 0 @ 1 ... 0
ad =1
3
1 am—Z .
0} 0 0 eee. O 1

m~-2
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172, 3 __3\1/2
(% 137%10p) (x;,,7%;)
3 &
R LT AR V.
2 BJ BJ
i+1 i+1
ol
gl - I
i i+1 i

1 J e e s 2 . .
Nous avons Ia.l <'5 et la somme des colonnes de A" est inférieure i 3 ainsi

IMJHGW>S 2/3 donc p(AJ) < 2/3 et les valeurs propres de AJ sont bornées supé-

rieurement par 2/3.

. . J-1
Maintenant examinons le comportement des valeurs propres de 4 . Pour

cela utilisons le lemme :

I11.9 - Lemme

rd n g o
V étant une norme sur R= Syy La norme associée pour les matrices

carrées, et soit A une matrice n+n vérifiant va(A) < 1 alors nous

avons

S (T ) = (1-s_an .

-1 o > i -1
(8,,,((I-A) ) = Syu( £ A7) < L5 @AY < (1-5,,(8)) ).
1=0 1=0

Posons ici 3AJ = I-EJ. *

On a aussi Sww(EJ) = ?uplail+|ai+l|
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8, B, _ Biva iy Beii
Sem(E) = 20 (1B 21y gy g B3 012 il 2
1€1 it+] i+] i+2 i+2
B B,
< sup %((1+'§£:29 ]/2+(I+ 3&119 1/2)
i i+l i+2
I -1/2 ~1/2 Biv1
< sup 7 ((1+t) +(1+1/t) ) t=3
a’o i+2

1/2 -1/2

) (1+t) ).

< sup %((l+t

Un simple calcul nous donne 7—-comme maximum de cette fonctlon. Ainsi p(E ) < L

et on a S__ ((1-87 ) ) < ——L-——- V2(V/2+1) ainsi p(A "Iy < 3V2(V2+1). 2

1-1//2
En appliquant les remarques qui suivent le lemme III.7 nous obtenons fina-

lement :

II1.10 - Proposition

Sotent une famille de points - (xi)iel (xi € [a,b]), (ai)iGi
une famille ' de nombres réels.
Pour qu'il existe une fonetion v de Hth b] telle que v(x ) = ys (i €1
il faut et il suffit que pour tout sous~ensemble J C I finz de m points
(m > 3) les nombres

3™ Iy S

= J 2
v i§1 (Xi+2 x i’xi+1’xi+é](a)

sotent bornés.
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IIT.11 - Cas ol la famille (xi)iGI est formée d'une suite de points monotones

Nous écrivons cette suite XpseeesX seee elle est convergente puisque
[a,bI est compacte. Pour qu'il existe une fonction spline unique il suffit de
prendre au moins 3 points. Dans les propositions précédentes nous n'avons plus
d considérer tous les ensembles J fini, il nous suffit de considérer les ensem—
bles (xl,...,xn) ol n > 3, 1'ensemble XpseeesX SE trouve automatiquement
ordonné (on peut sans restriction supposer la suite croissante). Les Yn corres-
pondants aux n premiéres abscisses apparaissent comme la somme des n premiers
termes d'une série positive et la condition Yn < M, exprime que cette série

est convergente. En regroupant les résultats précédents, nous obtenons :

Proposition

801t X s.eusX 5. une suite croissante dans [a,b], aseeisa ...

une suite de nombres réels, pour qu'il existe une fonction v € Hz[a,bl
vérifiant v(xn) =a quel que soit n, 7l faut et il suffit que la suite
8 = (85ee058 5uun) s0it dans 87 (8; = (xp, %) P [x 0k, x o] (8)
Si cette condition est vérifide la suite des fonctions splines s, inter—
polant (a) sur les n premiéres abscisses, converge vers la fonction

spline s interpolant (a) sur tous les X -

Cas particulier suite géométrique

On suppose que [é,bl soit un intervalle contenant [b,l], et x = 1-0"
.. 1/2 .

3 <q < = -
oi 0 < o 1, en explicitant Gi (xi+2 xi) [xi,xi+1,xi+2](a). Nous obtenons

comme condition nécessaire et suffisante de l'existence d'une fonction de‘Hz[é,b]
| | la sgrie(a;,;a;)
interpolant entre ces points, la propriété : —————— est convergente.

a31
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ITI.12 - Etude du cas k = 3.

La matrice ®J est alors une matrice pentadiagonale; les coefficients de
cette matrice ne prennent plus des valeurs simples comme pour k = 2. La diagonale
de cette matrice est formée de nombres qui pourraient devenir grand si les points
X; se rapprochent. On peut encore rendre les termes de la diagonale égaux a | en mul-
tipliant par une matrice diagonale appropriée. Mais les formules explicites devien-
nent compliquées, et les majorations données pour k = 2 des valeurs propres n'ont
pu @tre trouvées pour le cas général.

Deffaud-Marcovici f1968J ont explicité certains exemples particuliers.

. . n
Suite géométrique x = a- 0<acx<i,

Ayant une suite croissante,les matrices @ sont des tronquées d'une

méme matrice ¢ infinie.

On a :
o . = L 2(30°+50+3) 1
L1200 gy (w2 ol
" - 402 +50+4 1
1,11 120 (1—a)(1+a)(1+u+u2)2 0L1~-1
_ 1 1 1
%,i-2 = T35 i3

(1-0) (1+0) (1+a+a2)2 o

On multiplie & par la matrice diagonale D de coefficients q& i Posons 4 = D@D
9

A est une matrice pentadiagonale, dont la diagonale est formée de 1 et sur les

paralléles & la diagonale les coefficients sont constants. Ainsi Smm(An) est

bornée et aussi p(An) (An troncquées d'ordre n de 4).

On vérifie aussi que Smw(I~An) < 1 on peut ainsi appliquer le lemme ITI.9. Les
-1 ~ -
valeurs propres de An et An sont bornées et nous obtenons un résultat analogue

a III.11.
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Pour qu'il existe v € Ha[é,bl tel que nous ayons V(Xi) a; il faut et
suffit que la série de terme général
Lg% 1009 % 45] @

Vo

i,1

. _ i
soit de carré sommable (xi = a-0").

. . ' . i .
Si la suite X, ©St une suilte partout dense de la forme — ©on arrive

.. ~1 .. 2
aussl a@ borner les valeurs propres de An et An » Mais ici An n'eSt plus tronc-

quée d'une matrice. Nous avons une condition de type III,1l1.
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IV - EXTRAPOLATION A LA LIMITE PAR DES FONCTIONS SPLINE

IV.1 - Soient une suite (%,,...,x ) décroissante vers 0 et une suite y. ,...,y

1 n 1 n
de nombres réels. Un procédé d'extrapolation consiste 3 associer pour chaque n
un nombre z, qui dépend de (x],...,xn) et (yl,...,yn). Ce nombre z, devant &tre

une approximation de la limite si elle existe, de la suite yl,...,yn.

Le procédé d'extrapolation a 1la limite de Richardson (Laurent [1964J)

consiste 3 construire le polyndme P, interpolant (yl,...,yn) sur les abscisses

(X]""’Xn) et 3 prendre z = pn(O)-

Nous proposons ici le procéda d'extrapolation 3 1la limite par fonction

spline d'ordre k. Considérons la fonction spline x interpolant (yl,...,yn)
sur les abscisses (xl,...,xn) et minimisant J: (u( ))Zdt, ol [a,hl est un inter-
valle contenant la suite (x],...,xn) s nous posons z = sn(O). La valeur z
ne dépend pas du choix de [a,b], aussi on pourrait se limiter a intégrer de 0
ax .

Si k > 1 la proposition III.3 nous indique que s 'il existe une. fonction
f de Hk[O,xlj interpolant y],...,yn,... sur XI""’Xn"" alors la suite des
z  converge vers £(0) = lim Yy (f étant continue). La condition III.5 donnant

. n->o . .
une condition pour que la fonction f existe.

Nous allons donner deux méthodes de calcul de cette extrapolation par

spline.

IV.2 - Méthode de calcul d'une fonction spline par itération

spline
Le procédé d'interpolation par fonction¥d'ordre k considéré est un procédé

d'interpolation avec un seuil d'unisolvence k. Nous pouvons lui appliquer 1la

formule de Newton génédralisée. Proposition I.14 du chapitre I ; et écrire :
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V.2 Shey = sn+u(xl,°.,,xn+l)(y) Vol

ol s; désigne la fonction spline construite avec les i premiéres abscisses (i > k) ;
A désigne la fonction spline vérifiant pour 1 € i < n vn+l(xi) = 0, et

(x

) = 0 (nombre différent de 0) et

Vn+1 n+l

i

n
)(y) = 2 un+1yi

U(Xls-"9
i=]

X
n+l

. . i ~
(les coefficients un+] ne dépendant que de x],...,xn+]).
Nous avons au III.4 rappelé une méthode de calcul d'une fonction spline.
Nous indexérons par n en haut 3 droite, les notations des diverses notions intro-
duites & cet endroit, lorsqu'elles sont relatives aux n premiéres abscisses.

n n
Par exemple ¢ ou B .

A" est une application de Hk[O,xlj dans R", Rangeons R],...,Rn,Rn+],...

. -~ . n n+l
en une sulte emboitée de sous—-espace ; 1n : R >R

est 1'injection qui con-

siste 3 conserver les n premidres coordonndes et d'égaler a 0 la n+l. Soit P,
. . n+1 n - . ~

la projection de R sur R* parallélement au dernier axe de coordonnées.

. oD n+l . g . .
S1 R et R sont munis de la structure euclidienne, P, apparait comme le trans-

. . . . + + .

posé de i_ (p_ = t1 ). Ainsi nous avons A" = p_ o A" I et tAn = tAn : o 1.

" "n 'n n n n
i c
ln(Bn) Bn+1
En effet si b € B (b,An(e)) = 0 pour tout e € Kerh. On en conclut

n+l . n+]

(b4 (e)) = (b,p A" "(e)) = (i (P),A" (e)) =0 et .

. € )

1n(b) Bn+1

o . e n . n

Nous pouvons choisir bn+1-k Bn+1 tel que bl’ "’bn-k’ et an_k forment
une base de Bn+1' Ainsi nous pouvons construire une suite bl”"’bn""’ les
n-k premiers €léments formant une base de Bn. Comme tAn = tAnH.in on peut choisir

ai et fi indépendamment de n.
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_ . . . n n+l
Les &quations déterminant Ai et Ai seront

n-k
n gz .
= < < n-

w.s 151 SRIGRS (by>Y)gn 1 £j <n-k
et

n-k+1 n+l1>

= €7 £ n-

On a

Posons ¢& ; = ﬁ(fi,fj) et la matrice infini de ces coefficients. Les matrices
H

des systémes IV.3 et IV.4 apparaissent comme des troncquées de la matrice &, Celle

du systéme IV.4 est obtenue 3 partir de celle du systéme IV.3 en bordant cette

derniére par une ligne et une colonne.

Nous allons maintenant calculer le coefficient U de la formule IV.2

> = > = < <
<sn+l’°n+l-k <sn+uvn+]’°n+1-s sn’°n+l—k>+u Vn
Or
>
Vn+1°%n+1-k> 7 O
= (< >- >) /< >
Ho= (s 0k LA Vo AT I
<s ) > = (As a7l )pn+l = (y,b ) on+1
n+l’ n+l-k n+1’ n+1-k’R1 ’“n+1-k’RD
<s ,0 > = <X tX_lo > = <X o} >
n’ n+l-k s’ n+l-k s ’ n+l-k
n n
n-q a > n-q
Ty N ) T N
=1 =1
> = =
Vn+1°%n+1-k AV r12Pp o) gnt] (€ pe1 2P =i
ol
€n+l = (0,...,0,1).

>
+1°%n+1k
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Ainsi

AT o,

IV.5 H = ((Yn,b | j J,n+l—k)/(€n*hn+l—k)mn+l

n+1-IORD*1

s

1

IV.6 - Variante pour le calcul d'une fonction spline S, &n_une abscisse x con-
naissant\xsn

n-k
Supposons connu X s = I Aif.. Définissons le vecteur de bi € Rn+l en
i=1
ajoutant aux n formes liénaires § ,...,Gx la forme § . Posons
t t -1 1 n :
o' = An+](b') et f' = "y "(o")
£ -1 n-1 ~
< '> = '> = .
8 50 <Xs_ > X o'> .Z Ai h(fl,f9
1=]
d'autre part :
<s_,0'> =<A s tA-1 o'>
n’ n+l'n’ “n+l '
An+lsn = (Yl,.--,yn,sn(x))
et
t -1 n+l
An+l°' =b' = (b' ,...,b' )
n .
<s ,0'>= % y.b'1+b'n+ls (x)
n j=1 1 n
donc n—k

- n .
IV.6 s (x) = (I AR(E,,E')-3 y.b'by/pB*,
n i=1 1 1 i=] 1

+ . ~
b'"™! stant différent de o,
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IV.7 - Premier algorithme de calcul de 1'extrapo1é "EXTSPL"

Q)

B)

Initialisation

On commence avec n = k, la fonction spline coincide avec le polyndme de

Lagrange. On calcule la valeur en O de ce polyndme.

Calcul de vn+1(0)

n+1~k
Nous avons X(v_..) = I V2 £, Les V. &tant solution du systéme :
n+l =1 11 1
n+l-k
. = < j < npn-
.§ vi q&,J ° ! 1= n7q
1=1
n+1-k =
Z \)i cPi’n+]—k = an'l'l"‘k"..,Xn+]I(O’...’O’Q)‘

i=1

Le nombre o &tant choisit de fagon a ce que le deuxidme nombre de la derniére
€quation soit égal 3 1.

Nous avons les formules explicites de q&’j‘données en III.6. La matrice @n

est 2k-1 diagonale. Le vecteur \)1,...,\)n_|_1_k est la derni&re colonne de la
matrice inverse @;Il. En IV.8 on décrit un algorithme du calcul de la derniére
colonne de ®-]] d partir des k-1 dernidres colonnes de 9 ], ainsi pour pouvoir
réitérer ce calcul nous devons calculer les k-l dernleres colonnes de & +1
qui s'expriment en fonction de k-1 derniéres colonnes de @ 1; Si n < 2k alors

on inverse @ Par un procédé classique d'inversion de matrlce.

Les v étant calculés on utilise la variante proposée en IV.6 On prend

' . %
b' = Exn+2 ETRREPS +]’O] on a alors :

= L= nk .
fl(f f ) (—Zk—l—)—-'- [xn+]_k,...,Xn+l,O]e(l,t) .

On a
n-k % n n+l
. 1Y 1 1
Vn+1(0) = (izi viﬁ(fi,f )=0b'") /b
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n+l

X =% »
b'n+l = 1/ H (x-xi) et (xb'n = -—Ilt-}l?—t.l:.l.::];(_
i=n+1-k n+l
n-k X =X n+l
- > N B B
vnip) (Z vih(fi,f ) ———;———————O II X, .

i=1 n+l i=n+1-k

Y) Calcul de U .

Nous avons i par la formule IV.5. On remarque que (en#Pn+]ﬁg)Rn*f 1 et que le

calcul de U nous demande la connaissance de A avec (j-(nt+l1-k)) < k car pour
les autres j w i, i+1-k = 0.

8) Calcul de A“*‘

On a AJ = AT+pv, pour j < n-k. A H vj et ayant &té calculé précédemment.

Si j = n+l-k alors At = uv

+l -k n+l=-k’

€) On calcule sn+l(0) = sn(0)+an£?)-

IV.8 - Résolution d'un probléme linéaire de type particulier

Enoncé du probléme :

On considére une matrice infinie symétrique A ; An désigne sa tronquée d'ordre n.

al,n :
! [
A o
n-1 ! |
A=

] ]
A ¢

a - |
n,l n, |

On veut trouver la suite des vecteurs x* € R tel que A X" = e s e désignant le

vecteur (0,...0,1) € R" (dans la suite on désignera aus31 par e 1e vecteur de R™
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.. iéme _ -
m > n dont tous les coefficients sont O sauf le n egal a 1). On remarque que

n .o . -1 .
X est la dernidre colonne de la matrice An 1nverse de An'

Utilisation de 1la décomposition en bloc pour la résolution du probléme

. -1 . .
En écrivant A oA = I on obtient les relations :
n+l n+l

AB+abl =1

nn nn n
Anbn+6n+lan =0
alB +0_ b =0

nn n+ln

T -
anbn+an+16n+l =1

. -1 . o .
On déduit bn = -3 A an et en reportant dans la dernidre relation :

n+l n
_ |
Bn+l = lﬂan+l anAn an)
‘ - _ -1
(1) bn Bn+lAn an
B = A_1+B A_la aTA_l.
n n ntl'’'n nnn

Ces formules permettent le calcul de A_] d partir de A~l, de a_ et o .
n+l n n n+l

Cas ol la matrice A est 2k-| diagonale

Nous supposons maintenant que A est une matrice 2k-1 diagonale.

Proposition

Les k-1 derniéres colomnes de A;i s'expriment en fonction des k-1 dermiéres

1

colonnes de A-] » de a_ et de o
n n n+l
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n
En effet le vecteur a s'dcrit a_ = z a. LR Ainsi nous avons :
jen+2-k 770
-1 n -1
(11) An a = X a. A e,
jen+2-k 100 R J

-1 .éme -1 ..ol T
or An ej est la j colonne de An , ainsi An an apparait comme une combinaison

.. . -1
linéaire :des k-1 derniéres colonnes de An .

T, -1 -1 T,-1 _ -1 -1 T " o . .
anAn a et An ananAn = An an.(An an) ont la méme propriété. Xn+] apparait ainsi

comme une fonction des k-1 derni&res colonnes de A;]. bn et Bnej (n+3~-k < j < n+l)

ont la méme propridté.

c.q.f.d.

-~

De cette propriété nous déduisons que nous pouvons calculer Xn+l a
. ‘s -1 ..o
partir des k-1 derniéres colonnes de An . Ainsi 3 chaque pas nous calculerons

grace aux formules I les k-1 dernidres colonnes.

Algorithme de calcul

1) Temps initialisation

On pose n = k, on calcule la matrice Ak d'ordre k, on calcule la matrice inverse

1 P . - . .
Ak par un procédé classique d'inversion de matrice.

2) Temps itération de n 3 a+l (n > k)

. . s -1 .
On a en mémoire les k-1 derniéres colonnes de An . On entre le vecteur a quia
seulement k-1 composantes différentes de 0, et le nombre an+1' ¢
On calcule :

n

i) le vecteur A ]a = z
n .

] =n+2

-1
o aj,n+lAn ej

-~

-1
(An an est un vecteur 3 n compo-

1

- o
santes (An an)j 1 <3 <n).
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) a;'EA;Ian - 3 . o @ta),
j=n+2-k J.n nong
... T -1
iii) Bn+1 = 1/(an+l,n+l-anAn a)
iv)  aale. = 3 a. .. (A le). (n+3-k < j < n+1)
' nn j- i=n+2-k 1,0+l " n j7i

et (A—]e.). étant la i composante de A-]e.
n j’i n o j

-1

v) Be. =A le.+8 (a A e A Ca n+3-k < j < n+]

n j n j n+l’

. _ -1
vi) bn = Bn+l(An an)

.. .o -1
et ainsi nous avons les k-1 dernidres colonnes de An+l .

_1 .
= -k < <
An+1ej (Bnej,(bn)j) n+3~-k < j <

-1

(Asine) = (B, ).

n+l
L'utilisation de cette méthode dans 1l'algorithme EXTSPL permet de calculer la
suite zk,zk+1,...,zn en faisant un nombre d' opérations comparables au calcul

direct de z, . La connaissance de zk,...,zn permet en pratique de voir comment

cette suite converge.

IV.9 - Deuxiéme méthode du calcul de 1'extrapolation & la limite pour une méthode
directe de résolution EXSPRE

s

Carasso et Laurent [}96&] ont proposé une méthode de calcul de fonctions
spline. Elle repose sur la caractérisation des fonctions spline d'ordre k. Sur

chacun des intervalles [ki’xi+lT’ S est un polynOme P, de degré au plus 2k-1,
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avec raccord d'ordre 2k-2 en X (pour 0 = j < 2k-2, p (x ) = pi(xi)), aux extré-
mités X, et xn, nous avons pJ(x ) (x ) =0 sik S ] S 2k-2. La méthode pro-

posée consiste & décrire des systdmes 11nea1res donnant pi(xi).

Nous ne décrirons pas la methode compléte, car ici le probléme se simplifie et il
nous suffit de connaftre p (x ) 1 =3 < k-1 pour calculer la valeur de 0 en O
(la sulte(x seeesX ) est decr01ssante)

Description

Supposons que le vecteur Pi(xi> = (pJ(xi)) 0 <j < 2k-1 vérifie un systéme

de k équations linéaires
= S, = . L7 < k- £ 2 =
MiPi(Xi) S1 M (Ml,Z) avec 0 = j < k-] et 1 <2 < 2k,
S. vécteur 3 k composantes SJ 0 < j =< k-l. Comme P, est un polynOme de degré au

plus 2k-1 nous pouvons exprimer pJ(x ) en fonction de P (x ) par une formule de

Taylor & l'ordre 2k-j.

2
Pj(x ) = 2k£J+] jfi—jEEtLi— Pj+2(x )
. (X, T . .
i1 2=0 2 i i+1
En substituant nous obtenons alors le nouveau systéme M%P.(x.+l) = Si. :

Dans ce systéme effectuons une combinaison lindaire des lignes j-1 et j de fagon i

2k~-1

faire disparaitre la variable P (x i+1), nous obtenons ainsi k-1 équations que

nous complétons par 1'équation P (x;.,) =y. .. Nous avons ainsi le systdme
1+1] e 8y :

i+1]
M1+1P (x +l) = 8, ;4 Comme P, (x ) et 1+1( +l) ont les mémes composantes sauf la
derniére, nous obtenons le systeme de k équations M1+] 1+1(x. l) = Si+l'

En itérant n-l fois ce procédé i partir du systéme

p](xl) =7y,

p‘]](x]) =0 pour k £ j < 2k-2.
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nous obtenons un systdme de k équations
MP =
n n(xn) S
or Pi(xn) =0 si k £3j <2k-2 et 1'une des équations est Pn(xn) =Y ainsi nous
avons Ul systéme de k-1 équations 3 k-l inconnues qui résolu par une des méthodes
classiques nous donne :

i << k-
Pn(xn) pour I < j < k-1,

Nous obtenons

n . Pi(xn)
5,00 = T (x)} B2
j=0 v
Dans 1'écriture du programme nous avons en chaque i normalisé le systéme

afin d'éviter des coefficients trop grands ou trop petits.

IV.10 - Résultats numériques

Les deux méthodes de calcul de l'extrapolé par fonctions spline EXTSfL et

EXSPRE se sont révélées numériquement &quivalentes.

D'une fagon générale on observe que pour des valeurs petites de n la courbe
d'erreur décroit puis 3 partir d'une certaine valeur critique l'erreur croit, allant
jusqu'a prendre des valeurs trés élevées. Cela s'explique par l'erreur de calcul
commise, le calcul de 1'extrapolation est entaché d'une erreur d'autant plug grande

que le nombre de points est €levé,

En comparant la méthode de Richardson et celle des splines on remarque que
Richardson atteint la valeur critique plus rapidement que pour les splines d'ordre

assez peu €levé (q de 2 3 6). En effet, cela s'explique par le fait que lorsqu'on
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~

ajoute un point on est amené dans le cas de Richardson 3 calculer des différences
divis€es d'ordre le nombre de point, alors que dans le cas de la spline, les
différences divisées ont le méme ordre quel que soit le nombre de points. Ainsi
l'extrapolation par les splines apparait comme beaucoup plus stable. En parti-
culier si la suite est lentement convergente Richardson donne des résultats

abérrants, alors que le procédé par spline donne une accélération satisfaisante.

Pour les valeurs de n assez peu élevé, Richardson apparalt le plus souvent

comme beaucoup plus rapidement convergeant,mais la valeur & partir duquel les

résultats deviennent franchement mauvais est souvent de 1'ordre de n = 10 en simple

précision.

Cas de la suite x = 1/n et de la fonction exponentielle.

Méthode n° point Précision Accélération N1
critique

Richardson 6 1072 5 107 102 10
Spline 2 > 20 1073 40 >20
Spline 3 12 1074 10™3 >20
Spline 4 6 107 10"3 >20
Spline 5 6 1073 10%2 20
Spline 6 6 1072 10 15

Accélération : rapport de la différence de la valeur en x et de la valeur limite

avec celle de la valeur extrapolée et de la valeur limite.

N1 : valeur de n 3 partir de laquelle le calcul devient abérrant erreur supérieure

310! ou 1072,



Suite x = 1/n
n

Simple précision
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fonction sinus

Méthode n° point Précision en N0 Accélération Précision
critique pour N = 2
Richardson 6 1070 10° 10*2
Spline 2 >22 107° 10° 107>
Spline 3 19 1076 10® 107
Spline 4 10 1078 10° 107
Spline 5 6 1070 10% 1073
Spline 6 6 1076 104 1072
Double précision
Méthode n° point Précision en No Accélération Précision
critique pour = 2]
. 13 11 -8
Richardson 10 10 10 10
TTRE - -
Spline 2 >22 107° 102 107
Spline 3 >23 107° 103 107
Spline 4 >24 1072 10’ 1077
Spline 5 >25 107° 10’ 107
Spline 6 21 10713 o!! 10712
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INTERPOLATION ET CONVERGENCE DE CHAMPS DE TAYLOR
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I - NOTATIONS, DEFINITIONS ET RAPPELS SUR LES CHAMPS DE TAYLOR ET LE THEOREME
DE WHITNEY

I.1 - Une fonction numérique w(x) définie sur un intervalle [o,d] (d > 0) de

la droite R sera appelée un module de continuité (Coatmelec |1966|) si elle est

continue, nulle pour x = 0, croissante, nous ferons 1'hypoth&se supplémentaire, qui

est courante, de la concavité du mod.le de continuité w(x).

Cette hypothése de concavité n'est pas une restriction puisque pour tout
module de continuité non concave on peut lui en associer,un concave le majorant.
D'autre part, si f est une fonction continue sur un intervalle la,bl,

w(f,8) = sup ‘lf(x)—f(x')l est un mod .le de continuité concave.
x,x'€[a,b
|x~x'| = §

La concavité du module de continuité entrafne la sous-additivité

wx+x') < w@)+w(x').

Nous dirons qu'une fonction f continue sur [a,b| admet w comme module de

continuité si pour tout x,x' € [A,b] nous avons lf(x)—f(x')l < w(lx-x'l).

13

1.2 - Soit F un sous-ensemble de [a,bJ une application T de F dans Rk+l

X > Tx = (T;,---,Ti) peut s'interpréter comme un champ de polyndme de degré k ;

en effet pour tout x nous pouvons considérer le polyndme :

T (X) = ; ﬁi:ﬁli.Ti
X i! x"

i=0
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Soit f € Ck[ﬁ,b} en chaque point x € [a,b] nous pouvons associer le jet
d'ordre k de f Ji(f) = (f(x),f(])(x),...,f(k)(x)) et le champ de polyndme

k

£ = 3

i=0

la fonction f.

i,
£§Z§l— f(l)(x). Ce polynOme est le polynSme de Taylor au point x de

Un champ de Taylor T d'ordre k sur un sous~ensemble F de [a,b], est un champ
de polyndme sur F qui coincide sur F avec le champ des polyndmes de Taylor 3 1'or-
dre k d'une fonction f € Ck[a,b].

Whitney [1934] a donné une condition nécessaire et suffisante pour qu'un
champ de polynBme défini sur un ensemble fermé de R" soit un champ de Taylor d'ordre
k. Glaeser [1958] et Coatmelec [1966J ont donné plusieurs formulations de cette

condition. Nous n'énoncerons ce théoréme que dans le cas d'un intervalle |a,b].

1.3 - Théoréme de Whitney

Soit F un sous-ensemble fermé de [a,bl, T wun champ de polyndme sur F,

les 3 conditions suivantes sont équivalentes

I. T est un champ de Taylor d'ordre k.

II. Il existe un module de continuité w tel que pour tout x,x' € F
et pour tout i ( 0 <1i <k) on ait :
PLEY;

A o6 s e T e

III. Il existe un module de continuité w tel que pour tout y € R et pour
tout x,x' € F on ait

l TX(Y)—TX.(y)I < (ly-x|+|x—x'l)kw(lx-x'l).
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Le théoréme de Whitney est en général énoncé dans le cas oii F est un fermé.
Nous remarquons que les diverses conditions I, II, III ont encore un sens si F n'est
plus nécessairement fermée. Si T est un champ de Taylor d'ordre k sur un ensemble
F quelconque de [a,b], il provient d'une fonction f de classe Ck[a,b], donc il peut
étre prolongé en un champ de Taylor T d'ordre k sur F et ce prolongement T est
unique. Les conditions II et III sont vérifides pour T sur F et les conditions IT
et III pour T sur F sont contenues dans les précédentes, donc vérifiées. Nous allons
montrer qu'inversement les conditions II et III sur F s'étendent en des conditions

analogues sur F,

1.4 - Proposition

Sott un champ de polyndme T de degré k vérifiant sur un ensemble F quelcon-
que de [a,b] s la condition I.3 II. La jéme composante de T (0 < j<k )
admet un module de continuité Mjlx—x'l (lTi-Ti,l < Mjlx—x'l).

La condition II donne pour j = k lTi*Tz,l < w(|x-x'|).

Supposons la propriété vraie pour i avec j < i < k si x' et x € F.

On a . . i
47 1 (xry- 42 g x| = |Td+ : CAE L e S
axd ¥ axd x' b4 {=i41 (i~j)! x'
o j j
d d k-]
— T " —— U < J— J—
5 1= ] = e [$ucent
ainsi i k 'x'"xli—jnllTil k-j
lTanx'l < |x'-x| = =T + |x-x"| w(|x=x"]). '

i=j+1

L'hypothése de récurrence permet de dire que IT;—T;,I < Milx—x'l comme x et x' € [é,b}

- . . 1 P
|x-x'|est borné et ainsi T' est borné sur F.

ko fxtex| P37
En conséquence I a=n1 est borné. Il en est de méme pour
i=j+1 :

_or kil _ e e domd _
|x-x" | w(|x-x'|) et ainsi ,Tx Tx'l < Mjlx x'|.

c.q.f.d.
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I.5 - Progosition

Le théoréme de Whitney est ausst,vrai lorsque 1'ensemble F n'est plus

nécessairement fermé.

Nous venons de voir que la condition I entralne les conditions II et III
il nous suffit de voir la réciproque. Si II est vérifiée, la proposition I.4 per-
met de voir que T ,...,Tk vérifie une condition de continuitéd uniforme ainsi TJ
se prolonge par continuité a F pour 0 =i <k, T (x') étant une combinaison 11ne—
aire de TJ dont les coefficients sont des puissances de x-x' » les conditions II
se prolongent aussi par continuité et ainsi elles sont vérifides pour le prolon-
gement TdeTa F, qui par le théoréme de Whitney est un champ de Taylor d'ordre

k sur F donc aussi sur F.

Voyons que III entraine II sur F, pour cela il suffit de considérer la dé-
monstration de Glaeser [1958, page 18] . On remarque qu'il démontre en réalité
si 2 points x et x' et T sont tels que ]T - (0| < (|y-x|+|x—x'|)kw(|x-x'|)
alors les conditions II sont vraies pour x, x', T avec un module de continuité

(P nombre positif défini dans Glaeser [1958])

c.q.f.d.
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IT - PROCEDE D'INTERPOLATION DE TYPE HERMITE

I1.1 - Ici nous considérons des procédés d' interpolation sur un intervalle [a,b],

mais nous imposerons non seulement des conditions ponctuelles mais aussi des valeurs
de dérivées. Nous nous intéresserons au cas oi le procédé vérifie 2n conditions,

en particulier lorsque ces conditions sont les valeurs en 2 points o et B d'une fonec-

tion et de ses dérivées jusqu'a 1'ordre n-1.

I1I.2 - Définition

On appelle procédé d'interpolation d'Hermite d'ordre k, la donnée pour
chaque systéme L de n formes lindaires l s qui sont des valeurs ponc-
tueZZes ou des dérivées d' ordre znféraeur a k, d'une application

T (¢ [é b]) définie sur ck [a,b] @ valeurs dans Tui-méme telle que
Ql(ﬂ (£)) = L, ().

Soit L donné et soit a],...,an, n nombres réels, comme il existe une fonc-
tion f au moins de Ck[a,bJ vérifiant Qi(f) = a.. L'application ﬂL se. factorise
en 1l'opération f (2i(f)) 1 =i =<n et en une application AL de R" dans
Ck[a,b].

Comme pour tout 1 (1 =i =<n), 2 (v (£)) = &, (f), 1, €St une application
injective et si f € ﬂ (C [a b]) alors = WL(f).

Inversement, supposons la donnée pour n > O d'un ensemble @ de fonctlons
de C Ia b] nous dirons que @n vérifie la condition de Haar—Hermlte 1' ordre k
sur Ia bl, si pour tout systéme L = (4. >l<1Sn ol l 6 i avec Vs <k et
g € [a bj (6 i dérivée V; en x, ) et tout ensemble de nlnombres (a ) il

1<i<n
ex1ste une fonctlon et une seule f de @ vérifiant 2 (f) = a;. Nous pouvons alors

associer 3 ¢ un procédé d' 1nterpolat10n d'Hermite. Ma1s 11 ex1ste d'autres pro-
cédés d' 1nterp01at10n d'Hermite qui ne peuvent pas 8tre obtenu de cette fagon,
lorsque m (C |a,b|) dépend effectivement de L. Ce sera le cas pour un procédé de

spline provenant de la minimisation d'une fonction semi-hilbertienne.
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Le cas le plus usuel de 1l'interpolation est celui de type lindaire lorsque
II est une application linéaire, mais il est utile aussi de considérer des inter-
polations qui ne sont pas de ce type, par exemple 1l'interpolation qui consiste i
choisir si elle existe et si elle est unique, la fonction qui,parmi celle véri-
fiant les conditions d'interpolations Ri(f) =iai, minimise une norme ou une semi-

norme.

I1.3 - Un procédé de prolongement de champ de Taylor d'ordre k sur [a,b]

est la donnée pour chaque champ de Taylor T, d'ordre k, défini sur
F CZ[A,B] d'une fonction T(T) € Ck[a,b] dont le champ des polyndmes de Taylor

d'ordre k sur F colncide avec T.

Si 1l'ensemble F est fini et si nous avons un procédé d'interpolation II

. . PN . k
d'Hermite 3 1'ordre k, en prenant pour forme lindaire L : & 61 ..., 8
p X X X
. ) .. PP 1 i
pour X. €F, L est alors un - ensemble fini et le procédé T 'noud donne dn

prolongement I[T) du champ de Taylor. En particulier cette méthode peut &tre
utilisée pour l'interpolation par des polyndmes, ou par des fonctions splines

e e . . ~ ok P .
obtenu par minimisation dans un espace oil G(X) sont des formes linéaires conti-

nues.

Par contre si F n'est pas finie nous ne pouvons plus employer cette méthode
puisque Il n'est pas a priori défini si le nombre de conditions devient infini.
Nous allons dans la suite donner une méthode donnant de tels prolongements. Cette
méthode utilise un procédé d'interpolation d'Hermite sur 2 points.

1

IT.4 - Un procédeé d'intérpo]ation d'Hermite sur 2 points ou 2-Hermite d'ordre k

C'est pour la donnée de 2 points &, B, une application & qui 3 toute fonc-

tion £ € CkE,b] associe une fonction ®(f) de Ck[a,b]telle que

P = any @@y et e gy = o)l 8 pour 0 < i < k.
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Si nous avons un procédé d'Hermite & 1'ordre k nous pouvons lui associer
un procédé de ce type en nous restreignant 3 2 points et au forme linéaire

k k . .
6@ 6 58,..., B Mais inversement ici nous nous int&ressons qu'au cas de

2 p01nts sans nous occuper d'un procédé général d'Hermite comme en II.2.

Glaeser [1966] pour définir un prolongement "extrdmal d'un champ de Taylor"
utilise un procé&dé d'interpolation 2-Hermite par spline parfaites (fonction

(D

. . + .
quil interpolent £, f 5o en O et B et minimisant If(m l)l sur 1l'inter—-

valle Eu,B] ) ce procédé n'est pas un procédé de type linéaire.

II.5 - Etude de procédé d'interpolation 2-Hermite de type linéaire

Alors comme pour tout o,B € [a,b]a ® .8 est une application linéaire
?

et nous avons @uB(Ck) est un espace de dimension 2k+2.

I1.6 - Proposition

Soit @l,...,¢5k+2,2k+2 fonetions de @ 8 ( Cki) linéairement indépéndante,
k
6

alors les formes Ztneaires § aree B,...,Sg sont linéairement indé-—

pendante sur ® B(C ) et le determ%nant

2@ e By (@)
P e ()
I1.6 oy L o) @) | #o0
°® ... Peq (B .
o) .. o) (8)

Inversement si ¢H,...,¢Ek+2 sont 2k+2 fonctions vérifiant pour o ,B (II.6)

et appartenant g ®a,6 alors QH,...,¢Ek+2 forment une base de ®

o,B"
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Les fonctions de‘% 8 qui sont nulles ainsi que toutes leurs dérivées en Q
_ o > . . - k k
et B sauf une égale 3 | forment une base biorthonormale i éa""’éa’ 56,...,68,

donc ces formes sont linéairement indépendantes sur &

o,B’
Le systéme
2k+2 . .
z xiqéJ)(a) - £ (g 0<j<k
i=1
2k+2 . .
I a0l @) = €@ 0%j=<k
i=1

aura une solution unique quel que soit f si et seulement si ce déterminant II.6

est non nul. Nous avons ainsi les 2 assertions de la proposition.

c.q.f.d,

Ainsi si nous avons .ml,..}, vérifiant II.6, nous pouvons cons-

truire un procédé d'interpolation relﬁtzf aux 2 points (0,B). Tout procédé d'in-
terpolation de 2-Hermite de type lindaire s'obtient pour 0,8 de cette fagon, Mais
lorsque 0,8 wvarie, 1'ensemble ¢a,B peut varier et aussi les fonctions w],...,¢5k+2
formant une base. Ce sera le cas siﬁ%uB est décrit comme proc&dé d'interpolation

minimisant une fonction semi-hilbertienne avec dim(Kerh) < k.
I1 est possible que l'ensemble?x 8 soit indépendant de o,B, ce sera le
1]
cas si ¢a g = ensemble des polynSmes de degré 2k+1. Alors & vérifie la condition
’ .

ci-dessous :

II1.7 - Condition de Haar - 2-Hermite d'ordre k.

Un sous-espace vectoriel ¢ de dimension 2k+2 de Ck[a,b] vérifie la condition
de Haar-2-Hermite, si quel que soit o ,8 € [a,bj il existe un interpolant 2-Hermite

et un seul dans ¢.
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Si la condition de Haar-2-Hermite est vraie alors pour toute base
@l,..., k+2 de ¢, et tout a,8 le déterminant II.6 est non nul. Inversement das
qu'il existe un ensemble ml,...,¢

2k+2
nul, alors ¢ vérifie la condition de Haar-2-Hermite.

dont, pour tout 0,8 ,le déterminant II.6 est

II-8 - Condition de régularité sur un procédé 2-Hermite

Pour la suite il est important de connaftre le comportement de la fonction
interpolante( 2-Hermite) en fonction des valeurs de f,...,fk en 0 et B. Pour intro-
duire cette condition de régularité, interprétons le probléme de la fagon suivante :
con81derons un champ de Taylor T d'ordre k défini sur 2 points

a(Ta,...,T ) et B(To,..., B) Le procede 2-Hermite ® associera 3 T la fonction
@(T) qui est telle que ¢;(T)(a) = TJ et ¢9(T)(B) Té 0=j <k,

Condition DI

Le procédé d'interpolation 2-Hermite @ vérifie la condition DI st pour
tout M_ > O,;..,Mk > 0 et pour tout module de continuité w, on peut
associer un module de continuité w', tel que pour tout champ de Taylor
T d'ordre k sur deux points o,8 € [a, b] vérifiant |T§I < Mj et

!TJI <M, et la formule IT du théoréme I.3 avec le module de continuité
v, aZors L'interpolation W(T) 2~Hermite sur [d,B] a une dérivée kéme
qui admet w' comme module de continuité.

Utilisant la formule @ (x)—¢¥ x") = x—x')¢k(£) avec £ € Ix X ] et le
fait que ¢ (x) est borné sur o,B par Nk nous avons ainsi ¢k- qui admet comme module

de continuité L ](e) = Nke. De méme pour toutes les autres dérivées, nous obtenons

des modules de continuité w.(e) = NJe ol nous pouvons prendre WJ = M, 41 J+l(]b—a’).

Cette propriété met en lumlere 1'int&rét pour un procédé 2-Hermite de vérifier DI

car alors la fonction @ et les dérivées n'auront pas des variations trop importantes ;

les diverses wj ne dépendent pas du ‘choix des points o et 8.
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IT.9 - Conditions de continuité d'un procédé 2~Hermite lorsque T varie

Lorsque l'on modifie T&, ol & varie, il est important de savoir comment se
modifie 1l'interpolant 2-Hermite. Si aucune restriction n'est faite sur le procédé,
on peut imaginer des procé&dés ol la variation soit trés importante, pour &viter

de tels phénoménes introduisons les conditions :

Condition D2

Un procédé 2-Hermite sur [a,b] vérif'ie la condition D2, si pour tout
n>0ete?> 07l existe E > 0,...,£ » tel que si o et B € [a b]
et |B -a| >net si T et T sont deux champs de taylor d'ordre k définis
sur o et B et tels que ITJ-TJI < SJ., iT —TJI < E pour 0 =j =k, alors
Zeg fonetions interpolantes 2—Hermite ¢ et ¢’de T et T vérifie
I&;(X)—qj(x)| < € pour x € [a,b] 0<j<k.

Cette condition marque que l'on peut modifier un peu les composantes T& et
Té, de fagon & ce que sur [Q,B] 1l'interpolant et ses dérivées par l'interpolation
2-Hermite ne soit pas modifié de plus de €. Maintenant introduisons une condition

qui tienne compte d'une modification éventuelle des points o et B.

Condition D3

Un procédé d'interpolation 2-Hermite vérifie la condition D3, si pour
tout M) > 0,...M > 0, pour tout £ > 0 , pour tout € > 0, il existe
X >0et &> 0 tek que pour tout couple de champ de Taylord'ordre k,
T et T définis respectivement sur o,B et & , B avee 0 < n < B-o < A
et 0<n<B-3<Aet |ad| <x, |B-B| < ¥, lTi—%gI < Eet |TJ-TJ| <E

]Tgl <My, ITj] <M, |§i| <M er IEQI < M; pour 0 j Sk, alors les

fonctions @ et ® assocides par le procedé d'interpolation ® 4 T et T véri-
fient - pour x € [0,8] N [d, 8]

Icpj(x)-c”pj(x)l < €87 0<j <k
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Ces conditions D2 et D3 s'interprétent en terme de continuité. Soit @a 8
bl

1'application de R2k+2 dans Ck qui a T&,...,TE, Té,...,Tg associe la fonction @
interpolant suivant @, alors la condition D2 indique que la famille & est

3
équicontinue uniformément lorsque o et B € la,bJ et que |B-al >n > 0. Ck[é,bl

étant muni de sa topologie habituelle?

2k+2

Considérons @n 1'application de X R (ot Q est 1'ensemble des couples

0,8 vérifiant o et B8 € [a,b| et |a-B] > n) dans Ckla,bl qui a

0 k
u,B,Ta,...,Tu,
Alors la condition D3 indique que cette application @n est uniformément continue.

TO.,..,TE associe la fonction @ interpolant ce champ suivant 9.

I1.10 - Procédé d'extrapolation sur un point 1-Hermite

Considérons le cas ol 1'ensemble L de II.2 est toujours 1'ensemble des
k+1 fonctionnelles Ga’ 6&,...,63 , valeurs en O d'une fonction et des dérivées
jusqu'a l'ordre k. Un procédé d'extrapolation ® de I-Hermite associe & des valeurs
Ao,...,kk une fonction @(t) définie sur [a,b] tel que qj(a) = Xj avec 0 < j < k.
Un tel procédé pourrait ne pas dépendre linéairement de la donnée de Ao""’kk'
Pour le cas d'un procédé de type linéaire oli cette dépendance est linéaire, nous

~

avons des résultats analogues 3 II.5 avec le déterminant

¢géa)....iwkﬁa)

cpc(,k) (a).. .mlgk) (o)

et une condition de Haar-l-Hermite:quel que soit O nous avons un et un seul extra-

polant pour tout Xo,...,kk. Nous introduisons des conditions analogues 3 bl, D2, D3.

Condition E1

Le procédé d'extrapolation 1-Hermite vérifie El1 si pour tout MyseeesMy,
et pour tout o il existe un module de contimuité w, tel que tout @
vérifiant ®(o) < Mo,...,¢k(a) < Mk admet w comme module de continuité

pour sa dérivée kéme sur [é,b].
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Nous déduisons de cette condition des modules de continuité w., pour o
0 £ j =k de’la forme Nje.

Condition E2

Un procédé d'extrapolation ¥ sur [a,b] de 1-Hermite vérifie la condi-
tion E2, si pour tout €> 01l existe 5 > O,...,£ >0 tel que st

o € [a, b] tout couple d'extrapolant seZon ¥, ¥ et § vérifiant
IwJ(a)-$J(Q)I < E pour 0 < j <k alors |[(x)-P(x)| <€ si x € [a,b].

Condition E3

Un procédé d'extrapolation ¥ sur |a,b| I-Hermite vérifie la condition

E3: 87 pour tout €>0 , si pour tout M >0,...,M >0, il existe

X >0et&>0 tel que st o et 8 € [a b] avec |3-o|< X, tout ewtra-
polant Y et § vérifiant |wJ(u)—$J(a)| < £ qlors IWJ(x)-wJ(x)I < g st

x €fa,b] etsio0=j %k
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ITT - PROLONGEMENT D'UN CHAMP DE TAYLOR D'ORDRE k PAR UNE FONCTION k FOIS CONTINUE-
MENT DERIVABLE.

ITI.1 - Description du procédé

On suppose s'@tre donné un procédd d'interpolation @ 2-Hermite, et un

procédé d'extrapolation I-Hermite VY .

Soit T un champ de Taylor d'ordre k défini sur un sous—ensemble F de [é,bJ
en remarquant (proposition I.5)qu'un champ de Taylor sur F se prolonge par continuité

en un champ de Taylor sur f, nous pouvons supposer que F est fermé.

Nous définissons le ®-¥ prolongement de T désigné par ®(T) de la maniére

suivante :
-six €F oK) =

- six £F et si il existe x' et x" € F tels que [x',x"] = x et
IX'X"J NF = @, sur 1'intervalle [k',xﬁL ®(T) coincide avec 1'interpola-
tion obtenue par le procédé 2—Herm1te ® et prenant en x' et x" les

valeurs w(J)(x " = TJ, et ¢;(x") T " oi 0 < j <k,

— si x ne vérifie pas les 2 cas précédents, alors x est extérieur au plus
petit intervalle [a, Q contenant F (a et B € F). Alors sur |a, a] et [B,b]
nous défini ssons ¢ comme 1'extrapolé par le procédé ¥ vérifiant

) ) = TJ et cp(-'é) = Té 0<j <k.

13

I11.2 - Surla b| nous définissons les fonctions w (T) : si x €F alors
¢ (T) (x) = TJ, si x € F alors sur un voisinage de X ®(T) coincide avec une fonc-
tlon obtenue par le procédé d'interpolation ®,(ou ¥)donc @ est k-fois dérivable en

ce point et nous posons QG(T)(X) = @(T)J(x).

Remarquons que si x €F alors nous avons TJ qu1 est la jéme dérivée de T,
donc ¢3(T)(x) ©(T)d (x). Ainsi en tout point x £ F¢ F la fonction ®(T) est k fois
dérivable et admet qg(T) comme dérivée jéme. Par contre au point x € Fs F nous n'avons

plus nécessairement la propriété de dérivabilité kéme, si le procédé ¢ est trop arbitraire



- 188 -

II1.3 - Proposition

5t le procédé @ d'imterpolation vérifie la condition D1 alors la fonction
©(T) prolongeant le champ de Taylor T d'ordre k est une fonction k fois

dérivable, et admet ¢3(T) comme dérivée jéme.

Nous écrirons dans la suite @ pour ®(T).

Nous n'avons plus qu'd voir cette propriété pour les x € F,F. Nous allons

faire un raisonnement par récurrence supposant que @ est dérivable i 1'ordre j avec

qg comme dérivée jéme.

o)

B)

Soit x' € Ia,b] nous allons estimer 1'expression ¢3(x)—¢3(X’)—(x—x')¢3+](x).

Si x' €F alors»qﬂ(x') = TJ(x') et d'aprés la condition II du théoréme de

Whitney nous avons :
lTi+(X"X)Tif] ‘Ti'] SEpE wj+1(lx-x'|)

e i+ .
ol Wj+] est un module de continuité de TJ ! (0 =j <£Kk)

Si x' §F et x' € [q,ﬁj nous avons xj et xé les points de F qui sont lespoi

lus prés de x' 3 droite et 3 gauche.De tels points existent car F est com-—
p p

pact :

¢3(X')—¢ﬁ(X)+(X'-X)¢3+I(X) ¢3(x')—¢3(a)+(x'—u)®. w

J+l
+ cpj (U)'ch (X)"‘(U"X) (:pj+] (X)

W)

+

(X"U) (cpj+] (X)—cpj+1

t

1
Comme x et U € F alors ®. = TJ et nous avons

J
|¢3(X)-¢3(U)+(u-x)¢3+](x)[ < Ix—u]wj+](|x-u|).

ol U est celui des points x' ou xé compris entre x et x'.
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D'aprés la propriété DI ¢ admet un module de continuité wk sur ]x],xzj
(w module de continuité dans condition II du thé&orsme de Whitney), T1
est Borné pour x € F comme champ de Taylor ainsi utilisant la remarque
suivant la condition DI, nous avons sur [xl,xzj ¢3+1 qui a un module de
continuité A. 41 = J+l|x—x l si j £ k-2 et A = i, Mj+] ne dépendant
pas de 1' lntervalle [? xél mais de T et de wk Ainsi nous avons :

lcpjcx'>-cpj(u)+<x'-u>cpj+l<u>I < [x'-ul Asap =)
et

|cpj<x')—cpj(x)+<x'-x)cpj+l(x)| < lx*uleﬂ(,lvx—u!)
+IX'-u|wj+1(Ix—ul)+IX'-u|Xj+l(IX'-U1)

< lx'—xl(wj+l(|x~x'l)+Aj+l(lx'-x'|))

ainsi lqg(ﬂ)—qg(x)+(x'—x)¢3+l(x)l < Ix'-xls(Ix'—xl)
e(|x"-x|) convergeant vers 0 si |x'=x| > 0 ainsi en x (x #aet B ) .

est dérivable et admet ¢3+](x) comme dérivée.

Si nous sommes en x = o ( B),ce raisonnement montre que qg(x) est déri-

vable 3 droite (resp. 3 gauche).

Nous avons le procédé ¥ qui donne des fonctions dérivables k-fois, donc

nous avons une dérivée 3 droite en o et cette dérivée jéme est justement TJ(G).

£ 3
La fonction @ &tant continue le raisonnement de récurrence peut donc com-

mencer avec j = 1.

c.q.f.d.
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I111.4 - Proposition

Sz ® vérifie D1, ¢k admet wﬁ comme module de continuité sur [d,S].
Comme w! > w , si x et x'" € F alors nous avons ITk-Tk | <w ZIx-x'|)Sw'(|x—x'

k — 'k’ x “x' k k
si x et x' quelconque, je peux trouver W et V € F avec x S U < V < x' avec U point

de F le plus prés a droite de x, v point de F le plus prés i gauche de x' nous avons

alors
- ' < - - - [
|9 -B x| < |9 -6 W [+[R W -B W) [+|o )-8 =]
< ' !
3 wk(lx x'])
c.q.f.d.
Remarque : de cette propriété on peut déduire des modules de continuité pour tout

q},o < j <k, de la forme Mjlx—le, mais les valeurs Mj vont dépendre
du champ de Taylor T et méme si W vérifie II, il est possible de trou-
ver des champs ol les Mj pourrait @tre aussi granq que 1'on veut.

Par contre si on sait qu'en un point x € F, les Ti sont bornés lors-
.que T parcourt une famille de champ de Taylor alors on peut borner les
Mj’ c'est cette propriété qui sera utilisée plus loin dans le cas de

la convergence de champ de Taylor.
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IV - CONVERGENCE DE CHAMPS DE TAYLOR D'ORDRE k DEFINI SUR UN MEME ENSEMBLE F < la,b|

IV.1 - Notion de convergence sur les champs de Taylor

On considére une suite Tn de champs de Taylor définis sur un méme ensemble
F appartenant 3 [a,bl. Chaque champ de Taylor Tn peut €tre interprété comme une
application de F dans un espace de dimension fini k+l, 1'ensemble des champs de
Taylor d'ordre k sur F apparalt ainsi comme un espace de fonction, nous pouvons

introduire diverses notions de convergence.

Convergence simple sur F.

Pour chaque x et pour chaque j (0 =3 < k) nous avons convergence de la

suite TJ vers des nombres TJ.
n,x X

Convergence uniforme sur F.

La convergence des suites TJ vers Tg est uniforme par rapport 3 x.
b
Nous pourrions aussi considérer des convergences uniformes sur des parties
de F, et aussi convergence pour des normes introduites sur les champs de Taylor

par exemple liées 4 1'intégration de mesures définies sur F.

Une autre voie possible pour définir des convergences de champ de Taylor
est de considérer pour chaque T 1'ensemble T(T) des fonctions de CK |a, b| prolon-
geant T 3 la bl Cet ensemble T(T) est un ensemble convexe. Sur la suite W(T )

de convexe nous pouvons introduire les notions de convergence étudiée par

s

IV.2 - Nous désirons avoir une notion de convergence sur les champs de Taylor et
ajouter certaines conditions de fagon qu'ayant une suite de champs de Taylor sur
F, nous puissions conclure i la convergence de la suite des prolongements ﬂ(T ),
vers une fonction prolongeant le champ de Taylor T, limite de la suite T s cet-—
te convergence se faisant au sens de C Ia b], c'est-d-dire nous avons convergence

-~

uniforme de ﬂ(Tn) ainsi que pour les dérivées jusqu'a 1'ordre k.
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Si le procédé d'interpolation 2-Hermite ® est trop arbitraire nous n'avons
pas convergence des prolongements. C'est pour cela qu'on a introduit la condition

Remarquons que la convergence 51mple de TJ 0 < j =<k ne saurait suffire,
car nous pouvons en chaque x définir TJ comme 11m1te des TJ X mais les

’
T (T°,...,T ) ne forment pas nécessairement un champ de Taylor d'ordre k.
y

X

IV.3 -~ Nous allons considérer le cas de la convergence uniforme et &tudier ce
qui se passe lorsqu'on prend pour ® le procé&dé qui consiste i prendre le poly-
nome de degré 2k+! dont la valeur et celle des dérivées d'ordre < k est donnée

en a et b.

Si k = O nous avons une suite de fonctions Tn définies sur F qui conver-
gent uniformément sur F. Nous effectuons l'interpolation par lindarité (3 1'ex-
térieur de lg,B] on prolonge par des fonctions constantes), nous avons con-
vergence de ﬁ(Tn) uniformément vers T(T) interpolation linéaire de la limite T
des‘Tn sur F. En effet, 2 fonctions linéaires qui divergent de moins de € aux

extrémités de 1l'intervalle Ex',xﬂ] divergent elle-méme de moins de € sur tout

[X' ,X"-' .

IV.4 - Contre exemple

Nous allons construire une suite Tn de champ de Taylor d'ordre | sur un
ensemble F, qui converge uniformément sur F vers un champ de Taylor T, mais telle
que la suite des prolongements ﬁ(T ), (pour le procédé & de polyndme de ‘degré 3),

ne converge pas au sens de C vers le prolongement du champ limite T.

F={x = L |n € w} U {o}

n 2n
T (x) =sim=n alors 1/2n sinon O
nm
T](x ) = sim=n alors 1/2™ sinon O.
nm
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Les T forment évidemment sur F des champs de Taylor d'ordre 1. Nous avons

Tn(xm) > 0 et Té(xm) > 0 la convergence étant uniforme par rapport a X .

Considérons le prolongement q% de Tn qui est formé sur [km+],xml du poly-

nome de degré 3 avec

= 1 — 1
¢£(Xm+1) - Tn(xm+1_) ’ ¢%(Xm+l) - Tn(xm+l)
®(x) =T (x) W) = TH).

Nous avons @ qui est identique & O sauf sur Ekn+l’?n—ljf
Rappelons que le polyndme P de degré 3 défini sur [u,a+sj et vérifiant

P(a) =0 P'(0) =0 P(at+te) = et P'(o+e) = n s'écrit

PG = (2 - 25 0o R - D) (e

€ £ €
P ici o = 1 £ = —1 z = L e =L t calcul o'
renons ici syl T’ o = » et calculons
2 2 2 2
I
en X = 2n+l 2n+2 '
- I 22(*D) 5 H3(n+) I 3 x p2(nt1) - pntl
¢h( n+2 * n+1) = 3( n - n ) 2(n+2) *+ 2 n T T ) n+2
2 2 2 2 2 2 2 2
3 1 1
= -3 +6-—=3-—1,
2n+2 on 2n+2
Pour les points ;12 ,qi est supérieur a 1 et nous n'avons pas convergence unifor-
2 .

me des dérivées ¢; vers O. Nous avons seulement une convergence simple de la déri-

vée @',
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IV.5 - Contre-exemple

D'une suite de champ de Taylor d'ordre 1 qui converge uniformément sur F,
mais dont le champ limite n'est pas un champ de Taylor.

F={Xn= | n €N} U{o}

1
n

T (19 sim < n alors 1 sinon O
n'm m

Il
o

1
Trl1 (E)

T est bien un champ de Taylor. Nous avons convergence uniforme de T, vers T
1 1 1
T(=) ==, T(0) = 0) et T' vers T* = 0.
(TC) ==, T(0) = 0) et T!
11 suffit de voir que T, T! n'est pas un champ de Taylor. Nous pouvons par exemple
utiliser la relation II du théor@me I.3. Nous devrions avoir 1'existence d'un
module de continuité w tel que IT0+XT2—TX! < |x|w(x). Or|To+xTé—Tx| =x et il
est impossible de trouver w tel que x < x W(X) car si x > 0 alors w(x) > O
ne . . N
donc w(x) peut devenir supérieur 3 1.
La condition de convergence uniforme apparait 3 travers les deux exem~—
ples précédents, comme insuffisante pour assurer la convergence des prolongements

de type polynomial . Remarquons que dans ces deux exemples, il n'existe pas un

module de continuité uniforme pour tous les T;. Introduisons la condition C.

Condition C - Un ensemble de champ de Taylor Tn d'ordre k vérifie la condition C,
si il existe un module de continuité w,, tel que pour chaque Tn la condition II

du théoréme de Whitney soit vérifiée avec w = v .
Nous allons voir que cette condition est nécessaire pour la convergence

uniforme de prolongement de Tn lorsque Tn tend vers T. Démontrons d'abord :
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V.6 - Proposition

Soit un intervalle fermé [a,bl » une sutte u de fonetions continues con-
vergeant uniformément vers u, alors il existe un module de continuitéd

pour u et tous les u .

Posons w(€) = sup lu (x)-u (x' )l ce sup est fini car u est borné et

€
comme u converge un1f$rmem nt vers u, 11 existe une borne uniforme pour les u .

Montrons que si € - 0 alors w(e) - O.

Si cela n'était pas vrai alors il existerait a > O tel que pour tout n il

. 1 . .
existe € < o avec w(€) > a. Pour chaque n associons X s xé, i(n) avec

1 .
- 1 > —_ ! < =, . . P
lu. )(xn) ui(n)(xn)l a et| X xnl o - Les i(n) deviennent infiniment grand

i(n
lorsque n tend vers 1'infini, sinon on pourrait extraire des i(n) une suite
strationnaire io’ et des X 1 et x avec xn,-xg, convergeant vers O et

Iu. (x ,)-u (x! ,)[ > a, ce qui est en contradiction avec le fait que u, est
o o o
uniformément continue sur [a, b]. Donc on peut choisir une suite croissante de

1 > . .
1( )? des X et xn avec Iu i(n )( )-u. )(xn)l a. Or la limite u a un module

i(n
de continuité W et les u convergent unlformément ainsi pour tout n > 0 il existe
N(n) tel que pour tout x € [a b] et n > N(n) lu (x)—u(x)l <.

or |u, )-u (x")] < o (x)-u(x)|+]u(x)—u(x )|+1u(x )-u_(x")|
< 2e+W(|x~x"]).

On peut choisir 1 et n tel que 2€+w(;) < a alors on a [x -X | < —-donc

Iu.(n)( ) UJ(n)(X )I < a. Ce qui donne une contradiction.

c.q.f.d.
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IV.7 - Nous déduisons immédiatement si une suite de fonctions u converge dans
k . P e

c [é,b] vers une fonction u alors nous avons des modules de continuité LACREEFE
valables pour u et u_ , et pour leurs dérivées jusqu'a 1'ordre k.

Soit u une fonction de Ck[é,b], Wy un module de continuité de la dérivée
kéme, on vérifie en utilisant la formule de Taylor que le champ de Taylor d'ordre
k associé & @ vérifie la condition II du th&or&me de Whitney avec le module de
continuité W .

Soit u_ une suite de champ de Taylor Tn telle que pour chaque n on puis-
se trouver un prolongement qg, telle que la suite des ¢% converge dans Ck[a,b]
vers @, alors d'aprés les remarques précédentes on déduit que Tn vérifie la con-

dition C puisque T, est la restriction & X du champ associé 2 ® -

Alors que la convergence uniforme de ¢; et des dérivées sur [a,b] entraine
la condition C, la convergence uniforme de Tn vers T sur X non dense dans [a,b]
n'entraine pas nécessairement la condition C, voir par exemple le contre-exemple
IV.4.

V.7 - Proposition

St un ensemble (Xi’Ti) de champ de Taylor d'oxdre k vérifie la condition
C, et s'il existe des nombres Bj 0 =3 =k et des éléments X, €F tel que

lTi’xJ < B, pour 0 < j =k alors 7l existe des nombres Mj 0=<j<k
E ek .
tel que |Td -3 || £ M. |y-y'| <indépendamment de i.
1,y 1,y J

%
Raisonnons par récurrence descendante et supposons la propriété vraie pour

2 > j. Reprenant la démonstration de la proposition I.4 nous avons

. . k .

J _-] —? Y"Y J L — ! k-] !

s -T3 ] < yy'] oz Ty +ly=y'] (Jy=y'D
i’y iy’ vy 2=j+1 (2-3)! isyl Ty wk Ty



- 197 -

Comme |y-y'| < |b-a|, il suffit de voir que T? est borné pour j < & <k,

sy
cette propriété découle de 1' hypothése de récurrence ]T X Tf yl < lex—yl
—’ b

ﬁmmIT yI M(bﬂHB

Pour q k nous avons |Tk’y—T§ 5 | w ([y—y I) par la condltlon C.

et de 1'hypethése qu'en x IT I < B

c.q.f.d.

Iv.8 - Proposition

Soit (Xi’Ti)'GI une famille de champ de Taylor, tel que _pour chaque j
il existe a; tel que pour tout i il emiste x; 5 avee |TJ | < a, , st
le procédé @ (resp. ¥) vérifie D1 (resp. E1) et si la fumziie ;s T
vérifie la condition C ; alors il existe des modules de contznuités v
(s2 0 £ j< k wj(n) = Mjn)pour les dérivées j des prolongements ®;

des champs X, T, selon le procédé ©,VY.

En effet, d'aprés DI et El pour le prolongement $ nous avons un module
de continuité wk de la dérivée kéme de ® . Nous allons raisonner par récurrence

descendante. Supposons la propriété vraie pour & > j montrons 13 pour j.

i+l B sup

o (lx—x
i+ x ra b] J+I

Remarquons que |¢€+1(x)| ]T )

i,j+1l
< aj+]+wj+l(|b—a|)
ainsi ¢€+](x) est borné sur [a,b].
o3 -0 ) = @exye ™ o
donc )
Iqﬁ(x)—qé(xv)l < lx-x'l(aj+]+wj+llb-aj)

qui donne un module de continuité de la forme Mje.

c.q.f.d.
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IV.9 - Proposition

S1 une suite de champs de Taylor T d'ordre k définis sur F converge
stmplement vers un champ T et que cette suite vérifie la condition C
alors la convergence des champs Tn est uniforme vers T et T est un champ

de Taylor vérifiant la condition II avec le module de continuité Vi de
la condition C.

Nous allons d'abord démontrer que la limite simple T des Tn est un champ

de Taylor. Soient x et x' deux points distircrsde F, comme nous avons la con-

vergence simple de Ti vers Ti 0 <j =<k, pour tout € > 0, il existe No tel
b

que si n > No nous avons :

|_£2_ ) (x') - _Qi (T ] o= 0<i<k
dx. (Tx X dxj n,x)(X ) € J

j

I1 existe N, tel que sin >N X'

1 .
Nous poserons N = sup(No,N]).

~13 /| €€ avec 0 < j < k.
n,x

| Dous avons }T

D'aprés la condition C nous avons pour n € N

j .
l*g7'T (§')-Tq i,S |x-x"

|5
dx’

iwk(lx-x'|).

En prenant n > N et en ajoutant les 3 inégalités précédentes, nous obtenons :

J : -
=5 T el = e |

iw (|x~x"|)+2e.
dx k

Comme € peut €tre pris aussi petit que 1'on veut, on obtient finalement
p p

j . iy
';i? TX(x')—Ti,] < Ix—x'lk 1wk(lx-x'l)

ce qui est la condition II du théoréme de Whitney avec le module de continuité

W et ainsi T est un champ de Taylor d'ordre k.
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Montrons maintenant la convergence uniforme des diverses composantes TJ

Soit x au point quelconque de F. On va estimer IT“’-TJ | prenant un point y E F
fixé

ml-1) = pleplepdopd ypd pd

X N,X X ¥V ¥ m,y n,y n,X

Remarquons d'abord que les ITg x' % B) car nous avons convergence en x de ces
b
nombres, aussi la proposition IV.6 précédente est applicable, et en posant

Mjlx-yl = wj(Ix—yI), nous avons

!TJ-TJI < w(lx=y]), |1} x'Ti | = vy (x-y])
Si € est donné > 0, 4 y on peut associer N_ tel que ITJ—TJ | <€
0O0<js<ketn>N , si on choisit x tel que w (Ix—yl) <€ pour 0 € j <k
alors sin >N ITJ—TJ I < 3e.
y X

Ainsi pour chaque y on associe 3 € un voisinage de y [y—n y+n] tel que
six € [y*n y+n] et n > Ny alors ITJ-TJ I = 3¢, F borné et fermé dans R est
compact, et ainsi nous pouvons recouvrir F par une famille finie d'intervalle
|y—n,y+nl En prenant pour N le maximum de ces Ny’ dés que n > N nous avons quel
que soit x € F ITJ—TJ | < 3e.

c.q.f.d.

IV.10 - THEOREME
5t la suite des champs de Taylor Tn d'ordre k converge simplement
vers un champ limite T, si la suite T vérifie la condition C.
St le procédé d'interpolation 2-Hermite & vérifie les conditions
D1 et D2.
51 le procédé d'extrapolation vérifie E1 et E2.
La suite des prolongements © sur [a,b| selon ¢-¥ des champs T
(resp. la suite des dérivées ¢ﬂ 0 j < k) convergent unifbrmé@ent
sur [a,b vers le prolongement @ selon 9-¥ de T (resp. vers @ ).
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ii)

iii)
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Fixons nous € > O nous allons associer n > O vérifiant des conditions qui

exprimées plus bas.

Si x € F alors nous avons convergence uniforme d'aprés la proposition IV.7
dés que n > N alors |¢J(x)—¢i(x)| < g,

Six ¢ [@,S] alors nous avons ¢h(x) par le procédé d'extrapolation Y, nous
prenons n z_Nl pour que |TJ-T3| < Nn. selon les notations de la condition E2,

alors nous en déduisons que |¢g(x)— n(x)I < e,

si x € [x',x"] avec x',x" € F et Jx',x"[ NF = ¢, avec de plus |x'-x"| = n

nous avons
|90 -9 (o [ <[] ") ) [+ )= ) [+ () 0|

Utilisant la proposition IV.6 nous avons les Tj et T borné sur F, les con-
ditions C et D1 donnent un module de contlnulte wk pour la dérivée kéme de
@ et de ®, utilisant le fait que ¢9(x ') et qﬂ(x ) sont bornées, nous avons
des modules de continuité w M |x| pour ¢J et ¢; sur Ex s X J ainsi nous

avons
| -G | = (xmt])
| 'y~ 0 | s (e’ )

si n > N alors |q;(x')—¢j(x')| < e. .

Si nous choisissions n > 0 tel que w (n) = £ alors nous avons

'|¢9(x)*¢;(x)| < e,
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iv) Considérons le cas ol x e['x',x"] avec x',x" € F et ]x',xﬁ[ NF=¢
mais od |x'-x"| >N . Nous allons utiliser 1'axiome D2 sur le procédé & ,

nous prenons N tel que si n > N on ait pour tout j ITi,-Ti X,| < Ej.

Ce choix est possible indépendamment de x'. Nous déduisons ainsi par D2:

pour tout x € [x',x"] |¢i(X)"¢p(X)| S €, pour 0 < j < k.

Nous obtenons ainsi la convergence uniforme de qh vers la fonction @ qui

prolonge T par le procédé d-Y.

IV.11 - Interpolation d'un champ de Taylor d'ordre k

Soit T un champ de Taylor d'ordre k défini sur F Ci[é,b]. Nous allons défi-
nir un procédé d'interpolation de ce champ T en un point x € F 3 partir de la
connaissance de T sur un nombre fini de points de F, et on &tudiera la convergence

de cette interpolation lorsque le nombre de points devient infini et dense dans F.

Définition des fonctiong;xn

Donnons nous une suite XpseeesX de points de F dense dans F.’Considérons
pour chaque n la suite finie XpseoesX o Nous définissons X, Par le prolongément
selon ®-¥ du champ de Taylor d'ordre k restreint au fermé {xl,...,xn}. Remarquons
si 1'on passe de n 3 n+l, X, est modifié en au plus 2 intervalles dont 1'une des

émités est x .
extrémité n+1

Iv.12 - Proposition

®

87 ¢ vérifie la condition D1, ¥ la condition El, alors nous avons conver—
gence uniforme des champs de Taylor, d'ordre k, Xy restreint d F vers le
champ de Taylor T.
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Soit w, un module de continuité vérifiant la condition II pour le champ

k
de Taylor k. Les fonctions x( ) admettrons w, comme module de continuité grace

k
aux conditions D1 et El, comme X_(x.) = x quel que soit n > i nous avons des

modules de continuité w pour X(J) et donc’ TJ pour 0 < j £k (w (e) = Mje).

€ > 0 étant donné, choisissons N > O tel que w!(n)< € avec 0 < j < k.
Choisissons N tel que les intervalles [xi-n,xi+n] avec 1 £ N forment un recou-
vrement de F, il est possible de trouver un tel N car F est compact. Soit x.ﬁ F
on peut lui associer i = N avec x € Exi—n,xi+n] on a pour n > N xi(xi) = Ti .

.. i
Ainsi :

-] = |T;-T;i1+|x;<x>-x;<xi>!

comme |x—xi| < n on déduit Ixi(x)—TiI < 2€, on a ainsi la convergence uniforme

vers T des champs de Taylor obtenu par restriction de Xn aF.
c.q.f.d.
IV.13 - Corollaire

8t ¢ vérifie D1 et D2, si ¥ vérifie EI1 et E2, alors la suite des fonctions
X 5 d'interpolations (resp. les dérivées jusqu'd 1l'ordre k) converge uni-
formément sur |a,b| wvers la fonction @ (resp. vers ® 0 < j <k) pro-

longeant selon ¢,¥Y Lle champ de Taylor T.

En effet d'aprés la proposition IV.10, les champs Xn/F restrictipn de X
i F vérifient la condition de convergence uniforme donc la convergence simple.
L'axiome C est lui aussi vérifié en Utdlisant le module de continuité wﬂ. Le pro-
longement de Xy /T par -¥Y est &videmment X, lui-méme. En utilisant le théoréme IV.8

nous avons bien la convergence uniforme sur [a bJ de w et des qﬂ vers @ et ¢g

c.q.f.d.
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V - NOTION DE CONVERGENCE SUR DES CHAMPS DE TAYLOR NON NECESSAIREMENT DEFINI
SUR UN MEME ENSEMBLE, ET LIMITE DE & ~ ¥ PROLONGEMENTS ASSOCIES

Dans le paragraphe précédent nous avons &tudié la convergence d'une suite de
champ de Taylor lorsqu'ils &taient définis sur un m8me ensemble F. Cette notion
ne recouvre pas le cas oli 1'on considére pour chaque n la donnée d'un ensemble
fini Xn et sur chaque X la valeur d'une fonction et de k de ses dérivées en ces
points, l'ensemble des Xn devenant par exemple dense dans [a,bJ. Pour recouvrir

ce cas nous introduisons une notion de convergence de champ de Taylor.

V.l - Définition

Soit une suite T de champ de Taylor d'ordre k définie sur X c [a, b[nous

dirons que cette suite converge vers un champ T défini sur X st :
1) pour tout € >0 il existe N tel que si n > N on ait :
o) pour tout x € X il existe x, € X avec Ix—xn| < e
B) pour tout x € X 1l existe x € X avec lx-xnl <€
*2) pour tout € >0 71 existe 1 >0 et N tel que st n > N on ait pour tout
x € X et pour tout élément y € X N [x-n,x+n] |Ti —TJI < gavec
0=<j<k.
La condition V.1, 1°) exprime une convergence sur les ensembles X vers X,

en réalité ces conditions sont &quivalentes 3 la convergence au sens de Kuratowski.

Soit Xn une suite de sous—ensembles de R, on pose :

lim = {x | lim sup d(x,X ) = 0}
noe n
1lim X, = {x | lim inf d(x,Xn) = 0}

n->co

ol d(x,Xn) indique la distance de x & 1'ensemble Xn dans R.
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On dit que X est limite au sens de Kuratowski de la suite X si

urene c . !
11m(Xn) CxClimX .

V.2 - Proposition

1%)

2°)

Pour une suite de partie X d'un intervalle [a,b] la condition 1°) o et
B de la définition V.1 est équivalente 4 la convergence au sens de Kura-

towski des ensembles Xn;

Supposons les conditions 1.0 et 1.B vérifiées.
Soient € > 0 et x € X, pour n > N. On peut associer X € Xnvtel que
Ix-xn| < £ ainsi d(x,Xn) < € et sup d(x,Xn) < € donc X C_lig(xn).
n>N
Montrons que TIE'XH C X. Raisonnons par 1'absurde et supposons qu'il existe
y € Tim X ety £ X, alors il existe € > 0 avec d(y,X) > 2e, en utilisant 1.8
si n > N alors d(y,Xn) > € donc lim inf d(y,Xn) > € > 0 en conséquence
y & Tim Xn et nous avons ainsi montrer que lim Xn cXx Cilig_xn donc X est

limite de Xn au sens de Kuratowski.

Supposons maintenant que X est limite de X au sens de Kuratowski.

Pour tout x € X, x appartient & lim Xn, c'est-a-dire pour tout € > 0 il exis~-
te Nx tel que si n Z_Nx alors d(x,Xn) < £ donc il existe X € Xn avec

|x-xn| < €. X est un sous-ensemble de [a,b], donc on peut trouver un nombre
fini de y tel que [y—e,y+é] recouvre X, considérons N = sup Ny (y parcou-
rant ce nombre fini de points), ainsi pour tout n > N et pour tout x € X on

s

peut trouver x  avec Ix-xnl < 2¢. On ainsi la condition 1.0.

Supposons que 1. B ne soit pas vérifiée, alors il existe € > O tel que pour tout

N il existe n et Xy € X avec d(xn,X) > €. L'ensemble des y € [a,b] vérifiant

d(y,X) > € est un compact, donc & la suite x_ on peut associer un point adhrent

N
0 donc z € lim X ainsi z € X ce qui est en

z et nous avons lim inf d(z,Xn)

contradiction avec d(z,X) > € . Donc la condition 1.B est vérifiéde.

c.q.f.d.
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V.3 - Remarque

Soit x € X, considérons dans [a,ﬁ] X N le filtre F dont une base est formée
des ensembles Fn N’ Fn N {(y,n) l n>Nety¢€ X n Ix—n,x+n|}, et 1l'application
b
7 : (y,n) = Tn,

de la fonction [ suivant le filtre F ; cette convergence est d'ailleurs uniforme

v € R" i. Alors la condition 2 permet de vérifier que Tx est limite

par rapport a x € X.

V.4 - Proposition

ST pour tout n nous avons X = X . Pour une suite de champ de TayZoran
d'ordre ksur X =X, la comvergence au sens de V.1 est équivalente & la

convergence uniforme des T;,...,Ti sur X (IV.1). '

Si V.1 est vraie il est évident que nous avons convergence uniforme sur X

au sens de IV.] Inversement, supposons que nous ayons cette propriété. La condition
1 de V.1 est bien vraie, il nous reste 3 démontrer la condition 2 de V.1
Soit € > O nous allons chercher‘des nombres N et N. Ayant convergence uniforme,
pour tout € > O il existe N tel que si n > N on ait ITi(X)-Ti’ < €. Considérons
TV nous avons des modules de continuité w. pour TJ. Posons n > 0 tel que Wj(n) < e

2 . .
0 < j <k, alers pour tout y avec [x—yl <1 alors T% y-T% xl <e0=<j<k.
2 ?

Nous avons

J_pd J_pd io_gd i _qd
TX TH,YI S ITX TN’XI * ITN,X TN,YI * lTN’y Tn’yl’

sin > N] alors chacun de ces termes est inférieur 3 € et nous avons pour' tout

y € X avec |x-y| = et n > N, ITi-Ti y S € ce qui prouve bien la condi-
’ - s .

tion 2 de V.1.
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V.5 - Remarque

Cette proposition associée au contre-exemple IV.5 permet de voir que la défi-
nition V.1 n'est pas suffisante pour assurer que le champ limite T est un champ de
Taylor. Pour avoir une limite qui soit un champ de Taylor d'ordre k, nous ferons

1'hypothése de la condition C du IV.5

Si (Xn,Tn) converge au sens de V.l alors pour chaque j on peut trouver Mj

tel que IT& x | < M., il suffit de prendre les xj , assez prés de x, alors si
bl

j,n ’

n > N les TJ seront assez voisin de Ti, les autres é&tant en nombre fini on a

»X.
bien la propriéég de majoration. Si la condition C est vérifiée, alors nous pou-~
vons appliquer les propositions IV.7 et IV.8. Ainsi nous obtenons des modules de
continuité pour les composantes jéme de la suite des champs de Taylor et pour les
®-¥ prolongements de (Xn,Tn) et les dérivées jusqu'a k, qui sont ainsi bornées

sur [a,b].

V.6 - Dans la condition 2 du V.1 au lieu de supposer que n et N sont indépendants
de x, nous aurions pu les considérer comme dépendants de x. Alors le filtre Fn,N
aurait convergé simplement au lieu d'uniformément pour x. En ajoutant la condition
C 3 cette condition de convergence simple nous pouvons adapter les démonstrations
de la proposition IV. Nous obtenons ainsi que le champ limite est un champ de
Taylor qui ﬁgrifie la condition II avec un module de continuité w, , et nous véri-

k
fions aussi que la condition 1 du V.l est vérifiée.

Ainsi la convergence simple dans 2 du V.l et la condition C sont équivalentes
s
a4 la convergence V.l et la condition C. Affaiblir la condition V.l dans le cas
que 1'on considére ne nous donne pas de nouvelles suites de champ de Taylor véri-

fiant C.
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V.7 - THEOREME

Soit (Xn,Tn) une suite de champ de Taylor d'ordre k convergeant au
sens de V.1 vers un champ (X,T), nous supposons que la suite (Xn,Tn)

vérifie la condition C.

Soit @ les prolongements de (Xn,Tn) a [a,B] sutvant le procédé ©,¥
Nous supposons que @ vérifie les conditions D1, D3 et que Y vérifie
El, E3 alors ¢% (respz qﬂ 0 = j= k) convergent uniformément sur
[a,b] vers 9 (resp. @ 0 =] =k) ®détant le oY prolongement de
X,T).

Démonstration

L A A Y

Soit N un nombre donné > 0, le choix de N sera précisé au cours de la

démonstration.

i)

Soit x tel que d(x,X) <n. x' 1'un des points de X réalisant la distance.
Nous désirons majorer |¢(J)(x)-@(3)(x)l, nous le ferons en introduisant
pour chaque n assez grand, un point n € X avec |x" -nxl <n.

Nous avons :
| GO~ () [ <19 0= () [+]@d (m )09 (a0 [+ (x1y 03 () |
Nous avons grace 3 la proposition IV.8 et comme

|x~nx| <=net |x=x'| <n alors l¢ﬂ(x)-¢i(nx)| < wj(n)
et. .
|¢9(X)-¢9(X')l < o).

¢;(n ) = ¢;(x ) = . Nous allons utiliser la condition 2 de V.1.
801t € >0 donne, cette condltlon nous donne 1'existence de nl et N, tel que

on a pour tout y € X n {x’ N, % +n1}, ITJ -73 < g

pour tout n > N ,|
= n,y n,X

avec 0 < j £ k.

1
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Si n, est tel que w.(n ) <€ pour O £ j <k, nous posons 1 = n; et pour

chaque n > Nl nous pouvons ch0131r un o € X avec Ix o | < nalors

ICP](n )-CP](x )| < e.

Si Wj(nl) >€ nous pouvons trouver TN <n. avec wj(n) < € pour 0 £ j <k,

1

Considérons la condition 1 de V.1, nous pouvons trouver N, tel que pour tout

2
y €X ﬂny € X avec ]y—n I < n. Prenons N = max(Nl,Nz) alors nous pouvons
choisir n_ avec lx o | <n pour n > N et

ITJ —TJ | < ¢ donc qu(n )-¢J(x )| s €.

Et ainsi si n > N on a uniformément par rapport i x |¢;(x)-¢§(x)| < 3e.

Ce cas englobe évidemment le cas od x € X, mais dans la décomposition de

qﬂ(x)-qﬂ(x)l on est dispensé du choix de x'.
n

ii) Cas ol d(x,X)> n ( n choisi dans le paragraphe ci-dessus). Nous allons ici
pouvoir utiliser 1'hypothé&se D3 pour le procédé 2-Hermite & . Supposons
x € Ex',x" avec x' et x" € X et ]x',x"f_ﬂ X = . Nous avons alors
|x"-x"| > 2n. Appliquons D3 avec Z = 2n nous associons X et &.

Par la condition 1 du V.1, nous pouvons choisir N, tel que si n Z_N on a

1 1

Xn c EX+X1 (EX+XI ensemble des points qui sont & moins de X d'un point
de X). Puis appliquons la condition 2 du V.1 avec € = £, nous avons ainsi
nz et N2, posons n] = min(x,nz) et N = max(N],Nz). Pour tout n > N alors

x € [}a,xg] avec Ex;,x;j n X =0 et |x'~x;l <n. et IX"—XHI <n

1 1
(n étant pris aussi inférieur 3 n ce qui est possible par la condition 1

de V 1) alors la condition D3 nous donne Iqﬂ(x)—qﬂ(x)l < € pour n' > N'.

Six ¢ Ex,B] (soit x <0, -n), la condition E3 nous permet de choisir X et

€. Utilisant les conditioms I et 2 du V.1, nous pouvons associer comme ci-des-
sus N, et N tel qu 'il existe o an‘e X s Id-anl <n, et ainsi x < an‘et

d’ apres 'E3 qu(x)—qﬂ(x)| < e. o

c.q.f.d.
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V.8 - Applications & 1'interpolation de champ de Taylor

Supposons donné un champ de Taylor T d'ordre k sur X contenu dans [A,b].
Considérons X = {xn,...,xg} ol les x? € X, nous supposons de plus que pour chaque
e &N tel que si n > N alors nous avons pour tout x un élément x1 de X avec

Ix.-xl < €, nous avons la condition 1 de V.l est vérifide car x1 € X.

Considérons sur Xn le champ de Taylor T, d'ordre k restriction de T. Nous
avons ainsi convergence au sens de V.l du champ de Taylor(Xn, Tn)vers le champ
de Taylor(X,T) La suite des champs (Xn,Tn) vérifie la condition C en prenant pour

Wy le module de continuité du champ de Taylor T sur X dans la condition II.

Si ¢ et ¥ vérifie D1, D3 et El, E3 nous avons alors pour chaque n le &,¥

(1)

prolongement ® de (X »T ) La suite des ®,"" 0 =j =k convergent uniformément

sur [a b] vers $(J) od ¢ est le ®-¥ prolongement de T sur X.

Ce dernier résultat généralise IV.12 dans le cas de tableaux triangulaires

d'abscisses Xn (le nombre d'éléments de X est &gal 3 n).
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VI - ETUDE ET UTILISATIONDU CAS OU LE PROCEDE ¢ (Interpolation) ET ¥ (extrapo-
Tation) SONT DONNES PAR DES POLYNOMES

VI.1 - Procédé ¥ d'extrapolation par polyndme

Ayant un point o € [a,b], des valeurs T&""’TE (on a ainsi un champ de
Taylor d'ordre k sur un seul point a), le procddé ¥ consiste 3 associer & o et
k (x—OL)i i
Ta le polynOme de degré k ¥ = I ——TT—'Ta (polyndme de Taylor Ta(X))'
i=0 )
La dérivée kéme de Y &tant une constante, la condition El est vérifide.

La condition E2 est aussi vérifiée ; en effet,

k i
5 (x-0.)

e i
~ =0
T (T;—T;), or SEITl_ < M. sur [a,b] donc

Y(x)-¥(x) =
1=0

si ]T;-T;l < e/(k+1)Mi, alors nous avons IT(x)-@(x)l < € et d'une fagon analogue
on aIWJ(x)-@(J)(x)I < e,

Pour la condition E3, nous é&crivons :

k i i S S
> _ (x=0) =(x-0a) 1 (x-G) i1
V) -¥(x) = I | T T, * 1 (T-T) |
1=0
| =) e ] = J1(0-8) x-0) 11| = i|a=|[a-b|17!

i

en prenant Ia-&l's X on peut rendre, en tenant compte que les Ta

sont bornés

(x—
i

s (x-0) *- (x-G) *

. L~ i L.
. Tl < e/2 e si |T-10| < £ alors |3 &R (i <es2

donc E3 est vérifiée.
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VI.2 - Procédé d'interpolation @ Z-Hermite par polyndme de degré 2k+1

Considérons le cas od 1' 1nterpolat10n est def1n1e par 1e polynome de degré

Ce procédé vérifie la condition de Haar-Hermite sur [a,b], donc nous avons tou-

2k+1. P(x) qui est telle que P

jours unicité du polyndme P.

Rappel sur les différences divisées 3 arguments répétés

Rappelons que la différence divisée péme construite sur p+l points
{xo,...,xp} d'une fonction f est égale au coefficient du terme de plus haut degré
du polyndme de Lagrange prenant aux différents points Xb”"’xp les valeurs
f(xo),...,f(xp).

Si aux points X; on se donne en plus de la valeur f(x ) les valeurs de k

des dérivées f'(x.),.,., k

1(x ), nous pouvons considérer le polynome de Lagrange
Hermite qui en X, prend les valeurs f(x ) et dont les dérivées jusqu'ad 1'ordre P;
sont égales a f'(x. ),...,f(pl)(x ). Nous appelons différences divisées de la fonc-
tion f 3 arguments répétés X5 k. -fois, et nous noterons [k s k ,...,xp : k ](f)
le coefficient du terme de degre le plus élevé de ce polyndme. (cf. Golomb (1962)

ou Kuntzmann (1959).)

Les formules habituelles des différences divisées se généralisent aux dif-
férences divis€es i arguments répétés. Ainsi nous avons la formule de récurrence
qui permet le calcul de différences divisées d'ordre k en fonction de celles
d'ordre k=1

s

Exozko,...,xp:kp—l](f)—Exo:ko—l,...,xp:ka(f)

(xo*xp)

VI.2 [kozko,,..,xp:kp](f) =

Cette formule utilisée plusieurs fois permet de mettre on k ,...,x tk l(f) sous

la forme d'une combinaison lindaire des Ex 'k ] = f i” (x )/(k -1)!
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La formule de Newton donnant le polyndme de Lagrange qui aux points X oo oo Xy

prend les valeurs Yoo+ ea¥y
P(x) = yo+(x—xo)[xo,xl](y)+...+(x—xo)...(x—xk_l)[xo,...,xk](y)
se généralise pour le polynOme de Lagrange-Hermite :
VI3 P(x) = £ +(x-x ) [x 2] (E)+...+(x=x )*O[x ip ,x. :1](£)
: o o’ "o ' "o o' Fo’71 A
+(x-x )ko(x-x )fk 'k ,x '21(f)+
o 170" 0?71 7 te
k ki k=1
- o —_— — . .
ceet(x xo) (x x]) oo (x Xp) P [xo.ko,...,xp.kp](f).

VI.4 - Proposition

St £ de classe C° sur(a,b] , pour toute différence divisée d'ordre k-1

de la fonction f construite sur les abscisses XgreeeaXy de [a,b] 71 existe
£ € [a,b] tel que

. : . - (&
[xo.ko,x .k,...,xp.kp](f) £777(8) /!

I

k +k +...+k = k+1.
o 1 P

Démonstration

. s 0000 e L)

Soit P(x) le polyndme de degré k prenant en XyseeesXy les valeurs f(xo)
et dont les dérivées jusqu'a p; sont en x. égales 3 fJ(xi). Posons '
P(x) = £(x)-P(x), ®(x) posséde k+l zéros dont k., confondus en X, Si on dérive en
x O (x) 3 k zéro§, et ainsi de suite jusqu'a ¢( )(x) qui a un seul zéro, il existe

donc & tel que ¢g(€) = 0 donc fk(g) = Pk(E). Or d'aprés la formule de Newton :
PE) = [x ik ,...,x 3k ]/CK)!
20 %0 ’ P’ p

g€ étant contenu dansle plus petit intervalle contenant Xo""’xp'

c.q.f.d.
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Corollaire

Supposons S ) fixés nous avons

lim Fxo:ko,...,xp:kp](f) = [ko:ko,...,xi:ki,a:ki+l+.,.+kp](f)

e o

On raisonne par récurrence sur k = k0+...+kp. Ecrivons :

[x :ko,...,xp':kp-lal-[xo:kc)-],._..,xp:kp]}

[xo:ko,...,xp:kp] = 2

X - X
o P

Si X, # 0 on a lim X X # 0, utilisant 1'hypoth&se de récurrence pour les

limites de Ex :kp,...,x 'k —1] et de [% tk =1,...,x :kp] nous obtenons
o o P P - ~0 o P

llm LX 'k ,...,X -k] [o.ko’o.-,xi:ki,u:ki_'_l"'o.o"'kp].

e o ———

Si X = O nous utilisons la prop031t10n précédente alors Ex 5 ,...,xp 'k l f(k)(g)/(k)

et nous avons lim& = 0 comme f () est continue nous avons 3 la limite

£ @y /01

c.q.f.d.

1

VI.5 -~ Etude des différences divisées 3 arguments répétés construites sur 2 abscisses
a et b quelconques de RR.

On va utiliser la formule de récurrence VI.3 pour exprimer une différence
divisée du type [é:p,b:q] en fonction des différences divisées d'ordre inférieure.
. . . . J . .
Itérons j fois la formule VI.3 et désignons par (i) les coefficients de la formule

du binSme : nous obtenons la formule pour j < inf(p,q)
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.

vi.s  [arp,biq](® = I (-D () [arpmi,brq-j+i] (£)/ (b-a)]
i=0

Donnons nous en a (resp. b) k+! nombres T;,T;,...,Tz (resp. T&,Té,...,Tg) on as-

socie le polyndme

k ‘ 2
Ta(X)‘= T;+(X—a)Ta+ XK-a)” p2, (X-a) T

2! a’ k! a’

VI.6 - Proposition

Y

Sotent 2 points a, b et [é:k+l—q,b:q] les différences divisées 4 arguments

répétés de T; et T

b construites sur a et b avee 1 < q < k+1, nous avons lLa

relation :

i-1

d
S T, 0/ (ma)

k+1-1

VI.6 [a:k+1-q,b:q]=[a:k+1]+ 3 a IRCLIEAE (1 nT
i=1

[ . i 2 . . ’ Pd
Les coefficients % q sont définis par les relations de récurrence
bl

q q
= Q. Seee= 0O
k3q k_lsq 9,9

]
—

1]

o =0 si i< > 1
q,q+1 d d

i i i .
o =0 -0l 1< et > 1
P»>q p-1,9 p-1,q-1 d d

Si q = k+1 la formule VI.6 nous donnerait
k+1 . i-1 .
i . 1 d k k+1-i
[b:k+1]=[a:k+1]+ 2 “k,k+1([b‘l] DT —IoT L)/ (b-a)
i=1 : dXx
si K &
1 d a
= k+1, T F T(b) = 1y = [a:k+1]
: <is<
ainsi si nous prenons ak K+1 = 0 pour 1 1 k
k+1
0l = 1.

k,k+1



—2]5—

On a bien la formule vérifide
[bik+1] = |atk+l|+]|bike1]=]ark+1].

Nous allons faire un raisonnement par récurrence sur k.
Admettons les formules démontrées pour k < p avec les relations de récurrence :

q S k+]

| q o
Q. = 0 eee = 0 =
k,q k-l?q‘ q-1,q

]
=l

i i i .
0. = - 1 <1< >
K, q ak—],q ak-l,q~1 1 1 <qetgq 1
a k-j+1
I I ) =1 1 =j=q.
i=j i=j '
Nous allons maintenant montrer qug ces formules sont vraies pour p.

1-1

- d (p=1) _\P-i
[azp-q.big]=[a: pJ+ ; ap i q(rb 1] iy I T (0)/(bma)
I , +1-q,b: -1] [a:p]+ Fa ([b:i]- 05D () pmay?
a:pti=g,biq-1]=[asp jop Polha- 1€ (1-1)' AT a 2
o g I-[ ]
= a:p-q,b:qj-ja:p+l-q,b:g-l
[a:p*1-q,b:q] = )
on obtient par différence et division par (b-a)
[a:p+1-q,b2q]= 1 e ) ([b:i]- ot (Pi‘)(b);/w—a)l’”'i
p+l-q,b:q oy eta” p_1 q-1 t )z il e

, q-1
q 1 d

+0l b:q|-

p~1,q([ q] (q-1)! axd7!

®T (5))/ (o) P*! 70
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Remarquons que

P -
T, = P (b)+[a:pr1] (b-2)® et par derivation

1— i-1 .
S b = e CEDup o) L pmiv2) [aipa] (bma) P!
dX dX

en reportant ces deux formules dans la formule précédente nous avons

q-1

. _ e i _\pHI-i
[a:p+1-q,b:q] G RS NES ¢ ]), — & )/ -
sl (|biq|- = LI SRR SR
p-l,q = M7 @ DT g T a :
qzl( S ) p,) q P la:
+( ol DN +a* o ( ))|a:p+l
;=1 Pl ,a p-1,q -1 PThat
. _ i i
Ainsi nous sommes amenés a poser u =0,
ap p-1,q" %p-1,q-1 Pd
q q .
o) = 0 = | et sl nous montrons que
p,q  P-lg d
’ . P P
i i q
L . =a__ . )(C J+oi_ o () =1
p=lhq pmlyg=1th, 7 el
nous avons montré la formule désirée.
Cette relation s'écrit encore :
P i P
L a_ ( ) =1 nous avons fait 1l'hypothése de récurrence k = p-I
i=1 P9 ia ‘
g : p-j) ! P-j
o ( =let I o ( ) =1
.. -1 .. . 1,q-1
=5 Pl i=j Pl s

soustrayons ces 2 relations et faisons j = | nous avons :
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q-1 . p-1 p-1
T (ot -0t +0d =0
1=1( P—l’q P'],q—l)(i_]) p-]’q(i”])
°or p p-1  p-I > p-1
()= ¢ et By =( )=
i-1 1--1 i-2 o
q-1 . P q-1
NG -ot +ad = % (ot  -at
i=1( p-1,q P_]aq_l)(i_l) P_laq(i_]) i=2( p—l,q P']’q"l)(-
ainsi

q . .
Lol ()= zal ()
=1 P9y =2 P29

en recommengant ce raisonnement avec j nous obtenons

a ; P ¢ ; Pj+l
I a- ( )= o ( ) pour i < j < g
i=1 P»4 i-1 i=j Psq i-j
si q p P~q
= I ot = g3 or o} =]
] 1 i=1 P’q(i—l) P:q( 0 ) P»q
et on a bien
q i p-j+]
I ( ) = 1.
i=j Ps9q i-j

I1 nous reste & voir que la récurrence commence bien pour k = 1, on a :

- lﬁﬁl.:lﬁiil

a:l,b:1] l_a

[é:2]+ lb:]]—[a:li:;b“a)la:zj

]

_ 1
laz2]+([b:1]= T_(b))/ (b-a)

]

c.q.f.d.
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. . i - ,
Remarque : on peut trouver les coefficients O q grace au triangle de Pascal
AL L R ,

alterné. Le terme o} sera le qéme terme de la k+18me ligne et les

k,q
a; q seront obtenus en remontant la diagonale de ce terme.
3
1
1 0
1 -1 0

1 -3 +3 -1 0]
1 -4 6 -4 1 0
1 -5 10 -10 5 -1 0]
1 -6 15 =23 15 -6 1 0]
1 - 2 3 _
par exemple u7’3 15 a7’3 5 a7,3 1

7 7 |
|a:5,0:3]=[a8[+15([bs1|-T,(6))/ (b-a) -5 ([b:2]~ = T_(8))/(b-a)®
2 7
#([b:3]- <= T 0))/ (b-a) .
dx

VI.7 - Etude du polyndme qui en 2 points a,b prend des valeurs données ainsi que k
de ses dérivées

Soient les 2 points a,b et en a et b la donnée de Tar= (T;"°”T§) et de
T, = (TQ,...,Tk). I1 existe un polynOme unique Q de degré 2k+2 tel que
b b a,b,T

di . qt
—7 Q@) =T, et —Q(b) = T
dX dX

i

<i s
b 0 1 k.
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La formule de Newton permet d'écrire

Kl i-1 K1 K+, i
Qx) = I Ea:i](T)(x-a) + I [é:k+1,b:i](T)(x-a) (x-b)
i=1 i=1
k+1 -
Posons P(x) = I [é:i](T)(x—a)1
i=1
k+1 .
R(x) = ( I [ark+1,b:i] (x=b) > 1) (xma) ¥*!
i=1

remarquons que P est le polyndme de Taylor i l'ordre k en a.

En utilisant les relations VI.5 on peut exprimer R(x) en fonction uniquement des

différences divisées 3 arguments répétés a et b d'ordre k.

k (x—a)k+l(x—b)i i+1 . i+l
VI.7  R(x) = I i I DY ) [aern-,b:5T(m
i=0 (b-a) j=0 ]
i+1 . i+l
En utilisant les formules VI.6 et en tenant compte du fait que T (-I)J( ) =0
si i > 0. Nous avons : 3=0 J
k RN S NG B £ 3 LA+l ] =1 g _
VI R@) =3 DG e i) 5k (] TET g Ta )/ (-1
i=0  (b-a) j=0 i =1 k,j " dx :
Nous voulons aussi estimer les dérivées de Q(x). Nous avons
h kil . i~1-h h
P(x) = I (i—l)...(i-h)[@:i](T)(x—a) pour le calcul de R (x) remarquons
i=h+1 .
que nous devons calculer E_E ((x-a)k+l(x*b)l). En utilisant la formule de Leibnitz
dx . . .
et les dérivées successives de (x—a)k'l et (x-b)1 nous obtenons :
h . inf(i,h) .
d k+1 ? +1+4- -2
=5 (T @nh = 1 e ea) IR
dx =0 >

~

ol Bi h.g Sont des nombres entiers, dont on pourrait donner 1'expression exacte.
>*ts
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En dérivant h fois R(x) et en reportant cette derniére expression dans
ces dérivées nous avons :

K inf (i,h) i} .
e R0 = 3 [amenpein] @ 10 B Gea) SRR
2 h,

i=0 =0

En dérivant la formume VI.7.1 et en permutant les sommations de j et de

nous obtenons

k inf(i,h) oy kF1#R=h Qg
VI8 R'x)=I ( I B, h z(x 2 i+fx 2

i=0  2=0 1,0, (b-a)

i+1 i+l i+l -1
“ 1 d k k+1-4%
(2 Cz n3C el ) (bik]- o = T,())/(b-a) )
=1 j=4 5 ksl G-DT [ 3T "a
| VI.9 - Proposition
k k

Soient en deux points a et b la donnde de T, et T, . On suppose de plus
que w est un module de continuité tel que 1l'on ait la propriété II du
théoréme de Whitney pour le champ de Taylor T d’'ordre k défiﬁi sur les
deux points a et b, alors il existe une constante M ne dépendant que de
k telle que le polyndme Q, b, T admette Mw comme module de continuité
de la dérivée kéme sur Z’intervalle [a b]

Notons Q pour Q Sur 1l'intervalle [a b] nous avons

,b,T"'
Q (x") Q (x) = (x—x' )Qk+](5) avec a S x S ¢ < x' <D, Utilisant la formule VI.S8.1,
nous avons s
k i 2 i-2
k+1 _ (x-a) " (x-b)
R () = iEO(ZEO By k1,0 (ay 7] ) x
i+1 i+1 ‘+1
(Z (2 (- 1) ( )([p 2]- ]), T L))/ (b-a Yt z)
=1 j=2 ]

et ici Qk+ (x) = Rk+1(x).
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|(x—a) (x—b) < 1

Nous avons si x € [a,b]
(b= a):L-H (b~a)

d'aprés la condition II sur T :

K _
|[b:4] - = ]), - CT ®)| < m-a) (b))

En conséquence :

i+] i+1 i+1
)zl z 0 Hed JJ)Yiﬁi:ﬁi?-

( RES Z ( Z B.
LANC) R S

1=0 2=0 i,k+1,82

1 x| < w ¥<b-al)

|b-a
voﬁ'M dépend de k mais pas de [a,b[

|x-x"|w(|b-a])
|b-a|

1Qx")-F )| < M

w(]b—al) w(|x-x'])

Or w est concave et nous avons lb al lx-x'l

si lx-x'l < |b-a|d'od 1e

résultat
1" -Q ) | < Mu(|x—x"])
c.q.f.d.

VI.10 -~ Proposition

13

n>0et A>0gqgveen>A alois pourktout €, > Os..058, > 0, 71 existe

k
‘Eo >0, E > Otel que st T, et T, sont données en 2 points a et b
avec Ib—a|<<A et |TJ] < g ITJI < &, pour 0 < j <kalors
<j<
su IQa b,r® 1 =& 0<jsk.

x€[a,b]
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(G)  _ L3 N
Posons Qa,b,T PY (x)+R” (%) .
: k ‘ i
Nous avons  PJ(x) = I i(i-1)...(i-j+1)[a:i+1](x-a)*™J
i=]
donc K
Pl x)| = £ iGi-1)...(i-j+D|azi+1]a*™
si i=]

lazi*1] = €3/ (2@k=3+1)i...(i~j+1) alors |PI ()| < e/2

.

i
a
il

H

Comme [g:i+1j = alors nous avons une premiére série de valeur pour &o,...,E

K
Pour RJ(x) nous avons la formule VI.8.1
z

(x—a)k+]+2—3(x-b)l-z k-j

B | =M

k=]
.. - . b-a <=M A
=0 i, 3,2 (b—a)l+] _ 1,J,k( )

i,j,k

M ne dépendant que de i,j,k.

i,i.k
L dM g
(Eb:&]— DT —T<1 Ta(b)) s'exprime comme combinaison lin&aire de T, de
-+ . ' :
TE ],...,Tz) en prenant ces termes assez petits on peut donc rendre l'expression
aussi petite que 1l'on veut, soit PR ainsi

1+1] . 1+l
zz¢-n¢ o
=1 j

. K i
NN I
i=0 3>

2 © o k+1-2
k,jl“x/”

On peut choisir M, assez petit pour que IRJ(x)l <el/2 . De 12 on déduit un choix

de &O,...,Ek. En prenant le plus petit des choix de 50,...,£k on obtient :
|PJ(X)| < GJ/Z et IRJ(X)I < e3/2 donc ]QJ(x)l < el .
c.q.f.d.

VI.1l - La proposition VI.9 indique que le procédé d'interpolation 2-Hermite par

polynBme de degré 2k+1 vérifie la condition DI.

La proposition VI.10, associée 3 la linéarité de ce procédé d'interpolation

~

par rapport 4 T, permet en retranchant Q de se ramener au cas ol l'on consi-

0,B8,T
dére une famille de champs qui en a et b sont voisins du champ zéro et de vérifier

ainsi la condition D2.
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VI.12 - Proposition

Le procédé d'interpolation 2-Hermite par polyndme de degré 2k+1 vérifie
la condition D3.

= + N ] -
Qa,b,T(x) Pa,b;T(x) Ra,b,T(x) Remarquons que Pa,b,T(x) est 1'extrapo
lant selon Y du champ a, T,. Nous avons ainsi la condition E3 qui est vérifide,

alors si Ra,b,T vérifie D3 on aura aussi Qa,b,T quil vérifie D3.
D'aprés la formule VI.8.1 nous avons

Rh(X) =

ui(x,a,b)vi(a,b,T).
. 1=0

[ e R

Si nous montrons la continuité uniforme de 1'application a,b,T - Rh(x) € Cla,bl
pour O = h <k, alors nous avons la continuité uniforme pour R(x) € Ck. Donc 1la

condition D3
k ‘ o
.Z (ui(x,a,b)vi(a,b,T))—(ui(x,g,g)vi(E,B,T))

R® (x) -RP (%)
' i=0

[

k
izo (ui(x,a,b)—ui(x,g,s))vi(a,b,T)

k
z u.(X,E,B)(Vo(aab’T>_V'(5’EsT))
i=0 .1 1 1

+

h . o . . .
Pour montrer que a,b,T + R (x) est uniformément continue, il nous suffit.de montrer
que u; et v. sont bornés si x € |-A,+A| et que u, et v, sont uniformément continues
lorsque n = Ia—bl < A,
i
u; = )
=0 i,k+1,% (b-a)

(x-a) ¥ (x-b) 1 ¥
i+1

comme (x-a) et (x-b) sont bornés et que |b-a| >n > 0 alors u, est bien borné,

v, est combinaison linéaire de terme
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) k -
(o+2]- g7 T, ()7 (o-a) < ™

comme Ti et Tg sont bornés (hypothése de D3) et [b-a| > 1N alors cette expression

est bornée et par conséquent V.

(x—a)z(x-b)i°£

i+1
ki . (b-a)
continue dans C"[-A,+A] si |b-a| 2N . Il en est donc de méme pour u, combinaison

Nous avons l'application (a,b) = qui est bien uniformément

linéaire de terme de ce type.

. . -2 .
L'application (a,b,Ta,Tb) - ([b:g]_ ?I%TYT Tz(b))/(b—a)k+l €R

est uniformément continue puisque (b-a) > N et que le numérateur est combinaison
linéaire de Ta et Tb, les coefficients &tant du type (b—a)l. Ainsi
k . . o .
a,b,T ,T, > v, € ¢"|-A,A| est uniformément continue.
La condition D3 est ainsi vérifiée.

c.q.f.d.

VI.13 - Application aux prolongements de champ de Taylor

Les procédés d'extrapolation Y et d'interpolation ® basés sur des polyndmes
vérifie les propriétés El, E2, E3, D1, D2, D3. Nous pouvons donc considérer ayant
un champ de Taylor T,le ¢-¥ prolongement défini dans 3, @ sera ainsi un polyndme
de degré au plus 2k+1 sur les intervalles composant (.qé BY D'aprés la proposition
III.3 nous avons @ € CkLa,b]. Nous pouvons apssi appliqu;f 1es_paragrapheslVJet\’
et nous avons ainsi les résultats de ces paragraphes valables en partiéulier :
si Tn est une suite de champ convergeant vers T au sens de VI.l et vérifiant le
condition C, alors nous avons la suite des prolongements par le procédé ®-¥ (poly-
ndmes par morceaux od Tn n'est pas défini) convergeant dans Ck[a,b] vers le prolon-

gement suivant ©&-Y de T.
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Remarquons que si a,B,Ta, TB sont donnés, le polyndme de degré 2k+! inter-

polant sur fu,B] T, TB minimise la fonction semi-hilbertienne
D + . . . . .
h(u) = Ja k ]) dt ; et apparait ainsi comme une fonction spline d'Hermite.

Si X, est formé d'un nombre fini de points alors ¢h est la fonction spline d'Her-
mite minimisant h(u). Si le champ T est la restriction i X d'une fonction de Hk+1,
~alors nous avons ainsi une convergence des fonctions spline @ vers la fonction
spline ® prolongeant T au sens de C [a bj Par contre si le champ (X,T) ne provient
pas d'une fonction appartenant 3 H k+ lfa bl alors 1l'ensemble des interpolants de
X,T n'appartient Plus a domh et le prolongement @ n'apparait plus comme minimi-
sant h(u), cependant sur chaque intervalle n'appartenant pas a F, ® est encore un
polynOme de degré au plus 2k+i. Si nous approchons alors X,T par des champs X ,T
qui proviennent de la restriction d'une fonction de Hk alors le prolongement m

est une fonction spline d'Hermite, et le théordme V. 6 nous donne la convergence
d'une suite de fonctions spline d'Hermite dans Hk lra bl la fonction limite n'ap-
partenant pas i H k* 1fa bi Cependant ce résultat peut &tre intéressant pour l'inter-
polation de fonction de C [a b] par des fonctions splines d'Hermite. Ce sera le cas
si X est formé d'un nombre fini de points et T la restriction de T a X » nous
avons alors 1l'interpolation sur un nombre fini de p01nts d'un champ de Taylor, et

le résultat précédent nous donne la convergence dans C la,b, de ces interpolants.
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SESESERESRESE=ES

PROCEDE D'INTERPOLATION PAR UNE FONCTION DE CLASSE cX

Whitney [1934] a donné une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonc-
tion f définie sur un fermé F © [a,b] soit prolongeable en une fonction de classe
Ck. Pour démontrer ce théoréme i1 introduit Tes Q-projections qui associe un champ
de Taylor d'ordre k sur F. Au § 2, nous montrons que 1'hypothése F n'est pas néces-
saire pour le théoréme de Whitney.

Nous définissons la notion de procédé associant & une fonction f définie sur F
un champ de Taylor, puis en effectuant un @-¥ prolongement comme au chapitre V,
nous obtenons un procédé d'interpolation de f par une fonction de classe Ck. Ce
cadre contient le cas des Q-projections.

Nous définissons une notion de convergence sur 1'ensemble des fonctions définie
sur des sous-ensembles de [a,b]. Puis dans le cas associé au Q-projections nous
obtenons ainsi des résultats de convergence dans Ck[a,b] de la suite des interpolar
lorsque la suite (fn,Fn) converge. Ces résultats de convergence dans Ck[a,b[ permet
tent de voir que ce procédé d'interpolation donnera des résultats satisfaisants pou
1'estimation de dérivées jusqu'a 1'ordre k a partir de la donnée de la fonction sur

certains points.
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—
H

NOTATIONS ET CONDITIONS SUR UNE FONCTION DEFINIE SUR UN SOUS-ENSEMBLE D'UN
INTERVALLE la,b].

I.1 - Soit k un entier positif, [a,b] un intervalle de R. Posons 4 = {ao,...,ak},

B = {bo,...,bk} ol aseeesa, bo"""bk sont des &léments de La,bl.

Soit f une fonction & valeurs réelles définie sur un sous—ensemble F de
[a,b]. Supposons A © F, alors nous pouvons considérer la différence divisée kéme
de f sur les points de 4 scit |A|(f) = [éo,n,.,ak](f), dans la suite, s'il n'y a

pas d'ambiguité sur la foncticn f nous noterons fAJ pour iﬂ](f).

Si A contient les éléments répétés plusieurs fois (ai = aj =...) alors

nous ne pouvons plus définir [Aj(f). Nous pouvons généraliser par des différences
divisées 3 arguments répétés, que nous pourrons définir, si au point a; répété
P fois nous avons P fonctions f(ai), fi(ai)"°"fp.—l(ai)' Ainsi si nous avons
sur un sous-ensemble F C La,b] en chaque point a, palnombres f(a),...,fp_l(a),
cette donnée &tant notée f, nous définissons Iﬂl(f) comme une différence divi-
sée a arguments répétés a; au plus P, fois.

i

1.2 - Distance sur les sous-ensembles & k+l &léments de [a,b]

k

A et B étant de tels ensembles, posons d(4,B) = inf I ia.—b

.—l , od S
ots i=o = )

désigne 1l'ensemble des permutations de O,...,k.
Alors d(4,B) définit une distance sur 1'ensemble des sous—ensembles de k+1 élé-
ments de |a,b]. Si aé,.,.,aé (resp. bé,.,o,bé) désignent les points de 4 (resp. B)
rangés dans l'ordre croissant nous avons d(4,B) = oz ai—bi. Cette notiqn de

. e aipe e . . 1= P
distance est aussi défini si dans A et B certains &léments sont répétés.

Si A Cila,b!, posons §(A) = sup Ia-B] c'est le diamétre de A.
. o, A
Nous avons 1'inégalité d(4,B) < k+1 §(4 U B).
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On dit que An converge vers 4 , si pour tout € > 0 il existe N, tel que si
n > N alors Ia?—a.l < € , Soient A et B deux suites convergeant vers A et B alors
nous avons 11md(A ,B. ) = d(4,B). En effet dCA ,B ) = inf Z Ia -b |or sin>N
laf-b}| =3 |a, b, |+2(k+1)€ car |al-b]| = |ach | +2¢. i=1

1.3 -~ Condition Ik et ﬁk

Soit f une fonction définie sur F € [a,b| nous allons énoncer différentes

conditions sur f et étudier les relations entre elles.

Condition Ik

On dit qu'une fonction £ vérifie Ik sur F si pour tout € > 0, 41 existe § > O
tel que pour tout couple d'ensemble A,B de k+1 &léments de [a,b] vérifiant
§(4 UB) <Son ait |[A](£)-[Bl ()< .

Nous pouvons exprimer I en disant qu'il existe un module de continuité w

tel que

|4l 6)-[B] (£)| = w(d(S@ U B)).

Condition wk

On dit qu'une fonction £ vérifie les conditions W, sur F st pour tout €> 0

i1l existe Y >0 tel que pour tout couple d'ensembles (4,B) de k+1 éléments
de F vérifiant d(4,B) <+yon ait |[A](£)-[B](£f)]| <e.

£

De méme on peut exprimer Wk par l'existence d'un mod le de continuitéd w tel
que |[4](£)-[B](£)] < w(d@,B)).

Pour k = O nous avons d(a ,b ) = 6({a }U{b }) = |b -a |, les conditions I

o o o o o o o

et wo coincident et indiquent que si IaO-bo| < § alors If(ao)—f(bo)i < € pour a et
bo dans domf, il s'agit de la condition de Tietze Uriysohn nécessaire et suffisante

pour le prolongement de f par une fonction continue.
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Comme d(4,B) < (k+1)§(4 U B) en prenant 6 = y/(k+1) on s'assure que si la con-
dition Wk est vérifiée pour f alors la condition Ik est aussi vérifiée pour f. Par

contre d(4,B) peut devenir infiniment petit sans que §(4 U B) le devienne.

I.4 - Forme affaiblie des conditions Zk et wk

Nous dirons que f vérifie wﬁ (resp. I') si dans la définition de W (resp. I )
on ne considére que les couples (4,B) oli 4 et B ont k &léments en commun et

d(4,B) <y (resp. §(4UB) < §),

Comme on diminue 1'ensemble pour lequel on doit avoir ][}](f)—[ﬁ](f)l < e, les

conditions w& (resp. IL) sont plus faibles que les conditions Wk (resp. Ik).

Inversement, voyons que Wﬂ (resp. Ié) entraTnent Wk (resp. Ik). En effet :

- k -
[ao,...,ak_J—[«bo,..,,bk]=izo[bo,..@,bi_l,ai,..,,akl [y sbisag, seesa]
Soit €/(k+1) on associe par W', y supposons d(4,B) < Y alors la b, I < Yy et ainsi
|[b seeesb._hay ,...,akI [b ”°"b1’a1+i’°”’ak]' < g/ (k+1), donc
l[a ,o..,akJ [b 2oy k]l < e et W, est vraie (de méme pour I ) Ainsi les. condi-

tions w' (resp. I ) sont équivalentes aux conditions Wk (resp° I )

1.5 - Proposition

St une fonction f définie sur F vérifie la condition W, (resp. L ) alors

elle vérifie aussi les conditicns WP (resp. Ip Jpour 0 <p <k . .

Nous ne_ ferons la démonstration que pour W, , pour Ik la démonstration étant

analogue.
Par récurrence descendante il suffit de montrer que Wp entraine Wp—l' Nous
raisonnons par 1'absurde en montrant que (non W;_]) entraine (non W'). (non W;—l)

signifie qu'il existe € > 0 tel que pour tout n » 0 il existe a < a <. < ap_]
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et b, (ai_] < b, < ai+1) avec |[ao,...,ap_}]—[ao,...,ai_l,bi,ai+l,...,ap_{][ > g,

"o s O+ < ! ~a~di ,-b.| <n).
et d({ao, ,ap_l} {ao, bs ap-l}) n (c'est-3a dlye Ial bll n)

Considérons une suite N convergeant en décroissant vers 0. On peut lui
n n . n .
b, . Remar b, 1'
p-1°23 (n) marquons que ians la suite i(n)® indice
i peut varier avec n. En extrayant une sous-suite de bi(n) et en renumérotant les
n n
b,
n n n pmlmi
dépend pas de n). Les suites ao’°"’ap—1’bi étant dans [a,b] elles admettent des

. . n
associer p+1 suites a seeesd
(i ne

€léments selon N, nous pouvons supposer que l'on a les suites agseeesd

points d'accumulation.Comme le nombre de ces suites est fini, on peut extraire

une sous-suite j(n) de N de fagon que les suites ai(n>,«..,a%£?), bg(n) conver-
. n n n n n
e .. <,00 < . < b, < a,

gent vers des limites ags ’ap—l’bl Comme a0 ap_] et a;_y b1 a]'_l_1

n .n

<,..< . <b, <a, .. <
nous avons a_ ap_I et a; b1 a4 De d(4,B") nn,nnnnconvergeant
vers O avec n vers l'infini, nous déduisons que d(4,B) =1lim d(4 ,B ) = 0, donc

nous aurons a. = b, comme B = {a ,...,a. .,b.,a. veesa }.
i i o’ Ti-1271%1+1? )

. . n_.n
Soit n > O nous pouvons choisir n tel que ]ai-bil =net

llag, ..,ag_lj—’ag,...,b?,...,an_l[| > € Or
[az,...,az_l,bgl = ([ag,..,,ag_lj—[ag,...,bg,...,ag_]])/(a?-b?) et ainsi
[ag,...,ap_l,bij > eg/n.

Choisissons & > O tel que [ag,...,an_],bzl < gfE-e 3 a & associoﬁs m tel que
|aT-b?] < £, nous obtenons‘ainsiI[ag,...,aﬁ_l,ijl > efE et

| [a?:’ o °3a]1131__] ,brfwl’[az, coe 932_1 ablij I > €.

Si dans les choix précédents nous imposons ce qui est possible, que quel que

soit j (0 < j < p~-1) on ait
|a?—a.| < n/2(p+1) et !a@-a.[ < n/2(p+1)
J 3 J ]
n m
- - <
[b2-b. | = n/2(p+1) et [b-b. | < n/2(p+1)

n n n m m m
alors en prenant 4 = {ao,...,a bi} et B = {ao,...,a bi} nous avons

Lo p-1’ p-1’
d@4,B) <n et H}]—[ﬁ]] > € ce qul prouve que W; n'est pas vérifiée.

c.q.f.d.
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1.6 - Proposition

St une fonction f vérifie sur F la condition I.1 alors elle vérifie la con-

dition W1 sur F.

I.1 tant vérifi&e nous montrons Wi, c'est-a-dire que € > O &tant donnde
nous associons Y > O tel que si A,B vérifient d(4,B)< Yy on a I[A](f)~[B](f)| < g,
Iei 4 =A{agal, B= ib_sb,}s 4] ) = (f(a)~f(a))/(a -a)) et
[B] (£) = (£ )=£(6))/ (b _-b ).

€ > O étant donné, par la condition Il on associe §, nous avons i choisir Y,
imposons d'abord y < §/4. Alors si fao—a]l < 30/4 et si d(4,B) <y < &8/4 on a
6(A UB) < ¢ et ainsi |[4]-[B]]| <.

Maintenant considérons le cas Ia -a [ 2 36/4 alors nous avons si d(4,B) <y
!b -b l > §/2. Supposons a < a, b <b
g, = f<a0> £, &, = £(a)-EGh)

et osons ¢ = a =b c. =a.-b
P o 7P’ [

1 1

1]

N . (b -b.)(f(a )-f(a,))~(a -a ) (£(b)-f(b.))
ILJ(f)'LJ(f)I l o 1 0— 1 - o 1 3 I I
(aO al)(bo bl)

(c}—co)(f(ao)-f(al))—(ao-a])(go-g]>l
(ao_a])(bo—bi)

On sait que f est borné sur F, en effet, Il entratne I.0 donc f se prolonge
par continuité sur [a b] compact et ainsi lf(a )-f(a )I < 2M. '

On a la -a llb -b I > 38%/8 et si on prend

lc | et |e,| = === 30%¢ alors (Cl—co)(f(ao)_f(a]))l < ¢g/2
1h T3 (a_-a ) (b -b)
o 1 o 1
. 38%¢ - 38%
S — = .
Le choix de ¥y 3oy entraine Icll et ]col 3
A g' = e on associe &' > 0 par §' > 0 ainsi si |a -b | < &' et la.-b. | < 6"
8 Se o o 171

alors 8 et g S-?;
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(g,-g )(a,-a) 8.8
| GmoEmy el = e
1 o "1 o o

et

. 3 ° 62
Ainsi si 3 € > O on associe Y = 1nf(§2M ’

|14a] (£)-[B] (£)| = e.

§',8/4) nous avons si d(4,B) <y,

c.q.f.d.

Cette démonstration ne se généralise pas lorsque 1'on remplace 1 par un entie
quelconque k, car on peut avoir  sup |a -a. | < Jet avoir certains Ia —a l aussi
petit que 1l'on veut, les maJorat(%onsJ P des dénominateurs ne seraient plus valables
dans le cas ot 6(4 UB) > 38/4.

Nous allons dans les deux propositions suivantes donner des résultats lors-
qu'une suite An d'ensemble de k+! points converge, au sens de d(4,B), vers un en-

semble A pouvant avoir des points répétés.

1.7 - Proposition

Soit un point x € X qui soit un point d'accumulation de X, alors si f vérifie
la condition Wk ou Ik sur £, soit AJ une suite de partze de j+1 points de X
tel que les potnts de A comvergent vers x, alors [AJl(f) converge vers un

nombre noté fi,

Soit € > 0 et choisissons m et n > N alors nous avons Ix—x I et Ix-x l
donc d(AJ AJ) < 2(k+1)e et G(AJLAJ) = 2e€,comme nous avons WJ on a IJ vérifiée
alors I[AJJ(f) [ﬁnJ(f)l < w(g) et ainsi [A ](f) est une suite de Cauchyk. Elle admet

une limite fi

c.q.f.d.
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1.8 - Proposition

Soit [4] = [ao,.,.,ap,x,...,x] le point x étant un point d'accumulation de
X répété k+l fbis. Sott An une suite d'ensemble de k+1 points distincts,
avec lim d(A ,A) = 0, alors ]:AI (f) = 11m[A ](f)

([h](f) dészgne la dtfférenee divisée a arguments répétés construit avec

£ et fi).

Si A est formé uniquement de x alors EA](f) = fi et nous avons la propo~
sition précédente qui donne le résultat. Raisonnons par récurrence sur j, nous
avons

[4](£) = ([ays---ra_sx, 0 ,x] (D)=[a . vha_,x,0e.,x] (£))/ (x-a )

o) p ] p (o]
les deux différences divisées &tant d'ordre j~-1, nous avons la convergence de
n n n n n n
[ao,..o,a ,...,aj_l](f) et [a],...,a ,...,a.](f)vers'“elles et comme (x~ao) est

P P J
différent de z&ro nous avons aussi la convergence de E4n](f) vers E{](f).

1.9 - Corollaire

Dans les énoncés des conditions Ik et W, on peut prendre les ensembles A
et B ayant un point répété plusieurs fois, si c'est un point d'accumula-

tion de X. On a les mémes indgalités avec le module de continuité w.

Démontrons ce corollaire pour W (pour I, la démonstration serait analogue.)
Si A et B ont des arguments répétés n > O étant donné, on peut choisir An et Bn
avec An et Bn €léments distincts tels que d(A,An) <n, d(B,Bn) < n. € étant donné
on pourra choisir, gface 3 la proposition précédente, n tel que
mﬂ(ﬁ—gj(ﬂISeet]@hﬁ—BJ(ﬂ[s€.
Ainsi
[lo-Blol = Wo-@ o+ Eo-BIo+ b lo-Blo]
< 28+w(d¢4n,Bn))
< 2€+w(d(A,B))+w(d(A,A )+w(d(B,B ).

Cette inégalité étant valable quel que soit €, et d(4,4 ) et d(B,B ) on a ainsi
| [4] (©)-[B] (£)| = w(d4,B)). c.q.f.d.
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I1 - THEOREME DE WHITNEY INDIQUANT UNE CONDITION POUR QU'UNE FONCTION f DEFINIE
SUR UN SOUS ENSEMBLE DE [a,b] SOIT PROLONGEABLE PAR UNE FONCTION Ck[a,b]

II.1 - Théoréme de Whitney

Sott F un fermé de 1'intervalle [a,b} f une fonction définie sur F une
condition nécessaire et suffisante pour que f puisse &tre prolongée en
une fonction de classe Ck[a,ﬁl est qu'il existe un module de continuité
w tel que pour tout couple A, B de k+i points de F on ait
|14] (£)~-[B] (£) |< wid(4,B)).

La condition ci~dessus est la condition Wk exprimée en terme de modules
de continuité. Ce théoréme a &té démontré par Whitney [1934], Merrien []966] en

a donné une présentation plus claire.
La condition nécessaire ne pose pas de difficultés particuliéres, voir
Merrien (1966), prop. 2.1 et lemme 3.}. Nous allons rappeler le schéma de la

démonstration de la condition suffisante.

I1.2 - Construction d'un champ de Taylor T associé a f sur F.

i) Si x est un point d'accumulation de F, on définit Ti
T, = 113 Lx,x],o»o,xij(f) ef X 5o ,X, €F.
X]X
X~ X

La condition Wk entraTnant la condition Wi pour i < k, alors on,vérifie

aisément que cette limite existe.

ii) Construction des Q-projections de Whitney, dans le cas oli yx n'est pas un

point d'accumulation de F. On associe & x un ensemble Q(x) de k+1 points
Q(x) = {x,x],eq,,xk}, cet ensemble se définit par récurrence. Supposons
connu X;X 50 005X, eS8 points sont dans un intervalle[k',x"loﬁ 1'une des
2 extrémités est x, et i’autre X, 3 on choisit pour X041
proche de x' ou x" parmi les points de F non déja pris, si x

le point le plus

o est un point
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~

d'accumulation on choisit x = Xy, s'il y avait deux points & égale distance

2+1

" on choisirait 1'un de ces deux points,par exemple celui

respectivement de x' et x

le plus a gauche.

Sur Q(x) on construit le polyndme P de Lagrange de degré k interpolant
f {si Q{x) contient un point x répété plusieurs fois, celui-ci est un point d'ac-
cumulation de F et on peut y définir Ti(x) par limite de différence divisée d'or-
dre i, et on construit P comme un polyndme de Lagrange Hermite). On définit T en ur

point x comme le jet d'ordre k de la fonction P.

On montre ensuite que ce champ de polynOme T est un champ de Taylor d'ordre
k, en utilisant la prcpriété III du théoréme I.3 du chapitre V que 1'on vérifie
grace a 1'inégalité : d(Q(x),Q(y)) < (2k+1)(k+1)|y-x| et la propriété
§(Q(x)) > kly=x| => Q) = Q(y))

Pour la suite il nous est utile de connaftre une relation liant un module
de continuité { vérifiant la condition II du théoréme I.3 du chapitre V, au module

de continuité w du théoréme II.2. Démontrons la proposition suivante :

11.3 - Proposition

Le champk@e Ta %QP T construit'précédemment assocte d f, vérifie la con-
dition ITi(y)-T;(y)l < ly—xik—J Kw(|y-x|) pour x,y € F. w étant un module
de continuité vérifiant le théoréme II.1 pour f, et K Stant une constante
indépendante de f.

13

Le polyndme de Taylor T en x est le polynOme de Lagrange P construit

Q(x)

sur Q(x) = {x,x ngxk} en conséquence les inégalités cherchées sont

lgmo

‘Pé<x>(Y>‘Pé<y>(Y)i < |y k w(]y=x)).
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= { '
Rappelons que si A = {x ’Xl""’xk}’ B {xo,...,xk_],xk}

k~1
= ([%o"'°’xk]—[xo’""xk-l’xi])igo (X—x,)

et par dérivation

k-j
I (X-xz(i))

k-J .
€Ck+l 1=0

(IInB) Pi-—P% = (l:xo,.. ,Xj LX ' “’Xk ]’Xk] )

ol % parcourt les combinaisons de k-j &léments pris parmi k+1,

= e e 1 = "o d oo e soons
Posons Q(x) = {x_,...,x } et Qy {yo, ,yk} ol x_%...S X, ety ¥, alors

et

k
4Q),Q)) = I |x;-y.|.
1=0
Posons Aj = {Xo"'°’xi—l’yj’°"’yk} alors Ao = Q(y), A£+] = Q(x).
k+1
- = - = I P
"ot o) PAP+] PAo 2=1 ( Ay Az— )

| J Kl N
P -pP g Pd -p
Q(x) Q(Y) %=1 A,Q, Az_

Nous allons majorer IPQ( )" Q( )l en utilisant les majorations de IPJ mPJ |

D'aprés II.3 2 l—l
» =2
B, (X)-P, M)Iswdquﬂ%_”)oﬂ I&xlx H(xw)
2 -1 i=0 i=4
car
’ [XO, O] Q’X,Q,--] ,}'Zs ° o qul“l_Xo, oo ~,X2_2,}’2_] L) ‘ayk] I < w(d(A,Q,—'l ,A2)>
et

QgAY = Ixg_1myp I
De plus on a |x=x;| < 6(Q(x)), |y=y.| = 8(Q(y))
y=x; | < ly=x[+[x=x] = [y=x[+(Qx)).
D'aprés les propriétés de Q(x) on a si Q(x) # Q(y)

§(Q(x)) et §(Q(y)) < k|x-y|



- 238 -

ainsi nous aurons
]y—xil < (k+1)|y=x| et Ix-yil = (k+l)ly-x|

en conséquence

-2 k - "

| I (y=x) T (y-yi)l < (k+1)"|y-x]|

i=0 i=f
et

e, -2, Y| s GrDSex, -y, ) ]y-x|¥

A Ay Y 4-1"g-1 171
-1

or

Ixg_17¥g; | £ 4Qx),Q()) < (k+1) (2k+1) [x-y |
d'ol

i(PA[PAQ Y| S DS wlier1) (2k+1) |y~x|) |x-y | K.
-1

w &tant concave w(Ax) < |\|w(x) si [A] > 1.

Ainsi
k1 .
[y =B, Y] = @D 2 Dw(|x-y )
L -

comme I | k+1 r I

|P -P, | = L |P, -P

bt Ao am1 A A

on a

qu(X)(y)—Pq(y)(y)! < KOW<IX'yl)ly-Xlk

La constante Ko ne dépendant que de k.

Un calcul analogue nous donne
2y ) = Ry wlfxmy )y
Q(x) Q(y) 3]
On peut prendre un K unique comme le sup des Kj'

Cas ol certaines des abscisses sont répétées, on se raméne au cas précédent

en remarquant que le polyndme de Lagrange Hermite construit sur (ao,...ap,x,...,x)

n

. ~ . ny .
est la limite du polynOme de Lagrange construit sur (ao,...,a »a ..,ak) ot

Pt
n ° P4 3 <
a +],..ﬁ,aﬁ converge vers x. Comme le point répété est point d'accumulation on peut
P 212 n n
approcher n par des &léments ap+1,w..ak.

c.q.f.d.
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Le théoréme de Whitney est en général énoncé lorsque 1'ensemble F est fermé.

Montrons qu'il est vrai pour tout sous-ensemble A de l'intervalle [a,b].

I11.4 - Proposition

Si une fonetion f vérifie la condition Wy sur un sous~ensemble Ade[a,b]
alors £ est prolongeable par continuité sur A et on a f qui vérifie la
condition W, sur A,

On sait par la proposition I.5 que Wj est aussi vérifiée dé&s que j S k.
En utilisant wo, on a la condition de Tietsz~Urysohn, on peut prolonger f par
continuité 3 A en f,

Soient deux ensembles 4 et B de k+] &léments de A, pour tout U > 0, on
peut trouver A et B formés de k+1 &léments de A tels que d(4,4 ) Suet
d(B, B ) < u. On va utlllser le lemme suivant :

Lemme lim [Aul (£) = [4](6).
W0

k f(aP)
On a [ﬁ kf) = Z — | Les points de 4 sont distincts, on peut
W i= H__H _
i=0 T (a;-a.)
0#1 J

choisir les a dans des petits intervalles contenant a » et n'empidtant pas les
uns sur les autres lorsque i varie. Par conséquent, on peut borner inférieurement
les dénominateurs, (D'autre part siu +0 dir* ai'et f(&g) -+f(ai),
D'aprés les propriétés des sommes et des divisions par des termes # O d'un
nombre fini de limite on a ainsi lim Iﬁuj(f) = [4](f).
U0
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Alors pour tout € > O on peut choisir U tel que I[hu](f)—[dj(f)l <e€

On a alors

(Wl @®-BI®| = [ @-[4 @1+ [aJo-[8]@ |+ [5]E-[E] |
on a ainsi

[[a]H-[B] (D] = 2evw(d(4,B))
Or

d(Au,Bu) < dCA,B)+d(A,Bu)+d(B,BU)

< d(4,B)+2u
| [4] (§)-[B] (E)! < w(d(4,B))+2e+w(2u).

Comme € et | peuvent €tre aussi petit qu'on veut, on a bien la condition W
P q

_ - o k
| [A](E)-[B] (£)| = w(d(4,B)).

c.q.f.d.

I11.5 - Corollaire

Le théoréme de Whitney II.1 est aussi vrai lorsqu'on considére une fonction
Y q ‘

f vérifiant W, sur un ensemble A non nécessaivement fermé.

11.6 - Proposition

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f définie sur
i » , . , 4 o N SUE o
la,b| soit k ~fois continuement dérivable est que f vérifie La,bj la con-

dition Ik'

Nous allons démontrer par récurrence que f est k-fois dérivable. Supposons

que f admette une dérivée iéme i < k. Soit o € [a,b] pour tout €, > 0 1l existe

£1 () -
Opse0s0; tel que 6 ({a,...,ai})s n, et L—TT—— - ﬂu,...,aij(f)l Se
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de méme pour x”€ [a,b] on peut lui associer x. ,...,x. avec
. 1 1

i
£f7(x)
d({x,xl,...,xi}) < nl et I_TT_— -[x,x],...,xi](f)l < 81

"fi(x)_fi(a)'i!([x’xl""’Xi]-[d’al’°"’9ij)I s 2(k-—l)!€l

X=0, x~0

En prenant € < (x-a)? on obtient un majorant :2(k=1)! (x-a).

[x,x1 yeue ,xi]_—[a, . ,oci] ; [o,... 20 13Xgens ,xi]-[oc, sl Xg e .xi]
A= =

(X—O(') 2=0 (X—a)

=

; (ngax)Ex,...al,xz,...,xi]

]

2’=0 X0
Si on choisit n, < (x~a)? alors on a
]xi_O‘il .

- - < i+ -

1 2'X O(«I ﬁx__ﬂ{— 1 ZIX OCI
Soit 2i+l(a) = lim [a,al,,.a,ai+]1 (cette limite existe puisque f vérifie

Qpsenes0y 200

Ii+1 (comme vérifiant Ik)a

Si x tend vers 0, alors nous avons al,...,ai,x],...,xi qui convergent vers.q

—

1

lim p— [d’al"'“’al’xl’°"’xi] = 2i+](a)
X0,
ainsi nous avons lim A = (i+1)&. . (Q).
i+1
i i X0, .
7 (x)-f (a)-(i+l)l%+l(a)
Ainsi — | peut &tre rendu aussi petit que 1'on veut. Ceci

nous prouve que £l est dérivable en o € [a,b]. La condition I.

4] permet de vérifier

la continuité de fl+](a) = (i+l)l£i+l(a).

c.q.f.d.
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II.7 - Proposition

Soit £ une fonction définie sur un sous-ensemble X de [a,b] partout dense
dans [a,b] une condition nécessaire et suffisante pour que f soit prolonge~
able par une fonction k-fois continuement dérivable est que f vérifie la

condition Ik sur X.

Il ne nous reste qu'a vérifier la condition suffisante. Sur X, I, est veri-
fié donc f se prolonge en une fonction f sur [ﬁ,b] = X. Utilisant la proposition

1X.6 il nous suffit de voir que I, est vérifiée pour f sur [a,b1, Soit

e ; - T
Z ,ee052, S la,blona 'z yuevnz, | = Tim (X .e...x ).
o’ 2% 8,D ! 2o 02y i_ o’ ’ k“]

En effet, on suppose KosenesXy dans de petits intervalles voisinage de
ZsroesZy de fagon telle que le dénominateur soit born& par un nombre positif, le

numérateur apparait comme une forme linéaire de f(xo),..,,f(xk), dont les coef~-

ficients sont des polyndmes de (xl,...,xk). Comme f(zi) = lim f(xi) alors nous
r L X.?2Z,
avons Lzo’°“"zkl = llm[xo,...,xkj. i1

La condition Ik vrai sur X passe 4 la limite par un argument analogue &

celui de la démonstration de II-4 pour Wi -
c.q.f.d.

1.8 - Cette proposition permet de voir que si X est partout dense dans [é,b] alors

les conditions I, et W, sont équivalentes.

k k s
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IIT - PROCEDE GENERAL ASSOCIANT UN CHAMP DE TAYLOR A UNE FONCTION f DEFINIE SUR F
PROLONGEABLE EN UNE FONCTION ¢[a,b].

Si & une fonction f vérifiant la condition Wk sur F, on sait associer un
champ de Taylor T sur F, alors en appliquant un ¢-Y¥ prolongement & T comme au

. . k
chapitre V§3, nous avons un prolongement de f par une fonction de classe C .

[I1.1 - Définition

On appelle T procédé général associant un champ de Taylor d'ordre k a

une fonction, la domnée pour chaque ensemble F C [a, b] d'une application
TF de l'ensemble des fonctions définies sur F vérifiant Wk dans Z’ensemble
des champs de Taylor d'ordre k sur F, tel que T (£)° = f(x).

Soit x point d'accumulation de F, d'aprés les propositions I.7 et II.4,
on définit par passage a la limite de dlfferences divisées d'ordre j les valeurs

; J
lim Txn'

n-—>-eo

]

fi, si x € F alors fJ = Ti, et si x = lim x© x" € F alors on a fJ

Ainsi T est parfaltement déterminée auX points d'accumulation de F

Un cas important correspond i la propriété o TF est une application liné-

aire quel que soit F. Nous dirons alors que T est un procédé de type lindaire.

Nous développercons dans le IV un exemple de tels procédés basés sur les.

Q-projections de Whitney.

I11.2 - Convergence de fonctions prolongeables en une fonction Ck[h,ﬁj définies
sur méme ensemble F.

Ayant des fonctions définies sur un ensemble X nous pouvons définir plu-
sleurs notions de convergences tels que la convergence simple ou la convergence

uniforme. Mais ayant une suite de fonctions vérifiant sur F la condition Wk, il

est raisonnable de demander que la limite vérifie la condition W, . La convergence

=
simple et la convergence uniforme n'assure pas cette propriété puisqu'une limite
simple ou une llmlte uniforme de fonctions de classe C peut ne pas €tre une fonc-

tion de classe C
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I11.3 - Rappelons chapitre V.4.6 que si ® est une sulte convergeant vers une limite
® dans C [a bJ alors il existe un module de continuité f valable pour w et ¢k

quel que soit n. Nous avons (v01r Merrien (1966) p. 296) si CPk admet un modyle de
continuité w I(L4J [}ﬂ)(¢»| W(d(A B)). Cette relation exprime la condition wk
pour ® sur La,b], si nous nous llmltons a un sous-ensemble F de [a,b] cette condi-

tion est vraie pour la restriction de .

Ainsi si f est une suite de fonction définie sur X, convergeant uniformémer
sur X vers une fonctlon f, telle qu'il existe des prolongements a [a bj Q de f
qui convergent vers un prolongement ¢ de f dans C La b] f et £ vérifie la cond1-

tion CC ci-dessous :

Condition CC

Soit (fi)iEI une famille de fonctions définies respectivement sur X, nous
dirons qu'elbvérifie la condition CC s'il existe un medule de continuité w
tel que pour tout i € I et tout couple ( A,B ) d'ensemble de k+1 points de
X, nous ayons l([A]—[ﬁ])(fi)I < w(d(4,B)).

I11.4 - Définition

Le procédé général T associant un champ de Taylor & une fonetion f sera dit
régulier :

81 pour toute suite de fonction £ comvergeant uniformément sur un sous-en—
semble X vers une fonction f et vérifiant la condition CC, alors les champs
de Taylor d'ordre k , Tf,  comvergent uniformément sur X et vérifient la
condition C.

Utilisant les résultats du chapitre V, si T est un procédé régulier et si
nous désignons par ®, un ®-¥ prolongement de Tfn’ et si le procédé d'interpolation
® (resp. d'extrapolation ¥) vérifie les conditions D1 et D2 (resp. E1 et E2) alors
les fonctions ¢£ convergent dans thé,b] vers le prolongement ® de f (¢ étant le

$-Y¥Y prolongement de Tf).
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IT1.5 - Lemme

501t X un sous-ensemble de |a,b)| X Llensemble de ces points d'accumulation.
Pour tout n > 0 <1 existe un sous-ensemble fini X' de X tel que s x € X
et d(x, X) 2 Nalors x €X' et tel que pour chaque x € X 71 existe k+1 points
distincts xo,...,xke I avee lx—le SN pour 0 £j <k,

L'ensemble des points y de [é,b] tels que d(y,X) 2 N est un compact ; aussi
il n'y a dans cet ensemble qu'un nombre fini de points de X, sinon il y aurait un

point d'accumulation o € X dans cet ensemble, ce qui est exclu.

Effectuons un recouvrement de ¥ par des ouverts de diamdtre inférieur i
n/(k+1) on en extrait un recouvrement fini et dans chacun de ces ouverts on choisit
un élément x' € X! ainsi chaque x € X on pourra associer k+1 &léments distincts de

-~

moins de N de x et appartenant i X'.
c.q.f.d.

I111.6 - Proposition

La convergence uniforme sur X des £, et la propriété CC vérifiée par les £
et £ entraine que pour tout €>0 , zZ exitste N tel que pour tout A= {a seeeyd
awuuﬁeionmtmnzNIth%HSe5

k

Démonstration

Considérons X 1'ensemble des points d'accumulation de X et n > 0 om peut
trouver un nombre fini X' de points de X, tel que si x € X et
x ¢ [Rm] = U [x-n, x+1] alors x € X' et tel que pour tout x € X il existe k+l

points de X ggstlncts d moins de n(lemme III.5).

Ainsi 3 chaque 4 nous pouvons associer A ot tous les éléments de Ai sont
dans X' et tel que d(4,A4. ) < 2(k+1)n. (certains elements de A peuvent &tre éventuel-
lement répétés s'ils appartlennent X). En effet, pour chaque aj on prend a3 avec

la,-a>| < 2n.
RN
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D'apres W ([A](D)-[4,](£) = w(2Ge+1)n)

de méme  ([A](£)-[4;[(£)) < w(2@+1)n)

Comme les points de Ai sont distincts et appartiennent 3 un ensemble fini nous ne
pouvons former qu'un gombre fini de Ai' Pour chacun des Ai ,[Ai](fn) est combinai-
son linéaire des fn(a}) donc nous avons [ﬂi](fn) qui converge vers [Ai](f), cette
convergence est uniforme puisque le nombre des rAi est fini, ainsi si € > O est don
on peut rendre si n > N IIZi](f)-EAi](fn)l < € donc

|Tal®)-[a] £ )| = evaw(@eIn).
c.q.f.d.
Au point d'accumulation de X, le champ associé 4 f par un procédé T est
défini par limite de points voisins, donc sans ambiguité. Il coIncidera ainsi avec

le champ construit par les Q-projections de Whitney. D'aprés la proposition II.4

on vérifie que les T(fn) vérifient sur X la condition C du chapitre V.

III.7 - Convergence de fonctions prolongeables en une fonction Ck[a,bl et non néces-
sairement définie sur un méme ensemble. ’

Considérons une suite de fonctions fn définiessur Xn et vérifiant la conditi
W - Comme au chapitre V définition V.1, introduisons les conditions sur la suite

(fn,Xn) et la fonction (£,X)

II1.7.1. - Pour tout ¢ > O 71 existe N tel que si n > N on a
a) pour tout x € X il existe X € X, avec Ix—xnl <e

B/ pour tout x € X 4l existe x€ X avee Ix-xnl <e

III.7.2. - Pour tout € > 0 7l existe n > O et N tel que st n > N on ait pou
tout x € X pour tout élément y ,y € x_ N {x-n,x+n}
|fn(y)-f(x)| < e,
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Ces condltlons ne sont pas suffisantes pour assurer la convergence de pro-
longement de classe ( [a b] de f vers un prolongement de f, puisque dans III.5.]
et III.5.2 n'apparaissent pas des conditions sur des différences d'ordre k. De la
méme fagon qu'en III.3, si des prolongements ¢£ de fn convergent vers un prolonge~-

ment @ de fn?nous avons fn qui vérifie la condition CC.

Soit un procédé général T associant un champ de Taylor 3 une fonction f
définie sur X, tel que pour une suite (fn,Xn) vérifiant ITI.5.1 et III.5.2 et la
condition CC alors les champs Tfn vérifie les conditions de la définition V.1 et
la condition C du chapitre V. Alors si nous avons W qui désignent le ®-¥ prolon-
gement de Tf oi & (resp. ¥) verlfle les condltlons D1 et D3 (resp. El et E3) alors
nous avons W qul converge dans C La b] vers le prolongement ¥ de Tf, qui est un

prolongement C [a b] de la fonction f.

Dans la partie IV de ce chapitre, nous verrons un exemple de procé&dé T

qui vérifieces conditions sauf dans quelques cas particulier de suite (fn,Xn).

Considérons le cas ol X est un ensemble fini, la donnée d'un procédé T
et de procédé o et VY permet de définir un procédé d' interpolation de f par des
fonctions de classe C sur fa b] On peut de cette facon approximer les dérivées
de £ a partir des valeurs de la fonction, et nous pourrons avoir certains théo-

rémes de convergence. Nous expliciterons un cas particulier dans IV.

II1.8 - Progosition

Sotent (fn,Xn) une suite convergeant vers (£,X) au sens de III.?.Z‘e et
III.7.2 et vérifiant la condition CC. Pour tout €> 0 il existe N et

N 20 ¢tel que st n >N, A X et A c X vérifiant d(A,An) = n alors
I[A Je)- lalg )| = e.

Soit X 1'ensemble des points d'accumulation de X. Nous appliquons le
lemme III.4 avec N = § >0, et obtenons ainsi un sous—ensemble X' fini de X. Soit
A cX donne da' apres les conditions précédentes sur X' on peut choisir (k+1) points

A; {a seesay J} tels que d(4,4. )s 2(k+1)z.
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Les Ai sont formés de points distincts. X' &tant fini posons p = inf |y-z|

p >0, Soit & (0 <6 < p/2). y,2&X!

Il existe N tel que si n > N, pour tout y € X' il existe xn € X avec Ix -y| < 6.
Soit A {aln sy 'n} tel que IaJn—a | <0 pour 0<j=<k et avec aJn E X,
Comme [a -a. l < 2z. Alors si nous avons d(4 An) <0 (6 >0 fini) nous aurons

Iaj—aj| <0 et ]aj—a§n[ < 2(z+0) et a4 ,Ai) < 2(k+1) (¢+0) en choisissant £ = 6
IIA](f)-[Ai](f)I < w(4(k+1)6)
! R
|47 e )-[aT1 ¢ ) | < wa(ke1)e)

k
Majorons [4.](£)-[AN(£) = z o, £(ah)- 1 o f(aln),
T ' n i=0 ] J i=0 J ]
Les coefficients uj et a? sont bornés supérieurement car la distance de deux abs~—

cisses est bornée inférieurement par p. f et f sont bornés sur Xn 3 cause de WO.

Si on a € > O on peut trouver § tel que si |a§*a nl < g (0 £ 3 <k) alors on a
Ia -a I = € (continuité des coefficients des différences divisées par rapport aux

abSCLSses)

Pour III.7.2 si €" >0onan?>”o0 et Nl avec si n > Nl et a;—a;nls n alors
iy_ 1y < o
[f@D-f @™ ] = e,

Aussi en choisissant N assez grand on a si n > N
[l E-I®] =e
| [AT ) -[4"T £ ) | = 2w(akr1)0)+e.

c.q.f.d.
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IV - PROCEDE BASE SUR LES Q-PROJECTIONS POUR CONSTRUIRE UN PROLONGEMENT DE f QUI
APPARTIENNE A ¢|a,b]

IV.1 - Description du procédé

La méthode décrite en II.2

Soit f une fonction définie sur X et Y vérifiant Wk’ on construit Q(x), puis
en x on définit Tx comme le jet correspondant au polyndme de Lagrange construit
sur Q. Nous avons ainsi un procédé général 7T associant & f un champ de Taylor T(f).
En considérant un ®-¥Y prolongement de T(f), nous obtenons ainsi une fonction de
classe Ck[;,b]. Un cas particulier intéressant sera celui oli ® et ¥ sont les pro-
cédés d'interpolation par des polyndmes de degré 2k+l et d'extrapolation par poly~
ndme de degré. Un autre cas correspond a& ¢ procédé d'interpolation définit sur
1'intervalle[a,B] par la fonction réalisant le minimum de la norme du max sur [o,8]
de la dérivée k+1, parmi les fonctions ayant en O et B des dérivées données jusqu'a

1'ordre k, ce cas a été &tudié par Coatmelec [1968].

IV.2 - Proposition

Le procédé T basé sur les @-projections est régulier.

L'ensemble X étant dans [a,B] est relativement compact, pour tout N > O,
on peut extraire un nombre fini de points (xi)ieI tel que pour chaque x € X il
existe x; avec Ix—xil < n. Soit X, on a Q(xi) associée, on a T(f)(xi), jet du po-
lynOme interpolant f sur Q(Xi)' T(f) dépend continue@ent de f insque les points
de Q(Xi) sont fixés, ainsi nous avons si n > Ni IT(f)J(xi)-T(fn)J(xi)l <.
N dépendant de €. Comme les X, sont en nombre fini nous prenons le plus grand des
N . Si dans Q(xi) il y a des points répétés plusieurs fois le raisonnement est

encore valable grdce a la proposition III.6.
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La proposition II.3 et la condition CC permettent de voir que les champs
Ti vérifient la condition C et la condition II du théordme de Whitney de V avec
le module de continuité Kw, on déduira comme au chapitre V que les Ti admettent

les mémes modules de continuité w., ainsi nous aurons : [TJ -3 | < w,(]x=x.])
] nL,X Tn,X, j i

e b i SR B S SO P LR =
X n,X X xi xi n,x:oL n,Xi n,

- i _qd
< 2w(|x xi')+|Tn,xi TXiI

En prenant n > N on a iTi < -Ti | <€ et si lx—xil =n avec 2w(n) < € on a fina-
TR .
.. i
lement ITi—Ti xl < 2e. Ainsi les champs de Taylor Tn convergent uniformément vers
3

T‘
c.qg.f.d.

IV.3 - Considérons maintenant le cas d'une suite de fonctions fn définies sur X
(les Xn pouvant €tre distincts et vérifiant les conditions de convergence vers f,X
ITI.7.}. et IiI.7e2 ainsi que la condition CC. Pour chaque x considérons le champ
de Taylor d'ordre k, T, définie sur X, par le moyen des Q-projections. Nous désire-
rions démontrer que cette suite de champ de Taylor converge au sens du chapitre V
n® V, pour cela il faut démontrer que les Qn(xn)-projections de Xn convergent vers
les Q(x) projections de X, lorsque x converge vers X. Ce résultat n'est pas vrai
dans sa généralité : si Q(x) n'est pas définie d'une facon unique, c'est-a~dire
lorsqu'on a un choix du i 2 points i égale distance de x', x", alors il peut se
produire que nous n'ayons pas convergence des Qn(xn) comme nous le voyoqs dans

le contre exemple ci-dessous.,

IV.4 - Contre exemple

Soit X 1'ensemble {1,0,1}. On considére les Q-projections d'ordre 1, en
choisissant en cas d'égalité le point & gauche. Nous avons Q(~1) = Q(0) = {-1,0},

Q(1) = {0,1}.
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Soit X_ = {~1 , (D"

1 ulw

)i} alors sin>2onasin palr = 2p
= {e-] ...L —-——- =
Q(-1) = { i, 2p} Q\2p Q(1) { ,1}. 8i n impair 2p+1
o “loy oo
Q(-1) = Q(2p+l)n_ =1, +1} Q1) = {2 ST o1
Nous avons (;l)' qui converge vers O, et Q(( l) ) ne converge pas au sens de la

distance d(4,B) vers une limite puisque dans certalns il vaut -1 et dans d'autres 1.

Un autre cas. de non convergence sur Q est celui dans lequel on pourrait
avoir p1u81eurs p01nts de X convergeant vers un seul p01nt de X. Par exemple

X = {~1,0,2} et X = {-1, E% R ,2} alors Q(0) = {1,0} et

%-%} pour les Q—prOJectlons d' ordre 1.

n

1,
Q,( 39 Q G") {-
Fermalisons bien la définition de la convergence des Q-projections.

Iv.5 - Définition

On dira pour une suite X de partie de [é b] vérifiant avee X,chap. V. 5.3.1,
que la suite des Q progeet¢ons converge - si pour toute > 0 21 existe n > 0
et N tel que pour tout x € X et X € X avec n >Net !x—x | <n alors
d(Q(x), Q, (x )) S e,

IV.6 -kProgosition

Soit une suite de fonetions £ sur X convergeant au sens de III.7, vérifiant
La condition CC, telle que Zes Q—progecticns convergent, alors les champs

de Taylor T (f ) comvergent vers T au sens du chap, V. 6.8 et vérifient la
condition 0 ‘

Grace i la propsoition II.3 la condition CC entratne la condition C. Utili-
sant la formule de Newton sur 1l'ensemble des k+1 points Q(x) ='{x,x1,...,xk}

= [x x* > ,X%JJ'* Z rx,.o,xxjH(J,z k,Q(x)).
‘ o R=j+1
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k
. - Koo,
= [Xn, ,.Qe,X ]'1” [Xn,tee,.}{n:iH(J’R/,k,Q(xn))o
L=3+1
Il s' aglt de démontrer ¥e, &N et n tel que si n > N et |x—xnl = n alors
[Ti—Ti [ < €, Comme nous avons fait 1'hypothése que les Q-projections convergent
’
sin> N et |x—xni =n' alors d(Q(x),Qn(xn)) < ¢', utilisant la proposition III.8

avec condition Wj 0 = j £k nous avons
. L %
lan,..,,xn](fn)~Ex,,,,,x TE) | < e".

T(,%,k Q(x)) est une combinaison linéaire de produ1ts de (x»x ), (G,8%,k Q (x ))
est combinaison linéaire des produits de (x~x- ), comme d(Q(x), Q (x )) ¢! alors

xlwx1 est inférieur a €' ; ainsi en prenant e' assez petit on pourra rendre :
TGk, Q)T 2,k,Q(0)) | < e -

Comme 1'intervalle [a,b| est bornée, comme la condition W, est vérifiée et les
fxl,,c,,xii et {g ,g,xij sont bornés, II(j,%,k Q(x )) et I(j,%,k,Q(x)) sont bornés
T et TJ sont de la forme A+IL. v avec les X,u ,V bornes et K > A, u - u ,
vl - vl unlformement par rapport a x donc on peut ch0151r n et N tel que

J-gp] < > - | <
ITX T xnl € dés que n > N et |x xnl <n.

c.q.f.d.

IV.7 - si X et f vérifie les conditions de la proposition IV. 6 et si @ (resp ¥)
vérifie D1 et D3 (resp El et E3) nous aurons alors la convergence dans C a b]des
?-Y prolongements des champs T, associés a f par Q—prOJectlons. Nous avons ainsi
construit un procédé d'interpolatlon de f_, des fonctions de C° [a,b] et qui con-

vergent lorsque fn’Xn converge en vérifiant la condition CC.

Si Xn est une suite de sous—ensembles qui converge vers [a,bj au sens de
Kuratowski (ces sous-ensembles peuvent €tre finis) alors Q(x) est un ensemble de
(k+1) points égaux 4 x.S1 n est assez grand alors on voit que 6(Qn(xn)) < g de 1a
on déduit que X tend vers Q(x) et on a ainsi convergence dans le cas des Q-projec-

tions.
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IV.8 - Cas ol Xn est 1'ensemble des n premiers termes d'une suite (xl,«co,xn,..,)
X est’ 1'ensemble des points adhérents 3 cette suite, X 1'ensemble des
points d'accumulation de (x],,.o,xn,...). Cet ensemble est non vide puisque [a,B]

est compact.

Lemme

Soit n > 0, 71 existe N

tel que tout point de X, & une distance supérieure ou égale & nde X,

s0Lt un X, avec 1 =N et

tels que pour tout x € X ne vérifiant pbas cette propriété il existe (k+1)

points xio,._ﬂ,xik avee i ,...,1, SN et ix-—xij] <n 0<j<k.

Soit in 1l'ensemble des points de [ﬁ,B], dont la distance i X est strictement
inférieure 3 n alors Kn est un compact ne contenant pas de point d'accumulation
de X. Ainsi ncus avons seulement un nombre fini de points de X dans cet ensemble,
ces points sont des points de la suite soit N' le plus grand des indices de ces

points.

On effectue un recouvrement de ¥ par des intervalles de longueur n/k+1. Ce
recouvrement peut &tre fini et dans chacun des intervalles on peut choisi; des X
et N" = sup des indices. Ainsi pour tout x € Xn/k+l ilya (k+l),r'xi avec i s K"
et ix-xi] < n. Remarquons qu'il n'y a qu'un nombre fini de points de X contenu
dans ¥ et non contenu dans in/k+l’ pour chacun de ces points x soit a un point
d'accumulation 3 moins de N, on choisit (k+1)xi voisin de o tel que lx-xi| =n,
comme les x sont en nombre fini ces X; sont en nombre fini et nous avons N!"'le plus
grand de ces indices. En prenant N = sup(N',N",N"") nous obtenons la propriété

demandée.,

c.q.f.d.
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IV.9 - Propesition

ST X est L'ensemble des n premﬁers termes d'une suzte, alors les @-projec—
tions pour n convergent‘veruéaprogectwons de 1'ensemble des points adhérents

de la suite.

Utilisons le lemme avec N > 0. Soit x,plusieurs cas vont se produire pour la

position de Q(x)

i) Q{x) N Xq = 0 alors dés que n > N nous avons Qn(x) = Q(x) puisque Q(x)

est formé de X avec i S N.

i1) Q(x) CZXn, alors §(Q(x)) =n . Il existe 2k+l points x; i <N 3 moins de
n de x, soit xj avec Ix—xj[ =n et X, € Xn, On peut choisir X, vérifiant

G(Qn(xi)) =n(n>N2>1i). On en déduit d(Q(X)’Qn(Xi)) < 2(k+1)n.

i1i1) Cas ou Q(x) N Xn # @ et Q(x) non contenu dans Xn si la distance de x a X
est inférieure a n alors nous avons 8Q(x)) < kn et G(Qn(xi)) < 2kn pour
les x, avec Ix—xil =n et 1 <N. Nous en déduisons ainsi

$(Q(x) U Qu(x;)) = 3kn et d(Q(x),Q (x,)) < 3k(k+1)n.

Six & Xn alors il y a un nombre fini de tel x. Prenons 1l'ensemble des Xj
appartenant i cés divers Q(x) et pour N' le plus grand des indices. Alors en prenant
n > sup{N',N) si x & in on a soit Qn(x) = Q(x), soit Q(x) contient un point d'ac-
cumilation dans le voisinage de ce point 0, on peut choisir des points assezrprés X
pour que Qn(x) coincide avec Q(x) pour les points différents o, et pour o on aura
ces x.. On sera peut &tre cbligé de prendre un N" > N et N', mais comme il n'y a

qu'un nombre fini de tels x, N" restera borné.

c.q.f.d.
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IV.10 - Cette derniére proposition permet de voir que si les X sont les n premiers

éléments d'une suite de [a,b], alors nous avons convergence des ®-¥ prolongements

T du champ T associé 3 f .
-0 n n

Un cas intéressant correspond 3 £, = £ nous avons ainsi un procédé d'inter-
polation et la convergence de ce procédé d'interpolaticn lorsqu'on prend les n

premiers termes d'une suite.



- 256 -

V - ESSAIS NUMERIQUES D'UN PROCEDE D'INTERPOLATION BASE SUR LES Q~PROJECTIONS

V.1 - Rappel du procédé

Soit X = {Xl’°'°’xn} n points deia,ﬂ f une fonction définie sur [é,bl,
comme le nombre de points est fini, f sur (Xl""’xn) vérifie la condition Wk.
On construit les Q-projections associées i KpseeesX puis le champ de Taylor
Tn(f) associé et on effectue un prolongement xn(f) en utilisant pour ¢ le pro-
cédé d'interpolation 2-Hermite par des polyndmes de degré 2k+l, et pour ¥ 1'ex-

trapolation par polynOme de degré k.

Considérons le procédé d'interpolation ¥ qui & f associe Xx(f) interpo-
lant de £ sur X. Nous avons bien un procédé général d'interpolation qui est de type

linéaire (voir chapitre I).

I1 ne vérifie pas 1'axiome de projection I.4 chapitre I. En effet soit @
une fonction interpolant f sur (xl,...,xn). Si nous ajoutons un point X, cer-
taines des Q-projections sont modifiées et alors le champ de Taylor associé aussi

et ainsi @ n'est pas un interpolant de f sur {x],...,xn,xn+1}.

Si 1'ensemble des points x ceesX varie tout en gardant le méme nombre

]’
d'éléments 1l'ensemble des interpolants X (F) (F ensemble de fonctions
yoees

sur [a,b]) va dépendre des points XiseeesX ainsT 1'axiome I.10 (Chap. I) est non

vérifié.

L'axiome de projection &tant non vérifié ce procédé d'interpolation ne pro-
£ 3
vient pas de la minimisation d'une fonction semi-hilbertienne. Il ne vérifie pas
I.10 est il n'est donc pas du type de polyndme généralisé. Ce procé&dé posséde des

propriétés de convergences.
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o)

g)

V.3 -
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Propriété de convergence

Soit une suite X seeesX 5eee et X = {xl,...,xn}. D'aprés les propriétés

de la proposition IV.9 les Q-projections convergent et comme le procédé ¢
(resp. ¥ ) vérifie DI et D3 (resp. El et E3) les interpolants X, conver-
bent au sens de Ck vers f’xi'ensemble X des points adhérents de XiseeosX seen
Nous avons ainsi la convergence uniforme de Xn’ mais aussi des dérivées jus-
qu'a l'ordre k. Ce procédé sera donc satisfaisant pour 1'approximation des

dérivées, a partir de la donnée des valeurs de la fonction.

Soit Xn = {xn,..,,x;} supposons que les X convergent au sens de Kuratowski
vers [a b] (pour tout € > 0 il existe N et n > 0 tel que si n > N il existe

pour tout x € [a,b] un xi avec |xi—x| <n.
Dans ce cas 12 les Q -projections convergent aussi et nous avons convergence

dans Ck]a bi des fonctions x . Ce procédé nous donne aussi 1'approximation

des dérivées.

Proposition

Le procédé d'interpolation déerit ici est un procédé exact sur les polyndmes

de degré au plus k.

Soit f un polyndme sur [?,b[, de degré k. Sur Q(x) le polyndme de Lagrange

colincide avec f, donc en x le champ T est justement le champ des dérivées en x du

polyndme f. D'autre part par le procé&dé ® sur x, x' nous obtenons le polyndme f

sur Xx,

x' comme interpolant de ses dérivées iusqu'a 1l'ordre k.

c.q.f.d.
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V.4 - Résultats numériques

Carbonnel [19691 a effectué son projet de 3&me année de 1'Institut Polytech-
nique de Grenoble sur le procédé décrit em V.1. Il a &crit un programme Algol,
calculant la valeur de 1'interpolant ainsi que les valeurs des dérivées, lorsque

X est formé d'un nombre fini de points.

Nous donnons ci-dessus des tableaux de résultats. Chaque tableau est relatif
a une fonction donnée. La colonne N correspond au nombre de points utilisés.
La colonne K a 1'ordre du procédé proposé, les autres colonnes aux erreurs sur la

fonction et les dérivées en un point détermina.

Nous remarquons qu'en général, 1'approximation est acceptable jusqu'a 1la
dérivée de l'ordre K du procédé. L'erreur augmentant lorsque 1'ordre de la dérivée

augmente.
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Fonction sin(x) sur fO,ﬂl

Erreur sur
N fonction dérivée dérivée dérivée
seconde troisiéme
5 0,003 0,02 - -
5 0,0004 0,007 0,2
5 0,00009 0,0005 0,009 0,01
10 ‘ 0,0002 0,01
io | 0,00007 0,002 | 0,01
i0 ¢ 0,000005 0,0006 | 0,005 0,01
20 0,0001 0,006
20 0,060006 0,0005 0,05‘
20 0,00008 0,0006 0,002 0,03

Les abscisses d'interpolation sont régulidrement réparties.

On prend les valeurs pour x

.
3
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Fonction e sur [b,l]

Les abscisses d'interpolation sont irréguliérement espacées de la forme

. I _
X(I) = 31n(ﬁ-§Q (I =0,...,N).

On prend les valeurs pour x = 0.5

Erreur
N K fonction dérivée dérivée dérivée
seconde troisiéme
5 1 0,005 0,06
5 2 | 0,002 0,007 0,6
5 ‘3 0,0003 0,0002 0,1 0,2
10 i 0,001 0,04
10 2 0,0001 0,007 0,2
10 3 | 0,00004 0,005 0,002 2
20 I 0,0003 0,02
20 2 0,0004 0,001 0,02
20 3 0,00} 0,03 0,3 2
30 1 0,000006 0,04
30 2 0,00008 0,002 0,07
30 I 3 ] 0,0002 ‘0,0003 0,0003 0,06
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Fonction ch(x) sur [b,Z]

Les abscisses d'interpolation sont régulidrement réparties.

Pour chaque N et K on donne sur la premiére ligne 1'erreur pour x =

seconde l'erreur pour x = 0.87.

0,35, sur la

Erreur
N fonction dérivée dérivée dérivée
seconde troisiéme
5 0,0005 0,01 0,03
0,001] 0,006 0,4
5 0,0003 0,007 0,001 0,3
0,000t 0,005 0,1 1,6
10 0,0001 0,0003 0,06
0,00004 0,004 0,1
10 0,00003 0,0004 0,007 0,05
0,003 0,004 0,05 0,4
20 0,000003 0,0005 | 0,002
0,0001 0,001 0,08
20 0,00002 0,0002 0,0001
0,001 0,04 0,02 0,4
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