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INTRODUCTION

. " =

Un probléme fréquemment posé au mathématicien appliqué consiste a résoudre
un probléme d'éléments propres :

T étant un opérateur linéaire dans un espace de dimension finie ou infinie,
trouver, s'ils existent, Tes vecteurs x # 0 et les scalaires A tels que :

Tx = Ax.

A et x sont &léments propres de T : A est valeur propre et x vecteur propre.

Sauf dans le cas ol la résolution est explicite par les moyens de 1'analyse clas-
sique, lorsque la dimension de 1'espace est infinie, les méthodes numériques employées
consistent a remplacer 1'opérateur par un opérateur "approché" dans un espace de
dimension finie, dont on calcule les é&léments propres.

Deux problémes se posent alors :

1) disposer d'algorithmes de calcul des &léments propres de matrices et connajtre
la précision obtenue,

2) préciser la notion d'opérateur "approché" de maniére & ce que les &léments
propres de cet opérateur soient des approximations des &léments propres cher-
chés.
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Le travail qui suit a deux pdles principaux : 1'étude dans ¢" d'algorithmes
de calcul des éléments propres (chapitres 1 et 2), et 1'étude dans un espace de
Banach de méthodes d'approximatﬁon‘ des éléments propres d'opérateurs (chapitres
4 et 5.). ’

Plus précisément, Te premier chapitre est consacré a la présentation d'une
décomposition matricielle généralisant la décomposition de Gauss en produit d'une
matrice triangulaire inférieure par une matrice triangulaire supérieure, ainsi
que la décomposition de Schmidt en produit d'une matrice unitaire par une matrice
triangulaire supérieure. On en déduit un algorithme (noté MR) de calcul des élé-
ments propres analogue aux méthodes LR de Rutishauser et QR de Francis. Cet
algorithme fait intervenir des paramétres pour lesquels on propose un choix qui
rende la convergence plus rapide que celle de LR.

D'aprés un théoréme de Householder, toute matrice est unitairement semblable
a une matrice de Hessenberg supérieure (la partie inférieure de la matrice, jus-
qu'a la premiére sous-diagonale non inclue est constituée de 0). Les algorithmes
LR, QR, MR sont systématiquement appliqués a des matrices préalablement mises sous
forme de Hessenberg supérieure, ce qui présente le double avantage suivant : du
point de vue théorique, on simplifie les conditions de convergence des algorithmes,
du point de vue pratique on réduit considérablement le nombre d'opérations a ef-
fectuer a chaque itération ainsi que le nombre de mot-mémoires nécessaires en
machine. Une étude au ler ordre de la convergence de LR et QR permet de proposer
des algorithmes modifiés dont la convergence est du 2éme ordre. Cette accélération
de la convergence peut se combiner avec les translations d'origine de Wilkinson [71]‘

Dans le deuxiéme chapitre, on étudie, pour des matrices hermitiennes ou nor-
males, la précision obtenue sur Tes &léments propres en les calculant & 1'aide
d'algorithmes tels que QR ou Jacobi qui forment une suite de matrices unitairement
semblables, suite qui converge vers une matrice diagonale. Dans ce but, on considére
A' = A+H, ol A est une matrice d'éléments propres connus, et H une matrice de
norme “petite". On approche les &léments propres {A',®'} de A' par {)\,9} &léments
propres de A. On obtient pour IA'-AI et llo'-ol| des majorations en fonction de
HII ou de [Hell, ainsi que de la distance de ) aux autres valeurs propres de A.



On retrouve au passage, en les replacant dans le méme cadre, des résultats bien
connus de Davis [8], Gavurin [14], Kato |24], Golub |15], Ortega |11] et Wilkinson
|70]. Les majorants obtenus sont réalistes et aisément calculables au cours de
1'algorithme. '

En étudiant la sensibilité de 1a précision obtenue sur les valeurs propres
a la distance de séparation entre ces valeurs propres, on a mis en évidence le
phénoméne suivant : soit & calculer la valeur propre A lorsque X est une valeur
propre double, ou lorsque la distance de séparation d est petite, il faut alors
arréter 1'itération relative a ) lTorsque [Holl est suffisamment grand ou petit par
rappord a d, car la précision sur A reste a peu prés stationnaire lorsque |Hel est
voisin de d.

Le troisiéme chapitre traite d'un probléme inverse du probléme classique

de recherche des valeurs propres : &tant donné une matrice A, hermitienne si elle
est complexe, ou. réelle non nécessairement symétrique, existe-t-il une diagonale
réelle V telle que A+V admette des valeurs propres réelles données. Ce probléme
d'ajustement de paramétres dans une matrice dont on connait les valeurs propres

se rencontre assez souvent en physique (spectrométrie physique, physique nucléaire,
théorie des réseaux, systémes dynamiques en chimie physique). On donne des condi-
tions suffisantes pour que ce probléme admette au moins une solution ; ces condi-
tions recouvrent partiellement celles données par Hadeler [18] et Oliveira [44].

Pour 1'étude des opérateurs linéaires dans un espace de dimension infinie,
nous avons choisi le cadre général de la théorie des opérateurs fermés dans un
espace de Banach séparable, cadre dans lequel figurent les principales classes
d'opérdteurs différentiels ou intégraux de la physique mathématique. La notion
d'opérateur approché considérée (Aubin [4]) recouvre les méthodes d'approximation

(différences finies, interpolation,...) et les méthodes de projection (Ritz,
Galerkin, Aronzajn...),



Le quatriéme chapitre présente une étude de la stabilité des méthodes d'ap~
proximation des éléments propres d'opérateurs linéaires dans un espace de Banach : on
donne des conditions suffisantes pour que les valeurs propres et les sous-espaces
invariants (dans certains cas les vecteurs propres) de 1'opérateur approché conver-
gent vers les valeurs propres et sous-espaces invariants de 1'opérateur considéré.

On trouve dans la littérature la convergence de méthodes particuliéres ou appliquées
a certaines classes particuliéres d'opérateurs (cf. par exemple [1, 23, 26, 28, 36,
41, 48, 51]). La notion de stabilité, qui est générale, recouvre celle d'opérateur
régulier introduite par Polskii [52] et développée par Medvedev [37] pour la con-
vergence de la méthode de Galerkin appliquée a des opérateurs dans un Hilbert.

La stabilité forte entraine 1'approximation des valeurs propres avec
conservation de 1'ordre de multiplicité, ainsi que 1'approximation uniforme des
sous-espaces invariants. Cette condition est d'un emploi simple pour les opéra-
teurs autoadjoints.

On donne des conditions suffisantes de stabilité et de stabilité forte.
Entrent dans le premier cas les approximations uniformes d'opérateurs compacts,
les approximations compactes (Anselone [3], Vainikko [67]) d'opérateurs bornés,
et dans le deuxiéme cas, certaines approximations d'opérateurs autoadjoints dans
un Hilbert, compacts ou bornés inférieurement & résolvante compacte.

Dans le cinquiéme chapitre nous étudions la précision obtenue par une
méthode d'approximation stable. La encore, il n'existe que des résultats par-
ticuliers, citons par exemple les travaux de Saulev [56], Keller [26] pour des
méthodes aux différences finies appliquées a des problémes elliptiques, ceux de
Krasnoselskii-Vainikko [28] pour la méthode de Galerkin appliquée & des opérateurs
compacts. Nous donnons un résultat qui étend la formule valable pour des matrices.
Pour des opérateurs autoadjoints bornés dans un espace de Hilbert, nous pouvons
étendre les formules du chapitre Il et obtenir des majorations satisfaisantes.
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Dans Te sixiéme chapitre, nous étudions dans un espace de Hilbert Tes
deux problémes suivants, importants en analyse numérique linéaire : décomposition
de Gauss d'une matrice, en vue du calcul de 1'inverse et recherche de la forme
triangulaire de Schur & 1'aide de matrices unitaires, en vue du calcul des valeurs
propres. Ces deux problémes ont &té traités pour des opérateurs dans un espace de
Hilbert. Gthberg et Krein [16] pour Te premier, Lifchitz [35] pour Te second ,ont
deéfini des classes d'opérateurs pour lesquels ces problémes admettent une solution.
Nous abordons ces problémes dans 1'optique suivante : pour certaines classes d'opé-
rateurs a spectre discret dans un espace de Hilbert nous définissons les décompo-
sitions de Gauss et de Schmidt et Tes algorithmes LR et QR. L'algorithme QR permet
en effet de déterminer 1'opérateur unitaire a 1'aide duquel 1'opérateur considéré
est semblable a un opérateur triangulaire.






- 1-6 -

NOTATIONS

-

Nous précisons les notations couramment utilisées dans le texte.
Dans 1'ensemble Mnm(c) des matrices @ n lignes et m colonnes, a &léments complexes :

A= (aij) désigne la matrice d'élément général aij s 1= 1s...5n0,

J=1,...,m.
A .= (aki)’ k =1,...,n est le i*M€ vecteur colonne de A.

-

eme

A, = (aik)’ k =1,...,mest le i vecteur ligne de A.

Eij est Ta matrice de Mnm admettant un 1 en i€ Tigne et jeme colonne et des 0
ailleurs.
n
Sin=m, trA= ass est la trace de A.
i=1
AH = (531) est la matrice transposée conjuguée de A.

p(A) = max(|A| s X valeur propre de A) est le rayon spectral de A.

On utilise les normes de matrices suivantes :

S...(A) = max P(Ax , ol ® est une norme sur €".
wp %£0 o(x
x €¢"

Qb(x) désigne la norme de Holder :

Q (x) = ( 2 |x.|p)1/p , S1 x = (xi),

P j=1

S = [IAll .

%% P

“|A|” = trl/Z(AHA) = (2 |a .|2)1/2 est la norme de Frobenius de A.
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Plusieurs méthodes numériques de calcul des valeurs propres d'une matrice sont
fondées sur Te comportement asymptotique des puissances successives de cette matrice:
méthode de la puissance [12], méthode LR {71 de Rutishauser, méthode QR [71] de
Francis, par exemple. Nous présentons ici un algorithme basé sur la factorisation
MR relative a N d'une matrice, factorisation qui généralise celle de Gauss et de
Schmidt. Au cours de T'algorithme intervient, en paramétre, une suite convergente
de matrices données, que 1'on choisira de maniére a accélérer si possible la con-
vergence de 1'algorithme.

I - FACTORISATION MR RELATIVE A N

1 - Notatijons

Mn n(C) est l'ensemble des matrices carrées d'ordre n i &léments complexes.
]

I est la matrice unité de ¥ .
n,n

On note R une matrice triangulaire supérieure, L une matrice triangulaire infé-

rieure & diagonale unité, et Q une matrice unitaire.

2 - Factorisation MR

A est une matrice régulidre donnée.



Définition

A est décomposée en MR relativement & N, matrice réguliére donnée ou calculée,

s'il existe des matrices R et L telles que

Explicitons ceci. Ecrire que A = MR, ol R est triangulaire sup&rieure, &quivaut
pour les vecteurs colonnes A f et M K de A et M, aux relations

A.=3 r .M (G =1,...,n)
«] k=1 .

M ; appartient au sous-espace vectoriel engendré par A 1,...,A i
On acheéve la détermination des M ; en imposant 3 M des conditions qui déterminent

pour chaque M T les inconnues rij s 153

ol dij est le symbole de Kronecker.

Ce qui équivaut 3 la condition :
il existe L telle que NM = L.

La matrice N est donnée, ou construite par l'algorithme de détermination de M.
Comment calculer M et R ? Cela se fait par récurrence, comme on va le voir.

Supposons M

1,...,M i=1 déterminés, ainsi que R 1,...,R

.i-1

a) N est donnée.

s o =51 . :
Pour i < j, Ni uM.J 613 implique

(N r,. =N, (A.- I r,.M



N\
cO¥ >
- SRt
?\\X\C% ‘ﬁ\ft:f\:—’ B Qe\’
AN PR
§§$ﬁ~@¢@©
. a(g\
oo™
1 .
(2) M.,=—(@A .- Z r..M.) sir,. # 0.
.J rjj . k< kj .k 3]

La décomposition MR relative i N donnée équivaut i la décomposition de Gauss
-1 . . . . . .
NA = LR, et M = N L. Elle existe si et seulement si les déterminants princi-

paux de NA sont différents de zéro, et alors, elle est unique.

b) N est construite.

Pour i < j, Ni - M ;= 0 implique (1).

Pour i = j, soit B . =A .- I r .M, .
1> j J K< kj .k
Si Nj = Fj M™ J.), oli Fj est une application de € dans @n, Nj Mo, =1
entraine que rjj est racine de
B ; B ;
1 (=) = -
an oE =

On suppose que cette Equation en r a au moins une solution # O.

Alors M ; est déterminé par (2).

(1), (2) et (1") &ventuellement, sont les formules de calcul de la décomposition

MR relative a N.

Remarque — La décomposition MR relative & N est une généralisation des décomposi-
tions de Gauss et de Schmidt :

a) si N

I oulN-= L] on retrouve la décomposition de Gauss

H - .. .
M” on retrouve la décomposition de Schmidt :

b) si N

MHM = L hermitienne implique L = I, M est unitaire.

3 - Forme de Hessenberg

3.1 - Dé&finition
A = (aij) est une matrice de Hessenberg supérieure si :

a5 =0 1>, §=1,...,n-2,



Toute matrice est unitairement semblable & une matrice de Hessenberg.
La méthode de Householder [21] permet d'effectuer cette similitude i 1'aide

de matrices unitaires hermitiennes.

3.2 -~ Propriétés de la forme de Hessenberg supérieure

Soit H = (hij) une matrice de Hessenberg supérieure telle que A = QHQH.

Les propriétés suivantes sont immédiates

1) si hi i-1 0O, H peut €tre partitionnée en deux sous—matrices pour le pro-

bléme des valeurs propres.

2) Si A est diagonalisable, et si hi i1 #0 ) i= 2,...,0, il ne peut y avoir

de valeur propre multiple.

Réciproquement, si A est diagonalisable et a des valeurs propres multiples dont

‘1'ordre de multiplicité le plus &levé est m, il y a au moins m—1 Eléments

h., . nuls.
i i~ ——

En effet, le produit des hi i1 est un mineur d'ordre n-1.

$'il est différent de G, A-AI est de rang n-1 au moins.
Si A admet A de multiplicité m, A-AI est de rang n-m.

3) Soit X une matrice des vecteurs propres de H : H = XDX_I.

Si A est diagonalisable et hi -1 #0,1=2,...,n, X—] est telle que tous

les déterminants principaux sont non nuls.

Montrons que, quel que soit i = 1,2,...,n, aucun mineur d'ordre i formé i 1'aide

. .o -1 .
des i premiéres colonnes de Y = X ° n'est nul.

Soit Y(l) € Mi n(l‘ll), la matrice obtenue 3 partir de Y en prenant i lignes quel-
’

conques de Y. Soit r, O £ r < n, déterminé par la condition : les r—] premiéres

(1) | LD (i)

35 ST S

sont dépendantes.

colonnes de Y
v @
1 .T

gsont ind&pendantes, tandis que les r colonnes



r .
Soit : Lo Y(l> =0 avec 0 # 0
k=1 k “.k r

ou encore

Y(l)a = 0 avec q = (u],f..,ar,o,...,o) € ¢".

Soit D(l) € Mi i((11), la matrice obtenue a partir de D en prenant les i lignes
s g
correspondant 3 Y(l).

Alors YH = DY implique Y(l)H = D(l)Y(l)
et DMy(D)y _ @)

Ho = 0.
3 — = n =
Soit B = Ha, B (Bl""’Br+1’O""’0) € C avec Br+l hr+1rar # 0.
AN (i) (i) (i)
Donc X~ B, Y =0 : Y\t est combinaison linéaire de Y'*© seeesY L,
k=1 k™ .k I+ | . T

Pour tout j > r, Y(;) est combinaison linéaire dg Y(T),...,Y(;).

Or les i lignes de Y(l) sont indépendantes (ce sont les vecteurs propres ?
droite de H, matrice diagonalisable). Il existe au moins 1 colonnes de Y(l)
indépendantes. Donc r > i : les i premidres colonnes de Y(i) sont indépen-
dantes. Aucun mineur d'ordre i formé i 1'aide des i premiéres colonnes de Y

n'est nul, en particulier le mineur principal d'ordre i,

4) Supposons que A soit une matrice de Hessenberg supérieure et soit A = MR

la factorisation de A relative 4 N. Alors M est une matrice de Hessenberg

supérieure, ainsi que la matrice produit RM.

Cela se déduit immédiatement des formules de calcul (1), (1") et (2).



4 - Lemme

L'ensemble des matrices réguliéres de M_ (Q) admettant une décomposition
g n,n p

MR relative d N, matrice réguliére donnée, est un ouvert ) de Mn n((L‘).
>

L'application : A € Q= M € M n(C) est continue dans S.

’

Démonstration

N étant donnée réguliére, la décomposition A = MR équivaut & :

NA = IR, M = N L.

Mn’n(G) est normé par Il.1
Soit A' = A+B, avec ”BH <e
NA' = NA(T+A 'B) = L(T+RAT'BR™D)R.

soit ¢ = RA'BR |, llcll < IRl a7 IRl = x.e

1 13 ’ - LI
Pour tout €, €<<E3 I+C est inversible, donc A' réguliere,

I1 est facile de voir que, pour € assez petit, I+C vérifie les conditions d'existence

de la décomposition de Gauss (d&terminants principaux # 0)
I+C = 2r.

En explicitant £ et r en fonction des &léments de I+C, il vient :

llo-1ll = %, e
Donc NA' = L&rR = L'.R' et M' = N ‘L' = N ‘L8
lbar=aall = I~ B fle-xl = e



IT - ALGORITHME MR RELATIF A UNE SUITE {Pi}_ ¢ ,

1 - Définition

Soit une suite de matrices régulidres Pl""’Ps"" données ou construites
par l'algorithme, et A une matrice réguliére. On forme la suite A de matrices

semblables 3 A :

A=A =MR, relativement 4 N, = P H NM =1

- = v} .
A2 = RIMI = M1 A]M1 5
= M2R2 relativement 3 N2 = PZMI H N2M2 = L2
A =MR relativement a4 N=P M_...M sNM =1 .
s s's s s 1 s—1""s's s
L'algorithme LR correspond 3 NS = I, soit Pl = I, Ps = L;ll s, Ou encore

PS = 1 ; 1'algorithme QR correspond a NS = MS, soit PS = (M]...MS)H.
2 -~ Propriétés

1) L'algorithme MR conserve la forme de Hessenberg supérieure.

Si A = A1 est une matrice de Hessenberg supérieure, la suite AS est cons-—

tituée de matrices de méme type. C'est une conséquence de la propriété 4)
du § I.3.

2) As converge si et seulement si Ml...MS converge, et M "'Ms est une

1

. . . s . 5
matrice de décomposition de A~ relativement & P .
[~

- - _ -1
En effet : As+1 = RsMs = MS ASMS (Ml"'Ms) AI(MI"'MS)'



Et : M

=
p
=
oy
1
7~~~
=
=
g
b
=
o

it
__.'J>
2

=

= A
avec ¢+ NM =P M,...M) =1L .
s s s 1 ]

3) Convergence lorsque la suite {PS} est donnée.

Puisque l'algorithme conserve la forme de Hessenberg supérieure, on supposera
toujours la réduction préalable de A & la forme de Hessenberg H effectuée et
1'on appliquera 1l'algorithme & H. Cela ré&duit considé&rablement, & chaque itéra-
tion, le nombre de termes non nuls & déterminer dans la décomposition
MR (n?-n E%l-au lieu de n”? dans le calcul de M), ainsi que le temps d'exécution
de la multiplication RM.

Nous &tudions donc la convergence de l'algorithme appliqué a H, matrice de
Hessenberg supérieure.
A = quq.

On suppose que les valeurs propres Ai de A sont simples :
1A, 1> x> >]a ] > o,

Alors H, ainsi que A, est diagonalisable :

H = xDX .

D'aprés la propriété 1 du § I1.3.2, si hi = 0, H peut &@tre partitionnée en

i-1
deux sous matrices pour le probléme des valeurs propres. On suppose donc
hi i-1 # 0, i = 2,...,n. Alors, puisque H est diagonalisable, d'aprés la pro-
priété 3, ¥ =X 1 a tous ses déterminants principaux non nuls : Y admet la

LY.RY.

décomposition de Gauss Y

On suppose que la suite de matrices réguliéres PS tend vers P

PS = P+€S, 85’"§3§ﬁ>0’ et que la décomposition (X = MXRX

My = Iy

relative 3 P existe.



On suppose encore que, pour tout s, la décomposition ‘{H = MR

relative 3 N =P .M. ...M existe.
s s 1 s—1

Montrons alors que Ml"'Ms tend vers MX'

H = XDY
S S =
H =XDY = (Ml...MS)(RS...Rl) et PS(MI...MS)

Alors PSHS = Ls(Rs"'Rl) : c'est une décomposition de Gauss.

D'autre part,

S

]

PH

S
+
. (P+e ) X D° ¥

-1 s ~8...8
(I+€SP YPX (D LYD )D PY )

DSLYD ® est une matrice triangulaire inférieure 4 diagonale unité, d'élément
generalﬁ (i ) si LY = (L4;.).
Pour i > j, h | < [A | et D°L D ____e>I PX = RX Pour s assez grand,
RXD SLD ngl admet 1a decomp031t10n de Gauss 2% oFg* D'aprés la continuité de
1 appllcatlon Avr 1L, RX(D L D )RX -—mmaal 1mp11que 2 ~—-B~I P H s'écrit
alors

PSHS = LX(I+L£]ESP_ILX)QSrSRXDSRY

-1 -1 _
I+LXESP LX = /QIE T, /QIE WI
1

rg%s = Qs(ls rg@s)= lszr , “"gsaﬁ'l'
Finalement :

s _ s -
PSH = (Lxlezsz)(r rSRXD RY) Ls(Rs"'RI)'

D'aprés 1l'unicité de la décomposition de Gauss)LS = LXQQQSK et LS-E:;;>LX.
-1 -1

Alors Mlo..MS = PS LSWP LX = MX-
Et :
_ -1 _ -1 -1,~1
HS+1 = (Ml...Ms) H(Ml...MS) = (M]...MS) MXRXDRX MX (M]...MS)

_1—
_,gganRXDRX =
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Lorsque s tend vers 1l'infini, la suite HS converge vers une matrice triangu-
laire supérieure admettant les valeurs propres de A, ordonnées par valeur

absolue décroissante, sur la diagonale.

D'old le

THEOREME 1

Etant donnéesune matrice A réguliére mise sous forme de Hessenberg supé-
. H , , 2 ,\ . s
rreure : A = QHQ , et une suite {PS} de matrices réguliéres qui véri-—

fient les hypothéses suivantes :
1) les valeurs propres Ai de A sont telles que :
Al > |>\2|>...>|>\n| > 0

done A est diagonalisable et H = XDX |

s D =(>\i) 3y

1) la suite P tend vers P, matrice réguliére,

11%) quel que soit s, la décomposition HS = MSRS relative & NS =PM...M

existe,

iv) la décomposition X = MRy relative d P existe ,

alors la suite de matrices semblables & A :

s
il

1 P1

Ple"'Ms—l s 8 = 2,3,...

H = MlRl relativement 4 N

as]
[]

i

MR relativement d N
s s

converge vers une matrice triangulairve supérieure admettant les valeurs

propres Ai de A sur la diagonale.
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Remarque - On voit que le fait d'appliquer 1'algorithme i une matrice, préalablement
mise sous forme de Hessenberg, permet de faire disparaitre des hypothéses

de convergence de l'algorithme la 58me condition :
la décomposition de Gauss Y = LYRY existe.
condition qui figure classiquement dans les hypoth&ses de convergence des

algorithmes LR et QR, [71].

A part cela, le schéma de la démonstration est classique [71].

IIT - ETUDE DE LA CONVERGENCE DE L'ALGORITHME MR AU ler ORDRE

D'aprés la démonstration du théorsme 1, la convergence de Hs+l vers H est
détermiﬁée par celle de Ml"'Ms vers MX’ convergence qui dépend de € et des quan-
P ivs . .
tités (X—) s 12> 3.

Les calcdls &tant difficiles a expliciter, nous allons les faire au ler ordre en

prenant pour infiniment . petits principaux, les &léments de €g ainsi que

)%, 1= 1,..0,0e1.
1

1 - Convergence de (Ml...Ms) vers MX au ler ordre

1.1 - Si A est une matrice voisine de la matrice unité, en prenant pour infini-
ment petits principaux aij si i # j, ou aii-l, on a facilement la décomposition
de Gauss de A au ler ordre.

Soit Ai la matrice d'éléments : aij pour i > j, O pour i < j.

Soit AS la matrice d'éléments : aij pour i < j, aii-l pour i = j et O pour i > j.

Alors A = I+Ai+As = (I+Ai)(I+AS) au ler ordre.
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-1, -1 ~1.-1
oMy =P L =P (T+e P ) L2 2R

-1 ~1 -1 =1
P LX(I+LX €SP LX) Zeﬁsl

-1
Myre Lt

Soit M ..M -M = MX(rglzsk—I).

1.2 - M

Calculons Qs’ r;1 et £ au ler ordre.

1) &r_ = RX(DSLYD_S)R;]

Al
D°L,D ° est une matrice d'&lément général sz(xgﬁs = 0
]

Y ij’

.

Au ler ordre, les seuls élé&ments différents de O sont uii et ai+l

[ L4 — — X
Un calcul simple montre que, si on pose 25 = (Bij), RX = (rij),

rX A
8 - _di+l i+l X ( i+l)s
i+li rX i+li Ai
11

= + .
On pose QS I N

-1 -1
2) Lr = I+LX eSP L

£ E X

~ N Pl o * . P . - -
On pose r. = I+s, s etant une matrice triangulaire supérieure dont les &lé-
ments sont de 1l'ordre de ceux de €t

Alors r;l = I—g au ler ordre.

3) 2 'r & = Rr » £ =1 au ler ordre.
s 's’'s

Alors r;IKSQ—I = —§+ns au ler ordre, od s dépend de la convergence de PS vers P
AL '
1+1
et ns de nx .
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2 - Comparaison avec la convergence de LR

Supposons que l'on applique 1'algorithme LR & H. Il converge sous des hypothé&ses
analogues a celles du théordme 1. On veut comparer les vitesses de convergence des

deux algorithmes.
Tout ce qui se rapporte d l'algorithme LR est distingué par une barre supérieure.

H .. = (L

— ..1 -—
" L) EE

1 1...LS)

oy =T T 7. 2 m% n S5a! - 7 32
Ll"°Ls LX LX(Q,S I) avec RX(D LYD )RX lsrs

Remarquons que dans les deux algorithmes on utilise la décomposition de Gauss

Y = LYRY.

QS—I =N

~
Supposons la suite Ps constante : ES =0et s =0,

Alors Ml...MS-—MX = MXnS et L]...LS-LX = LX ns.

Peut-on avoir “ﬂS“ < ”ﬁs“ ?

X
r, . A,
si 1 - S o “”s“ -, max | 1+1x1+] 2Ll ¢ ;+1)Sf
11 i=l:'..n—1 .. i

11

Or les éléments de Ng et de ﬁs ne différent que par les &léments diagonaux de RX et

Comparons RX et ﬁX'

LXRX et PX = LXRX

LpRp > LpRplyRy = LyBy

En décomposant RPEX en L'R', il vient

(LPL')(R'ﬁx) = LXRX , SOit R'ﬁX = RX.

Dans le cas oli P est triangulaire inférieure :

]

X

Si P

P = LP.AP, ol AP est la diagonale de P.
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Alors APiX =L'd, et R = APEX

et
rX . rX p
i+l i+1 _ Fi4l i+l i+l i+ N t2qa .
X oo == ol p, . est 1'élément diagonal de P.
r., ii r,.
ii il
Si . .
Titl i+ . =
"—1""—"""’1—'—| < ], 1= l,tti,n-]’ ”n ” S “n “'
Pi; S s

Nous avons montré la :

Proposition

A, .
Entprenant pour infiniment petit principal ( iTl)S » la convergence de

Y

. . , 1 ,
L'algorithme MR relatif 4 une suite constante P= P » matrice
triangulaire inférieure, est, au ler ordre, au moins aussi rapide que
la convergence de l'algorithme LR, si la diagonale de P est constituée

d'éléments décroissants en valeur absolue.

Sur les matrices test@es, dont 1'ordre varie entre 3 et 20, le gain en précision

sur les valeurs propres est de 1l'ordre de un chiffre significatif sur sept.

IV - ACCELERATION DE LA CONVERGENCE DES ALGORITHMES LR ET QR

. . o >\i+1 S ..
Connaissant les expressions, au ler ordre par rapport a ( 3 )", des quantités

(L]...LS)—LX pour l'algorithme LR, (Ql...QS)--QX pour 1'algorithﬁe QR, on déduit,
d'une manidre classiquement employ&e pour la sommation d'une série, des algorithmes

modifiés dont la convergence est du 28me ordre .
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1 - Algorithme LR modifié

Puisque L] .. LS = LX(I+n“) au ler ordre, A; = (L1 “os LS)(I—nG) approche
LX au 2&me ordre. De méme
-1
! = - = 1 1
Heyp = (T )RL (I-n ) AL HAL,

approche H = L;(IHILX au 2éme ordre.

ng se calcule en fonction de s, RX’ LY et des valeurs propres li)quantités

dont on peut obtenir des approximations pour s assez grand.

RX’ matrice des vecteurs propres de H = RXDR;I, est approchée par Vs matrice des

© vecteurs propres de Rs' On peut normer les vecteurs propres en choisissant,

par exemple, la iéme composante du idme vecteur égale 3 un, pour i = 1,...,n.

-1 _ _-1_-1 . I B |
Y=X = RX LX est approchée par YS = VS As41'
La décomposition de Gauss YS = LY .RY détermine LY s approximation de LY.

On prend alors pour ng la matrice®d'&Téments s
n(s)
Ys i+1i+] s ) , | ) o
1+1 i( hgs? ) s 1 =1,...y0n-]1, sinon
i,1

= (n(s) = (%5
avec HS (hij ) et LY (Qij).

s
L'algorithme LR modifié est alors le suivant : on applique 1l'algorithme LR
a H] = H jusqu'au pas S, S &tant déterminé par le fait qu'une norme donnde
de la partie inférieure de HS est inférieure 3 un nombre donné €. On calcule
alors

' —3 -
HS+1 (I+ﬂS)Hs+1(I ns) au ler ordre



1
S+1
On peut combiner cette modification de 1l'algorithme avec les translations

d'origine de Wilkinson ([71] p.505).

et la norme de la partie inférieure de H est en 2.

Algorithme QR modifié

La démarche est tout-a-fait analogue 3 celle qui a conduit & 1'algorithme
LR modifié. Nous ne faisons que citer les principaux résultats utiles.
Etant donnée une matrice A réguliére, mise sous forme de Hessenberg supé-

rieure : A = QHQH, et dont les valeurs propres Ai vérifient :
i) Il > [A2|>..,>|An| > 0,

on démontre que, 3 une matrice diagonale unitaire prés, la suite de matrices
Hs’ unitairement semblables a H, définies par 1l'algorithme QR, converge vers
une matrice triangulaire supérieure, admettant les valeurs propres de A sur

la diagonale.

La démomtration est basée sur la décomposition de Schmidt de :

u° = xpSy

s -s._ -1 s
QX(RXD LYD RX )RXD RY.

On peut identifier deux décompositions de Schmidt d'une matrice, si, par exem-

- ple, les matrices triangulaires supérieures sont 3 &léments diagonaux positifs.

Il existe une matrice GS, diagonale unitaire, telle que SS(Q1 e QS) converge

vers QX’ lorsque s tend vers 1'infini.
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Le calcul de GS(Q] . QS)—-QX au ler ordre est analogue i celui de ng

GS(Q] ...Qs)—QX = QX(I—YS) au ler ordre

ol Y, est la matrice antihermitienne (YS = —Yz) déduite de la partie infé-
. s -s_-1
rieure de RXD LYD RX au ler ordre :
yi?) =0 sij#i-1etj# i+l ;
Y = (Yiﬁ)) avec | rX )
J (s) _ _ (8) __ i+li+l Y ( i+l S i=1 -1
Yierli = 7Y5 i+ "X Misri VX =lse.,m

ii

L'algorithme QR modifi& découle alors fécilement.

Expériences numériques et procédure ALGOL

3.1 - Résultats numériques

i+ll
i Ai
varie entre 0,9 et 0,95, on obtient pour un méme nombre d'itératidns, in

Pour les matrices testdes, d'ordre 3, 10 et 12 telles ue max
q

d deux chiffres significatifs de plus sur sept, par 1'algorithme modifié&.
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ALGORITHME LR

MODIFTE

valeurs propres

é€léments diago

naux de H

éléments diagonaux de H

\

S S
18 17,999 093 18,000 002
12 12,000 898 11,999 997
6 6,000 014 6,000 007
10 10,000 817 10,000 050
9 8,999 530 8,999 983
8 7,999 774 7,999 980
7 6,999 886 6,999 994
6 5,999 945 5,999 998
5 4,999 975 4,999 999
4 3,999 993 3,999 999
3 2,999 998 2,999 998
2 1,999 999 1,999 999
1 0,999 999 0,999 999
12 12,002 154 12,000 685
11 115002 144 11,001 482
10,5 10,498 936 10,499 337
10 9,997 288 9,998 670
9 8,999 666 7,99 847
8 7,999 702 7,999 982
6 6,000 545 6,000 062
5,5 5,499 926 5,499 987
5 4,999 516 4,999 945
3 2,999 999 2,999 999
ALGORITHME QR MODIFIE
3 2,999 593 3,000 001
2 2,000 410 1,999 999
1 0,999 995 1,000 004
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3.2 - Procédure ALGOL

procédure AXELR(A,N,EPS,SORTIE,SFIN,D,X) ;
comment cette procédure calcule, par 1'algorithme LR modifié, les valeurs
propres D et les vecteurs proprex X d'une matrice A d'ordre N sous forme
de Hessenberg supérieure. Lorsque la décomposition de Gauss est impos-
sible, la sortie de la procédure se fait par SORTIE. L'algorithme s'ar-
réte lorsque la somme des valeurs absolues des termes sous-diagonaux de
la matrice itérée, est inférieure a EPS, ou lorsque le nombre d'itéra-
tions est supérieur a SFIN ;
value N ;
label SORTIE ; integer N,SFIN ; real EPS ; array A,D,X ;
begin integer I,J,K,S ; real SOM, C ;

array Al,R,LB, LBI,V[I:N,1:N], L[1:N-1] ;

for I := 2 step 1 until N do

begin for J := 1 step | until I-1 do
Al[1,3] := R[1,3] := v[1,d] := 0.0 ;
v[I,I] := 1.0 ;

end ;

v[i,1] := 1.0 ;

for I :=1 step 1 until N-1 do

begin for J := I+1 step 1 until N do

LB[1,d] := LBI[1,d] := 0.0 ;
LB[1,I] := LBI[1,I] := 0.0 ;
end ;
LB[N,N] ::= LBI[N,N] := 1.0 ;
S:=1 3
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comment decomposition LR ;

: if A[1,1] = 0.0 then goto SORTIE ;

L] = al2,1]/af,1] ;

for J :=1 step ! until N do R[l,J] 1= AD,JI;

for J := 2 step 1 until N-I do

begin for I := 2 step 1 until J do

R[T,3] := a[1,3]-R[1-1,5]4L[1-1];

if R[J,J] = 0.0 then goto SORTIE ;

L] := Af5+1, 3] /R[5,d]
end ;
for I := 2 step | until N do
R[L,N] o= a1, N]-R[1-1,N]#L[-1];

comment produit RL ;

for T :=1 step | until N-1 do for J :

Al1,J] : R[I,JJ+R[I,J+]]:LE];
for I := 2 step 1 until N do
begin A1[T,I-1] := R[T,I]#L[1-1];

Al1,N] := r[1,N] ;

for J := 1 step | until I-1 do

I step 1 until N-1 do

181[1,5] := 18[r,d]+Ln[1,0+1]eL[d] ;

end ;
At1,N] = r[,N] ;

if S > SFIN then goto FINALG ;
SOM := 0.0 ;

for T := 2 step | until N do
SOM := SOM+ABS(A1[I,I-1]) ;
if SOM > EPS then

begin S := S+l ;
for I := 2 step ! until N do

begin for J := 1 step 1 until I-1 do

LB[1,3] := wB1[1,J] ;

for J := I-1 step 1 until N do

alr,3] := 211,35

end ;
for J := 1 step I until N do A[1,4] := a1f1,d] ;
goto ALG ;

end ;
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comment calcul de V matrice des vecteurs propres a droite de R ;
MODIF: for I := | step 1 until N~ do for J := I+l step | until N do
begin C := 0.0 ;
for K := I step 1 until J-1 do
¢ := c+R[K,J]xv[1,K] ;
v[1,9 := ¢/®[,1]-r[7,3]) ;

end ;
comment inversion de LBI ;
for J :=1 step | until N-1 do for I := J+] step | until N do
begin C := 0.0 ;
for K := J step 1 until I-] do
¢ := c+LB1[1,K]#18[K,d] ;
LB[I,J] := ~C ;

end ;

comment calcul de Y ;

for I :=1 stepluntil N do for J :=1 step | until N do
begin C := 0.0 ;
for K := 1 step | until N do

¢ := c+v[1,K]%LB[K,J] ;

Af1,1] = ¢ ;
comment decomposition de Gauss de Y H
if A[1,1] = 0.0 then goto SORTIE ;
for J :=1 step | until N do
begin R[1,J] := al1,3] ;

LB[3,1] = Af3,1]/a[1,1] ;

end ;
for J := 2 step 1 until N do

begin for T := 2 step 1 until J do
begin C := 0.0 ;
- for K s= 1 step 1 until I-I do
€ 3= C+R[K,J]#LB[I,K] ;
- R[1,7] :=af1,5]-c ;

end ;

—
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if R[J,J] = 0.0 then goto SORTIE ;
for T := J+1 step 1 until N do
begin C := 0.0 ;
“for K := 1 step 1 until J-I do
¢ := c#R[K,J]*LB[I,K] ;
L8[1,d] := (a[1,5]-¢)/r[7,9] ;

end ;
end ;
comment calcul de ETA ;
for I :=1 step 1 until N-1 do
L[1] := (a1[1+1,1+1] /a1 [1, 1)) xsarB[1+1,1] 5
for I := 2 step 1 until N do ‘

begin for J := 1 step 1 until I-1 do
LB(1,3] := LB1[1,J]-1B1[I,J+1]*L[J] ;
for J :=1 step 1 until N-1 do

A1[1,3)-a1[1, 3417 s0 0] +a1 [1-1, s [1-1]
Al1,N]+a1 [1-1,N] %L [1-1];

A1,7]
AT,N] :

]

i

end ;

for J :=1 step 1 until N-1 do
Al1,3T = a1[1, A1 [1,0+1]20]]
A[1,N] := A1]1,N] ;

comment calcul de X matrice des vecteurs propres de A ;
FINALG :for J := N step -1 until 2 do for T := J-1 step =1 until 1 do
begin C := 0.0 ;
for K := I+ step 1 until J-I do
C := C+A[I,K]*V[K,J]
v[I,d] := ¢/, 3]-Al1,1]) ;

end ;

for T :=1 step 1 until N do
begin D[IJ 1= A[I,I] H
for J := 1 step 1 until N do
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comment calcul de V matrice des vecteurs propres i droite de R 3
MODIF: for I := 1 step | until N-I] do for J := I+] step | until N do
begin C := 0.0 ;
for K := I step 1 until J-1 do
C := c+r[K,J]*v[1,K] ;
v[r,q := ¢/@®[r,1]-r[1,3]) ;

end ;
comment inversion de LBI ;
for J := 1 step 1 until N-1 do for I := J+! step | until N do
begin C := 0.0 ;
for K := J step | until I-I do
¢ := c+LBI1[1,K]#B[K,J] ;
LB[I,J] := -C ;

end ;

comment calcul de Y ;

for T :=1 stepluntil N do for J := 1 step 1 until N do
begin C := 0.0 ;

for K :=1 step | until N do

¢ := c+v[1,K]*LB[K,J] ;

A[i,qj = C 3

comment decomposition de Gauss de Y ;
if A[1,1] = 0.0 then goto SORTIE ;
for J := 1 step | until. N do
begin R[1,3] := A[1,5] }

LB[J,1] := A[3,1]/a[1,1] ;

end ;

for J := 2 step | until N do

begin for I := 2 step 1 until J do
begin C := 0.0 ;
. for K v= 1 step 1 until I-1I do
€ = e+r[K,J]2LB[1,K] ;
- R[1,9] s= A1, ;

end ;

—_—
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CHAPITRE -~ II
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Etant donnée une matrice hermitienne A dont on suppose connus les valeurs
propres et les vecteurs propres, on é&tudie 1'effet sur ces &léments d'une pertur-
bation hermitienne H. Dans le cas d'une matrice d'ordre 2, la résolution du pro-
bléme est explicite (équation du deuxiéme degré), et 1'on a cherché, dans le cas
d'une matrice d'ordre n, & obtenir des majorations qui ‘'soient Te plus prés pos-
sible des résultats exacts pour n = 2,

Les résultats obtenus sont appliqués d 1'étude de la précision d'algorith-
mes de recherche des &léments propres tels que les méthodes QR et Jacobi. I1s
généralisent et présentent d'une maniére uniforme certains résultats épars dans
la littérature (Davis [8], Gavurin [14], Golub [15], Kato-Temple [24], Ortega [11],
Wi]kinson [7Q]). On obtient un majorant réaliste de la précision obtenue sur les
éléments propres, aisément calculable au cours des algorithmes et qui permet d'ar-
réter le calcul dés qu'il est inférieur a la précision voulue.

A 1a fin du chapitre, on &tudie la sensibilité de 1la précision obtenue a
la distance de séparation entre les valeurs propres de A. Lorsque cette distance
devient trés petite, la recherche des &léments propres de A+H est un probléme mal
conditionné relativement aux valeurs propres, les vecteurs propres restant ortho-
gonaux.

Remarque - La théorie faite pour des matrices hermitiennes s'étend sans difficulté
aux matrices normales.
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I - PERTURBATION D'UNE MATRICE HERMITIENNE

1 - Préliminaire

1.1 - L'espace ¢" est muni du produit scalaire euclidien (,).
Soit A' = A+H. {)A,®} représente un couple d' &léments propres de A, () valeur

propre, ¥ vecteur propre normé), {A',®'} un couple.d'@léments propres de A'.

Nous notons d la distance de A aux autres valeurs propres de A. Et nous rappe-

lons un résultat classique en théorie des perturbationms ([25] p. 88)
THEOREME 1

ST A admet )\ pour valeur propre de miltiplicité m et sz 2|l < d, 71
existe exactement m valeurs propres de A} distinctes ou confondues, dans
L'intervalle [A-[m .A+HH|H.

Nous aurons besoin aussi du :
THEOREME 2 (Krylov-Weinstein, [721 p. 321)

Pour toute valeur propre A de A, il existe une valeur propre A' de A'

telle que :

IAT-ato,0) | < v [lnell?- (He, @) 2

(AT, ) = A+(HP,®).
Si (H®,®) = 0, l'intervalle défini par le théor&me 2 est inclus dans celui

défini par le théoréme 1.

Si (H9, %) # 0, ces intervalles se chevauchent en général.
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1.2 - Etude pour une matrice symétrique 2 X 2

Supposons que

a, h
A= » matrice symétrique, donc 3 &léments réels, admette les valeurs
h a, propres AI > AZ et les vecteurs propres normés @l, ¢§.
a +a
= 1 2 1 o N 2412
A =t 5 v (a;=a,) *+4h
a. ta
=1 2 _1 /. e
A ) y ¥ (a7ay) "+4h

a) Supposons a, > a, et posons r = zlhl-
1 2 a]-a2

-

a a
Mray = b s V@ ma ) T = L (e [l

I

17% 1 f 3
- = -4 _ p)
Az a, 5 5 /(al a2) +4h° < 0
A -a,| =+ /Tere-1)|n]
2 72 r
—_— s
AZ A]
. ' .
Soit © 1'angle aigu entre @1, e, ou q&, e, A
A-a |A,-a
tge= 1 1= 2 2 =%‘(/]+r2"l) Aez
|n| |h| ®
2
m
0 < T Cpl
> >
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La distance entre les valeurs propres de A et ses éléments diagonaux s'exprime
donc facilement en fonction du rapport entre la norme de la partie hors diagonal

de A : Ihl, et la distance entre les &léments diagonaux : a . Nous allons

~a
1 72
étendre ce résultat 3 une matrice hermitienne d'ordre quelconque.

i = = - = - = = lT-
b) Si a; = a, = a, Al a=a Az |n|, 6 %

2 - Majorant de |A'-(A' ®,9)]

A est une valeur propre simple de A. Il existe \' valeur propre de A' que 1l'on
suppose simple, telle que |A'-(A'¢&¢D| S/“H¢”2-(H¢%¢DZ < [Holl. ® et ¥ sont des vec-
teurs propres normés associs respectivement & Aet A'. Soit O 1l'angle aigu entre
®et @,

L'hypothése 2|l < a va permettre de déterminer un coefficient C < 1 tel que :

[A-ate,0 | < clugll et tgo < c.

v A

Soit T la projection orthogonale de ¢" sur

cp'

le plan engendré par @ et ®'. Dans ce plan, ¥ est »
normé et orthogonal & @. 6 S
' ®

Soit T' 1l'application linéaire de matrice A', dans la base canonique de c".
A la somme de matrices A' = A+H correspond la somme d'applications T' = T+U.
Dans une base orthonormée dont les deux premiers vecteurs sont ® et ¥, 7T'm, res-

triction de T' au plan engendré par @, @3 est représenté par une matrice dont les

seuls éléments non nuls sont ceux de :
(AT, 0) (A'Y,®)

(A", Y) (A™Y,Y)
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(AP, ) = A+(HY, @) = >\+h1 = 0

(A'®,¥) = (HQ,¥) = h puisque (®,¥) = 0
(A'Y, ) = h

(A'Y, Y = (AW,T)+(HW,W) = a+h2 =8

2.1 - A' vérifie lespropriétés suivantes :

1) A' est valeur propre de A'

En effet, @ = cosO@+sindBY. Il suffit de transcrire 1'égalité

A'®@' = A'®' dans la base dont les deux premiers vecteurs sont @ et V.
I1 vient :
cosb cosf
X =)'
sinb 5ind

On note ' la deuxiéme valeur propre de A'.

~
2) A' est symétrique

Explicitons 1'égalité ci-dessus :

& cosO+h sinb A' cosf

‘b cosf+B sind = A' sind .

Soit h = (A'-B)tgb, ce qui implique h = h : h est réel.
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3) Expression de [A'-0] et tgd

K' &tant une matrice symétrique 2 X 2, on peut calculer exactement Ik'—a!
' 2|h

a-B| °

Supposons 0> B. Comment placer U' par rapport & A' ?

et tgd en fonction dey=

On a les relations :

I - (A'=0) cosb-h sinb = 0 donc (A'-0)h > O

2 - (0~B8) cosH sinb+h(sin?6~cos?6) = 0

donc .0=<9 <%~<=> sin26-cos?9 < 0 <=> (a~B)h > O
. % < 9= g-<=> t >0 " <0

D'ol la disposition :

1 ————
6 <Z' AL' g M 7> et |A'-a| = ;‘(/ 1+r2-1) |n| < |h|
e>% _!>\| B. ‘OL =2 et |>\'—OL! 2 |0L—BI
Si 1'on sait que © <%~alors :
L = 2{h
[A'-a| = = (VI+x®-1)|n| , r = o

i
I

| —

(/1+r2-1) A f(r)

tgd
2.2 = La fonction rrg % (1/1+r2-1) est crolssante. L e
Nous allons chercher une condition suffisante pour

m .. . .
ue 0 <-, ainsi qu'un majorant de r en fonction de
q A q ]

d et “H“, ou “H@“- En effet une majoration en fonc- s W 3;

tion de “H¢” est intéressante car HH@“ peut étre trés inférieure 3 Il I pour cer

taines valeurs propres ; d'autre part llaewl| est aisément calculable, tandis qu'on

ne peut obtenir facilement qu'un majorant de “HH.
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1) Minorant de |o-B| = ,A—a+h]—h2|

Nous minorons |A-a| et majoronms lh]—hzl en gardant |\-a| > ]hl—th

b)

Appelons A la restriction de A-AI au complémentaire orthogonal de @ :

A admet des valeurs propres de module supérieur ou é&gal 3 d.

a=A = ((A-AD)Y,Y) = (AY,¥) puisque (¥,9) = 0

D'ol : |a-A| = [(AY,¥)| > d.
b, -h, |
N h1 b h1+h2 1 .
H = admet les valeurs propres 5 t E'/ (hl‘h2)2+4h2
h hz/‘
Ly I —
o= p(H) = 5 + 5 V(h;=h,)*+4h

et |h-h,| = 23 -3z < 23,
o
|| =B et |n] = [@e,¥)| < [uel.

o~ ! -~ . -
D'autre part p = p(H) < p = p(H). En effet, H est la matrice représentant

TUT dans une base orthonormée dont les 2 premiers vecteurs sont ® et V.
o) = Imunll < lfoll Inllz < fwll = flall = pcwy.
“ﬂ“ < | puisque T est une projection orthogonale.

Par hypothése ZHHH < d, donc lhl—hzl < d et |A-a| > d.
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T

2) condition © <4

On a vu que |[A'-a| < lacell < llull = o

si 6 > %, [AT=a| > |a-B] > d-2p.

Cela est impossible tant que d-2p > p, soit HH” < %-.
3) Majorant de r
p =2l o 2]
OB amap /1= Dy
a) Cherchant un majorant de r en fonction de s = zqf” < %3 nous calculons le
- maximum de :
L —— : T, lorsque |h| décrit [p,b]
~d=2p 1‘(5):
Il est atteint pour |h| = p1/1~(7592.
Alors :
T =2
max / ]"‘S§
b) Cherchant un majoranggr en fonction de t ={£ﬂ§$ﬂ < s, nous écrivons :
oeed

2 || ] 2|h| < t =1 =r
d-2p 1—(%)2 d[1-s ﬁ—(é—g)zj 1-/s?-¢Z  max
La pente & l'origine est Té;. Lorsque s + 0O, T + t, la borne correspond
d la formule exacte obtenue pourifume matrice 2 X 2 : a —a, est remplacé

1 2
par d, et |h| par ”H@“. '

)
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2 il
Nous avons vu que s < 3 est une C.S. pour que 6 < "
obtenue, lorsque s croft jusqu'i 1, 0 crolt jusqu'a

Mais d'aprés la majoration

sans atteindre cette va-

e

leur. Donc les résultats sont valables pour s < 1.

D'ol le :
THEOREME 3

A admet un élément propre {\, %} ,\ valeur propre simple séparée des autres
par d. Alors A' = A+H admet un &lément propre {\',®'} , A' supposée simple,
tel que si :

2lae]
d

SS,

I'=Are,®) | < £(x) [moll

tgh < f(r)
avec
£(r) = 20/ 1ec2-1)
B.1) r = -
Vv 1-g2
(3.2) r = ——>H
s 1=/ g2-t2 A
w,

Le résultat (3.1) a &té& donné sans démonstration
par Gavurin [14]. I1 est meilleur que celui de
Ortega [I l] .

Nous donnons ci-contre les courbes représentant :

o) r fonction de s,

B8) r fonction de t, s &tant un paramétre < 1. g
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3 - Cas particulier ou (He,0) = 0

Nous obtenons un certain nombre de simplifications par rapport au cas général.
En particulier on doit s'attendre & trouver des bormes plus précises pour les va-
leurs propres, puisque, d'apré@s un principe mis en &vidence par Davis Bﬂ : lors-
qu'une application autoadjointe T est perturbée par une application U, dans la base
des vecteurs propres de T, la partie diagonale de U perturbe essentiellement les

valeurs propres et la partie hors—diagonale de U)les vecteurs propres.

D'autre part (A'®,9) = A et l'intervalle [}—”H@“,A+“Hqﬂﬂ est contenu dans

D=limll, A+ lal].

3.1 - Modifications par rapport au § I.2

A9 =X, b =0, H-=

'y | = 1 5 - 2{h
e = L TR ful, 14;%5
|A-8| = |x-a-h2|
b, | 3

B=p@ = —— %-; b, [*+40® et |n,| = 5(1—(%92) <3

3.2 - Majorant de r

Si 63>%3 [A'=A] > |A-B] > d-p 3_%3 ce qui est incompatible avec :
Ar-A] < el < Jlall < -
a) Le maximum de r = ——~gihl*——— lorsque |h| décrit BL j est atteint pour

(1= (B2
d-p(1 (p) )

Ihl = p, et rmax = s.
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b)p=s%

r = zlhl!l = 2Ih2|h
d-p(1-(*  d[l- J0-(D]  2-s#t?

2t .
< =

~ I3 3 l
a pen ! et r t.
La pente a2 1l'origine est b s_-§33>

1= —

2

D'ol le :
THEOREME 4

A admet un élément propre {\,%} o A est une valeur propre simple, séparée
des autres par d, et ol @ vérifie (H®,®¥) = 0. S7 2l < d, A' = A+H admet
une valeur propre simple \' dans D\-“H“, )\+“H“J, telle que, 87 :

L , oo 2l o

|AT=A]s £(x) [l

tgh < £(r)
aQvec
£(r) =% / 1+e2-1)
4.1) r =s
A
(4.2) Ty = 2t t

2-g+t?

Nous donnons ci-contre les courbes représentant

a) r fonction de s, 8 pm e S

B) r fonction de t, s &tant un paramétre < 1. B

v




_35_

Par application de 1'inégalité de Kato-Temple [241, sous 1l'hypothése 2“H“ <d,

on obtient :
1 2t
1 < o L
1] = 4 2 gl
inégalité moins fine que celle obtenue par (4.2) puisque

f(r) < g-et 2-s+t2 > 2-s.

Lorsque t varie dans [O,S:l » 8 <1, on a toujours :

2t 2t

< < 2t.
2-s+t> 2s

D'ol le :
Corollaire .

Lorsque 2lEIl < 4, [AT-A] < Zﬂ%ﬂﬂ_

et tgh < 2“?¢“ .

On a vu que lorsque s .+ 0, rs >t )
les majorants de |A'-)| et tgh tendent respectivement vers Hgm” et “%?” .

4 - Valeurs propres multiples

Nous regardons d'abord le cas de valeurs propres doubles (pour la clarté de 1'ex-
posé). Nous ne nous intéressons plus aux inégalités portant sur les vecteurs propres
puisqu'il existe une infinité& de vecteurs propres correspondant i la valeur propre
double, le probléme de coupiage avec 2 vecteurs propres de la matrice perturbée est

délicat.
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4.1 ~ Cas général : (H®,¥) # 0O

1) A_admet une valeur propre double )

Soient ®l, qb deux vecteurs indépendants du plan propre associ& & A.
I1 existe A;, Aé valeurs propres de A' distinctes ou confondues, telles

que :

[A-are,o) | < [
et
[Aj-are,, @) | = [,

a) majoration de |Ai—(A'®l,¢1)|

Si le vecteur Wl, orthogonal 2 @l dans le plan engendré par @1 et
@i est aussi orthogonal a ®,, le quotient de Rayleigh l((A—AI)Wl,Wl)I,
sera supérieur ou &gal & d, distance de X aux autres valeurs propres

de A. Et rien ne sera changé par rapport au § 1.2, dans le calcul du
2|h
o8| "

Si ml, @i et q& ne sont pas coplanaires,

majorant de r =

on définit QH vecteur normé colinéaire 3

la projection orthogonale de @; sur le plan
propre. Alors Wl défini & 1'aide de @1 et
$; est orthogonal au plan propre.

Si ®1, @i et ¢b sont coplanaires, on

= p'
@l.

prendra ml

b) majoration de Iké-(A'qb,qb)l _

On peut de la méme fagon définir @

L]
> et Wz et 1'on aura

l((A—M)wz,wz)] > d.

Dans la pratique, on ne peut pas déterminer de tels vecteurs @1 et &é

puisque $i et ¢5 sont inconnus.
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Néanmoins, nous pouvons &noncer le :
THEOREME 6
A admet la valeur propre double A, séparée des autrves par d. Soient ®, et
®, deux vecteurs indépendants dans le plan propre associé 4 A. A' = A+H
admet alors deux valeurs propres A; et Aé telles que :
|A;-are e | < limw |

Ay-are,,e) | =

Il existe dans le plan propre deux vecteurs 5] et &b tels que st :

s = d <1
i-= 1,2’|Ai—(A'&k,&&)l vérifient les inégalités du théoréme 3 ou t
est remplacé par cLo 2“H¢& <
t; = ) S.

2) A' admet une valeur propre double )\'

Supposons que, parmi les &léments propres de A, il en existe deux
{AI,QH} et {Kz,qb} tels que

IAt-are )| < i |
A1-(ate,, @) | < [law,|

Soit d; = min [A.-A.[, i=1,2.
jfr,2 t |
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De méme qu'au 1) si Wl est orthogonal i ¢1 et ®,, le quotient de Rayleigh :
(MDY )] est > a

Pour cela, on choisira dans le plan propre -

- .fcpl
associé & A', un vecteur wi appartenant 3 1
1 = | I . . %
1'hyperplan orthogonal a_qb. D'od WI. ®1 \\
On peut aussi déterminer P, et Wz. N
BN plan ),
D'ol le : @ propre’
§
®, N -
\4

THEOREME 6

St A' admet une valeur propre double \' et si A admet deux &léments pro-

pres {Ai’qﬁ} > 1 =1,2, tels que :

8t on pose di = min ]Ki~k.],
j#1,2 ]

|K'—(A'¢k,¢g)| vérifient les inégalités du théoréme 3 ou d est remplacé

par d,, dés que

Au contraire du théoréme 5, ce théoréme donne des majorations de ]X'—(A'@E,qg)l

en fonction des éléments propres de A.qui sont supposés connus.

N.B. - On a vu le rBle que joue l'existence du plan propre associé a A', pour déter-~
miner des majorations en fonction de la distance d de 1'ensemble {XI,KZ} aux
autres valeurs propres de A. Ceci a une importance pratique : pour deux valeurs
propres voilisines A] et AZ’ on aura des bornes d'erreur faisant intervenir 1/d
et non X—éx—-, dans le cas ol l'on saura qu'elles approchent une valeur propre

double P2 A'. Ce point sera &tudié plus en détail au § II.2.
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4.2 - Cas particulier : (H®,9) = 0O

1) - A admet une valeur propre double _

Si ZHH“ < d, il existe exactement 2 valeurs propres distinctes ou confondue
Ai et Ké de A' dans [?-”H“,K+HH”I. Si (H@],wl) = (H¢b,¢§) = 0 elles sont telles

que :
A=A = e
A=Al = e, |

Mais le th&oréme 5 ne donne rien de plus car, en général, (H@l,@l) et (H&&,&b)

sont différents de O.

2) - A' admet une valeur propre double \'

On montre facilement le :

THEOREME 7

57 A' admet une valeur propre double \' séparée des autres par d' et si
2llll < d' 27 existe exactement 2 valeurs propres >‘1 et >\2 de A dans
D=l A+ lml]].

Soit d, = min lxi-le , i=1,2,

it 1,2
On suppose que (HCPi, Cpi) =0, i=1,2.

Alors ])\'-Ki| vérifie les indgalitds du théoréme 4 avec d, dés que
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4.3 - Cas de valeurs propres multiples

I1 se traite de maniére analogue. Nous gardons les mémes notationms,

1 =1,...,m.

1) A admet la valeur propre X d'ordre m.

qﬁ est un vecteur normé, colinéaire & la projection orthogonale de qﬁ sur le

spus—espace propre associé 3 A.

2) A' admet la valeur propre A' d'ordre m.

Dans le sous-espace propre associé 3 A' on choisit ¢' appartenant au com-
P prop i P

plémentaire orthogonal de q&,...,q&.

Nous énongons 1'analogue des théorémes 6 et 7

THEOREME 8

St A' admet une valeur propre multiple \' de multiplicité m et i A admet

m éléments propres {Ai’qﬁ}’ i=1,...,m, tele que :
VA <
IA-@are,0) ] < lme |,
81 on pose
d, = min [A.=A, |
i

- j# 1,...,m

IX'—(A'qﬁ,qg)l vérifient les inégalités du théoréme 3 avec ds, dés que

St de plus, (Hqg,qg) =0, |X'—Kil vérifient les indgalités du théoréme
4 qvec d; sous les mémes hypothéses.
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V - MATRICES NORMALES

5.1 -~ Etude pour une matrice normale 2 x 2 (sur @)

a h

Ecrivant que A = ( ! 3
b, 2
lng| = In,|
(al-az)h3 = (al-az)h4.
Donc (al-a2)2h3h4 = |a]—a2]2|h4|2 est réel posifif.
R 2
. hahy A
De méme

- 2 - 2
(ama)”  [aj-a,]
A admet les valeurs propres :

a.+ta

-1 2.1 N
M=t 3 /(a1 a,) *+4hoh,
a. ta
-1 21 Y .
A, 5 5 v/ (a;=a,)?+4h;h,

) est normale, on obtient les relations :

et grace & la remarque ci-dessus on aboutit facilement & la conglusion suivante :

les valeurs propres Kl et Az d'une matrice normale sont dans le plan complexe,

alignées avec les éléments diagonaux a]‘gE e

2|h

al—a

l—a]|, |A2—a2I et tgb,

b

Posans_|h| = |h3l = |h4| et r =
on obtient pour rX

les expressions valables dans le cas d'une
matrice symétrique 2 X 2., Et la disposition

des valeurs propres est celle de la figure ci-contre
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5.2 - Majorant de |[A'-(A'w,v)]

Avec les m€mes notations qu'au § I.2, si A' = A+H est normale, X' matrice
q

2 X 2 associée est normale.

Tout ce qui a &té &tabli dans ce paragraphe se transpose aisément

1 3 h1+h2 1
H= admet pour valeurs propres : 5 5-/ 1+0.2 (h -hz)
h4 h2
ol 1'on a posé : lh3l = |h4l = |n],
2th
’ hyhy
Donc
g = -% /1402 [h,-h l -1 /’lh ~h, |#+4|n|?
Soit

Ihl—hzl < 2 v/l—(i%yoz < 23.
On retrouve alors la majoration pour ¥ (cf. § I1.2)
2|h

d-2p vﬁ—(-%l)z '

r <

ol p = p(H).
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11 - APPLICATION AU CALCUL DES ELEMENTS PROPRES - RESULTATS NUMERIQUES

1 -~ Algorithmes QR et Jacobi

Soit-d calculer les &lé&ments propres {Ai’qk}’ d'une matrice hermitienne A, par
les méthodes QR ou Jacobi. Dans les deux cas, on construit une suite de matrices

hermitiennes, semblables i A :

_ s
Ap=A s A= Q A 9,

qui converge (sous certaines hypoth&ses) vers une matrice diagonale dont les &léments

sont les wvaleurs propres de A.

Posons Ak = Dk+Hk’ ol Dk est la diagonale de Ak et Hk la partie hors diagonale.
Généralement on arréte 1'algorithme dé&s qu'une norme de H_ est plus petite qu'un
nombre € fixé & l'avance et on prend les &léments de Dk pour approximation des
valeurs propres de Ak’ donc de A. Quelle précision est-on alors en droit d'attendre
sur les valeurs propres et les vecteurs propres en fonction de €? Des majorations
ont &té données pour les valeurs propres 4 1'aide de 1'inégalité de Hadamard et
celle de Krylov-Weinstein, ainsi que des bornes d'erreur a postériori (Wilkinson

Eﬂﬂ). A 1'aide du § I, nous obtenons des bornes tr&s précises que nous testons.

1.1 - Ak = Dk+Hk

Considérons la décompdsition : Ak = Dk+Hk.

Dk est diagonale et admet la base canonique {ei} pour base de vecteurs
propres.

Hk’ matrice de diagonale nulle est telle que :

<eri’ei) =0 . i=1,...,n.

= = H
A=Al = (Q.-Q_ DA Q... DN
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A admet les &léments propres : Al, ¢E =1, T
Ak admet les E&léments propres : Ai’ W?

P, k
Dk admet les &léments propres : asss €

et 1'on a les relations :

®,

1

.

- o k
Les Qi étant unitaires, Gi angle

e o

entre Y, et e
i i

- = koo Il = ,
“qﬁ ¢§“ = “Wi ei“ 2 si
Appliquons les résultats du théo

Proposition 1

A=A,

Sott lag suit?i
N |
A = QA

qui converge vers la diagonale D

(Ql,.ch_l)W?)vecteurs propres exacts

Q--Qpley

)vecteurs propres approchés.

aigu entre ¢& et q? est €gal & 1'angle aigu

0
—2— .

k
i

n

réme 4 si A admet des valeurs propres simples.

k = 2,3,.

10-1%-1 = Dty

(Ki) des valeurs propres simples

de A : |l | —>o0.
(les quantités ci-aprés se rapportent 4 Ak et l'indice k est omis).
Soit d; = min ]aii-a..] >0
it JJ
2l 2llte, I
|t T, YT TE
i i
pour chaque i tel que s, <lona les inégalités :
lki—aiii < f(ri) “Hei“

‘tgei

< f(ri)
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avee f(x) = %-(V 1+r2-1)

4.1) r, = s,

i

(4.2) r,

Si K est valeur propre multiple d'ordre m de A, isolée des autres par
61 = mln(|K XJ|, Xl # AJ), il existe m nombres al° dans [} -“Hk“ A +“Hklﬂ
dé&s que 2“HkH < 6

Soit Aék) cet ensemble de m nombres.

Le théoréme 8 montre que la proposition précédente s'applique avec

k _ k kg
di min (Ia | jj & Ai ) > 0.

Dans le cas de valeurs propres simples ou multiples, lorsque HHk” ~ 0,
a%n > A, et dk > 3§, = min(lk,—%.!, A, # A.), distance de séparation de A, des
ii i i i i3 i j i

autres valeurs propres de A.

D'aprés le corollaire du théoréme 4 :

- pour chaque valeur proprel?\i la convergence a& > X est quadratique par
- . - 2
rapport a ”Hk“ : elle est réglée par ZHeri“

83

- pour chaque vecteur propre ¥., la convergence_tg@? + 0 est linéaire en “Hk“ :
elle est réglée par ZHeri“
S, ’
i

Les formules déduites de (4.2), faisant intervenir ”Hei” et non HH“ 2l“Hei“
sont trés intéressantes dans la pratique car la convergence des valeurs pro-
pres n'est en général par uniforme : “HeiH peut &tre beaucoup plus petit pour
une valeur propre que pour une autre. Ces bornes d'erreur rendent donc beau-
coup mieux compte de la situation réelle que toute formule avec ”H“, (nous en

verrons un exemple plus loin).
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Nous allons illustrer ceci & l'aide d'exemples numériques, sur 1'algorithme

QR (sans translation DII p. 485) 3 titre d'exemple.

1.2 - Algorithme QR - Résultats numériques

Nous appliquons 1'algorithme QR i une matrice hermitienne préalablement

mise sous forme tridiagonale par la méthode de Householder EN].

Ak converge vers D s'il n'existe pas de valeurs propres opposées pour A.

Les calculs sont faits en double précision sur IBM 360.

ot s o et e e e e B e e

2 - 2+/3
=1 2 -1 0 3
_ -1 2 -1
n=5, A= admet les valeurs propres :
-1 2 -1 1
0 -1 2 2~/3

a) Comparons, pour k = 15, les résultats obtenus par Golub [jﬁj (& partir de
1'inégalité de Kato-Temple) et ceux obtenus & partir de (4.2) pour la majo-

ration de |A;—ak.| :
i 7dd

Golub Borne 2
1,4 107" 3,4 1073
1,8 107! 3,5 1072
2 1072 4,2 107°
3 107° 11078
6 1072 1 10712
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b). Pour des valeurs de k croissantes nous comparons

- pour les valeurs propres :
e k . .
la différence exacte Iki—aii|, avec les majorations de cette erreur obtenue

par Krylov, (4.1) et (4.2).

— pour les vecteurs propres :

la différence exacte Hqg—q%“, avec les majorations obtenues A partir de
(4.1) et (4.2).

“H” est majoré par la norme de Frobenius : ”[H|“ = Z_ |h 1/2

1,]

|2
ij! )
2|l < d = min d, est vérifié dés que k > 8.

i
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Valeurs propres

k Différence | Krylov | borne 1 borne 2 I
= 13 7,4 1073 7,3 1072 1,1 1072 2,5 107

7,2 1073 7,4 102 1,1 1072 8,8 1073

1,9 1074 1,4 102 1,5 1073 1,1 107%

1,1 1077 3,3 10" 4,7 107 1,8 107/

2,2 10713 46 1078 6,6 1077 3,4 1007 =2
=25 4,0 1077 5,4 1073 5,6 107 4,0 107

4,0 107° 5,4 1072 5,6 107° 4,0 107>

1,2 1078 1,1 1074 8,3 107/ 1,2 1078

3,0 1071° 8,1 1078 8,5 10 19 9,1 107 = A,
=42 2,4 1078 1,3 10°% 3,4 1078 2,4 1078

2,4 1078 1,3 10 3,4 1078 2,4 1078

5 10712 1,1 107’ 2,0 10! 1,2 10714 = Ay
-68 3 10713 4,5 1077 3,9 10713 3 10713 A,

2,5 10713 4,5 1077 3,9 1013 2,8 10713 ~ A,
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vecteurs propres

k Différence borne 1 | borne 2
= 13 1,0 10! 1,6 10" 1,1 107!
1,0 107} 1,4 10} 1,1 10!
1,4 10 2 1,0 107} 1,6 102
3,3 107% 1,4 107! 5,3 10°%
6,3 100 1,4 107! 7,3 1078
= 25 7,4 1073 1,1 1072 7,4 1073
7,4 1073 1,1 1072 7,5 1073
1,1 1074 7,6 1073 1,1 107%
8,1 1078 1,1 1072 1,1 10”7
1 10714 1,1 102 1 10”14
= 42 1,8 107% 2,5 10°% 1,8 107
1,8 107" 2,5 10°% 1,8 10
1,1 1077 1,9 10°% 1,1 107’
6,2 103 2,5 107 8,5 10 '3
= 49 3,9 107° 5,5 10° 3,9 107°
3,9 107 5,5 10° 3,9 10°
6,4 102 4,0 1072 6,4 1077
5. 1071 5,5 107 6 101
= 68 6,2 10/ 8,8 107/ 6,2 1077
6,2 107/ 8,8 10’ 6,2 107/
2,9 10 2 107’ 2,9 10712

6,4
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Pour ks (resp. K4151a borne obtenue par Krylov : “erSH (resp. “er4“) est
de 1'ordre de 107"~ pour k = 26 (resp. 48). Alors que cette précision est
garantie par la borne 1 d&s que k = 22 (resp. 37) et par

la borne 2 dés que k = 13 (resp. 25).

I1 y a donc un gain appréciable du nombre des itérations nécessaires pour
obtenir une précision donnée sur les valeurs propres, d se servir de la ma-
joration obtenue 3 1'aide de (4.2). On remarquera la différence de précision

entre la borne 1 calculée 3 partir de “H“ et la borne 2, i partir de “H¢“.

—— e s e e Wt i Gt S v e

6,16 =2,64 ~-1,84 ~1,04 -0,24

[ -2,64 5,56 ~-0,64 0,16 0,96

n=5, A = -1,84 -0,64 5,16 0,96 1,76
-1,04 0,16 0,96 4,76 2,56

-0,24 0,96 1,76 2,56 4,36

admet les valeurs propres 10, 7, 5, 3, 1.
On constate le méme phénoméne :

1°) Il faut environ deux fois plus d'itérations pour obtenir par 1'inégalité
P g

de Krylov une borne d'erreur de 1l'ordre de celle donnée par (4.2).

P - . . k
2°) Les bornes données par (4.2) sont trés voisines de lki—aiil et de

H¢E—¢§H, la précision &tant d'autant meilleure que “Hk“ est plus petit.



_51._

2 ~ Valeurs propres simples,séparées ou voisineé ~ Valeurs propres multiples

Quelle est 1'influence de la distance § de X aux autres valeurs propres de A,
sur la précision obtenue en approchant A par un &lément diagonél de A ?
. . 1 . g
Les formules données contiennent le facteur T s et semblent indiquer que plus § est

petit, moins la précision est bonne.

Or dans la pratique, on peut constater que bien souvent il n'en est rien.

Appliquons par exemple la méthode de Jacobi i la matrice d'ordre 21, d'élément:

général :

11-1  , i=1,...,11

a,. =
ii
1-11 s 1= 12,...,21
a. . = a, . =1
1,1+l i+1,1
i3 " aji =0 j# i,i+l.

(Wilkinson [?L] P. 485) qui admet des paires de valeurs propres voisines : les 2
plus grandes valeurs propres ont 15 décimales identiques, les 2 suivantes 11, etc...
la différence augmente.

En double longueur, les résultats obtenus sont de précision comparable pour toutes

les valeurs propres.

Pour comprendre ce qui se passe, il suffit de regarder le développement limité

au 2&me ordre de la valeur propre Xi de A au voisinage de 1'élément diagonal a; .

A = D+H
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si 2|l < éi’ on peut écrire :

(Hei,e.)2
A, = a, . +(He,,e )+ L ——3I— + o(flul®
i ii i’7i’ .5, a..-a.. -
j#i Tii 3]

hZ,
a..+ 3 —21 4+ o(lm]®.
1L ,,. a..-a..
J#FL Tid 733

Lorsque “H“ -+ 0, si les hi' sont de méme ordre, l'erreur est bien de l'ordre de
h? ?
ik
, avec
%11 Kk

a,.a | = min|a,.-a,.|.
11 kk e . 11
hEa! 3]
Mais si les hij sont d'ordre trés différents, le terme prépondérant dans 1'erreur
eut ne pas correspondre i {a..-a .
p p p la; =2, |

C'est bien ce que 1l'on constate dans 1'exemple cité plus haut.

Remarque — Si H est tridiagonale (cas de la méthode QR),

2 2

1,171 Ll ocllaly.

. .. +
1 11 a,.,-a, . a,,a, .
11 1-l,1-1 11 i+l,1i+1

2.1 - Précision théorique sur )\ en fonction de & et ]l

On veut étudier la précision obtenue sur A en fonction de 8 et de “H”.
Pour cela, soit Al,lz deux valeurs propres simples de A, telles que
§ = KI-KZ > 0. Les autres valeurs propres de A spnt 3 une distance d > § de
Al et kz.
A] est approché par a ;s et nous établissons des majorations en O(“H”s).
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”He’l“2

Q — e 3
1°) 8> 2| A2y, | € —5— =+ odmli®)

C'est le cas de valeurs propres séparées.

2°) 8 < 2|l

On ne peut plus appliquer de résultat faisant appel & la théorie des pertur-—
bations.
Néanmoins :

IAl-alll < “HeIH
C'est le cas de valeurs propres voisines.

N.B. - Les notions de valeurs propres séparées ou voisines sont relatives i “H”.

He 17
3°) § =0 si 2l <4, A ey | < —5—+ o(llul?)

C'est le cas de valeurs propres doubles.

Lorsque § est suffisamment petit par rapport i “H“, on peut étendre ce dernier

résultat, en'considérantxque A est voisine, 3 < prés, d'une matrice admettant la
172

5 .

2

valeur propre double

LEMME

87 A admet deux valeurs propres simples Al et Xz telles que A]-Az = § >AO'A
1 "2
2

1l existe une matrice A' = A+H' admettant la valeur propre double \' =

_ S

telle que || = 7 - Les n-2 autres valeurs propres de A' sont celles .de A.

Démonstration

s s e s es st

Soit A = (ki) la diagonale des valeurs propres de A. et considérons :

M "'g"
S
Az + 2 = A‘+A1.

A 0

An 0
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Si A = QA QH, A' = QA'QH = A+H' admet les valeurs propres :

}\1+>\2
Al = 5 double , Ai’ i#1,2.

l - Hy _ 6
e il = lloa %l - .

Que peut-on dire alors de |A'-a1]| ?

A' = D+H+H' = D+K admet la valeur propre double A'. Appliquons le théoréme 6
& A' et D.

Nous posons :

d. =min |a  -a,,|
i i#1,2 11 733
“Keln?‘ ,
5 2lkll < ap, [n'-ate e )| € ——— + oClixll*)
|
HKe]“2
< —— + o([ll®) .
D'autre part,
(A'el,el) = a1]+(H'e1,el)
|(H'e se)| = [He, | <3
1°71 1 2
Donc “Ke1”2 3
L. —
IAt-a) | <5+ —— + odlkll®)
e, I = Ncaetye Il < llae, Il + S
Oy 2 2
§ . (”He]“+ 'é‘) _ S . “Hel“ . “He]“(S . §i
2 d 2 d d 4}
= g6, llme Iy

Posons € = “HeIH.
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La majoration par g est int&ressante tant que g($,€) < €, soit :
g2
§ < 2e~-8 T + O(“HHS)-

Alors l'hypothése ZHKH < d est vérifiée dé&s que d > 2(”H“+€).

o) a € fixé, g fonction de § est représenté par la parabole :
§2 1 € g2
| o — — —
Ny 4d * (2 * d)(S+ da

B) & ¢ fixé, g fonction de € est représentd par la parabole :

2
R

oo

2
€

EM — + €
d

~
&l

THEQOREME 9

A = D+H admet deux valeurs propres simples A] et kz telles que XI-XZ = § >0.

Kl est approché par a et L'on pose € = ”HeIH. Les autres valeurs pro-

11
pres de A sont & ume distance d > 2( “H“+€) . A4 L'ordre O(“H“g) , on a les

magjorations
[l e
: - <
§ > 2iu : |>\1 a”I 5
les valeurspropres sont séparées.
e < llml
-8 = . - <
2e-8 5 < § < 2Jj e a |l =se
2 AL A
€ 1 72 .
e® < § < 2e-8 - S R YE TN
les valeurs propres sont voisines.
< 3 < &
< s - £
0§ =c¢g v : ]k] a1]| 3

la valeur propre est double.

avec
€

g(cS,E:) =5 _d—+

o

N

™

a3,
+

£~ o

Q.-lro

N
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2.2 - Résultats numériques

Les formules du théor&me 8 indiquent que, lorsque £ est fixé et § -+ O,
il existe une zone intermédiaire pour laquelle la précision sur Al est station-
naire. Pour obtenir une bonne précision, § doit &tre, soit suffisamment grand,
soit suffisamment petit par rapport i €, les valeurs intermédiaires de §, cor-
respondent a4 deux valeurs propres voisines reiativement ad €, donnant une précision

médiocre. Nous allons voir qu'il en est bien ainsi dans la pratique.

Exemple :

Pour éviter les Hij d'ordre trés différents, nous avons pris pour exemple :

4+8§ €
£ 4 £ 0
n=25, A= € 6 € , Bl =e3 , 4a-=2.
o € 8 €
£ 10

et nous avons calculé les valeurs propres de A par la méthode de Jacobi en

faisant varier :

o) pour € § dans BL]J

i
o

B) pour § € dans [0,0.1].

[]
@)

Les courbes ci-dessous indiquent, pour Al’

- la précision théonique en trait plein

- la précision effective en pointillé.
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On voit que la précision théorique donnée par le théoréme 9 est tré&s bonne,

sauf pour la région correspondant 3 :
e <8 =2fu.
La courbe donnant la variation de la précision obtenue sur A], lorsque € tend

vers O, la distance § de Al aux autres valeurs propres &tant constante, s'inter-

préte de la maniére suivante :

2 ) 2
a) si € > §, la précision variezselon la parabole €*+-%r-+ > §-+ §~+ %E , et ne
~ . e - $
peut etre inférieure 3 §-+ %d

. § . . g2
b) si € < =, la précision varlie selon la parabole €‘+-6—, et tend vers 0 avec €.

2
Lors de l'utilisation d'algorithmes tels que QR ou Jacobi, on peut mettre en
évidence, pour chaque valeur propre un intervalle (kl,kzj tel que si le nombre
k d'itérations appartient i cet intervalle, le passage d'une itération i la
suivante n'augmente pas la précision sur la valeur propre considérée de fagon
"rentable". On a alors intér@t, soit & arréter les calculs avant que le nombre
d'itérations n'atteigne kl’ soit & les poursuivre jusqu'd ce que le nombre

d'itérations dépasse k2.

3 - Application pratique

Lors de 1l'utilisation d'algorithmes de calcul d'&léments propres de matrices,
1'intérét de tests d'arrét de 1'algorithme d&s que la précision théorique obtenue
est inférieure & un nombre fixé, est évideut. Et 1l'on a avantage 3 disposer de ma-
jorations les plus fines possible pour les valeurs propres et les vecteurs propres.
Les majorations proposées au paragraphe II.] sont bien adaptées & ce but : les

bornes données sont facilement calculables au cours de l'algorithme et sont réalistes.



_59.-

Nous présentons ci-dessous une procédure ALGOL de calcul de la précision sur les
valeurs propres, ainsi que 1'organigramme de l'utilisation de cette procédure d cha-

que itération de 1'algorithme QR.

3.1 - Procédure ALGOL de calcul de la précision sur les valeurs propres

procédure PRVALPRO(A,N,EPS,PREC,L,SORTIE) ;
comment cette procé&dure calcule la précision sur les valeurs propres, d'une
matrice symétrique tridiagonale A = D+H, lorsque A est approchée par D.
- Si “H“ est trop grand, le calcul est impossible, la sortie de la procédure
se fait par SORTIE.
si || est assez petit, le tableau PREC est chargé avec la précision calculée.
Le tableau L contient, ordonnés en croissant, les indices de valeurs propres
pour lesquelles la précision calculée est inférieure 3 EPS, nombre donné,

sinon O ;

value N ;

integer array L ; array A,PREC ; integer N ; real EPS ;

begin integer I,J ;
real B,C,SOM ;
array K,D,T,DELT,R,S[1,N]} ;

comment calcul de KI ;

kK{1] := AQ2,1] ;

for I := 2 step 1 until N-1 do

K{1) := SQRT(ALL, 1-1)#A[1, 1-1+A(1+1, ) 2A(1+1,1])

KINY := A{N,N-1] ;

comment calcul de DI,TI,DELTI,RI,ST ;

{13 ABS(ATI,13-A[2,2)) ;

for I :=2 step 1 until N do

ABS(A(1,1])-ALL, 1))

if B < D[1] then D(1] := B ;

for J := 1 step | until I-1, I+l step | until N do

begin C := ABS(A{I,J-AT,I]) '
D[I] := if C < B then C else B

[

begin B :

end



_60..

end ;
SOM := 0.0 ;
for. I :=1 step | until N~I do-

SOM := SOM+A(I+1,1)*A[1+1,1} ;
SOM := SQRT(2.0%SOM) ;
for I := 1 step | until N do
begin TUIY := 2.0xS0M/D{I) ;

if T{I) < 1.0 then goto ET else goto SORTIE ;
ET : DELT{I] := 2.0%k{1]/D(I] ;

B := DELT{I] ;

R{I] := 2.0%xB/(2.0+BxB-T[I]) ;

C := R{1] ;

S(I) := if C > '"-4 then(SQRT(1.0+C%C)-1.0)/C

else Cx(0.5~C*xC/8.0) ;

————e

PREC[T] := s{r)=x[1] ;

end ;

for I :=1 step 1 until N do L{1} := 0 ;
L :=1;J3:=1;

ETQ : if PREC[I] < EPS then

begin L[J] := 1T ;
J = J+l
end ;
if I < N then begin I := I+l ;
goto ETQ

end

end procedure PRVALPRO ;
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-

3.2 - Cette procédure peut &tre utilis&e i chaque itération de l'algorithme
QR appliqué & une matrice symétrique tridiagonale, selon 1'organigramme ci-
dessous. On fait &crire les valeurs propres pour lesquelles la précision

EPS donnée est atteinte, si elles n'ont pas &té &dcrites & 1'itération pré-

cédente.

L'algorithme s'arréte :

- soit d&s que toutes les valeurs propres ont &té calculdes & la précision
EPS.

- soit lorsque le nombre d'itération.atteint une valeur maximum fixée SFIN.
On Ecrit alors les valeurs propres non encore calculdes et la précision

correspondante.



S=1
LLIJ=0

v
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A1=RQ

A=QR (décomposition QR)

PRVALPRO(A1,N,EPS,PREC,L1,AFFECT)

s |1=1]
I 2 ;
ILICI] =0 ?i_ oul
non
‘ M = le‘
—J=1
— Y ;
M= 7} ==
non
Y ;
A | 7=y 7 am SHNCATOLIT Y
non
T = J+1|
|T=N et LITO > ow?'} Qui,
non
{1 := I+1| |
AFFECT : |S=SFIN 7j—oul
non
S i= S+l
IA = Al Y
L= Ly
I=M+1,...,N

A =A1LI,1]

Y

|fin algorithme peses (
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T AUSE P e v e s o (o e et Gt e R P g v T e B o T S v B o P b e g o S o o

On considére le probléme suivant, rencontré dans beaucoup d'applications
(systémes dynamiques en chimie physique, réseaux électriques finis, spectrométrie
‘physique, physique nucléaire etc...).

(P) : étant donnée une matrice carrée A d'ordre n (hermitienne si elle est
complexe, ou réelle non nécessairement symétrique), a quelle condition
est-il1 possible de trouver une diagonale réelle V telle gue A+V admet-
te des valeurs propres réelles données ?

C'est un probléme inverse de 1'habituel probléme de recherche de valeurs
propres.
I1 peut aussi se formuler ainsi : peut-on trouver une diagonale réelle V et une
matrice non singuliére X telles que A+V = XSX_l, si S est la diagonale des valeurs
propres. Or la relation entre les &léments d'une matrice diagonalisable et les vec-
teurs propres est trés complexe et mal connue. On en a une idée en remarquant que
le probléme posé équivaut, algébriquement, a écrire que le polynfme caractéristi-
que de A+V (de degré n) admet n zéros donnés.

Ce probléme, ol A est donnée et V inconnue est différent de celui, analogue
dans sa formulation, odl A est inconnue et V donnée. Pour ce dernier probléme,
Horn [20] puis Mirsky [40] ont &tabli une CNS le résolvant entiérement. Dans le
cas présent, nous n'obtiendrons qu'une condition suffisante (33].

On peut immédiatement faire les remarques suivantes :
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1) S1 V est une solution pour A, V-D est une solution pour A+D, quelle que soit
la matrice diagonale D. On peut donc supposer A de diagonale nulle.

2 Les n valeurs propres données s.,...,S. forment un ensemble non ordonné,
1 n

1

tandis que Torsqu'on &crit A+V = XSX™*, cela présuppose un ordre sur S.

I - UNE_CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE

Un premier résultat est constitué par la :

Proposition 1

Une CNS pour que 1l'ensemble des valeurs propres de A+V , lorsque V
parcourt l'ensemble des matrices diagonales d'ordre n, soit R" est

que A soit nulle.

La C.S. est &vidente.
La C.N. découle du fait que, pour que A+V soit semblable & la diagonale S, il faut

que
) tr S%~ % (trs)? > tr A?

ol tr A désigne la trace de A.
On peut choisir S tel que le ler terme de (1) soit nul.
La démonstration de (1) peut se trouver, dans le cas ol A est hermitienne dans

Hadeler [fSJ, dans le cas ol A est quelconque dans Oliveira [;41.
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II - ETUDE DE (P) LORSQUE A EST HERMITIENNE

1 - Conditions suffisantes pour que (P) admette une solution

Reprenant une idée de Hadeler [j&], nous allons chercher V par une méthode de
point fixe.

A tout vecteur v = (Vi) de RP} on associe la matrice V = (vi6ij)’ diagonale
de A+V. On note A = (Xi) le vecteur delRn dont les composantes sont les valeurs
propres de A+V. On désigne par F 1'application : VPE F(v) = A, et on applique 1le

théoréme du point fixe 3 : Vrl v+s~F(v).
1.1 - Soit C le demi-cdne de R™ défini par :

= R < <,..=% .
c {v ; v, v, =.. vn}

Supposons que les Ai sont numérotés de sorte que A € . Alors la restriction
de F a C est & valeur dans ( et continue.

Soit s un vecteur donné de C. On pose

d(s) = m%n(s.

1+1_Si)'
i

Dire que A+V admet Sps+eesS  pour valeurs propres équivaut & dire que F(v) = s,
ou encore T(v) = v, c'est-a-dire v est point fixe de T.
Soit B la boule :
B= {v; @ (v-s) <p(a))
B est contenue dans C dés que :

(2) d(s) > 2p(A).

On suppose cette condition sur s remplie, la restriction de T 3 C est alors &

valeurs dans C. Elle applique continQlment B dans B puisque :
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Q(T(v)=s) = @ (F(v)-v) < p(A)

d'aprés un résultat bien connu [?1] sur la localisation des valeurs propres
d'une matrice hermitienne.

T admet donc un point fixe dans B. D'odl le :

THEOREME 1

A étant une matrice hermitienne 4 diagonale nulle, une condition suffisante
pour qu!il existe une diagonale réelle V telle que A+V admette les valeurs

ropres données s, ,...,s_ est que :
1 n

(2) d(s) = min(si_l_ll-si) > 2p(A).

D'aprés la l&re remarque de l'introduction, on peut affiner ce résultat en

cherchant une diagonale D telle que A' = A+D ait un rayon spectral p(A')
inférieur 3 celui de A, K1+An
Si on prend D = oI, avec O =
2
Xn—k
p(A") = —5— est toujours inférieur ou égal i p(A).

D'une manié&re générale, la quantité :

LA = maxlki—A.I
i#] ]
largeur du spectre de A, a &té &tudiée par Mirsky [35].

Il a montré que :
2(A) < (2H]AHIZ—§ lex a]2)1/2

et si A est hermitienne :

1/2
2(A) 2_@a§ (Iaii—ajjlz+4|aijl2) )

i#]
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Dans notre cas :

2 max|ai.l < An—xl S /EHIA,“
ifj *

THEQOREME 2

A étant une matrice hermitienne de diagomale nmulle et de valeurs propres
kl,...,kn > Tl existe une diagonale réelle V telle que A+V admette

Sysee+s8  pour valeurs propres, si :
(3) d(s) > max|\.-A, |
YR SR
i#]
Remarques -

1. Par rapport & la proposition du § I, les théorémes 1 et 2 peuvent s'inter-—
préter comme donnant une borne supérieure, fonction de S, de la perturba-

tion hermitienne hors-diagonale de V.
2. Dans le cas oi n = 2, (2) <=> (3) est une CNS.

3. K.P. Hadeler [}@1 est parti du résultat suivant sur la localisation des

valeurs propres d'une matrice hermitienne A,en posant :

d = min,a..—a..l > k(A) = max( I Ia'.|2)1/2
igj; 1 i g M

Ajmay | S 3 @VERZ@®) , i=1,...n
dés que les disques de Krylov-Weinstein :
{z ; |z-a,.| £x.} avec k. = (= Ia..lz)l/z,
ii i i FITREN

sont disjoints, c'est-i~dire dé&s que d > 2k(A).
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Il a alors obtenu la condition suffisante :
(4) d(s) > 2/3 k(a).

Comparons ce résultat a (2) et (3).

On peut montrer [61] que :
-1 /2 .
n p(A) =k(A) =< p(a),

1'inégalité de gauche &tant atteinte pour des matrices de rang 1.

1) pour n < 3, p(A) < /3 k(A) et (2) est moins restrictif que (4).

2) pour n > 3, pour que (2) soit moins restrictif que (4), il suffit que :

p(A) 1/2 p(A)  _ n 1/2
K (A) = n -n-———A “ = (————)\i 2) < ‘/.'-3'.
1+Z(———-—p(A))
Soit 3
1.2 n
Heay T

Le membre de gauche est une somme de n- nombres inférieurs ou égaux 3 1.

I1 suffit donc que :

! min|A, | LoyRs
p(4) /3 ol
c'est—a—dire':
1 {[n-3
1 >vy@) > ﬁ \j'ﬁ
ol I |
_ [Almin _ 1
YA = i T S WS o A1
2°2 272

est le conditionnement euclidien de A.
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23]
Ed
1]
8
ro
=
[0
2]
o]
He
rt
b
il

(aij) avec

a 0 sauf a. = a =1, i=1,...,n"1

ij i+1,1 i,i+1
im
A admet pour valeurs propres Ai = 2cos vl 1= 1,...,n,

Comparons les conditions suffisantes données : k(A) =/2 et p(A) = 2c08 —— < 2

n+1
(2) & (3): d(s) 2 2 cos 1=
(4) : d(s) > 2/6 = 4,9.

1.2 - On peut déduire une autre condition suffisante a partir du théordme de
Krylov-Weinstein [?Z]. Si les disques de Krylov de centre a,; sont disjoints,

il existe une numérotation des valeurs propres de A telle que :

Js(z laij|2>l/2 . i=1,...,n.

Mi"ail )
j#i

Posons k, = ( X Ia..lz)l/z.
i oy ij
j#i
On suppose qu'il existe une numérotation des s, telle que :

(5) Isi~sj, > 2(ki+kj), i#73.

Considérons alors 1'hyperparallélépipéde :
B = {v ; ,vi—sil < ki s 1=1,...,n}.

Quel que soit v dans B, les disques de Krylov pour A+V sont disjoints et
Iki—vil < kys i=1,..u4n

ou encore T(B) < B.

T admet un point fixe dans B. D'od le :
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THEOREME 8
A étant une matrice hermitienne 4 diagonale nulle, il existe une diagonale
réelle V telle que A+V admette des valeurs propres s, données s'il existe

un ordre sur les s; tel que :

(5) |si—sj'| 2 20k, i A S

2 - Convergence de la méthode des approximations successives

En vue de la résolution numérique du probléme, nous &tudions la convergence de

l'itération :

v
)
(1)
Voo T T(Vn) = vn—s+F(vn) s n=1,2,...
On suppose
(1) d(s) > 2p(A)
ou
(3) d(s) > max |Ki—k.|
i#] ]

s : soit A+V = QSQH = M.

1

I1 existe alors V, solution de F(¥)
Bki

Soit J = (5——)~ le jacobien de F en v.
v.'v

Alors le jacobien de T est I-J. S'il existe une solution v, il existe un voisinage

de v dans lequel (I) converge, d&s que

p(I-J) < 1.

Calculons J. D'aprés 1l'ordre choisi pour les valeurs propres, elles sont des fonctions
des Vi différentiables par morceaux en général [?5]. (2) implique qu'en v, les va-
leurs propres sont bien séparées ; il existe donc un voisinage de Vv dans lequel les

Ai sont continlment différentiables.
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On pose :
0
—_ = V" = 2
1=49; » A xi’ ov,
Alors : J
Aq+Vq = Aq
AqQT+V'q+Vq" = A'q+Aq’
(Aq,q")+(Vq,q') = A(q,q")
(Aq',q)+(V'q,9)+(Vq',q) = A'(q,q)+A(q",q)
D'od
v [ = 2
A= (V'g,q) = 454
et
= /.2
llT-a]| o= max I (|q..]2+]—lq..|2) = 2 max(1-|q,.|?)
ioi#j J1 1] i J3
Or
-3l < 1 implique p(I-J) < 1
et
=gl < 1 <=> Jq 1?2 >% i=1,...n
Soit min|q,.| > —L-.
i 11 /E

Si ei désigne 1'angle aigu entre e; et q .,

I(q.i’ei) l

la;.| =
11 CPZ(q.i)cpz(ei)

= Ccos ei i=1,...,n.
En appliquant les résultats du chapitre II :

a) dans le cas de 1'inégalité (2) : M = V+A

oo 208)

1 frry
= = < - + - 414
1( <1 > tge. ( 1+0 1) < O, 1

puisque A est 3 diagonale nulle.
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b) dans le cas de 1'inégalité (3) : M = %~D+(A+D)
= \7'+A'
ZD(A') o
at = 2220 ) 2> pef, S —2 < |
d(s) 1+/]1 a2

puisque A' est & diagonale non nulle.
Dans les deux cas

K
. < L, < - 0. > —=<
tgel 1, © ? et cos i 5

Proposition 2

La condition

(2') d(s) > 2p(a)
ou
3") d(s) > i |xi—xj|

assure la convergence de (I) dans un voisinage de la solution.

Remarque - On retrouve la condition suffisante :

1
lag; 1 > i

donnée par Downing et Householder D(ﬂ pour que l'itération du ler ordre

proposée converge.
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3 - Exemple

Nous étudions les différentes conditions proposées, sur 1'exemple de Hadeler [Hi

N W~ O

4
0
3
2

[ACR @ T O B ¥4
O N NN
—
-

1 1

o

Le vecteur s prend les différentes valeurs :

0
32
Y
5, = (0,8)" 60 | , Vv =0,1,2,...
90
115
d(s) = (0,8)%25
1 - k(A) =30, p(a) = 8,616, l|alll =10, 2(a) = 12,616
(2) d(s) > 2 x 8,616=> v = 0,1
(3) d(s) > 12,616 =>v = 0,1,2,3
d(s) > 2/10  => v = 0,1,2
(4) d(s) > 2/3/30 => v = 0

alors que 1l'itération (I) converge pour v = 0,1,...,7 et diverge & partir
de v = 8,

2 -k, =k, =5,48; k, = 4,803 k, = 360% k. = 2.
Avec i'ordre:

(so)1 = 0, (so)2 = 90, (so)3 = 32, (so)4 = 60, (so)5 = 115
(5) est vérifié& pour v = 0,1,2.
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IIT - A EST REELLE

1 - Condjtions suffisantes

Nous considérons maintenant A comme une perturbation réelle de V, matrice

diagonale réelle. A+V admet-elle encore des valeurs propres réelles ?
Chaque valeur propre A de A+V appartient au moins & 1'un des disques :
{z €¢ ; |z-vi| < “AHZ} » 1 =1, .0,n
d'aprés 1'inégalité de Bauer-Fike EH].
A+V étant réelle, si elle admet une valeur propre complexe, elle admet la com—
plexe conjuguée. Si les n disques précédents sont disjoints, chacun ne contient
qu'une valeur propre qui ne peut donc 8tre que réelle ; c'est le cas si :
d(v) = min ]v.—v.] > 2“A“ .
. . 1 3t - 2
i#j

Nous gardons les notations du paragraphe précédent.

s étant donné dans C, soit B la boule :
B= {v; qv-s) = [lll}

L'hypothése
(5) d(s) > 4llall,

assure que tout v de B appartient 4 C et vérifie
d(v) > 2[lall,.

T est alors une application continue de B dans B,
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THEOREME 4

A étant une matrice réelle de diagonale nulle, une condition suffisante
pour qu'il existe une diagonale réelle V telle que A+V admette les valeurs

propres données Syseees8, @8t que :

(5) d(s) = min s;.475; 1 2 4llall,

Remarques

1 - La condition (5) n'est que suffisante comme on peut le voir en explici~

tant le cas oi n = 2.

2 - On peut faire un raisonnement analogue 3 partir de la localisation par
les disques de Gershgorin. On retrouve la condition suffisante de
Oliveira [44] :

il existe un ordre sur les s; tel que :

lsi—sjl 2 2(B;+P.) avec i # j,

ro
u
™
»

IV - GENERALISATION DE (P) A UNE VARIETE LINEAIRE

Considérons maintenant le probléme :

(P') : On se donne une matrice hermitienne A, ainsi que N matrices hermitien-~

nes M],..Q,MN et on cherche s'il existe N réels v
N

si V=273 viMi’ A+V admette des valeurs propres réelles donndes

1
EERERLA

..,v.. tels que,

1°° N

s
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Nous avons étudié au § II le cas ol :
n
N=n, M, =E,.,, V=2I V.E.i est diagonale.
1

Eii est la matrice admettant un 1 en idme ligne et idme colonne et des O
ailleurs.

On suppose s] S...Ssn et on note (Vi) les valeurs propres de V.

- n+l
ngendrée —
On considére la variété linéaire'tjvgag M]""’MN dans €" .

On remarque qu'il est facile de passer du probléme affine : trouver V dans la variété

telle que A+V ait des valeurs propres données (Si)’ au probléme linéaire : trouver V

dans la variété, telle qu'elle admette des valeurs propres données (vi).

Reprenant le schéma de démonstration du § II, si d(s) >20(A) le n-uple v, =...< v

1

des valeurs propres de V est déterminé par la méthode des approximations successives.
‘ N

I1 reste & déterminer les coefficients A de la combinaison linéaire : V = I ViMi’

1
pour que V admette les vi pour valeurs propres.

Ce probleéme est défini par la correspondance (vi)] — (Vi)l N qui est, dans
se v seany

le cas général, trés difficile i expliciter.

Soit D = (vi) la diagonale de V, il s'agit de trouver une matrice unitaire Q et N

nombres v],nno,vN, tels que
N H N H
(6) V=2Lv.M, =QDQ <=>D=13v, Q M Q.
p b ) i i
Explicitons deux exemples simples
1 =N>n et \1contient les diagonales
M, =E.., i=1,...,n implique Q=1I, v. = v..
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2 - N =n et Vest 1'ensemble des matrices de vecteur§propres donnés

On note m],...,mn les valeurs propres de M,

L'application vih* v, est définie par la matrice de Vandermonde construite
sur les points myseee,m . Elle est inversible si et seulement si les m. sont

distincts.
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Pour calculer numériqdement les valeurs propres et les vecteurs propres
d'un opérateur linéaire T dont le domaine de définition et 1'image sont dans
un espace de Banach séparable X, on les approche par les &léments propres d'un
opérateur T dans un espace de dimension finie. I1 existe essentiellement deux
types de méthodes : les méthodes d'approximation (méthode aux différences
finies, interpolation...) ol 7 est un opérateur, défini dans un espace de dimen-
sion finie, qui approche T ; les méthodes de projection (Ritz, Galerkin,
Aronzajn...) qu'on peut définir Torsqu'il existe dans X, une suite croissante
de sous-espaces vectoriels dont ia réunion est dense dans X. Le deuxiéme type
de méthodes n'est qu'un cas particulier du premier et nous ne 1'étudions -
de maniére spécifique que lorsque nous pouvons obtenir des résultats plus
précis.

Nous étudions une condition suffisante générale portant sur 1'approxi-
mation T, pour que les &léments propres de T approchent ceux de T. Une appro-
ximation T vérifiant cette condition suffisante est dite stable.
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I - RAPPELS (Kato [25])

1 - Soit T un opérateur linéaire fermé de domaine D(T) et d'image Im(T) dans X,
espace de Banach séparable sur € . | représente 1'application identité sur X.
z € ¢ est dit point régulier de T si 1'opérateur résolvant R(z) = ('J.‘-z])_1 est

borné, de domaine X.
L'ensemble des points réguliers de T forme p(T), ensemble résolvant de T.

L'ensemble complémentaire o(T) de p(T) dans € est appel& le spectre de T. Il
est formé du spectre ponctuel P
RO.

o° du spectre continu Cc et du spectre résiduel

Le spectre ponctuel est constitué des valeurs propres.,

Une condition nécessaire et suffisante pour que A appartienne & Pc est que

1'équation Tx = Ax admette une solution x # 0, c'est-a-dire Ker(T-Al) # {0}.

-~

NA = Ker(T-Al) est le sous~espace propre associé a A, c'est l'ensemble des

vecteurs propres. Y = dim Ker(T~Al) est la multiplicité géométrique de A.

A€ Pé est une valeur propre isolée si A est un point isolé de O(T).

Soit alors I une courbe fermée simple de Jordan entourant A et aucun autre point
~1
2im

2
MA = PX est le sous—espace invariant associé 3 A. m = dim PX est la multipli-

de 0(T). L'opérateur P = . R(z)dz est la projection spectrale associded \.
T J

cité algébrique de A.

A est dite valeur propre simple si Yy =m = 1,

semi simple si Y = m,

Dans ce qui suit, nous nous intéresserons uniquement aux valeurs propres

isolées, de myltiplicité algébrique finie.

2 - Nous utiliserons les notions de convergence suivantes

a) pour des opérateurs de X :



1)

ey
S’

2)

—8!-

convergence simple :

T,T, 8cant des opérateurs fermés de X : n € N

Tn » T simplement si tocut x de D(T) appartient & D(Tn) pour n assez grand et

si T x + Tx.
n

convergence en norme ;

T,T_ € &

Tn - T en norme si “T*Tn” - Q.

b) Pour des ensembles de points de € (Kuratowski [29])5{En} est une

suite de parties de €.

limite supérieure :

T e o . 0 7
lim E_ {x €5 ; s X, € Ep > X T X oy €}

k
limite inférieure :

limE ={x€E; & ,x €E, x - x}
——= “n > n-thp n’ “n

On a toujours lim E G lim E et lorsque lim E

—

ensemble lim E -

II - DEFINITIONS

n

=

—————

lim E

n?

on appelle cet

Soit T un opérateur fermé de X de domaine de définition et d'image dans X,

espace de Banach séparable.

Soit h urn paramétre positif. A chaque h on associe [Qj :

- Xh ~ un espace vectoriel de dimension finie normé par “““h
*h
~ ¥, un opérateur dit de restriction : X X
h P ‘ —>%h

=T, un cpérateur lindaire de Xh dans lui-méme.
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On fait les deux hypoth&ses suivantes :

T
1) la norme “’”h de Xh est compatible X ey X
avec la norme ”.“ de X : Ty l r,
T
— S X
Hrhx“hW“x“. pour x € X X, h

La norme d'opérateur dans X, est aussi notée “’“h

h

2) Th est une approximation de T :

“(rhT’Thrh)x”ﬁfgng pour 'x € D(T).

N.B. On dit aussi que Th est un schéma discrétement consistant i T,

Soit A une valeur propre isolée de T : il existe R tﬁf que le disque
T'(AR) = {z 3 |z=A]| =R} isole A, c'est~a-dire ne contient aucun autre point du
spectre de T.

On pose la définition suivante : [7]

Définition :
T, est stable dans le disque qui isole X si !

¥r : 0<r <R, aho,dM >0 “(Th—zl)—i“ < M,

h

pour h < h_ et z € {z ; r < |2-A] SR},

N.B. On dira aussi que Th est stable dans T'(A,R), ou encore que Th est stable au

voisinage de A.
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Puisque le rayon spectral d'un opérateur borné est inférieur ou égal 3 la norme

de cet opérateur, il vient :

»

g, (2) 5 min A"z
A ‘Ec(Th)

Lemme 1
qh(z) est une fonotion continue de z.
, . . h h
1) Ssi qh(z) = 0, il existe A EO(Th) tel que A" = z et
' . h ' '
qh(z ) = pmin ‘IA -7 | < |z~z |
A Gc(Th)
2) Ssi qh(z) > 0, nous allons montrer que

I ¥e > 0, 81 : |2'-z| <0 => |q, (2")-q, ()] < ¢

Pour cela, nous considérons, d'une maniére générale, T un opérateur fermé de X

dans X, et z un point de p(T).

T=z'1 (T~z1) (1-R(z)(2'~2z)1) puisque R(z) existe.

1

Donc

R(z') = (1-R(2) (z'~2)1) " 'R(2)

i

PR PO -1 L.
est borné si l'on peut définir le facteur ( ) par une série absolument convergeni

Cela est possible dés que :

“R(z)“|z'—z|l < 1.
Alors :

©o

R(z') = (I RE(2)(z'-2))R(2)
k=0
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R(z') appartient 3 &$(X) et :

[R(z")-R(z) | < |2' 2| IR(2) ]| Z |2'=2|¥lR) K < 2]2'~2] IR¢z2) |

Remarquons que

k=0
si |z'-z]lR(2) ]l < %
Pour tout € > O tel que € < Eﬂﬁ%gyn , |z'~z| < gimplique :
Rz -lR(2) 1] = IR(z")-R(2) | < 2elirc2) ]I,
e = el = lﬁHR(z)[FHR(z')UIW'S, 2elR(2)|l  _ 2 €
RGN IR(2)] RGEOURG T ™ g2 ezey R@IT 1426

Appliquant ce résultat 4 T , on en déduit (1).

h

Soit A une valeur propre de T isolée par I'(},R).

Lemme &

Sz T, est une approximation de T, stable dans T'(A,R) Tl existe dans tout

voisinage de A , une valeur propre de Ty, pour h assez petit.

Pour tout r, O < r < R, on définit le disque D = {z ; |z-A| < r} de frontiére

v ={z 5 |z~A| = £},
Par hypothése :

- , € ,
“(rhT Thrh)x“£~§j30, ¥x € D(T)

Au point ® , vecteur propre ncrmé associé a A : (T-A1)® = 0 et
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e, x-21) =, Az @l > 0

ez oz el >0 et frywl > ol = 1.

Alors :
O - min H(Th )‘;!)x”h _ll‘(ﬂb’hwxx)rhcollh |
h <X Il Tfe, @l

et h
qh(A)*ﬁgé>0.

Puisque T, est stable dans I'(A,R):

h

¥r, O < r <R, EI:ho,IfI : “(Thézl)"]” < M pour h < hO et z €y

h
r étant fixé, soit h1 1'indice'(h1 < ho) déterming vpar :

. . 1 1
: > < L
(2) | h < hl implique qh(z) 5 pour z €y et qh(k) ¥
Soit maintenant h fixé, inférieur 2 hl' Lorsque z € D, qh(z), fonction positive
ou nulle, continue d'aprés le lemme 1, admet un minimum en un point Ah de D,
intérieur 4 Y d'aprés (2). Si ce minimum est positif, Th—zl n'admet pas de valeur
propre dans D, (Th---zl)m1 est holomorphe en z dans D et “(Th—zl)—]“h admet un maxi-
]

mum en Ah, point intérieur de D. Ceci n'est possible que si la fonction (Th—zi)—

est constante en z sur D, ce qui n'est pas le cas, i cause de (2).
Done qh(z) ne peut avoir de minimum différent de O dans D :
. _s mb h
¥r, 0<r <R, I :h<h = DY A2 <,

Lemme 3

87 T, est une approximation de T stable dans T(A\,R), A est le seul point
limite possible de toute suite de valeurs propres de Th appartenant 4
TEASR).
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La stabilité de Th dans I'(A,R) s'écrit :

. 1
¥r, 0 < r < R, Hho,l;@ : qh(z) > 5

pour h < h etz €{z ; r< |z-A] =< R}.

; ;
Soit : min lz=A" > g pour z € {z ; r < |z2-A| =R},
h
€o(T
A€o (T,)

Les valeurs propres de Tb ne peuvent &tre qu'ad 1'extérieur de cette couronne.
P h™ h . . .
Elles vérifient donc |\ Al < rou |[A-A] >R : Aest le seul point limite possible

de toute suite de valeurs propres de Th dans le disque I'(A,R).

3 - THEOREME 1

Soit O, un ensemble fini de valeurs propres isolées, de multiplicité
finie, de T : X!,..
i=1,...,8. Pour tout h > 0 g?
pres de T, appartenant ab= U F(Ai,Ri) ou T, est une approxima-

. h
. =1
tion de T stable dans D. Alors :

shg .« Sotent T(A,,R,) des disques isolant ),

est l'ensemble des valeurs pro-

Ce théoréme est une conséquence directe des lemmes 2 et 3 appliqués en chaque point

de 01.

Nous verrons au § VI des conditions suffisantes de stabilité. On peut comparer

la notion de stabilité classique pour la résolution de 1'&quation
Tu = £, u,f €X
en 1l'approchant par :

= 1. €
.Thuh rhf, u X
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avec celle de stabilité au voisinage d'une valeur propre isolée, que nous venons
d'introduire.

. o P -1 . . ol . =
La premiére s’écrit “Th <M, et 1l'on sait que si T existe, est borné :

I,

-1
) “h < M.

uh—rhu“h > 0 <=> ”T

Cela revient & dire que si O € p(T), on fait, sur les valeurs propres Ah de Th’

1'hypothése :
pmin [A7] > =,
€
A O(Th)
La notion de stabilité classique est donc une notion de stabilité au voisinage

de 0, elle entrafne que O, point régulier de T, ne peut &8tre limite d'une suite

de valeurs propres de Th.

4 - Exemples d'instabilité

4.1 - des_valeurs _propres_de_T_ne_sont pas_obtenues comme limite de valeurs

e o o g o o by e o o o e e o o L o (o e e e ot e o o - T o b e s oy oo o

—— - —— ool o

Exemple ! : valeurs propres non isolées.

X = Kp, 1 £p <, Soit {ej} la base canonique.

T, opérateur de translation & gauche, est défini par

{ Tel =0
i‘rei = e ;s i> 1.

Le spectre : 0(T) = {z ; |z| < 1} se divise en spectre ponctuel :

Py = {z 3 lz| < 1} et spectre continu : Cy = {z ; |z| = 1}.

Soit Xn 1'espace engendré par les n premiers vecteurs de la base, muni de la

norme de Holder @
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L'opérateur Tn, représenté par la matrice d'ordre n :

0 1 0

est une approximation de T.
Or G(Tn) = {0}.

Exemple 2

X = C(0,!) avec la norme uniforme

D={ x€X;x'"€X et x(0) =x(1)}

T: x> x', x €D

g(T) = P0 = {2ik7r, k € 7}, les valeurs propres sont simples,

[0,1] est divisé en n parties égales aux points £ = %{ #= hi, 1 = 0,1,...,n,

e )F Koo
t x(tl) x1

. o+ , .
Le probléme approché dans R" ], avec la norme du maximum, est prip de la forme :

»®
i
»
L]
>
=
®

' — 1 ’_1 l
L'opérateur Th, de matrice Ah TR RN ~d'ordre n,
; ~
admet pour valeurs propres O-d!ordre 0 ~ \l /
-— , "’ AN
2 et —-1— d'ordre n-2. Et \ -1

h
lim o(T) = {0,%} .



Le point & 1'infinipeyt 8tre considéré comme valeur propre‘dé T qui n'est pas
borné ([25] p. 176).
4.2 - valeurs propres

Exemp]e 3 [25] Valeur propre de multiplicité infinje

a5 000806

Soit une suite de projections P de X convergeant vers O :
e xll >0, wxe€x.
En général O(Pn>'= {0,1}, tandis que 0(0) = {p}.

Exemple 4

e 600006080

X

N

C(0,1) avec la norme uniforme

D

4

{x €x; x' €X et x'(0) = a x(0)},
T: xwx', x €D,
o(T) = {a} , o est valeur propre simple.

P . ~ , i .
[b,l} est divisé en n parties égales aux points ti al-da hi, i =0,1,..,,n
et x(t;) =

- _ +1 . Lo
Le probléme approché dans R" » avec la norme du maximum, est choisi de la forme

X, = (1+0Lh)xQ

X1 TE T M x
n-2 "n-3 Ah *a-2
X 7K Ah x |

X X = Ah x .



~ah
{ T+oh
IS B 0
: N Y ‘
. . AY . B
L'opérateur T, , de matrice A = % : \ \\ Ed'ordre n,
; 3, “ H
admet pour valeurs propres O d'ordre ! h \\
1, _ a ., g A “ ?
2, E-d ordre n-3 et TTob d'ordre 1. i 1 I g
lim o(T,) ={0,0,%}. ‘. 0 -1 1!

5 - Continuité de la notion de stabilité

Soit toujours O1 une partie du spectre de T, constitué d'un nombre fini de

valeurs propres isolées de multiplicité finie : Al,,.,,AS. 01 est isolé par

S
D = 'U P(Ai,Ri).
1=}

On considére les deux familles d'op&rateurs :
£ «
1= pour € > 0, T est un opérateur de X dans X,

2= pour € et h > O, T s, est un opérateur de Xh dans Xh,

h
verifiant les 4 provriétés suivantres

. €
1) £" converge vers T :

. €
¥n , HEO : € <eo =>“(T-T€)X“ < n pour x-€D(T) € (T ).
ii) les valeurs propres Ag de T¢ dans D sont telles que :
. € , s
¥n, HEO te<e = !Ai—kil < m, i=1,...,8
£ . . €
11i1) Th est une approximation de T , stable dans D :

a) “(r T —T T )x“ o (0 pour x € D(T )

h h>0
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b) pour toute courbe fermée Y inclue dans p(Te) Np :
£ -1 )
2 - ‘ € v,
EMY : “(Th zl) ”h < My’ pour z & vy

. £ . . . .
iv) Th converge en norme vers une limite Th’ uniformément en h :

¥, Be, e <oy = l@-rpel < nliell, pour £ € x, .

On montre alors la :

Proposition

51 les familles T° et Ti vérifient les ¢ propriétés ci-dessus, T

est une approximation de T , stable dans D .

h

Démonstration

Nous montrons d'abord que Th est une approximation de T. Pour tout x dans
D(T), on peut &crire :

| : € € € e
“(rhT-Thrh)x“h < “rh(T*T )x”h+“(rhT ”Thrh)x”h+“(Th Th)rhxuh
_ - e_

¥n, Eso te<eg = ll(T~T )x“ <net “(Th Th)rhxnh <T]“rhx”h-
Soit eo ainsi fixé., Si 1'on fait tendfe h vers 0 :

ey (z-1%xll, > ller-1%)
et .

€ €
”(rhT —Thrh)x“h >0

Donc

“(rhT—Thrh)x“h + 0 quand h - O,
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Etudions maintenant la stabilité de Th' ‘
Soit 7y une courbe fermée inclue dans p(T) N D. Puisque les valeurs propres de T
dans D tendent vers celles de T lorsque € + O, il existe 81 tel que pour tout

e < €,5 Y est inclue dans p(TE§ R

iz ==0ell > llezp-znell - liep-r el pour & dans X et z appar-
 tenant 3 Y.

> G- -mlel
Y

H(Th—zl)—]“h est uniformément borné en h pour z appartenant 3 Y.

. £ , ). g
Remarque : si ”T—T ”E:SLO, 1) et 1i) sont vérifiédes.

IV - APPROXIMATION DES SOUS-ESPACES PROPRES ET INVARIANTS

Soit A une valeur propre de T de multiplicité finie isolée par T'(A,R), et Th
une approximation stable dans I'(A,R). On appelle kh les valeurs propres de Th

appartenant & I'(A,R). On appelle I' la frontidre de I'(A,R).

1 - Approximation des sous-espaces invariants

Soit P (resp. Ph) la projection spectrale dans X (resp. Xh) associée 3 A
(resp. Ah)

P = JF R(z)dz , P = JP Rh(z)dza
1.1 - THEOREME 2

Soit A une valeur propre de T isolée par T'(A,R) et soit T, une approxi-

h
mation de T stable dans T(A,R), on appelle AP les valeurs propres de T,
appartenant a I'(A,R).

ST P est la projection spectrale associde & A, Ph celle associée aux Xh:

”(th—Phrh)x“Hfasgbo, pour x € X,
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Démonstration

o o 88 e 000 5 e

Par hypothése :

“(rhT—Thrh)x”h -+ 0, pour x € D(T)
et
¥r > 0, & .M : “(Th—zl)—l“ <M pour h<h )

z €K ={z ; r = |z-\|] =R}

h

Nous notons R(z) et Rh(z) les inverses, lorsqu'ils existent, de T-zl et
—1
Th zl.
Alors :
(7))~ - S S

”(th(z) Rh(z)rh)x“h > 0 pour x X et z K.
En effet,

(Rh(z)rh~th(z))(T—z1)x = Rh(z)(rhT“Thrh)x

Si z € o(T), Tm(T-z1) = D(R(z)) = X et la convergence vers 0 découle de la
borne uniforme de “Rh(z)“h lorsque z € K.

On en déduit que :

r P-P. r )x|l <R su r R(z)-R, (z)r, )x
lle, -2,z )l P e, R(2) R, (2)7 )l
z&l
d'ol la convergence vers O.
Le théoréme 2 signifie que, pour tout vecteur du sous-espace invariant associé
d A, isolée par I', il existe un vecteur du sous—espace invariant associé aux
valeurs propres de Th contenuesdans I', qui converge, dans Xh’ vers la restric~-
tion du vecteur initial & th
1.2 - On suppose défini un opérateur Py, ¢ Xh > X, dit de prolongement [}], tel

que
r.x > x pour x € X.

Ph'n

Dans la suite du chapitre, cette hypothé&se sur p, sera supposée vérifiée.
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On dira que p,, est stabie lorsque :
;thE“ = C, “E“h pour & € X,
THEOREME 3

Avec les hypothéses du théoréme 2, si Py, est un opérateur de prolon-

gement stable,

“(P‘phP )X” >0, pour x € X.

w0

Démonstration

T e e S e e o e o e e

(P-phPh rh)x = (l—phrh)Px+ph(th—Phrh)x,
Et :
l1-pyx 2=l > o,

oy, (e 2P, v dxll < ¢l 22y xll, > 0.
Nous avons montré que pour tout vecteur du sous-espace invariant associé a A,
isolée par I', il existe un vecteur du sous-espace invariant associé aux valeurs
propres de Th contenues dans ', dont le prolongement converge dans X vers le

vecteur initial.

2 - Approximation des sous-espace propres

. _ .h .. B ) .
1) S8i A et A sont semi-simples, les sous—espaces propres et invariants sont

. . , . . h .
i1dentiques. En particulier, si A et A sont des valeurs propres simples, les
vecteurs propres approchés convergent vers la restriction du vecteur propre
associé a)

“(I-P )T @“ >0, pour ¥ € Ker(T-Al).

h h»>0
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2) Sinon, la situation est beaucoup plus compliquée . On peut voir sur un exempl
de Polskii [51] qu'il existe des vecteurs propres de ) dont les restrictions
a X, me peuvent €tre obtenues comme limites de combinaisons linéaires de

vecteurs propres de Ah,

3 - Cas ou dim PhXh < dim PX = :‘stabilité forte

Nous allons montrer avec cette hypoth&se que les convergences énoncées aux

théorémes 2 et 3 sont uniformes en x. De plus, pour h assez petit, dim.PhXh=dim P

3:1 -fOn §uppo$e 1'opérateur de restriction r, XX, linéaire surjectif

et stable : . .
ECZ ;“rhx“h = C2“x“ » pour x € X,

Soit A une valeur propre isolée de multiplicité m.

On définit
M =.PX, le sous=~espace invariant associé i A.
m = dim M.
M, = PhXh’ le sous~espace invariant associé aux AR

m, = dim M,

ﬁh = rh M)le sous—espace de Xh, restriction de M

mh = dim Mh

Lemme 4

Pour h assez petit, ﬁh = m,
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Il est clair que mh < m.
Soit xl,.,.,xm une base de M. Si m <m, il existe au moins une combinaison

lin&aire des Xy (et au plus m-1) telle que :

m
“rh(-z aixi)”h = 0,
1=1
tandis que
m
“iil aixi“ >0,

Cr la compatibilité des normes implique que :

m
ﬂho : h< h => “rh( ?._‘_aixi)”h > 0.

.Donc ﬁh = m pour h assez petit,
THEOREME 4

Soit A une valeur propre de T isolée par T(),R).
5t ) Th est une approximation de T , stable dans T(\,R) ; on appelle
A les valeurs propres de T, appartenant @ T(A,R).
i) t

n st linéaire surjectif et stable

111) les projectiong spectrales P, associée a ), et Ph » associée

aux Ah sont telles que :

i < dim.
dim Phxh dim PX

la convergence de “(thvPhrh)x”h vers 0 est uniforme en x et

dimPhXh = dim PX, pour h assez petit.
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Ce théopréme a &t& &noncé par Kato ([25] p. 438) dans le cas de projections

définies dans un m@me espace de Banach.

Démongtration
Soit {x,}, i = 1,...,m une base normée de M.
y? IR i=1,...,m sont m vecteurs de ﬁh’ indépendants pour h assez petit
puisque ﬁh = m, d'aprés le lemme 4. “yh“
Soit, dans X h’ {e 1, l,...,m, m vecteurs tels que :
(y?,e?)h =8, > Li=l,...m

“e?“h * 1. Les hypoth&ses i) et ii) impliquent que :

H(th-Phrh)xHh >0 , Wwxé€Xx
Donc :

”r X, ~P, T, X, H + 0

h"h™i
h h h
- s . . .
I(y. Phy e ) | ,“yl Phyluh“eJ“h >0
ou encore ’
h h
(Phy ’e ) lj ]
Le déterminant de Gram des m vecteurs Phy? tend vers 1 : ce sont des vecteurs

indépendants de Mh’ donc il y en a au plus m

m = m .

I

L'hypothése my < m implique donc m = m .

. h X _ xR L hy |
Soit {fj} la base de M = P X adjointe de{ Phyi} :
h :h ..
(PhY ’f ) lj ’ 1,1 = 1,.-.,1‘[1.
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i

m .
h . h _ h h h
“f “ + 1 et ej = izl (ej’Phyi)hfi s
donc
h h . .
”ej-f?“h < max!(ej,Phy?)h~5ij] + 0 , 3= Tyana,m,

Puisque r, est surjectif, il est facile de voir, comme au lemme 4, que 1'image
q h J s g
par rh de la décomposition X = PX+(1-P)X est une décomposition en somme directe

de Xhu Alors
m

) h,_h

thx iE} (rhx,ei%yi.

D'autre part :

m
- h h
Phrhx = izi (rhx’fi)hPhy°
o h_.h hiym
v Yse o= - - L
(th—Phrh)x E L(r X,e; fl)fy +(r X, f ) (y Pys vy

i=1

H(r P~ “Pyr h/x“ s “rhx” ( Z L”e -fh” “yh“ +”th“ ”y —Phyh“ ])
< C2“x” ( )

et la parenthése tend vers O avec h. La convergence de H(th—P rh)x“h vers

h
O est uniforme en x.

m = m implique qu'il y a exactement m valeurs propres Ah de T , distinctes

h’
ou confondues)é 1'intérieur de I'. Et le résultat est valable lorsque le rayon
R de I' décroit, pourvu que h soit assez petit. Ces valeurs propres convergent

donc vers A lorsque h tend vers O.

3.2 - On suppose dé&fini un opérateur de prolongement Py ¢ Xh-*-X lindaire
injectif et stable.

Nous montrons 1'analogue du théoréme 4.
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THEOREME &

ST 1) Tﬁ est une approximation de T, stable dans T(A,R) ; on appelle
AR les vgleurs propres de T, appartenant AT(A,R).

77) Py, est linéaire injectif et stable,

112) les projections spectrales P, associde 4 )\, et Phassociée

aux Ah)sont telles que :

. < a4
dim PhXh dim PX,
alons
“P—phPhrh“h"ﬂ)’O 0

et dim PhXh = dim PX pour h assez petit.

.........

Les notations sont les mémes qu'anu paragraphe précédent.

Soit {ej} i=1,...,m la base adjointe de'{xi} dans M* = P*x*

(xi’ej) = 6i,] » i, =1,...,m

Comme précédemment, les m vecteurs Phy? forment une base de Mh'
h h
, = P y..

On pose z, ph hyl .

Puisque P est injectif, les m vecteurs z; forment une base de Nh = pth.

Par hypothése :

Donc :
lbe;=py Pz, Il > 0
h
I(Xiwzi’ej ) IS “Xi""Z;]“ ”ej“ - 0
Oou encore

h
(zi,ei) > 6ij.
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Soit, dans X*, {g?}, j=1,...,m, m vecteurs tels que :

h ..
(Zi’g?) = 61- > 1,] = 1,...,m

J
“g?“ -+ 1 et “el—g?“ >0 ’ is= l,00.,m,
Alors -
Px = I (x,e.)x,
i=1 ot
m
_ hy _h
PpfpfpX = I (x.87)z;
1=1
o h h h
(B-pPyrp)x = I f""ei'gi)"i*(x’gi)<xi'zi>]

D=8l Iolghl Iy -221]

>0

Remarque : D'aprés ce que nous venons de voir, si A est une valeur propre de mul~
tiplicité m, isolée par I'(A,R), il existe au moins m valeurs propres
de Th dans T(A,R). Si 1'on sait par ailleurs, qu'il ne peut y en avoir

,plus de m, on déduit l'existence de m valeurs propres de T,, distinc-

h’
tes ou confondues, dans un voisinage arbitraire de A.

On pose alors la :
Définition

Sott A une valeur propre de T isolée par T'(A,R)

T, est une approximation de T, fortement stable dans le disque qui isole X ,
st :

z) T, est stable dans ce disque

17) r, est linéaire surjectif et stable, ou P, st lindaire injectif et stable.

X, = dim PX

7127) dim Ph h



- 102 -~

ou P = J} R(z)dz et P (z)dz et ' est la frontiére de T(\,R).

h=JI‘Rh
D'aprés la remarque précédente, si Th est une approximation de T fortement

stable dans ['(A,R) et si A est une valeur propre de multiplicité m, il existe,

pour h assez petit, éxactement m valeurs propres de Th distinctes ou confondues,

dans tout voisinage de A: la stabilité forte de 1'approximation entrafne la
g PP :

convergence des valeurs propres avec conservation de 1'ordre de multiplicité
prop : P

algébrique.

Exemples d'approximations non fortement stables

Les exemples 2 et 4 domnés au § III.4 sont des approximations non fortement

stables, car la propriété ii) n'est pas vérifiée.

V - CAS PARTICULIERS DANS UN_ESPACE DE HILBERT
Deux classes d'opérateurs fermésvjouissent de propriétés particuliéres :
1) SirT est normal
¥z € o(T) [R(2)ll = min =T

2) 8i T est autoadjoint, il vérifie la propriété précédente. De plus 0(T) est

whcO
réel et T admet la décomposition spectrale T = j_m AAE(A) .

Dans ces deux cas, la théorie précédente peut &tre simplifiée, comme on va

le voir. On considére 1'espace de Hilbert H, et on choisit dans Hh une norme

hilbertienne compatible avec celle de H.
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1- 7 est normal
q,.(z) = _min IX -z|
h Aeg T, )

Si A est une’valeur propre isolée de T, d'aprés la démonstration du lemme 2,

a4 N o>

0, c'est~a-dire dans tout voisinage de A, il existe une valeur propre

o
de Th pour h assez petit.
D'oil le

THEOREME 6

Soit O, un ensemble fini de valeurs propres isolées de multiplicité
finte de T . Si Ty est une approximation normale de T opérateur fermé
dans un Hilbert H , alors »

9, Clim‘oll1

THEOREME 7

Soit O, un ensemble fini de s valeufs propres A de T, isolées par les
disques F(Ai,Ri), i=1l,..,8. Soit Gh ! ensemee des valeurs propres de

Ty appartenant a D = b o R.D .
i=]

Sz T, est une approximation normale de T, opérateur fermé dans un Hilbert
la stabilité de N dans D est une condition nécessaire et suffisante pour

que

Nous avons vu que la condition est suffisante au théor&me 1. Montrons qu'elle
est nécessaire.

L'approximation de Ol par G? implique que si A est yn point de o, isolé par

1
I'(A,R), pour tout € > 0, € < R, il existe h0 tel que pour h < ho’ toutes les

valeurs propres de Th contenues dans I'(A,R) sont telles que :
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IAPaA] < e

Pour tout v, O < r < R,soit z dans la couronne {z ; r < |z-A| = R},
On considére ho déterminé par € < r.
Alors :
> r—=¢ <
qh(z) >r pour h hO
ou encore ’

a7l < s pour h < by et z € {z 5 v 5 [amA] = R).

C'est la définition de la stabilité dans I'(A,R).

Le méme raisonnement s'applique pour chaque point de 01.

2 -Tet Th sont autoadjoints

Définition
— *

T est autoadjoint si D(T). = H et T" =T,

e v e e W e P e oo v e o -

Le théoréme 7 s'applique toujours et la propriété du théoréme 6 est valable
pliq j ‘

pour tout point du spectre de T :
THEOREME 8

Soit T un opérateur autoadjoint fermé dans H, et Th une approxima-—
tion autoadjointe de T dans Hh , alors : ' :

o(T) < Limo(T%).

Démonstration

L R Y

Soit A € o(T). Posons z = A+ig€, oli € est un nombre > O donné.
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Puisque T est autoadjoint :

v 1 1 1
AR = ller=21 ™M) = dist(z,0(m) € °

De méme :
| | < -,
.nRh(Z)sl1 c

La convergence simple :
“(Rh(z)rh"th (z))x“h + 0, pour x € H

se déduit de la borne uniforme de ” (z)“ ,» comme lors de la démonstration du
h

théoréme 2. On a donc :

R(2)xll = 1im [lr,R)xll, = tim Iy eyl v €

h

Rez) | = e‘:up-ﬂggg-—)—z{-ﬂ = é-.
x#0  |lx]]
1

Soit x fixé, Il = 1 tel que “R(z)x“ §~f.

Alors pour h assez petit

1

HR (z)r XH et “rhxuh < 2,

23
donc
I, (2 I, IRy mly
Rh dlSt(Z O(T )) HthH£ 6 °

I1 existe AP € o(T,) tel que I\Poz] < 6e et AR < 7e.

Donc, quel que soit A € 0(T), il existe un point de U(Th) aussi voisin qu'on

veut de A, pour h assez petit.

Exemple : Opérateur de multiplication

ooooo

X = L2(O,1), x(t)“I cos Mt.x(t).
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T est un opérateur autoadjoint et O(T) = [}l,l].
Soit, dans L%(0,1), la base orthonormale e, = V2 sin iTt, i=1,2,...

Soit Xn 1'espace engendré par les n premiers vecteurs de la base, muni de la

norme euclidienne.

Soit Tn : Xn > Xn 1'opérateur représenté par la matrice d'ordre n :

: : )] .. ..
A =(a,,),_. . ol a,, = (cosTt e.,e.) = 2 cosTt sin 1Tt sin jTt dt
n ( 13)151,3Sn ij ( i’ 1) Jo 1

ai iv] = ai+1 i T 1 =1,...,0"1
sinon a.. = O.
1]

3

0(Tn) = {cosT E%T’ i=1,...n}. Tout point de [}1,+1] est limite d'un point

de O(Tn), lorsque n -,

1) Rappels sur la décomposition spectrale d'un opérateur autpadjoint ([?5] p.356)

Tout opérateur autoadjoint T peut s'écrire
00
T = |7 AdE(M)
od la famille de projections ofthogonales E(A) vérifie

i)  E(A') € E(A") pour A' < A"

ii) EMA) ~» o0 si A > -
E(A) = 1 Si A > +oo

En géné&ral on suppose aussi que E(\) est continue i droite

E(A+0) = E(}) R A €R.
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A est valeur propre de T si et seulement si E(A)-E(A-0) # O, et

P(A) = E(A)-E(A-0) est la projection spectrale associde & A.

Lé famille spectrale E(A) est bien déterminée par T et l'on a la rela-
tion ([25] p. 359) :

(A) = UTA) = 1-E(A)~E(A~0)

Lm U,

€0
Ao

avec ’
U, =1 (JE + ROV av = = [2RO+1v) R (=iv)] dv

_ 2 A A1y 2402 1y "1
= %’Je (T-A1) ((T-A 1) %+v%1)  "dv
8i T est un opérateur autoadjoint dans un espace de dimension finie, de

valeurs propres Al,...,AS et de projections spectrales Pl""’Ps’ on a :

E(A) = I P

k
AkSA

E(Xk)-E(Xk-O) = Pk

2) THEOREME 9

Soit T un opérateur autoadjoint dans H et Th une agpproximation auto-
adjointe de T dans H, ,de familles spectrales {E(\)} et {Eh(k)}

respectivement. Si l'opérateur de restriction r, est stable :

“(rhE(u)-Eh(u)rh)x“H—Eggro pour x € X et U non valeur propre de T.

Ce théoréme est &noncé par Kato ([25] P. 432) dans le cas d'opérateurs dans

un méme ' espace de Hilbert.
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Démonstration

. PP
Nous faisons la démonstration en supposant M = O non valeur propre de T.

On peut écrire :

1

(1-E, (0)-E, (-0))T, (TZ+1)"" = %-f:[Rh(iv)—Rh(—ivi][kh(i)~Rh(-i)]dv

car.1l'intégrale du membre de droite est absolument convergente :
. . . e . 1
. - - - - < -
H(Rh(w) R, (~iv)(R, (i)-R, ( 1))|lh 2 min(1, ).

D'autre part, Eh(O)th(-O) est la projection sur KerTh, et cet opérateur

commute avec Th. Donc (Eh(O)—E§~O))Th(T§+])-1 = 0. Et 1'on peut remplacer,

dans le membre de gauche, Eh(—O) par Eh(O).

On a aussi
(1-2E(0) T(T2+1) ! = %-J:(R(iv)—R (-iv)) (R (i)-R (-1))dv.

En tout point z tel que Ym z # 0, on a la borne uniforme :

1

“Rh(z)“h < Tomz]

D'od 1'on déduit (cf; démontration du théorémg 2) que :
”(th(z)—Rh(z)rh)x“h > 0 pour x € X et z tel que Jm z # O.
Il vient alors :
rh(R(i)—R(wi))x—(Rh(i)—Rh(—i))rhx >0
[y R R R, GV R (i) r, ] RED-R(-D)x > 0

et
(1—2Eh(0))(Rh(i)-Rh(-i))rhx~rh(l*ZE(O))(R(i)—R(—i))x >+ 0
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ou encore . :
[(1szh(o))rh—rh(1—2E(0)>](R(i)—R(—i))x >0

-(rhE(O)'Eh(O)rh)(R(i)-R('i))X > 0.

I D((T2+1)Tp1) est dense dans H puisque T est

Im(R(i)-R(-i)) = Im T(T?+1)
autoadjoint et n'admet pas la valeur propre O.
Puisque ry est stable,la famille rhE(O)—Eh(O)rh est uniformément bornée en h.

On en dé&duit la convergence simple cherchée.

3) Stabilité forte

THEOREME 10

Soit T un opérateur autoadjoint fermé et T, une approwimation auto-
adjointe de T. X est une valeur propre de T,de multiplicité m, isolée
dans Eu],ué] » on appelle AR les valeurs propres de T, dans Epl,uzj

St 1) r, est linéaire surjectif stable ou Py linéaire injectif stable,

i1) les projections spectrales P, associé d A, et Ph agsociée oux

A sont telles que
. < g
dim PhHh dim PH,

1l existe dans tout voisinage de A inclus dans [u],uzj » W valeurs
propres de T,, distinctes ou confondues, pour h assez petit.

D'autre part ,

”(th-Phrh)x“ﬁ~E;%0 uniformément en x

ou

“P'PhPhrh”rF'c? 0
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Démonstration :

Soit A une valeur propre isolée de multiplicitd m. L'intervalle Eul,ué]

contient A et aucun autre point de o(T).

P = E(uz)-E(u]) est la projection spectrale associd 3 A
Ph = Eh(uz)-Eh(ul) est la projection spectrale associ&e aux valeurs propres
de T, appartenant a[pl,uzl.

r, est stable, donc si U n'est pas valeur propre de T,

e QD =E, W xll > 0, ce qui implique que
Iz, p-2,x)xll, > o.

Supposons que dim PhHh < dim PH.

Si ry est lindaire surjectif stable, ou si p;, est linéaire injectif stable,
on peut appliquer le théoréme 4 ou 5 :

“(th—P rh)x“h -+ 0 uniformdment en x

h
ou

“P—phPhrh“ >0
et

dim PhHh = dim PH.

Il y a alors, dans tout voisinage de A inclus dans [h];pél}m valeurs propres

A de Th’ distinctes ou confondues, pour h assez petit.

Dans le cas d'une approximation autoadjointe d'un opérateur autoadjoint, la

condition

. < 41
dlmPhHh dim PH

est une condition suffisante pour que les valeurs propres et les sous—espaces
invariants approchés convergent (au sens défini plus haut) respectivement vers

A et le sous-espace invariant associé.
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Les opérateurs autoadjoints ont des propriétés particulidres relativement 3
1'hypothése de stabilité. En effet, on a vu au théordme 7 que la stabilité de Th
est une CNS pour que les valeurs propres approchées convergent ;3 du théoréme 9
on peut déduire la convergence des sous—espaces invariants pour tout opérateur

autoadjoint.

Néarmoins la stabilité forte de Th reste une condition suffisante de conver-—
gence des valeurs propres avec conservation de 1'ordre de multiplicité, lorsqu'on

a posé la définition suivante

Définition

Sott A une valeur propre de 1'opérateur autoadjoint T, isolée par T(X,R).
Soit T, une approximation autoadjointe de T

Ty, est_fortement stable dans le disque qui isole ) si les deux condi-

titons :

%) r, est linéaire surjectif et stable ou p, est linéatre ingjectif et

stable
e < i
z@@)dlm.PhHh dim PH
sont vérifides, on P = J'T R(z)dz et P, = -J'r R, (2)dz, T étant la frontiére
de T(A,R).
Exemple : approximation fortement stable

ooooo . e

Soit H = L?(0,1), D= {x € H ; x" € H et x(0) = x(1) = 0}
T : x> -x", x €D, est un opérateur autoadjoint.

a) approximation

BL]] est divisé en n parties &gales aux points ti =

Bir
i
=

. ;,--.
H
]
(@}
o]

x(ti) = x,
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Hh =R -1 est muni de la norme euclidienne, compatible avec la norme de H.
£ X = (xi), i=1,...,0"1

. . . <
rh est linéaire et stable : Hrthh “x“.

L'opérateur Th, représenté par la matrice hermitienne d'ordre n-1 :

est une approximation autoadjointe de T.

b) éléments propres.
T admet les valeurs propres simples A, = k?m2, k = 1,2,... et les vecteurs
k

propres q&(t) = gin kTt.

Th admet les valeurs propres simples AE = i%(l—coskﬂh), k=1,..,,n~1 et les
vecteurs propres ¢£ = (sinikTh), i = 1,...?n—1.

La stabilité forte est vérifiée puisque les valeurs propres sont simples et

1'on peut constater la convergence des valeurs propres et des vecteurs propres.

Application pratique

Soit & calculer les valeurs>propres d'un opérateur autoadjoint T, dont on sait
qu'il en existe s dans 1'intervalle I.

I1 y a au moins s valeurs propres Kh d'une approximation autoadjointe Th’
appartenant a I.

a) si, par le calcul, on obtient s valeurs propres séparées dans I pour T, ,
c'est que les valeurs propres de T dans I sont simples et approchées par

celles de Th, approximation fortement stable.
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b) s'il y en a k > s, deux cas sont & envisager : ou bien les valeurs propres
calculées sont séparées et le schéma n'est pas stable pour k-s d'entre
elles, ou bien il y a k-s valeurs propres voisines et 1'on pourra conclure
d& la stabilité forte si 1'on sait que T admet une valeur propre d'ordre
k~s prés des k-s valeurs propres voisines deiﬂh. On concluera aussi que
les autres valeurs propres de T dans I sont simples et approchées par

celles de Th.

VI - CONDITIONS SUFFISANTES DE STABILITE

Deux types d'approximations vérifient une condition suffisante de stabilité
les approximations uniformes d'opérateurs bornés et les approximations supérieures

d'opérateurs autoadjoints.

1 - Approximation uniforme d'un opérateur borné

1.1 - On suppose qu'il existe un opérateur de prolongement stable tel que
= < .
rPpb = &y pours €X

Exemple : approximation de Galerkin dans un espace de Hilbert séparable

Soit H = L2(0,1)

P 1 . . . i,
BLI] est divisé en n = 5 parties égales aux points ti =.E3 1 =0,1,...,n.

L1 . e . -
Soit yh la fonction caractéristique de 1'intervalle lti-l’ti]'

Hh est le sous-espace vectoriel de H des fonctions &tagées

n .
H = {x;x(t) = ii] x(tify;(t)}.

Py, est 1'injection canonique, et r, est défini par :

t.
1
t

o) =+ [ 1 xmae , is=1,.

i-1
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I1 est clair que r, P X = X pour x € Hp.
On considére Th = phThrh’ opérateur de X dans X.
T, est une approximation de T :

h
T-T, = (1=p,r)T+p, (r, T-7 1)
ler-r )=l < llG-p r  Txllee Nl T2y 2 )%l
+ 0 pour x € D(T).

Numériquement, les éléments propres que 1'on calcule sont ceux de T, , mais nous

h
allons obtenir des conditions suffisantes de stabilité portant sur Th. Nous
€tudions tout d'abord le lien entre les éléments propres de Th et ceux de Th.

On suppose de plus p,_ et r. linéaires, p,_ injectif et r, surjectif. Il est facile
h h h h

de voir que Th et la restriction de Th a X/Ker r, ont méme structure. D'od la :

Proposition 1

ST r, et p, sont des opérateurs linéaires tels que p, est injectif,
r, surjectif et rpy =1, T et la restriction de Th a X/Ker ry
ont les mémes valeurs propres, avec le méme ordre de multiplicité.

Si la norme de Xh est choisie telle que

gl =l Ell pour £ € X
I, -z0p Ell = licp, 7, -2z0p ENl = Iz, —21)El]

Si Th est stable, il en est de méme de Th

Nous supposons, dans la suite du paragraphe, les hypothéses ci~dessus réalisées.

et réciproquement.
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1.2 - Approximation_uniforme d'un_opérateur compact

P s Ty T S G o S W v o S et e o e o e W P o . . e g o g o vy b oy -

Les seuls opérateurs approchés en norme par des opérateurs de rang fini sont

les opérateurs compacts.

Proposition 2

ST T, est une approximation de 1'opérateur compact T uniforme en

X et st P injectif, r, surjectif vérifient :

h
“PhEH = “E“h pour § € Xh et £ Py = 1

T, est stable au votsinage de toute valeur propre de T.

Démonstration ; par hypothése :

@& 00600e6 a0 a

¥ >0, & :h<h = “(rhT—Thrh)x”h < elxll, pour x € p(T).

Alors :

II(T-Th>xH < |l¢ 1—phrh)Tx|l+llph(rhT-Thrh) Il

l—phrh tend vers O uniformément sur le précompact T(SX), image par T de la
boule unité SX de X.

D'autre part :

“ph(rhT—Thrh)XH < C, ellxl]

Pour tout z de P(T), il existe § > O tel que
“(T-zl)xn_z slixll , pour x € x.
Soit & dans Xh’ phi =X, appartient 3 X

(T-zl)xh = (T-Th)xh+(Th—zl)xh
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¥e >0, e < , Hho :

h <h =» “(Th-zF)E“h = “(Th-zl)phE“§”(T"2?)xh“—“(T-Th)Xh“

>8-e) llell,
Soit

1)

=1
e =27l = 52

e
ce qui démontre la stabilité de T

h

Ceci est un ré@sultat bien connu (Kantorovitch.[?Bj p. 553, Medvedev [ﬁil)
que nous avons présenté 3 1'aide de la notion de stabilité,

Les conditions données par Kantorovitch sont un peut différentes

1) ll(r < ellxl

RN RSN
ii) “T(!—phrh)X“ < SEHX“

Remarquons que ii) est vérifié si (p, r )x + 1 dans X~ espace adjoint de X.
h'h ?

Nous verrons, en exemple de ceci, la méthode de Galerkin au § VIII.3.l. Un exemple

numérique est traité au chapitre 5, § II.2.3.

Propcsition 3

Soit T = U+V  un opérateur borné ol U est compact.

L'approximation T, = U #V, est telle que :

h h

2 HU—UhHh? 0

i} v, est stable au voisinage de la valeur propre A\ # 0 de T

Alors T, est stable au voisinage de cette valeur propre.
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Démonstration :

0000 anD es a0 n

Supposons qu'il existe une suite {xh} telle que :
lbepll = 1, -2, =20 %2 € p(m)

alors que :
llcz-z1)%, [I > 6 > o.

Puisque U est compact, & un changement d'indice prés ,
“Uxh“'+ 0.

D’autre part “U—Uh“ + 0, donc “Uhxh“ > 0,
Alors, pour tout z de p(T) :

“(Vﬂ-zl)xh” ES “(Th-zl)xh“+“Uhxh”
-+ 0

ce qui contredit la stabilité de Vh au voisinage de A,

1.3 - Approximation_compacte_d'un_opérateur borné

-t 0 o e o et by - oy - n o by . - - - -

Au paragraphe précédent, T est compact et T, est de rang fini donec T-T. est

h
compact : 1'image {(T—Th)xh} de toute suitehbornée'{xh} contient une sous-
sulite convergente.

On peut obtenir une condition suffisante plus large que 1'approximation uni-
forme en ne retenant que cette hypothése.

C'est ce qu'ont fait, indépendamment, Anselone [1,2,3] et Vainikko [67:]:

1) Ensembles collectivement compacts d'opérateurs Dﬂ

T et Th sont des opérateurs bornés de X.

L'approximation Th de T est définie ainsi :
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i) Thx + Tx, pour x € X

ii) 1'ensemble {T—Th} est collectivement compact, c'est-a-dire :
1'image {(T—Th)xh} de toute suite bornée‘{xh} contient une sous-suite

convergente.

La démonstration de la stabilité de Th est dans [31.

DJ contient 1'exemple suivant :

X = C(0,1) avec la norme uniforme,

On considére 1'équation intégrale de Fredholm de 2&me espéce :
°1
£(x)-], K, E()dy = g(x)

ol K est une fonction continue sur [b,l] X [O,L], f, g sont continues sur [0,1].

On considére une formule de quadrature telle que :

n
.] .
7 v £ (e =] £(t)dt, £ €X

=B, n>1, et B< o,

S : f(x)'+~Jg K(x,y)f(y)dy)est un opérateur compact )
. I n
Sn. f(x) ~ k§1 Vo1 K(x,tnk)f(tnk) .

(e 0]
Sn est une approximation de S et l'ensemble U {g = Snf,“f“ < 1} est relati-

1
vement compact.

Alors T = I-8_ est une approximation de T = I-S vérifiant les hypothéses i)

et ii).
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2) Approximation compacte [67]

{Xn} est une suite de sous—espaces fermés de X.
On définit X = {x €x H dlst(x,Xn)ﬁ;;>0}, sous—-espace fermé de X.
La suite d'opérateurs bornés Tn : Xn - Xn est une approximation compacte de

l'opérateur borné T : X »+ X, si :

i) TX € X

ii) pour toute sous-suite n

I € X x implique TXn > Tx

K O | K
iii) 1'image {(T—Tn)xn} de toute suite bornée {xn} de X contient une sous-

suite convergente dans X.
La démonstration de la stabilité est dans [bZ] p. 746

2 - Approximation supérieure d'un opérateur autoadjoint

Nous avons vu au théoréme 10 que dans le cas d'opérateurs autoadjoints
dans un espace de Hilbert H lorsque r, est linéaire surjectif stable ou Py liné-
aire injectif stable, que la stabilité forte de Th>approximation autoadjointe de
T dans Hh’ au voisinage de A, entralne la convergence des valeurs propres de T

h
voisines de A vers A.

Nous donnons ci-dessous des conditions suffisantes de stabilité forte.

. . . n
Soit T un opérateur autoadjoint dans € de valeurs propres :

Al < AZ <...= An

comptées avec leur ordre de multiplicité.
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Le principe du minimax ([23] p. 60) affirme que

A. = max in £I§L§l
S,codimS=i-1 =x€§ “X“2
x#0

La démonstration étant basée sur la décomposition de T dans la base de ses
vecteurs propres, il est facile de voir que ce principe s'&tend 3 un opéra-

teur T autoadjoint dans un espace de Hilbert H qui vérifie la propriété

P : T est borné inférieurement et T est & résolvante compacte.

Remarque — Les valeurs propres non négatives d'un opérateur autoadjoint

compact, ordonnées en décroissant, vérifient

1l

+
A, = max max LIELEL

1,2,...
S,codimS=i-1 x€S ik

Les valeurs propres non positives, ordonnées en croissant vérifient

3T . (Tx,x)

= max min —>~—=~ , i1 = 1,2,...
S,codimS=i-1 x€ [lx/f?

2.2 - Définition

T, est une approximation supérieure de 1'opérateur autoadjoint T si :
Z) T, est une approximation autoadjointe de T

12) l'une des deux conditions ci—dessous est remplie :

a) r, X > Xh est linéaire surjectif et vérifie “rthhS“x“ pour x€X
Sl
b) (Thrhx,rhx) > (Tx,x) pour x € D(T)
a) P ¢ X, > X est linéaire, injectif et vérifie
lel, =l ell = ¢, lll, pour € € x,
5,

b) (T,8,8), > (Tp, &,p, &) pour € € X tel que p & € D(T).
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Les valeurs propres Ai (resp. K?) de T (resp. Th) sont ordonnées en croissant.
Lemme &

Soit T un opérateur autoadjoint fermé vérifiant P)et T, une approzimation

autoadjointe de T vérifiant S, , il existe h tel que :

1

h<h = AP>a. . i=1,2,...
o] 1 —

1

Soit S le sous-espace de codimension i-1, pour lequel le maximum figurant

dans 1l'expression de ki est atteint

(T r x,rhx)h

O#x € S ]I 0#x € 8 “rhxuf1
codim S=i-1 codimS=i~-1
d'aprés SI°
On note :
Sh = rhS,
= L =
S, =84, 5, =r1S8.
D'aprés le lemme 4, puisque S1 est de dimension finie, dim Slh = dim S1 pour h
assez petit, ou encore codim Sh = codim S.
Il vient
‘ (Thrhx,rhx)h . (Thg’g)h h
min = min ——————— S Ai
ox €s e x|? 0# E€E s |2
. . h"'n h h
codimS=1-1 . .
codim Sh=1—1

car Sh n'est pas nécessairement un sous~espace de LN de codimension i-1 pour lequel

le maximum est attéint.
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Lemme 6

Soit T un opérateur autoadjoint fermé vérifiant Pet Th une approximation

autoadjointe de T vérifiant 8,5 11 existe h tel que :

h<h = A2>A, i=1,2,...
o i—"1
(Tx,x) (Tphi,phi)
Ai = min ——— < min
ofx €5 l*  otx€ snpm bl
codim S=i-1l codim S=i-1
On note :
= J. =
517850 Sin T S,
Comme précédemment, dim S, = dim S, pour h assez petit.

1h 1

Et puisque py, est injectif, dim Slh = dim phslh = dim Sl'

. _ L . - . o i
Si on pose Sh (phslh) , codim S codim S i-1.

h
Alors

_ (Tphi,phi) . (TphE,phE)
min T o el

o#x€ sNp B lp,Ell 0fx€ 8 p,E

codim S=i-] codim Sh=i—1
(T, £,8)
< min __]:l__z_._ll < }\1;
o g€ st el?

dim S]h=1—1

car th n'est pas nécessairement un sous-espace de Xh de codimension i-1 pour lequel

le maximum est atteint.
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Proposition 4

(Y

Sott T un opérateur autoadjoint fermé borné inférieurement & résolvante

compacte, et T, une approximation autoadjointe de T vérifiant S] ou
Sy s alors T est fortement stable au voisinage de toute valeur propre

de T.

Demonstratlon

®# o400 a05 00680

Soit A une valeur propre de T, isolée par I qui coupe 1l'axe réel en M, et M,

Si P, = JF Rh(z)dz et P = JT R(z)dz s dim PhHh est le nombre de valeurs propres

de Th appartenant 3 [ﬁl,uzju dim PH est le nombre analogue pour T. Puisque K? i}i,

i=1,2,..., il est facile de voir que

. < 4:
dim PhHh dim PH.

Th est une approximation de T, fortement stable.
Remarque

On peut démontrer de la méme facon la stabilité forte d'une approximation

supérieure d'un opérateur compact, au voisinage des valeurs propres négatives.

3 - Exemples d'approximations fortement stables d'opérateurs autoadjoints

Planchard a &tudié ([483,[49],[5@1) pour certaines classes d'opérateurs auto-—
adjoints des méthodes d'approximation des &léments propres pour lesquelles il a
montré la convergence. Nous reprenons ces exemples en montrant que les approximations
sont fortement stables.

La convergence des éléments propres découlera donc immédiatement.
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T o e e T T s o o P i ot v e Pl o e oy S et = ot

Pour simplifier 1'exposé, nous considérons des problémes & une variable

(cela ne change rien quant 3 la démonstration de la stabilité).

On considére H = LZ(O,I), avec le produit scalaire (x,y)] = Jg x(t)§(t)dt.
Soit HI(O,I) le sous-espace de L2(O,1) des fonctions x telles que la dérivée
dx au sens des distributions, appartienne a L?(0,1).

dt
Avec le produit scalaire

- 1 dx dy
(x,7), = (x,y) 1+ Jo dt at oF

c'est un espace de Hilbert, dense dans LZ(O,I)°

V = Hé(O,]) est l'ensemble des fonctions de H*(0,1) qui s'annullent en O et 1.

Remarquons que ”}Ml = “X“2°

On considére dans H le probléme de valeurs propres avec conditions aux limites

de Dirichlet suivant

; x(0) = x(1) =0

- _ e . d d .
ol T est l'opérateur différentiel : -~ it (a EEJ+aO . a et a_ sont des fonctions

mesurables bornées sur BLI] prenant des valeur >0, constante > O.

Faisant le produit scalaire des 2 membres par une fonction y quelconque de V, 1le
probléme est équivalent, par intégration par parties 3 :

1 dx dy 1 - 1 - i

= = + a = t €v.

Jo a(t) It it dt Jo O(t)xy dt A Jo xy dt , pour y €V
Appelons t(x,y) la forme sesquilinéaire continue sur V X V qui est au ler membre.
L'opérateur différentiel T, & résolvante compacte, admet des valeurs propres
ordonnées en croissant définies par

. t(x,x
A, = max min £x,%) ,

. 1,2,...
t S,codim S<i-1 x€SCH “x“?

[
]
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1) Approximation par les splines fonctions [%g]

On divise BL]] en n = % parties égales par les points t; = %3 i=0,...,n

Hh est l'espacean—l°

On considére les n fonctions continues

, _ 1-1 "1
1 s1 t = >
. £, ,+t.
tr+6}11(t)= 0 si |- 2L 1 >% .
2 - 0 t, t 1
11 i

\. linéaire par morceaux ailleurs
L'opérateur de prolongement Py, est défini par :
n-1 i
= > =
E=(E)»pE= 3 g0
1=1
On démontre que p, est injectif. La norme sur Hh est définie par :

HEth = “Phgll s pour §& € EPFI.

L'opérateur de restriction r, est défini par

h
X & rx = ((rhx)i)
avec

(r,20; = 3 1 el (Dx(o)ar.

On montre e T X~ donc dan .
qu Py g-ﬁ_-;é)x dans V, s H
La forme sesquilinéaire hermitienne continue sur Hh X Hh :

th(E,n) = t(phE,phn)
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définit Th par :
= € .
(ThE,n) Ih th(E,n) pour &,n H

Les valeurs propres de Th ordonnées en croissant vérifient :

b e (5,0 .
A, = max min —————— i=1,2,...

S,codim S<i-1  x€S “E“Th
La démonstration du lemme 6 s'applique, OU 1'on remplace les formes (Tx,x) et
(ThE,E) respectivement par t(x,X) et th(i,i). Alors A? z_%i, i=1,2,...

pour h assez petit. D'oli la stabilité forte de 1'approximation Th.

2) Approximation par la méthode des différences finies [49]

Soit toujours EL]] divisé en n = % parties égales, et H =IRn_].

. i . P .
&DIt]Lh la fonction caractéristique de [ti—l’ti]’ 1L = l,ys..,0.

On introduit

P 1 plyi
r défini par (rhx)i =5 Jo Fh‘t) x(t) dt
n-1 i
Py défini par phE = iE] gi.}h

e, = lo, €Ml

On montre que p, est injectif et P X > X dans H.

La dérivée discréte est définie par :
_ 1 h, _h
8p, E(t) = £[p E(e+ D-p E(t= D]

La forme sesquilinéaire hermitienne continue sur H X Hh

e, € = [} a()ep £ ar + [ a () pE Bm dx
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i T _ €H .
définit , par (Thg,n)lh th(E,n) pour &£,n Hh

Montrons que 1'on a :
(Ty8:8) 1y, 2 t(py&sp 8)  pour € € H
ey 628 = [) a0 Igp p gl + [ a (o) |p g)7ae

I1 suffit donc de montrer que :

'j' a(t)]@philz dt > Jl a(t)l - pEl? at
Or
p ool i
R L TP s
1=0 h h
. [tl— L ti+ EJ » 1 = 1,...,n~1
oﬁLX; est la fonction caractéristique de
avec Eo - gn = 0. [O, bﬂ pour 1 = O
Et
d n-1
TS PhE = X (Ei+1'€-)5(t )
0
oli G(ti) est la distribution de Dirac au point £
Sur chaque intervalle [ti—-%, ti+ %] » 1=1,...,n"1, 1'inégalité cherchée se
réduit 3 :
. h
_r |2 57 2 a(o) N T
125,175 J R 4t 2 18, 5 17 acey).
573 b

I1 est facile de voir que ceci est vérifié pour h < h assez petit
On en déduit comme précédemment que le lemme 6 s appllque et que X > A,

i =1,2,... pour h assez petit.
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v v b e o v 00 b e gy o oy -

Nous reprenons le probléme de la diffusion des neutrons en régime station-

naire, &tudié par Planchard. Nous nous placons dans le cas oii les fonctions 8,

et s, sont égales & la constante 0 > O.

Nous avons H = L?(0,1) et V = Hé(O,l)-

-~

Le probléme revient 3 trouver un scalaire A >0 et une fonction @ de V positive,
tels que : QP = AQ, oli Q = o2 G]G2 et Gl et G2 sont les opérateurs inverses des

opérateurs différentiels T] et T2 définis sur V par les formes sesquilinéaires

continues coercives de V X V :

4

.1
Ty de + Jo sy (B Xy dt, ko= 1,2,

-1 d
X = d (t) — x
() = [ d ()
Q est un opérateur compact positif, dont on démontre qu'il admet une valeur
propre simple positive A, plus grande en module que toutes les autres valeurs
propres de Q. L'unique vecteur propre positif de Q est @, vecteur propre associé

L'équation Q® = AQ s'écrit :

02G1G2¢ = AQ , ou encore -

2 -
076G, = AT]@.

Posons U = OZGZO

Si 1'on ordonne les valeurs propres de Q en décroissant, le théoréme du minimax

généralisé donne

A, = min max EH%§§%§ . i=1,2,...
S x€sy "1
codim S=i~-1

1) Approximation par les splines fonctions
En reprenant Py et r, au paragraphe 3.1.1.) on définit dans Hh :

2 - . _ e s

= les

Qh o GthZh ol G]h et G2h sont les inverses des opergteurs définis par le

formes sesquilinaires continues sur Hh X Hh :
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- € = )
tkh(E,T]) tk(PhE’Phn) pour &,n Hh" k 1,2
_ 2
Uh =g G2h'
La iéme valeur propre de Qh vérifie :
)\h _ ) (Uhg’g)lh
H = min max ?—W
S x€S "1h' >’
codim S=i-1
h . .
I1 est alors facile de voir que Ai z-Ai y 1 =1,2,..., pour h assez petit.

On démontre que X? est simple (& 1'aide du théoréme de Perron-Frobenius).

Soit un intervalle [u],uzj isolant A du

reste du spectre de T. 12 My A] U,
[u],uzj ne contient que la valeur propre  — ¥ o ¥ >
A? de Th’ pour h assez petit. Ag K?

On en déduit que A] est valeur propre simple et que Qh est une approximation

de Q fortement stable au voisinage de toute valeur propre de Q.

2) Méthode des différences finies

Py Tpo Hh sont définis au paragraphe 3.1.2).

On obtient de la méme fagon Ay Z_A? lorsque :

WyEE) | = (U pLEsp, E)
et

£ (EE) > £ (8D, ).
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VII - EXEMPLE SIMPLE DE CALCUL DE LA CONSTANTE DE STABILITE

Nous allons expliciter la condition de stabilité au voisinage d'une valeur

propre, dans un cas bien connu, ol les calculs peuvent &tre menéds 3 leur terme.

>
1l

C(0,1) muni de la norme uniforme.

o)
I

{x € ceo,1) : x" €c(0,1) et x(0) = x(1) = O},

T : xv» -x", x €D.

Nous allons retrouver dans ce cas particulier le résultat de Keller [26]
sur la convergence des valeurs propres et des vecteurs propres avec la norme du

maximum en vérifiant la condition de stabilité.

1 - Approximation

[b,l] est divisé en n parties &gales aux points t, = %‘=h1 sy 1 =0,...,,n,
et X(ti) =X .
X.,  =2x.+X,
x" est approché par L] 1
h2
Xh =R" est muni de la norme du maximum ”'“h
_ - max -
x, = rpxs el i=1,...,n~1 |x(e) | > Il s ljlx(t)l
s

Th est représenté@ par la matrice d'ordre n-1 :

2 -1 0
\
I -1 \
A‘h = e \ \.\ \
2 \
h \ N
N\
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On vérifie aisément que “(rhT—Thrh)x”h -0, V¥x €X,

Les éléments propres de T et Th sont les mémes que dans 1'exemple situé au § V.2.2.3).

2 - Stabilitée
Nous 1a vérifions pour z décrivant [A]+r,K2~r] :
¥r >0, @, M: la 2D < Mx) 2 € [A 4, x] .
i o’ ' h h [ 7272t

, . o e o h
Ah eést une matrice nhermitienne., Les vecteurs {v2h qk}k—l a1 forment une base
Tly e,y 17

- ~1 N
orthonormée. (Ah—zl) admet la méme base de vecteurs propres et pour valeurs
1

~—(1-coskmh) ~z
h2
Soit aij(z) le terme général de (Ah-zl)~]

propres

n-1
a..(z) = 2h I sin ikTh sin jk7h
1] Ah—z
k=1 "j
—l _
Alors “(Ah z1) “h = max ; |aij(z),.
1 ]

D'une maniére générale si A hermitienne admet les valeurs propres X],...,K'

OB INIERITWEES: ™

D'od :

1

I 1) o 1 1 1 1
(A, ~z1) < ¥ = -+ + X —,
B B e x?—z| Az [B-z] 5> |x?—z,

I1 existe h tel que ¥h < h :
o} [¢)
h hy o h
IS e LN E

AP ¢ oy fuBy s E
llz A2|< 5 > ‘z Azl > 5
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D'autre part

h ~h sh
. > N >
|AJ z| |AJ Ml s 3> 2
d'od
max X }11 S-i-+%+ X hlh
z |Aj—z| j»2 IA.-AZ
2 *01 I < hZ -1 dx 1
25 cos2mh-cosjmh 2 Y2 cos2Th~cosThx ~ 2
Donc :
-1 4 1
dh - < 2+ — -
¥r, ho : “(Ah z1) “h = + 57 » pour h < ho’ z € [Al+r ,Kz %1.

VIII - METHODES DE PROJECTION

Nous nous intéressons maintenant au cas particulier des méthodes de projection.
1 - Définitions

Soit une suite de projections mo X+X,n =1,2,... telle que

€
Trnx WX’ ¥x X.
D'aprés le théoréme de Banach-Steinhaus, il existe M tel que
I 1l <™
n

Xn = ﬂnX est un sous—espace vectoriel de X.

Posons N = dim X et soit {w } une base de Xn'

1<is=N
T est défini par : x € X 5 xB wl €X
n ili n

Si 1'on introduit : !
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» n n N
-r tX € X 9‘(x1,..e,XN) € R

N
n
P ¢ (xl,...,xn) 9’? X, Wy

On définit

T = 1T7TTnm : X+ X

n n n
ou
T =rTp :RY+RY
n n "t n
N e e
La norme “nun sur IR™ est définie par

_ N
el =l el weer
I1 y a compatibilité des normes :
“rnxnn = ”TTnXH >kl , wxex
Si T est borné, Tn est une approximation de T :
e, 12 x dxll = llm r¢i-m )=l < im_II izl llci-m )xll > o.

. . -~ - - . n . P
La restriction de Tn a Xn est représentée, dans la base {Wi}’ par la matrice associée

a T dans RNG
n

Exemple : Dans un espace de Hilbert H muni d'une base orthonormale, on choisit

pour T la projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel engendré par les

n premiers vecteurs de la base. Alors :

m = et T semmsranmes |

n n n n>®

N.B. T sera supposé borné dans toute la suite.
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2 - Méthodes classiques

Elles se différencient par la maniére de définir Mo la méthode générale étant
la méthode de Galerkin définie au § 1. Petrov [52] a généralisé cette méthode en
considérant Tn = ﬂéTﬂn, ol ﬂ; appartient & une autre suite convergente de projec-

tions.

Dans la méthode d'Aronzajn—Bazley [5] appliquée & T autoadjoint dans un Hilbert,
1'aide de la décomposition T = TO+U telle qu'on connaisse les él&ments propres de
» la suite des valeurs propres approchées de T est donnée par celles de

1

a
T
o -1 -
Tn = TO+(ﬂnU ﬂn) ol M est la projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel

engendré par les n premiers vecteurs propres de To'
3 - Stabilitée

Nous reprenons, pour la méthode de Galerkin, les conditions suffisantes données

au § VI.

3.1 - Approximation_uniforme

P o oy oy ey ot

Lemme 7

S {Wn}est une suite de projections telle que mTX > X, pour X € X
et ﬂ:y >y poury & XX et T un opérateur compact,alors :

“ﬂnTﬂn-T“ﬁ;&“Oo
ﬂnTﬂn—T = (ﬂn—l)T+ﬂnT(ﬂn—l)
T est compact donc “(ﬂn-l)T“ + 0,

D'autre part, [ T(r -Dl < M”(Tr:—l)Tx“ > 0.

La proposition 1 s'applique et 1l'on dé&duit la
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Proposition &

La méthode de Galerkin, appliquée d un opérateur compact, avec

une suite de projections m telles que :
: x %
m_X > X pour X € X et Ty >y pour y € X

est stable au voisinage de toute valeur propre de T.

. et ey ey e bty oy Py ety P . - - oy py o o Pt

Soit un opérateur autoadjoint compact dans un espace de Hilbert H.

Soit T la projection orthogonale sur les n premiers vecteurs d'une base ortho-

normée de H. Alors
(Tngsg)n = (rnTPn‘E:g)n = (TPnE,Png)
On en déduit facilement que :

a) pour les valeurs propres non négatives ordonnées en décroissant

> A

1

+ .
Xi R i=1,2,...
b) pour les valeurs propres non positives ordonndes en croissant :

Y , i=1,2,.

Proposition 6

L'approximation de Galerkin appliquée & un opérateur compact auto-
adjoint est fortement stable au voisinage de toute valeur propre

de l'opérateur.
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3.3 - T est un opérateur borné dans H.

Définition : O(T) = {z €€ ; z = (Tx,x), x €1, x| =1} est 1'image numérique

de T.

O(T) est un convexe qui contient 0(T) lorsque T est borné ([?5] p. 267).
Lemme 8
Une condition suffisante pour que
l((T-zD)x,x) | > slixll2, 6§ >0, x€mn

est que z soit extérieur a4 O(T).

En effet, il existe un disque : {t € € ; |t-z| < 8} autour de z qui ne contient

aucun point de O(T).

Proposition 7

~

La méthode de Galerkin appliquée & un opérateur borné dans un espace

de Hilbert est stable en tout point z extérieur & O(T).

Démonstration
Soit x €H_ =TH , Il = 1.
n n
”(ﬂnTﬂn-zl)XH = “ﬂn(T-zl)x” = mzx | ((T~z1)x,y) |
yeR
“y”=1

I((T-zl)x,x)l_ia pour z ¢ o(T)

v

C'est-a-dire :

ez ~21>7' | =

O =
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CHAPITRE -V

o o o I e e P e o e 0 e T P e o o e PR o v e o e e 1o o e e i

PROPRES D'UN OPERATEUR LINEAIRE

——————————————————— -

Nous étudions maintenant la précision obtenue en calculant les valeurs
propres d'un opérateur linéaire par une méthode d'approximation stable. Il
existe de nombreux ré&sultats particuliers : Saulev [56, 57] , Keller [?6],
par exemple, pour les méthodes aux différences finies appliquées 3 des pro-
blemes différentiels elliptiques autoadjoints ; Krasnoselskii-Vainikko [281

pour les méthodes de projection appliquées 3 des opérateurs compacts.

Dans 1'hypoth&se ol 1'opérateur de restriction de X dans Xh est stable,
nous donnons un résultat général qui est analogue au résultat valable pour

des matrices finies.

Dans le cas d'opérateurs autoadjoints bornés, nous pouvons étendre les
résultats du chapitre 2. Et pour des opérateurs autoadjoints compacts, nous
généralisons 1'inégalité que Wielandt et Hoffmann [71] ont établi pour des

matrices normales.

I - OPERATEURS FERMES DANS UN ESPACE DE BANACH

1 - Supposons qu'on connaisse les fonctions
a) (h,x) » e(h,x) définie par l'approximation :

“(rhT—Thrh)x“h < e(h,x) , x €D(T).
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b) r v M(r) définie par la stabilité de Th au voisinage de A

1
M(r) ’

¥r > 0, Hho(r), M(r) : qh(z)‘i h < ho(r)

z € {z ; r < |z-A| <R},

Soit ® un vecteur propre normé associé i A.
En reprenant la démonstration du lemme 2 du chapitre IV on voit que, pour tout

r, il existe h1 < h0 défini par :

1

E(h,cp) = M(r)

et qui vérifie la propriété :
¥r, Hh](r) : IA—Khl <t pour h < hl(r).

Ce type de borne d'erreur a &té développé dans certains cas particuliers par
Misovkich [ﬁl] et Anselone-Moore [ﬂ], a partir d'une idée de Kantorovitch-Akilov
([23], chapitre XIV).

- . < 5 €
2 - On suppose r, stable : “rhx“h CZHX“’ pour x € X,
Nous établissons des bornes d'erreur sur les valeurs propres et l'angle entre

les directions propres dans Xh, lorsque les valeurs propres sont simples.
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THEOREME 1

Soit A une valeur propre simple de T, isolée par T'(A\,R) de frontiére T
et © un vecteur propre normé associé.

On suppose r, stable.

Soit Th une approximation de T, stable dans T(A,R) , admettant une valeur
propre simple dans T(A,R% qui converge vers . ¢£ est un vecteur propre
normé associé.

Sott 6h L'angle aigu entre les divections définies par r, @ et @,

Alors :
A-AP| < ¢ H(rhT—Thrh)CPHh
sinb < ¢' ll(x, 1-7, r Holl,
ou C est une constante telle que :
| (@, ¥)] < %~ , avec ¥y € Ker(Tx—Xl), el = 1
et C' est une constante telle que :
(1+C)M < ¢C'
M étant la constante de stabilité de Th_définie par :

M = max “(Th-zl)_lu

z&T h

Démonstration

a)

inégalité sur les valeurs propres.

Considérons 1'égalité :

h h
(Th—A l)rhw = (Thrh—rhT)¢»(A-A )rhm
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Soit X (resp. Xﬁ) l1'espace adjoint de X (resp. Xh), et T (resp. Tﬁ) 1'opérateur
adjoint de T (resp. Th).

Soit Th € Ker(T:—ihl).(,) note la mise en dualité de X, x> et Xh’ h

(@]
|

% =~h _ _+h
= (rhm,(Th—A I)Wh) = ((Th A I)rhw,Wh)

.+ +h
((Thrh rhT)w,Wh) + (A=A )(rh¢,Wh).
Montrons qu'il existe une constante 'C telle que

(rhw,Wh) = (w,riwh) par définition de r:.

Or ri, opérateur de prolongement de Xi dans Xx est stable puisque ry 1'est.,

* o .
D'autre part, Th est stable au voisinage de A.

Donc, d'aprés le théoréme 3 du chapitre IV, il existe un vecteur propre normé

Y de Tx, associé a A, tel que :
le-xZv [ > o

lorsqu'on impose, par exemple, “ri?h” = 1.

1 P P . . .
E-n'etalt pas vérifiée, 1]l existeralt une sous~—
* x

i de r
suite rhiwhi e hyh telle que

Si 1'hypothése : l(w,rﬁwh)] >

%
@z ¥ 0575530
i 17
. x .

Et puisque Hrhpwh; W“HT;6>O » on aurait (®,¥) =0

ii i
Or ceci est une condition nécessaire et suffisante pour que 1'équation :
(T-A1)x = @ admette une solution x # O.

Cette solution vérifie

(T-A1)2%x = 0.
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Cela est impossible puisque A est valeur propre simple de T.

Donc, il existe une constante C telle que
Xy o\ 1
I(cp’rh\yh)| _>__ .
1 x, | _
On note que E-S “¢“ HrhWh“ = 1.

D'autre part, puique

x
| (@, )= (@, x[¥,) |20

la constante C est telle que C > (®1W)
b
On déduit que :

D se sup o (T Ry, |

*
WhEKer(Th A1)

x —
Soit : “rhwh“ =1

A" < ¢ llx, 7-7, x )l .

Inégalité sur 1'angle des directions propres.
Soit Ph la projection spectrale associée 3 Ah, et Qh = 1—Ph.(Th—Ah1) commute
avec Qh'

Nous considérons toujours 1'égalité :

h _ - _»h
(Th—A l)rh@ = (Thrh rhT)$ + (A=A )rhw.

En multipliant & gauche par Qh il vient

(Th—Ahl)QhrhCP = Q (T r, -, DO + ()\—)\h)QhrhCP.
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Puisque Ah est la seule valeur propre de Th dans T'(A,R),
Ré(z) = Rh(z)Qh est holomorphe dans I'(A,R).

h ..
On pose R'(A7) = 1lim R'(z)Q
h b 0%

v (2B ' - -
“Rh(l )“h < 22? “Rh(Z)Hh = 22? “Rh(z)Qh“h < zz§ “Rh(Z)“h =M

ll, r, ll
sin 0. = hh h est alors majoré par
h “rhwlh J P

la quantité :
L— IRT ML o, (7, x ~r. TYor =AY Q, 1.
“rhw”h h h h*“"h ™ h h hh h

et

“rh@“ﬁ“E:6>H¢” = 1. Il vient alors : ,95

. | —
sin Gh < C “(Thrh rhT)®“h

oi C' est une constante telle que

C' > (1+C)M

Remarque - Si T est autoadjoint , ® =Y et C > 1.

D'autre part minh IX-Ah = __—_JTT__- .
A IR A1
Aéo(Th)

Si A est une valeur propre de multiplicité algébrique m, isolée par T'(A,R), les

inégalités sont un peu modifiées de la mani&re suivante :
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a) Il existe au moins une valeur propre Xh de Th telle que :
h _ 1/m
IA-27 = ¢ “(rhT Thrh)@“h
avec
[@W)] > & od ¥ € Rer(T*AD™ et |¥ll = 1.

b) Soit Ph la projection spectrale associée aux valeur propres de Th dans T'(A,R)

< ! -
Hrhcp-Phrhcth c H(rhT Thrh>collh
avec )

c' > (1+C)M™.

Notons: que la borne d'erreur obtenue pour les valeurs propres est du méme

type que celle valable dans le cas de matrices [22].

IT - OPERATEURS AUTOADJOINTS DANS UN HILBERT

1 - Perturbation d'un opérateur autoadjoint

Soit T un opérateur autoadjoint dans un espace de Hilbert, A une valeur propre
isolée et ® un vecteur propre normé associ&. On s'intéresse au spectre de
T' = T+U, U &tant un opérateur autoadjoint.

D'une manidre générale on dispose des deux inégalités suivantes :

a) Krylov-Weinstein ([71], p. 321)

¥A € o(T), © € D(U), IA' € o(T")

-crre,0 | < uell2- e, @ 2
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b) Kato [24] :

¥A € o(T), ©CD(U), IA' € o(T') :

h-re,e | < IIUCPIIZ—éucp,m)Z

oli d est la distance de (T'®,%) a o(T')-{\'}.

c) Par un raisonnement analogue 3 celui utilisé pour établir 1'inégalité de

Krylov-Weinstein, on montre que :
¥A €o(m, ®» €D(U) , o' € o(T")
IAr-A] < ol

Nous &tudions maintenant le cas oli la perturbation U est bornée.
Soit d la distance de A au reste du spectre de T.
Si 2“U“ < d, il existe A' et @', &léments propres de T' pour lesquels des
majorations de lX—(T'@,¢»] et tgh, du type de celles démontrées au chapitre II
sont valables, la démonstration pouvant se transcrire mot pour mot dans le cas

d'opérateurs autoadjoints (ou normaux).
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THEOREME 2

T admet la valeur propre simple A, séparde du reste du spectre par d.
sz 2ol < d, T' = T+U admet une valeur propre ' et un vecteur propre
®' tels que si :
2]ull _ 2loel

S=-—'a'— N t a

IA-(rre,0) | < £(x) el

tgh < f(r)
avect (r) = % (V1+r2-1)
(2.1) 1= —
/1-g2
R
e

S8, de plus, (UP,%®) = 0,

(2.3) r =g

2t

2-s+t2

(2.4) rS =

2 - Application aux méthodes d'approximation

Nous faisons a nouveau les hypothéses du § VI.1 du chapitre IV :

r, est linéaire surjectif, p, est linéaire injectif et :
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i) P, X T X pour x € X
ii) by Ell = ¢, llell,  pour & €%,
ii1) P, = 1.

Si Th est une approximation de T, T phThrh en est une aussi

h=
“(T—Th)x“ + 0 pour x € D(T)

et Th admet les mémes valeurs propres que Th-(sauf 0) .

On peut appliquer les résultats du § 1. Le résultat c) par exemple, implique
que :
h NN
¥A", valeur propre de Th’ ) € o(T) : |A—A | < “(T_Th)qhn
. ~ .. . ah
s1 ¢£ est un vecteur propre normé de Th associé a A,

Si 1'on applique la méthode de Galerkin i un opérateur borné T, avec une

suite de projections m autoadjointes, les propriétés ci-dessus sont vérifiées.

Tn = ﬂnTﬂn est une approximation autoadjointe de T vérifiant
a) I~ -, -0
- = c .
b) (T Tn)xn,xn) 0 pour X ﬂnX
Pour chaque valeur propre # O de Tn, il existe N tel que, pour n > N,
1'hypothése 2“T-Tn“ < d du théoréme 2 est vérifiée. On obtient alors les majorations

d'erreur définies 3 partir de (2.3) et (2.4) puisque la propriété b) ci-dessus est

vérifiée pour tout vecteur propre de Tn.
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Exemple numérique

Soit & calculer les Eléments propres de 1'opérateur défini dans H = L2(0,1)

par
T:x»Jiuauﬂwa
avec
K(E,t) = (1-t)€ pour € <t
(1-&)t pour & > t
Les valeurs propres sont Ai — » 1 =1,2,... et les vecteurs propres normés sont
222
17T

Cpi(t) = V2 sin imt, i = 1,2,..1

On applique la méthode de Galerkin en projetant sur les n premiers vecteurs de la

base orthonormée (1,/2 coskmt) T = 7m Tm est représenté dans la base
k=1,2,... } 'n n n

canonique de Gn par la matrice An = ((Tej’ei)i n). On note {An,qp} les
b

sJ=ly...
éléments propres de An'

Les termes non nuls de la partie triangulaire inférieure de An sont pour n pair par

exemple :

=_.1_
41 712
-l‘v n
a, = ee— s p=1,2,..., = -1
2p+1,1 2/7p2m2 2
1 8 n
a = - s p=1,2,..., =
2p,2p (2p-1)21%  (2p-1)"r" 2
a =__....._1___. = 1 E-—]
2P+1,2P+1 (ZP)Z,]TZ b p ’a.-!z
8 n
a = - P >q ’ P = 2,. ' 5
2p,2p (zp_])Z(zq_])zﬂq 2
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Les calculs ont &té faits pour n = 10 et 30.
“T—Tn“ est majoré par la double norme.

La condition 2“T—Tn“ < d est vérifiée,

a) avec n = 10, pour les 2 plus grandes valeurs propres.

|

b) avec n = 30, pour les 6 plus grandes.
e n . .
Pour ces valeurs propres, nous comparons la différence A-~A" aux majorations obtenue
& partir de 1'inégalité de Krylov et des inégalités (2.3) et (2.4). Et pour les
. n . .
vecteurs propres associés nous comparons H¢F$ “ aux majorations analogues.

Le calcul des éléments propres de An est fait par la méthode de Jacobi.

Valeurs propres

différence Krylov (2.3) {(2.4)

n=10 A 3,7 10°° 1,9 1073 9,8 10 5,1 107°
A 2,8 107° 9,2 1074 2,1 107% 6,5 107
n=30 A 1,1 10°° 3,2 10 1,6 107 1,3 10°°
A, 1,0 1078 1,4 107% 3,7 107° 1,4 1078
-6 -5 ~6 -6

Ay 1,1 10 8,6 10 6,5 10 1,6 10
A, 1,0 107° 4,5 107° 7,1 1078 1,0 10°°
Ag 1,1 107° 3,8 107 1,0 107 1,7 107°
A 1,0 107° 2,2 107° 9,2 107° 1,3 1070
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Vecteurs propres

différence (2.3) (2.4)
n =10 ® | 1,9 1072 5,1 1072 2,7 1072
®,| 3,3 1072 2,5 107! 7,9 1072
n = 30 o | 1,4 107 4,9 1073 4,2 1073
P, 2,7 1073 2,6 1072 1,0 1072
Pl 7,2 1073 7,5 1072 1,9 1072
@ | 1,0 1072 1,6 107! 2,3 1072
P 1,5 1072 2,7 107} 4,4 1072
Pl 1.7 1072 3,9 107 5,9 1072

On constate toujours que les bornes issues de (2.4) sont meilleures que celles

issues de (2.3).

3 - Inégalité de Wielandt-Hoffmann pour des opérateurs compacts autoadjoints

3.1 - Rappels

Von Neumann [SQ] a introduit les anneaux normés d'opérateurs compacts

définis ainsi :

(j?p = {T €eﬁ(H) ; Np(T> = (tr(l"“T)P/z)”p < o} , pour p > O,
Gohberg et Markus [17] ont démontré les propriétés suivantes, dans le but
d'8tendre & de tels opérateurs les inégalités de Hardy~Littlewood et Polya

entre les €léments d'une matrice.

1) 0<p<2

T EG: <=> il existe une base orthonormée {ei} de H telle que

2 llre. P < .
R 1
1
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Alors N (T) = min (Z “Te.”P)]/p < (z !(Te.,ea),p)]/p
P e} it i,j It

(j; est l'ensemble des opédrateurs nucléaires.

2) p=2
T € ) <=> il existe une orthonormée {ei} telle que I HTeiHZ < o
i
<=> pour toute base orthonormée {ei}, X “TeiHZ < ™
Et 1
N, (D) = (Z e, lF)"/ = (3 |(Te, e ot

é? est 1l'ensemble des opérateurs de Hllbert S&hmldt

3)p>2
T 6{3; <=> pour toute base orthonormée {ei}, ; “Tei“p < e
Et t
N (D) = max (2 e, (PP > (5 [(Te,,e, )Py /P
P fe,d 1 * T oiLj I3

3.2 - Soient T' et T deux opérateurs compacts autoadjoints dont la différence
est un opérateur U de - Nous étudions les relations entre les valeurs propres
K{ de T', Ai de T et Y; de U, ordonnées par ordre décroissant des valeurs

absolues.
THEOREME 3

Sotent T', T et U des opérateurs compacts autoadjoints tels que
T' = T+U , U appartient & (fp. Xi » Ai et Y; sont les valeurs propres
respectives, ordonnées par ordre décroissant des valeurs absolues.

Elles vérifient :

- P S P
LR

o™ 8
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Démonstration

e o et e . . s e e . i e

On pose T(k) = T+kU, O < k < |. On note Ai(k) les valeurs propres de T(k), et
¢E(k) les vecteurs propres orthonormés associds. Pour k variant dans [0,1], chaque
Ki(k) (ainsi que ¢E(k)) peut &tre continuée analytiquement, le long de 1'axe réel,
a partir de ki, tant que cette valeur propre reste isolée, de multiplicité finie
([25] p. 387).

Alors les Xi(k) sont continliment dérivables en k et les vecteurs propres ¢E(k)

forment un systéme complet de fonctions dérivables en k.

On ordonne les Ai(k) par ordre de valeur absolue décroissante.
Les graphes des fonctions k ¥ Ai(k), i €IN, se coupent au plus en une infinité dénom~
brable de points, ce qui introduit des discontinuités pour Ki(k) et ¢E(k) en

infinité dénombrable au plus.

P . . . . n
La démonstration faite dans le cas de matrices hermitiennes dans C

([25] p. 125) peut alors se transcrire, et 1l'on obtient 1'inégalité cherchée,

..__-_--._—--———.-.——-.-._—-——.—- -y - -

Soit m la projection orthogonale sur les n premiers vecteurs d'une
base orthonormee {e } fixée de H. T est approché par T = 7 Tm .
On note K les valeurs propres de T, A( n) celles de T n(avec A? ) - 0 pour
i > n).
Appliquons le théoréme 3 4 T = Tn+(T-Tn) lorsque T—Tn appartient é(if Puisque

T—Tn est autoadjoint

n 1/
N (T-T ) = (2 |v,|®!/P
P n . i
1=1
Il vient alors

2 =A™ |P < (N (-7 ).
i=1
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. _ (n) P,
Si NP(T Tn)H;QLO, le vecteur (Ki ) tend vers (Xi) dans %% : on a alors une

estimation globale de la convergence des valeurs propres de Tn'

Posons t.. = (Te.,e.). . € Nous allons donner d 1l'aide des résultats du
ij J°7 171, €.

§ 3.2, des conditions sur les &léments tij pour que Np(T—Tn)H;£>O'
1) 0<p <2

z ltij,p < ® est une condition suffisante pour que T € G;.
i,]

L
e (-t NP (2 3 [ P oz ozt
P n i=1 j>n M i>n ]

En particulier si T E(t est défini positif :

o] [e ]
= = . <
NI(T) ? Ai ? til ®
donc
NI(T-Tn) = .Z tii WO.
i>n
2) p =2

NZ(T) = (I Itijlz)l/2 est une CNS pour que T 6(?2.
i,]

Alors NZ(T—Tn)E;;?O.

3) p>2

2 Jt,.|P < n'est pas suffisant pour que T € T.
i,j * P

Si la base {ei} choisie dans H pour définir la méthode de Galerkin réalise

le maximum de § “Tei“p, alors Np(T—Tn)a;§7>O.
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Exemple : Reprenons l'opérateur intégral T défini au § II.2 de ce chapitre,

dans H = LZ(O,I). T est défini positif et appartient i Ca

A= T — e

i . .
i=1 i%n?

Mg

i=1

Les valeurs propres Ain) calculées par la méthode de Galerkin vérifient

. ii . .
i>n T {>n (i-1)2 m

M 1o, <L g
i=1 t * 2
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CHAPITRE - _VI

T RS e e e e et e o e o] e o A ] o o Y B P o e o v o o o o

T TN ST S e e o e e oy e B e S e o o e e e R Py Bt e e S Y 0 e e r o o

En algébre Tineaire, les problémes généraux qui se posent au sujet des
matrices tournent autour de deux pdles. Si A est une matrice n x n il s'agit de :

a) 1'inversion de A

B) la recherche des &léments propres de A.
Pour résoudre o) une méthode classique consiste & se ramener & 1'inversion d'une
matrice triangulaire, a 1'aide de la décomposition de Gauss A = LR, ou de Schmidt
A = QR. (cf. Chapitre I).

Pour résoudre B) les algorithmes LR et QR sont trés souvent employés (cf. Chap. I).
L'algorithme QR permet, en outre, de déterminer la matrice triangulaire supérieure
R unitairement semblable & A (théoréme de Schur [12]).

Dans la théorie des opérateurs, ces deux problémes ont &té étudiés sous 1'angle
suivant : dans un espace de Hilbert séparable,

a") Gohberg-Krein [16 ]et d'autres ont étudié 1'analogue de la décomposition de
Gauss pour des opérateurs différant de 1'identité par un opérateur compact.

B") Lifchitz [35] et Sahnovitch [58] ont &tudié 1'analogue du thaoréme de Schur
pour des opérateurs dont la partie imaginaire est un Opérateur compact de

G, o .

Nous présentons ici, pour des opérateurs a spectre discret admettant une base
de vecteurs propres, une généralisation des décompositions de Gauss et Schmidt, ainsi
que des algorithmes LR et QR. Nous obtenons, avec un matériel technique plus simple,
des résultats recoupant ceux cités ci-dessus.
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I - ISOMORPHISMES DANS UN HILBERT

1 - Définitions et notations

Soit H un espace de Hilbert séparable admettant la base orthonormée {ei}.
Soit m la projection orthogonale de H sur le sous-espace engendré par les n pre~

Miers vecteurs e,,+..,€ .
1° ’“n

Soit T un opérateur borné dans H. On définit (cf. chapitre IV, § VIII)

r o tx= ? xiei‘+ E= (X]""’Xh)
i
n
P, : & = (xl,...,xn)t+ pni = ? x.e,

Tn = rnTpn, opérateur de Gn, représenté dans la base canonique de ¢’ par la

matrice (notée de la méme fagon)

Tn = (tij)’ 1 <£1i,j €£n avec tij = (Tej,ei)

T =pTr =7Tn
n n

uisque T = r .
n nnn pu1sq n P

nn

)

¢" est muni du produit scalaire euclidien : (E,n)n = (pni,pnh).

2 - Condition suffisante pour que T soit un isomorphisme de H

Nous démontrons le :
THEOREME 1

S1 une suite de matrices emboitées {Tn}n=l 5 vérifie “Tn“n <K
et ll(r )fl“ < K i1l existe un isomorphisme T tel que ”T“‘S K et

“T—]“ < K, , vérifiant :

tij = (Tej,ei) . i,j €IN.
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Démonstration

1) La suite de matrices emboitées Tn définit un opérateur T si et seulement si

I | < K. En effet :
nn

a) Supposons qu'il existe T borné tel que t.. = (Tej,ei), alors
- 2
e 0l = Il < lin U2l < ol

b) Supposons que “Tn“n < K.

Soit x quelconque dans H et x =T X
" n m
Pour tout n > m y ¥y =Tx = I (X t,.x.)e, et “T X “ < K“X “.
n nm A 1 R D n'm m
o i=1  j=I
m
ey = T Cox)e. = Sfinition.
Donc Yimsa Y 1 (jzl t1J xJ)el T x  par définition

L'ensemble des &léments de la forme X est dense dans H.

La suite {Tnxm} converge sur un ensemble dense et ”Tn“ < K donc Tnx converge
pour tout x de H vers Tx.

A la limite, [rx|| < klixl| et |zl = k.

-1
2) Supposons que “Tn“n <K et “(Tn) ”n = K-

D'aprés le 1) il existe T borné défini par tij = (Tej,ei).
Pour tout x dans H, on pose y = Tx dans H
| n
et £ = T r y dans €.

Montrons que “Pngn—x“ - 0.

“PDEH-XH = “PnEn—ﬂnxn + H(TTnII)X“

||pn£n—pnrnXH = Han-rHXHn
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- ] -
En rnx = Tn .Tn(in rnx)

Tn(infrnx) = rny—annx

pn(rny-annx) = ﬂny—(y—Tx)—Tnx
Donc :

Hpnin-ﬂnX“ < K](“(ﬂn-l)y“ + “(T-TH)XH)
+ 0,

PR - n
Par hypothése : “Tng“n > Han pour & € ¢ .

Wl_

1
i .
En € : llp 7€ |l > R b £ Il quel que soit n.

A la limite :[lTx]| z_EF-HX“.
1

Alors Tx = O implique x = 0 : Ker T = {0} et T—1 existe

-1 -1
HT x|| = K1 “x“ ) ”T H < K1

L]

Cas d'un opérateur triangulaire

3.1 - Définitions

Soit o, la projection orthogonale sur le complémentaire orthogonal de
€ sean . +0 =1,
{e], ,en} ﬂn pn 1

T sera dit [19]

-~ triangulaire supérieur (relativement A la base {ei}) si :

™ =7 T7 , n &N
n n n
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—- triangulaire inférieur (relativement i {ei}) si

Tpn PnTpn s n SN
- diagonal (relativement & {ei}) si
T o= T T’ =pT €W,
™ WTTaet T =pTo , n€m
En général, nous noterons, par analogie avec les matrices finies,

- R un opérateur triangulaire supérieur,

— L un opérateur triangulaire inférieur tel que (Lej,ei) = 1.

e e o ] o o oy 2o P o L o o ——

Soit R un isomorphisme triangulaire. On pose § = R—l, on note
Rn la matrice d'élément général (Rej,ei), 1 £i,j<n

Sn la matrice d'élément général (Sej,ei), 1 =4,j <n.
D'aprés la démonstration du théoréme I

IRll < x et [Is]| < K, <=> HRan < K et “Sn“n <K

_ -1
Or Sn = (Rn) .

En effet, F_ et S sont les matrices représentant r Rp_ et r Sp
n n n n n°n

1

] 3 7 1 = 4 R
RS implique ﬂn (wnR)(SWn) (ﬂn )(Trn Sﬂn)
e _ R
soit P T pn(rn pn)(rnSpn)rn
ou encore : I =R .5 ,00 I est la matrice identité de ¢ .
n n n) n

Donc “(Rn>—1“n < K]'
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D'od le :
THEOREME 2

Pour qu'un opérateur R triangulaire soit un isomorphisme, il faut et il

suffit que la suite de matrices emboitées {Rn}n= , définies par

1,2,.0..

rij = (Rej,ei), 1 <4i,j <n, vérifie

=1
“Rn“n <K et “(Rn) Hn < K,

Ce résultat a &té &noncé dans &® par J.C. Miellou [38].

II - DECOMPOSITIONS DE GAUSS ET DE CHOLESKI

Nous cherchons des conditions suffisantes sur 1'isomorphisme T, pour que

T = LR, produit de deux isomorphismes triangulaires.

1 - Décomposition de Gauss

1.1 -~ Ecriture formelle

o oy o - -

Les suites de matrices emboitées {Ln} et {Rn} peuvent se définir par récurrence,
a4 partir de la suite {Tn}. Les Tn sont supposées inversibles.

On pose :
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T =L R équivaut 3 :
n nn

n n-1 n
(1)
tT = QTR
n n n-I
t = QT r +r
nn n n nn
ou encore :
Ta-1 = ey By
r = (L )—ITL
n -1 n
(2)
T T -1
zn B tn(Rn—l)
r = —QTr +t .
nn n'n nn

Puisque T _est inversible, det T = det R # O donc r # O.
n n n nn

Rn est inversible.

Les formules (2) permettent donc de calculer Ln et Rn de fagon unique, &
)_1, (R )_] et Tn'

partir de (Ln_ -1

1

1.2 - C.S. pour_que L et R_soient_des_isomorphismes

0 o e s T ey e ol o g o o > O " - it o - -

Nous démontrons un résultat &noncé dans 2? par N. GASTINEL [i3] :
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THEOREME &

T vérifie les conditions :

' . . -1
Ci) T est un isomorphisme tel que ”Tn“n S Ket ”(Tn) | < K,

(c) .
Cii) T = D+U, ox D est un opérateur diagonal borné et U est un

opérateur compact de Ci,

alors T admet la décomposition de Gauss T = LR , oni L et R sont des

isomorphismes et L~1 appartient 4 Cé.

Démonstration :

Nous avons vu au chapitre V, § II.3, que :
U EG & N (U) = (2 |(Ue.,e.)|2)1/2 < o
2 2 i, 371
’

Par analogie avec les matrices fimies (norme de Frobenius), nous noterons la

norme de Schmidt (ou double norme) de U : NZ(U) = “IU]“.

. . . . -1 . ~
L est un isomorphisme si et seulement si Ln et (Ln) sont uniformément

bornés en n.

On pose :
! 0 7! 0
-1 n-1 -1 n-l n
L = T s R =
B Vv , 1 n 0 1/x
n nn
"l =1 impli :
n Ln n plique :
vTL +2T = 0
nnl n
N A T - NS AL vl S
n n n-—1l n n-1 n-1 n n-l



-1 .
R 'R = ique :
n In lmplique
-1
R T +r
n-1'n nnn
1 -1 1 ~-1
Py = T Bn—]rn T Tn-lTn'
nn nn

Nous gtudions ]z -1 |Il et ll|z_'-1_ |l .

n n
e N R A e N T 0 RYS I Y
T ' i=1,...,n~1 b= t

< ( max “R;ilui)“|U|“
i=2,...,n

-1

Iz

n n
Tl = 2 D2 s a2

e, 112172
i=2 i=1,...,n~1 i=2

=&, llull.

-1 L. ~ .
Montrons que les Rn sont uniformément bornés en n.

On appelle D la diagonale de B : D = (r..). Celle de R-] est D_].
n n n ii n n

-1 pn
' = er————————
D'autre part Tn e (l/r )
nn
donc

~1 _ 2 1 1/2
“Tn en“n = (“pn“n + T;;;Tz') s K

et

i=2 i=2,...,n '"ii : i=2

- n n
IIW;I—DHIIHH = (1 Hpilli)”2 < max T;i—T-. R, (X “Tini)]/z

<2 o]
Donc “R;]“n < K1 (1+K]“IU]“)-
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On a ainsi déterminé des bornes uniformes pour HLan et HL;IHn.

L est un isomorphisme ainsi que R = L 1T.

Notons que nous avons démontré au passage que :

D el = ¢ 3 o172 < o ol I o f = 2o €6,

2

2) R N E I S [NT) A i

1=2

0 sii#j

Soit D] 1'opérateur diagonal tel que (Dfej’ei)

Dyesser) =ryy

.
¢ Q;

3) l&-p, [l = ¢ r e, 12)"/2 < csx Mol clijolll = r-p,
i=2

=1_ -1 - 1/2 R S B £
4) lao k=2 oy 1772 =« ol 17! el

Remarque - Gohberg et Krein [16] ont donné des conditions suffisantes pour que
T = 14U, U compact, se factorise en LR, la notion d'opérateur trian-

gulaire &tant relative & une suite continue de projections.
1.3 - Nous considérons maintenant T' = RL. C'est un isomorphisme.
Vérifie-t-il les conditions ) ?
Ci) : Soit {Té} la suite de matrices emboitées définie par T'
1 < 1]
Izl < il

' = + - — v
’ITnT m (ﬂann) (’lTnLTrn) 7TnR( 1 Trn)( 1 TTn)LTTn
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Soit S = R-D;
llm RC=m ) |l < lls=m st [ll=z»0  puisque s 6(32
De méme, M = L-1,
I cr=r rm {1 = H'IiM—wnMﬂnl =0  puisque ¥ € (g
Si nous posons ﬁn = WnR(l—ﬂn) et in = (l—ﬂn)Lﬂn,
TLSREL+RL avec lllﬁnHIr;;-)o,
et “Iinlur;—méo.

. . . n PP
Les matrices associées dans € , vérifient :

T =RL +R [
jn s nn nn
=R L (1+ 'RTIBI)
nn n n n nn
Vo<1, WN:n>v=> L7 2BE <a
c . n nnn

Alors TA est inversible et
1 __1__ -1 -1
L Ry ]

Donc T' est tel que la suite {Tn} verlfle, a partir d'un certain rang au moins,

llrall, = & ee iz 1Il < Kl
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Cii) : T' = RL = (D]+S) (1+M) = DI+S+D1"M+SM = D1+U'
et HIU'IH < «, donc U' EGZ.

D'od la :

Proposition 1

T vérifie les conditions (C). Alors T = LR et T' = RL vérifie aussi

(C), pour n assez grand au moins.

1.4 - Montrons que si T vérifie (C), il en est de méme de T .
Si T = LR, T—] = R_]L_l, nous avons vu que L—1~1 = Ml EEGZ ainsi que
-1

-1 _
R D1 = Sl.

Pour Ci)’ le raisonnement - fait pour T' = RL s'applique donc pour n > N.

Quant a Cii)

-1 _ -1 _ -1 -1
T = (D) #5)(143)) = D, 454D, M, +5 M,
avec
-1
H|S]+D1 MI+SIM1|“ < oo,
D'ol 1la
Proposition 2
57 T vérifie les conditions (C), 77! les vérifie aussi, pour n assez

grand au moins.

Remarque — Pour n < N, la situation est analogue au cas des matrices finies. Si
une matrice A admet la décomposition de Gauss A = LR, il n'est pas sfir
que A' = RL en admette une.

Néanmoins il est facile de montrer que :
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1'ensemble des isomprphismes admettant une décomposition de Gauss est un

ouvert de l'ensemble des isomorphismes, pour la double norme.

Si T' =T+U , U € Efé

1

T(I+T U) = L(+RT 'orR" DR = L(1+V)R

il

et
Nvlll = c llju]ll.

Donc [+V vérifie (C) pour H|U|” assez petit, V = &r et T' = (L&) (xR).

2 - Décomposition de Choleski

T est un isomorphisme autoadjoint défini positif si et seulement s'il existe

M>m> 0 tels que

0 < mfxll? < (rx,x) = Mixl?,  ¥x € m.

Peut-on définir la décomposition de Choleski T = RXR ?

Comme précédemment la suite {Rn} est définie par récurrence 3 partir de

T = RHR . Elle est unique si on choisit r,. > 0
n nn ii
m“ﬂnx“2 < (Tﬂnx,ﬂnx) < M“ﬂnx“z, ¥x €1

Pour tout & de Gn, (Tng,i)n = HRHEHZR
et

/mlell <z gl < /A llell_.

R est un isomorphisme.

THEOREME 4

Tout tsomorphisme autoadjoint défini positif, admet la décomposition de
. %
Choleski T = R'R.
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IIT - ALGORITHME LR

T est un opérateur vérifiant (C).
1 - Algorithme

On forme la suite d'opérateurs semblables

T R L =
s s—-1"s~1 s s

2y -

D'aprés la proposition 1, les conditions (C) sont vérifides par T

assez grand, s = 2,3,...

Comment se comporte TS lorsque s + © ?

D'autre part

@ LR R = TLyo L DR

1) Ts converge si et seulement si L ...LS

1

converge.

1? donc par TS pour

s

2) L]...LS est l'opérateur triangulaire inférieur dans la décomposition de

Gauss de Ts.
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2 - Convergence de 1'algorithme

Le schéma de la démonstration est celui adoptéd au chapitre 1I.

On suppose que :

i) T admet un spectre purement ponctuel, les valeurs propres sont simples,

on peut les ordonner par valeur absolue décroissante :
N R U D P
PSP SY

ii) Les vecteurs propres q& de T forment une base de H. (Nous en verrons des

conditions suffisantes au § III.3).

Soit X : eit+-q3, c'est un isomorphisme de H.

On suppose que X vérifie (C). Alors X—] = Y vérifie (C) aussi.

X = LX.RX et Y LY'RY sont les décompositions de Gauss de X et Y.

[]

Soit A l'opérateur diagonal défini par { (Aej,ei) 0 pour 1 # j

(Aei,ei) = Ai
-1
T = XAX
s _ s,~1 _ 5 =S, ,~1 s
0 = X% = Ly [R (A% TR TR A Ry -
On pose
S. =8
US =D LYD
(Lye.,e.) = r. i,j €N et %?. = 0 pour i < j
Y 3’ d ij ’ ’ ij
Y Ai s : Ai
(U e.,ei) = Kij(k.) » 1,7 €N et IXTI < 1 pour i > j
Alors J _ J
© i-] A
Y 2s.1/2
Hug-1ll= (5 2 1255 1215217 /2,
i=2 j=1 i
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Montrons que “IUS_IIHQ“SE?O

a) ¥ > 0, &N :

i-1 oAy i-1
R A e R N N
i>N j=1 M7y i>N j=1 Hd
puisque “ILY—IIH < oo,
b) Soit N ainsi fixé :
N i-1 A, N g i-1
PR DAL IR max =% 5 e,
i=2 j=1 M7y i=2 j=1,...,i=1 7§  3=1 M
Or A, A,
max || =l
J=l,eae,im1 N i-]
ve > 0, 35 : s > § => max |X—i—|28 < g?
i=2,...,8 M-l
Alors : -1 oy N oi-l
Iz eyl t e x e ® < elljngr ]I
i=2 j=1 M4 i=2 j=1

En conclusion :

ve >0, 8 : s > 5 => [[[u~1]ll < €(1+|HLY—1|”2)1/2

. ~ -1 L S _
Soit V_ = RU R, , V<l = R(V -DR, et HlvS 1|Hé3;j>(x

I1 est alors facile de voir que V; vérifie (C) :

VS = ers, et il existe deux constantes C, C1 telles que

-1

Heg-t[ll <clifv-tHl ec lifa

1< ¢, v 1]l

I 2
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Donc
T = (LXRS)(rSRXDSRY) est la décomposition de Gauss de T8
= (Ll...LS)(RS...Rl)
et
@y em )L = Qg fife -1l
Revenons 3 T = Q—lL-lTL 2 = Z—IR AR-]£
stl s X X's s X X s
2R ARTY e R ART! = aTTRUART (0 1)+ (07 -1y R AR
s X X s RX X s RX X S s XX

Pour s assez grand)”Q;IH < 2, donc :

Iz, R < c2cve) IR aRZ v -1
T30

~ .. =1 - . . .
L'opérateur limite T, = RXARX est un opérateur triangulaire supérieur tel

que : (Twei’ei) = Ai’ i €.

Nous énongons le :
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THEOREME 5

T est un opérateur vérifiant (C). On suppose en outre que :

1) le spectre de T est formé de valeurs propres distinctes, ordonnées :

117) les vecteurs propres ®; de T forment une base de H
217) 1'Zsomorphisme X : e, > & vérifie (C).

On peut alors définir la suite d'opérateurs semblables :

3
|

s Rs—lLs—l T Us s

Lorsque s tend vers 1l'infint, TS converge en double norme vers T_,

opérateur triangulaire supérieur tel que (Tmei’ei) = Ai.

3 - C.S pour que Tes vecteurs propres de T forment une base

Supposons T compact non autoadjoint :

b 4
— = GmT,
i

=
T+T _TeT
y =g =Rel , T, ==

T = Tr+iTi R Tr et T, sont des opérateurs autoadjoints.
i
On peut citer les 2 conditions suffisantes suivantes :

(I) Lidskii Eﬂﬂ : Tr et Ti définis positifs appartiennent i GE .

T est alors un opérateur de o
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(II) : Sahnovitch [58] : Tr et Ti sont définis positifs, Ti appartient 3 Gg.
Remarque - Un opérateur T tel que«ReT défini positif est dit accretif [?51.

Soit U un opérateur compact deGé vérifient (I), alors T = 1+U admet un
spectre purement ponctuel, les valeurs propres s'accumulent en 1 et les vecteurs

propres forment une base de H.

4 - Application au calcul de T

Etant donné un opérateur T = D+U vérifiant (C), on veut calculer une approxi-
mation de 1'opérateur triangulaire inférieur T = lim T ., Pour cela on considére

[ee]
TN = ﬂNTﬂN, ol N est choisi tel que H|U-WNUNN|“ =g f € nombre positif fixé.

On applique 1'algorithme LR i la matrice AN d'ordre N représentant TN dans 1la

base canonique de GN

A= ((Tej,ei) )

N 1<i, j<N

Soit T, (resp. (TN)S) le s itéré de T (resp. TN) par LR.

1 . - ?
Quelle est 1'erreur commise en approchant ﬂNTéWN par (TN)S

I1 est facile de voir, & 1'aide des décompositions matricielles, que :

Il|m

- 2
WMy (T oIl = 2 e

Posons T2 = D2+U2.
On peut majorer HIUZ-NNU T |“ en fonction de € (cf. § 1), et 1'on déduit une majo-

ration de “|ﬂNT3WN~(TN)3|“ en fonction de € comme ci-dessus.

Une majoration-de “IFNTSNN-(TN)SI“ en découle.
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IV - DECOMPOSITION DE SCHMIDT, ALGORITHMES QR ET CHOLESKI

1 - Décomposition de Schmidt

Soit T un isomorphisme de H, {ei} une base orthonormée de H., On note t, = Tei,
les {ti} sont indépendants puisque T est injectif)et forment une base de X puis-

que ImT = H,

D'aprés le théoréme d'orthogonalisation de Schmidt ([?i] p. 88) on peut définir

par récurrence les suites :

u
- - 1
U] = tl # 0 ’ q] m]—” s
u
u, = t,~(t,,q,)q q, = 2
2 2 27717 ? 2 lu2“ ’
—————— 2 T n+l
un+1 = tn+1—i§1(tn+l’qi)qi’ an = Iun+1| ’

telles que les {qi} forment une base orthonormée de H,

Pour tout n, t, est combinaison linéaire de Qpoevendy @

Soit Q 1'opérateur unitaire défini par : ei&+ q; -

La relation ci-dessus équivaut 3 la décomposition de Schmidt :
T=QR
~ x . . . . P
ou R = TQ" est un isomorphisme triangulaire supérieur.

Par le choix fait dans la définition des q; ¢ rii=”ui“ > 0, la décomposition est

unique.
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THEOREME 6
Tout tsomorphsime T admet la décomposition de Sehmidt :
T = QR.
Remarque — T &tant un isomorphisme, 7*7 est un isomorphisme autoadjoint défini
positif. T = QR implique T°T = R*Q™QR = R*™R. On retrouve la d&com-
position de Choleski du théoréme 4.

Nous aurons besoin dans la suite de 1la :

Proposition 3

Sott T un isomorphisme tel que t.. = (Te.,,e.) , admettant la décom—

1]
position de Schmidt : T = QR et vérifiant lIrll = K, ainsi que
_1 o
< .
™"l = &,
, on1/2 1 s .
ST n(T) = (& |t..| ) < 37— » Tl existe une consante C et un
i>j 13 3K,

opérateur diagonal unitaire d, tels que :

llQa-1]ll = ¢ n(T).

Démonstration
a) Q=TR !
~1
Posons qij = (er,ei) et pij = (R ej,ei)
J
1 > i . 0 = 3 . 1 i i [ i > .
Pour i J qlJ ki tlkka ne fait intervenir que les tlk’ 1>k

1

Donc ( % Iq.-lz)l/2 < “R"IH n(T) <= C, n(T) avec C, = K_.
> 1] 1 1 2
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b) Soit d 1'opérateur diagonal unitaire défini par :
g

lq. .|

(de.,e.) = 1l
ot 94
: | - ' =
Alors si Q o, aql; Iqiil > 0.

Remarquons que la multiplication par d ne change pas la double norme.

Soit la décomposition Q' = Qi+QS+A , avec

- Qi’ opérateur triangulaire inférieur, défini par (Qiej’ei) = (Q'ej,ei)
pour i > j, sinon O.

- Qs, opérateur triangulaire supérieur, défini par (Qsej’ei) = (Q'ej,ei)

pour i > j, sinon O.
- A, opérateur diagonal, défini par (Aei’ei) = lqiil’ sinon O.
Posons K = A+QS.
1= ™.Q" = (@M (00 = qffQ, +Kq, +QTR+K*K

1= 11 = WllQ; [llclio, lI+2likly = ¢, n(r)  avee ¢, = 3¢,

Si l-Czn(T) > 0, soit n(T) < §%~ » 11 est clair que KxK est un isomorphisme dont

K est 1'opérateur triangulaire Supérieur de Choleski,

D'aprés le théoréme 3, “I]—KXKIH < C2 n(T) implique “IK—AI“ < C3 n(T).
e) soit Q= q;+q : l[A]ll = (c +cn(m.
L= QR = (M) (M) = A%+ Al

=221 = lifallczliall+ 1Rl = c, ncmy.
Or

0= fq.;|* < fa ]| =1

et
|2 > 1-]q.

1=fa;; i1l
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Donc

I 1-alll = if1-a2]1 = ¢, n(T)
En conclusion, Q' = Qd vérifie :

e =1l = Hfa=t [l + lifq 1 h + o Il =

1+03+C4)n(T).

2 - Algorithme QR

On forme la suite d'opérateurs unitairement scmblables :

- -

De la méme fagon qu'au § I11.1,

1) Ts converge si et seulement si Ql"'Qs converge.

2) Q....Q_ est l'opérateur unitaire de la dé&composition de Schmidt de T°.
1 s

Pour &tudier la convergence, nous faisons les hypothéses i) ii) et iii) du théo-

réme 5. Alors, avec les mémes notations :

s 8, _ 8. A5\ ,S
T° = XA%Y = QR (A°L AT°)A%R,
et

“|US~1|“§33750-

Us est un opérateur triangulaire inférieur qui vérifie donc 1'hypoth&se de la pro-
position 3
' - = o -
g n() = It ~1]ll 50

U oyl 17>

S §->0
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Si US = qs.ré estilé‘décomposition de Schmidt de Ugs il existe un opérateur diagonal

unitaire ds tel que :

“Iqsds-llu < ¢ n(Us)

W = R,q d ' admet la décomposition de Schmidt a .R .
s X’s s S
et
WS-RX = RX(qsds—]) ’
Donc

a) < lfw R [l = IRyl Wl -1l < ¢, new)

On peut appliquer la proposition 3 & WS : il existe un opérateur diagonal unitaire

ds tel.que :

Magd -1l < ¢, new).

Alors

s _ - = % s _ (s)_(s)
T = (Qa ) (R dr AR = Q R,

~

Pour pouvoir identifier cette décomposition & celle de Schmidt, il faut introduire

1l'opérateur diagonal unitaire d(s) défini par

(d(s)ei,ei) = sgn(R(s)ei,ei), sinon O.
Alors
Q---Q, = Q(®a(®) - QXESESE:d(S) .
Et
_o 3%,(8) -
Q-0 -euaza * [l = llogll Nl a -1]ll.
Revenant 3 T_, = (Q]...QS)*T(QI...QS)

_,(8)=%= -15%.(s) _
I, - d R ARy d7a || s Oc4 o -1l

S—)OO
- . S . ~ ot - . -1 -
A un opérateur diagonal unitaire prés, 1'opérateur limite TW=RXARX est un-opérateur

triangulaire supérieur tel que (Twei’ei) = Ai’ i €N.



- 178 -

THEOREME 7

T est un Zsomorphsime. On suppose en outre que

i) le spectre de T est formé de valeurs propres distinctes, ordomnées : A,

i17) les vecteurs propres @, de T forment une base de H.

1i7) l'isomorphisme X : e, ™ @ vérifie (C).

On peut alors définir la suite d'opérateurs unitairement semblables :

=
|

Q = QR s s = 2,3...

s Rs—] s—1 s s

Lorsque s tend vers 1'infini, T converge en double norme, d un opérateur
diagonal unitaire prés, vers T, opérateur triangulaire supérieur tel que
T e. e,) = A,,
(001’1) 1
Lifchitz [35] et Sahnovich [5&] ont mis en &vidence une représentation trian-

gulaire pour des opérateurs T tels que :

a) Jur € G: (Lifchitz)

b) JmT € GZ (Sahnovich).

Dans le cas oi T admet un spectre purement ponctuel et une base de vecteurs
propres, nous venons de voir qu'il suffit que T soit un'isomorphisme pour admettre

une représentation triangulaire.

l’
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Dans le cas ot T admet un spectre continu, il semble qu'on puisse utiliser
le méme schéma de démonstration en 1'appliquant & des opérateurs triangulaires

relativement & une suite continue de projections [Hﬂ.

3 - Algorithme de Choleski

Soit T un isomorphisme autoadjoint défini positif. On dé&finit la suite d'opé~

rateurs semblables

_ .
T1 =T = RIR] s

_ x % -
T,=R_RO_, SRR, s=2,3,...

1/2

Sout les hypothéses i) ii) du théoréme 3, on peut définir U = T , isomorphisme

autoadjoint défini positif, pour lequel on définit la suite des itérés dans 1'al~

gorithme QR :

% =% = . C e . ., .
Alors : TS = UsU = R:.RS, et en identifiant les décompositions de Choleski

I1 y a donc convergence de l'algorithme de Qholeski sous les mémes hypothéses.



- 180 -

THEOREME 8

St T est un isomorphisme autoadjoint positif vérifiant les hypothéses

) 11) 2i1), la suite d'opérateurs semblables :

= = = 2 eeo
~TS Rs—le—l RsRs’ s s 3,

converge en double norme vers 1l'opérateur diagonal T_ tel que
(Tooei ’ei):‘}‘,\i E i e lNo

4 - Application au calcul de T

Le procédé employé au § III.4 pour calculer un majorant de 1l'erreur

“lﬂNTsﬂN_(Ts)N!H s'applique de la méme fagon lors des algorithmes QR ou Choleski.
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