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CHAPITRE 1

INTRODUCTION




Notre travail est une contribution aux nombreuses recherches effec-
tuées dans le domaine de la conception assistée des systémes logiques,
Il a suivi 1'évolution générale des travaux analogues : d'un aspect

trés restreint d'aide au calcul algébrique, il est passé & 1'étude de

méthodes tré&s complétes d'aide & la conception,

Il y a quelques années, én effet, le probléme de la conception assis-
tée &tait tré&s différent. Tout d'abord, la taille des systémes & con-
cevoir était faible, car la fiabilité des composants, leur encombre-
ment et leur &chauffement interdisaieut les trop gros ensembles. Par
ailleurs, la technologie &tait moins &laborée que maintenant, ce qui
avait l'heureux effet d'imposer des contraintes commodes. Par exemple,
quand les opérateurs ET et OU &taient réaliséds avec des diodes, il
était en pratique, impossible de disposer, sans régénération, plus

de deux opérateurs en série ; cela imposait donc de réaliser les fonc-
tions booléennes sous forme polynomiale, ce qui, mathématiquement, est
trés commode. Un autre exemple se trouve dans les systémes séquentiels
quand les &léments combinatoires se faisaient avec des diodes peu
coliteuses et les bascules avec des transistors nettement plus chers,
il était suffisant pour obtenir un cofit total faible, de minimiser le
nombre de variables internes et donc de bascules. Enfin, les moyens de
calcul dont on disposait ne permettaient pas des programmes complexes.
I1 &tait possible d'écrire des algorithmes algébriques simples ne fai-
sant pas intervenir toutes les astuces employées par 1'homme ; un
exemple typique des programmes d'alors est le calcul des composants
premiers d'une fonction par la méthode de Quine et Mc Cluskey qui a

pu &tre mise en oceuvre sur trés petits calculateurs.



La deuxiéme raison est psychologique ! Les réseaux calculéds par un
ordinateur semblent & premiére vue bizarres, et, puisque c'est un
homme qui doit assurer la maintenance des circuits et leur dépannage,

il est souhaitable que ce soit un homme qui les congoive.

Actuellement, une troisiéme révolution technologique va mettre tout
le monde d'accord, logiciens et fabricants : les circuits intégrés a
grande échelle bouleversent les traditions. Une caract@ristique essen-—

tielle de ces circuits est de n'@tre ni dépannables, ni modifiables.

Ils ne sont pas dépannables, donc la contrainte de simplicité dispa-
rait : puisque personne ne touche aux circuits, il est sans importance

que personne ne les comprenne.

Ils ne sont pas modifiables, donc toute erreur de conception devient
catastrophique. En général, on admet en effet que le prix de revient
d'une série est pratiquement celui des photomasques et toute efreur

dans ceux—ci équivaut 4 la mise au rebut de toute la série,

Ce dernier aspect rend indispensable 1l'emploi de l'ordinateur qui sera
utilisé@ non plus pour faire mieux que 1'homme, mais pour faire, sans

se tromper, la méme chose.

Une autre raison d'utiliser l'ordinateur est le regain d'intérét de la

minimisation. Avec les composants discrets, le nombre d'éléments n'avait



- 3 - implantation et cablage. Le schéma logique est transformé en

un schéma réel, compte tenu de la technologie utilisée, de la maniére
de disposer les &l&ments sur un support matériel, de la maniére de

réaliser les connexions, etc......

- 4 - vérification du réseau. Cette opération est indispensable quand

les étapes précédentes ont &té faites manuellement ; elle consiste en
général en une simulation, soit logique et grossiére, soit plus fine

en tenant compte des propagations, des temps de transitions etc....

- 5 - définition d'un test. Cette opération consiste & définir dans

quelles conditions doit s'effectuer le test du réseau pour déceler et

dventuellement localiser les pannes.
~ 6 — fabrication. Dans certains cas on peut envisager une fabrication
assistée : par exemple le cablage automatique de plaquettes, ou le

dessin automatique des masques de circuits intégrés.

Notre travail se situe essentiellement au niveau de la synthése logique,

bien que nous ayons tenu compte de certains problémes d'implantation
et de test. Il a trols aspects : mathématique, physique et informatique.
Dans le domaine math&matique, nous avons &tudié des méthodes générales
de calcul des réseaux combinatoires et des réseaux séquentiels asyn-—
chrones.

Dans le domaine physique nous avons étudié les problémes électroniques
de 1'intégration & grande &chelle. Cette étude qui n'apparaitra prati-
quement pas ici, nous a permis de découvrir les contraintes pratiques
auxquelles sont soumis les fabricants de circuits, et les facteurs
d'évaluation du cofit des circuits.

Enfin, dans le domaine informatique, nous avons écrit de nombreux pro-

grammes d'aide & la conception, dans une premiére &tape afin de comparer



les méthodes théoriques, et dans une deuxiéme pour développer un outil

effectivement utilisable.

Une des originalités de notre travail est l'@troite imbrication entre
la partie mathématique et la partie informatique : c'est en &crivant
des programmes relatifs 4 des méthodes connues que nous avons pu voir
leur faiblesse, et nous orienter vers des méthodes enti&rement nou-
velles. Toutes les théories que nous présentons dans cette thése ont
pour origines les contraintes de la programmation. Cet aspect s'est
avéré trés fécond, et des généralisations qui, mathématiquement
n'étaient pas évidentes, ont &té découvertes intuitivement en cher-
chant i programmer astucieusement des méthodes déji connues. Par ail-
leurs certaines é&tudes statistiques sur les réseaux obtenus par pro-
grammes ont permis de comparer certaines méthodes et d'orienter nos

recherches.

Synthése des réseaux combinatoires.

Ce sujet, abordé depuis longtemps par de nombreux théoriciens, a été
traité ici par des méthodes nouvelles. L'id&e générale de ces méthodes
est de "fractionner" chaque fonction & réaliser en sous-fonctions de

plus en plus simples, en employant donc un procé&dé récursif qui utilise

au mieux les possibilités des langages modernes de programmation.

Suivant la maniére dont se fait la décemposition, on peut obtenir des

méthodes trés diverses.

- 1 - Une premiére méthode, adapt&e i une synth@se & l'aide d'opérateurs

-~

. . . {, .
NOR par exemple, consiste & fractionner chaque fonction F en K fonctions

Fl’ FZ""’Fk vérifiant : F = NOR(Fl, FZ""°Fk)

On obtient les Fi par une partition des mondmes d'une base irredondante



de F1° Cette méthode que nous avons appelé méthode de "fractionnement
littérale' utilise la théorie habituelle de minimisation des formes
polynomiales. Bien que les programmes relatifs 3 cette méthode soient
lourds (relativement & ceux qui suivront), elle est inté&ressante pour
trois raisons.

a) On obtient des réseaux de structure simple et facilement
compréhensible.

b) Elle permet de traiter le probléme des aléas en cours de
calcul.

c¢) Elle a permis enfin d'a'srder le probléme des tests de
maniére tré&s simple.
Nous l'avons programmée depuis plusieurs années et en avons fait le

sujet d'une thése de docteur-ingénieur en 1967.

- 2 -~ Une deuxiéme méthode est née de la lenteur relative de la pre-
miére : les ordinateurs ne sont pas faits pour le calcul litt&ral et
celui-ci est donc lent, Nous avons préféré alors une méthode qui

utilise une représentation vectorielle des fonctions booléennes et

des notions de distances, beaucoup plus adaptées aux possibilités du
calcul automatique. Par ailleurs, nous remarquions que, dans les
méthodes habituelles, les réseaux obtenus sont arborescents et donc
coliteux, ce qui s'explique intuitivement en disant que la probabilité
de trouver dans un résgau deux sous—fonctions Fi et Fj égales, est
trés faible., Nous avons alors cherché une méthode qui permette de
choisir a priori ce qui, dans une partie de réseau d&ja existant,

resservira dans une autre partie.
L'idée de base de notre méthode se dégage alors natu ellement.

Désirgnt réaliser F et disposant de fonctions déja réalisées Fl’ FZ"
......Fp, on cherchera a priori & utiliser celle qui se 'rapproche"
le plus de F, quitte &.la corriger en lui "enlevant les points en
trop" et lui rajoutant les "points qui manquent'. Cette méthode fait

donc intervenir une distance entre fonctions et nous l'avons appelée



méthode topologique. Elle est plus facile & programmer, plus rapide

et donne des résultats plus &conomiques que la précédente. En outre

elle a 1'immense avantage de permettre de traiter simultanément syn-

thése, implantation et cablage. En effet, on voit que cherchant la

meilleure fonction Fi pour réaliser F, on peut &galement chercher
celle qui est la plus proche dans le réseau du point ol est réalisé
F ; on cherche celle qui nécessitera une connexion facile (compte

tenu des croisements de connexions par exemple).

Cette méthode est destinée 34 1'intég.ation & grande échelle ; nous
avons pu la programmer en faisant des hypothéses raisonnables sur le
cablage, sans toutefois avoir pu la mettre réellement en pratique

faute de problémes précis.

Synthése séquentielle.

La deuxiéme partie de cette thése est consacrée i la mise en appli-
cation et & diverses généralisations de la méthode de R.DAVID.

Notre premiére contribution a &té 1'écriture de programmes suivant la
méthode initiale de DAVID. Ces programmes ont montré la grande supé-
riorité de la méthode sur toutes les précédentes tant au point de vue
complexité du programme que du point de vue du colt statistique des
réseaux obtenus. Toutefois, certaines faiblesses de la méthode nous
sont apparues & l'écriture des programmes.

La premiére est de nécessiter au départ une représentation sous forme
de tableau d'é@tats primitifs, ce qui peut parfois 8tre impossible
pour les gros systémes. Nous proposons de pallier & cette difficulté
en utilisant une méthode de consensus pour grouper les &tats, tout en
obtenant une représentation minimale méme si celle de départ n'était

pas primitive.



Cette méthode n'a pas encore &té exploitée sur ordinateur, mais sa
Programmation étant analogue 4 celle du consensus en algébre de Bople,

ne posera pas de difficultés,

Une deuxiéme faiblesse de la méthode concerne la recherche des rela-
tions d'hypovalence. Celles-ci peuvent en effet ne pas exister si les
sorties sont quelconques. Nous proposons en fait une méthode de codage
des sorties, dérivée de la méthode de synth&se topologique : le prin-
cipe est de considérer une sortie comme une fonction booléenne des en-
trées et des variables internes, et d= fractionner cette fonction en
s'efforgant d'utiliser le plus possible les variables d'entrées ou
certaines variables internes 'peu cofiteuses'. Comme précédemment,

cette méthode n'a pas encore été programmée.

Enfin, nous présentons une méthode de décomposition des gros systémes
séquentiels en sous systémes ayant peu d'interconnexions entre eux,
et ceci dans des cas ol la méthode d'Hartmanis ne donne aucuns résul-

tats.



QOHAPITRE 2

Outils mathématiques de base

THEORIE DES FONCTIONS INCOMPLETES

Introduction.

En pratique, les fonctions logiques rencontrées dans les systémes

sont en général incomplétement spécifiées. Il s'ensuit que certaines théories

classiques de 1'algébre de Boole sont inapplicables. En particulier, une
propriété fondamentale disparait : l'ensemble des fonctions logiques incom-
plétes ne forment pas une algébre de Boole. Il a donc &té nécessaire d'appro-

fondir la théorie de ces fonctions.

_11_



2 - 1 Etude générale des fonctions incomplétes.

2-1-1 Définition et notations.

Une fonction logique incomplé&te peut étre caractérisée par la donnée de

deux fonctions booléennes dénommées bornes inférieures et supérieures :

On notera F = {f, f}  avec f<f

Pour certaines démonstrations, nous utiliserons la notation :

F=f+¢f
ol le symbole § désigne une quantité indéterminée O ou 1.
Dans les problémes pratiques, il est souvent plus commode de considérer
non pas la borne supérieure f mais son complément £'. On utilisera alors
une autre notation qui sera appelée '"Normale" :

F=[f, f']

notation qui fait mieux ressortir la symétrie entre les grandeurs O et 1,
et qui se distingue de la précédente par la présence de crochets au lieu
d'accolades.

Notations : Dans tout ce qui suit, on notera en caractéres minuscules les
fonctions booléennes complétes, et en majuscules les fonctions incomplétes,
exception faite pour l'ensemble des variables x

Xy eeX qui sera noté X.
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Remarque : Une fonction compléte f pourra en général Etre assimilée 3 la
fonction incompléte particuliére F = [f, £f'] . Toutefois, il conviendra de
prendre certaines précautions, les opérations sur les fonctions incomplétes

n'ayant pas toutes les propriétés des opérations de 1'algé&bre de Boole.

2-1-2 Opérations.

On définit des opérations qui sont des extensions des opérations booléennes.
Ces opérations seront notées de la méme maniére tant qu'il n'y a pas de con-
fusion possible. (Les grandeurs complé&tement et incompl&tement spécifiées

n'étant pas, elles, notées de la méme maniére).



- COMPLEMENT -

On définit le complément F' de la fonction F = [f, '] par F' = [f‘,_ﬁ].
Cette opération est une extension de la notion habituelle de complément ;
si F est compléte, on a en effet :

F=[f, £'] et F' = [£', f]

F' est bien une fonction incompl&te puisque si £ < f on a bien ?'g_i'

Remarque : C'est la simplicité de la définition dans la notation normale
qui nous la fait préférer aux autres notations.
Si on note par exemple :

F={f, f} alors F' = ((D', (D"}

et le calcul de F' nécessite deux calculs de compléments. En particulier,

la représentation normale sera exclusivement utilisée pour la représenta-

tion sur ordinateur des fonctions incomplates.

- UNION -
Par définition, l'union de deux fonctions F = (£, '] et G = g g'] est
la fonction

F+G=1[f£+g,f .21l
opération qui est, comme ci-dessus, une extension de 1'union habituelle
puisque si F=1[f, f'] et G = [g, g'] on a bien H = [f+g; £f' . g']
Cette fonction est bien une fonction incompléte puisque

sif<f et g <g ona f+g.f+yg

— INTERSECTION -
De la méme maniére on définit 1'intersection de F et G par

F.G=1[f.g, £'+7g']

comme précédemment cette fonction F G est bien une fonction incompléte.

Propriétés de ces opérations.

On montrerait par un calcul &lémentaire que les opérations union et inter-
section sont associatives commutatives, idempotentes, distributives 1'une

par rapport & l'autre.



On peut grouper ces diverses propriétés en énongant le théoréme suivant.

Théoréme 1.
Les fonctions incomplétement forment un treillis distributif pour les opéra-
tions d'union et d'intersection.

L'élément maximum du treillis est [1, O]

L'élément minimum du treillis est [0, 1]

Remarque @
On peut démontrer que ce treillis n'est pas un treillis de Boole car il n'est

pas complémenté

a tout F = [a,b] on ne peut en effet pas forcément associer F" = [x,y] tel
que F + F" = [1,0] et F . F" = [0,1]
On aurait en effet alors
a+x =1 b.y =0
a.x =0 b+y=1

d'old on tire

x = a'

» ¥y = b
mais si F est strictement incompléte, on a a < b et donc x >y

et le couple [x,y] ne représente pas une fonction incompléte.

DISJONCTION
La disjonction de F et G sera par définition

F® G=F . G" +F.G
ce qui est bien une fonction incompléte pﬁisque complément produit et somme
donnent des fonctions incomplétes.
Ceci peut se développer en appliquant les régles précédentes

Fe&c=I(£f T .[g", gl + [£',£] . [g 8'l

= [£g" +f'g, (f'+g) . (£+g"]

opération qui comme précédemment, est une extension de la disjonction en
algébre de Boole.
On vérifie de maniére trés simple les propriétés suivantes

~- la disjonction est associative et commutative

(FOG) OH=F ® (GO H) et FOG=GOF
- elle posséde un &lément neutre [0, 1]. En effet

[a, b] ®[0,11 =[a.1+b.0,a.0+b. 1] =[a,b]
- par ailleurs F® [, 0] = F'

En effet [a, b] ® [1, 0] =[a . 0+Db .1, a.1+Db. 0]
' [b, al=[a, b]'

_14_



Mais certaines propriétés ne sont pas vérifiées.

On n'a pas en général :

(F ® G)H = F.H ® GH

Il n'y a pas distributivité de 1'intersection pour la disjénction.

En effet, si F = E’El s, G = E:,d:l estH=[e,f__]

On a :

[igd +bc)e, ac + bd + %]
[(ad + bede, ace +bd + £]

Et, en général, les deux bornes supérieures ne sont pas égales.

(F & G)H
et FH + GH

Par ailleurs, il n'existe pas d'inverse pour la disjonction.
On n'a pas F @ F = E

s 1
En effet |a, b:l ® [a, b] Eab + ba, aa + bl;]

o, 2 + &]

Et si F est une fonction strictement incomplé&te, a # b' et donc a + b # 1

=]

[t}

On peut se poser la question : Existe-t'il un &lément F'" inverse de F ?

En fait, il n'en est rien si F n'est pas complet. En effet, supposons qu'il

existe [}, é] inverse de [}, E] . On aurait
E, ﬂ + E{’ YJ = E)’ l]

donc E\y + bx, ax + by] = E), 1]
donc ay + bx = O

1

systéme d'équations qui se réduit & 1'équation unique :

ax + by

ay + bx + a'p' + a'y' + x'b" + x'y' =0
x(y + b+a') + x"(y" +b'" +a) =0
La théorie des équations booléennes (cf[]P nous montre que cette équation
n'est possible que si les coefficients de x et de x' sont disjoints
(y+b+a")(y" +b' + a) =0
C'est-a-dire :
y(b + a') + y'"(b' +a) =0
équation qui n'est encore possible que si
(b +a') (b' +2a) =0
b®a' 0
b

'

a

_.]5_



Pour qu'une fonction ait un inverse pour la disjonction, il faut et il

suffit qu'elle soit compléte.

2-1-3 Spécification.

1) On dira qu'une fonction G = [;, EE] est plus spécifiée que
F = [§3 fﬂ si on a :
£

Ji AN

g et £ g’

LAY

On notera cette relation :

F >> G

Cette relation est bien une relation d'ordre car elle est le produit de

deux relations d'ordre.

On dira également que F est plus incompléte que G (l'ensemble des valeurs

des variables pour lesquelles F est défini est contenu dans l'ensemble ot

G est dé&fini)

2) Si G est fonction compléte G = [é, g] , on dira que g est une

solution de F.

Chercher a réaliser physiquement une fonction incompléte F, reviendra donc

a chercher un réseau logique ré&alisant une solution de F.

2-1-4 Expression des fonctions incomplétes, forme de Lagrange.

Toute fonction F(x) incompléte peut se mettre sous la forme

F(x) =x . F(1) + x'" , F(O)

en confondant ici la variable x et la fonction incompléte [k, x'l . En effet

]
[5(1), P(lﬂ .[:x, le +[§(0>, P(CEI : E;‘
chu), x' + ?'(1):] * Ec'_f_(O), x + ?'<0>]

Ecﬁ(l) +x'£(0), (x'+ f'(l))(x+?'(oil

xF(1) + x'F(0)

E{_f_(l) + x'£(0), xE'(1) + x'?'(OE'

[f_(x) , £ (XJ

_16...



2-1-5 Enveloppes

Définition.

On appelle "enveloppe' ou ''fermeture' une transformation f +‘F(f)
extensive, monotone,idem-potente. (Bibliographie n°[3p.

Dans le cas des fonctions incomplétes, on appellera donc enveloppe une
application (f de 1'ensemble des fonctions incomplétes dans lui-méme,

telle que

a) VF, Y(F) << F : la transformation est extensive
b) si F << G, P(F) << ‘f(G) : 1'application est monotone
(la relation << étant celle définie au paragraphe 2-1-3

c) (f(‘f(F)) = $(F) l'application est idem.potente

Exemple : la transformation qui, & F, associe, si elle existe, la plus

grande fonction croissante compatible avec F, est une enveloppe.

Enveloppe intérieure ou 'réduite'.

Etant donnéeF = [i(x), f"(iﬂ

posons Z= X (1Y

On définit la réduite r(F) par

=\
- [T, £ 7

en utilisant 1a notation des enveloppes inddpendantes de certaines
vaeiables utilisée par Lapscher (cf n°[3]), cette transformation r est bien

une enveloppe puisque

a) r(f) est par définition compatible avec f donc r(f) < £

Tz Nz
b) r(r(F)) = E_ftz /?\Z]

et la propriété d'enveloppe est vraie pour la transformation £ - r(f)

Remarque.
1) Cette enveloppe offre un intérét pratique &vident : la réduite d'une

fonction F, dépendant de moins de variables que F, sera plus simple que F.

2) On démontre (cf. thése de l'auteur : bibliographie n°E@b que la réduite

r(F) d'une fonction F existe toujours bien qu'on ait parfois r(F) = F

_17...



2-1-6 Distances.
Par extension de la notion de distance habituellement utilisée en algdbre

de Boole, on appellera distance entre F = [é, Q] et G = [;, é] la

quantité -

ad + be

d(F, G) =

C'est le nombre de valeurs des variables pour lesquelles F # G
Cette quantité vérifie

- d(F, G) est positif

- d(F, G) = O implique qu'il n'y a pas de valeur des
variables pour lesquelles F est sfirement différent de G, donc il existe
une fonction H compatible avec F et G.
Cette grandeur n'est pas une distance au sens mathématique car 1'inégalité

triangulaire n'est pas vérifiée.

distance d'une fonction incompléte 3 une fonction compldte

si F=[::f_,?'] et G = I:é;, gzl
g

~

On a, en identifiant G 3

d(F, g) =‘ fg' + f'g \

et ~d(F, g) = 0 implique que g est solution de F:
En effet f. g' + f'.g = 0 implique
£ = 0 EE_?'.g = 0 donc

.g'
£ <8 et g < f

2-1-~7 Variations des fonctions

2-1-7-1 Définitions.
Etant donnée f(xi, X) une fonction booléenne, on définit les fonctions
sulvantes

dérivée : on pose

Ai(f(X)) = £(0, X) & £(1, X)

c'est la“dérivée’en X, de f(x, X)
Soit f(xyz) = xy + yz + zX

On a alors :
Xx(f(xyz)) = £(0, yz) ® £(1, y z)

(yz) ® (y + yz + 2)
vy 8 z

]

il

_18_



et de la méme manigre puisque f est symétrique en x y et z
Xy(f(xyz)) =x 9 2
Az(f(xyz)) =x 8y

enveloppe inférieure

On pose ui(f) £(0, X) . £(1, X)

c'est l'enveloppe inférieure indépendante en X de £ (plus grande fonction
indépendante de X, et inférieure 3 f). En effet

a) le produit f(0).f(1l) est inférieur 3 f(xi), et indépen-
dant de Xy

b) si on suppose g(X) indépendant de x; et inférieur 3

f(xi, X), on a :

< £(0, X)
1, g(X) £ £(L, X)
donc par produit g(X) < £(0, X).f(1l, X)

pour x = 0 , g(X)

pour X

done g(X) §=1&(f) ce qui est la propri&té cherchée.

Exemple : £ = xy + yz + zx

On a : ux(f(xyz)) (yz) . (y + yz + 2z)
= y,2

et, de méme, par raison de symétrie

uy(f(XYZ)) = X.z2
u, (E(xyz)) = x.y
enveloppe supérieure
On pose : [ Gi(f(X)) = £(0, X) + f(1, X)

On démontre comme précédemment que Gi(f) est l'enveloppe supérieure indé-

pendante en X de f.

Exemple : f =xy + yz + 2zx
6 (f(xyz)) = (y2) + (x + yz + 2)
=y +z
ey(f(xyz)) =x + z
6,(f(xyz)) = x +y
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frontiére de f(X)

Etant donnée un sous ensemble X1 de X, on appelle frontiére en X1 de

f(X) la fonction

front (f) = £(X) .423: Xi(f)

X1 x€X)

Nous dirons que la frontidre est 1'ensemble des points de f ayant un

voisin en X, dans f'.

Si X1 = X on dira que la frontidre est totale.
Si X = {xi} la frontidre se réduit a Xi(f(X)). £(X)
Exemple : f(xyz) = xy + yz + 2zx
front (f) = (xy + yz + zx)((y ® z) + (x & 2) + (x 8 vy))

X

(xy + yz + zx)(yz' + y'z + xz' + zx' + xy' + yx")

xyz' + xy'z + x'yz

x L
\o %<>o ot tt 10

3y co o
MY NN

F Front (F)

Voisinage de f(X)

On appellera ainsi la frontiére de f'(X). On aura donc

Voisin (f(X)) = £'(X) . ZE:~ Ai(f(X))
X1 xf&Xl

Variation de f(X)

On appellera ainsi 1l'ensemble des points frontiére de f et de f'

Var(£(0) = 2, A (E()
X1 x§5X1

La variation vérifie manifestement les propriétés suivantes :
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Var(f) = Var(f'")
X1 Xl

Var(f) = Voisin(f) + front(f)
XA *4 ’ X1

Intérieur de f(X)

On appellera intérieur de £(X) l'ensemble des points de f(X) qui ne sont

pas frontiére en X1 :

Int(£(X)) = £ . (front(£(X)))"'

%

C'est également l'ensemble des points dont tous les voisins sont dans f.

On a donc :

mee(0) = 1L, (£0)
1 xi€ %

Cette formule est plus intéressante que la précédente car dans certains
cas elle donne lieu & un calcul aisé:
Si £(X) est donnée sous forme de base premidre compléte, et si x, est

une variable de Xl’ on écrira :

f(X) = A,x, + B.x! + C,
i1 i71 i

ui(f) £(0).£(1) = (B, + Ci)(Ai+Ci)

C. + A,B,
i i1
Mais AiBi est formé de mondmes qui sont consensus d'un mondme de Aixi et

d'un mondme de Bixi s ce consensus est donc dans Ci et on a :

w(f) = ¢,
et donc
' Int(£(X)) = ‘yt C.
X x.€X1 i
1 i
Exemple f(xyz) = xy + yz + zx

int(£f)

(yz).(x2) .(zx)

= Xyz

_21_
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Adhérence de f(X).

On appellera adhérence la fonction :

adher (f(X)) = f + Voisinage(f)

X X

Son complément est l'intérieur de f' et on a :
adher (£(X)) = (TTu (')’

=1 E)!
29, (f)

adher (£(X)) = éZéx 0, (£(X))
Xl 1-"1

Exemple : £(X) = xy + yz + zx _
adher(f) = (x + y) + (y + 2) + (Z + x)

=x +y+ z

xy Xy
3 ¢o OV i O 3N\ 00 o1 it

IENNNEINNNN
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2-1-7-2 Prgpriéﬁés de l'adhérence et de l'Intérieur.

Lemme |
adher (£(X)) + adher(g(X)) = adher(f(X) + g(X))
X X X
1 1 1
En effet :
A € adher(f+g)<&=> I8, d(A, B) < 1 et £(B) + g(B) = |
<=>ds, d(a, b) < 1 et £(B) = |
ou
3B, d(a, b) <1 et g(B) =1
<> Acadher(f) + adher (g)
Lemme 2
£(X) < g(X) &> adher(£(X)) < adher(g(X))
X X
1 1
En effet : £(X) < g(X) h(X), £(X) + h(X) = g(X)

Et donc d'aprés le lemme précédent :

adher (f(X)) + adher (h(X)) = adher (g(X))

Et enfin adher (£(X)) < adher (g(X))

Lemme 3

adher (f(X).g(X)) < adher(f) . adher(g)

A

En effet f.g < f —=> adher(f.g) < adher(f)

f.g g8 ——> adher(f.g) < adher(g)

A

et par produit adher(f.g) < adher(f).adher(g)

Par ailleurs, il n'y a pas toujours égalité comme le montre 1'exemple :

adher(f) . adher(f') = Var(f)
adher(f.£f') = adher(0) = 0O

Adhérence d'une fonction incompléte

si F(X) = {£(X), £(X)}.

On appellera adhérence de F(X) la fonction incompléte
adher (F(X)) = {adher(£(X)), adher(£(X))}

(c'est bien une fonction réelle puisque £ T et done adher(f) < adher (%))
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Théoréme.
L'adhérence d'une fonction g,compatible avec F,est compatible avec
adher(F). En effet, d'aprés le lemme 2,

f<gf = adher (f) < adher(g) < adher (%)

Lemme 4
£(X) < g(X) = Int(£(X)) < Int(g(X)
X X
1 1
Ce lemme se déduit du lemme 2
Si £(X) < g(X) on a £'(X) 2g'(X)
et donc Adher(f'(X))‘; Adher (g’ (X))
Xy Xy

Et, par complémentation :
(Adher (£'(X)))" < (Adher(g' (X))
X X

Ou encore Int (£(X)) < Int(g(X))

Corollaire.

Comme précédemment on en déduit
1) que l'intérieur d'une fonction incompléte
F = {f) f} peut 8tre défini comme
Int(F) = {Int(i), Int(f)}

X % X

2) que si g est compatible avec F alors
Int(g) est compatible avec Int(F)

X1 X4

Applications.

Ces notions seront utiles damns la détermination de ré&seaux sans aléas

et de réseaux testables (chapitres 3-4 et 3-5).
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CHAPITRE 3

CONCEPTION DES RESEAUX COMBINATOIRES
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Introduction : les méthodes peuvent &tre classées en trois types.

a - Méthodes par factorisation: [41] ,Bj]' [13]

Etant donnée une fonction f par une forme polynomiale, on déduit de
cette forme un réseau d'opérateurs NOR (ou NAND ou ET/OU) par mises en
facteurs et complémentations successives. Ces méthodes dérivées des réa-
lisations en somme de produits sont simples mais ne conduisent pas a des
réalisations économiques : les réseaux formés sont arborescents : si
plusieurs- fonctions doivent &8tre réalisées, il est difficile de déter-
miner une partie commune dans leurs réseaux respectifs.

"

Cette méthode est plus destinée 4 &tre utilisée "& la main'" que sur

ordinateur, nous ne l'avons pour ainsi dire, pas &tudiée.

b - Méthodes par composition ou méthodes ascendantes.

Ces méthodes consistent & former tous les réseaux non redondants par
colits croissants jusqu'a obtention d'un réseau réalisant la fonction
donnée. Cette méthode, trés séduisante parce qu'elle conduit i des
réseaux minimaux, n'est envisageable que pour des réalisations relati-
vement simples. Elle serait inapplicable pour des complexités dépassant

une vingtaine de portes. (Bibliographie : [}],[}3] et[a])

¢ - Méthodes par '"fractionnement' ou 'descendantes'. [14 ]

Au lieu de composer des fonctions simples (les variables) jusqu'a
obtention des fonctions & réaliser, on peut concevoir une méthode procé-
dant en sens inverse : la fonction donnée setra décomposée en sous fonc-—
tions plus simples, jusqu'ad obtention des variables.

Définition : "fractionner'" une fonction & réaliser f(x) 3 l'aide d'un
opérateur A, & k entrées revient 4 déterminer les fonctions intermédiaires

plus simples que f et notées fl""'fk’

f= A(f1 f2..............fk)

telles que :

et & itérer le procédé pour chacun des fi jusqu'd 1'obtention de fenctions

disponibles, variables ou fonctions déji réalisées dans une &tape précé-

dente. Cette méthode de calcul qui nous est propre, a déja regu diverses
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interprétations : dans une thése antérieure nous avons développé deux
méthodes de fractionnement déduites de la théorie des formes polynomiales

des fonctions booléennes.

Dans ce qul suit nous rappellerons briévement une de ces méthodes, en en
montrant quelques aspects intéressant dans le domaine des aléas et des
tests. Ensuite nous donnerons une méthode de fractionnement nouvelle,

spécialement étudiée en vue d'une intégration & grande et moyenne échelle.

Méthode de fractionnement littérale.

La méthode que nous exposons icli a déja donné lieu & une thése de docteur-
ingénieur soutenue par l'auteur de celle-ci en 1967 (Bibliographie H4]).

Nous en rappellerons cependant les principes.

3-1-1 Opérateurs.
Les méthodes de fractionnement littérales sont trés générales et s'appli-
quent i des opérateurs trds variés, mais ayant la propriété d'€tre privi-

légiés,

1 x2.....xn) ayant une expression a l'aide des signes union, inter-
section et complémentation dans laquelle chaque variable n'apparait
qu'une fois.

Un opérateur sera dit privilégié s'il réalise une telle fonction.

opérateurs réalisant les fonctions (x + y'z")w', x'y' + w'z' etc......
Par contre, ne sont pas privilégiés, les opérateurs majorité et disjonc-

tion qui s'dcrivent (x +y)z + xy et xy' + x'y.
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de fractionnement littérales. En fait, nous exposerons la méthode de
fractionnement sur 1'opérateur NOR qui est le plus utilisé. Nous donnerons

d la fin de ce chapitre quelques exemples de généralisation

3-1-2 "Base'" de fractionnement.

Par extension de la terminologie des espaces vectoriels, nous appellerons
"base" un ensemble de variables ou fonctions pouvant générer par composi-
tion des opérateurs donnés, la ou les fonctions & réaliser. Une telle
base peut €tre minimale : 1'ensemble des variables dont dépend effective-
ment la fonction F(xl....xn) constitue une telle base.
En réalité, une telle notion n'est pas intéressante pour la conception des
réseaux. Il est souvent plus intéressant de minimiser le nombre d'opéra-
teurs nécessaires que de minimiser le nombre de générateurs de la base.
Si, par exemple, une premidre fonction F utilise pour sa réalisation des
fonctions intermédiaires F,, il peut &tre intéressant d'adjoindre ces

i
fonctions 3 la base constituée des variables, pour le fractionnement
d'une deuxiéme fonction G.
Cette notion de "base" est indépendante de la méthode de fractionnement
choisie, elle interviendra en particulier dans la méthode dite "topolo-

gique"

3-1-3 Principe du fractionnement.

Etant donnée une fonction incomplate

F(x Ceeea.X ) [f R f ]

et des opérateurs NOR i k entrees, nous recherchons k fonctions inter-

médiaires notées Fl’ FZ"""""’Fk telles que
F = NOR (F, Fpsurennnnii i)
ou encore ii
i=1 Fi (1)

€quation qui se décompose en deux :
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I1 est évident que chaque F. sera d'autant plus simple a réaliser qu'il

est plus incomplet : chaque fi sera donc choisi aussi petit que possible,

et chaque EI aussi grand que possible.

Détermination des fi

Supposons (f)' donné sous la forme polynomiale

F'o= :E:: mj

j€ ]
Soit Jl’ J2"'°"""""Jk un recouvrement de l'ensemble d'indice J :
Jl U J2 Uissvoon U Jk = J
On définira fi par :
£ - > ™ (4)
jedi

On aura bien alors :

— jedb jed 1 el
Et 1'égalité (2) est bien vérifiée.

Détermination des fj.

On choisira la plus grande valeur possible pour chaque f;, c'est~a-dire

fi = (f)' pour tout i, et on aura bien

k k
g f: - E (£)' = (f)' et 1'équation (3) est vérifide
i=1 i=1 -

3-1-4 Convergence.

La méthode converge si chaque Fi est plus''simple a réaliser'" que F : il

faut pouvoir affirmer qu'apré&s un certain nombre d'itérations du fraction-
nement, les fonctions obtenues seront réalisables par des &léments de la base.
Deux critéres principaux sont utilisés pour assurer la convergence : un cri-

tére basé sur le niveau de spécification des fonctions, et un critére basé
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sur le nombre de variables des fonctions.

3-1-4~1 Niveau de spécification.

On appellera "niveau de spécification" ou plus simplement "niveau"
d'une fonction incompléte, le nombre de valeurs des variables Kpoere X s

ol la valeur de F(xl......xn) est définie.

Théoréme,

Si & chaque fractionnement le niveau de chaque Fi est strictement
inférieur au niveau de F, alors la méthode converge.

En effet, aprés un certain nombre de fractionnement, on arrivera i des
fonctions Fi €lémentaires ayant un seul mondme canonique dans sa borne
inférieure, et un seul dans sa borne supérieure. A ce stade, le frac-—
tionnement devient impossible, mais toute variable xj présente sous une

forme dans fi et sous l'autre dans f; est une solution de Fiz

Si f., = xm, et £.' = x".n.
i i i i

alors on a x.m, <x < x + (ni)'

Par ailleurs, une telle variable existe toujours 3§ ce stade. Si en effet
il existait Fi dont les deux bornes vérifient

f. = m.
i i

(ﬂ)' =,

m, et n, étant deux mondmes tels qu'il n'existe aucune variable accentuée
dans 1l'un et non dans l'autre, le produit m,.n; ne serait pas nul ce qui
est exclu puisque par définition fi et (fi)' sont disjoints.

Remarque. Ce théoréme justifie a posteriori la convention de fractionne-

ment qui imposait & chaque Fi d'@tre le plus incomplet possible.

Corollaire 1. On imposera, lors du choix de la partition des mondmes de

(£)' que cette fonction soit écrite sous forme irredondante. En effet,

supposons (f)' écrit sous forme redondante :

()" ?-Z m, +ij
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)} m, constituant une base irredondante et X mj des monOmes superflus.

I1 existe alors un fractionnement particulier de (f)' en deux fonctions

f1 et fg: _
fl.= z m, = (£)
f2 = mj
et alors F] = F' et cette fonction n'est pas de niveau strictement infé-

rieur a F.

Corollaire 2. En vue d'avoir une rapide convergence on choisira dans le

découpage de la base de (f)' une partition des mondmes et non un recou-
vrement quelconque, en imposant, de plus, d'avoir une partition en au

moins 2 ensembles.

Définition : On appellera "forme" une grandeur qui est soit une variable

soit son complément sans que l1'alternative soit précisée.

3-1-4-2 Nombre de variables

Théoréme : Si la base du fractionnement comporte les variables x. ... x
—r T 1 n
et si F(x1 e Xn) est fractionné en sous fonctions Fi s'écrivant chacune

avec moins de formes que F alors la méthode converge.
En effet, aprés au plus 2xn-fractionnements, les fonctions intermédiaires
dépendront d'une seule variable et elles seront résolues par cette varia-

ble, ou son complément.

Applications
3-1-4-2-1 Méthode de CHEIN

s et etk L St S et Bt o s e

On peut rechercher les décompositions en sommes de la fonction (F)'. Cette

méthode a &té appliquée par CHEIN (cf n° 15) en utilisant des méthodes de

graphes.

3-1-4-2-2 Méthode des réduites

O 0 e et e et St e S s o ot o s o

On peut remplacer en pratique une fonction intermédiaire par sa réduite.
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En effet, il est tré&s rare qu'une fonction ayant une solution i n varia-
bles, en ait une moins cofiteuse en utilisant un plus grand nombre de varia-
bles. On peut alors définir un fractionnement de la maniére suivante :

a) F est fractionnéd suivant les méthodes précédentes en

F1 F2.......... Fk

b) Chacune de ces fonctions est remplacée par sa réduite.

c) On itére le procédé de fractionnement sur les réduites r(Fi).

Diverses méthodes permettant d'assurer que la réduite r(Fi) n'est pas
égale 3 Fi’ sont envisageables. Citons une méthode élémentaire qui a
l'avantage d'@tre extr@mement rapide : désignons par X une decurence
accentuée ou non d'une variable x. Une telle quantité sera appellée une

"forme".

eme e P v .
Définition : on appelle fréquence d'une forme X dans une expression par-

ticuliére de F le produit N = N1 , N2, Nl étant le nombre d'occurences

N . -
de x dans la base choisie pour f., N2 &tant le nombre d'occurencesde la

. v s ra
forme complémentaire (x)' dans la base choisie pour (f)'.

Exemple : soit F = xy + xz + x'z', x'z + xy'z'
Dans cette expression de F la fréquence de x sous forme directe est
Nl = 2 : x apparait 2 fois dans £,

N2 = 1 : x' apparait 1 fois dans (f)', donc NX = 2

Fractionnement suivant la variable la plus fréquente.

Soit & la forme la plus fréquente dans F (Si plusieurs variables pré-
sentent la méme fréquence maximale, on prendra la premidre par ordre
alphabétique,par exemple),

Définissons le fractionnement suivant :

- La fonction F1 aura comme borne inférieure la somme des mondmes de

(£)' contenant (;)'
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- Les fonctions Fi<i > 2) formeront une partition des mondmes restant.

Propriétés de ce fractionnement :

- Les fonctions Fi’ (1 > 2) dépendent d'une forme de moins que F, donc
la condition de convergence sera virifiée pour leurs réduites,

-~ La fonction F1 peut éventuellement dépendre du méme nombre de varia-
bles que F mais au cours de 1'itdration de la méthode pour Fl’ X sera
la forme la plus fréquente puisque son nombre d'occurence n'a changé
ni dans (EI)' qui est par définition f ni par construction dans fl.
Ainsi, on généreramé ce stade k-1 fonctions F12 F13""F1(k—l)wﬁg~
dépendant plus de x' et une fonction Fll ayant comme solution x en
facteur dans sa borne inférieure, et (%)' en facteur dans sa borne
supérieure,

On a ainsi, au plus par deux itérations, imposé les conditions de conver-

gence.

3-1-5 Augmentation de la base.

A chaque étape de la méthode, le but cherché est de trouver une solu-
tion £ de la fonction F i réaliser (qui peut &tre une fonction inter-
médiaire ou une des fonctions données). F peut en fait €tre résolue
pour deux raisons.

= On peut avoir trouvé dans la base une solution de F.

- On peut avoir fractionné F en K fonctions Fi qui sont résolues. Dans
ce cas, la solution de F est f = A(fl....fk) les fi étant les solutions
des Fi'

Dans ce dernier cas, f n'est pas un &lément initial de la base, mais
peut &tre adjoint 3 la base (si toutefois il n'existe pas d'emp&chement
technologique & la ré&utilisation de f en un autre point du réseau cal-

culé),

Remarque : ce principe permet d'obtenir des réseaux non arborescents,
donc a priori plus simple. Toutefois, ceci se fera par une trés nette

augmentation de la durée du calcul. Si la base initiale se réduit aux
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seules variables, la comparaison des fonctions intermédiaires i la base,
se fera rapidement. Par contre, si la base comporte en plus des variables,
autant d'éléments qu'il y a eu de fractionnements, la comparaison sera
plus lente.

On peut alors trouver un compromis et ne pas introduire dans la base
toutes les fonctions intermédiaires résolues, mais seulement celles
suffisamment simples pour avoir des ''chances'" de resservir, en prenant par
exemple comme critére de simplicité le nombre de mondmes ou le nombre de

lettres d'une forme minimale.

Exemple :

Nous donnons en premier lieu, pages ci-contre un exemple d'une fonction
isolée réalisée par la méthode. A chaque itération, nous avons imprimé
les bornes de la fonction fractionnée. Cet exemple totalement inexploita-
ble en pratique permet cependant de suivre pas a pas le fractionnement.

Un exemple réel sera donné quelques pages plus loin.

3-1-6 Extensions de la méthode

La méthode de fractionnement peut sans difficulté 8tre &étendue i divers

opérateurs, voire a plusieurs opérateurs pris simultanément.

3-1-6-1 Opérateur Nand

On étend sans difficulté la méthode 3 1'opérateur Nand par simple duali-

sation des fonctions.

3-1-6-2 Opérateurs ET - OU

Dans certaines technologies on réalise des opérateurs ET et OU utilisés
alternativement. On pourra refaire la méme théorie en utilisant simplement

une variante de la représentation des fonctions incomplétes : on écrira :

. - . . g =%
et fractionner F par un opérateur ET revient & découper (f)~, et frac-

tionner F par OU revient & découper f.
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UNE FONCTION F1 EST REALISEE PAR LA METHODE DE FRACTIONNEMENT

LITTERALE,

POUR CHAQUE FONCTION
~A- LA BORNE INFERIEURE
-B- LE COMPLEMENT DE LA
-C- LA BORNE INFERIEURE
-D- LA BORNE SUPERIEURE

LE SYBOLE ''NOR'' [INDIQUE

FRACTIONNEE (EN DESSOUS ET
TROUVERA LA LISTE DES SOUS
LA TABULATION

Fl=_
BC'DF' + B'C'D'F' +

A'C'D'F' + ACDE'F +

D'F + CD'F'

-

" BC'DF' + B'C'D'F' +

A'C'D'F' + ACDE'F +

NO&_
A'B'D + B'DE +

BC'DF'

A'BC'DE",

A'B'D + B'DE +

BC'DF'

A'BC'DE".

A'BCF + B'C'F + CEF'

+ A'B'DF'

A'BCF + B'C'F + CEF'

+ B'c'D!

+ B'c'D!

INTERMEDIAIRE ON DONNE

DE LA FONCTION

BORNE SUPERIEURE

DE LA REDUITE DE LA FONCTION
DE CETTE REDUITE,

QUE LA REDUITE EST

A DROITE DE CE SYMBOLE ON
FONCTIONS OBTENUES.)

INDIQUE LES NIVEAUX DE RECURSIVITE .

AC'DE'F' + B'CDE'F +

A'BDE'F' + A'BC'DE'.

+ ABD'F' + AC'F +

+ B'DEF' + ACF',

AC'DE'F' + B'CDE'F +

A'BDE'F' + A'BC'DE’.

+ ABD'F' + AC'F +

D'F « CD'F' + A'B'DF' + B'DEF' + ACF',

"A'BCF + B'F + CE + ABD' + AF + D'F + CD' +

AC.

F' + AC'DE'F' + A'C'D'F' +

[A'BCF + B'F + CE + ABD' + AF + D'F + CD' +

AC.

F' + AC'DE'F' + A'C'D'F' +
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NOR (!

BOF' + F' + DF' + A'F' + A'BD.

LB'F + AF + D'F,

F' + A'BD.

B'F + AF + D'F,
NOR F

B + A + D',

A'BD.

B* + A + D',

A'BD,

NOR A
B
D

fB + D' + AE' + D' + BE',

A'B'D + B'DE.

B + D' + AE',

[lA'B'D + B'DE.

NOR B'-
D
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A' + E,

AE',

A + E.

AE',

NOR E'

D+ B" +D + A' + A'D,

ABD',

D + B' + A'.

L ABD',
NOR D'
A
B

A'B + C' + EF' + BD'F' + C' + D' + D'F' +

A'F' + EF' + F',

B'CDE'F + ACDE'F.

A'B + C' + D' + F',
B'CDE'F + ACDE'F.
A'B + C' + D' + F',

B'CDF + ACDF.
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NOR

= Too

F + B'F + E + AD" + AF + D'F + D' + B' +
B'E + A,

| A'BDE'F’,

F +E+ D'+ B'" + A,

A'BDE'F"'.
NOR A!
EI
Fl
B
D
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EXEMPLE D'UN AUTOMATE SYNCHRONE AYANT

3 ENTREES

6 ETATS INTERNES

2 SORTIES

SON TABLEAU D'ETAT EST LE SUIVANT, (LA COLONNE DE DROITE
CONTENANT LES CODES DES ETATS) :

4,0 1,3
5,0 2,3
2,2 2,3
5,0 5,1
5,0 -,
5,0 5,1

1,2
L1
3,0
3,0

’

3,0

CET AUTOMATE EST REALISE A L'AIDE DE BASCULES D ET
DE PORTES NOR A 5 ENTREES

F = NOR NOR D'

NOR

NOR

NOR F!

NOR

NOR

El

moow

B!
NOR

C
NO

CI
El

R A'

3 - e



NOR

NOR

NOR

NOR

NOR

NOR

NOR

NOR

NOR

NOR

NOR

c'
NOR

NOR

Cl

3L

f



S1

NOR

NOR

NOR

NOR

NOR

NOR

NOR

NOR

C
NOR

NOR

NOR E'

17

3l



S2

NOR C'
NOR A'
NOR
NOR B
F
CouT = 39

El

34
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3-1-6-3 Opérateur majorité.

Bien que cet opérateur ne soit pas privilégié, on peut &tendre simple-
ment la méthode.

Soit F fractionné par un OU en Fl’ F2 et F3. On en déduit un fraction-
nement par la majorité en posant

Gy =F +F,, G =F, +Fyet Gy =F +F e alors

(F1 + Fz)(F1 + F3) + (F1 + F2)(F2 + F

Majorité (Gl’ G2, G,)

3 )

3

+

(F1 + F3)(F2 + F3)

Fl + F2F3 + F2 + F1F3 + F3 + F1F2

Fp v Fy v Fy

= F

La méthode pourrait d'ailleurs s'étendre & tout opérateur & seuil.

3-1-6-4 Opérateurs hybrides NAND-NOR.

On envisage parfois des opérateurs plus complexes tels ceux réalisant

la fonction :

[92]
i

1 ] ] ] ]
(x 1 + X 2)(x 3 + x 4)......(x n-1 + X n)

B

1 \ 1
(%] +%,) (x3.xn) R S Xn)

et on constate aisément qu'il suffit de fractionner une premiére fois par
un opérateur NOR, puis chaque fonction obtenue par un opérateur ET & 2

entrées et a itérer le procédé.

3-1-6-5 Opérateurs privilégiés quelconques.

De la méme maniére un fractionnement par un opérateur quelconque privi-
légié pourra toujours se décomposer en fractionnements élémentaires par

des opérateurs ET, OU, NAND, NOR.

Exemple,
Page ci-aprés, nous donnons un exemple complet d'un automate synchrone i

trois entrées A, B, C et deux sorties S1 S2 donné par son tableau d'état,
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TABLEAU D'ETAT :

A=0 A=]
0 2,1 7,0
1 3,1 7,1
2 1,1 3,1
3 1,1 7,1
4 3,0 7,0

VARIABLE PRIMAIRE : A
VARIABLES INTERNES : B,C,D.
SORTIE : S

NOTA : CHAQUE BASCULE JK

A DEUX ENTREES ELLES MEMES
DEDOUBLEES PAR DES ''ET'!'
FAISANT PARTIE DE LA BASCULE
ET NE COMPTANT PAS DANS LE
COUT TOTAL.

cout: 12

RESEAU CALCULE:

DJ

DK

Cd=

CK=

BJ=

BK=

S=

EOF:

temps

ET A
NAND
ET Al
Cl
ET NAND
ET INAND
NAND
ET NAND
HAND
ET A
C
D
NAND NAND
de calcul:

Bl
C
Al
B
D
D!
A
B
D
A
C
D
AI
C!
D!
NAND D
NAHD B
c
NAND A
c
NAND B!
CI
A
11 sec.



Le codage, au moyen des variables internes D, E, F est imposé. On
dispose pour réaliser cet automate de :
- bascules JK
- portes "ET" 4 3 entrées utilis@es uniquement aux entrées
des JK
- portes NAND a 4 entrées

-

Le programme détermine les fonctions D1, D2, El, E2, Fl, F2 des entrées
des bascules et pour chacune en fait la synthése. Le résultat est pré=-
senté sous une forme trés lisible, qui permet de reconstituer instan-—
tanément le réseau. Quand une fonction intermédiaife Fi intervient en

plusieurs points, elle est désignée par son numéro i.

3~1-7 Conclusion,

La méthode de fractionnement proposée ici s'avére donc trés simple
d'emploi. Elle a, malgré tout, de graves défauts :

- elle est lente car elle fait appel & un calcul littéral pour lequel
les ordinateurs ne sont pas faits

- elle ne fait aucunement intervenir des notions telles que la plané-
arité des réseaux obtenus, ce qui pourra €tre un handicap majeur dans
des techniques intégrées par exemple.

Nous développerons dans le chapitre suivant une méthode appropriée

pour ce type de problémes.

Méthode topologique.

3-2-1 Introduction.,

Les méthodes développées précédemment sont efficaces mais relativement
lourdes du fait du calcul littéral effectué& sur des polyndmes ; elles
nécessitent des ordinateurs d'une taille importante, ce dont ne dis-
posent malheureusement pas tous les constructeurs. En outre le probléme.
du dessin des connexions entre portes n'est pas résolu. On est conduit
zJdx rlassiques problémes d'implantation traités par exemple par

J.SARRET et qui nécessitent également des programmes longs .
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Notre idée a été de traiter simultanément le probléme de la synthase

et de l'implantation. En effet, il est plus difficile d'implanter un
réseau que de le calculer., Il est donc normal de choisir parmi les nom-—
breuses solutions qui s'offrent au cours de la phase synthése, celle
qui donne le réseau le plus simple & implanter.

Nous avons alors abandonné les méthodes habituelles pour envisager des
méthodes mieux adapt@es au probléme posé.

Enfin, il nous a paru nécessaire d'élargir le champ des opérateurs
utilisés tels le Nand, le Nor, etc... qui sont simples & construire,
mais peu commodes d'emploi. Nous utilisons des opérateurs plus com-

plexes qui présentent des propriétés mathématiques plus intéressantes.

3-2-2 Opérateurs élémentaires.

La méthode que nous proposons dans ce chapitre n'est pas valable pour
tout opérateur privilégié, mais seulement pour une catégorie de ces

opérateurs que nous appellerons élémentaires.

Définition : nous appellerons opérateur &lémentaire, un opérateur

A(xl, Xevosenons xn) tel que

2
- pour toute fonction donnée F,

- pour tout choix de fonctions intermédiaires Yis Yoreeones yp avec
1 <p <n-l,

on puisse toujours déterminer yp+1........yn_tels que

F = A(yi, Yopererses Yoo yp+1,......, yn)

P

Cela signifie en pratique qu'il est toujours possible de se servir
g P q q J p

de yl......yp pour réaliser F quelles que soient ces fonctions.

Exemples,
Sont élémentaires les opérateurs réalisant les fonctions suivantes :

1] 1
(x) + xy)xq, XXy + Xqy X X + Xg, (%)

+ X, = X)X, Xx.etci.....
2 3) 475
Ne sont pas élémentaires les opérateurs réalisant les fonctions :

1 \ 1
X)Xy Xy Xy Xy



Remarque 1.
Tous ces opérateurs ne sont pas d'un égal intérét technologique. Il

en est un cependant qui, se construisant avec deux Nor, est trés

simple

- P 1
Skn (x1x2+..+xk)x a1t X

Wy X xX X
172 R &u
qui est bien &lémentaire pour p = k -1

L3N

Bien que la méthode soit plus générale, dans tout ce qui suit nous
utiliserons uniquement cet opérateur en le limitant méme au cas

n=3, k=2

Remarque 2.

La méthode de fractionnement littérale ne permettait pas une bonne
minimisation des réseaux : la probabilité d'obtenir une fonction
intermédiaire pouvant servir en plusieurs points du réseau &tait fai-
ble, sauf pour des fonctions simples telles un produit, une somme, un
complément de variables. Au contraire, en utilisant la propriété
caractéristique des opérateurs élémentaires, nous pourrons utiliser

certaines fonctions & notre gré.

3-2-3 Définition du fractionnement.

Etant donnés
- F la fonction & fractionner
~ B la base du fractionnement, nous définirons un fractionnement tel

qu'au moins un des Fi soit résolu par un &lément de la base :



a) on choisira F. dans la base

1
b) on déterminera F2 et F3 tels que
= '
F (Fl + FZ)F 3 &N

c) pour F2 et F3, on itérera le procédé si toutefois ces

fonctions ne sont pas résolues par un &lément de la base.

Détermination de F2 et F3.

F étant incomplétement spécifide, peut prendre les 3 valeurs possi-
bles 0, ¢ et 1.

F1 étant 1 €lément de la base, est une fonction compl&tement spécifiée F1

q=i prend les valeurs O et 1.

On peut donc dresser un tableau des valeurs 3 donner & F2 et F3 pour

vérifier l'@quation (1).

F £, F, Fy
0 0 FyuF'y =0
0 1 ¢ 1
@ 0 ) )
¢ 1 ¢ ¢
1 0 1 0

‘ 1 1 ¢ 0

On constate qu'il est possible de d&finir une valeur unique du

couple {FZ’ F3} sauf pour F = 0 et f1 = 1 ol deux solutions sont possi-
bles :
F2 =0 et F3 =@
ou
F, = ¢ et Fo=1



solution qui peut Etre résumée en

F' o=
F2 3 0
‘En fait, si pour toutes les n-uplets de valeurs des variables
XpeeeX pour lesquels on a F = 0 et fl = 0, on choisissait de prendre
F2 = @ et F3 = 1, on en déduirait les déterminations banales suivantes :
= = '
F2 1 et F3 F

ce qui est sans intérét du point de vue convergence de la méthode

Expressions de F2 et F3.

Le probléme du choix de F2 et F3 ne peut &tre résolu de manidre rigou-—

reuse. Nous utilisons alors une méthode heuristique. On constate que

F3 est plus souvent spécifié que Fz,donc a priori plus colitelise & réa-
liser. Il est normal alors de choisir f3 solution de F3 en premier, et

ceci &tant de calculer F, en fonction de F, f, et fq.

Si F3 = 0 alors F2 = 0 sinon F2 =@

On dresse alors le tableau suivant en détaillant les valeurs de f et "

W]
F £ £ () Fy F,
0 0 0 1 )] ¢.F'3
0 1 0 1 1 1)
1) 0 0 0 ? )
1) 1 0 0 1) )
1 0 1 0 0 1
1 1 1 0 0 1)
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On en déduit les valeurs

= !
3 [(f) 'fl’ f}
1 a 1 1
9 [ f.£f 1 £ 1.f 3}

3-2-~4 Convergence.

e}
|

o]
it
th

Nous cherchons & réaliser le critére défini au paragraphe 3-1-4 : F

3

et F2 devront €tre strictement plus incomplétes que F
a) Condition sur F3
On cherchera & avoir F3 # F'. Or (f3)' = f. Donc on devra définir
f3 # (£)', c'est-a-dire

(BD'f, #£ (2)
b) Condition sur F2
Au cours de la phase du choix de f1 on ne connait pas encore f.. On

9
doit donc imposer F2 # F pour toute détermination possible de F. Donc

é'f'l # £ (3)
Ou bien, quel que soit f3,

AN ' 1 '

B'.£ 1y £ (D
Donc, méme pour f'3 > (?}'.f'l :

AR ANE NN (4)

En résumé, on choisira f1 tel quet~ ou bien (2) et (3) sont vérifiées

ou bien (2) et (4) sont vérifides.

3-2-5 Choix du meilleur pivot.

La convergence n'est pas suffisante. Nous voulons en plus une rapide

convergence. On congoit intuitivement que si f. est voisin de F, alors

1

_41._



F2 et F3 seront simples : en effet si f1 est une solution de F, il

existe deux solutions banales pour F2 et F3
f, =0 et £, =0

Naus allons montrer ceci plus rigoureusement.

Propriété. Nous admettons encore le principe suivant : une fonction

est d'autant moins coliteuse i réaliser qu'elle est plus incompléte.

Nous allons donc chercher i minimiser les ensembles de points sur
lesquels F2 et F3 sont déterminés.
Considérant le tableau du paragraphe 3-2-3, on est conduit & distin-
guer quatre régions.
a) Région caractérisée par (f)'.f'l. Sur les points de cette région,
on a une relative liberté dans le choix de F2 et F3. Nous n'impose-
rons pas & cette région d'é€tre minimale.
b) Région caractérisée par (f)'.fl. Sur les points de cette région F3
est déterminé. On minimisera autant que possible le nombre

N, = |(?§'.f1| de points de cette région.
c) Région caractérisée par £3f'1. Sur les points de cette région F2
est défini. On minimisera le nombre :

N, = |£:f'1| de points de cette région.
d) Région caractérisée par £. Sur les points de cette région F3 est
défini., Mais cette région ne dépend pas du choix de f1 ; on n'a donc

pas 4 la faire intervenir dans le choix de fi‘

Distance algébrique.

On est conduit 3 minimiser simultanément N2 et N3. On cherchera 3 mini-
miser une quantité unique de la forme

Da = ANZ + uN3

Le choix de )\ et U sera arbitraire et défini expérimentalement.

1l ona:

l(f)"fll + l£ f‘

En particulier si A = u

d
‘a

.|

|(®)r.g, + £.87]
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puisque les deux quantités sont disjointes:donc d est la distance

)

algébrique entre F et fl'

3-2-6 Méthode expérimentale.

Nous avons vu que le choiy de X et U est arbitraire. Nous définirons

la valeur de A/u expérimentalement, en nous aidant des considérations
suivantes :

F3 étant plus souvent spécifiéd que F2 est plus complexe : il est normal

"d'avantager" F3 dans le choix de fl’ au détriment de F,_. Nous cherche-

rons & prendre A/u < 1 ?
Ceci étant, nous avons traité un grand nombre d'exemples.de fonctions,
et constaté que la meilleure valeur de A/u &tait 0,3 (des différences
du simple au double pouvant &tre constatées dans le colit en nombre
d'opérateurs pour de mauvais choix de )\ et W) . Cette valeur de \/u
pourrait éventuellement 8tre influencée par‘le type de fonctions &

réaliser,

3-2-7 On trouvera pages ci-aprés un exemple calculd par ordinateur.
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2ED 0

3-2-8 Generéllsatldns:*”

1) Opérateur S (x crene X )x k+l........x n

Cet opérateur est &lémentaire si on chodisdt:: L Off peut-fen effet

a) Ch01x des prOtS.

Comme precedemment on ch0151t pour tout

i ’\fx

b) On determlne comme precedemment la quantlte

e F Ty B8 S LORITE

@3 1A Fonk tidh’ G seFatalors fractibnnde”

niére aléatoire : les points de G &tant répartis au hasd¥d”

diverses bornes inférieures f..

o fymaxs

2) Operateurs elementalres quelconques.

Ils se déduisent de l'opérateur précédent par dualisation ou complé-
mentation de certaines fonctions intermédiaires, ce qui se fera sans

aucune difficulté avant chaque itération.

3 - 3 Synthése et implantation simultanée.

Introduction.

La méthode exposée précédemment fait intervenir une topologie de

1'espace des fonctions. A ce titre elle sera aisément utilisable avec

une méthode faisant intervenir une topologie dans la réalisation pra-

tique du circuit.

Cette méthode sera utilisable essentiellement en intégration a grande

échelle ol les régles d'implantation et de cablage sont trés strictes



EXEMPLE : SYNTHESF DE DEUX FOMCTION PAR LA METHODE TOPOLOGIQUE .
CHANUE OPERATEUR EST CONSTITUE DE DEUX NOR EN SERIE ET EST SYMBOLISE
PAR “ |LE NOMBRE =1 , | ETANT LE NUMERO DU DEUXIEME NOR,ET 1-1 ETANT
LE MUMFRO DU PREMIER.
LE FAN IN DES OPERATEURS MOR EST DE 2 .
LES COMPLEMENTS DES VARIABLES A,B,...F SONT REPRESENTES PAR LES -
NOMBRES 9,10,....14 .
LES CONNEXIONS VERS DES PORTES SERVANT PLUSIEURS FO!S SONT INDIQUEES PAR
LE NUMERO DE CES PORTES .

AC'D'F' + AD'C'F' + A'BDE' + AD'EF + ACD'F + AB'DE’,
A'C'D'F' + A'D'E'F' + ABDE® + A'D'EF + A'CD'F + A'B'DE’.

A
D
c
A
B
0
-10
8
0
B
=12
-14
0
-16
D
B
0
-18

=20
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B'C'DE'F + BCD'E'F + A'BCE'F + ABDE'F' + A'C'DE'F + B'C'D'EF + BC'D'EF' +
B'CE'F',

CD'FEF + B'C'E'F' + B'CE'F + BD'EF + ARDE'F + A'BE'F' + BD'E'F' + B'C'D'F’,

13
13
c
c
14
8
F
0
A
D
0
-22
-2
0
-26
B
A
D
0
-28
0
-30
-32
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-38

43 ¢

-Ln

-42

31

11



11

31
39
B
0
-8
9
B
=50
14
-52
0
-54
-56
0
-58

43 ¢

=69



et peuvent s'interpréter mathématiquement.
Enfin, précisons que les calculs de synthése, d'implantation et de

cablage se feront simultanément et non en trois &tapes comme dans les

méthodes habituelles,

3-3-1 Structures.

1) Dispositions.

Nous imposerons aux circuits intégrés utilisés d'avoir une structure
géométrique définie et répétitive.

Les plus utilisées de ces structures sont :

a) la structure dite matricielle ol les opérateurs sont disposés sui-
vant les noeuds d'un quadrillage

b) la structure dite en ligne, telle celle utilisée au LE T I et
appelée structure d'"Espalier', oli les opérateurs sont sur une ou deux
lignes.

Dans le cas de cablage sélectif, nous pourrons admettre des défauts dans
la structure : opérateurs qui manquent & certains noeuds, ou dans toute
une zone.

2) Connexions,

Les connexions qu'elles soient sur une méme puce ou vers l'extérieur,
devront, elles aussi, avoir une structure géométrique simple : les
connexions vers l'extérieur se feront par des "plots de contact' régu~
liérement ré&partis sur la périphérie de la puce.

Les connexions entre &léments se feront suivant des ré&gles précises

et simples : 3 chaque phase du calcul du réseau, et pour une nouvelle

connexion & rajouter & la partie du réseau déja construite, on devra

e

pouvoir définir un colit fonction de paramétres tels que la longueur de

la connexion, le nombre de croisements nécessaires, le nombre de chan-

gements de direction etc......

Définition : on appellera distance technologique entre deux points, le

colit de la connexion entre ces deux points.
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3-3-2 Principe.
L'algorithme de synthése, implantation et cablage simultands, se
décompose, pour chaque fonction 3 traiter, en plusieurs phases.

a) Choix du point précis A ol cette fonction devra &tre
réalisée. Cette phase interviendra en particulier pour les fonctions
devant &tre "sorties" de la puce : on devra faire choix d'un plot
de contact. Ce choix se fera en:.général au hasard ; on prendra en
général le premier des plots disponibles, ceux-ci ayant &té numé-
rotés au préalable.

b) Choix de l'emplacement de 1'opérateur devant construire
la fonction. On choisira cet opérateur en fonction du cofit de la
connexion AB 3 établir entre sa sortie B et le point A défini pré-
cédemment. En général on cherchera l'opérateur disponible le plus
proche de A au sens de la distance technologique.

c) Fractionnement. Ce fractionnement se faisant par la
méthode topologique consistera essentiellement en un choix correct
des pivots. On cherchera i minimiser :

-~ la distance algébrique dg entre F & réaliser et le

pivot choisi f1

- la distance technologique d, entre le point d'entrée C
de fl dans l'opérateur réalisant F, et le point D ol f1 est disponible.
En pratique, on minimisera une quantité
D = p.da + q.dt
les valeurs optimales & donner a p et q &tant définies expérimentalement

pour chaque structure,

Remarque : le pointPoi fl est disponible peut n'@tre pas connu : si f1
est une fonction de la base non encore présente sur la puce(une varia-
ble par exemple) on définira alors P comme le plot de sortie disponi-
ble le plus proche de C.

d) Itération. Le fractionnement &tant dé&fini, on recherche

_46_



pour chaque fonction intermédiaire Fi obtenue, s'il existe une
solution fi dans la base.

Cette recherche des solutions se fera en tenant compte de la condi-
tion de compatibilité&, mais aussi de la possibilité d'effectuer pra-
tiquement la connexion.
On pourra, par exemple, se fixer une borne supérieure Cmax du cofdt
d'une connexion. Si on trouve dans le réseau déja cablé une fonction
fi solution de Fi’ on pourra rejeter cette solution 8i le colit de la
connexion est supérieur i Cmax' (Nous ne rentrerons pas icl dans

les détails de cette partie, les considérations technologiques nous
entralnent trop loin).

Pour tout Fi n'ayant pas de solution satisfaisante, on itére le

procédé en {(a).

3-3-3 Remarques diverses.

(1) La méthode se préte i toutes les structures, pourvu qu'il soit
possible de définir le colit d'une connexion de manidre rigoureuse.
En particulier, il a &té possible d'appliquer cette méthode 3 la

conception dans le cas de structures d'espalier

(2) La méthode se préte bien au calcul de réseaux avec cablage sélec~-

tif . Nous avons vu en effet apparaltre une notion de disponibilité

d'opérateurs : un opérateur peut &tre indisponible parce qu'il est
déjad utilisé dans une autre partie de réseau, ou parce qu'il est
"en panne'". Introdui:e une carte des opérateurs en bon &tat revient

donc & initialiser de manigre convenable, le tableau des opérateurs

disponibles.



CHAPITRE 4

ALEAS

4 - 1 Rappel et définitions.

4-1-1 Fonctions incomplétes.

S'il n'est pas nécessaire de tenir compte des causes de 1'indétermi-
nation pour le calcul des réseaux, ceci est cependant indispensable
dés qu'on &tudie des phénoménes physiques tels que les aldas.

On admet en général qu'une fonction incompléte F(X) peut &tre non
spécifiée en un point Xo pour trois raisons principales.

a) Dépendance des variables.

Si les variables X;s ¥pyee.e0X me sONt pas indépendantes, certaines
combinaisons de leurs valeurs sont impossibles. Donc la valeur de F
n'a pas a4 étre définie sur ces valeurs.

b) Indétermination réelle.

Il peut se produire qu'on ne se soucie pas de la valeur que prendra F
pour certaines valeurs des variables,

Par exemple, un automate destiné i assurer la mise & feu d'une bombe
n'aura pas besoin d'@tee spécifié aprés délivrance du signal de mise
a feu, puisqu'il est alors détruit. Ce type d'indétermination sera
trés différent, du point de vue des aléas, du type C.

c) Indétermination par composition.

Si F n'est pas utilisée en tant que telle, mais combinée avec d'autres
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fonctions, elle n'a pas en général i &tre définie partout, Par exem-—
ple, dans un fractionnement de G en G = F + H, F n'a pas 4 &tre spé-

cifiée sur les points oV H = 1.

4-1-2 Aléa statique et dynamique.

Définition_l : un aléa statique sur f(X) est une transition entre

deux valeurs d'entrées adjacentes XO et X, telles que f(XO) = f(Xl)

1
= 0, transition au cours de laquelle pourra apparaftre une fausse
valeur momentanée f = ¢',

Définition_2 : un aléa dynamique est une transition entre deux valeurs
adjacentes d'entrées X etsX, telles que f(XO) = q, f(Xl) = o', transi-
tion au cours de laquelle f peut prendre successivement les valeurs

o, a', a, a'.

4-1-3 Classification des aléas.

Soit un aléa sur la transition Xo-%vX des variables d'entrées, trois

1
cas peuvent &tre envisagés suivant que F(Xo) et F(Xl) sont ou non
spécifiés.

1) F(Xo) et F(Xl) sont spécifiés tous deux ; les aléas,
qu'ils soient statiques ou dynamiques doivent 8tre corrigés. On dira
ici que les aléas sont graves.,

2) F(Xo) et F(Xl) sont non spécifiés tous deux. Quelqu'en

soit la raison l'aléa est ici sans importance.

k)] F(Xo) est non spécifié et F(Xl) est spécifié (ou l'inverse).
Il y a ici trois cas a distinguer suivant la cause de la non spécifi-
cation.,
a) Si f(Xo) est une indétermination de type (a) (par dépendance des

variables), la transition Xo._g.X est impossible et 1'aléa n'a pas

1
d'importance.

b) Si f(XO) @st une indétermination de type (b), la valeur de f &tant
réellement sans importance sur XO, on peut en général admettre que les

aléas au voisinage de XO sont sans importance.
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c) Si f(Xo) est une indétermination par composition (de type (c)),

il est nécessaire d'empécher la présence d'aléas, en particulier

d'aléas statiques, qui pourront par composition créer un aléa dyna-

mique comme le montre le diagramme ci-dessous :
2

i
—_—

il.y a donc un aléa dynamique
sur f1 + f

|
| I
! |
l % £,
' |
' |
!
| [—- ! ¢ il y a un aléa statique
[ | z sur f
| 2
N i |
|
{ (
I : F\ + "‘&
!

|
! 2
Xo X4

Correction des aléas.

Nous cherchons a développer une méthode de synthése par fractionnement
donnant des réseaux sans aléas. Nous limitons nos recherches aux
méthodes de fractionnements littérales développées en 3-1.

Nous étudions uniquement le fractionnement en sommes auquel peut se

ramener tout fractionnement par des opérateurs tels que ET, NOR, NAND.

4-2-1 Aléa dans un fractionnement.

Définitions.

p
Soit F fractionné en J_ F, et soient f., f

ve.o.f les déterminations
1=1 2 P

1,

choisies pour chacun des Fi' Nous dirons que le fractionnement intro-

duit un aléa statique s'il existe une transition Xo——-)-X1 telle que :
£, £,(X) =0 et f.(X) =1
gfs,.fj(xl) =1 et £,(X) =0
Bee £, = ) =1

il
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Nous dirons que le fractionnement n'introduit pas d'aléa s'il n'exis-

te pas un tel couple (Xo, Xl). Cela ne signifie pas que F est sans

aléa statique, car ceux-ci peuvent provenir d'un quelconque des fi'

Aléa dynamique introduit par un fractionnement.

Nous dirgns qu'un aléa dynamique est introduit par le fractionnement

de F en 2 Fi s'il existe une transition X, - X1 telle que fi
i=1

ayant un aléa de type 1 au cours de la transition Xooﬁb X1
4 f. £.(X)
EJ’JO

_j}]fk , fk(xo>

Nous nous intéressons en fait aux seuls aléas dynamiques qui ne

1

i

0 et fj(xl)

1]
il

{ 1

1 £,0%)

seront pas masqués par un aléa statique, c'est-a-dire tels qu'il
‘s . .

n iste pas £_ avec £ =1 f (X = 0 (il aurait alor
existe p 0 m(Xo) et m( v (il y au ors

un aléa statique entre fm et fj’ cet aléa devant &tre corrigé,

1'aléa dynamjque le sera du méme coup).

Comme précédemment nous distinguons ce cas de celui od 1'aléa

dynamique est introduit par 1'un des fi'

Propriété des aléas statiques.

Dans un fractionnement en somme, on ne peut introduire que des
aléas de type O (alors que chacun des fi peut introduire un aléa
quelconque) .

Propriété.

Tout alda est soit introduit par le fractionnement soit introduit

par un des fi' Ceci découle de maniére évidente des définitioms.

4-2-2 Définition d'un fractionnement correct.

Théoréme 1.

Soit F une fonction & rdaliser, et B la base du fractionnement conte-
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nant des fonctions déja réalisées sans aléa.

Si, 3 chaque étape le fractionnement n'introduit pas d'aléa statique,
alors F est sans aléa statique.
Constatons au préalable que boute fonction intermédiaire est définie
comme une combinaison de fonctions de la base (fonction de la base
initiale, ou introduite au cours de la méthode). Il suffira alors pour
démontrer le théoréme, de montrer que toute nouvelle fonction intro-
duite dans la base est sans aléa.
Ceci se démontre par récurrence :

a) au préalable la base est sans aléa statique (&tant for-
mée de variables)

b) supposons qu'd une &tape donnée la base Bp soit formée
de fl, fov......f sans aléa statique. Montrons que la nouvelle fonc-

2 p
tion introduite :

£ = 2: f. est sans alda statique. Par définition,
ptl  jel "1
f . est une solution particuliére de

p+l

M

Fa =t fi

Si, par hypothése le fractionnement n'introduit pas d'aléa statique
p q

quelle que soit le détermination fi choisie pour chaque Fi’ alors ceci

est vrai en particulier quand chaque fi est une fonction de la base.
D'aprés la propriété du paragraphe 4-2-1, fp+l est donc sans aléa

statique, donc la nouvelle base B est encore sans aléa.

p+l

Pour que f = Zfi, (ol chacun des f. est sans aléa), soit sans aléa,
i1 faut et il suffit que pour tout couple {XO, Xl} de points voisins
tels que

f(Xo) = f(Xl) =1
il existe au moins un fi tel que

fi(xo) = fi(Xl) =1
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a) La condition est manifestement suffisante : fi ainsi
définie, masque toute fausse valeur dans la transition entre XO et Xle
b) La condition est nécessaire : s'il n'existe pas un tel

fi’ alors il existe au moins un fj tel que

fj(Xo) = 1 et donc fj(xl) =0
et 1l existe au moins un fk tel que
fk(Xl) = 1 et donc fk(xo) = 0

et i1l y a introduction d'un aléa.

Corollaire.

Si 3 tout couple {Xo, Xl} de points de f on peut associer un fi tel
que fi(Xo) = fi(xl) = 1, alors a fortiori la propriété reste vraie
si on remplace fi par une fonection plus grande.

Si donc

£

Zfi est sans aléa, a fortiori

f

Lf, avec f, > fy «
i s R

est sans aléa.

Théoréme 2.

Si le fractionnement se fait de manidre 3 ce que toutes les fois qu'il

existe un monOme m, X dans fi et mzx' dans fj’ on trouve dans un quel-

conque des fk le mondme consensus my ., (ou un mondme plus grand), la
condition de suppression des aléas sur f est vérifide, donc quels que

soient les fi choisis, il n'y aura pas d'aléa sur f.

Remarque.

La condition n'est pas nécessaire,

. = = ' - '
Exemple : fl ax f2 bx f3 ay + by
f3 n'est pas le consensus de f1 et f2 mais il corrige 1'aléa entre
f1 et f2.
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Corollaire,

Si le fractionnement s'op&re sur une base premiére compléte de f,

la condition ci-dessus est remplie, et il n'y aura pas d'aléda grave

sur F.

Remarque.
Nous avons montré l'absence d'aléa grave. Par contre, si, par
exemple F est non spécifiée sur XO il pourra se produire un aléa
statique sur F sur la transition Xd—€> Xl’ aléa qui pourra donner
lieu & un aléa dynamique grave sur une fonction telle que :
G = H.F
avec H(Xo) =1, H(Xl) =0

4-2-3 Aléa dynamique.

Théoréme 3,

Etant donnée F une fonttion & réaliser et B la base initiale contenant
au départ des fonctions sans aléa.

Si, & chaque &tape le fractionnement n'introduit pas.d'aléa dynamique,
alors F est sans aléa dynamique. ”

La démonstration se fait de la méme maniére que pour le théoréme 1.

Application.
Nous avons vu qu'un gléa dynamique peut €tre introduit dans un frac-
G

tionnement de F en fél Fi si

3 fi ayant un aléa statique
q £, £.(X)
UESLEN J o

H £, £, (X))

et par ailleurs nous avons montré que fi peut avoir un aléa statique

0 fj(Xl) =1

il

|
p—t

1l et fk(Xl)

si fj étant égal 3 1 en Xl’ on en déduit que fi n'a pas a 8tre spécifié

en Xl'
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Conséquence.

Pour interdire la présence d'un aléa dynamique, il suffit d'inter-
dire la présence d'un aléa statique sur 1a frontiére de fj‘
Autrement dit, il suffit d'interdire 2 fi d'étre non spécifiée

sur la frontiére de fj'

Corollaire.
Un fractionnement correct de F = {§) f} pourra s'obtenir de la
maniére suivante :

a) les bornes inférieures des Fi sont déterminées de ma-
niére a é€liminer les aléas statiques graves. On fractionnera une
base premiére compléte de f.

b) On élimine les aléas dynamiques par le choix des ?I
qui seront définis par la formule

fi = fi + T Int(fj)

Exemple.
(1) Nous allons montrer un exemple de fonction réalisée par un

réseau dans lequel il n'y a nulle part d'aléa statique grave, mais

ol i1 v a un aléa dynamique grave.
Soit & réaliser la fonction
F = [vazv + yz, x'y' + yvz + yzv + xvzv}
Respectons les régles pour obtenir un réseau sans aléa statique :

NI(F

nous fractionnons F en F FZ) avec

1’

Fl =ly'z, xy'z' + yz ]

1

dont une solution est f = y'z

F2 =l x'y' + yz' + x'z", xy'z' + yz ]

La borne inférieure yz + xy'z' de F'_, est bien une base premiére

2

compléte donc son fractionnement donnera pour toute solution de F2

un réseau sans aléa statique grave. Nous fractionnons par exemple
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F3 a une solution simple f3 = xy

F4 a une solution simple f4 vz

On obtient donc pour F la solution @

£ = NI(f;, NI(f,, £,))

= (y + z")(xy' + yz)

Il n'y a pas sur f d'aléa statique, mais il y a un aléa dynamique au

cours de la transition suivante
(x=1,y=0,z=1) —=» (x=1,y=1, 2z=1)

En effet, sur F, il y a un aléa statique (qui ne peut &tre grave par

2
construction) sur cette transition. Montrons ceci sur un tableau de

Karnaught.

(o} ] o 1 o o

? ¢ | ¢ ¢ | ¢

4 | 4 6 | @ 4 | 4

(o) o (o) o (o} o

0 4 0 o

*lo|o “loa)

o 0 0 (o]
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et on a créé@ ainsi un aléa qui n'est pas grave pour F2.
Mais cet aléa est i la frontiére de F1 et donne par composition

un aléa dynamique sur F,

(2) Etude d'une bonne solution.

L'erreur dans la méthode ¢i-dessus est de permettre i F2 d'étre non

: la borne supdrieure f, de F. doit

spécifiée 3 la frontiére de F 5 5

1
étre définie par

H
"

9 f2 + Int(fl)

= f2 pui-que cet intérieur ici est nul,

on a donc
F2 = {x'y' + yz' + x'z', xy' + yz]
Si alors, on désire fractionmner F,, il faut faire ceci sur une base
. 2
premiére compléte de (fz)'

F2 = {x'y' + yz' + x'z', xy' + yz + xz]

Le mondme xz doit &tre rajouté et le fractionnement de F2 donnera

par exemple

= ! = =
fﬁ Xy f3 fi + Int(yz + xz) ig
= N = ! =
f4 yz + xz f4 Eﬁ + Int(xy') fﬁ
Les deux fonctions F3 et F4 sont ici complé&tes et donmnent comme seules
solutions :
= ! = .
f3 Xy f4 vz + X2z

et, en définitive :
f=(y+2z")Y(xy' + yz + x2)

fonction qui est cette fois sans aléa,
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CHAPITRE 5

TEST DES SYSTEMES COMBINATOIRES

La méthode de fractionnement littérale permet d'aborder le probléme
du test des réseaux. L'idée directrice de ce chapitre est de définir
une méthode de synthése de réseaux tels que le calcul de leur séquence
de test soit réduit.

On constatera en fait que l'avantage de cette idée est double :

- d'une part le prix du test sera réduit puisqu'il ne sera
éventuellement plus nécessaire de calculer les séquences de test sur
ordinateur

- d'autre part en &liminant en cours de calcul de nombreux
réseaux non testables, on diminue le nombre de solutions possibles,

donc le temps de calcul dans la partie synthése.
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5 - 1 Considérations technologiques.

En pratique, il est préférable de vérifier le bon fonctionnement d'un
réseau sur des transitions et non sur des valeurs établies, ceci pour
deux raisons.

La premiére, évidente, est qu'il peut &tre utile de vérifier le fonc-
tionnement en régime transitoire, par exemple pour contrSler les temps
de commutation.

La deuxiéme raison est que les pannes ne sont pas forcément franches :
en particulier dans le cas d'éléments 3 seuil, on pourra observer des
vieillissements d'éléments qui modifient le seuil sans pour autant
provoquer le ''collage'" & 1 ou O.

Par exemple, une porte réalisant Maj(x, y, z) pourra, a cause d'un
vieillissement, &tre transformée en x + y + 2 Ou X.y.z

si alors on teste, pour les valeurs voisines (x=0 y=0 z=1) et

(x=0, y=1, z=1), on peut déceler le changement de seuil, alors que le
test sur deux points tels que (x=0, y=0, z=0) et (x=1, y=1, z=l) ne

permet pas de déceler les deux pannes ci-dessus.

5 - 2 Application & la synthése par fractionnement.

Nous allons chercher les conditions pour qu'une fonction soit testable

sur sa frontidre. Soit F(X) une fonction incompléte & réaliser. Nous

utilisons une méthode de fractionnement pour le calcul du réseau
réalisant F :

1) On considé&re la porte ultime du réseau, celle dont la
sortie est F. Cette porte est testable sur la frontiére de F.

2) Si F est fractionnée en k sous fonctions plus simples

F.......F , chacune &tant réalisée par un réseau dont la porte ultime
1 Kk’ onm doit pouvoir Lester B..-%
est Pl......PéVéur la frontiére de Fl""Fk c'est—-3d-dire que les varia-

tions d'un des Fi ne doivent pas &tre "masquées" par les autres.
3) On itére les contraintes du (2) en fractionnant chacun

des F..
i
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Cas d'une porte OU.

Considdrons le cas de la porte OU 3 deux

e entrées, cas auquel on pourra ramener la
porte OU & k entrées et celui des portes
ET, NI etc.... (Cf paragraphe 5-4-1)
Ry Fp(x)

Soit F une fonction incompléte & fractionner en somme :

F(X) = Fl(X) + F, (%)
Nous envisageons d'abord le cas ou F, F1 et F2 sont des fonctions
complétes (on trouvera la générali.ation au paragraphe 5-4-2). Donc
étant donnée une fonction compléte f, on cherche f1 et f2 telles que

a) f=1£f, + f2

1
b) f1 et f2 soient testables par transition.

Théoréme.

Pour que f; soit testable par transition, il faut et il suffit qu'il

existe deux points voisins X, et X1 tels que

a) fl(xo) = 0 et fl(Xl) =1
b) fZ(Xo) = 0 et fZ(Xl) = 0 pour que f2 ne masque pas les
transitions de fl. Ceci peut également s'exprimer en disant que

3 = Vir(fl) iAd:er(fz)

1 1

Corollaire : condition suffisante.

S'il existe X tel que f. et Adher f2 sont disjoints, alors f1 est

X.
1

1

testable, puisqu'alors la frontiére de fl n'est manifestement pas

incluse dans Adher(fz).

_60_



Condition :

Exemple.

fl.Adher(fz) = 0

Soit f(abecd) = ab' + ba' + cd' + c'd + ac
et réalisons cette fonction par le réseau
e
f1 = ac
€ e £, = ab' + ba' + cd' + c'd
a,k
OO0 o4 41 10
C/OL — /
oo N N £, ¢
o
R RN
BN N
N i 4
44 \Q§~2?i;/: On constate que toutes les transi-
N Z i de f £
NP tions de sont masquées par s
40 \ . L . 2
N AN (bien que fl ne soit pas redondant)

Ce fractionnement n'est pas intéressant. Ceci peut se voir sur les

frontiéres et adhérences de fl et f, @

2
Var(fl) = ¢ Adher(fz) =1
a a
Var(fl) =0 Adher(f,) =1
2
b b
Var(fl) = a Adher(fz) =1
c c
Var(f,) = 0 Adher(f,)) =1
2 2
d d
Par contre, si on fractionne f de maniére différente en posant
f1 = ac + cd'
f2 = ab' + ba' + c'd

_6]_



et on obtient

Var(fl) = a + d'
c

Adher(fz) = ab' + ba' + d
c

et la premiére expression n'est pas incluse dans la deuxiéme. On peut
donc tester f1 par transitions. Représentons ceci par le diagramme

suivant :

\\\‘ T Var(fl)

ab _

cd ,
&\ .' ;/ Adher (£,)
, NRY

les deux transitions indiquées

par des fléches sont des transi-

N

A
|

tions dans Var(fl) et non dans

N
N Adher(fz) donc permettent de

N
]
. tester f_,

1

5 = 3 Algorithmes de fractionnements.

5-3-1 Définition,.
Un fractionnement de f en f1 + f2 sera dit 'bon pour fl" s'il

existe X, tel que

a) [fl(xi) + fl(x'i) ]. f2 =Ad:iﬁf1).f2 =0
i

b) f1 dépend effectivement de x;, ou encore :

fl(xi) @ fl(x'i) 0
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5-3~2 Propriétés

(1) Tout fractionnement bon pour fI est &galement bon pour f2 avec le

méme X
En effet, posons : f] = ax + bx' et f2 = ¢cx + dx'
et supposons : Adher(fl).f2 = 0 c'est—-a-dire
% .
(a + b)(cx + dx') =0
pour x = 1 on a donc : (a + b)e =
pQur x = O on a : (a + b)d =
et donc (a + b)(c +d) =0
et 3 fortiori : (ax + bx")(c + d) =0
c'est-a~-dire : fl . Adher (f2) =0
X
Remarque
Géométriquement la condition f] . Adher f2 = 0 signifie que f] et f2 sont

3 distance 2 c'est-d-dire que tout monome m, de f] et tout monome nj de f2

différent par au moins deux variables.

(2) fractionnement suivant une variable

On a vu au chapitre 3 qu'il est intéressant de fractionner une fraction :
f=Ax + Bx' + C

en f] = AX et f2 = Bx' + C

étudions dans quelles conditions ce fractionnement est bon pour tout

xi#x:

f1 . Ad&gr(fz) = 0 est équivalent 3 :

Ax . (x'(adher(B)) + Adher(c)) = 0
' *y X

L
on a encore

Ax ..Adher(C) = 0
Xy
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ou encore puisque A et C ne dépendent pas de x :
A . Adher(C) =0
Xi

(autrement dit on doit pouvoir tester f, quand x = 1).

1

On peut donner alors un algorithme de construction de la forme

f = Ax + Bx' + C donnantun bon fonctionnement :
- a - On choisit au départ une base premiére irredondante de f :
- b - Chaque mondme m, de C, est comparé a tous les mondmes n; de Ag.

S8'il existe ny de Ao qui ne différe de m, que d'une variable, m; est

décomposé en deux :

m. = m.x + m,x'
i i 1

Y

m, X étant rajouté 3 Apx pour former A x

1

Byx pour former B]x'

et on itére le procédé pour former sur la base

s

m, X étant rajouté
A x+ Bx'"+C
1 1 1
Le nombre de mondmes de C, étant fini on arrivera en définitive i une
forme permettant un bon fonctionnement.
Remarques ~ Il se peut que le C final soit nul, si au départ, par
exemple, chaque mondme de C, &tait voisin d'un mondme de A.

-~ La méthode peut évidemment étre simplifiée si on impose &

la base de départ d'étre canonique :

Si f = Ax + Bx' le fractionnement en fl = AX et f2 = Bx' sera

évidemment bon pour tout X 4 x

Définition - Un tel fractionnement sera dit uniformément bon
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5-3-3 Fractionnement final

Définition Un fractionnement de f en f1 + f2 sera dit "final" si

f1 ou f2 est une variable.

Propriété Si un fractionnement de f est final, la fonction fi’ si elle
existe, qui n'est pas une variable peut &€tre testée par transition sur

la sortie de la porte effectuant le fractionnement. Si par exemple f] =x

f=x+ fz(x] x2....xn) X XyeeseX

n

si on donne a x la valeur zéro, f2 peut 8tre testée sur les transitions

de 1l'un quelconque des X, en observant les variations de £.

5-3-6 Théoréme

Soit dans un réseau quelconque (arborescent ou non), une chalne

P P. P,....Pde portes NOR en série.
o i 2 n

Supposons que tous les fraction-
nements sont soit finaux soit

uniformément bons. Dé&signons

par Xo Xy«...X les variables
ayant .défini les fractionnements
successifs. Supposons enfin que

la chalne est maximale :

(fo est une sortie accessible,

f et g

sont des entrées)
n+1

n+1
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Théoréme

Toutes les portes Pi peuvent &tre testdes par variation des entrées de Pn'

Ceci se démontra par récurrence

(a) Pn définit un fractionnement final donc les variations de 84

peuvent Etre observées sur fn (en donnant 3 fn+ la valeur zéro)

1

(b) Supposons que fi+l varie quand g, varie. Alors fi varie.

En effet Pi définit

- soit un fractionnement final donc ;41 st une variable
indépendante qui peut &tre mise & zéro

- soit un fractionnement uniformément bon et en particulier

tel que fi+] . adher (gi+]) = 0
gn+l

donc quand fi+ varie, 8., De masque pas ces variations.

1 +1

Remarque.
I1 n'est fait aucune hypoth&se sur la nature du réseau, arborescent
ou non. Chacune des fonctions g; ci-dessus peut @tre &laborée de

manidre quelconque, indépendamment ou non de la chalne C.

5-3-7 Exemple.

f=xy+x'y'
a réaliser au moyen d'opérateurs NOR.

f' = xy' + yx'
fractionné en f] = xy' f, = x'y

2
fractionnement qui est bon pour f] et pour f2

En effet :
var(f]).f2 = y'. (x'y) =0
X
var fl'f = x.(x'y) =0
y 2
et de méme, par raison de symétrie
var(f,).f, = 0
arital ety
var(£,).f. = 0
v 2 1
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Itérons le fractionnement sur f

1

f'y=x" +y=x'y' +y
que nous fractionnons en

fjp =%y f1p=vy
Ce fractionnement est final.
De méme, fractionnons

f'2 =x'y' + x

S B =

fpp =%yt = £, £y =x
et ce fractionnement est encore final.
Enfin f]] est fractionné en

fp = = Flig =y

fractionnement qui est final,

Le schéma obtenu est donc le suivant :

f

f] £,

Flii=x £y =y
On peut tester la chalne des portes 1-2~4 en Ffaisant varier X, 4 condi-

tion de donner 3 toutes les entrdes apparaissant dans les fractionnements

finaux, c'est-3d-dire ici & y la valeur zéro.

! 1+0
01
ﬂj
1->0
y=20 0
0-+1 y=20
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On constate que tout le long de la chafne 1-2-4 la variation de x
entraine une variation de la sortie de chaque porte. Par contre, les
variations de x intervenant sur la chafne 1-3-4 ne masquent pas les

variations précédentes.

Généralisation.

Ce qui précéde doit @tre généralisé en ce qui concerne les opérateurs

et en ce qui concerne les fonctions.

5=-4-1 Opérateurs quelconques.

(1) Naus avons étudié le cas d'une porte "OU" i deux entrées. Ceci peut
etre généralisé & une porte OU i un nombre quelconque d'entrées.
Définissons le fractionnement de f en f1 + f2 * oiieee. + fk de la ma-
niére suivante : on fractionne au préalable f en f1 + g, avec la condi~
tion Adher(fl).gl = 0. On fractionne eusuite g, en f2 + g, en respectant
Adher(fz).g2 = 0, et ainsi de suite.

On constate alors que si on a :

Adher(fl) - 0
on aura a fortiori
Adher(fl) . f2 =
Adher(fl) . f3 =0 etc.....
Puisque f2 . f3..... sont inférieurs 3 g;» autrement dit f2, f3.... ne
masquent pas les variations de fl'
On démontre de méme que les variations de f2’ f3..... ne sont pas mas-

quées et donc le fractionnement ainsi défini est bon pour tous les fi'
(2) Ce qui précéde peut &tre généralisé &videmment aux opérateurs ET,

NAND, NOR par simple dualisation ou complémentation.

(3) Ce qui précéde peut enfin &tre appliqué aux opérateurs privilégiés
quelconques : la décomposition par un opdrateur privilégié pouvant tou-
jours se ramener # une suite de décompositions suivant des opérateurs
"ET” et HOU" .
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5-4~2 Fonctions incomplétes.

Nous avons &tudié uniquement le cas de fonctions complétes. En fait
si on cherche & fractionner une fonction compléte F = {fﬁ f} en somme

par exemple, il suffira de fractionner f en respectant les conditions

précédentes

soit f est fractionné en f1 + f2
F n n - -
f en f1 + f2

avec Adher(?]} . £. = 0 alors, a fortiori, pour toutes solutions

2
81 et 84 de Fl et F2 on aura

Adher(gl) . 8y = 0

et le fractionnement sera bon pour g, et g,
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CHAPITRE 6

SYSTEMES ASYNCHRONES - DEFINITIONS

Pour reprendre les notations habituelles, rappellons qu'un systéme

séquentiel est défini mathématiquement par la donnée des 5 &léments

suivants

par les

par les

Parfois

cas des

x. de X
i

domaine

- X "l'alphabet d'entrée" ou ensemble des valeurs prises
variables d'entrées RperennnnaX, du systéme |

-~ Y 1'ensemble des états internes

- Z "l'alphabet de sortie" ou ensemble des valeurs prises
sorties zl.......zp du systéme

- F une application de E = X & Y sur Z

- G une application de E dans Y
F et G ne sont pas définis sur tout E. En particulier dans le
systémes asynchrones, on admet souvent qu'une seule variable
peut varier & la fois, ce qui limite considérablement le

de définition de G
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6 -~ 1 Représentations

1) Nous utilisons la représentation classique en tableau d'états qui
permet ais@ment une "vue d'ensemble" de 1l'automate en matérialisant
par ses lignes et ses colonnes les caractéristiques essentielles du
systéme,

Pour' définir ce tableau T on opére comme suit :

- on fait choix d'un ordre de Xi de X et des Yj de Y
- une ligne Li de T associée 3 1'état interne Y. de A sera
la liste ordonnée des successeurs G(Yi’ Xj) pour tous les X, successifs
- une colonne Cj de T associée érla.valeur Xj des entrées
sera la liste des G(Yi’ Xj) pour les Yi successifs.
2) La table définissant les sorties sera définie de la méme manidre

en remplagant G par F dans la définition ci-dessus

Définitions diverses,

1) Etat total.

On appelle "état total" ou plus simplement "état'" le couple E formé
PP P :

d'un état interne Yi et d'une valeur Xj d'entrée.

2) Etat stable.

)

Un état total E..

i {Yi’ Xj} sera dit "stable'" si on a la relation

sulvante :

G(Yi’ Xj) = Yi

3) Etat insta He, transition.

Un &tat E.. = {Y., X.} sera instable si G(Y., X.) # Y.
ij i’ 73 i 73 i
Un tel état sera en général assimilé 3 la transition de 1'&tat interne

Y. vers 1'état interne Y, = G(Y.,X.).
1 k 173

4) Etat indifférent,

Eij = {Yi’ Xj} sera indifférent si G(Yi’ Xj) n'est pas défini. Un
état interne pourra &étre physiquement indifférent soit parce que la

valeur Xj ne peut. pas &tre prise quand A est dans 1'état Yi (on dira

_71_



que l'état total Eij est "inaccessible'"), soit parce qu'effectivement
on ne se soucie pas de l'évolution de 1'automate i partir de 1'état

interne E...
1]

5) Etat interne primitif.

Y, sera dit primitif s'il existe un et un seul Xj tel que {Yi’ Xj}
soit stable. Une représentation sera dite primitive si tous ses é&tats

internes sont primitifs.

Relations.

Une relation R sur l'ensemble Y = {Yl.....Yn} est un ensemble de
couples ordonnés d'éléments de Y. Si Yi’ Yj est un de ces couple,

on notera

Définition (1) : relation itérante.

On appelle relation itérante sur un automate A,une relation entre &tats

internes vérifiant :
(1) Y, R Yj®VXk, G(Y;s X) R G(Y, X)

Définition (2) : relation précisée,

Une relation R it&rante sera précisé@e par une relation Rl si :
Y. R Yj<:>\/xk, G(Yi, xk) R G(Yj, xk)
et
Vi, FOf, XD RL PV, X))

Exemple : on définit habituellement la relation d'équivalence entre

états 1nternes par G(Yi’ Xk)NG(Yj’ Xk)
YiNYj¢$VXk et
F(Yi, Xk) = F(Yi’ Xk)

La relation d'équivalence est précisée par 1'égalité des sorties.

Relation entre &tats totaux.

Si Rl est une relation entre &tats internes et R2 une relation entre

entrées, on définit une relation R = R1.R2 entre &tats totaux par

_.72_



fv,, x, } r {YJ., 3 <>

Y. Rl Y, et X R2 Xl
i ] k

Exemple.
On trouve dans la thEorie de R.DAVID la notion d'hypovalence. Cette
relation est définie & partir des séquences d'entrées et sorties.
{Yi’ Xk}<j {Yj, Xk} si toute séquence d'entrée applicable
iavY, et & Yj donne des séquences de sorties, Si et Sj vérifiant :

5 :
S. < 8,
L= ]

Cette définition est équivalente 3 la suivante :

{Yi, Xk} < {Yj, X} si et seulement si :

a) Xk = X1 : les deux états sont dans la méme colonne
b) me, G(Yi’ Xm)<qG(Yj, Xm) ¢ la relation est jitérante.

¢) F(Yi) < F(Yj) : les sorties sont comparables.

Relation précisée normale.

Une relation précisée sera dite normale si la relation précisante R1

sur les sorties a la propriété suivante :

= {s1 82“"""Sq}
1 R1 82<:;»\4} ]

si S
S 11 T S

r étant la méme relation pour toutes les sorties &lémentaires.

@-relation. . ‘

On est fréquemment ammené 3 étudier des ensembles de valeurs dont cer-
taines ne sont pas définies (on note ¢ une telle valeur) .

Sur un tel ensemble une relation binaire R sera appelée une @-relation
si elle est toujours vraie quand un des &léments est non défini.

En particulier, sur un automate on rencontrera deux ¢-relations parti-

culiéres entre &tats internes ou totaux, extension des relations d'ordre

et d'équivalence.
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a) On note Vv la relation définie par
AVBesA=BouA=¢@¢ouB-=4¢

< . DU
b) On note Vv la relation définie par

AgB@A;BouA#¢ouB=¢

Demie @ relation.

Une relation R sera appelée une demie @ relation si on a toujours
a R ¢

(mais pas forcément ¢ R a)

Relations d'hypovalence, application,

Le point de départ de la méthode présentée ici est la théorie de
R.DAVID présentée essentiellement dans sa thése. DAVID utilise une
relation d'ordre entre &tats totaux qu'il nomme hypovalence. Nous
avons envisagé une généralisation de cette méthode, d'une part pour
les besoins du calcul automatique, d'autre part pour pouvoir aborder
des algorithmes plus &laborés de synthése.

a) Besoins du calcul automatique.

Cherchant a programmer la méthode de DAVID telle qu'elle était a
1'origine, il nous est vite apparu que certaines améliorations pou-
vaient @tre apportées : la méthode initiale est faite pour &tre pra-
tiquée "a la main' : 1l'homme peut avoir une vue d'ensemble sur un
tableau d'état que n'a pas l'ordinateur. Si, par exemple, on désire
rechercher toutes les relations d'hypovalence au sens de DAVID, on est

-~

amené 3 comparer des états totaux stables d'une méme colonne. Cette

derniére condition d'&@tre dans une méme colonne n'est pas &lé&mentaire
pour l'ordinateur ; au moment d'écrire 1'instruction de vérification
de cette condition, on est é&videmment conduit & repenser son utilité,
et & chercher 3 la supprimer.

b) Dans la méthode initiale interviennent deux types de simplifica-

tions, et donc & 1l'origine deux algorithmes distincts, 1l'un dit de
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recherche des états saurces, 1'autre dit de groupement d'états, Ces
deux algorithmes distincts ont pu &tre présentés comme une applica-

tion d'une méme théorie, comme nous allons le voir.

6~4-1 Cellule séquentielle de DAVID.

Définissons logiquement un opérateur séquentiel de la manidre sui-

vante :

B':‘i
] . S
Yo—t_ ‘
Ty 17
x, x 5

C'est un élément de mémoire i n + p entrées, une sortie et deux &tats.
Les entrées se séparent en deux classes :
=~ les entrées dites primaires XpeeeeaX dont 1'ensemble des valeurs
possibles forment 1'ensemble X ;
- les entrées dites secondaires MARETRIS
L'état Y, du systéme peut prendre-deux valeurs O et 1. Il est défini
de la maniére suivante ; n

y o= g+ ?ﬁlyi) : }EIX'j
La sortie est égale 3 Yo

Cet opérateur est appelé 'CUSA' (Cellule Universelle pour Séquences Asynchrones)

6-4-2 Utilisation de la cellule.

1) Définition : &tat simple.
On dira qu'un état Yi est simple si 1'ensemble des X, tels que
G(Y, =Y.
(Yl’ Xk) Yl
est caractérisé par un mondme unique Mi et si la sortie est indépen-—

dante de Xk'

Exemples : un &tat primitif est simple.

Le groupement de deux états primitifs voisins est un état simple,
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2) Soit A un automate représenté par un ensemble d'états simples.

a) A tout &tat simple Yi de A on associe une cellule Ci
dont les entrées primaires seront les compléments des variables pré-
sentes dans Mi’ La sortie de Ci est une "variable intérne”'désignée
par Yi‘

b) A toute transition de Yi vers Yj on associe une con-
nection entre la sortie de Yi et l'entrée secondaire de Yj'

Toute sortie s est de la forme :
*p =Zq sp(¥g) 7q
Méthode de simplification.

On part d'une réalisation dite cancnique, oli tout &tat interne est

primitif et on cherche des simplifications du réseau ainsi obtenu.
Ces simplifications sont de quatretypes :
a) suppression de connections aux entrées primaires
b) suppressions de connections aux entrées secondaires
c) suppression de cellules par groupement d'états

d) suppression de cellules inutiles

Définition.
On appelle hypovalence généralisée une @ relation itérante entre

états tnternes d'un automate précisée par la relation d'ordre habi-

tuel sur les sorties :

Y.q YJ.(;; a) ka, F(Y,, X)) £ F(Yj, X )

)

k

b) VX , 6(¥;, X)q G(Yys Yy

@
@

n

ou bien G(Yi’ Xk)

)

ou bien G(Yj, Xk

Remarque.
Cette hypovalence est une généralisation de celle développée par

DAVID, on n'impose plus ici que les &tats Yi et Yj soient stables
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dans une méme colonne.

Note : par abus de langage 1'hypovalence généralisée sera appelée

plus simplement "hypovalence'.

6-4~3 Théoréme fondamental.

Soit A un automate dont deux états internes Yi et Yj vérifient
Y, Y, -
i<d 7j
Appelons y; et yj les variables internes associées aux états Yi et

Y..
J

On peut, sans modifier le comportement externe de l'automate, chan-

x
ger y, eny." =y, + ij

5

ceci quelle que soit la §aleur de la grandeur booléenne A (fonction
éventuellement des états ou des variables d'entrédes)

En effet, ce théoréme se démontre par récurrence.

(1) Les sorties ne peuvent &tre modifiées par la transformation de
1'équation de v Si sq est l'une d'elle, on a

s =58 (Y.,) . v, + s (Y.)y. + 2L7 . s (Y ) .
q = SqWi) - Yyt s vy + L s () Ly

Deux cas peuvent alors se présenter.

(a) Sq(Yi)

affecter s

0 Alors la modification apportée é,yi ne peut

(b) Sq(Yi)

done l'expression :

1 Mais alors s (Y.) = 1 puisque Y. Y. et on a
¢; putsque %, J Yy
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s =y, + vy, + ZE: . s (Y
a  Ti7 Y5 T pdi,g % p)yp

=yt Oy e 55%,j ¢
(2) Rematrque.
Dire que y; est remplacé par yi* =y, + ij €quivaut a dire que quand
l'automate est dans 1'état y., et pour au moins une valeur Xo des
entrées X, non seulement yj = 1, mais encore v, = 1
Supposons alors a un instant donné, l'automate dans 1'état Yj’ les
entrées X ayant la valeur Xo’ et &tudions 1l'effet de la transition
X = Xo——+9 X = Xl.
Appelons respectivement Yk et Y eles descendants de Yi et Yj pour 1la
valeur X, .

1
Les expressions de ¥y et y, sont de la forme

(v + v, +'ZP yp)Mk
(vp *+ v, +%;_yq)Me

T

g0

Autrement dit, si y; est remplacé par yix, quand l'automate passe de

]

1'état Yj a 1l'état Yf d cause de la variation XO——> X1 de X, non seu-
lement ye va prendre la valeur 1, mais également Vi prendra cette
valeur.

D'aprés la remarque ci-dessus, cela signifie que est changé en
g que y, 8

® . +
Ve =V * My

U est ici fonction en principe de X (puisqu'en général Y, ne sera

k
pas descendant de Yi pour toutes les valeurs.de X), et de plus il est

fonction des séquences appliquées : U n'est €gal 3 1 que si on arrive
en Ye en provenance de Yj‘

Mais puisque Y, Y. leurs descendants Y, et Y
pursd i<t ¥ {

k /
On est donc dans les conditions d'une itération du théoréme.

vérifient QY.
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6-4-4 Corollaire 1 : états sources.

Définition.

On appelle é&tat minimum, un état Yi hypovalent & tout é&tat Yj tel que
B G(Y., X ) = Y, L, X)) =Y. (Y. . :

:}Xk, avec (Yl, k) Yl et G(YJ, k) YJ (Yl et YJ sont stables dans
une méme colonne)

Théoréme de DAVID,

Si un état Yi est minimum, on peut supprimer toutes les -
entrées secondaires pour les remplacer par une fonction unique iden-

tique 3 1. Un tel &état est appelé &état source.

En effet :

Lemme.

Si Yi est un état minimum et Yp un état quelconque, on peut relier une
entrée secondaire de Yi 4 la sortie de Yp ; trois cas peuvent en effet
se produire :

a)d X G(Yp, xk) =Y,

Alors la connexion existe déja et la propriété est banale.

b)\%(k tel que G(Yi’ Xk) = Yi’ on a
G(Y s %) = v, Y,

Mais alors pour cette méme valeur Xk’ Yj est stable

G(Yj, Xk) = Yj et, d'aprés la.définition de Yi’ on a

Yi<j Yj
Alors la propriété devient un corollaire immédiat du théoréme de base.
c)\%xk avec G(Yi’ Xk) = Yi on a
C(Y, X) = ¢
Puisqu'il n'y a pas spécification, rien n'empé&che le descendant de Yp

d'é@tre justement Yi pour la valeur Xk'
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Corollaire.

L'équation de la variable y; peut donc s'écrire :
Vi = Ses M
Le signe I &tant &tendu & 1l'ensemble de tous les états.

Mais Zyj = 1, donc les entrées secondaires peuvent &tre toutes

supprimées et remplacées par 1, d'ol le théoréme.

Application.
On en déduit une premiére méthode de simplification par suppression
de connexions vers les entrées secondaires, méthode analogue i celle

présentée par R.DAVID,

Exemple : soit l'automate ci-dessous.

xy |00 |01 | 11 |10 |88,8,

" OO
©

®
©
©

e £ 010

- d 111

a (::) (::) 100

c b <::> 101

Montrons que a est un état source!
a doit @tre comparéd aux &tats qui sont stables dans une méme

colonne que a c'est-d-dire 3 b, ¢, d
b b
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ag b= aqd, eqb
aad >adb, eqd
e b=adb, cad
edd zsc<std, ag b
cdd =cab
cdb =>cqgd, edb
adcec =edf
edf =>eab

Autrement dit a est bien un état minimum, donc source.
. Par la méme relation on montre que e est également minimum et donc
source.

L'automate peut &tre présenté par

il

L I

.

On constate que la cellule associée a4 l'état a est inutile, n'étant

reliée a rien.



Remarque.
Dans notre théorie, telle qu'elle est utilisée ici, nous pouvons traiter

un exemple d'automate qui au départ, n'est pas primitif. Dans la méthode

initiale de DAVID on aurait du le rendre primitif en dédoublant les &tats

~

a, b, ¢, d; e et nous aurions obtenu un automate i 1] &tats plus lourd 3

traiter.

6-4-5 Corollaire 2 : Suppression d'entrées primaires

Théoréme.
Soit A un automate, Yi et Yj deux états de A vérifiant :
a) Y. 9vY.
1 ]
b) Yi est stable sur 1'ensemble des Xk caractérisé par le mondme Mi
c) V Xk avec Mj(Xk) =1 on a :
G(Yi’ Xk) = Yj ou @

d) ;@ Yp’ X, et X1 tels que

G(Yp’xk) = Yp
Mj(Xk) = |
G(Yp’xl) = Yi

Alors on peut changer dans 1l'expression de y., M, en M. + M. sans rien chan-
p g, - P— p_ - LR l 1 l J

ger au fonctionnement externe de 1'automate.
En effet, y; peut s'écrire :
.= (y, + .
yi = Op v oy My
Développons 1'expression des y

=k .M
&g, b p P
Donc y; = (yi + kaMp)Mi

" Changeons Mi en Mi + N%. On obtient

¥
o= gt Tk M) (M + M)

.+ X M. + y.M. + Ik M M.
(y; yp) TR ALY oMo
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Or, d'aprés la condition (d), le produit Mp.Mj est nul. Donc

x

yi o = (Yl * Zyp)Mi + yi.Mj

Or yi'Mj est inférieur 3 yj d'aprés (c)
.= (v, + oy, + Ty M,
yJ yJ yl yq J
On peut donc écrire

yiMy = Ay

Et la modification apportée change

y.

en * s + A
i yi y. Yj

i
D'aprés la condition (a) et le théoréme de base, ceci ne change pas

les séquences de sortie de 1'automate.

Remarque.
La démonstration ne fait pas intervenir le fait que Mi et Mj sont des
mondmes : cette condition est en fait imposée uniquement par la
technologie de la cellule séquentielle.
En pratique, pour que la modification soit intéressante, on ajoutera
la condition (e)

e) Mi + Mj > Mk > Mi’ Mk étant seul obligatoirement un mondme.
Par exemple :

Mi = Mx M, = Mx'

]
M. + M, =M
1 J

Notation,

L'ensemble des conditions a,b,c,d,e seront notées
Y. .
i 4 YJ

Exemple d'application.,

On trouve dans la thé&se de R.DAVID un exemple réel d'automate dans

lequel on trouve un état interne noté a, stable sur 2P-1 points
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caractérisés par une fonction f qui est un mondme M moins un point
Xo, c'est-a-dire :
l)v-X # Xo et M(X) =1, on a :
G(a, X) = a
2) G(a, XO) = f

La fonction caractéristique de l'ensemble des X en a est stable, n'étant
pas un mondme unique, a n'est pas un &tat simple et me peut donc, en
principe pas &tre représenté par une cellule unique.
Or, dans cet exemple, a est hypovalent d f. On peut donc remplacer f.

i

x

ar £,” = f.
P i i
m étant le mondme caractéristique de XO, mais fi tmoo= M, a devient

+m .
o

donc maintenant un &tat simple qui peut &tre représenté@ par une cellule

unique,

6-4-6 Corollaire 3. Groupements d'états.

La propriété précédente permet de trouver la simplification par groupe-

ment d'états.

Soient Yi et Yj deux &tats simples, Mi et Mj leurs mondmes caractéris-

tiques et supposons
Yi<3 Yj et Yj<3 Yi

On peut remplacer Mi et Mj par M.i + Mj

C; <5
T T
Mie My Mit M,

On constate que, dés que v, = 1, yj devient égal & 1 et inversement. On
peut donc remplacer 1'ensemble des deux cellules Ci et Cj par une seule
que nous appellerons Cij’ d'entrée Mi + Mj' On retrouve la propriété

énoncée par DAVID comme conséquence du théoréme de base.
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EXEMPLE:

AUTOMATF ASYNCHRONE AYANT:

3 ENTREES PRIMAIRCS,

2 SORTIES,

13 ETATS INTERNES,

L'AUTOMATE EST DOMNF PAR UNE TABLE D'ETATS PRIMITIVE:

!
000 001 011 010 110 111 101 100;S2,S1

@ 01

11 4 2
6 3 @ 1 ot
7 s (® 2 1 ol
O 1 01
G s 13 1 o1
s (6) 7 2 11
s () o 3 11
9 3 01
11 10 (9 v 10
12 13 3 11

1) 12 13 1 - 00
11 @2 8 2 10

11 @ 4 00

SORTIE DE : EST CONNECTEE A L'ENTREE DE:
1 9 6 6 S2
5 6 S2
6 9 5 S1 S2
8 9 S2
9 10 S1
10 Sl S2
12 8 S1
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CHAPITRE 7

THEORIE DU CONSENSUS DANS UN AUTOMATE
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7 = 1 Introduction a 1'idée de consensus.

7-1-1 Technique de groupement.

Dans la théorie précédente, nous avons vu apparafltre une opération de
groupement d'états qui s'apparente beaucoup au groupement de mondmes de
1'Algébre de Boole.
Si deux états Yi et Yj sont stables pour des valeurs de X caractérisées
respectivement par les mondmes Mi = Mx et Mj = Mx', on peut envisager
(si les conditions sur les sorties, les descendants et les ascendants
sont vérifiées) de grouper Yi et Yj en un seul état Yij caractérisé par
le mondme :

Mij=Mi+Mj=Mx+Mx'=M
Tout comme en algébre de Boole, on peut alors faire la remarque suivante
la méthode de groupement d'états donnera les &tats maximaux 4 condition
de partir d'un automate primitif (sous une forme &quivalente i la forme
canonique de l'algébre de Boole). Par contre, si on part d'un automate

déj3 réduit et mal réduit, on a peu de chances d'arriver aux &états maxi-

maux et donc 3 la forme la plus économique.

Exemple :
00 01 11 10 S 00 0l 11 10 S
<:) b 0 ‘i” ‘!’ be 0
a @ c 0 se réduit a | de ab 0
d b @] o be | 1

@] - c 1
@ I

Par contre, si on part de la forme d&jd réduite ci-dessous, on ne peut

arriver au méme résultat sens dédoubler au préalable les &tats bc
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00 01 11 10 S

@ b 0
C a ‘I’v ‘I’ 6]
.

7-1-2 Cablage entre cellules et codage.

Dans la méthode telle qu'elle est présentée dans le chapitre 6, le

point de départ est un codage canonique des &tats : a chaque &tat est

associée une cellule, et le r&seau de cellules est semblable au graphe

des transitions.

Pourtant, utilisant les mémes cellules que précédemment, et les mémes

régles pratiques de cablage, il est possible de réaliser des réseaux

plus généraux :

Exemple :
x x X ¥’
1 — a - b > 54
+ Ss
Ce réseau réalise 1'automate ci-dessous
00 01 11 10 8132
@ Y, Y, 01
¥ @ Y, 11
(S) Y4 10
ARl




Dans cet exemple Y1 est codé par y, = 1

" 1 1" -
Y2 ya et yb 1
1A 1" " —_
Y3 yb 1
1" " " -
Y4 yc 1

et la réalisation ci-dessus ne peut €tre obtenue par la méthode de
DAVID.

En fait ici Y2 doit &tre considéré comme la "somme" des &tats Y1 et Y

Une nouvelle théorie, celle du consensus entre €tats va permettre des

3¢

réductions nouvelles.

7-1-3 Consensus de Pichat.

Nous utiliserons une théorie développée par E.PICHAT qui généralise
la notion de consensus, pour permettre la démonstration dans un algo-

rithme trés efficace de recherche d'éléments maximaux.

Rappelons briévement le principe de la généralisation : PICHAT étend
la notion de mondme en définissant des "pavés" qui sont des n - uples
{ao al.....an} dont chaque a, appartient & un treillis déstributif

(et non forcément au treillis de Boole de la forme {0, x, x', 1}). Les
relations d'ordre de chaque treillis induisent une relation d'ordre
entre pavés, et PICHAT démontre un algorithme appelé "algorithme de

sélection" qui permet d'obtenir les pavés maximaux.

Définitions,

1) Nous appellerons variable interne la grandeur booléenne Ys présente
d la sortie d'une cellule C

2) On dira que y, est ascendant” de b s'il existe une connexion
allant de la sortie de Ca d une entrée secondaire de Cb'
3) On dira que ¥, est descendant de Y, Pour la valeur Xk des entrées

X si



a) ¥, est descendant de Ya

b) quand v, = 1, Yy prend la valeur 1 dé&s que X prend la
valeur Xk'
En général plusieurs variables ybl"""ybp peuvent &tre des descen-
dantes de ¥y, pour la valeur Xk'

On notera :

GCps XD = yyps Fpgo woveen vyl
(G est une application de l'ensemble produit {yi} % {X.}dans 1'ensemble
P({yi}) des parties de {yi}). Nous noterons G(ya) 1'ensemble de tous
les descendants : G(ya) = g G(ya, Xk).
4) Une variable y; sera dite stable pour la valeur Xk des entrées si,
d partir de la valeur v = 1 et quand X prend la valeur Xk’ y; ne change
pas. On conviendra de dire que y; est son propre descendant pour Xk’ ce
qui n'est pas en contradiction avec 2) puisqu'une connexion existe (3
1'intérieur de la cellule) entre la sortie Ci et une entrée secondaire.
Nous caractérisons l'ensemble des Xk pour lesquels v, est stable par une
fonction booléenne S(yi, X) telle que :

S(yi, Xk) =1 <> y; est stable pour Xk

En pratique les cellules sont construites de telle manidre que la fonc-

tion S soit obligatoirement un mondéme en X :

\fyi’ S(yi’ X) = Mi(x)

5) Descendants nuls descendants non spécifiés.

Il est possible qu'une variable Ya n'ait aucun descendant pour une valeur

Xk' On exprimera ceci par :
= nmAn
G(y,» X) 0

On prendra soin de distinguer cette notion d'absence de descendant de la

notion de descendant non spécifié ,notée :

G(ya’ Xk) = n¢n

qui signifie qu'il y a un choix possible.
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Enfin on distinguera cette valeur "¢" de la valeur "1" indiquant 1'en-
vsemble de toutes les variables. Si G(yi, Xk) = "1" toutes les variables
sont des descendants obligés de Yy si G(yi, Xk) = "@" on peut choisir
parmi les variables des descendants quelconques.
Pour des raisons pratiques, on considére que la valeur "@" est meilleure
que la valeur "1" et on note "@" > "1".
En pratique le symbole @ sera souvent remplacé par un blanc dans 1'écri-
ture des variables.
6) Sorties.
Nous nous efforgons d'obtenir des réalisations dans lesquelles chaque
sortie est une somme de variables internes. Pour chaque sortie &lémen-
taire s, nous aurons !

s; = b} rij yj
Chaque s, est donc défini par l'ensemble des rij qui sera appelé

"pseudo sortie'.

Pour un indice i donné, 1'ensemble {r..} est une fonction de j notée :
1 lJ

ri = fl(j)

L'ensemble des r, est également une fonction de j notée :

R = F(J)

La valeur de R pour un j donné sera appelée la '"sortie” de yj.

7) Table des variables.

Nous utiliserons une représentation analogue au tableau d'état pour
représenter les interconnexions entre variables ou entre variables et
sorties. On dafinit une 'table des variables'" comme un tableau rectan-
gulaire T dont une ligne est associe @ chaque variable :

a) T(i,)) = Gly;, X,

(les variables stables &tant entourées d'un cercle)

b) T(i, n+l) = F(i)

_.90...



Exemple : 1'automate du paragraphe 7-1-2 peut 8tre représenté par la

table des variables ci~dessous :

00 01 11 |} 10 r.r

1
@ yb Ve 0l

o] |*®
e ele]

2

Cette table fait ressortir le fait qu'on peut avoir simultanément

y =1, Yy = 1 (ce qui est le code de 1'état YZ)'

a
Remarques.
a) Dans un réseau réalisé par la méthode de DAVID, et avant toute

réduction, il y a isomorphisme entre le tableau d'états et la table des

variables.

b) Cette forme de la table des variables conduit souvent & dire (en
confondant les notions d'états et de variables) que 1'automate est
"non déterministe", terme qui est &videmment impropre et préte 2

confusions.

8) Représentation canonique d'une variable.

Une variable interne y, sera notée

y = {ao, ar, a2...;.....an}

a
avec les 'définitions suivantes.

a) a_ est l'ensemble {G(ya), F(a)} des descendants de la
variable y, et de sa sortie, et sera appelé une ligne (aO est une
ligne du tableau des variables défini précédemment) .

b) Pour i > 1, a; est un élément du treillis de Boole

= ! ! 1 -1 =
t; {o, Xis X4y 1}, tel que l'on ait : TC & M
1=1

_9]_



7 = 3 Relations entre variables.

7-3-1 Remplacement.
On dira que l'ensemble Y, = {yl.....yp} remplace 1'ensemble Y, = {% ...yr}

pour une valeur Xﬂ s1 pour tout Y tel que Y

9 CG (v, Xe), on peut rem-
placer Y2 par Y1 dans G(ys, XE) sans changer les s&quences de sorties de
l'automate.

Condition suffisante.

Pour que Y1 remplace Y29 il suffit que

a) Quand yq T ienaa. = Y. = 1, le remplacement ne change pas les
sorties, c'est-i-~dire

r
C > @) =>i F(3)
i=q

j=1
b) Dans les mémes conditions, que pour tout Xk la propriéte

s'itére sur les descendants de Yl et Y2’ c'est-i~dire :

P r
x/ Xk’ L_} G(yi, Xk) remplace L_J G(yj, Xk)

1=]1 .
. 1=q
c) et enfin, qu'on n'introduise pas de fausses transitions
vers les Vi eeo yp c'est-a-dire :
/9. Y2<:.G (yi, Xe){B yngl tel que y; et yj solent stables simultané-
ment .

Cette condition est une généralisation de la condition (d) du paragraphe
6-4-5,

Exemple : dans la configuration suivante

Yoy la variable y, ne peut remplacer l'ensemble

{yz, y3} méme si les descendants et les sorties

<::) sont égales. En effet, la cellule de base étant

asynchrone, si on remplace la connexion de C1 a

~

A C2 par une connexion de C1 a C4, dés que
(::) vy = 1, Yy devient &gal 3 1.

SICIE1S,
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Remarque.
La condition n'est nécessaire que si Y1 et Y2 constituent chacun un code
d'état. Dans le cas général, si par exemple yl....yp peuvent ne pas étre

seuls 4 1, certaines inégalités entre sorties pourront &tre masquées.

7-3-2 Pseudo—-équivalence.

On dira que Yi est pseudo—-é&quivalent pour la valeur X

?

a4 Y. si Y. remplace
j i

Y. et Y. remplace Y. pour X,.
i i p ;i P @
7-3-3 Equivalence. ‘
On dira que Y. est équivalent A Yj si Yi est pseudo~ équivalent & Yj pour

tout X.

7-3-4 Qualité des variables.

Pour coder les é&tats d'un automate, il est en général possible de choisir
un certain nombre de variables internes parmi un grand nombre. Nous cher-
chons toutefois une réalisation économique et donc nous cherchons un

codage & 1'aide d'un petit nombre de variables aussi économiques que

possible.

Nous dirons que y, est meilleure que vy (et on notera ceci v, i:yb) si

a) F(a) > F(b) : la variable y_ sert plus souvent ,pour 1'&labo-
= a ’

ration des sorties,que v,

b) Pour tout E, G(yb, Ek) G (ga, Ek) ty, est plus souvent
utilisé que ¥y, comme entrée secondaire de cellule.

c) y, est plus stable que Yy ¢ Ma >2M (il y a moins de conne-

b
sions aux entrées primaires de Ca que de Cb).
Avec cette définition, le probléme de la minimisation d'un automate se

résume aux deux opérations suivantes :

a) recherche de toutes les variables de qualité maximales
b) choix parmi ces variables d'un sous-—ensemble minimum per-

mettant de coder 1'automate 3 réaliser.




7 - 4 Treillis des lignes.

1) La relation de qualité entre variables peut se décomposer en un pro-
duit de relations d'ordre :
. S . TR
Si Vo2 Yy © est-3—-dire:
cease > cereas
{ao & an} = {bo’ bl bn}

nous avons par définition de la qualité:

a)v.,liign, a, <b,
i =" = i="1

puisqueT[ai = Ma éjlbi = Mb

[t}

b) Entre a_ {G(ya), F(a)l et bO = {G(yo), Fb} on a une

relation dé&finie par :

Cette relation entre lignes est comme la qualité d'une relation d'ordre

que nous noterons du signe <.

2) Elément minorant.

L'ensemble des lignes possé&de un élément minorant "O" qui est la ligne

associde 3 la variable sans descendants, de sortie nulle et stable nulle

part.
Cette ligne est évidemment sans intérét et la variable correspondante ne

sort jamais dans un codage.

3) Elément majorant.

L'ensemble des lignes posséde un &lément majorant "Q" associé 3 la varia-

ble qui a des descendants partout non spécifiés, une sortie identique & 1

et qui est stable partout.

Comme précédemment cette variable ne sert jamails sauf pour représenter les

connexions non spécifiées.

4) Théoréme.

L'ensemble des lignes forme un treillis distributif.

Cela résulte des paragréphes 1, 2 et 3 ci-dessus. Ce treillis sera noté& £,
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5) Somme et produit.

a) On appelle somme de deux lignes La = {G(ya), F(a)} et
Lb = {G(yb), F(b)} une ligne LC = {G(yc, FC)} qui est la borne supé-

rieure de L, et Lb et qui est donc définie par

G(y) = G(y,) U 6(y,)

F(c) = F(a) + Fb

C'est la plus petite ligne supérieure & la fois &l a et Lb. On notera :
= +

Remarque.

Dans 1'ensemble des 1ignes assocides aux varzables codant un automate,
on ne trouve pas forcément la ligne somme de deux autres, mais on peut
toujours construire une variable nouvelle adjointe au codage et ayant
‘pour ligne la ligne cherchde. (On peut toujours adjoindre a un codage

une variable quelconque, quitte, physiquement, & ne pas s'en servir).

b) Produit.
On appelle produit de[_a = {G(ya), F(a)} et Lb = {G(yb), F(b)} leur

borne inférieure définie par :

L, = {6yy), F(O)}
G(yy) = Gly,) G(y,)
F(d) = F(a) . F(b)
C'est la plus grande ligne inférieure il_a et 3 Lb' On notera :
L‘d = La * Lc
Comme précédemment Y4 n'existe pas toujours, mais peut &tre rajouté au

codage.
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7 - 5 Consensus.
1) Remarque.
Chaque variable v, = {ao al.....an} est un élément du produit T des
treillis o tl’ ....tn. Ce treillis T est muni de la relation > produit
des relations d'ordre de chaque £ qui est donc par construction la

relation de qualité du paragraphe 7-3-3.

2) Définition.

On appelle consensus d'ordre i des variables v, {ao.....an} et

Yy = {bo ..... bn} la variable Yo notée

yc - ya % yb

et définie par
a}b/j # i, ¢ LY

b) C. = a, + b,
i i i

1]
)
o

3) Exemples.
a) Consensus d'ordre i = 0,

Soient les variables définies par les lignes de tableau d'état suivantes

— AN "nAN ttAt
v, A @ Yy ) . ¢ o1

v

y = y Han " n\ WAt 1A SL}
b g |"o (25\. ‘ ¢ y ¢ 10
f

Leur consensus d'ordre Zéro est la variable Ve qui a pour descendant

<

1l'union des descendants de Y, et Yy - ’

On remarque 3 ce propos que le descendant non spécifié "@'" étant 1'élé-
ment majorant du treillis, les descendants de Ve ne sont pas spécifiés
dés que ceux de y, ou de y, ne sont pas spécifiés.,

La sortie de Y. est 1l'union des sorties de Y, et Yy
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Enfin y, est stable pour un mondme Ma et y, pour un monome Mb, leur

consensus est stable pour le mondme Ma . Mb (c'est~d-dire quand y, et

¥y, sont stables)., La variable v, est donc :

yc = n¢n n¢n n¢n ya’yb® yb n¢n y ’yf n(an 11

b) Consensus d'ordre 1 # O

Soient v, et Yy, définies par

000 001 011 010 110 111 101 100 rr,

1t ALY AN
v, v, | "® Vo | Yo | " ol
120 411
v, | """ | v, @ ve | @ | v, | 10

y, est stable sur le mondme Ma

]
]
N

y, est stable sur le monfme M = yz'
Leur consensus d'ordre 3 (par rapport & z) est donc stable pour le

mondme MC = x'y. Les descendants de y, sont l'intersection de ceux de

Y, et ¥y - La sortie de Ve est le produit des sorties de y, et Yy

On a donc

= . A Fatil
v, v, | ¥, ya@ yb@ vp |0 v, v | 00

Remarque : cet exemple montre que le consensus d'ordre i # O n'est pas

toujours intéressant en pratique. Nous cherchons 4 remplacer une varia-
ble Ve qui serait consensus de Y, et Yy, Dar 1'ensemble {ya, yb}. Or la
sortie de Ve est le produit des sorties de Y, et y, et mnous voulons

réaliser les sorties avec uniquement des sommes de variables. Le con-

sensus y_ a%yb ne sera donc intéressant que si F(a) = F(b) car alors
i .

F(a) . F(b) = F(a) + F(b)
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Régle : on ne fera le consensus d'ordre i # 0 qu'entre variables de

sorties égales.

Simplifications.

On voit immédiatement apparaftre deux types trés élémentaires de sim-

plifications.

7-6~1 Variables instables.

Si, par consensus, on obtient une variable qui n'est stable nulle

part, cette variable est sans intér@t pratique et peut &tre &liminée.

7-6-2 Descendants inutiles.

Si on admet la régle des transitions uniques sur les entrées, certains
descendants peuvent &tre supprimés.

Soit Ya stable pour les Xk tels que Ma(Xk) = 1, alors, pour tout Xﬁ
tel qu'il n'existe pas un des X, qui en différe d'une seule wvariable,

G(ya, Xe) n'a pas & &tre spécifié.

Exemple.

La variable Ve de l'exemple 2 ci-dessus peut étre simplifiée en

At
el 7a ya,@ yb,@ vy |"0" | @ |8 |00

)
[}
~<

Théoréme.

A :..yb et si de plus\v/-yj ,\V/-Xk, yce_G(yJ., Xk) on a

X) et v, € G(yb, X,) alors {ya, yb} remplace y_ pour X, .

3 des définitions du consensus.

¢ apparaltre ici 1'int&r8t du consensus : si y =y x ¥y on

(o}

(o4 a

ans certains cas supprimer la cellule Cc'
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7-6-4 Théoréme.

Si Y. = Y, § Yy alors pour tout Xk tel que Yo est stablg, Y. remplace

1
1'ensemble {ya, yb}.

ol Y. est stable, on a :

G(yC,Xk) G(ya,Xk) U G(yb,Xk)
= {ya9 yb’ YC, ----~}

En effet, pour tout Xk

et Yar Yy peuvent &tre supprimés de cet ensemble puisdue :
a) les sorties sont inchangées car
F(a) + F(b) + F(c) = F(e)
b) les descendants de Y, et Yy, sont ceux de Vo
c) il n'est pas introduit de fausse valeur 1 puisqu'aucune

connexion n'est rajoutée.

7-6-5 Soient Y, et Yy deux variables ayant (a) des sorties égales et

(b) des descendants tels que\/Xk, G(ya, Xk) = G(yb, Xk) ou G(ya,Xk) = ¢

ou G(yb, Xk) ¢

Soit V. =Y, XYy i#0

1) Sur tout Xk tel que Ma(Xk) = MC(X ) =1o0ona:

k
G(yc, Xk) = {yc, ya,......}

On peut supprimer y_de cet ensemblejen effet d'aprés (b), Ve a tous
——— 23

les descendants de y, et Yy et donc Ve est &quivalent 4 1l'ensemble

{ya’ yb}

2) De la méme manidre, pour tout Xk tel que Mb(xk) = Mc(Xk) = 1, on peut

supprimer Yy de G(yc, Xk)

Exemple.

Dans l'exemple 1 précédent, la variable ¥y, peut €tre simplifiée :
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yb=| vg | ® @ p | ye | o

ya*yb= ) ) )

Vo | P | Yeyg 9 | 11

S,

7-6-6 Théoréme.

Si (L) Y. = Y, ? Yy i#0
(2) Y, et y, sont pseudo-équivalent, c'est-a-dire

a) F(a) = F(b) .
—_ - 1"t
b)VXk, G(ya,Xk) = G(yb,Xk) ou G(ya,Xk) @" ou
G(yb’xk) = HQ"
OV Yoy 7. € Cys XD on aiy € 6y, X of 3, € 6lys X)
(Comme précédemment Y, et y, mne sont pas stables dans une colonne

ol v, @ un ascendant, alors on peut remplacer toute connexion vers

Cc soit par une connexion vers Ca soit par une connexion vers Cb).

En effet, soit s tel que G(yi, Xk) =Y. Deux cas peuvent se présenter

N X _ ,
>y, CLG(Ya, k) (ya est stable pour cette valeur)

On peut remplacer toute connexion vers CC par une connexion vers Ca
puisque :

a) cela ne change pas les sorties d'aprés (2—3)

b) cela ne change pas les descendants. En effet ou bien
b/Xk, G(yc, Xk) = "@" ot donc la modification n'a pas d'importance, ou bien
AXe G(yc, Xk) # "@¢" et alors G(yc,Xk) = G(ya,Xk) d'aprés (2-b)

¢) cela n'introduit pas de fausse valeur v, = 1 d'aprés (3)

2) Yy C;G(ya,Xk) et la démonstration est identique
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7 - 7 Méthode générale de minimisation.

La méthode se décompose en trois &tapes.

7-7-1 Détermination d'un réseau primitif minimum :

a) On utilise la premiére partie de la méthode de DAVID pour la
recherche des hypovalences, puis des &tats sources. Nous arrivons
ainsi 3 un premier réseau simplifié dans lequel dventuellement de
nombreuses connexions ont &té supprimées.

b) La table des variables de ce réseau se dé&duit aisément de la
table d'étatsde l'automate : aux notations prés, il suffit de gggf

primer toutes -les transitions vers les variables sources (en prenant

garde de les remplacer par 'O" et non par ).

7-7~2 Algorithme de congensus.

Travaillant maintenant sur les variables internes, on cherche toutes

les variables maximales par 1'algorithme de sélection par exemple.

Algorithme de sélection.

On trouvera dans la thése de PICHAT la description précise de 1'al-
gorithme de sélection qui est trés adapté i notre probléme. Rappelons-
en bridvement le principe.

On choisit un ordre des &léments de départ (ici les variables inter-
nes , en algébre de Boole, les mondmes).

1) On "sélectionne' un premier &lément et on envisage son consensus
avec tous ceux qui le suivent dans la liste. On effectue au passage
toutes les simplifications possibles. Les consensus formés sont rangés
3 la droite de la liste.

2) On sélectionne le deuxi&me élément et on fait de m@me son consensus
avec tous ceux 3 sa droite, et ainsi de suite jusqu'au dernier élément
3 droite de la liste.

PICHAT démontre que cet algorithme donne tous les &léments maximaux
cherchés. L'intérét de cet algorithme par rapport aux autres est de
diminuer le nombre de consensus formés et donc dans notre cas, de
diminuer le nombre de comparaisons des nouvelles variables aux ancien-

nes.
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7=7-3 On cherche un ensemble minimum de variables de codage, en uti-

-~

lisant & partir des relations de consensus, une méthode classique de

couverture des variables initiales :

a) a chaque variable interne y; on associe une variable booléenne

z; avec la signification suivante :

Z.
1

z, =0 signifie que y; est inutilisé

1 signifie que y; est utilisé

b) Quand une des variables initialesydéfinie en(l) est consensus
de deux variables yj et y, et quand elle peut physiquement &tre rem-
placée par yj et y, on doit utiliser soit Vi soit yj et yk;‘et donc
avoir

z, =1 ou 2z, etz =1

i i k
ou encore

Dans le cas général, une variable peut &tre consensus de nlusieurs

z, + Z zZ. 2z
1 ip kp
p
Ceci doit &tre vrai pour tout y; et donc on doit avoir :

maniéres et on aura

-Tti(z. +;E: z, .2, ) =1
i1 > JP kp
En développant cette expression, on obtient un ensemble de mondmes
dont chacun représente une solution au probléme. On pourra envisager
une méthode heuristique pour ne chercher que des mondmes minimaux

sans développer toute l'expression.
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7 = 9 Exemple.

Considérons 1'automate défini par la table d'état suivante :

000 001 | OL1 | 010] 110 100 101 ] 11| 5.5,
b @ @ £ d i 01
@ a e i 00
b £ @ @ d 3 01
b a c @ @ i o1
b a @ @ d 3 11
b a @ @ c ; 01
b a e d i 10
b a g @ @ F 10
b e @ 11
h @ 00

Dans cet exemple il n'y a pas de groupement de cellules visible sans

passage & une forme primitive. Il y a trois &états sources a, b et j.
La réalisation de cet automate nécessite 10 cellules, dans la methode

initiale.
lére étape.
Dans la premidre &tape on détermine une représentation de 1'automate

par un ensemble plus ou moins minimisé de variables. Ici nous utilisons

les méthodes de DAVID pour obtenir la table des variables suivantes
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172

2éme étape.
1) En appliquant les régles de simplification du paragraphe 7-6, on

obtient les consensus suivants d'ordre # O

Y = Vg X Yq " o | Fp| © ¢ ? Vg @ v, | 01
Yo = Vg ¥V " 0 ¢ Ve @ @ Y. ¢ 28 01

= = 0 .
g " [ [ O Ga]n]

-~

Ces trois variables sont nouvelles et sont adjointes i la table initiale.
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On forme ensuite :

Col *»

01

et cette variable est équivalente 2 Ve (car v, est pseudo—-équivalent

a .
e

De la méme maniére on constate que

Yo X2 Y4 57,

Vo XY =Yy

C3 m
Y4 XY= Y,

2) Consensus d'ordre zéro

y =y, xy, = |0 P |y

& ¢

On constate que ya remplace Y¢ pour la valeur X

x
g 0 HC/\ch

3 = 011 et comme v,
est source, ye sera simplement suppri{mé de G(yr, X3).
De méme Y4 remplace {yc, yd} pour la valeur Xg = 100 et vy, peut 8tre

simplifié en

v, = 0 ? 0 ‘I’

Y4 ? 0 11

¢y

Et on constate que Y, est &quivalent 3 Yo

Vs = Vp EVa T |0 | P | P | P Y,

<::) <::> 0 11

110 et y, peut s'écrire

<::> <::> 0 11

Ici, Y remplace y, pour la valeur Xg =

yS = 0 ) 1) ) yq’yg

- 105 ~



Mais {yn, yg} remplace Y, donc Vg remplace v (i1 n'est pas &quiva-
lent puisque y, est stable en un point ofi y; ne l'est pas).
Les autres consensus d'ordre zéro ne donnant aucun remplacement, ils

sont donc inutiles & la suite de la méthode.

Troisiéme é&tape.

Nous cherchons une couverture minimale des variables initiales : nous
développons donc 1'expression :

z + 2z, .2 z z2 + z z z. +z 2z ),

( a d f)( b)( c n d)( d c m)

(ze + zg . zn)(zf + za . zn)(zg)(zh)(zi + zdzh)

dont chaque terme correspond i une relation de remplacement par un
consensus.
En développant on trouvera en particulier le terme
. . «Z .z, . zZ.
a b c d e f o4 h i
qui correspond & la couverture initiale. Mais on trouve également le

terme Z . 2 z . 2

qui correspond & la représentation suivante

000 001 011 010 110 100 101 111 rr,

0 0 ¢ ¢ Yy 0 01
0 ¢ 0 @ @ Yq ) 0 10
0 ) ¢ @ Vg @ @ 0 10

® 0 01

0 @ Yh @ 00

- 106 -



et le réseau correspondant est le suivant

11— A 1 D —-4

% |

] N - 1 > 52
CONCLUSION.

Cet exemple montre bien le gain qui peut &tre obtenu en utilisant la
méthode des consensus puisque d'un réseau initial 3 10 cellules on a

pu passer sans revenir 3 la forme primitive 3 un réseau 4 7 cellules.
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CHAPITRE 8

ETUDE DES SORTIES

8 - 1 Remarque 1.
Une étude approfondie de la méthode de conception de DAVID montre
que celle-ci a deux aspects :

- Elle est intdressante tout d'abord parce que le codage
des &tats et les éléments de mémoire utilisés permettent de réduire
1'étude séquentielle.

- Elle est bien adaptée i résoudre le probléme combina-
toire du calcul des sorties, puisque celles-ci sont réalisées prati-
quement de manidre canonique. _

Ces deux aspects sont en fait d'un inté&rét trés différent. Le premier
est essentiel : que le codage se fasse manuellement ou par ordinateur,
le probléme est complexe et mal résolu jusqu'ici. La méthode de DAVID
apporte ici une solution simple et intéressante. Par contre, en ce
qui concerne l'élaboration des sorties, le probléme est totalement
différent : si cette partie est traitée en ordinateur, de nombreuses
simplifications supplémentaires peuvent &tre apportées. Par ailleurs,
si la cellule CUSA est un élément tré&s simple en logique intégrée,

il n'en est pas de méme des opérateurs OU utilisés pour les sorties.

En logique intégrée on rencontre plutdt le NOR (en M.0.S.) ou le
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NAND (en T.T.L.). La différence essentielle &tant que ces opérateurs

ne sont pas associatifs et qu'on ne peut, par exemple, pas faire un

NOR & 5 entrées avec deux NOR a4 3 entrées.,

Remarque 2,
Dans les méthodes précédentes toutes les réductions sont basées sur

l'existence de relations d'hypovalence. Toutefois la probabilité de

trouver de telles relations est faible dés qu'il y a plusieurs sorties :

il suffit par exemple qu'une sortie soit le complément d'une autre pour
qu'aucune relation n'existe.

On est ainsi amené 4 reconsidérer le probléme de 1'élaboration des
sorties, On s'efforcera de définir une premiére série de "sorties in-
termédiaires'" permettant de faire apparaitre le nombre maximum d'hypo-
valence, et servant de base & un réseau combinatoire complexe réalisant

les sorties définitives.

—_— S
rd
> I, v reseav ‘ ¥ Sorlties
. .
entrees ------ redoh R U
s comhbinatoire AL Bimikives
> —
Sorkits  inYerwme diadces

Deux méthodes peuvent &€tre &tudiées.

1) Une méthode plus algébrique permettrait uniquement de dé-~
finir le codage optimal des sorties pour avoir le maximum de relations.

2) Une méthode topologique tenant plus compte des notions de
colit, et en particulier du colt des connexions.

Ces deux méthodes sont dérivées de celles &tudiées dans la premiére par-

tie et pourraient &tre programmées, sensiblement, par les mémes algorith-

mes.
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Toutes deux font intervenir la méme notion de base initiale du frac-

tionnement, notion que nous allons développer ici.

8 - 2 Détermination de la base initiale.

PR A,\ e - - 'IS e ——— -

—

A
On cherche quelles pourraient &tre les sorties de Al pour que le

nombre maximum de relations existent dans Al,

8-2-1 Définitions.

Hypovalence virtuelle.

Nous appellerons ainsi une @ relation entre &tats internes, itérante,

non qualifiée sur les sorties, et non triviale (une hypovalence tri-

viale étant par définition telle, que, pour tout couple d'états{a, ?i
on ait a4 b et bd a).

Le terme virtuel provient du fait que si on donne aux sorties une
valeur convenable, on peut arriver & transformer cette relation vir-
tuelle en une relation d'hypovalence réelle. '

Source virtuelle.

Un 8tat sera dit source virtuelle s'il est hypovalent virtuellement &

tous les é&tats auxquels il est comparable.
Soit R une relation d'hypovalence virtuelle. Pour la rendre réelle, on

doit définir des sorties S telles que pour tout couple {Yi’ Yj} de R

avec Yi<J Yj’ on ait S(Yi) ;:S(Yj).
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8-2-2 Algorithme de recherche d'une base.

A chaque état Yi’ on assocle une sortie Bi telle que, pour tout

i >
YpI> Yi’ on ait Bi(Yp) ==Bi<Yi)

a) Si Yi est maximal (pour la relation d'hypovalence), on

prendra -
B, =Y
i i
b) Si Yi n'est pas maximal, il existe th> Yi et on doit
prendre
B, >Y. + Y
i="1 P
Si, pour tout p € P on a Yp 2 Y., on prendra en définitive

Bi = Yi + > yp

[

peP

et on aura bien bi(Yp) ;=bi(Yi) poor toot ¢

8-2-3 Exemple.

Soit l'automate ci-dessous.

172

- 111 -



Les relations virtuelles sont

ad c bgqg d (1)
b g eq b (2)
dd g eqg b (3)

(ou leurs duales)
a, b, e, f sont sourcesvirtuelles.
I1 n'y a ici aucune relation réelle,
a) Pour les états c, d, g, h, f on peut prendre
Bo = Ver By T ¥qr By T Vg By TV Be T g
b) Si Ba(a) = 1, cela implique, puisque a < ¢, de prendre

Ba(c) = 1 également

Si Bb(b) 1 cela impose de prendre Bb(d) = Bb(g) =1

Si Be(e) 1 cela implique Be(h) = 1 et on est conduit & la base sui-

vante :

Remarque 1.

-~

Il est & remarquer qu'on a rajouté & cette base les variables primaires

x, et %, puisque rien n'interdit de les utiliser pour 1'élaboration des

sorties si cela simplifie la conception.
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Remarque 2.
Dans une méthode topologique ol il serait tenu compte du colit, on envi-
sage la meilleure réalisation possible de 1'automate.

Dans cet exemple on obtiendrait :

a | b > C > d

e

\ §

=== £

Dans cet exemple, a, b, e, f sont de coflit 1.

c, d, g, h sont de cofit 3 et évidemmen., les variables, de colt O.

8~-2~4 Théoréme.

Une base ainsi définie est suffisante pour la représentation de toute

sortie.
En effet, on constate que toutes les 'lignes'" du tableau de la base
sont distinctes et que toute fonction peut donc &tre représentée sur

cette base.

Corollaire,
Toute relation virtuelle pourra &tre rendue réelle : on n'aura jamais
besoin pour réaliser une fonction de sortie d'utiliser une fonction

intermédiaire qui détruise les relations.

8-2~5 Choix des relations virtuelles,

On remarque qu'd toute relation R virtuelle correspond la relation R'
complémentaire obtenue en inversant tous les couples de R. Il peut alors
y avoir plusieurs mani&res de choisir parmi les relations virtuelles
celles qui seront rendues réelles. On les choisira de maniére a avoir

le plus d'états source possible. Ceci se fera au moyen d'un trés classi-

que algorithme par dualisation.
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Algorithme.,

1) A toute relation Ri on associe une variable booléenne r. égale a 1
si Ri est réelle, égale 4 zéro dans l'autre cas.

2) A tout état Yi on associe une grandeur booléenne a; égale a 1 si Yi
est source, égale A z&ro s'il ne l'est pas. a; peut 8tre calculé : pour

que Yi soit source, il faut en général, qu'un certain nombre de rela-

tions Ril Ri2""'Rik soient réelles, donc
k
a, = TE .
1 m=1 ~im

(Si Y, est seul dans sa colonne, a, = D)
3) Pour chaque colonne Cj on peut avoir
a) soit aucun état source, ce qu'on caractérise par une varia-

ble booléenne bj
b) soit un &tat source parmi les Yij de la colonne Cj’ ce qui

peut €tre caractérisé par la grandeur :

Ya..
1]

Donc, dans chaque colonne Cj’ on a !

4) Ceci étant vrai pour chaque colonne, on a :

. (b, + L a..) =1
TchJ 2 ay)

Si on développe cette expression,-on obtient des mondmes en aij et bj’
c'est~d~dire, en fait des mondmes en bj et r . Cherchant i avoir un nom-

bre maximum d'états source, on cherche les monSmes contenant un minimum
de b.,.
J

a) On élimine les mondmes nuls, c'est-d-dire ceux contenant
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r. attaché a Ri et £ attaché a Ri' puisqu'on ne peut avoir simultané-
ment deux relations complémentaires,

b) On élimine un mondme Ml devant un mondme M2 si M1 contient
au moing tous les bj de M2 (si M2 est caractéristique d'une combinaison
plus petite d'états sources).

c) Enfin, parmi tous les mondmes restant, on choisit un quel-

conque de ceux dont le nombre de bj est le plus faible.

Exenple.

Dans l'exemple précédent, on trouve les relations virtuelles maximales
P ’

suivantes :
Ry {fadc, bad} r,
R', {ap ¢, b bd} r,
R, t{bag,eah, dggl r,
R') : {bbg, erh, dp g} r,

Les variables attachées aux états sont

a 1

a = r .r,
a, =1,

ay = r,.T,
a, = r,

ag = 1

ag =r,

ay =1,

On a donc, pour chacune des colonnes
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(b1 + r, + r2) = 1

(by ¥ myry sy +ry) =1
(b3 *org ot r4) = 1

(b4 + 1) = 1

On développera donc, en définitive, l'expression :
(b1 g+ r2)(b2 trr, tr,r, 4 r[’)(b3 g+ r4)

O et r,r 0

172 © 354 T
Il est inutile de tout développer. On constate que, par exemple, on

sachant que r

trouve les termes
r.r,, r.r,, r,r r, T
174 "274° "173 "27°3
qui sont maximaux puisqu'ils correspondent & la présence d'un &tat

source dans chaque colonne. Par exemple, les relations utilisées au

paragraphe 8-2-3 &talent caractérisées par rirq.

8 - 3 Méthode algébrique.

Toute sortie peut s'exprimer sous forme d'une fonction (incompl&tement
spécifiée) des variables primaires et de codage.
Cette fonction F(X, Y) peut &tre fractionnée par la méthode littérale,

en utilisant comme base de départ celle définie précédemment.

8-3-1 Convergence.

La méthode de fractionnement converge vers la base si celle-ci au départ
contient toutes les variables, ce qui n'est pas le cas ici. Si, par
exemple, aprés un certain nombre de fractionnement on arrive 3 une fonc-

tion de la forme

£ =[my;, w'y]

et si m.u = 0, la seule solution est y; et cette variable n'est pas for-

cément présente dans la base (si par exemple Yi est source).

On est amené & considérer une base plus grande comportant toutes les
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variables internes, mais chacune affectée d'un cofit qui sera fonction

du nombre de simplifications supprimées par son utilisation.

8-3-2 Exemple.
Soit un état Yi source ayant P ascendants et vérifiant

r.g Yj (1)
On doit utiliser uniquement la fonction s; =y, ¥ yj et non y, seul si
on désire garder (1).
Mais l'utilisation de Vi si elle est obligatoire, nous fait perdre au
moins la relation (1) et donc la propriété de Yi d'@tre source. Le cofit

de y, est donc au moins P.

Algorithme de synthése.

Dans la recherche d'une solution d'une fonction F =[:£} fTJ on n'explo-
rera la partie de la base comportant des variables de cofit élevé, que

si F n'est plus fractionnable.

Méthode topologique.

8-4—-1 Fermeture par antécédence.

Etant donné un état interne a, on considére l'ensemble F(a) des &tats
ascendants immédiats ou non de a (sans tenir compte des ascendants des

états source).

C'est le plus petit des ensemblesﬁ%‘tels que

2) bé% =% ¢ b, xk>6€

ou bien b est source

8-4-2 Fermeture maximale.

On appellera ainsi une fermeture non incluse dans une autre.

La fermeture de a est maximale si et seulement si les descendants de a
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sont tous source.

Remarque.
Dans une réalisation de DAVID, les fermetures des &tats a sorties non

nulles correspondent aux états représentés effectivement par une cellule.

Coiit.

On appellera colit d'un état Yi’ le nombre d'états dans sa fermeture.

Physiquement, c'est le nombre de cellules obligatoirement présentes si
ysiq s g

y; est utilisé dans la réalisation des sorties.

8~4-3 Optimisation du codt.

Dans la méthode de DAVID on est amené 3 utiliser tous les &tats & sortie
non nulle, et donc leur fermeture. Dans la méthode proposée ici, puis~-
qu'on peut disposer des variables primaires, on cherchera d n'utiliser

que les états de coiit faible.

Remarque.
On voit ici 1'intérét de la notion d'hypovalence virtuelle : comme on
ne sait pas 4 l'avance si un état sera ou non représenté par une cel-

lule, tout se passe comme si on ne connaissait pas sa sortie.

8-4~4 Algorithme de synthése.

Cet algorithme est déduit de celui relatif aux réseaux combinatoires ;

la seule différence &tant la notion de cofit des éléments de la base qui

intervient ici.

8-4~4~1 Fractionnement,

Etant données les fonctions de sorties fl’ f2.....fn définies sur la

base :

{x sl.......sn}

IEEERERERS S
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étant donnés les cofits %i"""zif'éiﬁl""" - des éléments de la
base, les cofits %i} 1 £ i £k étant nuls puisque l'utilisation d'une
variable primaire ne cofite rien, on procdde de la manidre suivante.

a) Une premidre fonction fi d réaliser est choisie,

b) On fractionne cette fonction fi (suivant les méthodes com-
binatoires précédemment définies), jusqu'a obtention des fonctions
résolubles par des éléments de la base. Si 1a méthode topologique est
utilisé@e, on tiendra compte, non plus de la seule distance, mais du
produit (cofit) x (distance).

c) Quand une fonction intermédiaire fp est résolue par un
élément v de la base, on considére que le cofit de cet yitde sa fer-
meture est nul (puisque g; est nécéssaire a fp, il ne coflite rien de
l'utiliser pour fq).

d) Si une fonction intermédiaire n'est pas résolue par un
€lément de la base, on itére le procédé en (a).

e) On traite successivement chacun des fi du probléme.

Comme précédemment, la convergence vers la base initiale n'est pas assu-
rée, Cependant,ici,on ne s'en remet pas au hasard pour trouver des
fonctions dans la baseysi 1'on ne veut pas utiliser y; ,trop cher, mais

Vi
d'utiliser cette fonction. Autrement dit, on peut s'imposer que le

+ yp qui ne détruit pas de relations, on peut s'imposer, d'entrée,

pivot soit choisi parmi certains &léments de 14 base, ceux qui ne détrui-

sent pas de relations,

Remarque.

On ne démontre pas que si v, * yp, par exemple, est imposé comme pivot
au premier pas du fractionnement, (parce que v; utilisé seul détruirait
une relation) on ne retrouve pas plus avant dans le fractionnement, une

fonction fi ayant comme solution v Mais, ici, contrairement i ce qui
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se passait dans la méthode littérale, la convergence n'impose pas
forcément la présence de y;» car on peut fractionner une fonction

jusqu'a n'avoir plus qu'un seul point de spécification i la fois.
P p

- 120 -






CHAPITRE 9

DECOMPOSITION DES AUTOMATES

Introduction.

Dansé les méthodes nouvelles de fabrication de circuits, l'intégration

i grande échelle prend de plus en plus d'importance, mais actuellement
seule la moyenne échelle peut &tre abordée de maniére courante. Cela
signifie que les automates trop '"gros" pour tenir sur une puce de taille
raisonnable, au regard du rendement et de la fiabilité, ne pourront pas
8tre invégrés s'ils ne sont pas décomposés., On sait, depuis longtemps,
par la méthode d'Hartmanig décomposer certains automates, mais on peut
faire 3 la méthode les critiques suivantes.

- La majorité des automates ne sont pas décomposables au sens d'Hartmanis
Si certains automates i fonction mathématique utilisés dans les ordina-
teurs sont décomposables, il est trés rare qu'un systéme industriel le
soit.

~ La décompossition de Hartmanis minimise le nombre de variables inter-
venant dans les diverses parties composant l'automate. Ce critére est
purement mat:hématique et ne correspond nullement & un critére de plus

grande simplicité des réseaux. En fait, pour la plupart des constructeurs,

c'est le nombre d'interconnexions entre puces qui fait pratiquement le

prix de 1'automate total, c'est ce nombre qui doit &tre minimisé.
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9 - 1 Définition : décomposition en somme ou produit.

On appelle somme de deux automates 1'automate obtenu en faisant
l'union des sorties de ces automates (il y a plusieurs sommes possi-

bles pour des automates i plusieurs sorties).

Exemple.

X —f A 54

Nous cherchons & décomposer un automate en somme d'automates plus
simples (ou en produits d'automates).
Nous allons exposer cette méthode dans le cas d'automates i une seule
sortie mais le principe est valable dans le cas général.
Etant donné un automate A dont la sortie est S, nous définissons deux
automates Al et A2 ayant méme tableau d'états et des sorties S1 et §2
telles que

S1 + 82 = 8§
Soit L l'ensemble des lignes du tableau d'état A pour lesquelles la
valeur de S est 1. Nous définissons une partition P = {Ll1, L2} de L.
Sur toute ligne de L1, la valeur de Sl sera 1 et celle de S2 sera O
ou 1 (valeur indéterminée notée () ; de la méme maniére sur toute
ligne de L2, la valeur S1 sera ¢ et celle de S2 sera 1. On obtient

ainsi deux automates plus incomplets que A et qui seront aisément
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réductibles.

9 - 2 Exemple

Dans cet automate seul est

' .
00 o1 11 10 g source 1'état d et 1l est
indispensable puisqu'ad sortie
(a | b - a |o .
_ non nulle ; il faut donc 7
a c - 1 cellules pour le réaliser, sans
_ £ <:> d 0 tenir compte ici d'éventuelles
A = . ) . (:> ) p0531b?11tes de groupement.
On définit alors Al et A2 par
(:) f - d 1 la partition de la sortie S
e (:) c - 0
@ | b -1 a |o @b |- |a |o
a (:) c - 1 a (:) c - )
- £ © | ¢ (o -1 £ @ |a |o
Al = e - g (:) 1) A2 =1 e - g (:) 1
€ | ¢ - d | ¢ © £ ] - |4 |1
e (:) c - 0 e (:) c - 0
— b —

Du fait de l'apparition de valeurs @, certaines relations d'hypovalence

vont apparaltre.
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Dans Al on a en effet

e hypovalent 3 a
f "

o

c g
Donc les états e, f, ¢, d sont sources. On constate alors que les
états c, e, f n'ont pas 4 &tre représentés.
De méme dans A2 on a les relations suivantes :
a hypovalent 3 e
b " f
g " c
Donc ici a, b, g, d sont sources et on constate que cette fois a et g

n'ont pas 34 8tre représentés.

On est conduit 4 la réalisation suivante :

¥ L

S e I_T. F

A, < N s
A
— L | — C

Sa :E)—-a»g

Au prix, ici, de 2 cellules supplémentaires, on a gagné une décomposi-

tion.
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9 - 3 FEtude mathématique.

9-3-1 Définition,
1) Etant donnée une relation virtuelle R qui n'est pas réelle, on

appelle couple inhibant de R un couple {S(yi) S(Yj)} de valeurs de

sortles correspondant aux états Yi et Yj’ et liées par une relation
incompatible avec celle liant Yi et Yj dans R.
Si, dans R on a Yi<j Yj’ on aura donc

- goit S(Yi) > S(Yj)

- soit S(Yi) et S(Yj) non comparables.
2) On appelle relation virtuelle stricte une relation d'hypovalence
qui ne contient pas de sous relation d'équivalence virtuelle.
Si une relation R est stricte, elle est disjointe de son complément

R' (aucun couple ne figure dans R et dans R').

9-3-2 Décomposition en sommes.

Lemme l.Etant donné un automate A de vecteur de sortie S et de graphe

G, et deux automates Al et A2 de méme graphe G et de sorties S et

Al

SA2 vérifiant

Sa1 " 542 T8
Alors l'automate somme de Al et de A2 est équivalent 3 A si les états
initiaux sont identiques.
Appelons V1 V2.....Vn les états de Al et W w-.....wn les états corres-

1 2

pondant de A2. A partir du couple d'état initial V., W, on est conduit &

171
des couples d'états correspondants puisque Al et A2 ont méme graphe.
L'ensemble des états globaux est donc formé uniquement de couples

' < . .
d'états (V1 Wl), (V2 Wz)......(Vn Wn). Par ailleurs, les sorties ayant
la bonne valeur & cause de la condition sur les sorties, on a bien un

automate équivalent & A.
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Propriété,

La propriété d'équivalence entre les automates reste vraie si on ré-
duit séparément chacun d'eux.

En effet, bien que la rdgle de formation des états devienne complexe,
on congoit que, puisque les sorties des automates Al et A2 ne sont pas
changées par 1a réduction, leur somme n'est pas modifiéde, d'old 1a

propriété,

9-3-3 Décomposition d'aprés une relation stricte.

Soit A un automate, R une relation virtuelle stricte sur A et R' son
complément. Nous supposerons que ni P ni R' ne sont réelles (sinon le

probléme est déji résolu).
Nous allons construire deux automates B et C ayant les mémes transi-

tions que A (méme tableau d'état), et des sorties T et U vérifiant

pour tout &tat Yi
+ ) = .
T(Yi) U(Yl) S(Yl)

Nous imposerons évidemment que B et C soient plus simples que A, en
imposant ici que R soit réelle dans B et R' réelle dans C.
Puisque R n'est pas réelle dans A, il existe au moins un couple
inhibant {S(Yi), S(Yj)}; supposons que dans R on ait¢
Yi < Yj

Deux cas peuvent se présenter

a) S(Yi) > S(Yj)
Le couple est donc alors seulement inhibant pour R (mais pas pour R'),
On peut définir alors T et U par

T(Yi) = T(Yj) = S(Yj)

uy,) = S(Y.), U(Yj) = S(Yj)

et on aura détruit le couple inhibant pour R dans B tout en ayant
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il

S(Y.)
1
S(Yj)

T(Y.) + U(Y.)
1 1
T(Y.) + U(Y.)
N J

1§

b) S(Yi) et S(Yj) ne sont pas comparables : le couple est

inhibant pour R et pour R', On dé&finit T et U par

T(Yi) = S(Yi) . S(Yj)
T(Yj) = S(Yj) on a ainsi T(Yi) < T(Yj)
U(Yj) = U(Yi) . U(Yj)
U(Yi) = S(Yi) on a ainsi U(Yi) i:U(Yj)

et les sorties vérifient donc
T(Yi) + U(Yi) = S<Yi) . S(Yj) + S<Yi) = S(Yi)
De mé€me pour Yj'

On a donc détruit un couple inhibant pour R et pour R'.

Itération de la méthode : convergence.

On cherchera 3 détruire tous les couples inhibant de R et R', mais
peut-on faire ceci sans créer de nouveaux couples ? Autrement dit,
la méthode converge t-elle ?

a) Dans le cas général, la destruction d'un couple peut
entratner la création d'autres couples : par exemple si dans R on
trouve trois états vérifiant

Y.< Y, Y4 Yo
et si on a :
S(Yi) = 001 S(Yj) = 010 S(Yk) = 110
le couple {S(Yj) S(Yk)} n'est pas inhibant mais {S(Yi), S(Yk)} est
inhibant.
On est dans le cas (b) et on définit donc T la sortie de B par
T(Yi) = S(Yi)’ T(Yk) = S(Yi) . S(Yk)
On aura donc
T(Yi) = 001 T(Yj) = 010 T(Yk) = 000

et on aura créé un couple inhibant nouveau.
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b) Convergence. On montre cependant que la méthode converge
d chaque destruction d'un couple inhibant, la sortie de B diminue

par rapport A celle de A et dong(@e nombre de valeurs de sorties

étant fini), la méthode converge toujours.

c) Remarque. On a supposé l'hypovalence stricte, c'est-a-
dire qu'on n'a pas dans R un couple Yi‘ﬂ Yj et Yj‘q Yi'

Supposons alors que R n'est pas stricte : il existe une sous relation
R1 de R qui est une relation d'équivalence. Deux cas peuvent se pré-
senter.

- Il n'y a pas de couple inhibant sur Rl, Donc Rl est réelle
et 1l'automate A peut, d&s le départ &.re réduit.

- Il y a un couple inhibant dans Rl : {S(Yi), S(Yj)}. Ce
couple est inhibant pour R et pour R', On s'efforce de réaliser dans
B et dans C :

Yi<j Yj et Yj<ﬂ Yi donc S<Yi) = S(Yj)
Mais ceci &tant réalisé dans B et dans C, la somme T + U des sorties
de B et C ne pourra pas étre &gale & S puisque

S(Yi) # S(Yj) et T(Yi) + U(Yi) = T(Yj) + U(Yj)

9-3-4 Choix des relations.

Comme dans le chapitre précédent il se pose un probléme de choix des
relations & rendre réelles : la multiplicité des relations ne garantit
nullement la simplicité@ de la réalisation.

Comme précédemment donc, on choisira de rendre réelles les relations
qui permettent d'avoir un nombre maximum d'états sources. Cependant

ici on doit avoir le nombre maximum dans B et dans C et on pourra cher-
cher parmi les diverses solutions possibles, un couple de solutions
impliquant des relations complémentaires.

Exemple : au paragraphe 8-2-5 on trouve comme solutions optimales les
ensembles de relations

£y T, r2'r4, X Tqas Ty Ty
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avec 1, complémentaire de r,
r " r
3 4

On choisira par exemple pour relations virtuelles r, et r, dont le

complémentaire donne encore un &tat source dans chaque colonne.

9-3-5 Conclusion,

La méthode est intéressante car elle donne des résultats dans un

grand nombre de cas ol la méthode d'Hartmanis ne donne pas de solu-
tion : la méthode d'Hartmanis suppose l'existence de relations d'é&qui-
valence, ce qui est un cas plus restrictif que les relations d'hypo-

valence.
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BIBLIOGRAPHTIE

Nous donnerons ici une bibliographie des ouvrages et articles en logique
combinatoire ou sdquentielle ; seront présentés les travaux qui sont
considérés comme faisant autorité dans le domaine de la logique, (soit
qu'ils présentent des résultats originaux utiles @ la conception assistée,
soit qu'ils réalisent une mise & jour des connaissances dans le domaine
de la logique). Les travaux présenté&s ici seront classés en deux
rubriques : une premidre relative 2 la logique dite combinatoire, et une

deuxidme réservée aux problémes séquentiels.
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I - Logique combinatoire.

Dans ce domaine les travaux sont extr@mement nombreux , mais trés

peu abordent le probléme sous l'angle de la conception assistée. Nous
distinguerons les travaux théoriques traitant en général de 1'Algébre
de Boole et les travaux plus spécialisés abordant réellement le

probléme de la conception.

I-A. Ouvrages généraux.

(1] J. KUNTZMANN
"Algébre de Boole"
DUNOD 1968

Ce livre fait une synth&se compl&te des méthodes théoriques
appliquées au probléme de la conception des circuits logi-
ques. Présenté sous une forme mathématique simple, il aborde
les problémes sous leur aspect algorithmique. En outre ce
livre est un des rares qui ne limite pas le probléme a

la minimisation des fonctions écrites sous forme polyno-
miale ; on trouvera en particulier, outre cette théorie,

des méthodes de minimisation des fonctions incomplétes, de
plusieurs fonctions, simultanément, des méthodes d'&criture
sous forme galoisienne, et surtout les méthodes de base de

synthése a 1'aide d'opérateur croissants et monotones.
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{21 P. TISON
"Théorie du consensus"
Thése de docteur-ingénieur. Grenoble 1965.
Cette &tude contient une théorie de la minimisation
des formes polynomiales par la méthode des consensus ;

Elle est présentée sous un aspect appliqué. Elle est

résumée sous une forme plus théorique dans | .

[3] F. LAPSCHER

"Application de la notion de fermeture & 1l'étude des fonctions

booléennes"

Thése de doctorat. Grenoble 1968.
Comme son titre 1'indique, cette thé&se présente des
outils mathématiques utiles 3 1'étude des fonctions
booldennes, et donc i la synthése de ces fonctions.
Ces outils sont a notre avis indispensable dans
certains cas, en particulier pour 1'étude des fonc-

tions incomplétes et nous les avons largement utilisés.

(4] E. PICHAT

"Contribution & 1l'algorithmique non numérique dans les ensem—

bles ordonnés"

Thése de doctorat. Grenoble 1970
Cette thése traite de plusieurs problémes intervenant
dans la conception, sous l'angle des méthodes de calcul.
Son grand mérite est de donner non seulement une théorie,
mais des méthodes de calcul applicables sur ordinateur,
et dont 1'efficacité a été démontrée et vérifie. Parmi
les problémes traités on reléve: des méthodes de décom-
positioﬁ (chapitre 1 et 2), des méthodes généralisant la
notion de consensus (chapitre 3) dont nous nous sommes
servis dans notre thése, et enfin (au chapitre 6) des

algorithmes rapides de couverture.

- 132 -



I-B. Conception des réseaux combinatoires.

Nous trouvons dans cette rubrique deux types de travaux : des livres
en général destinés aux étudiants et ingénieurs, et des ouvrages de

recherche plus spécialisés.

(1) Ouvrages généraux abordant la conception.

Ls] CALDWELL S.H.

"Switching circuits and logical design"

John Wiley 1958.
Ce livre a été pendant longtemps considéré comme
1'ouvrage de base pour la conception des réseaux,
on y trouve les principes de base de la synthése
des circuits logiques tart combinatoires que
séquentiels, (bien que ce dernier point soit moins
développé). Actuellement ce livre est dépassé en
raison de 1'@volution technologique due aux circuits
intégrés qui a déplacé les problémes, et également

en raison de 1'évolution des méthodes mathématiques.

[6] Mc. CLUSKEY E.J.

"Introduction to the synthesis of switching circuits"

Mc. Graw Hill 1965.
Mc. CLUSKEY est un des premiers auteurs ayant abordé
le probléme de la minimisation des fonctions logiques
sous son aspect algorithmique, et enm vue d'un calcul
automatique. Cet ouvrage présente entre autre la
méthode qui porte son nom, et également celle des
consensus. Ce livre est essentiellement destiné aux
étudiants et ingénieurs et ne présente pas de métho-

des d'avant garde en conception assistée.
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[7] NASLIN P.
"Circuits logiques et automatismes & séquences'
Ce livre présente toutes les méthodes de la concep-
tion assistée sous une forme intuitive directement
utilisable par des ingénieurs, mais n'aborde pas le

probléme de la conception assistée.

[8] PERRIN J.P., DENOUETTE M., DACLIN E.

"Systémes logiques" Tomes 1 et 2.

DUNOD 1967.
Ce livre destiné aux ingénieurs et chercheurs est
consacré essentiellemenc aux méthodes séquentielles.
La logique combinatoire y est néanmoins traitée
en tenant compte des divers crité@res imposés par les
technologies récentes. Comme les précédent ce livre
n'aborde pas les problémes de synthése par calcula-

teur.

(9] LAGASSE J.
"Logique combinatoire et séquentielle"
DUNOD 1969
Ce livre est destinéd essentiellement aux étudiants
et, a4 ce titre, se limite aux problémes relativement
classiques de minimisation des fonctions &crites

sous forme polynomiale.
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[10]

(2)

L]

MEO A.R.

VALLEE R.L.
"Analyse binaire" Tome I

MASSON & Cie 1970

Le premier tome de ce livre est consacré a l'algébre
des systémes combinatoires, sous un formalisme qui
sort des sentiers battus. Les notations utilisées
donnent dans certains cas des résultats trés inté-
ressants : (les expressions logiques sont écrites

sous une forme bidimensionnelle quli se rapproche
parfois beaucoup de la topologie des réseaux). La
notation est voisine de celle utilisée par ACKERS [12]
et nous-mémes Ll&] pour la synthése des fonctions

incomplétes.

Articles specialisés dans la concepition.

"Sulla sintesi di reti NAND o NOR a molti livelli"
CALCOLO 1964

Cet article présente deux méthodes. Une premiére uti-
lise une extension de la notion de composants premiers
par exemple des produits de sommes de variables (au

lieu de produits de variables). Cette méthode est rigou-
reuse mais totalement inapplicable méme avec trois
niveaux en raison du grand nombre de termes qu'il faut
considérer. La deuxiéme méthode heuristique mais plus
réaliste utilise des mises en facteurs dans des formes
polynomiales minimale. Les deux méthodes ne sont géné-
ralisables ni aux fonctions incomplétes, ni au cas de

plusieurs fonctions.
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[12} ACKERS S.B.

"A diagrammatic approach to multilevel logic synthesis"

IEEE trans. EC 14 n° 2 pp. 174-181- 1965
Cet article est un des premiers permettant d'aborder
de manidre rigoureuse et efficace le probléme de la
synthé&se, au moyen d'opérateurs modernes (NOR et
NAND), de fonctions incomplétement spécifiées. Cet
article a inspiré une partie de notre thése de doc-
teur—-ingénieur et le chapitre trois de notre présente
thése. Néanmoins ACKERS n'abordait le probléme que

sous un aspect graphique sans envisager une synthése

automatisée.

[13] LUSTMAN F.

"Réalisation de fonctions booléennes avec 1'opérateur

Majorité"

Thése de docteur-ingénieur. Grenoble 1966.
Cette thése constitue un des premiers travaux de
conception assistée a4 1'aide d'opérateurs autres que
ET et OU (et bien sur NAND et NOR qui en dérivent). La
méthode proposée est intéressante pour des fonctions
dépendant de peu de variables, dans ce cas elle permet
d'obtenir le réseau rigoureusement minimum. Dans le
cas plus général, elle doit &tre simplifiée pour
donner diverses méthodes heuristiques qui sont actuel-
lement dépassées. La critique majeure qu'on peut faire
4 ces méthodes est de n'@tre pas du tout adaptées au
probléme de la synthése simultanée de plusieurs fonc-—

tions
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{14] DESCHIZEAUX P.
"'Synthése des fonctions bool&ennes générales"
Thése de docteur—ingénieur. Grenoble 1967.
Dans cette thése nous avions développé une méthode
de fractionnement littérale s'apparentant a celle
d "ACKERS [IU , et comparé son efficacité avec
les méthodes proposées par LUSTMAN [12] .

[15] CHEIN
"Etude des décompositions d'un réseau, applications 3 l'dcri-
ture des fonctions bool&ennes e.. sommes et produits"
Thése de docteur-ingénieur. Grenoble 1967.
Cette étude reprend nos travaux cité&s en [14] , en
1'améliorant par 1'apport d'une méthode de décompo-
sition des fonctions booléennes i 1l'aide d'une

méthode de graphes.

[16] MORREALE E.

"Partitioned list algorithmes for prime implicants determi-

nation from canonical forms"

IEEE trans. EC 16, pp. 611-620, 1967
Bien que la méthode proposée ne soit pas réellement
une méthode de synthése mais un outil pour la syn-
thése, elle mérite d'&tre mentionnée : elle est
congue pour les ordinateurs et elle est la plus

rapbde des méthodes actuelles.
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[17] GIMPEL J.F.
"The minimisation of TANT Networks"
IEEE trans., EC 16, pp. 18-38 1967.
Cette méthode de synthé&se par des NAND est une exten-
sion des méthodes de composants premiers, et, a ce
titre, relativement peu efficace dés que le nombre

de couches logiques devient supérieur & trois. Elle

est & rapprocher des méthodes de MEO [lﬂ .

DS] SCHNEIDER P.R., DIETMEYER D.L.

"An algorithm for synthesis of multiple output combinatorial

logic"

IEEE Trans., C 17, pp. 117-128, 1968
Cette &tdue envisage la synth&se par des procédés
de décomposition. La méthode est donc relativement
complexe, et ne donne de bons résultats que pour
des fonctions tré&s incomplétes (pour lesquelles la
probabilité de décomposition est grande). Nous
notons toutefois une tendance & utiliser des modules
complexes, et en particulier ceux que nous proposons

au chapitre 3. Cet article est commenté& au [}8 bis}.

[18 bi§] DAVIDSON E.S., METZE G.
"Comment on an algorithm for synthesis of multiple output
combinatorial logic"

IEEE Trans., C 17, pp. 1091-1092, 1968
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[19]

2]

(21]

DIETMEYER D.L., SU Y.H.

"Logic design automation of fan-in limited NAND networks"

IEEE Trans., C 18, pp. 11-21, 1969

Cette méthode utilise un procédé de mise en facteur
dans des expressions polynomiales ; Elle donne des

circuits arborescents relativement cofiteux 3 plu-

sieurs sorties.

DAVIDSON E.S.

"An algorithm for NAND decomposition under networks cons-

IEEE Trans. C 18, pp.1098~-1109 - 1969

Cet article présente une méthode programmée de syn-
thése de réseaux réels en tenant compte des contrain-
tes technologiques. Bien que mathématiquement les
méthodes différent, 1'esprit de cet article est
voisin de celui de notre thé&se : Il ressort claire-
ment que le probléme n'est plus dans le choix

d'une méthode de synthése logique, mais dans 1'adap~—

tation de la méthode aux divers problémes annexes.

CHAKRABARTI K.K., CHOUDHURY A.K., BASU M.

"Complementary fonction approach to the synthesis of three

level NAND networks"
IEEE Trans., C 19, pp. 508-514, 1970

Comme [}1] et [17] cet article étend la notion d'im-
plicants premiers et la méme remarque peut &8tre faite

a son sujet.
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[2 2] BERTRAND J.C.

"Application des matrices booléennes A la synth&se modulaire

des fonctions logiques"

Thése de 3éme cycle TOULOUSE 1970.
Cette étude qui est trés intéressante sur le plan
théorique ne semble pas immédiatement utilisable
sur ordinateur. La méthode qui est dans sa version
initiale voisine de celle de LUSTMAN [13] conduit 3
un réseau rigoureusement minimum, par un algorithme
un peut lourd qui ne peut &tre utilisé& que pour des
fonctions trés simples. Par contre une deuxiéme
méthode, heuristique, permet de traiter des
problémes plus importants ; elle utilise une méthode

de décomposition voisine de [15] .

23]  monTAGNON J.A.

"Synthése booléenne dans les réseaux cellulaires"

Thése de docteur-ingénieur. Grenoble 1971.
Cette thése présente dans sa premiére partie une
étude intéressante des structures réguliéres de
réseaux cellulaires, qui présente toutefois 1'incon-
vénient de ne pas toujours donner de solution. On
peut regretter qu'une &tude des fonctions synthé-
tisables ou non, n'aie pas &té faite. La deuxiéme
partie utilise le principe de la synthése a 1'aide
d'opérateurs croissants développée par ACKERS et

qui peut.étre trouvée dans [l] et []3] .

- 140 -



Conclusion de cette bibliographie

On sent une trés nette évolution des travaux en regardant les articles
publiés ces derniéres années : 1l y a dix ans les travaux abordaient

essentiellement des méthodes mathématiques de traitement des fonc-

tions logiques ; 1l y a cing ans, la majorité des travaux traitaient
des problémes de synthése 3 1'aide d'opérateurs tré&s divers. Actuel-
lement 1'axe de recherche essentiel est la conception dans son en-—
semble compte tenu de contraintes variées, en particulier de contrain-
tes d'implantation. Actuellement, une bonne méthode de synth&se est
une méthode qui permet non pas de minimiser des critdres de cofit trés
complexes et trés souvent le probléme n'est plus dans la théorie

mais dans 1'énoncé du probldme i résoudre et la définition des

critéres 3 minimiser.

I-C Divers.

Lza] SELLERS F.F., HSTAO M.Y., BEARNSON L.W.
"Analyzing errors with boolean difference"
IEEE Trans., C 17, pp. 676-683 1968.
Cet article utilise la dérivée booléenne pour 1l'analyse
des pannes aux entrées des réséaux. L'étude est rela-
tivement succinte, présente plus des idées générales

qu'une méthode proprement dite.

[25] ACKERS S.B.
"On a theory of Boolean Functions"
J. SIAM VOL. 7 -~ Décembre 1959
Cet artiecle présente en particulier la théorie des

dérivées. booléennes utilisées dans notre thése.
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II - Systémes séquentiels.

Dans le domaine s&quentiel on peut encore trouver deux sortes de
travaux : théoriques et appliqués. La partie théorique est trés
abondante, nous ne présenterons que les ouvrages traitant de la
théorie des automates en vue d'une réalisation électronique, en
passant sous silence toute la partie concernant les théories qui

abordent le probléme sous 1l'angle de la théorie des langages.

II-1. Théorie des systémes séquentiels.

Les ouvrages traitant de la théorie des automates sont relativement

récents. Sans remonter a CALDWELL [5] , on peut citer :

[26] HARRISSON M.A.

"Introduction to switching and automata theory"

Mc. Graw Hill 1965.
Ce livre qui est en principe destiné aux ingénieurs,
aborde toutefois le probléme de la synthése des
machines séquentielles sous un aspect relativement
mathématique. Il présente en effet outre les méthodes
traditionnelles, le principe des expressions réguliéres

et les machines non déterministes qui sont utiles aux

synthéses telles que nous les envisageons.,

[27] HARTMANIS J., STEARNS R.E.

"Algebric structure theory of sequential machine"

Prentice Hall, inc. 1966.
Ce livre est considéré en général comme l'ouvrage
fondamental sur la théorie des machines séquentielles.
Présenté sous un aspect purement algébrique, il déve-
loppe essentiellement la théorie des partitions dans
les systémes séquentiels, et son application aux

décompositions.
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[ 28) TOU J.T.
"Applied automata theory"
Academic press 1968,

Ce livre écrit avec la participation de plusieurs

auteurs présente des résultats trés disparates. On

y trouve en particulier :

~ Une théorie succinte des expressions régulidres,
et de leur application & la description des graphes
orientés.

- Une théorie des adutomates non déterministes dont
le formalismepeut 8tre utilisé & résoudre des pro-
blémes de synth&se de certains systémes détermi-
nistes.

- Une originale étude de machines cellulaires.

L'ensemble constitue plut8t un ouvrage de recherche

qu'un livre destiné immédiatement i la conception.

IT1-2 Conception des systémes séquentiels.

Nous ne donnerons dans cette rubrique qu'un petit nombre d'ouvrages,
(en donnant la priorité aux livres frangais quand ils sont assez

généraux).

[29] NASLIN P.

"Circuits logiques et automatismes & séquences"

DUNOD 1965
Cet ouvrage présente les méthodes traditionnelles de
synthése d'automates & séquences sous une forme appliquée.
C'est un des livres qui présente le mieux le probléme
de la conception dans son ensemble, depuis 1'&noncé du
probléme jusqu'a la réalisation. Il constitue aimsi un
des ouvrages de base pour la conception. Il est malheu-
reusement un peu dépassé en raison de 1'évolution de la

technologie.
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[30] TRACEY J.H.

"Internal state assigment for asynchronous sequential

machines"

IEEE Trans. EC 15, pp. 551-560, 1966
Cet article propose une des méthodes les plus célébres
et les plus efficaces de codage des systémes s&quen-
tiels asynchrones. Elle utilise la théorie des
partitions 126], et un algorithme de recherche de sous
matrices maximales dans une matrice booléenne. Sur ce
dernier point elle s'apﬁérente i notre méthode (chapitre
7) mais son but est uniquement de déterminer un codage
minimal indépendamment du codt réel des circuits dans
une technologie donnée. La méthode est plus un outil
mathématique pouvant &tre adapté, qu'une méthode de

codage directement utilisable.

[31] PERRIN J.P., DENOUETTE M., DACLIN E.

"Systémes logiques'

DUNOD 1967.
Ce livre présente d'ume fagon trds compléte les méthodes
de synthése des systémes logiques. Il n'est pas unique-
ment destind aux ingénieurs, mais également aux cher-
cheurs. En particulier les méthodes sont présentées sous
une forme algorithmique qui les rendent facile a

transposer dans une synthése automatique.
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{32]

[33]

[34]

DE HAGEN
"Projet CHANCE"
Université Libre de Bruxelles, 1968.

Ce travail aborde de fagon originale le probléme de la

synthése des systémes asynchrones. On trouve essentiel-

lement deux points nouveaux :

- Un procédé de synthé&se i partir d'éléments séquentiels,
par identification directe des tableaux d'états (sans
utiliser la notion de codage).

~- Un procédé de fractionnement du tableau d'état qui
donne une sorte de décomposition. Ce procédé peut

permettre de retrouver la th@orie de DAVID [34].

NEWBORN M.M.

"A synthesis technique for binary input, binary output syn-

chronous sequential Moore machires"

IEEE Trans., C 17, pp. 697-699, 1968
Cet article tré&s bref jette les bases d'une méthode de
synthése utilisant des éléments exclusivement séquen-
tiels, qui s'apparente i la méthode de DAVID [34] , bien

que la théorie soit présentéedans un cas trés restrictif.

DAVID R.

"Réalisation de systdmes séquentiels asynchrones par intercon-

nexion simple de cellules séquentielles identiques"

Thése de doctorat. Grenoble 1969,
Cette thése est le point de départ de nos travaux. Elle
marque un tournant dans les méthodes de synthése en
cherchant & minimiser non pas la partie séquentielle, mais
la partie combinatoire des ré&seaux. La méthode proposée
est de beaucoup la plus simple des méthodes connues i
ce jour pour la synthdse des systémes asynchrones, et se

préte bien 4 une conception automatique.
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[35] FERRART D., GRASSELLI A.

"A cellular structure for sequential Networks"

IEEE trans., C 18, pp.947-952. 1969
Cette &tude est voisine au point de vue logique des
travaux de DAVID [34] bien que 1'aspect asynchrone
du probléme ne soit pas abordé. En outre le principe
de la minimisation est plus sommaire, par exemple
aucune simplification des connections n'est envisagée,
1'algorithme optimise essentiellement le nombre
de variables internes, et en ce sens reste assez
traditionnel. La méthode de calcul du codage optimal
constitue une approche différente de la ndtre
(chapitre 7), et peut s'avBrer intéressante si une
étude compléte des partitions est de toute manidre

envisagée.

[36] ARNOLD T.F., TAN C.J., NEWBORN M.M.

"Iteratively realized sequential circuits"

IEEE trans. C 19, pp. 54-65, 1970
Cet article envisage des méthodes de synthéses
systématiques pour des technologies futures qui ne
tiendrait pas compte du nombre de composants, mais
uniquement de la structure du réseau : les exemples
proposés donnent des réseaux ayant certes une struc-
ture systématique, mais dont le nombre d'éléments
n'est pas justifié par la simplicité g8ométrique de

la structure.
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373 BRUNO J., ALTMAN S.M.
"A theory of asynchronous control networks"
IEEE trans., C 20, pp. 629-638, 1971
Cet article qui s'inspire des travaux bien connus de
LUCCONI fait ressortir 1'int&rét d'une synthése cellu-
laire qui copie le graphe des transitions de 1'auto-

mate, en particulier dans le cas des réseaux asynchrones.

(38) MAKI G.K., TRACEY J.H.

"A state assigment procedure for asynchronous sequential

circuits"

IEEE trans., C 20, pp. 666-668, 1971
Cet article utilise, pour résoudre le probléme de
codage des états, une méthode qui philosophiquement
s'apparente a celle que nous proposons (au chapitre 7):
A partir d'un codage initial plus ou moins optimisé,
on construit des variables nouvelles de codage par
une opération de composition qui &voque 1'idée de
consensus. On obtient un ensemble de variables parmi
lesquelles sont choisies celles réalisant le codage

minimum.

(391  Tanc.

"State assigment for asynchronous sequential machines"

IEEE trans., C 20, pp. 381-391, 1971
L'auteur présente une méthode de codage destinée, non
pas a minimiser le nombre de variables internes, mais
a réduire le nombre de portes des circuits combina-
toires. Les résultats sont intéressants mais la com-
plexité des circuits obtenus reste grande. Comme
l'article de MAKI et TRACEY [38] 1'algorithme de
construction de nouvelles variables évoque 1'idée de

consensus.
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[40] MULLER D.E., PUTZOLU G.R.

"Frequency of decomposability among machines with a large

number of states"

J. Comput. & Syst. Sciences. Vol. 2, pp. 219-227, 1969
Cet article trés inté&ressant étudie la probabilité
pour qu'une machine donnée soitvdécomposable, au sens
traditionnel d'HARTMANIS, et montre que dans certains
cas cette probabilité tend vers zéro, dans d'autres
elle tend vers un, quand le nombre de variables de
l'automate augmente. Ce résultat fondamental permet de
juger de l'opportunité de certaines méthodes, en
particulier de toutes celles utilisant la théorie des

partitions.,

Conclusion

Cette deuxiéme partie de notre bibliographie fait ressortir un cer-

tain nombre de tendances nouvelles dans le domaine séquentiel.

I = I1 y a quelques années la synthése d'un systéme séquentiel s'envi-

sageait de la mani&re suivante : On recherchait les décompositons de

1'automate, puis un codage minimum et on déterminait enfin les &qua-

tions du réseau combinatoire &laborant les entrées des bascules.

Cette méthode commence & &tre abandonnée si on en juge par la fréquence

des articles ; et ceci pour deux raisons.

~ La premidre raison concerne la théorie utilisée : décomposition et
méthode de codage font intervenir la théorie des partitions de
HARTMANIS, mais comme le montre (401 la méthode s'applique de plus

en plus mal quand le nombre de variables d'entrées des systémes croit.
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-~ La deuxiéme raison concerne surtout le probléme du codage minimum,

il n'est pas du tout évident, et & notre avis faux, que le codage
minimum en nombre de variables donne un cofit total optimum ; d'autres
paramétres peuvent intervenir : structure systématique dans les réseaux

intégrés, colit de la partie combinatoire, temps de calcul etc...

2 - On voit apparaltre une deuxiéme tendance, illustrée par exemple
par les articles de NEWBORN [33] , DAVID [347] , FERRARI et GRASSELLI [35],
ARNOLD, TAN et NEWBORN {367 .Dans ces articles on voit un soucis de

traiter le probléme de la conception dans son ensemble en tenant compte

des contraintes de réalisations. En particulier un sujet devient & la
mode, trouver une méthode de synthé&se donnant un circuit de méme struc-

ture que le graphe de la machine [33] et ([36] .
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Nous nous étions fixé comme objectif de développer des méthodes de concep-
tion enti&rement automatisées des systémes logiques. Ce but est en grande
partie atteint bien que certaines méthodes ne soient pas encore programmées.

Résumons briévement ces résultats :

Nous avons étudié une premiére méthode de synthése des réseaux combinatoires
qui utilise une technique de calcul formel sur des expressions littérales.
Cette méthode est la plus ancienne et reste relativement classique dans son
principe : elle utilise les théories habituelles des formes polynominales de
fonctions booléennes. Son originalité réside dans son aptitude 3 traiter des
fonctions incomplétement spécifiées et des réseaux 3 sorties multiples. Des
programmes trés performant ont &té &crits, ils permettent de rédaliser de

fagon économique le calcul d'un réseau combinatoire et il existe une version
de ces programmes qui peut traiter des systémes séquentiels synchrones

donnés par leur tableau d'états. Les résultats fournis par ces programmes

sont intéressants : les réseaux obtenus sont économiques car leur structure
n'est pas forcément arborescente comme ceux obtenus par les méthodes habituel-
les. Enfin cette méthode est d'un emploi trés souple et peut 8tre adaptée

pour tenir compte de contraintes variées sur les aldas ou la facilité de test
par exemple ; il serait intéressant et facile d'adapter les programmes i des
problémes de synthése 3 1'aide d'opérateurs variés (NOR et NAND simultanément
par exemple), il serait &galement aisé de tenir compte des contraintes de

la "mise en boitier" en liant les "fan-in" des opé&rateurs voisins. La criti-
que qui peut &tre faite & cette méthode est den'dtre pas adaptée aux problimes
d'intégration 3 grande &chelle, dans lesquels le colit des connexions inter-

vient, c'est la raison pour laquelle nous avons &tudié la méthode suivante.

La deuxiéme méthode qui nous proposons a &té étudié pour résoudre simultané-
ment les problémes de synthése, d'implantation et de c@blage. Elle est
beaucoup plus originale que la précédente : elle n'utilise pas la théorie
des expressions polynominales, mais une notion de distance entre fonction
qui combinée avec la distance géométrique des &léments logiques entre eux,
nous fournit un critére d'optimalité des réseaux. Cette méthode est trés
intéressante pour deux raisons : la premidre est d'ordre économique

=~ le calcul formel n'est pas simple & faire sur les ordinateurs actuels
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et toutes les méthodes qui 1'utilisent sont, de ce fait, assez lourdes ;
par contre notre algorithme repose sur un calcul de distance qui se fait
par des moyens numériques plus rapides - . La deuxiéme raison est

d'ordre tactique - il s'est avéré plus simple au point de vue taille des
programmes et temps de calcul, de traiter le probléme globalement plutdt
que de le décomposer en une étape de synthése logique et une de cdblage -.
Actuellement cette méthode est programmée dans un cas un peu restrictif
d'opérateurs NOR 2 deux entrées, mais pourrait &tre facilement &tendue

au cas général. Telle qu'elle est, elle a cependant fait la preuve de sa
grande efficacité. L'inconvénient de mal se préter & 1'élimination des
aléas est largement compensé par le fait qu'actuellement cette mdthode
est la seule qui puisse traiter le probléme du cdblage sélectif dans
1'intégration & trés grande échelle. Enfin rappelons que cette méthode
est assez générale et a pu &tre utilisée pour la résolution de certains

problémes séquentiels, conjointement & la méthode qui suit.

La troisiéme méthode aborde le probléme de la conception des systémes
séquentiels asynchrones. Elle est une généralisation de la méthode

de David, et comporte plusieurs variantes. Le caractére essentiel de
cette méthode est de permettre de traiter des automates trés importants
et trés incomplé&tement spécifiés ; les programmes écrits donnent des
réseaux simples dans des temps remarquablement courts, réseaux en
général moins coliteux, surtout en nombre de connexions, que ceux
obtenus par les méthodes habituelles. Nous avons amélioré la méthode
initiale en introduisant tout d'abord une notion de consensus entre
cellules, notion qui permet de réduire de maniére presque optimale des
automates donnés par une table d'état non primitive. Par ailleurs nous
avons pu améliorer considérablement la méthode en utilisant les algorithmes
précédents pour le calcul des circuits de sortie. Bien des programmes
restent a écrire dans cette partie dont seule la version originale est
opérationelle, mais dans leur ensemble ces méthodes sont trés nettement
moins complexes que les méthodes habituelles de traitement des systémes

séquentiels asynchrones.
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En définitive nos travaux contribuent & la réalisation de programmes de
conception automatique, mais on peut néanmoins constater que le probléme

est loin d'@tre définitivement résolu.

(1) En premier lieu nos méthodes ne s'appliquent pas toujours avec succés

certains systémes ayant des propriétés mathématiques bien définies sont
calculés en général avec plus de facilité & la main et ne justifient pas
une intervention de la machine. C'est le cas en particulier des circuits
réalisant 1'arithmdtique d'un ordinateur ; personne ne songe a faire
calculer automatiquement par exemple un circuit additionneur en binaire
pur, un tel circuit existe tout fait sur le marché, depuis longtemps,
et si certaines améliorations peuvent y &tre apportées, elles nuisent’
en général 3 i la standardisation. Nos méthodes s'appliquent plutdt

aux automates dont on ne connait rien qui puisse aider le concepteur,

en particulier aux automates dits industriels. Bien que la conception des

ordinateurs soit plus 3 la mode, ce type de systémes est celui qui néces-
site le plus un traitement en machine : il existe une grande diversité de
circuits, les délais de livraisons sont toujours extré@mement courts, et
enfin les entreprises fabricant de tels systé&mes disposent en général

de personnel moins spécialisé que dans 1'industrie des calculateurs.

Toutefois, il est certain qu'une adaptation des méthodes de conception
b

automatique aux circuits d'ordinateurs serait accueillie avec intérét
par les constructeurs, et c'est vers de telles méthodes que s'orientera

sans doute la recherche en conception assistée.

(2) En second lieu, il est visible que certains problémes fondamentaux de la

la conception assistée ne sont qu'esquiss@s & 1'heure actuelle.

(a) On ne dispose pas de méthode correcte pour définir les systémes.
Certes pour la définition des ordinateurs, de nombreux langages de descri-
ption ont étés développés, mais ils ne sont pas utilisables par exemple
pour la desciption des automates industriels. De méme certaines représenta-
tions des automates industriels ne sont pas transposables a la description

d'ordinateur, ce qui rend difficile d'aborder pour ceux-ci par exemple
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des problémes tels que la décomposition. A 1'heure actuelle ce probléme
de description est un des plus complexes, mais €galement celui qui donnera

certainement lieu aux recherches les plus intéressantes.

(b) Le probléme du test et de la maintenance des réseaux est loin
d'€tre résolu. Si on sait (de facon assez empirique) définir 1la manisre
de tester un systéme quand il est déja construit, on ne sait pas comment
le construire pour que son test soit facile. Dans un de nos chapitre
nous donnons une solution partielle pour le cas des systémes combinatoires,

mais rien n'est fait pour les systémes séquentiels.

(¢) Enfin il s'avére difficile en général de tenir compte des
contraintes technologiques : certaines sont facilement chiffrables
(nombre de composants, nombre de connexions etc....) et permettent
d'élaborer un critére de minimalité des réseaux. Mais il est certain que
plusieurs difficultés sont résolues plus par le "tour de main" du techno-
logue que par une connaissance rigoureuse du phénoméne. En France malheurey~
sement il existe peu de relations entre les recherches relativement
théoriques et les travaux des industriels, un gros effort reste i fournir

pour combler ce fossé.

(3) Le point &voqué au paragraphe ci-dessus nous permet d'aborder un dernier
aspect de la conception assistée. Actuellement si peu de constructeurs

ont recours 3 la conception assistée, c'est probablement en raison des
particularités de leurs méthodes de fabrication, de leurs critdres
d'évaluation du cofit de leurs systémes, de la nature des automates fabri-
qués. Il est &évidement exclus, (méme si la difficulté i définir le probléme
était levée), d'écrire autant de programmes qu'il y a de constructeurs
distincts. Il devient essentiel de rendre les méthodes adaptables aux
besoins de chacun, non pas en concevant une monstrueuse méthode universelle,
mais en constituant une bibliothéque des méthodes élémentaires existantes,

et en définissant un langage de macro-instructions qui permette 3 chacun

de former sa méthode i la demande .
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Le travail nécessaire pour définir ces deux outils est important et
trés long comme tout travail de normalisation, mais 3 notre avis il
conditionne absolument la diffusion réelle des méthodes de conception

assistées.

155



CHAPITRE I :

CHAPITRE II :

2-1.

CHAPITRE TIT :

TABLE DES MATIERES

INTRODUCTION

THEORIE DES FONCTIONS INCOMPLETES

Etude générale des fonctions incomplétes
2=-1-1. définition et notation

2-1-2. opérations

2-1-3. spécifications

2-1-4. forme de Lagrange

2-1-5., enveloppes

2-1-6. distance

2-1-7. wvariation des fonctions

CONCEPTION DES RESEAUX COMBINATOIRES

3-1.

Méthode de fractionnement littérale
3-1-1. opérateurs

3-1-2. "Base'" du fractionnement
3-1-3. principe du fractionnement
3~1-4. convergence

3-1-5., augmentation de la "base"
3-1-6. extension de la mé&thode
Méthode topologique

3-2-1. 1introduction

3-2-2., opérateur élémentaire
3-2-3. définition du fractionnement
3-2-4. convergence

3-2-5. choix du meilleur pivot

156

Pages

12
12
16
16
17
18
18

25
27
27
28
28
29
33
34
36
36
37
38
41

41



3-3.

CHAPITRE IV

3~2-7. exemple

3-2-8. généralisation

Synthése et implantation simultanée

3-3-1. structures systématiques des circuits
3-3-2. principe

3-3-3. remarques diverses

ALEAS

4-1, Rappel et définitions
4~1-2. aléas statiques et dynamiques
4=-1-3. classification des aléas
4-2. correction des aldas
4-2~1. aléas dans un fractionnement
4-2-2. définition d'un fractionnement correct
4~2-3. aléas dynamiques
CHAPITRE V : TEST DES SYSTEMES COMBINATOIRES
5-1. considérations technologiques
5-2. application 3 la synthése par fractionnement
5-3. algorithmes de fractionnements .
5-4. généralisations 3 des opérateurs quelconques
et fonctions incomplétes
CHAPITRE VI : SYSTEMES ASYNCHRONES, DEFINITIONS
6-1. représentation
6-2. définitions diverses
6~3. relations
6-4. relations d'hypovalences, applications

6-4-1, Cellules de DAVID
6-4=2, wutilisation de 1la cellule

6-4-3. théoréme fondamental

157

43
44
44
45
46
47

48
49
49
50
50
51
54

58
59
59
62

68

70
71
71
72

74

75
75
77



6—-4-4. Etats sources
6-4-5. Suppression d'entrées primaires

6-4-6. Groupement d'états

CHAPITRE VII : THEORIE DU CONSENSUS ENTRE ETATS
7-1. Introduction & 1'id&e de consensus
7-2. définitions : descendants, descendants nuls et
non spécifiés
7-3. Relations entre variables
7-4. Treillis des lignes
7-5. Consensus
7-6. Simplifications
7-7. Méthode générale de minimisations
7-8. Exemple
CHAPITRE VIII : ETUDE DES SORTIES
8-1. Remarques : utilisation des NOR, existences
de relations
8-2. Détermination de la base initiale
8-2-1. Hypovalence virtuelle
8-2-2. Algorithme de recherche d'une base
8-2-3. Exemple
8-2-4. Théoréme
8-2-5. Choix des relations virtuelles
- Méthode algébrique
8-4. Méthode topologique
CHAPITRE IX‘: DECOMPOSITION DES AUTOMATES
9-1. Décomposition en somme et produit, définition
9-2. Exemple
9-3. Etude mathématique, décomposition d'aprés une

relation.

158

79
82
84

85
86

88
92
94
96
98
101
103

108

108
110
110
111
111
113
113
116
117

121
122
123

125



CHAPITRE X : BIBLIOGRAPHIE

CONCLUSION

-

159



VU

Grenoble, le

Le Président de la Thése

VU

Grenoble, le

Le Doyen de la Faculté des Sciences

VU, et permis d'imprimer

Le Recteur de 1'Académie de GRENOBLE






	00000002.tif
	0000000b.tif
	0000000c.tif
	0000000d.tif
	0000000e.tif
	0000000f.tif
	0000000g.tif
	0000000h.tif
	0000000i.tif
	0000000j.tif
	0000000k.tif
	0000000l.tif
	0000000m.tif
	0000000n.tif
	0000000o.tif
	0000000z.tif
	00000010.tif
	00000011.tif
	00000012.tif
	00000013.tif
	00000014.tif
	00000015.tif
	00000016.tif
	00000017.tif
	00000018.tif
	00000019.tif
	0000001a.tif
	0000001b.tif
	0000001c.tif
	0000001d.tif
	0000001e.tif
	0000001f.tif
	0000001g.tif
	0000001h.tif
	0000001i.tif
	0000001j.tif
	0000001k.tif
	0000001l.tif
	0000001m.tif
	0000002o.tif
	0000002p.tif
	0000002q.tif
	0000002r.tif
	0000002s.tif
	0000002t.tif
	0000002u.tif
	0000002v.tif
	0000002w.tif
	0000002x.tif
	0000002z.tif
	00000030.tif
	00000031.tif
	00000032.tif
	00000033.tif
	00000034.tif
	00000037.tif
	00000039.tif
	0000003a.tif
	0000003b.tif
	0000003d.tif
	0000003e.tif
	0000003f.tif
	0000003h.tif
	0000003o.tif
	0000003p.tif
	0000003q.tif
	0000003r.tif
	0000003s.tif
	0000003t.tif
	0000003u.tif
	0000003v.tif
	0000003w.tif
	0000003x.tif
	0000003y.tif
	0000003z.tif
	00000040.tif
	00000041.tif
	00000042.tif
	00000043.tif
	00000044.tif
	00000045.tif
	00000046.tif
	00000047.tif
	00000048.tif
	00000049.tif
	0000004a.tif
	0000004b.tif
	0000004c.tif
	0000004d.tif
	0000004e.tif
	0000004f.tif
	0000004g.tif
	0000004h.tif
	0000004i.tif
	0000004j.tif
	0000004k.tif
	0000004l.tif
	0000004m.tif
	0000004n.tif
	0000004o.tif
	0000004p.tif
	0000004q.tif
	0000004r.tif
	0000004s.tif
	0000004t.tif
	0000004u.tif
	0000004v.tif
	0000004w.tif
	0000004x.tif
	0000004y.tif
	0000004z.tif
	00000050.tif
	00000051.tif
	00000052.tif
	00000053.tif
	00000054.tif
	00000056.tif
	00000058.tif
	00000059.tif
	0000005e.tif
	0000005f.tif
	0000005g.tif
	0000005h.tif
	0000005i.tif
	0000005j.tif
	0000005k.tif
	0000005l.tif
	0000005m.tif
	0000005p.tif
	0000005q.tif
	0000005r.tif
	0000005s.tif
	0000005t.tif
	0000005u.tif
	0000005v.tif
	0000005w.tif
	0000005x.tif
	0000005z.tif
	00000062.tif
	00000063.tif
	00000064.tif
	00000066.tif
	00000067.tif
	00000068.tif
	00000069.tif
	0000006a.tif
	0000006b.tif
	0000006c.tif
	0000006d.tif
	0000006e.tif
	0000006f.tif
	0000006g.tif
	0000006i.tif
	0000006j.tif
	0000006k.tif
	0000006l.tif
	0000006m.tif
	0000006n.tif
	0000006o.tif
	0000006p.tif
	0000006q.tif
	0000006r.tif
	0000006v.tif
	0000006w.tif
	0000006x.tif
	0000006y.tif
	0000006z.tif
	00000070.tif
	00000071.tif
	00000072.tif
	00000073.tif
	00000074.tif
	00000075.tif
	00000076.tif
	00000077.tif
	00000078.tif
	00000079.tif
	0000008f.tif
	0000008k.tif
	0000008l.tif
	0000008n.tif
	0000008p.tif
	0000008r.tif
	0000008s.tif
	0000008t.tif
	0000008u.tif
	0000008v.tif
	0000008w.tif
	0000008y.tif
	00000090.tif
	00000091.tif
	00000092.tif



