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INTRODUCTION






INTRODUCTION

I1 serait difficile de faire 1l'historique du probléme de
"la localisation et séparation des racines d'une équation algébrique", car

c'est un probléme qui sur le plan théorique est étudié depuis fort longtemps,

Quand on en regarde la bibliographie on remarque que cette étude

s'oriente dans les sens suivants :

- dégager quelques régles ou remarques générales
- situer les racines sur 1'axe réel

- situer les racines par rapport a 1'axe imaginaire.

D'une part ces méthodes envisagent rarement les équations algé-
briques a coefficients complexes (c'est-a-dire le cas des racines complexes
non conjuguées), d'autre part les exploitations faites de ces méthodes sont
spécifiques a telle équation de tel degré et sur un certain domaine (qui

sera souvent un demi-plan pour les méthodes les plus connues).

Or il serait intéressant d'avoir une méthode générale de locali-
sation et séparation des racines d'une équation algébrique 2 coefficients

réels ou complexes.

Notre but sera donc de construire formellement une telle méthode, -
et elle sera valable s
- quels que soient les coefficients de 1'équation
- quel que soit le degré de 1'équation

et applicable dans n'importe quel domaine rectangulaire du plan éomplexe.



Cette méthode une fois programmée, les seules modifications 3
faire au niveau de l'utilisation seront les données, c'est-a-dire :

- 1'équation a étudier

- les coordonnées du domaine d'étude,

Cette méthode sera fondée sur la théorie des caractéristiques de

Kronecker,

La construction de son algorithme et son application ont pu &tre
réalisées grlce a l'utilisation d'un langage formel (FORMAC) .
En effet la programmation de cette méthode dans un langage évolué
tel qu'Algol W, PL/1 ... aurait
- d'une part nécessité un travail préliminaire beaucoup trop long
et fastidieux pour la construction formelle de 1'algorithme
- d'autre part au niveau de 1'activation numérique le travail en
virgule flottante ne pouvait conduire a un résultat correct (par
exemple toutes les opérations sur les polynBmes : division, PGCD,
conétruction des suites de Sturm, évaluations numériques ,.. sur
lesquelles la propagation des erreurs d'arrondi et leurs cumuls

deviennent rapidement trop importants).

Cette étude permettra donc de montrer comment utiliser les tecﬁniques
de calcul formel sur ordinateur dans un probléme classique d'analyse numérique
(ses possibilités et avantages spécifiques, ses inconvénients aussi, et les
perspectives que le développement de tels langages peut encore apportgr).

En particulier la puissance du langage formel utilisé (FORMAC) pro-
vient essentiellement de son aptitude a traiter des processus non numériques
tels que la simplification, la substitution, 1'évaluation, la différentiation

analytique d'expressions symboliques,



Ce travail se compose de deux parties :

- La premiére partie théorique comporte :

. Chapitre I s un bref rappel des principales méthodes de
localisation,
Chapitre II H 1'exposé théorique de la méthode des caracté-

ristiques de Kronecker,

- La seconde partie est une application du chapitre II et comporte :

. Chapitre III ¢ 1'exploitation de la méthode des caracté-

ristiques : exposé du programme CARACT

so

Chapitre IV les prolongements éventuels que 1'on peut
faire de ce programme CARACT pour la
détermination d'une racine avec le nombre
de chiffres significatifs voulu.

Chapitre V : intitulé "critiques et perspectives" qui

nous permettra de conclure cette étude.






CHAPITRE I






CHAPITRE I

PRINCIPALES METHODES DE LOCALISATION DES
RACINES D'UNE EQUATION ALGEBRIQUE
'DANS LE PLAN COMPLEXE.

- A - RAPPEL DES PRINCIPALES METHODES.

I - QUELQUES REGLES GENERALES.

{1, Equation A coefficients réels.
() Bornes des racines.
- a - Majorant du module des racines.
- b - EBorrﬂa(?;/racines réelles d'aprés les sommes de Newton.
- ¢ - DBornes supérieures des racines réelles positives
- Méthode de Lagrange -
- Méthode de Newton
- Méthode de Léguérre
- Méthode des groupements, ‘
(® Méthodes imparfaites de 16calisatioﬁ‘et sépération des racines.
- @ - Racines réelles.
- Théoréme de Rolle
- Théoréme de Descartes
- Théoréme de Buds n-Fourier,
- b - Quelqﬁes remarques sur les racines complexes
- Regle de Sturm
‘{ (Théofémé,desﬁlacuneé;

- Reégle de Gua,



IT - SITUATION DES RACINES SUR L'AXE REEL.

() Le probléme de Sturm.
@ Les suites de Sturm.
- Définition
- Propriétés
-~ Théoréme,
C) Construction d'une suite de Sturm a 1'aide de I'algorithmevd'Euclide.
@ Indice de Cauchy. o "
~ Définition
- Application
-- Méthode des formes quadratiques appliguée a la détermination du

nombre de racines réelles distinctes d'un polynSme complexe,

III - SITUATION DES RACINES PAR RAPPORT A L'AXE IMAGINAIRE.

(@D Algorithme de Routh.
- a - Cas ot f(z) n'a pas de racines imaginaires pures.
- b- Cas ot f£(z) a des racines imaginaires pures.

(@ Théoréme de Routh - Hurwitz, |

® critere de stabilité de Lienard et Chipart.

IV - RAPPORT AVEC LA LOCALISATION DES VALEURS PROPRES DE MATRICES.

@D Théorzme simple.
C) Inégalité de Hadamard et disques de Gershgorin.

- B - METHODE GENERALE DE LOCALISATION ET SEPARATION DES RACINES. .




- A -

- I-1 -

RAPPEL DES METHODES PRINCIPALES;

I - QUELQUES REGLES GENERALES.

@® Equations a coefficients réels.

j‘= n ) .
F(z) = £ a, 2 avec a, € R
j=o

Une telle équation, peut avoir des racines réelles et complexes conju-

guées qui se présentent par paires avec la meme multiplicité.

Remarques
Sur le nombre des racines
- D'aprés: le théoréme de Gauss :

Une équation algébrique de degré'n a n racines

- entre deux valeurs réelles z =¢q et z =8 :
si F(@).F(B) >0 il y a un nombre pair de racines entre @ et B
si F(a).F(B) < 0 il y a un nombre impair de racines entre @ et B.
En particulier si le degré n de 1'équation est impair, elle a au
moins une racine réelle car F(®).F(-®) < 0 et comme F(0) =a alors :

si a a <0 cette racine est réelle positive.

si a a; > 0 cette racine est réelle négative.

- Si une équation algébrique ne contient que des puissances paires, son degré

peut 8tre abaissé de moitié,

@ _oraes_  des racines.

La détemination des bornes des racines d'une équation algé%rique ne
doit 8tre envisagée que comme la premiére démarche du probléme plus général de
la localisation et séparation des racines. Il ne s'agit donc que d'une opération
peu précise, dont la qualité essentielle consiste a ne pas trop s'éloigner de 1la
réalité, tout en n'exigeant qu 'un calcul fort simple.

Nous ne rappelons que les résultats des méthodes les plus usuelles :



-~ a - Majorants du module des racines.
a,
i
. izM|<1+ Sup | — |
i=0...n a
n
3 1/1
|z, < 2% Max Cl—l 5
i=0...n a
n
- b - bornes des racines réelles d'aprés les sommes de Newton.
. %
i=n ,
"%’I‘<29‘SZP avec 52 = X x;.z_p
P i=1 .~ Les X, étant les racines réelles
1 i=n 1 j ou complexes, et les S2p et S—Zp
‘x l > ———— avec S = ¥ —5— { sont données par les relations de
™ 2p 2P oy x2P |
S_pp i i Newton ( [ XI ] p, 122 = 125 ).
- c - ‘Bornes 'supérieures des racines réelles positives,

Remarques : On supposera dans ce § que le premier coefficient an est positif).
L est une horne: supérieure des racines positives de F(x) =0

lorsque pour tout x > L le premier membre de cette équation est positif.
Pour obtenir une borne. inférieure des racines positives, on recher-

’ N ‘ . . .. n 1
chera une b»orne: supérieur des racines positives de x F(;) =0,

Si 1'on désire obtenir des: ovnas . inférieure et supérieure des racines
négatives de F(x) = 0 , on recherchera une orne supérieure des racines posi-

tives respectivement de F(-x) =0 et x" F(- i) =0 .

- Méthode de Lagrange (Réf. II 1’ pﬂ 174).

N = Max 'ail clest-2a-dire 1e module maximum des coefficients

L ' négatifs,

ap le premier coefficient négatif,



alors :
R N
L=1+V — est une borne supérieure des racines positives de
%n N
F(x) =0 si — >1.
a
n
N
L=1+— est également une borne supérieure moins précise.
a
n

- Méthode de Newton (Réf. II 1} p. 174).

Soient A et h deux nombres positifs.

On a 1l'identité :

h n® ()
FO+h) =FN) + — F'W) + ... —F 7 (A)
1! n!

Pour que A soit une borne supérieure des racines positives de F(x) = 0 il

suffit donc que les nombres :

F(A) , F'(A) ... F(n)(X) soient tous positifs.

- Méthode de Laguerre,

Soient les fonctions :

F = a
n n
Fn—l =ax+a -1
F -(an x + an—l) x + + a

Conduisant a 1'identité :

F) = M) IR Q0 + xn—an_i(X2ﬂ+ L EOO) + FQD

Si les nombres : Fn(X) » F__ A ... Fl(k) , F(\) sont tous positifs, A

n-1
est évidemment yne borne. supérieure des racines positives de F(x) =0 .



- Méthode des groupements (Réf. II 1. p 175, 175).

Cette méthode est fondée sur la remarque suivante :
Si un polynBme ordonné suivant les puissances décroissantes de x
est formé d'un groupe de termes tous positifs, suivi d'un groupe de termes tous
£ s'il ’ o .
négatifs, et est positif pour ure valeur positive a de x , il est positif
pour tout x > a

On peut en effet écrire

P(x) =a x + a Nl +a_ xP - (a P71 + a)
n n-1 P p-1 o
‘ a_ a
- LD p-
= xP [a ¥"P 4 a LPL + ... +a - ( + ... —)]
n n-1 n x : B Xp

Lorsque .x crolt, la premiére partie de 1'expression entre crochets
croft, tandis que la seconde décroft.
Si donc P(a) > 0 on a aussi P(a+d) > 0 pour tout A > 0

Pour appliquer cette proposition, on décompose F(x) en plusieurs
groupements de termes analogues a P(x) et on détermineApour chacun ﬁhe valeur
positive de x 1le rendant positif.

La plus grande de ces valeurs de x est la “orne supérieure cherchée.

Remarques sur ces différentes méthodes :

La méthode de Lagrange est trés rapide et automatique, mais elle donne

souvent un résultat peu précis et elle est a déconseiller quand fL est grand,
' n

Par contre la méthode des groupements, quand elle est bien maniée,

est souvent la plus efficace tant en rapidité qu'en précision.

()  Méthodes imparfaites de localisation et séparation des racines.’

s
EEI

- a - Racines réelles.

Préliminaires :

——

Séparer les racines réelles de 1'équation F(x) = 0 , c'est déterminer
entre une ow o inférieure 4 et une ¢ .o supérieure L de ces racines

supposées connues, des nombres croissants s s’ s tels qu'entre

I A o |



- I-5 -

4 et s, , entre sj et s, (avec j =1, ... k-2) et entre s et

k-
L on triuve une et une seuli+iacine de F(x) =0, k étant le nombri de
racines réelles.

Lofsqu'il n'y a que des racines de multiplicité impaire, les propriétés
énoncées en (:) permettent de résoudre entiérement ce probléme, pourvu que
1'on sache déterminer le nombre des racines comprises entre deux nombres don-
nés o et B

Lorsqu'il y a des racines de multiplicité paire, pour pouvoir appliquer la
m&me méthode, on doit d'abord passer a 1'équation aux racines simples ; mais

on peut aussi observer que les racines de multiplicité paire sont des racines

de multiplicité impaire de 1'équation dérivée.

La question revient donc 3 déterminer le nombre de racines réelles

de 1'équation, comprises entre @ et B .

Remarques du point de vue application,

Pour résoudre ce probléme on dispose :
- de méthodes relativement rapides, quand elles sont bien maniées, mais
imparfaites car elles ne conduisent pas toujours au but,

- de méthodes théoriquement parfaites mais plus lentes.

On rappellera briévement quelques propositions relatives aux méthodes
imparfaites dont un emploi judicieux conduit souvent 3 la séparation rapide
des racines.

Dans le paragraphe suivant on exposera une méthode théoriquement

parfaite due a Sturm (1829).

. Théoréme de Rolle (Réf. II (D p. 177).

Entre deux racines consécutives a et b avec (a<b) de
F(x) = 0, 1'équation dérivée F'(x) = O admet un nombre impaire

de racines.

Il en résulte qu'en deux racines réelles consécutives & et B de
F'(x) = 0 , se trouve une ou zéro racine de F(x) = 0 selon que F(q) et
F(B) sont de signes contraires ou de meme signe ; et que F(x) = 0 compte
au plus une racine supérieure et une racine inférieure 3 toutes les racines
de F'(x) =0 .

La connaissance des racines réelles de F'(x) = 0 entraine donc

la séparation des racines réelles de F(x) =0 .



En particulier, si toutes les racines de F(x) = 0 sont réelles,
elles sont séparées par les racines de F'(x) = 0O qui sont aussi toutes

réelles, mais la réciproque n'est généralement pas vraie.

Théoréme de Descartes Réf. II 1) p. 178-180)

Le nombre de racines réelles positives de F(x) = 0 est égal au
nombre des variations de la suite formée par les coefficients de 1'équation,
éventuellement diminué d'un nombre pair.

On a une regle analogue pour les racines négatives aprés avoir changé

X en -x dans 1'équation algebrique .

Théoréme de Budan et Fourier (Réf, II (1) p. 180-182).

Etant donnée 1'équation F(x) = 0 , de degré n ; et deux nombres

réels O et B tels que g < B , la suite :
FB) , F'@®) ..., r™ @)

ne peut présenter plus de variations que la suite :
F@) , Pl ... F (@)

Le nombre de racines réelles de F(x) = 0 comprises entre @ et B
est égal a la différence des nombres de variations des deux suites, diminuée

éventuellement d'un nombre pair.

- b - Quelques remarques sur les racines complexes.

(REf. II I p. 183, 184),

Les régles suivantes sont fondées sur certaines particularités, aussi
ne permettent-elles pas d'obtenir exactement le nombre de racines complexes
dans le cas général; cependant elles peuvent domner quelques indications sur

la présence des racines complexes.

- Régle de Sturm,

Soit a un nombre réel positif, Si 1'équation (x-a) F(x) = 0
présente 2k+l variations de plus que 1'équation F(x) = 0 , celle -ci a au

moins 2k racines imaginaires.

(NB : Variation au sens de Descartes (Réf. II @ p; 1783}) .



- Théoréme des lacunes,

S'il manque un terme entre deux termes de mZme signe, ou plusieurs
termes entre deux termes quelconques, 1'équation admet nécessairement des ra-

cines imaginaires.

- Régle de Gua,

Si le carré d'un coefficient intermédiaire d'une équation est infé-
rieur ou égal au produit des coefficients voisins, cette équation admet des

racines imagim ires,

Aprés ces quelques remarques générales on fera un rappel des études
théoriques du probléme de la localisation et séparation des racines,qui se
regroupent essentiellement autour des deux crientations su.vantes

- situation des racines sur 1'axe réel.

- situation des racines par rapport a 1'axe imaginaire.

II- SITUATION DES RACINES SUR L'AXE REEL. (Réf, II (1. p. 186-202)
(et IX'p. 316—338).

1 Le probléme de Sturm.

La détermination du nombre de racines réelles d'une équation n'est

qu'un cas particulier d'ui pro-léme plus général : appelé "problémes de Sturm".

La question & résoudre est la suivante : .
Combien y a-t-il de racines réelles d'une équation numérique entre deux nombres

donnés a et b ?

Ce probleéme résolu il s'agira de restreindre 1'intervalle (a,b) de
telle sorte que les nombres a et b opuissent 8tre considérés comme une
valeur approchée de cette racine. '

En supposant a = -®» et b = 4o c'est-a-dire a négatif, b positif

et suffisamment grands en valeur absolue, pour qu'en dehors de 1'intervalle
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-

(a,b) il n'y ait plus de racines de 1'équation, le pfobléme revient A celui

de la détermination du nombre de toutes les racines réelles d'une équation.

@ Les suites de Sturm.

Soient : a et b (a< b) deux nombres réels quelcongues

f(x) une fonction rationnelle de x .

fOn demande combien elle a de racines réelles dans 1'intervalle A;
A = )a,b].
Par hypotheése :

a et b ne sont pas des racines de f(x),
de plus nous supposerons que f(x) n'a pas de racines multiples dans 1'inter-
valle A , par suite aucune valeur de cet intervalle n'annulera a la fois

f(x) et f'(x).

Supposons que :par un procédés quelconque nows ayons formé une suite

de m fonctions continues.

£ (x) = f(x), £ (x), ... f (x) ()
1 2 m

possédant les propriétés suivantes :

-(1)- Deux fonctions consécutives ne s'annulent pas pour une meme valeur de

1'intervalle A .

-(2)- La fonction fm(x)‘ ne s'annule pour aucune valeur de 1'intervalle A ,
et conserve par suite un signe constant pour toutes les valeurs de
1'intervalle. )

-(3)~ Pour tout X X § A si fv(xo) avec (v=2, ..., m-1) s'annule, les
fonctions adjacentes fv_1 et fw_1 sont # O et de signes opposés
pour cette valeur de X

-(4)- Lorsque f(x) s'annule pour une valeur de 1'intervalle, fz(x) est

de meme signe que f'(x).



Ure telle suite (K) est appelée suite de Sturm simple dans

l'intervalle Ja,b[.

Définition de. la fonction variation,.

Notons V(x) 1la fonction égale au nombre de variations de signes

de la suite pour une valeur fixée de x .

Remarques :

Si a est fini, alors V(a) doit ®tre interprété comme V(a+&)
ot € est un nombre positif assez petit pour que dans 1'intervalle J]a, a+€]
demi- fermé, aucune des fonctions fi(x) ne s'annule.

Définition semblable pour V(b).

La valeur de V(x), quand x varie dans Ja,b[ ne peut changer
que lorsqu'une des fonctions intermédiaires de la suite s'annule. Mais d'aprés
la prapriété (3), quand une des fonctions fv(x) pour (V=2, .., m-1) passe

par O , la valeur de V(x) ne change pas.

» N\

TR

v+1
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Donc :

Seuls les passages de fl(x) par O font varier V(x)

fz(x)

V(x) augmente de 1 quand passe de +® 3 -

fl(X)

£f.(x)

V(x) diminue de 1 quand passe de -® 3 4w |,

fl(x)

d'oty :

THEOREME de Sturm,

Le nombre de racipes de 1'équation £f(x) = 0 comprises entre a et
est égal a 1'excés du nombre de variations que présente la suite pour
x = a sur le nombre de variations qu'elle présente pour x = b

soit :

v(a) - v(b).

Remarque :

Si on multiplie toutes les fonctions d'une suite de Sturm par un seul
et mlme polynBme arbitraire d(x), la suite ainsi obtenue est appelée suite de

Sturm généralisée et le théoréme de Sturm énoncé reste valable pour cette suite.

(® Construction d'une suite de Sturm 3 1'aide de 1'algorithme d'Euclide.

Soient ‘deux polynBmes fl(x) et fz(x) tels que
degré de fl(x) > degré de fz(x) . '

Posons :

- f3(x) reste de la division de fl(x) par f2(x)

- f4(x) reste de la division de fz(x) par f3(x)

.............. etc ..
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Alors on a les relations suivantes :

fl(x) ql(x) fz(X) - f3(X)

fz(x) qz(x) f3(x) - f4(x)

...........................

£ (%) = qk_l(x) fk(x) - fk+1(X)

(x) £ _(x) - £ (%)
m-1 m

Hh
—~
el
~
L}

qm_l(x) fm(x) - fm+1(X).

C'est 1'algorithme d'Euclide qui s'arr8te alarencontre d'un reste
( fm+1(x) ) identiquement nul,
f(x) est le dernier reste non identiquement nul et c'est aussi le PGCD de tous
les polyndmes f1 o fm de la suiterainsi construite.

Deux cas peuvent se présenter :
-(1)- fm(x) n'a pas de racines réelles dans Ja,b]

f(x) étant le PGCD de tous les polyndmes de la suite, ces derniers
n'ont pas de racines réelles communes et

fV(X) =0 f (x) = -fV+fX) avec (y = 2, ..., m-1)

V-1

ou bien
fv_l(x).fv+1(x) ; 0.

Dans ce cas la suite fl’ s fm est une suite de Sturm simple.
-(2)- fm(x) a des racines réelles dans Ja,b[ :
Si alors on divise tous les polynBmes de la suite par fm(x) on obtient

une suite de Sturm généralisée.

Dans tous les cas le théoréme de Sturm s'applique a la suite construite

3 1'aide de 1'algorithme d'Euclide,
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Application immédiate.

En construisant une suite de Sturm 3 partir de :

fl(x) £(x)

£'(x)

fz(X)

Cela nous donne donc le nombre de racines réelles distinctes :

v(a) - V(b) dans 1l'intervalle Ja,bl.

@ Indice de Cauchy (REf. III p. 169);

-a- Définition

L'indice de Cauchy d'une fonction rationnelle réelle R(x) entre
les limites a et b (notation : IZ R(x) ; a et b sont des nombres réels
ou *=) est la différence entre le nombre de sauts de R(x) de -® 3 4o et
le nombre de sauts de +® 3 - lorsque 1'argument varie de a a b (en comptant
le nombre de sauts on ne tient pas compte des valeurs extr8mes R(a) et R(b) ;

x varie dans 1'intervalle Ja,b[.

- b - Applications

Selon cette définition :

Premier cas :

A,

P
Si ona R(x) = X + RI(X)
i=1 x-0L,
i
ol Ai et ai (i =1, 2, ...p) sont des nombres réels et Rl(x) une fraction

rationnelle sans pBles réels ; on a alors :

P
f+w R(x) = ¥ signe A,
-0 . 1
i=1
et plus généralement :
4o P
I, Rx)= Z signe Ai (avec a < b) .

a<.O£i<b
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Deuxiéme cas :

Si on a :

n n
f(x) =a (x-a) ' ... (x0)™ polynBme réel
n m m

et si parmi ses racines @, az > ... 0 seulement les p premidres sont
m

réelles alors :

£'(x) m n, P n,
=z —L = 35 — 4 Rl(x)
£(x) i=Lox =l xeqy

ol Rl(X) est une fraction rationnelle sans pBles réels,

Par suite

£1(%)

L'indice I (a < b) est égal au nombre de racines réelles

f£(x)

distinctes de f(x) dans 1'intervalle Ja,b[.

- ¢ - Méthodes de calcul de 1'indice de Cauchy d'une fraction

rationnelle arbitraire.

(:> Par le théoréme de Sturm.

L'une des méthodes de calcul de I: R(x) est basée sur le théoreme

classique de Sturm soit :

Si fl(X)’ fZ(X) - fm(x) est une suite de Sturm dans J]a,b[ et
V(x) le nombre de variations de signes dans la chaine alors :
£ (%) *

1: 2 = v(a) - v(b).
fl(X)
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Remarques :
g(x)
Si R(x) = Q(x) + avec degré g(x) < degré f(x) d'aprés 1les pro-
£(x)

priétés précédemment rappelées des suites de Sturm généralisées on a :

b _ b gx) _
I, R(x) = I, %) v(a) - v(b).
En particulier, au moyen du théoréme de Sturm nous pouvons déterminer le
nombre de racines réelles distinctes d'un polynBme f(x) dans 1'inter-

valle ]a,b[ puisque comme nous 1'avons vu ce nombre est égal 2

£'(x)
Ib
a

f(x)

. .. - .
(E? Par les coefficients du numérateur et dénominateur,

Supposons donnée une fraction rationnelle dont le développement en

série de puissances décroissantes de x est

o 51
x+s_1 + = + )

X X

R(x) = s S

-u-1 -2

La suite des coefficients des puissances négatives de x :

.

Sy» S5 Sy - définit une matrice de Hankel infinie :
3
7 S, S1 Sy -
_ @ f S, s, 8
S ”si+kHO 2%
' 82 83 54 [
L

les s étant les sommes de Newton.



v

- I-15 -

Nous avons ainsi établi la correspondance :

R(x) ~ s

I1 est évident que deux fonctions dont la différence est une
fonction entieére correspondant i une seule et m2me matrice S

Toute matrice S correspond a une fonction rationnelle si et
seulement si elle est de rang fini. Ce rang est égal au nombre de pdles de
R(x) (en tenant compte des multiplicités) c'est-a-dire au degré du dénomi-

nateur £(x) de la fraction réduite :

g(x)

R(x) =
f(x)

Propriétés de cette correspondance :

si RI(Z) ~'Sl s Rz(z) ~ s,

c, et c, ona :

1 2
€, /(& +¢ R (2) ~c, 8 +¢C,8, .
. 3R  3S
Si R(z,o) ~Sa§ —_—~—
¢ o
Formes associées.
Al(J) A\).(J)
=35i R(z) =Q(z) + T { + ... —— v, }
=1 z-0, (z-a,) 7
, ] ]
La forme associée 3 la matrice de Hankel
_ i+k||e .
Sa = “a “O est : M
n-1

S (x,x) = Z s, X, .
n i,k=0 i+k i xk
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NG
= 8i R(z) =Q(z2) + Z
j=1 z—og

la forme quadratique correspondante est :

q
S (x,x) =
n

.

(9 (x +0o, x, + ... 0 x
j=1 °

1 ] n-1

Ce qui nous conduit au théoréme fondamental suivant :

THEOREME :

Si R(z) =~ S
-~}
et si m est le rang de S , 1'indice de Cauchy Ifm R(z) est

égal A la signature de la forme Sn(x,x) pour tout n > m :

' R(2) = 0 [S_(x,0].

Corollaire :
L'indice d'une fonction rationnelle arbitraire R(z) dont la
[--)
matrice correspondante S = Hsi+k“0 est de rang m , est déterminé par

la formule :

I+

(o]
o R(2) =m - 2v(1, D, D, D)
1
SO 81 . Sf—l ;
R _ -1 51 % St -
oty Df = ‘si+k 0 avec f =1, 2, m
Sg-1 5 $£2 .
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Si parmi les Dl’ D2, A Dm » 11 y a un groupe de déterminants
qui s'annulent :
(Dh #0) , Diqg = - Dh+p =0 (Dh+p+1 # 0)

alors dans le calcul de V(Dh, Dy - ) nous pouvons prendre :

* Dhypr

]

Pl pour p impair

2
V(D5 Dpy vees Dh+p+1) e _
Biz—— pour p pair
/2 Phtprl
e= (-1)P'° signe —
" n

(® Méthode des formes quadratiques appliquée 3 la détermination du
nombre de racines réelles distinctes d'un polyndme complexe.

Remarque préliminaire :

Dans la résolution de ce probléme, nous pouvons nous limiter au
cas ou f(z) est un polynBme réel.

En effet supposons que :
f(z) = u(z2) + i v(z) soit un polynBme complexe.

(u(z) et v(z)) étant des polynBmes réels .

Toute racine réelle de £(z) annule simultanément u(z) et v(z)
Par suite le polynBme complexe f(z) a les mBmes racines réelles que le poly-
ndme réel d(z) qui est le PGCD de u(z) et v(z).

Si donc f(z) est un polynBme réel avec les racines distinctes

o oy ... O% de multiplicité respectives n h2 ... n

1 q

£(z) = a_(z-0)"1 (z-0)"2 ... (z-aq>“q
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avec a_ #0 , o, # o pour i #k (i, k=1, 2... q)
Soient les sommes de Newton :
q

s = n, a? p=o0,1,2 .

Py

avec lesquelles nous formons les formes de Hankel :
n-1
S (x,x) = ¥ s, X, ou n entier arbitrai
n( »X) s KR r arbitraire > q
i,k=0
Nous avons alors le théoréme suivant :

THEOREME :

Le nombre de toutes les racines réelles distinctes de f(z) et 1le
nombre de toutes les racines distinctes sont respectivement égaux
au rang et a la signature de la forme Sn(x,x)

Démonstration (REf. III p., 199-200).

Corollaire :

Le nombre de racines réelles distinctes du polynfime réel f(z) est
€gal a la # entre le nombre de signes permanents et le nombre de

signes modifiés dans la suite :

)
o 1 ;o1 n-1
1, s, s1 szi s1 Sy - sn
.Sn—l Spotee sZn-Z

ol les sp (p=0,1,2...) sont les sommes de Newton pour' f(z) et
ot n est un entier qui n'est pas inférieur au nombre q de

racines distinctes de  f(3z2).
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Remarques :

Cette régle est directement applicable pour la détermination du nombre
de racines réelles distinctes seulement lorsque tous 1es nombres de la
suite sont # O, ‘

En particulier, si nous prenons pour n 1le degré de f£(z) alors d'apres

le corollaire, le nombre de racines réelles distinctes est &gal a :

‘ s, sll So 51 - S, !
+ £'(2) % ;
I =n - 2V(l,s ,{s, s.{.. s, s s
[o<] .
£(z) o 1 72 1 72 n |
®n-1 °n $on-2 :

Cette formule est semblable a celle définie au paragraphe 4(B) pour
la détermination de 1'indice d'une fraction rationnelle arbitraire dans laquelle

nous avons utilise 1les matrices de Hankel infinies. (REf. IIL p. 201-204).
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III - SITUATION DES RACINES PAR RAPPORT A L'AXE IMAGINAIRE.
REf. (II 1+ p. 349-354 ; IIL p. 172 = 181).
{13 Algorithme de Routh.

Le probléme de Routh consiste 3 déterminer le nombre k de racines
d'un polynBme réel f(x) dans le demi-plan droit Re(z) >0 .

Deux possibilités sont 3 envisager :

- a - Cas oi f(z) n'a pas de racines imaginaires pures.

If‘\’(

% !

B .
X

— —— — —_—
X
% A

Prenons R suffisamment grand pour que toutes les racines de f
situées dans le demi-plan Re(z) > O se trouvent dans le demi-cercle de
rayon R centré 3 1'origine.

Considérons le domaine limité par I = demi-cercle plus}le segment
de 1'axe imaginaire AE :

: n
f(z) =a T (z-z.)
n oo i

z décrivant le contour [' une seule fois dans le sens positif on a :

n [
A arg f(z) = T A arg (z—zi) =2k T
i=1
Car :
si z, est a2 1'intérieur du domaine A4 arg (z-zi) = 2m
=0 .

si z, est a2 1'extérieur du domaine A arg (z—zi)
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D'autre part, si on fait tendre R vers 1'infini, =z étant sur
. n <
le demi-cercle , £f(z) se comporte comme a z son monBme de plus haut degré.

Donc =z décrivant tout le demi-cercle on a :
n
A arg(f(2)) = A arg az = .
D'olt lorsque f n'a pas de racines imaginaires pures :

A arg(£(iw)) = (n-2k)m .

Posons :
_ n n-1 n-2 n-3
£(z) —‘anz + bz +a 2 +b 2z + ... (avec a #0)
On a :
£(iw) = U(w) + iV (w)
avec :
U(w) = (—l)n/2 [a o - a o2 .. ]
n n-1
pour n pair
V(o) = (121 b o™l o p o3y ]
n n~-1
. (n-1)/2 n-1 n-3 '
i = (= w - w
U(w) = (-1) [b_ bW ]
pour n impair
Cv) = (1PD2 P e B2
n-1
On a d'autre part :
V((.U) s
arg f(iw) = arc tg
- U(w)
Et on vérifie facilement que :
+® U (w) . .
+ I pour n impair
-
1 e V(w)
- A arg f(iw) =
n U(w)
+oo .
- I pour n pair,

V(w)
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En combinant les trois formules précédentes, on obtient la formule
suivante valable quelque soit n , pouruu que n n'ait pas de racines imagi-

naires pures,

3 S ST e i

i

w, o - = n-2k

i
1 . ]
e §

8 A G G i e i i

- b - Cas ot f(z) a des racines imaginaires pures.

Nous allons généraliser la formule (1).

k racines dans le demi~plan Re(z) > 0
Supposons que f ait

. s racines imaginaires pures,

Posons :
£(z) = d(z).£5(2)

>~ S . . ] .
ot d(z) ==z + ... a s racines imaginaires pures
* P 3

£7(z) de degré n” = n-s n'en n'a pas.

£(iw) = Ulw) + i V(@) = d(iw) (UFw) + i vE(w))

Supposons que s soit pair (on ferait une étude semblable dans le cas s imp

d(z) est alors produit de facteurs de la forme :

L 5 .2
(zflwl) (z+1w2) ot z° .

Donc d(iw) prend des valeurs réelles.

Par suite :

CU(w) = d(iw) ¥ (w)
V(W) = dw) vEw)
U(w) U*(w)
et =

vV (w) V¥ (w)
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D'ol en posant :

_ n n-2 n-4
f1(w) =aw -a .o +a .

_ n-1 n-3 n-5
fz(w) bnw - bn—lw + bn_zw

f1 et f2 étant respectivement les polynBmes dénominateur et numérateur
du premier nombre de la formule (1) pour £ ; fT et ft étant ces m@mes

polynBmes pour £* , et puisque n et ¥ ont des parités égales on a :

£,(w) fj(w)

*
£ (@ £(w)

En appliquant la formule (1) 3 £7(z) qui n'a pas de racines ima-

ginaires pures, il s'ensuit que :

fz(w) ft(w)

e = 1t p = n® - 2k = n-s-2k |
fl(w) fl(w)

-0 -0

Donc lorsque £f(z) a s racines imaginaires pures on a :

N I S +b Wt
4o n n-1 n-2
(2) I = n-2k-s
aw - a wn—2 + a W4
-1 n-2

En utilisant le théoréme de Sturm on forme le schéma de Routh voir
(III p. 173 = 175).

Ce qui nous conduit aux théoréme et critdre suivants:

THEOREME DE ROUTH.

Le nombre de racines du polynSme réel f(z) situées dans le demi-plan
Re(z) > 0 est égal au nombre de variations de signe dans la premiére

colonne du schéma de Routh.
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Critére de Routh.

Toutes les racines du polyn®me réel £(z) ont des parties réelles
négatives si et seulement si dans la réalisation de 1'algorithme
de Routh , tous les éléments de la premidre colonne du schéma de

Routh sont différents de zéro et de mBme signe,

Remarque :

Nous n'avons pas envisager certains cas particuliers que 1'on

trouvera traités dans (III p. 177 = 181).

CD Théoréme de Routh - Hurwitz.

Cette méthode pour déterminer le nombre k de racines dans le
demi-plan droit d'un polynBme sera utilisée quand les coefficients de celui-ci
dépendent de parametres, et s'il faut déterminer pour quelles valeurs des para-
métres le nombre k a une valeur ou une autre (en particulier la valeur O :
domaine de stabilité).

Soit :

f(z) =az" +b zzn_1 + a 272 +b zn-3 + ... (a # 0)
o o 1 1 o

On appellera :

- matrice de Hurwitz : 1la matrice carrée d'ordre n

b b. b, .., b n’
o 12, n-1 a, = 0 pour k> [ —]
% %1 % e 8y | 2
H = b0 b1 ces bn—2 avec L .
a a a : n-1
o 1 n-2 b =0 pour k > [—]
B k )
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- déterminants de Hurwitz : ce sont les mineurs principaux de H que 1'on

désigne de la fagon suivante :

gbo bl;

4 = H(i) =b, 4, = H(i g) = iao al%
% bo bl bn—li
‘ §30 a1 an—li
An - H(i ; :) - | bo ’ bn—Z;
% qh-2 i

Avec ces définitions on peut énoncer le théoréme et critére de
Routh-Hurwitz. Pour les démonstrations et études de cas particuliers on pourra

se référer 3 (III p. 187 = 182 et p. 213 = 217).

THEOREME DE ROUTH- HURWITZ.

Le nombre de racines réelles du polynBme f£f(z) = a zn + ... dans
le demi-plan droit est déterminé par la formule :

by 4 A,
k = V(ao, A,y — , — .. —)

1
Al A2 An-—l

ou ce qui est la mBme chose par :

1 )+ V@, A, 8 L),

k = V(ao, A s By

Remarque :

Ce théor éme suppose que Ai #0 pour i =1, 2, ... n .
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Critére de Routh - Hurwitz.

Toutes les racines du polyn8me réel

f£(z) =a 2"+ ... (avec a # 0)
o 0

ont des parties réelles négatives si , et seulement si les

inégalités :
‘a > 0 pour n impa
: oAn P P

aoA1 >0, A2 >0, aoA3 >0 , A4 >0 ... avecﬁ

’An >0 pour n pai

sont respectées,

'3 Critére de stabilité de Lienard et Chipart.

Ce sont en fait des compléments au théoreme classique de Routh-Hurwi:

que 1'on peut énoncer sous la forme du théorime et corollaire suivants :

THEOREME : critére de stabilité de lienard et Chipart.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que toutes les

racines du polynSme réel

£(z) =a 2" +a zn_1 + ... + a (avec a > 0)
o 1 n o

aient des parties réelles négatives peuvent etre données sous 1'une

des quatre formes suivantes :

(1) a > o, a _,>0...; Al >0, AS >0
(2) a,>0,2a ,>0... 348 >0,4 >0
(3) a_ > 0 ; a ;> o, a 3> 0 ... Al >0, A3 >0 ...

%) a >0 ; a >0, a >0 ... 5 0, >0, A4 >0 ...
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Ces différentes conditions ont un avantage certain sur les conditions
de Hurwitz, car elles ne comprennent environ que 1a moitié des inégalités sur

les déterminants.

Corollaire :
Si le polynBme réel

f(z) = a 2"+ a zn—l + ... (a > 0)
o 1 o

a des coefficients positifs :

a >0, al >0, 82 >0 ... a > 0

et si An # 0 , le nombre k de ses racines dans le demi-plan

Re(z) > 0 est déterminé par la formule :

k = 2v(1, A, A

1’ "3 °

) =2v (1, A2 s A4 ..

Remarque :

Pour les démonstrations et applications voir (III p. 217 - 223),

IV - RAPPORT AVEC LA LOCALISATION DES VALEURS PROPRES D'UNE MATRICE QUELCONQUE.

1 Théoréme simple : RéEf (IV et X).

THEOREME 1 :
é Y A valeur propre de A on a lll < S¢¢(A) .

Démonstration :
Soit Ax = Ax Xx#0

o(Ax) = ‘k‘ e(x) = 9(Ax) < S¢¢(A) @ (x)
xEF0=30(kx) #0= D\‘ < quP(A)
En particulier : ‘

p(a) =X *?iig=~ < Sip (A

propre
de A
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Réciproque partielle (de Householder).

Pour toute matrice A , et pour tout € > 0 il existe une norme ¢

(dépendant de A) telle que :

s¢¢(A) < p(d) + €.

2. Inégalité de Hadamard et disques de Gershgorin.

THEOREME 2 :

Chaque valeur propre de A se trouve dans 1'un au moins des disques

de Gershgorin.

{z ; Iz-a..‘ < I ‘a..‘} i=1 .. n
ii't = .. ij
j#i
Démonstration :
Ecrivons A sous la forme A=B+ C

et considérons :
AI-A = AI-B-C = (XI-B)(I-<XI-B)'IC) .

si (1-B)7! , existe.

Alors AI-A ne peut 8tre singulire si A vérifie :

1) (=) Yoy <1 .

Mais si AI-B est singulilre, p((XI—B)—lc) est infini et (1) est une conditic
suffisante de régularité pour A-AI .
or p(A-B) o) < [|a-B) Ll < Iha-B) H|x|c|

£ 3

ou “.“ = S¢¢ norme sous multiplicative.
A fortiori :

H(XI—B)_IH.HCH < 1 est une condition suffisante de régularité.
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Appliquons ceci 3 la décomposition A =D + A odt D diagonale de

A et A 1a partie hors diagonale, avec 1a norme S :

oo
pour toute valeur propre A de A

S @ (A-D)'B) = max (Jr-a |™" = la,. D > 1

o © i J#l J

ou encore :

VA i tel que |A-a..|< EZ la,.]

i1 = . 1]
j#i

Corollaire 1 (ou inégalité de Hadamard)

Si une matrice A vérifie [a,.‘ > X lX-a..| i=1, ... n

S - S

elle est régulieére.

Corollaire 2

Si les n disques sont disjoints, chacun d'eux contient une et

une seule valeur propre.

Démonstration :

Supposons les a,; distincts et considérons :
A =D+ EXR A(O) =D et A(1) = A,

Pour € =0 les n disques sont réduits aux n points a ;-
Les valeurs propres de A(E€) dépendant continument de & (racines d'un
polynBme de degré n). Lorsque & cro?t, ies disques augmentent et tant

qu'ils restent disjoints chacun d'eux contient une valeur propre.
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153‘ Application a la matrice compagnon de F(z) .

S1i on écrit 1'équation algébrique sous la forme suivante :
n n n-1
F(z) = (-1) [z - P2 coe = pl

C'est 1'équation caractéristique de la matrice suivante :

On a donc :

-2 Py
F(z) = dét .
) 5
1 -z +p1
En appliquant le théoréme 2 on obtient : T
T ~'—\
A 1
{ w
4 P
1 &
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= (n-1) cercles centrés en O de rayon 1+'Pi| avec i #1
"= un cercle centré " en P1 de rayon 1 , ce cercle pouvant 8tre
disjoint, sécant ou inclus parmi les précédents.
Cecl donne évidemment une localisation approximative des récines,

mais a pour avantage de fournir un domaine de localisation sans aucun calcul.

Remarques :

I1 existe plusieurs raffinements de cette méthode et d'autres méthodes
comme 1'inégalité de BauerzFike qui localise les valeurs propres de A par
rapport A une autre matrice diagonalisablerﬁour une étude plus approfondie on
pourra se référer aux ouvrages cités dans 1'annexe I.

I1 serait évidemment intéressant de poursuivre plus longuement ce
rapprochement, mais ce n'est pas directement notre probléme, tout du moins nous
ne l'avons pas envisagé ainsi (c'est-a-dire par exemple en exploitant ou dévelop-
pant les raffinements des méthodes de localisation de valeurs propres), mais

d'une facon plus générale, comme on va le présenter au paragraphe suivant,

METHODE GENERALE DE LOCALISATION ET SEPARATION DES RACINES.

Les différentes méthodes les plus connues, que 1l'on vient de rappeler
sont souvent satisfaisantes théoriquement, mais sont malheureusement trop souvent
d'une application 1ongue et fastidieuse . - v

La localisation se fait différemment pour les'racinés féelles et
complexes, elle se fait donc : |

- soit sur l'axe réel,

- soit par rapport 3 1'aze imaginaire,.

D'autre part, on n'envisage pratiquement jamais le cas des équations algébriques

a coefficients complexes, c'est-a-dire le cas des racines imaginaires quelcongues.
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Notre but sera donc de mettre en oeuvre une méthode générale qui
localise et sépare les racines d'une équation algébrique a coefficients réels
ou complexes, dans des rectangles dont les cBtés sont paralleles aux axes et

dont les coordonnées des sommets seront introduites de fagon formelle
(X0, H, YO, K). !

YO+K
- e
7

YO

Cette méthode sera fondéesur la théorie des caractéristiques de

Kronecker (que 1'on exposera au chapitre suivant).
P P

En Ce'qui éoﬁcerné'l'expioitation pratique, le probleme sera entiz-

rement construit formellement et 1'activation numérique se fera en rationnels

On peut déja remarquer les avantages de la construction d'un tel
programme en Formac (langage formel utilisé).

En effet, ce programme construit, il sera :

1 valable - quels que soient les coefficiens de 1'&quation

- quelque soit son degré. :

2 activable dans n'importe quelle région du plan.
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A 1'issue de ce programme on obtiendra :
- 1les coordonnées du domaine effectivement étudié.

- la caractéristique k :

0 si pas de racines

e
i

1 cas olt i1 y a une racine complexe

Remarques :

- Dans le cas ol le rectangle se réduit 2 un segment de la droite réelle, on

déterminera évidemment les racines réelles.

- Ce n'est pas une localisation grossiére c'est-a-dire le dénombrement des
racines dans une portion du plan, mais la possibilité de séparer chaque

racine dans un domaine rectangulaire aussi petit que 1'on veut.
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CHAPITRE 1II

THEORIE DES CARACTERISTIQUES DE KRONECKER

A - PRINCIPES DE LA THEORIE DES CARACTERISTIQUES.

I - Définitions et conventions préliminaires.

4

{1* Courbes,

.

Y

{2; Déterminant fonctionnel.

@) Cas de deux courbes,

- a - Définition des points d'entrée et de sortie.
- b - Difindtion d'un en:los,
II - Caractéristique d'un systéme de trois fonctions.

C) Définitions de points d'entrée et sortie pour trois fonctionms.

QD Caractéristique d'un systéme de trois fonctions f, ¢, Y .

- a -~ Définition,
- b - Propriétés.
III - Relation entre la caractéristique et les points d'intersection.

{T: Différence entre point d'entrée ou sortie pour deux courbes ou trois
courbes.

GZ% Autre définition de la caractéristique,.

- B - APPLICATION DE LA THEORIE DES CARACTERISTIQUES A LA LOCALISATION DﬁS RACINES
COMPLEXES D'UNE EQUATION.

I - Exposé du probléme.

IT - Définition de la caractéristique dans le cas ou les courbes @ et Y ne

sont pas fermées,

III - Application du théoréme de la caractéristique dans ce cas.
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- A - PRINCIPES DE LA THEORIE DES CARACTERISTIQUES.

La théorie des caractéristiques de Kronecker généralise d'une fagon
remarquable les propositions de Sturm ; elle se propose le mBme objet que le

-~

théoréme de Sturm pour les systemes d'équations a plusieurs inconnues.

Nous nous bornerons ici au cas le plus simple, il nous servira a

la délimitation des racines complexes d'une équation,

Comme mous ferons usage des considérations géométriques et des nota-
tions du calcul différentiel nous donnerons .tout de suite quelques définitions

et conventions nécessaires.

I - DEFINITIONS ET CONVENTIONS PRELIMINAIRES.

C) Courbes :

‘ Soient m(x,y) et Y(x,y) deux fonctions réelles de x et y .
Les équations @¢(x,y) =0 , ¥(x,y) = 0 représentent deux courbes de: Rznque 1'on

notera @ et Y

- Hypothése :

Nous supposerons d'abord ces courbes fermées, sans branches infinies
(on verra plus tard qu'on pourra toujours se ramener 2 ce cas hypothise non

restrictive).

- Qrientation des courbes :

La région de Rz.telzle que 9(x,y) < 0 est dite, 1'intérieure de ¢ .
Le sens positif des arcs sur ¢ est celui qui laisse la régiop inté-

rieure a sa gauche.
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2  Déterminant fonctionnel :

Ay

42? région intérieure

Soit 6. l'angle de Ox avec la direction de la normale a ¢ dirigée

- vers la région extérieure.

Soient j¢;; et Q; _les dérivées partielles de ¥ par rapport a2 x et

y , en considérant le radical avec le signe + on a :

9! e

,.€°Se=/”—7——zf sin 8 = e—p——
()" + @) | @p® + @)

-

Soit & 1'angle (Ox,t) tel que t tangente dont'labdirection est
- - , . . : :
telle que (n,t) de meme sens que (0x,0y), on a :
__‘cpl (Pl
y y.
sin § =

cos g =

Cen 1y 2 112 ! —71 Y
Sop®+ @) ACRRENC

Soient :
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de ¢/

: -
ds un élément d'arc de ¢ (on prendra la direction t comme sens so des arcs

dx, dy ses projections sur les axes de coordonnées qui seront proportion-

~

nelles a -~ ¢; et ¢; et de méﬁe signe respectif,

d désignant une autre fonction quelconque.

Alors la quantité :

d ¢=29"dz+ 3'd
X y ¥y

a méme signe que le déterminant fonctionnel : [®,3§]

!
% [9,8] =%y &) - @) & ]

e

(3; Cas de deux courbes :

- a - Définition points d'entrée, points de sortie pour deux courbes :

S/ enclos (Binnenraum)

Figure 1,

Lorsqu'en parcourant ¢ dans le sens positif, on pénétre par un’ des
points d'intersection de ¢ et ¥ dans 1'intérieur de la courbe VY s, la quan-
tité dY est négative, par suite aussi le déterminant fonctionnel [@,Y] 5
dans le cas contraire (1 est nécessairemert positif.

Donc on appellera :
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- point d'entrée : E(@,Y) : si en ce point [P,¥] < O ou si en parcourant ¢

dans le sens positif on pénétre a 1'intérieur de

- point de sortie : S(p,¥) : cas contraire.

Remarques :

Le nombre des points S(p,¥) est égal a celui des points E(p,¥) .
On a aussi les relations :

S(p,¥) = E(Y,p)

E(®,¥) = s(¥,9).

- b - Définition d'un enclos (traduction de Binnenraum).

C'est la portion de plan ol le produit ¢.¥ est négatif,

(Exemple : figure 1 : c¢'est la région hachurée).

II - CARACTERISTIQUE D'UN SYSTEME DE TROIS FONCTIONS,

Aux courbes ¢ et“Y on ajoute une troisieme courbe f d'équation
f(x,y) = 0 telle que :
- f soit fermée,
- tous les points de f sont a distance finie,

T - f ne contient aucun des points d'intersection de ¢ et V¥ .
p :

QD Définitions de points d'entrée et de sortie pour trois fonctions :

Formons avec ces fonctions un cycle £, ¢, ¥ de telle sorte que f
vienne de nouveau aprés Y , et faisons correspondre a ce cycle un sens déter-
miné sur chacune des trois courbes, par exemple le sens positif, le sens négatif

correspondra alors au cyéle £, ¥, @ .

L
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///  enclos (9p,Y)
Figure 2.
Considérons le cycle £, @, ¥ .

Décrivons la courbe f dans le sens positif et marquons ses points

d'intersection avec la courbe ® , alors on appellera :-

- point de sortie S[f; ®,¥] : si en ce point on passe de 1'intérieur de

1'enclos (p,¥) vers 1'extérieur.

- point d'entrée E[f; ¢,Y¥] : Cas contraire.

Exemple :
Sur la figure 2 tous les points tels que e sont des points d'entrée,

tous les points tels que s sont des points de sortie. s

QD Caractéristique du systéme des trois fonctions £, @, ¥ :

- a - Définition :

Les courbes f et ¢ étant fermées le nombre total des points d'inter-

section est pair.
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Si 1'on désigne par :

E(f; 9,¥) 1e nombre d'éléments de 1'ensemble des points d'entrée

S(f; 9,¥) 1e nombre d'éléments de 1'énsemble des points de sortie

la différence de ces deux nombres est aussi un nombre pair,
D'aprés Kronecker la caractéristique k du systéme des trois fonctions
£, ¢, ¥ est égale 2 la moitié du nombre de points d'entrée moins le nombre de

points de sortie, soit d'aprés les conventions :

E(E; 9,¥) - S(£; @,¥)
k = .

2

;T

Exemple :
Dans le cas de la figure 2 ce nombre vaut 1 .

- b - Propriétés :
En faisant la permutation circulaire des fonctions £, o, ¥ on
obtient trois valeurs pour la caractéristique. On en obtient trois autres en

inversant le cycle et en remplagant les directions positives par les directions

négatives,

Avec la convention S(f; ¢,¥) , E(f; ¢,¥) pour désigner le nombre de

points d'entrée et de sortie, on obtient pour la caractéristique les valeurs

suivantes
W L e - s 9,0)]
(2) % [E(®; Y,£f) - S(p; ¥,£)]
(3) 3 [E(Y; £,9) - 5(¥; £,9)] - B
(4) % [E(E5 ¥,9) - S(£; ¥,0)]
(5) 5 [E(Y; 9,5) - S(¥; o,0)]
(6) -;- [E(p; £,¥) - S(p; £,¥)] .
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Les six valeurs ainsi obtenues sont égales,
Pour le démontrer nous emplderons deux modes de raisonnement,

Premier mode de raisonnement :

Décrivons la courbe £ dans le sens positif et marquons tous ses
points d'intersection avec ¢ et Y . La courbe entrera autant de fois dans
1'enclos qu'elle en sortira puisqu'elle revient a son point de départ. L'entrée
a lieu aux points tels que E(f; @,¥) ou S(f; ¥,p) , la sortie au contraire
aux points tels que S(f; @,¥) ou E(f; Y¥,p) .

I1 en résulte que :
E(f; @,¥) + S(£; Y,p) = E(f; Y,p) + S(£; @,¥) .

Ce qui prouve 1l'identité des expressions (1) et (4).

On ferait de méme pour les expressions (6) et (2), (5) et (3).

Deuxiéme mode de raisonnement :

Si on décrit ¢ dans le sens négatif, et si nous marquons ses points
d'intersection avec f, il en résulte que chaque point tel que E(f; ¢,¥) est
aussi un point E(P; f,¥) ; et que chaque point tel que S(f; ¢,¥) ~est aussi
un peint S(p; £,¥) .

En effet :

NS
¢

Figure 3,
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o représente 1'un quelconque des points d'intersection de f et de )
Si en ce peint ¥ est positif, on pourra 1l'appeler E(f; 9,¥) ou E(p; £,¥) ,
si au contraire Y est négatif en ce point on pourra 1'appeler §(f; ©,¥) ou
S(p; £,¥) .

I1 en résulte 1'égalité des expressions (1) et (6), on démontrerait

de meme celle de (2) et (5).

D'oll les six expressions de la caractéristique ont bien des valeurs

identiques.

IIT - RELATION ENTRE LA CARACTERISTIQUE ET LES POINTS D'INTERSECTION.

1  Différence entre point d'entrée ou sortie pour deux courbes ou

trois courbes.

La désignation des points d'intersection comme point d'entrée ou de
sortie du paragraphe I ‘3 est essentiellement différente de celle employée
au paragraphe II 1

‘Dans le premier cas, on envisageait les relations des points avec les
deux courbes qui s'y coupaient ; dans le second cas intervenait une troisiéme
courbe,

Cette différence est d'ailleurs exprimée trés. nettement dans les nota-

tions choisies

E(@,Y) et S(p,¥) pour le premier cas.
E[f; ¢,¥) et S[f; ¢,¥] pour le second cas.

Voyons maintenant le rapport mutuel de ces notations :

’ . . . . s
Prenons pour cela une figure simple mais qui présentera tous les cas

possibles
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+ 1

Légende : C) numéro du point
+] caractére du point
/// enclos (f,Y¥)

Y‘( V v . H ’ ////// | .
1 ‘ g

Figure 4.

En un point E(p,¥) , la courbe ¢ entre dans la courbe ¥ ; ¥
passe donc du positif au négatif. ‘

Si pour ce méme point, f est positif, ce point devra s'appeler
‘E[Q;'Y,f] , en éffet on entre dans l'enclos des fonctions ¢ et ¥, , c'est
le cas du point (T} de la figure 4 ; si au contraire £ est négatif ce
point devra s'app;I;f S[p; Y,f] tel le point (:).
Nous auroﬁs doﬁc 1es‘résu1tats suivantsv:
= Un point E(9,¥) s‘appellera :

E[p; ¥,f] si £ >0 (cas du point (:) figure 4).

. S[ep; Y,f] si £ < 0 (cas du point (:) figure 4),

= Un point S(p,¥) s'appellera :

Elp; Y.,f] si £ < 0 (cas du point‘ g%% figure 4).
4

; Slp; ¥,f] si £ >0 (cas du point figure 4).

Comme nous 1'avons vu au paragraphe 1 C)
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En un point E(®,¥) 1le déterminant fonctionnel [p,¥] est négatif,

En un point S(p,¥) 1le déterminant fonctionnel [¢,¥] est positif,

On peut donc résumer ainsi les constatations faites

E(p; ¥,f) est le nombre des points d'intersection de ¢ et Y en lesquels
[p,¥]f est négatif.

S(®; ¥,f) est le nombre des points d'intersection de P et ¥ en lesquels
[p,¥]1f est positif.

D'otr 1 'énoncé du théoreme :

THEOREME 1 :

La caractéristique k est donc égale 2 la moitié de 1'éxces du

premier nombre sur le second soit :

E(p; Y,f) - S(p; ¥,£)
k =

2

@ Autre définition de 1la caractéristique fondée sur la définition du

caractére d'un point :

Autre énoncé de ce théoréme :

-

On péut donner a ce théoréme une autre forme dans laquelle il semble
complétement indépendant de 1'idée de grandeur, et ne .paraftre dépendre que de
la position mutuelle des courbes et de leurs points d'intersection,

Pour cela nous allons introduire la définition du caractére d'un

point (Référence VI (@) ).

Distinguons les points d'intersection def ¢ et Y par les indices
o ou & selon que ce sont des points S(9,Y¥) ou E(p,¥) ; donnoms 1leut de
m@me les indices @ ou € suivant qu'ils sont extérieurs ou intérieurs 3 la

courbe f .
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Définition du caractére d'un point :

- Un point aura le caractére +1 quand il posséde les indices o et €

ou €ou .

- Un point aura le caractére -1 quand il posséde les indices @ et O

ou €ou &,

THEOREME 2 :

La caractéristique du systeme des fonctions £, ¢, ¥ est égale 2
la demi-somme des caractéres des différents points d'intersection
de @ et ¥ ,

Remarques :

- Les propositions et définitions que nous venons de donner restent valables
meme lorsque les courbes considérées sont composées de plusieurs courbes
fermées, ces courbes pouvant fitme avoir des points doubles, Il suffit que
chaque portion de ces courbes limite des régions de plan dans lesquelles
les fonctions ont des signes opposés., Il faut seulement exclure les cas
ol une des courbes passent par un m@me point, car alors la désignation du

point en point d'entrée ou sortie pourrait devenir incertaine,

- Dans le cas. ol les courbes considérées ont des branches infinies, les théo-
rémes sont applicables qu'aprés avoir au préalable limité ces branches par

des portions de courbes arbitraires, comme on va le voir au paragraphe

suivant,
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-~ B - APPLICATION DE LA THEORIE DES CARACTERISTIQUES A LA LOCALISATION DES RACINES
COMPLEXES D'UNE EQUATION. '

Remarque :

En parlant de localisation de racines complexes on introduit le cas
des racines complexes conjuguées, complexes quelconques et évidemment des
racines réelles{qui peuvent 8tre considérées comme un cas particulier des pré-

cédentes),

I - EXPOSE DU PROBLEME,

Soient :
zZ = x + iy une variable complexe.

(1) F(z) =9(x,y) + i¥(x,y) une fonction rationnelle et entidre de z
3 coefficients réels ou non.

®(x,y) et Y¥Y(x,y) étant dés‘fonétionS'réellesfde varidbles réelles ‘% et y.

Nous supposons que F(z) et F'(z) ne s'annulent pas simultanément.
F(z) ne s'annulent que pour des valeurs de =z qui .correspondent a des points
d'intersection des deux courbes ®(x,y) et ¥(x,y) ,
F(z) étant une fonction analytique on a l'expression de sa dérivée'sous 1'une

des formes suivantes :
F'(z) =@! +i¥! = i ¢' 4+ ¥ |
(z) e x c|by+y

Les conditions d'analycité étant vérifiées c'est-3-dire :

(2) @ =¥ et g

=_Y'
y X

'
y

ce qui entratne :
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= ! Ty = 12 2._. 2 12
[¢,¥] = o} Y; - % LA CAD R (¢;) (Y;) + (Yy)

Le déterminant fonctionnel [¢p,¥] n'est donc jamais négatif ; il
ne s'annule que” lorsque ¢; et ¢; et par suite aussi Y; et Y; devien-
nent nulles simultanément.

Mais ce fait ne se présente jamais en un point d'intersection de
¢ et Y , sinon F(z) et F'(z) seraient nulles simultanément.

Le sens positif sur les courbes ¢ et Y est entiérement déterminé
par le signe de la fonction dans les portions de plan voisines ; il n'y a donc
pas lieu de faire d'exception pour les points doubles en lesquels ¢ , @é s
@; s'annulent & la fois.

Le déterminant fonctionnel [P,¥] étant positif entre les points
d'intersecticn des courbes @ et Y , tous ces points sont des points de
sortie S(p,¥) ; il en résulte que les courbes ® et Y ne peuvent 8tre fer-
mées, et admettent des branches infinies (sans quoi un point de sortie serait
nécessairement suivi d'un point d'entrée).

D'ailleurs les courbes @ et VY déterminent un enclos

dans lequel le produit .Y est négatif.

II - DEFINITION DE LA CARACTERISTIQUE DANS LE CAS OU LES COURBES ¢ ET Y
NE SONT PAS FERMEES.

Aux courbes @ et Y non fermées, on adjecint une troisiéme fonction
f(x,y) qui égalée a zéro représente une courbe fermée,
Déterminons la caractéristique du systéme des trois fonctions, comme.

au paragraphe A 1II en parcourant la courbe f . .

E(f; @,¥) - S(£f; 9,¥) E(f; ¥,9) - S(f; Y,p)

4)  k
2 2

Remarque :

Les courbes @ et Y ont méme rBle.



Légende :

/// Enclos des fonctions ¢,¥ .

e Point d'entrée E!f; ©,¥]
s Point de sortie S[f; ¢,¥] .

Figure 5;
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Exemple :

En prenant la définition (4) de la caractéristique établie pour un

systéme de trois fonctioms ¢ , ¥ , £ fermées, on obtient figure 5 :

k = 2

Mais pour appliquer ces théorémes, il faut transformer les courbes ¢ et ¥
en courbes fermées en les reliant par d'autres portions de courbes, lesquelles

sont toutes supposées extérieures a f .

Nous allons démontrer que la caractéristique de ce nouveau systéme
est encore déterminée par la formule (4) du théoréme 1 ou la formule analogue

du théoréme 2 et quelle en est son application.

III - APPLICATION DU THEOREME DE LA CARACTERISTIQUE DANS CE CAS.

En effet, transformons la figure 5 en fermant les courbes ¢ et Y

de la fagon énoncée :
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Les points d'intersection supplémentaires ainsi introduits peuvent

8tre soit des points de sortie S(p,¥) soit des points d'entrée E(p,Y) .

Conventions de notation :

. S'9,¥) et E'(p,¥) représentent le nombre de points d'intersection sup-
plémentaires introduit en fermant les branches infinies
des courbes @ et Y a l'extérieur de la courbe

fermée f .

S(,¥) et E(p,Y) représente le nombre de points d'intersection primitifs

des courbes @ et Y

Or d'aprés la remarque faite dans le paragraphe B I , le déterminant
fonctionnel [®,¥] étant toujours positif dans ce cas, tous les points d'inter-
section de @ et Y sont des points de sortie = E(p,¥) =0

Aprés la fermeture des branches infinies des courbes @ et Y on a
donc autant de points d'entrée que de points de sortie c'est-a-dire la relation

suivante :

(5) S(p,¥) + S'(p,¥) = E"(p,¥)

En utilisant la définition du caractére d'un point donné au paragraphe
A IITI 2 avec les indices suivants :
On donnera 1'indice ¢ si le point est de sortie &€ sinon
o si le point est a 1'extérieur de £, € sinon.
Donc les pecints initiaux S(p,¥) se divisent en deux groupes (c'est-a-dire
ceux a l'intérieur de f et ceux a 1'extérieur) par contre les points
S'(p,¥) et E'(P,¥) sont tous 2 1'extérieur de f ,

On les notera :
So(m,Y) de caractére - 1 (car indices 0,0)

%j(¢,Y) de caractére + 1 (car indices &,0)

S'(p,¥) de caractere 1 (car indices o,0)

E'(p,¥) de caractére + 1 (car indices € g) .
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En prenant comme définition de 1la caractéristique celle donnée par

le théoréme 2 c'est-3j-dire :

-

La caractéristique du systéme des fonctions £, 9, ¥ est égale a
la demi-somme des caractéres des différents points d'intersection

de ® et Y on a la relation suivante :
(6) -5 @) +5,(9,¥) - $7(p,¥) + E'(9,¥) = 2 k .

-

En ajoutant membre 2 membre avec la relation (5) qui s'écrit alors :

+ sc(cp,‘l') + sg(cp,‘l’) + 8'(p,¥) - E'(p,¥) =0 .
On obtient

7 k= Se(CP,‘l’)ij.

€ étant 1'indice des points d'intersection situés a 1'intérieur de la courbe f

on a le théoréme fondamental suivant

THEOREME FONDAMENTAL :

g La caractéristique est égale au nombre de points d'intersection des

courbes @ et Y situés A 1'intérieur de la courbe f

Ainsi la caractéristique permet de déterminer le nombre de racines de
1'équation F(z) = 0 dont les affixes sont situés a 1'intérieur d'une courbe

arbitraire f(x,y) = 0 .

Remarque :

s

Dans cette détermination les portions de courbes arbitraires ne jouent

aucun r8le et peuvent donc 8tre supprimées.

Dans les chapitres suivants on va montrer comment on peut faire une
application pratique de ce théoreme, jusqu'od peut conduire une telle application

et dans quels cas surtout elle peut 8tre utile et intéressante,
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CHAPITRE III

EXPLOITATION DE LA METHODE DES CARACTERISTIQUES.

Préliminaires sur le langage PL/1 - FORMAC.

I - Présentation sommaire de PL/1 - FORMAC.

ii} Instructions d'affectation.
{2 Les variables.

{3} Les constantes.

e?; Les fonctions.

(5 Les instructions.

II - Exécution d'un programme FORMAC.

1 Les différentes phases.
2 Conséquences de l'inter a:ction PL/1 et FORMAC sur 1'exécution.

d'un programme.

- A - CHOIX DE LA COURBE f .

I - Domaine de localisation,
ITI - f wvérifie les conditions du théoréme de la caractéristique,.
III - 1Intére&t de ce choix.

1 Validité.

2" Possibilité de construction de 1'algorithme.

- B - DESCRIPTION DE L'ALGORITHME DE DETERMINATION DE LA CARACTERISTIQUE.

I - Exposé du probleéme,

XL Les données.

'2; Le but,
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Mise en oceuvre pratique.

Les différentes étapes de 1'algorithme :

- a - Recherche des points d'intersection de ¢ et ¥
o Nombre de points d'intersection de f et ¢ .
8 Caractérisation de ces points.

- b - Difficultés au niveau de la caractérisation.

Etude descriptive de 1'algorithme.

- a - Descripticon du processus automatique de dichotomie du
domaine de localisation.

- b - TIllustration graphique pour expliciter 1'ordre de déroulement
du programme principal.
o Exemple 1.
B Exemple 2.

Présentation du programme principal.

- a - Les procédures,

- b - Organigramme du programme principal.
- ¢ - Listing du programme principal.
Résultats,
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L'objet de ce chapitre constitue en fait la partie fondamentale

du travail proposé :

"Déterminer une méthode générale de localisation
et séparation des racines d'une équation algébrique

a coefficients complexes ™,

I1 s'agit donc essentiellement d'un travail de programmation
qui va utiliser le plus possible les techniques de calcul formel

sur ordinateur.

Nous avons été conduits 3 adopter un langage formel (FORMAC)

pour les raisons suivantes :

I la résolution du probléme, fondée sur la méthode des carac-
téristiques de Kronecker fait appel essentiellement 3 des
manipulations d'expressions mathématiques trés classiques,
en particulier des polynBmes (division, PGCD, construction
des suites de Sturm ...) dont les coefficients sont de;

parametres qui dépendent du domaine de localisation,

- la généralisation cherchée nous incitait aussi & introduire

formellement le domaine de localisation,
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Un choix approprié de la courbe f : un rectangle de
coordonnées formelles, dont 1'intérieur sera le domaine de localisation,

a rendu possible la construction d'un algorithme et son application,

On voit ce que la programmation d'un tel algorithme dans un
langage (tel que PL/1 , algol W ...) eut nécessité comme travail préli-
minaire long et fastidieux pour sa construction formelle d'une part ; et
d'autre part, au niveau de 1'attivation numérique, le travail en virgule
flottante ne pouvait permettre une interprétation correcte des résultats
(en particulier a cause de la trop grande propagation et du cumul des

erreurs d'arrondi sur les évaluations polynomiales).

Notre choix s'est porté sur le langage PL/1 - FORMAC , bien
que tout autre langage formel (LISP, ...) eut pu convenir, vu la forme
des éléments A traiter. Mais FORMAC se trouve particuliérement'adapté
aux manipulations des expressions symboliques et assez simple au niveau

de l'utilisation.
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PRELIMINAIRES SUR LE LANGAGE PL/1 - FORMAC

PL/1 - FORMAC n'est pas un langage en soi [ XII ]

On peut le considérer comme une extension de PL/1 . Cette
extension permettant des manipulations formelles d'expressions mathéma-
tiques, tout en conservant 1'ensemble des possibilités du langage PL/1

en ce qui concerne les traitements purement numériques.

Historiquement FORMAC a été implanté'sur la série 1IBM 7090
avec comme langage hote Fortran IV, o

Depuis la série IBM 360, FORMAC peut &8tre exploité avec
comme langage hote soit Fortran soit PL/1 , c'est cette dernidre

version qui est utilisée au Laboratoire de Calcul de GRENOBLE.

Un programme PL/1 - FORMAC se distingue d'un programme,
purement PL/1 par la présence de certains mots clés qui indiquent les

instructions FORMAC.
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Les avantages que posséde ce langage tels que :

division formelle, dérivation formelle,
recherche du coefficient d'un exposant,
différentiation analytique d'expressions

symboliques .... ,

sont contrebalancés par quelques inconvénients inhérents
a tout langage formel : nécessité d'avoir une mémoire et

un temps d'exploitation machine souvent impdrtants.

Nous allons donner un rapide apergu des éléments du

langage PL/1 - FORMAC
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I - PRESENTATION SOMMAIRE DE PL/1 - FORMAC [ XIT et XIII]

C) Instruction d'affectation.

L'instruction d'affectation FORMAC : "FORMAC variable = FORMAC EXPRESSION"
consiste en l'affectation de 1'expression évaluée du membre de droite a 1la
variable du membre de gauche,

La valeur de 1'expression du membre de droite (qui, en général, est

une nouvelle expression FORMAC) est la valeur courante de la variable FORMAC

du membre de droite,
Les instructions d'affectation FORMAC se distinguent des instructions

d'affectation PL/1 par la présence du mot-clé "LET" .

Exemples :

LET(A=B%%2+C) ; instruction FORMAC
A=B%%x2+C ; instruction PL/1

Ces deux instructions sont completement indépendantes.

C) L.es variables,

Les variables apparaissant dans des instructions FORMAC sont des

variables FORMAC.

Leur nom suit les m@mes régles que celui des variables PL/1

sauf que :
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il ne doit pas exéder huit caractéres, ni contenir le caractére

d'espacement,

DENxxxx  est un nom réservé aux sous-programmes FORMAC.
Certains noms sont réservés (EVAL, DERIV, COEFF, SIN, COS ...)

Les variables FORMAC n'ont pas de base, échelle, ou précision et

ne sont pas déclarées,

Remarques ¢ Conséquences et propriétés

- Les variables FORMAC et les variables PL/1 sont distinctes les unes des
autres, si bien qu'une variable FORMAC et une variable PL/1 peuvent

avoir le m2me nom.

Exemple :
A=5 ; LET(A=25); B=A;
les variables PL/1, A et B ont pour valeur 5

la variable FORMAC A a pour valeur 25,

- L'utilisateur s'il le désire peut inclure des variables PL/1 dans des
expressions FORMAC au moyen du symbole " "
Exemple : .

A=5 ; LET(B="A");
alors A~5 et B-5 .
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- Les variables FORMAC peuvent &tre indicées. Un indice peut &tre un entier

FORMAC ou une expression prenant des valeurs entiéres,

Comme les autres variables FORMAC elles ne sont pas déclarées, en parti-

culier aucune information de "dimension" n'est exigée.

- Les variables FORMAC sont soit atomiques soit affectées

. une variable atomique n'a pas de valeur (elle n'est pas apparue

en partie gauche d'une instruction d'affectation FORMAC)
une variable assignée posséde une valeur., Elle représente une

expression (sa valeur courante).

Explicitons ceci sur les instructions (@) et (B) suivantes
(a) A=B+¢C de type PL/1

provoquera lors de 1'exécution, 1'évaluation numérique de la partie droite
du signe = , (les identificateurs B.et C devant contenir des valeurs numé-

riques), avec affectation de la valeur résultat & 1'identificateur A.
() LET (A=B+C) de type FORMAC

provoquera lors de 1l'exécution, 1'évaluation, qui pourra &tre numérique de
la partie droite du signe = ,

Si les identificateurs B et C n'ont pas regu d'affectation aupa-
ravant, ils se représenteront eux-memes (ce seront alors des atomes) de ,

sorte que 1'identificateur A "contiendra" 1'expression B+C.

Exemples :

LET(B=COS(X)-1 ; C=X%%2) ;
LET(A=B+4C) ;
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Premier cas :

Si X est un atome la variable A a -pour valeur 1'expression

symbolique :

Xx%x2 + COS(X) -1

Deuxiéme cas

Si X a été affectée auparavant, par exemple LET(X=0), alors A

prend la valeur O

Ci‘ Les constantes.

Elles peuvent 2tre des nombres entiers, flottants ou rationnels
(ces derniers permettant de mener a bien des calculs arithmétiques avec
une grande précision puisqu'ils peuvent comporter jusqu'a et au maximum

2295 chiffres décimaux,tant au numérateur qu'au dénominateur,

() Les fonctions,

Les fonctions peuvent &tre définies par le programmeur (instruction
de fonctions ou fonctions de procédure), ou bien appartenir a la bibliothéque

des fonctions FORMAC ; ces dernidres sont :

- des fonctions mathématiques usuelles

Exemples : (SIN, COS, LOG ...)

- des fonctions permettant des manipulations non numériques

Exemples :  (DERIV, HIGHPOW, COEFF ...).

C) Les instructions.

En plus de 1'instruction LET , le langage FORMAC contient des

instructions

- a - réalisant un interface entre PL/1 et FORMAC

passage de PL/1 a FORMAC et vice versa.
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- b - controlant 1'évaluation des expressions et le déroulement

du simplificateur automatique du systéme FORMAC,

ITI - EXECUTION D'UN PROGRAMME FORMAC [ XIIT ]

C)' Les différentes phases.

Dans le systéme d'exploitation 0S/360, un programme FORMAC s'exécute

en quatre phases,

Premiére phase : '"préprocesseur".

- Le langage FORMAC est traduit en des instructions PL/1. Puis il y a :

- analyse syntaxique et sémantique avec détection d'erreurs.

Exemples :
LET(A=B) est traduit en CALL DENFMC1 ('A=B')
PRINT-OUT(A) est traduit en CALL DENFMC2('A')
K=LOP(PD) est traduit en K=DENFMCB('PD')

Deuxiéme phase :

Appel du compilateur PL/1

Troisiéme phase :

Edition des liens avec la bibliothéque classique PL/1 plus la

biblioth&que des sous-programmes d'exécution FORMAC.

Quatriéme phase :

Exécution du programme.

A chaque phase le temps CPU et l'encombrement en mémoire centrale

sont donnés ( / possibilités de controle et d'optimisation).
d'ol
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C) Conséquences de 1'interaction PL/1 et FORMAC sur 1'exécution

d'un programme, [ XIII ].

Le fait que le langage PL/1 - FORMAC contienne deux entités dif-
férentes a d'importantes conséquences en ce qui concerne la compilation et

1'exécution d'un programme.

- Les instructions PL/1 sont traduites par le compilateur PL/1 en

"code machine".

- Par contre les instructions FORMAC ne sont pas affectées par le
compilateur, Elles demeurent sous forme de chatnes de caractéres
et sont interprétées pendant la phase d'exécution.

Précisons ceci sur un exemple.

Soit 1'instruction FORMAC

LET (A=B%%2+C%%2-+D%E) ;

Cette instruction FORMAC est d'%ord traduite par le "prqﬁbcesseur"
en une instruction légale de PL/1 soit :
CALL DENFMC1('A=Ba#%2+Ck%2+D%E");

Cette instruction PL/1 est ensuite traitée par le compilateur PL/1.

Pendant la phase d'exécution le sous-programme DENFMCl se chargera. :

- de construire 1'arbre correspondant a cette expression (avec éven-
tuellement des substitutions et des simplifications)
- d'ajouter 2 la liste des objets (si cela n'est déja fait) 1'identi-

ficateur A.

L'arbre obtenu représentera 1'expression mathématique que 1'on avait au départ.
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Exemple :

Reprenons 1'exemple précédent et supposons gour simplifier :

- D'une part que les identificateurs B, C, D et E soient des atomes.

- D'autre part que 1'identificateur A apparaisse pour la premidre fois.

I1 y aura création de quatre 'structures de représentation" contenant
divers renseignements exploitables par les sous-programmes d'exécution de

FORMAC, en particulier 1'identificateur lui-méme.

Liste des "structures de représentations"

T [ T T J”’T— TR svice e

F liste

e i

i ,[ % % i % *
Az
D

i

E&@!
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CONCLUSION.

En numérique :

I1 est souvent nécessaire de minimiser le nombre d'opérations
(outre question gain de temps ...) pour obtenir une précision convenable

sur le résultat,

En formel :

Le probléme ne se pose pas de la m2me fagon, en particulier si
on fait une évaluation numérique en entiers ou en rationnels d'une expres-
sion finie la solution est exacte.

En revanche, on s'efforcera dans la suite des calculs de garder
les expressions formelles et de faire les évaluations numériques le plus

tard possible.

Donc un'utilisateur d'un langage formel doit se débarrasser au
plus vite des réflexes qu'il a acquis en programmant des langages numériques,

En particulier les notions de temps machine, encombrement mé-
moire, ne sont pas les memes, d'od une toute autre fagon d'analyser‘le com-
promis : temps - encombrement.

Et un algorithme qui ne présente aucun intérat en numérique

peut 8tre fondamental en calcul formel et inversement.
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A titre d'exemple on peut citer

- Méthode de Sauriau pour inverser formellement les matrices [XVII].

- Un programme d'intégration formel qui traite :
la méthode d'interprétation par parties ,

1'intégration des fractions rationnelles ... [XVIII ].

On se propose maintenant de présenter l'algorithme CARACT que 1l'on

a jugé aussi nécessaire et intéressant de programmer dans un langage formel.

Mais avant de décrire 1l'algorithme de la caractéristique, on va
présenter le domaine de localisation, c'est-a-dire la courbe fermée f

(introduite au chapitre II , paragraphe A II ).
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CHOIX DE LA COURBE f .

I -~ DOMAINE DE LOCALISATION.

f(x,y) = 0 1'équation d'une courbe fermée (notée f) dans Rz,
a l'intérieur de laquelle on va déterminer s'il y a une ou pas de racine.

Cette courbe est définie par 1'application suivante :

Fh

=

ke

«

4
1

= —(x-xo)(x-xo-h)(y—yo)(y*yo~k)
x < x< x + h Yo <y < yo + h
et son intérieur sera le domaine hachuré suivant :

/P
Y

YO+K

CRETRIIY

Yo @

i

o X0 TO+H X

1
f
o

Notre but étant de généraliser autant que possible le prob}eéme,
les coordonnées du rectangle (X0,H,Y0,K) seront introduites de fagon

formelle,
Montrons que f respecte les conditions du théoréme de la

caractéristique (chapitre II p, 18) et voyons 1'intér2t de ce choix.

A\
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IT - £ VERIFIE LES CONDITIONS DU THEOREME DE LA CARACTERISTIQUE.

- f est une courbe fermée.
- tous les points de f sont a distance finie
= fest orientée de telle sorte qu'en la parcourant dans le sens positif

1'intérieur est sur la gauche,

IIT - INTERET DE CE CHOIX.

(T) validité :

X0,H,Y0,K et l'équation seront introduits formellement,
Le probléme sera traité formellement, et 1'activation numérique finale
pourra se faire soit en rationnels soit envirgule flottante.

On peut déja remarquer les avantages de la construction d'un tel
programme,

I1 sera

- valable . quels que soient les coefficients de 1'équation

quel que soit son degré.

- activable dans n'importe quelle région de plan (et éventuellement
m@me il peut permettre une localisation de toutes les racines

par un balayage systématique de tout le plan).

@ Possibilité de construction de 1'algorithme.

Le choix de f a rendu possible l'algorithme de construction de
la caractéristique en déterminant le caractdre des points d'intersection de’
¢ et f (ou Y et f) en point d'entrée ou de sortie ; on va ainsi ramener
tout le probléme a des constructions de suites de Sturm pour des polynSmes
a coefficients réels et a des déterminations du nombre de racines réelles

entre deux valeurs données,
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B - DESCRIPTION DE L'ALGORITHME DE DETERMINATION DE LA CARACTERISTIQUE.

I - EXPOSE DU PROBLEME,

Soit 1'équation :

T .
j=N .
(1) E(z) = £ (a, + ib,)z3 avec a,, b, €R
- j j it 73
j=0
z €¢
j=N ,
PEL(z) = % a, 27
j=o
= PEL(z) + i PE2(z) avecJ
j=N
PE2(z) = £ b, 27
j=o

Remarques préliminaires

E(z) est un polynBme a coefficients complexes, PE1(z) et PE2(z)
étant des polynBmes 3 coefficients réelsgytoutes les racines réelles et
complexes conjuguées de E(z) annulent simultanément PE1(z) et PE2(z).

Par suite le polynBme complexe E(z) a les memes racines réelles
et complexes conjuguées que le polynSme réel PE(z) qui est le PGCD de
PE1(z) et PE2(z).

(1) s'écrit alors

' E(z) = PE(z) [Fl(z) + i F2(2)]

(2) . v '
polyn8me F(z) polynBme 3 coefficients
a coeffi- complexes,

cients réels,
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Cette factorisation exatte (car FORMAC permet la division formelle
de polynBmes, et l'activation numérique en rationnels) va nous permettre :
- de distinguer la localisation des racines réelles, complexes conju-
guées et complexes quelconques

- de travailler sur des polynBmes de degré < N .

1 Les données,

Ce sont :
- les polynBmes PE1(z) et PE2(z) dont les coefficients sont mis sous
forme rationnelle et introduits dans des chatnes PL/1.
- X0,H,Y0,K wun domaine de localisation introduit sous forme de chatne PL/1.
(Ce seront en fait des nombres ratipnnels).

On peut évidemment introduire plusieurs domaines de localisation,

Le programme formel étant construit, l'activation numérique en
rationnels se fait pour 1'équation et le domaine introduit,

A 1'issue de ce programme on obtiendra :

O si pas de racine

- 1la caractéristique k =

1 cAs o7 LY Yy a une railne complexe

-~ Les coordonnées du domaine effectivement étudié :
En effet ce programme est activé numériquement dans un domaine
connu puisque XO0,H,YO, et K font partiedes données, mais dans
la mesure ou ce domaine ne convient pas, le programme se pour-
suit pour d'autres domaines obtenus par des dichotomies automa-
tiques, soit sur H, soit sur K.
I1 est donc nécessaire de connattre A chaque phase le domaine

sur lequel on travaille :
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d'une part pour les résultats intermédiaires qui peuvent Btre
intéressants pour une nouvelle localisation (par exemple dans
le choix du nouveau domaine, dans 1la suppression de certaines
étapes d'une phase ...)

d'autre part cela donne évidemment le domaine final sur lequel

1'étude de la localisation a été faite,

IT - MISE EN OEUVRE PRATIQUE.

Y Les différentes étapes de 1'algorithme,

- a - Recherche des points d'intersection de o et VY

En effet d'aprés le théoréme fondamental établi au chapitre II
(p. - II-18) , le nombre de racines de 1'équation algébrique sera donné par
le nombre de points d'intersection des courbes ® et ¥ 3a l'intérieur de
la courbe f , c'est-a-dire la caractéristique k des trois fonctions f

v, Y

3

E(f; @,¥) - S(f; @,¥)

2

ou 1'une des formes équivalentes donnée au paragraphe AII 2 b

du chapitre II,

Or d'aprés les définitions données au chapitre précédent, chercher les points
d'entrée ou de sortie pour un systéme de trois fonctions f, ¢ , ¥ cela

revient 3 :

- chercher le nombre de points d'intersection de f et ¢ (au fetV),
¢ et Y ayant meme r8le,

- caractériser ces points en points d'entrée ou de sortie.
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Nombre de points d'intersection de f et _
D'aprés le choix de f , la détermination de ce nombre nous améne & résoudre

les quatre systémes suivants

o(x,y) =0
=Y P(x) = 0
y = YO
? P(x,y)
(E = Q(x) =0
L y=y, tk
f’ ?(x,y) =0
< > R(y) =0
L ox =x
o) 0
Poetny) =0
«i 2 S(Y) =0
i X = X + h

C'est-a-dire:on est ramené i déterminer le nombre de racines réelles de
quatre polynBmes entre deux valeurs données.

Pour cela on utiltise le théoréme de Sturm.

Pour chaque polynBme P,

Q, R et S dont les coefficients
dépendent des variables formelles X0, H, YO, K , on va construire formel-

lement les suites de Sturm.

Puis on passe a l'activation numérique en donnant a X0, H, YO

8
et K des valeurs rationnelles et 1'on détermine les nombres NP, NQ, NR

et NS qui représentent le nombre de variations des suites sur les diffé-

rents cBtés du rectangle qui est maintenant précisé,
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@D Caractérisation de ces points.

Du point de vue pratique et d'aprés les définitions données par
Kronecker, on divise la courbe f en arcs tels que chacun d'eux ne contienne

qu'un seul point d'intersection avec @ (ou ¥) .

T+

Soit ab wun de ces arcs, et £ 1le point d'intersection de ¢ avec f ,

alors E sera :

- point d'entrée E[f; ¢,¥] si @.¥> 0 au point a
- point de sortie S[f; ¢,¥] si @.¥ < 0 au point a .

Remarques importantes :

- Par le choix fait pour la courbe f , il parait pratique de la
diviser en arcs tels que chacun d'eux soit un des c8tés du.
rectangle, on prendra donc pour point a les différents sommets
du rectangle.

- Alors ceci implique les conséquences suivantes :

que ¢ n'ait pas plus d'un point d'intersection avec chaque
cBté du rectangle,

P
. que le produit ¢.¥Y soit constant sur af .

Voyons plus en détail ces difficultés et les contrantes que cela

a introduit au niveau de 1'algorithme.



Figure 1.

a

R
Sy
\\

—- N\

| \

v

] <
XO+H (¢

Cas ol il n'y a pas de dichotomie

Légende :
///]/ enclos (région ou 9.Y < 0) ¢
e point d'entrée E[f; ®,Y]
s point de sortie E[f; ¢,Y]

Commentaire :

- le signe du produit ©.Y en a = signe du produit ®.Y¥ juste avant la traversée

de ¢ au point § .
- Y ne coupe pas f sur ab = 1 seul changement de signe de ¢.Y

= pas de dichotomie.






Figure 2,

Cas ot la dichotomie est nécessaire

Légende :
/111 enclos (région ou .Y < 0)

s point de sortie : S[f; o,¥]

Commentaire :

- 1le signe du produit @.¥ en a # signe de @.Y en a' avant la traversée

de ¢ au ﬁoint g .
- Y coupe f sur ab = plusieurs changements de signe de ®.Y sur ab.

= dichotomie nécessaire.
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- b - Difficultés au niveau de la caractérisation

5

- Le fait de choisir comme arc ab les cBtés du rectangle ,implique que
les nombres NP, NQ, NR et NS doivent 8tre <1.

(Quand ceci ne sera pas réalisé on effectuera une dichotomie sur le

domaine, soit sur H , soit sur K).

- En ce qui concerne le signe du produit 9.¥, cela nous a mis devant
l'alternative gyjvonte

Soit on étudie la fonttion @.Y¥ , c'est-a-dire ses points d'inter-
section avec f , puis on isole ceux de @ et f tels qu'ils
soient < 1 sur chaque cB8té du rectangle:(mais cette méthode
présente d'énormes inconvénients sur le plan de la programmation,
en particulier 1'encombrement en mémoire, car on travaille toujours
sur @.¥, qui est souvent de degré 2N ).
Soit on recherche les points d'intersection de @ et f, et seulement
dans le cas ol il en existe on passe a 1'étude de ¢.¥Y pour la

caractéristique (c'est cette solution que nous avons programmée) .

Donc, .1'existence d'un point d'intersection de ¢ avec un arc de
f étant connue, avant de déterminer le caractére de ce point, on regardera
si Y coupe f sur cet arc, car il faut que le signe de @.Y soit constat
~—

sur af au moins,

On peut avoir les différents cas :

(figures 1, 2, 3)

Premier cas : Figure 1,

La courbe Y ne coupe pas g% , le signe du produit ¢.Y¥ est

constant sur a et on passe directement a 1'étude du caractére de ce point.
P p

Deuxiéme cas : Figure 2,

-———— s o ——

—~

La courbe Y coupe ‘ab en plusieurs points tels que le signe du
produit @Y en a soit différent du signe du produit oY en a' (point situé
avant la traversée de la courbe ¢ au point £)d'od dichotomie de 1'arc 53,

c'est-3-dire de H .
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La courbe Y coupe ab mais le signe de @Y est constant sur
' d . 3 . ] » 3
l'arc ag , cependant on effectuera une dichotomie qul n'est pas nécessaire
(pour éviter ceci il faudrait déterminer exactement la position des points

d'intersection de ¢ et f par rapport & ceux de Y et £ , ce qui repré-

senterait un travail beaucoup plus considérable).

Pour étudier le nombre de points d'intersection de ¥ avec f

cela nous améne 2 résoudre les quatre systémes suivants

Y(x,y) =0
= T(x) =0
Ly = YO
Y(x,y) =0
= U(x) =0
y =yt k
¥(x,y) =0
= V(iy) =0
X =X
o
¥(x,y) =0 o
= W(y) =0
X = xo + h

C'est-a-dire on est encore ramené i déterminer le nombre de racines reelles
de quatre polynBmes entre deux valeurs données (d'une fagcon identique aux po—
lynBmes P, Q, R et S).

Ceci nous permettra donc de déterminer les nombres NPT, NQU, NRV,

NSW qui représentent le nombres de points d'intersection de V¥ avec les

arcs de f



Dichotomie automatique mais non nécessaire

-

- Légende : : .
111/ enclos (région .ot ¢.¥Y < 0)
e point d'entrée : E[f; o,¥] .

Commentaire :
- 1le signe de .Y en a = signe de ¢.Y juste avant la traversée de @ au point £ .

- mais Y coupe ab = il y aura dichotomie pour isoler & sur un arc de f tel
qu'il n'y aie plus de point d'intersection avec Y.

= dichotomie non nécessaire, mais donnera une localisation plus fine.
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Quand ces nombres sont nuls : pas dichotomie

Quand ces nombres sont différents de zéros et si sur 1'arc
correspondant il y a un point d'intersection de ¢ avec f

alors il y aura une dichotomie sur cet arc .

CONCLUSION :

Cgtte méthode (bien qu'elle puisse entratner certaines dichotomies

non nécessaires, mais pas totalement inutiles sur le plan des informations

recueillies) a de nets avantages, en effet elle permet :

de ne pas travailler systématiquement sur le polynBme .Y

(souvent de degré voisin de 2N) ,

de ne pas étudier les points d'intersection de V¥ et f quand

il n'y a pas de points d'intersection de o et f,

d'évaluer les nombres NPT, NQU, NRV, NSW que dans le cas ol

cela est nécessaire. i
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@ Etude descriptive de 1'algorithme.

- @ - Description du processus automatique de dichotomie

du domaine de localisation,

Comme nous venons de le voir, le but de notre programme principal
est de déterminer la caractéristique, celle-ci étant obtenue 3 partir de la
valeur des nombres NP, NQ, NR et NS.

La détermination de la valeur de ces quatres nombres se fait dang
1'ordre suivant : NP et NQ , puis sous certaines conditions ,NR et NS.

Ce sont les conditions (@ et (@  suivantes :

® NP et NQ< 1
) NPT et NQU < 1

Si ces conditions ne sont pas vérifiées, alors il y a une dichotomie sur H
et on redétermine ces quatre nombres sur le nouveau domaine,

Si ces conditions sont vérifiées, on détermine les valeurs de NR et NS

On fait alors un test sur les conditions ® et @ suivantes :

©) NR et NS < 1
&) NRV et NSW < 1

Alors si ces deux derniéres conditions sont vérifiées on détermine la waleur
de la caractéristique,sinon il y a une dichotomie sur K et on redétermine

ces quatre nombres sur le nouveau domaine,
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Remarques :

-1 - I1 est nécessaire de préciser 1'ordre dans lequel sont
déterminés ces nombres, car si 1'on est obligé d'effectuer une dichotomie,
cela modifie non seulement le nombre qui implique cette dichotomie ,mais

aussi les précédent s,

Explicitons ceci sur la figure 4

Ainsi, une dichotomie sur H 2a 1'issue de 1'étude de NQ conduit

3 réétudier les valeurs de NP et NQ soient| NP |et NQ | dans le domaine

hachuré de la fagon suivante:////.
De m&me une dichotomie sur 32 1'issue de 1'étude de NR conduit

a3 réétudier . @ puis ‘ et @ sur le domaine hachuré de la fagon

suivante ny¥\.

-2 - I1 serait éventuellement possible d'éviter de recalculer
NP dans le cas od l'on n'effectue que des dichotomies sur K , mais le test
de restriction d@ & ce cas est souvent plus long que la simple répétition
du calcul d'une part, et d'autre part, rompt toute 1'harmonie et 1'automa-
tisme du processus de dichotomie ; c'est pourquei nous r.'avons pas intro-

duit ce test supplémentaire,
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- b - Illustration graphique pour expliciter 1'ordre de

déroulement du programme principal.

Voyons sur quelques exemples graphiques comment s'opérent le
processus de recherche de la caractérisftique k , et les dichotomies du

domaine de localisation.

Définition

On appellera phase 1'étude faite sur un domairne.

I1 y aura donc passage d'une phase i une autre quand le domaine
change, c'est-a-dire s'il y a une dichotomie.

La phase finale devant obligatoirement comprendre la détermina-

tion de quatre nombres NP, NQ, NR et NS et évidemment de 1a caracté-

ristique k .,

C) Exemple 1 (voir figure 5)

Premiére phase :

Domaine XO H YO K

NP
NQ

1]
o

Alors on effectue un test sur ®.¥ qui conduit a3 NQU = 2 ,
ce qui implique une dichotomie sur H , et un redémarrage auto-

matique de la localisation sur un nouveau domaine.
s



Figure 5.

s

e

.~

XO+H

N
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Deuxiéme phase :

Domaine X0 H/2 YO K

NP =0
NQ =
On effectue le test sur ®.Y dont le résultat est NQU = 1,
On peut alors déteminer le caractére de NQ soit : NQ =+ 1
NR =1
On effectue le test sur ¢.Y dont le résultat est NRV = 1.
On détermine ensuite le caractére de NR soit : NR = - 1.
NS = 0,

Cette phase est donc la phase finale., La caractéristique vaut

NP + NQ + NR + NS 0O0+1-1+0
, Soit
2 2

S R

] ' ' i
Le résultat du programme est donc 1CARACTERISTIQUE = O |

sur le domaine X0, H/2, YO, K . e

On vient de décrire assez longuement 1'exemple 1, aussi se
permettra-t-on de faire une description plus schématique pour 1'exemple 2,

beaucoup plus long. .
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® Exemple 2 (voir figure 6).

Remarques préliminaires

Notons qu'il y a passage automatique d'une phase a la suivante
quand il y a une dichotomie sur H ou K . Et 1'étude de la localisation

est reprise sur le nouveau domaine,

Premiére phase :
Domaine XO H YO K
NP = O
NQ

2 = dichotomie sur H .

1]

Deuxiéme phase :
Domaine X0 H/2 YO K
NP = 0
NQ =1 o test sur .Y soit : NQU = 2, d'oli dichotomie sur H .

Troisiéme phase :

Domaine X0 H/4 YO K

NP = 0O
NQ =0
NR = 1 = étude de .Y : NRV = 2, d'od dichotomie sur K .

Quatriéme phase :
Domaine X0 H/4 YO K/2
NP =0
NQ =1 = étude de .Y : NQU

2 d'ot dichotomie sur Hs,



0A

¢/3+0X

04

9 @an31y4 . A
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Cinquiéme phase :

Domaine X0 H/8 YO K/2

NP =0

NQ =0

NR = 1 = test sur ¢@.¥ : NRV =1 d'ol caractére de NR :
NR = + 1

NS = 1 = test sur @.¥ : NSW =1 d'ou caractdre de NS :
NS =+ 1

C'est donc la phase finale, il y a détermination de la caracté-

ristique qui vaut :

NP + NQ + NR + NS . O+0+1+1
solt

2 2

CARACTERISTIQUE = 1
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GD Présentation du programme principal.

- a - Les procédures.

CARACT, le programme principal, utilise les procédures suivantes :

PGCD :

Comme son nom 1'indique, cette procédure calcule formellement le
PGCD de deux polynBmes quelconques GD(X) et PD(X) .
Dans le cas ou celui-ci existe il est rangé dans la variable FORMAC
appelée PGCD sinon on lui affecte la valeur 1 ; cette procédure donne
aussi le quotient PD(X) / PGCD(X) qui est rangé dans la variable FORMAC
appelée R .

C'est une procédure sans paramétres, les deux polyndmes GD et
PD sont des variables FORMAC qui devront &tre chargées avant 1'appel de
la procédure.

(Exemple dans le programme : LET(GD="PE1";PD="PE2");).

NB : On trouvera une description détaillée de cet algorithme dans

[XV] volume 2 p, 367.

STURM(M)

C'est la procédure qui conmstruit formellement les suites de Sturm
d'un polyndme GD(X) de degré M .

Elle permet d'obtenir les (M+l) éléments de la suite qui sont des
polynBmes de degré décroissant, rangés dans les éléments d'un tableau'

FORMAC G1(I) avec 1I=0,1...M tel que G1(0) = GD(X).

Cette construction est formelle et le polynBme de départ est repré-
senté par 1'identificateur FORMAC GD qui devra &tre chargé avant 1'appel de
la procédure,

Par contre M , paramétre de cette procédure, est une variable PL/1

qui prend une valeur a la sortie de la procédure.
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NBVAR :

Cette procédure calcule le nombre de variations de la suite
de Sturm construite a partir d'un polyn8me GD(X) de degré M entre deux
valeurs réelles X0 et XO+H.

Les parameétres d'entrée de cette procédure sont donc :

- un polynBme GD(X) de degré M et plus exactement:si M > 2 ,
alors il y a appel de STURM(M), ce qui entraine la construction
formelle de la suite, rangée dans G1(I) avec I=0,1,...M , les
éléments de cette suite étant des polynBmes en X dont les coef-
ficients dépendent des paramétres formels X0 et H (ou des
polynBmes en Y dont les coefficients dépendent des paramétres

. formels Y0 et K)

- 1'intervalle d'étude des variations :
par exemple (X0, XO+H) pour les polynomes en X , et plus exacte-
ment les variables FORMAC #* Y0: et #* H chargées avec des

valeurs rationnelles avant l'appel de la procédure.

Remarques :

sur 1'ambigutté des différents emplois de X0, H, ## X0,
## H (resp. Y et K).

. X0 et H sont les coordonnées formelles du domaine, déclarées en
chaines PL/1.

. X0 et H interviennent formellement dans les coefficients des syites

de Sturm, ce sont alors des variables FORMAC atomiques.
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7 X0 et # H sont des variables FORMAC affectées
Par exemple avant le premier appel de NBVAR pour
un polyndme en X dont les coefficients dépendent
formellement de YO et K on a 1'instruction :
LET (#X0="X0"; #H="H");
Alors les évaluations numériques des polynBmes se
feront pour les valeurs rationnelles contenues dans

les chaines PL/1 : XO et H.

NB : On ne peut pas avoir 1'instruction LET(X0="XO"; H="H");

car par la suite X0 et H ayant été affectées ne

pourraient plus 8tre considérées comme atomes; d'ou 1'obli-

gation d'introduire les variables FORMAC (##X0, ##H ...

SIGNE :

Cette procédure calcule te signe du produit des fonctions

PHI(X,Y).PSI(X,Y) en un point (X0,Y0) du plan.

Remarque :

C'est' la méme ‘que pow la procédure précécente, X0 et YO sont des
variables FORMAC atomiques qui devront 8tre affe<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>