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INTRODUCTION

Les problémes qui exigent une réponse par "oui" ou "non", "vrai
ou "faux" sont les problemes fondamentaux de la logique, Ce genre de problémes
s'appelle "probléme de décision". Un tel probléme peut &tre résolu par

l'introduction de la notion d'algorithme (ou de Machine de Turing),

L'algorithme est une suite de régles (ou d'instructions) calculables
qui, par une simple manipulation mécanique de ses symboles sans se soucier de
leur signification, résoud certains problémes, Par exemple : chacun connait
un répertoire d'algorithmes pour les opérations arithmétiques usuelles dont
l'exécution est réalisée par des machines simples ; la recherche d'un mot

dans un dictionnaire est un autre exemple d'algorithme,

En fait, il est montré que 1'existence d'un algorithme pour un
"probléme de décision" n'est Pas toujours assuré, car tout probléme de
décision se raméne 2 celui de 1'appartenance d'un entier & une partie
donnée P de N ; or, une condition nécessaire et suffisante pour que ce dernier
probléme de décision soit soluble est que P soit un ensemble récursif.
Malheureusement, on montre 1'existence d'ensembles récursivement énumérables

non récursifs [24].

On rencontre de nombreux problémes de décision dans la théorie
des langages. Soit V un alphabet et soit Vi’%'E le monoide libre engendré par V
en lui adjoignant la chatne vide. Soit x € V’E et soit un langage L © V*
défini par un processus formatif (Grammaire, etc.,,) ; (x € L. ou non ?)
est un "probléme de décision" qui a pour certaines classes de langage une

solution positive et pour d'autres une solution négative,

Nous nous sommes préoccupés dans notre travail d'un probléme assez
voisin qui est celui de 1'équivalence des mots dans la présentation des groupes.,
Le Mathématicien Norvégien THUE a &té le premier qui a posé ce probléme

fondamental.
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Soit un alphabet A et soit un systéme de relations de THUE

R=1{r ~=r R ~R' ;R

* __,
1 ~Ri s ee RO~RUG 1o Ry €A V=1, ..,

On dit que deux mots U et U' sont contigus lorsqu'on peut écrire
U= XR;Y et U' = XRiY oul = XRiY et U' = XR.Y. La fermeture transitive

. . . PP L. %
de cette relation de contiguifté entre mots définit une équivalence dans A",
Existe-t-il une méthode universelle Propre a résoudre le probléme de 1'équi-

valence de deux mots appelé encore plus simplement "probléme du mot" ?

De nombreux Mathématiciens ont étudié ce probléme et la plupart
du temps sont arrivés a des conclusions plutdt négatives ([8] s [22], ced).
I1 nous a semblé pour cela intéressant étant donné qu'on se trouve 2 la
frontiére de 1'"indécidable" d'étudier et programmer les algorithmes

lorsqu'il a été prouvé que le probléme du mot a une solution positive,
Notre travail a été donc :

-1 De rappeler les points de vue généraux relatifs a 1la présentation
des groupes, sous-groupes (groupes libres - graphes de groupes, etc.,.)

C'est 1'objet du chapitre I.

-2 D'exposer 1l'essentiel de la démonstration du théordme de Magnus,
justifiant que le probleme du mot est résoluble dans le cas oi
l'on a une seule relation de Thue non triviale,

C'est 1'objet des chapitres II et III.

-3 De batir et programmer des algorithmes,

Nous avons choisi les deux thémes suivants -

a) Présenter un groupe fini domné R
b) Résoudre automatiquement le probléme du mot pour une présen-

tation donnée d'un groupe avec une seule relation,



CHAPITRE I
1. ETUDE DE LA PRESENTATION D'UN GROUPE.

1.1. Présentation d'un groupe donné.

Soit M = {a, b, c, ...} une partie génératrice d'un groupe G ; il

peut y avoir deux générations d'un méme élément x de G,

X a.a, ... a

172 q

X = b1b2 .o br

-1 -1 -1 -1 _
a1a2 e aq br br—l o

Le premier membre de la dernidre égalité s'appelle une relation
satisfaite par le générateur M. C'est un produit dont les facteurs soit appar-

tiennent a M, soit sont tels que leurs opposés appartiennent 2 M. En particulier

sont des relations satisfaites dans tout groupe, Elles sont dites pour cela

triviales.
triviales

En résumé : on pourra définir ¢ a partir de M et de 1'ensemble de

toutes les relations R ce qu'on note par

G=<M; R>

R est 1'ensemble de toutes les relations satisfaites., R en général

est trés redondant ; ainsi si @ B € R alors B @ € R.

~

Peut-on "axiomatiser" R, c'est-i-dire définir un sous-ensemble §
dont R se "déduirait", Cet ensemble peut-il &tre "indépendant" ? Dans ce cas,

on définira G par

<M; s>

Définition :
Zetinicion

Soit S une partie de R, on dit que S est complet si :



a) S contient les relations triviales
b) Si toute relation W de R, en tant que mot, peut 8tre transformée en un mot

vide en un nombre fini d'étapes du type suivant :

1 - Insertion avant, entre ou aprés les symboles du mot W de relations
de S ou de leurs inverses
2 - Suppression de facteurs consécutifs dans W quand ces facteurs con-

sécutifs forment une relation de S ou son inverse,

Exemple :
Le groupe cyclique
G = (1, a, a2, a3, a4, a5, a6 =1, a7 =a, ...)
G=<a;a6, alz, a18, oo > |

{a} et R = {a6, alz, a18, ...}

=
]

Dans ce cas § = {aé} est complet entrafine

G =<a ; a6 >,

1.2. Groupe associé & une présentation formelle <M ; S>

On va partir d'un ensemble A = {a, b, .;;}, fini ou non, qu'on appelle

vocabulaire. On prend en correspondances bijectives .
A=1a, 5, ...0, @Na=9),
Soit le monofde libre M = (A U K)¥ ot 1a concaténation est la loi

de composition interne, On identifie A, A 3 une partie de M, Soit«{fune

partie de M, Un mot m € M est une chafne

m= XX, ... X avec x, €EAUA vi=1, 2, e.es T,

Le mot vide est représenté par 1. On définit le mot inverse m d'un

mot donné m par récurrence comme il suit :

Sim=1,m=1

j

Sim=M a, od M EMet a €A, m=2a .,
Sim=WM a, od L EMet a €A s

=]
]

®

i



On peut facilement vérifier que si on a deux mots m et m' € M,

on a :
(m,m) =n",m,.
Soit un groupe G et soit ¢ une af;plication de A dans G,
o A— G,
On peut prolonger ® en @ M—oG
de t‘elle manieére que si m = X Xy .n X

$ (m) =1 sim=0 c'est-a-dire sim-=1

P (m) = c'Z;(xl) $(x2) c.O(xn) dans le cas contraire c'est-a-dire

®(a) =% (2) siack€a
P @=@oNlsia=5€x

Théoréme [ [19] Pp. 13 ] :

Soit A un alphabet,/\!une partie du monotde M= (AU K)k. Il existe

un groupe G unique, 3 un isomorphisme prés, et une application

G}

0 :A_ 56 tels que : AT)G
a) 6 (a) engendre G ? G' ¥

B) T =1s1med

c) pour tout groupe G' et toute application @ : A—— G' vérifiant

M =1 siued,

alors il existe un homomorphisme unique Y : g —_G' tel que

¥o6-=o0,

Le groupe G défini par ce théoréme se notera
G =<A ;A>

et <A ;A> est une présentation de G. On dit qu'une présentation < A ;A>

est finie si A est fini et /a est fini en tant que sous ensemble de mots,



Nous ne démontroms pas ce théoréme. Nous donnerons le moyen de
définir G, On va rajouter é.ASles mots triviaux a a, a a ¥ a € A s'ils

n'existent pas déja,

Définition :

Soient deux mots 4 et V de M, M et V sont dits équivalents si 1'on

obtient V a partir de U en un nombre fini d'étapes du type suivant :
n) Insertion de mots de/g ou de leurs inverses dans M.

B Suppression de lettres consécutives dans W quand le mot qu'elles forment ou

son image appartient 2 /J .

Remargue :

I1 est facile de vérifier que c'est une relation d'équivalence et on
la note b ~ V (et quelquefois M = V), C'est méme une congruence dans M. Notons
que si u € Ad alors u~ 1, Le groupe G est alors défini comme le quotient

de M par cette congruence.

Corollaire [ r19] pp. 15 ] :

Supposons que A étant donné,,4fet,za ' sont deux parties du monofTde

M=(QAU A)k telle que 4 c 4' ; alors le groupe < A ; 4’ > est une image

homomorphe du groupe < A ;/5> .

Théoréme [191 :

Soit G = <A ; R>et soitaé un ensemble de mots définissant un

ensemble d'éléments de G et engendrant le sous-groupe normal N de G, alors
£ by 22015

le groupe quotient G/N a la présentation :

¢/ =<a;RUA>.
D'aprés ce théoréme, on peut considérer un groupe G = <A ; R>
comme le quotient du groupe G' =< A ; @ > par levsous-groupe normal N de G'
engendré par [R]G' .

G=<A; R>=<47; ¢ >-/N R



il’ 12, ceey 1 € {l, 2, ..., m} ensemble d'indiceg de 1'ensemble de relationsg

définies R .

2. LES PROBLEMES FONDAMENTAUX .
== TUNDAMENTAUX

2.1. Enonce des trois problémes fondamentayx .

Dans un groupe présenté pPar un ensemble de générateurs A et un sous-
g
=K . N .
ensemble. S M=@QU A)™ on Pose trois problemes fondamentaux qul sont leg

Suivants

Probléme 71
—=2-¢cme I
C'est 1le Probléme du mor. Etant donng deux mots M e V € M, étudier

si ces deux motg sont équivalents ou pop (au sens de 14 relation ~), pour
, . s . . , -1 . , N
Cecil, tout revient 3 €tudier gi My ~.1, Le probléme du mot revient donec 3

€tudier si up mot donné Y € M egt équivalent oy mon a 1, C'est 1e Probléme

Probléme 77T 2
—=2=thme 11

C'est 1le Probléme de conjugaison,

U et W étant deux mots de M définissant par leur clagse [L] et [V] Sel
Etudier si [u] et [V] Sont conjugués ou nonp, (on rappelle que dans up groupe

Gs a, b €G sont dirs conjugués s'il existe up ¢ €G tel que b = ¢~ ac),

Probléme IIT
———=the 11T

C'est 1le Probléme d’isomorphisme entre deux présentationg. Soient deux

Présentations g = TA ;8> et g = <A' ;4f4>, G et G' sont-ilg isomorphes ?



I1 a été démontré [8] et [22] que le probléme I est indécidable
méme si on se limite aux présentations finies., Par ailleurs, il est clair que
le probléme IT [13] généralise le probléme I. Concernant le probléme III
il est probable qu'en général le probléme est indécidable. Nous citerons
toujours un théoréme (ne donnant toutefois pas d'algorithme "effectif')
donnant une C.N.S. pour que deux présentations finies définissent un méme

groupe, On introduit les transformations de Tietze qui sont les suivantes :

1) Tl . Si M est dérivable de R, on le rajoute 2 R,

1)* Tlﬁ . Si dans R M est dérivable des autres, on 1l'enladve de R,

2) T2 . Si W est un mot, auquel on attache une lettre x £ A, on rajoute
X & A et la relation x =M a R,

*

)

2 TZ* . Si une relation de R est résoluble par rapport & une lettre x,

de la forme x = U ol x ne figure plus dans M, on supprime x de A et
x = M de R et on remplace dans les autres relations de R x par M et

X par M

Ainsi & partir de ces 4 T on peut énoncer le théoréme suivant :

Théoréme [19] :

Une condition nécessaire et suffisante pour que deux présentatioms

finies définissent un méme groupe, 2 un isomorphisme prés, est que 1'on passe

de 1'une 3 l'autre par un nombre fini de transformations T1, Tlx, T2, TZ*Q

Exemple :
Le groupe < a, b, c ; (ab)2 ab? > est un groupe isomorphe au

groupe <c, y ; @ > car :

<a, b, c ; (elb)2 ab2 > i .. I2 _y<a, b,c,y;y=ab, (ab)2 ab2 >
- ’ R 3 . %* _ =3
=<a, b, c, y;y=ab, yob > lmnw-IZm-—-.)< a, C, ¥y 5 ¥y = ay >

. *
i 120 3<c,y; 06>,



Remargue :

R est un ensemble non vide contenant des relations non résolubles,
. . ~ . *
Si quelques unes de ces relations peuvent €tre résolues (au sens de T2*) on

obtient le groupe

G'=<A"; R">i y<p;RrR>

et tout revient & résoudre le probléme du mot dans G'.

2.2. Rappels.

Nombreux sont ceux qui ont travaillé sur le probléme du mot dans
un groupe et surtout aprés avoir été formulé et décrit par DEHN en 1912
pour les divers groupes fondamentaux de dimension deux ; ceci en se basant sur

le diagramme de Cayley associé 2 la Présentation d'un groupe G.

Greendlinger [12] a décrit une méthode plus algébrique :

Soit le groupe G =<aA ; R> . On peut supposer que R est un

ensemble symmétrisé, c'est-a-dire 2 chaque élément R € R on peut trouver

- . . . -1 . .
R 1 et toutes les permutations circulaires de R et R » sinon on peut ajouter

ceux qui manquent et ceci ne change rien 2 la généralité du probléme,

Le résultat principal de Greendlinger est le suivant :

Soit G un groupe présenté par G = < A ; >0t R est un ensemble
symmétrisé, Supposons que la fraction A, d'un R quelconque de R, qui peut
réagir librement avec un R.J quelconque de R est < 1/ a2 moins que Ri et R.j
sont inverses 1l'un de 1'autre. Soit W un mot 11brement réduit tel que W = 1

dans G ; dans ce cas W contiendra plus que la moitié d'une des relations Ri'

Conséquence :

D'aprés cette propriété, on peut résoudre le probléme du mot dans
un cas particulier qui est difficile & &tre réalisé, et ceci en réduisant

chaque fois la longueur du mot W comme il suit :

Si W contient une séquence 0 des a, qui figure dans un

R, = a B tel que 1(q) >'l- 1(R ) c'est-a-dire 1(@) > 1(B), (longueur signifie

i
nombre de générateurs qul flgure dans une séquence). On remplace o dans W
par B puis on réduit librement et on obtient le mot W' (IW') < 1(W) puis on

recommence de la méme mani2re avec le mot W',



Si on arrive 2 un mot W" tel que W" est non vide et ne contient pas plus que la
moitié d'une des R, € R ; on peut conclure directement que le mot W" L 1
ainsi W # 1 car W ~'W' ~W" ~ ... Par contre, si on arrive 2 un certain
( ) vide, on peut conclure que le mot W~ 1,
La théorie combinatoire de Greendlinger [12],[13];awété
précédée par une profonde &tude faite par Tartakovsk@i en 1949 qui a résolu
le probléme du mot pour des diverses classes de groupes. Britton [3], ..;, [6]

est arrivé aux mémes résultats que Tartakovskd Par une autre méthode.

2.3. Groupe libre & n générateurs.

Soit A = {al, a cos an} ; le groupe libre engendré par A est le

2?
groupe

G=<A; ¢ >

Définition :

Un mot U € M est dit réduit (ou librement réduit) si deux symboles

consécutifs ne sont jamais inverses 1'un de l'autre, Le m@me mot est dit

cycliquement réduit s'il est réduit et si la premiére lettre de M (notée

[W et la dernizre lettre (notée U]) sont tels que M] # [u Pour trouver la

réduction libre d'un mot M € M, on définit récursivement une fonction

Pt Moeoe—em— M
de la facon suivante :

p(1) =
PM.x) =fP(W).x , (avec M €EM et x €A U A), si p(W] #x

VsiP(M) =VxolVeM,

La fonction P a les propriétés suivantes démontrées dans [19] :
1) p(4) est un mot réduit
2) p(U) ~ M (~ signifie réduction libre)
3) si M est réduit, alors p(M) =

4) p(L.V) = p(p(W).V)



5) P(Hx %) = P(W

6) pP(MxxV) =p@V)

Il en résulte que

MV o p) = p(V)

En effet :

* Soient deux mots W et V € y tels que M ~ Vv,
R = ¢ entratne U = UO - Ul‘* UZ I Uh = V en un nombre fini d'étapes en

insérant ou en supprimant chaque fois une relation triviale (ai a, ou a; a,

avec a; € A), D'aprés la 6eme propriété de P on Peut écrire :

pP(W) = D(Uo) = P(ul) = ... = p(l-lm) =PM=p M) = p(V),

Donec M~ V= p(u) = p(V).

* Réciproquement : Soient W et V deux mots de M tels que P(M) = p(Vv).

D'aprés la 2eme propriété de p

P(H) m
et p(V) ~y

plus 1'hypothése P(M) = p(V) op aura : M=V,

P étant une fonction récursive = le problame du mot est résoluble
dans le cas ol R est vide. L'ensemble des mots réduits constitue un systeéme

de représentants de G.

Exemple : ¢ = < a, b, ¢, d, e ; > est un groupe libre 2 cing générateurs,

Le probléme du mot dans le groupe libre est équivalent a 1l'analyse

syntaxique d'un langage cC.F,
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% Soit S 1l'axiome

* La grammaire est définie par V. = A U A, V_ =S et les régles de production

T N

S ————) SS
e a; S a,

(1<1i<hn)

Cette grammaire définit 1'ensemble des mots équivalents & un dans
le groupe libre. On peut en déduire que cet ensemble de mots forme un langage
C.F. (appelé langage de Dyck a n générateurs). On peut trouver une grammaire

C.F. non ambigué d'apres [ [11] pp. 145 ].

De la méme maniére, pour trouver le mot réduit cycliquement, on peut

définir une fonction

o { des mots réduits {-——*———>} des mots réduits }

d'une manidre récursive, de la facon suivante :

o(1) =1

o(x) =x ouix €EAUA

Cx My =fxHy six #
{O(U) six =

Ko<

Aussi la fonction O a les propriétés suivantes démontrées dans [19] :

1) o(4) est un mot cycliquement réduit
2) o(M) est conjugué de M

3) si M est cycliquement réduit, o(4) = p,

On peut remarquer que c'est une propriété de fermeture. Dans le groupe

libre, le probléme II peut &tre résolu par le théordme suivant :
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Théoréme r19] :

Deux mots W et V (supposés réduits) sont conjugués dans le groupe

libre si et seulement si o(M) et o(V) sont dans la méme classe de permutation
circulaire,
Le probléme III est trivial dans le cas particulier suivant :
<A ; @ > est isomorphe & < B ; > si et seulement si
card A = card B

N, B. Quelquefois on note zd par R,

3. GRAPHE D'UN GROUPE FINIMENT ENGENDRE.

3.1. Définition.

A un groupe G finiment engendré de générateurs a, ays ..;, an
on associe un graphe orienté dont les sommets sont les éléments de G ;
l'on joint un sommet s 2 un sommet s' par une aréte d'étiquette a;

si s' =5 a; .

Remargue H

Si 1'on change de systéme de générateurs du méme groupe G, le

graphe associé change en général.

Exemples :
1) Soit le groupe G = < a ; a4 > = {1, a, az, a3 ] groupe cyclique d'ordre 4,

A= {a} et le graphe associé est : 1

ol chaque aréte est étiquetée a,
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2) Voici un exemple qui est plus complexe,
Le groupe symétrique de {1, 2, 3} a la présentation

G=<a, b ; a2, b3, (ab)2>

Le graphe du groupe sera représenté comme suit :

Le graphe obtenu n'est pas quelconque ; il est caractérisé par le

théoréme suivant

3.2. Caractérisation des graphes de groupe.

Théoréme [19] :

La_condition nécessaire et suffisante pour qu'un graphe (S, A)

puisse &tre le graphe associé & un groupe engendré par n éléments, il faut que :

1) Ce graphe soit conmnexe homogéne de degré n (en degré intérieur comme
extérieur)

2) Qu'il existe une application

P A3 L,

ot L est un ensemble 2 n éléments, telle que :
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a) pour chaque sommet s de S la restriction de ® sur les arétes d'origine s

soit surjective ainsi que la restriction sur les ar&tes d'extrémité S.

b) désignant par L 1'ensemble des éléments de L muni d'un signe (L+, L),

par m 1'application de B def (A U DF dans T

~

m: B——>1L

définie par :

- m(a) = CP(a)+ sia€Aetm(@ =oa) sia€a

que 1l'on étend aux chaines

- ~ %k
- m(b1 b2 .. bn) = m(bl) m(bz) - m(bn) €L =,

Si M et M € B vérifient m(T) = m(T') alors T est un cycle

® T' est un cycle,

3.3. Lien entre graphe et présentation d'un groupe finij.

Soit un groupe G = <A ; R >, Si, dans le graphe du groupe G,
Sy est le sommet correspondant & 1'élément identité 1 de G, alors tout mot W
est uniquement représenté par un chemin issu de Che A un chemin correspond un
mot et inversement & un mot correspond un chemin. Les relations satisfaites
par la <A ; R > définissent des chemins qui sont des cycles du graphe et
inversement & un chemin fermé du graphe associé correspond une relation satis-

faite.

Ainsi le probléme de la construction du graphe d'une présentation
finie G =<A ; R > est évidemment équivalent au probléme du mot pour la

présentation.

Théoréme :

Soit G un groupe fini donné et soit

A= {al, 8y5 -ees an} un systeme générateur de G. Soient I le graphe étiqueté

associé a G, A et r° 1e graphe symétrique qu'il engendre. Soit C 1'espace

vectoriel des cycles de I'°,
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1) A toute base des cycles de I'° on peut définir un systéme complet de

relations [voir [19] pp. 56-67].

2) Il existe au moins une base de cycles telle que le systéme soit indé-
pendant,

On va démontrer 2) :

Soit G un groupe fini engendré par A ayant une présentation

1’
Prenons tous les cycles du graphe dont le mot associé est (& une permutation

..,;.,R.q .

<A ; Rl’ R2, ceos R.q > ol le systéme R,, ..., Rq est irrédondant.

circulaire preés) Ris Ry,

Ces cycles engendrent 1'espace des cycles. En effet, soit C un

cycle quelconque non trivial c'est-a-dire il n'y a pas une aréte qui soit

parcourue deux fois, et soit R la relation associée.
- ou bien R est 1'un des Ri’ rien & démontrer

- ou bien R est différent de tous les Ri’ i=1, 2, ..;, q.

Dans ce cas, R est déduit des Ri et on a :

Ei Ei Ei

- P -1 =
T, R, T,”. ... .T_ R, " T "o &, =711,
1 2 12 2 P 1P P 1j

Tous les Tj sont vides, j = 1, ..;, Ps car on a exclu les cycles

triviaux. Ainsi,

donc C=cC, ®&c, ®©...9c. .

olt les Ci sont les cycles associés.
i
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Exemple :

Soit le groupe fini G =< a, b ; a2, b2, (ab)2 >, az, b2, (ab)2

est un systéme irrédondant, Le graphe associé est :
b (3)

Les cycles du graphe, dont le mot associé est a2, b2, (ab)2 3 une

permutation circulaire prés, sont :

(2).(4) , (6).(8) , 3).(7) , (V. , (2).(3).k8).(5) et (1).(6).(7).(4).
Ces cycles forment. une base de cycles telle que le syst2me associé soit indé-

pendant.

4. PRESENTATION D'UN SOUS-GROUPE H D'INDEX FINI D'UN GROUPE G.

4.1. Résultat de Reidemeister-Schreier.

Soit un groupe de présentation finie
G = <a1’ a2, °os0y an ; Rl, R2’ aqo"Rq, e v 0y Rm>
et soit H un sous-groupe de G d'index fini et engendré par “1’ Hz, ..;, M.
La question qui se pose est la suivante :

Peut-on avoir une présentation de H ?
A chaque M; on définit une lettre s;. Soient

S = {Sl’ S,y —, sk} et G= (A UK)¥ et soit Bc G

2’
l'ensemble des mots dont 1'élément associé dans G appartient a H et
v o= (s UDHE Le sous-groupe H sera présenté par

H=<gs >

1? 323 °c0y Sk 5 cls 023 s

Le probléme est de trouver les o, -
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Définition :
On appelle codage de H par S une application

T :B—>V
oV ER—=TV (Sl’ voes sk)

telle que TV (Ul, cies Hk) ~ V,

Supposons que H soit d'index fini dans G, ce qui veut dire que
1'ensemble {H x ; x € G} des classes & droite est- fini, Dans chaque classe 2a
droite, on définit un représentant par un mot de G (ce mot étant le mot vide 1
pour la classe H), Soit T l'ensemble des mots ainsi choisis. On définit ainsi

une fonction représentative de G dans T

O —— ¥
Me———>1 avec HJ = H e

Le grand rectangle représente O et chacun des petits rectangles
représente les mots associés d'une classe & droite H x. Le grand segment
représente G et un petit segment représente un H x, Les mots situés sur une

méme hauteur sont équivalents.

Théorzme [ [19] pp. 91] :

Le sous-groupe H est engendré par les mots

g a; . ((g§ ai))_l ot §E €T et les a; € A.
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Avec ce théoréme, on peut dire qu'il existe un systéme de
codage T, § a; est un mot M. (€ ai) =1 €T, uet U définissent la méme
classe & droite ==3{ ﬂ_l € H. On représente

_ =1 _ -1 -1,,-1
W, =%a, . ((§ a))"" par vsg’ai et Vv, g a . (8 a; ")
-1 -1 _ 1 .
par s g =l caru a(La) 7, avec M = (§ a~7), a pour inverse
i b i .
— -1
£ ot (§8a ")
D'oll le codage T : Be——>V
& & € '3 € €
Soit u = G.l'G.z e G ER; T = s 1 s 2 c.es C
i i i k.,a, k,,a, k ,a,
1 2 T 1°71 2°71i r’i
‘ 1 2 r
quand kj est le représentant du segment initial de u précédant a, si
h|
Ej =41 et kj est le représentant du segment initial de u et a£1 inclu
k|
si €j = -1, Alors T est un procédé de réécriture pour H.

d'od H=<s /EET, a€r; >

€,a

(1) : S¢ 4 ~T[E a (E-;)—lj

avec & = 1 _
(2) : T(E§ R € ) ~ 1 seulement pour § € T et R € R,

C'est le théoréme de Reidemeister.

- Le systéme représentatif T est dit syst2me de Schreier, si toute
section commencante d'un & € T est élément de T ; dans ce cas, on peut
remplacer (1) dans £ (ci-dessus) par

(1)' H Sg,a

quand & est un élément représentatif de Schreier arbitraire et a € A ; ce qui

revient a prendre moins de générateur.
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Exemple :

Soit le groupe G = <x, Yy XYy x-1 > et soit N le sous-groupe
normal de G engendré par y, Comme un systéme T représentant les classes 2
droite de G (modulo N), on choisit les xk, ol k est un entier quelconque,
Un mot W(x,y) a pour représentant W = xk ol k est la somme des puissances

de x dans W. Ainsi N est engendré par les Vi définis par

-1
= xk ik = xk X =5k
yk y :Y.X Yy xs Ve
Soit un mot W(x,y) = xzyx3§1xy§1y4 alors W = x5.
2-1-2 2-1

En outre, soit u = xyx“y x“y“X'y un mot de B (le B relatif a N)

alors T(u) = S .S

oS .S eS .S S . .
1,x""x,y Xy X XZ’X X3=y 1.8 X,y ’Xay 1,x" "1,y

en appliquant la définition de Yy» on trouve

-1 2
T(u) = Y1Y3 ¥1Y,e

4.2. A propos de la détermination de 1'index fini.

Todd et Coxeter ont décrit une méthode systématique pour déterminer
1'index de H dans G, en énumérant les classes de G (modulo H). Mais cette
méthode n'était pas suffisante pour l'utilisation par 1'ordinateur ; c'est
grdce a de nombreuses recherches effectuées par Mendelsohn [20] et d'autres
que la méthode est devenue exécutable et dont voici une notion générale de

cet algorithme que nous exposerons sur un exemple,

Soit une présentation finie d'un roupe G
P g P

G =<a1, sies A Rl’ R2, e Rm>

et soit H un sous-groupe de G engendré par les mots W ey W

1° k*

On commence & écrire les relations R et les mots WJ cOte a cBte
respectivement, 2 la téte des tables (une table pour chaque R ou W ) dont
chacune a £i+1 colonnes avec L = longueur de R; ou longueur de Wj et tel

que chaque générateur a; ou 51, dans Ri ou Wj se trouve au sommet d'une colonne.

.
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Par exemple : soit le groupe

<a, b ; az, b3, (ab)3 >

et soit H le sous-groupe de G engendré par le mot W1 = ab. On écrit :

a_a b b b a_ b a b a b

T T T

On remplit ces tables de la manidre suivante :

. . 212 éme _, R
- Le premier et le dernier élément de chaque k ligne est 1'entier k,

- Chaque table Wj est formée d'une seule ligne qui débute et se termine par
1l'entier 1

- On désigne chaque classe H  par un entier k tel que 1 désigne la classe H

- Si j et k sont des entiers idésignant respectivement les classes ng et
Hgk et si a; est un générateur, on fait rentrer les relations de la forme

ja; = k ou j 51 = k dans la table en écrivant j et k cBdte & cBdte dans une

paire de colonnes séparées au sommet par a; ou a,.

R R R W

1 2 3 1

M)

D'olt le procédé d'énumération :

Si un mot wj est formé d'gn seul générateur a;, alors sa table

< P . 1 . . .
représentera l'équation 1 a, = 1 . Si ce chiffre 1 se trouve 2 droite
i lll

ou a gauche de a, ou 51 dans les autres tables, un chiffre 1 sera placé de -
1'autre cdté de ay dans la méme ligne de telle manidre que les relations

1 a; = letl 5i = 1 soient toujours vérifiées, Quand toutes ces possibilités
ont fini, le chiffre 2 est placé dans le premier espace vide en partant de

la gauche vers la droite et en parcourant toute la ligne pour toutes les
tables afin de définir une relation de la forme 1 a, = 2 ou 2 5z= 1 ol

a, est un générateur se trouvant juste au sommet de 1la colonne de cet espace,
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a
1’21‘1 241 1§23 11T21T11271T1 1

Ainsi, on fait rentrer le chiffre 2 partout ol c'est possible,de la
méme manidre que tout 2 l'heure, et on continuera le procédé, Une nouvelle
relation j a; = k ou j 5i = k peut &tre induite pour un a;, quand une ligne

sera compléte, puis on introduira cette information pour définir une nouvelle

classe,
a a b b b a b a b a b a b
1 2 1 1 3 2 1 1 2 11 2 1 2 1 1 2 1
2 14§ 2 2 1y 3¢ 2 2 113 3 2
3 3 3 2 113 3 3 2 1 3
i
Le procédé s'arréte quand toutes les tables seront complétement
remplies,
Ainsi, on a :
a a b b b a b a b a b a b
1 2 1 1 31 2 1 1 2 11 2 112 1 1 2 1
2 1] 2 2 1 3 2 2 1 3141 413 2
3 4 1 3 3 2 1} 3 3 41 4431 2 1 3
41314 4l abala alstalilslala

I1 arrive quelquefois de trouver deux entiers différents qui désignent
une méme classe (c'est-a-dire j a, = k et % a; = k), dans ce cas, toutes les
occurrences du plus grand entier doivent &tre remplacées par le plus petit

entier. C'est le phénoméne de redondance.

Puisque pour chaque classe j, il existe un générateur a; tel que
ou bien j a; = k, ou bien j 5i =k implique j >k, il est facile de lire

les éléments représentant hi des classes et on a :
G=Hh Unh U,  Unn
1 2 r

ol r est 1'index de H dans G.
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Dans le cas de notre exemple r = 4 et on a :

h1 =1, h2 = a, h3 =b et h4 = b a, alors
G =H UHa UH#b U Hba

H={ 1, ab, (ab)2 } d'on l'ordre de H est 3 ainsi l'ordre de G est 1 2 et

on a :

¢ ={ 1, ab, (ab)z, a, aba, (ab)za, b, ab2, (ab)zb, ba, abza, (ab)2 ba }
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CHAPITRE II

ETUDE DES GROUPES DONT LA PRESENTATION EST UN PRODUIT LIBRE

OU_UN PRODUIT LIBRE AMALGAME

En vue d'exposer la méthode de résolution du probléme du mot dans
le cas ot R est réduit 2 une seule relation ‘R = {R}, on va rappeler la notion

de produit libre et celle de produit libre amalgamé.

1. PRODUIT LIBRE.

1.1. Présentation qui est un produit Tlibre.

Définition :
Zetinicion

G=<X; R>est 1a présentation d'un produit libre lorsque on peut
1i+q = U ﬂ = R = = .
partitionner X X VX, (X1 X, @) et Rl U Rz (Rl n RZ @) les relations

de Rl sont des mots en X1 U il et les relations de RZ sont des mots en X2 U 22'

Propriété [19] :

Désignant par A et B les groupes

= SR> = CR>
A=<X ;R >ets <X, ;R >,

Le groupe G est uniquement déterminé par A et B, Plus précisément,

G contient deux sous-groupes A et B respectivement isomorphes & A et B

tels que AN B = {1}. On identifie A 2 A et B 4 B et 1le groupe G se note :

G = A % B.

Exemple :

La présentation < a, b ; a5, b3 > est celle d'un produit libre des
groupes cycliques respectifs

A =<a ; a5 > et B

<b ;b >
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1.2. Manipulation explicite d'un produit 1ibre de deux groupes A,B
tels que AN B = 1.

Définition 1 :

On appelle séquence toute suite finie (x1 .o xn) (éventuellement
vide n = 0) d'éléments de A U B. Si X, #1 et X, € A (resp. B) on notera
F (Xi) A (resp. B).

On dit qu'une séquence (x., X,, ..., X ) est alternée lorsque
9 1’ 2 n 2omenee

ou bien n = 0 (séquence vide)

ou bien Vi X, # 1 et F (Xi) #F <Xi+ ).

1

Définition 2 :

On définit 1'opération de réduction T de l'ensemble des séquences

dans lui-méme récursivement par :
- T () = () pour la séquence vide
- (xl) = f=xsiox; #1
() si x; = 1 pour la séquence 2 un élément

- et Sln (Xl’ e 0 3 Xn—l) = (yl’ ® 0 yr)
( i =
(yl, cees yr) six =1

_ (yl’ toe? yr—l) St X, T Yy
alors T (Xl’ ey xn_l,xn)-l

(yl, e yr.xn) six # y, et F (xn) =F (yr)

(yl, cees Yoo xn) si F (xn) #F (yr).
\

Propriétés :

Soit § une séquence (Xl’ Xps eens Xn).

L'opération de réduction T a les propriétés suivantes :
-1 (§) est alternée
- si € est alternée, alors M (§) = E
-m (§, ') =m (m (8), §') ot §' est une autre séquence

-m (8, x, x, §") =m (§, §"),
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Théoréme [19] :

Le produit libre ¢ = A % B est isomorphe 2a 1'ensemble deg séquences

alternées muni du produit,

€& =q (8, €') on (§, E') est 1a mise bout 2 bout des séquences

€ et €7,
Exemple :
Dans 1'exemple 1.1., les séquences suivantes sont alternées
2
€ = (a, b°, a3) g = (a2, b, a, b2)
alors E.E' =1 (a, b25 a3, 32: b, a, bz) = (32: bz)

Remargue H

Si 1'on assimile chaque séquence alternée (x) de longueur 1 a
1" élément x # 1 (appartenant 3 A ou B), il est clair que tout élément g

(défini par sa s& uence alternée (x., ..., x )) s'exprime
q 1’ 3 n

g = (Xl) . (xz) e e (Xn) = x X

lw 2- °© e e . n

de maniere unique,

1.3. Probleme duy mot dans un produit Tibre A x B.

]

Soit G <X, v ;’j s eg > une présentation du produit libre

des groupes

A

I
A
>
Qs
v
o
ot
o8]
]
A
<t
X
v

Nous allons justifier tres rapidement que lorsque le probléme du
mot dans les Présentations de A et B est résoluble, alors il l'est dans 1a

présentation de @,

Soit W un mot Par rapport aux lettres de XUYUZXUY, on découpe

le mot en syllabes

W= Wl W2 eo Wq

ol chaque Wi (appelé syllabe) @St un mot par rapport a x UZX (resp. Y U Y),
1'é1ément W;,1 étant un mot par rapport 2 Y U Y (resp. X Uux.
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Cette décomposition est d'ailleurs unique. Chaque mot W définit un élément

[W ] du sous-groupe A (resp. B). On appellera q la 1ongueur syllabique de W.

Exemple :
Dans G=<a, b ; a5, b3 >
le mot a2 b4 b4 as b3 32

a pour longueur syllabique 5 et ses.syllabes sont :

a2, v* 5%, 23, b3, a2,

Pour savoir si W~ 1, on peut supposer au départ que W est librement
réduit, car dans tout groupe, chaque mot est équivalent au mot librement

réduit associé,
Partons alors de la décomposition syllabique de

LWy e Wy
On définit récursivement o (W) de la manidre suivante :

-siq=0 « () =0()

-siq=1 a(w1)= ()siW1~1

(Wl) sinon

-~-siq=r -12>1, Supposons que

@ Wy, Woy eey W ) = (g, uy, Le, u) (s >0)
alors
( .
siW_ ~1 alors (ul, cees us)
sinon si F [u ] #F [W ] alors (u,, ..., u, W)
a (W, W W) = s t 1 s
12 Vg0 cero Wy < . .
sinon si u W_~1 alors (u,, ..., u_.)
s r 71 s=-1
\31non (ul, eees U Wr)

Il est clair alors que

W~1l & a W = ()

Par ailleurs, le calcul de a ne conduit qu'a la recherche de 1'équi-

valence & 1 de mots appartenant & A ou B.
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Exemple :
-5

Dans 1'exemple 1.1., le mot W = a b2 a~ b a4 est équivalent a 1,

En effet : par lecture successive de ses syllables, on obtient par o.

a
a, b2
a, b2
a

()

Remargue :

Dans la recherche de la réponse 2 1a question W ~ 1, on peut supposer

que les syllabes Wl’ Wé sont tels que

Flwl+r [Wq].

1.4. Produit 1ibre de plusieurs groupes.

Ayant défini le produit libre de deux groupes, on peut 1'étendre
a plusieurs groupes Gl’ G2, cees Gn. Désignons par Gi et Ri respectivement

l'ensemble des générateurs et l'ensemble des relations de Gi

n
Posons G= U Q. et

n
R= U R, , alors le groupe

G <G’;R>

est le produit libre de G

1]

12 oo Gn.

Le produit libre est commutatif et associatif

A%xB=3Bz%A
et (A%B)%C=Ax% (Bx%x ()

ot A, B et C sont trois présentations des groupes.,
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Remarque :
Un groupe libre <x, y, ..., t ; §>

peut &tre considéré comme le produit libre de <x ; § > %<y ; ¢ >% .., %
<t ;@§>
2. PRODUIT LIBRE AVEC SOUS-GROUPES AMALGAMES.
Le groupe <a , b ; a4, b6 > est le produit libre de deux groupes

cycliques < a ; a® > et <b ; b0 >, Le groupe <a , b ; 34’ b6, at2 53 >

4 .6 2 3

(a, b;a, b, a =b>>) n'apas la présentation d'un produit libre de

deux groupes mais s'en rapproche d'une certaine maniére.

2.1. Produit 1ibre amalgamé.

Définition :
Soit le groupe G présenté par
G= <a

1, ...,a

n m

s bys wees b R (a), Lul, S )y ey U@ = vy ),
cios Uq (ai) = Vq (bj) >
et soient
A' le sous-groupe de G engendré par [al], ..;, [an],
B' le sous-groupe de G engendré par [blj, ceos [bm]’
H' le sous-groupe de A' engendré par [Ul(ai)]’ e [Uq(ai)],
K' le sous-groupe de B' engendré par [Vl(bj)], cees [Vﬁ(bj)]’

G est appelé le produit libre de A' et B' avec les sous-groupes H' et K' amal-

gamés par l'application [Ui(az)] wv"”>[Vi(bj)].

Exemples :
4 6 2 3

- Si G= <a,b;a,b, a =b>>, alors
A' = <a; a4 >= { 1, [a] s [a]z, [3]3 }
B'= <b;0°>={1, 6], 1% [b]®, [b]%, []° )
H' = { 1, [a]z }
k' = {1, [v]?}
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H' et K' sont amalgamés par 1'application
{1, [af? J—— {1, []3 )
1 . 5 1
[a]? s [5]3

- Autre exemple

3 -3

G = <x,y ;x> 3>, alors
A' = <x; ¢>

B' = <y ; ¢>

H' = <Q;¢>

H' et K' sont amalgamés par 1'application x3-____q) yBJ

La question qui se pose est 1la suivante :

Quand, dans le groupe G, les sous-groupes A' et B' auront-ils les

Présentations naturelles
<a;, ..., a ; R(ai), e >

et < by vees bm ; S(bj), ... > respectivement ?
La réponse est donnée Par le théoréme suivant démontré dans [19].
Théoreme [19] :

,Aggelons

A=<,

1> cres A R(ai),... >

B =<b1, vees bm H S(bj), e >

[}
il

et <ap, ..l as by, .., b R(ai), cres S(bj), ey Ul(.ai) = Vl(bj),

= >
Uq(ai) Vq(bj) .

Si A' est 1le Sous-groupe de G engendré par [all’ voes [an],

et B' le sous-groupe de @ engendré par [blj, cees [bm],

alors A est isomorphe 2 A' par 1l'application [ai];m--a[ai]
‘ A G

et B est isomorphe 2 B' par l'application [bj] Y [bj]
B

G
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si et seulement si l'application

[Ui(az)]A“"““'5 [vi(bj)]B

induit un isomorphisme ® entre le sous-groupe H de A engendré par les

[u.(a )] et le sous-groupe K de B engendré par les [V.(b.)] .
i "2 A 17177

Remarques :
- Siona ANGB-= 1, on appelle G produit libre de A et B avec les

sous-groupes amalgamés H et K par ® et on note G par :

= (A, B, H, K, ®).
comme @ est un isomorphisme ; on appelle G le produit libre de A et B avec
un sous-groupe .amalgamé H, A et B sont appelés les facteurs de 1'amalgamation
et K sera déterminé par les générateurs Vi qui seront déterminés par les

générateurs Ui et l'isomorphisme @,
G =% (A, B, H, K, ©).
Le produit libre des groupes avec un sous-groupe amalgamé est une
généralisation du produit libre, ce dernier en effet n'est autre que le produit

libre amalgamé avec le sous-groupe trivial {1}.

2.2, Manipuiation explicite du produit Tibre amalgamé.

Elle est nettement plus délicate et méme dans le cadre du théoreme

précédent, Nous renvoyons & [ [19] PP. 201].

2.3. Apercu du probléme du mot dans un produit libre amalgamé.

Supposons que nous sommes dans les conditions du théoréme précédent
et que nous avons choisi des éléments représentant les classes & droite

de (A mod, H) et (B mod, K). On désigne par {Cl’ C., ...} 1l'ensemble de ces

2’
représentants et par g le représentant de g dans (A mod. H) ou (B mod. K).

Pour savoir si un mot W ~ 1, on peut supposer au départ que W

est librement réduit.,
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Partons alors de 1a décomposition syllabique de

On définit récursivement ﬁ(W) de la manidre suivante -
-B () =1 1'élément identits de g

(-wr’ si wr €H ;

o1 (wr}j si W €K ;
-8 (wr) =
(h, W) ot h = W W ", sl W €A, W £ H ;
- . -1 — .
[ (h, Wr) ot h =0 (wr W ), si W_€ B, W £ K ;

Supposons que

B (Wz, o ees Wr) = (h, ng C3, cees Cq) ot h €H ; alorg

rx (Wloha CZ’ C35

% (®—1(W1)°h, c

o Cq)3 si Wl €H ;

9 ,,Cq), siW1 €K ;

——

% (h', Wlh, CZ’ C33

1 € a, W, £ H, C, £ A ;

N -1
ey Cq) ot h' = (Wlh).(wlh) R

si W

*.

U IT Al . N [ -1 N 7 orey —1
(h', W B(h), Cys Cyy .., C) ot h' =g [w1¢<h).w1¢(h) 1,
si W, € B, W, £ K, c, £ B ;

3(w1, wz,e.a,wr) =4

bt

(wlhcz, Cas o, cq), si W, € a, W, £ H, c, € a,
WthZ €H ;

-1
: . o E
* (@ (wlw(h)cz), Cys ovey cq), si W, €3, W, £ K,

€ - .
¢, €3, W, ®h) ¢, €K ;
! N o= -1
% (h', W, h Cys Cys vnn, cq) ot h (w1 h 02).(w1hcz) s

si W, € a, W, ¢ m, C, € a, W, h ¢, £ H

.
>

% (h', W, ©(h) C,, Cys ouuy Cq) ol

Bt = gl Lo, om) ¢p). vy B ¢y 1],

L 31w1EngleKsczeBsw@ﬁmszo
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Remarque : Le point (,) signifie 1'élément associé dans H, c'est-a-dire

x.y = [xy].

En utilisant cette fonction récursive 3 Magnus [ [19] PP. 201]

a démontré que :

A chaque élément [W] de G, on peut associer une séquence unique

(h, C,, C s cr).

1’ 2, Ly

telle que

- h est un élément, éventuellement 1, de H

- C; est un représentant de (A mod. H) ou de (B mod, K)
-C, #1
i

- Ci et C, ne sont pas 2 la fois dans A ou B

i+1
- sih', Ci sont les éléments de G qui correspondent 2 h, Ci par les homomor-

phismes [aj]-é [aj] et [bz]——é[bz] de A dans G et de B dans G respecti-

vement ; alors

W] =n ¢ Cé ces C)

Soit un mot W de syllabes Wl, WZ’ ceos Wr ; on applique @ a

le WZ’ ovoy Wr’ en tenant compte des groupes A et B seulement, c'est-a-dire
du groupe A % B, on aura la séquence Ups Ups eees Uy Ensuite, on applique

B 2ala séquence Ups Ups ooy Uge On obtient la séquence unique

(h, Cc,, C , C).

1, 2’ o e o q

Il en résulte que :

W~1 o B (aW)) = 1.

Ainsi, B et @ sont bien définis d'une maniére récursive et si @

est constructif, on pourra décider si W est équivalent ou non a 1.
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Exemple :
. _ 9 12 3 _ .4
Soit le groupe G=<a, b;a’, b’ a7 =pt>

On a Successivement
9

A=<ga; 37 >
B=<pb ; b12 >
H={ 1, 33, a6 }
k=11, % p8)

H et K sont deux groupes cycliques d'ordre trois et l'application
a3—-—§ ‘b4 induit un isomorphisme @ entre H et K, En utilisant la méthode

de Mendelsohn, on Peut écrire :

]

A=HUHauyGH a2

KUK b UK b2 UK b3.

(]

et B

6 b8 a6 b12 est équivalent 3 1,

Le mot W =
En effet : par lecture successive de ses syllabes, on obtient par &

ab, b8, 46

puis on obtient par B

6
a
@_l(bs).a6 = a6.a6 = a3
a6.a3 - a9 =1
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CHAPITRE III

GROUPES AVEC UNE SEULE RELATION DEFINIE.

On rappelle que le probléme du mot en général est indécidable. Pour
étudier les groupes qui possédent une présentation ayant une seule relation
définie, on applique la théorie du produit libre, et du produit libre amalgamé
On démontre que le probleme du mot dans ce cas est résoluble grice au théoréme

d'indépendance de Freiheitssatz.[l9].

Lemme ¢

Soit S1 C382 c ... C3Sn < ... une séquence d'ensembles de symboles

Soit T1 < T2 c...Cc Tn C ... une séquence d'ensembles de mots,

ol Ti est un ensemble de mots par rapport aux symboles de Si' Soit

Gi =< Si ; Ti > et supposons que pour chaque i, le sous-groupe de Gi engendré

par les symboles de Si—l est isomorphe a Gi—l sous 1'application identique.

Démontrons qu'en posant § S; » T = T, etG= U G, » G est

U U
iz 1 iz1 iz1
isomorphe 3 <S5 ; T > ,
1) - Gn peut &tre assimilé 3 un ensemble Wn de mots en Sn. En effet :

G, peut &tre assimilé 2 un ensemble W, < (S1 U §1)*. On peut représenter

G2 \ G1 par des mots W_, en S

. 2 2
d'otr W, CwW, S, Cw <L
1 2 n
W= U W_ représente alors par (une bijection appropriée) les
n>=>1 o
éléments de G = U Gn‘ On peut y définir un produit induit (qui n'est plus
n>1

la concaténation) de telle sorte que W soit un groupe isomorphe 2 G, Montrons
W~ <SS ;T>,

que
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2) - Nous éouvons définir T : § ey W par :

s €S donc s € § -8, _,alorsm (s) est 1'élément de W tel que

s ~ T (s). Il est clair que T (S) engendre W pour le produit induit dans W.
o Andulc

Par suite, il suffit de démontrer (étant donnée la propriété universelle d'uné

présentation) que c € (sUD*
{ﬂ(o)=1i§_rls_wﬁﬁ~ldans<S;T>,

& & £k

1 Sy eee Sy ).

&

ot T(O) = 1T(sl) . ”(52) 2. e . ﬂ(sk) k (avec 0 = s

% Pour cela : si o €T donc ¢ € T, - T.1 donc T(0) € W et comme

M) ~o~1 dlot M) =1,
% De méme : si M(0) =1, or 0 € (Sn.U §n)* pour un certain n,

Donc © ~ m(o) = 1 dans Wn. Par suite O est déduit de Tn et 0 ~ 1 dans

<SS ;T>

THEOREME D' INDEPENDANCE

Théoréme :

Soit R (al, Bys wuns an) (n 2 2) un mot cycliquement réduit par rapport

a ap, 855 ..y a gul contient a 5 le sous-groupe de

G=<a1,a ces an;R(al, a,, ...,an)>

23

engendré par Al = {al, a s @ g } est librement engendré par Al,

2’

Donc chaque relation non triviale de G doit contenir a .

Remarque :

G peut avoir un nombre infini de générateurs, La relation définie
R engendre seulement un nombre fini de générateurs. Les générateurs qui ne
figurent pas dans R engendrent librement un sous-groupe H de G, alors G
sera considéré comme le produit libre de H et le sous-groupe G' de G défini
par les générateurs qui figurent dans R et la relation définie R.

Par exemple si :
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G = <a, b,c, d, e a2 b e? >, alors

H=<c,d; @¢>, G' = < a, b,e;a2b2e2>

<c,d;¢>x<a, b,e;azb2e2>_

]

H % G'

(]
]

et

Démonstration :

Compte tenu de 1la remarque précédente et du fait que le produit
libre de deux groupes libres est un groupe libre, on peut supposer que
tous les générateurs de @ figurent dans R et pour faciliter 1'expression de

la solution, on note : a par t

et a par b, ¢, ...

1° a2, o
Ainsi, G = <b, ¢, ..., t ; R (b, ¢, v.., t) >,

Pour démontrer ce théoréme, on va utiliser le raisonnement par

induction sur la longueur de la relation définie R, (notée 2 (R)).

* Le théoréme est vrai si 4(R) = 1 (cela est trivial),
* Supposons que le théoréme reste vrai pour tous les groupes avec une relation
définie R, ol 4(R) <r - 1 et démontrons-le pour 4(R) = r,
Nous étudierons deux cas :

A) : R contient deux générateurs,

B) : R contient trois générateurs ou plus,

Notation :

On désigne par da(R) la somme des exposants du générateur a dans R,

. . P . r
- S1 R contient un seul generateur, cela veut dire R = ¢ , alors

G=<t; t">est manifestement le groupe cyclique d'ordre r.

A) : R contient deux générateurs d'ol

G=<b, t; R, t) >,

Al) : Supposons que dt(R) # 0,
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Dans ce cas, si b est d'ordre fini, cela revient 2 dire qu'il existe
un entler k tel que bk ~ 1, donc bk appartient au sous-groupe normal N de G

engendré par R, d'ol

k & 1

_ . — % _ - .
bY=7s; R s, ous, €AUNDT, a={b, t] et & =+ 1Vi,
Mors, k=d 9 =d s rEgl =54 GH - Te)a @
) b b ‘i °i i T % i1’ % ;
= k =2 Ei = 2
0 dt (™) g dt (R™) (i Ei) dt (R).

]

Comme dt (R) # 0, on doit avoir (% 5&) = 0, alors k = 0,

ainsi b a un ordre infini dans < b, t ; R(b, t) > et engendre librement

un groupe.
A2) : d_(R) = O,

Dans ce cas, on va examiner le comportement de b dans le sous-groupe
normal N de G engendré par b, Pour cela, il faut essayer de présenter N en
utilisant le procédé de réécriture de Reidemeister-Schreier. On prend
comme systéme représentatif de Schreier pour G mod., N 1'ensemble de tk, olt
k parcourt tous les entiers. N est engendré par b et les conjugués de b

ou tX b4 e, Ainsi, un mot W (b,t) définit un élément de N

(tk bt 7k
si et seulement si dt (W) = 0 ; d'ot le représentant W d'un mot W mod, N
sera tk, ol k = dt (W). On peut conclure que N est engendré par les éléments

-1
bk définis par bk = tk b t_k = tk.b. (tkb) > et pour chaque mot W qui définit

un élément de N, nous obtenons une chatne T (W) de W par rapport aux termes
bk ; ceci de la mani2re suivante :

Chaque terme bE > (€= + 1), dans W est remplacée par ﬂi ol k
est la somme des exposants des symboles t qui précédent cet élément parti-

culier b€ dans W. Ainsi, le mot

W= t2 b3 pL t'4 b2 - b

appartient 2 N car dt (W) =0 d'ot

_ -1 .2
T W) = b2 b5 b1 bO .
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I1 est clair que ce procédé de codage R ——3 T(R) est tel que
L(T(R)) < £(R) car t figure dans R au moins une fois et pas dans T(R).
Si on adopte la notation

T(R) = P(..., bk’ ce.) = Po alors

TC"R ™ =2(..., b ) =p |,

k+m *> °°° m

N sera engendré par les bk et aura comme relations définies les Pi'

N=<.,..,b b

_1° Pgs bl’ cee 5 oeees P, PO, Pl’ e >,

Montrons que b est d'ordre infini dans
G=<b,t;R(MD, t)>.

Or, b = t9p ¢ = b0 s R est cycliquement réduit et d, (R) = o,

ainsi R # ta'bﬁ eY ot @&, Y # O, et @+ Y = 0 car dans ce cas R n'est pas
cycliquement réduit et on peut le remplacer par R = bB, cas déja étudié.
Donc R contient un sous-mot de la forme ba tB b'Y ol @, Bet Y # 0. Si 1a
somme des exposants de t dans le segment initial de R précédant b% est k,

en appliquant T 2 p* tB bY,_on aura : ... b; bZ;B cee .

Comme R est cycliquement réduit, par conséquent T(R) = Py =k + B #k
(notons q = k + B). Ainsi, PO doit contenir au moins deux bi différents

(bk et bq).

Soient m et M les indices minimum et maximum respectivement de b

dans P0 » M <M., Pour chaque entier i, on va définir

N, =<b_ .., b

i mt+i b

mhitl > cc0 Py 3 P 2

o

o

=
il

<b , b

0 m m+1""’bM;Po>’

Comme la longueur de Pi est inférieure & celle de R pour tout i

on a :
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{b ..,0p cees b

m+i

oo

(D wri-1 )

m+i+l

engendre un sous-groupe libre de Ni’ de méme pour

LI ) b

(2) :: { b Mpd }

m+i+1

ar . b . figur d P., et ceci reste vrai ur n'import uel
c bM+1 et mti figurent dans i t ste vrai pour n'imp e que

sous-ensemble de (1) et (2).

On désigne par

P, >

PO’ 1

e.ey by b

N = <b, b M Pmpq 3

0:1 m’ “mt+l’

le produit libre de NO et N1 avec le sous-groupe libre dans chacun librement
engendré par bm+1, bm+2’ cees bM amalgamé par 1'application identique ® = id.
c
Comme NO NO,l et

= <
N, b, b

il suit que bm’ bm+1, oo bM—l engendrent librement un sous-groupe libre

ces b3 P>,

m+1° M 0

dans NO,l , aussi dans

= . >
N—l <:bm—l’ bm’ e bM—l ? P—1 ’

N est le produit libre de N , et N amalgamé par le sous-groupe
-1,1 -1 0,1
. Py ] o
librement engendré par bm, bm+1’ coes bM—l dans N_1 et NO,l (¥ sera 1'appli-

cation identique @ = id.) ;

No1,1 T S Puops Ppe Prygs cees By g By by 5 P B, By >
. c C
De méme, puisque N1 NO,l N-l,l s
(bm+2, ooy bM%l) engendrent librement un sous-groupe libre de N—l,l' On

considére maintenant

N—1,2 = N—l,l % N2 s, puis N—2,2 = N_2 * N—1,2’ cee e
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En continuant ainsi, on obtient 1a chaine des g
- c c c c < c
(3) :: No S Np g NS - N jr1,1 N4,1GN;

ot N—i,i est le produit libre de N_i et N-i+1,i amalgamé

libre, et Nui,i+1 est le produit libre de N—i,i et Ni+1 a

libre amalgamé, D'aprés le lemme démontré au début de ce
conclure que N est 1'union de cette chatne (3) de groupes,
Ni est un sous-groupe d'un certain groupe de (3), alors N
de N, Etant donné que m <M entraine n' importe quel géné
engendre un groupe libre dans N donc dans N. Mais il exi

i tel que b € N s ainsi bO engendre un groupe libre d

ainsi b engendre un groupe libre dans G car N est un sous

ExemEle :
Soit le groupe
=<b,t;t'1btb2tb'3 >
= = 2 -3 =
dt(R) 0, T(R) 1 bo b1 d'otim = -1 et M=1,
N = < b ., b..b b, b2 po3
° LI __13 O, 19 e o0 3 . L) _1 0 1 s
_ 2 .-3
Ni T <Py Pys by s by i Pipg >
- . 2 -3 2
No,1 = <b_gs bys by b, b1 by bys by b] b
N =<b.,b ., b.b . b b2 b3 4
-1,1 =22 "-1° Sp* P10 2 2 °-1 "o >
N_l'
Ici, on peut choisir N, =N, .
10 0

B) : R contient au moins trois générateurs b, ¢, ..., t.
22 22 moins

roupes

3 C.",’
s 1+1

par un sous-groupe
Vec un sous-groupe

chapitre, on peut
Puisque chaque
eést un sous-groupe
rateur de N
ste un certaln entier

ans N, donc dans N,
*o

-groupe de G.

Bl) : La somme des exposants d'un générateur de R, autre que t, est nulle,

Par exemple db(R) =
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On va démontrer qu'il n'existe pas de relations‘4f(b, Cy, .o.) de
G qui ne contiennent pas t ; pour montrer ceci, on va supposer le contraire

c'est-a-dire on suppose qu'il existe une telle relation 45ﬂ% Cs vul).

Comme R (b, ¢, ..., t) est la relation définie de G ot db(R) = 0,
on doit avoir db(4g) = 0 pour la méme raison que précédemment, De méme, on va
utiliser le méme raisonnement que pour -A2- sous une forme plus détaillée,
Comme db(R) = 0, il est naturel de considérer le sous-groupe normal N de G
engendré par c, ..;, t c'esta-dire par tous les générateurs de G en excluant b,
Un mot W (b, c, ..., t) définit un &lément de N si et seulement si db W) = o.
Pour obtenir une présentation de N, nous utilisons un procédé de réécriture T
de Reidemeister-Schreier qui a comme systeme représentatif de Schreier

{bk, k un entier quelconque },

Nous notons les éléments bk c b—k, ..;, bk t b_k par

K * ot tk respectivement,

Le représentant de W (b, c, ,.;, t) est bk ou k = db(W).
Pour représenter un élément V(b,c, ..., t) de N par rapport aux Cps =oes tk’
on remplacera chaque symbole ce, cees £ de V, (&= + 1), a2 1'aide de T,
par £ s eres & » ot k est la somme des exposants de b du segment initial

k
de V précédant cs, cees & » respectivement,

. 2 2 .-2 -2 - 2 .2 -2
Parexemple : T(bctdec”  t“b “t™ db ¢t ¢) ¢ty d1 c] £ t ] d_1 t o
T(R) =P (ooa; ck, °o s0 tk, -..) =P0
On pose
m -my _ =
T(b Rb ) =P (o-o, Ck+m, vc0y tk+m, o.o) Pm .

Ainsi, N sera présenté par
(4) :: N=<,,,, C_1s Cpo Cps res E_ps Eos E1s vee 5 ouu, P ;s Pys Prs vee >

On va démontrer que les générateurs de N autres que les tss

(i = o0, +1, +2, ..;), engendrent librement un groupe libre,
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R étant cycliquement réduit, T(R) = P, l'est aussi par rapport
aux (ck, cees tk). En outre, t figure dans R, il suit que P0 contient quelques
tk; Soient m et M respectivement les indices minimum et maximum de t dans
P_ et soit Ni engendré par tous les générateurs de (4) 2 1'exception des tj

0
ol j<m+ iet j> M+ i, et soit

_ i -i _ . . .
P, = T(b"RB ) =P(,.., Cppi cves Lo .«.) la seule relation

définie de Ni‘ On a :

(5) =+ N, =<..., c_

i 1° C02 Sp» cves Eoiis eney VPR Pi >,

R contient b, donc T(R) = P, 2 une longueur plus petite que celle
de R, On obtient les Pi par une simple translation des indices, donc on peut
appliquer 1'hypothése d'induction sur les Ni‘ Les générateurs de (5), sauf

tm+i (ou tM+i) engendrent librement un sous-groupe libre de Ni'

Soit NO’1 =< ..., c_1» o? Cis wees tm, tm+1’ ceey tMHl ; PO’ P1 >,

(on trouve ici tous les générateurs de (4) sauf les tk pour

k<metk>M+ 1),

le produit libre de N0 et N1 amalgamé par le sous-groupe librement engendré

ooy tM et par l'application identique

Par ..., C-l’ co, Cl’ eees tm+1’
(@ = id.).
c
Comme NO NO,l’ alors les éléments oo c_l, CO"CI’ cees
t s tm+1, ey tM—l engendrent librement un sous-groupe libre de No’1 et

ainsi on peut définir

N—l,l =< .0, c_1» Cps» Cps «-es t tm, cees tM’ tM+1 ; Pl’ PO’ P1 >

m-12

comme étant le produit libre de N 1 et NO 1 amalgamé par le sous-groupe librement
- ’

engendré par ..,, C_12 €95 €13 rees B ove tM—l et par 1l'application iden-

tique (@ = id.),.
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'\ 21 2 ! 3
d'olt les éléments cv05 C_qs Co» Cps -ees tm+2’ ceas tM+1 engendrent librement
un sous-groupe libre de N 1.1° donc on peut définir N 1.2 et ainsi de suite,
Tty “is
on construit une chatne de groupes

c c c c c c ...
Yo T N0, 1 TNy 1 T EN L S EN G S EN, S

ol N . . est le produit libre de N . et N , . amalgamé par le sous-groupe
i -i -it+1,1i

librement engendré par

Trer €10 C02 Cpr v Epgigs eees by

et par l'application identique (® = id.,).
De méme N~i,i+1 est le produit libre de N-i,i et Ni+1 amalgamé

par le sous-groupe librement engendré par

e Cl1r G0 Cpr v Bppgigs e By

et par l'application identique (@ = id,).

En utilisant le résultat du lemme, on peut en déduire que N est 1'union
de cette chaine., Puisque les générateurs de Ni autres que les ty engendrent
librement un groupe libre (hypothése d'induction) en particulier ceux de NO R
et comme NO C N alors, les générateurs de N autres que les tk engendrent

librement un groupe libre dans N.

Reconsidérons 1la relation A5(b, C, «..). On remarque que
db(/&) = 0 ; donc si 1'on suppose que /5 est cycliquement réduit et différent
du mot vide, alors T(4!) est cycliquement réduit et il ne contient aucun tk
car t ne figure pas dans (b, ¢, ...). Il contient du méme coup d'autres
générateurs que b ; par conséquent T(/J) est une relation non vide de N ot
ne contient aucun tk, ce qui est contraire i ce qu'on vient de démontrer,
Ainsi chaque relation non triviale de G contient t, et par suite les géné-

rateurs de G autres que t engendrent librement un sous-groupe libre,
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B2) : La somme des éxposants de chaque générateur dans R, autre que t, est

non nulle,
On va essayer de ramener Cce cas au cas Bl,

Comme R contient au moins trois générateurs b, ¢, t, on pose
B = db(R) et Y = dc(R) ot B et Y sont différents de zéro. On va appliquer
homomorphiquement

G=<b,c, ses, t 53R (b, ¢, ..., t) >
dans le groupe

= Y

E =<x, c, cees t 3R,y L, £) >
en appliquant b-——)xy, C ——3C, ., t— t,

Pour démontrer que b, ¢, .., sans t engendrent librement un sous-
groupe libre de G, il suffit de démontrer que x, Cy ..., sans t engendrent
librement un Sous-groupe libre de E, car on a ici une application homomorphe

et on remarque que si 1'image homomorphe des générateurs est un ensemble libre
de générateurs, 1'ensemble original des générateurs l'est aussi.

On pose’y = ¢ X et en appliquant 1a transformation de Tietze 3 E
on obtient :

= Y

E=<x, ¢, ..., t ; R(x 5 Cy veu, t) D>

~ <X, c, --;: t, v 3 R(XYs Csr ovo, t): y = CX5>

T <X, ¥, v, t R(xY, yx'B, cees ) >,
d_ (R (xy, yi’g, eees 8)) =By -YB =0,
B

sinon, R (xY, (e x7) %7, ..., t) cycliquement réduit ne contient pas t, d'ol

Si 1'on réduit cycliquement R (xY, yx caes B) t oy figure encore ;

R (xY, C; «.e5 t) et R (b, c, .5 t) cycliquement réduits ne contiennent pas t

Or, ce résultat est inexact car R (b, ¢, ..., t) contient t.

3
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R (xy, y §B, «sos t) peut aussi avoir par Tapport aux X, y, ..., t

une longueur supérieure a celle de R (b, c, «-ss t) par rapport a b, c, R

mais cette augmentation de la longueur n'est due qu'a des symboles x. Quand
on réécrit en utilisant le symbole x pour définir les indices des nouveaux
générateurs la longueur de T (R(xy, y iﬁ, «-+s t)), tout compte fait, aura

diminué et par suite
¢ ORGY, y B, L D) < R, o .., 0).

Ainsi, le théoréme est vérifié,

APPLICATION DU THEOREME D'INDEPENDANCE POUR RESOUDRE LE PROBLEME DU MOT :

Soit G = <aps 85, ... a ; R(al, oy an) > une présentation
d'un groupe avec une seule relation définie R(al, oens an) supposée cycli-

quement réduite, et soit N le sous-groupe normal du groupe libre,

F=<a, ...,a ; 0>
n

13
engendré par R(al, ceos an)° N est engendré par R et les conjugués de R.

G peut s'écrire

G=F/N.

Soit un mot W de (A U K)*, olt A = {al, oeos an}, et on suppose

que W, cycliquement réduit, est différent du vide,

Théoréme :

La condition nécessaire pour que W soit équivalent & 1 est que

d, @/ d, (R) soit un entier ¥ i =1, ..., n.
i i

Si W est équivalent 3 1 dans G et pas dans F, c'est-a-dire W € N,

alors W est librement équivalent 2 un produit fini

€1 €q -
T1R1T11, .,...‘,TqRqquo‘:l €i=i1pouri=1, 2, vees q ;
q €; .
Wea m T, R T p7L
. 1 1
i=1

ot les Ti appartiennent & F, sont librement réduits et ne contiennent pas un

+1 . .. L .
sous-mot de la forme R—", D'ol la condition nécessaire

d (W) est divisible par d (R) ¥ le générateur a,.
i i

3
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Remarque :
Soit un mot V qui s'écrit v = S 8, Sq ol Sys 5, et S3 sont aussi des

mots ; alors s s, ou Sq sont dits des sous-mots de V.

1’ 72

Etant donné un mot quelconque W olt on veut étudier son équivalence 2

1. On commence par le test de la divisibilité, si da w)/ da (R) est vrai pour

. .

i i
tous les a;, alors le mot W peut &tre équivalent a 1 ; par contre, s'il existe
au moins un a; tel que d,  (R) ne divise pas da (W), alors W n'est pas

0 iO iO

équivalent 2a 1.

Dans le cas oit le mot W peut &tre équivalent 2 1, on va résoudre un

probléme plus général :

l'extension du probléme du mot,

Définition :

Soit A1 $ A, A1l éventuellement vide, et soit un élément

WE (AU DT L'extension du probléme du mot, c'est d'étudier la possibilité
d'exprimer 1'élément W par rapport aux seuls générateurs de A 1, et dans le
cas positif de 1'exprimer au moins d'une maniére, A 1 est appelé un sous-

ensemble propre de A;

En utilisant le résultat du théoréme d'indépendance et sa méthode

de démonstration, on peut en déduire que :

Résoudre 1'extension du probléme du mot par rapport a un sous-
ensemble propre quelconque A 1, revient 2 le résoudre Par rapport a un sous-

ensemble propre maximal B qui contient A 1, puis on réduit librement 1'élément

exprimé en fonction des termes de B.
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CHAPITRE v

ALGORTTHVES

Nous expliquons d'abord bridvement chacun des algorithmes que nous
avons programmés, la plupart avec un exemple au moins pour faciliter leur
compréhension, puis nous donnons un organigramme de chaque algorithme, cet

organigramme étant suivi du programme correspondant.

1. PRESENTATION D'UN GROUPE FINI.

Chaque groupe dénombrable est isomorphe a un groupe de transforma-
tions, lequel est isomorphe & un sous- -groupe d'un groupe 2 deux générateurs
[ [19] PP. 259] ; cecl reste vrai pour un groupe fini. Nous nous bornerons a
trouver une présentation d'un groupe fini de transformations 3 deux générateurs,
En utilisant la représentation graphique d'un groupe et le résultat de [2],

on peut trouver une présentation d'un groupe de transformations,

A partir de deux permutations quelconques de g, 5 on définit 1la
table de Cayley du groupe et d'aprés cette table on construit la matrice
d'incidence (sommets—branches) du graphe associé. Comme c'est un groupe i
deux generateurs, la matrlce est de catégorie deux [2] et sa derniére ligne
est la somme des autres llgnes restantes (modulo 2) car dans chaque colonne,
il y a seulement deux composantes de valeur 1, Soit p l'ordre du groupe.

La matrice sera d'ordre (p,2p). Comme la derniére ligne est une comblnalson
linéaire des autres (modulo 2), on peut 1'éliminer et on aura une matrice
d'ordre (p-1,2p)., Par la technique de Jordan, on peut 1'écrire sous la forme
M= [I K] ot T et K sont respectivement la matrice unité d'ordre (p-1,p-1)
et une matrice d'ordre (p-1,p+l). En partant de la matrice A = [TK I]

ot T est la matrice unité d'ordre (p+1,p+1), on aura une base de cycles du
graphe associé (chaque ligne de A forme un €lément de cette base). On
associe les relations algébriques a cette base et on aura un systéme de
relations (en général redondantes méme aprés avoir enlevé les relations
algébriques qui sont égales 2 une autre ou qui s'obtiennent par permutation

circulaire d'une autre),

Ainsi, on a une présentation d'un groupe fini,
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Exemple : Soient les deux permutations de 04

a (notée 2) (1238)—2 5 (1243)
et b (notée 3) 123,32 S 0143
La table de Cayley est la suivante : G| 1} 21 314

olt 1 et 4 sont respectivement la permutation identique et la permutation

(1234, % 2134

La matrice d'incidence (sommets-branches) est d'ordre (4,8).

MA@ L@ 6@ |6 e [ |6
1 1 1 1 1

2 1 1 1 1

3 1 1 1 1
4 1 1 1 1

b 3
4
N
a
@ |
a b (1)
3

(5)



On remarque que la 42me ligne est égale a

M(1,%) @ M(2,%) ® M(3,%).

Ainsi on peut simplifier M en M'
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MM @ G W G w | (] ®
1 1 1 1 1

2 1 1 1 1

3 1 1 1 1

Puis on aura par la technique de Jordan

W | @ ]G W@ |G |6 |1,
11 1 1 1
2 1 1 1 1
3 1 1 1 1

d'ott la matrice A = [TK, 15] =

M @D 1G] WG 16 1o 16
1 1 1
211 1
31 1 1 1 1
4 1 1
50 1 1 1 1

Les cycles de base sont :

(2). (&), V.5, (D.(2).(3).(6) , 3D et (19.(2).(3).(8).

Les relations algébriques associées sont :

aa, bb, baba, bb et baba.

En simplifiant, on obtient :

aa, bb, baba et baba.

On remarque que baba,aa = baba.

= (I,K)



- 49 -

2. RESOLUTION DU PROBLEME DU MOT.

2.1. Représentation utilisée.
El E2 en
On représente un mot a; a, eeeay » Par une suite de (couples

d'entiers) séparés par un blanc, les couples étant séparés par une virgule,

Pour indiquer la fin d'un mot, on met O O ,. Les résultats sont représentés
par une suite de la forme A i j A i' j' ... ou (i s 351", 3", ...) sont
des entiers et un couple (i , j) représente respectivement 1'indice et

l'exposant d'un générateur,

Présentation de 1'algorithme pratique du probléme du mot.

Soit le groupe
G = <at19 coes @ 5 R (al, ceos an) >

et soit W un mot par rapport aux générateurs 815 0.0 a -

W est-il équivalent 2 un ?

Pour répondre 3 cette question, on va appliquer les deux phases
essentielles (d) et (e) suivantes, successivement Plusieurs fois si cela est

nécessaire,

(d) : On effectue le test de divisibilité (cf, Ch, III) ; si ce test est
vérifié, alors W peut &tre équivalent 24 1, sinon il n'est pas équivalent

a2 1 et le probléme de décision a une réponse négative,

(e) : Dans le cas oit 1a divisibilité est vérifiée, on va essayer de réduire
le probléme du mot & un probléme ol la relation définie R' (déduite de R)
est résoluble ou vide et ceci en réduiéant chaque fois la longueur de 1la
relation définie correspondante, c'est-a-dire.en suivant le méme principe

de la démonstration du théoreme d'indépendance,

On suppose qu'il existe un énérateur a. ui figure dans R
PP q g i q g

tel que da (R) = 0, sinon le programme prévoit de faire une transformation
i
0

sur R, On calcule T(W) = W', W' appartient au sous-groupe normal de @ engendré

par A - aio (ot A = {al, coes an]).
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On décompose W' en ses formes canoniques par rapport aux sous-groupes N de N
qui ont les relations correspondantes P dont la longueur est 1nfer1eure a la
longueur de R et ol ¢ est l'appllcatlon identique. Pour chaque syllabe

Wj de W', on recommence (d) et (e) et puis on appliquera les propriétés du
produit libre et du produit libre amalgamé pour les sous-groupes N . Toutes
les autres techniques de la résolution pratique du probléme du mot, c'est-a-

dire de 1la pProgrammation, se trouvent plus détaillées dans le Programme,

Exemples :

-1-  Soit le groupe G =<a , b ; abazb > et soit le mot

-1, -1 P . P
W = aba "h ~ dont on va étudier son équivalence a un.

(d) : On remarque facilement que :
da(W)/d @® - 0/3 = 0 et db(w)/d W) = 0/2 = 0, d'olt W peut &tre
a b

équivalent a 1,

(e) : R = abazb n'est pas résoluble ; d (R) et d (R) sont différents de

zéro, ainsi on doit faire 1la transformatlon

a— x2 et by yx"3 ce qui nous donne
<ababab> DM <y p 2y by s <x,b,y ; x°bx"b,y = bx>
iy <xy;xyx My x3 >

En réduisant cycliquement x2 y x-3 x4 Yy X *, on aura :
-1
R'(x,y) = x " yxy.

En appliquant la méme transformation au mot W, on obtiendra
le mot
W' (x,y) = x y x3 x72 % y—1 ~ x° y x~2 y“1 (cycliquement),

Ainsi, tout revient & étudier 1'équivalence & 1 de W' dans le groupe

¢'=<xy;xlyxy>

(On remarque que 4(R) = 5> 4(R') = 4).
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(d) : Comme on a fait un changement de générateurs, on recommence le test

de divisibilité par rapport 2 x et y et on trouvera :

1y = 1 = ' = = P am Tyt A
dX(W ) dX(R ) =0 et dy(W )/dy(R,) 0/2 = 0, d'ot W' peut &tre
équivalent a 1,

(Le deuxieme exemple montrera qu'a ce stade le travail s'arréte, ce qui montre
chaque fois qu'on fait un changement sur les générateurs, il faut recommencer
le test).

(e) : R' = x ! y x y n'est pas résoluble, mais dX(R') =0 ; ainsi,

soit N le sous-groupe normal de G' engendré par y.

l="|' =
P < "y xy) Y_1 Y

i —i
' = T B4
Pi = (X s X y X ¥V.X ) yi_l yi et

N =< coey .V_]_s yO’ yl ce0 3 coey Pll ) P(’) 3 Pi 3y see >

2 -2 -1
"= T
W x " yx "y D)

-1
Y2 % -

Etudions 1'équivalence a 1 de Wé dans N en tenant compte du produit

libre amalgamé des sous-groupes

= < . > = 4
Ni Vi1 o Vi o8 Vi1 Y4 de N avec @ id,
On remarque que chaque relation P{ est résoluble par rapport a un

quelconque de ses générateurs.

-1 -1 1 -1
| - 1A = ' = ~
Py =¥y ¥y dloly, =y " ety =y, Yo Z Y1 Yo -

-1 -1 -1 -1
[— 1A = 1
En plus, P1 Yo Y1° d'ou Y1 T ¥, et W'~ Y1 Yo = Yo Yo ™ 1.

Ainsi, le mot W = abaulb—1 ~ 1 dans le groupe G = < a,b ; abazb >
c'est-a-dire ab = ba ; alors on peut conclure que ce groupe est commutatif, ce

qui facilite le traitement du probléme du mot pour un autre mot V de ce groupe,
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-2 - Soit le groupe

G =<a,b ; a™2 p? 572 b2 > et soit le mot

= b4 a2 b"2 a-2 b4 a-2 b.2 a2 dont on veut étudier 1'équivalence

al,
On suit la méme marche que tout a l'heure ; on aura successivement :

(@) : da(W)/da(R) = 0/4 = 0 et db(W)/db(R) = 4/4 = 1, alors le mot donné

W peut &tre équivalent a 1,

(e) : R n'est pas résoluble ; da(R) et db(R) sont différents de zéro,

On fait la transformation a——-——)x4 et b-—-;yx4 dans G et on aura :

G'=<x,y;x'4yx4yx-4yxay>

bty b8l b -l 8 4 4 4 g
YEYXIX YX Yy Tx y x yx oyxyxtyxdy

-4 -1 8
X 'y x

et W'

(a) : dx(W')/d [®'") = 16/0 n'est pas divisible et par suite on conclut que
X

le mot W' (donc W) n'est pas équivalent a 1,

3. LANGAGE DE DYCK.

Pour cet algorithme trivial, nous renvoyons 2 1'or anigramme qui
g y ganlg q

précéde le programme.






ORGANIGRAMME DE LA PRESENTATION D'UN GROUPE FINI

DEBUT

On donne deux transformations

l

On construit le tableau G du groupe engendré
Par ces deux transformations

On construit la matrice d'incidence
sommets-branches associée

i

- 2

On la rend sous la forme (I,K)
par une technique de Jordan

|

N 2 -
On construit la matrice A =~[KT:gI]

i

e

On 1lit les cycles de base 2 partir de 1la
matrice A en lisant seulement les composantes
unités de chaque ligne et ligne par ligne

l

%

On leur associe les relations algébriques

]

On simplifie ces relations







"®C: PROC OPTICNS (MAIND 3 - ai-

PRESGRO: PROC CPTIONSIMAIN) 3
CCLUINsNL¢N2,T3J9Ks0L4C1,C2) DEC FIXED(3) ;
DCLUALPHA,G) (N2,N2) CEC FIXED(3) CTL
DCL BETA(N) CEC FIXED(3) CTL ;

GET CATA(N) ; N2=1 ; .

D0 I=2 7O N ; N2=N2%1 3 END 3

ALLOCATE ALPHA,G,BETA ;

ALPHA,G=N 3
Do I=1 TO N 3
DO K=2 TO 3 3
GET DATA(N1) ; DC =1 1O N1 ;

GET LIST(IJ) ; ALPHAI(K,I)sJ 3

END ; END ;

/% CPEST LA CONSTRUCTIGN DU PREMIER GENERATEUR ALPHA(K,*)} %/
PO I=1 YO N 3

IF ALPHA(2,1)=0 THEN ALPHA(2,1)=1
IF ALPHA(3,1)=0 THEN ALPHA(3,1)=1
END3 G(lel)=135 N1=2:

C1,C2=32 ; /% 3 EST LE NOMBRE DES ELEMENTS DU GROUPE AU DEPART ¢/

RECOM: PUT LIST('LE GROUPE N''EST PAS ENCORE DEFINI®*); PUT SKIP(3);
Do I=1 70 C1;

DC J=1 7O C13; ‘
TF i!(NI)S(J<N1) THEN GGTO EXTER;
DG L=1 TO N
BETAIL)=ALPHA{ I, ALPHA(J,L))
END
DC K=1 TO €23
DO L=1 TO N3
. IF BETA(L)w«ALPHA(K,L} THEN GOTO NOUVEAU;
END;
GlI,Jd)¥=K; GCTO EXTER:
NOUVEAU: ; /* TESTER L*EGALIYE POUR UN AUTRE ELEMENT =*x/
END;
C2=C2+1;
DG L=1 TO N3 ALPHA(CZ,L!*BETA(L), END;
Gli,Ji=C2 ;

EXTER: 3
END ;5 END 3
IF C1 -= C2 THEN DO ;3 N1=Cl+1l;

C1=C2 s GOTO RECCM ; END

/% LE GROUPE G EST DEFINI MAINTENANT PAR UN TABLEAU *)
PUT PAGE ;

DC K=1 TO C2 ;

Do I=1 TO N v

PUT EDIT(®ALPHA({ " ,K,* Pel =" ALPHA(K,T)Y(A(6),
F!?);A(l’eF(EIrAfZ)aF(Z)l H

PUT SKIP 3

1]

ALPHA{1,I)=1 ; END ;

w»e we
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FROD OPTICNSIMAING -0}

ERD 53 2UT SKIP{3)

END § PUT PACE g

f¥ TMPRESSICN TU TABLEAU DU GROUPE =%/

PUT EDTIT(*VOICI LE GROUPE ENGENDRE PAR LES GENERATEURS 2 ET 3 DEFINI‘

CILDESSUS®*ICA) ; PUT SKIP

PUT EDIVIET REPRESEATE PAR LE TABLEAU G1'){A) ; PUT SKIP(2) ;
PUY EDITCY  Fel(Aa(2)y

00 i=1 Y0 €2

PUT EDIT(® Tey(atser)

END 3 PUT SKRIP 3

PUT EDTTI*GLI®I(ALZYY 3

00 Isi YO 22 3

PUT EDITET 9 J o 3(F(3),A(1)) 3

END ; PUT SKIP

DO 1=1 Y0 €2 ;
PUT EDITLY__le2{at2)y ;

DN J=1 TO C2 ;

PUT EDITO___1'3LAL4YY _
END 5 PUT SKIP ; PUT EDIT(T,*1*)(F(2),A(1)) ;
DO J4=1 YO C2

PUT EDITIC(I ), 1¢)(F{3),A(1));

END 3 PUT SKip

END 3
PUT EDITOO__JYi{at2yy;

DO J=1 TO €2

PUT EDITL___T*3(At4a));
END; PLT 3KIP;

MATINCID: BEGIN; /% CCNSTRUCTION DE LA BASE DE CYCLES */

£% PUIS QEDUCTISN UES RELATIONS DEFINTES DU GROUPE ASSOCIE */
UCL CHI CHAR({4);
DCL (L1,L3404,12,42) DEC FIXED(3)
OCL LIG(2#%C2) DEC FIXED(32Y ;
OCLIC3,C4,4K1,K2,K3,REF,REP,REP1,41) DEC FIXED{3} ;
DCL €5 DEC FIXEC({3,2) 3
OCL MISB(C2,2%C2) CEC FIXEDI1} ;
UCL SOMISB(C2-1,2%C2) DEC FIXED(1) ;
OCL VECTL{2#C2) CEC FIXED(1) ;
OCL VECTC(C2-1) DEC FIXED(1} 3
DCL MATTR{CZ+1,2%C2) DEC FIXED(1)} 3
#% MISB ESYT LA MATRICE DYINCIDENCE SOMMETS BRANCHES *7
/% VECTL RESP. VECTC SCNT DEUX MATRICES A UNE DIMENSINN #*/
/% POUR MANIPULER MISB PAR UNE TECHNIQUE DU JOURDAN */
/% MATTR EST LA TRANSPCSEE DE MISB APRES MANIPULATION %/
DCL CAY CHAR{E)Y
DCL (CA,CARY,CAR2) CRAR{240)} VARYING ;

CCL TABCHA(C2+41% CHAR{120) ; -
/% L1G EST UNE PATRICE LIGNE QUI PORTE LES NOMS DES ARCS DU GRAPHE */



SGRC: PROC CPTICNS(MAIN) ; -03-

/* ASSOCIE AU GROUPE DEFINT CI_DESSUS DANS L'ORDRE DE LEURS *x/
/% APPARITICNS DANS MISB,SOMISB ET MATTR */
/* LES ARCS DU CRAPHE ASSCCIE SONT NOMMES DE LA FACON SUIVANTE @ */
/% SQIT UN ARC C'ORIGINE I EYT D'EXTREMITE J,SI J=IA ALORS ON LUI x/
/% ATTRIBUERA LE NCVM {2#%1) SINON,C_A_D. SI J=IB,ON LUI ATTRIBUERA *,
/% LE NCM [2%I-1) %/
C3=2#Cz ; DO I=1 TC €3 3 LIG(I)}=1 ; END ;
PUT EDIT{*MATRICE LICNE DES BRANCHES') (A} ;
PUT SKIP ; /% MATRICE DE L'ORDRE DES ARCS #/
DO 1=1 YO C2 ;
PUT EDIT{YLIGT® T, )=, IGITI}VLA(&)F(3),A(2),F(3));
PUT SKIP ; ENC o
/% RECHERCHE DES CYCLES DE BASE POUR EN TYRER */
/¢ LES RELATICNS DEFINIES DU GROUPE =%/
MISB=0 ; DC I=1 TO C2 ;
MISB(T ,2%T ), MISB(G(T42},2%T)=1 3
MISBII,2%7—1),MISBIG{T,3},2%1-1)=1; END; PUT PAGE;
PUY EDIT{*MATRICE D**INCIDENCE SOMMETS BRANCHES MISB*1(A);
CH1='MISB*; L3=C2; L4=C3;
CALL IMPRYM{CH1,L3,L4,FI58);
PUYT EDIT('CN REMARCUE QUE LA DERNIERFE LIGNE EST LA SOMME DES AUTRES
MODULC 2°*3{A} ; PLY SKiP ;
PUT EDIT{*CONC ON PEUT LYFELIMINER'}I(A) ; PUT SKIP ;
C4=C2-1; I=1;
DO WHILE(I <= C&) 3 Ki=T1+13
RET: IF MISB{I,1)=0 THEN DD ; 12=142 ; C5=LI1GI(1})/2
TFICEILI{CSI=FLOGRICS)Y THEN J1 c3 :
ELSE J1=C3-1 3
DO K=J1 YO 12 BY -2 3
1IF MISB(I.K)=! THEN DO 3 VECTC=0 ;
LO L=1 TO C4 ; VECTCIL)=MISBIL.K) 3
MISBIL K)=NFISB(L,T) 3
MISBIL,T )=VECTC(L) 3
END 3 L=LIGI(TIY ;5 LIG(IY=LIG(K} ; LIG(K)=L
GO TC RET; ERND:
ELSE IF K=Y2 THEN DO ;
/% CN PERMUTE LES LICNES I ET C4 */
DC J2=1 7C C3 ;
MISB(T1,J42)=MISBI{C4,2)
END END
DC J4=1 10 C4 3
1F (J=1 | MISB(J,I31=0) THEN GO TO AUGM ;
CALL SCMMCD2{MISBE(I,*}, vISBcJ.*) VECTL);
DC ¥K=1 10 €3 :
MISB(J.K}=VECTL(K} ; END ;
AUGM 2 s END '
I=1+1 3 ERD PUT PAGE;

L)

e

END; C4=C4-1 ; GO TO RET ; END ;

we ®e



inRCe PROC OPTICNS{MAING 3 - Bl

PUT EDIT{*FATRICE DY ¢INCIOENCE, SOMMETS BRANCHES MISB,MISE SNUS LA £
ME SUIVANTE® (A} § PUT SKIP
PUT ELIT{*PAR UNE TECHNIQUE "DE JORCAN®I(A) ; L3=L3-1 ;
CHI=*SCMI®; L3=C2-13
Do =1 IO L33 O J=1 7O L4
, SOMISREY , Ji=FISB(I,J)s END; END;
CALL IMPRIS(CHILL3 sL%4e SCMISBY
PUT SKIP o Jlal T €3
PUT EOITILIGE Y, 0L, %)= .LEG(JI)%(A(#).F(B) Al2), F(3)) H
PUT SKIP 3 END 3
MAYTR=0 ; :
7% ON YA TRANSPOSER LA MATRICE MIS8 %/
pe Jd=3y ¢ Ca ;
DO L=C2 TO C2 3
MATTR{L-C4,Ji=MISBILI,LY ;
END ; EKD 3
DC L=C2 YC C2 3
MAT?R(LoCégL)ml : END 3 PUT PAGE ;
PUT EDIT(*MATRICE TRANSPOSEE DE MIS8 0U CHACUNE DE SES LIGNES EST Ut
ELEMENT® (A} PUT SKIP ;
PUT EDIV(*CE LA BASE DE CYCLES*)Y(A) ;
CHLI="MATT®; L3=(243; L4=C3; :
CALL IMPRIM{CHL,L3,L4,MATTR); C4=C241;
/% RECKHERCHE DES CYCLES DE BASE */ :
PUT EDITL'ON &'9C4.'CYCLES DE BASE'I(A(k);Ft3!,X(31'A(14)) H
PUT SKIP; ,
DO 1=1 YO C4% ; CA=v®% ; TABCHA(I)=t ¢+ 12=1 H
DC J=1 TO C3 3 - :
IF MATTRII,J)=0 THEN GOTO AUTRE H
CAl=LIG{J} 5 K=1 3
DO HHILE(SUBSTR{CAL,K,10=% *} 3
CA=CA 1] te® 11 SUBSTR(CAL.K} 3
AUTRE: ; END ; -
CARL,CAR2m® 5 JeN=2 ; L1=0 3
DO WHILE(SUBSTR{CA,N,11~=",%) ; N=N+1 ; Ll=L1le¢1l 3 END
CARI=CARY [ | SUBSTR{CA.Je¢L1} s N2=LENGTH{(CARLl} 3
CARZ2=CAR2 || SUBSTR(CA,N} 3 Ni=SUBSTRICA,J,L1)
L=0 3 C5=N1/2 ; L3=LENGTH(CARZ)} 3
CIF(CEIL(CS)=FLOOR{CS5)) THEN DO 3 K1=N1/2 3
K2=G{K1s2) 5 REP=] : END 3 . _
ELSE DO ; K1={(N1l+1}/2 3 K2=G{K1,3) 3 REP=0 ; END 3
CARZ=CAR2 1] v.¢ 3 : ‘
DO WHILE{L<LZ)Y 3 JI=K2 ; J2=K1 ; N=J ; L1=0 3
00 WHILE(SUBSTR{CARZ,Nyli~=?,%} 3 N=N+1 ; Li=L1+]l § END
" N1=SUBSTR{CARZ;JsL1) ; C5=N1/2 3
IF{CEIL(CSI=FLCOR{CSE) THEN DO 3
K=N1/2 3 K23=G(K,2} ;3 REPl=1 : END ;

K=K+l ; END ;

-e

L L]



SGRC: PROC OPTICNSIMAINY -ag -

/t
/%
/*
7%

/%
./*’

2
1%

/%

ELSE DC 3 K=(N1+1)/2 ; K3=G(K,3) ; REP1=0 ; END ;
IF(K2=K | K2=%3 | K1=K | K1=K3) THEN DO ;
CARLI=CAR] {| SUBSTRICAR2,1,L141) ; L=LENGTH(CAR1}~-N2 H
CAR2=SUBSTRICARZ M) : ;
IF(K=K2 | K2=K3)} THEN DO 3
. IF REP=0 THEN TABCHA(I}= SUSSTR(TABCHA(II,I:IZ! Il *BN?
: ELSE TABCHA{I)=SUBSTR(?ABCHA(I).l 12) 11 'AN'
END 3
- ELSE DO ; ,
IF REP=0 THEN ?ABCHA(I)=SUBSTR(?A8CHA(I)y1:!2) It 81
ELSE TABCHAtxsssuasvn(TAaan(13.1 12) 11 *ATe
CENC ; 12=12+2 ; REP=REP1 ; K2=K3 ; Ki= K ; END
ELSE B0 ; CA=SUBSTRICAR2,J,L1) . ‘
CARZ2=SUBSTRICAR2,N) 1} CA I} *.* ; END :
END ; CA=(CAR]

e we

ws we

K EST L'ORIGINE DE L'ARC QU'ON PARCOURT A CET INSTANT */
K1 EST L*CRIGINE DE L'ARC PRECEDEMMENT PARCOURU */
K2 EST L*EXTREMIYE DE L*ARC PRECEDEMMENT PARCOURU - *®/
‘K3 EST LYEXTREMITE DE L'ARC QU'ON PARCOURT A CET INSTANT ‘ x/
J1 ET J2 SCAT CCOMME K2 ET K1 RESP. L*EXTREMITE ET L ORIGINE RESP.*/

DE L'ARC PRECEDEMMENT PARCNURUY 4
REP ET REP1 SCNT CEUX REPERES QUI ONT LA VALEUR 0 SI L‘ARC */
PARCOURU CORRESPCAD AU DEUXIEME GENERATEUR ET LA VALEUR 1 St */
CYEST LE CCNTRAIRE . REP REPERE L 'ARC PRECEDEMMENT PARCOUR') */
PAR CCNTRE REP1 REPERE L'ARC PARCOURU A CET !NSTANT . */

IF{K1=J41 | K1=J2) THEN DO ;
IF REP=1 THEN TABCHA(I)=SUBSTR{(TABCHA(I),1,12) |]| 'AN?
ELSE TABCHA(I)=SUBSTRI{TABCHA(T),1,12) 11 YBN' ; END-
ELSE DO ;
- IF REP=1 THEN TABCHA(I)=SUBSTR{TABCHA(I),1,12) || 'AI'
ELSE TABCHA(I)=SUBSTRUTABCHA(I},1,12) {] *BI* ; END;

-

PUT EDIV(LE CYCLE CE BASE®y1,%EST LE SUIVANT?)

(AC16),F(2},x02),8(04)) 3

PUT SKIP ; PUT EDITICA)J(A) 3 PUT SKIP ;

END ; PUT SKIP(2) ;

PUT LIST{®LES RELATICNS ALGEBRTQUES ASSOCIFES SONT LES SUIVANTES"),
DO I=1 TO C4; PUT SKIP;
PUT EQIY%I:?ASCH&(I))(F(B)o!(??:h?. END; PUT PAGE;
PUT EDITV(*RELATICNS CORRESPONDANTES DE BASE')(SKIP,A)
‘PUT SKIP 3 . REF=1 ;
PUT EDITU LA REF,
*RELATION DE L°*ENSEMBLE GENERATEUR EST LA SUIVANTE:?)
(202} 4F(3),X(2),Al51)) 3 PUT SKIP ;
. PUT EDIT(TABCHA(1})(A) ; PUT SKIP ;
0O I=2 YO C4 ; €0 J=1 TO REF ;
I7 TABCHA(T)=TABCFA(J) THEN GO YO AUTRECH ;
END ; REF=REF+l ; :



GRE: PRULC DPTICNS(MAINY -0 -

- PUT EDIT{*LA®,REF,
SRELATICN DE L°'ENSEMBLE GEMERATEUR EST LA SUIVANTE:') -
(AL2) o FU2) ,X{25,A(S1}) 3 PUT SKIP
PUT EDIT(TABCHA(IYI(A} : PUT SKIP ;
AUTRECH: ; END3
PUT EDIT('LE GFOUPE EST REPRESENTE PAR LES GENERATEURS A ET B C-A-N. ¢
ET 3*)(A) 3 FUT SKIP ;. ,
PUT EDIT('DEFIRIS CI_DESSUS ET LES RELATICNS DEFINIES ET ECRITES CI.
DESSUS®I(A)
© - /% PROCEDURE PCUR CALCULER LA SOMME MODULO 2 #/
- SOMMOD2: PRPCCUVECT1,VECT2,VECTL);
CCL{VECT1,VECT2,VECTLI(C3} DEC FIXED(1);
DCL Il CEC FIXED(3);
00 Ii=} TN C3 ; '
VECTLCI1}=VECT2(T1)+VECTL{IL1);
IF VECTL(I1} > 1 THEN VECTL(I1}=0 ;
END
END SOMMOD2 ;
/% PROCEDURE PCUR IMPRIMER LES TABLEAUX */
IMPRIM: PFCC(CH1 L3:L&,TABR};
DCL CH1 CHAR(&);
DCL (L3,L4) DEC FIXEC{2};
: 'DCL TAB(L3,L4) DEC FIXED(I).
PUT SKIP(2);
PUT EDIT(* - 1e1¢A) , .
DO I=1 YO L4 ; PUY EDIT(® [*)(A) 3 END ; PUT SKIP ;
PUT EDIT(CHI}T*1*)(A}; '
DO I=1 TC L4
PUT EDIT(LIGIT), "1} (F{2),A(1}) ; END

: PUT SKIP ;

PUT EDIT(*————|*)J(A) 3 DO I=1 YO L& ;

PUT ED!TC'-—!')(A! ;s END ; PUY SKIP ;

DC Js1 TC L3

PUT EDIT(J 1" I(Fla},A(L1});

DO I=1 YO L4 _ :

PUT EDITITAB(JI,I) i) (FL{2),A(1)) 3

END 3 PUT SKIP ; :

PUT EDIT(®—=—1*)({A} 3 DO 1=1 TO L& ;

PUT EDIT(®*~-{*}(A) ; END ;.put SKIP END ;
END IMPRIM;

PUY SKIP ;

PUT L!ST(’FIN DU TRAITEMENT DU PROBLEME DE LA PRESENTATION D**UN GR!

PE FINI®)3 PUT SKIP;

END MATINCID;
END PRESGRO



LE GRCUPE N'EST PAS ENCORE DEFINI -0~

LE GRCUPE N'EST PAS ENCORE DEFINI

BLPHAL 1, 1= 1
ALPHAL 1, 2)= 2
ALPHAL 1, 3)= 3

ALPHAL 2, 1)
ALPHAL 2, 2)
ALPHA( 2, 2)

W = N

BLPHEC 2, 1)=
ALPHA( 2, 2)=
ALPHA( 3, Z)=.

N W

ELPHAL 4, 1)=
ALPHAL 4,4 2)=
CALPHAL 4, )=

=N W

ALPHAL
ALPHA( €
ALPHA {

AN AN N
ne
. >~
L]

N ) -

BLPHA( 6, 1)=
ALPHE( €, Z)=
CALPHA( €, )=

N
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¥OICTI LE GRCUPE ENGENDRE PAR LES CENERATEURS 2 ET 3 DEFINIS CI_DESSUS

€V REPRESENTE PAR LE TABLEAU €1
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SUIVANT

EST LE SUTVANT.
EST LE SUTVANT
EST LE'SUIVANT
EST LE SUIVANT
6 EST LE SUIVANT
EST LE SUIVANT

3 EST LE

1
2
5
7

CYCLES DE RASE

5
11
LE CYCLE DE BASE

Lo -
CYCLE DE BASE

2.9.10
LE CYCLE DE BASE

-

7
CYCLE CE BASE

1edeGe€
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97
LE CYCLE DE BASE
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LE CYCLE CE BASE 4
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LES RELATICNS ALGEBRIQUES ASSCCIEES SGNT LES SUIVANTES:

1 BIANBIAI

2 -ETRIAT

3 ANAN

& EIANBNATBI

5  ETANBIAN
6 ANBMNATEN

T AN AN

RELATICNS CORRESPONDANTES CE EASE

LA 1 RELATICN DE L'ENSEMBLE CENERATEUR EST LA SUIVANTE:
BIANBIAL : ‘

LA 2 - RELATICN DE L*ENSEMBLE GENERATEUR EST LA SUIVANTE:

‘BIBIBI

LA 3 RELATICN DE L*ENSEMBLE GENERATEUR EST LA SUIVANTE:
ANAN '

LA 4 RELATICN DE L'ENSEMBLE GENERATEUR EST LA SUIVANTE:

BIANBNAIBI ‘ ,

LA 5 RELATION CE L'ENSEMBLE GENERATEUR EST LA SUIVANTE:
BIANBIAN

LA 6 RELATICN DE L*ENSEMBLE GENERATEUR EST LA SUIVANTE:
ANBAMAIEN : : :

LE GRCUPE EST REPRESENTE PAR LES GENERATEURS A ET 8 C-A~D. 2 ET 3
DEFINIS CI_CESSUS ET LES RELATIONS DEFINIES ET ECRITES C1_ DESSUS
FIN DU TRAITEMENT DU PROBLEME DE LA PRESENTATICN D'UN GROUPE FINT.

o

L

Guorle amsetiv) o b opeentle.
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ORGANIGRAMME DE LA REDUCTION LIBRE (LANGAGE DE DYCK)

EBYU

On lit une carte et on la stocke dans un fichier

t

On met dans la partie gauche d'une certaine pile
1'indice i d'un générateur et
dans la partie droite son exposant

]
4

|

On lit chaque fois un générateur et son exposant
sur la carte déji mise dans un fichier
et on réduit librement au fur et 3 mesure

hd

Une fois quand on termine la lecture
on réduit cycliquement le contenu de la pile

oui

+ 4

On écrit : mot
équivalent a 1

3

On écrit

son contenu

]
v

S .-u._b ;
Y

On recommence pour
un autre mot

YIN
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DOn2  STMY SOURCE STATEMENT

3 ANALYZ  OSECT
4 USING ANALYZ,12
6Cac 5 STM  14,12,12(13)
& LR 2,13
7 LR 12,15
Q4rc 8 LA 13, SAVE
Heng 3 ST 13,8(nN,2)
el 10 ST 244(0,13) :
11 OPEN  (LECTUR, INPUT,ECRTIT,WTPUT)
gT50 17 NCH L 49=A{PILE)
20 LR 5,4
2778 21 SH S9=H'2?
0154 22 L 69=A(FINPILE)
23 GET  LECTUR,CARTE
GiDs 23 LA 2+CARTE
29 MVI  ERPSW,X'D?
3:) MVI  LIGNE,C'
0258 3 : MVC  LIGNE+1(79),LIGNE
32 NCUVEL  CLT  0(2),C*
0060 33 BNE  NVIRGL
01es6 34 BAL  11,AVANC2
0050 35 B NOUVEL
36 NVIRGL  CLI  0(2),C*,!
€38¢ 37 BE I MP
0104 38 BAL  11,DECBIN
0758 39 c Ly=Fr1?
GnFC 4 BL ERRCH
0715¢C 41 c 1,=F1254"
60FC 42 BH ERRCH
N 43 - BCTR 1,0
0610 44 STC  1,NUMSYMB
_ 45 CLY  ot(2),c',
O0EC 46 BE ExPOSl
- 47 CLI  o(2),Cr ¢
O0EC 43 BE EXPNSY
, 49 CLI  0(2),C'+:
00 A 57 : BE FXPOPLUS
' 51 CLI  0(2),C'~-0
00CA 52 j BE EXPCMNIN
0174 53 BAL  11,ERRPRT

0164 54 B FBLANC

G186 55 EXPOPLUS BAL  11,AVANC?

0104 57 BAL  11,DECBIN
0758 58 c »=F11"
00F4 59 BL ~ ERREXP
0760 69 c 1,=F1127"
DCF4 €1 BH  ERREXP
0611 62 STC  1,EXPVAL
H2e0 63 - B EXPOS
D186 64 EXPCMOIN BAL  11,AVANC2
0104 65 BAL  11,DECBIN
0758 66 c Ly=F'1"

fOF4 67 . BL ERREXP



t174
bi16a

050
136
164
768

reai
CT4C

STMT

63
€93
70
71
12
73
14
75
76
77

71

79
23
31
£2
83
£4
as

36

83
129
9%
91
¥
13
<4
95
<4
57

Qg

1an
121
102
163
104

105

1co
1c7
103
103
112
111
112
113
114
115
116

117
113
119
129

SOURCE STATLMENT

EXPCSL
EPREXP
ERRCH

CECTIN

DECRCUC

CECBRET

CECRRETA
Fr
FRCHIF

FRLANC

gEFaeny

ERRSW

AVARC?2

c
8H
Lce
STC
s}
uy ]
B

BAL
A

BAL
A

ST
SR
cLt
BL
cLr
BH
IC
S

BAL
LT
81,
cLl
Ak
MH
SR
TC

AR

LR

AR
s
bC
BAL

CLI
A
BAL

AR
MWIT
531
nR

CS
LA

BLR
pPUT

1y=F*1289
ERREXP

Iyl

1+ EXPVAL
EXPLS
EXPVAL, X1

EXPCS

11,ERRPRY
FRLANC
11.ERRPRT
FBLANC
11, DECBRETA
343
D{2),Ctre
FRCHIF
{2),Ct
ERCHIF
31,0(02)

3¢ F0O

11,AVANC?2
A{21,C'00
DECBRETY
nt2),Crat
DECRRET
Ja=H'L)?
1,1
1:0(2)
14F0

3a1
JFCBNUC

1,3
11,DECBRFTA
11

=
A{X*FDY)
11,ERRORT
FBLANC
N{2y,C* ¢
NOUVEL
11,AVANC?2
FBLANC

- b2 —

Yy=A(LIGNE-CARTE)

3,2
N{3),Cr4
ERRSWeXYFF?
11

C

29102)

" 2,=A(CARTE+72)

11
ECRIT,LIGNEL



ror2

100
w1eo

€258

¢1D%

?ﬁﬁﬂ»

OILE

(000
1352
K611

pelR 1

F018
W&QI
{OIS

gclsv"

§760
1336
h176
6333

£

384

€174

tesn

3001
€364

£36F

T
D

2

N3

42358
610
Cert
L43E
"cso

- b3

SCURCE STATEMENT

AVANCG
LIGNEL
CARTE

LIGNEZ
LIGNE

' EXPCS

‘giéavﬁa'ﬂ

REMPLAC
TRISER

PILCEB

MISENPIL

THDPREY

cLe
-1
PUT
MY1
MVC
GEY
LA
BR
h]e
DS
be
BC

- pS

111
™

BNL

MvC
BAL

LIGNE(81),=CL8N ¢
AVANDS
ECRIT.LIGNE?2
LIGHE.CY ¢
LIGNE+1{79)4LIGNE
LECTUR,CARTE
2,CARTE

i1

ca [

GL.ag

53C¢ ¢

ﬁ' 9

cL8¢

S3y ¢

ERRSH, X'FF?*

NOUVEL
5S¢

CMISENPIL

NUMSYMB,0(5)

THISEH
1, EXPVAL

1s32=8
1:32-8
315145}

3,32-8

3,32~8.
13 :
Le=F®127°
EXPOVER
Le=Fi= 128"
EXPOVER

1.1

REMPLAC

5¢=HY 2V

IMPRET o
ECRIT,=CL133% DEBORDE EXPY
11,EPRPRT '

ERRSH, X'FF Y

NOUVEL

1+8(3)
IMPRET
5¢8
MISENPIL

ECRIT.=CL133* PILE DEBORDEE’

ERRSHX'FF?
NOUVEL

S:2(¢5)

56

PILDEB )
DE1.5) HUMSYMA
1{1:5):EXPVAL
11,IB2ILE
NOUVEL
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Dol TN SOURCE STATEMERT

T8 ERRSH,X*FF¢

5in BRI ERRCHAN
LR 2.5

S 3w
CR 304

ile) BMR  THPEND
202 CLC  011,6},0(5)
2¢z BNE  [MPEND
204 SR igl
dos SR 353
26 ic IRPELY
257 SLL $492-8
208 SRA 1,328
359 1€ 39115}
210 SLL 3,32-8
211 SRA  3,32-3
212 kR ie3
213 C 1e=F®127°
214 BH IMPDER
2ie G LemF tm 1280
' 216 BL 14POES
08sr 217 . AT PR Y
e 21 SH Sg=mHe 2w
| 2.9 CLTR 1,1
04ne 22 BNZ IMPEND
ngor 2231 LA %,2054)
€254 222 ) 1MPRED
223 TMBDED  PUT  EGRIT.=CL133* DEB EXP*
228 01 ERRSH; X*FEY
TLEr 728 B HCH
220 IVPEND  PUT  ECRIT,.LIGNEL
ezt 233 BAL 11, IMPILE
ooz 236 8 NCH
277 ERRCHAN PUT  ECRIT,LIGNE2
242 PUT ECRIT,=CL133?" ERPEUR DANS CHAINE ¢
s .. BT ERRGH.X'FF*
g2z 248 B NCH )
SED 2<% IBPILE ST Us1L,IMPSAVE
253 - CRr 504
£eZs 2%1 _BL  INPVIDE
252 LR Tes
, 2 53 5 LIGHDUT,.CY
(544 254 C MVYC LIGNOUT+1(132),LIGNOUT
85%%  23% LA 9,LIGNOUT+]
256 ITMPN SR 1el
tecng 25y Ic L 087
0001 258 LA 1,1¢0, 1)
Lann 257 €Yo 1.857MBD
269 SR 1yl
oL 281 LI Lum
€18 262 SLL 1432-8

0T 263 SBRA 1,32-8
500 264 CC¥D  1,EXPD
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gic

anc

STRT

"i#gs’f

i POIS AR NS Pt l :

B N D O f fiod
T W G~ G s

3

N i
i)

285

439

441
G442
4473
HL4
445
444
447
HEs
449

C SOURCE STATEMENT

IHPLAY

IMpYIDE

IMPERET

SAVE
LIGKOUT
SVHED
EXPO

, TPPSAVE

NUMeYMa
EXPYAL
LECTUR

> ECRIT

FININ

My
EHIE
11
MY
LTR
fedeil
%VI
EPY,
01
VI
LA

9

oL

RUT

LA
HYT
MYC
LA

cr

BHM
PUT

PUT

CLOSE
LM
BR

LTORG

Gi{s,Liars
T3,9) . 8YMBDeG2)
{9 H¥FOY?
£iB)eCteF
i?} - V .
@ﬁﬁ
*‘w;ecg,—i
§§3@?§tEXPD*6§2)
TLI) X ENS

SR TLI M
9:9£0,9)

$.=4{LIGNOUT+133-9)
Y%Psht

TRIV,LIGNOUT
LICGHNDUT,Cv o
LIGHROUT+1(132),LIGNOUT

?33-( 3?,

745
THPR

ECR T, LIGNOUT

‘{E %?y" ?“’

ECRITy=CL133' MOT EQUIVALENT A ¢
511, TEPRAVE

DONAME= LECTQLRECL*@GvEODAD=F!N!N.DSORG'PS'_
BLEGIZE=80+MACRF=GM,RECFM=F

DORANME= IMPRI,LRECL=133.BLKSIZE=113,RECFH*FA,DSORGSP‘
BACAF=DH

'ﬁCRYTo~CL133‘ FIN DE FICHIER EN ENTREE'

1 n:*.: TUR+ s ECRIT)
1344013}
2:12:28(13)
149120413}

s

=Gl agy v
=A(PILE}
=A{FINPILE}
=F1ye
mveét'ﬁe
=EEI AT

=EE oL vaE
«agi*“w&ubAReE¥
=AECARTEST2Y

e I et L



[CR2  STMT

459
%51
452
453
454
455
456
457
458

480
4€1
4£2

uaYCE

- FINFILE

SCURCE STATEMENT

EQU
END

- b (-

=A{LIGNOUT+133-9)

=t 2

=H* 10 t

=CL133* DEBORDE EXP!

=CL133* PILE DEBNRDEE!

=CL133* DFB EXP*

=CL133*' ERRFUR DANS CHAINE
=CL133* MOT EQUIVALENT A 1°¢
=CL133' FIN DE FICHIER. EN FENTREE!

1000F 0
*



&{CE4(C1 xq
- EOT EQUIVALENTY A 1

5 S=-1,

ROV ECQUIVALENT A 1
2001¢( ¢

Iy

20912001
A004+CCY

ACC4+4¢(C3

ACC&+CL 2
4 442 4-1,

ALC4+002
AC44CC1 _ ‘
ECC4+( (1 ACCS=Q01
ACC4+( () ACC5-001 AN04-CC1
4 Sl 4e1,

ACrS5-CcC1
2001+COY .

ACQ1+(C1 ACO2+n0 ,
AQQ1eC LY ACC2+001 ADO34001
122,
AQGIQ(QI AGﬁZ#QﬁI AQGB*@GI
ACl2~ (Cl N
BOT EﬁUIVALEﬁ? A lww

i2-1 12 ,
07 EQUIVALENT A 1 g
AClz+0CC1
¥OT EQUIVALENT A 1

12 12-1,
HOT EQGIVALENT A l
A012+C01 o
ACl12¢CC1 AGCIQQQZ ,
ACL2+0(1 AOC!+002 Aﬁl?—”(l
12 1+2 12-1:
2071+0C2
4001 ¢C01
A0N1+CC} ACII =001
3001+{€1 53114001
ACO]*CCI ACII*G”I AQOI 001
1 ll'l 1102 E'It;
ﬁOll*fCI '
AQ12eC0Y

401z+CC1 AOl’+002
AOIZ#(CI 5513-003
A012+(Cl AC13-002 ANN1-A(2
AD12+€C1 AGIB-QGB AﬂOl-GO5
AGlz+((C1 ACIB*OO’ ANNO1-NCS Af12-0C4
12 13+2 13-5 }-2'4-3 12*4:;
AOIZ*CC3 A013~003 AOOI-OCS

FIN DE FICEIER EN EﬁTQEE
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ORGANIGRAMME DE LA RESOLUTION DU PROBLEME DU MOT D' UNE PRESENTATION
D UN _GROUPE AVEC UNE SEULE RELATION DEFINIE

DEBU

sy

On 1lit le nombre de générateurs et la relation définie R

oui

§ 4

On la résoud / a ce géné-

rateur a, et on exprime

ai et a, en fonction des
autres.

+'C

On lit un mot W et on rem-
place a, ou a, par sa va-
leur puis on réduit
librement. Si on obtient
le mot vide,alors le mot
est ~ a 1, sinon mot non
~al,

?

On teste si
cette relation est

résoluble { a un de

ges générateurs a,

P
£Nonh‘_clz> 4

On lit un mot W

<4 et teste la
Mot non équi-

\\\Q&Ziifblllt

valent a3 1 Ou1

On recommence Pour un
autre mot en

Existe-t-il \\x\\\
un générateur a,

Yny
/ Non

¢

o

Le mot W' (par suite W)
est non ~3a 1,

. i
On falF la tra?s tel que d (R)=0
formation mention- .
. ' 1
née dans 1l'algo-

rithme pour R et Y
W et on obtient
R' et W',

de nouveau la ?

v

On teste

divisibilité

+r0ui
>—




- ¢ ITI -~

(?—+
s

On réécrit la relation R ou R' et W ou W'
par le procédé de réécriture T (TAU)
et on aura la relation PO et le mot W0

B

B e

On décompose le mot W_ en syllabes
et on étudie 1'équivalence a1 de chaque syllabe
en suivant le méme chemin de tout & 1'heure
et en tenant compte du produit libre et du produit libre
amalgamé des sous-groupes Ni

—HD—¢

4

f

On recommence pour un autre mot en (:)

FIN



ROEQUI: PROC OPTIONS{MAIN) 3 -Ci-

PROEQUI: PROC LPTIJNS(MAIN):

/e #*."QO*.61#‘!#*4#"43#t************#***##**t**********#****
»

/% *
/% %
VA

CE:PRCGRAHHE PERKET D*ANALYSER L& PRGBLEME ouU MaT.

*
*

VA ‘##‘Q#‘*““*Qﬁttl#t0Q*'*********#****##***#***#*********t#*

oCL
oCL
oCL
oCt
DCL
oCL

ocL
- DCL

nCL
octL
DCL
s A 8
oCL
oct
DCL

: 8

(TAIN) 4PR{N) 4PW(N)) DEC FIXED{(3) CTL; -

(CAR,CUT ,CUN,CARR) CHAR(240)" VARYING;

(CA;RO) CHAR({240) VARYING;

(€1,C2) CHAR(6);

(CC1,CC2) CHﬁR(3)a

CU CHAR{8);

(RelsdsKol sMyN, IN:EX) DEC FIXED(3).
‘MAXO,HINOQKO:U:IlQRplf DEC FIXED(3);
(MAX2 ¢y MAX1,MIN2 ,MINL,K2,K1) DEC FIXED(3); ,
{TI(MINOsMAXO ) s TN{MINOIMAXO)) DEC FIXED(3) CTL;
(TAO(MIN2:MAX2) sPROIMINZ: MAX2)) DEC FIXED(3) CTL:
REMP ENTRY RETURNS (CHAR{240) VARYING);

LIBRED ENTRY RETURNS{CHAR(240) VARYING);

APP ENTRY RETURNS (CHAR{240) VARYING);
REMPECQUI ENTRY RETURNS(CHAQ(240) VARYING)v
(NRyL3) DEC FIXED(3);

/% #**#OQ#*#“Qﬁ*###‘ﬂQ##***‘#**#*&***#**##****t**t##*#***t*#**

R B

EN

7% »

LECTURE DE LA RELATICN R.

B

*
*

V4, i*!#1‘#**1####itﬂ#‘i*#‘#*********##***t******#*##***#*#**#t*

LECTR:

GET .

DATA{NR) CCPY; PUY SKIP;

DO L3=1 T3 NR;
CAR=t ;.

GETY
PUT

BATA(N) COPY;;/*LECTURE DU NCM3RESk*%k%* x/
SKIP; ’ /*08 GENERATEURS***** */

?g ng30’

GET.
PUT

LISTCIN,EX) COPY;/#LECTURE DE LA %/
SKIP; JERELATION R #/

D0 WHILE(EX~=01};

CleIN;C2eEXCCI=SUBSTR(CL44,3);

CC2=SUBSTR{CZ2,4,53);
CAR=CAR]|® *l]vac]jcCcillcCc2;

PRUIN)=PR{IN}+EX;

"?Att&}-1A11N3+1 60 Yo LECTR,

 CARR=CAR; /#CCASERVATION DE LA RELATION R¥/
PUT

PUT

LISTU*#FIN DE LECTURE DE LA RELATIGN R*xxt);
SKIP3PUT LIST(CAR);PUT SKIP;

DO I=1 TC N;.

*/
*/
*/

.

*x/

x/
*/
x/



PROEQUI: PROC SPTICKS(MAIN ;

ETIQ2:

-C2-

PUT EDIT(®PR( "5 4*) =t PROTIII(R(ETI2) )
FCRMATIX(2)4A(3) 4F{2),A(3),F(2));
PUT EDITU'TAU I ,%) =", TALID(R(ETIQ2));

PUT SKIP;
END;

CALL MAXMIN{CAR,MAXO,MINI,KO);

PUT LIST(MAXO,MINO,KO); PUT SKIP;

CALL EX!bG(YA,FR.ﬂ&XO,HINO.K.R) /*TEST SUR L UNIC!TE */
PUT EDIT{'K= .K.'R=',Q)(A(2):F(°)’X(2) A(2),F(2));
If ABS{K) ~= 1 THEN GO TO TEST2;

ELSE DC; /#EXPRIMER LE GENJUNINGEN FCT.DAU*/

| U=Qj ALLCCATE TI,TN;

TI,TN=0;

- CALL EXPR{CAR,CUI CUN,CU);

PUT EDIT('CUI="',CUI)(A(4),A);
PUT EDIT('CUN=?Y CUNI(A(4),A);

END;

PUT SKIP;

GET DATA{M) COPY;/#LECTURE DU NuﬁBRE */

PUT SKIP; /*

D0 Jml ¥C N
PW=0; /%INITIALISATION DU TABLEAU PW A O %/
CARe®** 3 JRINITIALISAYICN DE CAR A VIDE
PUT EDIT(*LECTURE DU MJT W*,J)(A(Ll6),X(2),

DES MOTS DUNNES */

F{153;
]t *t*t‘t‘*tt#%t‘#*#t##t#*#t#*************#t***t**********tt#*#
/* s *
% * LECTURE DU MCT W. *
. *

/% 3‘###*‘##*Q#i##*"***t##*#*t##**t*#**t*****t*t**##***#*##tt*

LECTH2 GET LIST(IN,EX) COPY;/¥LECTURE D UN MOT W %/

PUT SKIP;
DG WHILE(EX~=0);
IF IN=R THE!N DC;

IF EX<0 THEN DC3

EX=ABS(EX) ;

00 1=1 1C EX;
CAR=CAR] ICUI ;

END;

DO L=1 10 N-1;
PRIL)=PWILYI+EXSTI(L);

-END; END;

ELSE DO

DO I=1 TC EX;
CAR=CAR] ICUN;

END;

0C L=1 Y0 N-1;
PHWIL)=PH(LI+EX*TN(L);

PUT SKIP

*/
*/
*/
*/
*/



FIGEQUE S PROLC

CONT3: ;

OPTIONSIMATNY ¢ £ 3~

END: Eadg

80 YO LECTH: Fadg

ELSE DC;

CL=IN3C2=EX /SCONYVERSION EN UNE CHAINE®R/
COL=SUBSTRIC1:4,57) ; /2RACCOURCISSEMENT*/

CLe=SUBSTRIN 0%933 3/8DE CES CHAINES %/

CAR=CARLI® *1]24%{CCLI[CC2;/%CONCATENS,
PHITI=PUH{TIN I4EX 50 TO LECTY:

ENG: :

ERND3

PUT COIT{*#22FIN DE LECTURE DU MOT W*'yJ)(A(26),

FEzdis PUT SKIp;
PUT LIST{CAR] ' /#IMPRESSICN DU CAR. POUR */
PUT SKIP; JHTESTER LA MARCHE DU PROGRA®/
DO I=1 TO N-13

IF PW{Ii=0 THER GO TO CONT3;

ELSE GC Y0 DECH3

PUT EDITECPUL T2} =%, PUlI}YC(RIETIQL));

ETIQL: FORMATIN(ZY, 8033 oFU2),A(3) 9 X {2}, F(2) )3

PYY SKIP:

END;

PUT LIST(*™OT FEUT ETRE EQUIVALENT A 1 *);
PUT SKIP:

RO=LIBREL(CARY ;

PUT LISTEROI:PUT SKIP;GO TO CONTL:

DEH:  PUT LIST(*HOT N,EST PAS EQUIVALENT A 1 MAIS EQUIVALENT A*);
PUT SKIP; RO=LIBREC{CAR);
PLT SKIP:
CONTL: ; |
END;
GO YO REDLI:
A #**‘-ﬁéiﬁ**ﬁlt##ﬁﬁ’i&%iéé:ﬁié!@3&*#@**%***#*#***#t¥*t*****#******#t*# x/
48 = o ; x %/
/% % CAS TU LA RELAYICN R NE CONTIENT PAS UN GENERATEUR x x/
v w A LA PUISSANCE PLUS OU MOINS UN. * %/
VAR | , * %/
Fe Gﬁ‘%*%‘t@@%%%%%?Eﬂé-;-’@44%@1%%3##ﬁ‘?**#4*****##*#*##*#**#***##t*t*### */
TEST2: BEGIN;
DEL {€AR1.CARZsWI CHAR(240) VARYING AUTO;
DCL REP DEC FIXEC(3) AUTO; ‘
COL PHOCMINL:BAXY ! DEC FIXED(3) CTL;
DCL {L6gR1) DEC FIXEDE3);
OCL DIVISIB ENTRY RETURNSEBITI1));
DCL VALLGGI BIT{i};
Fe DEEVLPR2 VLISV AR LNV AG 1@@&&%###****#**#**Q’***###**t*t***#*#*t* */
/% % » ‘ * %/



PROEQUI S PROC OPTIONS{MAIN} ; L

/% %
FA R |

LECTURE DU MOT W.

*
¥

®y

%

7% “‘1**##*#1#$‘$4$8*$#**##**#¢$#*&#***##**#**##***#***##**##* %y

U=13

- CALCUL:GET DATA(M} CCPY;/* ECTURE DU NCM3RE %/

LECTH:

ETIQL:

PUT SKiP: 7%DES MCTS DONNES =/

DO Lé=1 TO M; /% POUR LIRE LES MJTS SUCC:SSIFS k/

PHal; /HINITIALISATION DU YABLEAU PW AO%/ -
CAR=%®*;/«INITIALISATICN DE CAR A VIDE %/
PUY EDITI{*LECTURE DU MOT W* L&6Y{A(16),F(2));
GEY LISTE(IN,EX) COPY;/*LECTURE D UN MIT W &/
PUY SKIP3

DO WHILE(EX~=01};

CiwINSC20EX s J*CONVERSION EN UNE CHAINE ®/
CC1=SUBSTRICL:4,3) ;/*REDUCTION DE LA LONGU%/
LC2=SUBSTR{C2,443) 3/2EUR DE CES CHAINES  */
CAR=CAR®* *fl*arjiccr]liccz;

PHIIN=PH{IN}+EX;GC TC LECTW;

END;

PUT SKIPI/#FIN DE LECTURE D UN MOT DONNE =/ ~

PUY EDIT{*#%x% FIN DE LECYURE DU MuT H'.Lbl(A(Z?) Fi21;
PUT SKIP:

PUT LISTI(CAR}; PUT SKID;

DO l=1 Y0 N3

PUT EDITU'PHI* 3T, =",PW(TI}(RIETIQL));
FG§N5?§K§2§9§{330F€2§q§(33:x€2’9F(2)39'
END;

PUT SKIP:

CA=CARR;

MAX2 s MAXI=PAXD ;

MIN2 MINLI=MINO;

ALLGCATE PRO,PWO;
VALLOGI=DIVISIB(PR,PU};

IF VALLOGI=*0°B THEN GO TO FIN;

FREE PRO,PKO;

PUT SKIP:PUY LIST{*LE MOT"); PUT SKIP;
PUT LISTICAR) ;PUT SKIP;

PUT LISTC‘”EU? ETRE EQUIVALENY A 1%);
PUT SKIP;/*TRAVAIL CONSIDERE A REDUIRE R %/

/% Q‘O!Q‘!!@Ot##&é$$Q#t*$$¢t&&###ﬁ******#************####*t}#**

/% *
/* ®
1% %

REDUCTICN DE LA LONGUEUR DE R,

™
*
*

s #f.#’#&###ﬁi*$*#$$$##33&##*&*#**#*###****##**##**#***##*****

YESTA:

IN=MINZ;
IF PR{IN}~=0 THEN DO;
IF IN<KN THEN DC;

*/
x/
*/
*/
*/



ROEQUI: PROC OPTIONS(MAIND ; o

IN=IN+13GC TG TEST3;
END; *
REP=1; RO=RcMPICA, PR?:
PUT LISTIRO} ;PUY SKIP;CA=RO;
RO=LIBREC(CA};
CA=RO: Il=MINZ; /7% ON MET DANS i1 MIN2 QUAND S(AI) EST~=0 */
" W=REMP(CAR,PR}) ; CAR=W;
PUT EDIT(®u=mt W) {A{2),A); PUT SKIP-
. W=LIBREC(CARY; CAR=W;
CALL MAXMINICA,MAX24MINZ2,K2};
CALL MAXMIN{CAR MAX1sMINL,K1);
ALLOCATE 1A0,PRO,PWO;
CALL TAPCALICA MAX2:MINZ,TAO,PRO);
1=3; L=LENGTH{CAR)-S5; PHO=0;
DO WHILE(I<=L};
IN=SUBSTR{CAR,I 3} 3 EX=SUBSTRICAR, 1*3.3),
PHOUINI=PHOCIN)I4EX; I=1+8;
ENDS
VALLOGI=DIVISIB(PRO:PHWO); '
IF VALLOGI=%0°®8 ¥HEN DO3 PUT SKIP;
PUT LIST{*MOT NT**EST PAS EQUIVALENT A l'l;
PUT SKIP; 60 TC IMPRI; END;
FREE TAQ,;PRO,PWO;
PUT LISTE(*MOT PEUT_ETRE EQU?VALENY A 1'); PUT SKIP;
END. :
ELSE DOsTi=IN; /7%CN MET DANS 11 IN QD UN S(ATI)=0 %/
REP=0; /% CUNSERVATIGN D UNE TEST PUOUR CUNTINUER LEPROG. */
END; :
RI=APP(CA) ;
PUT EDIT{®*RO=%4RDI{A{3},A);PUT SKIP;CA=RO;
CALL MAXMINI(CA MAXZ,MINZ24K2);
PUT EDIT(*MAXZ=* ,MAX2}{A(S)F(3)); PUT SKIP;
PUY EDIT{®*MINZ2=",MINZ)(A(5}4F(3)); PUT SK1IP; .
PUT EDIT{*K2="4K2V{A(3):,F(3}); PUT SKIP;
ALLOCATE TAO,PRO;
CALL TAPCALIROMINZ,MAX2,TAD,PRO);
CALL EXIUG(TAC:PRO MAXZ23MINZyK,R)Y; - A
R1=R; /® CCNSERVATICN DE LA VALEUR INITIALE DE R =/
FREE TAGC,PRO; ‘
PUT EDIT(®K=®3K,*R=*yRI{A(Z2),FL2),X(2),
AC2) ,FL23); PLT SKIP;
PUT LISY{*PAS DE REMPLACEMENT DANS CE CAS POUR LE KOT W ‘),
PUT SKIP;
W=APPLCAR) 3
PUT EDIT('W=* 4wl (A(2),A); PUT SKIP;
IF ABS{K)-=] THEN GO TO CONT4;
W=REMPEQUI {W,R0,RL); GO TO IMPRI;



ROEQUI: PROC CPTICASIMAIAG -~ 4

7% A%AFARAA 40 A4 4432030kl ek b ook dol o deok ke el e ok ok o AR R X ok ek ok %/

/* % * %/
/% * ETLDE DL L'EQUIVALENCE A UN, DES SOUS_CHAINES, * %/
7% * ’ * %/

A L R I I i T I Y
CCNT4: BESIN:
DCL {(C,RI W4} CHAR{240) VARYINS;
DEL (DIFABS NI I44NG,I3,J1,REPL) DEC FIXEOD(3);
DCL (I24MAX,LNM,15,L1) CEC FIXED(3);
DL L tR#ixE,&FihZ,&EF&RENC) DEC FIXEJ(B),
CALL MAXMIN{RO MABX2:MINZ,X2);
RMAXZ=RAX2 ; IMINZ2=MINZ;
NG=1; 1=LENGTH(RO§*5;
DO I3=11 YO L 8Y 83
IN=SUBSTRIRO,13,3};
{4ei3-8;
DL J1=3 16 14 BY 8;
IF IN=SUBSTR{RG,J1,3) THEN GO TO SORTIE;
END;
NGeNG+1 3
PUY EDITU*NG=? NGI{(A(3),F{3})}; PUT SKIP;
SCRTIE: 3
END ; DIFABS=ABS{MAX2~-MINZ};
REETUDE: L=LENGTH{WI—5; REFEQAENC=0; /* UNE REFERENCE PNOUR van S1
ON PEUT TROUVER UNE TRANCHE EQUIVALENTE A 1 =/
Womt ¥ g 13=3;
AUTREMOY: DT WHILE(I3<=L};
Cet?; NI LREPLI=0; 12e13;
IF REPI=Q THEN DO;
REP1=}; GO ¥C Pﬁ?iNITIs
Ef\ta;
ELSE DG
SEPARMOT: IN=SULBSTRIW,I3,3}); ‘
ifF ABS(?N~SU8$YR£H,12g31)<-DIFABS THEN DO
14=]3-8;
DL Ji=i2 YO 14 8Y 8;
I1F IN=SUBSTRIW;J 138 THEN GG FO PASAUGING
END; END;
ELSE GC Yo TESTECQUL;
MOTINITI: NI=NI+1;
PASAUGIN: C=C |ISUBSTRI{W,13-2,8); I13=1348;
PUT EDIT{"C=",C {AC(20,A4); PUT SKIP:
IF I3<=L THEMN GC TO SEPARMIT:
FESTEQUI: IF AICNG THEN DOy _
PUT EDITE® LA TRAMNCHE® ;C,'DU MOT oW, N,EST PAS EQUIVALENT A 1°?
§10XE2) sA {2 4 ALBY s X422 e XE2Y4A024) ) PUT SKIP,
IR L!S?{'é#t@2t#i%##*****t****##*##**##*#**##**t#t##ﬁ***##**



JEQUT: PROC OPTICASIMAIN}; —C L~

PLY SKIP;
' END;
ELSE DC;
PUT EDIT{*ETUDIER LsEQUIVALENCE A 1 DE LA TRANCHE',C,
DU MOT INITIAL®,wl{AI3933X{25sAsX(2)9AT0L4) X{2),A); PUT 5KIP;
MAX=SLBSTR{C 3,315 LM=LENGTHICI-5; Jl=11;
DC WHILE{JI<=LM);
IN=SUBSTRIC,J1 4,33
IF MAX<IN THEN MAX=IN:
Ji=Jl+8;
END;
Jl®3: LE=LENGTHIRO}~S] RI=tt;
DO WHILE{JI<=LM};
CC2=SUBSTR{RO ,J1+3,3});
IN=SUBSTR(ROsJ1s3); Ih=IN+{MAX~-RMAX2);
ClsiN; CCLl=SUBSTR{CL %443} _
RI=RIJ}* ¢[l*A*}}CCLIICC2; Jl=J1+8;
END;
PUT EDIT{"LA RELATICN CORRESPUNCANTE EST Pv~v,91)(A(34;.A}.
PUT SKIP
PU 1 LI ST( R hohd o odod koo Rl ok ok sde o o Jooke ol o ol Ol ik b ér****#**#**t**#***#l
PUT SKIP;
CALL MAXMIN(RI ¢MAX2,MIN2,K2);
I1=MIN2; ALLOCATE TAO,PRO; :
CALL YAPCALIRI sMIN2;MAX23TAC,PRU};
CALL MAXBINEC ,MAXI MINL,K1);
ALLOCATE.?%0;
I5=3; LI={ERGTH(CI-5; PWO=0}
DO WHILE{IS5<=L1};
IN=SUBSTRIC, 15,31 EX*SUBSTRIC:IS+3 3);
PWO{IN)=PHO({IN}+EX; I5=15+83;
END;
VALLOGI=DIVISIBIPROPWO};
IF VALLCGI=0:8 THEN GO0 TO SORTIR:
PUT LISTU'MCY PEUT_ETRE EQUIVALENT A 1'); Dur SK1p;
RI=REMP(RI 3PR0); C=REMP{C,PRO};
RI=LIBRED(RI}; C=LIBRED{C};
RI=APP{RI}; C=APP(C):
FREE TAO,FRO,PW0;
CALL MAXHINIRI (MAX2 MIN2,K2};
CALL MAXMIN(C,MAX1,MINL,K1};
ALLDCAYE TAJ,PRO;
CALL TAPCAL(RI4MIN2,MAX2,TAO,PRO);
CALL EXIUG{TAOPROJMAX2 4 MIN24K,R); RP1=R;
IF ABS(K}-~=1 THEN 0O
PUT LIST(*MOT N*Y*EST PAS EQUIVALENT A 1'); pyuYT SKIP; END;
ELSE DC; ALLOCATE PWO;



IDEQUET PROC OPTICKNSIMAING 3 .

C=REMPEQUI (LRI 4PRI} ¢
IF C=%% THEN DO
PUT EODITUPLA TRANCHE® (Cye*EST EQUIVALENTL A 1P3(A012),
AgAl20Y5; PUT SKEiP;
REFERENC=1; END;
ERD;
END; GC YO SAUTER:
SORTIR: PUT EDITILE MOT*,C,* NYSEST PAS EQUIVALENT A i*I(ALT) A,
Al261); PLY SKieg ‘ : :
. FREE !&GQ?RG ,?H@;
SAUTER‘ Wa=wWs | {C;
PUY EDIT{*Wwe=? W4I(A(3),A4); PUT SKIP: L= LENGTHIWI~5; END;
ENL AUTREMUOT:;
-1F REFERENC~=0 THEN DO
W=Wa; GO TO REETUDE; END;
ELSE DO
IF W4=%*% YHEN DO
PUT LISTL *MOT EQUIVALENT A 1*}; pyurv SKIPR; END;
ELSE DO; ?U? LISTESMOT NN EQUIVALtNT A 1%} PUT SKIP
. END; ERD;
ENC CONT4: GC TO IMPRI;
7% ***#t##**##t%%*%t*t#t*#*#***#**#**#**##*#***t********t*t*t## x/

/% % x %/
% * IBPRESSICN DE LA CHAINE. B * %/
/% % , x %/

Sihabti b b s e s LI R R R LR RS2 T L TR L P PP WA
FING PUT LIST{*LE MCT )} :;PUT SKIP;
PUT LESTLCARS; BUT SKIP;
PUT LISTU(®N EST PAS EQUIVALENT A 10);
PUTY SKipt2:;
IMPRI: FRFEE TI ;TN TAQ,PRO,PUHO

END3
f% ¥4t 2 550993542 30*$$$*ﬁ*##**##*##*#***#***#***#*##**#*##* x/
/* % * %/
/% * FONCTICN PRCCEDURE POUR ?ESTERvLA DIVISIBILIYE. * %/
7% % = . * x/

/% IR BABLFABLRTRAAARABIBRF SRR B AR AR EBRR SRRk SRRk ARk K& )
DIVISIB: PROCIPRO,PHOI RETURNS(BIT{1)};
CCL D1 DEC FIXEO0(4,:2);
DCL (PGELPPE} DEC FIXEDI{3); '
CCL (PROIMINZIMAXZ) PHO(MINLIMAX LYY DEC FIXED( 3);
DC f=MIN2 TC ®AXZ; :
IF PRO(TII=0 THEN DO;
IF PHC{I¥=0 THEN GO TO REYESTER,
- ELSE RETURN({®0'3};
ENB,
ELSE DO;



UL PROC CPTYIONSINMAINY ;

RETESTER: ;

7% e Ll 1T 2 ET T PP

7% %
7% »
/* %

/% 3444304948494

REDLI

D1=PWG(I)/PRO(T);

-c8-

PCE=CEIL(D1); /% PLUS GRAND ENTIER ®/
PPE=FLGCR(D1); /% PLUS PETIT ENTIER */7
IF FGE=PPE THEN G TJ RETESTER;

ELSE RETURN('0'8);
END: . :

END;
RETURN(*1'B) ;
.END DIVISIg;
END TEST2;

CHANGEMENT pES DCNNEES,

PUT SKIP(4);

PUT LIST(*TRAITEMENT DU DEUXIEME PRUBLEME,

ANT LA RELATICN®); PLT SKIP;

/% ‘#‘#‘i*##‘#ﬂt*##*l#

1% %
7% #
7% *
/% &

FONCTICN PRCCECURE POUR REMPLACER y
' PAR UNE AUTRE EQUIVALEN

*##14*#%*#***#******#***#**#******#*#*#****t* */

¥ %/
*x x/
* x/

**‘#**#*#**#***##*##**#****t**#*#*#*#*#*#**** */

S'YIL Y EN A,EN CHANG

ai**¢¢¢¢¢*ts*****t****w******#****#**t*t* */

. : o &y
NE SOUS_CHAINE ¥ %/
TE. * %/

* x/

/7% ‘*#3*##*##*##1#**####*#*#*#*****###*****t#**********#**#*#** */
REMPEQUI: PROC(CA,RO,RPI) RETURNS(CHAR(240) VARYING);

TESTG:

ENC;

oLL (CA,QR:RO:CAR&;CAR2) CHAR{240) VARYING;

OCL (RP1,L5) DEC FIXED(3);

DCL PwO(MIND :MAX1) DEC FIXED(3) CTL;
PUT LlST('*###l#t*##*#&#*#**t*****#*t#*t***t***#***#*t*’);

PLT SKIp; '

CALL MAXMIN(CA,MAXI,MINl;KI)i

PUY LIST¥HAXI;HI&1;K1); PUT SKiIP;
ALLOCATE Puwo;

1F ABS{KLI}>=ABS(K2) THEN DO; -

J=MAX1-RP] ; RR=tt; 1=3; L=LENGTH(RO)~5;

03 WHILE (I<=L);
CC2=SUBSTR (RO,1+3,3);

IN =SUBSTRRO,1,3); »
IN=IN®J;CI=IN;CC1=SUBSTRIC],4,3);
RRMRRIJ® *]}the]jccLiec; I=1+8;

CAtL ﬂ&XH!N{RR.MiXZ;R!NZ.KZi;
MINO=HIN2; MAXO=MAX2;
ALLBC&YE 71,7”;

ALLOCATE TAO,PRO;



EQUI: PROC OPTIONSIMAING; ~tie —

CALL YAPCAL(RR;%I&Z;NAXZ TAQ,PPO&.
YI,Th=0; _
. R=RPie J;
. CALL EAPR {(BR,CUI;CUN,CU};
PUT EDIYI*CUI=®,CUII{A{4},A);PUT SKIP;
PUT EDITISCUN=® ,CUNILAI4) ,A);PUT SKIP;
PUT EDITEICU =°%,CUI{A{4),A); PUT SKIP;
CAR=C4; L=LENGTH{CAR}~ -5 I=3;"
DO WHILE{I<C=L};
IN=SLESTR{CA I 3} ;
IF IN=R THEN DC;
EX=SUBSTRILA,143,3);
CARLI=SLBSTRICA,;1,I-~3});
CARZ=SUBSTRI{CA,1+6});
IF EX<0 THEN DG
EX=ABSL{EX); CA=CARL;
L=t ENGTH{CUT ) ;
B0 J=1 10 EX;
CA=CA}ICULl; I=1+L5;
END;
CA=CAf|CAR2; EX=—EX;
END;
ELSE DO
CA=CARL; :
LS=LENGTHICUN) ;
DO J=1 YO EX;
CA=CA}ICUN; I=I+L5;
END; _
Ca=CA}|CARZ;
END3
END;
1=2148; L=LENGTHILA)~5;
END;
CAR=CA; PUT ECITI{*CA=*,CAVLA(3),A); PUT SKIP;
I=3;L=LERGTHICA}~5; PWO= 0.
DO WHILELI<=L);
CIN=SUBSTRE{CA,I 3}
PWOCINI=PHO(IN}+EX; [=[+8;
END;
CA=LIBRED{CAR};
PUT EDITI{*CA=*,CAM{A(3)},A); PUT SKIP;
L=LENGTH({CA) ;
IF L-=0 IHEN DC;
FREE PthTAG,PROgTI.TN.
GE TG TESVY4a; END:
ELSE DOCy PUT LIST{*MOT EQUIVALENT A 1t'}; PUT SKIP;



I0EQUIS PROC NPTIONS{MAIND 3 -~Ci4 -~

1%
/%
B &
7%
/%

FREE 11, YN;TA»,PQO;?HO. RETU?N(CA), END;
END; .
ELSE DC,
CAR=CA; CA=LIBREC{CAR) ;
L=LENGTIHIC A} ;
IF L=0 THEN DO
PUY LISTL*MIT EQUIVALENT A 1'); ouUT SKIP;
FREE TI.TNyTAO;PRO,PNG; RETURN(CA!. END;
ELSE DC
PUY LIST{*MIT &gEST PAS EQUIVALENT A 1 '),
PUT SKIP{Z2}):;
FREE TI 1IN, TAO,?RG;PHO. RETUANICA);
- END3;
END; RETUSN{CA);
END REMPEQUI ;
*t##*##**tt*###1##**##***#t*#####***#****t**t#t**#tt**t#####

% *
* PROCEDURE PCUR CALCULER LES TABLEAUX TAO ET PRO. *
* ¥

****#**####*****##Q**#*t**###*#**##**#******#*#**##**#*#####

TAPCAL: PROC{CA,MINZ,MAX2,TAO,PRO};

7%
7%
/%
/%
/%
/*

DCL CA CHAR{24C) VARYING; \
DCL (MIN2,MAX2} DEC FIXED(3); L
OCL (TAOUMIN2:IMAX2),PRO({MINZ2IMAX2)) DEC FIXED(3);
I=3;L=LENGTHICA) -5 :
?le,P&G*G.
DO WHILELI<=L};
INaSLBSTRICA,Y,3);
EX=SUBSTR{CA,]I+3,3};
PRO{ILI=PROIINISEX;
. TAO(IN)STAOQZNi*ln
I=1+8;
END;
END TapCaL;

**t##%***iﬁ#*it?#t%%4**@*&Q&******##***#t***#******###*#*##t
%x ¥
* PROCEDURE POUR TESTER SI DN PEUT EXPRIMER UN GENERATEUR #
* DE LA RELAVION EN FONCTION DES AUTRES. *
* . *
*#i‘*#i*#i#i#@%#*%#*#*i#*#*i##**##***t#t*****ttt*tt***t#**##

EXIUG: PROC(TA4,PR4G (MAXO ,MINO yK&4,R4) ;

DCL (MAXO,MINO} DEC FIXED{3);

DCL {K4,R4) DEC FIXED(3);

DCL i?lé(ﬁIMO FAXO) o PRG{MINO: MAXO) ) DEC FIXED(3);
Lyk44R4=0;

DO I=MING TC MAXO;

IF (YA4{I)=1)E(ABS{PR4(TI}}=1) THEN DO

¥/
x/
*/
x/
*/

*/
*/
%/

*/

*/
*/



PROEQUTE PROC OPTICASIMAING; -C4d -

IF L=1 THEN 0G;

IF R4>=1 THEN PUT LIST{*PAS DE CHANGEMENT');

ELSE DC
R4=] ;K&=PpA41T};
ENDZEND;

EL 3E DL

L=13R4=1 ;K4=PR&(T};
END3 E£AD;

END;

END EXIUG;

/#'*#3#&%**#3$#$####ﬁ#*#%********t**#*#****##**#*t#***#****&t##

WLk
/% %
7% %

CALCUL D'UN GENERATEUR DE R PAR RAPPORT AUX AUTRES.

*
™
*

/7* iQi*##$#**###$$*itt###i****#***************#***t**#******##t

- EXPR:

PROCICA,CUT,CUMCUD;

- DCL (CA,CUI,CUN) CHAR{240) VAQYING,
- DLL CU CHARIS);
DCL (CLT,C21,CARL,CAR2) CHAR(240) VARYING;

BCL tL1,L2) DEC FIXED{3} AUTO;
ClI=*%;C2I=v%; (2=K;Cl=R;
CC1=SUBSTRIC1.4,3) ;CC2=8UBSTRIC2, 4,3).
CuU=?* ‘5}‘A5£¥CCII§CC2,

PUT LISTICUS; PUT SKIP;
L=INDEX{CA,CU};

CARI=SUBSTR{CA,1sL~1};
CAR2=SUBSTR{CA,L+8);
LZ*LEN%?RiiRRZ?;Ll«LENGTH(CARl);

IF K==1 THEN DC;

CUN=CARZIICARL;
00 I=1 YC L2 BY 38;

INGSGBS§Ri€ﬂRZpI¢213}3
X==SLBSTR{CARZ 145,53} ;
Ci*i&s§23EXQ
CC1=SLBSTR{CL44, 3),CC2=SUB$TR(C2,4 31;
C21=% s1}eaeiiCcCiticc2llic2y;
EnND3
DO J4=%1 10 L1 BY a;
IN=SUBSTR{CARL ;3+2,3};
EX2-SLESTAICARLJ¢G,43);
Cl=INsC2=EX;

CCi=SUBSTRICY y4,3};CC2=SUBSTRIC2,4,3)5

Cii=® *{jlsastfjccrliccziicii;
END; ,

CuUl=C11jiCc2t; '

IF U=0 THEN DO I=31 7O N;
TNEII=PR{I}; TI(I}=—=PRII); END;

x/
*/
t ¥4
*/
*/



EQUIT PRGC OPTICAS{MAING; -13~

ELSE DC I=MING TC MAXO:
ITN(II=PRO{I}; TI(I}=-PRO(I); END;
END;
ELSE DO
CUIsCARZ2}ICARL
DO 1=} YG L2 BY 83
IN=SULBSTRI{CARZ ,14243);
EX==SUBSTRICARZ,;1+5,3);
CCL=INiC2=EX;
CC&&SUBSTQii&;& 3i.CCZ=SUBSTRtCQ;4 3).
czi=t *¢}lesaciiccrijccatiicar;
END;
DG J=1 1C LL B8Y 83
-IN=SLBSTRICARL s 42,430
EX==-SLBSTR{CARI J¥5431};
Ci=IN;C2=EX;
CCi=SUBSTRICL34431;C02=5UBSTR{C244%413);
Cil=¢ *jjepaeijccilijccaiicli; '
END:
CUR=C1It}C2!;
IF U=0 TREN DO I=1 TG N
TNild=—PR{T}; T1{1}=PR{I1}; END;
ELSE DC I=MING TC HMAXO;
TN{l1}=-PRO{I}; TIC(I}=PROI(TI}; END;
END3; '
PUT LISTI*LE PROBLEME EST EGUIV&LtNT A UN PROBLEME DE REDUCTIOM
"LIBRE®); PUT SKip;

ERD EXPR;
/% ‘#*‘#i##*%###%##t#t####t%##**#tt*t*#***#t*#*****##**t##tt*** */
7% % * #/
/* * FCNCTICA PRCCEDURE POUR METTRE UN GENERATENR * %/
J7% % ‘ A LA PUISSANCE ZERO. . . &/
VA 25 SRR : IR ¥4

7% *###éa##*aa$¢tﬁ#é%*i*#isa*#titt*t**t#t*t**t*ttt#tt*tttt*ttt* %/

REMP: PROC{CAPRO) RETURNSICHAR{240) VARYING);
OCL CA CHAR{Z240) VARYING:
DCL PROIMINZ2 :MAX2) DEC FIXEDI3);
OCL (X,¥} DEC FIXED{(3);
DCL L4 DEC FIXED(3);
J=3;L=LERGTHICA); ’ :
Xe¥=0;D0CL {(CARLI,CARZ) CHAR{240} VARYING;
DO WHILE(J<=L1}; : | '
IN=SLBSTRi{CAsd 3}
IF IA=RIN2 THEN DOC;
CARI=SLBSTR{CA;154~3);
CAR2=SUBSTRICA ,J¢61};
EX=SUBSTR{CA :J+#3,:3);



PROEQUIT PROC NPTICAS{HMAING;

1TER:

%
FE
/7%
Fa .
/*

Le=PROIMAX2)*EX; C2=L4; CC2=SUBSTR{(C2,4,3);

Cl=MIN2: CCl= SUBSYR{C1,4,3}. _
CA=CARLI{® *ljtac)iccriliccaitcanz;
PUY LISYICA}; PUT SKIP;

X=X+ PRO{MAXZ J #EX 5

END;

ELSE DC;

IF IN-=MAX2 THEN GC TO Itca.

ELSE DG
CARL=SUBSTR{CA 1 ,4~3};
CAR2=SUBSTRICA,J+6)
EX=SUBSTRICAJe3,:3);

IF EXLO THE!U DC

C2=PRO(HINZ) ; CC2=SUBSTRIC2,4+3});
CA=CARL1;;EX=A3S{EX};

DO I=3 YO EX;

CL1=MIN2; CCL=SLBSTR{CL,4,3);

CA=CAJlY *]]vaviiccriicca;
Cl=MAX2; CCL1=SUBSTR{Cly4,3);
CA=CA{lY llvasfjiCCiii® ~1v;

END3;

CA=CAT§CAR2; EX=-EX;

END’

ELSE DG

C2=—PRO(MINZ}; ccz=sussra«cz.4.31.

. Ca=CARL;

DO I=1 YC EX: .

Ci=HAX2; CCI=5UBSTRICL 8,43} ;
CA=CALl® ljrasijcciiie 19;

Ci=KIN2; CCL=SUBSTR{CL:4,3};
CA=CALl® *firar]jccriiccz;
ENE;

Ca=CA}ICAR2;

END;

Y=Y+EX; X=X-PRO(MINZ)®EX; J=J-3+16%A8S5(EX};

EMD: ENRD;

J=J¢8; L=LENGTHI{CA};
END: '
I=1; RETURNICAL;
END REWP;

—Ci4y~

**#8#ﬁ&%*t@@é*%%t&@#*&*#**Q*******##*#**###*******t********#

%
*

*

FONCTICKN P&CCEQURE POUR LA REDUCTION LIBRE.

AR R R R R L R Rt R e R R LR R R I LR bl T L B P Sy S anppprp
LIBRED:PROCICAT RETURNS{CHAR(240} VARYING);

DCL CA CHAR{240} VARYING;

3
*
*



ROEQUI: PROC OPTIONS{MAIN}; -£4J—-

TES:

IMp:

DCL (IN2,EX2)Y DEC FIXED(3);

DCL fCARL,CAR2Y CHAR{240} VARYING AUTU;
L=LENGTHICA)-13; I=3;

DO WHILE{T <=L}
IN=SULBSTRICA,T,3);
IN2=SLBSTRI{CA,I#8,3);

IF IAN=IN2 THEN DG
EX=SUBSTRICA,143,3); . _
EX2=SULBSTRICA,T+11¢3); EX=EX+LX2;
IF EX=0 THEN DC:
CARL=SUBSTRICA,14I~3};
CARZ=SUBSTRICA,I214})
CA=CARLI[ICARZ; ’

GO T3 CCM; END;

C2=EX; CC2=SUBSTRI{C2,443};
SUBSTR{CA,I+3,31=CC2;

" CARI=SUBSTRICA ;1,1¢5};

CARZ2=SLBSTRICA,1214);
CA=CARLI[CARZ;

L=tENGIH{C A -13;

IF IDR THEN Isi{-83;

ELSE I=3; END;

ELSE I=74¢8;

END3

L=L+13;

D3 WHILELL>3)

IN=SLBSTRICA:3 43} .
INZ22SLBSTRICA . L~5,4,3);

IF IA=1IN2 THEN DC;
EX=S5LBSTRICA 6,53} ;
EXZ2=SUBSTRICA,L-2;3); EX=[CX+[X2;
i¥ EX=0 YHEN DC;
CA=SUBSTRICA,;Z, ,L~16F; GO TO YCS;
END

C2=EX; CL2=SUBSYR{C2;:;4:31}3
SUBSTR{CA,6;35=CC2;
CA=SUBSTRILA,1 ,L~8)3

L=L ENGTH{C A) SEAD;

ELSE GU 10 TMp;

END;

IF L=0C THEN DC:

PUT LISTI"MOT EQUIVALENT A 1'); PUT SKIP:
END;

£L 58 DC;

PUT LIST{PUNE CHAINE EQUIVALENTE A'); pUuT
PUT LIST{CAY; 2UT SKIP ‘

END; '

SKIP;



IGEQUET BROE

/%
%
VA
7%
7%
'ka .

OPTIONS{HAAIN]

RE TURN(CA} ;
END LIBRED;

—edé -

***##i*%*‘ttt%3@#5#@#%ﬁ**##*##*##****#*t**#**#****t***#**ttt

%

* FC%ﬂYICN PRCCEDURE POUR CALCULER LA FONCTION TAU.

*

*
*

¥

*tt##%i#*$$#*%&*§ﬁ&ﬁ##aw&###**#****#******t*t*#*t***#*t#tt##
PROCIRS) RETURKS{CHARIZ240} VARYING};
DCL (RPO:R5) CHAR{240) VARYING;

DLL {CHISCH2} CHAR{3Z) VARYING:

DCL CH3 CHARL

3);

DLL (21,223 CHARI240} VARYING;
DCL (S,INDICE,PUMAXPIL) DEC FIXED(3);
J=3; L=LENGTHIR3}=-5;
DI WHILE(J<=L};
IF I11=SUBSTR{RS,4.,3) THEN DO;
PUMAXPI1=SUBSTR{R5:J+3,3);
60 Y& PERMLTR; END;

J=Je3;
END;

PERMUTA: INDICE=4~3;
D3 WHILE{J<=L) '
EX=SUBSTR(RS55J¢3,3});

IF f(Ii“SUBSYR(RﬁvJ:B)55(9UHAXPIi<=EX)) THEN DD.

PUFAXBIL=
J=Je8;
END;

J=J+8;

EX;

INDICE=Jg~-3;

21=SUBSTR{R5,1,IADICE)Y;
Z2=SUBSTR{RS , INDICE+1};

RE=221121;
Re{=t%; §=(0;
DO WHILEl <=L

J=33
Y

IN=SULBSTRIRS5 3453} ;
IF I1=IN THEN DO;
EX=SLBSTRIR5,J¢3,3});

S=8+EX; END;
ELSE 203

END;

Ci=5; CCL=SUBSTRICL:4,3); CCZ»SUBSTR(R).J¢3.3).
Cl=1N; CH3= SLB}?Piﬁlpé,BE. I=1;
DO WHILE({I<=3)L{SUBSTRICCI,I,10=% 1))

I=i+1;

END; CH2=SLBSTR{CCL I I=1; .
D3 WHILEULIL= 3)&£SU&STRKC%3 Ield=f *}};

I=I+1;

FiD; CHI=SU3ISTR(CH34I); CH3=CH1]]CH2;

IN=CH35 Cl=IN; CCL=SUBSTRIC1+4,3);

FPO=RPOL 1

aggs

arilcciticens

*/

.7

*/
s/
Y



TEQUI: PROC

/%
/*
7%
/*
/*
/*

OPTICNS(MAING ; —CEY

pUT>£Q!Y(*RQG:’aRPG’(AiQ}rﬁ); PUT SKIP;

END3
J=J+8;

END; REYU%N(F?Q)

ENLC APP;
***##4&##43#%#$$$#ﬁ*%#*###****##*##t*tt*t**tttt#*tt*t*t#tt##
*
* PRCCEB&RE POUR CALCULER LES INDICES ﬂAXI&UM'E? HINIMUM =
% DE LA CHAINE DONMEE CA. *
* ) A

2 ESERAESEZERELES LR 2222222 SR SR it 2 2 22 2l S L

MAXMINIPRECIC A HAXS s MINS K3}

DCt CA CHAR{240) VARYINGS ’
DCL {MAX3,MIN3 K3} DEC FIXED(3);
IN=SUBSTRICA 343}

MAX3,MIN3=IN;

L=LENGTHICA)-5; I=11;

DO WHILE(I<=L};
IN=SUBESTRICA,1:3);

1F MIN3<=IN THEN CO;

IF MAX2>=IN THEN GO TO CROIS;
ELSE MAX3=IN; END;

ELSE MIN3I=IN;

CROIS: 1=1+8;

/*
1%
7*
/%
/*

END s K3=MAX3—~FIA341l;

END MAXMIN;
FRAS IS ERINBG RSS2 R BN RRAREIRRRERER SRR KKK EERER KT RN RRE KKK
* *
* . FIN DU PRCGRAMME ANALYSANT LE PROBLEME DU MOT. *
* ’ S . *
AEIF A F AT A ISR FL AL AL IRBIIRREI RN NI AR R R AR AR SRR R AR R EEREE

PUYT LIST{®*FIN LU ?ﬂAi?EHENI CE PRGBLE&E‘);

ENC PRCEQUI;

*/
*/
*/

*/
*/

*/

*f

*/
%/
*/



NReS; —t4%-

Oy

*FIN DE LECTURE DE LA RELATICA R¥%#

A4 t 1A 2 1A} 2A 2 1
PRU 1 = 3 TAL 1) = 2
PRE 23 = 2 TA( 2} = 2
Z 1
¥m» ( R= 0
p=1;

LECTURE DU MOT W 1
i
1,

2

| S
“1,
2

~1y

0
G

*2% FIN DE LECTURE DU MOT ¥ 1
A 1 1A 2 1A 1-1A 2=-1
oW 1} = ¢ Pul 2} = G

y

LE MGT |
A 1 LA 2 1A 1-1A 2-1
PEUT ETRE EJQUIVALENT A 1
A 1 24 2 LA L 2A 2 1
A 1 2A 2 1A 1-3A 1 44 2 1
A1 2A 2 1A 1-3A 1 4A 2 1A 1-3
NE CHAINE EQUIVALCNTE A
A 1=-1A 2 1A 1 LA 2 1
A1 24 2 1A 1-1A 2-1
A1 2A 2 LA 1-3A L -24A 2-1
W= A 1 2 A 2 1A 1-3A 1-2A 1 3A 2-%.

UNE CHRINE EQUIVALENTE A



A 1 ZA 2 1A I=2A 2=1 —-248-
MOT PEUT_ETRE EQUIVALENT A 1
8P0= A 21 1
RPO= £ 21 1 A 20 1
RO= & 21 1 A 20 1

MAXZ= 21
WiNZ2= 20
K2= ¢

Ke } HReZl

PAS CE REMPLACEMENT DANS CE CAS FCUR LE MGT
RPO= & 22 1 4
RPO= A 22 1 A 20 -1
W= A 22 1 A 20 -1 |
E E E IR 2R 2R 222222 2R PR RS ER SR SRR AR RS 2 :
22 26 3
Az 1
LE PROBLEME EST EQUIVALENT A UM FRCBLEME DE REDUCTICN LIBRE
cul= A 21 1
CuN= & 21 -1
CU= A 22 1
S Ch= A Z1 -1 A 20 -1
UNE CHAINE EQUIVALENTE A
A 21 -1 A 20 -1
CA= A 31 -1 A 20 -1
28R L LSRR ARV AR L SR ARG RIS L A% FSY NN 465 %523 S
21 20 - 2
A2t 1 o
LE PROBLEME EST EQUIVALENT A UN PRCBLEME DE REDUCTICN LIBRE
Cul= A 20 1
CUN= A 20 -1
U= A 21 1
CA= A 20 L A 20 ~1
MOT ECUIVALENT A 1
CA=
MOT EQUIVALENT A 1

TRAITEMENT DU DEUXICME PROBLENME,S*IL Y EM A EN CHANGEANT LA RELATION

#FIN DE LECTURE DE LA RELATION R2#x%
A 1 2 A 2 2A L =2 A 2 =2

PRE 1) = ) TAL 1) = 2
PRO 23 = 0 7 TAL 23 = 2
. Z i 2
Ke C f= @ ~

B=1



LECTURE QU MOT w 1

i

3y

’ ”cio-.

%% FIN DE LECTURE DU MIT W |
Al 2 A 2 3A 1 -3A 2 =3
Pr{ 1} = C Pwl 23 = G

LE MCT

Al 3 A 2 TA 1 3 a 2 =3
PEUT ETRE EQUIVALENT A |
Bey= A4 22 2 '

RPO= & ¢2 2 A 2¢ =2
RO= A (2 (A 23 =2

MAXZ= .2
MINZ2= 20
K2a 2

k= 0 R= 0

PAS CE REMPLACEMENT DANS CE CAS PCUR LE MCY &

RPI= A 23 2

RPO= A 23 3 A 2¢ -3

k= A 23 31 A ;0 -3

NG= 2

£= &4 23 2 S

l.& TRANCKE A 23 3 DU HMOT A 23 3 A 20 -3 N.ESY PAS EQUIVALENT A §
:tit##t##*tt#t**##t###*%#ﬁ##t#%#tt#Q$t$##itt0tt#t“$

Kg&= & 22 3

(= A 2¢ -3 s

LA TRANCKE A 20 -3 DU MOT A 23 3 A 20 -3 NeEST PAS EQUIVALENT A 1
HEES ¥ tt#t#*t*#ﬂm#t**##*#*t###it##%#it#tttﬂ*##*t#t#h

Wex A 23 3 A 20 -3

POT NOCN EQUIVALENT A 1

TRATTEMENT COU DEOUXIEHME PROBLEME,S'IL Y EN ALEN “HANGEANT LA ~6LAY' W

b= 3

1
-
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APPENDICE

NOTIONS SUR LA RESOLUTION DU PROBLEME DU MOT POUR UN MONOIDE M [ [1] Pp. 47 ]

Soit un monotde M Présenté par un ensemble de générateurs

E { a, 8y5 oue, a } et un ensemble de relations définies

T = { Ai = Bi pour 1 =1, 2, ..., m od Ai’ Bi sont différents

du mot vide }

E est appelé 1'alphabet du monofde, A une telle pPrésentation de

monoide, on associe un groupe G défini par 1a Présentation

<E; Z>
Définition :

1)  Soient X et Y deux mots quelconques de M, (X et v € E*), et soit

A, =B, de I,
i

i alors 1a transformation du mot X Ai Y au mot X Bi Y

(ou 1'inverse) est appelée transformation élémentaire de M,
PP

XAiY-ﬂXBiYouXBiY—......;XAiY.

On appelle X—— 3 X la transformation identique,

2)  Soient X et Y deux mots de E*, X et Y sont équivalents (et on note X =Y)

si et seulement si on peut trouver une séquence de transf
taires de M telle que :

ormations élémen-

B de 2, on associe une paire droite (a,b)

sont les dernidres lettres de A et B. Une paire
gauche (resp. droite) peut &tre associée 3 plus d'
pour cela,

une relation de T
on va attribuer 2 chaque paire ainsi associée le nombre de

.
3

relations définies de & qu'elle représente 3 gauche (resp, a droite),
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On définit alors deux graphes symétriques, éventuellement avec boucles, gauche
et droite. On considére tous les générateurs qui figurent dans les relations
définies de ¥ comme les sommets de ces deux graphes, Le graphe gauche

(resp. droite) a pour branches les paires (a,b) gauches (resp. droites)

par analogie avec la théorie des graphes, on dit que Z n'a pas de cycles gauches
(resp. droites) si le graphe gauche (resp. droit) associé n'en a pas ;
si £ n'a ni cycles gauches, ni de cycles droits, on dira que £ n'a pas

de cycles (On considére les boucles comme des cycles).

Exemples :

1) Soit le monofde présenté par

E={a,b,c }JetZ={ p? = cza, a%b = bzc 1.

- Les paires gauches sont : (b,c) et (a,b).

Le graphe gauche associé est le suivant :

- Les paires droites sont : (b,a) et (b,c),

Le graphe droit est le suivant :

a ol )

On remarque qu'ils sont identiques,

2) Soit E = { a,b,c } et soit £ = {ab = b, ac = c, bc = a} ; on a respec-

tivement comme précédemment :

- (a,b), (a,c) et (b,a) ; d'ou le graphe gauche :

a\ v—-ﬁb

c

- (b,b), (c,c) et (c,a) ; d'ot le graphe droit qui a deux boucles.

a K= cig)bis:>




Adjan [1] a démontré 1a Propriété suivante -

Si 1'équation X = Y est vraie dans M, alors i1 est nécessaire et suffisant

qu'elle soit vraie dans le groupe
G=<E; >,

Ensuite, i1 2 démontré que sous ces mémes conditions, M egt
plongeable dans le groupe @ (c'est-a-dlre il existe un isomorphisme entre

M et le Sous-groupe H de ¢ engendré par 1'alphabet pPositif E seulement),

En particulijer considérons le cas d'un monofde (E : % ot Z
P P H

e comporte qu'une seule relation,

On dit que 1s relation définie A = B de T est réduite 2 gauche
(resp, a droite) dans M si les premiares (resp, les derniares) lettres de
A et B sont distinctes, I relation A = g est dite réduite si elle est 3
la fois réduite 3 gauche et 3 droite, I1 est évident que A = B (A et B sont

différents du vide) sera réduit si et seulement si y n'a pas de boucles,

Ainsi, si ¥ ne comporte qu'une seule relation définie réduite
s q

A =B (A et B sont différents dy vide), G sera Présenté par
<E ; AB>,
Etant donne que le probleme du mot est résolu dang <E;AB>

et M est isomorphe 3 g ; alors, i1 existe un algorithme pour résoudre 1le

probléme du mot d'un monotde M qui a une seule relation définie réduite
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