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1 Introdution
Une nouvelle ère dans l'histoire de la osmologie a ommené durant les dernières an-nées. Les observations [1℄,[2℄ ont apporté de nouvelles perspetives dans la quête d'unethéorie globale du osmos.Le sénario du hot big bang semble se on�rmer. Pourtant, de nombreux mystères et �zonessombres� de notre ompréhension demeurent. Le mot �sombre� prend toute sa valeur lors-qu'on pense à la présene de matière noire et d'énergie noire. La matière noire n'est pasde la matière baryonique mais une autre forme de matière qui serait révélatrie d'une phy-sique au-delà du modèle standard de la physique des partiules. La matière noire dansl'univers plat qui semble être le n�tre d'après les observations représenterait environ 21%de la quantité totale d'énergie-matière dans l'Univers, la matière ordinaire 4% et l'énergienoire 75%.Cette dernière semble enore plus mystérieuse que la matière noire. Pourtant, elle n'estque l'expression de l'énergie du vide d'une théorie qui nous éhappe enore. L'énergie noireque ertains nomment la quintessene (inquième élément) peut être dérite par un �uideà pression négative qui emplirait l'Univers et dont l'ation est l'aélération de l'Univers.On peut la dérire soit par une onstante osmologique dans les équations d'Einstein, soitpar un hamp salaire dynamique muni d'un potentiel. Nous reviendrons sur es pointsdans la partie du présent manusript onernant la osmologie.La matière noire quant à elle fait l'objet de tentatives théoriques pour la dérire et detentatives expérimentales pour la mettre en évidene. Des travaux sont entrepris pour ladéteter diretement et indiretement. Conernant l'approhe théorique, de nombreux an-didats ont été proposés dans le adre de la physique des partiules dite au-delà du modèlestandard.Parmi les extensions possibles du modèle standard de la physique des partiules, la super-symétrie est l'extension favorite des physiiens des hautes énergies. Cette symétrie relieboson à fermion et fermion à boson. Elle implique la présene d'un spetre de partiulespartenaires supersymétriques des partiules du modèle standard au-delà de l'éhelle éle-trofaible. Cette extension du modèle standard est appréiée des physiiens ar le problèmedit de la hiérarhie entre l'éhelle életrofaible et l'éhelle de Plank est résolu par lasupersymétrie �basse énergie� 'est-à-dire ave des partiules supersymétriques de massesupérieures ou égales à l'éhelle életrofaible jusqu'à des masses de l'ordre de la dizaine deTeV. L'uni�ation des trois ouplages de jauge à haute énergie se produit mirauleusement
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10 Chapitre 1. Introdutionave l'adjontion du spetre des partiules supersymétriques. En�n, une symétrie globale,la R-parité réminesene basse énergie d'une symétrie évitant les interations qui hangentla saveur, permet la présene d'une partiule supersymétrique stable appelé LSP (LightestSupersymmetri Partile) qui pourrait être la omposante prinipale de la matière noireosmologique. D'autres raisons plus fondamentales ont introduit la supersymétrie ommeun andidat naturel à l'extension du modèle standard : la supersymétrie permet d'étendrel'algèbre de Poinaré des transformations d'espae-temps.Ce dernier point n'est pas anodin pour la suite de notre exposé. En e�et, ette extensionde l'algèbre de Poinaré fait rentrer naturellement la gravité dans le domaine de la phy-sique des partiules puisque la gravité au sens einsteinien du terme est diretement reliée àl'espae-temps don à l'algèbre de Poinaré. En l'ourene, la gravité fait son apparitiondans la théorie supersymétrique lorsque les transformations de supersymétrie sont renduesloales. Cette extension haute énergie de la supersymétrie globale s'appelle don la super-gravité. Deux nouveaux type de partiules font leur apparition : le graviton et le gravitino.Le graviton possède un spin 2 et le gravitino qui est son partenaire supersymétrique unspin 3/2. Le gravitino est au entre des travaux du présent manusript omme nous leverrons par la suite.Après ette brève introdution à la supersymétrie, revenons aux aspets osmologiques.Nos travaux, omme le laisse présager le paragraphe préédent, font l'hypothèse d'unepartiule supersymétrique stable, le LSP, pour rendre ompte de la matière noire dansl'Univers. D'autres sénarii ont été envisagés par la ommunauté sienti�que. On peutiter la théorie MOND [3℄ qui prévoit une modi�ation de la gravité ave l'éhelle. Onpeut iter d'autres andidats prévus par des théories sans supersymétrie, des théories avedimensions supplémentaires omme UED (Universal Extra Dimension) qui prévoient unepartiule stable (Lightest Kaluza-Klein Partile) qui est le andidat à la matière noire [4℄.En�n, il existe des modèles réents [5℄ omme le νMSM qui est le modèle standard plusdes neutrinos massifs droits et gauhes ave le neutrino droit le plus léger andidat pourla matière noire.Conernant nos travaux, nous nous sommes plaés, dans un modèle supersymétrique avepour objetif de rendre ompte de la quantité observée de matière noire. Cependant notremodèle supersymétrique n'est pas restreint au lassique MSSM (Minimal SupersymétriqueStandard Model). Le MSSM est le modèle supersymétrique dont le ontenu en partiulesest minimal. Notre modèle est un modèle de supergravité au sens qu'il ontient en plusdu MSSM, le gravitino. Nous utiliserons le Lagrangien de supergravité pour déterminer lesinterations du gravitino ave le MSSM.Pourquoi travailler dans e ontexte ? Quelles sont les motivations d'un tel hoix ?Les raisons sont d'ordre théorique. Depuis plus de vingt ans, une théorie appelée théoriedes ordes tentent d'inlure la gravité dans le ontexte de la théorie quantique des hamps :réaliser le rêve d'avoir une théorie qui permette de tout dérire dans un seul shéma théo-rique. En e�et, l'interation gravitationnelle, à la di�érene des interations faible, forteet életromagnétique, ne peut pas être dérite dans le adre d'une théorie quantique deshamps. Si l'on tente de dérire le hamp de gravité ou autrement dit la métrique ommeun hamp quantique, la théorie devient très vite divergente non renormalisable. La théo-
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11rie des ordes postule que les partiules ne sont plus des points sans dimension mais desobjets unidimensionnels des �ordes�. Lorsque l'on quanti�e le spetre de vibrations de esordes, on obtient des partiules de di�érents spins et, parmi elles, une partiule de spin2, identi�ée au graviton. Les divergenes de la théorie quantique des hamps disparaissentar l'interation n'est plus pontuel : on ne peut en e�et plus rapproher de manière in�niedeux partiules ar la dimension de la orde donne une limite à e rapprohement. Pour-tant, la théorie présente des anomalies, au sens théorie des hamps du mot, à 4 dimensions :es anomalies disparaissent lorsque la théorie possède au moins 26 dimensions (25 d'espae,une de temps) pour le as de la orde dite bosonique et au moins 10 dimensions (9 d'espae,une de temps) pour les théories dites de superordes, théories dans lesquelles des fermionsapparaissent : dans es théories, les partiules peuvent être perçues non plus omme desexitations de la orde dans l'espae usuel1 mais omme des exitations de la orde dansle superespae ('est-à-dire l'espae usuel plus deux oordonnées grassmaniennes). Il existe5 théories de superordes reliées entre elles par di�érentes relation de dualité. Une de esrelations de dualité, la S-dualité, permet de prédire l'existene à ouplage fort d'une théo-rie à 11 dimensions, la M-théorie. Nous reviendrons sur ette notion de dualité dans unparagraphe onsaré aux théories de ordes. La M-théorie2 est une théorie non érite dansle sens où son ation est inonnue. Par ontre, son ation basse énergie serait, du point devue théorie des hamps, une supergravité à 11 dimensions [6℄ ave un générateur de su-persymétrie (N = 1). La supergravité prend un nouveau statut : elui de théorie e�etive.Lors de sa réation dans les années 1970, les sienti�ques pensèrent qu'ils pouvaient s'agird'une théorie du tout mais ils s'aperçurent que la théorie était non renormalisable. L'intérêtpour ette théorie diminua un peu jusqu'à l'avènement des théories de superordes et dela M-théorie qui renouvela l'intérêt pour ette théorie en l'interprétant omme une théoriee�etive basse énergie d'une théorie de ordes, et don valable jusqu'à une ertaine énergie.La M-théorie serait au sens de la théorie des ordes la théorie du tout : haune des inqthéories de superordes peut être vue omme un développement perturbatif autour d'unvide di�érent de la M-théorie. Cette théorie, omme nous l'avons érit, vit dans un espaeà 11 dimensions (10 d'espae et une de temps). La dimension supplémentaire par rapportaux autres théories de superordes 'est-à-dire la 11 ème serait plus grande que les autrespour permettre l'uni�ation des ouplages de jauge ave la gravité. Le shéma géométriquede la théorie est le suivant : deux membranes à 10 dimensions ave les groupes de jauge
E8 sur haune, séparée par la 11 ème dimension de géométrie S1/Z2. Une membrane or-respondrait à notre monde, l'autre pourrait dérire le seteur ahé néessaire à la brisurede la supersymétrie. Comme la dimension séparant les membranes est plus grande queles autres dimensions supplémentaires, l'Univers a pu onnaître une phase de son histoireoù il est apparu avoir 5 dimensions : deux membranes à 4d séparées par une dimensionsupplémentaire. En e�et, plus l'énergie est élevée, plus petite est la taille de la dimensionaessible.Bien que tous les modèles ave dimensions supplémentaires ne se rattahe pas à une théorie1usuel... mais ave 9 dimensions d'espae !2M pour mysterious, magi, mother, matrix...
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12 Chapitre 1. Introdutionde superordes, de très nombreux travaux ont été faits à 5 dimensions. Deux prinipalesdiretions ont été suivies : le modèle ADD [7℄, [8℄ où l'extra-dimension est plate et lesmodèles de Randall-Sundrum [9℄ où l'extra-dimension est ourbe. Dans es modèles, leproblème de la hiérahie est réglée par la taille et la géométrie de l'extra-dimension : lasupersymétrie peut ne pas être intégrée. Il existe des versions supersymétriques [10℄,[11℄,[12℄, [13℄, [14℄ de es modèles qui peuvent se rattaher de manière plus naturelle aux théo-ries de superordes. Les travaux entrepris sur les dimensions supplémentaires ont été faits,soit sur des modèles pour traiter de la phénoménologie des partiules, soit sur des modèlestraitant de osmologie (brane world) [15℄. Nous reviendrons dans un paragraphe sur lesdi�érents modèles d'extra-dimension.Nous nous sommes plaés dans la présente étude dans un modèle de supergravité à inqdimensions ave seulement les hamps de supergravité3(graviton, gravitino) autorisés à sedéplaer dans l'extra-dimension et les hamps de matière et de jauge ontraints à rester surla brane. C'est le modèle qui se rapprohe de la manière la plus singulière de la M -théorie.Dans ette théorie, seuls les hamps de supergravité sont autorisés à se propager dans lebulk 'est-à-dire dans toutes les dimensions et, au niveau géométrique, omme nous l'avonsexpliqué, la M-théorie est dérite par deux membranes séparées par une extra-dimensionde géométrie S1/Z2. Notre modèle possède inq dimensions, il est supersymétrique avedeux membranes à 4 d séparés par une extra-dimension ompate, S1/Z2, 'est-à-dire unerle muni de la symétrie Z2 (orbifold). On dit que les membranes se situent au points�xes de l'orbifold (points �xes sous Z2). Les membranes n'ont pas de tension et le modèlene possède pas de onstante osmologique. [16℄ ont montré que e modèle ne permettaitpas de retrouver l'équation de Friedmann lassique. [17℄ ont montré qu'en ajoutant uneonstante osmologique sur la membrane et dans le bulk, donnant ainsi une géométrietype Randall-Sundrum, l'équation de Friedmann usuelle était retrouvée en dessous d'uneertaine énergie. En�n, [18℄ ont montré que lorsque le radion était stabilisé (le radion estle hamp paramétrisant les �utuations de l'extra-dimension) l'équation usuelle de Fried-mann était retrouvée dans les modèles à onstante osmologique nulle. Le modèle que nousonsidérons possède don la aratéristique d'avoir un hamp de radion stabilisé.Nous avons onfronté les observations (densité de matière noire dans l'Univers, nu-léosynthèse primordiale) à la présene d'une partiule, le gravitino, produit dans le bainthermique qui a préédé l'in�ation par des proessus de ollisions inélastiques. Nous avonssupposé que la matière noire était omposée d'une partie thermique et d'une partie nonthermique provenant de la désintégration du gravitino et de ses modes de Kaluza-Klein.Cette matière noire est supposée être le neutralino qui, dans le modèle, est le LSP. Dans leontexte d'une dimension supplémentaire, nous avons pu onlure qu'il existe des limitessur la taille de la inquième dimension ompate.La present doument s'organisera omme suit. Dans une première partie, nous ferons uneintrodution à la osmologie.3A 5 dimensions, le supermultiplet de supergravité possède aussi une partiule veteur, le graviphoton,que nous n'avons pas onsidéré dans le modèle
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13Dans une seonde partie, nous traiterons de physique des partiules et de supersymétrie.Nous présenterons les modèles d'extra-dimension et ferons une introdution aux théoriesde ordes.Dans une troisième partie, nous introduirons la supergravité, le Lagrangien général, les in-terations du gravitino ave le MSSM et des outils de alul pour l'évaluation des setionse�aes de prodution du gravitino. Nous fournirons le alul de l'abondane du premiermode de gravitino. Nous donnerons ensuite le alul de l'abondane pour les modes pluslourds.Dans une quatrième partie, nous présenterons le modèle et les résultats ave, entre autres,une estimation de l'impat de gravitons de Kaluza-Klein sur la nuléosynthèse primordialedes éléments légers. Ce modèle a donné lieu à une publiation :�Constraints on the size of the extra-dimension from Kaluza-Klein gravitino deay�, DavidGherson, Phys.Rev.D76 :043507,2007.Nous terminerons par les perspetives du présent travail au niveau de problèmes osmo-logiques omme la formation des strutures et le problème de la prodution de lithium 6 et7, mais aussi, nous évoquerons l'extension possible à d'autres modèles d'extra-dimension.
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2 Cosmologie
2.1 Le modèle du Big-Bang2.1.1 La métrique de Robertson et WalkerL'Univers est homogène et semble plat sur des distanes de l'ordre d'une entaine demégaparses. On peut don le dérire grâe à la métrique maximalement symétrique deRobertson et Walker :

ds2 = c2dt2 − a(t)2(
dr2

1 − kr2
+ r2dθ2 + r2sin2θdφ2) (2.1)Cette métrique onstitue le adre géométrique de la osmologie de Friedmann et Le-maître. ds orrespond à cdt pour une horloge au repos. (t, r, θ, φ) sont les oordonnéesappelées `omoving oordinates' en anglais : un observateur au repos dans es oordonnéesle reste i.e (r, θ, φ) inhangés. a(t) est le fateur d'éhelle. Il possède la dimension d'unelongueur1. L'univers évolue au gré de ses variations. r est sans dimension : il varie entre 0et 1 pour k = 1. k que l'on nomme ourbure, peut être égale à 1, 0 ou -1 pour des espaesà ourbures spatiales onstante. Quand k = 1, on parle d'espae fermé. Quand k = 0, onparle d'espae plat ou eulidien. Quand k = −1, on parle d'espae ouvert.Les mesures atuelles sur les supernovae nous plaent dans un Univers en expansion où

k = 0 (espae eulidien). Nous vivons sur l'hypersurfae à 4 dimensions (3 d'espae, une detemps) d'une hypersphère. L'hypersurfae à trois dimensions se dilate. On peut failementse représenter les hoses en retirant une dimension : nous serions des êtres à deux dimen-sions vivant à la surfae d'une sphère qui gon�e au ours du temps. Ainsi, un observateurqui se déplaerait toujours dans la même diretion à une vitesse supra-lumineuse (pourpouvoir sortir de sa surfae ausale) �nirait par revenir à son point de départ.Le adre géométrique de l'Univers est maintenant posé. Nous allons maintenant dérire ladynamique des objets sur ette trame géométrique. Cette dynamique est donnée par leséquations d'Einstein.1Nous avons suivi la onvention de Kolb et Turner [19℄.
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16 Chapitre 2. Cosmologie2.1.2 Les équations d'EinsteinLes équations d'Einstein relient la géométrie de l'espae-temps à l'énergie et à la ma-tière. La présene de matière ou d'énergie induisent une modi�ation de la géométrie.Ainsi, la gravitation s'explique simplement par le fait que les trajetoires suivent la géomé-trie ourbée par la matière ou l'énergie. La gravitation est une fore fondamentale ommeles trois autres fores : sa partiularité est de s'expliquer géométriquement. Les équationsd'Einstein sont :
Rµν −

1

2
Rgµν − Λgµν =

8πG

c4
Tµν (2.2)Où gµν est la métrique2, Rµν est le tenseur de ourbure ou tenseur de Rii, R estla ontration du tenseur de Rii, Tµν est le tenseur énergie-impulsion, G la onstanteuniverselle de la gravitation et en�n Λ est la onstante osmologique qu'Einstein introduisitoriginellement pour éviter l'expansion de l'Univers. On peut, en e�et, toujours érire leséquations d'Einstein à un terme proportionnel à gµν près ar l'on a, d'une part, ∇νTµν = 0par onservation de l'énergie, d'autre part ∇ν(Rµν− 1

2
Rgµν) = 0 mais aussi ∇νgµν = 0 donquand on intègre ∇ν(Rµν − 1

2
Rgµν) = ∇νTµν , on peut rajouter un terme proportionnel à

gµν . Nous reparlerons de la question de la onstante osmologique lorsque nous aborderonsle hapitre sur la quintessene. Cependant, nous pouvons, d'ors et déjà, déplaer le terme
Λgµν dans la partie énergie des équations d'Einstein et érire que la onstante osmologiqueest le tenseur énergie impulsion : tµν = Λc4

8πG
gµν .2.1.3 L'équation de FriedmannJusqu'à présent, nous n'avions pas dé�ni le tenseur énergie-impulsion. Pour un �uideparfait de densité d'énergie ρ et de pression P :

T µν = (P + ρ)UµUν − Pgµν (2.3)où Uµ = dxµ

dτ
désigne la quadrivitesse et où P et ρ dépendent du temps. Le �uide esthoisi parfait ar 'est la plus simple réalisation d'un tenseur énergie-impulsion diagonalet qui, par isotropie, a toutes ses omposantes spatiales égales. En e�et, le tenseur énergieimpulsion doit être onsistant ave les symétries de la métrique. Notons qu'un �uide im-parfait ave une visosité de volume pourrait aussi satisfaire les exigenes de symétrie dela métrique.On peut, toujours dans la perspetive du paragraphe préédent, interpréter la onstanteosmologique, omme un �uide au repos par rapport aux oordonnées de Robertson etWalker et érire que −PΛ = ρΛ = Λc4

8πG
. On remarque que pour Λ positif, la densité d'éner-gie est positive alors que la pression est négative. Pour un �uide uniforme, ette pressionnégative engendre une expansion aélérée de l'univers. Dans la suite, on inlut la onstanteosmologique dans le tenseur énergie-impulsion. Ainsi, ρ = ρΛ + ρmat,rad. Dans l'Universprimordial et ela jusqu'à une époque réente à l'éhelle de l'Univers, la onstante osmo-logique joue un r�le insigni�ant. En e�et, après l'ère de Plank, la densité d'énergie du vide2La onvention adoptée est elle de Landau : pour la métrique plate de Minkowski : +1,-1,-1,-1
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2.1. Le modèle du Big-Bang 17est 10125 fois plus petite que la densité de radiation. D'après les mesures sur les superno-vae, la densité d'énergie du vide n'a dominé les autres �uides (radiation et matière) queréemment (z = 1) : aujourd'hui, on l'estime à 4 KeV/cm3. A e stade de notre exposé,nous ne prenons pas enore en ompte la notion d'in�ation qui produit une valeur élevéepour l'énergie du vide dans l'Univers primordial.En ombinant les équations d'Einstein ave la métrique de Robertson et Walker, on obtientles équations de Friedmann. Pour être plus préis, nous dirons que d'abord, on tire de lamétrique l'expression des onnexions a�nes puis elle du tenseur de Rii et de sa trae.On plae es expressions dans les équations d'Einstein dans lesquelles on a, bien évidem-ment, plaé le tenseur d'énergie impulsion dérit préédemment dans l'équation (2.3). Onobtient :
ȧ2

a2
+
k

a2
=

8πG

3c2
ρ (2.4)

2
ä

a
+
ȧ2

a2
+

k

a2
= −8πG

3c2
P (2.5)Par onservation du tenseur énergie-impulsion (2.3), on obtient aussi ette équation :

dρ

dt
+ 3

ȧ

a
(P + ρ) = 0 (2.6)La deuxième de es trois équations est appelée équation de Friedmann. Elle orrespondà la omposante 00 des équations d'Einstein. Si l'on résout la troisième des équations enposant P = ωρ ave ω onstant ar l'Univers primordial est su�samment homogène pourela, on trouve que : ρ ∝ a−3(ω+1). Or, pour la matière ω ≈ 0, don on obtient ρ ∝ a−3. Pourla radiation ω = 1

3
, on obtient ρ ∝ a−4. On omprend pourquoi dans l'Univers primordialoù a ≪ 1, l'Univers est dominé par la radiation. Si l'on se plae dans un Univers plat('est-à-dire k = 0), e que on�rme les observations, l'équation de Friedmann devient :

ȧ2

a2
=

8πG

3c2
ρ (2.7)Si l'on résout l'équation de Friedmann ave ρ ∝ a−3(ω+1), on trouve que a ∝ t

2
3(1+ω) . Onobtient don a ∝ t

1
2 pour un Univers dominé par la radiation et a ∝ t

2
3 pour un Universdominé par la matière.2.1.4 La singularité initialeLes trois équations préédentes sont reliées par les identités de Bianhi et seulementdeux sont indépendantes. En faisant la di�érene entre les deux premières équations, onobtient une équation pour l'aélération :

ä

a
= −4πG

3c2
(ρ+ 3P ) (2.8)
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18 Chapitre 2. CosmologieSi dans le passé, ρ+ 3P était toujours positif, l'équation implique que ä était toujoursnégatif don à un temps �ni dans le passé,�a� doit avoir été nul. On appelle et �instant�le Big-Bang : on l'identi�e généralement au temps 0. Lorsque a = 0, il y a une singularité.Extrapoler au-delà de la singularité est impossible dans le adre de la relativité généralelassique. Obtenir une singularité est le signe que la théorie qui l'obtient n'est plus valable.2.1.5 Les Géométries de l'UniversLe taux d'expansion de l'Univers est donné par le paramètre de Hubble : H = ȧ
a
.Ce paramètre n'est pas onstant. Ce que l'on appelle la onstante d'Hubble est la valeurprésente de H que l'on nommeH0. L'équation de Friedmann peut être réérite de la manièresuivante :

k

H2a2
=

ρ
3H2c2

8πG

− 1 ≡ Ω − 1 (2.9)Où Ω est le rapport de la densité à la densité ritique ρc 'est-à-dire Ω = ρ/ρc. Ondé�nit la densité ritique omme étant la densité où k = 0 'est-à-dire ρc = 3c2H2/8πG.L'equation (2.9) montre un rapport entre la géométrie de l'Univers et le signe de Ω − 1 :
• k = 1 ⇒ Ω > 1 : on dit que l'Univers est fermé. Il roît, atteint un maximum, puis seontrate.
• k = 0 ⇒ Ω = 1 : on dit que l'Univers est plat. L'espae-temps est sur de très grandeséhelles de distane, un espae-temps eulidien. L'Univers s'étend indé�niment.
• k = −1 ⇒ Ω < 1 : on dit que l'Univers est ouvert. L'Univers s'étend indé�nimentmais de manière plus rapide que dans le as k = 0.2.2 L'Univers aujourd'hui : observations et onséquenesLa ompréhension atuelle de l'évolution de l'Univers est fondée sur le modèle os-mologique de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) que l'on nomme ouramment modèledu Hot Big Bang. Ce modèle est devenu le modèle osmologique standard. En e�et, despreuves diretes appuient e modèle jusqu'au début de la nuléosynthèse primordiale soitun entième de seonde après le Big-Bang.2.2.1 Le fonds di�us osmologique : Cosmi Mirowave BakgroundRadiationLe haut degré de symétrie du modèle FRW est une hypothèse fondamentale du modèle.L'hypothèse d'homogénéité et d'isotropie mérite véri�ations. Une des preuves les plusspetaulaires de ette propriété d'homogénéité est l'uniformité, quelque soit la diretion
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2.2. L'Univers aujourd'hui : observations et onséquenes 19de l'espae vers laquelle on observe, de la température du CMBR qui orrespond parfai-tement au spetre d'émission d'un orps noir. En 2006, WMAP [1℄ a donné les dernièresmesures : T0 = 2.725 ± 0.001 K. La mesure des anisotropies donne : ∆T/T ≤ 10−5. Nousrappelons que le CMBR est formé des photons qui se sont déouplés de la matière dans la`soupe primordiale'. En e�et, dans l'Univers primordial, la matière et la radiation étaienten onstante interation don à l'équilibre thermique (à ause des rapides interationsentre photons et életrons). Lorsque la densité d'életrons libres est devenue trop faiblepour maintenir l'équilibre thermique, à ause de la formation des atomes, les photons sesont déouplés de la matière. En d'autres termes, le déouplage s'est produit lorsque lelibre parours moyen des photons est devenu plus grand que la distane de Hubble cH−1qui aratérise l'expansion de L'Univers. Ce sont es photons qui se sont éhappés de lasoupe primordiale, ou de l'Ylem selon Gamow, que l'on observe aujourd'hui et que l'onnomme CMBR. Si l'expansion de l'Univers était grandement anisotrope, nous observerionsaujourd'hui des �utuations de grande ampleur au niveau des températures mesurées. Laremarquable uniformité du CMBR indique qu'à l'époque du déouplage (soit z ≃ 1100 soità peu près 300000 ans après le Big-Bang), l'Univers était hautement isotrope et homogène.Le CMBR fournit une preuve manifeste que l'Univers débuta par le Hot Big Bang. Les in-homogénéités observées inférieures à 10−5 sont néessaires pour expliquer la formation desstrutures. Nous pouvons, d'ors et déjà, faire une remarque en relation ave les paragraphessuivants : un Univers ave de la matière purement baryonique impliquerait :∆T/T ≥ 10−5.Nous onstatons, grâe aux mesures sur le CMBR, qu'il y a une néessité de matière sombrenon baryonique.2.2.2 Les abondanes des éléments légers, le nombre de baryons,et le problème du LithiumLa théorie de la nuléosynthèse primordiale est un des tests majeurs du modèle stan-dard osmologique. Les origines primordiales des éléments légers sont prévus par le modèle.Le modèle prédit que les réations nuléaires qui ont eu lieu entre 0.01 seonde et 100 se-ondes après le Big-Bang ont produit les éléments légers omme le Deutérium, l'Hélium 3,l'Hélium 4 et le Lithium 7. La omparaison entre les abondanes prédites par le modèleet elles observées atuellement fournit une véri�ation supplémentaire de la osmologiestandard.Or, les résultats des observations onordent remarquablement, pour la plupart deséléments ités, ave e que prévoit le modèle. On trouve que le ratio baryons sur photonsest ompris entre 4 10−10 et 7 10−10 e qui orrespond à 0.015 ≤ ΩBh
2 ≤ 0.026 où h estun fateur multipliatif de H0 pris égal à 100 Km/s/Mp due à l'indétermination sur ettevaleur et où ΩB est la densité de baryons sur la densité ritique.Les résultats de WMAP3 [1℄ donnent ΩBh

2 = 0.0223+0.0007
−0.0009 et l'artile [2℄ qui utilise lesontraintes sur les supernovae, les amas de galaxies et la forêt de raie Lyman-α en plus du

te
l-0

02
83

29
3,

 v
er

si
on

 1
 - 

29
 M

ay
 2

00
8



20 Chapitre 2. CosmologieCMB donne h = 0.703+0.013
−0.013 et ΩBh

2 = 0.0224+0.0007
−0.0006.Nous itons et artile ar, pour déterminer la valeur de h, le CMB seul n'est pas trèsontraignant. Dans la suite, nous avons toujours utilisé les données de e papier. Le alulthéorique de la BBN (Big Bang Nuleosynthesis) fournit don la plus préise détermina-tion du nombre de baryons. On trouve ΩB ≈ 0.045. Si la fration de baryons par rapportà la densité était d'ordre 1, le Deutérium serait beauoup moins abondant et l'Hélium IVet le Lithium VII serait beauoup trop abondants par rapport aux mesures. Don si Ω0, la densité atuelle sur la densité ritique, est prohe de 1, e vers quoi onordent lesobservations sur les supernovae, on peut en déduire que l'essentiel de l'énergie-matière del'Univers se présente sous une autre forme que les baryons.La théorie de la nuléosynthèse primordiale présente ependant des problèmes [20℄, [21℄à expliquer les abondanes de Lithium 7 et de Lithium 6. La théorie de la nuléosynthèsedonne une quantité deux à trois fois plus grande pour le Lithium 7 que les quantitésévaluées à partir des mesures sur les étoiles de faible métalliité. Quant au lithium 6, Lesméanismes astrophysiques de réation de et élément semblent ne pas pouvoir expliquerson abondane qui pourrait avoir don une origine primordiale. Le problème est que lathéorie de la nuléosynthèse primordiale n'en produit pas su�samment pour expliquer lesobservations.2.2.3 L'expansion et l'aélération de l'UniversL'expansion de l'Univers est une des aratéristiques majeures de la osmologie stan-dard. L'expansion fut déouverte au ours des années 1920. Cette expansion a été mis enévidene par la mesure d'un déalage vers le rouge des objets observés. Ainsi, avant 1993,des mesures de déalage vers le rouge sur 30000 galaxies ont été faites. On rappelle de l'ex-pansion est prise en ompte dans l'expression de la métrique de FRW par le biais du fateur

a(t). La valeurH0 = ȧ(t0)/a(t0) est le taux d'expansion atuelle. Il serait de 70 Km/s/Mp.L'observation de handelles standards, 'est-à-dire d'objets rayonnants toujours la mêmequantité d'énergie, et dont la magnitude absolue, la durée d'émission et le spetre sont in-dépendants de l'espae et du temps, a permis de déterminer la magnitude apparente m,le redshift z de es soures et la magnitude absolue M. Or, il existe une relation entre lamagnitude apparente, la magnitude absolue, le redshift et les paramètres osmologiques.On peut don obtenir les paramètres osmologiques 'est-à-dire ΩM , la densité d'énergie-matière sur la densité ritique, ΩΛ, le densité d'énergie du vide sur la densité ritique, et
Ωk la densité d'énergie liée à une ourbure k non nulle sur la densité ritique.Les objets hoisis omme handelles standards sont les supernovae de type Ia. Ce sontà l'origine des naines blanhes qui arètent du gaz dans l'enveloppe stellaire d'un ompa-gnon. Lorsque la masse de la naine blanhe atteint le seuil de la masse de Chandrasekhar,l'équilibre hydrostatique de l'étoile devient instable et son oeur s'e�ondre : la densité et
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2.3. La matière noire 21la température augmente jusqu'à e que le arbone et l'oxygène entrent en fusion thermo-nuléaire, la pression n'est plus ontrebalanée par la gravité et l'étoile explose. Puisquela masse qui fusionne est toujours donnée par la masse de Chandrasekhar (1.4 M⊙), lessupernovae de type Ia sont don de bonnes handelles standards. Lors de l'explosion, laluminosité atteint un pi de 1010 L⊙ : la supernova devient aussi brillante que la galaxieh�te et est visible à des distanes osmologiques.Le Supernova Cosmology Projet [22℄ a ainsi mesuré que le meilleur jeu de paramètresosmologiques était une ourbure k nulle don un Univers plat 'est-à-dire Ω = 1 ave ΩMde l'ordre de 0.28 et ΩΛ de l'ordre de 0.72. L'Univers aélère ar la ondition ΩΛ > ΩM/2est remplie. Les observations de WMAP on�rme le modèle d'un Univers plat ontenantenviron 30% de matière et 70% d'une énergie noire qui se omporte omme une onstanteosmologique ou un �uide de quintessene.2.3 La matière noireL'existene supposée de la matière noire repose entre autres sur la ontradition entre lamasse de di�érents objets de l'Univers (galaxie ou amas) estimée par des méthodes dyna-miques et elle que l'on évalue à partir de leurs onstituants visibles. La masse dynamiqueest systématiquement plus grande que la somme des masses des onstituants identi�és. Onest ainsi amené à postuler la présene d'une masse invisible de matière. La masse de ettematière sombre est 10 à 100 fois plus importante que elle de la matière lumineuse.En 1933, Zwiky en étudiant la distribution de vitesse des galaxies dans le grand amasde Coma, onluait que les galaxies ne ontribuaient qu'à 10% de la masse de l'amas. Laquestion est restée un peu oubliée pendant un demi-sièle puis est revenue à la surfaedevant l'aumulation de données qui suggéraient qu'une fration importante de la massede l'Univers n'étaient pas lumineuse. On trouve ette matière sombre à l'éhelle des galaxiesoù son extension supérieure à elle de la matière lumineuse se traduit par des vitesses derotation anormalement élevées ; mais aussi à l'éhelle des amas de galaxies, où sa préseneaélère les galaxies et déforme en ars les galaxies d'arrière-plan.2.3.1 Théorie et nature de la matière noireLa présene de matière noire non baryonique semble requise à l'éhelle osmologique.En e�et, ette matière noire semble néessaire pour expliquer la théorie selon laquelle lesgrandes strutures, galaxies et amas, se forment à partir de petites �utuations primor-diales de densité qui roissent ensuite par instabilité gravitationnelle. La di�ulté d'unsénario purement baryonique est une question de temps : la roissane des �utuationsest freinée par l'expansion de l'Univers : les �utuations des baryons ne ommenent àroître qu'après la reombinaison des ions et életrons, quand les photons se déouplent.C'est déjà trop tard pour expliquer la formation des strutures. Si par ontre, l'essentiel
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22 Chapitre 2. Cosmologiede la matière dans l'Univers n'interagit pas ou faiblement ave les photons, ses propres�utuations débutent leur roissane dès qu'elle ontr�le l'expansion (i.e quand l'Universest dominé par la matière), 'est-à-dire bien avant le déouplage. Les �utuations de ettematière qui interagit faiblement ave les photons ont le temps de roître et forment deprofonds puits de potentiel dans lesquels les baryons se préipitent dès que le ouplage desbaryons au rayonnement disparaît. Une �utuation de densité ne roît que si elle ontientune masse supérieure à une masse ritique appelée masse de Jeans. Deux théories prini-pales ont été développées : la matière noire haude (Hot Dark Matter) et la froide (ColdDark Matter). La matière noire haude se déouple de la matière ordinaire alors qu'elleest ultra-relativiste. C'est e que l'on appelle le sénario top-down : les partiules onsidé-rées étant ultra-légères, leur masse de jeans est élevée. On ommene don par réer desgrandes strutures (super amas) qui se fragmentent en plus petites. Son inonvénient estque les strutures que e sénario permet de former sont formées trop tard. L'avantage estle grand nombre de strutures formées. Dans le sénario de matière noire froide, les par-tiules de matière noire se déouplent du reste de l'Univers sans être relativistes. Ce sontdes partiules massives (au-delà de la dizaine de GeV) : leur masse de Jeans est beauoupplus faible que pour les partiules ultra-relativistes. On ommene don par former desstrutures nettement plus petites que des galaxies. C'est le sénario Down-Top. Le modèlele plus en vogue aujourd'hui est le modèle d'un Univers en expansion aélérée ave de lamatière noire froide (modèle ΛCDM). Pourtant, un modèle de matière noire froide semblene pas expliquer ertaines strutures : il existe en e�et des strutures `petites' (galaxies)plus jeunes que des strutures plus étendues (amas). Nous émettons l'hypothèse peut-êtrevéri�able dans le modèle que nous développerons, d'un modèle melangeant de la matièrenoire froide et de la matière noire tiède (Warm Dark Matter) qui pourrait peut-être ré-soudre les launes de haun des modèles.Bien que la nuléosynthèse primordiale laisse penser qu'une petite fration de la matièrenoire soit baryonique, l'essentiel de la matière noire doit être non baryonique. De façongénérale, un halo de matière sombre baryonique pose le problème de sa formation : pourquoiune partie de la galaxie se serait-elle ondensée en un disque de gaz et d'étoiles et le resteen un halo formé d'objets ompats ? Un halo de matière noire non baryonique évite eproblème en attribuant les baryons au disque et la matière sombre non-baryonique au halosphérique. La plupart des andidats pour rendre ompte de la matière noire s'expliquent parune relation due à Zeldovith, Lee et Weinberg, entre masse, ouplage et abondane atuelled'une partiule élémentaire. Si une partiule se déouple sans être relativiste, sa densitésur la densité de photons déroit exponentiellement : en e�et, elle peut s'annihiler ave sonanti-partiule. Mais omme l'Univers est en expansion, la densité de ette partiule devientsi faible qu'elle n'a plus le temps de trouver son antipartiule : le rapport de sa densitésur elle elle des photons se stabilise, on dit qu'elle gèle. En première approximation,en égalant le taux d'annihilation ave le taux d'expansion, on trouve la densité de gel.Pour des partiules massives de masse omprise entre 1 GeV et 100 GeV et de setione�ae donnée par des interations életrofaibles, on trouve une densité prohe de la densitéritique. Ce résultat suggère que la matière sombre non baryonique pourrait être omposée
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2.4. La Quintessene 23de partiules massives (au-delà du GeV) interagissant faiblement d'où le nom générique deWIMPs (Weakly Interating Massive Partiles). Le Neutralino le plus léger prédit par leMSSM est un andidat pour dérire ette matière noire non baryonique.2.4 La Quintessene2.4.1 Quintessene Vs onstante osmologiqueLa onstante osmologique, omme nous l'avons vu, permet d'obtenir naturellementun �uide à pression négative. Ce �uide (qui serait l'expression de l'énergie du vide) seraitresponsable de l'aélération atuelle de l'Univers puisque sa densité d'énergie domineraitelui de la matière à notre époque. Pourtant, une pure onstante osmologique présentedeux problèmes [23℄. Le premier est onnu sous le nom de �ne-tuning : pourquoi un teléart entre l'énergie du vide et l'énergie de Plank : ρ0
Λ/ρP lanck ∼ 10−123 ?D'autre part, l'Univers est aujourd'hui en phase d'aélération : la densité d'énergiedu vide n'est devenu prépondérante que maintenant. L'autre problème est don elui desonditions initiales. En e�et, une onstante osmologique doit être in�niment ajustée au`départ' pour ne devenir prépondérante que maintenant. A l'époque de Plank alors quel'Univers est dominé par la radiation, la ontribution de la onstante osmologique à l'éner-gie totale était in�niment faible : ρiΛ/ρirad ∼ 10−125 (i signi�ant initial). Le problème estdon que toute autre valeur qui ne serait pas elle si préisément �xée pour la onstanteosmologique onduirait à une évolution di�érente de l'Univers tel que nous le onnaissons.L'avantage du modèle de la quintessene est, omme nous allons l'expliquer, de régler leproblème des onditions initiales. En e�et, e modèle permet d'avoir une plage très largepour les onditions initiales de l'énergie du vide. On ne règle ependant pas le problèmedu �ne tuning entre l'éhelle de Plank et elui de la valeur de l'énergie du vide.Avant d'introduire la modélisation de la quintessene, nous allons iter les di�érentesépoques se suédant. Durant les premières frations de seonde après le Big-Bang, 'est-àdire jusqu'à 10−43 seonde, prend plae e que l'on appelle l'ère de Plank. C'est l'époquede la gravité quantique dont on ne peut rien dire dans l'état atuel des onnaissanes.Après ette période, l'Univers est dominé par la radiation jusqu'à e qu'arrive la phasein�ationnaire qui peut avoir eu lieu entre 10−30 et 10−26 seonde : il n'y a pas vraimentde prérequis pour la position dans le temps de la phase in�ationnaire si e n'est qu'elleait lieu avant la nuléosynthèse primordiale. Il y a un autre prérequis, plus théorique, ve-nant de sénarios de baryogénèse via leptogénèse qui néessitent une haute températurede réhau�age (reheating) et don une in�ation qui a lieu dans la gamme de temps donnéei-dessus. L'in�ation peut aussi très bien avoir eu lieu avant. L'Univers est ensuite dominéepar la radiation jusqu'à 580000 ans après le Big-Bang puis vient l'ère de domination de lamatière. 300000 ans après le Big-Bang a lieu le déouplage des photons ave la matière.A une époque réente à l'éhelle de l'Univers, z = 1 soit après 3 milliards et 300 millions
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24 Chapitre 2. Cosmologied'années, la densité d'énergie du vide ou l'énergie noire ou la quintessene domine l'Univers.Dans les périodes étudiées, la matière et le rayonnement suivent l'équation d'état : P =
ωρ. Pour la radiation, ω = 1/3. Pour la matière, ω ≈ 0. Pour la onstante osmologique oula quintessene, PQ = ωQρQ et ωQ est negatif. Nous rappelons la di�érene entre onstanteosmologique et quintessene : la onstante osmologique omme son nom l'indique estonstante alors que la quintessene est une grandeur dynamique. Le �uide dérit a unepression négative. Si ωQ = −1 à toutes les époques, on est en présene d'une pure onstanteosmologique. Si ωQ varie au ours du temps en prenant aujourd'hui une valeur négative, onl'appelle quintessene. Le nom `quintessene' signi�e inquième élément (les quatre autreséléments étant la matière noire, les baryons, les photons et les neutrinos). On modélise laquintessene par un hamps salaire φ neutre. Ce hamps est assoié au Lagrangien :

L =
1

2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ) (2.10)Les équations d'Euler-Lagrange permettent de trouver les équations du mouvement. Ainsi,si l'on se plae dans la métrique de Robertson-Walker, on trouve, en prenant un hamp φhomogène (puisque dans le modèle osmologique FRW, l'homogénéité est esssentielle), nedépendant que du temps :

φ̈+ 3Hφ+
dV

dφ
= 0 (2.11)ave H = ȧ/a. D'autre part, ave l'expression générale du tenseur énergie-impulsion :

Tµν = ∂µφ∂νφ− gµνL (2.12)on trouve dans le as de la métrique de Robertson-Walker :
ρφ = T00 =

1

2
φ̇2 + V (φ) (2.13)pour la omposante temporelle, et pour les omposantes spatiales :

Tij = −Pφgij (2.14)e qui donne :
Pφ =

1

2
φ̇2 − V (φ) (2.15)On obtient don pour l'équation d'état :

ωφ =
Pφ
ρφ

=
φ̇2

2
− V (φ)

φ̇2

2
+ V (φ)

(2.16)On remarque que ωφ est ompris entre −1 et 1 : lorsque le potentiel l'emporte, ωφ estnégatif et le hamp joue alors le r�le de la onstante osmologique.
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2.4. La Quintessene 252.4.2 Les potentiels attrateursLe hamp de quintessene est apable d'évoluer dynamiquement. Comme nous allonsle voir, ela permet de �xer plus librement les onditions intiales de la densité d'énergiedu vide. Les ontraintes imposées à la quintessene est de ne devenir prépondérante quemaintenant et d'être sous-dominante aupauravant pour ne pas perturber l'évolution del'Univers et la formation des strutures. [24℄ ont développé l'idée des potentiels attrateursqui permettent de régler le problème des onditions initiales. Nous herhons une évolutionde φ qui tende vers une solution attrateur : quelque soit les onditions initiales, le hamprelaxe vers ette solution. La tradution des ontraintes imposées à la solution attrateuronduit à des onditions sur le potentiel :
Γ = V ′′V/V ′2 > 1 (2.17)et le long de la solution attrateur :
ωφ =

ωB − 2(Γ − 1)

1 + 2(Γ − 1)
(2.18)On véri�e que des potentiels de la forme V ∝ φn ave n < 0 véri�ent la ondition maisaussi des potentiels de la forme e(M/φ). Ce dernier potentiel présente l'avantage de nefaire sortir du fond l'énergie de quintessene que réemment. Steinhardt et al.[24℄ partentdu maximum d'énergie allouable à la quintessene après l'in�ation 'est-à-dire une équi-partition entre les di�érents degrés de liberté e qui donne omme densité d'énergie pourla quintessene, un millième de la densité d'énegie totale. On peut ependant partir aveune énergie ent fois moindre et aboutir à la même onvergene vers la solution attrateur.La densité d'énergie de quintessene rejoint le potentiel attrateur au bon moment 'est-à-dire avant l'équipartition matière-rayonnement e qui permet à l'énergie de quintessened'émerger du fond au bon moment 'est-à-dire réemment (à un redshift z de l'ordre 1).2.4.3 Petite digression sur l'énergie du videL'énergie du vide ou énergie noire peut paraître plus mystérieuse que la matière noire.Pourtant, au niveau oneptuel, il ne s'agit pas d'autre hose que de l'énergie du vide. Le`Tout' est de pouvoir la déterminer théoriquement. Prenons l'exemple de l'e�et Casimir :ette fore n'est pas autre hose que l'énergie du vide de la théorie quantique de l'életrody-namique. Le vide de toutes les théories physiques onstruites à e jour ne peut pas rendreompte de l'énergie du vide : ainsi le vide de la QCD est totalement impropre à dérirele vide représenté par la onstante osmologique. La supersymétrie donne une énergie duvide nulle. Or, l'énergie du vide est faible mais n'est pas nulle. Les théories de superordesqui vivent dans des espaes à 10 dimensions font orrespondre ette énergie du vide à 4 d àla onformation géométrique des dimensions ompates or il existe un nombre gigantesque(10500) de possibilités de ompati�ation qui obtiennent la bonne énergie du vide. C'est equi est appelé le Landsape. C'est en quelque sorte une des launes des théories de ordes.
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26 Chapitre 2. CosmologieAujourd'hui, auune théorie physique n'est apable de prédire l'énergie du vide. Le videosmologique n'est ni le vide életrofaible, ni le vide de l'interation forte, ni le vide dela supergravité et il n'est pas prévisible en théorie des ordes.. Il manque quelque hoseenore dans notre appréhension du monde..2.5 L'in�ationSelon la théorie de l'in�ation, l'Univers dans ses premiers instants, a onnu une phased'expansion extraordinaire. Cette théorie fut développée pour plusieurs raisons.La première des raisons est la platitude atuelle de l'Univers. Si l'on devait expliquer ununivers plat dans le modèle FRW, les onditions initiales devraient être in�niment ajustées.Ainsi à l'époque de Plank, |Ω − 1| ≤ ©(10−60). L'in�ation qui entraîne une roissaneexponentielle du paramètre �a� pourrait expliquer que k
H2a2

= Ω − 1 soit prohe de 0 etela sans avoir des onditions initiales aussi in�niment ajustées.Un autre problème résolu par l'in�ation est e que l'on peut appeler le problème del'horizon. Le CMBR qui nous parvient est onstitué des photons émis lors du déouplage dela matière ave le rayonnement. La distane propre traversée par des photons émis depuisla surfae de dernière di�usion jusqu'à nous est donnée par l = a(t0)
∫ t0
ts

c
a(t)

dt où ts estl'instant de déouplage et t0 notre époque. Comme au moment du déouplage, l'Universest dominé par la matière, on a a ∝ t2/3 d'où l = 3ct0(1 − (ts/t0)
1/3). De plus, on sait que

a(t0)/a(ts) = (t0/ts)
2/3 = Ts/T0 = 3000/2.7. On obtient don l ≈ 2.909ct0.L'horizon au moment du déouplage est : Rh(ts) = 3 c ts ar la dimension de l'horizonà ts est donnée par l'expression : Rh(ts) = a(ts)

∫ ts
0

c
a(t)

dt. On remarque que e que l'onappelle horizon est simplement la distane propre maximale à laquelle l'énergie peut sepropager en tenant ompte de l'expansion de l'Univers d'où la similitude entre la formuledonnant la distane propre parourue par un photon et la taille de l'horizon. En e�et,auune information ne peut se propager plus vite que la lumière.L'horizon à l'instant ts est observée aujourd'hui : il faut don tenir ompte de l'expan-sion de l'Univers. Ainsi, l'horizon à ts vu de t0 est Rh = Rh(ts)
a(t0)
a(ts)

= 3cts(to/ts)
2/3.On obtient l'angle ausal d'observation par e rapport : θ = Rh/l = 0.03 Rad. C'estpréisément e résultat qui est di�ilement ompréhensible sans in�ation : notre iel sedéomposerait en 4π/0.032 ≈ 14000 régions qui n'auraient pas eu de ontat ausal par lepassé mais qui envoie le même rayonnement à 2.7 K.Pour résoudre e problème, il faut introduire l'in�ation. Il faut qu'à un moment donnél'espae se soit dilaté de manière supra-lumineuse (a(t) ∝ exp(Hvt) où H2

v = 8πGV0/3c
2est le paramètre de Hubble pendant l'in�ation et V0 est la densité d'énergie du hampsin�ationnaire qui domine l'Univers au début de l'in�ation) pour disonneter des régions
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2.5. L'inflation 27qui étaient en ontat ausal. Si l'on dé�nit N = Hτ où τ est la durée de l'in�ation, ilsu�t que N ≥ 55 pour régler e problème.On observe des régions qui semblent ne pas avoir eu de ontat ausal et qui émettentle même rayonnement : en fait, avant la phase in�ationnaire, es régions étaient en ontatausal et l'ont perdu après l'in�ation pour le retrouver avant notre époque ou à notreépoque. Certaines régions sont enore disonnetées ausalement et ne seront onnetéesque plus tard. On dit que les objets sortent de l'horizon puis réentrent dans l'horizon arla vitesse d'expansion est plus faible que la vitesse de la lumière : e phénomène est onnusous le nom de `good bye and hello again'.Un autre problème du modèle osmologique sans in�ation est plus d'ordre théoriquepuisqu'il onerne la dilution de reliques non observées produites dans les théories granduni�ées. Ainsi dans ertaines théories GUT (grand uni�ed theory), des monopoles sontproduits. Or nous n'en observons pas atuellement. L'in�ation dilue la densité de mono-poles de manière très importante : pour N ≥ 55, la densité de monopoles est diluée de
70 ordres de grandeurs. D'autres partiules indésirables sont diluées omme les gravitinosprédits par les théories supersymétriques.En�n, l'in�ation permet d'expliquer les �utuations de densité du CMBR qui sont selonle modèle standard à l'origine de la formation des strutures. Une des hypothèses fortespour avoir un hamps in�ationnaire est le `slow-roll' que nous allons dé�nir et qui est auoeur de l'expliation de la formation des strutures.Revenons tout d'abord sur la modélisation. On modélise généralement l'in�ation parun hamps salaire Φ. La densité d'énergie de e hamp ou `vauum energy' est ρv =
1
2
Φ̇2 + V (Φ) et la pression est Pv = 1

2
Φ̇2 − V (Φ). On hoisit un potentiel assez plat pourque l'essentiel de l'énergie du hamps soit sous forme potentielle. Cei est fait dans le butd'obtenir une pression négative néessaire à l'expansion aélérée que l'on souhaite. Onobtient don ave un potentiel plat : Pv ≈ −V0 = −ρv. Cette phase est appelée le slow-roll.L'équation de Friedmann est :

H2 =
8πG

3c2
(ρr + ρv) (2.19)La radiation est toujours régie par la onservation du tenseur énergie-impulsion :

dρr
dt

+ 3
ȧ

a
(Pr + ρr) = 0 (2.20)que l'on peut érire en remplaçant Pr par 1

3
ρr :

dρr
dt

+ 4
ȧ

a
ρr = 0 (2.21)
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28 Chapitre 2. CosmologieLa solution de ette équation est ρr = β/a4.La onservation du tenseur énergie-impulsion liée au hamp in�ationnaire nous donnel'équation de Klein-Gordon (on peut aussi l'obtenir par les équations d'Euler-Lagrange surle Lagrangien du hamp ou enore de manière plus générale, en minimisant l'ation) :
Φ̈ + 3HΦ̇ +

dV

dΦ
= 0 (2.22)Lors du slow-roll, le terme Φ̈ est négligeable devant les autres termes. Nous reviendronssur ette équation lorsque nous disuterons des �utuations de densité.On obtient en remplaçant ρr par sa valeur et ρv par V0 dans l'équation de Friedmann(2.19) :

2
√
Aa2 + 2

√
B + Aa4 = 2

√
Be2

√
At (2.23)ave A = 8πG

3c2
V0 et B = 8πG

3c2
β.Pour t petit devant 1/(2

√
A), on obtient a2 ≈ 2

√
Bt et de manière équivalente ρr =

3c2

32πGt2
. La radiation domine enore le hamp in�ationnaire.Lorsque t = 1/(2

√
A) = ti ave ti le temps de début de l'in�ation, la densité d'énergiepotentielle du hamp V0 est à peu près égale à la densité d'énergie de la radiation. Ontrouve t2i = 3c2

32πGV0
en utilisant soit ti = 1/(2

√
A) soit en égalant ρr ave V0.Quand t > 1/(2

√
A), le terme en exponentielle dans l'équation (2.23) devient prédomi-nant et on obtient :

a(t) ≈ (
β

4V0
)1/4eHv t (2.24)où H2

v = A = 8πG
3c2
V0.L'Univers entre dans une phase de De Sitter. Le paramètre d'expansion grandit demanière formidable. Durant ette phase in�ationnaire, le refroidissement est important

T ∝ e−4Hvt . L'ensemble du ontenu en matière rayonnement de l'Univers est dilué : toutdisparaît. Mais alors d'où vient la matière qui nous entoure ? L'énergie potentielle du hamp�nit par s'annuler : le hamp osille autour du minimum et par dissipation transforme sonénergies en partiules (remarquons que dans l'équation (2.22) nous n'avons pas onsidéré leterme de ouplage à la matière qui ne devient e�etif que prohe du minimum). On appelleette phase le réhau�age ou `reheating' ar l'Univers qui avait subi un important refroi-dissement ave une densité en matière-rayonnement prohe de 0, se réhau�e : Trh ∝ V
1/4
0 .La densité d'énergie V0 est formidablement grande puisqu'elle égale la densité d'énergie de
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2.5. L'inflation 29radiation à des temps très primitifs de l'histoire de l'Univers.Il existe une ontrainte d'ordre théorique sur la température de reheating venant desénario de Baryogénèse via Leptogénèse qui néessitent des neutrinos droits ultra lourds ;es partiules ne peuvent se former que si la température du bain thermique est su�sam-ment élevée pour les produire. Ainsi, des températures au-delà de 108 GeV, voire 109 GeVsont néessaires.D'autre part, il existe des ontraintes [41℄ venant de la prodution de gravitinos demasses plus basses que 20 TeV. Les gravitinos n'étant ouplés que gravitationnelement,leur durée de vie est longue. S'ils sont trop abondants, ils peuvent perturber la BBN (BigBang Nuleosynthesis) leur abondane est proportionnelle à la température de reheating.Cei implique que les températures de reheating ne doivent pas être trop hautes. Il setrouve que pour des gravitinos de moins de 10 TeV, il est di�ile d'aommoder Leptogé-nèse thermique et supersymétrie.Le développement que nous venons de faire, va nous permettre de omprendre ommentl'in�ation permet d'expliquer les �utuations de densité que n'explique pas une osmologiestandard FRW. Comme tout hamp, le hamp in�ationnaire est soumis à des �utuationsquantiques. Dans l'espae de De Sitter de l'in�ation des points qui étaient en ontat au-sal avant l'in�ation peuvent ne plus l'être juste après. On dit que es points ont traversél'horizon des évènements. L'espae de De Sitter est similaire à un trou noir inversé : dansette espae, nous sommes `à l'intérieur' et le trou noir nous entoure de toute part à l'exté-rieur puisqu'un objet qui entre dans un trou noir perd tout ontat ausal ave l'extérieur.Ainsi, exatement omme dans le as du trou noir, il y a des �utuations quantiques detype thermique gouvernées par la température de Hawking : TH = H/2π. Dans ette ex-pression et dans la suite, les onstantes fondamentales h,  et k sont prises égales à 1.Le hamps est sans masse pendant le slow-roll ar V ′′ ≪ H2. Pour un hamp sansmasse, les �utuations quantiques sont dont données par l'expression :
(δΦ)quant =

H

2π
(2.25)Ces �utuations du hamp induisent des �utuations de densité :

δρ = V ′δΦ = V ′H

2π
(2.26)Nous allons tenter de donner une expliation sommaire de ette e�et. Lors de l'in�ation,les �utuations quantiques des modes du hamp sortent de la sphère ausale et omme lamiro-physique ne joue que dans la sphère ausale, (ar pour qu'il y ait interation, il fautque l'information arrive), on dit que les modes gèlent. Lorsque les modes franhissent denouveau l'horizon, ils deviennent des �utuations de densité. Les �utuations quantiques
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30 Chapitre 2. Cosmologiedu hamp ne doivent pas être trop exessives pour ne pas que le hamp soit projeté rapide-ment au minimum du potentiel et l'empêhe de faire son slow-roll qui permet à l'in�ationd'avoir lieu. Il faut don que les �utuations quantiques soient une petite perturbation àla trajetoire lassique du hamp. La variation lassique de Φ au ours de l'in�ation doitêtre beauoup plus grande que sa variation quantique. En e�et, plus la variation lassiqueest grande (typiquement l'éart entre les deux extrémités du potentiel), plus le potentielest plat et moins les �utuations quantiques peuvent projeter le hamp sur le minimum.Or, on sait que δΦclass ≈ −V ′

3H2 , don pour que les �utuations lassiques soient supérieuresaux �utuations quantiques, il faut que :
2π ≫ −3H3

V ′ (2.27)Cette ondition est automatiquement véri�ée pour produire des �utuations de densitéorretes. En e�et, remarquons déjà que lors du slow-roll d'après l'équation (2.22), on a :
3HΦ̇ = −V ′ (2.28)On onlue don que :
−3H3

V ′ =
H2

Φ̇
(2.29)Or, H2/Φ̇ est typiquement de l'ordre de grandeur des �utuations de densité produitespar l'in�ation au retour dans l'horizon :

δρ

ρ
≈ H2

Φ̇
(2.30)Nous savons que es �utuations de densité sont de l'ordre de 10−5 e qui est bieninférieure à 2π.2.6 ConlusionNous avons dans e hapitre donné un aperçu de la osmologie dans sa version stan-dard. Au niveau des données expérimentales, la remontée dans le temps s'arrête au niveaudu déouplage matière-rayonnement soit 300000 ans après le Big-Bang. Toute l'histoire del'Univers depuis le Big-Bang (si Big-bang il y a) jusqu'au moment du déouplage est donune extrapolation à partir de mesures astrophysiques atuelles (supernovae, dynamiquedes galaxies et des amas, métalliité des étoiles) et de nos onnaissanes et onstrutionsde physique théorique. La BBN semble être une grande réussite préditive puisque les me-sures de métalliité et les théories d'évolution stellaire on�rme les quantités prédites par laBBN. Il reste tout de même le problème de l'abondane de Lithium 6 et 7 dont les quantitéssemblent ne pas être expliables par la BBN standard et les mesures et théories d'évolutionstellaire. Il semble ependant que ertaines théories physiques au-delà du modèle standard
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2.6. Conlusion 31puissent permettre d'expliquer la synthèse es éléments lors de la BBN [20℄ . Malgré e légerennui, la nuléosynthèse primordiale passe globalement le test observationnel et on�rmeun peu plus la théorie du Big-Bang.Pourtant, extrapoler de la date 300 000 A.BB 3 jusqu'à l'instant 0 est un exerie pé-rilleux. Les prohains observatoires neutrinos pourraient permettre de sonder l'Univers àdes âges beauoup plus jeunes puisque les neutrinos se déouplent environ 1 s après leBig-Bang. Les mesures de détetion direte d'ondes gravitationnelles pourraient nous don-ner une arte de l'Univers enore plus jeune : on pourra peut-être un jour observer lesgravitons primordiaux émis lors de l'in�ation ou lors d'autres proessus [26℄ donnant lieuà une expansion aélérée omme le sénario ekpyrotique4.La onstrution au-delà de la date 1s A.BB jusqu'à l'instant 0 pourrait faire intervenirertains phénomènes de physique des partiules au-delà du modèle standard. Les transitionsquark-gluon vers nuléon et brisure de symétrie életrofaible devraient avoir lieu dansette période. Des partiules supersymétriques pouraient être présentes dans le plasma àette époque. Les théories uni�ées de physique des partiules et les théories de gravitationquantique se trouveraient tout prêt de l'instant 0. Cette période au-delà de la date 1s A.BBjusqu'à l'instant 0 est la plus mystérieuse : elle donne lieu à de nombreuses onnetionsave la physique des partiules au-delà du modèle standard dont le LHC pourrait nousdonner un avant-goût. L'in�ation est plaée dans ette période. Ce phénomène néessaireà la ohérene du modèle du Big-Bang néessite un hamp salaire pour le moment nonidenti�é dans le ontexte des théories au-delà du modèle standard.

3After Big Bang ! !4ollision de deux membranes miroirs
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3 Au-delà du ModèleStandard
3.1 IntrodutionNous allons onsarer l'essentiel de e hapitre à une branhe de la physique théo-rique onnue sous le nom de supersymétrie. Ce que l'on désigne par supersymétrie est unesymétrie du Lagrangien de la théorie sous des transformations qui rendent un état boso-nique fermionique et vie-versa. Shématiquement, si l'on désigne par Q le générateur desupersymétrie, on érira shématiquement :

Q|Boson > = |Fermion > (3.1)
Q|Fermion > = |Boson > . (3.2)Le point de départ de la réation de ette théorie est le désir qu'ont eu les herheursd'étendre l'algèbre de Poinaré qui rend ompte des symétries d'espae temps en trouvantune algèbre qui regroupe à la fois les transformation d'espae-temps mais aussi les symétriesinternes. Il y a eu plusieurs essais dans les années 1960 mais en 1967, Coleman et Mandulamontrèrent de façon formelle qu'il est impossible de ombiner les deux types de symétries.C'est leur fameux théorème no-go. En fait, il était sous entendu que 'était impossible enutilisant des générateurs bosoniques (don de spin entier) habituels. Mais en 1971, Golfandet Likhtman réussirent l'extension du groupe de Poinaré en utilisant des harges fermio-niques, don de spin demi-entier. Cette extension était l'algèbre de la supersymétrie. En1973, Wess et Zumino proposèrent la première théorie des hamps supersymétrique à 4dimensions de vrai intérêt du point de vue phénoménologique. Puis, ensemble ave Ilio-poulos et Ferrara, ils montrèrent que la supersymétrie permettait de supprimer beauoupde divergenes des théories des hamps usuelles. En 1976, deux groupes déouvrirent quela supersymétrie loale (la transformation de supersymétrie dépend alors des oordonnéesd'espae-temps) inluait une desription de la gravitation. C'est e que l'on a appelé lasupergravité. Nous reviendrons sur e point.Depuis, la phénoménologie de la supersymétrie a été énormément étudiée et les théoriesfondées sur la supersymétrie se sont imposées parmi les andidates les plus sérieuses pourla physique au-delà du Modèle Standard. L'extension minimale du modèle standard (Mi-nimal Supersymmetri Standard Model) est l'extension minimal en ontenu de partiules
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34 Chapitre 3. Au-delà du Modèle Standarddu modèle standard. Ce modèle a été largement étudié.En�n, nous arborderons aussi dans e hapitre, les prinipes de la Supergravité, desnotions sur les modèles ave dimensions supplémentaires ainsi que sur les théories de su-perordes.3.2 Supersymétrie : des e�ets intéressantsL'introdution des partiules supersymétriques a un e�et positif sur quelques problèmesque renontrent le modèle standard de la physique des partiules :
• Le problème de la hiérarhie entre l'éhelle életrofaible et l'éhelle de Plank. Sil'on onsidère les orretions radiatives à une boule fermionique à la masse du Higgs, ontrouve :

∆m2
H = − yf

16π2
[2Λ2 + 6m2

f ln(Λ/mf) + ...], (3.3)où λ est le ut-o�. Si on le prend égal à 1019 GeV, on obtient une orretion radiativegigantesque par rapport à l'éhelle életrofaible (100 GeV). Le modèle standard est biensûr renormalisable. Il su�t de prendre un ontre-terme su�samment ajusté pour trouverla masse orrete pour le Higgs. Seulement se pose maintenant le problème du �ne-tuning(qui n'est �nalement que l'expression du problème de la hiérarhie) : il faut in�nimentajuster le ontre-terme pour que lorsqu'il est sommé ave le ∆m2
H , il donne une valeurprohe des (100 GeV )2.Le problème est résolu naturellement ave la supersymétrie. Nous allons voir pourquoi.La supersymétrie assoie aux fermions des partenaires salaires ave les mêmes nombresquantiques que leurs partenaires fermioniques mais ave bien évidemment un spin di�érent.Ces salaires se ouplent aux Higgs et l'on a de la même manière que pour les fermions desboules de salaires qui ontribue aux orretions radiatives du Higgs :

∆m2
H =

λS
16π2

[Λ2 − 2m2
S ln(Λ/mS) + ...], (3.4)où λS est son ouplage ave le boson de Higgs. Si nous regardons de plus près les deuxéquations, nous onstatons que les deux ontributions divergentes (leur terme ∝ Λ2) s'an-nulent si pour haque fermion de notre théorie entrant dans la boule nous avons aussi2 salaires ave λS = y2

f . C'est exatement e que la supersymétrie apporte : les deuxsalaires assoiés au fermion. En e�et, un fermion de Dira a quatre degrés de liberté :on peut lui assoier deux salaires omplexes : en e�et pour érire une théorie des hampssupersymétrique ohérente, il faut que le nombre de degré de liberté des fermions et deleurs partenaires supersymétriques soient égaux. Les divergenes logarythmiques ne se om-pensent pas omplêtement mais ela n'induit pas de problèmes d'ajustement �n tant queles masses des salaires assoiés aux fermions n'est pas trop élevées, disons jusqu'à 10 TeVomme masse maximum. La supersymétrie 'basse énergie' résout don naturellement leproblème de la hiérarhie.
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3.3. Notations 35
• Si l'on onsidère l'évolution des trois ouplages en fontion de l'énergie, nous observonsqu'ils tendent tous presque à se roiser vers la même éhelle. En ajoutant les partiulessupersymétriques, les ouplages se roise très préisément vers le même point (en ajoutantle spetre du MSSM) vers 2 1016 GeV. Cette uni�ation assez spetaulaire laisse penserà eux qui roient en une uni�ation des fores que la supersymétrie pourrait bien être uningrédient néessaire.
• La supersymétrie apporte une pléiade de andidats potentiels pour dérire la matièrenoire. En ajoutant une symétrie disrête appelée R-parité qui permet d'éviter à ertainstermes d'interation d'être présents (ar ils pourraient entraîner une désintégration rapidedu proton), la partiule supersymétrique la plus légère est stable. En e�et, les partiulessupersymétriques ont −1 pour R-parité alors que les partiules du modèle standard ont1. Par onservation de e nombre dans les réations, une partiule supersymétrique qui sedésintègre en deux partiules doit don donner une partiule standard plus une partiulesupersymétrique. Il est don logique que la partiule supersymétrique la plus légère soitstable (puisque si 'est la plus légère, elle ne peut pas se désintégrer et donner une partiulesupersymétrique qui devrait être forément plus légère). Les andidats sont souvent leneutralino le plus léger, le gravitino, le sneutrino, l'axino..3.3 NotationsNous allons dans e brève interlude donner nos notations et onventions sur e quionerne les spineurs.

• Un spineur de Weyl dérit une partiule de spin 1/2 et de hiralité donnée. C'est unspineur à 2 omposantes. Nous nous e�orerons le plus souvent de les noter par des lettresminusules greques ave un indie. Par exemple ψα, ξβ,... où α, β, ... = 1, 2. Un spineur
ψα ou ψL est par onvention de hiralité gauhe, le spineur droit est noté ψα̇ ou ψR. Anoter que :

(ψα)
∗ = ψα̇ (3.5)

(ψ
α̇
)∗ = ψα (3.6)et que les matries εαβ = εα̇β̇ = iσ2 et εαβ = εα̇β̇ = −iσ2 permettent de monter et desendreles indies spinoriels α et β.

• Un spineur de Dira se onstruit ave 2 spineurs de Weyl et réunit les deux hiralitésd'une partiule donnée. C'est don un spineur à 4 omposantes. Nous les noterons par deslettres majusules greques : Ψ, χ, Φ,... En termes de ses spineurs de Weyl, nous avons :
Ψ =

(

ψL
ψR

)

=

(

ψα
ηα̇

) (3.7)Les opérateurs de projetion PR,L = 1
2
(1 ± γ5) permettent de séletionner l'une ou l'autrehiralité : ΨR,L = PR,LΨ.
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36 Chapitre 3. Au-delà du Modèle Standard
• Un spineur onjugué de harge est un spineur auquel l'opérateur de onjugaison de hargea été appliqué. Il dérit la même partiule mais sa harge életrique est opposée.

Ψc = CΨ
T

=

(

ηα

ψ
α̇

) (3.8)où la matrie de onjugaison de harge C peut s'érire :
C = iγ0γ2 (3.9)

• Un spineur de Majorana se onstruit ave un seul spineur de Weyl mais l'englobe dansune notation à 4 omposantes. Il est égal à son onjugué de harge, ΨM = Ψc
M .

ΨM =

(

ψL
−iσ2(ψL)∗

)

=

(

ψα

ψ
α̇

) (3.10)
• La représentation des matries γ hoisie est la représentaion de Weyl dans laquelle :

γµ =

(

0 σµ

σµ 0

) (3.11)ave σµ = (12, σ
i), σµ = (12,−σi) où les σi sont les matries de Pauli, et γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =

diag(−12, 12).Nous avons aussi {γµ, γν} = 2ηµν où ηµν = diag(+1,−1,−1,−1) est la métrique deMinkowski utilisée pour monter et desendre les indies de Lorentz.3.4 L'algèbreL'algèbre de Poinaré est étendu ave des générateurs fermioniques. La supersymétrieintroduit des nouveaux générateurs Qα, fermioniques, don antiommutant entre eux :deux opérations de supersymétrie ne ommutent don pas entre elles. Rien n'interdit l'in-trodution de plusieurs générateurs, mais dans la version simple de la supersymétrie il n'ya qu'un seul nouveau ouple de générateurs, Qα et Q̄α̇. C'est la "supersymétrie N = 1"'est-à-dire ave un seul générateur de supersymétrie.l'algèbre supersymétrique est faite de l'union de l'algèbre de Poinaré et de des rela-tions de ommutations et d'anti-ommutations Qα et Q̄α̇ entre eux et ave les éléments del'algèbre.
[P µ, Qα] = 0 = [P µ, Q̄α̇] (3.12)
{Qα, Q̄β̇} = 2(σµ)αβ̇P

µ (3.13)
{Qα, Qβ} = {Q̄α̇, Q̄β̇} = 0 (3.14)
{Mµν , Qα} =

1

2
(σµν)

β
αQβ (3.15)

{Mµν , Q̄α̇} =
1

2
(σµν)

β̇
α̇Q̄β̇ (3.16)
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3.4. L'algèbre 37Nous allons maintenant étudier les représentations irrédutibles de et algèbre : lessupermultiplets. En e�et, nous voulons appliquer la supersymétrie à la physique des parti-ules, il nous faut don savoir omment ranger nos partiules et quelles seront leurs proprié-tés de transformation. Dans le groupe de Poinaré, il y a 2 éléments invariants de Casimir'est-à-dire ommutant ave les éléments de l'algèbre : l'opérateur de spin W 2 = W µWµ,ave W µ = 1
2
ǫµνρσPνMρσ le veteur de Pauli-Lubanski, et l'opérateur de masse P 2 = P µPµ,où P µ est la quadri-impulsion. Dans un multiplet du groupe de Poinaré, les partiules ontla même masse et le même spin puisque l'opérateur de spin et de masse sont des invariantsde Casimir. Mais dans l'algèbre supersymétrique, W 2 ne ommute plus ave Qα. Nousavons

[P 2, Qα] = 0 (3.17)
[W 2, Qα] 6= 0 (3.18)et don, dans un supermultiplet les partiules ont la même masse mais des spins di�érents.Nous pouvons tout de même orriger W 2 pour obtenir un nouvel invariant dont les valeurspropres sont sous la forme 2j(j+1)m4 ave j = 0, 1

2
, 1, ... le nombre quantique de superspin.Ce nouveauW 2 est invariant don haque représentation irrédutible peut être aratériséepar un ouple [m, j] et le lien entre le spin S et j est déduit de la relation : MS =

Mj , Mj + 1
2
, Mj − 1

2
, Mj . Dans un même supermultiplet, on aura don des partiules demême masse et de même superspin. De plus, une propriété importante est qu'il y a égalitédans un supermultiplet entre le nombre de degrés de liberté bosoniques et fermioniques.Nous pouvons maintenant onstruire les di�érentes représentations :

⊲ La représentation fondamentale [m, 0] est appelée supermultiplet hiral (ou salaire).La valeur j = 0 implique MS = 0,+1
2
,−1

2
, 0 don e supermultiplet ontient 2 hampssalaires réels réunis sous la forme d'un hamp salaire omplexe (le sfermion), φ et unhamp fermionique de Weyl (de spin 1/2), ψ. Ces hamps ont la même masse. Pour que lasupersymétrie soit préservée dans les boules où les partiules ne sont pas sur leur ouhede masse il faut que les degrés de liberté fermioniques et bosoniques soient aussi équilibrésdans e as dit (o�-shell). En e�et, o�-shell, un fermion de Weyl possède 4 degrés de libertéde spin (un spineur de Weyl a deux omposantes omplexes) au lieu de 2 on-shell. Il fautdon ajouter au ontenu de ette représentation un autre hamp salaire omplexe mais quine se propage pas don sans terme inétique (on dit qu'il est auxiliaire). On peut utiliserl'équation du mouvement F = F ∗ = 0 pour l'éliminer. Le ontenu total du supermultiplethiral est don

Ψ = (φ, ψα, F ). (3.19)
⊲ La seonde représentation que nous allons utiliser dans la suite est le supermultipletveteur [m, 1/2]. Son ontenu en hamp est : un fermion de Majorana (le jaugino), λaα, unboson de jauge (de masse nulle), Aµa , et omme pour le supermultiplet hiral, un hampsalaire réel auxiliaire, Da.

Φ = (λaα, A
a
µ, D

a), (3.20)
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38 Chapitre 3. Au-delà du Modèle Standardoù a est l' indie adjoint du groupe de jauge :C'est dans es deux représentations que les partiules du MS et leurs superpartenairesseront rangés. Nous allons maintenant onstruire ave es deux représentations une théoriedes hamps supersymétrique.3.5 Théorie des hamps3.5.1 Le lagrangien libre globalement supersymétriqueL'ation la plus simple que l'on peut onstruire ave le supermultiplet hiral est elle dumodèle de Wess-Zumino, sans masse et sans interation. Dans le as on-shell (sans hampauxiliaire), nous avons simplement le terme inétique d'un fermion ψ et d'un boson salaire
φ :

S =
∫

d4x Lscalaire + Lfermion (3.21)
Lscalaire = −∂µφ ∂µφ∗ (3.22)
Lfermion = −iψ†σ̄µ ∂µψ (3.23)Si on applique une transformation supersymétrique globale de paramètre ǫα, fermion deWeyl in�nitésimal indépendant des oordonnées d'espae-temps (∂µǫα = 0 ), sur le hampsalaire φ, le résultat doit être proportionnel au hamp fermionique ψ :

δφ = ǫαψα et δφ∗ = ǭα̇ ψ̄
α̇ (3.24)

⇒ δLscalaire = −ǫα (∂µψα) ∂µφ
∗ − ∂µφ ǭα̇ (∂µψ̄

α̇) (3.25)A noter que le fermion in�nitésimal ǫα a la dimension d'une masse à la puissane -1
2ontrairement à un fermion de Weyl usuel qui a la dimension (masse)3/2 :

[φ] = 1, [ψ] =
3

2
, [ǫ] = −1

2
. (3.26)L'ation est invariante sous une transformation de supersymétrie si la somme δLscalaire +

δLfermion est nulle à une divergene totale près, qui ne ontribuera pas à l'ation. Paranalyse dimensionnelle et en respetant l'invariane par supersymétrie on trouve :
δψα = i(σµǫ†)α ∂µφ et δψ̄α̇ = −i(ǫ σµ)α̇ ∂µφ∗ (3.27)Dans le as o�-shell, l'ation S est modi�ée par l'ajout d'un terme omportant le hamp

F :
S =

∫

d4x Lscalaire + Lfermion + Laux, (3.28)
Laux = F ∗ F, (3.29)
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3.5. Théorie des hamps 39et les transformations de supersymétrie des hamps ψ et φ s'en trouvent modi�ées. Pourle hamp salaire F , sa transformation doit faire intervenir le hamp ψ ar F est unsalaire. Remarquons que la dimension du hamp F est une masse au arré. Ave les loisde transformation suivantes,
δF = i ǭα̇ (σµ)βα̇ ∂µψβ et δF ∗ = −i ∂µψ̄β̇ (σ̄µ)α

β̇
ǫα, (3.30)la variation du terme Laux donne :

δLaux = i ǭ (σµ) ∂µψ F
∗ − i ∂µψ̄ (σ̄µ) ǫ F. (3.31)Cette variation s'annulent bien on-shell ave l'équation du mouvement F = F ∗ = 0. Pourompenser ette variation dans le as o�-shell, la loi de transformation de ψ devient :

δψα = i(σµǭ)α ∂µφ+ ǫαF et δψ̄α̇ = −i(ǫ σµ)α̇ ∂µφ∗ + ǭα̇F ∗. (3.32)Les transformations de φ sont inhangées. Nous pouvons véri�er que δS = 0 sans faireréférene aux équations du mouvement et don la supersymétrie est aussi réalisée o�-shellave es lois de transformation.Nous verrons dans la suite de ette exposé que les hamps F et D servent aussi à labrisure de la supersymétrie. Pourquoi briser la supersymétrie : simplement pare qu'onn'observe pas de partiules supersymétriques de même masse que leurs partenaires dansla nature. D'ailleurs, on n'observe pas de partiules supersymétriques du tout pour lemoment !3.5.2 Les interations du multiplet hiralNous allons maintenant ajouter à notre théorie la possibilité de termes d'interationentre es deux types de hamps qui omposent les supermultiplets hiraux. Le terme d'in-teration le plus général, invariant sous les transformations de supersymétrie et renorma-lisable, que nous allons ajouter dans le lagrangien libre vu préédemment, s'érit sous laforme :
Lint = −1

2
W ijψiψj +W iFi + c.c. (3.33)Où la théorie est érite pour une olletion de supermultiplets hiraux étiquetés par unl'index i qui ourt sur tous les degrés de saveur et de jauge de la théorie. La quantité

W ij est symétrique dans les indies i et j. La seule forme possible pour W ij qui préservel'invariane par supersymétrie du Lagrangien d'interation est alors :
W ij =

∂2W

∂φi ∂φj
, (3.34)où on dé�nit le superpotentiel W que l'on érit sous la forme :

W =
1

2
mijφiφj +

1

6
yijkφiφjφk (3.35)
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40 Chapitre 3. Au-delà du Modèle Standarddans le adre d'une théorie renormalisable.La dimension du superpotentiel est elle d'une masse au ube. Il fait intervenir la ma-trie symétrique de masse mij des fermions 1 et la matrie totalement symétrique desouplages de Yukawa yijk entre un salaire et 2 fermions. C'est, de plus, une fontion ana-lytique des hamps omplexes φi 'est-à-dire qu'il est fontion de φi mais pas du omplexeonjugué φ∗
i .En imposant que Lint soit invariant sous transformation de supersymétrie, on déterminela forme de W i qui se trouve être la dérivée fontionnelle de W par rapport au hamp φi.Les équations du mouvement des hamps auxiliaires F i sont :

Fi = −∂W (φ)

∂φi
= −W ∗

i , F ∗i = −∂W (φ)

∂φi
= −W i. (3.36)Nous pouvons les utiliser pour érire le lagrangien sans les hamps auxiliaires : Le potentielsalaire V de la théorie est :

V = W ∗
i W

i = FiF
∗i, (3.37)qui est automatiquement non-négatif puisque 'est la somme de arrés. Si nous employonsla forme générale (3.35) du superpotentiel, nous avons alors le lagrangien général pour unsupermultiplet hiral en interation :

L = −∂µφ ∂µφ∗− iψ†σ̄µ ∂µψ− 1

2
mijψiψj −

1

2
m∗
ijψ

†iψ†j −V − 1

2
yijkφiψjψk−

1

2
y∗ijkφ

∗iψ†jψ†k.(3.38)3.5.3 Théorie de jauge supersymétriqueLe MS, qui est la théorie qui nous intéresse et que nous voulons "supersymétriser", a,outre des hamps fermioniques hiraux (les quarks, les leptons), des hamps de jauge despin 1 (bosons W , Z, gluons,...). Dans la setion dédiée à l'algèbre supersymétrique nousavons vu que le supermultiplet veteur pouvait aueillir de tels hamps de jauge. Voyonsdon omment se omporte un tel supermultiplet, sans et ave interation.Le supermultiplet veteur ontient un boson de jauge Aµa , de masse nulle, un fermionde Weyl, le jaugino λa, également de masse nulle, ainsi qu'un hamp salaire réel auxiliaire
Da qui est l'analogue du hamp F préédent. La forme du lagrangien est omplètementdéterminée par la ondition d'invariane de jauge et la renormalisabilité :

Ljauge = −1

4
F a
µνF

aµν − iλa†σ̄µDµλ
a +

1

2
DaDa, (3.39)où les dérivées ovariantes de jauge Dµ et le tenseur de fore F a
µν sont donnés par :

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ − gfabcAbµA

c
ν , (3.40)

Dµλ
a = ∂µλ

a − gfabcAbµ, (3.41)1La supersymétrie assure que 'est aussi la matrie de masse des bosons salaires assoiés.
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3.5. Théorie des hamps 41omme habituellement pour une théorie de jauge. Ce lagrangien est déjà supersymétriqueet les transformations de supersymétrie de paramètre ǫ pour les hamps du supermultipletveteur sont :
δAaµ =

1√
2

(

ǫ†σ̄µλa + λa†σ̄µǫ
)

, (3.42)
δλaα = − i

2
√

2
(σµσ̄νǫ)αF

a
µν +

1√
2
ǫαD

a, (3.43)
δDa =

i√
2

(

ǫ†σ̄µDµλ
a −Dµλ

a†σ̄µǫ
)

. (3.44)Sans interation ave auun supermultiplet hiral, l'équation du mouvement pour le hamp
Da est simplement Da = 0 que nous obtenons diretement du Lagrangien (3.39). Il n'a pasde terme inétique et ne se propage don pas.Dans le MS, les hamps de jauge interagissent ave les fermions hiraux. Dans notreversion supersymétrique il nous faut don onsidérer les interations entre le supermultiplethiral et le supermultiplet veteur. Comme dans le as non-supersymétrique, les dérivéesusuelles ∂µ des fermions sont maintenant à remplaer par des dérivées ovariantes de jauge
Dµ. De plus, le lagrangien doit omporter des termes supplémentaires qui traduisent lesinterations entre supermultiplets hiraux et veteurs. Les lois de transformation super-symétriques du supermultiplet hiral hangent pour prendre en ompte la variation desnouveaux termes. L'équation du mouvement pour Da est alors (les T a sont les générateursdu groupe de jauge selon lesquels les supermultiplets hiraux se transforment et g est laonstante de ouplage) :

Da = −g(φ∗T aφ), (3.45)et le potentiel salaire omplet est :
V = FiF

∗i +
1

2

∑

a

DaDa = W ∗
i W

i +
1

2

∑

a

g2(φ∗T aφ)2. (3.46)Ce potentiel salaire est automatiquement non-négatif et s'avère très important pour labrisure de symétrie. Nous parlons de termes F et de termes D pour faire référene respe-tivement au premier et deuxième terme du potentiel.3.5.4 Les modèles N ≥ 2Le nombre de générateurs supersymétriques Qα que nous pouvons introduire peut êtresupérieur ou égal à 1 (nous parlerons de supersymétrie N ≥ 1). Après tout, les théoriessupersymétriques N ≥ 2 possèdent davantage de symétries et de e fait il se trouve qu'ellesont moins de divergenes e qui les rend très intéressantes. En e�et, dans le as N = 2il n'y a qu'un nombre �ni de diagrammes qui divergent et dans le as N = 4 il n'yen a plus du tout ! Une théorie supersymétrique N = 4 est intrinsèquement �nie. Toutnaturellement, nous aimerions don onstruire un modèle N = 4 englobant le Modèle
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42 Chapitre 3. Au-delà du Modèle StandardStandard. Malheureusement, à basse énergie (en dessous du TeV), les modèles N ≥ 2 nesont pas réalistes. Ils ne permettent pas la violation de la parité que nous observons dansles interations faibles. En e�et, un supermultiplet d'une théorie supersymétrique N ≥ 2possède toujours les 2 héliités opposées à la fois don partiules "gauhes" et "droites"siègent dans le même supermultiplet. Ce qui implique qu'elles ont les mêmes interations(ar elles sont dans la même représentation du groupe de jauge). C'est malheureusementune onlusion ontraire aux observations expérimentales qui nous disent par exemple quel'életron "gauhe" (qui fait partie d'un doublet dans le MS) n'a pas la même interationave les bosons W que l'életron "droit" (qui est un singulet d'isospin faible nul et quine "ressent" pas l'interation faible). Les modèles N ≥ 2 ne peuvent don pas dérire laphysique des partiules à basse énergie.3.5.5 Quelques mots sur le formalisme des superhampsBien qu'il soit possible de onstruire des Lagrangiens supersymétriques diretementà partir des hamps omposant un supermultiplet, la proédure est failitée ave l'intro-dution des superhamps [27℄. Un hamp ordinaire est fontion des oordonnées d'espae-temps. Un superhamp S est aussi fontion de variables de Grassmann antiommutantes
S(x, θ, θ̄). Ces variables θα et θ̄α̇ se transforment omme des spineurs de Weyl à deuxomposantes :

{θα, θβ} = {θα, θ̄β̇} = {θ̄α̇, θ̄β̇} = 0 (3.47)Les hamps du supermultiplets apparaissent omme des oe�ients dans le développe-ment en puissanes des variables θ et θ̄ qui se terminent néessairement après un nombre�ni de termes puisque les variables de Grassmann antiommutent. Le superhamp ontientplus d'un supermultiplet et les supermultiplets hiral et veteur sont obtenus après avoirimposé au superhamp orrespondant les ontraintes appropriées. Pour obtenir les hampsdu supermultiplet hiral, il faut imposer qu'une dérivée ovariante appropriée du super-hamp s'annule. Pour obtenir le supermultiplet veteur, il faut que S = S†.Le formalisme des superhamps est utile ar il permet de traiter les supermultiplets ommedes objets à part entière.3.6 Les modèles supersymétriques à basse énergieNous allons o�rir une promotion au modèle standard en le "supersymétrisant" et enonservant toutes ses aratéristiques. Le modèle minimal (en ontenu en partiules) quenous pouvons obtenir est le MSSM (Minimal Supersymmetri Standard Model). Nousprésenterons son ontenu en partiules (la nomenlature des nouvelles partiules), nousexpliquerons omment la symétrie életrofaible peut se briser, et nous dérirons la brisuree�etive de supersymétrie (brisure dite "doue"). Nous aborderons juste après les prédi-tions typiques du MSSM. En�n, nous parlerons aussi des variantes possibles du MSSM arla nature a pu très bien hoisir une voie un peu plus omplexe que e modèle minimal.
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3.6. Les modèles supersymétriques à basse énergie 433.6.1 La zoologie du Modèle Standard Supersymétrique MinimalLe paragraphe préédent nous a enseigné que le as minimal N = 1 était aussi le seulas réaliste à basse énergie pour englober le Modèle standard. Les supermultipets dontnous disposons sont :
• le supermultiplet hiral qui omprend un fermion de spin 1/2 et un boson de spin 0,
• le supermultiplet veteur qui omprend un boson de spin 1 et un fermion de spin 1/2.Pouvons nous ranger toutes nos partiules du Modèle standard dans es multiplets ?Autrement dit, pouvons nous assoier les quarks et leptons aux bosons W, Z, au photon,et ?Malheureusement, ela poserait des problèmes pour la onservation des nombres quan-tiques. En e�et, les bosons de jauge et les fermions n'ont pas les mêmes propriétés de trans-formation sous les groupes de jauge don possèdent des nombres quantiques di�érents. Lasupersymétrie ne modi�e pas es nombres quantiques, on ne peut don pas assoier unboson de jauge à un fermion onnu ou inversement. Il nous faut don inventer des (su-per)partenaires à toutes les partiules onnues ! Le tableau suivant, (3.1), donne à haquepartiule onnue le nom, le spin et l'abréviation de son super-partenaire.Partiule Spartenaire Spinquarks q squarks q̃ 0

→ top t stop t̃
→ bottom b sbottom b̃...leptons l sleptons l̃ 0
→ neutrino νe sneutrino ν̃e
→ muon µ smuon µ̃...bosons de jauge jauginos 1/2
→ photon γ photino γ̃
→ boson Z zino Z̃
→ boson B bino B̃
→ boson W wino W̃
→ gluon g gluino g̃bosons de Higgs H±,0

i higgsinos H̃±,0
i 1/2Tab. 3.1 � Les partiules du MSSM.
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44 Chapitre 3. Au-delà du Modèle StandardAvant de passer aux setions suivantes, nous allons formuler plusieurs remarques. Toutd'abord nous avons aussi, outre les nouveaux spartenaires, au moins deux doublets debosons de Higgs. Pourquoi a-t-il fallu aussi ajouter des bosons de Higgs ? Dans l'étudedes théories de hamps supersymétriques nous avons introduit la notion de superpotentiel.Celui-i résume toutes les interations possibles des partiules ( qui ne font pas intervenir lesbosons de jauge) don en partiulier les interations de Yukawa ave les hamps de Higgs.Ce superpotentiel ne peut pas être fontion de hamps omplexes onjugués. Or dans leMS, pour donner une masse aux quarks type "up" nous utilisons un terme QU cH∗. Commeen supersymétrie e genre de terme est interdit nous devons utiliser un nouveau hampde Higgs, d'hyperharge Y = −1, et le oupler simplement (sans onjugaison omplexe) :
QU cHu. Ce nouveau hamp, après brisure életrofaible nous laissera don d'autres bosonsde Higgs dont ertains seront hargés (voir plus loin). Ce nouveau doublet de Higgs estaussi néesaire pour annuler les possibles anomalies.Deuxièmement, nous savons bien que dans le MS un fermion droit subit un traitementdi�érent d'un fermion gauhe. Ils auront en supersymétrie haun un supermultiplet avehaun un spartenaire. Par exemple qL → q̃L et qR → q̃R. Ces deux squarks sont biendi�érents et pour les identi�er nous laisserons l'indie de hiralité L ou R tout en sahantqu'il n'a pas de sens physique pour une partiule salaire (spin 0 don une seule héliité
λ = 0).Troisièmement, pourquoi avons nous fait le hoix d'avoir des spartenaires de spin infé-rieur ? A priori nous aurions pu assoier à tous les fermions du MS des spartenaires de spin1 et aux bosons de jauge de spin 1 des spartenaires de spin 3/2. Cependant, introduire unepartiule de spin 1 signi�e introduire une nouvelle interation et implique un modèle non-minimal. De plus, introduire des partiules de spin >1 rend la théorie non-renormalisable 2.En�n, les γ̃, Z̃, W̃ , H̃ ne s'observent pas diretement. En e�et, ils se mélangent etdon n'apparaissent que des ombinaisons de es jauginos et higgsinos : elles-i ont pournom les neutralinos et les harginos :

• Les neutralinos Ñ0
1,2,3,4

3 sont de harge életrique nulle et mélangent en partiulierles fermions B̃, W̃ 0, H̃0
u et H̃0

d .
• Les harginos C̃±

1,2
4 sont hargés életriquement et mélangent les W̃± et les H̃±.3.6.2 Le modèleLe MSSM est l'extension supersymétrique minimale du MS. Les quarks et les leptonssont alors mis dans des superhamps hiraux ave leurs superpartenaires et es superhampsforment des supermultiplets hargés sous SU(3)C , SU(2)L et U(1)Y de la même façon que2En analysant en théorie des hamps e qui rend les diagrammes divergents, on aboutit à une onditionpour qu'un terme du lagrangien soit renormalisable : ∆ = 4 − d −∑i ni(si + 1) ≥ 0 où d est le nombrede dérivées, ni est le nombre de hamps du type i dans le terme d'interation et si leur spin. Si le spin esttrop élevé on tombe inévitablement sur des termes non-renormalisables.3notés aussi dans la littérature χ̃0

1,2,3,44notés aussi souvent χ̃±

1,2
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3.6. Les modèles supersymétriques à basse énergie 45les multiplets du Modèle Standard. Les bosons de jauge sont quant à eux plaés ave leurssuperpartenaires fermioniques dans des supermultiplets veteurs.Le superpotentiel le plus général, mais minimal, du MSSM est alors :
W = YuŪQHu + YdD̄QHd + YeĒLHd + µHuHd. (3.48)La notation ψ̄ signi�e que les hamps du supermultiplet sont des hamps onjugués deharge ψc. Les hamps onjugués apparaissent ar nous avons hoisi de ne travailler qu'avedes hamps gauhes. Les hamps droits s'obtiennent justement par ette opération de onju-gaison. De plus, les indies de SU(2) ont été supprimés pour ne pas alourdir l'expression.Nous avons en fait µ(Hu)α(Hd)βǫ

αβ , (Yu)ijŪaiQa
jα(Hu)βǫ

αβ ,Les Y sont les matries de Yukawa, 3× 3 dans l'espae des saveurs et sont sans dimen-sions. Elles donnent les masses des quarks et leptons ainsi que les angles et phases de CKMaprès la brisure életrofaible.Les deux hamps de Higgs, Hu et Hd, ont été introduit pour respeter la onditiond'analyité du superpotentiel 5 et donner une masse aux partiules "up" et "down" ainsique pour la ondition d'annulation des anomalies. Mais une fois que nous avons deuxhamps de Higgs, un terme qui ouple les deux peut a priori exister. Ce terme ependant(le ouplage µ) donne naissane au problème "µ" : phénoménologiquement, il est de l'ordredu TeV alors que dans le MSSM rien ne le fore à être aussi bas. Dans un modèle plusfondamental, µ pourrait être lié à l'éhelle de brisure de la supersymétrie.Une fois que e superpotentiel a été érit, nous pouvons trouver toutes les interationspossibles (mais non de jauge) entre les partiules et érire le lagrangien d'interation, grâeà l'équation (3.33), ainsi que le potentiel e�etif de la théorie, formule (3.46).3.6.3 La brisure doue de la supersymétrieIl reste ependant à introduire dans le modèle la brisure de la supersymétrie. Mais leméanisme et l'éhelle réelle de la brisure sont enore inonnues. Ce que nous pouvonsfaire 'est paramétriser à basse énergie ette brisure. Cei se fait en ajoutant des termesau lagrangien qui brise expliitement la supersymétrie. La forme générale de e lagrangiende brisure Lsoft est :
L ⊃ Lsoft = −1

2
(Mλλ

aλa + c.c) −m2
ijφ

∗
jφi + (

1

2
bijφiφj +

1

6
aijkφiφjφk + c.c) (3.49)Il brise bien la supersymétrie ar seuls les salaires (φi) et les jauginos (λa) ont un termede masse. La brisure, bien qu'expliite 6, est dite "doue" ("soft" en anglais) ar on peutmontrer qu'elle n'introduit pas de divergenes quadratiques. Tous les modèles de brisure,qu'ils aient leur origine dans les théories des ordes ou de supergravité, onduisent à basse5C'est-à-dire l'absene de hamps omplexes onjugués φ∗.6par opposition à spontanée
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46 Chapitre 3. Au-delà du Modèle Standardénergie à ette forme de Lsoft. Ave les hamps du MSSM, Lsoft s'érit :
−Lsoft =

1

2
(M3g̃g̃ +M2W̃W̃ +M1B̃B̃ + c.c)

+ Q̃†m2
QQ̃+ ¯̃U †m2

Ū
¯̃U + ¯̃D†m2

D
¯̃D + ¯̃L†m2

L
¯̃L+ ¯̃E†m2

Ē
¯̃E

+ ( ¯̃U †aUQ̃Hu − ¯̃D†aDQ̃Hd − ¯̃E†aEL̃Hd + c.c)

+ m2
Hu
H∗
uHu +m2

Hd
H∗
dHd + (bHuHd + c.c) (3.50)Les masses M3, M2, M1 des jauginos sont en général omplexes, e qui introduit 6paramètres. Les mQ, mL, mū,..., sont les matries de masse des squarks et sleptons, hermi-tiennes et de taille 3× 3 dans l'espae des saveurs, e qui fait 45 paramètres inonnus. Lesouplages aU , aD,..., sont des ouplages trilinéaires, 3 × 3 et omplexes don aratériséspar 54 paramètres. En�n, les ouplages bilinéaires des Higgs introduisent 4 paramètres. Entout, Lsoft ontient 109 paramètres inonnus ! La supersymétrie introduit don beauoupde paramètres. Ce nombre de paramètres "soft" peut ependant être diminué en redé�nis-sant les hamps grâe à des symétries ou des hypothèses supplémentaires. La mesure desparamètres de brisure doue permettra de tester les modèles de plus haute énergie.Dans les modèles dits msugra, on peut réduire le nombre de paramètres à 5 moyennantun ertain nombre d'hypothèses sur le aratère à haute énergie de la théorie supersymé-trique.3.7 La brisure de la supersymétrieLa brisure de la supersymétrie est néessaire. En e�et, nous n'observons pas de parti-ules supersymétriques de même masses que leurs partenaires usuels : me 6= mẽ , mγ 6= mγ̃ .Or, l'algèbre de supersymétrie implique que deux états liés par une transformation desupersymétrie ont les mêmes valeurs propres pour l'opérateur P 2 don la même masse.Il faut don briser la supersymétrie. La question est de savoir si la brisure est expliite'est-à-dire présente dans le Lagrangien sous-jaent à la théorie ou bien, si la brisure estspontanée, 'est-à-dire induite par un état de vide non supersymétrique. Plusieurs raisonsjouent en défaveur d'une brisure expliite. C'est d'une part non esthétique, ensuite e n'estpas une manière analogue à elle ave laquelle sont brisées les symétries de jauge, en�n,ela onduirait à des inohérenes dans les théories de supergravité. Ainsi, les théoriiensse sont onentrés sur la brisure spontanée de la supersymétrie.Si le vide est non supersymétrique, il existe un état fermionique χ qui est ouplé auvide par l'intermédiaire de l'opérateur fermionique Q (qui orrespond à la harge supersy-métrique) :

< 0|Q|χ > = f 2
χ 6= 0. (3.51)Le fermion χ est l'équivalent du boson de Goldstone dans les symmetries bosoniques spon-tanément brisées. Le hamp χ étant un hamp fermionique, on l'appelle don fermion deGoldstone ou Goldstino.
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3.7. La brisure de la supersymétrie 47Jusqu'à présent, nous n'avons parlé de supersymétrie que dans le sens d'une symétrieglobale, 'est-à-dire dont les transformations ne dépendent pas de l'espae-temps, donn'inluant pas la gravité. C'est dans e adre que l'on se plae pour le moment : ainsi eque l'on brise à e stade est une symétrie globale. Or, un problème apparaît lorsqu'on brisela supersymétrie globale : l'énergie du vide est positive7. Pour le onstater, il su�t de voirla valeur dans le vide de l'antiommutateur des harges Q :
{Q,Q} ∝ γµP

µ. (3.52)et don en introduisant la relation de fermeture |χ >< χ| = 1 :
< 0|{Q,Q}|0 > = | < 0|Q|χ > |2 = f 4

χ ∝ < 0|P0|0 >= E0, (3.53)nous onstatons ainsi que la brisure de la supersymétrie globale entraîne :
E0 = f 4

χ > 0. (3.54)On obtient une valeur de l'énergie du vide stritement positive.3.7.1 Terme F et terme DA�n de voir omment on peut obtenir une valeur de l'énergie du vide non nulle, repre-nons le potentiel e�etif d'une théorie supersymétrique globale :
V = Σi|

∂W

∂φi
|2 +

1

2
Σαg

2
α|φ∗T αφ|2. (3.55)Rappelons que le premier terme est appelé terme F, et le seond est le terme D. Ainsi pourobtenir une valeur de l'énergie du vide non nulle, il faut soit que le terme F soit dé�nipositif (valeur moyenne dans le vide non nulle) soit que le terme D soit dé�ni positif.Terme DL'option D > 0 implique de onstruire un modèle ave un groupe de symétrie de jauge

U(1). L'exemple le plus simple onsiste à prendre un supermultiplet hiral ave une hargeunité pour lequel le potentiel e�etif est :
VD =

1

2
(ξ + gφ∗φ)2. (3.56)Le terme supplémentaire ξ n'est pas permis dans une théorie non-abélienne 'est la raisonpour laquelle il nous faut utiliser une théorie qui possède un groupe de jauge U(1). Leminimum du potentiel e�etif est atteint pour < 0|φ|0 >= 0 et alors VD = 1/2ξ2 > 0 et lasupersymétrie est spontanément brisée. Dans et état de vide, on trouve que :

mφ = gξ, mψ = 0, mV = mṼ = 0. (3.57)7C'est un problème au niveau osmologique ar l'on s'attendrait plut�t à une valeur nulle ou très prohede 0
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48 Chapitre 3. Au-delà du Modèle StandardOn distingue nettement dans et exemple la di�érene de masse entre boson et fermion quiorrespondent au supermultiplet (φ, ψ). Malheureusement, on ne peut pas utiliser le groupede jauge U(1) de l'életromagnétisme dans le modèle standard. En e�et, dans le ModèleStandard, il y a des hamps qui ont des signes di�érents pour l'hyperharge permettant aupotentiel e�etif de s'annuler. On doit rajouter un nouveau groupe de jauge U(1) mais ausside nombreux nouveaux hamps pour annuler les anomalies triangulaires supplémentairesqui apparaissent à ause de e nouveau groupe de jauge. Ainsi, le modèle de brisure desupersymétrie ave un terme D n'a pas susité énormément d'intérêt bien qu'aujourd'huiil onnaisse un renouveau dans le adre des modèles dérivés des théories de ordes.Terme FL'option F > 0 implique des hamps hiraux supplémentaires ave des ouplages ar-ti�iels : eux du Modèle Standard ne su�sent pas ; l'exemple le plus simple onsiste àprendre trois supermultiplets hiraux A,B,C ave le superpotentiel suivant :
W = αAB2 + βC(B2 −m2). (3.58)On trouve les termes F orrespondants :

FA = αB2, FB = 2B(αA+ βC), FC = β(B2 −m2), (3.59)et le potentiel e�etif se réérit :
VF = Σi|Fi|2 = 4|B(αA+ βC)|2 + |αB2|2 + |β(B2 −m2)|2. (3.60)On véri�e que les trois termes de l'équation préédente ne peuvent pas s'annuler simulta-nément. Ainsi, on obtient néessairement VF > 0 et la supersymétrie est brisée.Pour onlure ette setion, nous pouvons dire qu'il n'existe pas de moyen satisfaisantde briser la supersymétrie globale ar d'une façon ou d'une autre, on est amené soit àrajouter de nouveaux hamps de matière et des ouplages arti�ielles, soit à introduire unnouveau groupe de jauge et d'autres hamps. Dans les années 1980, des tentatives ont étéfaites pour "dissimuler" les hamps supplémentaires dans un seteur ahé mais il s'estrévélé qu'il était très ompliqué d'obtenir un modèle phénoménologiquement viable. Deplus, la brisure de la supersymétrie globale implique néessairement une énergie du videnon nulle : à première vue, ela n'est pas une mauvaise hose ; en e�et, les observationsatuelles tendent à prouver que l'énergie du vide n'est pas nulle. Le problème fondamentalvient du fait que la mesure de ette énergie du vide est omplétement en désaord ave laprédition de l'énergie du vide de la supersymétrie globale : la valeur mesurée de l'énergiedu vide est :

Λ ∼ 10−123m4
P , (3.61)alors que l'énergie du vide de la supersymétrie brisée prédit une onstante osmologique :

Λ ∼ (1 TeV )4 ∼ 10−64m4
P . (3.62)
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3.7. La brisure de la supersymétrie 49Nous obtenons une di�érene de 60 ordres de grandeur ! Pour disuter de la brisure de lasupersymétrie de manière plus satisfaisante, il faut une théorie supersymétrique inluantla gravité : 'est l'objetif du prohain hapitre.3.7.2 Supersymétrie loale ou SupergravitéJusqu'à présent, nous avons onsidéré les transformations globales de supersymétriedans lesquelles le spineur des transformations in�nitésimales E est indépendant de l'espae-temps. Nous allons maintenant onsidérer un spineur de transformations dépendant del'espae-temps E(x) par analogie ave les symmétries bosoniques qui, une fois rendu loales,donnent naissane aux théories de jauge.De plus, le fait de rendre la supersymétrie loale onduit à un méanisme analogue auméanisme de Higgs pour briser les symétries bosoniques : le méanisme de super-Higgs quipermettra de briser de manière élégante la supersymétrie. En prime, une théorie loale dela supersymétrie ontient néessairement, omme nous le verrons, la gravité ('est la raisonpour laquelle ette théorie se nomme la Supergravité) et ouvre la perspetive d'uni�ertoutes les interations des partiules et les hamps de matière ave des transformations desupersymétrie étendue :
G(J = 2) → G̃(J = 3/2) → V (J = 1) → q, ℓ(J = 1/2) → H(J = 0), (3.63)où G est le graviton de spin 2 et G̃ est le gravitino, son partenaire supersymétrique despin-3/2, qui s'insrivent tous deux dans le supermultiplet de la gravitation :

(

G

G̃

)

=

(

2
3
2

) (3.64)La Supergravité est un ingrédient essentiel pour la ompréhension des interations gravi-tationnelles des partiules supersymétriques, et don néessaire à une disussion ohérentede l'énergie du vide.3.7.3 SupergravitéPour omprendre pourquoi le fait de rendre la supersymétrie loale implique une pré-sene de la gravité dans la théorie, onsidérons e qui arrive si l'on applique à un super-multiplet hiral les deux transformations de supersymétrie suivantes :
δiφ =

√
2Ēiψ + . . . , (3.65)

δjψ = −i
√

2γµ∂
µφEj + . . . (3.66)Si l'on onstruit le ommutateur sur les hamps φ ou ψ, on obtient :

[δi, δj](φ, ψ) = −2(ĒjγµEj)i∂µ(φ, ψ). (3.67)
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50 Chapitre 3. Au-delà du Modèle StandardOn observe que l'e�et sur les hamps est équivalent à une translation d'espae-temps,puisque i∂µ ↔ Pµ.Si les transformations spinorielles in�nitésimales Ei,j sont indépendantes de x, la trans-lation est globale et la théorie est invariante par translation globale. Mais si les Ei,j dé-pendent de la position dans l'espae-temps, on obtient que le ommutateur appliqué auhamp est équivalent à un hangement de oordonnées loales sur les hamps et donla théorie est invariante par hangement de oordonnées loales. Or, nous savons qu'unethéorie invariante par hangement de oordonnées loales ontient néessairement la gra-vité : l'invariane par hangement de oordonnées loales est un des points de départ de laonstrution de la Relativité Générale qui est la théorie de la gravité.Analogie ave les théories de jaugeDans ette setion nous verrons que le gravitino émerge naturellement omme hamp dejauge de la supersymétrie. Considérons, dans un premier temps, la variation du terme iné-tique d'un fermion sous une transformation de jauge :δ(iψ̄γµ∂µψ). Dans une transformationde jauge, le hamp fermionique devient :
ψ(x) → eiǫ(x)ψ(x), (3.68)où ǫ(x) est une variation de phase dépendante de la position dans l'espae-temps. Ainsi, unterme supplémentaire, par rapport à une théorie où la phase est indépendante de l'espae-temps, apparaît dans la variation du terme inétique :

−ψ̄γµψ∂µǫ(x). (3.69)Pour annuler ette variation et maintenir l'invariane du lagrangien sous les transformationsde jauge, on introduit un hamp dit hamp de jauge : Aµ(x). Dans une symétrie de jaugeabélienne, il intervient dans le Lagrangien sous ette forme :
ψ̄(x)γµψ(x)Aµ(x) (3.70)et se transforme ainsi :
δAµ(x) = ∂µǫ(x). (3.71)Dans le as de transformations loales de supersymétrie, la variation du hamp fermioniqueest :

δψ(x) = −iγµ∂µ(φ(x)E(x)) + . . . , (3.72)et ainsi, la variation du terme inétique fermionique ontient un terme :
∝ ψ̄γµγν∂

νφ∂µE(x) (3.73)qui est ompensé par l'introdution d'un terme ontenant un nouveau hamp ψµ :
κψ̄γµγν∂

νφψµ(x) (3.74)
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3.7. La brisure de la supersymétrie 51qui se transforme omme ei sous la supersymétrie :
δψµ(x) = −2

κ
∂µE(x). (3.75)Le nouveau hamp ψµ est un spineur ave un indie de Lorentz : don il possède spin 3/2.Il est le hamp de jauge de la supersymétrie : 'est un fermion de jauge. Comme il a unspin 3/2, il ne peut être que le partenaire supersymétrique du graviton de spin 2 : 'estdon le gravitino.Le Lagrangien de pure SupergravitéConsidérons le plus simple Lagrangien pour un gravitino et un graviton. Il onsisteen la somme du Lagrangien de Einstein-Hilbert pour la Relativité Générale (desriptiondu graviton) et elui de Rarita-Shwinger pour un hamp de spin 3/2 (desription dugravitino). Bien entendu, il faut rendre invariant le Lagrangien de Rarita-Shwinger soustransformations générales de oordonnées en ovariantisant la dérivée :

L = − 1

2κ2

√−gR − 1

2
ǫµνρσψ̄µγ5γνDρψσ, (3.76)où g = det(gµν) et gµν est le tenseur métrique :

gµν ≡ ǫmµ ǫ
n
νηmn (3.77)où ǫmµ est le vierbein (qui dérit, entre autres, le hamp du graviton) et

Dρ ≡ ∂ρ +
1

4
ωmnρ [γm, γn], (3.78)est la dérivée ovariante ave ωmnρ la onnexion de spin. Ce Lagrangien est naturellementinvariant sous transformations loales de supersymétrie. Les hamps se transforment de lamanière suivante :

δǫmµ = Ē(x)γmψµ(x), (3.79)
δωmnµ = 0, (3.80)
δψµ =

1

κ
DµE(x). (3.81)3.7.4 Le méanisme de Super-HiggsDans le Lagrangien préédent, nous n'avons pas inlus le ouplage à la matière, dontnous parlerons plus tard. Cependant, nous pouvons déjà parler du méanisme de brisurespontanée de la supersymétrie loale : le méanisme de super-Higgs. En e�et, nous venonsd'introduire le gravitino qui se trouve au entre de e méanisme. Rappelons que dans leméanisme de Higgs onventionnel, un boson de Goldstone sans masse (de spin 0 don aveune seule polarisation) est absorbé par un boson de jauge sans masse (d'héliité + ou -1
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52 Chapitre 3. Au-delà du Modèle Standarddon ave deux états de polarisation) qui va aquérir par e proessus les degrés de libertédu boson de Goldstone et don posséder trois états de polarisations qui lui permettentd'aquérir une masse :
2 × (Vm=0) + 1 × (GB) = 3 × (Vm6=0). (3.82)Dans une théorie loalement supersymétrique, les deux états de polarisation (héliité +ou - 1/2) du fermion de Goldstone sans masse sont absorbés par un gravitino sans massed'héliité + ou - 3/2, don ave deux états de polarisation, pour lui donner les quatresétats de polarisations néessaire à l'obtention d'une masse :
2 × (ψµm=0) + 2 × (GF ) = 4 × (ψµm6=0). (3.83)Ce proessus brise la supersymétrie loale, puisqu'il donne une masse au gravitino alorsque le graviton n'en a pas : mG = 0 6= mG̃ 6= 0. C'est le seul moyen onsistent pour briserla supersymétrie. De plus, il peut se faire en donnant une énergie nulle au vide :

< 0|V |0 > = 0 ↔ Λ = 0. (3.84)Ainsi, on peut obtenir à la fois une brisure de la supersymétrie loale et une onstanteosmologique nulle, e qui n'était pas le as de la brisure globale de supersymétrie.3.7.5 Couplage de la Supergravité à la matièreLe Lagrangien omplet de la Supergravité inluant les multiplets veteurs et hirauxpeut être obtenu par la méthode de alul tensoriel loale. C'est un travail laborieux. Nousne donnerons que quelques éléments lés sans érire de preuves. Parmi es expressionsnouvelles par rapport à la supersymétrie globale, on trouve prinipalement le potentiel deKähler. Le potentiel de Kähler est une fontion des hamps salaires (ontenus dans lessupermultiplets hiraux) : G(φ, φ∗). Le superpotentiel est relié au potentiel de Kähler. Ilaratérise la variété de Kähler, ar il dérit une géométrie interne qui in�ue diretementsur les termes inétiques des hamps fermioniques et salaires et qui détermine la massedes partiules après la brisure de supersymétrie. C'est aussi un paramètre d'ordre pour labrisure de supersymétrie :
mG̃ ≡ m3/2 = e

G0
2 | < W > |, (3.85)où G0 est la valeur dans le vide de G et < W > est la valeur dans le vide du superpotentiel

W 8.Comme nous l'avons dit, G détermine les termes inétiques des hamps fermioniqueset des hamps salaires. Dans le as des hamps salaires :
LK = Gj

i∂
µφ∗

j∂µφ
i, (3.86)8W = Wcach + Wobs et < Wobs >= 0 mais < Wcach > 6= 0.

te
l-0

02
83

29
3,

 v
er

si
on

 1
 - 

29
 M

ay
 2

00
8



3.7. La brisure de la supersymétrie 53où Gj
i est la métrique de Kähler :

Gj
i ≡ ∂2G

∂φi∂φ∗
j

, (3.87)Le potentiel e�etif sans la présene des termes D est aussi déterminé par le potentiel deKähler :
V = eG[Gi(G

i
j)

−1Gj − 3] avec Gi ≡ ∂G

∂φi
. (3.88)On remarque que e potentiel peut s'annuler sans empêher la brisure de supersymétrie, equi n'était pas le as dans la supersymétrie globale. En e�et, on peut avoir simultanément

m2
G̃

= eG 6= 0 et V = 0.L'état de vide de la théorie doit orrespondre à un minimum de V . Or, il se trouveque pour des formes générales de G, et pour ertaines valeurs des hamps, le potentiel Vdevient négatif : ei onstitue une atastrophe pour la osmologie, puisque ela signi�eraitque la onstante osmologique est négative et don que l'Univers s'e�ondre sur lui-même.Heureusement, il existe une lasse partiulière de potentiels de Kähler, non négatifs. Il setrouve que 'est la lasse de potentiels qui émerge des théories de ordes.De même qu'il existe un potentiel de Kähler qui détermine la géométrie et la iné-tique des hamps hiraux, il existe une fontion appelée fontion inétique notée f(φ) quidétermine les termes inétiques des supermultiplets veteurs.3.7.6 Théorie e�etive aux basses énergiesLa théorie basse-énergie trouve son origine dans une théorie haute-énergie : la théorie laplus générale de supergravité n'est pas renormalisable, mais les termes non renormalisablesne sont pas importants à basses énergies. Don, en première approximation on peut negarder que des termes renormalisables dans le potentiel e�etif de la supergravité à bassesénergies. Pour des hoix génériques du potentiel de Kähler, on obtient des masses issuesde la brisure de la supersymétrie non nulles pour les jauginos :
m1/2 ∝ mG̃ ≡ m3/2. (3.89)L'universalité des masses des jauginos orrespondant aux di�érents groupes de jauge SU(3),

SU(2) et U(1) n'est pas systématique, mais ela émerge naturellement si la géométrie n'estpas trop ompliquée, par exemple si la fontion inétique f(φ) est un singulet. En dévelop-pant le potentiel e�etif, on trouve des termes proportionnels à |φ|2, qui sont interprétésomme les masses des salaires issues de la brisure de la supersymétrie :
m0 ∝ mG̃ ≡ m3/2. (3.90)Dans e as, il n'y a auune raison théorique d'avoir universalité des masses : les modèlesissus des théories de ordes brisent souvent ette universalité. Par ontre, il y a de bonnesraisons phénoménologiques pour penser que les masses des salaires ave la même harge
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54 Chapitre 3. Au-delà du Modèle Standardsont identiques. En e�et, dans le as ontraire, on aurait des interations véhiulées pardes Spartiules virtuelles qui provoqueraient des hangements de saveurs.Des formes génériques du potentiel e�etif onduisent aussi à la présene de termesd'interation trilinéaires issues de la brisure de supersymétrie entre partiules salaires :
Aλλφ

3 : Aλ ∝ mG̃ ≡ m3/2, (3.91)Enore une fois, l'universalité n'a pas de raison fondamentale. Si la théorie supersymétriqueinlut aussi des termes d'interation bilinéaires omme 'est le as dans l'extension minimaledu Modèle Standard à la supersymétrie (MSSM) ave des termes µφ2 où le salaire enquestion est le Higgs, on s'attend à trouver aussi des termes Bµµφ
2 dans le potentiele�etif.La forme �nale du Lagrangien de brisure 'expliite' de la théorie basse énergie de lasupergravité suggérée par la brisure spontanée de la supersymétrie loale est :

−1

2
Σam1/2a ṼaṼa − Σim

2
0i
|φi|2 − (ΣλAλλφ

3 + ΣµBµµφ
2 + Herm.Conj.), (3.92)qui ontient de nombreux paramètres libres. La brisure de la supersymétrie est expliitedans la théorie basse énergie mais, omme nous l'avons déjà vu, elle est néanmoins doue arla renormalisation des paramètres m1/2a , m0i

, Aλ et Bµ est logarithmique, sans orretionsquadratiques. Il faut souligner que es paramètres ne sont pas fondamentaux, et que leméanisme de brisure de la supersymétrie sous-jaent est spontanée.La renormalisation logarithmique des paramètres signi�e que l'on peut aluler leursvaleurs de basse-énergie à partir de leurs valeurs à hautes énergies provenant d'une théoriedes superordes ou de supergravité. Pour le as de la masse basse-énergie des jauginosMa,on a :
Ma

m1/2a

=
αa
αGUT

(3.93)à une boule, où αa est le ouplage de jauge et où l'on a supposé l'uni�ation des ouplagesà l'éhelle de la supergravité.Pour le as des salaires, on a :
∂m2

0i

∂t
=

1

16π2
[λ2(m2

0 + A2
λ) − g2

aM
2
a ] (3.94)ave t = ln(Q2/m2

GUT ) et où les oe�ients liés au groupe de jauge ont été supprimés. Dansle as des deux premières générations, le premier terme dans la partie droite de l'équationpeut être omis, ar les ouplages de Yukawa sont faibles. On obtient ainsi :
m2

0i
= m2

0 + Cim
2
1/2, (3.95)dans le as où les masses initiales sont identiques pour les salaires, et les oe�ients Cisont alulables dans tous les modèles. Le premier terme dans la partie droite de l'équation(3.94) est important pour la troisième génération et pour les bosons de Higgs du MSSM.

te
l-0

02
83

29
3,

 v
er

si
on

 1
 - 

29
 M

ay
 2

00
8



3.7. La brisure de la supersymétrie 55En e�et, le signe du premier terme est positif et elui du seond est négatif. Cela signi�eque le dernier terme augmente m2
0i

lorsque l'éhelle de renormalisation Q diminue, alorsque le terme positif fait diminuer m2
0i
lorsque Q diminue. Dans le as du boson de Higgs

Hu, le terme positif n'est pas négligeable ar Hu a un ouplage de Yukawa élevé ave lequark top : λt ∼ g2,3. Une observation très intéressante est que la brisure de symétriespontanée életrofaible est expliquable. En e�et, on retrouve la forme du potentiel debrisure életrofaible de manière naturelle puisque m2
Hu

devient négatif à basse énergie.Ainsi, la brisure spontanée de supersymétrie entraine la brisure spontanée de la symétrieéletrofaible. Cela se produit à une éhelle d'énergie exponentiellement plus petite quel'éhelle de la supergravité :
mW

mP

= exp(
−O(1)

αt
) : αt ≡

λ2
t

4π
. (3.96)Les aluls d'évolution permettent de démontrer que mW ∼ 100 GeV émerge naturellementsi mt ∼ 60 to 200 GeV, e qui a été on�rmé ensuite par des expérienes.3.7.7 Conlusion sur la brisure de la supersymétrie loaleComme nous l'avons vu, la brisure de supersymétrie loale serait induite par le mé-anisme de super-Higgs. Cependant, le détail du méanisme de brisure reste un grandmystère. Pour que les spartiules soient plus lourdes que les partiules, tout en restant àune masse inférieure à 10 TeV (pour permettre la stabilisation des bosons de Higgs), uneméthode onsiste à ajouter des hamps non présents dans la théorie. On appelle e seteur,le seteur ahé. Dans ertains modèles, le seteur ahé ommunique gravitationnellementave le seteur observable. Dans d'autres modèles, les messagers sont des bosons de jauge.Dans le seteur ahé, on suppose l'existene d'une interation forte qui permet la bri-sure dynamique de la supersymétrie à une éhelle élevée. Dans le as de l'interation forteusuelle, le passage de la zone perturbative à la zone non pertubative de la théorie à basseénergie provoque la ondensation et le on�nement des quarks. Par analogie, on attendun ondensat de jauginos [28℄ dans le seteur ahé, e qui briserait la supersymétrie. Parexemple, dans la théorie des ordes hétérotiques dont le groupe de jauge est E8 × E8, lepremier groupe exeptionnel ontient le modèle standard alors que le seond fateur déritle seteur ahé, dans lequel apparait le ondensat de jauginos.Les théories de ordes donnent naissane à des théories spéi�ques de supergravité ditesno-sale. Dans es modèles, la masse du gravitino est indéterminée au niveau de l'arbre arle potentiel e�etif est onstant. Dans un tel modèle, il n'y a qu'une seule éhelle de masseau départ : elle de Plank. La masse du gravitino provient alors des orretions radiativesau potentiel e�etif. La forme de e potentiel au niveau de l'arbre ne fournit pas de termesde masse provenant de la brisure de supersymétrie pour les salaires. Pourtant, il existedes moyens de ommuniquer la brisure de la supersymétrie [29℄ au seteur observable. Parexemple, dans es théories de "no-sale" supergravité provenant des théories de ordes,il existe souvent un seond hamp salaire du seteur ahé qui paramétrise la fontioninétique des bosons de jauge et permet aux jauginos d'obtenir une masse. Les masses des
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56 Chapitre 3. Au-delà du Modèle Standardpartiules salaires sont alors données par les orretions radiatives lorsque l'on amène lesparamètres de la théorie vers l'éhelle életrofaible.Pour onlure e paragraphe, il est intéressant de regarder e que devient l'énergie duvide ou la onstante osmologique après renormalisation. On parle bien évidemment duvide de la théorie supersymétrique sous-jaente. Les orretions à boule sur l'énergie duvide sont quadratiquement divergentes dans une théorie générique de supergravité, e quisuggère une ontribution à l'énergie du vide de l'ordre de m2
3/2m

2
P et don O(10−32)m4

P .Cette ontribution est supprimée dans ertains modèles, qui ont une orretion à une boulede l'ordre de O(10−64)m2
P . Pourtant, il faudrait sans doute une symétrie supplémentairepour amener la onstante osmologique au niveau requis, soit 10−123m4

P . Cei nous onduitmaintenant à disuter de la théorie des ordes, qui est notre meilleur andidat pour uneThéorie de Tout inluant la gravité.3.8 Vers une "Théorie de Tout"3.8.1 Les problèmes de la gravité quantiqueUn des éléments fondamentaux qui manquent à notre ompréhension de l'Univers et desinterations fondamentales est l'uni�ation des deux grandes théories du XXème sièle : larelativité générale et la méanique quantique. Erire une théorie uni�ée est un des enjeuxmajeurs de notre sièle. La solution du problème de la onstante osmologique devra sesituer dans le adre d'une telle "Théorie de Tout".La gravitation éhappe à la théorie quantique surtout ar des in�nis inontr�lables etnon renormalisables apparaissent lorsque l'on veut aluler des diagrammes ontenant desboules ave des gravitons. Ces orretions sont des puissanes qui divergent de plus enplus rapidement lorsqu'on augmente l'ordre du alul perturbatif, pare que la onstantede ouplage de la gravitation possède une dimension.Il existe aussi des problèmes non perturbatifs qui émergent lorsque l'on herhe à quan-ti�er la gravitation. Ces problèmes sont pour la première fois apparus lorsque les physiiensse sont intéressés aux trous noirs. Le trou noir est une solution non perturbative des équa-tions de la Relativité Générale dans laquelle la ourbure de l'espae-temps liée aux foresgravitationnelles devient très importante : auune partiule ne peut sortir de l'horizon quil'entoure. L'existene de et horizon a des onséquenessur l'entropie et la température destrous noirs. En e�et, la masse d'un trou noir est proportionnelle à la surfae de son horizon,qui se situe au rayon de Shwarzshild : rs = 22Gm
c2

:
S =

1

4
A. (3.97)où A est la surfae et S l'entropie.Lorsque la masse d'un trou noir augmente, sa surfae augmente, et aussi son entropie.Prohe de l'horizon du trou noir, les e�ets quantiques réent des paires de partiules, dontune est virtuelle et se trouve à l'intérieur du trou noir tandis que l'autre est réelle et
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3.8. Vers une "Théorie de Tout" 57se trouve à l'extérieur de l'horizon. Cette dernière est rayonnée par le trou noir : 'estque l'on appelle le rayonnement d'Hawking. Cette radiation est stohastique, ave tousles haratéristiques d'une radiation thermique émise par un orps noir. Cet e�et est àrapproher de l'e�et Unruh, selon lequel un observateur dans un référentiel aéléré deteteune radiation thermique. Dans le as d'un trou noir, sa température est liée à sa masse :
T =

M

2π
. (3.98)L'entropie du trou noir re�ète la perte d'information à travers son horizon, et l'étatthermique de la radiation de Hawking, d'une nature stohastique, en est l'expression. Pourla dérire, il faut utiliser un état quantique mixte. Or, on peut imaginer la préparationd'un trou noir à partir d'un état pur. Don il faut envisager une transition entre un étatmixte et un état pur, e qui n'est pas admis par la méanique quantique habituelle. Onpeut voir e problème déjà au niveau de la radiation de Hawking : onsidérons un étatquantique pur omposé de deux partiules A,B dans une superposition d'états individuels :

|A,B >≡ ∑

i ci|Ai > |Bi >. Si la partiule A tombe dans le trou noir et B s'éhappe,l'information tenue par la partiule |A > est perdue :
∑

i

ci|AiBi >< AiBi| →
∑

i

|ci|2|Bi >< Bi| (3.99)et B émerge dans un état mixte ! Or, la méanique quantique ne permet pas l'évolutiond'un état pur en état mixte.Cette disussion met en évidene un on�it entre la théorie quantique et la RelativitéGénérale. Au moins un de es deux piliers de la physique du XXème sièle doit être modi�é.Les physiiens des partiules préfèrent modi�er la Relativité Générale en l'élevant à lathéorie des ordes [30℄. Nous ontinuons ave ette théorie.3.8.2 Introdution à la théorie des ordesComme nous avons déjà vu, un des problèmes majeurs de la gravité quantique estla présene d'un nombre illimité de divergenes. Ces divergenes peuvent être reliées àl'absene de ut-o� (oupure) à ourtes distanes dans les théories de hamps usuelles oùles partiules sont pontuelles. En e�et, on peut rapproher de manière in�nie prohe desobjets pontuels, donnant ainsi naissane à des interations in�nies :
∫ Λ→∞

d4k

(

1

k2

)

↔
∫

1/Λ→0

d4x

(

1

x6

)

∼ Λ2 → ∞ (3.100)On peut adouir voire e�aer es divergenes si l'on impose un ut-o� naturel.Pour faire ei, il su�t de onsidérer des objets étendus plut�t que pontuels pourréduire voire supprimer es divergenes. L'option la plus simple est de remplaer les parti-ules pontuelles par des objets unidimensionnels : les ordes. Les lignes d'univers assoiéesà es objets étendus deviennent des surfaes d'Univers (world-sheets). Si les ordes sont
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58 Chapitre 3. Au-delà du Modèle Standard

Fig. 3.1 � Une représentation d'une interation en théorie des ordes.fermées, on obtient des tubes dans l'espae-temps, qui forment des iruits de plomberielorsqu'ils interagissent entre eux, omme indique la �gure (3.1). On peut imaginer étendree prinipe a des objets ave davantage de dimensions omme des membranes, dont leslignes d'Univers se transforment en "volumes d'Univers". Nous reviendrons à es objetslorsque nous parlerons des aspets non perturbatifs de la théorie.Historiquement les théories de ordes furent introduites pour dérire les interationsfortes avant que ne soit développée la QCD. Les états liés l'étaient par l'intermédiairede ordes possèdant une ertaine tension. Les amplitudes des proessus lors desquels deuxpartiules donnent n partiules pouvaient être diretement dérivées d'une théorie quantiquedes ordes. Ave l'avènement de la QCD, la théorie des ordes fut presque oubliée ommethéorie des interations fortes 9. En plus, il a été reonnu que l'unitarité néessitait que lesordes fermées soient présentes dans la théorie.Il apparaissait que le spetre des états quantiques de la orde fermée inluerait unepartiule de spin-2 et sans masse, e qui était un inonvénient pour une théorie de l'inter-ation forte. Pourtant, ela fournit l'idée que les ordes pouvait être une Théorie de Tout :en e�et, une partiule de spin 2 sans masse peut être interprétée omme un graviton, etdans e as la tension de la orde deviendrait beauoup plus élevée : µ = O(m2
P ).Le spetre d'exitation des ordes fournit un nombre in�ni de di�érentes partiules.Puisque les ordes se propagent sur une surfae d'Univers, le formalisme est bidimensionnel.Les vibrations des ordes peuvent être dérites en terme d'ondes qui propagent dans lesdeux sens autour de la orde fermée, vers la gauhe ou vers la droite :

φ(r, t) → φL(r − t), φR(r + t) (3.101)9Quelques théoriiens ontinuent à travailler sur e sujet.
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3.8. Vers une "Théorie de Tout" 59Si la orde est fermée, les ondes gauhes et droites sont indépendantes. Après quanti�a-tion, on peut réérire la théorie omme une théorie de hamps à deux dimensions, ar ontravaille sur des surfaes d'Univers. Comparée à une théorie à quatre dimensions, il est re-lativement simple d'obtenir une théorie �nie. Dans e as, la théorie possède une symétrieonforme qui est dérite par un groupe de symétrie de dimension in�nie à deux dimen-sions. Cette symétrie lassique ne doit pas être brisée par des anomalies lorsqu'on rend lathéorie quantique. Annuler l'anomalie onforme implique que dans un espae-temps platles ondes gauhes et droites sont toutes les deux équivalentes à 26 bosons si la théorie n'apas de supersymétrie et à 10 supermultiplets de bosons et fermions si la théorie possèdeune supersymétrie N=1 sur la surfae d'Univers.3.8.3 Les grandes lasses de théories de ordesParmi les modèles de théories de ordes onsistantes, on trouve la orde bosonique, unethéorie en 26 dimensions qui ne ontient pas de fermions. La orde bosonique a un videinstable, 'est-à-dire qu'un espae-temps plat est instable.On a aussi des modèles de superordes ohérents en 10 dimensions, qui ontiennent desfermions et possèdent des vides stables, don des espaes-temps plats stables, mais n'ayantpas de fermions hiraux.Le modèle de orde hétérotique en 10 dimensions est aussi un modèle supersymétrique,mais il possède en plus du modèle préédent des fermions hiraux, ar la violation de laparité a été intégrée puisque les ondes gauhes et droites sont traitées di�éremment. Cettethéorie est appelée hétérotique ar elle est ontruite à partir d'une théorie de superordespour la partie fermionique et d'une théorie de ordes bosoniques à 26 dimensions pour lapartie bosonique. Les 16 dimensions supplémentaires qui sont autant de degrés de libertésupplémentaires sont perçues omme des hamps supplémentaires dans la théorie à 10dimensions.En�n, on peut iter les modèles de ordes hétérotiques en 4 dimensions qui sont obtenusen ompati�ant les six dimensions supplémentaires à des rayons de l'ordre de la longueurde Plank, ou alors en travaillant diretement à 4 dimensions en remplaçant les dimensionsmanquantes par d'autres degrés de liberté internes omme des fermions ou des groupesde symétrie. De ette manière, il a été possible d'inorporer un groupe de jauge uni�é etmême des modèles ressemblant au Modèle Standard.Les théories de superordesComme nous l'avons dit, le modèle de orde bosonique possède beauoup plus de désa-vantages que les autres modèles : il a 26 dimensions, pas de fermions et un vide instable ! Lesphysiiens se sont don onentrés sur des modèles supersymétriques don de superordes.Or, il existe inq théories de superordes :- le type IIA qui se réduit à basse énergie à une supergravité non hirale N = 2 à d = 10dimensions ;
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60 Chapitre 3. Au-delà du Modèle Standard- le type IIB qui se réduit à basse énergie à une supergravité hirale N = 2 à d = 10dimensions ;- la théorie hétérotique E(8) × E(8) qui se réduit à basse énergie à une supergravité
N = 1 à d = 10 ouplée à une théorie de Yang-Mills ave le groupe de jauge E(8)×E(8) ;- la théorie hétérotique SO(32) qui se réduit à basse énergie à une supergravité N = 1à d = 10 ouplée à une théorie de Yang-Mills de groupe de jauge SO(32) ;- le type I qui ontient à la fois des ordes ouvertes et fermées et qui se réduit à unesupergravité N = 1 à d = 10 ouplée à une théorie de Yang-Mills de groupe de jauge
SO(32).Chaune de es théories est di�érente de l'autre. La théorie type I est la seule quiontienne à la fois des ordes ouvertes et fermées alors que les autres ne ontiennent que desordes fermées. De plus, la struture de jauge des inq théories est sensiblement di�érentedans leur struture à basse énergie. Nous sommes don en présene de inq théories quipermettent apparemment de dérire la gravité omme une fore quantique et qui sontdi�érentes. Comment omprendre ela ? Existe-t-il un lien entre les di�érentes théories ?3.8.4 La struture non-perturbative de la théorieDans la onstrution des théories de ordes, les physiiens ont ommené par travaillersur une théorie de première quanti�ation, 'est-à-dire une théorie où l'on quanti�e laposition et l'impulsion. Dans ette théorie, les interations sont introduites à la main etne peuvent pas dériver d'une seule ation. L'unitarité doit être véri�ée pas à pas. Laformulation est sur ouhe de masse. La formulation de la théorie est perturbative.La théorie de seonde quanti�ation (ou théorie des hamps) des ordes quanti�e leshamps. Les interations y sont expliites dans l'ation, l'unitarité est en prinipe garantiesi le Hamiltonien est hermitien, la théorie peut être formellement érite perturbativementou non perturbativement, et la théorie possède une formulation hors ouhe de masse. Legrand problème de la théorie des hamps de ordes est que, bien que sa formulation soitindépendante d'une théorie de perturbation, elle est atuellement trop di�ile pour êtrerésolue dans une région non perturbative (forts ouplages).L'idée lé pour sonder et omprendre la struture non perturbative de la théorie estd'utiliser la dualité. La notion de dualité peut être omprise failement en onsidérantla théorie du hamp magnétique et du hamp életrique. Les équations de Maxwell sontinvariantes par les transformations de dualité suivantes : l'on hange E en −B et B en −Eet l'on hange e en g, où g est la harge d'un monopole magnétique. Or, dans le théoriequantique e g = 2π n où n est un entier. On onlut don que la théorie du hamp életriquedé�ni dans une région à fort ouplage (e grand) est équivalente à une théorie du hampmagnétique où le ouplage est faible (g petit) et vie-versa. On voit sur et exemple quel'on peut sonder la théorie életrodynamique à fort ouplage (don di�ile à résoudre) enétudiant une théorie de monopoles magnétiques à faible ouplage.C'est exatement le même prinipe que l'on applique aux théories de ordes. Les di�é-rentes théories de ordes sont reliées par un réseau de relations de dualité qui permet deomprendre la région non perturbative d'une théorie en utilisant la zone non perturbative
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3.8. Vers une "Théorie de Tout" 61d'une autre théorie. D'autre part, es relations de dualité laisse supposer qu'une théoriemère gouverne toutes les théories de ordes omme dans le as de l'életromagnétisme : ona la théorie du hamp magnétique reliée à la théorie du hamp életrique par dualité, elaimplique l'existene d'une théorie regroupant les deux théories : l'életromagnétisme. Lathéorie mère de es théories des superordes est appelée la M-théorie. La lettreM pourraitavoir le sens de mère, ou peut signi�er le mot membrane, ou bien magique ou mystérieuse,et ertains y entendent le mot matrice, d'après une autre formulation de la théorie.Mais tout d'abord, itons quelques onséquenes de l'existene de la dualité. Des objetsétendus de dimension supérieure à un, appelées membranes, apparaissent lorsqu'on étudiedes solutions non perturbatives des théories de superordes, et aussi de supergravité endimension 10 ou 11. Ce sont des solutions lassiques des équations du mouvement : solitonsqui ont des masses :
m ∝ 1

gs
. (3.102)Il est lair que es membranes deviennent des états légers lorsqu'on augmente le ouplage

gs. On peut, par dualité, étudier le régime de ouplage fort de es objets dans une ertainethéorie en étudiant un objet dual dans une autre théorie où le ouplage est faible et où lesaluls sont (en prinipe !) faisables puisque perturbatifs.Parmi es solitons, solutions non perturbatives des théories de superordes, on trouveune lasse partiulière appelée membranes de Dirihlet ou D-membranes : les extrémitésde ordes ouvertes y sont rattahées. Un exemple de l'utilisation de es membranes est lealul de l'entropie d'un trou noir dont nous avons disuté préalablement. Le trou noir estdérit par une D-membrane sur laquelle sont agglutinées des ordes. On parle d'ailleurs deboules de ordes. Pour aluler l'entropie d'un trou noir, il su�t don de aluler le nombred'états de la D-membrane.La dualité simpli�e le alul. L'existene d'un trou noir implique un ouplage fort, maison peut se ramener au alul des di�érents états d'une orde à ouplage faible (e qui estbien onnu) et par dualité revenir aux di�érents états de la membrane à ouplage fort. Pourertains types de trous noirs et pour ertaines théories de ordes, on retrouve la formuled'entropie marosopique de Hawking et Bekenstein. En�n, le paradoxe dont nous parlionsà propos de l'état pur qui devient mixte est maintenant réglé. En e�et, le système de deuxpartiules A,B qui était dans un état pur et qui semblait évoluer vers un état mixte peutêtre maintenant perçu omme un état intriqué ave l' état du trou noir. Or, l'état quantiquede e dernier n'est pas failement aessible physiquement puisque l'on ne peut pas sortird'informations d'un trou noir.La M-théorieLes relations de dualité entre les inq théories de superordes impliquent que es inqthéories ne sont pas autre hose que des solutions di�érentes d'une seule théorie, la M-théorie. Dans ette approhe, les théories de superordes ne sont rien d'autre que desdéveloppements autour des di�érents vides (un pour haque théorie) d'une même théorie.La M-théorie vit, quant à elle, dans un espae-temps à 11 dimensions : e serait la limite
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62 Chapitre 3. Au-delà du Modèle Standard
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Fig. 3.2 � Les di�érents vides de la M-théorie reliés par les di�érentes relations de dualité.Les nombres 16 et 32 sont le nombre de omposantes d'un spineur dans la théorie.à ouplage fort de la théorie IIA et de l'hétérotique E(8) × E(8). En ompati�ant la M-théorie sur un erle on retrouve la théorie type IIA , en la ompati�ant sur un erledivisée par Z2, on retrouve la théorie hétérotique E(8)×E(8). On ne onnait pas l'ationde ette M-théorie, mais on sait que la théorie e�etive aux basses énergies de la M-théorieest la supergravité d = 11 ave N = 1.La théorie IIA et la M-théorie sont reliées par la S-dualité qui assoie une observable
f(gs) de la théorie IIA à une observable f ′(gs) de la M-théorie de sorte que f(gs) =
f ′( 1

gs
). Le résultat important qui ressort de la S-dualité appliquée à la théorie type IIAest l'existene de la M-théorie en 11 dimensions ave un ouplage diretement relié à ladimension de la onzième dimension. Ainsi, on obtient :

R11 = (gs)
2
3 (3.103)La onzième dimension n'apparaît visible que dans la limite de ouplage fort. C'est la raisonpour laquelle ette dimension supplémentaire n'avait pas été perçue avant l'avènement dela dualité : en n'ayant aès qu'au domaine perturbatif, il était impossible de la déeler.Comme la taille de la onzième dimension est liée inversement au ouplage, l'uni�ation desouplages est fontion de la taille de ette onzième dimension. Or, il se trouve que pour queles ouplages s'uni�ent, la taille de ette onzième dimension doit être supérieure à elles dessix autres dimensions supplémentaires. En ompati�ant les six dimensions à une éhellede l'ordre de MGUT don 1016 GeV , on obtient une taille de l'ordre de (1012GeV )−1 à

(1013GeV )−1 pour la onzième dimension (appelée R11) pour que l'uni�ation des quatreouplages ait lieu à MGUT . Ainsi, à des énergies omprises entre 1012 Gev et 1016 GeV,le monde apparaît de dimension inq. On peut représenter l'étape intermédiaire à inq
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3.8. Vers une "Théorie de Tout" 63dimensions par deux plateaux de dimensions 4 mais qui, à haute énergie, ont haun 10dimensions : les six autres ont été ompati�ées. Les deux plateaux ou membranes sontséparées par la onzième dimension.Dans une autre approhe, on uni�e d'abord les trois ouplages des groupes de jaugeà MGUT , et puis le ouplage gravitationnel rejoint les trois autres ouplages à une éhelled'énergie plus haute M11. Dans e as, on trouve que M11 est environ deux fois plus grandque MGUT et que R11 est de l'ordre de (1014GeV )−1 à (1015GeV )−1.Un lien peut maintenant être fait ave la brisure de supersymétrie dans un seteurahé : notre monde et tous ses hamps sont ontraints de rester sur une des deux mem-branes, et le seteur ahé est sur l'autre membrane. Seuls les hamps gravitationnels (nousparlons au pluriel ar on trouve le graviton, le gravitino et le dilaton) peuvent se propa-ger dans le bulk, 'est-à-dire dans la dimension supplémentaire, et la supersymétrie estbrisée dans le seteur ahé, 'est-à-dire sur la membrane ahée. La brisure est ensuitetransmise au seteur visible par les hamps gravitationnels. Ainsi, des méanismes fondéssur des modèles de supergravité d = 11 ouplée à une théorie de Yang-Mills ave groupede jauge E(8) × E(8) sont proposés pour dérire la brisure de supersymétrie. Le seteurahé orrespond à un groupe de jauge E(8) et le seteur visible à l'autre. On peut iterle méanisme de ondensation de jauginos [31℄ qui brise la supersymétrie dans le seteurahé : lorsqu'on diminue l'énergie et qu'on passe une ertaine valeur, une interation fortedu seteur ahé fait ondenser deux gauginos et brise la supersymétrie.Nous onlurons e paragraphe par iter e qu'il reste à aomplir. Le plus grand travailsera d'érire l'ation de la M-théorie et quanti�er la théorie. On suppose, à ause de sathéorie basse énergie - la supergravité à 11 dimensions - que la théorie ontient des 2-membranes et des 5-membranes qui apparaissent omme des ordes fermées à plus bassesdimensions, mais atuellement on ne sait pas quanti�er l'ation d'une membrane aveles tehniques onnues. D'autre part, on ne sait pas lairement omment es membranesinteragissent bien que, grâe à la dualité, on puisse donner les exitations des membranes entermes de ordes. La M-theorie ne peut pas dans l'état atuel de son développement prédirela valeur de la onstante osmologique ou expliquer pourquoi la supersymétrie est brisée.En�n, la M-théorie devra une fois érite permettre de déterminer l'énergie d'uni�ationsans avoir à ajuster la taille de la onzième dimension : elle devra don permettre de prédireà la fois la taille de ette dimension mais aussi la valeur de l'énergie d'uni�ation desouplages.3.8.5 Compati�ations, préditions et limites des théories de su-perordesUne prédition importante de la théorie perturbative des ordes est la valeur de l'énergied'uni�ation :
MGUT = O(g) × mP√

8π
≃ few× 1017GeV. (3.104)Cette valeur est environ 20 fois plus grande que la valeur alulée par une approhe quimonte depuis les basses énergies vers les hautes énergies ... Pourtant, il est impressionnant
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64 Chapitre 3. Au-delà du Modèle Standardque l'estimation (3.104) soit si prohe d'un alul qui traverse 14 ordres de grandeur desbasses énergies vers les hautes. Comme nous l'avons déjà fait remarquer, dans la M-theorie,la onzième dimension peut être réglée de manière à e que tous les ouplages s'uni�ent à
1016 GeV. Il est ependant important de onstater que deux approhes di�érentes, la théoriequantique des hamps et sa renormalisation d'une part et la théorie des ordes d'autre partonduisent, à des valeurs de l'énergie d'uni�ation qui soient si prohes.Parmi les limitations de la théorie des ordes, on trouve le problème de la ompati�ationdon, �nalement, le lien ave notre monde à 4 dimensions.Les moyens de ompati�er la théorie, 'est-à-dire, rendre invisibles les dimensionssupplémentaires, sont innombrables. On a beauoup d'options pour retrouver le modèlestandard plus d'autres interations non observées. Comment hoisir parmi toutes les pos-sibilités pour ompati�er ? Est-e qu'il faut hoisir une variété, ou bien un espae aveune géométrie généralisée, un orbifold, par exemple ? La première option étudiée en détaila�n de maintenir la supersymétrie était de ompati�er sur une variété de Calabi-Yau.Or, toute ompati�ation sur un espae Calabi-Yau est paramétrisée par les hamps demoduli qui dérivent les possibles déformations de es espaes : a priori, les hamps demoduli n'ont pas de valeur déterminée.Cela revient à se poser la question de savoir quel est l'état de vide de la théorie à 4dimensions. L'énergie du vide à 4 dimensions devrait orrespondre à la onstante osmo-logique. Or, il y a un nombre énorme d'états de vide possibles après ompati�ation à 4dimensions qui pourraient orrespondre à ette énergie : le problème de la dégénéresenedu vide reste à resoudre.La théorie des superordes est pour le moment dans l'inapaité de prédire l'énergie duvide en distinguant la bonne théorie parmi toutes les possibilités o�ertes par la ompati�-ation. Il est fort probable que ette inapaité à déterminer le juste moyen de ompati�erles dimensions supplémentaires soit liée à la méonnaissane de la zone non perturbativede la théorie. En e�et, la ompati�ation ne peut pas sortir d'un alul perturbatif : ils'agit fondamentalement d'un phénomène non perturbatif.Un autre problème de la théorie des ordes est qu'il s'agit essentiellement d'une théoriede première quanti�ation. Seules l'impulsion et la position sont quanti�ées. Il existe uneseonde quanti�ation pour les théories de ordes, la théorie des hamps de ordes, epen-dant son utilisation reste très di�ile. Il est probable qu'une meilleure onnaissane de ettethéorie des hamps puissent ontribuer à une meilleure onnaissane du omportement nonperturbatif.3.9 Les dimensions supplémentaires3.9.1 Pourquoi (pas) des dimensions supplémentaires ?Les dimensions supplémentaires sont présentes dans les théories de ordes omme nousl'avons vu. Pourtant, l'idée d'un espae-temps à plus de quatre dimensions date des années
1920 : Kaluza et Klein furent les premiers à introduire une dimension supplémentaire dans

te
l-0

02
83

29
3,

 v
er

si
on

 1
 - 

29
 M

ay
 2

00
8



3.9. Les dimensions supplémentaires 65le but d'uni�er életromagnétisme et gravitation. L'életromagnétisme pouvait s'expliquergéométriquement omme la gravitation si l'on ajoutait une dimension supplémentaire (uneligne et une olonne de plus à la matrie représentant le tenseur métrique). En ompati-�ant ette dimension, ils montrèrent que l'on retrouvait les lois de l'éleromagnétisme tellesqu'elles sont dans notre monde à quatre dimensions.Certains modèles d'extra-dimension proviennent plus ou moins de la M-théorie où deuxmembranes sont séparées par une dimension supplémentaire. Pourtant, es théories s'enéloignent plus ou moins fortement. En e�et, la M-théorie et sa version basse énergie -la supergravité en dimension 11 ouplée à une théorie de Yang-Mills de groupe de jauge
E(8)×E(8) - semble n'autoriser que les hamps gravitationnels à se propager dans toutesles dimensions et ontraint les autres hamps sur une membrane et les hamps du seteurahé sur l'autre membrane ; de plus, la dimension de la onzième dimension est déterminéepar l'uni�ation des ouplages.Alors que dans les théories de Kaluza et Klein, on peut trouver di�érentes tailles pourla (ou les) dimension(s) supplémentaire(s), et toutes les variantes possibles pour la loa-lisation des hamps, y omprise la propagation des hamps de jauge dans des dimensionssupplémentaires. En�n dans es théories, rien ne fore à l'existene de loalisation deshamps sur une membrane. Il existe des modèles où tous les hamps peuvent se propagerdans tout l'espae : la notion de membrane disparaît alors : 'est le as des modèles ditsU.E.D pour Universal Extra Dimension. Une partiularité de la plupart des modèles est depermettre de résoudre le problème de la hiérarhie sans faire appel à la supersymétrie (touten introduisant un paramètre supplémentaire 'est-à-dire la taille de l'extra-dimension).3.9.2 Les di�érents types de modèlesIl existe de nombreux modèles di�érents. Les deux lasses prinipales sont elle où ladimension supplémentaire est plate et elle où elle est ourbe.Dans le premier as, on trouve des modèles ave dimension supplémentaire plate grande,'est-à-dire pouvant aller jusqu'à 0.1 mm qui est la limite haute de taille de dimension sup-plémentaire d'après des expérienes de type Cavendish. La taille de la ou des dimensionssupplémentaires a�ete diretement la masse de Plank M⋆ dans l'espae à 4 + n dimen-sions :

M2
p = M2+n

⋆ Rn, (3.105)où R est la taille de la dimension supplémentaire. Par exemple, dans le as où n = 2 et sil'on se fonde sur une théorie de ordes pour érire que
M2+n

⋆ =
1

gs g2
ym

M2+n
s , (3.106)ave Ms de l'ordre du TeV, on obtient des limites sur la taille des dimensions supplémen-taires par la osmologie qui donnerait R ≤ 10−8m si seule la gravité se propage dans lesdimensions supplémentaires. Dans haun des modèles, on peut hoisir d'autoriser ertains
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66 Chapitre 3. Au-delà du Modèle Standardhamps à se propager dans toutes les dimensions et d'autres à rester loalisés sur les mem-branes.Le prinipe de résolution du problème de la hiérarhie est fondée sur l'existene dans l'es-pae omplet d'une valeur de la masse de Plank beauoup plus petite que dans l'espae à4 dimensions. On peut ainsi positionner la masse de Plank dans l'espae omplet près duTeV et résoudre le problème de la hiérarhie.Le modèle ADD est un modèle ave dimension(s) supplémentaire(s) plate(s). L'extra-dimension est ompate : 'est un erle. Les modèles U.E.D ont la même on�gurationque les modèles A.D.D sauf que tous les hamps se propagent dans l'extra-dimension.Parmi les modèles ave une dimension supplémentaire ourbe, itons les modèles deRandall-Sundrum. Les hamps du Modèle Standard sont loalisés sur une membrane etla gravitation se propage partout. Randall et Sundrum ont montré [9℄ que l'on pouvaitrésoudre le problème de hiérarhie entre la masse de Plank et l'éhelle életrofaible sansavoir à faire appel à la supersymétrie. Il existe ependant des modèles supersymétriquesde e type [13℄.Il existe des versions du modèle de Randall-Sundrum ave deux membranes et ave unemembrane. On peut aussi loaliser les hamps sur les membranes ou bien laisser les hampsse propager dans l'extra-dimension. Il existe des modèles où seul le Higgs est loalisé.Tous les modèles d'extra-dimension peuvent donner lieu à des versions supersymétriques,auquel as la taille de l'extra-dimension peut ne pas être ajustée pour résoudre le problèmede la hiérarhie.Divers aspets ont été étudiés au niveau de la physique des partiules omme par exemplel'uni�ation des ouplages [32℄.3.9.3 Signatures expérimentalesIl est possible de déeler la présene de dimensions supplémentaires à l'éhelle du TeVau LHC. Pour ela, il faut bien évidemment que les partiules en jeux puissent sentir laprésene de la (ou des)dimension(s) supplémentaire(s). Les signatures typiques sont desexitations dites de Kaluza-Klein ; des résonnanes dans l'évolution des setions e�aesdes réations en fontion de l'énergie peuvent apparaitre. Elles sont dues au "tours" d'ex-itations de Kaluza-Klein. On peut omprendre es "tours" en faisant une analogie aveune partiule qui renontre un puit de potentiel en méanique quantique : son énergie vaêtre quanti�ée dans le puit fournissant une tour d'exitations. Dans notre as, la dimensionsupplémentaire joue le r�le du puit.D'autres signatures pourraient être fournies par la réation d'un miro trou noir. Ene�et, tout objet peut se transformer en trou noir s'il est ontraté en deça de son rayonde Shwarshild qui est dé�ni par 2Gm
c2

. Bien évidemment, plus la masse est grande, plusl'on peut obtenir failement le rayon de Shwarshild. Or, omme on l'a vu, les dimensionssupplémentaires peuvent augmenter la valeur de G. Don s'il y a des dimensions supplé-mentaires de taille su�sante, on peut espérer ave les énergies en jeu au LHC passer endeça du rayon de Shwarshild et réer des miro trous noirs. Ceux-i devraient s'évaporerrapidemment, puisque le rayonnement de Hawking implique que le trou noir rayonne de
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3.10. Conlusion 67manière inversement proportionnelle à sa masse au arré. Des études par les ollaborationsATLAS et CMS ont démontré que e rayonnement de Hawking serait sans doute visibleau LHC.3.9.4 Des dimensions en moins à haute énergie ?Tandis que e n'est pas prévu dans le théorie des ordes, il est possible qu'au moinsquelques-unes des dimensions de l'espae-temps paraissent disrètes à hautes énergies. Leprinipe est d'imposer un ut-o� non par la dimension donnée aux partiules omme 'estle as en théorie des ordes, mais par la struture interne de l'espae-temps. Comme dansles théories de hamps sur le réseau, le mouvement est déomposé en une suession debonds d'un point disret de l'espae à un autre. Aux basses énergies, la résolution expéri-mentale n'est pas su�sante pour déteter es bonds, et une dimension disrète ressembleà une dimension ontinue. Pourtant, aux hautes énergies, ette dimension disparaît, et ladimensionalité de l'espae-temps diminue. Il semble que es modèles de disrétisation del'espae-temps violent l'invariane de Lorentz dans le adre de la théorie quantique deshamps [33℄.3.10 ConlusionLa supersymétrie présente de très jolies aratéristiques. Le LHC devrait permettre deon�rmer ou non sa présene près de l'éhelle du TeV. Si la supersymétrie existe, on devraits'attendre à e qu'une version loale de la symétrie existe : la supergravité.La supergravité est une théorie qui a susitée beauoup d'espoir à une époque où l'onpensait pouvoir unir dans son ontexte la gravité ave les autres fores. Il se trouve queette théorie est non renormalisable. Les théories de superordes permettent de prendreen ompte la gravité mais à e jour elles ne peuvent pas permettre de prédire la valeur del'énergie du vide. Une multitude de ompati�ations peuvent fournir la valeur de l'énergiedu vide. C'est e que l'on appelle le Landsape. La méonnaissane de la zone non per-turbative de la théorie est peut-être la lé. Pourtant, à e jour, rien ne nous permet depenser que la nature puisse être dérite par une théorie de ordes. De même, rien ne nouspermet de penser que la gravité quantique ou la disrétisation de l'espae-temps soit la so-lution. Existe-t-il une théorie du Tout ? Probablement. En tout as, il existe ertainementune théorie de gravité quantique. Mais pour reprendre une élèbre phrase : `la vérité estailleurs'.te
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4 Gravitino et Supergravité
4.1 Approhe heuristique de la supergravitéComparé à la supersymétrie globale, un des aratéristiques de la supersymétrie loaleest l'apparition d'un hamp de jauge assoié à la supersymétrie loale : le gravitino. Commedans le as des théories de jauge ordinaires, le gravitino ouple à un ourant de Noetherassoié à la symétrie et maintient l'invariane sur les transformations loales de SUSY.Nous allons sommairement présenter, sur l'exemple du modèle de Wess-Zumino, l'e�etd'une supersymétrie loale. Le Lagrangien de Wess-Zumino ne ontient que les termesinétiques d'un hamp salaire omplexe φ et d'un fermion hiral χ :

LWZ = ∂µφ∂µφ
∗ + iχσ̄µ∂µχ. (4.1)A une dérivée totale près, e lagrangien est invariant sous les transformations globalesde supersymétrie suivante :

δφ =
√

2ξχ, (4.2)
δχ = −i

√
2σµξ(∂µφ), (4.3)où ξ est le paramètre in�nitésimal de Grassmann.Si ξ dépend des oordonnées d'espae-temps, le Lagrangien (4.1) n'est pas invariantmais possède des termes proportionnels à ∂ξ et à ∂ξ. On a :

δLWZ =
√

2
{

(∂µξ)σ
νσ̄µχ(∂νφ

∗) + χσ̄µσν(∂µξ)(∂νφ)
}

+ (total derivative)

≡ i(∂µξ)J
µ + h.c.+ (total derivative). (4.4)où

Jµ ≡ −i
√

2σν σ̄µχ(∂νφ
∗). (4.5)

Jµ est le ourant de Noether assoié à la transformation de supersymétrie. On l'appellele superourant. Pour préserver l'invariane, on introduit un hamp de jauge ψµ. Comme

te
l-0

02
83

29
3,

 v
er

si
on

 1
 - 

29
 M

ay
 2

00
8



70 Chapitre 4. Gravitino et Supergravitédans le as des théories de jauge ordinaires, le hamp de jauge ψµ se ouple au ourant deNoether :
LψJ = − i

2
GSψµJ

µ + h.c. , (4.6)où GS est la onstante de ouplage que nous déterminerons plus tard. Puisque la hargede la supersymétrie a une nature de Grassmann ave un indie de spin, le hamp de jauge
ψµ assoié à la supersymétrie est un fermion de spin3

2
. En faisant varier l'équation (4.6),on obtient :

δLψJ = − i

2
GS {(δψµ)Jµ + ψµ(δJ

µ)} + h.c. (4.7)Ainsi, si ψµ se transforme omme :
δψµ ∼ 2

GS
∂µξ, (4.8)et le premier terme dans l'équation (4.7) s'annule ave la ontribution venant del'équa-tion (4.4).Considérons à présent le seond terme dans l'équation (4.7). Une supertransformation dusuperourant (4.5) va donner le tenseur énergie impulsion du mutiplet hiral (φ, χ). Ene�et, étant donné que la harge est donnée par l'intégrale du ourant sur une 'surfae'et que l'intégrale sur une surfae du tenseur énergie impulsion est égale à l'intégrale devolume de la 'divergene' du tenseur énergie impulsion qui est nulle par onservation del'énergie-impulsion, on peut érire à partir de l'algèbre :

{

Qα̇, J
µ
α

}

= −2σναα̇Tν
µ + (total derivative),

{

Qα, J
µα̇
}

= −2σ̄να̇αTν
µ + (total derivative), (4.9)Où Q et Q, sont les générateurs des transformations de supersymétrie. On obtient pour leseond terme dans l'équation (4.7) :

− i

2
GS {ψµ(δJµ)} + h.c. =

i

2
GS

{

ψµσνξ + ψνσµξ + ψµσ̄νξ + ψν σ̄µξ
}

T µν . (4.10)Pour annuler es termes, on peut réérire le Lagrangien de Wess-Zumino en faisantapparaître le tenseur métrique gµν :
LWZ → √−ggµν (∂µφ∂νφ∗ + iχσ̄µ∂νχ) , (4.11)ave g = det gµν et utiliser le fait que la métrique est le hamp de jauge assoié à lasymétrie des translations d'espae-temps. Le ourant de Noether assoié à ette symétrie
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4.2. Supergravité minimale 71est le tenseur énergie-impulsion. Ainsi, on peut érire si l'on fait varier le Lagrangien par
gµν ,

∂L
∂gµν

∼ 2T µν . (4.12)Ainsi, le tenseur métrique gµν ('est-à-dire le graviton) peut être vu omme le super-partenaire de ψµ le gravitino et sa loi de transformation peut être déterminée de sorte quel'invariane de supersymétrie loale soit maintenue :
δgµν

δLWZ

δgµν
∼ − i

2
GS

{

ψµσνξ + ψνσµξ + ψ
µ
σ̄νξ + ψ

ν
σ̄µξ
}

Tµν . (4.13)En ombinant les expressions (4.12) et (4.13), on obtient ette loi de transformationpour le tenseur métrique :
δgµν ∼ −iGS

(

ψµσνξ + ψνσµξ + ψµσ̄νξ + ψν σ̄µξ
)

. (4.14)Dans le reste de l'exposé, il sera plus aisé d'utiliser le vierbein eµa plut�t que le tenseurmétrique gµν = ηabeµ
aeν

b où ηab = diag(1,−1,−1,−1) est le tenseur métrique en espae-temp plat. En supergravité, le vierbein se transforme :
δeµ

a = −iGS

(

ξσaψµ + ξσ̄aψµ
)

, (4.15)ave GS = M−1 où M est la masse réduite de Plank (voir setion suivante). Cetteloi de transformation redonne l'équation (4.14). Sous les transformations de supersymétrieloales, le vierbein et le gravitino forme un multiplet (ave quelques hamps auxiliaires).Ce multiplet est le multiplet de supergravité.Comme nous venons de le voir dans e paragraphe, lorsqu'on étend la supersymétrie globaleaux transformations loales, le tenseur métrique apparaît naturellement dans la théorie etdon la gravité. C'est la raison pour laquelle la supersymétrie loale se nomme supergravité.4.2 Supergravité minimaleDans la setion préédente, nous avons introduit le hamp de gravitino dans le but deonserver l'invariane loale de supersymétrie. Comme nous l'avons vu, le gravitino oupleau superourant mais le ouplage GS n'a pas été déterminée. Pour déterminer e ouplage,nous devons véri�er l'invariane par supersymétrie (loale) des termes inétiques du vier-bein eµa et du gravitino ψµ.
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72 Chapitre 4. Gravitino et SupergravitéDans e paragraphe, nous allons expliitement véri�é ette invariane dans le modèle mi-nimal de supergravité qui ne ontient que le graviton et le gravitino. Nous verrons que leouplage GS est l'inverse du ouplage gravitationnel. Le Lagrangien du modèle est :
LMSG = LEH + LRS, (4.16)où LEH est le Lagrangien de Einstein-Hilbert et LRS est le Lagrangien de Rarita-Shwinger qui est essentiellement le terme inétique d'un spin 3

2
. Le Lagrangien de Einstein-Hilbert est donné par :

LEH = −M
2

2
eR, (4.17)où

R ≡ ea
µeb

ν
(

∂µων
ab − ∂νωµ

ab − ωµ
acωνc

b + ων
acωµc

b
)

, (4.18)ave ωµab la onnexion de spin et e ≡ det ea
µ. Le Lagrangien de Rarita-Shwinger peut êtreérit :

LRS = eǫµνρσψµσ̄νD̃ρψσ, (4.19)où ǫµνρσ est le symbole1 totalement antisymétrique. La dérivée ovariante du hamp degravitino est :
D̃µψν ≡ ∂µψν +

1

2
ωµ

abσabψν . (4.20)Dans la suite, nous allons voir l'invariane du Lagrangien (4.16)sous les transformationsde supersymétries loales,
δeµ

a = −iGS

(

ξσaψµ + ξσ̄aψµ
)

, (4.21)
δψµ =

2

GS
D̃µξ ≡

2

GS

(

∂µξ +
1

2
ωµ

abσabξ

)

, (4.22)où le paramètre GS sera déterminé.Avant de déterminer l'invariane par supersymétrie du Lagrangien, nous allons faire quelquesommentaires sur la onnetion de spin ωµab. Comme nous le verrons, ette onnetion estune fontion du vierbein eµa et du gravitino ψµ ; en e�et, lorsqu'on résout les équations dumouvement de ωµab, 'est-à-dire :
δLMSG

δωµab
=
∂LMSG

∂ωµab
− ∂ν

∂LMSG

∂ (∂νωµab)
= 0, (4.23)on trouve que :

M2
{(

∂µeν
a + ωµ

abeνb
)

−
(

∂νeµ
a + ων

abeµb
)}

= − i

2

(

ψµσ̄
aψν − ψν σ̄

aψµ
)

. (4.24)1et non tenseur.
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4.2. Supergravité minimale 73
ωµ

ab est un hamp auxiliaire. En résolvant l'équation (4.24), on obtient une forme expliitede la onnexion de spin :
ωµρσ ≡ eρaeσbωµ

ab

=
1

2
{eσa (∂µeρ

a − ∂ρeµ
a) + eρa (∂σeµ

a − ∂µeσ
a) − eµa (∂ρeσ

a − ∂σeρ
a)}

− i

4M2
eσa
(

ψρσ
aψµ − ψµσ

aψρ
)

− i

4M2
eρa
(

ψµσ
aψσ − ψσσ

aψµ
)

+
i

4M2
eµa
(

ψσσ
aψρ − ψρσ

aψσ
)

. (4.25)Si l'on fait varier le Lagrangien (4.16) par les transformations de supersymétrie, on trouve :
δLMSG = δeµ

a δLMSG

δeµa

∣

∣

∣

∣

ψ,ω

+ δψµ
δLMSG

δψµ

∣

∣

∣

∣

e,ω

+

(

δeµ
a δωµ

ab

δeµa
+ δψµ

δωµ
ab

δψµ

)

δLMSG

δωµab

∣

∣

∣

∣

e,ψ

, (4.26)où nous avons utilisé le fait que la onnexion de spin soit fontion du vierbein et duhamp de gravitino. Les deux derniers termes de l'équation (4.26 sont proportionnels à
(δLMSG/δω). Ils s'annulent don puisque la onnexion de spin obéit à es équations dumouvement (δLMSG/δω) = 0. Ainsi, il ne reste qu'à faire varier le Lagrangien par rapportà eµa et ψµ pour obtenir δLMSG. Nous appelons ette opération ∆.La variation du Lagrangien de Einstein-hilbert donne (sans trop d'e�orts) le tenseurd'Einstein multiplié par δeµa :

∆LEH ≡ δeµ
a δLEH

δeµa

∣

∣

∣

∣

ψ,ω

+ δψµ
δLEH

δψµ

∣

∣

∣

∣

e,ω

= iGSM
2e

(

Ra
µ − 1

2
ea
µR

)

ψµσ
aξ + h.c. , (4.27)ave

Rµ
a ≡ eb

ν
(

∂µων
ab − ∂νωµ

ab − ωµ
acωνc

b + ων
acωµc

b
)

. (4.28)La partie onernant la variation du Lagrangien de Rarita-Shwinger donne :
∆LRS ≡ δeµ

a δLRS

δeµa

∣

∣

∣

∣

ψ,ω

+ δψµ
δLRS

δψµ

∣

∣

∣

∣

e,ω

=

{

−iGS ,M
2e

(

Ra
µ − 1

2
ea
µR

)

ψµσ
aξ + h.c.

}

−eǫµνρσ
{

2

GS

(

∂µeν
a + ωµ

abeνb
)

+ iGS

(

ψµσ̄
aψν
)

}

ξσ̄aD̃ρψσ. (4.29)

te
l-0

02
83

29
3,

 v
er

si
on

 1
 - 

29
 M

ay
 2

00
8



74 Chapitre 4. Gravitino et SupergravitéLe alul de la première aolade est long. Il faut en e�et se servir des équations (4.24)et (4.25) pour remplaer la dépendane en ψµ par des quantités liées au vierbein. En posant
GS = M−1, la première ligne dans l'équation (4.29), est égale à −∆LEH, la seonde lignes'annule par l'équation (4.24). Ainsi, δLMSG s'annule,

δLMSG = ∆LEH + ∆LRS = 0. (4.30)
Il est beauoup plus aisé de faire ette démonstration au premier ordre dans le ouplageen prenant une version linéarisée du Lagrangien d'Einstein-Hilbert.Nous avons vus l'invariane du Lagrangien de supergravité minimale sous les transforma-tions de supersymétrie ave GS = M−1. Le ouplage entre le gravitino et le superourantn'est pas un paramètre libre mais une onstante déterminée pour que les termes inétiquesdu supermultiplet (ψµ, eµa) soient invariant par supersymétrie loale.

4.3 Le Lagrangien général de supergravitéLa dérivation du Lagrangien générale de supergravité est une tâhe ardue. Nous al-lons présenter ii l'expression de e Lagrangien dont la détermination peut être vue dansette référene [34℄. Dans ette partie, nous prendrons M = 1 par simpliité. Nous ver-rons que pour les études phénoménologiques, seuls les termes d'interation de dimension5 sont importants 'est-à-dire essentiellement le ouplage du gravitino au superourant
LψJ = − i

2M
ψµJ

µ + h.c.Le Lagrangien général de supergravité est essentiellement aratérisé par trois fon-tions : le potentiel de Kähler K(φ, φ∗), le superpotentielW (φ) et la fontion inétique f(φ)pour les multiplets veteurs.En utilisant es fontions, le Lagrangien ontenant des hamps salaires φ, des fermionshiraux χ, des bosons de jauge Aµ et des fermions de jauge λ mais aussi le vierbein eµa et
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4.3. Le Lagrangien général de supergravité 75le gravitino ψµ s'érit :
LSUGRA = −1

2
eR + egij∗D̃µφ

iD̃µφ∗j − 1

2
eg2D(a)D

(a)

+iegij∗χ
jσ̄µD̃µχ

i + eǫµνρσψµσ̄νD̃ρψσ

−1

4
efR(ab)F

(a)
µν F

µν(b) +
1

8
eǫµνρσf I(ab)F

(a)
µν F

(b)
ρσ

+
i

2
e
[

λ(a)σ
µD̃µλ

(a)
+ λ(a)σ̄

µD̃µλ
(a)
]

− 1

2
f I(ab)D̃µ

[

eλ(a)σµλ
(b)
]

+
√

2eggij∗X
∗j
(a)χ

iλ(a) +
√

2eggij∗X
i
(a)χ

jλ
(a)

− i

4

√
2eg∂if(ab)D

(a)χiλ(b) +
i

4

√
2eg∂i∗f

∗
(ab)D

(a)χiλ
(b)

−1

4

√
2e∂if(ab)χ

iσµνλ(a)F (b)
µν − 1

4

√
2e∂i∗f

∗
(ab)χ

iσ̄µνλ
(a)
F (b)
µν

+
1

2
egD(a)ψµσ

µλ
(a) − 1

2
egD(a)ψµσ̄

µλ(a)

−1

2

√
2egij∗D̃νφ

∗jχiσµσ̄νψµ −
1

2

√
2egij∗D̃νφ

iχj σ̄µσνψµ

− i

4
e
[

ψµσ
νρσµλ(a) + ψµσ̄

νρσ̄µλ(a)

]

[

F (a)
νρ + F̂ (a)

νρ

]

+
1

4
egij∗

[

iǫµνρσψµσνψρ + ψµσ
σψ

µ
]

χiσσχ
i

−1

8
e [gij∗gkl∗ − 2Rij∗kl∗]χ

iχkχjχl

+
1

16
e
[

2gij∗f
R
(ab) + fR(cd)−1∂if(bc)∂j∗f

∗
(ad)

]

χjσ̄µχiλ
(a)
σ̄µλ

(b)

+
1

8
e∇i∂jf(ab)χ

iχjλ(a)λ(b) +
1

8
e∇i∗∂j∗f

∗
(ab)χ

iχjλ
(a)
λ

(b)

+
1

16
efR(cd)−1∂if(ac)∂jf(bd)χ

iλ(a)χjλ(b)

+
1

16
efR(cd)−1∂i∗f

∗
(ac)∂j∗f

∗
(bd)χ

iλ
(a)
χjλ

(b)

− 1

16
egij

∗

∂if(ab)∂j∗f
∗
(cd)λ

(a)λ(b)λ
(c)
λ

(d)

+
3

16
eλ(a)σ

µλ
(a)
λ(b)σµλ

(b)

+
i

4

√
2e∂if(ab)

[

χiσµνλ(a)ψµσνλ
(b) − 1

4
ψµσ̄

µχiλ(a)λ(b)

]

+
i

4

√
2e∂i∗f

∗
(ab)

[

χiσ̄µνλ
(a)
ψµσ̄νλ

(b) − 1

4
ψµσ

µχiλ
(a)
λ

(b)
]

−eeK/2
{

W ∗ψµσ
µνψν +Wψµσ̄

µνψν
}

+
i

2

√
2eeK/2

{

DiWχiσµψµ +Di∗W
∗χiσ̄µψµ

}

−1

2
eeK/2

{

DiDjWχiχj + Di∗Dj∗W
∗χiχj

}

+
1

4
eeK/2gij

∗

{

Dj∗W
∗∂if(ab)λ

(a)λ(b) +DiW∂j∗f
∗
(ab)λ

(a)
λ

(b)
}

−eeK
[

gij
∗

(DiW ) (Dj∗W
∗) − 3W ∗W

]

, (4.31)
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76 Chapitre 4. Gravitino et SupergravitéOù fR ≡ Ref et f I ≡ Imf . Les indies i, j, · · · representent les espèes des multipetshiraux, et (a), (b), · · · sont les indies pour la représentation adjointe des groupes de jauge(ave le ouplage de jauge g et la onstante de struture fabc. Ces indies sont élevés ouabaissés ave fR(ab) et son inverse. Le potentiel de Kähler K et le superpotentiel W dans leLagrangien (4.31) peuvent être mis sous la forme :
G ≡ K + ln (W ∗W ) . (4.32)Les dérivées ovariantes sont :

D̃µφ
i ≡ ∂µφ

i − gA(a)
µ X i

(a), (4.33)
D̃µχ

i ≡ ∂µχ
i +

1

2
ωµ

abσabχ
i + ΓijkD̃µφ

jχk − gA(a)
µ

∂X i
(a)

∂φj
χj

−1

4

(

KjD̃µφ
j −Kj∗D̃µφ

∗j
)

χi − i

2
gA(a)

µ ImF(a)χ
i, (4.34)

D̃µλ
(a) ≡ ∂µλ

(a) +
1

2
ωµ

abσabλ
(a) − gfabcA(b)

µ λ
(c)

+
1

4

(

KjD̃µφ
j −Kj∗D̃µφ

∗j
)

λ(a) +
i

2
gA(b)

µ ImF(b)λ
(a), (4.35)

D̃µψν ≡ ∂µψν +
1

2
ωµ

abσabψν

+
1

4

(

KjD̃µφ
j −Kj∗D̃µφ

∗j
)

ψν +
i

2
gA(b)

µ ImF(b)ψν . (4.36)
F

(a)
µν est le tenseur de fore pour les bosons de jauge A(a)

µ , et F̂ (a)
µν est dé�ni par :

F̂ (a)
µν ≡ F (a)

µν − i

2

(

ψµσνλ
(a)

+ ψµσ̄νλ
(a) + ψνσµλ

(a)
+ ψν σ̄µλ

(a)
)

. (4.37)L'opération de di�éreniation par φi est symboliquement représentée de la manièresuivante :
(· · ·)i ≡ ∂i(· · ·) ≡

∂(· · ·)
∂φi

, (· · ·)i∗ ≡ ∂i∗(· · ·) ≡
∂(· · ·)
∂φ∗i . (4.38)Les dérivées du superpotentiel sont (4.38) :

DiW ≡ Wi +KiW, (4.39)
DiDjW ≡ Wij +KijW +KiDjW +KjDiW −KiKjW − ΓkijDkW. (4.40)La métrique de Kähler gij∗ est dé�nie en dérivant le potentiel de Kähler K par les hampssalaires φi et φ∗j ;

gij∗ ≡
∂2K

∂φi∂φ∗j , (4.41)
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4.3. Le Lagrangien général de supergravité 77et gij∗ est son inverse,
gij∗g

ik∗ = δk
∗

j∗ , gij∗g
kj∗ = δki . (4.42)A partir de ette métrique, on peut dé�nir une onnetion Γkij et tenseur de ourbure

Rij∗kl∗ :
Γkij ≡ gkl

∗ ∂

∂φi
gjl∗, (4.43)

Rij∗kl∗ ≡ ∂

∂φi
∂

∂φj∗
gkl∗ − gmn

∗

(

∂

∂φj∗
gml∗

)(

∂

∂φi
gkn∗

)

. (4.44)En utilisant la onnetion (4.43), la dérivée ovariante ∇i est dé�nie omme :
∇iVj ≡

∂

∂φi
Vj − ΓkijVk. (4.45)( Vi est ii une fontion des hamps salaires.)Nous allons maintenant expliquer e que sont X(a)i et D(a). X(a)i(φ) est le veteur deKilling assoié à gij∗ 'est-à-dire, si l'on opère une transformation sur les hamps tels que :

φi → φi′ = φi +X(a)i(φ)ǫ, (4.46)
φi∗ → φi∗′ = φi∗ +X∗(a)i(φ∗)ǫ, (4.47)(où ǫ est un paramètre in�nitésimal), la dérivée de Lie δ(L)

X de gij∗ s'annule ;
δ
(L)
X gĩj̃ ≡ X(a)k̃ ∂

∂φk̃
gĩj̃ + gĩk̃

∂

∂φj̃
X(a)k̃ + gj̃k̃

∂

∂φĩ
X(a)k̃

= ∇ĩX
(a)

j̃
+ ∇j̃X

(a)

ĩ

= 0, (4.48)ave X(a)

ĩ
≡ gĩj̃X

(a)j̃ , et l'indie ĩ peut représenter à la fois i et i∗. D'après l'équation i-dessus, nous obtenons deux équations pour les veteurs de Killing X(a)i(φ) et X∗(a)i(φ∗) ;
∇iX

(a)
j + ∇jX

(a)
i = 0, (4.49)

∇iX
(a)
j∗ + ∇j∗X

(a)
i = 0. (4.50)La première équation est automatiquement satisfaite, tandis que la seonde permet d'érire

X(a)i(φ) et X∗(a)i(φ∗) omme les dérivées d'une fontionD(a) nommée potentiel de Killing :
X(a)i(φ) = −igij∗ ∂

∂φ∗jD
(a), (4.51)

X∗(a)j(φ∗) = igij
∗ ∂

∂φi
D(a). (4.52)

te
l-0

02
83

29
3,

 v
er

si
on

 1
 - 

29
 M

ay
 2

00
8



78 Chapitre 4. Gravitino et SupergravitéEn résolvant les équations(4.50), eq.(4.51) et eq.(4.52), les veteurs de Killing X(a)i(φ),
X∗(a)i(φ∗), et le potentiel D(a) peuvent être obtenus. F (a) qui est une fontion analytiquedes φi, est dé�nie omme suit :

F (a) ≡ −igij∗ ∂D
(a)

∂φ∗j
∂K

∂φi
+ iD(a). (4.53)Si l'on prend l'exemple du potentiel de Kähler minimal Kmin = φiφ∗i, les veteurs deKilling et le potentiel prennent les formes suivantes :

X(a)i(φ) = −iT aijφj, (4.54)
X∗(a)i(φ∗) = iφ∗jT aji, (4.55)

D(a) = φ∗iT aijφ
j, (4.56)où T aij est un générateur du groupe de jauge.4.3.1 Les termes d'interations pertinents du gravitinoAprès ette expliation des di�érents éléments du Lagrangien (4.31), nous allons dérireles termes d'interation pertinents pour une étude phénoménologique. Il s'agit des termesd'interation du gravitino ave le superourant.On ne onserve que les termes d'interation de dimension 5. Les termes de dimensionssupérieures sont négligeables pour notre étude qui se situe à des énergies très faibles devantla masse de Plank. Les termes de dimension 6 par exemple possède la masse de Plankau arré au dénominateur et sont négligeables devant les termes de dimension 5 qui ont lamasse de Plank au dénominateur.D'autre part, ertains termes disparaissent par une des équations du mouvement dugravitino qui est sur sa ouhe de masse puisqu'il n'interviendra dans les diagrammes queomme une partiule externe (ou patte externe ou partiule libre) et jamais à l'intérieurd'une boule. Nous verrons dans le paragraphe suivant qui traite du gravitino, ses équa-tions du mouvement ou équations dites de Rarita-Shwinger. L'une d'elles est γµψµ = 0 :'est ette équation qui permet d'éliminer un ertain nombre de termes.Il reste don l'interation du gravitino ave le superourant.

LψJ = − 1√
2M

egij∗D̃νφ
∗jχiσµσ̄νψµ −

1√
2M

egij∗D̃νφ
iχj σ̄µσνψµ

− i

2M
e
(

ψµσ
νρσµλ(a) + ψµσ̄

νρσ̄µλ(a)

)

F (a)
νρ , (4.57)Il est très important de préiser, à e stade de l'exposé, puisque nous venons de dérirele Lagrangien omplet de supergravité, la physique que nous ferons ave e Lagrangien et
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4.4. Les théories de ordes et la supergravité 79ave le gravitino. Dans le Lagrangien, il apparaît des termes non renormalisables suppriméspar M−1 ou par des puissanes supérieures. Nous ne pouvons don pas aluler des e�etsde boules en utilisant le lagrangien total de supergravité tout du moins au-delà d'uneertaine énergie. De plus à ause de es termes non renormalisables, l'unitarité de Born estviolée à des énergies de l'ordre de M . Ainsi, nous utiliserons la supergravité omme unethéorie e�etive appropriée à des éhelles d'énergie très inférieures à l'éhelle de Plank etnous ne onsidérerons que des proessus à l'arbre.4.4 Les théories de ordes et la supergravitéLes théories de superordes notamment la théorie hétérotique E8×E8 à ouplage faibleainsi que la limite à ouplage fort, autrement dit, la M-théorie fournissent, des expressionspour les fontions inétiques (don le ouplage) et le potentiel de Kähler [28℄, [35℄. Cesexpressions sont fontions des hamps de moduli S et T . Il est possible de dériver unmodèle de supergravité à quatre dimensions à partir de l'expression du potentiel de Kähleret de aluler les termes soft de brisure pour obtenir �nalement le spetre de masse dumodèle supersymétrique [35℄.4.5 Le gravitino4.5.1 Notations : rappelsNous allons ommener par rappeler les notations à quatre omposantes pour les fer-mions. Cela sera utile pour le reste du hapitre.Les spineurs à quatre omposantes ψ peuvent être onstruits à partir des spineurs àdeux omposantes ξ and η ;
ψ ∼

(

ξα
ηα̇

)

, ψ ∼
(

ηα, ξα̇
)

. (4.58)Les matries γ-matrix orrespondantes sont des matries 2 × 2 σµ and σ̄µ ;
γµ =

(

0 σ̄µ

σµ 0

)

. (4.59)Dans ette représentation, on dé�nit les spineurs à quatre omposantes pour le gravitino
ψ

(M)
µ , le jaugino, λ(M), et le fermion hiral χ(D)

R où l'indie M désigne les fermions deMajorana et où D désigne les fermions de Dira,
ψ(M)
µ ≡

(

ψµ
ψµ

)

, ψ
(M)

µ ≡
(

ψµ, ψµ
)

, (4.60)
λ(M) ≡

(

λ

λ

)

, λ
(M) ≡

(

λ, λ
)

, (4.61)
χ

(D)
R ≡

(

χ
0

)

, χ
(D)
L ≡ (0, χ) . (4.62)
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80 Chapitre 4. Gravitino et SupergravitéOn remarque que ψ(M)
µ et λ(M) satisfont les onditions de Majorana :

ψ(M)
µ = ψ(M)C

µ ≡ Cψ
(M)T

µ , λ(M) = λ(M)C ≡ Cλ
(M)T

, (4.63)où C désigne la matrie onjugué de harge. χ(D)
R est un fermion hiral ave une hiralitédé�nie ;

1

2
(1 + γ5)χ

(D)
R = χ

(D)
R ,

1

2
(1 − γ5)χ

(D)
R = 0, (4.64)4.5.2 Les équations de Rarita-ShwingerLe Lagrangien pour une partiule libre massive de spin 3/2 est :

LRS = −1

2
ǫµνρσψµγ5γν∂ρψσ −

1

4
m3/2ψµ [γµ, γν]ψν , (4.65)Ce Lagrangien est une partie du Lagrangien général de supergravité. Il dérit simplementun gravitino libre. Si l'on érit les équations du mouvement (ou d'Euler-Lagrange) pour lehamp ψµ

0 =

{(

∂

∂ψµ

)

− ∂ν

(

∂

∂
(

∂νψµ
)

)}

LMRS

= ǫµνρσγ5γν∂ρψσ +
1

2
m3/2 [γµ, γν ]ψν . (4.66)En utilisant l'identité :

ǫµαβγγµ = −iγ5(γ
αγβγγ − γαgβγ + γβgαγ − γγgαβ) (4.67)On obtient les équations de Rarita-Shwinger :

γµψµ = 0, (4.68)
(

i6 ∂ −m3/2

)

ψµ = 0. (4.69)La fontion d'onde solution des équations préédentes [36℄ peut être onstruite en uti-lisant la fontion d'onde u d'un spin 1
2
et le veteur polarisation ǫµ d'un spin 1.Le hamp de gravitino est un veteur de Lorentz à quatre omposantes. Chaune desomposantes peut être dérite par un spineur de Dira. On peut le noter :

ψµ =









ψµ1
ψµ2
ψµ3
ψµ4









(4.70)
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4.5. Le gravitino 81L'équation du mouvement pour e spineur est l'équation de Dira, 'est l'équation(4.69). La seonde équation de Rarita-Shwinger (4.68) permet de retirer le spin 1
2
de trop.Nous allons expliquer ette dernière assertion. Comme nous l'avons érit plus haut, on peutdérire le spin 3

2
à l'aide d'un spin 1

2
et d'un spin 1.La représentation (1

2
, 1

2
) du groupe de Lorentz dérit un spineur de spin 1. La représen-tation (1

2
, 0)⊕ (0, 1

2
) dérit un spin 1

2
. Le gravitino de spin 3

2
appartient à la représentation

(1
2
, 1

2
) ⊗ ((1

2
, 0) ⊕ (0, 1

2
)). Si l'on développe e produit tensoriel, on trouve :

(
1

2
,
1

2
) ⊗ ((

1

2
, 0) ⊕ (0,

1

2
)) = (1,

1

2
) ⊕ (

1

2
, 1) ⊕ (

1

2
, 0) ⊕ (0,

1

2
) (4.71)On remarque dans ette équation (4.71) qu'il existe toujours une partie dérivant le spin

1
2
. La seonde des équations de Rarita-Shwinger (4.68) permet d'éliminer le spin 1

2
en trop.En e�et γµψµ est un objet ne se transformant que sous la représentation de Dira (l'objetne dépend pas des indies d'espae-temps puisqu'ils sont sommés). Ave l'équation (4.68),on retire don la ontribution de la représentation de Dira à savoir le terme (1

2
, 0)⊕ (0, 1

2
).Si l'on fait le ompte des degrés de liberté du spin 3/2, on obtient 12. On utilise le faitque pour (j, j′), le nombre de degé de liberté est (2j + 1) + (2j′ + 1).Pour la partie (1

2
, 1

2
) de l'équation (4.71), on obtient don 4 et pour la partie (1

2
, 0) ⊕

(0, 1
2
), on obtient 4. On obtient don 4 × 4 soit 16. Si l'on retire la partie (1

2
, 0) ⊕ (0, 1

2
) entrop, on obtient don 16 − 4 soit 12.En utilisant les équations (4.68) et (4.69), on obtient une troisième équation :

6 ∂ψµ = 0 (4.72)Cette dernière équation permet de retirer 4 nouveaux degrés de liberté. Le nombre dedegrés de liberté est �nalement 8.4.5.3 Fontion d'onde et somme sur les états de spinOn note ψlµ(P ) les solutions aux équations de Rarita-Shwinger dans l'espae des im-pulsions ave les indies de spin l = +3
2
,+1

2
,−1

2
,−3

2
. On peut onstruire la fontion d'ondedu gravitino à partir du produit des spineurs de Dira us(P ), vs(P ) (ave s = +1

2
,−1

2
) etdes veteurs polarisations ǫmµ (ave m = +1, 0,−1) des partiules massives de spin 1.On obtient [36℄ :

ψl+µ =
∑

s,m

C(l, s,m)us(P )ǫmµ , (4.73)
ψl−µ =

∑

s,m

C(l, s,m)vs(P )ǫmµ (4.74)
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82 Chapitre 4. Gravitino et Supergravitéave C(l,s,m) sont les oe�ients de Clebsh-Gordon ; omme le gravitino est une partiulede Majorana, sa fontion d'onde onjuguée de harge égale sa fontion d'onde. On peutdon restreindre l'étude au solutions d'énergie positive ψl+µ qui n'implique que us(P ) etlaisser tomber l'indie + de ψl+µ .Les spineurs de Dira sont normalisés omme suit :
ūsus

′

= 2mδss
′ (4.75)et les veteurs polarisations :

ǫmµ ǫ
m′⋆µ = −δmm′ (4.76)Ainsi les fontions d'onde ψlµ sont normalisées omme suit :

ψ̄lµψ
l′µ = −2mδll

′ (4.77)La somme Πµν(P ) =
∑

l ψ
l
µ(P )ψ̄lν(P ) des opérateurs de projetion sur les 4 héliitéspeut être obtenue de la manière suivante. Cette somme doit être une ombinaison linéairedes 10 tenseurs suivants [37℄ pour respeter l'invariane de Lorentz :
mgµν , mγµγν, γµPν , γνPµ,

PµPν
m

, (4.78)
6 Pgµν , 6 Pγµγν , 6 Pγµ

Pν
m
, 6 Pγν

Pµ
m
, 6 P PµPν

m2
(4.79)

Πµν(P ) doit aussi respeter les équation de Rarita-Shwinger
γµΠµν = 0 (4.80)

( 6 P −m)Πµν(P ) = 0 (4.81)et posséder la propriété des projeteurs :
ΠΛ
µ(P )ΠΛµ(P ) = −2mΠµν(P ). (4.82)On détermine ainsi de manière unique la ombinaison linéaire des termes (4.79) et onobtient :

Πµν(P ) = −( 6 P +m)

[

gµν −
PµPν
m2

− 1

3
(gµρ −

PµPρ
m2

)(gνσ −
PνPσ
m2

)γργσ
] (4.83)Nous allons faire quelques ommentaires sur ette équation (4.83). Son utilité est bienentendu le alul des amplitudes au arré des réations que nous allons onsidérer. Nousaurons à aluler les 10 réations -deux donne deux- de prodution des gravitinos dansle bain thermique ; es réations sont les réations prépondérantes. A partir de es ampli-tudes, nous pourrons aluler l'abondane en intégrant l'équation de Boltzmann pour les
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4.5. Le gravitino 83gravitinos. Un problème se posera ar ertaines de es réations implique l'éhange d'ungluon ou d'un boson de jauge sans masse dans la voie t produisant une divergene infra-rouge. Pour résoudre e problème nous reprendrons le travail entrepris dans l'artile [38℄.Revenons à l'équation (4.83). Nous pouvons montrer grâe à ette équation l'équiva-lene entre le alul des amplitudes ave un gravitino sans masse et le alul pour ungravitino de grande masse. Cette assertion peut paraître au premier abord paradoxale. Ene�et, lorsqu'on se restreint à l'équation (4.83), on onstate que faire tendre la masse vers 0ou vers l'in�ni induit des termes prépondérants radialement di�érents. Il faut ependantse replaer dans le alul dans son ensemble. Les seules interations onsidérées sont ellesdu gravitino ave le superourant Sµ. Dans le alul des amplitudes, il apparaitra don uneexpression de la forme ΠµνS
µSν . Tant que la supersymétrie n'est pas brisée, le superou-rant est onservée et le gravitino n'a pas de masse ; le superourant est onservée don sadivergene est nulle ∂µSµ = 0 ou autrement érit PµSµ = 0.Or, on observe que les termes de (4.83) proportionnels à 1/m2 sont aussi proportionnelsà un terme de la forme PµPν , il s'ensuit don que leur ation sur le superourant donneraune ontribution nulle lorsque le gravitino est de masse nulle (ou lorsque la supersymétrien'est pas brisée). On remarque de même que es termes tendent vers 0 lorsque le gravitinopossède une grande masse. On onlut don à l'équivalene entre un alul d'amplitudeave un gravitino de grande masse et un gravitino de masse nulle.Il reste un terme proportionnel à m qui est soit négligeable par rapport au 6 P , soit dumême ordre de grandeur dans l'extrême limite des aluls que nous ferons. En e�et, préi-sons e que l'on entend par grande masse : il s'agit d'une masse élevée dans la gamme demasse onsidérée pour le spetre des partiules supersymétriques mais ependant inférieureou égale, dans le as extrême, à l'énergie dans le entre de masse qui est de l'ordre de latempérature du bain thermique après l'In�ation. Dans e as extrême qui ne onerneraqu'un nombre négligeable de partiules, le terme proportionel à m pourra être négligé étantdonné la préision des aluls. Nous pouvons don dire que les aluls pour un gravitinode masse nulle et de masse élevée sont équivalents.Avant la brisure de la supersymétrie, le gravitino est sans masse et seules les héliités

3/2 et−3/2 sont présentes. En e�et, omme nous en avons disuté, le gravitino aquiert unemasse en absorbant les degrés de liberté du goldstino (spin 1/2). Ainsi, pour un gravitinode grande masse, les héliités prépondérantes dans les interations sont les héliités 3/2 et
−3/2.On doit enore faire une distintion entre le as de masse nulle (ou de très grandemasse !) dont nous venons de disuter et le as de faible masse 'est-à-dire de masse plusfaible que les di�érenes de masse entre fermions dans les multiplets hiraux et entre bosonsdans les multiplets de jauge. Dans e as, les héliités prépondérantes sont les héliités 1/2 et
−1/2 [39℄. Le gravitino se omporte omme un goldstino d'après le théorème d'équivalene
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84 Chapitre 4. Gravitino et Supergravité[40℄.4.5.4 Somme sur les états d'héliité ±3/2 pour un gravitino de trèsgrande masse ou de masse nulleDans le as de gravitino de très grande masse, seules les héliités maximales jouent unr�le dans les interations. L'héliité est la projetion du spin sur l'axe dé�ni par l'impulsion.Pour des partiules massives, e n'est pas une quantité invariante de Lorentz. Ainsi, il estimpossible d'extraire dans un alul de setion e�ae la ontribution de haque héliitéde manière invariante de Lorentz. On peut ependant se plaer dans le as de masse nulle.En e�et, dans e as l'héliité devient égale à la hiralité qui est une quantité invariantede Lorentz. On peut même isoler dans le alul les deux états +3/2 ou −3/2. On peutonstruire les deux fontions d'onde ψ+
µ et ψ−

µ . Pour ela, on a besoin de deux spineurssans masse de Dira u+(P ) et u−(P ) où P est la quadri-impulsion et des deux veteurspolarisations ǫ+, ǫ− d'une partiule sans masse de spin 1.Les spineurs de Dira satisfont l'équation de Dira :
6 Pu±(P ) = 0 (4.84)et sont veteurs propres de l'opérateur de hiralité :
γ5u

± = ±u± (4.85)Les spineurs sans masse peuvent être normalisés :
ūs(P )γµus

′

(P ) = 2P µδss
′ (4.86)On obtient pour les opérateurs de projetion :

u±(P )ū±(P ) = (1 ± γ5)
6 P
2

(4.87)Pour onstruire les veteurs de polarisation ǫmµ , on introduit un veteur n dé�nis-sant l'axe du temps tel que n2 = 1, et n0 > 0. A partir de ela, on onstruit une base
(ǫ(1), ǫ(2), ǫ(3)). Dans ette base, ǫ(3) est parallèle à l'impulsion :

ǫ(3) =
1

n · P (P − (n · P )n) (4.88)Ensuite, on hoisit les veteurs transverses ǫ(1) et ǫ(2). On dé�nit ǫ(1) tel que ǫ(1)2 = −1,
ǫ(1) · ǫ(3) = ǫ(1) · n = 0. On dé�nit alors ǫ(2) :

ǫ(2)
µ

= ǫαβµγnαǫ
(1)
β ǫ(3)γ (4.89)Dans ette base, on peut érire les veteurs polarisations d'un spin 1 sans masse :

ǫ+ =
1√
2
(ǫ(1) + iǫ(2)) (4.90)

ǫ− =
1√
2
(ǫ(1) − iǫ(2)) (4.91)
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4.5. Le gravitino 85Les fontions d'onde pour haune des héliités (+ et -) s'érivent :
ψ±
µ (P ) = ǫ±µ u

±(P ) (4.92)
ψ±
µ satisfont les équations de Rarita-Shwinger. Les fontions d'onde sans masse sontnormalisées omme suit :

ψ̄lµγ
ρψl

′µ = −2P ρδll
′ (4.93)L'opérateur de projetion Π

3
2
µ (P ) pour une partiule sans masse de spin 3/2 est :

Π
3
2
µ (P ) =

∑

l

ψlµ(P )ψ̄lν(P ) =
[

ǫ+µ ǫ
+⋆
ν (1 + γ5) + ǫ−µ ǫ

−⋆
ν (1 − γ5)

] 6 P
2

(4.94)
=

6 P
2

[

ǫ(1)µ ǫ(1)ν + ǫ(2)µ ǫ(2)ν − iγ5(ǫ
(1)
µ ǫ(2)ν − ǫ(2)µ ǫ(1)ν )

]Ce projeteur satisfait les équations de Rarita-Shwinger et possède la propriété deprojeteur :
Π

3
2
µλ(P )γρΠ

3
2
λ

ν (P ) = −2PρΠ
3
2
µν(P ) (4.95)L'utilisation de et opérateur de projetion dans les aluls d'amplitude donne des ré-sultats dépendants des veteurs ǫ(1) et ǫ(2) pour lesquels nous ne disposons pas d'expressionsovariantes. Nous pouvons ependant utiliser un système de oordonnées partiuliers pouraluler es quantités ; par exemple elui où la quadri-impulsion s'érit :

P µ = (p, 0, 0, p) (4.96)Si l'on hoisit l'axe du temps :
nµ = (1, 0, 0, 0) (4.97)On obtient :
ǫ(3)µ = (0, 0, 0, 1), (4.98)et si l'on hoisit :
ǫ(1)µ = (0, 1, 0, 0), (4.99)On obtient pour ǫ(2)µ :
ǫ(2)µ = (0, 0, 1, 0) (4.100)On voit ii expliitement dans e alul que P ·ǫ(1) = P ·ǫ(2) = 0. Nous allons renontrerdes aluls d'amplitude de proessus inélastiques 2 → 2 :

a(P1) + b(P2) → c(P3) + d(P ) (4.101)Où la partiule d produite est un spin 3/2. Dans le référentiel du entre de masse :
P µ

2 = (p, 0, p sinα, p cosα) (4.102)
P µ

3 = (p, 0, 0,−p) (4.103)
P µ

1 = (p, 0,−p sinα,−p cosα) (4.104)
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86 Chapitre 4. Gravitino et SupergravitéDans e as, toutes les masses des partiules ont été négligées. α est l'angle de di�usiondans le entre de masse et p est l'énergie dans le entre de masse. On peut exprimer α et
p en termes des variables de Mandelstam s et t. Ces variables s'érivent

s = (P1 + P2)
2 (4.105)

t = (P1 − P3)
2 (4.106)

u = (P1 − P )2 = −s− t (4.107)On trouve que :
p =

√
s

2
(4.108)

cosα = 2
t

s
+ 1 (4.109)Les quantités que fera apparaître le alul des amplitudes sont les produits salaires :

P3 · ǫ(1) = P3 · ǫ(2) = P2 · ǫ(1) = 0 (4.110)
P2 · ǫ(2) = −p sinα (4.111)et les produits pseudosalaires :

ǫµνρσP2µP3νP4ρǫ
(1)
σ = 2p3 sinα (4.112)

ǫµνρσP2µP3νǫ
(1)
ρ ǫ(2)σ = p2(1 + cosα) (4.113)

ǫµνρσP2µP4νǫ
(1)
ρ ǫ(2)σ = p2(cosα− 1) (4.114)

ǫµνρσP3µP4νǫ
(1)
ρ ǫ(2)σ = −2p2 (4.115)4.6 Calul de l'abondane primordiale de gravitinosDans e paragraphe, nous allons expliquer le alul de l'abondane des gravitinos pro-duits dans le bain thermique après l'in�ation. Les résultats du hapitre préédent et no-tamment l'expression des projeteurs nous a été très utile pour le alul des amplitudes.Nous suivrons la méthode développée par Bühmuller et ollaborateurs [38℄ et les alulsfaits par Moroi et ollaborateurs [41℄. Dans un premier temps nous présenterons le alulpour un gravitino de masse négligeable devant l'éhelle d'énergie puis nous aluleronsl'abondane pour des gravitinos de masse quelonque. En e�et, le modèle que nous allonsdévelopper dans le dernier hapitre et qui orrespond à l'artile [42℄ que nous avons pu-blié, est un modèle ave une dimension supplémentaire dans laquelle seul les hamps desupergravité se propagent : le modèle ramené à 4 dimensions donne lieu à des modes deKaluza-Klein pour le graviton et le gravitino et don, à une tour de partiules massivesqui peuvent atteindre des masses non négligeables devant l'énergie disponible dans le bainthermique. Il était don pertinent de aluler l'abondane de haun de es modes.
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4.6. Calul de l'abondane primordiale de gravitinos 874.6.1 Les équations de BoltzmannLes interations du gravitino sont supprimées par l'inverse de la masse de Plank réduite
M = 2.4 1018 GeV et don le gravitino interagit beauoup plus faiblement que les partiulesdu MSSM. Quand la température est de l'ordre de M , le gravitino sort de l'équilibrethermique. Bien qu'il soit hors équilibre après l'in�ation puisque la température est déjàbeauoup plus basse que l'éhelle de Plank, le gravitino est produit par le bain thermiquepar des proessus de ollisions inélastiques. Dans l'univers en expansion, l'évolution de ladensité de gravitinos est donnée par l'équation de Boltzmann suivante :

dn3/2

dt
+ 3Hn3/2 = 〈σtotvrel〉n2

rad = CG, (4.116)où 〈σtotvrel〉 est la setion e�ae totale2 (fois la vitesse relative) moyennée �thermi-quement� ('est-à-dire en prenant en ompte les distributions statistiques des di�érentespartiules en jeu) et nrad = ζ(3)
π2 T

3. CG orrespond au terme de réation. Nous voyons quel'équation de Boltzmann est tout bonnement une équation de onservation ave à gauheune dérivée temporelle plus un terme de dilution et à droite un terme de réation et nor-malement un terme de destrution omposé par un terme d'annihilation et un terme dedésintégration. Ce dernier terme est ependant négligé dans le présent as de �gure ar lesgravitinos ont un temps de vie très long puisque leur interations sont gravitationnelles.Le terme d'annihilation est aussi négligeable puis que les gravitinos sont hors équilibre etne peuvent don pas voir leur environnement.En intégrant ette équation (4.116) entre la température la plus élevée de l'époque do-minée par la radiation, 'est-à-dire approximativement la température de reheating et unetempérature prohe du MeV, on obtient l'abondane primordiale des gravitinos.On suppose que l'entropie est onservée dans un `omoving' volume pour des tempéra-tures plus basses que TR. On dé�nit une variable :
Y3/2 ≡

n3/2

s
, (4.117)où s est la densité d'entropie

s =
2π2

45
g∗ST

3, (4.118)où g∗S est le nombre e�etif de degrés de liberté sans masse. Pour le ontenu en partiulesdu MSSM, g∗S = 228.75 pour des températures beauoup plus grandes que le spetre desmasses du MSSM et g∗S = 43/11 pour T ≪ me. Comme nous allons le voir, la prodution degravitinos devient e�etive quand T ∼ TR. Nous allons montrer que Y3/2 devient onstant2de prodution des gravitinos
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88 Chapitre 4. Gravitino et Supergravitépour T ≪ TR, si l'entropie totale est onservée 'est d'ailleurs la raison pour laquelle, 'estette variable que nous utiliserons. En e�et, soit N le nombre de gravitinos par omovingvolume. Si la prodution de gravitinos n'est plus e�etive pour des températures plus bassesque TR, le nombre N de gravitinos se onservent. Ainsi, pour des températures T1 et T2plus faibles que TR mais plus grandes que la température où le gravitino se désintègre, ona :
N = Y (T1)s(T1)a

3(T1) = Y (T2)s(T2)a
3(T2) (4.119)Cei implique ave S(T1) = s(T1) a

3(T1) et S(T2) = s(T2) a
3(T2), que :

Y (T1)

Y (T2)
=
S(T2)

S(T1)
= Constante (4.120)Si l'on ré-exprime l'équation (4.116) en fontion de la variable Y3/2, on obtient :

d(sY )

dt
+ 3H sY = CG (4.121)

s
dY

dt
+ Y

ds

dt
+ 3H sY = CG (4.122)Or on sait que a3s = cste d'où :
s =

cste

a3
(4.123)e qui implique que :

ds

dt
= −3

ȧ

a4
cste = −3

ȧ

a
s (4.124)

ds

dt
= −3sH (4.125)En utilisant ette expression dans l'équation (4.122), on trouve que ette équation s'érit :

s
dY

dt
= CG = 〈σtotvrel〉n2

rad (4.126)On peut remplaer la variable temps par la variable température à l'aide de l'équationsuivante qui lie temps et température dans un univers dominé par la radiation :
t =

1

2

√

90M2

N∗π2
T−2. (4.127)En utilisant aussi la relation suivante :

H =

√

g∗π2

90M2
T 2, (4.128)
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4.6. Calul de l'abondane primordiale de gravitinos 89et le fait que la setion e�ae de prodution de gravitino est très faiblement dépendantede la température, on obtient en intégrant l'équation (4.126) entre T = TR et T ≪ TR :
Y3/2 =

45ζ(3)

2π4

[〈σtotvrel〉nrad

g∗SH

]

T=TR

. (4.129)Ce résultat est proportionnel à TR puisque nrad ∝ T 3 et H ∝ T 2. On onstate don quel'abondane primordiale de gravitinos est, à une bonne approximation près, proportion-nelle à la température de reheating. Cei implique que lorsque ette température est tropélevée, l'abondane de gravitinos peut devenir trop importante et problématique pour lanuléosynthèse primordiale [41℄,[43℄ . En e�et, omme nous le verrons dans les hapitresultérieurs, le temps de vie du gravitino est su�samment long pour perturber la nuléosyn-thèse primordiale. Il faut que sa masse soit supérieure à la dizaine de TeV pour qu'il sedésintègre avant le début de la nuléosynthèse.Il reste maintenant à déterminer CG (ou 〈σtotvrel〉) pour terminer le alul de l'abondane.Pour ela, il nous faut déterminer les amplitudes arré de di�usion de haque proes-sus de prodution et don onnaître les règles de Feynman relatives aux interations dugravitino.4.6.2 Les interations du gravitinoOn extrait du Lagrangien (4.57) les interations du gravitino ave le MSSM. On peutérire e même Lagrangien après avoir fait agir la métrique de Kälher sur les indies i et jdes multiplets hiraux :
LψJ = − 1√

2M
D̃νφ

∗iψµγ
νγµχiR − 1√

2M
D̃νφ

iχiLγ
µγνψµ

− i

8M
ψµ [γν , γρ] γµλ(a)F (a)

νρ . (4.130)De e Lagrangien, on extrait les règles de Feynman présentées dans la �gure (4.1).Nous avons utilisé es règles de Feynman et elles de la Susy-QCD. Nous avons utilisé leformalisme développé dans [44℄ : les fermions de Majorana (gluinos et gravitinos) possèdentune ligne supplémentaire ajoutée ad-ho le ��ux fermionique� (en anglais : fermion �ow)puisqu'ils ne possèdent pas omme les quarks et squarks d'un nombre fermionique quiapparaît dans les diagrammes omme une �èhe qui traverse le diagramme de part en part,que l'on peut appeler la ligne fermionique. Le alul des traes de Dira se fera dans lesens opposé au ��ux fermionique� hoisi pour les fermions. Cette méthode permet d'éviterd'utiliser la matrie de onjugaison de harge.
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90 Chapitre 4. Gravitino et Supergravité4.6.3 Les proessus de produtionDans le bain thermique, les gravitinos sont produits par des proessus de ollisions in-élastiques. Dix proessus ont été référenés [45℄. Les proessus prépondérants sont eux dela QCD ar le ouplage de l'interation forte est supérieure aux autres ouplages aux éner-gies onsidérées. Les proessus dues aux autres interations (faibles et életromagnétiques),qui présentent la même diagrammatique, apportent une orretion alulée par Moroi etollaborateurs [43℄. Nous présentons ii les dix proessus onsidérés :� A : ga + gb → g̃c + G̃

+

ga

gb gc

G
gc

+

ga

gb gc

G

ga +

ga

gb gc

G

gb

ga

gb gc

G

� B : ga + g̃b → gc + G̃ (A renversé)� C : q̃i + ga → q̃j + G̃

+

qi

ga qj

G
qj +

qi

ga qj

G

qi +

qi

ga qj

G

ga

qi

ga qj

G

� D : ga + qi → q̃j + G̃ (C renversé)� E : ¯̃
iq + qj → ga + G̃ (C renversé)� F : g̃a + g̃b → g̃c + G̃

+

ga

gb gc

G
gc

+

ga

gb gc

G

ga

ga

gb gc

G

gb

� G : qi + g̃a → qj + G̃
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4.6. Calul de l'abondane primordiale de gravitinos 91
+

qi

ga qj

G
qj +

qi

ga qj

G

qi

qi

ga qj

G

ga

� H : q̃i + g̃a → q̃j + G̃

+

qi

ga qj

G
qj +

qi

ga qj

G

qi

qi

ga qj

G

ga

� I : qi + q̄j → g̃a + G̃ (G renversé)� J : q̃i + ¯̃
jq → g̃a + G̃ (H renversé)Pour aluler les amplitudes au arré de es diagrammes de Feynman, nous avons utiliséla formule de projeteur (4.95) présenté dans la setion préédente pour les gravitinos trèslourds (ou formalisme sans masse). On peut aussi utiliser la formule de projeteur générale(4.83) en prenant pour approximation la limite de haute énergie 'est-à-dire s ≫ m2

i et
s
m2

i
≫ m2

i

m2
G̃

.Il existe aussi la possibilité d'utiliser le Lagrangien des interations pour un gravitino léger[46℄ et d'avoir la formule usuelle pour les projeteur des fermions pour le gravitino puisqu'ilse omporte alors omme un goldstino.Bühmuller et ollaborateurs ont remarqué que le résultat donné par le alul général estla somme des deux as limites : gravitino lourd et gravitino léger.Le alul fait apparaître le fateur :
|Mi|2 ∝

1

M2

(

1 +
m2
g̃

3m2
G̃

) (4.131)Dans e fateur, la limite donnée par des gravitinos très lourd est donné par le 1/M2,la partie donnée par les gravitinos légers est 1
M2 (m

2
g̃/3m

2
G̃
).Nous avons alulé les amplitudes en utilisant le logiiel FORM qui permet d'obtenirles traes des matries γ. Nous avons retrouvé les résultats données par Bühmuller etollaborateurs, eux du tableau (4.1).On remarque que quatre de es setions e�aes di�érentielles vont présenter unedivergene lorsque l'on e�etue l'intégrale donnant la setion e�ae totale. En e�et,

σ ∝
∫ 0

−sM
2dt. Ces 4 proessus sont les proessus B, F, G et H. Ils présentent tous des
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92 Chapitre 4. Gravitino et Supergravitéproessus i |Mi|2/ g2

M2

(

1 +
m2

g̃

3m2
G̃

)A ga + gb → g̃c + G̃ 4(s+ 2t+ 2 t
2

s
)|fabc|2B ga + g̃b → gc + G̃ −4(t+ 2s+ 2 s
2

t
)|fabc|2C q̃i + ga → qj + G̃ 2s|T aji|2D ga + qi → q̃j + G̃ −2t|T aji|2E ¯̃qi + qj → ga + G̃ −2t|T aji|2F g̃a + g̃b → g̃c + G̃ −8 (s2+st+t2)2

st(s+t)
|fabc|2G qi + g̃a → qj + G̃ −4(s + s2

t
)|T aji|2H q̃i + g̃a → q̃j + G̃ −2(t+ 2s+ 2 s

2

t
)|T aji|2I qi + q̄j → g̃a + G̃ −4(t+ t2

s
)|T aji|2J q̃i + ¯̃qj → g̃a + G̃ 2(s+ 2t+ 2 t

2

s
)|T aji|2Tab. 4.1 � Eléments de matries au arré pour la prodution de gravitinos (G̃) par desproessus 2 → 2 ave des quarks (qi) gauhes, des squarks (q̃i), gluons (ga) et des gluinos(g̃a). Les valeurs sont données pour un hoix partiulier de ouleur et ont été sommées surles états de spins initiaux et �naux. fabc and T aji sont les onstantes de struture usuellespour SU(3).

divergenes infra-rouges dues à l'éhange d'un gluon sans masse dans la voie t (ou u). Leursamplitudes M sont propotionnelles à 1/t qui fait diverger l'intégrale en 0.
On peut partiellement résoudre le problème en donnant une masse thermique au gluonou en introduisant une oupure (ut-o�) angulaire [45℄,[47℄. La partie singulière logarith-mique onorde quelque soit la méthode hoisie mais la résolution est partielle ar la partie�nie du résultat dépend de la méthode de ut-o� hoisie.
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4.6. Calul de l'abondane primordiale de gravitinos 934.6.4 Le alul par la méthode des �hard thermal loop resumma-tion�PrinipePour résoudre e problème, Bühmuller et ollaborateurs [38℄ utilisent une méthodedite 'hard loop thermal resummation', une méthode utilisée par [48℄ dans le as de l'axiondans un plasma QED. Le taux de prodution est dé�nie au moyen de la partie imaginairede la self énergie du gravitino. C'est en quelque sorte le théorème optique. Les ontribu-tions à la self-énergie sont divisées en deux parties au moyen d'une valeur de oupure kcutsur les impulsions : la partie dite `soft' pour les boules d'impulsion plus faible que kcutet la partie dite `hard' pour les boules d'impulsion plus grande que kcut. La somme desdeux ontributions élimine les termes dépendants de la oupure kcut. Pour que l'élimina-tion des termes ait lieu, kcut est mis à 0 dans les proessus non divergents de la partie `hard'.Pour la partie soft, une masse thermique est donnée au gluon [49℄ et on alule la self-énergie de laquelle on tire le taux de prodution soft.Pour la partie hard, le alul se fait à partir des proessus 2 → 2 ave la oupure kcut sur lesimpulsions. Dans la partie hard, on n'a bien évidemment plus besoin de masse thermiquepour le gluon puisque l'impulsion est au-delà de kcut et don il n'y a pas de divergenepuisqu'on n'intègre plus à partir de 0.Le terme de réation de l'équation de Boltzmann que l'on désire aluler est donné par :
CG(T ) =

∫

d3p

(2π)3
nF (E)

(

Γsoft
G̃

(E) + Γhard
G̃

(E)
) (4.132)où E est l'énergie du gravitino et p son impulsion. Γsoft

G̃
et Γhard

G̃
sont respetivement lestaux de prodution soft et hard ; nF (E) est la distribution de Fermi (pour le gravitino).On peut réérire ette équation en remplaant d3p par 4πE2 dE. En e�et, E = p puisqueles masses des partiules sont négligés par rapport à l'éhelle d'énergie.Partie softConernant la partie soft, le diagramme prinipal est elui de la �gure (4.2). Le gluonpossède une masse dite thermique. En e�et, son propagateur est redé�ni en inluant lesorretions dues aux boules thermiques : ses orretions peuvent être vues omme unterme de masse. C'est e que l'on désigne par le terme `masse thermique'.On aurait pu aussi onsidérer une boule de quark-squark mais e diagramme est né-gligeable par rapport au préédent. En e�et, dans le formalisme du gravitino léger [46℄,l'interation quark-squark-gravitino est proportionnelle à m2

q̃ alors que l'interation gluon-gluino-gravitino est proportionnelle à mg̃. Or, mq̃, mg̃ ≪ T puisque l'on se plae à trèshaute énergie : les termes m2
q̃/T

2 sont don négligeables par rapport aux termes mg̃/T .
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94 Chapitre 4. Gravitino et SupergravitéBühmuller et ollaborateurs donnent l'expression suivante pour Γsoft
G̃

(E)

Γsoft
G̃

(E) =
(N2 − 1)m2

g̃m
2
gT

4πM2m2
G̃

[

ln

(

k2
cut

m2
g

)

− 1.379

]

. (4.133)Il faut ependant modi�er ette expression lorsqu'on la sommera à Γhard
G̃

pour tenirompte de l'héliité 3/2 du gravitino. En e�et, la présente expression (4.133) a été al-ulée dans le formalisme du gravitino léger : ette expression est don proportionnelle à
1
M2 (m

2
g̃/3m

2
G̃
). L'expression omplète de Γsoft

G̃
est don donnée par l'équation [38℄ :

Γsoft
G̃

(E) = (1 +
m2
g̃

3m2
G̃

)3
(N2 − 1)m2

gT

4πM2

[

ln

(

k2
cut

m2
g

)

− 1.379

]

. (4.134)Dans ette équation, mg est la masse thermique du gluon :
m2
g =

g2T 2

6
(N + nf) . (4.135)ave nf le nombre de saveurs ('est-à-dire 6) et N le nombre de ouleurs (ou l'indie Ndu groupe SU(N), don 3 pour SU(3)).Partie `Hard'L'expression de Γhard

G̃
est plus omplexe [38℄. Il nous faut donner d'abord quelquesdé�nitions pour les notations. Les quadri-impulsions P1, P2, P3 et P orrespondent auxpartiules dans l'ordre dans lequel elles ont été érites dans le tableau (4.1) ave s =

(P1 + P2)
2 et t = (P1 − P3)

2. On di�éreniera trois lasses de proessus suivant le nombrede fermions et de bosons dans les états initiaux et �naux. On notera es proessus : BBF,BFB, et FFF. On dé�nit les produits des distributions statistiques, nFFF , nBBF et nBFB :
nBBF = nB(E1)nB(E2)(1 − nF (E3)) (4.136)
nFFF = nF (E1)nF (E2)(1 − nF (E3)) (4.137)
nBFB = nB(E1)nF (E2)(1 − nB(E3)) (4.138)où nB et nF sont respetivement les distributions de Bose et de Fermi. Le taux deprodution hard obtenu par [38℄ à par tir des proessus 2 → 2 est :
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4.6. Calul de l'abondane primordiale de gravitinos 95
Γhard
G̃

(E) =

(

1 +
m2
g̃

3m2
G̃

)

g2(N2 − 1)

8π3M2

{

2π2(N + nf )T
3

(

ln

(

2T

kcut

)

+
17

6
− γ +

ζ ′(2)

ζ(2)

)

+(N + nf )
(

eE/T + 1
)

∫ ∞

0

dE3

∫ E+E3

0

dE1 ln

( |E1 −E3|
E3

)

×
[

Θ(E −E1)
d

dE1

[

(nBFB + nFFF )(
E2

1E
2
2

E2
−E2

3)

]

−Θ(E1 − E3)
d

dE1

[

(nBFB + nFFF )
E2

2

E2
(E2

1 + E2
3)

]

+Θ(E3 − E1)
d

dE1

[

(nBFB + nFFF )(E2
1 + E2

3)
]

]

+IBBF + IBFB + IFFF

}

. (4.139)Les parties IBBF , IFFF et IBFB ne omportent pas de partie divergente. Dans leurs ex-pressions intégrales, le ut-o�, kcut, est pris nul. Cei permet, entre autres, la ompensationentre les parties soft et hard, ompensation qui ne pourrait se faire si on laissait des dé-pendanes en kcut sur les parties non divergentes. Nous donnons i-dessous les expressionsde es parties :
IBBF = 32π3

(

eE/T + 1
)

[

(N + nf )I
t2/s
BBF − 2nfI

t
BBF

]

, (4.140)
IBFB = T 3(N + nf)

[

Li2(−e−E/T ) − π2

6
(1 + 8 ln(2))

]

− 64π3nf
(

eE/T + 1
)

I tBFB,(4.141)
IFFF = −32π3

(

eE/T + 1
)

(N + nf)I
t2/s
FFF . (4.142)ave :

I tBBF (BFB) =
1

96π3

∫ ∞

0

dE3

∫ E+E3

0

dE1nBBF (BFB)

×
{

Θ(E − E1)
E −E1

E2

[

2E2 + (3E3 −E1)(E + E1)
]

− Θ(E1 −E3)
E2

2

E2
(2E − E3 + E1)

+ Θ(E3 −E1)(−3E3 + 3E1 − 2E)

}

, (4.143)
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96 Chapitre 4. Gravitino et Supergravitéet
I
t2/s
BBF (FFF ) =

1

32π3

∫ ∞

0

dE3

∫ E+E3

0

dE2nBBF (FFF )

×
{

E2
2

E + E3

+ Θ(E2 − E3)
E3 − E2

E2
[E3(E3 − E2) + E(E3 + E2)]

}

.(4.144)Si l'on regroupe toutes les parties du alul, on trouve pour la partie hard du terme deollision :
Chard
G (T ) =

∫

d3p

(2π)3
nF (E)Γhard

G̃
(E)

=

(

1 +
m2
g̃

3m2
G̃

)

3ζ(3)g2(N2 − 1)T 6

32π3M2

×
{

(N + nf)

[

ln

(

T 2

k2
cut

)

+ 1.7014

]

+ 0.5781nf

}

, (4.145)La véri�ation numérique de ette partie du alul est longue et laborieuse. Dans lesaluls, on a remplaé d3p par 4πE2dE.Regroupement hard + softPour la partie soft, on trouve à partir de l'équation (4.134)
Csoft
G (T ) =

∫

4πE2 dE

(2π)3
nF (E)Γsoft

G̃

= Γsoft
G̃

∫

4πE2 dE

(2π)3
nF (E)

=
3

2
ζ(3)

1

2π2
T 3 Γsoft

G̃
(4.146)ar Γsoft

G̃
est indépendant de E.Si l'on regroupe tous les termes, (4.145) et (4.146), dans l'équation (4.150) pour avoirle terme de ollision totale, on trouve :
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4.6. Calul de l'abondane primordiale de gravitinos 97
CG̃(T ) =

∫

d3p

(2π)3
nF (E)

(

Γsoft
G̃

(E) + Γhard
G̃

(E)
)

=

(

1 +
m2
g̃

3m2
G̃

)

3ζ(3)g2(N2 − 1)T 6

32π3M2

{

[

ln

(

T 2

m2
g

)

+ 0.3224

]

(N + nf ) + 0.5781nf

}

. (4.147)La dépendane en kkut disparaît.4.6.5 Résultat pour l'abondaneOn peut maintenant obtenir le résultat �nal pour l'abondane (4.129). On peut érirel'équation (4.147) sous la forme :
〈σtotvrel〉 =

[

1 +

(

m2
g̃

3m2
3/2

)]

3g2(N2 − 1)

32πM2
∗

× π2

ζ(3)

{[

ln(T 2/m2
g,th) + 0.3224

]

(N + nf) + 0.5781nf

}

, (4.148)et remplaer dans l'équation (4.129) pour obtenir l'abondane.Moroi et ollaborateurs ont fait le alul en prenant en ompte les trois groupes dejauge3, ils ont ensuite pris en ompte l'évolution des ouplages à partir de 1010 GeV et uneprodution pendant l'in�ation. Le résultat fourni est donné pour des masses de jauginostrès faibles devant elles du gravitino. Dans le modèle que nous regarderons, e sera tou-jours le as.L'abondane �nale est donnée [41℄ par la formule suivante :
Y3/2 ≃ 1.9 × 10−12

×
(

TR

1010 GeV

)[

1 + 0.045 ln

(

TR

1010 GeV

)][

1 − 0.028 ln

(

TR

1010 GeV

)]

.(4.149)3bien que SU(3) soit le groupe de jauge dominant dans la gamme d'énergie onsidérée
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98 Chapitre 4. Gravitino et Supergravité4.6.6 Calul de l'abondane pour des masses de gravitino non né-gligeables par rapport à l'éhelle d'énergieDans les aluls préédents, la masse du gravitino a toujours été négligée aux bornesdes intégrales permettant le alul du terme de ollision. De plus, dans le alul de es in-tégrales, la relation : E = p était toujours appliquée. Dans le hapitre suivant, nous allonsétudier un modèle où les gravitinos ont des exitations de Kaluza-Klein et où la masse dees exitations peut éventuellement atteindre l'éhelle d'énergie du bain thermique. Intui-tivement, on omprend bien que si l'énergie disponible dans le bain thermique n'est passu�sante, on ne pourra pas réer une partiule de masse supérieure à l'énergie moyennedu bain thermique.Nous avons alulé numériquement l'évolution de l'abondane en fontion de la massepour pouvoir dé�nir une masse à partir de laquelle le plasma primordiale ne peut plusproduire le gravitino de Kaluza-Klein. Nous avons repris les intégrales du paragraphe pré-édent en inluant une masse pour le gravitino. Dans e as-là, on a un fateur de `oupure'
√

1 − m2

E2 dans les intégrales. Le prinipe est de re-aluler le terme de réation et d'intégrerà nouveau l'équation de Boltzmann en prenant en ompte les orretions de masse dansles intégrales. Si l'on reprend le alul de l'intégrale donnant CG, on obtient :
CG(T ) =

∫

m

4π

(2π)3
E2

√

1 − m2

E2
nF (E)

(

Γsoft
G̃

(E) + Γhard
G̃

(E)
) (4.150)Nous avons évalué numériquement ette intégrale pour di�érentes valeurs de m. En pra-tique, nous avons utiliser la variable x = m/T dans les aluls. A partir de la liste de valeursnumériques, nous avons déterminer une fontion de x interpolant les valeurs numériques.Puis nous avons intégré l'équation de Boltzmann (4.126) pour retrouver l'abondane. Lerésultat est la ourbe (4.3) i-dessous. Cette ourbe nous permet de omparer l'abondanepour une masse quelonque, à l'abondane pour une masse négligeable par rapport à l'éner-gie moyenne du bain thermique.Sur ette �gure, nous avons aussi représenté la oupure que nous allons faire. Il s'agit dela fontion de heavyside θ(1−x). En e�et, nous onstatons que pour m = TR, l'abondane

Y (m) = 0.458 Y0 et l'allure de la ourbe nous permet de penser que l'on peut approximerle omportement exat par la oupure suivante :
Y k

3/2 = Y 0
3/2 , for Mk ≤ TR and

Y k
3/2 = 0 , for Mk > TR (4.151)où k represente l'indie de Kaluza-Klein,Mk est la masse du kme mode de gravitino et

Y k
3/2 son abondane. Y 0

3/2 est l'abondane donnée par l'équation (4.149).L'approximation faite nous permettra une manipulation simple sans trop perdre d'infor-mations. Elle orrespond à l'approximation intuitive qu'un mode de masse supérieure à TR
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4.6. Calul de l'abondane primordiale de gravitinos 99ne peut pas être réee.Cette dernière équation nous amène vers le hapitre suivant dans lequel nous allonsdé�nir le modèle de dimension supplémentaire utilisé et les onlusions que nous pouvonstirer de e modèle.
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100 Chapitre 4. Gravitino et Supergravité

p↑

ψµ χi

φi*
p↑

ψµχi

φi

−1√
2M
γνγµ(1 + γ5)p

ν −1√
2M
γµγν(1 − γ5)p

ν

ψµ χi

φj* Aν

ψµχi

φj Aa
ν

−1
2
√

2M
gT ajiγνγµ(1 + γ5)

1
2
√

2M
gT aijγµγν(1 − γ5)

p↑

ψµ λ(a)

Aa
σ

ψµ λ(a)

Ab
ρ Ac

σ
−i
4M
pρ[γ

ρ, γσ]γµ
−1
4M
gfabc[γρ, γσ]γµFig. 4.1 � Règles de Feynman pour les interations du gravitino.
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4.6. Calul de l'abondane primordiale de gravitinos 101
G G

g

g

V1 V2

Fig. 4.2 � Boule Gluon-gluino. Contribution prinipale à la self-energie du gravitino ; leblob sur la ligne du gluon représente le propagateur re-sommé du gluon en tenant omptedes e�ets thermiques.
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Fig. 4.3 � Rapport de l'abondane d'un mode massif de gravitino sur un mode non massifen fontion de x = m/TR ; la fontion de Heavyside représente l'approximation faite. Prèsde x = 0, l'intégrale de la fontion d'interpolation devient irrégulière et nous avons déidéde ne pas la représenter puisqu'elle n'est pas révélatrie du omportement réel.
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ha
pi

tr
e

5 Extra-dimension etgravitino : le modèle
5.1 ContexteNous allons étudier [42℄ les onséquenes de la désintégration de gravitino en matièrenoire. Nous allons supposer que le neutralino le plus léger est la prinipale omposante de lamatière noire. Dans notre sénario, le gravitino est su�samment lourd pour se désintégreravant que ne débute la nuléosynthèse primordiale pour éviter de la perturber en injetantde l'énergie. Nous allons onsidérer un modèle venant d'une supergravité à 5 dimensionsave la dimension supplémentaire ompate, de géométrie irulaire ave la symétrie Z2.On note ette géométrie S1/Z2 (orbifold). Nous dé�nirons plus préisément ette notiondans la suite. Dans notre modèle, seuls les hamps de supergravité peuvent se propagerdans le `bulk' 'est-à-dire l'ensemble des 4 dimensions spatiales. Nous ne onsidèreronsque le graviton et le gravitino dans le supermultiplet de supergravité qui, à 5 dimensions,possède aussi un hamp veteur, le graviphoton (voir par exemple [12℄). La supergravitéà 5 dimensions ave un générateur de supersymétrie orrespond à une supergravité avedeux générateurs de supersymétrie, N = 2, si elle est vue ave le formalisme à 4 dimensions[50℄. La supersymétrie N = 2 est brisée en N = 1 aux points �xes de l'orbifold. Le modèleomportent deux membranes loalisées aux points �xes de l'orbifold. Ces membranes n'ontpas de tension et le modèle ne possède pas de onstante osmologique. La matière noire -lesneutralinos- est produite thermiquement et non-thermiquement par la désintégration desgravitinos de Kaluza-Klein. On impose à la quantité de matière noire, qui est la somme desdeux ontributions, d'être ompatible ave les observations, e qui implique une ontraintesur la taille de la dimension supplémentaire en fontion de la température de reheating del'Univers après l'in�ation.5.2 Introdution détaillée au modèleLa représentation à 5 dimensions de l'Univers a susité de nombreux travaux dans leadre de e que l'on appelle �brane world osmology�. Plusieurs modèles ont été proposés[15℄. Les modèles de Randall-Sundrum ave une dimension supplémentaire ourbe ne per-mettent pas de retouvrer l'équation de Friedmann lassique [17℄ : un terme supplémentaireproportionnelle à la densité d'énergie-matière au arré fait son apparition :H2 ∝ ρ(1+ρ A).

te
l-0

02
83

29
3,

 v
er

si
on

 1
 - 

29
 M

ay
 2

00
8



104 Chapitre 5. Extra-dimension et gravitino : le modèleCe terme ne devient important qu'à hautes énergies si A est bien hoisi. Dans un modèleà dimension supplémentaire plate type S1/Z2, le problème devient d'autant plus impor-tant [16℄ puisqu'un terme d'ordre ρ2 apparaît. Il a été montré [18℄ qu'une stabilisationdu radion permettait de retrouver l'équation de Friedmann lassique. Le radion, hampsalaire dit 'hamp de moduli' est le hamp qui paramétrise la dimension supplémentaire.Le problème de sa stabilisation, 'est-à-dire l'obtention d'un potentiel pour le hamp etd'une masse, rejoint �nalement le problème plus générale de la stabilisation des hampsde moduli des théories de superordes. Ce problème de la théorie est lié à la méonnais-sane de la géométrie et de la taille des dimensions supplémentaires, ette méonnaissaneest lié probablement à la méonnaissane de la struture non pertubative de la théorie,de laquelle devrait sortir la ompati�ation des dimensions supplémentaires, puisque ledéveloppement perturbatif ne peut faire apparaître la ompati�ation.La vision à 5 dimensions de l'Univers est motivée théoriquement par la M-théorie quiprédit qu'une des 11 dimensions est plus grande que les autres pour assurer une uni�ationdes ouplages [28℄, [6℄. Dans e shéma, l'Univers apparaît à inq dimensions à un staded'énergie intermédiaire où les autres dimensions supplémentaires sont trop petites pour êtreonsidérées. On obtient ainsi un adre géométrique où deux membranes loalisés aux point�xes de l'orbifold sont séparées par une dimension ompate S1/Z2. La théorie e�etivede la M-théorie est la supergravité à 11 dimensions ave un générateur de supersymétrie(N = 1). Il semble don ohérent dans e ontexte théorique d'étudier un modèle de su-pergravité à 5 dimensions où deux membranes sont séparées par une dimension ompate
S1/Z2.Quelques études (par exemple :[10℄) ont été faites pour érire une version supersymé-trique des brane world qui permettrait de faire rentrer ette théorie dans le ontexte desthéories de superordes. Dans le présent doument, nous hoisissons de travailler dans unmodèle de supergravité à inq dimensions ompati�ée sur S1/Z2 où le radion est stabi-lisé et où les hamps de matière et de jauge vivent sur les deux membranes loalisées auxpoints �xes de l'orbifold [50℄, [51℄. Notre Univers est loalisé sur une des membranes, l'autremembrane onstitue le seteur ahé. La supersymétrie o�re un andidat pour la matièrenoire si la R-parité est onservée et résout le problème de la hiérarhie. Dans le présentmodèle, l'extra-dimension ne joue auun r�le pour résoudre le problème de la hiérarhieomme dans les modèles ADD [7℄, [8℄ ou de Randall Sundrum [9℄. C'est la supersymétriequi joue e r�le. Ainsi, la taille de la dimension n'est pas ontrainte omme dans [52℄ et lataille de la dimension supplémentaire peut être hautement plus petite.On peut se plaer par exemple dans un sénario de brisure de supersymétrie dans lequella brisure est ommuniquée au seteur observable en partie par le biais des anomalies appa-raissant dans la théorie de gravité et en partie par le méanisme de Sherk-Sharwz [53℄. Cesénario permet d'éviter l'apparition de masses tahioniques (négatives) qui sont présentesdans les sénarios de médiation par les anomalies mais aussi d'éviter les problèmes dusà une médiation purement gravitationnelle. Ce méanisme donne des masses élevées pour
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5.2. Introdution détaillée au modèle 105le gravitino (au-dessus de 10 TeV) omme les sénarios de médiation de la brisure de lasupersymétrie par les anomalies [54℄.Le gravitino a des modes d'exitations de Kaluza-Klein dans la théorie à 4 dimensions,qui viennent de la présene de l'extra-dimension. Nous supposons que tous les modes sontproduits après l'in�ation pendant la période de réhau�age (reheating) par des ollisionsinélastiques dans le bain thermique. Les gravitinos produits sont hors équilibre thermiquear leur interation est d'ordre gravitationnel. On suppose que le mode le plus léger de gra-vitino, le mode 0, est su�samment lourd pour se désintégrer avant que la Nuléosynthèseprimordiale ne débute. On évite don les problèmes dues à la désintégration de partiulesdans la nuléosynthèse primordiale. Un gravitino lourd est naturel dans les sénarios debrisure de supersymétrie médiée par les anomalies ou par un mélange entre une médiationpar anomalie et un méanisme de Sherk-Shwarz.Les modes de gravitino se désintègrent en partiules du modèle standard et en parti-ules supersymétriques. Si la R-parité est onservée, tous les modes de gravitino donnent àla �n de leur asade de désintégration au moins un LSP qui est le neutralino le plus légerdans le modèle onsidéré. Le point important est que tous les produits de désintégrationn'augmenteront pas automatiquement la quantité de neutralinos. En e�et, seuls les modesde gravitino se désintégrant après le déouplage thermique du LSP pourront augmenter laquantité de neutralinos. La raison provient du fait que si un mode de gravitino se désin-tègre avant le déouplage thermique du neutralino, il produira des neutralinos qui serontà l'équilibre thermique puisque les neutralinos ne se sont pas enore déouplés du plasma.Cei implique don qu'un nombre �ni de modes de gravitino ontribuent à la produtionnon thermique (i.e par désintégration de gravitinos) de matière noire.La somme de la prodution thermique et de la prodution non thermique doit orres-pondre à la quantité de matière noire. Comme onséquene, on peut traer des ourbes deontraintes entre la taille de la dimension supplémentaire et la température de réhau�age(reheating). En e�et, le nombre de modes de gravitinos est lié à la taille de la dimensionsupplémentaire et la densité de haun des modes est liée à la température de reheating.Nous avons hoisi ette température entre 105 GeV et 1010 GeV. Ce domaine de tempéra-tures est assez naturel dans des sénarios qui réalisent la Baryogénèse via Leptogénèse.Une autre ontrainte sur la taille de la dimension supplémentaire provient de la présenede modes de Kaluza-Klein pour les gravitons. Ils peuvent perturber la nuléosynthèse surleur nombre est trop grand.Dans e hapitre, nous allons d'abord présenter les interations entre les gravitinosde Kaluza-Klein et le MSSM. Nous disuterons ensuite leur abondane primordiale etleur durée de vie. Après ela, nous donnerons l'expression de la quantité thermique deneutralinos en fontion de xf =
mlsp

Tf
où Tf est la température de gel des neutralinos et
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106 Chapitre 5. Extra-dimension et gravitino : le modèle
mlsp leur masse. Nous donnerons ensuite les équations de ontrainte et véri�erons que lesgravitons de Kaluza-Klein ne sont pas un problème pour la nuléosynthèse primordiale si
R−1 > 1 TeV. En�n, nous ommenterons et présenterons les résultats sous forme graphique.5.3 Interation entre KK gravitinos et MSSMLa masse de Plank (réduite) à 4 dimensions, M, est reliée à la masse de Plank à 5dimensions M5 par la relation [50℄ M2 = π RM3

5 ave R = r
M5

le rayon physique, r uneonstante réelle indéterminée et M5 = κ−1.Revenons sur la notion d'orbifold dont on a parlé dans l'introdution ; on désigne par or-bifold le erle munie de la symétrie Z2 qui identi�e deux points opposés du erle ; deuxpoints sont �xes sous ette transformation. C'est sur es points que se trouvent les mem-branes. On hoisit x5 = 0 et x5 = πκ pour les oordonnées des membranes. L'orbifoldn'est �nalement qu'un segment, de longueur πκ. L'ation de Z2 permet de briser la super-symétrie N = 2 en N = 1 sur les membranes en assignant une parité di�érente aux deuxhamps de gravitinos sous Z2.Comme les hamps de matière et de jauge vivent sur une membrane, es hamps n'ontpas de dépendane en x5. La supergravité à 5 dimensions possèdent deux hamps 1 degravitino : un hamp pair sous Z2 et un hamp impair sous Z2. Les hamps de gravitinopossèdent le développement de Fourier suivant :pour le hamp pair :
ψeven
µ (xλ, x5) =

1√
πr

[

ψeven
0,µ (xλ) +

√
2

∞
∑

n=1

ψeven
n,µ (xλ) cos(nM5x

5)

]

, (5.1)et pour le hamp impair :
ψodd
µ (xλ, x5) =

√
2√
πr

∞
∑

n=1

ψodd
n,µ (xλ) sin(nM5x

5) , (5.2)On voit lairement que le hamps impair s'annule en 0 e qui brise la supersymétrie
N = 2 en N = 1 sur la brane x5 = 0.Nous pouvons dé�nir :

ψµ(x
λ, x5) = ψeven

µ (xλ, x5) + ψodd
µ (xλ, x5) (5.3)

ψeven
n,µ (xλ) and ψodd

n,µ (xλ) désignent les modes de Kaluza-Klein.1pare que vu ave un formalisme à 4 d.
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5.3. Interation entre KK gravitinos et MSSM 107Nous rappelons l'expression du Lagrangien d'interation à 4 dimensions du gravitinoave les hamps de matière et de jauge :
L4d
inter = − 1√

2M
egij∗D̃νφ

∗jχiσµσ̄νψµ −
1√
2M

egij∗D̃νφ
iχj σ̄µσνψµ

− i

2M
e
(

ψµσ
νρσµλ(a) + ψµσ̄

νρσ̄µλ(a)

)

F (a)
νρ , (5.4)Ce Lagrangien (5.4) doit dérire l'interation du mode 0 ave les hamps de matière etde jauge.On obtiendra le Lagrangien à 4 dimensions de la théorie à 5 dimensions en intégrant leLagrangien à 5 dimensions sur la inquième dimension. Comme les hamps de jauge etde matière du seteur observable vivent sur une membrane (par exemple elle loaliséeen x5 = 0), la partie de l'ation qui ontient l'interation du hamp de gravitino ave lamatière et les hamps de jauge est :

S = κ

∫

d4x

∫ πκ

−πκ
dx5 δ(x5)(− 1√

2
egij∗D̃νφ

∗jχiσµσ̄νψµ(x
λ , x5) − 1√

2
egij∗D̃νφ

iχj σ̄µσνψµ(x
λ , x5)

− i

2
e
(

ψµ(x
λ , x5)σνρσµλ(a) + ψµ(x

λ , x5)σ̄νρσ̄µλ(a)

)

F (a)
νρ )(5.5)En utilisant la dé�nition (5.3) et en insérant les développements de Fourier du gravitino(5.1) et (5.2) dans l'ation i-dessus (5.5), on trouve les interations de haque KK modeave la matière et les hamps de jauges après avoir intégré sur la inquième dimension.Après avoir redé�ni les KK modes du gravitino ([50℄, [51℄) :

ψn,µ =
ψeven
n,µ + ψodd

n,µ√
2

, for n > 0 (5.6)
ψ0,µ = ψeven

0,µ (5.7)on trouve :
L4d
interKK =

∞
∑

n=0

(− 1√
2M

egij∗D̃νφ
∗jχiσµσ̄νψn,µ −

1√
2M

egij∗D̃νφ
iχj σ̄µσνψn,µ

− i

2M
e
(

ψn,µσ
νλσµλ(a) + ψn,µσ̄

νλσ̄µλ(a)

)

F
(a)
νλ ) (5.8)Ainsi, on obtient une somme in�nie du Lagrangien (5.4). Chaque mode de Kaluza-Kleina la même interation ave la matière et les hamps de jauge. Ce n'est pas une surprisedans le sens où le graviton et le gravitino sont dans le même supermultiplet, or haque KKgravitons a la même interation ave les hamps de jauge et de matière [55℄.Les modes de Kaluza-Klein di�èrent entre eux seulement par leur masse. Ils obtiennent leur
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108 Chapitre 5. Extra-dimension et gravitino : le modèlemasse par le méanisme de super-Higgs en absorbant les degrés de liberté des goldstinosqui sont, dans le modèle d'extra-dimension, les spineurs ψ5.D'autres redé�nitions des hamps de gravitino doivent être faites pour obtenir la matriede masse des gravitinos. Ces redé�nitions ne jouent pas de r�le sur la partie interation.Après diagonalisation de la matrie de masse, il n'y a pas d'interation entre les di�érentsmodes de Kaluza-Klein.La masse du mode n est reliée à la masse du mode 0 par la relation [50℄,[51℄ :
Mn = M0 +

n

R
(5.9)On onstate que la relation est linéaire en n. En e�et, on a M2

n = n2/R2 et 'est seule-ment après la brisure de la supersymétrie N = 1 que les masses sont translatées de M0.Pour terminer e paragraphe, nous ferons une remarque importante pour la suite dee manusript : les interations du gravitino ave le seteur ahé ou la membrane mi-roir ne sont pas pris en ompte que e soit pour la prodution de gravitinos ou pour ladésintégration de gravitinos. La première raison (qui n'en est pas vraiment une !) est la mé-onnaissane de es interations ave ette autre membrane et son ontenu en partiules.La seonde raison est que si l'on suppose que la membrane miroir a les mêmes interationsque le seteur visible ave le gravitino, la prodution devrait être semblable pour les deuxmembranes don double au total, ependant e qui nous intéresse est la désintégration dees gravitinos dans le seteur visible, or s'ils ont la même interation ave les deux se-teurs, ils doivent se désintégrer en quantité équivalente sur une membrane et sur l'autremais omme leur prodution est double, on peut don ne onsidérer qu'une membrane pourla prodution et pour la désintégration.5.4 Abondanes des KK modesDans e travail, nous supposons que les gravitinos sont produits par des e�ets de olli-sions inélastiques dans le bain thermique pendant le réhau�age de l'Univers après l'in�a-tion. Pourtant, d'autres méanismes peuvent réer des gravitinos omme la désintégrationde partiules salaires, les moduli [57℄, [58℄. Dans notre modèle, la masse du radion Φ esttrès faible [8℄ de l'ordre de 10−4 eV et ne peut don pas se désintégrer en gravitinos. Pour-tant, la faible masse du radion peut devenir un problème pour la osmologie pare qu'ilpeut dominer la densité d'énergie de l'Univers si la valeur de son potentiel à Φ = 0 estprohe de la masse de Plank [59℄. Ce problème est résolu si la valeur du potentiel à Φ = 0est entre 1010 and 1012 GeV [59℄.Plusieurs groupes ont travaillé sur le alul de l'abondane primordiale de gravitinos : [38℄,[61℄, [41℄, et réemment [56℄.Le groupe [61℄ a un résultat légèrement di�érent de elui de [38℄. Le groupe [41℄ prenden ompte la prodution durant l'in�ation et trouve le même résultat que [61℄ qui ne prend
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5.5. Désintégration des modes de gravitino 109pas en ompte ette prodution. En�n, assez réemment, [56℄ a fait le alul en ajoutantune prodution par des désintégrations de partiules qui ont aquis des masses thermiques.Nous avons utilisé le alul fait par [38℄ et par [41℄. On rappelle l'expression du résultatqui orrespond à l'abondane du mode 0 :
Y3/2 ≃ 1.9 × 10−12

×
(

TR

1010 GeV

)[

1 + 0.045 ln

(

TR

1010 GeV

)][

1 − 0.028 ln

(

TR

1010 GeV

)]

,(5.10)On rappelle la règle déduite au hapitre préédent pour l'abondane de modes massifs,que nous appliquons ii aux modes de Kaluza-Klein :
Y k

3/2 = Y 0
3/2 , for Mk ≤ TR and

Y k
3/2 = 0 , for Mk > TR (5.11)où k représente l'indie de Kaluza-Klein, Mk est la masse du kime mode et Y k

3/2 sonabondane.Cette règle sur l'abondane peut s'appliquer aux gravitinos de Kaluza-Klein ar on a vuau paragraphe préédent qu'ils ne di�èrent les uns des autres que par leur masses et queleurs interations ave la matière et les hamps de jauge étaient les mêmes.5.5 Désintégration des modes de gravitinoLe gravitino a des interations d'ordre gravitationnel ave les partiules du MSSM. Sadurée de vie est très longue omparée à elle des autres partiules ; 'est d'ailleurs sonprinipale problème ave la osmologie. S'il vit trop longtemps 'est-à-dire au delà d'uneseonde, il se désintègre pendant et après la nuléosynthèse primordiale et si sa quantitéest trop importante, il peut la perturber. A partir des rapports de branhement, et destaux de désintégration Γ fournis par [41℄, nous avons alulé la durée de vie τ = 1/Γtotpour des gravitinos très lourds (masses > 10 TeV) :
τk = 1.4 107 ×

(

Mk

100GeV

)−3

Sec (5.12)Ou k est l'indie de Kaluza-Klein, et Mk est la masse du mode orrespondant.Rappelons que dans le modèle, le LSP est le neutralino le plus léger.Plusieurs haînes de désintégrations sont possibles. Les gravitinos lourds se désintègrentprinipalement en pair squark-quark et gluon-gluino [41℄. Les squarks produits se désin-tègrent à leur tour en neutralino plus photon. Les gluinos se désintègrent en squarks plus
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110 Chapitre 5. Extra-dimension et gravitino : le modèlegluon et les squarks produits par les gluinos se désintègrent à leur tour en neutralinos.Un gravitino lourd produit au minimum un neutralino non thermique en bout de haînede désintégration et pas moins : en e�et, la densité de partiules supersymétriques produitespar la désintégration de gravitinos est si faible (Y ≈ 10−12) qu'elles se désintègrent plut�tque d'interagir entre elles pour produire des partiules du modèle standard : dans l'équa-tion de Boltzmann, le terme de désintégration est proportionnel à Y alors que le termed'annihilation est proportionnel à Y 2. D'autre part, nous avons véri�é que l' annihilationdes LSP est négligeable dans le modèle onsidéré. Nous montrerons ela dans le paragrapheprésentant les ourbes de ontraintes.Nous avons supposé qu'un gravitino ne produisait pas plus d'un LSP ar même si lesquarks ou les gluons de hautes énergies produits par la désintégration du gravitino inter-agissent entre eux ou ave un quark ou un gluon du plasma, ils devraient produire desquarks ou des gluons en plus grand nombre que des paires de squarks ou de gluinos pourdes raisons inématiques liées au fait que les squarks et les gluinos ont une masse beau-oup plus grande que leur partenaires du modèle standard. Si les masses sont négligeablespar rapport à l'énergie dans le entre de masse, et que les quarks et les gluons sont pro-duits dans la même quantité que les paires de partiules supersymétriques, il est probableque les partiules supersymétriques étant produites par paires `se voient' plus que si ellesétaient produites seules et que don, l'interation forte étant beauoup plus importanteque la faible, interagissent `fortement' entre elles pour donner des quarks et des gluons,plut�t que de se désintégrer par interation faible et donner un neutralino. Une véri�ationnumérique de ette hypothèse reste à faire. Dans un soui de simpliité, et pour avoir laontrainte minimum sur la taille de la dimension supplémentaire, nous avons travaillé avele postulat qu'un gravitino donnait un LSP. En e�et, si plus d'un neutralino était produitpar désintégration de gravitinos, ela aurait pour onséquene d'augmenter la ontraintesur la taille de la dimension supplémentaire : ei se onstatera aisément ave la suite del'exposé.La désintégration d'un mode de gravitino n'aroît pas la densité d'entropie ar la den-sité d'énergie de haque mode de gravitino au moment de sa désintégration est toujoursnégligeable devant la densité d'énergie de la radiation au même moment.En e�et, on a, pour les deux densités à omparer : ρrad(Tk) = (π2/30)g⋆(Tk) T
4
k où Tkest la température où se désintègre le mode k et on a : ρG(Tk) = Mk Y3/2 s(Tk). Ce quenous voulons véri�er est que ρrad(Tk) ≫ ρG(Tk) quelque soit Tk. On doit don véri�er que :

π2

30
Tk ≫

2π

45
Mk Y3/2 (5.13)Choisissons le as extrême du gravitino le plus lourd2 soit Mk = 107 GeV et où Y3/22Les masses seront donnés dans un paragraphe prohain
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5.6. Neutralinos 111est hoisi maximum 'est-à-dire pour TR = 1010 GeV (rappelons que Y3/2 ≈ 1.9 10−12 TR

1010 ).Nous verrons dans la suite que le gravitino le plus lourd se désintègre pour Tk ≈ 4 GeV.On véri�e don, que dans e as, l'inéquation (5.13) est véri�ée.Cette inéquation est même véri�ée dans le as (irréaliste) où toutes les grandeurs dedroite sont maximisées et elles de gauhe minimisées 'est-à-dire pour Mk = 107 GeV,
Tk = 1 MeV, TR = 1010 GeV.5.6 NeutralinosDans notre modèle, le LSP est le neutralino le plus léger. Nous avons hoisi de travaillerave une masse pour le LSP de 120 GeV. Les résultats peuvent être données pour un autrehoix de masse : nous avons par exemple étudié le as où le LSP a une masse de 200 GeV.Les résultats pour e as sont données dans l'Annexe.La densité de matière noire est [2℄ :

0.106 < Ω h2 < 0.123, (5.14)
avec une valeur centrale de 0.114Dans la ourbe représentant l'évolution de l'abondane des neutralinos Ylsp omme unefontion de x =

mlsp

T
, il y a deux zones. La première zone est la zone dans laquelle lesneutralinos sont à l'équilibre thermique et dans laquelle Ylsp déroît. La seonde zone estla zone après le gel thermique des neutralinos, la zone dans laquelle, ils se sont déouplésde l'équilibre thermique, et dans laquelle Ylsp est onstant. Le gel survient pour x = xf ou,autrement érit, pour T = Tf .Si l'on appelle Ωth la densité thermique de neutralinos, on trouve ette relation approxi-mée entre Ωth and xf :

Ωth h
2 = 3.61 106 mlsp

1GeV
x2
f e

−xf (5.15)Pour établir ette relation, nous avons utilisé [19℄. Cette relation est déduite des sui-vantes dans lesquelles nous avons négligé le double logarithme devant le logarithme :
xf = ln[0.038(n+ 1)

g

g
1/2
⋆

mpl mlsp σ0] − (n +
1

2
) ln[ln[0.038(n+ 1)

g

g
1/2
⋆

mpl mlsp σ0]](5.16)
Ωth h

2 = 1.07 × 109
(n + 1)xn+1

f

(g⋆S/g
1/2
⋆ )mpl σ0

(5.17)
avec n = 1 (pour une p wave annihilation), g⋆ = g⋆S = 90, g = 2où g⋆ est le nombre e�etif de degrés de liberté sans masse, et mpl est la masse de Plank(non réduite, ette fois).
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112 Chapitre 5. Extra-dimension et gravitino : le modèleNous avons représenté la fontion (5.15) sur la �gure (5.1) sur laquelle est aussi repré-sentée la plage de valeurs autorisées par les observations pour la quantité totale de matièrenoire.

28.5 29 29.5 30
xf

0.05

0.1

0.15

0.2

�th h²

�dm h²

Fig. 5.1 � Ωth h
2 fontion de xf . Ωdm h2 se situe entre les deux droites.Nous avons hoisi di�érentes valeur pour Ωth h

2 et nous avons omplété ette quantitéave la densité non thermique de neutralinos qui est issue de la désintégration des graviti-nos, pour obtenir la bonne quantité totale de matière noire.Nous appelons la quantité non thermique ∆Ω h2. On peut érire :
0.106 ≤ Ωth h

2 + ∆Ω h2 ≤ 0.123 (5.18)Comme un gravitino produit un neutralino, on peut érire :
∆Ω h2 =

mlsp s0 h
2

ρc

k=n̄
∑

k=0

Y k
3/2 (5.19)L'indie n̄ orrespond au dernier mode à prendre en ompte. C'est le mode se désinté-grant prinipalement juste après le déouplage thermique du LSP. On rappelle que seulsles modes se désintégrant après le déouplage thermique du LSP ontribuent à augmenterla quantité de neutralinos. Les neutralinos produits par désintégration avant le déouplagethermique ne peuvent augmenter la quantité de neutralinos puisque es derniers sont alorsà l'équilibre thermique.
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5.7. Le modèle 1135.7 Le modèle5.7.1 Les massesLa densité thermique de neutralinos Ωth h
2 et xf sont reliées par l'équation (5.15). Sil'on �xe la quantité thermique, on peut aluler la quantité non thermique en respetantla ondition donnée par l'enadrement (5.18).Si l'on �xe la quantité thermique, on peut déterminer xf et aluler Tf et don la massedu dernier gravitino pris en ompte qui, rappelons-le, se désintègre à T = Tf .Pour aluler ette masse, on a besoin d'une relation qui lie la température au temps.Dans un univers dominé par la radiation, en supposant une entropie onstante par omovingvolume, ette relation est :

t =
1

2

√

90 M2

g⋆π2
T−2 GeV−1 (5.20)Ave M la masse réduite de Plank.Nous utilisons la relation (5.20) pour aluler la masse du mode n̄ mais aussi pouraluler la masse du mode 0. Pour le mode n̄, g⋆ = 90 et pour le mode 0, g⋆ = 10.Nous érivons l'égalité entre la durée de vie du mode de gravitino (5.12) et l'âge del'Univers (5.20) en prenant soin de onvertir l'équation (5.20) en seonde. Faisons une pe-tite remarque : même si les gravitinos produits ne sont pas su�samment lourds au momentde leur réation pour être onsidérés omme non relativiste, on peut assimiler le durée devie du gravitino à l'âge de l'univers puisque la majeur partie de la durée de vie du gravitinose fait quand il n'est pas relativiste.Rappelons que le gravitino qui se désintègre prinipalement à Tf est le dernier mode prisen ompte dans la tour de Kaluza-Klein. Il est désigné par l'indie n̄.Pour aluler la masse du mode 0, on pose omme ondition qu'il se désintègre prin-ipalement à T = 1 MeV pour ne pas perturber la BBN. Pour une température égale à1 MeV, on trouve, ave l'équation (5.20), t = 0.76 s. On peut aluler ensuite M0 avel'équation (5.12) en erivant : τ0 = 0.76 s.On obtient M0 = 26.410 TeV.La masse du mode n̄ dépend de la valeur de xf qui dépend du hoix fait pour Ωth h

2.
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114 Chapitre 5. Extra-dimension et gravitino : le modèle5.7.2 Valeurs numériquesNous avons hoisi trois valeurs di�érentes pour Ωth h
2.La première valeur orrespond à la valeur entrale pour la densité de matière noire'est-à-dire Ωth h

2 = 0.114. Cette valeur est notre hoix maximal pour la quantité ther-mique.Une autre valeur est alulée en hoisissant la valeur maximale pour σ0, setion e�aed'annihilation des LSP. Cette setion e�ae est génériquement bornée par [62℄ :
σ0 ≤

α

mlsp2
, (5.21)Ave α ∼ 10−2.En utilisant la valeur maximale pour la setion e�ae des neutralinos, on trouve notreontribution minimale à la densité thermique de matière noire.La valeur médiane que nous hoisissons pour la quantité thermique orrespond au hoixde xf pris entre nos deux valeurs extrémales pour xf . Nous avons alulé la quantité ther-mique orrespondante.Le tableau (5.1) présente les résultats.Cases xf Tf (GeV) Ωth h

2 (∆Ωth h
2)min (∆Ωth h

2)max Mn̄(GeV)Case 1 28.78 4.17 0.114 - 0.009 9.84 × 106Case 2 29.60 4.05 0.053 0.053 0.070 9.66 × 106Case 3 30.42 3.94 0.025 0.081 0.098 9.48 × 106Tab. 5.1 � Les trois as numériques pour mlsp = 120 GeV5.7.3 Les équations de ontrainteEn utilisant l'équation (5.19) et en remplaçant Y k
3/2 par sa valeur (5.11), on obtient laprodution non thermique de LSP. Nous devons distinguer deux as.Le premier as est quand la masse du dernier mode pris en ompte, le mode n̄, estinférieur ou égale à TR 'est-à-dire TR ≥ M n̄. Dans e as, si l'on regarde les équations(5.11), on déduit que Y k

3/2 = Y 0
3/2 et don on obtient de l'équation (5.19) :

∆Ω h2 =
mlsp (n̄+ 1)Y 0

3/2 s0 h
2

ρc
(5.22)
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5.7. Le modèle 115Nous devrions ensuite remplaer n̄ par sa valeur fontion de R−1, M n̄ and M0 :
n̄ =

M n̄ −M0

R−1
(5.23)Mais gardons à l'esprit que n̄ est un nombre entier e qui signi�e que R−1 doit avoir unevaleur qui permette que le rapport M n̄−M0

R−1 soit un entier.Nous allons faire oïnider la réalité physique ave un modèle de Kaluza-Klein : nousremplaçons n̄ par son expression après l'avoir isolé d'un �té de l'équation (5.22) et nousdé�nissons une fontion I qui agit sur les nombres réels pour en extraire la partie entièreet que l'on applique à l'autre �té de l'équation.On obtient, alors, en remplaçant Y 0
3/2 par son expression (5.10) :

R−1 =
(

M n̄ −M0
)

×
(

I

[

∆Ω h2 ρc
mlsp s0 h2

1

1.9 × 10−12 × TR

1010

[

1 + 0.045 ln
(

TR

1010

)] [

1 − 0.028 ln
(

TR

1010

)]

]

− 1

)−1(5.24)Dans l'équation i-dessus (5.24), nous avons utilisé le tableau (5.1) pour �xer les valeurslimites sur ∆Ω h2.Cette équation est valide pour TR ≥ M n̄ et pour un nombre de modes au moins égale à2. Cette dernière ondition implique aussi une limite sur TR : au-dessus de la températureorrespondant à un nombre de modes égale à 2, il n'y a plus qu'un seul mode qui produitl'ensemble des neutralinos non thermiques. Nous avons alulé les deux limites préédentessur TR pour les trois as. Les résultats sont présentés sur les graphes.Nous avons aussi alulé la température de reheating maximum autorisée s'il n'y aqu'un seul mode. Les résultats sont présentés dans le tableau (5.2) et onverge vers lesvaleurs trouvées dans [63℄ dans la limite d'une quantité thermique nulle.ase 1 ase 2 ase 3
1.45 109 GeV 1.09 1010 GeV 1.52 1010 GeVTab. 5.2 � Température de reheating maximum autorisée

TR < M n̄ est le seond as. La masse du dernier mode qui devrait être pris en omptea, alors, une abondane nulle d'après la règle donnée dans l'équation (5.11). Dans e as,la masse du dernier mode qui sera e�etivement pris en ompte est égale à TR. On obtientl'équation de ontrainte liée à e as simplement en remplaçantM n̄ par TR dans l'équation(5.24).
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116 Chapitre 5. Extra-dimension et gravitino : le modèle5.8 GravitonsSi des gravitinos de Kaluza-Klein sont produits, nous avons aussi des gravitons deKaluza-Klein. Nous devons véri�er qu'ils ne perturbent pas la nuléosynthèse primordialepuisqu'ils sont plus lourds que dans le as des `grandes' dimensions supplémentaires usuel-lement onsidérées. Dans notre modèle, les ontraintes astrophysiques et osmologiquesusuelles disparaissent omme dans le as de [64℄. Mais un nouvel ennui survient : la BBNne doit pas être perturbée. La masse des gravitons de KK est :
mk =

k

R
(5.25)Ainsi, le mode 1 est le premier mode massif ave une masse égale à 1/R. Dans la suite,nous montrerons que pour R−1 ≥ 1 TeV, la BBN n'est pas perturbée. Pour des rayonsplus grands, les gravitons de KK ommenent à a�eter la BBN omme il sera montréave notre méthode approximative. Nous ferons don tous nos aluls pour la valeur limite

R−1 = 1 TeV. Une étude plus préise ave le ode3 érit par Karsten Jedamzik est en ourspour déterminer de manière préise le rayon limite autorisé. Il semble d'ailleurs que lespremiers résultats donnent des résultats enourageants pour le problème de la synthèse duLithium 6 et 7.L'équation de prodution des gravitons de KK est donnée par [52℄ et [65℄. Nous pouvonsutiliser la même équation :
sẎm =

11m5T

128π3M2
K1(m/T ), (5.26)Où K1 est la fontion de Bessel modi�ée du premier genre, m est la masse du graviton,T la temperature et M la masse de Plank réduite.En intégrant ette équation entre la température de reheating et une température plusbasse que 1 MeV, on trouve :

Ym(TR) =
1485

256π5M g⋆1/2g⋆S
m

∞
∫

m/TR

x3K1(x)dx (5.27)où g⋆ et g⋆S sont pris onstants égaux à 10 puisque l'essentiel de la durée de vie desgravitons onsidérés se fait après T = 1 MeV.Nous avons alulé la durée de vie des gravitons de KK de masse supérieure à 1 TeVen utilisant les taux de désintégrations donnés par [55℄. On trouve :
τ = 3.310 × π M2

m3
GeV−1 (5.28)3pour évaluer l'impat sur la BBN de désintégration életromagnétique et hadronique
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5.8. Gravitons 117Nous avons ensuite alulé la masse du graviton qui se désintègre prinipalement à
T = 1 MeV en utilisant l'équation (5.20) et l'équation (5.28). Ce graviton est le dernierque nous prendrons en ompte dans notre étude4. Nous trouvons m = 37.4 TeV et sa duréede vie est τ = 0.75 s. Comme le rayon est égale à 1 TeV, le dernier mode onsidéré a unemasse égale à 38 TeV.Pour véri�er si les gravitons de KK perturbent la BBN, nous avons utilisé les ourbesdonnées par Jedamzik dans [66℄. Ces ourbes donnent une limite sur la densité à notreépoque d'une partiule massive instable (si elle ne se désintégrait pas) en fontion de sadurée de vie.Nous avons don alulé la densité de gravitons à notre époque s'ils ne se désintégraientpas.Nous avons aussi besoin pour interpréter les ourbes des rapports de branhement ha-dronique de désintégration des gravitons ar les ourbes sont di�érentes suivant la valeurde e rapport. Nous avons trouvé Bh = 0.70 pour des gravitons de masse supérieure à 1TeV en utilisant les taux de désintégrations fournis par [55℄.Les ourbes utilisées sont onçues pour une seule partiule se désintégrant et, nonomme dans le as présent, pour une tour de partiules. Nous pouvons ependant diviserl'étude en deux zones et faire la somme des ontributions des modes dans haune deszones. La première zone hoisie est après τ = 100 s et l'autre avant.Dans la première zone (i.e τ ≥ 100 s), nous avons pris omme limite sur les ourbesde Jedamzik, la valeur estimée suivante : Ω h2 = 5 10−5 et avant 100 s, nous avons prisla limite : Ω h2 = 10−1. Il nous faut don véri�er que la densité des gravitons est sous eslimites dans haune des zones.La masse du graviton dont la durée de vie est 100 s est 7.33 TeV. Nous allons donsommer la densité des 7 premiers modes de la première zone et nous allons véri�er que leursomme est inférieure à 5 10−5.Nous allons aussi sommer les ontributitions des 31 modes de la seonde zone et ontr�lerque ette somme est inférieure à 10−1.La densité pour les gravitons est :4Les gravitons de masse supérieure ne joue pas de r�le même dans la prodution de matière noire arleur abondane (5.27) est négligeable omparée à elles des gravitinos
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118 Chapitre 5. Extra-dimension et gravitino : le modèle
Ω h2 =

k=n
∑

k=1

mk Yk s0 h
2

ρc
=
s0 h

2

ρc

k=n
∑

k=1

m2
k

1485

256 π5Mg⋆1/2g⋆S

∞
∫

mk/TR

x3K1(x)dx (5.29)où nous avons utilisé l'équation (5.27) dans laquelle nous avons remplaé m by mk et Ympar Yk puisque haque masse est assoié à un mode.Nous savons que :
∞
∫

mk/TR

x3K1(x)dx ≤ 4.71 (5.30)Cette intégrale est égale à 4.71 pour m = 0 ou pour m << TR. Si m = TR, l'intégraleest égale à 4.47.Dans le domaine de valeurs pour m et TR que nous avons, nous pouvons hoisir deprendre la valeur de l'intégrale égale à 4.71. En e�et, pour des masses plus faibles que 7TeV, il est évident que m/TR << 1 et pour des masses plus grandes que 7 TeV et prohes de38 TeV, l'erreur faite majore la densité, que nous voulons montrer être plus petite qu'unelimite : nous pouvons don utiliser ette valeur de l'intégrale pour nos véri�ations.On obtient don pour la densité :
Ω h2 ≈ 4.71

s0 h
2

ρc

k=n
∑

k=1

1485 m2
k

256 π5Mg⋆1/2g⋆S
(5.31)On peut remplaer mk par k

R
et après avoir fait la somme sur k on trouve :

Ω h2 ≈ 5.52 10−14n(1 + n)(1 + 2n)

R2
(5.32)Remarquons que n = mnR et don Ω h2 est proportionnelle à R. Ainsi plus le rayonest grand, plus Ω h2 est grand.La masse du dernier mode de la première zone est 7 TeV don après avoir remplaé npar mnR dans l'équation (5.32), on trouve :

Ω h2 = 4.64 10−5 < 5 10−5 (5.33)Le résultat est sous la limite mais assez prohe d'elle. Nous pouvons onlure dans unepremière estimation que les 7 premiers modes ne perturbent pas la BBN.La masse du dernier mode de la seonde zone est 38 TeV don après avoir remplaé n
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5.9. Resultats 119par mnR dans l'équation (5.32), on peut évaluer la ontribution des 31 modes. Dans notrealul, nous allons aussi prendre en ompte les 7 premiers modes dont la ontribution estnégligeable. On trouve :
Ω h2 = 6.30 10−3 < 10−1 (5.34)Ce résultat est bien en-dessous de la limite. Nous pouvons onlure que la densité des31 modes de gravitons ne perturbe pas la BBN.Nous pouvons onlure e paragraphe en disant que les ourbes que nous présenteronspossède une nouvelle limite R−1 ≥ 1 TeV. Cette limite provient des gravitons de Kaluza-Klein. Une étude plus préise est en ours pour véri�er si ette limite peut être modi�ée, etsi le rayon peut être plus important. Cette étude semble, par ailleurs, avoir des impliationspositives quant aux quantités de lithium 6 et 7.5.9 ResultatsDans e paragraphe, nous présentons les résultats pour les trois as que nous avonsonsidérés. Le premier as est le as où Ωth h

2 est notre maximum 0.114 et don la par-tie non-thermique doit être plus petite que 0.009. Le seond as est le as intermédiaire :
Ωth h

2 = 0.053 et don la partie non thermique doit être plus grande que 0.053 et plus pe-tite que 0.070. Le troisième as est le as minimum pour Ωth h
2 'est-à-dire Ωth h

2 = 0.025 :la partie non thermique doit être plus grande que 0.081 et plus petite que 0.098.Le domaine de valeurs hoisies pour TR ourt de 105 à 1010 GeV. Tous es as sonttraités pour mlsp = 120 GeV. Nous avons aussi traité trois as pour mlsp = 200 GeV (voirAppendie).Nous expliquerons, aussi dans e paragraphe, pour quelles raisons nous avons négligél'annihilation des neutralinos.Le premier ommentaire générale que nous pouvons faire sur les ourbes est qu'ellessont toutes roissantes. En e�et, plus la température de reheating est basse, plus le nombrede modes néessaires est important et, don, plus petit est R−1. En e�et, la densité degravitinos (et don la partie non thermique des neutralinos) est proportionnelle à la tem-pérature de reheating.Nous pouvons observer que les ourbes du premier as sont au-dessus des ourbes duseond as, elles-même au-dessus des ourbes du dernier as. En e�et, plus on a besoin deproduire de matière noire, plus R−1 est petit.Nous pouvons aussi remarquer que toutes les ourbes onvergent vers la même valeurpour R−1 : ette valeur est en fait la di�érene de masse entre le mode qui se désintègre
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120 Chapitre 5. Extra-dimension et gravitino : le modèleprinipalement à T = 1 MeV et le dernier mode qui se désintègre prinipalement à Tf ornous avons vu (f (5.1)) que les trois valeurs de Mn̄ sont prohes.Nous remarquons aussi une struture disrète visible sur les ourbes au-delà d'une er-taine température. Cette struture est toujours présente si l'on `zoom' su�samment sur lesgraphes. Pour les hautes températures, ette struture est visible sur les graphes puisquele nombre de modes est bas.Nous avons aussi représenté sur haque �gure la limite R−1 ≥ 1 TeV provenant de laontrainte sur les gravitons.
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Fig. 5.2 � Cas 1. TR plus petit que 9.84 106 GeV. La zone exlue est sous la ourbediagonale et sous la droite R−1 = 1 TeV si la ontrainte sur les KK gravitons est pris enompte.La �gure (5.2) orrespond au as 1 pour TR plus petit que 9.84 106 GeV. Cette tempé-rature orrespond au as limite Mn = TR. La zone exlue est sous la ourbe.La taille maximum pour R orrespond au minimum pour R−1. Si l'on ne prend pas enompte la ontrainte des gravitons, le minimum est R−1 = 3.35 GeV pour TR = 105 GeV.R devrait don être plus petit ou égal à 5.89 10−15 m pour TR = 105 GeV.Si l'on prend en ompte la limite sur les gravitons, R doit être égale ou plus petit que
1.97 10−17 m.Pour TR = 9.84 106 GeV, R ≤ 3.46 10−19 m.
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5.9. Resultats 121
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Fig. 5.3 � Cas 1. 9.84 106 GeV ≤ TR ≤ 4 107 GeV . La zone exlue est sous la ourbe.La �gure (5.3) représente le as 1 pour des températures de reheating omprises entre
9.84 106 GeV et 4 107 GeV. La zone exlue est sous la ourbe.Pour TR = 4 107 GeV, R ≤ 7.84 10−20 m.La �gure (5.4) est le as 1 pour des températures omprise entre 4 107 GeV et 7.40 108GeV. La zone exlue est sous la ourbe. Pour des températures omprises entre 4.98 108GeV et 7.40 108 GeV, le nombre de modes maximum autorisé est 2 et R ≤ 2.01 10−21 m.Au-dessus de la température 7.40 108 GeV, un seul mode est autorisé et R < 2.01 10−21 m.La température de reheating maximum est donnée dans le tableau (5.2), elle a pour valeur
1.45 109 GeV. Au-dessus de ette température la densité de neutralinos est au-dessus de lalimite observationnelle donnée en (5.15).La �gure (5.5) est le as 2 pour des températures plus basses que 9.66 106 GeV. Seule labande entre les deux ourbes diagonales est permise. Cei signi�e que R doit être su�sam-ment grand pour fournir la quantité néessaire de matière noire mais pas plus grand quela valeur orrespondant à la quantité maximale de matière noire autorisée. Si la ontraintedes gravitons est prise en ompte, la zone sous R−1 = 1 TeV est exlue.Sans ette ontrainte, R−1 devrait être ompris entre 0.43 GeV et 0.57 GeV pour
TR = 105 GeV : e qui signi�e que R devrait être ompris entre 3.47 10−14 m et 4.58 10−14m.Pour TR = 9.66 106 GeV, R−1 est ompris entre 7.02 103 GeV et 9.28 103 GeV, et donR, entre 2.13 10−18 m et 2.81 10−18 m.
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122 Chapitre 5. Extra-dimension et gravitino : le modèle
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Fig. 5.4 � Cas 1. 4 107 GeV ≤ TR ≤ 7.396 108 GeV . La zone exlue est sous la ourbe
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Fig. 5.5 � Cas 2. TR plus petit que 9.66 106 GeV. Seule la bande entre les deux ourbesdiagonales est autorisée. La zone sous la droite R−1 = 1 TeV est exlue si la ontrainte desgravitons est prise en ompte.
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5.9. Resultats 123Ave la ontrainte des gravitons, la valeur minimum pour R−1 est 1 TeV et don lavaleur maximum pour R est 1.97 10−17 m. On observe sur le graphe que ei implique unevaleur minimum pour TR qui est 3.26 106 GeV. Les températures plus basses sont exlues.
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Fig. 5.6 � Cas 2. 9.66 106 GeV ≤ TR ≤ 108 GeV . Seule la bande entre les deux ourbesest autorisée.La �gure (5.6) est le as 2 pour des températures omprises entre 9.66 106 GeV et 108GeV. Seule la bande entre les deux ourbes est autorisée.Pour TR = 108 GeV, R−1 est ompris entre 8.03 104 GeV et 1.06 105 GeV don R doitêtre entre 1.86 10−19 m et 2.46 10−19 m.La �gure (5.7) est le as 2 pour des températures entre 108 GeV et 4.19 109 GeV. Seulela bande entre les deux ourbes est autorisée.Pour une température entre 3.70 109 GeV et 4.19 109 GeV, le nombre de mode doit êtrede 2 et R doit être égale à 2.05 10−21 m. Au-dessus de la température 4.19 109 GeV, seulun mode est permis et R doit être plus petit que 2.05 10−21 m.La température maximale autorisée est donnée dans le tableau (5.2), elle a pour valeur
1.09 1010 GeV. Au-dessus de ette température, la densité de neutralinos est au-dessus dela limite observationnelle donnée dans l'équation (5.15).La �gure (5.8) est le as 3 pour des températures plus basses que 9.48 106 GeV. Seulela bande entre les deux ourbes diagonales est autorisée. Si la ontrainte des gravitons est
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124 Chapitre 5. Extra-dimension et gravitino : le modèle
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Fig. 5.7 � Cas 2. 108 GeV ≤ TR ≤ 4.190 109 GeV . Seule la bande entre les deux ourbesest autorisée.
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Fig. 5.8 � Case 3. TR plus petit que 9.48 106 GeV. Seule la bande entre les deux diagonalesest autorisée. La zone sous la droite R−1 = 1 TeV est exlue si la ontrainte sur les gravitonsest prise en ompte.
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5.9. Resultats 125prise en ompte, la zone sous R−1 = 1 TeV est exlue.Pour TR = 9.48 106 GeV, R−1 doit être ompris entre 4.81 103 GeV et 5.82 103 GeV,don R doit être ompris entre 3.39 10−18m et 4.10 10−18 m.Ave la ontrainte des gravitons, la valeur minimale pour R est 1.97 10−17 m. Nousobservons sur le graphe que ei implique une valeur minimum pour TR, soit 4.02 106 GeV.Les températures plus basses sont exlues.
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Fig. 5.9 � Cas 3. 9.48 106 GeV ≤ TR ≤ 108 GeV . Seule la bande entre les deux ourbesest autorisée.Les �gures (5.9) et (5.10) représentent le as 3 pour des températures omprises entre
4.47 106 GeV et 108 GeV pour la �gure (5.9) et entre 108 GeV et 2 108 GeV pour la �gure(5.10). Seule la bande entre les ourbes est autorisée.Pour TR = 2 108 GeV, R−1 est ompris entre 1.15 105 GeV et 1.39 1015 GeV don R estompris entre 1.42 10−19 m et 1.71 10−19 m.La �gure (5.11) est le as 3 pour des températures omprises entre 2 108 GeV et 6.38 109GeV. Seule la bande entre les deux ourbes est permise.Pour une température omprise entre 5.17 109 GeV et 6.38 109 GeV, le nombre de modesdoit être de 2 et R doit être égale à 2.09 10−21 m.Au-dessus de la température 6.38 109 GeV, seule un mode est permis et R doit être pluspetit que 2.09 10−21 m. La température de reheating maximum autorisée est donnée dans
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126 Chapitre 5. Extra-dimension et gravitino : le modèle
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Fig. 5.10 � Cas 3. 108 GeV ≤ TR ≤ 2 108 GeV . Seule la bande entre les deux ourbes estautorisée.
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Fig. 5.11 � Cas 3. 2 108 GeV ≤ TR ≤ 6.385 109 GeV . Seule la bande entre les deux ourbesest autorisée.

te
l-0

02
83

29
3,

 v
er

si
on

 1
 - 

29
 M

ay
 2

00
8



5.9. Resultats 127le tableau (5.2), elle a pour valeur 1.52 1010 GeV. Au-dessus de ette température, la quan-tité de matière noire est au-dessus de la limite observationnelle donnée par l'équation (5.15).Nous allons terminer e paragraphe et e hapitre en disutant de la possibilité de oan-nihilation de neutralinos. Ce phénomène pourrait être ennuyeux pour nos prévisions ; s'il alieu, il onerne partiulièrement les as 3 et 2 où la quantité non thermique de neutralinosest supérieure à la quantité thermique. Nous avons don réalisé la véri�ation sur le as 3.Si Td qui est la température où se désintègre le gravitino, véri�e la ondition Tf > Td >
Tf×(Yth/Y3/2) alors les neutralinos s'annihilent pour donner des partiules du modèle stan-dard. Cette relation est vraie pour une seule partiule d'abondane Y3/2. Le point lé estque haque mode de gravitino se désintègre à une température di�érente quand la quantitéde neutralinos non thermiques n'est pas enore maximum. Cette quantité de neutralinosnon thermiques évolue ave le temps pour atteindre son maximum quand tous les modesde gravitinos se sont désintégrés.Nous devons don évaluer si TKd pour le mode K (ave k = 0 pour le mode qui sedésintègre5 au plus près de Tf) satisfait la ondition Tf > TKd > Tf × Yth

PK
k=0 Y

k
3/2

).Nous avons utilisé les valeurs trouvées pour R−1 et TR dans le as 3 et nous avons traéles ourbes Tf , Td(K), Tf × ( Yth
PK

k=0 Y
k
3/2

) = Tf × ( Yth

(K+1)Y 0
3/2

) et Tf × (Yth/Y
Total
3/2 ) en prenantK omme une valeur réelle. K peut être vu omme le temps : quand K augmente, le tempsaugmente.

Tf and Tf × (Yth/Y
Total
3/2 ) sont de deux droites qui dé�nissent une bande dans laquelleles deux autres ourbes évoluent.Nous avons traé plusieurs ourbes en faisant évoluer R−1 et TR de la manière dont ilsont été trouvés évoluer dans nos ourbes de ontraintes.La ondition Tf > TKd > Tf × (Yth/

∑K
k=0 Y

k
3/2) n'a été véri�ée que lorsque le nombretotal de modes était inférieur 4. Ce qui implique que ette possibilité d'annihilation neonerne qu'un mode (elui qui se désintègre au plus près de Tf) quand le nombre total demodes est de 3.Ces proessus d'annihilation peuvent don être vus omme négligeables dans la représen-tation des ourbes de ontrainte entre TR and R−1.Les �gures (5.12), (5.13), (5.14), (5.15) donnent toutes Tf×( Yth

PK
k=0 Y

k
3/2

) au-dessus de Td(K).
5La numérotation des modes est inversée dans e as d'étude.
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128 Chapitre 5. Extra-dimension et gravitino : le modèle
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Fig. 5.12 � Cas R−1 = 103 GeV et TR = 4 106 GeV. Td(K) et Tf × ( Yth
PK
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k
3/2

) en fontionde K. Les deux droites représentent Tf et Tf × (Yth/Y
Total
3/2 ). La ourbe Tf × ( Yth
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3/2

) estau-dessus de la ourbe Td(K).
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Fig. 5.13 � Cas R−1 = 4 103 GeV et TR = 107 GeV. Td(K) et Tf × ( Yth
PK

k=0 Y
k
3/2

) en fontionde K. Les deux droites représentent Tf et Tf × (Yth/Y
Total
3/2 ). La ourbe Tf × ( Yth

PK
k=0 Y

k
3/2

) estau-dessus de la ourbe Td(K).
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5.9. Resultats 129
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Fig. 5.14 � Cas R−1 = 5 104 GeV et TR = 108 GeV. Td(K) et Tf × ( Yth
PK
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) en fontionde K. Les deux droites représentent Tf et Tf × (Yth/Y
Total
3/2 ). La ourbe Tf × ( Yth
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) estau-dessus de la ourbe Td(K).
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Fig. 5.15 � Cas R−1 = 6 105 GeV et TR = 109 GeV. Td(K) et Tf × ( Yth
PK

k=0 Y
k
3/2

) en fontionde K. Les deux droites représentent Tf et Tf × (Yth/Y
Total
3/2 ). La ourbe Tf × ( Yth

PK
k=0 Y

k
3/2

) estau-dessus de la ourbe Td(K).
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6 Conlusions et perspetives
Au ours de ette thèse, nous avons tout d'abord traité de notions de osmologie mo-derne, puis nous avons introduit des domaines de la physique au-delà du modèle standard :la supersymétrie et son extension loale, la supergravité, les dimensions supplémentaireset puis quelques éléments d'introdution aux théories de ordes.Nous nous sommes ensuite attardé sur la supergravité et après avoir donné son Lagrangienet évoquer sa onstrution, nous nous sommes intéressés au gravitino, la partiule de jaugede la supergravité. Nous avons étudié es interations ave les partiules de jauge et dematière mais aussi, la onstrution d'outil omme la somme sur les états d'héliité.Ensuite, nous avons déterminé l'abondane primordiale de ette partiule en supposant quesa prodution était faite par des proessus de ollisions inélastiques dans le bain thermique,proessus, dont nous avons alulé la setion e�ae di�érentielle néessaire au alul del'abondane. Nous avons ensuite déterminé une règle pour l'abondane de gravitinos demasses non négligeables par rapport à l'énergie du bain thermique.En�n, nous avons présenté un modèle osmologique ave des hautes températures de re-heating i.e 105 GeV à 1010 GeV, dans le ontexte d'une supergravité à 5 dimensions avel'extra-dimension ompate de type S1/Z2, où les hamps de matière et de jauge viventsur une des deux membranes loalisées aux points �xes de l'orbifold et où les hamps desupergravité se propagent dans l'ensemble des dimensions spatiales.Nous avons montré qu'il existe des ourbes de ontraintes entre la taille de l'extra-dimensionR et la température de réhau�age (reheating) de l'Univers après la phase in�ationaire.Nous avons fait l'hypothèse que la matière noire est omposée de la partiule supersy-métrique la plus légère (LSP) dans un modèle onservant la R-parité, partiule que l'onsuppose être le neutralino le plus léger.Les ontraintes trouvées viennent de l'hypothèse que la densité de neutralinos est la sommed'une prodution thermique et d'une prodution non thermique venant de la désintégrationdes modes de Kaluza-Klein du gravitino. Les gravitinos de e modèle ne perturbent pasla nuléosynthèse primordiale des éléments légers puisque es gravitinos sont su�sammentlourds pour se désintégrer avant que la nuléosynthèse ne débute.Les gravitinos lourds sont naturels dans des lasses de modèles de brisure de la supersy-métrie, omme par exemple, les modèles de médiation de la brisure de supersymétrie duseteur ahé au seteur observable par des anomalies, ou par des anomalies et un méa-nisme de Sherk-Shwarz.
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132 Chapitre 6. Conlusions et perspetivesLe ontexte de e travail peut être rattahé à la M-théorie d'Horava-Witten dans laquellel'Univers a pu onnaître une étape à inq dimensions dans laquelle les hamps du bulk sontdes hamps de supergravité, mais aussi aux théories de Baryogénèse via Leptogénèse quiimpliquent de hautes températures de reheating.Les résultats que nous obtenons sont indépendants du spetre de masse des partiulessupersymétriques puisque le gravitino est su�samment lourd pour rendre négligeable l'in-�uene des autres partiules supersymétriques. Les résultats montrent que la taille durayon R n'est pas seulement borné supérieurement mais aussi inférieurement pour unelarge gamme de valeurs de la quantité thermique de neutralinos et pour une large gammede valeur pour la température de reheating. Des modes de Kaluza-Klein pour les gravitonssont aussi présents et sont suseptibles de perturber la nuléosynthèse. Nous avons véri�éque ela n'était pas le as, ave une méthode approximative, tant que R−1 ≥ 1 TeV. Nousavons aussi onstaté que ette nouvelle ontrainte implique que la température de rehea-ting ne peut pas être plus basse qu'une ertaine valeur dans les as où le rayon est bornéinférieurement et supérieurement.Les perspetives de e travail sont :� une extension à d'autres modèles d'extra-dimension omme le modèle de Randall-Sundrum supersymétrique, qui permet la présene d'une onstante osmologique nonnulle,� l'impat sur les résultats de l'inlusion de orretions thermiques [56℄ au alul del'abondane.� un alul de l'impat des désintégrations de gravitons de Kaluza-Klein (dans un mo-dèle pas forément supersymétrique) sur la nuléosynthèse primordiale, pour d'unepart, déterminer s'il existe un rayon limite au-delà duquel la nuléosynthèse est per-turbée et pour, d'autre part, évaluer l'impat sur l'abondane primordiale d'élémentsomme le Lithium 6 et 7. Les premières simulations laissent penser que la présenede es désintégrations de gravitons, permet d'engendrer une quantité primordiale deLithium 6 et 7, ompatible ave les observations, hose que ne permet pas la théoriede la nuléosynthèse.� une étude d'un possible mélange, matière noire froide - matière noire tiède, la matièrenoire froide étant engendrée par les neutralinos produits thermiquement et la matièrenoire tiède par les neutralinos produits par désintégration de gravitinos. Si l'on montreque les neutralinos produits par désintégration sont e�etivement tièdes au momentde la formation des strutures, on pourrait utiliser les simulations de halos de matièrenoire et de gaz développées par [67℄ pour voir les onséquenes d'un tel mélange surla formation des strutures ; en e�et, un modèle de matière noire purement froide nepermet pas d'expliquer ertaines strutures.
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7 Annexe : as mlsp = 200GeV
Cases xf Tf(GeV) Ωth h

2 (∆Ωth h
2)min (∆Ωth h

2)max Mn(GeV) TmaxR (GeV)Cas 1 29.32 6.82 0.114 - 0.009 1.37 × 107 8.84 × 108Cas 2 29.6194 6.7523 0.087 0.019 0.036 1.36 × 107 3.45 × 109Cas 3 29.91 6.69 0.066 0.040 0.057 1.35 × 106 5.37 × 109Tab. 7.1 � Les trois as numériques pour mlsp = 200 GeV
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Fig. 7.1 � Cas 1 pour mlsp = 200 GeV. TR ≤ 1.37 107 GeV . La zone sous la ourbe estexlue.Les �gures (7.1), (7.2) et (7.3) representent le as 1 pour mlsp = 200 GeV. Nous remar-quons que les ourbes de e as sont au-dessus des ourbes pour le as 1 ave mlsp = 120GeV. On peut expliquer ela en analysant l'équation (5.24) : on remarque que R−1 est pra-tiquement proportionnelle à mlsp. Physiquement, ela signi�e que si l'énergie élémentaire
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134 Chapitre 7. Annexe : as mlsp = 200 GeV
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Fig. 7.2 � Cas 1 pour mlsp = 200 GeV. 1.37 107 GeV ≤ TR ≤ 4 107 GeV . La zone sous laourbe est exlue.
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Fig. 7.3 � Cas 1 pour mlsp = 200 GeV. 4 107 GeV ≤ TR ≤ 4.49 108 GeV . La zone sous laourbe est exlue.

te
l-0

02
83

29
3,

 v
er

si
on

 1
 - 

29
 M

ay
 2

00
8



135d'un LSP augmente, un nombre plus faible de LSP est requis et don R−1 peut être plusgrand. Mn̄, Tf et la température de reheating maximum sont légèrement di�erents du asave mlsp = 120 GeV (voir le tableau 7.1).Les �gures du as 2 (�g.7.4 à �g.7.7) et du as 3 (�g.7.8 à �g.7.10) pour mlsp = 200GeV ont le même omportemement générale que les as 2 et 3 pour mlsp = 120 GeV maisles ourbes sont au-dessus de elles traées pour mlsp = 120 GeV.Pour le as 2, la température de reheating minimum est 1.55 106 GeV si la ontrainte surles gravitons est prise en ompte (voir �g.7.4). Pour le as 3, la température de reheatingminimum est 2.22 106 GeV (voir �g.7.8).
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Fig. 7.4 � Cas 2 pour mlsp = 200 GeV. TR plus petit que 1.36 107 GeV. Seule la bandeentre les deux ourbes diagonales est autorisée. La zone sous la droite R−1 = 1 TeV estexlu si la ontrainte sur les gravitons est prise en ompte.
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136 Chapitre 7. Annexe : as mlsp = 200 GeV
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Fig. 7.5 � Cas 2 pour mlsp = 200 GeV. 1.36 107 GeV ≤ TR ≤ 2.5 107 GeV . Seule la bandeentre les deux ourbes diagonales est autorisée.
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Fig. 7.6 � Cas 2 pour mlsp = 200 GeV. 2.5 107 GeV ≤ TR ≤ 9.40 108 GeV . Seule la bandeentre les deux ourbes diagonales est autorisée.
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Fig. 7.7 � Cas 2 pour mlsp = 200 GeV. 9.40 108 GeV ≤ TR ≤ 1.75 109 GeV . La zone sousla ourbe est exlue.
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Fig. 7.8 � Cas 3 pour mlsp = 200 GeV. TR plus petit que 1.35 107 GeV. Seule la bandeentre les deux ourbes diagonales est autorisée. La zone sous la droite R−1 = 1 TeV estexlue si la ontrainte sur les gravitons est prise en ompte.
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138 Chapitre 7. Annexe : as mlsp = 200 GeV
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Fig. 7.9 � Cas 3 pour mlsp = 200 GeV. 1.35 107 GeV ≤ TR ≤ 5 107 GeV . Seule la bandeentre les deux ourbes diagonales est autorisée.
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Fig. 7.10 � Cas 3 pour mlsp = 200 GeV. 5 107 GeV ≤ TR ≤ 1.92 109 GeV . Seule la bandeentre les deux ourbes diagonales est autorisée.
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