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INTRODUCTION

Depuis peu de temps, 1l'int&r€t du filtrage numérique ne

cesse de grandir. Les raisons en sont les suivantes :

- le colt des circuits digitaux ne cesse de diminuer,
rendant ainsi les modules de calcul numériques compétitifs par

rapport aux modules analogiques.

~ 1'amélioration constante des performances des circuits
digitaux, en particulier la vitesse des opé&rations, permet de réali-

ser des filtres op&rant en temps réel.

- la possibilité d'augmenter considérablement la précision
dans les calculs. En effet, la précision, dans les syst@mes numéri-
ques, dépend directement du nombre de bits des registres. On peut,
simplement en augmentant la longueur de ceux-ci, augmenter la préci-
sion & volonté. Cela est beaucoup plus simple que 1l'obtention de

composants analogiques plus précis.

- aucun changement dés paramétres d'un filtre numérique
au cours du temps (par opposition au vieillissement des composants

analogiques) et aucun probléme d'adaptation d'impé&dance.

~ facilité de réalisation des filtres numédriques dans
la gamme des trés basses fréquences, gamme pour laquelle les filtres

analogiques .sont mal adaptés.



- grande flexibilité des filtres numériques. En effet,
pour réaliser des filtres différents, il suffit de changer le jeu

des coefficients correspondants.

— possibilité de détermination de filtres complexes ayant
des gabarits fréquentiels quelconques 3 1'aide des programmes

d'optimisation puissants.

Néanmoins, le filtrage numérique pose un certain nombre
de problémes tant au stade de la conception des filtres
qu'au stade de leur "implémentation'" dans les petits calculateurs

ou dans les opérateurs cablés spécifiques.
Au stade de la conception, le probléme est le suivant :

- si le filtre numérique est dérivé de son &quivalent
analogique, il faut analyser avec soin dans chaque cas particulier,
le type et la nature de la transformation mathématique mécessaire

a ce passage.

Au stade de "1l'implémentation', on rencontre les problémes

suivants :

— erreur résultante sur le gabarit du filtre par suite
de la quantification des paramétres du filtre.

- dégradation du signal i la sortie, due aux opérateurs
arithmétiques 3 dynamique limitée qui réalisent 1'algorithme de

filtrage choisi.

Le travail présenté ici se situe dans le cadre général du

traitement du signal et comporte trois objectifs :



- &tude d'un programme d'optimisation et utilisation de

celui-ci pour la conception des filtres numériques récursifs.

-~ &tude et mise au point d'un programme d'optimisation
pour les filtres non récursifs utilisant l'algorithme de la trans-—

formée de Fourier rapide (FF T l).

- 1'4tude des erreurs dies & la réalisation des filtres

numériques récursifs en arithmétique virgule fixe.

Nous avons &tudié les problémes de précision liés &
1futilisation de ces algorithmes de filtrage numérique dans les
petits calculateurs ou dans des opérateurs cablés spécifiques. Ces
machines sont caractérisées par des unités arithmétiques travaillant
en virgule fixe et sur des mots de longueur réduite (8 & I6 bits

par exemple).

Nous avons développd un mod&le statistique pour le bruit
d'arrondi des opérations arithmétiques. Nous avons déduit, pour
estimer la variance de ce bruit, des expressions plus générales que
celles actuellement existantes. Ces expressions permettent une
comparaison aisée des différentes formes de réalisation et en
particulier, elles permettent pour une application donnée, de choisir la

forme de réalisation qui rend minimum les bruits de calcul.
Des vérifications expérimentales de ces expressions

ont été faites a 1'aide d'un ensemble de traitement du signal

comprenant un petit calculateur.

1 FAST FOURIER TRANSFORM






CHAPITRE I

GENERALITES SUR LA THEORIE DES

FILTRES NUMERIQUES LINEATIRES

La théorie des réseaux lindaires est basée sur les proprié-
tés electriques des selfs, des condensateurs et des résistances.
Celles—ci conduisent 3 la description du réseau, moyennant certaines
lois (la loi d'Ohm, les lois de Kirchoff), par 1l'intermédiaire
d'équations différentielles lin&aires. L'analyse et la synthése de
tels réseaux sont facilitées par 1l'emploi de la transformée de Laplace
et la notion de la fonction de transfert. Les filtres lin&aires analo-
giques qui réalisent des gabarits fréquentiels wvoulus, sont congus &
1'aide de la théorie de 1'approximation §6§. Cette théorie conduit 3
des fonctions de ﬁransfert du filtre voisines du gabarit désiré. Ces
fonctions s'expriment sous la forme d'un rapport de deux polynOmes |
rationels en p (p &tant la variable de Laplace). Il est utile de
signaler qu'il existe une vaste gamme de polyndmes d'approximation
(par exemple Chebycheff, Ressel, Butterworth, Lerner, Elliptique,
etc va.)



Les filtres numériques linéaires qui appartiennent 3 la
classe des systdmes linéaires discrets, sont régis par des équations
linéaires aux différences d coefficients constants. La réalisation
de tels filtres implique 1'utilisation d'ordinateurs ou bien d'ensem—
bles spécialisés 3 logique et arithmétique cablées. Nous les appel-
lerons indifféremment, les machines numériques. De telles machines
qui réalisent les &quations aux différences ne peuvent travailler que
sur un signal d'entrée &chantillonné et quantifié en amplitude. Nous
allons considérer uniquement le cas de 1'échantillonnage périodique.
Donc, le vocable "filtre numérique" signifie pour la suite un filtre
numérique causal régi par des équations linéaires aux différences,
dont les paramétres (les coefficients) sont invariants dans le temps,

et, dont le signal d'entrée est &chantillonné avec une période fixe

de T secondes.

L'étude des processus &chantillonnés est facilitée par la
transformée en z. La transformée en =z est un outil mathématique
pour 1'étude des &quations linfaires aux différences et 3 coefficients
constants. La définition ainsi que quelques propriétés (que nous

utiliserons) de cette transformée, sont rappel@es en annexe A .

I.1 Le filtre numérique défini comme un opérateur linaire

On peut considérer le filtre numérique comme un opérateur
lindaire transformant une séquence d'entrée / x(n)/ en une séquence
de sortie / y(n)/ sans se soucier de 1'équivalence entre le signal
continu fonction du temps et le signal &chantillonné (en temps et en
amplitude) §2§ §3§. Dans la section I.3 on étudiera plus en

détail cette équivalence.



Pour un systdme lindaire discret, la séquence d'entrée
/'x(n)/ et la séquence de sortie / y(n)/ sont relies par 1'équa-
tion lindaire aux différences 3 coéfficients constants de forme

suivante :

Y(n) +b; y(n “1) + ... by y(o M) = a, x(n) +a; x(@-1) + ...

+ ag x(n - ¥) (I.1)

c'est 3 dire qu'a 1'instant (nT) la valeur de la sortie est fonction
de 1'entrée présente et d'une combinaison linéaire des entrées et des
sorties précédentes.

Si 1'on prend la transformée en 2z de (I.1) terme 3 terme, en

appliquant 1'équation (A.1) et (A.3) nous avons

‘ M _ ® s
Yz)y (1 +Z b(i)z L o x@ > ali)z N (1.2)
i=1 i=0
nous avons alors : Y(z) = H(z) @ X(z) (1.3)

oll = .H(z) est rationnelle en z—] et représente la fonction de
transfert discréte du filtre.

On peut aussi définir la réponse impulsionnelle de la manié&re
suivante :

soit 1la séquence/g(n)/ telle que gkn) =1 pour n =0 et

cg(n) =0 pour n # O. On 1l'appelle séquence impulsionnelle.
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La réponse du filtre 3 cette séquence est définie comme la
réponse impulsionneile / h(n)/ du filtre. / h(n)/ est une séquence
définie pour tout n entier positif, puisque le filtre est causal.

/ h(n)/ est nulle pour n négatif. Pour tout autre signal d'entrée
/: x(n)/ ayant pour transformée em z H(z), 1la réponse du filtre
est d'aprés (I.2) et (I.3)

o0

y@) = 2__ x(3) h(a-j) (T.4)
j=0
Cette &quation est une convolution discrdte du signal / x(n)/ et

de la réponse impulsionnelle / h(n)/. En prenant la transformée en

z de deux membres de (I.4), on a :

[~ =) >0 _
Y(z) =) () x(}) h@§) 2" (1.5)
n=0 j=0

Avec 1l'hypothése de convergence uniforme de la série (I.5) on peut

intervertir les indices de sommation. D'ol :

Y(z) =9y (O h@-j) =N (I.6)
j=O n=0

Enfin, en utilisant la propriété de retard (A.3), on a :

V) =Y . x(i) 23 H@)
j=0
Y(z) = X(z) H(2) 17



Ce qui montre que la transformée en 2z de la réponse impulsionnelle
peut 8tre interprétée éomme une fonction de transfert similaire au
cas de la transformée de Laplace'de la réponse impulsionnelle du
filtre analogique.

L'équation (I.1) nous donne 1'équation de récurrence suivante :

ym) = ajx(@ +a x@1) + ... 2 x(n-w - by ¥(o-1) .

= by y(n-1) (1.8)

C'est sous cette forme que 1l'on réalise des filtres numériques, soit
par programmation directe, soit par un ensemble c3blé. Si tous les
i) sont nuls, c'est 3 dire s'il n'y a pas de contre-réaction
(feed-back), le filtre est dit non-récursif. Sa réponse impulsion-
nelle est finie et il est toujours stable. On peut démontrer que
ces.filtres ont pour fonction de transfert des polynOmes trigono-—

métriques §4§. En effet, prenons 1l'exemple suivant

Y(n) = _x(@) * x(-1) (I.9)
2

La transformée en z des deux membres de cette équation est

Y2y = Px(z) (1 +z D) (1.10)
2

) (L.11)



On peut définir la réponse fréquentielle de ce filtre (voir A.3)

pour

z = exp (JWT) j= .4}-—1 ‘

H (exp (WD) = 5 (1 +exp (-310T)) | (I.12)
z 1 1

H (exp (JOT)| = -}; (2 +2 cosWN=5 + 5 costdT (1.13)

La réponse en amplitude au carré est tracée fig. I.1. Nous voyons
que ce filtre se comporte comme un filtre passe-bas, sa largeur de
bande étant de 1l'ordre d'une octave. Péur obtenir des gabarits
fréquentiels ayant des caractéristiques différentes (bande de
transition &troite ou faible largeur de bande, etc ...) on est
amené 3 utiliser un grand ndmﬁre de termes dans (I.9) ou & intro-

duire des termes récursifs.

Si, dans 1'équation (I.8) au moins un des b(i) est
différent de zéro, le filtre est dit récursif. Ces filtres ont une
réponse impulsionnelle de durée iqfinie. Si tous les a(i) pour
i ;;'1 sont nuls, 1le filtre est dit purement récursif ou auto-
‘régressif. §5§

A un gabarit donné correspondent trois types de filtres, non récur-
sifs, auto-régressifs, ou récursifs (qui comportent les a(i) et les
b(i) . Cependant pour un gabarit donn&, il est préférable de retenir
un filtre récursif, car l'approximation par un filtre non récursif
nécessite un nombre &levé de éoefficients a(i). ZLes schémas-bloc

correspondant 3 ces trois types de réalisation sont montrés fig. I.2

a I.4.



T

LES PAPIERS CANSON France

(<)



LES PAPIERS CANSON France



LES PAPIERS CANSON France



10.

I.2 Réponse fréquentielle du filtre numérique

La réponse fréquentielle du filtre linaire analogique
" défini par la fonction de transfert H(p) est déterminée par le
-module I'H(p%l et la phase de H(p) quand la variable p

se déplace le long de l'axe imaginaire (p=jw). Dans le cas du
filtre numérique éyant la fonétion de transfert . H(z), on peut
définir la réponse fréquentielle comme le module et 1'argument_de

H(z)' quand 2z se déplace sur le cercle unité. En effet, soit une

-~

séquence /Sin nb/ appliquéde 3 l'entrée d'un tel syst&me. La trans-—

formée en 2z d'une telle séquence est :

’ -1 .

. _ z sin b

Z /sin nb/ = 5o T (I.14)
(1 e 2z ) (1 —e~"z )

. -1 . ~
Cette fonction en z a deux pgles (complexes conjugués) sur le

cerc le unité =z = exp (jjb). Si 1'on admet que H(z) est ratio-
nel en z avec tous ses pdles & l'intérieur du cercle unité, la
transformée en z de la sortie /y(n) / est aussi une fonction

rationnelle en z et admet donc une décomposition en fractions

simples.
On a :
. - . 2;_1 sin b n(=)
Y(z) = "H(z) X(z) = — ey
(1 -e3°2 ) (1 -e %27
_ A . B
(1 -er zﬁl) A Q —e“Jb z—l)



oi A = e—Jb sin b H(er)

11

et B = er sin b H(e—Jb)
\ b - -ib
en posant Sin b = T et simplifiant, on a :
. ib . -ib 12b . -ib
Y (z) = n(e?) + - Be J.) el (e )
-2y a-?h T g™ T @
-3i2b i
e J .H(er)

a -t 2 i) | _

Les deux derniers termes de cette &quation représentent la réponse

transitoire. Donc, en régime permanent, on a :

ib . jb
W = B .)' . _ne .)
a - 2 en a - T (2
soit
H(z) = Re (H(ejb)) 2! sin b + Im £}erjb)) (1 71 cos b)

(1 —er z —1) 1 -e—Jb z —1)

. La transformée inverse de cette expression est :

Y@ = Re (ued®) sinb + mm (HEIP)) cos nb

qui peut se mettre sous la forme :

Y(n) = k(H(ejb) sin (nb + Arg. H(ejb)) (I.15)
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Ceci montre que le module de H(z) pour z = er (c'est & dire,

sur le cercle unité et 3 la méme fréquence que la sinusoide d'entrée)
représente le facteur de transmission, (ou la répomse en amplitude)
et 1'argument de H(z) (& la méme fréquence) représente le déphasage
de la sortie par rapport & 1l'entrée. Ainsi donc, la réponse de H(z)
pour toutes les fréquences comprises entre 0<€b <[ peut 8tre évaluée
en substituant 'ejb a z déns H(z). Ceci est analogue aux
systdmes continus ol 1'évaluation est faite pour p= jW (sur 1l'axe
imaginaire). )

La fig. (I.S)’montre la représentation dans le plan 2z d'un circuit
résonant numérique.. La sélectivité fréquentielle du filtre appa-
rfaft quand on utilise les méthodes géométriques pour calculer le
module et la phase de la fonction de transfert pour un signal
d'entrée sinusolidal de fréquence donnée. Plus les poles du filtre

se rapprochent du cercle unité, plus il est sélectif. Voir aussi

a ce sujet la référence §31§.

I.3 Echantillonnage du signal et €quivalence entre les

systémes continus et discrets :

Jusqu'ici, on a considéré les systémes échantillonné&s en
tant que tel, sans aucun rapport avec les systémes continus. On
examinera brisvement, dans cette section, les problémes relatifs

3 1'échantillonnage d'un signal continu et 3 la numérisation des

fonctions de transfert continues.
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On peut considérer le processus d'échantillonnage préiodique
d'un signal continu f (t)  comme une multiplication par un train
d'impulsions §2§. Ceci donne lieu 3 un train d'impulsions pondérées
: én amplitude par la valeur du signal f(t) aux instants d'&chantil-

. N . *
lonnage. On le désigne par f (t). On a :

. <0 )
f*(t) = f(t)’ Z cg(t-nT) (I.16)
m=o

qui peut se mettre sous la forme suivante compte tenu de la propriété

de 1a "fonction'" dirac 8n

xo
Fo o= > fan Sty (I.17)

M=o
Dans cette 8quation, quand on préléve f(t) & 1'instant d'une discon-
. e _ + , o s
tinuité, on suppose que f(nT) vaut f(nT ), c'est—a-dire la
valeur juste aprés la discontinuité.
La transformée je Laplace de (I.17) est donc :
* oo

F (p) = E - £(nT) e._in (1.18)
n=0

Cela nous montre que la transformée en 2z  du signal échantillonné
est obtenu 4 partir de la transformée de Laplace du train d'impulsions

en effectuant le changement de variable suivant :

He

F (z) = "F(p (1.19)

La transformée de Laplace de 1'équation (I.17) nous donne le produit

de convolution en p suivant :

F(P) = s r(s) as + L £ (05 (1.20)

2 03 T —exp (- (p-8)T)
c

1
2
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oli C est un contour qui englobe toute la partie 3 droite des singula-
rités de F(s), et, & gauche des singularités du train d'impulsions.
Si 1'on suppose, pour simplifier, que F(s) a tous ses pGles simples
dans le demi plan gauche de s on peut fermer le contour a gauche,

ce qui nous donne §2§ :

* ‘E : _ . . F(s). :
F(p) = e déreSLdus de e (—(p-s)T) (I.21)
F(s)

ou bien, quand on le ferme 3 droite, cela donne :

+ oo
1 .
F( = 7 F(p+ik

IN
=g

+ ;__ £(07)) (1.22)

L'équation (I.21) est &quivalente 2 la décomposition de F(z)

en fractions simplés, alors que (I.22) nous démontre l'effet de

pliage du spectre di & la contribution des termes de F(s) en

dehors de la bande primaire §2§. En effet, la transformée en 2z

ne donne pas une relation bi-univoque entre le signal discret et

le signal continu.

Par exemple, quand on &chantillonne une sinusolde de fréquence

fo on ne peut pas distinguer celle-ci des sinusoides de fréquences
(fo + %) oi k est un entier positif. Une approche pour faire

face 3 ce probléme de "pliage du spectre" consiste 3 considérer seule-
ment les signaux 3 bandes limitées, c'est & dire ceux dont 1'amplitude
du spectre décrolt trés rapidement au voisinage de %T-.

Dans ces conditions, la relation suivante est bi-univoque entre 1'axe

imaginaire et le cercle unité

z = exp (jul), jwl< % (1.23)
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Pour les mémes raisons, quand on échantillonne la fonction
de transfert continue d'un filtre H(p), en utilisant la transformée
en z, et pour éviter les erreurs de '"pliage', on suppose que le com-

. portement asymptotique de H(p) est de la forme suivante :

Lim H(p) = Lim -—-15—-—-& >0 (1.24)
p-=joo p->ijeo (p/ i) ™.
oalle = 1a fréquence de coupure.

Cette hypothése n'est vglable que lorsque n est grand -ou bien quand
We << 9%? . Si, au moins, 1'une de ces conditions n'est pas satis-
faite, le filtre échantillonné approchera mal le gabarit du filtre
analogique H(p). Donc, pour 1l'échantillonnage des filtres continus
dont la fréquence de coupureec est une fraction appréciable de QQ%
(filtre numérique dit de large bande) ou ceux du type stop-bande ou
passe-haut, la transformation en z peut introduire des erreurs
importantes. Kaiser §6§ suggére d'utiliser la transformation "bande

limitée" qui applique tout le plan complexe p dans une bande hori-

zontale d'un autre plan complexe Py- Elle est définie comme

P = =th (p,T/2) | _, (1.25)
ol P ==C*-fj\3 . Nous avons aussi, pour p=jWJ

=2 A2T - 2, oI -
W0 T th (=57 = j 5 tg (55) T.26)

a %?‘ Puisque tout le

Quand (J varie de -093 + X, varie de-}% a
plan complexe p est appliqué dans une bande horizontale du plan P

Lé%ﬂiagedu spectre' est 8liminé. Cette relation est bi-univoque.
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D'autre part, la substitution z.= e dans (I1.25) nous donne

-1

= 2 =z,
P T ‘“T+z (1.27)
Donc, il suffit d'effectuer cette substitution de p dans H(p)
pour obtenir la fonction de transfert discréte du filtre numéri-
que équivalent H'(z). On a :
H'(z) = H(p) ‘ (I.28)
_2 (a-zhH
PTT T
(1+z )

H'(z) est aussi une fonction rationnelle en z_1 de méme ordre.
L'amplitude de la réponse fréquentielle du filtre continu est
préservée. Mais 1'expression (I.26) montre qu'il y a une distorsion
non lindaire de 1'échelle de fréquence. Pour résoudre ce probléme,
Golden et Kaiser §7§ suggérent la prédistorsion des fréquences de
coupures de H(p) selon 1'expression (I.26). Dans le cas général,

il est nécessaire de définir une nouvelle fonction de transfert
H(p), qui peut &tre, ensuite, numérisde a 1l'aide de (I.28).
Néanmoins, dans le cas ol 1'amplitude de la réponse fréquentielle

du filtre prototype passe-bas H(p) est de type constante par mor-—

ceau, on procéde ainsi

(1) On transforme les fréquences des coupures de H(p) selon (I.26).

(ii) On applique les transformations des bandes voulues au proto-
type passe-bas ainsi obtenu. Ces transformations ont pour
effet de modifier les pSles et les zéros du filtre pour faire

correspondre H'(p) au gabarit voulu.
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(iii) On &chantillonne la F.T. ainsi obtenue & 1'aide de (I.28).
Le filtre numérique ainsi obtenu répondra aux spécifications imposées

au départ.

I.4 Détermination et réalisation de la fonction de

transfert échantillonnée du filtre numérique :

I1 y a deux méthodes pour déterminer la F.T. du filtre
numérique récursif qﬁi satisfait aux spécifications imposées sur
1'amplitude de la réponse fréquentielle. La premidre consiste 2
choisir la F.T. d'un filtre analogique H(p), puis de 1'échantil-
lonner. Il existe une documentation assez vaste concernant la F.T.
analogique H(p) qui approche un gabarit de départ; Nous avons vu
dans la section précédente les deux méthodes d'échantillonnage de
H(p) : transformée en 2z ou transformée bi-linéaire. La méthode
de la transformée en =z est appelée méthgde de "1l'invariance
impulsionnelle par Rader et Gold §8§. En effet, la réponse
impulsionpelle du filtre échantillonné est'égale 4 la réponse
impulsionnelle de H(p) aux instants d'échantillonnages. Les
considérations suivantes illustrent ce fait. Soit h(t) la réponse
impulsionnelle de H(p). Si 1l'on applique 3 ce systéme le train

d'impulsions de (I.17), il en résulte le signal de sortie continu

suivant :
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o
y(t) = E f(nT)h(t-nT) .. (1.29)

n=0

Si, maintenant, on &chantillonne y(t) avec. la méme p&riode T en

synchronisme avec l'échantillonnage du signal d'entrée, nous avons :

oo
y(mT) = E f(nT)h ((m—-n)T) (I.30)
n=0

Ceci &tant un produit de convolution, en prenant la transformée en =z
de deux membres de I.30, on a : Y(z) = F(z) H(z)
ol H(z) est la transformée en z de la suite /h(n)/ obtenue en

échantillonnant h(t)'avec la méme période T.

Quand la F.T. H(p) est rationnelle en p, degré n, la trams-
formée en z de H(p) est aussi une fonction rationnelle en =z du
méme degré n. Quand H(p) est un rapport de deux polynOmes rationnels
en p (c'est le cas des F.T. des filtres analogiques), on décompose

H(p) en fractions simples

H(p) = g§§§ = E __—lTE; (Résidus de H(p)) (1.31)

poles de 1 -e
H(p)

Cette décomposition donne lieu & une somme de termes tels que :
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Ces termes ont des. transformées. en z bien connues (il est facile

-~

de les é&valuer 3 partir de la définition de base (A.1)).

(cap= — | | (1.32)

TR L 1

( ) = (-1 ( —) (1.33)
(s+a)<*! kDoaak 1-exp(-al)z '

( k+1f y = (DX 1k"i Lim akk - 1 ) (1.36)
s ot a0 Ha I-exp (aT) z

I1 suffit ensuite de simplifier 1l'expression obtenue et de la mettre

sous la forme suivante :

N

> et

H (z) = 4=0 (I.35)

1 + E b(i)z *

A=

ol les a(i) et les b(i) sont des réels.

Pour les filtres numériques & larges bandes oiilidc est voisin de

(__J:_J_e_ ou, suivant le comportement de H{p) quand p —> joO , on pour-—
2

rait envisager l'emploi de la transformée bi-lindaire, comme indiqué

dans la section précédente. Dans ce cas, nous aboutissons aussi,

aprés simplification, 3 une expression analogue i celle de (I.35).

"L'implémentation" de cette F.T. &chantillonnée dans une machine,

est treés directe. En effet, (I.35) donne lieu & 1'équation (I.8)

répétée ici §3§
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y(nT) = (aox(nT) + alx(nT-T) + .. + aNx(nT—NT))

- bly(nT-T) - iee = bMy (nT-MT) (1.36)

" La réalisation de cette &quation nécessite la mémorisation de (N+1)
éoefficients a(i), (N+1) échantillons du signal d'entrée x(nT)

M coefficients b(i), et M &chantillons des sorties précédentes.
Nous pouvons aussi faire un bilan des opérations arithmétiques
nécessaires : il faudra (N+M+1) multiplications (si 1'on suppose
que a(i), b(i) # 0 ou 1 pour tout (i»ét (N+M-1) additio;s au plus
pour calculer la sortie y(nT). Si toutes ces opérations s'effec-
tuent dans un temps t < T,-on dit que le filtre numérique opére

en temps réel. Le schéma bloc correspondant 3 cette réalisation
est donné fig. (I.4).

Nous verrons plus loin,(chapitre IV) pourquoi cette forme de réali-
sation de H(z), dite forme "directe', est & déconseiller (précision

nécessaire concernant les coefficients a(i) et b(i)).

Nous pouvons exprimer H(z) sous la forme suivante

H(z) = Dlz N(z)
N
ol N(z) = E olA) é
£=0
(1.37)
exd@ = 4 + » b3

. ' T - 1
et réaliser H(z) en deux parties, celle qui correspond & OB

d'abord, celle qui correspond 3 N(z) ensuite., Cette réalisation
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est strictement équivalente A4 la précédente & l'exception de deux
points suivants : (i) On &conomise les mémoires nécessaires au
stockage des variables intermédiaires 3 (ii) en ce qui concerne
la propagation de 1'erreur d'arrondi des produits, les deux formes
-Sont trés &ifférentes 1'une de 1'autre comme nous le verrons dans

le chapitre V.

La réalisation du filtre dans cette forme est appelée

"forme canonique'. Nous pouvons écrire :

1 N(z)
D(z)

H(z) = H(2) Hy(2) =

—

soit (nT) la sortie du systéme Hl(z)

D(z)
ce qui nous donne les équations de récurrence
w(nT) = x(nT) - blw (nT-T) - ... by w{(nT-MT) et (1.38)
y(nT) = aOW(nT)+a1w(nT—T) + .. an(nT—NT) (1.39)

Le schéma bloc correspondant 3 la réalisation de ces deux équations
est donné fig., (I.6). TI1 suffit, -dans cette forme, de mémoriser M
variables w(n) et 1'entrée présente x(nT) d'ol une &conomie de mots-

mémoires.

On peut aussi &crire H(z) sous les deux autres formes

suivantes §6§
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H(z) = Hl(z) +Hy(z) + ... = § H, (2) (1.40)
4
ou
H(z) = ' (2) < H'p(2) « H'y(2) ooe = ’ , H', (2) (1.41)

A
La forme de décoﬁposition (I.AO) est appelée forme paralléle.
Cette décomposition donne lieu & la mise en paralléle de cellules
de deuxiéme ordre comme le montre le schéma bloc fig. (1.7).

Chaque cellule Hi(z) a pour fonction de transfert :

-1
Aloi) + Al 3

— - (I.42)
1 + [5’(44',)3 + [5(21)}

Hi(z) =

ol A{i) et %g@j)peuvent étre nuls. Dans cette décomposition,

nous supposons toujours que H(p) a seulement des pOles simples, réels
ou complexes, ce qui est vrai en général.

La forme (I.47) est dite de forme cascade. Le schéma bloc corres-

pondant est donné fig. (I.7). Une cellule Hi(z) type a pour F.T.

i)+ 45+ Aed) 5’&
4+ Bews’ + By s ®

H. (z) (1.43)

Ces deux décompositions peuvent &tre réalisées sous forme canonique,
exactement comme dans le cas de la forme non décomposée, ce qui

conduit aux sché&mas de bloc donnés fig. (I.8) et (I.9).
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En fait, i1l existe d'autres formes de réalisation de ces
filtres élémentaires. Rader et Gold §9§ ont proposé& une forme parti-
culidre. Jackson §IO§ a proposé des formes transposées de I1.42
‘et T.43. Nous nous bornerons ici 3 1'étude des formes T.42 et I.43

qui sont courantes et plus particuliérement la forme (I.43).

On peut trouver la relation qui relie les coefficients [SQU') L

et [D'L?&) et les pdles complexes conjugués correspondants, exprimés

en coordonnées polaires.
.ol s
On a : i+ﬁ(44,)2+ [5(24)} = 0
La résolution de cette équation quadratique fournit 1'expression

des- pdles, soit 2] g = = ﬁe(‘i)i \/ﬁ(ﬁ}—/fﬁ(‘?'f")
2

]

Si r est le module et P la phase correspondant du pdle, on a les

relations sulvantes

1§
H

Bai)=- 1 (1.48)

Pl)

Les considérations de stabilité du systéme §5§ imposent les contrain=

et

-2r cos 8 (1.45)

tes suivantes sur le module :

N . (1.46)
pea den PrOLT

et donc

| i) < 2 | (1.47)



Cette transposition en numérique du filtre analogique
ayant pour F.T. H(p) est &videmment trés utile quand on veut se
limiter aux filtres analogiques classiques (Butterworth, Cheby-—
cheff, Elliptique, etc ...) qui donnent des gabarits de type passe-

bas, passe-bande, passe-haut et stop-bande.

Si 1'on veut réaliser des filtres ayant des gabarits
quelconques, il faut recourir & des méthodes beaucoup plus géné-
rales. Etant donné 1'importance que prend la simulation sur ordi-
nateur des systémes physiques et biologiques, ol ces types de gaba-
rits complexes peuvent représenter des mod&les de F.T.,‘une méthode
générale pour déterminer la nature et le nombre de cellules d'un
filtre numérique quelconque, s'avére nécessaire. Les filtres que
nous avons cherché 3 déterminer, doivent "s'implémenter" facile-
ment sur des petites unités de traitement numérique. C'est dans
cette optique que nous avons mis en oceuvre en centre de calcul,
un programme utilisant 1'algorithme puissant d'optimisation non
lin8aire, celui de Fletcher et Powell, pour la conception de tels
filtres. La méthode ainsi que les résultats obtenus seront déve-

loppés dans le chapitre II.
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CHAPITRE 1T

CONCEPTION ASSISTEE PAR ORDINATEUR

DES FILTRES NUMERIQUES RECURSIFS

I1.1. Généralités sur le probléme de 1'optimisation :

Dans 1e chapitre pré&cé&dent, nous avons vu qu'il y avait
deux méthodes pour concevoir les filtres numériques récursifs, soit :
(i) 8chantillonner la F.T. du filtre analogique qui correspond aux
spécifications imposées sur le gabarit fréquentiel. On obtient direc-

tement les pS8les et les zéros du systéme. _

(ii) évaluer les coefficients a(i) et b(i) qui caractérisent 1la F.T.
du filtre numérique & l'aide d'un programme d'optimisation. Partant
d'un jeu initial les valeurs pour des a(i) et b(i) et faisant varier
ceux—ci, le programme approche le gabarit selon un critére d'erreur

choisi au préalable.
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Nous allons é&tudier la deuxiéme md&thode et présenter les
résultats que nous avons obtenus lors de 1'élaboration de quelques

filtres numériques.

Avant de procédder 3 1l'étude proprement dite de 1l'algorithme
d'optimisation de Fletcher et Powell, nous allons d'abord aborder le
probléme général de 1l'optimisation et des généralités théoriques sur
la méthode du gradient dite de la "plus grande pente" ESteepest descent"

en anglais).

Le probléme général de 1'optimisation repose sur deux
considérations fondamentales : la premiére est la mesure du comporte—

ment du systéme pour un jeu donné des paramétres a optimiser.

La deuxiéme concerne le choix d'un critére d'erreur 3 mini-

miser. Précisons plus en détail ces deux considérations.

Puisque nous nous interessons a la réponse en amplitude du
filtre, nous allons formuler ces considérations en ces termes. Pour

ce faire, nous allons utiliser les notations suivantes :

Xl’ Xy, X3, oo Xy :+ sont les M paramétres ajustables
du systéme 3 optimiser. Dans notre
cas, ce sont les coefficients a(i) et -
b(i) de la F.T. discréte.
y(£,X) : est la réponse en amplitude du systdme 3 opti-
miser. Elle egt une fonction de la fréquence
et du vecteur X représentant les M paramétres.
'yd(f) : est la réponse en amplitude désirée du systéme.

Elle est aussi une fonction de la fré&quence.
Elle est définie sur 1l'intervalle O,fN ol
£_ = la fréquence de Nvquist =1 f

N 7 ¢
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~

I1 est bien évident que la valeur de y(f,X) devra &tre facilement
estimée pour tout f et §. Des considé&rations de temps de calcul
imposent que cette estimation repose sur des calculs les plus sim—

ples possible, car ces calculs vont se répéter des centaines de fois

" (voire mfme des milliers) avant la d8termination finale du vecteur X.

On peut définir la fonction d'erreur e(£f,X) comme
e(f,X)= y(£X) - yyu(H) (I1.1)

L'erreur est donc aussi une fonction de la fréquence f,

~

et du vecteur des paramétres X.

Par nécessité, la critdre d'erreur doit €tre un nombre réel
pour pouvoir ordonmner et comparer les différentes réponses résultant
des différents X. Pour ce faire, on élimine f de (II.1) et 1'on
définit une fonction de cofit ¢ (X). Communément, deux sortes de fonc-

tions de coflit sont utilisées. Elles sont définies comme :

c® = e(£,%) wlf)df (11.2)

ou A;

e(f,§>l ' (11.3)

5
Dans la définition (II.2) on intégre le carré de l'erreur, pondéré
(si on désire) par la fonction w(f), définie sur yn intervalle
(ou bande) de fréquence Af. Pour 1'évaluation numérique, (II.2)

peut se mettre sous la forme suivante :

N

(@ = E ez(fi,ii) e (I1.4)

*i:’l'



Avant d'aborder la formulation mathématique de la méthode
de la plus grande pente, nous allons rappeler les problémes posés
par cette méthode et les solutions que nous avons retenues pour

les résoudre.

(i) 1'algorithme de Fletcher-Powell est un algorithme
qui n'applique aucune contrainte sur les variables & optimiser.
Dans le cas du filtrage numérique, la stabilité du filtre impose
gque le module des'pales soit £ 1. Les considérations de déphasage
minimale donnent lieu 3 la méme contrainte pour les zé&ros du filtre.
La méthode que nous avons utilisée pour incorporer ces cqntraintes
dans le programme d'optimisation est détaillée daps le géus-

chapitre II.2. ,l‘

(ii) le choix d'un critére d'erreur s'impose et ce choix
est trés important. En général, ce choix.dépend de la nature du
probléme 3 résoudre. Pour la conception des filtres numériques
le critére II.3 est plus efficace que celui de II.4 parce qu'il
nous permet de borner 1l'erreur, c'est-3-dire la déviation entre
le gabarit réalisé et le gabarit imposé&, pour toutes les fréquences.
Dans la conception des filtres passe—bande (ou stop-bande) ol la
bande passante (stoppante) est trés &troite, le critére II.4 peut
cacher des déviations importantes du fait qu'il est une moyenne
pondérée. Néanmoins, nous avons choisi le critére II.4 pour la

raison suivante :

- le sous programme de Fletcher—Powell fait appel
un grand nombre de fois (plusieurs centaines) 3 un sous-programme

d'évaluation analytique du vecteur gradient.

- compte tenu de (i) 1la technique d'application des
contraintes sur les pdles et les zé&ros peut conduire & 1l'appel du

sous-programme de Fletcher—Powell plusieurs fois.

28
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- Donc, une réduction du temps de calcul dans le sous-
programme d'évaluation du vecteur gradient entraine un gain appré-

ciable sur le témps global de calcul.

La méthode d'évaluation du vecteur gradient est indiquée

dans 1'annexe C.

(iii) Tout algorithme de minimisation basé sur le dévelop-—
pement en série de Taylor de la fonction du coiit c(i) opére sur le
principe de "1'excursion locale", c'est~3-dire que le minimum trouvé
Xmin est tel que c(Xmiﬁ)f§ ¢ (Xmin +AX) pour des AX suffisamment
petits au voisinage du point Xmin (¥min etAX sont de; vecteurs
de dimensions M dans notre cas). Donc, nous ne pourrons jamais '
affirmer que le minimum obtenu est le minimum minimorum. Dans notre
cas, nous augmentons la probabilité& pour que le miniﬁum obtenu soit
aussi le vrai minimum, en utilisant la méme prdcédure d'optimisation
deux ou trois fois avec des valeurs initiales X différentes. Nous
verrons plus loin, comment le programme tient compte des contraintes
sur les pSles et les z&ros du filtre, les a(i) et les b(i) et de

1'unicité du minimum.

Aprés ces remarques préliminaires, nous abordons la repré-

sentation mathématique de la méthode de la plus grande pente.

Le point de départ de cette méthode d'optimisation est le

développement de la fonction de colt en une série de Taylor autour

~

du point minimum Xmin

- M M M 2 A
el < SeX) C Delx) .
¢(X+ AX) = c(X)+ E G AN+ _E § Ol AGAX g+ - -
j=1 3Xj J 2J=i k=1 BXJ Bxh J R

(11.5)

expression que 1'on peut réécrire sous le forme matricielle suivante

(en négligeant les termes d'ordre supérieurs & deux) :
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c+Ac = c+ GF A)E-»%A;(T HA); (1I1.6)
avec i £3X1 7 2 X, N
A [SXZ x2
X = B ' (I1.7)
| A% L ®y
.
ac(X) .
o X
C - . (II.8)
2 e(X)
S Xy
- -
et c(®) ¢(x)
ax'1 o%, 5%, O%y
H = . (II.9)
c(;() ) c(;() ,
3 Xy axl axM aXM

/\T_ . -~
et oi X = 1la transposée du vecteur X
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Le vecteur gradient G est orient@ dans la direction de la croissance
maximum de c(x). C'est dire que pour un AX petit et une norme”AXr
constante, la plus grande augmentation de c(X) est obtenue lorsque

~

X a la direction du vecteur gradient G. On démontre ceci facilement

i partir de 1'inégalité Cauchy-Schwarz §6§ :

(G,AX) .

e < <!

-~ ~ ~

o (X,Y) est le produit scalaire des vecteurs X et ¥ -

(I1.10)

Dans (II.I0), 1'égalité est vérifide pour G = a AX ol a = constante.
Clest-a-dire, quand X a la méme direction que G. Si 1l'on se déplace

dans la direction opposée au gradient G, on suit "la plus grande pente"

conduisant au minimum ; d'ol le nom de la méthode.

La matrice H est appelée la matrice "Hessienne'. Elle

est symétrique et représente le comportement quadratique de la fonc-—

tion du cofit ¢(X). En particulier, & un point stationnaire de c(X),
le gradient G devient nul et 1'@quation (II.6) devient :

T

ct = c"‘%AX H AX (I1.11)

La condition nécessaire et suffisante pour que le point station-
. . . . . o7 >
naire soit le minimum est que la forme quadratique AX H AX

-~

soit définie positive pour tout AX différent de zé&ro.
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L'équation (II.5) peut se mettre sous la forme suivante :

M

i=1

X D) = @ +p gBx(D) + 5y ) hG) () x()
i=1  j=1

ol x(1). = A;((i)

e
8 55—

et

h(i3) = (1) = 57rya% ()

(I1.12)

On détermine les M conditions nécessaires pour le minimum en &valuant

les dérivées partielles par rapport dx{(k) pour k =1, 2, ... M

de 1'équation (II.12). Ces dérivées doivent €tre nulles et par

suite :

M M

g()+ %Z (k) x(i)+ 5 E h (ki) (3)

i=1 j=1

n
o

Puisque la matrice H est symétrique, nous avons
(II.13) s'écrit sous la forme suivante :

M

E h(ki)x(j) = -g(k), k =1, 2, ... M

=1

h(kj) = h(jk).

(I1.13)

(I1.14)
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ou en notation matricielle :

-~

HAX = -G ‘ (II.15)

Ainsi les variations 3 appliquer aux paramétres pour obtenir le
minimum sont obtenues en résolvant le systéme (IIL.14).

Cependant il est 3 remarquer que cette résolution nécessite
1'évaluation préalable des M dérivées partielles de second ordre.

Cette approche est rarement utilisée & cause du temps de calcul

prohibitif.

Néanmoins, les équations (II.14) et (II.15) représentent
le point de départ de 1'algorithme de Fletcher-Powell qui évitera
le calcul direct des &éléments de la matrice H. Cependant il néces-
site le calcul du gradient de c(%) pour % donné. La mg&thode d'évalua-

tion du gradient, dans le cas des filtres numériques que nous avons

choisis, est indiquée dans 1'annexe C. L'étude de 1l'algorithme de

Fletcher—-Powell est faite dans 1'annexe BR.

II.2 Conception des filtres num@riques par la mé&thode

d'optimisation de Fletcher—Powell §13§.

Examinons plus en détail notre cas particulier :
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La F.T. du filtre numérique donne par la relation
sera le point de départ. Mais celle-ci présente les inconvénients
suivants»:
(i) Si 1'on veut respecter les contraintes sur les pSles (néces-
saires 3 la stabilité), on est amend 3 mettre en facteuf le dénomi-
nateur.
(ii) Les racines du dénominateur peuvent varier trés sensiblement

en fonction de la précision de calcul.

I1 est donc préférable de choisir 1'une des formes décom—
posées (I.40) ou (I.41). La relation (I.40)qui aboutit & la réalisa-
tion en forme paralléle nécessite une factorisation du numérateur si
1'on veut appliquer les contraintes de déphasage minimal. C'est
pourquoi nous avons choisi la forme cascade (I.41) dont une cellule

type a pour F.T. la relation (I.43) répétée ici

K
Hz ) =U H(i) (2™ 1)
420
-1 1 +a(1i)z !+ a(2i)z 2
H(i)(z ) = = = (I1.16)
1 +b(11)z + b(2i)z
et H(O)(z_l) = A gain statique du filtre.

Le probléme peut &tre énoncé ainsi :

soit Rd(i) (i=1, 2, ... M 1le module de la réponse

fréquentielle désirée, spécifiés en M points, W(1), W(2), ... W(M)



ol W(i) = ——jzf-i—@-, fe = 1la fréquence d'échantillonnage.
Soit R(z(i)), i =1, 2, ... M 1le module de la réponse

fréquentielle évaluBe aux fréquences W(i). Il est donné par :

K

R(z(1)) =’ IIH(i)(Z(i))I

i=

K

} 1+a(1i)z | (i)+a(2i)z 2(i)
1+b(1i)z ) (i) +b(2i)z 2(i)
4=1

o z(i) = exp(jw(i)T)
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(I1.17)

oli les a(li), a(2i), b(li), bli) représentent un choix particulier

des coefficients.

Soit ¢(B®), la fonction de colit 3 minimiser, 8 &tant le vecteur des

paramétres de dimension (4K+1), 6 = (A,a(11), a(21), b(11), b(21),

oo a(lkK), a(2K), b(IK), b(ZK))rf~ Si nous prenons comme critd&re de

colit la somme des carrés des erreurs, nous avons

M
c(6) = Z(R(z(i)) - r4@n?
£=1

¥k
Alors, le probléme est de trouver un & tel que :

S . )
c(6) é c(|) pour tout P admissible.

(I1.18)

Pour ce faire, on a intérét a réduire, si possible, la dimension du

vecteur ©. En effet, en minimisant c¢(®) par rapport i A, on peut

-~

définir un nouveau vecteur © de dimensions kK.
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soit O'= (a(11), a(21), b(11), b(21), ... a(1K), a(2K),
B(IK), b(2K))

soit R(z(i)) = A fH(z(i),é)l
K

ot H(z(i), B) =| lH(i)(zu),é)
M <=1

et c(®) = § (’AH<z<i),e>! - r%(i)? (I1.19)
£L=1

En différenciant par rapport & A , on trouve le A qui minimise

c(®). Soit

™M }
aC(e) _ . -~ d.,. . -~ l -
DA ‘E (QIAH<Z<1>,9>I - R4(L) |H(z (D) ,0)] = O
A=1 :
M ~
Z H(2(1)8) RO (1I.20)
]*_ i-d
d'OCI Al=
| ] - '
E |uz),8]%
A

Donc, on a la nouvelle fonction de coidt :
A * 2 '
c(® = c(4, ) (11.21)

Le signe de K% est pris positif, ce signe est sans influence sur le

gabarit de la réponse en amplitude.
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Maintenant, on peut utiliser 1'algorithme de Fletcher-

A .
Powell pour minimiser c(B8). On a besoin pour cela du vecteur

A
radient o¢c n=1, 2 ... 4K. Ce dernier peut &tre
g —— 3
2 8
évalud analytiquement par un programme assez court.

La méthode est développée en annexe C.

Pour les filtres numériques, il y a deux contraintes :
(i) Les racines (ou pdles) du dénominateur doivent &tre situées
3 1'intérieur du cercle unité dans le plan z, pour que le systéme
solt stable.
(ii) Pour 8viter un déphasage excessif, la méme contrainte

s'applique aux zéros.

Cés contraintes sont assez faciles & introduire dans
le programme. Pour cela, il suffit de remarquer les faits suivants :
soit b, un z8ro réel de D(z). Si 1'on remplace b par 1/b, D(z)
est multiplié par le facteur (z-b) / (z=1/b).
Ce facteur a, pour z = exp(jWI), une amplitude constante égale &

b. Donc, l'inversion des pSles (zéros) qui se trouvent & 1l'extérieur
Qu cercle unité ne modifie pas la réponse en amplitude de D(z).‘ Quand
on sort du sous-programme d'optimisation, les pdles et les zéros sont
dans un ordre quelconque dans le plan de z. On les teste et on
inverse ceux qui sont & 1'extérieur du cercle unité. Puis on
redémarre l'optimisation avec ces nouveaux paramétres. L'organigramme
(II.4) indique la manidre dont se déroulent ces aifférents tests et

la procédure pour terminer 1l'itération.
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II.3 Résultats obtenus

Nous avons déterminé 3 1'aide de cet algorithme les para-
métres des trois types de filtres suivants = passe-bas, passe-bande

et stop-bande et de plus nous avons &tudié les deux aspects suivants

~ souplesse d'utilisation de cet algorithme, c'est-a-dire
1l'encombrement en mémoire, le temps de calcul, etc ...

— performances de cet algorithme, c'est-i-dire les carac-
téristiques fréquentiels des filtres congus & l'aide de

celui-ci.

Nous avons imposé pour ces différents filtres des spécifi-
cations sévéres (la bande de transition trd&s courte étant d'un octave,
voir les tableaux II.1 & TII.3). Nous avons déterminé les paramdtres
de filtres comprenant de 1 3 4 cellules dans chaque catégorie qui
répondent au mieux 3 ces spdcifications. Les réponses en amplitude
obtenues sont données fig, I1.2 & II.#) Les paramétres correspon-
dants 3 ces filtres ainsi que les cofits &(8) sont fournis par les

tableaux II.1 3 1II.3,

L'examen de ces résultats nous conduit 3 formuler les conclusions

suivantes :

I. Une cellule de 2&me ordre n'a pas en général un nombre
suffisant de paramétres pour satisfaire aux spécifications imposées.
Pour une cellule passe-bas nous observons que la pente dans la bande
de transition est trds raide, de 1'ordre de -40dB par octave. Par
contre, la réponse dans la bande de réjection est i peu prés comnstante
a4 -20dB. Ceci est dd 3 1'insuffisance, dans le plan z, des zéros dans

le deuxiéme quadrant 3 1'intérieur du cercle unité. La seule paire
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de z8ros complexes conjugués du .filtre est trés proche de pdles com—-
plexes conjugués pour pouvoir satisfaire au mieux les spécificatioms
de la bande de transition. Dans le cas du filtre passe-bande, 1 cel-
lule, la bande passante est beaucoup trop &troite par rapport a la
bande d'un octave fixée par les spécifications. La pente dans les
bandes de transitions est de l'ordre de 12 dB par octave. Cette
pente augmente trds rapidement aux alentours des fréquences O et fN

3 cause de la présence des zéros réels dans le plan z au voisinage de
+1. ’

2. Le filtre passe~bande apparait plus facile & concevoir
que le filtre passe-bas : temps de calcul plus faible, meilleure
précision. En effet, la présence de zé&ros dans les deux quadrants
(& élevé) rend 1'approximation dans les bandes de réjections plus
satisfaisantes pour les filtres de type passe~bande. En revanche,
dans le cas des filtres passe-bas, la pente dans la bande de transi-
tion est beaucoup plus satisfaisante : elle est de l'ordre de !
-40 4B 3 O:,ll_fN pour un filtre 3a 3 cellules. La fréquence de cou-
pure étant 3 0,1 fN’ ceci donne une pente de -40 dB par I de

décade. 10

3. En conclusion, pour les applications courantes, les
pentes des bandes de transition (au moins 36 dB/octave pour les
filtres passe-bande et supérieur & 36 dB/octave pour les filtres

passe-bas) semblent &tre satisfaisantes avec des filtres & 3 cellules.

4. Les filtres & bande-stoppante que nous avons examinés
approchent mal le gabarit désiré. Les temps de calcul sont nette-—
ment inférieurs aux deux autres types de filtres. Cette mauvaise
approximation est dle 3 1'insuffisance des paramétres, compte tenu
de la sévérité des spécifications. Bien que les pentes des bandes

-

de transitions augmentent avec le nombre de cellules (-4 dB 3 la
“fréquence de coupure et -80 dB & I/3 d'octave pour un filtre de
4 cellules), la largeur de la bande stoppante est trop étroite

pour pouvoir mieux approcher le gabarit imposé avec 4 cellules.



5. Les erreurs dans.les bandes passantes ainsi que
dans les bandes stoppantes ne sont pas des ondulations & amplitude

constante (equi-ripple).

40
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CHAPITRE IiT

CONCEPTION DES FILTRES NUMERIQUES NON RECURSIFS

III.1 Généralitds sur le probléme de 1'approximation :

Les filtres non récursifs, nous 1'avons déja signalé au
chapitre I, ont une réponse impulsionnelle finie. De ce fait, ils
sont bien adaptés au filtrage des blocs de données. Les approxima-—
tions réalisables conduisent pour la F.T. & un polynome trigonomé-
trique. Ceci est 3 opposer aux filtres récursifs dotés d'une F.T.
qui est le rapport de deux polynOmes trigonométriques (voir
chapitre I). De ce fait, les premiers ont besoin de beaucoup plus
de paramétres pour répondre aux mémes spécifications que les seconds.
La réalisation d'un filtre non récursif doit tenir compte des

remarques sulvantes

(1) le filtre idéal a une réponse impulsionnelle de durée infinie.
(ii) On ne peut l'approcher que par un filtre dont la durée de la
réponse impulsionnelle est finie.
(iii) 1la troncature de la réponse impulsionnelle (en abrégé R.I.)
donne lieu au phénoméne bien connu §14§ des oscillations dans
“le domaine fréquentiel dit "phénoméne de Gibbs'.
(iv) 1'amplitude maximum de ces oscillations ne diminue que len-

tement lorsque la durée de la R.I. augmente.

Pour réduire ce phénoméne d'oscillation, on peut multi-
plier la R.I. tronquée du filtre idéal par une fonction du temps

("fenétre") qui décrolt lentement vers zéro (voir les fig. IIT.}

et IIT.2 , III.3).
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Soit f(nT) une telle fonction fené€tre (discréte) ayant pour trans-—
formée en z,F{(z). Soit h(nT)_i; séquence de la R.I. tronquée du
filtre idéal, ayant pour transformée en z,H(z). La transformée

en z du produit x(nT) - £(nT) (n entier) est donnée par le théo-

réme de la convolution complexe §3§ soit :

H'(z) = ‘;_‘rfj H(z/A) F (M) —%%‘-— (111.1)
(]

Ainsi, un choix judicieux de la fonction fenétre f(nT) peut atté-

nuer les lobes secondaires dans les bandes passantes et stoppantes

(voir fig. III.3). Kaiser §6§ a proposé une gamme de fen@tres

qui donne une certaine flexibilité & la conception de tels filtres.

En ajustant un paramédtre, on peut diminuer les amplitudes des lobes

secondaires au prix d'une augmentation de la bande de transition.

Helms §15§ a aussi proposé les fen@tres de Dolph-Chebycheff.

La synthése des filtres numériques non récursifs procéde ainsi :

(1) Evaluation de la R.I. du filtre définie par N points, &qui-

espacés en temps (intervalle T) soit h(n).

(ii) Choix d'une fonction fenétre définie également par N points,

équi-espacéds, (intervalle T) soit f(n).

(iii) Evaluation de la R.I. modifiée h'(n) = h(n) £f(n)
n = 0,1 ... N-lI

(iv) Réalisation du produit de convolution de la séquence

d'entrée /x(n)/ par la séquence de la R.I. h'(n) :

N-1

vy (m) = E h'(j)x(m-3), pour m = 0,1 ... N-l (III.2)

i=0
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Ce produit de convolution peut éFre réalisé, soit par la convolu-
tion directe (voir le schéma dé la fig. I.2) ; soit par l'algorithme
de 1a F.F.T. §16§. La derni&re mfthode consiste & trouver la réponse
fréquentielle du filtre H'(n), n ='0,1 ... N-1 (en prenant la trans-
formée de Fourier discréte (D.F.T.) de la séquence h'(n)), et de la
multiplier par la transformée de Fourier discré&te de la séquence
d'entrée[x(n)@soit X(n). La transformée inverse du produit donne

la séquence de sortie filtrée /y(n)/.

Mathématiquement, on a :

N-1
H'(n) = 1ﬁ§ h'(k)w'kn n=0,1 ... N-1 (II1.3)
K=0
N-1
1 ~kn _
X(n) = X E (KW 7, n=0,1 ... N-1 (II1.4)
=0
Y(n) = H'(wX(n), n=0,1 ... N-1
N-1
kn
y(n) = E Y(k)W n=0,1 ... N-1 (I1I.5)
k=0
oi W = exp(j%ﬂd

La conception des filtres numdriques non récursifs par cette

méthode est ‘appelée "méthode de la fenétre" (Windowing Technique).

Dans ce chapitre, nous allons étudier une autre méthode de
conception de ces filtres. Cette méthode est appelée "1'échantillon-

nage fréquentiel" §17§.

Soit H(k), k = 0,1 ... N-1, la séquence des valeurs de la

R.F, du filtre & réaliser (spécificationé). On a :
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HI = [HO [ exp (36(0), k = 0,1 ... N-1 (IT1.6)

On peut trouver la R.I. finie, qui correspond i ces spécificationms,

en utilisant la transformée de Fourier inverse discrate (I.D.F.T.).

Soit :
N-1

h(n) =-11T§ HAOW® 0=0,1 ... N-1 (1II.7)
k=0

La transformée en z de la séquence /h(n)/ est définie comme :

N-1

H(z) = E h(n) z & . (III.8)

n=0

Pour les valeurs de z sur le cercle unité, on a :

N-1

> b exp( 20

=0

H(z)

(111.9)

[}

H(z) = H(k)

zm=exp (§2Fk/N)

Ainsi, on voit que la réponse fréquentielle continue a les valeurs
désirées (oﬁ spécifiées) aux instants d'échantillonnages de la R.F.
spécifiée. Mais, entre les points d'échantillonnages, la R.F.
continue peut étre différente de celle que 1'on veut approcher (voir
fig.IIT.4). On se propose d'étudier une facon de minimiser cet
écart. Pour cela, on va d'abord développer une relation explicite
qui relie les H(k) et la R.F. continue.

En substituant 1'expression de h(n) dans (III.8), on a :
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N-1 N-1
H(z)= )} (%- :> H)WEH 2™ - (III.10)
n=0. k=0 -

En permutant les sommations, on a :
N-1 N-1

-n

H(z)= HK) W 2

-

k=0 n=0

On peut effectuer la deuxiéme sommation. Ceci est une série géomé-

trique de raison W z ]. Nous avons donc :
N-1
1 H(K) (1-z )
=) = § ST
(1-z W)
k=0
N-1
=N
= l_z%r__ _*Eﬁg%____ (ITI.11)
(12" 1%)
k=0

Cette derniére Equation est trés importante. En effet, non seulement
elle nous permet de calculer la R.F. continue en fonction des Hk),
mais aussi, elle nous indique une autre facon de réaliser les filtres
non récursifs. Le deuxiéme terme représente N cellules &ldmentaires

des filtres récursifs, ayant toutes des pdles sur le cercle unité,
2Tk

5 L,k =0,1 ... N-1. Le premier terme est un filtre

az=-exp (j

"peigne" qui a N z8ros situds aux mémes endroits que les pdles. Le

schéma de ré&alisation d'un tel filtre est indiqué dans la fig.(I11.5).

Nous allons nous intéresser & l'optimisation de la réponse

du -filtre réalisd. A cette fin, nous allons &valuer H(z) pour
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z = exp(jwWI). Nous pouvons mettre 1'équation III.11 sous la forme

suivante pour z = exp(j0T)

: N-1
Hexp(jor)) = 1ZeXR(CINWD g 09
N 1-exp (—jwD)exp (JF7)
k=0
N-1
-; Ik ; WL
_ l-exp(-jNWT) (R exp(=] Tglexp(j T )
N . Tk T .
— exp(sz-bxp(-ﬂﬁ-)-exp(-J%-)eXp(J—r%-)
N-1
sk T
= l-exp(=iNuT H(k)exp(-j g )exp(3=3)
N . . WL _ Ok
2] 31n(—-§ )
k=0

(exp (=iNWT ) (exp (jNWT)_ exp(-jNwT )} )/ N
p) 2

2
N-1
H(k)eXP(-_jg-lNi)exp(j&ﬂg )
23 sin( 5 N
=0
N-1
. NWT wT . NWT .
exp (-] 5 )eXP(J‘u"‘z‘) H(k)sin( > )exp(—_—;‘l%-)
' N =R R e
NRT 21 . NwT .k
EXP(‘J—%)'—U‘ ---1\—])) H(k) s1n(—(i23~—) exp (-J"lﬁ) (I11.12)
N sin(WT/2 -fik/N)

k=0



Cette équation III.12 nous permet de déduire que :

(i) La R.F. continue est une fonction linéaire des é&chantillons

fréquentiels (E.F.)H(k).
(ii) Le déphasage est linéaire. Celui-ci est di au premier terme.

(iii) Si, au départ, N est pair et H(k) est une sé&quence réelle et
symétrique H(k) = H(N-k), la réponse fréquentielle interpolée n'est
pas réelle (& un déphasage linéaire pré&s). Une petite composante

imaginaire s'introduit 3 cause du terme exp(-jMk/N) au numérateur.

(iv) Quand H(exp(jWT)) est réel (& un déphasage linéaire prés)
on s'apergoit qu'il est &gal & une somme de termes Elémentaires

de la forme :
sin —gI)/ sin égg - 9)

Donc, par exemple, dans la conception des filtres passe-bas, on
peut définir les H(k) dans la bande-passante, ayant tous une ampli-
tude égale 3 1.0 et tous égaug 4 0.0 dans la bande de rejection.

En définissant une bande de transition avec un, deux ou trois H(k)
on peut intuitivement espérer annuler les ondulations dies aux
termes de la bande-passante par les ondulations dues aux termes de

la bande de transitionm.

La petite composante imaginalre peut &tre négligée pour
N petit. Pour N grand, on peut rendre H(exp(jWI) purement réel
(sauf pour le déphasage lindaire) en faisant la substitution sui-

vante

H(k) = G(k) exp(j rl;) ' (ITT.13)

47
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D'aprés (III.12), il est évident que la sommation devient purement

. . N :
réelle. On définit G(k) = -G(N-k) et G(Eq = 0.

On a, pour la réponse impulsionnelle h(n)

N-1 :
h(n) = -% E c®exp (T exp (D), 0=0,1 ... N-1 (IIT.14)
k=0

qui peut s'écrire :
\

N/2-1 N-1
1 E ATks . 2Tk 1 ;% Tk L2k
h(n) = ¥ G(k)exp(JB¥PEXP(J Nn +-§ G(k)exp(JEﬁ)exp(J ﬂNn)
k=1 k=N/2+1
e . N
ey ot R
En posant k' = N-k dans le deuxiéme terme, on a :
N/2-1
1 Tk
h(n) = ﬁi G (k) exp (5 )
k=1
N/2-1
-1, 1 ) . R |
+ ;E G(ﬁ)exp(jﬂiﬁﬁk—lJexp(j2ﬂh(NNk ) + 8LO)
: N
k=1
N/2-1
= GO , 1 E 2G (k) cos(ﬂ§ + 2ﬂ5% ) (III.15)
N N :

k=1

Donc, la réponse impulsionnelle est purement réelle et sa propriété

de symétrie est différente de .celle qui correspond aux H(k). En effet,

N 2

h(n) = hN-1-n) pour n = 0,1 ...

Une telle séquence est montrée sur la fig. (III.6).
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III.2 Spécification du filtre & réaliser et optimisation

Les spécifications d'un filtre passe-bas sont données fig.
IITI.7. Les paramétres NP, NBP et NBT représent respectivement le
nombre d'échantillons fréquentiels, le nombre de points dans la
bande-passante et le nombre de points de transition. Ce dernier
nombre est arbitraire. On va ajuster ces paramétres de la bande
de transition pour réduire le maximum des lobes secondaires. Le
programme d'optimisation a deux autres paramétres d'entrée ; le type
du filtre (soit pass-bas, soit bande-passante), et la fréquence
d'échantillonnage. Sur la fig.(III.7) nous avons fixé (2NBP-1)

dchantillon & 1.0 et (2 NBT) échantillons 3 optimiser, les autres

étant fixés 3 zéro.

A titre d'exemple, prenons les deux points de tranmsition

T, et T

, le programme d'optimisation pourra &tre résumé ainsi :
1 2

Considérations préliminaires :

(1) Pour NP donné, il faut déterminer le nombre de points &
évaluer sur la R.F. interpolée. Nous avons utilis& un rap-

port de 16:1.

‘(2) Pour 1'interpolation, on utilise 1l'algorithme de F.F.T.
On trouve d'abord la réponse impulsionnelle qui correspond
aux spécifications. Ensuite, on ajoute 15NP zéros symétri-
quement, comme indiqué sur les fig.(ITI.8) et (IIL.9). La
D.F.T. de cette nouvelle séguence de R.I. donne la R.F. interpolée.
Les G(k) &tant réels et symétriques, les h(n) le seront aussi,

ainsi que la R.F. interpolée (aux erreurs de calcul prés).

49
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Stratégie de minimisation % -

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

On commence par une recherche unidimensionnelle (dans le cas

de deux échantillons de transition T, et T on fixe

1 2°

T2 = 1 pour commencer). On fait varier T1 dans l'intervalle

(0, 1), et on trouve la valeur de Ti qui minimise le maximum

de lobes secondaires. Soit le point A sur la fig. (III.10).

Pour définir un autre point sur la droite (& deux dimensions),

on perturbe T, de sa valeur présente & une valeur légérement

2
inférieure. On répé&te la recherche unidimensionnelle en fai-
sant varier TI comme dans 1l'étape (1). Soit B le point ainsi
déterminé. Les deux points A et B déterminent la droite de

recherche dans 1'espace 3 deux dimensions, Tl’ T2.

La recherche de minimum le long de cette droite donne le

point C.

Pour obtenir une nouvelle direction de recherche, on fixe

T2 3 cette dernidre valeur (au point C), et on fait varier T1
entre (0, 1) pour minimiser le maximum de lobes secondaires
M.L.S.) deIH(exp(ij)l. Soit D, un tel point, comme en (2).
On perturbe T2 de sa valeur en C et la recherche de T1 qui
minimise le M.L.S. nous conduit au point E. Les deux points

D et E déterminent la nouvelle direction de recherche.

La nouvelle recherche le long de la droite DE nous conduit

au poipt F. Si la différence entre les deux M.L.S. en C

et en F est inférieure i une valeur prédéterminée, la recherche
est terminée et le point F donne la solution (dans 1'espace i

deux dimensions). Sinon, on réitdre 1'étape (4) jusqu'd 1'obten-—
! jusq

tion d'un minimax.
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Pratiquement, nous avons constaté que 1l'algorithme converge
toujours en trois itératioms pour deux points de transitions. Une diffi-
culté qui a 8té ressentie pendant la mise au point du programme a été
la détermination du pas de recherche entre (0, 1). Si le pas n'est pas
assez fin, la direction de recherche peut s'éloigner du point optimum.

. On a utiliséd, pour commencer, un pas de 1/50 qui a &té ensuite modifié

du cours de l'optimisation selon les critéres suivants :

(1) Diminution du pas pour les directiomns successives de recherches
lorsqu'on s'approche du point optimum de maniére 3 augmenter la

précision de la détermination de la direction de ce point.

(2) Test de chaque direction de cherche. Notons ici le cas particulier
ol la vraie pente est voisine de 90°. La pente évaluée sera de 90°
3 cause de l'imprécision des calculs. Il est donc nécessaire de
tester cette condition et de reprendre 1l'optimisation de la maniére
suivante :
(i) on augmente la perturbation de T2

(ii) on diminue le pas de recherche

I1 faut remarquer 3 ce propos, que 1l'on ne peut obtenir 1l'opti-
mum qu'd un epsilon pré&s, & cause de la quantification de 1'espace de
recherche. N&anmoins, le résultat sous—optimum obtenu est tr&s intéres-

sant et peut suffire dans beaucoup d'applications.

La recherche s'arréte dés que la différence entre deux M.L.S.
successifs ne dépasse pas O, 1 dB. Cependant il a &té nécessaire de

prendre pour 1'arrét, les deux autres crit@res sulvants :

(1) On arréte si le nombre d'itérations dépasse trois.

-~

(2) On arréte si le M.L.S. commence 3 croitre (par rapport i sa valeur

précédente), au lieu de décroitre.

51
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Pour cette méthode de ;echerche directe, le temps de cal-
cul est excessif. Un filtre pésse—bande de 32 points avec deux
points de transition a colité 4 minutes et 32,5 secondes (sur IBM
360/91). A cause de cela nous n'avons pas pu étudier une gamme
étendue de filtres, ni augmenter les points de transition. En effet,
le temps de calcul semble croitre d'une facon exponentielle avec le
nombre de points de transition. Ainsi nous nous sommes contentés
de vérifier 1'algorithme et de donner des résultats pour 1 et 2
points de transition, pour des f3ltres passe-bas et passe-bande

spécifiés sur 16 et 32 points.

I11.3 Résultats obtenus @

Nous avons congu deux types de filtres, soit passe-bas
et passe-bande. Les spécifications pour ces filtres sont données dans
le tableau (III.1). Pour les filtres passe—bande, nous avons intro-—
duit un paramétre supplémentaire soit NPPNZ, qui indique les nombres
de points (E.F.) précédant le premier point non nul. Les filtres
congus sont définis sur 16 et 32 points avec un ou deux points de
transition. Les résultats obteﬁus sont donnés dans le tableau ITI.I1.
Les courbes de R.F. sont tracées sur les fig. (III.11 & III.13).
On remarque bien que la minimisation ait été faite sur les valeurs
absolues des lobes secondaires, que les ondulations dans la bande
Apassante n'excé&dent guére 0,5 dB. On remarque &galement que leé
.ondulations dans les deux bandes ne sont pas de type "a amplitude

constante" (8qui-ripple).

Nous n'avons pas pu i cause des temps de calcul excessifs,
étudier les variations des valeurs des points de transition en

fonction de la largeur de la bande passante et du nombre de points N.P.
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III.4 CONCLUSION L.

Une méthode d'approximatién des filtres non récursifs a été
développée. Les résultats obtenus montrent que cette méthode donne
une bonne approximation du gabarit recherché. Mais malheureusement,
le temps de calcul est excessif. L'extension de cette méthode &
1'approximation de filtres différentiateurs ne semble poser aucun
probléme. Une fois que les points de transition sont évalués, le
filtre peut &€tre réalisé suivant une des trois méthodes indiquées
dans la section (III.1). L'analyse d'erreur, pour la réalisation
dite de "convolution directe'", sera développée dans le chapltre (V).
La méthode de "1'&chantillonnage fréquentiel” est une combinaison
de filtres récursifs &lémentaires en parallé&le et d'un filtre non
récursif en cascade avec celle-ci. Les méthodes développées dans
le chapitre (V) s'appliquent donc également pour ce cas. Si on le
réalise en utilisant 1'algorithme de F.F.T., 1l'analyse d'erreur porte

essentiellement sur ce dernier.
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CHAPITRE Iv

SYNTHESE DES TRAVAUX ACTUELS

SUR LES ERREURS DE QUANTIFICATION

Dans ce chapitre, nous allons mettre en évidence les diffi-
cultés que pose la réalisation pratique des filtres numériques. Aprés
avoir déterminéd les coefficients du filtre qui satisfont (selon un
critdre d'optimalité préalablement choisi) aux spécifications sur le
gabarit fréquentiel, il reste i choisir le type de réalisation. Nous
allons montrer tout d'abord que la réalisation d'un filtre numérique
sous sa forme non décomposée n'est pas souhaitable. Aprés avoir
8liminéd cette forme, il reste quatre configurations courantes. En

fait, compte tenu des configurations transposées, il en existe

beaucoup d'autres §10§, §32§.

Nous nous proposons d'édtudier en détail les propriétés des
quatre formes courantes de réalisation d'un filtre numérique récur-—
sif :

(1) cascade directe
(ii) cascade canonique

(iii) paralléle directe

(iv) paralléle canonique, dont les schémas bloc dont donnés

fig. (I.7), (I.8), (I.9).
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IV.1 Etude de la forme non décomposée.

Soit la fonction de transfert d'un filtre 3 réaliser :
N

ZE:: a(n)z_n

y = =20 (1IV.1)
N

T+ E b(n)z“n

n=l

Cette fonction de transfert donne lieu & 1'équation de récurrence

suivante :

N N
y(n) = E a(k) x((h-k)T) - Eb(k)y((n—k)T) (IV.1 bis)
k=0 A k=1

Cette 8quation peut &tre réalisée, directement, de deux facons
différentes comme indiqué sur les deux schémas bloc. Le schéma (I.4)
correspond 3 la réalisation dite "directe", et le schéma (I.6) &
celle dite "canonique". Dans la premiére réalisation, les coeffi-
cients a(i)(ou les zéros) précédent les coefficients b(i) (ou les

pbles), et inversement dans la deuxiéme.

Kaiser §6§ a étudié ces formes de réalisation du point de vue
de la précision nécessaire pour représenter les coefficients, afin
d'assurer la stabilité. Il a déduit une borne supérieur pour le
nombre des digits nécessaires a la représentation des coefficients
qui assurent la stabilit@ absolue. Il est utile de rappeler, ici,
quelques résultats de ses travaux poﬁr avoir une idée des problémes

rencontrés dans la réalisation des filtres numériques d'ordre élevé
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dans la forme non factorisée, surtout lorsque la fréquence d'échan-

tillonnage devient trés élevée.

Le dénominateur de IV.] peut &tre mis en facteur comme

suivant :

N : |
D (2l = l ’ (1-z Vz(n)) (1V.2)
n=1

oi les z(n) sont les pSles du systéme qu'on a supposé €tre simples.
Si 1'on suppose que l'on approche un filtre linéaire analogique ayant
la fonction de transfert H(p) par la technique de la transformée en
z, le pdle z(n) correspond au pdle exp(p(n)T) dans le plan de Laplace.

Donc, IV.2 se met sous la forme :

N

D(z ) = | (-2 lexp (p(n)T) (IV.3)

D'autre part, la contrainte de Nyquist impose que la partie imagi-
naire de (p(i)T) < T . Donc, en normalisant par rapport 3 la moitié

de la fréquence d'échantillonnage, on a :

= p(n)T _ p(n)
/LL(n) = —**ﬁ:-— = T@We/y (Iv.4)
et I/OL(n)l<: 1 pour tout n

Quand T-—»0, c'est & dire quandlle oo ,les/t(n) —0

Donc, on a pour T voisin de O :

(1 —exp(p )Tz~ ') —+ (1- (l-?(A(n)fT)z_l) (IV.5)



57

Donc, dans le plan z—], les pdles sont

~ ] ~  1- o) (IV.6)

oﬁbu(n)]<§<l

L'8quation IV.6 montre que lorsque{de s'approche de 1'infini, les

poles du systéme tendent 3 se concentrer autour du point z_1= 1 dans le
plan z_l. Donc, quandlde est trés elevée, les imprécisions dans la
représentation des b(n) peuvent faire bouger les pdles a 1l'intérieur
du cercle unité et ainsi causer 1l'instabilité du systéme. On peut
estimer les variations des b(n) pour qu'un pdle se situe 3 z—1=1; seit

la limite de la stabilité. D'aprés IV.3 et IV.6, pour z—]=}, on a :

N
Dz ) ' =l l p()T (IV.7)
z_]=l n=1
D'aprés IV.1, on a :
N
p(z"h =1+§'bén) =, (1V.8)
z—1=1 n=1

Si 1'un des b(n) subit un changement de valeur. &gal & D

_.1_

0’
-1 . - -
D(z ) aura effectivement un zéro 3 z = 1

Par exemple, prenons le cas d'un systéme de premier ordre :

D(z_]) = 1 -bz!
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La distance entre le point courant sur le cercle unité i
21 =1, et le pdle & 1/b est &gale a (1/b-1) .

(Voir fig.IV.1)

]

Si b change de valeur, par exemple b = b+Ab
tel que Ab= Dys soit Ab=1-b, la méme distance devient &gale &
1
1. = - =
1/b'~1 T 0
Donc, le systéme a effectivement un pdle 3 z_1 = 1. Tout change-
ment supplémentaire de b tel que la valeur D(z_l) change de
signe entralnerait 1'instabilité. 2 1=

Donc, 1l'équation IV.7 représente, pour T voisin de z&ro, grosso modo,
une borne minimum pour la précision des b(n). Cette &quation nous

permet de dé&duire les deux conclusions importantes :

(1) Pour T voisin de z&ro, la précision nécessaire pour représen-—
ter les éoefficients dépend delWe et de 1'ordre N du prlyndme du
dénominateur. Pour T constant, voisin de zéro, doubler 1l'ordre du
dénominateur entraine le doublement des nombres de digits néces-—
saires (approximativement, compte tenu du fait que les pdles tendent

- . . . -1 -
d se concentrer au voisinage du point z =1)our représenter les b(n).

(ii) Pour N, ordre du polyndme D(z_l), constant, doubler la fréquence
d'échantillonnage nécessite n_loglo2 digits supplémentaires pour

représenter les b(n).

C'est pour ces raisons qu'il est nécessaire de décomposer

. ~1 . P .
1'expression H(z ) du filtre d'ordre N en cellules &lé&mentaires.
La forme cascade correspond & la décomposition suivante :

K

H(zT) = A

1+ o((li)z—]+ c{(Zi)z—z . (IV.9)

| 7+ Bane '+ Baiye?
Ty

i=
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La forme paralléle correspond 3 la décomposition suivante @

. .
; oy 1
H(z_l) _ >\O+ >\(01)+ /\(11)2 (1IV.10)

- 1+/3(1i)z"‘+ﬁ(zi)z'»2

Chacune de ces cellules peut &tre réalisée en forme directe ou en

forme canonique.

IV.2  Erreur d@e 3 la quantification du signal d'entrée :

PO T4

Tout traitement numérique d'un signal continu est précédé
par la quantification de celui-ci. Cette opération est non linéaire.
Pour faciliter 1'analyse du processus de quantification, Bennett
§18§ a proposé un mod&le statistique et a &tudié la validitéd de ce
modéle. Deux types de quantification sont employés couramment et
sont schématisés fig.IV.2. Mathématiquement, on peut définir ces

deux opérations par les deux &quations suivantes :

soit x(t) le signal d'entrée continu, x (t) le signal
d'entrée quantifié et q le pas de QUantification.
Le premier type de quantification assigne des valeurs discrdtes
telles que :

Xq(t) = nq tel que ng<x(t) < (n+l)q . 7 (IV.11)
oli n est un entier positif, et le deuxisme tel que :

xq(t) = nq tel que (n"jg_-)q;§ 2D <(hu+-§:)q L (Iva12)
Puisque la valeur exacte du signal d'entrée est perdue & cause
de cette transformation non linéaire, il est important de connaftre
la nature et 1'ampleur de l'erreur introduite. Bennett §18§ pour
le deuxiéme type de quantification, a &tudié cette erreur, (équation IV.12)
en 1;assimi1ant d un bruit blanc additif uniformément réparti entre

-q/2 et +q/2. Avec cette hypoth&se, il est facile d'évaluer la



variance de l'erreur définie comme qu x(t) -~ xq(t)

Elle est égale 2

q/2
s .
1 2 .. 2
8_ 3 x° dx= ¢°/12 | | (IV.13)
=q/2
q/2
La valeur moyenne est Thi= %- xdx = 0. (IV.13 (bis))
=q/2

Cette hypoth&se reste valable pour une grande classe de signaux
x(t), allant des signaux & bande &troite aux signaux & large bande,

dans les conditions suivantes :

(i) Le pas de quantification est assez fin ; autrement dit le
nombre des niveaux de quantification'est assez important, compte

tenu de la dynamique du signal (supérieur 3 16).

(ii) L'amplitude du signal est telle qu'il traverse plusieurs
niveaux entre les instants d'échantillonnage. Widrow §19§ qui

a aussi &tudié ce probléme, a démontré, d'autre part, que, bien
que la transformation réalisde par l'opération de quantification
est non lindaire, son effet sur la fonction de densité& de proba-
bilité (et la fonction caractéristique) du signal d'entrée est

linéaire.

IV.3 Erreur dfie 3 la quantification des coefficients.

I1 a ét8 mentionné, en début de ce chapltre, 1l'importance

-~

que peut prendre cette erreur qui peut conduire 3@ l'instabilité du

filtre réalisé.

60
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Le probléme peut &tre résumé ainsi :

Qo

on a évalué les valeurs des cqéfficients a(n) et b(n) du filtre
réaliser soit par une méthode directe d'optimisation, soit par
1'une des transformations dé&ja mentionnées. Ces valeurs, &tant
des nombres réels appartenant & un intervalle continu, on les
suppose connues (sous forme de mots) de N bits ou N est un entier
positif en génédral trés grand. On ne peut représenter les coefi-
cients qu'a 1'aide d'un nombre fini de bits tré&s inférieur a N.

I1 en résulte une modification de la réponse fréquentielle

désirée. I1 s'agit d'évaluer cette distorsion, et, en se donnant
un crité@re d'erreurs acceptable, il s'agit de minimiser le nombre
de bits nécessaires pour les représentations de ces coefficients.
Posé& ainsi, le probléme est trés difficile i résoudre. Ce probléme
appartient au domaine de la programmation non-linéaire dans un
espace ponctuel('™Non linear Integer Programming'). Néanmoins il
est trés important de pouvoir réduire le nombre de bits nécessaires
pour représenter les coefficients, tout en restant le plus prés
possible du gabarit de départ. En effet, la complexité du filtre
numérique étant essentiellement fonction de l'opérateur qui réalise
les multiplications, une réduction des longueurs de mots des coef-
ficients réduit sa complexité ; ou bien, pour la méme complexité,
cette réduction nous permettra d'augmenter les longueurs de mots
des variables intermédiaires et de sortie, réduisant ainsi le
niveau de bruit d & 1'arrondi des produits, comme nous le verrons

dans le chapitre V.

Aprds cette courte introduction montrant  1'importance et
la complexité de ce probléme, nous allons résumer les travaux
réalisés dans ce domaine et indiquer dans quelle optique nous avons

traité ce probléme.

Kaiser §6§ qui a étudié ce probléme, suggére une &tude
basée sur le lieu d'Evans. On peut considérer 1'effet de la
duantification des coefficients comme de petits d&placements des
pOles et des z&ros du filtre (dans le plan z). Ce qui conduit 3

utiliser les techniques du lieu d'Evans pour 1'évaluation de la
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sensibilité de la structure du filtre pour des petites perturba-
tions des coefficients. Cette approche nous paralt peu intéressante

car elle nécessite une &tude détaillée pour chaque filtre a réaliser.

Knowles et Olcayto §23§ 1'ont &tudié par une approche
statistique. Dans cette approche on choisit comme crité&re d'erreur
la valeur quadratique moyenne de la différence entre le gabarit du
filtre réalisé et le gabarit du filtre optimum. Ce critére n'est
évidemment pas satisfaisant quand on s'interesse & 1'écart pour
une fréquence particuliére. C'est cependant cette approche que nous
avons adoptée, car elle est de mise en oeuvre simple dans un petit

calculateur.

IV.4 Erreur d'arrondi des produits.

-

Cette catégorie d'erreur est dle & l'arrondi ou & la tron-
cature des produits. Nous consid@rons ici le cas de 1'arithmétique
virgule fixe en complément 3 deux. Quand un nombre représenté sur n
bits (bit de signe exclu), est multiplié par un autre nombre de
n bits, le ré&sultat est sur 2n bits (bit de signe exclu). Dans le
cas de troncature, les n bits de.poids faible ne sont pas pris en
compte. Dans le cas de l'arrondi, le (n+l!) ié&me bit est testé.

S§'i1 vaut z8ro, on &limine les n bits de poids faible, comme dans le
cas précédent. Si, par contre, il vaut 1, on ajoute 1 aun iéme bit
et on ne prend en compte que les n bits de poids fort. Ceci s'ap-
plique &galement pour les nombres négatifs & ceci prés : on a le

choix de faitre l'arrondi du produit soit sur le module, soit sur sa
représentation complément i deux, les deux &tant équivalents sauf dans
le cas ou seul le (n+l1) iéme bit vaut un, tous les autres du (n+2)
iéme jusqu'au 2n i&me étant nuls. Par la suite, nous considérerons

ce cas particulier comme ayant une probabilité de ré&alisation quasi

nulle.
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L'effet de ces erreurs, dans le cas des filtres numériques
non récursifs, est relativement facile & analyser, moyennant un cer-
tain nombre d'hypoth&ses simplificatrices. En effet, d'une part ces
filtres sont toujours stables, et, d'autre part, l'erreur ne dépend
pas de la forme de réalisation. En plus, si le signal d'entrée est

stationnaire, les statistiques de 1'erreur le sont aussi.

Avec les hypothd@ses suivantes, on peut assez facilement
" - . 2 - .
8valuer la valeur moyenne e et la variance - Qe d la sortie du

filtre :

(1) L'excursion en amplitude du signal d'entrée est suffisamment

grande et son spectre est suffisamment 'riche".
(ii) Les sources d'erreur ne sont pas corrélées entre elles.

i) Chaque source d'erreur est une source de bruit blanc, c'est-

jol]
\
o b
e
"
o

E(e; () ,e; (kT)) = 0 pour tout n # k

(iv) I1 n'y a pas de dé&bordement des registres quand on effectue
1'opération de 1'addition.

Dans ces conditions, on a :

espérance mathdmatique de l'erreur & la sortie :

M

e =E e(i) (IV.16)

i=0

variance de l'erreur :
2 - 2 2 '
Ge® = a“ (i) 6;,'@) (IV.17)

i=0

oﬁ(zitﬁst la variance de chaque source d'erreur (voir fig. I.4).
<
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Cependant 1'analyse se complique.lorsqu'on cherche 3 connaltre la
nature de la distribution des érreurs e(i). Celle—ci dépend des
coefficients multiplicateurs. Dans 1'annexe D, nous avons déter-
miné les expressions de la valeur moyenne et de la variance de
1'erreur e(i) dans 1'hypothése d'une distribution discréte et
uniforme. Une analyse détaillée des filtres non récursifs est

faite dans le chapitre V .

L'8valuation de la valeur moyenne et de la variance de
1'erreur de sortie dans les filtres numériques récursifs est beau-
coup plus compliquée. En effet, les erreurs se propageant a travers
la boucle de retour diie aux coefficients b(i) pour rentrer dans le
systéme. Donc, la valeur moyenne e et la variance (SEZ sont des
fonctions du temps avant d'atteindre le régime permanent. Leurs
valeurs dépendent de la fonction de transfert du filtre et de la

forme de réalisation.

Les fléches représentées fig. (I«4) et (I.6) indiquent les
sources d'erreurs d'arrondi pour les deux formes des réalisations
non décomposées. On voit que, dans le cas de la forme directe, les
erreurs instantanées sont & 1'entrée d'un syst&me . tous pdles,
alors que dans la forme canonique les erreurs sont injectées dans
un systéme ayant des pdles et dés zéros. On peut en déduire qu'en
général, la variance de l'erreur de sortie de la forme canonique
est inférieure 3 celle de la forme directe. Dans le chapitre V

nous établissons les conditions pour lesquelles ceci est vrai.

Rader et Gold §24§ ont &tudié 1'effet du bruit d'arrondi
dans les filtres numériques avec 1'hypoth&se que les sources de
bruit sont non corrélées. 1Ils ont conclu que l'erreur d'arrondi
et 1'erreur de conversion analogique numérique (CAN) sont &quiva-
lentes, la seule différence étant topologique. .C'est & dire que
l'erreur de CAN s'ajoute au signal d'entr@e du systéme alors que
les erreurs d'arrondi entrent dans le systéme 3 divers points.
Donc, ils en dé&duisent que l'on peut &tudier ces derniéres selon
le modéle s'appliquant aux premiers et qui a &té étudié par plu-

sieurs personnes, en particulier Bennett §18§ et Widrow §19§.
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Nous en retiendrons que la source de bruit qui s'introduit & chaque

point de multiplication a les caractéristiques suivantes :

(1) bruit blanc uniformément réparti sur 1l'intervalle

(-q/2, + q/2) q : pas de quantification
(ii) wvariance de chaque source est &gale 3 q2/12

Sous cette hypothé&se qui néglige la dépendance entre 1'erreur d'arrondi
et le coefficient multiplicateur particulier, la variance de l'erreur
totale 3 la sortie peut @tre &valuée assez facilement. En effet,

pour la forme canonique, les erreurs instantandes dies aux coeffi-
cients a(i) s'ajoutent & la sortie, tandis que les erreurs dies aux
coefficients b(i) s'ajoutent i 1l'entrée du filtre. Si 1l'on suppose
qu'il v a m coefficients a(i) et n coefficients b(i), la variance

de l'erreur de sortie est :

4 2o H(z) H(z V) 2z ldz + mg” (IV.18)
2n,j VA VA Z VA 12 .

_ng”
Ce = 13

C
ol H(z) est la fonction de transfert du filtre discret §24§,
le contour C d'intégration &tant le cercle unité §3§. Cette inté-
grale peut &tre &valuée par la méthode des ré&sidus. Jury et al

ont proposé une méthode d'évaluation numérique §25§.

_ Pour la forme directe, toutes les erreurs instantanées
s'ajoutent au point (voir fig. I.4) d'entrée d'un systéme tous
pdles. Donc, pour cette forme, si 1'on a (mtn) coefficients au
total, la variance de 1'erreur totale & la sortie est :

2
(wn)g ] ‘ dz (1V.19)

12 20j D(z)D(z 1) z
C

oli ' D(z) est le dénominateur de la fonction de transfert H(z) du

filtre numérique.
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-

Les expressions &quivalentes 3 IV.18 et IV.19 dans le

domaine temporel sont données pér : §3§ , §24§

Pour la forme canonique :

oo
2 2 2 . 2
- ng h” (iT)+ mg .
68.— 12 Z 19 . (Iv.20)
4.=0

Pour la forme directe :

G§= m+n)g E 2 Gm (1V.21)

ol /h(iT)/est la réponse impulsionnelle du filtre et /h&(iT)/
est la réponse impulsionnelle du systéme ayant pour fonction de

transfert 1/D(z).

Pour un filtre de deuxiéme ordre ayant deux pdles complexes
conjugués dans le plan de z, Gold et Rader §24§ ont &valué 1'équation

IV.18 (forme canonique) comme &tant :

2 2 2 .2 2 2
6;= 2_(11_2__ 1 ) (1- r SZD 92(1+r ) Y o+ _m?_z_ (IV.22)
I-r 1+r -2r-cos (26) :
ol les plles du filtre sont situds i z.-= rexp (+ i8)

Pour la forme directe IV.19 a &été évalude comme :

2_ (rn+2)q2 1+r2 1’
6é" 12 2 4 2
1-r 1+t =2t "cos 28

(1Iv.23)

Ces deux équations démontrent bien que la variance de 1'erreur peut
étre trés différente dans les deux cas. On remarque &également que la
variance de l'erreur est indépendante de la variance du signal

d'entrée.
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Aprés.avoir décomposé la fonction de transfert H(z) en
filtres de premier ou/et de deuxidme ordre soit en cascade
soit en paralléle, il reste le choix important de la forme de
réalisation de ces cellules &lémentaires. Pour cela, les &quations
IV.18 et IV.23 s'appliquent. Cependant les &quations IV.18 a
IV.21 sont difficiles & &valuer et les &quations IV.22 et IV.23
ne sont applicables qu'aux pdles complexes. Donc, le but
essentiel du chapitre V est de développer des expressions simples
i évaluer,reliées directement aux coefficients et s'appliquant aux.
pOles complexes et aux pOles réels. Ainsi, ces expressions simples
nous permettront de comparer les deux formes de r&alisation des
filtres numériques et de choisir celle pour laquelle la variance

-~

de l'erreur totale 3 la sortie est minimale.

"JX ~ - [
Iv.5 Contrainte dle aux débordements de registres

La fig. I.7 montre les différentes réalisations d'un
filtre €lémentaire de deuxiéme ordre. Si 1l'on prend, par exem~
ple, la réalisation en cascade canonique, il faut s'assurer que
1és variables w(n) et y(n) ne "débordent" pas des registres.
Si 1'on ne prend pas garde 3 ceci, on introduit une distorsion

importante dans le systé&me.



La condition sur w(n) pour éviter le débordement dépend
du dénominateur de la FT. H(z—]). Si 1'on trouve la condition
‘pour que 'W(n)l £ 1, il est facile, ensuite, de trouver la con-—
dition pour que ,y(n)[ £ 1, parce que la FT entre w(n) et v(n)
est le numérateur de la FT H(z—])'et sa réponse impulsionnelle
est finie. Donc nous allons dans ce qui suit, considérer un
systéme purement récursif (c'est-a-dire N(z—l) =1).

Le modé&le du bruit d'arrondi, comme nous l'avons
signalé dans la section précédente, repose sur 1l'hypothése qu'il
n'y a pas de débordement lorsqu'on effectue la sommation indi-
quée dans 1'équation IV.1 bis. Dans le cas de l'arithmétique en
vifgule flottante, il y a un cadrage (scaling) avant chaque
addition, et, de ce fait, on introdult une source de bruit sup-
plémentaire. Mais en arithmétique fixe, compte tenu de la dyna-
mique des registres, on devra atténuer 1'entrée pour faire face
4 ce probléme de débordement. Mais, puisque la variance de
1'erreur d'arrondi est indépendante de la variance du signal
d'entrée, 1'atténuation de la dynamique de celui-ci entralne
une dégradation du rapport (S/B). Donc, 11 faut 1'atténuer au
minimum. Nous allons examiner en détail la nature de cette

contrainte.

La sortie 34 la n iéme itération w(n) est donnée par
le produit de convolution de la réponse impulsionnelle h(n)

et de 1'entrée x(n).:

68



69

n

w(n) =Zh(k) x (n-k) - (1V.24)
k=0

Si 1'entrée est bornée en valeur absolue par un nombre positif B,

on a @

lx(n)] < B quelque soit 1030 (IV.25)

En substituant en IV.24, on a :
n

v | < BZ]h(k)l | . (1V.26)

k=0

Pour qu'il n'y ait pas débordement, la condition nécessaire et

suffisante est :

lw(n)l < 1 quelque soit n;; 0 (IvV.27)
compte tenu de IV.26, cette condition se traduit par la contrainte
suivante sur le signal d'entrée

B 5; (1Iv.28)

1
i | hx)]

k=0

L'équation IV.28 nous donne donc une borne supérieure du signal
d'entrée cui nous garantit 1'absence de débordement des registres.

Mais nous pouvons remarquer les faits suivants

1/- Cette borne est'pessimiste'". Pour une grande classe de
signaux d'entrée, 1'égalité dans la relatiom (IV.26) ne sera
jamais étteinte, car c'est seulement lorsqu'on a x(n) = + B
pour tout n 2;0 et que'signe (x(n-k)) = signe (h(k)) pour tout
k € [}D,G%J que 1'égalité sera atteinte. Donc, la condition

IV.28 est trés restrictive.
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2/- La borne B d'aprés IV.28 n'est pas toujours facile 3 &valuer,
sauf pour les cas les plus simples.
Pour le systéme de ler ordre, il est assez facile d'Bvaluer IV.28.

En effet, la fonction de transfert d'un tel systéme est :

1
1-b z

H(z—]) = ]

ol b est une constante £ 1.

La réponse impulsionnelle de ce systéme est :

h(n) = b® pour =n EEO;OO]} n entier -
d'ot B <K ——
e - lib (1IV.29)
< (i-b)

—

I1 faut remarquer que, pour b voisin de 1, le facteur (l1-b) est trés
?etit. Ceci implique la nécessité d'une grande dynamique des regis-
tres. Mais, en pratique, nous q'avons pas besoin d'appliquer 1la
contrainte IV.28. Jackson §10§ a &tudié ce probléme et a développé
des expressions qul nous permettent de choisir une stratégie de
cadrage pour chaque classe de signaux d'entrée rencontrés dans la
pratique. Dans 1'annexe E, nous &valuons la contrainte IV.28 pour
les systémes de IIéme ordre pour bien montrer la difficulté d'une
analyse exacte de ce probléme. Pour les filtres que nous avons
congus par la méthode d'optimisatibﬁ du chapitre II, le gain du
filtre normalise le module de la réponse fréquentielle 3 1 dans

la bande passante. De ce fait, il y a déji une atténuation du
signal d'entrée. Donc, intuitivement, on peut espérer que cette
diminution est suffisante pour &éviter les débordements. Pour

les filtres que nous avons simulés, la contrainte de IV.28 a &té
évaluée. Ceci ne dépasse gudre un facteur-%, c'est 3 dire qu'il
faut prévoir 3 bits supplémentaires pour représenter les &états

intermédiaires du filtre.
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Oppenheim §26§ a proposé une arithmétique semi-flottante,
en utilisant la normalisation de toutes les variables du filtre.
L'arithmétique des additions et des multiplications est en virgule
fixe. Le facteur de cadrage, dii 3 la normalisation, est une puis-
- sance de deux et la sortie 3 chaque instant est recadrée (décalée)
par ce méme facteur. De ce fait, la dynamique est considérablement
augmentée et les performances de ce mode d'arithmétique se situent

entre 1'arithmétique fixe et 1l'arithmétique flottante.

IV.6 Cycles limites dans les filtres numériques récursifs

Les cycles limites dans les filtres numériques récursifs
sont dfis & 1'arrondi des produits intermédiaires §27§ §28§. Les
signaux de type échelon unité ou impulsion de dirac ainsi que toute
remise & zédro du signal d'entrée aprés l'instant nT provoque le
phénoméne des cycles limites. Dans le premier cas, au lieu de
s'approcher assymptotiquement de la valeur constante déterminée
par la F.T. du filtre, la sortie oscille autour de celle=ci. Dans
les deux derniers cas la sortie, au lieu de tendre assymptotiquement

vers zéro, oscille autour du zéro.

Ces cycles limites accompagneﬁt toutes les réalisations
des filtres numériques récursifs. L%mplifude de ces oscillations
dépend des coefficients du filtre, de la forme de la réalisation
et du nombre de bits utilisés pour la quantification des produits.
Dans ces conditions on ne peut que se contenter de donner des
bornes su?érieufes de 1'amplitude des oscillations en fonction de
_ces trois paramétres. Puisque ces phénoménes sont indépendants de
la base du systéme numérique employé (représentation des nombres
réels dans la machine) nous avons conduit 1'&tude pour la base

décimale.



72

Systéme de Ier ordre :

Soit le filtre du premier ordre dont 1'Bquation de reccurence

est :
y(n) = =b y(n-1) + x(n) (IV.30)
Sa F.T. est : h(z) =-z—fq—)— (IV.31)

Si Ib' <1, le filtre est strictement stable. Mais, si dans la
réalisation du filtre, on arrondit le produit{b y(n-li}sa R.I. peut

ne pas tendre asymptotiquement vers zéro. .

Soit x(n) = M)cgn) et supposons que l'arrondi soit fait
& l'entier le plus proche (q=1). Le tableau (IV.1) indique les
valeurs successives de sortie pour les différentes valeurs de b.
Nous voyons que les cycles limites alternant en signe et ayant une
amplitude K se produisent pour 0,5 f; b < 1. Nous voyons aussi
que dans chaque cas, les cycles limites ont lieu lorsque la valeur
effective de b devient 1, c'est 3 dire quand le filtre se comporte
comme s'il avait un pOle 3 z = -1. Pour b négatif, le pdle effec—-
tif sera a z = +1, mais le cycle limite est unipolaire. Pour
mieux comprendre ce phénomdne, évaluons i la sortie réelle, la sortie
arrondie et la valeur apparente du coefficient b pour b = =-1/2. Quand

l'entrée est 10 S(n), on a, pournzl, 1'équation de sortie :

y(n) = - [py(n—ii] A | (1Iv.32)
ol [gA = valeur de x arrondie 3 1'entier le plus proche.
Le tableau (IV.2) montre les valeurs successives de y(n),
n=0, 1... 8, ainsi que les valeurs apparentes du coefficient b
d chaque itération. Nous voyons bien que la sortie, au lieu de
tendre vers z8ro, reste constante 3 1. Soit K, la valeur absolue

du cycle limite. La relation (IV.32) nous donne
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k = -[bg], | (1v.33)
et pour b {0

K = [{blﬂA ‘ (IV. 33 bis)
Mais, nous a;ons aussi : |

[\b\ K]A < Iolx + 3 | (1V.34)

oli q = pas de quantification = 1 dans notre cas. Ces deux

relations nous donnent :

K < |b] k3 (1IV.35)
ou
R(1-Jpl) <& % : (IV.36)
ou encore
q/2 . IV.3%
K<y EX (IV.3%)

Pour b > 0, K alterne en signe. Donc, nous avons :

k= - [ber], = Bxl, (1v.38)
(Iv.34) et (IV.38) nous donnent :
K < bK +q/2

et finalement :

K < "“i%a‘“‘ | (IV.37 bis)

Donc, dans tous les cas, nous avons bien la relation (IV.37).

L'amplitude, (cr@te-a-créte) des oscillations est :

e Koo {eR) = q
L, = K- (XK = T Ip < 1 (IV.40)



74

Si la quantification aprés 1'arrondi est faite sur n bits, signe

-n
exclu, ona: g =2 " et :

2"1'1

K < TSR (IV.41)

-Quand x(n) = C, (valeur constante) quel que soit n.;;O, nous avons :
y(n) = -b y(n-1) + ax(n) (1v.42)

Soit [éX(nﬁ A= Cl C. : valeur constante

qui conduit 3 :

k= Qivlg], + ¢,

D'aprés (IV.34)

K<IbJK + q/2 + C, (IV.43)
et finalement :
/2 + C,
K S =g ] (IV.44)
Puisque :
[tbl @Azlb{K -q/2 - . (IV.45)
la borne supérieure est :
Cc, - q/2
K> —YT:TBT~) ’ (IV.46)

(IV.44) et (IV.46) nous permettent d'écrire :

C]—q/2 C]+q/2
1 - Ibi E; ~ 1- 1bi

=

(IV.46 bis)
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L'amplitude créte—-3-créte des oscillations est :

= -9 -
L, iy L, | (IV.47)
Ceci montre que l'amplitude créte-—3-créte reste la méme dans les

deux cas.

Pour les filtres numériques de deuxi&me ordre, Gowdy §28§
développe des expressions permettant de déterminer les bornes supé-
rieures des oscillations et ceci pour les deux formes de réalisation

(canonique et directe).
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CHAPI TRE A

ANALYSE DES ERREURS D'ARRONDI

DANS LES FILTRES NUMERIQUES

Dans le chapitre précédent, il a &té& indiqué que le signal
d'erreur & la sortie du filtre di & la troncature (ou 1'arrondi) des
produits interm@diaires dépend de la forme de réalisation du filtre.
Nous avons vu aussi les difficultés que pose la réalisation non fac-
torisée d'un filtre d'ordre &levé, et la nécessité de réaliser des
filtres &lémentaires de deuxidme ou premier ordre en cascade ou en
paralléle.

Dans ce chapitre, nous allons &tudier et déduire des expressions de
la valeur moyenne et de la variance de 1'erreur de sortie pour les deux
fgrmes d'”implémentationhf (1a forme directe et la forme canonique)
des filtres numériques éiémentaires. Ces expressions sont impor-
tantes puisqu'elles nous permettent de choisir entre les formes
différentes de réalisations d'un filtre pour que 1'erreur d'arrondi
soit le minimum. '

Les résultats théoriques développés dans ce chapitre sont comparés
aux résultats expérimentaux obtenus par simulation. Le chapitre VI
décrit cette simulation sur petit calculateur.

Nous allons étudier d'abord les filtres non récursifs pour démontrer

la dépendance de 1'erreur d'arrondi et des coefficients du filtre.
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V.1 Analyse des erreurs pour les filtres non récursifs

I1 est relativement facile d'&tudier 1'effet des erreurs
d'arrondi dans les filtres non récursifs. Ceci est dd & 1'indépendance
du signal de sortie y(nT) par rapport aux sorties précédentes
y(nT-T), etc.

Donc, 1'erreur qui résulte de 1'arrondi d'un produit & lan
itération est indépendante des sorties précédentes. Si la suite
d'entrée est une suite temporelle stationnaire, 1'erreur totale

4 la sortie est aussi une suite stationnaire dont la valeur moyenne
est égale 3 la somme des valeurs moyennes des erreurs d'arrondi de
chaque produit et la variance est égale 3 la somme des variances

de chaque terme d'erreur.

I1 est utile d'insister sur les hypothé&ses qu'on va faire

pour modeler le processus de l'erreur d'arrondi. On considére que :

(i) les sources d'erreur sont mutuellement non corrélées entre
elles. Sous cette hypothé&se, la variance de l'erreur i la sortie
est tout simplement la somme des variances individuelles de chaque

source.

(ii) chaque source d'erreur est une source de bruit blanc,indépendant
du signal d'entrée. Cette hypoth&se sera valable pour une grande
classe de signaux allant des signaux 3 bande é&troite aux signaux i
large bande. Evidemment, cette hypoth&se n'est gudre valable pour

des signaux constants (un échelon unité), ou une impulsion de dirac.
(iii) 11 n'y a pas de débordement des registres dans les additioms.
Méme avec ces hypothéses qui simplifient 1'analyse, une

difficulté majeure subsiste qui est dfie & la dépendance de 1l'erreur

et de la valeur des coefficients du filtre. Il est impossible
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de tenir compte de cette dépendance dans le modéle statistique

que nous avons &étudié. Néanmoins, le modéle reste valable pour
une large classe de coefficients, quelques unes des valeurs
particulidres &tant &cartdes. Compte tenu du fait que, dans la
réalisation d'un filtre d'ordre &levé, il y aura plusieurs coef-
ficients non identiques et prenant toutes les valeurs possibles
dans un intervalle bien défini, le modé&le que nous avons développé
Sera tré&s utile pour une évaluation raisonnablement exacte du
niveau de bruit d'arrondi dans les filtres numériques. A partir
de ces remarques, nous allons aborder 1'étude des filtres non

récursifs.
Nota : Nous appellerons "bruit d'arrondi' indifféremment les bruits

diis 3 la troncature et 3 1'arrondi, sauf 13 ol il pourrait y avoir

une confusion.

V.1lbis Systéme du premier ordre non récursif

-

Soit la fonction du transfert en z_] du filtre 3 réaliser :

H(z ') = 1+az (Vs 1)
L'équation de récurrence qui réalise ce filtre est donmnde par :

y(m) = x(n) + a x(n-1) (V.2)
ol y(n) est la sortie a 1'instant nT et x(n) et x(n-1) sont les

valeurs d'entrée aux instants nT et (nT-T).

Compte tenu de l'erreur d'arrondi, 1'équation devient :

y'(@ = x(@) * ax(n-1) - &(n) (V.3)
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oli 1'on suppose qu'il n'y a pas d'erreur dans la représentation du
coefficient a. Si x(n) et a sont quantifiés sur n bits (bit de signe
exclu), le produit (a x(n)) aura 2n bits (bit de signe exclu). On est
amené 3 tronquer (arrondir) les n bits de poids faible, ce qui cons—
titue l'erreur de troncature (arrondi) €(n).

Si 1'on définit l'erreur totale comme &tant

e(n)

y(n) = y'(m) (V.4)

on a

e(n) €(n) (v.5)

. En premnant 1'espérance mathématique de deux membres de 1'&quation (V.53)
on a

— -n
e(n) = € = = %- (d'aprés 1'annexe D)

(SN .

ol q est le pas de quantification.

La valeur quadratique moyenne est :

-2n 2

. Z
ez(n) = & (n) = -:2; % (d'aprés 1'annexe D)

2
Donc, la variance de 1'erreur Og est égale i :

A 5 -
0% e"(m) - (e(n))

'z"’-f/]z - i2A2 (V.6)

Les courbes (V.1) et (V.2) montrent les variations de e(n) et
Gé en fonction du coefficient a. On voit que, pour certaines
valeurs du coefficient a, ce modéle n'est pas valable. En effet,
si a vaut 0,5 la multiplication par a correspond 3 un décalage a
droite du nombre & multiplier, et l'erreur est soit zéro, soit
Z(H—}) (ou SD. Donc e = 1 et O, = L. Les histogrammes

2 4 € 16
(V.3) (V.4) de 1'erreur qui correspondent 3 ces valeurs de coeffi-
cients confirment bien que la distribution de 1l'erreur n'est pas

uniforme comme nous 1'avons supposée, mals, ¢oncentrée autour des

valeurs particuliéres.
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-

I1 est 3 remarquer que : la variance de 1'erreur ne dépend
pas de la variance du signal d'entrée. Donc, si la variance du
signal d'entrée diminue, le rapport signal sur bruit (S/B) diminue

aussi. Les courbes (V.53) et (V.6) vérifient bien cette affirmation.

V.2 Systéme de 1°T ordre récursif

Soit le filtre 3 réaliser :

-1 1

14b z |

Donc 1'équation de récurrence qui réalise ce filtre, quand

aucune erreur ne se produit est

y(m) = - (b y(n-1)) + x(n) .7

Dans la réalisation pratique de cette &quation de récurrence, une

source d'erreur s'introduit comme indiqué sur le schéma bloc fig. V.11
- idme . . ~ o

Cette erreur a la n itération est 5@0. Avec les mémes hypothéses

que précédemment la sortie réelle est :
y'@ = = (b y @1 - SN+ x(n) (.8

Dans le cas de la troncature, nous avons démontré par ailleurs
(annexe D) que Smest toujours positive.

. oy e s ' - iéme . . .
Si 1'on définit l'erreur totale & la n 1tération
comme &tant e(n) = y(n) - y'(n), nous avons, en substituant dans

(V.8) et soustrayant (8) de (7)

e(ﬁ) = =-b e(n-1) - _é(n) V.9
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Cette 8quation est importante. Elle montre que nous pouvons prendre
pour mod&le du processus d'erreur une source de bruit blanc 3 1'entrée
du systéme. L'erreur a la sortie obéit au méme type d'équation de
récurrence que le signal d'entrée. Le processus d'erreur /e(n)/

est une séquence stationnaire (apré&s la période transitoire) si

%(n) l'est et si en plus |bl< 1. Prenons 1l'espérance mathématique

de deux membres de 1'équation (V.9).

e(n) = -b e(n-1) - &(n) (V.10)
Dans le cas de la troncature 5@0 = q/2 -5
dans le cas de 1l'arrondi on) = 0

En prenant la transformée en z de (V.10)

b 27! E(z) - Sz Z

]
~
N
~
]

z—1

=
~
N
~
1l

-z 5(2) ./(z—l)(l+b 21 (V.11)

En utilisant le théoréme de la valeur finale, nous pouvons calculer

e (n) quand n-» oo

= _tim (D) (2 5)

g_bl (z-1)(1+b le)
— - <§<z) -q/2 ’
e = T = 55 (V.12)

On voit que la valeur moyenne de 1'erreur dépend du
coefficient b.

Evaluons le moment d'ordre deux de 1l'erreur :

— - —
ez(n) = b2 ez(n—l) + é(n) + 2b 5(n) e(n-1)

. .. . - N iéme

Puisque an) est l'erreur injectée dans le systéme a la n

itération, et le processus &tant blanc, elle n'est pas correlée
N igdme . . .

avec l'erreur totale & la (n-1) itération.



Donc,

2

2@ = b2 el(m-1) + &@) + 26 Sm) e(n-1)

Dans le cas de 1'arrondi,

Sn) = O
Donc,
e2m) = b2 el + &)
bA 2 2 2
Gea = Db Gy + Gs (quand n -9v)
A
oi O,y = la variance de 1'erreur (arrondi)
2
Sy
Q;A = éé
1-b

Dans le cas de la troncature, on a :

2 2
ecn) = m, = b2 m, + §°(n) + 2b e(n-1) S (n)
ou m, représente le moment d'ordre 2 de la variable e(n)
soit encore
e2(n) =m, = bzmz + éz(n) + 2b e(n-1) S(n)

en substituant les valeurs th&oriques .de e(n-1)et <§(n)

dans la relation précédente,
Nous avons :
2 2
m =-—-__..g~..__. qb
P 2 . 2
3£1-b7) 2(1+b) (1-b7)

82

(V.13)

(V.14)
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——?
Or = my - (e()
2
ol Qérest la variance de l'erreur dfie aux troncatures
q’ ¢
= 2. Lo/ + 1
3(1-b%) 4(1+b )
2 2
= -4 . q_ (1 + b)
2 2 1-b
3(1-b°) 4(14b7)
q? qé ‘ q* 1
= N 2~ iz 3 (V.15)
3(1-b%) 4(1-b (1-b%)

Sur les graphiques (V.7) et (V.8) sont tracées les courbes de e
2

1
et]

et G, en fonction de . On_s'apergoit que 1'hypothé&se

1-b 2
du bruit de troncature unlfofmemegt répartie (valeur moyenne q/2 et .
variance - 4 /12) est vérifige pour une classe assez large de coef-
ficients b comprise entre 2 ~(n-1) et 1-2 ~(n=1) (les valeurs parti-
culiéres de b telles que 1/2, 1/4, 3/4 ont une valeur moyenne et une
variance inférieures 3 la prédiction théorique). Pour les valeurs
extrémes de b nous avons des valeurs nettement supérieures 3 la
prédiction théorique. Cela peut &tre expliqué assez facilement.
Prenons pér exemple b = -1/2 ; la multiplication par 1/2 est
effectivement un décalage i droite d'une position. Donc, 1l'erreur
est soit O, soit q/2. Dans ce cas, l'erreur est une variable
aléatoire discréte qui ne prend que deux valeurs soit 0, soit q/2
avec une probabilité 1/2. C'est ce que montre 1'histogramme de

1l'erreur Fig.V.4 eot” V.9 .

En évaluant la valeur moyenne et la variance d'une telle

variable, nous avons

= E pk Xk =0 +
) K
EE: 2 2
2 = pk Xk = 0+ = q /8

K
a’/8 - ¢%/16 = q%/16

A

= q/4

N~
oo
I

B
313

Nof —

oo



2[o

Raud—x17

i\

52

' BupElvent 2-?"

LES PAPIERS CANSON France




pANGRA

i) e

77y

LES v>_u_mm.m CANSON France




[+}]

st

oT

sT

Hog

14

o

LES PAPIERS CANSON France



-~

Avec cette variable & l'entrée,dla sortie du systéme nous avons :

e

C'est ce qui

Co
autre point
calculs. Qu

stationnaire

1

_ Q4 - -

- =gy = 0
7

= /16 ——— = /12 = 0,0833
1-()

est vérifié expérimentalement.

. . ~ - er

nsidérons maintenant le méme systéme du I ordre d'un
de vue qui, pensons-nous, doit simplifier beaucoup les
and l'entrée d'un systéme linéaire est un bruit blanc

2
avec une valeur moyenne nulle et une variance g

(voir le schéma de bloc V91@bn peut trés facilement &valuer la

variance de

la sortie d'un tel systéme en utilisant le produit de

convolution :

‘ /éecn)

od h(k) est

2
/Se m)

"

= E h(k) e(n-k)

K=o

la réponse impulsionnelle du systéme

n ™
E E h(k)h(j)e(n-k)e(n-])
K:on =0 2
E K2 x) &, (V.16)

k:o

puisque/é(n)/est une séquence de bruit blanc stationnaire avec une
2

variance G; nous avons

Z

e(a-ke(m-j) = 0, SCk-i)

« er
Donc, pour un systéeme de 1 ordre, quand n - ©°O

—

2
/Sz (n)

oo

% 2
= G E h (k)

K=o

84
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La valeur moyenne de/Q%OQ/étant nulle

o
2 2 3
G, = Ce E h o
K=o
2 [0 ]
2K
= Ce E b , bl <1
z. K=o
- Ce
1 -b2
2

Soit (3, la variance du signal d'entr@e d'un tel systéme, sa valeur
moyenne étant nulle.

La variance du signal de sortie y est :

2 2 2
0—14, = Ox / 1-b

On peut définir un rapport signal sur bruit comme :

2

G 2 -
i = o - 12 - 220D
2

Ose

Cela nous montre que, pour la méme variance du signal d'entrée, diminuer
d'un bit la longueur de mot aprés la multiplication diminue d'un fac-

teur quatre le rapport signal sur bruit.

o - EmEe - . .
V.3 Etude d'un systéme de LI ordre purement récursif

(ou auto-régressif)

Soit le filtre a réaliser :

-1
Bz )= : - =)
+ +
1 b] z b2 z

Les hypothé&ses sont
(1) la séquence 3 l'entrée de ce filtre est une séquence de bruit

- . . Z
blanc stationnaire, valeur moyenne nulle et variance &¢.. On la note

/x(n)/
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(ii) Les erreurs d'arrondi ou de troncature aprés la multipli-
cation sont considérées comme des sources de bruit mutuellement

non corrélées entre elles et avec le signal d'entrée.

(iii) chaque source de bruit a une valeur moyenne nulle (cas de
1'arrondi) ou q/2 (cas de troncature) et une variance de —%7 q2

ol q est le pas de quantification.

Le schéma fonctionnel qui montre 1l'injection du bruit

dans le systéme est donné fig. V.11.

On voit que les deux sources d'erreur s'introduisent &
1'entrée du systéme. Puisqu'elles sont, par hypothé&se, non corré-
l8es entre elles, et, statistiquement indépendantes d'une itération
3 1'autre, on peut &valuer la variance du bruit & la sortie en utili-
sant 1'équation V.16, soit :

— o0
2 2
2
de = Og E h° (k)
K:o 2

oli h(k) est la réponse impulsionnelle du systéme et (O, est la

variance de l'erreur a 1l'entrée soit :

e

2
+ S

2
Ce = 12

—
N

selon 1'hypothése de 1'indépendance statistique de ces deux sources
d'erreur. Puisque la somme des carrés de la réponse impulsionnelle
n'est pas toujours facile 3 évalﬁer, nous allons développer des
expressions pour la valeur moyenne et pour la variance de 1l'erreur
3 la sortie en fonction des coefficients bi.

Soit, y(n) 1la sortie idéale (sans erreur) & la nléme itération du

systéme quand on a, & l'entrée, /x(n)/, nous avons :

y(m) = x() - b, y@1) - b, y{(n-2) (V.17)



87

Soit, y'(n) la sortie réelle et é}(n), éé(n) les erreurs de

troncature aprés les multiplications suivantes :
b1 y(n-1) et b2 v (n-2)

Si nous supposons qu'il n'y a pas d'erreur dans les additions (c'est

d dire, qu'il n'y a pas de débordement des registres), nous avons

y'(@ = x(n) -b, y'(n-1) + éﬂ(n) - b, y'(n-2) + 5é(n) (V.18)
Soit l'erreur totale e(n) 3 la nt e itération, définie comme
e(n) = y@ -y'(n)

Donc, (17) — (18), nous donne :
e(n) = —bl y(n—l)+b1 y'(n—])-bz(n—2)+ b2 v'(n-2)

-8, () —S;m)

Soit, e(n-i) et e(n-2) 1'erreur totale 3 la (n—l)leme et (n—2)1eme

itérations respectivement définies comme :

e(n-1) = y(o-1)-y'(n-1) ; e(n-2) = y(n-2)- y'(n-2)

alors,

e(m = b, e(n-1)- b, e(n-2)- él(n)— S, (m) (V.19)

En prenant 1'espérance mathématique de deux membres de cette

équation, nous avons :

e(n) = -b, e(n—l)—bze(n—Z) - é](n)— ég(n) (V.19 bis)
En prenant la transformée en z de V.19 bis, nous avons

-z 2 S
(z—])(l+b1£1 + b,z

2)
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oi & = q/2 pour tromncature
=0 pour arrondi

Le théoréme de valeur finale nous donne :

— -2 §
- V.20
€ 1 + b] + b2 (V.20)

Le graphique V.12 montre les courbes théoriques et expérimentales de
la valeur moyenne de l'erreur en fonction de b1 et bz. Nous pou-
vons constater un tré&s bon accord entre résultats théoriques et

résultats expérimentaux.

Pour la variance de 1l'erreur, considérons le systéme suivant

schématisé figure V.13.

/xn/ est une séquence al&atoire, stationnaire de valeur moyenne nulle
. 2 _ .
et de variance G . En plus, /Xn/ est une séquence de bruit blanc.

La sortie y(n) est donnée par :
y(@) =-b, y(o-1) - b, y(n-2) + x(n) (Vv.21)

Multiplions les deux membres de 1'équation V.21 par y(n-k)

et prenons l'espérance mathématique :

y(n) v(n-k) = b, y(n-1) y(-k) = b, y(a=2) y(n-k) + ;(n) y(n-k), k70

que nous pouvons &crire sous la forme

Yy = - bl‘((k-l) - b, Y (k-2), k >0 (V.22)

avec }X(k) représentant auto-covariance (au retard k) de la
séquence de sortie /y(n)/>»

et ol x(n) y(n-k) = O pour k >0

puisque x(n) et y(n-k) ne sont pas corrélés et que x(n) = O

( par hypothése).
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Pour k = 0 , nous avons

—_— b4

x(n) y(n) = Oz

puisque

x(n) y(n-1) =0 et x(n) y(n=2) = 0O

L'équation@22)nous montre que l'auto—covariance de 1la sortie d'un
systéme purement récursif ob&it 3 la méme équation de récur-
rence que la sortie /&(n)ﬁ

En divisant (V.22)par KQO), nous avons

[ = 5, Pacn) - v, P2 (v.23)

ol /Q(k) est le coefficient d'auto-corrélation (gu retard k)

de la sortie /y(n)/.

L'équation(v,23) nous permet d'exprimer les coefficients d'auto-
corrélation[o(l) et /9(2) en fonction des coefficients b et

1

b2 du systéme.

Sachant que :
F ©
nous avons :

P

n

1 et Py =F-1n

-bllp(o) - b,

-b
Fay - — (V.24)

et

-b, (-b,)
Fa Ly, ftoy

1 +b 2 (v.25)



En posant k = 0 dans (V.22)nous avons :

Y ()

]

2
b, Y1) - b, ¥(-2) + 63 |

Yo = 5, Y1) -b, 7@ +0f

oﬁ)/(o) = C%f : la variance de la sortie /y(n)/

en normalisant par rapport i 3/(0),

2
1 = —blﬁtl) - b, fi2) + 6}2

| o, -
en substituant pour f?l) et /C%Z) les expressions (V.24) et (V.25)

nous avons

g bz' Cx
(14 byt |4 by B - .b,;[ -
1.)_'1 + bz__[ T+by, o
1
ou _
(4-by) 2 2 6“2
4 —
(1+by) .
) ks
d'ol
2
2 (1 +bz) 6%
¢ (1 - bg) [(7”923 - 51]
Dans notre cas, ol l'on a, & 1'entrée, une somme de 2 variables
aléatoires, indépendantes, ayant.chacune une variance de c&f =
q2/121a variance de l'erreur & la sortie est :
<
2 Grbs) 2 (9 )12)
c&e = 3 ) (v.27)
(1- by) [(1 +b,) — bJ

L'8quation (V.27) qui permeét le calcul de la variance de l'erreur
de sortie est beaucoup plus générale que 1l'expression (IV.23) de
Rader et Gold, car elle est applicable quelque soit la nature des

poles réels ou complexes.
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Remargquons aussi que la mathode qﬁe nous venons de développer est
beaucoup plus simple que celle dé éowdy, J.N. §28§ dont la formula-
tion mathématique est complexe. Montrons comment nous pouvons retrou-
ver dans le cas des pOles complexes ¢onjugués l'expression (IV.23)

de Rader et Gold.

Le dénominateur du systéme est :

D(z ) = 1+ b, 27 b, 272
- . 1 -2
les poles sont les racines de 1 + b] z + b2 z = 0
c'est a dire de 22 + bl z+b,= 0 " (V.28)

Dans le plan complexe de 2z, les pdles complexes conjugués sont :

T exp(i j@ ) our est le module, et & 1l'angle du pdle normalisé,

(période d'échantillonnage = 1 seconde), comme 1'indique la fig. V.14.

En identifiant les racines de 1'équation(Vv,28)et les pdles dans la
représentation polaire, nous avons les deux relatioms (I.44) et (I.47)

répétées ici :

o
I

' - 2r cos ' (V.29)

b, = r (V.30)
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En substituant dans la relation.(V.27), nous avons :

6,—52 2 (a%42) (1+¢%)
e =

(1- ra) [(4+ rz)z—- 4-Tzcosze:] .

D'autre part nous avons aussi :

2-c0329 = cos 28 + 1
donc :
2
2 2 cH+¢?) C TSz2)
G, = -
Ae i
(’1——\"2) L“I + r"’ + -?,rz— 2?2(C0S29+1)J
) 2(a%/12)
(1 - t2) ['1+r4 - 2 1% cos 2 6]

L'expression (V.31) est bien identique & 1l'expression (IV.23).

Les courbes tracées sur le graphique V.15 (pour les différentes

92

(v.31)

valeurs de b] et b2) montrent la concordance des valeurs théoriques

prévues par les équations (V.27) et (V.31) et des valeurs expéri-

mentales de la wvariance de 1l'erreur totale.

V.4 Réalisation d'une cellule sous forme directe

Soit la cellule &lémentaire

1 +alz_-1 + azz_2

H(z_l) = =
+ b,z

-1
1 +blz 2

qui, réalisée en forme directe a pour schéma bloc la fig. (I.8)
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En utilisant les résultats que nous avons obtenus dans les cas précé-
dents, nous pouvons facilement é&aluer 1'expression de la variance

de l'erreur 3 la sortie. En effet, il est &vident que les erreurs
instantanées Ga(n), Gi(n) 5;(n), et éé(n) s'ajoutent 3 1'entrée d'un
systéme de deuxidme ordre purement récursif. Donc, le schéma équi-

valent pour les termes d'erreur, sera celui de la fig. V.13.

Ce qui fait que :

e(n) = y(n) -y'(m) = -be(n-1)-bye(n-2)+ € () + & (n)
- S () = S,

ce qui donne, en prenant la moyenne d'ensemble pour chaque n et ensuite

la transformée en z :

% (214'5‘:—5,—-5-2,)

-1
E(z) =
2 (3-1) (4 +b1%1+ sz—z)

(v.32)

De ce fait, la valeur moyenne de l'erreur en régime permanent est

obtenue en appliquant le théoréme de la valeur finale, .

soit @ | o
e = dim (3-1) 3 (E1+E2—81-83)
=1 (3-4 (4+b1%1+ bz%?z)
A. - B ' '
~ o .
° I +by +by (V.33)
od
Ay = €+ € /2 + 92
B, = O+ &y = 92 + Y2



29 b1 et b2 sont tous dif-

férents de z&ro ou 1, la valeur moyenne de l'erreur &€ est nulle.

Dans le cas ol les coefficients 2> 2

-

Evaluons la variance de l'erreur 3 la sortie du systéme :

selon 1'hypoth&se statistique faite, les erreurs sont

indépendantes. Ce qui fait que la variance de 1'erreur totale. est

-
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la somme des contributions de chaque terme d'erreur 3 l'entr&e. Donc :

2 4_61_2' 1+b
Ge = 3 (1+bs) Pa— (V.34)
’ d-b)[Grby) 6]
ou plus généralement :
2
£ Na +M 1+ b
nge - (M +My) 9 ¢ 2) (V.35

12 (-by)[(1+ba)Z K]

ot a : nombre des coefficients a; # O oul
: nombre des coefficients b: # 0 ou !

V.5 Réalisation d'une cellule sous forme canonique

Soit le méme filtre que dans le cas précédent. Nous
pouvons le réaliser selon le schéma 1.9 qui correspond aux deux

équations aux différences simultanées suivantes

w(n) x(n) - bl w(n-1) - b2 w(n-2) (A)

y(n) w(n) + a w(n-1) + a, w(n—-2) (B)

Autrement dit, nous le réalisons de telle fagcon que les pdles

précédent. les zéros, contrairement au cas précé&dent, Soit
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: - - -2
izl = NC3H) _ 4+a4% + 423
-4 - - -

DCg’) ‘H—b1314'— szz

La réalisation sous forme canonique correspond a la factorisation
_1 o
de H(z ) en deux cellules en cascade et le schéma correspondant

est donné dans la fig. I.9

I1 est dvident, en regardant le schéma, que les erreurs instantanées

de troncature, aprés les multiplications par les bi,'s'ajoutent a
1'entrde du systéme, alors que les erreurs instantanées dlies aux termes
a; sfajoutent 3 la sortie du systéme. D&duisons l'expression de la
valeur moyenne de l'erreur 3 la sortie :

la sortie réelle de la premidre cellule qui correspond & un systéme

purement récursif est w'(n).
w'(n) =x() - blw'(n-l)-bzw'(n—Z) + é%(n) +<§2(n)

En procédant d'une fagon analogue au systéme de 11°™® ordre purement

récursif, nous avons :
e(m) = w(m -w'() = be(n-1) - bye(n-2) -8, (m —éz(n) (V.36)

et enfin la sortie réelle est :

y'(n) = w') + aw'(o-1) - € (n) + a,w'(n-2)- &, (n)
f(n) = w(n) + alw(n—l)+ a, w(n-2)

d'od

y@) - y'(@) = e(n) + aje(n-1) + ae(n-2) + € (n) +€,(n)

Si 1'on définit 1l'erreur totale 3 la sortie comme

-

y@) - y'(@ = &€/(n)
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nous avons :

eT(n) = e(n) + a

1 e(n-1) + a, e(n-2)+ é](n) + Ez(n) (V.37)

En prenant la moyenne d'ensemble, puis la transformée en z

des &quations (V.36) (V.37),nous obtenons :

- - (Si+ 8.
Ez Iy 54 —: 2)
(3-1) (4+ biz'+ by 52)
ET(z—l) - B DH (1+a]z"‘ + azz_z) + -(-:-_—1-)- (€, +&,)

En appliquant le théoréme de la valeur finale, nous avons :

4+a4+ 4=
4+, + by

Ao

—-4(“ !
i
|
o

ol B et AO sont définis comme précédemment.

Cette équation nous confirme bien que les erreurs dlies aux termes hi

voient la fonction de transfert du syst@me alors que les erreurs dies

-~

aux %i s'ajoutent tout simplement & la sortie.
Evaluons la variance du signal de sortie du filtre :

‘ 11 s'agit d'évaluer d'une fagon simple la variance de la
sortie/y(n)/d'un systéme lindaire discret ayant pour fonction de
transfert en z  ,

l'+a z_]+a z-—2
. I 2
o I + bz l+b, 72

]Z 27"

excité 3 1'entrée par une sé&quence de bruit blane (valeur moyenne nulle

. 2 . .
et variance =g~ ) stationnaire.
x
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Soit 1'équation aux différences reliant la sortie et 1'entrée d'un

tel systéme ¢
y(n) = bly(n-l)+b2y(n-2)+a1x(n-l)+a2k(n—2)+x(n)
En multipliant les deux nombres de 1'8quation par y (n-k)

et en prenant l'espérance mathématique de deux membres, nous

obtenons :

y(@m)y(n-k) = bly(n—l)y(n—k) + bzy(n—2)y(n—k) + alx(n-l)y(n-k) +

azx(n—Z)y(n—k) + x(n)y(n-k)
soit encore :
\K’(k) = b] Y(k—1)+b2)((k—2) + a \/xy(k-l) + a, ny(k—Z) +ny(k)

pour k £ 2 (V.38)

ot ka) est 1'auto-covariance (qu retard k) de la sortie /y(n)/
})xy (k) est la cross—covariance entre la sortie et 1'entrée au

retard k.

I

I1 faut noter que }ny(k) 0 pour k > O

car )%xy(k)

x(n) y(n—k)

et 1'entrée présente x(n) est compldtement indépendante des sorties

antérieures.

2

Nous avons aussi : x(n) y(n) = 6

En faisant k = 0 dans (V.38)nous avons :

Y = b, Y1y, Yi-2r+a, Yoy (-1y+a, Vay(-2)+ ¥ xy ()
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qui devient, 3 cause de la symétrie de la fonction d'auto-covariance
Yo = b, Y(+b, Ye2ysa, Yay-1y+a, Yy -2+ Yay (0 (V.39)

Evaluons chaque terme de cette &quation afin de dé&terminer yQO)

\)xy(O) = y)x(n) = 6;? (V.40)
Yig-1) = y@xm-1)
y(n)—bly(n—l)—bzy(n—Z) = x(n)+a1x(n~1)+a2x(n—2)

En multipliant les deux membres de cette équation par x(n-1) et en

prenant 1'espé&rance math&matique, nous avons :

y@x@1) = b,y (a-Dx(a-1) + by(n=2)x(n-1) + x(n) x(n-1) +
a{;E;iHSQE;iTS *+ a,x(n=2)x(a-1) (V.41)

Y xy(=1) =b10;2-+o+o+a1<>;2 +0

d'od

))xy(-l) = q;? (a; + b)) (V.42)

Calculons )/xy (-2) , Par définition :
Yer-2) = x(n-2) v(n)

En multipliant(V.,40) par x(n-2) et en prenant 1'espérance mathéma-

tique nous obtenons :

yx(n-2) = byy-Dx(n-2) + byy(n-2)x(n-2) + x(n)x(n-2) +

——— e

alx(n—])x(n—Z) + azx(n—2)x(n—2)



d'ol -

Yxy(-2) = by@-Dx@-2) + b, o—i +0+ 0+ a, g

x

y(n-1)x(n-2)

alx(n—2)x(n—2) + azx(n-S)X(n—Z)

2 2
= blﬁ; +O+O+315;‘+0

et finalement :

bly(n—Z)x(n—Z) + b2y(n—3)x(n~2) + x(n-1)x(n-2) +

.ny(—Z) - of_ (a, + ab, +b, 4b,) (V.43)
L'équation (V.38)nous donne
pour k = 1
Y(l) = b, \((O) + b, Y(l) + a, YXY(O) + a, ny(—l) +ny(1)
En substituant les valeurs de }}xy(O) et ny(—l) nous avons :
Yy = o, 2f(0)+b2 Y(+a 67 +a26;f (a#b) + Yxy (1)
Yxy() = x@y@-1) = 0
Y ) - R A (a, + aja, b a)) V. 40)
1—b2 l—b2
pour k = 2,
Y =5, Yy, Yorsa, Yay1rva, ¥ay(0)+Yay(@
Y = b, Y, Yo ra,e?
puisque Yaxy(1) = Yxy(2) = 0. (V.45)

En substituant les valeurs de X&l), 3?2), X&y(—l) et ?(xy(—Z)

données par les équations (44), (45), (40), (42) et (43) respect—

vement dans (39), nous avons :
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2 s 2

b, YO b

AV 1 1 Ve
Y(o) Toq- bg ¥ 1—b, e

b X(O) 2
1 oo
' b2b1[4— b, T 1-b, (a1+ala2+b1a2)]

2 2 2
* by YO¥bya, L *2y 6L (aph)

2 2 2
+ az(a2+albl+b] +b2)6i + 55

2 2 2 2 b
by Yo _ baba¥t) _ v = 4 b
-_ 2 6% L T AN - ) = (a»]'*‘aqaa‘f‘ a )
ORI LD R arm, 1%e
+.E§.éj—(a1+a1d,z+ b_,a,z)

+ Az b, + &g (G1+by)

+Qa,(a,+ 44517%21"'52,) +1 ]

er ..
Le 1 membre s'écrit

Y0 2 .2
b, | (%)) {a-v)% - 5%

Le deuxiéme membre s'écrit :

o2 _ 2. 2 2.2
(1 b2)(1+al *+a, ) + 2a2(b1 b2 )+2a1b](1+a2)+2a2b

l—b2 2

La variance de la sortie est donc :

[(/]_ ba)( +a?+a2)+ 202 Cbi ‘gz)—l- 204bi+d9)+ 20z be]
o [o- o0 o1

2 <
6 =3 =0y

(V.46)

Dans notre cas, 6;3 ny q2/12 ol ny = nombre des bi # 0 ou 1
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Donc, la variance de l'erreur & la sortie est

2 Numérateur de (46) 2
ES nb q /]2 + n: —-ci{-i-

£

Dénominateur de (45)

=}
[=1]
i

nombre des a; # 0 ou 1

En comparant les variances de l'erreur dans les deux cas (forme
directe V.34 et forme canonique V.46) nous déduisons la condition

2 . e e e . 2
pour que ¢, de la forme canonique soit inférieure 3 (O, de la forme

directe.

En changeant les signes de b] et b2, pour &tre en accord

avec 1'8criture de 1'équation de ré&currence (A) nous avons :

nb‘iz (4+sz(4+af+a§)+zazbe—lpzz)_za151(4+a2>_2a2b2. na_ff
2 (1- by) [ (1+b2)*- G 42
< (na,-!'nb)ﬂz 1+ bz
)
12 (-by) [ (1+by]) - bf]
Posons @
NI = @4 ba) (1405 +03 )+ 20z (by b3 )- 264 (1+02)- 201212
. 2 A
N2 = (1+#b2) et D1 = (1-bz) [(ﬂbz)f b,

Finalement nous avons la condition suilvante :

(V.47)
ny NI +n :;(na + nb) N2

L'équation (47) fournit un critére de choix de la forme de réalisa-

tion (soit canonique, soit directe) compte tenu des coefficients.

De méme que précédemment, remarquons que les &quations
(V.46) et (V.47) sont trés générales en ce sens qu'elles tiennent
compte de toutes les configurations possibles de pSles et de zéro
par. opposition avec l'expression IV.22 de Rader et Gold qui ne

s'applique qu'au cas de pdles complexes conjugués.
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Notons &galement que la.méthode développée ici est beaucoup
plus simple et générale que celle de Gowdy J.N.§28§. En effet, la
dernidre méthode utilise une formulation mathématique complexe et ne
s'applique que lorsque 1l'on a le nuﬁérateur de H(z-l) ggal 3

1

+ a,z .

aQ» 1

De 1'8quation (V.46) nous pouvons trés facilement déduire

la variance de la sortie pour d'autres formes de numérateur.

Exemple 1 : Systéme réalisé en cascade des cellules &lémentaires,
mais sans normalisation du coefficient a, ial. Lla
cellule type a pour le numérateur et le dénominateur

de la F.T. .

-1, _ -1 -2
Ni(z )y = agta,z +a22
D(z ) = 1+b]z"1+b2.z'2
2 62 (1-b,)(a.2+a 2+a.2)+ 2a. (b, 2b.2)+2a.b. (a+a.)+2a.b
G, _ o= 2% "1 T8 3y (b 7y )*2a;b, (a5+a))+2ayb,

D1

(V.48)

Exemple 2 : Systéme réalis@ en cellules en parallé&le. La cellule

type a pour F.T. ¢

=
H'i(z_l) = ————N"%)
Di(e)
ol ﬁ ( —]) = a. + -1
i1z 0" %2
et D.(z_l) = 1+b,z +b z—2
1 1 2
(1-b.) (a.2+a. 2)+2a.b.a
O_; _ y R ey A e TR e e (V.49)
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Avec ces expressions pour la variance du signal 3 la sortie,

nous pouvons &valuer le rapport signal sur bruit (S.B.) pour diffé-
rentes réalisations du filtre numérique et comparer les performances
pour choisir celle qui convient le mieux, compte tenu des spécifica-
tions.

De l'équationfv.49)nous pouvons facilement déduire 1'expression
donnée par Rader et Gold §24§ dans le cas particulier d'un z&ro réel,
et d'un pGle complexe conjugué. Ce cas correspond aux coefficients

sulvants :

8= 1,23 = - Tcos@
b, = 2Y cosB et b, = —rz
En substituant dans (V.49)
6-2 o= 6'2 (’H—Y‘z) “ +Y‘!'Cosz'a)« 21 cos ©6(2Ycos ©)
.\} = — 2 2 2
(1-r%) [+ r2)_ 4rices e]
2 2 4 2 s
_ oo _1krcoso +T + ¥ cos’6 — 4 Cos 6
po =
¢1- r3) Dy
ot D o peavhiy-sr® cos’ o

: 2k 2 2. .-
- 6‘2 [1+2f+ r- Lf‘rCosze—-Y'Amee—T/&WZQ
- <

2
- :[ D,, - Yz/sl'nze (‘1+r):l

2

2
2 o Z sino (4+17)

q -
(4-77) D4

-
1

2 z . z 2 4 . 2 3 £
le numérateur est égal & : Qi [’H— r - A 0)+r+ ¥ (l~fins 6) - Y COS o)

-
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et comme D1 est &gal 3 1 +“Y4; 2 Tz cos 280

nous avons

2 2
2 0% rzsmze (1+17)
Oy = —|1- yom—
t] (1-v*%) 147 27 Cosz® (V.50)

Ceci est 1'expression donnée par Rader et Gold.

Afin de vérifier expérimentalement ces expressions,
nous avons simulé 4 filtres ayant tous les mémes z&ros complexes &
0,9 exp (%] 22.55). Nous avons fait varier 1l'angle des pdles tout
en gardant le module constant 3 0,917, entre 12° et 67,5°. Dans
les deux cas (forme directe et forme canonique), les résultats expé-
rimentaux s'accordent bien avec les prévisions théoriques (voir le

tableau V.1).

V.6. 1 Analyse des erreurs dfies & la quantification

des coefficients :

Comme nous 1'avons vu dans le chapitre précédent, une
autre consdquence des registres de longueur (nombre de bits) limitée,
est 1'impossibilité de représenter d'une fagon exacte les coeffi-
cients du filtre. En effet, les procédures de conception des filtres
conduisent, en général, i des coefficients nécessitant une préci-
sion trés grande (voir infinie). La réalisation pratique de ces
coefficients impose 1'arrondi ou la troncature de ceux—ci, pour
tenir compte des longueurs des registres utilis@s. Une approche pour
réduire 1'erreur résultant de cette troncature consiste a considérer
des formes de réalisation qui sont le mbins sensible aux petits change-
ments des paramdtres. La difficulté principale dans 1'@valuation de

cette sensibilité est la définition d'une mesure convenable de celle-ci.
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Par contraste avec le cas de la quantification (1'arrondi)
des produits, l'effet de 1'arrondi en ce qui concerne les coefficients,
n'est pas du ressort de la statistique. Il est important de bien
le mettre en é&vidence. En effet, les changements survenus sur les
coefficients entrainent des mouvements des pbles et des zéros du

filtre dans le plan complexe.

Prenons 1l'exemple d'une paire de pdles complexes conjugués.
D'aprds les équations (I.44) 3 (I.47), le module ¥ et 1'angle & du
pole sont 1iés aux coefficients b, et b, du filtre par les relations

1 2
suivantes :

Ibl\ 2rcos &

On peut considérer que la quantification des coefficients bl et b,
se traduit pas une quantification du plan 2z (l'intérieur du cercle
unité). La figure (V.16) montre une telle quantification quand

bl et b2 sont codés par trois bits. La quantification de b2 se
traduit (3 cause de la relation I.44) par des cercles concentri-

ques de module constant et celle de b, 3 des droites verticales.

!

. o . - !
Dans notre cas, le pas de quantification gq &tant g» nous avons des

cercles concentriques de rayon R tel que

2 12
RO = g oo

oo}~

(constants), ou bien encore

o
Y

comme indiqué sur la figure, tandis que b] ne pourra prendre que les

valeurs %3 %; ..a%, (pas de %). Les pdles ne peuvent donc se placer

qu'3d 1'une des intersections. Remarquons les points importants suivants
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(i) Pour faire une étude statistiﬁue de 1'erreur, il faut faire
varier aléatoirement les coefficients du filtre idéal (précision infi-
nie) 3 1'intérieur de la surface élémentaire de quantification (ou la
grille) définie par les deux droites et les deux cercles successifs,
comme indiqué sur la figure (V.16). Supposons que les b] et b2 sont
quantifiés sur n bits et que 1l'on veuille &valuer la variance de
1l'erreur die 3 1'arrondi de ceux-ci en comparant sa sortie & celle
d'un filtre idéal dont les coefficients sont quantifi&s sur n' bits,

n'>>n.

Pour pouvoir faire ume analyse statistique, il faudra pertur-
ber les coefficients du filtre idéal en injectant un bruit blanc sur
les bits de poids faible et cela plusieurs fois de fagon & avoir plu-
sieurs réalisations du "bruit" d'arrondi des coefficients. La signi-
fication physique d'une telle évaluation sera la suivante : on examine
tous les filtres idéaux dont les coefficients se situent & 1'intérieur
de la grille de quantification définie auparavant. La mesure de la
sensibilité est définie comme 1'espérance mathématique de la diffé-
rence au carré entre le signal de sortie de ces différentes réalisa-
tions du filtre idéal et celui du filtre réalisé, ayant ses pGles i une

extrémité de la grille.

(ii) Pour les filtres ayant des pOles aux angles petits (filtres
passe-bas), la définition de ceux-ci se dégrade beaucoup. Pour

g grand (> 45°), celle-ci s'améliore.

Dans 1l'analyse que nous avons faite, nous avons traité
1'erreur de quantification des paramétres du filtre comme des sources
de "bruit". Toutefois, dans la vérification expérimentale, nous
avons maintenu les coefficients du filtre idé&al (ré&alisé en virgule
flottante) constants, sans perturbation d'une ité@ration & l'autre,

pour les raisons suivantes :
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(1) 1'utilisateur s'interesse, en général, & 1'évaluation
de 1'erreur dGe 3 la quantification des coefficients d'un filtre
réalisé (en virgule fixe, & précision limitée) particulier. Il sem—
ble donc utile de pouvoir donner une borne sup&rieure pour la mesure

de sensibilité plutdt qu'une mesure moyenne.

(ii) sans perturbation, on n'observera qu'une seule réali-
sation du bruit et 1l'on obtiendra une mesure de l'erreur qui sera

une borne supérieure.

Aprés ces remarques, nous allons énoncer les hypothé&ses
d'un modéle statistique d'étude de cette erreur. Le schéma de la
figure (VI.2) montre la réalisation expérimentale pour la vérifica-
tion de ce modéle.

Pour bien comprendre la signification de 1'analyse que nous avons
faite, prenons une cellule &lémentaire dont la fonction de transfert
est donnée par la relation (I.43). Soit :

1+a1z_l+a2z_2

-1 -2
+b22

HGz D = (V.51)

I+blz

od o{oi est pris +1, sans perte de généralité.

Les hypothé&ses sont les suivantes :

(1) Le filtre réalisé H'(z), dont les coefficients sont

tronqués, est toujours stable.

(2) Les autres types d'erreurs de quantification sont @
soit rendues négligeables, soit &liminées,
En effet, le méme signal d'entrée quantifié&, est utilisé par les
deux filtres (1'idéal et la réalisation avec quantification des
coefficients). Les produits intermédiaires sont tous quantifiés sur
n bits, et le niveau du bruit d4 & 1'arrondi des produits intermé-
diaires est constant. La variance du signal d'erreur est maintenue
de telle sorte qu'il n'y ait pas de débordement dans les additioms.

I1 n'y a donc pas d'erreur diie au cadrage.
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Soit B'(z 1), 1a F.T. du filtre réalisé :

-1

-1 -2
1+(a,+Aa )z +(a,+Aa,)z
P ot L otAay

-2
z

{V.52)

1+(b1+./_‘\b1)z_]+(b2+ A’oz)

ol Aa], Aa,, Abl, Abz, sont les erreurs de troncature des coefficients

exacts a5 ass b1 et b2.

La sortie exacte y(n) est donnée par :
y(n) = -b]y(n—l)—bzy(n-2)+x(n)+a]x(n—l)+a2x(n-2) (V.53)
La sortie erronée /y'(n)/ est donnée par :
. ?
y'(n) = -(b1+Ab1)y (n—l)—(b2+Ab2)y'(n—2)+(al+Aal)x(n—l)

+(32+A az)x(n—2)+x(n) (V.54)

Soit e(n) 1l'erreur 3 la 2 ™€ itération définie comme :
e(n) = y() - y'(n) (V.55)
D'oli, (V.53) — (V.54) nous donne :

e(n) = —b] e(n~-1)—b2 e(n—2)+Ably'(n—1)+Ab2y'(n—2) -

Aalx(n-l)—Aazx(n—Z) (V.56)

En substituant pour; y'(n-1) y(n—-1)-e(n-1) et

]

y'(n-2) y(n-2)-e(n-2)

nous avons

e(n) = -be(n-1)=bye(n-2)+4b, [y(“—l)"e(n'”] *

Ab, [y(n—Z)—e(rZ)] ‘Aalx(n-l)—AaZX(n—Z) (V.57)
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En négligeant, dans une premidre approximation, les produits de

deuxiéme ordre tel que Able(n—l), etc ...,il ressort :

e(n) = "be(n—l)-bze(n—2)+Ably(n—1)+Ab2y(n—2) -

Aalx(n-l)—Aazx(n-Z) , (V.58)

L'équation (V.58) nous permet de déduire que la valeur moyenne de
1'erreur e(n), quand n->¢oest nulle, si la séquence d'entrée

/x(n)/ a la valeur moyenne nulle.

En supposant que /x(n)/ a pour transformée en 1z, X(z),

la transformée en 2z des deux membres de (V.58) donne :

2
() = -byz | E(z D-bya E(z'1>+Z E Ab, y(n k)
K=A o
2
- Z E Aay x(n-k) | : (V.59)
K=A '
ou :
2 2
E(z'l) l+blz_1 +bzz_2: Z % Abk v{(n-k) -? E".“.Ag‘l;?x(n—k) (V.60)
K’.:‘( K‘="

C'est ici qu'intervient le choix d'une hypothé&se sur la nature des
termes Aa, et Ab, .

e8Py

Si nous considérons ces termes comme des variables aléatoires,
prenant toutes les valeurs possibles & 1l'intérieur d'une grille
(fig.V.lGnous aboutissons 3 une expression pour la variance de 1l'erreur
qui ne peut &tre qu'une valeur moyenne. Avec cette hypothése, les
Aak et les Abk sont donc des variables aléatoires, uniformément

réparties dans les intervalles indiqués ci-dessous et statistiquement

indépendantes, c'est & dire que
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S(R—n) ol 8 : & Kronecker

ak. an =
bp. by = O(kn) (V.61)
et ak . bk = 0 v k.
Le cas d'arrondi : |Aakl‘5 j‘z— V k entier
lAb, | < ﬁ'i_ v k entier
— 2
2 _ g - (V.62)
Aak — :E-, Aa’K =0
AR =L, AL -0
O T k

le cas de troncature

Aty £

Abe <
(V.62)

1
1
3 2 —
Adye =L, Aq.=
qz,
El

2
2
Abi = > ka = ’%“'
ol q = 2%, n &tant le nombre de bits utilisés pour représenter
les coefficients arrondis (ou tronqués) du filtre réalisé en virgule
fixe (signe exclu). Sous cette hypoth&se, nous n'obtiendrons donc pas
la valeur exacte de la variance de 1'erreur qui correspond aux

H'(z-1) et H(z—l) donnés.

Par contre, si nous faisons 1'hypothé&se que leSAXak_ et
: -1 -1 P '
lesAbk pour H'(z ') et H(z ) sont gardés constants, nous
aboutissons & l'expression pour la variance de l'erreur qui corres-

pond 3 une seule réalisation des wvariables aléatoireSJAak et Ab,

Nous allons développer une analyse avec la premiére hypo-
thése. De l'expression résultante nous déduirons 1'expression rela-

tive 3 la deuxiéme hypothé&se.

En utilisant le théoréme de la convolution réelle, nous

avons



E(z_l)(]+blz—] 2y L AbE HY Y -4az D xizh (V.62)
2
o Ab(z ) = Z ap 27"
k= (V.62 bis)
et Aa(z—l) = _Ekz_k
K=1
-1, -1 -2
En posant D(z ') = l+b]z + bzz et remplagant

Y (z_]) par H(z—l) X(z_l); nous avons :

-1 . -1 -1
E(z ) = X(z'l)]:ﬂ(z )AEI(Z . - Aa(z—l) (V.63
D(z °) D(z )

D'autre part,

H(z_l) =

Définissons la mesure de la sensibilité& comme :

-1

1 E(z) E(z ")dz

S = . (V.64)
213 _[ X(z) X(z 1) z

D'aprés (V.55) nous avons :

Ez) =Y @D - e = x@hue ¢h-xehe e (v.es)

d'ot :E—(Z—-:—;-)- = Hzh) - w@Eh (V.66)
Xz

alors .

s = —._21?3_—— ECE -;H'(z_l)] [H(z)-' (2)] &z (V.67)
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Pour z = exp(JwT) oi T = 1a période d'é&chantillonnage, on a §1§
w&
1 * * . 2
S =a—)€— B (Jw) - H '(jw dw (V.68)

°
avec(pe : la fréquence d'échantillonnage en radians.

Cette relation nous montre que le crité@re d'erreur S (ol mesure de
sensibilité) est la moyenne quadratique de la différence entre la

F.T. du filtre idéal et du filtre réalisé avec des coefficients tron-—
quds (ou arrondis). S est aussi la valeur moyenne quadratique de

la différence entre les deux réponses impulsionnelles. Il faut signa-
ler ici que ce critére n'est pas toujours satisfaisant, et que parfois
un critére de type "&cart maximum'" peut €tre mieux adapté& pour certai-
nes catégories de filtres.

D'aprés (V.62), (V.64) et (V.68), finalement :
S - 4 NC%’)ABC?) le[é)Ab‘ﬁ)}_d_% _ i.. [ACLC?)JFO.C}) d

QWJ chil) :D.ZC%) } 2 chv D_&g} :b (V.69)
c (e

Avec la premiére hypoth&se, nous pouvons, en utilisant la relation
(V.62 bis), évaluer 1'espérance mathématique du produit indiqué dans

(V.69) en fonction de pay 2 et de ZSbkz ~ §1§ ce qui nous donne :

o _z ALy / N NG) dy T A—&ZK) ‘ | 7 ds
en D)D) | Deg) v3) 3
X (o

(V.70)

La relation (V.70) nous permet d'observer deux faits importants :

(1) 801t h,(n) la R.I. du systéme ayant pour la F.T. N(z—l) /
D (z ) et hz(n) , celle du systéme ayant pour F.T. 1/D (z_l).
Les deux intégrales de la relation (V.70) représentent donc les deux

sommations suivantes §1§ .

oo -
Z%j w = NCEINCE) o
m=zo 21’1’j Dz(%_{) D2C3) %

Cc
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oo ' .
E —ﬁj m) = 21"T —j di (v.71)
MN=0 C DC? ) Dcé) %

(V.71) nous permet d'évaluer ces deux intégrales, pour un H(z_l)
donné, par un programme trés simple (réalisé en virgule flottante).
I1 suffit, en effet, de simuler les deux F.T. et d'envoyer 3 1l'entrée
de chaque systéme la séquence (1, 0, 0, O ...). En sommant les sor-

ties respectives, on évalue :

N N

E hlz(n) et: E hzz(n), ou N doit &tre assez grand

n=0 n=0

pour que les résultats coincident avec ceux donnés par (V.71). En
pratique, N dépend du module des pdles. Plus celui-ci se rapproche
de 1, plus N doit étre grand. Pour un filtre ayant des pOles dont

le module est 0,917, N = 1024 fournit de bons ré&sultats.

(2) Dans le cas ol on perturbe de manidre aléatoire et indépendante
d'une itération & 1'autre les coefficients idéaux de telle sorte

qu'ils prennent des valeurs & 1'intérieur de la grille des wvaleurs
admises pour les filtres & coefficients tronqués (ou arrondis), on peut
évaluer facilement leszkakz etAbk2 (voir les relations V.62)

-~

La relation (V.70) est donc facile a évaluer.

(3) Quand on apporte pas de perturbation comme dans le cas précédent,
les erreurs de troncature (ou arrondis) restent alors constantes,
pendant 1'expérience. On ne peut donner qu'une borne supérieure

o L2 2 - . P 5
pour les quantlteSZSak etlﬁbk- Cette borne supérieure est égale a :

(i) Le cas de l1l'arrondi : Aakz R Ab'k?"é %—
| (v.73)
(ii) Le cas de troncature : Aa‘kz‘ s Abkzé qz_
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Ainsi, il devient impossible de prédire analytiquement la valeur
exacte de S. Cela dépend de la configuration des bits résultant
pour les Aak et 1esAbk .

(4) On peut modeler le processus de l'erreur die aux troncatures
(arrondis) des coefficients par deux F.T. parasites disposés en
paralléle sur la F.T. idéale. Ce mod&le se déduit des relations

(V.63) et (V.66).

Les résultats expérimentaux présentés figures (V.17)
(V.18), (V.19), (V.20) montrent que les prédictions thé&oriques
s'accordent bien avec ces résultats. Dans le cas d'une cellule
pass—-bas, on voit que, en pratique, il n'y a aucune différence
entre la quantification sur 11 bits et 12 bits (voir la fig.V.20),
bien que la prédiction théorique donne des valeurs différentes
pour S. Celle-ci est dlie au fait que, la théorie ne tient pas
compte des configurations particuliéres des bits de quantifica-
tion des coefficients. En effet, le 128me bit relatif aux coef-
ficients b] et bz'deét_Zéro. Donc, il n'y a aucune différence
entre la quantification sur 11 bits et celle sur 12 bits. On
montre aussi sur ces figures les courbes qui correspondent i la

perturbations des coefficients (mod&le statistique).

Pour les filtres d'ordre &levé, réalisés avec des
cellules é€lémentaires en paralléle ou en cascade, l'évaluation
théorique de S devient assez compliquée. Seule une simulation
expérimentale, qui prend soin d'&liminer 1'erreur de aux arrondis
des produits, peut aider a4 la détermination de la dégradation de

la réponse impulsionnelle.

Pour la réalisation en forme canonique, un calcul analogue
3 celui qui a été fait dans cette section, montre qu'il n'y a pas
de différence entre les deux formes, du point de vue de 1l'erreur de
quantification des coefficients. En effet, les deux &quations cor-

respondant 34 la forme canonique sont :
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w(n) = =x(n) -byw(n-1) - byw(n-2)
(V.74)
y(n) = w(n) +alw(n—]) + azw(n—Z)
En suivant une analyse semblable au cas précédent, on a :
w'(n) = x(n)—(b1+Ab1)W'(n—l) - (b2+Ab2) w'(n-2)
(V.75)

y'(n) = w'(n)+(a1+Aa1)w'(n-l) +(a2+Aa2) w'(n-2)
et :
e(n) = w@)-w'(n) = -b]e(n—l) - bze(n—Z)fﬂblw(n—l) +wﬂb2 w(n-2) (V.76)
E(z )= Ab(z ) W(z™h) -1 -2

1+b]z + bZZ , (V.77)
Dans (V.76), nous avons négligé les produits tels que :
zﬁbl-e(n-l), etc.
L'erreur totale : eT(n) = y(n) - y'(n) (V.78)
qui s'écrit :
eT(n) = e(n)+ale(n—1)+a2e(n—2)—-Aalw(n—l) -Aﬁazw(n—Z) (V.79
d'oil

S IS -1 -2 -1 -1 '
Eq(z ) = E(z ) (1+a]z + ayz Y - Aa(z ") W(z ) (V.80)
D'apreés (V.77)
- Ab(z"])W(z”l)(1+a]z"]+a2z'2) e o
ET(z ) = —=Na(z YW(z ') (v.81)
-1 -2 _
1+b]z +bzz

'ET(Z") = W(z"‘)[Ab(z“)ﬂ(z"‘)-z\a(z")] (V.82)
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D'autre part :

-1 1

W(Z—l) = X(Z ) - (V.83)
D{z )
Donc nous avomns :
=1 -1 -1
ET(z_l) - X(z—l) Ab(z z?(z ) Z\a(fl ) (V.84)
D(z ) D(z )

(V.84)est identique a (V.63)

V.6. 2 Sensibilité des pdles vis 3 vis des perturbations

des coefficients

I1 est possible de faire une analyse théorique afin d'évaluer
la précision nécessaire pour représenter les coefficients tenant compte
des déplacements admissibles des pSles. Etudions, sur le cas particu-
lier d'une cellule du 2&me ordre, la relation qui existe entre le

déplacement de ces pdles et 1'erreur sur les coefficients.

Pour une cellule de deuxiéme ordre, les pdles sont les
rdacines de D(z—]) = 0. Donc, on a, dans le cas des pGles complexes
conjugués (dans le plan z):

2,1/2

(4b2—bl )
5 = o(.*.jﬁ (V.85)

o

= -1 i
z = 5 ]

Si b, est perturbé deAb, et b,, de Abz, les perturbations (ou dépla-
cements) correspondantes des parties réelles et imaginaires des pdles

sont facilement &valuables.
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Ab
On a, pour la partie réelle : Ad = - —é—l— (V.86)

Pour la partie imaginaire, si Abl’ Ab2 etA[:B sont petits, on a

approximativement :

_ 9P B .
Af = 5 Ab, + 6, Ab, (V.87)
2By, (4ba-ti)” -
2b, 2
"
CIC (4—&;2-1:51)/2'
Dby (V.88)
2 -T2 4 |
(4‘52"51) -

compte~tenu de (V.88), on a finalement :

ZAb2 - b]Abl (v.89)

Les relations (V.89) et (V.86) nous permettent, en imposant les

A[:’:

valeurs deAdet A[S admissibles, d'évaluer les Abl’ et Abz
correspondantes. D'autre part, la relation (V.89) explique la
sensibilité plus élevée des p’dles. pour les perturbations Ab1 et
Abz, quand & est petit. Quandﬁ est voisin de un, 8 est grand
et AP est petit. Cette relation nous permet aussi’ d'assurer la s"tabi“—‘
1ité absolue du filtre lors d'un choix des longueurs de mots pour
rgprésenter b1 et b2'

En conclusion, les &quations (V.86) et (V.89) nous
permettent de choisir le nombre n de bits de quantification des

coefficients pour assurer la stabilité de chaque cellule.
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V.7 Généralisation, au cas de plusieurs cellules,

du modé@le statistique du bruit d'arrondi des produits

Les expressions développées dans les sections V.1 3 V.5
peuvent €tre facilement &tendues pour le cas de plusieurs cellules,
soit en cascade, soit en paralléle. Le schéma bloc de la figure V.21
indique la propagation du bruit d'arrondi dans le cas de la réali-
sation sous forme directe (cascade). Dans le cas de la forme cascade
directe, le bruit généré par la premiére cellule se propage a travers
les z&ros et les pGles de la deuxiéme cellule, etc. Nous pouvons

. . .l . . . éme
exprimer la variance du bruit 3 la sortie de la i cellule, en fonc-

tion de la sortie de la cellule précédente comme suit

2 2 2
= i
Oip = Oi-1)p e + (0 5 "0y ) =7~ Hy (V.90)
oi n = 1les nombres des ai' différents de zéro ou 1
oo = les nombres des bi. différénts de zé&ro ou 1
oo
HC = E hz(k), /h(k)/ = réponse impulsionnelle de 1la
K=o idme section
oo
2 . .
HD = E h D(k), /hD(k)/ = réponse impulsionnelle de la
K=o iéme section avec

N, (2 D=1

Les expressions développées dans les sections précédentes, peuvent
étre utilisées pour évaluer HC et HD. Les ré&sultats expérimen-
taux vérifiant (V.90) sont donnés tableau V.2 dans le cas particu-

lier de 2 cellules en cascade.
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Pour la réalisation en forme canonique, en utilisant les mémes

notations, on a :

9 2, q2 ' q2
g = (CG-1x* ™ 122 Ho ™y 13 (v.s1)

“©C

En ce qui concerne la forme paralléle, 1'extension est
immédiate, puisque la variance a la sortie du filtre est une somme
des variances 3 la sortie de chaque cellule. Les expressions déve-
loppées dans les sectioms prééédentes peuvent €tre appliquées pour

le choix de la réalisation et pour 1'évaluation des performances de

celle-ci.



CHAPITRE VI

SIMULATIONS ET VERIFICATIONS EXPERIMENTALES
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VI.1 Présentation des matériels et des programmes &laborés

Dans ce chapitre, nous allons décrire le systéme et le
matériel utilisé ainsi que les programmes de simulations mis au
point pour les vérifications des expressions théoriques développées
dans les chapitres précédents, en ce qui concerne les erreurs dans

les filtres numériques récursifs.

Les programmes de simulation des filtres ont &té écrits
en langage machine, et réalisés sur le petit calculateur Multi 8/
M-301 d'Intertechnique. Ce calculateur est doté d'une logique
microprogrammée et d'une mémoire permanente. La mémoire vive
(& tores) a un cycle de base de 1,l#Sec et a une taille maximale
de 32 K octets. Il ne s'agit pas, ici, de domner une description
détaillée de cette machine ; on veut signaler simplement quelques
caractéristiques utiles de celle-ci. En ﬁarticulier, elle dispose
des instructions qui permettent d'avoir une précision variable (la
longueur des opérandes définie sur 1 & 4 octets) pour la plupart des
opérations logiques et arithmétiques. La multiplication et la
division constituent deux exceptions notoires dont les opérandes

ont des longueurs fixes & 2 octets.
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Nous avons congu un ensemble c@blé d'acquisition de données.
Cet ensemble comporte un convertisseur analogique-numérique (C.A.N.),
un multiplexeur de 8 voies, et un. sous—ensemble de logique et de
commande. En particulier, celui-ci nous permet de commander par
programme 1l'acquisition ainsi que toutes les conditions associées 3
celle-ci, c'est 3 dire le mode d'acquisition (cyclique ou permanent),
1'adresse de voie et la fréquence d'échantillonnage choisie (1'une
des 16 fréquences de 0,1 Hz 3 10 KHz). Le C.A.N. numérise sur
10 bits (9 bits + bit de signe) le signal d'entrée continu entre

* 5 V.. Ceci est résumé fig.(VI.1).

La méthode exp&rimentale que nous avons mise en oeuvre
poﬁr les vérifications des expressions développées au chapitre V est
résumée fig.VI.2. La F.T. du filtre prisé ici comme référence est
réalisée en arithmétique virgule flottante (mantisse de 24 bits et
exposant de 8 bits). Les vérifications expérimentales des expres—
sions théoriques développées au chapltre V nécessitent une simula-
tion des filtres numériques en arithmétique virgule fixe dans les

conditions suivantes :

(1) Possibilité de faire varier le nombre de bits des

résultats des produits intermédiaires

(i1) Les mémes besoins s'appliquent i 1'étude de 1'erreur

de quantification des paramétres du filtre

(iii) Pouvoir faire varier la variance du signal d'entrée
afin d'étudier la relation de celle-ci avec les erreurs d'arrondi des

produits.

Pour satisfaire ces conditions, nous avons mis au point
trois programmes distincts. Le premier nous permet de simuler les
filtres réalisés, soit sous forme directe -cascade, soit sous

forme canonique -cascade, et d'@tudier le processus d'erreur dd
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i 1'arrondi des produits. Le deuxidme concerne la simulation du
filtre afin d'étudier le processus d'erreur dii & la quantification
des paramétres. Le troisidme nous permet de générer un bruit blanec,
soit uniformément réparti soit gaussien. Ce programme nous permet

-

de modifier facilement la variance du bruit généré.

Dans tous les cas, un programme moniteur permet de choisir
et définir les conditions d'étude. Celle-ci portent sur l'entrée,
la sortie et les conditioné de calcul. Le signai d'entrée\peut étre
acquis directement 3 travers le C.A.N. ou simulé par programmatiom,

ou par lecture d'un ruban perforé (signal pré-enregistré).

La sortie des résultats peut &tre effectude soit sur imprimante
soit sur ruban perforé. Pour 1l'étude statistique des erreurs, le
moniteur permet le choix entre 1'évaluation de la valeur moyenne
et de la variance de l'erreur 3 la sortie, et de l'histogramme de
1'erreur. On peut également imprimer ou faire perforer 1l'erreur

absolue 3 chaque itération.

Les conditions de calcul portent sur la définition du
nombre de points i traiter, du nombre de cellules &lémentaires en
cascade, ainsi que du mode de quantification des produits (pour le
premier programme), soit 1'arrondi, soit la troncature. Une commande
spéciale permet de rentrer les coefficients pour les filtres réalisés
en arithmétique virgule fixe et pour les filtres id&aux réalisés en
arithmétique virgule flottante. Dans le cas de la vérification du
modéle de 1'erreur de quantification des produits, les coefficients
pour les filtres simulés en arithmétique fixe sont tous quantifiés

sur 16 bits. L'organigramme qui résume le moniteur est donné

fig. VI.®6.

La sortie du filfre en arithmétique fixe est convertie en
format virgule flottant ; les calculs de l'erreur et 1'évaluation de
1'histogramme se déroulent en arithmétique flottante. Les contraintes
de dynamique pour chaque filtre (réalisé en virgule fixe) sont &va-

luées au préalable pour s'assurer de 1'absence de débordement.



123

Pour la vérification du modile de 1'erreur dde a la
quantification des coefficients, on fixe la quantification des
produits intermédiaires 3 16 bits. (constants). Donc, le niveau du
"bruit" di 3 celle-ci est connu. Une commande spé&ciale permet de
choisir le nombre de bits pour quantifier les coefficients. Dans
ce cas, aussi, la variance du signal d'entrée est réduite de telle
sorte que les contraintes de dynamiques soient satisfaites. Dans
tous les cas, le méme signal d'entrée quantifié est injecté a chaque
itération, dans les deux filtres (idéal et celui réalisé en virgule

fixe), éliminant ainsi 1'erreur de quantification du signal d'entrée.

Le signal d'entrée est obtenu soit 3 partir d'un générateur
de bruit, soit par programmation. Le premier fournit un bruit blanc
filtré a partir d'une séquence PRBS (Pseudobraudom binary séquence)
générée par un registre 3 dééalage boucléd. On peut choisir la
bande passante du bruit, ainsi que sa variaﬁce. Le temps de calcul
(c'est 3 dire 1l'acquisition, 1'évaluation de deux sorties filtrées,
de 1'erreur, de 1l'erreur au carré ainsi que de l'histogramme de
1'erreur) étant de l'ordre de 30 m sec. nous avons donc une période
d'échantillonnage de 50 m sec.. Nous avons estimé la fonction d'auto-
corrélation du signal de sortie quantifié du générateur. La fig. |
VI.3 montre une estimation bas@e sur 6 &valuations de la fonction
d'autp-corrélation,‘de celui-ci. On voit que le signal est de type
"large bande", mais son spectre n'est pas parfaitement plat dans la
bande passante. Par contre, un test statistique (Kolmogorpov-smirnoff)
a confirmé l'hypothése que le signal quantifié est gaussien centré

avec une probabilité d'avoir raison de 88%.

Nous avons aﬁssi mis au point un programme de génération
du bruit blanc, soit uniformément réparti, soit gaussien. Ce programme
génére les nombres aléatoires gaussiens en sommant !6 nombres aléa-
toires uniformément répartis §29§. Ce programme est assez rapide
et génére un tel nombre toutes les 7 mSec environ. Les propriétés
statistiques sont meilleures que dans le cas précédent. La fonction
d'auto-corrélation estimée est donnée sur la fig. VI.4. Elle corres-

pond au cas des nombres définis sur 16 bits. La fig. VI.5 montre
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la méme fonction &valuée pour les nombres définis sur 10 bits. Nous
voyons que, dans les deux cas, l'hypothése de 1'indé&pendance statis-
tique des nombres est mieux vérifiée que dans le cas précédent.

Nous avons utilisé ce générateur pour vérifier 1'indépendance de la
variance de 1l'erreur dle 3 la quantification des produits éis g vis de la

variance du signal d'entrée.

Nous avons préféré utiliser ce dernier programme pour la

génération du signal d'entrée 3 cause de sa souplesse d'emploi et de

sa rapidité (gain de temps:'de 10 mSec par point).

VI.2 Propriété des estimateurs statistiques utilisés.

Les estimateurs utilisés pour estimer la valeur moyenne

théorique et la variance théorique sont définis comme suit

Soit e 1'estimateur de la valeur moyenne de 1‘erreur/¢
2

2 . . ee s
et 87, 1l'estimateur de la variance de l'erreur ¢ définit comme :

N
- _ 1 :
4=4
. N-1
2 _ 1 E =2
S - N’1 (ei e)
‘ 'i:'l -
ou L _ (VI.2)
- e2
2 _ i =2
s = w1 (e
/i:’l

Puisque les caractéristiques statistiques de 1l'erreur dans
le cas des filtres récursifs ne sont qu'asymptotiquement stationnaires,
N devrait &tre trés grand pour que les contributions des termes transi-

toires initiaux soient négligeables. Nous allons développer, ici,
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des expressions nous permettant d'évaluer les erreurs d'estimation

pour un systéme de premier ordre.

Avec les notations du chapitre V, nous avons, pour les

erreurs successives & chaque itération :

e(0) = 510)

e(1) = bS(0) + S(1)

e(2) = b2 3(0) + b S+ S(2)
e(n) =

b §¢0) v T8+ oo + bS(-1)+ S(n)

(VI.3)

Donc, e s1'estimateur de la valeur moyenne de l'erreur (pour ces

n termes) est :

€«
T = Ze(i)/n
/£:1
ou
n-1{
e

n
_ & Zbi+ §() zbi .
n n
1=0 A

(VI.4)

(VI.4bis)

Chacune de ces sommations &tant une série g@ométrique, en les sommant,

nous avons

n+

1-b !
ng = SO + )

1-p™
1-b

n T+ . . ‘
ne = E é%%%—— - E bi S (a+1-1)
4::0 4::4 :

b+ é(n)-}{—g—

(VI.5)

(VI.6)
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En prenant 1'espérance mathématique de deux membres, on a :

- — +2
- _.n§ _8GBd"H
R B 1-b V1.7
ol :
- _ . 1 -n
§- =lsw] -7 2
Finalement, on a :
- _ & 3 mpY
e = 1% T § " i% (V1.8)
ou encore :
e = M- & (VI.9)
avec :
~ g(b_bn+2

€= (1-b)

On voit que la précision de l'estimateur e dépend de n,nombre de
termes d'erreur utilisés, ainsi que du coefficient b. Puisque }bl<1,
pour les filtres du Ier ordre, on aura élszquand n est grand. En
tout cas, l'estimateur e est sans biais (asymptotiquement). A titre
d'exemple, pour b = 0,9 nous avons une précision de 17 avec n = 1000
termes. Quand b s'approche de 1, il faudra beaucoup plus de termes

pour la méme précision.

En ce qui concerne l'estimateur Sz, en suivant une procé-
dure analogue 3 celle utilis&e par Davenport et al §30§, on peut

. 2 _ .
évaluer sa variance . Le schéma bloc de la figure (VI.2) montre

i
- . - , . 2
les opérations effectuées pour évaluer S .

. z . .
Soit G la variance de l'estimateur S2 et L M> sa valeur moyenne,

-~

. 2 . . .
soit o= ,la vraie variance 3 estimer. Davenport §30§ donne 1'expres-

. 2
sion de Gz comme

S
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oo
2 . 2 ’ :
Gs = th(x) [Rz(x) - <Z>] dx (VI1.10)
- 00 :
ou Rh(x) est la fonction d'auto-corrélation de la réponse

impulsionnelle du moyenneur.
R;;-(x) est la fonction d'auto-corrélation de la sortie
de 1'opérateur "élévateur au carré'.

<Z5>~.est la valeur moyenne de z, la sortie.

L'espérance mathématique de l'erreur relative est donnée par :

o0 .
\ [ Raw [Ryoo—<25]ae
6= (x) (= - d
Ms - oo 3 - (VI.11)
<M> '
, <E> f’gth,T) dx
-0 .
ou : h(x, T)est la réponse impulsionnelle du moyenneur.
Pour le cas d'un filtre passe-bas de Ter ordre, on a :
R (k) = R (O)bX et R (0) =—
Yy y y 2
. : 1=b
= Ry(O) exp(klogeb) (VI.12)
et :
R () = R? () [1+ 2 &% 108, o] (VI.13)
., y -

Finalement,

z,'
. Rz(k)— L7

4
LZ >

= 2 exp(2klogeb)'

La réponse impulsionnelle du moyemneur dans notre cas est tout simple-

ment &gale 3 1 entre (0 et N-1). Donc, on a la somme des réponses ‘!

N-1

Z 1= N. . (VI.14)
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et la fonction d'auto—corrélation :

N - k 0<]lkl < N
R'h k) = (VI.15)
) 0 Ikl 2N

Nous pouvons donc &valuer l'erreur relative dans l'estimation comme :

N .
= - '% E (N-K) ¢ "2k log, b | (VI.16)
<M>

K=o
en posant : 1oga b = ¢ nous avons :
N
% .2 (N-K) (-2k &) (VI.17)
<M> N : SXP .
K=o

Nous voyons donc que l'erreur de 1'estimation dépend du coefficient

b et du nombre d'&chantillons N. Nous avons évalué (3;/éwu,pour
différentes valeurs de et de N, Le tableau (VI.1) montre les résul-
tats obtenus. La valeur du coefficient b correspondant qui représente
la bande passante du filtre, est aussi indiquée. On voit que la
sommation de 1000 points nous donne une précision relative de l'esti-
mation allant de 20% & 87, en fonction dech . L'estimation basée sur

10,000 points nous donne une précision comprise entre 6,5 7 et 2,6 Z.

Les résultats pour les systémes de II&me ordre sont faciles
3 dvaluer, en suivant la méme méthode. Mais, leur vérification pratique

par calcul est assez onéreuse en temps machine.






129

CONCLUSIONS

Dans ce travail, nous avons &tudié et mis en oeuvre deux
techniques trés différentes de filtrage numérique. A cet effet, nous
avons élaboré deux programmes de conception de filtres, 1'un pour les
filtres numériques dits récursifs, 1'autre pour les filtres numériques

dits non—récursifs.

Le programme de génération des coefficients de filtres numé-
riques récursifs a un encombrement mémoire de 50 K octets. Ce programme
peut denc &tre exploité dans des petits calculateurs dotés d'une taille
mémoire de 1l'ordre de 64 K octets. Ainsi 1'utilisateur peut disposer
d'un outil tré&s souple pour la conception de filtres numériques récursifs
quelconques ayant des gabarits complexes. La convergence de l'algorithme
n'a posé aucun probléme dans les cas que nous avons examings. Pour
obtenir une approche satisfaisante des gabarits que nous avons choisis,
trois cellules paraissent suffisantes en général. Le temps de calcul
pour concevoir un tel filtre (pass-bas) est de l'ordre de 40 secondes

en IBM 360/91.

Des &tudes complémentaires futures devraient permettre de
généraliser ce programme en tenant compte en particulier des spécifi-
cations sur la réponse en phase et de critéres d'erreur plus sévéres

(I1.3) que celui utilisé.

Le programme d'optimisation que nous avons congu et utilisé
dans le cas du filtrage utilisant 1'algorithme de F ¥ T donne des
résultats satisfaisants. La réduction d'amplitude des lobes secon-—
daires est trés importante pour le cas de 2 coefficients de tramsition,

soit environ 60 dB. Mais 1'utilisation du programme d'optimisation
prog P
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qui détermine les valeurs de ces coefficients est on€reux en temps
de calcul. Son exploitation sera justifiée, par contre, pour 1'éla-

-~

boration de tables & usage universel.

Nous avons également &tudié les problémes que pose la réali-
sation pratique des filtres récursifs sur petits calculateurs. Ces
problémes sont 1iés A la repré@sentation des données et des paramétres
par mots de longueur limitée. L'analyse de l'erreur de 1'arrondi des
produits a &té faite en détail, en se donnant un mod&le statistique.
Ces expressions ont &été vérifiées expérimentalement dans le cas des
signaux d'entr8e & large bande. Ces expressions conviennent donc
parfaitement pour &valuer la longueur des mots nécessaire a la repré-
sentation de toutes les variables du filtre dans les deux formes
d'"implémentation", directe et canonique. Ces expressions sont faciles

3 dvaluer et apportent une aide appréciable dans 1'&laboration d'un

systéme de filtrage numérique.

Pour certaines classes de signaux particuliers tels :
échelon unité&, impulsion de dirac, sinusoide pure, ces expressions
peuvent &tre mises en défaut. Dans le cas de 1'é&chelon unité ou de
1'impulsion de dirac il y a apparition de cycles limites. Dans le
cas de la sinusolde pure les erreurs d'arrondi deviennent fortement

correlées.

L'étude de l'erreur die & la quantification des coeffi-
cients est moins aisée en raison de la difficulté de choix d'un
critére d'erreur. Le mod@le que nous avons développé peut donner
une idée de la sensibilité de la structure du filtre & Eétudier au
sens de 1'écart quadratique moyen entre la réponse impulsionnelle
du filtre et la réponse impulsionnelle du filtre idéal. Une meil-
leure approche de ce probldme serait d'incorporer les contraintes
de la quantification des paramétres du filtre dans le programme de
conception lui-méme et, ainsi, de rechercher un jeu de paramétres

optimum dans un espace.de recherche quantifié §22§. Une autre

Y
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approche serait la transposition en numérique des structures des fil-
tres analogiques ayant une sensibilité moindre vis 3 vis des varia-

tions de paramétres §20§ §21§.

Le probléme de la contrainte dieaux débordements de regis-—
tres pour les filtres réalisés en arithmétique fixe, a &té abordé.
Des expressions qui permettent de borner 1l'amplitude du signal d'entrée,

ont &té développées.

Ainsi, avant de procéder a 1'"implémentation'" des filtres
numériques récursifs, il convient donc de résoudre les problémes

sulvants :

1 Evaluation de la longueur de mots nécessaire d& la repré-
sentation des paramétres (coefficients) du filtre 3 1l'aide de la
relation (V.70), compte tenu d'une sensibilité imposée. Par suite
des difficultés signalées, chapitre V, concernant des configurations
particulidres des bits représentant les coefficients, il peut &tre
utile de confirmer les résultats de 1'8valuation par une simulation
3 1'aide d'un petit calculateur. En effet, il pourrait en résulter,
pour la méme sensibilité imposée, une réduction supplémentaire du

nombre de bits nécessaire i la représentation des paramétres.

2 Le choix de la longueur des mots concernant les para-
métres étant fait, i1 faut procéder 3 1'évaluation de la valeur
moyenne et de la variance du bruit d'arrondi des produits pour les
différentes formes de réalisation 3 1'aide des relatioms (V.35),
(V.46), (V.47). 11 convient de choisir la forme qui induit le plus

faible bruit, compte tenu du rapport signal sur bruit requis.

3 Evaluation d'gn facteur de cadrage (scaling) néces-
saire 3 1'entrée de chaque cellule pour éviter le débordement de
registres. Cette &valuation devra &tre faite pour chaque cellule.
On dispose ensuite les cellules par ordre croissant de ce facteur,
pour éviter une atténuation trop forte du signal d'entrée. Les

expressions (IV.29) et (E.19) permettent cette &valuation.
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I1 est utile de signaler ici, pour des filtres utilisant
des opérateurs arithmétiques et des registres de longueur fixe,
qu'une relation existe en réalité entre le bruit dG & 1l'arrondi

d produit et celui di aux quantifications des coefficients.

Une augmentation de la précision des coefficients ‘se
traduit par un bruit d'arrondi plus grand. Parallélement, une
structure conduisant 3 une diminution de la précision requise
pour représenter les coefficients, autorise une augmentation sem-
blable de la longueur des mots représentant les données et ainsi,

permet une réduction du bruit d'arrondi des produits.
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ANNEXE A

Définition et propriétés de la transformée en "z'"§1§

La transformée en z, F(z), d'une fonction &chantillonnée f
représentée par une séquence de nombre /fcn)/ est définie par la

série suivante, quand elle converge :
Fip = L (fm) = 3 40w 3" .
n=o

ol z est une variable complexe. La série converge pour tout =z
tel que lzl >R ol R est un nombre positif. La région de con-
vergence est donc 1l'extérieure d'un cercle de rayon R dans le plan

complexe.
Cette transformée est un opérateur linéaire :

Z ]_51 hw+Ciw] =c 2[3‘31&)} + Cq % BZ&)] (A.2)

La transformée en z d'une séquence retardée est :

ZYBC”"@} = '342 Z[&f(ﬂ)] o (A.3)

Le produit de deux transformées H(z) et G(z) peut &tre représenté

comme une convolution discréte dans le domaine temporel :

F(3) = H@) 6(3) (A.4)
©o

S = 5 k) D) (A.5)
j:o

ol Fey) = f[Em], GG = ) [3(71):[, o Hg) :Z[/Fmo]
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Théoréme de la wvaleur finale

Lim Fn) = Lim (3-1) Fe3) (A.6)
n

>0 3—>1

Si la transformée F(z) d'une séquence/i?n)/ est connue, on peut
obtenir la séquence [f(n)/ aux instants d'échantillonnage par la
relation inverse suivante :
fom = o [ R 3T 4z (A.7)

2]
ot C est un contour fermé 3 1'exté&rieur duquel et sur lequel F(z)
est analytique. L'équation (A.7) s'applique & toute F(z) qui a une
région de convergence. En pratique, quand on a affaire aux fonc-—
tions rationnelles en z_1 ayant des singularités isolées et limi-
tées en nombre, on peut toujours trouver une suite /f(n)/ soit
par division terme & terme, soit par décomposition de F(z) en frac-—

tionssimples ayant une transformée inverse connue. Exemple

L-1 . L-1 ‘L—i—i
2 aciyz” a3
- t=0 - 4z0
F(3) o ﬁi ) = % N L LA (A.8)
1+ bed) loca)
£=1 3 é ¥ Z é

1=1

Si 1'on suppose que les pdles ‘b@@ sont simples, en faisant la décom-~

position en fractions simples, on a :

L L
Fayz 3 ki heo (A.9)
2) = —_— = - A.9
5 5 — P 1= peorg’
4:-_-1 =1

oo
:Z f n,
Chacune de ces L termes a pour transformée inverse A(L)PC¢)

nous avons alors : ' n=o

. L
n
fomy = Z Aci) i) (A.10)
14=1

Si les ) sont complexes, ils apparaissent en paires de pdies

complexes conjuguds.
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ANNEZXE B

Algorithme de Fletcher—-Powell

-

Cette méthode a &té développée i partir des fonctions qua-~
dratiques. Nous allons décrire cette méthode & partir de la forme
quadratique a2 n dimensions et illustrer celle-ci 3 1'aide de 1la
figure (B .1) dans l'espace & deux dimensions. Soit la fonction

d minimaliser :

n n n
C = G + Z Ace)xei) + %— Z Z‘Fwij)xwxcj) (B.1)
i:" ’i:'! _j:1

qui s'écrit matriciellement sous la forme :

A AT
C:CO+ATx+%xH£ (8.2)

oi al = le vecteur ligne (a], Qg weees a) s constant.

»
Il

le vecteur colonne des paramétres (Xl’ Xo ees xn)

fast
it

la matrice "Hessienne".
Le vecteur gradient est, en prenant les dérivées partielles de

(B.2) par rapport 2 x

-~ -~ ~

g= a+Hx (B.3)
Au minimum x _. nous avons
min
0 = a+H Xin - (B.4)
Donc, pour le déplacement (x - xmin) = s on a:
s = (¢~ x_. )=~ H_1 g . (B.5)

min
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Cette &quation peut se déduire également de la relation (II.15)

Dans la méthode décrite, la matrice u! n'est pas évaluée directe-
ment. Pour cela, on part d'une mat;ice G définie positive et
symétrique. Cette matrice est améliorée aprés la 1™ itération en
utilisant 1'information obtenue quand on se déplace dans la direction

i . . )
S selon (B.5) vers le minimum. On a @

st =-c¢t g',  i= 0,1, .... 01 (B.6)

-~

Initialement, pour i = 0, la matrice G est &gale & la matrice unité.
La relation (B.6) défimit alorf la direction opposée au gradient.
Dans la fig. RB.1, on part de Xqe La direction ;O est représentée.

On effectue alors, dans la direction ;l une recherche
unidimensionnelle, afin de rendre C minimale le long de la droite
;1 +>\;1. La méthode de la recherche d'un minimum local n'est pas
essentielle 3 l'algorithme. On peut utiliser une méthode de recher-
che directe ou une méthode d'interpolation quadratique ou cubique.
Mais, il est essentiel de minimiser localement C pour chaque itération.

Celui-ci occupe un temps de calcul non négligeable §12§.

Soit d} la valeur de X qui rend C minimale. On définit

un accroissement (ou incrément) des &l8ments du vecteur X.

A4l 4 A L4 AL AL

T = A" = x7" - =< = ax* (B.7)
ou

AL+ Ag AL

x  z xt4+ot (B.7 bis)

-~

Dans la figure B.1, la recherche le long de sO nous

. . 1
conduit au point x . Donec, nous aurons

A
0 =z >x —-=x

~

1+]

i+l )
et g . A ce stade,

On calcule ensuite C ( xt

. P . s . 1
on dispose des éléments qui permettent d'améliorer la matrice G



141

de la relation (B.6). L'amélioration consiste i déterminer le
vecteur é;éﬁ de telle sorte qu'il soit un vecteur propre de Gl+2 H.
Ceci nous assure que, lorsque la procédure converge vers le minimum,
G tend vers H-l et les 8;i,i =0, 1 ... n-1 constituent une base
compléte de 1l'espace de recherche. Voyons comment se construit le

vecteur 6“94. A cet effet, définissons la différence suivante :
~ ~tr .
yv' o= g - g (B.8)

D'aprés (B.3), nous avons :

{ Aq

n: aitt A
Yoz H(x" . x*) = H _ (B.9)

D'éutre part, ch gtant &valué de telle sorte qu'il minimise locale-
ment C, on a : ng ;i+l = O. N ‘ (B.10)
C'est 3 dire que le pas d'accroissement 0'1 dans la direc-

tion de recherche ;i_ est orthogonal au gradient é&valué au point
;i+1

~

Dans la figure (B..1) le vecteur g est perpendiculaire

2o
au vecteur o

~e

. . ) . . - 1
Maintenant, construisons le vecteur cr‘”perpendlculalre a v,

ce qui implique :
v G = 0 (B.11)
et compte tenu de (B.9), on a :

P
o H & - o (B.12)

. A A g . -
C'est 4 dire que les vecteurs @G * et 0-‘*1 sont conjugués par

rapport & la matrice définie positive H.
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Pour construire le vecteur g4+1, il faut déterminer la

nouvelle direction de recherche. Cela veut dire, compte tenu

de la relation (B.6), qu'il s'agit de déterminer la matrice Gt.

. .o . 0 - .
Pour ce faire, on modifie la matrice G  de départ comme sult :

>
&
o>

N
G >
Fs

et

AT A 1
gt - i Al
- CNIT 4 DA

¥ 6t

En effet, en multipliant les deux membres de (B.13) parvyi

- v

nous avons

. -~ A L]
G4+1 31 - 6_&

qui s'écrit, compte tenu de (B.9)
; A 1 A .
G Hot = gt s, 0 gig ma

. AL i+
C'est 3 dire que le O“‘est un vecteur propre de Gt ! H, de

iéme

valeur propre unité. A lan itération, on aura GPH=1

(I est la matrice unité) et, le minimum est atteint.

-~

Dans la figufe (B .1) on obtient la direction s &
s

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)

: - A 0 . .
partir de yo, 0—0, et G'. A noter que s1 est perpendiculaire

a yo. Une nouvelle recherche et minimisation le long de s

-~

. . 2
nous condult au point X", etc ...

Résumons donc 1'algorithme :

142
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. . ~i . i
Soit le point courant x' et le gradient correspondant g

. i ez . - ..
et la matrice correspondante G . L'itération procéde ainsi :
i

1) évaluer st =-¢t g

. ~e

2) trouver o le long de ¥t +XN s’ telle que € (x' + & st

.

soit un minimum local par rapport 3 A ( «*>o0)

3) 8valuer le pas d'accroissement des paramétres avec :

8‘_4. P 0(4: /g""
4)A modifier les paramdtres de mani&re que : ;i+] = _;i + g;i
5)  &valuer - ¢( i+ ) eﬁ éi+]
(vérifier que ( é}i) §£+1 Yy = 0)
6) definir y. = gl - g
7)  évaluer ¢l - G.i + A; + B; (selon (B.14) et (B.15))

8) tester si le minimum est atteint. S'il 1'est, on arréte le

calcul, sinon, i = i+] et retour gn®l). -

Le test pour le minimum est un point crucial. Compte tenu
de la précision du calcul, on est amené a faire les tests suivants

pour s'assurer que le minimum est atteint :

(n Test portant sur toutes les composantes du gradient.

I1 faut qu'elles soient inférieures ou égales 3 €, précision requise.

-~

. A . . 1
(2) Tester le pas d'accroissement g % dans la direction s

qui doit 8tre < ¢
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(3) Il faut s'assurer que l'on a itéré au moins n fois

(n étant le nombre de paramétres 3 optimiser) avant de s'arréter.

(4) 1I1 faut tester également la matrice G' et vérifier
qu'elle est toujours définie positive pour chaque i. Ceci nous
assure que C (i) est réduit 3 chaque itération. Ainsi la procé-
dure ne divergera pas. Si, pour un i donné la matrice G' n'est pas
définie positive, on la remplace par la matrice unité et la

procédure est poursuivie.

La précision de calcul ainsi que le nombre d'itérations sont

des paramétres d'entrée pour le sous—programme.

I1 faut noter aussi que 1l'algorithme n'impose aucune
contrainte sur les paramétfes X. Ainsi, si 1'on veut utiliser
cet algorithme dans le cas d'un probléme avec des contraintes
(comme le ndtre) il faut trouver une stratégie qui tienne compte

du probléme particulier & résoudre.



145

ANNEXE C

Evaluation du gradient

La fonction de colit C(8) est une fonction de 4 K
variables, K &tant le nombre de cellules &lémentaires en cascade.
D'aprés (il.21) nous avons :

E(By = cCA: &) | (c.1)

Le gradient de C par rapport a O est défini comme :

A
oc BcCA e) et 8) AT oy
6™ 2 8m 245 pém
n= 1, 2, 4 K
At s) * A
Le terme *—,é:;—'est nul, puisque A rend C(A,8 )
minimum (voir la relation (iI.20) '
Nous avons donc, compte tenu de la relation (11.18)
8c(8) 5 [Hez0i), 8)
— = 2A E (4" ch,@)] 2%:)) | 8« | (C.3)
06 26
D'autre part :
.,H(gci,),'é)l = /H(}o:),é) H%a‘), 8) (C.4)
avec HC%(A,),&) . complexe conjugué de HCEC'{:), §)

Nous avons donc.:

P) [ H(3c4), B) } [H(%w, 555 - H(3e0, )+ H(306),8) %&—n)H%co, :9)]
: - (€.

D B A <
” 2 / HC300,8) H (560, 5)
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Le terme entre crochet est de la forme AB + AB

celui-ci se simplifie donc:

vy L L) . A NP A AL D e
HC ) = " i,8) = S H{W),
3(4), 6 8 H(3(4),8) + HG3e8) 5. HGiye) =2 Re H(%a),e)a Nl

(c.e)
La relation (C.5.) compte tenu des relations (€.4) et
(8.6) se simplifie comme :
2 [haw,®)l - e [Feend Fom, H 34, 9)]
28m) (€.7)

lHCﬂdcé),’é)l
n= 1, 2, ... 4K

Chaque terme du premier membre de la relation (C.7)
peut étre &valué 3 partir de la définition de base (II.16).

répétée ici :

K ,
-1 -2
- [ K
HC}(&)) A 4+a(m)_§u)+acz )icxv) .8
14 bogk) 304 + bk 3(<)
K=1

Pour simplifier 1'&criture, posons H(zo@,g )
égal 3 H)-
Evaluons donc les dérivées partielles suivantes & l'aide des

relations (C.7) et (C.8)

— D HCA)
1y 2lHd] _ Re [ 2255
°aduj) -
a.uj) _[ic/c), K 3 N
-4 H) © 1+ ack) 3¢6) +A2K) F(1) ]
el © ak) 1+ b(1k) 304 + b2k §’“c4‘)J

v K=1 _2
— =1 .
- A — 1+a.6x) 3C6) + ARK) <)
- . ?e H(4) -1, -2
[ 14 b1 §(4) + b (21 3¢4)
K=1 ]

K| ~1
3¢4)

1+ b)) ’5;164') +£>(.2j)g?4')

.
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-1
alH('L)! _ A R Hei) HeD) §CO
2 aM)) IHci)

_ -2
14 QC4))304)+ Al2))3C4)

et finalement

-
bl ol [ o
0 4t 1+QC4J)§Z4')+5L(21)3'§)‘
i=1,2, ...k, i=1,2...M. (c.9)

(2) D'une maniére identique, nous aurons :

_.2. :
2ol _ nel §Ci)
—— = Re — —— |(C.10)
0 a(2j) T+ariged) +az))3cq)
i=1,2, ..., i=1,2 ... M.
K -1 -2
3y o] - A fc) A+A (1K) BCL) + AL2K) FCL)
. . e = -
0 b)) [Hei) J Db 4+bcm);,24')+b62k) 3%4‘)
a K=4
I L -1 -2 -1 _#
-1 R Hei) 4+QCIK) 3C4) + A3 D 1+AaDFC+ac2))3
o] < Trbaniios bewfis)  |OPHD HHEHIFEO+ b
- K‘-“,K?j
K
— -4 . -2 -1 -1, 2%
-1 Hei)l | | 13a0930i)+aR03D | (<) 360 14 AMDFA A FL)
T lhe] ¢ 1+ bCi) 300+ b 203 (0 1+b01) 30 +bt2D) 36 ]
K=, k]
-1
_ 4 —1) 3Cc)

= 2 Re | HcO Hed) < =
[Hed)| T+ be)3¢) +bC2) 3¢0
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et finalement :

-1
DIHD) - 2C0)
"———l , = |Heo| Re 7 —5—| @
? b)) 1+ b)) 3¢i)+baj) 364
JoA,2,00c K 5 A=4,2,--- M.
(4) D'une manidre identique, nous avons :
. -2

o HL - 3¢4)

—————l _! = |n@| Re | — f — | (€D

2 bl2)) 1+bWj)3 () + b2))3CH)

Jz=4,2,---Ks4=4,25..- M.

-~ ~ A
Résumons donc la méthode de calcul de CCé)et de grad (C(8))

A
pour & donné :
K
> c2x) 364)
) + a2k 1 .
(1) Evaluer H{)= 4+a(4k)5: = > A4=24,2,.-. M.
1+ bHK)FCL) + PC2 FCa)
K=4
e M
. 4 .
s IHGL)' Rc4)
(2) Evaluer A = (=1 o
> [Heb]
£=1

d .
(3) Evaluer EQ)= A* ch,i)] Rei) » +=1H2,.--M
M
A A 2 .
(4) Evaluer cie= - Ec4)
‘ » 4=9
(5) Evalwer MOl 2lHcb] Bcho.l ) B[HCU.I bour
Dacy) 2 a(zj) ? bcty) ? b))
j=1, 2, ...K et i=1,2, ... M, a partir des relations

(c,9), (¢.10), (C.11), et (C.1‘2).
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™M

A .

(6) Evaluer _BAL. - QA* E Eci) _D_H,\ﬁi s m=1,2,... 4K
?6em) iod o e

Notons que nous pouvons économiser du temps de calcul en

évaluant les z@i-}] et zg;)z pour i =1, 2, ... M au début du

programme et en les mémorisant.



ANNEXE D

Représentation des nombres réels dans une machine numérique

Dans une machine numérique, les nombres réels peuvent &tre
représentés de plusieurs fagoms.

Par exemple :

- représentation en valeurs absolues plus le signe,
~ représentation en complément & un

- représentation en complément a deux,

Ces représentations sont toutes &quivalentes pour les
nombres positifs. Par conséquent, les erreurs d'arrondi de ces
nombres sont identiques pour ces représentations. La di-
férence essentielle reldve de la représentation des nombres néga-

tifs.

En général, dans les mini-ordinateurs travaillant en
temps réel, on emploie 1'arithmétique en virgule fixe, en complé-
ment a deux, et, par conséquent, les nombres réels sont repré-

>
sentés en complément 3 deux.

Ici, nous allons examiner cette représentation en

détail.

Soit un nombre réel i représenter en complément & deux ;
celui~ci peut 8tre exprimé en fonction des coefficients binaires

comme sult :

150



151

N-1

@y = -B(0) + § g(3)273 (0.1)

j=1

ol l'on a normalisé A tel que A} < 1, et ol 1'on représente

ce nombre en'N bits binaires, signe compris. Le symbole (X)K
est utilisé pour désigner un nombre réel X représenté sur K bits
(K peut @tre infini).

Les g(j) sont soit O, soit 1.

Si les mots de la machine avaient une infinité de bits,

la représentation exacte de A serait :

o0

B, = - +E g(i)273 (0.2)

j=1

Puisque les nombres de bits de registres d'une machine
numérique sont limités & N bits, on est amené soit 3 tronquer, soit
3 arrondir (A)o.° de fagon i pouvoir représenter A en N bits. De
ce fait, il y a une erreur introduite dans la représentation du nom-—

bre A dans la machine.

Calculons cette erreur er quand on tronque A aux N premiers bits :
ep = () Ay : (D.3)

o N-1
= (-g(0)+ E g(j>2“3>—<—g<0>+g g(d27) (0.4

j=1 3=

Si 1'on'a g(j) =0 pour tout j tel que N < j <ool'erreur

est minimum et &gale 3 zéro.

Par contre, si 1'on a g(j) =1 pour tout j tel que N < j € oo

l'erreur est maximum. Elle est égale 3 :
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(D.5)

|
0Q
~~
[N
S~
[+
l
[N

e
T max

eee + 0

(1-271y

= 2—(N_])

et finalement EH? = 2‘(N-1) (D.6)
max ,

Evidemment, la valeur exacte de l'erreur dans cet intervalle

| EL 2—(N—1{} dépend de la valeur de A. Mais, aprés la tronca-
ture, puisque 1l'on a perdu la valeur exacte de A, on a intro-
duit une incertitude. C'est ce raisonnement intuitif qui nous
conduit 3 faire 1'hypothése que l'erreur se comporte comme une
variable al@atoire qui peut prendre toutes les valeurs dans cet
intervalle continu {0, 2—(N—l)]_avec une probabilité& uniforme,

3 o (8-1)

égale i . Avec cette hypothé&se, on peut facilement &va-

luer les deux premiers moments de cette variable.

-(N-1) _

Posons 2 q le pas de quantification

m, le moment d'ordre un de cette variable est donc :

9
m1 = é;[x d x
o
= 4
-2 (D.7)
et le moment d'ordre deux est :
q .
g
n, = 12ax =3 (D.8)
2 q % ,



De la méme fagon; nous pouvons considérer la troncature du produit
de deux nombres A et B, chacun &tant représenté par N bits (pour
simplifier 1'écriture des formules, nous excluons le bit de signe
dans ce qui suit). Le produit ré&sultant de deux tels nombres

A et B a, en général, 2N bits. Si 1l'on suppose que l'erreur dans
1la représentation de A et de B sur N bits est négligeable, on
peut considérer 1'erreur die 3 la troncature au premier n bits

du produit résultant comme une variable aléatoire discréte, uni-
formément répartie sur un intervalle discret et fini. Evaluons
les bornes inférieures et supérieures de l'erreur ainsi

que ses deux moments m, et m, dans ce cas 13.

Avec la définition de 1l'erreur er comme dans le cas précédent,

nous avons :
e, = (AB)2N - (BB)n (D.9)

ol le symbole (x)k a la méme définition que dans (D.1)

et 2N
(A4B),y = - 8(0) +E g(i)2™" (p.10)
i=1
n
(AB) = -g(0) +E g(i)2 * (D.11)
i=1
d'od
2N
er - g(i).z"i (D.12)
i=n+]

1l
~

Posons : 2N

153
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En suivant les mémes raisonnements que dans le cas précédent, nous

avons les valeurs de l'erreur minimum et maximum, soit :

er min = 0 (D.13)
. K
E -1
er max - 2 (D.14)
i=n+1 '
) o~ (n+l) 2(I'<+1)
a-2"1
et finalement : '
= 2"11 _ 2—K (D.15)

e
T max

Cette fois, 1'erreur est définie sur 1l'intervalle discret

[é, 2™ - 2—k] et ne peut prendre qu'un nombre fini des valeurs

K-n . . .
( ) valeurs, suivant la configuration des

discrétes. Soit 2
bits du produit (AB)ZN' La figure (D.1) montre la densité de

probabilité de 1l'erreur.

Calculons les deux premiers moments m, et m, de
cette variable aléatoire
Soit Qéﬁ (t) la fonction caractéristique de & et p(€;)

la densité de probabilité de éj . Nous avons :

= 1 -n _ ,-K
p (eJ) N pour 0 < e_)' < (2 2
= 0 pour & ¢. ]fO, ™ - Z_K)J

(K-n)

2 -

= E P (ej) exp (itej) avec i = \/-:; (D.16)
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Posons = Z_K.
13= Z(K"n)
donc ej = j pour 0L igpB-1
. -1
. o .
ce qui donne : ¢ (t) = - Zexp (it3j) (0.17)
ej P 4
J=o
=1
_ 1 .. .. 2
= P—- E (I+HitjA +(@EtiA) T+ -0 )
=0 -

En effectuant la sommation indiquée, nous avons :

: | .
_;_ (‘[.g.,('_to( +1 L-o(){_lt-...)_}. C4+44’_'2¢>L+(4£___i).‘i)+....)+ PN
2!

(e
8,

Cfr AE(B-1)A +(4I:(E—4)o<) )]

.[1'3_[ P+ AbA+ib2d 4o+ AE(B- 4)a<+{(¢ba4) QLZ«Z'&)

+(4E(ﬁ-‘)o<) 1 J

"

: . 2 2 2
= 743— lt]%/tkv‘ﬁ(f;’—ﬂ + (4::;() 4+z+5z+...+(F—4) §+J
et finalement : - 2
Al ibaBAD Lk BCEVZE-D
HOE 2 . *
2! G
Le moment d ordre un m, est égal a
. .. ' (B-1)
4.m1 = M = 'Loiﬁ B_
dt 23



156°

d'ol
mg = —(B-1)
_ gk( (K-n) )
= —
-n =K
= 2= (D.18)
<
Nous avons aussi, pour le moment d'ordre deux, m,
2
.2 d Pe. (L) 2 ,{/BCB 1)C2/3-1)
Wymy = —5—| =M =5
dl: E=0o :
Kk-n K-n+1
ek m, = 2 (2 —1)(2 —1) (D.19)
G é?x

quand K tend vers 1'infini, c'est 3 dire que les deux nombres

A et B représentés sur une infinité de bits, nous avons

1 -2n+9
Mw =7 2
-2n
-4 (D.20)
-3

L'équation (D.20) est identique & 1'équation (D.8)

Considérons le cas arrondi :

Quand on veut arrondir le produit représenté sur 2N bits
au n bits poids fort, on teste le (n+l) iéme bit. Si il vaut 1,
on ajoute 1 au n idme bit. Si. le (n+l) idme bit wvaut O, alors on
€limine tous les bits i partir du (n+1) iéme.

Nous avons donc pour l'erreur eA :

€, = (48), ~ (AB), = 36o) +Z 80)2: ( 3(0)*‘23(1’)2—1)4”(1%@5?)2

J=1
Ici, il existe quatre bornes de 1l'erreur. Soit

(i) tous les bits compris entre le (n+1) idme et 2Niéme sont zéro.

Donc, l'erreur est zéro.
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(ii) Quand tous les bits,de (n+1) iZme au 2N i&me sont en 1,

en posant 2N = K, nous avons d'aprés (D.21) :

K -} -n —-K |
(AB) —(AB) = Cppmin = Z -2 =2 (D.22)

J= N+
(iii) Quand, seul le (n+1) i&me bit est un 1 et les autres

sont z&ro, nous avons :

-(n#) -n -(n+1)

- = -2 =- P S
(AB) ~(AB) = & W= 2 —2 F : =-3 (D.23)

(iv) Quand le (n+1) idme bit est &gal 3 zéro et tous les autres

sont en 1, nous avons

K -J —n+1) .k q -K
Amax — 2 =2 =2 = Zz 2
J=n+2 (D.24)
En conclusion, nous pouvons considérer 1l'erreur dde 3

-~

1'arrondi 3 n bits du produit défini sur 2N bits comme une variable

aléatoire discréte, uniformément répartie sur 1'intervalle
[0, % - 2_KJ et 1'intervalle [—Z—K, - %]

20y of K= 2N

N
o]
(o]

£

]

() _
1
2 (K m)

‘et qui peut prendre une des valeurs dans cet inter-—

valle avec une probabilité de (voir fig. D.2)
En faisant le calcul semblable au cas de troncature, on a pour

les deux moments m] et m, :

“(k+1)
my = 2 o (D.25)

- 4 T k-1  K-n) Kn-1 K-n-2
m—.zz, 2 -2 - 2 + 6 2 + 1 (D.26)
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(K-n)
4 1 2 a1 )
—
Y% 343 -0 3" q_k \
_ % = 2 T2 q/z gj
3"53.13..2
Diakrvibubion discvete de Lerreur darondi
P(e.f) »
ey | 4 4 &
K = T Lot
o ¥ - 5%q e

fig.0-1

Distribuhion discvéte de Veyreur de toneature



Quand K tend vers 1l'infini, nous avons :

et
_ 1 -2n-1
m, = 52
= 1 _o,2n _ g2 (D.28)

12 1
Ce qui correspond au cas d'une variable aldatoire continue,

uniformément répartie entre —Ei et %—
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ANNEXE E

Contrainte de débordement

o
Nous nous proposons d'évaluer la sommation
prop (x)

pour un filtre récursif de 28me ordre. K=0

Soit 1'8quation de récurrence d'un tel filtre :
y(m) = x(n) - b, y(r-1) - b, y(n-2) | (E.1)

La solution générale de cette &quation pour un systéme ayant un

+, .
pdle complexe conjuguéd dans le plan z & TYTexp(-j©) est §58

avec Gl’ G2, : pbles du systéme
Al’ AZ’ : constants réels

La R.I./h(k)/est définie comme &tant la sortie pour la séquence
d'entrée /x(ny/ = (1, 0, 0, 0, ...)
Donc nous avons

A+ A, =1 (E.3)

G, = -b ‘ (E.4)

159
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c'est 3 dire que :

Alr exp(j@) + A2 exp(-j0) = —bl (E.5)
ou

(1-A,)r exp (j©) + Ay exp(-j€) = = b; (E.6)

ce qui donne :

- b, = r exp(j@) + Ayr (exp(-j @)-exp(iB)) (E.7)

qui se simplifie comme 1

- b= rexp(j ©)+ A, r2j sin © (E.8)
d'od
by + YexpC|o) .
= > = —1 E.9
e 2] T Sim © I= &2
r e j
et A1 = '1"A2 = 1- b+ “ree)

zjr Sin O

Donc, finalement :

. n : .
yem = | 4 - b4+Y_’@fFCJ e) Fexp(ing) + bat rexpC JB)GXP(___J- ne)
2] sin® 2§ ¥ Sinp

(E.10)

La relation (E.10) se simplifie comme :

yen) = S (Rjrsine) Y‘ne.xio(jnej-éjsin(ne) r'n(b1+rexF(J'e))(E. 11)
' 2jrsine
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D'autre part, b, = -2r cose@

ce qui donne :

1 . X n . n+d | .
Yeny = ———|(2y rsin 6) Y 2xpCjne) - Y 2j5in ng (-2 os O+ exp(}p))
2jrsing (E.12)
mn
- Y [ Siné €xp(jne) -Sinnme (-2cose + €xpcje))]~
Sin e ' ' (E.13)
n -
= .T' [2 Sinne Cosp — €xp(jp) Sin N6 + Sin & exF(jne)]
Sine (E.14)
" .
. [2 oS © Sin nb = CoS & Sin ne -] Sin 8 Sin N8 + £oS NB Sin 6 +jSinesin ne
St )
ne (E.15)
n v
P [QCOSQ SInN® + Cosnesing - Sinne Cos GJ (E.16)
Sin® '
qui simplifie comme :
'n -
yemz T | sintn+n)e (E.17)
Sine

La relation(E.17) donne, compte tenu du fait que h(n) = y(n)

dans notre cas :

o= : oo
E ] h(n) | = SJ!.IIQ E ™ [ sin(n+1)8 l (E.18)
M=o M=o -
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D'oil nous pouvons &tablir la borne supérieure suivante :

o co -
-;- ,h(n)l < —-g—:_-;é— E I’n (E.lg)
M=o n=o

L'équation (E.19) nous donne une borne supérieure facilement

gvaluable. Mais cette borne ne sera jamais atteinte dans la

pratique. La relation (E.19) montre &galement que pour petit

(voisin de z8ro) et r &levé (voisin de 1),la contrainte de débordement

est trés sévére.
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