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INTRODUCTION

Ce travail a pour but la mise au point et 1l'expérimentation

d'algorithmes d'optimisation appliqués & des problémes d'approximation.

Nous nous intéressons a trois problémes type de recherche
d'une meilleure approximation dans un convexe d'un sous espace vectoriel
de dimension finie, lesquels correspondent 3 trois Aormés usuelles
norme de Tchebycheff, norme quadratique, norme faisant intervenir la

dérivée.

Dans le cas ol la fonctiomelle 3 minimiser est strictement
convexe, nous appliquons d ces problémes, dans le chapitre II, une fa-
mille d'algorithmes duaux qui sont en fait des méthodes de déplacements

z

admissibles appliqués 3 un dual du probléme considéré.

Nous utilisons également dans le chapitre III une méthode dite
d'éclatement des contraintes, qui, elle aussi, admet une interprétation

duale.

Dans le chapitre IV, la fonctionnelle 3 minimiser n'étant pas
différentiable mais possédant des propriétés de sous différentiabilité,
nous utilisons pour résoudre le probléme considéré une méthode de sous

—_—— a2

~e
P R S )

En conclusion, les différents algorithmes seront comparés entre

eux sur des exemples numériques.




CHAPITRE I







CHAPITRE 1

Dans ce premier chapitre, nous définissons trois problémes
d'approximation. Nous montrerons ensuite comment ces problémes peuvent

se mettre sous la forme de problémes d'optimisation classiques.

I - DEFINITION DES PROBLEMES D'APPROXIMATION CONSIDERES.

On désigne Co[a,b]. 1l'ensemble des fonctions continues sur

un intervalle [a,b] de R.

Soient [a,b] et [c,d] deux intervalles quelconques de TR

Pour un élément f € Co[a,b] , on note :

el = max £ .
t € [a,b]
Soient Vi i=1,2,...,N , N éléments donnés appartenant a
Ccﬁa,b] et linéairement indépendants. On désigne par v un élément

quelconque de la variété linéaire V engendrée par les Ve s i=1,2,...,N .

vz ¥ Xx.v

Etant donnés par ailleurs, P, i=1,2,...,N et @ , N+1 é&léments
appartenant & C_[c,d] , on définit

N N
(I-1) ¢c={v= 121 XV, /ifzil x @ (t) <p(t), vt & [c,d]}

Etant donné f € Coﬁa,b] , £ & C , on cherche un &lément v* g e

(méiileur approximant) s'il existe tel que

“f-v*“ = Inf ||£-v]| = Inf (  Max |£(t)-v(t)|)
veC vec t ¢ [a,b]

Nous appellerons ce probléme PCo .
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Remarque :

Dans la suite nous considérons également le probléme P'Co

suivant, cas particulier intéressant du probléme précédent.

Soient Eaap] et [c,d] deux intervalles disjoints de R.

On pose K = [a,b]‘:_[c,d] et pour un élément h € Co[K] , On note encore

IInl| = Max (h(t))
t € [a,b
Soient v, , i=1,2,:..,N , N éléments donnés appartenant a

CJ;K] et lindairement indépendants sur K ; on désigne toujours par v

un élément quelconque de la variété linéaire V engendrée par les Vi o

B i ’ ) (
Etant donné un élément ¢ appartenant a Co[c,d] , on désigne par C

le sous ensemble de V défini par
¢ = {ve vlvr) <o), ¥t € Le,dl} (12)

Etant donné f € Ccﬁa,b] , £ & C , on cherche un &lément vr ¢ C,

(meilleur approximant), s'il existe, tel que

B = Inf ||f-v]] = Inf ( Max _|£(0)-v(D)])

“f—v
vec veC t & la,b]

il obhiuniegumpui e tud Apuinpsiaguiiih Jotpuipurpuigutpisurpr Jupnel PR PR bttt

L'ensemble COLa,b] est ici muni de la norme associée au

produit scalaire

b
(£lg) = [ £lt)glt)at
a
Soient Vi o i=1,2,...,N , N é1léments donnés appartenant a

CJ:a,b] et linéairement indépendants, on désigne toujours par v un
d1ément quelconque de la variété linéaire V engendrée par les v, et

par C le sous ensemble de V défini par l'éxpression (I1) ou (I2).
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Soit alors f € Co[a,bJ , f € C . On cherche un élément

v® € ¢ ., (meilleur approximant) s'il existe Tel que

|£=v¥|2 = mf (||£-v]|®)
vEC
soit encore

b, " b .
[ [£()-v®()]%dt = Inf [f [£(t)-v(t)]%dt]
a vEC . a

Nous noterons ce probléme PL,

Soit [a,b] wun intervalle réel et Cl[a,b] l'ensemble des
fonctions continues, d dérivées continues. On suppose que O € La,b] .
Cl[a,b] est muni du produit scalaire

b
(£]g) = £(0).g(0) + [ £'(t)g'(t)dt .
a

et de la norme associée :

I£l2 = |£0)]? + fbf‘z(t)dt
a
Soient Vi s i=1,2,...,N , N éléments donnés appartenant a
Cl[a,b] lindairement indépendants. Soit’ V la variété linéiare engendrée
par les v, et C le sous—ensemble de V défini comme précédemment.
Soit alors f € [a,b] , £ € C . On cherche v e , (meilleur

approximant), s'il existc tcl gue

i £-v¥|2 = Inf ||£-v]|?
veC
Soit
b , b
|£(0)-v*(0)|2 + [ (£'(t)-v® (1))?dt = Inf [|£(0)-v(0)|* + [ (£'(£)-v'(t))?dt]
a veC a

Ce probléme est noté PCl .
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IT - FORMULATION DU PROBLEME PCO

_______________________ [e)

En introduisant la variable auxiliaire le probléme

X
N+1 2
PC_ peut s'énoncer ainsi

Minimiser xN+l sur le domaine convexe D dé&fini dans

rYL ap

N
- .Z xivi(t)—x
izl

N+ FECE) 20

¥t EL[a,b]

N
+ .§ xivi(t)—xN+l—f(t) <
i=1

A
(@]

N
+ I ox0.(t)p(t) <0 vt € [c,d]
=1 1 -

Pour l'application de certains algorithmes, on imposera par ailleurs au

vecteur x de B{N+l d'appartenir a un sous-ensemble convexe et compact
défini par
N+1
Q= {x€ BLN+1| r x2 < r?}
. i -
1i=1

r désignant un scalaire positif.

On pose : F(x) = x_,

n+l
. N
gl(x,t) = - iElXiVi(t)_xN+l_f(t)
‘ t € [a,bl
N
g2(x,t) = 'g xivi(t)~xN+l+f(t)
i=1
N
gs(x,t) = I x{pi(t)*$(t) : t € [c,d]

i=1 .
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On doit donc résoudre le probléme d'optimisation suivant

trouver un élément x> € QN D , s'il existé tel que

2 - Inf (x

X = )

N+1

ol le domaine convexe D est défini par :

D= {x € ILN+l|gj(x,t) <0, vt €[a,b] , sij=1,2}

vt € [c,d] , si j=3

_______________________ 2
oy N S ¢
On pose : F(x) = [ [f(t) - I xivi(t)]zdt .

a i=1
N N
gl(x,t) = .g X{?i(t)4$(t) "
i=1
Si 1l'on pose
b
aij: favi(t)vj(t)dt . ¥iz1,2,...,N ,
¥i=1,2,...,N ,
b : ‘ _
Bl = _21‘ f(‘t)Vi(t)dt ’ ¥i=1,2,...,N ,
- a . .
. b
§ = [ £2(t)dt .
a

la fonctionnelle F se met alors sous la forme_:

F(x) = X O s X + Z Bixi + 6 .
i, Y7

Le probléme revient donc 3 minimiser la forme quadratique F sur le

domaine D défini dans HQN par :

D={x¢€ Eangl(x,t) <0, vt € [c,d]} .
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________________________ 1

N b N
F(x) = [£(0) - T x.v.(OI2F T L[£(1) - T x,vI(r)]%dt
i=1 7 a . i=m

. N .
, gl(x,t) =‘i§lgfpi(t) - op(t)

Si 1'on pose :

b

o = vi(Q).vj(O) + f vi(t)vé(t)dt ¥iz1,2,...,N ,

a Vi=1,2,...,N ,
b
B, = - 2v,(0) - 2faf'(t)Vi(t)dt
b
§ = (F(0))% + [ £'2(t)dt

a

La fonctionnelle F s'écrit sous la méme forme qu'en b).

Comme dans le cas du probléme PL2, nous devons minimiser la forme
. . N .
quadratique F sur le domaine convexe D de R défini comme

précédemment.
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APPLICATION D'ALGORITHMES DUAUX

A DES PROBLEMES D'APPROXIMATION







CHAPITRE II

APPLICATION D'ALGORITHMES.DUAUX
A DES PROBLEMES D'APPROXIMATION

Dans ce chapitre, nous donnons des conditions nécessaires
et suffisantes pour qu'un élément soit solution d'un probléme de mini-
misation convexe dans l'espace X = HRN
Au probléme initial, nous assccions ure famille dz preblimes

perturbés ; dans cette étude nous nous intéressons en fait uniquement

a des perturbations verticales.

Nous rappelons les théoréme généraux relatffs aux relations
entre stabilité et dualité et 3 la caractérisation des solutions du
probléme considéré. Ces théorémes, démontrés dans le cas d'espaces vecto-
riels topologiques, localement convexes, et pour des perturbations quel-
conques, sont énoncés ici dans le cas ol X = HQN et ol les perturbations
sont de type vertical. Ils nous permettent, connaissant les solutions .du
probldme dual d'en déduire les solutions du probléme primal. Nous avons
alors construit un algorithme de résolution du probléme dual dont le prin-
cipe est exposé et appliqué dans les troisiéme et quatriéme paragraphes

de ce chapitre.

I - POSITION DU PROBLEME.

N N

Soit X = R . Le dual de X mnoté Y est donc R
Soit Q wune partie convexe fermée de RrY s
¢,d deux scalaires , ‘
F une application continue, convexe de Q dans R ,
gj j=1,2,...,p des fonctions continues de Q X (a,b] dans R :
Les fonctionS“gﬁ » J=1,2,...,p sont convexes par rapport a-la premiére
variable x € Q ..

Le probléme [P]» s'énonce, de la fagon suivante
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Trouver x € QN D , s'il existe, tel que :

o= F(x) = . Inf  F(x)
x€QN0D
ol
D= {x€ Q|gj(x,t) <0 , ¥t€ [e,d] }

¥y = 1,2,...,p

est supposé non vide,

~ce qui peut s'écrire encore :

o = Inf Fo(x)
x€EX

F(x) si x é QN p=c,
.ol F (x) =
o N

400 sinon ,
ou encore :

a = Inf {F (x) + x,(x)}
x€x * Qe

0 si x€0Q

ol XQ(x)

+0 sinon

F(x) six €D

Fl(x) ,
+oo si x€D
Notons que Fo appartient & T(X) , ensemble des fonctions appartenant
a ﬁx qui sont enveloppes supérieures de familles de fonctions affines
continues. -
X = B(N est appelé l'espace des variables pour le probléme P .
Etant donné un probléme de minimisation (P)
o = Inf F (x) , F _€ET(X) ,
o o
x€X
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on lui associe une famille de’ problemes perturbés de la fagon suivante

soient U et U' deux espaces vectoriels de Hausdorff localement con-

vexes mls en dualité par rapport a la forme bilinéaire < u,0 > , u€ U, 0 € U'.
U de51gne l'espace des perturbatlons du probleme ().

Supposons que nous ayons une fonctionnelle @ € PO(X x U) telle que
Fo(x) = p(x,0) vx € X
A la perturbation u € U correspond alors le probléme perturbé

P, = h(u) = Inf ¢p(x,u)
x€X

Le probléme‘ihifial: P correspond & "u = O
= h(0)

Nous prenons ici : U = C [c,d] 1'ensemble des fonctions continues

définies sur [a,b] & valeurs dans RrP , muni de la norme du Max

u€Uu >l = Max |uj(t)|r.
u = (ul,uz,...,up) t € [c,d]
3=1,2,...D

Soit U' = Cé[c,d] ‘ie duai‘topélogique de ﬁCpLa,b] muni de la topologie
de la convergence faible U(Cé,C ) .

Tout élément de C'[c d] est une mesure vectorielle 0o = (01,02,...,0p)
dont les composantes appartiennent a fCi[céd]'. Pour tout u € Cp[c,d]

on note < u,0 > la valeur de o0 au point u .

Si 8j représente la fonction & variations bornées associée a lé'jéme

composante de la mesure vectorielle O , on a :

d
<u,o> = [ u(t)dd,(t) .
. j=1 o J. 3

D'autre part, un &élément o € U' sera dit positif si W¥u € U 'vérifiant
uj(t)‘z_o vt € [e,d] et ¥ =1,2,...,p
ona: <u,0>. >0

£ s + T
On désigne par U'' 1l'ensemble des mesures positives sur [c,d] , par
U'~ celui des mesures négatives. U désignant l'espace des perturbations,

3 la perturbation u € U correspond le probléme noté Pu
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h(u) = . Inf (F(x))
x € QN Du I

D = {x € x|gj(x,t) iuj(t) vt € [c,d]}
¥j = 1,2,...,D

ce qui correspond d la fonctionnelle

F(x) si x € QN Du
p{r,u) =

400 sinon

Le probléme initial (P) correspond & la perturbation wu = 0 :
(

ca = h(0)
Soit ¥ 1la fonctionnelle conjuguée de @

¥(y,0) = Sup (< %X,y > + < u,0 > —®(x,u))
x€X
uey

Désignons par g, l'application
t € [C,d] > [gl_(xat),gQ(Xst)s'°'agp(x:t)]
Par définition de Du
¥x € D, gj(_x,t) < uj(t) , ¥t € [c,d] , ¥j=1,2,...,p
donc
¥o € Ut = cllab] ¢ < g,0> > <u0 >
On a donc :

Sup (< x,y > + < 8,00 > - F(x) si o € C'lc,d]
x€L P

+00 sinon

- Y(y,0) =

Le probldme dual (Q). du probléme (P) s'énonce alors :

B = Inf _ {Sup (< 8,20 > - F(x))}
ocu! x€Q
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© Le probleme dual d'un probleme de mlnlmlsatlon se met genera—
lement sous forme d'un probléme de max1mlsatIUn On peut se ramener 3
cette formulation habituelle en écrivant l'expression de -8 (nous
remplagons en méme temps ¢ par - O

Le probléme Q ainsi modifié s'écrit

8 = Sup , Inf (F(x) t< g 5>) i

o't x€qQ
Posons
3(x,0) = F(x) + < 0,8, >
et "6(g) = Inf (8(x,0))

x€Q . (

Le probléme Q modifié s'énonce alors
Trouver o € Cé+[d,d] tel queé

(Qm) - B =08(o) = 528'+A6(0) .

Pour le probléme Q , U' est l'espace des vafiébles et Y 1l'espace des
perturbations . A la perturbation y € Y. correspond le probléme dual

perturbé noté Qy .

(Q) ' k(y) = Inf ' Sup (< %,y > + < & ,0°5 = Flx))
YT T Geu T %€Q e R

ou le probléme dual perturbé modifié Q, y ol
k]

(Qm ) -k(y) = Sup + (Inf (®(x,0) - < x,y:>))

»J o€U'" x€Q
Notons que h appartient & Conv (v) (ensemble des tonctionnelles appar-
tenant 3 R U qui sont convexes) mais pas en général & FO(U) . De méme

k appartient & Conv (Y) mais pas en général 3 'FO(Y) .
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II - STABILITE ET DUALITE POUR UN PROBLEME DE MINIMISATION CONVEXE.

Rappelons d'abord quelques définitions [ 5] .

DEFINITION 1

Un probléme (P) est dit stable si h(0) est fini et
h " continue au point O € U ..

DEFINITION 2

Un probléme (P) est dit inf-stable si h(0) est finie
et h semi-continue inférieurement en O € U .c'est-3-dire que :

f(0) = 1lim inf h(u) = h(0)
u-+0

Notons ho(u) la dérivée directionnelle de h en 0 , relative a

la direction u .

h (u) = lim ——l—i—lh(*ux'h 0
° - >0
A0

DEFINITION 3

Un probléme est dit diff-stable si h(0) est fini et si h
est différentiable au sens de Giteaux en O € U c'est-a-dire s'il

existe 9% € U' tel que :

ho(u) =< U0 >, Vvue U.

DEFINITION 4

~ Un probléme P est dit inf-diff-stable si h(0) est fini et
s'il existe 9 € U' tel que :

ho(u) > <u,0, >, Vu€ U..

Si un probléme (P) est stable, il est aussi inf-diff-stable. La notion

d'inf-diff-stabilité est lide de fagon étroite 3 la dualité.
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En effet, on a les deux théorémes suivants :

THEOREME 1

Les
M
(2)
(3)

THEOREME 2

Les
(M
(2)

COROLLAIRE 1

Les
M
une
(2)
(3)

trois propriétés suivantes sont équivalentes
le probléme (P) est inf-stable
Le probléme (Q) est inf-stable

-8 = o = un nombre fini.

deux propriétés suivantes sont équivalentes :
Le probleme (P) est inf-diff-stable
Le probléme (P) est inf-stable et le probléme Q a au

moins une solution.

trois propriétés suivantes sont équivalentes :

Les problémes (P) et (Q) sont inf-stables et ont au moins
solution.

Les problémes (P) et (Q) sont inf-diff-stable.

Le probléeme (P) est inf-diff-stable et a au moins une

-~ solution.

Sans hypothé&se, nous avons :

THEOREME 3/

Si
(1

x€X et o € U' satisfont 3 une des trois conditions :
[x,0] € 3v(0,0)

(2) [0,0] € 3p(x,0)

(3)

®(x,0) + ¥(0,0) =0

alors X est solution de (P) et o solution de Q et -8 = o .

(3¥(0,0) désigne le sous différentiel de la fonction ¥ au point (0,0)

de YxU" .

Si nous supposons 1'inf-diff-stabilité du probléme (P) nous

avons
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THEOREME 4

Si le probléme (P) est inf-diff-stable, alors & € S est
une solution de (P) si et seulement s'il existe o € U" satisfaisant
4 1'une des trois conditions du théordme 3.. (Un tel élément o est

alors nécessairement une solution du probléme Q).

Le théordme suivant, valable dans le cas tout a fait général, donne une

condition suffisante de stabilité donc d'inf-diff-stabilité du probléme (P).

THEOREME 5

Si h(0) est fini et s'il existe X, € X 4 tel que la fonction-

nelle o, ‘u € Y’a—m(xo,u) soit finie et continue en O € U ., alors le
0

probléme (P) est stable et donc inf-diff-stable.
Appliqué au cas du probléme cité § 1 , ce théoréme s'écrit :

PROPOSITION 1

Si o = h(0) est fini et s'il existe X € Q tel que
g;(,1) <0, ¥rele,d, Vi=1,2,...p ,

alors le probléme (P) est stable, et donc inf-diff-stable.

Dans ces conditions, on peut appliquer le théoréme (3) qui dans ce cas

s'écrit :

PROPOSITION 2

Si le probléme (P) est inf-diff-stable alors un élément X € Q nD
est solution de (P) s'il existe o € Gﬁ_[c;d] tel que :

F(x) - < g_,0>=mn (F(X) - < g.,0>)
X x€Q

et <g ,0>=0
X

Un tel élément o est nécessairement solution de Q .

Cette proposition dans le cas du probléme dual modifié'(Qm) devient :
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PROPOSITION 2!

Si le probléme (P) est inf-diff-stable alors un element
X € QN D est solution de (P) s'il existe o € C' [c d] tel que :

F(X) + < g_,0>=Min[F(X) + < g _,0>]
X xeqQ . x

et
< g_)(; > =0

X

DEMONSTRATION

En utilisant le théoréme (4), x € QN D est une solution de (P)

. . = + . . N
s'il existe o € Cé [a,b] satisfaisant a :

(i) F(x) + Sup (- < g, ,0 > - F(x)) =
x€Q .
Comme g, prend des valeurs négatives sur Q»ﬂ D. et que

o€ C';[a,b] ona:<0o,g > < 0
: X

On en déduit que :

-F(x) < -F(x) =< 0,g_> < Sup (-F(x) - < 0,g, >)
X x€Q

L'égalité (i) est donc équivalente a :

{F(x) + <o,g >] = Sup [ -F(x) - < 0,8_ %],
- X %€Q X

[0}
+
A
Q
U]
v
]
O

F(x) + < 0,g_ > = Inf [F(x) + < O,g >] ,
X x€Q

0o .

N
Q
v
0a

\"4

1

c.q.f.d.
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On peut obtenir des théorémes de caractérisation équivalents
en introduisant la notion de Lagrangien généralisé. Le Lagrangien d'un
probléme de minimisation (P) (auquel est associé le probléme dual (Q))

est la fonctionnelle définie sur X x U' a valeurs dans R :

2(x,0) = Sup (< u,0 > - @(x,u))
u€u

or ¥ 1la fonctionnelle conjuguée de @ est définie par :

¥(y,o) = Sup (< %,y > + < u,0 > - ®(x,u))
xEX
u€u
‘donc
\y(y,o‘)' = Sup (< x,y > + Q(X,O))
x€X
Dans le cas de notre probléme on a : U' = Cé[c,d]
< 0,8, > - F(x) sio€ Cé_[c,d]‘ et x €Q
2(x,0) = +o si x€Q etsi o¢ Cl')._l:c,_d]

-0 si x€Q

Sup (< x,y > + (x,0))
x€Q

1

et donc : ¥(y,o)

Le probléme dual de minimisation Q associé au probléme (P) s'énonce alors :

Q) B = Inf (Sup (x,0))
oétaﬂam]wﬁQ'

Si on présente le dual du probléme (P) sous forme d'un probléme de maxi-

misation (Qm) alors :

(Qm) -B = S¥p (Inf ®(x,0))
o € Cé Lc,d] x€Q

ol §(x,0) = F(x) + < o,g > si o€ 't et x€Q

et en posant : 0(o) = Inf o(x,0)
x€Q

on a - = Sup [6(d)] .

ocyu' o
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Remarquons & cet effet que le Lagrangien & du probléme (P)
est au signe prés la fonctionnelle ¢ défini®d ¢i-dessus. B

D'autre part on a :

2 (x,0) = $§(0) ou _@i désigne la fonctionnelle conjuguée de

la fonctionnelle x € X +—mx(u) = op(x,u)

Or

e(x,w) =@ (W =ehii(w) = . Syp (< u,0 > - 9i(0))

o€ c' '[c,d]
P

soit :

p(x,u) = Sup (< u,0 > - 2(x,0))

o€ C'[c,d]
D ¢

d'ol :

o = Inf Sup (-2(x,0))

x€Q o € Cé_[c,d]

ou encore

o = Inf Sup d(x,0)
x€Q o GYCé [c;d]

Pour "x fixé la fonctionnelle 0+ -3(x,0) est convexe

Pour ¢ fixé la fonctionnelle x - ®(x,0) est convexe.

Remarquons que dans le cas ol le probléme (P) est inf-stable on a :

-8 = o = Inf Su d(x,0) = SuE Inf &(x,0)
x€Q 0 € cy [c,dl]- o€ c§.[a,p]er

On a.alors le théoréme de caractérisation suivant

PROPOSITION 3

v Si le probléme (P) est inf-diff-stable alors un €lément X € Q
est une solution de (P) s'il.existe o € Cﬁ+[c,d] tel que. :

5(%,0) < 0(%,5) < 8(x,5)

pour tout x € Q et pour tout o € Cﬁ+[c,d] .
Un tel élément o est nécessairement une solution de (Qm) .
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DEMONSTRATION

La premidre inégalité est équivalente & :

F(X) + < G,g_ > = Inf (F(x) + < 0,g_ >)
‘ X ®€Q ) X

La deuxiéme inégalité est équivalente a :

<g ., > < <g,o> , Y€ ij[a,b]
207 S p Lk

ce qui est équivalent a :

< g_,a > = 0 et x€QND.
X

III - METHODE DUALE

Rappelons tout d'abord quelques définitions

DEFINITION 1

Une fonction f définie sur un convexe Q d'un espace vectoriel
normé X est dite strictement convexe si pour tout X,y et tout
o € J0,IL , ona : '

flox + (1-a)y) < af(x) + (1-0)f(y)

DEFINITION 2

Une fonction f est dite fortement convexe, s'il existe y > O

tel que pour tout x et y € Q.et tout o € 10,1l on ait

fox + (1-0)y) < af(X) + (1-)£(y) - ya(1-o)l|x-y|?

Dans le cas d'une fonction f définie et continue sur Q , la définition
peut se formuler ainsi :il existe K> O tel que pour tout x et y€Q,
Vceaf(x) , Vd € 3£(y)

< d—cly-x } > :MIﬁfYHZ .
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Compte tenue de 1'étude précédente , pour construire un algo-

rithme permettant d'obtenir une solutioh'dé”(P), nous supposérons que

. g v f\l -
H1) I1 existe un point x € Q tel que gj(x,t) <0 ¥j = 1,2,...,D
et ¥t € [c,d]

TH2Y) F est strictemént convexe et pour tout o € C§+[c,§]
il existe un point noté X (qui-est alors»unique}@qui réalise
le minimum de ¢¢(x,0) sur Q (lorsque T est fortement convexe,

cette hypothdse est automatiquement vérifide).
Nous rappelons d'autre part que X est supposé euclidien de dimension N .

Les théorémes que nous allons maintenant énoncer nous permettront de

démontrer la convergence de l'algorithme dual.

THEOREME 6

L'application o » X, .de C'+, dans le convexe fermé& Q. de rY

est continue pour la topologie o(Cé*,Cp) .

DEMONSTRATION

-L'ensemble Cé+ muni de la topoelogie faible O(Cé+’CP) est
métrisable." Soit o, € cﬁ*[a,b] . :

o)

F étant strictement convexe, il existe un point unique x
’ B lo)

tel que .: @(XO ,GO) = min Q(XSOO)‘.
o x€Q

Montrons gue l'algorithme ¢ - X est continue en o
gq g g o

Soit € >0 arbitraire. Désignons par B8 la boule fermée centrée en X5 s
; - & , , y § \ ; o

de rayon € et S€ la frontiére de cette boule. Montrons alors qu'il

existe un voisihage’ “g de OO tel que pour tout o € uo

) N C'+' on ait
o P

e}

X € B, . Comme _Se_ﬂ Q . est compact, ¢(x,co) attéint son minimum et
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en raison de l'unicité de ce minimum sur Q , on a

d(x_ ,0 ) < min ®(x,0)
% ° xe€s N Q ©
; €
‘Appelons m la différence entre les deux membres de cette inégalité stricte.

On va montfer,qu'il existe un voisinage éﬂc de o tel que pour. tout

o€ “0 N C1'>+ , on ait encore °
o .
o(x, ,0) < min - ®(x,0)
: o x € SE NQ

Cela prouvera que le minimum de K ¢(x,0) pour x € B, N Q est
atteint 3 l'intérieur de B€ et qu'il est donc identique au minimum
de ¢(x,0) pour x € Q . '
Ainsi t ncet :

insi, pour tout o € ¢ o Cp , on aura X € Be

11 existe un voisinage UQI de o0_ tel que pour tout o € V%

o
o o
on ait : |<I>(x0 ’,Oo)—<l>(xc ,0)| = |<gx 0,70 > | <%-
o o o} :
: o
* I1 existe donc m > O tel que , ¥x € Seﬂ Q ., HgX“ <m .

: 4 . 2 N
Appelons m la fonction constante égale a m sur La,b] . Pour o
~ H - Y .
appartenant a Cé+ s “gx” < m  entralne |<gx,0 >| < < m,0 > . Il existe
P v Y
donc un v0181nageymjﬁ de g, tel que pour tout o € M’o N Cé+ et tout
o ' o

x'E.S€ N Q , on ait :
|@(x,0,)-0(x,0)| = |<g .0 -0 >| < < g0, > +]< g0 >
,
< < m,0t0 ) > < 20
~ - Py N
ol o est une constante vérifiant < m,0 > < q
*  Par ailleurs l'application x > g  de Q dans C[c,d] est

continue.

En effet soit X fixé appartenant & Q .
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Posons Gt(X) = [g(x,t)—g(xo,t)l

et G(x) = Max G _(x)
’ o t € La,b]

On démontre le théoréme suivant L71].

si (Gt) , t € A est une famille de fonctionnelles, ol A
est un compact quelcongue et s'il existe un ouvert U de X tel que

l'application :
[tix]l €ax > 6.(x)

soit s.c.s. sur A x{f , alors la fonctionnelle G = Sup GJc est
t€A

s.c.s. en tout X cu .

Or par:hypothése l'application (x,t) » g(x,t) de Q X [c,d]
dans R est continue par rapport & l'ensemble des variables et par
conséquent s.c.i. et s.c.s. sur Q X [c,d] . Onken déduit que l'applica-
tion (x,t) = Gt(x) est continue sur Q X Ec,ﬁ] et donc d'aprés le
théoréme ci-dessus que G est continue sur Q .

Par suite X € Q , pour tout € > 0 il existe un voisinage Vx tel que

pour tout x € V; on ait : G(x) < € ce qui traduit que l'gpplication
x> g, de Q dang C[c;d] est,gontinue. 7

Ainsi par homothétie, il existe un voisinage MIO de o, tel que pour
tout o € I/loof\CI')+ et VxGSEHQ,onait ©

|<I>(x,c56)_ - 9(x,0)] < 72—]

Posons uo :; VG N l/l0

o] O o

On en conclut que pour tout o € “o ﬂ-C£)+ on a
0
|<I>(x0 ,0) < min  ®(x,0)
o x € Se n Q
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THEOREME 7

L'application 6. de Cﬁ+ dans R est concave, continue
pour la topologie 0(Cﬁ+,Cp) et admet une dérivée au sens de Giteaux
0'(c) telle que pourstout v € Cﬁ+ , différent de ¢ , on ait :

<8'(g),v> =< g V>
Ko}

X réalisant le minimum de &(x,0) par rapport & x sur Q.

DEMONSTRATION

On-a :

8(o) = min &(x,0) = min (F(x)+ < g ,0 > ) = &(x_,0)
x€q x€Q * o

L'application 6 est donc concave car enveloppe inférieure
de fonctions linéaires affines en o . o

Montrons d'autre part qu'elle est continue, pour la topologie
o(c't,c ) . D'aprds le théoréme précédent, l'application o ~ X de
crt dans Q est continue ; il suffit donc de démontrer que l'application
(x,0) ~ @(X;G) de Q x C§+[C’d] dans R est continue. Pour simplifier
le raisonnement on suppose p = 1 .
Soit (x,0) un élément de Q x C'*f[c,d]-.

On a :
|9(x,0)-(x",0")] 5_|F(x)-F(x‘)| + |< g0 > = < gx',d >|

Comme les applications x - 8y de Q dans CLc,d] et x> F(x) de Q
dans R sont continues, il suffit.donc de, prouver que l'application

[g,00 » < g,0 > est continue sur C[c,d] x ¢'Mc,d] , c'est-2idire que :

"¥e > 0 , il existe n > 0 et un voisinage VV& de o telsque
les relations Hg-g'“ < n et o€ MIO entrainent que
|< g',o' > -<g,0> <e. _ .
or |< g,0>-<g'o > < |< g-g's0 >| + [< g',0-0" >|
< leg'll < lloll + |< g,0-0" >

Pour un choix correct de r , on peut avoir :

le-g!ll x o'l < e/2 .
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D'autre part l'application x =+ g, de Q dans C[c,d]
étant continue, il existe m > O telgque’}fgﬂl <m. '
I1 existe donc un. voisinage ‘6”6 de o tel que pour tout o' € a70

on ait :
< g',0-0' >| < < m,o+0' > < 2a |,

ol o est un nombre vérifiant < m,0> < 0o

En choisissant UVO

k]
ny . ‘ ,
XMﬁyavec A suffisamment petit, on
. €
peut donc avoir |< g!',0-0'>] < =

2 L
Calculons alors le sous différentiel de la fonction convexe
(-6) . Par définition de l'application 6 , pour tout v € C§+[c,d] R

v différent de ¢ , on a : ' (

© 8(0)-8(0o+v) = Inf (F(x)+<g_,0> -Inf (F(x)+<g_,0+v>)
x€Q ¥ x€Q x

et pour X = X , qui réalise le minimum unique de ¢(x,0) sur Q

{(0)- > ] < >-
8{o)-0(o+v) —-F(xo)+ &, ,0 (F(x0)+ g, SO0+v>)
[s] 0]
soit
0(0)-0(o+v) z_—<gX ,V>
0]
' Par conséquent le sous différentiel de (-6) au point 0 se
réduit 3 un seul é&lément g, etla fonction © admet donc une dérivée

- o
au sens de ‘Gateaux : ,

<8Oy, v>=<g ,v> , WEcCtc,dl .

'xO‘ - . p
Quel que soit A < - B , l'ensemble S, = {o€ Cﬁ+[0:d]|9(°) > A}

est fortement borné, fermé pour la topologie o(Cﬁ*;Cp) ‘donc compact

pour cette topologie. -
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DEMONSTRATION

La continuité de l'application © pour la topologie O(C§+,CP)

entraine que SA est fermée pour cette topologie .

Montrons que SA est fortement borné.
D'aprés 1'hypothése Hy il existe § >0 tel que

_gj(;\é,t) <-686<0 Vi = 1,2,...,p et ¥t € [cyd]
et par conséquent
Yo € C'Mc,d] ona: < o> < - 8o
pLCs g,}\(,, < i all

8i 8, n'est pas borné, il existe une suite {On} € 8y telle que

lim “O ” = +© et on a alors
o 0

N n
< < < > < -
A <6(0) <F(x)+<g,0 > <Fx) - 8o
X
En passant d la limite, on obtient une contradiction.

SA est donc fortement borné, fermé pour la topologie O(Cé+,cp) et

d'aprés le théoréme d'Alaoglu compact pour cette topologie.

* Ce dernier théoréme nous permettra tout particuliérement de

démontrer la convergence de l'algorithme dual. Mais avant d'en exposer

le principe, il parait souhaitable de rappeler les méthodes permettant

d'obtenir les solutions du probléme dual d'un probléme d'optimisation

convexe awec un nombre fini de contraintes.

EXPOSE DU PROBLEME EN DIMENSION FINIE -METHODE NUMERTQUE DE RESOLUTION

. Soit X = EKN et Q wune partie convexe fermée de I{N

. F une application continue, convexe de Q dans R

. g 32132454 445P des fonctions continues, convexes de Q dans R.

]
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.Le probléme P s'énonce de la fagon suivante :

Inf F(x)
x€QND
oot D= {xE€ Qng(x) <0 ¥j=1,2,...,p} est supposé non vide.

Le Lagrangien de ce probléme est défini sur rRY x RP par

F(x) + < A,a(x) > si = A€ (RP)Y et x€Q
¢(x,)) = st %€ Q etsi )€ (RP)+

-0 si x € Q

Le probléme dual associé a P et noté Qp s'énonce alors :

Sup o(X)
» € (RP)Y

o(x) = Inf [o(x,N] .
x€Q

On suppose de plus que :

H1) il existe un é&lément X € Q tel que gj(xo) <0 ¥3=1,25.4.5D

H2) F est strictement convexe et que pour tout X € (ﬂip)+ il existe
un élément noté :XA (qui est unique) qui réalise le minimum de @(x,))

sur Q .

Compte tenu des hypothdses faites, on démontre les théorémes
suivants qui sont les versions en dimension finie des propositions (2)

et (3) et des théorémes 6 et 7 énoncés dans les paragraphes précédents.

PROPOSITION 4

Le probléme (Pp) étant inf-diff-stable, un élément X € QN D
‘est solution de (Pp) s'il existe e (RP)" tel que :

o(x_,8) = Inf (e(x,0)) et (g ) =0
A x€Q 5

(Un tel élément A est nécessairement une solution de QF) .
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En introduisant le Lagrangien & , on obtient'égaiement la

proposition suivante, équivalente d la précédente :

PROPOSITION 5

Le probléme P &tant inf-diff-stable, un €lément x€Q.
est une solution de P; s'il existe T€e (RPY' tel que :

®(X,1) < (X,N) < (x,)

pour tout x € Q, et pour tout X € (Rp)+ .

Un tel élément ) est nécessairement une solution de QF .

THEOREME 6' [ 4 ] (

" L'application A » x, de (Ilp)+ dans Q est continue.

A

THEOREME 7!

Les dérivées partielles (%%—J , j=1,2,...,p , existent et sont

J .
continues sur (I{p)+ , donc 6 est continuement différentiable.

ona: (G0N =g )
] A

D'autre part si A Xe (H{p)+ et si A? = 0 alors la dérivée partielle

a droite »(%%—)+ existe en ¥ .

Ces théorémes nous permettent de trouver la solution du probléme
dual en utilisant une méthode de montée, qui tienne compte de la contrainte
imposée & A d'appartenir au cOne positif de RP &t qui nous permette

en outre de déterminér un pbin% de Selie_du'Lagrahéien o ..

Soit . AO € (H{p)f . On construit une suite {Xn} , n € N,

définie par la relation : An+l = An + pnhn .

h -désignant la. direction’du déplacement et Py un coefficient positif.
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Les conditions que cette suite doit vérifier sont les suivantes

o > . . . P - - .
1°) e(xn+l) G(An) » condition qui nécessite que la direction h_

soit choisie telle que : (6'(kn) / hn) >0 .

o 1 . - . N Pyt
2°) I1 existe P tel que Xn+l Xn + pnhn appartienne & (R7)
3°) S'il existe n € N tel que (B'(A_ ) / h_) =0, alors ‘An

: %o no o
est solution du prohléme Q. et x, qui réalise le minimum de
%
@(x,ln ) sur Q) est solution du probléme PF .
o

Pour qu'il en soit ainsi, il faut que la relation

(6'(}\‘n )/ hn ) = 0 implique les deux relations
o o

(D) g.(xx ) < 0 ¥3=1,2,...,pD

n
(@]

(2)

n Mo J

A ).eg.(x ) = 0
1 no 373 >\1'10

J
On peut &tre guidé:dans la recherche de cette direction de
montée hn par 1l'interprétation économique du probléme.
Effectivement, si 1l'on considére Xj comme le prix attribué
au jeme facteur gj(x) (j=1,2,...,p) - et Xy le plan optimal pour

minimiser le coiit

. p
F(x) + I A.g.(x) ,
j=1 33 ,

~ - A mamym A S P B - e
5 g.{x,) vreprésente 1l'exces a
A

| 4 L4 b

approvisionnement par rapport a la
.éme P . s ,
demande du j facteur. A 1'itération suivante, il faut donc déterminer

- o . S ‘ . . - < )
X] plus grand si gj(xx) 0 , et plus petit si gj(xk) <0

Par ailleurs, il faut remarquer que, si gj(xk) <0 et si
(An)j = 0 , la condition de positivité de (An+l)j ne peut etre vérifiée

que si (hn)j =0 .
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Les considérations ci-dessus nous aménent d proposer la

direction de montée suivante

0 si J€I_NJ
n n

(h ). =
nj
gj(xx ) sinon
n
en posant : I = {5 € {l,2,...,p}!kn = 0}
. - i
RS- {1,2,...,p}|gj(x ) < 0}

n

On note In et Jn les complémentaires respectifs de ces deux ensembles.

Pour tout 7J € jn (c'est-a-dire gj(xx ) > 0) , il n'intervient

. e . n
aucune restriction sur le choix de pn

Par contre, pour tout J € Jﬁ.ﬂ in (c'est-a-dire si

gj(xx ) < 0 et ()\n)j > 0) , Dn doit &tre choisi suffisamment petit
n

afin que, pour tout j=1,2,...,p , on ait : ()\n+l)j er” , condition

+ qui se troungvérifiée si pnb appartieﬁt a 1'intervalle

(Kn).
Jo,  Min (- —21))]
j € J_ N I gj(xx )
n
Par ailleurs on a :
(8'(\) / h ) = z ’_ _ogix, )
n n jerUITJXn‘

et par conséquent (6'(An) / hn) > 0 .

De plus, si (6'(Xn) / hn) = 0, ceci implique que , pour
tout {j € '1,2,...,p} , on a : '

soit gj(x ) =0

soit gj(xx ) <0 et (An). =0
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et que par suite :

gj(x)\ ) <0 ¥j=1,2,...,p
n ,
et
z gj(xx ) % ()\n)j =0
j . n
relations qui traduisent le fait que (An’xk ) est un point de selle

du Lagrangien ¢ . n

Uzawa a également proposé pour résoudre ce probléme de point
de selle une méthode de gradient & pas constant dans RrP qui est la

suivante :

¥j=1,2,...p : (A_,.). = Max {O,(An)j + pgj(xx )}

n+l’]j n

Il a établi le théordme suivant [ 1] :

THEOREME

Les hypothéses H1 et H2 &tant vérifides, il existe o, >0,
tel que pour tout o < o la suite {XA } converge vers la solution

x du probléme (Pp) - n

‘Nous allons maintenant exposer, pour résoudre un probléme
d'optimisation 3 une infinité de contraintes, une méthode de recherche
de point de selle du Lagrangien associé, analogue d celle employée dans

le cas d'un nombre fini de contraintes.
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PRINCIPE DE L'ALGORITHME DUAL

Remarquons tout d'abord que toute fonction g € C;[c,d] peut

servir & définir un élément o de C§+[c,d} de la fagon suivante

P d
n,
g: u€e€ C‘[c,d] > T f u.(t)o.(t)dt
p j:lcj J
La fonctionnelle linéaire continue o ‘ainsi associée 3 1la
- . v I Y A ¢ o s aal .
fonction continue ¢ est positive si 0 est positive clest-a-dire si

gj(t) >0 pour tout t € [c,d] et pour tout 3=1,2,...,p .

L'algorithme‘de résolution que nous allons proposer, fera
intervenir des &léments de Cé+[c;d] qui sont de la forme indiquée
ci-dessus: D'ailleurs, nous pouvons tout aussi bien raisonnér sur les
fonctinns cqntinues que sur les &léments de C't c,d] et c'est ce que

%
nous ferons au cours de 1'exposé de notre procédé itératif.

La méthode consiste a résoudre le probléme Q, et d obtenir
comme sous-produit une solution de (P), ce qui revient, d'aprés les
théorémes de caractérisation des solutions énoncés précédemment, d déter-

miner un point de selle du Lagrangien &(x,0) .

Pour simplifier cette étude, nous supposerohs que p = 1.
On construit de fagon récurrente une suite {8n} € ch,d] une suite
v{gn} € (lc,d] et une suite o, de scalaires positifs, le procédé itératif
étant défini par la reiation - - |

& ¢ +p 8 ' -
= e
n+l n pn n

Supposons donné 80 et calculés gk (k=l,2,..;,n) > Py (k=1,2,...,n-1)

. Pl . i . r\J ~
Il convient alors de déterminer une direction e, € Cl[c,d] (& laquelle
est associée la mesure e € ¢'Hc,d] et le pas o, d effectuer dans
cette direction, de telle sorte que les trois conditions suivantes.soient

1

P . .
vérifiées




- I1.25 -

C1) < G'(On),en > > 0 , condition nécessaire pour que
>' .
9(0n+l) __G(Gn) .
R . > . i . ' ~ '; .
C2) I1 existe pn 0 tel que On + pnen appartienne a Cl+[c,d]

C3) Si < G'(On),en > = 0 alros o, est solution du probléme (Qm)

et 1'élément s associé est solution du probléme: (P).

n

Pour qu'il en soit ainsi la condition < 6'(Un):en > = 0 doit impliquer
que 1) g (t) <0 ¥t¢g [c,d]

%

n.
< > = .
2) g, 9, 0

o
n

Dans: le cas contraire < 8'(0n),en > est strictement positif et on peut

trouver pn > 0 tel que
8(c +p e ) > 8(0 )
n'nn n
D'aprés le théoréme 7 , on sait que : < 6'(Gn),en >=<g e

ol x réalise 1'unique minimum de &(x,0) sur Q .

s s . . . ' Y ‘
Ainsi, sans les contraintes imposées, on pourrait poser e = 8,
) : g
n

(direction du gradient) mais il faut respecter la condition .de positivité

sur la‘variable o

Posons : T_ = {t € [c,d] ;. g (%) < o0}
n X -
n
T = {t€lcsal 5 g, (v) 200
On i
P . +
. g(xon(t)) si t€ T
Si l'on pose : e (t) =

0 si t€T
n
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Les conditions Cl1 et C2 seront vérifides,sans.restriction sur les valeurs
de P, Mais la condition < g, ¢, > =0 , si elle implique

g
n

g, (t).< 0, ¥t € [c,d] , e nous permet pas d'en déduire que

,0_ > =0 et donc que 1'élément X associé d la mesure dn est
o _ v . n

solution du probléme (P).

Par ailleurs, il convient de noter que si t € T; , alors
si gn(t) > 0 , la condition C2%sera vérifiée pour des valeu:s de p
suffisamment petitei, mais si On(t) = 0 alors il faut que en(t) =0 .
Et par conséquent e doit s'annuler au moins pour les valeurs de

) N
qul annule Gn .

Par sulte on pourrait poser
0 si t€T
0

8(t)xg (t) si t€ T
n X

g
n

n

mais 13 encore la condition C3 n'est pas vérifiée

en effet si : < g, %, > =0 , alors < &, ,Gn > = 0 , mais on ne peut
o 0]
n n
en déduire que g, (t) < 0 pour tout -t € Lc,d] , clest-d-dire que

g
n

~

1'élément X associe a o, appartient 3 QN D .
0 .

Les considérations précédentes nous aménent d proposer par

exemple, la direction de montée suivante (cf. Auslender)

¢ (t) =gl (1) +T (g () /8

c (o
n n
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8y (t) si t;G,T;-
g
g; (t) = n
01’1 _
0 si te€T
n
gxo (t) si t€ Tn
g (t) = n
X .
n 0 si tE€T
n
2= Max ng ()|

t €T o
n n

Un tel choix répond aux trois conditions requises. En effet, on a :

n v + - n
qn+l(t) =0 (t) + pnﬁgxb (t) + gXO (t)o (t) /2.1 .
: n n :
Soit
v _’\: - +
0 41(8) = o (t)(1 + p g (t) /%) +p g
g g
n n
Or
¥t € Tnlgx (0] < %
(9]
n
o n,
et donc si 1l'on choisit oL dans l'intervalle ]0,1] , O 41 appartient
3 c'c,d] . La condition C2 est alors vérifiée.
Par ailleurs
d d
o0 Jse o = ~p se - = Lt (0% + [ e (3% % 0 (v)dt
n“>"n By %p 7 ") X J X n
g (e} g [od [¢)

n n .n

n, .+
o appartenant & C [c,d] , on a donc :

<0'(g ),e > > 0.
n">n -
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51 < 9'(On),en > =0, on en déduit que -~
1°) g; (t) =0 Vit € [c,d] donc que g, (t) <0 ¥t€ [c,d]
c o |
n n
o] 2 -0 : -
29) < g, 0, > =0 donc < g, 0, > 0 .
o o
n n

Or d'aprés la proposition 2', o, est solution du probléme (Qm) et
X solution du probléme (P7)
n

On peut également proposer la direction de montée suivante
(

s (t) x & (t) / %
. . n n

ENOE gl (6) + (1-wg,

o] g

n n

Les valeurs de u égales a 0 et 1 sont a rejeter ; on a en
effet démontré que les directions correspondantes ne vérifiaient pas la
condition C3.

Par contre si u appartient & l'intervalle ]O,l[ , les trois

conditions C1, C2, C3 sont vérifiées, si l'on choisit o, dans

1l'intervalle J]O, —l—;]
, 1
On constate qinsi que si la valeur de yu est voisine de 0 , le
. . .Y ' . ez .
pas que 1'on peut effectuer dans la direction e  Treste limité. Si y est
voisin de 1 , le déplaceméht'peut dtre plus important, mais la direction

Y . . s s .
e ~ainsi obtenue s'éloigne de celle du gradient.

, Ou remarque, pour L'une comme pour 1fautre des directions propo-
e ‘ [ B '\J
sées, que l'on a multiplié g, (t) par on(t) pour les valeurs de
g
n

- . Y - " ,
t € Tn , afin que si on(t) =0 (t¢€ Tn) , en(t) s'annule également.
En fait il n'est nécessaire d'effectuer cette’multipliéation qu'au voisinage

. ny -
des points ol C. s'annule sur T
n
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Posons donc : h (t) = l-min (e,g t)) , tﬂEHT;
€ € n n

On considére la direction suivante ':

v N
e (t) = ug

o (B + (1-h (g (1) /2

g ¢
n n

Montrons que si u appartient & 1'intervalle Jo,1[ 1les trois conditions

cl, €2, C3 sont vérifiées.

. En effet on a :

. + ., N " +
si t € T on+1(t) = cn(t) + pnugxO (t).
n
4" n, -
Op4q(t) = 0 (£) + pn(l—u)gXO (t) ./ &
) , .
si t €T, ou
n
n ny n, - :
on+l(t) = on(t) + (1—u)pnon(t)gX (t) / zn

On

. . v - .
Ainsi pour tout t € T; ,» O .(t) est positif, quel que soit la valeur

n+l

. S - Y
de pn(pn > 0) ; par contre afin que pour tout t € Tn,,on ait on+l(t) 0
en . . £
il faut choisir p < —
n—1-u
r\l Pl o« , ® 3 e S /'.o
. 0n+l(t) étant positif , ¥t € [c,d] , 11 est alors aisé de vérifier que

<B8'(c J,e_ > > 0.
n n inad

En effet
<0'(0 )se = ujc[gxo (£)1%dt + (1-w)f hs(t)[gx (t)]2%dt .

c of
n n

. Si < 6'(0n),en > = 0 on en déduit, d'aprés 1'expression ci-dessus que

+

1) -

(t) 20, ¥t € [c,d] donc que g, (t) <0 ¥t¢€ [c,dl .

[0} g
n n
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2) hs(t)[g; (t)]? =0 ¥t € [c,@]ugwce.qui implique que 1l'on a.

%

pour tout t € [c,d] , soit (t) =0, soit h (t) = 0 c'est-a-dire
&x

a
n

A ' P
= . - < > = .
On(t) 0 . Et par conséquent g, 0, 0

0]
n

Une fois déterminée cette direction de montée, il convient de

déterminer la longueur du pas a effectuer dans cette direction de telle

> > elc )

sorte que 8(c
q ( n+l n’

Or il existe r E.]O,pn[ tel que

6(6n+pnen) - G(On)

= < 0" (g 4+r e ),e_ >
n nn n

Pn

expression qui peut encore se mettre sous la forme

. _ 1 _ At
6(c_tp e ). 6(a_) . <'(o tr e ) - 0'(0 ),e >
1 |
%y <8 (Gn’en > <8 (gn)’en >

Posons

8(c +pe_ ) - 6(0_)"
n "on n

b(on,p) =
o <6'(0n),en >

11 existe done v appartenant 3 10.d  tel que

] — 1
<8 (on+ren) 3] (on),en >

b(on,p) = 1 - -
: ‘ < 6‘(0n),en >

Afin d'obtenir la continuité de cette fonction, lorsque p  tend vers

zéro, on pose, en outre

b(Gn,O) = 1.
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On choisit alors o, de la fagon suivante
. 0< o, < px . p* désignant la valeur maximum que peut prendre p
afin que la condition C2 soit vérifiée |
o, doit &tre tel que
’ - > <9 >
e(0n+pnen) e(on) Zap 6 (on),en .
appartenant 3 1'intervalle J]0,1[ compte tenu du fait que 1l'on a
1t'inégaiité suivante
- < <0 >,
e(on+p e ) e(on) <p <8 (on),enj

On prend a <

‘ N B

. x : ®

si b(On,O ) > o alors o, =P
. si b(On,p*) <. o ' alors comme la fonction b(on,p) est continue
sur l'intervalle ]0,p*t et que b(On,O) = 1, il existe donc pn

appartenant é_;JO,p*f tel que
< <1 -
a b(on,pn) 1 o

et donc pour touf n€ N on aura : 60(o ) - G(Gn) z_pn ae'(On,en) .

n+l
Nous remarquons, au terme de cette étude, que le déroulement

de l'algorithme nécessite la connaissance de 1'élément X qui réalise

le minimum de ¢(X,On) sur Q . La premidre:phase de l*algorithme con-

sistera donc 3 chaque itération en la recherche de cet élément.

Les considérations précédentes nous aménent 3 proposer les
méthodes suivantes notées respectivement M1, M2, M3 suivant les trois
types de directions admissibles considérées précédemment.

2 v . .
Supposons donnés 00 et calculés ok s k=1,2,...,n 3 X5 >

k=1,2,...,0-1 . Soit o un réel positif inférieur a 1/2 . Alors
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. ,\I P P P o ‘ .
1) par un algorithme A , On étant_donné, on détermine le point

X tel :
- que

n
®(x_ ,0 ) = Inf [&(x,0 )]
0.7 n X€Q R i 3
2) Pour tout 3J=1,2,...,p
Notons

= T, ) !
Tn,j {t € [c,d] - gj(xO ,t) > 0]
n
~ = . : . ' <
.3 {t € [c,d] g](xcn,t) 0}
. +
Le, (t)]j si t €T
o o
Leg, (*c)]j =
0n 0 si t€T .
: n,j
t)). si t€T .
(gx0 ( ))] i .3
[g_m (t)]. = n
XO J +
n 0 si t €& Tn,j
L. = Max_ (g, (£)).]
N - J
n,j n
- R = Max L.
n j,n

371,2,...,p

alors pour directions admissibles, on peut prendre :
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v} _ + .
(M1) (en)j = (gXO )J + (gxo )j X (on)j / 2n 351,2,...,p
n n - - . ’ :
N _ + _ -y a L ' s
(M2) (en)j = u(g : )j + (1 u)(gXO )j x (on)j / % 321,24...,D
n n

U appartenant & 1'intervalle 10,1 .

" _ + | _ - ) .
}(MS) (en)j --u(gXO )j +.(1;u)(gXo )j‘x he,j /‘mn,;,. JF1,2,...,D
1i . oo

U appartenant a l'intervalle‘_]o,l[ et la fonction he

étant définie par :

- _ !‘.. .
t € Tﬁ5j > he,j(t) =2 Min (E’On,j(t))

3) Si 9'(0n,en) = 0 alors o, est solution du probléme (Qm)

et %5 solution du probléme (P), sinon < 6'(Gn),en > est strictement
n ‘
. . . 5 ) ’ .
positif et il eixste donc o tel que 6(0n+pnen), e(on)' | pn"d01t

8tre choisi de la fagon suivante :

a) (M1) o< p, < 1 (px = 1)
£ _ 1
(M2) 0<p < = (p* = Eiﬁ°
€ * _ E
.k(M3) | 0 < pn <‘ = (p™ = ——-—1—11 )

e(o;+peh)'— 8(o_)

b) Posons : b(on,p) =
<| >

p <0 (On),en
. ® _ %
Si b(on,p ) > a alors =0

sinon on choisit N dans l'intervalle ]O,p*[ de telle fagon que :

o g_b(on,pn) <1-a.
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THEOREME 10 : Convergence de ces algorithmes.

Les algorithmes ci-dessus sont bien définis. La suite e(cn)
est croissante et la. suite o, est maximisante pour le probléme Qm .
I1 existe alors une partie infinie N, < N telle que

lim o = ¢ (solution de Q)

nEN1 p

n>+oo

et

lim x = X (solution de P)
n€éN. ; 'n
CNeNy

>+

DEMONSTRATION [ 2 ]

a) Supposons p = 1 pour simplifier 1'exposé.
On a démontré, que le choix des directions et des pas a effectuer

dans ces directions sont tels que

1°) < 0'(c_ ),e_ > > O
n’’"n —
2°) Si < 6'(0n),en > =0, alors o, est solution du probléme Qm
et x_ solution du probléme (P).

n ) .
~ON ™. [F . n; P - RO ~ ’v'+|—; 3
3%y rour tout u N O appariient a C° L<C,04
yo) Pour tout n € N , il existe o, > 0 , tel que

8(o +p_ e ) - 8(c.)
a'i_ n nn n 5-1 _ a )
0. 8'(c_,e_ ) '
n’ 'n’n

Donc les conditions Cl, C2, C3 sont vérifiées.
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b) Démontrons dans le cas général la convergence de tels algo-
rithmes. |
Si < 6'(0n),en > > 0 , le choix de P, est tel que

pour tout n & N., on ait

e(on+l) - e(on) > ap. < e'(on),en >

La suite G(On) est donc croissante et la suite {Gn} appartient a

1l'ensemble Sg = {o € c'*c,d] : 8(0) 2.6(00)} ensemble qui est compact
o
pour la topologie O(C'*[c,d] . ctc,d]) .

Montrons alors que lim < 6'(0n),en > =0 ..
n .

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi

il existe donc L > 0 et un rang ng tel que pour tout n z_no on-ait

e(on+pnen) - e(on) z_ana

L'hypothése d'inf-diff-stabilité du probléme (P) est équivalente a

o = -8 = 6(0) est un nombre fini.

La suite 6(On) est donc bornée par 6(5) et par suite
- 400 - 8(0) - 6(00)

)X p < .

n=n o L

{pn} est donc une suite de Cauchy convergente vers O .

D'autre part, la suite {On} appartenant 3 S (fortement borné), la

. g
© N
suite {g, } est uniformément bornée. Or, les directions admissibles e .
..o_ ‘ . 11
n
pour répondre 3 la condition C2, doivent &tre des fonctions de g, et

n

n
de o et il existe donc M > O tel que pour tout n € N

le Jl <u
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Donc la suite définie par :

o' =0 si’ n=2p
n r
ol =g+ s_e gl n = 2r+l 0<s_<op
n r r’r — r—"r
est donc une suite de Cauchy appartenant a Se complet pour la topo-
g
o

logie 0(Ci+,Cl) et la suite {Oﬂ} converge faiblement vers o € Sd
. %)
La continuité de l'application : o =+ x0 de C'H{c,d] dans Q
et de l'application x = 8, de Q dans C[c,d] entraine que
.llm < 8 +s @ —gxo *“n >| =0
P o Ol’l n%n

n

donc pour tout € > O , 11 existe né tel que, pour tout =n z_né on ait

- g < < - e > < + g
€= gx0 gXO >“n — &
nth e n
nn

et par conséquent, d'aprés la définition de b(on,pn) et le choix de N

¥e>0 et ¥n>N = max (n ,n')
=~ o’ o

€
1-a Z_b(on,pn) > 1 T

€ pouvant &tre inférieur 3 o L., d'ol la contradiction ; donc :

lim < 6'(0h),e“ >=0.
o n’ > n

c) Soit {Om}’, m € N'© N, une sous suite de {cn} telle que

. . -
};m <6 (Gm),em > =0

La suite, {om} appartient au compact Sg (pour la topologie

0]
o}

g(c!t,c.) . Il existe donc une sous.suite {o,} ui converge faiblement
1°71 b a
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vers un élément o appartenant a Sg .
o g
o

v D'aprés le théoréme (6'), les applications x - g, de Q
‘dans ([e,d] et o~ X de C'fc¢,d] dans Q sont continues. Les

suites {g;. } et {g; } convergent donc respectivement vers {g;_}
) 0'2 O'Ql 0]
et {gx_} ,
O‘ .
Par ailleurs, le choix de la direction e est tel que
< 0! > =
6'(c )se 0
implique que

g, (t) =0 ¥t € [c,d]

et

Par suite on en déduit, sachant que lim < 6'(o ),ez > =0
] %
que . : 1im (g; (t)) = g;_(t) =0 , ¥t€/[c,d]
rto0 o a
')
et 1lim <gX ’02>=<gx ,0> =0
>0 O,Q, 5

D'aprés la proposition (2'), ces deux relations traduisent que

o est solution du probléme (Qm) et x_ solution de (P).

Q

En conclusion, il existe une sous suite de la suite {on} qui
converge vers ¢ solution de Q et d'aprds le théoréme (6'), il est

évident que la méme sous suite de {XO“} converge vers x solution du
n

probléme (P).
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L'algorithme qui suit, connu sous le nom de méthode des pénalités
ne fait intervenir que l'espace X = HEN aﬁm;fbbléme primal. Il est
néanmoins possible d'en donner une interprétation duale et de s 'appuyer
pour démontrer la convergence de cet algorithme sur les mémes théordmes

de caractérisation des solutions que précédemment (proposition 2').

METHODE DES PENALITES.

On suppose que les hypothéses Hl et H2 sont vérifiées et que
pour toute direction h € Q et pour tout j=1,2,...,p , la fonction
X * gj(x,t) admet une dérivée directionnelle D(x,h,t)» et que l'appli-
cation (x,h,t) = D(x,h,t) de Q x Q x [c,d] dans IR est continue
(hypothése H3).

PRINCIPE DE LA METHODE.

Soit kn une sulte de scalaires positifs tels que lim kn = o
n

La méthode consiste 3 construire une suite {xn} de Q de la facon
suivante
d p
+
F(xn) knf 'Z

d p
[gh(x ,t)]%dt = Inf {F(x) + k[ T gi(x_,t)2dt}
— i n n . j n

x€Q c j=1
On montre [ 2 ] que sous les hypothéses faites cet algorithme a une inter-

prétation duale, la mesure o associée a X étant telle que

o :
o_=2kg = ang

Auss$i se sert-on pour démontrer la convergence de la méthode de la pro-

position (2') relative 3 la caractérisation des problémes P et Q

THEOREME 11

Sous les hypothé&ses précédentes, il existe une sous suite de la
suite {On} qui coﬁvefge vers la solutions o du probléme Q pour la topo-
logie o(C'*,C .

g (€5 C)

La sous suite de la suite {x0 = xn} associée converge vers la
n

solution x du probléme P .
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DEMONSTRATION : ' R

On suppose p = 1 pour simplifier 1'exposé&.On a :

Q(On) z F(XO‘) t<g, 50 °

n
n o
n

expression, qui, dans ce cas, s'écrit

a . .
6(c ) = F(x_ ) + 2k_ jc [g;n(t)]zdt |

et par conséquent, on a :

¥n € N 6(c ) > F(x )

Le probléme P est inf-diff-stable, d'aprés les hypothéses
vérifiées. Et par conséquent o = F(x) = -B = 6(0) est un nombre fini.

Puisque pour tout n , B(On) 5_6(5) et que lim kn = +® , on a alors
’ n
d &
lim [ [g (t)]*at =0 .
n c n

Par ailleurs F est bornée inférieurement sur Q et par suite il existe
A tel que, pour tout n€ IN , on a e(on) > A . Donc la suite ‘{On}

appartient 3 1'ensemble S, = {0 € C'"[c,d] : 6(c) > A qui est compact

A

i) . Il existe .donc une sous suite {Om} de

la suite {on} qui converge vers un élément g €S

pour la topologie 0(Ci+,C
X
La continuité des applications (¢ > x ) et (x gx) entrainent

alors que
d + d
- 2 - 2 -
lim [gx (t)]?%dt -‘f (gxh) dt = 0

m ‘¢ 0O c

m .
c'est-3-dire que g(x ,t) < O pour tout t € [c,d] .
(o]

Par suite on a : 6(0) = F(x_) ce qui entraine que < g, 0 > = 0
g g

Dtaprds la proposition (2') , o est solution du probléme (Q) et x_ = X

est solution de (P) 0
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IV - APPLICATION DE CES METHODES AUX PROBLEMES PL, et PC,

1) METHODE DUALE

L'espace vectoriel X considéré est euclidien, de dimension N ,

. SN e e s N N
la fonction F & minimiser fortement convexe par rapport a4 x € R .

a) Application au probléme PL,

Le probléme s'énonce de la fagon suivante :

trouver  x~ € D , tel que

o = F(x*) = Inf P(x)
xGD -
N N
ol D={x€R" : Ix® (t)2e(t),vt€lc,dll
i=1

Dans ce cas, on a d'une part

b N
F(x) = [ [£(t) - T x.v,(t)]%dt.
. i
a i=1
D'autre part la fonctionnelle & (qui au signe préé est le Lagrangien

du probléme PLQ) stécrit

. b N N
®(x,0) = [ [£(t) - Z xivi(t)]zdt tIX <QP,0>-<P,0>, 0 € ctMe,d]
a i=1 i=1

. ’\' / e Pd . ~ P . . 2 rd
Si O vreprésente 1l'élément de C+[c,d] qui sert a définir un &lément o
de C'+[c,d] de la fagon suivante

d
o : uw€ dec,d] » [ u(t)d(t)de
C

la fonctionnelle & se met également sous la forme
b N a N

o(x,0) = [ [£(t) - T xv.(t)]%dt + [L X

X, (1) - @(t)]g(t)dt
a ) i=1 c 1i=1

Si on pose alors. :
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b

Bij = favi(t)vj(t)dt
b d N
§, = -2f f(r)v.(t)dt + [ @, (t)o(t)dt
i i i
a c
b d N
y = [ f2(t)dt - [ e(t)o(t)dt
a c
on a
N N
‘ ®(x,0) = .Z.Bijxixj + .§ Gixi + Y .
1,43 i=1
et
8(0) = Inf o (2(x,0))
x€EN
Soit QL le probléme dual de PL2 , qui s'énonce de la fagon
) ;
suivante : Trouver oF € Ci+[c,d] tel que :
®y o
6(c™) = Sup (86(o))

g € Ci+[c,d]

L'hypothdse H2 (F strictement convexe) est vérifiée. On suppose
Hi également vérifiée afin d'assurer 1'inf-diff-stabilité du probléme PL,.
La méthode duale s'applique donc d ce probléme.

. La premiére phase de l'algorithme consiste 3 minimiser la forme quadra-

. N . . ~ Pl ~ . Pd .
tique ®(x,0) sur R~ , ce qui revient d résoudre le systéme linéaire

en X, s, 1=1,2,...,N :
V 9d (o ,x)
n

9%,
i

Soit % la solution de ce systéme.
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. g .
. Pour déterminer e » on calcule les racines de

N .
g(x0 ,t) = % xél%pi(t) -(t) sur l'intervalle [c,d] par un pro-
n i=1 "n

cédé dichotomique et on prend pour Zn une majoration de la valeur

absolue du minimum de g; sur [c,d] .
¢
n

d
.ona 8'(0,e) = [ g, (t)x s (t)dt
n’>n X n
C 6]
n
Si 6'(on,en) < €, € étant donné arbitrairement petit, alors

1'élément %5 déterminé dans la premiére phase de l'algorithme est

solution du p%obléme PL2

Si 9'(On,en) > ¢ , alors on choisit P de la manidre exposée
précédemment
A(cn,l) 1
] T e —— > < < = =
si b(on,l) e,(gn,en) > a (0<a 2) alors P, 1,

(on rappelle que A(Gn,p) = 6(0n+pen) - 8(0 )

sinon afin de déterminer une valeur pn de p telle que

. / - l 1 ~
S < <1 - = =
o __b(on,pn) < 1-a , on fait décroitre p par pas de T
partir de 1 Jjusqu'd l'obtention de la condition ci-dessus.
Il est évident que lé balayage de 1l'intervalle ]0,1] ne nous
donne qu'une valeur approximative du pas optimum Py a effectuer dans

la direction en

b) Le probléme (PCl) ne différe du probléme (PLQ) que par la
fonction F & minimiser, donc du point de vue de l'approximation.
Dans ce cas

N N

b
F(x) = [£(0) - % x.v,(0)]* + [ [£'(t) - = =x,vi(t)]%dt
. 1 1 . 1 1
i=1 a i=1

et la fonctionnelle ¢ s'écrit
N

o(x,0) = F(x) + I x, <9.,0>-<9,0> , OC € ¢c'Hc,d]
i=1
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Si la mesure 0O € CLT[c,d] est associée de la méme manidre
. ) " e .
que dans le a) & la fonction o € C+[c,d] , On peut également mettre

la fonctionnelle @ sous la forme :
d N "
o(x,0) = F(x) + [ [ T x®.(t) -o(t)Id(t)de

¢ 1i=1

et si on pose

b
B;5 = v;(0)vs(0) + favi(t)vé(t)dt
b d N
8§, = -2v.(0)F(0) - 2favi(t)f'(t)dt + f;vi(t)c(t)dt
b d
y = L[£(0)1%+ [ £'2(t)dt - [ o(t)a(t)dt
' ' a c
on a alors :
N N
d(x,0) = iZ’jBijxixj + izléixi +y

2) METHODE DES PENALITES.

La méthode des pénalités consiste a construire une suite

{x (m)} € Q convexe fermée de rY , telle que :

d
6™ =rx(™) 4k f g' (", 0)%at = Inf [FGx) + & J [g (x,t)]2dt
c XEQ :

a) Dans le cas du probléme PL,, cette expression s'écrit :

b N (m) d N (m)
JLE) - ™y, ()%t + k [ [T x,"p, (1) -t ]2at =
a iz bt Mo g1 bt
b d

Inf [ [£(t) - z x;v, (£)]2dt + k f ¢ z x . (1) - (1)) 124t
x€Q a izl i=1
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Pour faciliter la résolution de ce probléme de minimisation

on:suppose .Q. compact de la forme

Q = {x € HiN : 2

xi <r
1

n ™M=

i
et on prend le rayon de cette hypersphére suffisamment grand afin que
la contrainte imposée ne soit pas active.

On utilise alors pour résoudre ce probléme l'algorithme de
Frank et Wolfe.

La méthode comporte deux phases
: (m )

a) km étant fixé, soit x °© eq.

m. m.
On construit les suites {x 7} et {x 1} ‘de la fagon suivante

2
Supposons calculés x , X w ses 5 X

(ml) s (m,) (mj)

' m.
on détermine alors 1'élément x J € Q. tel que

m., m. m,
< ¥e(x I),x 3 > = Min < V6(x J,x >
x€Q
m.
Désignons par 'gl,gz,...,gp , les racines de g(x J.t) sur

Lc,d] . Posons EO = ¢ et £p+l = d
La premidre phase de l'algorithme consiste a minimiser la

forme linéaire :

N
:Z(X) = iilaixi (x € Q)
- b N (m)
ol a, Ta— - 2[ [f(t) - I X, ] Vk(t)]vi(t) +
i a k=1
d N (mj) .
| kafc[kiixk @, () - ()], (t)dt
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ce qui s'écrit encore :

Err20t1 my b N m
a; = 2k_ i-jg glx Y t)v (0)dt - 2f (£(t) - kélxk v, (£)v, (t)
k+2% a =
ol
m Si P:2p' alors k:o e't O _<_ Q/ —<_ __g_

si g(x ],c) >0
si p=2p'+l alors k=0 et 0 < & f_p—l

o si p=2p' alors k=1 et 0 < S_E%g
si g(x Je)<o
' ' si p=2p'+l alors k=2 et 0 <& i_B%L
(m.) rey
On a alors : X, s
* N
(x af)l/2
i=1
m.
. m. -m. 2 . j+l
b) A partir de x J et x J , on détermine x de la facon
suivante :
: (m.) _(m.)

6(x 3™ = min (6(x) / x€[x % 3]

ce qui revient 3 minimiser la fonction :
(m,) _m,

™A) = 6Gx I+ (1-0x )
A appartenant & [0,1] .

_ o m, _m. N m, _m, N m.
Posons g(x ],t,k,x = 1 oI - X.JXP.(t) + I x.%p.(t) -@(t)

, i=1 i i 771 s 174

Par suite on a :

m, m, d
) = FOx T+ -0k D v [ g (x stk )]%at
c 3 3
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Pour déterminer la valeur Xi telle que 'r(A:) =
min (T(A), TA € [0,1]) , on utilise une méthode dichotomique. A 1'inté-
rieur de cette procédure, on calcule pour chaque valeur de X utilisée
. m,
les racines de g(x j,§ j,t,k) sur [c,d] . On a alors

m. m, m m,

x.3+1 =x, 3+ X*(x. J oz i=z1,2,...,N
i 1 m 1
‘(m.) (m) .
La suite {x I3 converge vers la solution x telle que
m .
G(x ) = Min [G(x)] (
x€Q -

A ce stade, on fait un test d'arrét sur le nombre Jj d'itérations de

cette méthode, m &tant fixé.

c) On réitére la méthode de Frank et Wolfe pour des valeurs crois-
+
santes de km (par exemple km = 10" , m€ N') en prenant pour valeur
(m+1) n
initiale x la valeur x  trouvée 3 la précédente itération en m

On fait alors un deuxiéme test d'arrét sur l'indice m .

Pour le probléme PC., la méthode de résolution est identique

l)

3 celle du probléme PL, . (Seule la fonction F change).
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3) NOTICE D'EMPLOI DU PROGRAMME RESOLVANT LES PROBLEMES PL2 ET PCl

PAR LES METHODES DUALES Ml ET M2

Comme paramétres d'entrée, le programme comporte :

~ les matrices BETA, DELTA1

b i=1,2 N
7 - Tladgeeny .
BETA 1I,J] favi(t).vj(t)dt 52120 N | svil stagit du
b probléme PL2
DELTAL [1I] = 2f £(t).v, ()dt  1i=1,2,...,N
a
b
BETA [I,d] = { vi(t)vi(t)dt + v, (0)v,(0)
a J- ] s'il s'agit du
- b probléme PCl
DELTA [I) = 2f £'(t)vi()dt + 2v!(0)£'(0)
a

ou £, la fonction & approximer, est définie sur 1'intervalle [ A,B] ainsi

que les fonctions Vi s i=z1,2,...,N, qui engendrent la variété linéaire V.
b
- le réel GAMMAL : GAMMAL = [ £2(t)dt pour le probldme PL,
a
b
GAMMAL = [ £'2(t)dt + X0) pour le probléme PC,
a
- les fonctions P, i=1,2,...,N et ¢ (précisées par les "réel procédure"

PHII et PHI définies sur 1l'intervalle [Ale2]

. v .
- la valeur d'entrée de la fonction o, (précisée par la '"réel procédure"

SIGMALl (T,COMPTE)), définie elle aussi sur 1l'intervalle [A1,A2].

- la valeur du réel y (dans le cas de la méthode M2),représenté dans le

programme par MU).

- la valeur du réel o appartenant a [0,1[ précisé dans le programme par le

réel OMEGA.

Le nombre d'itérations est représenté par 1'entier COMPTE.

A chaque itération, la procédure BISSECTION permet de calculer les racines

de la fonction g(xO »t) (précisée par la '"réel procédure" G1 (T,COMPTE) sur
n
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1'intervalle [A1,A2]) et' ainsi de définir_la nouvelle direction de montée

représentée dans le programme par la 'réel procédure" E(T,COMPTE).

Le programme comporte le test d'arrét suivant

A chaque itération, l'algorithme calcule, a l'aide de la méthode de SIMPSON,
la valeur O(on,en) précisé par le réel Cl et égal a l'intégrale sur l'inter-
valle [Al,AQ] de la fonction précisée par la "réel procédure" E1G1.

Les calculs s'arrétent lorsque Cl < EPS2.

4) EXEMPLE NUMERIQUE

m il
7t 7
par un polyndme de degré 4. On impose de plus au meilleur approximant

Considérons 1'approximation de la fonction sin(t) sur [ -

Vx(t) = 3 x?tl_l de vérifier :
i=1
. ' ,
Cos(t) - v* (t) < 0.02 t€l-%, + 3]
> -2
On pose : g(x_ ,t) = Cost - I (x_ ), x (i-1)t - 0.02
o e i
n i=2 n
et
n _
G = Max g(xd ,t)
m T n
té[ 55 + —?—:I

a) Résolution numérique du probléme PL2 par la méthode duale M1.

107" et aprés 8 itérations, on trouve

On choisit EPS

X, = 0.0001807
Xy = 0.9845215
Xy = - 0.0008579
X, = - 0.1282850
X5 = YO.OOO2557

G® prend la valeur - 4.51255 107°

Le temps de calcul a été de 1mn l4s.
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b) Résolution numérique du probléme PL,.par la méthode duale M

On choisgit comme précédemment EPS = 107",

2

. si on donne & Y la valeur 0.75 on trouve aprés 6 itérations.

Xy = 0.0003069
X, = 0.9849978
Xy =~ 0.0006240
X, = - 0,1310241
Xg = 0.0001205

G6 prend .la valeur - 4.,99773 lO_3

Le temps de calcul a été de lmn 3s.

si on donne & W la valeur 0.25,on trouve aprés 12 itérations

X, = 0.0002065
X, = 0.8813085
Xq = - 0.0003930
X, = - 0.1310189
Xg = 0.0000884

G12 prend la valeur - 1.30844 10_3.

Le temps calcul a été de 2mn 7s.

c) Résolution numérique du problémefPCl par la méthode duale M1.

-

On choisit toujours EPS = 10

‘Aprés 7 itérations on trouve
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Xl = . 0.000000 N
X, = 0.9808192
Xg =~ 0.0005380
X, = - 0.1306721
Xe = 0.0018890

6 prend la valeur - 819206 10 *

Le temps calcul a été de 1mn 4s.

d) Résolution numérique du probléme PC, par la méthode duale M2 .

On donne a W la valeur 0.25, et d EPS la valeur 10_&.

On trouve, aprés 11 itérations

X, = . 0.000000

X, = 0.9803478
Xy = - 0.0005244
X, =7 0.1304451
Xg = - 0.0018293

Gll a pris la valeur - 3.u7853‘10—4.

Le temps calcul a été de 1mn 42s.
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10° PROBLEME PL,
METHODE DUALE M1
2
1
86426 ... | M) O
—t ===t
—_— + -
//’+/
-
/',+/ U
//
7 o F
o1 |/ —t——= B
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G(Gn)ﬁF(ch)
x 10%
PROBLEME PL, ‘
8 METHODE DUALE M2 °
7 6.89913 _ o e e e e

12




PROBLEME PCy
METHODE DUALE M!1
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PROBLEME PC,

‘p=025
METHODE DUALE M2
Q——o0
/,+
/'+//’
T
ﬁ//
o F
——=-4+-— 06
n
T F 14 v T -
6 7 8 9 10 M
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5) NOTICE D'EMPLOI DU PROGRAMME RESOLVANT LES PROBLEMES PL, et PC

2 1
PAR LA METHODE DES PENALITES.
Comme paramétres d'entrée le programme comporte
- les matrices Al et Bl
b
a1 (1,0] =/ v, (v, (t)dt
a ] s'il s'agit du
i b , probleéme PL,
B1 _1] = 2f v, (D)F(t)dt
a
b
et a1 (1,7] = vi(O)vj(O) + f vi(t)vé(t)dt
@ s'il s'agit du
BL[1] = 2v,(0)£(0) + [ vi(t)£(t)ar | Probieme FCy

a

- la suite k- précisée a chaque itération par 1l'entier KN

- une primitive des fonctions ¢, x mj , (i=1,2,...,N 3 j=1,2,...,N)

précisée par la '"réel procédure' IP (T,I,J)

- une primitive des fonctions ¢ X $i , (i=1,2,...,N) précisée par la

"réel procédure" IPV (T,I).

Le programme comporte deux tests d'arrét

Le numéro m de 1l'itération étant fixé, l'algorithme de Frank et Wolfe
ms m=s
calcule ix ]+1-x ]i et les calculs s'arrétent lorsque cette différence est
inférieure a EPS.

. .2 . . . m+l m
L'algorithme calcule pour deux itérations successives 1l'écart Hx -X “

et on arréte les calculs lorsque,cet écart est inférieur 3 EPS.
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6) EXEMPLE NUMERIQUE

On considére le m@me exemple que précédemment.

a) Résolution du probléme PL, par la méthode des pénalités.

On choisit km = 10™ (m variant de 1 & 10) et EPS = 10-3.

Aprés 7 itérations, on trouve

Xy = - 0.0002051
X, = 0.9801393
Xy = 0.0026347
X, = - 0.131487
(Xg = - 0.001321

G7 a pris la valeur -1.39236 lO_11L

Le temps calcul a été de 8mn 32s.

b) Résolution du probléme PC, par la méthode des pénalités.

On choisit, comme pour le probléme PL,

Aprés 7 itérations, on obtient comme résultat

x, = . 0.000000
X, = 0.980442
®y = - 0.000534u
x, = - 0.1304561
Xg = - 0.001803

k = 10" et EPS
m f

- 1070
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PROGRAMME RESOLVANT LES PROBLEMES PL2 ET F'C1 PAR DES METHODES DUALES

TRECIMY PINTEGERY T3 d KNy COMFTIEZCT 90796 4N1 3
'Rfﬁl_' T'A'F'Q(311§Fql }Tf,L‘,(/, f‘NNﬂly
CAMMAD CAMME JCAMRU 23 OAMEC, (] 4 STEP R C 9h Teh 2y
Y1 o¥2 4 PO0T ot FSy Mt Chy THETA Ly TEITAZ T 14F 145350 40Uy T7(C
YaCOL AN SCOFT 2
ININTECER(C,N) 3 INIMTECER(C,CTLY 3
CININTECHR(Ca€) 3 ININTECEFREC,CT) 5 ININTEGER(C,ML) 12
INREAL (O FST) 3 INEZAL (CemP2) 5 INEFALAC,ET2) 3
INKEAL (O, A ) 3 INRUZLLOGFY ¢ INREALALC,CM:CA) SINFEAL(O,S1)
INKFALLOGZMUY 3 TAREAL(D,81) 3 INRELLUC,22) 3
TREGTINY YARDAYY DETALC( /13Ny LN/ ) 00U TL,TELTALLELED,
DELTA2 o gDELFC29DERCy Xy XRCy XSIC(/ 1IN/ )y
' YoTXyLX{/12C/) oPSTL/ 1IN, 130T/, M U7 200170,
XSIFA(/I:NyI:CTl/},F[h(/I:CTI/) 5
CIMTECERY VARPAY Y DY (41:CTYI/Y

-

VEEALY PPRCCEDURE C PHT(T) 3 'PCALY T 3
FH1:=S1-COS(T) =

YEEALY YPROCERURE® PHINIT, 1) 5 'REALY ]
CRECINY PHIT:= YIFY I=1 YTHEN' (o0 'tl
CTHEM® =140 $ELSEY =(I-1)aT=x(]-2) 3
tEMCY
CEELLY YPRCCELUREY CHTL,CC¥PIED) 3
TRELLY T 3 VINTECGERY (CMPTE 3
CRECINY CVINTECERY T ¢ REALY 3
YEORY T:=1 1STEPY L OYUINTILY N DO
S“Q*X‘]GK(/I'(PM“TF/)*FFII(T,I) ;
G1:=S=-PHT(T) 3
L A AL

: VINTEGER
SEY MIFY s

L]
£

PREALY YPRECECUREY STOMALIT,CCMPTE) 5 'REALY 1 5 VINTEGEF!

VAECING CINTEGER® K o3 '0epp? € 3

CIE Y (OMPTE=1 PTEENT SIGMAT=((C

PELSEY PROGTINY S:=C00 3
VECEY Ki=1 YSTEFY 1 YLATILY COMPTE-1 fC (Y

St CHEONC/K/)HE (T 3 -
S1CNALI=S 3

VEND Y s
VENCY

13

CowpTY
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PRE ALY UREOCORURT Y C(T,00MPTE ) 5 YReAL Y 1 3 VINTECEE' CCOMPTES

CReGINS P IMTEGCERY K 3
YIFY FLU/CCMPTE 2)=0 'THEN Y

YRECINY

VIEY GI{ALLCOMPTID) > (o0 YTHEN

Ee=MlaGl(T,(OMPTE)
VELSEY b= CTCMALLTLCOMPTE)®CG (T COMFTE IxL1-ML)/LMIJCOMETEY)
TEADY 5 IGCTC0Y ACHEVE 3

VIFY EY(/COMPTE/ Y=L Y TRoNY

CAECINY ‘ :
YIFY GlLalCOMPTEY > o0 YTHEN?
TREGTING CTFY T >= A} & T ¢= PSTA(/]1,0CMETEZY VIFEM
Er=MUsGL{T,COMPTE) 3
PTFY TS PSTI(/1,00M0TE/) & Te= AZtTHENM!
tm CTEMAYL T LCIMPTE) 2G I T COMBIE Y2 (1-NML) /LN JCCMPTEY)
1 gir\r'
LI B
1REGINY YTIFY T >= Al A T <= DST(/L,CONETE/Y $AEEMY
Fe=STOMALLTyCOMPTE)» CI{TyCOMPIE ) (1=-ML )7 LM 2CCMETE /)
PIFY T> PSI(/1,CCMPTEY) & T<= p2VTHEMD
Feo=pdleC1{T,CUMPTE) 3
YLNCY s :
TENDY s YGLTLY ACKEVE
YIFY PIU/CCMPTE /)=2 YTHENT
TRECIN?
YIFY GULIALLCOMPTEY > (0 *THEN?
CIBEGINY VIFY T >= AL & T <= PSI(/),COVPTE/Z) YTHEM
Fr=MlaGi(T,COMPTE) 3 :
TRV TS PSTA/1,0CNPTE) & T<= PSI(/c9CONFTE ) YTHEN?
= CICMETL Y, COMPTIE) G 1T, CONMOTE )3 (1-VU)/LNVME/COMPTEY)
YTEY T PSTI(/2,CCMPTEYY & T<= A28 THENY
FramUsCL{TLOMPTE) 3
fENDY
tELSE
tafSINe YIFEY T >= ALl F T ¢= PET(/1,CC¥PTE/) VIEEM
FesSHCMAILT L0 OMPTI) = CI(TC0CMFIE I (1=ML Y /LM CONMPTE /)
VIF Y 0> PST{/i,0CNDPTE ) & T<= FSTIU/Z23CONMETE ) YTHENMNY
CrENMLEOILT LOIMP TEY
VIFY TS PSI(/24(0PTE/) & T<= AZYTHENM
Fr=STOMALI T ,COMP TG I(T,COVMPTIE )& (1-MUY /LN JCOMETE /)
TENDY 3 YENDY 3 YCOTOY ACHIVE 3
VIFY GI(ATZCOMPTEY > (o0 YTHEN
YECTOY AL TELSEY IGDITOY ATCEZ 3

[

-8

’

-

-e
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FICL: rTE T = A T ¢ FSIL/LGCONET /) PTHEMY -
—M:(J('. CiMe T} s ‘
' r' hmszl:(Xl(/rw4é1¢1)19)=F1(/ccnrxﬁz) U TR N
P EGINY 'F(F' Ke=g CRTEFY 2 WLNTILY FLO/CCMETE/)=2 00
VTP Y 1> DS U/K G CONOTEY £ Te= FSIU7k41,C(NFIE/) VTFRENT
CaNLaGLUT00OMPTREY 3 ‘
CCO Kes] YCTIDY o tUNMTILY RI(/CONETE #) =1 M0 :
TR TS DS /K I NRTE ) 5 T F ST k4T CONEY! /) VIRENS
PrmC (Y LTy VT (LT, 30 e (=ML )M CONTTE ) 3
VI TS ST e (/TR S TENET /) F T AP VTIHENS

S A AT P I

AT

LT VRPN

PO Kemg VSTIEY D MY PIC/COMETE /=1 e

B E IR RCE ,(/, PENDTE ) 5 Te=s FET(/ka1 0 (VEY /) O1FENDY
CreML Gl (T MPTE) g
P W=l NETIDC p VUATILY FYLZOINET -2 D0
VIV TS PAT (/K LENDTE ) 5 T T T /ka ) COVET /) YTHERY
Eem € rNal (T 3FuNPTIsY Gl COME T e (I=NU M CMETE /)
VIFY TS BST(/0T (/T UNETO /) G LUMETE /) F T e AUV THERD

Pre N EMAT (T MR T ) S0 T UM EE ) e (1MUY LN OTM T
U N
ATEPS VTIFN T s AT 6 ¢ FCTO/CUNETI ) NTREMY
Crm S TENAL Ty M T) LT 0w e T s CL=MU /LML oV Tl 3
VIV oo NTTECPLL 0 AP /) /) =R (/00NETE ) P IHIA
VRECINY
Vi Ksa) VSTEOY oAU TIOY CI(/00METE )= 00
VIF Y 1y PG (/K (MPTES) & T<= L STU/KaT,CONPT /) PIFERS
LrehleG](T,0IMPTE) 1
VECEY wr=p eSTope ovun Iy PL(/LCMENG ) =7
PT00 IS PST(/R, (NPT ) £ T<= FSTU/k41,CENFY /) VTRERY
Frm CLONALETyCoMPTEN = CIIT,COMEIE ) s (I=ML )LV (O CVETEY ) 3
VIFC TS PST(/PI(/CCNETT /) CONFTE/ ) £ Te= AZVTHEMY
L= C1CMAL(T oL IMP T 5CI(TCOMETE NS (1=ML) /UM CCMETEYL) 3

AN

YLESEY O tRECTIMY

VPOt Ke=1 TRy 2oLy FM/CCVMETE )= OO0
VIFY OIS PST (/K GLONDTEY) 5 T4= FEI(/EaYCONFIL /) "OARERDY
Eeaplad1 (T 0 0METEY 3 :

PR Ky=2 YSTeeY 2 O VUNTILY FI(/CCMFETe )] L
VT 1> BST (/i 0NRTEYY £ Te= FST(2k41 CINEY /Y YTHENY
5:=Fl(~ﬁl(T,CﬁMP1E)=G](T.CFNF1l)ﬁ(]-ﬁll/lw(IFLNP1E/) H

VR Ty PSI( /DY CARTI/ ) 00NETEY ) £ Te= AAVTHENSY

Lezhl 0T L0IM2 T Y : oo
Orf' :

U VAR S O L

Vg FLY P00 enUSe Y S TERICT i, COCMFTE ) 3
VAP ALY T 3 N INTo GOt (MR TV, 3
“lﬁklf-'(T CrupTe ) ”}ll(T T) @
Cioy fLY YpED o Ry 1T ECT, ( NFTL)
e LY T '1' To Gy ((¥pTF g
Chbbrs (Te00MET ) TRI(TY
LS o B AR R A VA 8 I TOI(T L NMETEY 3 YREELY Y1 3 CIMTEGER
CLUMET
CHCT = AT UrMRT Y31 (T, C0VETE) 3

-e
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IREALY 'PROCEDURE Y INTECIA B sFVIEPSH(THI,5CRT) 3

TREALY A,B,EPS 3 VINTECGERY CT,I 5 'REAL' '"PRCCEDURE® FV 3
TROOLESNY SORT 3

TREGINY YREALY Hy SANT, SPATR,ZSTCM,SMOLYV 5 .
TINTECERY PyTNUR, K 3 T,

CrRT = LEALSEY 3

Her=(E~L)/?
SANTs=FV(L, TI+FV(IR,1) =
SIGMe=FV{A+H,1}) 3
SPATFR $=SANT 424816V 3§
SANT s= SANT+42STGY 1
Pei= TR s =1
ITFR 2zt Hi=H/Z 3
SIGM:=(.(‘1 H
tEORY Ke=l PSTEPY 2 SUMNTIL P
SIGM e=SIGM+FV{A+KEKE, T )
SNOUV:=SPATR+4%SICNM 3

YIFY ABSUSNNUV-25SANTIC=EFS P THEN
tREGINY SORT:= $TRLE! 3. 'GOICY
TIFEY TCUR ¢ CT YTHENY 'BEGIN?
TCUR :=TCHR+1 3
SPATF:=SPAIRA2&%SICN 3
Pe=2%F41 3
SANT 1= SNDUV '3
EESULT: TNTECG:
tERDY OINTES 3

»
’

-
.

»
.

LN G

-
‘’

PENTI0Y TTER2 YENCY

=SNCUV#=E 22 3

-
k]

PRINITIVE (A,B
C141,CC

' PROCEDURE !

AyBRyEPS 3 VINTECER!?

YORDCENUREY 6 5 'BOCLEAN?
tREGINY CREALY H,SANT ,SPAIR,SICH,
VINTECERY PLTOUR,K 3 .
SCRT 1= 'FALSE' 3
He={E-2)/2 3
SANT2=CGlA, 1 ,COMPTEN+G(E, I.(CNPWf)
SIGM:=C(A+H, I, CCMFTE) 3
SPATR:=SANT+2%SIGN 3
SANT :=SANT +4%STGM 3
Pe=3 TOUR 2=1 3
ITERZ: Hi=H/2Z 3
SIGM:=(.C 3 e
TEOR?Y Ki=1 2~'LhTLL';
SIGM:=SIGM+C(A+K#F’I.CCNPTE)
SNV s=SPATR#4#SICV 3

CIFY ABS({SNONV-2%SANTICK=FFS Y THEN?
CREGINY SORTe= 9TRLEY 3 '6GOTCY
VIFY TCUR ¢ CT YTEENY YREGIN?
TCUR:=TCUR+] 3 :
SPA]F3=SPATR42%SICY 3
Pr=24F41 3
SANT 2= SNCUV
CVALLE: PRIMITIVE
CEND Y FRIMITIVE

TREALY
YREALY
YREAL !

»
»

»
k]

3 'GOICY TTER 5§
s=SNCULV¥H/32 3

RESLLY 3

,CthS,(1yI,(CMPTE,SCRT)

SCRY 3
SAOLY 3

ENVALUE

VENCY

L

VEAD

5

»

METE 3

.
*

p.nCy

’

YEND Y 3

-
L B
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VRECCETURDY lI" CTIONCG YL gYZ 45 FSE 1AL FCCTy N ROCT, (fNFT?) H
VRESLY YPRIACENURIS G 5 YREALY Y1 3YZ EPS,ETALFOOT 3
VLABELY NOROOT 3 VINTEGER! COMPTE 3
CREGINY VINTEGERY JyKyL 3 YREALY Vi,N\2 3
Je=K:=1s=1 3 )
FCOTe=Y? H
TZH VTR VIt=CGIROCTLCUONETE) 3
CIFY LES{VYY ¢ ©P S YTHENY YGOTCY TERMN 3
VIR Jz] YTHENY PFFGINGY Ji=2 3 ' o
V23 =Vv] 3 20CTe=Y1 ¢ Y(OTAC J726TA 3 GACY 3
V1T SISV LI)ESTAN(YR) PTHONDY SAECTRN G VTE Y Kz
PTHREMY I50TOY NDECCT 3 C
Y2:=ROCOT 5 C0I0y TesT ¢ fENOY 50
CIFY L=l YTHENY YEEGINY K=l t=g 3§
TGNTCY MILT®U ¢ CERNDY 3
YYe=FkOCT 3
TP ST V150 AFES{YLI-Y2) < =Ta STREMY (030 Tofw g
MILTSU: ROOTe=(Y14Y2) /7 5 YCOTCY 17874 3
TEEMe VENDY RISSECTION 500 ’

VORCCEDULE Y ARSUAXLE oA gly TC,MAX JCOWETFY 3
TREALY YPROCEDHREY £ 3 'RELLY AyR, 100 A
tRECTINY YREALY i;yp»g‘io"CyH'l'y\llq\l.;,\lf111yTZ
YRCLLEANY PCL 3

c=ABS{E(A,CCMPTT)) ¢ FRESs=A o Tes=b 3

HO s =k 1e={3=2)/10C 3

: FEL""FAIC:” LA

VINTECERY COMETL

s w»

al

T V1=l T2,C0ONFTE) 3 V212 i(T¢+F1,(FNF1 ) 3
53=tt(f’*z’ﬂ”]9r(~prf_) H S
IDEM: VIF (V3=V)&(VZ=V1) <C *TEENY SCCA0CY HIV 3
Foe T¢+2.5$H1 S O CTRERY AGCICY TEETER 3 -
T2e=Te4H] ¢ Viz=vz 3 \Vz:=V3 ,\5:=F(1/*¢Arl,tlwr1f) ;
YGUICY TDEM g ! ; !
TESTER: YIFT ABS(E{R,CCAPTE)) > & 'Trkb' 'BEFIN
Sez AR S(UIRLOCUMPTEY) 3 RES:=R 5§ YENLY 3
GETCY SORT 3
PIV: YTFEe YAOTY PCL PIRENTY Tli=Tz4F] 3

Hls=F1/2 3 BHOlLs=tTRUEY 3
VIF VR T/HO SCNCY YTHENL 040 TC0Y [EF S
PIEY ARS(VZ) S CTHERY
PPECINY HT=ARS(VZ) 3 FES:=TZ+4F1 3 VEND Y 9

=11 ¢ Hl=rQ 3 SO0 REP 3

REREEER
[ ]

v

Ne=fES 3 MAXs=S 3
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PPONCENUREY CRESOLSYSLINFCC 3T 9 Xo Ny IMFOSSTFRLE ) 4
CARRAYY CylyXx 3 VINT=GARO N ¢ YLARuL Y IMECESTFRLE 3
IRECTIMNY TRILNGULARISATION: .
TREGINS VINTeBe kY JyKyl 5 YR:oLLY B o2
QR t=] YETEOY 1 OANTILY N-Y o fCC
TOES TN NORMAL <
THECING YIRS ARS(CU /7L /) }=CeC PTHEENY CCTTCY
FCHAMNCE DE LICGNES 3
1ECRY Je=L 41 1STeP® 1 SULANTILY N 'GCe
IBEGTINY Re=Cl/JyL/7)/CL/1L,LY) 3 :
PEIRY Ke=L+41 CSTEFY 1 ®$MNTTIL Y N 70
CU/I oK/ Ve =( (2 K/ )=E=C (LK ) 3
CUZ07)) =0 (23 2)=RPEOL/LLY ¢ YENDY 3
CEADY s G CT0Y RETCUR
FCHEANGE DF L IJGNES:
PBEGINY Y INTEGLERY M 3
M=l +]1
COTe VIFY LESU{ /ML /) )Y=C P THENY Mo=M4]
YELSEY PGRIICY CONT 3
CIFY MzPM+] TTEENY YCITCY IMPOSSIRLE YELSEDY YGCTICY KET
CONT 3 SFORY Ke=l vSTEpe } VLATIL Y N WD
TBEGINY e =C(/LsK/) 3
(/7L oK/ )s=(C{/MK/) 3
(/MK / )=k 3 !
TEADY e C ‘ . - :
Fral(/L/7) 3 LA/ 7 2=/ y) 3 TU/M ) =R
SCTOY NORMEL 5 YeNDY ¢
RETCURS TONLY 5 YENDY TRIANGULARTISATICN 3
KEsSsysTeT:
TBEGTING VINTEGERY JeK 5 tREALY TX 3
VOCEY Ji=N O SSTEDE -1 MHTILY ) W0
PRECINY TX2=0473 3
VECRS KN STy -~ VUNTILY J+) DO
TX2=TY=X(/k7)5C(/d4K/) 3 '
VIES C{/00J71=0Ce0 VIRENT MO TCY ITMELSSTELE 5
XC/ZJ/7):=(0{7d/7)%TXY/C 170047 ) 5 YENDY 3
PEAD Y RESENYEIRT ¢ o
TENMIY GRESCLSYSL INE
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tECDY Te=] YSTEPY ] CUNTILY M (0
TEORY Je=1 1STEPY 1 YUNTILY M DOV
CO/T o Jd/)e=FETA(/ 107V 4RETAL/SLT/) 3
COMPTE :=1 3
STePe=lk=-£1)/10:
1Err Ke=] YSTpPY ] YUNTILY Q@ DO
Y(/X/ )iz i+Ka STE P 5
FOLCLES
CTFY COMPTE=]1 'TKIM?
YRECINY T S _
CECRY Ja=1 vSTORY 1 SUNTTILY N YOO
TRECINY DELTAZ(/1/):=2(0 3
D%LT&(/I/)‘“D‘lTIl(/I/)+ULtTAz(/I/) ]
NE/71/)e==DELTAL/T/)
CrENDY s
GANNE22=06C 3
LI S
CELSEY YRECIN?
TECRY Je=1 SSTEEY 1 UNTILY N DO
YEEGIN' DELTAZ(/I/V:=DELPLZI/T/) 3
DELTA(/T /) e=DELTALL/I/)4DELTRAZ/T /)
ﬁ(/l/)'#—ﬁﬁLTA(/J/) s
1D
uAbhlzz ME2 3
GA&NA:=GAMNAZ—G IVMAZ 3
SYSACT(141251) 3 SYSACT(14242) 3
PUTSTRING (147 (' LES VALEURS CES Dilsz <Ch1"') 3
SYS2(TUigl4b9l) 3 SYSACT(14292) 3 :
CUTAFRAY(1,PELTA?) 3
SYSACTUL,y14s1) 3 SYSACT(Ll4242) 3
CRESO SYSLINS{ N Dy XSIGa Ny IMPLSSIBLEY 3
SYSACT(1y1c241)
PECRY Tr=1 YSTePY 1 YUNTILY N 'DCY
YBECIN
CUTREAL (1, XC1C(/ 1/ 3
XSTEN/T,COMPTE/):=XE1G(/T/) 3
RS YL
SYSACT(1el442) 3 SYSACT(1,242) 3 '
VIF SIGN(G](Al.((MPT£))-CICA(CI(V(/1/).((~FT[)) TTHERNDY
PLIJCOMPTE/):=0" YELSEY YREGIMNY PI(,CCMFIE/ )= 3
RTSS f(TIWM(bl,nl,V(/ll),{Pgl,rTb'FQT(/Pl(/(CNFTF/)v(CPPTE/)y
NCROCTLCOMETRY 5 YEND' 3 .
VECKk Y Ke=1 *STEPpe 1 YUNTILY ¢-31 'DCe
CIEY STCA(CLIY(/K/)yCOMPTEY)=SIGMIGI(Y(,K4Y),CTMPTED)) 'THEN?
Pl(/((PPTE/)'=P1(/CUN$TF/) 'EL‘E"'EEC]b' FI{/CUONFIE/ ) 2=
DI(/CONMFIE/V+1 35 - . : _ ‘
RISSECTICNIGL, Y(/K/) Y(/K+1/),PF‘],LTI,
PSI(/Pl(/(CNPTt/),CCMF1t/).AOROCT,(CﬁFTtI 3 YENC Y 3
YECEY Ke=P1(/COMETE/ )41 YSTER® ) YL PTILY N1 DO
PST{/KyCOMPTE/) :=0,C 3,
SYSACT(1912¢3) 3 CUTSTRING(1 4" (*P1=0)1) 3
DUTLFRAY(1,4,P1) 3

-

ry
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DELRCZ(/1/): DrLR((/I/)+PRIMITIVE(F<l(/Fl(/C(PPTE/)'(CNFTEI)o
A2yEIFFIZEPS1,CTy14COMFIE, SCRT)
luhpt 3

DELRCZA/I/):=DELTA2(/I/)+ROIXCELRCZ (/1)) 3

CENCY 3
YIFY F1(/COMPTE/) =0 YTHEN?

GAMECZ:=INTEG(AL A2, EIFH, EPS1,C1, czrrws,sca1)

YTEY F1{/COMPTE/ )=1 VIHENY ‘
GANRL2:=INTEG(AL4PSTI(/LyCOMPTE /) yE1PF yFFS1,CT,CCMFTE,SCRT)+
INTEC(PSTI(/L14CONPTE/ ) yA24E1FF EFS14CT,CCMP TE,SCRT)

TELSFY YREGIN?

GAME(2:=0,0 3 ,

GAMRC Z: G&NRC&+IAT&b(£l,PSI(/I,CCNFTEI) £1p+ EPS], o
CT,CCNPTt'QORT) 3 ,

YFCRY K3 YSTEFY 1 YUNTILY' F1(/CCMFTE/)-1 DO

GAMRCZ: GAMFﬂz+Ih7LG(F<I(/K,(CNFIE/?,P‘I(/KJI +CCNETE/),
ELFF sFPSToCT,CONFTE , SCRTY 3

CAVF(:.—GAMRC2+IMTth(P<I(/Pl(/CCFP1El),(CPPTE/)yAL,ElFFo
EFS1,CT,CCMPTE ,SART) 3
FONCY g

GCAMRL2:=GAMMAZ#RC1XGANRD2 3
CFLRY J:=1 'STEPY L SLNTILY N 'QC0

YBECINY DELRO(/I/):=DELTAL{/I))4CELECZU/17)
DRC(/I/)e==DELRCU/I/) 3
YENDY

CANMRD: =GAMNL 1-GAMR(2
CRESOLSYSL INE{CoDRCyXRCy Ny TFECSSIBLE) 3
THETA1:=0.C 3
YFCRY Js=1 $STEP! | PUNTILY N DM
YFCRY Ji=1 YSTEP' 1 YUNTIL' N D0
THETAL:=THETAI4BETA( /T, 3/ VEXSIG(ZF/YAXSIC{J/ ) 3
YFORY Te=] YSTEPY 1 SUATIL Y N 'OCH
THETAL:=THETAL4DELTA(/T /)%XSIG(/1 /) 3
THETAI:=THETAL4GANMA 3
SYSACT(141241) 3 SYSACT(14242) 3 °
CUTSTRINGEL, (" THETA=®)v)Y 3 cLIFtALt1,1+£1A1) 3
SYSACT(Lly14s1) 3 SYSACT(142,2) 3
THE 1A21=0.0 3
TFCRY J:=1 *STEPY 1 SUNTILY N 'DCY
'FCRY Ji=1 YSTEPY 1 SUNTIL® N D0
THETAZ:=THETAZ4BETA(/T, J/)*XPF(/!/)*XFC(/JI) :
TEPRY Te=] VSTEPSY 1 fUNTILY N DO
THETAP2:=THETA2HDELRD (/T 2 Y4XRC(/1 /) 3
THETAZ:=THF TA24GAMRD 3
Pl:=THETA2-TFETAL 3
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SYSACT(Ly14y1) 3 SYSACT(1,242) 3
ABSMAX(GLy ALy YU/1Z) 5 TXU/ 1/ o LX /17 )y CONETE ) 3
TO:=1X(/1/) 3
P2L(/17) 3 ey |
CSTEPY 1 WNTILY -1 'Deo

TECRY K=

YREGINY
AR‘NfX(Glyv(/K/),Y(/k+1/)yTX(/k*]/l,t)(/K+l/),C[PF1E) S
PIFY LX{/K+1/7) > L YIRENY , ‘ R
PBECINY Le=LX{/K+1/) 5 TC:=TX(/K+1/) ;3

YEND Y

YELSEY '"REGIN' L=l 3 T1(:=TC 3$'END' 3
ey

CYQA(T(I,lz.]),bYQAxT(lytv?).CUTQTRIhC(I,'i L")') CUTREtt(],L),
SYSACT 1y 14y 1)3SYSACT(L4242)
LMC/(CMPTE/ Yt =L 3
TIFY PL{/COMPTE /)=0 *THEN? » S ;
Cl:=INTEG(AL AZIELC)HEPST,C T, (CNF1E‘5CFT) 5
YIFY PL{/CECMPTE/)=1 YTHEN?
Cl"}hTfG(AI’PQI(/l CCMPTE/) 4E1G 1, EF<19(T CCMPTE [FT)+
INTEC(PQI(/IyCDMFT&/)'AZngGlyEFSIv(T (fFPTEySGR1)
YELSE' 'BEGIN? ,
Cl:=(l0 3

Cl:=C1+INTEG(AL, F‘I(/lyCWMPTF/)y 1Cl.FF‘]9C1,(CMF1E SCRT) §

YEORY® Ki=1 SSTEPY 1 CUNTILY PL{/CCNMETE/)-1 *LC?
Cl1:=Cl4INTEGUPST(/K,COMPIE/Y 9 PSTH{/K41 4 CCNFTE/) 4EL1CL,EF ST,
CTL,CCNMFTELSCRT)Y 3 ’
c1: flilNTaG(PSI(/Fl(/CCNPTt/),CCPPTFliyﬁz,fl(ly?P‘19(Tv
COMFTEZSCRT) 1ENLY 3
SYSACT(191291) 5 SYSACTUL4242) 3
CLISTRING(L,*(*CY=1")") 5 CULTFEAL11,(1) 3
SYSACT(141¢43) 5 SYSACT(142,42) 3
YIFY ABS(C1) <= €PS2 YTHEN' 1GOTO' FINT 3

PO1:=1 /(1-MU) ;
RET1: SYSA(T(1,12,1) 3 CUTREZL{1,RC1) 3
VECRY T:=1 CSTEPY 1 'UNTIL' N 'OC?
TRECINY
YIFY PI(/CCMPTE/)=0D VYTHEN?
DELRC2(/I/)e=PRINMITINE(ALIAZ +FIPHIGFF L1 4CT 91 4COMFTELSCRT)
YIFY FL{/COMPTE/Z)=1 Y1FEMY
DELRL2(/ 17 ) e=PRIMITINE(PSI{/13CONFIE/ ) 922y ELPHT GEFSL,CT,1,
CONMFIEZSORTI+PRIMITIVELALGFSI(/1,COMPIE /) ,E1PHT 4EFS1,LCT,
1y CCVMPTE, SCRT)
PELSEY YBECINY DELRCZ{/T/7):=CaC 3 7
DELRCZAZIZYT=DELRC2{/T/)+PRIMITINE(AL W FST{/1CCMPTE/)HELPHI,
EPS1+CTo1,CCMPTE LSORT) 3 ,
TECEY K:=1 *STEP® L 'UNTIL' F1(/CCMPPTEZ)-1 DO
DELROZ24/71IZ)Y:=DELRC2(/I/Z)AFRIMITIVEAPSI /K ,CCVMPIES),
' PST(/K+1,COMPTE/) yE1PHIEPSY1,CTy12CCMPTE, SCRT) 3

»




- 1I.65 -

'IF' RO1=1/(1-MU) 'THEN' 'GOTO' REST1 'ELSE' 'GOTO'"REST2 ;
FESTI: Rl:=C1/C1 3 o |
YIFY R1 >= (MGA *THiN? :
TRECINY RON(/CCHETE/ Y 2=20] 3 COFPTE t=COMFTENL 3
IGCTOY ROUCLE 5 *ENDY ‘ '
TELSEY *BEGINY ROJ=RC1I-0o1285 3 COTCY RETD 5 YeENDY 3
CEST2: Bl:=01/0L0/R0Y 3 A \
11FY 31 >= OMEGE £ B) <= 1-CNECA
YTEENY YREGINY RONU/CONETE/) t=RC] 3
CONMETZe=C(UPT 41 3
IGCTCY ROUCLE 3 YEADY
CFLSEY SRECINY RC12=R0Y~-Cel28 3
VIEY RC1=0 60 PTHEN® $GNTCY DIVE YeLSEY *COTICY RETL 3
'ENDY 2
YIFY COMPTFE D= CT1 YTRONY PGCCTNY Blve 3
MNORDICT: OUTSTRINGIY (T 25 CE RACINE')') H
SYSACT(Llelzed) ¢ SYSACT(1y41441) 5 SYSBCT(14Z92) 3
INFECCSSIRLY @ CUTSTRINGUL G (Y FLS NDE SCLUTION AL SYSTENME LINEATREY)Y) 3
Civie UUTSIPING(I"(fDAR‘EE,LUNGLFLR it FAS Y)Y YY) 3
SYSACTU 1412410 3 SYSACTUL,1441) 5 SYSACI(14242) 3
BIV2: CUISTRING(I of (LA MTHODYE CONVERCE LEMTEMNTY)') 5
SYCALT(19lzed) 3 SYSACT(1,Y641) ¢ SYSACT(L4242) 3
CINTe ﬁUTSTFIhG(l.'('LES»CﬂhFFILIﬂNTS FE LA MEJLLEUFRYS AFFECOXIMATICN SC
-\IT')!, H .
CQYSACT(lelzeld) 3 SYSACTUlel44l) 3 SYSACT(14242) 3
CUTAREFAY(] ¢XSTRY) 5 vi-NDY 3 YENDY 3
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PROGRAMME RESOLVANT LES PROBLEMES PL2 ET PC1 PAR LA METHODE DES PENALITES.

(Pour les paramétres d'entrée 3 définir se reporter 3 la notice d'emploi

page II.55).

Yool 1Y Y ENTOSERY iiJ'K,pg&lHJL(NPlf,Kh,”,?l)PZ,leﬁZ,A ’
Yahoni ! '[g\yijyﬁyblylH H)E;tlﬂib!ﬂLypdg‘ﬁpl“f[A,Cl)TU]AL)RL’
Clpavynly o iy n 7 a0 o A .
Podunean ' bdirl g o ‘ o .
o€ by ) TSR Gy R
Podaviwsedl dypnil) 3 LTRINTLOERTOeNZ) .-; .
Livine a0 0y\) INKENL(O'U) 5 INREAML(C,C)
Povivent C Oy D) 5 LiReACtG,EPS) INREAL(DZETA) 3
Peincnn Ol ) 5 TAREALIGCLL) INREAL{OQRC)‘ H - )
Pocuiint TAREAYY Ry A0y AL g X2 g X1U g AF Ly AFZ2 3 AF 331/ 1N ),
(L7L2017) 25U/ Leigl/) o RELC/LING/ ) o ATLZ L3Ny L3N )

YAl YR LUUREY Luallld )X.;)

pLwlnt YKIal® 5 3 Ylaloeinre

Yiedet lr=1 'oldii Lotunliu
=0 AL/ L) Wl T 4 1)

vali=o-PallT)

'

AREALY T 5. YARRAY Y. X 5

R

’
‘LG

uhﬂ }
acact TPl oduReY Ll OT) 5 YREALY T
sli=oal{tyx) 3 ’
PRLALY TPRJCLUUREY GLALET y XS e X1y IHETAY 5

YRiaL® b g HETA 3 TARKAY' XO.Xx1t o3
Voboant PRcALt 5 3 YINTEGERY @
25T Jad L . ' : . l
Yhunt' Li=l Yot L YL NOYRLY Lt Pl
D3EOoR{ANL/L/)ATAETAS(ALUZESI=ROUZ7 20V ¥PRHIL{TSE) 5
oL XLi=0=-PHi(T) ; - L p ‘ :
LD FUA B

Coac! THRuLedyst STy o3 YREALY 1 5

el =0LALOT X9 X0y TH)
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CUMPTE:S =1
BUULLE S SYSAUTI(L91251) 5 SYSACT(1,2,2)
JUTSTRING(Ly " LE NUMERU DE LITERAVICN EST')Y) ;
UJTINTEOER( L, COMPTE)
SYSAL Tl Lylay1l) 5 SYSACT(L1,2,2) 3
Kivi=Zm=(CIMPIL)
weLudd VLR STONCGLIIC) ) =SIGNIGLIY(/1/7)) ) YTHEN?
CoPLI=Ed YELSEY Y3EGINY Plei=l o
CLOSELTIUNLGLsCoyYL/L/) yESYETAPSI(/PLY) JNTFUGT)
Tenp v
YRunt' K= o'S5TEPY L O YUNTILY M-1 DL
Vi Sldﬁ(ul(Y(/ﬁ/i))=SIGN(GI(Y(/K*1/))) "THEN?

Pli=eil 'eloi' 'Sueblat =pPl+l
dlaoLurljllblyY(/K/)vY(/K*l/)vEPS ETA,PSI(/PL/)yNOROOT) ;
tLENDY

"FURY T

=1 'STeP*' 1 '(NTIL' N '‘CGY
'BLUdNY 5:1=0.0 ; ’
'RPURY Ji=] YS5TePY 1 O YUNTIL' N ‘DG
DIFORIEALL/ Ly d/) XA 2ILY
as=0+310/17) . '
Aril/i/)i=5 5 YENUY
PAEY PL=0 YTHERY YBLEOINY YIFY GL(C) D00 *THEN®
YoLol i YFURY = YSTEPY 1 YUNTILY N '0G!
Yool 5:=0.0
YRARY U=l YSTEPY L O'UNTILY N L@
DIZoHRLAXI/I/)SUIPLD YLy ) =IP(Cy1,d) )
2:8=25=2 8 ({PV(U,1)=-IPVIC 1)) ;
AF2(/L1/7):=5 5 YenND' 5 YENDY : ‘
YELSL! YFOR' li=j 'LTEPY 1 'UNTIL} N g
AU/ L/ 3=3.D 5 YeNp
tod TUuY SUlTE
Yiet pa=1 Y THENY YBLoln® YIFY GLUC) > 0.0 YTHEN®
Yol ‘
YPUR'[:2=1 *STfP' 1 YUNTILY N tGC
PO olnY 5:=040 '
YEURY Ji=1 YSTEPY L O YUNTILY N 'CL
a.—o+’F()(/J/)*(lP(PSI(/ll)9],J)°IP((,I,J)) H
ssz=a=2x{ IPV(PS I(/L/),l)~lPV(L 1))
AFcU/1/7)3=0 5 YEND' 5  YEND!
Yeboe' YFARY T:i=1 YSTEE' L YUNTILY N CC
Yol S5E=),.D
YUY de = 'S5TCEPY YUNTIL® N *DC?
DE=SHZEXI/I/VHECIPD Ly I =1PUPSL(/17) 4 143))
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STEL=ZR{IPVILy 1) =IPVIPSI(/17) 1)) 3
AFZ(/Zi7):=5 3 YENDY 5 YEND' :
Yodlu' SULTLE o : ‘
Viet L2 PTHUN' "BLS5INY YIFY GLIC) >Ce0 YTHEN!?
*Seoln' "FOURY [3=L "STEP' 1 'YUNTIL® N 'DQ
LTS BN 5:=0.0 H '
YFORY Js 'STEPY 1 YUNTIL' N LG
RIS 4 *Xd(/)/)*(IP(PSIKIII).I.J)-IP(C,IyJ)
FI2 (0 14V =IP(PSIL/2/)31+d))
Himy—- L#([PV(PSIi/l/),I)—IPV(C,[)+IPV(£y[)
—lPV(Pbl(/A/)rl))
c{7i7Vs=> 3 veabL?Y ; YEND Y 0 - ~
'gLsc' YFURY f:=] 'STEP* 1 YUNTIL' N 'DC*
Yoroid! s =0,0 3
YUY J3 VSTEPY L YUNTILY N 'LQY
—J+LFAJ(/J/}ﬁ(lP(Pgl(/d/),l,J)-lP(PSI(/l/);I.J)) HEEE
R L%(I”V(Pbi(/ZI),l)—IPV(PSI(/l/)yl)) H T
;\f"c‘/[/)g‘o ; NU' M .L‘\b' H
YGUTGY SulTE ' : ‘ .
CLEY GLIC) D)6 YTHEN' 'GUTOY AIGL YELSEY 'GOTQO' AlGRZ 3
Alul & YIF® 2%ENTIER(PL/2) =Pl YTHEMN! o
'OEGiit 'FIRY I3=1 'STEP' L YUNTIL' N *LC?
YSLLINT S5:=0.0 ’
YEURY Ji=] YSTEP' 1 YUNTILY N 'CG'
'OELINY S:=‘+Z*XU(/JI)*(IP(PSI(/1/),I,J)—IP(L'I,J)
"1?‘U)I'J’—lP‘PJI(/pl/’,l,J), H -
YEJRY K:i=2 'STLPY Z YUANTILY PL-2 gy
534 2% K0/ J)FUIPUPSTI(/KELY )gd g d ) =1PUFPSINSKS Vg 1y J))
Yeinu! ’
0 =a=24 (IPVIPSIL/L/) 41 )=-1PVIC,y 1)
HIPVID 1) IPVIPSLI{/PL/)41))
YRUR? K31=2 'STEPY 2 SUNTILY pLl=2 00
S:=5=2%(IPVIPSTI{/K+1/),1)=IPVIPSIL/K/)41))
AEZL/L/)3=S 5 'EADY 3 YEND!
VELSEY YFOURY f:=1 YSTEP® ) 'UNTIL' N oYEO
's;uiw' $:=0,0 3 . —
YEURY 1 TSTEPY 1 YUNTIL' N "CC°
uLulm' S2=S542% X0/ I/)VHUIPAPSI/L/) 1, J)—IP(C.I.J))
CEan A:=1 *STEPY 2 YUNTIL' Pl-1 *CCY -
>-~a+’5X)(/J/)*(1?(°51{/K+1/).I,J)-lPlPSl(/KI.:i;J)) H
feND Y . .. } .
a-—a—’*(LPV(P;I(/I/):[)—XPV(C 1)) ;
YFus' Ki=2 YSTEP' 2 'UNTIL® PL-1 'C(° L
23=0=2%(1PVIPSII/K+L/) 1) - lPV(PS[(/K/),I’) H
AF2U/L/):=S ;3 'ENDY. ‘ _
'ouTdY SJULTE ,
Alugs YIF' 2FENTIER(PL/2)=PL ?PTHEN'
'OEGINY YFURY I:=1 *STEP*' 1 *UNTIL® N 'DO?
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Yprwii? S1=(el) ’

YEoR' J3=[ 'STEPY 1 YUNTILILY N fDO?

ChurY K=l YSTEPY 2 CUNTIL® P1-1 *LC?

a:=5+¢$xd(/J/)*(IP(PSI(/K+1/),I,J)—[Ptkililxl):IoJ)) H
YEORY Ki=l1 'STEPY & YUNTIL' P1-1 ‘'pC°?

b==b-ik(I?V(PSI(/K+1/)91)-1PV(PSll/Kl)o‘)) ’
AF20717):=S 3 TeNDY 5 YENG?

VLo YFJRY [s=1 'STEEY 1 “UNTIL B "Lyt
toLowlil! 3:=0.0
VEURY Ji=] YSTEPY 1 YUNTILY N YOO
‘UlLoudiv' 'FiIR! t=1 *5TEPY 2 SUNTIL® ¥PLl-2 207

5120+ 28K /) (LPIPSLU/K4L/) 919 JI=1F(PSLL/K/)4100)) 3

3222 BXO0/JZ)FUiP LDl 9 d)=1PAPSLIU/PL/) 9 19d)) 3
Soinwt
TEuk Y K2=l YSTEPY L O CUNTILY Pl=2 *LC?

0 o=cALPVIPSIU/K*+1/) 1) =1PVIPSTU/K/) 9 1))
2izo=df{IPVIL, [ )=1PV(PSLI(/PL/) 1))
AiFel/ 1/ )s=5 3 'eaNDY

souldY Lulle
SJdlles YFJa' lis=i *olikY 1 SYURTILLY A YLCY
AF( 2423 =AF LU/ )+KNEAF2(/7 L) 5
2i=Uel)
YEui' L:=L CSTLPY L YuNTIL® N LU
se=seaF (/1) AF(217)

23=54RkT(S)

ViEURY at=L 'STEPY L 'UNTILY N OTULCY

tocola X1(Z217)e==RU%AF(21I/)7S 5
ALul/Z1/7)e=x1{/717)=-x007217) 3

SYoaLTCLel2el) 5 SYSACT{149242)
JU.L\!‘.:\L(].,XL(/I/)) ’
LT TTY L

sYorL T (1l b} be:\C](l,lliyl) H SYS5ACTI(L9292) 5

Trs=Ll 3 ns=l/500 53 F3=L 3
ALTuur?: DLI=JeD
tEoRtY = *STLPY 1 YUNTILY N ‘LC!
YUY Js=1 rSTERY L OYUNTILY N L
Vorod 4t D1:=Dl e TrEAL(2] 9V EXLO/ L/ )AXL00/37)
Dis=Ul+2%AL(/19d2)5X1CUZT2)*XC L/ 7)Y 5
Yinut'
CEURY [2=1 *5TEPY L 'UNTILY N LG
Dissul#3L(/717) 2xL0(/17) 3
VY SI5nlGLLIC) )Y =0l ONIGLLIY(/1/))) PAFEN?
Poi=d YELSLY 'oEoint F2:=1 3
dlsbuuTIJN(uLI:C.Y(/l/)vtPSptIAyKHI(/P2/)'hCFUUT),
SN , ,
Yp et K=l YoTEPY L YUNTILY M-1 tLCt
Cirt SEOoN(HLLIYUZK+LZD ) )I=S1GNIGLILY(/K/Z))) *THEN?
Poiepl 'eLoL' TOLGINY F23=P2+] '

-
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01 5ol T LuN(GLLIYL/K/) g Y (/K L/) s EPS oL TA KFI(/PZI).NGFLUT) 3
'_Hu' . .

Vg ‘p::u‘-;utm' CheoNY VIFY GLI(C) > 0.0 YTHEN?
vicwlat a2 '
[] ‘_.

¢ =)l 3, .
=1 'Jz‘ YL CUNTILY N OTLLY
LBV VTR =) ) HEES \)l'x’_'P' 1 'L‘N1IL' N oYL
J:=a+¢*(fd*(i@(/l/)#ALJ(/q/)+x10(/l/)KXO(/J/))*(IP(D:I:J)
~iPiLyladd) ' ’
0 == XKL/ RCIPV D, L I=IPVIC, 1)) § 'ENL®
Ji=o o, ! , L
VLol DA ECLD , YLhDY
Yoo APRES
CLEY P2=] YTHEN' YSEGINY YIFY GLL(C) > CeU *THEN?

Yo

il 4t 53=0.0 ’
YUY L=l YS5TEP l 'UNTIL‘ N 'CCY

YOLOIN' YFURY U LPOTEPY 1 YUNTILY N 'LEY
J.~J*u*(fHﬁ&LO(/l/)“(lJ(/J/)+X1C(/l/’*xr(/J/))*
ST ATNIERE WA VAN EIVE L) Yo QU GrIvE I B
b-—&*hl)(/l/)*(lPJ(Kil(/l/),[)-l?V(ivl)) s 'END' 3
dla=n 3 TEwI! l .
telob? Y3EGIN'Y S:=20.40
YRunt! L=l 'Lo0CPY 1 YUNTLILY N 'OC v :

LITPO S 'rUR"J.~l YSTEPY 1 YUNTELY N *CCY
o=k TH*X1Ul/L/)* Xl)(/J/)*XlO(/I/)*X(.(/J/))x
CiPlus Ly d)=iPLRHLLZL/) 919 d) ) 5

s Fo=C R IPV IO I )=1PVIKHLI(ZLZ) 1) ¥XICL/1Y7)
LTV L
J23=5 5 YENDY 5 YeRNLY
touTu! APKES ,
Yirt Pe=2 YTRENY YBEOINY YIRS GLLI(C) > Co0 YTHEN!
PocoiNY 33040 o .
YEus® =1 'S50ePt 1 'unNTiLY NotLGY :
YOLwdNY YFURT gi=l o 'SiekY 1 'UH‘IL'”N"L[' _
a.-g*g"(fH“Al)(/1/)*4;0{/J/)+X10(/I/}*XC(/J/))*' :
Cav il (717 g i JdsIPLC, lyJ)‘lP(KHl(/d/)y[yJ)*IP(D IgJ)) 3
2= g*(iu(/I/JF(iPV(&HI(/ll) 1)—IPV(C913*IPV(U)I)
P vinitl{/72/)41)) 5
LN} 1O
D2s=5 5 YoND?

YeLse! '3EGLNY $3=0.0 .
PEOR® Lizl tufch ) YONTILY N 'DCY
PotuLaY PFURY Ji=l 'STeP L CUNTLLY N LCY

J.—o+¢'(Ti*(lO(/l/)‘XIC(/J/)+X10(/I/)*XC(/J/))*
LiP il (/7270 01y J)—lP(Kdl(/l/).loJ)) y
SN Q*KLO(III)a(IPV(\Hl(/d/),l)—[Pv(Knl(/l/),l))
LR YO N
des=u 3 Yulu' !LNUf ,
tudlut APRLS ‘
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YirY SIoNIGLLIIC)Y > J. 3 YTHUEN® 'GOTOY ET1L

YLiow? '3JTU' cTiz
clhils vffF ENTICRIPZ2/Z2Y=P2 '"THEN?

Ypeblnt s:= «0
YEJY f3=1 YSTLPY L YunNTILY N LG
Yoo LN YFORY gi=l YSTEPY L YUNTILY N O'ECY

YILOLNY

RS VIR RIS S NIV AVAED SR UARVAR S SN VAVAE I VAYARE
(P nAdli(/1/) 41, J) IP(L)I:J)"IP(D,I,J)"IP(KHI(/PL/),loJ))
PEORY K:=2 'STEPY 2 CYUNTILY P2-2 0O
S =ovM{ THAXLI( /L 1#XLGU /7)) + X100/ 12 ) %XC0/J7) )%
(LPURAIC/KHLS ) g L9 d)=IPUKHIL/KZ) 91y d))

TENUY '
3= o= R XL /L) UIPVIKHI(/Z1/), 1) =1PV(C,1)+

tPvios L)=-LevikAaL(/P22) 1))

tEURY K2=2 YS5TEPY 2 YUNTILY P2-2 L0 ,
> F o= ALO0 L/ UIPVIRAT L /ZRK+LZ) o L) =1EVIKRIGZKS )y 1))
Yot o,

Ues=y 3 Yieho!

Yeloot *8EGINTY S:=0.0

YFURY [:=1 YSTEPY L 'UNTILY N '"D(

PAESINY YFURY Ji=1 *STEP* 1 SUNTILY N 'LO°
Ydrolat 3.~>+¢v(r1*x10(/1/)*x10(/4/3+x1c(/1/)*x0(/J/))*
{IPURAIC/Z1/)Y 31 43)=1P(Ls143))

'FURY K3=2 'STEP' 2 'UNTIL' P2-1 *LO

S =42 A {(THAXLC(/L/7)2X1C 737V X100/ 1 7)*XxG(/J/) )%
(iP(RAT(/ZK+L/ ) 1 yd)=1PIKHI{ZK/) 91440
YA _

J::b—ﬁ*xl)(/l/)$(1PV(KHI(/1/)'I)‘lPV(C,I,) ;

Yot K=2 Y5TEpY 2 YUNTILY P2-1 *CC? :
o3 =S—ox LG /L )R LIPVIKHI{/K+1/) o1 ) IPV(Khl(/KI)pI)) ;
‘LNU' ’

PD23=5 53 YeNDY 3 YGUTO! APRES
chide VIFY 2%ENTIcR{P2/72)=P2 'TRHEN?
YREGLAY S5:1=0.0
YFORY I:=1 'STLPY 1 'UNTIL® N D0
YBEuINT 'FuR' J3=1 'S5TEPY 1 'UNTILY N 'CCG!
VEURY KT = STEPY 2 YYNTIL' pP2-1 '0G!
Si= ok T ALN(/I/)«xlﬁ(lJ/)+XlC(ll/)*xc(/J/))*
(19(“H1(/&+1/);l,J)—lﬂlKhl(/k/)-I,J)) .

YPURY Ki=1 YSTEPY 2 YUNTIL' P2-1 ‘ol
J.—o~’4\10(/1/)*(1PV(K11(/K+1/).I)—IHV(KF!(/K/):I)) ;

Lot ;

Ulei=o 3 tino?
Yobow! '"3EGINY S1=0.0 3
tEuR! =L 'STEPY L OYUNTILY N LG
Yorola YFURY Ji=L YSTEPY L O'UNTIL® N LYY
Youuint LEELH 2 T ExlO(/ /) RXL0(/ I/ )+ X100/ 1/ ) *X0(/d7) )%

(LP (0 Ly )= IPLRHEL/P27) 919 d) ) ;

CEUKY Ki=Ll o YSTEP' 2 YUNTILY P2-2 LG o
2= ok THAXLIC(Z1/7)=X10( 73/ +X1C{/1 7V 2XCL/ 7)) %

LP(hil(/K*L/)9i:J)*iP(KHI(/K/),l J¥)y s

YERJY

0tm o= ALCIZE YR UIPVIL,1)-1PVIKRIL/P2/),1))
TEORT Re=l 'SHTEPY 2 YUNTILY PZ2-2 000
522S5=2% X C{ /1 7)*UIPVIKHLI/ZK+1/) o 1) -IPVIKHIU/KZ) 1))

Yonot

-
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D2:i=5 5 YEND'
"GUIUY APRES ;

APKES 1 TUTALI=DLI+KN®D2
CL:=TOTAL ;

A35(Cl) < EPS *THEN' 'GOTUY TERM

] 1‘-'
VEFY P<5D2 'THEN' 'BEGIN® THi=TH+H ; b:1=Pel ;
'ouid! RETUUR 3 'END!
VELSLT 'BESIN' TIF' SIGN(CL) > €.0 YTHENS
"BLOIN' TH3=0.0 ; 'GUIUY TERM 3 'END!
"GUTGY TERM 5 YEND' ;

Yot 'BEGINY JH:=1.0

YieNUDY

Fekms YFJIRY f3=1 *"STzP' 1 *UNTILY N 'L

REA /L) s=x00 71 /7)) +T1 (X121 7)-X0(/1/7))
SYoaL Tl lyeyl2,yl) 3 CUTARRKAY(L,X2) 3

2YOALT LAy iayl) 5 SYSACT(1,2,2) 3
ECART:=0,0
tEdis® ls=L o 'oTePt L O YUNTILY N O'DU?
EoART =L CARTHIXZ{/ L/ =-XCl/1 /7)) *%e 3
i 2 =200 TCECARTY
YiEY pUaRT < EPS *THLENT 'GOTOY ENCCRE

VoY 'DEGINY
L3=1 5TEPY 1 'UNTIL' N 'DC!

Yi-URY

A Ziz)i=x2i/717) 5 'GUTUY RECOGM
‘oot
ENGURES YFUR' [:=1 *STEP* 1 *UNTILY N 0O
RI/L7)Ye=R2U/1/)

CUMP I L =COPTE+L '
Y F Y COMPTE <= 10 *TREN' *'GUOTC' BOUCLE
Tetot ! *HUuTuY FINID
Fioales JUTSTRING(L"(* LES COEFFICIENTS DE LA MEILLEBEURE
AFPRIXIAATION SUNT) ')
DYLALTL{Llsi2sl) 5 SYSACT(Ll4242)

JUTARKAY (L, X2) 5 *GUTUY FIN 3
NIRLUT S UUTSTRING Ly (Y LE DEUXIEME P25 BIVERCGE')Y) 3

VTHEN?
PSCTCY TERM 3 TENC?

CVLEY SIGNICLY > 9.0
TERNM 3 TEND' 3

"BLLIN' Tii=0.0 ;
Yeool® 'OLGIN' TH:i=l.0 5 'GuTG?

Fam: YENDY 5 TENDY 5
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CHAPITRE III

METHODE D'ECLATEMENT DES CONTRAINTES POUR
LA RESOLUTION APPROCHEE DE PROBLEMES AVEC CONTRAINTES

. 2 . L.
Soit C%[a,b] , l'espace des fonctions continues sur un

intervalle [a,b] de R, muni du produit scalaire

b
< £f/g > = [ f(t)glv)dt
a
et de la norme associde ||f|| = ( < £/f > yr/z
* Soient VisVpaeresVy s N éléments linéairement indépendants
appartenant a c?[a,b] , qui engendrent un sous espace V :IJ(Vl,VQ,...,VN).
N N '
Dans R~ , on note (x/y) = X XYy le produit scalaire ordi-
i=1
naire et la norme euclidienne |x| = (x/x)1/?

N . . .
Dans R~ , on considére l'ensemble convexe fermé suivant

N
c={x€ R/ 3 xp. (1) <clt), ¥t €T}
i=1
ol les P, i=1,2,...,N sont des fonctiens numériques continues définies

sur un compact T , qui est soit un intervalle [c,d] , soit une union
finie d'intervallessde R : »

Pour chaque t € T , l'ensemble

N

c. = {x€ RV / T xe.(t)<c(t)}
t . i'1 —
i=1
est un demi-espace fermé de RY et 1'on a
c= N <
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) R n
A 1l'ensemble C , on associle le convexe fermé C de V

N
ny
C={veév/v= 2%xv, ,x€c}
. iti
i=1
Etant donné un élément f € C*[a,b] , on sait qu'il existe un élément

. * . . . .Y
unique v~ , meilleure approximation de f dans C :
® .
Iv-gl = mip -l .
veC
o} . . .»x - - 1] a -1 . | - k] bl B - Lt — o =
Pour cbtenir v, on peut d'abord cherclier la lieiliiegdle approximaicion v
* . . . .
de £ dans V : 1'élément v~ est alors la meilleure approximation de
- ny
v dans C

Supposons que l'on ait déterminé v =

™M=

X,V (par résolution du systéme
i=1

N
lindaire classique). Le probléme de la détermination de ,VX = I xivi
i=1

. S N
se fait alors entiérement dans V (ou dans R™)

N
HVX—QH = mi Hv—GH = “ bl (x?—i.)v.“ = min H z (x.-%.)v.“
veg e P <R =

_— . N
Pour ne pas multiplier les notations, pour X < B(N et y€ R, on

note encore

N N
<x/y>=< Lxwv,/ Lxv. >
LI =5
et N
Il =12 g

Avec la notation définie plus haut pour le produit scalaire dans B{N .

on a donc
C < x/y > = (x / Wy)

od W est la matrice carrée de terme < Vi/Vj> .
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Pour une valeur de t fixée (t € T) , poééEé” Ve © Gpi(t)) .

~

Y appartient donc a BQN , et on a

= {x € RY I(x/yt) < e(t)}

Soit Z, 1'élément unique de rY tel que

Wzt = yt
on a alors : (X/Vt) = (x[Wzt) - < x|z
d'od : c.=lx € rY| < x/z, > < (D)}

Dans la“suite, on étudiera donc le probléme dans H{N muni

du produit scalaire < ./. > et de la norme associée.
ALGORITHME [ 6]

La méthode est directement basée sur la formule de dualité

N
suivante (dans laquelle D désigne un demi espace fermé de V)

d = mi& Hv—QH Rax (ml& “v VH) = min “x x“ = max min Hx xH
IOC  vED R x€C IDC x€D

On construit donc une suite de demi-espaces DY > C tels que

a) lim mln (B x| =
Vot x€DY
b) im x” = x¥ , ou %’ est la projection de x sur pV
Voo - :
(au sens de la norme | .|| dans rY )
. V-
Soit Xv tel que Dv = {x'€ I&Nl < % —x/x—xv > > 0}
contienne C . Si x° € C , alors x7 = xF . Supposons qu'il existe

tY €T tel que x" @ Ct et appelons xv+l la projection de x sur

b’ N ¢ N (au sens de la norme Il
.

Considérons alors le demi-espace fermé

V= x € RY| <« 2V1x /x> > 0}

. + . . = vitl
(Par construction, xv 1 est la projection de x sur D au sens de

" la norme ||.||) .
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On a alors les propriétés suivantes

1) cc Dv+l : en effet puisque xv+l est la projection de X
sur DN C , NIOUS avons
V
t
< xVTLg / x-x"Tt > > 0 pour tout x appartenant a
v . . . AVRSS
DN C , eta fortiori pour tout x.@ C. puisque C< D (1 C v
t ‘ . -

A% .n . . . = -V

Comme x° est meilleure approximation de x dans D,
v+l
%

N
~

est meilleure approximation de x dans ’nc v
t

x* est meilleure approximation de x dans C , et que

(
p’o>p’nc oec , TIOUS avons

tV

e < R <
3) Nous avons

% - XV+l - (;—XV) + (XV _ XV+1)

donc
=2 = a2+ [0-<0TH2 4 2 < men¥e T s
or x"*1 &tant 1a projection de % sur DN C , nous avons
t
(ex”/xV- 0t >0,
donc
(R L P L T
soit
2="ty2

SN E P Ik (1)
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Choix de t"

si xV n'appartient a Ct , t€T, (ou Ct est défini

P P - \) ~ e
comme précédemment, la distance de x a Ct est donnée par

d(xv,Ct) = min ”x—va = < x\)/zt > - c(t)
x€Ct

(xyyt) - c(t)

izl

La détermination de la valeur de t¥  telle que d(xv,Ct) soit
maximum, est rendue assez difficile en raison du calcul de “th qui
nécessite pour chaque t la résolution d'un systéme linéaire d'ordre N .
(yt étant connu, il faudrait en effet calculer Z, tel que
Wz

£ T Yt et 1'on aurait alors

Iz )17 = < z2, > = (z/W2) = (z./y)

Pour éviter cette complication du probléme, on choisit la‘valeur £V qui

maximise
Vo v
€, = “th ~d(x ’Ct)
On a donc
v Y N \V v \Y N vV :
e, 7 max e = Zlﬂ@ﬂt) - c(t’) = max ( % ﬂ@ﬁt)-cﬂw)
t tET i=1 t€T  i=1

On suppose que 82 > 0 , sinon xy appartient & C et est solution

du probléme considéré.
CONVERGENCE

' . v - . :
La suite “x —x“ est croissante et bornée supérieurement par

“xx—in . Elle converge donc vers un nombre 7Y tel que y ﬁ_“xxf;“ .

Comme 1lim (Hxv+l—§H? - “xv~§H2) = 0 , on en déduit, d'aprés (1), que
Voo
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vim [|xV-x""H|2 = o
Voo
Par ailleurs, on a
v
€
v
ax’,c ) = —=&
v
e ez
t

(ou Hz v“ est défini comme plus haut)
T

Les fouciiouns tpl¢p2,...;pN étant continues sur 1 et y
atteignant donc leur maximum et leur minimum, la matrice W étant inver-—

sible, l'ensemble

N _
‘{ztE}R |th—yt , t € T}
est borné
Soit donc
L = Max “z “
teT . °
Or, on a
"7y ) - e(x?)
Hxv—xv+lH z_d(xv,ct) = t.v >
12
max (xv/yt) - c(t)
1,V v t€T
= (2 /y ) - c(t?) =
L tV L
on en déduit que
T (max ((x"/y,) - e(£))) <0 (@)

vt tET

..V : ' . .
La suite x étant bornée, on peut en extraire une sous sulte conver-

.,V .
gente. Soit x la limite. On aura

-l = v < a= "l .
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e o N
D'autre part, 1'inégalité (2) entraine que x € C .,

donc que

*-H] < %%

v *®
% =

d'ol 1'égalité et en raison de l'unicité de la solution = X

. . Vo= .
Du fait que la suite “x —x“ est croissante, on a

vim |- = <"l
oo

Comme d'une part xv appartient a DV , on a
[Ea L Eaesw R P [
D'autre part on sait que

Lin =l - ll="=%%) = o

on en déduit alors, compte tenue de l'expression (2) que
. \Y
lim x = xX .
V0

ASPECT NUMERIQUE DE LA METHODE

1) CHOIX DE TV

N iéme . ., . " .. .
Rappelons qu'a la v © itération on choisit tv tel que

N .
Evzlmx(aﬁZIMX(EQKmIt)‘CCU)
¥ €T . t€T i=1 T °

» - P . . \)
Afin d'obtenir numériquement la valeur maximum de Et et celle de tv )

nous utilisons une méthode dichotomique sur T (qui est un intervalle

borné, ou une union finie d'intervalles bornés).
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2) CALCUL DE x\*l

Deux cas peuvent se présenter

Premier cas

On projette x sur C . Soit
vV
-t .
-V+1 _ . =
b = proj (x)
C

tv

. "'\)+1 . ~ V ~ . P . e_ 2 L
Si x appartient a D , c'est-3-dire vérifie 1l'inégalité
\Y

< x-x / §V+l—xv >> 0 , alors §v+l = x\)+l .
_‘\)+l . . - 1 12 .
X est la projection de x sur l'hyperplan d équétion
v
{x / <x/z > = c(t)}
\Y
t
' -V+1 - e, =~ N
L'erreur x -x doit eétre orthogonale a cet hyperplan, donc propor-

tionnelle a =z . On a donc
Vv
t
§V+l—§ = kz v
t

k est choisi de telle facon que xv+l appartienne a l'hyperplan soit

< x + kz MERS > = c(tv)
t t

On a alors

c(tv) - < %/z v >

K = t
< >
zZ /z v
t t
et finalement
\) -—
c(t’) - < x/z >
. AV

v+l - - t- v
X = x + = x +

W E E
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soit encore

N zv
+1_ = -

Tz 2 [e(?Y) - 3 x{pi(tv)] t
. 2
i=1 BN

avec ||z [i2 = (z /y.)

¥ v
Deuxicme cas
si x"Tt n'appartient pas a DY , alors xVTL , projection

= \Y . . = . .
de x sur D 01 C y » est la projection de x sur l'intersection

des deux hyperplanstfrontiéres

CFr(0Y) = {x € ﬂaNl < x”-x/x-x" > = 0}
ou Fr(Dv) =z {x € H{N[ < xv—i/x > = < xv—i/xv >}
Fr(c ) = {x € H{NI <z fx > = c(tv)}
tv tv

+1 = ., o~ ~
L'erreur xv l—x doit etre orthonogonale aux hyperplans homogenes

correspondants, donc &tre de la forme

g -z o n(x’-%) (3)

t
z .z v+1 .
A et y sont déterminés de telle sorte que x appartienne aux

deux hyperplans frontiéres

< xV-%/%-x"Hiz v+u(xv—§) > =0
t

< ztv/§+Aztv+u(xv—x) > = C(tv)

d'ol le systéme linéaire

A< xv—§/z v >+ <xv—§/xv—§ > =< xv—g/xv—Q >
’ .t 2 .

A<z /2 v > + u<<xv—§/z v > = c(tv) - <z /x>
v ot t £V
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avec

<z [Jz >=(z [y )

et N
< WVx/z > = T (xV-R . ()
_t\) i: 1 1 1

On en déduit alors les valeurs de X et u que l'on reporte dans

1'expression (3).

GENERALISATION DE L'ALGORITHME

L'algorithme proposé ci-dessus permet d'obtenir la projection
v* de v (v n(appartenant pas a ) sur ¥ . 5i l'on s'exprime non
plus en terme de projection mais en terme de minimum d'une fonctionnelle
convexe sur un convexe, le probléme précédent peut alors s'énoncer comme
dans le (§IIjchap. I) sous la forme sulvante
minimiser (F(x)/x € C)
N .
ou C:{XGIRN: inCpi(t)-c(t)iO,VtGT}
i=1
La fonction F #&tant fortement convexe, il existe X appartenant a C ,

unique, tel que

o = F(xT) = min (P(x))
xEC

L'algorithme basé sur le méme principe que le précédent est le suivant

ALGORTTHME

Soit Kv un convexe fermé tel que

v

1) K ' o ¢C
2) %’ €
3) F(x") = min  (F(x))

x€K
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. \) . ~ o ’ . ~
Si x  appartient & C , alors xv est solution du probléme

. P s
considéré.

si x” n'appartient pas & C , alors on choisit. Ve

de la méme fagon que dans l'algorithme précédent c'est-d-dire tel que

N
e’ = max (") = max ( xp.(t) - c(t))
¥ wer Y ter i=1 7

. P . . v+l .
La fonction F étant fortement convexe, 1l existe X unique appar-

tenant 3 kN ¢ , tel que
V
t

V+1 . v

X ) min (P(x7))

x €K' N¢C (
V
t

F(

o e AVE & ~
On choisit alors K 1 convexe fermé, tel que

") KWl D C
1) VL e vl
3 Fx"™) = min . rx"™H
v+1
x € K

Supposons que la fonction F admette une différentielle F!
(ce-qui correspond au cas de notre probléme), comme F est minimum sur

K¢ y > ona

t
(F'(X\)+l) / X—X\)+l) Z 0
Si donc on choisit pour
KV ke vV (F"(x\)ﬂ) / x-x"T1) > o}
on a : KV+1'D C
D'autre part F est minimum sur KV en VL

On obtient donc une méthode d'éclatement des contraintes analogue 3 la

précédente.
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CONVERGENCE

Comme Ko xvVn e v > C ,ona
T

v+l

F(x") < F(x"Th) < PGS

Posons Z = X

Vo, _;_ 1Y)

Nous avons

F(z) > F(x") + (F'(x")/z-x")

Soit P(z) > F(x") + & (F1(x") , =" -xY)
Comme < FL € x° , on sait que
(F'(XV) , V+l XV) > 0
. v '
par suite F(z) > F(x") (w)

D'autre part, la fonction F étant fortement convexe, il existe k > 0 ,

tel que

P(z) < TLEGGTH] - & )

Compte tenu de 1'inégalité (4), on en déduit que

F(z) < F(x v+1 B %—k “Xv+l_xv“2

At AN k“ V+l_ V“z < orprvv+l)_r(yv)] (5)
La suite F(x ) é&tant croissante et bornée supérieurement on a

" 1im F(xv+l) - F(XV) =
V e

’Hxv+l_xv“

et donc d'aprés (5) (6)
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Comme x” appartient a C y > ona
t

I > ace¥se ) =

N
t ( L op2(eY))1/2
. i
i=1
donc EV
“xv+l—xv” z_—E- pour tout t € T
M
N Y
avec M= (% Max (p.(t))2)172
i=1 t€T

(
Compte tenu (6) nous avons donc : lim (ez) = 0 pour tout t € T (7)
‘ Voo

V+1

Puisque F(x") < F(x™ ) f_F(xX) , et la fonction T é&tant fortement

convexe, l'ensemble
fx € RY , F(x) < F(x*))

est compact.
On peut donc,de la suite {x"} , extraire une sous suite convergente
I\J - pd . . . rd -
vers X . La fonction F étant semi-continue inférieurement on aura
- ‘
F(%) < F(x™)
N v . N *® Y .
D'aprés (7), x appartient a C . Donc F(x") f_F(x) et du fait de

*
X

. . ) n,
1'unicité de 1la solution x

D'autre part, x* €cc k. D'aprés (5)
HIXX—XWIZ f_Q(F(X*)“F(Xv))
Par suite on a d'aprés (6)

limllxv—xﬁl = 0
Voo
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METHODE D'ACCUMULATION DES CONTRAINTES

Si dans l'algorithme précédent, on prend Kl = B{N et

K\)+l -xnc e les conditions (1', 2', 3') sont vérifiées.

t

A chaque itération, on ajoute alors une contrainte supplémentaire, et

on a ¢
v+1 AV] N N vV AV]
KT =K N {x€ R I xo.(t) < e(t)}
i=p Bt
r(x ) = Inf, (r(x"))
x € K

Cette méthode d'accumulation des contraintes n'est autre que l'algorithme

de Cheney-Goldstein.

L'inconvénient de cette méthode réside dans le fait qu'a chaque itération
on ajoute une contrainte supplémentaire. Aussi propose-t-on ci-dessous

une méthode qui ne retienne 3 chaque itération que des contraintes actives.

ALGORITHME AVEC EPURATION

Supposons que nous ayons construit une suite de conwvexes fermés
K3 de E{N (3=1,2,...5V , Kl = I{N) , une suite %3 d'élément de B{N
(3=1,2,..., x3 € K)) et une suite 3tj de scalaires appartenant T

(j=1,2,...,v-1) , telles que, quel que soit j=1,2,...,V, on ait

1) K.D C

J N . ,
2) t3 réalise le maximum de I X}D,(t) - c(t)

i=1 =7
3) F(x)) = min . (F(x))
x € K7
. v
Soit alors t € T tel que
N N

5 x¥pi(tv) - e(tY) - Max (T xﬁpi(t)—c<t))
i=1 €T i=1 T
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I\J .
Posons : Kv+l = Kv nc v
t
et soit x"T! 1'élément de RN tel que
V+1 .
F(x ) = mip (F(x))
x € Koy
Notons
™ s re U V3T e Fr(c)}
alors
OFL n (c.)
t € TV+1

) \)+l S e e A - .
On constate que le convexe K vérifie les proprfetes requises plus
. AV . . .
haut, et donc que la suite x ainsl construlte converge vers la

solution x" du probléme considéré.

IIT RESULTATS NUMERIQUES

1) NOTICE D'EMPLOI DU PROGRAMME RESOLVANT LE PROBLEME PL2 PAR LA METHODE
D'ECLATEMENT DES CONTRAINTES.

Comme parameétres d'entrée, le programme comporte
- les matrices W et D1

b

i=1,2,...,N
I,d] = L().v.(thdt . 2o >
W1,3] favl< v, (6) o1ie N
b
piL1] = 2f £(t).v, (t)dt i=1,2,...,N
a

f étant la fonction dont on cherche la meilleure approximation sur 1l'inter-
valle [A,B] et les Vios i=1,2,...N, les fonctions qui engendrent le sous
espace V.

- les fonctions P. i=1,2,...,N, et ® (précisées par les ''réel procédure"

PHI et PHIO) sont définies sur 1'intervalle [C,D].

La procédure ALGMAX permet, a chaque itération v, de déterminer la valeur t,
de 1'intervalle [C,D] pour laquelle la fonction

N
DIST(t,x ) = & xup.(t)=<p(L)
iz1 7

est maximum.
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Le programme comporte deux tests d'arrét :

- Si DIST(tV,xv) est négatif, alors les xg sontles coefficients du meilleur

approximant de f sur 1'intervalle [a,b].

- Sinon l'algorithme calcule & chaque itération la valeur “xv—xv_ln et on

arréte les calculs lorsque Hxv— v_lH < EPS.

2) EXEMPLE NUMERIQUE.

Comme dans le chapitre précédent, on cherche, parmi les polyndmes

de degré 4, le meilleur approximant de la fonction sin (t) sur [- g3+ % 1,

au sens de la norme en moyenne quadratique. On impose de plus au meilleur

approximant
5 .
V) =D X et
. i
i=1
de vérifier :
1
cost - v* (t) < 0.02 t€[—.£—,,+%]
Notons
gY = Max (DIST(t,x"))

o+

m ™
€l-5,+3
On choisit EPS = 10 .

A la cinquidme itération, G5'prend la valeur -5.50747 10_5 et on

trouve donc comme coefficients du meilleur approximant

Xy 7 - 0.0005184

Y, T 2.080CECC
° C.a80

Xy = 0.0025255

X, = - 0.1315810

g = = 0.0012803

Le temps de calcul a été de 3s.2.




F(x”)
x 10°

5,264
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PROBLEME P L,

Y
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10 Probleme PL,

5,102
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PROGRAMME RESOLVANT LE PROBLEMF Pl2 PAR LA METHODE D'ECLATEMENT DES CONTRAINTES

'BEGIN'

'INTEGER' 1,J,K,N,COMPTE;

'REAL'" A,B,C,D,TO,MAX,DNU,DNU1, LAM3DA,MU, K1 ,NORME, ECART, 5T, EPS
PAS 3 '

ININTEGER(O,N);
INREAL(0,A)3 INREAL(0,3)5 INREAL(0,C)5 INREAL(O, D)3 INREAL(0,EPS);

"BEGIN' "ARRAY' X0,X1,X2,XP,Y,Z,D1(/1:N/),W,oC1(/ 1N, 1N/,
Y1,TD.MAXD(/1:20/);

INARRAY (O, W) 5 INARRAY (U, D13

*BEGIN' 'REAL' 'PROCEDURE' PHI(T,I>;'REAL' T; 'INTEGER® I

'REAL® 'PROCEDURE'PHIO(T)>; 'REAL' T 3

'REAL' 'PROCEDURE® DIST(T); 'REAL' T3
"BEGIN' 'INTEGER' I 5 'REAL' S 3
5:=0.0 3
'FOR' I:=] *STEP' ! 'UNTIL' N 'DO°
S:=S+X0(/1/)*PHI(T,I1)
DIST:=5-PHIO(T) 3
'END' DIST 3

'PROCEDURE' GRESOLSYSLINE(CL!,DI1,X,N, IMPOSSI3LE) S
'ARRAY' Cl,D1,X;5'INTEGER'NS 'LABEL'IMPOSSIBLE;

- - e - - . -

- '"PROCEDURE' ALGMAX(E,C,D,TO0.,MAX):;
'REAL' 'PROCEDURE' E;5; 'REAL' C.,D,TO,MAX;

B T T R o

'PROCEDURE' PROJECTIONC(XP,X0,X2,Y,Z,LAMBDA,MU,TO,W);
'ARRAY'XP,X0,X2,Y,Z,W;5 'REAL' LAMBDA,MU,TO;
'BEGIN' 'INTEGER' I,J3 'REAL' S1,52,53,54,5:
51:=0.0552:=3g.0553:=0.0554:=0.03

* - . TR A -
FOP®' (=1 "STETT 1 TUNTIL®T N "DO
"BEGIN'

Sle=S1+(XOC/1/)=XPC/1/)¥%YC/1/) 3

S2:=52+Y(/1/)X*Z/1/)

S:=0.0 .

*FOR' J:= 'STEP' 1 'UNTIL' N °*DO°
$=S+W(/1,d/7)%(XO0C/J/)=-XP(/Jd/)) 5

S3:=S3+(X0C/1/)=XP(/1/)>)*S

S4:=S4+XP(/1/X%Y(/1/)

'END'

S4:=PHIO(TO>-54

LAMBDA:=(S3*%S1~-53%54)/(S1%51~-53%52)

MU:=(51%54-S3%52)/(S1*S1~S3%52) 3

'FOR® I:=1 *STEP' | 'UNTIL' N 'DO°

X2(/1/)=XDC/T /2 LAMBDA%TZ (/ I/ 3+MUR{KOL/ 1/ 3=-XP(/ L/ 355

'END'- PROJECTION 3
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'FOR' l:=1 *'STEP' 1 'UNTIL® N 'DO°
'FOR' J:=1 *STEP' | 'UNTIL' N 'DO°
Cl(/1,d/):=W(/15d/)+W(/Jds 17D 3
GRESOLSYSLINE(C1,D1,XP,N, IMPOSSIBLE) 3
SYSACT(1,12,1)3SYSACT(1,2,2)3
*FOR' l:=1 °*STEP' 1| 'UNTIL' N 'DO’
OUTREAL(LI,XP(/1/));
SYSACT(1,14,1)5SYSACT(1,2,2)3

*STEP' 1 'UNTIL®' N 'DO’

*FOR' I:=1
Yy=XPC/1/) 3

X0¢/1/

COMPTE:=1 3

BOUCLE: SYSACT(1,12,1);
OUTSTRING(1,' ('LE NUMERO DE L'ITERATION EST')')
OUTINTEGER(!,COMPTE) 3
SYSACT(1,14,1)35SYSACT(1,2,2)3

PAS:=(D-C)>/20 3

"FOR® K:=1 'STEP' | 'UNTIL' 20 'DO’

Y1(/K/):=C+K*PAS ; ,
ALGMAX(DIST,C,Y1(/1/),TDC/1/),MAXC/1/))3
MAX:=MAXD(/1/);

TO:=TD(/1/) 3

"FOR' K:=1 'STEP' 1 °'UNTIL' 19 'DO’

"BEGIN'

ALGMAX(DIST, Y1 C/K/),Y1(/K+1/),TDC(/K+1/),MAXD(/K+1/))3
"IF' MAXD(/K+1/) > MAX 'THEN'

*BEGIN® MAX:=MAXD(/K+1/) 5 TO:=TD(/K+1/) ;'END'
"ELSE' 'BEGIN' MAX:=MAX ; TO0:=TO ;

"END'

*IF' MAX < 0.0 '"THEN' 'GOTO' FINZ 3

*FOR' I:=1 'STEP' 1 *UNTIL®' N *'DO°
Y¢/1/):=PHICTO,1) 3 ‘

GRESOLSYSLINE(W,Y»ZsN, IMPOSSIBLE) J
NORME:=00.N * Kle=n _0n -

*FOR' I:=1 *STEP' | *UNTIL' N 'DO'
*BEGIN' NORME:=NORME+Y(/1/)%Z(/1/)
. T Klee=K1+XP(/I1/)%xY(/1/) 5
'END'
Kl:=(PHIO(TO)-KI1)/NORME 3

'FOR' I:= *STEP' | 'UNTIL® N 'DO°
X1(/17):=XP(/1/)+K1*2C/1/) 3
*GOTO' SUITE
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SUITE: DNU:=0.0 3

'FOR' I:=1 'STEP' 1 'UNTIL' N 'DO"
'BEGIN' DNU1:=0.0 3 B ‘
'FOR? s=1 *STEP® 1 'UNTIL' N 'DO°

DNU!1 :=DNULI+W(/1,J/)*(X1(/J/)=-X0C/Jd/)) 3

DNU:=DNU+ (X0 (/I1/)-XP(/1/))*xDNU1
'END*

*IF' DNU >=0.0 'THEN'

"BEGIN' SYSACT(1,12,1) 3

'*FOR" I:=1 *STEP®* | °'UNTIL' N 'DO°

*BEGIN' OUTREALC1,X1¢/1/)) 3 )
X2(¢/1/):=X1¢/1/) 3

"END® 3

*GOTO*' APRES 3

"END'

'ELSE' 'BEGIN'

PROJECTION(XP, X0, X2,Y,Z,LAMBDA,MU,TO, W) 3

'FOR' I:=] 'STEP' 1 'UNTIL' N 'DO°

QUTREAL(1,X2¢/1/)3) 3 ‘

SYSACT(1,14,1) 3 SYSACT(1,2,2) 3

'GOTO' APRES 3

YEND'

APRES: ECART:=0.0 3

*FOR' I:=1 'STEP' 1 'UNTIL' N 'DO’
'BEGIN' ST:=0.0 3 B
'FOR' J:=1 'STEP' | *UNTIL' N 'DO"
ST:=ST+W(/1,J/)*%(X2(/J/¥-X0(/Jd/))
ECART:=ECART+(X2(/I/)~X0(/1/))*ST
'END' 3

ECART :=SQRT (ECART) ;

e ‘oo

"IF' ECART <= EPS'THEN® 'GOTO' FIN2
"ELSE' 'BEGIN’ : ~

"FOR' I:=1 'STEP' 1 'UNTIL' N 'DO°’
X0C/1/):=X2¢/1/) ' '
COMPTE :=COMPTE+1

'GOTO' BOUCLE 3

e s

"END" 3
IMEO551iBLE: OUTSTRING I, v SI5TEME LINEAIRL NGO RESOLVABLE  »7)
"GOTO' TERMINE ;

FINZ &
OUTSTRING(1,'(*LES COEFFICIENTS DE LA MEILLEURE APPROXIMATION SONT')')
OUTARRAY (1,X0)> ;-

TERMINE: 'END'3; 'END' 5 ‘END®'
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CHAPITRE IV

METHODE DE SOUS GRADIENTS

Soit Ccﬁa,b] , l'ensemble des fonctions continues sur un

intervalle [a,b] de R, muni de la norme

£€cla,bl ~|f] = Max  |£(D)]
c t € [a,b]

D'aprds ce qui a été établi dans le chapitre (I), la résolution du

probléme PCO consiste & minimiser sur Q1 D la fonction F définie

par
N . » N
CF(x) = “f - I x.v.“ = Max [f(t) - % oxv. ()]
. i'i . il
i=1 , t € [a,b] izl
ol Q désigne un sous ensemble convexe, borné, fermé de rY et b
le sous ensemble convexe fermé suivant dans R
N N
D={x€R [ xp (t)<eplt), ¥t €T} ;
i=1
les mi i=1,2,...,N et ¢ sont des fonctions numériques continues

définies sur un compact T qui est soit un intervalle [c,d] de R,

. 80it une union finie d'intervalles.

Or cette fonction F n'est pas différentiable et les méthodes
de gradients ne sont pas valables. Par ailleﬁrs, cette fonction n'est pas
strictement convexe et les méthodes duadles (chapitre II) ne peuvent égale-

ment pas s'appliquer a ce probléme.

Néanmoins la fonction F é&tant convexe et continue la propriété
de sous différentiabilité permet de résoudre le probléme ci-dessus par
une méthode de sous gradient.

. N oL ,
Soit donc X = IR , Q un sous ensemble convexe, borné fermé

. .
de R" , D un sous ensemble convexe fermé.

Notons C le sous ensemble Q1 D
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Soit F une fonction convexe, ¢otitinue dew Q dans IR.
~ . . * <
Le probléme est le suivant : trouver un polnt X appartenant a D

tel que :

o = F(xx) = min F(x)
x€C

Rappelons tout d'abord quelques définitions.

DEFINITION 1

On appelle sous différentiel de F au point X, le sous

ensemble de I{N (éventuellement vide) note BF(XO) et défini par :
3F(x ) = {c ERMF@}HK)><C X-X > VXERN}
o] 0 o’ - o’ 0 ?

Les éléments de BF(XO) sont appeléds sous gradients de F au point X,

THEOREME 1

Si F est une fonction convexe et continue, aF(xO) est non

vide,convexe et compact.

DEFINITION 2

Si la fonction F est fortement convexe sur Q , alors il
existe K> O tel que pour tout Xx, et X, ‘appartenant a Q , pour

tout ¢, appartenant a aF(x1) et ¢, appartenant a BP(XZ) on ait :

(C1 ’CZ X] _Xz) _>_ K“X1 _XZHZ

(.,.) désignant le produit scalaire usuel dans RN et ||| 1a norme

associée.

DEFINITION 3

' La multiapplication 3F est éontractante sur Q si quels que
soient x et y dans Q et quel que soit Cy dans 5F(x) et cy dans

0F(y) on a :

lexe I < lell® o
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I - METHODE DE RESOLUTION DANS LE CAS OU F EST FORTEMENT CONVEXE ET OU

p=mrY [1]

p désignant un scalaire strictement positif, on construit,

[aiVg

artir d'un élément x _  appartenant & Q , une suite {x } appartenant
P o app o) app

Qs

Q de la facgon suivante

Xn+l - PQ(Xn_pcxn)

., désignant un &lément quelconque de BF(xn)
n

* . . .
F étant fortement convexe, notons x 1'élément unique qui réalise le

minimum de F sur Q

F(x®) = Min (F(x))
x€Q

On a le théoréme de convergence sulvant

THEOREME 2

Quel que soit ¢ >0 , 11 existe po(e) >0 et no(e) € N

tels que pour tout p < po(e) et pour tout n > no(e) on ait

,l]xn—xXH <e .

DEMONSTRATION

La fonction F est fortement convexe sur Q . Par conséquent,

il existe K > O tel que
(Cx-cylx-y) Z_K“x-yﬂz » ¥x,y € Q
et Vré € JF(x) et VCy € JE(y)

Par ailleurs au point x* qui réalise le minimum de F sur Q
. . %
il existe ¢ X € F(x”) tel que
R

(c x|x—xx) >0 , ¥x € Q..
x
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Posons u = xXx -X
n n

D'aprés la définition de la suite {xn} , on a

_ _ _ *
uog T PQ(xn chn) %

D'aprds les propriétés de projection, on peut écrire

la 2 < lafl? +@lle, - 17 - 2p(e, e lx -
n X n X

solit encore

“un+lH2 < llunﬂz(l—QpK) +p2l|cx -c XHZ (IV,1)
n x
Si on suppose que dF est uniformément borné sur Q , il existe une

constante C telle que

ch—cxll<c , ¥n € N
n X

On en déduit alors que

. 2n2
liu_, 12 < [l 12 2-2000™ " 4 9~2—CK—

2
En supposant donc que 2pK < 1 et en prenant p_ = Min (%R-, %%—J , il

existera n_ tel que pour tout n > n_ on ait

I =M < e.

n+l

En fait, il est intéressant du point de vue pratique de déter-
miner la valeur de p pour laquelle le nombre d'itérations nécessaires
pour obtenir la convergence de 1'algorithme soit minimum.

I1 est difficile sans autres hypothdses que celles envisagées
de résoudre ce probléme. ‘

Supposons donc qu'il existe une comstante XK' > 0 telle que

pour tout x apbartenanf a 9F(x) et °y appartenant 3 9F(y) on ait
' 2 2
- < 1 -
e e, l12 < i

On a évidemment K < K!
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Dans ces conditions 1'expression (IV,1) s'écrit alors

la 2 < ui2 C-zpicecro?)

n+l
d'ol on déduit que

n+l

la 2 < Dol (1-2pmer o2

n+l“

Xo étant fixé, on choisit la valeur oy qui minimise la fonction

h(p) = 1-2pK+K'p?

. _X ;
Soit by T T (po<.l)

Dans ce cas, on a

K2 . n+1
lu_, 17 < oIz - 20"

) :
et & condition que < 1, il existe no(e) tel que pour tout

2< g2,

n > n(e) on ait “Un+l“ =

I1 faut noter que 0, est ici indépendant de la valeur £ que
1'on s'est fixé et le nombre d'itérations nécessaires pour atteindre une

certaine précision ne dépend que de la valeur initiale %

IT - METHODE DE RESOLUTION DANS LE CAS OU F EST SEULEMENT CONVEXE ET

Ou D = B{N

Soit B un scalaire strictement positif.
Considérons la fonction

GB(X) = F(x) + gl|«||?

La fonction G est fortement convexe par rapport & x et par

. 3 - . P
conséquent il n'existe qu'un seul élément x, réalisant, B étant fixé, le

B

minimum de GB sur Q . Par ailleurs si Cy désigne un élément quelcongue

du sous différentiel dF(x) , tout élément du sous différentiel 3G(x) est
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de la forme cX + 2Bx . I

Dans ce cas le coefficient de coercitivité K(def 2) est égal a 28 .

La méthode, que nous allons maintenant exposer, pour résoudre le probléme
dans le cas ol F est simplement convexe, n'est autre que la méthode (I)
appliquée a la fonction GB
METHODE

On construit, a partir d'un point X € Q , une suite {xn}

appartenant & Q définie par la relation

X o4q T PQ(xn—p(Qan+an))

c, étant un élément quelconque du sous différentiel BF(XH)
n

Notons

s. = {x € Q] u= F(x)= min F(x)}

F

x€Q

et x* 1'élément de SF tel que

1M = min fIK]

>_<€SF

THEOREME 3

Pour tout € > 0 , il existe 'Bo >0, Py > 0, ng € N
tels que pour tout @ appartenant a ]O,Bo] , pour tout p appartenant

a ]O,pO] et pour tout n > n ., on ait

I~ < e .

DEMONSTRATION

B étant fixé et x, réalisant le minimum de G sur Q ,

B B

d'aprés le théoréme 2 , pour tout € > 0 , il existe po(g) > 0 et

n (e) € N tels que pour tout p < p, et tout n >N on ait

N




Pour achever la démonstration "duthéoréme (3), il suffit alors
de montrer gque
pour tout € > 0 , il existe Bo(e) tel que, pour tout R vérifiant

0< B 5-80(8) on ait

<

HXB—X

} (1im B = 0) appartient 3 1l'ensemble compact Q
R>0

La suite {x

B

. Y ~ .
Soit x une valeur d'adhérence de cette suite.

La continuité de la fonction F entraine que, pour tout x & SF!, on a

Y lim 1lim 2 lim - -

7)< < == (F + < — (F +
F(s2) < 50 F(x ) < 250 (Fxg) BHXBH ) < 50 (F(x) + gl
On déduit de cette suite d'inégalités que X appartient a Sp
D'autre part la semi-continuité inférieure de l'application =x - HXH2
entraine que , pour tout x € SF , on a

_II>”<1|2 < o llxgll2 < Tom =gl < [1%2

Par suite % = x* et lim Hx “2 = HXXHZ ; ce qul entralne que
gro P
lim || —xX“2= 0
pro P

III - METHODE DE RESOLUTION DANS LE CAS OU F EST CONVEXE OU STRICTEMENT
CONVEXE ET D UN SOUS ENSEMBLE CONVEXE FERME DE RY .

L'ensemble D est défini dans 1'introduction de ce chapitre.

Soit {Xn} une suite de nombres telle que

Kn >0 , 1lim Xn =0 et I A =4
n>teo n=1

On suppose, en outre que




[
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a) Pour tout x € Q., il existe un€lément noté t, appartenant

~

a T tel que

“x-—PD (x)“ = Max (“x—PD (x)“)

t tET t
X
g, N
ol D. = {x € R | I x0.(t) <p(t)}
¢ i=1 4t T

et ou P (x) désigne la projection d'un é&lément x appartenant a Q

t. e s s
sur le demi espace défini ci-dessus.

b) il existe un point x* € QN D tel que
* .
F(x™) = Min (F(x))
- x € QN D
0, ' o
c) L'ensemble DM Q n'est pas vide (D désigne 1l'intérieur de D ).
METHODE

A partir d'un point X appartenant & Q , on construit de

fagon récurrente une suite {xn} € Q et une suite {hn}

1) Soit BF(xn) le sous différentiel de la fonction T au point x
Si z appartient & D , on choisit comme direction de déplacement
la direction opposée 3 un sous gradient quelconque, élément de BF(xn)
soit d = -C
n

X
n

. Si X n'appartient pas a D , on retourne & D de la fagbn'suivante
soit t 1'é1ément de T qui maximise la distance de X a Dt R
t €T
On utilise comme direction celle de 1'opposé du vecteur orthogonal a
1'hyperplan défini par
| N

N
{x € R |i§1xicp,i(tn) = @(tn)}

soit dn = —(xrl - PDt (Xn))
n

On peut ainsi réaliser un gain appréciable d'itératinnspour revenir

a D .
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2) On détermine alors le déplacement hHHXEMWéffectuer a partir de X

de la fagon suivant :

si d = 0 alors hn = 0

dn
ginon hn = A
la i
3) X+l est obtenu a partir de X et hn par la relation
*n+l - PQ(Xn+hn)
THEOREME 4

I1 existe une partie infinie N1<: N telle que

lim d(x_,D) =0 ,
meN

m-+ o

(d désigne la distance d'un élément x € Q: a l'ensemble D) et
. _ %
lim F(x ) = F(x")
mEN =

m- +oo

DEMONSTRATION : [ 2 ]

Soient T un nombre réel tel’que n > F(xx) .

et Sﬂ = {x € QF(x) <n} N {x,d(x,Dt ) fﬁ]—?(xx), t € T}
' X
o]
Soit x° un élément de DN Q . Il existe alors p > O tel que

Hx—xO“ < p entraine que x € Sh

Montrons alors qu'il existe un indice n tel que x €S
Supposonquu'il n'en soit pas ainsi et montrons alors que
G e
S KR ESE S P R A
—"n n n

“Xn+l

Pour tout n , on distingue deux cas, suivant que X appartient & D

ou non
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1) X n'appartient pas & D

Dans ce cas, pour tout x € Sn on a

(d Ix) > (d |x )
n n'n

d
En particulier puisque le point %O o 2 appartient a S on a :
ol "
d
(—= | % -x%) < - p
n >
|
Par ailleurs, d'aprés les propriétés de projection, on a
d /d )
“x —x0“2< ”x —on2 a2 204 oon (x <2/ —2
n+l — n n | 2 n n
la] la |
d'ou “xn+l—x§“2 i_“xn*xoﬂz - QQXH + Xg (1v,2)
2) si X, appartient & D , on a de méme
(d /x -x) < 0 , pour tout x € S
n’n - v
: d
Le point x%- p : i appartenant 4 S , on en déduilt que
| "
d
(—— / Xn-xo) <=-p
lla I
Par suite
mel—xollzi Hxn—xollz - 20h + A2 (1v.2)

D'aprés les propriétés de la suite {Xn} ,il existe N tel que pour

tout n >N , on ait

A < p- o , (1v.3)
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De la relation (IV,2), on déduit glors que @

n=N+r
A <=2+ 2 A (20
n=N

0< “XN+r+1—

soit encore, en tenant compte de (IV,3) ,

n=N+r
O Ol 2
< - < - -

0 < sy I < M=% -0 2 A
n=N

N+r

et comme z An = + » , on aboutit & une contradiction.
n=N

Il existe donc un indice n tel que X € Sﬂ

Si on fait tendre m vers F(xx) et en tenant compte de la propriété

ci-dessus, on en déduit alors qu'il existe N, < IN tel que

F(x*) = 1lim F(x) (IV,4)
m
mE N
1
oo
lim d(x ,D. ) =0 (Iv,5)
m- t )
n€WN . m
1
n->+o0

Pour achever la démonstration de ce théoréme, il suffit alors de montrer

que la relation (IV,5) entraine que

lim d(x_,D) =0
me N T "

-+

o o o '
Comme DN Q n'est pas vide, il existe x € D 1Q et p>0 tels que

“x—xOH < p entraine que x € D

Posons : y_ = d(x_,D,_ )
n n’t
y X
z = 2 %% + 0 , m€ N,
+
v, te VP
A =X + Xm_PDt(Xm)
m,t P
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Or pour t € T.on a

Ix ) Gl <y,

t
et donc Vok appartient & D , quel que soit t € T
2 .
On peut alors exprimer =z en fonction de v
m m,t
Y p
= +
pour tout t € T , =z - Vi, t 0 PDt(xm)
v, +0 Voo

Compte tenu que a) DC Dt pour tout t € T ,

b) it appartient & D ,

¢) Pour tout t € T , Dt est convexe,

d) Py (xm) appartient & D , pour tout t€ T,
t

on en déduit que z_ appartient & D

On a alors

Ym

d(x_,D) < d(x ,z )< 1% |

v+

I1 existe donc une constante C telle que

d(x_,D) < C x d(x_,D,_ )
m - m’ ot

m
et par suite lim d(x_,D) = O
mE N n
1
oo

IV - APPLICATIONS DES ALGORITHMES II ET III AU PROBLEME PCO

La mise en oeuvre de ces algorithmes est trés simple.
D'aprds ce que nous avons établi dans l'introduction de ce chapitre, la
fonction F & minimiser 'sur Q1 D est définie par
' N

N
F(x) = ||£ - ¢ x.v.]| = Max |£(t) - I x.v.(t)].
iz1 't ot € [a,b] i=1p &t
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Le sous différentiel de cette fonction au-point X, est défini par :

BF(XO) :{ch € }{N|F(x) ~- F(xo) Z_(ch]x—xo)}

Pour déterminer cet ensemble, on utilise le théoréme de Valadier [7 J-,

qui s'énonce ainsi :

THEOREME 5

Soit (fd) , o € A une famille de fonctionnelles fa € Conv(X),

ol A est un compact quelconque. Posons £ = Sup fa .
. €A

Supposons qu'il existe un ouvert U de X tel que l'application :

Lo, x] € Axu-~ £,(x)

soit finie est continue sur A x U . Alors en tout X, e U ,
(1) la fonctionnelle f est continue,
(i) 0f(x ) = Co( n f (x)) .
o} o € FCXO) a"o

ol F(x)) = {a € A|fd(§5) = f(xo)}

(Co(E) désigne ici 1'enveloppe convexe fermée de E) .

Posons alors

N
T = t €T :F(x)=|ft)- T x .v.(t)
X o o o .., oi'i o
o _ 1=1
et soit c, le vecteur de RY défini par :
© N
(Cto)i = signe (f(to) - iél xiovi(to)) X Vi(to) , 1Z1,2,...,N

D'aprés le théoréme ci-dessus, nous avons

9F(x ) = Co( U
© t €T to

o . 'x

o
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1) NOTICE D'EMPLOI DU PROGRAMME RESQLVANT LE PROBLEME PC_ DANS LE CAS
oUD=RY

Comme paramdtres d'entrée, ce programme comporte :

- La fonction f 3 approximer (précisée par la "réel procédure" F) définie
sur l'intervalle [A,B] , ainsi que les fonctions Vi i=1,2,...,8 , qui

engendrent la variété linéaire V.

- Le rayon r de 1'hypersphére Q = {x € IhN, “x“ < r} , précisé par le réel
MU. ‘

- La valeur initiale du vecteur X (xo € Q) .

- Les valeurs de p et B (précisés par les réels RO et BETA).

" A chaque itérations n, X étant déterminé, la procédure ABSMAX
permet la détermination de la valeur de tn’ qui réalise le maximum de la
valeur absolue de la fonction

N
e(t,x ) = f(£) - ¥ (x),v.(t)
n jop niid

sur l'intervalle [A,B].

Le programme comporte le test d'arrét suivant

A chaque itération 1l'algorithme calcule 1'écart Hxn~x | et on

n—ﬂ
arrete les calculs lorsque Hx -X H < EPS.
n n-1

2) EXEMPLE NUMERIQUE TRAITE PAR L'ALGORITHME 2.

On cherche le meilleur approximant parmi les polyndmes de degré U4,

m .
+ E»] , sans imposer de

de la fonction sin (t) sur 1'interwalle [ - g—,

contrainte au meilleur approximant.

On choisit

- r suffisamment grand pour que la contrainte, imposée par le compact Q,
ne solt pas active.

- g =5 10"

1
©
1
(@3]
[y
o
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et on trouve, aprés 30 itérations

il = 0.0000000
§2 = 0.9855296
ig = - 0.0000000
iu = - 0.1425670
§5 = 0.0000000

On trouve F(x) égal 3 0.0044921.

Le temps de calcul a été de 1mn32s.

3) NOTICE D'EMPLOI DU PROGRAMME RESOLVANT LE PROBLEME PCO DANS LE CAS OU
D EST UN CONVEXE DE H{N.
Comme paramétres d'entrée le programme comporte

-~ La fonction f 3 approximer (précisée par la "réel procédure" I) définie
sur 1l'intervalle [A,B] , ainsi que les fonctions Vi i=1,2,...,N ,

qui engendrent la variété linéaire V

~ Les fonctions P et (précisées par les '"réel procédure" PHII et PHI)

définies sur 1'intervalle [C,D] .
- La suite An précisée a chaque itération par le réel LAMBDA

- Le rayon r de 1'hypersphére Q.

N
Noténs Eo(t,xn) = £(t) - iEl (xi)nvi(t)
N
El(t,xn) = izl (Xi)n X wi(t) - ®(t)_

Ces deux fonctions sont précisées par les '"réel procédure" E et E,.
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A 1'itération n, X étant déterminé, la procédure ALGMAX permet
de déterminer la valeur TD qui réalise le maximum de €, sur 1'intervalle
(c,b] et la procédure ABSMAX la valeur TO qui réalise le maximum de la

valeur absolue de la fonction go sur l'intervalle [A,B]

Soient : MAXD Max (El(t,xn))

t€l c,d]

MAXO

R Max _ (Je (t,x )])
tE[a,p]

Le programme comporte le test d'arrét suivant
Soit p et q les numéros d'itérations successives pour lesquelles

MAXDp et MAXDq sont négatifs. L'algorithme calcule alors |MAXOp - MAXOq

ot on arréte les calculs lorsque cet écart est inférieur a EPS.

+) EXEMPLE NUMERIQUE TRAITE PAR L'ALGORITHME 3

On cherche le meilleur approximant, parmi les polyndmes de degré U,

de la fonction sin t sur l'intervalle [- %—, + gJ .

On impose au meilleur approximant v* de vérifier

'
Cost - v* (t) < 0.02 t € [—1g., + gJ
On choisit - r suffisamment grand pourque la contrainte, imposée par le

compact Q, ne soit pas active

1
_)\ -

n (n)2/3
- Eps = 107}

Aprés 456 itérations, on trouve :

x, = 0.00250007
x, = 0.0980769
%, = = 0.0034009
x, = - 0.133252

x, =  0.0012326

, . _ -
MAXO prend la valeur 2.54426 10 2 et MAXD la valeur - 6.53625 10
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PROGRAMME 2 RESOLVANT LE PROBLEME PCO DANS LE CAS QU D-=- ]RN

'BEGIN' 'INTEGER®' I,N,COMPTELK 3
'REAL'A,B,TO,MAX,BETA,RO0,MU,ECART, CARRE,PAS,EPS 3

ININTEGER(O,N)Y 3
INREAL(O0,A); INREAL(0,B)Y3 INREAL(0,MU) 3 INREAL(O,EPS);
INREAL(0,BETA)Y3 INREAL(O,RO)

"BEGIN' 'ARRAY' X0,X1,XP,CX(/1:N/),Y>TN,MAXNC(/1:20/)3

*'REAL' 'PROCEDURE®' V(T,I)>; 'REAL' T ; 'INTEGER' I 3

'REAL' 'PROCEDURE' F(T) 5 'REAL" T 3

- e - o o . -

*REAL' 'PROCEDURE' E(T) 3 'REAL' T 3
*BEGIN' 'INTEGER' I 3 'REAL' S 3
"FOR' I:=1 °*STEP' 1 'UNTIL' N 'DO’
S:=S+X0(/I1/)*V(T,1) 3
E:=F(T)-S 3
"END' E 3

'PROCEDURE' ABSMAX(E,A,B,TO,MAX)
'REAL' 'PROCEDURE' E 3 'REAL' A,B,TO,MAX 3

B I I R e e e

COMPTE:=1 3 :

BOUCLE: SYSACT(1,12,1)3SYSACT(1,2,2)3
QUTSTRING(l,' ('LE NUMERO DE L'ITERATION EST')');
OUTINTEGER(1,COMPTE)
SYSACT(1,14,1)5SYSACT(1,2,2)3

PAS:=(B-A)/20 ;

*FOR' K:=1 'STEP' 1 'UNTIL' 20 'DO’

Y(/K/) :=A+K*PAS 3
ABSMAX(E,A,Y(/1/),TNC/1/),MAXNC/1/)) 3
TO:=TN(/1/) 3

MAXS=MAXNC/1/) 5 .

*FOR' K:=1 °'STEP' 1 'UNTIL' 19 'DO"

*BEGIN® ‘ ,
ABSMAX(E,»YC(/K/)sY(/K+1/), TNC/K+1/ ), MAXNC/K+1/)) 3
"IF' MAXNC/K+1/) > MAX 'THEN'

"BEGIN' TO:=TN(/K+l/) ; MAX:=MAXNC(/K+1/) ;
'ELSE' °'BEGIN' TC:=TO ; MAX:=MAX 5 'END® ;
"END' ;

'END?
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SYSACT(1,12,1) 3
OUTSTRING(!l,'('LA VALEUR DU MAXIMUM DE L®'ERREUR EST')>') 3
OUTREAL (1,MAX)>5 SYSACT(1,14,1)3SYSACT(1,2,2)3

*FOR' I:=1 *STEP' 1 'UNTIL' N °'DO’
"BEGIN' CX(/1/):==SIGNCE(TO0))*V(TO,1I) 3
K1¢/1/):=X0¢/1/)%(1-2%¥BETA%R0)Y-RO*CX(/1/) 3

B

*END' 3

CARRE:=0.0 3

"FOR' I:=1 'STEP' 1 'UNTIL' N *'DO’
CARRE:=CARRE+X1 (/I/)*X1¢/1/) 5

CARRE:=SQRT (CARRE) 3
*IF' CARRE < MU 'THEN' 'BEGIN'

"FOR' I:=1 'STEP' 1 'UNTIL' N 'DO°
XPC/1/5:=X1¢/1/) 3 '
"END®

'ELSE®' 'FOR' I:=1 'STEP® 1 'UNTIL®* N 'DO'
XP(/I/):=MU*X1(/I/)/CARRE H ’
SYSACT(1l,12,1)5

QUTARRAY (15XP);
SYSACT(1,14,1)35YSACT(1,2,2)3

ECART:=0.0 3

'*FOR' I:=1 'STEP' | 'UNTIL' N 'DO’
ECART.=ECART+(XP(/I/)-XO(/I/))**2 H
ECART :=SQRT (ECART)

"IF' ECART < EPS 'THEN' 'GOTO' FINI

'ELSE' 'BEGIN'

COMPTE :=COMPTE+1 3

*FOR' 1:=1 '$TEP' 1 'UNTIL' N *DO°
X0 (/1/):=XP(/1/)5 ’ '

*GOTO' BOUCLE 3

'END"

FINI :
QUTSTRING(l,' ('LES COEFFICIENTS DE LA MEILLEURE APPROXIMATION SONT®*) ")
SYSACT (1,14, 1) SYSACT(1,2,2)3

OUTARRAY (1., XP)

e e

*END'5 'END'

.
2
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N

PROGRAMME 3 RESOLVANT LE PROBLEME PC, DANS LE CAS OU D EST UN CONVEXE DE R

0

'BEGIN'

'INTEGER" I,K,N,COMPTE,CT 3

'REAL' EPSL,ETA,TO,TD,MU,LAMBDA,NORMEL,NORME, CARRE, ECART,MAXD,
MAX0 , MAXP,MAXQ,A,B,C,D;

'ININTEGER(O,N)Y

INREAL (O, EPS);; INREAL(O,ETA); INREAL(O,A); INREAL(O,B)

INREAL(O0,C)5 INREALCO, D) INREAL(O,MU) 3

'BEGIN' "ARRAY' X0,X1,X2,XP(/1:N/),Y,TNLMAXN(/1:20/) 3

'REAL' 'PROCEDURE' V(T,I) 5 'REAL" T 5 'INTEGER' I;

D e R e R

'REAL' 'PROCEDURE' F(T)> 5 'REAL' T ;

e o e s . an . e e s e e

'REAL' 'PROCEDURE' EOCT) 5 'REAL' T 3
*BEGIN' 'INTEGER®' I 5 'REAL' S 3
S:=0.0 3
 'FOR? :=1 *STEP' | 'UNTIL' N 'DO"
S:=S+X0(/1/)Y*%V(T,1);
Es=F(T)=S
'END' E 3

'REAL' 'PROCEDURE' PHIIC(T,I>; 'REAL' T; 'INTEGER® I 3

-t v e e en b A e o o w m

"REAL' 'PROCEDURE' PHI(T) 5 'REAL' T ;

'REAL' 'PROCEDURE® E2(T) 5 'REAL' T 3
'BEGIN' 'INTEGER®' I 5 ‘'REAL' 5 3
5:=0.0 3
'FOR" =1 'STEP' | '"UNTIL' N 'DO'
S5:=S+X0C/1/)*PHII(T,1) 3
E2:=5-PHI(T) 3
'END' E

'PROCEDURE' ABSMAX(EO0,A,B,TO0,MAX);
'REAL' 'PROCEDURE EO; 'REAL'A,B,TO,MAX

'PROCEDURE' ALGMAX(E2,C,D,TD,MAXD) 3
*REAL' 'PROCEDURE' EZ2 ;5 'REAL' C,D,TD,MAXD
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COMPTE:=1 3 CT:=1 3

*FOR' K:=1 *STEP' 1 ‘'UNTIL®' 20 'DO’

"BEGIN' Y(/K/):=A+K*x(B-A)/20 3
Z(/K/):=C+K*(D=-C>/20 3

*END'

BOUCLE:

LAMBDA:=1/COMPTE%x(2/3) 3

SYSACT(1,12,1) 3 SYSACT(l1,2,2);

OUTSTRINGCl,' (' LE NUMERO DE L*ITERATION EST')>')
OUTINTEGER(1,COMPTE)Y 3 SYSACT(l,14,1)3 SYSACT(l.,2,2)

ALGMAX(E2,C,2(/1/),TN(/1/)MAXNC/1/))
TD:=TN(/1/) ;3
MAXD:=MAXN(/1/) ;3
"FOR' K:=1 'STEP' | 'UNTIL' 19 'DO’
" 3EGIN' ALGMAX(E2,Z(/K/)sZ(/K+1/)5 TNC/K+1/)5MAXNC/K+1/))3

VIF'IANIIC/K+1/) > MAXD T THEN'

VALGIN' MAXD:=MAXL(/K+1/) 3
TU:=TH(/E+i/) 3

T L o t o ¥

¥
'ELSE® 'BEGINT MAYD =AY 5 Tor=iad s RS

*IF* MAXD <0.0'THEN'
"SEGIN' ABSMAX(EQ,ALY(/1/), TN/ 1/),MAXNC(/1/)) 3
TO:=TN(/1/)
MAX0 :=MAXN(/1/) 3
'FOR' K= 'STEP' 1 *UNTIL' 19 'DO°
'"BEGIN' ABSMAX(EO,Y(/K/)sY(/K+1/),TNC(/K+1/),MAXN(/K+1/))5
VIF' MAXN(/K+1/) > MAXO THEN'
"BEGIN' MAX0 :=MAXN(/K+1/) 3 TO:=TN(/K+1/) 3 'END'
'"ELSE' '"BEGIN' MAX0:=MAXO0 5 TO:=TO ; 'END'
'END* ’
NORME:=0.0 3
'"FOR' I:=1 'STEP' 1 'UNTIL' N 'DO’
NORME : =NORME+V(TO, I)>*%V(T0, 1) > '
NORME :=SQRT (NORME)
'"FOR®* I:=1 'STEP' | 'UNTIL®' N 'DO"'
X1¢/1/):=SIGN(EO(TO))>*V(TO,1)*LAMBDA/NORME 3

'END’

*ELSE* 'BEGIN'
CARRE:=0.0 3
*FOR' I:=1 *STEP' ! 'UNTIL' N 'DO’
"BEGIN' X1(/1/):=-E2(TD)*PHII(TD,1) 3
‘ CARRE :=CARRE+X1(/I/)*X1(/1/D

*END'

CARRE :=SQRT(CARRE)

*FOR' I:=1 'STEP' 1 'UNTIL'" N 'DO’
X1¢/1/):=X1¢/1/)*LAMBDA/CARRE ;
*END* 5
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*FOR® I:=1 'STEP®' 1 'UNTIL' N 'DO°
X2/ 1/):=X0C/1/)+X1(/17) 5
NORME1:=0.0 3

*FOR" I:=1 'STEP' | 'UNTIL' N 'DO°
NORME | :=NORMEL+X2(/1/)%X2¢/1/) 3
NORME! :=SQRT(NORMEIl) 3

*IF' NORMEl <= MU 'THEN' 'BEGIN'

"FOR' I:=] *STEP' | 'UNTIL' N 'DO’

XP(/1/):=X2(/1/) *END'

'"ELSE' 'FOR' I:=1 'STEP*' | 'UNTIL' N °'DO'
XP(/1/):=MU%*X2(/1/)/NORME]l 3

SYSACTCl,12,1) 3 OUTARRAY(1,XP) 5 SYSACTC(l,14,1)5 SYSACT(1,2,2)3

*IF' MAXD < 0.0 'THEN'
*BEGIN' *'IF' CT=1 'THEN'
. *BEGIN' MAXP:=MAXO0 3
*FOR' I:=1 'STEP' 1 'UNTIL' N 'DO’
XO(/1/):=XPC/1/) 5 )
COMPTE:=COMPTE+1! 3
CT:=CT+! 3
"GOTO' BOUCLE 3
*END® '
*ELSE' 'BEGIN' MAXQ:=MAXO 3
ECART :=ABS (MAXQ-MAXP)
"IF' ECART < EPS °'THEN' 'GOTO' FINI
"ELSE' 'BEGIN' MAXP:=MAXQ ;
- *FOR' I:=1! 'STEP' 1 'UNTIL' N 'DO°’
XO(/1/):=XPC/1/) 3
COMPTE :=COMPTE+ |
"GOTO' BOUCLE 3
*END' '
'END'; 'END ”
"ELSE' 'BEGIN' 'FOR®' I:=1 'STEP' ! 'UNTIL' N 'DO'
XOC/1/):=XP(/1/) 3 '
COMPTE :=COMPTE+1 3

'GOTO' BOUCLE 3
*END' 3

FINI: OUTSTRINGCl,'(¢' LES COEFF DE LA MEILLEURE APPROXIMATION SONT')'"');
SYSACT(1,14,1)5 SYSACT(1,2,2)
OUTARRAY (1, XP) 3

'END' 5 ‘'END' 3







CONCLUSION

Au terme de cette étude, il convient de comparer du point de

vue numérique ces différents algorithmes.

Seules les méthodes de sous gradients sont applicables pour
le probléme de meilleure approximation selon la norme de Tchebycheff,
mais la précision des résultats est moins bonne et le temps calcul plus

élevé que pour d'autres algorithmes, tel celui de Rémeés.

Les méthodes de recherche de la meilleure approximation selon
la norme quadratique, ne nous permettent pas de comparer la précision des
résultats obtenus, car les tests d'arrét sont différentes suivant les

algorithmes.

Néanmoins, la méthode d'éclatement des contraintes demande
beaucoup moins de temps de calcul que les méthodes duales ou que la
méthode des pénalités. Elle est également plus facilement programmable
que les méthodes duales qui nécessitent ﬁn nombre important d'appels de
"procédures' et provoquent,au bout de quelques itérations, un "encombrement

machine'.
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