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INTRODUCTION

Ce travall traite de prcoblémes d'optimisation non convexe.

Il est divisé en deux parties indépendantes :

La premiére concerne la recherche de formules optimales pour
le calcu! de la somme d'une série au sens

Inf {]| o =

N n;
I AV |, A €R, n; €M

<0 i =0...N n, =0}

-1
oll 6 désigne la fonctionnelle somme qui & la série u = (u ) assocle sa

0
somme of(u) = X Ups et vP la fonctionnelle ponctuelle vPw) = u , la norme
n=0 p
étant prise dans un espace convenable. Comme les n; sont inconnus, ce pro-
biéme d'optimisation n'est ni linéalre ni convexe. Nous avons obtenu quelques

résultats d'existence et un algorithme de calcul des Ai et N optimaux.

La deuxiéme partie tralite de perturbation par addition de

la norme de problémes d'optimisation

Inf (J(x) + |k-cll, x € S) ou

Sup (J(x) + |k-cl||, x €%

ol S est un fermé (resp. pour le Sup fermé borné) d'un espace E ayant une
propriété de convexlité convenable (par exemple étre uniformément convexe)
et J une application sci (resp. pour le syp s.c.s) de S dans JR. Nous
démontrons qu'il y a "presque toujours" existence d'une solution au sens
suivant : 1'ensemble des c € E pour lesquels il existe au moins un s € S
réalisant |'optimum est dense dans E. Nous appliquons ensuite ces résultats
en contrble optimal.







PLAN DE LA PREMIERE PARTIE

Chapitre 1 - Sous espaces hilbertiens

§ 1 - Caractérisation des sous espaces hilbertiens d'un espace

localement convexe séparé sur R
§ 2 - Sous espaces hilbertiens & noyau reprodu isant

1. Déf initions, propriétés
2. Matrices factorisables

3. Problémes particuliers aux espaces de suites.
§ 3 - Sous espaces h(A) & %4

1. Construction
2. Approximation stable et convergente

3. Fonctionnelles ponctuetlies.

Chapitre 2 - Les espaces hP ()

§ 1 - Les espaces hp(W)

1. Déf inition, Inclusion dans 21
2. Compliéments dans le cas p = 0

3. Fonctionnelles ponctuelles
. § 2 - Propriétés particulléres de |'espace h1(¢)

1. Rapport avec les espaces h(A)
2. Quelques résultats sur les bases dans h1ﬂﬁh
dual de h1(Q).

Chapitre 3 - Existence de formules optimales

§ 1 - Définitions et problémes

Formules optimales de calcul, de sommation avec et san

contraintes




§ 2

Premiers essals de résolution du probléme 2

1. = £

1
£ ()
he ()

#

E
2. E
3. E

i

§ 3 - Existence d'une approximation optimale pour toute fonc-

tionnelle sur |'espace h‘(—]/Ae)

§ 4

Construction d'une formule optimale de sommation d'une

série dans ha

§ 5 - Quelques exemples numériques.

Chapitre 4 - Remarques diverses

§ 1 - Accélérateurs de convergence de sulites

§ 2 - Calcul de fonctionnelles optimales sur Cla,B]
1. Utllisation des résultats du Chapitre 3
2. Un deuxiéme résultat négatif

§ 3 - Une formule optimale pour le calcul d'une Intégrale

sur un Intervalle iInfini
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L

Dérivabilité
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4 - Opérateurs monotones.
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1 - L'Equation d'état est une inéquation

2 - Un exemple de contrdle frontiére pour |'équation de Navier

. . Stockes

3 - Un exemple hyperbolique (y" = Ay + vy' = f).
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FORMULES OPTIMALES DE SOMMATION D'UNE SERIE







INTRODUCTION

Le probléme de |'accélération de la convergence d'une
suite donnée étalt un probléme fondamental & |'époque ol les mathéma-
ticiens (qui étaient & la fois purs et appliqués) effectuaient tous
leurs calculs & la main. L'utilisation des ordinateurs n'a pas, tant
s'en faut, résolu le probléme des accélérateurs de convergence (les
calculs se font vite, mais ils coltent cher et certains restent
techniquement impossibles), et il reste probablement encore beaucoup
a faire dans ce domaine, & la fois sur le plan pratique et sur le

plan théorique.

J'ai essayé dans ce travail de me placer d'un point
de vue global, utilisant quelques notions d'analyse fonctionnelle, dont
celle due a Aronszajn [1] et développée ensuite par L. Schwartz [12]
[13] de sous espaces hilbertiens & noyau reproduisant d'un espace
vectoriel topologique donné. L'idée était essentiellement d'entreprendre
dans le cadre des séries ou des suites une étude analogue a celle faite
pour les formules optimales d'intégration. (Pour la définition d'une
formule optimale, on se reportera au Chapitre 111 § 1 ; pour les

formules optimales d'intégration, voir DUC-JACQUET [6]).

Le Chapitre 1 contient un bref résumé des résultats connus
sur les sous éspaces hilbertiens. Ne disposant pas pour les séries, de
sous espaces aussi "naturels" que les espaces de Sobolev a polds ou les
espaces de fonctions analytiques utilisés pour les formules optimales
d'intégration, je donne au Chapitre 1 § 3 une premiére approche pour
"construire'" des sous espaces hilbertiens de 21.

Le Chapitre 2 contient une deuxiéme approche de ce probléme
de construction et une étude assez détaillée du sous espace qui sera

utitisé au Chapitre 3 : |'espace h1((P).




Au Chapitre 3, j'expose le probléme général de la détermi-
nation cd'une formule optimale pour le calcu! d'une fonctionnelle sur un
espace de sultes. J'y résous ce probléme pour les sous espaces h1(¢). a
y a aussl quelques exemples numériques quil sembient indiquer que les

méthodes développées icl seralent assez peu performantes.

Dans le Chapitre 4 sont résumées quelques remarques. Aux
§ 1 et 2, ces remarques sont négatives ; elles montrent un ces aspects
de la difflculté d'une étude théorique des accélérateurs de convergence
méme dans un cadre |inéaire. Au § 3, on remarque que la méthode utilisée
pour |'espace ha (cf. Chapitre 3 § 4) peut s'employer dans des espaces
de fonctions pour obtenir une formule optimale d'intégration sur un
Iintervalle Infini.




CHAPITRE 1

00o

SOUS ESPACES HILBERTIENS







. I-0 .

Le § 1 donne un bref résumé des généralités sur les
sous espaces hilbertiens d'un espace localement convexe réel. Au § 2,
Je rappelle la .définition d'un sous espace hilbertien & noyau
reproduisant et celle d'une matrice factorisable. Je précise également
quelles sont les difficultés propres aux espaces de suites. Dans le
but de supprimer une partie de ces difficultés, je donne au § 3 une
construction d'un type particulier de sous espaces hilbertiens de 21,
les espaces h(A). Ce paragraphe s'achéve par la construction d'une
approximation stable et convergente des espaces h(A) par des espaces
de dimension finie et la détermination des fonctionnelles ponctuelles

sur h(A) qui joueront un rdéle fondamental au Chapitre 3.

00o

PLAN DU CHAPITRE 1

§ 1 - Caractérisation des sous espaces hilbertiens d'un espace localement

convexe -séparé sur R. - p. 1

§ 2 - Sous espaces hilbertiens & noyau’ reproduisant :

. ‘1. définitions, propriétés p- 2
2. matrices factorisables p. 3
3. problémes particuliers aux espaces de suites. p. 4

§ 3 - Sous espaces h(A) & 2,

1. construction , p- 4
2. approximation stable et convergente p- 8

3. fonctionnelles ponctuelles. p. 11




. I-1

§ 1 - CARACTERISATION DES SOUS ESPACES HILBERTIENS D'UN e.l.c SEPARE SUR (R

Soit E un espace localement convexe séparé sur IR. Un sous
espace hilbertien de E est un espace de Hilbert Iﬂg inclus dans E et

tel que I'injection canonique | de bf% dans £ soit continue. Cette
situation sera notée '}fﬁ & E.

Diverses caractérisations ont été données par L. SCHWARTZ
[12] [131, S. MAURY [9] [10], C.F. DUCATEAU [5]. Nous résumons ici

succintement des résultats dont on trouvera un exposé détaillé dans [5].

Il y a isomorphisme entre les quatre ensembles suivants :

1) Hilb(E) ensemble des sous espaces hilbertiens de E muni de "|'addition"

® ( B@ ] ® 3@2 est le sous espace b‘@ * m 2 normé par

2 2 2
I ] = inf (s I 0
| ‘ ~ ] 2"
e, 070, hy*hy=h ] X%,
2) rHilb<E) ensemble des fonctions hilbertiennes dans E muni de |'inf

convolution. (Une fonction hilbertienne est une application convexe
h de E dans R U {+~} telle que

i) dom h = {x € E ; h(x)<»} soit un sous espace vectoriel de E
ii) la restriction de h & dom h est une forme quadratique positive

i) {x, hi(x) < a} est faiblement compact ¥ a €R

, L'inf convolution de deux fonctions est définie par

f Vgly) = Inf {f{x) + gly=-x)})
ﬂ x€E

3) C;?(E') ensemble des fonctions définies sur E' quadratiques convexes
continues pour la topologie de Mackey T (E',E),muni de |'addition
usuel le.




1) " ensemble des noyaux H de E (applicationsiinéairesde E' dans E
symétriques positives et t(E',E) - o(E,E') compactes ol o(E,E') est la
topologie faible sur E) muni de I'addition usuelle.

L'isomorphisme 1) 4) est di & L. Schwartz dans le cas ol E
est quasi complet ( alors la condition H t1-c compacte est automatiquement
vérifiée).

Remarque 1 -~ Signalohs une construction particuliére de sous espace
hilbertien séparable d'un Banach donné et contenant une partie dénombrable
donnée, die a F.E. BROWDER & BUI-AN-TON [3], et la construction de
"|'espace d'énergie'" associé a un opérateur défini positif sur un espace
de Hilbert qui est & la base de |la formulation variationnelle des problémes
aux limites (cf par exemple S.G. MIKHLIN [11] Ch. 5 § 3). Cette derniére
construction est un cas particulier de celle de Schwartz dans le cas ol

E est un espace de Hilbert de fonctlons.

———ee

Nous aurons dans la suite besoin de parler des "représentan

des fonctionnelles ponctuelles sur un sous espace hilbertien". Le bon

~

cadre est alors celui des espaces hllbertiens a noyau reproduisant.

’

§ 2 - S0US ESPACE HILBERTIEN A NOYAU REPRODUISANT

1. Définition, propriétés

‘ Soit X un ensemble. H un espace de hilbert inclus algébri-

quement dans RX. Un noyau reprodulsant de H est une application
g: Xx X=>R telle que

1) gl.,y) €H ¥y €X
D (9C,y), $C.0) = ¢(y) ¥y €X ¥ EH
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g est symétrique positive et a toute telle fonction, on
peut associer un sous espace H dont g est le noyau reproduisant {th.
d'Aronszajn [1]). Le noyau reproduisant d'un H est unique et H admet

un noyau reproduisant ssi les fonctionnelles ponctuelles ¥ qui & ¢ € H
associent la valeur de ¢ en vy

g(o) = ¢(y) ¥¢ € H ¥y € X

sont continues ¥y €X. On trouvera une.démonstration de ces.résultats

et des compléments dans Shapiro [14] et M. Duc-Jacquet [6].

2. Matrices factorisables

Dans un espace a noyau reproduisant, on appelle matrice

de Gramm |a matrice
g(uT,u1) g(u1,u2) .o g(u],uN)

glu,,u,)
G(u1, eeay Uy) = % 1

g(uN,u1) ‘e » g(uN,uN)

Nous aurons besoin par ‘la suite de pouvoir inverser

formel lement et explicitement la matrice G(u .,uN) pour tout N.

re
(C'est une condition nécessaire mais non suffisante (!) pour que nous

sachions .résoudre le probléme 2 du Ch. 3). lLe résultat suivant est alors

fondamental
Théoréme

Si la matrice A est factorisable , i.e si A s'écrit

a]b] a1b2 e ale

a1b2 a2b2 .ee a2bN
A =
. a1bN a2bN vee aNbN
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alors son inverse est une matrice tridiagonale symétrique dont on
connalt explicitement les coefficients. Ce théoréme di & M. DUC-JACQUET [7]
est démontré ainsil que sa récliproque dans J. BARANGER & M. DUC-JACQUET [2]

ol on trouvera également une bibliographie de la question.

3. Problémes particuliers aux espaces de suites

Pour le probléme des formules optimales de sommation d'une
série que nous étudierons au Chapitre 3, nous aurons besoin de connaftre

explicitement des sous espaces hllbertiens de &, (une connaissance explicite

1
signifie h €H ssi les hi vérifient "quelques conditions" et

lh]] < = ot la norme est connue explicitement en fonction des hy) dont on

connaltra explicitement la matrice de Gramm supposée factorisable.

Les outils théoriques du § 1 sont assez peu pratiques pour ce propos.
D'autre part, la situation dans les espaces de suites est trés différente
de celle étudiée par M. DUC-JACQUET dans les espaces de fonctions continues.
En effet, pour les fonctions des sous espaces usuels sont connus (espaces

~ de Sobolev avec et sans poids) alors que pour les sultes de tels sous

espaces avaient & &tre exhlibés et étudiés.

Nous donnons maintenant une construction (x) ayant & peu

prés l|es qualités exigées ci-dessus, de sous espace hilbertien de 21.

Cette technique peut étre améliorée et généralisée de

mani&re & englober le cas de certains espaces de fonctions continues
(cf N. GASTINEL [8] F. CATZ [4D).

§ 3 - SOUS ESPACES h(A) & &,

1. Construction

,
Soit a une matrice infinie symétrique. Notons An sa fron-

quée de rang n. On suppose

®) Sur une idée de N. GASTINEL.
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(3.1) An.définie positive ¥n
Ayl
(3.2) S] (An) = sup_ <M ¥n
* x € R K

Pour tout y & Wpu on note ?n son tronqué de rang n.

On pose

h(A) = {yG.IQN, sup y: A;]

V]
y < M}
n y

n

Théoréme 1

Sous |'hypothése (3.1), |'espace h(A) est un espace de

Hilbert pour le produit scalaire

1~
Z

S
(3.3) (y,z) = 1im Y An "

n

Démonstration

PP n
Par définition de la norme duale dans JR ', on a

<" Vol
?I A;1 ;n = Max ——;r~ﬂ~4 et paf conséquent
. ¢ x €iR x A X
X#0 :
t - R I n+ 1
(3.4) Yoe1 Ast Vet 2 Vn ALY, Vyn+1fi R , ¥n

ol ?n est le tronqué de rang n de Y Alors on pose

+1°

2 A Pt BV Vs S
(3.5) Ivlly = SUp Vo AL Y, = lim ¥ A Y,
’ n n
~ Y N . N N
HY”A = 0 ssi Y An Y, = 0 ¥n ssi (d'aprés 3.1) Y, = 0 ¥n

¥y,z & h(A) on peut définir

1 2 . T -1
(22, = 7 ezl - Iv-2I) - i VoAl
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et on vérifie immédiatement que cette expression est un produit scalaire
sur h(A) associé & la norme (3.5).
Reste & étudier la complétion.

Soit yP une suite de Cauchy dans h(A)
ve >0 10 tel que ¥p,q > Q@

o~ . T

sup (yp—yq)+ A;1 (yp—yq)n < e
n n
o~~~

Donc pour n fixé (yp)n est de Cauchy ; soift z sa limite.

u
n
Posons z =
n+ 1 o,

On déduit de (3.4) que

~ ~ ~ ~
p T -1 P _ P_. vt A1/ P,
(yn+1 Zn+1) An+1 (yn+1 Zn+1) > Wy un> An (yn un)

Donc yﬁ tend vers u, et Zo proionge z - Soit z |'élément derdN défini

par ses restrictions zn ; alors

¥p > Q WPzl < e

donc z € h(A).

Théoréme 2

Sous les hypothéses (3.1) et (3.2), I|'espace h(A) est un

sous espace hiibertien de 21.

Démonstration : D'aprés (3.2), on peut écrire :
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n
I X, T 2
|i=O il |7V, n+ 1
(3.6) T 5 ¥n ¥x €R x #0
XA x M| k[
En effet d'aprés (3.2)
i : ;| eyl < M 2
x A x = I a,, X, X. < I I a,. x. |X.| <M ]x
" gge0 WO T s g WY TS "
Prenons le sup en x dans (3.6)
| EUAR
At n, n 1T v w2
Ay Yoz Sup —— =5 |V |
n n n M X?‘O “X”i M n'l
foRn+1

On passe alors a la |limite en x

—_

VIZ gy 25 I

Remargue 1 ' !

s [
A B

En remplagant (3.2) par une hypothése adéquate, on .récupére

des sous-espaces hilbertiens d'autres espaces de suites. Par exemple

Spq(An) <M ¥n

donnera des sous espaces hilbertiens de & .

>

Voici une autre caractérisation de h(A). Posons

vt =1
(3.7) () = vt Aty -
AR S TR TR

(3.8) § =a , - oAty
p p+1 PP P
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ol Rp est défini par : —

A 2
(3.9) A L= P P
p+1
£ o
p p+1
Proposition 1
On a
Y124 o g (yla (2)
(3.10) (y,z) = . 'E“"E”B"’
[ p=1 P
Démonstration
On sait que
ATl aTTg sT T a7ty 67
P P PP PP P PP
A;11 -
LTty 51
p PP p
d'ou
.- 1 2
- - (YA Y =Y .y
yf A 1 y - ;TA 1; . pp 'p 'pl
pr1p+17p+1 PP P 6p
Y S I P A Nt =1
Comme . tim yp+1Ap+1yp+1 = 2o A(yp+]Ap+1yp+1)+y1A1 Y

on a bien (3.10)

2. Approximation stable et convergente

Comparons maintenant h(A) aux espaces hn(A) de dimension
finie constitués par R muni du produit scalaire
-1

1
(3.11) (y,z)n =y An z
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Pour y € R" y = (y1, vees yn) le vecteur (y1, RET) SLPRRLOPRY

n'appartient pas en général & h(A). En effet, en général h(A) ne contient

, - N
pas les vecteurs e, de la base canonique de R .

Voici un contre exemple

o) o}
& %" % %1
\ \ \
\ \ \
An = \ \ |
\ ' %=1
0 \ \
" %— O‘n-]J'O‘n
On suppose a > 0Oetx a <@ ators (3.1) et (3.2) sont
vérifiés.

On vérifie facilement que

2

(Yot ooty )

¢}
n

T

iyl = )

Par contre, voici un moyen de fabriquer une approximation
stable et convergente de h(A). (Pour la définition d'une approximation

stable et convergente, voir par exemple R. TEMAM [15]).

Posons
v
Fo h(A) ~ hn(A) rY = v,
, t -
P, ¢ hn(A) - h(A) si (y1 co yn) =Y,
PoYpy = (zi)i'€ N avec
(7. - Yy i <n
i i -
o=t -1
(3.12) 4 Zael = Yoot An 4y
oot -1
L Znek T ikt Preket Beker K22




Théoréme 3

(hn(A), P rn) est une approximation stable et convergente

de h(A).
Démonstration
2t - 2
eyl =¥, A ¥, < IVIE done firll< 1t ¥n
- y% n-1 o (y)2
by I == + &£ -2——  d'aprés (3.10) et (3.12)
nn a 8
1 p=1 p
= 9: L;] ;n d'aprés la démonstration de la
proposition 1
e 2
- I, IP
donc
Pl =1 ¥n
© o (x)2
- 2 p
=Pyl p§1 5

ol l'on a posé x = YR,y = (O,...,O,yn+1,yn+2—zn+2, ced)

On a ,
. (x) =0 <n
C o, P2
an+1(x) = an-yn+1 = an+1(y)
) -1 _
Uap X = 0000y y=zn DA 1Y 2 2002
oot -1 _ B -1 _
« = 2Pt 17O O T2 DA Y e
vt = o
= yn”/\n”zn”-yn+2 = an+2(y) ... etc.
Donc
, o o (y)?
”Y-pnrnll = z 5
p=n+1  'p

qui tend vers .zéro comme reste d'une série convergente.




3. Fonctionnelles ponctuelles

Si A.vérifie (3.1) et (3.2), h(A) est un sous espace

hilbertien de £1 et

lul < Jully < K]l ¥k € N

La forme linéaire u — u est donc continue sur h et d'aprés

k

le théoréme de Riesz, il existe v© € h(A), unique, tel que

k

(3.13) (v ,u) =u Yu € h(A)

k
On a le résultat suivant

Proposition 2

k N .
v est la keme colonne de la matrice A.

Démonstration
Considérons la kéme colonne de A A kS 2k i€ N
_.] ~ . _1_ .
Supposons n > k An (A k)n = (0,...0,1,0...0)" ol le
v - Fo—
1 est en Kkéme position. Donc yI An1 (A k)n =Yy ¥n > k. En particulier

' 2 .
A € h(A) et HA.kHA = 8, Et aussi (y,A ) =y, ¥ € h(A).

——een

On peut étendre ce résultat aux sous espaces hilbertiens
de 2] construits par la méthode de Schwartz signalée au § 1. Rappelons

cette construction :

A est une application symétrique positive de &_ dans 21

HO = A(2_) est muni du produit scalaire




(3.14) (u,v)H = <Au',v'> st u=Au', v = Av',
o

ol <,> est la dualité usuelle entre 21 et ¢ .

Alors le complété H(A) de HO pour cette norme est un

sous espace hilbertien de 21 (et on les obtient tous ainsi).
On cherche alors w' € H(A) tel que

(3.15) (wl,u) u, ¥u € H(A)

HA) — Y

Proposition 3

‘W
wi est la iéme colonne de A.
Démonstration
Soit Wi la iéme colonne de A.
sup ljﬁi;ﬂlii__ < <Lei,ei>1/2 d'aprés |'inégalité de Schwartz, car

u' € 2 <Lu',u'>1/2

W= Lei. On a d'aprés Schwartz v € H(A) si

. : >
. HIA) u'ed <Lu',u'>1/2

L4

donc w' € H(A).

S

Toute solution de (3.15) vérifie & fortiori

(3.16) w'u), = u, Yu € H

H i o)

1 O '
N i
1 = =
E ukf K = Uy ¥Yu € Hy st w Lf!
k=1
Une solution évidente est f' = e, et par passage & la limite
dans (3.16)
(Lei’U)H(A) = Uy Yu € H




CHAPITRE 2

000

LES ESPACES hP(¢)
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Ce chapitre contient deux résultats de démonstration
trés technique : le théoréme 1 *) et la proposition 2. Nous avons |a
une autre approche (trés restrictive) du probléme de la construction

de certains sous espaces hilbertiens de 21.

Le § 1 définit les espaces hp(¢) et caractérise leur

inclusion topologique dans 2,. J'y décris également les fonctionnelles

r
ponctuelles pour certains hp(¢) les hZ'

Au § 2 (xx) dans le cas p=1, je fais la liaison entre
la construction précédente et celle des espaces h(A) du Chapitre 1 § 3,

puis je donne quelques résultats sur les bases de h](¢).

PLAN DU CHAPITRE 2

§ 1 - Les espaces hP($)

1. Définition, inclusion dans 2] p. 1
2. Complément dans le cas p=0 p. 9
3. Fonctionnelles ponctuelles , p. 10

; i
%

§ 2 - ProprféTés particuliéres de |'espace h1(¢)

1. Rapport avec les espaces h(A) p. 14
2. Quelques résuitats sur les bases dans h1(¢) p. 17
dual de h1(¢) p. 20

*) Cette démonstration est parue dans [16]

XX c s .
(") Certains de ces résultats ont été résumés dans [17]
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§ 1 - LES ESPACES hP(¢)

1. Définition, inclusion dans 2
Soit ¢ une suite infinie strictement positive :
¢n >0 ¥n €N,

On définit pour p entier |'espace :

WPo) = tucey s = @Pu)P o < )

n=0

ol Apun est la piéme différence finie de U s c'est-a-dire

o, ok = aR Ty ks
nt+l n n n —

et s est |'espace des suites convergentes vers zéro.

Ces espaces ne sont pas les plus généraux de ce type que
[Yon puisse considérer. On pourrait par exemple remplacer AP par un
opérateur aux différences finles & coefficients constants ; nous ne |'avons

pas fait.

I{ y a également une certaine analogie entre les hp(¢)

et Iesvespaces de Sobolev & poids. On remarquera & ce propos qu'en général
Eui ¢n est divergente pour u € hp(¢) p > 1 et que donc la théorie générale

(cf. FOUGERES [18]) ne s'applique pas ici.

" 'intéret" essentiel des espaces hP(9) est qu'on peut vy
déterminer explicitement les fonctionnelles ponctuelles, ce dont nous ferons

un usage constant au Chapitre 3 pour p = 1.

On a la caractérisation suivante de |'inclusion topologique

de hp(¢) dans 21.
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Théoréme 1

oo 2p
P9 G 2y sst E G— <
n=0 "n
(Rappelons que & signifie ici que hp(¢) est un espace de Hilbert inclus
algébriquement et topologiquement dans Ly et que le produit scalaire sur
hp(¢) est

(1.0 (u,v) = ¢

0 n

™ 8

Py APy )
0 n n

Condition suffisante : Supposons donc

-5

(1.1

M 8
<

n=0 "n

Lemme 1

Soit p > 1. Alors

(1.1) et u € hp(¢) impliquent

(1.2) tim nd ATy =0 =1L p
n->-co n

Démonstration du lemme : Par récurrence sur p. D'abord pour p = 1. Comme

u, tend vers .zéro, on a :

‘
L1

1/2

o K2 2\ 172
lnu | < ¢ ko | < | 2 — ¢, (Au) ~ 0
n k>n g (kin ¢,k (kzn < k

Siué€ hp(¢) Au € hp—1(¢) donc de par |'hypothése de récurrence

(1.2) est vérifiée pour j = 1 ... p-1.

Ensuite, on a

1/2
2p 1/2
P ,P-1 PP L Py )2
[n" a7 u ] <2 oaT[a ”kli (kz o ) (z ¢ (AU ) > 0

k>n

ce qui achéve la démonstration du lemme 1.
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Nous allons maintenant montrer que hp(¢) est un espace de

Hilbert en construisant une isométrie bijective ¢ de hp(¢) dans 22. On
pose

(W) = v = (v) yu € hP (¢ avec

- P

vn VE; A un

Si ¢{u) = 0, on a Apun= 0 ¥n, donc Ap—1un = a et la
condition (1.2) pour j = p implique a = 0, alors Ap—zun = a et on
réapplique (1.2) pour j = p-1, etc ... Donc ¢(u) = O implique u = 0. Nous
avons également montré que (u,u) = O implique u = O.

Soit maintenant v € L5

Définissons u par APu_ = v / VE ¥n et lim Mu =0

: n n n n

-0

I - p 2 2
J 0 .... p=1. Onau € o et I ¢n(A un) v

Donc ¢ est une isométrie surjective.
Reste & établir 1'injection algébrique et topologique.
Lemme 2

On a i'identité
p=1 . p=1-j
P, < (—-1)P P —1yd AJ
X5 A Yy = -1 yi+p A Xp A(JEO (-1)< A X A yi+j)

(avec la convention pour p = 0 que L = 0)

Démonstration du lemme : Par .récurrence sur p

p = 1 xiAyi = xi(yi+1-yi) = Vi (><i+1 - xi) + A(xi yi)
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Supposons (1.3) vrale jusqu'é p. Alors en appliquant (1.3)
pour p = 1, on a
P

- P, - P - AP
X4 Y X; DAY, Alx, A yi) A Yiet Ax

puis en remplagant Axi AP Y par sa valeur tirée de (1.3),on obtient :

+1

p+ 1 p P NEL p=1-]

X; A yp o= Ay ATy - Aap x (=17 A x; b Viejed
J=0

—(-1)P p+1
-1 yi+p+l A X;

qui est la relation cherchée pour p+1.

lemme 2
——— e

Posons maintenant s_ = sgn u o= -1 si u < 0

(@)

€]

o
IH

On pose s? = 0
o
9 =5 + ...+ s ¥n > 1
n o n-1 —
puls
sk -0
O .
sk=sk Tt eSS v k=1, L, e
Comme AP Sp_l = Apn1 Sp—2 = A1 s° =5, on aen appliquant
n n n n’
le lemme 2 :

lu | =us_ =u aP P71 o (=P sP7T 4Py
n nn n n n+p n

p=1 . =i -1
ol =1nd ady AP P!
2 J:O n n+J

sP=1 4P

1 N
x +
- NP n

N - o .
- -1)J ad p=1-J 4P-1 1P
(.50 = lu | 'io =17 adu,, b SNejer ¥ D i
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On a par construction

p=l=J op=1 &l ; ; .
A SN+j+] = SN+J+1 et il est clair que :
(1.4) 5K] < n""'. Drod
[0 aday pP 1 sﬁ:}”l < Neje T U 1] j=0 ... p-1

Donc toutes ces quantités tendent vers zéro quand N tend

vers |'infini d'aprés le lemme 1.

Utilisant (1.3) et (1.4), on en déduit

™8

0

lu | < =z (nep)P APy < [ ; Ln+p)
n n=0 n— =

Donc d'aprés (1.1)

(1.5) ull, < K ]l
2 hP(¢)

Condition nécessaire : Nous supposons donc que (1.5) vérifiée et que

hp(¢) est un espace de Hilbert. On a

|2 o< full, <K [l Yo € Py
i=0 1 hP(4) ,
donc d'aprés le théoréme de Riesz, il existe v ¢ hp(¢) tel que
(uv) = = u, ¥u € hP(¢)
i=0
Cette relation s'écrit encore
[ p p : oo p
(1.6) § ¢n A ug A v .§ uy Yu € h"(¢)
n=0. , i=0

Plutdt que d'effectuer une étude directe de (1.6), nous
allons passer par |'intermédiaire des fonctionnelles ponctuelles v définies

par

(u,vq) = uq ¥u € hp(¢) soit encore
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(1.7

o™ g

P P9 - p 9 - (4
¢ AU, A Vi uq Yu € h"(¢) avec v (vn)n €N

n=0

Le lemme suivant nous sera utile par la suite.

Lerme 3
La solution v9 = (vg) de (1.7) vérifie
P 9 _ _13\P p—1 .
(1.8 ¢n A Vi g( 1) Cn-q+p-1 sin>gq
0 sinon

Démonstration : On écrit le lemme 2 sous la forme

) aPv APy = (-1)Py AP (¢ aPv )
n n n n n n

+ p )
p-1 -1e

. A( z (=K ak (¢nApvn) AP kun+k )
-+ \k=0

Par sommation

N N
p P . (_13yP p p
(1.7 z ¢nA vodiu = (-1 { un+p A (¢nA vn)
n=0 n=0
o1 n=N+1
" [ £ -1 AR (g APy ) AP ]
n n n+k
k=0
n=0

’

4

[l est bien connu que

p~1-k
= (n"¢
r=0

r

p-1-k
A u p-1-k un+p-1—r

n+K

On peut donc déduire de (1.7) la "formule de Green" :

n n Uy AP (¢n Apvn)
0 n P

™M=

N
(1.8) © ¢ aPv APy = (-1P
=0 N ' 0

p-1 s J . 1 n=N
e s enRedTi L ke aPv)
Jj=0 k=0 P 0
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Utilisant la relation (1.8) et appliquant (1.7) & u = &"
(m' ™ vecteur de base canonique de 11), on obtient les équations :
(1.9) 1P 3 I oI K Py L g =0 -1
' - p-1-k* %P Vo' T 05 P
k=0

(1.10) (-1)P APy APV = ¥n € N

n" 'n n+pq
Posons :

9. -1yP P71 ;

(1.1 W (-1 Cn-q+p—1 sin>qg

0 sinon
et remarquons que
Cp—1 _ In-(g=p+D1 ... [n=(gq-1)1]
n—-qg+p-1 (p—1) !
donc on peut écrire

q . _ [n=Cg=-p+1)] ... [n-(g=1)] s

(1.12) wl = (=P 47p T st n > q-p+1

0 sinon

Nous allions montrer que w9 défini par (1.11) est solution
de (1,9) (1.10).

L

ler cas ' q < p-1 . Alors (1.12) donne
q . [n—(qﬁgfi)]...[n—(q—1)] ' P .a .
W (o-1) 1 ¥n € N donc A wo=0 ¥n

et (1.10) est vérifiée.

D'aprés (1.11) wg = 0 pourn =0 ... g1 donc Akwo =0

pour k = 0 ... g-1 et (1.9) est vérifiée pour j < g-1. Pour p-1 >Jj>q

~

on écrit le premier membre de (1.9) grace a (1.12) sous la forme :

J . . a J-q s
DoeniTR eI PTITL T k CN_ (L, CPIITIvk
k= p p-1-q ~ 2, J+k “p=1-g
J=q g e Cege
= T nY eI T epmima
=0 p=1-q=u “p-1-g
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Posant p-1-q = r > 0 et j=q = s <r

s B s
S T G0 D R O DR ot U O DA xS S CHF bl o PR ST B L ool
- r-u r r s r " so
u=0 u=0
Revenant aux notations initiales
S G PEAR Nt I
p-1-q "j-qo
ce qui prouve que (1.9) est vérifiée pour p-1 > j > q
2&éme cas q>p Q0 d'aprés (1.11) wg =0sin<gqgx=<p

donc Akwo = 0 si k<qg<pet (1.9 est vérifiée.

De (1.12) bn tire prg = 0 si n > g-p+1. Reste donc a
vérifier (1.10) pour n = 0, 1, ..., g-p. Or

p -
(1.13) APy = ¢ (-DP T CJr wd 0 < n+t < q et d'aprés (1.11) w
n +20 p n+t - —

n'est non nul que si n+t > q ie t > qg-n donc p > g-n e n > g-p. Donc

n+t

pour n < g-p (1.10) est vérifiée. Enfin pour n = g-p (1.13) donne

Nous avons donc démontré que wg défini par (1.11) est solution
du systéme (1.9) (1.10).

- Comme on vérifie immédiatement que la solution du systéme
(1.9) (1.10) ne peut étre qu'unique, on a ¢Apvq = w et le lemme 3 est
.démontré.
__.__.______96__
On déduit facilement du temme 3 la solution de (1.6)

donc

0 n - n -
9. 0Pv =z AL P g P < (-nP g P!
L =0 n-qg+p-1 =0 p-i+r
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o (—1yP AN .
Montrons que Vi (-1 Cp+n par récurrence sur n _
n+1 n
SR R R S AR e SR AR AR
r=g P~UYT g PTI*F p+n p*n pn p*n p*n P
La solution v = (vn) de (1.6) vérifie donc
(1.14) o aPv = (-P (" ¥n €N
n n p+n
, )’ 2
On a donc ¢n]Apvn, . —J;——— = 0 (). Alors v € hP(¢) implique (1.1)
: n n

ce qui achéve la démonstration du théoréme 1.

2. Compléments dans le cas p = 0

Voici quelques résultats compiémentaires dans le cas ol

p=0et ol (1.1) n'est pas vérifiée.

Proposition 1

= (—) et définissons

Soi+t ¢n >0 ¥n. Posons-% 5 n €N

{UGlF{N;

he (¢

1

I ¢ u < w}, Alors
Yo .
1) h°@(9) G o SSI'E €

i Re(e) G 2,

P11 Solt 1<r<2 sl é—czz'r Roo) G a.

Démonstration : Démontrons d'abord la partie directe du i). Soit une sulte

uP d'éléments de ﬁo(¢) tendant vers u dans ﬁo(¢). Alors ¥e > 0 J P
tel que ¥p > P on ait :

9 Iug—unlz < g  ¥n
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Siw € qu\_un|<l%“w€ et donc u € c

Donc-% € L implique %°(¢)<: o Nous al lons démontrer en méme temps que

i11) que en faiT‘% € 2 Implique h°(¢) G L5 G co.'On utilise pour cela

|"inégalité

rori/r 11
(2 v w) 5_|NIE|MHq avec o + o = % p>r,g>r

u VF$'e+ W = ¢—1/2 p =2 et

n

En I'appliquant avec v
q = 2r/(2-r), on obtient

® 2 1/2 1
lull < @ o2 00218
2-r.

" Donc si é- € L. (zr<2) h°(¢) est un sous espace hilbertie

o e

: z2-r
de % .

Reste la partie réciproque de 1). Si $-¢ L on a

inf ¢n = 0 ; on peut donc supposer qu'il existe un ensemble Infini K tel
n

que N-K soit aussi infini et que & ¢n < o , Alors la suite définie par
k Tk

u, = 0 ¥n € N-K, u, = 1 ¥n € K est dans’ho(¢) mais pas dans Coe

4
<

3. Fonctionnelles ponctuelles

Nous al lons maintenant donner |'expression des fonctionnell

ponctuelles dans hp(¢) pour ¢n = lﬁ._ Cet espace sera noté hg.
a

Pour que (1.1) soit vérifiée, 11 est nécessaire et suffisar
que 0<a<l, ce que nous supposerons. Les fonctionnelles ponctuelles sont
solutions du systéme (1.7) et d'aprés le lemme 3, elles .vérifient (1.8)

donc
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P9 - -1)P " P! i
(1.15) ATV (-7 a Cn—q+p—1 sin>q

0 sinon
et aussi les conditions aux |imites du lemme 1, i.e :

(1.16) imnd A37T V9 2 g j=1..0p
n
n->0

Nous alfons déterminer une solution de (1.15) (1.16) sous

la forme
Vi -nPa" P (o - n>q ol
(1.17) " -t e
P () = % a C
n,q k=0 k “n-g+p-1
'l est facile de vérifier par récurrence la formule :
(1.18) WP oxy = n cbaPh
: n'n = “n+e® Vi
2=0
Aprés quelques calculs, on déduit de (1.17) (1.18) et ¥n >c
p,d . Pl or pri=r p-% & 2
(1.19) A Vp = (-1 a, I Cn_ ip-q 2 Gy (a=~1) a’ C
n=0 "T9PT1 40 P
Alors (1.15) fournit le 'systéme déterminant les o
pri-r p=% & L
z L (a-1) a C. =0 r=20...p2
(1.20) 2=0 P
-P c° =
%1 (a=1) Cp 1
Posons BJ = ocJ.(a—1)p—JaJ " J = O0...p-1. Les BJ sont solutic
du systéme }
o i p-1
C C C 0
P P p b
o p-2 . B . a_\p-
(1.21) Cp Cp : = : a—1)
ZO g
0 C
p Pp-1
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Lemme 4
J+1 -1 a P71
La solution de (1.21) est B8 __. = (=1) C . (—=) ¥
p=J prj-2 a1
Démonstration : Par récurrence.j=1, c'est évident. Ensuite
J Ly 1 J - g p-1
8 . . == % oL S N A A
p-(j+1) B p=k 7p B ptk-2 7p a-1
k=1 k=1
J i . . p-1
s [— poentcl, e endt?el ] (=)
u=0 p+u p p+j-1 a
et on vérifie que :
J -
(1.22) r (-nY ¢t cd™M =0 pour 1 < j <p
- pru=1 "p - =
u=0
_.__.._.__.X._
On a donc maintenant
v (a1t 172p pml=j o Ul P : -
@ (a-1) a (-1 CZp—j-Z 0 <j=<p-l
c'est-a-dire
n p-1
q a k - Ap-1 k _p=1-k
Vo= z C __ _, C o (1-a)" a Vn_>_q
n (1_a)Zp 1 k=0 n-q+p—-1 "2p-2-k ‘
Comme d'autre pérT va = (vq,vn) on a donc
n p
h™(4)
vIi=(-nPa%p () pour 0 < g <n
n q,n - 71—
Nous résumons ces résultats .dans la :
Proposition 2
La suite vq telle que (vq,u) = uq Yu € hz

hP
a pour composantes @
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n p-1 K

q a p-1 k _p-1-k _,
v — c_ .. _.C _,_ (i-a)" a sin>qet
n (1_8)2p 1 k=0 N-a*P 1 "2p-2-k
(1.23)
q p-1
q a k p-1 k _p-1-k
vy s ————p—07r ¥ C . C, _,_, (l-a)" a sin<gq
n (]_a)Zp 1 k=0 47N*P 1 2p»2 k
—_—
Remarque : Pour p = 1 (1.23) donne les fonctionnelles ponctuelles sur
h; qui seront utilisées au chapitre 3
q
q.3_
Vi 1-a n<Aq
n
Q.2
Vi 1-a nza
Pour p = 2 (1.23) donne
q . _al
v = [2a + (1-a) (g=n+1)] n < q
n 3
(1-a)
a"
vg = 3 [2a + (1-2) (n-g+1)] n > q
(1-a) :
Ce résultat esf»décourageénf au sens sulvant : la matrice

de Gramm podr p=2 n'est pas factorisable (elle est somme de deux matrices
factorisables) et nous ne savons pas |'inverser explicitement. C'est pourquoi
au Chapitre 3 nous ne pourrons complé&tement traiter le probléme de |'exlis-

tence de formule optimale de sommation dans hp(¢) (ni hg), pour p > 2.
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§ 2 - PROPRIETES PARTICULIERES DE L'ESPACE h1(¢)

1. Rapport avec les espaces h(A)

Nous supposons (1.1) vérifiée, c'est-a-dire que nous consi

dérons
) =€, & o (u)? < w
o’ n=0 n n

avec la condition

(2.1) 3 e (6. > 0 ¥n)

~ Nous avons donné au Chapitre 1 § 3 une méthode de construc
d'un sous espace hilbertien en considérant une matrice infinie A dont les

tronquées de rang n An sont symétriques .définies positives pour tout n.

Proposition 1

h1(¢) est |'espace h(A) introduit au Chapitre 1 § 3 ol

60 6] .Gn
(2.2) A = 8, 8, ... 9 ol |'on a posé
n 1T 71 N
L4 ‘ e ...... e
n n
(2.3) ull B ¥n
‘ AB ¢n

(Nous noterons aussi cet espace h1CZ%))

Démonstration : Appelons ?n le vecteur colonne de composantes Yor Yireees

2

On obtient facilement

vt v 2 _ 2 2
Y An Y = Aeo Yo *o° Aen_1 (yo+ ...+yn_]) +en (yo+ ety )

Donc An est .définie positive pour fout n.

La condifion I Iaij|~< o slécrit Ici

i,J
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(2.4) I nd < w

N N 2
- L C- A6 = I noo Co ., 6
n=0 n n n=0 n+ 1 N+1 “N+1
i.e
Ncﬁ N .
(2.5) I —— = I nod C §]
oo o nao | T T ONeT ON# T
Si (2.1) est vérifiée 6 = - L A8
n P
p=n
2 ® 2
Cn en < I _Cp A6 > Q
p=n

donc d'aprés (2.5), (2.4) est .vérifiée.

Réciproquement, si on a (2.4) et si (2.1) est faux, alors

d'aprés (2.5) lim n2 6, = @ donc no > 2% = o contradiction. Nous avons
n->c

donc montré que les conditions (2.4) et (2.1) sont équivalentes. D'aprés
le théoréme 2 Chapitre 1, h(A) est alors un sous espace hilbertien de %
Soit y € h(A). Par définition

» 2 T,
2o Ry e VAT, <m

La matrice An.définie en (2.2) est un cas particulier de
matrice factorisable que nous avons .définle au Chapitre 1 § 2. || est icl

trés facile d'inverser cette matrice et d'obtenir
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- 1
j AB AB
! 0 0 0
|
I _<1 . ) 1
.'i AGO AGO A61 AG1 ™. .
? \‘\
iy
(2.7 A = ]
\ (Y A 1
\ B2 \MOh-2 B8y BB-1 /
\
\ 0
I 1 n-1 1
N AB A A©
n—1 -1,
N=-1 (Ay )2 y2
0r0b Il py < din (2 - g g
N>\ n=0 n N
(Ayn)2
Comme cette limite existe, la série ¢ - w5 converge
n
et on a
o (Ay )2 y2
”y"ﬁ(A) = 3 oo+ Him 5
n=0 n n> N

en tendant vers 0, on a a fortiori Yo 0 donc

- 2 1/2
(Ay )
(2.8) Yo = L Ay <( I -AB_ X -—:Z%—— >

pn P T\pzn P T
i.e
2 2
y (ay )
. 5 P 0]
6, — -40
n pzn P

| ‘ ,
Donc y € h (¢) et ”y”h(A) = HY”h]( )
¢

Réciproquement, solt y € h1(¢), alors y € Cq et on peut encore écrire (2.8)

et achever comme précédemment.
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On déduit alors immédiatement de la proposition 2 Chapitre 1

Proposition 2

=1

Les fonctionnelles ponctuel les sur h_1(¢) = h1(Z5) sont

données par

AR IS Yu € hl(g)
h(9)
ol
V-6 k2xn (6, défini par (2.3))
vk = 0 k <n
n n -

(Pour ¢n = lﬁ' on retrouve le .résultat obtenu & la proposition 2 § 1 pour
a

2. Quelques résultats sur les bases de h1(¢)

Soit E un espace de Banach séparable. Une base forte de E

est une famille dénombrable (bi)ié N d'éléments de E telle que tout x € E

’

s'écrive de maniére unique

[
L2

X
i
TR

ai(x) bi a,(x) € R

1=0 ‘

Considérons h(¢) avec la condition (2.1) vérifiée. Considérons

la condition supplémentaire

(2.9) 6 T — <K ¥p

i%— comme en (2.3), ce que nous ferons au

1)

Remarque : Si |'on pose ¢p
P
Chapitre 3, (2.9) équivaut &
)
pt1 < K < 1
6 — K+1

P
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Proposition 3

Si ¢ vérifie (2.9), alors e, (base canonique de 21) est une

base forte de h](¢).

.Démonstration

Iy = = oyyelf, - 4, y§+1 LT y)”
i<p h (o) i>p
5 : 1/2
Iyp+1| = |— L Ayn[ j_( T ¢n (Ayn) ) Er-) ) donc
n>p n>p n>p 'n

Iy = = v e lf < ey & g ayp® >0
i<p i>p

—e—

Remarque : En général, méme si (2.1) est vérifiée, e, n'est pas une base

forte de h1(¢). En effet, prenons

n -n
y = ¥ -— alors Ay =-— et

P n>p ¢ n ¢n
2 n 2 n2
IW - % Vi ei“ 1 = ¢p z . * L -5—
n<p h' (¢) n>p 'n n>p 'n

i
L2 N

, : 2
Autrement dit, si e, est une base forte |im ¢ y D =
! n>p ¢n

p—>00

et cette condition n'est pas vérifiée pour ¢n = nu_(3<q54)

——

Partant du systéme |ibre des e, on peut construire le systé
orthonormal associé par le procédé d'orthogonalisation de Schmidt. Il est

a peu prés immédiat que ce systéme fJ est donné par

(2.10) g0 ¥j
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En particulier

-1
(y,f ) = ¢ by = -Vo ay
“hley M Ve,

et par conséquent

2 2 2 2
IW”h1(¢) = mg, oy )7 = 1=V ay )% = 0y, £ 0%

h'(4)

Proposition 4

Les f..définis par (2.10) forment une base hilbertienne de
1 J
h ().
—_—

; : . n
Examinons maintenant quand les représentants v des fonc~

tionnelles ponctuelles forment une base forte de h1(¢).

Proposition 5

Les v"' forment une base forte de h](¢) ssi (2.9) est

vérifiée :

Démonstration : De la proposition 2, on tire

v —v ==-—-— (e +t...¥e ) = T f
v, n P n+1 n p
y - I (y,e)v =y+ 3 (y,f Vo) (v -v) = (y,f Ve ) v
n<p n n=0 n-'n P P
S L) =y Ve vP
=y - I (v - (y,
Y =0 T n Y P ¢P v

Donc les v forment une base forte ssi Fim (y,f V?T)INPH =
i 2 p_)‘o p p

Yy € h1(¢). Or, on a d'aprés la proposition 3

1

I(Y,fp V@;)||Np|| ¢p Ayp V ep avec toujours - <. ) ¥n

AD n

1/2 n
2 '
A L) S
[%p( Vpl© e by I o ]

n>p

13
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Cette quantité tend bien vers 0 si (2.9) est vérifiée.

Réciproquement, si cette quantité tend vers 0 pour tout
y € h](¢) on a

+ .
(2.11) L 0 ¥zet, ={y€r, 5y, 20 ¥i}

en posant '¢p[Ayp|2= z (on a vu au § 1 que zp € 22)

p
et w, = ¢ z %— . Or, la relation (2.11) implique w_< K
P P n>p ®n p
sinon il existerait une suite wp + o , On peut en extrayant une sous suite

supposer I < «, Posant alors

i wpi
z, = 0 sip# P,
_.] - 2+ 74
= Z;- st p = p, on a z € 1 et zp wp 0]

On peut en déduire une dualité de h](¢).

Proposition 6

r

. Si o verifle (2.1) (2.9), h'(8) et h (9 = {ye B ;

: 2
{y + ..+yn)
< w} muni du produit scalaire
n>0 ¢n
(y +oouty )z +.004z )
(y,z) o = I ° n 3 © n sont deux espaces en
h (¢) n>0 n ’

duaiité péur la forme bilinéaire <y,z> = I Yi Z;

‘ i=0
Démonstration : Posons V. =0 V. =v_+ ... + v, i > 1

o i o] i1 -
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o 12 ? N N Votesatv, V_.
. U, V,= 3 u.AY, =u v - I . AU
j=0 1 1=0 | i N+‘1‘ N+T g \/"‘q) LPI i

N (vo+...+vi)2 N ,
WV Vaql 2 fau ] +{ 2 Lo¢;(aup)
0 SN i=0 ¢ i=0

AN 5 L \1/2
< = R +
by \ SN N 0

| 1/2
-t el [w s Lo
0o My P De

juny
<
I A

iA

Si (2.9) est vérifiée, tout élément de h—1(¢) définit une

forme |inéaire continue sur h1(¢).

Réciproquement, soit & € h1(¢)'. D'aprés (2.9), e, est une

base forte de h'(¢) i.e (W) = I u, &le) Y= 5 ou e
i>0 i>0

Posons Q(ei) = Vi

T ]

voul < fle ]l 1
o 1 0 o) ¥u € € nh'(¢)

Utilisant (2.12) avec u o= 0 n>N

N
o = | W € R
¢| AuI
i=0 .
Prenant le sup pour u €|PN
5 "1/2
N fv +...+vi
p |\ < lell N

et donc v € h—1(¢).




CHAPITRE 3

EXISTENCE DE FORMULES OPTIMALES
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Dans le § 1, je définis une formule optimale de calcul
d'une fonctionnelle et en particulier une formule optimale de sommation
d'une série. Le § 2 contient quelques exemples simples d'existence et de
non unicité de formules optimales de sommation. Au § 3, je démontre le
théoréme d'existence d'une formule optimale de calcul pour toute fonction-
nelle sur |'espace h](ié). Comme ce théoréme n'est pas constructif, je
donne au § 4 un théoréme constructif pour |'espace ha ainsi qu'un résultat
plus éiémentaire (proposition 6) et assez utile. Le § 5 contient que lques

exemples numériques.

PLAN DU CHAPITRE 3

§ 1 Définitions et problémes p. 1
Formules optimales de calcul, de sommation avec et sans

contraintes. p. 2

§ 2 - Premiers essais de résolution du probléme 2 p. 3
1. E = 21 p- 3
2. E = 2,09 , p. 4
3‘. £ ‘_‘1‘ h°(¢) pa 6

§ 3 - Existence d'une approximation optimale pour toute fonctionnelle sur

1,-1
1 —_
ITespace h (55) . p. 8

§ 4

Construction d'une formule optimale de sommation d'une série dans h

1

a

p.- 14

§ 5 - Quelques exemples numériques. p. 22
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§ 1 - DEFINITIONS ET PROBLEMES

«

Soit u une série convergente de somme ¥ u, = s. On veut
i=0
calculer une valeur approchée de s & |'aide d'une expression du type
N
Z Ai u,
i=0 j

Plus généralement si L est une fonctionnelle définie sur un
certain espace vectoriel normé de séries convergentes, on veut calculer

L(u) = 2 3 |'aide d'une expression du type Ai u (N fixé).

0 M

™M Z

On considére dans ce but un espace vectoriel normé E de

oo

séries convergentes ; on suppose L (respectivement u » I ui) continues
i=0

sur E. On suppose également les fonctionnelles ponctuelles (i.e u ~ u,
s s . . . L a L i
i fix€) continues ¥i€ N. |l existe alors des éléments v, v, v du dual

topologique E' de E tels que

L

a) <v,u> = L(u) Yu € E
(1.1) b) <v,u> = .§ u; Yu € £
\ i=0
Loy <«v',us = U Yu € E ¥i €N
On peut donc écrire
N L N n,
|L(u) - i Ai Unil = NV ' iio Ai v “E' ”u“E

i=0

Définition 1

On appelle formule de calcul de L (ou de sommation quand

ui) un couple (ﬂ,d% 00]2€ rRN+1 eT_Me fNN+1 et 0<np<n, ...<n
0

L{u) = N

1 ™~ 8

I
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On considére alors trois problémes (N fixé).

Probléme 1 - DéTerminerQﬁ% tel que

n,
HvL - Av| V,Jé% (les n, &tant fixés)

n,
Aov i< Ivh- 2 A

M™M=
S

M=
o

Probléme 2 - Déterminer (g)g,c/vp) tels que

A v | v N

N n
R N SV TP [ VL

M Z
(@]

Probléme 3 - Méme énoncé que le probléme 2 avec en plus la contrainte

np <K i=0 ... N (K donné)

Définition 2

Une formule (Jfang solution du probléme 2 est appelée

formule optimale de calcul de L (de sommation quand L(u) = % ui).
=0

Définition 3

V- - Ay v iHE, est appelée norme de |'erreur,

™M=

i=0

Remarque 1 — Ces définitions sont calquées sur celles des formules optimale
d'intégration. Cette remarque triviale est d'allleurs & |'origine de ce
travail. Pour le point sur la situation actuelle sur les formules optimales

d'intégration, on se reportera & la thése de M. DUC-JACQUET [6].

Remarque & — Le probléme 1 est de loin le plus élémentaire des trois. (En

particulier sl E est un espace de Hilbert, Il est linéaire en les inconnues
AI)' C'est un probléme de projection sur un sous espace de dimension finie
dans un espace vectoriel normé. On connalt dans ce cadre un grand nombre de

résultats en général trés théoriques et trop peu explicites pour étre
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utilisés avec commodité (x), dont on-trouvera un exposé dans le flivre de
I'. SINGER [22]. Nous ne traiterons le probléme 1 que comme intermédiaire
dans nos calculs et ce sera alors toujours dans le cas ol E est un espace
de Hilbert. Dans ce cas, il est bien connu que |e§ Ai sont solutions du

systéme de Gramm :

n n n n n n

" . , n )
wOovO (vov ) ... wov M A whv )
n] no
(1.2) | Vv ) - o
n. " n n n n
wNyvo ... w Ny Ay whv Ny

Le probléme 1 a été formulé de maniére générale initialement

par A. SARD [21] pour les meilleures formules d'intégration approchée.

——

De maniére a assurer (1.1 b) et 1.1 ¢), nous supposerons
dans toute la sulte E ¢ 21 3 nous pourrons alors utiliser les résultats

du Chapitre 2 sur les sous espaces hilbertiens de 2 En fait, nous montrons

1.
au § 3 que le probiléme 2 admet une solution au moins dans |'espace

1,-1
h (z‘g)

tructive, nous prouvons au § 4 |'existence d'une formule optimale par un

introduit au Chapitre 2 § 2. La méthode enmployée n'étant pas cons-

procédé constructif dans |'espace ha' Auparavant, nous allons donner des

réponses "nalves" au probléme 2.

§ 2 - PREMIERS ESSAIS DE RESOLUTION DU PROBLEME 2

2

1) 1l parait naturel de tenter de prendre E = £,. On peut

.
prévoir que cet espace étant "trop grand", le .résultat sera décevant

(existence mais pas d'unicité, valeur trop faible de la norme de |'erreur).

*)  pour notre propos !
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On a alors E' = L, et si ['on met E et E' en dualité

o]

par <u,v> = % Uy vy Yu € 21 ¥v €2
1=0
les solutions des problémes (1.1 b) et (1.1 ¢) sont respectivement
v o= (v ) v =1 ¥n
n n
vl v vis s, (¢§ est le symbole de Kronecker)
n n in in
Alors
N n]
v - iEO A v ““m = sup (1,[1-A_[, ..., [1-A(])

Toute formule (uxg,/~n) ol [1-A,[<1 (i.e 0<A,<2) ef,)vnes+

quelconque est alors optimale et la norme de {'erreur vaut 1 ce qui est un

-résultat décevant a tous points de vue.

2) On peut alors tenter de restreindre E en posant

b(4) = {u=(u) ;>n§0 ¢ lul <=rot g >0

'l est clair que b(¢) est un espace de Banach pour

o, -

£ e |u |
n=0 n n

On vérifie de plus sans difficulté que son dual pour

' . <u,ve o= % uy v; est
. i=0
b'(¢) = {v=(vn),sup-——[v | < w}
n o n
normé par
1
V|t = sup — |v_|
¢ 4 9, D

Proposition 1

b(¢) G 2, ssi iInf ¢, 2 K>0
n
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Démonstration :

Réciproquement : Si b(¢) G £ la fonctionnelle somme admet un représentant

4|)
v solution de (1.1 b) donc

___......_._*___

La résolution du probléme 2 peut alors se faire dans ce

cadre.

Proposition 2

Si O<¢n<¢n+1 ¥n € iN, le probléme 2 admet la solution

¢, =

2.1 n, =i |1-A | < ' (Remarquer un/NpesT unique mais
i il - ¢N+1 —
. pas 9 ).
Dans ces conditions, |'erreur est e = !
¢
N+1
Démonstration :
On a d'aprés (1.1 c) vi = (vl avec v! =6
n n In
e T N PRI |
v - I A v =sup—|1 ~ £ A 6§
Ci=0 L0 a0 %y i=o "y
: N n, , 1-A,
(2.1 bis) Iv- = A v 'H¢ = sup (sup =, sup Jﬁr~il)
i=0 n n#én, 'no i=0...N n.

i
i=0...N
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Solt io le plus petit entier strictement inférieur a N+1 tel que
1

n, # i, s alors sup -%— = 5 et d'aprés (2.1 bis)
o nén, 'n i
| o
i=0...N
N i 1 1 —
Iv- "z Av '] > > . Cela prouve que n, = i.
=1 L T Oy !

¢
Considérons maintenant un A, tel que |1-A,] > —— on a n, =i

O+ 1
d oAl o ' + d'apras (2.1 bis) cela entraf
onc > = e— 2 apr‘eB . (53 cetlta enTtraine
oy ¢Hi O+ 1 O+ 1

N N
Iv- 2z Av '], >

Remarque 3 — Ce résultat peut éventuellement avoir un intérét pratique

pour ¢n tendant rapidement vers |'infini car alors |'erreur tend rapidement

vers .zéro. Par contre, il n'y a pas unicité pour les Ai' Leur choix, sous

réserve de vérifier (2.1), est sans influence sur la qualité de la formule

de meilleure approximation. s
C'est pour cette raison-et aussi parce que les cas ol

E est un Banach de suites et |a norme duale facile & manipuler sont rares -

gue nous nous placerons dans des espaces de Hilbert ; pour des n; fixés,

il y aura alors (formule (1.2)) unicité des Ai' Nous ne pourrons rien

dire de |'unicité des n; car il stagit d'un probléme en nombre entiers.

3) Voici'enfin, dans cette optique, un exemple élémentaire
de sous espace hilbertien de 21 pour lequel le probléme 2 admet une sclu-

tion unique.

o - - .
Posons h°(¢) = {u (un)n em ’

I M8
-
o
A
8
——

avec ¢n > 0 ¥n.
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Proposition 3

h®(¢) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(u,v)° =

R

1 ¢n Uy Vi et de plus

h°(¢) S %, ssl

< o

I ™8

1
n=1 ¢n

Démonstration : Cette proposition est un cas particulier du théoréme 1
Chapitre 2.

Proposition 4

On suppose ¢n croissante strictement. Alors le probléme 2

admet une solution unique dans h°(¢).

Démonstration : Nous identifions h®°(¢) et son dual ; on voit alors que v

et v' solutions respectives de (1.1 b) et (1.1 ¢) sont données par

| i 6”1
Vi =-$; et Vi =-$?— ¥n (i fixé). Alors
§
N n. N nn
v - Aiv'“i— F o <7J)—- p A —h?
i=0 (SIS B
: ' N (1—Ai)2 |
= Z + Z —_—
i=0 ¢ni ni‘ni %
i=0...N
Pour minimiser cette quantité, il faut donc prendre Ai =1 i = 0...N

et ni = i = 0...N.
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§ 3 - EXISTENCE D'UNE APPROXIMATION OPTIMALE POUR

TOUTE FONCTIONNELLE SUR L'ESPACE h1(~%5

Soit 6n une suite strictement décroissante et positive telle

que z nen < o, Nous avons vu au Chapitre 2 proposition 1 que |'espace :
n=0
1] RS
hi(- 5= = {u={un}r1€ N, ? g <@t limu = 0}
n=0 n n->co

est un sous espace hilbertien de 21 pour le produit sclaire
Au_ Av
n n

(U,V) = “"_‘_—z'e———
n

n

i1o™Mg

0

Soit 2 une fonctionnelle linéaire continue sur h1(— 1

-—=).
. AB
On note dans ce § w {'élément v2 défini par (1.1 a). les v sont les
solutions de (1.1 ¢).
Théoréme 1
Le probléme 1 admet au moins une solution dans h](—-%g).

Démonstration : Pour des n; fixés, les Ai optimaux sont donnés par les

relations d'orthogonalité '

i - n, N n. n,

(3.1) (w,v ') = 2 Al (v ',ovd)y j=o0..N
i=0

(voir (1.2) ; c'est un probléme de projection dans un espace de Hilbert).

On en tire

Vn _Vn
B S N i = 0...N-1
o e o . i e —e L
n.- n,
i i+1
(3.2) 4
Vn
Y
AL et AN-—-——en
N
.
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D'aprés (3.1) cn a

N n. 5 2 N n,
(3.2 bis) Iw - A v '|c=|WlI- £ A ,v D
. i . [
i=0 i=0
il suffif.doné de montrer que |'on peut fendre-
N n,
M= A (v D) maximum,
. [
i=0
On applique la transformation d'Abel
N
M, = £ A.w
N =g | n;
= A (w =w )+ (A+A) (w - w )+ ...
o n_n o 1 n n
0 1 1 2
+ (A +...+A ) (w “W_ )+ (A v, . +A W
o] N-1 N1 N o] N N
Grace a (3.,2), il vient
2 2
N=-1 (wni W i+1) wnN
(3.3) MN = 'Z =75 *3
i=0 n, N

On cherche donc & maximiser MN donné par (3.3) sur le domaine

= {né& iN n = (no,...,nN) H Qino<n]...<nN}.

Nous définissons

(3.4) MN(no""'nk-]’ © ., ®) = ;;gb MN(no"'"nk—l’nk""’nN)
n, >’

k
Pour calculer cette limite, nous avons besoin de deux lemmes

Lemme 1

2
W

1.1 soo_n_
Vw€h("A—§) llmT—O
n-+e n
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Démonstration : w € Cq Implique lim W= 0 donc

N->co
Wo=- % Aw
n p=n p
2
o law | o (AW ) . 1/2
lw | < % e <| §o—5— E -ae
p=n V-Aep P p=n p p=n
donc
| w |2 (aw )2
n < Z ._._._P.___
6 - -AQ
n p>n p
———
Lemme 2 : (
To L
¥w € h ' ( 5
2 2
(w_-w ) m=1 (w_—w +1) )
5 -0 * "5 -8 n<sm
nm p=n p ptl
Démonstration : C'est le méme calcul qu'au lemme 1.
m=1
W - w = —-Aw
n m
p=n ,
. . > m-1 (Aw )2 m-1
‘ lw -w |© < % T A8
n m - ~AB _
p=n P p=n
——

Calculons maintenant M (no,...,n _1,m{...,w) défini par (3.4).

, N k
D'aprés (3.3), on peut écrire
2 2 2
kep (W W )T W 2wn W W
M i Mg Nk-1 k=1 "k - Mk
= ¥ + -
N i=0 en -en en —en en _en en ““n
i i+1 k-1 Kk k=1 k k=1 k
N-1 (wn W )2 wﬁ
. 3 i i+ N
. 6 -0 6
i=k n. n n
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2
"

Quand NI d'aprés le lemme 1 -EJE tend vers 0.
N

pm}

Comme n, tend vers I'infini, n, tend vers I'infini pour tout i>k et d'aprés

le lemme 2
, 2 _
(wn. i ) - Mg ] (W - w )2
' Al < I P p+1 qui tend vers zéro puisque
6 - © - 6, = 6 .1 T -1
i M P=y PP We h ()
_ 2
N-1 (wni W i+1)
Donc I ———5 tend vers zéro.
i=k Ny Ny
Enfin w € h]bi%) implique W tend vers zéro.
3
D'ol
k-2 (wn “n )2 wi
(3.5) M (N ,euesny_yopeneye) = 3 — 121 K7
N* T2t k=1t -0 8,78, CH
i i+1 k=1
k-2
ol on convient que I = 0 pour k=1. Enfin pour k=0 on a
i=0
(3.6) : MN(w,...,w) = 0.

3

Déduisons fout de suite de (3.5) une relation utile pour la suite :

L1

MN(no""’nk—H’nk’""nN) - MN(nO,...,nk_],w,..;,w)

N-1 (wn W )2 wi (wn W )2 wﬁ
- 3 i [ R\ k-1 "k _ k-1
-k 0, -6 6, 6 -¢ o
i i N k-1 "k k=1
N-1 (w_ -w )2 wi (8 W, o T8 W )2 wﬁ
- 3 i [ A \ K k=1 "k=1 "k K
ok 8, "8, 6 (6 -6 16 8 6,
i T+1 N - k-1 "k k-1 "k k
et en répétant cette transformation on obtient :
2
v | w”|-1—e”|—1 w”i)
(3.6) MN(nO,...,nN) - MN(nO,...,nk_],w,...,w) = iEk en en G o
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On peut chercher le maximum de MN non pas dansSZ) mais dans
une partlie bornée deij que nous allons construire. Pour cela, supposons
d'abord que W n'est pas combinaison |inéaire d'un nombre fini de fonction-
nelles ponctuelles.

- o - 0o 0 0o o) , ' .
Choisissons n~ tel que € MN(nO,n],nZ,...,nN) > 0. Il existe d'aprés (3.6)

o
po=po(e) (que |'on peut supposer > no) tel que

¥n €fz) et n > Po MN(no,n .. 0

) < g
— 70

17" N

~

On peut donc se ramener a chercher le sup de MN pour n_<p_

Soit alors Ny € {O,1,...,po} et e, > 0 ; d'aprés (3.4) et (3.6) il existe

1
p](eo,e],no) tel que n €<§D et ni>py implique

N (en. Wn. —en w_ )

(3.7) .Z = MN(nO,...,n

) - MN(no,w,...,w) <€

N 1

No étant fixé, on peut alors choisir ﬁ? tel que la somme du
premier membre de (3.7) soit non nulle. Sinon on aurait

W
"n "o
- = ——  ¥n >n donc w_ = A6 ¥n > n_et d'aprés la caractérisation
0 8 o n n o
n n .
o] : .

des .fonctionnelles ponctuelles sur h16%%) donnée au Chapitre 2 § 2 Proposi-

tion 2 w serait combinaison linéaire finie de fonctionnelles ponctuelles.

Pour celﬁl et ce n_ et des E} i>2 fixés arbitrairement

MN(nO,FH,...,FN) - M(no,m,...,w) > 0. Prenant pour €, cette quantité, on

tire de (3.7) ¥n €D et n >p ()

My (Ngs e eang) < MN<nO,F1,...,FN>

Comme il n'y a qu'un nombre fini de valeur de Po a considérer,

a

on voit que I'on peut se ramener & chercher le sup de MN pour

n.<p; = sup{p,(n);n_=0...p_}.
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On recommence alors |'opéraion. Scit n, ¢ {O,1,...,pT}
1

etc ...

Reste 3 examiner le cas ol w est combirnaison linéaire finie

de fonctionnelles ponctuelles. Dans ce cas d'aprés (3.6)

(3.8) MN(no,n],...,nN) = MN(no,w,...,w) | ¥n E{%)
n

n >
O

ol l'on désigne par nole plus petit entier tel que
— = A ¥n > R

En particulier, (3.8) impiique

v v
MN(no,n],...,nN) = MN(n+1,n+2,...) ¥n Gcﬁ)

n >n
O

On peut donc se |imiter, pour la recherche du maximum & Ny < ne On recom-

-~ ” . - r\J
mence la méme opération avec n Si n,>n alors MN(nO,n ceshy) =

]O ‘l" N
. fon
MN(no,ﬁ+1,%+2 ere) ¥n € Z) . On peut donc se limiter au domaine n, 5_3.
etc....
Ce qui achéve la dé&ronstration du théoréme 1.
' ———

Remargue

Ce résultat d'existence d'une formule optimale pour toute
fonctionnel le a été démontré aussi depuis'pour les espaces h] de fonctions
continues (cf DUC-JACQUET [61).
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§ 4 - CONSTRUCTION D'UNE FORMULE OPTIMALE DE SOMMATION

D'UNE SERIE DANS ha

Un cas particulier d'espace h1(i%0 est |'espace h; introduit

h
a

au Chapitre 2 § 1 3). Nous noterons toujours h;

h_ = {u=(u) ; b l—-(Au )2 <wet |[imu
a n n n
n=0 a n->

0}

ol 0 <a«< 1.

Dans ce cadre, la solution du probléme 1 est donnée par la

Proposition 6

Pour le choix d'indices n, = i, les meilleurs Ai sont :

La norme de la fonctionnelle erreur ésf alors :
< N+ 1 '> 1/2
e =2
(1-a)°

Démonstration : On cherche v vérifiant (1.1 ¢)

c'est-a-dire

(4.1)

—f—

"™ g

Au. AVT = U ¥u € h
i n a

1=0 7

De la relation

PG YL Xy Byt b
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on tire

AU = A = ]

AVn 1 n
i i N+1 aN+1 N+1

u, A(— AV.)
0 i+1 al i

(4.2) - !

L o =t

Faisant u = e; = (0...0,1,0...) dans (4.1) et utilisant (4.2), on a les

conditions nécessaires (pour n > 1)

n =
(4.3) AN 0
i ny _ _ .
A(—-i— AVi) = ai+1n ¥i >0
a
et pour n = 0O
(4.4) av = -1
o
) v = 0 ¥i > 0
a
Résolvons par exemple (4.3)
( Av? =0 i< n-1
{ AVT = - a i > n-1
[ 4
V=" i <n
[ o -
+ i=1 N i-1
vn S N A A I - LA I >n
i _ p n = °
N p=n p=n
.
n n
vV, =V i <n
[ o -
4
“i_.n
VARV W i >n
\ i [} a-1
n n "
vV € Ha impose v _ = 37 donc
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n a"
(4.5) vV, = — i <n
i i-a —
ai
Vi S — i >n
i 1-a

En résolvant (4.4) on vérifie facilement que (4.5) reste valable pour n = 0.

n,2
n - (Avi)
v’ défini par (4.5) est tel que I : <
i=0 a
et
(4.6) limu. 4= &% = = Jimu, = 0 Yu € h
v 1 i oo a

a |

alors de (4.2) on déduit que V' vérifie (1.1 ¢).

Pour déterminer v solution de (1.1 b), on peut soit faire un calcul direct

analogue au précédent soit écrire

v = L0
K™ ok
k’] k o) n
v, = I 2, 1 %_
n=0 7@ ek 7@
- kak . ak
178 (1-)? :

. [
°

La solution v de (1.1 b) est donc donnée par

(ke 1)a"—ka"!

(4.7) v, =
(1-a)2

Le systéme (1.2) donnant les Ai optimaux pour des n, fixés s'écrit ici

n n n n n_
/ a° a 1. ee. @ N A n a °(1-a)+a °©
n n n © °©
a 1 a ] . a N A
1
. . _
: : » 1‘8
n n n n n
a N a N a N A n.a N(1—a)+a
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Un calcul simple donne alors

{ o "
n,a —n,a .
A =2 +
o n n 1-a
o) 1
a -a
" "2 "o M
n,a -n,a na -n,a
A = ] 2 _ 1
1 nyon, nO n,
a -a a -a
(4.8) ﬁ
n anN—n anN n anN—2 n anN‘]
A _ _N-1 N N-2 N-1
N-1 "N-1_ "N N-2_ "N-1
a -a a -
n anN—1—n anN
_ N-1 N
AN T TR n
N-1_'N
\ a a
En particulier pour n, = |
n n.
n.a '-n a b1 i i+
i i+1 _ Jla (1-a)-a - -2
N M al (1-a) 1-a
a -a
. _ _ _ _ . ‘s X
ce qui donne Ao = ... 0= AN-] =1, AN T et démontre la premiére partie

de la proposition. ' ' :

[
<

Calcul de l'ér?eur. On a d'aprés (3.2 bis)

(4.9) o2 = VP - M, avec
N n
(4.10) M. = I A.(v,v ')
N . i
¢ i=0
Comme v est solution de
Av = =1
o
A(lT Avi) = = ¥i > 1
a

ce qui donne
by, = -(i+Da' ¥i > 1
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On a - -
(v,v) = zii— szi -3 (i+D%a
0 a 0
D'ol
(4.11) (v,v) = “83
(1-a)

Nous obtiendrons (formule (4.14)) dans la démonstration de la proposition
suivante la relation '

1 ng 1 2 N-1 n, (ni+1-n|)2
(412 My=g5z M " gy + 22—y |
: =0 i+
a -1
Faisant n; = i, on tire
. N-1 . v
My = ¢ I al ] = —— [1 + (I-aYa]
: (1-a) =0 a -1 (1-a)

D'ol d'aprés (4.9) et (4.11)

e2 _ aN+1
(1-a)°
’ -——_——*——
Remarque 7 — Le résultat de la proposition 6 est "élémentaire" mais il est

assez curieux. BREZINSKI ([20] p15) en a donné une interprétation le

reliant au p? d'AITKEN qui lui a permis plus généralement d'interpréter tou
les procédés totaux de sommation comme des extrapolations par des sommes

d'exponentielles. Voici un résumé de cette interprétation

n
Soit u, une série convergente s, = £ u_ et considérons
, ) p=0 P
n 1
(4,13) v = L A.u, =s + As_le transformé de u défini par la
n =g | n-1 1-a 'n

méthode de la proposition 6. On cherche & obtenir une accélération (au sens
de BREZINSKI) i.e que
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vn+1 B Vn
fim ————————— =0

s
N+ “n+l n -

Un calcul simple donne

n+1 n __1 __a n-1
Si+1 T~ Sp 1-a -a As
P Yne
Une condition d'accélération est donc |im =
nsw  n
As
Si on remplace maintenant dans (4.13) a par sa valeur approchée e
2 n-1
*n-1 ®n+1"°n iz A2
on obtient Vi, = > qui est le procédé A~ d'AITKEN.
A" s
n-1 S
C

Voici maintenant une solution constructive du probléme 2

pour |'espace ha'
Théoréme 2

Dans | 'espace ha’ il existe au moins une formule optimale
de sommation. \

’

Les n; sont ceux qui rendent maximum

L2

' 2
n 2 N-1 (n -n.)
M, =t [a %n + =) + 5 —d21 ]
N 1-a o 1=a . -(n. ,-n.)
i=0 a i+1 i1

‘Les Ai sont alors déterminés de maniére unique par le systéme (4.8) p. 17.

DémonsTraTHon : D'aprés (4.9) pour que e soit minimum, il faut et il suffi-
que N nf;

MN = I Ai (v,v ') solt maximum. On transforme donc cette quantité

i=0 .
Ny n,
N na -n,a
M,= £ Av = L v ! (v =v_ ) + ...
N =0 A n, 1;a ns ano—an1 N, My
Ny_ 18 N-'l-n a N
o N (v -v_ ) o+ "V
N-1 Ny N-1 N N
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Comme N ni
i a
v = [n.(1-a)+1]
-y
n. n. n. n. n. n.,
v -y el [(n.a 'on, a |+1) (1-a) + a '-a I+]]
2 S i+1
(1-a)
n N-1 (n an.—n ani+1)2
M, = 1 s {a %+ 5 [—= n'+‘ (1-a)
(1-a) i=0 i i+
a -a
n, n. n n
i i+1 N 2N
+na -n. .a ] + @ *hy@ (1-a)}
En remarquant que
s lo Mien? N
S Ty _ 2a ' 2 Mi_ 2 i
= (n,-n, ) + nYa -n, .a
n. n. oo+l n., n, i i+1
i i+1 i i+1
a -a a -a
: nO : N-1
My = {a "(2n_+ -=—2) + (1-a) =
N ey ? o 1-a i=0
n,+n,
i+ n, n, n
2 a 2_i_ P+1 2 N, _
{(ni ni+1) R + nta -ni .a 1+ ny @ (1-a)}
a '-a
Finglememf
2
n N-1 n, (n, ,-n.)
(4.14) M. =——1[a%n + 9%+ 5 a @ —L 1 1
N 1-a o 1-a . -(n, ,-n.)
: i=0 i+t
a -1
Posons
X =N
o o
Xp =Ny P>
, ;2
Soit o(u) = —o
: -u
a -1
alors o X +x
_ _ o 1.2 172
(1 a)MN = a [(xo+ = )T+ ¢(x1)+ a ¢(x3) .
X, +oeotX X+ etX
1 N-2 [ N-1
+ a ¢(XN—1)+ a ¢(xN)]
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xO i
(4.15) (1—a)MN = a (xO +

1-a

X X X

_ X
a o[¢(x1) + a ][¢(x2) t...t 8 N 2[¢(XN—1) + a N

_1¢(XN)]1 ..

La recherche d'un maximum se fait alors en utilisant les lemmes :

Lemme 1

¢k(“) = ¢(u) + a'k k>0

a au moins un maximum en nombres entiers pour u € [1,+ « [

Lemme 2

2
—) * Kl k>0

a au moins un maximum en nombres entiers pour u € [0,+ [

b () = a'[(u +

Ces lemmes se démontrent en étudiant les dérivées de ¢k et wk'

[l est alors clair que MN a un maximum en nombres entiers.

En effet, on applique le lemme 1 avec k=0, ce qui donne XN maximisant ¢o(u

N

On pose ¢(xN) = kN et on applique & nouveau fe lemme 1 & ¢k (u), ce qui
N

donne x On pose ¢(xN_1) = k et 6n recommence. On détermine ainsi

N—1: N-1

tous les X _i > 1. On trouve enfin n, en appliguant le lemme 2 & wk (u)
1
ol k, = ¢, (x,) et k. = ¢ (x.,) pour i > 2.
1 k2 1 i ki+1 |

On a alors les n; par

(4.16) X; = n.on._, . ° °

puis les A, par (4.8).




§ 5 - QUELQUES EXEMPLES NUMERIQUES

I1I-22 .

Voici d'abord quelgues valeurs des ny et Ai optimaux du

théoréme 2 sulvant les valeurs de a

A] ni A‘ nI A] A‘
2.428569+00 0 | 3.333333+00 || 0 |5.402816+00 1.611090+01
6.556510-07 > | 6.666669-01 || 4 | 1.930516+00 8.889093+00

~— “ v N v- . ~ J
- 0.3 a = 0.5 a = 0.7 a = 0.9

Al
3.205981+01
1.894015+01
a = 0.95

A n Ay ny A
3.000000+00 | 0 4.333333+00 | 0 | 1.279029+01
1.000000+00 | 1 1.411766+00 | 5 | 5.404495+00
1.000000+00 || 3 1.999997+00 || 11 | 6.387627+00
1.333333+00 || 5 2.355360+00 | 18 | 8.064193+00
2.000000+00 || 8 3.302358+00 || 28 | 1.146426+01
6.666669-01 || 12 | 1.930517+00 || 43 | 8.889129+00

/ w_ - .z
Y 2 \"u
0.5 = 0.7 a = 0.9
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On constate sur ces tableasux que les ny se dispersent A‘
d'autant plus que a est proche de 1 et que paralldlement les Ay assoclés
s'accrolssent quand a tend vers 1. || paraft difficile d'interpréter
pratiquement cette "dlspersion" des indices.

Nous étudions maintenant |'évolution de |'erreur. Dans les
tableaux sulvants, e' est la norme de |'erreur pour la formule &
coeff Iclents optimaux de la proposition 6
al*! 1/2
e' = (——-3) tandls que e est la norme de |'erreur pour la formule
1-a :
optimale du théoréme 2.

a = 0.5 a = 0.7
’ A N/ A )
N 1 2 15 10 15 1 2 5 10

e' | 1.41]11.00|0.340.06 |0.011 4.25| 3.56 | 2.09 | 0.86

e | 1.1510.820.29 0.05|0.009 3.011 2,12 1.09 | 0.45

a=0.9 a=0,95 a=0.3
’ A \ e i
N 1 5 10 1 1
o' |28.5(23.1]5.92 | 85 1.76 .
e | 17.8°16.82] 3.81 52 0.51

On constate sur ces tableaux que conformément & la théorile
e' <e ; mals on volt également que e est toujours du méme ordre de
grandeur que e'.
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[l contient des résultats donnant queiques idées sur la
possibilité d'utiliser les méthodes du Chapitre 3 pour résoudre d'autres
problémes de formules optimales. Au § 1, on consTa+é que la méthode
n'est pas bonne pour obtenir des résultats d'accélération de convergence
dans ¢, espace des suites convergentes. le § 2 contient deux résultats
négatifs sur le calcul de fonctionnelles sur Cla,B] espace de fonctions
continues : comme pour c, la méthode du Chapitre 3 n'est pas bien adaptée
au probléme. Par contre, le § 3 contient, lui, un résultat positif sur
|'existence de formules optimales de calcul deifoo f(+)dt sur un sous

espace hilbertien de L1[u,m[. @

00o

PLAN DU CHAPITRE 4

§ 1,' Accélérateurs de convergence de suite. p. 1

*

§ 2 Calcul de fonctionnelles optimales sur Cla,B]. p. 3
1. Utilisation des résultats du Chapitre 3 p.- 3
2. Un deuxiéme résultat négatif. p. 5

§ 3 -~ Une formule optimale pour le calcul d'une intégrale sur un

intervalle infini. . p- 8
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§ 1 - ACCELERATEURS DE CONVERGENCE DE SUITE

Considérons |'application naturelle de 11 dans ¢, ensemble

des suites convergentes de nombres réels, définie par

I
(@)

o}

\

1
e

+

+
o

(1.1 wl(u) = v avec { v

n o T n—1

On note bv |'espace de Banach des suites de réels a variation

bornée normé par ||v|[bV = vl = ) |av,|. On a bve c ef I'injection
i=0

i
Vo= {v € bv ; vy = 0}. Alors w est une

canonique est continue. Notons b

isométrie bijective de L, sur bv.

On dispose ainsi (cf [16]) d'un moyen pour faire passer

certains résultats de (£1) dans (c¢). Par exemple le théoréme 1 du Chapitre

2 donne :

Proposition 1

h2(¢) = {v € Fm ; Av € Cq s T ¢n(Apvn)2 < @} (avec p > 1)

7 fon
. : n2(p-1)
est un sous espace hilbertien de c ssi E-——$———~ <
n n
—e
o0
Les fonctionnelles u » 1L U, et u > Uy (i fixé) sur 21
i=0
correspondent respectivement aux fonctionnelles v - |im Vi et v - Avi (i fixé)

Y n->o
sur bv.

Le sous espace ha du Chapitre 3 (0 < a < 1) a pour corres-

pondant le sous espace h_ _ = {v €IﬂN, Av € c_, ) a_n(szn)2 < o},
n

’
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Ce sous espace est un sous espace hilbertien de ¢ (Proposition 1) pour le

produit scalaire

1/2
_ -n 2 2
(v,w)a = (i a AV A wn)

Une formule optimale pour le calcul de la |imite dans ha c est une formule
b

telle que la norme de la fonctionnelle
(1.2) v+ timv_ -
n i

soit minimum. L'équivalent de la proposition 6 Chapitre 3 est ici

Proposition 2

Pour n, = i la formule optimale est
. . YN VNsi
[im Vi calculée par - == ' 7-a
e
a(N+1)/2
avec une erreur e = ————r=
(1-a)>/2

On pourrait écrire pour h§(¢) | 'analogue du théoréme 1
Chapitre 3 (ainsi d'ailleurs que pour h;(¢) | 'analogue de la Proposition 4

Chapitre 3). Contentons-nous de traduire ici le théoréme 2 Chapitre 3.
Théoréme

Il existe dans ha c une formule optimale (1.2) pour le

?
calcul de la limite.

—_——

On constate ainsi que le probléme résolu n'est pas "le bon

probléme" dans c. Celui-ci pourrait étre miniser la norme de la fonctionne!

=

Vo>idimv - I B, v
n . i n.
n-»c0 i=0 i
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Ce probléme prend dans ha la forme : minimiser la norme de la fonctionnelle

© N
u~> £ u - I A . (u + J.. *t U )
- . n.-1

i-1. i

(avec la convention n_q = 0) et c'est un probléme que je n'ai pas su

résoudre.

§ 2 - CALCUL OPTIMAL DE FONCTIONNELLES SUR Cla,8]

1. Utilisation des résultats du Chapitre 3

C'est un probléme posé depuis lontemps par A. SARD [21].
Renvoyons & nouveau & M. DUC-JACQUET [6]. Je me borne & examiner ici ce
que donne les méthodes du Chapitre 3. C[a,B]‘= C est |'espace des fonctions

réelles continues sur [a,B] muni de la norme de la convergence uniforme

”f”°° = sup ' lf(x)l
xel[a,B]

Définissons
I ={feCc; f= w, f, avec w = (w,) €h_}
a ‘ ; [ [ a
OD fiﬁCed'

L <M ¥i

Fa est muni du produit scalaire défini par

Si f=2uw f g ==y g, w = (w) W= )
(2.1 (f,9)p = (w,u)h

a a
Alors

el < m zfop ] < ful] = w0 £l
a a

(INinégalité du centre fraduit que |'injection canonique de h  dans %, est

continue).
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Donc Fa est un sous-espace 'hilbertien de C.
Remarquons que la norme sur Ty définie par (2.1) ne dépend
pas de la famille fi mais les noyaux reproduisants des fonctionnelles

définies sur Fa en dépendront.

On peut interpréter (e probléme résolu dans ha de diverses

maniéres ; cela dépend du choix des fi.

i . s
Par exemple pour fi(x) = x sur [0,1] on a résolu le probléme
(2.2) rendre minimum la norme de la fonctionnelle

> fO) -

™M=

(avec f = % W, x')
0

C'est donc un probléme d'interpolation dans un espace de fonctions analy-
tiques., . .

On constate 1& encore que le probléme (2.2) n'est pas non

plus "naturel" dans I . Un probléme "naturel" est le suivant :

(2.3) rendre minimum la norme de la fonctionnelle

I3

| I
o £ / f(hdt = 5 A fix)
o 0 ‘ i=0

(pfobléme d'intégration approchée).
Un autre encore est :
(2.4) rendre minimum la norme de la fonctionnelle

N
f > f(e) - % Aif(xi) 8 fixé
i=0

(probléme d'interpolation)

Ces problémes deviennent dans ha
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(2.5) rendre minimum la norme de la fonctionnelle

1
u. f f (1) dt -
0 0 i

et respectivement

c
¥
~ 8

™M=

A,
0o 'k

™8

Uy fk(xi)

il

i 0

(2.6) rendre minimum la norme de la fonctionnelle

ing ]

u, fi(e) - Ai . uk

N
0 i=0 k=0

fk(xi)

fo
¥
"~ 8

i
Lles problémes (2.5) et (2.6) sont un cas particulier de

(2.7) rendre minimum |a norme de la fonctionnelle

D'ol la nécessité de disposer d'une représentation explicite et maniable

dans ha de la fonctionnelle.

(2.8) u-> I A. u, A= (Ai) donné

Je n'ai pas obtenu de résultats intéressants dans cette voie.

’

[
€

2. Un deuxiéme résultat négatif

N

Voici une autre tentative pour obtenir & partir de résultats
dans des espaces de suites un résultat dans C. La également, le résultat
obtenu (proposition 3) semble indiquer que cette voie est peu intéressante.

Soient g une fonctionnelle linéaire sur C et g, une suite
de fonctionnelles linéaires continues convergeant faiblement vers g
(g est alors continue d'aprés le théoréme de Banach-Steinhauss). On

définit une application i> de C dans c par
TS(f) = (<gn,f>)n Y

ol <,> désigne la dualité C',C.




. IV-6.

Considérons un sous espace hilbertien séparable H de C et
désignons par gn et 5 les représentants respectifs dans H des formes
linéaires continues sur H 9, et g. On peut chercher une approximation

optimale de g en réalisant :

N \
(2.9) Inf ”5 - I A Bn | pour des A, quelconques et des n, tels que
) i=0 i H
O<ng «vv < np <np 0 < i < N-1.
Si l'on suppose :S continue, on peut considérer le sous

espace hilbertien h, image pari3 du sous espace hilbertien H
(cf L. SCHWARTZ [121).

Si I'on désigne par g et 2. les représentants dans h des

fonctionnelles linéaires continues sur ¢ u->timu et u -~ u,» on peut
y->oco o
chercher une approximation optimale de & en réalisant

' N
(2.10) Inf [l - = B, 2 I pour des B, quelconques et des n. fels

h
que 0 < NG ++e < Np <Ny 0 < i <N-1T.

Proposition 3

e B > I =13 : 83 ||
L - B. % =g~ = B, g
i=0 ' "ih i= M

Remarque — Si on est parti d'une formule optimale pour 5, on obtient une
formule optimale pour & et réciproquement. On ne peut donc rien améliorer

au point de vue calcul par cette opération.

Y
Démonstration de la proposition 3 : Soit (h.) une base hilbertienne
1€l
dénombrable de H. Tout f € H s'écrit de maniére unique
2

f = I C. hi avec I ¢, < ®
i €|
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H est somme directe de Ker :S NH = A1 et de son orthogonal A2. On peut

supposer la base (h ). choisie de telle maniére qu'il existe une

i€l
1,IZ) de ! telle que (hi)i €|1

(h, )I €| soit une base de A2 D'aprés la construction de SCHWARTZ, on a

partition (| soit une base de A1 et

t>(FD et h est munl de la structure transportée de celle de AZ par |
bijection quotient 5 de A sur b(H = h, lci

h={u u=~(2% c, <a ,h.>) et T < o}
i€ i n’>' i "ne€lN i€ i
2 2
et le produit scalaire est
(2.11) (u,v)h (f,f )H . z c; ¢ avec
i €I2
:3(f), v = fs(g) f= % ¢ h.,g= % clh.
i €1 Pt i €1 !
2 2
By
Cherqhons L telle que & = (. z Ri <gn,hi>)n€n\j et
i€ 12
(2.12) (IL,u)h = lim u Yu € h
n
n
L oc. 2. = lim I c <g ,h.> = lim<g ,f> = <g,f> = £ c. <g,h.>
el ! 3 PO o
2 : 2
¥c tel que X ST
i EI2 ’
donc &. = <g,h.> et & =( L <g ,h,><g,h.>) €M

De la méme maniére, on calcule 2n tel que

(!Lk,u)h = Uy ¥u € h
On obtient
zk = ( ¥ <g ’hi><9k’ )n €M
i€ |
2
Alors d'aprés (2.11)
N N
lo - = B 2 - : <§- & B, S hi>7
i=0 ih i€l j=0 41
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comme d'aprés le choix de la base on a <g ,hy> =0 ¥i € I, et donc
2" 1

<3,hi> =0 Vi€ I, on a aussi

§ 3 - UNE FORMULE OPTIMALE POUR LE CALCUL D'UNE INTEGRALE

SUR UN INTERVALLE INFINI

Soit ¢:[a,>[+ R ¢ >0

¢ continue.

On pose, en désignant par f' la dérivée distribution de f,

H1-(¢) = {f € C [a,~[, Vo f'E€ L2 [a,=[, lim f(x) = 0}

X=»00

Proposition 1

I3

[

H1(¢; est un sous espace hilbertien de Ll[a,w[ ssi la fonction

_ X 20 1 20
pix) = Voo est telle que ¢ € L™ [a,=[ et VE € L7 [a,»]

(H1(¢) est muni du produit scalalre J ¢0t) £1(+) g'(+) dt)
o _

Démonstration : Soit f € H'(¢). On défInit |'appiication

f €-H1(¢) > \p ' € Lz[a,@[. Cette application est une isométrie bi jective.
La seule chose non évidente est la surjectivité. Soit v € Lz[a,w[ et

t>a

[ ] 0 ]/2
j V(?)) dx < [J : y dx J |v(x)]2dx]
t o oUX + o o
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En particuller Y= € L'. Posons f(x) = | 1) 4t. Alors £' € L2 ot
Vo x oD :

Iim f(x) = 0 ; et la surjectivité est démontrée.
X—>c0

De plus

X X
J FE) dx = X[FOXO) |- alf(a)] - J x|f]1(x) dx
o . ) (o

- Comme
* tlvh)
x[f(x)| < J -J—-———L dt > O
[foa] < L VEeT
Ona '[f'] = |[|f]'] ; d'od
oo o xz 00 2 ]/2
J [f(x)|dx < 2 J 300 9 J $(x) [£1(x)]“dx
o o [0
l RV
: L1(a,m)‘_ o $(x) H1(¢)
.. Réciproguement 51 1H||1 < K HfH1 ¥f € H1(¢)
o T U e H(6)
les fonctionnelles
(3.0) . f o+ f(x) (x fIxé) et
(3.1) £ > J £ (x)dx sont continues sur H'(4)
o,

et Il existe g € H1(¢) et gx:é Fﬂ(¢) telles que

[

H' ()

(f,8) | = f(x) ¥ € H(g)
H ()

¥

. J f(x)dx  ¥F € H'(p) et
o

On en déduit facllement que le représentant de la fonctionnelle (3.0) est

donné par les, formules (3.3) cli-dessous (pour x = x]) et qu'en particulier

1 = " Lt ’
(3.1") ga(x) JX 3 () et

que le représentant de la fonctionnelle (3.1) est donné par

® t-a

5 (1)

(3.2) gl{x) = + j dt

X
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Comme g € H1(¢) on a d'aprés (3.2)

0 © 2 o 2
. 2 [ x-a) x 2.
’ >J b9 J 300 | Foa et v E Ll
o (01 o

De méme g* € H1(¢) Implique d'aprés (3.1") %$.€ Lz[a,m[

————e

Nous énongons ci-dessous une proposition utile pour la suite et démontrée

au cours de la démonstration précédente.

Proposition 2

Soi+t gI € H1(¢) telle que

(6t , = £ix,) ¥ € H(4)
H'(6)
On a
1 [ (® gt
(3.3) g (x) = + Jx rYED) X > X,

Recherche d'une formule optimale

N étant fixé, on cherche 3 résoudre le probléme d'existence
d'une formule optimale de calcul de |'intégrale f: ; 1.e on cherche les
AI et les X, réallsant
N N+1

I
(3.4) Inf |p - 3 A; g ||1 , (AO,...,AN) RY Y, o< Xy Seee Xp <X,
1=0 H (¢)

Les Ai sont reliés aux 9; par les relations d'orthogonall+é :
N

(3.5) % Al(g
1=

l'gj) 1 = (g’gj) 1
0 H (¢) H () e
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I'l résulte des propositions 1 et 2 que |'on a

P gt .
(g ,9") = .}{. — si X, > X,
H1(¢) . () J |
J
® t-q
(g,99) - / dt x
T « 5 (1)

ce qui permet d'écrire (3.5) sous la forme :

/'°° dt f /°° dt /‘°°—u++ ot
L 6D 30T L 9D o L oD
L

b
N o)
/ d+
(3.6) X, (1)

>

80

-—
L]

Y _dt * _dt : oot t
/;\cb(ﬂ SR /; (1) AN /x sty 97
N N N
On en ‘déduit comme au Chapitre 3 qu'il est équivalent de résoudre (3.4) ou
X, 2 o : 2
N~1(fxf” at_ gt f oL dt
i o) “N $(t -
(3.7) Sup z f =sup
<X <oy aX <X, | 2eea<X i=0 i+1 dt dt
© A N Xi 30 f N 3D

Plutét que de reprendre ici les considérations théoriques dt
théoréme 1 Chapitre 3, je vais donner un exemple de fonction ¢ (analogue 3
celui 8u théoréme 2 Chapitre 3) qui permet la détermination algorithmique

effective d'une formule optimale de calcul de |'intégrale J;m

On choisit a = 0.

Soient 0 <a <1 ef ¢(t) = a_T(—La)-1'

Nous noterons Ha I'espace H](¢) correspondant.

On a par des calculs simples & partir de (3.2) et (3.3)

gi(x) = { a> X 2 X,
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- -
g{x) = a” (x La)
~ 1.2
(g,g)H 2 (L )
a
. X, o0
i P 1 _ +1
(g,g )Ha = a ( = " Xi) + y 50D dt
i
On déduit alors de (3.7) que
X X,
N-11 (a l><.—a 1 )2 X, S X,
_ i i+1 2 i i+1
QN = I ” ” " (x.a - xi+]a )+ -5 (a
i=0 i i+1 (La)
a - a
X
N 1.2
+ a (XN T_-é)
X X, 2
N-1 (a 'x.-a |+1>< ) X %5
= I ! 41 + X a N v 2 (l-~ 2% )
\ X, X N La La o)
i=0 i i+
a - a
En remarquant que
X, X
(a ‘x -a I+1><. )2 ><x+x|+1 X, X
i i+ B 2 a 2 i i+1
= (X.=%X, ,) + X7 a - X a
X X AR X, X j+1
i i+1 i i+
a - a a -a
' X,
X . N-1 i
_ .0 _ 1,2 _ 2 a
oy T g T X730 =
i=0 i i+l
a -1
Posons comme au Chapitre 3 { Yo = %
Yi T Xy ¥io> 1
- Y Fevoty
5 - ayo & _‘l_)z . Nzl y2 a © i
N o] Lé 20 i+ —yi+1_1
2

Introduisons la fonction Y(y) = «%;——
a’-1
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X Yy o Y Y-
_ o _ 1.2 . 1 2 N-1
(3.8) ¢y = a "[(x = Yly ) + o [v(y,) + a [...+a w(yN)]...]

7

On peut alors conclure comme au théoréme 2 Chapitre 5 :

Proposition 3

li existe au moins un 2N+2-uple AO,...,AN Xor oo o2 Xy avec

0 < Xo € ove <Xy qui rende optimale sur Ha la formule de calcul de

N

f f(1) dt par 3 A, f(x;)
0 i=0

Remarque - Constatons que la méthode développée ci-dessus ne permet pas

d'obtenir une formule exacte sur H](¢) méme avec une infinité de points.

En effet, I'erreur s'écrit dans ce cas

fxm tdt 2
- JIx T .
e fg,g)|] - I xl

Wl =0 fTiet ot

o x. 90D
2

of (g,9) , - 5

ey Jo

0 on aurait égalité ¥i dans

Si I'on avait e

X. ‘ X, X,
f gt 2 f i1 4244 f‘ Togt
L em = ‘o o(h) y T3

|

ce qui est impossible.
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Majoration de 1l'erreur (cas de Hal

On a vu que

e’ = (9,9), - ¢ = 2

- ¢
a (La)2

N

On obtient une majoration & priori assez grossiére en prenant x; = fih.

Quelques lignes de calcul fournissent alors

. - ] . h2 ah _ hZa(N+1)h
N m? (-aM? (1-aM 2
et donc
2 { h2 ah h2 a(N+1)h
(3.9) e = > 7 + ~
(La) (1-a) (1-a )

Proposition 4

Quand N tend vers |'infini

o N
(3.10) / f(x) dx - A f(x.) =0 ¥f€H
0 i=o ' ! a
De plus, on a la majoration .
L o wDh -2 K
(3.11) e < a (La) M

pour h assez petit

Démonstration : On vérifie facilement que

1 he &l '
0, = — - = 0 ssi h =20
"we? 1-ah?
et que
h2 11 2 2

eh = 7—-[1 =55 (La)™ h™ (1 + e(h))] e(h) - 0 avec h

Comme
2 -
h < (La) ™2
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on en dédult (3,11). Choisissant alors h - 0 et Nh » », on a blen (3.10).

I VI

Numériquement, on obtient des résultats analogues & ceux du chapltre 3.
Volel un tableau donnant les varlations de la norme de |'erreur.

a=0.9 a=0.,5 a=0.3

4 A N7 A ~ A “
N P 15 I 30 ' 50 " 15 I 30 ' 50 " 15 I 30 l 50
e |0,88 | 0,59 l0,47 ” 0,29 I 0,18 l 0,09 ’l 0,113 ‘ 0,053 l 0,031
a = 0.5 N I 15 [ 20 l 30 l 40 r 50 l 60 l 100

0,033

0,29 ’ 0,25 , 0,18 ' 0,13

0,09 ’ 0,07

La majoration (3.11) de la proposition 4 donne des résultats proches de
'erreur réelle. Par exemple pour N = 100 en cholsissant h = 10—1
(3.11) donre e < 0.04 alors que |'erreur réelle est 0.033.

i
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DEUXIEME PARTIE

o0o

THEOREMES D'EXISTENCE EN DENSITE

ET APPLICATION AU CONTROLE







INTRODUCTION

La motivation de ce travail est |'étude du probiéme d'opti-

misation non convexe.

Pb1 fnf {J(x), x € S}

lorsque la fonction J ou l'ensemble S (ou les deux !) ne sont pas convexes.

Peu de résultats d'existence semblent connus pour Pbl en
dimension infinie. La méthode classique en calcu! des variations, qui
consiste & étudier la convergence d'une suite minimisante, est en général
inopérante. || arrive, en effet, frégquemment, en optimisation non convexe,
que les suites minimisantes ne convergent pas, méme lorsque le probléme

a des solutions.
Un cas particulier du Pbl est le suivant :

Pb2 Sup {|k-c]|, x € S}

(ol 1'on suppose S borné).

Ce probléme a été considéré par Edelstein [1]. Pour S fermé
et ¢ quelconque, il n'y a pas, en génééal, existence d'un x € S réalisant
le maiimum|;'mals Edelstein a démontré que |'ensemble des ¢ pour lesquels
il existe un tel x est dense dans |'espace de Banach X dans lequel on

travaille (du moins lorsque cet espace est uniformément convexe).

Dans le Chapitre 1 (1), nous étendons le résultat d'Edelstein

au probléme

Pb3 Sup {J(x) ¢ |x-c||, x € S}

ol J est une application semi-continue supérieurement et majorée de S dans
R :

(1) Ce résultat ainsi que le théoréme 1 du Chapitre 2 ont été annoncés dans
une note au CRAS (BARANGER [1]). Les démonstrations correspondantes ainsi
que les applications du Chapitre 3 vont paraftre dans le Journal de Math.
Pures et Appliquées (BARANGER [2]).




lorsque X est uniformément convexe, |'ensemble des ¢ pour lesquels le

Pb3 posséde une solution est dense dans X.

Le résultat d'Edelstein a été étendu par ASPLUND [4] : dans
un espace réf lexif, locatement uniformément convexe, |'ensemble des c pour
lesquels le Pb2 a une solution, est un G6 dense. Nous avons étendu ce
résultat au Pb3,

Edelstein [2] et STETCHKINE [1] ont obtenu indépendemment

les mémes résultats que pour le Pb2 pour le
Pb4 | nf {[h-c”, x € S}
Nous démontrons au Chapitre 2 |'extension correspondante :

Pb5 Inf {J(x) + [x=c]|, x € S}

avec J semi-continue inférieurement et minorée.

On trouvera également au Chapitre 3 un théoréme (théoréme 2)

de convergence des solutions du probléme perturbé

Inf {J(x) + e [x=c]l, x € S}

vers la solution du probléme 1.

Nous. donnons dans Ies’deux derniers chapitres des application:
des résultats des Chapitre 1 et 2 au contrdle optimal des systémes gou-
‘ver;és par des équations aux dérivées partielles (EDP). Le Chapitre 3
traite du cas ol I'équation d'état est elliptique ; le Chapitre 4 de celui
oll cette équation est parabolique ou hyperboVique, ou encore est une

inéquation varlationnelie.

Voicl un exemple, détaillé au Chapitre 3 § 1.2.1, qu'on peut

considérer comme un "probléme modéle"

~vluvy =f dans @ ouvert de R" de frontidre réguliére

1
y € H (2)




L'ensemble des contrdles est un fermé non convexe CLLad

contenu dans

ij = {u € LP(Q) ; 0 <a<ulx) <8 p.p}

1<p<oo

Alors quel que soit € > 0, I'ensemble des w € LP () pour

fesquels e minimum est réalisé dans

nf () - N P el

z ||
4 2eq) LP¢

est dense dans Lp(Q).

(Noter de u + y(u) n'est pas convexe non plus).
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Ce chapitre rassemble diverses définitions et propriétés

classiques nécessaires & la compréhension des chapitres suivants et que

nous avons regroupées |a par commodité.

PLAN DU CHAPITRE 0

1. Topologie p. 1
2. Convexité p. 1
2.1. Analyse convexe , p. 1
2.2. Convexité de la norme p- 2
3. Dérivabilité p. 3
3.1. Dérivabilité de la norme p. 3
3.2. Différentiabilité des fonctions convexes p. 3

4. Opérateurs monotones. ' p- 3
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1. TOPOLOGIE

Soit E un espace topologlique.

o
Un sous ensemble A de E est dit rare si A = §.

Un sous ensemble est dit maigre s'il est réunion dénombrable d'ensembles

rares.

On appelle résiduel le complémentaire d'un ensemble maigre.

Les espaces utilisés dans les chapitres suivants étant tous des espaces
de Banach, les résiduels y seront partout denses d'aprés le théoréme de

Baire.

Un ensemble est un G6 s'il est réunion dénombrable d'ouverts.

Pour plus de détails sur ces notions, on se reportera par exemple a
BOURBAKI [1] ou CHOQUET [1].

2. CONVEXITE

2.1. Analyée convexe

Soient X et Y deux espaces vectoriels localement convexes
en dualité. Soit f € FX. yc>€ Y est un sous gradient de f en Xo si f(xo)

est fini et

fix) > flx ) + <x-x_,y > ¥x € X
— o o’’o

On appelle sous différentiel de f en X |'ensemble de ses

sous gradients en Xo *

af(xo) = {yO EY ; fix) i_f(xo) * XX Y > ¥x € X}

Pour plus de précisions et tout ce qui concerne I'analyse convexe, on pourra

consu [ter MOREAU [2] et LAURENT [1].
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2.2. Convexité de la norme

Nous noterons e.v.n les espaces vectoriels normés.

Un e.v.n E est dit strictement convexe (noté (SC) dans la suite) si

i
1= |keyll> 0 pour [k <1 Il < 1 et x #y

Il est dit localement uniformément convexe noté (LUC) dans la suite) si

0 < 8ty,e) = inf {1 =2 [yl Ikl < 1, [keyll > e}

pour tout y tel que IVl = 1

Il est dit uniformément convexe (noté (UC) dans la suite) si

- 1
0 < 8te) = Inf {1 =5 |keyll, [kl < 1, Il <1, Ik-yll > e}

|l est dit faiblement uniformément rond (noté (WUR) dans la sulte) si

Ik *v Il 2 kI~ 1 b 1l impliquent x -y tend

faiblement vers zéro.

On peut aussi caractériser la (LUC) par

kovli=2 Ikl Wil =1 impliqvent [k -yll+ 0

.et ta (UC) par
vyl > 2 e Il > 1 b ll= 1 impliuent [k -y ||+ 0

Les noTioHs de (SC) et (UC) sont dues & CLARKSON [1]. Celle de (LUC) est due
a LOVAGLIA [1]. Celle de (WUR) est due a SMULIAN [1].

Pour toutes les notions introduites au point 2.2, on pourra se reporter a
un article de synthése de CUDIA [1].




3. DERIVABILITE

3.1. Dérivabilité de la norme

Un espace vectoriel normé est dit (FD) si sa norme est Fréchet différentia-

ble en tout point.
SMULIAN [1] a donné la caractérisation suivante

E est (FD) ssi ¥x € E ||| = 1 ¥ o€Ef |l

00 > [k]| alors f  converge dans X,

On pourra encore consulter CUDIA [1] pour des compléments (nombreux !).

3.2. Différentiabilité des fonctions convexes

Un espace de Banach E est un (SDS) (abréviation de strongly

differentiable space) si toute fonction convexe s.c.i définie sur E 3

valeurs dans R U {+=} et non identique & +« est Fréchet différentiable

sur un G(S dehsedans son domaine de définition dom  f ={x € E ; f(x) < o}

Cette notion a été Introduite par ASPLUND [1] [2] qui a dé-
montré que si I'espace de Banach E est fel que (% est séparable) ou (E est

réf lexif et a une norme équivalente (FD)) alors E est un (SDS).

4. OPERATEURS MONOTONES

Solent V un espace de Banach et V' son dual. Un opérateur A : V' >V

est dit monotone si
(x) (Au = Av, u-v) > 0 Yu,v € V

Il est dit strictement monotone si dans (x) |'inégalité est stricte pour

u #v.
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A est dit hémicontinu si quels que soient u,v et w € V, la fonction

A > (Alu+rv),w) est continue.

A est dit pseudo-monotone si

1°) 11 est borné et

2°) lorsque uj +u dans V faible et Tim (A(uj),uj—u) <0

alors |im (A(%),uj—v) > (Alu),u-v) Y eV,

A est dit avoir la propriété M si

un > U dans V faible
Aun +;JC dans V' faible

e ) < Qw0 Lew
On a les implications
A hémiéonfinu monotone => A pseudo monotone
=> A a la propriété M.

On pourra consulter LIONS [2] et BREZIS [1], [2] pour des compiéments.
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Naus étudions dans ce chapitre le probléme de |'existence

d'un s € S tel que, c étant donné, on ait

(x)  sup (J(xX) + |k=c|p= J(s) + [[s=c]|
X€S

Le § 1 est consacré au cas J = 0. C'est le probléme des
points les plus éloignés (PPE) ou "farthest pcints" déja considéré par de
nombreux auteurs. Nous démontrons d'abord quelques résultats simples sur
ta structure de |'ensemble des points de S susceptibles d'&tre des PPE
puis deux résultats sur l'unicité de la solution de (x). Nous donnons
ensulite une liste de contre exemples. Enfin, nous falsons le point sur les
résultats d'existence connus (EDELSTEIN [1], ASPLUND [4], ZIZSLER [1]).

Au § 2, on a J # 0 et nous démontrons qu'en général™ 1|
existe des s € S vérifiant (x) avec des hypoth&ses convenables sur J,S et

I'espace E dans lequel on travallle. Ces résultats généralisent ceux
Jd'EDELSTEIN, ASPLUND et ZIZLER cités au § 1.

o0o

PLAN DU CHAPITRE 1

[

§ 1 - Le probléme des points les plus éloignés (PPE) p. 1
' 1.1. Etude de |'ensemble des points pouvant étre des
PPE

1.2. Unicité de la solution,

1.3. Existence

. Contre-exemples

(o2 N« N 72 I N1

. Résyltats connus.

§ 2 - Le probléme Sup (J(x)+]|k-c|] p. 10
X€S
2.1. Utilisation des techniques d'Edelstein p. 10

2.2. Utilisation des techniques d'Asplund. p. 20
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§ 1 - LE PROBLEME DES POINTS LES PLUS ELOIGNES

Soient E un espace vectoriel normé sur R et S une partie

bornée de E. Soit x un point de E. On pose

(1.1 eg(x) = sup [k-s]|
' SES

Faute d'un autre terme, J'appelleféi es(x) I'éloignement
de x par rapport & S. L'ensemble des points de S les plus éloignés de x

(en abrégé PPE ; en anglals "farthest points") est
(1.2) «Zi(x) = {seS, |k-s|| = eg(x)}

Enfin, on considérera également |'ensemble des points de S
qui peuvent &tre des points les plus éloignés.
(1.3) L - UL oo

S S
X €E
|

On peut alors se poser (entre autres !) les quatre problémes

su ivants.

o/

Pb1 : Structure de:Z:. Je donne en 1.1 quelques résultats trés simples. ||
faut remarquer qu'il y a dans ce cadre des questions trés difficile comme
celle célébre de”monfrer que si pour tout x € E ézfé(x) est réduit a un
~point, alors S est réduit & un polnt. Pour une bibliographie de cette

question et des résultats dans cette vole, cf. KLEE V. [1].

PbZ2 : Unicité de la solution. Quand peut-on aff irmer queéZE;(x) = @} ou ne

contient qu'un seul élément ?

Pb3 : Existence de la solution. ;Z?S(x) # #. Pour ce probléme de nombreux

résultats sont connus, cf. 1.3 2°) ; mais Il reste des questions cuvertes !
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Pb4 : Continuité de la multi application x + ;Zfs(x)

Dans ce paragraphe, Je traite, dans |'ordre, les trois

premiers problémes. Le quatriéme ne sera pas abordé.

1.1 Etude de;Z?S

D'abord deux lemmes triviaux .

. Soient $125, € Eevn, 0< A1 < 1, A1+A2 = 1

s = A151+A252. Alors ¥x € E :3 I tel que
k=571l > [k=s]i
Démonstration : Si k=5, 1] < [k=s]| alors A, £ 0 et \

A A '
1 1 1 1
Ik=s,1] = [f= (x=8) = =—= (x=s ) || > == [k=s|| = — |k=s,|| > |k-s|
2 > X, 1 X, X, 1

’

. \ —_—

Méme hypothése qu'au lemme 1. En plus S, # Spr 0 < Ay <1
et E evn (SC). Alors ¥x €E 31 tel que k=5, 1] > Ik-s]|

Démonstration : Si |k-s1||§ |k-s||, supposons d'abord que x n'appartient pa

a la droite (51,52). Alors

A A
1 1 1 1
k-5, ]| = HA_Z (x=s) = %, (x=s )| > %, Ik-s| - %, k=51l > [k-s]|
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ol I'inégalité centrale est stricte puisque E est (SC). Enfin si x appar-

tient & la droite (s1,52), c'est évident.

Proposition 1

Solent E un evn et S une partie quelconque de E. Alors
X o5
SCZ S = coS

0
(coS désigne |'Intérieur de |'enveloppe convexe fermée de S, et A-B est la

différence ensembllsfe de A et B).

o -
Démonstration : Soit se(fs NSN coS. 11 exlste un x € E tel que
lls=x]| = eg(x) et 11 existe une boule fermée de centre s de rayon p > 0
incluse dans coS
Posons s = s+p =—]] (en supposant s # x sinon S = {s} , coS = @) et
2 "

s € coS. |l existe alors s' € coS tel que ”S"Slfi‘%- On a s' = A;s,*A,s,
0 <Ay =1, A#dy = 1 et $1»5, € S.
On applique le lemme 1. Ji tel que
) n
k=s i1l 2 Ik=stll > Ik=s] = [B-s"| > [k-s]| + &
D'ol la contradiction.

—_—

Si on suppose la norme de E (SC), on peut montrer plus préclsément :

Proposition 2

Solent E un evn (SC) et S une partie quelconque de E. Alors

stc sn% (CoS)
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(oll coS est I'enveloppe convexe fermée de S efkfé(X) désigne |'ensemble

des polnts extrémaux de X).

Démonstration : Solt s<£$zfs Nsets ¢}£§(ESS). Il existe donc x € E tel

i

que |ls-x|| = eq(x) et s,,5, € oS, A;,A, € R fels que Ay+h, = 1 0 <Xy <1
et s = 5151+A252.
D'aprés le lemme 2, l& exliste un Io tel que
hes 1 > [hees]
Posons § = lk—si|]— Ik-s|| > 0. Il existe alors s! € coS tel que

8
[

s 2 | - =
On peut aussi écrire st =yt + ut, 0 <uy <1 yprp, =1 1,1, €5,

D'aprés le lemme 1, 11 existe | tel que |k-TJ]Li Ik-s;|L Donc

|k‘fjfli.lk‘5i|F|Ei~s;|Lz |V‘S|F%

D'ol. ta conhtradiction.

S1 la norme de E n'est pas (SC), la propriété de la proposi-

tion 2 est fausse. Cette propriété caractérise d'ailleurs les espaces (SC)

Proposition 3

Si ¥S CE evh on a
';Z?g<: Sin\f%(coS)

alors £ est (SC)

Démbnsfrafion : ST E n'est pas (SC), il existe x,y tels que

Ikl = 1|l = 1 ; Ik*yll = 2, x-y # 0. Alors tout point du segment [x,y] a pour
norme 1. On prend S = [x,y] . Tous les points de S sont dans g» Par exemp le
parce qu'ils sont les plus éloignés de 0. Mais les points de Ix,y[ ne

sont pas extrémaux pour coS = [x,yl.
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1.2. Unicité de la solution

On pose

Q(S) = {x €E, card;z?s(x).i 1)
On entend par étude de I'unicité ['étude des propriétés de |'ensemble Q(S).

Ce travail a été effectué par STETCHKINE S.B. [1] et SINGER |. [1] pour le
probléme de projection sur un ensemble (cf. Chapitre 2 § 1 2°)), clest-a-

dire le probliéme de I'inf.

~

J'étudie Icl le probléme du sup par des techniques analogues & celles de
STETCHKINE.

Proposition 4

Sofent E un evn (SC) et S une partie quelconque de E. Alors
Q(S) = E

Démonstration : Soit x € E-Q(S). On a card;Z?S(x).i 2, donc il existe s €S
tel que |k-s]| = eg(x) # 0.

Posons X = s+(x-s) (1+e1k—s!r]) e>0

IF=x|| ="c. On-a

sl = Ik=sll+ e > [k=t]] + e ¥t € s
> !&-TI| ¥t € S et n'appartenant & la demi droite d'origine x
portée par la droite (x,s), & cause de la (SC) de E. Comme I!| est évident

que sur cette demi droite s est le seul point de<Qf;(§) on a bien

5(35(§> = {s}.

Comme ¢ est arbltraire, la proposition est démontrée.
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Proposition 5

Soit E un evn (SC) et S une partie de E telle que (x) SN B
soit relativement compact pour tout borné B. Alors Q(S) est un réslduel
et si de plus S est fermé, Q(S) est un GG'

Démonstration : Q(S) = E - k_) ¢ ol
n
n €M

¢, = ¢,(5) = {x €E, o<«fs<x>> 3_—;-} (D désigne le dlamétre)

Admettons d'abord que S fermé et (x) Impliquent ¢ (S) fermé.
I'l suffit de montrer que pour S fermé . (S) n'a pas de point inferleur (car
5.0 Co (). soit x € ¢ (5), 11 existo s € ((x) et paur tout e le
polnf % cons+rui+ comme 3 Ia proposition 4 est Tel queSZf %) = {s} et
en particulier X ¢.¢n(S). Que S fermé et (x) impliquent ¢n(S) fermé se

démontre comme dans STETCHKINE [1].

—_—
1.3. Existence de la solution

1°) Contrezexemples

Commengons par quelques exemples de :.. non existence !

Exemple 1 - Solt Hun espace de Hilbert séparable et (eI)FEIN une base

hilbertienne de H.

Hl

On considére I'ensemble S {ei, i€ N}* S est fermé car

discret -e.|| = V2 pour 1 # j. Solt Qn Cc quelconque de H ¢ = & c,e
U , il

i
lk-e IF = [kIf+1-2c,

Tout point ¢ du "quadrant positif" c; >0 ¥i est fel que

sup e-ey Il =01+ JkIF) '/

€N

et ce sup n'est pas atteint. Donc ¢ n'a pas de PPE dans S.
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Exemple 2 ~ Méme cadre. S1 = S U {0}. S est cette fols faiblement compact.
Mais on a encore le méme résultat qu'a |'exemple 1 pour tout c tel que

¢y > 0 paur tout 1.

Exemple 3 -~ On peut adapter |'exemple 1 de maniére & obtenir une courbe
continue fermée bornée 82 pour laquelle aucun ¢ tel que ¢y > 0 ¥i n'a pas
de PPE dans SZ.II suff it de considérer (par exemple)

- - % . ‘ Ik
S2 = {s = e, cosp + e sing ; 1€ N, 0 <6 < 2}

+1
Ik-SIF =1+ |k|F - 2(c, cosg + ¢, , sine)

sup |k-5||=(1+|k|F)]/2 et ce sup n'est jamais atteint.
s€
2

S est fermé comme image réciproque de [0,»[ par |'application

m
e] coso + ei+ sing» (i-1) §~+ 8

1

Exemple 4 - Soit E un espace vectoriel normé (SC) et non (LUC). Alors il
exlste dans E un fermé borné S et un point y € E qui n'a pas de PPE dans S.

Démonstration : Puisque E n'est pas (LUC), il existe y € E et une suite X,
d'éléments de E tels que ||| = 1 Ikl < 1 [k *yll ~2 et
ARyl 2 > 0.

Posons S = {xn,n € N} S est fermé, inclus dans la boule unité et y ¢ S.
Montrons que -y n'a pas de PPE dans S
sup [kpeyll=2 et eyl < 2 ¥s €S

n

Si 3z €5 tel que |k*y|l=2on a

leyll = el - vl
et comme E est (SC) z = Ay x>0 et |k+y||l = 2
Implique A = 1 donc z =Y. Contradiction.
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Exemple 5 = Soit 2, = {x € " k|| = = Ix | < «}
i=1
- Byl =1 ¢ IN¥
S = {sn = (n’ 0 0, 1, 0, ...) = s ete s N € IN"}

I

|bn~sm[] 2+|% - %| > 2 donc S est fermé.

soit ¢ €2, tel que €, 2 1 et <) <1 ¥j>
1
13 -c]]= c, —— + I lc.] +1-¢
n 1 n J#1 J n+1
J#n+1
1
R S R P
1 ,
el + 1 - T 2¢,q sle >0
'I -
- Jell+ 1 - 1y <0
Donc
sup [ls =c|l = [k]| + 1 et ce sup n'est pas atteint.
n

Enfin I'ensemble des c € 2, tel que Cy 2 1 et CJ <1 ¥j>1 contient la

boule de centre (2,0,...) = 2 e, et de rayon 1.

[

Le probiéme de |'existence. des PPE a été abordé par EDELSTEIN M.
[1] et ASéLUND E. [4] vers 1966. C'est ASPLUND E. [3] qui a d'abord démontré
que l'ensemble des points x € E (E espace de Hilbert) ayant au moins un
PPE dans S fermé et borné est dense dans E. EDELSTEIN M. [1] a alors
généralisé ce résultat au cas oll E est un espace de Banach (UC). Ce
résultat a & nouveau été généralisé par ASPLUND E. [4] qui en utilisant des

techniques f ines d'analyse convexe a démontré :




. I_g .

Théoréme A

Solent E un espace de Banach réf lexif et {LUC) et S une
partie fermée bornée de E. Alors |'ensemble des points de E ayant au moins

un PPE dans S est un résidue! partout dense dans E.

Ce résultat est le plus fort que je connaisse actuellement.
Utilisant la méthode d'ASPLUND, ZIZLER V. [1] a démontré les trois propo-

sitions suivantes :

Proposition Z1

Solent X un Banach tel que X* son dual topologique soit (LUC)
et (SDS) et S une partie fermée de X. Alors |'ensemble des points de E

ayant au molns un PPE dans S est un résiduel partout dense dans E.

Proposition Z2

Soient X un Banach (WUR) et S une partie falblement compacte
de X. Alors |'ensemble des points de E ayant au moins un PPE dans S est un

résiduel partout dense dans E.

Proposition Z3

’

¢

Soient X un Banach réf lexif (FD) et S une partie faiblement
fermée et bornée de X. Alors |'ensemble des points de E ayant au moins un

PPE dans S est un résiduel partout dense dans E.

Remarque ~ Les exemples 1 et 3 prouvent que le résultat du théoréme A n'est
pas trivial méme pour un espace de Hilbert. L'exemple 2 joue le méme rdle
pour les propositions Z2 et Z3. Enfin, |'exemple 5 (inspiré d'un exemple
donné par EDELSTEIN [3] pour I'inf dans zsz) montre que dans un Banach

non (SC), 1l peut y avoir des boules de points n'ayant pas de PPE sur un

fermé borné S.




§ 2 - LE PROBLEME sup(J (x)+|x-c|])

Soient E un e..n sur R, S une partie bornée de E et J une
fonction déf inie et majorée sur S & valeurs dans [R. Je donne dans ce
paragraphe des conditions assurant que |'ensemble des c € E tels qu'il@

existe au moins un s € S tel que

(2.1) sup (JOO+[k=c|P = J(s)+|ls-c||
x€S

est un résiduel de E.
Un point s solution (2.1) sera dit J point plus éloigné
“de ¢ dans S. (en abrégé JPPE).

On peut considérer le probléme (2.1) de deux points de vue.

Premiérement, on voudrait résoudre sup J(x) et on perturbe ce probleme
X€S

en ajoutant une norme. C'est ce qui sera falt dans les applicaflons

L'intérét des résultats donnés ici est qu'il n'y a alors aucune. hypofhese

-de _type convexité ni sur J nl sur S. Deuxiémement, on considére J(x) -

comme une pertfurbation de la norme. C'est plutdt ce poln+ de vue qui esf

utilisé dans la démonstration des résultats suivants.

[
L2 .

2.1. Utilisation des techniques d'Edelstein

Théoréme 1

Solent E un espace de Banach (UC), S une partie fermée born
de E et J une application de S dans R maJoree et s.c.s.

Alors l'ensemble des c € E ayant au moins un JPPE dans S
est dense dans E.

Ce théoréme généralise le résultat d'Edelstein [1] Indiqué
au § 1.3. Sa démonstration utilise le lemme suivan+'(EDELSTEIN [11).
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Lemme 1

Sott E un Banach (UC) sur [R X,y € E f €E

O<a<letO0<pBc«< tels que

Nf —

@2 ki<t vl =t =l
(2.3) Ikl| > 1~ 2 Bs(a) ol & est le module d'uniforme convexit
de E
(2.4) Ik - eyl < 1-8
Alors f(x) > 1-a
-— %
DémonsfraTion AU théoréme : || suffit de construire, s € E et p> 0 étant

donnés arbitrairement un c € E et un s € S vérifiant (2.1) et
(2.5) lle=c Il < p
Nous suivrons pour cela le schéma sulvant :

1°) Construction d'une suite <, € X, d'une suite Xn € S et d'une‘suiTe
n €R ; n €| ensemble d'indices. '

[
[

St | est ffhr; le théordme est démontré.

SI | est Infini, on enchathe sur

2°) La suite c_ converge vers c tel que:|k-co||< p
3°) ConsTrucTion‘d'une sqiTe Yn convergente.

4°) Construction d'une sous-suite X, extraite de X et convergente vers
P

5°) s .réalise le maximum.




Cette démonstration est calquée sur celle d'EDELSTEIN. Lés
difficultés supplémentaires sont résolues gréce & |'introduction de la
su]Te.yn du 3°) qui est inutile sl J=0. Cette considération rend les points
4°) et 5°) plus délicats.

e e 0 " 4 1+ o 2 T = e o’ e o

f

On pose r, = sup ([k=c_|| + J(x))
o
X€S

-
A

g < suplk=c || + sup JOO)
X€S v X€S

Comme J est majorée et S est borné Fyo< oo En remplacant

J par J‘f1 *+ wlw > 0), on peut supposer fy > 0.

Solt 0 < p <« ri. 8 désigne le module d'uniforme convexité
de E.

Alors, ou bien Cq € S et . est le seul point X4 € S tel que

P
(2.6) ry > kel + JOG) >y - = 8(1)

ce qui implique J(co) = donc

’

a

osup (JIx) + [k=c | = J(c ), et le théoréme est démontré en
- x€S

prenant s = ¢ = o

Ou_bien ]x1 €S X # S vérifiant (2.6). On pose

On déf Init ensulte par récurrence

(2.7) ro o= sup (Ik—cn_1||+ J(x))
x €S




Si ¢

€ S et sic est le seul point x_ € S tel que
n-1 n-1 n

P n+l
(2.8) ro 2 Ikme e dix ) > ry o~ =5 6 (1)

2

cela Implique comme plus haut que le théoréme est démontré en prenant

Sinon '}xn €S x, # ¢, vérifiant (2.8). On pose

(2.9) Un =W

P ul
(2.10) c =cC + — U X sl ¢
n n-1 n n
2 c c X
n n-1 n
Figure 1

On peut donc supposer que les suites ainsi construites sont infinies (sinon
le théoréme est démontré). Par contre, pour écrire (2.8), il faut justifier

que r_ est fini. Le lemme suilvant donne plus :

Lemme 2
On a
@an o e D D™y o or o B
- 2 2 2
En particulier
(2.12) F est croissante et majorée (donc convergeQTe).

Démonstration : r

neq = sup (lk=cll + J0x)) < sup Ck=c_q 1]+ 0 |l epme 4l
xS . X S
Foel 215 +-EH d'aprés (2.10)

On en déduit par addition




Dlautre part

Foel 2 Ikn—cn[|+ Jx)

kmcpoqll+ dix )+ lkey=cp-qll d'epres (2.10)

> r -B 6n+1(1) + B d'aprés (2.8)
- n n n ‘
2 2
Comme 6n+](1)_§-lﬁ_i 1 car § vérifie 6(e) <

£
2 2

On a aussi que r est croissante.

s e o o e e il e e e s s o g s s e o s B M

D'aprés (2.10) <, est de Cauchy. Soit ¢ sa IlImite

[eo]

> P
le=c ll< = ¢ qll= = ——=0p
o) k=0 k “k+1 k=0 2k+1

qui est la relation (2.5).

La sulte X n'est peut-étre pas convergente. Pour montrer
qu'elle contient une sous-suite convergente, nous allons d'abord fabriquer
une suiTe»yn.

On pose o J(x

[P SR A

{
(2.13) AR ICTINI O VPN

Figure 2




On a alors d'aprés (2.9)
eyl = Ihme oy = u Sx 1= ko, Tk eI+ ix 1))

Le crochet est positif car minoré d'aprés (2.8) et (2.12) par

(2.14) rn-%a””miq--‘2-2%T>.~1 -Es0
DfoD
(2.15) Iwn—cn_1l|= Ikp—c gl + 9(x ) >0
et aussi
“n-1""n

(2.16) u_ = TE——————H
n. n-1""n
La convergence de Yh résulte alors du

Lemme 3

La suite y_définie par (2.13) est de Cauchy-
n P

Démonstration : Posons

(2.17) SR =+

D'aprés (2.15) et (2.8)

P
el < Iy =, Il + leme,_(l<r + &= <R

f 2"
D'aprés (2.8) et (2.11) |
”yn+1—cn--1”-i The1 = Rn
Donc
(2.18) I y”:” | < 1 et IIMREEJ—-H <1




Supposons d'abord qu'il existe fn é X* (dual topologique de X) tel que

(2.19) 1l =1
(2.20) f ky”—cn) > 1 -8"n
n R
n

y _,=C

(2.21) fol s g - s
n R

~n

Alors
y _-C y . .=C y_-c y . =C
L L e IR Y
n n
Et d'aprés (2.18) par définition de &, on a
y.-c_ -~y _.,=C
n n nt! n n-1
[ TP AP
n ©n
Solt encore
n-1 n-1 1

179 -ynHi Ro6 (1) < (ry+2p) & (1) < (r +2p) o
en utilisant le lemme 2 et la majoration 6(5)_5-%.

Le lemme est donc démontré si on constryit fn vérifiant (2.19), (2.20), (2.21).

[
3

D'aprés le théoréme de Hahn Banach, il existe fn € x* tel que
(2.22) _ b=t ud = b =1
Alors
y _=C
n_no 1 _ L ' .
LIPS R ) = R fn (yn oo on un) d'aprés (2.10)

]

1 _ - P V m e
) ﬁ; fn (x, Coo17Yp (J(xn) + 2n)) d'aprés (2.13)

1 P .
T [lk el + dix) *';H] d'aprés 12.22)




R s" oy« B d'aprés (2.8)

n n n

n 2 2
- s
2"R
n
Mats &™) —— < ") < §"(1) dlaprés (2.17)
2"R -
n

et la croissance de §.

On a donc vérifié (2.19) et (2.20). Pour démontrer (2.21), nous utilisons

le lemme 1 avec B = -£L-, avec o = 6”(1), f = f
n n
2R
n
Yn+1 “n
YU X = TR
n
P P 1
On a R >pr, + —>p+ — donc B < < =
n 1 N on 2N, 2
[k||:|lxn+1_cn-un+1 IO I Fn+17n|] " IO . "n+ 1 :
R R - R -
n n n
d'aprés (2.11) et (2.17). Donc (2.2) est vériflié.
D'autre part .
e |l = Ik e |l + st > r . - —— §"2(1) d'aprés (2.8)
n+1 ’n n+1 7n n+ 1 n+1 2n+1
sroe o B g™y - B sy drapres 2.1
2 2 2 '
> R - P 6n+1(1) § étant crolssante.
- n 2n—1

Cette relation n'est autre que (2.3).

Reste (2.4)

Yo,q17C Y. ,~C__
n+1R -+ 8 U, = —E:lﬁ—ﬂ—l d'aprés (2.10) et la déf inition de B
n n




- S N
P-8= (R " R R
h o n
St on avait |Nn+1—cn_1||> r, on auralt d'aprés (2.13)
223y < e b eIl = Tk gmen gl 1y, 1

D'aprés le lemme 5, r, converge, alors d'aprés (2.8)

k -c * J(x ) converge. Comme S est borné, [J(x )| est borné et par
n “n=1 n n :

addition d'une constante convenable, on peut supposer J(Xn).i 0 ¥n
Alors (2.23) est en contradiction avec (2.7).

On a donc (2.4) donc (2.21) d'aprés le lemme 1.

Notons que (2.15), (2.8) et (2.14) entrafnent

P
Wneqill> =35>0
“donc sl on appelle y la limite de Yn déf inie par le lemme 3

[y=cll > 0

On peut donc poser

c-y
-y

(2.24) u =

Alors u, définle en (2.16) converge vers u.




Nous avons déja remarqué que J(xn) est borné. |l exlste don
une sous-sulte X, extraite de la suite X telle que

P
(2.25) I'im J(xn) = {im J(xn ) =8 <+

n P P

Reprenant alors (2.13) sous la forme

on voit que x_ converge vers
P

(2.26) s =y +u6b

D'aprés (2.24), (2.26) et la scs de J, on a

kel = lb=ell - & 2 ly-cll - 3¢s)
d'ou ‘
lls=cll + J¢s) > [y=cll = tim |l ¢ Il
: n

#

lim ¢ = 1im sup (Ik—cn_1||+ J(x)) d'aprés (2.8)
n noox

sup (|k-cl|| + J(x))
N

n

Ce qui achéve la démonstration du théoréme.
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2.2. Utilisation des techniques d'Asplund

Voici d'abord une généralisation du théoréme A du § 1.3.

Théoréme 2

Soient E un espace de Banach (LUC) et réflexif, S une partie

fermée bornée de E et J une application scs et majorée de S dans [R.

Alors l'ensemble des ¢ € E ayant au moins un JPPE dans S est

un résiduel dense dans E.

Démonstration : On reprend la démonstration d'Asplund [4]. La fonction

r(x) = sup (|k=s||+ J(s)) est convexe, lipschitzienne de constante 1 et
S€S

sup r(x) = sup [sup (|k=s||+ J(s))] = sup (|ly=s||+ J(s)) + b = r(y) + b
x€B(y,b) X s s

Il résulte alors du corollaire du lemme 3 d'Asplund qu'il
existe un résiduel Gdense dans E tel que pour tout y € G ar(y)(x) ne

contienne que des éléments de norme 1.

Soit pe arty), |p|ff = 1.0na
r(x) > r(y) + <p,x-y> ¥x € B et donc
(2'. 1), o r(2y=x) > r(y) + <p,y-x> ’ ¥x € B
L'espace E étant réflexif, il existe un x € B (y,r(y)) boule fermée de centre

y de rayon r(y) tel que
<p,x=y> = =r(y)

Alors d'aprés (2'.1) r(2y=x) > 2r(y). D'autre part

sup (|Ry-x=s|| + J(s))
SES

r{2y-x)

A

[y=x|| + sup(]ly=s]| + J(s)) < 2r(y)

X

() Cf. 5 Chapitre 0
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Donc  r(2y=x) = 2r(y). On en déduit que pour tout n € N il existe s, €:S
tel que

1 y-x )

(2'.2) lly-x=s_[[ + J(s ) > 2r(y) - & (5, FTy)

ol §(e,t) désigne le module d'uniforme convexité locale de E au polnt t ol
[F]| = 1. (On peut toujours, comme au début de la démonstration du théoréme 1,

se ramener a r(y) > 0).

Posons
sn+x-2y

un=m et

—+
it

s +u_J(s )
n n n n

(Remarquons que si tous les s%‘é S qui réalisent (2'.2) sont tels que
|Py-x-snl|= 0, on a alors s = 2y-x pour n assez grand donc d'aprés (2'.2)
[Ry=-x=(2y=) || + 4(2y=x) > r(2y-x) ; on peut donc supposer s +x-2y # 0, ce

qui permet de définir un).

Alors |Py4x-+n[|='|hy—X?snl|+ J(s ) et (2'.2) Implique pulsque E est (LUC)

que

1
=l < 5 riy)

»

L1 ‘, . X -
Donc Tn converge vers x et u, converge vers TE:¥H =y

D'autre part, il existe une sulite Sh extraite de sn-Telle que IIEIJ(sn) =
q n
lim J(sn ) = 6
q q

On a s =1 -u J("sn)

Quand g tend vers |'infini, s, converge fortement vers
q

s = x~u 0 s €S et




. I=-22 .

lls=vll + Js)

il

[k-ue-y|| + J(s)

| Iyl -]+ g

| v

[k=yl] + J(s) -0
et comme J est scs

lle=yll + 9(s) > [k=y]| = rey)

On peut également généraliser par la méme Technlque les propc
sitions Z1, 722, Z3 du § 1.3.

Proposition 1

Solent X un Banach de dual X*(LUC) et (SDS), S une partie
fermée de X et J une application s.c.s et majorée de S dans R.

Alors |'ensemble des ¢ € E ayant au moins un JPPE dans S
est un résiduel dense dans E.

Proposition 2

Soient X un Banach (WUR) S une partie faiblemenT compacte

de X et J une application s.c.s et majorée de S dans R

Alors i'ensemble des c € E ayanflau moins un JPPE dans S
est un résiduel dense dans E.

Proposition 3

Solent X un Banach ‘éf lexif (FD), S une partie falblement

fermée bornée de X et J une application s.c.s et majorée de S dans R.
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Alors l'ensemble des ¢ € E ayant au moins un JPPE dans S

est un résiduel dense dans E.

Démonstration : L'adaptation de la démonstration du théoréme 2 aux cas des
propositions 1 et 2 est facile. Je donne Ici une démonstration de la

proposition 3 basée sur une méthode différente de celle de ZIZSLER.

La réf lexivité de X implique comme au théoréme 2 |'existen

d'un x tel que |k-y|| = r(y) et

r(2y-x) = 2r(y)

Donc 11 existe S, € S tel que

2y-x-s || > 2r(y) - ¢ (e > 0qdn~> «)
nt — n

n
Il existe aussi f_ € XX telle que I 1l =1 et

f (2y=x=s ) = |Py—x~an
Alors

r(y) z_fn(y—x) = fn(2y-x—sn) - f(y-sn)

>orty) e = y-s |l 2 rty) - e

Donc f (&) > 1 = M ’
n riy) riy)

It résulte alors d'ﬁne caractérisation de la (FD) de X
due & SMULIAN [1] ¥
De plus

que f _-converge fortement vers un f € XX (et F1l =1

ry) > fly=s ) = f(2y=x=s ) - £ (y=x) > r(y)

S étant falblement compact; 1l existe une sous sulte S, falblement convefg<

vers s € S. Alors

lls=y|| > f(s~y) = r(y)

Ceci démontre la proposition Z3. Le passage de Z3 & la proposition 3 se fa

comme au théoréme 2.

—_—
(x) Cf. Chapitre 0.
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Remarque - On suppose les hypothé&ses du théoréme 2 vérifides.
Soient €118, > 0 et & G E arbitraires. Alors d'aprés le théoréme 2, il exlste

c = C(e1,€2) € Eet s = 5(51,52) € S tels que

(2".1) J(s) + e [ls=c|[ = Sup (J(x) » ey |k-s|p
X€S

”C"?:I”f. )

Proposition 4

['im J(s(a1,ez)) = sup J(x)

e1+0 X €S

orné
€5 borné

Démonstration :

J(x) < J(x) + er Ik=cll < d(s) + &, |ls=c||
D'oll

sup J(x) - e, [s=c|| < J(s) < sup J(x)
X €S ) X€S

[
L .

Remarque — Signalons un résultat du méme type que ceux présentés lci pour

sup (J(x) + lk-c,F) obtenus par Aspiund [1] [2] et que I'on peut énoncer ainsi
X€S

- Solt S un fermé borné d'un espace de Hilbert H et J une appllication scs et
majorée (cette hypothése peut &tre affalblie) de S dans JR. Alors |'ensemble

des ¢ € E pdur lesquels 11 existe un s S unique tel que
J(s) + IE-CIF = Sup (J(x) + !k*c[F)
X€S

est un GG dense dans E.

Ce résultat peut 8fre étendu & une perturbation 6(x,c) avec
des hypothéses convenables sur 6 (BARANGER J. et TEMAM R. [1]).







CHAPITRE 2

00o

PROBLEMES DE MINIMISATION SANS HYPOTHESES DE CONVEXITE
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Nous étudions dans ce chapitre le probléme de |'existence

d'un s € S tel que ¢ étant donné, on alt

(x) Inf (J(x) + |k=c|p = J(s) + |ls=c]]
XES
Le § 1 est consacré au cas J = 0. |l contlent essentiellement des indications

bibliographiques et un résumé des résultats connus. Nous y donnons également

quelques contre-exemples.
Dans le § 2, J est différente de zéro et nous démontrons que "presque
toujours" 11 existe un s € S vérifiant (x) pourvu que |'on fasse des hypo-

théses convenables sur J, S et |'espace E dans lequel on travallle.

Enfin le § 3 donne un résultat de convergence du "probléme perturbé".

PLAN DU CHAPITRE 2

§ 1 - Projection sur un ensemble p. 1

1.1. Introduction p. 1

1.2. Résultats d'existence "presque toujours" vrals p. 2

Teo 3. Contre-exemples p. 3

§ 2 - Le probléme Inf (J(x) + |k-c]|]) p. 4
x€S

§ 3 - Un théoréme de convergence des solutions du probléme perturbé. p. 17
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§ 1 - PROJECTION SUR UN ENSEMBLE

1.7. Introduction

Solent E un evn sur R et S une partie de E. Solt x un polnt de E. On pose

(1.1) dg(x) ="Inf [k-s]|
s€S

On appellie ds(x) la distance de x & S. L'ensemble des points de S les plus
proches de x que I'on pourrait noter PPPx mais qu'il est d'usage d'appeler

par abus de langage projections de x sur S (en anglals nearest points) est

(1.2) B0 - 15 €5, ksl - 05003

On peut également considérer comme au Chapitre 1

(1.3) @ U @ (x)

x€E

~

et on a encore les quatre problémes analogues & ceux du Chapitre 1.

Pb 1 - Structure de GF;. On trouvera des Indications & ce sujet dans |'appen-
dice du- llvre de SINGER . [1] (avec E eépace métrique). On peut rattacher

a ce probleme le probléme 5és ensembles de Chebychef : si pour tout point

x de E on a card(ijs(x = 1 |'ensemble S est un convexe fermé. Pour une

bibliographie de la question, on se reportera |& encore & KLEE V. [1].

Pb 2 - Unicité de ta solution. C'est I’éfude de |'ensemble des points x
tels que card (3 (x) < 1. Ce travail a été effectué par STETCHKINE S.B. [1]

et on Trouvera un exposé de ses résultats dans SINGER |. [1] p. 375.

pB 3 - Existence de la solution. C'est |'Etude de |'ensemble des points x
tels que card G?S(X) > 1. Pour E (UC) et S convexe, c'est un probléme résolu.
On a caractérisé la solution dans ce cadre pour un grand nombre d'espaces
E classlques en analyse. Le livre de SINGER |. [1] contient une étude trés

compléte du cas ol S est un sous espace vectoriel.

(x) toujours ouvert !
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Des résultats "presque toujours" vrals ont 4té obtenus par
STETCHKINE S.B. [1] et EDELSTEIN M. [2] . Voir le 2°).

Pb 4 ~ Continuité de la multiapplication x *'G?S(X)' Des résultats ont ét+é
obtenus par DEUTSCH, POLLUL et SINGER [1] dans le cas ol S est un sous

espace vectoriel.

Dans le cas convexe, la continuité et le caractére lipschitz
de x +<§2(x) ont été &tudiés par HOLMES R.B. [T1]. Signalons aussi des
résultats sur la continuité et la dérivabilité de 'application prox
obtenus par |'équipe de Montpellier(ARIS H. [1] LESCARRET C. [1].)

1.2. Résultats d'existence 'presque toujours vrais

Dans I'article déja cité et paru en 1963,en russe, STETCHKINE S.B: a

démontré le résultat sulvant

Théoréme S

Sofent E un Banach (UC) et S une partie fermée de E. Alors
I'ensemble des x € E tels que card S(x) = ] est un résiduel dense dans
X. '

EDELSTEIN M. a obtenu en 1966 un résultat légérement plus
faible par un chemin plus détourns inépiré de ses travaux sur les farthest

points.

Théoréme E

Solent E un Banach (UC) et S une partie fermée de E. Alors
I'ensemble des x € E tels que card<§>S(x) 2 1 est dense dans X.

C'est ce dernier résultat que nous avons générallsé au § 2.

Donnons d'abord duelques'conTre—exemples.
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1.3. Contre-exemples

quadrant négatif ¢y <0 ¥i. c n'est pas projetable sur S = {el, 1 € N},

L'exemple 2 n'a pas d'analogue puisque si S est falblement fermé et E
réf lexif tout point est projetable sur S.

L'exemple 3 est encore valable avec ¢, < 0  ¥I.

- o1 _ X .
S = {sn =-ze "€ s N € N7} est fermé
Soit ¢ € &, tel que cp 2 -1 et < > =1 ¥j>1

lle=s, I leil + legyq* Tl

1

i
0
—_—
+
|
+

J§1 n+1+
J#n+1

el + 1 -2+ ¢

a
it

lell+ 12 sic . 20

le]] + 1 --% + 2¢c sl c 120

Donc Inf |lc=s|| = ||| + 1 et cet Inf n'est pas atteint.
S€S

Enfin |'ensemble des c € 2, tels que cy < -1 et CJ > =1 ¥j > 1 contient I.

boule de centre --2e1 et de rayon 1.
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§ 2 - LE PROBLEME Inf (J(x)*|Kk-c|])
X€S

Soient E un e.w.n sur R, S une partie de E et J une application de S dans

R minorée.

Je m'intéresse dans ce paragraphe & |'exlstence de J-projections d'un point

c € E ;c'est-a-dire de points s € S tels que

1]

(2.1) Inf (J(x) + [k=c|P) = J(s) + [|s=c]]

X €S

Nous allons démontrer le résultat suivant.

Théoréme 1

Solent E un Banach (UC), S une partle fermée de E et J une

application de S dans R minorée et s.c.s.

Alors I'ensemble des ¢ € E ayant au moins une J projection

sur S est dense dans E.

Démonstration : J'utiliserai le lemme §yivan+

4

Lemme de la lunule (EDELSTEIN)

Soient E un Banach (UC), a € R 0<a<1, x€E, yeE tels

que

(2.2) [kl 2 Tl =1

(2.3) k-5 6yl < 1 - F 6 + st s

ol 6 est le module d'uniforme convexité de E et Gz(a) désigne §[6(a)]

Alors

Ik-yll < @




b
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Pour la démonstration, nous renvoyons & EDELSTEIN [Z2].

lemme du méme genre est utilisé par STETCHKINE [1]. La dénomination

lemme de la lunule s'explique clalrement quand on regarde la figure

ci-dessous.

Nous utilisercnt également le lemme suivant.

Lemme 1
Soit X un espace vectoriel normé. Soient trois points
. g a, o, b€ X tels que
lb-ol| > o > 0, [p-all> 8 >0, [p-ofl = ¢
&’ On définit m et k par
a~b = x(k-b) x>0
@
[k=b].= 1
a-o = plm~o) u >0
. m=of| = 1
pa

Urr
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Alors 11 existe une constante K telle que
-k < K

Démonstration : On a immédiatement

lb=b{| = &
a < fp-oll = u

W™
| A

De plus
. a -1
k = Tt (1 >‘) b
a 1

-2, -4
meyt Uy

km = a (-0« (1 -4 b-(1-4 o0
Aoy u

by
= (a-b) c% - v oy (1 =
H U
AR R R P =
Aou ie-bll  lla-ofl | = -b -0

D'ol

keml< 6 &+ D

[
Ll

Démonstration du théoréme 1 : Démontrer le théoréme 1 équivaut 2 fabriqUer

pour ¢ € X et p > 0 assez petit tous deux-arbitraires, un ¢ € X et un
s € S tels que

(2.4.) le-c Il < p

(2.5) l=c|| +:d(s) = Inf(|k-c]| + J(x))
X €S

Nous suivons pour cela le schéma sulvant :
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1°) Construction d'une suite c, € X, d'une suite X € S et d'une suite

r €M ; n € | ensemble d'indlces.
Si | est fini, le théoréme est démontré.

Si | est infini, on enchafne sur

2°) Les ¢ convergent vers c tel que |fc-c [} < p
3°) Début de 1'étude de la convergence de X
St Inf [k ,,=c. || = 0, le théoréme est démontré.
Stnon on enchalne sur

4°) ConsTnchlpn de deux sultes Yn et z_.

n

5°) Etude de la convergence de Yo+ On majore :

||Yn+1"yn||.<_ )‘1 * )‘2 + }‘3

K
i'—'— l = 1, 2, 3
2

5°/1) Ai

6°) Construction d'une sous-sulte Xn convergente vers s.
p ’

[

7°) s réalise le minimum.

On pose ryo= Inf (ke |l + 40
o
% €S

J étant minorée, on peut la supposer positive.
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Si ryo= 0, il existe une sulte Xn telle que
Ikmcoll + Jtx ) >0
donc |k -c_||+ O et c € S. De plus d'aprés la s.c.i de

Jix ) =0
- o' — n n

On prend s et le théoréme est démontré.

it
O
f
O

St ry #0soit 0<p=<r,
Si Co € S et est le seul X, € S tel que

1 P 2 P
(2.6) ry < Ikgmell+ 9k < rp D1+ 78 (5=2) 67 5]

1 1

cela implique J(co)'= Fes donc on peut prendre encore s = ¢ = s et le

théoréme est démontré.

Sinon 3x1 €S X1 # Cq vérifiant (2.6). On pose

-C r

u, = et ¢, =c +—568 (z—)u
1 IE]—CO ] 1 o 2 2r"

On définit par récurrence ’

i
[}

(2.7) e = inf [k-c__ || + J(x)
" xes n-1
sl ¢ € S et est le seul X € S tel .que

n-1

| | 1, P 2 P
(2.8) ro<|k=-c ]+ Jdx)<r [1+56( ) 8%«
' n—'"n "n-1 n n 4 2nrn ann

)]

cela implique comme plus' haut que Fy = J(cn). On peut donc prendre s = ¢ =

Crmi et le théoréme est démontré.

Sinon 3xn€ S x, #c .

’ vérifiant (2.8). On pose
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X,=Coy Un
(2.9) u_ = TE—~————H— X 3¢ —> X
n n-cn—1 C c X
n-1 n n

Figure 3

r
(2.10) ¢ = Cp-t + §ﬂ §( z ) up,
2 rn

On peut supposer que les sultes ainsi construites sont infinies (sinon le

- théoréme est démontré).

Par contre pour écrire (2.8) et (2.10), il faut que rh solt fini non nul.

Nous allons démontrer plus dans le

Lenme 2
On a
(2.11) S I R 3
’ n 2" = n+1 = 'n 2 4 “n "n
De plus
(2.12) i est décroissante et minorée par %R
Remarque — Nous avons posé
(2.13) § =6 () 62 = 6% (£
n n n n
2'r 2 r
n n

Démonstration :

=
i

Inf (lk=c _, I+ 360

| v

Inf ([k-c [+ 460 - [ko-cn_1H

n
'mZ N T lkn~1—co”
=2 n=2 r P
kep-1mcoll = "B TRy ymei i = 720 et 8 ()
n-1 7o keg = K1 k k=0 7 2k+1r

k+ 1
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Comme §(e) j_%
n-2
1 P P
kel 2 PP ot
n-1 k=0 4 2k+1‘ 4
P32
2P -7= 4
D'autre part
oy = Inf (Ik—cnll+ J(x)) < lkn-cnll+ Jix )
X€S
cr (1+ls sy o0 d'aprés (2.8) et (2.10)
- 'n 4 "n n 2 'n ' )
§
n 1 2
rn+1_<_rn (1 T*zén (Sn)

Enfin r . > Inf (Ik-cn_1ll+ J(x)) - Ikn—I—Cn”
r ¢

—

2°) Convergence de_la_suite c
D'aprés (2.10), ¢, est de Cauchy. Soit c sa limite

> STkl ket T Tha P 1
ol < 2 lkyey,yll= — =z I = ke 1 Z

k=0 k=0 T k=0 2 e

k+ 1
' - ! P .

d'od lk-colﬁi-z qui Implique (2.4).
3°) Début de 1'Stude de la_convergence de x
Dans le cas ol Inf lkn—cn~1||= 0 1l existe une suite x_ extraite de X qu

P

converge vers c. Comme -J est minorée léﬂ J(xn
' p

) est finle et Il existe
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une sous-sulte extraite X, telle que lim J(xn Y o= lim J(x_ )

J I
P P p

On peut alors démontrer le théoréme factlement.:

Notons encore Xn la sulte xn

Pj

J(c)

I A

lm [3(x )+ [k -clll

it

im [J(x )+ [k -c 4]

n
= |im r
n
n
= Him Inf (Jk-c _ ||+ J0x))
n X

Inf (|k=cl|| + J(x)) avec s = C€ S

i

r
ce qui achéve la démonstration du théoréme dans ce cas.

Par contre si on a

(2.14) Ikpeq=cpll 2 @ > 0 ¥n

la construction d'une sous-suite convergente de la suite X, va demander

quelques étapes intermédialres. :

[

———————————————————————— n
Pour x € S x # d on pose

x=d

y(x,d) = x + TE:aﬂ J(x)

(2.15) Yo = y(xn,cn_1) =Xt Uy J(xn)

On a alors d'aprés (2.9)

(2.16) eIl = Tkgmenoll = 30x)
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Comme rn > 0 d'aprés le lemme 2, on a aussi d'aprés (2.8)

yn_cn—1

(2.17) u_ = TET——————H
" n Cn-1

Remarquons que

S | TV I TS T
pour n assez grand grice & (2.14) et (2.10). On pose alors
X _ . .=C
(2.18) T ﬂL‘_—C”;‘”
e 17 Cn=1

On peut maintenant poser

(2.19) Z o1

1

Cn—l * un+1 [”Xn+1—cn—1” ¥ J(xn+1)]

w

C’m\ -4, cm,_ Xin ' y%

Figure 4
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1 nt1 “n-1 n+1 “n-1 n+l_
(2.200 + Hyn+1_yn||-i r r ' r
n n n
Yn"Cn-1 H
+ u -
n r
n
Posons
Y. ~C._
U n n-1 _ "
i r n
n
z -
no_ n+1 “n-1 _
Ao T r “n ‘
n
N Yne 1™ %=1 “n+t1 Sp-i |
3 r r
n n
n ki
Nous allons démontrer que Ai-i'—ﬁ i=1,2,73
2

5°/1) A? = -1 d'aprés (2.17)
n

[ 2 ' .
27 5n 6n d'aprés (2.8)

Utilisant &'nouveau §(g) 5_% et la croissance de §
l~62 et 1 8 + I des jorants. Comme §_ = &¢( P )

g %h g 8, sont aussi des majorants. e s, o

n

d'aprés (2.12) on a

K

—

(2.21) A7 < 4 1 .
— n-—-

1
32 3p 2

=

2

5°/2) Nous voulons majorer A;. Pour cela, nous utilisons le lemme 2. L'in-

troduction de z,

Y+ 1 Cn-1
r

et un
n

est nécessaire car on ne peut appliquer ce lemme &

. En effet, le premier vecteur ne vérifie pas (2.2).
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Par contre, on peut |'appliquer 3

(2.2) est alors vérifié d'aprés (2.19) et (2.7).

: : r z
X =58y =‘F; [Zn+1_Cn—1

Si on avait lkn+1—cnl|> r o1 67

(2.16) et (2.19), (voir figure 2)

1 \
s i=eall = Thegu=eall * Wy imcpuill 2l yepllz vy (1o ds

ce qui d'aprés (2.16) contrediralt (2.8).

Donc r -
1 n+1 1 i
15 7 8, vil = r H 7 e 5n+1)
P rts 2y ar (1eds 62 (g Eﬂ+l<s §2)
n+1 4 “n+t “n+t’ = 'n 4 “n+1 “n+i 2 4 “n “n
- [1'-ir—’+i<5 62 + L 62’--1-6 s& (1 - 1§62
R - 7 °p

Pour n assez grand, le dernier terme est négatif.

De plus, on a toujours (2.11)

§

> r (1 - §ﬂ>

r
ntl — 'n

r
n
et donc pour n assez grand Pt 25 Comme § est monotone cn a

6n+1 i 6n

- .n =7t o n 1 2
5 Gn u_] d'aprés (2.10)

$

1 2 o
e 1 (1 + 7 Gn 8 +1) on auralt aussl d'aprés

2
n+1

)
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Finalement

§
1 2 n 2
(1 5t Gn Gn

r (1 +Z(’5n+1 Gn+1 )

).i r

n+1 n

et (2.3) est vérifié. On a donc d'aprés le lemme de la lunule

K
(2.22) A

N

<

2" T2

n+1

m=cCc_ + U

. neqe D'aprés (2.14) on a [p-o|| > «
et [p-b]l > [l-oll

|b—o|yz-% pour n assez grand.

Les hypothéses du lemme 1 sont alors vérifiées et on en conclut

b 17uner*enenoy 1< Ky llegmepny i

donc
(2.23) [T T | S | I |
Alors
n 1
A3 = -r_n- Ib/n+1-xn+1-(zn+1_xn+1)”
J(x
n n+ 1 N
(2.24) ' A3 = "‘72:“ an+1~un+1H

D'aprés le lemme 2, rn est minorée et convergente. D'aprés (2.8)

Ikn—cn_1|l+ J(x) est aussl convergente, donc J(x_) est borné par un nomb
M. (2.23) et (2.24) entraTnent alors

4

n 4 P ]
Az 235 MKy “Cn'cn—1”53_p S

on 2




. 1I-16 .

| A
I =
3|

(2.25) A

W 3
N

Utilisant 12.20), (2.21), (2.22), (2.25), on voit que vy, est de Cauchy.

Soit y sa limite. D'aprés (2.8), (2.16) et (2.12)

3P
”Ynmcn--I”> i
Donc y # c et on peut poser
-C
u...
-C

Comme J est minorée ] X tel que

p
(2.26) Pim Jdx_ ) = Iim J(x_ ) = 86
n —_ n
p p n
Reécrivant (2.15) sous la forme
X =y =u Jix )
n n n
p p p p

et passant 3 la limite en p en utilisant (2.26) et la convergence de u, vers

u, on a la convergence de X, vers
p

s =y-u6 ets &S puisque S est fermé.

7°) s réalise le minimum. C'est la méme démonstration que pour le théoréme

1 Chapitre 1. On a puisque J est s.c.l
lIs=cll = Ib=cll - & < lb=c|l - 4o

lls-cl|| + J(s)

Ia

lb=cll = tim Iy -c__.|

| A

Iim r d'apres (2.8) et (2.16)
n
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I A

l'im |nf <lk—cn_1ll+ J(x)) d'aprés (2.8)
n X

[}

Inf (|k=c|| + J(x))
X

ce quli achéve la démonstration du théoréme 1.

Remarque ~ Signalons un résultat du méme type pour Inf (J(x) + |k—c|€)
X €S
obtenu par Asplund [1] [2] comme celui du Chapitre 1 (Remarque suivant la

proposition 4) et que I'on peut énoncer ainsi : Solt S un fermé d'un espace

de Hilbert H et J une application s.c.s et minorée de S dans IR. Alors

I'ensemble des ¢ € E pour lesquels 11 existe un s € S unique tel que

J(s) + fl=clf = tnf (W60 + [kec|P)
X€S

est un résiduel 66 dense dans E.

Ce résultat générallse des résultats de MOREAU [1] sur
les applications prox.

[
L2 .

§ 3 - UN THEOREME DE CONVERGENCE DES SOLUTIONS

[4

DU PROBLEME PERTURBE

Solfent E un Banach (UC), S une partie faiblement fermée de E et J une

application' de S dans R minorée et faiblement s.c.i. On suppose vérifide
une hypothése de coercivité :

. J tend vers I'infini & I'infinl ou bien S est borné. On
salt alors que

X=1{x €S ; J(x) = Inf J(r)} £ ¢
rées
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D'autre part, d'aprés le théoréme 1, quels que solent €y > 0 et €y > 0 pour
tout ¢ € E 11 existe s = 5(31,52) €Setcs= C(€1,82) € E tels que

(3.1) leCll<e, ot
(3.2) J(s) + ey [=c|| = Inf (JO) + e, [k=c]|p

x€S

On a alors le résuttat de convergence sulvant analogue & un théoréme d'approximad

pour les solutions d'une inéquation variationnelle(LIONS J.L. [2] p. 40)

Théoréme 2

Sous les hypothéses précédentes, on peut extraire de
|'ensemble des 5(81’62) une sulte convergente vers un s € X

(quand € et €y tendent vers 0). Cet s vérifie

(3.3) ' IB-¢|| = Inf |Kk-¢||
X €X

De plus

J(sle,,e5))= J(s) _
(3.4) . - 0 quand s(e1,52) tend vers s et

1

Jsleq,e5)) - J(x) _

(3.5) . - - 0 quand S(€1,82) tend vers s
llstey e )-x]] '

et ¥x € X

Démonstration : Sous les seules hypothé&ses du théoréme 1, on a comme & la

proposition 4 Chapitre 1

Im J(s(ey,e,)) = Inf J(x)
e1+0 XES
€5 borné

L'hypothése de coercivité et la réflexivité de E entratnent |'exIstence d'une
sulte extralte de s(e1,sz) convergente falblement vers un s (qui appartient

a X). Dans la suite, s désignera un élément de cette suite convergente vers s.
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D'autre part, on déduit de (3.2)

(3.6) LSO Loy - fle-c]] ¥x € S

=
1
Si on prend x € X, on a donc

lb=cll < [k-c| ¥x € X
k=€l = tim |k-c|| > Lim |[s~c]|| > |B-¢]]
52+O e1+0
az+0

ce qui démontre (3.3).

Reprenons (3.6) avec x = s

05 =2 ¢ fc]| - [l

= =
€1

La lim du second membre est majorée par

lim [E-cll - 1in [s~c]| < 0

D'ol (3.4). Alors

—_— J(s)=J(S)

ITm : + =c|| = It

It

—— J(s)=J(s)
'im |ls—c]| m ==

lk-¢|| < Lim |s=c]|

fa. -

Donc |ls=c|| tend vers |E-E||. L'(UC) de E entratne alors la convergence forti

de s-c vers 5-%, donc de s vers s.
Enfin de (3.6) on tire

0 < J(s) = Jx) <'ey (|k=cl|| - [ls=c]|D

ia

ey Ik-sl| ¥x € X

ce qui démontre (3.5).
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Remarque ~ Des conditions suffisantes pour assurer |'existence de s € S
tels que

J(s) = Inf J(x)
X€X

ont &t+é abondamment étudiées. Voir par exemple VAINBERG [1].







CHAPITRE 3

o0o

APPLICATIONS AU CONTROLE OPTIMAL

DES SYSTEMES GOUVERNES PAR DES EDP

(Cas ol 1'équation d'état est elliptique)
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Ce chapitre contient, comme son titre |'indique, des
applications du théoréme 1 Chapitre 2 & des résultats d'existence vrals
"en densité" pour des problémes perturbés de contrdle optimal des systémes
gouvernés par des EDP dans le cas ol |'équation d'état est elliptique.

Les applications des théorémes 1 et 2 du Chapitre 1, qui conduiraient a
perturber par ~elk-c|| au lieu de e|k-c||, n'ont pas été développées. On
remarquera que dans les applications les espaces fonctionnels employés

sont tou jours (UC).

L'exemple le plus typique des possibilités (et des limites !)

du théoréme 1 Chapitre 2 est le probléme modéle développé au point 1.2.1.

PLAN DU CHAPITRE 3

1 - Equation d'état linéaire
1.1 - Contrdéle linéaire

1.1.1 - Cadre général
1.1.2 = Un exemple variationnel général

1.1.3 - Un exemple non variationne! avec contrdle frontiére
1.2 = Contrdle dans les coefflicients

1.2.1 - Le "probléme modélie"

1.2.2 = Un deuxiéme exemple

"CS"U’U"CS"U"U"U"?'U
[

.
—_
o

1.2.3 - Une variante : observation frontiére

2 - Equation d'état non linédaire - M

o

2.1 - Un exemple avec contrdle et observation dlstribués p. 11

2.2 - Un exemple avec contrbie dans les coefficients. p. 14
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1. EQUATION D'ETAT LINEAIRE

1.1 - Contrdle linéaire

Soit 2[,un espace de Banach uniformément convexe (l'espace

des contrdles) et ZZ’ad une partie fermée de Zé, non nécessairement convexe

(I'ensemble des contrdles admissibles).

So?f362un espace de Banach (|'espace des observations).

On suppose que |'état y du systéme a contrdler est relié au contrdle par

(1.1) y = Gu + a

ol a est une constante dans un espace convenable et

(1.2) G €$t?(ZL,EH3)

Le théoréme 1 Chapitre 2 donne alors Immédiatement la

Proposition 1

¥e > 0 |'ensemble des w GZL tels qu'il existe un u ez[a

qui réadlise le minimum dans

d

Inf {llyw) = z,ll + ellu-wl] ?
u 62Lad ’ d “

4
est dense dans OL .

Remarque —fII suffit si gfg est réf lexIf (resp. siékg est le dual d'un
espace de Banach) de supposer G continue de ZL fort dans:%g faible (respnag
falble étolle). En effet, dans ce cas, h ~ Ih,l?@ est continue de éhg
faible (resp. falble étoile) dans R.
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Solent V et H deux espaces de Hilbert ; V dense dans H ;
I'Injection de V dans H étant continue. Alors H peut étre identifié a un
sous-espace dense de V' dual de V et tel que I'injection de H dans V!
soit continue ‘

VG HGV

Solent A €C(V,V"), B &€(U,V") ot C € (V,¥).

y est la solution du probléme
(1.3) Ay = f + Bu

I'l découle Immédiatement d'un résultat de LIONS [1] que

y vérifie alors (1.1) avec un G vérifiant (1.2).
On a .donc le résultat de la proposition 1.

On peut faire rentrer dans ce cadre quantité d'exemples

analogues & ceux de LIONS [1], mals avec zéad non convexe : probléme

de Dirichlet, de Neumann, d'ordre supérieur a 2, contréle frontidre ou

distribué, observation frontiére ou distribuée, etc ...

4

Remarque — On peut aussi supposer C non {inéalre et continue de V fort
dans:%g faible et considérer en plus une appllication s.c.i A de 2é,dans

R. On a alors trivialement la

Proposition 1'

9/ o
Pour presque tout W€(/L, il existe un u éuad qui réalise
te minimum de |

Inf  {|Cy(u) - de%+ Au) + eHJ-WHZL }

u«Eﬂad

ol y est solution du probiéme (1.3).
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Alors pour presque tout w € LZ(BQ), il existe unu €Zéad

partie fermée de Lz(aﬂ) réalisant le minimum de

inf v =zl sellumwll
U €] d (7)) L™ (3Q)

1.2 - Contrdle dans les coefficients

Nous donnons deux exemples tirés eux aussi du livre de con-
tréle de LIONS [1].

Soit y(u) la solution du probléme (elle existe et est unique,
cf. LIONS [1]).

(1.5) WV WY y) = f fe 2@

1
y € HO(Q)
L'ensemble des contrdles est un fermé 2Lad de

?/L={u€Lp(Q),O<u'5_u(x)5_3 pp}

[
L

l<p<w poﬁr avolr l'uniforme convexité de |'espace (volr CLARKSON [1]).

Lemme 1

L'application u -~ y(u) est continue de Lp(Q) fort dans
1

Ho

Q) faible.

Démonstration : Soit U, > u dans LP fort. Posons Yo = y(um).

Prenant (1.5) sous forme variationnelle, on a
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Remarque — Méme sl vy (2[ ) est fermé -ce qui n'est pas fréquent- on ne

peut, en général, appliquer le théoréme 1 car Cy (ZL ) n'est pas fermé.

Dans le cas C = |, 3@ = V, en supposant de plus que
2L ?)’ dual d'un ensemble de Banach et quesZ[ est un borné de ZL
fermé pour la topologie 0(2[ 273, on peut ufiliser le théoréme E
Chapitre 2 et énoncer la

Proposition 1"

Pour presque tout z, €V, Il exlsteunu € ZLad réalisant
le minimum dans
Infllyw) - z ||
d
uell | v

Ce résultat est plus agréable que celul de la proposition

mals nécessite des hypothéses beaucoup plus fortes.

On considére une "équation d'état" du type

’

f dans @

n

(1.4) ‘ Ay
By =u sur an
avec des hypothéses convenables sur les opérateurs |inéaires A et B

assurant l'existence et |'unicité de la solution de la continuité des
solutions par rapport aux données (voir LIONS et MAGENES [1]). On a alors

y(u) = y(0) + Gu

avec G linéalre continue.

Exemple : Ay +y = fE LA
y =u€ LZ(BQ)
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2 .
f U Voyo= é fy, = ,F|L2 HymHLz

D'aprés la définition de 2[ et |'inégalité de Poincaré

2 2
RS AR Y HVmHHg)

D'ol

Hy”‘”H(’) <K lIfHLZ

La suite Yo est donc bornée dans HS(Q). On peut en extralre

une sous sulte Yo convergente dans Hé faible de limite y. Pour démontrer

le lemme, il faut montrer d'abord que y = y(u), ensuite que la suite Y

toute entiére converge vers y.

Pour montrer que y = y(u), Il suffit de passer a la limite

dans

- 1
(1.6) fumj v me vz=[fz ¥z € H,

Par hypothése VY, tend vers vy dans L2faible. Montrons qu'il
existe une sous-suite telle que u, vz tend vers u vz dans L2 fort.
J.k

. [
@ .

7Comme u tend vers u dans LP fort, on peut en extraire
J
une scus-suite u. convergente vers u presque partout. D'aprés la défini-
Ik
tion de 2(ad

U 60 - U] |V 20| < 28 |V 20| € L?
mJ. -
K

D'aprés le théoréme de Lebesgue (um -u) V z eonverge alors

Ik
vers 0 dans L2 fort,
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Passant & la limite k tendant vers |'infini dans (1.6)

écrit pour m, , on a
Jk

Juvyvz= [fz ¥z € Hé
donc y =.y(u)

S

A priori, on ne peut passer & la limite sur mJ, mais icl

A

on peut en falt passer & la lImite sur m. En effet, s'il existait une

sous-suite ymb de la suite Y qui n'alt pas y(u) comme point adhérent
A
on pourrait, par le ralsonnement précédent, en extraire une sous-sulite

convergente vers yl(u).

On a en fait, icl, un résultat plus fort :

Lemnme 2

L'application u » y(u) est continue de LP(Q) fort dans
Ho@) fort.

DémonsTraTion : On a

Développons
2 2
Xm ) f Up ¥ Yy = 2 / Un V Y VY ¥ / Un VY

2 = N
J U Voyp, = [ f Yin ténd vers [ f y d'aprés le lemme 7.1 et

compacité de |'injection de Hé falble dans L2 fort.
- 2,f U Vyn'Vy tend vers - Z'f u Vy2 pour la méme ralson.

Par hypothése U, € ZL donc est borné dans L. || exliste dot
une sous-sulte Uy convergente dans  munl de la topologie faible étoile
oo 1 J .
o, L). Comme u_ converge vers u dans LP fort en falt la sous-sulte
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U, est la suite toute entiére et la limite o(Lw, L1) est aussi u.
J

Alors [u v y? tend vers [uvy? et X, tend vers 0.

Le théoréme 1 Chapitre 2 et le lemme 2 permettent alors
d'affirmer :

Proposition 2

Pour presque tout c¢ dans LZ(Q) et pour tout v > 0 11
exliste un u€.2(ad réalisant |'Inf de

b -z || +v||u=c||
hl LP

0 Q)

ol y(u) est solutions du probléme (1.5).
Le théoréme 1 Chapitre 2 et le lemme 1 donnent :

Proposition 2'

Pour presque tout c € LZ(Q) et pour tout v > 0, 1| existe
un u (ZLad réalisant |'inf de

r

o b -zl + v]]u=c||
L T2y L2(q)

ol y(u) est solution du probiéme (1.5).

M

Remarque — Comme ZL est borné, on a les mémes résultats d'existence pour

le sup. (théoréme 1 Chapitre 1).

Remarque - y(Zlkﬂﬂ n'est pas fermé dans LZ(Q). On ne peut donc appliquer

le théoréme 1 pour conclure & |'existence d'un u € Zéad tel que
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nf |yv) -z

Iy =z ] ' I
d LZ(Q) vEé d
ad

On peut d'allleurs pontrer que pour‘ZéE“jc: LW(Q), en général

cet inf. n'est pas atteint (voir Murat [1] pour un contre-exemple).

Remarque - || est, en fait, inutile de faire appel au lemme 2 pour démontrer
la proposition 2. En effet, la continuité de LPto) fort dans Hé(Q) faible

de 1'application u » y(u) assure la s.c.i de I'application u »|ly(u) - Zd||1
de LP(2) fort dans R. - : Mo

Soit ZL un fermé de
ad
P :
2L+ ={u€L(Q) ;u>0p.p}avec ! <p<e

On considére le probléme

(1.7 Ay +u y = f dans @
A 0
r
ol par exemple f € LZ(Q) et A est donné par :
(1.8) "rAy=;—3—(a 2y v ay
o : ~. 93X 1j ax. o}
- i=1 | J
. ﬁ aij'ao € L (Q) ao(x).z a p.p et
I oa,.(x) g, E.>q !E{F P.p. a >0
TN R
»J
Lemme 3

L'application u = y(u) est continue de LP(Q) fort dans

1 ;
HO(Q) faible.




. III-9 .

Démonstration : Soit u, une suite convergeant vers u dans LP(n) fort. Posant

~aly,z) = (Ay,z) Yy, z € Hé(Q)

on a (1.7) sous forme variationnelle.

(1.9) aly,z) + (u y,z) = (f,z) ¥z € Hé(Q)

ol (.,.) est le produit scalalre dans LZ(Q).

Posant Yo = y(um) on tire de (1.7) pulsque u (‘U:

2
OtHYm I = (frym) < IFll 2 Hym” 2
Hé(Q) L) L™ ()

D'aprés |'inégalité de Poincaré Yo est dans un borné de

Hé(Q) donc il existe une sous-suite, notée encore Y ? convergente dans
Ho(@) falble. Soit y sa limite
- 1
a(ym,z) + (um ym,z) = (f,z) Yz e HO(Q)

a(ym,z) tend vers af(y,z). Reste & montrer que f U Y Z dx tend vers

f Uy z dx. Or, Yo tendant vers y dans LZ(Q) fort, 11 suffit de montrer
7
queu. z tend vers u z dans LZ(Q) faible. Or, on peut extralre de Un

une sous-suite convergente p.p donc bornée p.p. Alors le théoréme de

Lebesgue permet de conclure car

L2

|um z A - d z Al < K|z 2| ¥z € Hé(ﬂ) ¥\ € LZ(Q)

p.p dans Q

On a donc y = y(u) et le méme misonnement qu'au lemme 1

prouve que c'est Y toute entiére qul converge vers y(u).
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On a alors

Proposition 3

Pour pfesque tout w € LP(2) 11 existe un u GZLad réalisant
I'inf de

LACREEA] + || u-wl|
d Hé(ﬂ) ou L2(g) LP(g)

ol y(u) est la solution du probléme (1.7).

1.2.3 - Une variante : Observation frontiére

Reprenons |'exemple précédent en supposant A assez régulier
pour que y(u) € HZ(Q) et que I'application u + y(u) soit continue de LP )
dans H2(Q).

Alors 2y (W) € LZ(P) et 1'application y > 2 oot continue
avA 3VA
de HZ(Q) dans LZ(F). 4

On a donc :

Proposition 3'

14

i
L

) Pour presque tout w & Lp(sz), Il exlste un u EZLad.réalisan’i
['Inf de

| ) -

z, |l + vl u-wl
vy 412 P

L7 (Q)

ot y(u) est la solution du probléme (1.7).
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2. EQUATION D'ETAT NON LINEAIRE

2.1 - Un _exemple avec contrdle et observation distribuée

Consldérons le probléme

3

(2.1 Ay oty = oe
: 4
ye H @ n @
o fe M3 -

4/3(9)

SonZLad un ensemble fermé de L
Pour une démonstration de |'existence et |'unicité de la solution de (1.

volr par exemple TEMAM R. [1].

On considére J(u) = |ly(u) - de4
_ RO

Lemme 4

4/3

L'application u » y(u) est continue de L'/ 7(Q) dans Hé(Q)

“faible et LY(Q) falble. '

[
L .

Démonsfrafioﬁ : Soit u, une suite fendanT vers u. Posons Yo = y(um)

(2.1) donne sous forme variationnelle

2 4
Lo D= [ e u v < I ol bl

Donc

A

4 ,
b |l I+ u |l il et
| m L4 — mIL4/3 m L4

nymnj1 < I~ ugllags il
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solit encore

1/3

il 4 < IF - “m'kﬁ/s ot
3
bl 3 < IF - um|L§/3

0

Donc y  appartient & un borné de Hé(Q)l\ L4

3
Comme 1l 45 - |wm|ﬁ4

4/3

y; appartient a un borné de L ().

On peut donc par extractions successives obtenir une suite
notée encore Yo convergente dans Hé(ﬂ) faible dans L4(Q) faible et telle
que yi converge dans L4/3(Q) faible.

Il est immédiat que la limite vy de y est la méme dans Hé(ﬂ)
4 mo o3 4/3
et dans L' (Q) faible. |l ne I'est pas que la limite de Y dans L 7(Q)
faible soit y3. Mais Y, converge vers y dans LZ(Q) fort car I'injectlion
de Hé(Q) faible dans LZ(Q) est compacte. On peut alors en extraire une
sous~suite qui converge vers y p.p: Alors yi converge versvy3 p.p. Il résultd

3 dans L4/3(Q)

alors d'un lemme de LIONS ([2] p. 13) que ys converge vers vy
faible.

Prenons la forme variationnelle de (2.1).

N [
3

(2.2) wf VY,V z+ y; z=f z+ Uy, 2

~

On peut maintenant passer & la limite dans cette équation, ce qui prouve

que y = y(u)l.

Le méme 'ralsonnement qu'au lemme 1 montre alors que c'est la suite Ve

toute entieére qui converge vers y(u).
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On a les inclusions (avec injection continue)

4

L) e L2

4/3(9)

(Qc L

Ajoutant & cela la s.c.i. de |'application

v > |¥|| d'un Banach muni de sa topologle faible dans R

on en déduit que les trois applications

o b = 2l

Ho (@)

u-> )y -z,
4 2@

u~> Jlyw) -z |
4% 4y

sont s.c.i. de L4/3(Q) ou LZ(Q) dans R.

~

Remarque : En fait, la deuxiéme est continue & cause de la compacité de
i'injection de Hé(Q) faible dans LZ(Q). On pourralt aussi montrer la

continuité de la premiére comme au lemme 2.

i
€

Le théoréme 1 Chapitre 2 permet alors d'énoncer la

Propbsition 4

4/3

Pour presque tout w € L " 7(Q) [resp LZ(Q)], Il existe un

u € Zééd fermé de L4/3(Q) [resp LZ(Q)] réalisant |'inf de

lyw) =z J| + vl u - ]
y L4/3(Q) [resp LZ(Q)]

ol v > 0 ; z, est donné dans w ; W est solt Hl (@), soit L%(@), solt ) ;

y(u) est la solution du probléme (2.1).
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2.2 - Un exemple avec contrOle dans les coefficients

On considére fa forme sur W'*P(a) (2 < p < «)

3

aly,z) = £ [u | D, y|P~? D; v Dy z dx
=1 Q

On prend comme ensemble des contrdles admissibles ZL ad partie fermée de
(2.3) oL - fueLl’@ ;0<a<ulx) <p p.p}
1 < g < = '

— !
solt f€ WP (qy = [wé’p(g>]' VLA R

1.1
pp'
On sait (cf. LIONS [2] p. 171) qu'alors Il existe une solution uﬁique

au probléme.
(2.4) aly,z) = (f,2) ¥z € wg’p(n)

-1 pn!
ol (.,.) est la dualité entre W TP (Q) et W]’p(Q)

0
(2.4) est la forme variationnelle du probiéme de Dirichlet.

p-2 -
(2.5) -z D, (u | Dyy %7 Dy y) = f dans Q
Y|r=0 A

Lemme 5

L'application u - y(u) est continue de °¢Q) fort dans

1P ) faible.

Yo

.Démonstration : Solt u, une suite convergente vers u dans °tq) fort. Po:

Y = y(um) et .prenons vy = z = Y dans (2.4).

n
-2 2
R TR 1 PN L M SIS0
=1 Q
Le premler membre ost minors par “iVm|F1. 5
WA Q)

0
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e second‘esf majoré par IFII_1 P l |I1

Pea) 'p(g>

Donc Yor est dans un borné de Wé’p(ﬂ) et on peut en extrair
une sous-suite, notée encore Yo convergente dans W1’p(9) faible. Soit
y sa limite.

Nous allons montrer que y = y (u).

z) (Di Yo = Di z) dx

i

Xm(z) = ? n

-2 -2
é up U0y v P72 Dy, - [0y 2P D

s

Enraison de la monotenie de |'opérateur associé & la forme a(y,z)

Xm(z) est positif ou nul.

Posons

xl(z) = ? é u, 19, v, P72 (@ v )2 dx
Xi(z) = ? é u. |D; ymlp—z D, ¥, O 2 QX’
Xi(z) = ? é U, IDi le-Z Dy z D; vy, dx

4 -2
Xn(z) = % é u IDi'z|p (D, 2)” dx ,

On a
X1(z) = (f,y ) donc X1(z) tend vers X1(z) = (f,y)
m m m
2 s
Xm(z) = (f,z) d'aprés (2.4).

Pour Xs(z) on sai+ que D: Y tend vers Di y dans LP(q) falbte, donc 1|
suffi+ de montrer que u, [D, zlp 2 D; z converge vers uD, z|P” Di z dans
Lp (@) fort. Ce resul+a+ est vral pour une sous-suite par un ralsonnement

~

analogue & celul du lemme 1.
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En effet U convergeant vers u dans L9 fort, on peut en
extraire une sous-suite convergente vers u p.p. Notons encore U cette

sous-sulte. D'autre part :
lu, 0 = uta| o, z(><)|p_1 <28 D z(x)]p"1
P-typ' . p Sord
Comme (|D; z|™ )" = [D; z|" le théoréme de Lebesgue permet

!
de conclure & la convergence de u, versu dans LP (9) fort. Alors

Xi(z) tend vers X3(z) = alz,y).

4 A N
Pour Xm(z), on raisonne de la méme maniére. On en conclut

que (une sous-suite extraite de) Xﬁ(z) converge vers X4(z) = a(z,z).

Donc Xm(z) converge vers

X(z) = (f,y) - (f,z) - alz,y) + alz,z)

= (f,y=z) + a(z,z-y) > 0
et cecl pour tout z € Wg’p(n).

Prenons z =y = A avec y € Wé’p(ﬂ)

(F,0) = aly = A y,9) >0 ¥y

On sait aussi que |'opérateur A défini par a est hémicontinu ; on peut

doncqpasser;é la 1imite x > O
(f,¥) - aly,y) >0 ¥y
Changeant ¢ en -y, on a

(f,y) = aly,yp)

2

Donc y = y(u)

Enfin, c'est toute la suite Yim? et non seulement une sous-
suite, qul converge vers y(u) comme on le volt en reprenant le ralsonnement

de la fin du lemme 1.
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On a alors les

Proposition 5

. Pour presque tout w € LO(Q), il existe un u € Zéad fermé
de ZL (déf Ini par 2.3) réalisant I'inf de

bty -z || + v [l
4wl P g L% (9)
0
Proposition 5'
Pour presque tout w € LO(Q), il existe un u € Zéad réalisant
['inf de
) -z ]| £ v fl-w]
TP L% ()

Remarque - Dans ces deux énoncés, v > 0 et y(u) est la solution du probléme
(2.5).

Démonstration : Pour la proposition 5', cela résulte du lemme 5 et de la
continuité de I'injection de W!'P(9) faible dans LP(Q) fort. Alors

0
u->Jw = fhu) -z est continue sur L9(Q) et on applique le

I
ILP )

théoréme 1 Chapitre 2..
© Pour la proposition 5, cela résulte de la s.c.i. de |'appli-

cation u > |l de Wé’p(Q) faible dans R. Alors

,p
W0 ()

U J) o= ) -z est s.c.l. sur L9(Q) fort

all 1,5
WO ()

et on applique le théoréme 1 Chapitre 2.

Remarque — Comme Zélad est borné, on a les mémes résultats pour le sup avec

le théoréme 1 Chapitre 2.




CHAPITRE 4

o0o

APPLICATIONS AU CONTROLE OPTIMAL

DES SYSTEMES GOUVERNES PAR DES EDP

(Cas o0 1'équation d'état est une inéquation ou une équation d'évolution)
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Plutdét que de reprendre dans ce cadre les analogues
paraboliques ocu hyperboliques de tous les exemples du Chaplitre 3 (par

exemp le

y' - V@uvy) = f

avec u E‘U‘ad fermé Cu= ue L% ; 0<a <u <8 p.p}

et Jw) = |yw) - zdf| ,

L7(Q)
ou encore :
N oy P72 3
y' - I == (u || 9 y = ¢
X ax X
1=1 1 i I
avec le méme %Lad que ci-dessus
et Jw) = fyw) - zd|| ), nous avons préféré tralter trols exemples

LP Q)

utilisant des technliques assez différentes : les inéquations variationnelles
au § 1 ; un exemple de contrdle frontiére pour | 'équation de Navier Stockes
au § 2 et enfin au § 3 un exemple hyperbolique avec contrdle dans le

coefficient de la dérivée premieére.

" PLAN DU CHAPITRE -4

1 - L"™gquation" d'état est une inéquation. p. 1
2 - Un exemple de contrdle frontiére pour |'équation de Navier Stockes.
' p. 6

3 - Un exemple hyperbolique (y"-ay+vy' = f). p. 11




. IV- 1 .

1. L'""MEQUATION'" D'ETAT EST UNE INEQUATION

Nous nous plagons dans le cadre utllisé par LIONS [2] § 2.8
et di a BREZIS [1] [2], c'est-&-dire :

V est un espace de Banach séparable et réflexif de dual V'.
K est une partie convexe fermée de V. A : K+ V' I'opérateur A est

pseudo-monotone %y,

On suppose soit K borné, soit A coerclf au sens

(Av,v—vo)

(1.1 v e K tel que [ im : = + o
o
VAl M
vEK

Soit f € V',
On sait que dans ces conditions, il existe un u € K tel que
(1.2) (Au,v=u) > (f,v-u) ¥ € K

Nous supposerons, de plus, que A est tel que la solution u en question est

unique *).

Proposition ‘1

L'application f » u(f) est continue de toute partie bornée
de V' fort dans V faible. De plus, f -~ Au(f) est continue de V' fort dans
V! faible étolle.

Démonstration : La topologie sur les parties bornées de V' étant métrisable,
on peut considérer une suite. Soit fn une suite convergente vers f et

v_=u(f ). Si K est borné’
n n

pn” est borné. Si K n'est pas borné mais vérifie

(1.1, [pn||es+ aussi borné sinon

Mol '
anHV' —ﬂggﬂg—! tendrait vers I'Infinl pour une sulte extraite de u .

v

(*) clest le cas si A est strictement monotone par exemple
*) péfinition au Chapitre 0.
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Dans tous les cas, on peut donc extraire une sous sulte
notée encore u qul converge faiblement dans V vers une |imite u € K.
Comme fn converge dans V' fort
(1.3) (Fv=u ) > (Fy-u) W€ K
D'autre part
(1.4) (Aun,un—u) 5_(fn,un—u)
donc

TEE (Au_,u -u) < 0

et comme A est pseudo monotone

(1.5) AL (Au_,u =v) > (Au,u-v) ¥v € K

' n
Prenons la limite inférieure dans (1.4). On a d'aprés (1.3) et (1.5)
(f,u-v) = I;m (fn,un~v) 3_lnm (Aun,un—v).i (Au,u=-v)

Donc u = u(f) et le raisonnement habitue! montre que c'est la suite Up

toute entiére qul converge vers u.

[

Pour la continuité de f » Au(f), on utilise le falt qu'un opérateur pseudc

monotone a la propriété m*y.

Comme A est borné, Aun est borné dans V' et on peut extralre une sous suii

notée encore Aun qui converge dans V' falble vers un j{: . Et on a :

l'im sup (Au_,u )
n’’n

| A

I'im sup (Aun,v) - (fn,v—un) ¥ € K
Prenant v =y

()( ,u)

[Tm sup (Aun,un)

I A

Donc :X: = Au d'aprés la propriété M et c'est toute la sulte qui converg

X

(") Définition au Chapitre O.
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Remarque - Dans l|le cas ol A est linéalre et coercif au sens usuel

(Au = Av,u=v) > a |[u~v]|f a>0 WVuv€EV

on salt que f » u(f) est continue fortement. Elle est méme |ipchitzienne.
On a en effet

(Aun—Au,un-u) f-(fn—f’un_U)

d'ot

lugully << 1 ,=f Lo

. On déduit immédiatement de la proposition 1 et du théoréme

1 Chapitre 2 des résultats d'existence pour des problémes de contrdle :

Proposition 2

On suppose V'(UC). Soit Esfad une partie fermée de V'.
Alors ¥e > 0 |'ensemble des g € V' tels qu'il existe un f € QF ad tel que

Hut) = ugll < IF=sll,

= Inf(lluth) —ugll, + e [h-gll,»
h €¥, -

est dense dans V! (x).

Remarque — On a |e méme énoncé pour

Batt) = vyl + e [F-ol
A v!

(x) u({f) est la solution de (1.2).
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On peut donc & l'aide de la proposition précédente contréler
a l'aide du "second membre'" des systémes gouvernés par des inéquations

varlationnelles elliptiques.

ler exemple : V = H‘(Q)

K={v >0 p.psurr}
y() est la solution du probléme :

~—Ay+y=f +y
y >0 surrT 3‘%%.1 O surrT
y Y. O surT
on

2 2

SoifllLad un fermé quelconque de L“(Q). Alors |'ensemble des w € L“(q)
pour lesquels il existe au moins unu etu’ad minimisant
) =zl +e || u-w]
Tl o L2 L2(a)

est dense dans LZ(Q).

2éme exemple : V=WLPM)

sy B 2y P2 3y p-2
Ay z axih (I X, I axi )+ ao ,yl 4

aO € L (Q) ao(x).z ag > 0

~

Méme convexe K qu'a |'exemple 1.
y(u) est 'la solution du probléme.

Ay = f +y

y>0surT =z |2 ]p_z Y cos (n,x;) > 0 sur T.
- i 8xi axi i° =

wy = 0 sur I
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On a alors le méme résultat qu'a |'exemple 1 pour (par—

exemple) la fonctionnelle

Iy ) -z || + e [|u-w]|
WPy ou LP(q) LPa)

ai
en prenant pour ZL’ad un fermé quelconque de LP(a).

Remarque — On peut sans difficulté établir des résultats analogues dans
le cas des Inéquations d'évolution dans le cadre ol les théorémes d'exis-
tence et d'unicité de BREZIS [2] sont valables.
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2. CONTROLE FRONTIERE POUR LES EQUATIONS DE NAVIER STOCKES

£ est un ouvert borné dele, Vv un nombre posltif

T>0,0Q=gx ]0,T[

On considére le probléme de Nav ier Stockes sous la forme : trouver y et

grad p tels que :

(2.1) oy € L%0,T,V) 0 LV0,T,H) peDdr
2
y' - vay + I Y D§ y = f - grad p
I=1
y(0) =u
ol Q)’= {v €D ? ; div v = 0}
V = adhérence de 1;* dans H1(Q) 2
s e @, diviy =0
H = adhérence de 1?'dans LZ(Q)2

Ce probléme admet *) 1a formulation variationnelle équivalente :

[
< N

(2.2) - ye L%0,T,V) N L20,T,H) p €D Q)

(y',2) + va (y,z) + b (y,y,z) = (f,z) YW €V

y(0) =u
2 ayi 82i
ot aly,z) = 1 = 5 X
I,j=1Q J
;
blu,v,w) = z u, D, v, w, dx
K1=1 @ kK "k i i

X

(™) Volr LIONS [2] p. 65 et sulvantes.
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XX)

et u qul sera le contréle appartient a 1L ad ensemble fermé non nécessal-
rement convexe de H.

Dans tous les cas, f est donnée dans L2(O,T,V') (

On salt que dans ces conditions le probléme (2.1) (ou (2.2))
admet une solution unique y(u) € LZ(O,T,V) n L*0,T,H) N c(o,T,H) &)

telle que Sw) € L%(0,T,v1).

Le résultat de continuité suivant est valable :

Proposition 1

L'application u > y(u) est continue de H fort dans

2(O,T,V) fort, danvam(O,T,H) fort, dans C(O,T,H) fort. L'app!ication

L

u +-%¥ (u) est continue de H fort dans L2(O,T,V') fort ainsi que u » grad ¢

Démonstration : Nous utiliserons le lemme sulvant, simple variante d'un
lemme de LIONS [2].
Lemme
¥ U,V ,W €V

’

1/2 1/2 1/2 1/2
2.3 oyl <ollullMZ WM 2 w2
e

Soit alors u, une sulte convergente vers u dans H fort et

Yo * y(un3 la solution assocliée. Posons W =YY

(**)  0On est dans la situation usuelle V< H = H' € V!
*) C(0,T,H) ensemble des fonctions continues de ]0,T[ dans H
%K

(%) || || est la norme dans V, | | celle dans H.
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On tire de (2.2)
(2.4) (wé,z) + va (wn,z) + b (wn,wn,z) + b (wn,y,z) + b (y,wn,z) =0 ¥zeV

Comme W € L2(O,T,V) et wg € LZ(O,T,V'), on obtient en Intégrant (2.4)

avec z = wn(f)

w12+ 29 [T | (@) |Pao = [u_0)]? - 2 [§ bt y,u) do
D'aprés le lemme

+ +
/s blw ,y,w)) dt] <C [, WX || [w (@) ] (o) ]| do

Donc (2.5) implique %o > 0 :
2 1
(2.6) w, 8 |2+ v-ca) [T (o) |F do

2 C t 2 |
< @]% 2 [T w @)% |y |F do

Faisant o = %- le lemme de Gronwall donne
2 2
(2.7) ]wn(T)[ < C1 |wn(0)[

Donc w_ + 0 dans L®(0,T,H) fort ,

+
L2

Faisant 0 < o < %2 dans (2.6) et utilisant (2.7), on a

t 2
[6 @ |F do < c, [u (0]
Donc W > 0 dans LZ(O,T,V) fort.

On sait, d'autre part, que = Yi Di y et & Yo i D; Yn appartiennent &
. ' 1 ’
LZ(O,T,V'). Montrons qu'en fait & Yo i Di Y, converge vers Iy, Di y dans
i ’ I

L2(0,T,V") fort.

= Vn,i Dy vy - =Y Dy v = Iy Dyowy+ Zow Dy,
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Or, 1l résulte du lemme que si on pose

glu,w)v = blu,v,w) = ~b(u,w,v)

on a

1/2 /2 1/2  1/2
bl <o el M2 jo 2 v

En particuller

t + :
! IE Vo 1(0) D, wn(o)lﬁ' do < C [T @I b (] Iy, @] [w ()] do

Clvl Ihnllz HW,,II2 ol
L(0,T,H)  L%(0,T,V)  L%0,T,V)  L"(0,T,H)

Méme démonstration pour I w Di y = 0 L2(O,T,V') fort.

: in

e plus, en é&crivant

1
ol - s [ (w!(4),2) |
n V!

z |l |

et en utilisant (2.4) et le lemme, on obtient

o] e ol

Donc w; + 0'dans LZ(O,T,V') fort

L'injection de W(0,T) = {v € LZ(O,T,V), v' € L2(O,T,V')} dans C(O,T,H)
étant continue (LIONS & MAGENES [1]) W > 0 dans C(0O,T,H) fort.

Enfin d'aprés (1) yé + grad p_ > y' + grad p dans LZ(O,T,V') fort et donc

grad P, +‘grad P L2(O,T,V') fort.

La proposition 1 permet d'énoncer des résultats d'existence

variés. En voicl deux.
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Proposition 3

¥ > 0 l'ensemble des w € H tels qu'il existe unu € itad

réalisant le minimum de Je(u) est dense dans H. Ol

Premier cas

f

J W) Il wr-z || + gl u-w]

L2¢0,T,V) H

Deuxléme cas

[}

Je(u) Iyw,?) - z + el u-wl

I
Ty

(y(u) est la solution du probiéme (1) et z est donné dans |'espace
adéquat).

Démonstration : C'est une conséquence Immédiate de la proposition 1 et du
théoréme 1 Chapifre 2 ; |'application u » y(u) est en effet continue

de H dans LZ(O,T,V), et i'application u » y(u,T) est continue de H dans H
comme composée de u - y(u) de H dans C(O,T,H) et de y + y(T) de

C(0,T,H) dans H. '
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3. UN EXEMPLE DE CONTROLE NON LINEAIRE POUR UNE EQUATION HYPERBOLIQUE

Nous modifions un exemple de LIONS [1] p. 367.

Soit it ag Un fermé de L°(Q) 1 < ¢ < » et contenu dans

={v; 0<v <pg p.pdans Q}

On considére le probiéme

200,7,%))

(3.1) (" = Ay + vy = f € L
y(t) € Hi(2) ¥t € [0,T]

3 1
Y(0) =y _ € Hy()

[ Y'1(0) =y, € LA@

1

On salt que ce probléme admet une solution unique y(v) € L2(O,T,HO

et telle que y'(v) € L2(Q).

()

St on note | | la norme dans L%(2) et | || 1a norme dans Hé(ﬂ), on

salt aussl que y vérifie |'inégalité de |'énergie.

3.2) Iyt Py P2 fE [ v y? ax ot <o [FIF,
2 L2(Q)

\
%

1t 2 2
I PN ALC R R VN S

Nous allons donner un .résultat simple de continuité de |'application
v > y{v). Solt une suite Vi d'éléments de 2L

LO(Q) fort. Posons Yo = y(vn).

ad convergente vers u dans

Comme Vo 2 0 ¥n, on . déduit de (3.2) & I'aide du lemme de Gronwall que

Yn appartient & un borné de Lm(O,T,Hé(Q)).

y! appartient & un borné de L7(0,T,L%(2)).
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On peut donc extraire une sous sulte, notée encore Yor
1

telle que y, converge vers y Lw(O,T,HO(Q)) faible étoile et yé converge

vers y'L™(0,T,L%(2)) faible &tolle.

Considérons alors la formulation variationnelle de (3.1)

(3.3) 2 € LZ(O,T,H;(Q)) 2" € L2(Q) 2(T) = 0

.*.
- [o (yt,zh) dt = (y'(0),z(0)) + ((y _,2))
0 "n n "ULR0,T,H, @

P [T vl dt = [ e 2o at

Le seul probléme pour le passage a la limite dans (3.3) est le terme

fg (v, yl,z) dt = fg é v, vl oz dx dt.

Comme yé > y! LZ(Q) faible en particuller, il suffit de montrer que
Vaz vz LZ(Q) fort. Ceci découle de la majoration Vi, < B et du théoréme

de Lebesgue (au moins pour une sous sulte extraite).

(3.3) étant équivalent & (3.1), on en dédult que y = y(v) et on conclut
comme d'habitude que c'est la sulite Yn toute entlére qui converge vers y.

Donc

Proposition 4

~ L'application v » y(v) est continue de LO(Q) fort dans
L7(0,T,H. (2)) falble.

On dédult par application du théoréme 1 Chapitre 2 et de la proposition 1

un résultat d'existence "en densité"

Proposition 5

¥e > 0 I'ensemble des w € L9(Q) tels que le minimum soit
attelnt dans
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Inf (|pv) - z || + el v-wl| )
d LZ(Q) o

ue€ 4d L7 (Q)

est dense dans LO(Q).

OU y(v) est la solution de (3.1) et

?l, ad est un fermé non .nécessalrement convexe contenu dans

{v, 0 <v < B p.p dans Q}.
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