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INTRODUCTION

L'étude du groupe des classes d'idéaux de l'anneau des entiers d'un
corps de nombres ne procéde d'aucune méthode générale, et, de ce fait, on
connait une multitude de résultats isolés utilisant chacun des techniques par-
ticuliéres : les types de résultats les plus importants, et connus parfois depuis

assez longtemps, sont constitués par :

(1) des formules analytiques (complexes ou p-adiques) du nombre de
classes, utilisant les unités du corps et sa fonction zé&ta, ce qui fait qu'elles
conduisent rarement & des calculs explicites (sauf lorsqu'on connait un algorith-
me pour la détermination des unités v: par exemple, dans les extensions cubi-
ques cycliques de @ (algorithme de Hasse) pour lesquelles on trouvera dans
[11] des illustrations directes). De toute‘fagon, ces formules ne donnent ja-

mais une idée de la structure du groupe des classes, lorsque celle-ci n'est

pas triviale.

(ii) des algorithmes donnant le nombre de classes et la structure du
groupe des classes : le seul algorithme couramment utilisé dans la pratique
concerne les extensions quadratiques de @ (A. Chéatelet, L'arithmétique des
corps quadratiques, Institut de Mathématiques de Genéve 9 (1962)) ; d'autres,
comme celui de [21] et, plus récemment, celui de [23 ] permettent une é&tude

directe du 2-groupe des classes d'un corps quadratique.

(iii) la “"théorie des genres" (dans les extensions cycliques) qui conduit,
par exemple, & la formule dite des "classes ambiges" (i.e. invariantes par le
groupe de Galois) et qui fournit un diviseur de l'ordre du groupe des classes

et une approche de sa structure,
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(iv) des arguments purement algébriques, concernant 1'opération d'un
groupe de Galois sur le groupe des classes, qui montrent que certains groupes
ne peuvent réaliser le groupe des classes en question. Ils sont intéressants

mais ne font pas intervenir l'arithmétique du corps en général.

(v) les travaux d'Iwasawa sur les I'-extensions et de Leopoldt sur le
"Spiegelungsatz" ainsi que les nombreux résultats trouvés par d'autres auteurs

et issus de ces travaux.

On ne peut citer ici tous les résultats ni toutes les remarques publiés,

on peut seulement constater que la plupart d'entre eux concernent :

a) le groupe des classes des corps quadratiques,
b) le groupe des classes des corps cyclotomiques,

c¢) la p-participation au nombre de classes de certaines extensions,

pour des nombres premiers p particuliers,

d) des investigations des situations décrites dans les points (iii) et

(v) précédents, .

e) des études numériques.

Une étude qui ne semblait pas avoir été abordée systématiquement jus-
qu'alors était celle du £2-sous-groupe de Sylow du groupe des classes d'une
extension cyclique de degré premier ¢ (hormis le probléme des "classes am-

biges").

L'idée d'entreprendre cette étude est née d'une question de Jacques
Martinet concernant l'existence, dans une extension cubique cyclique de o,
de classes d'ordre 3 non invariantes par le groupe de Galois. Nous avions
d'ailleurs résolu sommairement ce probléme par l'affirmative (cf. J. Martinet,
A propos de classes d'idéaux, Séminaire de Théorie des Nombres, 5, Nov. 71,
Bordeaux), prouvant ainsi qu'il était soluble par des voies arithmétiques. L'in-

térét fut renouvellé lorsque nous avons eu connaissance de travaux, antérieurs,
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de Bauer (H. Bauer, [4], Math. Review, n°1946, vol. 43, n°2, fév. 1972)
résolvant aussi, et indépendamment, le cas cubique cyclique sur @ (au
moins en ce qui concerne 1'étude du 3-rang du groupe des classes). Nous
nous devons enfin de signaler un article de Inaba (ﬁber die Struktur der
2-Klassengruppe zyklischer Zahlkdrper von Primzahlgrad & , j‘our. of the
Fac. of Sc. Imp. of Tokyo, Sect. I.4, 1940 (61-115)), injustement tombé
dans 1'oubli (il est totalement ignoré dans les travaux de Bauer ainsi que
dans les articles postérieurs & 1940 ; seul Frohlich le mentionne dans un
article (The generalization of a theorem of L. Redei's, Quart. Jour. of Math.
Oxford (2), 5(1954), 13—140) sans insister sur le contenu) ; nous l'avons
découvert par hasard une fois le présent travail terminé. Il contient sans
doute le premier exemple de classes exceptionnelles (i.e. non invariantes
par le groupe de Galois) (corps cubiques de discriminant (9.73)2) et utilise
une méthode qui est & rapprocher de celle développée dans le chapitre IV

(tout en étant a la fois bien plus complexe et plus restrictive).

Dans ce travail, nous avons considéré d'emblée le cas des extensions
cycliques relatives de degré premier ¢ mettant alors en évidence l'importance,
d'une part, du "théoréme des'normes" de Hasse et, d'autre part, de la théorie
du corps de classes sous la forme des lois de réciprocité globale ; les résul-
tats obtenus généralisent et simplifient ceux déja cités constituant ainsi une

méthode d'étude trés générale de ce genre de probléme,

PLAN DU TRAVAIL

Les chapitres I et Il contiennent les résultats classiques (que nous avons
empruntés, pour la plupart, & [22]) sur lesquels reposent les résultats des cha-

pitres suivants.

Le chapitre III commence par une méthode de construction des extensions
cycliques K/k de degré premier ¢ , via la théorie de Kummer (dont on trou-

vera une généralisation dans : L. Bouvier et J.J. Payan, Construction de cer-
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taines extensions de degré p , Exposé au Séminaire de théorie des Nombres
de Grenoble, 1971-72) et se termine par 1'énoncé de propriétés des symboles

locaux, particuliéres au cadre dans lequel nous nous plagons,

Dans le chapitre IV, nous redonnons des indications sur le groupe
des classes invariantes par H = Gal(K/k) . Nous abordons ensuite 1'étude
(algébrique) de la structure du 2-groupe des classes H(K) de K : pour cela

nous introduisons une filtration {Hi} de sous-groupes de H(K) qui

i=0
permet un "dévissage" canonique de H(K) considéré comme H-module. Le
théoréme IV.2 constitue alors une étape importante dans 1'étude que nous

avons en vue car il raméne 1'étude de la filtration a celle de pro-

Wi}izo
priétés plus simples concernant :

a) les groupes des idéaux de K et k ,
B) l'action de la norme dans K/k .

Le point B) introduit alors de facon naturelle les symboles locaux (symbole

de Hilbert) et le théoréme des normes de Hasse.

Des calculs du méme type de ceux que l'on doit faire pour démontrer
la "formule des classes ambiges" (C. Chevalley [7] pp. 402-406) nous condui-
sent & une expression (théoréme IV.3) qui constitue, en un sens, une généra-
lisation de la formule de Chevalley et qui permet une étude éffective des grou-

pes lii donc de MK) et de sa structure.

~

Les deux derniers chapitres sont destinés a une exploitation des résultats
précédents, le chapitre VI étant plus spécialement réservé au cas k = ©Q et
a des exemples numériques. Par exemple, lorsque le discriminant d'une extension
cyclique K/@ de degré £ est divisible par t nombres premiers distincts il
y a (42—1)t“1 corps ayant pour discriminant celui de K ; nous obtenons alors

pour t = 2,3 des relations entre les groupes des classes de ces corps.

S

En annexe, nous donnons quelques tables numériques obtenues & partir

de nos méthodes.



CHAPITRE 1

GENERALITES SUR LES EXTENSIONS DE CORPS DE NOMBRES

A. Corps de nombres

1. Généralités.

Soit K un corps de nombres (i.e. une extension finie du corps des

rationnels @). Il existe r @®-isomorphismes réels de K dans € et 2r

@Q-isomorphismes complexes} conjugués deux & deux. Le degré [K:@Q] est ’
alors égal a 1r.1+2r2 ‘

Définissons 1'homomorphisme SK (signature) de X¥* dans {--1,+1§rl :
soient Tl,...,"rrl les @-isomorphismes réels de K dans @ et sgn la
fonction signe sur R ; on pose :

1 Try
SK(G.) = (sgn(o 7),...,sgn{a 7))

On démontre ([7]) que SK est surjectif. Un élément o de K* est
dit totalement positif si o est dans le noyau de SK ou si le corps K est
totalement imaginaire ; le sous-groupe de K¥ formé des éléments totalement

.- 2 s+
positifs sera noté K

Soit AK l'anneau des entiers de K (i.e. la cléture intégrale de Z

dans K) et soit! EK le groupe des unités de K (i.e. le groupe des éléments

inversibles de AK) ; on sait, d'aprés le théoréme de Dirichlet, que le Z-rang

de EK est égal a r1+r2-1

Le groupe des idéaux fractionnaires de AK est noté ZJ(K) et le sous-



groupe des idéaux principaux (au sens habituel) est noté QC')(K) . Le sous-
groupe de gl(')(K) formé des idéaux engendrés par un nombre totalement posi-
tif est le groupe des idéaux principaux au sens restreint et est noté QO(K) .
On a alors la notion de classes d'idéaux : le groupe des classes d'idéaux au
sens ordinaire (resp. au sens restreint) est, par définition, le groupe

#(K) = Q(K)/y(')(K) (resp. MH(K) = Q(K)/QO(K)).

Dans toute la_suite, un idéal principal (resp. une classe d'idéaux)

gsera, sauf mention contraire, un idéal principal au sens restreint (resp. une

classe d'idéaux au sens restreint).

Remarque I.1.- Les notions d'idéal principal au sens habituel et au

sens restreint coincident si et seulement si la restriction de SI< a EK est

surjective.

2. Places d'un corps de nombres.

L'ensemble des valeurs absolues d'un corps de nombres K est consti-
tué des valeurs absolues non archimédiennes, associées aux idéaux premiers

P de A et des valeurs absolues archimédiennes associées aux r_+r, @®-

K’ 172
isomorphismes de K dans @ non conjugués deux & deux ([5]). Nous

dirons, en suivant Hasse, que les valeurs absolues archimédiennes sont

associées aux idéaux premiers a 1'infini P, oo Py ; nous dirons que P
1 r+r
1 °2

est une place lorsque P désigne un idéal fini ou non et nous réserverons le

mot idéal pour désigner un idéal fini au sens habituel.

3. Complétions d'un corps de nombres.

Soit P une place de K ; on désigne par K, un complété de K

P

pour la topologie définie par la valeur absolue associée & P . Si P est un

idéal premier, K est un corps local contenant le corps des nombres p-

P
adiques G)p (pz = PNZ) . Si P est un idéal premier & 1l'infini alors K_ est

P

égal & R ou & C . Dans la suite, nous identifions K & un sous-corps de K

3



Lorsque P est un idéal premier, on note v la fonction valuation

P
—-adique associée, l'anneau des entiers (A = {xeK_,v.(x) = 0}) ,
: %, = Deiprgt = 0
T 1'idéal maximal de A, , K. =A_ /B le corps résiduel et g, l'homo-
K,p P qu P
morphisme canonique q_. : A - K. . Le corps résiduel K est un corps
P Kq} pL P

fini de caractéristique p

Comme nous avons identifi¢é K & un sous-corps de K la fonction

— P

vq:> est définie sur K et le corps résiduel K,p est canoniquement isomor-
phe au quotient AK/‘]S .

B. Extensions

1. Définitions et notations.

Soit k un sous-corps de K . On définit de fagon analogue :

sk.', gt AL E L g0, g0, g2k, W et MK

Si K/k est une extension galoisienne, chaque conjugué ki de k
dans @ est contenu dans [K:k] conjugués Ki de X  confondus ; on

supposera que pour 1 =1 < p1 les corps Ki et ki sont réels et que

pour p1 <ic< pl+p2 les corps Ki sont imaginaires et les corps ki réels
(p1+p2 désignant le nombre de conjugués réels de k dans Q@)

“Ayant défini Sk et SK , il faut remarquer que pour a € k¥* , les
quantités Sk(a) et SK(a) sont distinctes en général ; par contre, on a

1'inclusion :

Ker Sk < Ker SK

Donnons quelques propriétés des homomorphismes S et S qui

nous seront utiles par la suite :



PROPOSITION I.1.- Soit K/k galoisienne de degré premier £ et

soit N la norme dans K/k ; alors :

() NE*) k¥,

*+

(ii) tout élément o de k gui _est norme dans K/k , est

#+

norme d'un élément de K

Démonstration. -

+
(i) Soit o € K*' ; pour connaftre la signature (dans k) de Na ,
il suffit de déterminer les signes des normes des conjugués oa'i de o dans
les extensions Ki/ki correspondantes, et lorsque ki est réel :

si. Ki est réel, NK /x (ai) est positif comme produit de nombres
i

positifs appartenant a Ki . Si Ki est imaginaire (et ki réel) c'est que

2 =2 et que Gal(Ki/ki) contient la conjugaison complexe ; NK Jx (oni)
i
s'écrit uu (produit d'un nombre complexe par le nombre complexe conjugué)

qui est positif.

(ii) Soit u € K* tel que Nu = o ; il revient au méme de démontrer

qu'il existe v € K*  tel que :

c-1 ‘
SK(uv ) =1 ,
0 désignant un générateur de Gal({K/k) .
_ (1) (e), .
Posons SK(u)—(...,e:i ERRPIN ,...),1—1,--~-,plret
_ (1) (0). . o-1, _ (1) (2) (e) (1),
SK(V)’—(o..IT]i ,...,ni ,..o) 1 SK(V )—(o.-/ni ni looclni 'ni I-")l

soit SK(uvc_l)

le systéme linéaire défini par les relations :
(k) (k+1) (k)
M My |

= 1, si et seulement si on peut résoudre, pour i = 1,2,...,p1‘

(l'indice k étant défini modulo §) ;
le rang de ce systéme est égal & £-1 et il admet une solution dés que la
. ) .
relation ] [ ei = 1 , entre les seconds membres, est satisfaite ; or 1l'hypo-
k=1 ' _
~ + s s s . . .
thése Nu € k*  entrafne précisément ces relations. Ainsi v existe compte

tenu du fait que SK est surjectif.



DEFINITION I.1.- Soit K‘D un complété de K pour la valeur abso-
lue associée & la place P ; K_ contient un corps qui s'identifie au complété

P

kp de k relativement & une place p gui ne dépend que de D . On dit

que P est au-dessus de

Nous supposons désormais K/k galoisienne.

2. Décomposition des places dans K/k

Soit p une place de k ; les notions de décomposition, ramification
et inertie sont bien connues lorsque p est un idéal bremier. Lorsque p est
un idéal & l'infini soit ki le conjugué de k associé & p ; nous dirons
que p est décomposé (resp. ramifié, inerte) dans K/k si ki et Ki sont

réels (resp. ki est réel et Ki imaginaire, ki et Ki sont imaginaires).

3. Groupes de ramification ([1] et [22]).

Soit H le groupe de Galois de XK/k : soient P un idéal premier
dans K et p l'idéal premier en-dessous de P dans k . On sait que le
groupe de Galois de l'extension localé K‘}S/k ne dépend que de p et
s'identifie cénoniquement au groupe de décom‘:aosition I—I_1 de p dans K/k
([1])). Pour i = -1, on désigne par H, le sous-groupe de H_, formé
des éléments 0O tels que v (xc—x) 2 i+1 pour tout x € A, . On rappelle

B K
que dans le cas totalement ramifié, m désignant une uniformisante quelcon -

o .
que dans K‘p, i 1 €1 +‘].‘>l , 1 20 , si et seulement si OEHi

Enfin, il existe un entier t_ , ne dépendant que de p , tel gue

Htp% 11 et Htp+1 = {1}

C. Théorie de Kummer
(Cas cyclique de degré premier 2)
\ , émes e s
Soit L un corps de nombres contenant les racines £ de l'unité,
On rappelle jque l'ensemble des extensions E de L cycliques de degré pre-

mier € est canoniquement isomorphe & l'ensemble des sous -]Fe—espaces vec-
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toriels de dimension 1 de L*/L : soit o €L¥ dont 1'image dans L*/L*e

2
engendre un tel sous-espace ; alors il lui correspond l'extension E = L(Ja)

Le résultat suivant résume alors la théorie de la ramification dans

une extension de Kummer :

PROPOSITION I.2.- Soit E = L(%) , o € L¥ , une extension de

Kummer de degré premier £ et soit # un idéal premier de L :

(i) si VP(G.) = 0 mod ¢ et si P est premier & EAL , alors P

est non ramifié dans E/L ,

(@) # 0 mod £, alors © se ramifie dans E/L et

~

v
e &me
tP = BVP(l—Q) , en désignant par { une racine primitive £ de l'unité,

(ii) si

(iii) si v (a) =0 mod & et si P divise 2 , alors P est non
P - —— —— —

2 A

€ mod P est

.4

fli

ramifié dans E/L si et seulement si la congruence a

soluble dans L (o étant choisi premier & ) avec A\ = EVP(1~€) . Dans

le cas contraire, on a tP= QVP"(].—C,) - )\’P

pour leguel la congruence précédente est soluble dans L : dans ce cas l'en-

, ou XP est 1l'entier maximum

tier tP est premier & £

On définit alors les ensembles de places ®. de L suivants :

DEFINITION I,2.- On note :

P l'ensemble des idéaux premiers ramifiés dans E/L et premiers & ZAL .

P l'ensemble des idéaux premiers P ramifiés dans E/L qui divisent

BAL et tels gque VP(CI.) Z 0 modulo 2,

P l'ensemble des idéaux premiers  ramifiés dans E/L qui divisent

BAL et tels que VP(OL) = 0 modulo 2,

P 1l'ensemble des places & l'infini ramifiées dans E/L .

(
Ces ensembles de places sont disjoints ; on pose

R=P U P UP UP,



CHAPITRE 1II

LOIS DE RECIPROCITE

A, Cas local

1. Rappels (d'aprés [22]).

Soit L un corps local et soit LS une cléture séparable de L
on désigne alors par 12 'extension abélienne maximale de L dans LS
Pour toute extension intermédiaire F/E (LC Ec Fc 12 et F/L finie)
il existe un isomorphisme de réciprocité :

w : E*/NF * o Gal(F/E)

¥*® - /EP % 3* !
si x €F et si x est son image dans E /NF/EF , oOn pose

(x,F/E) = w(x) et on montre que ce symbole a les propriétés suivantes :
(1) (xx',F/E) = (x,F/E){x',F/E) ,

(ii) (x,F/E) = 1 si et seulement si x € NF/EF* .

Remarque II.1.- L'isomorphisme de réciprocité pour les corps R et

C est le suivant :
R¥YNC* - Gal(C/R) ,

la classe des nombres négatifs ayant pour image la conjugaison complexe.

2. Symbole de Hilbert.

Soit L un corps local & corps résiduel fini et soit P 1'idéal de la

, . N , , émes
valuation discréte de L . On suppose que L contient les racines n " de



l'unité (n entier supérieur ou égal & 2). Pour tout couple (a,b) € L¥xL¥
on définit le symbole (symbole de Hilbert)

n

@b =€, o =mLlam , 8" =a,

qui ne dépend pas du choix de ©

Lorsque L est égal @ R ou & € on définit encore le symbole

de Hilbert par la méme formule.

PROPOSITION II.1.- Le symbole de Hilbert a les propriétés suivantes :

(1) (aa',b)‘P = (a,b)P (a',b){P ,
(1) (a,bb)g = (@b, b, .
(iii) our gue (a,b)P = 1 il faut et il suffit que b soit une norme

dans l'extension L(?/;)/L ,

(iv) (a,b)P(b,a)P =1

B. Cas global

1. Rappels ([2] et [22].

Cette fois L désigne un corps de nombres. On considére, dans le
produit I—]—Ig , ol P parcourt l'ensemble des places de L , le sous-
ensemble ges familles {xplp, X € L*, pour lesquelles X est une unité
pour presque tout ®: on obtient le groupe des idéles de L , IL ; on consi-
dére que L* est plongé dans IL (plongement diagonal).

Soit E une extension abélienne finie de L de groupe de Galois H
et soit ' wune place quelconque au-dessus de. ® dans E . On note HP

le groupe de décomposition de ® dans E/L .

Les isomorphismes de réciprocité :
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fo : Ly/NE, = Ho< H,

sont & valeurs dans HP . Soit alors x = {XP}P un ideéle de L ; les

fp(ip) sont presque tous égaux & 1 et on peut considérer 1'application,

dite de réciprocité globale :

f:IL—>H,

définie par f(x) = lPl fP (XP) : on obtient alors :

LOI DE RECIPROCITE D'ARTIN. -~ L'application f est surjective et

son novau est engendré par L¥* et par NE/L(IE) .

2. Application au symbole de Hilbert.

. , émes : " ;
Supposons que L contienne les racines n de l'unité. Soient

a,b ¢ ¥ ; le symbole de Hilbert (a,b) a un sens dans tout complété

P
puisque l'on a convenu d'identifier L a un sous-corps de LP . La loi de
réciprocité globale appliquée & l'extension L(%)/L donne, pour tout
b € L%CIL , f(b) =1 soit Tl;l fP(B) = 1 ce qui conduit immédiatement &
la formule dite du produit : )
|| (@b =1

P

C. Calculs explicites des symboles

(dans le cas du degré premier 2)

1. Notations.

Soit L un corps de nombres contenant les racines Bemes de l'unité,
2 désignant un nombre premier, et soit  un idéal premier de L . On pose
q = Card(fp) ; on désigne par p la caractéristique de fp et par SP la

trace dans l'extension résiduelle fp/]Fp .
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Si a €1%, on désigne par ' E l'extension de Kummer L(&a) . Soit
&m ‘ . ,
8 une racine ¢ © de a et soit 0 un générateur du groupe de Galois de

iy N
E/L; © 1 est une racine £ °° de 1'unité QG indépendante du choix de 0 ,

2. Résultats explicites (d'aprés [221]).

PROPOSITION 1II.2.- Si la caractéristique p est différente de £ ,
—L_?; contient le groupe des racines eemes de 1'unité et on a

g-1
qp ((a, b)) = gg(c) £

v (a)v.(b) v.(b) -v.(a)
¢ = (-1) P P 5 P b P

avec

PROPOSITION I1.3.- On suppose p = £ et E/L totalement ramifiée
c-1

en P, Soit ™ une uniformitsante de LP(G) et soit M =m 1 . Lorsque
b est congru 8 1 modulo ¥® P , le nombre c¢ = b-1 est entier dans L
. b1 bt Tr(M) P
et vérifie ¢ E--7"7 = -—— modulo T
EE—— N(M) M2
SP(qP(C))
On a alors : (a,b)P = Co
PROPOSITION 11.4.- On suppose p = ¢. Soit a ¢ 1¥: si bel”
v ZI—C;) _
est congru & 1 modulo ® P , le nombre c¢ =H]QC_1_-1—) est entier dans LP
et on a : 9.
b - Cvp(a) Splap(c))
A o]
PROPOSITION II.5.- Soit ®# une place a l'infini, Si LP= C alors
(a,b)P =1 ; si LP= R , nécessairement £ = 2 et dans ce cas (a,b)P= -1

si et seulement si a et b sont négatifs dans L

P



CHAPITRE 1III

CONSTRUCTION DES EXTENSIONS CYCLIQUES DE DEGRE PREMIER £

On se propose de décrire, dans ce chapitre, l'ensemble des extensions

cycliques de degré premier £ d'un corps de nombres k ne contenant pas né-

, , émes - , , , .
cessairement les racines ¢ de 1'unité et de particulariser certains résultats

des chapitres précédents a4 ces extensions (notamment en ce qui concerne le

symbole de Hilbert).
A. Rappels sur certains ZB [G ]-modules

Soit G un groupe abélien fini d'ordre d diviseur de £-1 . Soit

ZJz l'anneau des entiers £-adiques ; on sait que Z‘[3 contient le sous-groupe

multiplicatif des racines (12—1)emes de l'unité, noté U , et que 1'homomor-
*

phisme canonique g : ZB - IF8 identifie U et ]FP, . Soit G* le groupe

des caractéres de G ; comme G est d'ordre diviseur de £-1 on peut

supposer que les éléments de G* sont & valeurs dans ZE .

Les éléments e;t = d_1 2 wlo Mo constituent un systéme complet
oceG
d'idempotents orthogonaux de Zz [G] : c'est-a-dire que :

i 1= Z* e,
neG

(ii) &8, = 0 pour u#u ,

(iii) ei = e, pour tout # € G¥ ,

(iv) en(s—%(s)) =0 pour tout” ¥ € G¥ et tout s.€ G .
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Soit M un Z13 [G ]-module ; on a alors la décomposition :
—_— e
M = l ‘e M % :
Yy
en particulier tout G-module dont l'exposant (en tant que groupe abélien) est

une puissance de £ peut &tre muni canoniquement d'une structure de

Z’e [G ]-module.

PROPOSITION III.1.- Soit # € G¥ et soit M un z, [G ]-module :

(i) soit x € M ; alors Xs—n(s) =1 pour tout s € G si et seule-

ment si x = x ’

(i) si e € ZZ[G] vérifie e(s-u(s)) = 0 pour tout s € G , alors
e=\ , A€EZ_ , |
% g

(iii) guels que soient n =21 , ® € G* et s € G , il existe a € 2

et e € Z2[G] tels que : a soit congru & «s) modulo £, e soit congru

Y n
a e, modulo £ et e(s-a) soit congru & 0 modulo £

Démonstration. -
se 1
% _— ' n'(s)e ,
1) si x° =x (s) on aura x> = l%'l x o= l%" X e,
. e ( (S) -n(s )) . 3%
ce qui donne x =1 pour tout «' € G" et tout s € G ; pour
e , e
#' # % on obtient x * =1, d'od x =x "

(ii) D'aprés ce qui précéde on aura e = ee, et en écrivant

=2 as,a €2Z,, onaura ee =2 a se @ a n(s)e qui est de la
S S s 2 % S s A S S %

forme Ae , MNEZ_ .
‘ % 2

(iii) Il suffit de prendre a € Z congru & #(s) modulo " et e
congru a e, modulo EHZE G].

DEFINITION III.1.- Lorsque G opére sur le groupe des racines eemes

de 1l'unité (par exemple lorsque G est un groupe de Galois convenable), pour

tout s € G il existe un entier a (défini modulo &) tel que QS = C,a pour
, éme
toute racine 2

¢ de 1'unité, L'application qui associé & s 1'unique élé-

~

ment 6(a) de U gui est congru & a modulo £ , est un caractére de G a

valeurs dans ZZ: on le note #* et on note e* 1'idempotent e, -
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36 3%
w(s) entrafne alors Qe = (on applique la

émes L,
proposition III.1 au groupe des racines £ © de 1'unité),

La relation QS = ¢

B. Description des extensions cycliques

de degré premier 2 .

Soient k un corps de nombres et K une extension abélienne de
degré premier £ de k . Soient ¢ wune racine primitive eéme de 1'unité,
k' et K' les composés k@Q({) et KQ({) . On pose G = Gal(K'/K) et
H = Gal(K'/k') ; les groupes Gal(k'/k) et Gal(K/k) sont respectivement
isomorphes a G et H par restriction. Enfin G est un groupe cyclique

dont l'ordre d divise 2-1

1. Critére de décomposition.

A l'extension K/k on peut associer de fagon canonique l'extension

de Kummer K'/k' gui est canoniquement associée & un sous—]Pe—espace de

dimension 1 ‘de k'*/k'*‘e . Soit g 1'homomorphisme canonique

q : k¥ o e 2; posons % = k'*/k“*z , X peut étre considéré comme
un ZB [G ]-module. On vient donc de définir une application canonique de
I'ensemble des extensions abéliennes de degré £ de k dans l'espace

projectif IP(%)

i

Soit %* = %= = {q(a) € %, q(on)s=q(oc)‘n(5)§

; ¥% est un ,sous—IF‘e—espace

vectoriel de ¥ et on peut considérer ]P(x*) comme un sous-espace de P(%¥)-:

on a ‘alors le résultat suivant :

THEOREME III,1,- L'application qui associe 8 K/k un point de IP(%)

est une bijection de l'ensemble des extensions abéliennes de degré £ de k

sur P(%% .

Démonstration. - Soit K une extension abélienne de degré ¢ de k
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4 , ,
et soit a €k' tel que K' = k'(sa) ; si ©® est un k-isomorphisme de K' ,
. 5 . . . . . S .
dont la restriction & k' est notée s , il est nécessaire que g(a”) soit

de la forme q(oc)h , h €2Z convenable, car K'/k est galoisienne ; on a

g®-h

donc ek , ol 0 est une racine du polynéme Xe—on . Soit 0o € H ,

o #1 ; comme ® et o commutent (K'/k est abélienne) on obtient :
e(CP“h)O — ecp—h et eo'(CP‘h) — (ge)cp—h , g# 1 .

®-h _ 1 soit Qs_h =1 : donc h est congru & u¥*(s)
s.—

a6
modulo 2 , par définition de u* , et g(o) w(s) _ 1 , soit q(o) € %% .

ce qui conduit & (

Montrons maintenant que si q(y) représente un élément de IP(%%)

alors l'extension K' = k'(&?) est de la forme Kk' avec K abélienne de

degré 2 de k . Il est équivalent de démontrer que k’(eA/Y—) est abélienne
*

sur k . La condition q(\()S = q(y)}t (s) , pour tout s € G , montre que K

est galoisienne sur k et on est ramené & montrer que deux k-automorphismes
juelconques @ et § de K' commutent. Soient s et t les restrictions de
® et Yy ak'. Soit n le plus\v grand entier pour lequel k' contient les

racines Qn—émes de l'unité. Soit so un générateur de G ; d'aprés la propo-
sition III.1, il existe a € Z et e, € zZ[c] tels que a = w¥(s)

o
0 modulo 20

3* e e
= q(y) © donc Y=Y0ue , u €k

m o

modulo 2 et e (s -a )
. oo o

On sait que q(y) = aly

£ ot soit 8 une racine du polynéme Xe—on (on a K' = k'(9)

s -a e (s -a) n
. o O o o0 o 2 . , Cae s 2 s
On aura ainsi « =y = , M €X', ce qui conduit immédia-

N N N S_a ‘en t—b en
tement a l'existence de a et b entiers tels que « =u o = v

Posons a = yu~

et

7

, éme . s . n-1.
u, v €¢k' . Comme toute racine 2 de l'unité est puissance 2 -éme

- n-1
cha=u‘Z et 6 = v

dans k' par définition de n , on peut écrire
ce qui conduit aux relations

n-1 -1
eq”" = Gabva‘3 uten et e“’“p

ab be™ 1 g7t
= 0 Tu v

.
!

n
echq’: OLW = OLMP (p et V¥ commutent sur k'), soit (v )“2 =

a-s t-b #1
u )

a—sut—b 1

Si (va_sut_b)“3 = 1 on obtient o®V g Vo
¥*

avec ge=1,§#1. On sait que C,e = ¢, soit

- Ceo _ (V(a-s)eou(t“b)eo)gn-l

sinon (v

= ¢

: or (a-s)e = (t-b)e 0 modulo 2 et
o o
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n ' .
¢ serait puissance £ -&me dans k' , ce qui est absurde. Comme © et

¥  sont déterminés par leur action sur § et 6, on a bien oy = Yo

2. Etude de P(%%).

Soit K/k une extension abélienne de degré premier £ , soit X'/k'
l'extension de Kummer associée et soit a € k' un nombre tel que XK' = k'(4/a)

(on sait que qgla) € %%)

Soit Ak' (resp. Z(k")) l'anneau des entiers de k' (resp. le groupe
des idéaux fractionnaires de k'). On notera a les éléments du quotient

k" = g(k')/g(k')e , qui est un ZB[G ]-module.

Dans l'ensemble des idéaux premiers de k' la conjugaison relativement
a k'/k est une relation d'équivalence : soit alors £ un systéme exact de

représentants des classes des idéaux premiers totalement décomposés dans k'/k

PROPOSITION 11I.2.- L' 1deal G.A.k vérifie la relation :
P

o X, B € Z
I P .
Ak PE.B‘
Démonstration. - Soit e €ZI[G] congru a e¥ modulo g alors
%
g(a) = q(OL)e = q(on)e _soit a=a ue , u €k'; G,Ak (ocA Ak
[ —— A
qui entrafne @A, (OLAk ®" . Si on écrit —[ ' € Z[G]
les idéaux ¥ étant non conjugués deux & deux, on aura
- y vy e* e*x
=P — — = P
onAk,—IPlP —‘P]P _|P[P , xPEZ.
Re‘§te a montrer que si P n'est pas totalement décomposé dans k'/k alors
_¢€ p _-
P 1. Soit s #1 , s appartenant au groupe de décomposition pour
, s _ —e¥%s  —e¥  —e¥u¥(s)
dans k'/k ; alors P~ =0 et P =RP° =P ; comme on a par hy-
* —
pothése s # 1 , il en résulte que #¥(s) # 1 et on obtient P° = 1

COROLLAIRE 1III.1.,- L'ensemble Po U P1 (cf. Dé&finition I.2) est égal

a l'ensemble formé par les idéaux et leurs conjugués pour lesquels xpi—‘ 0

modulo £ (ils sont totalement décomposés dans k'/k).
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Nous conservons dans la suite les notations PO , P P. et Poo

17’ 72
caractérisant les différentes sortes de places ramifiées dans l'extension K'/k'

Remarque III,1.- Pour tout s € G on a tps = th et VPS(l—(;) = VP(l—Q)

(et, lorsque P € P2 , )\PS = KP)

a
En effet, si (1—€)Ak, =p Py , 4 premier & P, (1—CS)Ak, =P
or 1—gs = (1-€)e , € unité, et (1—Q)Ak, = PSP ys ; il en résulte que

relativement & K'/k'

Sapms :

vps(l—g) = ap -

Supposons qu'il existe & € k' tel que a = §2mod<,P>\ , alors

s gle g £ - gse

A Sh .
o = mod P° , soit o”u mod (g entier convenable), ce qui

Lo sh s . . .
s'écrit d.g = %'z mod P (car o est premier & ¥ et ses conjugués), soit

A
o = %"8 mod P° : lorsque P € P2 , le maximum pour A sera le méme quel
que soit s € G . L'expression méme de tP (Proposition I.2) permet de
conclure.

C. Etude du symbole (oc,a)P

Nous aurons besoin dans le chapitre IV du symbole (a,a) pour

P 1
a € k¥ , o € k'*  vérifiant ala) € ¥¥ . Nous en donnons ici les propriétés

essentielles.

1. Calcul effectif de (o,a)

P
Distinguons plusieurs cas :

(i) si © est une place a l'infini, on utilise la proposition II.5 qui

permet un calcul effectif immédiat.

(i) si ® est un idéal premier qui ne divise pas £ , on utilise la

N

proposition II,2 qui conduit aussi a un calcul effectif.

(iii) si ® est un idéal premier qui divise ¢ , il y a encore trois

possibilités :
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(iii)l  est non ramifié ; on applique la proposition II.4 :

VP(a)SP(qP(C)) o1 N
(a,a) , = € T choisissant le nombre o congru

°
a4 1 modulo 2(¢-1)

(iii)2 P € P1 , on applique la proposition II.4 :
B V(@ S,(an(c)) a-1 .
(OL,a)P = C , C = 2(C-1) en supposant a congru a 1 modulo

e(¢-1)

(iii)3 P € P2 , on obtient dans ce cas :

PROPOSITION III.3.~ Si ® E)\Pz alors :
'©(0-1)(a-1)
(@,a) = ¢

tp
Si a est congru 8 1 modulo .

N

Démontrons ce résultat & partir de 1'énoncé de la proposition II.3. On

t totl
sait que M € PP , M Z¢p e (théorie det la ramification supérieure) et que
+1
Tr,, ,,(M) & -N_, , (M) = ~m? modulo TrP (on utilise le lemme 5 p. 91
Kk K'/k o- tp o-1
de [22] et le fait que =1 mod-mm ) . Posons & =m , alors
B tp L . ¢ 4 g Lfto
M = &-1 = cm . ® unité P-adique ; on aura M = (§-1)" = o .
Ap
Posons 6 = 1+ € , ¢ unité ; alors
o-1 A 0-1 A t t +1 -
9-
& =@ =8 =142 9n” mod w”
et
A, .8 et e(t_+1)
€ Py = ooln © omoawm T
6-1 o-1 ¢ b o E(tp+1)
d'ot la relation ((—e"-') -1) = XPM mod T . Comme KP est pre-
mier & ¢ (proposition I.2), on est ramené au calcul de
gt _+1)
0-1 g-
(("‘"‘61)0 1_1)8 modulo 7 ©
o-1 1-0
6- co- _ _ _
On a donc (——'1) -1 = 9-1 el 0—1 = (C8-1)e 611 , or
€ 8-1 6-1
t +1 t
el_o = 1 mod TTP et g:i = 1 mod TTP , donc
1-0 t +1
(Co-1)e " -or1 _ Lo-g .

6-1 T 6-1
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t o-1 2 2.2
comme Lge——_llLe' € (m e on en déduit que ((_6_?1_) -1) = X;Mz = LQ:Q_@Z
8-1
B(tP+1) 2 1% e(te+1) (6-1)
mod T , ce qui s'écrit encore M~ = 0 mod T , Soit
A _(8-1)
2 (Q—l)e thp e
M~ = (car o =1 mod m ) .
2
A _(0-1)
P
e La
Montrons enfineque (6-1)" = a-1 mod m , avec ag = vp(l—g) :
ona oa-1= 68—1 =1 ] (G—Qk) et pour k # k' , S—Qk = 0-1+1-¢X ; or la
valuation de 6-1 egt:lstrictement plus petite que celle de 1—€k qui est
T+A ol
égale & BaP ; d'od a-1 = (6—1)’lZ mod m © Finalement :
ae1 —1' )\P(a—l)(a—l) tP | o ae1
- e - 2 modulo T , C'est-a-dire que Tr(M) est congru
M (¢-1)
Xp(a—l)(a—l)

modulo .

r

e(¢-1)

[\

Propriété fondamentale du symbole (oc,a)lP .

On a le résultat suivant :

PROPOSITION 1III. 4.~ Soit # une place quelcongue de k' ; le ‘symbole

(on,a)P ,a €kt , q€k™ tel que aqfo) € ¥¥ , ne dépend que de la place

p de k en dessous de ¢ .

Démonstration. - On peut supposer que £ est un idéal premier de k'

et que £ est différent de 2 car autrement la proposition est triviale.

Soit P° un conjugué de P . Supposons d'abord que  ne divi-
se pas £ . Soit g un entier congru & #*(s) modulo 2 ; la proposition III, 2

montre que gv g(a) = VP(CL) mod 2 ; on a
(S

v _(a) -v_(a) 9-1
@ag =" a )% md e
soit a1
gv_(a) -v_(a)
(Ot,a);’, = (a,a)g =@ © a4 ® ) ¢ mod P°
v _(a) ~v_.(a) ‘q;lg
(@,a)2 = (a L o ) ¢ mod P°

P



Pd . P S - e ] A
or on a précisément (a,a) s = (o a P ) mod £~ , d'ol 1'égalité

R N
. . émes (o s
des symboles, compte tenu du fait que ce sont des racines & © de 1'unité

et que  ne divise pas ¢ .

Supposons maintenant que # divise ¢ .
SP(qP(C))
Le symbole (on,a)lp est de la forme ¢ , ¢ € k' convenable.

On remarque ([22] p. 223) que SP ne dépend pas de #® pér conséqguent,

Sp(qp(c)) = qP(S(c)) et il existe q € Z2 tel que S{c) = g mod P ; posons
S(q S(CS))

(0., a) = 3 ; il existe g € Z vérifiant S(c)

PS < s S

remarque que (S(c))” = S(cS) = q mod 5 ; il suffit donc de démontrer la re-

qS mod £ et on

lation S S
c = cS mod £ ;

les différentes expressions possibles pour ¢ sont :

a-1

e(g"l) VP(G') )

a-1 |

2 (- 1) vp(a) ,

xp(a—l)(on—l)
e(¢-1) !

pour chacune d'elles on vérifie directement la relation ci-dessus.

Remarque III.2.- Sous les hypothéses de la proposition précédente on

peut sans inconvénient noter le symbole (on,a)P par (a,a)

b






CHAPITRE 1V

ETUDE DU £-GROUPE DES CLASSES D'UNE EXTENSION
CYCLIQUE DE DEGRE PREMIER £ D'UN CORPS k

Soit K/k wune extension cyclique de degré premier £ : soient H
le groupe de Galois de K/k et o un générateur de H .Les notations
S + B+ Ep ., 9K, QO(K) c 3K WEK et WK (resp S+ A v B
k) , y'o(k) ' go(k) , H'(k) et ¥H(k)) ont été définies dans le chapitre I.

Si g est un sous-groupe quelconque de HK) on pose go = gﬂgo(K)
On note N l'application norme de ZHK) dans Z(k) et on note encore N
l'application de H(K) dans #(k) qui se déduit de la précédente par passage
aux classes, On pose v = 1+o0+.. .+Ge_1 . On note j 1'homomorphisme
extension des idéaux de @Hk) dans Z(K) ainsi que l'application de H(k)
dans H(K) qui s'en déduit : on rappelle que l'action de. joN est identique

A

a celle de v (sur g(K) et H(K).
A. Propriétés élémentaires de H(K)

1. Classes invariantes dans K/k .

Une 2-classe h € H(K) est dite invariante (ou "ambige") si elle est

fixe par tout élément de H . On notera par la suite Iﬂl le sous-groupe de

H(K) formé des classes invariantes par H .
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Une formule (dite, usuellement, "formule des classes ambiges") don-
née par C. Chevalley ([7 ] permet de calculer H'l , le nombre de 2-classes
au sens ordinaire invariantes par H :

e | = (o) et 7
.1 (Ek:EkﬂNK*) !

od t' est le nombre de places ramifiédes dans K/k .

THEOREME IV.1.- Soit t le nombre d'idéaux premiers ramifiés dans

+ P 2 .
K/k et soit E le _sous-groupe de E formé des unités totalement positives

" k k
de k (Ek = Ekﬂ Ker Sk) . Alors :
t-1
| = Lule
1 tet *
(Ek.EkﬂNK )

Démonstration. - Lorsque £ est impair, les notions de ?2-classes au

sens ordinaire et au sens restreint cofncident et t' = t : la formule de
Chevalley convient donc, compte tenu du fait que dans ce cas

EETNKY = (B B NNKY)

k 'k k "k ~
Supposons maintenant £ = 2 et posons : Kt = fack®, SK(NOL) =1},
— ) ++ .
Ey = {eEEK,sK(Ne) =1}, E, = {eEEk,SK(e) =1} et T = {ae€k ,Nor.GEk}

LEMME 1IV.1.- On a les suites exactes

. . . H #0=-1 .
1 Ker 6 H H sK(r)/sK(EKK ) 1,

1 1

+ bl —* g ﬂ{ ! ) —
’Ex K* /Ker S¢ Ker 8 SK(EK)/SK(NEK) r o,
ou les homomorphismes 6 , W, @ et ¥ sont ainsi définis : si Cl1'(¥) € ¥

o-1 1

alors ¥ = G.AK , a € K, M(cl'(¥) est alors l'image de S(a) dans

SK(I‘)/SK(EKK%Gnl) ; on pose 6(cl(¥W) = cl'(W , on a donc

o-1
= S S 3
Ker 8 = {cl(vyA),S (v 2;-61 (B et &
associe l'image de SK(Y ) dans S_(E K(

associe & l'image de vy dans K'/Ker SK la classe cl(YAK)

cl (YAK) 'homomorphisme {

NEK) ; enfin, l1'homomorphisme o



On vérifie que les définitions précédentes ont un sens,
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des suites proposées est alors une conséquence immédiate des définitions.

On obtient alors :

1'exactitude

— -+ %0~ 1
= ] IKer 6| — B ISK EJ L Bl (8, (B K77
1 1 lSK(T)/SK(E K*o--l)l |Ker SKl KNEK)I |T;'K\ lSK ) |

LEMME IV.2.~- On a les suites exactes :
1 - 8(E) - S (EXH - s @ hs E) - 1
K™K KK KK !
1 - 8 (K*O"l) - 8 () - S (E NNK¥) - 1
K K !
1 - SK(EK) - SK(EK) - SK(NE ) - 1 .,
++ _ ++ *
1 - B /E NNK*  ~ E/EkﬂNK =~ S (B, /S EﬂNK) - 1
Le lemme IV.2 conduit immédiatement & l'expression :
_eel I (k ‘zt'—=1 \S E ) |
\H 1 ‘31' l ¥ = s
+ _++
1 |Ker S \ lSK E, NNK ) | . N ANKH \SK |
(en utlllsant la formule de Chevalley et compte tenu des 1somorphlsmes
K*/Ker 8~ S (K) et E /E S (E.)) : un calcul direct montre que
— K K K K
= 1
1SK(K)\ 2 1,
Reste & exprimer |H'(k)| en fonction de |¥(k)| ; on considére pour
cela la suite exacte :
1 - Qo(k)/?o( ) - k)/go(k) - k)/yo(k) - 1
L(k) |
i d (k)| =
aut domne W09 | = T5r,/5 G|
On a alors gg(k)/go(k) = k)/Sk(E ) , d'od
' p I LI p
- 100 | -1 0 Sk(Ek)\ 500 | 1,01 ]Sk(Ek)l
10 4+ s (E )] e PPy S (B |
(B, :E, NNK™) lSk(k)l k(Ex (B, :E _ NNK)2 KBy
t-1 S (E
(k) | ++2 ++ IlSkEEk;:
(E, :E ﬂNK) Kk
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+ ++ 3t
On remarque alors que EkﬂNK* = Ek ANK" : si Ki est imaginaire et

ki réel, la norme d'un nombre quelconque est positive dans ki et ei est
positive ; si Ki et ki sont réels alors ei est positive dans k car e

est positive dans K .

On a donc :

R VI N S
(Ek .Ek NNK™) (Ek ’Ek)(Ek EkﬂNK )
et les deux suites exactes :
+
1= B 2 B S5(E) L
++
1 Ek Ek - SK(Ek) - 1,

conduisent immédiatement au résultat.

COROLLAIRE IV.1- Lorsque k est égal & @ ou & un corps quadra-

. P o t-1 . s . .
tique réel principal, llHll =0  t etant le nombre d'idéaux premiers rami-

fiés dans K/k .

+ + +
COROLLAIRE 1V.2- Lorsque Ek c N(EK) . EK désignant le groupe

des unités totalement positives de K , on peut engendrer 111 par _des classes

d'idéaux invariants, donc des classes d'idéaux premiers ramifiés dans K/k

et par des classes d'idéaux de k étendus & K .
On a la suite exacte :

(e} + 3t +
1 :ﬂl Hl EkﬂNK /NEK 1,

ol Ji(l) désigne le sous-groupe de Jil formé des classes des idéaux de K

invariants par H : soit cl(¥) € Zﬂl . 11 existe a € K*+ tel que 916—1 = aAK
et Na est une unité € de k totalement positive (proposition I.1) ;
l'application qui associe & «cl(¥) € Hl l'image de € dans EZHNK*/NE—IZ est
un homomorphisme surjectif dont le noyau est HO (vérification immédiate).

1
Par exemple, si k = @Q et si K est une extension quadratique de Q@ ,

+
le corollaire précédent s'applique : on a E, = {1} donc E = {1} et le

groupe l&l est engendré par les classes des idéaux premiers ramifids.
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Remarque IV.1.- On a la relation suivante :

I | |E/NE |

|Ker j| =

7

|Im jﬂ:ﬂRlet_l

ou ZﬂR est le sous-groupe de H(K) engendré par les classes des idéaux

premiers ramifiés dans K/k (pour t = 0 , on retrouve l'énoncé de [16]

p. 192 ainsi que le théoréme 94 de Hilbert ([15]).

Cette relation se démontre en considérant la suite exacte ci-dessus

ainsi que les deux suivantes (triviales)
1 - Kerj - Hk) l>Imj - 1,

, . o
1 JiRﬂIm i Im j Hl/HR 1

2. Etude d'une filiration associée & certains H-modules.

Comme H¥(K) est un £-groupe abélien fini muni d'une structure de

A

H-module, on est amené & étudier la structure de tels H-modules.

Soit donc M un £-groupe abél‘ien fini muni d'une structure de H-

module. On pose :
i

M, = {heM , RO oy
N .
M™ = fhem , n? = 1},
pour tout i =2 0 et tout n = 0 .
PROPOSITION 1V.1. -~
3 C = i i =
(i) On a M, Mi+1 et 1\/[i Mi+1 si et seulement si Mi M
i=z0;
I (ii) les ordres des groupes Mi+1/Mi décroissent vers 1 :
v
(ii1)) lorsque M = {I} on a pour tout n = 0 la relation
(n) _
M= M-y

Remarquons que cette proposition précise l'un des problémes que nous

avons en vue et qui concerne l'existence de classes "exceptionnelles" (i.e.
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non invariantes) : de telles classes existeront si et seulement si M1 # 1\/[2

(avec M = H(K)) et pour 2 = 2 , une classe d'ordre 2 ne pourra é&tre

exceptionnelle que pour M # {1} .

i it v
, | o (o-1? (o-1)¥*1
Démonstration.- Si h =1 alors. h =1 et 1\/Ii C'Mi_l_1 ;
on a Mi;i C I\/Ii ; l'application h - ho—1 donne par passage au quotient un

homomorphisme de Mi+1/Mi dans Mi/Mi— qui est injectif ; d'ol les

1
assertions (i) et (ii) compte tenu du fait que le H-module M est de la forme

1\/Ii pour i suffisamment grand.

Le polyn&me (X—l)e"1 - (Xe_1+. ..tX+1) est le polyndme nul modulo
2Z[X] ; il existe donc A € Z[x] tel que
1+ X+ ...+ X s xntt D a
ce qui montre que A(l) = -1 et que
v=(-1"" - 2a(0) dans z[m];

vérifions que dans Ze [H] , A(c)" est inversible :

Dans (DQ[X] le théoréme de Bezout, appliqué aux polyndémes premiers

entre eux Xe—l et A(X) , montre l'existence de U et V € QE [X] tels que
U (XE-1) + VOAX) = 1

on sait que l'on peut supposer le degré de V strictement inférieur & £ . Ce

~

choix étant fait on peut encore supposer que U et V sont dans ZB xX] a

2 n

condition d'écrire la relation précédente sous la forme UX)(X -1)+V(X)AX) = &

n =0 , et de supposer que les coefficients de U et V ne sont pas tous di-

visibles par € . Si n était strictement positif on aurait dans IFB xX] la

relation G(X)(Xe—_) = -V(XAX) ;: or A(1) = -1 et V ne peut pas é&tre le

polynéme nul, par conséquent V(X) admettrait 1 comme racine multiple
d'ordre 2 et serait de degré £ au moins, ce qui est absurde. On a donc,

dans Ze [H] , Vv(o)A(o) = 1

Le ZE [H ]-module M étant annulé par ‘v , on a, pour tout h € M ,
e-1 n(2-1) n n
h(c 1) = heA(O) , soit pour tout n = 1 , h(c—l) = he A (o) , ce qui
(6-1)7(871) 0
montre que h = 1 si et seulement si h =1 , d'ou l'assertion.
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PROPOSITION 1V.2.- Soit Rq le Rq—rang de M (i.e. la dimension

-1 q
sur IF, de l'espace vecioriel Meq /1\/[Jz ) : alors Rq est égal & la dimen-

2
sion sur T, de M(q)/l\/[(q_l)
Si MY = {11 , alors on a la relation
R g(2-1)-1
2= TT M /M
i=(g-1)(e-1)

COROLLAIRE IV.3.- On suppose MY = {1} . Soit n le plus petit

entier tel que Mn =M ; onpose n=af(l-1)+b , a =20, 0 <b < 2-1 .,

Si_les quotients Mi+1/Mi sont d'ordre £ alors on a l'isomorphisme :

a+l_,b

M =~ (z/e81pP x @zl P

Démonstration. - Considérons le groupe cyclique Cq = Z/EqZ opérant

trivialement sur M ; le quotient de Herbrand :

|5%C M) |
h (&) = = d ,
|H (cq,M)l
C a .
q 4
est donc égal a M (ng ] = ‘;\/Il . Comme M est fini, on a

hq(A) =1 ([22] p. 142), quel que soit g = 1 ; d'od :

a-1
M9t

ey

ce qui démontre la premiére partie de la proposition. La seconde partie résul-

te de la relation (proposition IV.1, (iii))

(@), (a-1) _
MY /M = Mq(e_l)/l\/{

(g-1)(2-1)

Le corollaire se démontre en calculant les Bq—rangs :pour g = a ,
R q(_e:}_)_l o1
e 9= | \M- e ; pour g = atl , on.a
i=(g-1)(2-1)
R a(e-1)+e-2 n-1
e =TT v M= T M M= e
i=a(2-1) i=a(2-1)

w1/ M|
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d'oll l'isomorphisme,

PROPOSITION IV.3.- Soit M tel que M° # {1} . Soit n le plus
petit entier tel que Mn =M ; on pose n = a(-1) +b , 0 <b<2¢-1, On

suppose que ll\/[i+1/1\/[i[ = ¢ pour 0 =i <n ,
(i) si n< 2?2, alors M = (Z/QZZ)X(Z/EZ)H_Z :
(i) si n =2 , alors M = (Z/EZ’)e ou bien M == (Z/BZZ) X(Z/BZ)emz :
(1) si n> ¢, alors M = (z/e2 'pPx@/e22 % 10 .
Remarque IV.2.- Si £ = 2 il ne reste que les possibilités M == Z/BHZ

ou M =~ Z/22Z/2Z . Si & =3 , le cas (i) ne peut avoir lieu que pour

n=2.,

Démonstration. -

LEMME 1IV.3.- Pour tout g = 1 on a la suite exacte d'espaces vecto-

riels :
o I3q—1 pd 0-1 eq'l o

ﬂl\/[lﬁl\/[ /M - M /M - 1

1= Ml/M n 'n n-1 n-1

n

On a, pour 0 =i <n . 1\/I(ij_l__11 = l\/Ii : en effet, la suite exacte
o-1  o-1
1- 1\/I1 Mi+1 Mi+1 1 montre que |M
o-1 ,
c =
gomme Mi+1 1\/[i et que \Mi+1/l\/[il 2 on a bien M
la surjectivité dans la suite proposée.

o-1

/Mi+1

| = IM /{1l = e
o-1
i+1

i+1

= M, ;: d'ou
i

a1 o-1 e '
Détermination du noyau : soit x € M tel que x =y ,¥Yy&€M

o-1 -1 qq _pdo-1 M1

Il existe z € Mn tel que v = z et x° © = z2(0-1) ; par suite (xz‘z') =1
_pd ) ‘
et xz 8 € 1\/[1 d'ol 1l'inclusion 'Ml/l\/[r%qm\/_[l'c Ker(o-1), l'inclusion inverse étant

triviale.

LEMME 1IV.4.- Si n = £+1 alors le £-rang de M est égal au 2-rang

n-1 °

Soit x € M_ _\M
n-1 n-2

. (0-1)n-2 X .

soit y = x ;ona v EéEM et y# 1 & cause du choix de x . Il

existe B(og) € ZIZ [H] tel que (0—1)1’1"2 = B(c:)(o—l)z_1 et en posant 2z = XB(G)

(ce qui a un sens car ona n = 8+1 = 3) et
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e-1
on obtient y = z(o_l) . Comme Mn—l = 1\/[0“1 on a Mr\‘j—l = {1} donc,
: _ne-1
ici, z\) =1 et Z(o 1 = ZBA(O) , ce qui montre que vy € Mz ; 1'hypothé-
se [Ml\ = ¢ entrafne alors l'inclusion 1\/[1 o Me . Le lemme IV.3 appliqué

avec g = 1 achéve la démonstration du lemme 1V.4.

Remarquons que pour j =i on a, avec des notations évidentes,

(Mi)j = Mj ; on peut donc appliquer les résultats du corollaire IV.3 a Mn—l .

Pour n < £ la conclusion est immédiate (vu que MY # 1}

Supposons n = g+1 ., Le lemme IV.3 montre que le Bq—rang de M

est supérieur ou égal & celui de Mn—l (d'une unité au plus) : comme le 29

rang d'un groupe est fonction décroissante de gq , le lemme IV.4 et la remarque

ci-dessus montrent que, pour ¢ < [%f—i'] , les 2%-rangs de M et Mo,

sont égaux a £-1
Posons n-1 = a'(¢-1)+b' , 0 < b' < ¢-1 (ona a' = [%E‘i‘]) . Le
lemme IV.3 montre qu'il vy a trois possibilités :

(i) b' = 0 , nécessairement Ra'-:—l(M) =1 et Ra'+1(Mn—1) =0,
'+
(i) b' >0 et les &% 1—rangs de M et Mn—l vérifient :
= +
Ra'+1(M) a'+1(Mn—1) L

) et R (M) =1,

(i) b' >0 , R, (M) =R, (M 442

a'+tl a'+l ‘n-1
La proposition est démontrée si l'on démontre que le cas (iii) est im-

possible :

-1
soit x EM , x £ Mn—l L x) e Ml ot %Y = X(cr—l) X—JZA(O) :
—1)8-1 _
posons X' = X(G 1) et x" = x eA(G) .
1 — - . _ _
€ Maceen T M@ e-neea S Mareen T Mareen T Macdaneen

I_l_ ]
<02+l # 1 soit x"%® # 1 . En résumé

(Mn_l)(a|) . Comme x £ M, ; .o0na
)(a‘)

_1)(a) et x" (Mn—l ; comme %’ € 1\/[1‘ et que
a' est non nul (on a supposé n = ¢+1) on a x’ € (1\/[n )(a) soit
%" = van—l ¢ (Mn )(a)

on a obtenu x' € (1\/[1’1

-1

-1 ce qui est absurde.

Remarque IV.3.~ Les résultats précédents s'appliquent au H-module H(K)

La filtration {Mi}i>0 associée & M = H(K) est particuliérement importante
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a4 cause des résultats suivants ; posons : Bii = {héX(K),h

(n) "

¥ o= {hed®,h” =1} ,1=20, n=0.

B. Résultats généraux concernant

la structure de H(K)

On rappelle que #(K) désigne le 2-sous-groupe de Sylow du groupe

des classes au sens restreint de K .

1. Démonstration d'un résultat préliminaire.

THEOREME 1IV.2.- Soit ¥ un sous-H-module de H(K) et soit ﬁ l'en-

semble formé par les h € H(K) tels que hU—1 € H;

~

(i) ¥ est un sous-H-module de H(K) gui contient ¥ et Zﬂl

(ii) pour tout sous-H-module g de 4(K) dont l'image dans ¥(K)
est égale & ¥ et qui est tel que gng(K)O'l = 90_1 on a la suite exacte
de T, [H ]-modules :

)2

| R
1~ Ng /NG ()"~ NgNg (K/(Ngng ()T W -1,
o g = 97K

Remarque IV.4.- D'aprés un résultat connu ([191], chap. VIII, §4) on

sait que toute classe d'idéaux (au sens restreint) contient un idéal premier.
Représentons tout élément de H par un idéal premier ; alors le H-module

4 engendré par ces idéaux vérifie la condition gny-(K)G'l ='§c—1

Démonstration du théoréme.- L'assertion (i) est évidente ; étudions

maintenant la partie (ii) :

a) Définition d'un_homomorphisme ¢ de NJWg(K) dans /s, .

N ..
Soit a € NgﬂNgo(K) ; il existe U € 9 et ac€ K" tels que

_ _ L 1iiaz -1 . . .
a = N%IO = N(OLAK) : 1'idéal ﬁloq AK étant de‘norme Ak , il existe U € Z(K)
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tel que :
(1) g =onu’ .
0 K
On note o(a) 1l'image de la classe de ¥ dans ﬁ/?ﬁ‘ﬁl . Montrons que
w(a) ne dépend pas des choix effectués. Si a = N%Ié) = N(OL'AK) , QI;) € g,
a' € K*+ , alors, en vertu de l'hypothése 909(195,1: y""l , il existe b € g
et ¢ € HK) tels que : | '

(2) a o= o7l
O (@]
1

t —_ o- .
(3) a AK OLAKc ;
au couple -(QI'O,OL‘) est associé un idéal o' tel que :
" o-1
g/‘I = ] ]
(4) L= o'Ad .
Les quatre relations ci-dessus conduisent & la relation

mo—lm,l—obc—l _ on'oc—lAK ,

qui montre que la classe de l'idéal QIQI'_lb est dans 3:{1 ; comme b ¢ g,
2 et ¥' ont la méme image dans | ﬁ/)ilﬂl . On a bien un homomorphisme et on

vérifie qu'il est surjectif.

b) Définition de @ .

—_—— e ———

. _ _ e+
Soit L € Ngﬂgo(k) s o= N O.OAk avec 910 € g, a €k

o
posons a = af , alors a = N(a A) = N(a A) ; comme a = N9 on aura
o v o K o K o e}
aOAK = (N%IO)AK = QIO € 4 (car g est un H-module), on aura aussi
+
O'OAK € 2O(K) car G.O est dans K¥ . On obtient la relation

_ 'o-1 - . ; ¢ ' A
aOA.K = OLOAKSLI avec U' = AK ; donc Ker ® contient (Ngﬂgo(k)) , d'oll

% par passage au quotient.

c) Novau de © .

Si a € N3 , a=N(aA) avec OLAKEQ et OL'EK*-'— on a alors
aA, = aA (A)°" et o) =1 . |

Réciproquement, soit o € NgﬂN?o(K) , a = NQIO = N(od,) , 910 € g

K
+ —
et o € K* : ﬂlo = OLA.KQIl o , la classe de ¥ étant dans mil . Il existe
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+
B ek, U € g et W € GK (tel que cl W € ) vérifiant

1 €%
W= wwBA, ; alors wl - mcl"lsu'lo'lec“lA soit w01 - zt‘l"lso‘lyA

K K

)

- + +
en écrivant 91'10 1 sous la forme YAK (on a alors Yy € K* et Ny € E

k
On a donc @A = 9 A "B YA d'ol (Y_loLBan) = 9 910_1 : comme U
K o1l K ' AK o1 ! o
c-1 _ , -1 1-0 =
et 911 sont dans ¢ , on a Qloﬂil = (y "aB )AK € 90 , d'ol

N(Y_loLBl_OAK) = N(CLAK) =a et a est bien un élément de N?O .

o-1_0-1

o-1

0"' P
Remarque IV.5.- Lorsque 1l'hypothése JNHK) L. g n'est pas vé-

rifiée, on ;démontre sans difficulté que, dans la suite exacte du théoréme IV.2,
le terme ﬁ/mil doit étre remplacé par un terme de la forme 3?{/349311 ol Iﬂg
désigne l'ensemble des classes des idéaux b € F(K) tels que po-1 ¢ g

(on a ¥ < ¥ _  mais pas égalité en général).

7

2. Généralisation de la "formule des classes ambiges".

Nous avons en vue une formule explicite donnant la valeur de \Zﬁ/ﬁl
généralisant ainsi l'expression de \]ull | (théoréme IV.1) (laquelle correspond &
H = il}). Poutr cela, nous allons chercher & remplacer les groupes d'idéaux
qui interviennent dans la suite exacte du théoréme précédent par des groupes de

nombres convenables.

a) Définition du groupe - A .

Les notations et hypothéses sont celles du théoréme IV,2., On pose

IO = N?ﬂgo(k) et on considére la suite exacte :

1—>Ek-»k-+go(k)—>1

DEFINITION IV.1.- On pose :

M=y (1) ;

+ +
k* qui contient E. . On désigne par q l'homo-

c'est un sous-groupe de K

morphisme canonique :

q:A—’A/Ae.
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b) Résultats préliminaires. -

PROPOSITION 1IV.4~ On a les suites exactes de IF‘e—espaces vectoriels

suivantes :
2 e =
1 NgO/Io IonNgo(K)/Io Ji/mil 1
1 - Nkt tEf Nkt - 1 NN g ®/1¢ - 1
k o) e} o
+ + . +
1 - EkﬂNK*/Eke - annNk*/nt S AﬂNK*//\e(EkﬂNK*) - 1
% . 8 £ %
1 - ANK"/A - A/ - A/AINK - 1
R + 3 + £ . + +2 + + 36 N
1 EkﬂNK /Ek Ek/Ek Ek/EkﬂNK 1.
Démonstration. - La premiére suite n'est autre que celle du théoréme 1IV. 2,

compte tenu de 1'égalité (utilisant la proposition I.1,(i)) : IoﬂNgo(K) = NgﬂNgo(K) .
Ceci étant, soit x € ANK¥* ; considérons xAk , puis l'image de xA.k dans
IoﬂNgo(K)/Ii (ce qui a un sens car XAk € Io (xek*—*') par définition et en écrivant
x = No. on peut, d'aprés la proposition I.1, supposer o € K° , d'ol

xAk = N(OLAK) € Ngo(K)) ; montrons que l'homomorphisme ainsi défini est surjectif :
si xAk est dans IoﬂNgO(K) » On peut supposer x € A et il existe o € K*+
tel que xAk=N(o,AK) , soit x = eNa , ¢ EEk;ona S

+ -1 * -1,
I.1) donc eGEk,xe € AMNK® et xe Ak—xAk

k(Na) =1 (Proposi:cion

, 14 , , ; _ 2
Si XAk € Io , il ex1ite y € A tel que YAk € Io et xAk = (_EfA.k) .
On a donc x = yBe' , €' € Ek ; comme x € NK* on aura e € NK*ﬂEk et
x € Ae(E;ﬂNK*)

. _ e, \ + 3 _ e
Inversement, si x = yee , vV EN, e € EkﬂNK , alors XAk = (YAK)
avec yAk € IO , Ssoit xA]< € Io . D'ol l'exactitude de la seconde suite.

Pour la troisiéme, on considére l'homomorphisme canonique surjectif :

AﬂNK*/AE - AﬂNK*//\e(E+ﬂNK*) - 1

k
+
dont le noyau s'identifie au quotient EkﬂNK*/l\Eﬂ(E-]:ﬂNK*) : or
+ + +
AeﬂEkﬂNK* = AeﬂEk = (Ek){a . Pour les deux derniéres suites exactes, on consi-
dére les homomorphismes canoniques surjectifs :

A/A8 - A/AMNK* - 1
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et Ek/Ek - /E ANK* - 1 dont les noyaux sont respectivement

AﬂNK*/Ae et ;ﬂNK*/E

PROPOSITION 1IV.5.- On a les suites exactes :

1 o~ Ny - NH - 1,
1 - Ng_ - Ng - Y
I L R AR T O

+, +0 1/
1 Ek/Ek AA IO/IO 1

Démonstration. - La premiére résulte de la définition de N : #(K) - H(k)

Pour la seconde, soit ¥ € 4 ; & N¥ on associe I'image de la classe
O'._
de ¥ dans W/H ! ;i si B € g esttel que NU = NB on sait qu'il existe

o- - .
U tel que B = YW 1 ; par conséquent u° 1 € # , on peut donc supposer

Y € g gréce & l'hypothése 202(K)0—1= 90_1 et les classes de ¥ et B sont

équivalentes modulo Hc_l . i la classe de ¥ est dans ﬁo—l , 1l existe

+ -
Beg et a€K” tels que u=218° 10_AK et NU = N(G.AK) ;or e g et
%0_1 € 3 donc GAK € 4 donc on.AK € ‘go et NU ¢ Ngo . la réciproque étant

évidente.
La troisiéme est immédiate.
La derniére suite exacte découle de la suite exacte

1—'E—'I\ﬂ{1—*1,
o)

k
+ +
compte tenu du fait que AeﬂEk k?, .

PROPOSITION 1V.6.~ L'ordre du quotient ﬁ/:ﬂ est donné par la formule :

g = L6001 Laonk*/n |
4
IN®| |A/07)
Démonstration. - La proposition IV.4 conduit & l'expression
# ,, 8
]ﬁ/lihlll = |ANNK /A On remarque que :

\Ngo/Ii | \E:m\TK*/}z;‘2 |
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(Ng:Ii) = (Ng:Ngo)(Ngozli) = (N?:IO)(IO:ICZ)) qui montre (en utilisant la
proposition IV.5) que
2
‘N:ﬂl ‘Io/Iol lNﬁl \A/A”

INg /1| = ,
o "o lHlﬂ]il \Bilﬂlﬂl\E']:/E;e\ |

d'oll une autre expression de ]ﬁ/:ﬂ:ﬂll :

3 LR T £, /£, °
/s | = ? n )
|0/07] ]EanK*/Ek \
|¥ Nx| # ,, 0
= lll\T?ﬂl IAOE\Ij/\//Q/\‘ l \E]:/E—]:ﬂNK*l (cf. proposition 1V, 4)
Comme ¥ contient Jﬂil on aura (ﬁ::ﬂ) = (ﬁ::ﬂﬁl)(tﬂﬁlzlﬂ) d'otl
lﬁ/uﬁllmul/n\ it || * /.2
Sl o 1D _ _ ) LoanNk*/a°] t-1
|3/8| = 134/a¢u1[\ﬁu1/311 = ‘3*1‘ ]:u1 = TN ] 2

!/
/87|
compte tenu de la formule donnant lblll (théoréme IV.1) et de la suite exacte
- n - - - .
1 Iﬁl H o 31311/311 1 .
LanNk*/n° |

| N
pend essentiellement de la nature du groupe des normes NK¥ .

3 , Bl
c¢) Calcul de LAONK"/ ;

17\

Reste a donner une méthode de calcul du terme qui dé-

PROPOSITION 1V.7.- Soit q(al),. .. ,q(an) une base du IF‘Z—espace vec-
e
toriel /\/1\.e H € A . Le nombre AL

2 N r L
est égal 3 ¢ ol r estle

2
| ANNK" /0% |
rang du systéme linéaire homogéne défini sur IFe par les t éguations :
__I_'l_ Xi
| (ot,,ai)p = 1 pour tout idéal p ramifié dans K/k , o étant un nombre
i=1
de k' tel que XK' = k'(joc)
En outre, on a les relations : 0 <r < t-1 our t =1 et r=0 si
t=0.
Démonstration. - Considérons l'extension K'/k' , K' et k' étant les

mes

N , é 2
corps obtenus par adjonction & K et %k des racines 2 de l'unité, Comme
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d = [k':k] est premier & ¢ , il en résulte qu'un nombre a € k est une
norme dans K/k si et seulement s'il est norme dans K'/k' . L'extension
K'/k' étant cyclique, le théoréme des normes de Hasse s'applique et montre

que a est norme dans K'/k' si et seulement s'il est norme dans toute

extension locale K:P,/k' » © décrivant 1l'ensemble des places de k' ([2]) ;
en vertu de la proposition II,1, (iii), si K' = k'(a/-o_c) , a sera norme locale
partout, si et seulement si (oc,a)P = 1 pour toute place # de k', ou

encore, si et seulement si (OL,a)P = 1 pour toute place p de k (remarque

I1I. 2).

Le fait que d soit premier & £ entrafne qu'un idéal premier p de
k est ramifié (resp. inerte, décomposé) dans K/k si et seulement si tout
idéal premier # au-dessus de p dans k'/k est ramifié (resp. inerte,

décomposé) dans K'/k'

Si 2 =2 et si p est une place & 1l'infini, le symbole (oc,a)p ne

peut valoir -1 , que si kp =R et si o et a sont négatifs ; or ici,

+
A ck® , donc si a € A ona (x,a) =1

p

Revenons maintenant au cas ol p est un idéal premier : si p est
décomposé dans K/k , alors Kp = kp et tout nombre est norme. Supposons
p inerte dans K/k ; on sait que pour tout # au-dessus de p dans k'
on a VP(CL) = 0 modulo ¢ (proposition 1.2) ; de plus, a € A , donc
aAk € N2 et aAk, est la norme d'un idéal %' de K' ; il en résulte
VP(aAk') = 0 mod ¢ ; l'extension locale en  , Kgp/kzp étant non ramifiée,

ces conditions suffisent & montrer que (a,a)., = 1 (compte tenu du fait que

(o
dans le cas local non ramifié toute unité est norme).

Donc si gfa) € /\/Ae , a € A, gla) est un élément de l\ﬂNK*/Ae si

et seulement si (OL,a)p = 1 pour tout idéal Pp de k ramifié dans K/k .
On remarque enfin que l'on a l'isomorphisme
4 n - %
ANK*/A” = {(x,,...,x) € F) , T | a,® e Nck*}
1 n e i=1 i

donc AﬂNK*/Ae est isomorphe & l'espace des solutions du systéme homogéne

proposé ; ce qui achéve la démonstration de la premiére partie de la proposition.
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Soit 6 le nombre d'idéaux premiers au-dessus de p dans k' ;
la formule du produit (II.B.2) s'écrit pour tout i , | |(0L,ai)P =1 soit

-— 8
[p] (on,ai)pp = 1; en vertu de ce qui précéde, on peut supposer que p par-

court l'ensemble des idéaux premiers ramifiéds dans K/k ; les ép étant
premiers a £ , les t équations du systéme sont linéairement dépendantes

etona r <t-1. 8 t=0 on vérifie directement que "r est nul" dans

la formule.
)

Remarque IV.6.- Les n relations \p] (on,ai) L 1 évitent, dans la

p

pratique, le calcul de n symboles.

THEOREME 1V.3.- Soit ¥ un sous-H-module de ¥(K) ; soit g un sous-

H-module de #(K) dont l'image dans H(K) soit égale & H et tel que
gng(K)G"l = 90_1 i soit A = \b—l(NgﬂgO(k)) le groupe de nombres associé a

g et soit q(al),.. .,q(an) une ]I-“e—base de !\/1\_2 ; alors :
y _ IHgk) ! t-1-r
|4/%| = 0| 2 )

ou t =0 estle nombre d'idéaux ramifiés dans K/k , et o0 r , vérifiant

en outre r = t-1 , est le rang du systéme linéaire homogéne sur IF‘2 :

X,
(OL,ai)pl =1, p ramifié dans K/k .

_n_

1

l
i=1

COROLLAIRE 1V.4.- Pour tout i = 0 on obtient pour ¥ = Hi :

l3(x) | pi-1r

REN

LA

3. Algorithme général.

Les théorémes IV.2 et IV.3 permettent de définir une sorte d'algorithme

pour la détermination de H(K) par construction d'une suite croissante

{9,}121 , associée & la filtration {Hi} , et vérifiant les hypothéses du

i izl

théoréme IV.2, ainsi que de la suite {A,]}

itiz1 correspondante (définition IV.1).
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De fagon précise, 91 est engendré par les idéaux suivants :

(i) des idéaux invariants : idéaux premiers ramifiés dans K/k et

idéaux de Ak dont les classes engendrent H(k) et que l'on étend & AK :

(ii) des idéaux ¥ de K tels que %IG—I = OLAK , que l'on obtient
en résolvant 1l'équation Noa = € , pour € € E;ﬂNK* (les unités € qui sont
normes dans K/k étant trouvées au moyen du systéme linéaire défini dans
le théoréme IV.3 et construit & partir de Ao = E-]:)

Supposons avoir déterminé 21_1 . Ai—l (Hi—l étant alors l'image de
gi_l dans H(K) et 1311_1\ étant connu) ; le systéme linéaire associé &
./\i_1 donne un ensemble de solutions indépendantes : "a" , telles que

aAk = N¥ = N(CI.AK) , U € gi_l , @ € K* ; on utilise alors 1'homomorphisme

défini dans le théoréme IV.2, qui permet de construire ﬁi—l = lii comme
classes des idéaux Y' vérifiant :
o-1
= A"
C(.AK YU
Le groupe gi sera engendré par gi_l et par ces idéaux W' : Ai s'en

déduit trivialement, quant & ‘Zﬁi‘ on utilise la formule du corollaire IV.4 :

_ sl t-1en
l:ﬂi/zii—ll_ 1N3¢i“1\ ¢ '

7

(NZtii__1 étant déterminé a partir des N¥ , ¥ ¢ gi_l) .

Remarque IV,.7.- Nous n'avons pas parlé de la condition gng(K)o“l = 90—1 :

il suffit, pour la vérifier, de se ramener & des groupes 7 engendrés par des

idéaux premiers :

En effet dans la relation G.AK = 9191'0_1 la classe de ¥' contient des
+
idéaux premiers ([19]) ; soit p un tel idéal, il existe Yy € K" tel que
. o-1 0-1 o 1-0 o-1 ,
U = pyAK et ocAK = Up v AK , d'od  ay AK = Up ; on a toujours

N(owl_c) = N(a) = N¥ , d'od la remarque.

Remarque IV.8.- Lorsque t =0 ou 1 , seul le théorédme IV.2 est utili-

sé car tous les éléments d'un groupe A sont normes (le rang r est toujours

nul).
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Exemple IV.1.- Soit k = @Q@(/-23) ; on vérifie que le nombre de classes

est 3 et que la classe de pz (idéal premier au-dessus de 2) engendre H(k)

Soit a = 163(28+3J-(3_9) : a est un élément de k' et en fait de k

(le sous-corps quadratique de k' distinct de k et de ©()) : on a bien
+

as 1. 1633 ce qui fait que l'extension K/k associée est cyclique de degré

3 et que K/® est diédrale ([9] .

On remarque que 163 est totalement décomposé dans k' et que 3 est
non ramifié dans K/k (¢ = 1 modulo 3«/-—_1-’;) ; i1 v a donc deux idéaux premiers

ramifiés dans K/k : , au-dessus de 163 dans k . Posons

A P163 et3‘°'163
Proaf =P et PlgeP =%

Détermination de ®#X) .- On a ]311\ = \:ﬂ(k)lSt—l = 9 (Théoréme 1V.1)

et 341 est engendré par les classes des idéaux invariants (Corollaire IV, 2)

donc par les classes de P , D' et pZAK ; on aura

91 = <‘-l3,‘-13',p2AK>

(3+,_\{—23)

_ , 3 3 .
NG, = (pyg3:Pig3rPy) avec p, = (DA

(M)> :

—_ —_— 3 |3 L]
To = N7, 02,00 = (9163-P1637P163P1637 2

car on vérifie que p163 n'est pas principal, d'ol
_ .3 3t/ =23
I, = (p]ggr (163A , (F—5)A ) y
3 , ~ 3+/-23

et, en posant Pleg = OLOAk on obtient A1 = (OLO,163,"—'—-‘2 Y.

Calculons le symbole (a,163), . Ona o =163 B , B = 28 + 3/69
donc (oc,163)lP = (B,163)P ; soit # un des quatre idéaux au-dessus de 163
dans k' qui ne divise pas B , il divisera BS = 28—3,\/_65 et on aura
3JE§ = 28 mod P soit (B,163) . = (B)54 = 5654 modulo £ ; si on avait

(S
54
(8’163)63 = 1 on aurait 56 = 1 modulo 163, ce qui n'est pas car 56 n'est

pas reste cubique modulo 163.

. N _ 3
Le rang r, est égal 3 1 et on a IHZ/Hll \Nﬁll ; or
- . vy \ -
NHl = (cl(p163),cl(p163),cl(p2)> (cl(p163)> , comme p, ., n'est pas principal
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on a quull =3 ; d'ott MK = B

Exemple IV.2.- Soit k = QW/-111) ; on vérifie que ¥H(k) est cyclique

d'ordre 8 et est engendré par la classe de pz (idéal premier au-dessus de 2) ;

on a :

8 _ 5+3/-111
Py 2

+3./ -
g = SH¥/-111

2
vérifie en utilisant la proposition I.2 que K/k est non ramifiée (K/@ est

aussi biquadratique : K = Q(/-3,/37))

On considére alors l'extension K = k(/8) avec

On* aura \Hll = % =4 et si ¥ engendre un élément de Hl ,
Wl - ad, avec Na € E = {-1,+1} , comme -1 est norme il suffit de
résoudre
Na' = -1 |,
— B/ —
2421+ lelJe

- = 2
On trouve N[ —('Q—E“"Ll'l) et on vérifie que

2 J -

' _ 2 4 o . _
(a )AK = ’Bs(PzAK) ol ‘J}53 est un idéal premier au-dessus de Py dans K

— 1 1 A ——-—-———-—-—01' = O—l =
avec N‘]SS = p3 . Ceci conduit & (9_ == )AK ‘153 et W ’-133
’ 2

On a donc 91 = <p2AK,153,’J3g>

_ (n2 _ .2
Ng, = (pz,p3> et NZ.NJ (k) = (py)
. _ 2 : ' . aimal 98
On obtient alors Nlil = (cl p2> qui est d'ordre 4 ; ainsi lsiz/]:lll ZlNﬂli
et H(K) = Hl (on peut conduire aussi les calculs dans K/(D(A/———?:) avec
k = QW/-3) ; dans ce cas lHl] =2 et WK = 3i2 et il résulte du corollaire

IV.3 que H(K) est cyclique d'ordre 4 : H(K) est engendré par la classe de
pzAK , pz relatif & k = Q(/-111)) ; cf. Résultats du Kubota, Uber den bizy-
klischen biquadratischen Zahlkdrper, Nagoya Math. J. 10-12 (1956), 65-85.

4., Cas du corps des rationnels : définition du qroupe' A

1

Dans le cas oi k = @Q , l'expression de \ﬁ/ﬁ\ est alors

l;l;/li‘ — et—l—r

1
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Soit H = ,Hl ; comme E(D= {1} . il résulte du corollaire IV.2 que

311 est engendré par les classes des idéaux premiers ramifiés dans

K/@Q; si

Pyrens ' P, sont les nombres premiers ramifiés dans K/@® , on obtient pour A

(relativement & ¥ = 3i1) le groupe engendré par PyreeeiD et noté :

Al = <pl,p2,...,pt>

Remarque IV,9.- L'existence de classes d'ordre £ , non invariantes

par H est é&quivalente & la condition l)iz/Hl‘ > 1 soit r < t-1; il est

donc nécessaire d'avoir t = 2 Des exemples on été donnés dans [10] .

Dans le chapitre VI, nous donnons d'autres exemples numériques et,
en annexe, des tables numériques.






CHAPITRE V

APPLICATION DES RESULTATS DU CHAPITRE PRECEDENT

A. Généralisation d'un théoréme de Kisilewsky ([17 )

Les propositions IV.2 et IV.3 peuvent s'appliquer & M = H(K) , si
et seulement si [?dll = ¢ (les quotients Hi+1/3ii étant nécessairement

d'ordre ¢ pour i < n).

Le théoréme IV.1 nous donne :

| = ) [ et
1

toetane®
(Ek.EkﬂNK )
et la condition l:ﬂl\ = £ se produit dans les trois cas suivants (compte tenu

+
du théoréme IV.3 appliqué & A = E, )

~

nNK*) = 272,

8t—l )

1) M| =1,t=2, (B :E

NNK*)

i) |uxl=¢,t=21, (E

02 ot t=o0.

:E

~+ o~ +
~+ o~

(iii) (k) |

Si k =@ et ¢ impair, il ne subsiste que le cas (i) avec t = 2

Si k est un corps quadratique avec H(k) = (Z’/BZ)Z et si K’k est

non ramifiée, on retrouve un résultat énoncé (dans [17 ) dans un cas particulier.
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B. Probléme de O. Taussky

Supposons K/k non ramifiée pour les idéaux : le théoréme 94 de
Hilbert ([15]) affirme qu'un idéal de k devient principal dans X/k : si
H(K) est le f-groupe des classes de K , NH(K) est d'indice ¢ dans

H(k) (théorie du corps de classes).
O. Taussky a donné la définition suivante ([24 ] :

L'extension K/k est dite de type A si NMKNKer j # {1} , sinon
elle est dite de type B .

Si ® est un sous-H-module de M(K) , on a |H/¥| = 1809 |

I, | |NH e
(théoréme IV.3), soit |¥/¥| = ﬂli—\lfg\ (théoréme 1IV.1)

h5‘1‘ L |

| |N# |

la suite exacte 1 - Ker jNNH - NH N ¥Y - 1 donne

lﬁ/ﬁ‘ - lHl‘ - l_I‘:IEQI_,_:&LL

1" | |Ker jnN3| IKer NN

~ s

en désignant par H la cohomologie modifiée de Tate. Appliqué & ¥ = H(K)
on retrouve un résultat de [17 ] (démontré dans le cas cyclique de degré quel-
conque) : & savoir que la condition B équivaut & la condition : ]HO(H,H(K)) | =1

C. Résultats sur les corps quadratiques

1. Comparaison des 4-rangs de @Q/m) et de ©(/-m) ([8]).

Soit m wun entier sans facteurs carrés. Posons K = Q(/m) et K=®0Q(/-m)

et réservons la notation pour toute quantité qui concerne le corps K .

Soient pl,. .. ,pt* les nombres premiers impairs ramifiés dans K/©
(ils se ramifient aussi dans K/@Q). Si 2 ne divise pas m , il est nécessaire-

ment ramifié dans K ou dans K (et dans 1l'un des deux seulement), sinon il
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est ramifié dans les deux corps.

D'aprés les corollaires IV.1 et IV.2, les ordres des groupes de clas-

ses invariantes sont respectivement :

=20 et || =2

les groupes Hl et 311 étant engendrés par les classes des idéaux premiers

ramifiés, Les groupes A et A associés sont donc :

h=(pireeipy) o+ A= Py sP4/2) ou vice-versa,

lorsque m est impair ;

A=A = (pl,...,pt*,2> lorsque 2 divise m .

Soient A et A les matrices (carrées) des systémes linéaires associés

aux groupes A et A (cf. théoréme V. 3).

Les propositions IV.1 et IV.2 et le corollaire IV.4 raménent la comparai-

~

son des 4-rangs R2 et R2 de KetK a 1__a comparaison des rangs r et r

des matrices A et A : en effet, on obtient immédiatement la relation :

R, -R, = t-t+r-r .

2 2
Posons pour 1 =< i,j < t* .
) i
(m,pi)p. = (-1) , (—m,pi)p. = (-1) ;
J ¢ J -
— (i _ P B
(mlpl)z . ( 1) 1 ( m:pi)z ( 1)A 1
(mlz) = (-1) ) (_ml 2) = (—1) ;
pi pi
n ~
m2), =-0°% ,  (m2, =D
p;-1
et éi = —2-— (les quantités aji ’ ei ’ ’r]i ’ ’r]o ’ 61 1. .. Etant defmles

modulo 2)

On pose enfin m = 2d si 2 divise m . m =4d sinon et on peut
supposer d = 1 modulo 4 quitte & échanger les rdles de m et de -m une

fois pour toutes. La formule du produit conduit alors & :

28 6

(—1)i = sgn (d) ‘(noté (-1) o)
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LEMME V.1.- On a les relations :

(1) a.+a,=05 pour i#j,

ij ji ij
1] ~ . — - O ] 3 ,
(ii) aiJ all ur i # j
i) A, =a, + 0

(i) @y =a; + 8,

] o = g -+ 6 - = - - .

(v) e =e +8 ,m=m et n =n

La premiére exprimfe la loi de réciprocité quadratique appliquée aux
pi"'l pj-l

pi p. —
nombres D, et pj : p— ;l = (-1) 2 2 (symboles de Legendre) ; les
j i
deux suivantes résultent du calculédu symbole (_1’pi)p : o osi 1i#3,
” i j
(—1,pi)p =1 et (—1,pi)p = (-1) ' . La derniére résulte des relations :
j 8, i
( l,pi)2 (-1) et ( 1,2)pi ( 1,2)2 1.
On pose :
all alt*" 1 ] (‘5.1
° a a, ¥ 3¢ ' M= ) 1 6 +* !
t*10 0 St t
1
6 8 ) )
1910 e 00 ;0
A = , D = . ,
Bpnly oo Opbix S \0 O

-~

B=B+ D, EJ = tB + A et C = E} + D (ce sont des matrices carrées de

dimension t*xt¥).

Le lemme précédent (assertion (i)) montre que :

O =B="B+ 4.

il

a) Cas o 2 ne divise pas m . (on rappelle que m = d 1 mod 4).

Le nombre 2 étant non ramifié dans X et ramifié dans K on a :

+&
. S ' 1171
A =B ’ A= ﬁt* et MA = ﬁt*+6t*no
o)
51.. ¥ 'rlo 51...51:-;(- ’l’lo
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oy
(i) Casm>0, Ona (m,m) = (-1,m) (-m,m) = (-1) 1 car m
—————————— pi pi pi

est norme dans @Q(/-m) ; donc la somme des colonnes de B est formée des

61 ; de plus les sommes 2, m, +n, et 60 =2 6, sont nulles, par conséquent,
i i
la somme des lignes de MA est la ligne nulle et r=r ou r+l , soit

-1 < RZ-R2 <0

(ii) Cas m < 0 , Dans ce cas, la somme 60 est égale a 1 et, la

somme des lignes de B étant nulle, on peut remplacer la t*-&me colonne de

MA par 134 colonne . ; il en résulte immédiatement que r = r+l1 ou r+2

= O

soit :

b) Cas od 2 divise m . On aura

ﬂ]_ . / ) 'r]l
B . . B .
A= . et A= :
"'lt-n- nt*
+
61...61:.;(. ‘I"]O €1+61...€t* 61:* T]O
(1) Cas m >0 . La somme des colonnes de la matrice A est consti-
tuée des symboles (m,|ml[), et (m, \m\)2 .
i
%
On a (m, \m‘)p' = (m,m)pjL = (-1) et (m,m)2 =1

1

Compte tenu de ces relations et du fait que la somme des lignes de A

est nulle, le rang r est égal au rang des matrices :
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~

t i ~
or AlM = Gt* et A a méme rang que B (en effet la

somme des lignes et la somme des colonnes de A sont nulles). On aura, dans

cecas, r=r ou r =r+l soit encore :

-1 <R -R =0
1 2 RZ
(ii) Cas m < 0 . On échange les rdles des matrices A et A la.
somme des colonnes de A est constituée des symboles (—m,—m)p. et
i i
(-m,—m)2 ; or (—m,—m)p' = (-1) ' et (—m,—m)2 =-1 ; on vérifie que, de
, i -
la méme maniére A a méme rang que B et que A a méme rang que les

matrices : 5 5
1\ 1
~ A M ~ A.'.
A = B 6 et A tM = Bta 6
1 ¥ 1 +*
e}
t .1
- B X
soit A, M = . ; d'olt la conclusion :
1 0

< -
0 R2 R2 <1

On peut alors énoncer le résultat (obtenu dans [8 ] par dénombrement
d'extensions non ramifiées et, ici, comme conséquence des lois de réciproci-

té quadratique)

PROPOSITION V.1.- Soit m un entier sans facteurs carrés avec

m =1 mod 4 si 2 ne divise pas m et I—; = 1 modulo 4 si 2 divise m .
Les 4-rangs R, et R de O@QWm) et de O-m) différent d'une unité au

2 2
plus. De fagon plus précise : R, <R, < R,+1 pour m > 0 ; R2—1 < Rz < Rz

2 2 2
pour m < 0 .,
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2. Corps guadratiques ayant un 4-rang donné ([6].

PROPOSITION V.2.- Soit m € Z un entier sans facteurs carrés, soit o

un nombre premier congru a8 1 modulo 4 et ne divisant pas m . On pose

K = ©Q(/m) et K= Q(Jﬁ-rﬁ) ; on note PyreessP, les nombres premiers ramifiés

dans K/® (dans K/Q ¢+ Pose...P, , P se ramifient et ce sont les seuls).

1 t
Pi . .
ﬁ(—p—)=1MLt_Oll_'£1,lsist,l§_§4—rangs Rz_e_legg
K et WK vérifient :
-~ - +
R2 R2 1

Démonstration.- A K est associé N\ = (pl,...,pt> et 3 K est asso-

~

€.,
cié A= (pl,...,pt,p> . Posons (-1) U= (p,pj)p. ; les matrices associées a
1

>

A et A sont respectivement :

(m,pl)pl... (m,pt)pl 11+ m.py)y ...e:1t+(m,pt)pl(pm,p)p1
‘ 1
(m,p.) ... (m,p,) R €, ,+(m,py), ...€, +(m,p) (pm,p)
A = 1p2 tpz A= 21 1p2 2t t' Py o))
(m,pl)pt. (m,pt)lOt et1+(m,p1)pt e Hm, o)y (pm.lo)Igc
(pm,pl) (pm,pt) (pm,p)p
eij
Pour i ?é J 7 ("1) = (plpj)p, = 1 ’
1
) p-1 Pi-1
i : D, o]
pour p, # 2 , (-1) "o (B-) = (-1) 2 2 (“l“) = (‘L) car p =1 (4) ;
i Py P p
p2-1
. i 8 2 (pi)
siop=2, (M=o, =yt = (2) - (2
Py
Si ——] =1 pour tout i on aura
p ._ (pm,p)p
: 1
A= N (pm.p) a
I pt
mp LI Y
(p pl)p (pm p)p
= = _B_ = i
or (pm,lo)pi (p,p)pi(m,p)pi (pi) 1 pour tout i ,



bj
m,p.) = (p,p.) m,.)=<—‘)=1 our tout i ,
(p pl)p P, D, p( Py b P
p-1
et enfin (pm,p) = (p,p) _(m,p) = (-1) (%) =1;
p p p ‘
0
~ A : -~ P
A= . et les rangs de A et A sont égaux.
0...0
On aura donc pour K : ‘HZ/Zﬁll = 21T ot pour K lﬁz/ﬁll A L
d'ol la relation 13‘2 = R2+1

On peut donc construire une infinité de corps quadratiques ayant un

4-rang donné.

, n
3. Corps guadratigues avant un 2 -rang non nul.

PROPOSITION V. 3.- Soient a,b,m,n des entiers positifs non nuls. Soit

A=1 si a est impair, 2 sinon. On pose :

2 20 2,2
a - mb =m'y ,

A

avec les hvpothéses suivantes :

(i) (a,pb) = (@a,m) =1,

(31 m et m' sont plus grands que 1 et sans facteurs carrés.

n+1 _ o P
Alors le 2 -rang du corps guadratigue imaginaire K = @Q(/-mm') est

non nul,

Démonstration. - On vérifie que (m,m') = 1 , ainsi, d'aprés (ii), mm'
4

est un entier sans facteur carré et est divisible par deux nombres premiers dis-

tincts au moins,

Soient Pyre-esPy les nombres premiers ramifiés dans K/@© (t = 2)
mb+w -mm' ,
LEMME V,2.- Posons a = 3 ; alors o est un entier et
n
1'idéal OLAK est de la forme MYZ oit Y est un idéal entier de norme aZ ,

M un produit d'idéaux premiers ramifiés ; M et ¥ sont premiers entre eux.
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2 2mb 2"
On a Irr(a) = X° - "——)\ X + ma ; o est donc entier. On remarque
2mb o, i1z .
que (—T ,ma“ ) = m , l'idéal OLAK est sans facteur rationnel et est donc

de la forme voulue. Il en résulte aussi que Y est produit d'idéaux premiers

décomposés non conjugués deux & deux.

LEMME V.3.- Le rang r de la matrice A1 associée a

1
= Arifi indé itd - < f-
/\1 (pl,. .. ,pt> vérifie 1'inégalité : Ty t-2
En effet, mm' = N({/-mm) et m = N( O; 1) ; par conséquent, m'
on-
a

pd P 2 ] » ]
et m sont des éléments de Al\Al qui sont normes ; étant premiers entre
eux et non carrés, ils définissent deux solutions non triviales indépendantes

du systéme linéaire associé a A

1
Fin de la démonstration de la proposition.- Si n =1 le lemme précé-
dent achéve la démonstration : IHZ/Hll =z 2 et R2 est non nul.

Supposons n > 1 et montrons par récurrence sur i € {2,3,.. . ,n}
qu'il existe une suite de groupes gi et Ai (relatifs & la détermination de
Hi) vérifiant le systéme d'hypothéses-suivant :

. 2n+1—~i
?. = <p1:~--:pt:m Imll'°‘lm > ’

2n+1—i
A, = (pl,...,pt,a ,a )

la matrice du systéme associé & Ai étant de la forme

A = (cl...cop....D (t+1+n, colonnes) ;
i 1 t 1 ni i
enfin le rang r, de Ai vérifiant : ri < t-2
Vérification pour i = 2 : on a l\.1 = (pl,...,pt> , l'espace des so-
lutions X du systéme Al.x = 0 est de dimension t—r1 ; on compléete les

deux solutions indépendantes relatives & m et m' par t—r1-2 autres solutions
convenables. On applique alors l'algorithme défini dans IV.3 avec les hypothé-

ses supplémentaires expliquées dans la remarque IV.4

ona mm'Z= N(J—mm'AK) = N@®) , avec M = -r—\ p, € 91 : donc
pilmm'
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(/-mmYA. = ﬁfﬂm'c-l avec, ici, WU = AK .

K
De méme mZ = N() = N(——=—=) avec M = | | p. € 9. et
1 n-1 1 i 1
a2 n P, {m
2 i
a 1-0 1-0 o 1-0,2"7%
( 2n_l)AK = M&Wl , soit Ml = zn—l zn_lo = (4" ) ol l'on
a m o o
21’1—1 1
peut prendre U' = Y . On aura :
' 2n-l
92 = <‘pll"'lp_t72I lg’{ll"ﬂlg’lt_z_r]-) 7
- gn-1 = t-9-
Az <p1:-..,pt:a ,al, ,an2> ’ nz t 2 rl ,
_ 2 2.2 2 _ 2 2 .
A, = (Cl"'ctODl”'Dn ) = ((.141)0131...DI1 ) ;
2 2
i < + = + t - - =t -
on aura bien r, < r1 n2 r1 t 2 r1 t 2 .
On peut admettre que :
2n+2_i
gi_l = <p11~-01ptlm _ lall‘Oﬂlmnl >
i-1
2n+2—i
hi_q = (pl,...,pt,a L .
- i1
= ” ' < —
Ai—l «Ai—gDn. +1"']Dn. ) avec ri—l -2
i-2 i-1
et ni_1 - ni_2 = t—2—ri_2 .
Les solutions (x,0,...,0) telles que Aj_z'x = 0 constituent un sous-
espace § de dimension t+1+ni_2 que l'on compléte par un systéme de
t—z—ri_z solutions convenables. En comparant 91_2 et gi_l on constate que

les idéaux ' obtenus & partir des équations "(B) = uY'l-ov |, o ¢ 91_1 sont

de la forme

2n+1-i
u 1911 £ o 0 ey mn. Imn' +1 7 o g an
i-1 i-1 i
= + - 1 ~
avec n, n,_q (t-2 ri—l) ; d'ol
21’1+1—i >
gi - <p11-o-:pt, i ,mll...,mni ¢
2n+1—i
Al = <p11--.lptla ,al,...,ani> ’
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(la t+1-&me colonne est nulle tant que l'on a n+l-i = 1)

= ((Ai"l)Dni_l""l. . .Dni) gui est telle que

r, <r, ,+tn, -
i-1 1

, =r,  +t-2-r, = t-2 .
i i-

T B W 1

Le procédé existe donc pour 1 € {2,3,.. . ,n} ; au rang n+l on ne
peu’; rien dire car la t+l-éme colonne de la matrice An+1 n'est pas nécessai-
rement nulle. On a donc (proposition 1V, 2)

R t-1-r
ntl _ _ n
2 = lHn+1/ﬁnl = 2 = 2

COROLLAIRE V.1.- Quel que soit n , il existe une infinité de corps

, , e n . .
guadratiques imaginaires avant un 2 -rang non nul. De facon précise, lorsque

n-1
. 2

a est un nombre premier, l'intervalle [1 ,%—‘"] contient N{n,a,m) entiers ¢
sans facteurs carrés tels que le 2n+1—ran9 de Q(«/-:a) soit non nul, avec :

n-1

27 Ll 4y

N(n,a,m)=>“-’1 _(a-1) -8 , 0=<6<4.,
Jm

Démonstration. -

LEMME V,4,- Pour n , a et m fixés, l'équationen b >0 , y > 0 :

2 9on 2 _ 2 . ) . ) . .
A“a® - mb” =y~ a au plus &' solution (8' =1 si m#3 , 8 =3 si
m = 3).

n +bv/ - — +by/ -
On a az = N(Y—R—i) dans O@O-m)/Q; B = 1_}_\__m est entier

(i1 suffit de regarder Irr(B)) et (B) = pzn , p étant un idéal premier (puisque

(z':l:b'e(—m) _ pzn
A

a est premier). Si (y',b') est une autre solution on aura

y'Eb'y/-m

= ¢B , € unité ; d'ol le lemme.

soit X
LEMME V.5.- Lorsque m' est plus grand que 1 , l'égquation en b >0 ,
n
y >0 : Xzaz - mb2 = m'y2 admet une solution au plus.

Méme type de raisonnement que précédemment en utilisant le lemme V.1,
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n
Par conséquent, lorsque Kzaz —mb2 est positif (c'est-a-dire que
zn—l
1 =b < L%7—'m—) il y a autant de valeurs m' différentes que de valeurs de
b premiéres avec a (sauf, éventuellement, &' = 1 ou 3 valeurs de b don-
Kaznhl Aa n-1
nant m' = 1) ;‘ dans l'intervalle [1,—'«/—;——] il v a [_g—fr?x——] multiples de
zn_l Zn—l
a d'ou N(n,a,m) = .[2@__] - [La‘w—] - 8' ., L'expression de l'énoncé
1<y /\/I_rl a/\/ﬁl

s'en déduit immédiatement, ainsi que la premiére partie de la proposition,

Exemple V.1.- Soient n=2 , a=5, m =2 ; on aura
14 = N(2,5,2) < 16 . On trouve pour mm' les valeurs : 94, 226, 466, 574,
674, 766, 926, 994, 1054, 1106, 1186, 1214, 1234, 1246 ; les corps @Q{(/-mm)

auront un 8-rang non nul.

n
Remargue V.1.- L'expression Xzaz —mb2 = m'yz est celle utilisée

dans [18] lorsque y =1 . Le fait d'avoir, ici, vy quelconque permet de
— +
montrer que tous les corps @Q(/-d) ayant un 2! 1—rang non nul (d produit de

deux facteurs premiers au moins) sont obtenus par ce procédé.

PROPOSITION V.4.- Soient a,b,m,n des entiers positifs non nuls.

oit A =1 si a est impair, 2 sinon. On pose :

n
mb2 + )\zaz = m'y2 ,

avec les hypothéses suivantes :

(i) (a,b) = (@a,m) =1 ,

(i) m et m' sont plus grands que 1 et sans facteurs carrés ,

(iii) 1'unité fondamentale de @(/mm) est de norme -1 .

+ S
Alors le Zn 1—rang du_corps guadratique réel K = Q(/mm') est non nul .

La démonstration est analogue a celle de la proposition V.5. Cependant
la condition (iii) est nécessaire pour que mm' soit norme d'un nombre o tel
que l'idéal ¥' vérifiant (I.AK = 3)1%{'1_0 , soit l'idéal unité : on a
-mm' = N{(/mm) d'od N(e/mm) = mm' si Ne = -1 . La condition -1 € NK*

est d'ailleurs insuffisante car elle n'entrafne pas nécessairement o' = AK , en
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effet :

Exemple V.2.- Soient

n=3, m=13 , b =9
-1 = 4 avec R1=R2—1 et R3=0.

. alors mbz—4a8
est norme mais |H(K) |

4, Autres exemples avec

e =12,

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que certains résultats connus

sur les corps quadratiques (et qui utilisent aussi les symboles locaux) décou-
lent naturellement des méthodes exposées ici.

PROPOSITION V.5. (Hasse [13] et [14 ))- Soient

p et qg# 2 deux
nombres premiers distincts tels gue

pgd = 2 ou 3 mod 4 ; soit K = QK/-pqg)
soit {1,8} une Z-base de AK , alors

et

(1) #(K)

est cyclique,

(1) si le symbole de Legendre (%) est égal a -1 alors |H(K) |

= 2 .
(ii1) si (%) =1, il existe x,y,2€ 2, z>0, (x,y,2) =1 , tels
que pz~ = N(x+y0) ; si (%)= -1 alors [l&(K)] = 22
3

., sinon |¥(K)| est di-
visible par 2

Démonstration. -

Les nombres premiers ramifiés sont p et g (2 n'est
ramifié que lorsque p = 2) et le groupe A

associé a ‘Hl est donc
/\1 = (p,q) ; la matrice du systéme étant (en notation multiplicative)
_ - it} (.Q
( pq,p)p ( pq,q)lo (q) q)
A= =

(—pq,p)OI (-pq,q) (R) (E) |

q q a
si @) = -1 le rang de A 1 et MK =3 , do (i)
sons maintenant que (B)

q) = 1 : le rang de A est nul. Pour déterminer un
groupe d'idéaux ¢ associé a ¥

a 2 il faut résoudre les équations

est r

Suppo-

p=Na e g=NB , a,B ¢ K¥;

en fait la relation N(/-pq)

pg montre qu'il suffit d'une seule équation

=29 ;

1
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(p = Na) . On a donc
pz2 = N(xt+y8) , x,v,z € Z , (x,vy,z) =1 ;

on constate sans peine que

(x+ye)AK = mzp avec pz = pZ
+ +v0 1-
et 911 ° - zZ ; il existe W' tel que ('}S;:\L“)AK =p¥ 1-o soit
-0 ol 1-o
)| =—Z—A— =9 . On peut donc prendre %' =% et NU =z . Il en

o) .
résulte que ¢ = (p,q,U,A ) et que le groupe A associé est A = (p,q,z) ;
8
. 9
la matrice B correspondante est donc B = : si (g) = -1
z
11 (p)

le rang de B est 1 et ¥, 2 = HK) , si (E) = +1 le rang de B est nul et

2 p
M, /8. | = |¥,/8 | = 2, d'ot l'assertion (iii).
2" 71 372
Remarque V.2.- Le procédé peut alors se continuer (cf. chapitre VI :

"Algorithme pour & = 2", valable pour un corps quadratique quelconque).

PROPOSITION V.6. (Hasse [12 )- Soit p congru a 1 modulo 8 ; alors

il existe x et y positifs tels que p = 2X2~-y2 . Siona x =1 modulo 4 ,

[ﬂ(Q(JTE))l est divisible par 8 .

Démonstration. - On aura 1\1 = (p,2) car 2 est ramifié dans QW-p)/@ ;

la matrice associée sera

(_p:p)p (‘p:Z)p 1 1

de rang nul.

(—p,p)2 (-p,z)2 1 1

Comme p = N(JTE) . il suffit de traduire le fait que 2 est norme : or P

étant décomposé dans CD(JE) . qui est principal et dont 1'unité fondamentale
. 2 2 " . <

est de norme -1 , on peut écrire -p = Yy -2X , X,y positifs premiers a p .

~

2 2
On a donc 2x~ = y“+p ; ceci conduit & la relation

(5’1’“/—"-‘3)14K = pzsu"'l , avec pg = (2, et NU = (%)
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On obtient alors Az = (p,2,x) avec pour matrice associée :

x-1
2

, d'oli la proposition.

PROPOSITION V.7.- Soit p premier impair ; alors |¥(®@(/2p)) | = 2

si et seulement si p # 1 modulo 8 . Lorsque p = 1 modulo 8 alors

]ll((D(«/—Z—IS)),] est divisible par 8 si et seulement si p = 1 mod 16 et dans

. 2 2 . . ) N
l'écriture p = x +2y , v est divigible par 4 (sinon ce nombre est égal & 4).

= (2,p) la matrice

Démonstration. - On aura 91 = (pz,pp> et Al

associée sera alors :

p -1 p -l  p-l
8 8 2
(210,2)2 (210,10)2 (-1) (-1)
A = = 2 2
1 p -1 p -1 + p-1
8 8 2
-(2p, 2 2p, -1 -1
(2p )p (2p p)p (-1) (-1)
on a alors H, = H si et seulement si 1'un des 4 symboles est différent de 1

2 1
donc si et seulement si p = 3,5 ou 7 modulo 8 .

Supposons p = 1 modulo 8 , alors A, = 11 et |¥

) 11 _2_1 = 2[4 | =4
Il en résulte aussi que p est décomposé dans les corps Q(/-2) et O/2)
et qu'il existe des entiers u , v , x et vy tels que

-p = uz—ZV2 et p = x2+2y2

ce qui entralne
(2v)2—2p = 2u2 et p2—2py2 = px2

od l'on peut supposer (p,y) =1 et (u,v) =1

On a (2v+J§?>)Ak = pzﬂlz ol ¥ est un idéal entier de norme u et,

de méme (p+yA/_2“p_))Ak = ppM'z avec W' entier de norme x . On a déja vu que

cela entrainait gz = <p2,pp,ﬁl,ﬁl',ﬂc,ﬂllc> et /\2 = (2,p,u,xy dont la matrice
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u -1 x -1

8 8

associée est =
u X
1 1 (Zp,u)p (Zp,X)p 1 1 (p) (p) /

uz—l Xz—l

1 1 (-1 8 (-p
= uz—l xz—l

1 1 (n % (pn®

2

i

grdce & la formule du produit ; le fait que u2 1 (16) et x~ =1 (16) est

équivalent & y =0 (4) et p =1 mod 16 , d'od la proposition.

Remarque V,.3.- Les résultats précédents sont connus de P. Kaplan qui

~

en a donné une démonstration élémentaire a partir de 1'étude des formes qua-
dratiques ("Divisibilité par 8 du nombre de classes des corps quadratiques
dont le Z-sous-groupe des classes est cyclique et réciprocité biquadratique",

a paraftre & Journal of the Math. Soc. ‘or Japan).



CHAPITRE VI

METHODES EFFECTIVES - RESULTATS NUMERIQUES

A, Etude du cas k = Q@

1. Construction des extensions cycliques de degré ¢ de O©.

Nous reprenons ici 1'étude générale du chapitre III (paragraphe B)

avec £ premier impair.

A K/@® est associée l'extension de Kummer K'/@Q' définie par
K' = (D'(A%L-) ol le nombre o choisi est tel que gla) € %% . Les seules

places qui peuvent se ramifier dans K'/@' sont :

les idéaux premiers totalement décomposés dans @'/@ ,

1'idéal premier PO= (1-¢) au-dessus de £ dans @'

PROPOSITION VI.1.- Choisissons o c¢ongru & 1 modulo PO ; alors @

est ramifié dans K'/®' (donc dans K/@) si et seulement si la quantité

w = &1
1-¢
est premiére 3§ Po .
Démonstration.- Si 2 est ramifié, c'est que l'entier maximum X\

tel que l'on ait o = §8 mod P:; dans @' wvérifie A < & (cf. proposition I.2) :
on a donc o = &% + (1—g)>\w

avec de plus & .= 1 mod lPO ;
o= (1+(1-08° + (1-0*w

1

, r ce qui est de la forme o =1 + (1—§)>\w' avec

w' premier a PO
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Soit s un générateur de G = Gal(Q'/®) et soit g un entier tel

que o® = o%% , u€ @ . On obtient :
1+ (1-¢9"wS = (141-0*w)%?
e =¢ e = ara-0'w)? mod P2
1+ (1-<;g)>\W'S =1+ gW'(l-g)x " '
-0 e 4OH WS = gwa-g? N
(1+¢. . +¢IH = ¢ mod P

(on a, en effet, w'S = w' mod PO car G opére trivialement sur A@'/PO) :

finalement, gx = gmod £ entraflne A =1 et w = w puisque 1 <\ < ¢

7

w est donc premier & Po .

. , L a1 2 2
La réciproque est immédiate car alors la congruence o = & mod PO est

manifestement insoluble.

La proposition III.2 nous montre que :

3

—e“xP .
P ¢ Xp € Z ;

‘—G‘_A—.a ZTT
© epP

~

on est donc amené a introduire l'ensemble V suivant :

DEFINITION VI.1.- Soit t = 1 et soit V le guotient de l'ensemble

t
des t-uples (Vl"' . ’Vt) € IF?, avec les v, tous non nuls, par la relation
t

d'équivalence définissant l'espace projectif IP(IF‘z)

On peut alors associer & q{a) un point de V de la maniére suivante :

(1) si £ est non ramifié dans K/@Q on associe le t-uple

(v,,...,v.) € ]FJE défini par v, = vp (a) avec ®, € B (on rappelle que &
1 t 2 i i i

est un systéme d'idéaux premiers non conjugués deux & deux représentant les

idéaux qui peuvent se ramifier dans K'/®@') ;

(i1) si ¢ est ramifié dans K/@Q on associe le t-uple

t
V.,.eo.,v, _,v.) € F. défini par v, =V

1 -1V 0 p,(a) pour 1 <i < t-1, Pi € B

1
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et v "'—'a—_"l modulo PO .
e}

=

t  1-¢

On définit, de cette maniére,une application de P(¥*) dans V qui
dépend du choix de B et, lorsque £ est ramifié, du choix de la racine

o éme L
primitive £ de 1l'unité go

PROPOSITION VI, 2.~ L'application définie ci-dessus est bijective.

Ce résultat provient, par exemple, du fait que l'on peut dénombrer
I'ensemble des extensions cycliques de degré ¢ ramifiées en t places

. . . t-1
données (en l'occurence ce nombre est égal & (2-1) )

2. Systémes linéaires associés aux groupes A .

Soient p les nombres premiers ramifiés dans K/©; si £ est

17 pt
ramifié on posera £ = p; -

~

Soit A le groupe de nombres associé & un quotient :lNi/Zli (notations
du théoréme IV.3). Etant donnée une base de /\//\_IZ de la forme
q(al),. .. ,q(an) on fera l'hypothé&se suivante (non restrictive car on peut s'y

ramener par un choix convenable du H-module ¢ associé & H)

HYPOTHESE VI.1.- On a pour t <t : a, = Py,....ar = pp , etles
nombres a,E-+1,. . ,an ne sont divisibles par aucun des nombres premiers
Piree sy ramifiés dans K/Q .

DEFINITION VI.2.- Soit ® wun _idéal premier dans @' ; on note Ne le

nombre de conjuqués distincts de  dans ®'/O® et on pose pour a € @ :

E I = (p.a)y + (0 =PNZ , P#P

[a ]P = (Co'a)P sinon.
o o

On a alors le lemme suivant :
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LEMME VI.1.- Soit p = p, et soit a € @ , a premier & pi’. alors

_VinP.
(w,a) = [a ]P 1
By i
Si P, #2 ona (a,a) = (or.,a)lP et
1 1
_ p,-1 p.-1
vpl(a) VPI(CL) i -, 1e
(a,a), =la a modulo R, = |a modulo £, ;
Pi i i
or [a ]P = (pi,a)P. et n, = ¢-1;
i i i
ve (@) -vg (p) p~t p;-1
- i i 1/ _ -1 2
(pi'a)Pi = (pi a modulo Pi = (a modulo Pi ,

Ap (a-1)(a-1)
q, (— )
e %, e(¢ 1)
Si p, =p, =8¢ ona (a,a), = ¢ et,de méme

i t 1/ o)
()\Po(go‘l)(a'l))
5e e ' e(g -1
(¢ ,a) = °° © : on a alors v, = a-1 et n, =1; le
o' P e} ! t = 1-¢ Po H
o o

lemme en résulte alors immédiatement.

Remarque VI.1.- Les calculs effectifs du chapitre III, paragraphe C

montrent que si l'on pose

ag_1 =1+ e ,
alors
MVt
(@,a), = ¢
PO e}
lorsque ¢ = pt est ramifié (on a, en effet, SP = identité , )\P =1
o) o

d'aprés la proposition VI.1).

Posons, pour simplifier 1'écriture,

n, = nPi , la ]i = |a ]Pi , lPi'E b et (on,ai)j = (OL,ai)
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THEOREME VI.1.- Soit A un groupe de nombres associé au quotient

H/¥ et soit q(al),...,q(an) une base de A/AP' vérifiant 1'hypothése VI,1 :

1

le systéme lindaire | | ((I,ai)jl =1, 1=<j st g'écrit (pour ¢ impair) :
i=1
n v,xi t -—vkx, _
[ll[a.].J I | L&, ] bo=1 , 155 <1
Lo T
| 1 bi], =1 , t+l<j=<t ,
\ =1 J
olt 1'on a posé [a ]P = (p,a)P , PZ=°PNZ , P#¢ , [a ]Po = (Co’a)Po
-n_ X,
Démonstration. - Le systéme | | (OL,ai) Y= 1 s'écrit
) i=1 )
t xi x1
L1 () | 1 (ea),” =1
i=1 Vgt J

pour i >t , ai est premier 3 tous les pj , J=1,...,t donc

(@,a,), = [a,] 77 . On aura donc pour j < T
i’ i
n ' X, t X, X, X,
| 1 ea),™ = 1 [ (wa) " @a)’ |1 (@a)’ =1
i=1 J i=1 J 1 r J
i#j
t ~n.v.x, X, -nv.x,
= 1] ) 7?7 ) T1 1 7It=1
i=1 1] R T
i#]
Calcul de (on,aj)j (G <t) :
La formule du produit donne ‘Pl (or.,aj)63 =1 , ou encore lp{ (oc,aj)P =1,
ot n ramifié
soit | | (@), ™ =1;
k=1 )
) t —nk/nJ ) t nkvk/nJ
(@,a), = | | (OL,aJ.)k = 1 [a.]k
k=1 k=1 3
K#] k#]
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Or ni =1 ou 2-1; par conséquent, on aura ni =1 et
1/nj = nj modulo ¢ et :
i v n,v
T j k
(a,a,), = | | [a.]k]
k=1
k#j
Il vient alors pour la jeme ligne du systéme :
n —n,v,xi _t nvkx n V'Xi t —vkx, _
[T 77 TT R =1 soie TT 7 TT ] K =1
i=1 J k=1 i=1 ] k=1 J
i#) k] i k]

Pour j > t , l'hypothése ai premier avec pj est vérifiée pour tout

i et on obtient :

_n_ X _n_ -n.v.x
] (@a)'=1]]k17?77'=1
i=1 =1 )

s0it encore

0 X
'l 1Y=1 , j>¢
=1 1)

COROLLAIRE VI.1.- Lorsque ¥ ' contient ¥. , on peut toujours supposer

1
que a1 = pl",. .. ,é\t = p,c et l'expression du systéme devient :
t v,xi —vix, n v,xi
. []Di].J [pj]i ) || [ai].] =1, 1<j=<t
i=1 ] i=t+1

COROLLAIRE VI.2,- Lorsque H = ul le groupe A est égal &

(pl,pz,...,pt> et le systéme est alors :

V'Xi -V X,

11 .17 o] =1, 1<j5t.

i=1 ) )i

THEOREME VI.2.- Lorsque £ est égal & 2 , il existe m € Z tel que

(m,ai)j =1, 1<j <t

= Q(/m) et le systéme associé & A est |
i

avec les formules :

b
_..) (i—) (Symboles de Legendre)
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ou a = —‘_,p(_a)- ’ b' = v (b) ’ p 7£ 2 ’
p P
az-l
8 . .
(2,a)2 = (-1) si a est impair,
a-1 b-1
2 2 . . .
(a,b)z = (-1) si a et b sont impairs .
Remarque VI.2.,- Si r; désigne le rang du syst@me linéaire associé

a la détermination de l]ii_l_l/nil , la proposition IV.2 montre que

R1 £-2 -2 t-1-r,
2 =[ | Wiﬂ/ﬁi\ =11 ¢ , soit :
i=0 i=0
£-2
R1 = (e-1)(t-1) - 2 r,
i=1

(cf. remarque de [20] p. 361 ainsi qgue : Frohlich, the generalization of a

theorem of L. Rédei's, quart. J. of Math. 5, 1954 et les références p. 140),

3. Etude du cas H =¥

1

La dimension du quotient Lﬁz/tﬂl est égale & t-1-r ol r est le
rang du systéme

® ] | b1 'l ') =1, 125<t.
i=1

PROPOSITION VI.3.- Le rang r du systéme (S) est égal & 0 si et

-~

. N , éme
seulement si pi est _congru 38 une puissance 2 modulo pj pour_ tout

N

, . , . (rs 2
i, j ., 1# 3, en remplacant cette condition par pi congru & 1 modulo 2

lorsque pJE = ¢ . En outre, lorsque r = 0 relativement 8 K/® , ona r =0
t-1 . o
relativement aux (£-1) extensions avant méme discriminant que KX/Q .
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Démonstration. - La derniére partie de la proposition est évidente car

la nullité de r ne dépend pas du systéme {v . ,vt} considéré,

1"
On aura r = 0 si et seulement si [pi ]j =1 pour tout i, j ,

i#j; si pj#z on a

~1
5T
e
= = 5
[pi ]J. (pj'pi)Pj (1/pi) modulo ;o
d'oll l'assertion ; si pj = ¢ alors -1
i

PROPOSITION VI.4.- Lorsque t = 2 on a les résultats suivants :

(i) l'ordre des groupes Hz est le méme pour les £-1 extensions

K/@® ramifiées en Py + Py i

(1) si r est égal & 0 (ce qui équivaut & la condition Lﬁz/lil # {1}

soit p un nombre premier décomposé dans K/@® tel que l'un des symboles

[p ]P , Ip ]P soit différent de 1 ; alors M(K) est le £-sous-groupe de
1 2

Sylow du H-module engendré par la classe d'un idéal premier p au-dessus

de p dans K.

Démonstration.- Pour t = 2 le systéme (S) s'écrit :
v, X -V, X
172 271 _
[p2 L o, 1, =1
vV,.X -V, X
271 12
I A

Posons [pi ]j = QO” ; on obtient alors en notation additive le systéme :

T899 %) T Ay VX, =0

v, X, - v =
812V2%1 T %21V %y
dont le rang ne dépend pas des nombres vi car ceux-ci sont non nuls par

hypothése.

D'ol l'assertion (i)
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Supposons maintenant r = 0", Il existe q premier & £ tel que la

9 st d'ordre une puissance de 2 dans MK) . Considérons

2-1
7= (pl,pz,pq, pqc,...,pqc > ol pl , pz désignent les deux idéaux premiers

classe de p

ramifiés dans K/@ . Soit ¥ Il'image de J dans le groupe des classes de

K; on a en fait H < H(K)

On vérifie que 909(K)0"1 = 90_1 ; on peut alors appliquer les théo-
rémes IV.2 et IV.3 : on aura |¥/¥#]| = Zt_l—r = 21—r oi r' est le rang du

systéme associé au groupe :
— dy .
A <p1 I pz 1 p > 1

or l'hypothése faite sur p entrafhe r' =1 soit H = M : il en résulte alors

que H(K) H . Soit h 1la classe de pq; elle est différente de 1 sinon
on aurait H(K) = ¥

A

(ce qui est contraire & 1'hypothése) ; par conséquent,

! h(o—l)x

le générateur h1 de Iil est de la forme

H(K) est bien le H-module engendré par h .

pour A convenable et

Le résultat (i) devient faux en général lorsque t est strictement plus

grand que 2 :

Exemﬁle VI.1.- Soit & = 3 ; considérons les 4 corps cubiques de

2 N P L.
discriminant (7.163.271)" ; la matrice du systéme linéaire associé au groupe

AN =(7,163,271) est de la forme :

+
v2 V3 Zv1 2v1
sz vl-v3 v2
2V3 v3 vl—v2
1 2 2
Pour v. =1, v, = v, =2 la matrice du systéme est 1 2 2 et est
1 2 3 192 2

de rang 1 et le corps correspondant a un 3-rang égal & 3 ; on vérifie que dans
tous les autres cas la matrice obtenue est de rang 2 ; les trois autres corps

ont donc un 3-rang égal & 2

On peut donner une classification des ensembles {pl,.. o) pour t

o)
donné de la maniére suivante :
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DEFINITION VI.3.- Graphe associé & l'ensemble {pl,...,pt}

Le graphe associé a {pl,... ,pt} est constitué de t sommets

Sl,...,St' et des ar8tes orientées Si "’Sj ,ou (i,)) , i#j , parcourt

l'ensemble des couples pour lesguels [pi ]j‘ = 1 (Définition VI.2). Ce gra-

phe est donc associé & l'ensemble des (JZ—l)t"1 extensions K/@© de discri-

minant donné,

Lorsque t augmente le nombre de systémes possibles, relativement
a H= Hl (i.e. A = <p1,...,pt>) ,est rapidement trés grand (les [pi ]j pou-
vant prenwdre toutes valeurs) et l'étude du rang en fonction du t-uple
(Vl"' .,\}t) complexe ; l'étude du graphe associé semble simplifier la si-
tuation : nous donnons les résultats pour £ =3 , t = 2 et 3 (la démonstra-
tion n'étant qu'une vérificataion fastidieuse). Posons & = al26123a31—&113a3zaz1
(on rappelle que [p:.L ]j = Qoij).

PROPOSITION VI.5.- a) Si £ =3 et t=2 alors :

(1) R1 = 2 pour les deux corps si le graphe associé est :

b) Si 2=3 et t=3 alors :

(1) R1 = 4 pour les quatre corps si le qrap'he associé est :

3 pour les quatre corps si le graphe associé est :
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(iii) R1 = 3 pour un corps et R1 = 2 pour les trois autres si le

graphe associé est :
{ 4 @

o ® ® o
(iv) R1 = 3 pour deux corps et R1 = 2 pour les deux autres si
le graphe associé est
® @,
ou H
° -,

(v) R1 = 2 Dpour les guatre corps dans les autres cas, i.e. pour les

graphes suivants :
P e ®

L J ® . O ® L] ‘.
{ @
/-——3'\
@ .\J ‘ ®
Remargue VI.3,- Pour on peut donner un exemple

des 17 situations possibles, & savoir (dans l'ordre des graphes ci-dessus) :

(i) : (7,181,673) ; (i) : (13,103,223) , (7,181,463) et (7,181,223) ;

(iii) : (7,163,271) , (7,13,163) ;

(iv) : (7,13,43) , (7,43,97) ;

(v) : (7,31,67) , (7,31,37) , (7,37,181) , (7,13,31) , (7,13,73) ,
(7,73,181) , (7,43,181) , (7,13,223) , (7,19,181)
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4, Etude du cas t = 2

. les nom-
1 ¢ P2
bres premiers ramifiés dans les 2-1 extensions Ki cycliques de degré ¢

Considérons le cas ¢ impair et t = 2 , Soient p

de @ de discriminant commun. On suppose qu'il y a des classes exception-
nelles ; donc, d'aprés les propositions VI.3 et VI.4 on a lel = 22 pour

les 2-1 corps K, et les symboles I[p. ] et [p,] sont égaux a 1
i 17py 2 P

PROPOSITION VI.6.- Soit K 1l'un des corps Ki . On suppose que

pour ce corps l:tl3/112[ = ¢ . Alors il en est de méme pour les £-2 autres

corps Ki distincts de K .

~

Démonstration. - Soit K 1'un des £2-2 corps Ki distincts de K et

soit L le composé de K et K ; alors L contient les 2-1 corps Ki
ainsi que le corps L1 (resp. LZ) qui est l'extension cyclique de degré ¢

de @ dans laquelle pl, (resp. pz) est le seul nombre premier ramifié.

Soit pl (resp. 131) l'idéal premier au-~dessus de P, dans X (resp. 12) . On
note enfin par o (resp. T) un générateur de Gal(L/K) (resp. Gal (L/K))

AN
\\//

LEMME 1.- (i) Les extensions L/K et L/K sont non ramifiées.

(i) pl (resp. 51) est décomposé dans L/K (resp. L/K)
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Le (i) est trivial et le (ii) résulte du fait que [p1 ]p =1 , donc
2

que p, est décomposé dans L

1 2 °
Soit a € K de norme p1 , alors G.AK = plﬂc_l et on peut supposer

que U est un idéal premier de K (remarque IV.7) :

_ -1
ohy = 99
D'aprés les hypothéses faites q = N-ql est norme d'un élément de K

donc les symboles [q1 ]p et [q1 ]p sont &gaux a 1 (c'est-a-dire que q1

1 2
est totalement décomposé dans L/Q) .

LEMME 2.- Le nombre o est norme dan_s L/K .

11 suffit de le vérifier localement. Soit » un idéal premier dans K .
Le cas p décomposé dans L/K étant trivial, on peut supposer p inerte
dans L/K et figurant dans la 'décomposition de G.AK (sinon a est une

unité en p donc norme, car L/K est non ramifiée) : nécessairement p = ql

(ou qclj) , or ceci est absurde car ‘ql est totalement décomposé dans L/Q .

On pose a = NL/KCP , € L . Soit P un idéal premier au-dessus de

pl dans L ; on a NL/(DCP = p1 donc cpA.L = 13&[1 avec NL/(Dul =Z ; il en
résulte facilement que 911 est de la forme 911 = mc—lﬂT-l (car

B (GalL/@),4(L) = {1} et 4 € L)' od I est l'idéal d'augmentation

de Z[Gal(L/@) ] (cf. [22] chap.vilD)), ¥ et i idéaux de L . Soit 9 un
idéal premier de L équivalent & 9= ﬁ(\?) , \? €L:ona

Al-7 ~ A T-1
N /K(CPY AL) =9 (NL /f(i))

~

- ~ ~f(r-1) -f A

= - . . ~ ~1-7 ‘ .
soit aAg = pa ol q = NL/KQ et ol aA NL/K(CPY ) . La proposi
tion sera démontrée si on montre que q = NK/(Dq est norme d'un élément
de K:

- ~ff

Si a est inerte dans L/K , f=¢ et q € N(K . Si q est inerte
ou ramifié dans f(/(D alors aT-l = Af( . Supposons EI totalement décomposé

dans L/@ . Alors EI est décomposé dans L1 et dans L2 , donc les sym-
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-~

boles [&]p et [q ]p valent 1 et g est norme dans K/Q@ .
1 2

COROLLAIRE VI.3.- Lorsque £ =3 (et t = 2) il v a deux corps Ki

et 1'un admet une classe d'ordre 9 si et seulement si l'autre a la méme pro-

priété.

Voir & ce sujet la table 3 en annexe et aussi l'exemple VI.7.

5. La relation de dépendance des classes invariantes (2 > 2).

On sait que les classes invariantes sont représentées par les idéaux

premiers ramifiés pl,. cerPy dans K/@ et que, d'aprés le théoréme Iv.1,
il existe une relation :
x> %2
1 t
(1) pl DT pt - (G.)AK ’
o) N 0 O . N C 1 ,
X, non tous congrus & 0 modulo £ , (Xl" . ,xt) unique & multiplication
prés par A Z 0 modulo ¢ .
t Xio
On a-donc Na = | | P, et par conséquent le systéme
¢ Xi i=1
) : | | (p) =1,1<j<t (associé & A ={p,s...,p,?) , dont le
i=1 L by 1 1 t
rang est ry < t-1 , admet la solution (x;),. .. ,xf) . En particulier, si
r. = t-1 le systéme donne la relation de dépendance en question. Si r, < t-1 ,

1
le systéme ci-dessus est insuffisant ; il faut utiliser des méthodes plus direc-

tes par exemple comme celle de [11] qui illuste en fait le "théoréme 92" de
Hilbert ([15]) : partant d'une unité quelconque m # %1 (par exemple l'unité
"cyclotomique") on écrit

r
n=ylo L

r étant supposé maximum et lLfAK entier sans facteur rationnel ; on vérifie

sans difficulté que

VA p.

K i

=1 |
i=1

est la relation non triviale cherchée (cf. [11] pour la recherche pratique de ).
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Soit  § le conducteur du corps (f = p 82 ou pl...pt selon

1Py
que ¢ est ramifié ou non) ; on pose 1*¥ =2 (resp. 1* =1) si ¢ est

ramifié (resp. non ramifié) . Le cas

(x(l),...,xz)) =(1,...,1,1%)

est particuliérement intéressant & cause du fait suivant (cf. Payan, Sur les
classes ambiges et les ordres monogénes d'une extension cyclique de degré

premier impair sur @ ou sur un corps quadratique imaginaire, & paraftre &

Arkiv for mathematik)

PROPOSITION VI.7.- Si l'anneau des entiers de K est monogéne

(i.e. AK =2zZ[6], o ¢ AK) il_est nécessaire que la relation (1) soit :
1% o
pl"'pt-—lpt K

Démonstration. - Si A = Zz[8] , le polynédme irréductible de 6 a

pour discriminant le discriminant du corps soit

2-1 oi -1
on a alors -1 oi o e-1
Ll] (6-86 A, = (pl...pt_l'pt ) .

d'oll la proposition.

Zz[6] il est nécessaire gue (S)

COROLLAIRE VI.4.- Pour que AK

admette la solution (1,...,1,1%)

COROLLAIRE VI.5.- Supposons t = 2
(i) si le graphe associé a {pl,pz} est : @ ® alors l'un
au plus des corps associés peut admettre une base d'entiers {1,8,. ..,92_1} ,

(ii) si le graphe associé est &~ @ alors aucun des ¢-1 corps
2_1}

n'admet une base {1,6,...,6

La matrice associée est :
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dans le cas (i) on a a, # 0 et a4 # 0 ; par conséquent (1,1%) est

solution si et seulement si

= #*
89V T Vet
491
soit v2 = E;—‘ vl.]."e , ce qui se produit pour un corps et un seul.
12
Déns le cas (ii) on a, par exemple, a21 =0 et a12 # 0 , soit
—alzv2 0
A= et (1,1%) ne peut &tre solution du systéme homogéne
alZVZ 0
associé,

Exemples (2=3) (pour la définition de "a et b" se reporter a la proposi-
tion VI.8, partie B).-

(i) {3,7} (graphe : ® ® ) ; un corps et un seul admet une base
§1,6,62} (a=3, b=1 pour ce corps, a=4, b=2 pour l'autre),

(i) {3,13} (graphe : ® ® ) ; aucun corps n'admet de base
{1,0,0%} ,

(iii) {3,19) (graphe : O/A)\W.) ;

(iv) {3,307} (graphe : ©) ; les deux corps admettent une base

{1,6,82} : pour le corps défini par a = 35

de X3 - 3.307X - 307.35) pour le corps défini par a = 19

, b =1 c'est évident (06 racine
, b =17 on
prend 6 racine du polyn&me X3 - 7.3.307 X - 649.307 (cf. [11] ,

(v) {3,731} (graphe : O) ; 1'un des corps est défini par

a=17 , b=1 (d'od une base {1,6,82}) et l'autre par a = 10 , b = 8

il est bien connu que lorsque a et b sont pairs, il n'y a pas de bases
{1,8,6%}) ,

(vi) {3,271} (graphe : Q) ; pour un corps ona a = 28 , b = 10
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(donc pas de base {1,6,62}) et pour l'autre, a =1, b = 19 ; le polynéme

XS - 3.271X - 271 montre que

base {1,6,92}

p271 est principal, donc il n'y a pas de

Remarquons enfin que pour t > 2 une étude systématique conduirait &

des énoncés plus compliqués mais du méme type que celui du corollaire VI.5.

Lorsque (1,...,1,1%) est solution, il n'y a pas nécessairement de

base d'entiers {1,6,..., g%l

} ; une condition nécessaire et suffisante permet-
tant un test effectif pratique semble ne pas exister vu que dans [11] il est
démontré un critére pour £ = 3 portant sur des &quations diophantiennes du

e Pl . Y .
3~ degré, a savoir :

"(i) soit § un conducteur d'extension cubique cyclique de @©; si §
est de la forme
_ a2+27 _ 27a2+1
T - 3 ou T - 3 '
4y 4y

a et y € Z premiers entre eux, il existe un corps K(a,Y,§) de conducteur §
)

admettant une base d'entiers {1,9,6

(ii) Toutes les extensions cubiques cycliques admettant une base

d'entiers {1,8,92} sont de la forme X(o,v,f)"

B. Algorithmes et illustrations

1l
)

1. Algorithme pour 2

Soit m un entier sans facteurs carrés et soient pl,.. . ,pt les nom-
bres premiers ramifiés dans K = Q(/m) . La détermination de H(K) se raméne
d la détermination de deux suites croissantes gi et Ai , 121 , vérifiant les

hypothéses des théorémes IV.2 et IV.3.

On peut toujours supposer que gi est engendré par des idéaux premiers
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de degré 1 pour tout i (cf. remarque IV.7).

Dans la pratique, il suffit de connaftre Ai—l = (pl,. .. ’pt’ql"' . ,qn>

car gi_l s'en déduit sans ambiguité. Les nombres qj se déterminent alors

de la fagon suivante :

LEMME VI.2.- Soit A, . =<{p.,...,0,.,9,,...,q ) . Soit {1,0} une
. - i-1 1 t' 1 1r£h/_
- — i = = m .
Z-base de AK (6 =4/m si m 2 ou 3mod 4 , 6 5 sinon).

Pour a parcourant un ensemble de solutions indépendantes du svstéme

"a € A, 1“ONK* ", on résout 1'équation :

azz = N(X"’ye) ’ X,¥,2 € Z ] (ZIXIY) =1 [
avec z =1 ou =z premier: Ai est alors obtenu par adjonction & Ai—l es

solutions 2z gqui sont des nombres premiers.

En effet, si a = N(x+y8) (en supposant a sans facteurs carrés),
X,y € Z , c'est qu'il existe un idéal 9 € gi_l de norme a qui est prin-

cipal ; l'idéal %' correspondant est par exemple AK . S'il existe pO pre-

mier tel que api = N(x+y#9) , (po,x,y)‘ = 1 c'est que (x+ye)AK est de la
\ +
forme SAI)p(Z) avec W € g et NU = aZ ; d'od (%Q)A

= le(l)_o et en posant
- xty@
G‘ =
Po

K
on obtient la solution ®' = po , d'ol le lemme.

Remarque VI.4.- Il est clair que les groupes gi satisfont & la condi-

tion gng®)° L = g7

L'hypothése ¢ engendré par des idéaux premiers
n'étant pas nécessaire pour un exemple traité "a la main" (il faut alors véri-

)~

fier & chaque pas l'hypothése g(K 109 = 90'1 , elle est par contre indis-

pensable pour un calcul systématique (sur ordinateur).

Remarque VI,5.- L'algorithme ci-dessus est valable pour 2 quelconque

sans changement (sauf en ce qui concerne l'expression de la norme).

Exemple VI.2,- Soit K = @(/-146) . On aura gl = (pz,p73> et
A, = (2,73) dont la matrice associée est A, = (0 0} qon l:tlz/]ill =2 .

1 1 00

Comme est principal il suffit de résoudre l'équation

PoPys
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Zz2 = xz + 146y2 dont une solution est x =4 , y=1 e z=9 : on a :
_ 2 20 _ 2
7y = <p2,p73,p3,p3 Y et A, = (2,73,3%)

. _f{ooo\ . _
et évidemment A, (O g 0) ; ainsi ]HS/ZHZI =2 .

) qui conduit & (3) = pzﬂl'G—l avec

On écrit 9 = N(3) = N(p2 3

3
9 =p3 , d'ol :

§3 = (pyiygPaiby) ot Ay =(2,73,3) ;

_ {0000 . ~
A3 = (0 0. 0 0) , car 3 est un carré modulo 73 , et 1314/;&3‘ =2 . On
' 2 2

trouve alors 3.77 = 17 + 146.12 soit
= ¢ ° Oy et A, =(2,73,3,7)
94 pzlp73Ip31p3lp7lp7 4 I 1 ’

i ;L = e i i - =
Cette fois (73> 1 ainsi A4 est de rang 1 et Zﬂs }14 HK) et H(K)

est cyclique d'ordre 16.

Exemple VI.3.- Soit K = Q(/226) . On aura 3, = (pz,p113> et
/\1 = (2,113) ; on vérifie que A1 = (8 8> ; -1 étant norme et N(/226)
étant &gal & -226 il suffit de résoudre I'équation : |
222 = x - 226y2 ;
on trouve (z,x,y) = (9,7,1) soit :
_ 2 20 _ 2
92 - <p21p113:P3,P3 > ’ Az - <2,113,3 > ’
_ 000 , )
Az = (O 0 0) , finalement :
. _ o -
3y = <p2,p113,p3,p3> et A, = (2,113,3)
On vérifie que (‘1—?1"5) = -1 , c'est-a-dire que H(K) = st est cyclique

d'ordre 8 .

Remarque VI.6.- Il existe d'autres algorithines pour la détermination des

2-classes d'idéaux d'un corps quadratique (sans calcul du nombre de classes du

corps) : principalement celui de Shanks ([23 ). Celui gue nous venons de définir
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donne, sans calculs supplémentaires, la structure du 2-groupe des classes
(on peut considérer que c'est pratiquement celui de Shanks (qui est issu de
la théorie des formes quadratiques)transposé dans le langage des classes

d'idéaux).

2. Etude du cas ¢ = 3

La remarque VI.2 montre que le 3-rang d'une extension cubique cycli-
que de Q@ est : R1 = 2(t-1) - r1 , ol r1 est le rang du systéme linéai-
re attaché au groupe A = (pl,... ,pt> .

Nous donnons en annexe une table des corps cubiques cycliques pour

lesquels R1 = 2(t-1) , avec t = 2,3, et 4 , P, < 10 000 pour 1 =i <t .

a) Rappelons la construction des extensions cubiques cycliques de @

de discriminant donné :

Les résultats du chapitre III montrent que si pl,. .. ,pt* sont les
nombres premiers ramifiés dans K/Q et distincts de ¢ = 3 , un nombre «

vérifiant g(a) € ¥* sera de la forme

a = BD avec D = PPy Pis

oi B est, dans @' = @Q(j) , un entier de norme D .
I+ t ____
On peut écrire B = L%u (@',b' entiers de méme paritéd) avec
a' = -1 mod 3 (afin d'avoir « = 1 mod lPo = (1-j)) . Si 3 est non ramifié

il faut éventuellement multiplier B par j ou jz de telle maniére que o

vérifie :
a = 1 mod (1—j)3 (Proposition VI.1)
— 2 2
' + - +
Dans ce cas, ocn.a B =1 mod 3 soit B=a32 3 et D=a——flb—
+b/-3
Si 3 est ramifié, on aura au contraire ZB =2 2 avec
2
a=-1mod 3 et b #O0 mod 3 et D=g—4‘f&—

Soit alors 6 = 3-02 ; ona K = @Q'(8) et on vérifie que TrK,/K(G) est
un élément primitif dans l'extension K/@ . Son polyndéme irréductible est alors

() :
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X3—3DX—aD.

Résumons la situation dans la proposition suivante :

PROPOSITION VI.8.- Soient p

J 1,,,,,pt,pi_——:lmodii si pi#3;
les 2 extensions cubiques cycligues de @ admettant les pi comme
nombres premiers ramifiés, sont définies par les polynémes suivants :

: 2 2
3 _ _a +27b
X - 3DX - aDb , D—pl...pt—"'_"_4
si 3 est non ramifié dans l'extension (ou encore XS—DX—bD) ;
2 2
3 _ _a +3b
X " 3DX-aD, D—pl...pt*"" 4 ’

b non divisible par 3 , lorsgue p, = 3 est ramifié,

Remarque VI.7.- Le cas 2 = 5 peut se traiter d'une maniére analogue

~en ce qui concerne la recherche d'un polyndme (cf. [9] p. 182 )

b) Exemples (avec t =2 et ry = 0)

Exemple VI.4.- Corps cubiques de discriminant (7.181)2 .

(i) Cbrps défini par le polynéme : X3 - 3.7.181X - 71,7,181 . Soit
une racine de ce polyndéme ; le nombre o = 181 + ¢ + 56c est de norme

181.173 et son polynBme irréductible est :

X3 - 3.181X2 + 181.6.17X - 181.173 ;
il en résulte qA,6 = p p pZo ( 3 = 1812 Nyp = 172Z) et
K~ P181P17P17 W1g1 © Py
_ o(1-0) , .
(17 AK = p181p17 . Par conséquent, le groupe 92 contiendra p181 . p7
et p17 et /\z contiendra 181, 7 et 17 ; or 17 n'est pas reste cubique
modulo 7 et ceci suffit pour pouvoir affirmer que r. = 1 et donc que

2
]1[3/342] =1 (#(K) est donc isomorphe & (Z/3Z)2)

(ii) Corps défini par le polynéme X3 - 3.7.181X - 64.7.181 . On

trouve un entier ¢ dont le polynéme irréductible est : X3—49X2—308.7X+7.(24)3

.
i

on vérifie que GAK = p7p§pchg et par un raisonnement analogue au précédent

on montre que r2 =1,
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Exemple VI,5.- Corps cubiques de discriminant (7.673)2 .

(i) Corps défini par le polynéme X3 - 37.673X - 113,7.673 . Si 8

Wad:
est une racine de ce polynéme, les nombres ay 13.7+8 et

3
= 573+56+50" .
ay = 673 53 3 sont des entiers dont les polyn¢mes irréductibles sont res-
pectivement :
3 2 3 2 3

X - 13.7X" + 170.7X - 7 et X" - 673X" + 66.673X - 3°.673 .
' a

' - _ 3 . 2
On a °‘1AK = 9, et g,zAK = Yg73P3 et les idéaux QIA}( et ( 3>A'K sont
de la forme :

_ o-1 %2, _ 2+0,1-9
oy = pohy ¢ 38 = peyaley )

2
_ , _ 2+0 G(2+0) O7(2+0)
On peut donc écrire Fq = (p7,p673,p3 193 P )

Ay = (7,673,3") ; le rang r2 est alors nul et |u3/u2] =3 ,

et

Ecrivons maintenant que .33 est norme : 332 = N(3) = N(p§+°) soit
2+g_(o+1)(c-1) | d'od "

3¢ =y by

2
_ gt+2 o+l - _ o . .c

g3 - <b7:p673:p3 l-o-lp3 l---) = <p7lp6731p31p3lp3 >
et A3 = (7,673,3) ; 3 n'étant pas reste cubique modulo 7 il en résulte
r, = 1 et IH4/H3‘ =1 . On obtient que |H(K)| = 27 et que H(K) est
isomorphe & (2/92) x (2/32) (cf. corollaire IV.3).

Utilisons l'assertion (ii) de la proposition VI.4 ; le nombre premier 3
est décomposé dans K/Q et le symbole [3 ]7 est différent de 1 : y¥(K) est
engendré par h = Cl(p3) et on a la relation :

3 _ 2
h” = Cl(p673) , avec Cl(p673) £ 1

puisque Py est principal.

(i) Corps défini par le polynéme X3 - 3.7.673X - 76.7.673 . Consi-

dérons les nombres :

ap = 12.7 + 85 + 30 et q) = 673+ge+z '

dont les polynbmes. irréductibles sont :
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x3 - 36.7x2 - 3.72.4567X + 7.(73.4)3

X3 - 673X2 - 673.3.53X + 673 ;

et

ce qui donne :

_ 3 6 _
() By = popsap, ot lag)hy = peyq

%1 _ . (1-0)(2+0) 2(1-0)(2+0) - 1-0 oy
On a (4.73>AK - PyP73 P2 ot laplBy = pgyaPy o diob:

_ 2 2+0 _ 3y .
3y = (p7,p673,(pzp73) peee) et op, = (7,673,292 > i r, estnul et

= n . - 2 = .
1H3/H2| —;‘3 ; alors Iy = (p7,p673,p2p73,...> et g (7,673,292 ; on

vérifie que 292 n'est pas reste cubique modulo 7 , donc ry = 1 et ]n(K)\ = 27

comme dans le cas (i) (la structure étant la méme).

Exemple VI.6.- Considérons les 4 corps cubiques de discriminant

(13.19.31)2 : le graphe associé (Définition VI, 3) est le suivant :
.31
13 ® 9
donc d'aprés la proposition VI.5, pour 3 des corps on aura R1 = 2 (c'est-a-dire
que |®K) | = l?ﬁll = 9) et pour le dernier on aura R, =3 . On vérifie faci-
lement. que c'est pour le corps K défini par a = 170, b = 8
2 2
+
(_a__£21_7b_ = 13,19.31 , cf. Proposition VI.8) donc par le polyndme
X3 - 13.19.31X - 8.13.19.,31 ; le triplet (vl,vz,v3) associé étant ici
(1,1,1) relativement au choix des idéaux premiers au-dessus de 13, 19 et 31 :
 (ai? _ (a2 2
P13 (3-57) P19 (3 2]_3 et Psl (5-57)
e ias - +24/ - : . , , .
(cf. Définition VI.1) et pour a = 170 224 3 - -73 + 24j = 3(3—32)(3—2j2)(5—32) ,
on trouve immédiatement :
(oc,13)13 = . (on,13)19 = ] (on,13)31 =j ,
_ .2 _ L2 .2
(a119)13 =] [; (G'llg)lg } ' (a119)31 ) ’
(0t,31)13 =1 ' (OL,31)19 =1 ' (OL,31)31 =1 ,
_ _ 42 - .
(a12)13 =] ’ ((:(‘12)19 =] 7 (a12)31 1 1
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La matrice associée au groupe Al = (13,19,31) est donc
1 2 0
1 2 0
1 2 0
de rang 1 , comme prévu ; on doit donc chercher onl et Ci.z de K tels
que Nal = 31 et Nc,z = 13.19 ; on montre gue le polynédme irréductible
de o = 1439—1?’6—186 ol O est une racine de X3—3DX—17OD
(D = 13.19.31) , est : X3 - 1439}(2 - 55041X - 1 et qu'un entier o tel
que onc—l = ¢ (théoréme 90 de Hilbert : o = l+pt+ypp') est de norme 132.192.31
on a donc la relation pglpfspfg ~ 1 et il suffit de considérer la solution
N6 = 8.13.19.31 obtenue & partir du polynéme X3 - DX - 8D (proposition
, . El _ (1-0)(2+0) 2+0 .
VI.8) qui conduit a 5 AK = p13p19p31P2 et sz =8 , d'ou

le groupe /\2 = (13,19,31,8) qui montre que
i, /m, ] =3
Au stade suivant on aura évidemment A3 = (13,19,31,2) , la matrice

associée étant :

1 2 0 1
1 0 2 :
1 2 0 0

[\

son rang est 2 , d'ol ‘ﬂ4/313] = 1 . La proposition IV.2 entrafne que
2
HK) = (2/92) x (2/32)" .

Remarque VI.8.- L'exemple ci-dessus montre que l'on ne peut pas

obtenir pour t =2 3 un énoncé simple donnant la structure de #¥(K) (contraire-
ment au cas t = 2 , cf.corollaire IV.3) ; toutes les situations "intermédiaires"

semblent &tre possibles.

Nous allons terminer par un exemple qui montre que la proposition VI.6
n'est pas généralisable en ce qui concerne la comparaison des groupes Jii .

i >» 3 , des corps ayant méme discriminant (et avec t = 2) :

Exemple VI.7.- On considére les deux corps cubiques de discriminant
2
)2 = (36 667)° . On vérifie facilement qu'il y a des classes exception-

(37.991
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nelles (R1 = 2)

~

Soit K le corps défini par a = 295 , b = 47 et soit K le
corps défini par a = 376 , b = 14 ,

(i) Etude de K .

Si 6 est une racine de X3 - 3DX - aD , D = 37.991 , on vérifie

que :
% = +(37.8 + 60 + 8°)
1 3
et 1 5
onz = 3(991.7 + 176 + 158")
ont respectivement pour polyndmes irréductibles :
x>~ 37.8%° - 37.13.727X - 37.5°
et

X3 - 991.7X»2 + 991.26.7.29}{ - 991(5.29)3 .

. _ 6 _ .3 2+0
II en résulte que G’lAK = Pgqbs et G,ZA.K PcPog 7 le groupe gz

sera donc égal & :

_ 2(2+0) 240 l+o _ 2+o
g = (Pg7:Pgg1Ps Pg Pog reee) = KPgpiPggyiPs i Pygrees)

soit /\.2 = (37,991,53,29> ; 29 étant reste cubique modulo 37 et 991 il en

résulte que \313/3i2] =3 .,

Au stade suivant contiendra et 5 n'étant pas reste cubique
3 P

modulo 37 on aura H4 = }L3 d'ou

na0'= Z/9Z x 2/37Z

(i) Etude de K .

On vérifie que l'entier | , de polyndme irréductible X3+DX2+13DX-D ,

~

est un entier de K ; il en résulte que est principal, ce qui permet

P37Pg99;
d'écrire :
Ay = Chggq?
Soient B et ¥ des racines des polyndémes

X3 - 3DX - aD (a = 376)

x> - DX - bD b= 14)

et
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on sait que l'on peut écrire :
o
8 =49 -9

a condition de définir la conjugaison ¢ par l'expression
o 3 2 + 9b-a 5 + 2D

d =_§0 2a a

On considére enfin l'entier ¢ défini par :
2
1

o =5(11.991 + 420 + 69 )

dont le polynbme irréductible est :

- 11.991%% + 2°.3%.5.13.991x - 991(22.7%)3 |

si on définit Py et p, Dar la relation

P
on vérifie sans difficulté que :
3(o+oz) 6
Phy = Pgg1Py Pz

et par conséquent, il existe un nombre o' tel que

3(0+02)—6

PR = PggqPy (on prend o' =j%)
On aura successivement :
7, = <P991> . A= (991)
9, = (g P2 Ly, A, = (991,2%)
73 = <p991'p§(2+0)'p2(1+0)> B <p991"02""> By = (991.2%)
94 = (pggl,]ﬁ§+0,pg,...> qui est équivalent &
(RggyrPa ibareed n, = (991,2°,7%)

ceci afin de satisfaire & la condition :

~ o-1 o-1

NJK) =7 ;
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_ 2+0 3 1+0 240 A N
Is = <p991,p2 Py ePy by +e..) équivalent a
<p991,p2,...> soit A5 = (991,2)

Or 2 n'est pas reste cubique modulo 37 donc ]ﬁB/HS\ =1 ce qui fait que

la structure de H(K) est donnée par :

~

H(K) = Z/27Z x Z/9Z

oo00o0
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TABLES NUMERIQUES

. Table 1.

Table des corps cubiques définis par p, et p2 < 1000 et pour lesquels

1
lltls\ = 9 (le 3-rang est donc maximum (= 2) et ceci a lieu pour les deux

corps de méme discriminant).

. Tables 2.

Tables analogues a la table 1 pour € =5 et £ =7

. Table 3.

Exemples de couples (p.,p,) figurant dans la table 1 précédente pour

1772
lesquels 1'un des corps cubiques posséde une classe d'ordre 9 (donc les
deux d'aprés la proposition VI.6).

Nous définissons les corps par l'intermédiaire de a et b tels que

2 2
a +27b , ~ .
D= “—*——4 = pl.pz' . Pour p1 , puis.de la mé&me maniére pour pz
nous donnons les coefficients d'un polyndme irréductible d'un entier cpi
_ 3 Oy, _ _ L
tel que [Ncpi}— pn ,{Tr(cpiCpi)l— p;s et | Tr cpig— pit . Les idéaux sui

sont définis par 1'égalité

la conclusion sur la structure de H(K) s'en déduit dans presque tous les
cas (la présence d'une s indique que ¥(K) contient au moins un sous-

groupe de la forme indiquée).

. Table 4.

Exemples de corps cubiques tels que H(K) = Z/3Z X 2/32Z (pour t = 2).

Table 5.
Table des corps cubiques définis par 1‘01 ’ p2 et p3 < 1000 et pour
lesquels le 3-rang du groupe des classes est maximum (i.e. R1 = 4), Ceci

a alors lieu pour les 4 czorps de méme discriminant.



TABLE

3, 73 619 283 619 643 829 883 643 829
271 829 337 631 733 | 283,313 379,409 823 859
307 883 349 661 199,211 349 463 853 919
523 37,103 409 769 313 499 541 997 643,859
577 421 433 } 151,211 397 619 601 | 523,547 883
613 433 631 283 661 691 691 661 661,727
757 487 673 331 733 | 307,313 733 673 853
919 739 757 | 367 859 421 877 709 877
991 991 769 409 211,307 499 937 739 673,757

7,181 43,193 823 433 367 523 397,523 757 769
223 409 859 547 223,277 739 613 | 541,739 787
337 457 877 607 283 919 631 757 997
421 613 97,313 691 439 | 313,349 907 853 691,757
463 643 337 727 661 463 919 | 547,619 823
673 61,163 433 877 787 577 409,523 | 571,607 859
769 241 463 | 157,337 859 607 571 661 907
811 277 601 | 373 919 | 331,409 421,499 709 937
853 313 997 379 229,283 547 691 757 709,727
883 487 103,409 439 457 727 829 787 751

13,103 613 439 487 241,271 877 433,571 859 727,823
229 877 823 601 379 937 631 | 577,619 919
421 907 919 727 457 | 337,499 739 757 733,859
499 67,193 991 787 751 811 751 811 991
619 283 109,199 877 787 | 349,661 787 991 739,967
853 349 373 883 829 709 439,727 | 601,811 751,811
859 643 709 991 859 877 733 823 967

19,151 661 997 1163,313 877 967 457,673 | 607,643 757,907
277 937 127,349 349 271,487 | 367,439 829 823 991
373 997 421 379 571 733 877 937 811,919
487 73,103 619 757 661 739 977 | 613,643 823,919
577 241 643 823 769 937 463,547 811 877,967
691 313 673 | 181,331 823 | 373,457 643 829 997
733 439 757 397 919 577 733 907 907,919

31,163 709 139,199 673 967 613 487,499 | 619,643 919,991
271 883 277 823 277,397 769 499,523 751 967,991
349 79, 97 373 859 541 787 577 | 631,661 997
373 157 601 | 193,409 757

TABLES 2
.e:
5,251 991 941 751 631
601 41,191 191,941 941 601,761
11,241 571 211,251 271,571 641,661
661 61,761 811 991 701,911
31,191 131,331 241,701 331,751 821,881
211 571 251,331 401,421 941,991
? =
127,449 197,211 883 449,827 673,757
743 337,673 379,827 617,953 757,911




TABLE 3

p,-P, a b n 5 t ﬂl n s t 912 H(K)
3 2+c
7.6731 113 15 1 2.5.17 13 (1) 3 2.83 1 Py (9,3)
+
76| 22| 2°.73° 3.7.4567 | 2°.3% (p;pn)z ° 1 3.53 1 (1) | (9,3
7.769 | 92| 22 2% 677 | 2%.5 p§(2+0) 28,313 22732 31 3 p§p31 (9,3)
. + .
43 | 27 33 2.11.19 17 pg ° 1 2 1 W | @,
+ +
37.991| 376 | 14| 25.13° 2%.13.3% 23 p§p13 2781 25.3%.5.13 11 p; Opﬁ(z ) (27,9
295 | 47 50 13.727 23 p§(2+0) 53, 293 2%.7.29 7 pé“’ng (9.3)
+ +
67.643 | 343 | 45 | 3355293 | 2%.3.2029 5 p3(p5p29)z ° 1733 3%.19.137 | 2%.3 pf7g (9,3)
' + 2+
143 | 75 19° 23.43.3% 3.5 p2rol 53 438 2833 3 wop. )20 1 (9,3
19 5P13
+
73.241] 262| 8 23 17 2 p; ° 1 17 1 ) | (9,3)
143 | 43 17° 72.17 2.7 P17 173 72.17 7 Pys (9,3)%
+ +
79.157 | 173 | 27 3® 3% 29 11 p§ ° g3° 3% 653 | 22.3 pgso (9,3)
+
65 | 41 113 1201 22 pflc’ 50 3.50 1 22 p§+0 (9,3)
+ 12 ' +
79.349 | 328 [ 10| 2°.5° 22,3541 | 3.11 pgpé(z 1512 193 | Basara1 | 88 pi”pfgo (9,3)
301 27| 7°.23% | 2.3.7.23.71 32,11 op 7%, 23° 12659 17 p2+0p2to | (g gy
7P23 7 P23
79.409 | 331 27 2233 23.223 31 Py0s 893 225,401 11 b2 | 0,9
+
196 | 58 212 23,37 5 p; o 28 2%.5.17 1 3739 | (9.3)
+
79.631 | 433 | 21 7 22.5% 220 1 pg(z o) 23° 2.7% .13 7 PO | (9,3)
298 | 6a | 2%.59° 2.59.661 3.5 b5 2%, 2% 193 24 5% 37 32 pé“’p%g" (9,3)*
79.757 | 368 | 62| 2°.23% 1 2%.23.11.37 5 pgpzs 118 8069 1 pﬁz“’) (9,3)
125 | 91 61 | 22.3.5%.11 33 pé:o 58,133 3.5%.19 [2%.3 p§+opf;0 (9,3)*
97.337 | 142 | 64 1 3.139 1 (1) 2® 245 1 pﬁ“’ (9,3)
+
47 | 69 33 2.23 3 AN BESIPTS 22.3.29 7 PP (9,3)
3 3P29
103.409 | 404 | 14 133 499 7 p%;o 73,313 11.31.67 | 3.5 p31.p§+° (9,3
3 3 3 3 3
179 13 2%.7.13 7 b1 13 2%.13 1 Py | (9,3)
139.277 | 353 | 33 107° 3%.7.173 | 283 pfg;’ 89> |2.3.11.19.53 |35 p;;o (9,3)
245 | 59 5 2.4987 17 p2to 76 3.733 23 p§(2+°) (g,3)
139.373 | 244 | 74 | 2%, 233 2°.19.23 19 p§+op23 28,233 2°.13.23 13 p§+5p23 (9,3)*
+
ss |87 | 3%.5° 53,7 2? §+Gp§ ° 50 61 1 p§(2+5) (9,3)
151.433 | 343 | 73 | 73,233 13.4157 | 3.13 p§+0p§;0 7°.67° 2%.5.67.73 33 p§+3p67 (9,3)*
305 | 79 67° 112,23 5 p2to 53 661 1 ni‘” (9,3)




TABLE 4

3, 73 13,103 619 487 79,433 757

271 229 829 613 673 139,199

307 421 883 877 769 601

523 499 37,103 907 823 619

577 619 421 67,193 859 631

613 853 433 283 877 661

757 19,151 487 349 97,313 769

919 277 739 661 433 151,211

991 373 43,193 937 463 283

7,181 487 409 997 103,439 331

223 19,577 457 73,103 919 367

337 691 613 313 991 409

421 733 643 439 109,199 547

463 31,163 61,163 709 373 607

811 271 241 883 997 691

853 349 277 79, 97 127,349 727

883 373 313 283 421 877

337 643
TABLE 5
3 271 919 61 163 313 139 373 768 283 313 349
3 307 523 61 241 877 139 631 661 307 421 499
3 307 919 67 193 643 151 211 367 307 499 523
3 523 757 67 283 349 151 283 691 307 523 739
3 577 757 73 103 439 151 331 409 349 661 877
3 577 991 79 97 337 151 331 547 349 877 967
3 757 991 79 97 433 151 331 727 367 439 733
3 919 991 78 157 337 151 331 877 379 463 733
7 181 673 79 1587 877 157 373 787 379 6391 937
7 337 811 79 283 349 157 373 883 397 613 907
7 673 769 79 349 877 157 379 601 397 631 919
13 421 499 79 433 631 157 379 877 397 907 919
13 499 853 79 631 859 157 439 727 433 571 787
19 151 691 79 673 757 163 313 349 457 673 997
19 373 577 79 673 769 199 733 859 457 877 997
31 163 349 97 313 463 241 379 877 523 673 757
31 373 883 103 823 919 241 457 829 577 757 991
37 103 991 103 919 991 241 457 877 691 757 907
37 433 739 127 619 643 271 571 661 727 823 919
43 193 409 127 673 757 271 823 919 877 967 997
43 613 643 139 199 661 277 541 757
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