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CONVOLUTION DE FONCTIONS CONTINUES - PROPRIETES

OPERATEURS DE MIKUSINSKY

1 - Définition de Ta convolution

Seit ¢ 1'espace vectoriel des fonctions & valeurs réelles définies et

continues sur 1'intervalle [0,=[.

Nous noterons dorénavent par f ou {f(t)} ces fonctions, et £(t) la

valeur de la fonction f au point t.

Soient a et b deux fonctions appartenant & (.

La convolution c de a et de b est définte par :
{ e} = {ff ae-m)b(D)dT}

que nous noterons dorénavent :

La convolution de deux fonetions appartenant d C appartient a4 C.

En effet, d'aprés les propriétés de l'intégrale, elle est définie et

continue dans 1'intervalle [0,«[.




II - L'espace vectoriel C est un anneau intégre par rapport aux

opérations d'addition et de convoiution

I1.1 - L 'addition est commutative et associative (C' est un espace vectoriel).
I1.2 - 11 est trivial de démontrer que la convolution est :

commutative : axb=D>b=z%a

assoclative : (a2 %b) xc=a2ax (bxc)

distributive par rapport & l'addition : a % (b+c) (a % b) + (a xc)
I1.3 - Pour toute paire a et b appartenant a C il existe un glément d € C tel

que :

11 résulte de ces trois propriétés que ( est un anneau par rapport aux
opérations + et %.
De plus Titchmarsch [M1] a démontré que cet anneau ne contenait pas de

diviseurs de zdro, c'est—-d-dire que :

implique soit a = 0, soit b = O,

Cette démonstration est longue et difficile. On la trouvera a la page 15
de la référence indiquée.

C'est cette quatriéme propri&té qui fait que C est un anneau intégre

et permet de définir sur lui un corps quotient.

Voir [ZA] Zamansky — Introduction i l'algébre et a 1'analyse modernes p. 18,




I1T - Construction du corps quotient et conventinn de notations
Considérons 1'ensemble des couples [a,b] tels que a € C, b € {¢ - 0}, et

la relation d'équivalence :
[a,b] est équivalente d [c,d] si a = d = b % c.

11 est facile de montrer que cette relation est bien reflexive, symétrique et tran-
sitive.

Notons a/b la classe d'équivalence ou ensemble des couples &quivalents & [a,b] et

Q 1'ensemble des classes d'équivalence ainsi construites.

Nous pouvons définir sur Q une loi interne encore notée %, soit :
a/b % ¢/d = (a%xc)/ (bxd)

Cette loli est commutative et assoclative.
On peut définir pour elle un &lé&ment neutre de la forme c/c et un symétrique pour
chaque &lément de Q. Nous noterons b/a le symétrique de a/b, et © 1'élément neutre.

Nous avons bien :

a/b % b/ja = (a ¥ b)/(b %xa) = (a % b)/(a % b)

qui est 1'élément neutre. b/a est l'inverse de a/b pour la loi %.

Nous pouvons maintenant &tablir une correspondance entre un &€lément de ( et un
€lément de Q.

A a € C faisons correspondre la classe (a % c)/c. Lorsque a est fixé et que c
parcourt (', on obtient des couples tous liés par la relation d'équivalence. En

effet, pour [a % c,c] et [axc',c'] on a
a %t cxc' =a=xc' %xc

Les classes correspondant 4 c et c¢' sont distinctes.
Enfin, 3 a % a' correspond la classe (a % a' % c¢)/c qui est bien la classe fournie

par la composition des classes (a % c)/c et (a' % c')/c'.

Par conséquent, la correspondance entre a € C et (a % ¢)/c € Q est un Zsomorphisme
entre ¢ et la partie de Q formée par l'ensemble des classes des &léments de la

forme (a % ¢)/c.




Pour simplifier l'écriture nous nous permelirons, d la faveur de cet
Lsomorphisme de noter a au lieu de (a # c)/c, de méme que nous noterons

o et non ({o} £ ¢)/c ({o} fonetion constante de valeur o ).

Pour faire de Q un corps nous prolongerons la loi d'addition sur C de la fagon

sulivante :

a/b + c/d = ((a x d) + (b x ¢))/(b % d)

Ceci est compatible avec l'addition dans C.

La multiplication par un scalaire A sera prolongée de méme

A.a/b = (A.a)/b

Si a,b et c appartiennent 2C et si a * b = ¢ nous nous permettrons d'écrire

a = ¢/b. En effet si :

alors

(a % d)/d = (b % d)/d = (c % c)/d

(a % d)/d %= (b % d)/d %= d/(b * dy = (c % d)/d %= d/(b % )
(a % d)/d = (c % d)/d x d/(b % d)
(axd)/d=(cxdx'd)/(dxbxd)

(a x d)/d = c/b

Soit a = ¢/b avec la simplification d'écriture que nous nous sommes permise ci-dessus




IV - L'opérateur d'intégration

Soit h 1'opérateur correspondant & la fonction {1}.

Nous l'appelons opérateur d'intégration puisque pour tout f € C nous avons
t
hxf={1}xf={f £(dr}

T1 est facile de calculer les puissances de convolution successives de 1'opérateur

h :

h%*h#%h-= {t=}

Nous admettons la notation suivante :

n fois

- e o

h%*h ... xh-=n"

n—1

n t
h = {TE?TTT}

Si nous posons 0! = 1, cette formule est vraie pour tout n supérieur ou égal a 1.

V - L'opérateur scalaire

Soit {a} 1a fonction constante appartenant & C de valeur o réelle. Notons la
simplement do.

L'opérateur a/h est appelé opérateur scalaire parce que :

(a/h) + (B/h) (a+B) /n

(a/h) % (B/h) (axB)/(h % h)

(a/h§ x f

(o0 x £)/h = {fz o f(1)dTt}/h

" (h % {af})/nh

=0 % f




VI - L'opérateur de différenciation

Soit l'opérateur p = &h.
On 1'appelle opérateur de différenciation parce que, si-f € C a une dérivée

continue f', alors :
7.1 pxf=¢£f"+ £(0)

ol £(0) = {£f(0)}/h, valeur de f au point t = O.

En effet, faisons la convolution de chaque membre de 7.1 par h. Il vient :

hxp=xf="nh=x "+ {fo)}
t

S % f = {Jo £r(TydTr}+{£(0)}

£ = {[t fr(t)ydtr+{f (o)}
o]

Corollaire |

(n)

Si f a une dérivée nié&me continue f , alors

£ () e ™ e (0)=pP 2k (0), ..., pxE P72 (0)-£ (BT (o)
En effet, pour n = 2 on a
pzxf =p xpx £ =p x (£'+£(0))

p xf' + p % £(0)

£" + £'(0) + p % £(O)

On démontre facilement le cas général par récurrence.

Corollaire 2,

Soit O une constante. Nous avons

3/ (p-a) = (%%}
en effet
pox (%) = 5+ af{e®h)

(%) = 5/ (p-0)




Corollaire 3

t

ot - N
[ }

Montrons que 9/ (p-a) = { e

En effet

t
3/ (p-a)? = {e%F1x{e®E} = { J 0 (t-T) Oty
[e)

t
[e®t f at)
[e)

- {"]"tT eOl,t}

I1 est facile de montrer que d'une facgon générale

n-1

t -
3/(p—0(,)n = {_(—n——T_)—V— e@t}

VII - Liaison avec la transformée de Laplace

On définit ordinairement la transformée de Laplace dfune fonction f définie
sur [0,»[ par
f oo

L(f) = {F(p)} = {J e Pt of(t) dat}
(o]

dans la mesure ol l'intégrale existe.

Remarquons que

pP—Q
et
® _pt ¢! at i
e g
o (n-1)! (p_&)n _
n—l
. o e . ot- St at, . ~
c'est-a-dire que pour ces deux fonctions {e  } et { TE:TjT'e } la transformée de

Laplace coincide avec 1'opérateur attaché i ces fonctions 3 condition de considérer
non plus p comme un opérateur, mais comme un nombre complexe et la convolution comme
une multiplication au sens usuel.

L'idée de Mikusinsky est de montrer qu'il en est ainsi pour toute fonction consi-

dérée comme opérateur et de définir la transformée de Laplace de la fagon suivante




Soit {f(t)} considérée comme opérateur, F(p) son expression,

st elle existe, en fonction de l'opérateur p. Alors F(p) ou
l'on considére p comme une variable complexe et la convolution
comme une multiplication est par définition la transformée de

Laplace de la fonction {£(t)}.

I1 faut donc montrer que

r(p) = [ M 00l

(ol p est un opérateur) a un sens et que l'expression de F(p) est identique, & 1'in-
terprétation donnée ci-dessus prés, a4 l'expression usuelle de la transformée de

Laplace de la fonction {f(t)k
Pour ce faire, il faut poser quelques définitions et démontrer quelques théorémes.

Remarque - Cette fagon de définir la transformée de Laplace gpartir d'une expres-—
sion qui existe, évite d'avoir & se soucler de 1l'existence de 1'inté-
grale de la définition usuelle et met l'accent sur 1l'aspect symbolique
de cette transformée, ce qui explique en grande partie les difficultés
numériques rencontrées dans la recherche par le calcul approché des

transformées directes et inverse au sens de Laplace.

VIII-Fonction de classe X

Une fonmetion {£f(t)} a4 valeurs réelles définie sur 1'intervalle

[0,o[ appartient 4 la classe 3 st

1°) elle a au plus un nombre fini de points de discontinuité

dans tout intervalle fint

2°) l'intégrale fg [£(t) |dT a une valeur finie pour tout t

posttif.




Si £ € X nous posons par définition : e

hoxf= {1} = {6(0)) = {f5 f(ndt}= a

La fonction a ainsi définie est continue, définie sur [0, et & valeurs réelles.

Nous avons donc :

que nous pouvons &écrire

f = a/h
Conséguence

Toute fonction de la classe X peut &tre considérée comme un opérateur puisque

c'est le quotient de convolution de deux fonctions de 1'espace vectoriel C.

Toutes les opérations définies sur les opérateurs sont donc définies sur les

fonctions de la classe 3.

IX - Egalité de deux fonctions de classe 3 considérées comme opérateurs

Soient f et g deux fonctions appartenant 3 X.

On peut écrire d'aprés VIIL) :

f = a/h et g b/h
Or a/h = b/h est &quivalent 3 a = b, c'est-a-dire

fy Teeolatt = (ffg(niatt e 2 o0

Cette égalité est vraie quelles que soient les valeurs respectives des fonctions

f et g aux points de discontinuitéd




Deux fonctions f et g appartenant d-¥-considérées comme opérateurs
sont égales st elles sont égales en tous points qui ne sont pas

des points de discontinuité.

X - Puissances non entiéres de 1'opérateur h

Nous avons vu au paragraphe 1V) que

n-1|

Xo1 hn = {'E—IET'_'W—} n entier

Nous pouvons généraliser cette formule en &crivant :

_ A1
h)‘ = (L

P(K)}
pour toute valeur positive de A. ['est la fonction d'Euler.

‘ . . PO . ~ A :
I1 faut considérer que ceci est une définition de 1'opérateur h ' dont (X.1 )
est le cas particulier oli A est entier. ‘

Il est trivial de montrer que :

qui est une propriété fondamentale de la fonction puissance.

’

XI - Fonctions ayant une dérivée de classe X

Une fonction a € ¢ a une dérivée appartenant 4 la classe ¥ si elle est déri-

vable dans 1'intervalle [0,»[ sauf en un nombre fini de points pour tout sous

intervalle fini,

THEOREME - (c'est une généralisation du théoréme du §.VI et sa démonstration

2

est identique).
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Si une fonction a € C a une dérivée a“ uppartenant a ¥, alors

XI.1 p xa=a'"+ a(0).
Remarque - Ce théoréme est faux si on suppose que a appartient i }. En effet,
supposons
0 0 <t < 1|
a:
1 I € ¢t < o
Cette fonction est dérivable en tous points sauf pour t = 1 et
0 t # 1
a' =

non définie pour t = |

Dfaprés (IX) nous pouvons dire que a' = {0}. Comme a(0) = 0

d'aprés (X1.1) que s % a =

, 11 s'ensuivrait

{0}, et par suite a = {0}, ce qui est faux.

XII -Echelon et opérateur de translation

. A
Soit 0 0 <t <A\
K (t) =
! A€t <
et 1'opérateur i p——e——
kA = p % KK A>0
A = 1




._.]2_

Théoréme

Si {f(t)} appartient 3 X alors la valeur en t est de :

3 0 0 <t < A
k' % £ =
fF(t=-2) A€t <
En effet :
A
k" = £ = p % FA
avec
. t ) .
Py = {fo Kx(t—T)f(T)dT}
mails
0 0 <t < A
Fk(t) i t—A
{ j F(T)dT Ag t < ®
S
donc
\ 0 0 <t < A
Fi(e) =
f(t=-2) A€t < w

Puisque FK(O) = 0 alors

C'est une translation Su graphe de £ de longueur A dans le sens des t positifs.
C'est pourquoi on appelle k opérateur de translation.

Ce théoréme implique (ec'est trivial) que

kY ox kM ox f o= k7 THy £ A >0, u>0

Nous pouvons faire la convolution de chaque membre de cette &galité par 1'opérateur

8/f, I1 vient

- e .o .o - A
Nous avons supposé jusqu'ici A et | positifs. En posant k® =8 et k A 8/k

-~

nous généralisons cela & toute valeur réelle de A et .




Toutefois on peut faire la convolution de 1'opérateur k-x avec une fonction f telle
que :
0 0 <t < q
£(t) =
1 . 6 <t < ®

que si 0 € A < «,

XIII- Fonctions & valeurs opérateurs ('operational fonctions de Mikusinsky)

et Teurs dérivées

Considérons 1'opérateur h>\o Puisque cet opérateur est défini quel que soit A
réel positif, nous sommes en fait en présence d'une application de B — R (ici
B = R+) dans le corps Q des opérateurs. Appelons de telles applications 'fonetions
d valeurs opérateurs' et notons les [f(A)]. Leur valeur au point A est 1'opéra-
teur {£(A)}.
Pour un A positif donné, hA est une fonction de t.
En effet :

A-1

AR .

hY = {eee
I'(y)

Il existe donc un sous—ensemble des fonctions & valeurs opérateurs, que nous
noterons [f(A,t)] qui, a une valeur de A font correspondre un opérateur qui est
une fonction de t. Nous appelons ce sous—ensemble 'ensemble des fonctions para-

métriques d valeurs opdrateurs' et nous le notons P.

Exemple : hA est paramétrique sur [0,«[.

e 0060000

Nous supposerons toujours que les fonctions & valeurs opérateurs prennent leurs

valeurs dans I,

Notation : La valeur au point A de la fonction paramétrique a valeurs opérateurs

[£(A,t)] est la fonction ou 1'opérateur {f(A,t)}.




XIV -Décomposition d'une fonction a valeurs—-opérateurs

Une fonction & valeurs opérateurs. [f(A)] est dite décomposable dans un interval-
le I fini, ouvert ou fermé, si pour tout A appartenant i I sa valeur peut &tre
représentée par le produit de convolution d'un opérateur q quelconque et de la
valeur en A d'une fonction appartenant a P : [fl(k,t)], et que 1l'opérateur
{fl(A,t)} considéré comme fonction de deux variables est continu dans le domaine
D défini par :

{ AET
]
it € [o,of
soit :

{f(N)} = q % {f](K,t)} pour tout A € I,

Ainsi la décomposition d'une fonction i valeurs opérateurs est ramenée 3 la conti-

nuité d'une fonction de deux variables.

Conséquence : Si une fonction de deux variables'{f(k,t)} est continue dans le

domaine D défini ci-dessus, alors la fonction paramétrique i valeurs opérateurs
[ECA,t)]

est décomposable dans 1'intervalle 1I.

En effet, nous pouvons écrire pour tout A :

{£(h,e)} = 8 = {£(\,t)}.
I1 peut arriver qu'une fonction de deux variables {fQ\ ,t)} ne soit pas continue
dans le domaine D et que cependant, la fonction paramétrique 3 valeurs opérateurs
[£(A,t)] soit décomposable dans 1'intervalle I.
Par exemple : '
{o} 0 <t < A
{ROLE) b=y
o {r} A€t <

kS




considérée comme fonction de deux variables est-discontinue pour A = t et néanmoins
la fonction paramétrique d valeurs opérateurs [K(A,t)] est décomposable puisque nous

. X e +
pouvons écrire pour tout A € T (ici I = R)

RO, = p x {k (o)}
avec
" (o} 0 <t < A
{k](K,t)} = 4
g {t-a1} A€t <o

%
‘\\

qui est continue dans le domaine D,

En effet
kox {ROLE ) = (f RO, M= {k (0,0 )
La fonction [kA] = [p = {K(A,t)}] n'appartient pas & P, ses valeurs &tant des opé-

rateurs qul ne sont pas fonction de t. Cependant, elle est décomposable dans tout

intervalle fini pulsque nous pouvons &crire

XIV.3 = pt s Ll ()
En effet, nous avons montré que nous pouvions écrire (§. )
kA - k2 % kA—a
Donc
k' = k® x p? x {k (A-a,t)}

. - .. A
qul est une décomposition de k.

XV - Décomposition sur un intervalle infini

Une fonction & valeurs opérateurs est décomposable dans un intervalle infini I
si elle est décomposable dans tout intervalle fini contenu dans I.

A .
Exemple : k= est décomposable dans -, +oof

00666000
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XVI -Dérivée décomposable d'une fonction4& valeurs opérateurs

Une fonction & valeurs opérateurs [f(A)] a une dérivée décomposable [£'(A)]

dans un intervalle fini I si 1'on peut &crire pour tout A € I :
XVI. 1 {f(M)} = q % {f](K,t)} q # 0

ol q est un opérateur quelconque et {f](K, t)} la valeur en A d'une fonction para-
métrique & valeurs opérateurs qui, considérée comme fonction de deux variables,

a une dérivée partielle

. 0 . .

continue dans le domaine D (A € I, 0 < t < o),

On écrit alors pour tout A € I

XVI.2 (E7 ()} = q & (=%

) fl(K,t)}

) A e - . \
Montrons par exemple que [k"] a une dérivée décomposable dans tout intervalile

0 <A< Aoo En effet, on peut &crire pour tout A> 0
() = P’ x hox {k, (A,e)} = p? x {k,(A,t)}
ol {kz(k,t)}est défini par
{0} 0 <t < A
tk, (A, t) ) =<

t%— (t=A)2F 0 € A < ¢t -

qui a une dérivée partielle {§%~k2(A,t)} continue dans le domaine D
(0 £ A<y 0 gt < ®), Il s'ensuit que :
A , - 9 y N ) )
XV1.3 S R |
{k"} p’ % {aA kZ(A,t)} 0 <A< A

ol Ao est arbitraire positif.
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Thé&oréme e

Telle qu'elle vient d'@tre définie, la dérivée décomposable d'une fonction

d valeurs opérateurs est unique (cf. [1] page 184).

XVII - Propriétés de la dérivée décomposable des fonctions & valeurs

opérateurs

Mikusinsky a démontré les théorémes suivants

Théoréme |

S1 la fonction & valeurs opérateurs [f(A)] est constante dans un interval-
le T (c'est-a-dire qu'un seul et méme opérateur c est associéd & A sur cet
intervalle) alors sa dérivée décomposable [f'(A)] = [0] et réciproquement,

c'est—-a-dire que pour tout A € I
LEr(nt = {o}.

Théoréme 2

Si [£(n)] et [g(A)] ont des dérivées décomposables [£'(0)T et [g'(W)]
dans un intervalle I, leur somme et leur différence ont aussi des dérivées

décomposables dans 1'intervalle I et de plus pour tout A € I
LEQY) = g = {£7 (0D F + {g" (W)},

Théoréme 3

Avec les mémes hypothéses qu'au théoréme 2 -
HEQO Fedg OO = {£ (O ba{g (M) I+{E) Txlg (W)}

Théoréme 4

Si ¢ est un opérateur arbitraire et si [f(A)] a une dérivée décomposable
dans un intervaile I, alors [c x {f(A)}] a une dérivée décomposable dans

l'intervalle I et de plus pour tout A € I

le x {£QO " = ¢ = {£' () ).
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Théoréme 5 I

. . £(A)
7T et 1
Si [g(M)] et [g(A)J

alors [£(1)] a une dérivée décomposable dans 1'intervalle I et de plus

ont des dérivées décomposables dans in intervalle I

pour tout A € I

Théoréme 6

Si [£(A)] a une dérivée décomposable [£'(A)] sur un intervalle I et si
{w(A) } est une fonction numérique prenant ses valeurs sur I et ayant une
dérivée continue sur un intervallie K ¢ I, alors la fonction composée
[F(A)T = [£(p(A))] a une dérivée décomposable dans 1'intervalle K et de

plus pour tout A € K :

{Fr ()} = {fé(m(A))}X{mi(K)}o

XVIII-Dérivées décomposables d'ordre supérieur

La dérivée décomposable niéme d'une fonction 4 valeurs opérateurs est la

dérivée décomposable de la dérivée décomposable (n—1i)éme.

XIX - Dérivée décomposabie dans un intervalle iniini

Une fonction [f(i)] a une dérivée décomposable [£'(A)] dans un intervalle

infini T si [f'(A)] est dérivée décomposable de [£f(A)] pour tout intervalle fini

contenu dans TI.

~ . A L e
Nous avons montré au §.XVI que [k" ] a une dérivée décomposable dans tout

intervalle fini 0 € A < Aoa De plus d'aprés (XVI.3)
{k"1r = p? x {—ki(K,t)} = -p x k"

Si [a,B] est un intervalle fini arbitraire nous pouvons &crire :
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Soit
L(N) = {kA}'

Nous pouvons écrire d'aprés le théoréme 4 de XVITI.

LA = k2 % 8(r-a)

I1 s'ensuit l'existence d'une dérivée décomposable [kA]' de [kA] dans 1'intervalle

. . . . A .o . .
[u,B]. Comme cet intervalle est arbitraire k' a une dé&rivée décomposable dans

], +eo[, L'8quation (XVI-3 ) permet d'écrire
- 2 3 9 -
L(A) = k¥ x p? x {Bk ky (X a,t)}

= k? % p? % {—k](x—a,t)}

= -p x k° % p? x’{kl(X—a,t)}

a A—a

quelle que soit la valeur de A.

XX - Fonction exponentielle généralisée

. . . Aw . .
S1 w est un nombre, alors la fonction exponentielle x(}\) = e satisfait

les équations

(1) x'" (A) = wx())
(2) x(0) = 1

C'est la seule fonction ayant ces propriétés.
Les conditions (1) et (2) sont donc des conditions nécessaires et suffisantes pour
que ¢

x(A) = exw .
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Elles peuvent donc servir de définition de 1'exponentielle. Si w n'est plus un

nombre mais un opérateur quelconque, ces conditions définissent une exponentielle

. . AW . . . _ _
généralisée que nous noterons e par extension. lLa fonction a valeurs opérateurs

A . . .
k' satisfait les conditions
- 3
{Khr = -p % k et kY = ¢
Par conséquent nous pouvons écrire

(k' ={e P}y

XXI -Théoréme

Si une fonction {f(A)}est une fonction & valeurs rédelles définie sur le seg-

ment [KI,XZ], alors
{"{f(t)} Ay <t Ay
: >\? - =Ap : . }
U6 te PPean banr=
i i
i {o} ailleurs

4
Y

Pour demontrer ce théoréme posons tout d'abord X

=0
Puisque {e p} = px {k(A,t)} avec
5/ {o} 0 <t < A
k(r,v) b =
} {1} A€t <o _
N

nous avons
Yo - . Ay |
U7 e Pr0bant = p & {7 (kA t)£(A) an

I

pox {fT {g(h,,1) tan}

{g(Az,t)}




avec Q {£(t)} 0 € £ A
{g(h,t)} = i

& {o} A<t <w

Le cas ol Al est positif se raméne au cas précédent de la facon suivante :

Yo -a : 2 - P I
{(f50e™ P 1Y = (f, "L PEO) TaN-{f T {eT P an)
1

Comme

(Jote™Pr0y1an} = {1im fEre™ e Jar)

B->00

il s'ensuit que :

Joe™ ey tant = {26y}

La limite existe &videmment quelle que soit la fonction f € X

XXII -Suites de fonctions - Convergence univorme et presque uniforme

Une suite de fonctions {fn(t)}é valeurs réelles définies et bornées sur un
intervalle 1 converge uniformément vers {f(t)} dans T si il existe une suite de

nombres en tendant vers O telle que
£ (t) = f(o)] = €,

pour tout t appartenant a I,

Cette suite de fonctions converge presque uniformément vers {f(t)} dans 1
ge presq

(on dit aussi est localement uniformément convergente) si elle converge unifor-

mément vers {f(t)} dans tout sous—intervalle fini de I.

Mikusinsky [MI page 141 et suivantes] a démontré que :




Théoréme

Si {fn(t)} appartient a C et si'{fn(t)} converge presque uniformément

vers {f(t)} dans [0,«[, alors {f(t)} appartient & C.

Si fn et g convergent uniformément dans [O,tol vers f et g respecti-

vement, alors

converge uniformément vers f % g dans [O,to]

Théoréme

Si g, converge uniformément vers g dans [O,tO] et si f(t) est une fonction

continue dans cet intervalle, alors

converge uniformément vers f % g dans cet intervalle.

XXIIIDé&f 1

Si g, converge uniformément vers g dans [O,tO] alors {[E gn(T)dT}

. . - pt .
converge uniformément vers {fo g(T)dTl dans cet intervalle,

nition de la convergence de suites d’'opérateurs ou convergence

. . & o »
Une suite d'opérateurs a est convergente s'il existe un opérateur q # 0

tel que la suite an/q soit une suite de fonctions appartenant d C presque

unt formément convergente sur [0,°[. [MI page 1441.

Exemple

©6 5 006 06

an - pZ,HZ/(p2+n2).
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. % e, A N
Cette sulte est convergente ~ parce que an/pl+ est une fonction appartenant a (

presque uniformément convergente sur [0,%[.

En effet :

a /p" = n®/(p* & (p*+n®)) = 1/p*-1/(p*+n?)
= {t- L sin nt}.
n

Cette fonction converge presque uniformément vers {t} sur [0,o[.
On écrit :

R T ,
lim~ n®p?/(p?+n?) = p* % {t} = p?

n -+

solt plus généralement

lim“ a_ = q % lim a_/q.
n n
> 00 n->oo

XXIV -Continuité de la transformation de Laplace

Telle qu'elle a &té définie par Milusinsky comme une application de ¢ dans

l'espace des opérateurs Q, la transformée de Laplace I est une application con-

tinue de C dans 0, sZ l'on considére dans C la convergence presque uniforme sur

[0,o[ et dans @ la convergencexc

En effet, Mikusinsky [page 360] a montré que 1'image par L d'une suite convergente

. x
de ( est une suite convergente de Q.

XXV - Continuité de Ta transformation inverse

Si l'on considére dans C la convergence presque uniforme sur [0,»[ et dans Q

% . . ,
la convergence ~, alors la transformation inverse de Laplace L

qul & un opéra-

teur {f} fait correspondre la fonction f, n'est pas continue : en effet, 71 existe

. o oy - . .
des suites de @ convergentes © dont 1'image par L ]sont des suites qui ne con—

vergent pas presque uniformément.
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Exemples R
Soit a = {cos nt} = p/(p?+n?)
Prenons ¢ = p
= 2,2y _ 1 2, 2y - r8in nt.
a /q 1/ (p“+n*) — % n/(p“+n®) {1

qui converge presque uniformément vers {0}. En effet :

isin nt

of <4
n

n

On montrerait de la méme fagon (en prenant q = p?) que :
Lo % , :
1im™ {n sin nt} = i
n>%o

et (en prenant q = p° ) que :

. E 9
1im® {n* cos nt} = pP.
n-—+>co

. . - o ~ *
Dans ces trols exemples la suite d'opérateurs est convergente ~ alors que de toute
évidence les suites de fonctions {cos nt}, {n sin nt} et {n? cos nt} ne sont pas

presque uniformément convergentes.

XXVI - Difficultés du calcul numérique de 1a transformation inverse

Nous dirons que deux transformées F(p) et G(p) sont infiniment voisines si

sur l'intersection U de leurs domaines respectifs de convergence
Sup [F(p)-G(p) |
U

peut @tre rendu plus petit que tout € > O fixé & 1'avance. Toutes les difficultés
rencontrées dans le calcul numérique de la transformée inverse au sens de Laplace
viennent du fait que deux transformées infiniment voisines peuvent avoir des
inverses aussi différentes que possible.

Par exemple considérons les fonctions {sin t} et {sin (i+e)t} dont les transformées
sont respectivement 1/(p?+1) et (1+e /(p +(1+£)?). Leur abscisse de convergence est O

(maximum des parties réelles des pdles).
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N N . . . c
U est done 1le E-plan d droite de 1'axe lmaginalre.

Sup |—1— - 1t | L gup Ip2+(1+8)2—(’1+€>(’p2+1)

U p?+1  p?+(1+e)? U (p?+1) (p?+(1+e) %)

2 2
Sup I€(i p-)+e :
U (p2+1)(p2+(1+e)?)

Cette expression tend vers O en méme temps que €. Or, quel que soit €, on peut

toujours trouver un sous intervalle fini I de [0,®[ tel que

Sup |sin t - sin (1+e)t] = 2.
I







CHAPITRE - 1 s

METHODE DE PAPOULIS UTILISANT LES POLYNOMES

— . . . . . o . . . . . . . P
. . . . . . . . . . . . . .

DE LEGENDRE

- ° o ¢
. . .

I-1 Rappel de la méthode de Papoulis pour 1'inversion de la trans-
formée de Laplace [PAT [NUD [BUT.

Cette méthode est basée sur le développement de la fonction originale f(t) sur
une famille de fonctions orthogonales. Ce sont les fonctions de Legendre qui sont

icli utilisées.
Soit F(p) la transformée de Laplace de f(t)
. _ p® _-pt
F(p) = f_ e £(t) dt

Faisons sur cette &quation le changement de variable

t = op(x) avec x = m_](t)

I1 vient : 1 .
Py = | 0D PR et () dx
o ' (0)
Il suffit de déterminer ¢ de sorte que e—p@(x) o' (x) soit une fonction simple

gp(x) pour obtenir le produit scalaire

F(p) = gp(X) £ o(x)) dx
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S'il est possible de déterminer ce changement afin d'obtenir les composantes de
f(ep(x)) sur un systéme complet de fonctions, ces composantes déterminent

f(ep(x)) done £(t).

—

Posons - E-Ln ( x)= o(x) ou X = e (o > 0)
F(p) = ° »lo Ln(x)f(_ D in (x) 4%
(p) = | € o *) ox
f' (p/o-1) i dx
F(p) = . x (- e Ln( %) e
J

Si on veut que le systéme complet soit celui des puissances paires de x sur

l'intervalle [0,1] on ne prend que des valeurs de p telles que g-— 1 = 2k

(k entier).
On obtient alors 1'équation :
oF[ (2k+1)0] = fé x2K g (- % Ln (x) dx
On peut poser a priori
i oo
f(- -z Ln (x) = % CoP oy (%)

=0

ol les C, sont des coefficients inconnus et PZQ les polyndmes de Legendre de
degré 24.

Il vient :
oF[ (2k+1)01 = |' x?% 3§ ¢ p. (%) dx
o 2 2722

Athanasios Papoulis a cherché i obtenir les coefficients C;, en explicitant les

valeurs OR[(2k+1)6] en fonction des Cp- Il a obtenu la matrice triangulaire

sulvante
oF (o) = CO
c, 2¢,
oF(30) = 5+ 333
c, 2kC| 2 (2K 2) .. .20,
' ’ i -' =
(n oF[(2k+1)o] = 5o=g + (01+1) (2k+3) °°° (2k+1) (2k+3) ... (4k+1)
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C'est cette matrice qu'il faut inverser pour obteniz.l'expression des C; en fonc-
tion des F[(2k+1)o]l.

On peut déterminer une expression simple de cette inversée par la méthode sui-
vante, due & Gastinel : les polyndmes de Legendre sur [-1,+1] et de degré pair

sont orthogonaux sur [0,1] 3 un coefficient prés.

En effet

[ P (x) P_.(x) dx = %j
Jo 21 2] 4i+]
aij = symbole de Kronecker.

Désignons par ayi ok les coefficients des polyndmes de Legendre de degré pair oii
3

2i est l'ordre du polyndme et 2k le rang du coefficient.

Reprenons 1'équation (3), multiplions de part et d'autre par a et faisons

21,2k
la somme par rapport & k variant de O 3 i. Il vient
L fl L 2k o
(2) I a,. oF[(2k+1)0] = I a,. X L C,P,,(x)dx
k=0 21,2k 0 .o 2i,2k 220 L7248
Si & # 1 1'intégrale est nulle.
Si & = i on obtient
(3) : Ui
1 -
X a2i’2kOF[(2k+])Od T
k=0
Posons (41+1)azi’2k = Vi On obtient alors
e -0t X
(4) f(t) = 7% P,ge z yszF[(2k+1)0]
=0 k=0 -
On sait d'autre part que
° 1, ¥
IR k' (hi-2) xR
Poy® = 2 (=) 71
k'=Q 27Tk (2i-k ")V (2i-2k ") !
- i-k (2i-2k) !
qi,2 - 2 (7D 71 )
’ k=0 277 (i-k) Y (i+k) 1 (2Kk) !




I1 vient alors : e

i-k (4i+1)(21-2k) !

(5) y.,. = (-1)
ik 221 (k)1 (1K) 1 (2K) ¢

Les formules (4) et (5) résolvent complétement le probléme.

I-2 - Modalités d'emploi de la méthode

L'expérience a montré que pour des fonctions croissantes et momotones, il
g e . k
fallait choisir 0 = rik
Si on reprend la formule (4) on voit qu'il faut limiter la sommation rela-

tive a . Pratiquement on s'arr@te 3 13 (au deld les coefficients Y01 deviennent

trop grands et il faudrait prendre trop de chiffres significatifs).

La valeur de k est choisie de telle facon que e_k soit la racine la plus
proche de é—du polyndme de Legendre de degré 24. On augmente ainsi la précision

de 1a méthode en rendant négligeable le dernier terme de 1la sommation.

On peut aussi limiter la sommation sur % par test de précision & une

valeur z telle que

Z
Ty oF[(2k+i1)0o]
2=0 R ' .. -6
‘ Yo 1
Yo, oF[(2z+1)0]

On est sur de cette fagon d'avoir toujours au moins deux chiffres signi-
ficatifs. On peut montrer qu'il faut que les F[(2k+i)0] décroissant rapidement

pour que le test soit positif pour une valeur de % inférieure ou égale a 13.

I1 peut @tre intéressant de limiter le test de précision & une valeur

. . =06, . s . .
supérieure 4 10 = si la fonction F(p) n'est pas facilement inversible.
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CHAPITRE - 2

METHODE DE PAPOULIS UTILISANT LES POLYNOMES

O O L - o i -
. . . . .

DE LAGUERRE

II-1 - Méthode de Papoulis utilisant les polyndmes de Laguerre [PA]

Les polynOmes de Laguerre sont définis par :

k k
t d [t —t7

—_— e s
] -
dtk !

Lk(t) = e

En posant qk(t) = e_t Lk(t) on obtient facilement la transformée de “k(t)

k
P

o, (p) =
k (p+i)k+1

Comme les dérivées de qk(p) d'ordre inférieur 3 k sont nulles 3 l'origine, on

doit avoir :

(e 0]
f £ mk(t) dt = 0 pour n < k-1

0
Posons .
f£(t) = % Ck mk(t) (0) _
. . k=0
1l vient o K
F(p) = I € —F—— (1)
k=0 k (p+i)k+]

e S - . ; - . 1
En dérivant n fois le développement en série de puissance 3 1'origine de BIT

que :
k
P

—Ft—— =% 1 C (-nH" p® (2)
(p+1)k+] =
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l'origine on obtient

Qr

En développant F(p)

it
™ 8
o

F(p) K P (3)

Par identification des puissances égales de p dans les &quations (1), (2) et (3)

on obtient le systéme

a =0
o 0
2 = 676,
= _pl _ih Kk
a, = € =C,C | *...+ (-1)C_
Ce systéme se résoud immédiatement
SO
c, = L C; a, . (4)
k i20 k k-]

Connaissant les coefficients a), du développement en série de R(p) domnné€ en (3),

on peut déterminer grdce & (4) les coefficients intervenant en (0).

Supposons que f(t) soit approchée par 1la somme finie

N ,
f () = % ¢C,. o (t)
N M

des (N+i) premiers termes de (0).

Alors les transformées FN(p) et F(p) de fN(t) et f(t) respectivement ont des déri-

vées 8gales 3 l'origine jusqu'i l'ordre N et

® n

t fN(t) dt =

[0
[© % £(t) dt n < N
j

o
J )

C'est-3-dire que les fonctions f(t) et f_(t) ont des moments égaux jusqu'id 1'ordre
q N gaux jusq

N.
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Application - Prenons comme fonction 0 la fonetion_sinus

®, (8) = sin (2k+1)0

alors N
fN(e) = 7 C, sin(2k+1)0
k=0
avec |
w 2n R nily
7 €, = 02°"F[(2n+1)0]- ij [Chn = Con™ 1G5

IT-2 - Exemples utilisant les polyndmes de Laguerre

Les exemples choisis pour illustrer cette méthode ont &té choisis tels que
f(t) est connu de facon & pouvoir comparer f(t) a fn(t)° Le choix de 0 n'a pas

d'importance. Pour les calculs ¢ a été pris égal a 0,2.

Exemple
m i
F(p) = 7 —————
(p+0,2) % +1
a pour inverse
f(t) = % e—o’2t sin t
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j 1 . . | . méthode de méthode de
0 degrés t= = In{(cos0) fN(t) X 10 f(tli,m Gaver Dulzpe?r zébate
Stehfest améliorée
5 1.906 1072 398 149.138 149.1 149.138
10 654 1072 432 591.465 591.5 591.465
15 .733 107 1158 1308.45 1309 1308.45
20 110 107! 2511 2258.55 2259 2258.55
25 919 10 ! 3362 3361.78 3359 3361.78
30 192 10! 4215 4480.90 4472 4480.90
35 974 107! 5571 5404.73 5413 5404.73
40 333 6029 5846.59 5935 5846.58
45 733 5181 5480.82 5583 5480.81
50 .210 4048 405261 3853 405261
55 779 1944 1596.52 1042 1596.52
60 . 466 -1502 -1250.75 -1385 ~1250.75
65 .306 ~3272 -3049,46 ~2074 -3049.47
70 364 -1590 -2135.15 -1225 -1235.16
75 .758 570 929.56 - 151,9 929.56
80 754 694 848,17 246.5 848.21
85 .220 10" - 33 - 245,02 104.8 - 256.7
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METHODE DE REGULARISATION [RI}

Une autre fagon d'aborder le probléme du calcul de la transformée inverse
d'une fonction au sens de Laplace est de discrétiser pour de nombreuses valeurs de
p 1'équation

[oe]

f -
F(p) = Jo e Pt f(t) dt

afin de se ramener i la résolution d'un systéme lindaire surdimentionné 3 résoudre

au sens des moindres carrés.

ITI-1 - Discrétisation de 1'opérateur d'intégration

Pour pouvoir utiliser cette méthode il faut que la fonction & intégrer soit
nulle ou négligeable au deld d'une certaine valeur Tde t pour pouvoir ramener 1'in-

tégrale infinie 3 une intégrale finie
T -pt
F(p) = JO e Pt of(e) at
Tl faut donc que

o]
fTe pt f(t) dt soit négligeable ou nulle.

. -pt P c e P
Le facteur d'amortissement e © permet en général cette supposition. Alors, on décou-
pe l'intervalle [0,1] en q intervalles €gaux et dans chacun de ces intervalles on

applique par exemple une formule d'intégration de Newton Cotes d'ordre 2r+i.
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L'intervalle [0,1] comprend donc 2rq+l points fg“éﬁﬁidistantso L'abscisse de tj
est donc %%-n Confondons le point et son abscisse. Dans le iéme intervalle la
fonction & intégrer est remplacée par le polyndme d'interpolation

21ir { —pts
N L f
P2r+1,i(t) D ? L.(t) e f(tj)
1=2(i-1)«r
avec
2ir ’
I (t—tk)
k=2(i-1)r
. gy 0
L}(t) = 2§i 1 = 1,2,...,4
I (to*tk) j = 2(i-1)r...21r
k=2(i-1)r
k#]j

Les essais qui ont &té faits par Ribidre utilisaient la formule de Simpson qui
est un cas particulier des formules de Newton Cotes (r = 1).

On prend alors pour F(p)

q £,
F(p) = =% . t Py (6) de
i=1 Jfa¢i-1y 3
q "t 21 . .
- 2 % Li(e) e PHI £(r,) de
i=1 2(i-1) j=2(i-1) J .

o

On montre par un calcul simple que F(p) peut se mettre alors sous la forme

2q e
F(p) = 5 f(t.)e PY3 A,
. N J
1=0
avec
T -
AO—E—CI
T
= K e
By =2 % 55 2k < 2q
T .
A2k+1 = 4,<€a ) 2k+1 < 2q
A =....’.[__.
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IIT-2 - Ecriture du systéme linéaire

On peut écrire cette discrétisation de F(p) pour m valeurs réelles de D,

m étant nettement plus grand que 2q.

On obtient alors un systdme surdimensionné 3 résoudre au sens des moindres

carrés. En effet

2q - .
F(p,) = T f£(t;) e P14,
5=0 j j
2q et s
F(p ) = X f(t.) e PmEj 5,
5=0 h| b
s'écrit
1 4e_p1t] 20 P1t2
I he P2E1 2e P2%2 :
6q
I he Pmti 2¢ Pmt2 :
Symbolisons ce systéme par
Af = F
ITI-3 - Résolution du systé&me lindaire

Résoudre le systéme .:

Af = F

e—pmtzq

f(to)

f(t2q

F(pl)

F(pm)

au sens des moindres carrés ol A 4 m lignes et (2q+1) colonnes avec m >> 2q+1

revient 3 chercher un vecteur f tel que
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(1) HF—AfH = Hr|' norme euclidiénne

soclt minimum.

Si on suppose que les n colonnes de A sont lindairement indépendantes, (c'est notre
cas), on sait que ce probléme admet une solution unique vérifiant le systdme liné-

aire carré

Le résidu r est en général non nul. Il est nul si et seulement si F appartient
au sous-espace £(A) engendré par les colonnes de A (ce n'est pas souvent le cas).
Mais les erreurs d'arrondi, de données et surtout le mauvais conditionnement de
ATA font que le résultat est un vecteur £* différent de f.

Ribiére d'aprés Tichonoff [TI] a &tudié la maniére d'améliorer ces calculs.

Au lieu de minimiser (i) il propose d'ajouter & A un certain nombre de contraintes
o . - . . 2q+1
exprimées par une matrice S a k lignes et 2q+1 colonnes et de chercher f € R 4

minimlisant

. m+k s 3= . > . _ - .
La norme est prise dans R - W est 3 déterminer. f est déterminé& par la résolution

de :

>
=

ws’) £ o= (A" JusT)
wS . 0

Soit
avec
Ceci montre que H est une matrice (2q+1, 2q+1) symétrique semi-définie positive.

Ribiére a montré que pour certaines valeurs de y et de H, on peut obtenir numéri-

o E .
quement une solution f~ telle que :
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VAL = HAE*-p) < 1[5 = lag*s]

Le probléme des moindres carrés peut @tre résolu d'une autre facon.

Soit F, la projection orthogonale de F sur (A). Le probléme revient i chercher

f tel que

Mais la résolution numérique du probleme des moindres carrés fournit une solu-

. % - . . -
tion £7 # £, le résidu étant alors

r® = AfF-F = Af-F + A(£%-f)

X - (F_-F) + A(£%-f)

Par déefinicion de FO, les vecteurs FO—F et A(fx—f) sont orthogonaux. D'ol
[ T 7 L 0 L E r oy
(2) HEATS = JlF_-Fj| 2+ a(£™-1)]] 2

La méthode que 1l'on propose vise i réduire la norme du résidu. On voit qu'on ne
peut espérer que réduire le deuxidme terme du second membre de (2),

Or c’est le seul terme qui reste lorsqu'on résoud numériquement
Af = F

si F € & (a)
Les conclusions obtenues par Ribi&re et que nous donnons Cl-dessous sont.basées

sur 1'hypothése que F EE’(A) et que rang(A) = 2q+i.

ITT-4 - Conclusions

Les essais faits par Ribidre ont montré que

a) La valeur optimum de Y est toujours voisine de €, précision relative de la

machine utilisée,
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b) La méthode de décomposition QR et la méthode du gradient conjugué donnent

des résultats légérement plus précis que la mé&thode de Gauss.

c) Que la matrice S qui donne les meilleurs résultats est la matrice des dif-

férences secondes :

o -i 2 e R o
s= | _____ -1 2 -1 0
0 —=—=-= - 2 -1

ITII-5 - Raffinement de 1la mé&thode

Ribiére propose enfin une méthode itérative permettant de raffiner la
méthode précédente.
Il s'agit de résoudre :

T u T
(A A+yH)fqH = ATFeYHE

.

Cette méthode 3 1'avantage que partant de fo = 0 on obtiendra dés la premiére
itération, avec un Y convenable, une solution fi assez proche de la solution
exacte. Les itérations suilvantes permettent de ré&duire le résidu.

Ribiére a montré que le procé&dé itératif convergeait et que la valeur de op timum
était encore voisine de la précision relative de la machine.

Enfin, il a montré& que quelle que soit la matrice A (c'est~d-dire méme 'si

rang(#) < 2q+i) le proc@dé itératif converge vers la solution minimisant

| af-F]

. . . . N . T . . oo
si celle-ci est unique, sinon et & condition que A A+H soit non singuliére, vers

la solution qui minimise a la fois

iAf-Fl] et £ HE
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ITI-6 - Comparaison entre la méthode de régularisation

la méthode de Gaver Stehfest

la méthode de Dubner Abate améliorée

Cette comparaison a été faite sur la fonction :
I + sin(mt) 0 £t < 2

f(t) =
0 t > 2

dont la transformée est

1 Ul , -2
F(p) = (5 + —) (1= °F)
pz_HTz

Soit fR(t) la fonction calculée par Ribiére par la méthode de Gauss avec minimi-
sation des différences secondes. Les résultats donnés ci-dessous correspondent

~

ay = 10‘6 (qui n'est pas &gal i la précision de la machine utilisée, sur 704

8

ot ¥ = 10 "), En effet Ribidre a calculé la norme de 1l'erreur et sait que c'est

pour Y = 1076 dans ce cas particulier que la norme de 1'erreur est la plus petite,

Nous avons tout de méme choisi cet exemple comme ré&férence car il constitue les
meilleurs résultats obtenus parmi toutes les variantes essayées,

fGS(t) est la fonction calculée avec la méthode de Gaver Stehfest en double
précision.

fDA(t) est la fonction calculée avec la méthode de Dubner Abate améliorée en

»

double précision.

La derniére colonne du tableau ci-apré&s représente l'erreur relative calgulée

a partir des valeurs en double longueur de f(t) et de fDA(t).

Ces valeurs de f, fR’ fGS et fDA ne sont données qu'avec 4 chiffres signifi-

catifs parce que nous n'en possédions pas plus pour fR"

Il est clair que c'est la méthode de Dubner Abate améliorée qui donne les meilleurs

résultats.
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erreur relative sur

t | £(r) vraie £,(6) £og () “ESX?E) £ (0

DA
o | i 1,009 - - -
0,21 1,588 1,6 1,586 i,588 i,2 0”7
0,41 1,951 1,899 1,965 1,951 1,1 07>
0,6 1,951 1,918 1,974 1,949 9,8 io”*
0,8 1,588 1,678 1,469 1,588 1,4 T
1,0 1 1,061 0,904 | 9,9 T
i,21 0,412 0,333 0,537 0,412 1,2 107
1,41 0,049 ~0,04 0,336 0,057 i,6 107!
1,6 0,049 0,115 0,226 0,042 1,3 10”1
1,8 0,412 0,488 0,158 0,528 2,8 1o !
2,01 i 0,831 0,111 0,476 5,2 107!
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CHAPITRE - IV s

METHODE DE BELLMAN [BKL]

IV-1 - Exposé de 1a méthode

La méthode ou plutdt les méthodes utilisées par Bellman sont basées,
comme la méthode proposée par Ribiére, sur une discrétisation préalable de

1'équation
F(p) = fm e Pt f(t) dt
0

Le probléme initial se transforme donc en celui de la résolution d'un systéme

linéaire :
Af = F

Bellman propose, plutdt que de résoudre brutalement ce systéme, qui est mal

conditionné, au sens des moindres carrés en minimisant

(Af-F, Af-F)

de minimiser :
(0) (Af-F, Af-F) + Aeop(f) A >0
ot ¢p(f) et A sont adroitement choisisu

Remarque - La méthode de Ribiére correspond # un ¢(f) particulier.
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IVv-2 - Cas ou une approximation fa de f-est déja connue

L'obtention d'un vecteur f sera &tudié plus loin. Bellman propose en
a P prop

premier lieu de poser
o(f) = (£ -f, £ -£)
le but recherché est alors de minimiser
(1) (Af-F, Af-F) + X(fa—f, fa—f)

Bien entendu, le choix de A est important et nous en reparlerons.

Un calcul simple montre que le vecteur qui minimise (1) s'dcrit

£ = @tanan T @l )
Liexpérience et 1'analyse montrent que ATA+KI est moins mal conditionnée que
A méme pour de petites valeurs de A (ce n'est pas vrai pour A = 0).

Si A est petit on peut espérer que f(A) soit une bonne approximation de la

gsolution de
Af = F,

I1 s'ensuit que 1'on peut utiliser une méthodé classique pour résoudre
(ataanys = aATFers

Bellman propose cependant une autre méthode qui est un exemple de résolution

numérique d'équations par procédé i plusieurs étapes de décision et qui méne

a la programmation dynamique.
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IV-3 - Premiére approche de la programmézfgﬁ'dynamique

Pour appliquer la programmation dynamique i la minimisation de (1) nous
choisissons f par un procédé i &tapes de la fagon suivante : nous choisissons
éme .
d'abord sa n composante f , puis fn—i etc...

Pour ce faire considérons d'abord le probléme plus général de minimisation

de
T _ z _ 2
(2) RM(f) = [X(f] fal) +k(f2 fa2) + ..
N M
. _ 2 - 27
+ )\(fM faM) + DZ” (OZ aijfj Fi) ]
1=1 J=1
sont

ol 1 <M< N et les faiyles composantes d'une premidre approximation fa'

Si M = N nous retombons sur le probldme initial.
Si M = 1 nous avons le probléme simple de minimisation de
N
ey o - 2 - 2
R](f) = A(f] fa]) + izl (ai]f1 Fi)

Notre but est d'obtenir une relation de ré&currence entre

RM et RM_1

Si nous extrayons fy» nous sommes ramenés a la minimisation d'une fonction du

méme type sur f],OG,,fM_l ol F est devenu F-fMa(M)o

Donc si nous introduisons
hM(F) = min RM(f)

définie pour M = 1,...,N et pour tout F nous obtenons pour M > 2 la relation

de récurrence :

e raee e el ()
(3) hM(F) = ?1n [A(fM faM) hM—](F fMa )]
ou M
h](F) = min Ri(f)o

£y
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C'est une application du principe d'optimalit@,————--
Si la dimension de F &tait petite nous pourrions utiliser (3) pour calculer 1'en-—
semble des valeurs de hM(F)o Sinon il faut se servir du fait que hM(F) est une

fonction quadratique de F de la forme

By (F) = (F,QuF) + 2(p,,F) + 1,

un vecteur indépendant de F, r  un

‘ol QM est une matrice indépendante de F M

SPM
scalaire indépendant de F,

Des calculs laborieux permettent de calculer Q en fonction de Q

M* Py &t Ty M-1°
Pp—y ©F Tyog
Soit
A D)
Qu = Qv ~ T
M M-1 )\+KM
y (M)
= - (A (
Py = Pu—q ~ (Mgytoyo
A (E  +0.0 7%
r. = r + Af2 o 3M M
M M-1 aM A+K
M
ot
M) _ (M)
o = QM_]a
- ¢ (M)
pM (pM_H’a )
M M
K, = @0,. 00,
et
A(M) - a(M> o a(M) _
oli & désigne le produit de Kronecker
a ® b = (aibj) i = 1,2,...,N

En prenant :
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g QO B

p, = O

2‘ r =0
[e)

nous pouvons calculer QM’ Py et ry pour M> 1.

IV-4 - Détermination des valeurs minimisantes

Pour obtenir le vecteur f minimisant, nous partons de Qo’ P, et r_ pour

calculer Q,, p,, et r, et ceci pour M = i{,2,...,N.
M M

M

Puis nous déterminons fM’ fM_],om,fl

‘ (M) . (M)
. AMow t Py, -2 ) + (a s Qy_F)
M . (M) (M) .
A + (a ’QM_Ia )
Mais QM—] est symétrique et nous pouvons &crire
(M) - (M)
(a ,QM—]F) - (QM_la sF)
I1 vient : y (M)
| MoutPy H(@7LF)
fM = r
A+ KM
Remarque - u(M) p, et ont déja &té calculés
et Skl ’ M KM °
M-1)

Pour calculer fM—l il suffit de remplacer F par F—fMa dans cette expression,
etco .o,

C'est ce procédé qu'utilise le programme écrit par Bellman.

Remarque - I1 peut venir & 1'idée de poser A = 0 et d'utiliser cette méthode pour
résoudre Af = F. Mais si A est mal conditionné, les résultats ne sont pas meil-

leurs que ceux donnés par les méthodes classiques.
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IV-5 - Approximations successives S —

Soit fa une approximation initiale. Le vecteur fad minimisant

(A£-F, Af-F) + A(f£-f_, f-f )

peut étre considéré comme une seconde approximation...etc. Soit fq n le vecteur
<ty

minimisant

, £-f ) .

(Af-F, Af-F) + A(£-f_ an-1

,n—1

Pour montrer que la suite des fa 5 est convergente, explicitons
3

£ = At T ATE + aaTasan) s
a,n a,n—1

Si A est régulidre, alors ATA est symétrique définie positive. Les valeurs pro-
pres de ATA+XI sont plus grandes que A, et les valeurs propres de )\(ATA+>\I)_1
sont positives et inférieures 3 1. La suite des fa,i converge donc géométrique-
ment.

Soit f la limite de cette suite. Alors

(ATA4AT)F = A F+Af
Or

ATAf = ATF

Comme A est réguliére

Af = F

Remarquons que pour le choix de A , nous sommes dans un dilemne.

A = 0 donne la convergence la plus rapide. Mais si A est mal conditionnée, les
résultats ne seront pas précis.

Au contraire si A est plus grand, la convergence sera lente mais ATA+KI bien

conditionnée.
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IV-6 - Obtention d'une approximation initidle

Si nous résolvons 1'é&quation

F(t) e PP de = F(p)

[

par quadrature, nous sommes ramenés A la résolution, comme nous 1'avons vu d'un

systéme linéaire

=z

o

(4) 1wy £(r)) e Pt o w(p) P = 1,2,...,N.
l:

, 1
1
Nous pouvons alors détourner la difficulté de la fagon suivante :

(a) résolution du systéme (4) pour N = 5 par exemple

(b) recherche d'une courbe trés lisse passant par ces 5 points ou les ap-

prochant trés bien.

(c) lecture sur cette courbe de 10 points (par exemple) qui vont servir

d'approximation initiale dans ia méthode décrite précédemment.

V-7 ~ Développement de 1'approximation initiale en série de puissances

Nous savons que le vecteur f({A) qui minimise

(Af-F, Af-F) + X(f—fa, f—fa)
est donné par :

£ = (ATAvAD) T (FeAE) -
Au voisinage de 0, £(A) a un développement en série de puissances

A) = £ & A + A2
£(A) min 8 8,
De plus f(A) est continu et dérivable indéfiniment pour A > 0,
Il s'ensuit que nous devons pouvoir obtenir la valeur de fmin’ c'est-d-dire £(0)

a partir des valeurs de f(A) pour A quelconque.
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Considérons le cas oli £(A) peut @tre obtenu pou¥ A > 0 et suffisamment grand,

; T . o, o P
augtiel cas A"A+AI n'est pas mal conditionnée.

La valeur de f ainsi obtenue peut encore servir d'approximation initiale pour

la méthode décrite précédemment.

IV-8 - Approximations successives avec lissage

La méthode des approximations successives se trouve améliorée si aprés
un certain nombre d'itérations on lisse la solution obtenue et que 1'on prenne
cette solution liss@e comme nouvelle approximation initiale.

Bellman ne donne pas de précision sur le lissage qu'il utilise mais indique seu-
lement qu'il n'est pas du tout sophistiqué.
I1 donne un exemple qui montre que ce lissage intermédiaire améliore beaucoup

les résultats.

IV-9 - Autre méthode proposée par Bellman

Si 1'on sait que la solution cherchée est raisonnablement lisse et
réguliére, on peut espérer alors que :
£) = (f —f,. )%+ (F_-f )%+.. .+ -f )?
Dy (E) = (F 78 T, E) S ot (B =)
est assez petit. Les fi sont les composantes de f.
Bellman propose donc de faire ¢p(f) = DN(f) dans (0) et d'utiliser la program—

mation dynamique pour minimiser : -
(Af-F, Af—F)+ADN(f)
Pour ce faire, considérons le probléme de minimisation de :

- 24 -
aogfj Zi) +A[(tN f

Y4, +(f,-c)?]
. 2
Poj=2 Y

N-1

sur £ f . ot les z, et c sont des paramétres.,

g3 ocesly
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Appelons h2(z,c) ce minimum pour N fixé. S
C'est une forme quadratique en z et c.

Introduisons la séquence

M N
h, (z,¢) = min [ & (£ a,.f.-z.)?2
k £ i = j=k  *3 3
T
: _ 2 —y 27
# ALCE=E D)2 (g, —c) 7]
od
r = k,k+1,. s N
k =2,3,...,N
I1 vient
M
N e Mo _ 2 —ay27
(5) hN(z,c) ?1n [iz (aiNfN zi) +>\(fN c)*“]

et le principe d'optimalité donne la relation de récurrence :

- Mi )2 ' p—a K 31
hk(z,c) Min [K(fk c) +hk+](z a fk’fk>‘
f
k
pour k = 2,3,,..0-1 ol
1k
k aZk
a = .
MK

En se servant du fait que chaque fonction hk(z,c) est de la forme

- 2
= + +

(6) h, (z,¢) (z,Q.2)+2(z,P, Je+r, c

et de la relation de récurrence nous voulons trouver des relations de récurrence

sur les Q, les P et les r.

Pour résoudre pour fN nous égalons a zéro la dérivée partielle par rapport a fN

du terme entre crochets de (5).
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I1 vient e«

0 = X(fN—c)+(aN,aNfN—z)

Ac+(aN,z)

£ =
A+(aN,aN)

N

ce qui donne la valeur de hN(z,c)

[}

) N
hN(z,c) —Xc(fN—c)-(z,a fN—z)

N A N
= }\02+(Z,IZ)_)\C [lgig_H,)_] - (Z,aN )\C"'(f} a;))
A+(a ,a ) At(a”,a")
s 4N A
= o2 (A= AN - ) + zc(_liiﬁLﬁ%_)+(z,[I— ——~—%_—ﬁ~]z)
A (a,aly Ar(a ,a ) At(a’,a)
oﬁANr-aN(BaNn
Donc AN
QN = 1- TN
A+ (a ,a )
P = - XaN
N At (a, )
N k+(aN,aN)

Pour obtenir les relations de récurrence, calculons fN—i et hN_i(z,c) de la méme
facon :

, - . 6 o a2 _ N-1 :)
fN_l(z,c) len [A(fN_] c) +hN(z a fN—]’fN—l)“
f
N-1
- . . _ 2 - N-1 . _ N-1
—fMln [A(fN—i c)*+(z-a fN~1’QN(Z a fN—i))
N-1

, A N-Tg 2
+ 2(PN,(z a fN-i))fN—1+erN—

1= °




Annulons la dérivée partielle par rapport a fN—Y de hN_](z,c)'

. N~-1 : N-1 .
0 = A(fN—l c)-(a aQN(Z*a fN—i))
N—-1_ N-1
+(PN,Z a fN_])) (PN’a fN
. N-1 N-1. . N~1
= - _'
foo LA+ (a »Qua )-2(P,a ]
4« . N=1 ,
_[AC+(3 ’QNZ)_(PNsZ)]
Aew (a1, Quz)- (P, 2)
. _ N N
N-1 N . N-1 N-1. ) N-1.
A+ (a ,QNa )—Z(PN,a )+rN
Posons :
aN - QNaN—i
N N-1.
P = (PN’a )
N-1 N
KN = (a , O )
I1 vient : N
}\C+(a sz)_(PN’Z>
£ = -
N-1 }\+KN 2pN+rN
: : . L2 24 g .
hN—l(z’C) (Z’QN—YZ)+2(PN’Z)L+rN—iL Ac Ach+(z,Q
+(PN1
2 7 N
o, Afe“+hce (o ,z)—Xc(PN,z)
(ZsQNZ)'i')\C‘ - -(z,0

A+R=20y*r

ret(al,2) = (P, 2)
+(

PN,z )
A+KN—2pN+rN

SRRt

I

NZ)—(z,QNaN_ )

N-1

N,Z)

Net (o, 2) = (P, 2)
)

MRy=20p+Ty
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_ ‘ e g
hN—l(Z’C) = (Z’QN—12)+2(PN—1’Z)C+rN-1C

1

N 2
= (zaQ Z)" _ (O(' -P ,Z)
N A+KN 2pN+rN N
K.—2p +v
A ) N 2 N N N
+ 2c - (Poma ,z)+c? A (gom—s )
>\+KN 2pN+rN N A+KN 2pN+rN

I1 vient donc

1 . N N
Qu_i = Qy - - - (a"-P.) & (a -P)
N-1 N )\+KN 2pN+rN N N
A N
P. . = - (P =a)
N-1 A+KN 20N+rN N
) ) A(KN—20N+rN)
N-1 >\+KN—2pN+rN

Aprés calcul des P, Q et r, on peut calculer fl en minimisant la forme quadra-
tique (6) sur c.

En remplagant c¢ par f1 et z par F-alf » on calcule f_ etc...

i 2
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IV-10 - Tableau comparatif des résultats obtenus

sur la fonction f(t) = e_t/2

- de Bellman (fB(t))

par les méthodes

~ de Dubner Abate améliorée (fDA(t))

~ de Gaver Stehfest (fGS(t))

t f(t) vraie fB(t) DA(t) fGS(t)
4,140186 0.,126174 0.120527 0.126174 0.126489
2.501126 0.286329 0,288195 0.286329 0.286264
1.643438 0.439675 0.439084 0.439675 0.439603
1,085084 0.581269 0.581308 0.581269 0.581249
0.693147 0.707107 0,707318 0.707107 0.707105
0.412298 0.813712 0.813401 0.813712 0.813709
0.214821 0,898i157 0.898482 0.898158 0.898154
0.085541 0.958131i 0.957847 0.958135 0.958128
0.016048 0.992008 0.992205 0.992015 0.992008

C'est la méthode de Dubner Abate améliorée qui donne les meilleurs résultats.

Cependant la méthode de Gaver Stehfest devient tr@s précise pour t petit.,
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CHAPITRE - V .

METHODE DE GAVER STEHFEST [ST1 [GAl

- o -

V-1 - Exposé théorique

Cette méthode a été développée par Gaver et programmée par Stehfest.

Soit une fonction f(t) et sa transformée de Laplace F(p).

On peut exprimer d'une facon approchée f(t) & partir de 1'espérance de
f(t) par rapport & la loi de probabilité suivante :

2n! : -at ne—nat

| falat) = e gy (e

)

|

a > 0

L'espérance mathématique de f(t) par rapport i cette loi est

fOO
E_(f) = | f£(t) £ (a,t, dt
n Vo
5 _ A 2n! .y _ _—at.mn -nat .
En(f) = JO f(t) a m (1-e ) e dt
B (£) = a —20i [ 1O cl-)tem@tio73n 4o~
n- nf(n=-1)1! | ) . n € €
0 1=0
‘ n , , po ’ —at(n+1i)
E (f) = a —28L 5 cleopyt £(t) e de
n n!(n-1)1 , n !
1=0 Y0
(1) B(f) = a —280 5 i yi F((n+i)a)
n n! (n=-1)! s=0 0 L)a




La loi de probabilité i les propriétés suivantes

a) f fn(a,t) dt = i
[¢]

In{2 o
b) Le mode de fn(a,t) = £§—> (c'est le zéro de la dérivée de fn)°

-~

c) La variance de f(t) par rapport i cette loi de probabilité est

o n
var = [ [f(t)—Ef(t»}zfn(a,t)dt = —; Y. 1
Jo &% i=0 (n+i)?

e Tn(2)
Ces trois propriétés impliquent que En(f) converge vers f%1§¥9 quand n
tend vers 1'infini.
En(f) a pour développement asymptotique :
&3
3

' . (2 i 2 .
(1) En(f)— f(—-; + - + —; + +. ..

=

En se reportant & l'équation (1) on voit que N valeurs de F permettent de cal-

a1}

culer E - (f) qui est une approximation de f

Mais on peut obtenir une meilleure approximation de cette valeur par combinaison

lindaire de E](f), Ez(f),nn“EN/Z(f)n
Posons
K j
(2) hox. (K) TR S 3
i=1 (ﬁ ri-1)K ko
; N
pour k = 0,1,...,K-1 et K = 5

oil dko est le symbole de Kronecker (&gal & 1 pour k = O et nul pour les autres
valeurs).

(1) est un syst@me linéaire dont le déterminant est un déterminant de Vandermonde.

Il vient :

=1

_ (=1
(3) x; (K) = =i K
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Montrons que dans ces conditions : o
N N
K , A (7 -K)! (=
S = I x.(K)E (£) = £E2y o (Lyykel 22 0 (=2
i=1 ' g 2 N X
2 2 2
kK i-1 . In(2) a o
s= 3 LD ol g N R B, T, 2
f o1 K1 k 2 a N +1- X +]_5)2
i 5 i > i
en vertu de (1) et (3).
En se servant de (2) il vient :
. Li-1 0, o, o
g = f(légg? + f;_%%r__ C; il K = K+ 1 +...]
i=1 : 5 +1-i (5 +1-1)?
Posons , .
A G D R T
5, = 7 ~2 C. i =
oy kDN
i 5 i
k~1 i . o
Z g L ¢ k
k s (k-1)V k-1 N,
1=0 5 ~J
Supposons que :
. N .
, = —k—=1)1
. - s (=nd o [ N & (7 “k=i)!
k+1 . ki k N N, ,
1=0 5 7] () !
C'est vrai pour k = 0 et k = 1.
Montrons que c'est encore vrai pour Zk+2
k+i W . , -
2 = 3 LD c) ’
k+2 . (k+1)% “k+1 N
1=0 5
2
k i ; k1
PGl DR ! G 1
. ki k N . . k+i)t N
j=0 G =) Geri-jy DR




Or e e
1 _ 1 [ 1
N . . N N k+1-7"
(5 3) (k+1-3) 5 k-l 5
. . i
U N S G D E O S Y G D A SN D
[ { - f
k+2 g “k-1  j=0 k! "k N - =0 k k+1-] (k+1)!
2
mais ] ]
i Sk
+1-7 k+1
| 1 k+1 3 i
= - ———— - -'
Zre2 T W (200 * G B DT e ]
*2" _k—] J=O
N
—_ = - !
. _ B N (7 k=)
k+2 N -k—-1 Ny
2 2 -
Si k+2 =K
N
—_— - f
7 = (—I)K+] (2 K
K &y
"z‘ .
On a donc bien :
N
_ . (= -K)!
s = £ 4 - 2o
a (E)v K
5) !
K (_])1—] ] dK+1 uK+2
z -—'-"—-K-—’—-——— CK 1 [ N + N +...2
i=1 ' (z +1-D)* (5 +1-i)?

On montre en majorant ce dernier terme que celui-ci est &gal i :

& —xy
2
0 (—r——)
Ay
2
. _N _Ln(2)
Faisons K = 5 et a =
Alors
N/2 N
f(t) = ! x.(%) E (£)
. 12 N .
1=1 5 ti-1
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Montrons que :

' N
_Ln(2) . Ln(2)
PO s r vy PO
avec
.. N2
V. = (o1)N/2%] min sy k (2K) i
] co SO K (k-1 Y (1)t (2k=§) 8
]+ 1 2
k= [<5—]
En effet :
N/2 .
f(t) = L x (3) E (£)
k=1 2 N
)
_ink-1 Kk N o N/2-1
Fo) - N{Z (-i) CN/zk(2 +1-k) b Ln(z)>< (N+2-2Kk) § %
k=1 (3! t (3 +i=k) 1 (X -1
N/2+1-k ;
)X C a1 _ ,n(2
o N O R(Grimen B
N N -
W2 2T M T G em0® gz ped simei P22
£(t) = =2 3 5
k=1 i=0 (g-— K1 (k=1)t (3 -k) ! i (5 Fl=k=i)1

prés avoir développé les coefficients du bindme et simplifié,

Posons alors j = g +1-k+i. Il vient : -
j—_l\l .];\I__]
N/2 N+2-2k (1) 2 G s1-0? (Ne2-2K) ¢ F(j )
_Ln(2) 2
f(t) = . )X X % 5
= —~ —k)1i =)0 (= k) (5= o =i k) Y (N+2=0Te=2Y i
k=1 J“E i1-k ( k)1 (k-1) i (5 ~k)t (J= 5 =1+k) ! (N+2-2k=]) !

. . e . . . N
Pour simplifier 1'écriture nous changeons sous les signes ¥ 1'expression (&= +1-k)
p g g P 5

en k. Ce qui ne change rien puisque k varie de | 3 gn
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Pour intervertir les sommations de facon & obtenir 1la forme cherchée, on

peut faire le schéma suivant

3

n

N

qui représente 1'aire dans laquelle varient les indices.
. .. . aN . . , . j+1
On voit donc que si j varie de 1 alors k doit varier de Entier (;5_) pour
- - . s : « o .0 N - \
etre & droite de la droite BC jusqu'd min{j, EO pour rester a gauche des

lignes AD(j < g) et DC(% < 1)

I1 vient alors : N N
5 ., Ln(2) i-
. ; - Zz
CN mingg, Ny KQOITFG =T (-1
Ln(2) ° 2
J=1 popdrig (5 ~kIU(k=1) kI (GK) 1 (2k=F)
K=[=5—1 "2

V-2 - Procédure LINV et exemple d'activation -

La méthode qui vient d'@tre théoriquement motivée a été programmée en ALGOL
par Stehfest sous forme de procédure appelée LINV. Nous en donnons ci-aprés la

liste ainsi qu'un exemple d'activation.

Cette procédure & six paramétres

60




FA
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réelle procédure a un paramétre formel réel exprimant la fonction
F(p) dont on cherche 1'originale (LINV n'utilise que des valeurs

de F(p) oll p est réel),
entier (voir V=3),
réel pour lequel on veut calculer £{T).

réel qui contient aprés exécution de la procédure la valeur £(T)

cherchée.

tableau réel vide & l'appel et qui contient aprés exécution de la

procédure les é&léments Vi {voir V-1),

entier. La procédure LINV calcule f(T} pour une valeur de T.

En général elle est donc activée dans une boucle afin de tabuler

f(T) pour plusieurs valeurs de T. Or pour une méme fonction F(p)

les Vi ne dépendent que de N. LINV ne calcule les Vi que si M est
différent de N & 1'appel et donne 3 M la valeur de N. Ainsi dans

un appel itératif les Vi ne sont calculés qu'une fois. Ceci implique
que le paramétre effectif correspondant &4 M est une variable et non une

constante.,
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//LINVY JOB (6053,0154,'F.VEILLON' ,MSGLEVEL=1 R
//EXEC IMALGOL,PARM.ALGOL='LP,SIZE=45056,NS', TIME.GO=6
//ALGOL.SYSTEXT DD %
"BEGIN''PROCEDURE'LINV(P,N,T,FA,V ,M);
'"VALUE'N,T;
"INTEGER 'M,N; "REAL’T,FA; "ARRAY'V;
"REAL* '"PROCEDURE P
"BEGIN'"INTEGER'T,IH,K,NH,SN;
'REAL'A;
"ARRAY'G(/0:N/) ,H(/1:N/2/);
'IF'"M=N'THEN ' "GOTO'C;
G(/0/):=1;
NH:=N/2;
'"FOR'T:=1"STEP ' "UNTIL'N'DO"
G(/1/).:=G(/I-1/)%I;
H(/1/):=2/G(/NH~1/);
"FOR'I:=2"STEP'1 ' UNTIL'NH'DO"
H{/1/):=1kxNH%G(/2x1/)/(G/NH-1/)%G(/1/)%G(/I-1/))
SN:=2%STGN(NH-NH'/'2%2)-1;
'"FOR'I:=i*STEP'"1'UNTIL'N'DOQ?
'BEGIN'V(/1/):=0;
YFOR'Ke=(TI+1)"/"2"STEP'{ 'UNTIL" 'IF ' I<NH
"THEN'I'ELSE'NH'DOY
V(/T/):=V(/1/)+H(/K/)/ (G(/T-K/)%G(/2%K-T1/));
V(/1/):=SNxV(/1/);
SN:=-SN;
"END'
M:=N;
C:FA:=0;A:=LN{2)/T;
'FOR'T:=1"'STEP ' 'UNTIL'N'DO"
FA:=FA+V{(/1/)%P (I%A) ;
FA:=A%FA;
'ENDY LINV;
"REAL' "PROCEDURE ‘F9 (P} ; "REAL'P:
'BEGIN'
F9:=2.0/P/(EXP(P)+EXP (-P));
"ENDY;
"REAL' "PROCEDURE 'RO(T) ;
'REAL'T;
"BEGIN’
R9:=i,0;
'END'; -
'REAL'T,FA,E,DELTAE,EM;
YARRAY'V(/i:10/)3
'INTEGER "M;
M:=1;
E:=0.1;DELTAE:=0. 1 ;EM:=10.0;
"FOR'T:=E'STEP 'DELTAE "UNTIL'EM'DO"
'"BEGIN'
LINV(F9,10,T,FA,V,M);
OUTSTRING(1,'(" ")");
OUTINTEGER( ! ,ENTIER(T));
OUTREAL (i ,FA);
OUTREAL (1,R9(T));
SYSACT (1,14,1);
'END';
"END Y ;
/%
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V-3 - Considérations pratiques sur cette méthode

Théoriquement, plus N est grand, plus f£(t) est précis.
Pratiquement les erreurs darrondi provenant du calcul sur ordinateur deviennent
trés grandes quand N croit parce que les Vi prennent des valeurs absolues de

plus en plus grandes.

Pour t et F(p) le nombre N pour lequel la précision est la plus grande
croit avec le nombre de chiffres significatifs utilisé&s pour la représentation

en machine des valeurs.

Plus Eﬁ<f) converge rapidement vers f(t), plus la valeur optimum de N est
petite. Dans ce qui suit nous utilisons le terme 'sage’ pour exprimer que la
convergence deEh(fNers f(t) est suffisamment rapide.

7

Une fonction oscillante f(1) n'est pas 'sage' a moins que la période des

oscillations ne solt grande par rapport & la moitié de la largeur du pic que

fN CkgizzT) posséde pour T = t.

2
I1 ne faut pas s'attendre & des résultats trés précis non plus si £(1)

a des discontinuités au voisinage de t. Si f(T) est &gale dans le voisinage

de deux valeurs différentes de t, le résultat attaché 3 la plus petite de

ces deux valeurs de t parce que le pic de fn%géng) s'@largit 3 mesure que

t croit. De nombreux essais ont été faits et ont montré que la valeur N

optimum &tait prcportionnelle 34 une constante prés au nombre de chiffres signi-

ficatifs de la machine utilisée.

Pour une machine & 8 chiffres décimaux, en simple précision nous avons ..

pris N = 10 et en double précision N = i8,

Ontin Stehfest précise qu'il est imprudent de se reposer entilrement sur
les résultats donnés par cette méthode si 1'on n'est pas slir que f(t) ne pos-
séde pas de discontinuités, de points de rebroussement, de pics pointus ou
d'oscillations rapides et conseille de comparer les résultats avec ceux

d¥autres méthodes.,
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METHODE DE DUBNER ABATE [DA]

Cette méthode est basde sur la relation qui existe entre la transformée de

Laplace et la transformée de Fourier.

Soit une fonction f(t) réelle et F(p) sa transformée de Laplace. On peut

écrire, c'est un résultat classique :

Re[F(p)] = fm e 2% F(t) cos bt dt (1)
o

at
f(t) = 2e }m Re[F(p)Jlcos bt db (2)
)

)

avec/p = a + 1ib.,

i

{
@ > 0 arbitraire mais tel qu'il est plus grand que les parties réelles
de toutes les singularités de F(p). Dans ce qui suit on suppose donc que F(p)
n'a pas de singularités a droite de l'origine.

Dans le cas ol elle en aurait, un changement de variable correspondaﬁt a
une translation correcte de 1'axe imaginaire permettrait d'appliquer encore ce

quli suit.




VI-1 -~ Méthode
Soit une fonction h(t) quelconque mais nulle sur 1l'intervalle 1-»,01,

Considérons cette fonction sur des segments [nT, (n+i)T] avec n = 0,1,2,...
et la suite infinie de fonctions paires gn(t) obtenue en reproduisant indéfiniment
par symétrie (par rapport & un axe passant par une de ses bornes et perpendicu-

laire 38 1'axe des t) chacun de ces segments.

|
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_67...

Il vient :

h(t) nT € &t € (n+1)T
g, (t) = (3)
h(2nT~-t) (n-1)T € t < nT

avec n = 0,1,2,...
A seule fin de donner des gn(t) une représentation en série de Fourier, faisons

le changement de variable de t en nT+t pour que les gn(t) soient d&finies sur

le segment [-T,T].

I1 vient
(' h(nT+t) 0 <t < T
gn(t) = 4 pour n pair (4)
‘L h(nT-t) -T £t <0
et
h((n+1)T~t) 0 < t < T
gn(t) = pour n impair (5)

h((n+1)T+t) -T < t < O

La représentation de Fourier de chaque (t) est :
&n

A

n,o kTt

T

gn(t) = + 7 An,k cos( ) (6)

A - 2 [T h(nT+x) cos (Eﬂﬁ) dx n pair (7a)
n,k T i T
2 T , Kmrx . .
A = = | h{((n+1)T-x) cos ( Ydx n impair (7b)
n,k T )O T

Par simple changement de variable, on peut &crire plus simplement ces coefficients

sous la forme :
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(T (n+1)
_ 2 o kT .
An,k =7 J h{t) cos (~Tm)dt (7)
nT
floxe e : 2 A(bo) ° : kTt
5 g (t) = = [—s— + % A(b ) cos ()] (8)
n T 2 o k T
n=0 K=1
Oﬁ 700
A(bk) = h(t) cos (E%E)dt (9)
‘0
Si nous introduisons un facteur d'atténuation e 2% en posant
h(e) = e °F £(1) (10)

Abk)est alors la transformée de Laplace d'une fonction réelle f(t). C'est-a-dire

que ¢

A(bk) = Re[F(p)] avec p = a+i %g
L'équation 8 devient :
co 902t | oo , "
) eatg (t) = _EL—-[r-Re[F(a)] + L Re[F(a+ EEE)] cos nt] (11)
0=0 n T 2 K= T T

N e e at
oli nous avons multipli& les deux membres par e

Le membre gauche de 1'équation (i1) est presque la transformée de Laplace F(p)

sur 1'intervalle [0,T) mais il contient une erreur,

Calculons ce membre gauche & 1'aide des équations (4) et (5)

o0 [e¢] [e0]
I e®f g (v) = I e?t h(2nT+t) + 3 %% h(2nT-t) (12)
n=0 n=0 n=1{
En se servant aussi de 1"éduation (10) il vient :
o0
- at ) . ;
v e gn(t) = f(t) + erreur (13)
n=0
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-2aTn at
e

ol erreur =~ I [f(2nT+t)+e2 f(2nT-t) ] (14)

n=1

Cette erreur devient trés grande quant t est trés peu différent de T.

. . P , T
Dubner et Abate ont montré qu'en se restreignant au segment [0, 5] et en
jouant sur le paramdtre a, cette erreur peut étre rendue suffisamment petite.

VI-2 -~ Conclusions

Sur 1l'intervalle [O, %ﬂ
2e2% > ik KTt
f(t) = —5 [5 Re[F(a)l+ L Rel[F(a+ T )1 cos wT—] (15)

K=1

En comparant les é&quations (15) et (2), il apparait que cette formule n'est autre
qu'une formule du trapéze. Mais de Balbine et Franklin [ZBF ] ont démontré que
dans 1'évaluation des intégrales de Fourier, la formule du trapéze est au moins

aussi bonne que n'importe quelie régle de quadrature pour intégrales infinies.
Dans le cas présent cependant, ['erreur peut &tre rendue aussi petite que voulu

en falsant varier le paramétre a, alors que dans la formule du trapdze I'erreur

est directement liée au pas choisi.

VI-3 - APPROFONDISSEMENT SUR L'ERREUR

i) S1i t tend vers T le premier terme de la somme

~-2aT at
e

[f(2T+t)+eZ £(27-t)]

comporte un terme voisin de £f(T). Ceci n'est pas acceptable &videmment et
p P p

oblige 4 ilimiter ['intervalle sur lequel on peut calculer f(t) & l'inter—

valle [0, %J par exemple.
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Montrons que dans ces conditions 1'erreur peut 8tre rendue suffisamment

petite.

a) Comme nous avons supposé que F(p) n'a pas de singularités i droite de
1'origine, alors f(t) est bornée i partir d'une certaine abscisse to

. A m . ,
par une fonction de la forme Ct ol C est une constante ef m un entier non

négatif.

. . ) T
Le premier terme de 1l'erreur devient pour t = 5

F o2l [f(% Ty + 27T f(% Ty

I

S1 §-T >t 11 vient
2 — 0

E < e 28T (¢ pym , a7 ciE mH™
i 2 2
E se ® c@ ™+ 22T o5 gy,
1 2 2
I1 faut donc que aT soit tel que e“aT CC% T)m soit petit et que e—ZaTC(g_T)m

. . ~-aT 3 M
solt petit devant e Ccf T) .
On est assuré que les termes suivants de ila somme seront négligeables puis-

que modulés par e-ZaTno

. . .m —aT
L'erreur est donc de 1'ordre de C(i,5T) e .
Cecl présente le grave inconvénient de faire intervenir la connaissance du

comportement de la solution.

Dans le cas ol f(t) est inférieure ou €gale 3 une constante C sur 1'inter-
valle [0,2] 1'erreur est sommable (c'est une progression géométrique) et

vaut pour t =‘§

—aT (1+e 2T

< o
erreur C e ]_e—ZaT
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LA METHODE DE DUBNER ABATE

VII-1 Etude de 1l'erreur

Rappelons que cette méthode se raméne simplement au calcul de l'expression :

at s
[3 Re[F(a)+ & Re[F(a+
k=1

2e

ikﬂ)1 kTt
T

f(t) = )4 cos —m—

qui est une valeur approchée de f(t) telle que :

f(r) = E(t) + erry
et

-2aTn at
e

™ 8

Err = [f(2nT+t)+e’?" £(2nT-0)]

n=1

Appelons fc(t) la valeur calculée de £(t).

On peut écrire :
f(e) = £ (t) + Err =+ Err
c c
oli ErrC est l'erreur de calcul sur 1'expression.

Nous avons vu que cette erreur peut étre rendue suffisamment petite en jouant
sur le paramétre a. Mais ceci implique que 1'on connaisse l'ordre de grandeur

de la croissance de £(t), ce qul n'est en général pas le cas.




I1 peut @tre intéressant de calculer pour avolr une approximation de
Err la somme des 3 ou 4 premiers termes de la suite (elle décroft trés vite)

en remplacant f par fco Soit :

e_zaTn[fC(ZnT+t)+e2at £(2nT-t) ]

b) Remarques sur Err

________________ c

Frr est 1'erreur que l'on fait en calculant la somme infinie qui intervient

dans E(t)n Or £(t) est d'autant moins dépendante du paramétre a qu'elle est

mieux calculée. C'est pourquoi nous avons cherché 3 raffiner au maximum le

calcul de cette somme infinie.

VII-2 - Méthode d'accélération de la convergence de la somme

b)

1'aide des N premiers termes de la suite SO,OOQ,S

une meilleure approximation de S que S

le tableau triangulaire suilvant

e-algorithme [WY1] [WY2] [BR]

Etant donnés une suite de terme général Un’ Sn le terme général de la série

associée, S sa limite, 1'e-algorithme permet de calculer itérativement i

N—i une valeur S' qui est

N°

Mise en oeuvre

L'algorithme permet de construire de proche en proche, colonne par colonne,




€
-1
0
N [}
€ €1 <
€
2 1
e, €]
2
2 (o]
€
-2
ET )
N-1
E:O
EN
-1
ol
€n - 8n+1
K+1 K-1
n
= 0
€
en = 8§
(e} n
Remarque

La premié&re colonne

de 1'itération.
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~
T
En+1
K-1
— 1
8n+1_€n
K K

\
\
el
K
.
K+1
8n+1
K
pour
pour
pour

\
\0
_— e N"‘]
. -
O,1,.0..,N-2

0,1 ,..0,N-1

qui est nulle n'est 13 que pour permettre la mise en marche

Les derniers éléments des colonnes de rang pair en numérotant celles—ci 3 partir

de la gauche sont des approximations de S.
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"PROCEDURE Y EPSALGOR(A,N,RESULTAT) ;
"TABLEAU' A; 'ENTIER' N; 'TABLEAU' RESULTAT;
'"DEBUT' 'TABLEAU' B(/1:N-i/); 'ENTIER® I,J,K;
"FOR'I:=1"'STEP"'1'UNTIL'N'/"2'DO'RESULTAT(/1/):=0.0;
"POUR' I:=1 'PAS® 1 "JUSQUA' N-1 ‘FAIRE’
"DEBUT' 'IF'A(/I+1/)=A(/1/) "THEN'OUTSTRING(i, " ('TERMES EGAUX')');
B(/T1/):=1/(A(/T+1/)-A(/1/));

"END';

RESULTAT(/1/) := A(/N/);

Ke=23

'POUR' J:=N-2 ‘PAS' —i "JUSQUA' 1| 'FAIRE'
"DEBUT'

"POURY I:=1 'PAS' | "JUSQUA' J 'FAIRE'

'DEBUT" A(/1/):=B(/1/);
"IF'B(/I+1/)=B{/1/) *THEN'*GOTO'FIN;
B(/1/):=A(/T+1/3+1/(B(/1+i/)~B{/1/));

'FIN';

'STY (K'/'2)%2 = K "ALORS' RESULTAT(/(K'/'2)+1/) :=B(/J/);

K:=K+13

'FIN';
FIN: 'FIN’ EPSALGOR;

Cette procédure a pour paramétre A, N, et RESULTAT.

- A est un tableau tel que :

- N est la dimension du tableau A

- RESULTAT contient les valeurs qui sont des approximations de la somme. Il a

pour dimensions [1: N + 2} si N est pair et [1 : N = 2-1] si N est impair :




RESULTAT[1]) = ¢ =S

RESULTAT[2] = ¢

-——-= etcCc..

On dit qu'une série a une convergence d'ordre p si

Sn+]—S
e >, # 0
(s_-s5)°

n
L'expérience d montré que l'e-algorithme donne de bons résultats si la conver-—
gence de la série est d'ordre 1. Mals cecl n'est pas facile & exploiter

puisque S est justement ce que l'on cherche.

Brezinsky a montré que si Sn pouvait se mettre sous la forme

Sn = S+p(n,a) avec
P n 4 ,. . . sin
w(n,a) = £ A.(n)r. + Z [B.(n) cos b.n + C.(n) sin b,n)le’1
iy 1 L fapi i i i

pp(n,a) - 0 quand n » © ,

Ai’ Bi et Ci étant des polyndmes en n tels que si di est égal au degré de

Ai plus 1 pour 1 = 1,...,p et au plus grand des degrés de Bi et de Ci plus 1
pour 1 = p+l,...,q on ait =
p q
m+l + L d. + 2 b d. = k
. i . 1
1=1 1=p+1
avec la convention que m = -1 s'1il n'y a pas de terme Gin alors Egk = 8. C'est-

a-dire que 1'%t -algorithme donne la valeur exacte de la somme cherchée.
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La valeur a qui intervient dans ¢p(n,a) est un vecteur formé de toutes les incon-

nues r.,, 8., b
i i

;> Ci» ainsi que les coefficients des polynOmes Ai’ Bi et Ci'

Cas particulier simple

L'e-algorithme dans ce cas donne le résultat exact et pour cela il suffit de 1'ap-

pliquer aux 2k+1 premiers termes de la série puisque ceux—ci suffisent pour cal-

n
culer €., .

2k
Ces conditions sont &videmment rarement réalisées.
Il peut 8tre intéressant de chercher si en groupant de certaines fagons les termes
de la suite dont on veut calculer la somme on n'obtient pas une suite équivalente
(de méme somme) qui serait plus proche des bonnes conditions d'utilisation de

1'e-algorithme. Nous verrons plus loin un essal sur un cas simple.

VII-3 - Etude du cas simple f(t) = 1

La fonction f(t) = 1 a pour transformée
i
F ) = —
(p 5
et
Re F(p) = —~E—T avec p = a+ib
a?+p? -

~

Si nous reportons dans 1'expression de £(t) :

[ee]
- . 2e 1 1 1 kmt
= - 1
£(t) T [23 * KE] ;:_ETF7 cos —— !
T2g2

Dans le calcul nous limitons la sommation a une valeur N de 1'indice. Isolons le

terme négligé




~ at N
f£(t) = 2%7 [52 % b} 1 cos kgt]
— 2 7
K=1 1+ kemw
T2 4%
at 00
+ ZZT )X ! cos kgt
= 2,2
k=N+1 1+ ke
T?a2
\,____M__\\/ 4

Nous avons déjid vu que T devait étre, pour que la formule approch&e garde un
sens, au moins double de la plus grande valeur de t pour laquelle on veut

calculer f(t). Or le calcul de f(ti) est indépendant du calcul de f(t;+l)u

.

Il a donc paru naturel non pas de fixer T i partir de la valeur tmax ,» plus

grande valeur de t pour laquelle on veut tabuler f(t) mais de fixer une fois

T }
pour toutes le rappoert i A1 avec R]‘i 2.

. . . o e . -aT
Nous avons vu aussi que 1l'erreur de principe Err &tait fonction de e .

Prenons aT = Azn

I1 vient alors :

A
- 2 _
at = xl = A

On voit qu'avec ces conventions le terme négligé devient constant.

Ceci n'est &videmment pas toujours vrai et dépend de la fonction traitée.

Mais il y a tout de méme deux intéréts & mener les calculs de cette fagon.

1°) L'expérience .a montré que méme pour les fonctions telles que le terme
négligé n'est pas rendu constant par ces conventions les calculs se

trouvent améliorés.

2°) Si on sait que l'erreur est constante, et si par exemple on connait f(t)
q P P

pour une valeur ty de t on pourra en tirer le terme correctif.
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Remarque - Les fonctions Re[F(a+ib)] telles que le terme négligé devient constant
. . ‘ .. T : ,
s1 on prend pour mener les calculs e A1 et aT = AZ sont les fonc-
tions qui peuvent se mettre sous la forme :

. ;| 1 b.
R + = — G(=
e[F(a+ib) - 6(3)
Posons a = u et b/a =v
Une condition nécessaire et suffisante pour que Re[F! puisse se mettre

sous cette forme est que :

dRe[F]
Jdu

il

e A(u)
Re[F]

doR

®

[F]

v

Qo

B(v)
Re[F]

Mais il est aussi simple souvent de vérifier directement.

Nous venons de voir qu'une certaine facon de lier les paramétres entre eux
favorise les calculs. Ces conventions ont une consé&quence sur le terme en
cosinus qui apparait dans le terme de la somme,

Ce terme est : »

kTt
T

coSs

L km -
Soit : cos _

i

Ceci implique que

ik
T

i(k+2kl)ﬂ

Re[F (a+ 7 )1

-l

)] et Re[F(a+

sont affectés du méme cosinus.
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Prenons comme exemple X] = 8, On voit alors facilement sur le schéma suivant

comment sont distribués les facteurs en cosinus

SRR
s ¥ S
» o,

KrG” - C B,

S,

.

N\fﬁzﬁl4gww*:

gy

Nous nous sommes demandés s'il n'y avait pas une valeur optimale de N modulo
16 pour arr@ter la sommation. Nous avons fait des essais avec N = 30, 32, 36
correspoint aux points A, B, C du schéma précédent.

I1 est apparu que la meilleure solution &tait la solution C (ou sa symétri-
que par rapport a 0), la seconde en qualité la solution A, la moins bonne

la solution B. Ceci veut dire que plus le facteur en cosinus du terme sur
lequel on arréte la sommation est petit, meilleur est le résultat. Ceci
vient du fait qu'on ne prend pas SN comme valeur de la somme mais qu'on

applique 1'e—algorithme sur les N premiers termes SO,.OO,S et que 1'e-algo-

N
rithme est sensible i la valeur du dernier terme SNQ

Les essais ont été faits sur un cas assez simple :

L dont la transformée est
VT T
1

5

f(t)

F(p)

Nous allons voir en c) pourquoi nous n'avons toutefois pas retenu cette

fagon de faire.
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Si la convergence de l'e-algorithme est lente et que 1'on est amené 3 le met-
tre en ocoeuvre sur beaucoup de termes, les calculs peuvent devenir trés lourds.

Nous avons pensé a transformer la suite de la facon suivante :

Soit
1k
Uk = Re F(a+ T )
k 18w
V., = % Re F(a+ )
k 0=1 T

Au lieu d'appliquer 1'e=algorithme sur les N termes :

AR

i N

~ . g N
nous avons essayé de l'appliquer sur les T termes
1

"y

wlsono, '7\-1—

(i1 faut alors N multiple de X]).

tels que :

m=A (p-1)+1 n

Ceci revient & avoir groupé les termes consécutifs de la suite dont les

facteurs en cosinus &taient tels que leurs arcs &taient sur un méme demi-

cercle,

Les résultats sont 3 peu prés les mémes et les calculs nettement diminués.
N(N+1)
2
81 (4 références & des 8léments de tableau, une addition, une soustraction,

L'e-algorithme appliqué & N termes représente le calcul de termes
une division). En groupant les termes comme nous venons-  de le montrer on

raméne le nombre d'eg calculés 3 :

N

N N :
n G 1)
Rt

5 .
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Noter que cette fagon de faire inhibe ce qui a été& dit au §. b) puisque

N doit étre un multiple de Alo

___________________ 1

Sur le cas simple f(t) = 1 nous avons essayé A] = 4, 8, 12. Il a ré&sulté

de ces essais que K] = 8 &tait la meilleure solution car c'est dans ce

cas que l'erreur relative est la plus petite, pour la méme valeur des autres

paramétres.

Tableau des résultats de cette expérience

xl erreur relative
4 4.08 107 %
8 5.05 1077
12 .ol 10”%

Les calculs ont &té faits pour t variant de 1| d 10 par pas de | et de 20 &

100 par pas de 10.

Comme la fonction f(t) est constante et que 1'on a vu que l'erreur était
constante dans ce cas, il est naturel de trouver une valeur calculée de

f(t) constante. L'expérience a vérifié ce fait.

Le programme correspondant se trouve en annexe car il comprend des améliorations
non encore &tudiées. '

Les résultats sont donc, quel que soit t

AI (r) calculée
4 1.000408
8 1.000000505
12 1.000i101
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VII-4 - Recherche de 1l'optimum du paramétre a

~

Nous avons vu que 1'expression f(t) que nous calculons est en principe

indépendante de a mais en est en fait dépendante du fait :
a) que nous négligeons 1l'erreur de principe Err
b) que 1l'on fait une erreur de calcul Errc.

Puisque f(t) dépend de a, appelons 1a E(t,a).

Nous avons essayé de chercher une valeur optimale de a de la facon suivante :

Pour une valeur de t fixée, nous calculons
f(t,ai) pour n valeur de i

Nous obtenons ainsi une description par points d'une courbe %(t,a) par rapport
a a.

%(t,a) est indépendante ou peu dépendante de a aux points ol sa dérivée %a(t,a)
est nulle (s'il y en a) ou petite par rapport d a. Si cette dérivée s'annule
plusieurs fois, c'est de toute facon la plus petite des valeurs de a ainsi dé-

terminées qu'il convient de choisir car c'est elle qui minimise Err.

Par les n points calculés déterminés par le couple :

a. -
1

f(t,ai)

nous faisons passer une fonction spline d'ordre deux . Pour chaque intervalle

[a.,a. .1 (en commencant par celui qui est le plus proche de l'origine) nous
i’ 1+] s ;

cherchons
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1°) si la dérivée de la fonction spline s'annule pour une valeur a4n

a. <€ a < a.
1 dn i+1

dans ce cas ay, est le a optimal et c'est fini.

2°) sinon, la valeur a pour laquelle E;(t,a) est la plus petite en valeur

dp,1
absolue.

Si la dérivée ne s'est jamais annulée on prend alors pour a optimal

)

min (

a B
1<i<n dp, 1

Pour la fonction L6(t) dont la transformée est
Fo(p) = 22
p
et pour t = 1 on obtient :
a, = 1.15 -0,666696
a, = 1.20 -0,666679
a, = 1.25 -0,6660670
ag = 1.30 -0,666664
a, = 1.35 -0,666656 )

L'algorithme exposé& ci-dessus montre que la dérivée de la spline d'interpo-

lation s'annule pour

aj = 1,2706
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et que : f(l,a, ) = -0,666667

dn

6

. — o . 2
Soit une erreur relative de 1,08 10 ~, la valeur vraie &tant - 3

Y1) Procédure de calcul de la fonction spline d'interpolation

Etant donnés (N+1) points P dont les abscisses x, et les ordonnées i
respectivement sont dans les &léments de tableau X[I! et Y[I}, la pro-
cédure calcule dans les &léments de tableau M[I] les valeurs m, de la

dérivée seconde de la fonction spline aux points Ds -

1 1a fonction spline est un polyndme

Dans chaque intervalle [pi’pi+1‘

de degré 3.

P = Ax® + Bx?

+ Cx + D
P' = 3Ax? + 2Bx + C

p" 6Ax + 2B

On a donc

m. = 6Ax. + 2B
i i

= . -+
mi+] 6AX1+1 2B
Soit -
i+l
A__.._____.___.....____.__.
6(Xi+1 Xi)
mi—6Axi
B = )
Yo Y. ,
_ 1+1 i - > 2 .
R MOrg Xty xg, )70 g, )
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2) Organigramme

o6 0606ce 00800

x[1]
y[1]

X1
X2

z[1]
ZERO

T(1]

uf1]

abscisses des points de la courbe ( ce sont les a;)
ordonnées des points de la courbe (ce sont les f(t,ai))

racines réelles de la dérivée premiére de la fonction
spline.

dérivée premiére de la spline en X

zéro de la dérivée seconde

minimum de la valeur absolue de la dé8rivée premidre de la
spline sur le segment [Xi’xi+13

abscisse correspondant & T[I].

En fin de travail on range dansU[#~?lsoit 1'abscisse du zéro de la dérivée

premid&re de la spline, soit 1'abscisse du point de plus petite dérivée

seconde en valeur absolue sur le segment [xo,xn1

-
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iCalcul des coefficients A B],C1
|du polyndme d'interpolation
entre X[ J) et X[J+1]

T
\

Calcul de Z[J] et] non &
Z[J+1] h

Le déterminant de la dérivée
premiére est-il positif ou nul ?

QU oul
'\,\M"m |

(JZ[J7| |z[J+17|) MNM“‘»(A = é =07 )

M// \\\\g non non

/
T[J] = lZ[J}] T[JY = |2[I+1]] | calcul de X1 et X7
T ou X2 lement si
U[J] - X[‘j} U[J] B X[J+1:! ' rl;cinesggugle
\ o

.M,-w""M .
N prag ? :
. y Vi ‘q)
oui Q= B=027) <X[J] < Xi )non “{X[J" < X2

i
£

%5 < X[J+11Ajwm

X1 < x[J+1]

non

(%
%,

calcul de ZEROl | out

&

{X[J] < ZERO < X[J+lj)w~wmwmwww

oui

v

non
T[J]) = dérivée l&re en
ZERO - U[J] = ZERO

‘calcul du minimum de|
T[J]) et U[J] corres-
pondant dans U[N-21

S

calcul d'inversion| -
avec U[N-21 [N
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CHAPITRE - VIII

RESULTATS COMPARES DES DIFFERENTES METHODES

- - o . > . - 3
. . . . . .

Les mérites respectifs des méthodes de Gaver Stehfest et de Dubner Abate

ont été étudiés sur les exemples suivants :

£,(t) SR N P F,(p) = L
/Tt /p
vn(p)
£,(t) = -c-In(t) <—> F, (p) —— (1)
£ o 1
f3(t) = g <> F3(p) =
p
£,(t) = e Yertr(i-e ) <> F,(p) = l/gl ! 75t _]__ - A
(p+1) P (p+1)?
L,(t) 3
- 3 : _ (p-1)
£ () = g <> Fo(p) = (2)
p
-t ]
f6(t) = e <—> F6(p) gy
1
fo(e) = 1 <=> F_(p) = >
{ . | t+1 t+1
ey - 0 CTEREO TEGR Gy -
8 g P p ch p
= 2 sinon
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(1) C = 0,5772157
(2) Ly(t) = ~t3+9t2-18t+6
(3) Le graphe de f8(t) est le sulvant

A
T

;

L PN T SRRy mIp | I R S hASNRtr TSR SIS IIN ;

Nous avons représenté les résultats sous forme de courbes d'erreur.
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Remarque sur les résultats obtenus avec fl

La fonction est telle que nous attendions d une erreur constante (VII.3).

C'est le calcul du a optimal qui introdult ces légdres variations.

D'ailleurs, nous avions obtenu de meilleurs résultats (erreur constante

et égale a 400.10—7) avec un autre ensemble de a, (a1 = 0275

nous avons voulu garder 1'homogénéité des paramétres utilisés, c'est pourquoil

a :_O_’%) mail
660 5 t S

nous avons tout de méme donné ces résultats un peu moins bons.
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Résultats pour f

7

Pour f7 par la méthode de Dubner Abate 1'erreur est de 5 IO~7 et pour
- - 14
la méthode de Gaver Stehfest, elle est comprise entre 1,5 10 1 et 4,8 10 s

t variant sur un segment [1,100].

On voit 1'importance des améliorations si on compare ces résultats avec
ceux obtenus en programmant brutalement la formule approchée : en prenant

500 termes pour la somme et a = 0,1 on obtient

t f(t) =1
1 1.04
2 1.05
3 1.05
4 1.06
5 1.07
6 1.08
7 1.09
8 1.11
9 .13
10 1.16




£8

X Méthode de Dubner Abate

oMéthode de Gaver Stehfest

=~ Vraie valeur.

Ve
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CHAPITRE - IX

APPLICATION A UN PROBLEME DE MECANIQUE STATISTIQUE

- . o °© ° - ° © —_
. . . . . . .

QUANTIQUE

IX-1 - Position du probléme [HR]

La mécanique quantique nous apprend que 1'énergie d'un systéme physique
(ou ensemble de molécules) ne peut varier que par quantas, c'est-a-dire prendre

un ensemble discret de valeurs appel&es niveaux d'énergie Eio Cet ensemble a un

.

élément minimum appelé@ énergie fondamentale E_ qui correspond 3 1'énergie du

systéme & la température absolue T = O.

On définit une densité de niveau d'énergie n, au sens des distributions

de la fagon suivante

n=2x28 (E_Ei)
1
oii § est la distribution de Dirac.

A partir de 13, on peut définir la distribution
F(E) = ¥ {E; < E}

qui a 1'avantage d'@tre une fonction définie sur [0,®[. Elle représente le nombre

de niveaux tels que 1'énergie soit inférieure & E.

La mécanique statistique nous apprend que la probabilité de trouver une molécule

. . . —PBE: N 1
dans 1'état E. est proportionnelle 3 e B 1, ot B = — et k la constante de
1 P kT

Boltzmann.
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On définit encore les grandeurs suivantes : e

<n(E),e_BE>

Z(B)

et

<F(E),e BEs

W(B)

fl

qui est une transformée de Laplace.

Etant donné la relation qui existe entre n(E) et F(E) on sait que :

Z(8)
B

Cette fonction Z(B) s'appelle fonction de partition.
' ‘ '~ .Elle est trés importante pour les physiciens car sa

W(B) =

connaissance permet de calculer 1'ensemble des propriétés thermodynamiques
d'un systéme.

Par exemple, 1'énergie interne U d'un systéme est définie par

o * -BE
U = A JE n(E) e dEoo
Or 0 —BE
—f - E n(E)e dE
_d Log 2(B) _ _z'(B) _ "o
dB Z(8) 7 (8)
1 J - BE
= E n(E) e dE
Z(R) B

I1 est quelque fois plus facile pour les physiciens de calculer Z(B) que n(E).
D'od 1'intérét de savoir calculer 1'inverse au sens de Laplace de Z(B) pour
obtenir n(E).

. . - -1
Dans les exemples qui suivent c'est en fait W(E) = L

Z . P -
G—%?l) qui a &té catculée
du fait que ce sont les valeurs de cette fonction qui &taient donnes par Hoare

et Ruijgrok dans leur article.
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IV-2 - Problémes particuliers &étudiés B

Nous avons étudié trois systémes composés de N oscillaterurs harmoniques

ayant des énergies fondamentales :

e, = hv, i =1,2,...,N

h constante de Plantk

Dans ce cas :

N
—~
o>
~
1
)

N
avec E, = % DX € = énergie fondamentale du systéme.

a) Le premier systéme est formé de molécules d'eau

N = 3

vl = 3652 cm—]
_ -1

\& = 1595 cm

v = 3756 em” !

Les résultats comparés avec ceux de Hoare et Ruijgrok [16] sont les suivants :

E W(E) exact W{E)HR TN,
10 Xcal 3 3.54 3.2
20 11 11.23 10.2 -
30 23 25.52 23.8
40 46 48 .43 45.8
50 | 78 82.00 78.2
70 183 189.0 183.7
100 466 479.5 467 .4
150 1405 1444 1405.4
200 3137 3228 3137.1
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W(E) ici calculée est 1'intégrale de la deéfisité de niveaux d'énergie :

W(E)HR : valeurs calculées par Hoare et Ruijgrok

ﬁkE)DA ¢ valeurs calculées par la méthode de Dubner Abate.

b) Le deuxiéme systéme est formé de molécules de deuthérométhane
N =9
Vi = 2143.2 em” !
_ _ -1
\)2—\)3—]1094cm
_ _ - -1
\)4 = \)5 = \)6 2336,.8 cm
- _ - : -1
Vy = Vg = Vg 1026.8 cm
Résultats
E W(E) exact W(E)HR W(E)DA
20 Kcal 1.19 10° 1.18  io? 1.17 10°
50 2.28 10° 2.30 10° 2.27 10°
1100 3,08 107 3.10 10’ 3,07 107
150 7.72 108 7.18 108 7.12  i0®
180 3,08 10° 3.10 10° 3,08 10°

c) Le troisiéme systéme est formé de molécules de cyclopropane
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N = 21 S
v, 3 v, = 3221 em” !
Vo, 3 vy = 1478 em” ]
Vg B Vs = 1118 cm” !
v17 a v19 = 879 cm—]
Voo & VY, = 750 cm” !
Résultats
E W(E) W(E)HR ‘ﬁ(E)DA
10 Kcal 8.02 10? 7.25 0% 8.60 10?
20 7.75  1o* 7.60 10" 7.62 10"
30 2.69 10° 2.65 10° 2.64 10°
40 4.97 107 4.98 107 4.95 107
50 6.12 10°® 6.16 10°® 6.i3 10°
100 5.84  10%2 5.85 102 5,82 10'?
150 3.00 10%° 3.00 10t® 2.98 10'°®
200 3.54 10%7 3.54  10%7 3,52 107

Nous voyons que pour ces fonctions dont la variation est trds grande

les résultats sont encore bons.







_94_

CHAPITRE - X

APPLICATION A LA 'DECONVOLUTION' DE DEUX FONCTIONS

- 4 . et - . -
. . . . . . . .

Nous avons vu en introduction la définition et les propriétés de la
convolution de deux fonctions. Nous nous proposons de résoudre numériquement

le probléme suivant

soit s(t) (s comme sortie), T(t) (T comme transfert)
et e(t) (e comme entrée) trois fonctions réelles € T telles que

(t
s(t) = J T(1) e(t-1)dT
O

Nous voulons calculer T(t) connaissant s(t) et e(t).

X-1 - Intérét de ce calcul

Supposons qu'un appareil quelconque soit tel que s'il est excité& par une
certaine grandeur fonction du temps représenté par la fonction e(t), il trans-
forme cette grandeur en une autre fonction Au temps s(t), alors la fonction

T(t) telle que
t
s(t) = J T(t) e(t-T1) dT
o , ,

est caractdristique de l'appareil et sa transformée de Laplace est appelée par
q p p

les physiciens "fonctions de transfert'" de 1'appareil.




Dire que T(t) ou sa transformée caractérise l'appareil signifie que tout
q PP g q

couple ei(t), si(t) tel que e soit une excitation de 1'appareil et s; une

réponse, est tel que

t
Si(t) = JO T(T) ei(t—T)dT

De plus l'équation (2) s'interpréte de la fagon suivante :
q G

T(t) est la réponse de 1'appareil quand l'excitation qu'on lui a appliquée
est la fonction de Dirac au pointt=0.0r une telle excitation n'est pas
réalisable physiquement, ce qui exclut d'obtenir 7'(t) de cette fagon.
C'est pourquoi le probléme qui nous intéresse ici est de calculer T(t)
connaissant s(t) et e(t) et c'est &videmment la propriété trés simple

qui lie les transformées de Laplace de ces trois fonctions qui va nous

servir.

X-2 - Algorithme de déconvolution

Nous avons vu que notre but &tait de calculer 7(t) connaissant s(t) et

e(t). Comme l'équation de convolution aprés transformation de Laplace s'écrit :

S(p) = T(p) X E(p)

nous avons essayé de calculer numériquement S(p) et E(p), puis d'en faire le

rapport et enfin d'essayer de calculer numériquement 1'inverse de la fonction

T(p) ainsi obtenue.,

a)

Pour calculer 1l'inverse de T(p) par la méthode de Dubner Abate nous avons vu
qu'il fallait connaftre les valeur de Re[T(p)] pour un certain ensemble de

valeurs de p = a+ib, a et b &tant déterminés par :

les singularités de T(p) pour a

1'intervalle sur lequel on cherche T(t) pour b.




Exprimons Re[T(p)J.

Posons

s(p) = Rels(p)] + i I [s(p)]

E(p) = Re[E(p)] + i T [E(p)]
I1 vient

Re[S(p)1+i T [S(p)] = {Re[T(p)l+i I [T xRe[E(@)1+i T [E(M] }
Soit

. _ Re[S(pyd + i 1.[s(p)]
Re[T(P)]+1 Im[T(P):' = Re_E(p)] ¥ 5 Im[E(p):,'

+

Re[S(p)] x Re[E(p)] + I [s(p)] x T [E(p)]

Rel[T (p)] -
Re[E (p)]

+.

2
1 [E(p)]

Pour calculer Re[T(p)] il suffit donc de savoir calculer les 4 termes du numé-

rateur qui se ramé@nent chacun facilement a des transformées de Fourier.

En effet :
® t (% a+ib)t
S(p) = J e P s(t)dt = ] e (a+1 s(t) dt
o Jo
[ee) “‘b N
S(p) = e 73 TP Sy dr
Jo
p OO
S(p) = e at(cos bt-1i sin bt) st dt _
J
soit : ©
o f—
Re[S(p)] = [ e ot s(t) cos bt dt
o
o0
Im[S(p)]) = - { o2t s(t) sin bt dt
o]

b) Pour calculer ces transformées de Fourier nous avons utilisé 1'algorithme
de Cooley et Tuckey que nous ne décrivons pas ici, mais que 1'on trouvera
aux références [CT] et [EBI.

La procédure correspondante se trouve dans le programme en annexe (elle

s'appelle TTWTG).
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X-3 - Exemple 1

Cet exemple ultra simple ol la fonction de sortie est &gale 3 t et la fonction

d'entrée égale 3 1 a permis d'essayer la méthode.

Les résultats en sont encourageants puisque pour t variant de 0,25 3 3.0

par pas de 0,25 on a obtenu T(t) = 0,99999999 alors que la valeur vraie est i,
8

soit une précision relative de 10 .

Exemple 2

-t
-t a(t—-T1T oT .
te = e ( ) e dt o = 0.5

‘0

C'est pour voir la différence de comportement des calculs que nous avons chacune

des fonctions de 1'exemple ! par e OF,

8 7

La précision relative est alors comprise entre 1.4 X 1007 et 1.3 x 10 ',

Les résultats quoique un tout petit peu moins bons sont encore excellents.

Exemple 3

3 2
t t” , -
= + =5 T(l+t-T)dT

.
o]
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Résultats
t t calculé erreur relative
0,25 0,24996 P71 T
0,50 0,49993 P33 0”4
0,75 0,74992 1.04 T
1.0 0,99992 8.06 07>
1.25 1,24992 6.27 107>
1.50 1,49993 4,87 07
1.75 1,74993 3.79 107
2.0 1.99994 2.94 1072
2,25 2.24995 .29 1072
2.50 2.49996 .77 07
2,75 2.74996 1.38 1072
3.0 2,99997 1.07 107>
4.0 3.99998 0.4 07
5.0 4.99999 i.6 107 °
6.0 5.99999 7 10”7
7.0 6.99999 3.4 o~/
8.0 7.99999 2.2 10~/
9.0 8.99999 i.8 o™’
10.0 9.99999 i.7 10”7
20.0 19.99999 0.2 0”7
30.0 29.99999 0.2 o~/
100.0 99.99998 0.24 10”7




cost-cos 3t

Exemple 4

8
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t
= J sin(T) cos 3{(t-T) dT
o

Résultats

J t sin t vrai sin t calculé erreur relative
0,25 0,24740 0,24736 1.96 T
0,50 0,47943 0,47930 2.71 T
0,75 0,68164 0,68145 2.82 T
1,0 0,84147 0,84103 5,25 1074
1,25 0,94898 0,94837 6.50 T
1,50 0,99749 0,99617 .32 1073
1,75 0,98399 0,98193 2.09 0”3
2,0 0,90930 0,90624 3.36 io”3
2,25 0,77807 0,77369 5. 64 1073
2,50 0,59847 0,59242 P.0i 0”2
2,75 0,38166 0,37360 2.1 1072
3.0 0,14112 0,13075 7.35 10”2
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0057 U YEDRY T o= 37/'2 'WHULE' 5 >= 1 'DOY
CCC3T OIBEGEN! ,

CCos7 IS0 o= PMFL2'/'S o ‘
ccose S TEJAY L o= 1 TSTEP' 1 'UNTIL' ISL 'Dgr 7777
CCC5G e TBEGINT S o

C00508 . J¢=J+lof

CLNEg , THO(/J/) W

b

)

) » L ) = K o= TAD{/L-1/1 + 5 a4y
LCCCLO L o KPNMMZ 1= K%PANFM2
CCo61 T NRIZT.0,0/) e = VUL KPAEMZ/)
CCLo2 ) va{ /e 10’J/) o= VI/  KPNEM2/)

Coco2 o EADY

VILK, V21K, VIKL, V2Kl

»

»

PACE




SC

0CC62
c0063
ceees
CCC63
00064
cCCed
0CO&e
GCC6H
cCoo65
(0065
CCohe
neTHo
0CC606
(D066
rone?

reoes T T

0rn69
ceN7o -

renTL

ceat1’”
06CTL

gocrz

Coc713

cen?3
cceTs

(ro7q
cCCle
74
(cn7s "™
TenTe
Cenyé

ccere
cccry T T
(co7r8 N

¢cecre T
coeso T

Q80
CCOLO
€Ccedl

cCcos2

GCos3”

f(Ng3

ceoss T T
ceoga

€Ca85
(€C85

CCoss
00C86,

SOURCE STATEMENT

 SOURCE FROGRAR

PACE U4

rEnDY

o

"FARY J o=

BEGIN'

L e= LD/ J/VEPABNZ o, : - r

THEORY D o= 1 STEPY 1 'UNTIL' FAVM2-1 'CTV ‘

'BEGINY

VEL/L 31 4J07) o=

. V%(/Z:I J/)
W'LND‘

COMERC!

0 'STTPY 1 YUNTIL' PM2-1 'CGY

VI/LL417)
= VI/2,L41/)

ot

'CUMMENT{wIJL}{ALIﬁ{TIQRHpFNT:};jfhfﬁ:7‘7: S

TU/1,0/) 1= Cull 52140 ; i
TUUUTT(72,07) i= SI11 := 040 e -
X t= DEPL/EM2ESIGNE 5 777 - - )

e CI5(X) ;5
L3I SINIX) 5
CMFQREP T =10
©OMBEGINT
' T2,

RIVATITA NS

TSIIT i= Sl

[T

CYGNTILY PRI = 1oBr

I!.I*CU b 0114 :-:, L g B S

::VCFII*CQ - 5111* I R et

T teNot 1L - - )

'COMMENT ' ALGORITHME 5 i
o PK2 151§ ) e
PIIKZ 3l i e i

’

CTEOR T COSTEPY L - -
HREGINY T T S D S S
PRI 3o PR ST e s

ok e Py R L L S st S

CEMMK2 1= EMMR2V/2 0 oo e
1FMMK2 t= O 5 T S e -

TUFQR' [ i= 0 'STEPY L 'UNTIL' PKMI2 = 1-fDCr T

O Tl e R e
' Cl e .(/1,1r~rx>/)' B o

TTC2 i= TU/241RMMK2IT T ) T
. JPKZ :—- 0 ; e e e e N .' - - . A.;

CTFOR' J = 0 'STEP' L TUNTIL'T PMMKZ -1 R
VREGINY S e LR S

II il

- T Jl ';= JL‘KZ '+ I; TooTTmm e o
42 1= Jl o+ FKNM12 T tE e T
R 'FuR' Hos= 0 YSTEPY "L VYNTILY PAMM2 = 1 GOV -
- B N YBEGIN! ) o o . B '
o T VIHJL 1= VR{/l,4,dL/7Y ;7 o T T
, VIHJZ 1= VR{/1,H4,027) ;7 o e :

FUNTIL Y M NDGY =TT e s e e




00102

co103

_ SOURCE PROGRAM

S Cerr3

001l 4

oo

00116

00117

nec117
o011’y

oeLr7

Co1LB
00119

corzl

00122

00122

D

"PPOCEDLAE !

'eilor 1

cet
TFCTG

DINTEGER!
JAIEE:
T ETAUT D/

it

Il\ll U)O

wi{/1,17})
W2 3170

v =
Y=

VALVAYY LFLG
17536
COi7y PruCl ULk

NS TG,ET LT

LAPLINVIRF1S, TG, ITERG,
TG, RESULTATS 5 AG

PAR

TT/(0EPT*I)#SIGNE ;5
Cl*(VIK
Cl#(V2K —- VZIK *,WHZ’

VIIK +

AG, RES

VLEALY

CALCULE

APETRE A ETANT

LANS RT

1)

sC SOURCE STATENMENT ,
CCosT. - ) V2HJL := VI(/2,H4,41/7)
cocss ] V2HJ2 1= AVR(/2,H,J27) 3
cocs9 - VRR 1= Cl#v1iHJe = C2®v2idd?2
ccoso L . - VRl r= L28V1IHYZ2 + Clav2i2 75
00091 o o Vecl/) 11,4170 1= VIHJL + VER
QCeI2 - e o VRL/23H,d1/) 1= v2EJL + YRD
0093 i - i VEL/ Ty d2/) = VIRJL = VAR i
ccecos VR(£23H,d27) 5= v2HJL ~ ¥Rl
£ress ] VARG H G ' o
~0C04Y5 o o JPRZ 1= JFK2 O+ PK2
rne9gs N o t'ENODY Y o B ) )
CCoY6 o ~LFMMK2 = FEMMK2 + PMMR2 T 7
noGe T ST T AT TR
CCo%6 C'DNDY K B S )
cCo9t X 1= LOPL/BNZ2RSIGNE 5 7 777 o
_CCess €0 = 0T = CCSAX) 5 o
cCe99 ST = SIID := SIN(X) ; B
€Cl00.. C . 'FOR' I := 1 'STEP' 1 TUNTIL!' PM2 -~ 1 rCor 77 7
."(jlgf)n“k - 'BLGI:J' - ooTmme o T e T T -
cowoo. _CO0I = CG¥I 3 o T
Gcror SII := SILL 377 7~ T o e

c2
car

ULTATGY

37
LanS

AG,

BIlJ :=:1.0 3 ’ :

SITTJ = Whl = WW2 := Q.0 ; =~ T oo
CUYFORY J7r= 0 'PSTEP' 1OTUNTILY PAMMZ -1 'OCY
_P,I_B‘—T,,GIN'\“ T . B S T

GCIY = CGINY N . —
CSILd e=osilly T T T
VRR = VR(/L,451/7) 5 7 77 -
WRI 1= VRIU/2,4,17) 3777 T -
"Wkl = WAl + CCLJ%VRR = SI1Jy#VvRI ;7 -
TWWNS 1= W2 ¢ STIJRVARR F CGLyxvRIT;T -
CCOILY 1= CCTU*CUI = STiJxsIl 5 7 7

) CSITLY = CCLU#SIT + SITyxCGI 777 7
o “l.g:’h')l J e -

CULT o= QQICH = 3II=st 377 77

SILT := CCT#SI + SII%CU 3 -
CL1 = TTHPN2/{DCPIxT) %% 37777 - e -

VIR

(VIR - V20)
(V1K

- V1o

e
b3
e

x

.

»

LTATG LA VALZUR D

ITEAG A LE

-
?

F(T)y
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i

_SOURCE PFOGRAY

SC SOURCE STATEMENT ;
C0l60 i TFCTUUF yFF JFF uF  Lbo OXTF FA/1/) =100
06161 TFCTGUHPF s HR yQF 416,04 TF L/ 1/) y=1.0) 3
(Cl62 C'FIRY OK23=0 CSTEPRY L SUNTILY K3t
nle2 PWFIFCZK2ZY s= RS/ G n27 VRHA/ Y i3 7 )4 RS /2,K2/7 )%
0162 HAL/2,R27) 1/ thin (71, K’/)*Hu(/»,hZ/)*l (72,R27 )%
00162 H\\(/c. 7l\l./)),
0Clo3 CLAPLINVIRELE yTF(/1/),1T5 F,A(/J/lyY(/p/)) H
00164 - RESUL TATE({I/) =Y (/J7) ; :
cCles IND Y S
(Cleod VIFY NAE -= 1 VTHENY i
0166 'BEGINY COUFOSPLINETAIIGIHAS-1,X,Y, 1) g' i i
(0le? CTLRY Je=0 'YSTEPY 1 SUNTILY NAF-2 00
00167 'BIGLI:t A1.=(h(/J+1/)—1(/J/))/bnﬁ/(x( NS VALY WNVE D
00158 ) BLI={MU/ /) =6 OFALEX (/U ) )/ 26D | o
00169 o CLi=UYU/d 1) =Y (/I NV /AKX 4L VA (27 ) Y= ALx
(N159 L ,(X(/J/)*x(/J/)+x(/J+1/)¢\(/dri/)+x¢/J/) x(/3+1/))
006169 , SBLE(XA/I7)V+X (2 d+17)) | ' R
cezo 'IF' B1*B1-3.0%A1*C1 >= 0,0 'THEN! }
00170 POLGINT TIFY AL=0o0 YAUD! Bl a= 0,0 fTHENY
cciro R CBEGINY X2:=~Cl/2600/81 5 . o
(c171 'GUTC! TRUC ; T )
cci72 o TENDY 5 D B
GC173 "IF' AL=0.0 '"ANDY Bl=0,0 'THE) YCOTUY B3
00174 o _XL:=(-B1l+S3RT(81%81~ T30CALRCL) )/ ML/ 360
00175 L X2==Bl=SGAT (Bl *LL=3,0%A1%C1) )/ 51/ 3.0 3 T T
00176 T "IFY K(/J7) < X1 VANDY X1 < X{/J+1/) 'THONY 0 7
. 0C176 T T Mg EGINY VU/ZNAF=2/)s=x1 5 0 oo o
Seeyry . '6OTO' 1 ;. T S o
ooira 'ENDY N Ty R S
G179 . o TTRYUC: TIFY X{/J/) < X2 TAND! X2 < XU/I¥L/Y) YTREN' T
o179 ) U UTBEGINY UL/NAR =2 ) s=X2 T T T e
0130 e 'GOT0 El ;0 T
€0l81 , TINDY - ) i
¢cclgz o sENpY;
¢ccia3s o B3 LIy sEASS LS O ALAX (S I/ V42,0230 5 X {7 37V +C10;
C0134 B LU/ 9t 1/) t=ABS({3.0%AL4X (/4417 ) +2, J*Jl)*’((/J'*l/)*‘C‘)
L01E5 IO ABS(ZU/7U7)) < AES{20/7J0+17)) YTRo
00135 e TBEGINY T{/J/):=AESLZ(/3/7))
001e6 ULZJ/) s=Xt/137) 5 B T
cole7 o 'OND' 'ELSE! ) i
Colu7 i PBEOTAY TH/37) :=ABS0 21/ 4+ 1/))
001%% o MVAVEREIS VNS VA NN ’
€C13s TENDT o B
CClSO VICY AL=0.0 'AND' Bl=0.0 'THEN' 1GCTCY £2 3
0191 ZERCi==81/3,0/A1 ' -
00162 VIFY LORG > K(/J/Y TANDY ZERD < XU/S+1/) VTRON!
0ul92 TBEGINY TO/J/) r=ABS{2,05A1%20RI+2,0# L)% 2ExC+CL)
00193 Ul/d7) s=40R0 5 ’
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SC

Fe122 0 70

0ol2z
00124

00124
Grizs -

n126
nri1z2e

an12e

00126

00127 -
¢c1z2s
0C129 -
cCcl30

cel3e

00131

cel3e
00133
GCl134

[aXa 13¢
ne13s
00136

COL3Y

hr1e2
fe1e2

ne1e3

€145

0146

0c147
0147

or1eT T
cCl4a8

felés
00149
CC150
60150
QC150

CO150
C0151

0G153
ne1s53
o153

neles

re1ss

nn1ss
ar1se T T
STy

ne1ss
S oea1s9 T

SOURCE PROGRAM R PALGE

SOURCE™ STATEMENT e .

MEME SENS QUE TTEPF;

IBEGINY YEEALY SCMML 5 YINTEGER' 1,3 ;

PEFALY TARRAY' CP{/1:ITLERG/), ' o
ROSLLER(/LIITERG /70 270 ' ' ‘
) SO AL 1=Ce M H

'FORY L=l 'STEP' 1 JUNTIL! ITERG D3
CYBEGINY PR Ji=1 STEP' 1 'UNTILY' & 'pCt

fc-:=3JMWL+\Flb(/J+°“(1~1171*Cu>(lJ+o*(l -1) )%
3c 1418526836 /040) R
SpL/17):=SCHME ;" Co o " - :

- 'PND' ;,,,, B - B e e e e UV SV W

EPSALSCRILP ;I TERG,RESULEP)
ACSULTATC:=C2. CHEXP (AG*TG) /18, 0#TG) % (RISILEFI/TITERG /1 2/)
RS EESFLG(/T/)) o

VEND' LAPLINV ; T
PINTEGER® T,J,KLsK2,K3 57 T B S -
'FEAL! Al,ul,Cl,ZCRO X1 gX2,L,L0 5 7 T s e e e e e
YKEALY TAFRAY' X, Y4, T U, 2 {/70:NAF=17), ’ o oo

Fard( /12,0 2#“”5/), KM (/122 ,0:12%% Jf~l/),?FlF(/J ﬁ*QF/i.

TPROCEDUE B CULFSPLIG LT”JIJ(N,A,Y,M), T T
SVALUE" WaXyY3 PIRTESTRY N "APRAYIX,Y M3 & 7 & T e
'BEGIHY TINTEGULRY 1 'TARRAY'D(/1: N—l/) H REAL' A,8,C,E 5 cooT T

CMPOnt Dr=n=lTOSTEPY <1 YUATILY 103 T e
'BEGIN' Ai=al/1+1/)=XU/1/); ‘ B T e

'75:—x(/1/)—A(/1—1/), CraY (/1+1/)=Y (/105" 77 T R

P=YC/1Z0=Y (/121705 'VIF U L=f=l (THEN' e e e e

BEGIN' L(/1/) =X (/141 /)=XU/1-1/)1/35 L B
MU/1/7) e=C/A-E/B ‘ - - B
PEHDY YLLSEY YBEGIKY C(/1/): —(12 D(/I+1/) (((/I+l/) X(/[ l/))

—AEA) J36%0( /1417015 e
M(/I/)==C/A-E/B—A*M(/I+1/)/(6*[(/;+1/;)~' e o
BRI S e -

CRD Y M0 s=n /NS Y =00 o e
PRORY Ti=1 15TEPY 1 TURTILY h-1 0O - L
PIFY D=1 YTHEUY 6(/1/):=hU/1/)V/C0/1/) VELSEY ' e
VA VA R T (/l/)—(X(/I/)-X(/I l/))«W(/I 1/))/(3*D{/1/))

DY CULLFSPLINET 018 s

K1:=2%%PE 5 K3:=2##0F~1 3~ 0 o
'FOR' 1:=1 €STZP' 1 *UNTILY NTE 'pC¥ = T e e
PEEGIN' 'RCRY =0 PSTEPY 1 'UNTIL' HAF-1 'DO' o I

WESINY X/ I/ =4/ dV/Te0/17) T - T T
' L=l e ®THF(/I/Y /KL i T :
VFORY K2=0 YSTEPY L YUATILY KL roCcy T
TWEGLNY Li=k2*LD;
F(/2,02/7 ) e=H{/2,K2/) :=0.0;
FE/Labha /) s XP{-X (/37 ) %L) % JATIEF{L);
HO/LyRS/ ) s=LX P =X {/J7 Y%Ly C T WCEF L) S T N B
YENU Y ' T o




<C

rr235
00236
06236

00257

00238
00239
€240
€C241
C0242

00243

0C24a4

00245

NE245
0C2%5
00246
00247
Co244

60249

cc250
0C251

00252

TEND' ;

SOURCE

SGUFCE STATEMENT

VIGEAL(Y, 121700
YCORMINTY LUCTURE DES VALEURS D& T
INIATEGER(O,P) s
INTHTCGERCa) 5 07
OUTSTRING (L, ' ('F=r) 1)
ODUTINTEGER(L,P);
SYSACTI1,2,2); o
DUTSTRING LD, ' 0rg=r) 0y
OUTINTSGER(L 205
SYSACTU1,2,52);

-

LAPLAC[EECCNVUL(EMTRCE,SURYIE{T,NT,A,NA,ITCR,RC&HLTAT}P,Q);’

YFORY Ti=1 YSTEFY 1 CUNTILY N LU
YEGIMY 'CubnE T TABULATICI UDES VALEURS
OLTSTRINGUL,' (' T=) ) 5
DUTNEALILTZIZY ’
OUTSTRINGUL gV (' F{T)=")1)
OQUTREAL(L ZRESYLTATL/I/))
SYSACT{1,242)5 _ .. ,
Mot oy
YENDY

iwe ww

PRUGRAM

DE T &T De F(T) ;

o

PAth




5C

G0194

0Cl55

GCleo
Gol1ee6
001%6
0uls7?

00198
Co199
(1199

cozon
rn2ny
pr2n2
£rnans
00204
€Cc20s

GC206

cC2ne

nCaneg
00206 7

caoz207
ccza8

00203

"cczlo
00211
o212
CC2l4

00215

00216
00218

06219

cc220
0221
co222
00223
00224
00225
0226
ce227
00228
0C22¢
€G230
00231

nrz3l

00232
06233
0C234
ccz235
€C235

SJURCE STATEMENT

YERpY ;T o Tt e e

z: DY ) '

THGP Y Ji=0 YSTEPY 1T YUHTILY NAF YOG
'IF' T(/3+1/) X T(/4/) 'TFFJ - :
YWEGINY Gl/ytv)7)ye=Ulr747) 3 T

TO/9+1 /)2 =737y

VEND* 3 o DR

EL:'WORY K2:=( FSTEPY 1 YOUNTIL' KLl tDC*

' YOLGINY Le=K2%LY; - e )

F(/Z'I\Z/)‘—H(/c_’l’)/’-"\) [ ’
FO/Ly K27 ) s=EXPU—~L L/ AF- 2/ )Y CRTIEF(L Y

H{/1, Kc/) SLXPL-U/HNAF=2/7 ) L) S eNT RELF (L) ; T
- wenpry . : R P R
TPLIG(FyPF;FF,QF:léo”*TF(/I/’:—loc); ) o ’ o

TECTG{H, PF,HR'&E,l0.0*TF‘/I/),—l 00
TRUR' KZi=0 *STEP' 1 YUNTIL' K3 1pLr - o T o
)Flf(/hal)'“(F"(/"n7/)‘HP(/l RZ7I4ER(72,K2/)1% ’ ’
HE(/2,K2/) 1 /7 (Hicl/ 1, KZ/)vii(/l K2/7)+HA (I&,ﬁZ/i*

HE(/724K27) ) 3 e
LAPLINVIRFLF,,TF(/1/7),17E FA,U(/NAE—)/) y‘/NAF-D/)) : B
VESULFAIF(/I/)'“Y(/AAF =271 R LI
TENDY 3 TF T o R e R
TENDY B th R L PR SRS s T L
YOND? LAPLACEDECDNVCL, S o T o o I
'REAL'TPROCEDURE' ENTRIE(K);'REAL'X;  © -~ S
'BEGIN? VNTREE-—l O+X, ) o T B
VEND Y : : e L
PREAL ' 'PRUCLDURE ! NDRTIC(X);'REAL x;' - ~ T

"BEGIN? SORTIC:=X*X X/~.0+X*A/

1OND Y H R TSI I e e B S e

CINTEGER' NAGNT,P,Q 3 S - o T e

ININTIGER (O ,MA) 5 PCOMMINT' LIECTURS CU NOMBRE CES AT 3
ININTEGE R (CyNT) 5 'COMMENT! LECTJRE CU NGM3RE CLS VALTURS CE T H

TREGIN' 'INICGIRY T1,1TER ; DR SRR
PREAL' VARKAY' A(/O:NA=1/),T,RISULTAT(/L:NT/); ’ S - -
INTNTEGES (U, ITER) R S
OUTSTRING(L, (! TTER=1)0)5 om0
OUTINTEC (1,1 TER) ; e : :
SYSACT(1,2,215 S e e : .

OUTSTRING(L ' ('VALTLR DES 2T')v); o '
SYSACT(1,2,2); R - '
'FOR' 1:=C 'STCP' 1 'UNTIL' NA-1 'pOv
PCESTHY TNTCAL LT A(/17)) - e

OUTATAL(L,AL/E/)) ' R o -
SYSACTU1,2,2); ' o ’ '
VL'NDl‘ :
FCOMMENTY LECTURE DES AL ; R ' S

'FOR? DT:=1 'STIP' 1 PULNTILY NT 'nars R -

SUURCE PROGRAN ) PAGE
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