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PREMIERE PARTIE

UNE PRESENTATION THEORIQUE

DES METHODES D'ELEMENTS FINIS







§ 1 - INTRODUCTION

Communément, la théorie mathématique des méthodes dites
"d'éléments finis" est présentée comme une généralisation des méthodes de
RITZ ou de GALERKIN. Cette fagon de procéder présente principalement
1'avantage de poser le probléme dans un cadre mathématique bien connu et
de disposer par 1la-méme d'outils classiques qui facilitent grandement
1’étude des problemes d'analyse numérique soulevés par cette question,
notamment la convergence. Elle a en revanche, pensons-nous, l'incovénient
d’8tre tr2s éloignée, dans 1l'esprit, des procédures de mise en oeuvre
si bien gu'a ia lecture de la thécrie classique, on est trés loin d'imaginer
comment peuvent &tre articulées les différentes programmations qui ont été
développées ; cette partiz concreéts, la plus importante en fin de compte,
n‘a praticuement &té abordée que par des ingénieurs scuciszux de riscudre
des wroolémes cans une brznche précise de la physique ; depuis guelque
temps cependant, des mathématiciens se sont penchés sur certaines guestions
touchant & cette méthode, principalement sur les propriétés des différentes
méthodes d'interpolation. Bien gue les secrets dans le domaine de 1'6la-
boration des codes utilisant des méthodes d'éléments finis soient le plus
souvent bien gardés, probablement en raison des questions financiéres qui
s'y rattachent, nous croyecns pouveir affirmer que la méthode considérée comme
la plus pratique utilise une mise en éguaticn partielle au niveau de
1'élément, suivie de processus assez variés permettant la mise en éguation
et la résolution globale. C'est 1'élément qui apparait ainsi comme 1'entité
discréte a prendre en considération dané les méthodes auxguelles d'ailleurs
les ingénieurs ont donné le nom de méthodes d'éléments finis. Dans la
présentation classique, c'est le noeud de discrétisation>du champ inconnu
gui est 1'entité discrete, les é&léments adjacents & un noeud servant unique-

ment & définir le support des fonctions de base.




Avant de commencer 1l'exposé, il est sans doute utile d'énoncer

quelles ont été nos préoccupations et quels objectifs principaux nous

nous sommes donnés :

. Nous avons tout d'abord cherché & mettre sur pied une
présentation aussi générale que possible englobant la grande diversité

~

des méthodes d'éléments finis portés a notre connaissance.

. Nous avons congu cette présentation comme une approche
théorique en accord avec les solutions pratiques adoptées lors de la
programmation qui est exposée plus loin ; cette partie théorique est en
grande partie une formalisation des notions qui nous sont apparues comme

significatives lors de la recherche des méthodes de mise en oeuvre.

. Dans le mé@me ordre d'idée, il nous a semblé primordial
de mettre en évidence le plus clairement possible les différents facteurs
présentant une unité logique gui soutendent 1l'analyse d'un probleme &
traiter par une méthode d'éléments finis. Ce point est essentiel et toute
imprécision dans cette classification se traduit, toujours, au niveau de
la programmation, par un "bricolage” quelcongue, c'est-a-dire une perte

~

d’énergie sacrifiée & la particularité du probléme au détriment de la
généralité. Nous ne prétendons pas évidemment & une analyse parfaite ;
mais nous avons toujours attaché beaucoup d'importance a ce point et il
s'en est suivi de_nombreux remaniements ; par approximations successives,
nous avons pu, ainsi, améliorer le rendement de notre programmation,

pas tellement d'ailleurs au niveau des'temps d'exécution, mais plutdt
dans la diminution de 1'encombrement des programmes et aussi dans la

facilité d'écriture des sous-programmes personnels (voir code Ulysse)

Pour fixer les idées, nous allons donner une premiére clas-

sification des grands secteurs de l'analyse d'un probléme d’'élément fini :




LES GRANDS SECTEURS DE L'ANALYSE D'UN PROBLEME--D'ELEMENTS FINIS

1. Discrétisation du domaine :

a.
b.

Choix de la géométrie des &€léments
Définition des noeuds de discrétisation du domaine

Définition des éléments assurant la discrétisation par

-€léments finis du domaine.

2. Dynamique de la mise en &quation :

a.

3. Discrétisation

Le point e. de 1. a un aspebt dynamigue : c'est 1'écla-
tement de la structure ; le probléme posé sur Q devient
un probléme posé sur une union d’'éléments ayant chacun
une existence propre.

I1 v a aussi, évidemment, la contre-partie logique & cet
éclatement ; c'est le reassemblage du domaine par reiden-
tification des noeuds définissant les éléments aux noeuds

de discrétisation du domaine.

des champs inconnus

b.

»

Choix d’une forme & priori du ou des champs inconnus sur

1'élément & partir de certaines inconnues discretes.

Etude des propriétés de continuité aux interfaces.

4. Les équations du probléme :

b.

C.

Le traitement éventuel des équations du probléme posé
pour une adaptation & la résolution numérigue.

La convergence de la solution du probléme discret vers
celle du probleme continu.

La mise en équation du probléme discret. Les diverses

interprétations possibles.

Précisons tout de suite qu'au niveau de la conception du

=

modéle mathématique complet & choisir pour la résolution d'un probléme posé

particulier, les choix effectués dans les différents secteurs sont fortement

interdépendants, du moins pour 1., 3. et en partie 4. Le point 2. est la




définition d'une méthode : il concerne ce.gue 1l'on peut appeler 1'activation
du processus de résolution ; c’est un point qui peut &tre étudié une fois

pour toutes, au moins pour de grandes classes de problemes.

L'organisation de cet exposé théorigue peut surprendre
puisque les étapes de 1l'analyse s'effectuent en sens inverse de celui gui
semble logique ; il est donc nécessaire de préciser encore notre point de
vue : nous pensons qu'une bonne compréhension des méthodes d'éléments finis
dans 1l'optigue de leur mise en Oeuvre, nécessite une séparation dans les
esprits entre ce qui est proprement la technique d’'éléments finis (discréti-
sation du domaine en éléments, discrétisation du champ sur les €léments,
organisation du processus de résclution), et ce qui est le traitement d'un
probléme continu pour en faire un probléme susceptible d’'une résolution

numérigue par une méthode d'éléments finis.

En deux mots, nous définissons et recensons nos outils avant.
d'aborder les différents travaux gue nous sommes susceptibles d'effectuer,

et ceci en restant dans un cadre théorique général.
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§ 2 - DISCRETISATION DU DOMAINE

Soit & discrétiser dans 1l'espace R" un domaine Q de
frontigre I'. Précisons qu’'il est souvent utile, sinon indispensable,
de simplifier la géométrie du domaine E-pour obtenir un domaine @ de

frontiere ?'plus aisément discrétisable.

A. CHOIX DE LA GEOMETRIE DES ELEMENTS

I1 s'agit d'établir des critéres suffisants pour la définition

de régions fermées de RrR" 2 partir d'un certain nombre k de points dean.

Considérons une fonction logique RK

((CR™ xR") ——s {vrai ; faux}

X1""’Xk

K (%)

solt ([X1,...,Xk] x X) —aR

~ Les points X ....,Xk € Rn sont 1es'points de définition de la région ; ils

1
sont considérés comme des paramétres de la fonctilon logique.

Considérons 1'ensemble

n X1’..l‘.xk .
X o= {xemR ;R (x) vrail

K., k

Régle d'appartenance : On appelle ensemble des régles d'appartenance

1’ensemble noté 3{ de 1'ensemble des fonctions logigues définies ci-dessus
telles que, pour tout k-uple de Rr" {X1..3.,Xk} 1'ensemble des points

VRKX1""‘XK solt connexe et fermé.




Elément : On appslle élément 1l'ensemble des-points de R" définis par la

connaissance d’un k-uple de R" complété par la donnée d'une régle d'appar-

tenance Rk‘ solit :
(XpoeeesX 5 RD X, €R" 1=12ak ; R e R..

Donnons tout de suite un exemple qui nous sera d'ailleurs

trés utile par la suite ; il s'agit des n-simplexes.

n-simplex et coordonnées barycentriques

La régle d'appartenance des n-simplexes utilise n+1 points
de définition Pj gue nous supposons gtre indépendants ; notons pij
(1 de 1 & n) les coordonnées desvpoints Pj ;3 la condition d'indépendance

s'exprime facilement en utilisant les coordonnées homogenes

I

- pij
det P # 0 oll P est la matrice carrée

(n*1 , n+1)

Définissons la régle d'appartenance & un n-simplex gque nous

notons 8n+1

P n

. + .
snﬂ1 (x) vrai s'il existe 0 ¢ Ay < 1- jde 1 ant I A=

i

ce qui s'’écrit matriciellement X = 1 ; X étant le vecteur

m T

. N eme
colonne des coordonnées homogenes de x, la n+1 étant 1.

Un n-simplex est donc défini par {Pj indépendants j de 1 a
n+1 ; Sn+1}. \

Donnons quelgques propriétés des coordonnées barycentriques




. Les coordonnées barycentriﬁues du point x sont déterminées
de fagon unique pour n+1 points Pj donnés ; en effet, P gtant inversible

grace a 1'hypothése d'indépendance des Pj
— =-1 e
A=FP X
. Les coorconnées barycentriques d’un point x sont des
fonctions linéaires mais non homogénes des coordonnées des points de

définition Pj.

. Les coordonnées barycentriques sont indépendantes de la

base cholisie dans Rn et elles satisfont a :

Pour en finir avec cet exemple, précisons aussi guelques

mots du vocabulaire 1ié aux n-simplex :
. Les points Pj sont appelés les sommets du n-simplexe

. Le barycentre G du n-simplex est le point de coordonnées

barycentriques toutes égales a 1/n+1.

. Une facette de dimension m est un m-simplex (1smgn)

défini a partir de m+1 sommets du n-simplex.

B. DEFINITION DES POINTS DE DISCRETISATION DU DOMAINE

Il s'agit d'une restriction de 5.———50Rn}ND

} s

Np gtant le nombre de points définis ; nous notons Q =1{D,,....0

h 1 N

P

les points Di ide 1 a Np sont les points de discrétisation du domaine.




C. DEFINITION DE LA DISCRETISATION PAR ELEMENTS FINIS

I1 s'agit de définir, en utilisant des régles d'appartenance
précisées, un ensemble d'éléments a paftir des points Di de discrétisation
du domaine. On peut dire que cette opération de maillage est constituée
d’'un ensemble d'applications Ee (e de 1 & Ne 3 Ne est le nombre d'éléments
définis].

£, B — (RN R

g0l t ‘0 T E = {{0. I d=1 & s 1 & {7 i >
solt {L§ggaupLN } 8 . \/e t[DijJ =1 & Kk 3 1j &,{I,uauymp} 3R

et

Nous ne considérerons gque des maillages réguliers ; pour
qu’'un maillage soit régulier, 1l doit satisfaire aux deux donditions

suivantes

(a) - Recouvrement de ﬁ-par les &léments sans dépassement

U V o= Q
1

(b) - Non recouvrement des éléments entre eux :

VN V_, de mesure nulle
e e
e#e’

I1 nous faut aborder, & présent, une notion importante
“tant sur le plan théorique que sur le plan pratigque : c'est le raffinement
de la discrétisation ; en termes intuitifs, il s'agit de diminuer la taille

des éléments qui de ce fait deviennent plus nombreux.

Nous caractérisons la géométrie des &éléments par les deux
guantités suivantes :

:

he : diamétre de 1'élément ; c'est le sup dist (x,y)Rn (x ety € Ve]
X,y

Pg ¢ diamétre de la plus grande sphére inscrite dans 1'élément.
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~ Le diamétre h guantifie la-taille de 1'élément ; le rapport
pe/he < 1 est un paramétre de forme, petit si 1'élément est allongé, grand

si 1'élément est arrondi.

Nous quantifions un niveau de raffinement de la discréti-
sation par le max des diamétres des éléments. Nous n'envisagerons gue des
processus de raffinement de la discrétisation réguliers, c'est-a-dire que :
quel gue soit le niveau de raffinement de la discrétisation (h - 0),

3 o fixe

En fait, pratiquement, nous chercherons méme toujours a

donner & a la valeur la plus grande possible.
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~ § 3 - DYNAMIQUE DU PROBLEME DISCRET

Les opérations du C. du paragraphe précédent ont partagé
le domaine 0 en un certain nombre de volumes gue nous avons appelés

N

éléments ; nous donnons & ces sous-domaines fermés une existence propre.

Pour souligner 1'aspect dynamique de ces opérations, nous
utiliserons le terme imagé d’éclatement. Les éléments ainsi définis sont
les individus du probléme discret ; le probléme continu posé sur Q est
traduit en un prdbléme plus ou moins simple posé sur chague élément ;
mais les problémes élémentaires ne conduisent qu'a une mise en équation
partielle, insuffisante pour la résolution du probléme global ; 1l mangue

1'opération complémentaire de 1'éclatement ; nous l'appellercns 1'assemblage.

On serait tenté de dire que 1'assemblage est constitué
de 1'ensemble des applications inverses de 1'éclatement ; ce n’est gu’'une
image ; ce serait imprécis et méme inexact ;. nous préférons dire que
les opérations d'assemblage se fondent sur la reidentification des noeuds

de discrétisation du domaine 3 détaillons un peu

soit un élément considéré uniguement sous son aspect
géométrique qui est le seul d'ailleurs dont nous ayons parlé jusqu'a

présent

) s R 1

V= (PP s Ry

Les regles R du moment gqu’elles assuraient un éclatement

KJ
régulier, n'ont aucune importance au moment de 1l'assemblage. Nous avons
volontairement remplacé les Di par des Pi pour désigner les noeuds de

définition des éléments ; ils n'ont plus en effet gu'un indigage relatif

=

a4 1'élément ; c'est la numérotation interne & 1’'élément de 1 3 k.
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~

La reidentification consiste & retrouver. a_partir du numéro interne le
numéro externe ; pour le retrouver, il faut 1'avoir gardé ou du moins
avoir gardé une information équivalente ; nous verrons dans la deuxiéme
partie de ce mémoire comment ce probléme a été résolu dans le contexte

frontal.




. 13 .

§ 4 - DISCRETISATION DU CHAMP

A. INTRODUCTION

la discrétisation du domatne & laquelle nous avons imposé
certains critéres de régularité {éclatement régulier) fournit un ensemble
d’'éléments qui n'ont pour 1'instant gu'un caractére géométrique. Dans un
premier temps, nous les considérerons comme indépendants les uns des
autres, séparés comme les piéces d'un puzzle ; dans un deuxieme temps,
nous reconstruirons le puzzle afin d'aobtenir le champ discrétisé total

dont nous étudierons les propriétés.

Le probléme continu met en jeu un ou plusieurs champs
inconnus définis sur le domaine © ; 1'analyse mathématigue de ce probléme
conduit & rechercher ces champs dans des espaces fonctionnels appropriés
qui sont, pour nous placer dans un cadre général, des espaces de Sobolev
(A1). La guestion que nous nous posons est alors de choisir sur chague
élément une approximation d'un champ appartenant & un espace de Sobolev.
Autrement dit, il s'agit de construire, en ne mettant en jeu gu'un nombre
fini d'inconnues discrétes, un champ appartenant & un espace fonctionnel

de dimension finie, qui puisse approcher en un sens & préciser toute

fonction définie sur 1l'élément appartenant & un certain espace de Sobolev.

La technigue consiste a définir sur 1'élément une classe de
fonctions de forme simple & partir d'un nombre fini de paramétres discrets
en général, ces fonctions sont des polyndmes et les paramétres sont les
valeurs du champ en des points précisés ou des fonctions simples de ces

valeurs ; nous parlerons de technigues d'interpolation au sens large.
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La forme simplifiée gque nous—donnons & priori au champ
inconnu doit posséder certaines propriétés ; elle doit en particulier
posséder la propriété de régularité suivante, nécessaire & 1'évidence
pour la convergence : il faut que le champ interpolé total puisse, par
raffinement de la discrétisation, approcher d'aussi prés que 1l'on veut
tout champ de l'espace choisi pour la solution du probléme continu, et
ceci au sens de la topologie de cet espace ; exprimons cette propriété

de densité en langage mathématique :

Soit V 1l'espace fonctionnel choisi ou imposé pour la solution
du probléme continu.

Soit Jn la classe des fonctions construites & 1l'aide de la
technique d'interpolation pour un niveau n de raffinement de la discré-

tisation du domaine.

Alors il faut que : ¥v € V et ¥e 2 0 3 N tel que :

¥n 2 N ]Vn €I Iv-vnlv < e

Mais il est possible et aussi trés intéressant d'estimer
plus précisément l'erreur commise lors de 1l'approximation du champ solution
du probléme continu par un champ interpolé ; nous allons voir qu'il est
possible de trouver des bornes d'erreur correspondant aux différentes

techniques d'interpolation. Remarquons' bien dés & présent que les bornes

d'srreur que nous allons trouver caractérisent uniguement la technigue

d’interpolation utilisée et sont complétement indépendantes, et donc ne

tiennent pas compte du probleme particulier qui sera résolu gréce aux

&1éments construits a 1'aide de ces techniques d'interpolation ; on ne

s'étonnera donc pas que ces bornes a priori mettent en jeu des dérivées

d'un certain ordre du champ inconnu, ce qui, il faut bien 1'avouer, est
assez génant. Ces bornes ont surtout 1'intérét d'indiquer avec quelle
vitesse 1'erreur commise décroit en fonction du raffinement de la discré-

tisation du domaine.

Pour commencer, intéressons-nous donc aux propriétés du
champ interpolé éur un élément individualisé ; cette guestion a falt
1'objet de nombreux travaux, tant sur le plan théorigue [1] que sur le plan
pratique [2] , si bien que nous profitons assez largement de 1l'expérience

acquise par la lecture de la littérature traitant de ce sujet.
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En fait, nous nous référons plus particuliérement & une communication
de Ciarlet et Raviart [3] gui nous parait &tre, & 1'heure actuelle, la
synthése la plus compléte et la plus au point. Tout en reprenant leurs
idées directrices, nous avons changé l'organisation de 1'exposé pour
obtenir un développement complet mais le plus concils possible ; nous
avons aussi voulu un style plus concret qui concilie les préoccupations

et 1'état d’esprit du physicien et du mathématicien.

B. ETUDE FONCTIONNELLE DE L'INTERPOLATION DANS LES ESPACES DE SOBOLEV (A1}

Nous abordons le probléme dans sa grande généralité pour
obtenir un théoréme unique trés général gque nous illustrerons dans le C
de ce paragraphe sur des exemples précis ; ceci nous donnefa 1'occasion
d’'exposer guelques techniques d'interpolation utilisées dans la troisiéme

partie de ce mémoire. . .

Situons le probléme aussi clairement et précisément que
possible : il s’agit d'approximer sur 1'intérieur E d'un élément fini dans

K+1,p[E].

Rn une fonction u appartenant & un espace de Sobolev W Nous

allons étudier les propriétés du champ approximant p = Ilu € Pk ol

Pk'est 1'espace des polynémes de degré < k

I est un opérateur de préjection gue nous supposons appartenir
. ;ﬁ k+1,p WL : s e N
a (W (E) (E)) avec 0 € m g k+1 ; par définition, II possede
la propriété Mu = u Yu €Pk'

Pour &tre tout & fait précis, disons gue nous cherchons
une majoration de “ u—Hu||m ; remarguons gue m < k+1 ; c'est gue nous
,
nous conTtaentons d'dne sstimstion ce llzrrsur pour une topologie moins
fine {au mieux asussi fine) que celles de 1'espace de la solution ; en talt,

nous souhaitons avoir une estimation de 1’erreur pour toute la gamme

des espaces W' P(E) avec 0 < m < k+1.

Comme résultat préliminaire, nous établissons une premiere
majoration gue nous complétons par 1'introduction de la notion de domaines

éguivalents.
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1 ~ Premiére majoration : Jc = C(n,k,p.E) telle que :

lu-nully, o6 < € [EIE-Tlp e 1opey wnPey) Uk, p e

(1)
vu € WP

Démonstration : Nous savons que :

Le,uml o ™ PE ] g Ao

% ;
el o

Hu—ﬂu[h’p,E = suUp
g

Nous allons chercher une majoration de |(g,u-Hu)|

‘et une minoration de "g"m b,E’

a - minoration de |jg Lz p,E
22

On sait que {(g,u-Tu) = 0 Vu EIDK par définition de II-

Définissons F : (F,u) = (g,u-Mu) VYu € Wkt 1P ()

k+1,p

Nous allons montrer que F € [W (E)]' ; F est une forme

linéaire ; montrons gqu'elle est continue, c'est-a-dire bornée.

Par définition de la norme duale :

P, e = s gj_ts_u_@i e TR s U%

Abllaq,pe

d'ol sans difficulté :

X 3 'HU'HuHm p,E k+1,p
Fllor, o, < lelly, e sup jo—Bm 5 w€ W PE) 5w 0
| cu (lallaq o

O ¥ i P P

ce qui & la fois prouve la continuité de F et donne une minoration de

el o,
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Par définition de F, on sait que (F,u) = 0 VYué€ Pk'

La propriété de la semi-norme I |k+1 b,E sur 1l'espace

. k+1,p ) 2
guotient W [E)/PK permet d'écrire

< € |ul vu € WP

’l[“]l|wk+1:p(E)/ﬁk s k+1,p,E

ol [u] représente la classe d'équivalence.

D'autre part, (F,u) = (F,u+v) vu € WK+1’p[E] Yv €'Pk

et par définition de la norme duale

LYd
i

[(Foud| s W Flhog,pe i ol pe o v € P
si bien que :
(b) [P = [tewmo ] < T Fllq oe Tl pe

Utilisant (a) et (b), le résultat (I} suit.
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2 - Domaines équivalents : Lors de 1'élaboration de nouveaux éléments, pour

la construction du champ interpolé, il est tres souvent astucieux d'utiliser
un élément standard, communément appelé élément parent, & géométrie simple
et duquel peut se déduire toute une famille d'éléments par des transfor-
mations réguliéres. Clarlet et Raviart ont formalisé cette notion qui

se révéle aussi trés intéressante pour 1'étude des propriétés fonction-
nelles de 1'interpolation ; ils utilisent, eux, la terminologie de

~domaines équivalents.

~

Soient E et E des ouverts bornés de Rn.

-~

Nous dirons que les éléments finis E et E sont éguivalents

g'il existe une transformation J inversible EgeﬂRn] permettant de passer

~

de 1'un a l'autre & une translation pres :

1J €.3£URn] et t € R" tels que

-~

E={x€R ; x=Jx+t ; x € E}

It

¥

J,E+t

Nous allons établir des majorations trés utiles des normes
des matrices J et 3—1.

Lemme : dans le contexte ci-dessus posé, si " H est la norme d'opérateur

p . . ‘g n
définie & partir de la norme euclidienne sur R

-~

h -1 h
ol < & 157 < 4

~

o0 h (resp h) est le diamétre de E (resp E)

et p (resp p) est le sup'{diamétres des sphéres contenues dans E (resp E)}

Démonstration : On peut écrire

s

3]l = sup ilﬁ— s oeer" s [kl - o
3
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-

Par définition de p, tout vecteur £ € R" tel que [ = p
peut s'écrire sous la forme £ = x~y ol xet y € E.

Alors le vecteur JE = (Jx+tt)-(Jy+t) est de la forme xvy
ol x ety €E.

Par définition de h  ||[§%]] € h, ce gui démontre la premiére
majoration. La démonstration de la deuxiéme"majoration est analogue.
Introduisons & présent cette notion dans notre probléme

initial.

A chaque fonction u définie sur E, nous associons une

P

fonction u définie sur E de la maniere suivante :

-~ o~ -~

ulx) = ulx) oll x = Jx+tt soit x = J—1(x-t]

-~

Notons que la correspondance u - u est un isomorphisme entre
W PE) et WPE) vm et p.

De la méme maniére, si I €§5(WK+1’D[E] ;s WP(E)), nous 1ui
associons II EJ%}WK+1’D(EJ ; W"”P(E)) en posant

-~ -~

u = Mu Yu € WK+1‘D(E]-

11 est évident que si F’k est laissé invariant par 0, il

-~

1'est aussi par I.

3 - Théoréme principal sur 1'interpolation dans les espaces de Sobolev

Dans la premiére majoration (I) gue nous avons établie,
1'influence de la géométrie de 1'élément se trouve cachée ; elle n'in-
tervient qu’implicifement pér 1'intermédiaire de la constante C qui dépend

de E.

Pour faire intervenir explicitement cette géométrie, il faut
mettre en évidence les deux paramétres h et p qui se révélent 8tre les

quantités significatives prenant en compte & la fois la taille (h) et la
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forme (p/hl. : e

L'idée directrice, pour atteindre le but recherché, est
de particulariser, uniguement ici pour se fixer les idées, un élément E
de la classe des domaines équivalents gue nous prenons comme &lément de
référence ; 1°'utilité d'un tel élément saute aux yeux dans la perspective

d'un raffinement de la discrétisation (h décroissant].

Théoréme : Nous nous plagons toujours dans la situation définie au début

de ce paragraphe.

Yu € WK+1'D(E] et pour h suffisamment petit si p < =
- v k+1
(11) ol o g <Clul e b _
P

pour une constante ¥= 6 (n,k,p,E,M)
La constante est la méme pour toute classe de domaines
équivalents si bien qu'il est possible de la calculer dans un domaine

particulier E éguivalent & E.

Démonstration

Utilisant les dérivées de Fréchet, nous écrivons':
D¥(x) (E.,eee £ ) = DXOCIxAE) (JE,,ens,dE,)
1‘ ’ Q, 1! E ] 2]

d'old pour 1< pg>o:

f || D anes dex < IJHQXD f | D u[Jx+t]||p dx
H 117P|deta] ™ f Io*a(x0x

c'est-a-dire

-1/p |a| -

2
(a) Iu'%,p,E < |3l |det 3| %,p.E
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on montrerait de méme que : i

(' Jal, oz« 137 Jeet 317P [l

|h|2,p, L,p,E

Passant des semi-normes aux normes :

-1
bIE, e < 106t 2

=
n o~ 3

BIPe el

_/l ~ -~
< laet 37" P qlalf

& condition gue “ J" > 1, ce qui sera réalisé pour h

suffisamment petit, en particulier pour h g p , en effet :

||J . J—qila 1 5 utilisant le lemme ”J||> 11 > %
'}
Remplagant u par u-llu w"*P(E), nous obtenons 1'inégalité
cherchée :
" -1/ JRpaN
(@) fJumf] o |dets]” /P JalI™ l-nall, o e

majoration (I), puis |0Q 3 1'aide de (a'), nous obtenons :
k+1,p.,E

k+1 . “
omall g 010 117 etnipa® 300 fol g g e

L'application du iemme gqui donne des majorations de HJ|F et de ||Jd]||k+/I

conduit au résultat.

-~

-~ -~ m -~ -~
G- (n.k,p,E,1) = 4= Cln.k,p.E) [1-1]
p

Ll PEY S W™ PED




« 22 .

Pour une technique d'interpolation précisée (I}, pour n,
k, p et une classe de domaines équivalents donnés [é), il est possible
de calculer la constante ?Z 3 des exemples existent qui utilisent les
formules de Taylor multiponctuelles [1). Mais cela ne présente pas de
notre point de vue grand intérét puisque nous ne nous intéressons & ces
majorations que pour une estimation de la vitesse de convergence (préci-

sion).

C. ILLUSTRATION SUR QUELQUES APPLICATIONS

Avant de développer quelques exemples concrets, il nous
faut définir 1'élément dans 1'optique de la discrétisation du champ ;
nous reprencns 1& aussi une notion classique utilisée par CIARLET et
RAVIART [3] : les ensembles g-unisolvant. Apres quoi, nous adapterons
quelgus peu le théoréme principal sur l'interpolation dans les espaces

de Sobolev & notre préoccupation présente.

Pour la définiticon géométrique des éléments, nous avons
introduit les noeuds de définition de 1'élément, couplés avec une régle
d'appartenance. D’autres noeuds, de définition du champ cette fois,
apparaissent a présent ; 11s sont couplés eux avec une technique d'inter-
polation pour assurer la définition du champ interpolé. Dans la grande
majorité des cas, les noeuds de définition de 1'élément sont un sous-
gnsemble des noeuds de définition du champ ; exprimé de cette maniére.
d'ailleurs, c'est aller de l'effet & la cause ; ce sont en effet les noeuds
de définition du champ gui doivent nécessairement couvrir toute la

géométrie de 1'élément pour assurer une interpolation correcte.

Ensemble g-unisolvant : C'est un ensemble I de points dans E assurant

1'unique définition d'un polyndme € Pq (g » 1) dés que 1l'on précise en ces
points certaines valeurs du polyndme ou de ses dérivées (nous utilisons

le formalisme des dérivéeg de Frechet (A2)).

¥ est constitué de s+1 ensembles de points Zr 0<1gg
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N
r=Uz" oo gf = {aF} r ol ar # ar i# ]
i, i J
r i=1
. r c a2 e s eme
en les points de I sont précisées les valeurs des dérivées r du

polyndme, c'est-a-dire
Y Ag € ;f;ﬂRn ;R 1 s1isN_ ;0sr s s donneges

il existe p € Pq unigue tel que : Drﬁ(a;] = A

Supposons que les points de l'ensemble g-unisolvant X
soient aussi les points de définition de 1'é€lément fini ; et trés logi-
quement, prenons comme é€lément 1l’enveloppe convexe K des points de I,
ce qui correspond & une régle d'appartenance que 1'on déduit facilement
de celle servant & définir les n-simplex pér extension-a un nombre de

points de définition supérieur a n+1.

Théoréme sur 1'interpolation d'Hermite généralisée

. Soit ug [ (K)

v
. S0it u 1l'interpolé de u au sens de Hermite pour l'ensemble g-unisolvant

L c’est-é-diré que

DY U (af). (X, .nanX )
i 1 r

n,r
VX e X ) € R)

. Soit kK £ g si bien gue

AV}
et u = u Yu

r

- r
—D 4] (ai]-(x,l.'---:xr]

1$i<Nr;0\<I‘<S

t P E P, C WP k)

K

€ PK'

Alors, si u € WK+1’DIK] avec,

(1) s < k+1 --% si p

< o s g ksip=w




K+d. ...
" h h
(II1) |b—ulk,p,k < %Z |u|k+1,p,K ~:F;— 0 £ m<g k+1l
ol TZ==¥3 {n,k,m,K,I) qui est la méme pour tous les ensembles

g-unisolvant définissant des K éguivalents.

Démonstration : La condition (1) assure 1'inclusion WK+1'D[KJCL [:s(K)

(théoréme de Sobolev) (et 1'injection est continue) ; celd veut dire que
1'hypothese d'appartenance de u & WK+1’D[K] suffit pour assurer la
continuité des dérivées de u jusqu'a l'ordre s ; l'interpolé U de u

peut alors 8tre parfaitement défini.

Pour nous placer dans les conditions du théoreme principal,

il nous suffit de poser que

Yu € WK+1’D(K] Tu = U ; I appartient & tous 1les

gspaces wm’p(K] tant que 0 < m € k+1 ; 1l appartient bien &

Lo P 5 WP ).

CIARLET et RAVIART se proposent de montrer, dans un

article & venir, que, méme dans le cas ol (1) n'est pas vérifiée, il

"
existe encore un u qui satisfait & 1'inégalité (III).

Nous sommes maintenant préts pour 1'étude des propriétés
des différentes technigues d'interpolation ; nous ne nous intéressons
qu'aux plus connues. Nous allons aussi nous limiter aux majorations les
plus intéressantes qui font intervenir la norme du sup ; c'est-a-dire

que nous prenons p = ® si bien que (III) prend la forme particuliere :

k+1

h
m

X6 Izz

(III') Sup g”Dmd(x)-DmB[x]l ;}<€K€ s 8sup 3”Dk+1u(x)|

Nous avons conservé le formalisme des dérivées de Fréchet ;
il est facile de.transcrire les résultats en termes de dérivées ordi-

naires (A2).
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1 - Interpolation_de Lagrange : Seules les valeurs de la fonction elle-

méme sont spécifiées en certains points.

Type lingaire : l'ensemble 1-unisolvant I (réduit & I°) est constitué

de n+1 points qui servent aussi de points de définition du n-simplex K.

ver

i
RN
.

1 c'est-azdire Kk

Ce cas correspond a u € Eg(K] ;5 nous faisons 1'hypothase
o]

supplémentaire que D2u[x) existe sur K.

Utilisant (III'), nous avons les majorations suivantes

SN

Sup z”Dmu[x)-Dma[x)I

;X€K€S€M2
p

intéressantes et valables pour m = 0 et 1 ;

M, étant sup g”Dzu(x)| ;3 X € Ef

2

Cas du triangle : Notant h le plus grand cété

6 le‘plus petit angle

ct
NS
IA
O |

On retrouve bien les majorations habituelles.

——— Type guadratique : L'ensemble 2-unisolvant I (toujours réduit a x°)

est constitué de n+1 points définissant le n-simplex et de C§+1 = Eigiil

~

autres points choisis en général au milieu des segments joignant deux 23

deux les n+1 premiers points.

U G_P,2 c'est-a-dire k = 2

Ce cas correspond a uEZC:Z(KJ 3 nous faisons 1'hypothése supplémentaire
[}

que D3u(x) existe. sur K.

Utilisant (III’), nous avons les majorations suivantes :
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m

Sup ;HDmu[x)-dna[xJ||; x€K 36 C:MS

p

intéressantes et valables pour m = 0,1,2 ;

M, étant sup 3 |[D3u(xl| 3 X € IZ%

3

La généralisation 3 des ensembles g-unisolvant (g>2) I (réduit a z°),

oll les n+1 premiers points servant & définir le n-simplex sont complétés

par

H ™MO

C£+Z-1 points assurant le caractere g-unisolvant, est évidente.

=2

2 - Ihterpolation de Hermité : Les valeurs des dérivées, jusqu'a un certain

N

ordre sont aussi spécifiées en certains points. I ne se réduit plus & I°.
En pratique, bien gue cela n'ait aucune importance sur le plan théorique,

on a les inclusions suivantes

) b} vee — Z°

Type cubique : 1’ensemble 3-unisolvant I (£° u 21] est constitué

de n+1 pointé définissant le n-simplex et de C:+ autres points choilsis

1

en général au centre de gravité des Ci+ triangles que 1'on peut former

1
a partir des n+1 premiers points. :

La valeur du champ est précisée en I° qui comprend tous

les points.

La valeur de la dérivée premiere est précisée pour les n+1

points définissant le domaine.

On vérifie aisément que le nombre de conditions imposées

(n+1 + C§+1 + n(n+1)) est égal au nombre de degrés de liberté d'un poly-
n 3 L
néme complet du 3éme ordre dans R (Z Cn+2—i>' Les conditions étant inde-
C

pendantes, le caracteére 3-unisolvant de I est assuré.
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Ue P, c'est-a-dire k = 3
Ce cas correspond a u €.E?(K] 3 nous falsons 1'hypothese
[+]

supplémentaire que D4u[xl existe sur K.

Utilisant (III'), nous avons les majorations suivantes

' 4
Sup 3”Dmu[x) -] s x € Kg < E§M4-ﬂ—
m
p
intéressantes et valables pour m = 0,1,2,3.

4 o
M, étant sup 3”0 ulx)| s x€ K‘
Nous pourrions donner encore beaucoup d'autres exemples ;
nous pensons qu'il suffit, pour cet exposé théorique, de bien préciser
gue le point important est d'’dssurer le caractere g-unisolvant de 1l'en-
semble des points choisis ; le nombre de conditions indépendantes &
imposer au polyndme d'interpolation doit &tre égal a la dimension de

1'espace auquel 11 appartient.

D. PROPRIETES DU CHAMP INTERPOLE TOTAL

Les techniques d'interpolation permettent de construire
des champs continus Jjusqu'a un certain ordre par morceaux ; hous avons
vu comment sur chaque élément pris individuellement, il était possible
de rendre le champ interpolé aussi proche gque 1'on voulait de tout champ
choisi dans un espace de Sobolev et ceci au sens de la norme de cet

gspace.

De fait, pour un processus de raffinement de la discréti-

sation régulier, la densité des classes de fonctions J_ dans 1'espace

h
de la solution au probléme continu est pratiquement toujours réalisée ;
la démonstration de cette propriété, a partir des résultats établis
au niveau de 1'élément, est facile. Sur le plan théorique, il n'y a

donc pas de difficultés et la convergence sera assurée.




. 28 .

La question des propriétééma;'bontinuité aux interfaces
des éléments revét cependant une importance pratique tout & fait réelle';
dans une résolution effective, les éléments ont une taille finie et
les résultats numériques sont obtenus pour de telles discrétisations ;
la non-continuité des dérivées d'un certain ordre du champ peut avoir
des conséquences génantes sur le plan physique ; citons par exemple :
non transmission du flux thermique aux interfaces, non égalité des
contraintes aux interfaces ; ainsi, pour une bonne interprétation
physique des résultats numériques, est-il important de bien étudier les
gléments dans cet optique ; une bonne illustration de ce point est fournie
par les travaux de Froeijs de Veubeke qui classe les &léments de méca-
nigue suivant des critéres physiques : éléments cinématiquement admissibles
pour ceux qui assurent la continuité des déplacements, statiguement
admissibles pour ceux qui assurent la transmission des contraintes et
tous les éléments hybrides gqui concilient d'une maniere nuancee ces deux
exigences. La satisfaction de ceé desiderata d'ordre physique a méme
conduit certains chercheurs & développer des formulations plus évoluées

de leurs problémes ; citons encore Froeijs de Veubeke et les principes

variationnels & plusieurs champs qu'il utilise.
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§ 5 - LES EQUATIONS DU PROBLEME

Sans nous intéresser & un probleme différentiel particulier,

nous allons essayer de dégager les grandes notions mises en cause dans
_tout le secteur de l'analyse des équations d’un probléme pour un trai-
tement numérique par une méthode d'éléments finis. En fait, 1’étape
préalable de transformation que subit souvent la formulation d'un
probléme pour la résolution numérique n'a, dans l'esprit, aucun lien avec
les technigues d'éléments finis que nous avons présentées dans les pages
ci-dessus ; les formes variées sous lesquelles peut se présenter un
probléme donné ont souvent un intérét en dehors de 1'aspect numérique ;
il arrive ainsi trés souvent gue 1'existence et 1'unicité de la solution
d’un probléme aux dérivées partielles soient démontrées & partir d'une
autre formulation du probléme, équivalente a la forme initiale. S'il he
faut pas se perdre dans la grande diversité des formulations possibles,
il ne faut pas non plus se priver de cette richesse d'interprétations
offertes qui peuvent éclairer les techniques numériques sous des jours
complémentaires. Tout part en général d'une formulation "faible” du

probléme différentiel.

A. FORMULATION FAIBLE DES PROBLEMES AUX DERIVEES PARTIELLES

Soit le probleéme

(m) au = F sur Qc:[Rn

plus des conditions sur u ou ses dérivées sur TI.

Nous supposons que les conditions aux limites et les

espaces choisis assurent la bonne position du probléme.




On est tout naturellement conduit, par des considérations
d'ordre physique, & faire 1'hypoth&se pour u d'appartenance & un espace

="0).

De fagon imagée, on peut dire gue donner une formulation

faible du probléme (I) consiste & "projeter” 1'éguation (I) sur les

éléments d'un espace fonctionnel.

(II) j;, au.v dx = J., f.v dx Yv €.H2

I1 faut évidemment choisir pour u, f et v des espaces
convenables pour que les intégrales ci-dessus aient un sens. Pour u et v,
on choisit deux Hilbert H1 et H2.

Noter que dans 1'équation (II), le domaine Q' est arbitraire
pourvu que ce soit un sous-domaine de Q. L'équation (II) est vérifide
guel que soit v €-H2 ; 11 arrive trés souvent qgue 1'on prenne H2 = H1 ;
dans ce cas, il peut s'agir d'une véritable projection, dans la structure
hilbertienne de H1. Cette situation o0 les v sont choisis de méme nature
gue les u est souvent susceptibles d'interprétations physiques ; citons

par exemple 1'éguation des travaux virtuels en mécanigue qui découle

de la notion de déplacements virtuels arbitraires.

Dans la situation présente, les conditions aux limites sont

~

interprétées comme une appartenance de la sclution & un sous espace.

Bien souvent, 1'équation (II) est transformée, en tenant
compte des conditions aux limites, par des intégrations par parties et

1'on aboutit & :

(11") " A(u,v) = Fv) Yv € H, u € H1

od A(u,v) est une:forme bilinéaire de H tz - R

/I
L'équation (II') est une conséguence nécessaire de (I) ;
le retour inverse n’est pas toujours réalisé ; c'est que le probléme a
été guelque peu généralisé et bien souvent par exemple (II') n'impligue
plus (I) gu'au sens des distributions ; on arrive cependant, moyennant

certaines hypothéses de continuité sur u,d démontrer 1l'équivalence de
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(IT') et de (I). La formulation (II') est-trés intéressante pour la
résolution numérique ; c'est & paméir de cette forme que nous démon-
trerons la convergence. Mais, avant d'aborder ces questions, il nous

faut parler des formes variationnelles.

B. PRINCIPES VARIATIONNELS

N

(II1) Le probléme est sous la forme suivante : il s’agit de
trouver 1'élément u € H1 qgui minimise une fonctionnelle J(v).

I1 peut arriver que le probleme soit directement formulé
sous cette forme ; le plus souvent cependant (III) est établi & partir
de II') et des propriétés de la forme bilinéaire A(u,u) de H,]xH1 +[R.
Une partie ou totalité des conditions aux limites peut &tre prise en

compte dans la forme variationnelle et de ce fait n'intervient plus

dans la spécification du sous-espace de la solution.

Cette fagon d’aborder le probléme est particuliérement
intéressante lorsque la fonctionnelle est convexe, car 1'on dispose

alors des théoremes puissants‘de l'analyse convexe (appendice A4).

I1 faut aussi noter gue trés souvent les fonctionnelles &
minimiser ont une signification physigue, ce qui est évidemment intéressant
et satisfaisant pour une interprétation'physique de la formulation

mathématique.

C. THEOREME DE CONVERGENCE

Soit GO la solution du probleme (II').

Pour la résolution numérique, les espaces H1w8t H2 sont
remplacés par des sous-espaces de dimension finie U et V. Soit alors GO

la solution du probleéeme (II')

(11") Aluv) = F(V) (W EV ;5 u€U




Les propriétés de densité du-champ interpolé total nous

permettent d'affirmer qu'il existe ED € U tel que ﬂuo—aolh < g ol e
' 1

peut &tre rendu aussi petit que 1l'on veut par raffinement de la discré-
tisation. Le probléme de la convergence consiste a savoir ce que 1l'on

peut dire de HUO-GD"H . BABUSKA [3] a établi un théoréme donnant une
1

majoration de cette quantité dont découle la convergence ; il fait appel

~

3 un théordme de représentation gue nous donnons en appendice (A3).

Théoréme : Nous nous placons dans le contexte ci-dessus avec les

hypothéses supplémentaires suivantes :

A(u,v) satisfait aux hypothéses du théoreme de 1'appendice

(A3].
(d) sup|Alu,v)| 3 CALLVI|l,  vv €V C4(U,V) > 0
u€uy 2
llully =1
H1
(e) sup|ACu,v)| » CLUVIu]y  vu €U Ci(U,\) > 0
INnEV~1 1
H2
Alors "uO—GOHH <, Ke
¢
avec K=1+ EZFIEVT dépendant donc de A(u,v) et des sous-espaces
U et V.

Démonstration : F € Hé et nous pouvons donc utiliser les résultats du

théoreéme de 1'appendice (A3).

Nous notons P la projection, dans la structure hilber-

tienne (.,.) qui applique H_ sur V.
H2 2

. Les application R et S :

Pour le couple [H1. H2] : rappelons (cf. appendice (A3}]) gue R €3£(H1;H2)

est définie par :
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(Ru.v)H2 = Alu,v) Yu € H, YvEH,

appliquant le thécréme de 1'appendice (A3)
3uo unique € H1 tel que

Flv) = A[uo,v] = [vo,v]H2 ot v, = RuO Yv € H2

Pour le couple (U,V) : de la méme maniére gu'a été construite R,

construisons S €<§5(U;V) qul est définie par

(Su,v) = A(u,v) Yu € U Yv € V
H2

appliquant le théoreéme de 1'appendice (A3)

300 unique € U tel que

F(v) = A(G_,v) = (V_,v] o ¢ =S Yv € V
0 0 H

2

[}
@]

. Mais VD est aussi égal a PRuO (c'est-a-dire que OO=PVO]

Pour le démontrer, il nous faut prouver que

[PRu,v]H

Alu,v) Yu erﬂ Vv €V
2

il

{PRu, V)
H2

-

[Ru,Pv]H par la symétrie de
2

et [RU,PVJH

1]
i

[Ru,vJH = A{u,v) puisque Pv = v Vv € V

2 2

Ceci démontre aussi que PR £ S aprés restriction & U de R

. Alors G = 5’1PRuD et il vient

s TeRY + g7
[m]

[as}
1
o
i
wm
|
o
Y
[
(o]
i
C
It

PR(u_ -4 )-u -(u_-u)
(=] (w} (8] o] 0

Stu -y o+ 8T TPRu <Y
0 Q Q (@]

\
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On en déduit
“1
el <= 1 e |
1 3
| | e 1
En effet : IRIMH1;H2) $Cy s ||P||Hé L S POATR GOAY

Nous pensons gue le schéma ci-dessous peut facilliter

la compréhension :

Ru
8]

Ce théoreéme établit la convergence pour la classe des
problémes qui d'une maniére ou d'une autre, sa formulent sous la forme
(II'), & condition gue A(u,v) posséde les propriétés (al), (b}, (c]), (d),
(el.

I1 faut remarquer gue la majoration de “uO—GO”H n'a pas

été poussée a fond ; si la constante K tient compte du probleme particulier

3 résoudre, il n’en est pas de méme de e qui est toujours fonction, en

; c'est

plus de la technique d'interpolation adoptée, de sup HDK+1u[
cette depniére guantité qui reste & majorer dans chague probléme par-
ticulier ; de telles majorations, faisant intervenir le deuxiéme membre

F, sont possibles et ont &té réalisées dans certains cas. Mais il n'y a
pas lieu de traiter ces questions ici : elles sont du domaine de 1l'analyse
fonctionnelle du probléme ; pour des exemples, sur l'équation harmonique:

en particulier, on peut se reporter & NECAS [4].
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D. LA MISE EN EQUATION DU PROBLEME NUMERIQUE ..

Avec les méthodes de différences finies, c'est 1'opérateur
a qui est discrétisé, tandis que le champ reste dans son espace ; avec
les méthodes d'éléments finis, c'est le champ qui est discrétise,
c'est-a-dire qu’'il est choisi dans une classe de fonctions Jh gue nous
supposons &tre un Hilbesrt et gue dans les circonstances présentes,

nous avons ‘noté U.

Par une technique d'interpolation‘quelconque, le champ a
pris la forme

n
U (B seensnE) = E o; p; (Egseens)

ol 1'indice e précise que cette expression n'est valable que sur

1'élément e.

e . N .
o 1 de 1 & Ny sont des fonctions simples des valeurs

du champ en des points définis de 1'élément (le plus souvent, ces

valeurs elles-mémes).

pi(xq,...,xn] ide 1 a Ng sont des fonctions dites de

forme, car c'est A travers elles qu'est prise en compte la géométrie
de 1'élément lors de la construction du champ interpolé. Ng est le

nombre de parametres @, sur 1'élément.

Si 1'on considdre le champ interpolé total, sur tout le
domaine Q, on peut écrire :

N n
e e
e

- 8
U(X1J---;Xn) .z .Z ai pi [X,I,---.Xn]
J=1 i=1
en considérant que les pi sont nulles sur tous les éléments sauf sur
1'élément e. En fait, on préfére écrire :
Ni

u(x1,....xn] = Kfq o G (xq,...,xn]

ol Ni est le nombre total de parametres inconnus o
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e e Ny .
qK[X1""’Xn) Py [x1,...,xn] sur 1'élément e si

o = ui 3 les q, se présentent comme des fonctions dont le support est

1'ensemble des éléments sur lesquels est défini o .

Cette deuxiéme forme donnée & u n'aura pas pour nous
d'application ppatique, mais elle peut &tre utile pour une interprétation
globale a posteriori de la méthode numérique sans avoir le soucl de
suivre pas a pas le cheminement de la mise en équation. Adoptons pour

commencer ce point de vue :

. La méthode des él1éments finis vue comme une généralisation
de la méthode de Ritz :

Nous supposons le probléme posé mis sous une forme varia-
tionnelle du type (III). Prenons la deuxiéme expression du champ, celle

qui le définit sur tout le domaine.

Le probléme numérigue est alors de minimiser une fonction

en les parametres o c'est exactement la méthode de Ritz si 1'on

k , _
oublie gque les 9 ant une définition plus compliguée gu'habituellement.

. La méthode des éléments finis vue comme une généralisation
de la méthode de Galerkin : ’

Nous supposerons alors le probléme posé sous la forme
(II) ou (II') ; la formulation faible d'un probléme est le fondement
théorique de la méthode de Galerkin ; 1'analogie avec la méthode clas-
sique est évidente ; la différence, pour ce gui est de 1'exploitation
numérique, provient du fait que le traitement numérique s'effectue sur
chaque glément en particulier et non pas sur tout le domaine ; nous
utilisons la le fait que  (les équations du type (II') sont valables pour
tout sous-domaine Q' de Q..Ces mises en équations partielleé au niveau

de chaque élément conduisent & des systémes ne mettant en jeu qu'un

nombre réduit de o, ; ces systémes sont singuliers du fait que les

k
conditions aux limites sur chague élément ne sont pas précisées ; c'est
le role de 1l'assemblage que de combiner ces équations pour en faire un

systéme global régulier.
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Si 1'on est amené a considérer les v comme étant de méme
nature que les u (V=U) lorsque 1l'on choisit Une formulation variationnelle
du probléme, cela n'est plus une nécessité lorsqu'on préfere une
formulation faible du type (II') et il serait peut-&tre intéressant
d'approfondir ce point qui n'a, & notre connaissance, pas encore été

exploité.

Les conditions aux limites n'interviennent, c'est évident,
gue dans la mise en éguation des éléments frontiéres ; précisons qu'’il
revient au méme de construire un champ interpolé satisfaisant & priori
aux conditions aux limites ou de prendre un champ quelcongque satisfaisant
a4 des équations prenant en compte ces conditions aux limites ; c'est
généralement cette deuxiéme solution gui sera adoptée pour garder un

caractére systématique et général & 1l'interpolation sur les éléments.







APPENDICE 1

QUELQUES RAPPELS D'ANALYSE FONCTIONNELLE [10]

Cette présentation rapide des €tres mathématiques utilisés

dans le mémoire est pour nous 1l'occasion de définir nos notations

A. ESPACE DES FONCTIONS CONTINUES

Soient E1 et E2 deux espaces sur lesquels ont été définis

des voisinages. Soit une application wu : E1 > E2.
On dit que u est continue en Xo € E

V de u(X_ ) dans E
u] 2

E, tel que ulW) c V.

1 si & tout voisinage

on peut faire correspondre un voisinage W de XO dans

Dahs ce qui suit, nous ne considérons plus que des fonctions
numériques

us:E-~>JR

Espace &(Q) : c'’est 1l'espace des fonctions continues sur © muni de

la topologie de la convergence uniforme

Julls = sup Julz)|<so
tz XEN

L'espace %2(9] est normé et complet : c'est un espace
de Banach. L'espace est complet, cela veut dire qu'il y a stabilité de
la continuité : toute suite de Couchy de fonctions de?ﬁ[ﬂ] converge vers

une fonction continue.
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Espace C(Q) : c'est 1'espace des fanctions continues sur Q muni de

la topologie de la norme quadratigue
1/2
“u”C =§.4: u(x).u(x).dx€

L'espace C(Q) n'est pas complet, c’est-a-dire que la
limite d'une suite convergeant au sens de la norme quadratique n'est pas
forcément une fonction continue.

C’'est ce défaut qui a conduit & construire les espaces

LZ(Q] qui eux sont complets.

B. ESPACES LP(q)

On peut définir Lz[Q] comme étant le complété de C(Q) ;
on démontre alors que pour gue u appartienne a LZ(Q], il faut et il
suffit que u soit de carré sommable, au sens de Lsbesgue ; c’est, en
fait, cette derniére propriété qui est prise comme définition ; il est

alors facile de généraliser aux espaces Lp[1sps+w3.

me

Espaces LP(2) : c'est 1'ensemble des classes de fonctions dont la pe

puissance sst sommable ; la naorme est définie par

Jull, p =3/§; (u(x])pdx$1/p

Les espaces Lp(Q] sont complets : ce sont donc des espaces

de Banach. Seul l'espaoé LZKQ] est un espace de Hilbert ; le produit

(u,v) =.}r ulx) vix) dx

Q

scalaire est

Plus p est grand et plus la topologie est fine ; nous

avons les inclusions avec injection continue

Py e P ) sipo>p
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C. ESPACES DE SOBOLEV

Nous ne nous sommes intéressés jusqu'a présent qu’aux
propriétés de la fonction numérique elle-méme ; intéressons-nous aussi

aux propriétés ds ses dérivéss.

m . ; PR
Espace £ (Q) : c'est 1'sspace des fonctlons dont toutes les derivees

s

d’ordre 0 8 m sont continues.

En suivant un cheminement analogue & celul faisant passer

de C(Q) a LO[Q], on construit les espaces de Sobolev.

Espaces de Sobolev : On les note W™Pa) 5 clest 1'espace des fonc-

tions dont toutes les dérivées au sens des distributions, d’ordre
. . eme . .. ‘s .
8 a m, sont de puissance p intégrable ; nous utilisons ci-dessous

le formalisme des dérivées de Frechet (A2} ; la norme est définie par :

m 1/p
ol IR f D%t [Po |
m,p,& 2=0 Q ;

1/p
L
lo*ull), g = 3 fé Iobucx) ||de%

; m L P P
Soft [l p.q - 3 : [otulf
s  4=0 ’

Paéons |u|2 5,0

on note (W™'P(2)] 1e dual fort de 1'espace WPy,
c’est-3-dire l'ensemble des formes linéaires continues sur wm'p[Q]. La

dualité est notée (F,u).

La norme duale est définie par :

- = sup § (F.v) ;s veEw” Py s v
m,p,Q Y
m,p,8

Les inclusions topologigues ci-dessous définissent une

échelle dans les espaces de Sobolev

WP W™ Pl - sim>m
WP ) < W™P () 51 p > p’




e

Espaces Hm[Q] = wm’Z[Q) : ces espaéééwanf une importance particuliére

parmi les espaces de Scbolev, car ce sont des sspaces de Hilbert.

Le produit scalaire est :

<

m
(o) =g f”Dmu(x]H.llev(x)”dx
H'(Q)  2=0vQ
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APPENDICE 2

DERIVEES DE FRECHET [11]

A, APPLICATIONS K-LINEAIRES

Soient E1 et E2 deux espaces vectoriels sur le méme champ

scalaire. Soit k un entier positif.

Nous notons Ek le produit cartésien de E

1 k fois par lui-

1
méme .

Une application A : E: +'E2 est k-linéaire si, fixant (k-1) variables,

elle est linéaire par rapport a la Keme restante.

Une application k-linéaire A est symétrique si, pour toute permutation
o : i+ o, dans 1'ensemble {1,2,...,k} et toute collection de k vec-
teurs Xi 1&1 g Kk de E1 on a :

AlX, 5eas,X. ) = AMX. 5 X 4enerX ‘]
1 k 01 02 GK

Une application k-1linéaire est continue si

”A” = sup {||A(x1,x2;...,xk)VIIE2 ; ||><i||E1 =1 1s1is k} <+

Notons que cette condition est toujours réalisée si les

espaces sont de dimension finie.




B. DERIVEES DE FRECHET e

Soit K un sous-ensemble de E, et une fonction a valeur

1
réelle ¢: K > R

La dérivée de Fréchet d'ordre k de la fonction ¢ au point P € K que
1’on note DK¢[P) est une application k-linéaire et symétrique de

EK > R.

Ainsi, le résultat de 1'application DK¢[P] sur le k-uple de vecteurs

(Xq,Xz.....XKJ € E: est un nombre réel que nous notons

K
D (b(P] [X,IJXZJI--:XKJ

Lorsque Xi = X ¥i = 1,k, nous notons simplement DK¢[P1 [XK)

Cas ol E1 =R" ; propriétés

Soit x1,x2,...,xn une base dean 3 alors pour des fonctions

suffisamment dérivables, nous avons :

2
3 (py = D(P) (x,) ; ——L— (P) = D%$(P) (x,,x.) 3 etc ...
i Bxinj N |

oX,
1

Conformément & la définition de la norme d'une application

k-linéaire donnée ci-dessus, nous écrivons

o6 Py || = sup {|DK¢(P) (x1....,xk)| ; |xi|'|Rn =13 1¢1g K}

Comme conséquence de cette définition, nous avons la
propriété suivante, gqui nous sera trés utile pour transcrire sn termes
de dérivées ordinaires les résultats obtenus avec le formalisme des

dérivées de Fréchet :

s

K K
) k . 34 .
X .?.3}{. (P) < IID ¢[P]“\< C(n) me_:g TR 9K (P) 5 1 J,Q,‘< n
1 ko ) Ji Yk

La constante C ne dépend gque de n, dimension de 1’espace de

. . . . n
dimension finie R.
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APPENDICE 3

UN THEOREME DE REPRESENTATION [12]

Théoréme : Soient deux espaces de Hilbert H, (produit scalaire (.,.)H )

1
)

1

H, (produit scalaire (.,.]H

2

Toute forme linéaire continue sur H2 : FE Hé est repré-

sentable par un 8lément unique U, € H, par l'intermédiaire d'une forme

1
bilinéaire A(u,vl} (A : [H1><H2 -+ R)) possédant les propriétés

(@ A <c, Jull, v, C, <+
1 2

(b)  sup  |AGwWI] »cC, |V . >0
veh, 2 Wy, 2
[lufl, =1

"

(c) sup  [Alu,V)| > gy flufly Cy> 0

v€H2 1

=1
M},

Autrement dit : 3u0 € H,I unique tel que :
Alu_,v) = F(v) Yv € H
s} 2
IF 1l
H2

Remarques : . On a immédiatement ”Uo ||H <

C
1 3
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/

. Dans le cas oll H1 = H2, c'est tout simplement le théoreéme

de représentation de Riesz car Alu,v) estjéiafs un produit scalaire
induisant une norme équivalents & celle ds H1 = H2.

Démonstration : . Fixons u pour appliquer le théoréme Riesz

Yu H , considérons A(u,v) comme une fonctionnelle linéaire

1
sur H2n
g, (V) = Alu,v) et llg,lhys = Sup |Atu vy € lull,
2 V€H2 1
Wl =
HZ
o H2 étant un Hilbert, nous pouvons utiliser le théoréeme de
Riesz
1z ¢ H, tel que gU(v) = Alu,v) = [zgv)H2
3 donc une application R de H1 dans H2 telle que
(1 [R[u],v)H = A(u,v) et "Rl&ﬂH Hy € C,
2 172
R est évidsmment linéaire et continue.
. R[H1) est fermé dans H2'
[Readll, = sup |(Rtu),v)| = Sup |(ACu,V)]
2 . veH vE€H
ol ol =
v, = vil, =
H, Hy
La propriété (c) de la forme bilinéaire permet alors
d’écrire
(2) IRtw|l, > ¢4 ull
Y R

Soit alors {R[un]} une suite de Cauchy dans H, 3 alors {un}

est une suite de Cauchy dans H1 3 en effet
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IReo R by IR glly > el vl

ce gui signifie gue {un} converge fortement dans H1 complet ¢ {R[un]}

converge vers R{u} oll u est le point vers lequel convearge {uq}

. R{H1) = H2
En effet, s'il n’en était pas ainsi, puisque R(H1] est un
sous—espace vectoriel, 1l existerait VD‘£ H2 [VO £ 0) tel gue

=N ETH] =
ER‘U”VD}HZ 0 Yu € H1.

Mais par (1) (R[u),vO]H2 = A[u,vD]

et nous savons gqu'il existe Uy € H1 tel que :

C;

]A(u1,VOJ| > 5 "VOIL . ce gqul est contradictoire.

. L'éguation R(x) = y a donc une solution Yy € H2 3 11

est alors légitime de parler de R—’l ; par (2) RR_1$6(H Hy S %—
: 2" 3

» 4 ¥
. Soit F € H2
Le théoréme de Riesz permet d'écrire ] Vg Flv) = (VO,V]H
2

vee gl + 17l

. -1 . w2 L.
Faisant uo = R {vO], nous avons le théoraéms, 1l'unicité étant évidente.







APPENDICE 4

MINIMISATION D'UNE FONCTIONNELLE CONVEXE [13]

Soit H un espace de Hilbsrt sur le corps des réels, (.,.)

et || || représentant le produit scalaire et la norme.
Soit K un ensemble convexe fermé de H.
Soit F une application de H dans R, non identique a +« ,

semi-continue inférieurement pour la topologie faible sur H.

Théoréme ¢ Avec les données ci-dessus et une des deux hypotné

(h1) K est borné dans H

(h2) F(v) tend vers + « 8i |v| »
il existe un élément vy dans K qui réalise le minimum ds F(v) sur K.

g 31 de plus F est convexe, 1l'ensemble des éléments qui réalisent le

minimun de F sur K est convexe et fermé.

ey $1 F @8t strictement convexe, 1°&lément Vg est unique.

Démonstration :

existence de v0 :

Soit i = inf F(v) ; 1 est différent de + «» car F(v) 2 «
vEK
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Considérons une suite minimisante vn lim F[vn] = i v & K
n-»o

La suite v est bornée (hypothése h1 ou h2).

. Utilisant le théoréme de compacité faible (Si u € H et
Hunl|s £ V¥n, il existe une sous-suite u, telle que un converge faiblement

i i
dans H), 11 existe une sous-suite vn qui converge faiblement dans H vers
i

vy Le convexe K étant fermé, il est faiblement fermé et donc vy € K.

Par définition de i, nous avons F(VO] > 1

. Mais F est s.c.i, c'est-a-dire qgue

1im inf(v_ ) » F(v ) soit Flv ) < i
n, @] (e}
n->o 1

On en déduit que i = F(vo] ce qui établit 1l'existence de Ve

si F est convexe, l'ensemble des vO est convexe et fermé.

. Notons KD l’ensemble des éléments de K qui réalisent le

minimum de F sur K.

Soient v, et v, € KO F[v1]

’ F[v2) = i

F est convexe :

Flav, + (1-a) v2] < aF(v1] + (1-a) F(v2]

1 i Yo € 10,1[

donc KD est convexe.

. Solt une suite convergente vV d'éléments de KO convergeant

vers v € K (car K est fermé).




La suite vn converge taiblement-vers v et F est s.c.i

im inf F{v_]) » F(v) soit iz F(v)
N> n

Mais par définition de 1 i g Flv) Yv K

Donc F(v) = i et v appartient aussi & KO

donc KO est fermé.

8l F est strictement convexe, Vo est unique

Exprimons que F est strictement convexe
v, v, => F(oav,i * (1-a)v2] < uF[v1) + (1-0) F[vzl Yo € 10,11

Supposons qu'il existe vy # v2€ Ko’ c'est-a-dire gue

F(V1] = F(v2] =1

Alors Yo € 10,1[, on aurait

F(av1 + [1—u]v2) < i ce qui est en contradiction avec la définition de i

donc Vg est unique.
Ce théoreme d'existence dolt &tre complété par un théorsme

de caractérisation. Nous avons besoin de la notion de différentielle de

Gateaux.

Différentiabilité au sens de Gateaux : On dit que F est différentiable

au sens de Gateaux en vO si

YA €R , ¥w € H, il existe F'[VOJ. forme linéaire continue sur H

telle que :

m [Fv +aw) - FOv I = (Frev )uw)
0 o [w]
>0
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Théoréme : Si F est : s.c.l pour la-tepologie faible sur H
convexe
différentiable au sens de Gateaux

alors tout élément v, de K0 gst caractérisé par :

[F’[VOJ. v-vO] >0 vv € K
Démonstration :
N
2N TN |

/ ‘ Le schéma ci-contre permet une
/ ~ compréhension intuitive immédiate
/ : 3 du théoréme ci-dessus.

v .

/ \; Les courbes 0, 1, 2, 3 sont des
' \ 5 courbes d'isovaleurs de F.
. La cpndition est nécessairs :
Soit Vo € KO alors F(w) » F(vo] Yw € K
Yv € Ketoaé€ 10,10 wo= v a(v—vD] € K (K est convexe)
'F[vo+a(v-v0]) - F[Vq) = F[w)-F[vO] » 0
Puisque F est différentiable au sens de Gateaux :

F(v_+al(v-v_))-F(v_)
1im 0 o 2 >0
o0 o

[F'[VD), v-vO]

. La condition est suffisante :

Supposons danc que (F'[VD), v-vO] >0 Yv € K

F est convexe F[vo+a(v—vol) < uF(v)+(1—a)F[vO)

F[vo+a[v-vO]J-F(v0]
’ =< F[v]-F(vOJ

d'od
o
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Soit en faisant tendre o vers zéro v

0 £ (F'(v, vov_) & F(V)-Flv_) Vv € K
0 ol 0

d'ol v0€ Ko'




[11

[2]

[3]

(4]

[10]

(111

[13]

[14]
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DEUXIEME PARTIE

00o

ULYSSE : UNE MISE EN OEUVRE

DES METHODES D'ELEMENTS FINIS
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§ 1 - INTRODUCTION

Cette partie traite de maniére concréte de la mise sur pied
d'un ensemble programmé permettant la résolution de problémes susceptibles

d'une mise en équation discréte utilisant les é€léments finis.

Pour plus de commodité et aussi pour nous conformer a la tradi-
tion, nous avons donné un nom & l'ensemble de cette programmation
ULYSSE ; les noms grecs sont & la mode au centre de calcul de Grenoble
et nous justifions notre choix par : Un SYsteme Souple de mise en oeuvre

des méthodes d'Eléments Finis.

L 'idée de réaliser un ensemble de programmes généraux nous est
venue & la suite d'un premier essai d'utilisation des techniques d'éléments
finis pour la réselution d'un probléme particulier ; nous nous sommes
apergus que, mise & part 1l'expérience acguise, il était pratiquement
impossible de récupérer quoi que ce soit pour le traitement numérigue
d’un probléme différent. Or, & l'inverse des programmes utilisant des
méthodes de différences finiles qui sont assez vite écrits, la programmation
compléte d'une méthode d'éléments finis nécessite un temps relativement

long si bien qu'il n'est pas concevable de poursuivre dans cette voie si

1'on ne dispose pas de programmes généraux.

Bon nombre d’'ingénieurs et de chercheurs travaillent aujourd'hul
sur les méthodes d'éléments finis ; les idées évoluent assez vite ;
notre principal objectif est de disposer d'un outil de recherche souple,
susceptible d'améliorations afin de ne pas se périmer trop vite. Nous
avons cherché pour Ulysse une organisation bien articulée permettant
1'adaptation & un trés grand nombre de situations. Nous ne nous sommes
pas attachés a présenter Ulyése sous la forme d'un code industriel bien

codifié quil permette 1'utilisation par des personnes étrangeres, car tel
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n'est pas notre souci, mais ce seralt assez facilement réalisable.

A la limite, on pourrait presque dire qu’Ulysse est une
méthode d'écriture et de mise en oceuvre de modules compatibles pour
1'établissement de configurations dont 1l'activation permet la résolution
de problemes formulés & 1'aide des éléments finis ; ce serait tout de
méme exagéré pulsque, pour chaque grande classe de problémes, il existe
un noyau fixe qui est chargé & chague exécution ; c'est la conséquence
de certains choix que nous allons présenter sommairement d&s & présent

avant de les approfondir par la suite.

a - La notion de front : c’est le fondement de 1'ensemble. Concreétement,

cette notion se traduit par une méthode d'adressage pour l'assemblage,
c'est-a-dire pour la mise en équation globale. Mais elle a la grande
qualité d'avoir déja une signification au niveau de la discrétisation,
ce qui confere une unité tres appréciable & toute 1l’organisation du
systéme, ne serait-ce d’ailleurs gque d’'un point de vue de satisfaction
intellectuelle. En fait, c'est bien plus que cela, et cette notion, dans
son esprit comme dans ses applications concrétes, ne semble avoir que
des avantages : elle nous parait &tre la solution bien adaptée au mode
de discrétisation par éléments finis. Le chapitre § 2 est entierement

consacré au développement et a l'exploitation de cette notion.

b - Méthode de résolution directe : nous utilisons 1'élimination de Gauss,

simple pour les problémes linéaires, incrémentale pour les problémes
quasi-linéaires ou & étude par pas. Les séquences d'élimination inter-
viennent en cours de mise en équation, & chaque fois gu'une inconnue

peut &tre éliminée ; 1l'adressage frontal contient toutes les informations
utiles pour une bonne coordination entre les séguences de mise en équation

et d'élimination. La soclution est obtenue par une substitution arriére.

c - Modularité : c’est une obligation avec les objectifs gque nous nous
sommes fixés. Ce choix ne présente d'ailleurs que des avantages et c'est
unanimement reconnu. Disons simplement gque la séparation du domaine
d'intervention des différents facteurs logiques constituant le systéme

facilite le partage du travail ; mentionnons plus particuliérement
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1'écriture des sous-programmes éléments ol 1l’on n'a plus a considérer

que la géométrie des éléments et la physique du probléeme.

Si les différents composants du systéme traitent une partie
bien précise ayant les propriétés d'une entité loglgue, 11 existe
évidsmment entre eux ceriainss conditions de compatibilité & respecter
qui concernent surtout la transmission des informations. Les pages qui
suivent sont en grande partie, directement ou indirectement, consacrées
a 1'étude de ces compatibilités ; nous y exposons les solutions que nous
avons adoptées, mais ce ne sont pas les seules possibles et tout utilisa-
teur bien au fait des rouages du systé@me peut modifier le cheminement
de certaines informations ; c’est un exercice périlleux. Il est en
revanche trés facile, en se conformant aux régles prescrites pour chague
type de sous-programme, de créer des composants personnels compatibles
avec l'ensemble (voir sous-programmes SPEL, MAIL, SORT) ; il est donc
possible de faire porter son effort sur un aspect bien précis du probléme
posé et d'inserrer le travail accompli dans une configuration construite

a3 partir des possibilités offertes par Ulysse.

Nous avons constitué quelques configurations standard
permattant une utilisation simpiifiée d'Ulysse pour certains types de
problémes courants. Nous avons spécialement travaillé les programmes
d’entrées qui facilitent la mise en données des probléemes. Dans la
perspective d'une utilisation opérationnelle d'Ulysse, il serait sans
doute intéressant de posséder un langage de commande pour uhe comﬁbdité

encore plus grande.

Nous ne poussons pas plus loin cet exposé général. Pour
1'efficecité de notre présentation, nous expliquons aux § 5 et 6 le
fonciicnianent du systéme pour des problémes linéaires strictement ou se

ramenant & uns suite de tele proolemes.

Le schéma ci-contre classe en grandes catégories les

composants d'Ulysse;
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§ 2 - DISCRETISATION ET NOTION DE FRONT

Avant de tenter un essai de formalisation, il est utile
de discuter le probléme de la discrétisation en termes intuitifs pour
que ressortent bien les préoccupations concrétes qui poussent & appro-

fondir ce point.

Il existe une infinité de maniéres de discrétiser le
domaine de R" sur lequel est pesé le probléme, tout en satisfaisant
aux conditions de régularité. Parmi toutes les possibilités ainsi offertes,
il s'agit évidemment de choisir la meilleure, ou du moins une des
meilleures ; mais gu'est-ce gue cela veut dire ? Quand peut-on dire
gu'une discrétisation est meilleure qu'une autre ? Cette notion est en
fait complexe : il est intuitivement évident gu'une discrétisation
comportant un grand nombre d'éléments permet une bonne précision dans
le calcul des inconnues mais nécessite aussi un temps de calcul assez
long ainsi gu'une place mémoire assez grande ; les propriétés étant
inversées pour une discrétisation ne comportant qu'un petit nombre
d'éléments. Il n'est donc pas aisé de comparer deux discrétisations
puisqu'il s'agit de concilier des propriétés contradictoires. On peut
tout de méme soupgonner qu'il doit exister, pour un ensemble de dis-
crétisations que nous allons baptiser trés intuitivement de comparables,
certains Qhoix qui permettent & la fois une bonne précision et un temps
de calcul raisonnable. Il nous faut ajouter un autre facteur & ceux déja
mis en évidence : c'est la maniére dont est constitué le systéme &
résoudre ; c'est un point trés important, 1'expérience le prouve et
toute maladresse dans ce domaine pénalise souvent trés fortement le temps

calcul.




Voila donc grossiérement-définis les différents facteurs
a prendre en'compte. I1 s'agit maintenant de qualifier et méme autant
que possible de quantifier 1'influence de la discrétisation sur ces
diverses notions de précision du calcul, de temps de résolution,
d’occupation mémoire sans oublier qu'il est primordial de mettre sur

pied une méthode de mise en équation habile.

Espérons que la tentative de formalisation proposée
ci-dessous permettra d'y voir plus clair. Les définitions choisies sont
le plus souvent persohnelles et peut-8tre serait-il possible d'emprunter
une terminologie déja existante comme celle de la théorie des graphes ;

cette jonction est une question ouverte.

A. FRONT : Dans cette premidre étape, nous introduisons une cascade

de notions conduisant naturellement & celle, fondamentale de front.

n . . . . . s
Q de R" le résultat d'un éclatement régulier, c’est-a&-dire un recouvrement

de Q par un ensemble d'éléments disjoints.

Le fichier de maillage d’une discrétisationgD est 1'en-
semble des données nécessaires et suffisantes & sa définition, soit,
par exemple, pour'Fixer les idées, un ensemble de blocs représentant
les éléments, chague bloc contenant lés numéros des noeuds de définition

de 1'élément.

Parcours : nous appelons parcours une bijection entre les Ne €léments

de la discrétisation gt>et les Ne premiers entiers positifs.

Autrement dit, on affecte & chague élément un numéro de
séquencé qui permet de le repérer. Dans notre langage, nous utiliserons
le fait que 1l'ordre de séquence défini sur les gléments est analogue a
une échelle de temps. Pour alléger 1l'expression dans la suite de 1'exposé
»1'ordre de séqguence défini par le parcours sur la discrétisation g)"

sera simplement remplacé par "le parcours ﬁgs ”,
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(de numéro de séquence) I & 1'élément J (J » I) s’'il apparalt pour la

premigére fois dans 1'élément I et pour la derniére dans 1'élément J.
Sa durée de vie est alors de J-I+1 éléments.

Ainsi, & tout élément de parcours 5%3 est-1l possible de

™
classer les noeuds en trois catégories :

a - ceux qui sont déja désactivés et nous dirons ¢liminés,
ce que nous justifierons plus loin
b - ceux qui sont actifs

c - ceux gui ne sont pas encore apparus.
Cette remarque fondamentale permet de définir le front.

Q
Front nodal : nous appelons front nodal & 1'élément J du parcours«J3> ,

1'ensemble des noeuds actifs a cet élément.

La suite va montrer que cette notion de front, définie
uniguement & partir de la discrétisation, a aussi une signification tres
précise et du plus haut intérét en ce qui concerne le systéme linéaire
assemblé total. Dans cet ordre d'idée, on peut remarquer que les défini-
tions données ci-dessus & propos des noeuds peuvent aisément s'appliquer
aux inconnues discrétes ; on peut donc’utiliser, en toute connaissance

de cause, les notions de parcours sur les inconnues, d’'inconnues actives

et de front des inconnues.

poraines pour le parcours 5%) s'11 existe un front & un élément J auquel

glles appartiennent toutes deux.

Autrement dit, deux inconnues sont contemporaines si elles

ont une période de vie commune, d’od la définition.
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B. ADRESSACE : Nous abordons & présent un-autre groupe de notions intéressant
cette fois-ci 1'assemblage. La combinaison des notions définies ci-dessus

et de 1'adressage va se révéler tres fructueuse.

Adressage : c'est une application univoque de 1'ensemble des inconnues

discrétes noté ) = {uk} dans 1'ensemble des entlers positifs.
Adressage d :U -~ N

b = d[ak) est appelé destination de o

si deux inconnues contemporaines n'ont jamais la méme destination soit :
Yo., o, contemporaines dlo,) # dla.)
1 J 1 J

Nous ne nous intéresserons qu'a des adressages réguliers.

Adressage a_1'élément J : nous appelons adressage d 3 1'élément J

pour le parcours 333 1a restriction de d aux inconnues actives & 1'élément

J.

d. -{ai ensemble des inconnues actives & 1'élément J } > N

pour le parcours g)

Nogus aurons besoin de cette notion au niveau des inconnues

aussi

Adressage_a_l'inconnue I ¢+ c’est la restriction de d aux inconnues

actives lors de la derniére apparition de 1'inconnue I.

I1 nous est a présent possible de définir des quantificateurs

d'un adressage pour un parcours 8%) donné.

Largeur_du_front : nous appelons largeur du front & l'élément J pour

2 parcours 9%3 le plus grand entier dans 1'image du front par dJ

&

o . J

sz = Max ng (uklg '
%




Nous appelons largeur (maximum) du front

éﬁ; = Max {QQ% } ’

1ére_relation d'ordre sur_les_adressages : pour le parcours SED ,

l'adressége d, est plus étroit gue 1l'adrsssage d2 si

Q
B b
s 2

Le guantificateur 2%£ détermine directement la taille de
la zone d'assemblage ; le temps calcul et l'occupation mémoire lui sont

fortement correlés.

Pour qualifier plus finement les adressages, nous définissons

deux quantités supplémentaires.

B g &
L = ) L ol % est la largeur du front & l'inconnue o .
k=1 K k k

2éme relation d'ordre sur les adressages : Un adressage d

1 est plus

)
b . B
1 2

Le quantificateur Ld détermine directement la taille de la

zone équation.

o N,
T‘()f) = 1 [!L%D)z

3eme relation d'ordre sur les adressages : Un adressage d

1 est plus
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%
Le quantificateur ng)déterminerait (sans les astuces de

programmation) le temps de calcul.

C. LA TECHNIQUE FRONTALE : Le fait gue nous ne considérions que des
adressages réguliers, nous permet d’'établir une minoration de la largeur

du front.

Notons CJ le nombre d'inconnues contemporaines & 1'élément J

du parcours 3&) ; alors

] J

On en déduit directement que :

vd 9%% > CM avgc CM = Mix {CJ}

~

Cette remarque nous conduit & la définition d'une classe

d'adressages.

Soit d compact si 2%% =C

o
=

Un adressage compact est donc une application univoque de
1'ensemble des inconnues dans les CM premiers entiers positifs

2

d 'J={ak}——*P='{1, 2, vaus C.}

M

Par définition méme, les adressages compacts sont les plus

étroits.
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Une guestion essentielle estcelle de 1l'existence d'adres-
sages compacts ; nous allons apporter la réponse la plus satisfaisante
puisque nous allons donner des méthodes constructlves pour 1’établissement

d'adressages compacts.

Pour que 1'exposé soit plus parlant, nous appelons places
les éléments de P = {1, 2, 3, ... CM} ; nous disposons donc de CM places ;

. . . eme . .
dire gue l'inconnue o occupe la i place, cela traduit que sa desti-

K
nation b = d(uk) est égale a i.

t : Tout au long du parcours Jjﬁ>, la

stratégie est la suivante :

au départ, toutes les places sont libres

4 1'activation d’une inconnue (premiére apparition), nous
lui affectons la place libre de plus petit numéro

4 la désactivation d'une inconnue (derniére apparition],
sa place est libérée, avec effet seulement a 1'élément suivant ; cela
veut dire qu'a tout élément J du parcoursgagz la recherche de places
libres pour les inconnues activées précede la libération des places des

inconnues désactivées ; cette précaution assure la régularité de 1'adres-

sage ainsi défini.

Vérifions gue cette stratégie assure une largeur de front
inférieure ou égale a CM ; supposons er effet qu'une des inconnues ait une
destination C' supérieure a CM ; cela voudrait dire qu'a un élément J du
parcours, toutes les places de 1 C' sont occupées (voir attribution des

a
places), ce qui signifierait que C, > C’, d'od contradiction.

M

la stratéglie est la suivante :

au début (& la fin de 1’élimination), toutes les places sont

libres '
a ia désactivation d'une inconnue (dernigére apparition), nous

lui affectons la place libre de plus petit numéro

3 1'activation d'une inconnue (premiére apparition), sa

place est libérée, avec effet seulement a 1'élément qui précede, ceci pour

assurer un assemblage régulier.
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- I1 est bien entendu que la-mise en équation, elle, s'effectue

suivant le sens direct du parcours.

I1 faut noter que la technique montante nécessite la
connaissance du parcours complet avant toute mise en équation alors que
la technique descendante autorise une construction du parcours au fur et

& mesure de la mise en équation.

Voila donc exploitée la notion de largeur du front, ou du
moins de largeur maximum du front ; elle nous a conduit & la construction
d'assemblages compacts. Nous allons essayer de pousser plus loin notre
analyse en utilisant les deux autres qualifications : la longueur et la

rapiditeé.

La remarque concernant les minorations des largeurs de

front n'a pas été exploitée a fond.

Soit a, le nombre d'inconnues actives lors de 1'élimination

k
de 1'inconnue ak. Nous définissons :
N N,
g) i i
LJD = z aK T@% = z éi
k=1 k=1

Adressage idéal : c’est une notion sans réalité concréte ; disons que

c'est 1'étalon jamais atteint qui permet de juger d'un adressage.

L’adressage idéal di serait celui pour lequel

2 = a VK.

Cherchons des conditions nécessaires pour qu'un adressage

soit ideal.

Plagons-nous & 1'élément J du parcoursﬂ%) et divisons
1'ensemble des inconnues actives & cet é&lément en deux sous-ensembles

disjoints :
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~

EJ = {61, 82,..., Be} ensemble des inconnues-désactivées a 1'élément J

rangées dans l'ordre de leur élimination.

AJ = {Y1: Yoo sees Ya} gnsemble des inconnues restant actives & 1'élément

J. Soit A = Max d(Bi).

Bi €A,

De la définition de 1'adressage idéal découlent directement

les deux conditions suivantes :

1ére condition nécessaire : d(Bi] > d[ej) si i< j VBi, Bj € EJ

2éme condition nécessaire : d(B ) > A Vsi € {EJ - se}
1

Ces deux conditions peuvent encore s'exprimer comme suit

~

a 1'élimination de toute inconnus Bi' les places de 1 a a, (ai nombre

d'inconnues actives & 1'élimination de Bi] et elles seules doivent &tre
occupées ; il faut cependant noter la situation particuliére de la derniére
inconnue éliminée a 1'élément J qui échappe & la deuxiéme condition
nécessaire : sa place peut en effet &tre reoccupée avant la prochaine

élimination.

Il est évident que les adréssages idéaux sont impossibles
3 réaliser dans les cas pratigues . ; on peut tout de méme déduire des
deux conditions nécessaires énoncées ci-dessus des régles pratiques
permettant d'améliorer les adressages. A partir de la premiere condition,

nous énongons

Régle complémentaire : A tout élément J, il est intéressant d’'éliminer

o e S o o 1 e e v i e e e ot o

les inconnues de l'ensemble EJ dans 1l'ordre décroissant de leurs destina-

tions.

Considérant la deuxieme Qondition, nous pouvons dire que
la remarque précédente n’est gu'une recette pour s'accomoder au mieux
des effets, mais qu’elle ne s'attague pas aux causes : ce qu'il faudrait,
c'est que toute inconnue o, apparue postérieurement & 1'inconnue aj soit

éliminée avant cette derniére ; cette condition est d'ailleurs nécessaire
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et suffisante pour l'existence d'un adressage 1déal ; mals cette condition

hatateg ~
porte essentiellement sur le parcours 5&); le parcours Jg> conditionne

donc fortement le rendement de 1'adressage. Nous allons voir comment il

est possible de reprendre & propos des parcours toutes les notions déve-

loppées & propos des adressages.

Adressage frontal : il s'agit d’une programmation attentive des
adressages compacts montant ou descendant complétés par la regle complé-
mentaire énoncée ci-dessus ; nous obtenons des adressages que nous

considérerons comme optimum pour un arcours SP donné ; par adressage
D

optimum, nous entendons un adressage, s'il existe, qui soit & la fois le
plus étroit, le plus court et le plus rapide ; les adressages frontaux
construits possédent la propriété d’étroitesse maximum et & quelque chose
prés, ils sont aussi les plus courts st les plus rapides ; cette notion
de rapidité des adressages n'a d'ailleurs qu'’une importance secondaire
une programmation fine permet de limiter les effets des maladresses
commises & quelques tests supplémentaires ; si le temps calcul n'est donc
pratiquement pas touché, la perte de place dans le stockage des équations

subsiste.

Pour 1'étude des parcours, le guantificateur de rapidité

utilisé sera celui de 1'adressage idéal :

TgED = Zi ag )

k=1

D. PARCOURS : Nous allons donc gualifier et comparer les parcours & l'aide
des quantificateurs de leur adressage optimum s'il existe ou a deéfaut de
l’édressage frontal standard ; il n'y a en fait de probléme que pour 1'étude
de la longueur qui est de plus la notion la moins significative d'un point
de vue pratique ; pour les questions de largeur, il suffit de considérer

un adressage compact et pour la rapidité nous avons vu gue le quantificateur

utile est celui de l'adressage idéal, donc indépendant de 1'adressage.

1ére_relation d'ordre sur_les parcours : pour une discrétisation QD

o
donnée, on dit qu'un parcours 2?1 est plus étroit gu'un parcours =)2 si pour

un adressage compact, on a la relation




' Q
g9 a9
de ¢ lac
et lorsqu'on sait que QdED = CM pour le parcours ﬂig} ,» on voit que

cette notion aurait aussi pu &tre définie indépendamment de celle d’'adres-

sage, mais elle aurait alors perdu toute finalité pratique.

1'adressage frontal standard, on a la relation

Sip %o
Lar < Lar

C'est la notion la plus délicate et la moins importante,

aussi ne la prendrons-nous pas en considération le plus souvent.

3éme_relation d'ordre sur_les parcours : pour une discrétisation D

donnée, on dit qu'un parcours 3ﬂ est plus rapide gqu'un parcours €P2 si

pour 1'adressage idéal, on a la relation

B9 Sig
Tt < T
Un exemple d'étude comparative de parcours figure a la fin
de ce § 2.

Le fait de disposer d'une méthode constructive pour adresser.
d'une maniére pratiquement optimale reporte tout le poids du rendement de

la mise en égquation sur le choix du parcours.

A partir des critéres définis ci-dessus, on pourrait penser
mettre sur pied ﬁne méthade constructive pour 1l'obtention de parcours
optimaux ; en pratique, 1'utilité d'un tel algorithme n'est pas évidente
et 1'écaonomie n’est‘pas du tout certaine ; lorsque la discrétisation
présente une certaine régularité géométrique, le parcours optimum est
facile & trouver ; dans le programme de génération automatique de mailles
MAFR, 1'optimalité locale est assurée, si bieh qu'au total le parcours

obtenu ne différe pas beaucoup du parcours optimum, dont on ne peut d'ailleurs




~

pas affirmer a priori gu'il existe. L'expérience prouve gu'avec un peu

d'habitude, on peut toujours, sans trop se tromper, choisir un parcours

pas trés éloigné de l'optimum.

La situation est alors analogue & celle rencontrée précé-

demment. L'hypothése d'existence d'un parcours optimum permet de transformer

les relations d'ordre sur les parcours en relations d'ordre sur les

discrétisations.

E. DISCRETISATIONS : Nous n'allons pas énoncer ces relations d’ordre sur

les discrétisations qui s'extrapolent directement de celles énoncées

ci~-dessus.

Notre souci n'est d'ailleurs plus de chiffrer les qualités
d'une discrétisation, mais de souligner les tendances qui doivent présider
au choix de toute discrétisation. L'étroitesse d'une discrétisation est
un terme trés parlant, parfaitement visualisé sur un tracé ; la rapidité
incite aussi & éviter autant que possible les grandes largeurs locales
qui sont fortement pénalisées ; mais il ne s'agit 1a que du temps calcul
et de 1'occupation mémoire ; nous savons que Ce n'est qu'un aspect de la
question qu'il faut concilier avec les autres impératifs portant sur la
précision avec laquelle la solution doit &tre obtenue.

Le sens physique qui permet de deviner & priori les zones
de fort gradient ol il est nécessaire de resserrer le maillage est un
atout majeur pour l'obtention de bonnes discrétisations ; c'est 1l'art
de 1'ingénieur gui intervient ici ; mais une fois gue les grandes lignes

de la discrétisation sont choisies, la technique prend tous ses droits.

La boucle est bouclée ; partis des discrétisations, nous
y sommes revenus. NOus avons mis en évidence les différentes étapes pour
passer d'un domaine & discrétiser & une organisation convenable de la
mise en équatibn du prdbléme discret. Nous avons exposé plus précisément
la technique d'adressage frontale dont la programmation est présentée

plus loin.




Une illustration concrete des--notions développées dans
ce chapitre § 2 est donnée par le programme de génération automatique
de mailles MAFR que nous présentons aprés 1'exemple d’'étude de parcours ;
en plus de son efficacité dans sa fonction, ce programme nous semble
posséder des vertus pédagogiques pour une visualisation de 1'optique

suivie dans tout ce chapitre.
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Notons NS 1le nombre de secteurs

NC 1le nombre de couches
Notons g} les parcours par couches

7

B les parcours par secteurs

Comme le montrent les exemples 1 & 6, pour huit secteurs
{NS=8)

avec NC=2 le parcours j% est & la fois le plus étroit et le plus rapide

avec NC=3 le parcours g; gst le plus étroit

le parcours ﬁl est le plus rapide

avec NC=4 le parcours g% est & la fois le plus étroit et le plus rapide.

P
Une étude générale de parcours JA et SFE pour NS et NC variant

peut 8tre faite & partir des formules ci-dessous.

Parcours de type A LA = NS+3
LA 2 2 2
T, = z J7 o+ (L,-1)7 + (L,-2) premiére couche
A A A
J=B
2 2 2 . DU
+ (NC-2) [(NS-2) LA * [LA-1J + [LA-ZJ ) couches intermédiaires
L ' L,=1
A G T
J=1 J=6
Parcours de type B LB = 2NC+4
L.-2 .
T_ = (ns=2) (Ne L2+ (L -1%) « 327 52
B B B o

Comme 1'illustre bien 1'exemple ci-dessus, le parcours le
plus étroit n'est pas obligatoirement le plus rapide ; cependant, dans la
pratique, sauf pbur des cas tré&s particuliers, il suffit de se préoccuper

de 1'étroitesse pour choisir un tre&s bon parcours.




. 74,

§ 3 - LES PROGRAMMES MAFR

L'exposé complet, programmation comprise, n'est fait gue
pour le cas le plus simple mais aussi le plus fréquent ol n’interviennent
que deux variables indépendantes. Nous avons cependant mené 1'analyse
dans le cadre général d'un espace de dimension finie Rn aussi loin que
cela était possible ; les véritables notions mises en jeu apparaissent
ainsi clairement alors que des confusions sont possibles si 1l'on n'y prend

pas garde dans le cas trés simple de Rz ; 1'analyse gagne en précision.

Dans leé quelques pages qui suivent, nous utilisons des
notions parfaitement connues ; il nous est cependant commode de-les
redéfinir dans un cadre et une terminologie appropriés & nos préoccupations
nous ferons évidemment un large usage des propriétés bien connues des 8tres

mathématiques mis en jeu.

A. VOCABULAIRE : Soit Q une partie connexe fermée de R

Maille : Nous appelons maille toute partie connexe fermée dans Q.
Nous ne considérerons (sauf précision contraire) que des mailles non
dégénérées, c'est-a-dire de volume non nul. Nous entendons donc par

maille 1’élément fini en tant gqu'étre purement géométrigue.

Nous n'allons nous intéresser qu'aux mailles les plus
simples : les n-simplexes dont nous avons parlé dans la premiére partie

et que nous rebaptisons pour la circonstance mailles simples.




F% = {x 3 x = LA, X, } otl, rappelaons-le, les points X,
i#y T 1

sont les points de définition du n-simplexe et :

n+1

+
Ai > 0 .Z Xi =1
i=1

Une facette est définie par n points choisis parmi les n+1
définissant la maille simple. Une maille simple posséde ainsi n+1 facettes
appartenant & n+1 hyperplans différants. Notons que nous pouvons mettre
les facettes et les points de définition en correspondance de la maniére

suivante :

En chague point se coupent n facettes.

~

Normale 3 une facette : C'est le vecteur unitaire perpendiculaire

~

a4 1'hyperplan de la facette dirigé vers 1'extérieur de la maille.

Angle de deux facettes : C'est 1'angle des normales aux facettes.

Aréte d'une maille simple : C'est 1'intersection de deux facettes

e r w  n , t  we S (v S kD e T o

A;J = F; N F% si bien gu'elle peut encore se définir comme un n-2-
simplex défini par n-1 points choisis parmi les n+1 points de définition
de la maille.

ij . ;
Ay { XyowonsXg g Xy qreeesXqooXypqoeenaX g sn+1}

en reprenant les notations définies dans la premiére partie.

points de définition confondus, elles sont confondues.




Mailles f-adjacentes : Nous disons gque deux mailles sont f-adjacentes

si elles ont une facette commune, soit n points de définition communs.

Mailles a-adjacentes : Nous disons que deux mailles sont a-adjacentes

si elles ont une ar&te commune, soit n-1 points de définition communs.
Le vocabulaire se trouvant ainsi précisé, définissons

1l'algorithme gque nous allons construire.

B. ALGORITHME FRONTAL DE DISCRETISATION : C'est un algorithme récursif

qui, pour toute discrétisation déja réalisée d'une partie connexe fermée

E% de Q@ s'appuyant sur une partie Té de la frontiére T, assure, par la
création d'un nouveau point de discrétisation ainsi gue des éléments qui
s'y rattachent, la discrétisation d'une partie Eg+1 de 9 s'appuyant sur

une partie FS+1 de T.

éi) Algorithme frontal SD
- -

S 1

ol QDS pest la discrétisation de la partie connexe fermée ﬁé.

Remarquons que pour tout parcours partiel défini sur gDS

que nous notons €§D , le front est constitué par le méme ensemble de points
S

ceci suggére la définition suivante du front.

Front nodal_ (de discrétisation) : Pour la discrétisation partielle D

S
le front est l'ensemble des points de discrétisation se trouvant sur la
frontiere éx; séparant la partie ﬁé déja discrétisée de son complémentaire
dans Q.

Cette maniére de présenter le front est bien adaptée &
notre probléme actusl, mais 11 faut bien noter gu’elle est gntierement
compatible avec celle définie antérieurement & condition de ne considérer
que dss parcours “passant” par les discrétisations partielles définies

par l'algorithme.
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I1 nous faut & présent énoncer les critéres sur lesquels
se fondent les régles qui déterminent 1'avance du processus de discré-

tisation.

Reprenant le vocabulaire utilisé a 1'occasion de 1°’exposé
de la notion de front, nous disons gqu'une facette ou une maille sont

actives si tous leurs noeuds de définition sont actifs.

a - Le choix du point 3 créer : Partant de la discrétisation EDS, le

but recherché est de créer un point de discrétisation qui, tout en assurant

la définition de nouvelles mailles de forme et de taille acceptables, soit

tel que le front pour la discrétisation é£é+1, soit le plus étroit possible.

Agglg_fgggggl_@iggg_ggégg : Spit deux mailles a-adjacentes suivant 1'aréte

active A ; nous appelons angle frontal de 1'aréte A, l'angle des deux

facettes actives des mailles gui se coupent sulvant cette aréte.

Régle _de_liaisons : On appelie régle de liaisons une fonction de l'intervalle
[0,2I1] sur 1l'ensemble des entiers positifs ou nuls ; dans la pratique, la
définition d'une régle de liaisons peut gtre plus complexe pour tenir

compte en particulier des exigences concernant la taille des mailles.

La régle des liaisons permet de déterminer le nombre de
liaisons de 1'ar@te active A, c'est-a-dire le nombre de points de discré-
tisation & créer qui, avec cette aréte, canstitueront des facettes de

futures mailles.

Point_prét_pour 1'élimination : Un point est dit prét pour 1'élimination

si toutes les arétes actives passant par ce point ont au plus une liaison.

Régle frontale : Le point & créer est celui qui provoquera 1'élimination
(désactivation) du plus grand nombre de points préts a 8tre gliminés. Cette
régle doit &tre bomplétée pour les cas de priorités égales.

Cette regle frontale est fondamentale : c'est elle qui assure

localement un parcours a front minimum.




La régle frontale détermine pour-une discrétisation SE% les
liaisons du nouveau nosud de discrétisation et par 1& les nouvelles mailles,

mais elle ne précise pas les coordonnées de ce nouveau noeud.

b - Coordonnées du point 3 créer : Ce sont des fonctions plus ou

moins compliquées des coordonnées des points du front auxquels le nouveau
point ést relié. Il s'agit de concilier les impératifs de variation des
tailles des mailles avec une géométrie réguligdre. Le processus de détermi-
nation des coordonnées du nouveau point dépend essentiellement de la

qualité du maillage que l'on souhaite obtenir.

Soulignons encore le rdle de la régle de liaisons qui,
pour permettre une avance harmonieuse de la discrétisation, doit prévoir
et prévenir les effets dus & des resserrements ou a4 des relachements

du maillage.

c - Les ailes : Pour guider la progression du processus de discré-
tisation, le front est prolongé sur sa périphérie par des noeuds appaftenant
& la frontiére du domaine Q et ceci jusqu'a ce que l'on rencontre des
points non préts & &tre éliminés. Le front élargi est donc bordé de points
non préts & 8tre éliminés ; une mise & jour est effectuée chaque fois que

c'est nécessaire.

Nous donnons pour terminer cet exposé général 1'organigramme

commenté d'un programme de type MAFR.

Pour 1'écriture de tels programmes, la principale difficulté
pratique est la mise sur pied d’'une méthode de mémorisation et de mise
3 jour du front qui soit & la fois commode, efficace et peu encombrante ;
il faut aussi imaginer un modé simple de mise en données du contour du

domaine et prévoir une lecture facile de ce fichier.

A deux dimensions, tous ces problémes de programmation sont
facilement résolus ; 1'exposé complet et détaillé du programme MAFR2 figure

dans les pages qui suivent.
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BQ.

LE PROGRAMME MAFR2

Le programme MAFRZ est un algorithme assurant la génération
automatique de mailles simples (2-simplexe) suivant un parcours localement

optimum pour un contour bidimensionnel donné.

Les données sont la géométrie du domaine, certaines indica-
tions concernant la variation de la taille des mailles et le point de -
départ du processus ; le choix de ce point de départ est extrémement
important puisgu'il conditionne tout le développement du processus de
discrétisation ; une détermination optimale ou du moins de bonne qualité
est envisageable bien qu'assez délicate ; son utilité est douteuse car
le plus souvent, il est facile de choisir du premier coup d’'oeil un

traés ban point de départ.

Figure
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A. 1E CONTOUR DU DOMAINE : La définition du contour s’effectue lors de
1'appel du sous-programme CPTF tout au début de 1'exécution de MAFR2. Le

mode de définition du contour n'est pas précisé ; chague utilisateur
peut écrire un sous-programme CPTF adapté & ses besoins ; la présentation
de la donnée brute du contour (sortie de CPTF) est précisée sur la page

suivante.

Le fichier du contour est définitivement constitué apreés

un traitement préparatoire dont 1'organigramme Figurevsur la page suivante :

Pour simplifier la programmation de 1l'’algorithme frontal
de discrétisation, 1l est intéressant que chaque point frontiére géométrique

n'apparaisse qu'une seule fois dans les tablsaux.

Pour chaque point'frontiére géométrigue, cing gquantités
sont enregistrées ; 1'indice des tableaux est le numéro du point frontiére

NF

~— XF (NF) Coordonnées

— YF (NF)

Deux quantités utiles ou maillage (voir C.) :

— LIF (NF) Nombre de liaisons de l'aréte

— SURFF (NF) Surface souhaitée de la maille au voisinage du point

L'indicateur de sous frontiére :

— ILFF (NF).

- Dans la donnée brute du contour (sortie de CPTF), 1'indicateur

peut prendre les valeurs suivantes

0 conditions aux limites naturelles

1 & 98 pour les différents types de sous frontiéres, au
choix de 1l'utilisateur

99 pour les points appartenant & une frontiére inté-
rieure ; nous entendons par 1a les points se trouvant
sur des coupures tracées dans le domaine ; par
exemple pour le rendre simplement connexe ; citons

aussi le cas de milieux hétérogenes.




Des illustrations sont données dans les exemples, & la fin de ce chapitre.

Aprés traitement, tout point frontiére géométrique n'apparait
gue sous un seul numéro : les informations concernant les sous frontieres

auxquelles il appartient sont conservées de maniere suffisante :

Si le point appartisnt & une seule sous frontiére : indica-
teur inchangé.

Si le point appartient & deux sous frontieres : indicateur =
- indicateur pour la sous frqntiére la plus éloignée (pour le sens positif
défini ; voir figure).

Si le point appartient & trois sous frontieres (un exemple
est donné sur la figure par le point (12,13,14) qui appartient a P2, F3
et P4) : indicateur négatif, 1'information sur les deux fraontiéres les

plus éloignées étant conservée (voir formule dans l'organigramme).

(avec I=|ISF|/

frontiere
#1 .

100)

Nous visualisons sur le schéma ci-dessous ‘
| : H
1
-100 D %9 valeur de ISF
[ 1 P
i 3 : >
Pt € T 15| /100 | P* € Tf1sF| | P € Trgr !
T 1 t
€ |ISF|—1OD \ et une autre sous : E
! i )
i : :
! '
! ! -‘

et & une troi-

siéme sous fron-

tiere

Les valeurs prises par ISF aprés traitement

Nous avons détaillé ce point car il est essentiel pour la
prise en compte des conditions aux limites dans les sous programmes élément

ol les indicateurs de sous frontiéres doivent &tre décodés.

\

. maille va donc s'appuyer sur le segment
LN '4//// (1,2), sauf cas particulier.
A Y
/ ) ' Il faut tenir compte de ce choix lors de
! \

-\\\‘~n___1f la mise en données du contour.
(]

le front initial
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Lecture et traitement préparatoire du contour

Le contour est défini par un ensemble de points qui

sont fournis directement ou indirectement de la maniere standard suivante :

. NSF : nombre de sous frontieéres

. NSF bloes (un pour chaque sous frontiere) en séquence dans le tableau X

constitués comme montré dans le schéma ci-dessous.

Tableau
ﬁ s
1SF [NPSF . 1 {
///J L\\ ~ coordonnées
indicateur nombre

de sous frontiere de points
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InitialisationgNS=0;I=-1;NF=03;"T""
ISF=0;X0=X(3);Y0=X(4)

.

Nouvelle sous frontiere
NS = NS+1 oui Fin de la constitution
NS > NSF ? e d@ fichier du contour.
non +
1= I+2

signe de ISF

<0Y Y)O
ISF=X(I)~100#ISF ISF=X(I)
I 1

!

NPSF = X(I+1)

i

[]
J = J+1
I = I+2
XD = X(I)
YD = X{I+1)
>0 ! 0 non e s
signe de J-2 Points D et 0 confondus?[—"® .
donnees
=0 J oui
%
ISF = ~ISF
oui **
J>17
¥
liaisons et surface non
du Eoint NF
Pt G=Pt 03Pt 0rFPt D
-
J < NPsF 7 |90
Y oud
NF = NF+1
XF(NF) = XD
YF(NF) = YD
ILFE(NF) = ISF
T
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B. VALEURS ATTACHEES A UN POINT DU FRONT (QUI EST AUSSI UNE ARETE)

Identificatsur .
frontal l! NDS numéroc de séquence dans le front
{variablesvie | . {compris entre IFEC et IFED)
frontals) LY
Idsntificateur ( 3 Les opérations
indirges | numéro de P
{vig frontale 3 | place de mise a jour
o ne s'effectuent
gue sur ces deu
tableaux
7

Ll surface souhailtable
de la maille
(vie frontale g

idaqu¢w1uatedr;;;ﬁ ' variable)
absoly U UW LNA[NPQIW numéro d’iden-
{fixe) ' tification cu

L point

& 2
X {NUM) , Y(NUM)Y , ILF (NUM) Coordonnées et indicateur de la sous
frontiere.

C. REGLE DES LIAISONS ET COORDONNEES DU POINT A CREER

’

Il y a plusieurs maniéres d’aborder les probidmaes de l'éta~
régle de lialsons et de le déterminaticn css cocracnnées

ces dsux guestions sont étroitement iidss ;3 lae choix

d
nte sont responsatles de la guslité de le gieora-

Nous avons tssté un trés grand nombre de possibilités, des
nlus simplas BUx plus comrilqueesn I1 faut, pensons-nous, garder &
%, que ce pmrogramme n’a pour but que la génération d'uns discré-
tisation aczceptabhle 5 st e'il faut autant gue possible éviter les angles
est quand méme pas nécessaire de s’lmposer des contraintes

p n’
trop dures ; lLe temps calcul consacre & la discrétisation du domaine
d nta

r qu'un faible pourcentage du temps de résolution total.
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Par retouches successives, nous sommes parvenus & une

solution qul nous parait satisfaisante.

a - Calcul des coordonnées du point i créer

La création du pt N est décidée ; 11 est

1ié aux pts 0, G et D ; 1'ar8te O a une

liaison.
pt G
Le triangle ODN a une aire souhaitabl
3, Y6, SG) g ® ©
de’iggéégl ; le triangle ONG a une aire
(X0, Y0, S0) ' souhaitable de L§Q§§§l
Il existe un paoint N satisfalsant rigoureussment a ces deux désirs
=~ 1 —3 —>
ON = smm=—== {(SO+SD)OG + (SO+SG)OD}
0D ~A7°06G
Si-le point & créer est 1ié & plus d'un point tel que O,
le barycentre des pts N est choisi.
Cette fagon de procéder fait que la surface prescrite pour

les mailles sst respectée de fagon trés satisfaisante.

b - Régle de liaisons : En tenant compte de la fagon dont sont calculées

les coordonnées des nouveaux points de discrétisation, nous devons établir

une régle de lialson qui assure aux mailles forméss une géométrie conve-

nable. Intuitivement, et cela peut se vérifier de maniére rigoureuse, nous

pouvons énoncer : pour un angle frontal d'’aréte active fixé, un grossiséement

des mailles nécessite une diminution du nombre de lialsans, et inversement

) un rétrécissement des mailles améne & augmenter le nombre de liaisons.

Le probleme est d'autant plus crucial qu’il n'y a que trois choix possibles :

zéro, une, deux ou plus liaisons.

Soit o la valeur de 1l'angle frontal ; un étude simple montre

=~

que dans le cas de mallles & surface constante, le msilleur choix est

I/2 BI/7 Valeur de o

L i ). 'Y

zéro lilaison 1 liaigon 2 liaisons
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Cette regle a é6té affinée de la maniére sulvante, & la suite

de tdtonnements empirlques

valeur de o

0 B B
L 11 12 .
zéro liaison 1 liaison 2 liaisons
_n ., V3 _sD _ sG sl . V3 sSD _ SG
eves 8, =3 (1"alz" ~ggz " gg2)) s & 77 (Pl " gp2 ~ g2

D. RECHERCHE DU POINT A CREER : Nous appligquons la régle frontale.

——— Le point & créer est celui qul provoque 1'élimination du plus grand

nombre de points du front.

Autrement dit, c'est celui qui a le plus de liaisons avec
le front, celul aussi qui provogue la formation du plus grand nombre
de triangles (NT).

v

Cette régle est complétée de la maniére suivante :

—— A nombre de triangles formés égal, les points ne provoquant pas ds mise
3 jour des ailes ont priorité et parmi ces points, c'est le plus a

droite qui sst choisi.

—— Dans le cas de mise & jour des ailes ¢

— I1 ne peut y avoir deux mises & jour consécutives du méme cdté,

ni trois mises & jour consécutives (réle de IBG st IBD).

—— Dans le cas de mise & jour a droite et & gauche de méme priorité, il

y a alternance (rdle de IPR).

, La régle principale assurs un parcours localement optimum ;
‘1es régles subsidiairss, tout en gardant le méme esprit, corrsspondent a
des exigences des plus concreétes que nous n'avons souvent décelées qu'a
1'expérisence ; le bon sens seul suffit cependant & les justifier dans une

large mesure.

Nous donnons ci-contre l'organigramme de cette séguence de

recherche du point & créer telle qu'elle se présente dans MAFRZ.




® Ba‘ N
Sc_:héma .

n-dnS;IFE ——— ‘ - , \\ I
)N / \ le point a créer -1 N

~d *n.d.s. IFED
b,

n.d.s. IM

Organigramme

Thitiailsation. I1BG=1 3 1BD=1 j
IPR=1

‘Balayage du front.
du point de n.d.s. IB1=IFEG+IBG
au point de n.d.s. IB2=IFED-IBD

=> IM,NT

non [Création a droite ? | oui
- signe de N-NL |-

<0 ¢ peut-8tre >0

h

[Tréation & gauche ? | non . v
| peut-8tre
["ID waut zéro ? |

non

@ oui

[IPR=-IPR | -

- <0 { signe de IPR }

Y Y v

| 4
N

Création & gauche IBG=2 Création intérieure %2821 Création & droite IBD=2

# ' 3
|

Mise a Jour des ailes




pt 1
. ’ pt 5
\.P,,t-?---Pt 3
gt A
n-d-S IM—NT /// \\\ nndis IM
e/ \\'. Fig 1

apparition d'un

nombre nul de liaisons

Fig 2a

adjonction simulée

adjonction

définitive-

E. ADJONCTION SIMULEE ; ADJONCTION DEFINITIVE :

S~

solution adoptée

Fig 2b

étant traité postérieurement.

\Vay,

ORGANIGRAMME (se référer 3 la Fig 1)

Pour les points 2,3,4
calcul du nombre de
liaisons => L

oulf point 2 2

v non-
‘ [ L vaut zéro ?

oui

on

y n
L4*LL(IJ=L ]

Stockage des éléments

Mise & jour du front

Affectation des liaisonsg
des points 2, 3, 4

Création non réguliere

Avant d'inclure définitivement
le nouveau point dont les coor+-
données viennent d'é&tre calculées,
il est utile de chercher si sa
création ne provogue pas, pour
une aréte, 1'apparition d'un
nombre nul de liaisons ; dans ce
cas, i1 est préférable de modi-
fier immédiatement les llaisons
du point créé (voir Fig 2a Fig
2b) ; dependant si le nombre nul
de liaisons apparait pour 1'aréte
2, le point est tout de méme

créé, le nombre nul de llaisons

\

Modifications
NT = NT + 1
Si I vaut 4
M =1IM + 1

|

Retour & mise &

i

1]

jour des ailes




F. LA GESTION DES PLACES ET DES DESTINATIONS :

Il peut &tre utile de se reporter au paragraphe B.. On voit
que la place est un indice indirect fixe pour les points du front ; cet
indice tampon permet de limiter les opérations de mise & jour au seul
tableau NPLA ; une exception a cependant été faite pour le tableau LI
(nombre de liaisons du point en tant qu'aréte) ; il est en effet préférable
que 1'indice de ce tableau soit directement NDS car il est balayé complétement,

& chague boucle lors de la recherche du point & creer.

Nous exposons parallelement les sous programmes PLACE et
DEST ; le principe est en effet le méme pour la gestion des places et pour
celle des destinations dans 1'adressage frontal lors du traitement du

tableau LEM.

L'image des places ou destinations libres ou occupées se
trouve dans le tableau LNA ; le pointeur IP pointe en permanence sur la

place libre de plus petit numéro.

LNA(NP)=0 &= place NP libre Tableau
LNA

48706001 121000

t1p

ILNA(NP)#0 e==bplace NP occupée
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Sous-programne PLACE ' Sous--programme DEST
. Demande de place pour le . Demande de destination pour le point
point du front de n.d.s de numéro NUM :
NDS : -
CALL PLACE (NDS,NUM,-1) CALL DEST (NUM;-1)
NPLA(NDS}=XIP IDEST (NUM)=IP
LNA (IP) =NUM LNACIP)=NUM
Y v
& )
IP=IP+1 IP=IP+1
N90 | LNA(IP) est nul ? NN | LNACIP) est nul ?

i oudi 1 oui

. lLibhération de la place du . Libération de la destination du
point du front ce n.d.s point de numéro NUM
NDS e
CALL PLACE (NDS,NUM,1) CALL DEST (NUM,1)
NP=NPLA (NDS) NP=TIDEST (NUM)
LNA(NP)=0 ' LNA(NP)=0
]
oui Y oui
IP > NP ? IP > NP ?
IP=NP nen IP=NH nen
L .
{




G. MISE A JOUR DU FRONT : Un nouveau point—a-&té créé ; son adjonction

est régulisre ; il faut 1'inclure dans le front et effectusr toutes les

opérations de mise & jour découlant de la création de ce point et des

éléments qui s'y rattachent.

Les différents cas possibles

pt créé

i -

~

e NT

1]
-—

\
n.des IM-1 \
< !
// n.d.s IM f
/ /
/ !
ifeg mifr { ifed ifeg | mffr 1Ied
|
& P : ,. :
s ——— o M———
o >

IM-1 IM

— NT = 2 Nadas IM-2 ¢ nud.s IM

ifeg ifed

- NT = n.d.s IM
[
. I
|

ifeg mifr \ ifed ifeg l mifr ifed
: 1 !

) | v
| ! b b2 | | !
& 2 4 ‘_—-_rf T H " ]

“NT2 IM-NT T IM
IM-1

Cette technique trés simple et gquelgue primaire de mémo -

risation et de mise a jour du front a 6té adoptée car c'est en définitive

la plus économique gtant donné le nombre relativement faible (en moyenne

de 1'ordre de la dizaeine) de places a gérer.
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ORGANIGRAMME

Une place pour le nouveau pdint
CALL PLACE(51,IC,-1)

v
n.d.s le plus probable du nouveau point
NDS = IM-1
Y
_ NT2 = NT-2
< ~-L signe de NT2 > 0
£<O
Expansion Retreécissement
ID~1 I0=-1
| i
eigre de IM-MIFR
éﬂjt > 0

Z

La partie gauche La partie droite
du front est du front est
modifiée modifiée
I0P=1 I0P=-1

ND1=IFEG ND1=IM
ND2=IM-NT ND2=IFED
IFEG=IFEG+NT2 IFED=IFED-NTZ
NDS=NDS-NT2
re ¥

®

Libération &ventuelle de places

[[T1=IM-NT+1 ; I2=IM-1}
[

- |signe de I2-11

» U

L0
11

CALL PLACE(I1.,1)

I1+1

K

y

Mise & jour propremsnt dite

oul

T NTZ est nul 7]
¢ non

[C=ND2-ND1+13;N12=10P*NT2; 101=10+I0P}

v

H»Boucle I=1,L

0

‘- I———-—f—g—ﬁ signe de ID1‘F—3———~——1

! ND=ND1+I-1 |

[ ND=ND2-I+1 |-

-
[ NND=ND+NT2 |

[NPLA[NND] =NPLA(ND); LI (NND)=LI(ND) |

| NPLA(NDS)=NPLA(51) |




H. LE CAS D'UN NOMBRE NUL DE LIAISONS : Cette situatlion peut se rencontrer

en n'importe quelle aréte du front ; elle-provient :

soit tout simplement de 1'existence d'une telle aréte sur le

contour du domaine (Fig 1g ; Fig 1d)

soit du processus de discrétisation lui-méme ; le cas a été
mentionné en E. (Fig 1i}.

n.d.s ifeg

pt N n.d.s ifed

pt A
(n.d.s ND) {n.d.s ND)
Fig 1g Fig 11 Fig 1d
Aréte & nombre nul de Aréte A & nombre nul de Aréte a nombre nul de
liaisons sur l'aile gauche liaisons . ; situation apparue liaisons sur l'aile

lors de la création du pt A droite

Le cas d'un nombre nul de liaisons est traité par la

procédure normale griace & l’astuce suivante : le triangle 3 former est
considéré comme résultant de la création d’un point fictif confondu

géométriguement avec le point se situant soit & la gauche (cas 1d et 1i),

soit & la droite (cas 1g) de l’aréte & nombre nul de liaisons.




~

Lors de la recherche du point a créer, découverte d’une

aréte (point) de n.d.s ND & nombre nul de liaisons

NT

il
I
%]

non oui

ND > IFEG+1 ?

cas 1g cas 11 ou 1d
IM=ND+2 IM=ND+1
ND1=ND+1 ND1=ND-1
i
Coordonnées du pt fictif

NP = NPLA(ND1)

NU = LNA(NP)

XX(3) = X(NU)

YY(3) = Y(NU)

SS(3) = SURF (NP)

vers adjonction

I. STOCKAGE DES ELEMENTS FORMES : A la création de chaque nouveau point de

discrétisation, les éléments (triangles) formés sont enregistrés dans le

tableau LEM ; 1'enregistrement s'effectue comme indiqué sur le schéma

ci-dessous

bloc d'enregistrement

MU, pt. N oM oM, g | r =
\/ / taEé;a” ] NUM, | UM 1 g
" num, | / '\
NT nombre de NUM numéro d'identi- numéros des points
triangles formés fication du nouveau auxquels NUM est reli

point




\\
Rappelons gue la situation particuliére d'un nombre nul
de liaisons est signalée par un NT négatif.
La fin du fichler de discrétisation dans le tableau LEM
est marquée par un NT nul. .
J. LE SOUS PROGRAMME MAIL : C’est 1'algorithme gui fournit le fichier ds
maillage complet & partir de la discrétisation fournie par MAFRZ. 11
utilise 1°'adressage frontal montant.
Fichier de maillage
. Pour tout élément fourni suivant le
parcours défini par MAFRZ
numéro des noeuds adresse des noeuds
tableau Sous programme
Spmmeey sy
LEM MATL Coordonnées Indicateur

de sous frontiére

. Statistiques dont obligatoirement

MAXASN largeur du front

Le cas d’un nombre nul de liaisons, signalé par un NT négatif,
nécessite un traitement particulier ; le pt N différencié du point du
front avec lequel il est en fait confondu doit &tre réidentifié ; par la

méme cccasion, les deux triangles aplatis sont éliminés.
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Un autre cas particulier est celuil des points appartenant
3 une frontiére intérieure ; ils ne peuvent étre é€liminés que lorsqu’ils

apparaissent sous leur deuxieme numéro.

L'adressage frontal s’effectue par 1l'intermédiaire du
sous programme DEST qui gére 1les places et constitue le fichier de mailllage

complet.

Aprés traitement, le tableau LEM est constitué par les
mémes blocs que précédemment mais 1l'interprétation & la lecture est devenus

systématique ; en voici 1'organigramme.

NUM1
s .////////,//" \\\\\\\\\.NUMB
NUM3 NUM2

Les pointeurs IL et NO servant & la lecture du tableau LEM,
ainsi gue tous les tableaux contenant les informations relatives aux noeuds,
se trouvent rassemblés dans le COMMON/CFMA/ ; l'indice d'entrée dans les
différents tableaux est le numéro du noceud

X (NUM) Coordonnées
Y (NUM)

ILF(NUM) Indicateur de sous frontiere

IDEST(NUM) Destination.

Précisons enfin que le signe moins pour un numéro de noeud

signale que ce noeud doit étre éliminé aprés assemblage de 1'é€lément.
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ORGAN I GRAMME

de la lecture du tableau LEM

Appel du sous-programme MAIL
\ /

l

v non
I NO est nul ? oo
ouli ¢
Nouveau bloc ‘
e e e | out [T ]
< NTT vaut 2 7|
NUM1=LEM(IL+1) *
NUM2=LEM(IL+2
BMF = 1
ST = 1
NO = 2
y
NO = NO+1 A
v
NUM3=STI*NUM2
NUMZ2=LEM(IL+NQO)
)
non oui
"] NO vaut NTT 2 [T |
| OUL _I'NUM3 est nul 3| [NUM3 est nul f—1=
-0 inon oui v '
signe de NUM2 | i BYF = -1 | )
>0 y <0
NOMZ=-NUM2 TR
. ‘ §I=-1 IL=IL+NTT+1
élément
{NUM1,NUMZ,NUM3) + >0 Y <0
- , J signe de BMF p———
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K. RELATIONS EXISTANT ENTRE LE NOMBRE DE NOEUDS ET LE NOMBRE DE TRIANGLES

Parmi les statistiques intéressantes concernant un
maillage effectué par MAFR2, figurent au premier chef le nombre de noeuds
et le nombre de triangle ; il est intéressant de chercher les relations

existant entre ces deux quantités.

Soit Ni le nombre de noeuds intérieurs -
NF le nombre de noeuds frontieres

N=Ni+NF le nombre total de noeuds
Ci le nombre de c6tés intérieurs
CF le nombre de cOtés frontiere

C=Ci+C le nombre total de cGtés

F
T le nombre de trous

E le nombre de triangles (Eléments).

Pour commencer, considérons un domaine maillé simplement
connexe (T=0) comprenant E éléments.

Enlevons 1 & 1 les triangles en conservant, & chaque étape,
la propriété de connexité ; on vérifie que dans les deux éventualités pos-
sibles : triangle & deux cdtés frontiére, triangle & un seul cdté frontiere,

les relations suivantes tiennent

AE = -1 ;3 AC AN_ ; AE A[NF+2Ni) 3 A(CF+2Qi)

Aprés E-1 étapes de ce genre, il ne reste plus qu’'un seul

triangle, soit

On en déduit

- o= A
E=Ne+ 2Ny -2 =3

~

Supposons & présent gqu'il existe un seul trou 3 effectuons
une coupure passant par c cdtés de triangles ; le domaine est & nouvead

simplement connexe ; E est inchange ; Ci décroit de C ; CF augmente de 2C ;
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N, décroit de C-1 ; N_. augmente de 2C;Jﬁh'éh déduit pour T trous
1 .

F

E = NF 2Ny 2T - 2

Par un raisonnement du méme type, on pourrait établir

les formules pour le cas de n-simplexes.
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DE GRENOBLE

ECHELLE & 10,10
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§ 4 - LE NOYAU

Ce chapitre traite des techniques de mise en équation et
de résolution des probléemes utilisant une méthode d'éléments finis, pour
toutes les opérations indépendantes de la particularité de chaque probleme ;
ce sont l'assemblage (constitution du systéme)} et les deux phases de la
méthode de Gauss pour 1'obtention de la solution d'un systéme linéaire
1'élimination et la substitution arriére. Le noyau est 1l'ensemble des
Sous programmes assurant ces trois fonctions de bases qui ont été stan-

dardisées ; les sous programmes du noyau sont chargés a chague exécution.

Dans ce chapitre, vont progressivement apparaitre les appli-

cations concretes des notions développées dans le chapitre § 2.

Le probléme 3 résoudre : Ax = B

ol A est symétrique défimie positive.
Dans les méthodes d'éléments finis utilisant une technique
d'assemblage élément par élément, les Aij et Bi de 1l'équation sont la

somme de plusieurs contributions venant des différents éléments.

Méthode bande : c'est la premiére technique relativement évolude utilisée

pour la résolution de problémes d'éléments finis.

La méthode bande utilise un adressage régulier pour lequel

di # dj Yi # j et di < N nombre des inconnues. Il s'agit donc d'une

numérotation. Les inconnues sont ordonnées de maniére astucieuse afin que

A, =20 pour i-j > n
i)

n est appelé la "demi-bande”. .
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Le numéro donné a chaque-ineannue est celul de sa ligne
dans le systéme global ; la demi-bande est donc facilement calculable
& partir de 1'écart maximum existant entre les numéros des inconnues

d'un méme élément.

La technique consiste alors a ne traiter qu'un triangle
de coefficients de c6té n ; ce triangle descend pendant 1l'é@limination
et remonte a la substitution arriére. Toutes les opérations peuvent
s'effectuer dans la mé@me zone de mémoire ; lorsqgu’'une inconnue est
€liminée, tous les coefficients se trouvant dans le triangle sont
modifiés, mais tout en les modifiant, il est possible de les remonter
d'un cran si bien gue la derniere colonne se trouve libre et peut
recevoir la colonne précédemment adjacente au cdté droit du triangle

{(voir schéma). ~

Elimination de 1'in-

connue I :

et connue I+1 :
& .

les coef. du triangle hachuré (; une colonne (simplement) \\:2//
sont traités et remontés suivant . hachurée est adjointe au
la fleche AN triangle AN
AN N
AN AN

De tels programmes existent ; ils utilisent (n+2) (n+3)/2
mots de mémoire et effectuent environ 1/2 nN multiplications pour
résoudre les N éguations. Un raffinement supplémentaire peut étre_infroduit':
il consiste & tenir compte des variations locales de la largeur de la
bande ; ne sont plus alors traités que les coefficients se trouvant dans

le triangle de c6té n courant.

Méthode frontale : Elle trouve son origine dans une remarque trés simple

que 1'on peut faire en analysant le processus de 1'élimination de Gauss.




. 1086

Considérons le systéme lingéaire global ; lorsque 1'inconnue
I est éliminée en utilisant 1l'équation & les coefficients du systeme
subissent les modifications suivanluos

* il 1]
A. , = - S
ij ij AII
, AiI Hl
. B, -1y o
AN II
AN .
Equation ———= G ' B
AII l'\ /\Ij T
I ' \ .
t N 1
t \ ‘ )
: N :
| N | i
' AN ! |
| AN ! 5
Eoati "l N A, "
guation~———# iIb"'_"”"" C e \<11' Co AL .Bi
i AN

L.es termes Ajj sont la somme des contributions des éléments

lors de 1’élimination, 11 leur est soustrait certaines expressions.

Remarque fondamentale : L'ordre dans lequel sont effectuées ces additions

et soustractions n'’a pas d'importance, du moment que les expressions

ajoutées et soustraites sont correctes.

At Prj
A

II

Les expressions ne seront plus modifiées & partir

du moment ou 1'égualion I est complete (la matrice étant symétrique
AiI = AIi] ; et 1'équation I est compléte des qu'a été assemblé le dernier
€lément fuiwant intervenir 1'inconnue I.

——— [L'inconnue I peut donc étre éliminée dés gqu'elle est apparue pour
la derniére fois dans le parcours des éléments.

Si un des termes A,_ ou A_, ast nul Af. = A,, et 11 est

il Ij ij 1j

donc inutile de modifier le coefficient Aij' Cette situation su présente

dans les deux cas suivants :

. pour des inconnues i ou j déja éliminées

. pour des inconnues i ou j non encore apparues.
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La signification et 1'intérét-de la notion d'inconnue active
apparait ici clairement : & 1'élimination de 1l'inconnue I, ne seront
traités que les coefficients relatifs aux inconnues actives a ce stade

du parcours sur les éléments.

——+ A tout moment du parcours, il suffit d'avoir, en mémoire active,

les équations des inconnues actives.

Voila donc effectuée la jonction entre les notions développeées

au chapitre § 2 et la technique de résolution frontale.

I1 est intéressant de faire une étude critique comparative

des méthodes bande et frontale.

Soulignons d'entrée de jeu une incohérence qui saute aux
yeux dans la méthode bande ; elle mise tout sur une bonne numérotation
des inconnues, c'est-a-dire sur les gualités du parcours des inconnues
choisi, alors gue l'assemblage, c'est-a-dire la mise en éguation est
nécessairement réalisée par un parcours sur les éléments ; ce décalage

indique bien de quel cété va pencher la balance.

La discussion est sinon épuisée, du moins tranchée par la
remarque suivante ; une régle énoncée ci-dessus peut &tre précisée ; pour
des raisons de régularité évidentes, il est non seulement suffisant mais
aussi nécessaire d'avoir en mémoire et'de traiter les coefficients de
toutes les équations relatives & des inconnues actives & 1'@limination
d'une inconnue. Ainsi, que ce soit du point de vue de l'étroitesse ou du -
point de vue de la rapidité, sous réserve du choix du meilleur parcours,
aucune numéral.aiion ne peut conduire & une méthode bande supérieure a la
méthode frontale. On peut méme dire que pour un parcours optimum, la
méthode frontale représente 1’optimum des techniques de résolution

gaussiennes.

On peut tout de md8me se poser la question de savoir s'il
ne serait pas possible de trouver, dans tous les cas, une numérotation
qui permette & la méthode bande de se hisser au niveau de la méthode
frontale du parcours optimum ; la réponse est non, pas dans tous les cas
tout du meins ; 1l suffit pour s'en convaincre de chercher & définir sur

~

1'exemple ayant servi & 1'étude de parcours (fin du chapitre § 2) une
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numérotation assurant & la méthode bande des performances analogues &
celles de la méthode frontale ; il ne faut pas longtemps pour s'apercevoir

gue c'est impossible.

11 existe également des raisons de programmation pure qui
poussent nos préférences vers la méthode frontale ; dans le cas d'une
utilisation opérationnelle, sur des problemes réels, il est rare gue 1l'on
dispose d'une mémoire centrale suffisante pour que la matrice A puilsse y
8tre stockée entiérement, et méme si cela est possible, 11 est préférable
de 1'éviter car 1'occupation mémoire est facturée au méme titre que le
temps calcul ; il est donc nécessaire, dans les trois phases d'assemblage,
d'élimination et de substitution arriere, de trongonner la matrice globale
en zones gui prennent place les unes apres les autres en mémoire centralé.
La technique frontale avec sa gestion des places en mémoire active, est
entiérement satisfaisante de ce point de vue, d'autant plus d'ailleurs
qu'elle assure 1l'exécution de concert des phases d'assemblage et d'élimi-

nation, supprimant ainsi des entrées sorties inutiles.

Nous passons a présent a la présentation des sous programmes
du noyau tels gu'ils existent dans Ulysse. Pour une bonne compréhension
du traitement numérique complet, 1l est recommandé de lire parallelement
la fin de ce chapitre § 4 avec le chapitre § 5 consacré aux problémes
strictement linéaires ; les explications que nous donnons dans ce chapitre
sont d'ailleurs valables pour ce type de problemes essentiellement ; nous
avons cependant inclus dans les organigrammes les séquences relatives aux
problémes guasi-linéaires pour s'éviter la peine d'écrire des organi-
grammes différant assez peu de ceux du linéaire ; dans un premier temps,
on peut donc se limiter aux séquences coreespondant & ILNL=-1. Desg expli-
cations complémentalres, pour des types de problémes plus compligués sont

données dans le chapitre § 6 gui leur est consacré.
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A. ASSEMBLAGE : L'assemblage est assuré par.les .Sous programmes FRONTp

(p entier impair).

Ces sous programmes utilisent les commons /CORG/ et /CTRA/

ainsi que le common /CQLI/ pour les problémes non strictement linéaires (p>3).

ORGANIGRAMME

IEL =

1

r——————# Traitement successif du membre de gauche MDGMDD

[ signe de ILNL
>0 ' y <0 oui
Y [ MDGMDD vaut 27 }
| e 1 non
Détermination de JDES;Mise v
a jour de LCAS et de LNA
S 3 X >
| signe de ILNL | . >
y <0

des membres de droite MDGMDD = 2
[ signe de ILNL
<0 >0 hon
[ MDGMDD vaut 2°? | >
v oui
|  IEL = IELD |
NN si MDGMDD = 1
# Boucle sur les colonnes N=1,NF<1
NMD si MDGMDD = 2

[[Détermination de INT et IASO| | Détermination de IASO |
|

1,
v

N ‘si MDGMDD
4 Boucle sur les lignes NP=1,NPF<::

NN si MDGMDD
| Determlnatlon de JDESP et INTP j

1

2

V1 =NVN—"—[FDGMDD vaut 27 NV1=1

[ signe de JDES- JDESP | 20 o

4 <0
[ Bloc triang. inférieur | [ Bloc tr. supérieur ou diag.|

s

——————Boucle verticale J=1,NV1
[ Détermination de IAS;Mise & jour IAS1 |

e ——geBoucle horizontale I=1, NV2

ASSEMBLAGE




Membres de droite

o mm e e e o e e e e e _ o e e e e e e _
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L -~ ™ E Xﬁ 1.7_3~ '

T T T T T T T T T T T T T T e e e e e e e e — e — ey T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T s e e e e e e e e -

1 ) “

R R+ 5 U SR et |

La destination de NP
est JDESP

= .

NP
[ Te—

. = e . °

o e e e e e e e e e e e e e e e e
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Membre de gauche

= —»

N M :
< w0 O
T NM

[}
i
i

.

]

t

.
Matrice élément Fo
l"'l

L'exemple choisi est Lo
celui d'un élément & six ‘
noeuds avec trois inconnues
par noeuds.

La destination de N est JDES

(I11)

(II)

1

e K TIASO

"__,"

l.._l_l
1

<+ O W
s ONM

m O oD
N "y @
= <N

N o
< W
s N M

Matrice d'assemblage

(1)

bloc triangulaire inférieur

t
1
1
]
1
1
i
1
)
X ~N @ D 1
]
I
1
!
!
)
J

bloc diagonal

(I1)
(III)

bloc triangulaire supérieur
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B. ELIMINATION : L'élimination est assurée par le mé&me sous programme gue

1’assemblage frontp (p entier impair).

Apres assemblage de 1'élément courant, les variables

désactivées sont éliminées.

NMD
NV NV NV
‘-—a—o*-—&-—’—d——.——o-—~—o——-—--—o—§—.—o—o Y ¢ I
IELF xIA - olA IASGF o o IA
— "r ™

™M JBESV

y 17

|
°
|
*
|
|
Matrice d'assemblage 1
|
|
L]
:

[ |x |IZ| | *—LCASV

*— MAXASV

f——-—-
§
b e ———
-——---
t
L m

-— zone assemblage gauche ——bfl zone —e— zone éguation

assemblage droite

T TT }I ‘ : . 1
1z

IELF IA ’ ‘ IASGF 1EQO e
INT

__.F

—
L4

h Y

Les schémas ci-dessus représentent 1'élimination (membre

de gauche, puis membres de droite) de 1l'inconnue dont la destination est
JDESV,
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L'éguation correspondante est rangée en zone équation ;
trois quantités nécessaires au bon fonctionnement de la substitution

arrieére sont mémorisées a la fin du bloc éguation.

JDESV
JDESV

Bloc NaM
éguation l \\\j
| I

g
4

LCASV

L1

A
A

LCASV NMD
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ORGANIGRAMME

p— 4 Boucle sur les noeuds de 1'élément N=1,NN

| LCASV=NVN*LCAS |
>0
[ signe de INEC(N)} - >
<0
M <0
[ signe de ILNL |
>0
v Nom du noeud
Déterminat%an de NOMMAX

[ JDES=IDES(N) ]

JDESV dest. de 1'inconnue

IEDIAG = IEQ + JDESV

<0

[ signe de ILNL }

>0

PIVOT=COEF (IEDIAG)
COEF (BEDIAG)=0

Détermination IADIAG
PIVOT=COEF (IADIAG)
COEF (IADIAG)=0

IEQ=IEQ+LCASV+IIEQ
)

¥

pBoucle sur le membre de gauche, ceux de

>
[signs do ILNL]——iL——~—j
=

f———— g Boucle sur les inconnues du noeud a éliminer IV=1,NVN

droite MDGMDD=1,2

v

»Boucle horizontale NV=1,NVF<:i

Détermination de IA,IZ
et IM suivant MDGMDD

Y

XMULT=COEF (IM)
XMULT=XMULT/PIVCT

»Boucle verticale I=I

Elimination

A,17

oui
[ MDGMDD vaut 13
I
MO LcAsV si
NMD  si

MDGMDD=1

MDGMDD=2

COEF (IEDIAG)=PIVOT

IEQ=IEQ + IIEQZ

<0

signe de ILNL |

>0

| Stockage LCASV,IDESV,nom |

[ LNA(JDES)=0 |

e
[ Peut-on diminuer LCAS]
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C. SUBSTITUTION ARRIERE : La substitution-arriére est assurée par les sous

programmes FRONTp (p entier pair).

Ces sous programmes utilisent les commons /CORG/ et /CTRA/

et aussi pour les probliémes non strictement linéaires le common /CQLI/.

ORGANIGRAMME

[ signe de ILNL |, <O
" | bétermination de NOMZ. Mise &
< zéro de la zone solution (1,NOMZ)

[ NVv=0 ; ER=0 |

>0

[ Lecture de LCASV,JDESV,NOM |
‘ 4

Détermination de IEMD,IEDIAG,PIVOT. Mise & jour
de IEQ qui pointe & la fin de 1'éqguation prec.

s
[ COEF (IEDIAG)O | Pour faciliter la programmation

___ pBaucle N=1,NMD sur les membres de droite

[ Détermination de IA,IZ,XMD et INT |
[ 2

Substitution arriére I=IA,IZ
XMD=XMD-COEF (I)*COEF (I+INT)

{ SOLUT=XMB/PIVOT |

| Stockage de la solution en zones variables act. |

\ Il peut &tre commo-
Y de de remplacer ce
signe de ILNL bloc par 1'appel d
¢ <O y >0 un ou deux sous prc
Stockage de la solut. Opérations diverses grammes appropr19§
. . ) tant sont nombreu-
en zone de solution Mesure de l'erreur

ses les combinai-
Y j s0ons entre mesure
de 1l'erreur et opeé-

Stockage de la solution

’ / rations de stockage

[ COEF (IEDIAG)=PIVOT | Réaffectation du coefficient

14

l NV=NV+1

MoN MWV vaut NTV 7 ]

4

l oui
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§ 5 - PROBLEMES LINEAIRES

Ce sont les plus simples ; la solution du probléme est

obtenue par simple résolution d'un systéme linéaire,

Pour une vue globale de la structure d'Ulysse, 1l peut étre

~

utile de se reporter au schéma donné a la fin de § 1.

Nous ne sommes parvenus & un stade satisfaisant dans le
fonctionnement d'Ulysse que par une gymnastigue consistant a approfondir
les questions individuellement tout en effectuant & chague pas en avant
un effort de synthése pour garantir une articulation souple et efficace
de 1l’ensemble. Dans cet exposé, nous avons gardé, a un degré moindre,
cette fagon de faire et nous n'avons pas hésité & nous répéter dans
certaines situations afin de présenter guelgues points essentiels sous
différents aspects complémentaires. Npus espérons que le grand nombre de
schémas, figures et organigrammes inclus dans les pages qui suilvent

~

contribueront largement & faciliter la compréhension.

Le cas des problemes linéaires ne présente pas de _difficulté ;i
nous en avons profité pour détailler, dans leur expression concréte, les
secteurs clef d'Ulysse ; 1l'organisation de la mémoire est le point essentiel
qui détermine la construction de l'ensemble ; c'est per 1l'intermédiaire
des dif%érentes zones de mémoire que s'effectuent les échanges d'information
nécessaires & la bonne marche des sous programmes. Le domaine d'intervention
et la fonction des différents types de sous programmes sont précisés ; 1l'ac-
tivation est assurée par le programme activant (programme principal) qui

est donné sous une forme standard.
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Les présentations failtes dans.ce chapitre pour les divers
sous programmes resteront, dans une large mesure, valables pour des

types de problemes plus compligqués.

PROGRAMME ACTIVANT STANDARD POUR LES PROBLEMES LINEAIRES

(n'utilisant qu'un seul sous programme €lément)

Ce programme est le programme principal (Main) ; i1 fait
partie du.noyau et se trouve donc chargé pour toute exécution d'un probléme

linéaire.

Le programme activant utilise deux commons

COMMON/CTRA/et COMMON/CORG/ ; pour plus de précisions,

se reporter a Organisation de la mémoire.

Nous donnons ci-dessous un organigramme commenté avant de

visualiser sur le schéma ci-contre la Boucle Frontale.




Phase préliminaire
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Appel de SPEL(-1)

tes entiers caractéristiques de
1’élément.

#

Appel de MAIL(-1)

Opérations préliminaires diverses
== et détermination de MAXASV.

Y

Les zones de la
mémoire disponible

4

Mise & zéro de la zone

d'assemblage,de LCAZ,NOMMAX

Boucle frontale

—» début de la boucle frontale

Appel de MAIL(N)

Données géométriques de 1'élément
Mise & jour de INEC et IDES.

Conditions aux limites.

Appel de SPEL(1)

Matrices de 1'élément : membre
de gauche et membres de droite.

Y

Appel de FRONT1

Assemblage de 1'é@lément. Elimina-
tion des noeuds qui cessent

e fin de la boucle frontale

d’'étre actifs.

Appel de FRONTZ2

3 Substitution arriére ; obtention de

la solution.




1

18

LA BOUCLE FRONTALE POUR LES PROBLEMES LINEAIRES

La boucle frontale est 1le c&éﬂ%wdu systeme ; le déroulement

des opérations est explicité sur le schéma ci-dessous

CALL MAIL(N)

Sous programme
MAZL

Mémoire

‘COMMON/CMAT/
données géométriques
de 1'élément

v

=l

COMMON/CLIM/
conditions aux limites
pour 1l’'élément

1ére étape : appel du sous
pragramme de maillage qui
par génération directe
(maillage géométrique) ou
lecture d'un fichier (mail
lage automatique préalable
fournit les données géomé-
triques, les conditions au
limites et les données d'o
ganisation relatives a
1'élément courant.

t o—r —— . — ——

t —— —— — —

v

COMMON/CORG/
tableaux INEC et IDES
pour 1'élément

Sous programme
SPEL

CALL SPEL (1)

[N VRNIE

) —

i

] |
| |
|

_

 — —

2éme étape : appel du sous

programme &lément qui, a
partir des données géomé-
triques de 1'élément et
des conditions aux limites
calcule les coefficients
des matrices élémentaires,
membre de gauche et membre
de droite.

~ zone élément 4 — — — — —
< .
= |
)
> zone d'assemblage .
5 |
Z .
Z - .
=) zone équation |
u .
|
, -
-
L
, -
L~
-

CALL FRONT1

Saus programme
FRONT1
assemblage
glimination

3eme étape : appel du sous
programme FRONT1. A 1l'alde

des données d’'organisation
de 1'élément, assemblage
de 1'élément par addition
dans la zone d'assemblage
de la contribution de
1'élément qui se trouve
dans la zone élément. Eli-
mination des noeuds deve-
nus inactifs.

La boucle sur les étapes 1, 2 et 3 s'effectue jusqu'a parcours

complet du domaine discrétisé.




. 119 .

ORGANISATION DE LA MEMOIRE POUR LES PROBLEMES LINEAIRES

Pour 1'exécution d'un probleme linéaire sont chargés

a) Les programmes du noyau
. Le programme principal (Main) dit "programme activant”
Le sous programme FRONT1

.Le sous programme FRONTZ.

b) Des sous programmes particuliers relatifs au probléme posé

. Le (ou les) sous programme élément SPEL
. Le sous programme de maillage MAIL

. Des sous programmes de sortie.

Remarque : signalons gu'il n'est pas nécessaire que tous ces programmes
soient chargés en méme temps ; FRONT2 et les programmes de sortie

ne sont pas utiles a la boucle frontale par exemple.

La mémoire disponible, apreés chargement des programmes,
est divisée en un certain nombre de zones correspondant a des groupements
logiques ; ce sont les différents COMMONS que nous décrivons ci-dessous ;
il peut &tre utile de se reporter au dictionnaire des identificateurs

lorsque les explications sont trop sommaires.

Le COMMON/CMAI/.

Cette zone de mémoire est commune au sous programme MAIL

qui la remplit et au sous programme SPEL qui la 1lit.

Cette zone contient les données géométriques relatives a

1'élément courant.
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Le COMMON/CLIM/. S

Cette zone de mémoire est commune au sous programme MAIL
qui la remplit et au sous programme SPEL qui la lit.
Cette zone contient les conditions aux limites relatives

a 1'élément courant.

La compatibilité des sous programmes MAIL et SPEL est
concrétisée par les deux commons CMAI et CLIM qui assurent la transmission

des informations de MAIL vers SPEL.

Le COMMON/CORG/ .

Cette zone de mémoire est commune

- au sous programme SPEL gui, lors de 1'appel de SPEL(-1)

affecte les entiers caractéristiques de 1'élément NVN, NN, ... etc.

- au sous programme MAIL qui, lors de 1l'appel de MAIL(-1)
affecte NMD et MAXASV.
et qui, dans la boucle frontale,

met & jour les tableaux INEC et IDES.

- au programme activant gqui, dans la phase préliminaire,
définit les zones de la mémoire disponible en déterminant IELF, IASGF, IEQO

et qui initialise IEQ, LCAS, et NOMMAX.

- au sous programme FRONT1 qui utilise tous les identifi-
cateurs cités ci-dessus plus le tableau de travail LNA.
et qui détermine les valeurs de

NOMMAX et NTV.

"~ au solUs programme FRONT2 qui utilise entre autres

NTV et NOMMAX.

C'est par ce common gue passent toutes les informations

d'organisation.
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On voit dés a présent que ce-cemmen impose, pour la
compatibilité des différents sous programmes, certaines exigences qui
conditionnent en particulier 1'écriture des sous programmes non permanents
SPEL et MAIL ; nous étudierons ce point en détail dans les pages qui leur

sont consacrées.

Le COMMON/CTRA/.

C'est la zone de travail.

Pendant toute 1'’activation de la boucle frontale, elle est

divisée en trois parties gque nous visualisons sur le schéma ci-dessous.

Tableau COEF

r___.zone élément zone d'assemblage ——pw— Z0NE ——mm—2z0NE Equation S
gauche d'as.droitg
IIELF IIASGF IIE[;]O

lLa zone élément est commune au sous programme €lément qui la
remplit

au sous programme FRONT1 qui la 1it.

La zone d'assemblage est utilisée par FRONT1 pour 1'assem-

blage et 1’élimination. -

La zone éguation est commune au sous programme FRONT1 gqui 1la
remplit lors des phases d’'élimination

au sous programme FRONTZ qui la 1it

Notons que la zone équation a un réle de buffer : on ne fait
gu'y stocker les équations des noeuds éliminés, équations qui sont relues
dans l'ordre inverse lors de la substitution arrieére. Pour limiter et méme
souvent supprimer les opérations d'écriture lecture sur disques ou bandes,
il est intéressant lorsque c’est possibie d'allouer une place suffisante

a4 la zone équation. La dimension minimale pour 1'exécution d’un probléeme
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du tableau COEF est, comme cela apparaitra plus loin, IEQO+MAXASV+3,

Pendant la phase de substitution arriére, la zone de travail

est divisée en trois parties visualisées sur le schéma ci-dessous.

Tableau COEF

- zone solution » «S0lUtion_, o zone équation—_ ___
e BT mMembre _, ¢ 2eme membre_, inconnues
de droite de droite actives
NGMMAX - 2XNOMMAX IEQO

LE SOUS PROGRAMME ELEMENT SPEL

Pour commencer, rappelons sa place et son rdle ; comme on
peut le voir en se reportant aux pages concernant le programme activant,

il intervient en deux endroits

Tout d'abord dans la phase préliminaire lors de 1'appel
avec la valeur -1 de l'argument pour assurer la définition des entiers
caractéristiques de 1'élément NN et NVN ; ceci correspond moins & une

nécessité gu'a un souci d'organisation cohérente. . -

Ensuite, dans la boucle frontale lors de l'appel avec la
valeur +1 de 1l'’argument ; 11 assure 1la sa fonction principale qui est
d'effectuer la premiére phase de la mise en &qguation (1l'autre étant

~

1'assemblagel} & paftir de données suffisantes relatives a 1l'élément.

Nous visualisons les opérations du point de vue du sous

programme élément
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Données relatives & 1'élément ... .

utilisées en lecture

-~ N\

P

COMMON/CMAL/ COMMON/CLIM/
Données physigues Conditions aux
Données géométriques limites

Traitement par le sous

programme &lément.

!

Contribution de 1'élément

{membre de gauche et membres de droite)

La contribution de 1'é€lément est rangée dans la zone
€lément du common /CTRA/ ; pour un schéma complet, se reporter & la

boucle frontale.

I1 nous faut & présent préciser la maniére dont les coefficient
sont rangés dans la zone élément; soulignons que ce mode de rangement est
imposé car il est nécessaire pour assurer la compatibilité avec le sous
programme FRONT1 chargé de 1'assemblage de 1'élément. Ce mode de rangement
est issu de la technique adoptée dans 1l'écriture des sous programmes SPEL ;

il est donc logique d'exposer d'abord ce point

Calcul par blocs : il ne s'agit pas de parler du calcul proprement

dit des coefficients donstituaﬁt la contribution de 1'élément mais de
donner un cadre logique dans lequel il est ensuite facile d'insérer ce

calcul que la méthode d'intégration choisie soit analytique ou numérique.
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Plagons-nous dans le cas d'éléments a NN noeuds avec NVN

inconnues par noeud, et supposons que 1'exécution comporte NMD membres

de droite ; le membre de gauche est alors constitué par une
symétrigue de dimension NNxNVN ; les membres de droite sont
colonnes de méme dimension. Pour le membre de gauche, seule

la partie triangulaire supérieure de la matrice symétrique.

Le calcul s'effectue par colonnes : par bloc

colonnes de bloc et par colonne dans un bloc.

Calcul des coefficients

de la matrice élément

matrice
des matrices

est calculée

suivant les

--_..{ N
4 L
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Complétons par un organigramme :

Le sous programme SPEL utilise . Le COMMON /CTRA/ uniquement
la zone élément
. Le COMMON /CGORG/

. Les COMMON /CMAI/ et /CLIM/

Signe de IAP

i o

>0 Affectation de NN et NVN
Y return

Calcul du membre de gauche

K=1
_—sboucle J=1,NN sur les colonnes de blocs

—sboucle I=1,J sur les lignes de blocs
I0 = J-1

— boucle JJ=1,NVN sur les colonnes du bloc
IIF=NVN si I0#0 sinon JJ

—boucle II=1,1IF sur les lignes du bloc

[ Calcul du coefficient |

K=K+1

¥ o

Calcul des membres de droite
_oboucle N=1,NMD sur les membres de droite
__pboucle I=1,NN sur les lignes de bloc

._;.bouolezII=1,NVN sur les lignes du bloc

[ Calcul du coefficient |

K=K+1

I Fin
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Les coefficients sont rangés-a-partir de 1l'adresse 1 du
tableau COEF suivant les colonnes dans les blocs et par colonne de blocs ;

les membres de droite sont rangés & la suite suivant les colonnes.

LE SOUS PROGRAMME MAIL

Adoptons tout d'abord un point de vue descriptif ; reportons-
nous au paragraphe concernant le programme activant et cherchons ol et

comment le programme MAIL intervient

- dans la phase préliminaire lors de 1l'appel avec la valeur
-1 de 1'argument ; il est obligatoire & cet endroit que soit déterminé
MAXASV ou du moins, mais cela se traduit par une perte de place en mémoire,
une estimation plus grande que la valeur véritable. C'est aussi & ce moment
que sont effectuées les opérations préliminaires concernant les diverses
faonctions que le sous programme devra remplir dans la boucle frontale ;
il est difficile de donner plus de précision du fait de la diversité des

cas possibles.

- dans la boucle frontale lors de 1'appel avec la valeur +1

de 1'argument ; ses t8ches sont nombreuses ; il doit fournir

. les caractéristidues géométrigues de 1'élément

. les conditions aux limites pour 1'élément.

il assure la mise & jour
des tableaux INEC (numéros des noeuds de 1'élément) et IDES (destination

de ces noeuds).

Pour &tre complets, signalons que le sous programme MAIL
assure égélement la définition des constantes (coefficients phénoménclo-
gigues ou autres) ; & premiére vue, et trés logiquement cette té&che
semblerait plutdét devoir incomber au sous programme élément ; en falt,
surtout dans le cas d'un domaine hétérogéne, il est plus commode de garder
cette commande dans le sous programme MAIL qui dispose directement de la

topologie du domaine.
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Si 1'on excepte la nature (type d'égquation) du probléme
qui est prise en compte par le choix du sous programme SPEL, le sous pro-
gramme MAIL assure la traduction de toutes les particularités qui

constituent le probleme & résoudre.

Données brutes

\. "4

Traitement par le sous programme MAIL

COMMON/CMATL/ COMMON/CLIM/ COMMON/ CORG/
Données géométrigues Conditions aux limites Tableaux INEC et IDES
de 1'élément pour l1'élément pour 1'élément

Ayant ainsi défini les fonctions du sous programme MAIL
dont on pourrait croire gqu’il y en a autant gue de problémes & traiter,
essayons de les classifier, au moins d’une maniére sommaire ; 1l1s se

divisent en deux catégories tres différentes.

- Les sous programmes MAIL standard ; ils ont un rdle
d'interface entre lés fichiers de maillage fournis par les programmes de
maillage automatiqus tels que MAFRZ ou MAT62 et les commons ol sont
affichées les informations relatives a 1’'é€lément courant. On peut se
reporter au chapitre concernant le sous programme de maillage automatigue

MAFR2 ol est présenté le sous programme MAIL correspondant.

- Les sous programmes MAIL a "maillage géométrigue” ; nous
entendons par 13 ceux qui utilisent pour la discrétisation du domaine des
propriétés gébmétriques simples ; on peut en imaginer une trés grande
variété et le plus souvent ils sont tres simples a écrire ; tout utilisateur
un peu familiarisé avec Ulysse peut trés rapidement écrire un sous programme
MAIL parfaitement adapté au probleme qu'il désire étudier ; ceci évite
1'obligation de passer par des codes souvent fastidieux quand & la mise en
données et'pas toujours trés appropriés au probléme posé. Il est envisageable

d'écrire un ensemble de sous programmes & "maillage géométrique” présentés

de maniére standard.
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Exemple

Le probléme traité ci-dessous est fictif ; la solution du

systéme linéaire qui va &tre constitué est connue. Il s'agit d'illustrer

sur un exemple tout ce qui a été dit dans

cette deuxiéme partie dans le

cas d'un probléme linéaire. Les différentes étapes de 1l'analyse sont

effectuées méme si de temps en temps elles n'ont aucune influence sur la

solution ; cet exemple donne le schéma directeur pour la mise en équation

d'un probléme linéaire.

~— Discrétisation et choix de la géométrie des éléments

117 L' épaisseur est constante
La hauteur est XL
Le nombre des éléments est NE

Les hauteurs des éléments sont
en progression arithmétique,
la hauteur de 1'élément du

- bas étant CP fois la hauteur
moyenne

Préparation du maillage

4 3
lLa discrétisation
< ¢ s'effectue a 1'aide
d'éléments ayant la
géométrie ci-contre
2 1

La hauteur de 1'élément du bas est

XL/ (NE*CP)

La progression est  2.»* (XL-H*NE)/ (NE*(NE

=133,

—— Parcours : lLe parcours optimum est évident : les éléments sont

parcourus de celui du bas vers celui du haut (ou inversement d’ailleurs).

—— Adressage : A défaut d'adressage

est choisi

— L -12¢ =11
-14413-13
ol |7 -8l §-7

f10$I<‘9 Tableau INEC

idéal, l'adressage compact suivant

I

IIp Tableau IDES

)]
U QW

L}Iq
r
B
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Les noeuds de numéro interngé 5 et 6 ne sont actifs que
pendant 1'assemblage de 1'élément ; ces noeuds ont toujours la méme

destination.

Les noeuds communs & deux &€léments conservent obligatoirement

la méme destination d'un élément & 1l’autre.
Nous pensons que ces guelgues explications suffisent pour
la compréhension des séguences de mise a jour des tableaux INEC et

IDES.

- |_@ sous programme &€lément : Répétons gue cet exemple n'’a aucune

signification physigue.

Pour chaque élément, la contribution au systeme total
est représentée sur le schéma ci-dessous : les deux membres de gauche et
de droite sont multipliés par H (hauteur de 1'élément) pour simuler
1'influence de la géométrie ; les membres de droite sont multipliés par
PR. On vérifie aisément que le systéme est régulier et que la solution

est PR pour toutes les inconnues.

T ] T T T -
101 47147 ' ! : 172
105 | g!258, ! : ! 192
}
toe 0388 214 ]
) : 147 ! 166
! ! 1258 1 192
' ; '3 6 9 ¢ 220
?"'__'.'-" _______ l “““““ '!‘ ————————————
101 |_4 7 ! } ! 160
105 |_8 ! ! ) 192 )
109 ! ; ! 226
“| """" T .
t ]
[ }
! t
'______% ____________
|
t
6 noeuds par élément t ~—~L—}
' _____
3 inconnues par noeud |""""

Nous joignons la liste des programmes MAIL et SPEL

utilisés,







COMMON/CORG/NVN NN s NMD o NMDNV s MAXAV s NE s IELF s IASGF s IEQQOSIEQ s
1 LCASsNOMMXaNTV s INEC(6)Y s IDES(6) s LNA(20)

COMMON/CMAL/ZIQsHoPSsPROG

COMMON/CL IM/P{5) s QNL

- TF(IE)9+19529

g ¥¥% PHASE PRELIMINAIRéﬁ;;
g ¥¥% MAILLAGE GEOMETRIQUE

g READ(551000) XL sNESCP

1000 FORMAT(FB8e29139F562)

PS=XL/ (NE*CP)
PROG=2 ¢ ¥ (XL=PS*¥NE )/ (NE* (NE=1))

C
C ##% CONDITIONS AUX LIMITES
C
READ(591001)NMDs (P(N) sN=19sNMD)
1001 FORMAT(I335F843)
C
C *##% MAXAV
C
MAXAV=NVE
C
19 H=PS=PROG
1@=0
C
RETURN
C
C *##% MISE A JOUR DE INEC ET IDES %
C
29 S==le
NUB=2#{]E=]1)
C
C ¥%% POINTS 1929394
C
DO 10 I=1ls4
INEC(T) =S¥ (NUB+1)
J=1+1Q
IDES{I)=J
[IF(I=2)10s11»10
11 S=1e .
IQ==1Q
10 CONTINUVE
C
I1Q=2+1Q
NUB1=NUB+2#NE+2 R
C
C ®#%% POINTS 495
C
DO 20 I=192
J=l+4
INEC(J)==(NUB1+1I])
IDES(J)=J
20 CONTINUE
IF(IE=NE)Y30e2121
C
C ##3% DERNIER ELEMENT
C
21 INEC(3)==INEC(3)
INEC(4)==INEC({4)
C
30 H=H+PROG
C

RETURN
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SUBROUTINE SPEL(IE)

COMMON/CTRA/COEF (1500)

COMMON /CORG/NVN s NN »NMD s NMDNV s MAXAV sNE 9 IELF 9 IASGF s IEQO» IEQ
LCAS sNOMMX oNTV s INEC(6) s IDES(6) sLNA(20)

COMMON/CMAI/1QeHsPS»PROG

COMMON/CLIM/P(5)

IF(IE)999919
#% PHASE PRELIMINAIRE #*%

NN=6

NVN=73

NVE=NN#*NVN

RETURN

K=1

*%% J POINTE SUR LES COLONNES DE BLOCS %3332 22 3 53 3 398 3¢ 909036 3 9

DO 1 J=1sNN

##¥% 1 POINTE SUR LES LIGNES DE BLOCS #4393 345 3 3 3 3369 3 36 3 % 9 % 3 % #

#%%k JJ POINTE SUR LES COLONNES DYUN BLOQC 34333335 5 3 3 3 3 3 % 3¢

DO 1 JJ=1sNVN
I IF=NVN
IF(I0)31s32y31
11F=JJ

*%% [] POINTE SUR LES LIGNES DV'UN BLOQC 33335335 % 5 %% %%

DO 1 1I=1s11F

JO=JJ=11

1J0=10+1ABS(JO)

QQ=0.

IF(IJOI50951450
QQ=1C0«*H
COE=(NVN#(JJ=1)+11)*H+QQ
COEF (K} =COE

K=K+1

CONTINUE
LA BOUCLE DE CALCUL DES COEFFICIENTS (MEMBRES DE DROITE) *##
#%% BOUCLE 100 SUR LES MEMBRES DE DROITE H3%MMH%E Mok MIHIHK KK MAN RN

DO 100 N=1sNMD

PR=P (N} *H
LQ(1)=178.
Q(2)1=192.

Q(3)=208.
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*#% 1 POINTE SUR LES LIGNES DE BLOGCS %33 365 3 3 3 3 3 536 % 9 % % 3 % % % % %

DO 100 I=1sNN

QL1)=Q(1)=6
QE3)=Q(3)+6

*#¥% 11 POINTE SUR LES LIGNES DYUN BLOC %5533 % %% 3% 5 % 3 % % 5 % 3 3
DO 100 I1=1sNVN
COE=Q(11)*%PR
COEF(K) =COE
K=K+1
CONTINUE

RETURN
END
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§ 6 - LES PROBLEMES NON LINEAIRES

A. INTRODUCTION

I1 faut distinguer, dans cette catégorie de problémes, entre
ceux gqui sont fortement non linéaires (présence dans les équations de
termes contenant des produits de dérivées partielles) et ceux gqui sont
faiblement non linéaires (dépendance de certains coefficients dans les
équations aux inconnues du probléme). Les problémes de la premiére caté-
gorie présentent de sérieuses difficultés quant & leur position mathématique:
nous ne les aborderons pas. Nous ne nous préoccupons donc que de la seconde
catégorie ainsi que des problémes de la pfemiére gui peuvent légitimement
gtre assimilés & la seconde (les termes contenant les produits de dérivées

partielles peuvent &tre considérés comme des coefficients variables].

Nous nous intéressons donc & des problemes pouvant se

mettre sous la forme

Alx) x =B
La premiére idée, intuitive, qui vient & 1'esprit -est de
batir 1'itération
-1

x = (Alx 1) B
n n-1

Cette méthode présente le grave inconvénient de nécessiter
le calcul de la forme inversée triangulalre de Gauss de la matrice A a
chaque itération, ce qui ne peut &tre envisagé de fagon systématigue a

cause du temps machine que cela nécessite.
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B. METHODE DE LA SECANTE

I1 est du plus haut intérét de trouver une méthode ne
nécessitant qu'une élimination de Gauss (déja réalisée pour le traitement

des problémes linéaires).

Considérons 1'itération de point fixe suivante :

LIRS QB - A(xn] xn] = (I - QA(Xn]] x + QB
Posons M o= 1I-=QA(x.)
n n
b = QB
Notons O&Ij 1'opérateur linéaire affine

x € me i iy Mnx+b

En extrapolant & partir des résultats connus pour un
opérateur indépendant de n, on peut dire que 1l'itération ne converge que

si An est une contraction, soit

M - ’
1| M =)

M = S . 1
1l n||| X'Gl;ll:(lx] B <

. , o . N - -1
Cette condition nécessaire incite a choisir § = A [xb] 3

en effet
Moo= I~ A (x) Alx)
n o n

et pour le type de probléme que nous nous proposons de résoudre ol la
matrice A ne subit pas de grosses variations, il est trés probable que la

condition soit alors vérifiée.
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A B-a(x)x

Visualisation de la méthode

de la sécante

Visualisons la méthode que nous appellercns méthode sécante

sur un exemple & une dimension ; soit a résoudre

alx)x = b ol a, x et b sont des scalaires.

X, = %g + (b-a(xO)xG]/a(xO]
X, = X, + (b-a(x1Jx1]/a[xDJ
X4 T X + (b“a(xn]xh)/a[xol

Remarquons gque méme au premier pas, il ne s’agit pas d'une
méthode de tangente du type Newton ; elle ne se confond avec elle, au
premier pas uniguement, que si la pente en Xg est -a[xO] c'est-a-dire

si -a'(x_)x. est nul soit a'(x.)=0 ou x.=0.
x 0 i x "0 0

0

En plus de son avantage principal qui est de ne nécessiter
qu'une seule triangularisation de Gauss, la méthode posséde une propriété
intéressante qu'il nous faut mentionner : elle permet une grande précision
puisqu’il n'y a pas cumul des erreurs ; le résidu total Rn = B-A(xn]xn est

~

calculé 3 chague pas de 1l'itération.
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~

Cette méthode devient tout de méme assez lente & converger
dés que 1'on s'éloigne guelque peu de la 1inéarité ; la méthode peut~étre
améliorée de ce point de vue par l'utilisation de multiplicateurs
analogues aux coefficients de surrelaxations qul permettent une extra-

polation survla solution.

C. METHODE DE LA SECANTE AMELIOREE (QU AVEC MULTIPLICATEURS)

Plagons-nous & l'itération n

Alx)x =B - R R résidu au pas n
n’n n n

Soit ®* la solution en admettant gu'elle existe et gu'elle

soit unigue
A(x*)xt = B

Dans la méthode de la sécante, l'itération continue normale-

ment par

X = x + Ax
n+4 n n

N a1 B
ol Axn = A (xo) (B A(xn]xn)

Soit Bn une matrice diagonale telle que :

Cherchons & trouver Bn ou du moins une bonne approximation.

L'équation s'écrit
* =
A(x*) (xn + B Axn] B
Ecrivons A(x*) = A{an + (Ax*) - A[xn]] et faisons apparaltre

A-q[xD] Rn = Axn pour faire intervenir 1'équation de point fixe

A ) (A(x‘nmn—a) s A““(xoy AGx ) B Ax AT ) (A AL ) =0
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Décomposons A(x¥) et A(xn] pour faire apparaitre A(xO] ;

1’éguation aux Bn s'écrit

(8 -1) dx_ + A"(xDJ A(x) B b+ A—1(XOJ (B-Alx )¥) = O

Le troisieéme terme est particuliérement génant puisgu'il

contient x* la solution ; on peut 1'approximer de deux manigres
Prendre A(xn]x* v A(x¥)x* = B auquel cas il disparait.

Prendre A[xn]x* " A[xn)xn auquel cas il devient

A xR = Ax
[e] n n

Pour le type de problémes gue nous nous sommes posés ou A
est faiblement non linéaire, c'est la premiére approximation qui est a
retenir car X peut lui Btre éloigneé de x¥ ; il est & retenir cependant

que plus X sera proche de x¥, moins 1'accélérateur Bn sera efficace.

Afin d'obtenir une équation explicite, il faut de plus

approximer Bn Axn par Bn-1 Axn.

On arrive ainsi & 1’équaticn suilvante permettant de déter-

miner les a approximations des Bn
_/] _
(an I) Axn + A [XOJ Ac(xn] o, Axn =0

Soit pour la composante K

k kK _ kK
[an 1) Axn = Ayn

. ko1 K
ol Ayn _.[A [xO) AC(XH) I Axn]
Kk Ayr}:
Soit o =1+
n K

Ax
n
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Du point de vue temps caloul,rla détermination des multi-
plicateurs est une opération aussi longue que celle permettant 1'obtention

des Ax, le second membre étant ici A (x Ja Ax .
c 'n”n-1 n

L'expérience prouve gue les uk varient tres peu d’une ité-
ration & l'autre et il est donc rentable de ne les calculer gu'une seule
fois au début du ealcul, ou du moins de ne les modifier que toutes les 2,

3 ou 4 itérations.

D. LA SEQUENCE NORMALE DES OPERATIONS DANS UN PROBLEME NON LINEAIRE RESOLU
PAR LA METHODE DE LA SECANTE AVEC OU SANS MULTIPLICATEURS

Un premier calcul identique & celui des problémes strictement 1i-

néaires
(x}, = (o 1°" (B}
1 0

La solution {x},I est stockée de maniére classique en zone
sclution.

Les multiplicateurs sont initialisés a 1.

- Ttération

NI=0

_p NI=NI+1

— Parcours de tous les éléments pour le calcul des résidus ~

(R}, = [A*A_(x )] {x} . - {8}

Assemblage membre de droite et élimination
Substitution arrieére

A{X}ni =‘[Ao]n1 {R}ni

non Phase d'amélioration ? out
La solution mise & jour La solution mise & jour ec
= ée d 1’équation
{x}ni+1 {X}ni+{a}aCtU818A{X}ni stockée dans q
correspondante

et stockée en zone solution

l
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— Phase d'amélioration

Parcours des éléments pour le calcul de

(RU} = [A_(x )] Lo} jalx)

Assemblage membre de droite et élimination
Substitution arriere
= g
My} ;o= IAT AR S
La correction devient alors A{x} . + A{y} .
ni ni

Calcul de {a}ni+1

Mise & jour de la solution qui est stockée en zone solution

Test de précision.

Remarque : Il faut bien voir que les calculs de A{x} et A{y} ne différent
que par 1l'obtention des seconds membres {R} et {R'}, les autres opératiens

étant identiques ; ceci est évidemment exploité dans la programmation.

E. ORGANISATION DE LA MEMOIRE POUR LES PROBLEMES RESOLUS PAR LA METHODE
DE LA SECANTE AVEC OU SANS MULTIPLICATEURS -

En plus des commons habituels apparait le
~—— COMMON/CQLI/

I1 assure la transmission des informations contenues dans

les huit identificateurs suivants

ILNL est 1'indicateur du mode de fonctionnement
£ 0 en linéaire

- > 0 en non lingaire

IAM indicateur du mode fonctionnement avec ou sans recalcul

des multiplicateurs

ER est la mesure d'erreur utilisée dans le test de fin

IESD IELD Lors des passages en non linéaire pour 1l'assem-




— zone solution —x-zone solution =k zone élément. -« zone assemblage k-~ zone

~—NMD-eme

membre de dr.
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blage (seconds membres uniguement) et 1'élimination,

la zone de travail est organisée de la maniére suivante

élément membre de dr. membre de drolte - éguatio

.

LCASY

|

IESD IELD TASGF IEQO

IELD = IASGF - NVE NMD IESD = IELD - NVE NMD

Ces deux identificateurs sont affectés dans la phase

préliminaire du programme activant.

- IIEQM1 IIEQ2 TIEQ3 Ces trois parametres servent a
aménager la partie droite des blocs équations ; ils sont affectés et
éventuellement modifiés dans la boucle de 1'itération (NI} du programme

activant.

Voici la structure d'un bloc équation pour les problémes
non lingalres. embres deg solutio
‘ LCASVY

JDESV
oy ||

—— membre de gauche —_ droite

[
L 1 LCASV ' TIEQY TIEQ2 l

7%

IEQ initial T

LCASY

- IEQ final

La structure standard que nous utilisons est représentée ci-dessous :

3

membres de droite solutions multiplicateurs

- A A . i\_______\
JDES
o membre de gauche —st
/// LCASY

b |

L.CASY TIEQZ

IIEQ3
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L'utilisation des programmes FRONTp (p>2) avec

ITEQ1 = O
ITIEQ2 = 3
TIEQ3 = NMD

gst identique & celle de FRONT1 et FRONTZ programmes gimplifiés utilisés

pour le linéaire.

F. PROGRAMME ACTIVANT STANDARD POUR LES PROBLEMES RESOLUS PAR LA METHODE
DE LA SECANTE (N'UTILISANT QU'UN SEUL SOUS-PROGRAMME ELEMENT)

Ce programme utilise, en plus des deux commons /CTRA/ et

/CORG/, le common /CQLI/ dont le contenu vient d'étre précise.

Voici 1'organigramme.




ire

Timineai

“
pré

Phase
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ORGANIGRAMME

[Appel de SPEL(-1) |

[ Aopet de MATL(-1) |

[Tos zones de la mémoire disp.}

|NIT=D|

Les entiers caractéristiques de 1’&lémen

Opérations préliminaires diverses et

détermination de MAXASY

Se repo:ter aux modifications dans 1'or-

ganisaticn de la mémoire.

e 180U de la boucle d'itération

>0
signe de NIT-1 }
<0 -0
, Y. - -
Passage en linéaire 1er passage en quasi-lin. 4
IINL = O JINL = 1
Mige & zovo e la o zo- %

ne d’assemblage, de
LCAS et NOMMAX.
Affectation de IIEQ1,

PassAages sulvants

Modif. évent. de IIEQ1,-2,-3
Mise & zéro de la zone
d"assemblage droite

-2, -3
Y

=

— pdébut de la boucle frontale

| Appel de MAIL (N)}

<0 -
[ signe de ILNL j—————
>0

Y

Solution actuelle pour
1'élément.Zone (IESD,IELD)

Yy

[ Appel de SPEL (1)]
v
| Appel de FRONT3 |

fin de la boucle frontale

!

[ Appel de FRONT4 |

NIT % NIT+1

[ Test de fin sur ER p—# Fin

Fin de la boucle d'itération

/

aTejuoIs aTonog

» Obtention de la solution actuell
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G. LE SOUS-PROGRAMME ELEMENT POUR LES PROBLEMES NON LINEAIRES

Lors de la premiére phase (passage avec ILNL < 0) pour
1'obtention de la matrice triangulaire de Gauss, le sous-programme

élément fonctionne exactement comme pour les problémes strictement linéaires.

Dans les phases ultérieures, le rdle du sous-programme

glément est de calculer soit le résidu {R}, soit {R'}.

La compréhension de l'organigramme de la page suivante

est facilitée par les deux schémas ci-dessous.

Dans l'organigramme, c'est le calcul d'un résidu {R} qui

est représenté ; on imagine facilement les modifications pour le calcul

d'un {R'}.
. eme .
solution actuelle pour, N membre de droite
les inconnues de calculée a partir d
1'élément . membre de gauch

T IESD NVE L NVE T IELD NVE L NVE IASGF
g NMDNVE 7
J} ,
[N IESD IELQ
- e e g o P e e A e - - - - N Ny, —
gl r 1 Lo <[ 1ESD || IELD
] | ! t p=d B
| ! A A |
b : b E | m =
' | ' - .
S IO N R B 4 Sl |3
[ L : i *
a bbb ek Terkz 4 =
] \ ' 1 ]
ERERE =
A +
N T T . o
P Ca
Pl : : : 1
L A
T AL R
| 1 | ' ' !
1 [} ! : ! : ®
SR
| 4 | 1 ¢ 1
[ N '| |
| ] ] ' H
[
| | i ]
AT A A l
——— e _-:—._:._ —.L-o-:——-%—o{ e N, -
blora 1erk3 1erK
' t
bbb
A
[ N T S I
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Exemple

~

Nous reprencns l'exemple traité & propos des problémes linéaire

Nous avons introduit une non linéarité en ajoutant au terme

diagonal central de chaque bloc (égal a 105) la quantité QONL¥ Xy s la

quantité QNL étant également rajoutée au second membre afin que la solution

reste égale a 1.
Nous joignons une liste du sous-programme élément utilisé.

Nous avons fait des essals pour quatre valeurs de QNL qui

sont 5, 20, 35, 50. (voir figures sur les pages suivantes]).

Méthode de la sécante simple (notée méthode A)

X . . . ¥ Méthode de la sécante avec multiplicateurs

calculés a chaque pas (notée méthode B)

O e e o — - Méthode de la sécante avec multiplicateurs

calculés au premier pas uniguement.

On peut remarguer gue la méthode A devient de moins en

moins rentable au fur et & mesure que la non linéarité augmente ; les

propriétés sont inversées pour la méthode B.

L'efficacité de la méthode C est elle incontestable dans
tous les cas.

Il n'est évidemment pas possible de tirer de conclusions
définitives a partir d'un seul cas particulier et la question mérite d'étre
approfondie ; nous n'avons malheureusement pas eu le temps de le faire

dans le cadre de ce travail.

SERNL
MATHERAT D

Upiversite de @i
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QWL = 5
\/'\": - b——__ ¢
L temps de calcul
0.99
1.0429 0.99622 |1.0003 0.88897 1.0000 1.0
1.0429 0.99632 1.0003 0.89897 1.0
1.04283 0.99632 |1.0003 0.99997 {1.0000 1.0
1.1718 0.93580 |1.0213 0.88255 1.0025 0.89311 1.0003 0.99989 1.0000 0.99988
1.1718 0.94539 1.0191 0.89346 1.0022
1.1718 0.94539 |1.0153 0.99552 [1.0012 0.99862 |1.0001 0.939996 (1.0
QVL = 20
1.
1.05 \
’ o._ ‘/’"\.
\‘ /\/" ~~~~~ ~/ e \.\- .
o~ e e—
j\\ '/,i///// temps de calcul
0.95 o
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QUL =
1.4
x\\‘
A —~.
" >‘-‘. }5.‘_ e — 4/_:<
”1, / Smom-mm T —\/%'\.;/ T
0.9 ’
\.x{/
0.8
1.3007 0.79172 {1.1123 0.92842 |1.0416 0.97430 {1.0153 0.99062 1.0056 0.99654
1.3007 0.86962 1.0821 0.85433 1.0283
1.3007 0.86982 1.0420 0.98458 1.0054 0.99806 |1.0006 0.99975 |1.0
1.4296 0.55112 [1.2995 0.70342 {1.2176 0.79171 |1.1611 0.84832 1.1206 0.88888
1.4236 0.88350 1.1012 10.92579 1.0877
1.4296 0.88350 1.0143 0.98782 1.0002 0.999896 |1.000C 1.0000 0.89999
QVL = 50

AN

\/v N




SUBROUTINE SPEL((IE)

EXEMPLE SIMPLE DE
SOUSPROGRAMME
ELEMENT POUR UN
PROBLEME QUASI-
LINEAIRE

[a)

U-XaXaXaTNal

C
19
4
199
205

DAMENSTON L(3) . JtU

COMMON/ZCTRA/COLF 11500)

CO“WON/CORGINVNoNNcNMDoNMDNV.MAxAVuNEnlELF.lASGF.l&QO;!&Qc
1 LCAS-NOMMX:NTV'XHLC(b)vXDESib)-LNA(ZO)

COMWON/CQLI/lLNL.XA%;lESD‘lELD.!lEﬂlgxXEoz.llEQJ.ER.EPS

COMMON/ZCMAT/Z13sH PS5 PRIG

COMMON/ZCLIM/P (9} QNL

IF(IENDe9019
% PHASE PRELIMINAIRE *#
NN=6
NYN=D
NVE=/i#NVN
RETURN
IFLILNLY991499+199

DO 2n% 1=1ELDyIASGF
COEFt1)=0,

C
¢ ##* A PARTIR DE INEC TROUVER LA SOLUTION ACTUELLE POUR LYE!EMENT ww+

C
C

L aXal NnwWm . XaXa¥al & [aX2Xal
e 2 24 o w

(=)

s#x LA RANGER DANS LA ZONE (IESDy LELD] ##%
L]

KK=17SD
DO 230 I=1sNN
NOM= 1 TABS (INEC(I))=1)*NVN
Do 200 TI1=1sNVN
NG=NOM+11
KK=KK+1
K1aKK
DO 200 N=1+NMD
COEF tK1}=CCRF (NO)
NO=NO+NOMMX
s K1=K1+4NVE
CONTINUE

*#x% LA ROUCLE DE CALCUL OES COEFFICIENTS (MEMBRE DE GAUCHE) #¥*
K=1
JS=1ESD=NVN

#%x ) POINTE SUR LES COLONNES DE BLOCS  #*HEERRIIIIE HRHR KL WRE R
DO 1 J=1sNN
J3=JS+NVN
15=TESD-NVN
2% [ POINTE SUR LES LIGNES DE BLOCS *WRREXXXXXmudxxxwxumexs
DO 1 1=1sJ
1In=0=-1
15=15+NVN

‘w%% Jy POINTE SUR LES COLONNES DYUN BLOC ¥##Xsusatiieassrid
DO 1 JJ=1sNVN )

JUS=J5+JJ

T IF=NVN

1F(10131,32,31

11F=JJ

#%# 1 POINTE SUR LES LIGNES DIUN BLOC ¥ % Maaxd "¥skuxid
DO 1 11=1s11F

JO=JJ=11

1J0=10+1A85(J0O)

=~ PHASE D'AMELIORATION

TIF{IAM-1)146194E€ 045
COE=0.
GOTO 41

== CALCUL DE LA PARTIE FIXE DU COEFFICIENT
-~ CETTE PARTIE PEUT ETRE STOCKEE «T RELUE.
QQ=0. ‘
1F(1J0150951950

QQ=100e%H

COE= (NVN#* (JJ=1)+T11¥H+QQ

IFIILNL) 40940041

~PASSAGE EN LINEAIRE
COEF {K)=COE

K=K+l

GOT0 1

=PASSAGE EN QUASE LINEAIRE
K1s15+11

K2=K1+NMDNV

K3=JJS

K4 =K 3+NMDNV

#ws BOUCLE 42 SUR LES MEMBRES DE DROITE [ 222 A A A Al
DO 42 N=1oNMO

~= CALCUL DE LA PARTIE NON FIXE DU CNEFFICIENT
1F{1J0)60961060

1F{11=2)60062+60

COEmCOE+QNL*H#COEF LK3)

COEF(KZ)-COEF(KZ)*COE'COEFfK3)
IF(1J0)43ebbyb3
COEF(Ké)-COEF(Kh)#COE*COEFlKll
K1xK14NVE i

K2=K2+NVE

K39K3+NVE
TRUHKUPNYE

CONTINUE .




%

[aNal NaNaNa¥s

nnNn

Sl\(\ [a¥al [aNaNa TN o Na'
b e

[aXaNa¥al

102

" 100
a99
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IFtIAM=11110+110+999

LA BOUCLE DE CALCUL DES COEFFICIENTS {MEMBSRES DE DROITE) #*w#
¥K=1ELD

#%% BOUCLE 100 SUR LES MEMBRES DE DROITE LA A AA S AL AL el S22
DO 100 N=3sNMD
PREP(N)*H
Qi1)=173.
\J(Z)-192 *QNL*P(N)
1=208.

®#% | POINTE SUR LES LIGNES DE BLOCS MMM MSMEMXNMRERCHAN#5 48
DO 100 I=1sNN

QI11=Q(11~6

0(31=Q(31+¢

##% 1] POINTE SUR LES LIGNES DYUN BLOC 3% M at s h% & ¥ %
DO 100 Il=1sNVN

== CALCUL DE LA PARTIE FIXZ Oy COEFFICIENT
== CEV/TE PARTIE PEUT ETRE STOCKEE ET RELUES
COE=O(II)*PR

IF{ILNL)101+1015102

~PASSAGE EN LINEAIRE
COEF{K)=COE

K=Y+l

GCTO 100

=PASSAGE EN QUASI LINEAIRE
=CALCUL EVENTUEL DE LA PARTRIE NON FIXE Du COEFFXCXENT
-~DIFFERENCE AVEC LA VALEUR CALCULEE PLUS “AUT
KK=KK+]
COEF (KK ) =COE=~COEF (KK)
CONTINVE
RETURN
END
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TROISIEME PARTIE

o0o

QUELQUES APPLICATIONS
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§ 1 - INTRODUCTION

Les méthodes numériques ne trouvent leur sanction que
dans 1'efficacité et la qualité qu'elles démontrent lors de leur

utilisation.

Nous avons toujours eu & l'esprit la finalité de notre
travail qui a été congu en fonction d'elle ; aussi, était-il essentiel
de vérifier concrétement du bon fonctionnement de 1'outil que nous

avions élaboré.

I1 s'agit donc ici d'exposer guelques applications
mettant en pratique, sur des problémes ayant une réalité physique, la

méthode de mise en oeuvre que nous avons exposée dans la deuxiéme partie.

La physique gue nous avons choisie est celle de la mécanique

des milieux continus parce qu'elle correspond & notre formation premiére

et que c'est avec cette branche gque nous avons gardé le plus de contacts.

Avant d'aborder les problémes eux-mémes, il nous faut
présenter rapidement les éléments que nous avons utilisés. Nous dirons
aussi quelques mots sur 1'intégration numérique qui est d'une commodité
d'emploi bien plus grande que l'intégration analytigue qu'elle a

pratiguement complétement supplantée & présent.







. 153 .

§ 2 - LES ELEMENTS

A, INTRODUCTION

Nous n'avons pas fait porter notre effort sur ce point,
1'organisation générale du systéeme Ulysse et les programmes du noyau qui
assurent l'assemblage et la résolution étant de notre point de vue des
taches prioritaires, préalables en tous cas a une utilisation ration-
nelle et organisée des éléments. Nous avons d’ailleurs été renforcés
dan5 notre attitude par le fait que la littérature abonde en articles
présentant une grande diversité d'éléments alors que 1'aspect mis en

oeuvre est lui, en revanche, pratiquement absent de toutes les publications.

Il n’en reste pas moins que pour faire des éléments finis,
il faut disposer d'éléments ; aussi, allons-nous présenter une famille,
celle des éléments triangulaires de Lagrange ; il peut &tre utile de
se repdrter aux § 2 et 4 de la premiére partie pour tout ce qui concerne

la théorie se rattachant a ces é&léments.
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B. FAMILLE DES ELEMENTS STANDARDS TRIANGULAIRES -

a - Coordonnées de surface :

7

13 v

¥9

- aire F’PZP3
aire P1P2P

On vérifie aisément que :

n

et : s2

3

~

Un point P & 1'intérieur du triangle est
repéré soit par le doublet (&,n), soit par
le triplet (s1, s2, s3) ; s1, s2, s3 sont
les coordonnées de surface et sont définies

de la maniere suivante

aire PP3P1
2= aire P_P.P 83 =
12 3

aire PP,lP2

aire P,|P2P3

51 + 82 + 83 = 1

= 7 s1=1-& - n

b - La famille des éléments standards triangulaires de Lagrange :

o

lLe schéma ci-contre visualise la génération
de cette famille d'éléments ; il faut re-
marquer qu'’elle est constituée d'ensembles
g-unisolvant, ce gui en fait une famille

privilégiée.

Const .

—K;athL_ T4

2 Y

Ensemble 1 uni-solvant

{polyndme lingaire complet)

%

A

Ensemble 2 uni-solvant
(polyndme guadratique complet)

it oY

®* A % R
Ensemble 3 uni-solvant
(polyndme cubique complet).
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c - Coordonnées barycentriques et fonctions de base

Considérons le triangle Tn ; soit un point P appartenant

& ce triangle Tn. Dans ce triangle P1P2Pg, on peut écrire

n.n
P =23 [P, .
. .11
i
N n 3
ol 1les Ai sont les coordonnées barycen-

triques du point P

. n .
lLes fonctions Ai des coordonnées de sur-

face peuvent également servir de fonctions
de base ; sur le triangle Tn, nous pou-
vous construire l'interpolation
viP) = & Al v,
.11
i
\/i étant la valeur du champ au noeud i.

I1 nous faut & présent trouver 1l'expression de ces fonctions
n . .
de base Ai ;5 nous allons chercher une relation de récurrence. Pour cela,

considérons le triangle Tn+1.

P =13 X2+1 Pz+1 ol 1l°'ensemble des points P2+1 comprend les
i
. n . n+l n+1 . .
points Pi plus les points du segment P2 PS . I1 est facile de voir que la
relation cherchée est de la forme
n+1, n+1 n+4 n+1., _ n+1 .n n n n
Xi [51 » S, s Sg ] = o 5, Ai [51, 850 53].

en effet A2+1 et A; doivent s'annuler sur tous les nceuds autre que i du

triangle Tn, A2+1 est d'un degré supérieur a A; et doit s'annuler sur le
segment P2+1’Pg+1. Le scalaire a est déterminé par la condition X2+1(i]=1,
soit

n+1 n+ n+1 .n

. S ———— g AL

i n+t1-n, 1 i

i
n, ng
gsi le noeud i se situe sur le segment P2 P3 .
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. n n+1 . N
Les relations entre les Si et les Si sont faciles a

trouver. On trouve ainsi que

pour le triangle T1

pour le triangle T2 :

noeuds

noeuds

pour le triangle T3 :

noeuds

noeuds

noeud

A

10

s Az
AL

1

A, = 4
AL

1

)
‘T3
A

= (2si-1) si

s2s3 AS = 4 s51s3

1
2
s2s3 (3 s2-1) AS

= 27 s1s253.

A, = 4 s1s2

(3 si-1) (3 si-2) si

% 5283 (3 s83-1)
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C. INTEGRATION NUMERIQUE

Lla technigue. d’'interpolation utilisée conduit & exprimer

le champ sur 1’élément considéré sous la forme

VI(X,Yse0a) = 2 Ni(x,y,...] v
i

i
51 bien que les termes se trouvant sous le signe somme dans 1l’expression

N

de la fonctionnelle J(v) & minimiser sont de la forme

N, oN .

1 1
[a) F[Ni[X;y,---) :'é';—(x:y’---] "5'9'— (X;y,-l..) ] '---]

en ne considérant gue les termes dépendant des variables indépendantes

X, V, .. par rapport auxquelles est effectuée 1'intégration.

L’intégration numérique nécessite le calcul de termes de la
forme (a) aux points d'intégration de 1'élément, c'est-a-dire pour des

valeurs déterminées de X, Y, «ea

Lef fonctions de base Ni sont en fait définies sur un
élément standard E & géométrie simple mais éguivalent, au sens défini dans
la premiére partie § 4 B2 ; c'est-a-dire qu’'il existe une matrice J
permettant de mettre en correspondance biunivogue 1'é€lément considéré

avec 1'élément standard E.

Dans la pratique, les fonctions de forme et leurs dérivées
sont d'abord calculées sur 1'élément standard ; la détermination de la
matrice jacobienne pour chague élément permet ensuite de passer a leurs
valeurs sur 1'élément considéré. Toutes ces opérations sont concretement

présentées sur 1l'exemple traité au § 3.

Nous donnons ci-dessous un schéma expliquant le fonctionne-
ment de 1'intégration numérigue, tel gque nous 1'avons congu, dans la

programmation des sous-programmes eléments.
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Les fonctions de formes et leurs dérivées utiles
ont été calculées pour 1'élément standard et

stockées dans des tables.

» Boucle sur les points d'intégrations

Calcul au point considéré de la
matrice jacobienne et des fonctions

de forme

Calcul de la contribution a la
matrice élément pour le point d'in-
tégration considéré (se reporter a

1'organigramme de SPEL).
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§ 3 - PROBLEMES AXISYMETRIQUES ; CAS DE L'EILASTICITE LINEAIRE

Nous menons dans les pages qui suivent 1l'analyse complete
qui précéde la programmation du sous-programme élément, pour le probleéeme

suivant

Calcul des déplacements dans un corps & géométrie de

révolution soumis & un systéme de forces guelcongues.

On pourra noter le découplage qui existe dans toute

1'analyse, entre la partie :

interpolation du champ

et traduction des équations physigues.

Pour 1'aspect mathématique de la formulation du probleme

de 1'élasticité linéaire, on peut se reporter a :

Cours de Monsieur DBUVAUT
Ecole d'Efé de 1'E.D.F. (Juillet 1971].
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A. DEPLACEMENTS

ﬁ»Z)

u déplacement radial
u v déplacement axial

w déplacement tangentiel

Le sens positif pour 1l'angle 6 a été choisi de telle sorte

que ei et eﬁ , vecteurs des amplitudes des déformations symétriques et anti-

symétrique de 1'harmonigue n, aient méme forme (voir B.).

Suppcsons les déplacements développables, tout comme les
charges appliquées, en série de Fourier de 1l'angle au centre 0 ; mettons

en évidence les parties symétriques et antisymétrigues

u(r,z,6) = & ui (r,z)cosnd + X ug(r,z)sin no
n n
s A .
~v(r,z,0) =& v (r,z)cos nb + % vn[r.2351n no
n n
S \ A
w(r,z,8) = X wn (r,z)(-sin n6) + I wn(r,z)cos nod

n n

ce gui peut s'écrire sous la forme matricielle

S . A -
u cos nb u sin n6 u
n n
s . A
v = % cos nb vn +2 sin no vn
n n
. S A
w -sin n6 w cos no W
n n
=5 s g =A —A
T T u T u
n n n n n

soit donc :

) U= (T T +T.TY
n
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Faisons quelques remarques concernant les déplacements

—— Pour 1'harmonique zéro, la partie symétrique du déplacement est

constituée par u et v ; la partie antisymétrique est w.

-—— Pour les points situés sur 1l’axe (rayon nul), il est nécessaire de

prendre certaines précautions afin d'assurer la compatibilité des déplace-

. . PR -
Harmonique zéro :1il est évident que u=w=0 car seul z est

pour toute orientation de 6.

. Harmonique n » 1 : Dans les axes (?O, 85] le déplacement

s 'exprime par

T (9=<3)

ments

invariant

B

| EL

-

Or r
b
n=1
¥
n=1

(e z uS F + % wA 6
n-o n o
n=1 n="1
r > > .
et dans les axes (r, 0), orientation
6=¢ :
3 (u5 cos n @+ uA sin ntp)”:Li P (ws(-sin nso]_é
n n n
n=1 n=1
+ wA 80S ne)
n
> > > - >
=T cos @ + GO sin ¢ et 6 =r (-sine) =+ eo cos @

I1 faut donc que V@

(cos @ {ure'1 cos n @ + u/r:\ sin n @} - sin (@ {wi (-sin nip) + wﬁ cos. n@ })

i
I ™y
[mi

n

lsin @ {uf1 cos n @ + u/:]‘ sin n@} + cos ¢ {wi (-sin n@) + W/r: cos n(f})
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o |

X

rz

Y26

Yer

~
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Introduisant 1'opérateur gi)

.
3/ dr 0

8 3/9z

i 1/r 0
9/9z 9/9r

0 n/r

L n/r 0

-n/r

3/3z

3/3r-1/r

/

nous écrivons le vecteur déformation e en fonction des déplacements :

-

cosno

cosno

IO ™

7

cosnbd

cosno
-sinn®

-sinndg

-

J w

sinn®
sinn®d
sinn®
sinn®

cosnd

COSHG

4

g}#\

n

”~
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L'Dpérateurgg n'est le méme pour la partie symétrique et
antisymétrique qu'’avec le sens positif choisi pourga ; ce choix se trouve

donc Jjustifié ici.

_ S G\—S 2A ) —A
(2) ‘e—g(gnﬁunﬁ‘cén@un]

C. CONTRAINTES

Soit ﬁ la matrice B6x6 reliant les contraintes aux défor-

mations
¢t I1 est nécessaire que D ait la configuration
* o0 ci-contre pour gue partie symétrique et

= . ¢ e r o0 antisymétrique d'un méme harmonique ne
* s 00 soient pas couplées.
0O 0 0O O e e
o o 0 O e e
- e
(3) g =0D¢€

D. ENERGIE POTENTIELLE

Elle s'écrit E ;foa d(vol) - / F, U d(vol) - _/Fs u d(surf)
V %

olume olume surface

it

Les intégrales se décomposent de la maniére

suivante

Volume 0 “%¥F , SurfaceY 0 Y&

Avant de détailler le calcul de E, rappelons
les formules exprimant 1'orthogonalité des

fonctions circulaires
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2T K ) m si p=g 2 e m si p=qg

simpOsingbdd = 3 cospOcosghde =
0 0 si p#q 0 0 si p#q

27
" sinpBcosqgbdd = O
0

En tenant compte de l’orthogonalité des fonctions circulaires
(découplage des harmoniques) et de la configuration choisie pour D

(découplage des parties symétriques et antisymétriques d'un méme harmonique),

nous pouvons écrire :

%f / [ DT )t €. 08 D) - [(§Du ) g D@[gbu 1190 do

27 & & ’
f / Fy T+ ™) @™ d de
D vn n n vn n n
FS

:"ul'
57

N

27
t - t —_
)+ (TVFR (Tf‘ u/:)] 4@ do

—w

F° oy (70
n

0 g[[n sn

. -3 .
lLes expressions %D un ne dépendent que de r, z, n

Les expressions éf: E:é?i ne dépendent que de 6 et n et

[—

2nDsin =20

2m
ﬁoéide= =

0 D sin 21

En définitive, il est possible d'énoncer : le probléﬁé ﬁes
corps & géométrie de révolution soumis & des charges développables en série
de Fourier de 1l'angle 0, qui est un probléme tridimensionnel, peut s'étu-
dier comme .une suite de problémes bidimensionnels sur 1és amplitudes des

déplacements des différents harmoniques ; la superposition est acguise.
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E. PROGRAMMATION DU PROBLEME BIDIMENSIONNEL ELEMENTAIRE

N

Nous cherchons & déterminer 1'amplitude symétrique ou

antisymétrique des déplacements pour 1'’harmcnique n.

Supposons choisie une famille d'éléments issue d'un é€lément
standard sur lequel la technique d'interpolation donne 1'approximation

suivante pour tout champ inconnu V

N

N
Vig.n) = I,

Ni[g,nJ Vi

ol NN est le nombre de noeuds d'interpolation de 1'élément.
Ni(E,n] sont les fonctions de base.

Vi est la valeur du champ au noeud i.

Les axes &,n sont les axes locaux centrés orthonormés de

1'élément standard.

3
> 7
4 s 3
I
1 e
-(8,9)
2 i
2
>r

Considérons, dans 1l'élément standard le point &,n ; il

correspond au point (r,z) de 1'élément courant défini par :

i
i =
=

en supposant que les noeuds 1=1 & NN' soient les noeuds de définition

de 1'élément.
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La matrice Jacobienne est donc :

aT/9E  3z/3E 3N/ 0%

ar/ an 9z/ dn BNi/Bn

Plagons-nous en un point (&,n) précisé de 1'élément stan-
dard ; il est alors possible d’inverser numériquement la matrice Jaco-
bienne.

98/9dr an/ar CR ER

98/ 93z an/dz Ccz EZ

=

Nous pouvons a présent donner, éu point (r,z) de 1'élément
courant, l'expression de SDU ; elle fait intervenir les fonctions de base
et leurs dérivées (par rapport & £ et n), 1'inverse de la matrice jaco-
bienne et les inconnues que sont les amplitudes des déplacements aux

points d'interpolation.

" ' N
! {
' Ni,r 0 0 ]
| |
| }
Lo N, 0 1
| i,z |
i
i 1
LN 0 -nN ' F—-
| i/r i/r | u,
= ! i i
gDU = ! i
VN N, 0 ] Vil®
| i,z i,r |
| ) W,
[ | 1
! 0 nN N, |
i i/r i,z l
! I
: )
: an/r 0 Ni,z 1/r:
L N s ”
Bloc Bi (6x3)
\__ 7
d
ol N = N CR+N, ER 3 N = N, CZ + N, EZ
i,r s E 1, i,z i,¢& i,

[l
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La détermination du membre de gauche nécessite le calcul

d'intégrales de la forme :

2 —t = o
4 2 Qu’ b Gu 4@

Avec l'approximation des champs cheoisie, pour chague
€lément, cela revient au calcul de 1l'intégrale d'une matrice {3NNx3NN)

formée de blocs 3x3 ; 1'expression du bloc (I,J) est

(1,3) = (8,)°
1

D (B,) det J d [Egstandard]
25 standard J

531 nous choisissons pour D la configuration ci-dessous

7 -
1 XA XA 0 0 0
XA 1 XA 0 0 0
XA XA 1 0 0 0

D = XE

8] 0 0 XB 0 0
0 0 0 0 XB 0
0 8] 0 0 0 XB

. -

1'expression détaillée du bloc (I,J) devientk:

147
(I,J) = < 7 XE 25 8 det J d&dn
Estandard |3 6 9

N ~ 2
ol : 1 = Nj,r[Ni,r+XANi/r}+Nj/r(XANi,r+Niﬁm3+XBNj,zNi,z+XBn Nj/rNi/r .
2 = XA N, _N. + XA N, N, + XB N, _N, .
j.r i,z j/r i,z Jsz i,r
3= XAan,rNi/r B an/rNi/rNi/r ¥ XBan/r(Ni,r—Ni/r]
4o XA IS TN 0y e, i,
Jirid,z
5 =N, _N, + XBN, N, + XBn"N, , N,
J,z i,z j,r i.,r j/r i/r
B = -XAnN, _N, + XBnN, , N, .
j,z i/r Jj/r i,z
7 = ~an/r[XANi’r+Ni/r]+ XBH[Nj,r_Nj/r)Ni/r .
8 = -XAnN, , N, + XBnN, _N, .
j/ri,z J,z i/r

9 = n

»

N,, N + XBN, - -
/v i/r NJ,zNi z * XB[Nj.r Nj/r][Ni,r Ni/rJ i
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F. LE CAS DE L'AXISYMETRIE PURE e

Non seulement la géométrie mais aussi les conditions

aux limites sont axisymétrigues.
Le déplacement tangentiel w est nul.

~

Le vecteur déformation se réduit & présent a

T e ] L
T ar
Y
€2 9z
E = = E = 913
e u
0 r
au AV
Y gy
rz ~{ 3z or
L - L -4

Sont non identiquement nulles les contraintes Opns cz, Ge,

rz

L'expression de 95{3 au point (r,z) de 1'élément courant

devient pour le probleme discrétisé

- | I -
' N, 0 I
' 1;r '
| I
' 1 O NS I
g}u = | | Ui bl
1
] Ni/r 0 l
| | v,
i
I N, N | b ]
] 1,2 1,T1}
B 1 | .
al - rd
Bloc Bi (4x2}
\..__ -
d

Le vecteur d est ici le vecteur des déplacements radiaux

et axiaux aux points d'interpolation.
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L'expression du bloc (I,J) devient :

(I,J) = 2w XE 1 3] det J d&dn.

2 4
Zg standard

ol 1 =N, (N, +XAN,
r i

] + N,, (XA N, _+N
J.r i, r i,r

i/ r] + XB N, _N

/r i/ J.z i,z

2 = XA N N

. N, + XA N N, + XB N N
j.r i,z

J/ri,z j,z i.v

3 = XA N, (N, +N,, ) + XB N, _N, .
sz i,r i/r j,r i,z

4 = N, _N, + XB N, N, .
i,z i,z j,ri,r
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Exemple d'exécution. ..

Probléme : Soit a déterminer le champ des déplacements et le champ des
contraintes (comme sous produit) dans une couronne circulaire dont la

section est représentée sur la figure ci-dessous.

ﬁ’
Module d'Young = 20 000 Kg/mm2

Coefficient de Poisson = 0,3
Densité = 7,8 Kg/dms/
Force de volume de 10 000 g (g

gée vers le bas.

ww gel

Sur la surface b, la composante

sur y du déplacement est nulle.

!
!
|
|
!
|
|
|
|
|
|
I
!
I

I Ay

50 mm

—

/ 50 mm 4

Résultats : Sur la page suivante sont données les sorties traceur avec
représentation du maillage et des contraintes principales au point

d'intégration.

Une étude comparative des différentes discrétisations
utilisées est faite & propos des déplacements en x pour les surfaces Ci
(cHté intérieur) et C, (c6té extérieur). -

Nous avons testé les éléments quadrilatéraux a huit noeuds
de la famille "serendipity” de Zienkiewicz (maillages 4C et 2C4T} . Ces
éléments, non justifiés sur le plan mathématique (ils n'ont pas la

propriété d'ensemble ‘unisolvant), donnent tout de méme des résultats fort

honorables.

accélération de la pesanteur) dir]
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6T

12T

—=

1
1

4

PR G

24T

[t

e

s

e

—tt

et
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4C

2C 41

e

—f




cGté intérieur

M50
+
.1_
+ 100
+
+
50
+
+
1.0 3.0 5.0 p'-2
150, cOté extérieur
_}_
+
100, 5
+
+
504
+
0.0 0.5 1.0 1.5'-

Déplacements en X

173

aT 12T 247 4c 2C 41
0.434'-4 [0.527'-4  |0.664'-4 | 0.837'-4 | 0.672'-4
0.840'-3
0.612'-2 |0.162'-2  |0.162*-2 | 0.160°-2 | 0.181'-2
0.240'-2
0.324'-2 |0.320'-2  |0.318'-2 | 0.322'-2 | 0.320'-2
0.398"-2
0.476'-2 |0.476°-2 |0.475'-2 |0.478'-2 | 0.477'-2
0.547'-2
0.614'-2 |0.613'-2  |0.613'-2 | 0.615'-2 | 0.617'-2
0.665'-2
0.698'-2 |0.696'-2 |0.697'-2 |0.891'-2 | 0.691'-2

B 0.711'-2

0.630'-2 |0.697'-2  |0.702'-2 | 0.706"-2 | 0.705'-2

0.243'-4 |0.442'-4  |0.578'-4 | 0.197'-4 | 0.491'-4
0.1557-2

0.306°-2 |0.306'-2 |0.306'-2 |0.307'-2 | 0.306'-2
0.456'~2

0.607'-2 [0.607'-2  {0.607'-2 | 0.807'-2 | 0.807'-2
0.758"-2 B

0.911'-2 |0.908’-2  |0.907'-2 |0.905'-2 | 0.906'-2
0.105'-1

0.119'-1  [0.118°-1  |0.119'-1  |0.118'-1 | 0.118'-1
0.132'-1

0.143'-1 |0.143'-1  [0.143'=1 | 0.143'-1 | 0.143'-1
0.151'-1

0.156'-1 [0.156'-1  |0.156'-1  |0.155'-1 | 0.155'-1
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Nous donnons ci-contre un exemple de calcul ol nous

avons mélangé les éléments triangulaires et guadrilatéraux.

Il s'agit du probléeme de la palplanche.
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PARCOURS DES ELEMENTS

s fn % 48
3 pwjas>K 49
84 1 32| 20
37 % n

&6 S| Lh | Ly
(A 1
so ol 52 | s8>
59 [l <

a|m [niel o ss
80(76 |68

u
{2
4o fin] 38| 22
S Hald>as s TS
/
4% .
t

B iy mjala] 56
uwlalg

NUMEROTATION DES‘ NOEUDS

®

oM 5 . ® s s
&, 5]
s
Ly 31 L )
N
3
» %
‘il“>l¢
» \\Tte ‘
" o
s o
%D % >n
T “l> -
® "
"'u
l‘“ 44 ]
[
™ ”
{
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SoL |
E = 30 l(g/l’rln2 !
:e:tsi(t):z 2 Kg/dn® A .
' *
PALPLANCHE : ' | ¥

E = 1000 Kg/mm?
v = 0.3
densité = 5 Kg/dm”

KA

N7 FRE TR F RN

o
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§ 4 - PROBLEME PLAN DE PLASTICITE

A. TERMINOLOGIE ET NOTIONS FONDAMENTALES

Soit un corps soumis & un systéme de forces provoquant
sa déformation ; considérons une particule matérielle de coordonnées
lagrangiennes a et étudions un voisinage de cette particule. L'étude
du passage éventuel du voisinage de la particule en phase plastique

met en Jjeu les notions suivantes :

Fonction de plasticité F : c'est une fonction scalaire des coordonnées

a lagrangiennes dépendant de l'histoire de la déformation ; elle est

une mesure de 1l'état du matériau au voisinage de la particule a.

Paramétre d'écrouissage K : c'est un paramétre qui ne dépend que de
g .

1'histoire de la déformation en phase plastique.

Critére_de plasticité : lorsqu'un matériau se trouve en phase de déforma-

tion plastique

Plus précisément

~

Pour un matériau & travail d'écrouissage :

dezj = 0 si Fgo ou F =0etdF €0
Py. .
ldeij| > 0 si F=0et dfF >0

Pour un matériau sans travail d'écrouissage :

dtij =0 si F <0 ou F=20etdFf <0
P .

|de. .| >0 si F=0 etdF =20
1J
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On voit que F ne peut en aucun cas &tre strictement
positive ; la condition de plasticité est en général représentée, dans
6 .
1l'espace MR~ des tenseurs symétriques par une surface convexe contenant,

initialement du moins, l'origine.

Les critéres de plasticité les plus connus pour les maté-
riaux métalligues sont ceux de Von Mises et Tresca [10]; pour les sols

on préfére celui de Coulomb [11].

Les riégles d'écrouissage (loi de variation du paramétre K)
indiquent comment se modifie le critére de plasticité en cours de défor-
mation plastique ; il y a deux théories principales : la regle d'écrouissage
isotrope de Hill et Hodge [12] qui fait 1'hypothése que la surface de
plasticité s'agrandit durant 1'écoulement plastigue, mais en gardant sa
forme et sa situation par rapport & 1l'origine (homothetie de centre 0) ;
cette régle ne rend pas compte de 1'effet Bauschinger [13] et c'est pourquoi
il lui est souvent préférée la regle d'écrouissage de Prager, qui elle fait
1'hypothése que la surface de plasticité subit une translation tout en

restant rigide.
Pour compléter, il faut aussi une

Loi d'écoulement plastique : elle relie 1'incrément (ou le taux) de

~

déformation plastique & 1'incrément (ou au taux) de contrainte compte

tenu de 1'histoire de la déformation. Les lois d'écoulement sont classées
en deux catégories : les lois d’écoulement dites associées sont celles qui
utilisent la fonction de plasticité : 1'incrément de déformation plastique

a pour direction la normale & la surface de plasticité au point représen-

tatif de 1'état de contrainte : -
de,. = 8F/%0,, dA
ij ij
I1 existe d'autres lois dites non associées ; au lieu

d'utiliser la fonction deiplasticité F, elles mettent en jeu une autre

fonction @ parfois appelé potentiel plastique

de,. = 38/30,, dA
ij ij
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B. LA MISE EN FORME DU PROBLEME PROGRAMMABLE

Pour pouvoir utiliser la méthode de la sécante simple ou
avec multiplicateurs, il est indispensable de trouver une formulation

telle que le probléme a résoudre soit de la forme :

(A + A (x)Jx =B
Q c

Il est clair gue cecl nécessite une relation contraintes

déformations de la forme
do = (D - D) de
0 p

ol DO est la matrice élastique constante

Dp représente 1'écart par rapport & la linéarité du & 1'écoulement

plastique.
La déformation totale se décompose en deux parties
(m die} = dle} + d{ep}

ol {ee} est la déformation é&lastigue

{ep} est la déformation plastique.

L'état de contrainte pour un matériau élasto-plastique est

associé aux déformations élastiques.

(2) di{o} = [D] d{e} . -

Supposons que la condition de plasticité puisse s'exprimer

sous la forme

(3) Flad (eds KD = 0

ol K est un paramétre d'écrouissage.

Pour é&tre général, nous introduisons le potentiel plastique

Q{{o}, {Ep}. K} auquel le principe de normalité est applicable.
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aQ/aox
= dx {g'} od  {g'} = .

38
o{c}

(4) d{ep} = dA

Le cas des lois associées est le cas particulier ot F =

La relation (1) peut & présent s'écrire

(5) dfe} = 01 1 dio} + drig'}.

que nous préférons écrire

(5 bis) d{o} = [p] d{e} - dx [D] {g'}.

I1 faut parvenir & mettre 1'expression dA[D]{g'} sous la
forme [Dp] d{e} ; pour cela, nous utilisons le fait que lors de 1'écou-
lement plastique, le point représentatif de l'etat de contrainte reste
sur la surface de plasticité.

T : T
(6) dF = 0 soit {3—?—5-}—} d{c} + %E— dK + {5-?—2——}} d{z-:p} = 0.
P

Prémultipliant (5 bis) par {g}T et combinant avec (6), il
vient :

;
{g} (D] {g'} dn - (g% aK +3.%§_ % d{e }> - (g} [D] dle}
D p

BF/BO><
od {g} = .
1 §oF aF ! |
Posant A = - — {EE dK + B{ED}} d{ep} 1'expression de dA
1 T
= TE {g} [D] d{e}

(7) est  dAi

ot B = {g}'[D] {g'}-
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Nous pouvons & présent écrire la forme bien adaptée de la

relation constitutive pour le’traitement‘deswﬁfoblémes élasto-plastiques.

(8) d{c} = ([D] - [Dp]) d{e}

ov [0)] = 715 [0] (&'} {g}'[D]
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C. LA SEQUENCE DES CPERATIONS DANS UN PROBLEME ELASTO-PLASTICUE

- Diviser la charge en tranches de taille convenable, c'est-a-dire pour lesquelles 1'écoulement

4 plastique n'est pas trop grend.

Second menbre {3} g A{B}ipc ipc de 1 a NPC

ipc = O
{B} = 0
ipe = ipc+i -
{8) = (B} + alB},
ni =0
o Ni = ni¢1
Si ipc = 1 et nl = 1 . ’ autrement

-1

Calcul de {b}{ B [KO] {8}

(calcul analogde au linéaire)
' =
tab'}, = {b},

'Initialisation & zéro des contraintes {5}1 = 0

Mise & 1 des multinlicateurs.

Calcul de 1'incrément de contrailnte correspondant
3 {Ab'}ni_1 (contrainte linéaire + contrainte corrective)

+ Mo},

Mise & jour du niveau de contrainte

{a}ni = {G}ni-1 * A{J}ni

Test de fin

assemblage membre Calcul du Résidu {R}ni = {B} = j;[B]t {o}n1 dv

de droife, élimination |Correctien linéaire A(b}ni = [K0]~1 {R}ni

et substitution arriére|Correction extrapoléc A{b?}ni = [a]a;tuels A{b}ni
Si mise & jour des multiplicateurs ) autrement
Calcul des contiraintes carrectives.correspondant A(B'}ni = A{b"}ni
a A{D"}ni - A{up}ni . .

Calecul de la contribution non.linéaire due aux
contraintes correctives
. . t
¢ =
wy, = f, Mo Yy o
. ’ LAY
(c’est [AC] A{b ‘ni]

- _1 1]
Calcul de {Ay}n1 = [Ko] {R }ni

Calcul de Ia]ni at de

Aoty = lady alb),
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D. SEQUENCE DE CALCUL DES CONTRAINTES CORRECTIVES

L'état de contrainte précédent au point d’'intégration

était {oo}.

Un incrément de déplacement A{8} vient d'étre trouvé pour

les noeuds de 1'é€lément.

Il s'agit de trouver au point d'intégration considéré

A{op}.

e Calcul de l'incrément de déformation A{e} correspondant & 1l'incrément

de déplacement A{b}.

e Calcul de 1l'incrément de contrainte élastique correspondant

A{ce} = [D] a{e}

Si tout 1l'écoulement a été élastique, la contrainte est
devenue :

{o'} = {GO} + A{ce}.

e Calcul des invariants utiles au critére de plasticité utilisé é‘partir

de la contrainte {o'}

e Calcul de la fonction de plasticité Fi{c'}) = F1

e Si F1 est négatif, tout 1'écoulement s'est effectué en phase élastigque

et donc A{op} =0 - Fin des opérations. .

Si F1 est positif, ume partie de 1'écoulement s'est effectué en phase

. plastique ; il faut alors calculer r.

rA{e} est la proportion de 1'incrément de déformation pour lequel

1'écoulement plastique s'initialise, c’'est-&-dire lorsque F s'annule.

A{e}

Ao )} = [D ] d{e}
P ria{e} P
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La détermination de r s'effectue par des techniques
classiques ; il s'agit de trouver r tel Fle :
F[{oo} +r A{oe}) = 0

L'approximation la plus simple consiste & prendre

-F
r, = o
1 F1~FO
Fﬂ} Mais en fait F({c } + r, A{c }) = F_ # 0
‘ 0 1 e 2
g R ' ;
1 dF = {g} d{c} ; le d{c} = AI‘,I A{ce}
tel que dF = -F2 est donné par
&
LA Y4 v “ﬁ A FZ
Alsy BT
: {g} Ao}
E . g e
Une bonne valeur de r est donc
ro= - Fo F2
F, -F

) T
1 o {g} A{Oe}

. {Od} = {co} +r A{oe} est le niveau de contrainte atteint en phase élas-

tigque.

Pour serrer de plus pres le phénoméne d'écoulement plastique,
la déformation qui s'est effectuée en phase plastique est partagée en m

parties égales. Le choix de m ne répond pas & des critéres précis mais il

~

semble raiscnnable de le lier & un AF standard fraction de K2 (si le

critére de plasticité s'écrit F({o}) = K2).

Pour chacun des incréments de déformation

d{e}i' = 1;;5 AMe}

les étapes ci-dessous sont effectuées.
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o Calculer les invariants pour 1’état de contrainte {o}i (valeur initiale

{o}1 = {od}.

e Trouver le param@tre d'écrouissage Ai (voir le paragraphe suivant qui est

consacré a cette guestion).

1

e Calculer di = A +B.
i1

T
{g} d{oe}i

Si dx est < 0 faire di = 0 (cas d'une décharge)

e Trouver d{o}i = d{oe}i - drx[DI{g"'}.

d'od la contrainte mise & jour {G}i+1 ={o}i + d{o}i.

e Suivant la regle d'écrouissage choisie, calculer le travail plastique

effectué par unité de volume ou la déformation plastiqué effective.

e En général F[{G}i+1) # 0 et le critére de plasticité n'est donc pas

vérifié ; une correction est utile ; on cherche a déterminer un

G{G}i+1 tel que F({c}i+1 + 6{o}i+1l = 0.

Pour cela, on suppose que 6{0}i+1 gst dans la direction de la normale a

la surface de plasticité, c'est-a-dire que 6{0}i+1 est de la forme :

6{0}i+1 = oaf{g} o est un scalaire.
T LT L
On veut gue dF = {g} 6{0}i+1 = {g} {g} o F({O}i+1)

On en déduit

F[{o}i+1 v -

(g} {g}
L_.L état de‘contralnte choisi est {0}i+1 + 6{0}i+1.

<’S{c}i+,| = -{g}

e Calcul de A{c}p = Ao} - A{OB}

sachant que Af{c} = {c}m+1 - {00}-
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CONCLUSION

Ce travail ne constitue gu'une premiére étape. Il
s'agissait d'élaborer un outil en méme temps gu’une méthode de travail
ce point étant acquis, 11 devient alors possible de se consacrer a
1'étyde d’un probléme précis (mise au point de nouveaux éléments ; physique
particuliére) et d'y faire porter tout son effort sans avoir le souci
de 1l'environnement. Cette concentration de l'attention est indispensable ;
il est, en effet, bien rare que des résultats valables soients le fruit™
d’efforts, méme trés assidus et tres brillants, qui soient dispersés

et inorganisés.

Nous avons amorcé dans la troisiéme partie la deuxieme
étape, plus attrayante car les résultats sont 1& pour récompenser les
efforts fournis. Nous avons manqué de temps pour faire le tour de tous
les domaines susceptibles d'utiliser des méthodes d'éléments finis et
nous n'avons, par exemple, pas eu le temps d'achever la mise au point des
problémes de plasticité ol nous étions pourtant bien proches du but.

Ce n'est que partie remise.

Persaonnellement, cette rédaction nous sera d'un grand
secours, car une étape n'est véritablement bien franchie que lorsque

les idées ont été mises noir sur blanc.
Nous souhaitons gue ce travail rende les plus grands

services & tous ceux qui s'intéressent de maniére pratique aux méthodes

d’'éléments finis.

ZoOo
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