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INTRODUCTION

La premiére partie de notre travail est une contribution 3 1'étude

des plateaux d'idempotents dans un monoide, c'est i dire un ensemble muni

d'une opération binaire associative.

Dans un premier chapitre, nous rattachons la théorie des plateaux

(d'idempotents) 3 la théorie de Green. Ceci nous permettra de donner une con-
dition nécessaire et suffisante pour qu'un plateau soit un quadrillage, et
aussi de préciser 1'ordre entre plateaux. Plus précisément nous montrerons
1'existence, dans certains cas (monoides JP), d'un isomorphisme d'ordre entre
l'ensemble des plateaux et 1'ensemble des idéaux principaux engendrés par un

idempotent.

L'existence de cet isomorphisme d'ordre entraine que si 1'ensemble
de tous les idéaux principaux est totalement ordonné, 1'ensemble des plateaux
est totalement ordonné. Mais réciproquement, la structure d'ordre total entre
les plateaux n'entralne pas nécessairement une structure d'ordre total pour
les id8aux principaux. Cette remarque nous conduira 3 préciser 1'ordre entre

les plateaux.

Dans un deuxiéme chapitre, nous essaierons en particulier de carac-

tériser le plus possible les monoides —union de groupes, ...— pour lesquels
1'ensemble des plateaux est un inf-demi-treillis ou plus particulidrement un

ensemble totalement ordonné.

Le chapitre III traite des monoides symétriques finis oii 1'ensemble

des plateaux est totalement ordonné. Dans de tels monoides, nous caractérisons
complétement les plateaux d'idempotents. Cette &tude nous permettra également

-~

de montrer 1l'existence de plateaux d'idempotents i circuits hexagonaux.

La deuxiéme partie de notre travail consiste & déterminer un algo-

rithme permettant de tester 1'associativité d'une opération binaire définie

sur un ensemble fini G, le critére &tant la minimisation du nombre de tests.



En principe on doit faire n3 tests si n est cardinal de G. Toutefois
la procédure de Light permet de réduire ce nombre 3 pn2 tests si p est le car-
dinal d'un ensemble générateur du groupoide.

Nous voyons donc que le test d'associativité, s'il veut &tre amélioré, est

inséparable de la recherche d'un ensemble générateur.

Un premier chapitre étudie donc sur un plan mathématique les ensemblec

générateurs d'un groupoide.

Dans un deuxiéme chapitre, nous proposons deux algorithmes :

-

- Le premier, testant 3 mesure que l'on baAtit un ensemble générateur de G,
1'associativité des divers sous-groupoides successifs engendrés.
- Le deuxiéme détermine d'abord un ensemble générateur et se termine par la
procédure de Light. Une variante 3 cet algorithme consiste, aprés avoir trouvé
1l'ensemble générateur, 3 le réduire & un sous—ensemble générateur minimal (et
de maniére annexe quoique fort lourde, 3 un ensemble générateur de cardinal

q s ‘

minimum) .

Les comparaisons sont données sur des exemples.
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RAPPELS

A - PREORDRES ET PLATEAUX DANS L'ENSEMBLE DES IDEMPOTENTS D'UN MONOIDE [7]

1 - Préordres d'absorption et isovalences

Dans un monoide M on définit les deux préordres :

(i) absorption gauche :

def
aAb=—1[a=b ouab=p
g .

(ii) absorption droite :

déf
alAb=—= [h =b ou ba = E]
d

On dit alors que a est absorbé i gauche (respectivement 3 droite) de b ou

que b absorbe sur sa gauche (sur. sa droite) a.

Sur 1'ensemble E des idempotents, on définit les deux équivalences :
(a, b € E).

a) L'isovalence i gauche :
déf
azp=— [% Abetb A f]
g g g

b) L'isovalence i droite :

déf
b= |aAbetbAa
d d

[=Pa 1]

Remarque : Une classe d'isovalence ayant plus d'un &lément est form& unique-

ment d'idempotents.

2 = Ordre d'absorption

La relation produit des deux préordres d'absorption est une relation
d'ordre. Elle s'écrit :

[é > E] = [ﬁ =b ou ab =ba = b



3 - Plateaux d'idempotents

Sur 1'ensemble E des idempotents, la fermeture transitive de la

relation :

(a, b € E) [aE
g

est une relation d'équivalence.

Les classes de cette équivalence se nomment plateaux d'idempotents ou

plateaux.

4 - Relation d'ordre entre plateaux

Dans un monoide M la relation entre plateaux P] et P2 définie
par : (a € P], b e»Pz)
déf
P]2P2=(3a, ab) l:aAb ou aAb]
g d

qui peut s'é@crire &galement :

P 2P, = (¥a, B) [a> 1]

est un préordre.

Si le monoide M est tel qu'il n'existe aucune suite infinie strictement décroi
snate d'idempotents pour l'ordre d'absorption, alors la relation entre pla-

teaux est un ordre.

5 = Quadrillage d'idempotents

On dit qu'un ensemble Q d'idempotents est un quadrillage si pour
toute paire d'éléments a, b € Q, on a toujours la propriété suivante :

(x, vy €Q

m

(x, y) |[(@=x et DZy) et (aSy et b = x)
g d d

(1}

Un quadrillage est contenu dans un plateau.

6 - Circuit d'idempotents

On appelle circuit d'idempotents toute suite finie d'idempotents

ayant un nombre pair d'éléments : aps By eees 3y tels que les Eléments



successifs sont isovalents alternativement & droite et 3 gauche, ay étant

isovalent dans le sens approprié a a.

Un circuit d'idempotents & six &léments sera appelé circuit hexagonal.

B —~ IDEAUX PRINCIPAUX ET RELATIONS DE GREEN [3, Z.G

Dans la suite nous utilisons la notation suivante [3] :
M si M poss&de un &lément neutre

MU {l} autrement, oui 1 est 1'élément neutre adjoint.

Pour tout &lément a d'un monoide M on définit :

L'idéal principal gauche engendré par_a :

L(a) = M]a

L'idéal principal droit engendré par_a :

R(a) = aM1

L'idéal principal bilatére engendréd par a ¢

J(a) = M]aM]

On définit alors les relations d'équivalence assocides : (a, b € M)

déf
1) aJd b==J(a) = J(b)
déf
2) a b ==1L(a) = L(b)
déf
3) a Rb ==R(a) = R(b)
4 H=LNRE
5 D=LoR=RolL.

On note Ja, La, Ra, Ha, Da les J, L, R, H et D-classes d'équivalence respec-

tives contenant 1'élément a.

Quelques propriétés &élémentaires pour les relations de Green seront supposées

connues au cours de notre étude.



C - AUTRES DEFINITIONS |3

Rappelons quelques définitions utilisées par la suite.
1) Un é€lément a de M est dit régulier si a € aMa

2) M est dit un monoide régulier si tout &lément de M est régulier.

3) (a, b € M) ; a est dit inverse de b si a = aba et b = bab.

4) M est dit un monoide inversif si tout &lément de M admet un inverse

unique.

5) M est dit un monoide simple s'il ne contient aucun idéal bilatére propre.

6) Un idempotent e non absorbant de M est dit primitif si :

VEf€E, e>f implique f = e ou bien f = 0.

7) M est dit un monoide complétement simple si M est un monoide simple -

contenant un idempotent primitif.

8) M est dit un monoide intra-régulier si pour tout &lément a de M on a :

a € MaZM, ce qui est équivalent a J(a) = J(az).

9 ) Un Elément a de M est dit de deuxiéme espéce si le sous-monoide monogéne

qu'il engendre posséde un indice l'entier p > O et une période l'entier n > 0
(n+p21) [7].

- Lorsque p = 0, a est dit cyclique

- Lorsque n = 1, a est dit stable.

M est dit un monoide de deuxidme esp&ce, cyclique, stable si les &léments

de M sont respectivement de deuxiéme espéce, cycliques, stables.



CHAPITRE I

PLATEAUX D'IDEMPOTENTS ET RELATIONS DE GREEN - MONOIDE JP

1 - IDEMPOTENTS ET PLATEAUX D'IDEMPOTENTS DANS UNE D-CLASSE

1-1 - Tdempotents L ou R-&quivalents

Propriété 1 : Si a et b sont deux idempotents d'un monoide M, alors :

1) alLl b<=>az=bp

(=P 1]

2) aRb <> a

oQ 1N

Deux idempotents a et b sont [L-équivalents si Mla = Mlb. Donc il existe
X et y dans M1 tels que a = xb et b = ya. Alors, ab = xbb = xb = a et

ba = yaa = ya = b. Ceci entraine que a et b sont isovalents a droite.

b=l:a=bou (ab=aetba=b)]
b) implique (M]ag Mlb et Mlb (- Mla) .

Réciproquement, a

=" 1]

or, (ab = a et ba

1 ‘ . . o .
Donc M a = Mlb et par suite a et b sont deux idempotents L-&quivalents.

On démontre de méme : a Rb <> a = b

g

Propriété 2 : Soit a un élément régulier de M.

Si Xa désigne l'ensemble des &léments x de M tel que a = axa, alors :

a.Xa (resp. Xa.a) est l'ensemble des idempotents R-&quivalents (L=8auivalents)

o7

a.

I1 est évident que Xa est non vide si et seulement si a est régulier.

-

L'ensemble a.X, (resp. Xa.a) est un monoide dégénéré i gauche (resp. 3 droite)

(Bruck [3,1.1 Ex. 3]).

Donc pour tout &lément x de Xa’ ax (resp. xa) est un idempotent de M, et

pour toute paire d'éléments x et y de Xa on a donc :



ax = ay (resp. xa = ya) (pour x = y on a toujours ax = ay)

g d
1 1 1 1 . -~ 1 1

De plus, aM = (axa)M C (ax)M C aM'. Ceci entralne que aM = (ax)M .

Donc tout &lément de a.X est R-&quivalent 3 a.

De méme on montre que tout &lément de Xa.a est L-équivalent 3 a.

D'autre part, soit e un idempotent R-&quivalent 3 a. Alors eM1 = AM],

. . 1
il existe donc x et y dans M tels que : ex = a et ay = e.

Dans ce cas, ea = eex = ex = a et ea = aya = a. Ceci entraine que y

appartient 3 Xa' Donc pour .tout idempotent e de Ra il existe y de Xa tel

que e = ay. Par suite e apparient i a.Xa.

De méme on montre que tout idempotent L-&quivalent & a appartient a Xa.a.

Remarque : On déduit de cette propriété ume condition nécessaire et suffisante

pour qu'un idempotent e de M admette au moins un isovalent (différent de e),

a gauche ou 3 droite :

,e.X ! >2 ou ‘x .e| > 2.
e - e -

-

Propriété 3 : Deux idempotents a et b appartenant 3 deux D-classes différentes

ne peuvent &tre isovalents.

S'ils sont isovalents i gauche, ils appartiennent 3 la méme R-classe. Alors

= e 3 ~ = . . - ] -
Ra Rb§ Daﬂ Db '3 ce qui entralne Da Db’ ce qul est contraire a l'hypo

thése. De méme s'ils sont isovalents & droite.

1-2 - Idempotents dans les D-classes

Propriété 4 : Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une D-classe

contienne un idempotent est que tout &lément de la classe soit régulier.

Cette propriété découle de [3, th. 2.1{] en remarquant que tout idempotent

est un &lément régulier.

On en déduit une borne du nombre des idempotents dans une D-classe D :

n < |EM)| <N oubien E(D) = ¢



en notant

E(D) l'ensemble des idempotents contenus dans D.

N le nombre des H-classes contenues dans D.
n le maximum du nombre des L-classes et du nombre des R-classes contenues
dans D.

En effet si E(D) est non vide tout &lément de D est régulier et

chaque R-classe et L-classe de D contient au moins un idempotent.
On a donc :
n < [E(D)|

De plus D est union des H-classes et chaque H-classe contient au plus un

idempotent d'oi :

[EMD)| <N

On remarque de plus que dans un monoide régulier, E(D) est non vide pour toute
D-classe D.

1-3 - Plateaux d'idempotents dans les D-classes

Proposition ! : Dans un monoide M

1) Tout plateau P de M est contenu dans une D-classe

2) Une D-classe, non réduite 3 une L, R ou H-classe peut contenir

plusieurs plateaux.

1) Soit E 1l'ensemble des idempotents de M, la propriété 1 nous donne

1'équivalence suivante :
(a, b E)(a i b ou a 3 b) < (a, b E)(aLbouaRb).

Donc tout plateau P de M est une classe d'8quivalence de la fermeture transi-

tive de la relation :

(a, b €E)(aL bouaRhb).

Or, si une R-classe R et une L-classe L se rencontrent, alors R et L sont
contenues dans la méme D-classe, une D-classe &tant union de L-classes et

aussi union de R-classes.

Le plateau P est donc enti&rement contenu dans une méme D-classe.



2) Dans un monoide inversif, toute D-classe non réduite & une H-classe

contient plusieurs plateaux:

Dans un monoid inversif, chaque L-classe et chaque R-classe contient un
idempotent et un seul [3, corollaire 2.]§]. Puisque toute R-classe de D
rencontre toute L-classe de D, chaque idempotent de D forme i lui seul un
plateau. Si la D-classe n'est pas réduite 3 une H-classe, elle contient au

moins deux idempotents et donc au moins deux plateaux.

Remarquons que dans une D—ciasse D d'un monoide inversif, 1'ensemble
des idempotents (= plateaux) de D, l'ensemble des L-classes dans D et 1'ensemble

des R-classes dans D ont méme cardinalité.

~

Dans un monoide quelconque si D est réduite & une L, R ou H-classe
la propriété 1 entraine que les idempotents de D forment une classe d'isovalence

et par conséquent un seul plateau.

Exemple : Monoide bicyclique [3, Z.G

Soit le monoide bicyclique C(a, b) =<a, b ; ab = 1> ot | est

1'élément neutre.

1) Tout &lément de C(a, b) s'éerit uniquement sous la forme

b™ an, avec m et n deux entiers non négatifs (a0 =p° = 1) [3, lemme l.3ﬂ

2) C(a, b) est un monoide bisimple, c'est 3 dire, il est formé d'une

seule D-classe :

2 .m
bl == e, = ;" a2 = (BN A" = b 2 (m > 0)

- ab =
— Soient i et j deux entiers non négatifs tels que i > j > 0, alors :-

. bF at =t aJ(al_J) et bT ad = p¥ aJ(albl) =b* al(anl)

i r - .
et b° al sont R-équivalents.

nous donne que b’ a
. bt af = (bl_J) bd af et bd af = (ale) bt at nous donne
que bt at et bJ a’ sont L-équivalents.

On en déduit que tous les &léments de C(a, b) sont D-&quivalents.

Nous pouvons alors écrire les &léments du monoide C(a, b) dans un

tableau :
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1 a a2 a3 oo
b ba ba’ bad ..
b2 b2a b2a2 b3 3 oo
b3 b3a b3a2 b3a3 .o

Les R~ (resp. L-) classes de C(a, b) sont les lignes (resp. colonnes) de ce

tableau. Tout &lément bJ a', j >0 i >0 est une H-classe.

. Les idempotents'bm a™ de C(a, b) sont les H-classes de la premiére diagonale

du tableau.

On en déduit que la D-classe de C(a, b), qui est aussi inversif,

. s e s m
contient une infinité de plateaux : {b am} m>0

Remarque : L'ensemble des plateaux du monoide C(a, b) est totalement
ordonné : (¥k >0) (¥m>0) b a " a" = b5 a5).

La relation entre les D-classes et les plateaux peut &tre précisée

dans le cas oli les plateaux sont des quadrillages par la propositions suivante :

Proposition 2 : Dans un monoideM admettant au moins un idempotent, un plateau

P est un quadrillage si et seulement si 1l'union des H-classes contenant les

idempotents de P est un sous-monoide de M complétement simple

Soit §S= U H
e€P e

a) S est un sous-monoide :

Si P est un quadrillage, alors pour toute paire d'idempotents e et f de P

il existe deux idempotents a et b dans P tels que :

e a f b e

o HI
[=Fa ]
oQ i
[=Fa ]|

I{e{\ Lf contient donc 1l'idempotent a. Ceci entraine [3, th. 2.17] que

fe € Rf n Le et H

£ He = Hf = Rf N Le.

e
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Oor Rf = Rb et Le = Lb entrainent Rf N Le = Rb n Ib = Hb. On démontre de
méme : H . H.=H.
e £ a
Ceci montre que S est un sous-monoide qui est union des groupes disjoints
H L]
e

b) S est simple :

Soit I un idéal bilatdre contenu dans S. Remarquons d'abord que pour tout

é€lément x dans I :

1) Le groupe Hx est inclus dans It
Il suffit de démontrer que son élément neutre appartient a I. Or il existe
un élément x' dans H tel que x'x = xx' = e etl%{g;s.

2) R, N S est inclus dans I.

Tout &€lément y appartenant i Rx.ﬂ S est R-équivalent 3 e.

. - - ] ~
I1 existe donc un &lément u dans M tel que y = e.u., d'ol ey = eeu = eu = y.
L'élément y appartient doneci I. v

(Ajoutons que fo1 S est inclus aussi dans I).

Soit z un &lément quelconque de S. P &tant un quadrillage, la H-classe

sz] R, contient un idempotent f.

f appartient 3 I car il appartient a R.e N S qui est inclus dans I.

D'autre part, f et z sont [-8quivalents. On a donc zf = z d'ol 2z appartient

d I. On a donc bien I = S.

c) S est complétement simple :

Plus particulérement tous les idempotents de S sont primitifs car dans
un quadrillage, d'un monoide quelconque, deux idempotents ne peuvent &tre

comparables pour 1l'ordre d'absorption.

Réciproquement : S= U H est un sous-monoide de M tel que chaque He
e€P v

est un groupe dans M. S est donc l'union des groupes disjoints He.
Ceci revient a dire que :

~ Chaque H-classe de S est ﬁn groupe [3, th. A.i].
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S &tant complétement simple, S est donc une seule D-classe de
S [3, th. 2.51]. I1 en résulte que :

— Toute R-classe et toute L-classe de S ont une intersection non vide. Alors

soient e et f deux idempotents quelconques de P. Les H-classes prises dans

S :

(s) (s) (s) (s)
R, n Le™" et RO L,
existent et sont des groupes.

Si a et b désignent leur &lément neutre respectif on a :

e R(S)alfs) f R(S) b L(S)e
qui peut s'écrire également :

b

0 i
[=F |
0 il
[«FR ]|

Les idempotents de P forment ainsi un .quadrillage.

PLATEAUX D'IDEMPOTENTS ET IDEAUX PRINCIPAUX (BILATERES)

Les monoides considérés dans la suite sont supposés tels qu'il
n'existe aucune suite infinie strictement décroissante d idempotents pour

1'ordre d'absorption, sauf mention explicite.

Les idéaux principaux vont nous permettre de préciser 1'ordre
entre les plateaux. D'ume fagon plus précise, nous avons montré précédemment
que tout plateau P d'un monoide est contenu dans une seule D-classe. fuisque
la relation D est plus fine que la relation J, tout plateau P est contenu
dans une seule J-classe (qui sera notée JP). Dans le cas ol toute J-classe
contient au plus un plateau, nous montrerons 1'existence d'un isomorphisme-
d'ordre entre les plateaux et les idéaux principaux engendrés par un

idempotent au moins.
Soient :

2 1'ensemble des plateaux d'un monoide muni de 1'ordre entre

plateaux.

¥ 1l'ensemble des idéaux rincipaux engendré@s par un idempotent
P

au moins et muni de 1'ordre d'inclusion ensembliste.
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Notation : Il est facile de constater que tous les éléments d'un plateau

engendrent le méme idéal principal. Nous noterons J(P) cet idéal.

~

Proposition 3 : L'application J B—> ¥, qui fait correspondre 3 un plateau

P 1'idéal principal J(P) est telle que :

P, £ Pf=}J(P]) gJ(Pz)

Si P, £ P,, alors pour tout idempotent b de P il existe un idempotent

2

a de Pl tel que b > a. Ceci entraine que : a = b ou ba = ab = a.

a = b entraine J(a) = J(P]) = J(b) = J(Pz)

1 1

ba = ab = a entralne MlaM1 = M]abM] = M baM ngle

Donc J(Pl) = J(ab) = J(ba) = J(a) € J() = J(Pz)

Etude de la réciproque

L'application J est surjective, mais elle n'est pas en général
injective.
Nous allons montrer que J est injective dans un monoide ol il

n'existe aucune J -classe contenant plus d'un plateau.

 Lemme 1 : Soienr:Pl et P, deux plateaux dans un monoide.

Si J(P]) CJ(PZ), alors il existe un plateau P' dans la méme J-classe de

Pl et tel que : P'<C P2

Si J(Pl) CJ(PZ)’ alors pour tout &lément a de P, et pour tout

1

élément b de P, on a: M]aM]C Mle‘l'. Donc il existe x et y dans M tel que

a = xby. Soit a, = byaxb, alors :

1

- a, est idempotent : a% = bya (xbby) axb = byaaaxb = byaxb = a

1 1

-8 appartient & Jp : Mla,lMl = Mlbyabe1 c M‘aMl. Ceci entraine que
1

J(al) € J(a). D'autre part, xazy = (xby) a (xby) = a.

Donc MlaMI = M]xalyMl ngalMl. Ceci entralne que J(a) g-J(al), par suite

on a bien J(a) = J(al).
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Soit P' le plateau contenant l'idempotent a,. Alors P' appartient

1

d la méme J-classe de P car J(a) = J(al) et a est un &l8ment de P

l’
Le plateau P' est différent de P

1°

¢ sinon J(P') = J(a) = J(Pl) =J@®,)) =J0m).

9)

Ce qui est contraire a& 1'hypothése ; J(P]) est inclus strictement dans J(PZ)'

2

D'autre part, a,b = byaxbb = a, et bar”ﬁ bbyaxab = a, entrainent que pour

1
de P' # P

1 1

tout idempotent b de P, il existe l'idempotent a tel que b > a..

2 1 2 1

Par suite P' < P2.

(Les deux idempotents o = yaxb et B = byax sont tels que :

J@) = JB) =J(a,) =J(a), 0 = a, et B =
1 4 1 o

Proposition 4 : Dans un monoide M pour lequel il n'existe aucune J-classe

contenant plus d'un plateau :

c —
JE) €JIE@,)) <> P, <P,

a) Si J(P]) = J(Pz), alors P] et P2 appartiennent 3 la méme J-classe qui

contient un seul plateau. Ceci veut dire que Pl = P2.

b) Si J(P]) < J(Pz), alors il existe, d'aprés le lemme 1, un plateau P'

dans la méme J-classe que P] avec P' < P2.

Compte-tenu des hypothéses P' = P, et finalement P] <P

1 2°

La réciproque de la proposition 3 est alors démontrée.

Isomorphisme d'ordre

La proposition 4 peut @tre &noncée comme suit

Théoréme 1 : Dans un monoide M pour lequel il n'existe aucune J-classe

contenant plus d'un plateau, il existe un isomorphisme d'ordre entre £ et J.

Définition : Monoide JP

Un monoide M est dit un monoide JP s'il n'existe aucune J-classe dans

M contenant plus d'un plateaﬁ.
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CHAPITRE II

MONOIDES JP POUR LESQUELS L'ENSEMBLE DES PLATEAUX

EST A-DEMI-TREILLIS

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux monoides JP, ces monoides
présentant 1'intérét de 1'isomorphisme d'ordre entre l'ensemble des plateaux

et l'ensemble des idéaux principaux engendrés par idempotent.

Plus particuliérement, nous essaierons de caractériser, via cet
isomorphisme, le plus possible de monoides JP tels que 1l'ensemble des pla-

teaux soient un A-demi-treillis.

RAPPELS SUR LES IDEAUX PRINCIPAUX (bilatéres)

Propriété 1 : Si J(a) et J(b) sont deux idéaux principaux engendrés par les

éléments a et b d'un monoide, alors 1'idéal (J(a) U J(b)) est principal si et

seulement si :

J(a) < J(b) ou bien J(b) &« J(a)

I1 est évident que (J(a) U J(b)) est un idéal de M. S'il est de plus
principal engendré par un élément ¢ de M tel que : J(c) = J(a) U J(b), alors
il existe x, y, u et v dans M] tels que : ¢ = xay ou ¢ = ubv. Ceci entralne
que : Mldﬂlq;bﬁaM] ou MldHIGEMJle, c'est 4 dire, J(a) U J(b) = J(a) ou

J(a) U J(b) = J().
Donc on a bien J(a) < J(b) ou J(b) CJ(a).

La réciproque est é&vidente.

Corollaire 1 : L'ensemble des idéaux principaux est stable pour la réunion

si et seulement s'il est totalement ordonné.

1-1 - Rappels sur les monoides intra-réguliers

Dans un monoide M nous avons toujours, pour toute paire d'éléments

aet b deM: J(ab) < J(a) ) J(b).



_]7_

L'égalité (J(ab) = J(a) N J(b)) a été &tudide par O. Anderson dans
sa thése [3] et signalée indépendamment dans [4] et [5] :

Propriété 2 : Si_a et b sont deux &léments d'un monoide M, alors :

(¥ a, ¥ b)(J(ab) = J(a) () J(b)) <=> (¥ a)(J(a) = J(a))

Corollaire 2 : Dans un monoide intra-régulier 1'ensemble des idéaux principaux

est stable pour 1'intersection.

1-2 - Rappels sur les monoides qui admettent une série principale d'idéaux

Définition : (3]
On appelle série prinicpale d'idéaux dans un monoide M, toute chaTlne

finie d'idéaux Ij de M telle que :

1) M= I,D1,D> ...DIn,D(D.
2) Pour tout j =1, 2, ..., n, il n'existe aucun idéal B tel que

Ij_)BDIJ.+l

Propriété 3 : |3|

Si M est un monoide admettant une série principale d'idéaux :

M=1,5I,D... DI D

Alors (Ij - Ij+l) est une J-classe de M, pour tout j =1, 2, ..., n

(I, = 0.

n

Nous redonnons une démonstration directe :

)

Pour tout é€lément a appartenant 3 (Ij - Ij+1

a) Ij = Jff) U Iiil

a étant un E€lément de 1'idéal bilatére Ij’ implique que

M]aMlg; MleM;= Ij’ done J(a) C Ij' Ceci entraine que J(a) U Ij+1<: Ij'

D'autre part, 1'idéal bilatére de M (J(a) U Ij+1) contient strictement
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1'idéal bilatére I. ., car a n'appartient pas i Ij+

j+1 . De plus, l'ensemble

1

{I.}._ est une série principale des idéaux bilatéres de M, on a
J J—],z,..-,n

bien : Ij = J(a) U Ij+1

b) J(a) N I;.l+1 = J(a) - J,

- Pour tout &lément c de J(a) () I.

412 J(c) est inclus dans

J(a)(\ Ij+l' Puisque a n'appartient pas 3 Ij+1’ alors : J(c) C J(a) et

par conséquent c et a ne sont pas J-&quivalents. Ceci entraine que :

J(a) f)Ij+]c; J(a) - Ja'

- Pour tout &lément b de J(a) - Ja’ J(b) est strictement inclus

dans J(a). Il suffit de montrer que a appartient 3 Ij+]
Supposons que b n'appartientpasi,lj+}, alors J(b) U Ij+l =7TI.=J(a) U Ij+]’
a étant un &lément n'appartenant pas i Ij+1’ i1l appartient done 3 J(b).

Ceci entraine que J(a) est inclus dans J(b) et par conséquent J(a) = J(b),

-~

et b appartient & Ja. Ce qui est contraire d& l'hypothése.

On en déduit que (J(a) - Ja)q; Ij+1' Donc (J(a) - Ja)q; Ij+1{1 J(a).

c) Ij - Ij+l = Ja

Ij =J(a) U Ij+1 et J(a) r’Ij+1 = J(a) - Ja entrafnent que :

Ij - Ij+i = (J(a) U Ij+l) - Ij+1 = J(a) - (J(a) anH) = Ja.
MONOIDES UNION DE GROUPES

Propriété 4 : Dans un monoide intra-régulier, toute J-classe est un sous-

monoide simple:

Nous rappelons une démonstration directe :

Soit Ja la J-classe contenant un élément a d'un monoide M intra-régulier :

Ja est un sous—-monoide de M




Pour toute paire d'éléments b et € de Ja on a : Jb = Jc = Ja.

Dans un monoide intra-régulier on a : J(bc) = J(b) NJ(c) =J(a) NJ(a) = J(a).

Donc (bc) appartient 3 Ja.

Ja est simple

—

Soit I(a) = J(a) - Ja s I(a) est un idéal de J(a) ou bien il est vide :

Soient b un élément de I(a) et c un &lément de J(a). Alors bec appartient 3
J(a) car b appartient aussi & 1'idéal bilatére J(a). D'autre part,
J(bc)g; J(b) C J(a), (bc) appartient donc & I(a). De méme on montre que (cb)

est un élément de I(a).
Ainsi nous considérons le monoide quotient de Rees [3, 1.5]

I(a) étant un idéal bilatére de J(a), qui est évidemment un sous-monoide, on
définit J(a)/I(a) tel que :

be si bc€ J(a) - I(a) =J
b.c = a

0 autrement

Alors J(a)/I(a) = J, U O est O-simple ou bien nul [3, lemme 2.39].

Puisque JFaest un sous—monoide non nul, il est donc simple.

Lemme 1 : Dans un monoide JP intra-régulier, toute J-classe J contenant un

idempotent est telle que

1) J est union de groupes disjoints

2) J est une D-classe

3) Les idempotents de J forment un quadrillage.

1) J, &tant une J-classe d'un monoide intra-régulier, elle est donc un
sous-monoide simple. De plus, deux idempotents de J ne peuvent &tre compa-
rables pour 1'ordre d'absorption, car J contient un seul plateau. Ceci entrafne
que les idempotents de J sont primitifs. Puisque J contient au moins un
idempotent primitif, elle est donc un sous-monoide complétement simple. Ceci

8quivaut 3 dire que toute H-classe du monoide J est un groupe [3, 4.2 ]

2) Dans ce cas, toute D-classe D de J, D &tant union de H-classes contient
au moins un idempotent. Or les idempotents de J forment un seul plateau, donc
J ne peut contenir qu'une seule D-classe ; car deux idempotents appartenant

3 deux D-classes différentes ne peuvent atre isovalents (propriédté T.3).
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3) J, étant union des H-classes contenant un idempotent et &tant un
monoide complétement simple, les idempotents de J forment donc un quadrillage

(proposition 1.2).

Remarque : Si les plateaux d'un monoide sont des quadrillages, alors la

relation de préordre entre plateaux est une relation d'ordre méme en 1'absence

de 1'hypothése :

Il n'existe aucune suite infinie strictement décroissante d'idempotents pour

1'ordre d'absorption [f].

Théoréme 1 : Dans un monoide M les trois conditions suivantes sont &quivalentes

Cl -— M est un monoide JP régulier dans lequel J est un congruence.

C2 - M est un monoide intra-régulier pour lequel toute J-classe contient

exactement un seul plateau.

C3 - M est un monoide union de groupes.

Cl => C2 : Si M est un monoide régulier, alors pour tout &lément a de M,
il existe un élément x de M tel que a = axa. Ceci entraine que :

M]aMl = Ml(axa)Mlg; Ml(ax)M] (ou M](xa)Ml).

De plus, il est &vident que Ml(ax)Mlg; M]aM]. Par suite les deux élément ax

et a sont J-équivalents. Ainsi la congruence de la relation J entrafne que

2 . . s g . ~ .

a J axa = a. Ceci est équivalent 3 dire que M est intra-régulier.
D'autre part, dans un monoide régulier toute D-classe contient au moins un -
idempotent (propriété I.4). Alors, sachant qu'aucune J-classe de M ne peut

contenir plus d'un plateau, donc toute J-classe de M contient un seul plateau.

C2 => C3 : Si M est un monoide intra-régulier dans lequel toute J-classe
J contient un seul plateau, alors toute J-classe de M est une seule D~classe

et qui est union de groupes disjoints (Lemme II.1).

C3=>Cl : Si M est un monoide qui est union de groupes, alors toute
H-classe de M est un groupe [3, th. 4.3]. Ceci entraine que toute D-classe
de M est régulierm car elle contient au moins un idempotent. Par suite M est

régulier (propriété I.4).



- 21 -

- Si_ M est union de groupes alors J = D

Dans un tel monoide toute H-classe est un groupe. Donc tout élément a
de M est H-équivalent a az. Donc M est intra-régulier car Hg J . La propriété
II-4 now montre abrs que toute J-classe J de M est un sous-monoide simple.

De plus J, &tant union de H-classes, il est union de groupe. Ceci entraine
que J est complétement simple [3, th. 4.6]. Dans ce cas J est une seule
D-classe [3, th. 2.51]. Par suite J = D,

De plus, les idempotents contenus dans une D-classe forment nécessairement un
quadrillage. Ceci entraine que toute J-classe de M contient au plus un seul

plateau car J = D,

- Soient b et ¢ deux &léments quelconques J-équivalents dans M :

J(b) = J(c). M étant un monoide union de groupes, il est alors intra-régulier.
Ainsi pour tout &lément x de M, la propriété II-2 nous donne :

Jbx) =J®b) N I =) NI = J(cx).

Donc (bx) et (cx) sont J-&quivalents. De méme on montre que J(xb) = J(xc).

Par suite la relation d'équivalence J est une congruence.

Remarque : Dans un monoide M qui vérifie 1'une des trois conditions Cl, C2

ou C3, toute J-classe de M est un sous-monoide complétement simple (C3 = Cl1).
Dans un monoide M la condition C4 est €quivalente 3 la condition.C3 :

[3, th. 4.6].

C4 : M est union de sous-monoides complétement simples, disjoints et qui

sont les J-classes de M.

Théor&me 2 : Dans un monoide M qui vérifie 1'une des trois conditions -

Cl, C2 ou C3

1) Tout plateau de M est. .un quadrillage

2) L'ensemble des plateaux de M est un A-demi-treillis pour 1l'ordre

entre plateaux.

Nous donnons la démonstration pour un monoide qui vérifie la condi-

tion C2 :

1) Toute J-classe de M contient un seul plateau P ; donc P est un

quadrillage (Lemme II.1).
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2) Soient P, et P2 deux plateaux de M, alors pour toute paire d'é&léments

a et b appartenant respectivement 3 JP et JP on a : J(ab) = J(a) N JI®B),
1 2

avec J(a) = J(Pl) et J(b) = J(Pz).

Puisque toute J-classe de M contient un seul plateau, soit P' le plateau
contenu dans la J-classe Jab'
- P' est un plateau minorant de deux plateaux P] et P2 pour l'ordre entre

plateaux ; car, d'aprés le théoréme I.1 :

J(ab) € J(a) <> P'

IA

P

P

J(ab) € J(b) <> P' <P,

IA

- P' est le plateau suprémum des minorants de deux plateaux P1 et P2 3 suppo-

sons qu'il existe un plateau P" qui est un minorant de P. et P2, alors :

1

P' P == IS IR

P" <P, <> J(") C J(®,)

Ceci entraine que : J(P") C J(P]) N J(P2) = J(a) N J(b) = J(ab) = J(P").

Ceci est équivalent & dire que : P" <P'.

Remarque : Monoide union de groupes et commutatif

Dans un monoide M qui est union de groupe, si M est commutatif ou

bien si les idempotents de M commutent deux & deux, alors :
1) Pour tout &lément a de M :
J =D = L =R =H_
a a a a a

2) Tout idempotent de M forme 3 lui seul un plateau.

On en déduit que :

L'ensemble des idempotents de M est un A-demi-treillis pour 1'ordre d'absorp-

tion.

En effet, si deux idempotents a ét b de M, [ ou R-équivalents, se
commutent, alors nous avons nécessairement a = b. Ceci entrafne que, dans

un monoide M commutatif (ou bien ses idempotents commutent deux i deux),
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chaque L ou R-classe de M contient au plus un idempotent. De plus, si M est
union de groupes toute H-classe est un groupe et par conséquent contient

un seul idempotent. Par suite pour tout &lément a de M :

On endéduit que tout idempotent de M est & lui seul un seul plateau. D'autre
part, M &tant union de groupes, toute J-classe de M est une seule D-classe
(c3=>c1).

Proposition 1 : Dans un monoide M de deuxidme espéce

1) J =D (Green)

2) M est cyclique si et seulement si chaque H-classe de M est un

groupe.

3) M est stable si et seulement si tout groupe de M es trivial.

Démontrons (2) et (3). (1) est démontré dans [1, ch. 7].

2)-Si M est cyclique, alors tout élément a de M est cyclique. Donc il
existe un entier positif n tel que a" = a, de plus an—1 = e, est 1'idempotent
engendré par a. Montrons que Ha est un groupe :

I1 suffit de montrer que Ha contient un idempotent
a=a = aa =a a=ae =e a.
a a
Ceci entralne que :
Mlea = M]an-zaM] c M]a et Mla = MlaeaMlg Mlea.
. 1 1 . L. s qs 21z o
Par suite, Ma =M e, qui est equivalent 3 dire que les &léments a et e, sont

L-8quivalents. De méme on montre que a et e, sont R-&quivalents. Par suite,

la H-classe contient 1'idempotent e, -

- Réciproquement, pour tout &lément a de M, la H-classe Ha est un
groupe contenant un idempotent e qui est son &lément neutre. Il existe alors
un é€lément a' de Ha tel que : a'a = aa' = e, D'autre part, M étant de 2&me
espéce, il existe deux entiers positifs n et p, avec p minimal, tel que

n
a = ap.
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Montrons que P =1 : Si P 2 1 alors :

n

a'a n-1 p-! _ n-1 p-1

=a'al = ea =ea = a = g .

Or, P-1 < P contredit 1'hypothé&se que P est minimal.

Par suite, pour tout &lément a de M il existe un entier positif n tel que
n . L. o e .
a = a, cecil est &quivalent a dire que M est cyclique.

3)-Un monoide M de 2&me espé&ce contient au moins un idempotent et par

conséquent il contient au moins un groupe.

Soient G un groupe de M et e son &lément neutre ; G est contenu dans la

H-classe He : en effet, pour tout €lément x de G, il existe un élément x'
de G tel que x'x = x'X = e et Xe = ex = X.

Ceci entraine que :

My = M'xe c mle et Mle = Mlx'x c Mlx, donc Mlx = ole.

De méme on montre que em! = xM1, Ceci entrafne que les &léments e et x sont

H-équivalents, c'est a dire x appartient 3 He et par suite G est inclus

dans H .
e

Dans un monoide de 2&me espéce, toute F-classe H,, contenant
1'idempotent e, est 1'ensemble des &ldments cycliques qui engendrent e.

Alors, ‘tout élément a de G‘;‘He est cyclique, donec il existe un entier

o n - . .
positif n tel que a = a et a” b e. D'autre part, si M est stable: il

. . .. +1 P .
existe un entler positif p tel que aP = aP"'. Nous pouvons écrire alors,

o . T
r étant un entier tel que n > p :
' 2 r T or r r
n n n - +1 n - n +1 2 n-1
a=a"=a" =...=a" =P A" PP PP, = a...a=a" =...=a =e

ce qui montre que le groupe G est trivial.

-Réciproquement, pour tout &lément a de M il existe deux entiers
.. +1 n-1
positifs n et p telsque aP = a". Or 1'ensemble G ={;§1 aP s seey @ }'est
un groupe cyclique d'éléments neutres noté e, Puisque tout groupe de M est
. + - .
trivial alors a® = aP . vee = a" I e, Par suite a est stable.

Corollaire 3 : Dans un monoide M cyclique

1) Toute D-classe de M contient un seul plateau qui est un quadrillage.

2) L'ensemble des plateaux est un A-demi-treillis pour 1'ordre entre
P

plateaux.
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Si M est cyclique, alors toute H-classe de M est un groupe. Donc M est
un monoide union de groupes. D'aprés le théoréme II2 et la proposition IL. 1,

ce corollaire est bien démontré.

Remarque 2 Dans un monoide M cyclcique et commutatif, les idempotents de

M forment un A-demi-treillis pour 1'ordre d'absorption.

3 - MONOIDES JP POUR LESQUELS L'ENSEMBLE DE PLATEAUX EST TOTALEMENT ORDONNE

Dans un monoide JP si 1'ensemble des idéaux principaux est totalement
ordonné pour 1'inclusion ensembliste, alors 1'ensemble de plateaux est totale-

ment ordonné pour 1'ordre entre plateaux.

La réciproque n'est pas vraie que pour les idéaux principaux engendrés

par idempotent.

Nous allons donner quelques monoides pour lesquels l'ensemble des

plateaux est totalement ordonné.

3-1 - Cas des monoides JP qui admettent une série principale d'idéaux princi-

aux

Proposition 2 : Dans un monoide JP Gui admet une série principale d'iddaux

principaux,

L'ensemble des plateaux est totalement ordonné pour l'ordre entre plateaux.

Soit M un monoide JP qui admet la série principale des id&aux

principaux, suivante :

M = J(al) DJ(aZ)) ces DJ(an),p P.

Pour tout indice i, 1'élément a, ne peut pas appartenir 3 J(ai+]) car
J(ai) :).J(ai+]). Ceci entralne que a; doit appartenir 3 (J(ai) - J(ai+1))

qui est la J-classe contenant a; : Ja (propriété I11.3) (J(an) = Ja ).
i n
Dans ce cas le monoide M est union de J-classes Ja s i=1,2, ..., n:
. i
n-1 n
Nous pouvons écrire alors : M = U (J(ai) - J(ai+1)) U J(an) = U J
i=1 i_=
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Soient Pr et PS deux plateaux différents de M, alors ils appartiennent
respectivement & deux J-classes différentes, soient Ja et Ja avec s > r.
r s
Alors :

IR = Ia) C Ia) = I®)

Ceci est équivalent 3 dire que Ps < Pr (théoréme I.1).

3-2 - Cas des monoides dont toute partie est un sous—-monoide

Les monoides M pour lesquels toute partie est un sous-monolde ont

été complétement déterminds dans [2], d'old il ressort que :
1) Les plateaux de M, non. réduit & un &lément, sont des classes
d'isovalences 3 droite ou bien i gauche.

2) L'ensemble des plateaux de M est totalement ordonné pour 1'ordre

entre plateaux.

On en déduit que :

L'ensemble des idéaux principaux de M est totalement ordonné par

inclusion ensembliste.

De tels monoides n'admettent pas nécessairement une série principale

idéaux d'idéaux principaux.

Exemple : Soit I = [a, b] un intervalle de W sur lequel nous prenons la

la loi : xy = Max(x, y) (le plus grand de x ou de y) [2].

Dans ce cas I est un monoide idempofent commutatif dans lequel pour tout
€lément x, J(x) = [x, b]. Ceci entraine donc que, § étant dense sur R, le

monoide I ne peut pas admettre une série principale d'idéaux principaux.
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CHAPITRE III

.PLATEAUX D'IDEMPOTENTS DANS LES MONOIDES SYMETRIQUES (FINIS)

1 - RAPPELS

1-1 - Monoide symétrique

Soit X un ensemble non vide. L'ensemble des applications de X dans
lui-m8me, noté TX’ est alors un monoide pour 1'opération de composition des

applications :

¥ a, BeTX, ¥x€X: (x) (aoB) = ((x)B.

TX est appelé le monoide symétrique sur l'ensemble X.

L'application identité est 1'élément neutre de X.

Soient deux ensembles finis non vides X et Y ayant méme nombre d'é1é-

ments distincts. Les deux monoides symétriques TX et TY sont isomorphes.

Ainsi si X admet n &léments distincts, nous pou vons considérer le

monoide symétrique sur l'ensemble X = Xn = {1, 2, .+, n} et nous notons

I, le monoide symétrique sur 1l'ensemble X (|X| = n).

1-2 - Rang d'une application [3]

Pour tout élément o d'un monoide symétrique T. nous associons :
X

a) L'image Xa de o.

b) La partition Ha =0 o0 a-l de X, c'est & dire la relation d'équivalence

définie par : (x, y € X)
déf
xI, y=— (®a = (y)o

X/Ha et Xa ont méme cardinalité que nous appelons le rang de 1'application a.
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Les L, R et D~classes d'équivalencede Green dans Tn sont l'ensemble
des applications qui admettent respectivement la méme image Y C X, la méme
partition Il de X et le méme rang r < |X| [3, 2.2].

Dans ces cas, les classes d'équivalences La’ Ra et Da seront notées
respectivement LY’ RH et Dr et seront dites de rang r si IYI = IX/H] =r
(Xa =Y et =10,

Quelques propriétés du monoide symétrique TX sont données dans
[3, 2.2].

1-3 - Dénombrement des idempotents dans un monoide symétrique

- Nombre d'idempotents contenus_dans_une L-classe

Pour qu'une application o de T, soit idempotente il faut et il suffit

X

que la restriction de o sur son image Xa soit 1'application identique
[9 et 3, 1.1].

Ainsi tout sous—ensemble Y de X peut &tre considéré comme un
ensemble image des applications idempotentes O de TX tel que Xa =Y et
pour tout &lément y de Y, (y)o =y.

Alors le nombre des applications o de TX’ ayant la méme image Y,

est le nombre des applications de (X-Y) dans Y.

Par conséquent une L—classe de Tn de rang r < n, correspondante 3

un sous—ensemble Y de X tel que |Y| = r (|XrY| = n-r), contient r

ideggqtents [9 et 3, 2.2].

- Nombre d'idempotents contenus dans_une R-classe

Le nombre d'idempotents dans une R-classe R est le nombre des

H-classes de R contenant un idempotent. Une H-classe H de TX est l'ensemble

des applications qui admettent la méme partition Il et la méme image Y.
Or, H contient un idempotent si et seulement si pour tout élément B de H,
1'image XB = Y rencontre toute classe d'équivalence mod J en un seul élément

[3, th. 2.10].
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Ainsi, toute partition Il de X peut 8tre considérée comme la partition

des applications idempotentes B de T, telles que IIB = Il et 1'ensemble image

XB rencontre toute classe d'équivalence mod Il en un seul &l&ment.

Soient HB = Il une partition de rang r dans Tnf'(xi}i=l,2,...,r les
r classes d'équivalence mod l'[B et n, = lXi| le nombre d'éléments distincts
r r
dans chaque classe Xi’ i=1,2, ..., r«. X= U Xi’ n= 3 ni).
i=1 i=1

Alors le nombre des applications idempotentes dans la R-classe R

de Tn de rang r, correspondante i la partition II, est le nombre des sous-—

ensembles Y de X contenant un seul &lément de chaque Xi (lXi|= ni),
i=1,2, ..., r.

r
Par conséquent la R-classe R contient II n. idempotents [9 et 3, 2.2].
i=1

—_Nombre_d'idempotents contenus dans une D-classe

Une D-classe D de Tn de rang r < n, &tant 1'ensemble des applications
de rang r, est 1l'union de (2) L-classes LY disjointes ol Y est un sous-ensemble

de X contenant r éléments distincts de X. Donc le nombre d'idempotents dans

la D-classe D est :

(Irl) ot

Par suite, le monoide symétrique T étant union de n D-classes

disjointes de rang r = 1, 2, «++y N, le nombre des idempotents En contenus

dans T est :
n

n .
E =z O™ [6et9].
r=1

1=4 - Nombre d'éléments contenus dans une D-classe

Le nombre des R-classes contenues dans une D-classe de rang r < IXI,

ou le nombre des H-classes contenues dans une L-classe de rang r, est le
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nombre des possibilités de partitionner un ensemble de n = |X| &léments

distincts en r parties non vides. Ce nombre est le nombre de Stirling

n - - . ., .
Sr de 28me espéce (n entier positif).

Remarquons que pour tout entier positif n : S? = SE =1 et

Les H-classes contenues dans une D-classe D de rang r, &tant isomorphes,
contiennent le méme nombre d'éléments. Or, le nombre d'&léments dans une
H-classe contenant un idempotent est le nombre des permutations de 1'ensemble

image [9 et 3]. Ceci entraine que chaque H-classe de D contient r! &léments.
Par conséquent le nombre d'éléments contenus dans une D-classe de Tn de rang

n, .n
1
r est (r) Sr r!

On en déduit que : = 3 (n) s™ rt 9
, Tt

Un exemple vérifiant les relations ci-dessus est donné pages (39, 40).

Le tableau suivant nous donne pour n = 1, 2, ..., 7 ¢
a) Le nombre des &léments de Tn.
b) Le nombre En des idempotents de Tn'
c) Le nombre des &léments debchaque D-classe D? de rang r =1, 2, ..., n.
d) Le momhre If des  idempotents contenus dans chaque D-classe D_

de rang r =1, 2, ..., n.
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En o L I I, Ig Te L
T D D D D D D D
Pl | P LR sl | Rl U] | IRl |2
1
n=1 -- N et
1
3 1
n=2 - — =]
4 2
10 6 1
n=3 |- — ———— e e e ]
27 18 6
41 24 12 1
n=4 R -
256 84 144 24
196 80 90 20 1
n=5 — = B e e ——
3125 300 1500 1200 120
1057 240 540 240 30 1
n=6 k- —— R PR—— —_— B Dt SR R ——
46656 930 10800 23400 10800 720
6322 672 2835 2240 525 42 1
n=7 —— ——
823543 2646 63210 294000 352800| 105840 5040

pour n = 1, 2, ..., O.

Nous donnons le tableau du nombre de Stirling S: de deuxidme espéce
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Sz r=1 r=2 r=3 r=4 r=5 r=6 r=7{ r= r=9
n=1 1

n=2 1 1

n=3 1 3 1

n=4 1 7 6 1

n=5 1 15 25 10 1

n=6 1 31 90 65 15 1

n=7| 1 63 | 301 | 350 | 140 21 1

n=8 1 127 966 | 1701 1050 266 28 1

n=9 1 255 |3025 | 7770 6951 |2646 462 36 1

2 - ETUDE DE L'ORDRE ENTRE PLATEAUX DANS UN MONOIDE SYMETRIQUE

Pour tout monoide M il existe un ensemble X tel que M'soit

-~

isomorphe a un sous-monoide de TX. [8]

Nous allons donc &tudier l'ordre entre plateaux dans un monoide
symétrique TX pour lequel nous montrerons que l'ensemble des plateaux

est totalement ordonné pour 1'ordre entre plateaux.

De plus, étant donné deux plateaux % et P2 dans un monoide

symétrique Tn tel que P1 > P2, nous allons préciser le nombre d'idempotents

R de P2 qui absorbent sur leur droite ou sur leur gauche un indempotent o
de Pl'

2-1 - Préordres et isovalence dans l'ensemble des idempotents de TX

Propriété 1 : Si o et B sont deux idempotents dans TX’. alors ¢

) X, DX, =>aAB
d

X =X, <> o =B
o B 4
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)M Cl, <> q

>
(o]

B

oQ

Ha = HB <>

o 1l

Deux idempotents o et B de TX admettent deux images Xa et XB telles que
X, ;_)_XB (resp. deux partitions Hag HB) si et seulement si il existe un
€lément y de TX tel que yo = B (resp. ay = B). Ce qui entratne que O et B

sont L—,resp. R—l €quivalents si et seulement si ils ont méme image (resp.

méme partion) [3, 2.2].'
Cette propriété est ainsi démontrée d'aprés la propriédtél-1.
Nous en déduisons que :

Dans un monoide symétrique Tn, tout idempotent o de Tn de rang r avec

I < r <n admet :

- (rn—r - 1) idempotents, différents de O, qui sont isovalents 3 droite de Ol
r
= (I n, - 1) idempotents, différents de O, qui sont isovalents 3 gauche de ¢
i=) *
r
avec I n, =n ol n., i=1,2, ..., r, est le nombre d'éléments dans
i=] ’

chaque classe d'équivalence mod Hu'

Remarquons que :

r _ :
-‘(rn r. D) >1et (I n, - 1) > 1 pour tout entier r tel que
i=1
1 <r<n,
~ Dans le cas oli r = 1, il est évident que n, =net n, = Dy =...=n_=0.
l . -~ n—r r
Ceci entraine que r = l=1-1=0et I n, - 1 =n-1.

i=1

Alors la D-classe D] est formée d'une seule R-classe et qui contient n

H-classes ou n idemotents isovalents 3 gauche :

~ Dans le cas ol r =n, il est &vident que n, =n, =...= n_ = 1. Alors,

r
r - 1=0et I n, -1=1x1 XeooX 1 =1 =0,
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La D-classe Dn est une seule H-classe qui est le groupe de toutes les permu-

tations sur 1'ensemble X de n &léments. Il contient donc un seul idempotent.

Notations utilisées

Nous savons que le nombre de partitions d'index q de 1'ensemble
{1, 2, ..., p}, (avec q < p), est Sg.
Soit j un indice parcourant {1, 2, ey Sg}. A un tel indice
Nous notons :

= (13 ;D (3
o5 = {r;”’, I, 17}

q

s sees
la partition d'index q de {1, 2, ..., p}.
Soit {X], Xy seey Xp} une partition d'index p de 1'ensemble X avec

|X| =n (n > p). Nous définissons alors les entiers n_ i pour r € {1,2,...,q},
bl

je {1,2,...,82} par :

oy i = I . |Xi|
’ i’EIf.J)

Nous avons avec ces notations le résultat suivant :

Proposition 1 : Soient les deux D-classes Dp et Dq de rang différent dans le

monolide symétrique Tn(q <p <n), o un idempotent de Dp et {Xi}i=l,2,...,p

la partition correspondante i a, alors :

1) o est absorbé i droite par :

(g) qn—q idempotents de Dq

2) o est absorb& i gauche par :

gP
S SR
n_ ,) idempotents de D
j=1 =1 ¥sJ 9
ol n_ i est défini dans les notations précédentes.
9

3) o est absorbé i droite et 3 gauche par :
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Soit Xa = {xl, ceey xp} 1'image de 1'application o de rang r.

1) o est absorbé i droite par un idempotent B si et seulement si X, :)XB
(propriété III-1).SiBest de rang q < p, alors X8 est un sous—ensemble de Xa
de q éléments. Or il existe exactement (g) sous—-ensembles de Xu de q E€léments

distincts : soient {Yi} (p).,Chaque L-classe LYi contient qn—q

i=1,2,...,

idempotents : {Y n—-q avec X = Yi et XOLDX pour tout i
ij ij

de [l, 2, vou, (gﬂ et pour tout j de [1, 2, vuu, qn-q]. Une D-classe E&tant

ij}j=1,2,---,q

l'ensemble des applications de méme rang, O est absorbé donc a droite par

(2) R idempotents de Dq.

~

2) o est absorbé i gauche par un idempotent B si et seulement si

Hac: HB. Pour obtenir toutes les partitions, de rang g, moins fines que celles

de a (q < p) il suffit de partitionner 1'ensemble {X.} en q parties

i'i=1,2,...,p

non vides. Donc il existe Sg partitions différentes d'index q : soient
{H(j)}j=l,2,...,Sp (j est un indice).
q
Notons pour chaque partition H(j)’ j=1,2, ..., Sg :
- )
v, "}

- '
r=1,2,...,q la partition de X d'index q.

- Que tout indice r de [l, 2, ey q], IﬁJ) 1'ensemble des indices i

»
tels que Xig; Yr .

Alors le nombre d'éléments dans chaque sous—ensemble YiJ) est :

YiJ)’ = I |Xil =n_ .
ier () >
r
Pour tout j =1, 2, ..., Sp, la R-classe R s correspondante 3 la partition
J q .
q &)
H(j)’ contient II n_ . idempotents Y tels que :
r=1 T
M,CMLy = 1 u'ﬂ%|=q<p=PMJ

sP ¢
Ceci entraine que a est absorbé i gauche par : 54 (I n_ .) idempotents de Dq.
j=1 r=1 ’
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3) L'ensemble des idempotents B de Dq qui absorbent 0 sur leur

gauche et sur leur droite est tel que :
= |x/,| = I I
[%a| = [¥/Mg| =@ Xgc X, Mg DT,

et toute classe d'@quivalence mod HB doit rencontrer XB en un seul &lément.

Notons Xg = {y,s «nes yq}(: X, = {xs -0, xp} (p >q) et

X, = X = {t, £y, oo, ﬁb-q)}
Toute classe Yj mod HB contenant yj doit contenir la classe mod Ha contenant

yj, car HBDHOL pour tout j =1, 2, ..., q.

10 b

doivent &tre incluses dans les q classes mod HB : Y], Y2, e Yq.

Donc les (p-q) classes mod Ha contenant respectivement t

Or le nombre de fagongde ranger (p—q) objets dans q cases est qp-q.
Donc pour tout sous—ensemble, de q &léments, de Xa il existe qp-q idempotents
de Dq qui absorbent o sur leur gauche et sur leur droite.

Par suite 0 est absorbé i gauche et a droite par : (2) qp—q idempotents de Dq.

2 -2 - Plateaux d'idempotents dans le monolde symétrique Tn

Théoréme 1 : Dans un monoide symétrique Tn’ les idempotents de méme rang

r < n forment un seul plateau

Si o, et a, sont deux idempotents de méme rang, alors ils appar-

tiennent 3 une méme D-classe Dr de rang r < |X|.

. T
Soient Xa = {Xl’ Xys sees xr}, Xa = {y], Yos eoes yr}, X = .H Xi et
1 2 i=]
r
Y= U Yi ol les Xi (resp. Yi) i=1,2, ..., r) sont les classes d'équi-
i=1

-8 X =X oull = Ha , alors a, et o, sont isovalents 3 droite ou 3
1 2

gauche. Donc ils appartiennent au méme plateau.
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- < <
Supposons que Xd # X& et Hu # Ha . Dans ce cas 1 r < n.

1 2 1 2

Nous pouvons toujours construire une partition de X d'index r :

{Zk}K=l,2,...,r’ telle que pour tout K de [1, 2, ee, 1ﬂ le sous—ensemble Zy

rencontre %1 (resp. X, ) en un seul élément.
1 2

Pour cela supposons que :

XOl.l n XO!,Z

On peut alors adopter la notation suivante :

=.p (0<p<ir)

X = {t], tys vees t

p

Xdz ={e,, 6,5 oio, tps Youps oo vl

I1 suffira d'imposer pour cette partition :

i < e i > . .
s1 K < p alors tKEi ZK s si K P alors X, et yK.é;ZK° Ce qui est toujours
possible.

Nous considérons alors les deux applications ﬁl et 32 de T_ telles que

X

- 1 < = =
si K < p alors ZKBI, ZKBZ {tK}

- si K> p alors ZKBI {XK} et ZKBZ = {YK}

B] et 62 sont &videmment deux applications idempotentes.

Les partitions HB‘ et HB correspondantes 5_81 et BZ sont idemtiques, par
1 2 .

conséquent, Bl et 32 sont isovalents 3 gauche (propriété III-1).

De plus, la construction de {Z } nour montre que :
K'K=1,2,...,r

XB] = Xa] = {tl, e ey tP, Xp+1, * o0y Xr} et XBZ = Xaz = {t]’ uoc,tp,yp+1,o.a’yr}-
Cela signifie que a et Bl (resp. a, et 82) sont isovalents i droite.

Par suite pour toute paire d'idempotents 0. et &

de D_ il existe deux
1 2 r

idempotents Bl et 82 de méme rang r tels que : o

Donc les idempotents de Dr forment un seul plateau.

‘Notons que si B, = a, (resp. B, = a,) alors B, # a, (resp. By # ap.
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Théoréme 2 : Un monoide symétrique Tn’ contient n plateaux totalement ordonnés

pour 1'ordre entre plateaux.

Dans un monoice symétrique Tn, une D-classe Dr est l'ensemble des
applications ayant le rang r. Tn contient donc n D-classes D], D2,..., Dn
< . n -r . .
od Dr contlent exactement (r) T idempotents qui forment un seul plateau :

P, r=1, 2, ..., n (proposition 7).

D'aprés la proposition III-1, pour tout entier r de [l, 2, vie, q] et

pour tout idempotent o de Pr’ o est absorbé 3 droite et & gauche par (3) qr-q

idempotents de tout autre plateau Pq tel que q < p.

Par conséquent, le monoide symétrique Tn contient n plateaux totalement
ordonnés tels que :

< < ... < < .
Pl P2 Pn—l Pn

Remarques :

1 - Le monoide symétrique T est un monoide JP qui admet une série

principale unique d'idéaux principaux :

pCIMCIA)C...CIn-1)C Im) =T

n

ol J(r) est 1l'ensemble des &léments de T de rang <r <n [3, 2.6].

- Dans un monoide symétrique TX’ d'apras [3, th. 2.9], il existe une :
correspondance biunivoque entre 1'ensemble des idéaux principaux et 1'ensemble

des entiers positifs r < IXI. Donc 1'ensemble des idéaux principaux de Tn
est totalement ordonné par inclusion ensembliste. Alors tout idéal I de Tn’
I &tant en général union des idéaux principaux, est un idéal principal. Done

la série principale est unique.

- Dans un monoide symétrique D = J;B], et puisque toute D-classe contient

un seul plateau, alors Tn est un monoide JP.
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2 - Dans un monoide symétrique Tn’ tout plateau Pr(r < n) est une

partie libre pour 1'ordre d'absorption

Soient o et B deux idempotents de Pr ; alors o A B (resp. a A B)
)
est €quivalent 3 dire que Xoc > XB (resp. Hag HB).
D'autre part o et B, appartenant au méme plateau, admettent le méme rang r.

Donc IXa, = tXBI = 'X/HQJ’ = ’X/HBI = r, Or Xa et XB (X/Ha et X/HB) étant
}deux ensembles finisg, alors Xa = XB (resp. Ha = HB)'

Par suite o = B (resp. o = B).

d g

Exemple : Eléments, idempotents et plateaux dans le mono}de symétrique T3

Nous représentons les D-classes d'un monoide symétrique Tn (IXI = n)

suivant la notation de [3, 2.2].

Soit Xn = {1, 2, ..., n}. Nous notons (i j k...) 1'image d'une

application de Tn telle que : 1 > i, 2 > j, 3>k, ... etc.
Nous représentons une D-classe Dr de Tn de rang r par un tableau
tel que :

La ligne (resp. la colonne de t8te représente les sous-ensembles de X contenant
r Eléments distincts (resp. les partitions de X en r parties non vides).
Chaque ligne (colonne, case) correspond i une R-(L-, H-) classe de Dr' Nous mar-

quons les idempotents par .

Tableaux des D-classes Nombre d'éléments

D {1 2 3}

a a
L a2 % s o3

(g)sgsz=1x1x3!=6

2y ag
M3} > a32) =2 32 1)

a a

= 213 £ (319
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RO EEOEES
b e e
e S asn® B (233
d {233 | . .
2 1y BB (811 |2 (322)
b3 R - C3 e3 *
—> (121)° == (313) = (323)
{2} {13} L o o
s 212) S sy [ s2)
b c e
| 25 (221 F2 (331) 2> (332)
{3} {12} ,
b c e
6, (112) 6, (113)* 6> 233 *
D, {1} 23 33
£ £ £

(g) sg 2! =3 x 3 x 2! = 1¢

(?) S? It =3x1x1-=

Total 33 =2

~

Remarque : Tout idempotent e d'un monoide est un &lément neutre i droite dans

Le’ un élément neutre

[3, lemme 2.14].

-~

a gauche dans Re et un élément neutre bilatére dans He
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Plateaux ordonnés de '1‘3
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3 - PLATEAU A CIRCUIT HEXAGONAUX DANS UN MONOIDE SYMETRIQUE Tn (IXI

Dans un monoide M quelconque, contenant des idempotents, 1l'ensemble
des plateaux, muni de 1'ordre entre plateaux, admet un plateau infimum qu1 est

un quadrillage [ﬂ

Dans le cas d'un monoide symétrique T s le plateau infimum P, est

1
un quadrillage particulier : il est formé de n idempotents isovalents i gauche.
De plus c'est le seul plateau de Tn qui soit un quadrillage. Les autres pla-

teaux ont la structure suivante :
- Le plateau Pn est formé d'un seul idempotent.

- Tout plateau P de T 1 <r <n-1, n'est pas un quadrillage mais il contient

des circuits de quatre idempotents.

- Le plateau Pn—l est un plateau 3 circuits hexagonaux défini comme suit :

Définition : Plateau a circuits hexagonaux

C'est un plateau P tel que :

1) P ne contient aucun circuit de quatre idempotents.
2) Tout idempotent de P admet un isovalent 3 gauche et un isovalent
d droite, ces trois idempotents &tant distincts et appartenant i un méme

circuit hexagonal.

Proposition 2 : Dans un monoide symétrique Tn’ n > 3, le plateau Pn—l est un

plateau 3 circuits hexagonaux.

De plus tout idggpbtenttéeth_, appartient 3 (n-2) circuits hexagonaux.

Pour tout idempotent o de Pn—l nous avons lxa' = 'X/Ha' = n-1 avec IXI = n.

Ceci entraine qu'il existe nécessairement une seule classe d'équivalence mod Ha
contenant deux €léments et toutes les autres classes mod H contiennent chacune
un seul &lément. Donc toute R-classe de D contient 1 X 1 X s X1 X2 =2

-1
idempotents qui sont isovalents i a gauche (n >23).

i .4, - 'équi mod II
Soient {XJ}J=1 2,...,0-1 les (n-1) classes d'équivalences o
alors nous notons Xj = {xj} pour tout j # i et Xi = {xi, xn}.
Dans ce cas Xa = {x], Xgs eeey X 1} =X - {xn}, et le deuxiéme idempotent

n—
a', R-équivalent 3 o, doit admettre 1'image X , = X - {x.}.
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-~

La L-classe La contient (n-1) idempotents isovalents & droite.

7

Ceci entraine que tout idempotent o de Pn—l admet un isovalent 3 gauche

o' # a et (n-2) isovalents a droite différents de o : {Bi}i_] 9 n=2"°
—, "."—

pour tout i de [1, 2, v.a, n-2], il existe une classe Yj mod HB de telle
i

fagon que Yj = {xn, xi} avec x, # x; (sinon B, =a).

De plus il existe un idempotent B' R-&quivalent i Bi tel_que : XB =X - {xn}
i
et XB' =X - {xj}. L'idempotent B{ ne peut pas appartenir 3 La' sinon nous
i
avons nécessairement X - {xi} =X - {xj}, c'est 3 dire, X = x qui sont
différents par hypoth&se. Par suite tout idempotent o de Pn-l ne peut pas

appartenir a un circuit de quatre idempotents.
Maintenant, soit la partition de X en (n-1) sous-ensembles Zk
i

de telle fagon que : Zk = {xk} pour tout k # j et k # i, et Zi = Zj = {x., x.}

J

n

X=U Zr)' Cette partition d'index (n-1) rencontre (X - {xj}) et (X - {xi})
r=1 :

en un seul &lément pour chaque Zk' On définit alors les deux applications

Y et Yﬁ telles que :

(xr) Y = %, pour tout r # j et (xj) Y = %
" - : L
(xr) Y = X, pour tout r # i et (xi) Y %,
Alors X =X,,, X, =X ,et I =, .
e B e e e Yk

Donc pour tout idempotent Bi’ i=1,2, ..., n=2, il existe Bi, Yy 2 et-YQ
de telle fagon que o, Bi, Bi, Yo Yi et a' forment un circuit hexagonal.

Par suite Pn—l est un plateau & circuits hexagonaux d'idempotents et dans

~

lequel tout idempotent o appartient 3 (n-2) circuits hexagonaux.

Dans le cas oli n = 2 le plateau Pn—l = P‘ contient exactement deux idempotents

isovalents i gauche.
Nous notons de plus :
Toute classe d'isovalence i gauche, de Pn—l’ contient deux idempotents et

toute classe d'isovalence 3 droite contient (n-1) idempotents.
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Rema ¢ Le plat 1 ' i

emarque plateau P] de Tn est/classe d'isovalence contenant n idempotents
De plus P] est la D-classe Dl contenant une seule R-classe. Tout idempotent

e de P] est un élément absorbant A droite car pour tout élément o de Tn nous
avons toujours Hac He = X.

La D-classe Dn est le groupe des permutations de n &léments distincts. Done

Pn est formé d'un seul idempotent.

Proposition 3 : Soit o un idempotent de Tn de rang r, alors o appartient

da un circuit de quatre idempotents si et seulement si (n-r) > 2.

B,y B, ; de

Si o appartient 3 un circuit de quatre idempotents a, a 9

AR I

telle fagon que : o

]
el

Soient alors Xu g = {Xl’ Xys ey xr} # X, = XB = {y], cees yr},

1 2 2
©= - 'a 1 =
61 HBZ, {Xi}i:l,z,...,n les r-classes d'équivalence mod Ha Haz
.. - 'équi n, = .
et {YJ}J=],2,...,r les r-classes d'équivalenc mod B] HBZ

n, = n%;en

Or pour tout indice i, X, fﬁ}g (resp. X, N Y.) contient un seul &lément
2
de X. Puisque Xa # Xa il existe (i, j) tels que X, # yj. Par conséquent

2
il existe au moins un i (resp. un j) tel que :

La classe Xi (resp. Yj) contient au moins deux &léments différents de X.

a) Si Xi (resp. Yj) contient trois &léments au moins alors n-r > 2

b) si'xi (resp. Yj) contient deux &léments mais il n'est pas unique
alors n-r > 2.

c) Si Xi (resp. Yj) est la seule classe mod Ha (resp. mod HB ) contenant

1
deux &léments distincts, alors r = n-1 et par conséquent o, Ops B] et 32 sont

~

des idempotents de Pn—l qui est un plateau & circuits hexagonaux d'idempotents.

Par suite le cas (c) est impossible. Donc r £ n-1 et r < n-2,

Réciproquement : Si n-r > 2, alors toute partition Il de rang r admet :

A) Une classe mod Il & trois &léments au moins ou bien

B) Deux classes au moins mod I 3 deux &éléments.
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Dans ces deux cas :

Lemme 1 : Tout idempotent de Tn’ correspondant 3 une partition II d'index

r < n=2, appartient 3 un circuit de quatre idempotents.

Cas A : Soient{Xi}

. les r-classes d'équivalence mod II. I1 existe
1=1,2,...,1r '

une classe Xj contenant trois &léments distincts au moins : soient

X, #x. #x. #...

Js Ji Ik

La Rn—classe contient donc trois idempotents au moins,

o, # o # o # ..., tels que :
X, NX={x}hx nx={x}x Nx={x},...
o, ] 3 O ] I Oy J Ig
Soit la partition II' de X, en r sous—ensembles Yj’ j=1,2, ..., r définis

comme suit : Y, = X, pourtout i # j et i # k, Y =X v {xjs} et

Yj = Xj - {xjs}. Dans ce cas Xakf\ Y, (resp. Xaif\ Yt) contient un seul

€lément pour tout t = 1, 2, «.., r. Nous pouvons considérer alors les deux

applications idempotentes Bk et Bi de Tn telles que :

I =M, =T, , X =X, et X =X. .
B By Ty TR T o T 7B

Or ak et ui appartiennent i la méme R-classe RH et par conséquent pour tout

idempotent o, de RH il existe Bi’ Bk et uk qui font un circuit de quatre

idempotents.

Cas_B : Soient Xk = {xk > X } et Xj = {xj > X } les deux classes mod I
1 2 1

T 2

contenant chacune deux &léments distincts. Dans ce cas la RH-classe contient
au moins quatre idempotents.
Soit la partion II' de X, en r sous-ensembles de X, Yi’ i=1,2, ..., r

définis comme suit : Yi = Xi‘pour tout i £k eti#s, Ys = XS v {xkz}

et Yk = Xk - {xk }. Alors nous pouvons considérer les quatre applications
2

idempotentes Gy Gy Bl' 62 telles que :

I =0 =0,010, =1, = m, x =x = {x s seey Xy eeny Kooy eeey X }
4 % By By @ B ! 1 Jy r

et X =X = {x s cees s ceey X. 5 seey X }. Ceci entraine que :
82 ! xk1 i, r
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BZ 8] = - Par suite, tout idempotent o, de la Rn—classe
d

%

appartient 3 un circuit de quatre idempotents.

%

2]
[P i1}
o

Ce lemme aché&ve la démonstration de la proposition 3, car tout idempotent a,

-~

de rang r, appartient 3 la D-classe Dr qui est union des R-classes.

Proposition 4 : Tout plateau Pr de Tn oi n-r > 2 n'est pas un quadfillage.

Tout revient & montrer qu'il existe deux idempotentsdans Pr’ o et B, tels
que Laf\ RB ol Ra() LB ne contient pas un idempotent.

Soient 0 un idempotent de Pr < n-2, Xa = {Xl’ ceey xr}, {Xi}i=l,2,...,r

~

la partition correspondante i o telles que Xi contient X; pour tout i.
Puisque r < n-2, il existe une classe d'équivalence Xk’ mod Ha’ qui contient
au moins deux &léments distincts Xes Fuy voe o

Soit B un idempotent de méme rang r, qui a 1'image X, = {x],,..., X v ...,xr}

B

et ses.r classes d'équivalence mod HS : {Yi}i-l 9 , de telle mani&re que
I ]

se ey
Y, = X, pour tout i # k et i # t, Y =X - {xk} et Y =X U {xk}. Alors

la H-classe correspondante au couple (HB’ Xa) ne contient pas un idempotent

car la classe d'@quivalence Yk ne contient aucun élément de Xa'

Exemples des plateaux 3 circuits hexagonaux d'idempotents

Nous représentons les &léments des plateaux Pn—

) de Tn (IXI = n)

par un tableau en utilisant les notations précédentes (page-39).

Nous schématisons Pn—l’ pour n = 4 et 5, en utilisant un trait

fin pour 1'isovalence i droite (&pais pour l'isovalence i gauche).

~

Cahque idempotent de Pn—l appartient 4 (n-2) circuits hexagonaux.
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1) Plateau P3 dans 'I‘4 x = {1, 2, 3, 4}

P, {123} {124} {134} {234}
b
{1}{2}{34} ?l> 123)% Ly (1240 *
B C
(133324} % (123 % L (1430 *
P3 £ d, *
{2}{3}{14} = (1231) > (4234)
Py | ) *
{1}{4}{23} —> (1224) |=> (1334)
b .
{2}{4}{13} 3> (1216 % 125 (3234)%
~ €3 x 43 *
{3H4}{12} —> (1134)~ (=> (2234)

Les douze idempotents de P3 dans T4 peuvent &tre schématisés

comme suit :

Les six idempotents de P2 dans T3 sont schématisés dans la page 41.
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2) Plateau P, dansT, (X = {1, 2, 3, 4, 5})
P, {1234} {1235} {1245} {1345} {2345}
S ENEICD N R RNE S N (12355) %
TH2IAH5Y 2, (5,002 Tl 2sasy
SESEMCRICE) B NP s s
(2H3HAHIS) Po (1o % Bl (sa3ast
{1}{2}{5}{34} N i N
{1}{3}{5}{24} 3 (s * %2 anusy®
{2}{3} {5} {14} P4 (aaisy® °2, i23us®
{1}{4}{5}{23) 5 2265y * |13 (1335
{2}{4}{5} 13} Sa (12145)* °3, (32345) %
{(3}{4}{5} {12} Yy 135y |5 223450 %
" Les vingt idempotents de P, dans T, peuvent &tre schématisés

comme sult :




DEUXIEME PARTIE
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CHAPITRE I

ETUDE DE L'ASSOCIATIVITE D'UN GROUPOIDE FINI A PARTIR DES GENERATEURS

1 - RAPPELS

1-1 - Définitions

A - Groupoide : On appelle groupoide un ensemble G muni d'une opération

binaire, notée multiplicativement.

On note alors (a.b) ou ab 1'élément de G produit de a par b.

B - Expression d'une partie

Etant donnée une partie non vide A de G

On appelle expression de A toute suite finie sur 1l'ensemble

AU {ﬂ, )} définie par les régles syntaxiques suivantes :

R] ¢ Si a € A, alors a est un terme de A

R2 : 81 a€&€ A, alors a est une expression de A

R3 ¢ Si o et B sont des termes de A, alors 0B est une expression de A

R4 : Si 0 et B sont des termes de A, alors (0B) est un terme de A.

A toute expression on associe son mot : c'est la suite des éléments dé cette
expression appartenant 3 A.

Exemple : A 1'expression a((bc) (ab)) on associe son mot (a, b, c, a, b)
qu'on écrit aussi abcab.
~La longueur d'une expression est le nombre d'&léments de son mot.

de longueur 2(n-1)
A tout mot/n il y a ((nfl) )/n expressions [10].

b) Sémantique

Une expression de longueur n représente une formule calculable

sans ambiguité dans le groupoide G.
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On appelle valeur d'une expression 1'élément obtenu par &valuation

des différentes opérations parenthésées.

Remarque : Deux expressions peuvent avoir la méme valeur.

-

C - Groupoide associatif, &lément associant

Un groupoide est associatif (ou encore un monoide) lorque les
valeurs des expressions de tout mot de longueur trois sont égaleé et 1'on
démontre que les valeurs des expressions de tout mot de longueur quelconque
sont égales.

Un Elément a d'un groupoide G est dit associant si :

(x.a):y = x.(a.y) pour tout x et tout y de G [7].

Remarque : Un groupoide est associatif si et seulement si tout &lément de

G est associant.

D - Sous-groupoide engendré par une partie

Soit'{V]..}]._E:_I la famille des sous-groupoides de G contenant une

partie non vide A de G, alors (\ Vi est le plus petit sous-groupoide de G
i€1

contenant A,

Dans ces conditions, on dit que [\ V. est le sous groupoide de G
iel

engendré par A et on note

<A> = [\ \)

jer !

On peut vérifier aisément que le sous-gggupoide engendré par une partie

non vide A est 1'ensemble des valeurs des expressions de A.

-

E - Partie génératrice d'un groupoide

Une partie A, non vide, de G est dite une partie génératrice

(ou encore ensemble générateur) d'un groupoide G si : <A> = G.

Ceci équivaut 3 dire que tout &lément de G réprésente la valeur d'au moins
une expression de A.

Un &lément d'une partie génératrice est dit &lément générateur.
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F - Partie génératrice d'ordre minimum

Soit A l'ensemble des parties génératrices d'un groupoide G :

A={ACG; <A =G} (Gegn

-

Une partie génératrice A de 4 est d'ordre minimum si pour toute partie B
appartenant 3 A on a : |A| < |B].
Remarque : Une partie génératrice d'ordre minimum :

(i) - est minimale (la réciproque n'est pas vraie).
proq P

(ii) - n'est pas obligatoirement unique.

Exemple : Soit le monoide suivant donné par sa table de multiplication

. a b ¢
ala ¢ b {b} et {c} sont deux parties génédratrices
a a d'ordre minimum :
c|b a a - a=b.b, ¢ =b.(b.b)
- a=c.c, b =c.(c.c)

1-2 - Associativité d'un groupolde

Propri&té 1 : Un groupoide G est associatif si et seulement si tout élément,

d'une génératrice de G, est associant

un
a) Si G est/groupoide (monoide), alors tout &lément est associant en

particulier ceux d'une partie génératrice.

b) Montrons d'abord que 1'ensemble des €léments associants de G est un

sous—-monoide de G [3, 1.2]. C

Soit M 1'ensemble des &léments associants dans G :

- Si a et b sont deux &léments de M, alors pour tout couple d'éléments x et y
de G on a : x.((a.b).y) = x.(a. (b.y)) = ((x.a) (b.y)) = ((x.a).b).y = (x.(a.b)).y.
Donc le produit de deux &l&ments associants est un élément associant. M est

donc un sous-groupoide de G.

= Pour tout triplet d'éléments (a, b, ¢c) de M on a évidemment :

(a.b).c = a.(b.c). Par suite M est un sous-monoide de G.
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Soit A une partie génératrice quelconque de G telle que tout
€lément de A est associant. Cela signifie que A est une partie du sous-
monoide M. Ceci entraine que 1'ensemble des valeurs des expression de A est
inclus dans M. Ceci revient i dire que <A> = GC M. Par suite M = G est

“
un monoide.

1-3 - Test de 1'associativité d'un groupoide fini a partir des générateurs

Pour tester 1'associativité d'un groupoide G, muni d'une opédration
binaire (compléte), il suffit de vérifier, a priori, pour tous les x, y et z

de G les identit@s notées :

X.(y.2) = (x.y).2

La proprié&té 1 nous permet de limiter ce test, connaissant une

partie génératrice A de G, aux identitds suivantes :

X.(a.y) = (x.a).y

pour tout a de A et pour toute paire x et y de G. Il suffit donc de vérifier

lA|n2, au lieu de n3, identités (|G| = n).

Test_de_Light : [3, 1, 2]

Le test de Light est un procédé rapide pour vérifier 1'associativité

de 1l'opération (.) sur un groupoide fini G donné par sa table de multiplication

On considé&re, pour chaque &lément générateur a de G, les deux opérations

binaires définies sur G comme suit :

x %y =x.(a.y) et xoy= (x.2).y
Alors 1'associativité de 1'opération (.) est vérifiée si et seulement si les
deux opérations (%) et (o) se coincident ; c'est i dire que leurs tables
correspondantes sont identiques.,
Les deux tables (%) et (o) sont obtenues de la table (.) comme suit :

= La colonne de la table (%) ayant pour téte 1'élément y de G est la colonne

de la table (.) ayant pour t@€te 1'élément (a.y).

- La ligne de la table (o) ayant pour téte 1'élément x de G est la ligne de

la table (.) ayant pour téte 1'élément (x.a).
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Exeggles :

1 - Soit G] le groupoide donné par la table suivante :

{x} est une partie génératrice de Gl car : y = (x.x) et z = (X.X).X = x.(X.%).

y z z
4 4 4
' |
a:=x ®]| x| y, z: @ x y =z
' T
z 1 2 12 I y € x z y X
y !'x :x : z y X y
! .
Z Z 1Yy 1y i X < y z z

Les deux tables (%) et (o) ne sont pas identitqueset par conséquent

1l'opération (.) sur Gl n'est pas associative.

2 - Soit G2 le groupoide donné par la table suivante :

(V] xy z t u
X | x -x X t t
Yy |x y z t t
z X z y t ¢t
t t t t x x
u t u u x x

-~

{z, u} est une partie génératrice de G, car : x = (u.u), y = (z.z) et

t = (z.u),



20 I

z y t t
bt
a:=z (%) X : y : z ; t| u (@ | x y 2z t u
X X l x| x I tl t X € X X X X t t
y xlzlyltlt z«y |'x z y t
z X ,y: z: t! t y+';~ x —y_ ;'—t—-E )
t t:tlt|x|x t<t [t t t x x
u tluaul ul x1 x u<—5-_t—_u__u__x:;c_
t u X
L SR ST S
a:=u (%) | x : y ; z : t; u : @] x y =z t u
x t't:tlx:x: t«x | t t t x x
y t : tl t : x) x| u<y |t t £ x
z t}t:tlxlxl u<z | t t t x x
elxtxlxpef o] X FETRTRTERTER
u x1 x| x| tl t X< u :; g-l;{:ij;:rgi-;;:

Ces deux tests sont vérifiés : la loi (.) sur le groupoide G2 est associative.

Pour la bonne exécution de ce procédé on peut considérer pour
tout €lément générateur a de G, une seule table correspondante (a) comme

suit :

= La colonne (resp. la ligne) de téte de la table (a) est la colonne (la ligne)
qui a pour téte 1'élément a de la table (.)

- Chaque colonne de la table (a) est la colonne de la table (.) qui a le méme
€lément de téte. -

- L'associativité de 1'opération (.) sur G est vérifide si et seulement si

les lignes de méme t8te se coincident dans les deux tables (.) et (a), pour

tout €lément générateur a de G.

Reprenons 1l'exemple du groupoide G2 donné plus haut :

(2) X 2 y t t (u) t u u

™
S

N

Tt N <N

I B ]

I B
[ S
S o S

T < N wM

[ A ]
<

¥ ¥ ot o ot

L T = S o B . )

¥ X ot et

¥ X ot ot

(=
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ETUDE DES PARTIES GENERATRICES DANS UN GROUPOIDE FINI

Les résultats précédents montrent 1'intérét d'étudier les parties

~

génératrices d'un groupoide G.

2-1 - Définitions

a_ - _Soit A une partie ayant au moins deux €léments d'un groupoide G.

Pour tout &lément a € A, on définit :

(i) - R_(a)

{(x, ) 5 %, y e (a-{a}) et x.y = a}

(ii) - Ra(A) {9 5 %, ye<a-fa])> et xy = a}

(iii) - x(A) [a€ & ; R (8) # o}

X(A) n'est autre que l'ensemble des &l&ments a de A qui sont le

produit de deux &léments de A différents de a.

On note E = G - X(G), 1l'ensemble des €léments u de G qui ne sont pas

le produit de deux &léments différents de u. On les appellera irréductibles.

b_- Eléments_déductibles

Etant donné un groupoide fini G dont on a ordonné les &léments
G = {a], cees an}

on définit les deux suites de parties emboitées de G :

* —
{Pi}i=0,l,...,r et {Pi}i=0,l,...,r rsn

tels que :
:’:=—- N\
Po Po =@

Pour tout i de [1, 2, ceu, r], on considére le premier &lément aj de

(G - Pf_l) et on définit .

a) PX=p* y<as>
i j

b) P, = P, U (<az> - {aj})

r est le premier entier tel que Pf'= G.
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L'ensemble P = ?; sera appelé ensemble des €léments déductibles

. b4 —
R H - H = = .
emarque (G P) est non vide car are P G et ar¢ Pr P

Exemple : Soit G le groupoide suivant :

3 1 2 "3 73
a,|a a a; a,
L3 —
PO = ¢ 'Y PO = ¢
PT = <ap> = {al} o f} = (<a]>—{al}) = {9}
P; = {ai}U<aZ> = {al}U{al; ays a3} fé = (<a2>-{a2}) =
= {al’ 2y a3} = {al’ 25 33}'{32} = {ala 33}
P§'= {al, ay, a3}U{a4} = {al, a,, a3}U{a4}, ?5 = {al, aB}U(<a4>—{a4})

= {a], a,, ag, a4} =G {al, a3}

Alors 1'ensemble P = {al, a3} est 1'ensemble des &léments déductibles de G.

2-2 - Propriétés des &léments déductibles

Propriété 1 : Tout &lément déductible est la valeur d'une expression d'un

singleton, l'élément du singleton n'étant pas déductible.

Soit P 1'ensemble des éléments déductibles dans un groupoide G.
Montrons que pour tout &lément a de P, il existe un €lément b de (G - P)

tel que a soit un élément de (<b> - {b}) :

- r r
Nous pouvons &crire : P =P = U (<aj> - {aj}) avec P: = U <a,>=G.

j=1 =1

Soit t le plus grand entier tel que a appartienne a <a¢>. Supposons que a,

-~

appartienne 3 P, comme a_ n'appartient pas 3 F;, il existerait un entier q > t

t

tel que a appartiennent & F; c'est a dire a appartienne 3 <aq>, ce qui
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entrainerait que <at> Cc <aq>. a appartenant a <at> il appartiendrait aussi
a <aq> et t ne serait pas le plus grand entier. L'élément a, n'appartient

donc pas & P. Il en résulte que a est différent de a_ et a appartient 3

t
<a > - .
( a {at})
Remarque : On déduit de cette propriédté :
Le groupoide G est monogéne si et seulement si |p| = le] -1

Propriété 2 : Tout €lément déductible est le produit de deux &léments

différents de lui.

Soit a un &lément déductible d'un groupoide G.
a est alors la valeur d'une expression d'un singleton {b} oli b est un &lément
de (G - P).

Considérons alors une expression de {b} de longueur minimum p > 2 et de
valeur a. Cette expression est de la forme 0B ol o et B sont deux expressions
de{_b} de longueur inférieure 3 p et par conséquent de valeur différente de

a. On en déduit que P € X(G).

2-3 - Réduction d'une partie génératrice

Proposition 1 : Soit A une partie, ayant au moins deux &léments, d'un

groupoide G, alors :

R (&) #9=> <A - {b}> = <a>

~Rb(A) # 0= <A- {b}>=<A> :
Si R (A) (resp. R (A)) n'est pas vide, alors il existe x et y de (A - {b})
(resp. <A - {b}>) tels que x.y = b.

Ainsi pour tout expression de A dég\occurences de b, on peut définir (sans
changer sa valeur) une expression de (A - {b}) en remplagant b par (x.y).
Ceci entrafne que <A> & <A - {b}>.

D'autre part, pour fout €lément b de A, il est &vident que

<A - {b}> c <A>,

Lemme 1 : Soit A une partie, ayant au moins deux &léments, d'un groupolde

G, alors :

(<A> - A) ¢ X(<A>)
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Si (<A> - A) est non vide, alors tout &lément z de (<A> - A) est la valeur

d'au moins une expression de A de longueur p > 2.

Considérons alors une expression de valeur z et de longueur minimum m >72.
Cette expression peut &tre mise sous la forme OB ol a et B sont des expressions

de longueur inférieure 3 m.

-~

Les valeurs de o et B sont différentes de z et appartienment i (<A> - {z}).

Donc z appartient 3 X(<A>) et on a bien (<A> - A) € X(<A>).

Proposition 2 : L'ensemble E des &léments irréductibles est 1'intersection

de toutes les parties génératrices d'un groupoide G
P g g

- Pour toute partie génératrice A de G on a : (<A> - A) < (G - A) < X(<A>) = X(C

(Lemme 1). Ceci entraine que : U (G-A) < X(G).
A€l

cela signifie que :(G - N AQ C X(G) etE = (G - X(@) < /7 A.
A€l : Aéq

- Montrons que ( /\ A)(\ X(G) = ¢ :
AeA

S'il existe un élément z de ( /\ MHN X(G)), alors z appartient a X(G). Ceci
A€/

entraine que RZ(G) est non vide et par consdquent <(G - {z})> = <6> = ¢
(proposition 1). Puisque z n'appartient pas a (G - {z}) qui est une partie

génératrice de G, alors z ne peut pas appartenir a [] A. Ce qui contredit

A€l
que z est un &lément de ( N A)/\ X(G). Donc on a bien ( fw A) f)X(G) = (.
A€A A€/
Par suite [) AC (G - X(G)) =E.
A€A

Proposition 3 : Soit A une partie génératrice d'un groupolde G. Il existe

alors une partie génératrice B de G selle que :
o~
|B| < |A| et B ne contient aucun &lément déductible.

Supposons que A contienne des &lémentk déductibles : 8ps eees 2 c'est a
dire AN P = {al, cees ar}. Pour tout i 1'élément a, est la valeur d'une
expression d'un singleton {bj}, ol bj n'est pas déductible, telle que

a; €L(<bj> - {bj}) (proposition 1). Donc il existe k éléments bl’ cees bk’

k < r, non déductibles et tels que :
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puisque k < r, alors |B| < |A].
De plus il est évident que : G = <A>C <B>

Car les éléments ays +e.5 @ sont les valeurs des expressions de singletons

{os1;

J=l,...,
contient aucwmélément déductible .

x ° Par suite <B> = G, B est une partie génratrice de G qui ne

2-4 - Parties génératrices minimales

Proposition 4 : Soit A une partie génératrice d'un groupoide G

1) Si A est minimale, alors X(A) est vide

2) A est minima]esi et seulement si pour tout €lément b de A, Rb(AQ

est vide.

1) Si A est minimale, alors pour tout &lément b de A, Rb(A) (resp. Rb(A))
est vide :
En effet, s'il existe un &lément b de A tel que Rb(A) (resp. Rb(A)) n'est

pas vide, alors <A - {b}> = <A>. (Proposition 1).

Ainsi, b étant un &lément de A, la partie génératrice (A - {b}) est

strictement incluse dans A. Ceci contredit 1'hypothase que A soit minimale.
2) Si, pour tout &lément b de A, Rb(A) est vide, alors A est minimale :

En effet, s'il existe une partie ggﬁératrice B < A, alors tout €lément b
de (A - B) doit appartenir & (<B> - B), c'est i dire b est la valeur d'au

moins une expression de B de longueur supérieure 3 deux.

b &tant un &lément n'appartenant pas i B, donc il existe x et y dans le
groupoide G = <B> = <A - {b}> = <A>, tels que x.y = b.

~

Ceci entrafne que Rb(A) n'est pas vide. Ce qui est contraire i 1'hypothase.

Par suite B = A.
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Proposition 5 : Soit M 1'ensemble des parties génératrices minimales d'un

groupoide G. Alors,

U Ac (G- <E>) UE
AeM

Montrons que : <E> N X(() c (G- U A) :
AeM
pour
que/ tout Elément x de <E> M X(G), x € <E> et x& X(G) = (G - E).

Ceci entralne que x & (<E> - E) C X(<E>) (Lemme 1). Donc il existe u et v de

<E> tels que : u # X, v # X et u.v = x.

Supposons qu'il existe une partie géndratrice A minimale, de G, contenant 1'él&-
ment x, alors u et v appartiennent 3 <E> < <A - {x}> car E est inclus dans
toute partie génératrice (proposition 2) et x n'appartient pas i E. Ceci

entraine que ’l‘ix(A) n'est pas vide et par conséquent (A - {x}) est une partie

génératrice de G strictement incluse dans A. Ceci contredit que A soit

minimale.

-~

Par suite pour tout x de (<E> () X(G)), x ne peut pas appartenir a une partie

génératrice minimale. Donc on a :

>N x@ <N ©-8=c- v v
A€M A€M

Ceci revient & dire que : U AC G - (<E> n X(G)) = (G- <E>) UE
AeM

2-5 - Parties génératrices d'ordre minimum

Proposition 6 : Dans un groupoide, l'ensemble des &léments, qui ne sont pas

déductibles, contient une partie génératrice d'ordre minimum.

Soit A une partie génératrice d'ordre minimum d'un groupoide G.
Si A contient des éléments déductibles; alors nous pouvons construire une
partie génératrice B de G d'ordre minimum ne contenant aucun &lément

déductible :
En effet, G &tant fini, nous pouvons noter A 1 P = {al, vees ar}. Ainsi pour
tout &lément a; de ANP, il existe un &lément bj qui n'est pas déductible

tel que a; est un €lément de (<bj> - {bj }) (propriété 1).
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- bj ne peut pas appartenir i A, sinon Ra (A) n'est pas vide (propriété 2).
i

Dans ce cas (A -~ {ai}) est une partie génératrice (proposition 1). Ceci

contredit que A est minimale.

- Il n'existe aucun &lément a, # a, de ANNP tel que a soit un &lément
de (<bj> - {bj}), sinon il existe une partie génératrice
B=(A- {ai, ak}) U {bj} telle que IB' < |A|et A ne serait pas d'ordre

minimum.

Ainsi la partie C = (A - {a], ey ar}) U {b], veesy br} est une partie

génératrice de G telle que : |C| = |A| et C ne contient aucun &lément

déductible.

Remarque : Dans un groupoide G qui vérifie 1la propriété suivante : x, yc G
¥ x, ¥y) (xy = x ou Xy = vy)

G lui-méme est 1'unique partie génératrice de G, car toute partie de G est
un sous-groupoide. Dans ce cas G est une partie génératrice d'ordre minimum

du groupoide G.

Corollaire ! : Dans un groupoide G, une partie génératrice A d'ordre minimum

est telle que :

E € ACEU(G - (PU<E>))

L'ensemble des &léments d'un groupoide qui ne sont pas déductibles
contient toujours une partie génératrice d'ordre minimum (proposition 6).
Soit donc A £ (G - P). D'aprés la propri&té 5, A est incluse dans (G - <E>)UE.
Donc on peut écrire : AC (G - P) N ((G - <E>) U E).

/\
P &tant incluse dans X(G) (propriété 2) on en déduit aisément que :
A € (G -(PU<E>)) U E

D'aatre part, l'ensemble E est inclus dans toute partie génératrice de G

(proposition 2).

2-6_ - Bornes de la cardinalité d'une partie géndratrice d'ordre minimum

Définitions : Soit A une partie ayant au moins deux &léments d'un groupoide
G fini. On définit : a, b €X(A), (a # b).
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1 - On dit que b est un facteur essentiel de a si :

[(V(x, Y) € Ry,(A)) = x=bouy = b] def | oo

2 - Ensemble des facteurs essentiels de a :

G () = {be X(A) ; bFa}

3 - Ensemble d'éléments qui admettent b comme facteur essentiel :

D, (4) = {a e X(4) ; bFa}

Lemme 2 :

1 - Si a est un élément de X(A), alors |Ga(A)l§ 2

2 - Un des trois cas suivants est possible :

|
o

0) Il existe un é€lément b de X(A) tel que ,Db(A)l =

|
—

B) Il existe un &lément b de X(A) tel que lDb(AQI

Y) Pour tout &lément b de X(A), |Db(A)| = 2,

1) Est évident.

2) Si (0) et (B) ne sont pas vérifiés, alors pour tout &lément b de X(A)

on a : IDb(A)l > 2. Soit c un &lément de X(A) tel que ch(A)I =r>2
Alors nous pouvons écrire : I ‘Db(A)I > 2(p-1) + r avec |X(A)| = p.
beXx(A) ‘

Or pour toute paire d'éléments a et b de X(A) tels que bFa, nous pouvons

écrire : b 6Ga(A) <=> bFa <> a & Db(A).

Cela signifie que :

- D'une part, 1l'ensemble des cod;ies (a, b) de (X(A) x {b}) tels que
bFa et 1'ensemble Db(A) ont méme cardinalité.

- D'autre part, l'ensemble des couples (a, b) de ({a} x X(A) tels que

bFa et 1l'ensemble Ga(A) ont méme cardinalité.

Ceci entraine que :

T |G (A)l = I IDb(A)| = le nombre des couples (a, b) de (X(&) x X(A))
aex(a) ' ? beX(A)

tels que bFa.
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On en déduit que :

2@4>+rswém|%m4=a£m)pgm|5%

Par conséquent r < 2 pour tout &lément ¢ de X(A). Par suite le cas (Y) est

vérifia,

Proposition 7 : Soit A une partie ayant au moins deux &l&ments d'un groupoide
G.

1) Si b est un élément de X(A), alors

X(A - {db}) =x) - ({p} U D, (4))

2) Si X(A) contient q &léments, alors il existe un ensemble H dans
X(A) tel que :

a) <A - B> <A>

b) 3 < [H| <

A
¥a]

Da-3xA-{0bhHe x@ - (bl U D, (A))) :
Supposons que X(A) et X(A - {b}) ne sont pas vides, sinon (1) est vérifid.
- Pour tout &lément c de X(A - {b}), Rc(A - {b}) n'est pas vide. Il existe
donc x et y de (A - {b, e (A - {c}) tels que X.y = c. Donc RC(AQ n'est
pas vide et c appartient 3 X(A). c, &tant différent de b, appartient donc
a X(&) - {b}). Par suite X(A - {b}) € (X(A) - {b}).
- Pour tout €lément a de Db(A), on a bFa. Cela signifie que Ra(A) n'est pas

vide (ae X(A)) et pour tout couple (x, y) de Ra(A), X =b ouy =b., Ceci

montre qu'il n'existe aucun couple (x, y) de (A - {b}) tel que x.y
Donc a n'appartient pas 3 X(A - {b}). Par suite Db(A) < X(A) - X(A

a.

{ph.

Finalement on a bien X(A - {b}) € X(A) - ({b} U Db(A)).

B - X&) - ({b} U D, (A) < XA - (b}
Soit d un &lément de (X(A) - {b} U Db(A)))’ alors Rd(A) n'est pas vide car

d appartient & X(A). Il existe donc x et y de (A - {d}) tels que x.y = d.
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Puisque d n'appartient paséDb(A), alors x # b et y # b. Ceci entraine que

Rd(A - {b}) n'est pas vide et par conséquent d appartient 3 X(A - {b}).

2) Si q = 0, alors H est 1l'ensemble vide et (2) sera vérifié.

Si q > 0, alors il existe un élément b1 dans X(A) tel gue
0 < Dbl(A) < 2 (Lemme 2). De plus (X(A) - {g}) = X(A) - (b, U Dbl(A))entraine
que :

Max(0, q-3) < |X(A - {b})] < q-1
bl étant un &lément de X(A), alors <A - {bl}> = <A>,
On construit successivement 1'ensemble H = {b], cess br} de telle manidre :

a) - Pour tout k = 2, ..., r ; on :considére un &lément bk de

X(A - {b s sess b }),qui n'est pas vide, tel que 0 < D_ (A - {b A ) })<2
1 k~1 - bk 1 k-1""-

b) - Lorsque X(A - {bl’ e br} = @, alors on a, d'aprés la
proposition 1

<A> = <A - {b]}>

A-{b, bp>=... =<a-w
Dans ce cas on a :
Max(0, q-3) < lX(A - H)I < gq-r
puisque IX(A - H)l = 0, alors q-r > 0 et gq-3 < 0. Ceci entraine que

q
3 ir<q.

Remargues :

1 - La cardinalité de H dépend Qg\choix successif de ses &léments.

2 - |H| peut atteindre ses bornes :

|
o

a - 8i s k=1, 2, ..., r, alors

Dbk(A R LITIRREY bk—l})’

8| = q

b - Si lDbk(A - {bl, Sevs bk_]})l =2 3k=1,2, .., ¥, et q

est un entier multiple de trois, alors H = 3

Corollaire 2 : La cardinalité d'une partie génératrice A d'ordre minimum,

d'un erounolde C ect hornde Par *
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o B =E U (G- (PU<E>)), H étant construit a partir de X(B) d'aprés la
proposition précédente.

— B contient une partie génératrice A d'ordre minimum (corollaire 1).

= E est inclus dans toute partie génératrice (proposition 2).

= Pour tout choix d'éléments de H, on a toujours (B - H) est une partie

génératrice (proposition 7) du groupoide G telle que :

|al < IB - 8] et |x(B)/3|< [H] <|x(B)]

Exemple : Soit le groupoide suivant :

G a b ¢ d
a a b d b
b|b b d a
c d b ¢ 4
d a a d4 d

On vérifie que : P = @, X(G) = {a, b, d}, E = {c} et <E>= {c}

Alors B = E U (G - PUE>) = {a, b, ¢, d} = G, donc X(B) = {a, b, d}.

Les produits suivants :

[2N

db =bd = a, ad =b et ac =bec = c.a = nous donne que :

D,_(B) = {b}, D, (B) = {a}, D4(B) = {a, b}

I'= X(8 - {a}) = {a, b, d} - {a, b} = {d}, alors <{b, c, d}> = <B>
Ainsi, Dé{d} =p et X(B - {a, d}) = X(B -{a}) - {b} = ¢.
Par suite <{b, c}> = <{b, ¢, d}> = <B> %t H = {a, d}

2 - X(B - {b}) = {a, b, d} - {b,a} = {d}, c'est le cas précédent.

3-X®-{dh) = {a, b, d} - {d, a, b} = 9
Par suite <{a, b, c}> = <B> et H = {d}

Cet exemple nous montre que la construction de H dépend du choix de 1'ordre

de ses éléments.
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CHAPITRE II

ALGORITHMES

Introduction

Le but poursuivi est de tester 1'associativité dans un groupoide
fini G en minimisant le nombre de tests. Nous proposons deux algorithmes,
le deuxiéme Etant assorti d'une variante.

Nous expliquons alors bri&vement chacun des algorithmes que nous avons
 Programmés en mettant en évidence dans les organigrammes correspondants

les tests utilisés.

Pour éviter l'encombrement dans les organigrammes, certaines
procédures intermédiaires sont expliquées de facon indépendante
Nous donnons ensuite des exemples afin de comparer les résultats de chacun

des algorithmes.

Représentation d'un groupolde

On représente un groupoide fini G, dont on a ordonné ses &léments :

315 8y, eee a , par une table de multiplication TAB telle que :
TAB(i ) = . L al) =
AB(i, j) =k si (ai aJ) a

ol i, j et k sont des entiers compris entre 1 et n.

Premier algorithme

~

Algorithme simultané (générateur et associativitd)

L'associaitivité dans un groupoide fini G &tant une propriété
négative par 1'absence d'éléments non associants, elle peut &tre faite par
les vérifications de 1'associativité successivement :

- pour le groupoide monogéne engendré par un &lément a, de G ;
- pour le groupoideengendré par deux &léments a, et aj de G ;

- etc.
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Dans ce but nous considérons l'ensemble des parties de G,

{wi}i=l,2,...,p (p < n) tel que :

wp=Adahw, =W v {a'ki} ot %, € € - W2
Alors nous procédons comme suit :
(1) Chercher ' un &lément a de (G - <Wi>)
i
(2) Chercher le sous-groupoide Wi connaissant <W.>

(3) Tester 1'associativité de <Wi+ > sachant que <Wi> est associatif :

1

a - S'il existe un élément de <W]._+ > non associant, alors le

1

groupoide G n'est pas associatif et on s'arréte.

b - <W.,,> est alors associatif :

1+1

- Si W # G on réitére pour i+l

- Sinon

G est un groupoide associatif et est engendré par

Wi+l = {al’ .Q., a-ki}‘
Explicitons les deux derniéres étapes de 1l'algorithme.

1-1 - Recherche du sous-groupoide V = <W U A> connaissant le sous—-groupoide

V =<Ww>od ANV =9
(o] [o]

Les_données :

~
= Un tableau V unidimensionnel .qui contient les &léments dans 1'ordre

induit (de G) du sous—groupoide de <W>.
- Un tableau A unidimensionnel qui contient dans 1l'ordre induit les

€léments nouveaux.

Les_espaces_de_travail auxiliaire :

~ X est un tableau unidimensionnel qui concat&ne initialement A a Vo'

I1 est muni d'un index frontiére entre V, et A.
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-

= Un tableau T unidimensionnel destiné 3 contenir successivement les

nouveaux é&léments créés dans< W U A

= Un tableau booléen S unidimensionnel, a n registres, qui indique

~dans le registre S[i] si 1'élément i fait partie ou non de X.

L'algorithme procéde alors de la manidre suivante :

(1) Faire les produits (x.y) pour tout x et tout y.&léments du tableau X

mais non du tableau Vo’

Chaque produit est testé par rapport & S :
- s'il n'est pas nouveau, on continue pour un produit suivant (&ventuelle-
ment on passe 3 (2) si c'est &puisé).

- s'il est nouveau, on le met en T, on met & jour S.

(2) Si T n'est pas vide, aprés (1), on concaténe T 3 X dans X.
On change 1'index fronti&re de X et on examine S.
- 8i S est plein on s'arréte, sinon on reprend (1)

- S8i T est vide on s'arréte.

A la fin on a le sous-groupoide V en X.
L'organigramme 2 correspond i cette étape.

Nombre de produitsa faire :

Si Pol =q et [X| = q+r (|X - Vol = r), alors il est facile de
vérifier que : |X XX =V X Voi - (q+r)2 _ q2 - r2 + 2qr

C'est le nombre minimum de tests pour connaftre entidrement la table de
multiplication de X connaissant celle de\Yo.

Remarque : La position du test "S plein'" en (2) permet d'éviter les tests
inutiles dans le cas oli X = G sans le faire pour chaque élément nouveau,

ce qui aurait &té le cas si on 1'avait placé en (1).

Le nombre de tests &vitds est : 2nr - r’ (@ = n=r) ol 2n-1 < 2nr - n? < n?-1

et (n>1etl <r <n-l).
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1-2 - Test de 1'associativité du sous-groupoide <W U {a}> sachant que

le sous-groupoide <W> est associatif.

Le sous—groupoide V0 = <W> &tant associatif, les tests suivants
ont été vérifiés :
a) (x.b).y = x.(b.y) pour tout &lément b de W et pour toute paire
d'éléments x et y de <W> (propriété 1).
I1 suffit alors de vérifier :

B) (x.a).y = x.(a.y) pour toute paire d'éléments x et y de V.

Y) (x.b).y = x.(b.y) pour tout &lément b de W et pour toute paire d'élé-
ments X et y tels que [(XE.V, ye (V- Vo)) et (x& (V- Vo)’ yG_VO)].

Nombre de tests :

Le nombre N de tests pour vérifier 1'associativité de
V=<WU{al>estN = |W U {a}|.|V|2. Ce nombre est minimum d'aprés la

propriété 1.
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Organigramme-de 1'algorithme simultané

Organigramme 1

W est l'ensemble des &léments
Vi=W:=9 choisis comme gdnérateurs
V= u>

1

Chercher le premier &ldment a& G-V

v
W :=wu{a}
v

2) NS
Chercher V = <W> connaissant <W-{a}>

est associatif

N
G n'est pas associatif

9

G est associatif
1

1 - Nous ne faisons pas le test pour chercher le premier &lément ar, ni

péur 1'élément a, si a, est un idempotent.
A
2 - Ce bloc correspond 3 1'organigramme 2 oli W désigne (W - {a}) et A = {a}

3 - C'est le sous-programme qui teste 1'associativité du sous-groupoide
<wu{a}> sachant que le sous-groupoide <W> est associatif.

(Nous ne détaillons pas l'organigramme correspondant).
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Organigramme 2 (organigramme intermédiaire)

_ Recherche du sous-groupoide ¢ WUA D connaissant{W)

»
(x, y)i est le i°™ &lément de C
pour
i=1¢" oui
3 X.yEX ->-
le| non
T := T||(x.y)
N L2
oui @ non
v
\» V0 =X
V:i=X v
X :=V ||T
0
On examine S non
E’Sortie ? @
oui
Clv:i=¢
Nota : - Le symbole || est celui de la concaténation

- C représente tous les couples (x, y) d'éléments appartenant 3 X mais
non i Vo'
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2 - DEUXIEME ALGORITHME

Algorithme série (Générateur puis associativité)

-~

Cet algorithme consiste 3 tester 1'associativité dans un groupoide
g g p

G fini en deux &tapes :
A - Chercher une partie génératrice A de G.

B - Tester 1l'associativité dans G connaissant la partie génératrice A
de G.

Le nombre de tests nécessaires pour cette deuxidme étape est

lA]n2 oi n = |G| (propriéts 1).

Dans cet algorithme le nombre N de tests nécessaires pour vérifier
e e 2
1'associativité dans G est : N = q + IA!n
ol q est le nombre de tests nécessaires pour la recherche de la partie

génératrice A de G.

I1 faut remarquer que :

- L'entier q dépend de IAI, n et de la configuration des &léments dans la
table de multiplication de G. Par conséquent la minimisation de |A|, A
minimale ou d'ordre minimum, n'entrafne pas nécessairement celle de N.
Mais

- |A| &tant un entier coefficient de nz, la minimisation de |A|est un

facteur important pour celle de N, surtout si n est grand.

D'autre part, d'apréds 1'étude des parties génératrices (ch. 1)
nous connaissons une partie génératrice qui en contient une d'ordre minimum :
B=EU (G- (PU<E>)).

Les deux remarques précédentes nous aménent alors a considérer deux cas :

(AI) - Réduire la partie génératrice B i une partie génératrice AC B
en &liminant les &léments de B non( indispensables et exigeant un nombre

restreint de tests pour les trouver.

-~

(A2) = Réduire la partie génératrice B i une partie génératrice A

minimale.

D'oll les deux variantes de 1'algorithme

= Chercher 1'ensemble B et le réduire s uivant (A )
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Remarques :
3 <
- Le cas N = n~ correspond a lA =netq=0

- La recherche d'une partie génératrice d'ordre minimum augmente beaucoup
. P 3
la valeur de q et N dépasse en général n~. Nous donnerons cependant en annexe

un algorithme permettant de trouver une partie génératrice d'ordre minimum.

2-1 - Recherche de la partie génératrice B

L'algorithme se déduit de 1'étude faite au chapitre 1. Il procdde

comme suit :
étape 1 : chercher l'ensemble P des &léments déductibles.

étape 2 : chercher 1l'ensemble X(G) des éléments irréductibles sachant que

P €X(G). (Corollaire 1).

- Si X(G)
- Si X(G)

G alors B = G - P (proposition 6).

]

P alors G est l'unique partie génératrice de G

(remarque 2.5).

étape 3 : chercherl'ensemble E = G - X(G) qui est 1'intersection de toutes

les parties génératrices de G (proposition 2).
Etape 4 : chercher le sous-groupoide <E> engendré par E.

- Si <E> = G alors E est 1'unique partie génédratrice (proposition 2).
Explicitons les &tapes 1, 2 et 4 :

Etape 1

On définit un tableau unidimensionnel P, initialement vide, qui‘

" contient les &léments déductibles au fur et 3 mesure de leur découverte.

(Pour chercher le sous-groupoide monogéne engendré par un &lément a, on utilise
1l'algorithme décrit en 1.1 en éliminant 1'examen de S s'il est plein aprés T

non vide, c'est 3 dire si T n'est p%? vide on concaténe T 3 X et on reprend (1».

On procéde suivant la manidre constructive définie au chapitre I-2-1.
A chaque pas, lors du remplissage du tableau P, on teste si le tableau P
contient n-1 Eléments. Si oui le groupoide G est monogdne, engendré par

(G-P) en vertu du lemme 1 et 1l'ensemble B est alors déterminéd : B = G - P.
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Etage 2

La donnée est le tableau dé&fini 3 1'étape 1. On définit deux
tableaux auxiliaires :

-~

- un tableau Y unidimensionnnel destiné i contenir successivement les

€léments irréductibles. Initialement il contient donc les &€léments de P

= un tableau booléen S unidimensionnel, i n registres, qui indique dans
le registre S[i] si 1'€1lément i fait partie ou non de Y.

L'algorithme procéde alors de la manidre suivante

Pour_tous_les couples (x, y) de G X G on teste, par rapport 3 S si le

produit b = x.y n'appartient pas 3 Y et est différent de x et de y. Si oui

on concaténe b & Y. Si Y contient tous les &léments de G on s'arréte.

A la fin le tableau Y contient tous les &léments irréductibles.
On remarque facilement sur
1'organigramme ci-contre

que le nombre de tests

effectués dans cette &tape

dépend de la distribution

:= P
/
7
/’ &
(%, y) est un couple de G X G
0
des éléments de P et de la b := x.y
configuration des &léments
Pour tous oui.
dans la table de multipli- les couples Y
. (x, y) de
cation de G. Les bornes de C XGC
ce nombre de tests sont :

borne inférieure : 4(n-p)

borne supérieure
ol

}
: 4n2

n = |gl,p = |p|

non
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Etape 4

Cette &tape correspond 3 l'algorithme défini en 1.1 avec :

W=2¢0 Vo =0 et A=E

L'organigramme général est donné 3 la page suivante.

Remarque : Cet algorithme nous permet de reconnaftre si un monoide M est
tel que toute partie de M est un sous-monoide. Ceci résulte des deux propriétés

suivantes

- Dans un monoide M oili toute partie est un sous-monoide,M est 1'unique

partie génératrice.

- Si un monoide M est tel que : (x, y € M)
(¥ x, ¥y)(xy = xouxy =y) <> X(M) =9

alors toute partie de M est un sous monoide [2].
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Organigramme 3

Recherche de la partie génératrice B

P,‘f et Px sont
définis dans I.2.1

S

3

G est un groupoide

—
, Tant Chercher le premier élément a de
que . %
(G-Px) - (G-PD)
n'est @ >
pas Chercher le sous-groupoide <a>
. ¥
vide M e T
IP* := p¥pca> I
= l
P := PU(<a>~{a) |
- ’i ~
<JBl = lof=i 220 g
& H e - — —— -},non
X(G) est Chercher X(G) sachant que Pc X(G)
défini ll'
dans I.2,1 T~ oui
<X(G) = 6 > _
~ . -~
%\ non
G est 1l'unique — ‘w
partie génératrice
non

Dans le cas ol G est
associatif

Toute partie de G
est un sous-monolde

-
De- = =" T<E> = > 22
S
M

monogéne engendré
par a

&

B = {a}

\/

E=<E>=¢

Chercher E = G-X(G)
E appartient 3

a toute partie génératrice

Cherc%er <E>

minimum

E est 1l'unique partie
génératrice d'ordre

¥

B = EU(G-(PU<E>))
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2-2 - Réduction de la partie génératrice B

I1 s'agit de réduire la partie génératrice B suivant les deux
critéres cités précédemment A] et Az..
Cette réduction est toujours possible car :

- La partie génératrice B contenant une partie génératrice d'ordre minimum,

elle ne peut 8tre minimale sans &tre d'ordre minimum.

— Le cas ol B est d'ordre minimum a été détecté lors de la construction de

cet ensemble.

Critére Al : Recherche d'une partie génératrice par élimination

L'algorithme est construit 3 ‘;;;7
partir de la propriété sui- B = {bl""’bg}

vante :

Soit A une partie génératrice frr non >

de G, 8'il existe un élément A

a non irréductible dans A,

alors la partie A-{a} engendre pour

le groupoide G (proposition 1).

i=1

I1 utilise deux tableaux uni-

dimensionnels :

]

= le tableau des é&léments
de la partie génératrice
B; 2

- un tableau auxiliaire A
contenant initialement les

€léments de B = {bl""’ bg}

et destiné 3 contenir la J

J

partie génératrice réduite. \

¥

1 E - - I
A est l'ensemble générateur
maniére suivante : réduit

On procéde alors de la

Pour tous les couples (bi,bj)
d'éléments du tableau A :

- s8i le produit (bi'bj) appar-
tient 3 A et est différent de
bi et bj on le supprime dans

1o +#ahl1aar
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A la fin le tableau A contient la partie géndratrice réduite.
Cette derniére ne contient aucun &lément non irréductible dans A (X(a) =9

mais n'est pas nécessairement minimale.

Nombre de tests

Si q est le nombre d'éléments non irréductibles dans B, alors le

nombre d'éléments &€liminés par cet algorithme est supérieur ou égal 3 1

3
(proposition 7), ce qui justifie la méthode.

Le nombre de tests de cet algorithme dépend de 1l'ordre d'examen
des couples. Le cas le plus défavorable est celui oii q = 0 et ol les
€léments de B figurent dans les (22-1) cases de la table de multiplication
de B (n2 cases si B = G). Le nombre K de testsest alors :

2

RK=(0G+400-1)) 2-2=40°+9 =2 si B#G

5+ 4(n-1)) n = 4n2 +n si B =G

Critére A, : Recherche d'une partie génératrice minimale

.

La recherche d'une partie génératrice minimale permet de minimiser,

. 2
dans certains cas, le nombre total de tests : N = q + ]A[n .
Elle présente aussi un intérét indépendamment du test de 1'associativita.

Cet algorithme est construit sur la propriété :
Une partie génératrice A est minimale si et seulement si tout &lément b

de A vérifie :

ﬁb(A) = @ (proposition 4).

Les données

Les éléments de la partie génératrice B sont rangés dans un
tableau 3 une dimension, les premiers &léments du tableau &tant les &léments
irréductibles de G (ce qui est fait lors de la construction de B). Un index

permet de repérer la frontiére entre ces éléments.

Les _espaces de travail auxiliaires

- Un tableau A unidimensionnel contenant initialement les &léments de B

-

et desting 3 contenir les &léments de la partie génératrice minimale.

On note W 1l'ensemble des &l&ments du tableau A.
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- Un tableau Vo unidimensionnel, initialement vide, destiné i contenir les

€léments du sous-groupoide engendré par W - {b}.

~

= Un tableau T unidimensionnel destiné 3 contenir les nouveaux éléments dans

le sous-groupoide <W - {b}>.

- Un tableau X qui concaténe T i Vo' I1 est muni d'un index fronti&re entre
T et V.
o

L'algorithme procéde alors comme suit :

(1) Au départ on contrdle le nombre d'éléments de B. Si |B| < 2, on s'arréte
car la partie génératrice B est alors d'ordre minimum (sinon le groupoide

serait monogéne et on 1'aurait détecté par 1'algorithme de construction de B).

(2) Pour chaque &lément b non irréductible de W :

(2a) Faire le produit (x.y) pour tout x et touty, éléments de W - {b}
mais non de Vo'

- si (x.y) = b alors on supprimé 1'é1l8ment b dans le tableau A
(proposition 1) et on revient en (2).

- si (x.y) # b alors on examine :
M

si (x.y) appartient 3 X ou continue pour un produit suivant
(on passe en (2b) si c'est &puisé).

sinon on le concaténe au tableau T et on revient en (2a).

(2b) Si T n'est pas vide aprés (2a) on concaténe T i X dans X, on change
p

1'index fronti&re dans X, on réinitialise T et on revient en (2a).

Si T est vide on revient en (2).

L'algorithme s'arr@te lorsqu'il n'existe aicun &lément b irréduc-
tible de W.
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Organigramme de recherche d'une partie génératrice minimale

¢ <>

{b!,bz} est la partie

génératrice d'ordre
minimum

v ,,
/ le

bj est un élément de A

o 1
- ==
T~ T=2¢9
pour
j=q+1 pour (x,y)?est le i*™ &lément
de C
a
2
—= J

v ||t l On supprime bj dans A

=9 ouil ~$L >

non
T

A est partie génératrice minimale

C représente tous les couples (x, y) d'éléments appartenant & X mais non 3 Vo'
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COMPLEMENT

1 = Recherche d'une partie génératrice d'ordre minimum

a - L'ensemble B = E U(G-(PU<E>)) contient au moins une partie génératrice

d'ordre minimum. Donc nous cherchons B comme dans 1'algorithme 2.
Soient r = |B|, q le cardinal de 1'ensemble E' = (B - X(B)) de 1'ensemble des
€léments irréductibles dans B (q > IE[) et {(Ai)p}i=l,2,...,(r—q) les
sous—ensembles de (B - E') i p &léments. P
Nous procédons alors comme suit :
(1) Pour l;indice p allant de 1 3 r-q,
(2) Pour 1'indice i allant de 1 3 (;—q),
= Nous cherchons un sous-ensemble (Ai)p de (B -E")
- Nous cherchons le sous-groupoide de V engendré par (Ai)p UE'

P B

Si V = G, alors Ai est une partie génératrice d'ordre minimum 3 p &léments

et on s'arréte. —~

Si V< G, alors on passe au suivant (Ai+l)p en (2) et éventuellement si

i est épuisé on passe en (1).

L'algorithme se termine au bout d'un certain nombre de pas car B

contient une partie génératrice d'ordre minimum.
Remarque : Pour rechercher toutes les parties génératrices d'ordre minimum,
il suffit de considérer l'ensemble D = E U(G-<E>), qui contient toutes parties

génératrices minimales, au lieu de B.

2 - Amélioration de 1'algorithme 1

Pour éviter le choix non convenable de Wp, défini en II.1, od
le cas Wb = <Wp> pour tout p, nous pouvons procéder comme suit :

a — Chercher 1l'ensemble B suivant 1'algorithme 2 qui caractérise trois

cas particuliers des groupoides (y compris le cas Wp = <Wp> pour tout p)
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b - Nous testons 1'associativité de G au cours du choix des &léments

générateurs de 1l'ensemble B en utilisant 1'algorithme 1 réduit 3 B.

Notons que cette amélioration &limine la caractéristique de
l'algorithme 1. En effet, nous ne nous occupons pas de la minimisation du
nombre de tests pour la recherche des &léments générateurs, méme si G n'est

pas associatif.

- R S e S S S S S e e S e

RESULTATS ET COMPARAISON

Dans chacun des deux algorithmes &tudiés précédemment, le nombre
de tests, dont la minimisation est le critare choisi, dépend des particula-

rités du groupoide considéré.

Chacun des deux algorithmes peut &tre avantageux par rapport 3

1'autre suivant la catégorie du groupoide.

Les comparaisons sont faites sur divers exemples résumés dans le

tableau suivant : ~
Algorithﬁe; Algorithme série (2)
simultané (1) Variante 1 Variante 2
Exemples
Tests: Durée Tests: Duréei r Tests; Durée;'m Types
| | ] 1
. . n=7 4020  1.271 4721 0.68] 7 472 1 0.68= 7 Toute partie est un sous-
I S 1 [ ] -~ | | b4
n=15_| 3626/ 5.51| 38561 1.98[15 | 3856] 1.9815 monoide
[ [ ! | -
=5 831 0.67] 561 0.52] 1 561 0.52) 1 MonoYde monogéne
1 | | ]
__n=_4 84] 0.66§ _ 841 0.471 2 841 0.47]1 2 Monoide admettant une partie
] l T l ' - - . ] . . N
n=8 | 1561 0.76] 1281 0.52] 2 | 128] 0.52| 2 | 8Enératrice d'ordre minimum
| I ! ' |
_.n=>5 106/ __0.68f 1611 0.39] 2 151]_0.361 2 | Monoides
[ | 1 ) T )
__E:Zl__-_§§9§: 4.07 2622: 41-375 5 §é66} 2:@@4_2_ quelconques
n=21 2414) 3.63| 26161 2.29]| 5 | 34601 2.74] 3
1 1 1 ! 1
_.n=9 841 0.93] 1861 0.%3| 2 2601__0.601 2 |  Groupoides non
1 | | 1 3
n=18 71l 2.18] 754 1.50) 1| 7541 1.50] 1 associatifs

— La durée est donnée en secondes, r (resp. m) est le nombre des &léments d'une
partie génératrice réduite par &limination (resp. minimale).

— L'ordinateur utilisé est IBM 360/67 de 1'I.M.A.C.
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Afin de montrer les caractéristiques de deux algorithmes nous

choisissons les exemples types suivants :

1 - Un monoide dont toute partie est un sous-monoide.

2 - Un monoide monogéne.

3 - Un monoide admettant une partie génératrice unique d'ordre minimum.

4 - Un groupoide non associatif dont tous ses &léments sont des
idempotents.

5 = Un monoide quelconque.

Comparaison du nombre de tests

On compte les tests & partir des différents organigrammes. Nous
nous plagons d'abord dans le cas le plus défavorable pour les deux algorithmes.
C'est le cas en particulier d'un monoide ol toute partie est un sous-

monoide.

a - Nombre de tests pour 1'algorithme 1 :

Dans un tel monoide nous avons Wr = <Wr> pour tout r.

Alors le nombre de tests est :

~
0 - (n-2) tests pour choisir aq, ey a (|G| = n)

B - Pour vérifier 1'associativité de W_>

(1) - (2r - 1) tests pour chercher les nouveaux &léments de <Wr>

(ii) - Un test pour vérifier que <Wr> est un sous—groupoide
T=02?

Ce test est omis pour <al>.

(iii) - r3 - (r—l)3 tests pour vérifier 1'associativité de <Wr>

> est associatif. (Sauf pour <a,> car

sachant que <Wr_ 1

1

<a]> = {a]} est &videmment associatif).

Par suite le nombre total de tests de 1'algorithme 1 est :

n n 3 3
(n=r) + T Q2r=-1)+@1)+ I (- (=1)7) =
r=1 r=1

3

£
]

n-r+nt+n-154 (n3-l) =n + 0%+ 2n -4 tests.
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b - Nombre de tests pour 1'algorithme 2 :

Dans un tel monoide G, 1'algorithme 2 s'arréte au cours de la

recherche de la partie génératrice B. Les tests qui sont effectués :
- 2n tests pour chercher P.

= Pour chercher X(G), nous allons considérer les deux cas extrémes :

(i) On fait 2n2 tests dans le cas ol Xy = x pour tout x et pour tout
y de G.

(ii) On fait 2n + 3(n2-n) = 3n2 - n tests dans le cas ol xy =y.
- Un test pour vérifier X(G) = @.

3 PP P
- n tests pour vérifier 1'associativité.

Par suite le nombre total de tests pour 1'algorithme 2 est :

n3 + 2n2 +2n +1<qx< nd 3% 0+ 1.

Nous remarquons dans ce cas que 1'algorithme 1 est plus avantageux
que 1'algorithme 2, au point de vue nombre de tests. Mais 1'algorithme 2 permet

en outre de reconnaitre si un groupoide associatif posséde cette propriété.






EXEMPLE

EX 3 1A 1 1A 2 1A 3 1A 41205 1A6 A7 |

e B B L s E S (R Pl

AL IA T IA L 1A T 1A 4 1AL 1A 6 1A 1 |

el e B B e B et

A2 1A 1 1A 2 1A 3 1A 4 1A 512 6 1A 7 |

e B B L e P [ Py

A3 a2 {A 3 1A 3 1A 4 1A 3 A 6 A 3
et i Bt bl R E | -1 -1
A4 A 4 JA 4 IA 4 (A 4 JA 4 I8 6 1A 4 |
e e Rl B e R B R |
AS |AS 1A S5 A5 1A 4 1A S5 1A 6 JA 5 |

o el EEE Y EE Y Uy ISy (R My

A6 1A & IA 6 1A 6 12 4 JA 6 1A & 1A 6

el et B ESEl R BRIy RSy Y

AT IAT AT AT JA 4 1A 7 1A & 1A T )

e o R EEE L Py B PR PR

RECHERCKE D'UN ENSEMBLE GENERATEUR
SUTVIE LU TEST DE L'ASSOCIATIVITE

LYENSEMBLE CENERATEUR D'ORDRE MINIMUM DE LY'EX 3
EST FORME PAR LES ELEMENTS SUIVANTS =

Al A2 A3 A4 AS5 A6 A7
C’EST LE GROUPQINE 3 TOUT ENTIYER

————— ——— ———

/\
s ot s Aot oo o s e sk v ok oot ok o o o ol okt ok ok sk ok Aok o o st ok o koK ok b o
*  LE CRCUPOIDE [DONME 3 EST ASSOCIATIF =%
* DONT TOUTE PARTIE EST UN SOUS-MONQIDE %
3o ateof ook S0k o ok o ook g kol ook ook o e ok kol R R oKORoF R ok o 3 otk ok ok
NCMBRE DE TESTS PDUR CHERCHER LES GEMERATEURS: 129
NCMBRE DE TESTS POUR VERIFIER L'ASSOCIATIVITE: 343
NCMBRE TOTAL DE TESTS: 472
NOMBRE TRIVIAL DE TESTS: N¥N*N= 343

TEST ©DE L'ASSOCIATIVITE AU CNURS
DE LA RECHERCHE D'UN ENSEMBLE GENERATEUR

- T N N T T T T T T T I o T I T o T T e T T T T e e e e e

LE SOUS CROUPOIDE MONCCEME SUTVANT EST LE SEUL ELEMENT
IDEMPOTENT A1 ,CONC CN ME TESTE DAS LYASSOCIATIVITE
Ex 3 |a 1]



EX 3 a1 (A 2]

e e BT
Al 1A 1A 1]
et Rt Al
A2 a1 1A 2]
il et |

NOMBRE DE TESTS PCUR CHERCHER LES NNUVEAUX ELEMENTS ENCENDRES =
NCMBRE DE TESTS POUR AJCUTER LES NOUVEAUX ELEMENTS =

LES GENERATEURS DU SOLS GRCUPOIDE SUIVANT SCONT:
Al A2 A3

EX 3 a1 1A 2 1A 3|

=== fmm e e |

Al IA1 1A 1 1A 1 |

e e e ]
A2 a1 1A 2 1A 3]

o Dl el B
A3 1A 3 1A 3 1A 3 |

et R B P

MOMBRE DE TESTS POUR CHERCHER LES NOUVEAUX ELEMENTS ENGENDRES =
NCMBRE DE TESTS PCOUR AJOUTER LES NOUUVEAUX ELEMENTS =

LES GENERATEURS DU SOULS GRCUPOIDE SUIVANT SCNT:
Al A2 A3 A4

EX 3 1A 1 1A 2 1A 3 1A 4 )

el R EE By SR

Al 1A 1 1AT1 A1 1A 4 )

el ] EEEY PR JE

Az 1A 1 A 2 1A 3 1A 4 )

ol Dl EEY PR Ry

A3 A 3 1A 3 1A 3 A4 |

] Il ISR PRSI B

A4 LA 4 1A 4 IA & A 4 ]

e B P ] ISR oy

NCM3RE DE TESTS POUR (FERCFER LES NOUVEAUX ELEMENTS ENGENDRES =
NCMBRE DE TESTS POUR AJDUTER LES NOUVEAUX ELEMENTS =

LES GENERATEULRS DU SOLS GROCUPOIDE SUIVANT SCNT:
Al A2 A3 A4 As

EX 3 1A 1 1A 2 1A 3 12 4 1A 5 |

Sl et Y PR DY DRy

Al 1A T 1A 1 1A 1 1A 4 1A 1

il et EEY P (R Py

A2 AT 1A 2 1A 3 1A 4 |A 5 |

el et EEEY PUSY PR iy

A3 JA 3 1A 3 1A 3 12 4 1A 3 )

Sl et EEREY PR DRSS

A4 |A 4 JA 4 1A 4 I8 4 |A 4 |

Sl Bt EEy AR [y R

AS |A S |AS A S A4 JA 5 )

Sl S By PRSI RS M

MAOMRPBODLE NE TEOEOCTEC D350 8-4% o8 1 0o ot a em o, s B o

LoV}
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LES GENERATEURS DU SCULS GRCUPHIDE SUIVANT SCNT:
Al A2 A2 A4 AS A6

EX 3 12 1 18 2 1A 3 12 4 1A 5 |A 6 |

S Dl Bl B IO R Iy

AL 1A Y 1A 1 A1 1A 4 1A 1 A &

Sl Dl et BECRCEY (RS FUaty MO

A2 1A 1 1A 2 1A 2 4A 4 IA 5 A & |

i e Bl L) ES Py Rty P

A3 JA 3 JA 3 1A 3 {A 4 A 3 1A 6

Bt R e B B PRy

A4 A 4 JA 4 IA 4 1A 4 (A 4 A € |

===l mm oo o e e e |

A5 A S5 1A S5 |A S5 1A 4 1A 5 A & |

el Bl Pl IRy Ry PO M

A6 Ir 6 186 1A 6 |A4 1A 6 IA 6 |

i B B B Lot Y Jy

NCMBRE DE TESTS POUR CHERCFER LES NOUVEAUX ELEMENTS ENCENDRES = 11
NCMBRE DE TESTS POUR AJCUTER LES NOUVEAUX ELEMENTS = 1]

LES GENERATEURS DU SOLS GFCUPQIDE SUIVANT SONT:
Al A2 A3 A4 A5 A B AT

EX 3 1A 1 1A 2 1A 3 1A 4 1A 5 1p 6 1A 7 |

el el B EE Y RSy Fuy N

Al 1A 1 1A 1 12 1 1A 4 A1 1A 6 IA 1

e Bl Bl L PRy PUTIRAL NS By

A2 JA L 1A 2 1A 3 1A 4 1A 5 1A 6 (A T |

e D el Rl EEER PR R MO

A3 1A 3 1A3 I1A 3 16 4 1A 3 1A 6 1A 3 !

el e el el EEERSEY (A DRy D S

Ad 1A 4 1A 4 1A 4 JA 4§ 1A 4 |2 & 1A 4

el B el el R SRS MY D

A5 JA S A S5 1A 5 |A 4 |AS5 1A € 1A S !

Bl R Rt Sl PR RS RN D

Ao A 6 1A & 1A € 18 4 18 & IA 6 |A 6

Sl Bt el Dy [ECiry P RN Ay M

AT IAT AT IAT 1A 4 A7 1A € AT |

i e B B e ) [y oy

NOMBRE DE TESTS POUR CHERCFER LES ANUVEALYX ELEMENTS ENGEANDRES = ‘13

NCMBRE DE TESTS POUR AJOUTER LES NOUVEAUX ELEMENTS = 1
AOMERE DE TESTS PCUR CHERCHER LFS SGUS GRCUPCIDES 55
NCMBRE DE TESTS POUR CONTROLFER LES VESTS INUTILES ¢ 0
NOMBRE DE TESTS POUR CHOISTR LES CENERATELRS ¢ 5
NOMBRE DE TESTS POUR VERIFIER L'ASSACIATIVITE : 342
NOMBRE TOTAL DE TESTS : 402
NCM3RE TRIVIAL DE TESTS:IN#N*N = ‘ 343

I LE GROUPOIDE OCNNE 3  FEST ASSNCIATIF !
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A4 A 2 1A 4 1A 5 YA & {A 2 !
il T EE Y [SREEY By Ja
A5 1A 4 |AS5 1A 2 A2 A 4 |

e Bt EEET EES I P

RECHERCHE D'UN ENSEMBLE GENERATEUR
SUIVIE CU TEST DE L'ASSNCIATIVITE

o T S T O T T T o T T T I o o I T I e e e e v e = o e

LE GROUPQIDE 2 EST MONOGENE,ENGENDRE PAR: A3

——— . — - —— -~

% Aok e 3k %ol ok ok sk kool S e el s ok ol ok s stk ok Sk s o ol 3K sk ook s ok

#* LE GRCUPCIDE DCNNE 2 EST ASSOCIATIF %
A3k o e kofe s e ok ook ok okl ot ok oK o o o ok o o o sk ok sk oK o ok sk sk ook sk ok

NOMBRE DE TESTS POUR CHERCHER LES GEMERATEURS: 31

- NCM3RE DE TESTS POUR VERIFIER L'ASSOCTATIVITE: 25

MCMBRE TOTAL DE TESTS: 56

- NCMBRE TRIVIAL DE TESTS: NxMN#Ns= 125
A\

: TEST DE L'ASSCCIATIVITE AU CCURS
DE LA RECHERCHF D'UN ENSENBLE CENERATEUR

T T T T T em e e v e o e e e e e

- NOMBRE DE TESTS POUR CHERCHER LE NCUVEAY ELEMENT (  Al.Al) EST = 1

LES GEMERATEURS DU SOLS GROUPDICE SUIVANT SCNT:
Al

EX 2 1A 1 14 4 1A 2 |A 5 |

Sl Bt Y PR NSy

A1 A4 A2 |A 5 A 4 |

e el Gttt LR p

Ad 1A 2 1A S8 1A 4 A 2

R D] R LY oy

A2 1AS5 |A 4 1A 2 1A 5 |

e E e Lo B P
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S L P PR M
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EX 2 1A 1 1A 4 1A 2 |A 8§ |A 3

et Dl D P Py O

Al 1A 4 1A 2 1A 5 JA 4 JA 2 )

S EEET S EEEY PR I py

Ag 1A 2 A5 A 6 1A 2 1A 5

il D] B EE T Py Py

A2 1A 5 1A 4 1A 2 1A & 1A 4 )

el Rt DR Ty EEIEY RIS P

A5 A 4 1A 2 IA = 1A 4 A 21

it Bt EE Y PR ey

A3 1A 2 A5 A 4 A2 1A 11

] Rt EEES BT PRSI R

NCMERE DE TESTS PCUUR CHERCHER 1 ES NOUVEAUX ELEMENTS ENGENDRES

NCMBRE CE TESTS POUR AJOUTER LES NOUVEAUX ELEMENTS =

- NCMBRE DE TESTS PCUR CHERCHER LES SOUS GRCUPCIDES 28
NOMBRE DE TESYS PCLR CONTRALER LES TESTS INUTILES @ 1
NCM3RE DE TESTS FCULR CHOISIR LES CEMFRATELRS @ 4
NCMBRE DCE TESTS POUR VERIFIER L 'ASSOCTATIVITE = 50
NCM3RE TOTAL DE TESTS @ 283
NCMBRE TRIVIAL DE TESTS:NAN*N = 125

T —— " ——— —— - —— -

| LE GROUPOTNE DOMNE 2 EST ASSOCYATIF |

CEX 8 1A 1 1A 2 1A 2 1A 4 (A 5 |

S Dl Bl PSR R P

AL JAT 1AL 1A Y 1A 4 JA 4

e Dt B ISR RSP R

A2 1A 1 JA 2 1A 3 1A 4 (A 4 |

Sl Bl EEREY (SRR Ry ~

A3 1A Y 1A 3 A2 1A 4 (A 4

e B B B sy

A4 JA 4 JA 4 IA 4 18 1 IA 1

St Bt EEE Py R py
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RECHERCHE D'UN ENSEMBLE GENERATEUR
SUIVIE LU TEST DE (YASSNCIATIVITE

_.:.-___-_—..-_._—._.__-_-——--_-__.—_-_-—--—

LES ELEMFNTS APPAPTENANT A TOUT ENSEMBLE CENERATEUR SCNT:

- — -.—---—-——---——---m—-———n—-n-—-—-—-——---——

A3 A S

L'ENSEMBLE GENERATEUR C'NRDRE MINIMUM DE g
FST UMIQUF ET 1L EST FCRME DE:
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NCM39E CE TESTS POUR CHERCHER LES GEMERATELRS:
NCMBRE DE TESTS POLR VERTFIER LYASSOCTATIVITE:
NCM3RE TOTAL OE TESTS:

NCMBRE TRIVYAL DE TESTS: N#NxN=

TEST DE L'ASSOCIATIVITE AU CCOULRS
DE LA RECHERCHE D'UN EANSEMBLE GENEPATEUR

e = 1 5 L o T IS N o e e e e e

1E SOUS CGROUPCIDE MONCGENE SUIVANT EST LE SEUL ELEM
IDEMPOTENT Al ,DONC CN NE TESTE PAS L'ASSNCYIATIVIT
Ex 3 1a 1]

- ] — e s o '

Al 1A 1)

D

NOMBRE DF TESTS POLR CHERCHER L'ELEMENT ENGENDRE =

LES GENERATEURS DU SOUS GRCUPNIDE SUIVANT SONT:
Al A2

EX 8 |A 1 |A 2|

ol St b

Al a1 A1)

o e

A2 a1 A2

e L

- NOMBRE DE TESTS POUR CHERCHER LES NOUVEAUX ELEMENTS
NCMBRE DFE TESTS POUR AJOUTER LES NOUVEAUX ELEMENTS

LES GENERATEURS DU SOUS GROUPOIDE SUIVANT SONT:
Al A2 A2

EX 2 A 1 1A 2 {A 3 )
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Al 1A 1 1A 1A 1}

o e Dy ey
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] ] EESEY Py
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NOMBRE DE TESTS POUR CHERCFER LES NOUVEAUX ELEMENTS
ANCMBRE DE TESTS POUR AJOUTER LES NOHVEAUY F1 EMENTS
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LES GENERATEURS DU SCLS GRCUPOIDE SUYVANY SCNT:
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LES GEMNFRATEURS DU SO
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EX 8 1A 1 ]A 2 1A 3

CHERCHER LES NOUVEAUX ELEMENTS
AJOUTER LES NOUVEAUX ELEMENTS

LS GROUPDIDE SUIVANT SCNT:
A S

Siut el R Y Ry py
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et B EEERY PR
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NCMBRE DE TESTS PGUR

NCMBRE DE TESTS POUR
NCMBRE DE TESTS POUR
ACMBRE DE TESTS POUR
NOM3RE DE TESTS pOUR
NCMBRE TOTAL DE TESTS

NCMBRE TRIVIAL DE TES
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CHERCKHER LES SOUS GRCUNOIDES
CONTROLER LES TESTS INUTILES
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el el By RS

Al A1 1A 3 1A 2 |
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et EERE ey PR

RECHERCHE [1UN ENSEMBLE GENERATEUR
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L*ENSEMBLE CONTENANT UN ENSEMBLE GEMNERATEUR L'ORDRE
MINIMUM EST FORME PAR Al A2 A3
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NCMBRE DE TESTS POUR CHERCHER LYENSEMBLE CONTENANT
UN ENSEMBLE CENERATEUR D'ORDRE MINIMUM E£ST = 25

——— - - —

RECHERCHE D'UN ENSEMBLE GENERATEUR PAP ELIMINATICN
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UN ENSEMBLE CENERATEUR,REDUIT PAR ELIMINATICN,DE LY'EX
EST FOKME PAR LES FLEMENTS SUTVANTS ¢
Al A2
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* LE GRCUPCIDE DCNNE 5 N'EST PAS ASSNCIATIF %
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NOMBRE DE TESTS POUR CHERCHER LFS GENERATEURS: 45
NCMBRE DE TESTS POUR VERIFIER LYASSOCIATINITE: 2
NOMBRE TOTAL DF TESTS: 47
NCMBRE TRIVIAL DE TESTS: NaNxN= 27
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LN EMSEMBLE CGENERATEUR MINIMAL DE L'EX s
- EST FORME PAR LES ELEMENTS SUTVANTS ¢
: A2 A3
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* LE GRCUPOTIDE DOMNE 5 N'EST PAS ASSOCIATIF %
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NCMBRE DE TESTS POUR CHERLHER LES CENECATEURS: 41
NOMBRE DF TESTS POUR VFRIFIER L'ASSOCTAYIVITE: 2
NCM3RE TCTAL DE TESTS: 432
NCMBRE TRIVIAL DFE TESTS: N#N*N= 27

TEST DE L*'ASSOCIATIVITE AU CCURS
DE LA RECFERCHE D'UN ENSEMBLE GENERATEUR

LE SOUS GRCUPCIDE MDONCCEME SUTVANT E£ST LE SEUL ELEMENT
ICEMEOQTENT Al ,DCNC CN NE TESTE PAS LYASSOCIATIVITE

CEX 5 A1)

e Rt

Al {Aa 1|

el B

ANCM3RE DE TESTS POUR CHERCHER 1L 'ELEMENT ENGENCRE = 1

LES GENERATEURS DU SOUS GROUPNIDE SUIVANT SONT:
Al A2

EX 5 1A 1 12 2 1A 2|
el e E T P
Al A1 JA 3 1A 2 |
S et EE ST EEE
A2 1A 3 1A2 A1 |
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A3 1A 2 181 |A 2]
B R Rt

NCMBKE DE TFSTS POUR CHERCHER LES NOUVEAU® ELEMENTS ENGENDRES
NCVMBRE DE TESTS POUR AJOUTER LES NGUVEAUX ELEMENTS =

NCMBRE DE TESTS FCUR CHERCHER LES SOUS GRCUPCIDES = 5
ACMBRE DE TESTS POUR COMTROLER LES TESTS INUTTLES @ 1
NOM3RE DE TESTS POLR CHCISIR LES CENERATELRS 0
MOMIRE DE TESTS POUR VERIFIER 1L'ASSOCIATIVIYE = 1
NCMBRE TCTAL DE TESTS @ 7
MNCMBRE TRIVIA!L DE TESTS:INAN*N = ~ 27
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LN ENSEMBLE CENERATEUR,RENUIT PAR ELIMINAYION,DE LYEX
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NOMBRE DE TESTS PQUR CHERCHER LES GENERATEURS: 417
NCMBRE DF TESTS POUR VERIFIER L'ASSTCIATIVITE: 2205
NCMBRE TOTAL DF TESTS: 2622
ACMBRE TRIVIAL DE TESTS: N%NHN= 5261
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UN ENSEMBRLE GENERATFUR MINIMAL DE LYEX 1
EST FCRME PAR LES ELEMENTS SUTVANTS ¢
Alr A19 A21
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* LE GROUPDIDE DOMNE 1 EST ASSACIATIF %
30 S0 Atk KRk o o 3 ookl o o kKl b % ok ok bk ok o

NOMBRE DE TESTS POUR C(HERCHFR LES CGENERATEURS: 2143
NCMERE DE TESTS POUR VERIFIER LYASSOCIATIVITE: 1323
MNOMBRE TOTAL DE TESTS: 3466

NCM3RE TRIVIAL DE TESTS: N*N#N= 9261
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