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INTRODUCT ION

On présente dans ce travail une étude mathématique d'algo-
rithmes pour la résolution approchée de problémes d'optimisation et de
certains autres problémes présentant des caractéristiques voisines
minimax, points fixes etc ... . Nous alloms passer en revue les prin-
cipaux sujets abordés dans chacun des chapitres. Mis a part le
chapitre II qui suppose connus les paragraphes (1.2.), (1.3.), (1.4.)
du chapitre I, les autres chapitres sont, & quelques points de détail

prés, indépendants.

Etant donnés un espace FE , un sous ensemble de E , noté C,
défini par des contraintes de type inégalité et une fonctionnelle f
définie sur E , on considére le probléme d'optimisation qui consiste
a chercher 1'élé&ment de C pour lequel f atteint son minimum. Les
méthodes d'accumulation des contraintes (méthodes de coupe ou en an-
glais cut-off methods, la méthode des plans sécants de KELLEY) sont
bien connues pour la résolution approchée de tels problémes d'optimi-
sation avec contraintes. Elles consistent a remplacer le probléme ini-
tial par une suite de problémes Pn approchés, plus simples d mettre
en oeuvre : trouver X E Kn' pour lequel £  atteint son minimum
sur Kn . Les ensembles Kn sont définis par une partie des contraintes
qui décrivent C : ils sont donc plus simples 3 mettre en oeuvre que C
et peuvent &tre considérés comme des approximations extérieures de C

On passe de Kn a Kh+i en ajoutant une (ou plusieurs) contrainte

non satisfaite en xo .




Le chapitre I donne une théorie générale de ces procédés
qui peut s'appliquer 3 des problémes avec contraintes plus généraux
que les problémes d'optimisation ,par exemple : points fixes d'appli-
cation, optimisation vectorielle, point de selle d'une fonction con-

vexe concave, point d'équilibre d'un jeu & n joueurs etc ... .

Le chapitre II présente une classe de procédés qui constitue
une synthése des méthodes d'accumulation des contraintes et de pénali-
sation extérieure en optimisation. Celle-ci conduit a plusieurs pro-
cédés originaux. On étudie d'une part le cas d'un probléme d'optimi-
sation non convexe, d'autre part le cas ol C est défini par une
intersection de convexes et ol la fonctionnelle f est uniformément
convexe. Sous ces dernidres conditions on envisage des procédés
remarquablement simples : on peut en particulier faire 1'élimination

des contraintes non actives.

Le chapitre III est consacré aux méthodes de résolution de
problémes minimax. On sait qu'un probléme d'optimisation peut, sous
des conditions trés générales (ROCKAFELLAR), s'y ramener et il apparait
trds fructueux de donner une interprétation lagrangienne des méthodes
d'optimisation. C'est dans ce but que nolus présentons une classe d'algo-
rithmes permettant de résoudre les problémes de minimax dans des situa-
tions assez variées. Ils s'appuilent sur des idées de base simples et
analogues 3 celles des procédés des chapitres I et II : ce sont des
procédés oll & chaque itération on résoud un probléme approchant le pro-
bléme initial et on améliore cette approximation compte tenu du résultat
trouvé. On étudie ensuite, trés succintement gquelques exemples d'appli-
cation des méthodes précédentes i des problémes d'optimisation. On décrit
plusieurs algorithmes originaux, en particulier un algorithme de descente
par sous gradient, pour minimiser une fonction non dérivable. On retrouve

ainsi des méthodes connues telles que : méthodes de descente de type




gradient dans le cas sans contrainte, méthode de type FRANCK et WOLFE,
méthodes "duales'" (AUSLENDER, FALK), méthodekdes colonnes (DANTZIG),
méthodes par approximation extérieure de l'ensemble admissible du
chapitre II etc ... . Le formalisme introduit dans ce chapitre se
révéle trés prometteur tant du point de vue théorique que pratique

il recouvre une trés large classe de problémes et il apparait tréds
constructif. Les résultats obtenus ne sont qu'une premiére &tape et il
reste de nombreuses questions ouvertes quant 3 1'élaboration d'une
théorie plus structurée et quant 3 la mise en oeuvre et l'efficacité

des méthodes nouvelles qu'elle nous suggére.

Le chapitre IV est relatif aux méthodes de décomposition pour
minimiser une fonctionnelle convexe f sur un espace produit. Si la
fonctionnelle £ est convexe et quadratique, un procédé bien connu
pour résoudre un tel probléme est la méthode de GAUSS-SEIDEL qui se
généralise aisément si f n'est pas quadratique. Dans cette méthode
on doit d chaque itération résoudre des problémes de minimisation par-
tielle. Ceux-ci peuvent &tre couteux et on montre ici qu'il suffit
d'effectuer sur ces problémes intermédiaires une seule itération d'une
méthode d'optimisation, telle gue la méthode de descente, méthode de
pénalisation extérieure etc ... . Les algorithmes originaux ainsi
obtenus nous semblent trés utiles dans les applications. D'autre part
1'idée qui consiste dans un procédé de décomposition donné, & remplacer
un probléme de minimisation dont 1l'exécution demande en général un nom-

bre infini d'opérations par un processus comprenant un nombre fini et

connu d'opérations, nous semble susceptible d'8tre étendue 3 bien d'autres

domaines.




Le chapitre V est consacré 3 la convergence d'algorithmes

de recherche d'un point fixe d'un opérateur dans un espace de Hilbert.

Le principal exemple qui est proposé est la détermination d'un point
fixe de 1'application prox 1iée 3 une fonctionnelle convexe (notion
introduite par J.J. MOREAU). On en déduit un procédé nouveau de régu-
larisation pour un probléme d'optimisation convexe et on étend ces

résultats aux inéquations variationnelles.




NOTATIONS ET DEFINITIONS--

Nous donnons briévement quelques notationé et définitions
qui seront utilisées dans la suite et qui d'ailleurs seront le plus
souvent rappelées dans le texte. On pourra consulter suf cés questions
les livres de ROCKAFELLAR, (Convex Analysis (1970)) et LAURENT (Appro-

ximation et Optimisation, Hermann (1972)).

Soit E un espace de Banach réel et C un sous ensemble
de E . On désigne par || || la norme dans E . Si E' est le dual
topologique de E on désigne par < x,y > (ou par (x,y)  dans les
chapitres III et IV) la valeur de la fonctionnelle' y € E' ‘éu point

X € b .

L'ensemble C est appelé convexe si pour tout. x €C ,
tout y € C et tout A € [O,l] ona: Ax+ (l-A) yeC. Oﬁ note
conv (C) 1'enveloppe convexe de C c'est-d-dire l'intersection de
tous les ensembles convexes contenant C . On note cdne (C) 1l'enve-
loppe conique de C c'est-a-dire l'intersection de tous leé cdnes
de sommet l'origine qui contiennent C.

On appelle fonction indicatrice de C la fonction X

E -~ [O,+¢ﬂ telle que
0 si x &€ C

xc(x) =
+oo sinon.

On appelle fonction (ou fonctionnelle) définie sur C une
application de C dans R . Dans certains cas gui sont précisés on
généralise cette définition en considérant £ : E-R
(od R = Ruf{+o} U {~=} ) i c'est ce que nous ferons dans la suite
de ce paragraphe.

On appelle épigraphe de f noté : epi f 1'ensemble défini

par :

epi f = {(x,u)lu €R , x évE,lj z_f(x)}




Nous dirons que f est convexe.si.son épigraphe est un
sous ensemble convexe de E X R .

Nous considérerons en général des fonctions convexes propres
c'est-3-dire que pour tout x e E on a f(x) > - et il existe z € E

tel que f£(z) < +o
Si on considére f : C=> R ol C est convexe on peut défi-

nir la convexité de f par la propriété classique suivante

¥ x €C ¥yecC V)\G[O,l] on a

f(Ax + (1-M)y) < Af(x) + (1-1) £(y)
On dit que f est concave si -f est convexe.

Etant donné une fonction g : E =~ R on appelle enveloppe
convexe de g notée : conv g la plus grande fonction convexe majorée
par g .

Nous dirons qu'une fonction f est semi-continue inférieu-
vement (s.c.i.) si pour tout X € R 1'ensemble

{x € E|£(x) < A} est fermé.

On dit que y € E' est un sous grandient de f au point

X, € E si f(xo) est fini et si on a

£(x) > £(x ) + <y .xx_ > Vx ek

L'ensemble des sous gradients de f en x, sera appelé sous diffé-
rentiel de f en x et sera noté Bf(xo)

La dérivée directionnelle de f en x pour la direction

y € E est définie par

f(xo+Ay) - f(xo)

CF'(x 3y) = lim
© A0 A
A>0
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Page

ERRATA

6 ligne a partir du bas :
Au lieu de : " On dit que y € E' est
lire " On dit que v, € E!  est
I1-13 7M€ ligne a partir du haut :
Au lieu de : " ... est continue en 01 .M

Page

Page

I1-23

Page

Page

lire : ' " . est continue en O ".
II-15 4&me ligne a partir du haut
Au lieu de "lime =o' "
n>® n
nesS
lire "limeg =0",
nseo O
nesS
11-21 2°™® ligne a partir du bas
Au lieu de : " I1 existe D e R tel que
lire : " Il existe D > 0 tel que
10°™e ligne 3 partir du bas
Au lieu de : (ot d(.,c) désigne la
lire : (od d(.,C) désigne la
111-7 6™ ligne et 3™ ligne a partir du bas
Au lieu de : " le triplet (X,Y,L)
lire : " ... le triplet (X,Y,L)

I1I-16 6me

Page

-~

ligne & partir du bas

Au lieu de : " ... une fonctin 'Ln

lire : " ... une fonction Ln PX

distance

XX Y->R
X Y >R

distance a C)

C)

8174

a une valeur "

a une valeur finie ".

continue "

continue ".




Page III-17 2&Me ligne 3 partir du haut

Au lieu de : " . une fonction

lire : " ... une fonction

me . - .
A ligne a partir du haut

Au lieu de

|V

1"
L (%,) L1 (%9) > L(x,y)

lire :

" Ln(x,y) L(x,y)

| v

Ln+l(x’y) 4
L yy (63) 2 L0xY)

éme -

Page II1I-20 8 ligne a partir du haut

Au lieu de " 1im (Cn,xn,xn) =0
nroo
lire " iim (Cn,xn—xn) =0
n—>c
16r€ ligne & partir du bas
Au lieu de (3) 1lim (Cn,xn,xn)
n->oo
lire : (3) 1im (c",x"-x™)
oo '
Page III-51 10°™¢ ligne & partir du bas

Au lieu de

Ln+l

Ln+l

"

: X XY >R

Xn+l

x e X ¥Y¥yed

x e X
n

X

€
n+l

¥Yyeld

continue "

x Y -+ R continue

1"

¥VyeyY!"

(3.8.) PROBLEME D'OPTIMISATION CONVEXE (%)

lire : (3.8.)

PROBLEMES D'OPTIMISATION CONVEXE

(%)~

13
°




-

Page V-5 g&me
Au lieu de : E

T lire : "

Page V-10 10°™e

Au lieu de : "

lire : "

1igne a partir du bas

....ait deux point d'adhérence distincts"

. ait deux points d'adhérence faible distincts ".

i partir du haut

(®) "trouver x eC tel que ... "

(%) "trouver x e H tel que ... "







(%)

CHAPITRE 1

METHODES DE RESOLUTION DE PROBLEMES AVEC CONTRAINTES PAR
APPROXIMATION EXTERIEURE DE L'ENSEMBLE ADMISSIBLE.
CAS GENERAL

(1.1.) INTRODUCTION.

Soient :
- un espace de Banach E et & (E) 1'ensemble des parties de E ,
- un sous ensemble de E noté C (ensemble admissible) ,

- une famille T de parties de E telles que

ced , ADC vA e F o,

- une application T de 3 dans ® (B) telle qu'on ait pour tout A e¥:
The A ;3 TA#@ et TANCcTC. (%)

Nous nous proposons dans ce chapitre d'étudier des procédés

de résolution approchés pour le probléme P suivant :

(P) "tpouver x & I'CY

Parmi ces problémes, on peut signaler tout particuliérement
la recherche d'un élément de C pour lequel le minimum de la fonction-
nelle £ sur C est atteint. Ce ﬁrobléme est bien connu et de nombreux
travaux y ont été consacrés. On définit alors pour toute partie A

de 9 1'application T par :

I'A = {x e,A‘f(x) = min (f(y)|y e A)}

3

Dans tout ce chapitre l'image de A par I sera notée TA au lieu

de la notation usuelle T'(A).
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L'idée générale des méthodes étudiées dans ce chapitre pour
résoudre P est de remplacer ce probldme par une suite de problémes P
plus simples.

~

. éme . .
De fagon plus précise, on résoud a la n itération le

probléme principal qui consiste 3 trouver un élément %" de FKn .

Ici l'ensemble Kn appartient 3 gf et il est défini "plus simplement"
que C . Si 1'élément X" appartient & C , le processus est arrété car
compte tenu des propriétés de [ , l'élément x"'  est une solution du

probléme P . Dans le cas contraire, on effectue le sous probléme qui

. . n
consiste a générer, connaissant 1'élément x , un nouvel ensemble K

ntl
contenant C qui "approche mieux" l'ensemble C que Kn et on passe

3 1'itération suivante.

Nous opérons donc par approximation extérieure e 1'ensemble
admissible. On peut remarquer que la suite des ensembles Kn n'est pas
déterminée 3 l'avance (comme c'est le cas pour la méthode de RITZ-GALERKIN
par exemple), mais le nouvel ensemble Kn+l est construit compte tenu
de 1'élément x° . Ceci est intédressant car on a un procédé adaptatif, 1'en-
semble Kn n'approche C que "1 ol c'est nécessaire". Par construction

. . . n 1 . P Z ~
les approximatlions successives X n'appartiennent pas en général a C

. .n - n .
(si %" e C , le processus est arrété car x  est solution du probléme P ).

Ces méthodes par approximation extérieure de 1'ensemble admis~
sible sont bien connues pour les problémes d'optimisation avec contraintes :
on les appelle méthodes d'accumulation des contraintes, méthodes de rela-
xation, méthodes du plan sécant (cutting plane method), méthodesde coupe
(cut-off methods) etc...

La littérature sur ce sujet est trés abondante. On trouvera dans
1'introduction du chapitre II une bibliographie du sujet, nous congéntant
simplement de signaler ici les articles de CHENEY-GOLSTEIN [5] et de
KELLEY [9] pour leur importance historique. En fait, nous n'aborderons ici
que trés sommairement les problémes d'optimisation; étant donné leur impor-
tante et leurs propriétés particuliéres, ils seront étudiés en détail

au chapitre II.

Lies ensembles KIl contiennent C et peuvent étre considérés comme des

approximations de C
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Notre but est d'étendre les méthodes—-par approximation exté-

pieure dans les deux directions suivantes :

- donner une classe générale de probldmes qui peuvent &tre résolus
par de tels procédés (cf. ZANGWILL [13]) 5
- étudier des variantes de 1l'algorithme général intéressantes

en pratique

Nous considérons un formalisme qui peut s'appliquer a de trés
nombreux problémes P : problémes de points fixes d'applications continues
ou d'applications faiblement contractantes, optimisation vectorielle,
point de selle d'une fonction concave-convexe, point d'équilibre d'un

jeu d n Jjoueurs, équilibre économique, etc...

Quant aux algorithmes, on considére des variantes dans le choilx
des Sous problémes. Le but de ces considérations étant de proposer un pro-

cédé efficace mais le plus'économiqué' possible.

Dans toute la suite, l'ensemble C sera défini par des con-
traintes inégalités ; c'est la fagon usuelle de définir des ensembles
pour de nombreux problémes pratiques et elle est trés générale. Cette
description de C permet d'introduire d'une fagon naturelle la famille 47
de parties considérée plus haut : l'ensembe C est considéré comme

1'intersectinn des ensembles de la famille ﬂf .

(1.2.) DESCRIPTION DE L'ENSEMBLE ADMISSIBLE PAR UNE FAMILLE D'INEGALITES.

Nous supposerons dans la suite que l'ensemble admissible C

est défini par
(1) c = {x ex|lglv,x) <0 ¥ v €V}

avec les hypothéses suivantes
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Hl : X est une partie compacte de R
L'ensemble C est non vide. La fonctionnelle g définie
sur V x X est telle que la famille g(v,.) soit é&qui-unifor-

mément continue sur X c'est-d-dire que

"pour tout ¢ > 0 , il existe un voisinage % de 0O dans RP

tel que pour tout x,y € X : (x-y)e Wl et tout v e V on ait

!g(V,X)_g(V,Y)l < E-'

Nous ne faisons pas d'hypothése explicite sur l'ensemble V.
On remarque d'abord qu'ad toute représentation de C , telle que (1), on
peut faire correspondre une infinité d'autres représentation du méme type.
Cette représentation d'un ensemble est treés fréquente dans les applications
ou bien elle est donnée a priori ou on peut s'y ramener facilement comme

nous allons le voir sur quelques exemples.

(1.2.1.) Représentation de KELLEY.

Supposons que l'ensemble C soit défini par
C = {x € X|h(x) < 0}

o h est une fonctionnelle définie sur R® , convexe, non identiquement
égale & + o et qui est continue sur un ouvert contenant X . Une propriété
classique des fonctionnelles convexes permet d'affirmer que (cf. LAURENT [}q

ou ROCKAFELLAR [12])

a) Pour tout s € X , l'ensemble 3h(s) (sous différentiel de h

en 8) est une partie de R convexe, non vide et compacte.

b) Pour tout x,s € X et tout P € 3h(s) on a
h(x) > h(s) + < p,X-8 >.

Et pour tout x € X , on a :
h(x) = max (h(s) + < p,x-s>|s €X, p € yh(s))

On peut donc écrire que

O
g

C = {x € X|h(s) + < p,x-s ><0 ¥ s €X ; ¥p edh(s)}

Cette forme est analogue a (1).
En [9] , KELLEY utilise cette remargue dans le cas od h est une fonction

dérivable.
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(1.2.2.) Représentation dfun ensemble coiivexe et fermé.

Soit C un ensemble convexe fermé de rY .

On a évidemment :

(3) ¢ = {x €rRYY<x,v > - sup <z,v> <0 ¥v € V}
' zeC

ol V est un ensemble absorbant de R c'est-3-dire tel qu'id tout

élément y € RY il correspond: o > O tel que a.y & V.

En (3),on décrit l'ensemble C comme intersection des demi espaces

fermés qui sont d apphi a C

(1.3.) Algorithie fondamental. Généralisation des "méthodes de
coupe" (cut off methods).

(1.3.1.) Notations et hypothéses.

Considérons l'ensemble C défini en (1.2.) par :
c={x €X|glvox) O ¥ v €V}

et qui satisfait aux hypothéses HI.
On attache 3 cette description de l'ensemble C 1la famille F des parties
de X suivante :

A toute fonctionnelle h : V x X +[~w,*w[ telle que
h(v,x) <g(v,x) ¥veVvV ¥xeX et telle que h(v,.) soit semi-
continue inférieurement ¥ v € V , on fait correspondre 1'ensemble A

de ¥ défini par :

A={xe€ th(v,x) <0 ¥v € V}.

HZ. Soit une application T qui 3 tout compact A de X fait
correspondre le compact I'A tel que TAS A et TA #@9 si A est non

vide. Nous supposons de plus'la propriété topologique suivante :




Pour toute suite {Kn} d'élémentsq@e Eﬁ on a :
lim sup (I‘Kn) NcerTc
n—Hoe
(Etant donnée une suite {Qn} de parties de X , on note
n n

. k
1im sup Q = {x € X|lim x Ko x pour ume suite x € Q et
n n
nee Y00 k

{Q } est une sous suite de la suite {Qn} } .
n
k

Le probléme P que nous nous proposons de résoudre de fagon

approchée est le suivant.

(P) "trouver un &élément x de 1l'ensemble TIC".

(1.3.2.) Description de 1'algorithme.

Il s'agit en fait d'une méthode itérative qui comprend d chaque

itépation n

un probléme principal qui consiste & chercher un élément de TK

(Kn est un élément de ¥ ) et un sous probléme ol compte tenu de

. n e .
la solutionn x  trouvée au probléme principal on détermine 1l'ensemble

Kn+l’ nouvelle approximation extérieure de C.

-~
. éme | . .
Précisons ces étapes . Au début de la n itération, on connait

une "approximation inférieure” gn de g telle que
gn : VX X > [dm,%w [
(1) gn(v,.) est semi-continue inférieurement pour tout v €V

gn(v,x) < g(v,x) pour tout x €X et tout v €V
I1 y correspond une approximation extérieure de C mnotée K

K = {x¢€ X|g(v,x) <0 ¥ v eV’

s
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. . . » Jn
Le probléme principal consiste 3 déterminer un &lément x

de TK . Si cet élément appartient & C , alors grace 3 1l'hypothése
H2 il appartient aussi & TC et c'est une solutiun du probléme P ; on
est donc conduit 3 arréter l'algorithme. Dans le cas contraire, on passe

3 1'exécution du sous-probléme : chercher un &lément v' de V qui

[N . . o n N
correspond 3 une contrainte "mal satisfaite" en x  (voir (1.4.2.))

puis déterminer la fonctionnelle gn+l possédgnt les propriétés (1)

et telle que

gn+l(vn,x) = g(vn,x) pour tout x €X

n+l

g(v,x) > g “(v,x) > g'(v,x) ¥x €X et ¥vev.

(1.4.) EXEMPLES DE SOUS PROBLEMES.

Plusieurs sous probldmes permettent de justifier 1l'algorithme
décrit ci-dessus. Nomus nous contentons d'en citer quelques uns qui sont

utilisés fréquemment dans les applications.

(1.4.1.) Choix de 1a fonctionnelle gn .

Un choix pratique trés courant consiste a prendre :

A g(v,x) pour tout v € Vn et tout x €X
g (v,x) =

- 1
si v & Vn .

Le sous ensemble V_ de V définit ainsi la fonctionnelle g

. n e s
Connaissant Vn et v , on choisira Vn+ tel que

1

n
v;vnﬂgvnu{v} . -

Exemgle 1:

Les ensembles V_  sont finis et on passe de V_ & V par :
n n n+l ,

v =v u vV} .
n+l n




(%)

ExemBle 2

Si V est une partie convexe d'un espace vectoriel on prend :

_ n
Vo4 = conv (Vn u {+1 ). (%)

ExemEle 3 :

Si V est un cone §‘'un espace vectoriel

Vn+l = cone (Vn u {(v71). (%)

(1.4.2.) Choix de 1'&bément v’ .

I1 s'agit en priocipe d'une probléme d'optimisation. En voici

trois exemples

(1.4.2.1.) L'ensemble V est fini.

C'est le cas le plus simple. Il suffit de prendre vle v
tel que :

g(vnsxn) >0 .

(i.e. trouver une eontrainte qui n'est pas satisfaite en x

(1.4.2.2.) Cas général.

On choisit v' e V tel que

g(vn,xn) >0
(1) n _n n
g(v ,x) Z_B sup (g(v,x )|V EV) - pn

ol sont donnés le nombre 0 €]O,l] et la suite de réels '{pn} telle

que P >0 et lim p =0 . Le sup considéré doit étre fini. On peut
nre

vérifier qu'il en est bien ainsi pour les hypothéses du (1.3.1.)

s

Etant donné un ensemble A on note conv (A) 1l'enveloppe convexe de A

et c¢dne (A) 1l'enveloppe conique de A .
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Nous allons expliciter trois cas particuliers de cette méthode

ol ce choix a une signification simple.

a) Une généralisation de la méthode de KELLEY.

Supposons que l'ensemble C est défini comme en (1.2.1.) par :
c = {x €X|h(x) < 0}

ol la fonctionnelle h est convexe, définie et continue sur rY .

On sait que (voir (1.2.1.)
(2) C={x €X|h(s) + < p,x-s><0 ¥se€&X ¥p edhls)}.

On montre (cf. ROCKAFELLAR [12] Théoréme 24.7) qu'il existe d > O tel que
Ipll<da ¥seXx ¥peals). '

Si on pose : g(v,x) = h(s) + < p,x-s > ou v = (s,p) , on a

pour tout v et tout X,y € X :

|g(v,x) - g(v,y)| = [<pox-y> | < |b]L|k—y|]§_dlk-y||ceAqui montre que
1'hypothése Hl est satisfaite.

Nous allons voir maintenant un sous probléme particuliérement

- simple attaché 3 la d#éfinition (2) de C . Etant donné x" on choisit

s = %" et pn un élément quelconque de 9h(x"). Ce choix correspond
3 celui de (1) avec 8§ =1 et Py = 0 car, puisque h est convexe, on

sait que
h(x") > h(s) + < p,xn—s > pour tout s € X et tout p € dh(s).

En [9] KELLEY a utilisé cette technique pour résoudre un probléme d'opti-

misation convexe dans le sas od h est dérivable.

b) Une méthode de projéction.

Soit C un ensemble convexe, fermé, borné de R, Comme en

(1.2.2.), on peut le représenter par :

c={x eRY< x,v> -sup<z,wy>< 0 ¥v: || =1} .
z€C - '
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On vérifie facilement 1'hypothéce HL : pour tout v € V et

X,y € X on a

lg(v,x)-g(viy)| = < xey,v 2| <Al byl <[yl

. n .
Eteat donné le point x , le sams probléme peut consister 3 chercher

P n - . .
1'élément v pour lequel l'optimém suivant est atteint

max ( <x",v> - sup < z,v >l = 1).
z€eC
x-p_(x")
Ona: v = <
|b"-Pe(x™) |

(ou Pc(xn) est la projection de x" sur C).

c) Méthode de KAPLAN généralisée.

On considére le méme ensemble C que ci-dessus.
On suppose de plus que l'intérieur de C n'est pas vide et qu'on conamait
un élément x* de cet intérieur. On considdre le sous-probléme suivant
Etant donné x qui n'appartient pas & C , on détermine 1'élément yn
d 1l'intersection du segment [k*,xn] avec la frontiére de C . On choisit

. n n - ~ .
ensuite v (|h II = 1) dans le cOne normal & C en yn .

On peut vérifier facilement que ce choix de v satisfait 3

(1) avec pn =0 et 6 = inf ( ———JL—-'y € Front (C)) > O

x
|-l
ol r est un nombre strictement positif fixé tel que la boule ouverte
de centre x* et de rayon r soit contenue dans l'intérieur de C .
Ce procédé est utilisé par KAPLAN en [8] pour la résolution
approzhée d'un probldme d'optimisation convexe dans R" ol la fonction-

nelle 3 minimiser est linéaire.

On appelle cOne normal & C en z €C 1l'ensemble

{y ¢ rY| < x-z,y > <0 ¥ x €C} .
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(1.4.2.3.) Cas ol YV est convexe et séquentiellement compact.

Nous ferons dans ce paragraphe les hypothdses supplémentaires

suivantes

L'ensemble V ast convexe et séquentiellement compact.
Pour tout % € X 1la fonctiommelle g(.,x) est concave et
posséde une dérivée de Fréchet : Vv g(.,x) bornée sur tout

borné de V x X .
On choisit la fonctionnelle gn commne en (l.4.1.)

g(v,x) si vev et x ¢X
gn(v,x) - n

—o0 sinon,
ou v, est une partie convexe et fermée de V .

Le sous probléme de l'itération n est le suivant

On détermine V' € v tel que :
. n An n
(i) max (g(v,x )|v € Vn) z g(vn,x )

On pose ¢t = VV g(en,xn) . On cherche vi g V tel que :

(ii) max (< c%,v > lv ev) = < vt > .

On prend ensuite V4 = conv (Vn U {v'}) . On est donc conduit 3 résoudre
deux problémes d'optimisation qui sont relativement simples. On pourrait

bien entendu se contenter d'en chercher des solutions approchées.

(1.5.) CONVERGENCE DE L'ALGORITHME (1.3.).

Nous allons démontrer un théoréme qui montre que l'algorithme
(1.3.) permet en un certain sens de trouver des solutions approchées

du probléme P . ,
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(1.5.1.) Théoreéme.

Soit une suite {x"} générée par un procédé du (1.3.).

Les hypothéses du (1.3.1.) entrainent que toute valeur d'adhé-

rence de cette suite est solution du probléme P .

Démonstration

Nous avons 3 considérer les trois sous problémes é&tudiés en

(1.4.2.). Nous éliminons le cas trivial ol la suite {xn} est finie.

b) Cas du sous probléme (1.4.2.2.).

Par construction on sait que pour tout n et tout m>'n

on a :
el cK K
Ulg; ng; n+l
Donc
ntl m
g (v,x )< O pour tout v €V
n+l

D'olu on tire par construction de la fonctionnelle g que
(1) g, xM <o.

Puisque la suite {x"} appartient 3 l'ensemble compact X , elle posséde
e pe e oD . ' L n,

une sous suite infinie {x }nes qul converge vers un é&lément x de X

donc qui est une suite de Cauchy.

Par conséquent on déduit des hypothéses Hl que

(ii) lim [g(vn,xn) - g(vn,xm)[ =0
>0
m>n
m,n €S
Grace 3 (i) et du fait que : gn(vn,xn) >0 ¥n, on tire que

1

[g(vn,xn) - g(vn,xm)l 2’g(vn,xn) >0 .
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D'cl on déduit grace 3 (ii) que

lim g(vn,xn) =0
N
nes

. n . . .
Du choix de v considéré il vient

lim sup g(v,xn).i 0 pour tout v €V .
n > «
nel

Ceci prouve (semi continuité inférieure de g(v,.)) que
v
g(v,x) <0 pour tout v €V

. Y N
Donc, puisque x € X alors x € C
On termine la démonstration en utilisant 1l'hypothése H2
. . oy e . v .
qui permet d'affirmer que dans ces conditions le point x  appartient

a rIc

.) Cas du sous probléme (1.4.2.3.).

On fait dans ce cas les hypothéses supplémentaires du (1.4.2.3.).

" e s e s m
50it des indices n,m : m > n . Par définition de v on a

<cm,v"5 < < cm,v > pour tout v €V .

n
Puisque v € Vmg Vv , il vient

N,
(1) < MV > > 0.

vm .
Par définition de v , on tire

N v
g(vm,xm) z’g(v,xm) pour tout v € Vm
Et, puisque Vm est un ensemble convexe et que la fonctionnelle

m . .
g(.,x ) est concave, il vient

J

N
<cm,v—vm> <0 pour tout v "Vm .
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or v' e Vm (par construction), donc :

m _n am
(2) R c ,v=v ><0
Puisque V est séquentiellement compact, il existe une sous suite infinie
P o .
&’}nes convergente, donc de Cauchy. Par eonséquent,puisque les &léments
m
¢ sont bornés

. m n _m

lim <Cc ,v=v > =0.

n->co
m >nim,n € S

D'ol on tire grdce 3 (1) et (2) que

. m _m am
lim <¢ " yv -v > =0 .
M0
meS

On montre (par un raisonnement par 1l'absurde) que ceci est encore vrai

pour toute la suite

= . n .nwn
(¢ lim< ¢',v-v > =0 .

oo

‘ulsque la fonctionnelle g(.,x) est concave on peut écrire :

N "\
g(v,xn) f.g(vn,xn) + <cn,v—vn> pour tout v eV
donc
N "
g(v,xn) f_g(vn,xn) + < cn,vn-vn > pour tout v e V .
. o n N . - s
Par construction on a : g(v ,x ) < 0 . D'ol on tire que, grace 3' (3) :
. n -
lim sup g(v,x ) < O pour tout v €V .
o

On termine la démonstration du théoréme comme en b).

C.Q.F.D.




et
et
in

{1.5.2.) Remargues sur 1'hypothise de compacité de X .

Nous remarquons qué 1l'hypothése de compacité de ¥ (wvoir HL)

est assez limitative pour de now

tgur 'cas pratiques. En failt cette nypo-

thése peut étre écartée dans les cas suivants

. . . . ( o)
a) au début de l'algorithme, on connait une fonctionnelle g(

telle que l'ensemble
KO = {% € X| go(v,x) <0 ¥v eV} soit compact.

Ceci implique bien entendu que l'ensemble C est compact.

b) On peut enfermer 3 priori dans un ensemble borné connu la solu-

tion cherchée.

(1.5.3.) Cas od 1'ensemble C est vide (X non vide).

I1 est facile de montrer par un raisonnement par 1‘absurde
simple qu'il ne peut exister une suite infinie d'itérations n pour

lesquelles 1l'ensemble Kn serait non vide.

(1.5.4.)

On pourrait étendre aisément les résultats précédents 3 des

espaces plus généraux. On remplacerait H1l par les hypothéses suivantes

X est une partie séquentiellement compacte d'un espace topolo-
gique séparé E . L'ensemble C est non vide et la famille

g(v,.) est équi-uniformément continue sur X .

En fait cette généralisation ne semble présenter qu'un intéret
pratique relativemnt limité. Signalons cependant qu'en [l] 10.2,

AUSLENDER donne un tel exemple dans le cas d'espaces de Banach réflexifs.
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(1.6.) AUTRES HYPOTHESES PERMETTANT DE JUSTIFIER L'ALGORITHME (1.3.)

(1.6.1.) Hypothéses.

Les hypothéses que nous introduisons dans ce paragraphe font

intervenir la compacité séquentielle de V et la continuité des fonction-

nelles

X

H3

g(.,x). Elles permettent donc plus aisément d'aborder le cas ou

est une partie d'un espace de dimension infinie.

L'ensemble V est uvne partie séquentiellemmnt cowpacte de
1'espace vectoriel topologique séparé ¥ . La famille de fonction-
nelles g(.,x) est qui-uniformément continue c'est—ad-dire :

pour tout € >0 , il existe un voisinage U de 0 dans F

tel que pour tout u,v &V : (u=v) & U et pour tout x &€ X

on ait :

|g(u,x) - g(v,x)| < e.

L'ensemble X est une partie convexe, fermée, bornée et non
vide d'un espace de Banach réflexif§ E .

Pour tout v € V la fonctionnelle g(v,.) est semi-
continue inférieurement et convexe.

L'ensemble C dé&fini par
C=1{x &X|g(v,x) <O ¥ v €V}

est non vide.

Cette hypothése concerne l'applieation T. ‘

A tout ensemble A convexe fermé borné non vide de E elle
fait correspondre 1'ensemble non vide T'A tel que
TAcA .

Pour toute suite d'ensembles {Kf} convexes fexmés bornés
1

contenant C on a :

w. lim sup K ) N C < IC .
oo o
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On rappelle que

n
w. lim sup Q_ = {x E| . I1 existe une stite {x k}
n
n>oo
n
telle que X k/E Q et w. lim xnk = x ol {Qn } est une

oy koo k

sous suite de {Qn} } .

(w.lim e désigne ici la limite faible de la suite ﬁJID.
1 -0

Nous allons montrer un théoréme qui est 1l'analogue du théoréme

(1.5.1.), et qui justifie dans ce cadre d'hypothéses l'algorithme (1.3.).

(1.6.2.) Théoréme.

Si les hypothéses ci-dessus : H3 et H4 sont vérifiées, alors
toute valeur d'adhérence faible de toute suite générée par 1l'algorithme
(1.3.) ol on choisit v" par le procédé (1.4.2.2.),est solution du

probléme P .

Démonstration :

Comme dans le théoréme (1.5.1.) on peut montrer que

pour tout n et tout mn on a :
n _m
g(vi,x)< 0.

. m _m
Et par construction : g(v ,x )> 0 .
Grice 3 1l'hypothése H3,on déduit comme dans la démonstration du théoréme

(1.5.1.) que :

(i) lim g(vn,xn) =0 . =
n oo

- . n
D'ol, grace au choix de v

lim sup g(v,xn) <0 pour tout v eV .
n o -

Ce qui compte tenu des propriétés de faible compacité de V et de

faible semi continuité inférieure de g(v,.), entraine que toute valeur
d'adhérence faible x de la suite {x"} appartient 3 X et satisfait

aux inégalités : g(v,Q3‘§AO pour tout v & V . Par conséquent, % appar-

tient 3 C et donc grace a 1'hypothdse H4 est une solution du probléme P .

C.Q.F.D.
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(1.7.) DES VARIANTES DE L'ALGORITHME (1.3.) PERMETTANT DE SIMPLIFIER

LES FONCTIONNELLES g" .

Dans l'algorithme (1.3.) on doit au cours du sous probléme

éme . . .. P \ - . ( +
de la n°™° itération déterminer la fonctionnelle gn 1 telle que :

g v, Z_gn(v,x) VveVv ¥VxeXx.

Ainsi les fonctionnelles gn deviennent elles de plus en plus 'com-
plexes" quand 1l'indice n augmente car elles doivent garder toute
1'information des itérations antérieures. Nous proposons dans ce para-
graphe deux variantes de cet algorithme qui évitent partiellement cet
inconvénient. Nous nous contenterons de justifier ces modifications

dans le cas des hypothéses H1l et H2.

(1.7.1.) Premiére variante.

Le principe de ce procédé consiste a simplifier 1'expression
n+l . NP n .
de g pour une sous suite d'itérés {x }neS pour laquelle on sait,

dans le cas ol cette sous suite est. infinie, que

lim g(vn,xn) =0 .
e
nes

Plus précisémment, on se donne d priori; une suite arbitraire de réels

'{shI tels que

€ > 0 pour tout n et 1lim e 0.

n o

A 1'itération n on détermine x" € I‘Kh (probléme principal) puis
(sous probléme) un élément v"' de V comme en (1.4.2.2.).

Si g(vn,xn) > e, on détermine gn+l comme dans l'algorithme (1.3.).

Sinon on cherche Lt Z1gment de I‘(Kn n {x[g(vn,x)_i 0} ) pﬁis la

fonctionnelle gn+l i Vx X~ [«»,*w[ telle que (ces conditions défi-

+1

. . n . P
nissent alors une fonction g plus simple que dans le cas précédent)
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n+l . . o proe
g (v,.) est semi continue inférieurement pour tout v €V

n+l +1

g (v,x)

glv,x) ¥ x &X ¥v g (v & V|g(v,xn ) = 0}

gn+l(v,x) <glv,x) ¥x €X ¥v eV

On pose S = {n|g(vn,xn) - € <o} .

On démontre sans difficulté le lemme suivant

LEMME .

. . 1 AR . . .
Soit la suite {x } infinie construite par 1'algorithme ci-dessus.

Les hypothéses Hl et H2 entrainent qu'on a l'alternative suivante :

a) Le cardinal de S est fini : & partir d'un rang N on

applique 1'algorithme du (1.3.) d'ol les mémes propriétés.

b) Le cardinal de S est infini : toute valeur d'adhérence

de la sous suite .{Xn}ne est solution du probléme P .

S

(1.7.2.) Deuxiéme variante.

Pour simplifier nous supposons dans ce paragraphe qu'on choisit

gn tel que

g(v,x) ¥v e Vn ¥x eX .
g (v,x) =

~00 sinon.

L'ensemble Vn est un sous ensemble fini de V  +tel que

ol les éléments v= sont choisis comme en (1.4.2.2.).

On se donne 3 priori une suite de réels '{an} non ~décroissants et bornés

supérieurement
éme ., . -
A lam itération on choisit alors Vm+l tel que
oM
= (4] -
Vm+l Vm v Am
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N . n n _m e n .n
ol Am = {n|v’ € Voo glv,x ) <0 , a_=a-> g(v ,x )} .

- . . . i .
On élimine donc 3 chaque itérmation une partie des v~ "non actifs".

LEMME.
' . n . s . .
Pour toute suite {x '} infinie construite par 1'algorithme
ci-dessus, les hypothéses Hl et H2 entrainent que toute valeur
d'adhérence de cette suite est solution du probléme P .
Démonstration

. - n
Soit Al = {n|v e v, ¥m> n} .
On a donc par construction

g(vn,xm) <0 ¥ne Al ¥m>n .

On en déduit comme en (1.5.1.) que

(1) 1im  g(v",x") = 0 .
fomasd
IléAl

Sott A2 l'ensemble des indices n qui n'appartiennent pas 4 A

On sait donc que par construction 3 tout n € A

1
5 il correspond m > n

tel que

n _n
a -a >glvi,x)>0

D'ol on déduit que si l'ensemble A2 est infini on a, puisque {a} est

une suite de Cauchy,

1lim g(vn,xn) =0 .
Tn>oo

€
n A2

On termine facilement la démonstration.

:

C.Q.F.D.
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(1.8.) EXEMPLES DE PROBLEMES.

On explicite ici quelques problémes qui rentrent dans le cadre

de cette théorie:

- 1l'application T est fermée

- problémes d'optimisation dans le cas convexe Ou non convexe

- recherche d'un point fixe d'une application

- optimisation vectorielle

- recherche d'un point de selle d'une fonction convexe-concave

- point d'équilibre de NASH d'un jeu & n Joueurs

Pl - . Pd .
- équilibre économique.

La variété de ces exemples montre 1'intérét pratique de cette
étude. Pour chacun d'eux nous considérons un ensemble C défini comme
en (1.2.) (ce qui implique une famille Y de parties de X ) et une
application T de ¥ dans @ ()

Pour pouvoir appliquer les résultats précédents nous devrons vérifier

que 1l'une ou l'autre des séries d'hypothéses suivantes sont satisfaites

a) Hl et H2 : On doit vérifier en particulier que pour toute suite

infinie {x"} générée par l'algorithme (1.3.) toute valeur d'adhérence

qui appartient & C , appartient aussi & TIC

B) H2 et H4 : On doit vérifier que pour toute suite infinie 'fxn}

générée par l'algorithme (1.3.) toute valeur d'adhéeence faible de cette

suite qui appartient & C , appartient aussi a TIC .

(1.8.1.) Cas d'une application I fermée.

On considdre un ensemble C vérifiant H1 , une application T
qui 3 tout compact non vide A de ®RY fait correspondre le compact

non vide TA tel que TA& A .
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Nous considéroms l'ensemble g?’HEE“parties compactes de RS
avec la topologie définie par la distance de HAUSDORFF, cf. [7J.
Supposons que pour cette topologie 1'application I soit fermée

dans le -sens suivant

. n . n -
"pour toute suite {x } &« X telle que lim x = X
n-$co

et toute suite de compacts {An} telle que 1lim Ahrz A
b g asd

qui vérifient X" € FAn on a :
X € TA

On montre alors que l'application [I' vérifie les hypothéses
H2. En général la réciproque n'est pas vraie. Malgré son apparente géné-
ralité cet exemple est assez restrictif car il implique le comportement
de la suite {x'} pour toute suite '{An} de compacts qui convergent
vers C , ce qui n'est pas indispensable pour le sujet qui nous intéresse

(on ne considére . en fait que les ensembles An contenant C).

(1.8.2.) Probléme d'optimisation.

Nous ne donnerons pas de développements particuliers a cet
exemple trds important car cette question sera traitée en détails dans

le chapitre II.

Soit le probléme

"trouver % € C tel que f£(x) = min (£(x)|x €C) = me
On notera

TK = {x € K| £(x) = min (f(y)iy & X)}

L'ensemble I'C est l'ensemble des solutions du probléme considéré.
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(1.8.2.1.) Probléme d'optimisatien non convexe.

On suppose que C satisfait aux hypothése Hl et que f est
une fonctionnelle semi continue inférieurement.
Pour tout ensemble compact Kn contenant C , il est évident que :
FKn est non vide.

Soit {Kn} la suite d'ensembles contenant C , considérée
dans 1l'algorithme (1.3.).

Le probléme principal de l'itération n est le suivant :
"Trouver x° e,Kn tel que : f(xn) = min (f(x)|x e,Kn) = mn"
Puisque Kn 9Kn+l 2C on a :

m>m >m, , donc 1lim f(xn) existe et on a :
(1) lim £(x7) = £ <m .

. O . P n . . . n
Soit x un point d'adhérence de {x } : il existe une sous suite {x }n¢S
telle que :

n

lim X" = %
bogad
nes

Puisque f est s.c.i., il vient

f(%) < lim inf £(x™) = 1im £(x™h) = .
hogard jogacsd
neS

La relation (1) entraine que :
"
f(x) <m
. v Y 2
Si on suppose que x € C : f(x) > m , par conséquent :
x

£%) =m = £

ce qui montre que les hypothéses H2 sont satisfaites.
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(1.8.2.2.) Probléme d'optimisation convexe.

Supposons que l'ensemble C satisfait aux hypothéses H3
et que la fonctionnelle f est convexe et semi continue inférieurement.

On montre comme ci-dessus que les hypothéses H4 sont satisfaites.

(1.8.3.) Probléme de point fixe (application faiblement contractante).

Soit un ensemble C convexe qui vérifie les hypothéses H3 ou
on suppose de plus que E est un espace de Hilbert et une application U
univoque de X dans X faiblement contractante c'est-a-dire telle que

pout tout x, vy € X on a :

lbx-vy|l < [k-vll -

A toute partie A convexe fermée bornée non vide de X on fait corres-
pondre 1l'ensemble TA convexe fermé borné non vide (cf. BROWDER et

PETRYSHIN [3] ) défini par :
TA = {x € AIUx = x}

Pour vérifier que T satisfait & H4, il suffit de montrer que pour

toute suite {x"} d'éléments tels que :

x = Ux ¥ n
.o.no_ N . .
w. 1im x~ = x €C (limite faible) |,
pinand ’

On démontre aisément cette affirmation par un raisonnement analogue.d

celui du lemme a) du théoréme (5.2.2.).

(1.8.4.) Probléme de point fixe (application continue).

Soit un ensemble C convexe compact qui vérifie les

3

hypothéses Hl. On considére une application T de X dans X continue;
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Etant donnéela famille ff des parties convexes compactes non vide de

¥ , on définit l'application T de & dans & par :
TA = {x €A|x = Tx} va e%.

Grace au théoréme de BROUWER on sait que si A est non vide TA est
non vide. On vérifie (c'est une conséquence immédiate de la continuité

de T) que l'application T satisfait aux hypothéses H2.

(1.8.5.) Optimisation vectorielle.
Cf. DA CUNHA, POLAK [6] .

Soit un ensemble C défini comme en (l.2.) avec les hypothéses H1.

On suppose de plus que C est comvexe, plus précisémment que

{ X est convexe

g(v,.) est convexe pour tout v €V .
Soit f wune application de X dans RP . On notera :

L=1{1, 2, ..., p}

f(x) = (fl(x), f2(x), cees fp(x))
oul fi : X>R pour i=1,2, ..., p .

Pour tout convexe compact A tel que X DA DC on définit A (cecl

précisé le probléme qu'on se pose) par :

£ (y) < £,(%) viel

ra = {x e Al{y €4 | 7)

X fi(y) < I fi(x)
iel, iel

Nous supposerons que les fonctionnelles fi sont semi-continues infé-

rieurement et strictement comvexes.

On vérifie facilement que pour tout A convexe compact contenant
C 1l'ensemble TI'A est non vide. Pour que les hypothéses H2 sur [ soient

satisfaites il nous reste 3 montrer le temme suivant :
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Lemme : o
. n P .
Pour toute suite {x } générée par l'algorithme (1.3.) toute
valeur d'adhérence de cette suite qui appartient & C appar-
tient aussi a TIC .
Démonstration :

Supposons qu'il existe (eaisonnement par 1l'absurde) un point
P4 r\‘ . o ~ ~ L L3
d'adhérence x qui appartienne 3 C et non a IC . Alors il existe

f. < LA X 1 é 9

il existe y €L tel que fj(y) < fj(g)

N
Soit wu = X%E qui appartient & C car C est convexe.

On a (stricte convexité de f)

(1) £.(u) < X (£.(y) + £.(3)) < £,(%) Viel.
i 2 i i i

. n . v
La sous suite {x }neS qui converge vers x sera donc telle

que (semi continuité inférieure de f)

I1 existe u €C et un entier N tel que on ait
(2)
fi(u)<fi(xn) ¥n>N, (nes), V¥iel.

Mais par définition 1'élément x" appartient a FKn , donc :

(x ek |£.(x) < £.(x™ ¥i eL; I £(x)< I £(x)} =9
n 1 - 1 . 1 N 1 . .
ieL iel

ce qui, puisque l'ensemble Kn contient C, contredit (2).

C.Q.F.D.
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(1.9.) CAS DE PROBLEMES SUR UN ESPACE PRODUIT.

(1.9.1.) Introduction.

On peut étendre sans difficulté les résultats précédents au
cas de problémes sur un espace produit. En vue des exemples que nous
traiterons dans ce paragraphe, nous introduisons les hypothéses et

notations saivantes

1

N N
E= I E, , Xx= I X, »
i=1 i=

Les ensembles Xi et Ci sont des parties convexes fermées bornées

non vides de Ei et on a :

c, = {xi € Xi|gi(v,xi) <0 V¥v e,vi} i=1,2..,N.
! N
c = T ¢ .
i=1
|

Nous ferons sur les Ci soit les hypothéses Hl soit les
hypothéses H3. On suppose toujours que les fonctionnelles gi(v,.)
sont convexes.

On considére la famille ¥ des ensembles A ol :

les ensembles Ai étant des parties convexes fermées bornées telles
que Xi ‘—:DAi ?Ci .

On étend facilement l'algorithme (1.3.) 3 ces problémes. Nous
allons considérer dans la suite quelques exemples; pour chacun d'eux
nous montrons que l'application I correspondante satisfait aux hypo-
théses H2 eu Hyu.
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(1.9.2.) Probléme de point de selle.

Cas oi N .= 2 . Soit L une fonctionnelde définie sur

Xl X X2 telle que :

L(osxz) est convexe et s.c.i. ¥ X, E,X2

L(xl,.) est concave et s.c.s. ¥ X, é.Xl

Noug ferons sur les ensembles C1 et C2 les hypothéses H3.

Etant donné un couple (Kl,Kz) de convexes fermés bornés contenant

Cl et 02 on posera :

Tk, x K)) = {(x;,%,)) € K x Kol Lx, 5%,y) < L(x,,%,) < L(x,5%,)

¥ (xl,x € X, x K2} .

2 1
P(Kl X K2) désigne l'ensemble des points de selle de L sur Kl X K2 .
Cet ensemble n'est pas vide grace au théoréme de SION-KAKUTANI

(cf; BERGE [2]). Pour vériféer que l'application TI' satisfait a Hu4

il reste 3 montrer le résultat suivant :

LEMME ¢
. . . n - n._n , . v
Soit une suite {(xl,xz)} oli le couple (xl,xz) est point
de selle de L sur K x K .
1,n 2,n
(Les ensembles convexes fermés bornés K et K contien-
. 1,n 2,n
nent respectivement C1 et C2)' Toute valeur d'adhérence
faible de cette suite qui appartient 3 C1 X C2 appartient
aussi & I‘(C1 X C2) .
Démonstration :

Par définition on a :

n n
(x,%x)) €K | x 1

(1)

n n _n X n
<
L(xl,x2) i_(L(xl,XQ) “_L(xl,x2) V(Xl’XQ) € Kl,n X K2,n
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ny
Soit (&l,x2) une valeur d'adhérence faible de cette suite :

N
1im (x;,xg) = (xl,xz) faible.
rrm
nes

v
X .
Supposons que (xl,xz) £.Cl C2 . On a donc :

n v n _n \ n
< <
L(xl,xz) L(xl,x2) L(xl,x2) .

- . 3 o 3 . ’\J [
D'ol grace 3 la semi continuité inférieure de L(.,x2) et la semi

n
continuité supérieure de L(xl,.)
i & N Lv
L(xl,x2) < lim inf L(xi,xQ) < lim inf L(xn,xg) .
> osand
nes n €S
L
N "
L(xl,x2) > lim sup L(xl,xg) > lim sup L(xz,xg) .
I o e
nes n €S
I1 vient que :
N
(2 lim L(xﬁ,xg) = L(xl,x2) .
n-)oo
nes

De (1) on tire par passage d la limite que pour tout (xl,x2) € Cl X 02

on a :

. n . n._n . n N
< i < <
x2) lim inf L(xl,x2) lim L(xl,x2) lim sup L(xl,x2) < L(xl,x2)

o 5and e T
nes nes nes

n
L(xl,

D'ol grace & (2)
n N n
L(xl,x2) i_L(xl,XQ) i_L(xl,x2) ¥ (xl,x2) e_Cl X C2

C.Q.F.D.
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(1.9.3.) Deétermination d'un point d'équilibre de NASH d'un jeu
3 N Jjoueurs.

Voir BERGE [2] ou BURGER [u] .
Nous considérons des ensembles Ci i=1l, ..., N vérifiant
les hypothéses HL et les hypothéses supplémentaires du (1.9.1.) (con-
vexité).

On considére N fonctionnelles fi définies et continues
-
éme

sur X qui sont convexes séparément par rapport d la i variable

c'est-d-dire que la fonctionnelle fi(xl,...,x ,..,xN) est

i-1°%i4
convexe pour tout x, € Xj i=1l, ..., N.

On défimit la famille €
Ai convexe compact

i=1 X. DA, DcC, i=z1l, ..., N
i—-— 1 -— 1

et pour tout Ae‘f on a :

TA = {(xl,...,xN) € A|fi(xl,...,xN) ; 212 fi(xl""’xi—l’xi’xi+l’")}
i i

L'ensemble T'A est l'ensemble des points d'équilibre du jeu
3 N Jjoueurs défini par les fonctionnelles fi et les ensembles Ai .
Pour tout A € ¥ ona: TA# @ (voir BERGE [2] ).

I1 reste 3 vérifier que I satisfait a H2.
Cela peut se faire en remarquant que ce probléme se raméne d la recherche
d'un point fixe d'une application continue sur un convexe compact d'un
espace de dimension finie (c'est de cette fagon qu'on montre les théorémes
d'existence pour ces probldmes). On est ramené au probléme (1.8.4.).

On peut aussi le montrer directement (cf. MARTINET Bl]).
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(1.9.4.) Equilibre économique dans une &conomie d'é&change.

Cf. BURGER P].

N
Nous considérons un probléme sur C = II c, ol les ensembles
_ i=1
Ci satisfont aux hypothéses Hl et ol de plus :
"1
les ensembles Xi sont des parties convexes de R .

les fonctionnelles gi(v,.) sont convexes.
On considére

P- {PeszIPj >0 ,

n~Mg
ae]
"
'_J
(-

=1 )
et une famille d'ensembles ¥ définie par :

N Ai partie convexe compacte

X, DA, DC. i=1, ..., N
1 - 1 — 1

On définit paur tout A € ¥ 1'ensemble TA par :
_ L les relations (1), (2) et (3) sont
TA = {(xl,...,xN,P) € A| },

satisfaites

ol les relations (1), (2) et (3) sont les suivantes :

(1) (P,x,) < a, i=1, ..., N
i’ — "1
(2) £,(x;) = min (£, (x)]x; € &;, (Pox;) < a)) i=1, ..., N
N -
(3) Eox = W
i=1 -
On donne :
les réels as et les fonctions fi 121, 2, couy
m

1'élément w de R
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Dans les modéles économiques habituels les symboles ci-dessus

ont les significations suivantes

m : nombre de biens
N : nombre d'unités écounomiques (productrices ou consom™
matrices)

. m
P : vecteur prix , PelR |

(xl,...,xN) ¢ vecteurs biens des N unités.
. Sy, s . éme o s .
“fi : fonction d'utilisé de la i unité économique.
o e . éme P .
Ci : ensemble admissible de la i unité économique.

On est conduit 3 faire les hypothéses suivantes :

a) Pour tout P € P il existe € > 0 tel que, pour tout i
i=1,2, ..., N , l'ensemble {xi € Cil(P,xi) f_ai - €} soit non vide.

b) Les fonctionnelles fi sont convexes et semi continues infé-
rieurement.

c) Pour tout A de 9 1'ensemble IA est non vide (existence

d'un point d'équilibre pour tout élément de ¥ ).

Il reste 3 vérifier que I satisfait 3 H2 . Comme dans l'exemple
précédent ceci peut &tre fait en remarquant que ce probléme se raméne &
la recherche d'un point fixe d'une application continue sur un convexe
compact d'un espace de dimension finie (voir probléme (1.8.4.)).

On peut aussi le montrer directement (vokr MARTINET [li]).
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CHAPITRE 11

METHODES DE RESOLUTION DE PROBLEMES D'OPTIMISATION

AVEC CONTRAINTES PAR APPROXIMATION EXTERIEURE

DE L'ENSEMBLE ADMISSIBLE

(2.1.) INTRODUCTION.

Les problémes d'optimisation sont un cas particulier des
probldmes étudiés au chapitre précédent. Mais leur importance tant théo-
rique que pratique et leurs propriétés particuliéres justifient 1'étude

que nous allons faire.

Soit un espace de Banach E , une partie C non vide de E
et f une fonctidnnelle définje sur E .

On considére les "problémes" sguivants :

Probléme P :
"trouver X € C tel que £(x) = min (£(x)|x € C)".

Probléme Pa :
"étant donné un vodsinage V de O dans E et un nombre

réel € > O on cherche ¥ tel que :
(V) NC # @, |f®)- inf (F(x)|x €C) <e "

On remarque qu'on peut se poser le probléme Pa méme si le probléme P

n'a pas de solution.
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Probléme Py :
“trouver le nombre m défini par :

m = inf (f(x)|x € C)".

Ces différents problémes peuvent &tre résolus par des procédés
analogues 3 ceux qui ont &té étudiés dans le chapitre I. Ceuxici ont
fait 1'objet de trds nombrauses publications qu'on peut classer en deux

catégpries :

a) Les méthodes de coupe (cut-off methods) dont les variantes

s'appellent :
méthodes d'accumulation des contraintes, méthodes de relaxation, méthodes
du plan sécant (cutting plane methods). Ces procédés ont d4'abord été
utilisée. pour la résolution approchée de problémes de programmation linéaire
par DANTZIG [ 4] qui a beaucoup contribué 3 leur développement. En 1959
CHENEY et GOLDSTEIN [3] précisent cette technique dans le cas de l'opti-
misation convexe et lfappliquent 3 des problémes d'approximation. En 1960
KELLEY [lﬂ propose la célBbre méthode des plans sécants.
I1 existe 3 1'heure actuelle de trés nombreuses publications sur ce sujet,

nous n'en citerons que quelques unes :

'AUSLENDER [ 1] , EAVES et ZANGWILL [5] , KaPLaN [i0] ,
GEOFFRION [ 7] , LEVITIN-POLYAK [14] , MARTINET [16] , TOoPKIS [19]
ZANGWILL [20] .

Ces méthodes sont basées sur le méme principe que les procédés

du chapitre I.

Dans le cas d'un probléme convexe ou la fonctionnedle est uni-
formément convexe on peut définir des variantes trés intéressantes de ces
procédés. Ces méthodes ont &té étudiées en particulier par
LAURENT-MARTINET [17] , EAVES et ZANGWILL [s5] , HAUGAREAU [g]
LIONS et TEMAM [is)
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b) Les méthodes de pénalités extérieures : Ce sont des pi

trés connus des utilisateurs par leur simplicité de mise en osuvre,

ils ont donc donné lieu 3 de trds noubraus traveaws. Ces me : ot
sans doute dues 8 COURANT., £iilssconsistent a vomplacer le probldme P
par un probléme sans cantrainte oil on ajoute d la fonctionnelle & wum

terme de pénalité )\ p(.) ol la fonctionnelle p est nulle sur C et

strictement positive en dehors et le coefficient A est strictement Pogi-
tif. Ce probléme pénalisé "approche" dauvtant dieux le probldéme P que le
“nombre A est grand. On pourra sur cette question consulter FIACCO rﬁf

LEVITIN et POLYAK [14] , ponak [1d8] , CcBA [27] , ete ... .

Nous présentons dans ce chapitre un formalisme qui englobe ces

=
ems L .

1te-

e

deux types de procédé. Il s'agit de wéthodes itératives ol & la n

ration, on cherche X" (probléme principal) tel que :

£(x") + %%(xn) = min (£(x) + %%(x)lx & k).

La fonctionnelle de pénalisation généralisée @ prend ses
‘ n

valeurs dans [Ogﬁmﬂ et est nulle sur C 3 qualitativement on peut la

Ha
.« «

considérer comme une approximation inférieure de la fonction indicatrice
de C 3 on notera qu'elle peut prendre la valeur zéro en un point hors
de C ce qui n'est pas le cas d'une pénalité usuelle.

n . .
Compte tenu de x on détermine ensuite (sous probléme) une

fonctionnelle qui "approche mieux" la fonection indicatrice de C
n+l .

que ¢ . On a par rapport aux méthodes du chapitre I appliquées a l'opti-

misation les différences suivantes :

P

a) Les inf considérés ne sont pas forcément atteints, en tout cas
on se contente de les résoudre de fagon approchée.

b) Les problémes principaux considérés sont de natuve différente selon

que q%l prend ses valeurs dans [O,¢aﬂ ou dans Loa*m]

1]

* on appelle fonction indicatrice de C la fonction qui est nulle sur C et prend

la valeur <+ ailleurs.
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c) Dans le cas ou C est un ensemble convexe et ol la fonctionrelle
est uniformément convexe, on a des propriétés particulidres qui
permettent d'envisager dautres procédés trés intéressants.

d) A un probléme d'optimisation avec contraintes donné on peut faire
correspondre un lagrangien (non unique). L'interprétation lagran-
gienne d'un procédé d'optimisation présente beaucoup d'intérét ;
ce point de wue qui dépasse le cadre des méthodes d'approximation

extérieure sera étudié dans le chapitre IlI.
Nous avons divisé ce chapifre en deux grandes parties

o) Méthodes de résolution de problémes non convexes.

I1 s'agit d'une extension des procédés du chapitre I. On
considére deux classes d'hypothéses qui correspondent 3 celles du chapitre

précédent.

g) Méthode de résolution de probiémes convexes oil 1a fonctionnelle f
est uniformément convexe.

Si le probléme P admet une solution, celle-ci est unique.
on décrit comme en LAURENT-MARTINET [12] et MARTINET [16] des
méthodes ol 3 chaque itération la nouvelle fonction de pénalisation ¢ .,
peut &tre construite sous des conditions moins strictes que précédemment
(en ne faisant intervenir que les paramdtres localement actifs) ce qui
est un avantage pratique trés importantJ On montre de plus avec des hypo-
thdses conwenabkes que les approximations successives de la solution con-

vergent fortement vers la solution du probléme P.

Un exemple important (théorie de 1'approximation) de tels pro-
bldmes est la recherche de 1'élément de plus petite norme d'un ensemble C
convexe fermé d'un espace de Hilbert. On &tudie des cas particuliers de
cet exemple : équations linéaires, recherche d'un point de selle d'une

fonction convexe-congave.
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PREMIERE PARTIE - CAS..NON CONVEXE

(2.2.) ALGORITHME FONDAMENTAL - GENERALISATION DES METHODES DE COUPE

ET DE PENALISATION EXTERIEURE.

(2.2.1.) Notations et hypothéses.

Wniveisité @@ GRENGBE
On donne un ensemble C non vide définicomme en (1.2.) par :

C = {x e,Xlg(v,x) <0 ¥vw € V}

et une fonctionnelle £ définie sur X et & valeurs réelles.

Nous ferons les hypothéses suivantes :

Hl ,
Méme hypothése qu'en (1.2.).
X est une partie compacte de RY .
L'ensemble C est non vide. La fonctionnelle g définie
sur V x X est telle que la famille g (v,.) soit équi-
uniformément continue sur X c'est-d-dire que :
"pour tout € > 0 , il existe un voisinage U de O
dans RP tel que po'ur tout x,y € X : (x-y) € U
et tout v € V on ait :
lg(v,x) - glv,y)| <e" .
H2

f est semi continue infériemrement sur X.

Pour tout a € R l'ensemble {x € X|f(x) < a}  est compact.
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(2.2.2.) Description de 1'algorithme.

Il s'agit d'une extension de la méthode du (1.3.)
On se donne d priori une suite de nombres non négatifs : {ﬂn}

tels que lim ”n =0.
-0

A la premiére itération on se donne une fonctionnelle ¢, s.c.i.,

nulle sur C , 3 valeurs dans [O,+«ﬂ telle que :

inf (£(x) + q&(x)lx €X) = Fl>-e.

(Dans le cas des hypothéses du (2.2.1.) on peut choisir évidemment ¢,

telle que

"q)l(x) =0 pour tout x € X).

A 1la n°"® itération on considdre la fonctionnelle fn définie par :
fn=f+(pn,

ol la fonctionnelle ¢, (pénalisation généralisée) est s.c.i., nulle

sur C et 3 valeurs dans [0,+»] .

On distinguera comme dans le chapitre I deux étapes

a) Probléme principal.

trouver x" tel que :

n n
x €X, fn(x ) ﬁ_an + N,

ou a = inf (f (x)|x € X).
n n

I1 s'agit donc en fait de la résolutipn approchée d'un probléme d'opti-

misation.

b) Sous probléme.

I [} > P L] . [ . :
1l s'agit de déterminer qh+l On distingue deux cas
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n

a) x €C
[ n L3 - [ 4 °
Si L = 0 alors x est solution de P .arrét des itérations.

Sinon prendre ¢ ., = ¢, et passer d 1'itération (n+lk).

B) x" &C

On choisit v" € V comme dans (1.4.2.), puis la fonctionnelle

Yol s.c.i. telle que :
Xg 2 P, > 0t MG

ol & est une fonction d'influence donnée et Xe la fonction indi-

catrice de C ;

Dé&finition :

On appelle fonction d'influence £ une fonction de R

dans R’ telle que pour toute suite {tn} de réels on ait :

lim sup t_ < O si lim (t ) = O .
n-+w n e n

On prendra souvent :

LA L(g(v",.)) .

n

(2.2.3.) Choix des fonctionnelles P, et 2 .

On peut imaginer de nombreux choix de ¢, et £

En voici deux qui correspondent 3 des procédés simples utilisés

effectivement dans les applicatioms.
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(2.2.3.1.) Les fonttions qu“et 2 sont des fonctions
indicatrices d'ensemble.

On prend £ telle que : E(u) =

Supposons pour simplifier gd'au départ on choisisse <pl(x) =0 ¥x et
qu'on choisisse 3 chaque itération n si x'éC
- n
@ .= @+ L)
Alors,pour tout n, q% est une fonction indicatrice d'un ensemble

compact contenant C .

9
On retrouve les procédés décrits dans le chapitre I et les
procédés habituels de coupe.

b) Les fonctionnelles q; et % sont des fonctions 3 valeurs finies.

i

Pour que les fonctionnelles ®, soient suffisamment réguliéres

sans étre trop compliquées, on choisira souvent

L(u) = 0 si u<o

Bu2 si u>0 ( B>0 est donné)

et dans le cas od x° é&cC

n N z .
“%+l z q% t o p(g(v',.)) , ol sont donnés les nombres an_l 1.

On trouve une généralisation de la méthode des pénalisations

extérieures.
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(2.2.4.) Propri&tés de 1'algorithme (2.2.).

THEOREME :
Pour toute suite infinie {x"} générée par 1'algorithme

ci-dessus les hypothéses du (2.2.1.) entrainent que :

a) toute valeur d'adhéeence de la suite {xn} est solution

du probléme P.

b) lim £(x™) = lim £ (x") = m = inf (£(x)|x €C).
b el e n

Démonstration :

Pour alléger celle-ci nous ne considérerons que le choix de

v? du (1.4.2.2.). Par construction on sait que pour tout n on a :

(1) £ (") < inf (£ (0)|x €X) +q < £G4 < £ G0
(2) £ <mvq
(3) £ (x") > inf (£(x)|x €X) = o> - .

On déduit de (2) et(3) que la suite

{fn(xn)} posséde une sous suite convergente.

Considérons un ensemble infini d'ikdices S tel que :

s = {n]Lim £ (x") = £}

n*®

Pour tout n,m € S tels que m > n on a par construction :

n
00 - 1,

| v

(#) £ M > £ 6N
et

2g(v",x™)

v

fm(xm) - fn(xm)

1

n
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D'ol on tire de (4) par définition de S que :

lim l(g(vn,xm)) =0
o

n,meSs

m>n

et grace aux propriétés de £

lim g*(vn,xm) =0 .

b epad
n,meS
m>n

Par un raisonnement analogue 3 celui fait dans la démonstration du
théoréme (1.5.1.) on montre, compte tenu du fait que f est inf compacte

sur X et que g(v,.) est équi-uniformément continue, que :

lim g(vn,xn) =0 .
hogatd
nesS

En considérant le choix (voir (1.4.2.2.)) de v' il vient

lim sup g(v,xn) <0 ¥veV.
nreoe
né€Ss

D'od on tire grdce 3 la semi continuité inférieure de g(v,.) que pour

N
toute valeur d'adhérence x de la suite {xn}nes on a :
n

g(v,x) <0 ¥vev.

. . Y
D'ol on tire puisque x € X que :

"
(5) x €C .

On a donc grdce 3 la semi continuité inférieure de f :

m f_f(x) < lim inf £(x™) < lim sup £(x™) < lim fn(xn) = £ .
e e rHee
nes nes nes
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Or de (2), il vient

z %
Par conséquent : £ =m j

et :

1lim f(xn) = lim f (xn) = m .
N n-re n
nes nes

Comme cette limite est indépendante de S , on montre facilement par

un raisonnement par l'absurde que

lim f(xn) = lim f (xn) =m .
n>o n>o n

Compte tenu de (5) le théoréme est démontré.
C.Q.F.D.

(2.2.5.) Cas ol 1'ensemble C est vide.

Supposons dans ce paragraphe que l'ensemble C soit vide et que
{1 existe 0 > O tel que pour tout x € X il existe v €V tel gue

g(v,x) >0 " .

En gardant par ailleurs les mémes hypothéses que ci-dessus on
peut montrer que pour toute suite {x"} générée par l'algorithme du (2.2.)

on a l'alternative suilvante

a) A un certain rang N on a : -
inf (fN(x)|x €X) = +®

Les itérations ultérieures ne peuvent donc plus &tre définies, ce

qui nous améne 3 stopper le procédé.
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b) Pour tout n les nombres inf¢éﬁﬁ(x)lx & X) sont finis.

, . Ny o ess
On génére dans ce cas une suite {x'} infinie telle que :

lim fn(xn) ® 4
e

“(2.3.) AUTRES HYPOTHESES QUI PERMETTENT DE JUSTIFIER L'ALGORITHME (2.2.).

(2.3.1.) Hypothéses.

Soit E un espace de Banach, X une partie non vide de E

et C une partie de X définie par :
c={x ex|glv,x) <0 ¥ v eVl

On fait de plus les hypothéses :

H3 :
L'ensemble V est une partie séquentiellement compacte de
1'espace vectoriel topologique séparé F . La famille de fonction-
nelles g(.,x) est équi-uniformément continue, c'egt-d-dire :
"pour tout € > O , il existe un voisinage U de 0
dans F tel que pour tout u,v €V : (u-v) e U et
pour tout x € X , on ait :
|g(u,x) - g(v,x)|’< e ",
L'ensemble C est non vide.
Hu

Définissons la fonction h : R +R qui 3 tout ue R

fait correspondre :

K(u) = inf (F(x)|x €X , g(v,x) <u ¥ v eV) .
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On suppose que h(0) est fini, qu'il existe un réel € >0

tel que h(e) soit fini et que h soit semi continue infé-

rieurement en O . Cette derniére propriété signifie que pour la

perturbation considérée le probléme est inf-stable (voir
LAURENT ﬁa] ). En fait cela entraine compte tenu de la
non-croissance de h que cette fonction est définie sur [O,g]

et qu'elle est continue en ot .

Cette hypothése étant peu explicite, il est intéressant de

la préciser sur des exemples
a) Exemple 1 : Considérons les hypothéses du (2.2.1.).
I1 est évident que h(0) et h(e) sont finis ¥ € > O .

Soit une suite '{un} de nombres > O qui tendent vers zéro.

80it x" € X une solution du probléme

min (£(x)|g(v,x) < u  Vvev, x € X)

2 v .
Pour toute valeur d'adhérence x de la suite {xn} on motitre que :
. v .

g(v,x) <0 VveV,’;'ce,X donc % €C .

Et par conséquent (f est s.c.i.)
N . n . n

h(0) 5_f(x) < lim inf f(x) = 1lim inf h(u’)

ce qui montre que h est s.c.i. en O .

b) Exemple 2 : On suppose en plus de H3 que :
E est un espace de Banach réflexif
X est une partie bornée fermée et convexe
f est s.c.1. et convexe

g(v,.) est s.c.i. et convexe.

On montre comme ci-dessus.en considérant la topologie faible sur E que

ces hypothéses entrainent Hu.
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c) Exemple 3 : On suppose en plus de H3 que

E est un espace vectoriel topologiqﬁe.
X est une partie convexe de £

f est une fonctionnelle convexe

g(v,.) est convexe ¥ v &V

la fonction h est définie sur un ouvert costenant O .

On en déduit facilement que h est convexe donc continue en O.

Dans ce cas l'optimum n'est pas en général atteint.

(2.3.2.) Théoréme :

Pour toute suite {x"} générée par 1'algorithme (2.2.2.)

les hypoth&ses H3 et H4 ci~dessus entrainent que :

a) lim sup g(v,xn) <0 ¥veV
nree

b) lim f(xn) = 1im £ (xn) = m ,
e n+e° n

Démonstration :

Comme dans la démonstration du théoréme (2.2.4.) on considére

un ensemble d'indices S (il existe car la suite fn(xn) est bornée) :

s = {n|1lim fn(xn) = £%}

n>®

pour lequel on montre que (en utilisant H3)

lim g(vn,xn) =0 .
n—w
nes

Soit par définition de v

(1) lim sup g(v,xn) <0 VveVv

n-m
nes
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Posons :

£ = max g(v,xn) >0
n o
veV

Grace 3 (1) il vient :
line_ = ot .
'n-m
nes

Donc :
n, . n
< <
h(e ) < £(x7) <) <mt o
et par passage d la limite on a compte tenu de Hu4 :

m = h(0) = lim £(x") = lim £ (x) .
bogacd bogad
nesS nes
Comme cette limite est indépendante de la suite S et que la suite

’{fn(xn)} est bornée en en déduit que :

lim £(x") = lim £ (x") = m
e e
ce qui compte tenu de (1) montre le théoréme.

C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1 :

Si en plus des hypothéses précédentes on suppose que 'E est
un espace vectoriel topologique séparé, que les fonctionnelles f - et
g(v,.) sont semi-continues inférieurement et que l'ensemble X est
séquentiellement compact, alors toute valeur d'adhéeence de {x"} est

solution da probléme P.
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COROLLAIRE 2 :

Si on suppose que E est un espace de Banach réflexif

que f est convexe et s.c.i., que g(v,.) est convexe et s.c.i.
pour tout v &€ V et que X est un ensumble convexe fermé et borné
alors toute valeur d'adhéeence faible de {x"} est solution du

probléme P .

(2.4.) QUELQUES VARIANTES DE L°ALGORITHME (2.2.) PERMETTANT DE SIMPLIFIER

LA FONCTIGNNELLE ¢, -

Les fonctionnelles ¢ considérées dans 1l'algorithme (2.2.)
sont de plus en plus complexes quand n croit car on impose que pour

tout n on ait :
1) @ .2+ 2(gv",.)) .

Il est intéressant de trouver des variantes de l'algorithmé (2.2.)
ol pour certaines itérations on n'impose pas aux fonctions e, de
satisfaire d la relation (i). Ces procédés correspondent aux techniques

que nous avons étudiées en (1.7.2.) et (1.7.3.):

pour certaines itémations on peut éliminer en partie ou totalité les

contraintes non actives.

On pourra consulter aussi sur ce sujet ﬁAVES-ZANGWILL [5J . Dans le
cas ol l'ensemble des contraintes est fini, GEOFFRION [7] définit une
technique simple d'élimination des contraintes non actives ; nous n'exa-
minerons pas ce cas ici.

(2.4.1.) Algorithme.
(cf. Algorithme (1.7.2.)

a) Description.

Nous considérerons que les problémes principaux sont résoius

PO o2 . N n
exatement. Plus précisément 3 l'itération n on considére x & X tel que :
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Oy_ .
fn(x )= min (fn(x)lx € X)
n
et v €V tel que :
g(vn,xn) > @ sup (g(v,xn)[v evV) - Py

(ol sont donnés 6 6]0,1[ et la suite {pn} : Py > 0 ; lim o, = 8).
oo

On définit :

h(g(v?,x™)) si x" #C

0 sinon.

e(x") =

od h est une fonction d'influence donnée.

On pose ;

. n
fn si x €°C

U1

fn + l(g(vn,.)) sinon

On détermine ensuite B ter que :

n+li

+1
X € X, n )

A1 (X = min~(qn+1(x)Ix €X)

Soit :

qa = qn (Xn+l)

n n
n +1 - fn(x ) - elx?)

On cherche alors la fonctionnelle P41 €0 envisageant deux cas :

PREMIER CAS : dn >0

On choisit la fonctionnelle semi-continue inférieurement

Pn+1
qui applique E dans [O,+«ﬂ telle que :

(,Pn+l(x) =0 ¥x ¢€C

(xn+l) < f (xn+l)

+1 S fan = min(f, Glx €X)




II-18

On a alors plusieurs choix possiBIés pour Y (voir (2.6.4.))

dont le plus simple 3 mettre en oeuvre est le suivant :

- e 5 o i

»‘Pmnl = £ + j }Ii Rlglv,.))
€l

n+l

N L fs v i
ol Ln+l =z {ie Ln U {n}|glv,x

) = 0} .

DEUXIEME CAS : dn < 0

Pl ™ Bt %(g(vn,.))e On ne

peut dans ce cas simplifier 1'expression de Pre1 -

On choigit comme en (2.2.)

b) Propriétés de cet algorithme.

Soit S = {n|d_> O}.

On a le résultat suivant.

LEMME :
Si le cardinal de S est nul ou fini, & partir d'un certain
rang la méthode se raméne 3 1'algorithme (2.2.). Si le cardinal
de S est infini, toute valeur d'adhérence de la suite
‘{xn}n.es est solution du probléme P et on a :
lim fn(xn) = 1im f(xn) =m .
s gard o
nes
Démonstration :

Contentons-nous de montrer la deuxiéme partie du lemme. On sait que.:

>

n
>
) > £ (x7)
Donc la suite '{fn(xn)} posséde une limite :

(1) lim £ (x") <m .
begasd
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D'ol on tire par définition de d = et de l'ensemble S que :

1im e(x") = 0 ,
b gt
neés

Et grdce aux propriétés de e(.) , il vient

lim sup g(v,xn) <0 Vvev.
n-+ o
nes

, n o ~ . .
Donc toute valeur d'adhérence x de {xn}nes appartient 3 C et il

vient

m = £(X) < lim inf £(x") .
n -+ o
nes

C.g.F.D.

(2.4.2.) Algorithme.

I1 s'agit d'une variante analogue 3 celle du (1.7.3.) dans
le contexte d'un pmobléme d'optimisation. On élimine 3 chaque itération

une partie des contraintes non actives.

a) Description :

On choisit

¢ = 3 2(g(vt,.))

ol I&lg;{2,3,...,(n—l)} .
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Précisons comment est définie la fonctionnelle ¢5+1

. n n
On détermine 1'&lément x comme en (2.2.), v comme en (2.4.1.)

puis L . = {o} U Lo=H

avec Hn z {i « nig(vlsxn) < 0 3 fn(xn) - fi(xl) ﬁ_e(xl)}o

b) Propriétés de l'algorithme.
LEMME

‘Soit '{xn} une suite infinie construite par l'algorithme

ci~dessus. Les hypothéses : Hl et H2 (ou H3 et H4) entrainent

que :

- tutte valeur d'adhérence de la suite {xn} est sclution du
prohléme P .

- lim f(xn) = 1lim fn(xn) = m .
nro >0

Démonstration :

Soit S = {n|lim fn(xn) = £ et A, le sous ensemble de §
oo

oL n
dont les é&léments n sont tels que le terme 2(g(v ,.)) ne sera plus

éliminé ultérienrement. Si 1'ensemble Al est infini on a comme pour

l'algorithme (2.2.) :

(1) 1im g(v",x") = 0
10
n@%

Soit A2 le complémentaire de Al par rapport & S . Supposons que

l'ensemble A2 soit infini. On montre par définition de Hm que :

lim g(vn,xn) =0 .
b gand

néA2

D'ol on tire grdce a (1) que

lim g(vn,xn) =0
hogatd
nes
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et

lim sup g(vaxn) <0 ¥vev
n - o
nes

lim £ (k%) = 1im £(x') = m .
Ti-Ho0 n n-><o
neS nes

tes

Ces résultats sont vrais pour toute suite & d'oi le lemme.

C.Q.F.D.

(2.5.) ALGORITHMES POUR LESQUELS LE PROBLEME PRINCIPAL EST SIMPLIFIE.

Un inconvénient mejeur des procédés précédents est que la
pésolution du probléme principal : un probléme d'optimisation 3 résoudre
de fagon approghée, peut &tre couteuse et en tout cas le critére d'appro-
ximation du probléme principal est mal défini pour les besoins pratiques.
Dol 1'idée de considérer des problémes principaux od 1'on n'exécuterait
qu'une itération d'une méthode de minimisation. L'étude systématique de
tels‘procédés n'est pas faite ici. Nous nous contentons de donner deux

exemples.

(2.5.1.) Méthode de type gradient projeté.

En ce qui concerne la méthode habituelle du gradient projeté

on pourra consulter par exemple LEVITIN et POLYAK [l{] .

a) Considérons un probléme P avec les hypothéses Hl et H2.
On suppose de plus que X est convexe et que la fonctionnelle glv,.)

est convexe pour tout v € V .

La fonctionnelle f est convexe et posséde une dérivée de

FRECHET f£' qai satisfait 3 une condition de Lipchitz :

i1 existe D € R tel que pour tout x,y € E on ait :

ey - et i< lkeyl]
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b) Description de l'algorithme.

Pour simplifier on considére l'adaptation d'une méthode de
coupe (les fonctions ®, sont des fonctlons indicatrices). Considévrons

2
>0 tels que ~—— > &, . On construit

D+2a2

deux nombres réels a, ,a

et

2

R . o
une suite {x '} d'éléments de X A& partir d'un élément x &€ X .
éme
La n  itération comprend les opérations suivantes

PROBLEME PRINCIPAL :

. n
On détermine x  par :

n _ n-1 _ v n-l
x =P (x a _, £ 7))
n
r 2
ol : a, <a <
D+2a
2
L
PK est 1'opérateur projection sur Kn .
L n

SOUS PROBLEME f

On détermine, comme dans l'algorithme (2.2.), v'oe v puis

1'ensemble K convexe fermé borné contenant C .
n+l

c) Propriétés de 1l'algorithme.

LEMME :
Soit {x"} une suite construite par 1'algorithme ci-dessus ;
les hypothéses de a) entrainent que :
o) toute valeur d'adhérence de "{x™ est solution du pro-
bléme P

g) 1lim f(xn) =m .
Irm




(1)

Démonstration :

&) On a pour tout n

) , 1
f(xn+l)~f(x”) = < f”(xn),xn*l—xn >+ [ < f'(xn+1(xn¢laxn))nf'(xn),xn+l-xn > d=z
0
£GPy -£(x™) < < (), )" > v %Hxnﬂmxnn2 puisque f£' satisfait 3

une condition de Lipchitz

f(xn+l)»f(xn) < - gé-<<xpmanf'(xn)~xn+l,xn+luxn 5 & (%_ﬂ Ei) !hn+l_xan .

n n
Donec :
f(xn-lvl)wf(xn) < - };_< xnwa f'(xn)uxn+l,xn+lmP (xn) s -
- O n
n n+l
1 n n n+l n n D 1 n+l n
e < x —anf'(x y-x ’PK (x )= > + (§-~ a—) |k - ”2 .

n n+l n

. n - .
Par construction de x et grace aux hypothéses faites sur C on montre

(comme dans le théoréme (1.5.1.) que :

{2) lim d(xn,C) =0 (o d(.,c) désigne la distance & C)
bonatd

et comme on a :

Cec Kn+l il vient :

lim |, ) - x| =0 .
oo n+l

. . ) . g D
Par conséquent, du fait qu'ena a 2> a,> 0 et que la suite {x}

1
est bornée, il vient :

. 4.
(3) lim 2 X - anf'(xn)-“xn l,P (xn)_xn > =0 .

nme n Kn+.'L

On sait de plus grdce 3 la propriété de la projection que :

< xn— anf'(xn)-xn+lgxn+lmP (xn) > > 0.

n+l
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D'ol on tire grdce a (1) et (2) que :

(u)

£ £ < - a, |

bcn'f'l n”2 + €

ol les nombres €, sont tels qae : 1lim e = 0.
b o matd

B)

Gréce

(5)

Grdace

Soit

Donc :

a

a

Soit la suite S = {n| f(xn+1) >

On montre que si le cardinal de

£(x™)}

S est infini onm a :

1im £(x") =
N>

(4), il vient :

lim |hn+l—xn|| =0 .
nHoe -
nesS

(2) et & 1'uniforme continuité de

£f il vient :

n N . -
f(x') -m> - P, ot lim p =0 .
beuat'd

€ C &t tel que f(x) =m . On a :

. < f'(x )% n_ n+l . _};< xn_xn+l

o‘n
1 n n+l - n+l
- —— < X =X s XX
o
n

n_ n+l 1

< < f'(x ).x > - a-< ®

-anf'(xn),§-xn+l >

n n+l = n+l
-X X=X > .

Grdce aux propriétés de projection sur le convexe K .

n+l

n n+l 1 n_ n+1 -_ ntl

- Py < f(x )-m < < f'(x ),x =x

=Py g_f(xn) -m< < f'(xn),xn-i > =< f'(xn) xn—xn+l n+l_2

>

-X >




5 pone e N Y Y a1

1125

nesS

Si-lecomplémentaire -de & est-fini-ou-vide. on.en.déduit ...

1) lim £y =m0 R

i(n) € S i{n) %

Sy s

=
—~
o}
~
(]
[92]

3

D'apeés (6) on sait que

;: ul

‘passage ayi ”11 1t'

b nad

yY) On montre que si S est vide ou,fini alors 1lim £(x") =

A partir d'un certain rang on a

n+l)

Ex). 8 £ )n

et grdce a (4) :
1im [ =0 .
nroo

On termine la démonstration comme plus hafit.
C.Q.F.D.
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(2.5.2.) Méthodes de type relaxation pour minimiser une
fonctionnelle sur un espace produit.

Vodr (4.7.3.) et (4.7.4.).

DEUXIEME PARTIE

CAS D'UN PROBLEME CONVEXE OU LA FONCTIONNELLE

A MINIMISER EST UNIFORMEMENT CONVEXE.

En 1969, EAVES-SANGWILL [5] et LAURENT-MARTINET [12] remarquent
que si dans un probléme d'optimisation la fonctionnelle f est unifor-
mément convexe alors on peut utiliser des méthodes ol & chaque itération
il n'est pas nécessaire de conserver dans P, les paramétres non actifs
(ceci a été fait partiellemnt dans le paragraphe (2.4.). Il s'agit d'un
avantage pratique trés appréciable. On peut aussi considérer de nouvelles

méthodes quant aux choix de . C'est le cas de 1''"éclatement des

QPn+l
contraintes" trouvée par HAUGAZEAU [Q] et LIONS-TEMAM [li] .

(2.6.) ALGORITHME.

(2.6.1.) Hypothases et notations.

Nous ferons maintenant les hypothéses suivantes : -

HS : E est un espace de Banach. X un sous ensemble convexe de E .
H6 : Pour tout v eV la fonctionnelle g(v,.) définie sur X est
convexe.

H7 : La famille g(v,.): est équi uniformément continue c'est-d~dire que :
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pour tout € > O , il existe m > O tel que pour tout

x,y eX ¢ |k~y|| ® 9 ona:

|g(v,x) - g(v,y)| < e , pour tout v &V .

Par exemple les fonctionnelles g(v,.) peuvent 8tre uniformément

lipchitziennes.

H8 : La fonctionnelle f est uniformément convexe sur X clest-a-dire
qu'elle est convexe et que : _ '

o . + + P : .

"I] existe uee fonction & : R R , véprifiant 6 {(t) -+ 0 si

et seulement si t -+ O telle que pour tout x,y € X on ait :

£ < 1 (2060 + £y)) = 8(heylDn

Voici deux exemples ol est vérifiée cette hypothése :
a) f(x) = a(x) + (Ax,x) ,

ol x € H un espace de Hilbert
A est une application lingaire continue atto~adjointe définie
positive .

a est une fonctionnelle convexe.

b) f est strictement convexe et continue sur l'ensemble cenvexe

et compact X . (Voir (3.4.)).

H4 : Si on définit la fonction h de R dans R par :

h(u) = inf (f(x)lx €X, g(vyx) <u V¥ve V).
On suppose que : (voir (2.3.1.))

m = h(0) est fini,
il existe € > O tel que h(e) soit fini,

la fonction h est s.c.i. en zéro.
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(2.6.2.) Description de 1'algorithme.

I1 s'agit essentiellement de l'algorithme décrit en (2.2.)

(nous conservons les mémes notations) ol on dispose d'un choix plus

large de fonctions tpm_l .

Soit x° et v € V définis comme en (2.2.) et

IR fn + 2 (g(vn,.))

oi 2 est une fonction d'influence convexe.

On détermine xnfle. X tel que :

1 .
qn+l(xn+ ) < inf (qn+l(x)|x €X) + 1.

puis la fonctionnelle P4y convexe et s.c.i. telle que :

Pnt1 x > [0,4]
q%+l(x) =0 ¥x €C
n+l n+l .
Qe % DL F ) Cnf (£ GOlx X g,

Nous préciserons plus loin divers choix de @ . »> DOUS
contentant de remarquer que les relations ci-dessus permettent un trés

grand choix de telles fonctionnelles.

(2.6.3.) Propriétés de 1'algorithme.

. ~
On a le théoréme suivant :

THEOREME :
Toute suite générée par l'algorithme du (2.6.2.) a, compte
tenu des hypothéses du (2.6.1.), les propriétés suivantes :

a) lim sup g(v,xn) <0 ¥vev
n > «© -

B) lim £ (x™) = lim £(x") = m .
oo n hogatd
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Démonstration :

Celle-ci est assez longue et nous l'avons divisée en plusieurs

lemmes. Nous poserons dans toute la suite :

n+l

S = {n|fn+l(x ) < fn(xn)}

a = inf (fn(x)|x € X)

LEMME a :

Si le cardinal de S est infini on a :

1im |R" | = 0 .
n->0
nés

Démonstration :

Par construction on a pour tout n ¢

n n+l, n+l Coentl
fn(x ) <at f_fn(x RER g_qn+l(x Y+ 7, 5_fn+l(x

)+ 9

n

donc :

1
£ (x") < PN CR I

n
et par conséquent, par définition de 8 il vient

(1) 1lim (fn(xn) - f n+l

n+l
oo
nesS

(x 7)) =0

Grice 3 1'uniforme convexité de £ (H8) et 3 la convexité de @ ona:

x+ 1
¥x,y eX, ¥ f (5D <5 (£ ()« £.(y) - S§([xy|P
Donc :
n+l. n
3 1 ,. 1 1
£ESE ) < S (5,60 £ GH) - s(RTD
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Soit par construction : o

nt+l n 7 ‘
£ - < £ ¢ S CI I U e
et
3
+1 n +1 T
SR CD < £ T - £ G 5

ce qui prouve le lemme grdce 3 (1) et aux propriétés de §

Cc.Q.F.D.

LEMME b :

Si le cardinal de S est infini on a :

lim sup g(v,xn) <0 ¥vev

n -+ ©

nes

L

1lim f(xn) = 1lim fn(xn) =m .

o o

nes nes
Démonstration :

Par construction on a :

fn+1(xn+l) 3.fn(xn+l) + l(g(vn,xn+l)) Z.fn(xn) + 2(g(vn’xn+l)) -5

Grice a (1), il vient :

(2) 1im sup g(vn,xn+l

n-> o
nes

) £0.

On déduit &u lemme a et de 1'hypothése H7 que :

(3) lim (g(vn,xn) —,g(vn,xn+l))

n’-)OO
nes

0 .
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Le choix de v" implique que :
g(vn,xn) >0 .

Donc il vient de (2) et (3) que :
lim g(vn,xn) =0 .
me

neées

D'ou (choix de vt )

4) lim sup g(v,xn) <0 Vvev
n -+ o
nes
Posons :
n
€ = sup g{vyx') > 0.
veV

On sait grdce 3 (4) que :

lim € =0 .
n

rroo
nesS
On a :
(5) f(xn) > inf (f(x)lx € X, g(v,xj f_en Vv eV):= h(en) .

D'ol par passage d la limite grdce 3 H4 :

(6) lim inf £(x") > m .
o ® -
nes

Op, par construction on a :

f(xn) f_fn(xn) <m+ ”n
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Donec
. ,.n . n
lim sup f(x ) < lim sup fn(x )<m .
D'ol on tire grdce & (6) que 1

1im f(xn) = 1lim f (xn) =m .
o0 o O
nes nes

C.Q.F.D.
LEMME ¢
Si le cardinal de S est infini adors :
lim f(xn) = lim fn(xn) =m .
n+eo oo
. n
lim sup g(v,x') <O Vvev.
Démonstration

Si le complémentaire de S est vide ou fini la conclusion
se déduit immédiatement du LEMME b . Supposons donc que le complémenizic

de S ait un cardinal infini.

A tout n & S assez grand on peut faire correspondre leg

indices i(n) et 3j(n) de la fagon suivante :

j(n) €S : j(n) =min (2|2 >n , 2 €8)

i(n) € S : i(n)

max (2|2 <n, L &8)
On a par définition de S :
i(n) n j(n)

Or (LEMME b)

My = 1im £ oy X

3 j(n)) = m.

1lim fi(n)
hogatd oo
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D'ol grice & (7) :

1im fn(xn) =m .
n-m

On termine facilement la démonstration comme dans les lemmes a et b.

c.Q.F.D.
LEMME d :
Si l'ensemble S est vide ou fini alors
1im f(xn) = lim fn(xn) = m
nHoo n
. n
lim sup g(v,x) <0 ¥Vvev.
Démonstration :
A partir d'un n assez grand on a :
n+l n
> 3 .
Fann () 2 £,62)
Donc :
lim £ (xn) = <m.
Fowasd

On termine la démonstration comme dans les lemmes a et b.

C.Q.F.D.
Le théoréme est démontré. Les hypothéses utilisées n'impliquent
pas l'existence d'un minimum. Le corollaire qui suit précise le résultat

grdce 3 de nouvelles hypothéses.
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CBROLLAIRE :

Si en plus des hypothéses du (2.6.1.) on suppose que :

. E est un espace de Banach réflexif
. X est un ensemble fermé et pour tout a &R 1'ensemble
{x € X|f(x) < a}
est borné.
. 1la fonctionnelle f est s.c.k.

. la fonctionnelle g(v,.) est s.c.i. pour tout v & V

alors

I1 existe un éldment x unique tel que
X € C , £(x) = min (f(x)|x €C)

et toute suite {xn} générée par l'algorithme du (2.6.2.) converge

fortement vers x ;

Démonstration :

Pour tout 2z € C, l'ensemble {x € C|f(x) < f(z)} est convexe,
fermé et borné donc faiblement compact. Par consdquent la fonctiomnelle £
qui est faiblement s.c.i. atteint son minimum sur € . L'unicité de
celui-ci est une conséquence immédiate de la stricte convexité de f .

Grice au théoréme précédent on a:

1im £ (x™) = £ (%) = £(x) = m .
n n
I]'m

Par définition de x" , du fait que X est convexe et que la fondtion-
nelle f est uniformément convexe,on a :
xx" 1 n - o=
< L)<= - -
£ ( 5 ) <% (fnéx )+ fn(x)) 6| -=l)

'fn(xn) -9,
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Donc :
SUR-RID <, + 5 (£ G0 £,6MD)
ce qui montre que :

lim |K"-x|| =0 .
N

C.Q.F.D.

(2.6.4.) Choix des fonctionnelles P, et 2.

Nous donnons maintenant des choix pratiques de qzl et %
qui sont compatibles avec les conditions que nous avons rencontrées
en (2.6.2.).

Pour simplifier, nous supposerons duns ce paragraphe que

a) Les hypothéses du corollaire précédent sont vérifiées ; celles-ci

assurent l'existence d'une solution unique pour le probléme P .

b) Dans l'aggorithme considéré, 3 chaque itération on résoud les

problémes principaux exactement : plus précisément a 1l'itération

n on détermine 1'élément x" tnique tel que (on prend N, = 0)

n ny _ .
x € X, £ (x) = min (f (x)]|x €X)

En ce qui concerne le choix des fonctionnelles @, et £ nous envi-

sageons deux classes.

(2.6.4.1.) Les fonctionnelles ¢« et g sont des
fonctionnelles indicatrices.

On retrouve alors les méthodes de coupe (cut-off methods) sous
leur forme usuelle. (Voir LAURENT-MARTINET [12] ).
On choisit £ tel que :
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0 si u<o0

L(u) =
+o0 si u>0

et
P, = Xy (fonction indicatrice de l'ensemble convexe fermé Kn
n
ile (x) = 0 si ® & Mn )
T A +e0 sinon.

. . . n
A l'itération n , on connait le convexe fermé Kn et 1'€lément x

tek que
[ X ;?Kh oC
(1) { x"e K
L £(x") = min(f(x)|x & Kn)

e s n . n
On choisit v € V (si x € C alors x' = % et le processus

est terminé) comme dans l'algorithme général ce qui permet de déterminer

nt+l

1781ément x unique tel que

: + + + . X
(2) X" le Kn’ g(Vn,xn l) <0, £ l) = min (f(x)’x € Kn’ g(vnﬁx) < 0)

Puis on détermine l'ensemble kn+1 convexe, fermé tel que

~
X2 ntl 2¢
n+l -

J € Kn+l
f(xn+l) = min (f(x)lx € K 3 .

- n+l
Ces conditions nous donnent de multiples K acceptables

n+l
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Kn+l est un ensemble convexe fermé tel que :

n+l

conv {x"""lud e Kn+l cixe x|f'(xn+JL H x—xml) > 0}

conv A désigne l'enveloppe convexe de 1'ensemble A .

J £ (x;y) = lim (£(x+Ay)-£(x))|1 est la dérivée directiomnelle
A+0
A>0

L de f en 'x dans la direction y .

Voici quelques exemples de choix des Kn

a) Accumulation des contraintes

Kn+1 = Kn n'{x|g(vn,x) < 0}

Ce procédé a déjd été signalé en (2.2.3.) a).

11 pourra &tre avantageusement remplacé par le suivant.:

b) Accumulation des contraintes avec élimination des contraintes

non actives.

Cf. EAVES-ZANGWILL [5] , TOPKIS [19] , LAURENT-MARTINET [12]

Posons :
K = {xex|[glv,s) <0 ¥v €V}

L3 . 4 o [ [} .
On choisit pour définir Kn+l 1'ensemble Vn+l tel que :

: +1 .
Vol = (vYulve ang(v,xn ) = 0} . .

c) "Eclatement des contraintes'.

Cf. LAURENT-MARTINET [12] , HAUGAZEAU [8] .
On suppose de plus ici que la fonctionnelle f posséde un

sous différentiel 9f (voir ) non vide pour tout x €X .

(=) On rappelle que le sous différentiel 3f(x) de la fonctionnelle

f en x est défini par :

3f(x) = {z & E|f(y) > £(x) + «<z,y-x> V¥ y ek}
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On choisit

=]

K =[x ex| <«”,x=x"> > 0

od ¢ est un élément de 1'ensemble af(xn) : sous différentiel de f

n
en X .
On détermine comme plus haut v'oet xn+1 et on choisit alors anltel que
+1
K41 ° {x eXx|< " ,x-xn+l> > 0}
n+l n+l

ol ¢ ~€ 3f(x ) .
Remarque :
Dans le cas ol la fonctionnelle f posséde une dérivée de

Freghet Vf pour tout x € X on sait que :

IE(x™) = {VE(xD)} .

L'ensemble Kn est donc l'intersection d'un demi espace fermé
avec l'ensemble X , ce qui donne une interprétation géométrique simple
9

du procédé.

(2.6.4.2.) Les fonctionnelles P, et ¢ prennent des
valeurs finies. ’

On obtient dans ce cas des généralisations de la méthode habi-
tuelle de pénalisation extérieure.

On prend par exemple :

L(u) = (le nombre réel k > O est donké).

2 .
ku sinon
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a) Méthode d'accumulation des contrajntes (voir (2.2.3.) b).
A partie d'une fonctionnelle initiale donnée q& {(on prend

souvent . = 0) on fait 3 chaque itération :

‘PnJrl = CPn + SL(g(vn,.)).

b) Accumulation des contraintes avec élimination des contraintes

non actives.

On a :

v oz + 1 gv",.))
n 1 meLn

ou Ingg {2,...,(n=1)}.
e . n+l o .
On détermine x € X solution unique de
min (£ (x) + 2(g(v",x))|x € X) .
n

On prendra alors pour définir P i1 1l'ensemble L+ défini par :

. - : k nt+l
L, = {kel u{n}glv ™)

n+ =0} -

¢) Un procédé de type "éclarement des contraintes".

On choisit pour tout n la fonctionnelle ¥ définie par :

¢%(x) = (an + <b",x-x"> )

ou
a € R, " e E' 1'espace dual de E
< , > est la dualité entre E' et E . -
L'élément LY o5t déterminé par :
n+l n+l n n+l o . - ) n
x e X, £.x77) 4 a(glvi,xT)) = min (£, () +2 (g(v ,x))|x €X)

I1 s'agit d'un prob&éme d'optimisation qui, par définition de $, >
s'applique 3 une fonctionnelle non différentiabbe. On peut le résoudre

aisément en se ramenant i un probléme d'pptimisation avec contraintes.
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On définit ensuite la fonctionnelle ¥, bar :

_ n+l n+l +
kpml(x) = (an+l + <b S XX >)
ol
- n ntl n _ntl__n +
a . 2(g(vi,x 7)) + (an + < b ,x X > )
bn+le af(xn+l) .

Si nous supposons qu'il existe un élément z de X ol la
fonctionnelle f est continue, on peut montrer que ce choix de LR

satisfait aux conditions du (2.6.2.).

(2.7.) APPLICATIONS :

(2.7.1.)

On donne dans ce paragraphe quelques exemples de problémes qui
peuvent &tre traités par les algorithmes du (2.6.). Ces problémes con-
sistent a@ chercher la projettion de O sur l'ensemble C défini par des
inégalités. Plus précisément, on suppose que E est un espace de Hilbert

et on cherche 1'élément x unique tel que

(M) Xx eC , ”2” = min (|x}] x € C)

C={x eXlglv,x) <0 ¥v eV} .

X est une partie convexe fermée de E .

Ce probléme est un cas particulier important de ceux qui ont

z

été définis en (2.6.). Nous alloms préciser certains procédés du (2.6.)

sur quelques cas particuliers.
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(2.7.2.) Résolution d'égalités lindaires.

Soit
= ) > - =
c = {x e X|< L, 5% c, =0 ¥ v eV}

ol 3 tout v g V correspondent les &léments L, € E' et C € R.

Supposons qu'il existe

e Il < ¢

d €é R tel que

¥vev.

On vérifie facilement que dans ce cas, toutes les hypothéses
du (2.6.1.) sont vérifiées on peut donc résoudre le probléme (M)

correspondant par un algorithme de (2.6.).

Nous utiliserons par exemple la méthode d'éclatement des con-
traintes du (2.6.4.1.). Précisons cet algorithme.
éme
A lan

. . . n
itération on—'connait x &€ X et

K = {x € X|< xx-x" > > 0}

on choisit v € V tel que

<o _,x">-c _|>o0
n n
v v
W ;
|<5Ln,x >—cn| > 6 sup|< 8,5% > —cv)l— P,
i v v veV
ol sont donnés le nombre 6 e](ul] et la suite des nombres non négatifs
{Dn} telle que 1lim pn =0 .

nre

Si 1l'ensemble V

n n
Vev, l<2g 0¥ > -
v

est fini il suffit que vt

soit tel que
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n+l

L'élément x est la solution ufiique du probléme

min (|k|P|x € X, < x XK %> 0, <8 x> C = 0)
7 7

lequel probléme est relativement simple d résoudre.

Cet algorithme peut &tre utilisé dans le cas d'un systéme
linéaire dans un espace de dimension finie. Il conduit dlors a un pro-
cédé original ayant quelque analogie avec la méthode de KACMARZ [9] et
qui converge vers la solution de plus petite norme du systéme si celui-ci
a au moins une solution. Ce procédé semble intéressant pour les systémes

mal conditionnés.

(2.7.3.) Resolution approchée d'un systéme linéaire.

Soit
(2) ¢z fx eX|[B(Wxb(| - <0 ¥V eV)
ou on donne :

le nombre ¢ > O

1'application b de V dans 1l'espace de Banach F

les applications A(v) lindaires et uniformément bornées de X
dans F

(3DeR, ¥veV, ¥xeX [AWx||<Dl|) .

Ceci entraine grice 3 1'inégalité triangulaire

¥ x,y € X ¥veV:

HIa(w)x-b()|| = [AWy=b(]] | < D |Px=y]f -

On peut donc appliquer les algorithmes du (2.6.) a la résolution
du probléme (M) correspondant. Cette technique nous semble dntéressante
pour certains problémes (équations intégrales de premiére espéce) ol
l'ensemble C défini par (2) est non vide pour tout ¢ > O mais peut
Stre vide si g = 0 , elle s'apparente aux procédés habituels de régula-

risation.
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(2.7.4.) Recherche d'un col d'une fonction convexe-corcave. .

cf. MARTINET [17] .
Soit L une fonctionnelle définie sur X x Y .

On suppose que :

X , Y sont des ensembles convexes, bornés, fermés non vides
des espaces de Hilbert H1 et H2 .

Les fonctionnelles L(.,y) sont convexes pour tout y €Y ,

et les fonctionnelles L(x,.) sont concaves pour tout x €S .

La fonctionnelle L est uniformément continue sur X x Y .

On définit 1l'ensemble M des cols de L par :
M= {(%,y) € X x Y|L(x,y) > L(x,y) > L(x,y) ¥ (x,y) € X x Y} .

Grdce aux hypothéses faites cet ensemble n'est pas vide.

Soit :

==t
u

R x H1 x H2

N
i

= (a,x,y) un élément de H .
L'espace H est un espace de Hilbert si on y définit le produit scalaire :
< 2052, >y T 348, Tt <XHRy Syt < YeY, >ﬁ2,
Posons
A=Rx Xx YcH

et considérons l'ensemble C non vide :

L(xy)<a ¥ye¥
C = {(59;93}) € A }
-L(x,y) < -a ¥ x € X

Nous nous proposons de trouver la solution du probléme :

(3) min (|a]? + [k|]F + |y|B |(a,x.y) € C) .
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On peut vérifier que les hypothéses du (2.6.1.) sont satisfaites.

Précisons comme exemple des méthodes du (2.6.) la méthodes

d'éclatement des contraintes du (2.6.4.1.) pour résoudre (3).

. ' . n .n . P
On construit une suite {a ,x ,yn} de solutions approchées
n+l n+l n+l)

du probléme (3). Montrons comment passer de (an,xn,yn) a (a T,x T,y

On détermine (c'est la fagon la plus simple du point de vue
|

théorique)

max (L(xn,y)—an|y €Y) optimum atteint en ?“

Pn

n . . n\
max (-L(x,y )+an|x e X) optimum atteint en X

U

(les hypothdses faites montrent -que ces optimums sont atteints).

On considére adors deux cas

a) max (pn,qn) <0

Alors (an,xn,yn) est solution de (3). On arréte le procédé.

b) max (Pn’qn) >0

L(x,y )-a .si P, >
Soit hn(a,§,y) =
-L(x",y)+a si P, < q

” . . + +l . o g
On détermine le triplet (an l,xn ,yn+l) solution unique du probleme

n n n n n n
a(a-a )t<x ,x~x >+ <y ,y-y > > O

“minClal?+ [KIE + I¥IE | B (asy) < o
(a,x,y) € A

Ce dernier probléme a deux contraintes inégalités ; la premiére
est linédaire, la seconde est toujours active. Il sera opportun d'utiliser

cette méthode si ce dernier probléme est assez facile 3 résoudre.




Remgggue g

S1i les ensembles X et Y ne sont pas bornés et que des
hypothéses supplémentaires assurent 1'existence d'un point de selle,
la méthode précédente n'est plus définie, on peut cependant la modifier

pour l'adapter 3 ce cas.
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CHAPITRE III

METHODES DE RESBOLUTION DE PROBLEMES MINIMAX.
APPLICATIONS A L'OPTIMISATION.

(3.1.) INTRODUCTION.

On étudie des méthodes de résolution de problémes minimax
pour les appliquer 3 des problémes d'optimisation. Les procédés consi-
dérés ne font pas jouer un rdle similaire aux deux variables. Les
hypothéses introduites sont les mémes que celles qu'on utilise dans

les théoreémes d'existence.

Dans une premiére partie nous considérons des méthodes géné-
rales pour résoudre un probléme de minimax.

Plus précisément, on se donne un triplet (X,Y,L) ou :

. n m
. X,Y sont des ensembles convexes fermés de R et R .

. * .
. L est une fonction : X X Y >+ R convexe—concave et continue

sur X x Y .

. La fonction L posséde un point de selle sur X x Y .

Ces hypothéses ne sont données ici qu'd titre indicatif (on pourra
considérer parfois le cas ol on n'a pas d'hypothéses de convexité et
ol il n'existe pas de point de selle).

Pour simplifier 1l'exposé, nous nous sommes limités au cas ol les‘espaces
sont de dimension finie. -
Au triplet (X,Y,L) on fait correspondre plusieurs "problémes"
o) Chercher la valeur du triplet (X,Y,L) c'est-a-dire le nombre ¥
tel que

V = inrf sup L(x,y) = sup inf L(x,y).
xeX yeY yeY xeX

On dit que L est convexe-concave si L(.,y) est convexe pour tout

y €Y et si L(x,.) est concave pour tout x & X .
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-~ 2 z ,‘J
B) Probleme P : trouver un élément- X € X tel que :

sup L(x,y) > sup L(%,y) s ¥x eX .
yeY ye&Y

[ L s . L3 '\I )
Sous certaines conditions il existe y € Y tel que ;

v n
L(x,y) = sup L(x,y) .
yeY

Définition :

Par abus de langage, on appellera indifféremment solution
~ 3 . ' Pd 2 f\,
du probleéme P relatif au triplet (X,Y,L) 1'élément x ou le

Ny
couple (x,y) .
r'q 2 f\‘ ’\‘ ” .
On remarquera qu'en général (x,y) n'est pas nécessairement
point de selle de L , ce couple peut d'ailleurs exister sans qu'il

existe un point de selle.

Y) Probléme Q : Il s'agit de l'analogue du probléme P quand

on intervertit les variables x et vy .

Trouver y € Y tel que :

inf L(x,§) > inf L(x,y) ¥yeY.
xeX xeX

Sous certaines conditions il existe X €X tel que :

L(%,§) = inf L(x,§) .
xe ¥

Définition : _ -
Par abus de langage on appellera indifféremment solution du
probléme Q relatif au triplet (X,Y,L) 1'élément § ou le couple

-~ -

(X9Y) .
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8) Probléme S : Recherche du point de selle relatif & (X,Y¥,L)

Trouver (x,y) e X x ¥ tel quéh:

L(k,y) < L(x,y) < L(x,¥) , ¥ (x,y) e X x Y .

Nous établirons plus loin des relations importantes entre les solutions

de ces différents problémes.

Voici le principe des algorithmes étudiés ici.
Etant donné un triplet (X,Y,L) on considére un procédé itératif pour

lequel 1l'itération n comprend

un probléme "principal" qui comsiste 3 résoudre un probléme

(par exemple le probléme Q ) associé au triplet (Xn,Y,L) ol Xn est

une partie de X qui, en ce qui concerne la mise en oeuvre du procédé,

est plus simple que X . Ce probléme principal peut &tre considéré comme
une approximmtion du probléme initial.

On choisit ensuite (sous-probléme) , compte tenu des résultats

trouvés au probléme principal, un ensemble Xn+l contenu dans X et on
passe d l'itération suivante.

On a donc un procédé adaptatif qui rappelle les procédés des
chapitres précédents. En fait nous verrons qu'on généralise ici les

résultats du chapitre II.

" Ces méthodes sont souvent des méthodes de descente pour la

fonctdion f définie par

f(x) = sup L{x,y) , ¥ x & X .
yeY

Elles ne sont pas symétriques par rapport aux variables x et y = Elles
différent donc essentiellemmnt des méthodes symétriques décrites par
AUSLENDER [2] , FALK [10] , LEMAERE [28] chapitre 1, et des procédés

du (2.7.4.).
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On peut alors construire autour dé ce principe général de

trds nombreuses variantes, compte tenu des reharques suivantes

a) Si on considére des procédés symétriques des précédents en
échangeant les rdles de x et y , on définit alors des méthodes qui dans

de nombreux cas sont des procédés de montée pour la fonction g définie par

g(y) = inf L(x,y) , ¥y eY .
xeX

Cette remarque évidente est trés importante pour 1l'application
de ces procédés aux problémes d'optimisation. Compte tenu de la disymétrie
des problémes (P) et (Q) , on obtient des algorithmes pratiques compleé~

tement différents.

b) Choix des ensembles Xn .
On considére les deux cas suivants
~ Les ensembles Xn (pas forcément convexes) ‘sont obtenus par "accumu-
lation" des points x* trouvés dans les sous problémes des itérations

précédentes c'est-d-dire qu'on a

X2X 2 {xl,...,x

n-l} , pour tout n

On retrouve 1'idée des procédés du chapitre I et de la premiére partie
du chapitre II. On peut concevoir des variantes ol on é&limine une

—

. . 1 .
partie des points X antérieursg

- Cette technique peut se révéler d'une mise en oeuvre trop lourde d'ol
1'intérét de considérer des procédés ol les ensembles X  sont plus

"simples" (segment, demi-droite, triangle, etc...). C'est en parti-

éulier le cas si la fonction L(x,.) est strictement concave, on
obtient alors des algorithmes de mise en oceuvre aisée. (On généralise
ainsi les procédés de la deuxiéme partie du chapitre II). Dans le cas
général, des choix d'ensembles X  plus simples restent possible soit
en se ramenant au cas précédent par une perturbation convenable de la
fonction L soit plus directement par extension de techniques proposées

par LEVITIN [24] pour 1la minimisation de fonctions non dérivables.
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c) Nature des problémes.

On peut par exemple dans le probléme principal résoudre rela-
tivemant au trippet (Xn,Y,L) , soit le probléme P , soit le probléme Q ,
soit encore le probléme S .

Le cadre d'hypothdses n'est forcément identique et les algo-

rithmes n'ont pas les mémes propriétés.

d) Les ensembles X et Y ne sont pas bornés.

I1 est relatiwement facile de définir ces procédés si les
ensembles X et Y sofit bornés. Cependant, les applications pratigues
(cas o0 L est un lagrangien d'un probléme d'optimisation) montrent
1'intérét considérable qu'on a 3 supprimer cette hypothése en la rempla-
gant par des conditions plus faibles. Mais, dans ce cas, les algorfithmes

doivent &tre modifiés en conséquence.

Dans une depxiéme partie, on considére quelques exemples
d'application de ces méthodes générales a des problémes d'optimisation.
Le sujet étant trds vaste, on se limite 3 quelques exemples caracté-
ristiques ; on n'examine ni la mise en ceuvre pratique de ces méthodes,
ni leur application & la décomposition et la décentralisation qui sont
des motivations majeures en ce domaine. On retrouve cependant de nombreuses

méthodes d'optimisation classiques.

Le premier exemple considéré est la minimisation d'une fonction
convexe et continue sur un convexe fermé X . On fait correspondre 3 ce

probléme le lagrangien (cf. ROCKAFELLAR [27] )
%
Lix,y) = (x,y) - £7(y) (%) (%%)

od f* est la fonction conjuguée de f .

On n'est pas forcément dans le cadre des hypothéses ci-dessus : dom £*

- ® .
peut &tre non fermé et £  non continue.

On note (,) le produit scalaire dans R”
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On considére alors le triplet . (X,dom fx,L) . Le probléme P

relatif 3 ce triplet est le probléme qui consiste 4 minimiser £ sur X .

On peut définir ainsi des méthodes originales de déscente par
sous~gradient pour minimiser une fonction convexe, continue non dérivable.
Si cette fonction posséde une dérivée continue, on retrouve des méthodes
de descente de type gradient. En considérant sur le méme lagrangien les
méthodes "symétriques" des précédentes, on définit d'autres procédés par

approximation de 1l'épigraphe de f .

Le deuxiéme exemple considéré est le probléme suivant
min (f(x)lx « X, h(x) <0) ,

oud les fonctions h : Rn 4-&@ et f Rp + R sont convexes et

l'ensemble X est convexe et fermé.

On lui fait correspondre le lagrangien L : (cf. ROCKAFELLAR [27]):
L(x,y) = f(x) + (y,h(x)) (x)

défini pour x € X et ¥ eY ={ye ley > 0}

Les méthodes de descente correspondantes sont des généralisations
de la méthode des colonnes sur le probléme d'optimisation initial.
(cf. HUARD [18]).

Les méthodes de montée symétriques des précédentes correspondent
aux méthodes duales sur le probldme initial (AUSLENDER [2] , FALK [10],
CEA [8] , CEA-GLOVINSKI-NEDELEC [7] , ARROW-HURWITZ-UZAWA [1] .

Enfin, un lagrangien particulier permet de retrouver les procédés
d'optimisation par approximation extérieure de 1'ensemble ddmissible du

chapitre II.

On note (,) le produit scalaire dans R"
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GENERALITES SUR LES PROBLEMES MINIMAX.

(Cf. ROCKAFELLAR [27] , JOLY-LAURENT [19] ,
STOER-WITZGALL [32] , LEMATRE [23] ) .

Nous rappelons dans ce paragraphe des théorémes d'existence

que nous utiliserons constamment dans la suite.

Soit un triplet (X,Y,L). Il nous arrivera de faire les hypo-

théses suilvantes

H1 ¢

(3.2.°

o
a )

b)

c)

. : Xx Y-+MR est une fonction convexe=-concave.
- n m
et Y sont des ensembles convexes fermés de R et R .
L est continue sur X x Y .

I1 existe % e X tel que sup L(%,y) < do
yeY

et il existe } e Y tel que inf L(x,y) > =0
xeX

On aura aussi a utiliser les hypothéses suivantes

I1 existe une partie D de Y et un réel a tels que :

1'ensemble {x e X!sup LAx,y) i_a} soit non vide et borné.
yeb

Il existe une partie C de X et un réel b tels que :

1'ensemble {y ¢« Y|inf L(x,y) > b} soit non vide et ‘borné.
xeC '

l.) Théoréme

Les hypothdses Hl et H2 entrainent que le probléme P relatif

i (X,Y,L.) a un ensemble de solutions qui est une partie com-
pacte et non vide de X et que le triplet (X,Y,L) & une valeur.
Les hypothéses HLl et H3 entrainent que le probléme Q relatif

a (X,Y,L) a un ensemble de solution qui est une partie compacte
non vide de Y et que le triplet (X,Y,L) a une valeur.

Les hypothéses Hl, H2 et H3 entrainent que le criplet (x,Y,L)

posséde un point de selle.
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Démonstration

Montrons a) . On a :

(1) £(.) = sup L(.,y) > sup L(.,y) .

yeY yeD
Donc la fonction f£ est semi-continue inférieurement puisque L(.,y)
est continue pour tout y .

De plus on sait grdce 4 H2 qu'il existe a e R tel que

g # {x € X|f(x) < a} € {x e X|sup L(x,y) < a}
yeD
Comme ce dernier ensemble est borné, on en déduit que l'ensemble des
é1éments ol f atteint son minimum sur X est un compact non vide

(solutions du probléme P ).

La démonstration de l'existence d'une valeur est longue. Nous
n'en donnons que les grandes lignes en utilisant des résultats de

ROCKAFELLAR [27] .

Posons
F(u,x) = sup L(x,y)-(y,u) ¥xeX ¥YueR"
yeY
k(u) = inf F(u,x) VueR"
xeX
f(x) = F(0,x)
g(y) = inf L(X,y) ¥yeV
xeX

Le probléme P consiste & chercher x e X tel que :
f(x) = inf (f(x)|x € X) = o nombre fini.
Le probléme Q consiste a chercher vy ¢ Y tel que

g(y) = sup (g |y « Y) =B .
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Evidemment k(0) = g . Le théoréme 30-4-{i) de
ROCKAFELLAR {27] nous permet de déduire des hypothdses Hl,que puisque
1'ensemble des solutions de P est compact et non vide, la fonction
k est semi-continue inférieurement en O . Il vient alors du théo-
réme 30-3 de [27] que :

a=8.

Ceci montre l'existence d'une valeur pour le priplet (X,¥,L).
On montre b) d'une fagon analogue. Le point c) est une conséquence immé-
diate de a) et b) si on remargue que toute solution x du probldme P
et toute solution y du probléme Q sont telles que le cauple (%,y)

est point de selle du triplet (X,Y,L).

C.Q.F.D.

Remarque :
I1 nous arrivera dans la sihite de faire les hypothéses

suivantes qui sont des cas particuliers de H2

H2' : L'ensemble X est borné

H2" : Il existe un élément W de Y et un réel a tels gque

1'ensemble {x € X|L(x,w)}< a} est non vide et borné.

H28": Il existe un réel a tel que l'ensemble

{x € X|f(x) < a} est non vide et borné.

Nous considérerons de méme les hypoth#ses H3, H3" et H'

analogues d H3.
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(3.2.2.) Théoréme : ,
Soit (X,Y,L) un triplet. Si X est une solution du
probléme P , ? ‘une solution du probléme Q et si le triplet a une

valeur alors (%,?) est solution du probléme S .

(3.2.3.) Théoréme :
Soit un triplet (X,Y,L) tel que :

L posséde un point de selle,
L (x,.) est strictement concave pour tout x € X ,

(%,}) est solution du probléme P ,

alors (%,?) est solution du probléme S .

Démonstration :

Puisque (%,?) est solaution du probléme P et gue le tri-
plet (X,Y,L) posséde an point de selle, on sait qu'il existe y &Y

tel que (%,;) soit point de selle c'est-a-dire que :

(1) L(k,;) = max L(?,y) .
yeY

Or par définition de (%,?) on a :
N A
L(x,y) = max L(%,y) .
yveY

: . o n
Ce qui compte tenu de (1) et de la stricte concavité de L(x,.)

ny -
prouve que y =y .

Cc.Q.F.D. -
Remarque :

On a bien entendu un résultat similaire en échangeant les

roles de x et y .
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(3.2.4.) Théoréme (cas non convexe)- :- -

Soit un triplet (X,Y,L) qui vérifie les hypothéses :

L: XxY+R , L(.,y) est continue pour tout y & Y
X est une partie fermée de r® .

~

I1 existe X € X tel que sup L(X,y) <o» .
4 yeY

I1 existe une partie D de Y telle que pour tout a e R

1'ensemble {x € Xlsup L(X,y) < a} soit borné.
L y&D
Dans ces conditions le probléme P posséde au moins une

solutaon x .

Remargue :

Méme résultat pour le probléme Q avec les hypothéses ana-

logues aux précédentes (intervertir les rGles de x et y ).
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PREMIERE PARTIE

METHODES DE REBOLUTIBN DE PROBLEMES MINIMAX

Nous étudions une large classe de procédés itératifs basés
sur des principes simples (voir (3.1.)). €eci nous conduit 3 faire une

synthdse constructive d'un grand nombre de méthodes de descente (et

de montée) en optimisation.

Nous avons divisé ces méthodes en trois classes :

a) Les algorithmms de "type accumulation" dont voici le proto-

type. (On fait les hypothéses Hl et on suppose que X et Y sont bornés).
A 1'itération m on connait une partie convexe compacte Xn

de X . On cherche (x",y") solution du probldme S relatif 3

(X_,Y,L). Soit a_ = L(x",y") .

On détermine ensuite O tel que :

x" ¢ X bn = L(kn,yn) = min L(x,yn) .
xeX
Si a = bn le processus est arrété. Sinon on détermine
X ., = conv (X u {x"}) et on passe 3 l'itération suivante.
b) Les algorithmes "sans accumulation" dans le cas od L(x,.)

est strictement concawve.

Le prototype de ces procédés est 1'analogue du précédent ol

on choisit X = [xn—l, X ] .
n
c) Les algprithmes sans accumulation dans le cas gggéral.

Ces procédés dérivent d'une méthode exposée par LEVITIN [2HJ
pour la minimisation de fonction non dérivahhe. Malheureusement, ils

paraissent d'une mise en oeuvre difficile.
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(3.3.) METHODES DE TYPE ACCUMULATION.

(3.3.1.) Cas ol les ensembles X et Y sont bornés.

En plus des hypothéses Hl, on suppose que les ensembles

X et Y sont bornés. Pour beaucoup d'applications en vue, les

ensembles X et Y ne sont pas bornés mais il nous a paru intéres-~
sant d'étudier d'abord ce cas en raison de sa simplicité. L'affaiblis-
sement de ces hypothdees nous conduira par la suite 3 compliquer les

procédés de base vus ici. On note v la valeur du triplet (X,Y,L).

(3.3.1.1.) Algorithme.

Cet algorithme permet de résoudre de fagon approchée le

probldme Q relatif & (X,Y,L) . cf. LEMAIRE [23]

a) Description :

A 1'itération n , on connait une partie compacte Xn
(pas forcément convexe) de X .

Le probléme principal consiste 3 déterminer yn solution
du probldme Q relatif au triplet (Xn,Y,L).
Cet élément existe (cf. (3.2.4.)).

On pose a = inf L(x,yn) = sup inf L(x,y)
X& Xn yeY chn

Sous-probléme :

Déterminer x" & X tel que :

b = L(x",y") = min L(x,yn) .
xeX

Si a
n

relatif & (X,Y,L).)

- n . .
bn arrét (on montre que y  est:solution du probléme 1Q

Sinon, on détermine l'ensemble Xn+l compact tel que :

X=X

- n
= n+12anf’{X}

et on passe 3 1l'itération suivante. Cette derniére opération explique

le mot "accumulation" utilisé dans la dénomination de ces procédés.
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b) Théoréme : e
Si Hl est satisfaite et si X et Y soat bornés, pour toute
suite 'ﬁyn} construite par le procédé ci-dessus on a 1'alter=-
native suivante : ‘
0) A une certaine itération N on a a = bN alors y’N
est solution du probléme Q relatif a (X,Y,L) .
) La suite '{yn} est infinie. Alors :
lima = 1limb = vw
n n
o N+
et toute valeur d'adhérence de {yn} est solution du
probléme Q relatif & (X,Y,L).
Démonstration :
On a, puisque pour tout n : X 2Xn+l ;Xn , les inégalités :
> .
(1) a >a ,>v>b
Si
aN = bN , alors aN = bN = v
donc :

inf L(x,yN) = sup inf L(x,y) .
xeX yveY xeX

Ceci démontre a).

(2)

(3)

Supposons la suite {yn} infinie. De (1) il vient :

. x
llman=a > v .
moo

Soit m> n . On a, puisque X" & X X

ntl & %n °

L(xn,ym) > min L(x,ym) =a > v mx‘“,y‘“) .

xeX
m
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Comme la suite {x"} est bornée, on peut extraire une sous
suite convergente f;n}n<;s . On a donc puisque la suite {yn} est bornée
et que L est unfformément continue sur X x ¥ :

lim (L(x",y™ - L(x",y™)) =0 .

oo

m>n
m,neS

D'ol il vient par un raisonnement par l'absurde utilisant (2) et (3} gque :

On a par construction :
n
hn < L(x,y ) ¥xeX.

n ‘
Donc pour toute valeur d'adhérence y de la suite {yn} s O &

par passage 3 la limite :

v < L(x,y) ¥x «X .
D'old :
. " : :
v <min L(x,y) < sup inf Lx,y) = v .
xeX yeY x&X '
Donc :

. n
v = min L(x,y) ,
xeX

"
ce qui prouve que y est solution du probléme  relatif 3 (X,Y,L).
$3.Q.7.D,
c¢) Corollaire :

Si le probléme Q initial a une solution unique, la suite {yn}

converge vers cette solution .
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d) Remarque : S
. n n _n . n
Soit X € Xn : L(x ,y ) = min L(x,y ) .
xeX
n
Ces valeurs de x n'ont pas de signification trés intéressante, ce ne

sont pas en général des approximations du probléme P .

e) Remarque :

Le procédé qui consisterait 3 modifier l'itération n en

considérant le probléme principal suivant
"trouver (xn,yn) solution du probléme P relatif a (Xn,Y,L)"

n'a en général aucun intérét.

f) Remarque :

L'algorithme ci~dessus peut &tre utilisé dans le cas non
convexe. On suppose simplement que les ensembles X et Y sont compacts
et que L est continue sur X X Y .

On montre alors que

lim a = lim b = sup inf L(x,y)
o mo 1 veY xeX

Toute valeur d'adhéreece de {yn} est solution du probléme Q.

g) Remargue :

On peut généraliser le procédé précédent.
A 1'itération n on considére une fonction Ln : XX Y~+R continue

sur X X Y , convexe concave et telle que

Ln(x,y) > L(x,y) ¥xeX VyeY.

Le probléme principal consiste & trouver yn solution du
probléme Q relatif au triplet (X,Y,Ln)

On pose a_ = min L (x,yn) .
n n
xeX
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. n - o
On détermine x  par le méme sous-probléme que précédemment.
Puis, si a £ bn on construit une fonction Ln+l : XX Y-+ R continue

sur X X Y convexe concave et telle que

Ln(x,y) 3_Ln+l(x,y) > L(x,y) ¥V x €X VyeY

n n
Ln+l(x ,y) = L(x ,y) ¥yeY,

et on passe 3 l'itération suivante.

(3.3.1.2.) Algorithme :

Permet de résoudre de fagon approchée le probléme S wrelatif

a (X,Y,L).

a) Description :

Ce procédé se différencie du précédent par le fait que le
probléme principal consiste d trouver le couple (xn,yn) point de selle

du triplet (Xn,Y,L) et que les ensembles Xn sont convexes et compacts.

b) Théoréme :
Pour toute suite {(x",y )} construite par le procédé ci-dessus,
1'hypothése Hl et le fait que X et Y sont bornés impliquent

1'alternative suivante :

o) A une certaine itération N on a : ay = bN alors
N . - . .
(x ,yN) est solution du probléme S relatif au triplet
(X’Y’L) 4
B) On a un nombre fafini d'itérations, Pewrem-valeurs d'adhérence
N n . . n n
X et y respectivement des suites {x} et {y1l sont

N . ‘ ;
telles que (x,y) est point de selle de (X,Y,L). -

Démonstration :

Démonstration atalogue d celle du théoréme du (3.3.1.1.).
I1 suffit de montrer de plus que toute valeur d'adhérence de { xn}, notée
est solution du probléme P relatif & (X,Y,L) .

Y
X,




(%)
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On a :
N v
a > L(x",y) ¥yeY.
Par passage 3 la limite pour une sous suite convenable on a :
n
v > L(x,y) VyeY.

v > max L(X,y) > inf sup L(x,y) = v .
yaY xe¢X ysY

Donc :

v = max L(k,y) .
yeY

C.Q.F.D.

La remarque g) du paragraphe précédent est intéressante.

On peut prendre dans ce cas :
Ln(.,y) = conv (A(.,y)) (»)

L(x,y) Vy X = X i=0, ..., (n-1)
avec A(x,y) =

+oo sinon .

(3.3.1.3.) Algorithme ave€ linéarisation du sous-probléme.

Nous considérons un algorithme ol le sous probléme est linéa-
risé ce qui permet une mise en oeuvre simple. Ce ppocédé peut €tre
interprété comme une généralisation au cas de fonctions non dérivables
de la méthode de FRANK et WOLFE.

a) En plus de Hl et du fait que X et Y sont bornés nous

ferons 1'hypothése suivante :

H4 : Pour tout y ¢ Y 1la fonction L(.,y) est finie (donc continue

car elle est convexe) sur un ouvert convexe ® contensng X .

On note conv (f) 1l'enveloppe convexe de la fonction f .
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Ceci implique que pour tout x € X et tout y ¢« Y la
fonction L(.,y) posséde un sous différentiel (of. ROCKAFELLAR [Qf]
théoreéme 23-4) ﬂx L(x,y) non vide.

Le théordme (2!.7) de ROCKAFELLAR [27] entraine que :

M e« R ¥x e¢X
n, ‘ A,
¥yeY tel que L{x,y) = sup L(x,2)

S zey
¥E e Bx Lix,yy oma : Bé
el < » .
b) Nous décrivons maintenant la n°'C itération. Soit (xn, oy
. y

le couple obtenu au cours du probléme principal, supposons pour fixer
les idées, que (xn,yn) est solution du probléme S relatif 3
(Xn,Y,L) .

Xn est convexe.

On choisit C" & BX L(xmgyn) tel que
(Cn,x“xn) >0 ¥ % @.Xn

. . . no.n n :
(un tel élément existe toujours car on a : Lix ,y ) < L{x,y ) ¥ x € Xn) .

. . n
Puis on détermine x e X tel que :

(Cn,xn) = min (Cn,x)
xeX

s n _n_.n - . \ P .
Si (C',x-x ) =0 on starréte, sinon’on détermine Xn+l convexe compact

tel que :

D
Xox =2 ulsl

et on passe 3 l'itération suivante.
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c) Théoréme :
Si les hypoth&ses Hl et H4 sont satisfaites et si les ensembles
. . n PP
£ et Y gsont bornés, pour toute sulte (xn,y } générée par
1'algorithme ci-dessus, on a l'alternative suivante :
. , . . . n_n .
a) Si la suite est finie le dernier couple (x ,y ) déter-—
miné est solution du probléme S pour le triplet (X,Y,L).
B) Si la suite est infinie on a : lima_ = v |
jrasy n
. nw . "
lim (Cl,xn,xn) = () et toutes valeurs d'adhérence x et
oo
N . n n N
y des suites {x} et {y } sont telles que (x,y) est
point de selle du triplet (X,Y,L).
Démonstration :

Soit

donc :

(1)

Montrons la partie B) de ce théoréme.

m>n . On a :

(Cm,xm—x) <0 ¥ xe&X par définition de X" s

", x"-x") <0 .

. m . .
Par construction de C 1l vient

(™, x-x") > 0 VxeX .

n
Comme Xx € Xm :

(2)

(Cm,xn—xm) >0 . -

Les suites {x"} et {C™} &tant bornées, on montre grice 3 (1) et (2)

que :

(3)

1im (¢%,x",x") = 0 .
F o wad
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Par définition de C" (convexité de L(.,yn) il vient

L(xﬁyn) > L(xn,yn) + (Cn9x~xn) ¥z gX

dfou :

min  Lx,y™) > LEx™,y™) + (€7 -x")

xeX
et
CON LG ™) > v > min LGoy™) 2 LixLy") ¢ (™, 5" -x")

xaX

Dol grice & (3)

lim L(xngyn) v

nree

LN " . P .
Soit x» et y des valeurs d'adhérence des suites

'{yn}. Par passage 4 la limite en (%) il vient :

(5) v = min L(x,93 .
xeX

Par définition de (xn,yn) , ona:

L(xn,yn) = max L(xn,y)
yeY

D'ou par passage d la limite :

N "
v = L(x,y) = max L(x,y) .
ye¥

C.Q.F.D.

d) Remarque :

{(x"} et

Si dans l'algorithme précédent (xnsyn) est solution du

probléme Q relatif a (Xn,Y,L) , on montre seulement que toute valeur

d'adhérence de {y"} est solution du probléme Q relatif a (X,Y,L).




I11-22

e) Remarque :

Si L(.,y) posséde une dérivée bornée sur X :

Vx L(.,y) on prend alors c? Vx L(xn,yn)

£) Remarque :
L'algorithme décrit en b) a une signification trds intéres-

sante qui ne fait intervenir que la fonetion f .

On rappelle qu'on note

F(.) = sup L{.,v)
ye¥
On sait (VALADIER [34]) que

3F(x") = conv WJ 8X L(xn,z)
zeZ
n

72 =1z e YIL(xn,z) = osup L(x ,y) = £(xD) .
1 yaY

On peut donc donner une interprétation de 1'itération n de

la méthode du a) qui ne fait intervenir que la fonctimn £ :

On connalt une partie convexe compacte Xn de X .

PROBLEME PRINCIPAL :

On cherche x° & X tel que £(x") = min (f(x)lx g,Xn) .
Puis C" e 3f(x') tel que

(c",x-x") > 0 ¥xeX . -

SOUS-PROBLEME :

On détermine x e X tel que :

(Cn,xn) = min ((Cn,x)lx e X)
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. n _n _n -
si (C,x -x ) = 0 avrret.
Sinon on détermine 1'ensemble Xn+l convexe compact tel que

, cn
XQXn+l§}\nU b

Cette interprétation est intéressante car elke donne un procédé

original pour minimiser £ sur X . Cet algorithme a des analogies avec

1'algorithme de FRANK et WOLFE (cf. CEA [8]) , il est cependant fonda~

mentalement différent car il s'appliqme au cas od f n'est pas dérivable.

Nous reviendrons sur ce point en (3.8.2.).

(3.3.1.4.) Quelques variantes permettant de simplifier les

ensembles X

a Par analogie avec les techniques du (1.7.) et (2.4.), nous

pouvons "simplifier" les ensembles Xn qui dans les méthodes précédentes

J—

. .. i . . . .
"mémorisent" tous les éléments x tpouvés dans les itérations antérieures.

A titre d'exemple, nous décriwons une stratégie qui permet d'éliminer

g

. i . . .
une partie des =~ précédents. A 1'itération n , on connait

o1 A2
Xn_lg_{xo,x sewesX }

Soit A =X U {anl}
n n-1

On détermine (probléme principal) une solution yn du probléme Q.

relatif au triplet (AngY,L) . On pose r a_ = inf L(xayn)
XxeA
n

Puis x € X tel que

L(xn,yn) = min L(x,yn) .
xeX -

Ftant donné un nombre K > O arbitraire fixé, on détermine le compact
X =A -B_ , ol
n n n

i :1 n ) h n i n
B, = {x e AnlL(x 2y ) > an,|an—ai|3_k|L(g v - Lk L,y i .
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b) Pour justifier ce procédé il nous suffit de montrer le :

LEMME :

Les hypothéses H1, H2 et le fait que X et Y sont bornés

o . . ! \ P
entwainent que si la suite {y } construite est infinie omn a :

lima =v .
n

oo
Démonstration :
Comme :
a > a > v ¥n
n — nt+l —
on a :
(1) lim‘an v
n-)OO
(2) lim (a -a.) = 0 .
. n i
10
nei
Soit E, = {ilxl €« X ¥n> i} et E, son complémentaire.

Si l'ensemble E, est de cardinal fini, on montre comme en (3.3.1.1.) que

(3) lima = v-.
e n

Si l'ensemble B2 est de cardinal infini on sait que :

Pour tout i e E, il existe n(i) > i tel que

~ai|3_ KIL(_:i,yn(i)) - L&m ,y“(i))l

Ian(i)
Ce qui gri3ce a& (2) implique que :
W um @,y @y - e @)y w0,
-0

ieE2
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Or on sait que :

e R ICO NI T n(i),

a (1) < L{x" .y %3188,

2

D'ol grdce & (4) :

lim & ,., = Vv
0 n(i)
ie 52

ce qui prouve, cumpte tenu de (1) que

lim L(x",y") = v .
n-}w

C.Q.F.D.

(3.3.1.6.)

Dans les paragraphes qui suivent nous examinercus le cas ol
les ensembles X et Y ne sont pas bornés. Mais bien entendu on pourra
pour certains problémes se ramener 4 priori au cas des ensembles X et
Y bornés et utiliser les méthodes ci-dessus. (Clest le cas par exemple
si on sait qu'on peut remplacer X et Y par des ensembles convexes
compacts comnnus sans modifier la solution du probléme considéré). Si Y
n'est pas borné et si les problémes principaux ont des solutions bornées

pour tout n on peut utiliser les procédés du (3.3.) sans modification.

(3.3.2.) Cas o Y n'est pas borné.

En plus des hypothéses Hl, on suppose que X est borné et que ¢

H3 : Il existe une partie C de X et un réel a tel que l'ensemble

{y e Ylinf L{x,y) 2,3} soit non vide et borné.
xeC :

On peut adapter sans difficulté théopique les algorithmes du
(3.3.1.), il suffit que les problémes principaux sur (anY,L) alent

une solution. On pourra (cf. théoréme (3.2.1;)) pour cela congidérer des
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ensembles X qui contiennent C , Eous les résultats du (3.3.1.)

pestent alors Balables.

(3.3.3.) Cas ol X n'est pas borné.
(3.3.3.1.)

En plus des hypothéses HL nous supposerons ici sauf si le

contraire est précisé que Y est borné et que
HZ Il existe une partie D de Y et un véel a tel que l'en~

semble {x & X|sup L{x,y) < a}  soit non vide et borné.
veD

Les algorithmes précédmntsne sont plus applicables car les
sous problémes correspondants ne sont plus définis. Nous cumsidérerons

trois types de sous-problémes qui sont adaptés d ce cas.,

Nous nous limiterons au cas des procédés ou le probléme prin-

. o no_n . s . .
cipal consiste 3 chercher (x ,y } scluticn du probléme & relatif

au triplet (X ,Y,L) . On posera & = L,y .

(3.3.3.2.) Algorithme.
a) Description :

. s n
Soit V un voisinage convexe compact de O &€ R .

A 1'itération n on considére le sous probléme sulvant

si on pose A =X N (x+V) 5
on cherche x" & An (11 existe toujours) tel que : -
min L(x,yn) z L(xngyn) =b .
n
xeAn

Si a = b arrét. Sinon on détermine 1l'ensemble convexe fermé X i

(pas forcément borné) tel que X D X el 2 X g {x"} , et on passe i

1'itération suivante.
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b) Théoréme :
Les hypothéses du (3.3.3.1.) entrainent les mimes conclusions

que le théordme du (3.3.1.2.).

Démonstration :

Montrons d'abord que les suites {xn} et {x“} sont bornées.

On a :
(1) a. >a = f(x) > a > v ¥ n
1= " “ “n+l = ’
Donc : % € {x e le(x) f_al } . Grdce d H2 cet ensemble est borné, la

. n . P . Cem
suite {x"} 1'est donc aussi. On en déduit que la suite {x'} est
bornée car V est borné.

On montre alors comme dans le théor&me du (3.3.1.1.) que :

(2) lima =1limb =% >v.
o0 o
Donc pour tout n on a @
. n
(3) a = min Lix,y ) + €
xneX
x-x €V

lim ¢ =0 .
n
00
. Ny P R n
Soit x et ? des valeumms d'adhérence des suites {x '} et
'{yn} (existent toujours car ces suites sont bornées).

On a par passage & la limite en (3)

N N .
lim a =a-= L(X,y) m min L(x;;) .

oaa-d . xeX
X-X€V

Et comme l'intérieur de V contient O on a :

';I(af:‘,\;) = min L(X.SJ’) 5_ sup inf L(X;y> =V
xeX er xeX

L(




TII-28

D'ol on tire grdce d (2) :

1im an = lim bn = v .
o Trboo

On termine sans difficulté la démonstratinn.

C.Q.F.D.

Remarque :
On peut aussi avec les hypothéses supplémentaires du (3.3.1.3.)

considérer le sous probléme suivant

Déterminer C° &lément de Bx L(x",y") tel que
(Cn,x~xn) >0 ¥x & Xn 5

déterminer x ¢ A= {x ¢ %] (x-x") & v}

tel que (Cn,xn) = min ((Cn,x)|x & Ah)

Cet algorithme est une extemsion du procédé du (3.3.1.3.).

(3.3.3.3.) Le sous probléme est un probléme de minimax

particulier.
a) A titre d'exemple considérons le sous probléme suivant

trouver (xn,yn) solution du probléme S relatif a (X,ZH,L)

ou Z ~ est une partie convexe fermée de Y définie par :

7_ = conv (D uly"H ,

ol l'ensemble D est celui qui intervient dans 1l'hypothése du (8.8.3.1.).
Le théoréme (3.2.1.) permet d'affirmer que grdce aux hypothéses faites
le couple (xn,yn) existe.

o; b= L(x',y"). Si a_=b_  arrét. Sino détermine X

n pose b = W7 ). N 3t. n on déter n#l
comme plus haut.




ITI-29

b) Théoréme :
Les hypothéses du (3.3.3.1.) entrainent gue pour toute suite
R Q. . e . .
{(x ,y )] générée par l'algorithme ci-dessus on a 1'alterna-

tive suivante ¢

@) Si la suite est finie le dernier coupls caleculé
N ~-N - . - o e s
(x ,y ) est point de selle du probléme initial.
B) 8i la suite est infinie alors toute valeur 4'adhérence
n " . n, T
¥ et y vespectivement de {x } et {y } sont telles
n oy, . . \ egs
que (x¥,7) est podnt de selle du probléme inigial et

on a

lim a = fhim bn = g,
o0 ]

Démonstration

. P ' . i
Montrons le point 8). Vérifions d'abord que les sultes {x‘}

e 2 P . ° n, .
et {§" } sont bornées. C'est évident pour la suite {x'} car f est
inf compacte sur X .

On a pour tout n
v Z‘ﬂf%n,yn) = sup L(ﬁnsy) > sup L(xn,y) s
yeY yeD

. . n -
ce qui montre (H2) que la suite {x} est bornée.

s . 0
Si m>n on a puisque %X £ Xm

L(xn,ym) Z_L(xm,ym) > v Z_L(xmgym) z‘L(km,ym) .

D'oll on tire comme dans le théoréme du (3.3.1.1.), puisque les suites

'{;ﬁi et '{yn} sont bornées, que

lima = limb = v .
n n
e e

Or par construction on sait que

L(xn,yn) z_L(xn,y) ¥yeY¥

L(xn,;ﬁj ﬁ.L(x,yn) ¥ x eX .
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On termine sans difficulté la démonstration par passage 3

la limite dans les inégalités ci-dessus.

C.Q.F.D.

Remarguq :

Un cas pratique intéressant est le cas od D = {w} ol w est

un élément comnu de Y .

Remargue :
On trouvera dans le tableau du (3.3.4.) d'autres méthodes du

méme type.

(3.3.3.4.) Cas particulier :

a) En plus des hypothéses Hl, H2 et H3 nous supposerons que :

HS X est un cOne convexe de sommet 0 .

La fonction L(.,y) - L(0,y) est positivement homogéne pour
tout y €Y .

Ces hypothéses sont vérifiées pour les lagrangiens usuels

associés aux problémes d'oppimisation.

On considdre dans ce paragraphe un voisinage V convexe compact
de Oe R" .
b) Algorithme :
Au départ on impose que O & X. ., HNous décrivons le sous pro-

1

Y

éme . . . iy
bléme de la n itération. On détermine 1'élément x .

x'e VA X tel que L(xn,yn) = min L(x,yn) .

xeVnX
si L(O,y") = L(hn,yn) arret.
Sinon on détermine l'ensemble Xn+l convexe compact tel que
A
X2 ntl = n

od A =X+ [0,x7] .
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I1 est é&vident que An est un ensemble convexe compact

contenant O tel que

c) Théoréme :
Les hypothéses faites en a) entrainent que pour toute suite
{xn} générée par l'algorithme ci-dessus on a l'alternative

suivante :

o) Si la suite générée est finie, le derniér couple calculé
(XN,yN) est point de selle du triplet (X,Y,L) .

B) La suite {xn} est infinie. Alors : lim a = v et toutes

nweo O
. . a, n . n

valeurs d'adhérence X et y respectivement de {x'} et
{yn} sont telles que (§,§)> est point de selle du
triplet (X,Y,L).

Démonstration :

Montrons d'abord o)

On a pour un rang N :

N N
L(xN,y) L(x ,y ) i‘L(x,yN) ¥ x e X Vyey

N

I

(1)
L(X,yN)

v

L(O,yN) ¥xeVNX.
Donc gréce aux propriétés de V et de L on a
L(x,y™) > 10,3 VxexX.
Et comme O € XN il vient
L(O,yN) > L(xN,yN)
Donc
L(x,yN) > L(xN,;fN) ¥xeX.

Ce qui prouve o)
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‘Montrons maintenant R)
La suite {x"} est bornée et on montre comme pour le théoréme du
(3.3.3.1.) que les suites {xn} et {y"} sont bornées.

On a les inégalités

(2) a >a

> v ¥n.
n 2

n+l

Soit m > n on a par construction :

(3) L y™ < LG, y™)
On voit grice aux propriétés de L que
(1) L, 5™) < L(x",y™) + LGP ™) - L(0,y")
Et comme :
L(x",y™) §_L(Xn,yn)
il vient de (3) et (4)
L(xm,ym) - L(x",y™) < L(—x—n,ym) - L(O,ym)

On déduit de (2) que

(5) lim inf L(xn,ym) - L(0O,y™) > 0
n > o
m>n

Comme les suites {xn} et {yn} sont bornées et que
L(x",y") - L(O,y™) < O Yoo,
on tire de (5) que

lim L(x",y") - L(O,y") = O .
n—)oo

On termine aisément la démonstration.

C.Q.F.D.




ITI-33

Remarque :
On peut adapter sans difficulté ce procédé 3 un cas non convexe.
On modifie simplement dans l'algorithme ci-dessus le probléme
e . . . n . N .
principal qui devient : trouver vy solution du probléme Q relatif

a (Xn,Y,L).

Cette méthode permet de trouver une solution approchée du

probléme Q relatif au triplet (X,Y,L).

(3.3.3.4.) Cas o X et Y ne sont pas bornés.

On adaptera aisément les procédés précédents au cas ou X

n'est pas borné compte tenu des remarques du (3.3.2.).

(3.3.4.) Récapitulation des principaux procédés du (3.3.).

Nous présentons sous forme d'un tableau un résumé des procédés
précédents. A 1l'itération n , on y trouve les problémes principaux

suivants

a) PPl trouver (xn;yn) point de selle du triplet (Xn,Y,L)

(dans ce Xn est supposé convexe)

b) PP2 trouver yn solution du probléme Q relatif au triplet

(XngYsL)

n

)

On pose a = L(xn,y

~ P . n .
Dans la plupart des sous problémes on détermine x ¢ X puls

1l'ensemble Xn+l compact tel que -

n
X =X ;?Xn u{x}

= "n+l

On a les sous problémes suivants

5P1 >Jle X tel que

b = L(xn,yn) = min L(x,yn)
n
xeX




SP2

SP3 :

SPY :

SP5 :

SP6 :
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x" e X tel que :
(™) = min ((€",x)|x eX), 00 c"e 3, L(x",y™)
est tel que :
(Cn,x—xn) >0 ¥ X e Xn .
n
trouver x & An tel que :
b = L(xn,yn) = min L(X,yn) oi A =X N(xD+V)
n R €A o
n
n.n . . cron
trouver (x ,y ) point de selle du triplet (X, conv ({y" '} u D),L)
On pose b = L(Xn,yn)
trouver x° solution du probldme P relatif & (X,{yn} U D,L).
trouver x'e V A X tel que :

L(xn,yn) = min L(x,yn)
xeVaX

An = Xn + [O,an

On choisit ici Xn+l convexe compact tel que :
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(3.4.) METHODES SANS ACCUMULATION DANS LE CAS OU L(x,.) EST

STRICTEMENT CONCAVE.

En plus des hypothéses Hl nous supposerons dans ce paragraphe

que
H6 : Pour tout x € X 1la fonction L(x,.) est trictement concave.

Cette nouvelle hypothdse est trds importante car elle permet
de justifier des procédés analogues aux méthodes (2.5.) ou les ensembles
Xn considérés dans les problémes principaux sont beaucoup plus "simples"

en ce qui concerne la mise en oeuvre.

(3.4.1.) Théoreme :

Soit Xl et Y1 des parties convexes compactes non vides
de X et Y.
Les hypothéses H1 et H6 entrainent que la fonction TL(x,.)

est uniformément concave uniformément en X c'est-a-dire que :

. . . + + _ .
i1 existe une fonction 6 de R dans R non décroils—
sante, qui vérifie : §(0) =0 et &(z) >0 si >0

qui est telle que 1l'on ait :

vy, ty 1
L(x,1-2)> — (L(x, 7 )L,y )+ (ly, =y, D
- ' 1 2 172
2 2
¥ x e.Xl ¥ M) e.Yl
(Ici ‘l ‘Iest la norme euclidienne sur ’Rm)
Démonstration :
Posons
Yl+y2 1
OL(XsyleQ) = ];J(X’ y - — (L(Xsyl) + L(Xoy2))

2 2
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et pour ¢ > 0 considérons
(1) §(¢) = inf (aGx,y 5y, % € Xy3y,57, € Y5l -y, |l > o)

On vérifie sans difficulté que 1'inf considéré ci-dessus est atteint
car on minimise une fonction continue sur un compact.

I1 est facile de voir que grdce a la stricte concavité de L(x,.) on a :

> 0 si v, £ Y,
O('(X:yl:yz)
=0 si Yy =Y,

D'ol on déduit de (1) que la fonction & est non décroissante et que :

§(e)

C.Q.F.D.

(3.4.2.) Corollaire :

Avec les conditions du théoréme (3.4.1.) ci-~dessus la fonction
g(.) = inf L(x,.) est uniformément concave.

><eXl

Démonstration :

D'aprés le théoréme (3.4.1.) on a :

V1Y, 1
‘ )Z~—-(L(X,yl)+L(X,y2))+6(Ibl-YQH) ¥ x e-xl
2 2 ¥ e Y. .

(L(x,

Donc pour tout Yq9Y5 e Y on a :

1
V1%V ot
inf L(x;~—) > inf = (LGxy)+h(x,y,))48 (Jly,-v,[]
%€ X. 2 xe X, 2
1 1
yl+y2 1 1
inf L(x,~—=)> — inf L(X,yl)+ -~ inf L(x,y2)+6(Hyl—y2H)
xexl 2 2 xeXl ’ 2 xeXy

c.Q.T.D.
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(3.4.3.) Théoréme :

Soit une suite {(xn,yn)} telle que

7™ e X x Y ¥ n
L(xn,yn) = sup L(xn,y) = f(xn) ¥ n
4 yeY

lim f(xn) = v (valeur du triplet b(X,Y,L)).
L

Si en plus des hypothésés Hl, H2 et H6 on suppose que

l'ensemble Y est compact et que

la fonction g(.) = inf L(x,.) est strictement concave sur son
xeX

domaine |,

. n ' P . .
alors la suite {y } converge vers 1'élément unique y qui
rdalise le minimum de g sur Y et toute valeur d'adhérence
n n - . .

x de {x'} est telle que (X,y) est point de selle du triplet

(X,Y,L).

Démonstration

- n Pd ” .
La suite {f(x )} est bornée supérieurement par un nombre M .

On a pour tout n

M Z_L(xn,yn) > max L(xn,y)
yeY
Donc la suite {xn} est bornée grice 3 H2. .
Soit % et § des valeurs d'adhérence des suites bornées {xn}
n -
et {y7}.

On a

n
f(xn) = L(x ,yn) = sup L(xn,y)
yeY

Par passage d la limite.sur une sous suite convemable il vient

ﬂx)if&)=sq>ﬂ§g)=]ﬁ§3)=v ¥ x e X
yeY '

. ' QY . 5 :
ce qui montre que le couple (x,y) est solution du probléeme P relatif

au triplet (X,Y,L).
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Soit y 1'élément unique ol g atteint son maximum sur Y ,

y est donc solution unique du probléme Q relatif & (X,Y,L)

Donc (%,;) est point de selle de (X,Y,L) (cf. (3.2.2.)) et on a

o o= n
v = L{x,y) = L(x,y) = max L(x,y)
yeY
. Y . v -
Mais L(x,.) est strictement concave, donc : y = y .

C.Q.F.D.

Remarque :

Ce théoréme montre que toute méthode générant une suite mini-
misante pour. la fonctionnelle f permet d'obtenir une suite qui con-
verge vers la solution unique § du probiéme Q .

Ce théordme est la base des méthodes duales étudiées par
AUSLENDER [2] , FALK [10] , [11] pour la résolution de probldmes

d'optimisation avec contraintes.

(3.4.4.) Généralités sur les algorithmes.

Nous allons &tudier quelques procédéssimilaires a ceux du (3.3.)

pour lesquels on considére 3 l'itération n

- un probléme principal qui consiste a chercher le point de selle
(xn,yn) du triplet (Xn,Y,L);

- un sous probléme comme en (3.3.).

Les ensembles Xn considérés peuvent &tre nettement "plus
simples" que ceux qu'on considére en (3.3.), on prendra par exemple si

on suppose l'hypothése H3 satisfaite

1 H"l]

X conv ([xn— L% U C) (C ensemble considéré dans H3)

n

X
n

[Xn—l n—l]

si Y est borné.

o X

Nous nous limiterons ici & deux exemples caractéristgques de

tels procédés.
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(3.4.5.) Algorithme.
(3.4.5.1.)

En plus de 1'hypothése Hl nous supposons que les ensembles X

et Y sont bornés. On considdre le procédé qui correspond & l'algo-

. P . . PR -1
rithme (3.3.1.2.). A 1'itération n on connait les &léments X et
n-1 ~ P . PO c AN
X de X obtenus a l'itération précédente et on considere
. Le probléme principal :
n . . .
trouver (x ,yn) point de selle relatif au triplet
n-1 Th-1 n _n
([x ,X ],Y,L), poser a = L(x ,y)
. Le sous probléme
chercher x € X tel que
b = L(xn,yn) = min L(x,yn)
n
xeX
Si a = bn on arréte le procédé, sinon on passe & l'itération suivante.
Remarque :

On pourrait aussi dans le probléme principal choisir Xn con-

vexe compact tel que

X o Xn > [Xn—l’xn—l]

(3.4.5.2.) Théoréme :

Les hypothéses Hl, H6 et le fait que les ensembles X et Y
~ . . n n
sont bornés entrainent que pour toutes suites {x1} {y}

générée par l'algorithme ci-dessus on a l'alternative suivante

a) si la suite est finie le dernier couple calculé (XN,yN)

est point de selle du probléme initial.
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b) si la suite est infinie on a :

) lim Ibn+1_yn|| = 0

n->ce

.lima = 1limb = v .
n n
n-o n->o

~ . n
. Toutes valeurs d'adhérence ¥ et ? des suites {x'} et
n oy .
{y'} sont telles que les couples (X,y) sant des points

de selle du probléme initial.

Démonstration :

Le point a) est évident. Montrons le point b).
Comme les ensembles X et Y sont bornés, il existe
(théoréme (3.4.1.)) une fonction & -telle que

n n-1

n Y Y 1 n _n n _n+l ntl n
(1) L(x", ———— ) > — (L(x ,y ) + Lx ,y )+ 8y -y [P ¥n
2 2
Or par construction on sait que :
n,_n+l
y ty
L(xn,yn) Z_L(xn, —e)
2
L(xn,yn+l) Z_L(xn+l,yn+l)
D'od on tire grice a (1) que
+1 +1 +1
(2) LGx",y™ - LTy s 2 sy D

- n o P . £
Or la suite {an} (an L(x ,yn)) est non croissante et bornée infé-

rieurement donc :

lim (a -a_ ) =0 .

n n+l
>0

D'od on tire de (2) et .des propriétés de § que

(3) 1im Hyn+l_yn”

TI>00
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Par construction, on a :

n n+l n+l +1 n
(4) L(x ,y ) > L(x ,yn ) > v i‘L(xn,yn) = bn
Puisque la suite {x"} est bornée et que L est uniformément

continue sur X x Y on déduit de (3) que

1lim L(xn,yn+l) - L(xn,yn) =0

>

et grace a (4)

lima =1limb = v .
n n
> fonacd

On termine la démonstration sans difficulté.
C.Q.F.D.

(3.4.6.) Algorithme. (Cf. Algorithme (3.3.1.3.)).

En plus des hypothéses ci-dessus, nous supposerons que

H7 Pour tout y ¢ Y 1la fonction L(.,y) posséde une dérivée

Vx L(.,y) qui est une fonction continue sur X X Y .

La n°™€ itération de l'algorithme comporte le méme probléme
principal que dans l'algorithme (3.4.5.) 3 on y détermine le couple
x",y"). Posons et = VX L(x",y™)

Le sous probléme consiste a chercher %" e X tel que

(¢",x™) = min ((Cn,x)lx e X).

n n n . ~ . . .
Posons dn = (C,x -x') . S8i dn = 0 arrét des itérations, sinon on

passe a 1l'itération suivante.
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Nous allons montrer que ce procédé n'est autre que l'algorithme
de FRANK et WOLFE (cf. CEA [8] ) appliqué i la fonction
£ = sup L(.,y).
veY

A 1'itération n

z ~ n P ~ - . Pl . .
L'élément x  obtenu en résolvant le probléme principal vérifie

X e xn—l,xn—l] et f(xn) = min(f(x)lx € [xn—l,xn_l]).

Le sous probléme fait intervenir c? = VX L(xn,yn)

On sait que (théoréme de VALADIER [3u])

3f(x™) = conv UV L(xn,y)
. yez_ X

Zn = {y e Y[L(xn,y) = max L(Xn,P)} .
peY

Or 7 est réduit & un seul &lément grace d H6, donc

n . . . .
9f(x ) est lui aussi réduit 3 un seul élément et on a

3F(xT) = {VX L(xn,yn)}

Les hypothéses H6 et H7 entrainent donc que f est dérivable
et que £1(x") = VX L(xn,yn) . On remarque de plus que f' est continue
sur X (donc uniformément continue),

On retrouve la méthode de FRANK et WOLFE habituelle.

(3.4.7.) Cas ou 1'ensemble X n'est pas borné.

Nous sommes amends 3 définir des algorithmes qui comprennent le
méme probléme principal qu'en (3.4.4.) et les mémes sous problémes que
dans (3.3.3.).

Nous ne développerons pas en détails ces procédés car ils
n'introduisent donc rien de fondamentalement nouveau, tant pour leur

description que pour leurs propriétés.
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(3.5.) METHODES SANS ACCUMULATION DANS UN CAS PLUS GENERAL-

I1 s'agit de méthodes de descente pour la fonction f basées
sur des principes différents des précédents ; elles permettent de ré-
soudre le probléme P initial par une suite de problémes P relatifs
aux triplets (Xn,Y,L) ol les ensembles Xn sont des segments. En
[24] LEVITIN étudie un procédé analogue pour la minimisation de fonctiong
non diffépentiables. On gagne beaucoup en clarté en exposant ces méthodes

dans le cadre des problémes minimax.

(3.5.1.) Algorithme.
(3.5.1.1.) Description.

On construit au cours de ce procédé des suites

=", 7, {Gn} o %" et x e X et 6 >0.

: ~
.. dme . .
Voici comment au cours de la n itération on passe de (x WX 6n l)

N n " n
3 (x ,x ,6)
n

PROBLEME PRINCIPAL :

tpouver x° solution du probléme P relatif au triplet

([Xn—lsxn—l] :YaL) c'est-a-dire que

X e [xn‘l,xn~l] est tel que

sup L(x,y) > sup L(x",y) = a_ ¥ x eA[xn_l,xn_l]

yeY yveY

SOUS PROBLEME : _ _ -

n . N . .
trouver X solution du probléme P relatif au triplet

(X,Yn,L) ol on pose

Y ={ye Y‘L(xn,y) > sup L(xn,z)—ﬁ }
0 : zeY n




IIT-46

En d'autres termes trouver x e X tel que
sup L(x,y) > sup L(xn,y) = bn ¥ x eX
Ve Yn ern

On fait ensuite

Ce sous probléme peut &tre trés complexe d mettre en oeuvre car
1l'ensemble Yn défini plus haut n'est pas commode d utiliser ; c'est ce

qui limite 1'intérét de ce procédé.

(3.5.1.2.) Théoréme :
Si on suppose que Y est compact, X est convexe et compact,
I, est continue sur X x Y et L(.,y) est conpvexe pour tout
y ¢ Y , alors toute suite générée par 1'algorithme ci-dessus
est telle que
a) lim a = A = inf sup L(X,y)

>0 xeX yeY
B8) Toute valeur d'adhérence de la suite {x"} est solution

du probléme P initial.

Démonstration

Montrons d'abord que

(1) lim Gn = 0
I’I-)OO

Supposons que ceci ne soit pas vrai alors il existerait d > O

et un entier N tel que pour tout n > N on ait

(2)
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Pour tout o e[O,l] on définit

-1 - -
2" () = (1-a) x° l+ocxn 1

L'uniforme continuité de L sur X X Y entraine qu'il existe a >0

tel que pour tout o € [O,&l et pour tout n on ait :

max L(zn-l(u),y) = max L(zn_l(a),y)
er Ve Yn_l
Donc :
max L((l"&,)xn-—l'f&,xn_l ’y) = max L( (l“&)xn_lﬁ-&xn—l,y)
yet y e Yn—l
5-(1_&) max L(Xn_laY) + 0 max L(xn—l,Y)
ye Yn'l ye Yn—l

A

(l-—oc)an_l + o bn-l .

Par conséquent

< (1-a a
an —-(l ) an—l + bn—l

Grace a (2) ¥n> N+l on a:

a < a - o d .
n— n-1

Cette relation implique que la suite {an} n'est pas bornée

inférieurement ce qui contredit le fait que
a > A ¥ n
(On rappelle que : A = inf sup L(X,y)).

xeX yeY

L'hypothdse faite est absurde ce qui entraine (1).
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Donc, par construction, il existe un ensemble infini d'indices S

tels que
(3) 1lim (a_-b ) = 0O
n n
iouasd
nes

Or pour tout n on sait gque

(4) a > a
n >

v

A>D

nt+tl n

I1 vient de (3) et (4) que

lima = A .
>0 n

On termine aisément la démonstration.
C.Q.F.D.

(3.5.2.) Remarque :

11 serait intéressant d'étudier d'autres procédés comprenant
le méme probléme principal mais d'autres sous problémes si possibles

plus simples d mettre en oeuvre.

(3.5.3.) Remarque :

L'ensemble X n'est plus borné et on suppose par exemple qu'il
existe une partie D de Y telle que pour tout a € R 1l'ensemble

{x e x|sup L(x,y) < a} est borné.
yeY

On peut adapter facilement le procédé du (3.5.1.1.) en consi-

dérant le sous probléme suilvant

n . ~ . -
trouver ¥ solution du probléme P relatif au triplet

(Xn’Yn’L) ol
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X = X N (x"+V)
n

- n
! V est un voisinage convexe compact de O € R™ .

Yn a la méme signification que dans (3.5.1.1.).

On choisit 6n+ comme précédemment.

1

On peut montrer pour cet algorithme modifié que 1le théoreéme

(3.5.1.2.) reste vrai.

(3.6.) PROBLEMES SUR DES ESPACES PRODUIT :

Ces questions présentent un trés grand intérét car elles sont
ad la base des techniques de décomposition en optimisation, citons par
exemple les articles de GEOFFRION [ld] ’ [15] s [16] , [17] )
rark [10] , [11] , kRowsdo [20] , [21] etc

Soit un triplet (X,Y % Ylﬂﬁ)

od P est une fonction ;X x ¥ x Y. » R telle que

1

b (x37,7.) = a(x,y) + b(x,y.) ¥xeX ¥yeV¥ ¥y eV
1 1 1 1
On pose

L(x,y) = sup ¥ (x;y,yl) ‘¥ x e X VyelY
yle,Yl

On peut sous certaines conditions remplacer un probléme initial
sur (X,Y x Yl,éﬁ) par un probldme sur le triplet (X,Y,L). Ces problémes
peuvent donner lieu & de trés nombreux développements algorithmiques qui

ne seront pas étudiés ici.
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(3.7.) PROCEDES DE MONTEE OBTENUS PAR "SYMETRIE".

v

Considérons L : Y X X >R tel que
"\
L(y,x) = -L(x,y) ¥xeX V¥yeY

Etant donné un triplet T1 :(X,Y,L) , si on le remplace par le triplet T2
(Y,X,ﬁ3 , on voit que le probléme P (resp Q) relatif & Tl est iden-
tique au probléme Q (resp P) relatif & T2 et que les problémes S
relatifs & Tl et T2 sont identiques.

Ceci revient simplement a échanger les rdles de x et y et a
changer les inf par des sup et inversement. Cette remarqgue triviale n'est
pas dénuée d'intérét car elle permet de générer simplement une nouvelle
famille de procédés de montée 'symétriques" des précédents. Il est inu-

tile de décrire ces nouvelles méthodes. Précisons & titre d'exemple

1'algorithme "symétrique" de l'algorithme (3.3.1.1.)
A 1'itération n on connait une partie compacte Yn de Y .

PROBLEME PRINCIPAL :

trouver x solution du probléme P relatif au triplet

(X,Y ,L) . a_ = sup L(xn,y)
n n
ern

SOUS PROBLEME

trouver yn e Y telqque :

bn = L(xn,yn) = max (L(xn,y)ly e Y)

- . - . fol o
Arret si a, bn , Sinon on cherche Yn+l compact tel que

Y EZYn+l E?Yn U'{yn} et on passe a l'itération suivante.
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DEUXIEME PARTIE

QUELQUES EXEMPLES D'APPLICATIONS
AUX PROBLEMES D'OPTIMISATION

Nous ne donnons qu'un apercu trés rapide de quelques appli-
cations. Etant donné un probléme d'optimisation, on le transforme
d'abord en un probldme de minimax (qui n'est pas unique), lequel sera
résolu par les procédés de la premidre partie. Il peut &tre intéres-

sant de donner une interprétation directe de ces méthodes.

(3.8.) PROBLEME D'OPTIMISATION CONVEXE. (%)

(3.8.1.)

Nous faisons d'abord un rappel trés bref sur la théorie des
fonctions convexes (voir par exemple ROCKAFELLAR [27] ou LAURENT [22] ).
Soit X une partie convexe fermée de R" et f une fonction convexe,
continue, a valeurs finies sur R" , et inf compacte sur X . On lul

associe la fonction polaire £ . ®R" ~R définie par :

F(y) = sup ((x,y) - £(x))

n
xeR

On lui associe un Lagrangien qui selon la terminologie de

JOLY-LAURENT [19] correspond 3 des perturbations horizontales.
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Cette fonction fx

sur f, semi-continue inférieurement
o s n V.3
fini, FyeR i (y) = =) Le
x .
dom f est un ensemble convexe mais

pd . Pl
mé ni borneé.

n
Pour tout xe R™ , le sous
est un ensemble convexe, compacte et

vexe compact B de R"  1'ensemble
{y e Rply € 9f(x) avec x ¢ B} est

La fonction (x,.) - fx(.)
f(x)

un élément y de et on a

(1) f(x) = sup_

veR

(x,y) - £(y) .

est convexe et grice aux hypothéses faites

fx(y)

domaine effectif de fX

et propre (Jye R" est
noté

qui n'est pas nécessairement fer-

9f(x)

non vide et de plus sur tout con-

différentiel de f noté

compact. (Cf. [27] , théoréme 24;7).

. . n
atteint spn maximum sur R en

Ces développements nous conduisent 3 considérer les problémes

attachés au triplet (X,dom fX,L) o

*
(2) L(x,y) = (x,y)-f7(y).
Etant donné
a (X,dom fx,L) consiste & chercher
atteint son minimum sur X

Le probléme S consiste a

\%
@}

x e X 3 (y,x-x) >

si X = R® alors y =0

Les hypothéses Hl ne sont pas toutes

(X,dom fx,L) mais il nous suffira de

¥ x e X

L défini ci-dessus, le probléme

chercher un couple

¥ y ¢ dom fX

P relatif
un élément x pour lequel f

(x,y) tel que

¥V xeX;ye df(x)

satisfaites par le triplet

vérifier pour que tous les résul-

tats énoncés en premiére partie concernant les algorithmes restent

valables,que le probléme S initial
les éléments xn,yn,xn

appartiennent a des bornés.

a au moins une solution et que

introduits dans les algorithmes existent et

Dans la mise en oeuvre pratique de ces procédés on ne doit

. . %
pas oublier que la fonction £

n'est pas explicitée.
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(3.8.2.) Une méthode de descente avet accumulation.

I1 s'agit du procédé (3.3.3.2.) appliqué & notre probléme.
Soit V un voisinage convexe compact de Oe RY . A l'itération n
on connait Xn un ensemble convexe compact de R" . On a l'itéra-

tHHon n

a) Probléme principal

trouver (xn,yn) point de selle du triplet (Xn,dom fx,L)

c'est-d-dire que
"€ Xn 5 (yn,x—xn) >0 ¥xe Xn 5 yn € Bf(xn)

(ces relations impliquent que £(x") = min (£(x)]x e Xn)).

b) Sous probléme :

trouver x" e (x'4V) 0 X tel que

(yn,xn) = min ((yn,x)lx e X x-x€ V).

(le terme —fx(yn) est constant donc il n'apparait pas dans le min

ci—dessus)._ﬂ

n _n_n

Si (y ,x -x') = 0 arrét sinon trouver Xn convexe et compact

+1
tel que

n
xox 2% u {x}

et passer a l'itération suivante.

(3.8.3.) Cas o f est dérivable.

Supposons que la fonction £ posséde une dérivée continue

telle que

1im TG = e

On dira comme ROCKAFELLAR [27] que la fonction f est essen-
tiellement lisse. On sait alors (ROCKAFELLAR [27] théoréme 26.3) que
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la fonction polaire £ est strictement convexe, donc L(x,.) est
strictement concave. On pourra appliquer 3 ce probléme le procédé
(3.4.5.). On retrouve en fait la méthode bien connue de FRANK et

WOLFE que nuus avons déja rencontrée dans le paragraphe (3.4.6.).

(3.8.4.) Une méthode de montée par accumulation.

I1 s'agit du procédé "symétrique" de la méthode du (3.3.1.1.).

A l'itération n , on connait une partie Y de Y compre-

. P - T .
nant un nombre fini d'é€léments : Yn = {yl,..., l} et on connalt les
nombres {fx(yl)} i=1, ..., n-1
On suppose que la fonction : sup (.,y) - fx(y) est minorée
vyeY
sur X . n

Cette condition pose un probléme de démarrage non évident

pour l'algorithme.

On considére alors

le probléme principal

trouver x e X solution du probléme P relatif a (X,Yn,L).

Soit a_ = inf sup L(x,y).
xeX ern

le sous probléme

On cherche yn ¢ dom £ tel que
_ -— .
bn = (xn,yn)-fx(yn) = max ((xn,y)—fx(y)|y e dom )

C'est-3-dire on cherche yn e 9f(x") et on a de plus :

0 =GRy £

Si a £(x") arrét, sinon on fait Yn = Yn U {yn} et on passSe

+1

3 1'itération suivante.
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(3.9.)v PROBLEMES D'OPTIMISATION CONVEXE AVEC CONTRAINTES INEGALITES (%)

(3.9.1.)

Soit le probléme d'optimisation :
min (f(x)|x e X 3 gi(x) <0 izl,...,m)

. . . . n : .

o f est une fonction convexe continue définie sur R , X une partie
n . .

convexe compacte de R, les fonctilions gi sont- convexes et continues.

On suppose aussi (hypothése de qualification) qu'il existe =z e X tel

que : gj(z) < 0 pour tout i .
. m .
Soit Y ={yeR lyi > 0 i=l,...,m}
On associe 3 ce probléme la fonction L : X x¥ >R définie par
m
L(xy) = f(x) + L v, g.(x)
iz 7t

On vérifie sans peine que le triplet (X,Y,L) vérifie les

hypothdses H1, H"2 (X borné) et

H3 11 existe z € X et ae R tels que 1'ensemble

{y € Y|L(z,y) > a} soit non vide et borné.

Donc le théordme (3.2.1.) assure que le triplet (X,Y,L)
posséde un point de selle (x,y) tel que x est une solution du
probléme d'optimisation initial et y un vecteur des coefficients

de KUHN et TUCKER.

On lui associe un Lagrangien qui selon la terminologie de

JOLY-LAURENT [19] correspond a des perturbations verticales.
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(3.9.2.) Méthodes de descente par accumulation.

(3.9.2.1.) Algorithme.
C'est algorithme (3.3.1.2.) adapté a notre exemple.
A 1'itération n on considére un ensemble Xn convexe compact con-

E§nant 7 .

PROBLEME PRINCIPAL

trouver (xn,yn) point de selle du triplet (Xn,Y,L)

c'est-a-dire tel que

[ %" solution du probléme min (f(x)|x € Xn,gi(x) <0 i=1,...,m)

1 yn vecteur des coefficients de KUHN et TUCKER.

S0US PROBLEME

n
trouver x € X tel que

bn = £(x0) + (yn,g(xn)) = min (£(x) 4 (yn,g(x)) | x e X)

Arrét si a = b , sinon faire X = conv (X U {x"})
n n n+l n

et passer a l'itération suivante.

(3.9.2.2.) Méthode des colonnes.

I1 s'agit d'une variante du procédé précédent (cf. HUARD [5],

GEOFFRION [15]). On en trouve le principe en remarque g) du (3.3.1.1.).

C'est une modification du procédé précédent ol le probléme principal

consiste & c¢hercher le couple (xn,yn) point de selle du triplet

(Xn’Y’Ln) ou Ln est une fonction convexe concave continue sur

Xn X Y telle que Ln (.,y) = conv A(.,y) -
L(x,y) ¥yeY ¥x= x* izl,...,(n-1)3x = z .

ol A(x,y) =

+c0 sinon.
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(3.9.2.3.) Méthode du barycentre—(adaptation de

1'algorithme (3.3.1.3.).Cf. HUARD [18])

Méme probldme principal qu'en (3.9.2.1.).
On suppose de plus que les fonctions £ et g3 possé&dent des déri-
vées f' et gi continues sur X .

. n .
Le sous probldme consiste a chercher x € X solution de

m
min ((£'GxM) + T y% gl(x),x)[x e X)
i=1 *

(3.9.3.) Mé&thodes de montée par accumulation.

I1 s'agit de méthodes symétriques des précédentes qui
s'apparentent aux méthodes du chapitre II.

Nous remarquons que l'ensemble Y n'est pas borné.

\3.9.3.1.) Algorithme.
(Correspond au symétrique de (3.3.3.3.)).

A 1'itération n on connait un ensemble Yn fermé de Y .

PROBLEME PRINCIPAL :

On cherche x solution du probléme P relatif a

(X,YD,L). Soit a = sup L(xn,y)
yéYn

S0US PROBLEME

On cherche yn € Y tel que (xn,yn) soit un point de
selle relatif & ([z,xn],Y,L).

i a =b arrét sinon on détermine Y fermé :
n n n+l

n
Y;Ynﬂ:_:YnU{y} .




III-58

(3.9.3.2.) Algorithme. e
(Contient le sous probléme du symétrique de l'algorithme

(3.3.3.4.)).

Yn est un cdne fermé de sommet 1l'origine.

PROBLEME PRINCIPAL :

On cherche x° solution du probléme P relatif a

(X,Yn,L) c'est-da-dire solution du probléme d'optimisation.
min (£f(x) x € X 5 (y,g(x)) <0 ¥ye Yn)

SOUS PROBLEME

Trouver yn e VY (V voisinage convexe compact de O)

tel que

max ((y,g(x" ]y e V aY) = (y%,g(x™))

Puis faire

— - n
Yo=Y uly =)y [» > o} .

Par exemple

VAY ={ye leyi e.[O,l] i=l,...,m}

(3.9.4.) Méthodes de montée dans, le cas od la fonction f est

strictement convexe.

En plus des hypothéses du (3.9.1.) on suppose que £ est

strictement convexe. Nous donnons deux exemples de méthodes applicables

dans ce cas.

(3.9.4.1.) Algorithme. (cf. Algorithme (3.3.3.3.)).

. o, 2 . I'l"l I'l"l
On connait & l'itération n , y et vy e Y.
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PROBLEME PRINCIPAL : S

Trouver (xn,yn) point de selle du triplet (X,[yn_l,yn—l],L).

SOUS PROBLEME :

Trouver (xn,yn) point de selle du triplet ([z,xﬁ],Y,L).

(3.9.4.2.) Algorithme. (Cf. Algorithme (3.4.5.1.)).

PROBLEME BRINCIPAL :

Trouver (xn,yn) point de selle du triplet

(X,cOne convexe (yn_l,yn_l),L)

S0US PROBLEME :

Trouver yn ¢ V A Y solution de :

max (.56 |y € v A1) .

(3.10) PROBLEMES D'OPTIMISATION NON CONVEXE AVEC CONTRAINTES.

Cf. ROODE [30].

(3.10.1.)

Soit le probléme

(1) min (f(x)lx e X gi(x) <0 i=1,..., m)
ol X est une partie compacte de R"
f est continue sur R"
gi(x) sont continues sur RY .
_ /
On considére une fonction & : R~ R+ non décroissante, continue
0 si 4< 0

en O et telle que : () =

>0 sinon.
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On congiddre la fonction L {7 XX Y » R définie par :
m

Lix,y) = f(x) + ¥ y. 2(g.(x))
i=1 * *

(L'ensemble Y est défini comme dans (3.9.)).

On voit facilement que le probléme P relatif a (X,Y,L)
est équivalent au probléme (1).
En fait ce triplet permet de retrouver les méthodes extérieures étu-
diées au chapitre II en considérant des méthodes de montée.

Nous nous contentons de préciser un procédé par accumulation.

(3.10.2.) Algorithme.
A 1'itération n on connait

-1

Yn={yeRm0§yiqn }

N n-1
ol q e Y .
< .. . N n .
Le probléme principal consiste a trouver X solution du

probléme P relatif a (X,Yn,L) soit chercher < tel que

£ (x™) = min (Ff (x)|x e X)
n n

m
~ - D—l
od £ (x) = £(x) + P Y g, (x))

N . N " n
Le sous probléme consiste d trouver y € V AY tel que

max (L(x",9)|y € V A Y) = L(x ,y").

V est défini comme en (3.9.3.2.).

On détermine ensuite

m n
={yeR|0<y<q}

~ D_ n"‘l —T;
ou q =9 +y

m
Si T y? Q(gi(xn)) = 0 arrét, sinon on passe a l'itération suivante.
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CHAPITRE IV

MINIMISATION D'UNE FONCTIONNELLE SUR UN ESPACE
PRODUIT PAR UNE METHODE DE RELAXATION.

(4.1.) INTRODUCTION.

Soient Bi (i =1, ..., m) des espaces de Banach réflexifs
réels, Ci (i =1, ..., m) des convexes fermés de Bi .
m
c= 1 Ci , f une fonction convexe d valeurs réelles définie sur
i=1

m
B= T B possédant une dérivée de FRECHET f£'
i=1

On se propose de résoudre le probléme d'optimisation suivant

(P) " tyouver x € C tel que f(x) = min (f(x)lx ec) "

On emploie souvent pour résoudre ce probléme des méthodes de
décomposition qu'on peut considérer comme des extensions de la méthode
bien connue de GAUSS-SEIDEL (voir GASTINEL [8]) dans le cas d'une fonc-

tion quadratique : nous les appellerons méthodes de relaxation.

Ces procédés ont été étudiés en particulier par AUSLENDER i,
cEA [5], MARTINET [12],[13] , MIELLOU’ [15] , ORTEGA et RHEINBOLDT [16] ,
SCHECHTER [18] .

Ils consistent 3 remplacer le probléme P par une suite en

général infinie de problémes d'optimisation Pi de petite taille.
n -

Cependant, ces derniers peuvent &tre trés couteux. L'idée développée ici
(cf. AUSLENDER - MARTINET [3 ], [4] ) est la suivante : au lieu de

résoudre le probléme de minimisation P, on se contentera d'appliquer a
n

ce probléme une seule itération d'une méthode de minimisation.
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On associe ainsi divers méthodes d'optimisation classiques
d la décomposition. Nous nous contentons ici de considérer la décom-
position associée d la méthode de GAUSS-SEIDEL. (On pourrait aussi

examiner d'autres modes de décomposition tels que ceux étudiés par

AUSLENDER en [1] ).

On considére dans ce chapitre deux classes de méthodes ainsi
associées a la décomposition. La premiBre classe comprend la plupart
des méthodes de descente usuelles :
méthodes de descente de type gradient dans le cas sans contrainte
cf. CEA [5] , méthodes de type gradient projeté (LEVITIN et POLYAK [ll]),
HILDRETH [9] , MARTINET [12]), les méthodes de descente par linéari-
sation [5] , etc ...

On montre que sous certaines conditions ces méthodes de

descente peuvent &tre associées a la relaxation.

La deuxidme classe n'a pas la méme unité. Aprés avoir donné
un théoréme de convergence on cite comme exemple de tels procédés
les méthodes de type régularisation cf. TICKONOV [lé] , les méthodes
de type approximation extérieure de l'ensemble admissible (cf. cha-

pitre II)
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(4.2.) NOTATIONS - HYPOTHESES - GENERALITES.

on note || |, 1a norme dans B, et ( , ), la dualité
i i i

entre Bi et son dual Bi . On note aussi la dualité entre B et B'

et la norme dans B respectivement par ( , ) et 1l avec
m m
(x,9) = £ (x.,v.). et |k|P = ¢ [k B
. 177171 . it
i=1 =1
pour tout x = (Xl, . xm) e B x; € Bi
= .. ! . !
et tout y (yl, ey ym) e B v € Bl

En fait si le contexte ne préte pas & confusion nous pourrons

omettre dans ces notations les indices inférieurs.

On notera indifféremment les valeurs de f par

f(x) ou f(xl, . s xm)

Nous ferons les hypothdses supplémentaires

H1 Pour tout a ¢ R l'ensemble

{x e C|f(x) < a} est borné.

HZ : Pour tout borné D de B il existe une constante M > O telle que

G- || < ulk-yl] ¥ %, v eD

On se propose de résoudre le probléme suivant

(P) " trouver x® € C tel que f(x) = min (f(x)|x eC) =v "

Les hypothéses faites entrainent que le probléme (P) a au
moins une solution car la fonctionnelle f est faiblement semi continue
inférieurement et pour tout a € R 1'ensemble {x e c|f(x) < a} est

faiblement compact.
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Mais i1l n'y a pas en général unicité. On notera
M= {x ecC|f(x) = v} .

Puisque la fonctionnelle f est convexe et qu'elle est dérivable, toute
solution x du probléme (P) est telle que pour tout i =1, ..., m et

tout x, € C. on ait
i i
] - ___ >
(fi(x) ) Xy xi) > 0

(On note ici fi la dérivée partielle de f sur 1l'espace Bi , et

X = (;{l, ey ;(m))

(4.3.) ALGORITHMES DE DECOMPOSITION - GENERALITES.

Les procédés étudiés ici permettent de construire a partir

d'un élément x° de B une suite {x"} d'éléments de B . Soit
% = (xn X
s eees X
Pour i =1, 2, ..., m , on note (p? l'application de Bi dans [R
définie par

n+1l n+tl n n

n
\Pi(vi) = f(xi s wees K 1s Vis Koo . xm)

1
et &P? la dérivée de Lp?

Dans les procédés que nous étudions, on associe & la relaxation

m méthodes d'optimisation Qi , 1=1, ..., m de la fagon suivante :
n . n+l 2 . .
on passe de X d X en déterminant successivement pour
. n+l . n
i=1,2, ..., m 1l'élément s a partir de X, en effectuant une

seule itération de la méthode Q; appliquée au probléme de minimisation

de \Orll sur Ci




Les procédés considérés permettent-de générer une suite

n . - NIy
{x"} qui est minimisante c'est-~d-dire telle que

1im £(x") = v et 1lim d(xn,C) = 0

n>o >0

(On désigne par ad(x",c) la distance de x' & 0).

Les hypothdses faites entrainent alors que toute valeur
. . . n . . .
d'adhérence faible de la suite {x '} (il en existe toujours une car

1a suite est bornée) est solution du probléme P

(4.4.) METHODES DE DESCENTE ASSOCIEES A LA RELAXATION. GENERALITES.

(4.4.1.)
On associe 3 la relaxation une méthode de descente Q qui
-~ / ~ . n P z
sera la méme pour chaque composante. On génere une suite {x'} d'élé-

ments de C tels qu'd 1'itération n , on ait
n, n+l n, n .
wo(x, ) 2@ (x,) ¥ i
it7i — i

On a donc

f(Xn+l) i_f(xn)

. n+tl _ _.n - ez . . N
S1 X = X on arréte les,itérations, sinon on passe a

1'itération suivante.

. . n e e s . .
si la suite {x"} générée est infinie, on a puisque la

. n . }
suite {f(x )} est bornée inférieurement

1im f(xn) existe
>0
lim f(xn+l) - f(xn) =0
| e
. n, n+ly R, 0y - .
1im Cpi(xi ) (Pi(xi; =0 ¥ i
e
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Dans certains cas on sera amené~d faire 1'hypothése supplé-

mentaire suivante

H3 : Pour tout bovrné convexe D de B dont la projection sur Bi

~ . . . . + +
est notée Di , 11 existe une application Y de R dams R

ne dépendant que de D et f et vérifiant : (%)

limt, = 0 > 1lim (t ) =0 ,
K K
Koo Koo

telle que

¥1i1=1,2,...,m , ¥x eD , ¥ vis%; € Do, ¥\ e LO,l]

on ait, si on note

voo.(y) = L COPRRREE TN A3

X,1 "Xm) ’

i+1?°°
la relation sulvante

Wx’i(Xyi+(1—A)zi) A ) Ay, () - A=y (=24 [P

On montrera pour ces méthodes le théoréme de convergence

suilvant

(4.4.2.) Théoréme : _
La suite {f(xn)} est décro@ssante.
Si xn+l = x" , alors x" est solution du probléme P
La suite {xn} est minimisante et ses valeurs d'adhérence

faible sont solutions du probléme P

Soit §_ = {x ec|f(x) j_f(xo)} .
L'ensemble S, est borné grace 3 H1 . On note M (hypothése H2) la

(%) Une telle application sera appelée fonction d'influence dans la suite

du chapitre.
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constante positive telle que

IE o) - £1 (|| < Mgy | ¥ %,y € 8

Remarque :

Dans le paragraphe qui suit on donne quelques méthodes de
descente qui peuvent &tre associées d la relaxation. On n'a pas étudié
ici le probléme de savoir quelles sont les propriétés générales des
procédés de descente qui peuvent &tre associés a la relaxation, ainsi

on présente indépendamment les uns des autres les différents algorithmes.

(4.5.) METHODES DE DESCENTE ASSOCIEES A LA RELAXATION. EXEMPLES.

Pour plus de détails sur ces questions on pourra se reporter
d 1'article de AUSLENDER-MARTINET [3] . Pour chacun de ces algorithmes
on le décrit et on montre que la suite qu'il permet de générer vérifie

le théoréme (4.4.2.).

(4.5.1.) Exemple. La méthode associée est un procédé de descente

de type gradient dans le cas sans contrainte.

On suppose ici que C = B . On donne des fonctions d'influence

) et
1 62
Décrivons 1'itération n . Pour i=l,...,m on détermine
n . n, n
x, sl @i (xi) =0
n+l
X, =
1 -

n n _n .
X, - p. W. sinon
i i1

On désigne respectivement par W? et p? la direction de
descente et la longueur de déplacement. On choisit d'abord (cf. CEA [5])

W? € B vérifiant

a0l —
Hwil =1
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(A) al = (p'i(x), W) >0 .
1 1 1 1
! n
(B) 2 e 8 = |lel D]l < 6, (a) s

puls on choisit le scalaire p? tel que
(c) p; >0

?(x?+l)

(D) €S => @l(xY) - ¢
1 O 1 1 1

> 52<a§)

Montrons que si on fait les hypothéses H3 et celles du (4.2.),

cet algorithme satisfait au théoréme (4.4.2.).

Démonstration du théoréme (4.4.2.)

. n + . .
si = ™ ona par construction : tpin(x?) =0 ¥ i

par conséquent : £1(x") = 0 et x est solution du probléme P .

Supposons maintenant que la suite '{xn} soit infinie. On a

. n, ntl n, n, _ .
(E) ;L;E 9, (x,7) -pL(x) =0 ¥ i
Grice a (E), (D) et (B) il vient
(F) lim [|@!™(xD]| = 0 v i
i i

oo

D'aprés 1l'hypothdse d'uniforme convexité de f (hypothdse H3)

il existe une fonction a'influence <y telle que

n+l) ~T(x)

n+l n n+l n
. =%,) . .
1 A1 1 -

DD n
y(”xi —xiH) + (‘Pi (Xi) , X 3 §_¢i(X

La suite {xn} étant bornée, les relations (E) et (F) entrainent que

1im ”xn+l—xnr = 0

oo
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Et, puisque la suite {Xn} eé?mgg;hée, et que f' est

lipchitzienne, il vient de la relation (F) que

1im Hf‘(xn)H = 0
>

. n o s » . P
La suite {x'} est donc minimisante puisqu'elle est bornée

et que f est convexe.
C.Q.F.D.
. . . n
Nous n'insisterons pas sur le choix pratique de p? et Wi
qui se fait exactement comme dans le cas usuel d'application des méthodes

de type gradient en considérant la fonction qD? . (Cf. CEA [5] ).

(4.5.2.) Exemple. La méthode associée est un procédé de type
FRANK-WOLFE.

Cf. CEA [5] .
On suppose que C est borné et que f vérifie 1l'hypothése H3.
Décrivons 1l'itération n . Pour i=1,...,m , on détermine a partir de x?

P ” n
1'@lément =z. e€ C, tel que
i i q

yRe 0y m_ Ty 1, N _.n
(<Pi (xi),zi Xi) mln((pi (Xi)’xi xi)lxi e Ci)

. P n+l n n
puis l'élément X, € [xi,zi] tel que
20 = min (@TGIMGET-KIN| A e [0,1] )
i1 171 i1 -

n, n.,n, n _n
‘Pi(xi+Ai(zi—xi)).

Démonstration du théoréme (4.4.2.)

. 1 _ n+tl
Six = x on a

(f'(xn),x—xn) >0 ¥ x eC

donec x" est solution du probléme P
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Supposons maintenant que la suite;;{xn} gsoit infinie.
n _ .0, n n_n
Posons Ti(p) = ¢Pi(xi + p(zi xi)) .
On a :
n n n, n n, nt+l
- < -
¥o(0) - ¥ ) <Pi(x) me (k) v e [0,1]
Par conséquent, par passage d la limite en n , il vient
¥2(0) - ¥I ()
i i

1lim sup <0 ¥ € [O,l]
n > o« )\ .

Comme f' vérifie une condition de Lipchitz sur C , en

faisant tendre A vers 0O, il vient :

(») lim inf (<P!n(x?), zh-x1) > 0 .
il i7"l =
n <>

PP n
. Et par définition de Zs

.. A, ,.n By s
(B) l;w+12f (‘Pi (Xi)’ s xi) >0 ¥ X; € Ci .

De l'hypothése H3 on déduit qu'il existe une fonction

d'influence 7Yy telle que :

1 '
Y (”x?+ _XEID + k?(lpin(xg),z?~xz)
n, ntl n, n
< (Pi(xi ) - (Pi(xi) .

De (A) et des propriétés de 7y on tire que :
(c) lim |k?+l—x?|| =0 ¥i.
oo i i

Comme f' satisfait 3 une condition de Lipchitz, on déduit

de (B) et (C) que :

(D) lim inf (f'(xn),x—xn) >0 ¥x eC .
n +
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Or on sait que :
£(x) > £(x7) + (£'(x"),x-x") ¥xelC.
D'ou on tire de (D) que :

lim £(x") < £(x) YxecC .

n><

Donc :
1im £(x%) = v
n>©
. n
puisque : X € CV¥n .
C.Q.F.D.
Remarque :

Par analogie avec CEA [5] , on peut étendre cet algorithme
en considérant d'autres choix du scalaire K? qui conduisent a des

techniques plus efficaces en pratique. (Tabulation par pas ete...).

(4.5.3.) Exemple. La méthode associée est un procédé de gradient

projeté.

Cf. LEVITIN-POLYAK [11] , HILDRETH [9] , MARTINET [12] etc...

On suppose qué B est un espace de Hilbert et qu'il existe

Q> 0 tel que :

) - £l < [kyll  ¥xyeB.

Nous ne ferons pas dans ce paragraphe 1'hypothése H3. Omr se

donne des nombres 81 >0, €, > 0 tels que :
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On note P,  1l'opérateur de projection sur Ci
~ “1 N
. éme .. . sz . - .
Décrivons la n itération du procédé. Pour i=l,..., m on détermine
n+l n n n, n
X, = P, (%, - g ! .
i Ci( ; oy Py (%))
ol
n 2
aj € [ag > ~——j;——']
+
Q €9

Démonstration du théoréme (4.4.2.)

Si xn+l = x" 11 vient

n

n n n
= R oo s El i
s Ci(xl oy l(x )) ¥ i

et, d'aprds les propriétés de la projection et le fait que a? >0,

on a
(£1(x"),x,-x5) > O v x e C, Vi
1 1 1 - 1 1

ce qul entraine que x" est solution du probléme P

. . n P
On suppose maintenant que la suite générée {x '} est infinie.

oty o)
1 1

Soit al = @M(x\
1 1 1

On a

- Ja,.n ntl n
a; = (@1 (x)s %y %) 4
1 n, n ntl n n', n n+l n
f (@! (x,+2(x, -x.)) ~Q, (x,), x;, ~-x,)dz .
o & i i i it i
n, n ntl n Q ntl n -
S OPLGyDs g o)+ g [l gl

Q 1 ntl n
< 5 —E')H Xg Xy I

Q.
1
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Donc : e

(A) @G - et < -

. X, .
i1 i1t - 2 1 i
Cela entraine que

PG < TG v v

Donc

(B) lim (@G5 - %y =0 v
oo it7i i

D'ol on déduit de (A) que

() vim [P = o
n>

Les propriétés de projection entrainent que

n+l_ n n n, n+l ;
- > € = e
(xi o, (p (xi), XKy ) >0 ¥ Xy Ci i=1, ,m
d'ou on tire que
n+tl n n+l
( _Xi: Xi—xl )
+
FePGD) - BT, w0
i 7 i i i
n
o,
i
+ (f'(xn+l), x.—x?+l) >0 ¥ x. e C. ¥ i
i1 — i i

. . . ny
Comme f' est uniformément continue sur C , que la suite {x} est

bornée et qu'on a a? Z-ul > 0 , la relation (C) entraine que : -

lim inf (f'(xn),x—xn) >0 ¥ x €C
n >

C.Q.F.D.




Iv-14

Remarque : NP

Dans le cas sans contrainte la méthode associée est une
méthode de gradient particuliére. L'algorithme obtenu ne nécessite pas
de faire 1'hypoth&se H3. Un cas particulier d'une telle situation se
présente tout naturellement lorsque Bi = R ; on notera l'importance

pratique de ce cas.

(4.5.4.)
On trouvera en [3] d'autres exemples de méthodes de descente

. .‘/ P . P . .
associées 3 la relaxation, par exemple un procédé de linéarisation.

(4.6.) AUTRES METHODES ASSOCIEES A LA RELAXATION. ETUDE GENERALE.

(4.6.1.)

On suppose que Bi est un espace de Hilbert et que Ci est

borné. On note PC (Xi) la projection de x. sur Ci et
° A
i

d(x,,C.) = [ki-PcéxijE .

Nous étudions dans ce paragraphe des procédés qui consistent
. . n . .. .
d construire des suites {x } qui vérifient pour tout i , les deux

conditions suivantes

(1) lim d(x,,C,) = O
- i*7i
. n', n+tl, n n+l n
- > . . .
(2) lim inf (kPi (xi in s )i >0 ¥z, e C,

n > %

Avant de décrire des algorithmes effectifs qui permettent de
générer des suites ayant ces propriétés nous donnons un théordme de

convergence.
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(4.6.2.) Théoréme : U

. . s P ..

Soit une suite {x '} vérifiant les conditions (1) et (2).
Les hypothéses du (4.1.) et HL, H2, H3 entrainent qu’'une
telle suite est minimisante et que toute valeur d'adhérence

faible de cette suite est solution de (P).

Démonstration :

(A)

- . n
Grace 3 (2) et 3 la convexité de 1, on a :
1

Lin sup QTG - @i, () <0 ¥

n > ® 1

De (1) il vient que la suite {x"} est bornée.

On déduit de (1), de (A) et de 1l'uniforme continuité de

qu'il existe une suite { nn} de réels positifs tels que

lim nn = 0 et

>0
(B) t’pril(xri”l) _gupni(xr.,ll) oy ¥n ¥ izl,...,m .
Posons

¥ = el - @G

NERCI TRV {ily} < o}

Par construction et d'aprés (B) , on a :

(c)

(D)

(E)

e - = oz Wi - n | v -
ieA T ieB
n n
n < .
vl < 9, vieh
|W?| < (m-1) ﬁ + £(x) - f(xn+l) ¥ ieB .
1 - n n
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Soit S = {n[f(xn) i.f(xn+l)}

L

Nous distinguons successivement le cas ol le cardinal de S est infini

de celui ou il ne 1l'est pas.
a) Le cardinal de S est infini.

o) Pour tout n € S on a d'aprés (E) et (D)
n
(F) ¥ < (m=1) g

Dans ce cas, l'ensemble An ne peut &tre vide alors que Bn peut 1l'étre.

De (F) on tire que

1im ¥2 = 0 ¥ i
n—>°° =

Grdce a 1l'hypothése H3, on a

n, n n, nt+l . n, ntly, n_ n+l ntl n
> ! - -
@i(xi) “_\Pi(xi )+ Cops (< 7D ox, % )i + Y(Hxi Xi”i)
. n _ (O, ntly n pa!
Si on pose C; = ((pi (xi ),xi Pci(xi))i s

on a , compte tenu de (1) et (2)

n n n+tl n

¥, > € + + =% |,
(G) s 2 ke y(he L)
la suite '{En} vérifiant

lim inf e_ > 0

n = © n
On tire de (1) et (G) que
(") 1im Hx?+l—x?H. =0 ¥ i

o 1 il

Donc de (2) et du fait que la fonctionnelle kPin est unifor-

mément continue on déduit que

1im inf (£'(x"),x-x") > 0 ¥xecC
n>o®
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Grdce a la convexité de £ cela.entraine que

(D) £(x) > lim sup £(x7) ¥ x solution de (P)
n > ©

neSs

. v - . . n
Soit x wune valeur d'adhérence faible de la suite {x }ne;S
(i1 en existe au moins une).

n . . C .
D'aprés (1) X €C et comme f est faiblement semi-continue inférieu-

rement, on a :

£(x) < £(¥) < lim inf £(x™)

n > o«
nes
D'ol on tire de (I) que
(3 £(x) = lim £(x")
>0
nes

B) Si le complémentaire de S est vide ou de cardinal fini le
théoréme est démontré. Dans le cas contraire, d tout n ¢ S on fait

correspondre les nombres k(n) et j(n) tels que

k(n) e $ , k(n) =min (& >n , & € S)

jtn) e s, j(n) =max (XL <n , L € 9)

Par définition, on aura :

e > 1)
n j(n)
. f(x) < f(x ) + m. nj(n)

Or on tire de (J) que :

1im £GEMy = 1im 263 ™)) = £
>0 Tr>co

d'ol on déduit que :

1im £(x") = £(x)
1']«)00
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b) Le cardinal de S est fini :————--

Dans ce cas, il existe n, tel que pour tout n > n

on ait

n+l
X

£( ) < £(x7)

Cela entraine, puisque la suite {E™M} est bornée infé-
rieurement (grdce a (1)) que : ’

n+l

1im (£(x™) - £(x™) = 0 .

n>w

Des relations (D) et (E) 11 vient alors que

lim ¥, = 0 .

T->c0
La fin de la démonstration se fait comme dans la partie a).

C.Q.F.D.

(4.7.) AUTRES METHODES ASSOCIEES A LA RELAXATION. EXEMPLES.

(4.7.1.)
Nous explicitons maintenant des algorithmes qui permettent

. n . .o
de générer les suites {x } qui vérifient

(1) lim d(xz,ci> =0.
>
1]
(2) lim inf (<P? (x?+l),z?—x?+l). > 0 ¥zl e,
n > o 1 1 1 1 i1 — ER 1

(On remarquera que tous les procédés du (4.5.) ont ces propriétés). Le

théoréme (4.6.2.) entraine alors la convergence de tels procédés.

Dans les exemples qui suivent on suppose qu'on associe a

chaque composante le méme procédé Q .
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(4.7.2.) On associe a 1a relaxation une-méthode de régularisation.

Soit une suilte {ﬁn} de réels positifs et tels que

lim #n_ =
M = °
>0
‘o . . ] ntl o . n P
L'algorithme est le suivant. On trouve X 3 partir de x  en déter-
. . +
minant pour i =1, ..., m x? 1 tel que

%, € C., 1 .

n+l n, ntl
(x, )
1 1 1 1

ntl o,
e IRETIR = min CeyGe) o+ gl Tkl € €5)

. . . — . +1
La relation (1) est satisfaite trivialement puilsque X? € Ci

D'autre part, les conditions nécessaires et suffisantes d'opti-

malité entrainent que

n+l n
)3 o

. x?+l). + 27 (x?+l,z?—x?+l) > 0 ¥ 70 e C.
i i %1 i noi i i

n!
(o (x 12 i €%

D'old la relation (2) puisque C, est borhé.

(4.7.3.) On associe une méthode de pénalisation extérieure.

On suppose que chague ensemble Ci est définie par

= . . . . < 1= .

Ci {xl 3 Dl[gl(xl) < 0} i=1, , m

et que
a) Di est un sous ensemble convexe fermé borné de Bi
b) 8: est une fonctionnelle définie sur Bi convexe et continue
c) 1'ensemble Ci est défini "correctement" (cf. LEVITIN flﬁ],

AUSLENDER [2] )
C'est—-a—-dire que
pour toute suite {x?}¢: Di et telle que
lim su ( n) < 0
pgi~xi >
n - ®
on a

lim d(x2,C.) = 0 .
1 1
>0
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C'est le cas si compte tenu des-hypothéses précédentes, on
suppose de plus que Di est compact ou bien qu'il existe

z, € Di tel que

< .
g;(z;) <0

d) O = sup (f(x)]x € D) est fini.

On définit alors 1'algorithme suivant

On se donne n suites de réels positifs {K?} i=1l, ..., m tels

que lim K?

. . +
o0 et des applications Qj de R dans R non
n>w i

décroissantes, convexes, dérivables et telles que

L.(z) = 8(e) = 0 si ©<0
i i >
Qi(t) >0 si ¢ 0
Par exemple
g.(x) = (5?2
i

n n n
On pose Wi(xi) tpi(xi) + K li(gi(xi))

o . e , +

On construit pour i =1, ..., m 1'&lément x? L tel que
n+l n, ntl, _ _. n
X. € D s ‘Pi(xi ) = min Gyi(xi)|xieDi)

Nous devons montrer maintenant que cette méthode vérifie les

relations (1) et (2) du (#.7.1.).
o) Par construction, on a

n, n+l n
Vo) < eL(x)) ¥x, e C,

car %i(gi(xi)) =0 si Xy € Ci
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Donc

n+l

: Dehtly
1

)) < (Plz(xi) - @, (x

0< K 2, (g.(x
=71 Tiei it

¥ %, €C,
i i
et si on pose

B = inf (£(X)|x €D) > - = ,

1l vient
n n+l
0 <K 2.(g(x, 7)) <a -8 -

. 7 e n -
Les propriétés de Ki et de Qi entrainent que

) +
1im sup g.(x? l) <0
D5 oo it71

et comme Ci est défini correctement

lim d(x?,C.) =0 .
i*7i
>0
B) On peut montrer (cf. LESCARRET [lO] proposition 2) que 1l'appli-
cation : Xy > Ri(gi(xi)) est convexe et suus différentiable. De plus si
Bgi(xi) désigne la valeur du sous différentiel de g; au point x; 5 on

a la formule :

3L, (g, (x))) = 2] (g, (x,0)3(g, (x,))

Par définition de x2+l , on a :
0, ntl _htl n,, n+l n _n+1
(A) (tpi (xi ),xi X )i t KR (gi(xi ))(di,xi y )i >0 ¥ X, € Di
~ . ” . . +
ou d? € Bgi(x?+l) . (Ce sous différentiel au point x? 1 est non vide
car g, est continue).
Or :

n+l
i

¥x.eC, ¥d edg.(x.) ¥d e 9g.(x. )
1 1 1 1 1 1 1

on a , grace d la convexité de la fonction Qi(gi(.)),

n+l

oLy s (el (K0
1 1 1 1

0 = 21(g. (x.))(d, ,x,-x" ntly
1 1 1 1 1 1

n
) (A, x; )y

Ce qui compte tenu de (A) démontre la relation (2) de (4.7.1.).
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On peut étendre ces résultats aux procédés par apprcximation

extérieure du chapitre II. Nous allons en voir maintenant un cas parti-

culier.

(4.7.4.) On associe a la relaxation une méthode d'accumulation

des contraintes.

Hypothéses et notations

et que
a)
b)

c)

c)

e)

On suppose maintenant que Ci est défini par

= <
Cy {Xi € Dilgi(vi’xi) <0 V. e Vi} .

D, est une partie convexe fermée bornée de Bi
Vi est un ensemble compact

Pour tout v, € Vi la fonctionnelle g(vi,.) est convexe
et semi-continue inférieurement
L'ensemble C, est défini de facon correcte c'est-a-dire

que pour toute suite {X?} telle que

. n
<
lim sup gi(vi,xi) <0 ¥ v, € Vi .
n > ®©

on 4a

lim d(x2,C.) = O .
1 1

n>e
Les fonctionnelles gi(.,xi) sont équi-uniformément continues

sur Di clest-a-dire que : ¥i , ¥ € > 0 il existe un voisi-

nage Ui de O dans Bi tel que
¥ x. €D, ¥v,, v! e V. on ait
i i i’ i i

! = - 1 <
(v;-vi) € U; = [g;(vynx,) g;(vi.x,)| < e
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Algorithme : e
On décrit le passage de ¥ a xn+l
On connait au début de 1'itération des parties V? de V. auxquelles

correspondent les ensembles :
n n
K, = {x, € D,|g.(v,,x.) <O ¥ v, e V,}
i i i'eit ittt — i i
qui sont des approximations extérieures de Ci

. . . n+l
On détermine successivement pour 1 =1, 2, ... m : Xs tel que

n+l n n( g+l)

. n n
x, € K.i » PLx = mln(gpi(xi)|xi e Ki)

Puis
. + . n+1l n
si x? le, C. on fait V. =V. ,
i i i i
. . . n+1l
sinon , on détermine v, tel que
n+l n+l n+l, _ n+1l )
v, € Vi , gi(vi s X ) = max (gi(vi’xi )|vi € Vi)
.. n+l
et on choisit Vi tel que
n+l n n+l
. oV, . .
Vo2V 2 vl

Montrons maintenant que ce procédé vérifie les relations (1) et (2)

du (4.7.1.).

: . +
Puisque : Kz o) Ci on a par comstruction de x? 1
! +1 n+l
(@ (2T, 20-x, ). >0 vzl e cC,
i i i1 i-— i i

ce qui est la relation (2). -

soit S, = {n]x} ¢ c.}
1 1 1

La relation (1) est triviale si le cardinal de S, est nul ou fini.
Supposons le contraire. D'aprés la construction de x?+l et 1l'hypothése d)

la relation (1) sera vraie si on montre que

. n _n.y _
(A) lim sup gi(vi,xi) =0
n > o
nes,
i
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Raisonnons par l'absurde. Si -(A)~-n'était pas vraile, il exis-
n
terait alors € > 0 et une sous suite {xiK} telle que

n, n
. K K
>
(B) 1lim gi(vi WXy ) > €

K00

Comme Vi est compact, il existerait des entiers K, K' et KO tels que

nK > nK' > n, et tels que
O
n n n n
K K K' “K! 3
- < =
lgs (v %) = g (V7 x| <3

Pk Tk Pkr P
et comme gi(Vi 2%y ) >0 et g:.L(V:.L sXs ) <0 on aurait

n, n
K K €

<_

gi(Vi 2Xs ) 3

ce qui contredit (B)

Remarque :

On peut faire d'autres hypothdses sur la représentation de Ci
qui assurent taujours la validité de l'algorithme. (voir chapitre II)
Di est compact et la famille de fonctionnelles gi(vi,.) est équi-

uniformément continue.




2]

(5]

[7]

I¥-25

BIBLIOGRAPHIE -

AUSLENDER, A.
Méthodes numériques pour la décomposition et la
minimisation de fonctions non différentiables.

Numerishe mathematik 18, (1971) 213-223.

AUSLENDER, A.
Introduction d la théorie de 1l'optimisation.
Cours polycopié.

Clermond-Ferrand. Décembre 1969.

AUSLENDER, A. et MARTINET, B.
Méthodes de décomposition en théorie de l'optimisation.

Séminaire d'analyse numérique. Grenoble, décembre 1971.

AUSLENDER, A. et MARTINET, B.
Méthodes de décomposition pour la minimisation d'une
fonetionnelle sur un espace produit.

C.R.A.S. 3 paraltre.

CEA, J.

Optimisation. Théorie et algorithmes.

Dunod 1971.

DUNFORD, N. and SCHWARTZ, J.T.
Linear operators. Part I. -

Interscience publishers. (1964).

FRANK, M. and WOLFE, P.

An algorithm for quadratic programming.

Nav. res. Log. quat. 3, (1956) 95-110.




(8]

[10]

(1]

[12]

[13]

[14]

GASTINEL,

HILDRETH,

1¥-26

N.
Analyse numérique linéaire.

Hermann (1966).

C.
A quadratic programming procedure.

Nav. res. log. quat. 4, (1957) 79-85.

LESCARRET, C.

LEVITIN,

MARTINET,

MARTINET,

MEYER, R.

Sous différentiabilité de fonctions composées.
Faculté des Sciences de Montpellier.

Séminaire d'analyse unilatérale. (1968).

E.S. and POLYAK, B.T.

Constrained minimization problems.

U.S.S.R. comp. math. and Phy. 6, (19$66) 1-50

B.

Convergence de certaines méthodes de relaxation
en programmation convexe.

C.R.A.S. 265, (1967) 210-212,

et Rapport CEA (L968).

B.
Minimisation d'une fonctionnelle dans un espace
produit par une méthode de relaxation.

RIRO & paraltre.

The validity of a family of optimization methods.

SIAM J. Control vol. 8 n® 1 (1970) ul-54.

MIELLOU, J.C.

Thése. Octobre 1970. Grenoble.




[17]

[18]

[19]

[20]

V=27

ORTEGA, J.M. and RHEINBOLDT, W.Cs—--
Iterative solution of non linear equation in several
variables.

Academic press. New-York. London 1970.

POLAK, E.

Computational methods in optimization.

A unified approach. Academic press. 1971.

SCHECHTER, S.
Relaxation methods for convex problems.

SIAM J. Num. Anal. 5 (1968) 601-612.

TICKONOV, A.N.
Soviet math. Dokl 4 (1963) 1035-1038.
Soviet math. Dokl (1963) 1624-1627.

ZANGWILL, W.I.
Non linear programming. A unified approach.

Prentice Hall, Englewood Cliffs, New-Jersey (1969).







CHAPITRE V

R L L

RECHERCHE D'UN POINT FIXE D'UNE APPLICATION PSEUDO-CONTRACTANTE.

CAS DE L'APPLICATION PROX

(5.1) INTRODUCTION.

On considére un ensemble C convexe, fermé, borné d'un

- *
espace de Hilbert H (%) et une application U de C dans C pseudo-

contractante c'est-a-dire telle que :

pour tout x,y € C on a :

ox-vy|P < [k-y|F - llU-T)x - (U-Dylf* .

BROWDER et PETRYSHIN [2] ont montré que l'ensemble des points
fixes d'une telle application U est convexe, fermé, borné et non vide.
Par extension des résultats de [2] , on démontre que toute suite

{x"} construite 3 partir de < e c par les itérations

(1) nt+l _ n

converge faiblement vers un point fixe de U .
Nous appliquons ces résultats 3d deux exemples
a) Soit une inéquation variationnelle monotone et hémicontinue :

(2) "tpouver x € C : (Tx, x—§)_z 0, ¥x e C"

On lui associe 1l'application U qui & 1'élément z € C fait

correspondra 1'élément unique y € C tel que :

(Ty,u-y) + < y-z,u-y > >0 , Yu € C .

(%)

On peut étendre ces résultats au cas ol H est un espace de Banach unifor-

P
mément convexe.




On montre que cette application U est pseudo-contractante
et que toute itération telle que (1) permet de construire une suite
n . . .
{x 1} qui converge faiblement vers une solution de (2) .

(Voir Martinet [6]).

b) Soit le probléme de minimisation convexe

(3) "trouver x € H tel que

£(x) = min (f(x)!x € H)"

ol f est une fonctionnelle convexe et inf-faiblement compacte.
Comme MOREAU [6], on lui associe l'application prox: U qui

d =z el fait correspondre y € H tel que
. 1 2 . 1 2
fly) + E-lb—zH = min (f(x) + E’HX'ZH |x eH).

L'itération (1) constitue un procédé constructif pour trouver

une solution de (3).

On montre que la propriété de convergence de la suite générée
par (1) est conservée si U est une application composée de plusieurs
applications pseudo-contractantes. On applique ce résultat d la recherche
d'un point commun d plusieurs ensembles convexes fermés bornés par un
procédé de projections successives tel que celui décrit par
GUBIN-POLYAK-RAIK [3]

On donne ensuite des extensions de ces résultats quand les
itérations de (1) ne sont effectuées que defacon approchée : approxi-
mation de Ux". , probldme d'optimisation résolu par un procédé ol on
associe la régularisation avec l'accumulation des contraintes. Dams ce
cas, la propriété de convergence ne subsiste plus que pour une sous

suite.




(5.2.) GENERALITES.

(5.2.1.) Définition :

Soit T une application de C dans C , on dit que cette

application est

contractante s'il existe Kk Q]O,l[ tel que

ltx-Ty || < klk-y]] vy €€,

faiblement contractante si [Fx~Ty|!§_|k-y | ¥x,y € C

L'application pseudo~contractante est un cas particulier
d'application faiblement contractante.
Nous rappelons des résultats montrés par BROWDER et

PETRYSHIN [2] . (cf. aussi ORTEGA-REINBOLDT [8] ).

THEOREME :
Soit une application U faiblement contractante qui applique
¢ dans C (C est un ensemble convexe fermé borné d'un espace
de Hilbert H). L'ensemble M des points fixes de T est non
vide convexe et fermé.

Remarque :

Si H est un espace de Banach réflexif on peut montrer de
facon analogue que l'ensemble des points fixes est fermé et convexe mais

cet ensemble peut &tre vide.

Remarque :
Les pésultats du théoréme ci~dessus demeurent valables si C

est un ensemble fortement compact et H un espace de Banach.

THEOREME :

Soit un nombre A 6]0,1[ .

Si l'application U de C dans C est faiblement contractante,
la suite {x'} ‘générée i partir d'un élément initial xl de C
par les itérations : xn+1 = xxn + (1-X)an converge faiblement

vers un point fixe de U .




(5.2.2.) Théoréme fondamental.

Si U est une application pseudo-contractante de C dans C
(C convexe fermé borné de 1'espace de Hilbert H) alors toute

. n . o . 1 . .
suite {x } construite 3 partir de x €& C par les itérations

n+l n . i .
X = U x , converge faiblement vers un point fixe de U

On note M 1l'ensemble des points fixes de U qui est convexe
fermé, borné et non vide. Nous décomposons la démonstration de ce théo-

N .
reéme en deux lemmes.

LEMME a :

Toute valeur d'adhérence faible de la suite {x'} appartient 3 M .

Démonstration

Par définition de la pseudo-contraction on a pour tout y € M

I [ | A | | |

n+l

donc : -Ik —yILi “xn"yH ¥ n

lim Ikn-yH existe
< jomatl

Lin (K™l - (K"l = o
00

D'old on tire de (1) que

. ntl n
(2) lim |kn l—x H_ = 0
oo
L . . . n .
Soit X' une valeur d'adhérence faible de la suite {x } (existe
toujours car la suite {x"} est bornée), Il existe donc une sous suite

n . . o
{x }n69 qui converge faiblement vers x

On a

n

I -ux|f = |R-x|P o+ |R-URIP ¢ 2 <k -%,%-UR >,




Donc :
(3)  R-UR|P = (RORIP o+ (RUR(P e
ol 1im e =0

>0 n

ne S

Or on a (inégalité du triangle et faible contraction de U):

1’1+ll| + ”xn

e R e O e R e Al

et grace a (2) :
o] < K-xI e,
ol : lim iy, =0

>

I1 vient donc grace a (3) :

I-Ux|P + e < 2 ) Hxn—in + oy z ¥ne S
n — n n

d'ol :

[R-vi]] = o

C.Q.F.D.

LEMME b :

La suite {x"} converge faiblement vers un point fixe de U .
Démonstratbn :

Supposons que la suite {x'} ait deux points d'adhérence distincts
yl et y2 .
Posons :

a, = lim Hxn~y.H i=1,2.

i i

e

Ces limites existent grdce au lemme précédent. On suppose que :
(1) a, >a
Considérons le demi espace fermé :

- - -1
D = {x € H < Y17Vgs ¥ 7 5 (yty,) > < €}




On choisit le nombre € 6]0, %—1Wl—y2H2[”wdQ sorte que

(2) Y1 4'D€

Grace a (1) il existe N tel que pour tout n > N on ajt: X" e D
Donc puisque l'ensemble D€ est faiblement fermé toute valeur d'adhé-
rence de la suite {x"} appartient a D. > ce qui contredit (2) et
prouve donc que Yy TV, - On montre qu'il en est de méme si- a; < a,
Ceci prouve que la suite {xn} a une valeur d'adhérence faible unique,

donc elle converge faiblement vers cet &lément.

C.Q.F.D.

Remarque :
I,'é1ément vers lequel la suite converge faiblement dépend
en général de 1'élément initial des itérationms.
(5.2.3.) Remarque :

On pourrait justifier ce théoréme dans le cas d'une appli-

cation U de C dans C vérifiant
p ([ox-uyl) < pClx=y[D - a(][(T-U)x - (T-L)y[D ¥x,y &C
ol les fonctions p et g sont des "fonctions d'influence.

(C'est-3-dire que p (ou gq) est une fonction non décroissante de R
dans R’ telle que : p(0) = 0 et p(t)> 0 sitT > 0).

(5.3.) - RECHERCHE D'UNE SOLUTION D'UNE INEQUATION VARIATIONNELLE PAR

REGULARISATION.  Voir MARTINET [5] . -

(5.3.1.) Application "Proxi" associée a une inéquation variation-

nelle monotone et hémicontinue.

Notons <,>» le produit scalaire sur H et (,) 1la dualité

entre H et H'. On considdre une application T de H dans H'
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monotone dans C : i.e (Tx-Ty,x-y) > O  ¥x,y €C
hémicontinue dans C : i.e. pour tout x,y € C, l'application
qui a t e;[O,l] fait correspondre T((1-t)x+ty) dans H' muni

de la topologie faible est continue.

On cherche une solution de l'inéquation variationnelle
"trouver x € C tel que (Ti,x—i)_z 0 ¥x e C"

Grace aux hypothéses faites, ce problémes a au moins une

solution (voir LIONS et STAMPACCHIA [u]).

Par extension de la notion d'application prox pour un probléme

d'optimisation on introduit une notion analogue.

Définition :

On appelle application "proxi" 1'application U qui a tout
9%

z de € fait correspondre l'dlément unique y de C tel que

(L (Ty,u-y) + < y=z,u~y > > 0 Yu €C

L'existence de cet élément y est facile 3 vérifier. Montrons
son unicité.
Soit ' et Yo deux solutions quelconques de (1).

On a donc
(Tyl,yQ—yl) + < Y,"%sY7Yq > >‘o
(TYQayl“YQ) + < Y5"ZsY17Yy > >0

Soit : : )
0 > (Ty =Ty sy,-y)) + Ly v, [P 2 Iy, IF

et y, =y, ce qui montre l'unicité.




(5.3.2.) Proposition :

L'application proxi définie plus haut est, compte tenu des
hypothéses faites, (T est monotone et hémicontinue) une

application pseudo-contractante.,

Démonstration :

Soit zy>%, € C . On pose
y. = Uz, et Azi = yi—zi pour i=1, 2.

1 1

U désigne 1'application proxi.

Par définition on a :
- ; - >
(Ty s y,7y) + < bz, y,my; >20
- - > >
(Ty,> ¥17y,) + < Az, y,-y, >>0
Par addition de ces inégalités, il vient
(Ty, =Ty, ¥,y1) + < ¥77V5s bzy= Bzp > >0
Ce qui grace d la monotonie de T entraine que
<y.- - .
(1) Y175 A22 Azl >>0
Donc :
2 _ 2, o |12 - 2
Ihl"zgl - |bl_ Azl"y2+ AZQll i.Hyl y2” + ing AZlH :
Soit
2 2 2
oz, Uz, B < llay-a,|P - [(0-Dz, - (U-Dz, P

C.Q.F.D.

Remarque :

Si T est fortement monotone i.e.

"Il existe k > O tel que pour tout x,y € C on a :

(Tx-Ty,‘x—y) >k Hx~y”2 ",




alors l'application proxi U correspondante est contractante ; en

fait on a

1
HUzl—U22|F E_IIE “ZlAZQI‘Z v 2152, € c .

(5.3.3.)

Voici maintenant une proposition facile 3 montrer qui justifie

1'intérét de la notion d'application proxi.

Proposition :
Toute solution d'une inéquation variationnelle monotone et

hémicontinue est un point fixe de 1'application proxi corres-

pondante et réciproquement.

On en déduit que tout algorithme de recherche d'un point fixe

de U permet de déterminer une solution de 1'inéquation variationnelle

initiale.
Corollaire :
. n . N . 1
Toute suite & } construite 2 partir de x € C par les
.o . N ~ . +1 . n
itérations odl on détermine x 1 i partir de x  par :
n+l n+l n+l +1 _n n+l
x € C : (Tx S XX ) + < x" 1~~x S XX > >0 ¥xe&C,
converge faiblement vers une’solution de 1'inégquation variation-
nelle. |
Remarque :

Ce procédé est a rapprocher de la méthode habituelle de régu-

larisation d'une inéquation variationnelle que nous rappelons rapidement.

Etant donnéeune suite de nombresl {en} tel que En > 0 et

. . . n ~ ” P4 n
lim €, = 0, on construit la suite {x'} ou 1'élément =x est tel que
>0 !

e c (Txn,x—xn) tE < xn,x~xn >>0 ¥z € C .




Appelons M 1'ensemble des solutions de 1'inéquation varia-

tionnelle initiale et x 1'élément M <feigque :
Bl = min (il | * €.

; . n . . .
On peut montrer que la suite {x } construite ci-dessus converge fai-

blement vers x , élément qui ne dépend évidemment pas de xl

(5.4.) CAS D'UN PROBLEME D'OPTIMISATION CONVEXE. RECHERCHE D'UN POINT

FIXE DE L'APPLICATION Prox.

. (5.4.1.)

Considérons le probléme suivant :
(%)  "trouver x € C tel que f£(x) = min (£(x)|x €H) = p »
ol la fonctionnelle f définie sur H est convexe et faiblement
‘inf compacte (c'est-a-dire que pour: tout a € R, l'ensemble
{x ¢ H|f(x) <a} est faiblement compact).
On pose M = {x € H| f(x) = m} . Il est facile de vérifier

que M est convexe, fermé, borné non vide.

Définition :

‘Suivant MOREAU [7] on définit 1'application prox : U associée

a f qui a tout élément z de H fait correspondre 1'élément

unique y tel 'que :

£y) + 5 b-zlP = min (£ + 3 |he-zlP | x € w).

(5.4.2.) Proposition : B
Toute :soluton du probléme 67 est un point fixe de U et

réciproquement. (cf. MOREAU [7] ).

(5.4.3.) Proposition :

L'application prox est pseudo-contractante.
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Démonstration :

On note f'(x;y) la dérivée directionnelle de f en x
pour la direction y .

Soit 2%, € H . On pose :

y. = Uz, et Az, = y.-zZ, i=1,2

1 1 1 1 1

On a par définition de y, et v,

1 . - -
f (yl,y2 yl) + < Azl,y2 vy > >0
1 er e _
£1(y,5y,7Y,) + < Dz,y 7y, > 2 0.
Par addition de ces inégalités :
1 . - ] . _ - -
(1) CENyyymy) + B3y tY,) b <y Y, Bzym bz > > 0

Puisque f est convexe, il vient
1 iy - + £ ey =
£'(y55,7y,) T £1(y,5y7y,) <0
D'oll on tire de (1) que :
< Y17Yps Azz- Azl >>0.

On termine la démonstration comme en (5.3.2.).
c.Q.F.D.

Proposition :
Si f est fortement convexe (c'est—a-dire qu'il existe k > O

tel que pour tout X,y € H et tout A €1]0,1| on ait :

FQx + (WMDY < A£G+ (120 £ - kA0 [y|P),

alors l'application prox est contractante.
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(5.4.4.) Proposition :
Toute suite {x"} construite 2 partir de x1 € H par les

. . - n+l ;
itérations od x est tel que :

f(xn+1) + %— Hxn-l'l_anZ = min (f(X) +%— HX"‘XnH2|X 6H),

. . ~ aQ
a) converge faiblement vers une solution du probléme $.

b) est telle que : lim £(x") = m = min (f(x) | x €H).

n>ow

Démonstration :

On a par construction :

n+l

(1) m < f(x ) f_f(xn) pour tout n .

Donc :
x" €D = {x €H |£(x) < £(x)}

Ici D est un ensemble convexe fermé borné.
Les propositions (5.4.3.), (5.2.2.) et (5.4.2.) montrent alors
la partie a) de la proposition.

Grace a (1) il vient

(2) lim £(x") > m .
n->oo

. -
Comme f est convexe on a pour tout =x solution de Q et

tout n :

(3) m = f(x) > f(xn+l) + f'(xn+l;x—xn+l).

Or par définition de xn+l, il vient : B
f'(xn+l;x~xn+l) + o< xn+l-xn,x—xn+l 5 2_0 )

N N . Py n+l .
Par passage 3 la limite, puisque les éléments (x-x ) sont bornés et que :

lim I&n - xn+l|| =0 , il vient
n-ro

n+l;x—xn+l) >0 ¥x € H .

1im inf f£'(x
>0
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D'od on tire grace a (3) que

. +
lim sup f(xn l) <m .

>
Ce qui montre grace a (2) que

1im f(xn) =m .
n+o

C.Q.F.D.
Remarque :
Cette proposition décrit une méthode de régularisation pour résoudre

le probléme & . (Voir BELLMAN [1] et MARTINET [5] ).

(5.5.) CAS D'UNE APPLICATION COMPOSEE DE PLUSIEURS APPLICATIONS

PSEUDO CONTRACTANTES.

(5.5.1.)
Soit p applications pseudo-contractantes Ui (i =1, .., P)

vérifiant

Ul : C>H UP : H~>C Ui : H~>H i=2, ...,(p-1).
On définit 1l'application A composée : C =+ C par :
A=U Uy U,

On vérifie facilement que l'application A est faiblement
contractante. (On ne peut dire en général qu'elle est pseudo-contractante).
On en déduit que l'ensemble des points fixes de A est non vide, Convexe,

fermé et borné.

On va montrer un résultat analogue au théoréme (5.2.2.) pour

cette application A :
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(5.5.2.) Théoréme :

. . - . 1
La suite {xn} construite 3 partir de x € C par les
Xn+1

¢, - . n .
itérations : = A x , converge faiblement vers un

point fixe de A ,

Démonstration :

On note M 1l'ensemble des points fixes de A.

~

La démonstration est analogue d celle du théoréme (5.2.2.) si on

montre que :

(1) Lim %

>0

=0 .

On a (faible contraction de A) :

1
™=yl < Jk -yl ¥y enu.
Donc :
(2) vim (gl - Kyl =0 Wy em .
Tr>c0
Or :
+1 .
K"y [P = |hs"-ay|P = - -0y X0 - o .-.0p ylP
n _ 2 - n o
§>|Wp_l...Ul X0 = U geeeUp val 1@ Up)Up_l...le
(I—Up)Up_l...Ul |
puisque l'application UP est pseudo contractante.
On a donc par récurrence :
(3) Byl < bPglP - (-0 R (@0 |- (10U, = (10 | P

- (1= 2
[ Up)Up_l...le (1 UP)Up_l...UlyH .

Donc grdce a (2) il vient :
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lim (-0 - (T-u)yll=0
>0
lin |[(1-u)u " - (1-U)U ]| = 0
A rr+oo
- n =
L [0, 0 - 00 -l = 0

Grdce a 1l'inégalité du triangle

P n n
1im [|(T Upx = (I-U))y + (I-U)U x" = (I-0 )0y + ....

>0

ceen # (I—UP)Up_l...len R URIUNERER |
Soit :

lim Hxn~y—AXn-AyH =0

mre

ce qui montre (1).

C.Q.F.D.

Remargue :
Ce théordme suggére que les résultats précédents sont valables
dans un cadre plus général que celui des applications pseudo-contractantes

(voir remargue (5.2.3.)).

(5.5.3.) Exemple : La méthode des projections successives pour
trouver un élément commun & plusieurs convexes.

Soit p ensembles Di de H convexes, fermés, bornés, non
vides et un ensemble C de H convexe fermé, borné contenant l'ensemble :
U D. .
i=1,...,p *
On définit
a) pour tout i = 1, ..., p , l'application Ui qui & x € C fait

correspondre la projection de x sur Di




' 1 1 : TR 'Y
b) l'application A Up Up—l ql@mm”
c) 1'ensemble B = N D.
. i
i=1l,...,p

Le théoréme (5.5.2.) montre que les itérations

(1) s ax”

P ~ ~ . l O n 3 ) 13
générent, a partir de x~ € C , une suite {x } qui converge faiblement

vers un point fixe de A

Or l'itération (i) n'est autre que la méthode des projections
successives (cf. GUBIN-POLYAK-RAIK [3]).

Nous allons préciser les propriétés de ce procédé par quelques propositions.

(5.5.3.1.) Proposition :

L'ensemble M des points fixes de A est un ensemble convexe,

fermé, borné, non vide.

Démonstration

évidente car A est faiblement contractante et applique C

dans C

(5.5.3.2.) Proposition :

Si 1l'ensemble B est non vide alors M =B ,
Démonstration

Il est évident qutona : M DB .

On montre comme dans le théoréme du 5.5.2. que si 1'élément =z

est un point fixe de A , on a pour tout y € 8B
0 < -[[(1-uz - (T-Uy|P - [[(-U,)0,2 = (T-U DU Y|? ...

- - - - - 2
(& Up)Up_l...Ulz (1 Up)Up_l... uylf -

On en tire que

c.Q.r.D.
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(5.5.3.3.) Proposition :

. n . PP . 1
Soit {x'} une suite générée a partir de x & C par les

. . n+l n . .
itérations : X = AX . On a l1l'alternative suivante :

. . . n .
a) Si B est non vide , la suite {x } converge faiblement
vers un élément de B . On a ainsi justifié le procédé de pro-

jections successives.,

s . . n . -
g) 8i B est vide, la suite {x'} converge faiblement vers
un point fixe 2z de A qui correspond 3 un cycle. (Il existe

j tel que =z # sz).

On pourra se reporter d GUBIN-POLYAK-RAIK [3] pour une étude

détaillée de ces procédés.

(5.6.) RECHERCHE DE POINTS FIXES D'UNE APPLICATION PSEUDO CONTRACTANTE

PAR DES ITERATIONS APPROCHEES.

(5.6.1.) Résultats préliminaires.

(5.6.1.1.)
Soit trois suites de nombres réels non négatifs et bornés supé-
pieurement : {a} , {b} , {9} telles que :
n n n
lim nn =0
>0
(1)
< — P
a = an bn + nn ¥n

Nous allons montrer des résultats simples sur le comportement

asymptotique des suites {an} et {bn}.

(5.6.1.2.) Proposition :
Si en plus des propriétés du (5.6.1.1.) on suppose que la

série 1 R est convergente,alors la série % bn est conver—
n n )

gente et la suite {an} posséde une limite.




Démonstration

Grdce a (1) il existe d €R tel que

Donc la série § bn est convergente car la série I R 1'est.
n n

Par conséquent la série I (ﬂn—bn) est convergente. Supposons malntenant
n

que la suite {an} ait deux valeurs d'adhérence distinctes,On aboutit

facilement 3 une contradiction puisque

< ; -
an+l-— an * (”n bn)

et que la série I (7 —bn) est convergente.
L,
C.Q.F.D.

(5.6.1.3.) Proposition :

Si, en plus des propriétés du (5.6.1.1.), la série I 7, est
n

divergente, les suites {an} et {bn} n'ont pas en géndral

de limites et 11 existe une sous suite infinie de {bn} qui

tend vers zéro.

Démonstration : ,

Nous nous contentons de montrer la dernidre propriété signalée
ci-dessus. Soit S = {nl a1 > an} . Si l'ensemble S est vide ou fini,

d partir d'un certain rang on a

a < a
nt+l — n

donc 1lim a_  existe et grdce a (1) : 1im b_= 0 .
JSEa o n>e o

Si l'ensemble S est infini. On a pour tout nesS

- < .
0 < (an an) + bn < yn

+1




Donc : lim (an+l—an> =1lim b =0 R
>0 oo
neé€s nes
C.Q.F.D.
(5.6.2.)

Etant donnée une application U pseudo contractante de C

. . n . . .
dans C , on considére la suite {x } générée par les itérationms

n+l n n
X tUx + €

~ n . Pd Pd
ol {e} est une suite d'éléments de H tels que

1im JE"]] =0 .

nroo

On a le résultat suivant

(5.6.3.) Proposition :
I1 existe une sous suite infinie {xn}n €S de la suite {xn}
générée par le procédé (5.6.2.) telle que : toute valeur
d'adhérence faible de la sous suite {x"} hES soit un point

fixe de U .

Démonstration :

Puisque U est pseudb contractante on a pour tout y €M :

e | S e

. . z D ntl
Donc puisque la sulte {xn} est bornée on a par définition de .x :

1 ;n+l
e e Sl | S L -

ol 1lim nn =0 .
I]—)OO

Donc grdce 3 la proposition (5.6.1.3.) (poser

a = Hxn—yH2 et b = “x?+l—xn”2), on voit qu'il existe une sous suite
e s n

infinie {x }n €S telle que

Llim |pxn—xn||= lim ”xn+l—xnll =0
n>° n>o

nes nes
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On termine facilement la démonstration comme au lemme a du

théoréme (5.2.2.).

C.Q.F.D.

(5.6.4.) Remarque :

Si la série I Ikn[[ est convergente (hypothése assez forte)
n

on peut montrer alors que la suite {xn} générée par le procédé du (5.6.2.)

converge faiblement vers un point fixe de U

(5.6.5.) Un procédé mixte d'optimisation

On va montrer qu'on peut résoudre un probléme d'optimisation
convexe en associant d la régularisation définie en (5.4.) les méthodes
extérieures du chapitre II.

Soit le probléme
"chercher x € C tel que f£(x) = min (f(x)|x €C)"
ol l'ensemble C est défini par

C={x €X| glv,x) <0 ¥ v eV}

L'ensemble C est non vide.

X est une partie compacte convexe de H

La fonctionnelle f est convexe, continue et définie sur X .
g(v,.) est une famille de fonctionnelles convexes et uniformé-

ment équicontinues sur X c'est-a-dire

¥e>0 dp>o0 ¥v eV ¥ x,y € X
lk=yll<n  ona:
lg(v,x) - g(v,y)| < e.

On considére le procédé itératif suivant

A 1'itération n on connait un sous ensemble Vn

de V et un é&lément anl de X . On pose

- y <
K =t eXx]glv,x) <0 vovoeV)
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On détermine alors x (probléme principal) tel que

x" & K s £(™) + %-lkn—xn_lnz = min(f(x) + %—lk—xn—llle E Kn)

Puis comme pour l'algorithme du (1.3), on choisit un ensemble Vn+l tel

que

. n
Vn+l Vn si X & C .

i

n .
Vn+l Vn U {v'} dans le cas contraire,

Ici 1'élément v est choisi par un sous-probléme convenable
(par exemple vle Vo g(vn,xn) > sup (g(v,xn)l v eV) - qn) .

On passe ensuite a 1l'itération suivante.

(5.6.6.) Théoréme :
La suite {xn} construite par le procédé ci-dessus a, compte
tenu des hypothéses du (5.6.5.), les propriétés suivantes :
o) Toute valeur d'adhérence de cette suite appartient a C .

B) lim £(x') =m = min (£(x)|x €C) .

n-rce

Nous allons décomposer la démonstration en plusieurs lemmes.

LEMME a :
Toute valeur d'adhérence de la suite {x"} appartient & C
et il existe une suite de réels {e} : 1lim ¢ = 0 tels que :
n o D
£+ 2 [P < £GRTD w e
Démonstration : h
On montre comme dans le théoréme (1.5.1.) que :
. n n Pe . - n ~ N
(1) 1im d(x ,C) = 0 . (d(x ,c) désigne la distance de x 4 c).

o

e : n . ~
Donc toute valeur d'adhérence de {x } appartient & C . De plus

lim d(xn—l,Kn) =0 .
Fouatd




V=22

Soit z" 1la projection de 1'él&ment L sur K

On a par définition de %" S

[

™) v g TP

A

f(zn) +<%

N =

FGM) + 5 TR < £GRTD r FEMEGRT) + 2 T

I

A

D'ou on déduit le lemme en remarquant que la fonction f est

continue sur le compact X et que

lim Hzn—xn_l” - 0

>

C.Q.F.D.
LEMME b :
. n n-1
Soit l'ensemble S = {n [f(x )y > fi(x )
Si le cardinal de S est infini, on a : 1lim f(xn) =m .
300
neg
Démonstration
Crace au lemme précédent, on a
(1) lim (8™ - £GPH) = 1im ”xn—xn"lH = 0
n o n >0
neg : neg

Considérons un é1lément x € M = {x €;C[f(x) = m}

On a puisque f est convexe

(2) m = £(x) > f(xn) + f'(xn;§~xn)

(f'(x;y) désigne ici la dérivée directionnelle de f en X dans la
direction y), et comme x € Kn

n - n n n-1 - _n
fr{x ;x-%x") + < ¥ -% X=X > > 0

Puisque la suite {xn} est bornée, on en déduit grace a (1) que

1im inf f'(xn;Q—Xn) > 0,
>0 -

et donc il vient de (2)
(3) m > lim sup £(x™)

oo
nes
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Or toute valeur d'adhérence faible de la suite {x" appar-

tient & C , donc :

m < lim inf f(xn)
- n>ow

D'ol on tire de (3) que

lim f(xn) z m.
n—)OO
nes

Cc.Q.F.D.

LEMME ¢ :

Lim f(xn) =m .
n>o

Démonstration :

On distingue trois cas

o) S est vide ou fini : A partir d'un certain rang N on a

pour tout n > N :

n+l

£(x7) < £(x0 )

. n » . . Pl . rd ~
Donc 1lim f£(x ) existe est cette limite est superieure ou égale a m .
>0

On termine comme dans la proposition (5.4.2.).

B) Le complémentaire de_ S est’ vide ou fini. Conséquence triviale

du lemme précédent.
Y) La suite S et son comglémenMaire ont des cardinaux.infinis.

A tout n € S assez grand on fait correspondre : -

a(n) €5 : a(n)

max (L% < n, & €5)

b(n) €S : b(n) = min (2[& > n, 2 €9).
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On a par définition :

f(xa(n)) + €
b(n)
X )

£(x)

A

[ v

£(x™) > £(
Ce qui montre le lemme par passage d la limite.

C.Q.F.D.

Remarque :
I1 ne semble pas qu'on puisse montrer pour cet algorithme

. n . .
que la suite {x'} soit faiblement convergente.
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