N
N

N

HAL

open science

Sur certaines normes et fonctionnelles dans les espaces
de matrices et d’opérateurs

Jean-Francois Maitre

» To cite this version:

Jean-Francois Maitre. Sur certaines normes et fonctionnelles dans les espaces de matrices et

d’opérateurs. Modélisation et simulation.
Université Joseph-Fourier - Grenoble I, 1974.

Institut National Polytechnique de Grenoble - INPG;
tel-00284627

HAL Id: tel-00284627
https://theses.hal.science/tel-00284627
Submitted on 3 Jun 2008

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00284627
https://hal.archives-ouvertes.fr

TI173 9§ HIINTIFIQUE ET MEDICALE DE GRENOBLE
1IN . YW(JJAL POLYTECHNIQUE DE GRENOBLE

POUR OBTENIR LE GRADE DE

DOCTEUR ES SCIENCES MATHEMATIQUES

Jean - Francois MAITRE

Docteur de 3éme cycle

SUR CERTAINES NORMES ET
FONCTIONNELLES DANS LES ESPACES
DE MATRICES ET D’OPERATEURS.

The<e soutenue je 30 novembre 1974 devant la commission d’examen

JURY Monsieur F.L. BAUER
Monsieur N. GASTINEL
Monsieur J.L. JOLY
Monsieur P.J. LAURENT
Monsieur F. ROBERT






TI173 9§ HIINTIFIQUE ET MEDICALE DE GRENOBLE
1IN . YW(JJAL POLYTECHNIQUE DE GRENOBLE

POUR OBTENIR LE GRADE DE

DOCTEUR ES SCIENCES MATHEMATIQUES

Jean - Francois MAITRE

Docteur de 3éme cycle

SUR CERTAINES NORMES ET
FONCTIONNELLES DANS LES ESPACES
DE MATRICES ET D’OPERATEURS.

The<e soutenue je 30 novembre 1974 devant la commission d’examen

JURY Monsieur F.L. BAUER
Monsieur N. GASTINEL
Monsieur J.L. JOLY
Monsieur P.J. LAURENT
Monsieur F. ROBERT






UNIVERSITE SCIENTIFIQUE

ET

MEDICALE DE GRENOBLE

M.MICHEL SOUTIF
M.GABRIEL CAU

MM.

Mme

Mme

Mme

ANGLES D'AURIAC
ARNAUD Georges
ARNAUD Paul

AUBERT Guy

AYANT Yves

BARBIER Marie-Jeanne

.BARBIER Jean—-Claude

BARBIER Reynold
BARJON Robert
BARNOUD Fernand
BARRA Jean—René
BARRIE Joseph
BEAUDOING Andreé
BERNARD Alain
BERTRANDIAS Fragoise

.BEZES Henri

BLAMBERT Maurice
BOLLIET Louls
BONNET Georges
BONNET Jean-Louis
BONNET-EYMARD Joseph
BOUCHERLE André
BOUCHEZ Robert
BOUSSARD Jean—-Claude
BRAVARD Yves
CABANEL Guy

CALAS Frangois
CARRAZGilbert

CAU Gabriel

CAUQUIS Georges
CHABAUTY Claude
CHARACHON . Robert
CHATEAU Robert
CHIBON Pierre

COEUR André
CONTAMIN Robert
COUDERC Pierre
CRAYA Antoine
DEBELMAS Anne-Marie

. DEBELMAS Jacques

DEGRANGE Charles
DEPORTES Charles
DESRE Pierre
DESSAUX Georges
DODU Jacques
DOLIQUE Jean-Michel
DREYFUS Bernard
DUCROS Pierre
DUGOIS Pierre

FAU René

INSTITUT NATIONAL POLY-
TECHNIQUE DE GRENOBLE

Présidents M.Louils NEEL
Vice-Présidents MM. Lucien BONNETAIN
Jean BENOIT

b

Mécanique des fluides

Clinique des maladies infectieuses
Chimie

Physique

Physique approfondie

Electrochimie

Physique expérimentale

Géologie appliquée

Physique nuclé&aire

Biosynthése de la cellulose
Statistiques

Clinique chirurgicale

Pédiatrie

Mathématiques Pures

Mathématiques Pures

Chirurgie générale

Mathématiques Pures

Informatique (IUT B)
Electrotechnique

Clinique ophtalmologique
Pathologie médicale

Chimie et Toxicologie

Physique nucléaire

Mathématiques Appliquées
Géographie

Clinique rhumatologique et hydrologie
Anatomie '; '
Biologie animale et pharmacodynamie
Médecine 1légale et Toxicologie
Chimie organique

Mathématiques Pures

Oto- Rhino- Laryngologle
Thérapeutique

Biologie animale _
Pharmacie chimique et chimie analytique
Clinique gynécologique

Anatomie pathologique

Mécanique

Mati&re médicale

Géologie générale

Zoologie

Chimie minérale

Métallurgie

Physiologie animale

Mécanique appliquée

Physique des plasmas
Thermodynamique

Cristallographie

Clinique de Dermatologie et Syphilligraphie

Clinique neuro-psychiatrigue



MM.GAGNAIRE Didier

GALLISSOT Francois
GALVANT Octave
GASTINEL Noél
GAVEND Michel
GEINDRE Michel
GERBER Robert
GERMAIN Jean-Pierre
GIRAUD Pierre
KAHANE André

KLEIN Joseph
KOSZUL Jean-Louis

Chimie physique
Mathématiques Pures
Mathématiques Pures
Analyse numérique
Pharmacologie
Electroradiologie
Mathématiques Pures
Mécanique

Géologie

Physique générale
Mathématiques Pures
Mathématiques Pures

KRAVTCHENKO Julien Mécanique
KUNTZMANN Jean Mathématiques Appliquées
LACAZE Albert Thermodynamique

LACHARME Jean Biologie végétale
LAJZEROWICZ Joseph Physique
LATREILLE René Chirurgie générale
LATURAZE Jean Biochimie pharmaceutique
LAURENT Pierre Mathématiques Appliquées
LEDRU Jean i Clinique médicale B
LLIBOUTRY Louisg Géophysique
LONGEQUEUE Jean-Pierre Physique nucléaire
LOUP Jean : Géographie

Mle LUTZ Elisabeth Mathématiques Pures
MALGRANGE Bernard Mathématiques Pures
MALINAS Yves Clinique obstétricale
MARTIN~NOEL Pierre Séméiologie médicale
MAZARE Yves Clinique médicale A
MICHEL Robert Minéralogie et pétrographie
MOURIQUAND Claude Histologie
MOUSSA André : : Chimie nucléaire

NEEL Louis Physique du solide
0OZENDA Paul S Botanique
PAYAN Jean—-Jacques ’ Mathématiques Pures
PEBAY-PEYROULA Jean—-Claude ' Physique

Chimie systématique
RENARD Michel Thermodynamique
REULOS René : Physique industrielle
RINALDI Renaud Physique
ROGET Jean Clinique de pédiatrie et de puériculture
DE ROUGEMONT Jacques Neuro-chirurgie
SEIGNEURIN Raymond Microbiologie et Hygiéne
SENGEL Philippe Zoologie
SOUTIF Michel ' Physique générale
TANCHE Maurice Physiologie
TRAYNARD Philippe Chimie générale
VAILLANT Frangois C Z0ologie
VALENTIN jacques Physique nucléaire
VAUQUOIS Bernard Calcul &lectronique
Mme VERAIN Alice Pharmacie galénique
MM.VERAIN André ‘ Physique
VEYRET Paul Géographie
VIGNAIS Pierre Biochimie médicale
YOCCOZ Jean Physique nucléaire théorique

RASSAT André

PROFESSEURS ASSOCIES

MM. ASCARELLI Gianni Physique
CHEEKE John Thermodynamique
GILLESPIE Johmn I.S.N.

Mathématiques Appliquées
Physique du solide

ROCKAFELLAR Ralph
WOHLFARTH Erich



Mme

Mme

MAITRES DE CONFERENCES ASSOCILES

COHEN—-ADDAD Jean Pierre

COLOMB Maurice
COULOMB Max
CROUZET Guy
CYROT Michel
DELOBEL Claude
DUSSAUD René

ETEPRADOSSI Jacqueline

FAURE Jacques
FONTAINE Jean Marc
GENSAC Pierre

GIDON Maurice
GRIFFITHS Michagl
GROS Yves

GROULADE Joseph
GUITTON Jacques
IVANES Marcel
JALBERT Pierre
KRAKOWIAK Sacha
LAJZEROWICZ Jeannine
LEROY Philippe
LOISEAUX Jean Marie
MACHE Régis

MAGNIN Robert
MARECHAL Jean
MARTIN-BOUYER Michel
MICHOULIER Jean
MINIER Colette
MICOUD Max

NEGRE Robert
PARAMELLE Bernard
PECCOUD Frangois
PEFFEN René

PELMONT Jean
PERRET Jean

PHELIP Xavier
RACHAIL Michel
RACINET Claude
RAYNAUD Hervé
RENAUD Maurice
RENAUDET Jacqueline
RICHARD Lucien
RINAUDO Marguerite
ROMIER Guy

SHOM Jean Claude
STIEGLITZ Paul
STOEBNER Pierre
VROUSOS Constantin

MM. CRABBEE Pierre

CABOT
CURRIE Jan

Spectrométrie physique
Biochimie médicale
Radiologie

Radiologie

Physique du solide
M.I1.A.G.

Mathématique (OUS)
Physiologie

Médecine légale
Mathématiques Pures
Botanique

Géologie

Mathématiques Appliquées
Physique (stag.)
Biochimie médicale
Chimie

Electricité

Histologie

Mathématique Appliquées
Physique

Mathématiques

Physique nucléaire
Physiologie végétale
Hygiéne et Médecine préventive
Mécanique

Chimie (CUS)

Physique (I.U.T. "A™)
Physique

Maladie infectieuses
Mécanique

Pneumologie

Analyse (IUT B)
Métallurgie

Physiologie animale
Neurologie

Rhumatologie

Médecine interne
Gynécologie et obstétrique
MI.A.G.

Chimie

Bactériologie

Botanique

Chimie macromoléculaire
Mathématiques (IUT B)
Chimie Générale
Anesthésiologie
Anatomie pathologique
Radiologie

C.E.R.M.O.
Mathématiques Appliquées
Mathématiques Appliquées

CHARGES DE FONCTIONS DE MAITRES DE CONFERENCES

MM. BARGE Michel

CONTAMIN Charles
CORDONNIER Daniel
DENIS Bernard
KOLODIE Lucien
RAMBAUD Pierre
ROCHAT Jacques

Neugo—chirurgie

Chirurgie thoracique et cardio-vasculai:

Néphrologie
Cardiologie
Hématologie

Pédiatrie

Hygidne et hydrologie



"MEMBRES DU CORPS ENSEIGNANT DE L'I.N.P.G."

PROFESSEURS TITULAIRES

MM.

BENOIT Jean
BESSON Jean
BONNETAIN Lucien
BONNIER Etienne
BRISSONNEAU Pierre
BUYLE-BODIN Maurice
COUMES André
FELICI Noel
PAUTHENET René
PERRET René

SANTON Lucien
SILBER Robert

PROFESSEUR ASSOCIE

M.

BOUDOURIS Georées

PROFESSEURS SANS CHAIRE
!

MM.

BLIMAN Samuel
BLOCH Daniel

COHEN Joseph
DURAND Frangis
MOREAU René
POLOUJADOFF Michel
VEILLON Gérard
ZADWORNY Frangois

MAITRES DE CONFERENCES

MM.

Mme

MAITRE DE CONFERENCES ASSOCIE

BOUVARD Maurice
CHARTIER Germain
FOULARD Claude
GUYOT Pierre

JOUBERT Jean Claude

LACOUME Jean Louis
LANCIA Roland
LESPINARD Georges
MORET Roger

ROBERT Frangois

SABONNADIERE Jean Claude

SAUCIER Gabriéle

M.

LANDAU Ioan Doré

Radicélectricité
ElLectrochimie

Chimie Minérale
Electrochimie, Electrométallurgie
Physique du solide
ElLectronique
Radioélectricité
Electrostatique
Physique du solide
Servomécanismes
Mécanique

Mécanique des fluides

Radioélectricité

Electronique

Physique du solide et cristallographie
Electrotechnique

Metallurgie

Mécanique

ELectrotechnique

Informatique fondamentale et appliquée
Electronique

Génie mécanique

Electronique

Automatique

Chimie minérale

Physique du solide

Géophisique

Physique atomique

Mécanique

Electrotechnique nucléaire

Analyse numérique

Informatique fondamentale et appliquée
Informatique fondamentale et appliquée

Automatique

CHARGE DE FONCTIONS DE MAITRES DE CONFERENCES

M.

ANCEAU Frangois

Mathématiques appliquées

Fait a Saint Martin d'Héres JANVIER 1974



Messieurs les Profeocsseurs DAUER et CASTINGL ont inspiré, per leurs

travaux, mon intérét pour les problémes étudids dans cette thése. Aussi

gst-cz un hoonnesur et une joie pour moi de les voir réunis dens ce Jury.

Monsiecur le Profassecr BAUER o bien voulu venir spécialement de

Munich & Grenoble malgrée ses rmuliiples occupations. Ma dette envers lui

en est encore €largie, et je lui exprime ici ma respactueuse gratitude

pour tout ce gu'il a felt pour moi, .

Je tiens & exprimer ma plus profonds reconnaissance a Monsieur le

Professcur GASTINEL, grice cette thise a pu 8tre mente 3 son terme.

- - -

Sans 1’appul de ses conseils et de ses encouragements répttés, le dernier

obstacle curait été bien difficile a franchir.

Je remercie Monsieur le Professeur LAURENT , et

Monsieur JOLY, Maltre de Conférences a Bordeaux, d'avoir accepté de

faire partie du Jury.

Que Monsieur ROBIRT irouve
pour les moments enrichissants

pour le souci gu'il a toujours

Je tiens & remercier aussi

ici un témoignage de ma reconnaissance,
passés a Lyon sur des téches communes, et

ey de voir mon travail aboutir.

les personnes qui m'ont aidé dans la

réalisation matérielle de cette thése, notamment Madame LEVEND, guil

a assuré la frappe avec voin, cé&lérité et gentillesse.

Enfin, qu'il me soit permis de remercier Monsieur COMPARAT, Directeur
de 1l'Ecole Centrale de Lyon, pour ce gqu'il a fait pour moi depuis mon
arrivée a Ecully, ainsi que tous les membres du Laboratoire de Mathémati-

ques et Informatigue avec gqui j'ai le plaisir de travailler actuellement.

Mon amicale reconnaissance va aussi & tous ceux avec gui j'ail travaillé
a4 Besangon, Munich et Grenoble , et particuliérement & Monsieur NGUYEN
HUU VINH qui a été mon premier équipier de recherche, et avec gqui ont

été élaborés les premiers résultats sur les valeurs singuliéres.






INTROBUCTION,

PREMIERE PARTIE.

CHAPITRE 1.

PROPRIETES FONDAMENTALES DES NORMES DE MATRICES.

1.7. Quelgues notations et rappels sur 1€S NOTMES. i senescorneonssns
17.7.17, DEFINitions dE DESE. 4 uivsuernnissansnsraarensnnnesaansnssnon 2
1.7.2. Jauges ef normes ansSOlUBS.:  certeraessssrronsrtnnasaancsnness 3
1.1.3. Norme duale st jauge duadle. v inrieenarinrrrerasnnnnanaas 4
17.7.4. Le groupe des isométries relatif & une NOrme. ..ieivveeearns B
1.1.5. Un exemple : les normes de HOLdEI. i vresnsrnnsnsnossnnanne c

1.2. Espaces normés de matriCeS. teeresarreroransnsssronrasasnsasssnns
e T I o= T e 1 1 = 6
1.2.2. Normes et dualité sur Uﬁ&m;n]. ............................. 8
1.2.3. Normes d'applications. seieieeerrerarsrnrentetonensonsnssns 9
1.2.4, LES C-NOIMES:  tuvneseoasnssserasnesansacserssssaasasasanss 11

1.3, Normes sur l'algébre c/ﬁn]. ....................................
1.3.1. Normes multiplicatives., ..iisiseneveans et e e ?....15
1.3.2. Normes multiplicatives critiques. ... iiiivnrvacansan L. 18
1.3.3. Minimalité des normes S¢ gans u%? ........................ 17
1.3.4. Propriétés particuliéres des normes multiplicetives unit. .18

1.4. Les normes de von NeUMANM.  teieseerasenosnrontasasassanasaassnsns

CHAPITRE 2.
2.1. Les
2.1.1.
2.1.2.
2.1.3.
2.1.4.

LES C-NORMES SUR L'ESPACE (%(m,nl.

¥
deux c-normes de tase sur (U,0). +eiriiiiniieirasriennsanacs
La plus grande c-norme T 6 R 24
Propriétés géométriques des boules. c..iiiiiiinririenvannns 27

Décompositions optimales relatives & w&¢*et cas d’égalité..28

Uniformité de S¢¢ B PR  ©  terier e a e aaaas 32

-3
Ul

21

24



_T_2_.

2.2. Normes U-uniformes ou ¢-uniformes., «.oeviveessnasssrsrtssnssesrenas
2.2.17. Propriétés fondamentales. .c.icerertiriicninaetiasnecaninnannn 33
2.2.2. Normes uniformes et C-NOTMES. +eevescerssessrnoessnntssnsen 38

2.3. C-normes sur l'algebre o&%n). .......... T
2.3.1. Multiplicativité des normes uniformes. ...cverncansreaanns 42
2.3.2. Multiplicativité des C*nofmes. e, P tr e e a v 43
2.3.3. Caractérisation des c-normes multiplicatives criticues. ..46
2.3.4. Décompositions optimales relatives a ¢8¢*. ............... 50
2.3.5. Une propriété geométrigue de la bouls-unit€. ........evss 54
2.3.6.

CHAPITRE 3.

Application du Théoréme d'Auerbach & la comparaiscn des

normes S et ¢ ®¢*: ............... 56

Vo

\DRMES DE MATRICES CONSTRUITES A PARTIR D'AUTRES NORMES.

3.1. Normes suf d%&m,n] obtenues par compositicn d'autres normes.

3.1.1. Introduction. ...... e raus e s es e s e s et s 63
3.1.2. Propriétés des normes [-J .............................. 61
9(%--. n)
3.1.3. Les c-normes composées Y G3
Beyy”

3.1.4. Norme composée par plusieurs normes sur dﬁ?n). .......... 69
3.2. NOrmMES ASSOCIEES.  vivesvasanrassasassosaasaassserronsaressenssan

3.2.%1. Introduction.Définitions. +eeieertnncnciiiritnan e aens 72

3.2.2. Propriétés des normes(@Q ............................... 73

3.2.3. Calcul de G, pour Yel @, 4;: et del @A )0 tevirnievnnns 75

42

3.2.4. Les normes de type Gy, sur U%QWJ ....................... 7
3.3. Normes quotienis. cuveveenesorsananasrasrsrearossvessassssnenns

3.3.1. Introduction.Définitions. ..., Chrr e e e e «exaa82

3.3.2. Propriétés générales de® N UEEE R PR PR PR RER R 83

n

3.3.3. Etude de? y Pour X HENS L vitvneecr ety 85

3.3.4., Propriétés de ‘%éy) comme fonction de X. cveiiiiraraaaaans 88

3.3.5. Expression de? % 3 1'aide de pseudsc-inverses de X, .aaea. .33

3.3.8., Majorations de? N KRR 97

3.3.7. Notion de norme de rang p sur Hm,mi.  cvirvineiiaei i g8

CHAPITRE 4.

)

VALEURS SINGULIERES GENERALISEES ET DISTANCE A CERTAINS ENSEMB
O'APPLICATIONS.,

4.1, Introduction. e.cieoanene cer e et s e et s e sy
4.1.1. Quelgues relations de dualifté. ... e iensianessn 106
4,1.2, Distance & 1’ensemble des applicaticns de noyau donng

formules générales. ..veocsn 108

42

60

72

LES



4,.1.3. Propriétés de la distance ér. ........................... .110
4.17.4. Cas de normes COMPOSEES ZENETaleS.:  tuiiirsaronenresnnansns 112
4.1.5. Normes de ven Neumann.Valeurs singuliéres. ovivieervnenas 115
4.1.6. Proprigtés de mini-max et maxi-min. i verernrneerrvrnenss 118
4.2, Valeurs singuligres généralises. iuieeirennrrenrnrennnneanns ... 118
4.2.1. Définitions et propriétés fondamentales. ..vvivevecncnnan .118
4.2.2. Cas particuliers ; SXemMPl8S.: sesvttrnrnrsanstorssnennsenns 124
4.2.3. Inégalités du type de celles de Wayl. i.iiiiinrnerneronson 127
4.2.4, Proprietés d'invari@nte. e scesnertatnraeraenraennsnacanas 134
4.2.5. Valeurs singuliéres généralisées et valeurs propres. .....137
4.3. Valeurs singuliéres et distance & 1'’ensemble des applications
de rang Inférieur ou €8l @ I'v i vrenrnnrernanans 140
4.3.1. Cas general ; minoration des distances. ..eivvuirrennniones 140
4.3.2. Encadrement des distances dans 1'espace ;ZEE,FJ. ......... 142
4.3.3. Cas des normas € TaNZ 1. tuesvrrorsacsnsnnranenarnsssnenns 148
4.4, Liens entre fonctionnelles de A, A*; E/. ....................... 152
L BN N o & o o T 0 ol e 8 152
4.4.2, Expression des o per o e = 154
4.4.3. Expression en termes de largeur d’'ordre K.  cevenrenreannans 155
4.4.4. Comparaiscn des valeurs singuliéres de A et A*. .......... 158
4.4.5. Conorme et valeurs singuUli€reS. .uisiernrenensnaararncnnns 181
4.4.6. Comparaison des valeurs singuliéres de A et ;’. .......... 1865
4.5, Cas des opérateurs compacts. R R 171

i

HAPITRE 5.SOLUTIONS ACCEPTABLES E£ET SOLUTIONS GENERALISEES D'UN P%DBLEME.

5.1
5.2

v Ul U

. Introduction et déFinitions. e errescrronsonnesacnssen i....

. Etude et caractérisation de certains sous-sspaces d'applications. 178

2.1, DEFIinitions Bt NotationsS. teevurvronrinnsnnrenserrnnosasss

.2.2. Semi-norme )| . ”x : propriétés simples et exemples. .....

.2.3. Caractérisation de certains sous-espaces d'applications

cd'un espace normé dans un asire.  L.ceaen

5.2.4. Résultats complémentaires et remarguses. ....ccivirevrenans 185
5.3. Expression des critéres d'acceptabilite. ..iviiiier e rrnaaros 189
5.3.1. Remargues gE€nérales. .«isvivscsernsn e r et e 188
5.3.2. Problémes et perturbations linéaires. .«iiiiivierinrossens 191
5.3.3. Problemes de vaAleursS DrobBTES. ..sseterenanssnssssasanas ...1886



_T_4_

5.4. Solution généralisée d'un probléme lingaire. .ciiorvruraaas caeaua. 200
5.4.1. REsUlTAts ZENETAUX. cersrssasessrrannsasertanestoscsanss .200
5.4.2. Sclutions généralisées dans le cas hilbertien. ......... . 203

5.4.3. Exemple : approximetion dans un espace de Hilbert. ......208

BIBLIOGRAPHIE ( premiére partie J. .ciiceersssns Crr e e e st et 211

DEUXIEME PARTIE.

CHAPITRE 6.SUR L’'EQUIVALENCE ENTRE SEMI-NORMES ET OSCILLATIONS.

6-0. INtroduction. .eeeeee... i, i 218
6~I; Remargues %réliminaires. ...... N et te s er et e e e 221
6-II. Quelqgues &ropriétés des espaces vectoriels ordonnés. ...... 223
6-II1I. Oscillation relative & un vacteul., +.eeirenreseseransersanan 228
5-IV. Ccrrespondance entre semi-normes et oscillations. «....aeca. 234

CHAPITRE_Z,SEPARATIDN DES VALEURS PROPRES DE MATRICES POSITIVES ET GENERALISATION.
7-I. Introduction. ceser e . serene C e kst et . 244

7-I1I. Rappel des principales bornes et des méthodes utilisées. ...245

7-IIT. Une NOUVEII2 DOIMNE: i esnsssasaassssesssncaenoatsssrsssnns .248
7-IV. Comparaison des différents résultaits. «iversesneserns saaaaas 250
7-V. Généralisation. ......... sereesaEnana ir e cta s s e e e as . 253

BIBLIOGRAPHIE ( deuxiéme partie J. viesseeees S e s es it erecerecennen caees 259




-~-INTRODUCTTION

Ce travail est une contribution % 1'étude et 1l'utilisation des

normes de matrices ou d'opérateurs pius généraux. Il se divise en deux

parties :

La premiére (chapitres 1 & 5) consiste en 1'étude et la caracté-
risation de divers espaces normés de matrices {ch. 1 % 3) ou d'applications
1indaires {ch. % et 5), La famille des c-normes (en anglais : "cross-norms")

joue un r8le central dans de nombreux résultats., L'utilisation de ces outils
fait notamment 1'objet des chapitres & et £, ol les notions de "valeur

-

isde d'un provlidme"” sont

wm
[

. RN , ’ . s " - 1" Sy 7 Ve
singuliére généralisée 2t de 'soluticn gener

introduites et étudigdes.

ILa deuxiéme partie (chapitres & et 7) donne des résultats de loca-

lisation de valeurs propres, valables notamment pour les opérateurs positifs
d'un espace ordonné. Ces résultats nouveaux sont sysiématiquement comparés

4 ceux déja connus.

Le chapitre 1 précise un certain nombre de notions et de notations.

Quelques propriétés connues des normes de matrices sont rappelées, les résul-
tats originaux se limitant pratiguement aux Propositions 2 et 3., Pour diverses
raisons, nous n'avons pas adopté le point de vue, attrayant & certains égards,
consistant & considérer une norme comme une application définie sur 1'ensem-

ble de toutes les matrices (BAUER [4) , wrezanoT [ 543 ).



IL'étude des c-normes fait 1l'objet du chap:tre 2. Ces normes sont d'un intérét
primordial dans diverses questions. De nombreux résultats publiés dans le
domaine de 1'approximation dans les espaces de matrices sont établis pour
des normes particulisres, qul se trouvent €tre des c-normes. Dans la quasi-
totalité des cas, 1l'utilisation des propriétés des c-normes permet de géné-
raliser et de clarifier de tels résultats, tout en simplifiant considérable-

ment les démonstrations,

Les principales propriétés de ces normes sont exposées dans le
mémoire de SCHATTEN [ 47) , dans le cadre 3'espaces de Banach. Nos principaux
résultats se rapportent & l'uniformité (définition 2.2.1.) et la multiplica-
tivité idans le cas de 1l'algébre dﬂin) ) des c-normes : Propositions 4 & 7.
Les deu% normes S¢¢ et Y ®¢* Jjouent évidemment un rdle privilégié.
Soulignons 1'intérét du lemme 4, 40 & Auerbach (existence d'un systéme bi-
orthogggmé), qui est & labase des Propositions 8 et 9, mais aussi des majora-

tions pour la distance aux applications de rang ¢ (chapitre 4),.

Le chapitre 3 est consacré a une étude assez détaillée de trois
clesses de normes, que nous avons appelées respectivement : normes compo-
sées (3.1), normes associées (3.2) et normes quotients (3.%). La construction
de z2es normes repose sur 1'identification des €léments de a470n,n) aux é1é&-
ments d'un autre espace : espace produit, espace d'applications et espace
quozient respectivement.

La classe des normes composées [ -] étant contenue dans celle

6(y)

des c-normes, leurs principales propriétés découlent des résultats du chapi-
tre 2. La Proposition 5 donne une caractérisation des normes composées multi-

plicatives unitaires.

Les normes associées Gy@ étant des normes sur ;Zﬂ( cﬂ?kn,p) ,

04((m,p) ) généralisent les normes de type S ; un certain nombre de

v



leurs propriétés sont de fait des extensions au cas p > 1 de propriétés

des S .
¥é
La norme "quotient" o construite & partir de la norme ¢ par :
o_(Y) := inf { o(M) ; MX =Y}
X M

est, par construction, un outil permettant d'exprimer les solutions de diffé-
rents problémes d'approximation dans dﬂkm,n). Dans le cas o1 X, Y sont des
vecteurs colonnes (p = 1), on voit apparaltre le role fondamental des

* * /\-’ - . ’, . ” | V4 .
c-normes de I (8, u) ; ce rble privilégié€ repose sur 1 équivalence :

e F*(ﬁ‘,u) <97 (y)=-§83 ’

qui permet de simplifier divers résultats des chapitres 4 et 5.

Dans ce chapitre est introduite la notion de norme de rang %
1

(3,2.) et S

P

(Propositicns 3 et €) ; les normes de type G jouant

¥o Vo
des rb6les analogues dans les ensembles de normes de rang P et de rang 1

respectivement.

i

Te chapitre 4 1éfinit et étudie les "valeurs singuliéres généra-
it
1isdes", introduites pour la premiere fois dans un travail anterieur (327 .
Les définitions sont ici plus générales ; elles reposent sur la fonction-

nelle (A, x) +—> ¢ (Ax) construite 3 partir d'un espace normé d'appli-

cations (J%,Q) . L'une des fonctionnelles s'éerit
o, (A) = inf sup o (Ax).
k+l G fermé xe G =
codim C@):L

Ces formules en "inf - sup" ou "sup - inf" généralisent celles des principes

de mini-max ou maxi-min, la fonctionnelle @X(Ax) remplagant le gquotient de



Rayleigh. La plupart des propriétés des valeurs singuliéres classiques

. *nl/g 1 4. 'y . . . . ,
(valeurs propres de (A .A) ) s'étendent ici, en particulier les iné-

galités de WEYL.

Dans 1'espace AZa(E, F), la disuance ér 4 1l'ensemble des

©

applications de rang fini r vérifie les négalités :

our+£A) < GP(A) < r ar+1(A).

Divrers résultats de ce type, concernant la distance & certains ensembles
d'applications, sont obtenus ; 1ils complétent et généralisent les résultats
obtenus par exemple par HOUSEHOLDER-YCUNG (257 , FIZDIER-PTAK 137,

FRA 70 [°7] et MATTRE-NGUYEN HUU VIIH ({327 , [73] .

On précise les liens existant entre ces fonctionnelles, et d'autres
notions telles que la conorme (R. DOUADY [10] ), la largeur d'ordre k

d'un ensemble (LORENTZ {3C] ; Cf. AUBIN T1] pour l'utilisation dans

1'approximation des problimes aux limites).

Diverses inégalités obtenues se réduisent & des égalités lorsque

les espaces sont de Hilbert ; ces propriétés deivent &tre autant de caracté-

risations de ces espaces.

Dans le chapitre 5, on introduit et étudie des notions de solutions
- acceptables et de solutions généralisées, en considérant des perturba-
tions du probléme initial. 3i le probléme s'éderit P (x) =0 (x & E )
et =i 39 est un espace normé de perturbations, on dit que x est solution
€ - acceptable si elle vérifie

e(x) = inf { 6P ; 6Pe D, (P+6P)(x)=0 } < ¢
&P

honl

Lorssue e (x) atteint son minimum dans E pour X oo X est dite solution

généralisée.



. Ie(x))

Tes normes poir lesquelles e (x) est égal 2 T
ez - . . * .
sont caractérisées (généralisation de la classe T des c-normes) ; il

apparalt clairement que, dans ce cas, le critére adopté conduit & la consi-

dération d'un "résidu relatif".

Pour les problémes linéaires Au = f dans un espace de Hiltert,
la solution généralisée a 1'expression suivante :
-1 »

. _ * a2 R
u, = (A", A £, I ) . A f

1 ’ Vd
ou ﬂ est valeur propre d'un opérateur dépendant du couple (A, £,
Notre formulation, trés générale, permet de reircuver facilement
des résultats cbtenus antérieurement dans le domaine "de 1'analyse & posté-

riori"™ (RIGAL - GACHES &3] , GASTINEL (20 ).

-
!

Te chapitre £ a pour but d'éclaircir les liens existant entre des
résultats de localisation des valeurs propres d'un opérateur otterus suivant
= o[1]

plusieurs démarches (MAITRE [15] , ©DeUTscH [7] , B
BTRKHOFF [4] ... ). Nous montrons notamment cu'une semi-norme peut €tre

considérée comme oscillation relativement & certains vecteurs.!'espace étant

ordonné par un cOne construit a partir du polaire de la boule-unitl.

Dans le chapitre 7, on monire que, pour une matrice positive ( 2o ),
s T
vérifiant A'p = p p ( p vecteur > © , p rayon spectral ), les valeurs

/

propres A distinctes de p vérifient

. n " M-m
x| smin { p-m”, M- o } < 0 Wi 7
avec
> aij > aij
M = ( p. max ) m =<«( p, min .
i P i P ? i i3 pj)



Ce résultat ncuveau est comparé aux bornes déja obtenues par diffé-
rents auteurs (OSTROWSKT (21) , HOPF (17) , BAUER-STOER-DEUTSCH (2] ,
LYNN-TIMLAKE \_14] , SCHAEFER {24] ), et étendu au cas des opérateurs

compacts positifs (7.5.2.).

Remarque. Chacune des deux parties comporfte une bibliographie propre, les

numéros .en référence renvoyant & la bibliographie de la partie correspondante,
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CHAPITRE 1

PROPRTIETES FONDAMENTALES

DES NORMLS D E MATRTICES






1.} - QUELQUES NOTATIONS ET RAPPELS SUR LES NORMES.

l.1.1 - Définitions de base.

Nous n'utiliserons le terme de norme qu'au sens classique ; il s'agira
donc toujours d'une application v de 1'espace vectoriel considéré E dans

R" vérifiant
vix) = 0=x =0
(1 YV x,veE : v(x+y) < v(x) + v(y)
¥ xeE, ¥rekK : v(Ox) = 1] v

ot K sera en général le corps des complexes. Nous ne considérerons pas la
notion de '"morme positivement homogéne” ol le 33me axiome est affaibli en

remplagant K par RY.
La boule-unité de la norme v sera notée Bv
(2) B :={xeE ; v(x) ¢ I}.

La premiére partie sera volontairement limitZe aux espaces de dimension

finie ; zinsi Bv sera un compact dans (E,v). Tout espace E_ ce dimension

" . - . ~ iad - - .
finie n sur R ou C étant isomorphe 3 R" ou C , la présentation sera faite

. - étant choi-
1=] d n

| définie sur E_ une norme

sur ces derniers espaces. Remarquons que, une base {e.}
i

sie dans En’ on peut associer 3 toute norme ||.]|

n L .
v sur C et réciproquement

n
(3) [1o] ] V(g seeesE ) s ) giei![
i=1
n
(%) And H Zgiei“:: V(g],---,in)-

i=1



1.1.2 - Jauges et normes absolues.

. . . +.n +
Nous appellerons jauge toute application & de (R )p dans R ,

gai satisfait les axiomes :

. Vx,ye(R+)n Poe(xty) < B(x)+a(y)
() .
ke DT, YoeRT :oa(ax) = 00(x)

L - 0zxcy= 8(x) < 8(y)..

La relation d'ordre est définie par les composantes :

X <y <=> Vi:xi

A
«

On sera conduit par la suite 3 utiliser des jauges poss&dant des propriétés
suppléhentaires (symétrie, multiplicativité).
Urie norme v est dite absolue, ou monotone [5] si elle satisfait les proprié-

e s n
tiés équivalentes dans C

. lrf,>:eCn : v([xi) = v(x)

(6)
xl <yl = v(x]D) < vy

Le vecteur |x| a par définition .les composantes lxi| , et la relation
d'ordre dans (R+)n,»que nous -noterons Rz par commodité, est la méme que
précédemment.

A toute jauge 8 sur.Rz, on peut associer une norme absclue |e[ sur C"

par =
(7 Yxec® : 6] (x) = 8(|x|).

L. . n . o0
Réciproquement, la restriction de toute norme absolue sur C & R_ est une
. 83 . . .
jauge. Dans le cas de R, 11 suffit que la norme soit orthant—monotone[Zl]
(seule la 2&éme propriété de (6) est satisfaite, et seulement pour les cou-

- . <!
ples appartenant au méme orthant de R ).



Une norme obtenue par (3) n'est absolue que si la norme et la base de E

sont convenables (la norme |]|.|| est alors dite {ei} - absolue [27], [28]).

Si deux normes ¥ et ¢ sur le méme espace E vérifient la relation :
Yxeb : v <e(x),

nous noterons simplement

(8) U< o

sans signe spécial pour cette relation d'ordre.

Si o est un réel strictement positif, on notera
(9 adé
la norme définie par

VxeE: (ad) (x) = ad(x).

1.1.3 - Norme duale et jauge duale.

i n . . A cye o
Nous considérons C en dualité avec lui-méme par la forme bilinéaire

n

(10) Y<,yec®, <x,y> 1= ) x.y
i=1

ce qui revient 3 identifier C" avec son dual.

n . . . * ~
A toute norme ¢ sur C sera ainsi associée la norme duale ¢ sur le méme

espace
[<uo|

(11) Yuech, (b*(u) i= sup {—— ; xec” - {0}}
¢ (x)

= sup{|<u,x>| 5 ¢(0) < 1} .



* . . re .
Les nermes ¢ et ¢ sont évidemment liées par 1'inégalité
*
(12) Yu, xec® l<u, x| <¢ (W@e(x).

Deux vecteurs pour lesquels il y a égalité dans (12) sont dits duaux pour
& et notés ul|x ; 3 tout x # 0 correspond un tel u et inversement.
¢
. . . * ~
51 ¢ est une norme absolue, 11 est facile de montrer que ¢ a la meme pro-
priété et qu'on a 1'inégalité

a3 <lul, x> < s @,

P P . . ¥ . .
On peut définir de la meme maniére une jauge duale 8 , si 6 est une jauge
s n
définie sur R+ :

ES
u v
(14) Yaer? , ¢ = sup{ ; v eRT - {0}).
6 (v)

, .o ~ . . n
La dualité est une opération idempotente sur 1l'ensemble des normes sur C

ou jauges sur Ri, c'est-3-dire :
(15) o) =29 s (87) = 8.

On a de plus les relatiomds

1
(16) a > 0 (a¢)* =—¢
a

*

(17 v = ¥ > o

. * . . n
S1 ¢ et 8 désignent une jauge sur R+ et sa duale, les normes absolues

asscciées par (7) vérifient



1.1.4 - Le groupe des isométries relatif 3 une norme.

Le groupe multiplicatif des matrices complexes nxn vérifiant
(19) Yeec® @ Q) = y(x)

est dit groupe des isométries relatives 3 la norme ¥, ou y-isométries.

. n . p . o . .
Si Y est une norme sur C et A une matrice régulidre, l'application

(20) : xeClh ¥ (AX)

YA

DT n .
définit 3 nouveau une norme sur C . Il est simple de montrer que la

duale de wA est donnée par
* *
21) CREENCRICS

~ X . -
od A désigne la transposée de A.

Ainsi le groupe des y—-isométries peut &@tre caractérisé par

]
-
=
-
o2
1
€«
.

(22) %o

ce qui permet de dé&duire gw*, groupe relatif 3 la duale, par

(23) %’w* = {A A*egw} .

1.1.5 -~ Un exemple : les normes de Holder.

Les normes de Holder, notées hp quelle que soit la dimension de 1l'espace,

PP n
sont définies sur C  par

n
. n - Py 1/p
(24) p>1: xethp(X)—(z Ikil )
i=]
La norme, notée h, est donnée par
n
x € Cv h_(x) = max [xi .

i=1 3 n



- . . IS s T .
Ces normes sont absolues, et leur restriction i R+ définit les jauges
correspondantes.

Les duales sont données par :

(25) b1 & h=h ., avec —+4 — =]
- P g .

ot P aq

, *

(26) = h

Four tout p, le groupe des isométries assocides 3 hp contient les permu-

tation% et les matrices diagonales 3 éléments diagonaux de module unité.
f
/

La normne h7, ou norme euclidienne, satisfait h2 = h2 et a de nombreuses
propriétés supplémentaires. Son groupe d'isométrie est celui des matrices

unitaires. Si A est une matrice réguliére, la norme (hZ)A, définie comme

en (20), est dite norme ellipsoidale.

L2s normes de Eolder ont d'autres propriétés qui ont permis leur caracté-

risation . 51;.



1.2 - ESPACES NORMES DE MATRICES.

1.2.1 - Notations

M(m,n) désignera 1'espace vectoriel des matrices complexes 4 m lignes et
n colonnes. Si A est dans¢4km,n), on notera Aojeuﬂ(m,l) sa jeme colonne
et Aioe dﬂ(l,n) sa i°7¢ ligne. La matrice iA{ sera la matrice d'élément
général !aij|' La transposée de A sera notée AF par commodité ; lorsqu'il

s'agira de 1'adjointe relative au produit scalaire, cela sera précisé.

Sur 1'algébretﬂan) :=dﬂ(n,n) des matrices carrées d'ordre n, la trace,

le déterminant et le rayon spectral seront notés respectivement
tr(A), det (A) et 5(A),
la matrice unité &tant notée I.

.. . A o ; n
En principe les minuscules ¢, ¥, 8 ... désigneront des normes sur C et

les majuscules @, ¥,... des normes sur JM(m,n).

1.2.2 - Normes et dualité suro%km,n).

. . . . mn C
En considérant 1l'isomorphisme avec C ~, nous mettronscﬂﬁm,n) en dualité

avec lui-méme par la forme bilindaire

-1 3

a.. b.. = tr(A'B).

m
q)) VA,B eMm,n) : <A,B> := z
ij ij

i=1 j=1
Nous adopterons la notation matricielle pour (1), en utilisant la trace

surcﬁkn) ; de méme pour ok (1.1.(8)) qui sera identifié é(ﬁkn,l). On a

ainsi, pour les normes duales



ler(A%x) |

i 1

(2) \fAec/ﬂ(m,n) : Q*(A) = sup {— ; Xet/ﬂ(m,n)—{O}}
o (X)
1 %
fua X!

; X€ Cn - {03}

{3) Yuech : ¢*(u) = sup {
6 (x)

On notera H la norme de Holder
P

(4) H (A = (¢ z ya..ip>”P
P . - 1]
1 3
; 1 1
l.a duale de H est H (—+ — = 1).
g P q P q

i
1

1.2.3 - Normes d'applications (ou d'opérateurs).

On notera Sy [41} la norme de Ae M(m,n) , considérée comme &lément de

™8y, €

¥ (Ax)
5) V’Aez/”(m,n) : S’»P(b (A) := sup{ ; xec” - {0}}

¢ (%)

L'inégalité suivante a évidemment lieu (par définition)
(6) VAet/"{(m,n) s ¥Y<xec® Y (Ax) < S‘W(A) ¢ (x).
Remarquons que SW) peut &tre exprimée comme suit

Su'ié'(A) = sup {y(Ax) ; xe&B}
o: B est, soit la boule unité, soit la sphére unité, soit méme 1'ensemble
des points extrémaux de la boule unité. Ce dernier cas correspond au
théoréme de Krein-Milman valable dans un cadre plus géndral. Une illus-

, la boule de h, dans c” admettant

tration simple est constituée par SUJ I

hy
b
fe,,... ,en} comme points extrémaux :

Swhl(A) = max {w(Aoi) ; i=1 3 n}

L'égalité suivante sera utilisée par la suite

(&) YaeMm,n) S, (&) = S¢*w*(A*)



Elle résulte de la suite des inégalités

E 3
- lu” Ax| N ¥ (Ax)
Yu e (A u) = sup ——— < ¥ (u) sup

x#£0 o) x#0 ¢ (x)

. . * e e
qui prouve la relation S@*w*(A ) < S$¢(A) ; 1'in8galité inverse s'obtenant

de la méme fagon.

Les normes particuliéres Sh h et Sh h ont les expressions simples
1’71 0
m
Hae ax (O
Ae M(m,n) : - S]I(A> 1= Sh h (A) = max ( : |alj})
11
j=1 1i=1
n
m
- < 7 i= A) =r Yootal
oo A Shwhm( ) = max ( ,aljg)
i=1  j=1

qul peuvent se déduire de (7) et (8).

Notons encore les inégalités suivantes

— Pourvu que les opérations aient un sens, on a

¥a. B - 8, ¢ : S (AB) < S _(A) S (B i
SRR NOEE NN

. n . - - .o
- S1 ¢1 et ¢2 sont deux normes sur C et A une matrice carrée régulieéere

(9) ¥xec® : S ¢2(x) <9, (ax) < S¢

(Ao, (x),
S A ) 1¢l 2

avec le cas particulier trés utilisé

(10) Trec” i ————p,(0) <8 () < Sy 5 (Do, 0.

S (1) 472
9%

Remarquons que Sw est foaction croissante de ¥ et décroissante de ¢

¢



Signalons enfin les implications suivantes :

li

absolue) => [y et ¢ absolues) =>

2 .
= cht monotone Awu/f(+ = {Aec/ff(m,n) ; A > 0} =

3
= ¥ et ¢ morotones sun R, et RY respectivement.

(S
o

) g7

L'inmplication 2 est connue | > 1, et les autres peuvent &tre é&tablies

assez simplement.

1;2.4 - Les c—normes.

L: notion de "cross-norm" a été introduite, dans un cadre différent dans

[¢77 ; nous parlerons ici de c-norme
- ——————

. , P . m
DEFINITION. S< ¢ et @ sont deux noimes defindes respectivement suwr C
et ¢V, une nomme & sun M=,n) est dite c-nowre sun Le couple (Y,8) AL

elle vindi4die
(11 Yxec”, Wyec", oGy = v ey,

Pour ure norme ¢, cette propriété ne dépend que des valeurs prises sur
1':nsemble des matrices de rang inférieur ou égal a 1, donc de la forme

%
Xy .

<

Plus généralement, une norme ¢ sur le produit tensoriel F ® E de deux
espaces vectoriels normés, de normes respectives ¢p et ¢E’ est une

c-niorme si elle satisfait
YieF, VyeE : o(x®y) = o ()0 (¥)

Dars notre cas (espaces de dimension finie), on identifieéka,F) avec
* o . -
F&E et F®E ; le tenseur &lémentaire x ® y est alors remplacé& par

. *
la matrice xy .



Nous adopterons les no:tations suivantes pour ces ensembles de normes :

(12) P(u,0) := {o ; ¥xeC™ , Wec” : o(xy) = v(x) e}
(13) r*(u},e) := {0 ; Yxe Cm, Vyecn : Q*(xy*) = P(x) 8(y)1}.

Le résultat suivant est fondamental ; il montre le rdle privilégié des
normes de type S

ve

PROPOSITION 1. La noame d'applicaticn S . sui M, n) appartient a £'en-

Yo
E 3 * * - . e, .
semble T(u,6 d)AT (W ,¢4) ; c'est-a-dine qu'elle vérifie Les nelations :

(14) Yeec®™ , Yyec® Sw(b(xy*) = 9(x) ¢ ¥

(15) Yue c® , Yec : S:(b(uv*) = w*(u)cb(v).

DEMONSTRATION.

(i) sW(xy*) = 06T (y)

En effet ‘
sw(xy*) = seply(xy 2) 5 6(z) < 1} f=

= sup{ly*zlw(x) 5 9(2) < 1}

= P ¢ (y)
.. * * _ *
(i1) Sw¢(xy ) =¥ (Y-
On a
* * *
Sw¢(xy ) = sup{|tr(yx }M)| ; Sw¢(M) < 1}

les inégalités

ler (yx' M) |

IxMy| < w*(x)Sw(MM(y)

impliquent :



S:¢(xy*) < w*(x)¢(y)

L'inégalité inverse s'obtient par :

S:é(xy*) > sup{étr(yx*uv*)l : S¢¢(uv*) < 1}
: IMul vy,
= sup ————— =9 (X))o (y).
u,v V(e (v) -

! . .. . .
De la démonstration de (ii), on peut déduire les forrules (&quivalentes)

caractérisant les normes de type S

bo
|7 ax|
(15) S . (A) = sup ——
Ve *
x,y ¥ e
am Sw¢(A) = sup{itr(Axy*)l ; S:¢(Xy*) <1,

La relation (17) montre que, dans le calcul de S¢¢ par dualité (formule
(2)), l'ensemble des matrices X peut étre réduit 3 l'ensemble des matri-
ces de rang 1. La relation (16) a &té appelée "caractérisation bilindaire"
de S¢¢ &ﬂ ; elle signifie d'ailleurs que la forme bilinéaire définie

par A sur (Cn,¢) X (Cm,w*) a pour norme Sw¢(A).

Les normes de Holder Hp sont des c—normes. Comme

1 1
E (—+—=1)
P q

est la duale de Hp’ on a méme plus précisément
HeTl(h ,h)AT (h ,h)
p p>p’ N Mgt

Toures les normes ne sont pas des cnormes.Par exemple, la norme définie

suraﬁkn) par



Yae Mn) : o(a) = max!aiii + Z [aij[

i 1,1

i#]

n'est pas une c-norme.
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1.3 - NORMES SUR L'ALGEBRE of(n).

1.3.1 - Normes multiplicatives.

Une nerme ¢ sur 1'algébre¢ﬂ«n) est dite multiplicative (ou d'algébre)si,

en plus des trois axiomes des normes, elle satisfait
(1) ¥a,BeM(n) : ¢(A.B) < 9(A)3(B).

Un~ coﬁséquence immédiate de (1) est

i
|

(2) | VAez/”(n), Yo mult. : (A > p(A)

. ~ . * .
11 suffit d'écrire Ax = Ax sans la forme A(xa ) = X(xa*),a # 0, et d'appli-

quer (1). En particulier

(3) A diagonale, ¢ mult. => ¢(A) > max ]aiil’
i

et pour la matrice unité I, on a ¢(I) > 1.

Une norme multiplicative est dite unitaire si ¢(I) = 1.

On notera ert¢Aq ces deux ensembles de normes surtdkn)
(4) Ni={o surMn) ; ¢ multiplicativel

(5) UV; = {d surtﬁﬁn) ; ¢ multiplicative unitaire}

On a par exemple, en notant S, la norme S

6 b6
4

S¢eu~:
(6) swe‘/"'<=> V> b

Swd)e‘”; <=> w = ¢




Notons encore la propriété caractéristique des normes absolues

(7 Un norme ¢ est absolue si et seulement si pour toute matrice
diagonale D, S¢(D) = max tdii|.
i

(¢ absolue => (7) est conséquence immédiate de 1.1.(6) et de (3)).

1.3.2 — Normes multiplicatives critiques.

. . . . + .
S1 ¢ est une norme surcﬂkn), on sait qu'il existe un€R tel que ud soit

une norme multiplicative [18].

Plus généralement, si & est une norme quelconque sur une algdbre C{, alors

la méme propriété est valable si l'application bilinéaire
(8) b, : @a,2) < @,2) > &,9)
(X,Y) > XY

est continue.

Le meilleur coefficient | est la norme He de l'applicaéion b@, i savolr

®(AB)
sup { ———— ; A et B # 0}
d(A)®(B)

(9 "

[

©

sup {®(AB) ; ®(A) et &(B) = 1}.

DEFINITION. [18]. Une nomme ¢ de Nest dite auitique 44, pour Zout M
strndictement inférieun @ 1, ud est non multiplicative.
SL 2'on notedff L'ensemble des normes critiques, fLes inclusdcns suivantes

sont eudidentes

ao  Nedcd,
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“.'ensemble c/(fc peut @tre caractérisé par les deux équivalences

(11) de JC <=> Hy = 1

(12) @eJ\C <=> 3A,BeMn) t.q. ¢(AB) = &(A)o(B)

L'inégalité (2) permet de donner la relation :

o (X)
> sup { 3 X #£ 0}
@ (X)

(13) Yo @ ™

R

qui rclésulte de l'implication :
ufbeuV) = Yaedln) tope(a) > o (A)

si ve A ¢ (A t.q. ©(A) = o (A)) »oe .

1.3.3 - Minimalité des normes S dans Jr[18]
. %

Les normes S sont les éléments minimaux deM c'est-a-dire

(1% CI)EM <I>§S¢ => €D=S¢.

Cente propriété repose en partie sur le fait que S¢ est une c-norme,

ce qui implique

It
v
w

]
{95
~—

S <SS, =>y=o0p, 0>0 (
En effet, en limitant 1'inégalité 3 1'ensemble des matrices de rang |

e,y ¢ px) w*(y) < (%) qa*(y) 5



v (x) o™ () ! I
< inf o =
o T VT s s, (D

Sw¢(1) = sup

et donec, le rapport

¥ (x)

¢ (x)

est constant, d'aprés 1.2.(10).

1.3.4 - Propriétés particulidres des normes multiplicatives unitaires.

Signalons d'abord deux caractérisations &videntes des normes multiplica-

tives unitaires

& (AR)
(15) Yae Mn) Gy (&) = sup = & (A)
B40 & (B)
(16) YaeMn) , 3Bedn) t.q. 8(AB) = ©(A)®(B).

Le résultat suivant sera utilisé& par la suite

PROPOSITION 2. Poun ftoute norme & multiplicative unitainre éuncﬁ&n) ,
La mathice undte I est un éLément auto-dual ; authement dit

*
¢ (I) = n .

DEMONSTRATION. Nous avons plus précisément les deux implications

(17) se N’ = ¥ (1) <n

(18) O(I) =1 => ¥A 1 @ (A) > |tr(a)

. - P ~ *
La seconde est &vidente d'aprés la définition méme de & .



La premiére s'établit ainsi

" ler (X)| 0 (X)
¢ (I) = sup ———— < T sup <n,
A x40 &)

car la trace de X satisfait

n
ler] < ] Iy E] <m0
i=1
et, pc;mr @eJV:
i o (%)
sup < 1
x40 20

La Proposition est conséquence de (17) et (18).

v

Remarque.

. o P . *
La matrice unité est élément autodual puisque tr(I'I) = @*(I)Q(I).

Ainsi, toute matrice X de trace nulle étant orthogonale i I dans la dua-

1ité, toute matrice I + X, avec tr(X) 0,appartient 3 un hyperplan

d'appui en I 2 B@’ soit

(19} @eLNf : X t.g. tr(X) = 0 = o(I+X) > 1.

(En 2.3.4, d'autres &léments duaux de I seront précisés).
Le résultat qui suit donne une relation entre la multiplicativité de ¢ et

o™ .

PROPOSITION 3. Pour toufe noame ¢ mubltiplicaiive unitairne, une condition

nécessaine et supfibante pour que 0" 50it aussi multiplicative est que
o™ (A") s0.it supsrieune ou Sgale a o(a), pour toute A de Mn).

DEMONSTRATION. On doit établir

(20) @e«/{/l‘ oY N e Yaedln) o™ (a") > ¢(4) ,
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ce que nous ferons en montrant les deux implications

se

Va : o™ > ea)

(21)

(22) sed, s = ¥a:o*@*) s o).

Pour @et/‘p:

. ler 8" a0 | .
¥ (AB) = sup ——— < 2*(aa¥) |

* *
et domnc, avec (A ) = & (A), (21) est démontré.

Pour montrer (22), utilisons 1'égalité

*
8 (AX) 2* ")
‘V‘Aeﬂ((n) ! osup = sup —————
X $(X) . ® (Y)
qui résulte de :
* % * %
¢ (AX) ler (XA Y) | ¢ (AY)
sup = sup Sup ——————— < sup *%
% ® (X) oy e v ¢ ()
et de 1'idempotence de la dualité &~ 6" .
En utilisant les prémices de (22) et (16)
¢ (AX) 0" (A%Y) .
o (A) = sup =sup ——— < 0 (A) ,
gy o y ¢ M

ce qui établit le résultat.




-
1

I.4 - LES NORMES DE VON NEUMANN. [37], [39], [47].

Les valeurs singuli&res de A, &lément de Jﬁngn), sont les n nombres po-
.. A 2 * *

sitifs ou nuls O tels que o est valeur propre de A A. (A est la

transposée-conjuguée ; 0, est compté avec la multiplicité correspondan-

“e).

. n . . ; PR
A toute jauge & sur R , 1nvariante par permutation, et vérifiant

S(ei) =1, 1 =1 3n, on peut associer une norme @e surclﬁm,n)
|
(1 | Vaedmn) L 0, @) = 6(0,(A),...,0_(4))

it
I

cu les valeurs singulidres Oi(A) sont ordonnées par ordre décroissant.
Une telle norme @e est dite norme de von Neumann. Sa duale est donnée

nar

(2) Yoedmn) , o7 ®) =676 G),...,0_G)),

*
03 § est la jauge duale de 6.

Les normes de von Neumann constituent exactement l'ensemble des c-normes
sur (hz,hz) "unitairement invariantes", c'est-a-dire qu'elles vérifient

les deux propriétés caractdristiques suivantes
*
(3 Vxecm, Vyecn P d(xy ) = hz(x) hz(y)
4) VAE&M(m,n) , YU,V unitaires : o (VAV) = ¢ (a)

oi 1l'on a utilisé la méme notation h2 pour les normes "euclidiennes" sur

m n - .
C” et C', et o U et V sont respectivement dansxﬂkm) et(ﬂ&n).

Exemples.
Les normes suivantes sont des normes de von Neumann

hZ(Ax)
SZ(A) = sup ——— = max oi(A),

x#0 P (%) i



n
%*
5,(8) = ] 0,(a),
i=1
n
Ey(a) = (] G?(A))l/z.

Remarque.
Nous verrons plus loin (4.2) qu'il n'est pas possible de construire de
telles normes & partir des ''valeurs singuliéres généralisées'. Ainsi,

l1'existence de cette famille de normes constitue une caractérisation

de la norme h2.
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CEAPITRE 2

LES C-NORMES SUR L'ESPACE

%(m,n)



*
2.1 - LES DEUX C-NORMES DE BASE SUR (y,¢ ).

* i . A
Dans l'ensemble des c-normes sur (¢,¢ ), deux éléments jouent un rdle
. " . . 1" N
fondamental : la norma Sw¢ et le "produit tensoriel™ ¥ ® ¢ | 22] des

*
normes Yy et ¢ .

2.1.1 - La plus grande c-norme y & ¢*.
Nous nous intéressons 3 1'ensemble F(w,¢*) (Cf. 1.2. (12)) des c—normes

* . P
sur ($,¢ ), c'est—d-dire des normes définies surcﬂ(m,n) et confondues
avec Sw¢ sur l'ensemble des matrices de rang 1. Cet ensemble n'a pas de
r

e * U
plus petit élément et admet Y ® ¢ comme plus grand élément L47]. On a

plus précisément

% R
PROPOSITION 1. la noame v ® ¢ déiinie nax

*

(1 Yacdlim,m) v @ ¢ “(a)i=inf (To(x 8" (v,) 5 Ixyy," = a)
i i

o , * N : *
est Le plus grand dlément de T (Y,¢ ), ou »fus grande c-noame sur (V,6 )

DEMONSTRATION. Précisons que l'inf dans (1) est pris sur 1l'ensemble des

décompositions de A en somme (finie) de matrices de rang l. Avant de
o sps * . P
vérifier que Yy ® ¢ est bien une norme, montrons que tout &lément de

F(w,¢*) est inférieur ou égal 3 ¥ ® ¢* et que ¢y ® ¢* vérifie 1'égalité
* ok, *
V® ¢ (xy ) =y (¥)

. a . . . ~ *
La premiére affirmation est évidente par la forme méme de y ® ¢ . On a

donc en particulier

Vi, s, 0D <v@etan



N)
n
|

ce qui implique

¥xecC™, ¥yec" : 1 ® (p*(xy*) > lJJ-(XND’I!(Y) .
Comme la définition (1) implique

Ve (xy ) < v,
v R ¢* vérifie la propriété annoncée.

* . . R . P
Pour montrer que ¢ ® ¢ est une norme, il suffit de vérifier 1'inégalité

. . . ~ oL . * * .
triangulaire, puisque 1'égalitéd y @ ¢ (AM) = ik YV ® ¢ (M) est évidente,
et ¢ (M) n'est nul que pour M = 0 d'aprés la relation ¢ > Sw¢. Si A et
B sont deux matrices , pour tout ¢ > 0, il existe une décomposition

p q
) * d A t ¥ vt
LooXYy e e ) uj j
1=] J=]
de B vérifiant :
p
* * ‘
) w(xi)cb (yi) <Y® ¢ (A) + ¢ !
i=1 |
i
q :
* *
D v@)e v) < u®¢ (B) +e
j=1 |

D'ol la proposition :
* %* *
Ye > 0, y® ¢ (A+B) < Yy ® ¢ (A) + ¥ @ ¢ (B) + 2¢

qui implique 1'inégalité triangulaire.

/4

*
Donnons une propriété évidente de y ® ¢ , homologue de 1.2.(8) pour §

Ve

(2) Yaedmn) : v o) =se v A



En 1.2.(14), (15), il a4 été montré que

* * % 3 -
TW,t YAl W ,¢) ; 11 en est de meme pour Y & ¢

*
PROPOSITION 2. La plus grande c-ncame y @ &

<

o]

v

appartenait i

*

est La duafe de La neame

* R *
S,*¢*. Une c-nerme sur (U,o ) admet comme duale wie c-noume s (U ,¢)
'\U '

54 et seulement 54 elle est suplrceune cu fgale & La nowme Spe -
A

DEMONSTRATION. Il faut montrer

\ x x
(3) v ® ¢ = Sw*é*
() P, AT W ,e) =

*

* . -,
On sait que STH % appartient 3 T (¥,¢ ) ; pour montrer (3), il suffit

v &

d'établir que S;*¢* est supérieure
U]

*
® est supérleure 3 S * *

Voo

* E
!tr(M uv )

*
& (M) > sup

P (Wwo (v)

u,v

= Sw*¢*(M).

L'application de cela aux matrices

®*(uv*) > w*<u>¢<v>.

Avec 1l'hypothése, on a

6 >S =0 8"
- Yo - Yo

a

tout élément

su

P

I
LN

de rang

wa (V)

1 donne

A
L 4

- *
de T'(¥,o ), ou que

* * ¥
=> % (uv ) - ¥ (W (v).

Nous avons ainsi montré que dans (4), 1l'ensemble de droite est contenu

dans celui de gauche ; 1'inclusion inverse résulte de 1'implication

o (wv™) = v we )

qui entraine l'inégalité

=

*
<85

Vo

*
v ® ¢



\J
~Jd
]

w

- Jue’
v

Kemarque.
P * % v e .
S“¢ est le plus petit élément de T (v ,4$), c'est~d-dire la plus petite
T * . *
" norme dont la duale est dans T(¢ ,¢), puisque Sl@ est le plus grand
v

. o, E
élément de (¥ ,9).

2.1.2 - Propriétés géométriques des boules.

Les propriétés précédertes peuvent €tre interprétées géomdtriquement.
Si 1l'on note 3; 1'ensemble des matrices de rang inférieur ou égal i |

et P(¢,¢*) le sous—ensemble de 3; ainsi défini
. * * *
(57 Plv,9 ) :={xy ; v (y) = 1},

* *
alers la boule-unité de ¥ ® ¢ est l'enveloppe convexe de P(y,p ) et celle

de Swm le polaire de P(w*,¢)

B oo aE L
(6) @o® T oW = co® xn K |
0% B, - ete)°
v

. . *
Les relations (&) expriment que y ® ¢ est la plus grande c-norme sur
* . ’ P .
(by9 ) 5 la relation (7) résulte de 1.2.{16). Le cas y = ¢ a été traité
dans [507,

“ =l

Notg

Avec la dualité adoptée entrec”&m,n) et lui-méme, le polaire d'un ensemble

gﬁdc;Jﬂﬁnﬂw est l'ensemble &0° ainsi défini

(8) &D° = (Medlim,n) ; Ve, lerW | < 1},



o . . < * ~ .
2.1.3 - Décompositions optimales relatives 3 v @ ¢ et cas d'égalité

entre S¢¢(A) et Y @ ¢*(A).

La boule * étant 1'enveloppe convexe de Bw®+*(1jg (6), 1'inf est

B
e ]
atteint dans l'expression (1) de v ® ¢ (A). On a plus précisément

PROPOSITION 1'.

. * . .
(L) La noame ¢=¢p & ¢ peut s'exprimes pat un min

(9) YaedMn,m), v ® s¥ (1) = minltu(x)e™(v) 5 T x,v," = A,
i i

(4d) Toute combinalscn convexe d'E88ments de ¢ (A)B rwtf fgake & A fcuwndt
® 1 8 3

une décomposdition optimale de A dars (2}, et alciproguement.
({AL) Toute décompositicn cptanale do A ddtewndane une 4acefte o A sut
La boule ®(A)B,, dont La dimension est au medns Sgale & r=-1 {r : tang de

A).

DEMONSTRATION.

(i) et (ii) : D'aprds (6), toute matrice A peut s'écrire

s |
A= Z XiM. avec I“;ie j} s @(?-Ii) < & (A), \1 > 0

s
pour chaque 1 et 2 . = 1.

La décomposition précédente est optimale ; en effet

n

s
M) < M, = =7 M)
O(A) < ) A0 < max 9 (M) < #(A) = 0(A) =) ¢ (M)
i=1 i i=1
Réciproquement, si Z Ni est une décomposition optimale de A, alors
on a : i=}
o (N;) 1

S
A= ] AN, avech = - et N! = —N,
2 (A) RS




(iii) : Les combinaisons que nous venons de décrire sont de la forme
s
A= Z X.Mi, avec @(Mi) = o(A) et Ki > 0 pour chaque 1.

L'enveloppe convexe des Mi constitue donc une facette & laquelle appar-
tient A, de dimension s-1, nécessairement supdrieure ou &gale & r-1.

Pour prouver qu'il s'agit bien d'une facette, on peut raisonner par

l'absurde : s'il existe une combinaison convexe
s
M= 7 uy M avec oD < 1
i=1
alors on est conduit & la contradiction $(A) < 1. En effet, il suffit

d'exprimer A comme combinaison de M et des Mo d'indice différent de io ;

io étant choisi tel que 1'on ait

S M.
1 .
> — s pour tout 1.
AL

1o i

* o .

Les normes Sw¢ et ¥ @ ¢ sont confondues sur 1'ensemble %ﬁ des matrices
PR < - e -

de rang inférieur ou égal a2 | ; nous allons donner une candition néces-

saire et suffisante pour que 1'8galité n'ait lieu que pour les matrices

de:f

]

. %
COROLLAIRE. L'ensemble des matrices pour Lesquelles chb et U ® ¢
premnent La meme valeurn est Abdudlt & 301 A4 et seulement 5.0 y est stndic-
Zement convexe (Bw est "notund") ou ¢ est Gateaux-di44érentiatle (B

o
est "amooth") .

DEMONSTRATION. Montrons d'abord que la condition est suffisante. Soit

donc Aec“km,n) satisfaisant 1'égalité

¥
10 S (a) =
(10) W() v ¢ (A)



D'aprés la caractérisation bilinéaire de S, et 1'expression (9) de

* . n m ve . - m
V® ¢ , 11 existe xeC , veC non nuls et, pour 1 =1 a s, uieC s
n
viec , tels que
* s s
|y x| * *
(11) = 1 v@)s (v) et ) uv., =A
N COTYC I -
Cette égalité implique les relations suivantes
s
* * * * *
lyaxl = [ o) (mee (v) 2 T vy xlyul 2
i=1 i=1

2 1T v v = Iyl

Les signes > précédents peuvent donc étre remplacés par =, et comme
. . . * * * *
pour chaque 1 les inégalités ¢(x)¢ (vi) > !Vi x| et w(ui)w (v) > ly uil

ont lieu, on a nécessairement les égalités

w
]

(12) i=1las : v ¢(x)¢*(vi)

* )
V@)

t<_
[
]

Si B est "rotund", c'est-d-dire B * ''smooth'", alors les u. sont néces-
w b ,d) b 1

sairement proportionnels, et A, d'aprds (11), ne peut €tre que de rang

inférieur ou égal 3 1. De méme si B, est "smooth", par proportionnalité

¢

des v..
1

Pour la réciproque, montrons que Si B¢ n'est pas ''smooth' et Bw n'est
plus "rotund", alors il existe une matrice de rang strictement supérieur

a 1 qui vérifie 1'&galité (10).

Ces hypothéses entralnent l'existence de xeC” - {0},
yesz ~ {0} et de deux couples (vl, vz), (u], u2) de vecteurs linéairement

. . n mo ... - c s
indépendants, respectivement dans C et C, vérifiant les égalités :



vl*x = ¢(X)¢*(v1)
vz*x = ¢(X)c.b*(v2)
Y, = )
yuy = 85Uy

qui traduisent la non unicité des hyperplans d'appuil en x & ¢(x)B

0

et en y a w*(y)Bw*. La matrice A = ulvl* + u2V2* est de rang 2 et satis-

fait 1'galité (10) ; en effet

*
y Ax * * *
S, (A 2 ———— = (e (V) + ()87 (v)) Z v ® o (A).
o (x)y (¥)

\74

Remarque.

Une forme particuliére de ce résultat a &té montrée dans [50}.

Exemples.
- Pour y¢ = h2 et ¢ = h2’ les conditions du corollaire sont remplies, et

eifectivement 1'égalité entre S . = OI(A) et y €)¢* = o](A)+...+on(A)

Yo

ne peut avoir lieu que si o.(A) est nul pour 1 = 2 & n, c'est-a-dire
t i

i

b

pcur A de rang 1.

- Pour ¥ = h, et ¢ =h_, la propriété n'a pas lieu ; on vérifie en effet

1

*
que S¢¢ (ici S co) et Yy ® ¢ (ici H]) sont aussi confondues sur 1'ensemble

1
d»s matrices A nonnégatives.



E 3
2.1.4 - Uniformité de Sw¢ et Y ® ¢ .

PROPOSITION 3. la propil8té sudvante

(13) VXGcﬂﬁm),VAewﬂﬁm,n), Yyedn) : o (3AY) < Sw(X)Q(A)S¢(Y)

PR *
est verl4dle pour & = S’W et =y ® ¢ .

CEMONSTRATION. Pour & = S c'est une conséquence directe de 1'inégalité

be’

Sw¢(XAY) < Sd(x)5w¢(A)S¢(Y).

* e . ..
Pour ¥y ® ¢ , considérons une décomposition de A :

A=t * 1
=L Xiyi s alors
1
K , * Kk < S (% - *
V& ¢ (XAY) < 'i V(Ex e (Y y,) < (8, (0 ;w<xi>¢ (vy)

S * Y?) =S (Y
car 5 ( = ¢( ).

L'inégalité étant vraie pour toute décomposition de A, on obtient bien

b @ o (AY) £ S (S (DY@ e ().

Nous allons étudier de maniére plus générale la propriété (13).



|
(O8]
w

2.2 — NORMES $-UNIFORMES OU ¢—-UNIFORMES.

-

2.2.1 - Propriétés fondamentales.

LCéfinition.y Stant une noame Aunt c® ot ¢ Wwe noame Aui ¢, une noame
v sun Mlmn)est dite

-y-undibonme (& gauche) 54
(1) e Mrm), Vaellm,n) : o(X8) < 5, (0% (8)
_do-undporme (& drodite) s4

(2) Yae Mim,n), Wedln) :  o(AY) = o(&) S (V).

Ainsi les normes S et w@;¢* sont Y- et ¢-uniformes (quelles que soient

vo
Vet 9).

Signalons les &quivalences suivantes

o (XA) 1
(3) (1) <= ¥xedMm), 6, (%) := sup =5 (X,
NS !
¢ (AY)
(4) (2) <=>¥vedn), Dy(¥) := sup = s (D),
¢
EIs2

qui sont conséquences de la minimalité de S et S (G@ et D, étant des

v ¢ ¢

normes multiplicatives suruﬁkm) etc/%n) respectivement) .

Remarquons que les propri&tés précédentes impliquent les propriétés homo-
logues pour la norme duale ¢ . Les propositions (i) impliquent les (i)

sulvantes

(" Wedm), YaeMm,n) : o* (1)

fA

sw*(X)@*(A>

2 Yaedlm,n), Yredn) : o*an)

I A

¢*(A)s¢*<y)



V]

(3" (1") <=>» G©¥(X) = SW*(X) s Vﬁed(nﬁ

(41 (@") <= D) = S *(Y) , e fMin) .

tlontrons par exemple (1) => (1')

\ * %
. ltr (B XA) | ler (A*X"B) |
¢ (Xa) = sup ————————— = sup —————————

fol o)
TS L ®
- ,*
< & () sup = ¢ (A)S&(R )

B $(B)

¥ (A)S. % (0.

DEFINITIONS. Pcur foufe ncame @ su&cﬂ&m,n), pews appelfetens groupe

(d'invarndants) & gauchevga(é) et greupe @ drodie gd(é) fes greupes multi-

plicatiqs de Mim) et M) ainsi dAZ4inds

(5 g (® (xeMi) 5 Fae =, n) , o)

(6) g, @) vedn) 5 Yoedlm,n) , oY)

Wous allons préciser, pcur les normes uniformes,
pes et les isométries de ¢ ou ¢.
Rappelons auparavant que toute isométrie de w(l.

risée par
Xe g¢ <=> sw(x> =S (X ) =1

(toute isométrie est nécessairement réguliére).

@(A)E

o (A)

les liens entre ces grou-

1.4) peut &tre caracté-

PROPOSITION 4. S& une norme o Au&wﬁﬁm,n) est Y-unddcame (resw.

o-undiforme), alons son groupe & gauche gé(Q) (nesp. & drcdte g&(©))

est confondu avec Le groupe des Lsoméinies de v (resp. de ¢).



N N. M '8 1 té = . : e 1 té ®) =
DEMONSTRATION fontrons 1'égalité 9?(@) 9@ ; 1'égalicé g&( ) g&
se montrerait de la méme manidre.

Avec la notation de (4), tout Elément de ?é est caractérisé par
vy = v -
GQ(A) G . (x ) 1.

En effet, on a l'équivalence

®(XA) d(XA)
= inf

A#0

A, ©(XA) = ®(A) <=> sup
A#0

P (A) (A)

et comme X est nécessairement réguliére

inf =

3(XA) @(X_IB)W—I
[Sup —————— .
adc 2@

g40 (B J

Si ¢ est y—uniforme, on sait (3) que pour tout X, G@(X) = Sb(X)' Ainsi,
D 1
pour une norme ¢ Y—uniforme, 1'é&quivalence suivante a lieu
=1 -1

G¢CQ = GQ(X y = 1 <=> swoo = Sw(X ) =1,

ce qui démontre 1'égalité gé(é) = gw. !
: \74

Remarque.

En général, la réciproque n'est pas vraie : 1'égalité entre () et

g¢ n'implique pas que ¢ soit Y-uniforme. On peut déduire de L47]

qu'une norme ‘'unitairement invariante', c'est-i-dire telle que gé(é)
zinsi que 9&(@) sont confondus avec les groupes de matrices unitaires,
est effectivement hz—uniforme, a gauche et 3 droite. Une norme ayant ces
propriétés est d'ailleurs nécessairement proportionnelle & une norme de
von Neumann (1.4), le coefficient de proportionnalité &tant égal 3 la

. . *
constante (indépendante de 1) o = ®(eiei ).

Nous allons montrer dans le paragraphe suivant que toute norme uniforme

est une c-norme.



w
I

[#3)

2.2.2 - Normes uniformes et c-normes.

LEMME 1. Consddérons L'in8galiZ? sudvante

(7) ¢ (XA)

1A

S, (X)o(4)
u
oz x appantiont @ Mey et & a M,z .

(L) L'Anégalite (7) est veri4ie poutr tcutes watrices X et A de rang 1,
s4 et seulement a4 ¢ est c-norme sun (U,0 ), pout une cerntadne ncame
8.

(L) SO R'inégaldite (7) est veni4Lle pour toute matrice A dc:iﬁm,n)
. ¥* *
et toute matrice X de naag 1, alons ¢ est c-ncqume sut (p,0 ) ot ¢
* .
c-noame sun (U,0) pour une certaine noame & (donc & > Swe"

DEMONSTRATION.

. g . . § *
(1) La vérification de (7) par tout couple de matrices X = xy et

* .
A = uv se tradult par

* * * P
Y, y,uec’, velt t |yulov) < vy (o),

’V‘x,uecm, VéCn : w(u)é(xv*) < w(x){b(uv*).

L'échange de x et u conduisant 3 l1'inégalité inverse, il y a &galité,
et donc
* *
o n ®(uv ) d(xv )
Yx,ue C -{0}, veC : = .
b (u) Y (x)

La valeur du rapport
*
d{xv )

P (x)
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ne dépend donc que de v ; comme c'est éviderment une norme pour Vv, nous

pouvons écrire

n

@) JV‘xezcm, veC @(xv*) = xp(x)e*(v).

Si 1'on part de (8), il est facile de montrer que (7) est vérifié& pour

* *
toute X = xy et toute A = uv

(i1) Si (7) est vérifiée pour toute A, et toute X = xy*, alors
VAea/’[(m,n), ¥xe Cm, ye ™o @(xy*A) < Sw(xy*)é(A)
qui implique, en utilisant (i)
v 8% @y < v e @
et ainsi
6*(A*y)

*
YA Swe(A) = Se*w*(A ) = sup -—*———)— < 0 (A)
y#o v (y

Donc, d'aprés la Proposition 2, & appartient bien & :

P, AT W, 8.

Le lemme | est évidemment valable en remplagant la relation (7), par

la relation faisant intervenir le produit & droite
(AY) < 0(A)S, (V).
Enon;ons bri&vement les résultats homologues

LEMME 1°'.

(L) Poun une norme @ éu/u//((m,n), Les deux wrhopriéitis sulvantes sont Zqudi-

valesiifes



#7]
[#D)
|

<

(9 VY et A de rang 1, 2(AY) < o(A)S (V) ;

1 *
(10) Jvnomme sun C t.q. o & T(v,6 ).

(i1) S84 (9) est vrale poun toute A de M0, akors oF appartient a

rLe) @z s )

Remarques.

17 Une conséquence immédiate des lemmes précédents est que les sup dans

(3) et (4) peuvent 8tre 1limités 3 l'ensemble des matrices de rang !
p £

o (X2
sup { ; Me }
o (21)

¢ v-uniforme => ¥X, S (X)
w

& (21Y)

sup{ ; Metfl}-

¢ ¢-uniforme => W, S%(Y)
¥ o (M)

2°/ Les lemmes permettent de dé&duire plus clairement 1'implication de

la Proposition 4, valable pour toute norme ¢ Y—uniforme

Xegg(Q) => Xegw .

En effet, si X appartient & Sé(@), on a
Vh,v, @(Xuv*) = @(uv*)

et, en appliquant le lemme !, on obtient
Mu, v(Xu) = ¢ (u).

o i . coy . e *
3°/ La démonstration de (ii) implique, pour ¢ élément de I'(¥,8 ),

1'équivalence

Vaedlm,n) 7% de rang 1, o) < 5, (V0(A) <=> 0 2 S, ..



Mous pouvons maintenant énoncer

PROPOSITION 5. S« @ es% une noame sur iz, n), oul satisbodt a La -

et La ¢-undldceamide scus La forme afdalblie

(11) VAEL//{(m,n), J‘7‘X,Y de rang | dans <////(m) et c///(n) resp.
o (XAY) = Sw(X)é(A)S¢(Y)

clons

(L) A exdste a > 0 fel cue ¢ appartienne I

*

- * 1 *

(L) ¢ est suplrieune ou égale & aSw¢, avece toakix? sur £'ensewble des

matrnices de nang 1, et La constante o est donnée par

o = inf{e () ; swon = 1}.
M

DEMONSTRATION. Les lermes | et 1' impliquent 1'existence de deux normes
|

n m . ‘
9, v sur C et C respectivement, telles que !

Fxec™, Wec® @ pE6 (y) = v () = olxy ).

Donc il existe o > 0 tel que

vix) 8 (¥)
Yx,vy # 0 : = =

= g
b 8 ()
et ainsi l'on a
®(xy*) = aW(X)e*(y)-
Pour la duale, on a
* * * I #*
¢my>=w@>mw=gwcmww
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ce qui &tablit (i).

Pour (ii), il suffit d'utiliser i nouveau les lemmes, d'od

1'égalité ayant lieu sur les matrices de rang I. 7

Comme conséquence directe des résultats précédents, nous pouvons énoncer

COROLLAIRE 1.

(L} Toute noame & sun <//{(m,n) qui est y- et g-undbomme, est proportion-

-~ »* . . .
nelle & une noame de T(y,d ) ; A4 o est Le coedhicdent de propontion-
nalité, alonrs

VAE«/f((m,n) : o (A) > OLqu.) (a),
Y 4a 1 M) = oS . (D).
e rang o () o ¢¢( )

(L) La norme SW est dans r(w,q;*) Le plus petit &lement de L'ensemble

des neames y- ou ¢ -undgoames.
Notons enfin le résultat suivant, qui contient ceux de (3) et (4)

COROLLAIRE 1'. lUne condition nBcessainre et sujiisante pour que La noame

o /.su/u/ﬂ(m,n) 504 Y- et b-uniforme est :

(12) VXeM(m),VYc«/f/(n) : sup{o (XAY) ; @(A) < 1} = SW(X)SQ(Y)'
. .

DEMONSTRATION. Si (12) est vérifié, ¢ est évidemment Y- et ¢-uniforme

(X = Im conduit a4 (4) et Y = In i (3)). Réciproquement, si ¢ est y—

et ¢-uniforme, alors

o (XAY)
sup —— < § (X)S¢(Y)
at0 W)

et 1'utilisation des résultats de la proposition 5 conduit & la suite



d'inégalités

5 (XAY) & (Xav ¥) v (Xu) oF (V)
suyp —— > sup ———5— = sup sup o
A40 9 (A) u,v#0 ¢ (uv ) u U (u) v ¢ (v)

et la dernidre expression est bien égale & SW(X)S¢(Y).

/4

Remarque.

S* 1'on considére 1'application linéaire A+> XAY comme application de
ol n . A ~ P - , *

" ® C" dans lui-méme, elle peut &tre représentée par X ® Y . La rela-

tion (12) s'exprime donc par l'égalité
¥
x,Y : S,(X®Y) = sw(x)scb(y),

qui montre que si la norme ¢ est Y- et ¢-uniforme, la norme S<I> a la

propriété tensorielle relativement aux normes S et Sé'
v



2.3 - C-NORMES SUR L'ALGEBREcl&n).

Nous nous int&ressons aux propriétés liées i la multiplicativité. Les
matrices sont donc danscl&n), et les normes de matrices sont définies
sur cet espace ; les normes de vecteurs qui apparaissent sont définies

183
sur C .

2.3.1 - Multiplicativi+é des normes uniformes.

Le résultat simple qui suit permettre d'alléger les démonstrations

LEMME 2.

() lne neame v-undfonme (& gauche) est nultinficative s4 ot seulement

54 elle est supirieure ou Egale & S,

(4L) Une ncrame ¢-undibonrme (& drodte) est wultiplicative s4 ot seulement

84 elle es% suptrieure ou egale & S _.

DEMONSTRATION. Montrons (i), puisque (ii) est tout-d-fait! symétrique.

Si ¢ est yY~uniforme, avec ¢ > Sw , on a
¥a,Bedn) : 2(aB) < 5, (0)0(B) < ¢(8) ¢(B).

Si & est y-uniforme et multiplicative, alors

? (AX)

Ya . Gy (A) = sup
X

< 9(4)
o (X)

par la multiplicativité et

G, =S (Cf 2.2.(3)),

donc ® >S5



Ilemarque.
La norme S, est la seule & Etre y-uniforme, multiplicative et unitaire.
Y

En effet, on a
() < 8, () ¢ (D),
qui, avec 2(I) = 1, implique % < S$ donc & = S

"

2.3.2 - Multiplicativité des c-normes.

Eriongons maintenant des résultats caractérisant 1'existence de normes

. . ' *
multiplicatives dans T (y,¢ ).

PROPOSITION 6. L'ensemtlLe des c-noames sur (U, ) multiplicatives est

non vade s4 et seulement s4L Y est supénieune ou égale & ¢. Dans ce

cas, L admet La norme maX{Sw’S¢} comme manchant, et contient toutes

Les c-normes y-unddormes {ou ¢-undiforumes), en particuldlern Les normes
ES

S et V) Q¢ .

Vo ¢

DEMONSTRATION.

d
* .. . U
1. S'11 existe ¢l (y,¢ ) multiplicative, alors, en ecrlgant que ¢ est

supérieure ou égale au rayon spectral pour toute matrice de rang 1, on

ob:clent

Vx,yeCn : w(x)d;*(y) > |Y*X],

ce qui implique 1'inégalité y > ¢. D'autre part, la multiplicativité de
¢ conduit aux inégalités
. * *
(hH Yae Mn) ; Yu,ve c™ : o(Auv ) < o(A)a(uv ),
. * *
(2° wedln) ; ¥,yec” ¢ elxyTA) < o(xy)o(d),

. - * . .
qui, avec l'appartenance de ¢ a I'(V,¢ ), conduisent respectivement aux

inégalités



Y(Au) < ¢(A)y(u) , d'od © > S
$¥(a%y) < 2()¢¥(y) , d'ol © > S
en tenant compte de 1'3galité S¢*(A*) = S¢(A).
2. Soit % une norme appartenant & T(w,¢*). Si ¢ est Y-uniforme (ou

¢-uniforme), elle vérifie (Corollaire 1) 1'inégalité ¢ > S¢¢ qui,

jointe 3 l'hypoth&se ¥y > ¢ entralne les inégalités

Ainsi, d'apréds le lemme 2, ? est multiplicative dés qu'elle est ¢$-uni-
P

A7

forme, ou Y¥-uniforme.

Remarque.

Lorsque ¥ > ¢ est vrai, les normes de F(w,¢*) ne scnt pas nécessairement
toutes multiplicatives ; cependant elle vérifient la multiplicativité
sur l'ensemble des matrices de rang 1. Il y a de fait équivalence entre
la condition ¢ > ¢et la "multiplicativité sur les matrices de rang 1"

de toutes les normes de F(w,¢*)
(3) *A,B de rang | : $(AB) < ©(A) ®(B).

Pour les normes uniformes, cette condition est suffisante ; plus précisé-

ment

COROLLAIRE 2. Toute noame y-undjornme (nesp. ¢ -undiforme) est multiplica-

tive des qu'elle vérnigic La condition (3), et appartient alons a
T(y,67) avec y > 8 (neép.r(v,¢*) avec v > ¢).

DEMONSTRATION. Traitons le cas relatif 3 ¢. Si ¢ satisfait (3), alors

y > 8d'aprés la remarque précédente. On sait que cela entralne la mul-

. . . . - ’ . -~ *
tiplicativité (Proposition 6). L'appartenance & un ensemble T'(y,8 )



a été montrée au lemme 1.

A4

La proposition 6 permet de donner de nouvelles caractérisations des

normes S¢

COROLLAIRE 3.

({) La noame S¢ est La plus petite c-noame sur (¢,¢*) multiplicative,
clest-a-dine

(4) 9N0r1F(¢,¢*) admet S¢ comme plus petit élément.

(£4) S'4L existe une noame multiplicative appartenant & F(w,¢*), telle
que sa duale s04it aussd multiplicative et apparntienne & T(w*,¢), alons
Les nonmes y et ¢ sont condondues. On a en bred L£'éguivafence :

(5) NAarw, e ar w0 48 <=y =¢ .

Renarque.

sont, dans l'ensemble des S,

v

En particulier, les normes de type S¢
s A . o . Lo *
les seules 3 étre multiplicatives ainsi que leur duale ¢ ;@ 4.

DEXONSTRATION.

(i) Lorsque ¥ et ¢ sont confondues, la norme S, est multiplicative et

¢

mirore l'ensemble des c-normes multiplicatives ; c'est donc le plus

petit élément deoV}1F(¢,w*).

(ii) La Proposition 6 montre que 1'existence d'une telle norme implique

les inégalités

£ *

v 24 et v >4,

équ ivalentes a 1'égalité ¢ = ¢.

\/4

Exenples.

1/. On sait (2.2.] Remarque) que toute norme unitairement invariante est
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hz-uniforme i gauche e: i droite ; de plus, pour une telle norme,
* . - , N . - . -

¢(eiei ), i =1 & n, est égal & un nombre o indépendant de 1. D'aprés

le Corollaire 2, les normes unitairement invariantes multiplicatives

sont celles qui vérifient
*
= e.e, > 1
a @(11)_ H

ce sont donc les normes proportionnelles & une norme de von Neumann,
avec un coefficient supérieur ou égal & 1. Les normes de von Neumann,
en particulier, sont multiplicatives. Remarquons que pour ces normes,
la multiplicativité peut €tre établie directement en utilisant les

inégalités du type oi(AB) < OI(A)Oi(B)’ qui résultent de la caracté-

risation des valeurs singuliéres par minimax (Cf. Chapitre 4).

2/. L'étude des normes composées qui sera faite au Chapitre 3 utilisera

les résultats précédents, et fournira divers exemples d'illustration.

2.3.3 - Caractérisation des c-normes multiplicatives critigues.

Commengons par donner un certain nombre de propositions équivalentes

dans F(w,¢*) :

* L, . .
LEMME 3. Pour © c-nomme sun (9,4 ), £es propositions sucvantes sont

Zouivalentes :
(6) J A et B de rang 1 tels que & (AB) = ¢(A) ¢(B)
(7) 3 A de rang 1 tel que ¢(A) = p(A)

et, pour ¥ > ¢, elles sont aussd Zquivalentes aux sudvantes
(8) Ix # 0 tel que Y(x) = ¢(x)

(9) Jv # 0 tel que w*(v) = ¢*(V)



(10) S¢w(1) = 1.

DEMONSTRATION. Les trois dernidres propositions sont équivalentes sous

1'hypothése y > ¢. En effet (10) implique &videmment (8) et (9) ; en
utilisant 1'hypothése et remarquant que S¢¢(I) = S¢*¢*(I)’ alors (8)
implique (10), et (9) implique (10).

sMontrons 1'équivalence entre (6) et (7).

- 8i (6) est vraie, on a :

*  x * *
Ix,y,u,v avec d(uv xy ) = o (uv )d(xy )

soit

* *
vox! o= ¢ (v (%)
* * .
et donc ¢ (xv ) = o(xv ), ce qui donne (7).
- S8i (7) est vraie, on a :

"~ * s
Jx,v avec o(xv ) =o(xv ) = |v xl,

e

Yu,y + v xlp@e () = 008 v e (),
o (uvxy™) = 0w e (xy),

ce qui implique (6).

- Avec la condition y > ¢, montrons 1'équivalence de (7) et (8)

si (7) est vérifié, on a :
R *
3 x,v avec v x| = ¢ (VvIv(x)

d'od Iv¥x| > ¢*()e(x) , puisque ¥ > ¢,

et donc lv*x|= ¢*(v)¢(x)



et ainsi
o (x) = p(x), ce qui établit (8).

(8) s'éerit :dx # 0 t.q. Yx) = ¢(x)

d'oll, pour tout v :
P8 W) = 0T ().

Si v est choisi dual de x suivant ¢, alors
w(x)¢*(v) = xv*x[

soit @(xv*) = ?(xv*) c.q.f.d. N4

N. B. On peut noter que, sous l'hypothése y > ¢, toute matrice A de
PN ~ . *

rang | vérifiant $(A) = p(A) est nécessairement de la forme xv ,

avec v||x, c'est-a-dire

o
eT (e = |7 x].

L. . . . . j e
Réciproquement, si x satisfait y(x) = ¢(x), et si v]!x esit vérifie,

¢

. * .
alors la matrice Xv convient.

On peut maintenant éncncer

. . . * .-
PROPOSITION 7. Les nommes multinlicatives de T(v,¢ ) sont foutesd crdili-
ques 54 et seulement sL Les nohmes Y et ¢ vérniiient L'Egcalite

S¢W(I) = 1.

DEMONSTRATICN. Remarquons d'abord que S¢¢(I) = | est équivalent a

an Y > ¢ et il existe x # 0 tel que Y(x) = ¢(x).
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Le lemme 3 montre que cette propriété entralne (6) pour toute norme
% de T, ) ; donc a fortiori les normes multiplicatives, satisfai-
sant (6), sont critiques (la relation ¢ > ¢ implique 1l'existence

des normes multiplicatives).

Réciproquement, considérons la norme mulctiplicative (¥ > ¢) et cri-

tique ¢ = § (on pourrait choisir toute autre norme P-uniforme).

Yo
D'aprés 1.3.(l1), on a

® (AB)
My = SUp ———— = 1
AR ¢ (A)% (B)

et:, compte tenu de 2.2.(3), cela s'écrit

Sw (&)

o (A)

A#0

Donc il existe Ao vérifiant 1'égalité

(12) %ﬁAJ =sw¢mby

L'inégalité (toujours vraie)

5,(AB) < 8, (&) S, (B)

8crite avec A = Ao et B = I conduit & :

S, (85 < S, () S (D 5

¢

ce qui, avec (12), implique S¢¢(I) > 1. L'égalité S¢¢(I) = | résulte

alors de S¢W(I) < 1, conséquence de ¥ > ¢.

/4

Remarques.

1) Le lemme permet de préciser que 1'assertion



"JA,B avec ©(AB) = d(A)e(B)",

caractéristique des normes critiques, est vérifiée par un couple de

matrices A, B de rang 1 dans le cas des c-normes.

2) Avec les notations précédemment définies, la Proposition 7 s'écrit
* *

(13) 5,,(D =1 <= $#Hnrw,0D) =M arw,e

3) Siy > ¢, avec ¢y # ¢, il n'existe pas dans F(¢,¢*) de norme multipli-

cative unitaire supérieure ou égale 3 S , puisqu'on a

v

o(1) 25, (1) > 1.

. . . n
Application : Quelle que soit la norme ¢ sur C , toutes les normes

. . . ~ * .
multiplicatives appartenant a I'(¢,¢ ) sont critiques ; les normes de
ouS, = ¢ @ ¢, en particulier, sont multiplicatives critiques.

¢ ¢

I1 en est de méme des normes de von Neumann, puisqu'elles sont multi-

type S

*
plicatives (Exemple 1 du Corollaire 3) et appartienment & T(¢,9 )

avec ¢ = h2.

e . . < *
2.3.4 - Décompositionsoptimales relatives d ¢ ® ¢ .

) *
Rappelons 1l'expression de ¢ & ¢

(14) p® ¢ W =min { Jux)e () 5 I xy; = A}
‘ i

1

et que, par décomposition optimale de A (Cf. 2.1.3), on entend tout ensem-

. * e
ble de matrices de rang | {xiyi } vérifiant

-

i=l 3 s

S S
(15) Joxy =a et ] uxeT) mu@e @)

i=] i=1



Une telle décomposition est en général inaccessible, sauf dans des

cas trés particuliers dont nous allons donner deux exemples.

Exemple 1.
. m n . ~
1 ¢ et ¢ sont les normes hy sur C et C respectivement, on peut pré-
ciser certaines d&compositions optimales pour A quelconque.
Si . 7 - sont les valeurs singuliéres de A, et {u.}. - v.lio1s
{o.7 in g s { 1}1= in’ { i i=13n
deux syst@mes de vecteurs propres orthonormés pour A A et AA respecti-

vement, la décomposition

est optimale. C'est une conséquence du fait que 1'égalité précédente
est bien vérifiée et de 1'égalité :
h

® h2 ) = oi(A) .

n
2
i=1]

Exemple 2.

. ~ - - n
SiL ¢ et ¢ sont égales & la meme norme absolue sur C, alors, pour toute

natrice diagonale D, la décomposition

ot {ei}i_1 3n est la base canonique, est optimale. C'est une conséquence

des propriétés suivantes, vérifiées par toute norme absolue ¢[5 ]:

n
* ; *
(16) 5,(D) = Lld;] et Vi, e(e) ¢ (e = 1.
i=1
Ncus allons établir un résultat de ce type valable pour ¢ @ ¢*(I), quelle

que soit la norme ¢.



Auparavant, rappelons le résultat suivant, di, d'aprés [ 2], A Auerbach.

LEMME 4. Dans tout espace vectorniel de dimension n nowmé par ¢, £
existe une base {ul,...,un} telle que

(17) Yi=1an : $Cu+ ] apu) 2 6u), Yo 3.
k#i

Ce résultat peut encore étre traduit sous d'autres formes

1) Il existe une base ¢-—normée {ui}i= telle que :

1 an
n

(18) x = ] g = 0(x) 2 maXIEi[-

1=1 i

2) Il existe un systéme bi-orthogonal {ui}i=1 in’ j’j=1 an

que tout ug est ¢-normé et tout vj ¢ —-normé, soit

Yi,j : voou, = Gi.
(19) ] ]

i : ¢(ui) =1 |, ¢*(vi) =1,

3) Il existe une matrice réguliére M telle que les colonnes de ! soient

_ . -1 * -
¢—normées et les lignes de M ¢ —normées.

L'équivalence entre 2) et 3) est immédiate en établissant la correspon-

~ dance u, > colonne i de M et vj <> ligne j de Mﬂl

Remarque.
Une élégante démonstration de ce lemme (sous la forme 2)) se trouve
dans [4@ , avec une conséquence sur la norme d'une projection de rang

fini que nous utiliserons par la suite. Une présentation plus géomé-

trique est faite dans ESZJ.



1
N
w

i

Nous pouvons dé&s lors énoncer la

* .
PRUPOSITION 8. Pour toute noame ¢ sur C°, £a nowme ¢ ® ¢ , qui est
q

égale & s:;, viri4ie L'Egalite :
n n
* . * *
(20) $®¢ (D =minl | ¢(u)e (v) 5 [ wv, =1} =n,
i=1 1=1

ta matnice I admettant Les décompositions optimales du Luype :

n
*
(21) L= ] uyv,

1=1

S
1°’1=]1 a n an

ol ‘u.] - ,{vj}j_l . est un systéme bLonthogonal de vecteuns u,
= 1
- * P
d-només et vj ¢ -normes.

DEMONSTRATION. On sait (1.3. PROPOSITION 2) que, pour toute norme ¢,

on a 1'égalité S:*(I) = n qui s'écrit (2.1 PROPOSITION 2)
t 3
6 ® ¢ (I) = n.

Pour tout systéme biorthogonal du type (19), on a bien

n n :
* * :
u. v.) = n et v, =1.
E ¢ 1)¢ ( 1) z it
i=1 i=1
En effet, si l'on considére leg matricesYde colonnes Ups Upseeestp et
V de colonnes Vs Vo s Vo les relations (19) se résument en
*
vi=1 ,

et comme il s'agit de matrices carrées, on a aussi

-y* . [ -
LV = I, qui s écrit



. * . .
Dans 1'expression de ¢ @ ¢ , 1'inf est donc atteint pour cette somme de

n termes, ce qui ldgitime 1'écriture sous la forme (20).

2.3.5 - Une propriété géométrique de la boule-unité d'une norme d'algébre.

D'aprés la PROPOSITION 1' de 2.1.3 et les égalités (20), la boule unité
* . . .
de la norme ¢ ® ¢ admet en I/n une facette de dimension supérieure ou
égale 3 n—1. On peut préciser ici que les matrices u.v, de la PROPOSI-
TION 8 sont duales de I relativement 3 la norme S¢*, puisque 1l'on a
) - * * * *
¥Yi=12an : voou = <I,uivi >=S¢*(I).S¢*(uivi ).
~ * .
Cela montre, en échangeant les r8les de ¢ et ¢ , que le point I est un
point anguleux sur la boule unité de toute norme de type S¢ ; la boule
admet en effet en I au moins les n hyperplans d'appui définis par les
*
u.v.
i1
Plus généralement, le point I est un point anguleux sur la boule-unité
de toute norme multiplicative unitaire. Cette propriétg est un cas

particulier d'un résultat sur les algébres de Banach (éf. [6] par exem-—

ple) ; nous pouvons 1'établir a partir de ce qui précéde

COROLLAIRE 4. Le bocufe-unité de La duafe d'une noame multiplicative

. 1 , Y , L.
ungtacne Auncﬂﬂn) admet en o I wie 4acette de dimension supériewre ou
tgale & n-1. la matrice I est un podint anguleux sut fa boule-unddé de

La noume eflLe-meme.

DEMONSTRATION. Soit ¢ une norme multiplicative unitaire mnfﬁﬁn). Cette

%*
norme vérifie 1'égalité ¢ (I) = n (1.3 PROPOSITION 2), ainsi que la

relation
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ot a est un vecteur non nul quelconque qui définit la norme
*
¢a x> 0(xa ).

* . o .
Pour toute norme ¢a , le lemme 4 assure 1l'existence d'un systéme biortho-

gonal {xi}, {yi} vérifiant
n
I3 -~ * - * =
Yi=13n , ¢a (xi) ¢a(yi) 1 et z X.¥. I
On a donc

(23) n=ot(m <] o ey <l ) 0,5 =0

1 1

ot la deuxidme inégalité est une conséquence de (22). D'aprés les
extrémes de (23), il y a égalité entre tous les termes, ce qui, joint
aux inégalités

. . * * *
i=1an , &y, ) ¢, (Xi) ¢a(yi) (conséquence de (22))

implique les  &galités

. - * *
i=13a3n, ¢ (Xiyi Yy =1

. * ., 1
Les n matrices X,y définissent donc une facette en H-I pour la boule-
. * .
unité de ¢ ; de plus, elles sont duales de I pour la norme ¢, ce qul

prouve bien que I est Point anguleux sur la boule-unité de 9.

\"4
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2.3.6 - Application du théoréme d'Auerbach & la comparaison des normes

*
et v ® ¢ .

Sy

. * P - <
On sait que la norme { ® ¢ est supérieure ou égale a la norme §  , quel

ye
que soit le couple (y,$), avec €galité sur 1'ensemble des matrices de
rang 1, et seulement sur cet ensemble pour certains couples ,9)

(cf. 2.1.3).
Le résultat suivant [46] compléte ce qui précéde :

PROPOSITION 9. Les prophi8tis sulvantes sont virnifdees quel que 504L
Le couple (V,9) de normes définies sur C™ et C" respectivement :

()
(24) Yredln), YacMmn) : v ® 6% (x4)

A

*
VO (X)'SW(A)

(25) We i), Yaehim,n) : v ® 6*(ay)

1A

*
SW(A) 9B ¢ (Y)

(iL) S4 r(A) désigne e nangde A, on a :

(26) Vaeimn) : s (&) < v ® s (a) < r(A).S . (A).
v : vé

DEMONSTRATION.

(i) si

sont des décompositions quelconques de X et Y, on peut écrire

v ¢ () < [ ux) 0T @Tu) < (L vix) ¥ )8 (A)

1 1
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* * *
V@ oY) < ] wy) ¢ (v) £ S @) . (el ¢ (v,

1 1

Ces égalités impliquent respectivement (24) et (25), puisqu'elles sont

vérifiées pour toute décomposition de X et Y.

(ii) Le Théoréme d'Auerbach implique qu'il existe sur tout sous—espace
. . *

de dimension r de C" une projection P telle que Y ® ¥ (P) = r [46].

Toute projection P sur Im A vérifie 1'égalité PA = A ; en choisissant

cette projection telle que y @y *(P) = r(A) , on obtient (26).

Remarques.
1) Dans (26), il y a égalité 3 gauche pour toute matrice de rang 1. Dans
le cas m=net ¢ =¢, 11 y a égalité a droite pour la matrice unité I,

. ) * P -
puisque ¢ ® ¢ (I) est égal 3 n.

* . ¢ e s
2) Le rapport ¢ ® ¢ (A)/S, (A) fournit une borne inférieure pour le rang

Ve

de A # 0. Par exemple, si ¢y et ¢ sont la norme du max sur c® et Cn, on
obtient

n m

z (maxla {)
(27) Vaedm,n) - (0r : r(a) » LA |

3) Cette conséquence du Théoréme d'Auerbach sera utilisée au Chapitre 4

(4.3.2) dans 1'évaluation de la distance aux applications de rang r.
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CHAPITRE 3

NORMES DE MATRICES CONSTRUITES

A PARTIR D' AUTRES NORMES
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3.1 - NORMES SUR.V?ﬁnhn) OBTENUES PAR COMPOSITION D'AUTRES NORMES.

3.1.1 - Introduction.

Si ¢l,...,¢k sont k semi-normes sur dﬂkm,n), et si B8 est une jauge

définie sur RE (1.1.(5)), alors l'application :
(1) ae Mwn) s 0(6,),..0,0,)

définit une semi-norme sur dﬂkm,n). C'est une norme si et seulement si

1'intersection des noyaux des ¢i est réduite a {0}.

Pour qu'une telle norme présente assez d'intérét, il faudrait que 1l'ap-

plication
b e Mmn) —s 9,8),...,0,4))

définisse une norme vectorielle réguliére (44] surcﬂ?km,n). C'est le
cas des normes auxquelles nous nous limiterons ; elles sont du type

sulvant

k=n
(2) m
1 =1 & : .(A) = v.(A .), . norme sur C
j in ¢J( ) wJ( OJ) wJ norme

La norme ainsi obtenue sera notée
(3) (A)e(w,,.--,wn> I UN G PPN M R

Considérer une telle norme revient & considérer A e dkkm,n) comme élé-

ment de (Cm,w]) X wu. X (Cm,wn).

Naturellement, si A est identifié, par ses lignes, & un élément de



Al 1
(Cn,wl) X eee X (Cn,wm), on construirait une norme du type (3) sur les
lignes de A. Une telle norme s'obtenant 3 partir de (3) par transposi-—

tion, nous nous limiterons & (3).
Remarquons qu'une généralisation de (3) pourrait Etre
(4) o(a) = e<w1(Av1>,..-,wp<Avp)>,

le cas de (3) s'obtenant lorsque p=n et V. = el, i =1 2n. L'expression
(4) définit une norme si et seulement si la matrice

P o . . n
v = (Vl"”ﬁJ € dﬂ%n,p) définit une application surjective de cP sur ¢ s

ce qui implique p > n. La matrice V raméne d'ailleurs (4) a (3)

28 = (AV)ew,,-.-,wp)’ Pz

3.1.2 - Propriétés des normes (.)e(wl...wn).

3.1.2.1 - Norme duale.

PROPOSITION 1. La duale de £a norme compusle de Ypseeeb par § est La
P * * * . n
noame composée de Vyseeeab pan 6" {fauge duale)

Ae dﬂ?m,n) : [A)* ) = (A) ; .

SR IR * K ¥
Wpoeeeoty ORIy

DEMONSTRATION. Les {ngalités successdives suivantes sont evcdentes

n

n
* * *
= ¥ { :
@O =z e T e
k=1 k=1
POV (K) < 8NN )X )8 (), e (X )
: l'V/-k( ok)wk( ok’ = °© (Vl ol ""¢n on ORI AR PR

k=1

et peun toute A, <L exdiste une mataice X rdalisant {'Egal(té



ler@a™ ] = (), L - ® .
WU B )
74

3.1.2.2 - Autres propriétés de (.) . Exemples.

8P, aby)

Citons briévement quelques propriétés et relations évidentes vérifiées
ar la norme (. ,

d Ue(tpl,...,wn)

P1. Cette nomme est (nvariante dans Le produdt & drodte par
Zoute matnice diagonale D telle que [d..| =1, i=l an :

(2) ]D|=]Z=>VAEJ%mn):(Mﬂew .4))=(Mewr-¢l
n

1e n

P2. Cette nonme est absofue s4 et seulement sL toutes Les noh-
mes Y. sont absolfues.

P3. ELle vénifie £'indgalite
(3) vxe My, vae M,

[XA)e(wl...wn> £ max ka(x) : (A)e(w]...¢ )"

n

Remarquons que la norme (.)e(w v n'est pas en généraf une c-norme.
RN

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'elle en soit une, est

que les normes Y. soient propertionnelles & une méme norme. Il est facile
i

de montrer que la condition est suffisante. Pour montrer qu'elle est né-

cessaire, 1l suffit de remarquer que l'on a

¥Yi: [xef] = wi(X)e(ei) ;

17 A '
€ v )

ainsi, si la norme appartient a I'(u,v), les normes ;i doivent satisfaire



v(e.)

Fi:v (0 = 1;55?; u(x) .
1

Ces c-normes se raménent donc aux normes du type :
(4) Wgqpy = = WA s bR )

qui seront étudiées dans les paragraphes suivants.

EXEMPLES.
H (a) = (a)
P hp(hp)
hl(Ax)
S](A) =  sup E—T;j—- = (A]h h.)
X#0 i @]
d (Ax)
S (A) = sup ——=% = (A)
9,1 N €Y b, (6)

3.1.3 - Les c-normes composées (.)

TN

3.1.3.1 - Propriétés fondamentales.

On a essentiellement la relation caractéristique des c-normes

(1) (xy*)e(w) =0y, v, sy [¥0)) = w(x).lel(yﬁ.

Pour simplifier les notations, nous remplacerons |8] par 6, c'est-a-dire

C . . . . N
que nous considérons une norme absolue 6, dont la restriction a R, est

bien une jauge.

TROPOSITION 2. Lla noxme AU d/{(m,n), construite pan compeSLticn

(')e<w>
f m n
de g, nomme sun C, par wie noame abscfue € sun C7, est une c-nomme sun

{¢,8) qud est y-undiforme a gauche.



DEMONSTRATION. La noxme apparniient bien & I'(p,8) d'aprgs (1). La y-uni-
formite

’v‘xedf((n), VAef/{(m,n) : (XA}e(w)s sw(x). (A)e@)

est evuidente, et fquivaut a 3.1.2 (3). N

On peut aussi énoncer le :

COROLLAIRE 1. La nowume est suplrieune ou €gake a § et sa duale

()
8 (Y) 06

est La nomme (.] "

o™ (v

DEMONSTRATION. La #elation :

(2) S < (6 absolue),

¥*

w8 (‘)e<w>

est une sdmple conséquence de La y-wicformite {C4. 2.2 Lemme 1). L'ex-
pressdion de La duale rhésulte de 3.1.2 (1), 7

. o * % )
La duale est bien élémen: de T(Y ,6 ), ce qui est en accord avec la

théorie générale des c-normes (2.1 Proposition 2).

3.1.3.2 - Cas d'égalité de (.)e(w)

avec S ou Yy®E.

Comme (.]e(w) appartient a I'({,8) et satisfait (2), on a
¥
(3) S 4 S (')n(a\ < Vv®t =5 *
¥ B v 6

les restrictions aux matvices de rang ! étant confondues.

Il est intéressant de cornnaltre les cas ol l'une ou 1'autre des égalités

a lieu dans (3). Les exemples considérés en 3.1.2.2 nous permettent de



vérifier que la premiére &galité a lieu pour € = h et la seconde pour

6 = hl' Plus exactement, on a les implications suilvantes
(4) 6 = h, = ¥y, (.) =S
B 7 ek
5 =h, = ¥y, (. = 6.
(5)  8=h, v (Jggy =¥ ®

En effet, 1'égalité (4) est la simple récriture de

Spn, ~ Cla gy > T

et la seconde égalité s'obtient par dualité

¥ =y¥en ets = (., %3 ce qui
v, 1 v, h )7 %4

implique (5) en remplagant par w* par Y.

Nous allons montrer, qu'd une transformation diagonale prés, h_ (resp. h!)

est la seule norme 3 satisfaire (4) (resp. (5)).

Auparavant, énongons le ;

i
]

q

LEMME 1. Les seufes noxmes absolues 6 sun C" qui verdifient

(6) (I)e(eﬂ) =1,

sont celles qui se déduisent de h par wie transformation diagonale,
c'est-a-dine de La 4orme

(7) 6(x) = h_(Dx) = max {lxi'G(ei)}.
i

DEMONSTRATION. Si 8 est de la forme (7) : (I)e(ei‘) = max{e*(ei)e(ei)} =1,
) i



* .
car, pour toute norme absclue : © (ei)G(ei) =1, Vi (5)
Réciproquement, on a les inégalités

Yxec' : 8*(X) < IXile*(ei) < 6*(lx[) (1)9(6*)'

I

N

1

Comme O est absolue et (6) vérifié :

n
Yxec': o (x =2 |x. |67,
i 1 1

d'ol 6(x) = max -;fil— = max {[xile(ei)}.

1 6 (ei) i R4

REMARQUE. L'équivalence dounée dans ce lemme n'est vraie que dans 1'en-

semble des normes absolues. Par exemple, la norme 8 de R2 (non absolue)

8 (x)

max {Ix]\, {x2|, [xl—le} dont la duale est

8™ (x)

max {|xll, lle, |x1+x2[}

satisfait (6), mais pas (7).

Donnons maintenant le résultat qui généralise (4) et (5) dans le cas

de M)

PROPOSITION 3. Une condition nécessairne et suffisante pour que Les non-

mes (')ew) et S % (nesp. v @ 8) sun Mn) scient gales quelle que
504t La nomme . ¢ sun CU est que La noame absolue 8 soit de La foame :

x > m?x{[xile(ei)} (resp. % ]xi|6(ei)).

DEMONSTRATION. Nous limitons la preuve au cas de S . L'implication :
,‘/‘6

T

(7) ==> (.)e(w) = SWG* (condition suffisante) est hien vérifiée, car

pour £(x) = max (lx.!&(e.)), on a
i i i



Yae V%n) : (A]e(w) = max {\P(Aoi)e(ei)}

1

X . x
et, comme B8 est donnée par 6 (x) = g!xile(ei), on a :
i

W(Aoi) }

e*(e ) = ma‘lx{\b(AOi)e(ei)}.
i

1

VAEU[(n) : S (A) = max [
yo*

i

Réciproquement, si 1'égalité entre les normes est vraie, quelle que

. , . ¥
so1t 3 c'est aussi le cas our Y=6 donc :
’ )

(1) =5 (I) =1,
HCH I

et, d'aprés le lemme 1, 6(x) = max {Ixi|6(ei)}.
i

3.1.3.3 - Multiplicativité des normes (.)e(w) sur (/f{(n).

PROPOSITION 4. lne noame composée [.)8 v sun M(n) est multiplicative
84 et seulement 44 La noxrme absolue 6 et La noime § sun C% venifient
2" inegalite :

() Y20 ;

elle eit critique a4 et seulement 54

S (1) =1.
6™y

On a donc en résumé les équivalences :

A

(9 b2 e <= (.)e(w)ez

et :

(10) Y20 et IxA0 t.q. Y(x) = B%(x) <> ([Jew) e U4ZT



DEMONSTRATION. La norme appartenant a3 ['(y,8) et étant Y-unifor-

(')e(w

me, une condition nécessaire et suffisante de multiplicativité est bien
Y > 68 (2.3 Proposition 6). Elle est bien critique si et seulement si

S x (I) = 1 (2.3 Proposition 7).

e*y \%4

REMARQUE. Dans le cas de ¢ = (.) y? on a un résultat plus précis que

el

pour une c-norme quelconque, & savolr :

$(AB)

(1) Mg = Sup ————— =5 (D).
A,B  4(A)®(B) 6V
EXEMPLE. Les normes de HOlder Hp sont de la forme (')h (hp) ° Les normes
p P
Hp multiplicatives sont donc caractérisées par hp > h; = hq, c'est-a-

dire par p £ q (%—+ é-= 1), donc par p £ 2.

Les seules normes de Foélder multiplicatives sont donc celles dont le
paramétre p appartient & (1,2) ; toutes ces normes sont critiques, puis-—

que dans ce cas qu(I) est égal a 1.

Nous allons montrer que les normes composées multiplicatives et unitai-

res se réduisent 3 une famille de normes trés particuliéres

PROPOSITION 5. Les seules noames mubtdiplicatives unditaires du Ltype

(.)e(w) surn M(n) sont Ggales aux noames trhes particulinres
- d:
(12) A€</”(n)r-> SI(DAD ]) = max L ?il ]ajil
T

ou s, désigne La ncrme Sy (h, : x > lei!), et ol D ¢t une matrice
1

diagonale positive (¥i, d.. > 0).

DEMONSTRATION. On sait que S, est la seule norme i etre y-uniforme, mul-

tiplicative unitaire (2.3.1 Remarque). Une c.n.s. pour que (.)e(w) appar-
. . e * v

tienne & d’o est constituée par 1'égalité y = € . L'appartenance a ]

]
est alors équivalente & (1)6(8*) =1 ; comme & est absolue, on a donc



B(x) = max e(ei)]xi] = hw(Dx) d'aprés le lemme 1, ou
i
{ x) = 6*(x) = h (D—lx), soit § = § (D-]-D). c.q.f.d. .
1 Y ) \4

NOTA., Les normes définies en (12) jouent un rdle intéressant dans 1'étu-

de des matrices positives. On a en effet

]

(13) ¥a20: pa) = inf {S](DAD_ ) ; D> O},

1'inf. &tant atteint si et seulement s'il existe un vecteur u > 0O tel

que AN < o(A)u, A* désignant la transposée de A (44:.

3.1.4 - Norme composée par plusieurs normes sur dﬂ?n).

On sait que, si ¢],..., ¢k sont k normes sur Uﬁ&n), et 6 une jauge sur

Rk

. 1'application :

(1) ae M) > aw =006, ™). ., 6, (&)

définit une nouvelle norme sur dﬂ?n).

Nous allons caractériser les normes de ce type qui sont multiplicatives

unitaires.

Tout d'abord, si les normes ¢i, i =13k, sont multiplicatives, la
norme ¢ le sera aussi si la jauge € est "multiplicative' sur R,, c'est-a-

dire satisfait : (36)

k
(2) Y u, VER+ : E)(ulvl,...,uk

Notons que (2) entraine la propriété

3)  Nuer; 6@ 2 max (u),
i

qui implique 1'inégalité



~J
[

(4) B(1,1,...,1) > 1.

Cette inégalité conduit bien & : ®(I) 2 1 (évidemment : Vi, ¢i(1) > 1).

Une condition nécessaire pour avoir ¢(I) = 1 est que © satisfasse

1'égalité
(5) 8(1,1,...,1) = 1.
En effet, 1'égalité ®(I) = 1, jointe &
(1) = 8(¢1(I),...,¢k(1)) 2 6(1,...,1)
entraine (5), si 1l'on tient compte de (4).
Donnons maintenant une caractérisation des normes unitaires de type (1)

PROPOSITION 6. S& ¢,,...,0, s0nt k ncames multiplicatives sun Jf((n), La

noame

(6) $(A) = max  ¢.(A)

. < 1

i=1 3 k
est multiplicative et unitalre 84 et seulement 3¢ towtes Les neames ¢i
sont wiltaines. De plus, cette nonme est La seule des noxmes de Lupe

(1) a avoin cette propriexé.

DEMONSTRATION. Chaque norme ¢i, étant multiplicative, vérifie la rela-

tion ¢i(1) > 1. Il est donc clalr que max ci(l) I est équivalent aux

k égalités ¢i(1) = 1,

S1i 6(¢l(l),...,¢k(l)) = ] avec Qi(I) >1, i =1 4n, montrons que la
jauge £ est égale a max ( ). Par monotonie, * est telle que

i=l a n
“(1,1,...,1) £ 1. Pour prouver 1'égalité de © et de max, 1l suffit de
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démontrer 1'égalité des ensembles
k k .
{ueR+ ; (E)(u)_<_l}={uER+ ; Yi, uiSI}

D'aprés (3), 1'implication suivante a lieu :

In

B(u) < 1 = i, u
L'implication inverse résulte de la monotonie de 6

Yi, u, S 1= 8(w) £ 8(1L,1,...,1) £ 1.

/4

EXEMPLE. En choisissant ¢i = Sw , on obtient les normes multiplicatives
i

unitaires du type ¢ = max SW-'
i 1



3.2 - NORMES ASSOCIEES.

3.2.1 - Introduction . Définitions.

Les normes composées sur dﬂ%m n) ont éteé constru1tes en identifiant

tout élément de cet espace & son isomorphe dans (C )

La construction des normes associées [34) repose sur 1l'identification
de tout élément de c/ﬂ(m,n) 3 son image dans z(df{(n,p), d/{(m,p)) par

1'application :

A e(/”(m,n) > LAe:C’(J((n,p), c/’((m,p))
(n
avec LA : XEJ/{(n,p) —> AXed/{(m,p).

Dés que p est supérieur a 1, il ne s'agit pas d'un isomorphisme.

Si ¥ est une normwe sur d”km,p) et ¢ une norme sur dﬁkn,p), la norme de

l'application LA induit une norme surcﬂ?(m,n)

DEFINITION. La noame, notée G%, assocLée aux neames ¥ osun (/’{(m,p) et ¢

sun c/f'((n,p), est dégande pan :

{2) ‘V‘Aed/((m,n) : GR,Q(A) = Sw{ ;—E—%’;—) H Xe—:«/((n,p) - {0}} .

- Ces normes généralisent les normes de type S“d’ qui correspondent au
va

paramétre p égal & !. Le choix du parametre p permet de construire sur

le méme espace dﬁkm,n), une suite de familles de normes généralisant les

normes S

xu¢ M
- lLa notation G rappelle que LA est définie par le produit & gauche AX.

Les normes construites sur 1'application Y v> YA, seront notées D. Nous



n'étudions pas ces normes ici, car leurs propriétés se déduisent simple-
ment de celles des normes G, par transposition. Elles seront cependant

utilisées par commodité dans le paragraphe 3.3.

- Signalons que des expressions du type (2) ont été considérées dans (]4,
GQ], ﬁ@ s &5), généralement dans le cas particulier ¥Y=0 (matrices carrées),
mais aussi en limitant le sup & des sous—ensembles de uﬂ?n) dans le but

d'sbtenir des caractérisations de certaines classes de normes.

. Lo e e s L
REMARQUE. Dans un cadre tensoriel défini 1c1i par 5Z7E,F) ~ F®E , 1l'ap-
. . .. - \ e g - * * .
plication associée 3 A par (1), considérée de F® E dans G ® E , serait
re;résentée par AQ I (F = Cn, G = Cm, E = cP). La norme associée con-

siste donc 3 assoclier a A la norme de A @® 1.

3.7.2 - Propriétés des normes GW@'

Encngons d'abord les propriétés qui généralisent exactement celles des

no-mes S

vo
PROPOSITION 1. Toute noame Gyy @ Les propreetes sucvantes
. ) * \
(3, () VAedf{(m,n) : G‘M(A) = Sup {-[—t—:gf—ﬂl ; Xe df{(n,p), Ye (m,p)}
()@ (XD i

("canactirisation bilinéainre") !

(4; (4) ¥Ae (/((m,n) : GW(A) = GQ*\?*(A").

DEMONSTRATION. L'égalité (3) s'obtient simplement en écrivant ¥ (AX) par

dualité

'y » I K ; |
G“P\f(A) = Sup A(;()‘z;(; = Sup Sup J_t.:__._(Y AX) .
o XY YTmem

L':galité (4) se déduit de cette derniére expression en utilisant la

. ma‘oration

* ‘ ; g
{tr(Y AX)! < ¢*(A'Y)£(X) qui conduit a 1'inégalité
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E 3
(A) < G a) ;
o W) < €

1'inégalité inverse s'obtient de la méme maniére.

Donnons maintenant un résultat se rapportant aux c-normes :

PROPOSITION 2 :

(4) S4 La nonme ¥ appariient a F(w,v¥), Y étant une noxrme sut c® et v
une nomme sur CP, alons Gyy appartient a T(9,67) ol © est La nonme
définie surn c® pan :

* x
(5) VveCn : 6*(v) = Sup{%—%—)z——)- ; zECp}.

(iL) S&, en plus, ¢ appertient a F*(¢*,v), ¢ étant une nosme sur ch,
alorns on a L'égalite

8 = ¢.

DEMONSTRATION. Les hypothéses de (i) et (ii) se traduisent par les

égalités :

(6) ¥xec® Yyech: ¥y = vV
(N F¥vec, ¥YzecP : o (wz) = ¢ (Mv(2)
On a alors successivement :
* * *
Gw¢(uv¥) = Sup Yluv M) Y{u) Sup 26%%721

M ¢ M) M

. * . .
qui donne 6 sous forme de norme associée. Montrons que cette forme est

bien équivalente a (5)

v!(Ml ) W

v z Mv
Sup ————=— = Sup Sup

M o (M) Mz dMv(z)



* % X, ¥
Sup v (Mv) _ Sup Sup tr(M vz _ o (vz )‘
M o (M) . M (M) v( . v(z)

Si (7) est vraie, alors (5) implique 1'égalité e* = ¢*, solt 6 = ¢.

\’4

REMARQUE. Il est évident que si ¥ est Y~uniforme pour une norme Y de

Cm, alors GWQ a la méme propriété.

3.2.3 - Calcul de G, pour Y& T(,b,7) et ¢ & T,

Yo
Lorsque Y et ¢ ont certaines propriétés que nous allons préciser, la
norme GW@ peut &tre exprimée ; 1l se trouve que dans tous ces cas,
G est de type S .
Yo YPE Sy

LEMME 1. S fa nome ¥ appartient a F(wl,wz) et % a F(-tb ¢*‘)’, w stant
wie nowme sun C, ¢, une noame sur ch, et b,, ¢, deux nofune/s /.Su/L cP,

Les proprilzes sulvantes sont fquivalentes

(§) ‘rae Mm,nm) : Gyglh) = Sup{ W?%‘ ; X de rang 1}

(9] aeMmn), ¥xedin,p) : vax) < Sjw o () 00 Scp w( )
i1

(10) ¥ae Mm,n) : Cypla) = Swl ¢>1(A) s¢2w2(1p). J’

DEMONSTRATION. Evaluons le 2e membre de 1'égalité (8) ; Y et ¢ appar-

* *
tenant respectivement & T'(y,,y) et I(¢,,9,), on a
1272 1° 72

n
¥, (Ax) ¥, (y)
Sup MX—) = Sup—](b-—a—)-. sup-‘;z——— =S, 5 A)eSy (D
X,y @(xy ) X 1 y ¢b(y) ¥ 9 272
eﬁ utilisant 1'égalite S _ i"(I) = § (1).
IR) R

Cela démontre l'équivalence entre (8) et (10), et fournit 1'inégalité :



Ya : Gy (&) 2 (A) S (1) .

S
v T,

Comme (9) est équivalent & 1'inégalité inverse, il y a bien & uiva-
q g q

lence de (9) et (10). 7

PROPOSITION 3. Les Zgalités sucvantes :

(11) Yae df[(m,n)

: GWQ(A) = Sup{ Eé%%% ; X de rang 1}
= 8 (a)y s (1)
v, e,

sont vradles :

- (4} pour toute nchame ¥ de F(wl,w;) 54 ¢ est Egake a ¢1® ¢;.
- (4d) pour toute nomme ¢ de T(6,,03) M T(8],8,) 84 ¥ est tgake

Ly ‘
- {4id) pourn Y = \‘.&Z(w” et & = (.)¢;(¢1) ol ¥, et ¢, sont 2

noxrmes absofues.

DEMONSTRATION. D'aprés le lemme, il suffit d'établir 1'inégalité (9)

dans les cas indiqués. Considérons (i) ; (9) est conséquence des iné-

galités :

¢2w2(1).

(12) Y(AR) < U, ® Up(AX) < S . (A) 6 ® 03(X) S

Vy®,

Pour montrer (12), il suffit d'appliquer la formulation (2.1.(1)) de
la plus grande c-norme. Si X = X uiv: est une décomposition de X, alors
1

on a 1'inégalité :

1 -,:.* 7 T o .‘
; w](AUi)vz(Vi) < SU ¢ (A)S¢ u (Ip) % ¢1(Ui)¢2(vi)
1 171 272 1
en utilisant la relation S (1) = S, % *%(I). Comme Z(Au.)v? est une
¢2’JJ2 V2¢2 1 1 1

décomposition de AX, (12) est bien établi.



Pour établir (ii), rappelons 1'équivalence

UET(6,,07) A TTI07,6)) <> TET(6,,6) et 025, o .

Ainsi, de 1'inégalité évidente

S (AX) < S (A) S, X) S ),

.
[N

Yivo vy ) )

on di3duit bien (9), en utilisant 1'inégalité S¢1¢2(X) < PX).

Les normes composées de (iii) satisfont les inégalités

AX] * < S (A) (X}, %
(x5 < %0, @ Wyx )

%0, @ e Wexe

A

et donc (9). /A

REMARQUES :

1) Les propriétés (i) et (ii) pourraient &tre déduites 1'une de 1'autre

par dualité en tenant compte de (4).

est de type

2) I: se trouve que G dans tous les cas de la pro-

¥ %o

position 3 ; mais cette propriété n'est pas générale. I? suffit de
considérer par exemple, dans le cas odi m, n, p sont égabx, une norme ¢
de UVT qui n'est pas de type §P¢ ; comme, dans ce cas, il y a égalité

entre G et ¢, G

s n'est pas de type §

¢ o

EXEMPLES :

(1) 81 ¥ et ¢ sont respectivement les normes de Holder le sur U%Qnup)

et sz sur U4nn,p), 1'application de (iii) conduit a

Gy, (A) =S A) .S 1),

yo (&) p1p7( ) p]pz( p (£ - 1)
Pr P2
P

ot le coefficient S (I ) est égal a 1 si > et a
p,p, P 8 P, 2P,y

sinon.



(2) Dans le cas des normes de Von Neumann, (i) et (ii) conduisent a :

e(o](AX),...,op(AX))

sup = SZ(A) = OI(A)
X o](X)+...+c XD
p
SZ(A()
sup = Ol(A)

X e(o](x),...,op(X)]

ol 8 est une jauge symétrique, les valeurs singuliéres de A étant

numérotées en décroissant.

Résultats complémentaires. Si on limite ¥ et ¢ aux 3 types de normes

wa, ’J)®¢* et (.)e@), la proposition 3 fournit une expression simple

de GW@ dans 6 cas sur 9. Pour les 3 autres cas, on a seulement les
inégalités
(13) s,  ( “ﬂwzwl) (a)
13) S A)S I) < sup —————=— < S, A I) .
Vit TP P T xSy 0, V4 P05y
*
(14) kA N () (1)
1 - id - < SUp e < S A) . 6.y, (1
. S¢]¢2(X) V0, 257 2°p
(15) \ ke ) . (1)
] - id - < sup —————— < § Ay (I *
U VP W)
X (X)¢;(¢’1) 11 }; 272

DEMONSTRATION. Dans les 3 cas, 1'inégalité de gauche est obtenue par

limitation du sup 3 1'ensemble des matrices X de rang |. Il suffit de

démontrer les inégalités de droite.

Pour (13), il faut considérer les inégalités

(Ax) = <S (a) (X)), * <s . (A)s x) (1), = ,
YIRS 3 ( o) & ¢4, P, (¢,)

et pour (14)

b @U(AX) < S
1® V2 2% e

¥
o B @ s, s,

»*
{ |
ICO(X)%@ JZ(IP)-



~J
w

Pour (1¥), il suffit de compléter la 2e inégalité précédente avec

6oV < £ o (XeiN e < 6y (6 Kel)sernrt) (Kapd)b(Un(e))s 507 (ep))
- i=]

e et g pe s s * *
ol la premiére inégalité découle de la définition de ¢]® wz (Z Xoiei
i
étant une décomposition de X) et la seconde est simplement 1'inégalité

" . -
de Holder relative 3 la norme ¢2. 7

REMARQUE. Montrons par des exemples simples qu'il n'y a pas égalité a
gauche, en général, dans (13), (14), (15). Nous nous plagons dans uﬁkZ).
Pour (13), (14), le méme exemple convient, i savoir

wl = wz = ¢1 = ¢2 =h_: 1'inégalité de gauche est stricte puisque
pour A=X=1I,o0onal <2-= (I)hl(hm). pour (15), retenons le cas

Yy =Y, = ¢ T ¢, =h, 1'inégalité est encore stricte puisque pour

A =X

It

I, on obtient 1 < 2 = o](I) + 02(1).

*

3.2,4 - Les normes de type GW@ sur Uﬂ&n).

3.2.4.1 — Norme G<I> dans le cas m=n.
- ¢ (AX) fos . .
La norme G, (A) = sup ——=%- est évidemment une norme multiplicative

)

¢ Xe ‘/ﬂ(n,P) & (X) ;
unitaire. ;

Si ¢ appartient & FQp,¢*), on sait que G, appartient 2 Pﬁp,e*) ; lci

®
Y et € sont nécessairement liées par la relationy > §, du fait de la

-~

multiplicativité (la relation (5) conduit bien & cette relation).

COROULLAIRE 1. S« ¢ apparntient a T ,¢>¥) A r'(w",q;) alonrs G@ appantient
aTwe.

DEMINSTRATION. En appliquant la proposition 2 au cas Y=, on obtient
8=y .

REMARQUE. On a ainsi un moyen de 'construire' une c-norme multiplicative



(&%

unitaire : 1l suffit de considérer la norme G® associée d une c-norme

guelconque.

Remarquons par ailleurs que si G¢ appartient a l'ensemble rop,e*), ol
les normes Y et 6 sont différentes, alors G® ne peut appartenir &
r*op*,e). En effet, la relacion GCD 2 %be ne peut avoir lieu, puisque

G®(I) est égal 2 1 et S (I est strictement supérieur & I (c'est une

Ve
conséquence des relations : ¥ 2 8 et Y#6 ).

L}
Notons que si G® est égale 3 §, , alors ¢ est Y-uniforme ; on a méme

b

1'équivalence :

(16) G<I> = S‘P <> & est P-uniforme.

3.2.4,2 - Multiplicativité ce GW@ (cas m=n).

Si ¥ et ¢ sont deux normes sur dﬁkn,p), une condition suffisante pour

que la norme G de M(n) soit multiplicative est que Y soit supérieure

¥d

ou égale & ®. C'est une conséquence des inégalités évidentes
(17) Gv®(AB) S Gw¢(A) . G@(B) S_GW®(A).GW¢(B).

Si la condition est nécessaire dans le cas ol p est égal a I, ce n'est
pas le cas pour p supérieur 3 1. Considérons par exemple le cas (1) de la
proposition 3

(1).

Y= s et ¢ = ¢, ® ¢; => Gyo(A) = (A)

S, . s,
S\ V1% ¢¥2
Dans le cas particulier ot les normes wi et ¢i sont égales (i=1,2), Gw¢,

qui est égale 2 S, , est muliviplicative, sans que l'inégalité

¢

1

* . e e s .

S¢ ¢ > dﬁ @ ¢2 soit vérifice, puisque c'est 1'inégalité inverse qui
172

est vraie.

Les cas p=l et p>! sont ainsi trés différents : pour p=l, les normes ¥

et ¢ sont déterminées (& une constante prés) dés qu'on connait §b¢ 3



w
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pour p>1, des couples de normes (¥,$) assez variés peuvent conduire 2

la méme norme GWé'

3.2.4.3 - Norme G, dans le cas m=n=p.

$

Dants ce cas particulier, ¢ et GQ sont définies simultanément sur dﬁ%n).

Certaines propriétés de ¢, lides & la multiplicativité, peuvent &tre

exprimées en utilisant G¢. On a par exemple les €quivalences suivantes

P <= o e o%ﬂ

(18) G® = |
(19) c®5q><=>q>e</f
(20) Gq) < ¢ avec égalité atteinte <= @edt{.

Les iéquivalences (19) et (20) expriment simplement que uQ (cf. 1.3)
est vespectivement inférieur ou égal 3 1, et égal 3 1, puisque ce
nombre peut s'écrire :

Gy (1)

Uy = SUP ————— .
9 M o (M)



3.3 - NORMES QUOTIENTS.

3.3.1 - Introduction . Définitions.

Nous allons a partir d'une norme ¢ sur Uﬁﬂm,n), construire une famille
de normes sur (m,p), quel que soit l'entier p inférieur ou égal i n.
Le processus pourra 8tre considéré en un sens comme "inverse" de celui

utilisé pour la construction des normes associées.

Lorsque nous parlerons de noyau d'une matrice T de cA%nl,nz), il s'agira
. . . . n2
du noyau de T, noté Ker(T), considérée comme application linéaire de C

nj
dans C .
DEFINITION. S{ & esf une noume sun dﬂ%m,n) et X un é&fément de Uﬁﬁn,p),

L' application

(1) o, Yec//{(m,p) > & _(Y) = inf {®(M) ; MX = Y;
X X M

est définie surn Le sous-capace des Y dont Le noyau contient cefud de X.

C'est une conséquence d'un théoréme d'algébre qui dit que 1'ensemble
{M ; MX = Y} est non vide si et seulement si 1'inclusion

Ker(X) ¢ Ker(Y) a lieu.

Par la suite, nous nous limiterons au cas ol ¢X est définie sur 1'espace

u4&uup) entier ; cela revient i choisir X injective, soit
(2) Ker(X) = {o}.
Sous cette hypothése, on aura nécessairement la relation :

(3) P

L7
]



1
[@s]
(9]

I

REMARQUE. Si p est égal a2 n, o est définie pour toute Y si X est ré-

X
guliére et s'écrit simplement

_ -1
@x(Y) = ¢(¥YX ).

3.3.2 - Propriétés générales de @

Comme précédemment, on notera R 1'application 11nea1re de c”&m n) dans

’dﬁkm p) ainsi définie :

(4) Ry : Me Jﬁ/(m,n) — MXe'c/f((m,p),

On peut alors énoncer :

PROPOSITION 1. S{ X est 4injective, alors Rx est sunjective et £'applica-
tion Vg dé 4init une noxrme sur Mm,p) dont La boule-unité est L'image
par R, de £a boule unité de 9.

DEMONSTRATION. RX est bien surjective puisque {M ; MX = Y} est non vide
quel que soit Ye;d”km,p) L'application @ est exactement la norme sur
est surjective, il y a iso-

1'espace quotlenttﬂﬁm n)/Ker(R,). Comme R

X X
morphisme entre dﬂkm n)/ker(R ) et cﬂ?m,p), et @ définit bien une norme
sur ug(m,p) La correspondance entre les boules-— unltes resulte des

équivelences

QX(Y) <1 <> 3IMt.q. $(M) <1 et MX = Y

<> Ye R 334)). | 7

La duale de @x s'exprime simplement en fonction de la norme duale 0¥

COROLLAIRE 1. La nomme duale qf;( est dennée pax :
(5) vze dMmp) : ofz) = 0N (@™

condudsant a La fonmulaticn duale de ¢y



*
(6) VYe (/%(m,p) : @X(Y) = sup ltr(Z Y) i

740 ¢ (ZX)

DEMONSTRATION. On a successivement, en appliquant les résultats de la

proposition 1

L}

@;(Z) sup {[tr(Zi(V)[ ; Ve 334) }
X

sup {ltr(Z*‘IVX)[ ; Me ﬁq}}

sup {ltr(XZ¥M)[ s Me 33(1)}

o™ (zx™). 4

Si ¥ est une norme quelconque sur c//{(m,p), on notera D\PQ(X) la norme de

1] —_—D ] .
RX’ c'est-a-dire :
(7) D‘N)(X);: sup

Comme en 3.2.(4), on a la relation :

(8) vxe Mn,p) : Dyg(X) = DQ*W*(X*).

On peut alors énoncer :

COROLLAIRE 2. Poun toute nomnme ¥ sun a/”(m,p)

Dy o0 = Dy o (T),

c'est-a-dine :

. - Y (Y)
(9) VXE(/’{(H,D) : D\yq)(X) = sup g D

Y X

DEMONSTRATION., De (5) et (8), on déduit :




_85_

D .(X) =D —_—
i o*y* z v z v (2)

et (9) =n résulte, en appliquant a nouveau (7) E_Ip.

n, ~
REMARQUE. Pour toute matrice B, réalisant le sup dans (‘) et toute M

réalisant 1'inf dans (’1), on a :

n v Ny ~N
o) o™ (zx") = |er(Z'Mx)| = |<M,zX">].

A
Pour ® cifférentiable, la matrice Z apparalt comme matrice des multi-
plicateurs de Lagrange relatifs aux m.P contraintes représentées par

1'6galitsd MX = Y.

3.3.3 - Ltude de @x pour X dans ct (p=1).

Pour p=], x et y sont des vecteurs et @x est définie dés gque X est non
nul. Ce cui précéde s'applique ici ; dans ce cas les matrices du type

* . ¥
ZX sont des matrices de rang ! du type zx .

3.3.3.1 - Caractérisation de F‘(ﬁ*,u) et %hf

PROPOSITION 2. L'ensemble des normes ¢ de dﬁ?m,n) vernigiant :

u(x) !

H

)

(10) ¥xec® -1{0}, ¥yec": q>x(y)=9_(.L)_’ “
ol & est wne nomme sun C™ et p une noame sun C°, 2st confondu avec £'en-

sembLe X (6%, w)et admet donc Seu comme plus petit elément.

DEMONSTRATION. Par définition, 1'équivalence suivante est vraie

ser*G ) —=>Vz,x 5 0T (zx) =8 (2) ux)

_ . R * x ,
et, (5) s'écrivant ict @x(z) = ¢ (zx ); on a bien

1
p(x)

¥y @ o (y) = 6(y) .
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. . PR * ¥ . .
On salt que Seu est le plus petit &lément de [ (6 ,u) ; i1 serait
trivial de rétablir cette propriété directement & partir de l'ensemble

défini par (10). ﬂ

COROLLAIRE 3. Toute noame & de r*(e*,u) vénigie La proposition

'V'%, noame. sunt c® . s;.;p %-}5(—)— = Swe(lm)u(x), ¥ x.

DEMONSTRATION. C'est une conséquence de (9) et (10).

* . .
Remarquons que pour toute norme de I'(68 ,u), et en particulier pour
® = S, , on peut écrire les "formules de réciprocité" :

ou

Vye c™ 8 (y) inf {®'M) ; Mx = y} quel que soit x tel que

"

u(x) = 1.
sup {6/Mx) ; ¢(M) = 1}.

VYxe c” H(x)

3.3.3.2 - Une famille de norties généralisant les S‘au

Parmi les normes définies en (10), seule SGU est solution de "1'équa-

tion" en ¢

(12) ¥ae c/ﬁ(m,n) : 0(A) = sup &_(AX)

x#0

qui s'écrit évidemment :

'SVAD) V’Aez/l{(m,n) : (A) = sup inf {d(M) ; Mx = Ax}.
x#0

On peut caractériser l'ensemble des normes ayant cette propriété

PROPOSITION 3. S{ ¢ estl une noame sur J”(m,n), Les deux prOprABLEs sud-

vantes sont équivalentes
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(13) Yae t/”(m,n) : ®(A) = sup inf {d(M) ; Mx = Ax}
x#o

*
14 VYae Mmn) : 0@4) = sup Lyaxl

X,y#o0 Q*(yx¥)

DEMON:TRATION. Les deux égalités (13) et (14) sont &quivalentes a (12).

Pour (13), cela résulte de la définition de @X ; pour (14) c'est une

conséguence de l'expression duale (6). \74

- Evidemment, quel que soit le couple de normes (6,1), la seule norme

e -
vérifiant (13) et appartenant a T (6*,u) est sSu'

- La propriété (14) généralise la “earactérisation bilinéaire' des nor-

mes S et s'écrit :

Eu
. *
®(A) = sup {l£££§}£§l| ; M de rang 1}.
d (M)

. - * P - . . *
Ce fait entraine pour ¢ des propriétés généralisant celles de 0 ® u

COROLLAIRE 4. S{ ¢ vénifie (13), La boule-unité de o  est confondue

avec £'enveloppe convexe de son intersection avec '301 (ensemble des

matrnices de nang 1) ; La boule-unité de ® étant Le pofaire de cet

ensembie :

(15) B,
¢
(16) B

[

0

c0(j3,n bol)
¢

(Byn 50,)0.
¢
La nomme & est caracténisée parn La formulation :

Y a: Q*(A) = inf {I ¢¥(x.yf) i L X.y. = Al.
i i’ i

REMARQUZS :

1. La norme donnée par (12) est 1'élément le plus petit de 1'ensemble des



normes admettant, pour tout X non nul, la méme norme @X.

2. L'existence de normes vérifiant (13), sans €tre de type Seu’ est

1iée a l'existence de normes qui ne sont pas des c-normes.

3. Dans la généralisation qui sera faite en 3.3.7., les normes véri-
fiant les propriétés équivalentes (13), (l14) apparaitront comme

"les normes de rang 1".

3.3.4 - Propriétés de @X(y) comme fonction de X.

3.3.4.,] - Résultats généraux.

Rappelons que la norme ®X étant définie par
(17) Yve c™ . @X(y) = inf {®(M) ; Mx = vy},
* ~ .-
sa duale @X peut €tre exprimée par :
% x %
(18) Yzec": ¢ (2) = ¢ (zx).

. . . L% . - *
Dans le cas particulier ol ¢ appartient a I'(6 ,u), @x(y) a l'expres-

sion simple

qui est symétrique par rapport a x, y. En effet, dans ce cas, 1l'appli-

cation, 3 y fixé

(20) xect = oV(x) : =

®x(y)

définit une norme.

En général ¢ n'est pas une norme ; nous allons &tudier certaines

conditions pour que ce soit une norme.
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LEMME ;. Pour y non nul,  (x) peut étre exprimé par

(21)  ¥xec®: (0 = inf 8700 ;M e T, My = x

L'application &7 satisfait ainsdi La rnekation :

n
(22) Y > o,
y

v
ol ®y est La nomme déginde par
) n " . * ¥ N
(23) ¥xe C' @y(x) = inf {& (M) ; My = x}.

DEMONSTRATION. La relation (21) résulte de 1'expression duale de Qx :

*
o _(y) = sup 27yl .

z#0 ©¥(zx*)

En effet, on a alors

*, %
Y (x) = inf f_ﬁégil.,
z¢o |2y

. . . * t e s
et comme toute matrice M de rang | satisfaisant M y = X peut s ecrire

i
i
}
i
§
)

1 *
zZX ,

M= —
Iz yl

(21) est bien vérifiée.
Avec la définition (23) et (21), la relation (22) est évidente.

a,
Remarquon: que la duale de @y peut @tre donnée sous une forme du

type (18)

N
(24) ¥ve c® (q:y)"(v) = o(yv). e

PROPOSITION 4. S4 y est tel que, pour tout x non ruk




(25) @X(y) = inf {d(M) ; Me‘fl, Mx = y},

v
o7 est confondue avec £a noxme <I>y qui verifle alons, poun tout x non nul

N
(26) ¢, (x) = inf {(e*an ; Me if], My = x}

DEMONSTRATION. Toute matrice M de rang | satisfaisant Mx = y est de la forme

—%— yu¥, avec u & C" - {0}.
u x

=
1]

7

L'hypothé&se (25) conduit alors

*
% (y) = inf Eau) g gon
ufo |u x|
X n,
o7 (x) = sup lux] | o7 (x) d'aprés (24).

ufo @(yu*)

D'aprés (21), (26) est donc nécessairement vérifié.

A4

REMARQUE. Toute norme ¢ appartenant & T(S,u¥)(j F¥(6*,u) satisfait (25)

quel que soit y ; mais 1'appartenance a F*(G*,u) suffit pour que oY
soit une norme, et alors oY et Qy sont égales 3 —%T§)U .tCependant,
le fait pour ¢ d'appartenir de plus a I'(6,u ) permet de préciser les
matrices minimisantes de (25) qui ont la forme

M= L yu*, avec u || x, c'est-3-dire que u est 1ié a x

*
u X u

par : Iu*x| = p*(u)u(x).

f-,

Nous allons illustrer ce qui précéde par des exemples. Certaines normes

exhibées seront telles que ¢’ n'est une norme que pour certains y parti-



culiers. Ces exemples montreront aussi que oY peut Etre une norme,

sans étre égale a %y'

3.3.4.2 - Exemples.

Le probléme de minimum conduisant a @x peut s'écrire

(27) @x(y) = inf {d (M) ; Miox =y, 1= l1aml}, ol Mio

désigne la ligne i de M et s la composante 1 de y. C'est donc en
construisant une norme $(M) 2 partir des lignes de M, que l'on pourra

obteair une expression accessible de ®x(y).

Nous considérons donc les normes composées ¢ du type suivant

m mo

(28) ¢ : =0, 0 )seees Y (M D) = (M*)e(w v)
e

n
m, sont des normes sur C .

[

. m .
ou © est une jauge sur R+ et wi’ 1 =]

Dans ce cas,CDX peut se déduire directement de (27) (cf. 3.3.5 pour gx? 5

nous utilisons ici la connaissance de la duale

¥ x
9, (y) = sup _éf_fé_ = Sup —ilz a2 % * ?
z#o & (zx ) z#o © (!zllw](x),...,lzmhbm(x)}
i

] b
car la norme ¢* est de la forme (28) avec 0 , w: au lieu de 6, wi.

La duale de la norme
* x *
z +» 0 ([z]le(x),...,|zmhpm(x))

s'obtient facilement et conduit 3

(29) <b(y)=ely.—”—,...,—-llmL
X * *
NES Yo ()

"
La norme ¢y est donnée par dualité



1
)

[A]
i

__ v’y

4"
(30) ® (x) = Sup
S o 6]y, [0, @ ly )

mais n'a pas d'expression simple.

L'application oY sera une norme si 1'ensemble I = {x ; oY (x) = 1}

limite un convexe.

L'ensemble I peut étre construit 3 partir des m ensembles
* ~ . .
= {x ; wi(x) = lyil} dans le cas réel. Toute direction rencontrant

chaque Zi au point s;s coupe T au point s défini par
31) os = 0( osl,...,osm).

En suivant ce procédé, on peut résoudre pour m=n=2 et 6=h], les cas

particuliers suivants

5
(N wl = h2, wz =h ® est une norme sur R™ si et seulement si

y satisfait !yzl < ly1|.

=2

2 ¢, =h,, ¥, = : & est une norme sur R2 si et seulement si
1 1 2 o
v, = 0 ou Y, = 0.

3 ~ ~ - . Vv
Le cas (1) montre que ¢° pegut €tre une norme sans etre égale a ¢y

Pour y = (1,1), les boules-unités sont bien distinctes, car, au voisina-
ge de x = (2,0), les points obtenus par (31) sont sur une concholde

bieg intérieure au cercle de centre (l,0), rayon I, qui délimite la boule
de ¢y au voisinage du méme point.

Plus généralement, pour 6= h sur R et v, = 1, 1i=13am, on vérifie

bien 1'inclusion au sens 1arge des deux boules puisque la boule de Qy

est la somme des convexes Bi = {x ; wi (x) £ 1} alors que la boule

de ¥ s'obtient & partir de ces convexes par somme suivant chaque
direction (ob = Z ob. ) Cela est di au fait que la duale d'une somme

de normes admet comme boule-unité la somme des boules-unités des dif-

férentes duales.



REMARQUES :

1, De maniére générale, l'ensemble des y tels que ¢ soit une norme,
~ e e . m .
est un cone épointé (ne contient pas 0) de R'. Si la norme ¢ est

telle que 1'inégalité (M) > max CD(eiMi ) soit vérifiée pour toute
i o

M (ce qui est le cas pour ® absolue), alors le cdOne contient les
vecteurs % e, . En effet, 1'hypothése (25) est vérifiée pour ces

vecteurs ; il suffit alors de considérer (27).

+ L . ..
2. Notons f et g les fonctions de C"xC™ dans R ainsi définies

f

inf {d(M) ; Me 30 Mx = y}

f(an) 1°?

g(x,y) = inf {¢) ; Mx = y}.

Ce qui précéde permet de dire que l'application y > f(x,y) ne
définit pas une norme en général, alors que l'application

x Y™ 1/f(x,y) en définit bien une. Pour la fonction g, on a la
situation inverse : y ™ g(x,y) définit une norme, alors que ce

n'est pas le cas en général pour l'application x ¥ l/g(x,y)-

3.3.5 - Expression de ¢, 4 l'aide de pseudo-inverses de X pour toute

i

norme composée.

3.3.5.1 - Pseudo-solution et pseudo-inverse. ( 7 )

DEFINITION. SL A est une application Linéaire de (Egp) dans (F, ),
espaces nohmés de dimensdion finde, une "pseudo-sofuticn” x, de £'équa-
tion

Ax = vy

relativement aux normes y et ¢, est déginde par Les relations



(32) ¥xeE : ¢(Axo—y) < ¢(Ax-y) ou l ¢(Axo—y) ¢ (Ax-vy)

et P(x) <¥(x).
i [o]

Si Y et ¢ sont strictement convexes, la pseudo-solution x  est unique

quel que soit y de F. L'application (non linéaire en général) y > X
est dite (¢,P)-pseudo-inverse de A. Elle peut s'exprimer de la maniére

suivante

- Ty A8 ¢ .
(33) B = (I ﬁi) AR E;

ﬁi est la "projection' sur Ker(A) au sens de y, Ei est la.''projec-
tion" sur Im(A) au sens de ¢ et A8 est une application satisfaisant

la relation AAgA = A.

. . + .. . .
Cas particuliers. (A désignera la pseudo-inverse classique).

+.0 . . hy , . +
1.y = h2 => B =A EA , car la projection FA est égale a 1-A A.
Y.+ . . h2 . +
2. ¢ = h2 => B = (I—FA)A , car la projection EA est égale a AA .
3.9 = h2 et o= h2 conduisent 3 la pseudo-inverse classique : B = A+.

1
n < m, alors Fg = 0

4, S1 A est élément de c”&nhn), avec rang(A)

¢

quel que soit Y, et B est égal a A8 EA'

+
{

5. Si A est dans dﬂQm,n), avec rang(A) = m £ n, alors E =!I quel que

A
8

soit ¢, et B est égel a (l-ﬁﬁ)Ag.

3.3.5.2 - Expression de C‘ pour ¢ norme composée ''en lignes'.

&

Nous considérons ici les normes ¥ du type (28) qui sont composées en
ligne. Pour utiliser les notations de 3.1, on s'intéresse donc aux

normes

(34) 9 Me(/[(m,n) — (M‘)(‘(,’})’



- n m
oli ) est une norme sur C et 6 une norme absolue sur C .

Le probléme est le suivant :

3 () = iﬁf {(M*)ecp) s XM =YY,

qui peut encore s'écrire :

(35) 9, (¥) = i§f {8 )y 3 XN =y ., i=12n

Comme 6 est une fonction monotone, chaque colonne i sera obtenue par

résolution du probléme

(36) iﬁf (w5 Xu= ()

dont la solution est

*
(37) N = B(Y )oi

avec

(38) B = (1—§”*)v,
X

(rf
4 . . * .
ou Fyﬁ est la projection au sens de y sur Ker(X ) et V uné matrice
X ;
quelconque satisfaisant

(39) v = 1.
p

» . - - *
Si ¢ n'est pas strictement convexe, toute N o égale a w. o V(Y )oi’

. . * . .
ol ws est une des projections de V(Y )oi’ convient. La valeur de (36)
est dcnnée par
* ¥ * % .
|z (Y )oi[ | WV L

(460) sup - = sup -
z#0 Y (Xz) w e Im(X) voo(w)




ce qui est simple 3 rontrer. C'est d'ailleurs 1'expression, par dualité,

. * <
de la distance de V(Y )04 a Ker(X*).
Finalement, 1'inf. dans (35) est réalisé par

41) N = M = BY

et @X(Y) est donné par :

* %
* 'Z (Y )Oll
(42) o () = (BY )eﬁp) = 8(ieny suUp ——p——, el )
N z ¥ (Xz)
+ X
Si y est la norme eu:lidienne h2, alors B est égal a (X‘) = (X+)

.. . - - x_ "1 % .
Comme X est injectivz, X est égal & (X X) X . Alnsl pour la norme

*
M o> oM = (M )8(h2) ,

la norme ®X est donnée par :

-1
@3 e M = (xa' Y - eudh.
8(h.,)
2
REMARQUES :
|. Dans le cas m=n=p, X est carrée réguliére, (42) conduié bien a

3, (1) = o(X ),
2. Dans le cas p=1l, ol X et Y sont des vecteurs x et y, il est facile
de montrer que B=v, vérifiant :

1= xv =9 GO,

et ®x(y) = (vy‘]e(w) =y (v)B(y) = —%EX% . Cela est en accord avec
1\{; v

la proposition 2 de 3.3.



3.3.6 -~ Majorations de @X.

Les résultats de 3.3.%4 ne s'étendent pas au cas ol p est supérieur a I.

On seut seulement énoncer :

PROPOSITION 5. S{ X est snjective, <I>X satisfait Les Lngalités

(44) ‘VYEt/”(maP) : CDX(Y) < inf{dM) ; MX=Y et Im(M) C Im(Y)} <
M

< inf oV ; VX = 1},
v p

Les 2rodis expressions sont égales s4 et seulement 8'LL existe
Ve ﬂ(n,p)véugmn,t v¥x = Ip et Ze //(m,p)—{o} teks que £'tgalite
sudvante ait Lieu :

(45) |erz®n] = v ye™(zx).

DEMONSTRATION. Les inégalités (44) sont une conséquence des inclu-

siors
*
(M ; MX = Y} D {M ; MX=Y et Im() < Im(Y)} D {M = W, VX = Ip}.

Raprelons 1'expression duale (6) de @X(Y)

»*
cpx(y) = Sup LELZ_ElL

740 &N zxD)

?

ol le sup est atteint.

Si 1'égalité a lieu entre les extréemes dans (44), 1l existe V tel que
¢X(Y) = ®(YV¥), car 1'inf. est atteint, et donc (45) a lieu pour un

Z#o.

Réciproquement, comme l'on a

*
Yz, ¥V telsque VXK = T 1 o(YV) 3 o.(¥) 2 [erz O]
ST T ¥ aex™



si un couple 2,V réalise .'égalité (45), il y aura nécessairement

égalité dans (44). A4

REMARQUE. L'égalité dans (44) généralise exactement 1'égalité (25)
du cas vectoriel.

Exemple. Il y a &galité en (44) quel que soit Y pour les normes

M En effet, dans ce cas, @X(Y) est égal &

*
s
E . * -1 PP *
(X(X X) ije(h )" La matrice V = X(X X) vérifiant V X = Ip’ on a
2

. * X, * -1
13f {e(yv’) ; VX = Ip} < (xR Y‘)E(h?_)

et 11 v a donc bien égalité dans (44).

3.3.7 - Notion de norme de rang p sur dﬁ?m,n).

Nous allons définir et étudier ici une famille de normes généralisant
celle définie par les propriétés (13) et (14) de la proposition 3. La
généralisation consiste 3 passer du cas p=l au cas p quelconque ; la

définition est fondée sur 1l'ensemble tj; des matrices de Uﬂ?m,n) ayant

un rang inférieur ou égal a

p (p < min {m,n}).

DEFINITION. S{ & est une ncame surn df(m,n), on défandt sen "nang” pan

(46) rang(¢) = min {pe N ; \f% = ( j%* e :g)a}.

Cette définition est évidemment équivalente & la suivante

47 rang(¢) = min {pe N ; 33* = cof 13* N j;)k
6 “

et les normes définies par la proposition 3 apparaissent comme les
normes de rang 1. On peut af.irmer, d'aprés ce qui a ét¢ montré précé-

demment, que les normes de tvpe S, sont les seules c-normes de rang 1.
L



Enoncons maintenant quelques propriétés caractéristiques des normes de

rang », qui généralisent celles de la proposition 3 et du corollaire 4.

PROPOSITION 6. Les noames ¢ de nang <nféniewr ocu égal a p sur L/”(n,“/

sont caractérnistes par Les 3 proprietés equivalentes

(45) V*A.Egﬂ%m,n) P P(A) = Sup {inf {o (M) ; MX = AX}}
(n,p) M
(49) Yaeimmny : oa) = Spp  {|erd*an)] ; X ¥ = 1)
Xe JH(n,p)
Y e H#(m,p)

(50) VAE(//{(m,n) : CD*(A) = inf {I ®¥(M.) ; M.z %F , I M, = A},
i i i p’ 11

DEMONSTRATION. Remarquons tout d'abord que (48) et (49) peuvent s'écri-

re respectivement

(48") ®(A) = Sup @X(AX)
X

(49") o (A) Sup {]tr(M*A)I s Me ﬁ* N (Jop}
)

La relation (48') est une simple récriture de (48) en utilisant la
définition (1) de @ . L'égalité (49') est bien equlvalentq a (49),
puisque toute matrice de o4ﬁu1n), de rang inférieur ou egal a p peut

s'écrira M = YX , YE(/”(m,p). et Xe(//{(n,p).

D'aprés la définition (46), la relation (49) caractérise bien les normes

d de rang inférieur ou égal a p.

La propriété (50) est une traduction de 1'égalité

B* = co( :B,n 7
P

¢ ' o

généralisant la formule donnant la plus grande c-norme. Les démonstra-

tions faites en 2.1.1, proposition I, et 2.1.3, proposition 1' peuvent

~ . , *
étre reprises en remplagant tfl par r;) et Y@ ¢* par ¢ ; elles prouvent



N

o

[}
i

de plus que 1'inf dans (50) peut &tre remplacé par un min.

REMARQUE. La norme définie par

(51) A +— Sup @X(AX)
Xe (H,P)

est le plus petit &lément de l'ensemble des normes conduisant, pour

-~

chaque X, 3 la méme norme ¢ L'application qui & ¢ associe la norme

X"
(51) admet les normes de rang inférieur ou égal & p comme points fixes.

Nous allons donner un certain nombre de propriétés complémentaires con-

cernant les normes du type GW Y, définies en 3.2.(2). Ces propriétés
172
généralisent celles des normes du type S

Vo

COROLLAIRE 5

{£) La nomme G\y vy assccdiée aux normes ¥ et ¥ dé findies respective-
1°2

ment Aun (//{(m,p) et L/{(_n,p), est de nang {nférieur ou Zgal & p.

(LL) C'est Le plus petit édément de L£'ensemble des normes & sut
<//{(m,n) dont La duake ¢* a La PROPALELE suivante :

(52) ¥Xxe J/((n,p), Yye (///m,p) Do (VX)) < %fT(Y) ¥, (X
(L) Sa duale 5'exprime ainsd :

{53) VAe:(//{(m,n) : G: . (A) = min IAi ‘iT(Yi)‘%z(Xi) ; lZYiX: = A}
i

172
ca, poun tout i : Y{e:dﬁQm,p), Xie U%Qn,p).

DEMONSTRATION. L'inégalité évidente

Vx4, v @A <8 6 @,
12

montre que la norme G? . a bien la propriété (52). Pour toute norme ¢
172



ayant cette propriété, on a les inégalités

* *
(54) ¢ (A) > Sup _l___J_tr(Y AX) > Sup J—_ltr(Y AX) .

X,Y 0N (Yx) X,Y WT(Y)WZ(X)

Pour ¢ = il y a égalité entre les extrémes dans (54), d'aprés

Gy v »
lez
3.2.2 (3) ; ainsi les 2 premiéres expressions sont égales, ce qui prouve,

d'aprés (49), que GW y est de rang inférieur ou égal & p. Cela prouve
172

Egalement 1l'assertion (ii).

L'expression

* x
L Y .7 =
inf {; W](Yi).2CXi) ; z?YiXi A}
i i
définit une norme (démonstration identique 3 celle faite en 2.1.1).
Cette norme est le plus grand élément de 1'ensemble des ¢™ vérifiant

(52) ; sa duale est donc bien égale a GW v d'aprés (ii). De plus
1°2
1'inf. est un min. ; cela se déduit de (47) de ia méme maniére que pour

2.1.3.(9).
74

REMARQUES :
1. Les relations (52) et (53) constituent respectivement des générali-

. - . R I , ¥ i _
sations 3 p quelconque, de 1'égalité ¢ (yx ) = vl(y)w2gx) caracté-
o x e aies !
ristique des ¢ c-normes, et de 1'égalité définissant la plus

grande c—norme‘¢T<@ ¢2. Pour p supérieur 3 1, il ne peut y avoir

égalité dans (52). Seule la duale de GV ¢ vérifie une relation du
l’g
type (52), alors que pour p=!, S , et § , sont toutes deux des
S\ Y1Y2
c-normes. Pour p supérieur a |, la relation généralisant le fait

que §, v est une c-norme est en fait la suivante, vérifiée quelle
hd
172

que soit la norme © sur dﬁQp)
» *
¥yedlmp), xedn,p) : 6, . X <6, (V) G, X)),
) {

Yoy
'152 1



2.

(56) B - (B, L)

- /]g -

La norme GW y est de rang inférieur ou égal a p, sans étre néces-
172

sairement de rang p. De fait, on a construit (proposition 3 en 3.2.3)
des normes de ce type qui étaient de la forme Sw¢, c'est-3-dire de

rang .

Dans le cas particulie: ol m,n,p sont égaux et ¥ est une norme mul-
tiplicative unitaire, on sait que GW et ¥ sont confondues. Donc, dans
ce cas, la norme Y est 1'élément minimal de 1'ensemble des normes ¢

vérifiant :

¥ X,Ye My + ™ < OV .

4. L'inégalité suivante
¥,
(55) @X(Y) 2
Wz(x)
constitue la généralisation de 1'égalité (10) de la proposition 2.
Cette proposition se généralise ainsi : toute norme ® vérifiant (52)
pour toute X injective et toute Y, vérifie nécessairement 1'inéga-
1ité (55). C'est une conséquence de 1l'expression duale (6) de QX'
5. A toute norme @p de rang p, on peut associer des normes @i, i=12ap,

de rang inférieur ou égal a i, vérifiant

Chaque @i peut étre déduite de ¢= @p 3 partir des 2 relations

équivalentes

(57) ¥ AE(//{(m,n) Do) = Su ¢ (AX) ;

. X
Xedl(n,i)

1 "équivalence entre (5€) et (57) étant une conséquence de l'expres-



sion duale de @i donnée en (49') et de 1'égalité

CO(fin ﬁ@*)n Bai = fif‘ jj;*.

Notons enfin le résultat suivant

PROPOSITION 7. S{ ¢ est une nokhme de rang p sur c/;f(n), alons & est
multiplicative s4 et seulement s4 elle saXispalt :

¥M,Ne jz s oMy < 0T (T ().

DEMONSTRATION. La multiplicativité de o entratne évidemment la méme

propriété pour sa restriction a Ej; (qui est d'ailleurs un ensemble
stable pour la multiplication). La réciproque est conséquence de

1l'expression :

o¥(M) = inf {T &°(M.) ; M.e .o o=m.
i i 1 p i1

En 2ffet, soit un couple A,B de matrices et une décomposition quel-

cornjue de chacune

b=
1

L A, A.e 3>
;1 i P

qui donne 1l'expression AB = 1L AiBj' On a donc les inégalités

sucr-essives

6¥aB) < T ON(A.B) < I oN@a.0 () = (T ¢T k) (T ¢7(BY))
i3 R % o it !

valables quelles que soient les décompositions, ce qul prouve



6% (AB) < inf {I @*(Ai) s A, = A) . inf( T @*(Bj) ; IB, = B)
i - ; 3

et donc

% (AB) < & (A)®" (B).







CHAPITRE 4

VALEURS SINGULILRES GENERALISEES

ET DISTANCE A CERTAINS ENSEMBLES D'APPLICATIONS






4.1 - INTRODUCTION.

4.1.1 - Quelques relations de dualité.

Si E est un espace
normes respectives

A tout sous-—espace

vectoriel normé&, son dual fort sera noté E', et les

*
o et ¢ -

V de E, on associe

4 . .
le sous—espace V , nécessalirenent

fermé, de E' ainsi défini

() vt e o} .

xeV => <x,{> =
-~ . Lo -
De méme, si W est un sous—espace de E', W~ est le sous-espace, ferme,

de E défini par :
Y
(2) W = {xef ; LeW => <x,{> = 0}

Cette dualité peut 8tre utilisée pour donner une expression de la dis-
tance 3 un sous—espace dans un espace vectoriel normé.
Nous utiliserons les deux expressions suivantes, valables quel que

soit le sous—espace G de L [311:

lex ,0>]
(3) YxeE, d(x0) =  sup
LeG —-{0} ¢ (0
L Pex £ -]
(4) V%oe E', d(ﬁO,G ) = sup .
xeG-{0} ¢ (x)

La seconde exprime que l'espace G', dual de G, et 1'espace quotient

¢ gk . o r . -
E'/G™ sont isométriques | Dans la premiére, on peut preciser que

1

le sup est un max (Th. de Fahr - Banach); dans la seconde, c'ast

Jdistarce atteinze.

cui est

m



Ssi (E,¢) et (F,y) sont deux espaces vectoriels normés, nous noterons
ZL(E,F) 1'espace des applications 1inéaires continues de E dans ¥, dont

la norme est définie par

v (Ax)

(5) VAE;C’(E,F) s HAH 1= sup

xeE-{0} ¢

Toute application A de L(E,F) admet une application transposée, que

* . . . P
nous noterons A 3 c'est un élément dea‘r(F',E') ainsi défini

(6) YeE , YeF' : <Ax,{> = <x,A*£>.

. * -
On sait cue A et A ont meme norme

¢-x (A*Z)
sup _

¥*
ger’ -{0} ¥ ©

>
"

S
"

(7) ;

On utilisera les relations existant entre les images et noyaux des

. . *
applications A et A

(8) Im (A) = Ker (A™) Ta(A) = Ker (4%) ;

(9) I (A%) = Ker(A) Im(AT) & Ker™(A)

Lorsque L et F sont des espaces de Banach, si Im A est fermé, il en

~ * . *
est de méme de Im A , avec 1'égalité Im(A ) = Ker‘L(A).



4.1.2 - Distance 4 l'ensemble des applications de noyau donné

formules générales.

Soit (/f¢) un espace normé d'applications linéaires de E dans F. A tout
sous—espace G de E, associons le sous—espace jz de dees applications

qui annulent G, c'est—&—-dire

(10) 'DOG 1= {Ned{; Ker (N) DG} .

La distance de tout é&lément A de<ﬂfé t%

est donnée par
(11) 0, (AG) := inf {0 () ; MeJ{, Ker (A-M) DG}
La distance 6r 4 1l'ensemble des applications de rang inférieur ou égal

i r, ainsi que la distance 6S 4 l'ensemble des applications dont le

novau est de dimension supérieure ou égale 3 s peuvent s'exprimer comme

suit :
(12) ér(A) = inf @G(AG)
G
codim G=r
(13) dS(A) = 1inf ®G(AG).
G
dim G=s
Le deuxiéme égalité est évidente ; la premiére est conséquence de l'iso-

morphisme entre E/Ker(N) et Im N, qui implique 1'égalité entre le rang

r et la codimension du novau dans E.

La notation utilisée en (11) correspond a celle des normes quotients
(3.3.1). La correspondance exacte s'obtient en considérant le cas ou E

et F sont de dimension finie, soit respectivement c" et Cm, avec pour
espace Jfl'ensemble des matrices decﬂﬁm,n) muni d'une norme ¢. Tout sous-

xr

espace G de dimension p peut étre représenté par Im X, ol X est une



]
iN
(6]
€8]
3

matrice injective dec”%n,p), et alors
{14) :)2 = {N’ec/f{(m,n) ; NX = 0}
(15) d(a, f) = o (A%

2n utilisant les notations de 3.3.1.

Les égalités (12) et (13) peuvent s'écrire dans ce cas

(16) sr(A) = inf @X(AX)
Xec/‘{(n, n-r)

Ker X={0}

(7 éS<A>= inf 0, (AX) .
Xec/((n,s)
Ker X ={0}

L'utilisation de la formule (6) de 3.3.1. conduit & 1'expression duale

Ler (27A%) |
(18) d(A,:)E) = sup —_— .

oF (zx™)
zefMa,p)-{ 0} :

i
§
I1 est intéressant de noter que c'est l'expression duale:de d(A, %)
correspondant a l'application de la formule (3) a (J/{(m,n),¢>) en dualité
* . .
avec (d{(m,n),(b ). Il est en effet facile de vérifier les relations sui-

vantes

4
(19) I =, w=o, VNEJE} -t zedim,p) .

(4

Cela permet d'Gecrire Sr(A) sous les deux formes

(20) 5_(8) = inf (aa-tv™y 5 vtedlon,ry , vedlin,r)}
| »*
tr (2 AX) |
(21) S (A) = inf sup —_—
t o™ (zx™

Xe:/{(n ,-T) Zef/l((m, n-r)
Ker =10} Z2#0
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Remarquons que ces exp-essions peuvent étre écrites en n'utilisant que

m n
des vecteurs de C et © ; par exemple

et

4.1.3 - Propriétés de la distance 6r.

La distance Gr 3 1'ensemble des applications de rang r, ou inférieur

ou égal & r, satisfait certaines inégalités [54] :

PROPOSITION 1. S{ £'eswvace J{con,téo_nz des applicaticns de tout nang, La
nelation sudvante est venifiée :

(22) ¥a,8 e S : <Sr]+r2(A+B) < arl(A) + csr2<B>.

i (‘7{,@) est de plus une algebre noamée, alons fLa /w.f,ar,(t‘on Aupplénen-
taihe sudvante est vrale :

(23) ¥A,Be of : Sy 4p (AB) <6 (A)s_ (B).

1 "2 ! 2

DEMONSTRATION. Pour tout € > 0, il existe X (resp. Y) de rang inférieur

ou égal 3 r, (resp. r2) avec

d(A-X) < &_ (A)+e, ®(B-Y) < &_ (B) + ¢ .
T 2

Pour A+B, on a donc



o (A+R -X-Y) < 2(A-X)+&(B-Y) < ér (A)+ér (B)+2¢ .
1 2

Comre le rang de X+Y est inférieur ou égal & r +r, et que 1'inégalité

a lieu pour tout e, 1'inégalité (22) est bien vérifiée.

Le méme raisonnement s'applique pour (23) ; en tenant compte de la multi-

plicativité de ¢

(6, (W)+e) (&, (B)+e) > ¢(A-X)e(B-Y) > & (AR-AY-X(B-Y)).
1 2

les inégalités

rang(AY) < r et rang (X(B-Y)) < r

2 1

impliquent

rang (AY+X(B-Y)) < r +r, s

ce qui prouve (23).

COROLLAIRE 1. S{ deux awplications A et B de.quénjgieni L' inégal £t

rang (A-B) <t ,
alens, pour teut q supérieur ou fgal & r

(24) R A) = 8§ (B) = & (A,
q - qr

q+f(

DEMONSTRATION. Il suffit d'appliquer (22) en tenant compte de 1'égalité

évider.te Sr(A—B) = 0

Eq+r(A) < ér(A—B) + gq(B) = 5q(B)



-
-

5 (B =6 (B) < 6, (B-A) + 6 _ (&) =68 _ (&),

r+(q-r) q-T

4.1.4 - Cas de normes composées générales.

Nous nous intéressons ici 3 deux cas particuliers ol J(est un espace

d'applications de rang fini.

Le cas | est l'espace des applications linéaires de (E,¢) quelconque
dans Fm de dimension m. Une base {fl,...,fm} étant choisie dans Fm,

' ' . - RN 11] Jff = " PN
1'espace est isomorphe & (E") 5 est normé par une norme composee

. . m .
construite sur l'espace produit (E') 2 1'aide d'une norme absolue

6] sur Rm :

L : E—> F
m
m
X +» Z <x,£i> fi
i=]
(25) 6L 1= 8 (67,0 ().

Dans le cas 2, les rdles des espaces sont inversés. L'espace E est de

dimension n, avec la base {e .,en}, et (F,U) est un espace de

R
. . . . n
dimension cuelconque. C'est par 1'isomorphisme avec (F) que erst

o Sl n
normé, en utilisant une norme absolue g, sur R

) E —» F
n
n
YoE.e, = x &> boe.s
i1 - 171
i=1 =1
2 5 = 4O N N
(26) Y2(S) : v2(u(sl),...,v(sn)).



Nous pouvons énoncer

PROPOSITION 2.

Dasis Le cas 1, La distance de A, déginl par Les fonctionnelles

{a.}. .
1 1=1 a m

G de E, est donnle pan :

, a4 L'ensemble des applications annulant un scus-espace

i 4
(27) d(a,{L ; Ker LDG}) = 8,(d(a;,G),...,d(a ,G))
1 |<X,ai>l
ol chaque d(a;,G) est égale & sup
xeG ¢ (x)

Dans Le cas 2, La distance de B, degint pan les vecteurs {b.}._, - .,

a £'ensemble des applications dont L'image est contenue dans Le Sous-
espace H de F est donnle par :

(28) d(B,{S ; Im SCH} = ez(d(bl,H),...,d(bn,H))
|<b,,2'>]
ot chague d(b,,H) est Egale & sup —_—
ZVGH'L Y‘f,) (EY)

§

|
i
}

DEMONSTRATION. Toute application L dont le noyau contient G correspond

3 un élément de (GH™. Ainsi
d(AL) = & (A-L) = 6 (6 (a.-4) *a -4
(A,L) =9, = 8,06 (a7 4,50 (am L

et, puisque 8, est fonction non décroissante de ses arguments

1

. 4 L
inf d(A,L) = Bl(d(al,C ),...,d(am,G ))
Ker LDG .

L
avec l'expression duale possible de d(ai,C ) par (4).

Dans le deuxiéme cas, toute application S, dont 1'image est dans H, est



- 114 -

représentée par n vecteurs s, de H. Ainsi, avec le méme raisonnement

que précédemment, on montre (28).

v

Remarque. Si tout &l&ment de F a une meilleure approximation unique
dans H, et si 1l'on note P, l'opérateur correspondant, la distance (28)
est étale 3 @2((I—PH)B). Ainsi S = P.B est le meilleur approximant de

H
B dans 1'ensemble des applications & image dans H.

COROLLAIRE 2. Dans fes cas 1 et 2, on a hespectivement :

(29) Vo< s$7a) = dnf 8 (42,6, 04 ,6)
dim G'=r
(30) Yr < s By = inf 6. (d(b,,H),...,d(b ,E)).
- r 2 1 n

dim H=r

DEMONSTRATION. Dans le cas 2, la distance aux applications de rang infé-

rieur ou égal i r est évicemment donnée par (30), conséquénce de (28).
Dans le cas |, il suffit de prendre 1l'inf de (27) sur 1'ensemble des
G de codimension r. Ker L &tant fermé, comme intersection des 351(0),
i =1 3am, on peut limiter 1'inf aux sous-espaces G fermés ; dans ce

1
cas codim G = r est équivalent 3 dim G =1 , d'ol (29).

A4

Les résultats précédents s'appliquent au cas particulier de 1'espace

"

cﬁﬁm,n) muni d'une norme composée, soit "en lignes', soit "en colonnes".

Si G est égal a Im X, X matrice injective detﬂ&n,p), alors (27) est

&

égal a %,(AX) quli peut s'écrire, d'aprés 3.3.5.2

AX) = ol
@X( ) = ®1(AAx )



lorsque ¢ est la norme euclidienne hZ' On peut dans ce cas donner une

autre expression pour &,

(31) 5_(4) = inf QI(AXX*).
Xe:/{(n ,0-T)
X*X=I
n-r

Lo+ * B
Cela résulte de (16) et de 1'égalité X = X , conséquence de

*
XX =1 .
n-r

Dans le cas encore plus particulier ou @1 est la norme HZ’ on a, si

*
XX =1

n-—x
(32) 0, (AX) = E, (& XX = H,(AD)
et denc
(33) §,(8) = inf {H,(AX) ; XX =T ]

Nous allons établir des résultats du méme type sur 1'ensemble des

normes de von Neumann auquel appartient la norme Hz.

4.1.5 - Normes de von Neumann - Valeurs singuliéres.

- Danscﬁ&m,n), la distance de A 3 1l'ensemble des matrices de rang infé-
rieur ou égal 3 r, au sens d'une norme ¢ unitairement invariante est
égale 4 ¢(diag (0,...,0, © ...cn)) ; les valeurs singuliéres de A

>0 >0 [37]

n -

r+l1’
étant numérotées dans l'ordre o

IV

1 29

(34) §,(A) = ¢(diag(0,...,0,0_, 1, +..y0)).

. * * . - 2
- Si les vecteurs propres de A A et AA , relatifs a T sont u; et v

respectivement, la meilleure approximation de rang r pour A est



On montre &galement 1'égalité :

(35) s_(a) = inf {2(aX) ; XX =1 )

qui généralise la formule (33) établie directement pour la norme composée

H

5
Pour HZ’ les égalités (33) et (34) conduisent 4 la relation suivante
n-r
2 * 2
; . - - 7
(36) inf { ) o.7(A%) 5 XX=1I .} DR ¢S]
1=1 i=r+}

La formule (30) permet d'énoncer la propriété géométrique suivante

le minimum de la somme des carrés des distances des colonnes de A d un
. . _ . . 2 .. .
sous-espace de dimension r est égal a 6r ; ce minimum est atteint pour

le sous—espace engendré par {ul, u2,...,ur}.

- Des propriétés de ce type peuvent étre étendues a certaines normes

composées.

- Le résultat (34) peut &tre étendu a des espaces d'opérateurs de dimen-
sion infinie. Si T est un opérateur compact sur un espace de Hilbert H,

ses valeurs singuliéres sont, par définition, les valeurs propres de

- .. P *_ 1/2 s
1'opérateur compact, autoadjoint, nonnégatif (T T) / , numérotées dans
1'ordre
o > -0
12922 =
L'espace E; (p » 1) est défini comme 1'ensemble des opérateurs compacts

T tels que
Z in(T) e2xiste ;

i=1

cet espace est normé par
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o (D = (] cip(T))l/p [12]

1=1

On peut construire d'autres espaces généralisant les Z; 3 1'aide d'une

jauge 6 quelconque. Un tel espace est défini par l'existence de

Lim 8(0,(T),.-+,0, (1),0,0,...) [47]

n—)—cx)
L'espace T; est la "classe de Hilbert-Schmidt" ; c'est un espace de
Hilbert.

La formule (34) s'étend & ces espaces sous la forme

(37) ér(A) = 1im 6 (0,...,0, Or+
o

Dans tous ces espaces, l'ensemble des opérateurs de rang fini est

partout dense ; cela est par exemple une conséquence de (37).

Dans & (H), c'est-3-dire Z:, ér s'exprime simplement par

(38) 6r(A) =g (A).

r+l

Nous allons généraliser ce type de résultats en définissant sur tout

espace normé d'applications linéaires des "valeurs singuliéres généra-
]

lisées". Auparavant, nous rappelons les propriétés de mini-max et

de maxi-min des valeurs propres et valeurs singuliéres.
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4.1.6 - Propriétés de maxi-min et mini-max.

Si T est un opérateur compact d'un espace de Hilbert H, ses valeurs singu-
liéres rangées par ordre décroissant, avec répétition selon la multipli-

cité, ont les propriétés de mini-max et de maxi-min suivantes [12]:

| Tx] |
(39) Ok+1(T) = min max i , k>0
XpseeesXy x#0 ![x‘l
(x,xi)=0
i=l 3 k
|| Tx| |
(40) ck(T) =  max min _ , ko>l
G x€G-{ 0} =[]
dim G=k

Pour d'autres classes d'opérateurs, de telles relations sont vérifices
avec inversion des conditions sur les sous—espaces.

Si A est un opérateur sur H, borné inférieurement, et tel que

(A*A)]/2 admette des valeurs propres 0, < °, < ... isolées, de multi-
plicité finie, supposées inférieures a tous les éléments du spectre

n'ayant pas ces propriétés, alors [53]

| |Ax] |
41 o, (A) = min max —————
) x|
G xeG-{0}
dim G=k
il
(42) S A) = max min —T .
xl’ ,xk x#0 Hxl’
(x,x.)=0
i
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4.2 - VALEURS SINGULIERES GENERALISEES.

4.2.1 — Définitions et propriétés fondamentales.

On considére un espace vectorielde'applications linéaires, sous-espace
de l'espace de toutes les applications linéaires de E dans F ; E et F
étant des espaces quelconques sur C.

L'espace J{est muni d'une norme ¢, et nous nous intéressons a4 la fonc-

tionnelle

n Ale, xg Er» <I>X(Ax) = inf {o (M) ; Mle, Mx = Ax}.
M

Cette application est bien définie sur A x E puisque 1l'on a

(2) Yaedk, ¥xeE : 0 < o (A%) < 9 (A)

i

Remarquons que @x(Ax) est égal 34 0 si x est le vecteur nu?. Notons aussi

la propriété évidente
(3) Yiec - {0} : 2, (BAx) = ¢ (Ax) , Vx,A ,
qul montre que ¢X(Ax) ne dépend que de la "direction' de x.

Nous alions construire & partir de (1) quatre suites de fonctionnelles
généralisant la notion de valeur. singuliére. Le fondement des définitions
est une extension des égalités de minimax et de maximin (qui ne peuvent

étre a priori que des inf-sup ou sup-inf)

DEFINITION. A foute application Linéaire A de Jf, on assocde quatre
sudtes de nombres néels positi4s ak(A), ak(A), e,k(A) et Bk(A), ainsd
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définis pour tout entier k > 1

(&) ak(A) := inf {sup Qx(Ax) ; dim G = k}
G xeG

(5) &k(A) t= inf {sup ¢ (4x) ; codim G = k=1}
G x€G

(6) Bk(A) := sup { inf @x(Ax) ; dim G = Kk}

¢ xetG-{0}

(7) ék(A) ;= sup { inf o (a%) ; codim G = k-1)
G xeG-{0}

ol G est évidemment un sous—-espace de E.

Remarques.

1) Si E et F sont confondus en un espace de Bilbert E et si J(est égal

EQZ?H), alors @X(Ax) s'éerit
| |ax] |

x|

D'aprés 4.1.6, pour un opérateur compact, ak et Sk sont égales a la

valeur singuliére o, et il est facile de montrer que a, et Bk sont nulles

k
quel que soit k. Pour un opérateur satisfaisant (41) et (42) de 4.1.6,
ce sont les valeurs a, et ék qui sont égales aux valeurs singuliéres ;
ces fonctionnelles sont donc définies pour un tel opérateur, bien qu'il

n'appartienne pas en général a Jf=<2ﬁﬁ). Par contre, les suites oy et

R, ne sont pas en général définies dans ce cas.

k
2) L'exemple précédent montre que certaines des suites peuvent étre

définies sur un ensemble plus grand que(ﬂ{ On pourrait supprimer dans
la définition 1'appartenance é«]ﬁ 3 condition d'admettre des valeurs

infinies pour les valeurs singuliéres.
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3) Les espaces normés inntéressants sont ceux pour lesquels la fonction-

nelle @X(Ax) est égale a

v (Ax)

6 (x)

nous avons donné une caractérisation de ces espaces en 3.3.3. Dans [32] s
nous avions limité les définitions d ce cas sur des espaces de dimension
finie, en ne considérant que les fonctionnelles ap ﬂ&MQ& (d'aprés (12)

ci-dessous les autres s'en déduisent puisque 1l'espace E est de dimension

finie).

PROPOSITION 1. Les quatre sudites de gonctivnnelles sont monotones,

i<

{ce.} eZ {Ek} crnoissantes, {5;} et {gi} décnoissantes

(8) Yaed, Vi > 10, ) <o, (&) L, B (&) < B (&)

k+1 k+1

(9 a B <o (A) o, 8 (A) < By (&),

k+1

Cen sudtes sont convergentes pounr tautz;edféx prennent Lews valewrs
dans Le segment [inf 2 (Ax), sup @x(Ax)], avec Les nelations

x#0 X %
(10) VAle, Yo > 1 : ak(A) > ék(A) et a, (&) = él(A) = inf cbx(Ax)
x e E-{0}
(11) 0 (A) > 8 (&) et & (A) = B (A) = sup @ (AX) .

xeE

DE:IONSTRATION. Les relations (8) et (9) sont conséquences des définitions.

Pour tout G de dimension k+l, 1l existe G' de dimension k inclus dans G ;

on a donc les relations

P > : ¢ Py
sup &X(Ax) > sup wX(Ax)

xeG - xeG'



JEEN

N

N
i

inf ¢ (Ax) < inf ¢ (Ax)
x - x

xeG xeG'
qui impliquent respectivement

ak+](A) > ak(A) et Bk+1(A) < gk(A).

Pour tout E de codimension k, il existe ¥' de codimension k-1 qui con-

tient B ; on a donc successivement comme précédemment

o]
sup .X(AX) < sup @X(AX)
xeH xeH'

qui implique

k+1 k
et inf ¥ (Ax) » inf 9 (Ax)
x - X
xeH xeh'

qui implique

B @ 2 B ().
Pour la valeur particuliére k = 1, les définitions (4) et (6) comportent
des sous-espaces G de dimension 1, et d'aprés (3) se ﬁéduisent respecti-
vement & inf @X(Ax) et sup @X(AX). :

x#0 X
Les définitions (5) et (7) font intervenir uniquement G = E, puisque

codim G = 0 ; elles se réduisent donc respectivement &

sup @X(AX) et inf @X(AX).
X x#0

La preuve des relations (]O)vet (11) repose sur le fait que pour tout
couple (G,G') de sous-espaces satisfaisant dim G = k et codim G' = k-1,
5 NG' est nécessairement différent de {0}, G ne pouvant &€tre inclus
dans un supplémentaire de G'. En choisissant u # 0 dans GNG', on a

Jdonc les inégalités



i
N
N
(93]

|

. ’ . .
inf QX(AX) < @u(Au) sup &X(Ax)

xeG-{ 0} xei
i 4 ; < & (A
inf @X(A>) < Qu(Au) < sup yx( X)
xeG'-{0} xel'

qui sont vérifiées quel que soit le couple (G,G'). Elles impliquent donc

les inégalités prouvant (i0) et (11)

R - . . 5
Mk(A) sup inf @x(Ax) < inf sup _X(Ax)
dim G=k xeG-{0} codim G'=k-1 xeG'

= &km
g a) = sup inf & {Ax)
k X

codim 5'=k-1 xeG'-{0}

< inf sup CX(AX) = a, (&)

dim G=k xe’

Remarques. @
1) La monotonie des suites permet de remplacer dans les définitions (4),
(6), la condition dim G = k par dim G > k , et dans les définitions (5),
(7), la condition codim G = k-1 par codim G < k-1. En effet, on a par
exemple pour o

1 { = 1 = ,’\ .

inf sup @X(Ax) inf ai(A) ak(,)
dim G>k xeG ik

2) Les fonctionnelles o, et B

| , sont confondues avec l'application

[2°2 3

A v sup @X(AX)

x€E
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qui définit au moins une semi-norme inférieure ou égale & ¢. Si
1'ensemble {Hesﬁf; ix = 0} est fermé& dans quuel que soit x, ¢ est une

norme.

3) Dans certains cas trés sp&ciaux, toutes les fonctionnelles peuvent
8tre confondues avec ¢ sur(ﬂﬂ c'est le cas, lorsque E et F sont confon-
dus, et qu'on considére 1'espace Jf= C.I = {£I ; £=C! isomorphe &

C. Dans d'autres cas, certaines fonctionnelles peuvent &tre nulles quel
que soit l'entier k ; si 1'on choisit Jf= F® L, avec £ élément fixé
non nul du dual algébrique de E, toutes les fonctionnelles sont nulles

4 la seule exception de 51 et 81 confondues avec ¢.

Ce dernier exemple montre qu'en général la limite de la suite

{ak(A)} n'est pas égale a

sup @X(Ax) ,

xeE

mais seulement inférieure ou &gale. En effet, dans le cas considéré, la

suite est identiquement nulle, et

0}
sup o_(Ax)

xeE

strictement positif en général.

4.2.2 - Cas particuliers ; exemples.

31 E est de dimension n, alors la condition codim G = k-1 est &quivalente

i dim G = n+l-k, ce qui implique

T

(12) k=1an : B8 =

Kk et o, =

n+l-k k- %n+i-k°



11 ne reste donc que deux suites distinctes o, et Bk, respectivement

k
croissante et décroissante (au sens large) avec les relations suilvantes

(13) vae a (8) =6,(8) = sup ¢_(4x)
xek
|
la, ) =8 (&) = inf o (an)
xeE-{ 0}
(14) Yae £, Wk >l (A ze (A

Toutes ces relations se dé&duisent directement de la Proposition et de

(12).

Si E et F sont des espaces normés respectivement par ¢ et y, et si 1l'on

choisit<]f=3z?(E,¢),(E,w)), alors, pour tout x non nul, @X(AX) est

égal &

b (Ax)

(voir chapitre 5).
$ (x)

.. n m ~ - .
Dans le cas fini, E=C et F = C , on a les mémes fonctionnelles pour

*
Jf=<ﬂ%m,n) quelle que soit la norme & satisfaisant @(xy*) = u(x)e (y),

puisque pour ces normes (3.3.(10))

Y (4%)
o (Ax) =
X .
¢ (x)
En particulier, pour ¢ = h2 dans C" et ¢ = h2 dans Cn, les deux suites

de 4.2.2.1 se confondent en la seule suite des valeurs singuliéres de

A (égalité dans (14) quel que soit k)

(15) YA, Yk > 1 : uk(A) = 8n+l_k(A) = 0, (4).
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Toute norme de von Neumann, satisfaisant la relation

é*(xy*) = hz(x)hz(y), conduit & la suite (15) des valeurs singuliéres.

si Sest 1'espace$Z?H), H étant un espace de Hilbert, ou un sous—espace

équivalent (par exemple la classe de Hilbert-Schmidt), c'est-a-dire

tel que
Jax! |
(16) Ya, Yx #0 o (ax) = ——— ,
%]
alors *
5 (A Ax,x)
(17) o7 (Ax) =
% (x,%)

qui est le quotient de Rayleigh relatif a A*A et x. Si A*A a des valeurs
propres 1solées ciz, certaines des suites peuvent étre confondues avec
la suite des o; 3 c'est le cas des exemples introductifs de 4.1.6. Remar—
quons que dans (41), (42) par exemple, la multiplicité des o, ne ioue
pas de rdle spécial. Cependant, on peut associer & toutesiles valeurs
propres égales la méme formule de maxi-min ou de mini—maxé en écrivant

2 2 2 2

> : ; ey (A) avec k min {3 ; oj :

It
Q
o

X
=
A\
Q
~
g
~

li

(18)

il
Q
-

~ 2 . 2 2
; Bk (A) avec k = max {j ; Oj ;

Q
S
'
N
It

2 * .
en notant o, (A) les valeurs propres de A A dans l'ordre croissant, comp-

tées avec leur multiplicité.

Remarquons qu'un opérateur de;Z?H) n'ayant aucune valeur propre peut

K &k’ Bk’ Bk bien déterminées. Comme
exemple, considérons l'opérateur de décalage sur 22, T défini par

avoir des valeurs singuliéres a

se o)

(xl,x3,...,xn,...)hﬁ»(O,xl,xz,...,xn
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et qui vérifie pour tout x, 1'égalité ||Tx|! = ||x/| . Cet opérateur
n'a aucune valeur propre, mais les quatre suites sont confondues en

. . . = . . * - .
la suite stationnaire de valeur 1 (T satisfait T T = 1 # TT et admet

le disque unité comme spectre).

4.2.3 - Inégalités du type de celles de VWevl.

PROPOSITION 2.

(L) Les fenctionnefdes o et o virniident Les Anfgalitfs suivantas, quels

que scdent A et B dans dfet Llentien k > 1

(19) o, (A+B) < inf {a (A) + &j(B)}
i,i
i-j=k-1
(20) &k(A+B) < min {a.(d) + a.(B)}.
< ; ;
1,3

1+j=k+1

i
i
(LL) Toutes Les fonctionnelles o, o, 8 et 8 satisicnt Les (nBoaldtls

sulvantes, quels que scient A et B dans ert L'entacn k > 1:

(21) }fk(A)—fk(B)[ < sup ¢ ((A-B)x) < o(A-B),

xekE

f 4Lgunant £'un queleonque des symboles a, a, B

»)
)
&4
0t
.

DEMONSTRATION.

(1) les inégalités (19) et (20) découlent de minorations possibles pour
la dimension de 1'intersection de sous—-espaces. Pour (19), il suffit

de remarquer que pour tout couple (G,HE) de sous-espaces, avec dim G = i



O

¢t codim H = j-1, la dimension de GmHE est supérieure ou &gale a 1-j+1.

Pour (20), si G' et H' sont de codimensions respectives i—1 et j-1, alors

G'MmH'" est de codimension inférieure ou égale a i+j-2.

Partant de 1'inégalité, vraie pour tout x

> ((A+B)X) < ¢ (Ax) + ¢ (Bx),
X - ’x x

nous obtenons respectivement, avec les remarques précédentes

- B -+ O - & I - + o) ¢

di_j+1(A+B) < sup QX((A B)x) < sup ‘X\AX) sup _X(Bx)
xeGnH xeG Xell

; . + < A+ 3 < > D As + %

di+3—1(A B) < sup X((\ B)x) < sup *X( x) sup X(BX)_
xe G'AH' xeG' xeh'

Ces inégalités étant vraies quels que soient les couples (G,H) et

(G'",E") dans les ensembles précisés, elles implicuent les inégalités

IS . + i inf ol e
Ji“J+1(A B) < inf sup @X(Ax) + inf sup ;X(Bx)
G xeCG H xeH
dim G=1 codir H=3j-1
ui+j_1(A+B) < inf sup @X(AX) + 1inf sup @X(Bx)
G' xeG' ! xel'
codim G'=i-1] codim LI'=j~-1

¢'est—-a-dire (19) et (20).

(11) Pour montrer (21), il suffit de partir de 1'inédgalité
@X(AX) < @X((A—B)x) + @X(Bx)

et d'utiliser les inégalités

(22) sup (g+h) (&) < sup g(5) + sup n(&)
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(23) inf(grh) (B < inf g& + sup n(®

valables pour toutes fonctionnelles et tout ensemble E; Pour oy et
&k’ on applique d'abord (22) avec S’égal i G, puis (23) avec E?égal a

l'ensemble des G, d'oll successivement

sup @X(AX) < sup @X((A—B)x) + sup @X(Bx)

xeG xeG xeG
et inf sup @X(Ax) < inf sup @X(Bx) + sup sup @X«A—B)x)
G xeCG G xeG G xeG

c'est—a-dire
ak(A) < ak(B) + sup ®X((A—B)x)
xeE

et la méme inégalité avec a -

Pour Bk et ék’ on applique (23) puis (22), ce qui conduit &

inf @X(Ax) < inf @X(Bx) + sup @X((A—B)x)

xeG xe€G xeG |

puis
) + ® -
B(A) < 8, (B) + sup o ((A=B)x)
xeE
et la méme inégalité pour Bk.

On obtient (21) en &changeant les rOles de A et B

/4

a
k’> "k’
(Lipschitziennes de napport 1) sun L'espace (o).

COROLLAIRE 1. Toutes Les applications o B, et B, sont continues

DEMONSTRATION. C'est une conséquence immédiate de (21). Il y a d'ailleurs

continuité avec la topologie moins fine définie par la semi-norme
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& : B v sup @X(Ex)

Nous allons préciser les relations existant entre les fonctionnelles

de certains couples d'applications

2ROPOSITION 3. S{ fe ncvau de A-B a une dimension supérieure cu Cgale

s, Les inbgalifes sucvantes ont Lieu

(24) inf @X(Bx) < BS(A) ; aS(A) < sup ®X(BX).

xeE-{ 0} xeE
SL Le nang de A-B est Angérieur ou égal a r, alors

(25) inf o (Bx) < 2 .
xeE-{ 0} xeE

a) &r+1(A> < sup ¢_(Bx).

En parnticulien, Les implicaticns sulvantesd sont veridlées

(26) dim Ker (8) » s =Wk <5 , @ (S) =5 (S) =0
(27) rang(S) < r =» Vk > r+l , &k(S) = 8,(8) = 0.

DEMONSTRATION. (24) et (25) résultent du fait que A et B ont la méme

restriction sur N = Ker (A~B). On a donc les inégalités

inf @X(Bx) < inf @X(BX) = inf @X(AX) < eS(A) ou Br+1(A)

X xel xeN
et
sup @X(Bx) > sup @X(Bx) = sup @X(AX) > aS(A) ou ar+1(A).

X xelN xelN

Pour démontrer (26), (27), il suffit de remplacer B par 0 dans les
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inégalités de droite de (24) et (25), et de tenir compte des relatioms

) a (11).
7

Remarques.
Les implications inverses, dans (26) et (27), ne sont pas nécessaire-

ment vérifiées.

Si le novau de S est de dimension infinie, alors ak(S) et ék(S) sont nuls
pour tout k ; si S est de rang fini r, avec E de dimension infinie,
seules les valeurs &1(S>""’&r<s> et 81\8),...,6r(8) peuvent &tre non
nulles (toutes les autres fonctionnelles sont nulles).

) s

CORCLLAIRE 2. Scdlent deux anplications A et B felfles gue Le rang do A-EL,

S04 f4nd, egal @ r.
SLE n'est pas de dimeasion sdnde, alons, d¥s que k o3t suplrieur cu
egal & r+i, ak(A)’ &k(A)’ Bk(A) et B, (A) apparticnnent & £'intensec-
< { < e
ticn des segments {inf @X(Ax), sup @X(AX)]QI Linf éx(Bx), sup @X(Bx)1
S E est de dimension finie n et 84 r satisdait L' nlgalité 2r < n-l
i1

alots La méme proprnilte est vaaie pour k compris entre r+ll et n-r.

DEMONSTRATION. Dans le cas ol E est de dimension infinie, Ker(A-B) est

aussi de dimension infinie, et (24) est satisfait pour tout entier s.
Si E est de dimension n, alors (24) est satisfait pour s < n-r. L'hypo-
thése 2r < n-! exprime 1'inégalité n-r > r+!. Ainsi, dans les deux cas,
on peut raccorder les inégalités de (24) et de (25) en utilisant les
relations de (8) a (11). Pour s supérieur ou égal a r+l, on a donc les

deux suites d'inégalités

(28) inf @X(Bx) < BS(A) < Br+1(A) < ar+1(A)
xeE-{C} xeF

N
n
c
o]
el
»
~
o]
w
S
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(29) inf o (BX) ¢ 3 A < (4) <o (&) ¢ osup o (Bx).

r+1i )
x€E-{0} xeE

La conclusion est évidente pour P et 5. Pour o et o, elle est conséquence

des inégalités

¥s ot g (A) < o (A) et g (A) <« s ().
s - s s - g

Remarques.

1) Les définitions {(4) & (7) peuvent étre &tendues en utilisant, 4 la

place de @X(AX), une fonctionnelle Q(A,%). Si c'est une fonctionnelle
sur R de signe quelconque, alors les définitions (4) d (7) auront un

sens si

inf Q(A,x) et sup Q(A,x)

xeE xeE

sont définis pour 1'ensemble des applications A considérée?. Les quatre
suites de fonctionnelles obtenues vérifient toutes les proériétés aui
précedent a deux exceptions prés
- les égalités a](A) = él(A) = inf Q(A,x)
X

supposent la propriété (3), c'est—-d-dire 1'homogénéité traduite par

C{A,2x) = Q(A,x) pour tout A # 0

- les inégalités (19), (20) et (21) qui supposent la sous—addi-

tivité sur le premier argument, c'est—-ad-dire :
Q(A+B,x) < Q(A,x)+Q(B,x).

Le choix de la fonctionnelle @Y(AX) sera justifié par les applications,
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notamment pour 1'évaluation de la distance & l'ensemble des applications

de rang fixé, par exemple.

2) Inégalités de Weyl.

Si 1'on considé@re par exemple l‘espacecl&n) des matrices carrées, avec

![AXF{
¢ (Ax) = — ,
X [l
R
ot |i . || est la norme euclidienne, alors les o, (A) sont les valeurs

singulidres de A ; les in&galités (19) et (20) s'écrivant

(30) a, (A+B) < min {a.(A) +a . (B)}
k - ] n-3+k

j=k an

Cette inégalité concerne les valeurs singulidres de A. Pour A hermitique,
les valeurs singuli&res sont les modules des valeurs propres. Les
inégalités de Wevl sur les valeurs propres (de signe quelconque) de A

peuvent s'&crire

k+1
j=1 3 k j=k & n

(31) min IX.a) + A J(BYY < A (A+B) < min {A.()+x . (B):.
] -3 - % - ] n

"J+k.

i
;
,

Pour les obtenir, il suffit d'utiliser le quotient de Rayleigh comme

fonctionnelle
(Ax,x)
Q(A,x) = —
(x,%x)
qui n'a pas un signe constant, mais satisfait Q(-A,x) = -Q(4,x), ce qui

permet d'obtenir une in&galité comme celle de gauche dans (31) ; cela

est impossible avec les valeurs singuliéres généralisées (ou ordinaires...)

3) Les normes de von Neumann &tant construites & partir des valeurs sin-

guliéres, on pourrait penser généraliser ces classes de normes en partant
des valeurs singuliéres généralisées. Cette possibilité est une caracté-
risation de plus de la norme euclidienne, et ne peut s'étendre 3 toute

norme.



Considércns par exemple la somme des valeurs singuliéres généralisées ;

montrons que ce n'est pas une norme en nous limitant 5.%&2) avec

1S

& (Ax)
b (Ax) = —
% 8 (%)
¢ (Ax) 4 (Ax)
Ar» £(A) 1= sup —— + inf ———

o (x) « ¢ (%)
Avec la norme ¢ égale a h et les matrices

( 1 0 0 1
A = N B = )
L o

1"inégalité triangulaire n'est pas satisfaite, car £(A+B) est égal a 3

et £(A) + £(B) a 2.

Z

4.2.4 - Propriétés d'invariance.

0 %o bk et B

adrnettent Les mémes ghoupes d'invarniance que @

PROPOSITION 4. Les 4onctionnelles o assgciles a3

k

(32) TPe gg(@), Qegd(é) => VAE[/%: fk(PAQ) = fk(A)

cit £ 4Lgune L'une quelcongue des o, o, B,

ool
.

DEHONSTRATION. La propriété de conservation de ¢ dans inmplique que P

(resp. G) sont tels cue PJ{CL%(IGSP.&%QCJ%) puisque an'est qu'un sous-
esdace. Nous devons prendre alors comme hypothése que pour tout P
(resp. Q), qui est nécessairement inversible, P—1 (resp. Q_l) conserve
aussicﬂa Cela étant dit, nous utiliserons des expressions des fonction-
nelles équivalentes 3 celles de la définition, qui seront encore utili-

sées par la suite ; nous écrirons a, par exemple



(33) ak(A) = inf {sup @Xu(AXu) ; rang (X) = ki

X uek

ot X est évidemment une application linéaire de E dans E. Pour g on

Kk’

a de méme

(34) ER(A) = sup {inf @Xu(AXu) i codim (ImX) = k-1;
X uek
Xu#0

et des expressions homologues pour &k et Ek.

Pour montrer (32), utilisons la propriété@ suivante : si Pe 9&(@) et
Qegd@)

*# o] AQX = AQX
uekE , _Xu(PAQXu) yQXu(\Q\u)

et
Xu%0<=>u¢0

Cette relation résulte de l'équivalencé :

-1 -1
MXu = PAQXu <=> (P MQ )OXu = AQXu

qui implique
inf {6(M) ; MXu = PAQXu} = inf {¢(X) ; NQXu = AQXu} ,

qui est bien 1'&galité annoncée.

Limitons la preuve de (32) & la fonctionnelle a, par exemple

i o] i ; X) = kJ
ak(PAQ) inf {sup ,XU(PAQXu) ; rang (X) k]

X uelb

#

inf {sup @Yu(AYu) ; rang (Y) = kI
Y uek

cela étant obtenu en posant Y = QX aprds utilisation de 1'égalité
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[@))

précédemment prouvée, avec rang (Y)

inversible. Finalement, il y a bien

= rang (X) puisque Q est un opérateur

galité avec uk(A) d'aprés (33).

\/A

PROPOSITICN 5. S{ B esf un cpérateur Linbaire sun T, Lalssant Lnvarcant
et beant sun.chomme applicaticn decﬁ{danécﬁf c'est-a-dire que G, (B)

esiste

3 (BA)
sup < oo,

aedf-1 0} o)

alons feuies Les honctlonnelles satisient :

(33) ko, Taedf o E (B2 £ G, (B) £ (M)

k

S4 {'eplrateut T oest {nvensible et que B a Les propridrés indiquies,

adons onoa

(26) v o1, Yaed s £ (3A) > ——— £

. (5

-1, "k
G (B )

poun toutes Les tonctionnelles.

DEMONSTRATION. La relation (35) découle de la suite d'in8galités

]

@X(BAX) inf {& (M) ; Mx = BAx}

inf {®(BN) ; BNx = BAx}

I A

BAx}

| A

G®(B) inf {®(X) ; BNx =

I A

GQ(B) inf {o (M) ; Mx = Ax}

= G®(B) @X(AX).
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Pour (36), il suffit d'appliquer cela 3 B
=1 -1
® (B BAx) < G_(B )¢ (BAx)
X - ¢ X

quil implique

o, (BAX) > = ¢, (ax).
G (B )

Remarque.
Cn n'a pu montrer d'inégalité svmétrique de (35) avec fk(AC), C opérateur
sur E, ni établir d'inégalité plus fine. Pour les valeurs singuliéres

classiques, 1'inégalité plus fine suivante est vraie

(37) Gk(AB) < oj(A) oi(B) avec i+j = k+n

et se confond avec (35) lorsque J = n et i = k, car dans ce cas

G =S, =g {(les o. sont num rotes =7 dans l'ordrs croissant),
® 2 n i

4.2.5. Valeurs singuliéres généralisées et valeurs propres.

Lorsque J{est un sous—espace d'opérateurs de E dans E, les fonctionnelles
q P P

a et B peuvent fournir des bornes pour les valeurs propres

PROPOSITION 6. Scit (fe) , espace nonmé d'applications Linaines de E

dans E, vérnifiant £'égali'é @X(X) =1 | guel que 504t % de E.
Toute valeur prophe de A, de rultiplicite 4indie s esi encadrle en medule
pas o et BS :

(38) o {8) < | Mo (A,
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S{E est de dimension indinde et » de multiplicitl indinde, Les tornes

dans (38) peuvent etre remplacées pan

lim G et lim Bk.
> koo

34 Le nang de A-x1 est 4ind, égal & r, akons |3| est Ggal & toutes Les

Tencticnneddes d'indice k - r+l

(39) o= x (&) =5, (&) = w () =8

S{ E est de dimensdion 4inde n, ot » de multiplicitl
n+l
s - —

2

alons (39) est vBALALE pout k ted gque

DEMONSTRATION. Toutes les fonctionnelles sont confondues en | pour

1'application I. Ainsi (24) implique (38). Si la multiplicité est infi-

nie, on peut évidemment remplacer les bornes par lim akget lim 81
<
{

dans (38). Les autres relations sont conséquences du Corollaire 2.

Pour le cas de la dimension finie n, il suffit de remplacer r par

1.7S.

\/4

Remarques.

1) Si ¢ est une norme d'algébre unitaire, elle satisfait la condition
¥x # 0, @X(x) =1,

En effet Mx = x entraine ¢(11) > 1 et $(I) = 1 implique @X(x) < 1.
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2) Si ¢ n'a pas la propriété énoncée, les résultats sont transformés

en
1 1
(38") o (&) < [A] ¢ ————— B_(4)
sup ¢_(x) inf ¢ (x) S
xeE xeE-{0}
(39") Afinf @ (x) < . (a), 8.(A) < [rlsup ¢ _(x).
X X

3) Dans le cas fini ot J{est égal é(ﬂ&n), la condition sur & s'écrit

| 2"x]
.V.X#O 5 SUup —F——/ = ]
z# 06 (zx )
c'est-a-dire
* * ;
<,z s ¢ (zx ) > [z*x!

*  x %
et ¥x,3z t.q. ¢ (zx ) = |z x|.

4) L'emploi d'une autre fonctionnelle que & (Ax) conduirait 3 d'autres
p q X ¥

types de localisation. Si cette fonctionnelle satisfaié
¥x, Q(AI,x) = q(A),

alors les résultats (38), (39) sont valables avec les a, B correspondants,

en changeant |A| en q(}).



4.3 ~ VALEURS SINGULIERES ET DISTANCE A L'ENSEMBLE DES APPLICATIONS DE

PFANG INFERIEUR OU EGAL A r...

o)

4.3.1 - Cas général ; minoration des distances.

Neus reprenons les notations de 4.1.2

(@33

o’ 55 et Sr désigneront respec-

tivement les distances 3 jz (sous—espace cdes applications dont le novau
ccntient le sous-espace G de E), & 1'enserble des applications dont le
nocyvau est de dimension supérieure ou é&gale 3 s, et &4 1l'ensemble des

applications de rang inférieur ou égal 4 r.

Crs distances sont évaluées dans un espace normé (dﬁ@) d'applications.

Er toute généralité, cet espace peut ne pas contenir d'applications de
rang fixé par exemple, mais il contient toujours des applications corres—
poadant aux propriétés ci-dessus (l'application 0 a ces trois propriétés).
Si erst égal é;Z?E,F), alors il existe des applicationside tout rang

(compatible avec les dimensions de E et F).

Ces remarques étant faites, nous pouvons énoncer le premier résultat

PROPOSITION 7. Pour teoute applicaticn A dan fes distances & _(A) ,
CSS(A) et c‘r(A), quels que scient G, scus-espace de E, et s, r, entlers,
sont {1es aux valeurs singulienes de A pan Les Andoalitis

() §,.(A) > sup ¢ (Ax)
G - X
xeG

~
3]
Ot
7]
~
o
N
\

L 4
_;O(SCA) ,S_>_1

\ s {4 ;>N . >
(3 ¢ A 2o (A) 5 20
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La distance §,(a) a £'ensemble des applicaticns non {nfectives est

donnée pan

(4) SI(A) = al(A) = inf @x(Ax).
x#0

DEMONSTRATION. En notant ZX 1'ensemble {Neéf; ¥x = 0} , on a évidemment

h = 1 = * . -\ = 1= &
d(A,ZX) 1§t le ) ;3 (A-M)x = 0} YX(Ax)

~
L'ensemble jp et 1'ensemble ﬁp des applications non injectives s'écri-
e 1 PP j

vent respectivement

jz = N ZX et tﬁ = ) Z

xeG xeE-{ 0}

Ce qui implique donc

(5) SG(A) > sup d(A,ZX) = sup ¢X(Ax)
xeC x€eG
et
S = i “
ul(A) inf @x(AX) !

xeE-{0}
ce qul prouve les relations (1) et (4).

Les ensembles j; et j;, des applications dont le moyau est de dimension

> s et de codimension inférieure ou égale i3 r (rang < r), s'écrivent

dim G>s codim G<r

Nous obtenons donc les inégalités (2) et (3) en utilisant (5).




Femarques.

1) Si E est de dimension finie n, alors fn—r est égal & 5r, mais alors
(2) et (3) se confondent car on a l'égalité @y T d'aprés

T+l
4,.2.(12).

27 Nous remarquons que toutes les inégalités reposent sur la définitionm
do éX(Ax). Toutes les normes conduisant 4 la meéme fonctionnelle QX(AX)
admettent donc exactement les mémes bornes. Ces bornes seront évidem-
ment mieux adaptées aux normes de rang 1, minimales dans 1'ensemble de

sup ¥ (Ax).
X

ces normes, qui vérifient #(A)
X€L
Ce sera le cas pour l'espace;ZfE,F), ot nous pourrons donner de plus

des majorations aux distances.

4.%.2 - Encadrement des distances dans l'espace;z?E,F).

- Sous nous plagons dans un es acegzzE,F), d'applications linéaires
p:iag P PT

continues de E normé par ¢, dans F normé par .

- En utilisant des projections dans l'espace (E,¢), nous pourrons donner

des majorations aux rapports

%S(A) £ W
et~ .
uS(A) ar+l(A)

. . . _ . 2
- leci, une projection P est un opérateur de ;ﬁE), idempotent (7= IE).
Pour tout x de Im P : Px = x ; ainsi Im P est nécessairement un sous-

espace fermé&, comme noyau de l'opérateur continu I - D.

- La remarque précédente nécessite la considération de sous—espaces G

fermés dans E. Cette propriété est vérifiée pour G de dimension finie ;



elle devra étre imposée dans les autres cas.

- Corme il existe des projections de E sur G, lorscue G est de dimension

finie ou fermé de codimension finie, nous utiliserons les nombres sui-

vants
(6) M(G) = inf {€ (P) ; P projection sur G}
&
P
(7 Hs(¢) = gup M(G)
G
dim G=S
(8) Mr(¢) = sup M(G) .
G fermé

codim G=r

Tous ces nombres sont supérieurs ou égaux & 1, puisque SA(P) l1'est pour
&

toute projection (P2 =1 => Sé(P) > 1)

- Avant d'énoncer le premier résultat, précisons que nogs utiliserons
3

ici une définition différente pour Gy s i savoir

(9) &k(A) = inf  sup o (aX) ,

G fermé xeG

codim G=k-1!

et que 32 et GC supposeront l'espace G fermé.
Rappelons enfin que dans;(?E,F), on a
Y (Ax)

® (Ax) = -, x # 0.
x & (x)
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PROPOSITION 8. DaHA;Z?E,F), Les distances 80 6 0L 8 sont Liges aux

valeurns sdinguldieqes par Les inegalites sulvantes, vBrigiles parn tout
A de ZI(E,F)

U (A%) ¥ (AX)
(10) sup < GG(A) < M(G) . sup
xeG-{ 0} ¢ (x) xeG-{ 0} ¢ (x)
(1) QS(A) < éS(A) < Ms(¢) . aS(A) s s > 1
(12) 3o (A) <8 (A) <M (@) va (a), 20,

DEMONSTRATION. Les inégalités de gauche dans (10) et (11) ne sont qu'un

rappel du résultat général. Celle de (12) différe du cas général du

fait de la définition différente (9) de &r Cette inégalité se montre

+1°
de la méme maniére que dans la Proposition 7, puisque toutes les appli-
cations de &C(E,F) ayant un noyau fermé, on peut se limiter aux sous-
espaces G fermés. Il reste 3 montrer la deuxiéme inégalité de (10),

de laquelle seront déduites celles de (11) et (12).

Pour toute projection P sur G, Ker (I-P) contient G, et Ker(A(I-P))

a la méme propriété. On a donc : !

!
!

(13) ¢.(A) < inf {Sw¢(AP) 3 P projection sur G}.
P

Pcar tout P, la norme de AP peut €tre majorde comme suit

v (APx) ¢ (Px) ¥ (Au)
(13" Sw¢(AP) < sup . < sup ——— . S¢(P) s
xeE ¢ (Px) ¢ (%) ueG ¢ ()
Px#0

ce qui, avec (13), démontre (10).

Pour déduire (11) et (12), il suffit d'utiliser 1'inégalité



inf (£.2)<5 < inf £©). sup g®

f et g étant des fonctions réelles définies sur un ensemble quelconque

E? On a ainsi

. ¥ (Ax)
§ (A) = inf &.(A) < (inf sup ). sup M(G)
S G - xeG e (%)
G G ¥ G

dim G=s dim G=s dim G=s

6r(A) = inf SG(A) < ( inf ~~—~——). ssup M(G)
G fermd G fermé G fermé
codim G=r codim G=r codim G=r

ce qui prouve finalement (11) et (12).

Remarque.

I1 est connu que, dans tout espace normé, il existe sur toute droite,
une projection de norme unité. Cela signifie que pour tbute norme ¢,
Ml(¢) est égal a 1. L'égalité (4) peut ainsi etre dédui&e de (11) et
s'écrit ici ’

(] (A.Ll)

O

](A) = inf

& (u)
u#0 > (u)

Nous donnons ci-dessous certains résultats concernant les nombres M :

LEMME 1. Quel que scdit £'espace noamé E, on a :
3
sy 1/2 T(s/2)

(14) M, < min {s, {—} —_—}
m F(S+I)

2



(15) Hr < r+l,

S{ E est un espace de tilbent, alers pcun toeut G o

116) M(G) =1

SLE est de ddmension 44inde n, alons pour toul G :
1

(17) M(G) < — (/n+ 1),
2

wous ne donnons pas la démonstration de ces résultats dont on trouve un

¢xposé dans E91 . Notons que les bornes s et r+l de (14), (15) sont
cne conséquence du théordme d'Auerbach (2.3.4 lemme 4).

Si nous notons v (s) le 2éme nombre dans {l14), on a
2 ]
¥(s) ¥ — s+ 0 (=
it s

et pour s = 2, la borne de (14) peut &tre prise égale a 3/2.

Cela permet d'énoncer finalement

COROLLAIRE 3. Pounr des espaces E ef F quelconques, on a, qued que scit
& dans L(E,TF)

{18) o (&) 2 8_(A) o min {s,v(s)} .o (4)

19) & (A) < & (A) < (r+l).a_ . (A).
- T - r+1

+

3L E est un espace de Hilbent, alons, quel que s04t L'espace F, on a
soun tout A dans L(E,F)

v (Ax)
(20) § .(A) = sup
¢ %] |
xeG '
(21) SS(A) = aS(A)
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(22) @) = a W,

S{ E est de dirensicn 44nde n, alors, quel que scit L'eswoce F, ef
peus teut Aeol(E,F)

(Vn+1)} xn-r(A) .

1o =

(23) a (4) < 8 (A) < min {r+!, n-r,
n-r - r -

L

FMONSTRATION. Tous les résultats sont une simple remise en forme de

ceux qui précé&dent. Pour (23), ol E est de dimension mn, il faut tenir

compte des égalités

O 2
1§
(@3]
()
rt
©
1
Q

n-r r r+1i n-r

Exemple.
Pour 1l'opérateur de décalage T vu en 4.2.2.3, SG(T), ES(T) et Sr(T)

sont égaux 3 | quels que soient G, s et r.

Remarques. ;
|

~

- Les égalités (20), (z1), (22), vraies quels que soient G, s, et r
sont caractéristiques d'un espace de Hilbert. On peut évidemment avoir
ces égalités pour certains A, G, s ou r dans le cas d'autres espaces ;

une condition suffisante pour cela est que M(G), HS ou Mr soit égal a

1. Si M(G) = 1 peut &tre vérifié, les égalités MS =1loul = 1 sont
beaucoup plus exigeantes. De fait 1'égalité MZ = 1 semble impliquer

que l'espace est préhiltertien. Si la valeur aS(A) est atteinte pour
un certain sous-—espace GS, alors il suffit d'avoir M(GS) = 1 pour
assurer 1l'égalité 6S(A) = aS(A) ; dans ce cas, on peut en effet, se

passer de la majoration uniforme qui a &té faite en utilisant MS.

- En général our ¢ quelconque, il n'y a effectivement pas égalité
g > P 1 que, y P 34

dans (10), (11), (12). Nous avons construit un tel exemple dans R3

3a].



)

=3

>

N
i

Nous pouvons préciser les remarques précédentes en énongant

COROLLAIRE 4. Dans L(E,F), on a Les implications suivantes, valables
vour toeut A

Y (AX)
MG) =1 = 5G(A) = sup = inf {®(AP) ; P proj. sur G}
xeG-{ 0} @ () P
HS(¢) =1 = éS(A) = aS(A) = inf{® (AP) ; P proj. de rang s}
P
:f o} = = 8 = 5 = 1 { Q - 3 1 = 1
ur(w) 1 %(A) ar+](A) inf {2 (AP) ; P proj., dim Ker (P) ri.

P

DEMONSTRATION. Nous avons noté ¢ la norme deSC?E,F) pour alléger 1'écri-

ture. Les premiéres égalités se déduisent directement de (10), (11),
{12). Les secondes sont une conséquence de la fin de la démonstration

de la Proposition 8.

\/4

- Remarquons que la propriété correspondant aux secondes &galités est
vérifiée par les normes de von Neumann ; 11 suffit de considérer 1'éga-
lité (35) de 4.1.5 pour s'en convaincre.

?ourézYE,F), M] est égal a | quel que soit ¢ ; donc, pour la distance
aux applications non injectives, il suffit de minimiser % (AP), P

Jrojection sur une droite.

- Nous allons étudier la possibilité d'extension des résultats qui

précédent au cas des normes de rang 1, qui vérifient par définition

d(A) = sup @X(AX).

xeE



4.3.3. - Cas des normes de rang 1.

Les minorations obtenues en 4.3.1 sont valables pour tout espace
(Jﬁ@). Les majorations obtenues pour Jf=<Z?E,F) reposent sur la forme

de la norme qui s'écrit

®(A) = sup : = sup @X(Ax),

& (%)

xeE xeE

Tout espace (/f¢) avant la méme propriété, c'est-a-dire vérifiant

(24) Yaedf + 0(a) = sup o (ax)

x€eE
sera dit normé par une norme de rang | (extension du cas fini étudié
en 3.3).

Dans ce cas, des majorations de méme tvpe que celles de (E,F),
peuvent etre obtenues.

Cependant, 1'expression des méjorants sera moins explicite. La clef
de la démonstration pour obtenir les majorations était constituée par

les inégalités (13'). Le probléme repose sur la constr@ction d'un
;

i
&

majorant MA(P) tel que : !

(25) & (AP) = sup @X(APX) < MA(P) sup éP

xeE xcE uelG

X(APX) = MA(P)sup @u(Bu)

si P est une projection sur G.

Pour &L(E,F), nous avons majoré MA(P) par le majorant uniforme S«(P).
¢

Dans le cas d'une norme de rang 1 plus générale, on peut donner le

majorant uniforme ainsi défini :

Qx(y)

)
®Px(y)

(26) M(P) = sup (
X,yeE



vilable si ¢ est défini sur E. Pour(E,F), on a § (F) = IU(F), et

<

¢ ferction entre parenthéses ne dépend pas de v.

B nemplagant S@(P) nar M{P), et

1Ak 3X(Ax), tows Los resultats de La Puopesiticn § peuvent etre &ten-
dus au cas des normies de rang .

- 3ier que 1'égalifé entre &, et oy soit vraie pour toute norme, cela
n' ‘mplicue pas ici }11 = 1, comme pour:za(E,E . Ncus pouvons donner une
caractérisation des normes de rang | aui ont cette propriété, dans le
cas d& 1'espace M(m,n). Mais le résultat cui suit peut &tre E&tendu a

d'autres espaces .

PRCPOSITION 9. Peur toute nomme de rang 1,MULdﬁm,n), Los thodLs pho-

PREXTS sudvantes sent Bquivalentes :

(27) dirn G = 1 => inf {M(P) ; P proj. sur G} = 1
P
(28) Yuec, el : @u(y) = inf{¢ (D) ; Me jlo, Mu = v}
M
m 1 hY4
(26) Yoe C-{0},xr» —— est une norme ¢° et :
@X(y)

e 10}, Jvec®{0} t.a. @) WY@ =1, % # 0

DEMONSTRATION. Soit u un vecteur générateur de G ; toute projection

sur G est de la forme

*



Compte tenu de (26), la propriété (27) est équivalente a

% *
: &
v x| -x(Y) 1 yv

(30) I = inf sup - = inf sup ¢ (—— x).
| | X" *
vl ¢ (V) ¢ (v) x v u
: u v u

v

la norme ¢ étant de rarg |

* *
yv vV
sup ¢ (= x) = ()
v u v u
X
et *
vV
inf ¢C—;—) est égal 3 @u(y) si et seulement si
v v u

7

(27) est vérifié, et est toujours égal

inf {2 (D) ; nej: , Mu =y}
M

Ainsi 1'équivalence entre (27) et (28) est établie.

. . n y . e
On sait (Proposition 4 de 3.3) gue ¢ est une norme si (28) est véri-

fiéde. On peut &crire (30) sous la forme

*
* a
v'xl oY () o’ (v)oT () |
!l = inf sup 5 5 - inf —————1;—7———;;
87 (x) |V uj v v ul

1'inf &tant atteint, la propriété (28) est équivalente a (29).

Remarque.

Les conditions (27) 3 (29) sont trds restrictives ; en effet, la propriéteé
- . VY s .

(29) entraine, au moins en supposant ¢&° différentiable pour tout v,

que toutes les normes ¢” sont proportionnelles.
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4.4 - LIENS ENTRE FONCTIONNELLES DE A, A et A.

4,4.1 - Introduction.

Cans toute cette partie, erst 1'espace;Z?E,F), avec la norme habituelle

construlte sur les normes ¢, ¢y de E et F.

~ -
On notera A la bijection associée 4 A dans la décomposition canonilque

X

A
n E —> E/Ker A Zs Im A .

>

On sait que la continuité de A entralne celle de A, 1'espace E/Ker A
€rant normé par &, norme du quotient (Ker A est fermé d'aprés la conti-
nuité de A).

Lorsque E et F sont des espaces de Banach, les relations suivantes

sont vérifiées

~—] . - * -
(2 A continue <=> Im A fermé <=> Im A fermé
. B * L
(3) Im A fermé => Im A = Ker A,
.o . . . %N ~—1 .
ce qui implique en particulier que A et A sont continues, Ou pas,

simultanément. Dans ce cas, nous utiliserons la notion de conorme flOJ,[26}

difinie sur;Z?E,F) par

~—1
s1 A non continue

1
o

q{a)

4 ,

~]
[1a "1

~—

si A continue.

q(A)

On a les égalités

" v (Al) .
(5) a(h) = q(a) = inf = o, ()
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en notant U les é&léments de E/ker A, et l'expression utile équivalente

U (Ax)
(6) q(A) = inf

xgKer A d(x;Ker A)

L'égalité suivante sera également utile

7 aa®) = q(a) ,

de méme que les deux égalités, dont la preuve est simple

(8) Yye Im A : inf {6(x) ; Ax = y} = H'X—lyl!
%1
® Yoetm a¥ ¢ inf Y0 5 A% = 0 = 1T

Etablissons enfin le résultat suivant
LEMME 2. Pour tout A del(E,F), E et F espaces vecterieds ncamés, cn a
Les AnBgalites
* * * 5

(10) dA; {M; Im(D CHEY ) > d(A ;{1 ;Ker M DH})

* £ 3 * L
(11) d(a ;{M ;Im( )CTG'} ) > d(A;{M;Ker MDG" })
ol H et G' sont des soubs-espaces de F et E' respectivement.

DEMONSTRATION. Elle repose sur les relations (8) et (9% de 4.1 et sur
1'égalité ||A-M

I=I[A*—M*|| quels que soient A et M. On a les implications

*
InM)CH => Im (M) = Ker ¥ O E*

* I A
InM ) G' => im (M ) = Ker MDG'
qui conduisent aux inclusions

(Meol(E,F) ; Im McH} C {Me(E,F) ; Ker M' 2 H}

4
(Me(E,F) ; Inm M'CG'}C{Me(E,F) ; Ker MIG'}

les inégalité&s (10) et (11) résultent alors directement de 1'égalité

*®  *
des normes de A-M et A -M .

X4




&.4.,2 - Expressions des a, par dualité.

PROPOSITION 10. Pouwr fout A appartenant & &(E,F), Les égalités suivan-

fes sont vBrdiidlées

d,6)
(12) k> 1: uk(A) = inf sup i ‘lA*—?zil
G feIn A ' v
dim G=k

- d(f,u )

{13) k> 110 (A) = inf sup —
- k *-I '
12l

~ *
G ferme éEIm A

codim G=k-—1

DEMONSTRATION. L'expression de ¥ (Ax) par dualité
P

l<Ax,f>]
U (AX) = sup ”
feFifo} v (£)

conduit &

*
¥ (Ax) 1 l<x,A f>]
sup = sup " sup ———
xec (X fer' ¥ (£) x€C 6 (x)

aui peut encore s'écrire, d'aprés 4.1.(4)

i
 (Ax) am¥s, ¢
sup = sup ——f— -

xeG ) g v D)

Cette derniére expression peut &tre mise sous la forme

4
dL,6)
sup .

inf {v7(E) 5 ATE =2)
£

*
Lein A

Les relations (12) et (13) résultent de (9) et des définitions des fonc~

tionnelles uk et ay -

A4
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(W3]

1

Remarque.
Dans le cas ol Jfést égal é;Z?H), avec E espace de Hilbert, (12) peut

s'écrire

; I (I—PGV)V! l

ak(A) = inf sup . l|(A+)* -
G' fermé velm A I Vi

codim G'=k

-~ * - - . . ' 3 .
oG A désigne l'adjoint de A, PG' la projection orthogonale sur G' et

+
A la pseudo-inverse de A.

4.4.3 - Expressions en termes de largeur et diamétre d'ordre fixé.

Si ¢ est un sous—ensemble d'un espace vectoriel normé E, la largeur

2

d'ordre k de Q (k entier > 0) est définie par LSO},[49J :

(14) dkE(Q) = inf sup  dS(x,6)
G xel
dim G=k

§
ot 1'inf est pris sur l'ensemble des sous-espaces de dimension k et of
E . «
J,(X,G) est la distance de x a G.

Le diamétre d'ordre k de ¢ est défini par la formule [49]

D .
(15) d (@ = inf sup | =[] .
G ferm? xe GnQ
codim G=k

Ces notions étant précisées, nous pouvons énoncer

COROLLAIRE 5.

() S4 3';* désigne L'ensermble {£ elm A" ;]lﬁ-ll’,[} =1} , sa Largeun

d'ondne k est égale & &k+1(A)



-

(Wal

(o))
]

- E'
(16) k>0 oo (&) =d (?;*)

[4i] La gonctionnelle B, (&) vérifie L'Egatité

(7) K>0 : g . (A) = —
- k+1 ~ E_ -1

d, (A (BF))
ol BF est La boule unité de £'espace F.

Remarque : Précisons que (16), (17) sont valables si % e et 8k+1 sont

définies en limitant 1'inf aux sous-espaces fermés.

DEMONSTRATION. Reprenant la formule (13), nous pouvons écrire

d(e,6") N
= sup d{L,6 )

o 100
* A 2
T *
felmh G
et « (A) s'obtient en prenant 1'inf pour G fermé de codimension k.

Tkl
Pour un tel sous—espace, on a

"
dim G = dim (E/G)' = dim (E/G) = k

d'aprés 1'isométrie entre les espaces ¢t et (E/G)', et ia définition de
la codimension. Pour prouver (16), il reste i montrer q&e tout sous-
espace G' de dimension finie k dans E' est de la forme GJ; avec G sous-
espace fermé, de codimension k, dans E. Le sous-espace G' est engendré
par {El,...,ﬂk} ; on a donc

L

(G") = Ker Zi

pr O

1 k

i=
L
En posant G = (G') , on a

dim (E/G) =k ,

puiscu'il y a isomorphisme entre@é et £, Ainsi G est fermé, avec



. - . P L . .
codim G = k ; d'aprés ce qui précéde, G est de dimensicn k. Comme on
. . 4k P ~ .- i - .,
a 1'inclusion (G'") D G', on en déduit 1'égalité G' = G. L'égaliteé

(16) est établie.

Pour (17), on a les égalités

N ¥ (Ax)
8k+l(A) = sup inf - = -
G fermé  xeG inf sup o (x
a v (AX)
codin G=k G ferme xeC
‘ codim G=k

valables en admettant la valeur ® au dénominateur (sinon, il suffit

d'écrire (17) pour Bk+l(A) # 0). Ce dénominateur s'écrit

inf sip ot =t @)
G fermé xeGnA ' (B.)

codim G=k

F

Avant d'énoncer le corollaire suivant, introduisons la notation :

(18) Gl’ G2 sous—espaces de E+> U(Gl, G2) = suq

Notons la propriété suivante

1 L
(19) G(GI’GZ) = O(GZ s Gi )

qui est une conséquence directe de 4.1.(3), (&).

COROLLAIRE 6. Powr toute application A de nang 4<nd r, £'inggalité

sulvante est vérnifieée :

(20) S > a).



[N

wn

w
i

51 E, T sont des espaces de Banach et si Ker A est de dimension finie s,

alors
(21) @A) 2 g

DEMONSTRATION. Le point de départ est constitué par les inégalités

v (Ax)

(22) q(A) .o (Im A%,G") < sup < o(Im A%, . |14l

xeG ¢ (x)

qui résultent de la Proposition 10 et de la définition de a(a), MHAll
Seule 1'inégalité de gauche va fournir un résultat non trivial. Elle

conduit d'abord 3

- ) * L
ar(A) > inf o(Im A ,G ).q(4),

. 4
dim G =r-1

]
L

. .. . - * . *
S1 A est de rang fini r, 1l en est de meme de A et dim (Im A )

En utilisant la propriété

(23) dim Gl = dinm G2+1 => O(Gl,Gq) = 1

conséquence, par exemple, du fait que la largeur d'ordre k de 1'inter-
section de la boule unité avec un sous—espace de dimension k+1 est

égale a 1 [49], on déduit (20).
Pour montrer (2!), plagons-nous dans le cas de deux espaces de Banach E
er F. Si Im A n'est pas fermé, q(A) est nul et (21) est vérifié. Si
* .
Im A est fermé&, alors Im A = Ker A d'aprés (3), d'ou 1'égalité

* BN
o(Im A, G) = o(G, Ker 4) ,

conséquence de (19). L'inégalité (21) se dé&duit en utilisant (23).
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Remargue.

On peut déduire de la méme manilre d'autres inégalités, par exerple

1

o, () 2 a) . dr_ (In A"A B .

E

. . . s . *
4.4.4 - Comparaison des valeurs singuliéres de A et A .

PROPOSITION i1,

. . * . . . - .

(4] Les distances de A et A aux avolications de rang injérieur cu
fgal a r, exprimies respectiverent dans Z(E,T) etI(F‘,E‘) sont

ggales
*
(24) Yr > 0, 6r(A) =5 _(a).

.. , ‘o ' * P - .
({d) Les valeurs singulfidnes de A et A” , exprdmées de La meme wandkie,

vinigient Les proprietes

E espace de fikbert => ay (&) 2 o, (&%)

-
e
|V

F espace de Hilbent => c;k(A*) > &k(A) ,

e
1V

E ot F de Hilbert = o (A) = o (&) = ap (A1), k > |
ol A' est L'adjointe de A (A'e L (F,E)).

DEIIONSTRATION.

(i) On utilise les inégalités (10) et (I1) du lemme 2. Te (10), on

déduit

<4
5.(A) = int d(A{1 ; Im McHD> inf d(a*,{x";Rer ¥'D ED

dim H=r dim H=r



. P £ . . R . .
T'isométrie de F'/H sur H' implique que E est la codimension r,

d'ol

* . *
5-r(A) > inf d(A”, {N ; Ker NDH]j)= dr(A )
codim H1=r
H1 fermé
. . * - ~ .o
Four montrer 1'inégalité Sr(A ) > 6r(A), on procéde de la meéme maniére

4 partir de (11)

* . S
§.(a7) > dnf d(A, {M ; Ker ¥ D(G") 1).

dim G'=r

O'aprés ce qui a &€té montré@ lors de la démonstration du Corollaire 5,

- L - -
codim (G') est &gal 3 r ; donc

s, (%) z inf (A0 3 Ker MDGD = &_(A).
G fermé

codim G=r

(ii) Les trois propriétés sont conséquences de (i) et @e (19), (22)
de 4.3. En effet, si E est un espace de Hiltert, alorsg:

Mroo 0, 6 (A) =a . (A)
- r I

+1

*

B @ =8 (5 >a @h.

r+l

our la cdeuxiéme propriété, F' est isométrique A 1'espace de Hilbert T,

C . *
ot donc la propriété (22) de 4.3 est vraie pour A .

Ces deux propriétés impliquent la premiére égalité de la troisisme.

La seconde égalité résulte du fait que A' s'écrit

At =5 A%, 7!
JE Jr
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ol jE et jF sont les isométries de E' dans E et F' dans T respectivement.

. ~ * ~ .
L'égalité entre ak(A ) et ak(A') est une conséquence de

Tty |

@Ol Gl

@ gl G

et du fait qu'il y a correspondance bijective entre les sous—-espaces de

codimension k dans F' et dans F.

A4

4.4.5 - Conorme et valeurs singuliéres.

Commengons par é&tablir le résultat suivant qui se trouve dans Z?ﬂ

LEMME 3. Pour fout A appartenant dQ‘ZE,F)-{O}, ¢ T et F scnt des
espaces de Banack, La cistance & {£'ensemble des applications dont fe
noyau contient strnictement Ker A et La disfance & L'ensemtfe des M fel-
Les que Im M est stnictement contenue dand Im A scnt Bgales & La

cononme de A !
)

(25) q(a) = d(A,{Mesl(E,F) ; Ker ¥ = Ker A})
strict
(26) q(A) = d(A,(Me(T,F) ; Im N C Im A})

strict

DEMONSTRATION. Appelons 8(A) et 6'(A) les seconds membres de (25) et

(26). Montrons d'abord les inégalités
* . *
§(A) < q(A) s 8§'(A) < q(A)

Pour cela, considérons tes applications S construites & partir de A :



A

<Ax Lo
(27) S ¢ X¥» Ax - — Au
<A_u,€>

7

o1 u et £ sont respectivement dans E et F', avec <Au,f> # (. Chaque
application S, qui peut s'écrire
u®
S =A-A——A
<Au,l>

est telle que son noyau contient strictement Ker A (Ker S = Ker A @ [u])

et Im S est strictement contenue dans Im A (Im 8 = Iz AnKer ).

On a donc

u® £ W (Au)d;*(A*ﬁ)
§(A) , 6'(A) < inf {|A ——— A]| = inf —
17 <AU,»€> G }<AU,£>}
u, & u,L ' '
On a successivement
x ¥ * %
L(Au)d (A L) ¢ (A D)
inf = inf
, | <au,€>| | <Au,£>]
u, ! sup s
u J
<, b | v, 5] .
sup ——— = sup ——— = d (£, Ker A )
b (Au) veln A v (y)

d'aprés 4.1.(4) et (8). Ainsi 1l'on a l'égalité

* %
u® ¢ (A" L)
inf !]A ‘"’_——‘A1{= inf —
. . R
0l <Au, > ¢ eXer N d(L,Ker A7)
expression qui est bien égale 2 q(A*) d'aprés (6).

Pour montrer 1l'inégalité &(A) a(A), remarquons que & (A) peut s'écrire

v

8(a) = inf d(A ; {M; Ker MDKer A® [ulD).
ugKer A

On a donc



i

BN

as

(€3]
[}

P (AX)
§(A) > inf sup
uéker A xeKer A ® [u] ¢ (x)
ol le sup est égal a
% (Au) v (Au) ¥ (au)
L e (utx") inf ¢ (u+x ") d{(u,Ker A)

x'e Ker A
x'e Ker A

On a donc bien 6(A) > q(A).

*
Avec 1'égalité de q(A) et a(A ) (7), on conclut
§(A) = q(Aa).
Pour §'(A), on remarque, comme en (10)

* * * *
§'(A) > d@A, {M ; Kerli T Ker A1)
strict
solt

ST(A) > S(AT).

(Y

.- L * * . .
L'inégalité 8(A ) > q(A ) s'établissant comme pour A, le lemme est

démontré.
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Remarques.

1) Les distances définies en (25), (26) sont donc égales 3 la distance
3 1'ensemble des applications S définies en (27). Remarquons que ce
tvpe d'applications dont le novau a "une dimension de plus" que celui
de A, et 1'image "une dimension de moins" que celle de A, ont &té

71
’

J .

souvent utilisées en calcul matriciel ; voir par exemple P

2) La distance d'une application injective & 1'ensemble des applications

non injectives est donnée par



W (Ax)

g(A) = inf
x#0 ¢ (%)

31 Si E et T sont des espaces de Hilbert, alors pour tout A tel que

q(A) # 0, on a

q(A) =

A"l

t

a0
240

N . .
0. A est la pseudo-inverse ; voir par eXemple

Nous pouvons énoncer comme conséquence du lemme 3 les propri&tés sui-

vantes

COROLLAIRE 7. Tans fe mére cadre que vout Le Lewme 3, Les wacord818s suwd-

vantes sent vinidites

(28) dim (Ker 4) = s > 0 => §__ (A) = a (&) =3 (8) = (4)

A%

(2%) rang () =t 2 0= & _ (A =a () =aq® =a @

DIIONSTRATION. L'égalité q(A) = a](A) a déja été donnée en (5). Le

leame implique

(4)

A

S q(a) |, 6r_1(A) < a(a).

De la Proposition 8 découle

(A) < GS+I(A) s o (&) < ér”](A)

3
s+1

Enfin le Corollaire 6 permet de prouver (28) et (29), grice aux



1
RN
(8}
w

1

inégalités

a(a) <o @A), qa) <o (&) . v

Les égalités (28), (29) donnent des relations entre les valeurs singu-
lidres de A et celles de A, évaluées dans;z?E/Ker A, Im A) avec la fonc-

tionnelle

& (Au)

& (1)
Nous allons établir des inégalités liant plus généralement les valeurs

~

singuliéres de A et A.

4.4.6 — Comparaison des valeurs singuliéres de A et A.

4.4.6.1 - Cas des «a, 5.

Les résultats qui suivent sont en partie fondés sur la comparaison des

dimensions de sous—espaces de E/Ker A et de sous—espacesgcorrespondants

dans E.
Si H est un sous—espace supplémentaire quelconque de Ker A dams E, il
est lsomorphe & E/Ker A

H& Ker A =E , H<«> E/Ker (A).

Ainsi, tout sous—espace G' de E/Ker A est isomorphe & un sous-espace G
de H ; ce sous-espace G aura donc méme dimension ou méme codimension dans
H que G' dans E/Ker A :

G'c(E/Ker A) ~—> GCH

(30) avec dim G = dim G', codimF G = codim G'.



Pour tout &lément U de G', on a donc u élément de G ® Ker A.

Zous pouvons énoncer les relations annoncées

PROPOSITION 12. Les valeurs singuliéres de & dans (E,F) et celles de
ta l{jection A assocife dans ol(E/Rer A, im A), scnt £i{%es par Les nela-

tions sudvantes, qui dépendent du noyau Ker A

{{)] pcout Ker A de dimersion 44imdie s

(31) pul

[RY%

OLk-*-s(A)

v

1, Qk(A)

(32) Yoo 1, &k(A)

(%

o, (A
ak( )
(<4} peut A de nang find r, on a fes deux propriltes eoudvalentes

(a)

IV

(33) Lekesr = o) I

(34) 1 <k<r = a (A

(3

o (A)

DEMONSTRATION. D'aprés (30) et la remarque qui le sult, nous pouvons

écrire
P (Ad) v (Au)
(35) sup - = sup ——
ueG' ¢ (@) ue G ® Ker A d(u,Ker A)
¥ (Au)
> sup
é(u)

ueG & Ker A

ot la derniére inégalité est une simple conséauence de la relation

d(u, Ker A) < ¢(u)

Ainsi si 1'on prend 1'inf dans (35) pour G' de dimension ou codimension
fixée k dans E/ Ker A, on pourra déduire que ak(g) ou &k+l(g) est
supérieur ou &gal & aﬂ(A) ou a£+l(A) selon que la dimension ou la codi-

mension de G & Ker A est {£.



Nous résumons ci-dessous les dimensions obtenues dans les différents

cas
(36) dinn (Ker &) = s dim G' = k =>_dim (G ® Ker A) = k+s
codim G' = k = codim (G ® Ker A) =k
codim (Ker A) = r dim G' = k => codim (G ® Ker A) = r-k
codim G' = k => codin (G ® Ker A) = k

avec la relation k < r dans ces deux derniers cas. Ces relations

s'obtiennent en utilisant la propriété suivante
3 CHCE => im_ G = im, G + im, H.
(37) GcHCE codlmE codlmH cod1r~E

Les inégalités (31) a (34) s'obtiennent directement en considérant
successivement les quatre cas de (36) et en appliquant les définitions

des a, a. Les égalités (33) et (34) sont en fait identiques puisque,A

étant une application définie sur E/Ker A, de dimension finie r, on a

@A) =o_ ., (&)

Remarques.

- D'apras (28), (29), il y a égalité dans (31) et (33) pour k = 1. Hais
pour k supérieur a3 1, il n'y a pas égalité en général, sauf dans des cas
bien particuliers (par exemple pour A matrice diagonale sur c” muni de

la norme hilbertienne).

- 11 n'y a pas de généralisation de (28), (29) au cas k > | qui s'exprime
simplement. En appliquant récursivement le processus de construction

d'une application dont le noyau contient celui de A, utilisé en 27,



N
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[#%]
[

on peut cependant définir une suite d'applications

~
LAl
(6]
~

U ® ﬁi
1 - 1 1 A, = A, - A, ————— avec <Au.,f.> # 0
- i+l 1 1 1’71
<Au.,L.>
1’71

ol: les &léments {ui} et {Zi} forment des svstémes linéairement indépen-

drnts. Les Ai satisfont les inclusions
Rer(Ai+]):)her(Ai) , Im (Ai+1)C:Im(Ai)

avece "une dimension de différence’.

Les inévalités suivantes sont vérifiées

24y ; = = A) < E A A-
(29 dim (Ker A) s as+k(\) < s+k( ) < | jA-A

. AN _;" ~ - ! 1
(4% rang (A) = r => ak+l(A) < ok(A) < jjA I
et constituent une généralisation de (12), (13) ; mais les bornes
supérieures n'ont pas de minimisation simple. L'inf de !?A—Ak+l[[
suivant toutes les décompositions possibles est majoré par

. A

conorme (Ai).

i=1

La relation (35) est bien vérifiée si 1l'on remplace les sup par des inf ;
mais la méthode employée pour les a ne peut étre appliquée ici ot l'on
obtiendrait 1'inégalité

v (Au) ¥ (&v)

< sup inf s

o(u) ¢ (V)

sup inf
v veV

dimV) = dir(G ® Ker 4)

G ueG &® Ker A



cn
(g}
1

inégalité & contresens

Nous reprenons l'inégalité (19) sous la forme

¥ (A%) B (AX) ¥ (A%)
(41) inf « 1inf < inf — .
xeG ¢ (x) K €eG ¢ (x) kel ¢ (%)
x ¢ Ker A

Si pour tout G de dimension (ou codimension fixée) k, la dimension de G
(image de G dans E/Ker {2)) est minorée (ou la codimension majordée) par
£, alor A 8 A a bi rmajoré ar A 3 A)).

s 3 Bk<:1) (ou pkﬂ\:)) sera bien rmajorée p 8£(A) (ou €+1( )
L'évaluation de bornes pour la dimension ou codimension de { sera

fondée sur le fait que G et /(G nKer A) sont isomorphes

(42) G <> G/(CaKer A).

On peut ainsi obtenir un certain nombre de relations liant les &, £ de

A et A

PROPOSITION 13. Les valfens sdngulidres de A et A vladdient {es nlga-

Lites qud sucvent

(4] pour dim (Ker A) = s

(43) Yz 1, g, (&) 2 B (4)

(44) k>s = g _ () 2B (&)

(L) poun A de hang r:

(45) k<r => Br-k (;\) z ék+l(A) .



LEMNONSTRATION. Nous résumons ci—-dessous les minorations de dim (é) et

rajorations de codim (G) qui peuvent €tre obtenues dans les divers

las

1]
=
"/

(46) dim (Ker A) = s :| dim G dim (G) > max (0,k-s)

codim (G) < k+s

I
"
1l
v

|codim G

\
o

codim (Ker A) =1 : dim G = k => dim (G)

1
o

codim G => dim (G) > max (0,r-k)

Ces propriétés sont obtenues en utilisant notamment la relation (37).
Le cas 1 de (36) conduit & (44), le cas 2 2 (43), et le cas 4 implique
(45). On remarque que le cas 3 n'apporte aucune information intéres-—

cdante.

\/4

Remarque. Pour A injective, on peut donner des relations du type

- 1
a (A) = a, (A) = —
k k Bk(A 1)

4.5 - CAS DES OPERATEURS COMPACTS.

Nous terminons par quelques remarques concernant les opérateurs com-

pacts

PROPOSITION 14.

() SC A est une application compacte de E dans F, alons

(47) lin o (&) =0

kK->
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(L) S4 A satisfact

lim k.ak(A) =0

ko

alons A est Limite, daas &(E,F), d'une Au/i/te'd’appucatéom de nang

§4ni.

DEMONSTRATION.

*
(1) On sait que si A est compact de E dans F, alors A 1l'est de F'

dans E'. De plus il est facile de montrer que si A est compact, alors

N . . . . * -
A 1l'est. Ainsi, A compact implique A compact. On remarque que, d'aprés

(16), on a

~ Ey
k20, o, & =4 (Fo

. . . ¥
ol SZ* est donc relativement compact, comme image par A de la btoule-

o * . . -
unité de F'/Ker A . Il suffit donc d'appliquer les résultats connus

f49] :

Q compact => lim dk(Q) =0

ko

4, @ =4, (@
pour conclure.

(ii) est une conséquence immédiate de (19) dans le Corollaire (3).

\/4

Remarque.

- Si F est un espace de Banach, on sait que la limite d'une suite d'appli-
cations de rang fini est compacte, et qu'il n'y a pas de réponse générale
pour la ré&ciproque. Le point (ii) comstitue une réponse partielle, mais
assez exigeante. Avec le Corollaire 3, on retrouve que la réciproque

est vraie dans les espaces de Hilbert.



CHAPITRE 5

SOLUTIONS ACCEPTABLES ET

SOLUTTIONS GENERALISETES

D'U N PROBLEME
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5.1 — INTRODUCTION ET DEFINITIONS.

iLes notions de "solution acceptable" et de "solution généralisée' que
nous allons étudier sont fondées sur le choix d'un espace de 'perturba-
cions" du probléme considéré. En bref, une solution approchée sera
acceptable pour le probléme si elle est solution exacte d'un probléme

perturbé "assez voisin'". Nous précisons maintenant ces notions

Le probléeme considéré est supposé de la forme
QY P(x) = 0,

ol P est une application d'un ensemble E. dans un espace vectoriel E2.

1

L'espace des perturbations est un espace vectoriel topologique Sad'appli—

cations de E1 dans EZ'

DEFINITION 1. V &fant un vodisinage de 0 damsﬂi un éLément x de E,

sora dit solution V-acceptable poun Le probléme (1) s'4iL existe &P

dans V véaigiant :
(2) (P+8P) (x) = 0.

. o [ I \g)
Pour toute la suite, nous limiterons 1l'étude au cas ou est un espace
vectoriel normé. La définition suivante se déduit alors de la définition
1, en utilisant le systéme de voisinages constitué par les boules ouver-

tes de centre O

. . _ o
DEFINITION 1'. S ézant un espace vectoriel nonmé, x, elLément de E,, sera

dit solution e-acceptablfe (e > 0) pour Le probleme (1) s'iL existe 8P,
de nowme inférieure & e, vérnlglant (2) ; c'est-a-dire

x 23t e-acceptable <=> e(x) < ¢
ol ¢ est La gonctionnelle ainsd déginie:
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(4) e(x) = inf {||6P]] ; sPe D, (P+sPIx = 0.

DEFINITION 2. Dans £'hupothise ol La gonctionnelle e atteint son minimum
, tout éLement X de E vénigLant

dans E,
(5 e(xo) = min e(x)

)(EEI

est dite solution généralisée du probleme (1).

Remarques.

1) Si le probléme (1) n'a pas de solution (probléme mal posé), la défini-
tion 2 peut fournir une ou plusieurs solutions généralisées ; si 1'hypo-
thése de la définition 2 n'est pas vérifiée, le probléme n'admet pas

de solution généralisée. Par contre, si (1) a des solutions, celles-ci
sont confondues avec les solutions généralisées.

2) Nous n'utilisons qu'une topologie sur CPC:EZEI, sans introduire de
topologie sur E1 ou EZ' Dans les exemples, la topologie de Sbest souvent

construite & partir de topologies sur E, et E,.

Avant d'exprimer les notions précédentes dans différents types d'appli-
cations, nous allons &tudier la fonctionnelle x+» e(x) dans le paragraphe
qui suit (certaines propriétés &tudiées constituent une généralisation

de celles obtenues en 3.3.3)



5.2 - ETUDE ET CARACTERISATION DE CERTAINS SOUS-ESPACES D'APPLICATIONS.

5.2.1 Définitions et notations.

Soit qun espace vectoriel normé d'applications d'un ensemble E dans un
espace vectoriel F.
A tout &lément x de E est associée 1'application linéaire X de J{dans

F ainsl définie
(1) X : M +—» MxeF.

A chaque x correspond ainsi un espace vectoriel Im X = i@f) inclus dans

F , sur lequel est définie la semi-norme

(2) yeln X +—sly | o = inf {5 MEJﬁ Mx =y},
M

Cette semi—norme est définie sur F si et seulement si l'application ¥

est surjective. i
]
H

H
bl

La relation (2) définit bien une semi-norme ; en effet, ’” . n . est

exactement la semi-norme induite sur l'espace quotientct/Ker X par

1'espace normé (J{ 5 B.ll ). L'espace Im % &€tant isomorphe a ﬂerr X
~o

par 1'isomorphisme canonique x
(3) % :Jf'/Ker R—Inm %,
on peut écrire

(4) byl = | ol

- .. . -1 .
oii le deuxidme membre est la semi-norme de % (y) dans l'espace quotient

J@Ker .
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Remarque :
L'espace normé (Jﬁ|] . [I) et 1l'ensemble E définissent dans F, lorsque

% est surjective pour tout x non nul, une famille de semi-normes indexée

par E.

5.2.2 - Semi-norme || . !]X : propriétés simples et exemples.

LEMME 1.

(L) La bouke-unité ouverte de La semi-noame || . |} dans Im % est Zgale

a £'image par % de fLa boule-unite cuvenrte de
(5) {yelm % ; ||y||X < 1} = ?(({Mef; Ml ] < 1) .

(id) Le noyau de La semi-nenme || . !IX est égal a L£'ensemble des y de
Im & véndigiant Les deux propriétés équivalentes

(6) ) o0

7) Sl afer ® 4 4.

DEMONSTRATION. L'égalité (5) est une conséquence directe de 1l'équiva-

lence
Ily[|x <1 <=>3M t.q. Mx =y et ||M] < 1.

La relation (6) signifie que la distance de 0 2 i_](y) est nulle, et

donc, d'aprés (4), que Hyllxv est nul.

La relation (7) est équivalente 3 l'assertion

IM t.q. Mx =y et dM ; Ker ) =0,



- 178 -

gul est bien équivalente & Iiy][x = 0 puisque l'on a 1l'égalité

(8) d(M ; Ker %) = ||Mx[]_ .
Remarques.
1) On sait que || . l‘x est une norme si et seulement si Ker X est fermé

dans df; ce résultat classique se déduit facilement de (7).

2) L'égalité (5) ne peut &tre étendue au cas des boules fermées ol 1l'on

a seulement l'inclusion

(9) siivedl; M| < 1he {y eIn & ; Hyll, < 13

Exemples.

1) Lorsque erst un espace de dimension finie, || . lx est une norme
puisque Ker X est nécessairement fermé (on paut exclure 1@ cas ou

|
Im % est réduit a3 {0}). En particulier, le cas d'un espace de'appllca—

tions linBaires a &té &tudié dans le chapitre 3 (3.3) ol divers exemples

ont été donnés.

2) Limitons—nous & des exemples simples dans le cas ot les éléments de
ane sont pas des applications linéaires
Si E et F sont confondus avec R, et J{est 1'espace des polyndmes de

degri inférieur ou égal & n, muni de la norme

pe> max |p(0)] ,
te[a,b]
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alors on a :

Hyll, = v . lyl,

ol v(x) est égal a 1 si x appartient & [a,b], et a

1

2x-(a+b)
T, G

sinomn.

(Tn désigne le polyndme de Tchebychev de degré n).
Si 1'on note F 1'espace vectoriel topologique (Im %, || . ){X), on
peut énoncer

PROPOSITION 1. S{ une gorme Linlaire £ est continue sut F alons £ o %
appartient au dual gornt A de A ; dans ce cas, La "semi-norme duale"

est donnée pan :

(10) Yeer' |MH:=H€oﬂuv.

DEMONSTRATION. Pour montrer la continuité de £ o X, il suffit d'étudier

1'expression :

|12 o &|] , = supl|<®(W,&| ;5 [|M[] < 1}.
A
D'aprés (9), on a donc
[1Eo gl <sw ol s [yl <1 - el .

Ainsi la continuité de £ sur Fx entraine celle de £ o ¥ sur Jf
L'égalité (10) résulte de (5), en remarquant que pour des fonctiomnnelles

continues le sup sur la bovle-unit& ouverte est égal au sup sur la boule-
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anité fermée.

Remarque.
Dans le cas ol H . Hx n'est pas une norme (Ker X non fermé), la
forme bilinéaire (y,£)r» <y,£> ne met pas les espaces FX et F'X en

dualité au sens propre (]|y] Ix =0 => <y,{>= 0 pour tout £ de F'X).

5.2.3 - Caractérisation de certains sous—espaces d'applicationsd'un

espace normé dans un autre.

PROPOSITION 2. S{ E et F sont deux espaces vectornieds noumds ek qun

espace vectoriel nonmé d'applications de E dans F, (L y a Equivalence
enthe Les quathe propri8iés sulvantes :

sl

(1) Y% e E-{0} :V‘yelmi,”yHXz
[ 1]
(12) Yxeb : [[&] ]y gy < xl]
| x|
(13) Ywed: ||M/| > sup
#° 0 Tl
(1a) YxeE , WeF' : |2 o ?{HJt, < [IZHF' .
DEMONSTRATION.
= (11) => (12) : c'est une conséquence de 1'égalité :
[yl
(15) &[] = sup
NI

y#0
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qui découle elle-méme de la suite d'égalités :

R | x| 3]
’!x | = sup = sup sup ; Mx = y}
iyl
= sup - .
yelIm & inf{]|M|| ; Mx=y}

y#0 M

La propriété (12) résulte bien de (11) et (15).

- (12) => (13) : on peut écrire, par définition de l\il‘
[gan | < LIl [IM]],

et donc, d'aprés (12)
el | < 1|1l

ce qui implique directement (13).

- (13) => (14) : on peut écrire par définition de HZHF'; :
<M, Lo x| =[x, o] < x| []€] ]G,

et donc, en utilisant (13) :
120 5l1 0 1121

- (14) => (11) : soit x # 0 et ygIm X ; pour tout MEJ[', on a :

| <M,L>| |< Mx,2 >]
[ IM|] = sup ——— > sup

vt N g 120 Rl
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| <Mx,£> |

>

> sup
IFTRe

cela en utilisant (14). On a donc

[yl
1|

W ot.q. Mx =y : |[M|]| >

ce qui implique (11).

A4

Dans le cas ol erst un espace d'applications lingaires, la propriété
(13) fait apparaitre le rdle particulier joué par l'espace;f?E,F) des

applications linaires continues de E dans F. On peut énoncer

COROLLAIRE 1. L'espaceol(E,F) est Lo plus grand &Lément de L'ensemble

des espaces JEd' applications Lindaines qui verifient Les propridtes

Equivalentes (11) a (14).

DEMONSTRATION. Si Jf;st un espace d'applications linéaires, alors (13)

implique son inclusion dans;Z?E,F). L'espace;zzE,F) est donc le plus
grand élément de 1'ensemble en question, puisqu'il fait ﬁartie lui-

méme de cet ensemble (il vBrifie &videmment (13)).

v

- Pour 1l'espace ;jE,F), les relations dans (11) & (14) sont des égali-
tés ; nous allons préciser les &quivalences existant entre certaines

de ces égalités en général.

-~ Les espaces E, F etc]fayant la méme signification que pour la Proposi-

tion 2, nous pouvons énoncer
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LEMME 2. Consddérons, pour xeE - {0}, Les deux propriéiés

Hyll

(16) ¥yeIm X : Hny = ™ ’
(17) YerF' : |12 o ﬁl[af, = }|£]|F, Il

- S{ Im % est égal a F, alors (16) «mplique (17).

- 8¢ Aot F sont des espaces de Banach et 54 Im % est geamé dant F,
alons (17) Ampligue (16).

DEMONSTRATION.

- (16) => (17) : Si £ o % appartient adfl', on a :

!<Mx,£>{ [<y,£>[
112 0 %]],, = sup ———— = sup '
4 M#0 M yeIm % inf {]|M]] ; Mx=y}
y#0
Ainsi (16) implique :
|<y,£>| |
HﬁoiHﬁ.=( sup — . |Ix|] j
y#0 :

d'oll découle (17) en utilisant 1'hypothése Im X = F.
- (17) => (16) : pour tout y dans Im X, on a :
(18) |yl Ix = d(MO, Ker ¥)

ou M est un élément de cfverlflant M X = y. L'expression duale de la
dlstance dans #(Cf 4,1.(3)) s'éerit ici :
| <M_ ,L>|
191l = s =2
LeKer X (ﬁ
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La propriété (17) implique que X appartient E‘QiﬂﬁF), puisque (14)
entraine (12). Les hypothé&ses faites conduisent & 1'égalité

(Cf. 4.1.)

* - _ - o ..
ou X est la transposée de X : s F. On a évidemment ici

Im & = {lo % ; LeF'}

et donc

<M, 0] < v,
—_— su

Iyll, = sup —2 - |
LeF' i|£OX|}J&' {eF’HZHF' i'XH

en utilisant (17) ; on a donc finalement :

_ iyl

oyl

I x|

PFOPOSITION 3.

(4) L'espace L(E,F) est Le plus grand éL8ment de £'ensemble des espaces
ncnméécﬁfd’appﬂécationé Lnbaines vernigiant L'une des proprietés :

vl
(19) TxeE - {0} , YyeF : [[|yl]_ =
Hxl
(20) VxeE, YeF' Hi_ochﬁ, = el lpee =l

(<4) Ces deux propriétés sont Equivalentes si ot ¥ sont des espaces
de Banach et s4 Im % est &gal @ F pour tout x # O.
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DEMONSTRATION,

(1) D'aprés la Proposition Z,QZ?E,F) vérifie les inégalités
P g

[yl
Hylly 2 - et [[Lo x|| < [le]] sl

~ x|

I1 suffit de limiter 1'inf définissant I[yllx et le sup définissant

HK()?‘I 4 l'ensemble des applications de rang | pour obtenir une égalité
dans chacune des relations.

Le fait quegzkE,F) soit plus grand élément résulte du Corollaire 1!.

(ii) est une simple reformulation du lemme 2.

A4

5.2.4 - Résultats complémentaires et remarques.

1°/ si ert F sont des espaces de Banach, et si Im X est fermé dans F,

1'expression duale de || . [|X peut s'exprimer ainsi
|<y,£>| ;
(21) YWelnkx : ||yll = max ————- :
X TS ]
240 |

Cette expression est une récriture de l'expression obtenue dans la démons-
tration du lemme 2, qui tient compte du fait que le sup est un max
(Cf. 4.1.(3)). Cette forme duale du probléme initial est utilisée en

Théorie du Contrdle (probléme de "l'effort" minimum'. Cf. par exemple

[31]).
2°/ La propriété (16) implique 1'égalité
(22) &l = 1]

ot la norme de X est celle de;fﬁt,F). C'est une simple conséquence de (15).
P q
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3°/ La Proposition 3 constitue une généralisation de la Proposition 2
. ' . n m
de 3.3.3. En effet si E et F sont respectivement les espaces C et C,
munis des normes p et 8, et si erst égal a l'espacea4ﬁm,n) des matri-
ces normé par ¢, les propriétés (19) et (20) s'écrivent bien
8(y)

¥xec” - {0}, ¥yeC : o (y) =-
X
1 (x)

£ % *
YxecC® , YzeC" : o (zx ) =6 (2) p(x).
Cela résulte des identifications faites au chapitre 3 entre chaque

. cers s m
espace et son dual ; la forme £ est identifiée 3 un vecteur z de C,

et 1l'on a
Lo ) = tr((zx) ).
4°/ L'application définie sur‘prar

(23) vt aed v sup | |axl],

xeE

définit une semi-norme. Le noyau de cette semi-norme est égal 2

M Ker %
x€eE
d'aprés (8). Ainsi, il s'agira d'une norme si Ker X est fermé, quel
que soit x dans E.
L'application v est définie sur un espace Jﬁ, contenant Jf; tout élément

A decﬂi vérifie nécessairement
(24) Yxekb : (A+HaKer % # 0,

cela d'aprés (8).

SurJf, la topologie définie par v est moins fine que la topologie initiale
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3 cause de 1'inégalité évidente :

@) e dls [IMl 2 sup x|
xeE
On sait d'ailleurs que si (ﬂﬁ][ 1) et (Jﬁv) sont des espaces de

Banach, ils définissent nécessairement le méme espace topologique

(normes équivalentes).

L'espace & (E,F) est tel qu'il y a égalité entre Il . || et v. De plus,
tout espace de'applications lindaires vérifiant (19) est tel que ﬂa
est égal E«ZYE,F). Ces deux faits sont conséquences de la Proposition

3 ().

Plus généralement, d'au.res espaces vaérifient 1'égalité entre

[| . ] et v, c'est-a-dire

(26) wed: || = sup ||ux] ] -

xeE

Un exemple en est donné par les espaces de matrices munisi d'une "norme
[

de rang 1" (Cf. 3.3.3. Proposition 3). }

5°/ Une famille particuliére d'espaces vérifiant (19) est constituée
par les espaces d'applications linfaires continues de norme supérieure
ou égale a celle de5Z?E,F), avec égalité sur l'ensemble des applica-

tions de rang |

| | ax] |
(27) waed: ||al] > sup ——
wer 1%l

(28) YyeF, Yer' : |lye || = ||yll [&]].

On a en effet, d'aprés (27)
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Iyl
| 1| |

et 1'inégalité inverse s'obtient en limitant les perturbations & 1'en-

Hyll, 2

semble des applications du type y ® L.

Par exemple, les espaces d'opérateurs compacts sur un espace de Hilbert
définis par une norme de type Von Neumann vérifient (19) (en particu-

lier la classe d'Hilbert-Schmidt). (Cf. 4.1.5).
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5.3 -~ EXPRESSION DES CRITERES D'ACCEPTABILITE.

5.3.1 - Remarques générales.

Le critére énoncé en 5.1. (3), (4) s'écrit, compte tenu de la définition
5.2. (2)
(D e(x) = [lP(t)!IX < g.

Ainsi, pour un espace normé de perturbations gbquelconque, X est
e-acceptable si le "résidu" P(x) est, en norme (ou semi-norme) ]l . I‘x’
inférieur 3 .

Dans le cas particulier ol E, et E, sont des espaces normés, etod

1
1'espace de perturbations gjest tel que la relation 5.2.(16) est

vérifiée, alors le critére prend la forme plus explicite
RRACON
(2) e(x) = — < €.

x|

Le critére se raméne ainsi 3 la considération du '"résidu relatif". On

peut remarquer que ce critére est adopté implicitement 1oésqu'on utilise
4

un "test relatif" lors de la résolution d'un probléme pariune méthode

itérative. En effet, le probléme a la forme
P(x) = x - F(x) =0,
et est résolu par l'itération

xk+1 = F(Xk)'

Le "test relatif"

1y ]
[ 1]

< €
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est équivalent a e(xk) < g, & cause des égalités

ka+]-XkH ! F(x )-x I|P(Xk)l]

il |

-—
— —_ .

AR REMY =l

Toute solution généralisée X de P(x) = 0, au sens de 5.1 (5), doit

vérifier

B 1pel, =il

er1

qui s'écrit, dans le cas particulier de 5.2.(16)

lra)ll  lieel]

min

el e oy 11311
Exemple. Reprenons 1'espace de perturbations polyndmiales sur R

(exemple 2 de 5.2.2). Pour 1l'équation P(x) = 0, le critére correspon-—

dant s'écrit
Y(X)-IP(X)! < g,

qui s'explicite sous deux formes suivant que X appartient, ou non, au

segment [a,bj :
xe[a,b] i P < e
xgla,b] : [P <e. [T (—).

L'espace des perturbations et la norme choisie font jouer au segment
[a,b] un role privilégié&. Avec ce méme espace, on peut aussi évaluer
les solutions généralisées d'une équation P(x) = 0, par exemple

polynomiale.



- 191 -

5.3.2 - Problémes et parturbations linéaires.

Tout probléme linéaire de la forme
(4) r(x) (= Ax - b =20

est défini par un couple (A,b), ol A est un &lément de l'espace L(E,F)

des applications linéaires de E dans F, et b un &lément de 1'espace F.

Si 1'on considére des perturbations quelconques du probléme (4), les
critéres correspondants sont les critéres géndraux obtenus précédemment
(de type (1) ou (2) suivant les propriétés des espaces 62 E, F).

o n
Nous nous limitons ici 3 des perturbations linéaires, ce qul permet

d'étudier un certain nombre de questions de fagon plus précise.

N |\.’_ " o
Tout espace de perturbations linéaires est de la forme J= Jf><7ﬁ
ol ert 9rsont des sous-espaces de L(E,F) et de F respectivement. Un tel
espace est isomorphe & un sous—espace de L(E x K,F), ot K est le corps

des réels ou des complexes.

Considérons successivement deux cas particuliers puis le cas général :

1°/ cas P= {0} = F.

On consid@re ici que la perturbation sur A est nulle (A = 0) ; seule
la perturbation éb est non nulle (6beﬁr). A la condition que Ax - b
appartienne i 3r(ce qui est toujours le cas si Fest ggal a F), on a

simplement
(5) e(x) = |||

ol la norme est celle de ?ﬁ Dans ce cas, le critére consiste d considérer

le résidu.



2°/ Cas 63= fo {0}.

Ici c'est la perturbation 8b qui est réduite & 0. La norme de Jfgonduit

a

inf {||6A}] : 6A.x = b - Ax},

fl

e(x)

ce qui s'écrit

(6) e(x) = [lrx)|], -

Si les espaces E,F sont normés et que J{vérifie (19), on a
eGoll
[l

(7) x ek {0} = e(x) =

On considdre donc dans ce cas le "résidu relatif".

L'espace de perturbations Jf=°Z?E,F) conduit & ce cas.

3°/ Cas général.

Chaque couple (8A, 6b) définit une application linéaire de . E x K dans

F

(8) (6A,8b) : (x,8)€E x K SA.x - £beF.

L'espace de ces perturbations &tant normé, 1l'expression de e(x) est
e(x) = inf{]] (6A,6b)|| 5 SA.x-8b = b-Ax} ,

et s'écrit, compte tenu de (8)

(%) e(x) = I[b-Axli(x’l).

Si les espaces E x K et F sont normés et que 1l'espace de perturbations

vérifie (19) (en remplagant E par E x K), e(x) prend la forme plus
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explicite
o]

(10) e(x) = —— -
RECRDY

. . .t DEPDUR = 2 . f
Cela est vrai en particulier si , E, F vérifientY(19) et si x F,
espace des perturbations, est normé par 8(||sall, l1sb]]) ; il faut

alors poser :

a0l = e*dIxl] b

* . ) . P -
(86" : jauge duale) pour que (10) soit vérifié. C'est une conséquence du

résultat suivant

PROPOSITION 4. Soient E et F deux espaces vectoriels noames et qu.n

espace noamé d'applications Unéaires de E dans F verigiant

1]

(11) ¥xcE-{0},¥yeF : inf {||M|] ; Mx = y} =

rdecf |IX|I

Atons, quelle que s0it ta jauge 6 définie sur R, La propridte suivante

i
H

est venigfdee : i

(12) V-(X,E)EE x C = {030}’
| Iyl
inf{6(||MI[,l|ml|) ; Mx + Em = y} = — .
o SIS
meF

DEMONSTRATION. La valeur de 1'inf de (12) ne dépend évidemment que du

module de £ ; aussi supposerons-nous que § est réel positif ou nul.

Nous supposons § et x non nuls tout d'abord.

En tenant compte de (11) et de la monotonie de 8 dans R2+, le probléeme

(12) peut s'écrire :
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| |y-£m] |
(13) inf 6 (——— , |Im[]).

meF X

La définition de la jauge duale 8" et 1'inégalité triangulaire condui-

sent aux inégalités :

| |y=gm| | |ly-gm|| + |gn]| Iy 1

8 (—mmm—— , m{l ) > > .

Bl " (| 1x]],8) BENUETES

Pour montrer que (12) est inférieur ou égal 4 1'expression de droite,
. . - -1
limitons 1'inf 3 1'ensemble des m du segment [O,& ]y ; on a donc succes=

sivement :

1-AE

inf 6(wm) < [lyl] inf B ( sA)

meF re[0,67"] [ =] |

][y]] inf {6(a,B) ; a’lx[l + BE = 1}
a>0

g>0

[yl
0" (||x] 1.0

Ainsi (12) est démontré pour £x # 0. Pour les deux couples (0,f # 0)

et (x # 0, 0), 1'inf prend les valeurs respectives évidentes :

[yl [yl

8(0,1) et
€l [l

qui vérifient bien (12), puisque pour toute jauge 6 on a :

8(1,0) 87(1,0) = 6(0,1)8"(0,1) = 1.,

I
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Remarques et exemples.

1°/ La proposition précédente généralise ce que nous avions établi dans

[35] ; le critére s'exprime de la méme maniére qu'en (10)
(14) ey || <e . e (lxl],D .

La forme d'un tel critdrs est assez attrayante, car on est conduit,
approximativement, 3 considérer le "résidu relatif" si |1x|| est grand

devant | et le "résidu absolu" si ||x|| est petit.

2°/ Dans les travaux [40}, [43], le critére d'acceptabilité adopté

dépend de deux seuils e, et €, ; x est dit acceptable s'il existe un

1 2
couple (8A, 6b) vérifiant

(15) m+5mx=b+5b,|NM[<EI,H%H<52

Les deux derniéres conditions sont équivalentes a la suivante

[lsal|  |]eb]]
max { R } <

£ €2

Ainsi, le probléme rentre dans le cadre de la propositién en choisissant

!
i
j

la jauge & ainsi définie

5 5
6 @ (El, 52)"’ max (—_ ’ '—)

&1 %2

Sous 1'hypothése (11), une C.N.S. d'existence d'un couple (6A, 8b)

vérifiant (15) s'écrit
Go) el < e llxll + <y,

du fait de 1'égalité 6*({gxll y 1) = e)llx|| + €, . On retrouve ainsi

le résultat établi dans [43] dans le cadre des espaces de dimension finie
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pour des normes particuliéres.
3°/ Dans [20], [11], un critére a été établi dans le cadre suivant

E =F =H espace de Hilbert

Jf: classe de Hilbert-Schmidt (Cf. 4.1.5)
2 2,1/2

[1csa,o) ]| = (laall® « [lov] B

Comme vaérifie (11) et que la norme de la perturbation est du type

a(]lsal]|, ||sb]]), 6 étant la norme euclidienne, le critére se déduit

directement de (14)

(18) r(x) < e(]]x]]% + 1’2

Si 1'on conserve la méme jauge 6, il existe bien d'autres espaces de
perturbations qui conduisent au méme critére (18) ; c'est par exemple
le cas des classes ZZ d'opérateurs compacts (Cf. 4.1.5), avec la

classe maximale Z:==ZXH). Cela résulte du fait que tous ces espaces

vérifient (11).

5.3.3 -~ Problémes de valeurs propres.

On peut appliquer la méthode des perturbations pour construire des

critéres d'acceptabilité d'une valeur ou d'un vecteur propre.

Un couple (A,x)@ K x (E-{0}) sera dit acceptable pour 1l'opérateur A
sur E s'il est couple propre pour un opérateur suffisamment voisin.
Si erst un espace normé de perturbations, le critére sera fondé sur

la fonction :

(19) e(A,x) = inf {]]6A]] ; (A + 6A)x = Ax}

GAGJf
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qui peut s'écrire, d'aprés 5.2. (2)
(20) e(h,x) = |lax - ax|[| .

Si E est un espace normé et que ert E vérifient (11), on a la forme

plus explicite :
lle—Axll
=l

Pour construire des critdres concernant uniquement une valeur A, ou

(21) e(h,x) =

uniquement un vecteur X, on pourra utiliser les fonctions

(22) e(}) = inf e(},x),
x#0

(23) e(x) = inf e(A,x)
reC

Ainsi, sous 1l'hypothése (21), A sera une valeur propre c—acceptable

si l'on a :
] a-a1)x| |

(24) inf ——
x|

x#0

<g,

et x # 0 sera un vecteur e-acceptable si 1l'on a :

| |ax-rx||  d(ax,[x])
(25) inf = < g,
ee  xll x|

ot d(Ax, [x]) désigne la distance de Ax a la "droite'" engendrée par X.
Le critére (25) ne dépend évidemment que de la direction de x.
Si 1'espace E est un espace de Hilbert réel, le premier membre de (25)

est égal a
ax] |

REYS
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si (x,Ax) est nul, et a

| (x,4%)]| A\
—— 8 (x,Ax)
x|

si (x,Ax) est non nul. Ainsi, pour un opérateur positif A, le critére
consiste 3 considérer le produit du quotient de Rayleigh par la

tangente de 1l'angle entre x et AX.

Dans le cas oll A est une matrice hermitique et X un réel, (24) implique

1'inégalité
min| % —k.l < €,
i

i

si les Ai sont les valeurs propres exactes de A.

Remarques.

1°/ Le critére (24) a été établi dans []1] sous une forme moins expli-

cite, 3 partir de la norme H2 sur l'espace J[(n) des matrices.
2°/ La fonction

e(r) = inf ||Ax - ax||
x#0

est exactement 1'expression de la distance de A & l'ensemble

des opérateurs admettant A comme valeur propre ; de méme

e(x) = inf ||Ax - Ax[]x

r€C

est la distance de A i 1'ensemble des opérateurs admettant x # 0 comme
vecteur propre. Ces deux distances s'entendent au sens de 'distance

suivant les directions appartenant A 1'espace dees perturbations'.



- 188 -

3°/ On peut également &tablir des critéres pour les problémes de valeurs
propres du type Ax = ABx. Il faut pour cela considérer un espace normé

de perturbations (8A,8B).
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5.4 - SOLUTION GENERALISEE D'UN PROBLEME LINEAIRE.

5.4.1 - Résultats généraux.

Nous nous intéressons aux solutions généralisées d'un probléme linéaire,
«u sens de 5.1.(5), en nous limitant aux trois expressions de e(x) données
par 5.3.(5), (7) et (10). Nous adoptons, dans ces trois cas, les nota-

tions suivantes

(1) o = inf ||Ax-b}]|
xekE
| 1ax-b] |
(2) p, = inf —m—

’ x|
xeE - {0} X

[ lax-b]|

(3) o = inf — —
° ARCHIY

xeE

Nous admettons que le probléme Ax = b n'a pas de solutién. Dans chacun
des cas précédents, il existera une solution généralisée du probléme

s: et seulement si 1'inf est atteint pour un xeE.

Le probléme n'ayant pas de solution (bgIm A), la valeur p ne peut &tre
0 que si b est adhérent 3 Im A dans F, ce qui est exclu si Im A est
fermé. Remarquons que si A n'est pas injectif, oy et p, sont nuls ;

]

1l n'y a donc pas de solution généralisée dans ce cas. Le fait que o,

et p, sont nuls est une conséquence des inégalités :
] q g

1511 bl ]
< ) ps :
sup |[x|] ° " swp [, 1]
xeKer A x&Ker A

Les trois valeurs p, o, et e, peuvent €tre interprétées en termes de
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distances entre certains ensembles :

PROPOSITION 5.

(4) La valeur p est &gale a La distance de b & Im A dans F.

(i) La valeun o, est égale a La distance dans F de La droite engendrée

parn b et de £'image par A de La sphere-unité de E.

(Lid) La valeun o, est égale a La distance dans L(E x C,F) de £'appli-
cation (A,=b) : (x,£)r» Ax-Eb & £'ensemble des applications non injec-
ives,

DEMONSTRATION.

(1) est évident.

(ii) se résume en 1'égalité :
(4) p; = inf inf |[|Au - ab|| ,
aeC

u
[l =1

qui est une conséquence des égalités :

X ]
p, = inf |[A - bl |
PR TETIRNTY
= inf inf ||Au-abl],
u a-0
Iul =1

et du fait que dans (4), 1'inf ne dépend que du module de a.

(iii) résulte de 1'égalité

| |Ax-¢b] | | | Ax-£b] |
inf ——eme—— = inf —m8 —
x,ygexc O b o]

E#0
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due 3 la continuité par rapport a £ du rapport. On peut donc limiter
1'inf 3£ = 1, d'ot
|1 (a,-0)x] ]

(5) o = inf

° XeExC I]X[[

et, d'aprés 4.3.(4), c'est bien la distance aux applications non injec-

tives.

A4

Si 1'on admet l'existence de solutions généralisées x, X, et X, pour
lesquelles les valeurs p, o et oy sont respectivement atteintes, on
peut établir les inégalités suivantes qui résultent des définitions

(1, (), (3)

(6) =[] < o/o) < Hx 1l

(7) DI <elo) s T, D
RECHS N [ x D

(8) ———— <o, lpy 2 .
%, 1] IERE

Les deux solutions x et x, sont toujours comparables en norme :
9 xl] < sl s

c'est une conséquence directe des définitions ou de (6).

Si les normes sur E x C et E sont telles que || (x,1)|] et ||x]]|/]}|(x,1)]"
sont fonctions croissantes de ||x|| , on déduit de (7), (8), (9) les

inégalités :

(10) [l Tt < T H
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REMARQUE.
Ces inégalités sont vérifiées dans le cas ol E x C est normé par
e(||x||,1), puisque 6(|1x]],1) est fonction croissante de [1x|| et

o(|{x}],1 !
—_—— =0

%] " x|

est fonction décroissante de ||x||, & cause de la monotonie de la

)
jauge 8.

i

5.4.2 - Solutions généralisées dans le cas hilbertien.

Lorsque E et F sont des espaces de Hilbert, E x C €tant muni de la

2
1/ ),

, ou

structure d'espace-produit (norme : (x,£) -~ (ilx]lz + 15'2)
on peut donner des expressions plus analytiques pour o, Por Py

X, xo, x, lorsqu'elles existent. Les calculs sont fondés sur les opé-

1
rateurs A*A , et (A,-b)*(A,—b) de Z(E) et RRE x C) respectivement.

Nous limitons les présentations des divers résultats a des espaces de

n , F = c™. on supposera le probleme sans

dimension finie : E = C
solution (b ¢ Im A) et A injective, ce qui implique nécessairement la

relation m > n. Les valeurs singuliéres de A seront notées

(1) 0<o,<0,< ...<0

5.4.2.1 - Calcul de o , x .
o’-=o

D'aprés (5), o, est égal 3 la plus petite valeur singuliére de (A,-b).
2 . .
Donc o, est la plus petite valeur propre de la matrice (A,—b)*(A,-b)

que nous notons H(A,b)
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Afa A%
(12) H(A,b) = e M.
54 b'b

* . 3
L.es valeurs propres de A A séparent celles de H(a,b) ; en particulier,

on a

Le seul cas ofi il n'existe pas de solution généralisée est celui ol s

est égal a o, et oi le sous—espace propre de H(a,b) relatif a 012 est

contenu dans C" x {0}.

51 1'on exclut ce cas, H(A,b) admet un vecteur propre (xo,l) relatif

2 ..
a oo ; cela s'écrit

¥
A (Ax -b) =p 2x
o o o
(13)
* 2
b (b Axo) = po
S1 o, est différent de Tys 1'unique solution généralisée est donnée par
* 2_..-1 =
( = _
(14) X (AA o, I) " A b,
Si po est égal i Tys la solution X n'est déterminée que modulo le noyau
*
de (A A - 0121).
5.4.2,2 - Calcul de p,, x..

--------------------- 12-%

Dans le cas hilbertien, l'expression (4) devient

bb"

(15) p, = inf J|(I - T]ngEOAUII

u

[Tl f=1
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puisque

bb

6] |

est 1'opérateur de projection sur la droite engendrée par b. Comme

bb

I_.____
| 1b] ]2

est aussi une projection orthogonale, on a :

(16) inf [|Au]] = o

1 -
u

[ulf=1

[N «» SRS
A

Pour u fixé dans l'expression (4), le minimum de||Au-au|| est réalisé

par la valeur

Qan a(u) = ——.
2
|16]]

D'aprés (15), o, est la plus petite valeur singuliére de

bb*

(I - ——)A
o] |

2 .
o est donc la plus petite valeur propre de

bb*
*

A (I - ——)A .
2
[ 1o]]

Si u, est un vecteur propre normé, le vecteur X, correspondant vérifie
*
b Aul

(18) 1.1] =mx]

On ne peut donc déterminer x, si le sous—espace propre correspondant 3

1
2 - . ..
P,  est orthogonal a A% (ce cas correspond 3 1'égalité de 6, et cl).

Si p, est différent de 9, (ol < ol), alors 1l'unique solution x, est

1 1
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dounée par

-1
(19) x, = (A"A - 0121> A%

Cette expression s'obtient, en utilisant (18) et 1'&quation en u,

Sous les hypothéses indiquées, les solutions x et x, sont données ana-

lytiquement par (14) et (19). La solution x, est &videmment donnée par

* =1 %
(20) x = a7
c'ost bien 1'expression de la solution du probléme de moindres carrés

pour A injectif.

Ainsi, les trois types de solution généralisée ont la méme forme

(21) x(t) = (a%a-t1) 1A%

N _ 2 _ 2
avec x = x(0) , X, = x(pO ) et X, = x(p1 )

D'zprés (8) et les hypothéses faites, on a les relations suivantes
(22) 0<p Py <0

2
Pourt:&];olz, 9, [ , x(t) admet le développement
k % -~k
x(t) = ()t (A A) Dx
k=0
. . 2 . . 2
La fonction ]Ix(t)[| est fonction croissante de t dans ]—w, 9, [ s

puisque la dérivée peut s'écrire
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al|xe)||? ;

= 2t*aa*a - t1) A%,

dt

C'est une autre manidre d'établir les inégalités (10), valables dans
un cadre un peu plus général.
Il est intéressant de résumer parallélement les &quations vérifiées

par les résidus des trois types de solution

A¥(Ax-b) = 0, b¥(b-Ax) = ,
é * 2 % 2
(23) g A (Axo-b) =0, %, b (b—AXO) = o,
t
’ A*(Axl-b) = plzx] , b*(b—Ax]) =0

L. . * . - .
On peut montrer, par dérivation, que b (b-Ax(t)) est fonction décrois-
sante de t et que IIb-Ax(t)[| est fonction croissante de t dans
2 .
[0,01 [ ; 1l'angle entre b et b-Ax(t) est donc croissant avec t.

En utilisant les expressions de x, X,y X il est facile de compléter

]’
les inégalités (6) & (8) par les suivantes

o 2 lx x| o ?
02: o i 02 ,
o 27 Ix Il o,
2 2
o, llx;~xll o,
3 < < ) d
o Hx, ] o
n i 1

Remarques.

. DU PP . s o
1°/ Si A vérifie 1'égalité A A = I, alors si 04 est inférieur 3 1, les
diverses solutions se réduisent &
I *
x(t) = — AD
1-t

B 2 2
avec t = 0, Po et D]
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2°/ On sait qu'en général le systéme aux moindres carrés, de solution x,
est mal conditionné ; dans ce cas, les systémes donnant X et %y ont

un conditionnement encore plus mauvais, du fait de 1'implication

01<0nett>0=> 5 5

3°/ Les problémes de minimisation que nous avons considérés pour obtenir
X, et X, n'ont, semble—-t-il, jamais &té étudiés. Seuls des problémes

volsins se trouvent par exemple dans [15], [31], [421 et [45].

S.4.% - Exemple : approximation dans un espace de Hilbert.

Soit H un espace de Hilbert et G un sous-espace vectoriel fermé

dans H.

L'approximation de fgH (f ¢G) par un élément de G peut €tre consi-
dérée comme la recherche g'une solution généralisée au probléme (sans

solution)
(24) ueG avec u = f

Si G est muni de la structure d'espace de Hilbert induite par H, le
probléme s'écrit iu = f, avec 1 EG\C(G,H) injection de G dans H. En se
plagant dans le cadre défini au début de 5.4.2, les trois types de solu-

tions, quand elles existent, correspondent aux problémes suivants

(25) min l[f—g[| ,
get
o f-el]
(26) min — ——
|1 £-gl]
(27) min

o C*llel1D'?
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Le probléme (25) correspond 4 1'approximation au sens classique, et
a toujours une solution urique Pf, ol P est la projection orthogonale

de H sur G.

L'adjointe de 1'injection i est précisément la projection P, et i

e L ae . K, - . .
vérifie 1'égalité 1 i = IG. D'aprés 5.4.2, les trois solutions

g = Pf, g, et g, sont proportionnelles quand elles existent.

Si Pf est différent de 0, les solutionms g, et g, existent et sont uniques.
Si Pf #st égal 3 0 (f orthogonal 3 G), la solution g, n 'existe pas et la
soluthn g, n'existe que s. Ilfll est égal a 1, auquel cas 1'ensemble

des solutions g, est égal i G.

Le schéma suivant représente, dans le plan engendré par f et Pf, la

position des trois solutions

0 Pf g gl

Les points Pf et g, ont une position bien caractérisée géométriquement,

la solution g, appartient au segment [Pf, gO] , et est donnée par

ol 002 est la plus petite racine de 1'équation en t
2 2 2
Qe e+ [1E[7 - [[p£]]% = 0,

c'est-a~dire
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el 1212 (gl | 2= s Lpg] | %)

© 2

La solution g, est donnée par

1le||2_
€] |2

1

g = 2
l-p1

2
Pf , avec py = 1 -

Remarque.
. b . .. - . . on
5i G est dejdimension finle n, les problémes sont ramenés & R~ en

choisissant' par exemple une base (g,,«-«,8_) orthonormée.
P P g, g4

S1 (g],...,gn,...) est une base orthonormée de G de dimension infinie,
on sait que la limite de la projection de f sur [gl,...,gn]'lorsque
n croit est égale a f. Il en est de méme pour les deux autres types

d'approximation, du fait de 1'implication

1im (Pf)n = f = lim (ol)n = lim (po)n =0
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DEUXIEME PARTIE

CHAPITRE 6

SUR L'EQUIVALENCE ENTRE

SEMI~-NORME ET OSCILLATION






- 218 -

6-0 = INTRODUCTION

'

Dans un travail précédent, nous avons obtenu des résultats de localisation de
valeurs propres en utilisant des semi-normes [15] ; en narticulier, pour la
semi-noruc de ¢ » X ™ max |xi-xJ| , les résultats étaient analogues a ceux
obtenus par Deutsch {bj‘ﬁéur des opérateurs positifs cn considérant certaines
sections de cdnes. Ces derniers résultats ont &té complétés et réexprimés en
utilisant la notion d'oscillation dans un espace ordonné (Bauer, Deutsch,
Stoer [2])u Bauer [i] avait €tudid cette notion pour donner des démonstrations
algébriques de travaux de‘ﬁofp [40] et Birkhoff [ﬁ], dont Ostfowski [?g avait
fait une intéressante présentation. |

Dans cc travail, nous nous intéressons a 1‘étude détaillée de la notion
d'oscillation (tendue 3 un espace préordonné (§ 3) et montronséque toute semi-
norme est une oscillation relative 3 certains éléments, expliqﬁant alnsi les
résultats de localisation communs aux travaux [45]) et [ﬁj, [21, que nous

résumons auparavant.

6-0-1 - LOCALISATION DE VALEURS PROPRES A PARTIR D'UNE SEMI-NORME [45].

Un espace vectoricl E &tant munie d'une semi-norme qg les opérateurs 1liné-
alires bornés sont ccux qui laissent le noyau(f’dé %‘invariant. On peut munir

1'espace dc ces oplrateurs de la semi-norme :



»
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.'..‘..‘;".‘- '::'

e

Llr.'(A) -

AeL(B) »s Csup{ (UAX) (XD = T}
X

dont le noyau est {M ; Im(M) C cl'}.

. Ces oplrateurs constituent unc algbre, avec : S‘F(AB) < SRS, (B).
. i - —_— Il {

E
' ! . . - .
Pour la localisation des valeurs propres,- on obticnt les résultats suivants:

#

I

1) Si A(or)clgfr, alers || 5_5({(A) pour 1l'ensemble des valeurs propres

de A dont le sous-espacc propre n'est pas inclus dansg{S,

2) Si A est quelconque, alors, pour toute bijection T telle que T
soit sous-espace invariant.de A : lkl.§ S(P(TflAT).pour toute valecur
propre dont le sous-espace propre n'est pas inclus dans T( ),

' i n . W o
Dans le cas de €. runi de, ia semi-norme : x w max]xi—x.!,

- - s i
ces résultats s'Gerivent, avec e = (f,1,...,1) : »J

1') A Ctant unc matrice corplexe telle que Ac = se | les valcurs propres

. admettant un vect2ur propre autre qus ¢ satisfont

n

Ry < K.max §' laik-ajkl’
1,4 K=

avec on génlral k = 1//3 , et k = 1/2 pour A rdclle par exemple.

2') A Ctant une matrice admettant un vecteur propre u , avec Wi : u; £ 0,

les valeurs »ropres ayantun. vecteur propre autre que u satisfont

n a. a,

'Al < Kmax . L IU (_”i -._J.E)l
_ .. k u. U,
,J k=t J
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&-0-2 = LOCALISATION A PARTIR DE L'OSCILLATION POUR DES OPERATEURS POSITIFS EZl

E Ztant un espace réel ordcnnd par un cdne C, on considérc les opérateurs
nositifs (AC C C) et continus pour une topologic d'e.l.c.., On définit.. 1'os~
cillation par rapport 2 un vecteur p de C (cf. § 3 pour la définition), et on

1'Gtend 3 la complexion V de E @
. - 16
z = x+iy € £ ® IE wosclz/p) = sup osc(Rele "2)/p).
6
On a alcrs le résultat

~ Tcut opérateur A linéaire, pnsitif et continu admet un vecteur propre

[+]
p eC, avec #p = m(A).p , et pour A # m(A) , on.a :

[M] < #(A) = sup {osc(Ax/p) ; osc(x/p) < I} _<_1r(/\5Q
x .

Pour £ = R™ avee C = {x ; X

2') de 0.1, mais sculement pour des matrices positives.

>0, ¥i} et p=(l,I,...,1), on retrouve



6-1 - REMARQUES PRELIMINAIRES (fermeturc algébrique ...).

Dans un espace vectoriel réel £, nous considérons des segments de droite

du tyoe [?,y[ ) [x,y] définis ainsi :

(1-a)x+ay, o « [0,i[}

byl = ug E:u-=
(.n ,
' [%,y] ={ue E :u= (l-a)x+ay, a € [0,1]},
en remarquant que :

"(1.2) [x,x[ = [x,x] = {x}.

: s Gl
A un enscmble C de E, nous associerons son cnveloppe algébrique C° et son

noyau algébrique C' [12) ainsi définis

®={ue €; Ixec: [xu[cc)

@]
"

(1.3)

(1.4) cl={ueE; ¥e s, Jaly) > 0: ualy)[0,y-u] € C}

qui satisfont les inciusions

(1.5) c'cccc®,

conséquences des définitions et de (1.2).

PO i P P -
Les éléments de C' sont dits points inté@rieurs algébriques ct peuvent etre

caractérisés de manidre &quivalcente par

(1.6) c' = {ue E; C-u sbsorbant}.



Un ens-mble est dit alg3briquement ouvert ou fermé, si c' =couc?=c,

33 _ Plorsque E n'est pas de dimension finie.

On nfa pas en général 1'dgalité C
Dans tout espace vectoriel topologique, la frontiére algébrique Ca—CI

est inclus: dans la frontidre topologique.

o a .
- S1 C est un enscmble convexe , C~ et C° sont convexes ; de plus C posséde

. . [- S ii
une formeture algdbrique C et 1l'on a C - ci,

i

- Si C est convexe, avec 0¢ C (# @) , et si 1'on note g sa fonctionnelle

de Minkowsli :

(1.7) x w q(x) = Inf {a >0; xe¢ aC}, on a
(1.8) ct - {x; alx) <1}
(1.9 C* = {x; qx) < 1} ;

dans un espace vectoriel topologique, C est d'intérieur non tvide si et
i = a
s, C =C

algébrique est évidemment &gale 3 la frontiére topologique.

seu.ement si q est continue, et alors C C s et la frontidre

- Si C est un cdne convexc, 11 en est de méme pour c® et C' (ce dernier
étaut en général non pointe) dans un espace vectoriel topologique, C est

ausyi un ¢dne convexe, et c' = C si Clest 4' ingéricur non vide.

- 84 C est une variété linéaire, on a évidemment Ca = C ( C algébriquement

fernd), et C' = p si C # E.



6 -11 - QUELQUES PROPRIETES DES ESPACES VECTORIELS PREORDONNES

6-11-1 - Rappels

Soit & un ocspace vectoriel récl muni d'une relation dec préordre (notée < )
compatible avec la structure d'espace vectoriel. Rappelons les axicmes corres—

pondants :

(rH=1- oo x <X

(Il;éﬁ . ¥x,y,z 1 x <yety<z=>x<2z
(l{-B) ¥X,Y,Z 1 X <y => X+Z < y+Z

(11-4) ¥x,y € E, ¥AeR" : x <y = Ax <}y,

On sait qu'il est &quivalent dec donner le cdne C des &léments positifs

(0 < x)

Ty :

X <y <=>y-Xx ¢ C, .
cet ensemble C satisfaisant :

(11-5) . .csCcC .
' (cone convexe)

(11-6) aC < C, ¥a >0,
Pour unc relation diordre, il faut ajouter 1'axiome :

x.§ yety <x=>x-=y,

équivalent i :

Ca=C = {0} (cdne propre).
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Le préordre définit une'relafion d'équivalence (égalité pour un ordre) :

(1.7 XNy <=>x <ycty <x <=>x-y€ CnC

qui pcrmet de passef i une relation d'ordre sur l'espace quotient E/O , si 1'on
note 0 = Ch-C 1la classe d'équivalence de 0, qui est un sous-espace (conséquence

de (II.3) et (I1.4)).

En notant :

S (11.8) DM[=N€E;§iufﬂ,
on remarque que O = [O,QH = Cn-C, et plus généralement
X = = (x+C) n (x-C).

[x.x1

l1-2 - Caractérisation des préordres archimédiens et des unltés

Un espace ordonné est dit archimédien [}] si
(1.9 wa < b, Vu_>_0=>ai0,
et presque archimédien [23] si
(i1.10) Ha < b, YuelR =>a =0,
Nous dirons qu'un préordre a ces propriétés sl elles sont satisfaites par
1'ordre sur l'espace quotient E/0 ; 1'axiome (II.9) peut &tre conservé sous la

méme forme,ct l'axiome (II.10) deit &tre écrit :

(11,10 bis)  pa <b, ¥YueR =>a € 0.



La propriété (I1.9) entralne &videmment (II.10 bis).
Pour simplifier, on marlers aussi de cOne archimédicn. On peut alors traduire

géométriquement los notions précédentes

- C archimédien : pour toute dewi-droite de C, la parailzlc menéc en 0

est encore dans C.

prasque archimédien : les scules droites de C sont les paralléles 3

Cn'o,‘.

oI O

Ces propriétés dépendont de la formeture algébrique de Cg; on a plus préci-

sément @

PROPOSITION 11-1

C est anchdmidien a4 ot souloment A'4L est aladdbriquoment fennt,
Celest-a-dine 54 CY = C. [2].

Damons thation :

On a les équivalences ¢

[0 >0 s xemye €] <> [wuz0: Ziec] <> [[x,y]c ]

donc :

archimédien <=> [[x,y[< C => y e C],

a

c®=c<>C’cc<=> [[ x,y[cC=>yec],

d’ol le risultat.



PROPOSITION T1-2

C oest presque archiniidien 54 ot sculement 84 ¢ -c% = Cy-C.
presq N

Démonsthation :
On a ¢

fep @ xepy € C] <=> [[x,y[c Cet [x,-y[ cC] ;
or C% % = {y ;HXI’XZ €C : [xl,y[C C et [xz,—y[c C}
mals, C étant convexe,on peut choisir un méme x pour y et -y
((I-ox +ay € C, X, € C => (_l—a)(x’+x2)+cty € C) ;

et donc :presque archimédien <=> Cg -c? ¢ CnC,

d'ol le résultat puisque c® .

4
#
i

Remarque : C?\ -C? et G\~C sont des sous-espaces;en général,fon a seulement

, a a 3}
Cn—c = LCﬂ‘C) - C(\‘ -C.

Notons enfin des propriitis liGes i C', en rappelant quc e (nécessairement

> 0) est dit Clément unité d'un pr3crdre si :
BRYiw ‘ > s - y < <
¥x € E,Hax_O ae <x<ae
-
c est-a—dire:[—e,e] est absorbant.

PROPISITION 11-3

L'ensenble des unités du préondre est Egal & c'.
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Démonstration :
[-e,e]l = (C-e) N (~C+e)
comme : C-e absorb.<=» e & ¢!

et C-e absorb.<=> (C-e) ~ (-C+e) absorb,

le résultat est démontré.

é
Corollaire 1143
E;

C' #8 =>C-C =E,

Démonstration
c' # 6 =>Te units, soit

¥x € E, Ja >0 : -ae < x <ae
et 1'on a :
_ x+ge an-x
== -5
L

XI_XZ avec X, et x2 eC

et donc ' E = C-C.
Exemples : ) s

Dans R" (n >2), 1'ordre lexicographique n'est pas presquc archimédien
a A . <
car Cp, <? = {x; x| = 0} et &y-C = {0}, par contre 1'ordre "composante i com-

n ).

-

A\ » - - o~ +
posante” est archimédien (conc : 0R )



-1 - 9§CILLAT10N RELATIVE A UN VECTEUR ‘DANS UN ESPACE PREORDONNE

- 6-11l=1 - Etude de certaines fonctionnelles

L'espace réel E étant préordonné (céne positif C), et p étant un &lément

quelcongue de E, considérons les applications :

(rt1=1 x t S(x/p)

0

inf (e IR ; x < ip}

1]

(fre-2y x + s(x/p) = sup {pe R ; w <x}

de E dans R =1IR u{—°°,+°°}. On adopte les conventions habitueclles

d'extension des opérations i R, ainsi que : inf(@) = =, sup(@) = -=,
Les propriétés suivantes résultent des définitions :

PROPOSITION T11-1

(1i1-3) ¥x : s({x) = =S(-x)
(1i1-4) ¥x, ¥Ya e)R+ . S(ox) = aS(x), slax) = as(x)
(111-5) ¥x, Yo € R @ S(x+op) = S(x)+a, six+ap) = s(x)+a
¥a € IR : {x ; S(x) f.u} = op~ c@ , {x 5 s(x) 3_a} = qap+ c®
< c! > c!
Démons:thation : ,
- (11I-3) : résulte de sup(A) = =inf(-A),

Z (III-4) : est conséquence de 1'axiome (II-4) de priordre et du fait que
S(0) = s(0) = 0.
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- (I1I-5) rédsulte de 1’axiome (II.3).
- (III-6) : {x ; S(x) > O} = {x ; S{x) > 1}-5
mais alors S{x) = inf {A 2.0 ; x e x(p-C)r}
= q(x,p~C) (fonctionnelle de linkowskl de p-C),
d'ol, d'aprds (I1.9)

{x ; S(x) <0} = -

é

et (II1-6) s'en déduit A 1'aide de (IIL.5).

. . - . = . i . .
De mfme pour les inépalitds strictes avec C', cn epplication de (I.R).

PROPOSITION T11-2

SipeCet £C,y-C, cna:
(1.7 ¥x 2S00 > s(x)
(111.8) ¥ae R : {x ; S(x) = 5(x) = a} = ap+(CH ~CT).

Démonsthation :

- 31 S > -= et

< © _ alors
AP ER ¢ wp < x <Ay => (\-ylp € C

et comme p € C, +4C, X-u >0 et donc S > s,

- 81 S =®:5>s dans tous les cas,
~ 818§ = ~ :j]x tq. ¥u @ x < up

ct donc Zk tq. Ap < x , c'est-a-dire 5 = -,

-Sts=®: Ixtq. ¥A : Op < x,

et comme pricédenment, cela entrafnc S =,



L¥incégalité (III.7) est donc démontréc.

Quant 3 (III.%), cest une conséquence de (III.6) et (IIL.7).

Remarque : .
(I1II1.3) et (III.7) entralnent : ¥x, S(x)+S(-x) > O et

s{x)+s{-x) < O.

Corollaire 11.2

PN -
SI C#E: Qﬂ C» = @
Démonstration :

¥po: {x; S<0<s} = CA -C

a3

d'aprds le proposition III.1l. Or, si C #-C, Jp tq. cet ensemble est vide 3

cause de (III.7), et si C = -C (sous-espace) alors c' =@ 1lorsque C # E.

PROPOSITION T11-3

On a S(x) > = et s(x) < , pour tout x, 84 et sculement 84
p & CR-CB. '

Démorsthation :
D'aprés (III.3), i1 suffit de considérer S.
or : {p; Ixtq. ¥ :x< )= qg -c® (Prop. 11.2),

ce qul ’-montre la proposition.
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PROPOSITION T11-4

. 1
by

S&p & CA-CT, alons S et -s sont sous-additives :
(.o ¥x,y ¢ E ¢ SIx+y) < S(x)+45(y)
(111.10) S(x+y) > s(x)+s(y)

Demons tration :
I1 suffit de montrer (II71,9). D'aprds la Prop. 1II.3, on ne peut avoir

d'indétermination i droite [w-® ou -w to), et s1 S(x) ou S(y) = o,

1'inégalité est vérifide.

5i S(x) ot S(y) sont finis

¥),;k2 PX < A'p: y <X

2P
=> x+y < (\|+A2)p et donc :

S(x+y) f_A|+A2, soit S(x+y)_: S(x)+5(y).

6-111-2 - Oscillation ; propridtés

Réfinition

On appclle oscillation do x par rapport 3 p l'application
(e x r osclx/p) = S(x/p) - s(x/p)

qui est définie si ¢ # C% -c® ot 3 valeurs dans'R+kJ {»} sipecC,;
clle satisfait :
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(HH i Yo ¢ R 1 oscla x) = |a] osc(x),
(111,13 ¥x,y ¢ £ 1 oscix+y) < csc(x)+oscly).
Le fait d'Ctre définie ost conséquence de la Proposition IIT.3.
Les propriétés résultent directement de (IIIL3), (IIX.4), (I11.9), (I11.10).

Eile est posivite d'aprés (III.7).

PROPOSITION T11.5

Sip e c! ,‘ alons p £ ¢ ¢®
et osc(./p)est une semi-noame de noyau N = Rp+CH -C”

et de boule unitt |[-p/2, p/2] ca * Ro.

Déomonstrnation :

p #CA~C' d'apras le corollaire 11,3
p e c' <=> C-p absorbant => S <wet s > -,

ce qui avec (ITI.12) et (III.13) montre que oSC est une semi-norme,
La composition du novau résultc de (III1.8). Pour la boule unité, on a succes-

sivement

¥e > 0 : (s-g)p < x < (S+elp

et, avec o = (S+s)/2
(7os§(x) -e)p < x-pp < (osg(x) se)o

wl

et osc(x} < | est équivalent

¥e > 0 : -p/2-ep < x=mp < p/2+gp
soit

x-pp=p/2 € -C"

x-pp+p/2 €C

et donc
x eRp+(p/2-C%) - (-p/2+C?).



Remar que :
dim(N) = dim(C ~C)+1,

PROPOSITION T11-6

SipeC etc=C" (archimédion) alors on a :

E
!
|
F

S(x/p) = min {} ; x < Apl
s(x/p) = max {y : wp < x}
osc{x/p) = min {) ; x f_kp}—max {u; up < x};

Remarques ot exemples

(1) La semi-norme osc ect identiquement nulle si et seulement si C?\-Ca
est un hyperplan. En effct, avec p #C” -C? on a N = E.

: . n
C'cst le cas pour 1'ordre lexicographique dans R .

n N
(2) Pour 1'ordre de R "composante 3 composante" et D o= (pl,...,pn)
y N
avec ¥j : p. >0 (n 2 C'), on a
J
X, X\
osc(x/p) = max —L - min — .
i Pk Pk
(3) §1 osc  se déduit 1o maridre unique de la donnée de C ot 5, la réci-
proque n'est éviderment pas vraie.
5i 17on fixe par exemple p, tous les cdnes tels que

n/2,0/2 5 *Rp = B (boule de c¢sc ) convicnnent.
. o) ca :
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G -1y ~ CORRTSPONDANCE EWTRE SEMI-NORMES ET OSCILLATIONS

&-1V-1 - Oscitlation npar ranport 3 un sous-ensomble dans un espace vectoriel

G- 1V=1-1 = UOf]

$i f est une application d’un ensemble E dans un espace métrique F,
son oscillation relative 3 un sous—ensemble A de E ost habituellement définie

par [7]
(v osc(f ; N) = cdiam (f(A)),
ol diam désigne lo diamétre.

C’est une application de FE dans R* U (e}
Dans le cas particulier d'unc application linéaire f d'un espace

vectorinl [ dans un espace normé F 1'oscillation devient :

(1V.2) osc(f ; A) = sup  JfOO-f(y| = sup [ .
X,y <A ue A-A
On peut ainsi Aéfinir unc oscillation sur un espace vectoriel E, rela-
tivement & un ensemble !4 du dual Ey, en considérant l'oscillation, au sens (IV-2),

de 1'é&lémeat correspondant du bidual :

péflinition

siMcCES , 1'oscillation relative 3 M est définic dans E par :

(1v.3) x € E = osc{x ; M) =sup |o(x)].
2 & M-M



Remarque :
L'ensemble M-y est symétrique ot contient 0. mais tout cnscablo ayant
ces propriétés n'oge ras nécessairerent de cette forme remarquons de

plus que 'application M M-M n'est pas injective.

Dans la dualite (E,Ex) » - 110US noterons S° le polaire (absolu sauf indi-
, . Lo . . X .
cation contrairc), et § 1%or thogonal d'un ensemble S de £ ou EX, Résunicns

quelques propridcés résultant de ces définitions.

+ . S e
¥S : .S st un sous-espace vectoricel; S est convexe equilibré,

X L . . . .
STC S% o ST = 5% 5 S st un cone, et en particulier un
scus-cspace,

SC U =>8°Dy° ot st~y
ST geo DS
S sous-espace du [ o=> §LL. S
S ensemble fini do £X -> 5" est e nlus petit SouUs=usonace vecteriel
contenant S,

*
S§1 Sc €, 1'application Wo définie par

un 2060 |

X P wx) =g
S
Qar

2
¥

- - 3 +
est du type semi-norme crivralisée (valeurs dans R {=}), et 1'on a:
yp 8 / 7

1

(1v.4) {x ; wS(x) = 0} = g*

"

(1v.5) : {x; \-:S(x) < 1} s°,



pour osc{x ; M), S =M-Met 1'on a :

T (1v-6) Mb ()
(1y-7) M S0 => (MM = M©
(1V-8) Lve o (mamye | 2m0° o (M-m)©°

i
((AV.7) résulte de (IV.6) et de ¢ M 2 0 => M M-M),

6 -1V=2 - Compzraison des deux types dloscillations.

On considére l'espace E réel dans ce qui suit.

9 x . ”~ (3 - )
A l'ensemble M de E, associons le cOne de E ainsi défini :

(1V.9) C

M= {x € E; &(x) >0, ¥L = M},

PROPOSITION TV, 1

Le cone convexe Cy a £26 propittds suivantes

. YRR
(V. 19) Cy O ~Cyy = M
a _ -
(Iv.t1) CM = CM {(archimédicn)
(1V.12) c& = {x; inf 2(x) >0} siM#{0}.

LEM
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Domonstration
(1V.10) est évident.

(IV.11) &quivaut 3 : (Yo & [0,1] : U=de(x)+agly) > 0, ¥g & M)
=> 2(y) > 0, ¥¢ ¢ M, qui résulte de ia continuitt

de : a » {I-a)0(x)+ally).

1 e N = i - 3 ) 3 . . -
Pour (IV,12) @ x & Gy <=> ¥u, {x > 0 fq. ¥IA] < Al alxaau) > 0, ¥ e M

M
soitz(x)g> Ixjecu), diou

i

inf R(x) > |x]sup afu) > 0si Ju ¢ 1
LeEM - g e M

Notons quc CM est lc polairc (non absolu) du cone cnéendré par M
Cy = UR;M)° si A° = {x=z=E; Ux) 3f|; ¥ & A}
Nous utiliserons aussi ;‘ensemble :
(1v.13) Py ={xel; ax) =1, W & M},

Signaions sans démonstration un ccrtain nombre de reclations entre

divers enscmbles

MbC e, < Myt

L.
A =
Cyt = Cy

Py = paM™ sip 2P, £

Y -~ i
) Py < (M=M)
| Py

! M

] (M-m)* oy C, = :R"PM si Py, # 0.
i

\

——e e

(rvo i)

(M1 = MIRP, = MNRp. (p s Py £ ).



PROPOSITION 1U-2

Une condition nécessaine et Auffdsante pow: que Cy et Py 1€ soient
pas neduits respectivement a Mt et B est que (M-M)T et msodent
distinets.

Démonsiration :
(M=t # M7 <=> I x 2 800 = £ 0, ¥ e M

d'ot la proposition,.

En particulier :
- ,-.
(M~M)" = {0} => Cy =M = {O}et Py = 9,
ce qui est le cas lorsque osc(. ; M) est unc norme.

5-1V=2-2 - Relation entre osc(./p) ct osc(. ; M),

PROPOSITIOM 1V-3

L'escillation, sudvant £c cdne G, par rapport & p € Cé est La
semi~noame (de noyau M +Rp) d'exprcssion :

osc(x/p) = S(x/p)-s(x/p)

avee
S(x/5) = sup -%%5%, s(x/p) = inf %%5%-
pem P ~ogem P

Deémonstrhation :

Ciest une application de la Proposition III.5 ct des résultats du §

précédent, L'expression résultc de la définition (IV.9) du cone CM ; pour S
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inf {x; 2Op~x) > 0, ¥ < M}
= inf {A; x> ~7; } = sup

Coroltlaire 1V-3

. (L - . . . . . R
Si (M*M? £ M7, oscl. ; M) ust Cgale & l'oscillation par rapport a

M
S(x/m) = sup £(x), s(x/p) = inf &UX).

un vecteur quelcongue p de B, suivent le cdne CM’ avec
|

SofT 2eM LeM
V. 15) sup |20 = osc, (x/p),  ¥p & Py
24 M-M M

Démonstration

P, # # d'aprds la Proposition IV.2 et Py, c.c& d'aprés (IV.12).
od

Donc la Proposition IV,3 donne

osc{x/p) = sup LUX)-inf L(x) = sup [20x) ]
e LeM 2 & M-M

puisque E est réel.

Exemple :
Le cas de 1'exemplc (2) du paragraphe III.2 corrcspond 3
%
M = {el,...
précéde,

b * . . ,
,on} avec &, @ X X il permet d'illustrer simplcment ce qui

on peut &tendre le résultut (IV.15) au cas ob la condition (M-M) £ Mt

n'est plus remplie.
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PROPOSITION V-4

. L - - . .
S -yt 7 {0}, clest-a-dire Lorsque oscl. Myest bien une
somd-nomwne et non une nowme), AL existe £ € £* te? que oscl. ; M
soit Lfosciliation pan rapoond @ un vecteun queleongue de Pueg

; - 2 Afn (-
Antvant Le cond CM+20'

Demonstwation *

Si M* # (M-M)" , on est dans le cas du corgllaire IV.3, et §_ = 0]
.

convient.
&L Lyl ) T - . X =
S1 M7 = ([4-M) (# {0}) : Exc)e M.avuc X5 £ 0 => 320 e E7 fqg. Ro(xo) P,
Si M_ = M+g , on 2 MO—MO = M-M donc osc(. ; M) = osc(. ; MO) ot

A L s
/ £ N =M i ¢ o & V=M 1 & - :
M. # (M O) puisque X (MO 40) mais X #& MO car'

Ve M, (242 )x_ = I
O C

11 reste donc i appliquer lc corollaire IV.3 avec MO pour avoir le résultat.

Remarque :

Pour lc cas particulier ot M = {0} # (M-M)L, PM est réduit 2 un seul
glCment et CW cst propre (M-MY" étant une droite (noyau dc la semi-norme).
R

C'est le cas de lexemple cité plus haut.

5-1V=3 = Semi-norme ¢t oscillation

Nous allons montrer que tout: scemi-norme sur un espacc E réel peut étre

considdrée comme oscillation rolativement 4 certains vecteur et cone.



!

]
AN
-

'

Lomime TY.5

Pour foute semi-nomne v de boule undil © déginde dans un espace vectoried
E, ona:

(1v.16) vix) = sup RG] = osclx ;o5 BY),
- o
<

' : L eB
ol B° débdigne Le pulaiire absofuw dans Lo duanlité (g,0).
i’

Démons thation

. - - . . .
La deuxiéme égalité cst simple conséquence de B3° = 5 B° —-% B®,

qui traduit que B° cst convexe ct Zquilibré.

La premidre est @quivalente 3 1'égalité p°° = B ul peut se déduire
> 2 q p

des deux résultats connus; [9],

1) Pour laos partics convexes d'un espace localcment convexe, il y a

équivalcnce entre "fcrmé" et "faiblement fermé'.

2) Si A est une partic convexc contenant O , d’un espace topologique

E , faiblement fermée dans la dualité (C,E') , alors A°° = A,
Si 1'on considdre F runi de la topologie d'e.l.c. définic par la scmi-
norme ¥, alers B® dans (E,f') c¢st coanfondu avec B° dans ([,Lx) ; de plus B

est fermée, et donc, d'aprés L) et 2), on a bien B°° = (3,

Nous pouvons maintenant Cnoncer le risultat principal.
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THEOREME TV, 6
Toute semi-norme v déginie swe {'espace néek g, de boule wté 8 et

de neyau N # {0} , 8% Bgake I £'oscillation parn rapport & un

vecteun o, Awlvant un cone C. 1L sugfdd de choisin peN et 8, € e*

LELS par g (p) = 1, pour ayoi/c
v = osc(./p),
Lo cone gtant

C o= {x € E; 4 20042 (x) > 0, ¥ & B°}.

Damonstnation : ‘
Montrons d‘abord 1'égalité (B®)" = N . D'aprés les rappels faits en

Iv.1.2, on & successivement

NC B => N = NP D B® => N" T (B9

et donc

B® = B D(B°Y D N (= N*Y.
On aura (8°)" = N si 1'on montre que N est le plus grand sous-espace inclus
dans B:

H scus-cspace € B => ¥x &« H : vi(x) < |
=>¥x € H, ¥\ # 0 : v(x) < )l\ =>v(x) = 0

et on a bien H C N.
D'aprés le lemme, v = osc(. ; M) avec M =-% B®°,
et donc M~ = (M-M)* = N # {0}.

Le théoréme découle alors de la Proposition IV.4.






CHAPITRE 7

SEPARATION DES VALEURS PROPRES

D E MATRICES POSITIVES

ET GENERALISATION
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7 -1 - INTRCOUCTION

Ce travaill donne un nouveau résultet sur la localisation des valeurs propros
d'une matrice positive distinctes de la racine de Pesron ; la barne sbtenue est
meilleure que celle donnée par Schaefer dans l'artic.e [24) qui a inspiré cette
¢tude. Ce résultat fait 1l'objet du paragraphe 3 et est généralisé dans le paragra-

phe 5 au cas de matrices non nécessairement positives et d'opérateurs plus généreux.

Nous avors jugé utile de comparer, le plus précisément possible, ce résultat
et ceux obtenus par Ostrowski [20], [21], Hopf [40], Bauer-Stoer-Deutsch [2], [€]
et Lynn-Timlake [44),Le paragraphe 2 est consacré asu rappel de ces résultats, ct

le paragraphe 4 précise les différentes relations sxistant entre eux.

Les principaux articles concernant les matrices ou opérateurs positifs sont
rappelés dans la bibliographic : travaux de référence de Frobenius [8] et Perron
[22] sur les matrices positives, généralisations de Kreinm-Rutman [KBJ,Karlin [44],
ainsi que les résultets de Collatz [5] et les extensisns dues é Mewbarn L18]. Nous
citons aussi les livres de Varga [25], Marcus-Minc [1i]comportant un exposé assez
complet des propriétés des matrices positives, et celui de Schaefer [23] qui

étudie los opérateurs positifs dans les espaces topelogiques.



7-11 - RAPPCL DES PRINCIPALES BORNES ET DES METHODES UTILISEES

Avant d’'énumérer les différents résultets (dans l'ordre chronologique), don-

nons quelques précisions de vocabuleire et de notation.

Un vecteur x ou une matrice A sont .dits positifs (x >0, A> 0) si toutes
leurs composantes sont positives, et strictement positifs (x > 0, A > 0) si ces
compasantes sont strictement positives. On notera ]xl le vecteur de composantes

Iin, p(A) ou p le rayon spectral de A.

i
On sait quiune matrice positive A admet p comme valeur propre aveec un vectour
;

propre positif { on notera p le vecteur correspondant a At :

(1) Atp = pp.

Dans 2.1 8 2.4, A est supposée strictement positive et done p > 0. Dans 2.5
on suppose p strictement positif, avec A sculement positive.
Les bornes données paur les valeurs propres A {A # p) sont soit du type u
({A] = w), soit du type o(|A|/p s 0)

(2} VA(AY # p(A) : |[X] s u = p.o,

Nous utiliscrons enfin les notations suivantes

(3) Mi = max aij m, min aij M = max Mi me= m%n m
cJ J i i
a. a'j .
(4) Mi = max Eli mi = min N U T max Mi m' = min mi
i P 3P 1 1
. M" e T ' " - '.
{5) ‘ % Py Mi m z pimi

i i

7.2.1 . Ostrowski & fondé ses résultats sur le considération du nombre

(6) sup inf {a ; |Ax| = oA|x]}
xdp
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" qul est ¢gal &

Ml
~ max [E% )-1
' i i
(7) | c, —————qu————— .
max(a-,— )+
i i

Il a dédult de ce résultat des bornes:plus largesg, mais ne faisént pas inter-

venir le vecteur p, d'abord

M
max(—il—1

1 ™
(®) Ot TR,
max (—=) +1

1 ™

F=

puls la barne simple mails encere plus large

_ MPom?

3 M2 +m2

(8 bis) g

7.2.2 Hopf a 6tabli ses résultats pour des opérateurs intégraux positifs,

©

n

considérant le nombre

(3) sup osc(Af/Ag)
g > 0,f osclf/g)

i
ol osc(x/y) désigne l'oscillation de x par rapport 3 vy, noti%n qui peut étre
étudiée dans le cadre général des espaces srdonnés [1]. Dams lo cas de l'es-

n <
pace R et des matrices, on a

X X
{10) osc(x/y) = max ]—1 - —i|. y >0,
: . 1,3 Y1 Yj

et les résultets de Hopf s'écrivent

a, a
= 5..1 avec ‘kz et max _M

(11) o
4 k+1 a,,oa
ot i,3,k. 8 "1 3k
M-m
{12) 05 i red

qui est uns borne évidemment plus large.



{(15) H, = p-m
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7.2,3 - Deutsch s'est placé dans le cadre général des espaces ordonnés locale-
ment convexes. Sa majoratién a été obtenue en considérant la norme de le res-
triction & un sous-espace invariant de l'opérateur A ; la boulc unité dsns ce
sous-espace étant construite & partir d'une section paralléle du cbne positif
[6]. I1 a été heureusement montré par la suite [2] que cels revenalt a con-

sidérer le nombre

(13) S osctAtx/pJ

050 (%/p) (p défini per (1)),

qui, dans le cas fini des matricus,donne la borne

i /
i
i . S a, | .
(14 D g =g max I |p (2 - Kby,
1,j k Py . Py

Nous avions obtenu indépendamment le méme résultat pour unc classe plus large
de matrices en étudiant des semi-normes [45]get avons ensuite montré 1l'équi-

valence existant avec 1l'oscillation (Cf. Chapitre 6 ).

7.2.4 - Lynn et Timlake, en utilisant le fait que les valeurs propres A (£0)
de A sont aussi valeurs propres de Avxpt, pour tout x, ont donné la borne

Zp

kS

7 * max p
i i

?

dont 1ls ont déduit la forme inoépendante de p mals plus large

P-s+nm
(16) Hg = P ooovm

oll n est 1l'ordre de la matrice et s désigne min L aiJ' On peut remarquer que
la quantité o-L pimi, qui est un &1ément de n%tré réayltet (20), epparait
comme intermédicire dans lcur dénonstration, Signalons unfin que nous n'avons

pas retenu unc borne plus compliquée et pas beaycoyp plus fime que Ua-
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7.2.5 - Schaefer a également considéré des perturbations de rang 1, mais en se
limitant & la seule direction ept. avec et = (1,1,4..,1). L’encadrement le
plus fin du type aept SAS Bept. gqui corregspond @ @ = m', B = M' et le lem-

me du § 3 ont donné la borne
(17) ug = min {D'm -i pk) M ci pk-p}

ainsi que la majoration plus large correspondant &

M'-m'

(18) %10 T T

7 -III - UNT NOUVELLE BORNE

Comme Schaefer, nous utiliserons la propriété suivante :

Lemme - Si A est une matrice positive ( > 0) admettant un vecteur propre p

strictement positif ( > Q), alors :
{19) Ap = p(A)p.

Démonstration - Supposons Ap = Ap avec A ¥ p. Or on a

Atlz 0 => du >0 t.q. Aty = pu, et

A#p:)(u,p)szup
1 i

4 = 0, ce qui est impossible avec u > O et p > O.

THEDREME _
Pour une matrice A positive [ > 0), telle que Atp = pp avec p > 0, les

valeurs propres différentss de p satisfont

[Cfn(S))

(20) A = min {p-m", M"-p} =,



propres des matrices

B = A-Bxpt et C = Yxpt~A, et

(21)
t t t t
B'p = (p-Bx"plp, Cp = (yx p-plp.
S1 les matrices B,C sont positives, les valeurs apparaissant dans (21) sont
leurs rayons spectraux et donc :
i . t t
(22) [ A Fp o> [X]s min {p-Bx"p.Yx p-p} ;
!
cela sera possible pour des valeurs finies B,y si x > 0, et, pour x fixé,
la meilleure majoration sera obtenue pour :
a,. m!
B = sup {B ; A-Bxpt > 0} = min =3 = min L
X - X.p X
: 1,3 174 i i
{23) '
t %43 "
Yx = inf {Y 5 YXp -A 2.0} = max = max ol

1,3 %Py 1 Xy
I1 reste & optimiser par rapport & x que 1'on peut normaliser en imposant

xtp = 1 ; les valeurs optimales sont

t
= . > - =
80 sup {Bx s x> 0et xp =1}

L p,m,
1 i1

t
= . > = = 4 .
Y, inf {yx ;3 x>0 et xp =1} i pimi

Les derniéres égalités résultent des relations :

me IPyM me  EPyMy
.k i i
mi - < T et max — > o’
k “k ipixi kK Xk Pi%y

les égalités pouvant étre atislntes respectivement pour

X = (mj/ipimi) et x = [Mj/§p1M3].
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Corollaire )
Dans les mémes hypothéses, on a la borne suivante, taujours plus large
quse (20} :

Mn -m"

{24} lll/p Sm’ﬁ,‘Z .

va,b € R et r €R : min {r-a,b-r} < %52 .r.

Remarques

On aurait pu limiter la démonstration au cas des matrices stochastiquss en
colonnes (p = e), puilsgue pour A > 0 avec Atp = pp, p >0, la matrice

1 i1

= 5TAY - DpADp (Dp diagonale avec (Dp- )

(25) A’ ii)= Py

est stochastique en colonnes.

On peut d'ailleurs obtenir d'autres bornes en appliquent certains résultats

diy paragraphe 2 3 A’.

7 -1V - COMPARAISON DES DIFFERENTS RESULTATS

Nous ne comparerons deux bornes que sur l'ensemble ds teutes les matrices

positives, et nous noterons <£>___;<z> si la borne ui ast toujorrs au moins

aussi bonne qus la borns uj (n, = pcj pour les bornes donnégs par O). Nous pou-

3

vons ainsi résumer les relations existant entre les diverses bornes par le graphe



&
H

i
I
|
I
i

N.B. Nous avons mis en évidence par un cercle doublé les Fformules nécessitant,
dans le cas général, la connaissance du vecteur p. Dans le cas des matrices sto-

chastigues (p = e), on a Mg = H.g et Hy = Mg sips g-(M¢m).

Les relations (1,2), (2,3), (4,5), (7,8), (8,10), (11,12) sont évidentes,

la deuxiéme borne étant toujours une forme affaiblie de la premiére.

La relation (6,4) résulte de (9) et (13), le sup dans (8) &tant pris sur un
ensemble plus vaste ; de méme pour (11,8), puisque u11 a été obtenue par optimi-

sation suivant un vecteur x, gqui @ été imposé égal & e pour obtenir g

Les relations (5,2}, (12,1), (1,10) et (10,2) résultent de la

croissance de x =+ E%% sur R® et des inégalités :

M
M< m-m x(—l
m m m,

a ), {5,2)
i i
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Lpim! max M!

i i Ni i i
<€ me ) £ :
W de[m') min m’ (12.1) et (1,10]
ii i i i
i : i
1
{max a,,) max(—) L a

1,0 B K Peo o P
(mina, Jmin 1, "o Pk Ty %ikPs

<

i i
1,3 Yoy |
a, M
5[1) [—l:-max 5}& = % m_ax(r-;x—i-).
i,k, 2 "1k i i

La relation (8,7} est simple conséquencse de

a
< min (-—il .
mex p

P
K .3 7]

Pour la relation (6,11}, on peut limiter la démonstration 3 la motrice A' (25).

Considérons deux colonnes x et y de A' ; on a Exi LA v, " 1 et
i i

1

=ZIlx -y | = I (x-y ), o0K= {kjx >yl
2 K kK "k K&K k 7k K—""k
puisque i (xk-yk] = 0, Or :

Lmax a), > L max (x 2y 1= L ox.¢v Ty

IZmaxa), 1> I x4+ L y-Zy = I (x-y)
13“ kﬁKk!Lng'iikﬁKkk

et de mdme pour 1-Z min aij. Ces relations étant vraies pour tout couple de

colonnes, on a bie% lg relation (6,11).

N.B. On peut mémc précissr qus us B lorsque les maxima Mi ou les minima m,,

u

11 i
peuvent 8tre localisés dans deux colonnes au plus (le veleur commune &tant respec-
tivement M"-p ot p-m").



Exemples

Nous terminons par des exempies d'illustratlon, en nous limitant & des ma-
trices strictement positives ; en effet,seules les barnes “8' ug, u10. u11 ct

u12 donnent un résultat non trivial lorsqu'un €lément de la matrice est nul.

¢
:

H
H
i

Exemples
Ex1 3 2 6 Ex2 [3 2 4 Ex3 [3 2 1
1 3 1 2 1 5 5 2
5 2 1 2 2 1 g 6 4
t
p=10 p==e p=6 p=eg p = 11 p = (3,2,1)
A= % 4,123... A=t A = 1 double
Borne uij 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
> 3§ = , ’
Ex1 }7.14 9.45 | 9.45 | 5... | 7.14 5 7 8 7 | 7.14 ] 6| 6.36
Ex2 1 2 a7 | 5.3 2 3.6 2 3 3,33 | 3 3.6 | 2| 2
Ex3 .57 | s.86 | 10.7 | 1.57 | 8.8 1 9 9.5 5 6.6 | 1] 1.43
l $ = 3NN ] o = —_——

7-5 - GENERALISATIONS

Y.5.1 - Matrices non positives

Dans le paragraphe 3, la positivité de A ne constitue pas une hypothése
t
indispensable ; le résultat peut &tre démontré en supposant seulement que A

admet un vecteur propre strictement positif. On & plus précisément :
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S1 une matrice A admet un vecteur propre & gauche p strictement positif, avec
Atp = Ap,
toute veleur propre distincte de A est bornée en module par

u'

a; a
mc min {A-Z [pi min —d, Z(p, max —il]-K}.

1 3 P31ty Py

La démonstration est la méme que précédemment. En prenant p = e (cf.{(24} on a

syccessivement :

A-xet >0 => D(A~xetJ = X-etx (lemme),

t .
- > <=> . < » .
A-xe G Vi : xi mi m;n aij 3

inf(k~etxJ = A~ Im,,
x I
Comme au paragraphe 4, on peut montrer que cette borne est moins bonne que
celle obtenuec dans Eﬁﬂ {borne Mg étendue au cas des matrices quelcongues) avec les
mémes hypothiéses. Si “é est toujours inférieur & S (par exemple) 11 n'en est pas

de méme pour ui1.

RS Spuipmpugioy

5] 8 g A=3;3;2
A = -5 -7 -15
2 4 g PB = u, =10
2 -1 11 A =575 /5 4 -3 i A =1 ; %61
A= {1 3 A= |-3 -1 3
2 4 ug=3 i, =4 0 5 -3 ug=sS,=8 u;, =10



Remarqus

Comme dans BS],on peut affaiblir l'hyﬁothése en supposant seulemant Ip[ >0
(Vi : Py # 0). En effet, le résultat s'appligue alors a DAD-1. ol D est la ma-

trice diagonale définie par d,, = gigne(pi).

ii

7.5.2 - Opérateurs compacts dans un espace de Banach

Pour généraliser le lemme du paregraphe 3, il faut avoir 1'assurance que
pour A positif, p(A) est valeur propre avec vecteur propre positif. Cela est
vral (ﬁB]), sﬁ A est un opérateur compact positif d'un espace de Banach E or-
donné par un céne fermé K tel que K~K est dense dans E.

Soit donc A un opérateur compact {nen nécessairemaent positif), tel que

AbE = At

avec f € Ex, vérifiant <x,f> > 0, ¥x € K-{0}. Paur x € E, considérens le pro-

duit tensoriel f B x qui définit l'opérateur compact :
u € Er» <y, f>x.

L'opérateur A-f B x est compact et partage avec A les valeurs propres distinc-

tes de A. Si x est tel que
A-f 8 x > 0,
alors, puisque
(A-f 8 x)TF = (\-<x, £)4,

la généralisation du lemme conduit 3 :

pA-T B x) = A-<x,f>
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et donc, les valeurs propres de A différentss de X sent en moduls bornées par
a= A-sup{<x,f> ; f 8 x S A},

Une deuxiéme borne serait obtenue de la méme manidre en considérant

f & x-A > 0, a savoir
B = inf {<x,f> ; f 8 x > A}-A,

Avec une hypothése supplémentaire, on peut exprimer ce résultat sous une

forme plus proche de celle du cas fini, a savoir :

En posant: K, = {£ €K.; <E,f> = 1}, la borne peut se mettre sous la forme

u"

1" min{k~<inF[AKf3.f>. <sup(AKf].f>~l}

si AKf atimet une borne sup. et une borne inf,

En effet :

FBxSA<VECK: <E,fx S AL ou VE € K @ % S A

st donc §

sup{<x,f> ; f 8 x £ A} = <inf (AE), >, ‘
£ € Ke

Comparaison & la borne généralisant e

La borne Hg généralisés est égale [6] 3 la norme de la restriction de A &

Ker(f) relativement & la boule Kf-Kf. soit

ug = sup “A(x-yJ“K -

x.ytK1c f O f

B, = {x ¢ E; <|x],> =< 1}

Posons

en supposant E réticulé (existence de lel.
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L’'ensemble B

P est la boule unité d'uhe norme et 1'on a la relation

Kf-Kf = 28_F N Ker ¥
qui permet d'écrire
L 1
hAhK T3 sup llatx-y1 18,
fof X,y € Ke

puisgue A Kerf C Kerf (Atf = Af).
Nous allons m&ntrer que l'en e encore

" S ” .
Mg = Mg

On a successivement :

% lintx-y)liy = -;- <|Ax-Ay|, > = <(Ax-Ay) ", >
puisque f

<Ax-Ay,f> = 0 ;

Vx,y € Koot A -<inf AK, > > A -<inf{Ax,Ay},f>

Or,
1nf{Ax, Ay} = Ax-(Ay-Ax) ,

et donc, puisque <Ax,¥> = A,

A-<inf{Ax,Ay},f> = <ax-inf{Ax,Ay}, >

i

"

<(Ay-Ax) ,¥>.

Finalement :

v¥x,y € K. : A-<inf AK

1 1
c o 2 7 Inoey i

soit, f

-< > >y
A-<inf AKf,f > us.

Comme la démonstration pour <sup'AKf.f> est identique, on a bien

” s ” N
e = M1
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