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INTRODUCTTION







Le traitement des 'signaux'" n'est pas un domaine nouveau de

la science. Mais ce qui est sans doute nouveau c'est la précision et

la rapidité que 1l'on attend des méthodes traitant du signal. Le trai-

tement analogique (en continu) du signal a fait la force de 1'électro-

nique. Cette &lectronique, on la retrouve encore comme support du

traitement digital de l'information, mais 1l'avénement des ordinateurs

a amené de nombreuses études sur le traitement digital du signal,

certaines étant la transposition des méthodes analogiques, d'autres

entidrement nouvelles et dues & la nature différente du cas discret.

Dans un sens peu précis on sait que l'on appelle signal une
q PP

quantité qui varie avec le temps et par 13 méme un signal est considéré

comme un support d'information, par exemple

- pression acoustique au niveau de l'oreille

~  hauteur d'eau en un point de la cdte (étude des marées)

- excitation d'une cellule photo-électrique.

En fait un "signal' sera représentable par x

AC R » IR (ou €). On peut alors réunir des signaux possédant une méme

propriété

Cas continu

signaux périodiques : {x/x(t+T) = x(t) ¥t}

signaux d'énergie finie

Cas discret

signaux d'énergie finie

- P
signaux bornés

(o]

+
{x / [ |x(0)]?%dt < +=}

o0

400
{({x.} /7 ¢ |x.|*< +o}
1 1

-0

{{xi} /  Max

iz-o 40

] < W




En considérant des applications de tels ensembles dans d'autres,
on définira, par exemple un filtre linéaire comme une application de

Qw dans Rm

La notion de fonctionnelle (application d'un ensemble de signaux

dans IR) permet,en général,de calculer une caractéristique du signal traité

400
Exemple : x €S> Ux) = f lx(t)lzdt

—00

qui permet de mesurer 1'énergie transportée par x(t).

Une grande partie de cette étude sera essentiellement consacrée
3 une application linéaire - appelée filtre - d'un ensemble de signaux
discrets dans un autre ensemble de signaux discrets. A cette application
on ajoute, une fois les "espaces" précisés, les propriétés de continuité,
stationnarité. On verra alors que cette application linéaire est caracté-

risée par sa fonction de transfert.

ESPACES DE SIGNAUX

En définissant un certain nombre de lois sur les é1éments d'un
ensemble de signaux, on peut définir des structures : espaces vectoriels
de signaux, sous-espaces vectoriels,... . On a souvent la nécessité de
définir une norme, ce qui entraine une notion de convergence, et donc une

structure topologique.

PLAN DE TRAVAIL

Dans ce travail on ne considére que l'ensemble des signaux, repré-

sentés par des applications de R dans R:

s = {x / x(t) = hk(t)sin(wkt +cpk) ; hy € C(—0,»); hk(t)EO + ¢ La,bl}.

nmo~3

k=1




La premiére partie (chapitre I ) est consacrée 3 1'étude de
signaux périodiques, dans laquelle on met en évidence une méthode de
calcul de la période par '"passage 3 zéros", méthode convergente lorsque
le pas de discrétisation tend vers O.

Le chapitre suivant (chapitre II ) se propose de calculer
quelques caractéristiques de signaux transitoires (€ S), ce sera 1l'occa-
sion d'aborder et de montrer les difficultés numériques d'un calcul direct
de la transformée de Hilbert.

Les chapitres suivants sont plus précisément orientés vers le
calcul de filtres digitaux. Aprés avoir rappelé les principales propriétés
et constructions de tels filtres (chapitre III), le chapitre IV permet de -
démontrer 1l'existence de filtres optimaux (au sens de la norme de L2?) et
des propriétés d'alternance de ces filtres optimaux. Le chapitre V expli-
cite des moyens numériques d'obtenir les filtres précédemment &tudiés,
et permet de définir des procédés économiques de construction de filtres

optimaux ou quasi-optimaux 3 partir de quelques filtres de base.

Un élément de L? n'ayant pas forcément un meilleur approximant
rationnel (généralisé) dans L2, on montre 1'existence d'un tel meilleur
approximant aprés régularisation. Ce travail se termine (chapitre VII )
par une application concréte (analyse des sons) qui met en oeuvre toutes

les techniques étudiées dans ce travail.

I1 faut cependant souligner que tous les problémes reliés au
filtrage numérique 3 une dimension n'ont pas &té étudiés, non parce que ces
problémes n'ont pas été jugés importants — bien au contraire — mais parce
que le temps, le volume de cette étude auraient &té au moins doublé (ou plus).
I1 faut ainsi signaler

les problémes de quantification [29] [ 7],

les problémes d'échantillonnage,

les filtres non récursifs., 5} u1llu6]

Plus généralement pour faire le point sur tous ces problémes et

leurs applications on se reportera avec intérét aux revues spécialisées

Lal [b] , et & Fsc] .







CHAPITRE 1

PARTIE STATIONNAIRE D'UN SIGNAL







I.17. - INTRODUCTION

Dans ce chapitre on étudie la partie stationnaire d'un signal

discrétisé sur un intervalle de temps borné.

On s'attachera & calculer certains paramétres de deux types de

signaux:
-  signaux périodiques

- signaux dont les partiels ne sont pas des harmoniques du fonda-

mental (signaux presque périodiques).

Parmi les méthodes existantes pour calculer la période (ou le
fondamental et les partiels) d'une fonction, la plus connue et la plus
utilisée est la méthode utilisant des approximations du spectre de la
‘fonction. Les méthodes de Fourier ont supplanté toutes les autres avec
la mise au point d'algorithmes trés rapides comme la "Fast Fourier
Transform" [13] . On a voulu, ici, éviter le recours a 1'analyse spectrale.
et préféré "travailler" directement sur le signal discrétisé, voie qui
n'est d'ailleurs pas nouvelle, afin d'étudier, directement, 1'influence
de divers paramétres (longueur d'enregistrement, pas d'échantillonage)
sur la détermination de la période. Dans une premiére partie on se propose
d'utiliser une méthode basée sur les passages par zéro de la fonction
périodique étudiée, ce qui nous conduira a des algorithmes du premier ordre
deuxiéme ordre,... ou plus. Cependant dans tout traitement du signal il y
a deux paramétres délicats a choisir (de telle maniére que le '"travail"

— c'est-da-dire le volume de calculs — & effectuer soit le plus faible

possible), ce sont le pas d'échantillonage et la longueur d'enregistrement

L'idéal est de réunir — afin d'avoir des résultats précis — les

deux qualités
% pas d'échantillonage petit

# grande longueur d'enregistrement (ceci par rapport au fondamental

étudié).




Une deuxidme partie (ull le signal n'est pas périodique) avait

1'ambition de répondre au probléme : qu'elle est la longuéur d'enregis-

trement nécessaire pour avoir des résultats valables. Mais il semble

jusqu'd présent trés difficile d'utiliser cette méthode directement parce

gqu'on utilise un signal tronqué alors que la transformée de Hilbert utilise

dans notre théorie un signal défini sur [ -0, 4] .

I.2. - SIGNAL PERIODIQUE

Soient N, entier positif, et T, réel positif, deux nombres fixés.

On considére 1'ensemble V des fonctions qui peuvent s'écrire

a
1 k

n o™z

k

cos(kt +'$k) (Q = 27/T)

V est un espace vectoriel, de fonctions périodiques de période T

PROPOSITION 1 :

Soit

donc

Sur 1'intervalle [pT, (p+1)T] , ¥p, tout élément de V posséde

wun nombre (> 0) fini de racines.

fFev

a) f posséde au moins une racine sur [pT,(p+l)T]

feVv< £f(t) =

(p+1)T

pT

N
r a
1

k

N
T a,_ cos(kQt +® )
k=1 k k
N (p+1)T
cos(kt +@, )dt = L a [ cos(kQt +®,)dt = 0O
k 1 k T k




(p+1)T
i £(t)dt = 0 ¥p ,
pT

et puisque f(t) est continue
dE € JpT,(p+1)TE tel 'que f(£) = 0 (théoréme de la moyenne).
b) f possé&de un nombre fini de racines sur [pT,(p+1)T]

f est une fonction analytique. Puisque [ 9] toute fonction ana-
lytique possé&de un nombre fini de zéros sur un compact, la proposition 1

est ainsi démontrée.

Soit un intervalle [a,b] et un maillage de cet intervalle,

c'est-d-dire la donnée de (figure I1.1)

G
5 CO lt | t‘z t3 Jt 4 tlS
a b
Figure I.1
G ={t, : t, = atih , i=0,1,...,n 3 h = b-a
n i i n

Soit £ € V, on suppose
a) f(t) donnée, pour tout t € Gn

b) (b-a) >> T,c'est-3-dire que 1l'intervallela,b] contient un

nombre '"assez grand" de périodes.




'2.1. CARACTERISATION DE LA PERIODE T

Sur l'intervalle [a,b] , solent po,pl,...,pP les racines — en

nombre fini d'aprés la propriété 1 — de £(t) sur [a,b]

I1 est immédiat de voir que :

Hmk (> 0) tel que pj+mk - pj = kT VJ:O,Z,...,P—mk

Soit m =my , clest-d-dire m est 1'éntier qui donne
la période.

La réciproque m'est pas vraile :

¥ 0. - p. = u #£ u = kT

Contre exemple : il suffit de prendre :
£(t) = cosQt € V , La,b] = ~g35ﬂ]

pour trouver u = T/2 .

DEFINITION

Soit E(t,f) = (& / fteju) = f(t) ¥ € Z, u# I ¥ &}

et S(f) = {t /E(t,f) # 2} .
S(f) est appelé support de f.
(Une étude détaillée de ce support sera faite dans le chapitre II ).

On suppose alors que :

¥t € Gn , t ¢ S(f) ouque S(f) = 2 .

(0)




2.2. ZEROS NUMERIQUES

Puisque f n'est connue qu'en un certain nombre de points, il
est en général impossible de connaltre les racines o; (i=0,...,P)

exactement. Cependant nous dirons que t, est un zéro numérique de f si

k

%® f(tk) =0

x ou bien f(tk)f(tk+l) <0

Soit G un maillage donné, et hp le "pas de discrétisation"
n
P

correspondant, dans ce cas f pcsséde les zéros numériques, sur l'inter-

valle Ea,b] :

T(p) (p)

o aeeesTL zéros impairs
(p) (p)
o' P ,p(p),...,p Pl avec P
° No (p) () . .
N see oMy zéros pairs
P
Soient T, i=0,1,...,L les zéros d'ordre impair de f sur fa,b)
n. i20,1,...,M les zéros d'ordre pair de £ sur La,b]

PROPOSITION 2

St fevV, et s ¥t € Gn >, t € S(f) alors :
p

z) 4dh , tel que ¥h_ < h , L =1L
p - p

77) on peut construire une suite {v(p)} telle que

i B, + 0 poe 1im WP = 7

p—)-OO

On pose

§ = Inf (Ti+ - ri) > Q0 (1)

1




. P L. . . .
On dira que Ty est un zéro numérique d'ordre impair de f dans

les trois cas suivants : (figure I.2)

) :
' \
N )
] ]
X t X t
' k+1 ! k1l

1 1
. \\\\\\\\\ij tk-l tk E

H )

. 1
< = =
f(tk)f(tk+]) 0 f(tk) 0 f(tk) 0
<
f(tk-l)f(tk+l) <0 f(tk—l)f(tk+l) 0

Figure I.2

Le seul cas possible d'avoir un zéro d'ordre pair est : (figure I.3)

e - e -

. f(tk) =0
t t t
k-1 k k+1 >
£ty E(Ty ) > 0
f(tk_])f(tk+l) <0
Figure 1.3

Sih <&, entre T, et T, (¥i=0,1,...,L-1) il existe néces-
P 1 i+l
sairement deux points de discrétisation, ce qui signifie qu'il existe

deux points € Gn 3 encadrer chaque zéro impair de f (cas de la figure 1.2)
b

11 est alors clair que tous les zéros impairs de f sont trouvés, aux

oints t
P K.

(i=0,...,L Y donc si h_ <8 , L =1L .
i D P =

Puisqu'il est possible aussi d'avoir trouvé des zéros pairs de f,

ceci montre que nécessairement Np > L

On a de plus en posant




_.lO._

(p) _ .
. =t =0,...,L) : .
T kj (3 ) lrj

et si t; est un zéro pair de f(t) on a immédiatement

n. = t. (320, .. M) Mo< M (3)

2.3. CALCUL DE LA PERIODE T

Soit un pas hp de discrétisation fixé, satisfaisant hp <&,

(p)

on rappelle que T, (i=0,...L) sont les zéros numériques impairs de f.

On se propose alors d'étudier la distance mutuelle de ces zéros numériques
en posant

) L)

- g R S
ij i+] ] P

avec 1 € I (ensemble d'indices que 1l'on précisera plus tard).

(p)

Soient, pour i fixé, Vs la movenne de ces distances de zéros

et in) 1'écart type correspondant
L-i
WP o L) e igl
i g 13
3
L-i
LR L S-S D RSB e iel
i 520 ij i

. . P -b-a .
81 nous connaissons une borne inférieure de L—ErJ soit R on pose

LL/R]J

w
1

et on pose
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PROPOSITION 3

57 hp <8 = i:OInf : (Tie1 ~ Ti)
dk tel que lim ckp) =0
p—)-OO
Posons : J=1{5:0,1,...,0-1i}
Evaluons la variance :
% z(p)
ik
50€P>32 = T [z.. - keJ — 32/ (1-i+1)
+ jed T3 Lei-i
22 - 2P
= 3 [z S —20% 7 (L-itD)

jed ked L-i+1

Evaluons les quantités :

(P) _ (@) _ ) _ _(®)y _ (P)_ (p)
2.5 -z = (st Ty ) T (g T )
(p) _ .(P) _ (P
233 F (Ti+j Tj+i) + (Tj Tj ) +
D'aprés (2) on a :
(p) _ _ (P (p)
Ty T TRy el <t
On rappelle la définition de m , voir (0)
dm tel que T. -1, =T ¥3=0,...

j+m J

On a donc :

(p) _ (@) _ () -
zij = (£j+i Ej )hp + Tj+i + T Tj+m

(u)
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D'ol :

(p) _ _(p) _ _ _ (p) (p) (p) (p)
255 7T %k 7 Tses T Tiam T Tked T Tem? TOGBgai T Bk T & T &5 by
\-’\/\_—/ \,\/\-/
. (p),.
ujk(l) 6jk (i)
On a immédiatement
(p),. .
}chl}: (1)) < u vi (s)
et
% si 1 =m ujk(m) =0,
Donc
(plq2 _ .2 - (p) 2 _ _ 2
[om 1% = hp jéJ LkEJ éjk (m)]? / (L-m+1) = A(m)hp
ce qui entraine d'aprés (5)
oP) <y . (6)
m P
* Si i#m (et it# mk)

£0§p)]2 = Lu(i) + 2A(i)hp + V(i)h;] / (L-i+1)

U(1) étant une constante ne dépendant pas de h (on a supposé i;fmk .

car on aurait aussi pu écrire :

() _ (P _ (p) -
zij = (€j+i Ej )hp + Tj+i + kT Tj+mk

Ce qui montre,d'aprés (6), que

(p) _

lorsque hp -0 , quand p > , lim Gm =0 .

p—)(!)
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Pour cet indice m calculons alors vép)
L-m

V(P) =z Z(P) / (L-m+1)

m 520 mJ
et d'aprés (4)

(p) _ (p) (p)
.- =T . - £. h

Zm] ¥ (€]+m E':] ) P
donc :

WP 2 74 A (A(m) < 2) 7

m P

Ce qui démontre, lorsque hp ~ 0 , la proposition 2.

2.4. CALOUL DE 1A SUITE v(P) | p FIXE

Si on pose :

(p) _ (p) _ _(p)
]—‘l - jéJ ETj+i Tj ]

il est immédiat de voir que :

(p) (p) (p) (p)

i T Wi T Po(i-1) T Pia
(p) (p) _(p)
LP) . u; (p) _ L-ir2 i1 N Pro(i-1) ~ Pi-1
* L-i+1  L-i+l L-(i-1)+1 L-i+1
c'est-a-dire :
PROPOSITION 4 :
La suite des vép) se calcule par la récurrence ! vgp) =0,
. P (P
(p) _ L=2+2 (p) , _L—(i-1) -1 o> 0

i L-i+1 “i-1 L~i+1
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2.5. ORDRE DE LA METHODE - ACCELERATION

2.5.1. Interpolation

La méthode est dite d'ordre § si

\)(p) o7 =

n Wé (n borné lorsque p +x)

D'aprés (7), la méthode est au moins d'ordre 1. Il est aussi
clair de voir que plus l'ordre est &levé, plus vite la période T sera
obtenue. (Il ne faut cependant pas oublier que ceci est valable pour

h < §)
%

On peut accélérer le procédé en construisant des procédés

d'ordre supérieur

Deux cas sont 3 envisager

Premier cas

Au lieu de prendre p = tk’ on prendra
pour p l'intersection de la droite
passant par f(tk) et f(tk+l) et de
1'axe des t — interpolation linéaire —

soit : (Figure I.4)

5 R
Figure 1.4 frr ~

Deuxiéme cas

Ici, toujours par interpolation, on

prendra

S TS R L

fo1 ™ T

comme zéro impair, et la valeur de t,

Figure 1.5 comme zéro d'ordre pair (figure I.5).
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En choisissant ces valeurs pour p 1l est facile de voir — résultat

classique — que (2) est remplacée par :

ITSP) - 1. <ch?
] R b

et la relation (4) s'écrira maintenant
22 = (g{P) - glPhyn? 4 [T

m) j+m 3

ce qui nous donne un procédé du second ordre, donc a priori, plus rapide.

2.5.2. Extrapolation

Soit G(h) = Vm(h)
On a immédiatement d'aprds (4) : G(0) = vm(O) =T.

Supposons la valeur de G calculée pour h = hl""’hn , on choisit alors

des coefficients Bi afin de prendre pour approximation de G(0)

n
M (G) = T B. G(h)
n k=1 k k
on a £32] : une condition nécessaire et suffisante, pour que

1im Mn(G) = G(0) pour toute fonction continue en O+ .
n—)OO

est qu'il existe une constante o > 1 telle que

> .
hi / hiyp 2¢

I1 nous faut donc vérifier que G est continue 3 droite :

zmj(h) =Tt (Tj - Tj(h)) + (Ti+j(h) - Ti+j)
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On représente T] - Tj(h)
(figure 1I.6) fonction
continue en 0 . Puisque
vm(h) est une combinaison
linéaire finie de zmj(h)
vm(h) est donc continue

en 0t .

Donc si h. / h. est choisi
1 i+l

>o > 1 les conditions du

théoréme précédent sont Figure 1.6
remplies et le procédé
d'extrapolation est applicable.
2.6. EXEMPLE NUMERIQUE
Soit
10
.2
f(t) = X a, sin(= kt + 2mp.)
“ % T K
k=1
k 1 2 3 b 5 & 7 1) 8 9 10
ak 1 0.89}1 0.56}10.12 1 0.25| 0.32§0.5410.210.09 0.05
wk 0.02} 0.3510.560.12}10.2310.5140.65]{0 0.2 0.35

Période simulée T = 0.0117 seconde

La,b] = [0,0.062]
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Estimation de EE%E = 3 , donnée a priori.
Tableau de résultats : (procédé du premier ordre)
h 4 1073 2 107° 1073 5 107 2.5 107" 1.25 10
Nombre de
racines 10 12 18 30 40 Ly
sur [a,b]
T - - =31 - - ,
s 1.77 10 2.17 10 3.41 107{2.08 10 1.54 10 1.1698 :
calculeée
fréquence la plus basse dans le signal : fb = 85 Hz
= 850 Hz

fréquence la plus haute dans le signal : fm

résultats sont excellents, ce gue confirment 1

2.7. QUELQUES GENERALISATIONS DE LA METHODE

2.7.1. Signal particulier

On peut remarquer que, d&s que tous les zéros sont trouvés, les

es autres exemples traités.

On suppose que le signal f(t) vérifie sur l'intervalle [a,b] :

i)

ii)

Soit encore :

E(t,8) ={f%/ g(t+jute(t)) =

et

S est encore appelé support de f.

f(t + T+ e(t)) =

£(t)

s(g) = {t / E_(t,g) # g}

avec

g(t)

le(t)] < e << T

£(t) posséde un nombre fini de zéros sur [a,b]

¥t € ﬁa,b]

Vj € Z, u? kT vk € Z}
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On suppose aussi que, Gn étant un maillage
iii) vt € Gn , t € S(g) , ou que S(g) = ¢
On a alors le résultat suivant

PROPOSITION & :

51 le signal g(t) satisfait les conditions <), 7i), 7i%)

alors dh tel que , st hp <h, et

st hp N~ O lorsque p >~ © , on peut construire une suite

n(p) telle que lim |n

p—)OO

(p)"TliE

Les démonstrations sont de méme nature que celles utilisées

précédemment, en voici les grandes lignes [67].

Soient ao,...,ap les zéros de g sur [a,b]
dm tel que I(aj+m - aj) - T <e
On prend & nouveau h < Inf (Ti+l - Ti) (Ti zéros impairs de g)
i
On construit alors les suites
nfp) =) (afp? - a{p)) / (L-i+1)
i . i+] j
]
(p) _ (p) (p) (P)q2 .
£, = ? [(ai+j ") - ny 12 /7 (L-i+1)

On montre alors que

‘ (plq2 _ : 2
P Cgi J% = §;(@) + R, €® + V. he +
avec =0 i=m
Si(a) 20 1#4m (# mk)
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(p) _

z limn =7 = T + We (|W] < 1) ce qui conduit au résultat.

p—)@

2.7.2. Signal modulé

Soit une fonction k(t) > O ¥t € La,b] , k est appelé modulation
du signal k(t), — h(t) 4tant appelée porteuse et étant : soit le

signal précédent f soit g — . On considére le signal :

H(t) = k(t) h(t)

(t)
On ne peut évidemment
pas parler de la période de H(t), t
mais on peut chercher a calculer
la période de h(t).
Figure 1.7

~

I1 est 3 remarquer, puisque k(t) > 0 , que k(t) n'intervient
pas dans la détermination des zéros de H(t) qui sont ceux de h(t).
Donc utilisant la méthode précédente, on est capable de calculer la

période de la porteuse.

2.8. CONCLUSION SUR CETTE METHODE

En général, en théorie du signal [38] , le pas d'échantillonage
utilisé est choisi en fonction du théordme de Shannon, c'est-3-dire h

doit satisfaire
1
< =
T (9)
m

fm étant la fréquence la plus haute apparaissant dans le signal gtudié.
Mais cette condition (8) est une condition nécessaire et suffisante afin
de reconstituer entidrement ce signal 3 partir des points de discrétisa-
tion obtenus, mals ce n'est pas une condition nécessaire pour connaltre la

période. En effet : prenons 1'exemple : (figure I.8)

f(t) = sin t + a sin 2t
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*® ]2al < 1 , avec le théoréme de Shannon il est nécessaire d'avoir
au moins quatre points sur [0,2m]
avec la méthode précédente, on peut prendre deux points, 2, 5 ,

3 et une extrapolation & la limite donnera de trés bons résultats.

® |2a] > 1, on voit qu'on peut construire, en choisissant bien a,
deux zéros impairs de f aussi voisins que 1'on veut l'un de l'autre,

dans ce cas cette méthode semble défavorable.

2la| <1 2lal >

Figure I.8

Cette méthode peut donc étre trés "puissante', mais elle eut
P p P

aussi exiger un pas trés fin.

I.3. - SIGNAL PERIODIQUE OU NON PERIODIQUE

Soit la fonction définie sur (-®,+®) par

£(t) = E a, cos (wkt + $k) (10)

telle que
i) {ak} €2,

i < < < .. < <
ii) 1< __wl w2 wp
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A cause de l'hypothése i), f(t) est une fonction presque
périodique [ 2] et appartient au sous espace vectoriel des fonctions

presque périodiques développables en série de Fourler généralisée.

On peut écrire a cause de 1'absolue convergence des séries

[eo] (o]
= " t - i i t

f(t) h) ay cos Qk cos wk z = 51ncpk sin wk

1 1
Posant o, = & €OS P, »on préfére considérer la partie "paire"

du signal (10) soit le signal :

F(r) + £(-1) _ 5

g{t) = AP ) -5 o cos w t (11)

2 1 k k

11 est évident que les parametres de (11) vérifient aussi les

propriétés i) et ii).

3.1. TRANSFORMEE DE HILBERT

Soit une fonction s(t) définie ¥t. On appelle transformée de
Hilbert de s(t) [8 1, la fonction 8(t) — lorsqu'elle existe — définie
par la valeur principale de Cauchy de 1'intégrale

s0) = Ly, [ 22

dt (12)

=

+
1

o)

On peut montrer [60] le résultat suivant

Si s(t) € Lp(—W,+w) (p > 1) alors la formule (12) définit presque partout

une fonction 8(t), qui appartient aussi a Lp , dont la transformée de

Hilbert, est

3(t) = -s(t)
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Exemple de transformée de Hilbert

s(t) = cos wt (w > 0)
400 ( ) +00 +00 . R
cosw(t-T 1 - cos wt cos Wt sin wt sin wrt
V. —_— = = v.,p! dt +
p/ = dt = Zv.p Lf T T+ f
—Q0 —0 -0
* si t TES wt
. sin w cos
Les intégrales f ———— dt et f ——— dt sont convergentes (¢
€A t €A t
+o to : X
sin wt sin wt ; . sin
et v.p. f —32——-dr = f —— dTt pulsque lim S S |
o T o T 0 be
donc
+-cc +x0 .
~ cosSWT . sin wt
T8(t) = coswt v.p. f ——— dT + sin wt f -
-0 -00 T
b wT Ta T e wT
s . S W . Ccos
V.p. f £o8 ¥ 4= 1lim f £2° WL 4t + lim f == 4t =0
T T T
- a0 - >0 a
soit
1 e sin w
- . in wu
$(t) = = sin wt [ =—— du
m o u
© . o .
. sin wu sin u m
puisque | du = [ =——=du = - (w > 0)
0 “ 0 2

§(t) = sin wt
On pourrait montrer de méme que

s(t) = sin Wt <—> 8(t) = - cos wt
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3.2. SIGNAL ANALYTIQUE - SIGNAL EN QUADRATURE

Soit ®(z) une fonction analytique de la variable complexe 2z,

régulidre dans le demi-plan Im(z) > O

On pose ®(x+io) = u(x) + iv(x)

On a alors sous certaines conditions, voir [60]

u(x) = %-v.p f—w Zfi) dt
+oo
v(x) = —%V-pf Ltl:i) dt

—C0

Donc conmnaissant u(x) , on lul associe une autre fonction v, de
telle manidre que u+iv soit la valeur d'une fonction analytique sur la

droite réelle.

La valeur de cette fonction ¢(z) sur la droite réelle est appelée

par Ville [63] : le signal analytique . Ce signal analytique permettant

des développements intéressants en particulier définition d'une enveloppe
d'un.signal, dans certains cas d'une fréquence instantanée... Le signal

v(x) est appelé signal en quadrature de u(x) , la signification de cette

appellation est évidente en se reportant 3 1'exemple s(t) = sin wt

3.3. ALGORITHME DE CALCUL DU FONDAMENTAL

Soit V l'ensemble des fonctions f telles que

oo

a) f admet un développement L a, cos wkt
1

i) {ak} € 2

ii) 1 <0< w < W, ... w <W®
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On peut définir de méme V., ensemble des fonctions f telles que :

1

[e o]

b) f admet un développement I a sin wkt
1

i) {ak} € zl

13 <N < <
ii) 1<9Q <y 0,

Soit P 1l'opérateur défini sur V par

hev 4 Ph

t
avec Ph(t) = f h(x)dx
O _

et soit H l'opérateur défini sur Vl par

H
-5

v
ke v, Hk
avec
400
_ 1 k(u)
Hk(t)= V-pj_co - du

On se propose d'étudier quelques propriétés de la transformation,

si elle est définie, HP .

Soit he V , on a

h(t) = a. cos W t

k k

=8

et 3 cause de 1'absolue convergence de la série {ak}

ot ® a
a [ cos w t dt = z a—-sin~wkt
0 1 7k

t [oo]

f ra, cos w, t dt =
0 1% K

=™ 8




i
[81]

Puisque :

donc ¥h{t} € V => Phit; € V.

On peut donc définir HPh ¥h & ¥

On a alors

co a
Y —= sin w, v
1 o B <
N ; L d
HPh(t)==v.D | du
Tk
—Co ': 11
) a
. s s <1 2 .
La série {—} é&tant absolument convergente, alors z Sm- sin wku est
{ i
K K

continue et la valeur principale de Cauchy existe ¥t, et on peut aussi

. o o 4 5
intervertir signe L et § , donc

®ay I sin w, v © a
HPh(t) = T —=| —— dy = £ —cos wt {132
-4 IkTT o t_u - CL)‘ he
L 4 he
Donc HP est une appliication de V dans V.
On pose :
(0) -
g'tgy = T a cos w t
© %k
\ . {n=11 -
G(D’(t) = HP [G'P Ly (D=1,2,5.0.) {14}
On a alors
THEOREME :
)
Py
Presque partout en t, lim ——F———y—— = = W,
- 2 (p+1)/ N L
p—)OO G ‘t/
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D'aprés (14) on peut écrire :

Py = me 6PV (6)] = mp2feP™2) (1))
ce qui entraine que

Py = e V()] w

donc :

6Py = PP (1))
D'apreés le résultat (13)
oo a
HP(? a, cos wkt) = - 3 5;-003 wkt

en itérant on obtient immédiatement

HPP( L a cos w t) = (—l)p X L cos w t
k k ) k
1 w
k
Formons
B a, © W
z (—l)p — cos W t a,cosw.t + L a (—-—]l)p cos w. t
) P K 1 1 , ko X
GCr () _1 k - —w
(p+1) i a S | o w
G
(t) X (—1)P+1 ——E——-cos w, t a.cosw.t + L a (_10p+1 cos w, t
p+l k 1 1 k w
1 w 2 k
k
puisque d'aprés ii)
W
ai <1 vk > 1
k
on obtient si wlt £ (2j+1)% ¥j € Z
(p)
lim E———£32~—- = - w

e Pty

ce qui démontre le résultat.




3.4, UTILISATION PRATIQUE

Nous allons voir que la difficulté essentielle de la transformée
de Hilbert réside dans le fait que le signal g(t) est connu uniquement

sur un intervalle fini [-T,Td .

On pose

[-7,T] (T > 0)

| —

[-

Tt €
0 t ¢

-3

,T
et soit llexemple simple sulvant

g{t) = sinwt £t g (-,o)
le signal réel & traiter étant

£{t) = h(t)glt)

On voit immédiatement que

Hg(zT) = - cos wT

T oin wt si wT # k7 ,n'est pas définie
HE(+T) = [ Z——— dt =

-T t-T valeur finie si wT = kT

Comme les w, du signal initial sont inconnus , il est en général

d
. .- R . m . N Ll
impossible de choilsir T multlplé%a—- (dans la mesure ou ces 5—-admettent
k k

un multiple commun).

Aussi on peut se poser le probléme : T étant fixé&, sur quel

intervalle peut-on espérer

Max ]H(g—f)(x){ < g ?

*x&[-T,T]
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Soit
™ sin wt
G(x) =mHg(x) = [ = dt
x-t
-0
T sin wt
G (x) =mHf(x) = [  =—— dt
T x-t
-T
Posons
” 1 1
RT(x) = |G(x)—GT(x)| = |fT sin wt [;j§-+ ;:;]dt]
Ce qui donne immédiatement
(o0]
wRT(x) = |cos wT (T%§-+ T%E) - f 208 ut[—vl + L Jdt |
T (t-x)2 (t+x)2
donc
2T 1 1
wR_(x) < | +
T — p2_y2 T-x  T+x
soit encore : I\ “
RT(x) f_é— i
| 7%-x%
Si nous désirons RT(X) <e , il 4
suffit que : OT
q Qr) o ____ -
I e
]
%—I T | < e (figure I.9) +-
T2-x2 T 0 T
Figure 1.9

Puisque nous supposons 0 < x < T ,

‘tracons

. ¥
Q(T2-%2)




X%

[(a

On wvoit immédiatement que

lyl < € n'est pas réaiisé

On doit aveir (figure I.10)

m
— <
QT

peut effectivement calculer 1'intégrale

¢ dans ce cas on

de Hilbert sur un intervalle £o,x']

avec une précision € .
Pd s - P .

posée étant itérative, sur

mée de Hilbert, il sera en

impossible de trouver T (a

La méthode pro-

la transfor-

général

moins de

prendre T = + «} de telle sorte gque

HP(p)(g(t)) soit calculable préci-

sément.

Figure I.10

3.5. CALCUL DE LA TRANSFORMEE DE HILBERT D'UNE FONCTION PERIODIQUE

On peut remarquer, que, si g(t) est un signal périodique de

période connue, en choisissant "ecorrectement" T, on peut rendre la d

if-

férence entre la transformée de Hilbert et celle du signal tronqué arbi-

trairement petite.

3.5.1. Cas ot g(t)

cos wt

Posant a nouveau

+o0 T
_ cos Wt _ cos Wt
6(x) = [ S=p—dt et G(x) =] ——at
—00 -T
on a :
> 1 1 . t
= - = | = cos wt
Ro(x) = lG(x) GT(x)l = !fT cos wtb== ——Jdt] [fT s at| 2x
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2T . . N P . .
Posons T = —B-perlode du phénoméne étudié

et supposons T > T , et 0<x<T

T+x

: < —
alors : RT(x) < 2x long_X

Si on désire trouver un intervalle
Fo,x'] , tel que RT(X) <e
¥x € [O,x']

il suffit donc de prendre x' = X

(figure I.11).

Figure I.11

Puisque la fonction — transformée de Hilbert de cosw t — est
périodique, 11 suffit d'obtenir X z_T donc il suffit de choisir T assez

grand.
/

3.5.2. Cas ou g(t)

sin wt

R sin wt
[ /== dt et G_(x) =
x=t T
—00 -T

fT sin wt

d
x-t t

En posant : G(x)

Cette fonction g(t) étant périodique, et sa transformée de Hilbert, aussi,
il suffit d'aprés la figure I.10 d'avoir x' > T mais puisque x' est donné

par la solution de

.;l 1 < g
T?-x2

il suffit de choisir T tel que T? - —
On peut donc, un signal périodique étant donné,
[o o]
g(t) = i a, cos (kwt + mk) {ak} €L

calculer le signal en quadrature correspondant.




REMERGUE

Lorsqufun signal périodique est de Séricde connue (27), on

utilise plutdt les formules suivantes de Hilbert :

<o

_ 1 . o-6 .
cos 6 = 5 V.p j_m cotg “5— sin ¢ do
i
. 1 ¢ ¢-6 .
sin 0 = o7 v.p j_w cotg = cos ¢ 4¢

pour un calcul numérique de ces formules voir fa21 .

2.6. CONCLUSIONS SUR CETTE METHODE

L'écueil essentiel est évidemment son impossibilité actuelle
de l'essayer numériquement. Avant de terminer, il faut souligner l'ana-
logie avec la méthode de la puissance en analyse numérique. Il semble
naturel que — dans l'exemple de signaux audibles — des fréquences seront
d'autant plus vite repérées qu'elles seront mieux séparées, ce gue montre
cette méthode de la puissance. Il eut, dans ce cas, été fort intéressant
d'étudier 1'influence de la longueur d'enregistrement sur la détermination

du fondamental au point de vue vitesse, précision... .




CHAPITRE II

PARTIE TRANSITOIRE DE QUELQUES SIGNAUX







II.
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Certains phénoménes physiques peuvent &tre uniguement constitués
de transitoires, (exemple : étude d'un choc, mouvément d'une corde excitée
par une impulsion trés bréve...) d'autres peuvent avoir une partie transi-
toire suivie d'un régime stationnaire (exemple : établissement d'un cou-

rant dans un circuit,...).

On se propose, dans ce chapitre, de donner des méthodes de calcul
de "fondamentaux'" quoijue les signaux ne soient pas, d proprement parler,

périodiques.

NATURE DES SIGNAUX TRAITES

Soit E un ensemble de fonctions donné
(exemple:espace vectoriel des polyndmes,...). Soit : !

Q= {w/wl,w W e 3 Wy > w >0 ¥p > 0}

5 sy e p-1

On considére 1l'espace vectoriel V des signaux de la forme [17][311

pour t € La,b]

£f(t) = E h, (t) cos (wkt +=pk)

k=1 K
!
La fréquence fl = 55 est appelée fréquence fondamentale.

Soit encore

. ={w /w = pw =1,2,...}
H D D P P

.0n étudiera les trois cas suivants
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al E ensemble des polynomes de degré O et § = QH .

Dans ce cas, V est l'espace vectoriel des fonctions périodiques
(I1 est alors & remarquer que dans ce cas la partie étudiée du signal
n'est pas transitoire, et cette étude aurait dG @&tre placée dans le

chapitre précédent).
b) E ensemble des polynomes de degré < M et Q1 = QH .
c) E ensemble des fonctions qui sont une combinaison linéaire finie

d'exponentielles (réelles), et Q) est un ensemble fini.

T1.2 - ALGORITHME DE CALCUL DU FONDAMENTAL DANS LES CAS a) ET b)

Soit f eV , donc , puisque 2 = QH .

8

£(t) =

[T ]

hk(t) cos (kwt + $k)

k=1

Puisque, pour t € [a,b], hk(t) est un polynome de degré < M

M M1
h(t) = L a.t = k=1,2,..-
k ._ ki
i=0

On suppose désormais que les suites

{aki} € 21 ¥i = 0,1,2,...,M .

On a alors

M -5}

£(t) = £ (I a cos (kut rp
i=0 k=1
Si on pose
wi(t) = E a cos(kwt +'$k) i=0,...,M

k=1
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on obtient :

£(t) = M-

i

. wim t

o™=

(Avec wi fonction de période T = 27/w)

2.1. ALGORITHME DE CALCUL DE LA PERIODE T DES FONCTIONS wi 59 ]

Soit G le maillage de [a,b] défini par :
G ={t/ t, = atih , i=0,1,...,n 3 h = (b-a)/n}
,\J - . ” - - P
Soit t € G, point quelconque, mais fixé, et soient les quantités
£.(u) = F(T+35u) 520,1,...,N, = (25 (1)
j b b 2 l u !

ol u désigne un paramétre quelconque (€ r)

et [x] = plus petit entier contenu dans x.

PROPOSITION 1 :

St u = kT (¥k € Z), 11l existe un polynome de degré M passant

par les points (j,Ej) J=051, .., (NJ > M)

Posons :
M . M .

P,(x) = I v (Ot s o, xE (2)
. i . i
i=0 i=0

balculons :
M

£5(kT) = F(X+5kT) = I wi(¥+jkT)(¥+jkT)M'i
i=0
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Puisque les fonctionswi sont périodiques et de période T

n ~n N
wi(t+jkT) = wi(t) ¥t

donc

o™=

NN M- . :
¥, (£) (£+5KT) Y= p,(GKT)  ¥3=0,... N

£.(kT) =
] 0

i

ce qui démontre la proposition.

On en déduit immédiatement un moyen de calcul de T

Soit la fonction de u :
Nl v
R%(u) = I (Ej(u) - PM(ju))2 >0 ¥u (3)
3=0

La proposition 1 entraine immédiatement que
2 -
R°(kT) = O

Pour chercher la période des fonctions wi , c'est-da-dire T ,
on peut penser faire une tabulation de R?(u) pour différentes valeurs
de u , et chercher les minima de R%(u).

(I1 est 3 remarquer que P se calcule "relativement" simplement

M
en effet, c'est le polynome d'interpolation de degré M passant par les.
points (j,Ej(u) 3=0,...,M < Nl). Ces calculs — & faire pour chaque u

sont en général longs, aussi pratiquement on prendra une autre méthode,

basée encore sur la proposition 1.

On sait, en effet, que, si toutes les différences d'ordre M+1
construites sur les points (xi,yi) i:O,...,Nl (Nl > M) sont nulles,
alors les valeurs v sont les valeurs que prend un polynome de degré M

aux points s (et réciproquement) [55] .
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On considére alors la quantité

Nl—M—l
z

Lz(u) = —

[Av+l(u)]2
1 3=0 ]

NN . cs oo .
ou Aj sont les différences non divisées progressives d'ordre k,

c'est-3a-dire :

A - A?‘l(u)

k
Aj(u) 341

Bg(w) = £(T450)

On a évidemment L2(kT) = O . Et on cherche T (ou ses multiples)

au moyen d'une tabulation.

PROPOSITION 2 :

Une condition nécessaire d'utilisation de la méthode précédente

est (b-a) > MT M degré du polynome.

Puisque N, > M , on a en utilisant la définition de N

1 1

n
_ "
N, = [EEEJ ,avec t = a , et u

"
-3

on obtient

b-a
y——] = >
CT] N>

d'ol le résultat, qui signifie que plus le signal est complexe (M grand)

'plus la longueur d'enregistrement devra &tre grande.
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2.2. RESULTATS NUMERIQUES

On a représenté ici deux exemples avec M = 4.
Sur la figure II.1 sont représentés les polynomes hk(t) , k=1l,...,4
Les deux signaux traités f(t) apparaissent sur les figures II.2 et II.h,
signaux qui sont la somme des quatre partiels hk(t) cos (kwt + wk) s

lorsque T = 2T/w = 5 10—2 seconde .




figure Il .1. Polynomes hk(t) (k=1...4)

A

i

\

Nl

SATAY

Vo2 V

U

U

figurell 2. Signal: f(t)

{\/\A [\/\/\[\ AV t;
U193 V| VvV o4

0.01

0.03

figure 1 .3. Lo(L2(t))
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/\/\/\

\

VW

i

J

L

figure II.4.Signal f(t)

)

0.01

1

|

il
W\/\\/\J\ | M/\

-

figure 1I.5.L2(t)

figure

+ M~
|
. . . . | , .t
0.01 [ 5
|

.6 Ln(Lz(t))
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La figure II.5 montre le tracé de L2(u), il faut remarquer
que la période T n'est pas du tout "lisible", on peut juste dire
que T appartient a l'intervalle : ﬂsl,s2] . Au lieu de L2%(u), qui en
général présente de fortes variations, on a porté sur les figures II1.3
et II.6 une quantité proportionnelle & Ln (L2(t)) qui fait immédiatement*
ressortir le minimum qui apparait en t = 5 lO.2 seconde (t # 0).

(Tous ces dessins sortent automatiquement sur un traceur

Benson).
REMARQUES

# Pas d'échantillonage : Il peut &tre choisi convenablement dés
que l'on possé&de une certaine expérience de la méthode. Dans le premier
exemple une analyse "a posteriori" montre qu'en choisissant h < At on

est sir d'avoir un minimum significatif. '

%z Nombre de périodes 3 considérer : la période T n'étant pas connue,
ce nombre est difficile 3 é&valuer, mais il semble que la précision sur T

sera d'autant plus grande que ce nombre sera plus élevé.

2 Intervalle d'étude : les figures II.3 et II.6 ont été tracées
pour t € £0,0.07), mais on peut — et on doit — se limiter 3 un intervalle
plus petit si des informations supplémentaires sont fournies. Exemple,
si on sait que T € [Tm,TM] , 11 suffit d'étudier Ln(Lz(u)) pour
u € £Tm,TMJ .

2.3. CALCUL DES POLYNOMES h, (t)

La période de T étant, désormais, supposée calculée, on connait
‘la valeur du polynome PM(X) aux points x = jT 3j=0,...,M ,.ce qui nous
permet de connaitre les coefficients Bi (2) (en utilisant la formulation -

de Lagrange, ou de Newton du polynome d'interpolation).
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N
On choisit t = t, On a alors d'aprés (2)

M M—j M ay
ov. e =T Bk (2)
.. Ti o o) i
i=0 0
Ce qui nous permet de calculer wi(to) pour i=0,1,...,M
Dans (2) posons (to+X) = X
M ) M . M M-1 .
Dy (e X Tl g, (xt )" s T8 I (o Yk gk
1=0 i=0 1=0 i=0
donc en identifiant
M ovote) = &
wl(to) = -t C BO + B
k
_ k-1 k-1
bt = T By Gy (°F) )
i=0
_ M _ M-1
L_ WM(tO) = ( to) Bo + ( to) Bl Foae. t BM

Le méme procédé est alors appliqué en prenant une nouvelle valeur

initiale T, > ce qui permet alors de calculer

v, (t)) $20,1,...,M , K=152,...
Connaissant ainsi wi(tj) i=0,...,M une méthode gquelconque
3=0,... 5N,
(analyse de Fourier, moindres carrés,...) permet alors d'avoir une estima-
tion des a et des @, et par 13 méme une approximation du polynome
hk(t) , k=1,2,...
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2.4, PROBLEME INVERSE

On peut poser le probléme suivant

si Lz(ux) =0 a-t-on ux = kT ? (k entier)

On peut répondre négativement. En effet, il existe un ensemble S

N
de points t tel que L?(u) = O , pour u # kT.

Contre-exemple

f(t) = sin't La,bl = (0,+x)

On a alors L2 (u) 0 pour u = k27 s ¥k = 0,1,...

mais aussi L®(u) = 0 pour u = km , ¥k entier

mais T = T n'est évidemment pas la période.

Les paragraphes suivants constituent une étude de l'ensemble S

N
des points t singuliers.

Si L%*(u) = 0 , ou, ce qui est équivalent

Nl
R¥%(u) = £ (E.(u) - P.(5uN? =0
. _ ] M
3=0
on doit avoir
Ej(u) - PM(ju) = 0 ¥j tel que ju € La,b] (W)

On étudie séparément les cas : M= 0 , et M # 0




[l

2.4.1. Etude du cas M = 0 , (a,b)

(=2,*+°)

[oo]
On pose Y(t) = £(t) = § a, cos (kwt + wk) {ak} € 21
Y(t) est donc une fonction périodique, de période T,continue.

Soit t un nombre arbitraire mais fixé, on s'intéresse alors au

systéme infini suilvant (en u) (ceci résulte de (4))

plt+iu) - P(t) = 0 Vi eZ (5)
On pose, pour t donné

E(t,y)

{%-/ Y(t+iu) - Y(t) =0 ¥jeZ% et ufkT ¥k € Z '}

s() ={t/teRrR , E(t,y) # 0}

S(y) sera appelé support de la solution du systéme (5), ou support de

E(t, ).
LEMME 1 :

Pour t donné,E(t,9) S @ , st Y n'est pas une constante.

Supposons § = %-irrationnel et soit

la fraction continue

x=a + = L2, aps 3,5 ---]

iéme .
X = [ao,al,...,an] est le n convergent ou la réduite d'ordre n de

la fraction continue.
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Si {ai} est une suite d'entiers satisfaisant Py >0 Vi [6u]

alors xn > X

On peut encore écrire
entiers)
(p>

avec

PO = a, Py = ao al +
9, = 1 9 7 3

= >
pn an Pn—l * Pn-2 n —-2

G "% 41 Y 42 n2z2

On a le résultat suivant [23].

r

. . . n
¥n irrationnel (ou non) Hrn . Sn entlers(g—-n
n
fraction continue) tels que
r
n 1
0 < ]n —-g—l < Pa— avec s, Z
n n n+l 3
ce qui s'éerit encore
1
0 < s -7 < —
lﬂ n n‘ n+l

Hie

Remplagant n par §

0<]us -Tr | <T/nt1 -
n n

s N
leme

convergent d'une

€6)
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PROPOSITION & :

I'ensemble A = {z / u,T donnés 5 = = qu * pT ; p,q € Z}

est dense dans IR.

soit z € L0,T] d'aprés (6) , lusn - T r_ est aussi petit que l'on

veut mais positif
Donc ¥ € > O , L M,N entiers tels que

z -e<Mus -Tr]<Z+e

N

soit

1z—|MsNu-MrNTH§e
] - > = = -
s1 syu rNT 0 on pose g =M Sy P = Ty M
1 - < ; = - _
s1 sNu rNT 0 on pose a MSN P rN M

Si Z € [kT,(k+l)T] i1 suffit de prendre p = p+k. Donc la propo-
sition 3 est démontrée dans le cas ol Z € &kT,(k+l)T], donc ¥k € ZZ.

Donc 1'ensemble {qu + pT : %-irrationnel, q, P entiers} est dense dans IR .
La fonction Y étant de période T, on peut écrire (systéme (5))
w(to+ju+kT) = ¥(t) ¥j, k€ Z

D'aprés la proposition 3

voa>0,¥e R, ¥p,q telque |x - (pu + qT)‘ < 0

donc Z]e] <1 tel que x -Ba = pu+ qT
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Puisque P(t) est continue :
ve > 0 dn tel que |h| < n = |P(t+h) - Y()| < ¢
On a aussi
W(to + pu + qT) - w(to) =0
Soit :
w(to + x - 6a) ~ w(to) = 0
fW(to + x - Ba) - bt + x)] + [w(to % x) - w(to)] =0
H}(to + x) - w(to)l = Iw(to +x - 82) - Pt + %) |
si on choisit a = nn , d'aprés la continuité :
pour tout € > 0 , lw(to + x) - w(to)l <e ¥x

On doit donc avoir P(t) = constante.

Donc si Y(t) # ¢ , nous aurions nécessairement,

site S(¥P) , & = un rationnel

P
soit u = ag T P.> 9, premiers entre eux ce qui démontre le lemme 1.
o}

LEMME 2 :

R po 1
S — € E(t,¥) alors — ¢ E(t,¥)
9 9
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Le systéme (5) s'écrit d'aprés le lemme 1 :
Ps
Pt +j—-——T+kT)—w(t)=O ¥j,k
o a4 o

P> 9 étant premiers entre eux d'aprés le théoréme de Bezout g 3.k’

s 1 ' =
tels que J P, + k q, 1
Donc en posant j=3'r k = k'r
i'p, t XK',
Pt + 1 —2 ———T) = P(t) Yr
o q, o
donc
L -
w(to + qo T) = U)('to) ¥r

ce qui démontre le lemme 2..

11 est aussi intéressant de connaitre les propriétés du support

S(Y) que celles de BE(t,Y).

On pose
F(ui,w) = {t : w(t+jui) -Y(t) =0 ¥j € Z, u £ kT ¥k € ZZ}
On a immédiatement

s() = U F(ui,w) ICN (d'aprés le lemme 2)
iel

Si Vui F(ui,w) est dénombrable alors S(Y) est déncmbrable.

On pose
Sk(w) ={t/tes@ , te LkT,(k+1)T]}

et Pk(ui,w) ={t/ te F(ui,w) , t € LkT,(k+1)T1}
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LEMME 3 :

On suppose de plus Y'(t) existe et est continue.
St Fk(ui”w) 28t un ensemble infini , alors tout point

d'accumulation de Fk(ui’w) appartient d Fk(ui’w,)'

Supposons Fk(ui,W) infini.

Puisque tout ensemble borné contenant une infinité de points
posséde au moins un point d'accumulation (Bolzano-Weierstrass),

Fk(ui,W) possede au moins un point d'accumulation T

Montrons que T € Fk(ui,w)

Y étant continue ¥x,
¥e>0 dn tel que fxz—xlj <n = [w(x2) - x| < e
Puisque T point d'accumulation

¥e' > 0 d N tel que ¥n > N => |T—tn] <g' (tn € Fk(ui,w))

prenant €' = n
[oCey + Ju) - v+ W] <e
[wie ) - wM] <e
lLb(tn+jui)-w(T+j11i)*w(tn)+w(T)l < e 3w -pT+iw |+ (2 -] < 2

done V& N;(T) - P(T + jui)l < 2¢ => T G'Fk(L‘;\i,w)




Or. a donc :
Y + jui) -y(T) =0
¢(tp + Ju;) - w(tp) = 0 th € Fk(ui,w)
=> w(tp + jug - (T + jui) = w(tp) - (M
(tp - T (T + Jug + Gl(tp - = (tp - (T + Bi(tp -

8, , 9

<
1 <1

1

1

si p > N(€') nous obtenons alors, puisque Y' est supposée continue
Y (T + jui) = yr(T) V3

d'old le lemme 3 .

LEMME 4 :
Si S(v) N S(') =@ alors S(Y) est dénombrable
(¢' supposée continue).

si Fk(ui,w) n Fk(ui,w‘) =9

alors d'aprés le lemme 3 Fk(ui’k) fini ou encore
1 [ = E ..
si Sk(W) n Sk(w ) =9 P Fk(ui,k) fini
Puisque Sk(¢) = .U Fk(ui,w)
iel
on en déduit que Sk(ui,W) , union dénombrable d'ensembles dénombrables,

es—~ dénombrable.
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Puisque les Sk(w) sont les translatés de So(w)
Sk(W) n SL(W) = ¢ <=> S(y)N s =9

puisque :
400
s@) = U 5,1
. k==

On en déduit le lemme 4 .

La condition du lemme 4 est une condition suffisante, mais non

nécessaire pour que S(Y) soit dénombrable.

Exemple
_ . 1 .
y(t) = sin Ot - T sin 50t
On verra que S(y) est dénombrable (Théoréme 1). Il est immédiat

de voir que :

s@w) N s D {0, 51 70

THEOREME 1 :
N
SiW(t) = L o cos (kut +P,) N fixé
k=1 K

alors le support du systéme
Uit + jgu) = Y(t) =0

est dénombrable.
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Soit u = u € E(t,)
ij = {t / P(t+iu) = p(t) t € [&T,(k+1)T] 3 f£ixé}
400
et Y, = ;1_m ij<5_Ykp ¥p

H(t) = P(t+ju) - P(t) est analytique sur BKT;, (k+1)T] doné rol

H(t) posséde un nombre fini de racines sur le compact £kTQ(k+l)T] vk
+4c0

Donc s (¥) = U Yk est dénombrable (union dénombrable d'ensembles
u k=-

dénombrables).
On a encore :

s() = U D)
u€eE u

puisque E est dénombrable, S(¥) est aussi dénombrable.

2.4.2. Etude du cas M# 0 , (a,b) fermé, borné

On pose ici :
N

= g < i =
wi(t) a cos(kft +~pk) (avec Ni <N, ¥i Os1,.0.,M)

1

LU S N

k

Soit Yt o= Byoeobyd o VE w1

Pour t fixé, on pose :

M Mei
Q (%) = T, (o) (tex)
.o 1
1=0

en se servant de (4)
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et EC(t,P) = {u : £(t+ju) = Qt(ju) ; u?kT ; Ju € La,b] s ¥k,j e Z}
On appelle 3 nouveau support de E, l'ensemble

s() = {t : E(t,¥) # 2}.
On a alors

THEOREME 2 :

v,
7

Si wi(t) = I a

cos (kwt + ,) R N. <N ¥,
k=1 K o

ki

le support S(y) est dénombrable.

Soit ij(t) = {u : f(t+ju) = Qt(ju) ;s u £ pT 3 Juég [kT,(k+l)T]}

Soient kl’ k, tels que : ae€ [le,(kl+l)T]

2

b € EkQT,(k2+1)T]

et Zj(t) = U z. (%)

On a alors immédiatement

E(t, )& 0 Z2.(t) < Z () ¥p (J< ZZ2)
T el - P

Si on montre que Zlk(t) est dénombrable, il en résultera que,

Zl(t), union dénombrable d'ensembles dénombrables est aussi dénombrable.

M . .
Soit Gw) = I (W (t+u) - U (1)) (er)E
izo ! *
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Cette fonction G(u) est évidemment analytique sur [kT,(k+1)T] ¥k .
Puisque toute fonction non identiquement nulle,analytique,sur un compact
posséde un nombre fini de zéros, Zlk posséde donc un nombre fini d'éléments

¥k . Zl(t) est alors dénombrable et il en est de meme de E(t,P).

11 reste 3 démontrer que S(y) est aussi dénombrable.

Soit u = u € E(t,¥)

ij = {t : £(t+ju) = Qt(jﬁ) , t € [T, (k+1)T] t+ju € La,b) j fixé}
Yy = N Y.< Y ¥p
k . k k
je J ] P
M M-i
Puisque H(t) = £ [wi(t+u) - wi(t)](t+u) 1 est analytique, non identi-
i=0

quement nulle sur £kT,(k+l)T], H(t) posséde un nombre fini de zéros sur

le compact.

Ykl est donc dénombrable.

On a encore :

ko

s (y) = U Yk qui est dénombrable donc

u kl

s(p) = U s_(P)
ueEk u

Puisque E est dénombrable, S(y) est alors dénombrable.

2.5. CONCLUSION :

11 s'ensuit immédiatement, que l'ensemble S(P) est un ensemble
de mesure nulle dans La,b]. Donc que les points t, tels que L%(u) = 0
pour u # kT, ont "tpés peu de chance" d'apparaitre. Ce qui fait que cette

méthode est pratiquement utilisable, les expériences — numériques — ayant

montré d'ailleurs qu'il était difficile d'avoir un tel point t (A moins,

évidemment, de construire un exemple de circonstance).
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Le probléme le plus délicat dans cette méthode étant d'ailleurs
de choisir correctement la valeur de M. (Cette difficulté est d‘'ailleurs

commune a de nombreux problémes).

I1.3 - CAS OU hk(t) = I g;e k=1,2,...,N

1

Le signal observé f(t) est alors de la forme :

M Vkit
T a, . e cos (wkt + wk) t € [a,b]

£(r) = 1 ki

n ™M=

k=1 1

On" supposera — pour l'instant — que le produit M x N est connu,

et f(t) connue ¥t € Gn

G = {t/ t, = a+ih ; i=0,1,...,n 3 h = (b-a) / n}

Afin de simplifier les notations, on pose fk = f(atkh) et a = 0
En posant
v, .tiw
pkj = e k3 K k=1,...,N
i:pk .
ij = akj e / 2 j=1l,...,M

On peut- écrire

f(t) = I (D.pt.+D
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On pose a nouveau :

pkj - RN(j-l)+k ? pkj - RNM+N(j—1)+k

5 = NGk Pk T OG- e

Le signal peut maintenant s'écrire :

2M
£f(t) =

N t
Ck(Rk) (p=2X%XMXN)

n o X

k=1

Utilisant une méthode due & Prony f2u4] , on se propose de calculer

Rk (k=1,...,p) » c'est-d-dire w puisque :

w, = Arg (RN(j—1+k)) (¥3) .

Puisque f(t) est connue aux instants t. (e Gn) , on doit résoudre le
systéme :
jh

. c, Ry = £y 320,1,...,0

[Tackiv]

k

. h -~ vd . . P4 i3
aux 2p inconnues Ck ’ Yk = Rk . Ce systéme est évidemment non linéaire.

Ecrivons ce systéme :

cl + C2 + e + Cp = fO S(O)
ClYl + C2Y2 + et Cpr = fl S(1)
2p-1 2p-1
Y + e : = -
c.Y] + cpr f2p-l s(2p-1)

d'ol la nécessité d'avoir n > 4 X(M X Ny - 1.
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On écrit alors que Yl"'

algébrique YP - C Pl c, =0 (7)

.,YP sont les racines de l'équation

On obtient en faisant des combinaisons linéaires des lignes S(i)

que les coefficients C,_ sont solution du systéme linéaire

k
fp_l Cl + fp_2 C2 + + fo o = fp
(8)
f2p—2C1 + f2p—3C2 + ... 1 fp_le = f2p—l

La matrice de ce systéme linéaire est une matrice de Hankel

pn =

0 1 cue p-1

p-1 Tp cene 2p-2

On a d'ailleurs
rang Hp = p puisque le nombre p est supposé &tre connu

ce qui veut dire que

f(t) =
k

1"n ™Mo

t
. ¢ (R

est tel que C.C_ # O , ou encore que les fi vérifient une relation de

1'p
récurrence linéaire (3 coefficients constants) d'ordre p.

Les coefficients Ci (i=1,...,p) étant désormais supposés connus
par la résolution de (8), il suffit donc de déterminer les racines de (7)

pour connaltre les fréquences 2T w (k=1,...,M)

k
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Si, de plus, on cherche la courbe d'établissement de ces
fréquences, on calcule les coefficients a,; par la résolution d'un

~ . 4 3
systéme linéaire.

Choix du parametre P

Soit une dquation aux différences d'ordre P
P

I o, y.,: =0

1=0 i 71t+)

qui admet donc pour solution générale

P i
y,. = L 8 1
i k=1 k k
P i
avec T racines de i§o ak rk =0

On peut montrer alors £22] le pésultat trés intéressant suivant,

si
Yo Yy ) Ym-1
Y1 Yo :
H = .
m
ym-—l ym y2m-2
- -
alors
m si m S_P
rang H_ =
m P si m>P

Ceci montre que, si le systéme 1inéaire (8) a un déterminant nul,
c'est que le nombre P a été choisi trop grand. Si ce déterminant est

différent de O , P a été ou bien choisi , ou sa valeur est trop petite.




CHAPITRE III

FONCTIONS D'APPROXIMATION EN FILTRAGE DIGITAL
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CHAPITRE III

IIL1 - INTRODUCTION

I1 ne sera pas fait un rappel du filtrage linéaire continu (se
reporter 3 un cours d'électronique [30]). Mais on peut dire que le
filtrage linéaire digital est la transposition du filtrage linéaire con-
tinu au cas discret, et que le modéle mathématique d'un filtre digital
est tout naturellement une équation linéaire aux différences a coeffi-
cients constants (comme les éguations différentielles linéaires a

coefficients constantssont les modéles des filtres continus ou analogiques

Soit un "signal" x(t) — dit d'entrée — échantillonné tous les Al

et le signal de sortie y(t). (Figure II .1)

x (kKAT) y (kAT)
> Filtre digital >

Figure III.I
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Se donner un filtre, c'est se donner deux jeux de coefficients
(ao,...,an) , (Bo,...,sm)

de telle manidre que "entrée'" et msortie" soient liées par la relation

n m
X o y(pAT-kAT) = I ka(pAT—kAT) p=n,n+l,...
k=0 k=—ml
(D

y(3AT) données j=0,...,0-1 (ao £ 0)

L'ordre du filtre est l'ordre de 1'équation aux différences (1),

n
c'est-i-dire n . On suppose de plus que les polynomes Z O un—k et

m
z Bk um-k sont premiers entre eux , (lorsque m, = 0).

Unifiltre digital peut &tre utilisé dans plusieurs buts différents

/ - . .
a) simuler un filtre continu
b) écrire un programme qui traite un signal discrétisé
e) réaliser un calculateur spécialisé dans le filtrage numérique.

Seul le point b) retiendra notre attention.

I1I.2 - CLASSIFICATION

2.1. FILTRE EN TEMPS REEL

I1 existe plusieurs définitions
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2.1.1.

Un filtre est dit travailler en temps réel si et seulement si
le temps nécessaire pour calculer une nouvelle valeur filtrée est infé-

rieure a AT [47] .

2.1.2.

Un filtre est dit en temps réel si et seulement si m, >0 Cugl .

REMARQUES :

I1 est certain que la premiére définition n'est pas une propriété

du filtre, mais plutdt du calculateur sur lequel est activé le programme.

La deuxidme définition veut dire que seules les informations
connues 3 l'instant t sont prises en considération pour calculer la

sortie & t . Dans tout ce qui suit, nous supposerons m, = o .

2.2. RECURSIVITE
2.2.1.
Un filtre est dit récursif si
d xe[1,n] tel que o Z0 (ao £ 0)
(Seuls les filtres récursifs seront étudiés dans la suite).
2.2.2.

Un filtre est dit non récursif si

v kel1l,n] a =0 (a  # 0)
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2.3. CAUSALITE

Plus généralement, un systéme physique est dit causal si 1'"effet"

ne peut précéder la cause, c'est-d-dire ici

x(nAT) = 0 (n < 0) => y(nAT) = 0 (¥n < 0)

TRANSFORMEE EN 1z

Un des outils essentiels dans 1'étude des filtres digitaux est
la transformée en z, comme la transformée de Laplace est 1'outil de base

pour les filtres analogiques.
3.1. DEFINITION  [1s

Soit une fonction f de la variable réelle t telle que £(t) =0

(t < 0) . On considére la fonction en escalier :
y
£(t) = £(nAT) AT < t < (n+1)AT n=0,1,...

Calculons la transformée de Laplace — si elle existe — de %(t)

% -ATs =®
WY [ e SWwar = 12— 3 g(mam)e ™
0 S n=0
Posons eATS = z . La quantité
F(z) = z £ 2"
n=0

est appelée transformée en z de la suite fn .
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3.2. PRINCIPALES PROPRIETES

On emploiera le signe de correspondance o—— pour montrer

que F(z) est la transformée en z de la suite fn

£ O—me F(Z)
n

3.2.1.
Linéarité

3.2.2.
Déplacement
f O z_kF(z) k=0,1
n-k e

y k-1 .

£ o— zZ[F(z)- % f.z 7] k=0,1,...
n+k ]:O J

I1I .4 - FONCTION DE TRANSFERT - REPONSE EN FREQUENCE

4.1.

La transformée en z est un outil commode pour intégrer une

équation aux différences (et & coefficients constants).

Soit 1l'équation aux différences

n
Lay B, x p=n,n+l,...
0 k

p-k ~ Z P®p-k

O M3

(2)

Y données 1=0,1,...,n-1
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La suite x_a pour tpansformée en z:X(z), et Y(z) est celle de
la suite Y, - Dans le cas ou n >m , on peut montrer que, éen prenant la

transformée en z des deux membres de (2)

n -k n-k-1 s m K m-k-1 -
z o, 2 [Y(z) - I y-:z =z Bkz [X(z) - I x.z 1]
k=0 j=o 3 k=0 j=o 3
d'ou
m X m-k-1 s n _, n-k-1 _
L B,z [X(z) - L X,z T+ oz o, 2 T y52 )
v(z) = S k=0 1=0
z akz_k
k=0

(si n <m, on trouve un résultat analogue).

Pour obtenir alors la solution de 1l'équation aux différences (2)
satisfaisant aux conditions initiales données, il suffit de chercher la
suite Y, qui a pour transformée Y(z) . On peut se servir de tables {284 .
L'avantage de cette méthode est qu'elle tient compte des conditions ini-

tiales.

La quantité

m
r B z—k
0 k
H(z) = -
X akz_k
0

est appelée fonction de transfert.

4.2,

La solution générale de 1l'équation aux différences (2) s'obtient
en ajoutant la solution générale de 1l'équation sans second membre a une

solution particulidre de l'éguation avec second membre.
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- Solution de 1'équation homogéne on pose y, = r

On obtient alors

n n
y_ = I c.r,
n .. i'i
i=1
n n-k
avec r, racines (supposées simples) de X ar = 0 , équation caracté-
0
ristique de 1'équation aux différences.
inwAT

-  Supposons que x = x(nAT) = e

Cherchons une solution particuliére de 1l'équation (2) sous la forme

g = G(w)elnwAT
n
On obtient
;‘ g o ikwAT
Glw) = k
g -ikwAT
(lk e

Donc la solution de (2) s'écrit

1mAT)elprT

- P
y(pAT) = c,ry t H(e

= ™M 3

car G(w) = H(eiwAT)

Les coefficients ¢, sont tels que y satisfait aux conditions

initiales.

12WEAT
e

H( ) est appelée la réponse en fréguence.
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4.3. CAS D'UN SYSTEME CAUSAL

Le systéme étant causal, les conditioms initiales sont telles que :

x
1]
1]

(@]

x(pAT) p<o

1}
o

y y(pAT) p<o

p

Prenons la transformée en 2z des deux membres :

® n © m
I Toy  zP=I TBx . zF
n x> = -1 - m ke .1 =
> o 2 [ vy.z l vz V.2 31 =282 L %,z 3+ oz xz2 7]
03 5 3 P g % 3
donc :
' m
z Bkz-k
Y(z) _ H(z) = 0
X(z) n x
z oz
0]
THEOREME 1 :

La solution d'une équation aux différences linéaires représentant

un systéme causal peut s'éerire : '

k
y, = L A.x, . n-m > 0
K iopem © k-

ou les Ai sont les coefficients du développement formel

11
™

Aiu
k 1=n~-m




IILS

- 67 -

Si le systéme est causal, on a en effet

m
X Bkz—k o
v(z) = 2 X(z) = I Az *X(z)
g o -k i=n-m *
kZ
0

de la propriété 3.2.2. on tire immédiatement que

% K
= z = z . = <
Ve T E AR B0 Bi¥ey (¢ =0 » k<0
i=n-m i=n-m

STABILITE

I1 existe plusieurs définitions de la stabilité d'un systéme
physique. Nous en donnerons deux définitipns, et dans la suite nous nous

placerons dans le cas ol ces deux notions sont équivalentes.

5.1. STABILITE AU SENS DE LYAPUNOV [20]

Soit un systéme ayant une entrée x(t) et une sortie y(t).
Supposons que sa position d'équilibre soit
x(t) = 0 y(t) = 0 ¥t

On dit qu'on a une position d'équilibre stable, si (to) désignant 1'instant
initial
étant donné € > 0 , 4dn >0 tel que si Ix(to)l <n =>

4t tel que ¥t > T [y(t)] < ¢

(I1 est & remarquer que cette notion de stabilité ne requiert pas

y(t) — - » 0) . Si de plus y(t) » 0 quand t > ®, le systéme est dit
t > o

asymptotiquement stable.
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Dans le cas d'un filtre linéaire 3 coefficients constants, il
est aisé de montrer qu'un filtre est asymptotiquement stable si et
seulement si Iri| < 1 ¥i=l,...,n

n

(ri racines de 1l'équation caractéristique I or = 0)
0

5.2. STABILITE AU SENS DE JAMES [ 29

"Toute entrée bornée donne une sortie bornée".

On peut alors montrer que cette définition de la stabilité est

équivalente a la stabilité asymptotique de Lyapunov.

5.3. ANALYSE FONCTIONNELLE

On considére un filtre comme une application (cf. Introduction) de

1'espace des signaux S1 dans 1l'espace des signaux 82
/

5.3.1.

La stabilité asymptotique (ou de James) entraine immédiatement

gque le systéme physique considéré, peut &tre considéré comme une appli-

cation de
L, dans L_ (cas continu)
ou
L dans % (cas discret)
0 o0
5.3.2.

Si 1'espace des signaux d'entrée est L2 , et si la réponse en
fréquence du filtre est bornée, alors le filtrage linéaire est une appli-

cation de L2 dans L2
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En effet soit

x(t) 1le signal d'entrée de transformée de Fourier X(w)

y(t) 1le signal de sortie de transformée de Fourier Y(w)

D'aprés la formule de Parseval

[ |x(t)}%at = T [ X(w)]?dw

-0 -0

En utilisant la fonction de transfert d'un systéme continu (linéaire, a

coefficients constants), on obtient immédiatement
Y(w) = H(w) X(w)

utilisant 3 nouveau la relation de Parseval

+ 1 +o K +o0 +o0
[ |y(t)]2at = Q—nf |H(w) | ? | ®(w) | ?dw 5-2-1T-I Ix(w)|%dw = K[ |x(t)]%dt

—_oo —o0

(Ceci est bien naturel, car les systémes étudiés ici sont de type passif

et ne peuvent donc gu'absorber de 1'énergie).

5.4. PARTIE TRANSITOIRE DE LA SORTIE D'UN SYSTEME STABLE

Nous avons vu dans 4.2. que la solution générale de 1l'équation (2)

avec second membre est

y = c P 4 H(elwAT)elprT
p ii

= ™M 3

(Dans le cas d'une entrée sinusoldale, et dans le cas de racines simples.
Si il existe une (ou des) racine(s) multiple(s) yp est un peu plus

compliqué 3 écrire mais le résultat sera inchangé. )
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c,rg correspond au régime transitoire (car lri| < 1) qui sera
i

f
= =]

d'autant plus bref que Max Iril sera plus petit.
i=l,...,0-

H(elwAT)elprT correspond au régime permanent.

FONCTION D'APPROXIMATION

Ayant restreint notre étude 3 des équations aux différences
linéaires 3 coefficients constants, nous savons que H(z) est une fraction
rationnelle de 2 1 . Cette étude est basée essentiellement sur les pro-

priétés des fonctions de transfert (analogiques ou digitales).

Le probléme est le suivant : on se donne un modéle de filtre par
une fonction C(w) (complexe ou non de la variable réelle w), on se propose

alors par un choix des (ak,Bk) d'ajuster "au mieux"

‘c(w) par H(elwAT)

Dans cette étude, nous nous bornerons, en général, 3 ajuster le

carré du module (pour des raisons de simplifications) de C(w) soit G (w)

par lH(elwAT)l2 qui est quelquefois appelé fonction d'approximation.

11 est immédiat de-voir que la fonction d'approximation posséde

les deux propriétés
* périodicité de période 2m/AT
x parité.

Nous demandons donc que G(w) posséde ces deux propriétés.
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6.1. PROPRIETE DE LA FONCTION D'APPROXIMATION [25]

6.1.1. Fraction rationnelle en cos wAT

. . m
DRSNSl eke'lk“ATI I n, cos julT
{WAT 0
[H(e™H ]2 = =
n . n . n
PSSl ake'lk“ATf I 6, cos jubT
0 0 0

D'aprés les relations des polynomes de Tchebycheff, on sait que

J P
cos JWAT = X v. cos*wAT

p=0
donc :
m m j m K
I n.cos jwAT=Z n. X Vv cosPwAT = £ bk cos wAT
o 3 o 3 o P 0
On a alors
n k
z bk cos wAT
|H(eiwAT)|2 - 0 - C(coswAT)
n D(coswAT)
Y a cos wAT
k
0
On a évidemment C(coswAT) > O Vo € [0,7/AT]
et
D(coswAT) > 0 vw ¢ [0,T/AT]

car le filtre considéré a ét¢ supposé asymptotiquement stable donc

Iril 71
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6.1.2. Probléme inverse

A quelle condition un polynome Pn en cos x 2 coefficients réels

peut-il s'écrire

P (cos x) =S (eix) S (e-ix)
n n n

ol Sn(y) est un polynome — en y — de degré n a coefficdents réels.

THEOREME 2 :

Une condition nécessaire et suffisante pour que :
n ,

P (cosx) = L Db, cos? = (b. réels)

n =0 J

puisse s'éerire :

_ iz -1z
,Pn(cos x) = Sn(e ) Sn(e )
h k
avec Sn(y) = kio Eky (gk réels)
e8t que :
Pn(cos z) >0 %e € [0,7]

La condition nécessaire est évidente.

Démonstration de la condition suffisante

Soit

b.u’ > 0 vu e [-1,1] (u = cos x)

P (u) =
n j

o™M3

c'est un polynome d coefficients réels, donc

Pn(u) = bn(u-ul),...,(u—un)




Groupons les racines de Pn(u)

Cl = {up : Pn(up) =
C2 = {up : Pn(up) =
C3 = {up : Pn(up) =

...73_

en troils classes

-1 <

p_

u < 1}
P

1 ou u_ < -1}
D —

up complexe}

Examinons chaque classe Ci , et faisons le changement de variable

l)/2

u = (z+z

a) Soit up € Cl . 81 up est une racine d'ordre impair, alors Pn(u)

change de signe sur [-1,1] , ce qui est contraire a 1'hypothése.

Donc up est une racine d'ordre pair.

Analysons le terme (u-up)2

r(z) = (B2 — - u)? = L [22-20 z+1](z %20 2 1+1]
9 P 4 P P
b) Soit up € C2 . (u—up) a un signe constant sur [-1,1].
-1
v(z) =22~y = - (z-z )(z_l—z )
(zl z up + v u;-l est un zéro réel de v(z) , 1l'autre étant z, = 1/z1
qui est aussi réel).
réels
c) Seit up € C3 . Pn(u) étant un polynome & coefficients{ Gp € C
z+z-1 z+z-1 - 1 2 2,
w(z) = ( - u_)( - u ) = — [2z%-2u_z+1][z%-2u_z+1]
2 p 2 P 2 L p ¢ P

1

4z

3
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Si zq désigne une racine de zz—2upz+l

w(g) = e (z—zl)(z - i—-)(z—El)(Z - %—)
L4z? Zl Z
1
! 2 - 277, "2 =y "1 2
= ;];iiz-[z P(zl+zl)z+|zl] ][zv»—(zl+zl)z +|zl| J
1 ‘

Donc finalement Pn(gi%——') s'écrit comme le produit d'un polynome Sn(z) .

3 coefficients réels, de degré n , par,Sn(z—l)

ix -ix
e +te

5 le théordme est ainsi démontré

Puisque cos X =

COROLLAIRE 1

Les racines du polynome Sn(Z) peuvent étre choisies telles que

,|zi{ <1 i=1,...,0

%z .si up € Cl , on a immédiatement Izp| = 1.

x si up € C2 U C3 . On a choisi pour racine de 72(z) , z
Si lzpl <1, le corollaire est montré ; sinon, au lieu de choisir zp )

on prend la deuxiéme racine l/zp qui est de meodule inférieur a 1

Dans ce cas

Z
v(z) = - 53-(2 - %—)(z_l —-%—)
1 1
lz |2 1 B _ 1
wz) = 22+ 1z s Lz 2- v 27t e ]
* S |z |2 1z |z, ]2
1 1 1 1

On arrive donc au résultat trés intéressant suivant

. ) . C(coswAT)
. SACOSWL )
Se donner une fonction d'approximation D(coswhAT)

(C(u) > 0, D(u) >0 vu e [-1,1]

revient donc i se donner une famille de filtres,c'est-a-dire (a,8))

(car la décomposition du théoréme 2 n'est évidemment pas unique).
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COROLLAIRE 2

La fonction d'approximation

un filtre stable qui a pour fonction d'approximation

C(coswAT)
D(coswAT)

étant donnée, il existe

C(coswAT)
D(coswAT)

C'est une application immédiate du théordme 2 et du corollaire 1.

Les coefficients du filtre sont obtenus en mettant Sc (z) et SD

forme canonique.

6.2. FILTRE IDEAL

6.2.1. Filtre passe-bas

0 W, < w < W/AT

w, fréquence de coupure.

6.2.2. Filtre passe-haut

0 0 <w< wc
bh(w) = 1—Gb(w) =
1 w

-
<

< w < m/AT

6.2.3. Filtre passe-bande
\ 1
5 (w) =G (w)[1-C (w] =1
pb b,w2 bw, ? 5
(w ’wQ) est la bande pascante.

1

(Figure 111.2)

(z) sous
m n
Gb 4
! N
]
X
L]
[} w
! A
0 w /AT
c
Figure II1.2
w, <w < w
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. . &
6.2.4. Filtre rejeteur de bande o
(Figure II13) . ; | i
[}
$ : :
Co :
§O we Lwp )l : : :Lw
Grb(w) = ( 5
1 w ¢ {wl,wQ] 0 w,o W, /AT

Figure III.3

Ces filtres sont considérés dans un sens idéal, car il est
impossible de faire colncider une fonction dfapproximation avec ces

moddles en tous les points de l'intervalle EO,W/AT].

6.3. CONSTRUCTIONS DIVERSES

En général, seul le filtre passe-bas idéal est considéré, car
on peut construire les fonctions d'approximation des autres types a partir

de celui-gi.

6.3.1. Changement de variable

Posons u = coswAT , donc u € [—l,l] quand w € [O,ﬂ/AT].

Soit G(u) un moddle de filtre passe-bas.

On a donc

G(u) = (u = cosw AT)
o c

Soit X(u) une fonction définie sur {-1,1] (‘X(u)i < 1).

-
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On a alors

. X(u) € Euosl]
G(X(u)) =
0 X(u) € [—l,qu

Une méthode basée sur un principe semblable est utilisée en

filtrage analogique [£7].

La figure II .4 montre
la construction d'un filtre

passe-bande (u ,u2) a partir X (u)

1
d'un passe-bas (uo). ________ 0.0 S .

Le moyen pratique

d'utilisation de cett: méthode

A

- - - . > e e e me o-e-

est le suilvant
_]; +
* trouver une fonction d'appro- .
‘
ximation du filtre passe-bas \
L]
idéal '
L e e - - - 1. ______ -

# changer coswAT en X(coswAT). -1
X{u) doit donc etre une
fraction rationnelle de u. Figure II.4

6.3.2. Méthode cirecte

Soit G(w) un modéle de filtre. La fonction d'approximation

est choisie telle que : I's6]
' - C
1g - &
lo - S
soit minimum (d | étant une norme convenablement choisie).

Cette propriété sera exploitée plus tard (cf. chapitrelV).

(@}
~

()
~|
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- CONSTRUCTION DE FONCTIONS D'APPROXIMATION A PARTIR DE FILTRES ANALOGIQUES

Le point de départ est en général la fonction de transfert dfun
filtre analogique que nous noterons Y{s).

(Y(s) étant supposée &tre une fraction rationnelle).

7.1. INVARIANCE DE LA REPONSE IMPHLSIONNELLE ris]

Un systdme est caractérisé par sa réponse impulsionnelle ou

encore par sa fonction de transfert.

Nous pouvons écrire (ca$’ de racines simples) Y{s) sous la forme

A.
-t

Y(s) =
i

n e

1 s+s.
i

La réponse impulsionnelle {(réponse 3 la fonction 38(t) de Dirac)

.est alors l'inverse de la Transformée de Laplace de la fonction de

transfert Y(s) donc

e}
y(£) = LM (@ ) =T Age .
’ 1 i 1

Soit h(kAT) la réponse impulsionnelle d'un filtre digital (réponse a

1 k=0
Gk = Yy , on désire donc que
0 k #0
-5 . KAT
H(KAT) = y(KAT) = & A.e

1

- ™3

b

i on prend la transformée en z de{h J, on obtient

e . s RAT__on Ay
H(z) = L h(kAT)z " = ¥ Ai Loe PR T
- 0 1 SE S |
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Donc, si on veut avoir identité des réponses impulsionnelles,
on transforme
A A,
i
=> H(z) = _
—siAT
i 1-e z

-1

Y(s) =

o =)
l
— ™Mo

(Dans le cas ol les poles de Y(s) sont multiples, on obtient un résultat

du méme type, mais plus compliqué a établir).

EXEMPLE :

aATcos(bAT)zn1

1. -2aAT -2
+e z

st+a _ _ l1-e
— => H(z) = AT

(s+a)?+b* 1-2e ““cos(bAT)z

Y(s) =

L'ennui avec ces méthodes qui ajustent la sortie temporelle avec
celle d'un filtre analogique est que la réponse en fréquence peut étre
grandement modifiée. Une autre technique est d'ajuster plutdt la réponse

en fréquence.

7.2. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

I1 est aisé de voir que la fonction d'approximation d'un filtre

analogique est une fraction rationnelle de w?

Cl(wz)
(——— avec Cl(wz) >0 , Dl(wz) >0 VYw )
Dl(wz)

On obtient une fonction d'approximation digitale en remplagant w? par

. 2 WAT
trig -—5——
donc
g2 WAT
C(cos{wAT)) Cl(trlg 2 ?
wAT

vﬁ?bos (wAT)) Dl(trigz woT,
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od trig ( ) représente une fonction trigonométrique élémentaire
quelconque

sin( ), cos( ), tg( ), cotg( )

En effet, alors trig‘ (Q%I) s'exprime rationnellement en fonction de
coswAT
WAT
l—tg2
coswAT :.______;1_ H coswAT = 2 cos? wAT _ 1 = 1-2sin? wAT
l+tg2 wAT 2 2
2
7.2.1.

Filtres de Butterworth

Soit Gn(w) la fonction d'approximation d'un filtre analogique

d'ordre n , d'un filtre passe-bas idéal (G(w)).

Si Gn(w) satisfait

Gn(w) monotone (sur (0,®))

x lim Gn(w) = G(w)

n—bw
Le filtre correspondant est appelé filtre de Butterworth.

EXEMPLE :

“as o Y'on prend

trig . tg. On a alors

1

' w, /AT
t{z:((u) = — —t-;' @—
14 (—— 2 )" Figure II.5
' wCAT :
tg‘ —_— '

2
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ce qui s'écrit (Figure ITLS)

w AT
2n ¢C
tg 5
H (w) =
N 2n wcAT (l—coswAT)n
€ 2 1+coswAT

Une étude systématique des cas ol trig = (cos, sin, tg) est faite dans [25J .

7.2.2. Filtres de Tchebycheff

G (w)y
La fonction d'approximation

d'un tel filtre (ordre n) est !

(Figure III.6)

Gn(w) =

Figure IIL6

ou Tn(x) est le polynome de Tchebycheff d'ordre n.

On sait que

T, (%)

2p est un polynome pair

donc T;(x) est une fonction paire
T2p+l est un polynome impailr

Donc pour avoir le filtre digital passe-bas correspondant, on change

gt 90T
w? g 2
o2 w AT
c tgz _c

2
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7.2.3. Filtre elliptique £21]

Sa constructinn est
basée sur les propriétés des
fonctions elliptiques de Jacobi.
Le carré du module de
sa fonction de transfert est : J2(w)

(cas continu)

1

J%(u) = —
1+e2 snz(u,kl)

avec

kl=e/|/Az -1

Figure 1I1.7

(Figure I .7)

) -1 y dt
us sn y = _

0 /(—1T2)—('I3<§t2)

I1 existe encore bien d'autres types de filtres qui ont des
expressions analytiques simples. L'avantage de chacun est en général

fixé par son auteur.

7.3. ""TRANSFORMAT ION BILINEAIRE"

On remarque que pour définir un filtre analogique, il suffit
de se donner la valeur d'une fraction rationnelle sur 1l'axe imaginaire,
et que, pour définir un filtre digital, il suffit de se donner la valeur
d'une fraction rationnelle sur le cercle unité. Aussi on peut trechercher

une transformation
s = f(z)

qui transforme 1'axe imaginaire en le cercle unité. De plus, partant d‘un
filtre analogique, on désire un filtre digital stable, on devra donc

transformer la partie gauche du plan s en 1tintérieur du cercle unité.
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Soit Y(s) la fonction de transfert du filtre analogique de départ,

et H(z) celle du filtre digital d'arrivée. On a le résultat suivant [434

THEOREME 3 :
On peut calculer H(z) en introdutsant s = f(z) dans Y(s)
seulement si f(z) est rationmnelle en =z et si pour cette

transformation le demi-plan gauche des s se transforme

untquement dans L'intérieur du cercle unité des z

La transformation définie par

satisfait les conditions ci-dessus.

EXEMPLE :

_ 1 1+2 ¢
Y(s) = ——— => H(z) =
s 2 2 -1
1+ o (1 + m AT) + (1 - a—ZT)Z
C C C

Par définition de la transformée en z , on obtient immédiatement le filtre

numérique

2

(1 + w AT
C

)y (nAT) + (1 - ang)y((n—l)AT) = x(nAT)+x((n-1)AT) (3)
c

I1 est cependant assez génant de travailler avec le filtre (3). Car il

fait intervenir w, (fréquence de coupure du filtre analogique, c'est-3a-dire
1Y(jwc)|2= 1/2) alors que W, n'a pas la méme signification dans le filtre

numérique.




._8L+._

Notons w, une “pulsation analogique Wa 4{ !
wy, une “puisation digitale". ;
On a : l
iw AT
i = )
Y(la)A) H(e Y, N e l
. cAP=~-~""7°° 1 :
si w, et wy dont tels que : /! ' I
iw AT ! t
W 22 e I i wDAT._Z : . :
& T AT Tiw AT ‘¢ 77 BT Vo E
D ' \
e J\?‘l ' L] .
0 : ' >
Wep ! ' | w
Donc si : ' '
2 wDAT X
Wp = AT B T2 |
e
On a donc une distorsion quand on 0 Wop @ea /AT
passe par la transformée bilinéaire,
d'un filtre analogique d un filtre Figure II .8
digital.

La figure III1.8 montre comment est transformée le filtre
passe-bas analogique (wc) de l'exemple en un filtre passe-bas digital.
Donc au lieu d'utiliser le filtre digital (3) on utilisera

1 1
(1 + ———ET~ZT¢y(nAT)+(l - ——'ZT—ZT)V((n_l)AT) = x(nAT) + x((n-1)AT)
tg D _ tg LD
g —5 g€ —

qui est un filtre passe-bas ayant pour pulsation de coupure wCD
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7.4. (p,0) METHODES

Cette méthode est basée sur 1'intégration numérique de 1l'équation

différentielle associée 3 la fonction de transfert Y(s) [68]

Soit 1'équation différentielle

n n-1
5 aky(k)(t) . ka(k)(t)
0 0
(w)
y(k)(o) =0 k=0,1,...,n-1

Soient deux polynomes & coefficients réels

b K
p(A) = L v A . o(A) =
0

o MK

ukk

On désigne par E l'opérateur d'avancement, c'est-a-dire

B T Vi1
On remplace alors le probléme différentiel (4) par le probléme

aux différences

k - - k -k
po e e T pEe ) y
o X y] Bk i == xj j=0,1,...
0 AT 0) AT
(5)
yj = condition initiale donnée j=0,...,n-1

Cette méthode fait un peu la synthése des méthodes précédentes.

En effet, si on est intéressé par




o

du filtre analogique, on choisit une métho
stable, ce qui entraine la convergence,

la solution de 1l'équation différentielle.
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EXEMPLE : Méthode de Milne

p(z}) = z%-1

o(z) =-% (z2+4z+1) .

2 1'ajustement en fréquence,

On devra alors

g = —

choisir

o(z)

i ATo(z)

satisfaisant au théoréme 3 de 7.3.

EXEMPLE, régle

[

p(z) = z-1

On retrouve la

Dans le cas ou

1 - P -~
les mémes phénomeénes de

du trapéze

g(z) =

+tpansformation bilinéaire.

z+1
2

i

de consistante et

on utilise une (p,0) méthode, il se produit

distorsion, que celui évoqué 3 propos

transformation bilinéaire, mais qui doivent 8tre formulés

et 0 choisis.

de la

1'ajustement de la réponse temporelle, 3 celle de la réponse

en un point fixé, vers

pour chaque D




CHAPITRE 1V

FILTRES OPTIMAUX.

APPROXIMATION PAR FRACTIONS RATIONNELLES
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INTRODUCTION - DEFINITION

On a montré (II.1) que, construire un filtre revenait a calculer

deux jeux de coefficients

(ao,...,an) et (BO,..

. 5Bm)
N 2 . iwAT - .
de telle maniére que la réponse en fréquence H(e ) s'ajuste le mieux

possible au modéle donné H(w).

On se limitera ici, en raison de la complexité du probléme, &

1'ajustement du carré du module du modéle (CMM).

On a alors (I1I.6.1.1.) en posant x = WAT

m
z bk cosk X
i 0
IH(elX)I2 = = = g(x)
z ak cosk X
0

ol g(x) est une fonction paire et périodique (2m) : propriétés que le C.M.M.

doit aussi satisfaire

Soit V l'ensemble des fonctions définies sur [O,ﬂ] de la forme

m
L b cosk X
k
0
g(x) =
n
k
z a, cos X
0
ol les coefficients a, et bk sont
m
. k
i) tels que L bk cos x>0 vx ¢ [0,n]
0
n k
ii) tels que I a, cos’ x > 0 vx € [0,7]
0]

iii) normalisés (Cette normalisation sera précisée ultérieurement).
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On cherchera — s'il existe — un meilleur approximant gx eV

tel que si f est le carré du module du modéle

lg*-#ll = 1nf [le-fl

gev

On a montré, (II.6.1.2.), que’si gx € V, il est alors possible

de construire , c'est-3-dire trouver (a,B), un filtre stable. Ce filtre

stable sera alors dit optimal.

EXISTENCE D'UN FILTRE OPTIMAL.

2.1. CHOIX D'UN ESPACE, CHOIX D'UNE NORME.

On note par LE[—l,l] , (p > 1) — ou plus simplement Pl-1,,10 —
1'espace vectoriel (des classes d'équivalence) des fonctions de puissance
pleme intégrable (avec la fonction poids w(x) telle que w(x) >0 ,

v¥x € [-1,1]1), et on pose :
+1 1/
Hhﬂp = (f w(x) | h(x)]|Pdx) P
-1

pour tout h € Lp[-l,l 1.

Scient : P {polynomes de degré < n}

n
P; ={p/peP , P(x)>0 ¥x¢ {-1,13}
Po={p/p€Pr , p(x) >0 wxe[(-1,1}

et soit alors

m +
R = {p/qg / pe€ P; , q € Pn}
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On se propose de déterminer r* € R: , s'il existe, tel que
1 * ‘ m
Ie"-al ) < lie-4il ¥r € R

(Pour obtenir g’l — défini enIv.1 — i1 suffit de faire le

changement de variable x = cos u).

2.2. EXISTENCE DE 1~ .

. P ' . . : 3 P
(Une partie de la démonstration de l'existence de r est empruntée

3 1'article de Cheney - Goldstein [10J4).

Soit g une fonction définie sur [-1,1), et soit 1l'ensemble défini

par
S(g) = {x/ x€ [-»,13 , g(x) # 0}
Soit
f(x) x €T
fT(X) =
0 x €T

T étant un sous ensemble quelconque fermé de [-L,l] , et soient
P,Q deux espaces vectoriels sur IR de fonctions définies sur [—1g1] et
inclus dans LP[-1,1]. (Au lieu de P on pourra considérer P° le cdne des

éléments bositifs ou nuls de P). On note:
+
Q" ={a/qeq,ax)>0 ¥xegl[-1,11}

On dira que
P (ou P°), Q et la norme || ﬂp possédent la propriété Cp si

pour tout f € Ls[-l,lJ et

pe€EP (ocuP°),qeqQ : C| P, € P (ou P°) q, € Q+ tel que

[ CE-p/adql ) < A 1£-p, 7af, <2

pour tout T C S(q)




Posons r{(x) = E%E% , pour x € [-1,11 avec p € Pm (ou P;) , Q e.Pn

r : x - pr(x) est définie sauf en les zéros de g. On a :

PROPOSITION 1 :

r est un élément de LZ[—J,ZJ , (w>0), st et seulement st
1'ensemble des zéros de q dans {(-1,11, est contenu dans 1'ensemble
des zéros de p dans [-1,1] . (Les zéros de p identiques a ceux

de q ayant une mutiplicité supérieure ou égale d ceux de q).

Condition suffisante

Soient ;j iz1,...,k (k < n) les racines de g sur E—l,l] .
L s i
On peut ecrire

k
p(x) py(x) . 3 i)
r(x) = =
- q(x) ql(x) k
il %. )
i * J ;i

avec ql(x) > 0 (ou < 0) ¥x € [-l,l]'donc r € Lgt-l,lj .

Condition nécessaire :

Si q admet un zéro x dans [-1,1} , (d'ordre k , 1 < Kk <n)

(que 1l'on suppose unique pour faciliter 1'écriture), on peut écrire

q(x) = (x—i)kql(x) ql(x) # 0 ¥x € [—l,l]

I1 est immédiat de voir que, puisque p > 1 ,

p(x) P

w(x)

(x-;)kql(x)

n'est sommable sur [-1,1} que, si p(x) = (x—i)kpl(x)
Si,donc r € LE[-l,lJ,c'est que
(x)

_opix) _ Py
ro- %TET‘ EHED

avec ql(x) £ 0 ¥x € [-l,l]
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PROPOSITION 2 :

La propriété ( Cp) est vérifiée lorsque :

P=P (ou P° = P° )
m m
Q = P%
Soit @(x) = |£f(x) - g%§%|p w(x) avec p € P

Lorsque q € P on pose
Z(q) = {x / q(x ) = 0 , distincts, appartenant & [-1,1]}.

Soit Rk(q) ={x/x€eU ]xi - %—, x. + %[ (xi € 2(q))} et

1

soit T, la famille (infinie) de fermés tels que :

k
ERk(q) n[-1,1 pour k > K> 2 / mln |x -X, l
1,3
on a bien alors
TkCS(q) ¥k>K , et
On pose :
lf() e ) X €T,
(x)'
x € Tk

Ces fonctions wT sont sommables sur [—1,1] , convergent en
k
mesure sur [-1,1] vers® , et la limite inférieure de leurs intégrales
n'est pas +o , d'aprés l'hypothése de la condition (Cp) ; alors, puisque
wT (x) > 0 pour tout k , et tout x € {-1,1] , d'aprés un corollaire du
k
lemme de Fatou [39]

+1 +1 .
f P(x) dx < lim inf f P (x) dx .
-1 koo -1 k
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Utilisant la condition (Cp) on obtient

+1 (x) 1/p
f w(x)lf(x) - E_E_wp dx < A
q(x) -

-1

1/p

¢ est donc sommable, donc (f - %) € LS[—l3l] , c'est-a-dire puisque

P E P; , et d'aprés la proposition 1

P
+
d p, € P; » 4 € P, tel que £ - ai—“p < A

THEOREME 1

Tout élément £ de IP[-1,1] posséde un meilleur approzimant r

dans R: , c'est=d-dire :

2% e/l tel que ilffil, < g, #re R

)
Au cours de la démonstration, on utilisera les notations

lel, = nax 00| ev gl = mex el pour g€ CL-1.1]

*€T S [—lal]
(si p € P; , On notera encore par dpl la trace sur P; de la norme
H H définie sur Pm)
On commence par établir l'existence de deux constantes positives

o et B , telles que :

(0 HgT“p i.dlle g € C[-1,1] , pour tout fermé T & [—l,lj

2) 1Rr > "ot Rm
( ilq llp > gloll, 7 ildl, p/q € R_
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La norme “ “p est une norme monotone , c'est-3d-dire
si | £(x)] < |g(x)] ¥x € [-1,1]
<
ona N < llal

Pour montrer (1), on a, puisque g € C[-lgl] :
| g(x)] illg“T pour x € T

donc :

lgh < Nl = 0l llgl,  dome a = llal

Pour montrer (2), on utilise le fait que toutes les normes sur Pm,de
dimension finie,sont topologiquement équivalentes [ 4 ] donc pour tout
pE Pm ,d B >0 tel que “P“p Z_B“pll°° . Inégalité qui est donc vraie

en particulier pour p € P;‘: Pm . De plus pour tout p/q € R: , on a :

lg(x)l S (%)
q(x)' — “a”w
donc, 3 cause de la monotonie

Is
I8, > I, - e e, 8

Prouvons maintenant le théoréme 1. On pose :

A = Inf “f-ﬂl
reRD P

D'aprés la définition de la borne inférieure, il existe une suite
d'éléments r, € R: telle que la suite des nombres réels Ak = Hf-rk“p con-

verge vers A en décroissant.

= o + ' éné-
Posons r = P / Q. (pk € Pm > q € Pn) . I1 n'y a aucune perte de géné

ralité 3 assurer que “qkilco = 1 . Puisque la suite ”f—rkup est bornée,




IV.3.

la suite Hrka est bornée.

Par Minégalité (2), la suite Hpk“w est bornée. Alors en passant aux sous
suites, si nécessaire, on peut assurer dque les suites pk et qk convergent

en norme “ Hw , c'est-a-dire uniformément ; soit P~ P € P; et q > q -

Siqé€ P; la fonction r_ = p/q a la propriété Hf—rJ&) = A

En effet Hrk-ro“w + 0 donc par 1l'inégalité (1) Hrk—roup > 0 et de

1'inégalité
el <lemll, - heerdl

on tire la conclusion indiquée.

Siq ¢ P; soit T un ensemble fermé quelconque de [—lgl] tel que

q(x) > 0 sur T. Alors ; > © = p/q uniformément sur T.
_ ’ _ < z 2 .
Donc H(rk P)T“p >0 et |[(f P)Tnp < A comme précédemment

Par la propriété (Cp), il existe p* € P; et qx € P; tels que

1 ®, %
£-p%/ <A
| £-p"/q Hp <

PROPRIETES DU MEILLEUR APPROXIMANT DANS L2[-1,1]

3.1. = EST UN ELEMENT NORMAL

On note le degré d'un polynome p par 3p. Un élément r = p/q de Rg

sera dit normal si dp = m ou dg = n , et non normal sinon.

LEMME 1 :

Soit f € L*[~1,1]
+1 ()

st f w(x) é:g— dr = 0 ¥o¢ [-2-n,-1-n] (n nombre donné > 0)
-1

alors flx) =0 p.p sur [(-1,1]
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On peut écrire :

+1 +1
I = f w(x) ;égl-dx = - é—f w(x) Eigl dx =
-1 -1 (1-=)
[0}
1

puisque [31 <1, on aen posant B = =

© 41
I=-8 T [f wx) x"£(x)dx] 8"
n=0 -1
. N !
puisque I = 0 V¥B € L M ° 2
+1 n
[ w(x) x f(x)dx = 0 n=0,1,2,...
-1
Donc f(x) = 0 p.p. sur [-1,1]
THEOREME 2 :

soit f e L*[-1,1) , (f€R)

Un élément non-normal de RZ ne peut pas étre un meilleur

approximant de f.

Soit r* = g- un meilleur approximant de f, supposons que r*

non-normal, c'est-d-dire, dp < m et 9g < n .
Soit nn un nombre (> 0) fixé, et soit

s{x) = x-a -2-n < a < -1-n
Pour A € [-n41] on considére

- P A
ry = q (1 + GO

)

m +
ry € Rn , en effet gs € Pn

et p(x-a+l) > 0 ¥x € [-1,1] donc € P;

+
1
-3 f_

1

1

, on a -nécessairement

w(x) g (g)“dx

soit
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Soit alors

+1
o) = [ wGolry - £]? ax

. * . . . . .
puisque r = r° est un meilleur approximant on doit avoilr ¢(A) minimum

pour A = O donc

1
s(x)

+1
$1(0) = [ o) B [n(0)-£G0)] dx =0 Va
-1 q(x)

C'est-3-dire d'aprés le lemme 1 on doit avoir :
E%E% [r(x)-f(x)] =0 pP.p. sSur [-1,1]

Comme p(x) n'est pas le polynome identiquement nul, on a néces-

sairement
f(x) = r(x) p.p.

’
. . m
ce qui est contraire a 1'hypothése, donc un élément non normal de Rn ne

peut &8tre un meilleur approximant.

3.2. PROPRIETE DE r.

x

Soit r = R;- un point de RE ol Hr—fﬂ al “ sera désormais utilisée
‘ q
pour désigner I “2 (c'est-3~dire la norme dans L2[-1,1])) est minimum.

Puisque pr(x) >0 ¥x € [-1,1] on peut écrire

5 (x) = B(x).p (%)

avec
i Ny N .
ap = k O0<k<m p posséde k racines sur t—b,l]
N
et p(x) >0 ¥x € [-1,1]
et : Bpo = m-k ou po(x) >0 wxe[-1,1]
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PROPOSITION 3 :

p |
5i r7 = B’—%'G R: est un minimum (global) de i|r-fl alors :
q
1 B(z) z *
) EL%?—————(r (w)=f(x)) (p (x)q(z)+p(x)q (z))dx = O
-1 (" (x))

pour tout p € E;rk et q € Ph

Avant de montrer la proposition 3, montrons :

LEMME 2 :

Il existe n, > o , n, > 0 tels que :

¥x € [-npnyl p (z) + Xz" > 0 ¥e e [-1,1]

¥u e [-n,um,l ¢lz) - w? >0 ¥z e [-1,1]

pour tout © , (2=0,1,...,m-k) et pour tout j, (§=0,...,n)

Par hypothése, po(x) >0 ¥x e [-1,1], i1 suffit alors de prendre
n, = min po(x) , pour montrer la premiére partie du lemme.

xe(-1,1]

Pour la seconde partie, qz(x) étant aussi strictement positif il suffit.

de prendre :

=
n, = min qQ (x) /2
2 xel-1,1]
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On considére alors :

pour u € [-n,.n,]

+1 v .
o(A) = f w(x)[ELél (po(x)+Xxl)—f(x)]2dx pour A € Ehl’nl]
-1 eatd)
et
+1 x(x)
v = [ W= -f(x)]%dx
-1 q (x)—uxj

pulsque px / qx est un meilleur approximant on

¢'(0) 0 i=0,1,...,m-k

yr(o) =

]
O

3j=0,1,...,0

c'est-a-dire :

+ NVx) ok, . ir %
[ = R R et (0-£(x) Idx
To1 (gt xN?

et

+1 m(x) -
f w ——E}————-p (x)xJ[r‘(x)—f(x)]dx
-1 (g (x)N?

ce qui, aprés des combinaisons linéaires de ces

proposition 3.

PROPOSITION 4 :

L'ensemble des polynomes

p_(x)q(z) + p(z) g% ()

doit nécessairement avoir :

0 i=0,1,...,m-K

relations, montre la

engendre Poom—k lorsque p et q varient dans Pm—k et Pn.
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-~ Pd ~ x )
D'aprés le thécréme 2, les polynomes p*(x) et q (x) sont premiers
. - z . .
entre eux donc il en est de méme de po(x) et q (x). La démonstration se

trouvant entiérement dans [10:, ne sera pas transcrite ici.

THEOREME 3 :
- Y pO . . 2
St r =p— (€ RS) est un meilleur approximant de f € L alors :
q
+1 () * .
[ w(z) X (v x)-flx)la?de = 0 ¥ = 0,1,...,mtn-k
- (¢ (z))?

La démonstration de ce théoréme est évidente, en se servant

des propositions 3 et 4 précédentes.

3.3. ALTERNANCES DE e(x) = 1 (x)-f(x)

THEOREME 4 :

Soit r¥ 1'é6lément de R: qui réalise la (ou une ) meilleure approxi-
mation de f, dans L?[-1,1] , avec f €& RZ .

St f(x) est continue par morceaux, et

st ro(z) posséde k zéros (0 < k < m), sur E1,7] , alors :

e(xz) = rz(x)-f(x) posséde au moins n+m-k+1 changements de signe
sur 1-1,1[ .




- 100 -

Supposons que rx(x) posséde k zéros sur {-1,1] ,0<k <m,

écrivant d nouveau r*(x) = g(x)po(x)/qx(x) , on pose :
n ® 2
wix) = wix)p(x) / (" (x))° >0 ¥x ¢ [-1,1]

D'apeds le théoréme 3 on doit avoir

+1 .
I, = f w(x)e(x)xjdx =0 j=0,1,...,n+m-k = £
7o
a) e(x) posséde au moins un changement de signe sur [-1,1] :
en effet
+1
I = f w(x)e(x)dx = 0
o
-1
ce qui entraine, d'aprés le théoréme de la moyenne, que e(x) ( # O) posséde
au moins un changement de signe sur J-1,1L , puisque w(x) > 0 ( # 0)
¥x € [-1,1] .

]

b) e(x) est continue sur

(6.,0...)  30,1,...,r ~" . .
Jrt BN 8 R
1. 2
en posant 60 = -1 et er+l = +1
Montrons alors que Figure IV.!

1'hypothése

"e(x) posséde moins de (£+1) changements de

de signe sur [-131]" est absurde.

Par hypothése Ij =0 j=0,1,....2-1,% .

Supposons que e(x) change de signe uniquement en
Nys Nys o wees n 1< s<2

et posons

n = -1 et ns+l = +1 , et

z(x) = (x-nl),...,(x-ns)
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On remarque que l'on peut écrire

b
H

2-s
(x-1) (x—nl).....(x—ns) + QSL—l(X) BOQQI_l < g-1

done

H
"

+1 o- - +1
o, = we0x-1) “z2(x)e(x)ax + [ w(xder (x)e(x)dx
-1

le derrier terme étant nul par hypothése : on a donc

ni+l o
f w(x)(x-1) S2(x)e(x)ds
On

1)

—
1l
1 ™

i .
i

et le tableau suivant

si x€ | Inongd | Dnganyd [nj,njﬂ] Cngongyq
signe  z(x) - + (—l)]+l (—l)S+l
si signe e(x) + - (-1)] (-1)°
alors signe

de z(x) e(x) - - - -
si signe e(x) - + (—l)]+l (-1)st1
alors signe

2(x) elx) + + + +

(Dans chague cas il faut lire sous entendu'ou nul).

Puisque e(x) Z 0 , dp tel que sur [np,n ] e(x) Z 0 , ce qui permet

ptl
de voir immédiatement que

I, # 0

ce qui est contraire d& 1l'hypothése.

Donc nécessairement e(x) posséde au moins (£+1) changements de signe.
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1V.4. REMARQUES SUR L'UNICITE

Le probléme de 1'unicité n'est pas encore résolu, et la diffi-
culté semble dépasser les connaissances actuelles. Ce probléme est abordé
par l'exhibition de quelques contre-exemples remarquables [3u1] (357 .
(Dans le cas ou il n'y a pas de contrainte sur le numérateur). On va

cependant démontrer :

4.1. CASOU m ET n SONT IMPAIRS

THEOREME &5 :

si f e [*[-1,1] , et st de plus f(x) et wlx) sont deux fomctions

paires, alors il existe au moins deux meilleurs approximants

. 2k+1
(distincts) de f dans Roo .5 -

!

2k+1

: S e S 2k+1 . :
Soit r = € R22+l un meilleur approximant

a+...ta x22+l
o "7 2841

de f. D'aprés le théoréme 2 on a nécessairement

b Z0 (%)

2 2
ok+1 | 22041

.2 R ®
La quantite “r—ﬂl est minimum pour r=r . On a alors :

. 1 b0+blx+...+b2k+lx2k+l
e*-42 = [ wx) L e - £0)? ax

- a_t...tay0, 9%
En faisant le changement de variable x = -u on obtient

2k+1
+1 b -b.,ut...-b u
1 k+1 -
er—fﬂz = [ w(u) [ = 2 - £(uw)]%du = ||z
-1 -a u29,+l
% 20+1
| 2k+1

bo—b1u+...—b2k+1u

a —-a,ut -a u22+1
o S1° " T2+1

avec r(u) =
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X —
On a r £ r

En effet si rx(u) = r(u) vu € [-1,1] on doit nécessairement

averr b2k+1 T o+l

= 0 , ce qui est contraire & l'hypothése (x)

EXEMPLE :
~ 1 1
1 XGL_Eagj
f(x) =
0 sinon
Cherchons dans Ri un meilleur
approximant de f. 4f

On trouve

® _ 0.561 (1 + u)

W T
et aussi
ey - 0:561 (1 - u)

1 -0.828 u Figure IV.2

On remarque

COROLLAIRE :

Une fonction paire, la fonction potids étant paire aussi, n'a
2k+1 ‘

og4] W meilleur approximant parr.

pas dans R

Le meilleur approximant pair de f dans 1'exemple précédent est
v
r = 0.5

On a en effet

|7-£]2 = ||»*-£]2= 0.uu662 < 0.5 = ||o-f|2 .
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4.2. CAS GENERAL Rg

Ici on ne peut absolument rien dire. Une étude systématique

dans Rg de fonctions f(x) telles que

1 X € [a98] < [_lal]
f(x) =
0 sinon

a montré que pour chaque exemple, i1 existait un meilleur approximant
unique, qui dans le cas d'une fonction paire est un meilleur approximant

pair.

Commentaires sur les figuresV.3 3IV.6

Dans le cas de R% , on doit minimiser

+1
y= [ [£x) - & 12dx

yi
a +a.xta.x
1 o 1 2

la normalisation des coefficients de r étant telle que

2 2 2 _
a¢ +as +aZ =1
o) i 2

c'est-a-dire, en conservant les variables indépendantes a, (axe horizontal)
et a, (axe vertical) on doit avoir

ai + a; <1 (figureIV.3 etIV.5)

De plus, on doit avoir aussi

v l-—ai-—a2 +ax+ax?>0 vx ¢ [-1,1]

2 1 2

(le complémentaire de cette partie est représenté par la partie hachurée
de la figurelV.3).
Ayant dans un premier temps minimisé ¥ par rapport a a, on trace

quelques courbes de niveaux de la surface
¢(a1,a2) = Min W(al,aQ,a) (figureIV.3 etIV.5)
: o

Les figuresIV.4 etIV.6 permettent d'avoir des agrandissements des
zones de voisinage des minima de chaque exemple, et de voir ainsi que f

posséde un seul meilleur approximant.
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INSTITUT DE MATHEMATIQUES APPLIQUEES DE GRENCBLE
CALCOUL DE COURBES DE NIVEAUX R L’AIDE DE FONCTIONS SPLINES

0.1000€ 0t

0.5000E 00

-0,9537E-06

-0.5000E 00

A‘A.----.X ;—X‘......‘.

-0.1000E 01 l I | ]

-0.1000E Ot -0.S8000E 00 -0.95837E-06 0.S000E Q0 0.1000E 0t

IMAGE DISPLAY NO 008 ECHELLE: 06,10 Figure IV.3

courtes de rive ms do 1a soefac 1 (e)dx
7
( [ )
+1 o} +1 -1 ‘13'*'(»1.1-‘4*&1,)-‘4)'
.. - 12 _ L2 { P4
$(a, ,a.) = Min [ [F(x) - %A = f FA(x)dx - . ——
1’72 4 2 +1 dx
¢4 -1 a +a xta . x -1
o "1 %2 / -
=1 (\_1(\1»&]_:\'-%.19:\' )
avec a = ‘/L-az—az s lorsqgue
e} 1 2
A
] -

1 am v . e e
H .
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INSTITUT DE MATHEMATIQUES APPLIQUEES DE GRENCBLE
CALCUL DE COURBES DE NIVEAUX A L’AIDE DE FONCTIONS SPLINES

0.5000€ 00 —j . e
0.3500E 00 -
0.2000E 00 —
0.5S000E-01 ]
-0,.1000E 00 ‘ e '|
0.7000E 00 0.7750€E 00 0.8500E 00 0.9250E 00
Figure IV.4
<AE DISPLAY NO 009 ECHELLE: 06/10
courbes de niveaux de la surface (%) f+1 F(x)dx )
. K¢ ——————)
+1 a +1 -1 do+alx+a7X2
$(a;,a,) = Min [ [f(x) - —— J2ax = [ £2(x)dx - =7 T
. a -1 a +a xta x> -1 x
o 1772 f —
-1 (do+alx+32x )
avec a, = Vl—ai—aé ’ lorsque
A
11 f
— i
! 1
! 1
I I
| |
| 1 .
-1 -0.7 0.5 1 X

(%) grossissement de la partie ombrée de la figure IV.3
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INSTITUT DE MATHEMATIQUES APPLIQUEES DE GRENCBLE
CALOUL DE COURBES DE NIVEAUX A L°AIDE DE FONCTIONS SPLINES

0.1000€ 01

0.5000E 00 —

-0,9537¢€-06 —

-0.5000€ 00

-0.1000E 01 ~0.5000E 00 -0.9537€-06 0.5000E 00 0.1000E 01

Figure IV.5
IMAGE DISPLAY NO 010 ECHELLE: 06-10

courbes de niveaux de la surface +1 F(x)dx )
( - )
: +1 +1 -1 ao+a1x+a?x2
. . - . . R 29, - -2 Ay - : i
¢(a,,a,) = Min ] £ 2] dx = [ E (x)ax ) dx
o -1 a +d_xta . x -1
\ o 17T, f —
-1 (aofalx+32x )
avec ao = l—ai~a2 s lorsque
lk
1| f

— —_ —————
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o'4mx oo _1‘ a L[] L] L] . L r ] . [ ] » ] [ . s L] L] a 8 L] [ [ ]
0.2000E 00 —
0. :
-0.1192€E-06 — 4
[ ]
; —
-0.200& oo p— :
-0,4000E 00 —t — —h— ']' — —t r — * “T
0.8000E 00 0.8500E 00 0.S000E ©0 0.9500E Q0 0.1000E 01
Figure IV.6
IMAGE DISPLAY NO 011 ECHELLE: 06,10
courbes de niveaux de la surtface (=) +1 f(x)dx )
( —-)
+1 ' +1 } -1 do+a1x+aqx2
¢(a,,a,) = Min [ [fx) - ~—J2%dx = | £2(x)dx - o
o122 . 2 ; +1 dx
o -1 a +a x+a_.x -1
o 1 2 f -
-1 (aofal,\:%’.Qx )]
avec a, = /l—ai—ag s lorsque
4
1Lif
r |
|
| |
I |
i |
] I
: L e
-1 - 0.5 0.5 1 X

(%) grossissement de la

partie ombrés de la figure IV.5
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IV.S. PROPRIETE DU MEILLEUR APPROXIMANT (CAS PARTICULIERS)

On supposera que f est telle que :

x € [o,8]
f(x) = a<B

0 x € [1,0f U Jg,1]

[

o

et on montre une propriété du meilleur approximant de f dans R2n

THEOREME 6 :

o

Soit ro(z) = 1 / qgn(x) le meilleur approximant de f dans R2n

alors toutes les racines de qzn(x) sont complexes.

Montrons que la juxtaposition des hypothéses Hl et H, est absurde

2
H1) e(x) = £(x)-r (x) change de signe au moins (2n+l) fois

sur [-1,1] (théoréme u)

H2) qx(x) posséde 2p racines réelles (p > 1)

. . P x
Soient X, ,...,X (x, < ... <« X ) les racines réelles de g~ , x. ayant
1 2 1 2 1 ;&

pour multiplicité Ri avec :

L
% 2 =1 qx(x) = (X_Xl)quQH—Qp(X)
q'(x) = (x—xl)2p—1[2pq2n_2p(x)+(x—xl)qén_Qp(x)]

q' posséde sur (—w,xlﬂ(ou sur]xl,+m)) au maximum 2n-2p racines.

\
* L £ 1 sur ]Xi’xi+1[ , q9'(x) posséde au moins une racine e
')
maximum (2n-1)-(2-1) - I (Qi—l)+l = 2n-2p+l1 racine
i=1

t au

s

sur (—w,xl[(ou sur]x ,+®)) , gq'(x) posséde au maximum

L
(2n-1)-(2-1) - & (2.-1) = 2n-2p .
izt
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CAS 1

[-1,1] < ]xi’xi+1[ , donc g(x) > 0 ¥x € ]Xi’xi+l[

Supposons 4k racinesde q' dans ]xi,a] U [B,xi+l[

k>2 il y a au maximum 2n-2p+1-2 racines de q' sur Ja,BL donc le nombre

de changement de signe de e(x) est au maximum

N < (2n-2p-1)+142 = 2n-2p+2 < 2n

/\ ~
puisque p > 1 . \ /
La figure IV.7 (ainsi que les a 8
suivantes) montre la configuration
donnant le plus de changements de Figure IV.7

signe de e(x).
Donc ce résultat N < 2n est incompatible avec HI.

k =1 il y a au maximum 2n-2p+l-1 racines de q' sur Jo,B[ d1e nombre

de changementsde signe N est au maximum (figure IV.8)

N < (2n-2p)+1+1l < 2n 7\ ya
s} + _
(puisque’x > x. (ou Xi+1) a 8
q(x) > +=).
Figure IV.8

k = 0 il y a au maximum 2n-2p+l racines de q' sur Jo,BL

dans ce cas (figure IV.9)

=
A

< (2n-2p+1)+1 < 2n \ 7N 77[

ce qui est encore incompatible avec HI.

Figure IV.9
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CAS 2

[-1,1] < ]xi,xi l[ ¥i = 1,..., -1

+

On montre encore et de la méme maniére que le nombre de changements

de signe de e(x) sur Ja,B[ est encore au maximum 2n.

Ce qui est & nouveau incompatible avec H1.
Les cas 1 et 2 sont les seuls d envisager car q(x) ne peut s'annuler

sur [‘l@l].

Les hypothdses H1l et H2 étant incompatibles le théoréme 6 est ainsi

montré.

REMARQUE :

I1 n'est pas possible d'avoir un théoréme identique lorsque le

meilleur approximant de f appartient a R;:

hypothése Hl (modifiée évidemment par le résultat du théoréme 4). Il semble

, en se servant de la seule

cependant qu'on doit pouvoir montrer que qzn(x) posséde au maximum deux

racines réelles.

r
Contre exemple 4
2 )
r(x) = 8 1-x ' 1 '
7-x% .
: i
Les propriétés d'alternance . : x
et d'annulation de p sont / 3 3
2m -1 - 7 0 A +1

satisfaites (figure IV.10)
et cependant q{x) posséde

Figure IV.10
deux racines réelles

(@ = -3/4 , B = 3/4)
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IV.6. CAS DE L'APPROXIMATION DISCRETE [uu] PAR FRACTION RATIONNELLE.

Seit X = {N abscisses distinctes Xy i=1,2,...,N} , et les N

couples donnés, a partir de X, (xi’fi) (i=1,2,...,N). On pose
SE = {p/q s P E Pm , q€ Pn et q(x) #0 ¥x € X}

x m . s .
On se propose alors de chercher r* € Sn , si il existe , tel que

N
F(r) = % wi[r(xi)—fi]2
izl

soit minimum.

Suivant la répartition des couples (xi,fi), des degrés n et m,

on ne pourra assurer l'existence d'un tel minimum, comme va le montrer

ce qui va suivre. /

EXEMPLE
Choisissons S: = S1 et les données sulvantes
1 1
Xi -1 - 5 0 5 1
f
f. 1 0O 0 0 O L
i #-- oo -
_ axtb ax+b _ '
r(x) cx+d x+d (c=1) E
% ————
5 axi+b
= - £]? -1 0 +1
Figure IV.11

"I1 est immédiat de voir que

. 1 2 1y _
lim Q(ﬁ3 o> 1+ EJ =0
0

mais lim (x+1+ l) = x+1 , ce qui montre que la fraction rationnelle cor-
p—)OO

respondante n'appartient pas as!t.




CHAPITRE V

ALGORITHMES DE CALCULS
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THEOREME 7 :

S7 les couples (xij’fij) (§=1,2,...p) appartiennent au graphe
d'un polynome de degré m-n , et st 0 < N-p < n alors il

n'existe pas r* dans S: (n > 1) qui minimise F(r)

m-n
. Kk .
Soit t(x) = L o X le polynome dont le graphe contilent les
k=0
couples (xi ’fi ) (j=1,2,...,p),on note
J J
X = {x/ x4 3=1,2,...p}
J

On note Sj (j=1,..,N-p) les abscisses de X n'appartenant pas 3 X .

Soit alors

i} 3

m-n 1. x N-p (x ej+ 2)
ro(x) = £ (a + S)x I
2 - k2 .

k=0 j=1 1

(x - 0.+ -3)

i [

m=n ek :
ol gj = fj /L ak] (on peut toujours supposer t(ej) 20 ¥j)

k=0 :

rg(x) € Sg car Ej £ 1 , sinon ej appartiendrait & X .

Posons
x - 6. + &, -E.+ 1
_ J ]/2 - _ g]
p-(2,x) = =1
J k-8, +1/g Q(x—6j+l/1)

on a

x € X pj(Q,x) > 1 g s

x = 8_€ X-X i # s pj(z,es) > 1 £ > o

j = s pS(Q,GS) =+ gs 4
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On a :
_ m-n X | mn
rl(x) = Z o X T p.(2,x) + 7 I x I p.(2,x)
C k=1 ] k=0 J
et
N \ , NP )
Q, = T w.lr,(x,)-F.]2 = T w.lrxx,)-£.]1° + ¥ w.[r (8)-f.]
2 ] 1 ' i x€X i=7 71 i 5=1 S 2 S

D'aprés les remarques précédentes et le choix de Ej, il est immédiat

de voir que
QQ > 0 lorsque Q > e

cependant le dénominateur :

N-p 1 N—p
lim I (x - 6. + EJ = H (x-6.)
Qo0 j:]_ ] j:_‘]_ ]

s'annule en des points de X donc lim r (x) Q'S: .
Qo0
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COMPLEXITE DU PROBLEME.

D'aprés le chapitrelV on sait qu'il existe b € H{m, ae R"

tels que
m
il bo+bl cos x + ... + bm cos X
p(a,b) = [ w(x)[ ‘ - £(x)]%ax
0 a +a, cos x + ... t+ a_ cos X
o 1 n
soilt minimum lorsque
b+ ...t b cos™ x > 0 ¥x € [0,m] (A)
n
aj+ ... ta cos x > 0 vx € [0,7] (B)

A cause de (A) , la normalisation des coefficients sera choisie

- dans tout ce qui va suivre — telle que

(En effet pour x = 7/2 on doit avoir a, > 0).

REMARQUES :

1) Cette normalisation ne préjuge en rien de celle qul peut &tre
éventuellement faite sur les coefficients du filtre, c'est-a-dire

sur (a,B)

2) Dans tous les exemples qul suivront f sera choisie continue par
morceaux, c'est-ad-dire dans les conditions d'application du

théoréme IV.4.

Le calcul de la meilleure approximation, c'est-a-dire du filtre

optimal, est difficile pour deux raisons essentielles
* La fonction (a,b) 3 minimiser ne posséde pas de "bonnes propriétés",
qu'on espére trouver dans les prcblémes de minimisation par exemple

fonction convexe.

* On doit minimiser Pp(a,b) sous un ensemble de contraintes en nombre in-

fini. Les domaines A et B ne sont d'ailleurs pas faciles & construire.




- 114 -

V .2. METHODES NUMERIQUES.

2.1. METHODE DE PENALISATION [26]

2.1.1.

on rappelle, bridvement, ce qu'est une méthode de pénalisation

intérieure [45] :

On pose le probléme:trouver z® tel que

£0(2z° )= min {f°(z)|z € CcC R} (1)
On suppose que

£ dz' ¢ C tel que Z' = {z!fo(z) < fo(z')} est compact .

/

% C est fermé, et posséde un intérieur non vide.

Une suite de fonctions continues P (c°o > R ) 1i=0,1,2,...
(figure V .1.) est dite &tre une suite de fonctions de pénalisations

intérieures pour l'ensemble C si

o] L
x 0< pi+l(Z) < pi(z) ¥z € C i=0,1,..
3 pi(z) + 0 quand i ¥z € C°
* pi(zj) > © quand i > , pour toute suite {z]} € CO

telle que 23 > 2* € 9C , quand j > » , 1=0,1,...

On remplace alors le probléme (1) par la suite de problémes
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Trouver z. qui réalise : \\\

(2i) min{fo(z)+pi(z)|z € co} o

f4p —
Ce qui raméne donc le probléme ! £o4p
initial 3 une suite de problémes .

sans contrainte.

Polak montre alors que
Soit z; le "point optimal”
de (2i) alors tout point Figure V .}
d'accumulation z

de la suite {zi} i=0,...,2 est optimal pour le probléme (1) avec

contraintes.

2.1.2. Résultats numérigues

Les résultats obtenus ont été décevants, malgré la complexité
du probléme. Pour minimiser les problémes (2i) la méthode utilisée a été

la méthode du gradient. Les pénalisations intérieures étant

i
dx
= <
pi(b) € f - avec & 4 €. vk
O b +...tb_cos x
o m
et 1im € = 0 . {Les contraintes sur a n'étant pas actives).
k>0

Cette méthode a été testée trds en détail [62] , puis ensuite

abandonnée pour diverses raisons

- pour chague i, lenteur de la convergence, lorsque l'on se rapproche

de la solution, de au choix de la méthode du gradient,

-  lorsque le programme était arr@té, il y avait peu de moyens de

savoir si on était "prés" ou "loin" de la solution optimale.

La figure V .2. en est un exemple frappant
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On cherche 3 approcher un filtre passe-bas (fréquence de coupure
en T/2) par une fraction rationnelle dont les degrés des numérateur et

dénominateur sont égaux a 4 .

; ! i ‘ | } : ro i i ot
e HEEREEEE |
: : ) : SRS N T A : ; . 1 1
' b : ! M= 4
o i i ‘ i i ! ’ !
iA . = e N 4 B
: ‘ i : ' : ! =
N L I 00 T O O S
1 ‘z Lo ‘ f ! '
i AR : '
- e e % ‘ 1
: ‘ ‘ é b 4 ﬁ | ol
4 00 . D "
1~ !___.‘3: : 2 ’\\ ; ;
1 } e % é { T . ! : —CARRRS—
R O oL b ! hﬂ\\ﬁv A T S 2 BuTtERWORTHL L Lo
Lo ‘5 ‘: a ' . ‘ - : { ; :
j ——\ | T
3 : - :
: : [ : ;
RN S R S : s
! ‘ ; ! ; ! z
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Or 1! H i B i t fsdl
0,004 e A P T
; T T . T
i [ s s s : H .
. : REPONSES EN £ , ‘ '.
; : ! i ;
? i i igure V 42 ‘
5 | ’
; i i i : ! !
‘ ! i

D'aprés le théordmelV.4, la fonction erreur doit posséder
p = mtn+l = 8 changements de signe ou zéros. On voit sur la figure que

ce nombre est ici égal 3 3, ce qui montre que la fonction d 'approximation

obtenue est loin d'Etre optimale.
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2.2. METHODE MIXTE, SANS CONTRAINTE

2.2.1.
11 est a remarquer que les contraintes sur les 4,5...53 De sont
pas actives.
m .
Examinons le numérateur Pm (cos x) = ¥ b. cos 1 x ,
j=o0 -
1'ensemble des contraintes est
B =1{b/ P (cos x) >0 ¥x¢g [o,n]}
Mais d'aprés le théoréme 2 (II1.6.1.2), ceci veut dire
m ik, o o, ik
48 ,B8.,...,8 tel que P_ (cos x) = (Z B e X)(Z B e x)
o’"1 m m o k 0 k

le polynome Pm s'écrit alors
P (x) = (B*+...+B%) + 2(B B, +...4+B B Jcos x +...+ 2B B cosmx
m e} m o 1 m-1"m om

On pose alors

m (62+...+B;)+...+2808m cos m x
¢(a,B) = [ w(x)L - - £(x)]%dx
0 i+ta, cos x +...ta_ cos x
1 n
et on minimise ¢ par rapport aux variables {al,...,an,Bo,...,Bm} , cette

minimisation étant désormais une minimisation sans contrainte.

REMARQUE :

I1 ne faut pas oublier que l'on recherche un filtre, c'est-a-dire
les coefficients {ao,...,an} R {BO,...,Bm} . Le moyen précédent donne donc
immédiatement les coefficients Bi , 1=0,...,m , sans autre calcul comme

il eut fallu en faire si les coefficients bi avaient été calculés.
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Cependant, est-il possible de choisir pour le dénominateur cette

forme résolue ? On peut répondre non, car le minimum de P ayant lieu au

. x X x % x . .
point {a”,a, ,...50_,B R } , , cas de la forme résolue, 11 se peut
o’1 n’ o m
- i
alors que le polynome I o,z soit instable, c'est-i-dire posséde une
i=0

(ou plusieurs) racine(s) de module supérieur ou égal a 1.

2.2.2. Résultats numériques

La méthode choisie pour minimiser est la méthode de Fletcher
et Powell [16] . Le sous programme utilisé étant celui de la bibliothéque

FORTRAN de I.B.M. [53].

Les résultats des essais expliqués ici se rapportent au modéle

dont le carré du module est

1 < € [0,5]
f(x) =
0 sinon

La figure V .3 présente les approximations successives de T

lorsque m et n varient (de telle maniére que mtn = 4.

On appelle colt d'un filtre le nombre d'opérations nécessaires
pour passer de y(pAT) & y((p+1)AT). Aussi 3 titre de comparaison on a

tracé de plus le filtre de Butterwoth de méme colit que les précédents.
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numé- dénomi-
rateur nateur
-— 3 1
- 3

--— butterworth

0 ™2 m X
f(x) numé- dénomi-
rateur nateur
1 0
2
4

0 m/2

Figure V .3

On notera que les coefficients (a,B) des filtres

étudiés n'ont pas été indiqués, en effet ici on est surtout intéressé

par le coté théorie de 1l'approximation.
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V .3. MINIMISATION AVEC CONTRAINTES

3.1. MINIMISATION D'UNE FORME QUADRATIQUE AVEC UNE INFINITE DE CONTRAINTES
{703

Soit H = L;(a,b) 1'espace de Hilbert des fonctions de carré
sommable par rapport & la fonction poids W (W(x) > 0 ¥x € [a,b]) ,
dont le produit scalaire est noté, f et g étant deux éléments quelconques
de L%[a,b] :
b

< f,g > = [ wx)f(x)g(x)dx
a

Soit V le sous-espace vectoriel de dimension (n+l) de H engendré
par @ P ... -

Soit (x,y) le produit scalaire usuel de Hin+l

™M B

(x,y) = X.V,

. ii
i=0

Soit Cl le coavexe de Hin+l défini par :

c, = {xe R 1 un e [o,8] , (x=x ,P(w)) > 0}

avec :
pT(u) =£P (W) P_(u)]
AN seresP
et tel que :

1 P(we o8]
ii) P(a),P(B) soient linéairement indépendants
iii) P(u),P'(u) soient lindairement indépendants ¥u € La,.Bl]
I1 est immédiat de voir que Cl est un céne de sommet x. On considére alors
le domaine convexe :
n

D=1{ge L%[a,b];g(t) = X x{pi(t) , X € Cl}
i=0
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Etant donné f e L;[a,b] ( ¢ D), on veut caractériser g € D

tel que
lg-fil, = min g~
H €D H

On a le résultat suivant [33] .

THEOREME 1 :
Sz 5 désigne la meilleure approximation de f dans V alors

- . . . O
g réalise mn Jg—gﬂv
geD

3.1.7. Calcul de la meilleure approximation de f dans V .

Rechercher la meilleure approximation g € D de f revient donc &

minimiser, pour x € Cl

n
s 2
'é-XfPi(t)-f(t)] dt

b
p(x) = ile-fil} = [ wol
a i=0

ce quil s'écrit encore
T T
P(x) = xAx - 2b x + ¢
avec

= < " > = < N > = < >
ai] “pl:‘p] s bl fa~pi H ¢ faf

La matrice A, matrice de Gram formée avec les $i (i=0,...,n)

linéairement indépendants, est symétrique, définie positive.

On obtient la meilleure approximation % de f dans V

N n+l 2 5 .z s
(c'est-3-dire dans R ) en résolvant le systéme linéaire

Ax = b
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O o. -~ ~ e ~
Soit % la solution de ce systéme. D'aprés le théoreme 1, le
probléme est ramené au calcul de la "distance" de X 3 Cl' (si % € Cl le

probléme est évidemment terminé, ce que 1l'on ne supposera pas).

3.1.2. Changement de variable.

T

D'aprés le théoréme de Cholesky, on peut écrire A = R'R ou R

est une matrice triangulaire supérieure et

p(x) = |Rx=2|? + c - %A%
En posant

y = R(x-%)
on doit minimiser

d(y) = (y,y) y €C

¢ = {ye R™ / vue [0,8] , (RTy,B(W) + (xx,P(w) > 0}

c'est-a-dire que désormais on cherche uniquement la distance euclidienne

de 1'origine (minimum de &(y) dans V) & C . C est un cone convexe de

ny Y o =~
sommet y = -Rx en posant X = X-X.

La projection de O sur un convexe est unique. Soit alors yx le

point de C qui minimise la distance de 0 a C.

3.1.3. Cdne associé a C.

On pose afin de faciliter les notations

1
~
W|

[REY
~—
—3

g
—
ot
~

Q(u)
h(w) = (R Ip4%,P(w) = (y4%,Q(w) od \ N N
( Z = Rx

Soit 3C la frontidre de C, (la "surface" de C)
3c = {y ¢ R Euo € [a,B] tel que h(uo) = 0, et

vu € [o,8] h(u) > 0}
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Cn pose

§ = {y e Rn+1 / toute racine (il en existe au moins une) de h(u) = O

appartenant 3 [o,B] est d'ordre pair, et si h(u) # 0, h(u) > 0 ¥u € [a,8]}
68 = {y € RPTL / h(u) > 0 Yu ¢ [a,B] et h(e) = 0,eracine d'ordre impair}

On a alors

ac =8 U & U §
o B

La figure V .4 montre la structure géométrique du cdne C lorsque n=1, et 2.

~3an ¢

Figure V .4

On considére maintenant le cdne C engendré par

2 les "génératrices" %h(u) = (y+%,Q(u)) =0
"
h'(u) = (y+z,Q'(u)) = 0

lorsque u varie entre o et B
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% les '"génératrices" appartenant aux hyperplans :

n(a) = (y+2,Q(a)) = O (Qa)
et
h(B) = (y+2,Q(B)) = 0 (08)
On pose :
§' = {y € ﬁ{n+l / Huo ¢ Ja,B[, racine d'ordre impair ( > 3) de h(u)}
Gé = {y e IRn+l / h(g) =0 , et h(u) ¥ 0 sur La,Bl}

On a alors :

L)

c=6U¢ U Ba U 6& UGB Uér=02CcU (8"U 6& U 68

B
THEOREME 2 :

Pour que y (€ C) appartienne a C, 11 faut et il suffit que

(y+5 , Qu)) > 0 ¥ e [o,8]

Ce théoréme est évident car 9C N (8 U 6& U Gé) =@

On pose :
C=6U & CaB = (6&1 68) U (6& N éé)
Ca = Ga U 6& CB = 68 U Sé

On a évidemment :

c=CuU Ca v; CB U CaB
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3.1.4. Etude des normales issues de O aux diverses parties de C

3.1.4.1. Normale 3 la surface {S}

Puisque {S} est un point, cette normale est 0S,et on pose

AT v ATV
2z z

dg = d2(0,S) = x A% =

S

Puisque C est un hyperplan, on construit la normale 3 cet
q a yperp

hyperplan :
n
(y,Q(a)) = (-z,Q(a)) (Qa)
le pied de la normale a (Qu) issue de O est :

(z,Q(a))

R CIORIC IR

D'aprés le théoréme 2, si :
- "
R Yy o+ %P > 0
alors Ve € oC , et on pose :

¢, = viyy = (2,007 / (Q(e),0(0))

sinon on pose :

3.1.4.5. Normale 3_la_surface C,

On a de méme en permuttant o et B :

(2,082 /7 (Q(B),Q(B)) si yge e

B +o0 si g g oC
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-------------------- o

On recherche donc la projection de O sur CuB soit sur :

~(%,00e)

(y, Qla))

(v, Q(B)) = -(2,Q(8))

on a le résultat suivant [ 3]

On veut minimiser (x,x) avec x satisfalsant a

(x,a,) = b 121,....k (x < 1)

1

En supposant les vecteurs a; linéairement indépendants, le minimum de (%X,x)

est alors obtenu au point

3=1 13

avec les coefficients cj solution du systéme linéaire :

E Cj(aj’ai) = bi izi,...5k

j=1

Utilisant ce résultat, d'aprés (3), on a donc ici :

yocB = ClQ(u) + CQQ(S)
avec ¢
Cl et C2 solution de
(Q(a),Q(a)C, + (QUB),Q)C, = ~(2,0(a)
(Q(w,Q(B)C, + (Q(B),Q(B)C, = ~(Z,Q(8)
solit @

@(®,0(0)(2,0(B) - (2B),0(8)(z,0(®)
17 w0 N B,aP) - (AP, 2

- (Q(a),Q(B))(E,Q(a)) - (Q(a),Q(e))(z,Q(8))
2 (Q(2),Q(a))(Q(BY,Q(B)) - (Q(B),Qla))?
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Cn pose alors

T _ " v Y .
. g Yaslag = —Cl(z,Q(a)) - CQ(z,Q(B)) = (Z’YGB) si Vg € oC
af +00 si Yog ¢ oC

3.1.4.5. Normale 8 la surface E

Soit une "génératrice" fixée de C , (uo € [o,8], fixé)

(y+%,Q(u ) = 0
3 (5)

N ' _
(y+z,Q (uo)) = 0

La projection orthogonale de l'origine sur (5) est obtenue comme précé-

demment
- .
y de(uo) + d2Q (uo)
avec dl et d2 solution du systéme linéaire

(Q(u_),Q(u ))d, + (Q'(u),Qu )d, = =(%,Q(u.)) .
(Q'(u),Qu_))d, + (Q'(u ),Q"(u ))d, = -(3,Q'(u )

Pour que y (€ C) soit 1le pied d'une normale passant par l'origine ©, il
faut et il suffit que y soit la projection orthogonale de O sur le plan
tangent & C

Ce plan tangent ayant pour équation :

(7,Qu)) = ~(2,(u))

§ est la projection orthogonale de O sur C si et seulement si

_ o Ghaw)
Huo tel que y = - —mm Q(uo) (7)
(QCu_),Q(u )

En résolvant le systéme linéaire (6), on obtient

- [GEQ@,0)-(%,00Q, 910 + [(#,01)(,)-(2,9(Q",)1Q"
Y (Q,0Q",Q" - (Q,Q")2




In sortant dans (7)., on cotient immédiatemert uisque Q{u ) et Q'lu )
P ’ o o

sont rinéairement indépendants

7 U EY 3 /% X Y o o ' \

(z,073{Q,Q) - {2,Q:{Q",Q} =0 {(coefficients de Q' = O;
et

(0 (2.0 )(0.Q) - 2.030Q L0

(\ ’} ( ’\g;g 5ff — mf;f§2¥a ‘g = D {coefficients de Q = O

QyQ L QaQ/\Q SQ 02.Q7 )2}

Pour que y soit le pied de la normale a3 € passant par O, U doit satisfaire

,\J N i f . r\\) fa . “ 3 Y —_
(Z,Qv(uo)f(quo)sQ(uj,) - izsqfuo;zfQ (uo},Q<u 33 20

Solent le nombre de racines de cette équation en u ui sont
ra O’

[ __J
OD
&

5v25.c.,vp , appartenant & 1 intervalle

Si u = vyoon pose y, = y et on a alors

2y \ - 2 Loy Y2 5 \
d xO,ykz = d = [z.0(v 1)/ (Q(szsQ(vk))

3 4 ’\J 3 N A
Seit d(u) = (Z,Qu)? / 0l ,Qlul)

(u),00w)) - (%, (Quw),Q ()]

N
, _2(z,Qu)3E(z,Q7 (u
a1(w) IIICOE

On

8]

;:,\

d{u) posséde des extrema pour

viw = (2,0() = 0
t(u) = (%,Q‘(u))(Q(u)9Q<u)) - (%,Q(u))(Q(u),Q’(u)) = 0

Dire que v(u) = 0, signifie qu'il existe un plan tangent passant

par l'origine, ce qui est sans intérét 3 moins que de plus t(u) = 0 .
Dans ce cas, (v(u) = t{u) = 0) , ety = y(u) appartient & C

- siy gd , cette normale est ignorée car son pied ¢ 3dC

- siye 8, ceci voudrait cire que O € 9C car d{0,y) =0

ce qui est contraire a notre hypothése de départ.
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Différents cas sont & envisager suivant le nombre p de racines

0

sur [o,B] de 1'équation t(u)

a) p=0

I1 n'existe aucune normale de C passant par O, ceci veut dire
donc, qu'il n'existe aucune normale 3 S en particulier. C'est-d-dire se
reportant au cdne C , la meilleure approximation cherchée appartient ou

a da ou a 68 ou a da N 68 ou a {s}.

b) pP#O0

On sait que si la meilleure approximation n'appartient pas a 6a ou

ou 68 ou 6& N 68

* il existe une normale (au moins) a §

ou {8} , elle appartient nécessairement d §, et dans ce cas

* la distance de 0 au plan tangent
contenant la génératrice passant
par le pied de cette normale
présente un maximum
(figure V .5) [51]

Ceci veut donc dire que, au point

y. = y(vj) , si d(vj) n'est pas

J
maximum le point y(vj) n'est pas

3 conserver car il ne donnera pas
la meilleure approximation sur C Figure V .5

(figure V .B).

REMARQUE
d(u)
Si d'(a) = 0 (et/ou d4'(B) = 0)

I1 n'est pas utile d'étudier les

projections sur Ga (et/ou §,_,), car on

B

aurait les mémes calculs a refaire

qu'ici. o B
(a points a supprimer)

Figure V .6




Donc les seuls cas 3 envisager sont ceux ou d(u) # O .

Soient alors les abscisses

El’gQ:"'DE mik (Eie [CX'}B])

m

ol d(u) est maximum, avec y. = y(Ei)
"
(Z,Q(éi))Q(Ei)

= - i=1.2,...,m

Y.
* (Q(E,),Q(E )

On pose :

o
0
—

v; € aC

* oo si  y, €3C

iz1,2,...,M .

THEOREME 8 :
Be point le plus proche de L'origine sur C est le point
y =y, n étant tel que

dn = man(ds,da,dg,dms,dj,dg,...,dm)

3.2. APPLICATION : CALCUL D'UN FILTRE NON RECURSIF

Les filtres non récursif sont des cas particuliers des filtres

récursifs, c'est-a-dire on a ici n=0 . On se propose donc de minimiser
u m
f w(u)[ £ x, cos iu - f(u)l?du
. i
0 1=0

avec :

o ™My

x; coS iu > 0 vu ¢ [0,m]
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I1 est immédiat de voir que la méthode précédente est directement

utilisable en choisissant :

mp(u) = cos pu p=0,....m
et
plu) = Lo (u),. .0 ()]
EXEMPLE :
m =L
0 x € [0, &
f(x) =

4 m m
7 Oom P xe

f(x) est complétée par symétrie par rapport a la droite /2

De plus w(x) =1 ¥x.

Le meilleur approximant est ,aprés calculs : figure V .7

- sans contrainte

cos 2x)

SYps

_1m
yl(x) T ow (4

avec contraintes

YO(X) = 0.39119 - 0.37281 cos 2x - 0.01828 cos ux

-
b - -
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On a tracé de plus d(x) sur la figure, ce qui permet de localiser
rapidement les maxima en O et 1.2. La projection de O sur (PO) appartient
3 3C, c'est donc le point de C le plus proche de O.

En effet, l'autre projection serait telle que d(1.2) > a(o).

3.3. CALCUL D'UN FILTRE RECURSIF

On rappelle que l'on veut minimiser

m : m :
- g bicos X 2 +1 g bi u 2
Q =[ w(x) — - f(x)| ax = [ n(w) = - g(u)| du
0 147 a,cos x -1 147 a. u
1 1 1 1

On pourra utiliser
la méthode précédente dans
le cas ou n est faible. Par
exemple si n=2, pour diffé-
rentes valeurs de al,aQ, on

minimise Q, et on trace les

lignes de niveau (figure V .8)

ce qui permet de localiser

le point (ax,bx) tel que

Q(a*,5%) = min(min Q(a,b)
a b

Figure V .8
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V .4. FILTRES PASSE-BANDE OPTIMAUX PONDERES

4.1. RAPPELS ET DEFINITIONS

Construire un filtre numérique consiste d trouver deux jeux de
coefficients réels (Bo,...,Bm) et (ao,...,an) tels que la réponse en

fréquence (3 vrai dire en pulsation) du filtre

8 e—iprT

iwAT) _ P
e - =

H(
o e—lprT
p

oMZSloMmy

satisfasse un certain nombre de conditions fixées & 1'avance.

Le filtre tel que

-ipx| 2
e P

™
w0

ﬂ P 2
1) f w(x) _— - f(x)| dx est minimum
0 -ipx
o e
p

[aslite}

(f € L? étant un modéle donné 3 1l'avance)

n

.. n-k N . . .
ii) le polynome I Q,z posséde toutes ses racines de module inférieur

0 k

3 1 (condition de stabilité)

sera dit filtre optimal au sens de la norme LS[O,N].

degré Le filtre construit sera dit de degré n si et seulement si n =

m .
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£
)
T

FILTRES PASSE-BANDE. FONCTION POIDS

Un filtre sera dit
passe-bande au sens large,

si son modéle est tel que

f
{1 om¢g Exl,le 4
F(x) = ¢
4 [x,,x% r i :
F 0 x @ WXy 2] r-———-———?
¢ )
! [}
X, < X .
15 % : :
] ¥
iy 1 j:x
- si X, = 0 i1 est dit passe-bas (o) X, X, T
- si x_ = 7 il est dit passe-haut .
2 - P Figure V .9

On se propose de montrer quelgues propriétés remarquables de

ces filtres passe-bande lorsque la fonction poids est choisie telle que

g L g 2
1 2 = 2
w(x) = —— — (1 + tg? 2+ . )
72 1 2 T
tg 3= - tg 5 tg? >

Dans toute la suite seule cette fonction poids, désormais notée ¥(x)

sera utilisée.

4.3. FILTRES PASSE-BAS OPTIMAUX

Soit le le filtre optimal,
ciest-i-dire les vecteurs o' et B',
dont le modéle est
1 x € {O,mlj
£,(x) =
- 0 x € ]wlm]
s 1 1 '
13
Dans ce cas la fonction poids est H >
égale 3 Y W m
1 .
¥(x) = — (1 + tg? %J . Figure V .10
tg L
&2
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THEOREME 4 (711

Sotent BIT = [82,...,8%] et alT‘: [aé,...,a;] les coefficients

du filtre optimal passe-bas sz de degré n par rapport 4 la

fonetion poids

y(z) = (1 + tg? g)

Et soilent BZT et azT les coefficients du filtre passe-bas optimal

Fus de degré n par rapport 4 la fonction poids

1
Y (x) = —wg (1 + tg? %)

Alors 11 existe une matrice M 4 (n+l) lignes et (n+l) colonnes

(artsément calculable) telle que :

82:M61 et aZ:Mal

Le filtre optimal Fw est le filtre tel que I soit minimum :

2
n “ipx n ipx
T 8%e 5 R2e
1 - 18 Bp . Bp 2
I= : 92_fo(l+tg2§J L - £, (%) dx
g 2 v ale ipx T ole P
o ? 0

Dans I effectuons le changement de variable défini par

tg w,/2
tg w,/2
1
ce qui entraine :
ix (:L—n)+(l+n)eie
(M) e = T (n = tgwy,/2 / tg wy/2)
(14n)+(1-n)e
et
1 x € [O,wl]
f2(x) = g(8) =
0 x ¢ [0,0,]
C'est-a-dire g(e) = fl(e) le modéle de F "
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On a donc :
_-6 , . ﬂz
; g2({1zn)*(1+n)e * y2 ’ Bz(\l—n)+(l+n)ele)p
_ L T 8. o ® (1~l»n)+(1-n)e°16 o P (1+n)+(1—-n)e16
1= [ Grtg D -5 &= - £,(®)] d
10 s 2,01-m)+(14n)e ) 2,(1-n)+(1+n)e” "\p '
tg '-2— Z af( —ie) T a( 16)
o P (1m)+(1-nde o P (1+m+(1-n)e i
ce qui s'écrit encore (degré du numérateur égal degré du dénominateur)
n . n .
T8 e ipH T8 elpG 5
T 26y 0 P o P
I'—'——'Tf(l'f"tg 7 - £ _(e)| 46 (8)
1 0 n ~-ipH n ip#8 2
tg 7 L ae L ae
o F o P
, . 1 1 .
qui est donc minimum, lorsque B_ =B , 0 = Q p=0,...,n , soit en notant
ar £i : ai ou Bi (i=1 g) : ? i
PAl Sy 1 T D ’

On a :

n
2 i;f(l'n)+(l+n)z]PE(1wn)+(1_n)z]n-p =
0

omMB
Yy
aJ -
N
Lol

En refaisant dans (8) le changement de variable inverse :

tg 2= vtg s v = tgw/2) [ tglu,/2)

on obtient

]

n
> E;f(l—v)+(1+v)z]P[(l*v)+(l-v)z]n—p = AT E;zp
0

o

(A étant pris tel gue, par exemple, aé = 1).
Ce qui montre en développant le premier membre le théoréme 4, en identifiant
les termes en 2P,

EXEMPLE :

p=1+Vv
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REMARQUES :
1) T8 e_ipx
p 2
Pour que - € L2[0,n], il faut et 1l suffit que
-ipx b4
roa_e
p
-ipx

£8p° = (1+ cos %) (polynome de degré (n-1) en cos x)

2)  PROPRIETE :

Le filtre Fw étant supposé stable, Fw est aussil un filtre stable.
1 , 2

En effet, 1l'intérieur du cercle unité est conservé par la

transformation (T) [61]

(k=1,...,n) étant les poles de F , ceux de F
“1 Yo

1
De plus 2y

sont alors

(n—l)+(n+1)zi
z - (k=1,...,n)

PA =
K (n+l)+(n—l)zi

4.4. FILTRES PASSE-HAUT OPTIMAUX

Un filtre optimal H passe-haut par rapport d la fonction poids

1
1
Y(x) = 7 (1 + cotg %)
cotg 5

est le filtre qui a pour modéle

1 X € [wl,ﬂ]

0 x £ Lwy,md

f(x)

Pour obtenir Hw , i1 suffit de considérer le filtre optimal
1

passe-bas Fﬂ'wl qui a pour coefficients (BO,...,Bn) . (ao,...,an) et

de faire une symétrie par rapport & la droite m/2
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THEOREME & :

Sotent (Bo""’Bn) et (ao,...,aﬁ) les coefficients du filtre
passe-bas optimal F1T o Les coefficients du filtre optimal H
1 1
passe-haut sont alors :
n
(BO,—BZ, ey (-1) B?’L)

(o ,-0 ...,(—I)na )
] 7

1.’

De plus ce filtre est stable, car les poles (et les zéros) de H(u
1

sont symétriques de ceux de Fﬂ—w par rapport 4 l'origine.
1

4.5. CALCUL PRATIQUE DES FILTRES PASSE-BAS ET PASSE-HAUT

Avant d'indiquer comment calculer de tels filtres on définit le

filtre de base de degré n :

Le filtre de base de degré n est le filtre de degré n Fm/2

optimal par rapport & la fonction poids

Y(x) = (1 + tg? %)

On dpesse ainsi une table des coefficients (et des pdles de ces
filtres de base pour n=1,2,3,... , (cf. page 139 ). Un filtre passe-bas
optimal quelconque de degré k est alors calculé immédiatement par les
formules du théordme 4, et en se servant du filtre de base de degré k donné
par la table. Tenant compte du théordme 5, un filtre passe -haut peut &tre

ainsi construit.

La table des filtres de base a été construite a partir des méthodes
numériques exposées dans les paragraphes précédents. Il faut souligner
1'importance de cette table qui permettra de construire, aussi, rapidement

des filtres passe-bande.
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LE FILTRE PASSE-BAS (PI/2) (DEGRE MU NUMERATEUR ET DENOMINATEUR = 1) A POUR POLES :

PARTIE REELLE
0.2733006E 00

PARTIE IMAGINAIRE
0.0

LES QOEFFICIENTS ™! FILTRE SONT :

ALPHA

BETA

0 0.1000000E 01
1-0.2733005E 00

0 0.3999347E 00
1 0.

3999347E 00

LE FILTRE PASSE-BAS (PI/2) (DEGRE

PARTIE REELLE

0.2086750E 00
0.2086750E 00

U NUMERATEUR ET DENOMINATEUR = 2) A POUR POLES

PARTIE IMAGNINAIRE

-0.5558982E 00
0.5558982E 00

LES COEFFICIENTS I FILTRE SONT :

ALPHA

BETA

1000000E 01

0 0.
1-0.4173499E 00
2 0.

0
1
2

CE FILTRE PASSE-BAS

3525679E 00

0.2161070E 00
0.4350651E 00
0.2189581E 00

(P1/2) (DEGRE

PARTIE REELLE

-.9830761E-01
0.6348693E-01
0.6348693E-01

DU NUMERATEUR ET DENOMINATEUR = 3) A POUR POLES :

PARTIE IMAGINAIRE

0.0
-0.7312412E 00
0.7312412E 00

LES COEFFICIENTS DU FILTRE SONT :

ALPHA

BETA

W - O

NN - O

0.1000000E 01
0.2866625E-01
0.5262613E 00
0.5296263E-01

.2698397E 00
.4818042E 00
.4785778E 00
.2664132E 00

(e e I e N )
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4.6. FILTRES PASSE-BANDE QUASI-OPTIMAUX

4.6.1. Filtre passe-bande symétrique

On considére le filtre passe-bande dont le modéle est

1 X € [xl,ﬂ—xl]
fx T-% (x) =
1’ 1 0 sinon

On peut remarquer alors que

X m-%
1 1
1 L x te 7t T -
= ( —_— = —
Y(x) — xl\l + tg 2)(l + N ) = ¥(m-x)
tg —5= - tg T tg? >
3 .
5 82 e—lﬁx 2
] 0
On pose T; = {r = p/q 3 r(x) = SR , Q>0 V¥xeg fo,m}
z al e

Rechercher le filtre optimal de degré k, dont le modéle est fl, revient

3 minimiser :

On pose :

T; = Tg 0 {r;r(x) = r(m-x) ¥x € [0,m]}

On dira que le filtre passe-bande Fx T-x de degré k est
1 1

. . . . . . b3
quasi-optimal, si sa fonction d'approximation r (x) est telle que

k

l=%-£, Tr_Xj‘ll <lle - £, k

i o
ﬂ Vr € T
l’

ST=X,

(la fonction poids étant ¥(x)).
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4.6.1. Filtre passe-bande symétrique quasi-optimal

Soit Fw _— le filtre quasi-optimal passe-bande symétrique de
H]

degré 2n de fréquences de coupure w et mT-w , il est tel que

-ifx
1 T < “ g Bze 2 2
— 2 & 2 & i -
J = - f (1 + tg 2)(l + cotg 2) 5 : fw,ﬂ_(x) dx
w O -ifx
cotg - - tg z e
2 2 ')
0]
2n .
5y 8 19x ) .
1 2
Jg.=%=2gof 0 -£ (x)| dx
172 g Wine T, 2n W=
sin“x -ifx
by OL2 e
0

soit minimum.

Faisons dans Jl le changement de variable défini par

tg w cotg x = ~ tg %

soit

-2tgw _dx - (1 + tg? %Jdu

sin? x

On remarque alors que

u ¢ [o,m/2]

a) fw,ﬂ—w(x) = g(u) = £

/2 ( 0 u ¢ [0,m/2]

0
. 2n
puisque 1r € T2n

b) r =

a,.Cos X

oMZ3|jlo™MS
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Le changement de variable (9) entraine

2 ~ 1 -cosu

(1 - cos u) + tg® w(l + cos u)

deonc
n . n )
o -
Y b, cosl u X % ifu 2
N o * o ¢
r(x) = r(u) = - = ~
~, a, -
z a, cos” u T al et Y
0 0
On a donc :
n .
5 E e—lﬁu 2 2
kit 4 o £
— 2 U -
J, = [ (1+ tg 2) " ' fﬂ/Q(u) du
0 N -ifu
z ale
0

- - - r\', 3 .
qui est minimum lorsque les coefficients (u,%) sont les coefficients

(angx) du filtre optimalFﬂ/2 de base de degré n.

4.6.2. Filtre passe-bande quasi-optimal.

Soit le filtre passe-bande dont le modéle est

1 x € [x,,%,] (x, < %)
fx . (x) = 1°72 1 2
b
1°72 0 x ¢ [xl,x2]
F est alors optimal de degré 2n si
X, X
1272
b4 P4 2n
1 2 = -146
1 u 6 te 2 te 2 g 82 2 2
K = —— Xf(l+tg2-é-)(l+ ) - £, (8
cy 2,10 eg? 8 an- o -iee 1°%2
€72 €7 & 3 52

est minimum.
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Dans K faisons le changement de variable

X X

6 _ 1 2 b
tg 5 =V tg 5 tg 2 tg 5
% X ' 2n .
// 1 2 , —itx
e B3 g . 1 ZOBRG » )
K = f (1 + tg® 2)(1 + ) - f ()| dx
X X 2 2n . W LT W
2 0 2 X , —i2x
tg 5 - tg 5 tg” 3 z oy e
0]
/ x x x x
ol w est tel que tgw = 2V tg —é-tg 2 / (tg 2 tg —EJ
_ 2 2 2 2
Donc
2n —i0x
z Bd e
! m X ! S g f (x) de
K = f (1 + tg? (1 + ) 2n . W LW
2 y —ilx
cotg L - tg L © w2 2L 0C e
2 2 2 0 2
Fx . sera dit filtre passe-bande quasi-optimal si les coefficients (a',8')
1°72
sont ceux du filtre quasi-optimal F

RGN

4.6.3. Coefficients du filtre passe-bande quasi-optimal.

THEOREME 6 :

Soient (Bxgxx) les vecteurs des coefficients du filtre optimal

passe-bas En/2 de degré n par rapport 4 la fonction poids
Y(x) = (1 + tg g)

et sotent (B,n) ceux du filtre quasi-optimal passe-bande F

1%
de degré 2n par rapport 4 la fonction poids
x x
7 2
1 ! A
¥ (x) = 5, 3 (1 + tg $(1+ -

Alors il existe une matrice N a (2n+1) lignes et (n+l) colonnes

telle que :

et o = No ‘
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On est passé de F aF suivant le schéma suivant
X, o X m/2
1272
F , F . F
X, 0%, > W, Tw > /2
8 _ / *1 2 X _ u
tg 5 = tg 5 tg 5 tg 5 tg w cotg x = -tg o)
-
X X
28 _ 1., 2
L2 M BT ET TER w
€7 g7 - e 3
tg-g—

Changement de variable qui est tel que

o 4 - L) 2p-1)ei? + (pr1)e?9]
e =

a(1-e210y 4 [(pr1) + 2(p-1e™® + (pr1)e?®]
en ayant posé
P
_ 2 1
d = tg 5

P = tg tg

m‘kf
Nﬂmﬁ

' P . £ o5 iu
Comme dans la démonstration du théoréme 4 on a en remplagant e
id

par sa valeur en fonction de e

n . . 2n
T a?[(d~1—p>-2<p—1>z—(d+1+p)z2]3[(d+1+p>+z<p—1)z-<d-1-p)zZJ”rJsx 5
0 0]

* . x %
en notant par & les coefficients (a”. ou B) de F et par £.
P55 j . /2 ©F P By
(resp. a. ou B.) ceux du filtre passe-bande F
3 J X, X
() pouvant &tre choisi, par exemple, tel que d_ = 1).

L'identité précédente montre l'existence de la matrice N et aussi un moyen

de la calculer.




2)

- 145 -

Pour pouvoir parler de l'existence du filtre Fx < il est
1°72

nécessaire d'avoir n > 1, et pour assurer la convergence de

l'intégrale K il est nécessaire et suffisant que

|§n8je_jixl2 = (1-cos?x)(polynome de degré 2n-2 en cos x)
0
solit que :
Bo+81+...+82n =0
BO—Bl+...+82n =0
PROPRIETE :
Le filtre Fﬂ/2 étant supposé stable, Fxl,x2 est aussi un

filtre stable.

un
En effet si X est’bole de FTT et Y un pole de F

/2 Xy

5X2

g = d(1-Y2) - [(14p) + 2(p-1)Y + (1+p)Y?*]
a(1-Y?) + [(1#p) + 2(p-1)Y + (1+p)¥Y?]

Ce qui entraine, puisque IXI < 1, et en posant Y = peLp

(p+1) - 2pcos @(p-1)(1-p?)-p*(p+1) > O

soit
(1-p®)[(pt1)p?+2(p-1)cos Pp + (p+1) > 0
8§ = —up-(p+l)sin%p <0 ¥p >0

On a donc nécessairement 1 - p2> 0 soit p < 1.




- 146 -

3) P3les de Fx «
1°72

=1,... é 5 F
X (k=1, ,n) étant les pdles de m/o> COUX de Fx ,  sont

1°72
-(p—l) + ai - Up
Vi = k=1,2,...,n (le signe - donnant les
ak+p+l n autres pdles)

ou a, = d(l—xk) / (l+xk)

4.7. OPTIMALITE ET QUASI-OPTIMALITE

La notion de quasi-optimalité est intervenue dans la construction

de F e En effet, il n'a pas été possible de montrer gue
b

Si la fonction poids est symétrique (par rapport a m/2), parmi le(s
meilleur(s) approximant(s) de f (x) dans ng 51 en existe un qui soit symé-

trique par rapport a m/2.
I1 est encore facile de montrer que

g3 le meilleur approximant est unique alors ce meilleur approximant

est symétrique.

i un meilleur approximant symétrique existe alors la notion de

quasi-optimalité disparait et doit &tre remplacéepar l'optimalité.

4.8. EXEMPLES DE CONSTRUCTION DE FILTRES.

La figure V .11 est la traduction graphique de la table de la
page 139. La "sortie" des programmes de calcul de filtres, comme ceux de la

figure V .12 aussi, se font sur deux supports
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- listings présentation comme page 139

- traceur Benson, qui permet de
- tracer la fonction d'approximation, c'est-a-dire
le carré du module de la réponse en fréquence
- localiser les pdles du filtre étudié, ce qui donne
des indications sur les transitoires, en sortie,
dis au filtre

- indiquer les coefficients du filtre

Les filtres passe-bas, passe-haut, et passe-bande de la figure V .12,
ont été construits, 3 partir des données sur le filtre de base de degré 3,

suivant les méthodes indiquées par lesthéorémes 4, 5 et 6.




ﬂ ’ NUERATELR DEGRE K= 1
DENOMINATELR DEGRE M= 1

o \\

0,00
0,00 1,57 1

REPONSE EN FREQENCE

148

100

NMRATELR (EGRE K= 2
DENOMINATELR DEGRE M= 2

REPONSE €N FREQUENCE

DONOMNATELR [EGRE M= 3

1.00

FEPONGE EN FREQUENCE

EMPLACEMENT 0ES POLES

»

DFLACEMENT DES PAES EMPLACEMNT CES POLES
*
) COEFFICIENTS COEFFICENTS
0U FLTRE DU FLIRE 1
N ALPH 1 AP
. 01,0000 0 1,000000
1 -0,/ 10,4030
BETA * 2 0,3X%.3
BETA
0 0.33935
1 0.2995 0 0.716107
1 0.4¥05S
2 0,218%3
1 NMERATELR DEGRE K= 3

Figure V.1l ajb

Filtres de base de

degré 1 (a), 2 ), 3 () .




- 149 -

NMRATELR CEGRE K= 3 NMRATELR OEGRE K= 3
DENOMINATERLR CEGRE M: 3 DENOMINATEUR DEGRE M= 3

00
0.451 TT 0.2455 Tl.
REPOMNSE. EN FREQUENCE FEPONSE. EN FREQUENCE
EPLATDMNT (€S POLFS EMPLATEMENT [ES POLES
COFFFICIENTS OU FILTRE : COESTICENTS QU FILTRE «
ALPHA APHA ¢
9 1,000000 01,0000
1 -2,120%7 1 -2,803%?
2 161567 2 221273
3 -0.48en 3 -0,6%%288
PETA o 8ETA
0 0.073273 0 0.8035
* 10,0333 1 -2,3%58
2 00343 2 2,365
2 N,0F3ES 3 -0,90216/
NMRATER DEGRE K: 6
DOWMNATELR EGRE M= 3
. alb
Figure V.12
c
02435 0491 " Filtres passe-bas a
REPONSE N FREQUENCE passe~haut b

passe-bande c

DORLACEMNT TS POLES

COFFICENIS O FLT¥E
APHA o
0 1,000CCO
1 -5,230912
2 N7
3 -14,343:159
4 10,12/272
5 -3,930%:31
6 0,6455°7
»
- BETA
0 0,0443n
1 -0.1€1053
2 0,15833
3 0,000534
4  -0,153032
S 0,80%%7
6 -0,044161







CHAPITRE VI

APPROXIMATION PAR FRACTIONS

RATIONNELLES GENERALISEES
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CHAPITRE VI

VI -1 - FRACTIONS RATIONNELLES GENERALISEES

Le probléme de 1l'existence d'un meilleur approximant (rationnel
généralisé) d'un élément de LE_l 1] en norme L? n'est pas simple, et
n'est pas encore résolu. Les étuées sur ce sujet sont rares et seuls
quelques articles y sont consacrés. Cheney-Goldstein {10] montrent
l'existence d'un tel approximant lorsque 1'élément 3 approcher est continu,.
et lorsque l'ensemble des approximants vérifie une certaine condition (C).
Le probléme de l'unicité, lorsqu'il y a existence, n'est pas abordé si ce

est par quelques contre-exemples remarquables EM], [3ﬂ.

1.1. NOTATIONS - DEFINITION

p) PN
Sur L [—1 l], on considere la norme

+1
Ial = 0 wix) £2(x)dx]
-1

1/2

ot w(x) désigne une fonction poids positive définie sur [-1,1], et appar-
X

conant 3 L [-1,1].



Dans L2[—l,1] , soient
*® Pl 1l'espace vectoriel engendré par
cpo;pl,...;pm supposés linéairement indépendants
2 Q. l'espace vectoriel engendré par :
1 P p

Wo =1, Wl,..., Wn supposés linéairement indépendants,

soit aussi
qt = {a: q€QHax) >0 ¥x€ (-1,11}
Les fonctions de l'ensemble :
R(P,,Q)) = {p/a s P € Py » 3 € Q}

sont appelées fractions rationnelles généralisées.

Un élément rr € R(Pl’Ql) est dit meilleur approximant de
f e L*-1,1] si

]
f*-gl <lle-gll ¥r € R(P ,Q,)
Dans des conditions aussi générales sur Pl’ Q1 il n'est pas
possible de montrer 1'existence d'un tel meilleur approximant d moins

que P1 et Ql ne soient ou des polynomes ou des polynomes trigonomé-
triques [s2k, [72.

on considére alors, dans L?[-1,1]
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% P espace vectoriel engendré par
P PPy supposés linéairement indépendants, de plus on
suppose : P contient un &lément , ﬁ , dont le support est

dense dans [-1,1] .
Le support d'une fonction g est la fermeture de l'ensemble.
{x / xe[-1,1] , g(x) # 0} .

* Q espace vectoriel engendré par

vy =1 ,V¥

o l,...,Wn supposés linéairement indépendants, de

plus on suppose que
* ce systéme est un ensemble de Haar ﬁuo] (H2)
% il existe un élément q(x) > 0 ¥x € [-1,1] tel que
ao,il,...,ik,... soit fondamental dans L2[-1,1] [5u] (H3)

Et soit encore

V= {qg:qeq, qx) >0 w¥xe([-1,1]}

On pose
m _ +
R.o=1{p/asp€eP.aeQ }

Dans la suite on supposera n > 1 (le cas n = 0 étant un probléme sur un

ensemble d'approximants formant une variété linéaire, sans intérét ici).

Supposons |f] = 0 il est alors évident que
Ir-£] = x|
et le meilleur approximant existe c'est r(x) = O soit donc

p(x) 0O
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PROPOSITION 1 :

st Al # 0, 21 existe un élément ¥ (% 0) de RZ tel que

|7-A « il Al

Sir = %'(E R:) , on doit minimiser

+1 p(x)q2
f_l w(x)[f(x)-a q(x)] dx
En posant :
+1 =
" R
F(q) = Min [ wOO[E(x) - Eg%;%azdx =l - ——— ;
a -1 (x)
f-1W(X) CICDE dx
on a évidemment le dénominateur positif et il suffit alors de montrer que :
+1
+ - f(x)
d g€ Q tel que f w(x)p(x) ==+ dx # 0O
1 q(x)

Soit q(x) un élément de Q" satisfaisant (H3) et de plus tel que

Max q(x) <1 (1)
XE['lsl]

(2)

Considérons alors, pour 0 < A <1

a(x) = 1+ ax) e qQ

et
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1 f(x) | +1 6o

+
60 = [ w(xIP(x) ———— dx = [ w(0B(0)EGOLT-1T N Tax
-1 1+xq(x) -1 0
> e Ttk K
o(A) = £ (-1 L[ - w(x)p(x)(q(x)) £(x)dx]A
0 -1

puisque d'aprés (1) et (2) la(x)x] < 1 (¥x € [-1,1]), la série converge

uniformément et absolument.
6(x) = 0 ¥ A e [0,1] <=> f(x) =0 p.p. x € [-1,1]

De droite 3 gauche la proposition est 4vidente. Dans l'autre sens, puisque

(1) = O v.x e [0,1]
+1

[ w00 (@(x)) E(x)dx = 0 k=0,1,..
-1

donc puisque l'ensemble io,al,...,ak , est fondamental ceci entraine que
p(x)f(x) = 0 p.p. sur [-1,1] , et denc & cause de (H1) que f(x) = O
p.p. sur [—l,l].

1.2. NORMALISATION DES COEFFICIENTS

Soient p(x) bopo(x)+...+b£pm(x)

q(x) a V¥ (x)+...+a ¥ (x)
o0 n n

P +. .
On désigne par b € B?m+l, et a € RrR" L les vecteurs des coefficients de

ces éléments de P, et de Q+ et par
(a,b) = lr-fil2 >0 , p = Inf L(a,b)
a,b
Puisque p(x) , pour la meilleure approximation, si elle existe, ne peut
@tre ldentiquement nul Glel # 0), on peut s'en tenir au cas ol b est tel que

m
Il = (€ bi)l/z =1

0
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VI .2 = REGULARISATION DE L'ENSEMBLE D'APPROXIMANTS.

Soient {Xi} i=0,1,...,n ; n+l points distincts de [-1,1] et
soit Ty ={a:aq€Q;alx) 20 o) , ¥x € [-1,1] ; q # 0}

n n
@¢(q) = .§ Aiq(xi) avec ki >0 Vi, '§ Ai =1
1=0 i=0

PROPOSITION 2 :

26 (0<6, <1) tel que, pour tout 8 (0 <8 <8) , recg"

Si q € Fe , on a en particulier q(xi) > 6 9(q) iz0,1,...,n

donc

Hm~mo

Malx;) > (T X)) 8 #(Q)

i=0

c'est-a-dire #(q) > 6 8(q)
ce qui entraine, en supposant O < 6 <1 , que #(q) > O

donc que q(*) >0 ¥x ¢ [-1,1] et cela pour tout q € Fe .

"
(@]

On a @(q) = 0 si et seulement si q

En effet :

n
L A.q(x.) =0
izo * 7

9(q)

=> a(xy) = 0 (puisque q(x) > 0 ¥x € (-1,11) i=0,1,...,n .




I1 existe donc un élément de Q qui posséde (n+l) racines sur
[-1,1] , ce qui est en contradiction avec l'hypothése (H2). Ce ne peut

&tre que 1'élément identiquement nul qui lui n'appartient pas a Te
Donc si q € Fe alors qg > 0.

. . N
Il reste & montrer que dans T, il existe g > O , tel que

S

80,81,...,ak,... soit fondamental dans L?[-1,1].

Soit q > O un élément de Q, tel que

* io,al,...,ak,... soilt fondamental
x Max q(x) < 1
xe[-1,1]

On choisit alors 60 tel que

n
& = Min alx) / T A.q(x.)
°  xe[-1,1] o * 1

nombre qui est bien inférieur & 1.

N -
I1 est alors évident que q = q € Fe et donc 3 Q+

Ce qui montre la proposition 2.
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2.1. PROPRIETE DES ELEMENTS DE L 'ENSEMBLE Fe

PROPOSITION 3 :

St q € Pe alors :

¥ A norme définie sur @ , q(x) > 8'\q)

)[ avec A\. >0 et I A, =1
i i

et x, € [-1,1] distincts

est une norme définie sur Q — 3 cause la condition de Haar —.

Pour q > 0 , N(q) = #(q) ,

on en déduit que pour tout q € Fe on a :
a(x) > 8 8(q) = 6 N(q)

Et si A est une norme quelconque (sur un espace vectoriel de

dimension finie) définie sur Q :
Q(x) > 6'A(q)
On pose maintenant, avec 0<8H 5_60 <1
R:(6)={p/q;p€P , bl =15 qaeTy}
D'aprés les propositions précédentes on a évidemment :

. +
+ si0c< 81< 82< 6, F62C1"61CQ

+ U Fe = Q
6€Jo,6 ]

m m
C
z et donc Rn(e) Rn vV 6 e ]O,Bo] .
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2.2. EXISTENCE D'UN MEILLEUR APPROXIMANT DANS Rﬁ(e)

PROPOSITION 4 :

(p%

Soit une suite (a(p),b(p)) telle que ||b'P7|| = 1

et 1im B(aP? b)) = 5 . si 2
p—>00

la suite Y¥(a

p) € RZ(G) alors nécessairement

(p)

) est bornée. (¥ désignant une norme quelconque

définie sur IR n+1) .

De la proposition 3 on tire immédiatement que :

8 6, tel que si g€ Ty a(x) > 6, ¥(a) (3)
a étant le vecteur des coefficients de q(x) , et ¥ une norme définie
n+l
sur R .

Supposons que dans Hin+l la suite a(p) ne soit pas bornée, il

(p")
existe donc nécessairement une sous-suite a'® ' telle que

Y(a ) > si p'>w
, , 1 (p!
E(a(p ),b(p )) = f_l w(x)[ Eﬁl%ﬁ;rylil —_f(x)]zdx
q(a »X)
+1 2( ) +1 ( )
= [ WG B gk - 2 [ wx) BEEL Goax + |42
-1 q2(x) -1 qix
puisque p/q € R:(e) , et d'apres (3)
2
2 p°(x) '
wx € [-1,1] R < ) < (mt1)2 M2/ eiwz(a(P )y
Q®(x) T8 ¥
Notant par M = Max Max | wi(x)[

1=0,...,n xG[—l,l]
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P
On a donc HE——TgTj—H + 0 , lorsque p' » @
q(a )

+1
ainsi que lim If w(x) —E-f(X)dXI < 1lim “E““ﬁl =0
p'ow -1 q p'as q

Donc :

p = lim E(a(P'),b(P')) = “ﬂlz

p '

ce qui est impossible d'aprés la proposition 1.

1 1

Donc la sous-suite (a(P),b(P)) est bornée dans R x r™ , on peut

donc en extraire une sous-suite convergente vers (a*,b*) R
(p) . . %

le polynome p(b ,x) converge uniformément vers p(b ,X)
(p) . P x

le polynome g(a ,X) converge uniformément vers g(a™,x) € Te

%
On a évidemment T = Eif;gfl_e R™(8) d'od
q(a™,x n

THEOREME 1 :

Pour toute fonction f de carré sommable dans [-1,1) la meilleure

approximation de f dans RQ(G) existe.
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2.3. CONTRE-EXEMPLE ET EXEMPLE.

Soit [50] f£(x) = (1+x) x € [-1,1]
Soient P = ﬁpo(x) = (14x )}
Q = {WO(X) =1, Wl(x) = x}

Q satisfait bien les hypothéses (H2) et (H3)
I1 est immédiat de voir que

Il n'y a pas existence d'un meilleur approximant de f dans RE .

En effet, on se propose de minimiser :

+1

(1+x)? 2 _
f_l w(x>£—~——ao+alx - £(0)1% = R(a,a)
En choisissant la suite a(p) = 1 + 1= a(p)
o ) 1
lim R(a(p),a(p))= 0
o} 1

mais
1lim (a(p)+a(p)x) = 1+x
o 1
p~

n'a . s At
ppartient pas 4 Q .

La meilleure approximation de f(x) dans Ri(e) existe d'aprés

le théoréme précédent, si w(x) = 1 ¥x € [-1,1] et si on choisit pour ¢(q)

@(q) = %-{q(1)+q(—l)]
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On obtient pour meilleur approximant :
(1+x)2

a(j)*[lﬁ(l—e(j))x]

r?(x) =
J

a(])x étant donné en fonction de 6(3) par le tableau :
3 0 1 2 3
(3)
8 0.1 0.01 0.001 0.0001
a(])x 1.0283 1.0025 1.0002 1.0000

La figure montre l'erreur (figure VI .1)
e(x) = £(x) - ri(x) x € [-1,1]

Lorsque 6 = 0.1 , 0.01

’e(x)

+1

Figure VI .1

A |
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5 _ POINT INTERIEUR DE L'ENVELOPPE CONVEXE D'UNE COURBE (2) (¢ R™)

3.1. COURBE DE HAAR

Wl(x)
Soit (f2) la courbe de R"” , lieu du point M(x)
¥ (%)
lorsque x varie sur l'intervalle {-1,1] , o0 1 et les Wi(x) (i=1,...,n)

sont supposées linéairement indépendantes.

Soit C le point

n i
C = I A, M(x,)
izo ¥t
n
avec A, > 0O Vi , T A, = 1etx, €[-1,1] distincts.
i s=0 T i

Soit encore H(Q) 1l'homothétique de (Q) dans 1'homothétie de

centre C et de rapport p = 1 + € (€ > 0)

PROPOSITION & :

St Co() = CS(H(Q)) alors C € CO(Q)

(Co(A) signifiant enveloppe convexe de A).

o) C €3Co()

I1 est alors immédiat de voir que C € Co(H(R)) donc dans ce cas

Co(Q) & C3(H(R))



B) C ¢ Co(92) ,

Soit une droite issue
de C contenant deux points M
et Ml distincts de 9 Co(R2).
Pour fixer les idées, de ces
deux points soit M le plus

proche de C. (Figure VI .2)

Dans l'homothétie de centre C

et de rapport p (> 1)

M-> H(M) et M

> HM

Co(82)

Co(H(£2))

Figure VI .2

les seuls points de la droite CM qui appartiennent

[s174

fus

Co() & C3(H(R))

Co(H(R)) sont les points du segment H(M)H(Ml).Donc M qui appartient

Co(f2) ne peut appartenir d Co(H(f)), et dans ce cas encore :

Ce qui montre la proposition puisque l'on vient de montrer que

Cecd) = ColR)F COH(R))

La courbe () (€ R™) est dite courbe de Haar si 1'ensemble {l,Wl,...

vérifie la condition de Haar.

3.2. PROPRIETE DE L'ENVELOPPE CONVEXE D'UNE COURBE DE HAAR

PROPOSITION 6 :

St l'ensemble {1,?1,..

.,Wn} est un ensemble de Haar alors :

Co(Q) S Co(H()
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Montrons que (Q) & Co(H(Q))

Le point C combinaison linéaire convexe de points de (Q)

appartient a Co(}) , mais aussi a Co(H(Q)), en effet

n n n
C= I AMx) = EALQredM(x)-e T M(x;)]
i=0 j=0 ] i=0
T
puisque I A, =1 .
. 1
i=0
n
Le point Nj = (1+e)M.-e L xiMi est 1'homothétique du point Mj
i=0

dans 1l'homothétie de centre C et de rapport (1l+e).
Donc C combinaison linéaire convexe de (n+l) (N., j=0,...,n) de H(R)

appartient d Co(H(Q)).

Soit Mk € Q)on peut écrire, définition de 1'homothétique

€ 1
Mk T 1l+e C+ 1+€ H(Mk)

Mk combinaison linéaire convexe de deux points de Co(H(Q))

appartient aussi 3 Co(H(Q)).
Ce qui montre que Co(H(R)) D (Q) , Co(Q) est le plus petit

convexe contenant () donc
Co(f2) < Co(H(R)).
Mentrons maintenant que
si M € 3 Co(H(R)) alors M g Co()
Mg D Co(H(R)) <=> 4 un hyperplan de R" d'équation

m(x) = a ta_ X, +...ta x_ =
o 11 nn
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tel que :

m(M) = 0O

m(P) > O ¥P € Co(H()).
Donc si P € H(R) , on a :

: n ' n
ao+al[wl(x)(1+e)— % xiwl(xi)]+...+ an[wn<x)(1+e)—e % Aiwn(xi)] > 0

vx € [-1,1]
Soit encore en utilisant la définition de Te

a(x) > =— 0(q)

. s € . . ~ "
en choisissant 0 = Tie (< 1) , ce qui entraine d'aprés la proposition 2

que :
q(x) > 0 ¥x € [-1,1]

Puisque M €.Co(R) , d'aprés [3]

k
CI Ml’MQ""’Mk € () (k < ntl) Py >0 Vi, i o, = 1
tel que
k
M= ¥ p. M
i=1 7
donc
k
m(M) =T@ p.M.) = i p.m(M,)
W(Mi) = ao+alWl(xi)+...+aan(xi) = q(xi)
soit donc :

k
m(M) = i oy q(xi) > 0

Ce qui montre donc que, si M € 3 Co(H(Q)) , M g Co(R) et ainsi la

proposition 6.
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THEOREME 2 : [ 73]

n
Le point ¥ M.M(z.) (A.>0 ¥,
T z

' A, =1 et € [-1,1]
=0

Q™M I

distincts) est un point intérieur de Z'ehveloppe convexe de
¥ (x) |
la courbe lieu de  M(x) E lorsque x varie entre -1 et 1,
Wn(x)
lorsque l'ensemble {Z,Wl(x),...,wn(x)} forme un ensemble de Haar
sur [-1,1].

Ce théoréme est évident en utilisant la proposition & puis la

proposition 5.

3.3. EXEMPLE ET CONTRE-EXEMPLE :

X

a) Wl(x)

x"-x2+1

WQ(X)

L'ensemble {l,Wl,WQ} ne vérifie
pas la condition de Haar

sur [-1,1].

I1 est immédiat de

voir que le point

: _—
C = A M(-1)+A M(O)+A_M(1) ¥ A, >0 Figure VI .3
o 1 2 3

O M
>
n
—

n'est pas un point intérieur de Co(Q) (FTigure VI .3).




sin T X

b) Wl(x)

WQ(X) cos T X
L'ensemble {l,Wl,WQ} ne vérifie
pas la condition de Haar sur

£-1,1].

2

Cependant le point I A, M, est
P T |
is0

un point intérieur & Co()

(Figure VI .4)

La condition de Haar n'est donc

pas' une condition nécessaire.

c) Wl(x)

"
b

(1]
%

W2(x) 2

L'ensemble {1,Wl,W2} vérifie la

condition de Haar sur [-L3l].

Donc

est un point intérieur, ce que

1'on voit sur la figure VI .5.

168

Co(R)

Figure VI .4

Figure VI .B







CHAPITRE VII

APPLICATION A L'ANALYSE DES SONS
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VII.1 - MODELE ETUDIE

1.1. SONS ET FREQUENCES

On se propose de reconnaitre une mélodie jouée par un instrument
de musique donné.

Cet instrument (correctement accordé) peut Emettre un certain
nombre de sons complexes — appelés notes — formés par la superposition de
plusieurs sons élémentaires (partiels). A chaque note correspond sa hauteur
caractérisée par un nombre appelée fréquence fondamentale, les partiels
ayant des hauteurs dont les fréquences sont supérieures 3 la fréquence fonda-

mentale £49] .

Si la fréquence de chaque partiel est un multiple de la fréquence

fondamentale on dira que la note a une répartition (de partiels) harmonique.

Les notes jouées par une grande partie des instruments usuels ont
une répartition harmonique (sauf, surtout,les percussions).

Soit un instrument émettant 3 1'instant to, jusqu'a l'instant tl,
la note de fréquence f, on admet F 18] que le signal émis par cet instrument
sur 1l'intervalle de temps Eto,tl] est

N
f

g{t) = ¥ a (t) cos (21kft + P )

k=1 <

Sur l'intervalle ou ak(t) est constant ¥k la note est dite dans un
état stationnaire. Cette partie peut exister ou ne pas exister sur un instru-
ment donné - sur le piano, la guitare, elle n'existe pas car les cordes sont

frappées ou pincdes
- sur un violon, un instrument J vent elle existe, ou peut &tre

supprimée au gré de 1l'instrumentiste.

Pour des renseignements complets sur la répartition des a,

(valeur relative de l'un par rapport J l'autre, on se reportera avec intérét

au livre Fu2]).
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Sur 1l'intervalle ou a (t) est effectivement fonction du temps —
partie transitoire - de nombreux modéles ont été proposés 5183 £6] &5&ﬂ
essayant de tenir compte et de 1'instrument et de l'instrumentiste.
Le mod&le du chapitre II en est un, qui peut 8tre illustré par la courbe

d'établissement d'un son de flite 3 bec indiqué sur la figure VII. 8.

1.2. ECHELLE MUSICALE

I1 ne sera pas fait ici un résumé de la théorie de la musique,
ni de 1'Ristoire de la musique qui trouvent leurs places dans des ouvrages
spécialisés. Cependant on rappellera que dans la musique occidentale on a

eu connaissance au cours des, ages de trois échelles musicales £37]
- gamme de Pythagore
- gamme de Zarlin

- gamme tempéré de J.S. Bach. Une telle gamme est divisée en douze
intervalles égaux. C'est-3-dire que si f est la fréquence de la premiére

note do on obtient

*
do = rZ fréquence f 21/12
ré fréquence f 22/12
si fréquence f 211/12
-+ do fréquence f 212/12 =2 f

La dernidre note étant 3 nouveau un do a l'octave du précédent et ainsi

de suite...

C'est cette gamme tempérée, qui, de nos jours, dans le monde
occidental, est la plus utilisée dans la musique dite classique (en omettant
de parler de toutes les recherches actuelles El] , £.661) et dont nous nous

serviront pour reconnaitre une mélodie jouée par un instrument donné.
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Une mélodie étant une succession de notes, appartenant a une
gamme tempérée, dont les durées respectives de l'une par rapport a l'autre

indigueront le rythme.

VII.2 - DETECTEUR DE MELODIE

Soit I 1l'instrument dont on se propose de reconnaitre une mélodie,
cet instrument a alors un "registre" bien fixé c'est-d-dire que les notes

qu'il peut émettre sont déterminées par sa structure physique

violon 196 X 21/12 1=0,1,...,45

piano 275 % 21/12 i=0,1,...,88

Soit NI le nombre de notes pouvant &tre juuées par 1'instrument

de musique I , et soit A la durée minimum d'une note jouée par cet instru-
ment — en éliminant dans un premier temps les jeux particuliers : pizzicati,

glissandi...

Le détecteur idéal pourrait &tre un détecteur composé de NI filtres
passe-bande, "centrés" en f, (= 196.21/12 , par exemple pour un violon),

1/12

i
et de '"rapports de bande" 8% = 2 Par rapport de bande on signifie que

P P N 1/12
le rapport des fréquences de coupure est - dans ce cas — égal a 82 =2 /1 s
et par filtre centré on signifie un filtre dont les fréquences de coupure sont

f. / B et £. ©
i i

Cependant il est 3 peu prés impossible de se servir de tels filtres
car leur temps de réponse est trop long par rapport & A , comme on pouvait
déja s'y attendre en examinant les diverses relations d'incertitude

»

exlstantes £19: s £36] .
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2.1. CONSTANTE DE TEMPS D'UN FILTRE PASSE-BANDE

Soit un filtre passe-bande idéal de rapport de bande 82 centré
en F, auquel on associe le filtre quasi-optimal F de degré n (chapitre V),

auquel est associé 1l'équation réccurrente — reliant entrée et sortie —

[nglie]

B. x

0Li Yn-isk i “n-it+k

i=0 i=0
(1)

Vs donnés pour i=0,...,n-1

Si les conditions initiales sont telles que
X, = 0 (n<0) => A 0 (n < 0) (chapitre III), le filtre sera dit
causal ; sinon les conditions initiales seront telles que Y =0 i=0,...,n-

et le filtre sera dit non causal.

2.1.1. Courbe de réponse du filtre F

On peut écrire la solution de (1) — cas de racines simples de

1'équation caractéristique — lorsque le signal d'entrée est
X5 = sin (2mfpAt) p=0,1,...
sous la forme

yp -

w~Ms

Cirg + |H(2mf)|sin (2mfpAt + Wf) (2)

i=1

ol on écrit la réponse en fréquence du systéme

iy
H(2mf) = |H(2mf)]e

Soient (ik, Ys ) (k=0,1,...) les points ou |ypl est maximum.
k

La courbe constituée des segments de droites joignant (ik,|yi ) a
k

(ik+l’|yi | ) sera appelée courbe de réponse du filtre au signal d'entrée
k+1

de fréquence f.
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2.1.2. Rapport de bande

Deux notes de musique successives (gamme tempérée) ont leurs

fréquences telles que

fréquence note 2 = 21/12 fréquence note 1

donc pour les séparer on fixera une fréquence de coupure du filtre 3 utiliser

au "centre'" de ces deux notes soit en

21/2u fréquence note 1

n les notes pouvant &tre émises par I, dont le

Soient Dys Dyseees Dy

I
les fréquences sont
_ A1/12
YiaYoreoa Wy (Yi4p = 2 Y;)
S1 on désire séparer les notes nk, nk+l""’nk+p des autres

on construira un filtre tel que

il
N

F/6 Yy

F 8

1
N

On a donc

_ e _ Kk/12 + p/24
F = Y Yk+p =2 Yy

2(p+1)/21+

Supposons que les valeurs du signal d'entrée sont échantillonnées
tous les AT. La réponse en amplitude d'un filtre passe-bande idéal est
caractérisée par ses valeurs sur [.0,1/2AT] , c'est-3-dire par la donnée

de deux nombres quil peuvent étre par exemple
- les deux fréquences de coupure

- ou le rapport de bande 62 et le centre de bande F.
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L'emplacement de la bande passante dans 1'intervalle £0,1/2AT]
est donc — le rapport de bande étant fixé — fonction de F ou encore ce

qui est équivalent du nombre v = 1/(FAT) qui est en réalité le nombre de

points par période (correspondant a la fréquence centrale).

La figure VII.1 montre des réponses en amplitude de filtres
passe-bande de fréquences centrailes Fl, F?, F? (soient v, = 20,10,5)
lorsque B = vV 2 .

—

Figure VII.1

On peut remarquer que, pour que le filtre garde sont .caractére

de passe-bande on a nécessairement

F B8 < 1/2AT soit v > 26

2.1.3. Tracé de quelques courbes de réponse

Un filtre passe-bande idéal étant donné, on calcule les coefficients
du filtre quasi-optimal correspondant de degré 2n. (ici on choisit 2n = 6)
(cf. chapitre V), on trace les courbes de réponse de ce filtre F (8,v fixés)
pour diverses fréquences du signal d'entrée (figure VII.2), qui sont telles

que, si on désigne par F la fréquence centrale
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F -1/24 F 1/24
= f = = = = =
fl F/2 5 5 2 R f3 5 2 s f4 F
_ 1/24 1/24
f7 = 2F . f6 = F9 2 . f5 =FB / 2
\
\\T_'/, V= 4.6
X |
1 i
' |
! ' !
' ]
2 ' :
' 1 '
1 ' '
4B ' '
N : L .
0,00 0 f; f; Y3 f£=F f; 56 f; /20T~

Figure VII.2

Diverses courbes de réponse se trouvent sur les figures VII.3

et VII.4 (filtres non causal) et VII.S5 causal.

2.1.4. Détermination de la constante de temps de F

~

Sur les figures VII.3 & VII.5, on remarque que la réponse 'se
stabilise" au bout d'un certain temps, remarque qui aurait déjd pu &tre faite
en considérant la relation (2) du paragraphe 2.1.1., car le filtre construit

étant stable le terme

n
r c.rP >0 lorsque p*®
. i1
1=1
n o
Puisque yp = X Cir§ + |H(2nF) | sin (:;-p + V), étudions la suite des maxima
i=1

. 2T
de |sin (—C-p + )]
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THEOREME :

Si v est ratiomnel, la suite des maxima de |sin (gg-p + ¥)|
(p > 0) est une suite périodique de période k'm ou k' est le
plus petit entier (> 0) tel que k'v = Ze (e étant un entier le

plus petit possible).

. 2m .
151n|(—3-p + ¥)| est maximum pour

V]

3P

P =P * b (2k+1)

Fl<

(bxJ entier le plus proche de x).

On a

t
= ), (2k+1) E—— b AT SR Pt e

Pyt o 2

!
si 552 = e entier (choisi le plus petit possible), donc
. 21 s 2T _ . 2T
| sin (—G-pk+k'+W)| = |sin Cf; pk+W+k'ﬂ)| = |sin (3— pk+W)|
ce qui montre le résultat.

On appellera constante de temps 3 € prés le nombre Te = p*{F
tel que

si C désigne la limite, lorsque p > @ , de la moyenne arithmétique
de k' points successifs de la courbe de réponse de F pour le signal d'entrée

de fréquence F

k'-1 .
| ¢ |y, |/ k' -¢c]<ecC ¥ i >
. i. — o —
1=0 ]
On a évidemment
k-1 2 vy H(2mF)
c =L sin (5 H(2k+1) - 5;-v1+W)] o

k=0




177

PI2

e €°ITA @an31g

WWSNYJ NON S *300I43d ¥Vo SINIOd SC 3HEWON ' ¥1¥°1 =VL3HL| | IWVSN¥I NON $ “300Id3c ¥We SINIOd SC 3HENON 462°Y 3yl3NM)

ﬂoww 09: 09t oy ozl ocr__08 03 ow 0z Loz_o8r o0 oM: 0zy oot 08
£V, ” — »( ot by _
M : Z° 0
_ i \A 9y i
94 W o .
4 . : o
..w. O 9 J
.
.b | ». AN\AADAAAAN-AK \_ n i
o TN | T
: LO- ﬂ g .w

@w.« 12

WSNVI NON S =300C1d3d Wvd SLINIOd 30 3HENON €81°t =VL3INL| | TYSNVD NON S 400143 EVc SINIOC 3C 3IHSWON 650°t =VL3HL

\OON Ow« omw ov« ONv 004. o.w o.m D.t o#N (LY X ow.. 00t 08 0J
£ .u by . > .




- 178 -

#°IIA 2an31yg

Jtmztu NON ' 0V ~3003d E& SLNIOd 30 JHEHON .v«v.wv syl ML | | MSTWD NON © 03 250CIMbd WWd SINIOY 30 JWEHON £82°% SWLi3NL
['14 O@w omw 0¥t ONv oc« nw s . A%@N o.wa O.m.w (9142 O.Nd O.oﬁ G.Q Qg Qv O.N
£y b - f@%&ﬂ . £y 1 gt
. - - - e Amne
. g
932 3
, \\\\\\\\\ ‘0
: i . > _ -
mu.._ 3° e % ..?n 3 uv\.ﬂhu /\
*‘ -
4 - 40°3
v
JtmD(U 'NON ' O} =300IM)d Wvd SINIOJ 30 JUEHON VSNV NOW 01 =300M3d 5& SINIOd 30 ILENON 850°% =WLIHL

Amou omﬁ om« 0

M L B

gy €15

ﬁ.@




179

p|o . |
e G IIA °an31yg
WYSNYa G =700IM3d H¥d SINIOA4 30 3HOWCN Pivl FYL3HL WSNYI 3 =3001H3d YWd SINIOA 3C JHIWON £oZ'l  YL3HL |
002 08By 03F 0#1 0LV 001 OR 09 Ov GZ . 00z C8L GY. Ovl 021 0OOT1 ng 03 014 0z L
T T T L T T T T T T T T T T T T 1 T L L [
L4V o0y |
dzo |
g |
4 . . . . S ) . . 440 ,
Nu _ '
\ fero m
A ,
s A 7 V‘) \ /) A ’ % ‘ \ o
W.w :T\L. / ‘ - ‘ 56
v {01 |
|
|
JM.F ‘...M.w. |
I9SNY3 S =3001834 ¥v4 5L 1100 30 3I4FWON 681°: ::L:L VS W3 5 *3CJI¥3d Hva SLMIN 57 3hCRIN 65071 TYLIdHL
_00Z 08T 99, 0v. 0ZF 001 as 09 (0)4 (04 , 9 NNz 0BT 0BT Ovl 221 N1 0~ 19 0} 0¢e
T T T T T 1 T T T T 1= 1 T T
Z 4 v,
J
dz o 470
81z,
40 46" 0
Lw- o Aw. I
- o ; . i ~dg'0 16 0
4
Gy 4 401 ”i
| a r




et T

de 0

0.05

3

- 180 -

On remarque, lors du calcul de Tg {ici on a choisi g = 0.05,

sera systdmatiquement notée par TJ, que

T ne dépend pratiquement pas de Vv

T est essentiellement fonction de 6

30

’
[
v
i
b
23
>

A
4
! f 3
’

Vo'l
\*4

wn
[a>]

Figure VII.6.

Aussi on a tracé (figure VII.6), expérimentalement, T en

ce qui montre

La constante T n'est pas fonction de la largeur de bande
mais du rapport de bande.
Il existe un Col optimal tel que pour cette valeur la

constante de temps T est minimm.

fonction
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2.2. MODELE D'UN DETECTEUR DE MELODIE

L'étude de T = T(8), indique que pour avoir une réponse stabili—.
sée rapide 3 une entrée sinusoidale d'un filtre F le rapport de bande de
ce filtre doit &tre voisin de p*2z | Cependant dans 1'analyse du son émis
par un instrument il n'est pas possible d'utiliser un tel rapport : en
effet, si la note de fréquence f est émise cette note posséde le partiel
de fréquence 2f, fréquence qui peut aussi &tre celle d'une note émise par
1'instrument. I1 est donc nécessaire que le rapport de bande soit tel que si

f appartient d la bande passante, 2f ne puisse y appartenir. C'est ainsi

que 1l'on choisira pour rapport de bande 2 = 2 — les filtres associés sont

appelés filtres d'octave —

A ces filtres permettant de discerner un paquet de douze notes,

on adjoindra, un compteur de passage par zéro (cpz) du signal de sortie.

En effet, la sortie étant stabilisée, le signal est,en premiére approximation,
une sinusoide pure (les intensités des différents harmoniques sont négli-
geables par rapport 3 celle du fondamental), dont il est alors rapide de
trouver la période ou fréquence (cf. chapitre I).

Soit un instrument I dont le registre est Fn

ooy

(nl et n; notes la plus basse et la plus haute pouvant &tre émises par I.)

Son registre s'étend donc sur

I+
"N, = L——EEJ octaves

I 12

(LxJ signifiant lé'plus grénd entier inférieur ou égal & x).

Le détecteur de mélodie est ainsi composé de N filtres d'ocfaves
(figure VII.7). Soit X la durée minimale d'une note — pour 8tre plus précis
il faudrait parler de X(f) — émise par 1l'instrument considéré. Soit h le
temps nécessaire pour obtenir la "sortie'" des filtres d'octave (et d@ cpz

utilisé). On pose

p = A/h
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Si entre les instants t. et t, = t, +ph ol p>p , oOn
1 1+p 1 -
constate que la fréguence fk est émise et uniquement celle-13

- fk pouvant cependant varier dans un intervalle de rapport 21/12 -

T

!

i
£

K Y

changemerijt
de note

[ : i
- i
5 H
AT |
X
to &?-to

L
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On dira que la note n a été émise 3 partir de 1l'instant ts

pendant une durée ph.

2.3. MELODIE JOUEE PAR UNE FLUTE A BEC

A titre documentaire la figure VII.8 représente un morceau de

1'"attaque" — transitoire — d'une note par une flite a bec.

Figure VII.8. Etablissement d'un son de flute.

Les données techniques du programme sont alors les suivantes

>
i

1/10 seconde (calculée 3 partir des courbes de réponses)

Le nombre de filtres d'octaves utilisé est 3 — dd au registre
relativement peu étendu de cet instrument. La mélodie jouée dans 1l'exemple

est le suilvant

o — i ~—
S 2 =

Figure VII.O




. 600

500

Le pas de discrétisation est T
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= 1/6500 seconde

Le programme

d'analyse des sons est alors activé sur le signal discrétisé et les

pésultats (sortie ordinateur) sont :

note (fréquence)

instant initial

durée (sec)

de #

do*®
fa
sol ¥

do

554.8
545.6
689.0
822.0
1055
819.2
683.3
541.8

sol ¥

fa
do #

0
0.301
1.246
2.323
3.40
4.381
5.430
6.545

0.258
0.474
0.948
0.904
0.818
0.990
0.206
1.034

Pour illustrer cette sortie de résultats assez peu parlante

musicalement et mathématiquement)on a représenté (figure VII.10), sur un

méme graphique la sortie du filtre excité et de son cpz (courbe en pointillé)

ainsi que les résultats du tableau précédent.

Figure VII.10. Milodie joufe par une Illte 3 bec.
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REMARQUES :

- Les deux types de sorties proposées sont assez peu satisfaisantes
pour un musicien, aussi il est envisageable et envisagé de sortir F27]
la mélodie sur le support habituel du musicien — c'est-a-dire une portée

et ceci aussi 3 1'aide d'un ordinateur

- I1 faut cependant voir l'avantage du tableau qui permet de voir si
1l'instrumentiste joue... juste ou si 1'instrument est parfaitement accordé,
ce qui n'a pas été le cas de l'exemple précédent ou la flite jouait en

réalité presque un demi-ton au-dessus des notes fixées.

VII.3. - CONCLUSION

Les programmes écrits pour l'analyse des sons ont montré qu'ils
utilisaient des techniques valables et correctement mises au point. Cependant,
actuellement, il faudra les améliorer aupint de vue temps de calcul — point
qui, il faut l'avouer, a été un peu négligé — afin d'arriver d travailler en
temps réel, et nous pensons que cela est possible grace aux filtres de faible
degré utilisés. Il faut remarquer que le temps passé au diagnostic automatique
des seuils est sans doute plus élevé que celui passé au filtrage proprement
dit, et souligner que ce diagnostic se fait d'une maniére dynamique, ce qui

est d'ailleurs la seule voie admissible pour un tel probléme.

Ces méthodes de calcul ont trouvé ici une application particuliére
— 1l'analyse des sons — mais il va de soi qu'elles sont utilisables dans bien
d'autres domaines ou la notion de fréquence est appelée 3 jouer un grand

role.
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