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INTRODUCTION

L'intérét porté depuis quelques années aux méthodes d'éléments

finis a relancé 1'étude des problémes d'interpolation 3 plusieurs
variables. Deux types de questions se posent : la construction de tels
procédés d'une part, l'estimation de l'erreur d'autre part.
La premiére question est développée dans la littérature relative aux
méthodes d'éléments finis (Zienckiewicz [ 6] par exemple). L'étude de
1l'erreur d'interpolation est habituellement réalisée par des formules
de Taylor ou par 1'étude de l'espace de polyndmes invariant par le

procédé (voir Raviart [[5 ] par exemple) mais ne fournit pas d'expression

explicite de l'erreur (sous forme de noyau intégral).

L'un des objets de ce travail est d'obtenir des méthodes assez
automatiques pour construire les procédés d'interpolation en essayant
d'obtenir, par la construction méme, une expression intégrale de l'erreur.
Dans le cas du rectangle (ou du cube) des méthodes dues 3 Gordon ([ 4 ])
sont utilisées pour l'obtention d'éléments finis. Des procédés supposant
la fonction & interpoler connue sur les lignes d'un quadrillage sont
utilisés et étudiés. Dans le cas du triangle, la théorie due 3 Gordon
n'est plus utilisable directement. On propose quelques nouveaux procédés
d'interpolation. Dans certains cas, il est possible de donner une expres-
sion de 1' erreur.

Monsieur ATTEIA a montré ([ 1], [ 2], [ 3]) 1'intérét de 1l'utili-
sation des fonctions-spline pour 1'étude de méthodes d'éléments finis.
L'utilisation du méme type de technique pour obtenir des fonctions-spline
avec valeurs données sur des lignes nous améne 3 considérer un probléme

de trace. Si 1'on sait conclure dans R? , ce n'est pas le cas pour R 3 .

|
L'étude nous permet néanmoins |d'introduire de nouveaux procédés
i

d'interpolation.






Nous suivons donc le plan suivant

PREMIERE PARTIE

CHAPITRE 1 ' pages
Interpolation 3 une variable 1
0 Quelqueé définitions | _ 2
1 Interpolation pér une famille de fonctions Ck(CO,IJ) 3

La théorie générale de l'interpolation linéaire est
rapidement rappelée. |
On étudie un cas particulier ot le Wronskien s'annule
aux extrémités du segment (p. 11).

2 Une classe de procédés d'interpolation 14
I1 est proposé un procédé d'interpolation de

construction trds aisée et fournissant un interpolé

"régulier".
CHAPITRE II
Procédés d'interpolation ''rectangles' 22
1 Les treillis distributifs de projecteur 23

Les éléments essentiels de la théorie de Gordon
sont rappelés.
2  Procédés d'interpolation rectangle-généralisés 27
3 Exemples de procédés d'interpolation rectangle
sur £0,1]° 31
Un grand nombre d'éléments finis sont étudiés.
On montre la convergence d'un procédé de Coons (p. 28)
et on étudie un procédé d'interpolation de construction
simple et fournissant un interpolé régulier (p. u4l).
4  Exemples de procédés d'interpolation rectangle sur
£o0,1]3 , 46
Quelques exemples sont explicités.
5 Quelques autres procédés d'interpolation sur [[0,1]% ou
£o,1J° ‘ | 53
En partie, on constbuit‘ét donnons 1l'erreur de

1'élément non conforme classique 3 quatre point.



CHAPITRE

DEUXIEME PARTIE

CHAPITRE

CHAPITRE

IIT

Procédés d'interpolation sur des simplexes de R"
Systémes de coordonnées relatifs 3 un simplexe.
Procédés d'interpolation sur un triangle.
Généralités.

Quatre familles de procédés d‘iﬁterpolation.sént
construites par l'utlllsatlon de systémes de
coordonnees partlcullers au trlangle

Bxemples de procédés d'lnterpolatlon sur un triangle
On explicite dans quelques cas particuliers les
familles précédentes.

Procédés d'interpolation sur un tétraddre.

La méthode de construction est rapidement expliquée.

IV , ‘

Noyaux et espaces de Hilbert

Rappels et définitions a propos des noyaux

Image par une application linéaire continue

Le cas de fonction semi-hilbertienne est étudié .

Fonctions-spline.

V

Exemple de fenctions semi-hilbertienne sur IR

o

Hk([O,l] ) est défini et des résultats dis
Ducateau { 7 ] sont rappelés.

Fonction semi-hilbertienne sur le triangle

On considére la trace de la fonction semi-

hilbertienne du paragraphe précédent sur le triangle.

Fonction semi-hilbertienne sur le triangle comme

3
trace de fonctlon semi- hllbertlenne sur IR*O 1]
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ligne 19 : & la place de + lire :

ligne 4 : 3 la place de X lire :

ligne 18 : 3 la place de ... sur) lire :

dans les intégrales doubles, on doit lire :

. W)

((K-1)1)2

ligne 7 : a la place de (cf. chapitre I, §0)

lire :

derniére ligne :
A

3d la place de 4 lire :

dat®
3

ligne 10 : & la place de { ] [ ] lire :

(chapitre I, §1, p.10)

N

at*

£2] [13]
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CHAPITRE I

INTERPOLATION -A” UNE ‘VARIABLE

Dans celchapitre,'il est rappelé quelques définitions et les

éléments de théorie d'interpolation linéaire 3 une variable.

Un exemple dans lequel le wronskien est nul aux extrémités

‘de 1'intervalle est &tudié.

D'autre part, un procédé d'interpolation est présenté. Il permet
de construire un interpolé plus régulier (dérivable) que les données ne le
permettent 3 priori. Ce type de probléme est d'habitude: traité par les

»

fonctions-splines. On montre la convergence uniforme du procédé.



QUELQUES DEFINITIONS

Nous ne nous intéressons qu'd des procédés d'interpolation

linéaire que l'on définit par :

DEFINITION 1

Un procédé d'interpolation sur [ a,b] € R est défini par la
donnée de :

- une famille de K fonctionnelles ponctuelles 3 support dans [ a,b]

(masses de Dirac ou-leurs dérivées) linéairement indépendantes :
D, 1=k
i 1=1
- une famille de fonctions {¢k}i:$ définies sur [a,b] a valeurs
dans R , telles que :
<>\i,¢k>= (Sik i,k= 1,2,--.,1(

(ot Gik : symbole de Kronecker).

Les fonctions {¢k} sont supposées telles que, pour tout i et j,

<Ai,¢k>’sont définis et sont appelées "fonctions de base" du procédé.

DEFINITION 2 :

Soit (Xi,¢i)i:$ un procédé d'interpolation sur [a,b]. L'interpolé
d'une fonction u définie sur [a,b], 3 valeurs réelles et suffisamment
dérivable est alors :

mTu(x) = -
1

M=

, <Au>d.(x)

L'erreur d'interpolation est la fonction définie sur [a,b] :

Ru(x) = u(x) - mu(x) .



REMARQUES 3 : o
. RS o ok
801t gn procédé d'interpolation ()\i,(bi)i=1 .

fa,b] -

Soit g:l‘ensemblé‘des>fonctibns de R telles que leur

interpolé existe,

Alors
. ‘U est un espace vectoriel réel pour les opérations habituelles.

e Les fonctions {¢k} sont des éléments de U et constituent un
systéme libre. . ’
T et R sont des opérateurs linéaires de U dans U .
. T est un projecteur sur le sous-espace de g_engendfé par les
{¢k}k*1 c'est-a-dire : T(Tu) = Mu pour tout u de U et

Tu = X ai¢i ou a, € R.

. R est un projecteur sur le sous-espace vectoriel de U des fonctions

v de U qui vérifient :

<A >=0 iz1,...,K .

. On a : T(Ru) = R(Tu) = O pour tout ude U .

DEFINITION 4 :

CK([a,b]) est 1l'espace vectoriel réel des fonctions définies
sur [a,b] , & valeurs réelles K fois continuement dérivables.

HYPOTHESES § :

Dans la suite de ce chapitre, nous nous placerons sur 1'intervalle
{0,1] et pour tous les procédés d'ihterpolation introduits, on supposera
que les fonctionnelles linéaires associées seront des dérivées de masses
de Dirac d'ordre au plus K-1 .




INTERPOLATION PAR UNE FAMILLE DE FONCTIONS DE CKfO,TJ

Soit donc un procédé'd'interpolation {Xi,¢i};f§'définit
au paragraphe précédent et on suppose : ¢i € CK([O,lJ)

Nous introduisons de fagon classique (DAVIS [ 5 ], HOUSEHOLDER [10],
GORDON [ 8 ]) une représentation intégrale del'erreur. Pour cela, nous
K
}

construisons un opérateur différentiel D 1lindaire tel que {¢k k=1

constitue une base du '"noyau" de D c'est-d-dire que :

v ¢ o,
(1)
pour tout x e_]O,l[ D ¥(x) = O

z . by
équivaut a :

il existe un vecteur (ai) de BiK tel que

(ii)

K ,
| ¥(x) = L ai¢i(x) pour tout x de JO,1[.
i=1
K
Soit Y(x) = .Z a; ¢i(x)
i=1

alors pour tout Vv , 0<v<K.
K
vy = 1 oa 6N
e i=1 11 o

d'ol, pour tout x de [0,1] :

-¥(x) ¢l(x) ..... ¢K(x)

vy oWy Ll " qsl‘(“(x-) |
det ' ‘ ‘ ' ' =0

vy ¢§K)(x) ..... (b}((K)(x)

et en développant le déterminant précédent par rapport 3 la premidre colonne :

o+ Y00 s e E 6o e v = 0



¢1(x) ..... ¢K(x)
. R Rl SR ¢ 7D ()
W.(x) = (-1)" det . R i=0,...,K
i ¢§1+l)( ) e, d)l((1.+l)(x)
U I 89 )
W(x) = WK(X)
W(x) est appelé Wronskien des fonctions {¢i}§z§
I1 vient le :
LEMME 1 :
i=K _
Si¥(x) = X a; ¢i(x) et si D est 1'opérateur différentiel :
i=1
5 = w0 L e w0 G
D = W(x ——-+W_X——'-_—+...+W(X)Id.
dXK K-1 de 1 o]
alors DY =0 .

o) Cas oll W(x) est non nul sur [0,1].

Ce cas est celui traditionnellement étudié.

1
W(x)

Dans ce cas, l'opérateur différentiel D = 'D est bien défini

pour tout x de [0,1].
D'aprés le lemme 1, si ¥(x) est gombinaison linéaire des fonctions ¢i’
on a :
D¥(x) = O pour tout pour tout x de [0,1].
Réciproquement, soit ¥ une fonction de CK([O,ﬂ) telle que :
W(x) = 0 pour tout x de [0,1].

D étant un opérateur différentiel d'ordre K lindaire A coefficients réguliers

et coefficient de plus haut degré étant non nul (= 1), la dimension du noyau



de D est K or, pour tout i, 1 <i<K, ¢i est élément de ce noyau donc :

K
Y(x) = I a, ¢,(x) pour x dans [0,1].
i=1
Posons alors :
¢l(s) ..... ¢K(s)
K(x,8) = g det | o) ..., 62 (s)
¢l(x) ..... ¢K(x)

En développant par rapport 3 la dernidre ligne :

k(x,s) = ki(s)¢i(x) avec ki(s)

. < Ai,k(.,s) >

"n M=

i

et donec, pour tout s de [0,1]:

D k(x,s) = 0
X

0 si  j=0,...,K-2
X=s %

j _
D R(x,s)
3XJ

PROPOSITION 2 :

Pour tout vecteur {ai}§=1 de RX et toute fonction ¥ de CK([O,1]),
la fonction :

K - X .
Zo,¢.x)+ [ k(x,s)¥(s)ds
i”i o

i=1

y(x) =
vérifie :
a) Dy(x) =¥(x)

. X - . )
b) < Aiéy > =0, +< Ai,fo_k(x,s)w(s)ds >



DEMONSTRATION :

Le deuxiéme point est trivial.
; K o
~ 'D'aprés le lemme 1, D( I a; ¢;,(x)) = 0 pour tout x de {o,1].
T i=1
d'ou :

v X ' '
Dy(x) = D[ [ k(x,s)¥(s)ds].’
0

Calculons les dérivées successives de l'intégrale :

X K
d - d
= f k(x,s)¥(s)ds = = .E

X
$.(x)e]  K.(s)¥(s)ds =
0 i 1 J‘O . :

1.

K X
LLplxdef K (s)¥(s)ds + o, (x)k, (x)¥(x)] =
i=1 0

K X
Io¢lG)ef ki (x)¥(s)ds
i=1 0

car k(x,x) = 0 .

De la meéme fagon, pour j , 0 < j K-1

o
A

dj X _ K 5) b
— [f k(x,8)¥(s)ds] = 3 ¢.77(x)f k. (s)¥(s)ds
ax? o i=1 o *
ef :
a X L0, " '
— 0f k(x,9)¥(s)ds] = 3 ¢.7/(x)f Kk, (s)¥(s)ds + ¥(x)
. 1 )
dx o . e N ¢ Do
ék—l o
“ear N T k(x’s)lxis =1
X
d'ol :

D[/ kGx,sW¥(s)ds] = [ D k(x,s)¥(s)ds + ¥(x)
0 0] :

Y(x)

D'old le résultat.



PROPOSITION 3 :

Dy(x) = ¥(x)
Le probléme = v , admet une et une
» < ALYy >=0 i=1,...,K
seule solution qui s'exprime par :
X _ K X _
y(x) =[ k(x,s)¥(s)ds - T < Ai,f k(x,s)¥(s)ds > ¢.(x)
0 i 0

La démonstration est immédiate sous les hypothéses de ce para-

graphe et en utilisant la proposition 2.

On peut alors donner une expression du reste d'interpolation :

K
Ru(x) = u(x) - ¥ X.[uld.(x)
S

En effet, Ru(x) est solution du probléme :
DRu(x) = Du(x)
< %i’Ru(') > :fQ
d'ol, conséquence immédiate de ce qui précede, le :

THEOREME 4 :

Etant donné un procédé d'interpolation dont les fonctions de bases
sont dans CK([O,1]) et telles que leur wronskien soit non nul sur {0,1], pour
toute fonction u de CK([O,1]) 1'erreur d'interpolation a pour expression :

Ru(x) = u(x) - mu(x) =

K X
£ <,  k(x,s)Du(s)ds > ¢. (%)
2 iy ™ _ !

"

fXE(x,s)Du(s)ds -
0 1=1

ol k et D sont définis précédemment .



Nous avons précisé dans nos hypothéses (0.5) que les fonction-
nelles ponctuelles Ai étaient des masses de Dirac ou leurs dérivées d'ordre

au plus K-1, (3 un coefficient prds).

De ceci et de la démonstration de la proposition 2, il vient

X _ X[ i]
< XA..f k(x,s)Du(s)ds > = [ k. (s)Du(s)ds
o 0 t

Xr3) = Supp [Xi].

En posant, avec (t)+ =+1 si t>0 ; O sinon .
K

k(x,s) = [E(x,s)(x—s)+ -z

k. (s), (x)(x-.7-8),]
=g 1 i (i} =+

on obtient le

COROLLAIRE 5

1
Ru(x) = [ k(x,s)Du(s)ds
0

REMARQUE :

t S

k(x,8) est continuement dérivable jusqu'a l'ordre K-2 (pour s fixé,
dérivée par rapport a x) ; la dérivée d'ordre K-1 admettant une

discontinuité pour x = s.

EXEMPLES :

a) Formule de Taylor :

. . _ Ji-1) .
Les fonctlonnell¢§‘{xi} sont : Ai —‘6(0) i= e

Pour i=1,...XK , ¢i(x) z xl—1 ;

‘et on a 1'identité, pour u dans CK([O,l])

. K-1
K 1 . . X (x-t) K
u(x) = I — u‘(l_]‘)(O)x'l.1 + f d. u(s)ds

izl (i-1)! 0 (k-1)t  dx®




- 10 -

b) Interpolation de Lagrange :

Les fonctionnelles ponctuelles sont les masses de Dirac aux

points 0= Xq < Xo € eue < Xy = 1.

Les fonctions de base :

K (x-x.)
¢i(x) = I @ —

iFi (x,-x.)

1 1)

et on a l'identité, pour u dans CK([Oal])
i .
K K (x-x.) 1 K

u(x) = I u(xi) n —d 4 f k(x,s) —QK u(s)ds
i=1 j=1 o (x,-x.) 0 dx
i#i t )

od, en posant k(x,s) comme dans la théorie générale,
K

k(x,s) = [E(x,s)(x-s)+ - 3 ki(s)¢i(x)(xi—s)+]
i=1

c) Interpolation de Hermite 3 deux points :

Les fonctionnelles ponctuelles sont

M8y AT 5(0)
A3 7 0 Ay = 52%;
et les fonctions de base :
$,(x) = x(2x-3)+1 6,(x) = x(x-1)?
da(x) = -x*(2x-3) ¢,(x) = x*(x-1)
L'opérateur différentiel associé est alors D = Eg% et le "noyau" associé :
X
_ (x-s)_ (1-s)? _ (1-s)?

k(x,s) = = ¢3(x) —_5__—'¢4(X)'
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B) Cas ol W(x) peut &tre nul en O ou 1 :

Tout ce qui a été fait dans le paragraphe précédent peut &tre
justifié dans ce cas 3 condition que les différentes. expressions inter-
venant sous le 81gne intégrale admette une limite quand s tends vers
0 ou 1. “

Nous ne savons pas donner des conditions sufflsantes sur les
fonctions {¢ } pour qu'il en soit ainsi. Aussi nous nous contentons de
donner un exemple (néanmoins utile dars la pratique car il permet de donner
une estimation de l'erreur dans le procédé de Coons & deux dimensions

(Cf. chapitre II).

Soit donc le procédé d'interpolation défini par

masses de Dirac aux points O et 1°

A= 80 Ay = 80y

¢1 et ¢2 de fonctions de C?([0,1]) telles qQue :

¢l(x) + ¢2(x) =1 pour tout x de [0}1]
¢1(O) =z ¢i =0

$7(0) et ¢3(1) nons nuls

¢ i(x) 0 ' . pour x dans ]0,1[

Avec ces hypbthésesf: S W(x) = -¢i(x) qui s'annule en 0 et 1

W) = - 4U(x)

"wo(x)‘= 0:
’) PRI
7_7 b = P m ax

‘est défini poﬁr*xfdans Jo,1[ .-
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i 9, (x)=0, (x)
Rt T et el

1 |
=y ¢, (x)(¢.(s)-1) " s < x ,
A X ' "% € [041]
k(x,s) =

1 - J s € Jo,i[
6;?57 ¢l(S)(¢l(X)jl} s > X

Considérons 1l'expression :
1

Ru(x) = f k(x,s)Du(s)ds .
0

PROPOSITION 6 :

Avec les hypothéses précédentes, pour tout u de C?([031]),
Ru(x) est définie pour tout x de [0,1] et on a :

u(X) = u(0)¢,(x) + u(é,(1) + Ru(x) .

Preuve : Soit x ¢ J0,1[.

X ¢.(x)(1-¢,(s)) ¢4'(s)

Ru(x) = f 1 1 L dz - ggﬁu(s)ds
0 4108) ds®  ¢4(s) .
1¢.(s)[1-0,(x)] 2 ¢4(s) )

+ ] L L L d 1 %gJu(s)ds

X 61(s) ds?  91(s)

I1 suffit d'étudier le premier terme, le second présentant la
méme difficulté. Or, 1-¢1(s) admet un zéro d'ordre 2 en s=0 et ¢i(s)
d'ordre 1, car on a supposé ¢'"(0) # o . \ .

Le résultat suit et Ru(x) a un sens pour tout x dans J]O,1[ .
L'expression de u(x) est obtenue par intégration par partie. Par la conti-
nuité des fonctions u , ¢, et ¢, , Ruest défini sur (o,1] .
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Les polynomes de degré minimal vérifiant les conditions imposées

sont :

¢, (x) = x*(2x-3)+1

-x2(2x-3)

¢2(x)

On a alors, pour u dans C2([0,1])

: 1
u(x) = u(0)¢, (x) + u(1)¢2(x) + | k(x,s)Du(s)ds
0

b a> 2s-1 d
- 1s2 s(s-1) ds
[1+x?(2x-3)](3-2s)s '
6(s-1) =
k(x,s) = '
[14s2(2s-3)1(3-2x)x? x <s

6s(s-1)



...lL‘__

IT - UNE CLASSE DE PROCEDES D'INTERPOLATION

On se place toujours sur l'intervalle [0,1] de R et soient

= < < ves < =
0 xO xl x2 XN 1

disposés & intervalles réguliers

-1 ‘-
xi+l xi =¥ \ i=l,...,N .

En chaque point (xi) on considére les fonctionnelles ponctuelles Gij) s
j=0,...,L avec L indépendant de i et de N. ' *

Pour chaque N entier, on associe un procédé d'interpolation tel que

myu  soit "réguliére"

. ﬂNu converge uniformément vers u quand N

ﬂNu(x) doit pouvoir &tre calculé '"facilement", pour tout x.

Nous allons construire un tel procédé.

Soit o un entier positif. On associe 3 ¢ un procédé d'interpolation,

défini sur [0,1] :

Les fonctionnelles ponctuelles sont 6;]) » 1=0,...,20 3 §=0,...,L .
i

Les (2a+1)(L+1) fonctions de base ¢m2 telles que

1 si m=i et =7
(1) _
< Sy. ? ¢m2 > =

i .
0 sinon

Leur wronskien est non nul sur [O,l].



- 15 -

Alors, pour toute fonction v € C(k+l)(2u+l)([0,l]), on a i

20 L (1) 1 .
wWx) = L L <8 v > (x) 4 [ X(x,s)Dv(s)ds
m=0 2=0 Im- m 0

ol k et D sont définis comme dans le théordme I.u4.
Pour tout i, o < i < N-a , on considére l'application g; (affine) qui
applique [0,1] sur [Xi—u’xi+a]

On appellera ggl son inverse :

-X.
1-0

-1
g; (x) =
i+o Ti-o

Soit enfin une fonction Tl définie sur [0,1] telle que :

Wl(O) =1 Tl(l) =0
et pour un m , entier fixé, m >k .

Wil)(o) z W;l)(l) =0 pour 1 < i<m.
Posons

¥, (x) f 1}- Yl(x)
On appelle alors Wii et W2i " PoUr 0<i<N

X=Xg '
Y. .(x) =¥, (———)
11 1 Xi41 xi
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DESCRIPTION DU PROCEDE. :

Soit u € C(kfl)g2q+l)([0,1])

Sur un intervalle ' X. ,X. , Tu vaut :
i .1fl
si 0<ic<a
20, k
(2) -1 N, %
Tulx) = £ £ & 7[uld (g () * (=)
N k=0 g=0 kX >
si a<i<N-o
200 L
N, (%) -1
moulx) = ¥, .(x)[ I I (=) ¢ Cule, ,(g. (x))]
N 11 k=0 £=0 o Xsikmq k& =1
20, L
N.& (R) : -1
+ ¥ . (x) Z r (=276 [ule,  (g. (x))]
R e e £ T
si N-o<i < N-1
20, L
N, 2 (2) . -1
Tu(x) = ¥ ¥ (=78 Culd, ,(g.7.(x))]
N k=0 820 & Xysk-2o Kb It

Par les expressions précédentes m u est défini de fagon unique

N
en tout point x de [0,1] et il est immédiat que la construction précédente

définit un procédé d'interpolation au sens du paragraphe O.

PROPOSITION 1

Pour tout u de C(kH) (20+1)

aﬁ)[nNu] - a)g’_”[uj i=0,...,N
1 1 2=0,...,L .
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81 0<i<o ousiN-g<i<N-1, clest immédiat:.
— 9

Si o < i < N-o , on doit montrer qu'il y a blen accord sur deux

1ntervalles consecutlfs au 'point Xg .

Considérons X et &valuons les dlfferentes derlvees de nu(x) quand
X € [x. —1°%; .] et x tend vers xll. Rappelons que m>k .
Comme les dérivées et la fonction Wli_l(x) valent O au point Xy et, qu'en

ce piont, W21~1(x)’vaut 1 et ses dérivées sont nulles on a :

2

g

d B _4q ; : ..
—g (Mu(x;- ) = — ulx;) 10 <2 <L
dx x

Lorsqu'on considére les dérivées 3 droite, les rdles de Wli et ¥,. sont

inversés et l'on obtient le résultat.

La démonstration précédente montre méme la :

PROPOSITION 2

wNu(x) est m-fois continuement différentiable sur [0,1].

THEOREME 3 :

Etant donnés un nombre entier a et les fonctions W et ¢. jg Comme
précédemment et telles que de plus, 1'operateur dlfferentlel associé D soit

L e
de 1la forme : D = gt e ¥ a(x) *x

dx
si Ty ©st le procédé d'interpolation défini plus haut, on a:
Max Iu(x)-nNu(x)I i_%z C
xe[0,1]

ou C est une constante indépendante de N et dépendant de la fonction u, des
fonctions ¢k2 et de a .

mu converge donc uniformément vers u quand N + »
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I1 nous faut donc donner des majorations de :

Max lu(x)?ﬂNu(x)] = Max Max |u(x)—nNu(x)|
xe[0,1] i=0,..,N-1 xe[x X0
Considérons aif i < N~-q ', x € [x,,x., ]

- i°7i+1

v, eolut) - 3z &% P g

ke & Fitk-q

U(X)-TTNu(x)

u]¢k2(g (x))]

N2 () -1
Tz (=78 [ulg, (g.7.(x))]
k £ a Xi+k+1—o¢ ¢k2 il

~+

'Téi(x)[u(x) -

I1 suffit donc d'estimer les quantités entre crochets.

Considérons le premier par exemple, et posons v(y) = u(gi(y)) :

N, 2.(2) -1
ulx) - I ()78 [ulg, (g.7(x)) =
kg @ X tk-o kg °i
= - (%)
= vy) z i dyi [vlo, ,(v)
1
= [ k(y,s)Dv(s)ds
0 A
l -
=] Ky, ulg(s))as

Max  |uGo - 15 (DD [uld, (g7 )] <
xe[xi,xi+lj k2 % Fitk-a 5

: 1 o |
< Max [ |k(y,s)| + ds x Max [D_u(g.(s))]
ye[0,1] "o sefo,1] % F

k
Or, comme : D = —QF + ...+ a )

dx
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Donc :

Max ID u(g.(s))| <= x M
sef0,1] ° * e

ol M est une constante dépeﬁdante des‘foﬁétibns ¢k2 , et de u et indépendante
de N . ' A
I1 est évident que pour i, 0 < i <a et N-a < i < N-1 on la méme majoration.
Au total on a donc que

20

lux) - muG| < =c

od C ne dépend pas de N, d'ol le résultat.

REMARQUE :
‘ . Pour obtenir des majorations d'erreur sur les dérivées, il faudrait
~étudier les dérivées de
1
f k(x,s)Du(s)ds.
o .
Nous ne le ferons pas ici.
. Une propriété essentielle est le résultat de la proposition 2.
. Le procédé proposé pourrait &tre &tudié sur des "grilles" irré-

guliéres de la méme facon.

EXEMPLE :

On_prend i a=1 ., L =1

Les ¢m£ sont les polynomes de Lagrange basés sur trois points

wl(x) = x2(2x-3)+1
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Sur un segment [xi’xi+l] (1 > 1) on obtient

X=X, , X ] +1 +1 (x—xi+k)

moulx) = [ ((——)2%(2 -3+l & u(x,,.) m @ —2

N *i+17% *i+17% Tgmer M e (iR
k#j3

x-xi x-xi +2 2 x—xi+k
- [« = )2(2 T il = ulx, o) T ('x——'_'_;'—)js
i+17%4 i+l 7% =0 3 k=0 *i+37*iek

k#3

D'aprés le proposition 2, ﬂNu(x) est continuement dérivable sur [0j1]

---___-

e ————— - -

- ey m = -
[

e ® ¢ w w

.1 % Xi+1 )
[ i
| | :
I l
| ! : '
| | ' . 3
i f | . ' .
| | , : : , t
: { [ *
: ! ' ! 2 *io1 ¥ ¥irr o Xie2
[} : 1 ‘
' 1
( ' ' .
*i-1 *i i+l %ie2

Les courbes de gauche sont des paraboles . La courbe de droite est un

polynome de degré 5.

Y

nNu(X) est donc constituée de morceaux de polynomes de degré 5. ,

On a :

3 =¥ x1 +[1-¥elx2 .



- 21 -

REMARQUE IMPORTANTE :

Supposons que , dans l'exemple précédent, les valeurs de la
fonction u ne soient pas données aux points Xy mais en des points {y.},

1,

tels que, sur deux intervalles consécutifs, c'est-a-dire sur [xi,xi+2

on ait trois points yj.

Alors sur chaque intervalle [Xi’xi+QJ on peut interpoler la
fonction u par la formule de Lagrange 3 trois points basée sur les yj
contenus dans cet intervalle, soit us le résultat. On obtient encore
un polynome du second degré.

La fonction interpolante finale est obtenue sur chaque intervalle
[xi’xi+l] par

me u(x) = ¥ () X u, G ¥, (x)u, (x)

e est encore dérivable sur [0j1] et comme Wl(x) + W2(x) = 1

wNu(yi) = u(yi)

En procédant comme dans la démonstration du théoréme 3, on

peut obtenir un résultat de convergence.
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CHAPITRE 1II

PROCEDES D' INTERPOLATION "RECTANGLES"

Dans ce chapitre, on utilise, aprés l'avoir rappelée aux
paragraphesI et II la théorie de Gordon { 7], pour 1'étude de 1l'inter-
polation sur [0,1]? (paragraphe III) et [0,1]® (paragraphe IV).

En pafticulier, on étudie quelques procédés Qtiliéés dans la
méthode des éléments finis. L‘intérétbque.présente la théorie de Gordon
réside dans le fait que la construction d'éléments finis est assez auto-
matique, en partlculler dans les cas ol on veut éviter les noeuds inté-
rieurs . D'autre part, on montre la convergence d'un procédé de Coons [4] (6]

et étudions un procédé du type de celui étudié au chapitre I paragraphe II.

Dans un dernier paragraphe, on étudie trois éléments '"non conformes".
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I - LES TREILLIS DISTRIBUTIFS DE PROJECTEUR

Soit X un ensemble et EQX l'ensemble des fonctions définies sur X
d valeurs dans R. Soit E un sous-espace vectoriel quelconque de IiX.

Rappelons la :

DEFINITION 1

Un projecteur P sur E est une application linéaire de E dans E
idempotente, c'est-a-dire telle que :

Sur l'ensemble des projecteurs sur E on peut définir deux opé-

rations 3 si P et Q sont deux projecteurs sur E :

- le produit : c'est la composition au sens des applications

linéaire : P, Q est encore un projecteur
- somme "booléenne" :
- PeQ=P + Q-P,Q

est aussi un projecteur (+ et - sont les opérations habituelles

pour les applications linéaires).

I1 est & noter que, en général, le'produit n'est pas commutatif.

On introduit un ordre sur 1'ensemble des projecteurs sur E par la :

DEFINITION 2 :

PiQ <=>TP ° Q =" P
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REMARQUES :
- 1l'ordre ainsi défini n'est pas total

- nous.avons vu (chapitre I, 0) que des procédés d'interpolation
linéaires sur un intervalle définissaient des projecteurs.

Dire que ™ E_ﬂz » cela revient 3 exprimer que T, est "meilleur" que ™S

précisons par un exemple.

2

EXEMPLE :

Posons X = [0,1] et soient N, et N. deux nombres entiers

1 2
< -

O:i.xl < x2‘< s sees XN2 <1l.

A ces N, points, on associe le procédé d'interpolation de Lagrange qui a,

u de IQEO’lJ , fait correspondre W2[u] .

Soient N points parmi les N2 précédents.

A ces Nl points , on associe de méme le procédé d'interpolation de Lagrange

N gr£0s1]

et 4 u de , on fait ainsi correspondre ﬂl(u).

I1 est alors évident que ;.
wl[nz(u)] = m, (w)

soit

et donc

LD qui "utilise" plus de points, est "meilleur" que T,

On vérifie également sur cet exemple que si T, et T, n'utilisent pas des

points communs, alors les deux procédés ne sont pas comparables .
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DEFINITION 3 :

On dit qu'un ensemble ordonné est un treillis si deux éléments
quelconques admettent un plus grand minorant et un plus petit majorant.

Scient P_,P_,...,P , m projecteurs sur E, qui commutent deux
1°72 m q

a deux, c'est-3-dire :

Pi o Pj = P:J o Pl ij = 1,2, ,m
On a alors aussi :
P. P, =P, &P, i,j =1,2,...,m

i j 3 i

Notons ¢ 1'ensemble des projecteurs pouvant &tre construit par combinaisons
des m projecteurs précédents par les opérations , et ®
Alors (W.J. GORDON [ 7])

THEOREME 4 :

- & est un treillis.

- si T et U sont dans ¢ , le plus petit majorant de T et de U est
T ®U , leur plus grand minorant est T o U .

- @ est un treillis distributif c'est-a-dire que, si T , U et V sont
dans & , on a :

ToUOV)=(TolU)®(ToV

TOWUoV)=(TBU) o (TH+V)

A la suite de ce théoréme, on trouve que :
- le plus petit majorant de Pl,..;,Pm est
Pl ® P2 ® ... ® Pm

et le plus grand minorant de Pl""’Pm est

P P e o P

1° 209 °''m
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Soit I, 1l'opérateur identité sur E et 0 1l'opérateur nul.

Ce sont des projecteurs. Si P est un projecteur sur E, on note

Ps1-p

qui est encore un projecteur.

Alors on a :

P_P=P P=0" ot Pep =1
FeU=F , O et P-U-Fo0
P = p

De ce qui précéde, il vient aisément :

—
1n.-

(PP, 6 ...0P)+ (P Py, i oP

(PloPro-olP)+ P eP e ...0P)

—t
i

DEFINITION 5 :

Etant donné X un ensemble et E un sous-espace vectoriel de rRY R

un procédé d'approximation pour les fonctions de E est défini par un pro-
jecteur P sur E, si u est dans E :

P(u) est approximant de u

P(u) est 1'erreur.

DEFINITION 6 :

Etant donné X une partie de IR? (IR®) et un procédé d'approxima-

tion sur un espace de fonctions E de RX

, on dira qu'il s'agit d'un procédé
d'interpolation si, pour tout u de E, P(u) n'utilise de u que ses valeurs, ou
celles de ses dérivées partielles en des points ou des lignes (resp. points,
lignes, surfaces).

Le procédé est ponctuel si P(u) n'utilise de u que ses valeurs ou

celles de ses dérivées ponctuelles en des points.
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DEFINITION 7 :

Pk(an) (Pk

des polynomes de degré au plus k en 1'ensemble des variables.

s'il n'y a pas d'ambigﬁité) désignera 1'ensemble

IT - PROCEDES D'INTERPOLATION RECTANGLE- GENERALITES

Soit n un entier, strictement supérieur 3 1 et posons

X =[0,1]"c R P

RS
Soient (Ai ,d)?_)i:lj (j=1,2,...,n) '~ n procéddés d'interpolation sur {o0,1]
(Cf. chapitre I, §0).

Soit Ej l'espace des fonctions de 32[0’1] telles que le jleme procédé d'inter-
polation soit défini et soit Wj le projecteur associé d ce procédé et désignons

par !j 1'image de gj par Wj

Soit U (resp. V) 1le sous-espace de R te1 que, pour tout u de U on ait :

quel que soit x = (xl,x ’Xn) de X, et pour tout j , 1 < j< n , la fonction

ERRE
d'une variable :

A - u(xl,...,xj_l,

A’ ’X)

Xj+l’°" n

soit dans U, (resp. V.)
-] !

Pour j, 1 < j < n , on définit alors 1l'application de U dans lui-méme :

T.
]

Idl B Id2 B ... 8 Idj—l B “j B Idj+1 B ... B Idn

qui 3 u dans U fait correspondre

ﬂj[u(xl,xé,...,xj_l,';xj+l,...,xn)]vy
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LEMME 1 :

‘Hj est un projecteur sur .U pour tout j , 1 <j<n.

LEMME 2 :

1. oﬂk=ﬂk‘oﬂj pour tous j,k , 1 <j,k<x.

Ces lemmes sont immédiats.

Les opérateurs ﬂj sont encore des projecteurs (commutant deux & deux) sur

tout espace de fonctions, W , tel que

Vo UWcC U .

On est donc dans le cadre de la théorie rappelée au paragraphe I.

On pourra en particulier définir les projecteurs

o
1
=
[
®
E)
N
&
®
=

Pm est 1'élément minimal du treillis engendré par ﬂl,...,ﬂm

PM est 1'élément maximal.

En particulier, si pour un j, 1 < j < n , on indice “j par un paramétre h
tel que, pour un certain espace W, Vo W< U , ‘
hye'7 _ ohr.
(Id—ﬂj)[u] = ﬂ?[ua

tend vers zéro (au sens d'une notion de convergence sur. ) alors, on peut
2 . 3
vérifier que

Pﬁ[u]

. h
tend vers zéro mais ce n'est pas le cas P o
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Rappelons (Gordon [ 8 ]) le cas assez général suivant.

Pour tout j, 1 < j < n , on suppose que le procédé d'interpolation

33, 1Ky
(Ai503) 429
' K

est tel que les fonctions ¢g sont dans C J ({0,1]) et ont leur wronskien

non nul sur [0,1].

K.
On a vu (chapitre I, §1) qu'alors, si ue C J ([0,1])

iZKj 1
ud) = £ <Ad,u> 630 + [ k.OuwD. ulu) dyp .
. i 1 J J
i=1 0
Notons
n .
- Q={oe N ,aq-= (al,aQ,...,an) , O <oy 2K }
Q n .
- Q={oe N, q-= (ul,u..,an) » 1< oy <K, }
. n :
- si o e IN IE R T T lloll := nombre de a; nuls.
- pour tout 6 € Q ; o = (al,...,an) s XE€E X , X = (xl,. ’Xn)
A, =2l 8% B ... 8 x; avec A = 1d
%1 a2 n °©
_ 41 ' n J_
¢a (x) _‘¢al(xl) ces ¢a2(xn) avec ¢o =1

- pour tout B = (B,,8,,...,8 ) € ({0,107 ; x,y € X :

= Bl Bn
KB(x,y) = [kl(xl,yl] X oo X [kn(xn,yn)]

B B B
D, =D '®D°® ... ®Dp0"
B 1 2 n -
X si B. =0
- i i
DBU(y) = DBu(zl,z2,...,zn) avec z; = NP
Y3 i
- Pour K = (Kl’KQ""’Kn)
CK(X) désigne l'ensemble des fonctions continues telles que
o
9 . .
al 3 u(xl’XQ""’Xn) existe et est continue pour o € Q .
0%, ...0x 1
1 n
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Alors on a immédiatement les identités suivantes, pour u dans

X
cuGx) = P Lu]G) + P fuen]
- 5 A u> 8 Go) 4 Be{g,l}n(_l)|8|+l I el <l 9Dguty D
. ee{g,l}“ (-1 IBl*2 f[o,ljlsl € g%,y )Dgu(y)dy
CuG) = PLulGo + PLulco

n+1—“a“

¥ (-1) <Au> e ()« f

K (x,y)D u§)dy
=y [o0,1]" (1,1,...1) (1,1 yeeesD

- On voit donc que la théorie présentée par Gordon permet de donner
1'expression intégrale de l'erreur d'interpolation. Dans les para-

graphes suivants, nous traiterons des exemples explicitement.

- On remarquera que l'ordre des opérateurs différentiels apparaissant

dans ﬁM est le produit de 1l'ordre des opérateurs différentiels de

plus bas degré apparaissant dans pm .
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EXEMPLES DE PROCEDES D'INTERPOLATION RECTANGLE SUR [0;1]2

3 gy K (1) i
1) Pour Jz;’Q’ {)\i,q)i} - = {6(0),)( }

i=K-1

i=0

alors, pour tout x = (xl,x2) de [0,1]%, u e CK’K([O,ljz)

K=1 . 8k-HZ, xl Xl_t)K—l aK
u(x) = z X %y u(0,0) + J u(xl,t)dt
k,2=0 axkaxk 0 (K-1)! an
1772 1
%9 (x2-t)Kfl BK %1% (xl—’c)K_l(xz—s)K—l 82K
+ J u(xl,t)dt - f [ : - us,t)dsdt
- 1 -
0 (K-1)! 35K 0-‘0 ((K-1)1) 855K
2 172
et
K-1 k K-1 k
u(x) = I xi —g—-u(o,x2) + I xz é——-u(xl,o)
k=0 Bxk k=0 8xk
1 2
K-1 1 3k+2 *1.%2 (xl-*c)K_l(XQ—S)K'_l 32K
- I X %o u(0,0) + [ f u(s,t)dsdt
k,2=0 k, % ' 0’0 ((k-1)1) K. K
3x13x2 8x18x2
La premiére identité est une formule de Taylor.
2) INTERPOLATION DE TYPE LAGRANGE
Soient 0 < xl < x1 < ... < xl <1
-1 2 Kl-—
2 2 2
0 E-Xl < x2 < ... < xK <1
2
.. 1=K,
On considére les procédés d'interpolation sur [O,l]:{kz,¢i} 1
i=1
(5=1,2) o A3 = § . (5=1,2, 1< 1i<K.)
SN CS D) - T
i
K .
5 j (x-xi)
et ¢:(x) = i : j=1,2
k=1 (x3-x3
ik
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On appellera kl(x,s) et k2(x,s) les "noyaux' erreurs associés a

ces procédés (pour leur expression cf. chapitre I, §1).

K, K,
On en déduit alors, pour tout u € C 1 2([O,l]z), les identités

‘(aQec X =’(k1,32)) 1

K K K
L 2 1.2 1 2 1 1 3 1 2
u(x) = T I ulxg,x )6, (x)¢ (x7) + [k (x758) S u(s,x")ds ,
2=1 m=1 ‘ 0 38 1
K K1y
1 o g 2 1 11 1 . 5 ]
+ f k2(x ,t) m u(x ,t)dt - [ / kl(x ,s)k2(x ,t)-—jz——jz~u(s,t)dsdt
0 3 2 00 s lat 2
Kl KQ ' Kl K2
u(x) = I ¢%(xl)u(x;,x2) + T ¢§(x2)u(xl,xi) - ¥ I ¢i(xl)¢$(x2)u(x%,x;2
=1 =1 2=1 m=1
11 K1+K
+ f I kl(xl,s).kQ(XQ,t) BK % u(s,t)dsdt
00 1 2
ds "ot

La premidre identité fournit l'expression d'un procédé d!interpolation

utilisant les valeurs de la fonction u aux points de la grille

{(xl,x2)} 1<21 alors que dans la seconde, ondoit connaitre la
i

KQ

A IA
A LA

1 m

fonction sur les lignes du quadrillage.

Dans le premier cas, le plus grand espace P, invariant par le procédé d'inter-

k
polation est PMin(Kl-l,K2—l) , dans le second PK1+Ké—i

Les exemples suivants sont utilisés dans la méthode des éléments finis pour

la résolution d'équation aux dérivées partielles.



- 33 -

3) ELEMENTS DE TYPE LAGRANGE

Reprenons 1'exemple précédent avec xi = xi =0 et x; z x; =1.

Soit alors u € C272([0,1]2) . La premiére identité du paragraphe précédent

donne :

(1) u(Xl,XQ) = (l—xl)(l-x2)u(0,0) + (1—x1)x2u(0,1)

+ x (1-x_)u(1,0) + x,x, u(1,1)
1 2 i2
1

82 82
+ f k(x,,8) —— u(s,x.)ds + f k(x,,t) — u(x,,t)dt
0 L 3s? 2 0 2 at2 1
11 o
- f f k(xl,s) k(x2,t) ————— u(s,t)dsdt
00 3s25t?
ol
s (x-1) X >'s
k(x,s) =
x (s-1) x <s

La deuxiéme identité donne (surface de Coons de premidre espéce

Cv 1Cs J{s JLo )

(ii) u(xl,x2) (1-x1)u(0,x2)+xl u(l,x2) + (l-x2)u(xl,0) + %, u(xl,l)

(l*Xl)(l—x2)u(O,0) - (l—xl)x2 u(0,1)

}

xl(l—x2)u(l,0) * XX, u(1,1)

1

11 34
[/ k(x,8).k(x,,t) ——— u(s,t)dsdt
00 9s29t2

+

La premiére identité fournit 1'élément fini rectangle 3 quatre
points. On peut en déduire des majorations de 1'erreur.

Par exemple



- 34 -

11
1/2
= (fofo|Ru(xl,x2)|2dxldx2) /

“u-ﬂu“Lz([O,lj

en utilisant le fait que f f Ik(x,s)lzdxds = %6-, et 1'inégalité de Schwarz ;
’ 00

on trouve :

- </% cu ol +||a - 2 u———uunl/2

L2([0,11%) ~ * g1 L2 L2 9s23t? L2

On peut de méme donner des majorations des normes L2 des dérivées partielles
de u-Tu 3 condition de supposer que u admet des dérivées partielles d'ordre 3

continues. On obtient aussi des majorations en norme du Maximum

flu-m] _5-% { sup |—-— u(s,t)| + Sup | — u(s,t)]]
0<s »t<1 ds? 0<s,t<1 ot?
a‘#
64 { sup |—— u(s,t)]|]

0<s,t<1 3s23t?

En utilisant 1'identité (ii), on peut encore donner d'autres
formules d'interpolation ponctuelle en interpolant la fonction sur chaque

cOté du carré.

o) Si on interpole linéairement sur chaque cdté, alors on retrouve
comme interpolé, l'interpolé linéaire précédent mais avec pour expression

de l'erreur :

2
f k(xl,s)[—— u(s,0) + %— u(s,1)]ds
0 3s? 3s?

2
+ f k(xl,t)[-— u(0,t) + S— u(1,t)]dt
0 at? ot?

11 3%
- f [ k(xl,s)k(x2,t) ——— u(s,t)dsdt .
00 . 3s?3t?

Les majorations pbtenues par ces expressions sont plus mauvaises que celles

obtenues précédemment. - ’
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R) 801t g € C (fo,1]H alors en utilisant le procede d'interpolation

de Lagrange 3 trois p01nts, on a pour t e [o, l]

g(t) = 2(t -—)(t 1)g(0) - ut(t 1)g( Ly 4 2t(t - —)g(l)

1
+ f h(t s) — g(s)ds
0 dt3

‘h(t,s)

~

est le "noyau" associé d 1'interpolation de Lagrange (cf. chapitre I, §0)
sur'0,=%, 1. ‘ '
Alors, si u admét ses dérivées partielles
a0
¢4 o
1 2
9%, 9%,

u al + a2 5_4

continues on obtient 1'identité :

u(Xl,XQ) = u(O,O)(l-xl)(1—x2)(1;2x1;2x2)‘

+ xl(l—x2) (1-2x —2x2) u(1,0)

1

St R %, ‘(1-2xl—2x2) u(1,1)

+ (l—xl)x2 (1—2xl-2x2) u(0,1)

¥ 4(1-’xé) ,(1_xi)xl @(l,o)

+ uxlx2(l-x2) u(1, )

+ 4x, x,. (1-x.) u(l-l)

172 1 SR L

1

+ 4 (1—x1) (1—x2) X, u(0,%)
+ f f k(xl,s)k(x2,t) ——;—-;—u(s,t)dsdt

00 ds 9t

1 33 L 33
f h(x,)— u(s,0) + <= u(s,1)]ds
3 3
0 38 85

-+

f h(x2,t)[—-‘—- u(o,t) + 2 u(1,t)]dt
8t3

-+
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Il est immédiat que le reste est nul pour tous les polynomes

de degré inférieur ou égal 3 2 en l'ensemble des variables.

Y) En utilisant une formule de Lagrange d quatre points sur chaque
coté et si on appelle encore h le noyau correspondant
11 a4
m u(xl,x2) + f f k(xl,s)k(x2,t) —— u(s,t)dsdt
00 ds2dt?

u(xl,xz)

1 34 8'4 -
f_ h(xl,s)[——— u{s,0) + — u(s,1)lds
0 os" os™ : '

-+

1 ak 8'4
/ h(xy, ) u(0,t) + — u(1,t)ldt

0 ot at"

-+

Ici, le reste est nul pour les polynomes de degré inférieur ou
égal 3 2 en chacune des variables (et non 3) mais pour les polynomes de
degré inférieur ou égal 3 3 en 1'ensemble des variables (ce:qui importe
pour la convergence de la méthode des &léments finis).

On constate qﬁ'il est impossible d'augmenter 1'ordre de l'erreur

en augmentant encore le nombre de points (au deld de 4) sur le bord du carré.

4) INTERPOLATION DE TYPE HERMITE

Pour g € C*([0,1]) , nous avons vu , (chapitre‘I,§l) que :

g(s) = g(0)[s%(2s-3)+1] + g(1)[-8%(2s-1)]
+ g'(O)[s(s—l)z] + g'(1) sz(s—l)
1 d“. o
+ [ k(s,t) — g(t)dt
0 : atr

3
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" avec :

(s-t)3(s-t) + (1-t)@

2 . (1-t)2
z = s“(2s-1) - 5 s?(s-1)

k(s,t) =

Alors, pour u € C***([0,1]2), on a 1'identité :
u(xl,x2) = u(O,O)[xi(?xl-—s)+l][x;(2x2—3)+l] + u(O,l)[xi(2x1—3)+1J[-x§(2x2—l)]

+ U(l,l)[-.xi(Qxl—l) J[—x§(2x2-1)] + u(l’O)C"‘:ZL(QXl‘l)J [x§(2x2-3)+13

]
+ a—xl- u(o,o)[xl(xl—l)2][x§(2x2—§)+1]

+ %;2- u(o,o)[x'i‘(2xl-3)+1][x2(x2-1)2]

52 2132 e (% 112
+ 5215§g u(O,O)Exl(xl 1) ][xz(x2 1)2]

] 2 2
+ §§I-u(0,l)[31(xl—l) ][-x2(2x2—1)]

] _ . ] ) ;; _
+ 5;; u(O,l)[x1(2xl 3)+1][x2(x2 1)J

92 ' 2 l 20,
+_5215;;-u(o,l)[xl(xl—l)v][xQ(XQ-l)]

9 ' 2
+ Kl— u(1,1)[x1(x1—1)"’JE—x2(2x2-1)]

+ %;;-u(1,1)[-xi(2x1-1)J[X;(X2f;)].
+ 8 u(1,1)Ex*(x,-1)I[x3(x,-1)]
Bxlax2 ? 1+%1 2772

+ %‘T u(1,0)0x2 (e, ~1) I %3 (2x,-3)+1]

) \ 2¢ne NI e (o 132
+ 52;'u(1’0)[—x1(2xl 1)][x2(x2 1)2]

32 2 PRV
+ §;I5§; u(l,O)[xl(xl—l)]Ex2(x2 1)2]
fl 34 fl a4
+ J k(x,,8) — u(s,x,)ds + [ k(x,,t) — u(x,,t)dt
o ds" 2 o 2 ot" 1
11

8
-fJ k(x,,8)k(x,,s) 9 u(s,t)dsdt .

00 os*at*
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Ceétte identité fournit un' é1ément qui permet un raccord de la
fonction et de ses dérivées premidres (on dit qu'il ést de classe C!).
Néanmoins, la présence des dérivées croisées aux sommets rend son utili-
sation difficile dans la méthode des &léments finis. Appelbns Pmu 1l'inter-

polé fournit par 1'identité précédente.

L'autre identité s'écrit

it

u(xl,x2) u(xl,O) (x§(2x2—3)+l) + u(xl,l) (—x§(222—l))

-1)2) 4+ 9
) l’o) (XQ(XQ ) + 3y2 uf{x

+ g——-u(x

2 -
ox l)XQ(XQ 1)

19
+ u(O,xQ) (xi(2x1—3)+l) + u(l,x2)(—xi(2xl—l))

3 3

~13)2 o 2 -
+ 5§1-u(0,x2) (xl(x1 1)%) + 5%, u(l,x2)(xl(x1 1))
P o) + [ [ kG o)k, a8) 2 u(s,0)
- u(x. ,x + k(x. ,s)k(x,,8) ——— u(s,t)dsdt
mo12 oo *© 2 ds*att

Ceci cofrespbnd aux surfaces de Coons de seconde eépécet
La construction de 1'interpolé nécessite, comme dans le cas précédent,
la connaissance des dérivées croisées aux sommets du quadrillage.

On pourrait encore utiliser cette derniére identité pour construire
des éléments (interpolation ponctuelle) en vue de la résolution de problémes
d'équations aux dérivées partielles, en interpolant la fonbtion et les
dérivées normales sur chaque coté mais, du point de vue pratique, cela condui-
rait 3 des procédés ayant un trop grand nombre d'inconnues et on conserve

toujours les. dérivées croisées.

5) PROCEDE DE COONS

Dans les exemples précédents, nous avons fait référence aux surfaces
de Coons. Leurs formules d'erreur et en particulier le rapport avec les
fonctions splines a été largement étudié (op. cit.). Néanmoins, Coons [4 J

a introduit un procédé qui, connaissant la fonction sur les lignes d'un
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quadrillage (et non les dérivées normales) fournit un interpolé dérivable.

Nous en explicitons ici 1'erreur.

Considérons, pour y € C2([0,1]), 1'identité (cf. I, §1,8)

: 1
g(x) = £s?(2s-3)+1]g(0) - s2(2s-3)g(1) + [ k(s,t)Dg(t)dt
0]
ol |
D = Qi_ _2t-1 d
- at2 t(t-1 dt
Posons
¢1(s) = 52(2s-3)+1
¢2(s) = -s2(2s-3)

2.2
Pour u € C"*°([0,1]%) , considérons 1'identité (de deuxidme type) {(1l'autre

ne présente aucun intérét)

u(xl,x2) = ¢l(xl)u(0,x2) + ¢2(xl)u(l,x2) + ¢1(x2)u(xl,0) + ¢2(x2)u(xl,l)

-'¢l(xl)¢l(x2)u(0,0) - ¢l(xl)¢2(x2)u(0,l)

¢,(x,)9, (x,)u(1,0) - ¢,(x,36,(x,)u(1,1)

+

11
[Ofo k(x,,8)k(x,,t)D_D u(s,t)dsdt

On appelle mu 1l'interpolé .

Considérons la dérivée normale de Tu sur un cdté du carré, en

tenant compte du fait que les dérivée de ¢l et ¢2 en 0 et 1 sont nulles :

9 _ ] 9
'a—x—z- Tru(xl,O) = ¢1(Xl)‘a";2" U(0,0) + ¢2(Xl)‘a'}§ U(l,O)
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Donc si on se donne sur les lignes d'un quadrillage des fonctions

dérivables vl(y),v2(y),..uévn(y) s ul(x),uQ(X),...,uh(x) (figure ci-contre)

o

S PP B
hAJE NN N T TN
u, A‘l"‘jtj AL, 7 x

qui sont égales aux points d'inter-
section de la grille, on obtient

un interpolé admettant des dérivées
partielles continues partout si

on utilise éur chaque rectangle

le prodédé précédent (3 une

transformation affine prés).

Si on interpole la fonction u sur chaque cGté par 1l'interpolation

de Hermite 3 deux points, on obtient, avec ¢1 et ¢2 comme précédemment et

¢,(s) = -s%(2s-3) 9,(s) = s2(s-1)
u(x,,x,) = u(0,0) [¢1(x1)¢1(x2)] + u(O,l)[¢l(xl)¢2(x2)]
+ (1,00 [o,(x,)0,(x)] + u(1,100,(x,)¢,(x,)]
* e 800,00 05606, x;) ¢ ey 2050005 (p)8, Gy
+ 5%“ u(1,0) ¢4(X1)¢1(X2) + 5%— u(1,0)¢3(x2)¢2(x1)
1 2
b s u(0,1) by(x )0, (x)) + 5o (0,108, x,)0; (x)
1 2
b u(1,1) 6, ()0, () + o ul1,108, (5,0, (x,)
1 2 '
1 o : g%
+ [ h(x,,s){— u(1,0) + =2~ u(1,1)]ds
0 os" os™
. S LT ” IR L
+ f -h(x2,t)[———-u(o,t) + —— u(1,t)]dt
0 at“."l 3t

00

11 R
[ k(xl,s)k(xz,t)D D u(s,t)dsdt .
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On a donc un élément & douze variables qui est de classe (! .
Ce procédé laisse invariant un ensemble de polynome qui contient les poly-

nomes de degré au plus 1 en l'ensembre des variables.
REMARQUE :

I1 existe un élément qui utilise les m@mes données qui est
seulement de classe C° mais laisse invariant les polynomes de degré au
plus 3 en l'ensemble des variables : on peut trouver cet élément en uti-
lisant 3, (ii) de ce paragraphe et en interpolant la fonctiou u sur chaque

cSté du carré par le procédé de Hermite aux extrémités (rectangle de

Adini [ 1,6 D).

6) UNE CLASSE DE PROCEDES D'INTERPOLATION SUR [0;1]?

Considérons le procédé d'interpolation d'une variable proposé au

chapitre I, (II). :
1=2 2=L

Ce procédé était défini par N,o,L,{¢,.} et par m > L
: 2i° . _ _ : -
lTO 2;'0
Alors si g€ C(2a+1)(L+l)([O,1]) , on a :
g(x) = nNg(x)v+ RNg(x) pour tout s € [0,1].
Soient
ﬂN,l = WN B Id2 RN,l = RN ? Id2
ﬂN,Q = Idl 1Y WN RN,2 = Idl R RN

Alors pour tout u de C(2a+l)(L+l)’(2a+l)(L+l)(EO,1] x [0,1]), on a les
identités : pour x = (xl,x2) € [0,1]%

u(xl,x2) = “N,l o N,QEu](xl,XQ) + RN’l[u](xl,x2) + RN,QEuj(xl’XQ) -
"Ry, RN,2Eu3(X1’Xé)
u(xl,x2) = ﬂN,lEu](Xl’XQ) + ﬂN,QEuJ(Xl’XQ) - ﬂN,l o ﬂN’2[u](xl,x2) +

*+ Ry,1 o Ry Lud(x %))
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Posons : ﬂN,min = “N,l o ﬂN,Q

“N,Max T N,L N,2 'N,1° 'N,2

THEOREME 1 :

C(20c+1)(L+1,(20c+1)-(L+1)

Siue (£o,1] x £o,1]),

ﬂN,minu et ﬂN,Max u convergenct uniformément vers u
quand N tend vers 1'infini.

PREUVE

fu(x) - ﬂN,min(X)l 5-|RN,1EU](X)1 + IRN,2[u3(x)| + IRN,l o RN’QEuj(x)l
et :

uGo) - Ty max (¥ 5-|RN,1 ° RN,QEuJ(X)I

D'aprds le résultat du théordme 3 (chapitre I, §II), on obtient bien ce

résultat.

Sous les hypothéses précédentes :

PROPOSITION 2 :

q ud est dans C™™({0,1] x [0,1])

N,minE
ﬂN’MaXEu:} est dans C™™[0,1] x [0,1])

dés que u appartient 3 cet espace.
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Ceci résulte immédiatement de la proposition 2, chapitre I, §II.

Explicitons ﬂN,minEU} dans lecas ot oo =1 ,L=1,m=1

avec

¥ (x) = x?(2x-3)+1

et on utilise les polynomes de Lagrange a trois points.

Posons

U..
1]

1<i<N-1 et 1 <3 <N-2

ulx; 15540 u(xys,)) ulxg 1o¥540) ulxg
ul®y_15¥449) u(xy5,,) ISR DR C P SE

ulx;_qay5)  ulxgyy) ulxig0¥3)  uxy 0y5)

U(xi—l’yj—l) u(xi,yj_l) u(xi+l,yj_l) u(xi+2,yj_l)

(y—yj+1)(y~yj) (y-yj+2)(y-yj) (y~yj+2)(y-—yj+l)
0
(yj+2"yj+1)(yj+2'yj) (yj+1'yj+2)(yj+1"yj) (Yj'yj+2)(yj'yj+1)
(y—yj)(y-yj_l) (y—yj+l)(y—yj_l) (y-y5,)-y3)

(yj+1"yj)(yj+1'yj-1) (V55410 575410 V5190054795
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(%) (=% 44 o
—— : 0
Geg17%g) Ry 1 %440)
(%) (%y7%544) (=%, ) (x7x50)
(Xi_xi—l)(xihxifl) (253410 (75 40)
B,. =
173 . : ]
(x,-x, 1) (x=x;) (x-x.) (x=%; )
(Xi+1fxi-1)(xi+1'xi) (%3 4172 (kg 417%44)
(x—xi)(x—xi+l)
0
(%4072 (Ri497%541)
(y-y.)? 2
N y-y. (y-y;) vy
C.. = [2 —L— - 3]+1 , - - [2 Y
1] —y.)? - s =Y =Y
(V341795 V54175 5017957 Y3y

_Dijvest obtenu en remplagant y par x , j par i , et on transpose Cij'
Pour i (resp. j) = O on remplace la premidre colonne (resp. ligne) de

1
Bij (resp. Aij) par O et on fait Coj = (0,1) (resp. D., * (o) )

Pour i (resp. j) = N-1 on remplace la deuxiéme colonne (resp. Ligne) de

0
Bij (resp. Aij) par O et on fait CN—l,j = (1,0) (resp. D.no1 =(1) ).

< i< N- < - g
Alors pour 0 < 1 < N-1 , 0< j < N-1 et x¢ [xi,xi+l], y € Cyi’yi+lJ

Ty min®(Xey) = Cig o Ags e Upse Byy e Dy
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D'autre part, d'aprés la proposition 2, 1 n[u] est une fonction

N,mi
continuement dérivable et sur chaque rectangle intérieur au domaine c'est un
polynome de degré 5 en chacune des variables.

Ce procédé est utilisé en cartographie ([11]).

REMARQUES :

- Supposons que, la fonction u ne soit pas connue aux sommets de la
grille mais en des points (Xi’yj) tels que chaque carré
. X | . < i < N- $j < N-2)
[xi,xi+2] [yj,yj+2] (0<i<N-2,0<j<N-2)
contienne M points au plus. Alors on interpole la fonction u sur ce

carré par l'interpolation de Lagrange. Soit ei.(x) 1l'interpolé.

On définit alors, pour x € Exi’xi+l]’ y € Eyj’yj+l]

P1m1, 30 000

Lud(x,y) = C,. X x D,.

J 6 (x) (x) ]

i-1,5-1 8,51

On peut vérifier que TLul(x) est continuement dérivable.

- L'étude précédente pourrait &tre faite avec des maillages irréguliers.

- L'exemple traité est utilisé sur des maillages réguliers en carto-
graphie (JUNKINS, MILLER, JANCAITIS, A weighting Function Approach
to Modeling of Irregular Surfaces Ell])
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IV - EXEMPLES DE PROCEDES D'INTERPOLATION RECTANGLE SUR [0,1]°.

Nous allons donner l'expression de quelques éléments finis.

Rappelons, avec les notations du paragraphe II, que 1l'on a les identités :

-
1]

ﬂl + ﬂ2 + “3 -1 5 ﬂ2 - “l_° T, -9, 9, +9. 5 1

1 3 2°°3 1

]
©

mt RM .

PM est le projecteur maximal construit par les opérations , et ® d l'aide

de “1’ ﬂ2,vﬂ3 . On notera que l'expression -PM(u) nécessite la connaissance
de u et/ou de dérivées partielles de u sur des plans perpendiculaires aux

axes.

T P N T N AR FOE PO RS R |

=P_+R

m m

Pm est le projecteur minimal construit 3 1l'aide de ﬂl,‘ﬂé., ﬂs .

Pm(u) utilise des valeurs de u.(et/ou dérivées) en des points.

=, o, +0, o0+ 9, ,9;,-21,,

LPISE U PR PR

1 1

P+R.

-~

Relativement & la relation d'ordre sur les projecteurs,

P <P < P

m M

P(u) nécessite la connaissance de u et/ou de dérivées partielles de u sur

des segments perpendiculaires aux axes.
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1) FORMULES DE TAYLOR :

(1) i=K-1

o R I N
Pour j =1,2,3 , posons : {Ai,¢i} {6(0),xi} 120

alors, pour tout x =‘(xl,x2,x3) de [0,1])% et u e CK’KfK(CO,i]a) :

K-1 . _ 8k+ +m
u(x) = I xR X u(0,0,0) + R [ul(x)
_21%0%s e e

k,%,m=0 axkaxkaxm
172773

= S )KL BE

avec, i=1,2,3 : 'ﬂi u(xl,x2,x3) = I = u(y)dt
- : : 0 (K-1)!? Bxi

avec y = (yl,y2,y3) ol y. =t et yj = xj pour  j#i

K-1 K ak K-1 2 2 K-1 o 8m
u(x) = I x, ——u(0,x_ ,x,) + & x u(x,,0,x.) + ¥ x, — u(x,,x. ,0) -
k=0 1 axk 2773 k=0 2 axﬂ 1 3 =0 3 3 m 1°°2
1 2. 3
K-1 k+% K-1 k+m
k& 9 km 3
- I x.x u(0,0,x.) - I X.x, - u(0,x, ,0)
k,220 T 2 axKax* 3 k,m=0 T3 axfox” 2
, 19%2 19%3
K-1 k+8 K~1 k+2+m
2 m 9 k.2 m )
') mEO "2 Bxlaxm U(xl’o,O) ' k sz=0 172 Bxkaxgaxm 4(0,0,0) +
? 273 e ' 1723
+ RLul(x)

——

) .//
avec ﬂi comme précédemment.
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K-1 x 3k+2, K-1 X m 3k+m
u(x) = I X, X u(0,0,x.) + I x.x u(0,x,,0)
k,2=0 L2 axkaxl 3 k,m=0 13 Bxkaxm 2
’ 1°%2- ’ B
K-1 24m K-1 k+2+m
£.m 9 k. m 2
TR 9%y S O 19%p%%3
+ REud(x)
avec 6;- comme précédemment.
2) ELEMENTS FINIS RECTANGLES.
Posons, pour j=1,2,3,
1. ad .
M F 80 2 7 %)
¢]i(5) = 1-s d)%(S) = s 0 < s <1.

Alors, en explicitant les résultats du paragraphe II, et du début de ce

paragraphe, on a, pour u € C2’2’2(E0,1]3), les identités :

(x = (xl’x2’X3) e[0,1]%) :

(i) u(xl,x

2

%) = (1-x,) (1-x,) (1-%,)u(0,0,0) + % %, %gu(1,1,1) +

+ (l-xi)(l—xQ)xs w(0,0,1) + (1-x)x,(1-x,)u(0,1,0) + 31(1-x2)(1-x3)u(1,o,0)

u(0,1,0)

2 1

x2(1-x3)u(1,1,0) + xl(l-xz) Xq

+ (1—x1) Xy Xg u(0,1,1) + x

4 RmEu:i (xi X ,xéﬁ) ‘
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ol
ﬂiﬂg](xl,x2,x3) = fo k(xi,t) S;; u(y)dt (i=1,2,3)
o i

ol y =‘(yl,y2,y3) avec y, = t et yj‘=:xjv pour  j#i

s(x-1) x>s
et k(x,s) =
x(s-1) x<s

Dans la suite de ce paragraphe, on notera Cnﬁu] 1'interpolé de u fourni

par cette identité.

On notera que, pour tout polynome P E pl
PEpl =p .

(ii) u(xl,x2,x3) = (l-xl)u(O,x2,x3) + xlu(l,x2,x3) +

+ (1—x2)u(xl,0,x3) + x2u(x1,l,x3)

+ (l—x3)u(xl,x2,0) + x3u(xl,x2,l)

- (l—xl)(l—x2)u(0,0,x3) (1-gfx2u(0,1,x3) - (l—x2)xlu(l,0,x3) -

xlx2u(1,1,x3) - (l—xl)(l-xs)u(O,XQ,O) - (l-xl)xau(O,XQ,l) -

xl(l—x3)u(1,x2,0) - xlx3u(l,x2,l) - (1fx2)(1—x3)u(xl,0,0) -
- (l-x2)x3u(xl,0,l)‘- x2(l-x3)u(xl,l,0) - x2x3u(x1,l,l)
]

111

Y. P

PLulx) + f [ [ k(x5 k(g 57, Dk(xg,y) ——————u(y .y, %) dy,dy,d
000 Bxl 8x2 8x3

-+

Notons PM 1l'interpolé fourni par cette identité.
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Pour tout p € P°
Pfpd =p

(iii) u(xl,x

2,x3) = (1—xl)(l—x2)u(0,0,x3) + (1-xl)x2u(0,},x3) + (l—xl)x2u(1,0,x3)

-+

(x1x2u(l,1,x3) + (l—xl)(l-xs)u(O?XQ,O) + (l—xl)x3u(0;x2,1)

-+

xl(l—xs)u(l,XQ,Q) + xlxsu(l,xz,l) + (l—x2)(l—x3)u(xl,0,0)

+

(1—x2)x3u(xl,0,l) + x2(l—x3)u(xl,1,0) + x2x3u(xl,l,l) - 2PHFu]

11 ‘ IR

+

] o
—— u(y, ,y,,%,)dy. dy, +
oo NP 17722737172
1772
11 . BL} .
+ [ f k(xl,yl)k(xs,ys) —-;——;—u(yl,x2,y3)dyldy3
00 9x - 9x
. ) 173
11 ak ‘
+ [ f k(x2,y2)k(x3,y3) ——;——;-u(xl,y23y3)dy2dys
00 9x9x
. 23
111 ' 56 '
000 : 3xl3x23x3

Notons P 1'interpolé fourni par cet interpolé.

Pour tout p € P?
PLpd = p .

Seule la premiére identité donne un élément, qui est 1'é1ément de type
Lagrange classique.-

A l1l'aide des‘deux:autres, on peut construire d'autres éléments finis en
interpolant la fonction u sur les faces et les arétes du cube. . Nous ne le
ferons qu'aveé'l'égalité (iii) (les formules obtenues & l'aide (ii) compor-

tant trop de points).
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Pour g € Ca(EO,lJ) ona,pour t € [[0,1] :

g(t) = 2(t- D) (t-1)g(0) - Be(t-1)g(3) + 2t(t- Dg(1)
1 a3
+ f h(t,s) —4 g(s)ds
0 ds
ol h est le "néyau" associé 3 1'interpolation de Lagrange basée en {O,%31}.

3,3,3

Alors si ue C (CO,l]s), on peut interpoler u par :

2 (1% )(1-% ) (1% )G - %, - %) = %) u(0,0,0)

1
+ 2 e (1—x2)(l—x3)(xl RS —-% u(1,0,0)
+ 2 (l—xl) 'x2 (1~X3)(X2 - x - X2 - %) | u(b,l,O)
+ 2 (1-x1)(l-x3) Xg (x3 T %) u(0,0,1)
+ 2 ) X, (l-xs)(xl tx, - X = %- u(1,1,0)
+ 2 xq (l-x2) Xy (x1 + Xy = Xy T %- u(1,0,1)
+ 2 (1—xl) %, Xy (x2 + Xy =X, - %0 u(0,1,1)
+ 2 3 x.2 X, (x:L txy ot %, - %) u(1,1,1)
+ U (l-x2)(l-x3) xl(l-xl) u(%30,0)
+ 4 (1-x))(1-x,) %, (1-x,) u(0,2,0)
+ 4 (1-x)(1-x,) %y (1-x,) u(0,0;%)
+ b x (1mxy) %, (1-x,) u(1,5,0)
ton(1-x)ox, %y (1-%,) u(O,l,%J
o4 (1-x,) %y x (=) o u(%ao,l)
+ 4 % (1-x2) xs(l—x3) u(l,O,%J
oy (1-x,) B ©u(0,5,1)
+ohx) (1) x (1x) u(3,1,0)
+ 4 X, % XS(l-Xs) u(l,l,%)
+ 4 ® %, X2(1—X2) u(l;%,l)
+ 4 ’x2 Xy X ( l—xl ) u(—;‘-,l,l)

On vérifiera facilement que ce procédé d'interpolation laisse invariant
P

les polynomes de P?3
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De la mdme fagon, on.peut construire 1'analogue dans R? du
rectangle d'Adini (cf. paragraphe III) en interpolant dans (iii) la
fonction sur chaque arete par le procédé de Hermlte base d deux points.
‘Un tel element nece581te la connaissance de ﬁ et de 'ses dérivées partlelles
premiéres aux sommets du cube I1 laisse 1nvar1ant les polynomes de P3.

I1 assure un raccord continu (C°).

On pourrait aussi construire un é&lément qui assure le raccord des
dérivées partielles sur les faces du cube comme (paragraphe III ; 5), mais

cet élément ne laisse encore invariant que les polynomes p!

3)

Le procédé d'interpolation dans R ¥ correspondant 3 1'étude du

paragraphe II1.6 peut e€tre étudié par la méme méthode en utilisant

Pn = T10 950 15

ol ﬂi est construit par les résultats du chapitre I, paragraphe II.
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QUELQUES AUTRES ‘PROCEDES D' INTERPOLATION SUR [{0,1]% OU [0,1]3

A 1'aide des procédés décrits dans les
on peut construire quelques &léments finis utile

conformes.

Pour cela, on peut utiliser 1l'identité

donnerons une méthode directe.

Sur g € Cl(LO,l]) on considére 1'identité :

, L x
g(x) = g(5) + g'(s)ds
1
2
soit
g =18 + Rg .
o) Posons MW, =W
On construit alors
ﬂl = “1 R Id » . ﬂ2 = Id ® n2
On a alors
9.+ 1 1

ST PR PP PR R PR %

et pour u € Cl’l(EO,ljz)

1 2
- _:!'_ i - ii
u(xl,x2) —»u(2,x2) + u(x1,2) u(2,2) +

1)1
2 2

En interpolant linéairement u(%3x2) (resp. u(xl,%)) et en exprimant u(%;

paragraphes précédents,

dans les méthodes non

(ii) de III.3. Nous

comme en (II).

2

5§§¥-u(s,t)dsdt .

en fonction de u(%go) . u(%31) et u(O,%) u(l,%J on obtient,

pour u € CQ’Q(EO,lJZ)

1
)
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u(x,x2) z E(% - x2) u(%QO) + (x2k— %0 u(%ul)

+ (%j-xl) u(O,%J/f (gl - %J UKl?%QJ

X, (X
2 e 1t th
+ [ o u(s,t)dsdt - = [ k(xl,s) —— u(s,x,)ds
"o 982 2

101 osat 2 ns? .
2 2
1 2
- %—f k(x2,t) —é—-u(xl,t)dtl
0 at?

ou k(.,.) est le "noyau" du reste de l'interpolation de Lagrange aux deux

points O et 1 (cf. Chapitre I, paragraphe III).

Il est important de remarquer que ceci ne fournit:pas un procédé

d'interpolation. Néanmoins, si on note T 1l'opérateur, linéaire, qui &

u€ 62’2(E0,1]2) associe le premier crochet dans l'identité précédente,

T laisse invariant les polynomes de P!

Par contre,T laisse bien un projecteur (et alors on a bien un procédé d'inter-

polation) pour les fonctions de C2’2(E0,1JZ) qui vérifient la relation :
w($,0) + u(3,1) = u(0,3) + u(1,d)

Ceci se vérifie directement en.calculant T , T ul.

B) ?osons ﬂl = ﬂ2 = ﬁa =7
et soient 1,=7,81d8 1d
ﬂz = Id 8 ﬂ2 ® Id

f.=1d® Idsg
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On considére, avec les notations de (IV)

T=9 9, +9, o1, +90, 9, -

1072 1°°73 2 3 L

1003+ R

T 49,40, =0, o f, -1, o 7, +R

1, + 1 50 Vg M

3 "2 0Ty o ¥

1

Utilisant la premidre idéntité et en procédent comme en (o) 3 pour

ue €2°22(0,11%)

u(x;5%,,%,) = u(,x xg) + u( Xy s 2) + ulx %-%—) - (-21--21-%- + REud(x,x%,,x,)

2°2°%

11
2°7°

B - %) w3300+ (xy - D) i)

b @ xy) udo ) vk, - D udind

11 I 11,
(—-- 3 ) u(O =,=) + (xl - EJ u(l,§3§O

’2°2

-+

b 3% | 1 52
- —3- fo k(X ,yl) axz u(leXQ 3X )dyl 5- fok(XQ 3YQ) a_x—z- u(X13Y2 st)dY2
1 2

1 52 '
_ §.f k(xs,ys) gg— u(xl,x2,y3)dy3 +

B 2 22 '

Si T est l'opérateur qui, & u fait correspondre l'expressinn entre crochets,

on a encore que T laisse invariant les polynomes de P! et les fonctlons

de 2,252 vérifiant :

2u(3:5,0) + u(FFD) = (0,53 + u(l,5,3) + u,0,3) + uk,1,)
et
2(u(0,2 2) + u(1 ,2 2)) = u(2 2,o) + u(2 2,1) + u(2,0 ) + u(%,l,-;;)

En utilisant la seconde identité, on peut interpoler la fonction u sur les

faces et les arétes du cube, mais on ne peut pas obtenir un opérateur laissant
11
=).

invariant les polynomes de P? sans "conserver" la valeur du point (2 55
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CHAPITRE III

PROCEDES D' INTERPOLATION
SUR DES SIMPLEXES DE R" (n=2,3)

Nous avons vu dans le chapitre précédent, 1'intérdt que présente
la théorie des projecteurs de Gordon pour construire et &tudier les

procédés d'interpolation "rectangles".

Nous voulions établir une théorie analogue pour 1'étude de

procédés d'interpolation sur des simplexes.

La construction de procédés ponctuels est réalisée d'habitude
(ZIENCKIEWICZ [13], CIARLET-RAVIART [(3a ], [3b], RAVIART {121), par 1'intro-
duction des coordonnées barycentriques. On construit alors des procédés
avec des valeurs nodales intérieures au simplexe et on élimine celles-ci
en diminuant la dimension de l'espace invariant (par l'introduction de

relations linéaires sur les polynomes de cet espace).
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Pour fixer les idées, plagons-nous dans R? , c'est-d-dire le
cas du triangle. La géométrie du probléme semble alors impliquer 1l'utili-
sation de trois projecteurs mais alors, on ne sait pas trouver trois
projecteurs pour lesquels l'opération ", " (chapitre II, paragraphe I) soit
associative et commutative, condition nécessaire pour la construction d'un

treillis (chapitre II, paragraphe:I)... .-

On est alors amené 3 considérer trois couples de projecteurs et

d'en faire une somme pondérée.

Aprés avoir fixé les notations au paragraphe I, on introduit, au

second quantre familles de procédés d'interpolation.sur le triangle

- Dans le cas des deux premiéres familles, on sait expliciter des
restes, mais ces procédés ne semblent pas laisser invariants des espaces
de polynomes de degré élevé. Elles semblent utile pour la représentation

de surfaces.

- Dans le cas des autres familles on ne sait pas expliciter des
restes mais laisse invariant des polynomes de degré plus é&levés que précé-
demment. On trouve comme cas particulier un procédé introduit par

BARHNILL, BIRKHOFF, GORDON £1] de fagon différente.
Au paragraphe III, on explicite des exemples.

Le paragraphe IV présente la méthode pour généraliser ces

résultats au cas du tétraédre sans expliciter d'exemples.
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I. SYSTEMES DE COORDONNEES RELATIES A UN SIMPLEXE

. n . n P
Soit IR . Un point x de R aura pour coordonnées cartésiennes

X_). On notera 0 1l'origine des coordonnées cartésiennes.

(xl,x2,..., n

Soient Ol,...,O lbdes points de R"” de coordonées

n+
i=n i=n
(01 1)5=1 » » (041,175
tels que
[0 0 0 ]
11 21 e n+l 1
012 022
la matrice A = . X soit inversible
Oln OQn tte On+1 n
L1 1 1

Alors pour tout point x de R" on définit ses coordonnées barycentriques

Xi = Ai(x) (i, 1 £1i < n+tl) par :

n+l
X = .Z ki(x)Oi
iz}
n+l
y 1= A.(x)
j=1

Autrement dit le systéme des Xi est solution de

A(A,) =
i
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L'enveloppe convexe fermée des {Oi}?ti est dite n-simplexe. Autrement dit,
c'est l'ensemble des points x tels que
Vi 1<i<ntl 0 <A (x) <1

On sera amené 3 considérer d'autres systémes de coordonnées.

Soit M un point de IR" alors, pour chaque i (i=1,...,n+1)

N N n+1l

0M=00i + X X, 0.0.
j=1 J 173
j#L

ol les Xij sont solutions du systéme

n+l

X = 0ik + jzl Xij(OjK - OiK) k=1,...,n

j#i
Cela revient 3 considérer n+l repdres d'origine un sommet du

simplexe, d'axes portés par les arétes aboutissant 3 ce sommet et de

vecteur unitaire 1'aréte.
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Précisons dans le cas n = 2

un point du triangle T pourra &tre représenté par :

coordonnées cartésiennes (x,y)

coordonnées 01 XY, (xl,yl) de vecteurs unitaires 0102 ,0103
—_

coordonnées 02 Xy Yy (x2,y2) de vecteurs unitaires 0203 ,0501

— ———

03 X3 Yg (x3,y3) de vecteurs unitaires 0301 ,0302

coordonnées barycentrigues (kl,AQ,X3)
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On pourra remarquer que

(}\l,>\29)\3) = (1‘Xl’yla Xl,yl)

: (XS SY3 9 l-‘XS—y3) :

(y,517%,-7,5%,)

On notera d'autre part,;pour un point M = (Al,125k3)

Ti(M) l'ensemble des points N = (ul;uz,ua) de T tels que , pour j#i ,

uj f-lj . (Quand il n'y aura pas ambiguité on notera Ti)'

Un sommet Oi du triangle T aura pour coordonnées dans Oxy :

Soit i , 1i=1,2,3 et M un point de coordonnées (Xi’yi) dans le

repére Oixiyi .
Alors

X 0. 0. - 0, , 0. - 0, X\
ix Jx - ix iy iy i

Y . oiy ka - Oix ? ij N Oiy Vi

ot (i,jsk) = (1,2,3) 3 une permutation circulaire prés. i

Si M est donnée par ses coordonnées harycentriques
M= (Al,AQ,AS)

alors

X O Op Oy A
= A2
y Qly O2y 03y >"3
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Si M est donné par ses coordonnées cartésiennes :

M= (x,y) :
X x - 0,
i _ ix
= A;l i=1,2,3
yl y - Oiy
ol (i,j,.k) = (1,2,3)
0. - 0, 0. - 0,
Ix ix Jy iy
A, =
i
okx B oix Oky - Oiy
0 - 0, 0, - 0O,
1 ky iy iy iy
A;l =
sin © 0., - 0. 0, = O,
ix kx ix ix
3 v
ou Si est l'angle OjOiOk
X1A2A3 sont obtenus comme solution du systéme
% 1x  %2x  O3x M 1
y } ly 2y 3y A? = A 2
1 1 AS 3
ce qui donne pour solution :
-1 -
A = qerr [0gy05y )% + (05,70, )y + 0,0, o3x02y]
- 1
R Pey E(o3y ly)x + (0, -0, )y + (°1y ax 01x03y) J
A = det 7 [(015=0,)% + (0,,-0y )y + (0,0, - 0,.0,)]



Or
le 02x
A = O1y O2y
7
1 1
d'ol :
le - O3x
det A = Olyﬁ— an
-0
d'ol :

det A

-3 -

3x
O3y
022 B O3x
O2y - O3y

0,0,10,0,|sin 6,

si |A.B| désigne la longueur de AB.

3y

= |0103||0203] sin 83

10,0,] 0,0, [sin b, = lOlOJIOSOQISin 0,

Considérons une fonction u, 3 valeurs réelles, et définie sur T

u: TS R? > 1R

G6,y) € T > uCx,y)

Alors ndus définissons les quatre fonction :

u(>\19>\2a>\3) = u(X,Y)

ol LGy v My (A1sX554)

i=1,2,3

ui(xi,yi) = u(x,y)

ol (Xi’yi) v M (x,y)
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IT - PROCEDES D'INTERPOLATION SUR UN TRIANGLE - GENERALITES

On désignera par T un triangle quelconque (non dégénéré)

du plan R

IT.1. PROCEDES DE BASE

Soit u une fonction définie sur T et suffisamment réguliére,
(afin que toutes les quantités introduites aient un sens). Notons bien

que u est l'expression de la fonction considérées dans le repére cartésien.

Soient alors (PX ,P )i_l .5 une famille de trois couples de procédés
i s +Tlasl
d'interpolation sur [[0,1] de support O , (cette derniére hypothése est
capitale ! ) (définition chapitre I, §0).
Pour i=1,2,3, considérons la représentation'ui de u dans le repére Oixiyi'

Alors, avec les notations du chapitre II, paragraphe 0,I

® P [u;llx;,y,)

X. .
1 1

. P Py.Cui](xi,yi) =P,
i i

. PXi ® Pyiﬁxi,yi) = PXi B Idyifui](xi,yi) + IdXi B PyiEui](Xi’yi)

- Py 8P Ludxguyy)
1 1

Si on note Pi 1'un ou l'autre de ces procédés pour chaque 1

(1=1,2,3), et Ri le reste correspondant nous aurons donc

u, = P,u, + R,u. i=1,2,3
i ii i

Soient alors trois fonctions mi définies sur le triangle T

Lpu; =29 Pous + 2o, Rou,

1
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Cette inégalité (triviale !) va nous permettre d'obtenir, en
précisant le choix des fonctions @, des formules d'interpolation.

Nous supposerons toujours I wi(M) # 0 pour tout M de T.

1
On peut alors proposer :
P, (M) P (M)

3
Suppesons d'autre part que X @i(M) = cte pour tout M de la frontidre de T :
i .

Soit alors - Pu(M) = —%E-Z mi(M)Piui(M)
C

d'ou :

?, (M) -
u(M) = uM) + I AR Ri(u-Pu)(M)
i J

En raison des propriétés des projecteurs Pi’ Pu ne dépend que des valeurs

de u ou de ses dérivées partielles sur la frontiére de T.

II.1.1. Construction d'une premidre famille :

On prend P, = P pour tout i=1,2,3 ol P est, pour n donné, le
) ¥ Y3
procédé d'interpolation :

1

n
u(x) = Pu(x) + Ru(x) = % T

. s X
xlu(l)(O) + %T / (x-s)nu(n+l)(s)ds
i=0 0

Soit d'autre part ¢ une fonction définie sur [[0,1] telle que
®(0) =0 () =1

cp(k)(o) :cp(k)(l) =0 | 0 <k <2n



On prendra pour P le polynome de degré minimal vérifiant ces

contraintes. Pour i=1,2,3 et M = (Xl,XQ,XS) , On pose :
¢i(M) =CP<Ai)

Il est aisé de vérifier que I mi(M) # O pour tout M de T.
i

LEMME a :

3
Si M est sur la frontiére de T , ¢ mi(M) = 1
i=1

En effet si M est sur 3T, 1'un des xi est nul et il suffit de
constater que ®(x) + ®(1-x) = 1 en raison de la symétrie du graphe de @

par rapport au point (%,%).

LEMME b :

Pour j=1,2,3 et i=1,2,3 et O <k + ¢ < 2n

3k+2

K
axiay%

ou M= (A1,x2,k3) est tel que Aj =0

cpj(M) =0

On rappelle que (Xi’yi) désigne les coordonnées de M dans le

repére 0,.x.y
i"i7i v

Supposons i#j

alors ;i M= (xl,AQ,As) on a :

soit wj(M) = w(xi) soit wj(M) = m(yi)



méme fagon), on a : X, = A

_67_.

Si on considére le .premier cas (le deuxidme se traite de la

3

Autrement dit, si M est tel que Aj =0, X, =0 et d'aprés 1'hypothése

sur les dérivées de ® en O , on a bien la propriété énaoncée.

LEMME ¢ :

Supposons maintenant i=j

alors mj(M) =Cp(l—xi-yi)

oxX

ak+2

_ k+2 (k+2)
Sz @M = (DR gy Ly

193

Si M est tel que Xi = 0 ou Ai = 1, ceci correspond 3 X, ty, = 1 ou

X, +y, =0, d'ol le lemme.:

par :

Pour (i,j,k) égal a (1,2,3) a une permutation circulaire pres,

et 0< 2 <n, pour tout = (X1,A2,A3) tel que Aj =0 ou Ak =0
axz i (A1
j Yk

C'est immédiat.

Considérons maintenant les fonctions, définies sur le triangle T

Cpi(M)
Y.M) = ——— i=z1,2,3 .
* . (M)
j J
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LEMWE d :
Pour i=1,2,3 : Wi(M) est bien définie sur T
- siM= (A1,A2,A3) Wi(M) =0 pour tout M tel que A= 0
Wi(M) =1 pour M tel que Ay = 1
- siM-= (x1,A2,A3) est tel que Ai =0
ak+5L
¥;() =0 pour j#i , et k+f < 2n
k 2
597
- siM= (A1,A2,A3) est tel que Ay = 0
ak+IL
Ly.(M) + Wk(M)] = 0 pour j et k différents de i ,
k J
axjay§ O<k+12<2n.
DEMONSTRATION :

Remarquons tout d'abord que :

les fonctions Wi sont bien définies puisque ¥ mj(M) >0
- Immédiat.

- D'aprés la formule de Leibniz

)
m,p
< k m, p k-m_ 2-p
) ijayj axi 07 Ty. I wg(M)



- 69 -

Or d'aprés le lemme b, et le point précédent

am+p

si pour m+p < 2n ,34—4——-—-®i(M) =0 , cecl est vérifié tant que k + & < 2n .
My P
0X.9y=
N y]
D'ol le troisidme point.
Ceci est immédiat d'aprés ce qui précéde et le fait que

z Wi(M) = 1 pour tout dans T .

1
—_—
Posons P, =P gp =P o P
R S A T )
AY
P.=P ®I +I ®P -p gp
* = i = Yi %3 Vi
=P P
000Y
THEOREME II.1.1.
Les opérateurs :
3
P= 3 ‘Pi(M)Pi (de support les sommets de T)
i=1 .
et
" 3 n
P= 3 ‘Pi(M)Pi ‘ (de support la frontiére de T)
i=1

sont, avec les définitions précédentes des projecteurs.
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DEMONSTRATION :

oy
- Il est immédiat que P et P sont linéaires.

- Considérons P et étudions :

P.Pp =

1

"Hno™Mw

P.(¥.(M) . P.)
1] ]

j=1

D'aprés les définitions, pour une fonction u définie sur le

triangle, suffisamment réguliére : u € C2n(T) , ona :

P.(y.(M)P. = z — X, Y, ———— V¥ . (x.,y.)P. . sY .
1( 3( ) j)u K,0=1 21k! lelﬁax§3y§ ](xl yl) ju(xl yl) |(0,0)

Or, d'aprés le lemme d, et la formule de Leibniz :

ak+2 8k+£

et deux cas sont a considérer :

- soit i=j et dans ce cas

3k+2 ak+SL
. Wj(0,0) = 1 et ————— Piu(0,0) = ——ij—z-u(0,0)
axiayi Bxiayi

- solit i#j et dans ce cas

.(0,0) = 0 .
Wj( )
et finalement P.P = P,
i i
d'ou :
PP=P

est bien un projecteur.

a
- Considérons P .

On remarque que pour démontrer la propriété, il suffit de

” . 3
vérifier :

(o) pour M = (Al,AQ,AS) tel que X, = O pour un i = 1,2,3 .



M

(0.1) Pu(M) = u(M)

. L
(a.2) ——Pu(M)-—a—Eu(M) of k=2 ou 3 wu 1
3yk : I si 1=1,2,3 et 0<g <n.
(B) pour i = 1,2,3 .
;;32Tm N 8,Q,+m . ’ v
Pu(0,) = u(0,) pour 0 < £ + m < 2n
¢ i ) i =
Bxlay axlay
Montrons (a) :
\

(01) est évident puisque Pju(M) = u(M) pour j#i , Wi(M) =

et ¥ Y.(M) =
3 1.

(a2) D'aprés le lemme d, et la formule de Leibniz

32

Y
——;'@$i(M) Piu(M)J =
Byk |
"
D'aprés la formule de Leibniz et 1la définition de Pj » pour j#i

9 2
d o, 3 (M)
__;.gmﬁ(M) Pju(M)] = . u

Au total, d'aprés la derniére partie du lemme d, et ce qui précéde :

Sy 5% N 5%

— Pus I — (oM Poun) = — u(h)
9 54 .9 )

3y, 3y, ¥y

La partie (B) se démontre comme la précédente.



REMARQUES 2.1.1.2.

1) On peut montrer que 1'opérateur ¥ cpi(M)Pi est un projecteur.
i

Malheureusement, méme les constantes ne sont pas invariantes

3
du fait que I mi(M) # 1 3 1l'intérieur de T.
i=1 '
2) Il est facile de voir que les conditions sur 9 sont trop fortes.

On peut se contenter d'imposer, les résultats des lemmes (b) et (c)

restant valables

P(0) =00 9(1) =1 et % 0) = 0 0<k<o2n.
Ceci pourra nous permettre d'utiliser comme fonction ¢

p(t) = t2n+l par exemple.

On appellera Ri (resp. Ri) les restes relatifs aux opérateurs Ri

(resp. Ri) .



THEOREME 2.1.1.3.

| Soit u ¢ C2n+2(T) et soit = (A1,A2,A3) = (xi,yi). Alors :
u(M) = uM) - PuM) = Wi(M)Riu(M)
i
X. n+1
1 1 n 9
= Z ?i(M)EET (Xi-S) u-i(s ,Yi)ds
i 0 5 n+1
s
: yi n‘ 8n+1
+ o (yi-t) ui(xi,t)dt
0 atn+1 :
X (Y3 32n+2
1 n n____ dsdt]
= ST (xi—s) (yi—t) ui(s,t) sdt
070 asn+13tn+1
n 0" "
Ru(M) = uM) - Pu(M) = z Wi(M)Riu(M)
i
1 [ 1 [yi n n 32n+2
=L Y.M) — (x:-s)"(y,-t)" ————— u. (s,t)dsdt
i 1 n!'n! o Jo 1 i asn+18tn+1 1

La démonstration est immédiate : il suffit d'appliquer les définitions et

résultats du chapitre II, paragraphe II et III.

COROLLAIRE :

Supposons n > 1

L'ensemble des polynomes (en Xi) pour lesquels :

K% ke <o ,
_ 1) -
WY

P est invariant contient les polynomes A. A? , k., < 2n .

P est invariant contient les polynomes X

e
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REMARQUE :

Ce corollaire est valable pour n'importe quel choix de fonction ®

(en particulier celui proposé dans la remargue 2.1.1.2.,(2)).

DEMONSTRATION :

Pour étudier le cas de P , il suffit d'étudier les solutions du

systéme
1 n+l
™" 9
u=0 ;- u=0; (é— - g_)n+l =0
asn+1 atn+1 as ot
si kt# <n ,ona :k<netf<n
d'ou QE;;T sktz= 0 et Bn;il skt2 =0
9s at
d'autre part
n+l m n+l-m
(gg__ %%Jn+l Sktl - 5 A 9 3 Sktﬁ

n=0 m asm atn+1—m

on remarque alors que si m >k , £ < n-k _ n-m d'ol le résultat.

v
On procéde de la méme fagon pour étudier le cas de P .

Comme on le verra plus loin, ce résultat n'est certainement pas "optimal™.
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IT.1.2. CONSTRUCTION D'UNE SECONDE FAMILLE DE PROCEDES.

Nous avons vu que l'utilisation de la premiére famille de procédés
nécessitait la connaissance de dérivées "croisées" aux sommets du triangle

d'ordre supérieur a l'ordre voulu.

Soit P =P =P
X

Y3

u(x) = Pu(x) + u(x) =

. l_xiu(i)(o) ' f B l’l (Tl+l)( )ds
1

n!

(IR ne ]

o)
et soit ¢ définie sur [[0,1] vérifiant au moins les relations
p(0) =0 ®(1) =
(k) -
V) (0) =0 : 0 < k<K avec K > 2n.

On considére alors le procédé, avec les notations habituelles (2.1.1.)

Y]
P =
i

0
‘i’i(M)Pi
1

In~Mow

PROPOSITON :

‘Etant donnee u suffisamment réguliére, Pu vérifie les propriét

a) ank Bu = 3 k u sur la frontiére du triangle ol

- n est la dérivée normale au cbté considéré

-0<k<n.

8g+n : 32+n _
b) £ Bue.) = uf,) i=1,2,3
3%~ oy" 1 tan
i i’i O<gtn< 2n
ak
c) Pour k; n < k < K —x Pu(M) ne dépend que des valeurs des
an

des dérivées de u au point M et aux sommets adjacents au c6té
auquel M appartient.



DEMONSTRATION :

Les points a) et b) sont immédiats en se reportant 3 II.1.1.

Pour démontrer le dernier point il suffit d'appliquer la formule

de Leibnitz pour calculer :

8k " k . ak-—j 3
— PuM =2 T ool v.) S PuM
an i 3=0 < an*7d il t
et si M appartient au cdté A, = 0
o
3k
P ¥y, (M) =0 pour k-j < K
5 Y Al
an o
3k~
z 3 Y. (M) = 0 pour 0 k-j < K
e -3 i hS
i#i on o)
o
kv
et dont il suffit alors de constater que — Piu(M) ne dépend que des
an
dérivées de u au point M et au point O.
i
xz L h Sh
n i 9 Yi
P.uM) =2 — — u,(0,y.) + I — —— u.(x.,0)
* g1 oy 17H nt ooy PR
i i
£ h h+2
X;Ys )
- X% T ui(0,0)
h!h! 3x, 3y,
i7vi



IT.1.3. UNE TROISIEME FAMILLE DE PROCEDES

Soit [[0,h] € R (h#0) et considérons pour une fonction définie

sur cette intervalle :

Phu(x) = (X—h)n Y E El_k_ u_(x)_n] x_.
k=0 dx (x-h) |x=O k!
n-1 3 k . . . a1
Pu) = e 1 X 8 o) (it e
k=0 " i=0 ) ('h)
LEMME :
P est un projecteur.
I1 suffit de constater que :
icgy = (3 :
(Pu)-(0) = u”7(0) pour 0<3j<n-1.
Or le polynome (Cf. Davis [[ J)
; n-1 k Nk n-1 k k
P(x) = Zn 2 _d_kC u(ﬁ) ]zzh i—ZL)_ * (Z—h)n X ~(_i-]z.C—L-l-(_-Z)—n]Z:O £
k=0 dz z k! k=0 dz~ (z-h) k!
est le seul polynome de degré 2n-1 au plus vérifiant :
p50) = 00y et p™m) = «® ) 0 <k <n-1

Comme les n-1 premiéres dérivées du premier terme sont nulles en zéro on

obtient le résultat.

—_—

Soit u(x,y) une fonction de deux variables suffisamment réguliére
définies sur le triangle T. On suppose pour l'instant que T est de sommets

(0,0), (0,1), (1,0).
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Posons :
Plu(g,y) = EPl-y ® Iy] u(x,y)

1 u(x,y)

Poulx,y) = CIX 8P _

On notera que Plu et P2u ne sont pas définies aux points (0,1) et (1,0).

D'aprés le lemme précédent Pl et P2 sont des projecteurs.

LEMME :
PPy = PPy
n-1 k k
Plu(x,y) = (x-l+y)n X 2 T u(x,y)n x
k=0 |3x (x+y-1) |x=O k!
n-1 [ .j k kK . j
P2Plu(x,y) = (x+y—l)n z a. 3k u(x,yg x ¥y
k,j=0 ay] ox  (x+y-1) |y=O kt 3!
n-1 [ .j+k k 3
P2P1u(x,y) = (xty-1)" 1 Bk : (u(x,yg] L
k,3=0 [9x By] (x+y-1) J x=0 k! j!
y=0
Cette expression est bien symétrique en x et y.
On peut donc introduire les projecteurs
n
P = P1P2 et P = Pl + P2 - P1 P2
On remarquera que Pu(x,y) = 0
" pour x+y = 1 x#1 s y#1
Ep(x,y) =0

Considérons maintenant un triangle T quelconque.
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Soit u définie sur T, u(kl,AQ,Xs), d laquelle on associe les
fonctions ui(xi,yi) (i=1,2,3) dans les repdres Oixiyi . Dans chaque repdre
et pour la fonction u, correspon@ente, on pourra considérer les projecteurs
précédents que 1l'on notera Pi et Pi pour indiquer le repére.

Considérons alors

Pu =

z P.u;
. 11
1
ny ny
Puz=2 3 P.u.
2 . i71
1
THEOREME :
ny

P et P sont des projecteurs.

N
Notons que pour Pu et Pu n'ont pas encore &té définis aux sommets
du triangle.
Ces fonctions sont Cn—l en tout point T excepté les sommets.

Considérons alors les limites de ces fonctions.

A= 1lim P_u(\.,1-)_:0) et B = lim Pu(0,1-A_,2.)
A > 0 1 1° 1? A > 0 3273
1 3
A= 1im ﬂPlul(l-kl,O) + P2u2(O,Al)]
y A0
A = 1im _[Alul(Q,O) + (l—Al)u2(O,O)]
A, >0 :
1
= u2(O,O)

Le calcul analogue pour B montre que A = B . .
On peut donc prolonger P aux sommets de T, les dérivées étant prolongées

par continuité,
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n LY
Pour P , on constate que sur chaque c3té du triangle Pu est

égale 3 u et admet donc méme limite queand on tend vers un sommet.

Ainsi Pu et gu sont définies sur le triangle T.

Pour montrer que P et B sont des projecteurs, il suffit alors de vérifier,
ce qui se fait sans difficulté, que les dérivées de Pu aux sommets
(normales aux cOtés et aux sommets pour Bu) coIncident ave& celles de u
jusqu'aux ordres indiqués dans 1l'expression de Pu (resp. Pu).

(voir 1'étude de la quatridme famille au paragraphe suivant.) .

N
La famille P est introduite de fagon différente par Barnhill-

Birkhoff - Gordon [ 1 ] . Leur méthode mne leur permet pas de trouver la
famille P
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'IT .4. UNE QUATRIEME FAMILLE DE PROCEDES .

I1 s'agit en fait d'une généralisation de la famille précédente.

Soit [O;h]‘i [O,l] et considérons, pour une fonction définie sur cet

intervalle et x é [O,hf .

k

n-1 k
r (& (—-u—(ﬁ—)lxzo =

Phu(x) =@ (h-w)
o k=0 dx ®@(h-x)

ol ®(t) est une fonction définie sur [0,1] telle que :

m(k)(o) =0 pour 0 <k <n-1
p(t) #0 1>t>0.
' LEMME 1 :
Ph est un projecteur.
——
En effet :
[n-1 k m-1 i i k
P[Pl (x) = (hx)| I —d?[z e S STl B
k=0 dx= ti=0 dy' o@(h-y) Y i1 PRI
-1k k
= p(h-x)| % dk [ U(y)} x
L¥=O dx @(h-y)* y=0 k!
—_—
LEMME 2 :
k k

Pour O < k < n-1 , iﬁ () (0) = ?‘% u(0)
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I1 est immédiat que

k Ph u(x)1 _QE u(x)

dx® o (h-x)

d
dxk p(h-x) J

|x=O Ix=O

et en procédant par récurrence sur k, on obtient le résultat en tenant
compte du fait que ®(t) # 0 pour t =0 .
: —x
'Si T désigne le triangle de sommets (0,0) (0,1) (1,0) et
en posant comme dans le paragraphe précédent

Pl EC*’Y),:i[PiFyfb Iy]u(x,y)

K

P, ulx,y) = [1 8 Pl_x]u(x,y)

Il est encore aisé de vérifier que :

On introduit par la méme construction que dans le paragraphe précédent

(s'y reporter pour les définitions)

3
Pu = Ei u;
i=1
Pu == £ P, u.
2 ._., —i i
i=1

n, .
On vérifie encore que Pu et Pu sont définis sur le triangle fermé tout

entier.

THEOREME 3 :

Y
P et P sont des projecteurs.
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Considérons P

3
P= 5 P,
=1 %
-3 3 ]
P,P= 3 P. [z P.
° i=1 7t =1 73

On sait que Ei o Bi = Ei (par les résultats du chapitre II et 1'étude

de .la troisiéme famille de procédés).

Il reste donc 3 évaluer Ei o Ej pour i#j .

n-1 8k+JI, u.(x.,y.) x% y%
Poul(x,,y.) =9(l-x,-y. ) | T l 3] L J
1137 U k=0 9x 3yl ©(1-x.-y.) ki !
220 ] 1730 . =0
J
1y.=0
yJ
Comme i#j on a : yj =%, ou xj =Y
Les deux cas étant symtriques, étudions le'premier. On a alors
k
. n-1 k+82 u.(x.,y.) (1-x.-y.,)" x%
[g.(u.ﬂi(xi,yi):cp(yi) L [3 7 —— ] —_—
1 k=0 +3x.9y, P(1-x.-y.) k! 91
=0 177 I k=0
J
.=0
y]
et un simple calcul montre que
ak+JZ, 0<k<n-1
T [Ej(uj)Ji(O’o) =0 paur
oX,dy, 0< g <n-1
i1 -
I1 suit alors que :
P. ,P.z0 pour i#3

d'ol P est un projecteur car P o P =P
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© " ‘E¥udions P .-

N

On vérifie que sur un cdté Xi~ = 0 du triangle, Ei u sest
oo C o S‘fuj SIS R o
nulle ainsi que toutes ses dérivées normales jusqu'd 1'ordre n-1 (car
@(k)(O) =20 , 0 <k <n-1).
Comme d'autre part, pour i#io , sur ce méme coté (Ai = 0) :
SN :
L L '
b w2y 0 < <n-1
g = L -7 -
on’ on.
i i
o )
32
“(ou — 0 désigne la dérivée normale au coté Ai = 0 d'ordre %).
on. o
i
o
I1 suit que, sur le cOté Ai =0 :
o
32 "N 82
Pu = u 0<% <n-1
2 2 -7 -
on. ox,
i i
o o

On vérifie de méme que :

k+2 k+8
3 n 3
Pu.(0,0) = ——r ui(0,0) 0 <k, <n-1.
Bxk8y£ ’ Bxlayl
i1 i1
"
Comme la construction de Pu n'utilise de u que les quantités citées précé-

"y
demment, P est bien un projecteur.

THEOREME 4 :

Si p vérifie de plus m(k)(O) =0 pour n< k<m, alors

ok v

“x [P (M) , pour M sur le cbté A; =0, ne dépend que des valeurs
an,

des dérivées partielles de u d'ordre inférieur 3 k, aux extrémités

de ce cOté et au point considéré pour n< k< m .
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n
Sur le cdté Ai =0 , Pi(u) a ses dérivées partielles nulles

jusqu'a l'ordre m donc il suffit de considérer :

‘ak A n,
-——T<-[P.u+P2u](M) avec i, A, R#L .
]
on, :
i
k
I1 suffit alors, pour j fixé par exemple, d'exprimer —% en fonction
. ,q Bxi
de 8 et a (q,p < k)
axP By?
] 3



. _ 86 -

III - EXEMPLES DE PROCEDES D'INTERPOLATION SUR UN TRIANGLE

I11.1. EXEMPLES RELATIFS A LA PREMIERE FAMILLE

Nous précisons pour n=0 et n=1 les procédés du type II.1.

Ici on prendra : ®(t) = t . Alors :

Pu(kl,AQ,A3) = Xlu(l,0,0) + Agu(O,l,O) + Xsu(0,0,l)
3 i Su 71 S .
Ru(h sh5hg) = T4y [ 55 ils,ydds + [ 5 ilx;,t)dt
i=1 0 e
| inIYd Dy (s,t)dsd
- u,.(s,t)dsdt.
0°0 9sot 1
N _
Pu(xl,xQ,x3) = xl[u(l—AQ,xQ,O) + u(l—l3?0,k3) - u(1,0,0)]

+ A2[u(xlé1,xl,o) + u(o,l—x3,x3} - u(0,1,0)]
ot 33[u(xl,o,1—xl) + u(0,1,,1-2,) - u(0,0,1)]

i1 2

3
9s3t

K
u(kl,XQ,XS) =

i
HoMw
>
He
—
—

ui(s,t)dsdt .

" PROPOSITION. ::

f\; . . o : LN . ! .
P et P sont invariants sur les polyndmes au moins du premier
degré en 1'ensemble des variables : I oy Ai .
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En effet :
3
PLia ] = I = Tan,;
1=l v :
" -3
P[Zaixi] = iilxi(ai(l-xk) + akkk + ai(lekj) +,ajkj -0,)
3 3
= iilxi(aiki + qkkk + ajkj) = iil aiki
—_——
PROPOSITION :
Pour i = 1,2,3 et 2 >0
Vel 29 L+1 L L
PLAY) = (1-A. = AL (1=2)" + AL (1= . - A
D3 = (=) (A7 + 500- 45 =2
2+1 L 2
+ (1-Ak) - Aj(1—kk) + Ak(T-Aj - Ak)
+ xj + Ak -1
Pour i,j = 1,2,3 4,m> 0
Bra Ly ) 2 2m L _' m
P[xixj] =2, (1 Aj) xj + xj A7(1-1)
Il suffit de faire le calcul.
v

On remarquera que les seconds membres sont invariants par P

puisque P est un projecteur.



2 2
D'autre part, les trans¥formés des polynomes Ai sont des polynomes
de méme degré (il suffit de remarquer que les signes des monomes de degré

2+1 sont de signes opposés).
Nous allons donner des estimations d'erreur.

On veut étudier l'erreur au point N du triangle T de coordonnées
(Xi’yi)‘ dans‘ie'repére Oixiyi , (x,y) dans.le repére Oxy ,
(Al,KQ,AB) en coordonnées barycentriques.
u désigne l'expression de u dans le repére Xy ; us désigne l'éxpression

de u dans le repére Oixiyi

Considérons tout d'abord :

i 32 -
fo fo @i—ui(si’ti)dsidti

lsi + bTt, + )

A (e N i i i
u(M) = ui(si’ti) = u(alsi + bl#i ey s a, : 5

d'ou :

. 2 s s 2' e 2 a2
i —E—-u(M) + (aib; + a‘bt _éﬁy u(M) + a;b;-é—— u(M) .

—— u.(M) = ai )
» 1 BX,Z 2717 9x 3}’2

Soit d'autre part le jacobien Ji(x,y) de la transformation linéaire

de (x,y) en (xi,yi) ; alors

EREIEY: ii 92
f f ST ui(si’ti)dsidti = [ x(Ti(x,y).;s,t)Ji(s,t)[albl — u(s,t)
0 0O i 7i T ox

ii ii, 92 i
+ (alb2fa2bl) m u(s,t)+a2b

.- 2
; K u(s,t)]dsdt
3y2

ol X est la fonction caractéristique du parallélogramme Ti(N)
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. Au total :
- 2 ' i+
oy
Plul{x,y) = 2 f K (x,y,s t) 9 u(s,t)dsdt
i, i
a]o T 3X8y
i+j=2
avec :
3 i i
KQ,O(x,y;s,t) = iElx('l‘i(x,y);S,t)Ji(s,t)alblAi(x,y)
3
K ,l(x,y;s,t) = x(T, (x,y) s t)J (s,t)a b2+a2bl)k (x,y)
izl
ii i1
KO,2 est comme KQ,O en remplagant alb1 par a2b2 .

On obtient ainsi une majoration de l'erreur en la norme vaoulue :

o 2 i+j
”R[u](XQY)“ < I ”f K (x,y s,t) -————E-u(s,t)dsdt“
i,j=0 T ax" Y

i+j=2

Si p etque sont tels que : %-+ é-= 1 , on a en particulier :

) .
A,
|RCW (x,9)]] < @ ( f |K (x,y,s t)qusdtdxdy)l/q“—————4|
tP(1) T i,j=0 3% 3y LD
i+j=2

Etudions : f IKij(x,y;s,t)qusdt.
T

D'aprés la définition des Kij si N = (x,y) et M= (s,t)

0O siM¢eg Tk(N) pour k = 1,2,3,

on note que : Kij(N,M)

. k .
x(Tk)Jk(s,t)fij(a,b)Ak(x,y) si Mg Tk(N)
D'ol :

3
k
fTIT K5 (Gxoyss,t)| Hsdraxdy = kilfoTlx(Tk)Jk(s,t)fij(a,b)kk(x,y)!qudtdxdy
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‘Pour chaque k, nous exprimons le terme correspondant dans le

3 AN .
repére kakyk d'ou :

.y f f IX(T ) (1- “x,-y,) |q]f j(a b)|q|J (s, -t )| 97 %as, av, dx dy,

k=1 T T
Au total :
n 2 3. o ity
| R uJl| <cfl T (Sinek)qulf? |9t/ ; HQ—I——7unpp 1i/p
(1) i+j=2 k=1 1,320 ax 9y’ LP(T)
i,3=0 i+j=2
N _ 1 1 .,1/q
ol ¢ = @Dt & e
Dans le cas ou le triangle T a pour sommets, dans (Oxy)
0, =(0,00 3 0, = (h,00 ; 0y = (0,h)
IRC | < c[1+(/2)2 LIYa e 5| 31 ull® /e
LP(1) o . itj=2 9x 8y LP
Considérons maintenant le procédé :
3 M4 Sui Vi 3u
Ru(kl,AQ,Aa) = iEl[IO 35 (s,yi)ds + f 5;—-(x t)dtJA Ru(l ,k2,k3)
n
On a vu comment estimer Ru .
Estimons :
*i du, Yit1 3u, duyyy
A f 55— (S’yi)ds * A f T (x +1’t)dt
0 0 -
et en exprimant ceci dans le repére Oixiyi
*i du, Y5 au,
(l—xi-yi) [ Y (s,yi)ds +xg fx 35 (s,yi)ds .

0 i
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En intégrant par partie, on sait que ceci donne :

Xi Bui 1-yi azui
(1—x.-y.)f s (s,y.)ds + x.I (1-y.-s) (s,y.)ds
171y 9s? 1 Hx, * 3s i
i
soit :
1-y; 3%u,
i

i
fo ki(xi’yi’S) > (s,yi)ds .

as

En réalisant le méme calcul pour i=1,2,3.

1-ys 32y,
ki(x%;5¥558)

0 9s?
i

oy
(Si’yi)dsi - Ru(x_,) A3)

u()\l,AQ,AS) = ? [ 12700

On peut alors, par un procédé analogue 3 celui utilisé pour estimer
N

Ru(A,,X,,),), donner une estimation de ||Ry|

1m2ns LP(T)
2 i+j '
IRdl | cemif oz oy gP
LP(T) 1,350 ax*ay? LP(7)
i+j=2
Cas n=1
Posons ®(t) = t3
On obtient alors :
A3
- _ 1
r A3
j=1

et



JEVIK

St Re maar ity gl a8 S T L
Pu(X,52,,1,) = L fp (x Aa)[ui(xj,o) +u (0,0) +

""“””Aj'akj'ui(o’kk) +"k‘BXk ui(kj,O) ui(0,0)

)

3 a
SR SN S TR I §>\_ u3(0:0) = A gx 910000 = Agh

- u,(0,0)]
k A 9A.0A
3k

. ‘;, o és
Pu(r ,2,,44) = (A )[u (0,0) + x u;(0,0) +

W oeges

]
il 123 3>\j
x—ﬁ—u(oonn 3 1.(0,0)
S - 3k i07?

k ’ BA BX

@ valeur au point

> . dérivées partielles d'ordre 1

dans cette direction

=~>> dérivée partielle croisée d'ordre 2
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Les résultats du paragraphe précédent permettent d'affirmer
que : ’ ‘
- Pu et Pu assurent le raccord continu de 1'interpolé et de ses

dérivées partielles premiéres.

- Pu laisse invariant les polynomes de P1 (3 douze valeurs nodales)

"
- Pu laisse invariant les polynomes de P3

"
On pourrait construire un élément fini 3§ 1'aide de Pu 3 dix-huit

valeurs nodales et laissant invariant les polynomes de P2 en interpolant

sur chaque cOté :

- la fonction u par le procédé d'Hermite jusqu'aux dérivées secondes

incluses aux extrémités,

- la fonction dérivée normale 3 ce cdté de u par le procédé de

Lagrange 3 deux points.

IIT.2. " EXEMPLE RELATIF A LA DEUXIEME FAMILLE DE PROCEDES.

P(t) = tz(g-z) ; n=1.

"'|‘>'u(_x1,x2,.xxs'.),. = wl(xl)[u(l-xz,;’x?;o)' + u(»ly-ks,o,ka) - u(1,0,0)]

| 'i j; Yékl2)[u(kl,1-kl,0) + u(O,i-lé,xs) - u(0,1,0)]
+ ¥,00u(r,0,1-1)) + u(0,},,1-1,) - u(0,0,1)]

n
On pourra vérifier que les dérivées de Pu d'ordre 1 aux sommets

de T dans les directions des cdtés coIncident avec celles de u.



. “Ceci nous permet.de donner 1l'expression d'un élément d neuf
paramétres.
Dans l'expression précédente on interpole la fonction u sur chacun

des cOtés

Soit ¢i les Quatre fonctions de base du prbcédé de Hermite :

x2(2x-3)+1 ‘ ¢2(x) x(x—152

¢l(x)

x%(x-1).

0,00 = A3 4,00

On prend pour triangle T celui qui a pour sommet dans RR? (0,0) (0,1)
‘et (1,0). ” P

On interpole :
)
par :
,‘¢1(§)u(o,o)z+ ¢é(x)_%;-§(o,0) + ¢3(x)u(1,0)‘; ¢4(x)v%;!u(1,0)
u(x,y) 14(x+y=1) par ;
0, (U(1,0) + 6,(9) (5 - 5= u(1,00) + '¢3”(y)u(o,1) + 9,(5) (G- $u0,D)
u(0,y) par :
¢l:(y">u<o',o.) + 6,9 -3—37 4(0,0) + $5(y)u(0,1) + 6,(y) 5= u(0,1)
Nous n“éxpi{citiéné pas‘daVaﬁtége‘ici cet élémentQA

I1 est immédiat d'aprés les résultats du paragraphe II.2, que le procédé

ainsi construit laisse invariant les polynomes de P1 .



IIT.3. EXEMPLES RELATIFS A LA TROISIEME FAMILLE DE PROCEDES.

- Dans le cas n = 1 :

Pu(Xl}A23A3) = Xlu(l}0,0) + AQu(O?l,O) + A3u(0?0,1)

on retrouve l'interpolation linéaire :

B ' 1 u(1_>‘2a)\290) u(1->\3=0,7\3)
ulAysx,,0) = 5 I i, + T, - u(1,0,0)}
u(A ,1-1.,0) u(0,1-A_,A.)
Y A Sl SN 38 . w(0,1,00}
2 1-A 1=
1 3
u(A,,0,1-A.)  u(0,A.,1-X.)
1 1 2 2
+ A l—= + TR - u(0,0,1)})
1 2
Ly

On vérifie aisément que P laisse invariant les polynomes de P2

En interpolant u sur chaque c8té du triangle par le procédé
d'Hermite interpolant les valeurs de la fonction et de ses dérivées pre-
miéres aux extrémités, on obtiendra un élément 3 neuf valeurs nodales qui

n'a aucune raison d'@tre C!
-Casn=2:
Nous ne donnons que l'expression de Pu (avec les notations de I)

Pu(Al,AQ,As) =

3
Ci=

2 ' 3
lAi{ui(o,o) + (5;1— u;(0,0) + 2ui(o,o))xi

32 3 3
————-axiayi u,(0,0) + 2 E u, (0,0)+ 2 5—}71— ui(0,0))xiyi}

+ (
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I11.4. EXEMPLE RELATIF A"LA QUATRIEME.FAMILLEKDﬁjPRQCEDE§?.,_if

Posons ®(t) =

n
L'expression de P est alors :

v e u(1-A ,)\,O) u(1-1,,0,A )
PuO A, ah) = 3 N2 20—y 8T 73T g 0,00]
(1-1,) (1-1.)
2 s
- u(r,,1-A,,0) . ~u(0,1-A_,A.) - .
* % ch-— ! L + 33 - u(O,l,O)]
(1—;l) | (;—13)“
u(X,,0,1-1.)  u(0,A_,1-X.)) :
+ %— Ag[ ! L, 2 2. u(0,0,1)]

(1-Al) , (1-A2)

On pourrait utiliser ceci pour construire un élément fini 3 neuf
valeurs, qui assure des raccords C! en interpolant la fonction u sur
chaque cdté par le procédé&deAHermitefé deux points.

‘Malheureusement, P ne laisse pas invariant les constantes et on

ne sait pas trouver de fonction ¢ acceptable.

REMARQUES SUR LES PROCEDES D'INTERPOLATION SUR LE TRIANGLE :

Dans 1'un des chapltres sulvants, on presentera d'autres procédés
d'lnterpolatlon sur le trlangle (constrult d l'aide de formule de Green-
Ostrogradskl par exemple)

CLET ; "
On peut utiliser également certains des procédés précédents P de

1l'une ou 1'autre des familles.

Nous n'avons pas pu trouver d'ensembles de projecteurs dont le
produit soit associatif et commutatif. C'est pourquoi, l'obtention d'expres-
sion intégrale de l'erreur des procédés d'interpolation sur le triangle

reste difficile et ne donne pas les résultats escomptés.
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PROCEDES D'INTERPOLATION SUR UN TETRAEDRE

Tous les procédés proposés pour interpoler des fonctions définies

sur un triangle sont généralisables au cas du tétraddre.

Donnons rapidement les méthodes de construction :

Les processus de construction des quatre familles correspondantes

au cas du triangle sont alors immédiat

- Pour les deux premiéres familles, on considdre un procédé d'inter-
polation sur [0,1] de support {0} ce qui permet, comme au chapitre II

de construire des rprocédés d'interpolation dans R

En considérant 1'un d'eux, on 1l'écrit dans chacun des repéres

de sommet Oi , soit Pi . On définira alors

ol @ est une fonction d'une variable du type de celles introduites
en II.1 et II.2. Comme dans ces paragraphes, en introduisant des
conditions suffisantes sur la fonction ® , on vérifiera que P un

projecteur.

- Pour les deux derniéres familles, on considére Ph comme en II.3

et II.4. Sur [0,1]% , on introduit les projecteurs :

Pl = Ix B Iy B Pl—x-y
P2 = Ix ® Pl-x—z ® Iz
P3 = Pl—y-z B Iy b Iz
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On peut encore construire, & l'aide des opérateurs , et & , des
projecteurs sur [0,1]3 que 1l'on écrit dans chacun des repéres et on
procéde par somme pour obtenir des projecteurs sur des espaces vectoriels

de fonctions définies sur le tétraédre.

On constate que 1l'on peut construire ainsi des procédés supposant

connues les valeurs de la fonction (et/ou de ses dérivées partielles) sur :
- les sommets du tétraédre
- les arétes

- les faces.

Nous n'expliciterons pas d'exemples dans ce cas.

REMARQUE :

On peut construire des procédés d'interpolation sur des prismes

de la fagon suivante

On considére un procédé d'interpolation sur le triangle T de
sommets (0,0,0), (0,1,0), (1,0,0) et on appelle Pl le projecteur associé

~ z Pe
a ce procédé.

On se donne un procédé d'interpolation sur [0,1] et on appelle
(avec les conventions du chapitre II) P2 le projecteur associé sur la

. . >
direction Oz .

4 . - P .
On peut alors définir 1o P2 et Pl ® P2

Suivant la nature de Pl on obtiendra des procédés d'interpolation faisant

intervenir des valeurs sur les arétes, les sommets, les faces du prisme.
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CHAPITRE IV

NOYAUX ET ESPACES DE HILBERT

Dans ce chapitre, on rappelle l'essentiel de la théorie des
. noyaux de Schwartz, noyaux reproduisants en liaison avec les fonctions
hilbertiennes.
)
Aun deuxiéme paragraphe, on adapte le théoréme d'image lindaire

continue d'espace de ‘Hilbert au cas de fonctions semi-hilbertiennes.

Dans un rapide troisiéme paragraphe, on rappelle la définition

générale du probléme de fonctions splines.

La bibliographie est donnée au long des paragraphes.
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RAPPELS ET DEFINITIONS A PROPOS DES NOYAUX

Considérons X un ensemble et soit IQX muni de la topoclogie de
la convergence ponctuelle. I{X est mise en dualité (BOURBAKI (5 ] ,
P.J. LAURENT [ 9]) avec l'espace vectoriel réel (EQX )! des combinaisons

linéaires finies de masses de Dirdc sur X.

DEFINITION 1

-~

h , fonction définie sur R* & valeurs dans R = R U {+o0}
sera dite fonction hilbertienne si h est :

- convexe de domaine ( {x ¢ i

vectoriel de RrX,

» h(x) < + «»}) un sous espace

- quadratique (pour tout A réel et x dans RX on a
h(Ax) = A%*h(x) , et 1'application x » h(x+y)-h(x)~h(y) est
linéaire sur le domaine de h),

- inf-faiblement compacte (c'est-a-dire {x € ]RX, h(x) < 1}
est un ensemble compact pour o(]RX , (]RX) .

DEFINITION 2 :

Un sous-espace vectoriel H de rX est dit sous-espace hilbertien
de lRX si 1'injection de H (muni de sa topologie hilbertienne)

)y dans IRX- est continue.

On a alors la situation suivante :

% .

(R¥) L, W, K

ol © “jest ‘1l'injection canonique de H dans R%
tj est l'application transposée de j

A est 1l'isomorphisme canonique de H', dual de H, sur H
q
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DEFINITION 3 :

-~

Le noyau de Schwartz associ€ 3 H , sous-espace hilbertien de

]Rx,est 1'application de (IRX)_' dans RX :

lH=jvotj

THEOREME 4 :

1. Il y a correspondance biuni{roque entre les fonctions h hilber-

tiennes sur RX et les sous-espaces hilbertiens H de RX

%Hx“z si xeH (.| est 1a norme sur H)
h(x) =
+oo sinon

2. Le noyau H associé a8 H est aussi 1'application sous-différentielle
de la fonction polaire de h, soit :

H = of* .

En fait, il yla de plus correspondance biunivoque entre les
noyaux de Schwartz (applications linéaires de (]RX)' dans IRx positives,
symétriques, compactes pour T((IR X)',IRX) dans 0((]Rx)',]RX)).

Pour toutes ces notions on se reportera d DUCATEAU-JOLY [ 7 ], DUCATEAU (6 ].

DEFINITION 5 :

Etant donné H un sous-espace hilbertien de RX et H son noyau

X x X

" de Schwartz, la fonction de R dans IR définie par

g(x,g) = <HS , 65 > (oll <,> désigne la dualité entre RrX

et (]RX) '
8,(8:) les masses de Dirac au point x (£)) est appelée noyau
reproduisant de H .
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PROPOSITION 6 :

- -ﬂe"noyau”reproduisant g de H est de type positif, c'est-a-dire
pour tout entier n , tous A = (xi) , U= (ui) de R" ,
= (xi).et y = (yi) de X" , On a :

n

z Xluj glx;oy;) > 0
i,j=1

- le noyau g est symétrique :
glx,y) = gly,x)

-. 1'application x > g(.,y) de X dans IR est dans H (& y fixé dans X).

Réciproquement ,

si g, &lément de RN X est symétrique et ‘de type positif,
alors 11 existe un sous-espace hilbertien H de DRX dont g soit

le noyau reproduisant.

Pour ceci, on verra N. ARONSZAJN ([ 3 1), M. DUC-JACQUET ([ 8 1).

DEFINITION 7 :

On d1t que h fonctlon de H{ dans IR quadratique et convexe ,
est sem1-h11bert1enne sur HIX

X

X h(f) = O} est fermé dans RX ,

-Kerh={feR

v- si E=1R X / Ker h est mumni de la topologle quotient, si
B = h(f)ou¥eEetfe]RXte1que:fef+1<erh
alors h est une fonctlon h11bert1enne sur E .
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"
Désignons par ¢ l'application canonique de Hix sur E défini

précédemment.
On a alors :
A ‘
- h=h,o
¢ S v v v A : "N
- ¥ , application transposée de ® est 1l'injection de E'
(identifié 3 (Ker h)° = {e' € (HRX)', < e,e'> < 1 pour
tout e de Ker h} ) dans (RX)' . ‘

N N .
Toujours en identifiant E' avec (Ker h)®, la fonction polaire de h, soit h*,

N v
est définie sur (Ker h)°. Le noyau H associé 3 la fonction hilbertienne h

n, Y] 4y
est donc une application linéaire de (Ker h)° dans E. (H = an*)

DEFINITION 8

A 1a fonction semi-hilbertienne h, on associe le multinoyau H
1 N '

o H .
C'est la multi—qulication qui 3 e' e (Ker h)° associe 1'ensemble

défini par : H =P

des éléments de H(e').

On a aussi que si Ker h admet un supplémentaire topologique S
dans le domaine de h muni de la topologie de B{X et si on définit k, fonction

sur RX par :
k(f) =h(f) si f€ S, +x sinon
k est une fonction hilbertienne et on a :

pour e' € (Ker h)° H(e') = K(e')+Ker h (K noyau associé 3 k)
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II - IMAGE PAR ﬁNE APPLICATION LINEAIRE CONTINUE - s

Une méthode importante pour construire des espaces de Hilbert
Oou pour trouver le noyau de cet espace (noyau reproduisant s'il existe)
est de partir d'un espace de Hilbert connu (ensemble, produit scalaire,
noyaux) et de procéder par transport de ces données par une application
linéaire. On trouvera un certaln nombre d'exemples dans un séminaire de

M. ATTEIA [ 2] .

Soient donc x et y deux ensembles et une application u, lindaire

continue de IQX dans Hix .

A) Considérons H un sous-espace hilbertien de B{X, la fonction hilbertienne

correspondante h et de noyau de Schwartz H.

P . - Y -
K désignera le sous-espace vectoriel de R~ image de H par u
muni de la structure hilbertienne image de celle de H/Ker u
c'est-a- dlre Sl k est la fonction hllbertlenne a83001ee a K:

pour tout g dans K :

k(g) = inf h(g)
feH
u(f)=g

si(,) (resp. ( , )K) est le produit scalaire sur H,(resp. K)

pour £ ,f, dans H
(U(fl)’U(fQ))K = (fl’fQ)

On prouve que K, le noyau de Schwértz, estydéfini‘par :

(tu étant 1'application transposée de u).



- 106 -

B) Considérons h une fonction semi-hilbertienne sur n{X .

On suppose de plus u(Ker h) fermé dans BiY

Pour tout g dans DQY , on définit la fonction :

k(g) = inf h(f)
fe RX
u(f)=g

Il n'y a pas de difficulté 3 montrer que k est convexe, quadratique, de

. . o ¥
domaine un sous-espace vectoriel de R = .

Ker k = {g € R® , k(g) = 0}

= u(Ker h)
D'aprés 1l'hypothdse faite, on a donc Ker k fermé.

On peut donc considérer KQY / Ker k = B{Y / u(Ker h) muni de la topologie

quotient.

Considérons le diagramme :

RX u > RY

4]

R¥/Ker T > R ¥ /Ker k

On a :

U,Py = Pyou

et U est continue.
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Notons

h(f) = h(£) pour fe ﬂix/Ker h avec fef
.. : . v .
k(g) :>k(g) pour g€ R /Ker k avec g€ g

On sait, par hypothdse que h est une fonction hilbertienne et il s'agit

de montrer que k est une fonction hilbertienne sur IQY/Ker k = I{Y/u(Ker h).

On obtient le résultat car { est continu (pour les topologies quotient)

et car :
fg € RY/Ker k , K(£)} = 8({f € R¥/ker b , h(£) < 1))
La fonction k est donc une fonction semi~hilbertienne sur E{Y

On peut encore définir un multi-noyau associd 3 la fonction semi-hilber-

tienne k .

n, .
Notons K,resp. H,le noyau associé 3 1la fonction hilbertienne k

(resp. h). On a alors

A"

H t

n
K=u o o U

et le noyau associé 3 la fonction semi-hilbertienne sera la multi-application
linéaire définie sur (Ker k)° 3 valeurs dans E (valeurs définies & un élément

de Ker k prés)

Nous utiliserons ce qui précéde en particulier guand u est une
application de restriction des fonctions définies sur X 3 un sous-ensemble

de X .
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ITT - FONCTIONS SPLINES

Nous reprenons la formulation générale des fonctions'splines"

dlie & DUCATEAU [ 6] :

Soit h une fonction semi-hilbertienne sur R % et ¥ une fonction
convexe dans R X. Alors on cherche un élément o de R > qui minimise

h(u) + x(u) pour u dans RrY .

Nous aurons a considérer le cas ol X est la fonction indicatrice
d'un translaté f+A d'un sous espace vectoriel A de Hlx avec f € R

c'est-3a-dire

0 si u € f+A
x(u) =

+00 sinon

Dans ce cas, on montre que ([ 6 ]) les solutions au probléme de

fonction spline sont les &léments de H(v), ol v est dans le polaire A° de A,

qui appartiennent & f+A ; sous les hypothdses qui suivent
h et x sont dans Po(ﬂix)
h est ¥ sont un couple uni de fonctions
1'une des deux fonctions est quasi-continue

(pour les définitions consulter P.J. LAURENT Lol

C'est encore {0 € RrX », 0€ f+A , b € dh(o) b g A°}
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CHAPITRE V

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques résultats di a

DUCATEAU'[G ] concernant les fonctions semi-hilbertiennes sur [0,1]2 .

On essaye d'étudier, par un procédé de trace, des fonctions
hilbertiennes sur le triangle. Mais il semble difficile de caractériser

l'espace obtenu ainsi.

Une formule d'Ostrogradski construite permet de chercher une

formule interpolant une fonction sur les bords du triangle et d'ordre 3.



- 110 -

2
I - EXEMPLE DE FONCTIONS SEMI-HILBERTIENNE SUR B{[O’JJ

Considérons [0,1]% et un entier k , k > 1.

L'espace Hk’k ([0,1]%) désignera 1l'espace des distributions dont les

dérivées en x et en y , d'ordre inférieur ou égal i k , appartiennent
a L2([0,1]%)

aa+B
5 £ € L*(fo,14%) 0,8 < k .
9x 3y

muni du produit scalaire :

a+B a+R

glx,y) —nr
B BxaayB

(f,g) = f(x,y) dxdy

<
o, sk £0,1]%9x™a

On prendra dans cet espace le représentant continu de chaque
classe (il existe d'apreés un théoréme de SOBOLEV) si blen que

k k ({0,1]%) est un sous- espace hilbertien de HQLO 1

On peut montrer (DUCATEAU £6.], comme produit tensoriel de
fonctions semi-hilbertiennes sur IiLo’lj ) que :

32](

( K

) , % £)? dxdy pour fe Hk’k(£0,1J2)
L0,1J° 3x dy

h(f) =
40 - sinon

est une fonction semi-hilbertienne sur B{LO’lJ et, le noyau de h est :

- N a2 k-1 . - k-1 .
ker h = {fe RO, sy = 5 xlp(yy ¢ § gt Py, (0}
i=o * i=0 i

ol les fonctions P (0 < i < 2k-1) sont arbitraires.
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Pour étudier le multlnoyau, 1l faut caracterlser (Ker h)°

[0,11%

Ici, (Ker h)° est l'ensemble des mesures sur R° , “combinaisons
linéaires de mesures de la forme

.kv IR 5 k k

s =z DM (e
€ sveend TLaeeanl L Tt T A
1 b Tk 1,330 e g T
ol égi,gj e;t la Tas§e de.Difgc aﬁ;ﬁéiﬁt (Si}gj)‘.

" Le multi-noyau H est alors défini, 3 un élément de Ker h prés,
pour tout élément e' de (Ker h)® par la combinaison linéaire de diffé-

rences finies d'ordre k

H(e') = H( X . 8 i 3)
gl’ "9& 3@19 ."Ck

rC. A .. .+ v
i i

1 i
* gl""‘)gk)Cl""’Ck

ol v € Ker h., A ., . . est la différence d'ordre k associée
N gl"",Cl""QCk ’ .

a 6 5 :
ng "Sgk3C1: ")E .
On peut alors, dans ce cadre, rechercher 1l'existence et la carac-

térisation de fonctions splines

- Vérifiant un nombre fini de contraintes : on considére un maillage
sur [0,1]% (produit cartésien d'ensembles discrets sur £0,1]) et pour avoir
1'unicité, on rajoute des conditions de minimisation au bord — on retrouve

ainsi certains éléments finis rectangles.

- Vérifiant une infinité de contraintes, on retrouve alors certains
des procédés de Coons étudiés au chapitre II.

(Pourtplﬁs'defdétails voir Ahlﬁérngilson.Walsh L1 ],“Ducafgau'fe D.
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FONCTION SEMI-HILBERTIENNE SUR LE TRIANGLE

Considérons T = {(x,y) € £0,1]% , x+y <1} .

{0,112

sur le carré ,associe sa restriction au triangle.

Soit U 1l'application de R dans BQT qui, 3 toute fonction définie

A la fonction semi-hilbertienne définie au paragraphe précédent, on peut

. . s e . T
assocler par U une fonction semi-hilbertienne sur R° que l'on notera k .

On note que :
- U est linéaire, continue pour les topologies faibles.
- U (Ker h) est fermé dans IRT
- sige RT et k(g) < +o alors g € Hk’k(T)

Nous allons montrer que :

52K

k(g) = f (_;i__i g)? dx dy pour tout g € Hk’k(T)
T 9x dy

Pour cela, il suffit de montrer que g admet un prolongement, soit f,
3 [0,1]% tel que :

- £ e HOK(o,11%)
- k(g) = h(f)
On va définir f de la fégbn suivante

, poﬁf (x,y) E;T | . o f(x,y) = glx,y)

pour (x,y) € [0,1]2\ T :

on pose :
4 2k=2 5 2k=2 4 2k=2 »
T, e Ty = % ey g0 1)y ey 8(1yay)
ox oy ax oy ax  Tdy
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2k-2 : S . :
(ce qui a un sens car —————— f(x,y) est continue sur T) .
, > _ k-1 k-1 . : ;
ox 9y
Puis -
Cgke3 o x 12k=2 %3
e ) = [ oy 86 tdt SR a1
ox 9y 1-y 9x 9y » 9x~ 9y

et ainsi de suite :

En définissant successivement les derlvees partlelles de f par
ordre ‘décroissant (par 1ntegrat10ns succe351ves) on définit la fonctlon f

qui appartient i Wk oK ([O 1]2) et est telle que

2k

'J, 94 f 32k ,
(=%— g) dxdy = f) dxdy
T axkayk [0,1]? Sxkayk
| azk'
car — fxy) =0 si owy > 1 (xy) € [0,1]2.
. 9x. By : : : *

La fonction semi-hilbertienne k est ainsi complétement déterminée.

Son noyau est 1l'image par U du noyau de h soit :

k-1 k-1 i
Ker k = {'Z x" @ (Y) + Ty mk+ (x)}
.i=0 i=0

ol les fonctions P, sont arbitraires.

L'espace de définition du multi-noyau K associé 3 k est :
(Ker k)° = (U(Ker h))°
et d'aprés BOURBAKI ([ 5],p. 101), étant donné e' € (R )"

‘e € (U(Ker h))° <=> TU(e') € (Ker h)O.



- 114 -

Ainsi, le multinoyau K est défini sur 1l'ensemble des éléments de
(Ker h)° dont le support (au sens des distributions) est dans T et un tel

€lément e' est une combinaison lindaire de t%
1""’Ek’£l""’£k

(cf. paragraphe précédent) ol (gi,gj) €T ,1<i<k,1<j<k.
K(e') ést ia combinaison lindaire finie des différences finies associées,

d un élément de Ker k prés.

On pourra donc encore définir des fonctions splines d l'aide de
cette fonction semi-hilbertienne;. ’
Mais les procédés d'interpolation'aingi obtenus ne sont pas "adaptés"

au triangle

-~ On ne peut pas obtenir de procédés interpolant la fonction aux
sommets du triangle car le multinoyau n'est pas défini dans ce

cas.

- Si on cherche une fonction spline interpolant le long des cdtés
du triangle une fonction donnée f , ceci est impossible en
général car la fonction spline solution doit vérifier

___ﬁif__‘0 =T
2k, 2k 77
9x~ 9y
oi T est une mesure 3 support la frontidre du triangle ; or
pour toute fonction ¢ , réguliére 3 support compact, dans

1l'intérieur du triangle, on a

auk

2k
X

o, >#0
9% 25y 2K

2k-1 5 2k-1 i
(sauf si.f = L - x ®(y)+ £ y . (%)) .

. i . i+k

i=0 i=0
(On peut également établir 1'impossibilité de la solution au
probléme en considérant encore 1l'espace de définition du multi-

noyau k .

7
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IIT - FONCTION SEMI-HILBERTIENNE SUR LE TRIANGLE COMME TRACE DE FONCTION

Yo BE
SEMI-HILBERTIENNE SUR RLO1J

Soit Hk’k’k(EO,lj ) 1l'espace des distributions sur {[0,1]° telles

ot+B+y

By,

)
Bx 3y 9

que fe 12(I0,31%) pour a,B,y <k ,

muni de la norme :

‘ 3 otB+y 1/2
2 [ (g £)?dxdydz
OL,B,Yik LO 91]3 Bxaay BZY

On considdre unique la fonction (ou une fonction) continue de

chaque classe et cet espace et ainsi Hk’k’k([0,1]3) est un sous-espace

£o,11°

hilbertien de IR

,113

Soit la fonction semi-hilbertienne sur IRLO

: a3k
i;O,l]3 BxkakaZk

f(XQY,Z))ZdXdde Si f E Hkaksk

h(f) =
0 sinon
En procédant comme en II, on peut considérer 1l'application restriction

Iy 1 3‘
U : IRLO’J_] _— ]RA

ol : A = {(x,y,2) € {0,1]° Xty+tz 5.1}'

On définit alors sur IRA la fonction semi-hilbertienne :

3k

IA( i k g(XaY:Z))ZdXdydz si  fe Hk,k,k(A)
k(g) = X By 9z
T sinon
et on notera || || la norme associée.

ALk
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kNotons T = {(x,y,2) é'EO,l]s Xt+y+z = 1} : (

et v l'application restriction :

v: RN — > RT
et notons % la fonction semi-hilbertienne obtenue comme image de k par v
(i1 est immédiat que v(Ker k) est fermé dans IRT). Un probléme est:donner
une expression de % .

On pourrait essayer d'expliciter le multinoyau de £ mais nous ne
- savons pas caractériser correctement (Ker £)° c'est-3-dire l'espace sur
lequel ce multinoyau est défini.

Aussi allons nous nous ramener au cas hilbertien.

Soit Hg([0;1]3) le sous-espace de Hk’k’k([O,lJS) des fonctions splines

AO+B+Y
telles que (ce qui a un sens car pour o,B,Y < k f est
35>y Pa,Y

continue si f est un élément de Hk’k’k([O,lja)):

pour 0<a<k-1 ;3 0<B<k-1,0<Y<k-1 et (x,y,2) € £0,1]° :

* 3P 3V

—% £f(0,y,2) = ——E-f(x,o,z) = — f(x,y,0) = 0

ox oy oz
) a0L+B ) o+yY B+y

—— £(0,0,2z) = £(0,y,0) = ——— £(x,0,0) = 0
BxaayB axaazY ’ ByBBZY ’
ot B+y
—_— f(0,0,0) = 0
8xa8yBBZY o

3
Alors HS (£0,1]%) est un sous-espace de Hilbert de HQEO’l] pour la norme :

(2 hee))l/?

tienne définie plus haut.

pour- tout f de Hg (L0,1]%) et ol h est la fonction semi-hilber-
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A HE([O,1]3) est associée la fonction hilbertienne :

h(f) si fe H};‘([,o.,'ﬂ?)
hoo (£) =

+o0 sinon .

: ST o 13
Comme sous-espace hilbertien de IR':O’l'l - Hk( 0,1]%) admet un noyau
P o

reproduisant.

LEMME 1 :
X n-1 n-1
" x=s) (t-s) ds si O<x<t<
o ‘ 0 (1! (n-1)!
Soit g(x,t)
t n-1 n-1
[ x=s) L5) 45 si 0<t<xc<
0 ((m1M! (n-1)!
g est le noyau reproduisant de 1'espace de Hilbert « des fonctions
définies sur [0,1] , dont les dérivées distributions sont dans
L2(L0,T ) jusqu'a 1'ordre n , telles que, pour O < i < n-1
f(l) (0) =0 , muni de la norme
1 _—
EGRICIE R
0
PREUVE :

Les fonctions de Cn([O,l]) vérifiant les conditions ponctuelles
imposées dans le lemme étant denses dans cet espace il suffit de vérifier

que : (cf. chapitre IV)
Mg(x,.) € K

< g(x,.),f > ¢ = f(x) pour tout f € kM Cn([O,l])
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Le premier point est facilement vérifié et on remarquera que :

. (x—t)n-l

! ’ (n-1)!
———g(x,t) =
at” :

0<t<x<1

0 0<x<t<1

De ce qui précdde et de la formule de Taylor résulte le deuxidme point.

DEFINITION 2 :

Soit G(x,t) la fonction définie de [0,1]® x [0,1]° & valeur
dans R (x = (x1,x2,x3) ;U= (t1,t2,t3)) par :

G(x,t) =

I oglx;,ty)
1

(=]
—

LEMME 3 :

G est le noyau reproduisant de 1'espace Hg €o,11% .

Ce lemme est une conséqgence immédiate du lemme 1.

En vérifiant les conditions :

- G(x,.) € H];(Co,1]3)

- < G6(x%,.),f > . = f(x)
Hk
o
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Soit HE(A) 1'image par»U_de'HE([Q,1]3)
HE.(A) est un espace de Hilbert de fonction hilbertienne associée

kg st g€ Hs)
Kk (g) =

+oo sinon

D'aprés les rappels du chapitre IV, paragraphe II, le noyau reproduisant
G, est la restriction de G a A x A ‘

De méme, soit H (T) l'image par V de H A).

Nous ne savons pas donner une expre831on de la fonction hllbertlenne
associée a HO(T) ; par contre, on sait que son noyau reproduisant est la
restriction de GA a T X T . Nous le noterons GT

Au paragraphe suivant, nous allons donner une approche de la définition

de H(T) .
O
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IV - APPROCHE POUR LA CARACTERISATION DE Hﬁ(T).

QUELQUES NOTATIONS :

- HEO(A) désignera le sous-espace vectoriel des fonctions de HE(A)

nulles sur T, (ce qui a un sens puisque les fonctions de HE(A)
sont continues). C'est un sous-espace fermé.

- Hil(A) désignera le supplémentaire topologique de HSO(A) dans
H(a).
o

- Dans le plan de IR® qui porte T, soit :
{(x,y,2) € IR?® , xty+z = 1}

On supposera le repére (non orthonormé) d'origine le point A
de ER33(1,0,O) et de vecteurs unitaires d'origine A et d'extré-
mités B et C respectivement de coordonnées dans IR® , (0,1,0)
et (0,0,1) et on notera (%,}) les coordonnées d'un point de T

dans ce repére.

- Etant donné une fonction f de HS(A) on notera Hgf(A) le sous-espace

vectoriel translaté des fonctions de HS(A) qui sont égales § f sur T

k - k k
HE(8) = {g € Hi(8) , g-f € HS (M)}

S

L'espace HE(T) est, par définition, (cf. le paragraphe précédent)

1l'espace des traces de HE(A) sur A muni de la norme :

Ir\, ! "\ k
{IﬂIT . Inf “ﬂlA  pour tout f € HO(T)
fer(A)
A ©
f=f|
T
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Si f désigne une fonction quelconque de HE(A) telle q ue sa trace

. n
sur T soit f

[, , = we ld,,
geHQf(A)

I1 s'agit de trouver la fonction £ féalisant cet "inf".
L'existence est assurée puisque c'est un probléme de meilleure approxi-
mation de l'origine dans un sous-espace vectoriel translaté fermé d'un
espace de Hilbert.
Une caractérisation de f est donnée par
= k
- fe€ HO(A)

- < f.g> = 0 pour tout g .dans n »)
HO(A) 0,0

- "N
- f(x,y,z) = f(x,y,z) pour tout (x,y,z) € T

Nous allons montrer, qu'avec des hypothdses de régularité, ce probléme
est un probldme d'équation aux dérivées partielles avec conditions aux

limites.

Pour cela introduisons une formule d'Ostrogradski.
On suppose les fonctions ® et ¥ indéfiniement différentiables,
définies sur A : @ , ¥ € Ay
a+B+y

P =

Pour simplifier, on notera : = .
0,8,y

BXQByBBZY

Soit i un entier tel que 0 < i < k-1 . Alors



- 122 -

-9
A ® B PP kmi ket 0 Yiert jkrd ki

] =

P-ik-i,k-1 ° Tkti, ki kb T Pheiol,ked ko1 Yktitl ki ki

] =

o
|

3
£ 7Ty BProiot keinte o Yoried ki ke
P

K-i-1,k-1i,k-1 ° Tktit+1,kti,kti ©

Proi-1,k-i-1,k-1 T Fkaiel keitl, kti

) v -
i 5E'B$k—i—1,k—i—1,k—i—l ) wk+i+1,k+i+1,k+i] -

P, . . N . .
k~i-1,k-1i-1,k-1i k+i+1l,k+i+1 ,k+i+

Prmio1,kmio1,k-i-1 * Tkbitl,kti+l,ktitl

D'ol :

A BTl TPy kmiko1 * Tk ki ki

¥ CPk-i—l,k—i-l,k—i—l ’ wk+i+l,k+i+1,k+i+1 '

Et en sommant sur i :

k-1 )

T (-1)A, -B, +c.] =
. 1 1 1
i=0

y r DN T Ly

P
k,k,k "k,k,k 2k ,2k ,2k
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“En permutant 1'ordre de dérivation pour obtenir Ai’ Bi’ Ci

on peut obtenir cing autres formules semblables.

Intégrons les deux membres de 1'identité précédente sur A :
k-1 i '
iio (-1) fA £Ai-Bi+ci]dxdyqz = f&pk’k,kwk’k,k’dxdydz+

k-1
+ (-1) f&p « Yo ok, ok dxdvdz
Pour un i fixé, 0 < i <k-1, ona:

[ A,-B.+C, dxdydz =
A i 1 1

> >
IA Pyoiol kei,koi Vitd,kti ket @ €08 (R¥)dT

. ¥ cos (; ,;)dr

- IA$k-i—l,k-i—l,k-i k+i+1,_k+i,k+i

> >
* IApk-i-l,k—i—l,k-i-l  Vipiel kil ke cOS(may)l

~ . . . + [ .
ou T désigne la frontidre de A et n la normale extérieure a I' au point

d'intégration.
I' est constituée de quatre faces :

T, T

IA
._I
*
v

e}

<
v
o
[

1z {(x,y,2z) € R? z =0 x+y

F2 ={(x,y,2z) € Rr3 y=0 xtz <1 x>0 z2>0

ry = {(x,y,2) € R® x =0 ytz <1 y >0 z > 0}
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Si on prend ¥ indéfiniement dérivable et élément de HE(A)

pour (x,y,z) € F3 PPy O,o(x,y,z) =0 pour O0<1ic<k-1

b

et par suite : wk—i—l,k—i,k-i(x’y’z) 0 pour O < i < k-1

O : .
Comme sur Pl et F2 » cos (n,x) = 0 , le premier terme du deuxiéme membre
se réduit 4 1'intégrale sur T seulement.
On montre de la méme fagon que les deux autres intégrales se réduisent

aussi a des intégrales sur T.

Ainsi, on obtient, pour ¢ ¢ Cw(A) n HE(A) Ve C7(a) 1'identité I :
k-1 i1
Z ("'l _— g . . o \P . . s
o ) /a va Proi-1,k-1,k-i * Tki,kti ki
T PKei-1,kmim1,k-1 C Tktitl kb ke T
P Proio1 kmio1,kmio1 t Ykied kriel kei 4T =
= o y dxdydz + (-i)k‘lf P .Y dxdydz
A KKK kKK A 2k ,2k ,2k |

On admettra donc dans la suite que la solution de notre probléme

initial de caractérisation, soit f,est suffisamment réguliére.

Pour tout g G,HE 6(A)’ on doit avoir :
9

<f,g> 2N¢)

k =
HO(A)
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a) En particulier pour toute fonction P de D(A) (espace des
fonctions de base des distributions sur A), on doit avoir, d'apreés

1'identité précédente :

46k _
P f dxdydz = 0 .
A ax2kay2kaz2k»
soit :
7K azt 5 f =0
ox" 9y 9z

sur A au sens des distributions.

b) En tenant compte de ce qui précéde, pour tout @ de Hz o(A)

3
suffisamment régulidre, on a 1l'identité II

k-1
)
i=0

i . r: .
(-1) IT Phoiol,kei k-1 Tkti ki ki~ Phkoie1,koi-1,k-1 Tktitl,k+i,k+i

tPyio1 k-i,k-1 Tkaiel,keitr ki 9T 7O

Par des choix particuliers de la fonction  , on va trouver des conditions
sur la fonction f :

Soit

k yk 2 (l-x-y-z)3k—3

H
k]

¢j(x,y,z)

ol Qj est une fonction suffisamment réguliére Qj(x,y,z) .

ol j est un entier tel que 0 < j < 3k ,

Pour de tels j , la fonction $j est dans Hg o(A) .

£
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D'autre part, o , B et y sont des entiers positifs tels que

a+ B+ y<3k=j , v

AOtBHY
@j(x,y,z) =0 pour x+y+z = 1

3

BxaaysazY

Sia+ B+ 7y =3k-j alors , poﬁr"x+§+z =1

ot+B+y
a CPj(X,Y,Z) =C Xk yk Zk Q/j(X,y,Z) E)

ax“ayBaZY

Pour j = 1 , on pose ll(x,y,z) = fk,k,k(x’y’Z) ,

et d'aprés les remarques précédentes, 1l'identité II se réduit 3 :

k kx k ,= 2 _ '
fT X y z (fk’k,k(x,y,z)) dT, = 0,

d'ou %k Kk est nulle sur T .
9 9

Pour j = 2 , on pose QQ(X;y,z) = fk+1,k,k(x’y’z) ,

et d'aprés ce qui précéde, 1'identité II se réduit 3 :

k k k .= - 82 -~ o
fT X y z (fk+1,k,k(x,y,z)) dT = 0

d'ou

fk+1,k,k

est nulle sur T.

i

En choisissant successivement Qj égal a
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Fert etk 3 Tt ki ke 3 Tkao ki ket 3 Thao ke2,ke1

P Brg ikt 0 Tibied,keiked 0 Thadelktiel ki O

» f?k—l,Qk-l,Qk—l s Bor,ok-1,2k-1 ?

On montrera que ces fonctions sont nulles sur T .

Ces résultats ont été obtenus en utilisant 1'identité I qui

utilise une permutation (x,y,z) de ces variables.

En utilisant.les cing autres permutations, on obtiendra finalement

que f doit &tre solution du probléme :

6k
2k

3
dy

f(x,y,z) = O pour (x,y,z) € Z

2k 2k
x Z

) d

Pour (x,y,z) € A et 0 < a,B,y < k

2 - P - Y -
——a-f(O,y,z) = —¥§ f(x,0,z) = — f(x,y,0) = O

9% dy 9z

aa+8 - 36+Y - . 38+Y -

3 f(c,0,z) = B f(x,0,0) = ———— f(o,y,0) = 0

9x 9y dy 9z ax%9zY

8a+B+y _
——af-T?——— flo,c,0) = 0

ox 9y 9z

Pour (x,y,z) €T :
- E(XaYaz) = f(XSYsZ)
- pour k <o ,8,y < 2k atB+y < 6k-2

o+R+Y

B

0

£(x,y,2) = 0.
Bxaay

BZY
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Nous ne savons pas trouver la solution de ce probleme (1l
s aglt d'av01r une solutlon sous forme analytique), méme pour k=1.
I1 semble pourtant que 51 on connalssalt une telle solution, on pourralt
donner 1'expression du produit scalaire sur H (T)
En effet, en utilisant les résultats precedents,.31 on remplace, dans
l'identité I, la fonction ¥ par la fonction £ on obtient, ® étant toujours
dans HE(A)

(-1) T _ . : p=
s fT‘p'f2k,2k,2k—1dT = IA Prokk o ik kdxdydz

Alors

- avecP = £ , on obtient d'apreés les rappels du début de ce paragraphe

et 1'identité précédente

k-1
Y T TR (-l) “ - -
e =l I P

-~ avec P = GA(x,y,z 3 ees)

%(x,y,z) = < G (X,7,2 3 20.), £> =
et i

- (- l) f
——— G (x y Z ,s t u) £ _,(s,t,u)dT
J3 T 2k 2k 42k-1
et si (x,y,z) € T :

v -
f(x,y,2z) = f(,sy,z) =

(-n*? f z :
==L [ G.(x,y,235,t,u) F _(s,t,u)dT .
—~ ;T 2k ,2k ,2k-1
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Quelques remarques concernant la régularité des fonctions de Hlé(T)

On peut remarquer que les fonctions de HE(A)vsont dans Ck-l(A),
espace des fonctions k-1 fois dérivable continuement.

I1 en sera.donc de méme des fonctions de HE(T).

Soit f une fonction suffisamment dérivable,définie sur A et
I\J .
soit f sa trace sur T

Avec les notations introduites au début du paragraphe, on a :

X = 1—(¥+§) s ¥y = X s, 2z = ?

et

FR,Y) = £(1-%-Y,%,5)

d'ou

GG = - L radY A « Loy p

LA T Y S M LA LR IEERSRRD

dx9y 9x2  9ydz  9x9z  Ixdy
On voit ici que si k=1, il semble difficile d'obtenir 1'apparte-

' 2

nance de g;-% et de 3 ¥ 3 L%(T) .
",
X axay

(Pour le premier cas la technique habituelle consiste 3 écrire

1- X"Y 2
LR = o) T f(e % Pa "
ox 0 ax?

le 82

%5y f(t x,y)dt .

utiliser 1l'inégalité triangulaire, d'appliquer 1'inégalité de
Schwarz et d'intégrer sur le triangle. Mais pour k=1, nous n'avons
2

aucune hypothése sur —g-f...).
ax? 1
Pourtant, le noyau GT de Hd(T) est tel que

s.,.) sont dans L?(T)
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APPLICATIONS

1°/ INTERPOLATION PONCTUELLE.

Dans la mesure ol l'on connait le noyau de l'espace de
. k . . . P
Hilbert HO(T), on peut exprimer les fonctions splines vérifiant des
contraintes ponctuelles en utilisant le critére donné au chapitre IV,

paragraphe III.

La fonction semi-hilbertienne est ici une fonction hilbertienne

et la fonction ¥ est la fonction caractéristique de 1l'ensemble -des
. k - P 3 . -

fonctions de HO(T) qul vérifient les contraintes

k. = Q, i=1,...

( 1’f)T,k i ? o1l

~ 3 . ” . . k . ~

ou ki sont des fonctionnelles linéaires continues sur HO(T) (on considére
ici leur représentation par le théoréme de Riez) et o, des nombres réels.

On suppose les fonctionnelles ki linéairement indépendantes.

Alors la fonction spline s'exprime par

o(x) =
i

noo~ s

. Ai(ki,GT(x,.))T,k

ol les A, sont obtenus par la résolution d'un systéme linéaire.
i

(I1 peut ne pas y avoir existence et/ou unicité 1)

EXEMPLE
pablrhh
- Soit k=1 , n=3, les fonctionnelles ki étant les masses de Dirac
. 111 111 111 2, .
aux points (E3E350,(E3§3EJ,(§3E3E) (coordonnées barycentriques)

. . 1
Les ki sont alors bien continues sur HO(T).

(

]




- 131 -~

On a alors pour GT exprimé en coordonnées barycentrigues

GT(Al,AQ,X3 : vl,vQ,vS) = Min (Xl,vl)Mln(AQ,vz)Mln(Aa,vS)

On remarque alors qu'd l'intérieur du triangle formé par les
trois points, la fonction-spline associée, pour des (ai)

guelconques est linéaire.

Pour k=2, en considérant les mémes trois points que précédemment,
on constate que GT s'exprime, sur l'intérieur du triangle formé
par ces trois points, par des polynomes de degré 3.

On doit pouvoir définir les fonctions-spline de fagon unique en
imposant dix conditions ponctuelles mais nous n'avons pas appro-
fondi ce probléme.

M. ATTEIA ([ 2]) a introduit et étudié les éléments finis comme
trace sur T de noyaux définis sur R® par le produit cartésien

d'espace de Hilbert.

2°/ INTERPOLATION SUR DES LIGNES

L'espace des contraintes étant de dimension infinie, on ne peut
pas utiliser ici la caractérisation des fonctions-spline par le
noyau (ou multi-noyau) car x n'est plus gquasi-continue : la
codimension du domaine de X n'est pas finie.

On est donc obligé d'utiliser la caractérisation par le sous-

différentiel (p. 108). Or ici nous n'avons pas l'expression de h.

Néanmoins, en utilisant la formule d'Ostrogradski proposée au

paragraphe précédent, on peut obtenir des procédés d'interpolation.
On se place dans Hi(A). On a alors l'identité

(en fait on peut supposer uniquement que f € Hi(A) et que g est

suffisamment réguliére).
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/ f1,1,181,1,10 T fgy,,d

) ,
73 IT gl,l,l[fo,l,l

1

+ f

75 Ir £1,0,0081,1,2

+

-+

f

1,0,1

£1,2,1

+ fl

) + f

,1,074T

0,1,0'81,1,2 * 81,7

0,0,18 1,1 * 81,9,1)dT

2
T A fT fleg ot e 10t gy,9,1)4T

a) Soit pour f la fonction GA , noyau de Hi(A) , c'est-3-dire

GA(x,y,z,s,t,u) = Min (x,s)Min (y,t) Min (z,u)

I1 est immédiat que :

33

3

a —
J‘A dsotou GA(X’y z)S,t,u) moa—a— I59t3u g(s,t u)dsdtdu =

g(x,y,z) - g(0,y,z) - g(x,O,z) - g(x,y,O) +

+ g(x,0,0) + g(0,y,0) + g(0,0,2z) - g(0,0,0).

b) Soit maintenant une fonction définie sur T, soit exprimée en coordon-

nées barycentriques : ¢(X_,

1 2’

3)

A cette fonction, on peut faire correspondre trois fonctions (ceci est

semblable a ce que l'on a fait au chapitre IV) ; PPy, P,

(t,u) *-ml(t,u)
(u,s) +~$2(u,5)

‘(S,t) g :pa(sit)

t

®(1-t-u,t,u)
®(s,1-s-u,u)

d(s,t,1-s-t)

t,u >0

S,u

s,t

>

>

0

0

t+u

s+u

s+t

I A

IA

A

1

1

+
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On constate que pour s,t,u tels que

s+t+u = 1 S,t,u > 0 :

Cpl(t,u) = cpz(u,s) = Cpg(s,t)
Ces fonctions sont définies, d'autres part, pour tout (s,t,u) € A .

¢) Posons
gls,t,u) = sml(t,u) + thQ(u;s) + ucps(s,t)

Sur T, g coincide avec la fonction donnée initialement & .

En utilisant (a), on a :
Xy z 83
Re) = [ [ [ 2 .gadn =
000 Ixdydz A

gx,y,z) - yCPQ(z,O) - Z<93(O,y) - xlpl(O,z)
- yCPQ(O,x) - ch3(x,0) - xCPl(y,O)
+ yCPQ(O,O) + z %03(0,0) + xcol(0,0)

Ceci est le procédé d'interpolation donné au chapitre III page 86 si on

en considére la trace sur T.

En considérant R(g) dans la formule d'Ostrogradski rappelée plus

haut, on a :
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32 . R
R(e)(x,y,2) = 7 | [Btau * 3uas P2 * 3egt PalFy AT
1 3 3 3 3
-7 J'F,)[ 2 P+ 2 P, ¥ 9 P+ 2 Cpa]d'l‘
T © 9s0t? 95?5t 3t2du 9s9t?
l" ‘a3 33 3 3
- 73 fPs[ — P, + Py + —a——cpl y 2 »PQJdT
T ¥ Juds? 9s?3t 9s9t? 9s%9t

2 9t 3t ot -
+ vg-fFu[ P Pt ¢,J dF
T  3t23u? du?ds? 3s29t?

On constate donc que la formule d'interpolation donnée est

d'ordre 2 pour des fonctions suffisamment régulidre.

d) Pour obtenir une formule d'ordre supérieur, soit 3, oon peut chercher

d trouver une autre expression de g, qui permette de vérifier :
83
‘§§5§§E‘ g(x,y,z) =0 pour x+ytz = 1 x,y,z >0 .
Soit g de la forme :

g:anl+bQ0’2+ccp3

ol a,b et c sont des fonctions & déterminer

83 83 83 83
9s0tou © - Jsstou °Pq T 3setou 'Q asatau '$
3* 3, 32 .

Toset TPt hu C 3P T

32y 52 5
T eeu 25t P P a P s Py t

5?2 3 . 52 9
* 9sdt b §E”p2 * 3sou - EECPS *

) 82 | d 32 3 9% |
3s 2359t Y1 V3T P 5ou P2 T 5w 5e5t s
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En tenant compte du fait que pour s+t+u = 1 :

PP, P, ot L
W, A, 5

- 3 ¥ oz o .
Tt T 0 TSPy g P 70

9 . 9.
sPy v ¥ =0

pour obtenir le résultat, on doit avoir, pour s+t+u = 1

3

555%55 (atb+c) = 0 , atbte = 1

82 32

3sot 3tou °©

32 32

9tdu 9sdu

L _ 9

5557 © ~ st D

d 3 d 32 d 22
35 2501 T P PssuPo Y50 © st Py T O

Une solution est donnée par :

2(s-ts-us+tu)-s?

a =
b = 2(t-st-uttus)-t?
¢ = 2(u-us-ut+st)-u?

En utilisant {(a) =

93 53 ‘
IA 5satay oA (XoY»25--+) 3oy 8 AT =

g(x,y,2) - [2yz Cpl(y,z)+[2(l-z)y—y2] 202(2,0)+[2(1-y)z-z2] CP3(O,y)]
- [22x<p2(y,z)+[2(l—z)x—x2] $1(0,z)+[2(1—x)z—22] w3(x,0)]
- [2xy"$3(x,y)+[2(1—y)x-x2] pl(y,0)+[2(l—x)y-y2] @2(O,y)]

+ (2x-x2) cpl(o,o) + (2y-y%) 9,(0,0) + (22-2%) $,(0;0)
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En utilisant la formule d'Ostrogradski construite, on a bien

identité d'ordre 3.
Pour x,y,z tels que x+y+z = 1 X,¥,2 > 0

On a mllz ka:-$3 =0
et 1-2yz-2zx-2xy = x? + y2 + z2 .

On obtient alors la formule d'ordre 3

12
2Al Al
2 2 2
A1+A2+A3

P@(Al,AQ,AS) [®(1—x2,A2,o) + @(1—A3,o,13) - $(1,0,0)]

zxg—xg
t ———[o(A_,1-X_,0) + (0,1-A,,),) - 6(0,1,0)]
AZ+A;+A§ 1 L 373
1

2x§—k§ )
t ———— L®(0,A_,1-1,) + &(1-1,,0,X.) - 9(0,0,1)]
AZAZA2 27 2 1

22, .
-~ [3(0,A_,1-X.) + ®(0,1-21_,A_)]
A24A2402 22 03

1

212,
- ——=— [®(XA_ ,1-X_,0) + ®(1-A
A2eaZanz bl
1723

22292001

2A1A3
- ————— [&(X,,0,1-A) + &(1-A_,0,1.)]
A2+A§+X§ 1 1 3 3
1

11 ne semble pas possible d'obtenir une farmule d'ordre 4 avec

les neuf points seulement utilisés ici et sans utiliser des dérivées

partielles.
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ETUDE D'UN CAS PARTICULIER

Nous montrons ici que la méthode proposée au paragraphe V
Pl . 1 N . N ~
pour caractériser HO(T) est "efficace'" dans le cas ou on cherche la

trace de Hi([o,ljz) sur la diagonale du carré.
Rappelons que le noyau de.Hi([O,l]z) espace des fonctions f

de 1%([0,1]%) telle que les dérivées distributions

au+6

— f
ax“ayB
soient dans L?([0,1]2) pour a,B

inférieurs ou égaux a 1 et qui sont nulles (ce qui a un sens car ces
fonctions sont continues) pour x = O cuy = 0 , (x,y) désignant un

point de [O,l]z .

On vérifie facilement que cet espace muni de la norme :

2
et = f[ ]2(323y £)2dxdy) >/ 2
0,112 .

est un espace de Hilbert et a pour noyau reproduisant
G(x,y38,t) = Min (x,s).Min (y,t) 0 < X,y,s,t <1
Par les résultats du chapitre IV et du paragraphe II de cé chapitre, si :
A = {(x,y) € £0,1]> , =xty < 1}
et si Hi(A) est l'espace des fonctions f définies sur A telles que :

aa+B

—5 B f
9xdy
soient dans L2([0,1]2) pour a,B <1

et nulles pour x=0 ou y=0 muni de la norme :
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1/2

«f

32 £)2dxdy)
[0,1

52
(Bxay

alors cet espace admet pour noyau reproduisant

A x A soit

GA: (x,y35,t) = 'Min(x,s).Min(y,t)

On cherche 1'espace Hi(T), trace des fonctions

Hi(A) sur T = {(x,y) € A, x+y = 1}
Hl(T) est 1somorphe d 1l'espace des fonctions
n©

h parcourant Hi (A)

gy = el
h E H (A)
h- h, =0
T

C'est un proHéme de meilleure approximation d
Sous-espace vectoriel translaté fermé de H (A)

unicité et on va 1'écrire sous forme d'un prob

GA la trace de G sur

de Hi(ﬂo,ljz) et de

g de H! (A) solution de,

e l'origine dans un
. Il y a existence et

1éme aux limites en se

Souvenant que la solution est caractérisée par :

o ” P -~ ~ ,\J
g etant donnée égale i g su

1
gEHO(A)‘ )
< g > =0 pour tout @ € Hi(A) >
H (a) °
o
On supposera les fonctions f et h suffisamment
L 32 9f 3%h _ af  3°
= (= f . =0 h) = 9L 3h 3
0x 9y oxay oxdy * 9xdy = 9x %23y 2
3 3 Y
.2 - of h+f.—2
y 3x2dy Y ax2yy 9x23y?

r T
® nulle sur T .
réguliéres, alors

h
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En faisant la différence de ces deux identités et en intégrant

sur A , on trouve :

9 . 9 . 9o d N
[ = Gof h) - = (f. h)dxdy =
A ox dy = 9X9y oy 3x2 9y ; ‘
_ 32 32 a‘+ .
z [A 535y © ey haxdy [ £f—5— h dxdy

A 9x%oy?

On a une identité du méme type en permuttant les rdles de x et
y pour la dérivation.
En utilisant la formule de Green-Riemann et en tenant compte

des conditions aux limites

1 d 52 E
L[] ==fz=h-f h dT] =
V2 T ox = 9x3y %23y
th 32 3"
= £ . hdxdy - [ £ . —=— h dxdy
A 9xdy 30X9y A 9x29y2

Pour h = g et une fonction ® de base des distributions sur A, donc a support

compact dans l'intérieur de A :

8‘4
<g,9 > =[ o ., & dxdy = 0,
Wiy A v

o b
Donc -2 g = 0 au sens des distributions.
ax2dy?

Pour toute fonction P de‘Hi(A), nulle sur .T, on doit. donc avoir.:

<ge>, 7%; i 3§_$ . SQ%; g dT = 0 .
H_(8) T o% i
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Prenons pour P la fonction :

2
P(x,y) = (1-x-y)xy chEB—y g(x,y)

alors P € Hi(A) et pour (x,y) € T

00y) = xy 2o gly)
ax'~p X,¥y) = Ry axaygxay

Comme x et y sont toujours positifs, ceci impose que
92

§§§§-g est nulle sur T .

On obtient donc que si la solution de notre probléme est

réguliére elle doit satisfaire 3 :

L
——§~——-g = 0 sur X
ax%0dy?
82
5;55- g = O sur T , g=g sur T .
g est nulle pour x =0 ou y =0 .

Réciproquement, si g est une fonction de HO(A) satisfaisant

ces équations, pour toute fonction 9 dans Cm(A) N Hé(A)

< g, P > 1 = 0
Hi)

. et par densité, on obtient que g est solution de notre probléme.

"
Si g est une fonction de Hi(A) suffisamment réguliére et posons

glx,y) =y g(x,l-x)?’ X 'E(l-y,y)
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Alors :

1
g e HO(A)
N : 32
g=g sur T %0y g = O sur T
4
———ii~— = 0 sur T
9x29y?

Donc g est solution de notre probléme.

Mais on sait que la fonction Hi(T),soit g,qui lui correspond

est telle que :

gl = idl?
() ()
o o
Dn a donc :
|l gl 2 =< g,g>
Hir) Hica)
o o
1 f 5
= - g g 4dT
2 T 9x%dy
Or :
33 g azfg ) 32 v 3%~
= g g N
ax%dy ax? 9xdy dy?
= -2 %
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Ainsi si on prend sur T comme repére, l'origine au point A

de coordonnées (0,1) et comme vecteur unitaire
V2 AB

ol B est le point de éoordonnées‘(l,o) ; en appelant s la variable -et

ds 1'élément infinitésimal

- o,
1382 = B & ¥ as
Hl(T) T ds
@]

ot B(s) = 8(s,s).

En intégrant par partie et en tenant compte des conditions aux

limites
- A "
[l gll 2 = f g—sg-%gds
1 T
HO(T)
4= o4 -
= fT i g . P g ds

v - P
puisque g et g sont égales sur T.

En tenant compte des propriétés de densité, on obtient finalement
que Hi (T) est l'espace HL ([O 1] ) ce & quoi on pouvait s'attendre vu

expre851on du noyau (v01r DUC-JACQUET [ 8 ], ARONZAJN L3, qui est

I A
0

s(1-t) 0 <t<1
GT(s,t) = v

(1-s)t 0<t<s<1
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