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INTRODUCTION GENERALE

Nous nous intéressons au calcul des éléments propres d'opérateurs

hermitiens par des méthodes utilisant le partitionnement.

La motivation principale de cette étude vient de la constatation
pratique suivante : lorsqu'on calcule les élements propres d'un opérateur,
ou d'une trés grande matrice T , nous sommes souvent amenés pour des rai-
sons liées 3 la capacité de la mémoire centrale de l'ordinateur, 3 restrein-
dre T 3 un sous espace E de dimension inférieure n et a approcher les &lé-

ments propres de T par ceux de l'opérateur T, correspondant.

E
I1 est alors immédiat que deux points de vue se présentent

1) Soit on considére que les &léments propres de TE approchent bien ceux

de T et on les accepte comme approximations des éléments propres de T.

2) Soit on cherche 3 améliorer par des corrections successives les éléments

propres de TE.

Dans un premier temps, nous nous sommes plus particuliérement
. P e =N . - . Pl P
intéressés au deuxiéme point de vue, le premier point étant la méthode

des projections,largement étudiée dans la littérature.



Indépendamment du probléme de la précision nous avons cherché
d utiliser le partitionnement pour essayer de diminuer les temps d'exé-
cution de certains algorithmes trés classiques : alors que les méthodes
de partitionnement ne donnent pas de trés bons résultats du point de vue
du temps d'exécution, on constate que lorsqu'on les combine avec d'autres
algorithmes ils donnent lieu 3 des améliorations trés nettes de ces algo-

rithmes (algorithme QR et algorithme de bissection).

Par la suite, il nous a paru que pour les matrices d'un trés
grand ordre N, si on se place du premier point de wue, il n'est pas suf-
fisant de partitionner une matrice A lorsque celle-ci est écrite dans la

base canonique e, ,e S .,e. , mais qu'il est nécessaire de

.. e .
12722 n’> n+l’
bien choisir les n premiers é&léments V

N

l,V2,..
males dans laquelle A doit &8tre écrite, puisque les valeurs propres appro-

.,V , de la base orthonor-
n

chées par la méthode de Galerkin sont celles de

. T
1 2,...,vn] A[vl,vz,...,vn].

Nous nous sommes intéressés au cas assez courant ol l'on choisit
pour (Vi) le systéme obtenu par orthogonalisation des vecteurs

n-1 N . s i . .
Xo’AXo""’A XO ou XO est un vecteur initial. La question qui s'est

posée & nous est la suivante

Que peut-on dire de 1'évolution des erreurs de méthode sur les

™
valeurs. propres en fonction de n ¢



Pour la présentation de notre travail, nous avons proposé

trois parties distinctes

La premiére partie, d'ordre théorique, présente les fondements

essentiels de la notion de partitionnement par 1'intermédiaire de la
théorie des perturbations analytiques : nous y verrons en particulier
comment une valeur propre A de T peut &tre considérée comme une racine
de 1'équation ki(z) = 0 ol Xi(z) est une fonction méromorphe liée au

(
partitionnement de T.

Dans la deuxiéme partie, nous verrons l'utilisation des résultats
précédents d'une part pour le calcul des valeurs propres de matrices
hermitiennes (en cherchant les racines de Ai(z) = 0 ) et d'autre part pour
l'amélioration des approximations de Galerkin d'opérateurs autoadjoints

compacts (en approchant les équations Xi(z) = 0).

Enfin dans la troisiéme partie, nous parlerons de calcul de
valeurs propres de trés grandes matrices par l'approximation de Galerkin.

Nous y développerons le premier point de vue proposé ci-dessus.






PREMIERE PARTIE

PARTITIONNEMENT D'OPERATEURS
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INTRODUCTION

Cette partie a pour but de définir la notion de partitionnement
d'un opérateur dans un espace de Hilbert H, liée & la décomposition
H=E®F , et de grouper les notions théoriques essentielles utilisées
par la suite. Etant donné la variété des applications il est indispensable
d'introduire les définitions les plus générales possibles : ainsi nous
parlerons d'opérateurs linéaires sur des espaces de Hilbert et nous relierons
la notion de partitionnement d'opérateurs 3 celle de perturbations d'opé-

rateurs.
Le résultat principal auquel nous aboutissons est le suivant

On peut ramener le calcul des valeurs propres de 1l'opérateur T
au calcul des zéros de certaines fonctions méromorphes dont on connait

la dérivée, ce qui permet d'appliquer l'algorithme de résolution de Newton.

Nous pouvons regrouper les méthodes d'approximation de valeurs

propres d'opérateurs en deux méthodes types

% Le premier type consiste, pour calculer les éléments propres de 1'opé-
rateur T dans H, 3 les approcher par ceux de la partie de T dans E,
sous-lespace vectoriel de dimension finie de H.

Ce sont les méthodes de projections telles que celle de Galerkin,

Rayleigh-Ritz,...

o

%* Le deuxidme type de méthode concerne non plus la résolution du probléme
des éléments propres de l'opérateur T mais le probléme du calcul des
éléments propres de la partie TF de T dans F : on approche alors TF par
la partie de T dans un sur-espace Fn de F.

C'est en particulier la méthode des problémes intermédiaires

proposée par Weinstein.



Pour le premier type de méthode auquel nous nous intéressons
plus particuliérement, une valeur propre exacte Ade T, peut etre aussi
considérée comme une valeur propre exacte de TE+H(X) , ol H(X)vqui est
défini lorsque A n'est pas dans le spectre de TF’ est une '"perturbation"

de Te dépendant de la valeur propreih .

Si 1'on sait estimer la perturbation H(X) , cette remarque

permet de corriger la valeur propre de T_ considérée comme valeur propre

E
approchée de T. Nous en verrons des applications dans la deuxiéme partie.

1. DEFINITIONS ET NOTATIONS

1.1.

+ Dans toute cette partie on considére un espace de Hilbert H

séparable, sur C.

Soit T un opérateur linéaire de H dans H défini sur le sous-espace

vectoriel P(T) appelé domaine de T

+ Soit la décomposition en somme directeH = E & F. , ou E et F

sont deux sous-espaces vectoriels orthogonaux de H, et ol E est de dimension

finie.
On appelle . T la projection orthogonale de H, avec Im(M) = E.
- Te 1'application de H dans E qui & x € H, associe 7x
considéré comme élément de E.
+ On dénote par T[E la restriction de T au sous-espace E

T g est donc 1l'application de E dans H qui a tout x € 49(T) NE

associe Tx € H



On peut définir 7§,et T _ de la méme maniére, et ceci permet

F
de considérer les opérateurs suivants

Tp =My Tl de (1) = ()N ‘Ev dans E

Tp = ML T|F de Q(TF) = (T)N F dans F

usmotl,  de @@ = DTN F dans E

Vo=, T de D) = D(n)NEdans T
DEFINITION :

On dit que 1'on a partitionné T, selon la décomposition

H=E®F, ce qu'on note schématiquement ainsi

TE (respectivement : TF) est appelé la partie de T dans

E (respectivement : dans F)

Pour la définition de TE et TF nous avons suivi ici la termi-

nologie employée par Weinstein, Steinger [2] , Gould [4] et Kato C1].

1.2. RAPPELS SUR LES OPERATEURS [ 1,3,8,9]

Nous dénoterons par 1H’ lF’ r

sur H, F, E respectivement.

' 1. ect... les applications identité

1

Soit z € €, T - z1 est injectif alors 1l'inverse (T - le)—

H
défini- sur Im(T—le) z (T—le) &P (T) est appelé la résolvante

-de T en z .
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{zec; (T—le) est injective et d'image dense dans H}

p(T)

i1

{z € ¢ ; R(z) existe et & (R(z)) = H}

est l'ensemble résolvant de T. Son complémentaire dans €, noté

o(T), est le spectre de T.

T est fermé.si pour toute suite x_ de & (T) vérifiant
i) X~ converge vers x
ii) Txn converge vers y

alors x € og(T) et y = Tx .

&£ (H) dénote 1'ensemble des opérateurs bornés de H dans H

et tels que JD(T) = H

Si T est fermé alors

o) ={zet ; R(z) € B} .

. Lorsque .g(TB) = E (i.e. lorsque & (T) D E), on appelle, déter-
minant de T_. le déterminant de la matrice de terme général

E
(T I
Pjspi 1,3513...,1

guelconque de E.

ol (p.),_ forme une base orthonormale
171=1,000

2. ETUDE DE LA PARTIE DE LA RESOLVANTE DE T DANS LE SOUS-ESPACE VECTORIEL E.

On va présenter dans ce paragraphe des résultats concernant

la partie de R(z) dans E. Nous verrons qu'il est possible de caractériser,

d'une part, les valeurs propres de Tp par 1'équation det(R(z)E) = 0 et

. . -1y _
d'autre part, les valeurs propres de T, par 1l'équation det(R(z)E) ) = 0.
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Cette dernidre éguation nous conduira d chercher une expression
’ . -1 . ' :
théorique de (R(z)E) et nous aboutirons alors au résultat suivant :

Les valeurs propres de T n'appartenant pas au spectre de TF

sont caractérisées par 1l'équation :
det(T.~-2z1.-U(T_-z1 )—lV) =0
E E F F
qui peut &tre considérée comme une perturbation de 1l'équation :
det(TE-zlE) =0
cette derniére donnant les valeurs propres de_TE .
DEFINITION :

1)  Lorsque TF est fermé, on note, pour z ¢ o(TF),
T ooq o _ =1
S(z) = Tg z1E U(TF z1F) \Y
2) On appelle fonction de Weinstein la fonction
W(z) = det(R(z)E) définie pour z ¢ p(T).

PROPOSITION 1

On suppose que T et TF sont fermés et que 9 (T) o E.
Soit z € p(T) N p(Tg). Alors :

1)  W(z) # 0, autrement dit R(z)E est inversible.

) RE@p™ = 8@

DEMONSTRATION :

Nous pouvons nous restreindre a faire la démonstration pour z = O

sans rien changer & la généralité du résultat. Comme T et T_. sont supposés

F
fermés,

0€p(T)N p(TF)

implique que T et TF sont inversibles au sens suivant :
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I1 existe un opérateur‘-T_l de domaine H tel que

-1 -1
T T = =
Elg(p 8 17 1,

I1 existe un opérateur (TF.)_l de domaine F tel que
(r)" it =1 et T(T) 1 =1
F’ °F D CFUF F

. e -1 - .
Partitionnons T de la méme maniére que T

1 1
1 RS I T12
T =
1 ]
T21 ' 22
-1 -1
 J— [ ——
avec Tll (T 7)E T21 WFT |E
-1 -1
1 = 1 =
le TTET |F . T22 TTFT !F .

T—l étant de domaine AD(T—l) = H, les domaines de T! , T!_ , T!.,
11 12 21
E, F, E et F respectivement.

On a alors :

' 1 - E o g
T T+ Ty, V= 1 (1)

' 1 = : ‘
EER A I R CHON: c )

E

T'

22

sont

ol 1. est 1'identité de E dans E et od OéD (T ')‘E est 1'application nulle
’ = 2277

de %(TQQ) dans E.

En effet, démontrons (1) par exemple

-1 -1 _ -1 -l
nET IEﬂET|B+ﬂET |FHFT|E = nET ﬂT|E+wET (1H Tr)T|E

IS | -1 . ‘
= ﬂET (rT E+(1H—ﬂ)T|E) WET (ﬂ+‘}H TT))TlE

= Tglyle = 1B
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(2) se démontre de maniére identique.

Comme TF est supposé inversible, de (2) on peut tirer

- -1 (2
i, = ST U (T (3)

opérateur de F dans E.

La composition de ces trois opérateurs a un sens

()" : T
F —ty TNF ey E iy L

dw) (1)

(Ceci est dd en fait que (TF)_lH = éb(TF))

L'expression (3) portée dans (1) donne

-1
! - =
Tll(TE U(TF) V) lE

ce qui montre que Til est inversible et est d'inverse TE-U(TF)_lV.

C.Q.F.D.

Cette proposition va nous permettre de caractériser, d'une part
l'ensemble O(TF)‘\.O(T) en utilisant la fonction de Weinstein W(z), et
d'autre part l'ensemble O(T) \-O(TF) en utilisant S(z).

Ces deux caractérisationsksont utiles car en général il est rare

>y

qu'une valeur propre de T soit également une valeur propre de TF'
. CARACTERISATION DE O(TF)\\\O(T) :

Grace d la proposition 1 on voit que si z é p(T) alors si W(z)
est nul, z ne peut pas appartenir a p(TF) (puisque sinon

z € D(TF) N p(T) et donc d'aprés la proposition W(z) # 0).

On vient donc de montrer que z € P(T) et W(z) = 0 => z € O(TF)
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De plus nous pouvons montrer la réciproque, c'est-da-dire que

finalement nous avons le

COROLLAIRE 2

T et TF sont supposés fermés et tels que (1) o E.

Soit z € po(T) . Alors

z appartient au spectre de TF si et seulement si W(z) =0 .

DEMONSTRATION :

D'aprés les remarques précédentes, il reste a montrer seulement:

siz € O(TF) alors W(z) = O.

Raisonnons par l'absurde : supposons que W(z) # O
z € p(T) => R(z) est borné de domaine H. (Car T est fermé).

Partitionnons R(z) selon la décomposition H = E @ F

Til TiQ
R(z) = ‘
|,
et de mame
Tll ‘ Tl?
T-z1 =
i To1 l oo

De la méme manidre que pour la démonstration de la proposition 1 il est

facile de démontrer que

' ' =
T21T12 + T22T22 1F (1)

' T ‘
ThT11 + TooTo1 = Opop (2)

et comme on suppose que W(z) = det(Til) 0, Til est inversible, et de (2)

on tire que

-1
- - 1 1 3
Ty = "TyTe1(T1y) (3)
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La justification de cette composition d'opérateurs se fait

comme pour la proposition 1. Portons (3) dans (1)

-1
(., X ' 1 -
Typ(Toy"T51(T1) "Tip) = 1p ()

Pour conclure notons qu'il est possible de démontrer de la méme

maniére que

(Tt -T! (1! )"t

' =
22 21711 TIT 1 (5)

127722 F

en partant des égalités :
rt T + t 7T =
To1T12 ¥ T22To2 * 1 @ (1)
22
' ' -
TTo Y 11T ° 0 @ (T,,)E

(4) et (5) montrent alors que T22 est inversible et son inverse

y Ltz orr (e )7t

TV
22 22 "21°°11

(T 1

est de domaine F.

T.,. étant fermé, (T22)_1 1l'est aussi [8].

22
-1

(T22) étant fermé et de domaine G&TQQ)_l = F est donc borné
(théoréme du graphe fermé). ’
Donc : z € D(TF)-
Ce qui contredit 1l'hypothése que z € G(TF) . -

C.Q.F.D.

. CARACTERISATION DE o (T) \\0(Tg)

COROLLAIRE 3 :

On suppose que T et TF sont fermés et que ) (T) o E

Soit z ¢ 6(Tg). Alors :

z appartient au spectre de T si et seulement si det(S(z)) = O.
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DEMONSTRATION :

<+ Raisonnons par l'absurde : Suppoéons que det(S(z)) = 0 et
que z € p(T). D'aprés la proposition 1 2z € p(m) N p(TF) entraine que
R(z)E est inversible et d'inverse S(z),

det(Z(z)) et donc non nul.

> On raisonne encore par l'absurde : Supposons que det(S(z)) # O

Alors (T-le) est inversible et son inverse est 1'opérateur suivant

(s(z)) 7 ‘ (571U (121

R(z) =

~(Tpmz1) (s (2)) ,(TF-le)‘l(lF+V(s(;))'%J(TF—le)'l)

-

On peut en effet vérifier que cet opérateur est bien R(z) en composant 4
droite et & gauche avec T-zl et en constatant que R(z)(T—le) =1 D1y
et (T—le) R(z) = 1y -

D'autre part le domaine de R(z) est H (vérification immédiate).

- R(z) est fermé (inverse d'un opérateur fermé)

- R(z) est de domaine H.

Donc d'aprds le théordme du graphe fermé, R(z) est borné.

ie. R(z) € «&(H). |
Finalement z € o(T) ce qui contredit l'hypothése de départ z € o(T).

C.Q.F.D&

Avant de discuter de l'utilisation de ces deux corollaires, nous
allons donner une autre forme plus précise du corollaire 3. Nous venons
de caractériser o(T)™ O(TF).

Puisque E est de dimension finie et puisque T s'écrit
T = (1-m)T(1-m)+(Tm+mT(1-m)) ,

T peut &8tre considéré comme le perturbé de (1-m)T(1-m) par une perturbation
de rang fini et on peut se demander si o(T) ~ O(TF) n'est pas constitué

uniquement de valeurs propres de T.
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La réponse est donnée par la proposition et le corollaire qui

suivent :

PROPOSITION 4 :

Supposons que Ty est fermé et que & (T) o E.
Soit A € p(TF). Alors :

A est une valeur propre de T si et seulement si det(S(A)) =0
De plus la multiplicité géométrique de A est égale au corang
de S(A). - '

En comparant la proposition 4 au corollaire 3 il vient :

COROLLAIRE 5 :

Supposons que T et T. sont fermés et que oa(T) > E.

F
Alors le spectre de T est constitué uniquement du spectre de TF
plus un nombre fini de valeurs propres de multiplicités géomé-

triques finies.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4 :

1 Supposons gque A est valeur propre de T. Alors dX €eH X#£0
tel que : »

(T-A1)X =0
Si on pbse
T.X=x et T X =y

alors

(T—XlH)X

1]
o

stécrit :

{ (TE-XlE)x + Uy

Vx + (TF—AlF)y =0 ‘ ’ ' (2)

"
(@]

(1)
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Comme A € p(TF) de (2) on tire y = —(TF—XlF)_le et (1) donne alors
-1 _
(TE AlE U(TF-XlF) V)x = 0O

i.e. S(Mx =0 .

De plus, x # O (car sinon y = O et donc X = 0) donc det(S(A)) =0 .

2) Supposons que det(S(A)) = 0, alors il existe un x # O tel que

S(M)x = 0. Si on pose encore y = —(TF—AlF)-le, on constate que le vecteur

X tel que;ﬁEX =x et Mo

donc A est valeur propre de T et X est un vecteur propre associé.

X = y vérifie les équations (1) et (2) ci-dessus

C.Q.F.D.

APPLICATIONS

Le corollaires 2 et 3 permettent de résoudre le probléme de

1'approximation des valeurs propres d'un opérateur de deux fagons différentes

1°) On peut approcher les valeurs propres'de}T parcelles de TE'
D'aprés le corollaire 3, il suffit de calculer les zéros de la fonction
det(S(z)), dans une région A, ne contenant que des valeurs propres
isolées de T et aucun point du spectre de TF’ pour avoir les valeurs propres

de T situées dans A. Cela sera étudié en détail dans la deuxiéme partie.

abegs

2°) On peut approcher les valeurs propres de TF par celles de T
D'aprds le corollaire 2, un procédé de calcul de toutes les valeurs propres
de TF situées dans une région A de ¢ qui ne contient que des valeurs propres
isolées de TF et telle que A No(T) = @ , consiste 3 trouver les zéros de la
fonction W(z), situds dans A. C'est ce procédé qui est utilisé dans la
méthode de Weinstein appelée méthode des problémes intermédiaires de premigre

~
espece.

Nous allons décrire trds bridvement cette méthode.

Pour une description compléte voir L2,4].
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METHODE DE PROBLEMES INTERMEDIAIRES DE PREMIERE ESPECE

On se donne un opérateur compact autoadjoint T sur H.
On suppose pour simplifier que T est défini positif et on ordonne ses
valeurs propres en décroissant. On se donne un sous-espace vectoriel F

de H.

On veut résoudre le probléme des éléments‘propres de T, dans
son domaine
i.e. on cherche A € € et u € SD(TF) tels que

(1) TFu = Au

La méthode de Weinstein (développée en 1935) a pour .but de donner des
bornes supérieures de valeurs propres de T, et de compléter ainsi les

bornes inférieures données par la méthode de Rayleigh-Ritz.

L'intérét qu'ont porté les physiciens a cette méthode est da
principalement au fait que 1l'on peut donc encadrer une valeur propre Xi

de TF’ ainsi

Xi (Rayleigh-Ritz) f_ki f_ki (Weinstein)

En général on applique la méthode de Weinstein a des opérateurs
d'inverse compact et c'est de cet inverse que 1l'on parle ici. Cependant

cet inverse n'est pas utilisé explicitement dans les calculsy Cf [2,4].

T est appelé opérateur de base et le probléme —
(2) Tu = Au u € (1)

est le probléme de base.

Toute la difficulté de la méthode réside dans le choix de ce
p robléme de base : car ce qui est posé, c'est le probléme & résoudre (1)
et il peut y avoir plusieurs choix possibles pour le probléme (2), la

difficulté de la résolution du probléme dépendant de ce choix.
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On fait 1l'hypothése fondamentale suivante
Le probléme de base (2) est entidrement résolu i.e. on connait toutes les

valeurs propres et tous les vecteurs propreé de (2).

Soit E le sous-espace vectoriel supplémentaire orthogonal de F.

Ici E n'est plus supposé de dimension finie : soient alors PysPysse P seee

une famille infinie d'éléments libres de E. On dénote par En le sous

espace vectoriel engendré par (pl’PQ""’pn) et par ™ la projection ortho-
gonale sur Eﬁ et Qn la projection orthogonal sur Fn = E;
WE’HE ’QF’QF ’TE’ etc...
n n

sont définis comme en 1.

La méthode consiste & approcher le probléme (1) par la suite

de problémes suivants

(3) Tp u = Au u € QD(TF )
n : n

~

Le probldme (3) est appelé le nteme probléme intermédiaire.

CONVERGENCE :

Les projections Qn vérifiant an > Qx ¥x € H ,
On peut montrer, comme en [3], la convergence uniforme de Qn T Qrl vers QTQ

et cela permet de conclure, comme en E] , qu'il y a convergence des valeur:
3 ()
i

propres de (3) vers les valeurs propres Xi de (1).

De plus le principe du mini-max montre que

v o< AP )
1 — 1 _ 1
(n)

On a donc pour cette méthode une convergence des A, par valeurs supérieur:
T i . - l
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RESOLUTION DES PROBLEMES INTERMEDIAIRES

Si A est simultanément une valeur propre du probléme de base (2)
et du n "¢ probléme intermédiaire (3), on dit que \ est une valeur propre

persistante de (3) : c'est évidemment un cas particulier L
On a le théoréme suivant [2 , p. 272].

THEOREME :

A est une valeur propre non persistante de (3) si et seulement
si W(A) = 0. De plus la multiplicité de X est égale au corang
de R(A)E.

On reconnait ici le corollaire 2 avec des hypothéses plus fortes

(T compact autoadjoint défini positif).

Le théoréme ci-dessus ignofé les valeurs propres persistantes
i1 existe un procédé qui permet de savoir si une valeur propre du probléme
de base (2) est persistante. (Ce procédé est basé sur la définition de

W(z) = det(R(z)E) méme lorsque z est valeur propré de T). |

La méthode employée par Weinstein consiste, d'abord 3 chercher
parmi les valeups propres du probléme de base celleévqﬁi>één£ persistantes,
puis a calculér les zéros de la fonction W(z) qui’ he sont pas des valeurs
propres de (2) : Les solutions:obtenues sont les valeurs propres non per-

ez,

sistantes du probléme (3) d'aprés le théoréme.
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3. PROPRIETES DE S(z)

Nous allons dans ce paragraphe revenir aux applications du
corollaire 3 : dans toute la suite nous nous intéresserons plus parti-
culiérement aux méthodes de projections, et nous aurons besoin d'une

étude détaillée de l'application z - S(z).

Nous commengons par montrer que l'application qui a z, appar-
tenant 3 l'ensemble résolvant de TF’ associe S(z) est une application
holomorphe dans p(TF).

Nous en déduirons que, sous certaines conditions [1 pp.63 3 126]
11 existe localement des fonctions holomorphes z - Xi(z), ol {Ai(z)}
sont les valeurs propres de S(z).
n

Alors, puisgue det(S(z)) = w Ai(z) il revient au méme de
: iz=1

chercher les zéros de det(S(z)) et les zéros des fonctions Ai(z).

3.1. ETUDE DE z-»S5(z)

PROPOSITION 6 :
Supposons que Ty est fermé et que M o E.

F)'

s

Alors z + S(z) est holomorphe dans p(T

La démonstration découle immédiatement des deux lemmes qui

suivent :

LEMME 7 :

Sous les hypothéses de la proposition ci-dessus et pour tout x
et tout y ¢ E, 1'application z »~ (S(z)x,y) est holomorphe dans
tout domaine A ne contenant aucun élément de p(TF) .
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DEMONSTRATION DU LEMME 2.2.

Puisque TF est fermé,
o 1 |
Pour |z-z | < ——————— on peut écrire, grdce au développement de la
-1
Tz )7l
r ésolvante de Tp autour’ de z_

(S(z)x,y) = ((TE-golE)x,y)-(z—zo)(x,y)-(u(TF—zolF)'le,y)
'(U(n§1 (z—zo)n(TF-zo)_n_le),y) (1)

Mais U est borné car il est de rang fini, donc
N ; «

n -n-1 _ _ n _
U( g (z—zo) (TF—zOlF) Vx = § (z zo) U(TF z
n-l n=1

=

‘ -n-1
olF) Vx,

a pour limite lorsque N tend vers l'infini :
o0
L (z-z )" U (T.-z 1 ) P lyy
- o F "o°F
n=1
et comme le produit scalaire est continu, le dernier terme de la somme (1)
est égal a :

2 n -n-1
nil (z—zo) (U(TF—zO) Vx,y)

finalement nous avons le développement analytique suivant au voisinage de

tout point z_ € p(TF) : -

(S(2)x,y) = (S(zo)x,y)—(z—zc'))('x,y)

< n | -n-1
| n§1 (z—zo) (U(TF ZolF) Vx,y)

C.Q.F.D.
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LEMME 8 [I,p. 152] :

Soient X et Y deux espaces de Banach et soit A(z) une famille
d'opérateurs bornés de X dans Y, définie pour z appartenant a
un domaine A du plan complexe. Supposnns que < A(z)x,y > soit
holomorphe en z dans A pour tout x € X, y € Yx espace adjoiht
de Y.

Alors A(z) est holomorphe en z dans A au sens de la norme.
(i.e. A(z) est fortement différentiable sur A).

La démonstration se trouve en [ 1, 1o 152].

On peut alors montrer facilement la proposition 6

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 6

La famille S(z) est bornée pour tout z € A = O(TF) parce que
S(z) est un opérateur de E dans E et E est de dimension finie.
D'autre part gr3ce au lemme 7 nous sommes exactement sous les hypothéses

du lemme 8 et le résultat en découle.
C.Q.F.D.

Grdce a la proposition 6 on peut considérer qu'au voisinage d'un

point z de p(TF) , S(z) est une perturbation holomorphe de S(zo).

Comme nous l'avons signalé en introduction, il revient au méme
de chercher les zéros de la fonction det(S(z)) ou les zéros des n fopctions
Ai(z) ol {Xi(z)} sont les valeurs propres de S(z). Plus exactement puisque

n
det(s(z)) = m (A,(z2)) ,
. i
i=1
si pour un indice i quelconque Xi(z) = 0 alors det(S(z)) = O et récipro-
quement si det(S(z)) = 0 , alors une au moins des valeurs propres Ai(z) est

nulle. On peut donc écrire d'aprés le corollaire 3 que
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T= p(TF) est une valeur propre de T si et seulement si il

existe une valeur propre Ai(u) de S(p) qui est nulle.

‘Ceci nous conduit naturellement 3 étudier les fonctions Ai(z).

3.2. ETUDE DES VALEURS PROPRES Xi(z) DE S(z)

Soit X(zo)'une valeur propre de S(zo) de multiplicité algébrique m.
Si on considére un disque D dont le contour T entroure A(zo) et l'isole du
reste du spectre, alors il y a toujours m valeurs propres de S(z) dans D,
comptées avec leurs ordres de multiplicité, lorsque z appartient & un voisi-
nage Vde z,

—l

. - . _ 1
Ceci est dl au fait que z - P(z) = >im

jfs(z)—nlE)" dn

est holomorphe dans eret donc dim P(z)E = dim P(ZO)EV: m cf [1].

En fait on sait [KATO : 1] qu'il existe s fonctions distinctes;notées
Al(z), Kz(z), ces AS(Z) (s <m) , ou chaque Ai(z) est une valeur

propre de S(z), et qui sont en général des branches de fonctions analytiques
lorsque m # 1 .

Sim = 1ilexiste évidemment une seule fonction A(z) et cette fonction est

analytique.

Cela veut dire que les fonctios Xi(z) sont en général holomorphes
sauf peut-&tre en des points ou S(z) admet des valeurs propres multiples
(plus généralement en des points appelés points exceptionnels en [ 1])
Cependant, dans le cas particulier ou S(x);‘ife H?\,Q(TF) forme
une famille d'opérateurs autoadjoints, (par exemple lorsque T est autoadjoint)

alors on démontre que les fonctions Ai(x) sont toujours analytiques.

Nous nous intéresserons en fait 3 ce seul cas par la suite. Cepen-
dant pour simplifier 1'egposition des résultats et également pour montrer
qu'en réalité la généralisation est possible lorsque T n'est pas autoadjoint,
nous commengons par étudier le cas ol A(io) est une véleur propre simple de

S(zo) (et od T est quelconque).
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1°) CAS OU A(zo) EST UNE VALEUR PROPRE SIMPLE DE S(zo)

Dans ce cas, nous avons vu que pour tout z dans 2’} il existe
une (seule) valeur propre A(z) de S(z) dans D.

De plus la fonction z + A(z) est analytique dans 17 .

Soit @  un vecteur propre de S(zo) associé 3 la valeur propre
simple A(z ) et soit ¥ un vecteur propre de S(z )* associé 3 la valeur
o ) o

propre X(?O).

~

P est appelé vecteur propre a droite de S(zo) et

WO vecteur propre a gauche.

On sait (Wilkinson : [5]) que QPO,WO) £0 .

Nous voulons d'une part montrer l'existence d'une famille holo-
morphe de vecteurs propres a droite et d gauche de S(z), associés a \(z),
et d'autre part utiliser cette famille pour trouver l'expression de la

dérivée de A(z) en un point quelconque de v .

Nous utiliserons le lemme suivant

LEMME 9 :
I1 existe € > O et un voisinage 170 de Z, tel que :
vze U, , |P@w, ¥l >2e>0

DEMONSTRATION :

®_ est un vecteur propre de S(zo) associé a K(zo) , done
(PMOMONO)=(@ONO)¢O
et en raison de l'holomorphie de P(z) en z l'application

2> | (P(z¥_,¥ )

et continue en z et il existe donc un voisinage 1z)de z tel que
1 -
vzel) [(Paw ¥ )] > 2l ¥ =¢

C.Q.F.D.
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PROPOSITION 10 :

T et Ty sont supposés fermés, H(T) o E.

Soit Zg ¢ O(TP) et supposons que K(zo) est une valeur propre
simple de S(zo) . Alors il existe un voisinage V de 2 contenu
dans p(TF) et dans lequel :

i) 11 existe une fonction holomorphe z - A(z) ou A(z) est

une valeur propre de S(z).

'ii) I1 existe deux fonctions vectorielles z -+ (z) et z » ¥(z)
holomorphes dans un voisinage ‘l}o c ?} de 2 oup(z) et
¥(z) sont des vecteurs propres 3 droite et a gauche respec-

tivement de S(z).

iii) La dérivée de la fonction A(z) au point z g ?} est :
(U(Tg-21p) " (2),¥(2))
A'(z) =-1-

(p(2),¥(2))

iv) Si pour u € V, A(u) = 0 alors u est une valeur propre
de T

DEMONSTRATION :

i) et iv) découlent des remarques précédentes. Il reste a

montrer ii) et iii). .
P
(Z)CPO

ii) 11 suffit de poser . p(z) = ———————
(P(ZXPO,TO)

¥(z) = PT(z)¥
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P

o
. On constate que Pp(z ) = —— et que Y¥(z ) =Y
o @ ,¥) o o
o’ o
Y(z) est holomorphe car P*(z) l'est et de méme
tp(z) est hoiomorphe dans le voisinage “Q); défini par le

lemme 9 car |(P(szO,W3| >e>0.

@(z) et ¥(z) sont évidemment des vecteurs propres d droite et
3 gauche respectivement de S(z) puisque la multiplicité de A(z) es

supposée égale a 1.
De plus , ona : ¥z € Vo'

(Plaxp_,P*(2)¥ ) (P (2)p ¥ )

((2),¥(z)) = 1
(PCzXp .Y ) (P(zXp Y )
. @p(z),Wo) =1
iii) I1 suffit de faire la démonstration au point z puisque si

z € z} s 2 7 Z, s la propositinn est valable en remplagant z par zo

La démonstration se fait en développant de deux maniéres diffé-

rentes l'expression :

(S(sz(z),Wo)—(S(zOXp(z),WO)
. D'une part c'est égal a : -
((2)p(2),¥ )-((2),8%(z ¥ ) = (AM(2)-A(z ) @(2),¥)

or d'aprés la remarque ci-dessus (w(z),Wo) = 1.

Donc c'est égal a X(z)—l(zo)
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. D'autre part c'est aussi ((S(Z)—S(ZO)XD(Z),WO)

Or on a :
_ -1 -1
S(Z)-S(Zo) = -(z—zo)lE—(z—zo) U (TfleF) (TF—zch) v
“D'ol :
A(z)-A(z ) | -1 1
___;j;———— = .- } - (U(TF—le)‘ (TF—zolF)_ VD(Z),WO)
o .

Comme 2z Gip(TF),(TF—le)—l est holomorphe dans 1} et on

-

peut passez a la limite :
. _2 )
[} - _ . _ .
A (zo) = -1 (U(TF zo) V\p(zo),wo)

On obtient le résultat en remarque que d'apres ii)

P
Qp(zo) = ___.9__
@_,Y_)
D'ol :
A e
Xt(z ) = -1 - (U(TF—ZJF)\I@O,YO)
o .

(;oo ,\Po)

C.QIF.D.

2°) CAS OU T EST AUTOADJOINT

Lorsque T est autoadjoinf,.la famille S(x) = Tt-xlE—U(TF—xlF)—lV

pour x réel, x € D(TF) , est une famille d'opérateurs autoadjoints.

En effet :

% S S -1 %
ST(x) = TE xlp \Y (TF XlF) u

Comme T est autoadjoint, on a

- =T, , T, =T et V=10

X
F F

et le résultat est immédiat. De plus un opérateur autoadjoint est fermé et,
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Nous pouvons démontrer le résultat suivant :

PROPOSITION 11

T est supposé autoadjoint | oﬂT) > E.
Soit X, € b(TF) et

soit A(xo) une valeur propre de S(xo) de multiplicité m.

Alors il existe un voisinage U de X, dans lequel :

1)

ii)

iii)

iv)

DEMONSTRATION :

I1 existe m fonctions analytiqiies_ X = A.l(x) , 1=1,...,m ,

ol )‘i (x) est une valeur propre de S(x) .

I1 existe m fonctions vectorielles x > cpi(x) , i=1,...,m ,
analytiques, ol cpi(x) est un vecteur propre de S(x) associé
& A;(x) et ol pour tout x. la famille {cpi(x)} est ortho-
normale.

La dérivée de )\i(x) en un point x de 1} est donnée par
- -1 - _ -1 2
SIORES | (Te=x1) " Vo (]

Siue V , et si pour une des fonctions Ai(x) on a
Ai(u) = 0 alors u est une valeur propre de T.

Le i) et iii) décaulent de la théorie générale de la perturbation

des opérateurs linéaires. On sait en effet que pour une famille analytique

bz

d'opérateurs autoadjoints S(x) , (x réel) les Ai(x) sont analytiques et il

existe des vecteurs proprescpi(x) associés aux Xi(x) tels que les mi(x) sont

analytiques en x [1,pp. 120-121] .

La démonstration du iii) se fait de maniére analogue 3 celle du iii.

de la proposition 10. Ici Gpo,Wo) est remplacé par ”mi(x)H qui est égal a 1 .

C.Q.F.D.
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Le domaine le plus simple pour les applications des résultats

précédents est, sans doute, celui du calcul des valeurs propres de matrices.

Nous allons commencer par étudier un algorithme proposé par
Abramov pour calculer des valeurs propres de matrices hermitiennes ([1],1958 ;
(6], 1961).

Cet algorithme, comme on le verra, consiste simplement a calculer

les valeurs propres comme points fixes des fonctions Xi(z)+z , ol les Xi(z)

. . . . . . éme
sont les fonctions étudiées dans la premiére partie : en effet la i valeur

propre cherchée est la solution de Xi(z) = 0 . Les hypothéses suffisantes

pour la convergence seront précisées, :griace 3 la théorie précédente, et
d'autre part des procédés d'accélération de la convergence seront proposés.
Ceci fera 1'objet du chapitre I. Au chapitre II nous verrons 1'utilisation
pratique des fonctions Xi(z) pour accélérer l'algorithme QR et l'algorithme

de la bissection. Ces deux derniers algorithmes étant employés aprés la tridia-
gonalisation des matrices de départ, il nous a paru logique de n'étudier que

le cas des matrices tridiagonales.

Pour QR, en particulier, les fonctions Ai(z) donnent lieu a des
translations d'origine de nature différente de celles utilisées usuellement.

La convergence asymptotique est alors d'ordre 7 au lieu de 3.

Au chapitre III, nous verrons l'utilisation des résultats précé-

dents pour le calcul des valeurs propres d'opérateurs compacts hermitiens.

ez,
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CHAPITRE I

APPLICATIONS AUX MATRICES HERMITIENNES

INTRODUCTION

Soit A une matrice carrée d'ordre n sur K (K = R ou €)

partitionné ainsi :
a l b m
A ) ( ) 3
c d t P

o ae M, b Mm,p(K)
ce€ 'Mp,m (1) d E'M PaP(K‘)

avec mtp = n .

i
On note li la matrice identité sur K .

I1 v a deux manidres de choisir l'espace E introduit dans la partie I

précédente.
1) Soit E = {(el,e2,...,em)} , espace engendré par les m vecteurs
€15€55-+-,€ . Dans ce cas 1'opérateur S(z) défini dans la premiére partie

est représenté par :

a(z) = a-zl -b(d-z1 )—lc
m P
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2) Soit E = {(e .,en)} et alors S(z) est représenté par

e .
m+l’ m+2°

d(z) = d-z1 -c(a-z1 )—lb
P m

On note o(a) l'ensemble des valeurs propres de a.
a(z) et d(z) sont définis en dehors de o(a) et o(d) respectivement.

Comme conséquence immédiate du corollaire 3 on obtient
LEMME 1 :

Soit p un nombre complexe qui n'est pas une valeur propre de a
(resp. de d). Alors « est une valeur propre de A si et seulement
si le déterminant de d(u) (resp. de a(u)) est nul.

Nous disposons ici d'une démonstration plus simple que celle du corollaire 3,

puisque la décomposition

a=pl_ l o\ 1H; ' (a—ulm)'lb
( (1.1.)
0

P

permet de conclure que det (d(u)).det (a—ulm) = det (A—ulﬁ) et le résultat

est immédiat.

La proposition 6 et la proposition 1 de la premiére partie devien-

nent respectivement

LEMME 2 :

L'application qui a z associe d(z) (resp. a(z)) est holomorphe
dans C \ o(a) (resp. C\ o(d)).
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PROPRIETE 3 :

. . _ , s
Si on note m la matrice 7 (em+1 € ,en) et ™ la matrice

Tt o= (e1 ,eZ,...,em), alors

. pour z ¢ o(a) U o(A) on a d(z) (TTT(A-'Z1H)_1TT)_1

1 -1

. pour z ¢ o(d) U o(A) ona a(z)

(n'T(A-mn)' .

I1 est égalément possible de démontrer directement les deux

résultats ci-dessus.

1. MATRICES HERMITIENNES : L'ALGORITHME D'ABRAMOV.

L L . L Do H
Lorsque A est hermitienne, a et d 1é sont aussi et de plus ¢ = b .

D'aprés le lemme 1, pour calculer les valeurs propres de A, qui
ne sont pas des valeurs propres de d (resp. de a), il faut résoudre 1'équa-

tion det (a(z)) = 0 (resp. det (d(z)) = 0).

Puisque A est hermitienne, on peut se restreindre d.chercher les

racines de 1'une des équations ci-dessus sur l'axe réel.

" On s'occupera de 1l'équation det (a(x)) = 0 , mais. il est clair

que le méme travail peut &tre fait pour 1l'équation det (d(x)) = O.

a b

. Soit A une matrice hermitienne : A = (———4——4
H

ol a (K) , b (K) , d K).

€ Mm,m ¢ o’%m’p L de dw,p,p< ).

(a)

Les valeurs propres-ui de A et-ui de a sont ordonnées en croissant

(resp. en décroissant).
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Pour résoudre l'équation det (a—xlm—b(d—xlp)_le) = 0

Abramov a proposé l'algorithme suivant [6] :

En partant de U£O) = u£a)
faire :

u£5+1) = 1a i°™ valeur propre de

aﬁs) = a—b(d-ui(s)1p)_1bH

s

(s) (s

i i "m
Pour tout x, les nombres Ki(x) peuvent étre ordonnées en croissant (resp.

en décroissant) (cf. KATO [ 10]).

La matrice a ci-dessus n'est autre que a(ugs)) + U

On peut donc dire que Xi(x) est la i°"° valeur propre de a(x).
On voit alors aisément que l'algorithme d'Abramov n'est pas autre chose que
1l'algorithme des approximations successives appliquée 3 la résolution

de 1'équation Ai(x)+x = x équivalente 3 Ai(x) = 0.

2. ETUDE DE LA CONVERGENCE.

) I1 nous a été possible de démontrer directement (démonstration
longue !) le résultat suivant concernant la convergence de l'algorithme

d'Abramov :

PROPOSITION :

4.A) Si on ordonne toutes les valeurs propres en croissant et

Si on suppose que :
) dulPip est définie positive
i) [Ib@-u{Pp) M <1

Alors la suite ugs) converge vers “j’ pour j=1,2,...,i-1,i,

lorsque s tend vers 1'infini.
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4.B) Si on ordonne toutes les valeurs propres en décroissant

et si on suppose que :
i) d-uga)1p est définie>négative
i) @@ ip) T < 1

Alors la suite ugs) converge vers Uj’ pour j=1,2,...,i-1,1,

lorsque s tend vers 1l'infini.

REMARQUES SUR LES HYPOTHESES

1) L'hypothése ii) est importante : si elle n'est pas vérifiée, il
(s)

5 Voici un exemple :

peut y avoir divergence des U

Soit A =

Si on ordonne les valeurs propres en croissant, on a :

)

uia) est définie positive. €'est-d-dire que 1'hypothése 1)

= -1 et donc d—uga
est vérifiée.

(s)

® Si |B| > 1 ul diverge . En effet
2, (s) \
a(s) = P /ul~ ° et (s+1) _ min { * -1}
1 My MO
0 -1 1 -

/0n a alors

l,U§1)='Bza U(Q):'

)

(0) _
Lo 1 Lo

. s
et la suilte ug alterne entre les nombres -1 et +1 .
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(s) _

% Si IBI <1, il y a convergence car | = -1 pour tout s, et

(s) L

la suite ul est donc stationnaire en -1.

Ceci s'explique par le fait que lprsque !B] > 1, l'hypothése

ii) n'est pas vérifiée alors que si [B| < 1 elle 1l'est.

Cette hypothése est ignorée de l'auteur V. CHICHOV [6]’, qui a

- en fait démontré l'existence de deux nombres u, et W, avec

u. f_ui f-ﬁi ., et -tels que

-1 [N
(28+1) ’ . -
u} converge en décroissant vers u, lorsque s tend vers
i v
1'infini.
(2s) .
My . converge en croissant vers Mo lorsque s tend vers

1'infini.

L'égalité ﬁi = U, n'est pas montrée.
2) I1 peut y avoir divergence si 1'hypothése i) n'est pas vérifiée
méme lorsque ii) est vérifiée.

Voici un exemple

0 0 V6 /5 0
, 0 0 0 1/V5
Soit A =
/6/5 0 -2 0
o 15 | 0 1/2

o o v6/5 0 -2 0
fe. a=(, o > b:( ) d:( )
0 1/V5 0 1/2

Ordonnons les valeurs propres en décroissant

Uia) = 0 et donc d—uia)l = (”2 0

p 0 1/2)

n'est ni définie positive, ni définie négative.
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DEMONSTRATION :

En effet on a démontré (proposition 10 de la premiére partie)

que dans le cas ou l'opérateur est hermitien :

Aé(x) = ;l—md-xlp)_lbﬂpj(x)nz ou -mj(x) est

~

le vecteur propre de a(x) associé 3 la jeme valeur propre Aj(x).

Si on appelle (ak) les composantes du vecteur bH$j(x) selon la base des

vecteurs propres w de d on a :

2

- : p Qo
(d-x1p) lbH\‘P.(x) = I ——Cf;i———
J k= (uy o -x)?
N (d) éme
ou uk est la k valeur propre de d.
Comme d—uga)lp est définie positive par hypothése, alors
(a)_ (d)_ (a) (a)
uk x1p z_uk ui >0 pour tout b4 f_ui
D'ol :
2 2
_ p o o
| (d-x1p) 1b%j(x)ll2 = 3 —(—(1—)’—‘7—2 < T ’(‘a) -
k=1 (u " "-x) (")
= H(d—uga)lp)_lba‘pj(x)”2 -
et donc :
-1 H -2. H
PSTERTRY < aui®1p) ™% G2 - Ipta-u$®1p)7% ESll
< Iba-u{®)™2f| <1

C.Q.F.D.
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On a
6/5
e 0
p4pu'S)
1
a(s) _
1
1/5 .
0 —_t2
Uis)—l/Q
et donc
u(ls+l) = max { 6{2) , (3)1/5 )
2+U1 ui -1/2

On peut montrer par récurrence que

0 f_U§38+l) 5.3/10

et que

U(l3s+2) > 2

)

. . s W o
ce qui montre que la sulte ug est divergente:

Pour démontrer la convergence de l'algorithme sous les hypothéses

4.A), nous allons montrer d'abord que les fonctions A.(x)+x sont contractante

pour X fgﬂga) . Cela entralnera que les U§S)'Vont converger. 11 faudra alors
montrer que ugs converge vers uj. Nous le démontrons d l'aide de trois
lemmes ‘

LEMME 5 :

si d-u{1p est définie positive et si Ib@-u®p) ™ <1,
alors j=1,2,...,i les foﬁctioﬁs xj(x)+x sont contractantes dans

1'intervalle ]~w,u£a)] .
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DEMONSTRATION :

En effet on a démontré (proposition 10 de la premiére partie)

que dans le cas ol 1'opérateur est hermitien :

A%(x) = —1-Wd—xlp)-lba$j(x)“2 oﬁ--$j(x) est

~

eme

le vecteur propre de a(x) associé a la j valeur propre Aj(x).

Si on appelle (ak) les composantes du vecteur bﬂpj(x) selon la base des

vecteurs propres u, de d on a :

2

1 . P o
(d-xlp) b\Pj(X) = 3z ——(-(-_1—)——";
k= Qe -X)
< (d) éme
ou My est la k valeur propre de d.
Comme d-uga)lp est définie positive par hypothéée, alors :
uid)-xlp z_uid)—uga) >0 pour tout X f_uga)
D'od :
. : 2 2
_ P as Q.
| (d-x1p) lb%j(x)ll2 . ——(d—)k.—-; < I — ](<a) -
k=1 (u ~'-x) (uy ™=y 77D
= ||<d-u§a>1p>"1b%j<x>l|2
et donc :
-1 H . -2, H
A3Gol o [CERETI N b Goll? = Ibca-u{*1p) 7% .ol
‘ < Hb(d—u(a))_QbH“ <1

i

C.Q.F.D.
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LEMME 6
Soit p un nombre complexe n'appartenant pas au spectre de d.
Alors les deux assertions suivantes sont €quivalentes
1) 1 est une valeur propre de A de multiplicité vy .
ii) 0 est une valeur propre de a(p) de multiplicité vy .
DEMONSTRATION :

Les matrices A et a(u) étant hermitiennes, la multiplicité d'une
valeur propre est égale au nombre de vecteurs propres linéairement indépen-
AP 4 X
dants associés a cette valeur propre. Or, le vecteur X = (y) est un vecteur

propre de A associé 3 la valeur propre U si et seulement si x est un vecteur
-1 H

propre de a(W) associé 3 la valeur propre O et y = -(d-ulp) "b x.
I1 est alors facile de voir que pour que XqoKgseeeoXy, soient indépendants,
1,52
il faut et 1l suffit que (y )(y )...(Xg le soient aussi.
1 2

C.Q.F.D.

LEMME 7 :

Soit My une valeur propre de A telle que d—ui1p est définie
positive . Alors

1°y  Pour j=1,2,...,i on a Xj(uj)'= 0

ez

2°)  Réciproquement , soit u une valeur propre plus petite que
W; et soit j un indice pour lequel Xj(u) =0 .

me

Alors u est la je valeur propre de A.
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DEMONSTRATION :

1°) Soient AI?AQ""J\q’ les valeurs propres distinctes de A,

Pd .
ordonnées en croissant

A, <A ... <A
1 2 q
Y (i) dénote la multiplicité de Ai
Posons

n(i) = ¥ vy(k) = max {klkk<__Ai}
k=1

Montrons d'abord que Xl(ul) =0 .

1
k tel que Xk(ul) =0 . >

n'étant pas une valeur propre de d, il existe d'aprés le lemme 1,

Soit kl le plus petit des indices k tels que Ak(ul) =0

Alors kl =1

En effet sinon on aurait

A, (u) <A (u) =0
S

Xk _l(x) » +  Jorsque X > -

1
Donc A aurait un zéro inférieur ou égal a u,
kl-l i
Appelons W ce zéro. On a
Soit U = 4, , i.e. A (u,) = 0 : ceci contredit le fait que k, est
1 kl~l 1 1
le plus petit indice k pour lequel Ak (ul) =0 .
1
Soit u < L Or est une valeur propre de A puisque Ak _l(u) =0

1

Donc ceci contredit le fait que Xl est la plus petite valeur propre de A.
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|

Finalement, on a bien kl(ul) =0

Comme ul = u2 = = un(l) = /\l

Al(uj) =0 : 32143250 ..,001) 3
et d'aprés le lemme 6

xl(Al) = XQ(Al) = ... = Xn(l)(Al?4: 0

On a donc démontré qué Xj(uj) = O‘pouf j=1,2,..;,n(i).

Supposons que le résultat soit wvral jusqu'a n(j) et montrons

que c'est alors vrai jusqu'a n(j+1). (Tant que un(j+l) f_ui)

I1 suffira de montrer que A » . = 0 car alors en
4 (un(3+l) ?

n(j+1)
faisant le méme raisonnement que ci-dessus sur lesmultiplicités, on

montrerait aisément que Xk(uk) = 0 pour k = n(j)+1 , n(j)+?,.;., n(j+1)

Puisque U ¢ o(d) , il existe un indice k tel que

n(j)+1

n(55+1) =0. (2)

Soit % le plus petit des indices k tels que'(2) est vérifide.

A u

Alors £ = n(j)+1 .

En effet, sinon on aurait

“soit & < n(3) ceci est impossible car. alors
) =0 et Xk.(uk}) = 0

j j ey,
(hypothése de récurrence)impliquent, en raison de 1l'unicité

AQ(“n(j)+1

du zéro de la fonction XQ , que U ceci est impossible

_ n(j)+1 s}
pulsque :

<
Hy 5-un(j) «Un(j)+1
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. Soit £ > n(j)+1 .

Alors on aurait
© Ay S0 Gy

© A Biny? > A Gngger) T
(Xk-l est strictement décroissante).

[} ~ Pl
D'ou Az-l admet un zéro | tel que un(j) <u f-un(j)+l

pu étant une valeur propre de A on ne peut pas avoir un(j) <y < un(,)+1
J

parce qu'il n'y a aucune valeur propre de A strictement comprise entre

. et . .

En(9) Hnei1

Donc il ne reste plus que la possibilité p = i.e.

: M@+
: ' Pl . . . .

Xk—l(un(j)+l) 0. Or c'est absurde car £ est par définition le plus petit

indice k pour lequel (2) est vérifiée. Donc la possibilité & > n(j)+1

est également a écarter. Il reste seulement la possibilité £ = n(j)+1 .

20) La deuxiéme partie du lemme découle de la premidre partie puisque,
les fonctions Xj étant décroissantes strictement, elles ont au plus un zéro :
donc Aj(u) =0 et Aj(uj) = 0 impliquent que u = uj

DEMONSTRATION de la PROPOSITION 4

Nous démontrons uniquement le 4.A) : une démonstration identique
pourrait &tre faite pour 4.B).

e

D'aprés le lemme 5, et sous les hypothdses de la proposition,

les fonctions x + A.(x)+x pour j=1,2,...,i, sont contractantes dans

l'intervalle ]—w,uga)] .

Puisque uga) f_uga) » les procédés des approximations successives
u§s+1) = Aj(ugs))+u§s) partant de u§o) = uga) vont converger.
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(s)

Donc pour j=1,2,...,1 uj converge vers un nombre U tel que

[

Aj(u)+u =y i.e. Aj(u) - 0

Donc d'aprés le deuxiémement du lemme 5, U = W.

(Le lemme 5 s'applique parce que uj f_uga) et 3onc
d—ujlp = d—uj1p+(u§a)—uj)lp est aussi définie positive).
C.Q.F.D.
'jREMARggES.:
x La démonstration directe, édaptée de [6] , utilise le principe

du minimax et des raisonnements analogues & ceux ci-dessus sur
les multiplicités des valeurs propres. Cette démonstration trés

longue et trés technique a peu d'intéret.

%X D'aprés le lemme 5 et la démonstration ci-dessus, la condition ii)

de la propositions 4 est une condition suffisante pour que les

fonctions A.(x) 3j=1,...,1 soilent contractantes dans 1l'inter-

valle ]dw,uia)] .

3. ACCELERATION DE LA CONVERGENCE.

Nous venons de présenter 1'algorithme d'Abramov comme une méthode
d'approximation successives appliquée aux équations Ai(x)+x =X .
Cet algorithme permet d'approcher un zéro de la fonction Xj(x) et ce zéro
d'aprés le lemme 1 est une valeur propre de A. |

Comme nous verrons que la convergence du procédé proposé par
Abramov peut &tre trds lente nous pourrons calculer les zéros de Ai(x) par
d'autres procédés classiques de résolutions d'équations.

De plus, les hypothdses i) et ii) de la proposition 4 sont trop

restrictives : on sait que pour appliquer la méthode de Newton, il n'est pas

nécessaire que les fonctions dont on cherche les zéros soient contractantes.
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3.1.

Commengons par étudier la vitesse de convergence de l'algorithme

d'Abramov.

. + .8
801t'u§8 1) la leme valeur propre de ags)

D'aprés le.lemme 1, si “i n'est pas une valeur propre de d,

alors det (a(ui)) = 0 ; donc O est une valeur propre de a(ui)

(s)

i

X, un vecteur propre de a(y,) associé 3 la valeur propre 0 de a(vi).
(st1) %) # 0.

i i

Alors il a été démontré par Chichov [ 6] que

Soit alors x 3 U§s+l) et

(s) ..
un vecteur propre de a, = associé &

Supposons que (x

(s+1) -1 (s), -1, H (s)
Me My (b(d Uilp) (d My 1p) b s ,xi)
- - (1)
ugs)—u_ (XSS),X.)
i i i i
Si donc on pose
o -1 H
(s) _ (s), \-1,H_ (s)
et v, F (d My 1p) b s
L'égalité ci-dessus devient
(s+1) (s)
(s) (s)
My oMy (xi ,xi)
%3
On remarque que le vecteur X, = (") est un vecteur propre de A associé a
i

la valeur propre My (cf. la démonstration de la proposition 4).
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D'autre part le vecteur

(s)

XES) _ 25
(s)

Vi

N . (s o
est une approximation de Xi s1 ugs D est une approximation de Ui

La convergence asymptotique est donckréglée par le nombre
[l 2
ly;ll

“Xinz

iyl
si =

<< 1 1la convergence est rapide. C'est le cas lorsque’les matrices

|
Xl ; * St
” 1“ : b et 4 sont de normes "petites".’

Dans le cas contraire, le procédé proposé peut donner une conver-

gence trds lente. Nous devons donc étudier des procédés d'accélération de

la convergence.

LE PROCEDE DE NEWTON.

Nous :connaissons la dérivée de la fonction Ai(x) en un point x

quelconque ou Xi est définie.

(s)

Grdce 3 la proposition 4, on a en effet en appelant x. le

vecteur propre delags) =7a(ugs))+ugs)lm associé 3 U§s+l) _
R C-3 N DN €D I | H (s)2
RSO IERS B [CETHS Bk M

~1lly$ )12

Le procédé de Newton pour résoudre l'équation Ai(x) = 0 consiste a construir

la suitellgo) :1J€a) )
i i
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Ai(ugs))
u§s+l) = ugs) - ; , $30,1,2,..., soit
Al
( 2 %)
uis+1) = ugs) + — . $=0,1,2,...
14|y )2

Cette itération exige 3 chaque pas, le calcul de la i*™ valeur

propre de a—u§s)—b(d—ugs)lp)_lbH et du vecteur propre correspondant, mais
‘ X, X,
permet d'obtenir le vecteur propre ( 1) associé a Wy puisque ( 1) est la
() Y3 i
limite du vecteur ( * )
(s)
3
4. EXPERIENCES NUMERIQUES
m

symétrique d'ordre n = m+p

Ip

Nous faisons des expériences numériques sur la matrice A avec m = p et :

2 -1 0o -1 B 1, \
* . ] .
-1 .. .. -1 L 1
a = :1 b = 1 21 d = ) /
. 1 ',
21 2 1 o 4

Les valeurs propres exactes de A sont connues.
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4..1 ..

Nous commengons par calculer les cing plus petites valeurs

propres de A lorsque n = 20 , (m = p = 10) par le procédé d'Abramov-Chichov.

L'algorithme d'Abramov-Chichov est arrété ldrsque

|u§s+l)_u§s)| < 10—9
Le tableau 1 indique
1°) . Pour-i=1,2,...,5 les valeurs propres exactes r& de A.
2°) Pour i=1,2,...45 les valeurs proprés UEO) de a, valeurs initiales

de l'algorithme d'Abramov-Chichov ainsi que les erreurs initiales

(0)
ui Ui .

3°) Pour i=1,2,...,5,... le nombre d'itérations nécessitées, la

A .
valeur approchée Uy obtenue par l'algorithme et 1l'erreur

T
Uiui .

4.2.

Nous testons ensuite la méthode d'Abramov-Chichov accélérée

de la maniére suivante

On prend :
(o) _  (a)
Ui = Ui
(s) -
A (™)
(st1) _ (s) _ i 7i -
ui = ui ___ETET_ 820,1,2,0 0000
(s) (s-1)
PN CTRRRG B W CTH )
ol 6(0) = -1 et 6(8) SEN L2 SZ1,2,c 00y
(s)_ (s-1)
Ui Ui
A la limite G(S) est voisin de la dérivée de Xi en ugs)
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On prend encore n = 20 et on calcule les cing plus petites

valeurs propres. Le test d'arrét choisi est celui-ci

(s+1) _
i

u u®| < 107

Les résultats sont ceux du tableau 2.

Nous faisons exactement les mémes expériences que précédemment
lorsque n = 30 (m = p = 15).
On calcule les huit plus petites valeurs propres’'de A.

Les tests d'arreét sont encore

(s+1) _(s) -9
- <
|ui My I 10 .
pour l'algorithme d'Abramov-Chichov et |u§8+l)_ugs)! < 10_8

z

pour l'algorithme accéléré.

Les résultats sont ceux des tableaux 3 et 4.
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Tableau - 1 -

n=20 , m=p =120 .

Calcul des cing premidres valeurs propres par 1l'algorithme

d'Abramov-Chichov. .

*%* VALEURS PROPRES EXACTES %% .o
-01 L4b760L950994858 -
+00 1777G8770855457 ¢
+00 396124528390325 -
+00 695044902736020
+Ul 1006779251268009

**  VALEURS INITIALES = #*%

Io* * MUCL,0) * % ERREURS *

1 -01 810140527710052 =01 3L3373576715194
2 +00 317492934337638  +00 139784157452201
3 40U 690278532109431  +00 294154603719107
4 . +01 110b916997399623 +00 47L1z507126020Y
5 ©#01 171537032345343  +U0 647577810772737

x% METHODE D'ABRAMOV=-CiilCHOV %% - -
* ITERATIONS *  * MU(I) OBTENUS * * ERREURS * °
5 -01 LL6766950993626 1.251060'-13
6 400 1777087765L35857 1.0kb960'=11
8§ 7 400 396124528397161 6.867255"=12
10 +00 6950443027K5335 9.314993'=12
12 +01 100779251276621 2.551581"'-11
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Tableau - 2 -

n=20 , m=p=10".

Calcul des cinq premiéres valeurs propres par l'algorithme

d'Abramov-Chichov accéléré.

** VALEURS PROPRES EXACTES #=
-01 4u4676695099L858
+00 177708776855437
+00 390124528390325
+00 695044902736020
+Ul 106779251268009

*% VALEURS INITIALES * %

* * MUCL,0) = * ERREURS =
- =01 81014G527710052 -01 363373576715194
+00 317492934337638  +00 13478L157482201
+00 690278532109431 +00 294154003719107
+01 116916497599623 +00 L474125071260209
+01 1715370323453453 +00 647577810772737

CEWRN -

**  METHODE D'ABRAMOV=-CHIUHOV ACCELEREE *» -
* | TERATIONS =* * MU(CI) OBTENUS = * ERREURS =*
3 =01 4LE7606950994650 8.049117'~16
L +00 1777087768554306 9.9%52007"'-16
b4 : +00 390124528390322 1.464923'-15
5 - +U0 bY50LLY9G62736020 2,081668"'~16
5 +01 1006779251266009 0
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Tableau - 3 -

Calcul des huit premiéres valeurs propres par 1'algorithme

d 'Abramov-Chichov.

*% VALEURS PROPRES EXACTES *+
-01 205227064324194
-01 818802349900220
+00 183442974399805
+00 324168753519077
+00 502613535421671
+00 716946235170895
+00 964967509228836
+01 124413232369725

*%  VALEURS INITIALES  **

* MUCT,0) * * ERREURS *
-01 384294391935390 =01 179067327611196
+00 152240034977427 =01 70360699987L0L7
+00 337060775394910 +00 153617800995105
+00 585786437626905 +00 261617684107828
+00 888859533960797 +00 3862u5998539125
+01 123463313526982 +00 517686900098928
+01 160981935596775 +00 6L4851846738909
+01 200000000000000 +00 755867676302749

*

0O SOOI E WK b o=

*%* METHODE D'ABRAMOV-CHICHOV =

* |TERATIONS * * MU(1) OBTENUS * * ERREURS *
L -01 20522706433018L4 5.989566'-13
5 -01 818802349840L44U3 5.977704' =12
6 +00 1834429744170L6 1.724179'-11
8 +00 32416875352061F€ 1.538077'-12
9 +00 502613535416022 : 5.649536'-12
10 +00 716946235192322 2.142722'-11
11 +00 964967509139426 8.940991'-11
13 +01 124L413232362680 7.045209'-11
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Tableau - 4 -

Calcul des huit premiéres valeurs propres par l'algorithme

d'Abramov-Chichov accéléré.

**  VALEURS PROPRES EXACTES *x
-01 205227064324194
-01 818802349900220
+00 18344L2974395605
+00 3241€8753519077
+00 502613535421071
+00 716946235170895
+U0 9bLY67509225850
+01 124413232369725

** VALEURS INITIALES * %

*
»*

. % MU(L,G) , * ERREURS =*
-01 364294391935390.  -01 1790b7327611190
+0U 1522409349774L27 -01 70360b99987LOLY
+00 337060775394910 +00- 153017800995105
+00 555786437626305 +0U0 201017684107 06c0
+00 888859533900797  +00 58624599653915
+01 123463313526982° +00 5176869000969128
+01 160981935596775 +00 6LLE5I8LO73069U8
+01 20000060060060000 +0uU 7558670763502745

O~V E W —

** METHODE D'ABRALOV-CHICHOV ACCELEREE %%

* | TERATIONS * * MU(CL) OBTENUS =* ERKEURS =
5 ~ -Uul 2052270C84324180 L0668 ' -15

-01 81880234990020¢ .332268'-15

+00 18344L2974399:03 .856624"'-15

2900341 =15
.326673'-10
L5206557'-1v
.163336'-17
L776357'-15

+00 324108753519070
_+0U 5020135354216 71
+0U0 716Y940235170894
+00 96LYL7509428830
+01 124413232369725

[N T I B g
I W
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CHAPITRE 1II

APPLICATIONS AUX MATRICES TRIDIAGONALES

On rencontre, parmi les méthodes de calcul d'éléments propres
de matrices, la classe trés importante des algorithmes qui transforment A

sous forme condensée dont les éléments propres sont faciles a calculer.

La forme condensée la plus employée peur les matrices hermitiennes
est la forme tridiagonale.

Lorsqu'une matrice a été mise sous forme tridiagonale hermitienne,
par l'algorithme de Householder ou de Givens, on calcule ses valeurs propres

le plus souvent par l'un des algorithmes suivants
- Algorithme QR
- Algorithme des bissections [ 14]

Nous allons utiliser les résultats précédents pour accélérer les deux

algorithmes ci-dessus

% Pour QR il s'agit de donner des translations d'origine se dédui-
sant de 1%tude précédente. Nous proposerons des translations d'origitre de
nature trds différentes des translations classiques et qui améliorent la

rapidité d'exécution ainsi que la précision obtenue.

* Pour l'algorithme des bissections, nous proposons un moyen de

terminer le procédé des bissections par la méthode d'Abramov-Chichov accélérée

En A, nous présentons les notations utilisées pour les matrices

tridiagonales.
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1. PARTITIONNEMENTS SUCCESSIFS DE MATRICES TRIDIAGONALES

Soit A une matrice quelconque, d'ordre n, partitionnée ainsi

ol a est la sous-matrice principale supérieure d'ordre n-1 de A.

Ceci est donc un cas particulier du partitionnement précédent ol

m = n-1 ., et p=1.

Qs

On peut recommencer a partitionner a

n—l’an—Q"
1 3 chaque fois.

.. de la méme maniére,

c'est~-d~dire avec p

Nous noterons donc pour i=2,3,...,n-1,n

ol aj représente la sous-matrice principale supérieure d'ordre j de A

pour j=1,2,..,n-1 .

On prendra : a = A

c? et bi sont des vecteurs de Kl_l .

Soit maintenant A tridiagonale
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0
. v . i-1
On a alors, sl on pose e, = . € K
i-1 0
1

T
c, = (0,0,...,O,Bi) = Biei—l

et de méme

On supposera que toute la suite que BiYi 70
La fonction matricielle z + d(z), définie au chapitre précédent, correspond
ici & 1'application
- -1
z +>d,-z-c.(a, .-zl. .) b
i it7i-

1 i-1 i

définie pour tout z de € qui n'est pas une valeur propre de a;_q -

NOTATION :

Pour i=2,...,n on dénote par Wi(z) la fonction

Wi(z) = di-z—ci(ai_l-zli_l) bi'

)

définie sur ¢ \ O(ai_1

On notera ¥(z) la fonction Wn(z)

REMARQUE :
D'aprés 1'égalité 1.1. du paragraphe 1 on a :

det (ai—zli)

¥.(z) =
i
det (ai_l-zli_l)
On va montrer que l'on peut prendre comme définition équivalente

des fonctions\vi(z), les fonctions définies par la récurrence suivante
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Ll"1(z) = d1—z
o si Z € O(ai_1)
\Pi(z) = (2.1)
B.v.
i'1 .
di—z-w si z é‘o(aiq)
i=2,3,...,n .
On a en effet d'aprés les définitions et les notations
Y.(2) = d,-z-B.y,e: (a, -zl ) le. . ((2.2)
i i i'i7i-

1 1-1 1-1 1-1
Lorsque i1 > 3 on constate d'aprés la propriété 3 que

pour z ¢ o(a;_,) U ola; )

on a l'égalité

T -1

er (a. ,-zl. .) le. T ————

1-1""1-1 1-1

Y, (z)
i-1

ce qui donne la relation (2.1) ci-dessus.

Mais pour z € O(ai-Q) u O(ai_l) on peut montrer, en appliquant

la décomposition 1.1 a (A—zln)_l , que

-1y v < '
(a. .-z 1. ) e =0 . i.e. d'aprés (2.2)

e
€i- i-1 o7i-1 i-1

Wi(zo) = di-zo —

ce qui revient a donner Wi_l(zo) la valeur infinie dans la
formule 2.1.

La formule 2.1 est valable pour i = 2
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CAS DES MATRICES HERMITIENNES.

Si A est hermitienne, le spectre est réel et on peut restreindre

le domaine de la fonction ¥ 3 1l'axe réel.

Pour x réel on a :

Y. (x) = d.—x-bﬁ(a. -x1. .) “b.
i i itTi-

D'aprés la propositinn 10 de la premiére partie, la dérivée de Wi est

-1. 32
' = - -
¥1(x) = -1l (a;_;=x1, )7 bl
Les zéros de la fonction'vi sont les valeurs propres ugb, j=1,2,...,1 de a; -
Les pdles de Wi sont les valeurs propres uﬁ_l j=1,2,...,i-1 de ai

On suppose que toutes les valeurs propres sont ordonnées en croissant.
On démontre que = ' |
1,11 1

Uy < ks <y

Lot (et L8]+

On peut alors représenter l'allure de la courbe:Wi(x).

Sur la figure 1 on a pris i = 5.
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A‘YS(X)

N
N\ ,
AN
AN
N
\
S 4 5
wy | vy [t
4 4
My, by
AN
N\
AN

Figure 1
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2. COMPORTEMENTS DES ALGORITHMES LR ET QR AVEC TRANSLATION D'ORIGINE.

2.1.LES ALGORITHMES LR ET QR AVEC TRANSLATIONS D'ORIGINE.

Parmi les méthodes les plus couramment employées pour calculer
les éléments propres d'une matrice hermitienne donnée, certaines consistent

d la transmuer d'abord en une matrice tridiagonale dont on doit ensuite

calculer les éléments propres.

Soit donc une matrice tridiagonale

Pour calculer tous les éléments propres de A on utilise le plus

souvent

- Soit QR qui conserve la forme tridiagonale symétrique.
- Soit LR, qui conserve la forme tridiagonale mais pas la symétrie.

- Soit LR, appliqué non pas a A mais a la matrice

L'algorithme qui en résulte est appelé le Q.D, algorithme.

Ces trois algorithmes peuvent €tre accélérés par des translations d'origine.

Ainsi, pour QR par exemple on construit la suite

At 1= QR , 521,2,...
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On notera les é&léments de AS avec 1l'indice (s) supérieur.

(s) _ st)

i i
A

les translations d'origine les plus employées sont les suivantes

Si A est hermitienne, (Y pour i=2,...,n) alors

_ _(s) _
a) t,=d. d(s) B(S)
' n-1 n : ,
b) t = la valeur propre de v la plus
s ‘ .
B(S) 4(s)
n n
voisine de d(s)
n
(s)2
18, "
c) t = d(s) - —_—
> " 4(8)_4(s)
n-1 "n

2.2. LE PROBLEME DE LA CONVERGENCE DES ALGORITHMES LR ET QR AVEC TRANSLATIONS

Le probléme de la convergence globale des algorithmes LR et QR
avec translations d'origine est un probléme difficile. On ne sait pas a
notre connaissance donner des conditions simples pour garantir la conver-

gence du procédé pour une matrice guelconque C11].

Pour les matrices tridiagonales les translations b) et c) ci-dessus
ont été étudides par J.H. Wilkinson [ 16] et la convergence globale de la

stratégie b) a été démontrée.

La convergence asymptotique par contre est plus aisée d étudier

en supposant qu'il y a eonvergence (en un certain sens), on démontre que

(s) '
n

d la limite, B tend vers zéro trés rapidement (convergence quadratique

ou cubique). (ef. [14l1,[16]).
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Lorfque:pis) devient\suffisamment petit on procéde & la déflation
on ignore la ngme ligne et la n®me colonne et on poursuit l'algorithme
avec la matrice principale supérieure d'ordre n-1 . Ceci nous améne & poser
comme définition de la convergence de QR (resp. LR) avec translationsd'ori-

gine la définition suivante

On dira que 1'algorithme QR (resp. LR) avec translations

Vs . . . . (s) n
d'origine converge si la matrice AS converge et si Bn tend

vers zéro.

I1 est intéressant d'étudier 1l'effet d'une itération des algo-

rithmes LR et QR avec translation, sur la n°'e ligne de la matrice tridia-

gonale A,

En raison des considérations du 1°, dans tout ce qui suit LR

sera appliqué 3 une matrice tridiagonale quelconque, et QR a une matrice

tridiagonale hermitienne.

2.3. EXPRESSION DE LA DERNIERE LIGNE DE LA TRANSFORMEE X DE A PAR UNE ITERATION

DES ALGORITHMES LR ET QR .

-~ a - ALGORITHME APPLIQUE A A TRIDIAGONALE QUELCONQUE .

b= M
Soit A = B2 - . o partitionnée en A =
) ) dn FEUE R
"B
n
n-1
Soit t ¢ U O(ai) . On peut vérifier que
i=1
) 0 r 2
aA-t1 = | ‘ | ' = LR
n R
s et S
cy . 1 . YON W‘(t)
ol r = a—tlm est la décbmposition de Gauss de a -tl

n-1 n-1
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Alors :

ne
O
o

n-1 n n-1 n

A=RL + tl = —_— =
n

Y(t)+t

ol
A

¥(t)er
D'ou Hn = Y(t)+t .
c = (o,o,o,...,ﬁn)

Calculons %n .

En faisant exactement le méme raisonnement que ci-dessus on

aurait :
rn-l;n—lbz Wn—l(t)
donc
1 8
-1 _ , -1 _ _ n VT
cr = Bnen_lr = Bn(0,0,..., —) = . = e -1 -
: rn—l,n-l n-1
B
i.e. 22=————2—— Y(t)
o Yo, (0
On a donc :
PROPOSITION 8:
7
8 . . ' n-1
Soit A = 2 .t et soit t ¢ o(a.) .
. . Y . i
n 1=1
8 dn

n
~ -
Alors si A est la transformée de A par une itération de 1'algo-
rithme LR avec la translation d'origine t, on obtient pour Bn
et 'é n’ éléments non nuls de la dernidre ligne de ?i, les expressions
¥ (1)

d=vre 5 ¥ =———e

n n
wn—1 (t)
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- b - ALGORITHME QR APPLIQUE A A TRIDIAGONALE HERMITIENNE.

On cherche des formules analogues aux précédentes, exprimant
. s . : . Y
par l'intermédiaire des fonctions Wi, la derniére ligne de la matrice A
résultant d'une itération de l'algorithme QR avec la translation t.

Le résultat est le suivant :

PROPOSITION 9 :

dy B
B2 . . _ n-1
Soit A = t . t. ‘B et soit t ¢ U o(a.)
) - L] n i=1 1
"B dn

si X est la transformée de A par une itération de 1'algorithme
QR appliqué avec la translation d'origine t, on obtient pour Hh
et %n les expressions :

4 =Y

n ¥ (t)

¥ =¥ (1) . ot [—Wﬁ_1(t)31/2W(t) ;
1 ] n

T oy ® " vV, (D)

oa C _, est le cosinus de 1'angle 6 _, utilisé dans la I

rotation de Givens au cours de la transformation QR.

REMARQUE :
n-1 La démonstration ci-dessous se fait seulement dans le cas ou
: 0
t¢g U G(ai) . Mais en fait les Wi étant G dans R - O(ai_l) , on peut
i=1

prolonger par continuité les formules ci-dessus partout ot elles ont un sens
c'est-d-dire - dans {t e R; t ¢ O(ai_l)} pour la formule donnant Hn
' - etdans {te R; t ¢ o(an_l) U o(an_2)} pour la formule

donnant % .
n
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DEMONSTRATION :

On peut simplifier la démonstration sans changer la généralité

du résultat, en prenant t = 0 et en supposant que A est (symétrique) réelle.

La méthode de Givens utilise pour transmuer A par l'algorithme

QR, les matrices de rotation

— -
l O
10C, + 5. ... (i-1)™  1ligne
P = 1 1
+ - S, C., ... j€me ligne
1 1
1.
o
5 _

avec C. = cos 0,
i i
S. = sin 0O,
i i
Pour i=2,3,...,n , on choisit les angles ei de fagon a ce que
la matrice
R, = PP, ... P A

soit de la forme (1) ci-dessous.

Naus allons utiliser ces matrices pour la démonstration du résultat

On convient de prendre pour premiére rotation 91 =0 1i.e. Pl =1
1" :
‘rl B5 Xq
r, %,
S
" N
Iwl"l B i N
N 1
R, = , (1)
* t 1 b
(:::) di i+l A
d
Bi+1 i+l. Bi+2.
Ny d
1\4} B, n-1 Bn
d
b n —w—
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Au pas suivant pour avoir Ri+l de la forme ci-dessus avec
un zéro a la place de Bi+l’ il suffit de prendre'Pi+l avec les paramétres

da!
‘~ - i
i+l (2)
r. . .
i S
ol r, = /d!%+p?
i Ui aTitl
RB.
, _ Titl :
%&l = (3)
r.
i

finalement R = Rn sera de la forme

1"
o By 3
- g .
R = 2.3, X (%)
O . BH
r T "
n-1 = 87
dl
v T T T n
et A = RP1P2°'°Pn
on a
BY = C.B! + S.d, " (5)
i i1 i7i
! = c,d., - S,B! o o (6)
i i7i i1 ‘ ‘
1 . ) ) ] .
- < _ , ,
Bis1 CiBi+l (pour i < n) | (7)
- 2 1y2 o
vy = By () | (8)
e as . T T
La post-multiplication par P2"'Pn donne
i=1 n-1 d. = c.ar + s, B (9)
2 i il i+17i+l
i=2, ,n-1 %. = S.r (10)
i ii
3 =car (11)
n nn

_ (12)
¥ o= 5 d!
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a) On va montrer par récurrence que di = CiWi(O)

' 1 i = = = =
c'est vrai pour i 1 (dl dl ClWI(O) dl)

' S (- - ' 2
D'aprés (u4) di = C;d; Sisi h
Bi => di = ci(di - ——————)
(1) et (2) => Si = C, 4 / C
g , i-1 i-1
i-1
= t =
(5) => B! =¢C, ; B;
. . 1 -
Si on suppose maintenant que di , = C, . ¥, _1(0) (14)
ﬂ%
(13) montre que d! = c.(d, - —LE=— ) = ¢, ¥.(0)
i iti i i
Y. .(0)
i-1
b) Montrons que :
1
¢z = -
t ¥!(0)
i
I1 suffira de montrer que WE(O) = -1- tgz(ei)
1
(en effet cos?f = ——)
1+tgz a
D'aprés les formules de récurrence (2.1) on a ceci :
B2 .
¥1(0) = - 1 + —L—y! (0) (15)
] y2 (o) 37t
j-1
D'autre part d'aprés (1) et (2) on a :
B, | -
tg 6. = —— comme d! =C., ., Y. _(0)
£ at -1 -1 -l
j-1
ceci donne :
5
tg 6. = (16)
1 ¢ (0)

3-1 '5-1
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Le résultat se démontre alors facilement par récurrence :

* ‘Ctest vrai pour i = 1 puisque 61 = 0 et que Wi(O) = -1
et donc ¥!'(0) = - 1 - tg? @
1 1
% Supposons le résultat vrai jusqu'a i-1 alors
y1_(0) = - —
i-1 o2
i-1

d'aprés (15) on a :

Rz B2
¥1(0) = -1 4 ———— ¥! (0) = -1- -
- w2 2
Wi_l(O) -1—1(0) Ciq
et d'aprés (16)
1 - - _ 2
j‘{’i(O) 1- tg ei
c) Le résultat de la proposition 9 découle alors de (13), (14),
et de a) et b).
C.Q.F.D.

REMARQUE :

I1 est possible de démontrer en fait des formules analogues

2 e f\} . N -
pour tous les éléments de A (autres que ceux de la derniere ligne).

Pour LR :
( y _ Y., (0 ]
i+l ‘P.(t) i+1
1
: B.. .Y.
(15) pour i=1,2,...,n-1 o gi = yi(t) +t+ 1+1 ;+1
Y. ()
1
r\l -
C Yie1 T Yia
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Pour QR " wi(t) i+l(t)
T Lo REEI (t)
i 1i+1
(15) pour i=1,2,...,n-1 9
-¥.(t)
8, - - B, =
\ . Ci_lci+lwi_1(t)W£(t)

' . 1/2
Ly (0¥ (01777 (0

B.

1

y (t)

1o
Ceci a peu d'intéré@t pour ce quenous voulons étudier puisque

. ~ P 3 ’\J
en pratique on procéde par déflation et c'est donc les comportements de dn

et %n qui sont primordiaux.

2.4. APPLICATION A LA COMPARAISON DES COMPORTEMENTS DE LR ET QR.

I1 nous est impossible, 3 1'aide des résultats établis, de
comparer globalement les algorithmes LR et QR avec translations. Nous ne
pouvons donner que des indications sur les comportements de ces deux algo-
rithmes. Ceci est di en particulier au fait que LR ne conserve pas la forme

symétrique tandis que QR ne conserve pas la forme tridiagonale non symétrique.

- a- (COMPARATSON DE d_ POUR LR ET QR

D'aprds la proposition 9, les meilleures translations t que l'on
puisse prendre, sont celles pour lesqelles ¥(t) = O (autrement dit les

valeurs propres de A !) puisqu'alors %n =0 .

Nous allons voir que pour le terme diagonal, une itération de

LR ol QR correspond 3 la résolution approchée de ¥(t) = O .
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n
* Pour LR, dn(LR) = ¥(t)+t correspond 3 un pas de la méthode
des approximations successives appliquée 3 la résolution de

Y(x)+x = x a partir de x = t

Y(t).

ooy
% Pour QR, dn(QR) =t - correspond 3 un pas de la méthode

¥ ()

de Newton appliquée a ¥(x) = O a partir de x = t

¥Y(x)  Y(x)

cTTTTTT TR

a— == ——==
X

Figure 2 -

- . 3 Pd P ,\)
La figure 2 indique que dans le cas général dn(QR) est

"y
plus voisin d'une valeur propre A que dn(LR)

L B
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- b - COMPARAISON DE ¥  POUR LR ET POUR QR

¥(t) -1 Y(t)

on a %n(LR> - B et %n<QR>

v () ° c__¥e) ¥ (0

n-1

On pose pour simplifier les notations :

T = C L
n-1

u = Bn
¥ (0

On peut tirer aisément de la démonstration de la proposition 9 que :

82
W) =14 — 0 T2 = 1 + T2y?
wn-l(t)
d'ou :
B (QR) = —2— () | et ¥ (LR) = u ¥(t)
n 1+T2u? n

L
Les deux coefficients de ¥Y(t) dans les expressions de Bn(LR)

et gn(QR) considérés comme des fonctions de u sont respectivement :

% (LR)
L(u) = 2 = u
Y(t)
q(u) = B(or) _ Tu

¥(t) 1+T%u?
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Représentons graphiquement ces deux fonctions

Fig\_ire 3

. : B
On constate, d'aprés la figure 3, que si u = Q;L—TD
n-1

"tend vers 1'infini'", ce qui correspond 3 un mauvais choix de t
(Wn_l(t) + 0) , alors pour LR, (1) tend vers 1l'infini, alors que pdur QR,

le coefficient q(u) tend vers zéro. Voyons un exemple simple

1073 L 102
Soit A=

102'0

Prenons t = 0 (t voisin de 10_3

) .
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- Bn - lO2 - 5
0T t) ~ -t 10
n-1 +10
2(u) = 10°
T, = L d'olu
cos 8 a(u) v 1077
82
n 7
Comme ¥(t) =d_ -t - g4 = - 10 cela donne
n Y oo(t)
n-1
g () = - 107, B (or) = - 107
n n
De maniére analogue, on trouve :
N n -
d (LR) = 107 , d (QrR) = - 10 3
n n
- ¢ - ETUDE DU CAS PARTICULIER ¢t = dn
On trouve alors
d =d - uy d -q -1V
n n n n N T u
pour LR ,» pour QR
Ty2
%n T u2Yn %n - " n
1+t2u?
Ainsi pour QR on montre les résultats suivants —
. v 1,
i) ld-d | <5 le,_ 118l
. - <
B < e s
iii) Lorsqu'il y a convergence, celle-ci est cubique & la

limite.
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Les résultats ci-dessus sont faciles a montrer.

iii) et ii) ont été démontrés par Wilkinson en [14] et [16].

On voit sur l'exemple du -b- comment se comporterait LR avec
la méme stratégie t = dn

En effet dans l'exemple on a pris t = drl =0 et on-a obtenu

ny ny
Bn(LR) = 1012 et dn(LR) = —107)

0 est voilsin de

L'exemple correspond d un mauvais choix de t : t

l'asymptote x = 10—3

I1 se produit un "saut" pour LR.
Pour QR avec la stratégie t = dn’ i) et ii) montrent qu'il ne peut pas y
avoir de "saut". ! Lo

I1 en résulte que QR est plus stable que LR du point de vue

n umérique .(Ceci est un fait bien connu).

3. APPLICATION A L'ACCELERATION DE L'ALGORITHME QR PAR LES TRANSLATIONS D'ORIGINE.

3.1.

Puisque le meilleur choix de la translation d'origine t consiste
d prendre t tel qué ¥(t) = 0 , on peut proposer en plus des stratégies usuelles
décrites en [14], certaines étratégiés consistant & réSOhdre‘approximativement
l'éqpatibn ¥(x) = 0: il suffira dé:faire‘Qﬁelques iférafiéns;au:procédé de
Newton aﬁpliqué d cette dquation et dé;prendre la éolution‘aﬁpbdchée comme

translation.

Diverses stratégies ont été étudiées en (13], nous reprenons ici

les plus intéressantes du point de vuevpnafique.
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. _ Y(x)
. On note WNewt(x) la fonction wNewt(x) =X TR
dn-l én
. Uy désignera la valeur propre de ) qui est
' d
g ? 8,17
la plus voisine de d_ (au encore le nombre d - i
n Ny g
n-1 mn
qui en est une approximation.)
STRATEGIES CLASSIQUES
T1 t =d
‘n
T2 t =y
STRATEGIES PROPOSEES
T3 t= ¥ L)
T4 t = Ae s
solution approchée de ¥(x) = O calculée par le procédé
de Newton : en partant de t(o) = u faire
(s+1) (s)y . 'S (s+1)__(s)
= 57 <
t wNewt(t ) jusqu'd ce gue |t 7] <e .
dn—l én
Puisque U est la valeur propre de , 1a plus
B d
n n

voisine de dn’ on constate que si on note W%Zit(x) , la fonction associée
a la sous-matrice principale inférieure d'ordre k de A, de la méme manidre
que ¥ est associée 3 A, U n'est autre que J;iit(u) . I1 est donc intéressant
de généraliser les stratégies T3, T4, en choisissant comme vaieur initiale

au lieu de u , le nombre u' défini par :

o= bk Lk,

Newt  ~ Newt

ou k et k' sont convenablement choisis.
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(On suppose que 1 < k' < k € n-1).

Si A est la valeur propre de A la plus voisine de dn’ alors u' est plus

proche de A que W dés que Bn est assez pétit.

Cette nouvelle valeur U' nous conduit aux stratégies suivantes

plus efficaces du point de vue pratique, que les précédentes :

TS5 t ")

- TNewt

T6 Faire T4 en partant de t(o) = u!

La proposition suivante décrit les comportements asymptotiques

de l'algorithme QR avec les stratégies T3, T4, T5, T6 :

PROPOSITION 10 :

i) Soit t une translation d'origine provenant de t = WNewt(t')
ol t' est tel que |t-t'| < € . Supposons qu'il n'y ait pas
de pole de la fonction ¥ entre t et t'.
Alors il existe 6 , O < 6 <1 tel que si & = t'+6(t-t') on ait :

] <& v

i1) Supposons que 1'algorithme QR avec la stratégie t = wNewt(dn)

converge, alors la convergence est d'ordre 7 d la limite.

iii) Supposons que 1'algorithme QR avec la stratégie T3 conve;ée,

alors la convergence est d'ordre 7 4 la limite, sauf si

dés)-déf% tend vers zéro, auquel cas elle est d'ordre 5.
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DEMONSTRATION :

i) D'aprds la proposition 9 et en utilisant les notations du

paragraphe 2, on a :
%n = —S (1)
1+T?u?
d'ol

8] <% lv)] o (1)

$'il n'y a pas d'asymptote entre t et t' on peut écrire d'aprés la for-
y P ymp P P

mule de Taylor que
¥(t) = ¥(EH(E 0¥ (£1) + 2o (£1-t)2WN(E)

ol & est un nombre compris entre t et t'.

Comme t = t' - ¥le) le termé Y(t)+(t'-t)¥'(t') est nul, donc
Yr(t')
¥(t) = 35 (2'-0)2¥(E) | (2)

Le résultat i) découle alors de (1) de (2) et du fait que |t-t'| < ¢

ii) Dans tout ce qui suit, l'indice s est.supprimé pour simplifier
les notations . Ainsi, Bn + 0 voudra dire 8£S) - 0 lorsque s > > , et
o ' . (s) -
a + A voudra dire- d > A
n . n
[0
Nous utiliserons souvent le fait que si A =
est tridiagonale hermitienne et |B [ £0 , 1i=2,
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-1)

les valeurs propres X§n de a et.les valeurs propres Aj de A vérifient

n-1
lorsqu'elles sont ordonnées en croissant [ 13]

A <Al oy ' o | (3)
Jj-1 3-1 ]

Ainsi toutes les matrices A générées par l'algorlt“me n'ont pas de valeur

propre multlple et la llmlte A egalement

Pour toutes les stratégies proposées, t est choisi de la forme
t = TNewt(t'). On peut donc écrire 1'égalité (2), puisqu'a la limite, il
n'y aura pas d'asymptote entre t et t' ;
T . : Coe e ORI
Y(t) = 5-(t—t )Y (E) o , L (W)

D'aprés l'expression de la dérivée :

Yr(x)

_ _ 2"VT - -2
! |Bn| en—l(an—l x) enfl'

on aura

l{l"(g) =

]
+
N
o>
_Z

8
B
A
T
o™y
\/
Q)
o

D'autre part si t' =d

n.
¥ed )
t (d ) = d_ -
Newt noyig )
d'ou : ._ | | -
¥ (d_)
t-t' = -
¥ (d )
or on peut écrire
YW(dn) - |
——— |Bn|2
W'(dn) y o (dy'(d)
¥Y(d ) 1
t_tV:_ .___..n —“VIBIZ (OU \'2 = )

Wn—l(dn)w'(dn)
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L'expression 4 s'écrit donc

o2 VT _ryT3Y 6
¥e) = vy e (38 en—lan|

et la proposition 9 (résultat concernant %n) donne alors

2 VT - -3 6
E - Vn en—l(,an-l gln-l) ®n-1 Bn|6n| . (5)
n 1
C ¥, (DY (t)
donc IE | = k|8 |7
n n
et il faut montrer que s'il y a convergence : K ne tend pas vers l'infini.
Pour cela on montrera que
a) C-; ¥,-1(t) ne tend pas vers zéro.
VT _pyT3Y Ve ea e
b) en—l(an—l £) e .1 e tend pas vers 1l'infini.
Vn
P —_— - - + . o o
c) v, est borné. (ou |8n| si dn—l dn 0 pour iii).

(Le terme |¥'(t)| est > 1)

AT _ -3 ]
en—l(an—l Eln_l) € -1 tendait vers

1'infini, cela voudrait dire que, 3 la limite, & serait valeur propre de

Montrons d'abord b) si

an-l' Or comme t < & < t' et que t et t' convergent vers une valeur propre A

de A (puisque A converge et Bn + 0), cela voudrait dire que la matrice

e

a 0
limite A aurait la forme A = (-Jl—l—*——:) (s")
0 A

ol A serait une valeur propre de a _q -

i.e. X est une.valeur propre multiple de A : ceci contredirait les

inégalités (3)
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a). Reprenons les formules et les.notations de la proposition 9.
I1 est facile de voir que si A converge et si Bn + 0 alors Cn + 1.

(et Sn + 0) . [Le produit des rotations Pi est en effet de la forme

-
<7 _Sn

(t) - ? (5)

o . Vs , _
La relation (1lu4) s'écrit dn—l Cn—l wn-l

' 2 2| |
/(dn_l) +|sn| (6)

la relation ( 8) s'écrit . ro_q

- '/ - . -
la relation (10) s'écrit %n_l = s _Pnq (7)
enfin dé (9) on tire ':
b = Cc .d' . + s B"+t ' (8)
n-1 n-1n-1 nn

sic _, Wn_l(t) 1
aussi, par (6), donc de (7) on déduit que Bn—l + 0 . De 8 on déduit que

dé_ tendait vers zéro cela entralnerait que o4

'\J ) V4 X L3 . ~
dn-i > t (B; est borné sinon la matrice de départ A serait semblable & une
suite de matrices dont la norme tend vers 1l'infini).

dn + t donc finalement la matrice limite A aurait la forme suivante

a

n-1 () . » -
O, ,

et ceci est impossible pour la méme raison qu'en b).
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c)

1 1
!VHI =| ' <
¥ n—l(dn)w (dn) !an—l(dn)|

Or Wn_l(dn) ne peut pas tendre verébzéro sinon on aurait a
la limite une matrice de la forme (5').et on a montré que c'est impossible
en b).

iii) La démonstration ci-dessus est valable sauf pour la majoration
de Vol Si t' zZ uon a :
1 1 1
v, T ( - )
' -
¥ (p) d ;M Wn_l(u)
Si d 1 -y # 0 (ce qui est équivalent 3 d 4 - d_ # 0) , la démonstration

du ii,c) ci-dessus pour Wn_l(dn)’est valable pour Wn_l(r) et v_ est borné

d la limite dans ce cas.

Si au contraire dn—l - u~> O on peut utiliser le fait que
B ) d_ :é
I———E—-l < 1 (en effet y est la valeur propre de n-1 n

dn_l-u _ , _ Bn dn

. s ‘ ‘ . 2 _ . (- :
1l a plus voisine de drl et la rélatlon |Bn| —-(dn_l U)(dn u) :donne

1'inégalité).

Donc : . : -

_V_n_l(Bn B
B~ ¥'(t)
n

- n )
- -t
dn—l H Wn—l(U)

Y N
est borné. Ce qui, en raison de la relation 5, donne |Bn! = K|Bn|5 ou K

est borné. On a donc une convergence d'ordre 5 ici.

C.Q.F.D.
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REMARQUES‘:
(s)

T s (s I St = .
1°) On peut montrer que dn _di~i tend vers zéro si et seulement si

als) o gl

tendent vers zéro.
n _— n-1

(s) ,(s)
n _dn—l

tend vers zéro. est délicat
Parlett, Kahan [ 12] ont rencontré le méme-probléme pour la translation t = u

Le cas ou.d
On ne sait pas si un tel cas est possible. Cepeﬁdant si la matrice initiale A
est régulidre une telle éventualité est impossible, sinon cela voudrait dire

que A est semblable 3 la matiice A dont la dernidre ligne est nulle.

2%) La stratégie T4 devient, 3 la limite, simplement la stratégie T3.

3.2. COMPORTEMENT DE L'ALGORITHME QR AVEC LA STRATEGIE_T4.ti
Cet algorithme peut etre considéré comme laicombinaison de deux
algorithmes :
- 1'algorithme QR

- . l'algorithme de calcul & la'précision' € d'un zéro de la fonction ¥

par la méthode de Newton.

Cette deuxiéme étape est exactement la méthode d'Abramov accélérée par le

processus de Newton( cf. paragraphe 2)avec le partitionnement m=n-1,p=1.

a 1 by R ' . ‘ Lo o
A = (_f—) —esn
La fonction matricielle d(z) est ici réduite 3 une fonction scalaire

Nous avons essayé d'autres stratégies, utilisant l'algorithme
d'Abramov-Chichov classique (par exemple d:c stratégies telles que
t = Y(u)+u), mais les résultats étant nettement inférieurs 3 ceux que nous

avons décrit, nous les avons abandonnées.
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Nous avons constaté expérimentalement que le temps d'éxécution
du programme permettant de calculer toutes les valeurs propres a l'allure

suivante

A temps
\ P

Ceci est dd au fait que le temps total T(e) d'exécution du pro-

gramme se décompose ainsi

1 _ Le temps Tl(e) mis pour calculer toutes les translations t.
. . (1) . (s+1) (s)
' = =
On fait d'abord toujours t wNewt(U) et puis t qﬁewt(t )
jusqu'd ce que It(s+l)—t(8)| <e .
Donc : .81 € > Tl(a) tendra vers une constante (correspondant au
calcul de t(1))
.81 e>0, Tl(e) deviendra infiniment grand.
2 _ Le temps T2(€) mis pour exécuter toutes les transmutations.

I1 diminue avec le nombre d'itérations (donc avec € ).

En faisant la somme de ces deux temps on obtient une courbe du

type suivant : (T(g) = Tl(€)+T2(€))
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Figure 4

On constate par ce "raisonnement" qu'il existe un "e optimal".

b) La convergence étant d'ordre 7 3 la limite
Il est évident que le nombre d'itérations sera considérablement

" diminué. Il en résulte :
. un gain de temps souvent non négligeable (ceci pour € bien choisi),

. une réduction des erreurs d'accumulation (car il y a beaucoup

moins d'itérations),

. dans le cas trés courant ol l'on calcule simultanément les vecteurs
propres et les valeurs propres, aux transformations QR vont

s'ajouter UKN? opérations (ol K = nombre total d'itérations) et
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on remarque en faisant un raisonnement analogue a ci-dessus

qu'on gagne’ encore plus de temps dans ce cas et qu'il est plus
aisé d'estimer un € permettant de réduire le .temps d'exécution.
(On constate expérimentalement que le gain relatif en temps est

voisin du gain relatif en itérations, cf. exemples numériques.)

53.3. EXPERIENCES NUMERIQUES.

3.3.1.
-1
On a pris les matrices tridiagonales DN = 21
-1 2
d'ordre N. i.e. B. = -1 , i=2,...,N
i
et di =2 s 1=1l,...,N 3
S _ im . .2 im
dont les valeurs propres sont Xi = 2(1 cos(ﬁiz)) 4 sin (§TE:IT)

Pour N assez grand il y aura donc aux extrémités du -spectre des valeurs
propres trés voisines. (C'est donc un cas défavorable pour QR).
Dans tous les exemples qui suivent, on a procédé par déflation : on a donc

travaillé successivement sur les matrices déflatées de dimension

- - -9
2 = N,N-1,...,N-P,...,2. e test d'arrét choisi est»|82| < 10

Pour N = 89 les résultats sont ceux du tableau 1.
On a constaté que le gain en temps augmente avec la dimension
de la matrice. En prenant N = 130 on a comparé les stratégies 2 et 5

yLid i)

Newt Newt(u))J

Lon a pris p' =

(Résultats dans le tableau 2).
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TABLEAU 1
N = 89 Calcul des valeurs propres.
\ temps __ga;n‘relatlf  ‘tgg;Q relatif
nombre s .
: d'exécutic en itérations | en temps par
P " Vieg . exécution . o R r
stratégie employée d'itérations ar rapport 3 | rapport i la
o , ; ’ , (secondes) = |- P _‘pp ta PP
la stratégie T2 stratégie T2
T1 179 3,889
T2 176 3,781
T3 133 3,558 24 % 6 %
T4 avec € = 10 115 3,473 35 % 8 %
T5 avec .
1] 113 3,184 37 % 16 %
v o=yl 10
H wNewt(U)
TABLEAU 2
N =130 - Calcul des
T2 247 7,502
T6 1173 5, 5Lk
TABLEAU 3
N =40 - Calcul des'valeurs‘propfes et vecteurs propres.
T2 80 14,63
T5 avec le test
d'arrét Ly 8,37 45 % 43 %
S -6
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Le cas le plus intéressant d'aprés le troisiéme point de la
remarque III.b est celui ol 1l'on calcule simultanément les valeurs propres
et les vecteurs propres. On constate sur les résultats du tableau 3
(pour N = 40) que le gain relatif en temps est effectivement voisin du gain

relatif en itérations.

3.3.2.
Soit BN la matrice tridiagonale symétrique d'ordre N ou
d, = N : i21,2,...,N
B. . = /I(N-1) i=1,2,...,N-1.
i+l
Les valeurs propres de BN sont connues [ 9] : Ai = 2i-1 ,
i=1,2,...,N.

Nous avons testé sur ces matrices la stratégies T. dans laquelle les

5
paramétres k et k' sont déterminés de la maniére suivante

Si # est la dimension de la matrice déflatée et si & > 10
alors k' = [2/10] . (division entiére de % par 10) et
k=32,sinonsi 2 <10 k'=k=1.

On a pris successivement N = 120, 150, 200, 250 et 300.
Ici seules les valeurs propres sont calculées. Nous comparons alors pour
les translations T2 et TS5, les nombres d'itérations (colonne B) les temps
d'exécution (colonne C), les gains relatifs en itérations (colonne D) et
en temps (colonne E) par rapport & T2 et enfin les précisions moyennes
(colonne F).-

-~
. . &me .
(si M, est la i valeur propre calculée, la précision moyenne

t1l mb L g lui-ki’
es € nombre = .
Vi T

Les résultats sont ceux du tableau 4.
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- TABLEAU 4

Calcul des valeurs propres

A B C
. -14
N=120 T2 237 7,004 x 10
TS 142 5,423 % % x 107t
= -1y
N=150 T2 299 10,500 10
5 170 7,973 % % 107t
-13
N=200 T2 399 18,691 10
TS 220 13,765 % % x 107t
- -13
N=250 T2 499 29,159 10
TS 271 22,318 % % 107t
-13
N=300 T2 599 43,042 10
TS 324 31,629 % % 107"
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Lorsque nous calculons simultanément les valeurs propres et
les vecteurs propres par les méthodes T2 et T6, nous constatons dans nos
expériences numériques que la précision sur les vecteurs propres est plus
sensible au nombre d'itérations que celle sur les valeurs propres. Alors
que nous diminuons le nombre d'itérafions de moitié environ, la précision
sur les valeurs propres qui est déj3d excellente par T2 n'est que légérement
améliorée, alors que pour les vecteurs propres la précision est nettement

améliorée. Dans l'exemple qui suit on a pris la matrice B sur laquelle

50
nous avons calculé les valeurs propres et les vecteurs propres simulta-
nément par QRT6 (QR avec les translations d'origine T6).

k et k' ont été choisis ainsi
k' =(%/5] , k=2xk'

Dans la stratégie T6 on rencontre en plus le probléme du choix
de € : lorsqu'on calcule seulement les valeurs propres,€& ne doit pas &tre
trop petit sinon on risque d'obtenir un algorithme trop coliteux

(cf. figure 3).

Par contre dans le cas du calcul simultané des valeurs propres
et des vecteurs propres nous avons meins de restrictions. Si le test

pour la déflation est
|BQI < € on prendra

. € du méme ordre que €' (g = €') si on calcule simultanément

s

‘les valeurs propres et les vecteurs propres
. € de l'ordre de v €' si on calcule seulement les valeurs
propres.

. ) , -9
Dans cet exemple on a pris € = €' avec €' = 10 .

N
Nous avons calculé les nombres p_ = ( I H(B —u.Xp.Hz)l/Q ou u, et P,
: B . N "1°71 i 1
N 1=1
sont les valeurs propres et les vecteurs propres de‘BN, calculés par les

deux méthodes d|$£l = l)i
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Nous obtenons les résultats du tableau 5 ou les colonnes A, B,

colonne supplémentaire G contient les nombres g ~‘ci-dessus.

Ces nombres p

N
moyenne des vecteurs propres

TABLEAU 5

N = 50

ohtenus par les deux méthodes.

nous donnent une indication sur la précision

- Calcul des valeurs propres et des vecteurs propres

A B C D E
-15 -9
T2 100 33,211 4,438 . 10 1,949 . 10
. . _ -15 -13
T6 57 19,494 43 % u2 % 3,742 . 10 9,058 . 10

Dans les exemples précédents les calculs ont été effectués en

double précision. Pour avoir une -idée .réelle de 1l'effet des stratégies

T5, T6 sur l'accumulation des erreurs d'arrondis il est bon de donner un

exemple de calcul en simple précision. :

matrice B6O

Temps d'exécution.

1,599 s. pour T2

1,312 s pour T5

Nous avons comparé T2 a TS5 sur la
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Précision obtenue sur les 10 premiéres valeurs propres

stratégie T

3.3.3.

par QRT2

0.001038551
0.0003693898
0.0002748489
0.0002042225
0.0001561907
0.0001177354
9.059906'-05
7.9981u7'-05
6.193272'-05

On voit le gain appréciable en précision apporté par la

5

par QRTS

0.0002117157

9.250641'-05
7.362365'-05
5.013602'-05
3.994835'-05
3.554604'-05
3.147125'-05

1.570383'-05
9.873334'-06

On va tester ici et dans le 3.3.4. les méthodes QR et Jacobi

pour les!

matrices symétriques pleines.
Sur la matrice A d'ordre 30 (cf. Wilkinson [15]) ol aij = max(i,j’

on a comparé les méthodes suivantes

1°/ QRT2 : algorithme QR avec la stratégie T2 appliquée a la matrice

tridiagonale T obtenue par la méthode de Householder appliquée a

2°/ QRT6 : la méme méthode avec la stratégie T6.

39/ JACOBI (cf. Wilkinson [ 15]).

Dans les trois cas on.calcule simultanément les valeurs propres

et les vecteurs propres.



- II.62 -

- Temps d'exécution :

QrRT2. : 11,11 sec. ‘ (u7 itérations)
QRT6 8,88 sec. - (37 itérations)
JACOBI : 29,69 sec. (2539 rotations planes)

QRT6 est donc le plus rapide des trois algorithmes avec 20 % de moins que

QRT2 en temps d'exécution.

'REMARQUE :
Le temps d'exépution pouf QRT2 et QRT6 comprend

- le temps mis pour tridiagonaliser A (méthode Householder)
- le temps mis pour calculer les éléments propres de T

- la substitution arriére pour calculer les vecteurs propres

dans la base initiale.

Une grande partie du temps est prise par la transformation de
Householder. C'est pourquoi le gain relatif en temps d'exécutions est ici

moins important que celui de l'exemple 1°/ sur la matrice DuO
- Précishion :

~ Valeurs propres.
Ne connaissant pas les valeurs propres exactes de cette nmatrice
P . . .
on ne peut pas comparer la précision obtenue par les trois
méthodes sur les valeurs propres. Toutefois, beaucoup de valeurs

propres calculées sont pratiquement identiques.

- Vecteurs propres.
On a évalué les résidus HrA(Ui)“ = H(A—ui)UiH ou y, et U, sont
les valeurs propres et les vecteurs propres de A puour

i=1,...,N , avec ”Ui“ = 1.
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On remarque que les résidus obtenus par QRT2 et QRT6 sont

pratiquement identiques (et sont moins bons que ceux obtenus par JACOBI).

~

Ceci est di essentiellement 3 la transformation de Househclder.

On peut le vérifier si on calcule les résidus des vecteurs propres calcu-
lés~:pi de la matrice tridiagonale T (obtenue par tridiagonalisation de

Householder)

ler(:pi)Il = “(T"Ui);pi” H) vi:]-s--f,N .

N N
Les nombres Py = (Z “rA(Ui)“2)1/2 et oy = (T ”PT($i)”2)l/2
i=1 i=1

ont été calculés. On obtient

Py | o
QRT2 9,526598 X 1077 5,560. .. 10710
A-7, ‘ 31412
QRT6 | 8,526596 x 10 1,807... 10
-12
JACOBI 1,652004 X 10

Il ressort de ces résultats que dans QRT2 et QRT6 les erreurs
sur les vecteurs propres sont dlies essentiellement .4 la transformation

de Householder (sur cet exemple).
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Des exemples de résultats sur les valeurs propres et les résidus

obtenus par les trois méthodes appliquées & A sont donnés dans le tableau 6.

- TABLEAU 6
résidus
v.p.|{ Méthodes v.p. calculées: -
| . '
[, W g )l
11 -10
QRT?2 639, 629 434 437 187 3,36 X 10 1,88 X 10
-12 ‘ -12
A, | QRrTS 639, 629 434 437 187 2,32 X 10 1,72 X 10
JACOBI 639, 629 u3L L37 187 1,14 x 107 %2
-11 - ~10
QRT2 -114, 511 176 460 083 3,53 x 10 1,94 X 10
-12 c =12
A, | RT6 -114, 511 176 460 083 1,09 X 10 1,04 X 10
JACOBI -114, 511 176 460 084 1,93 x 10713
' ) L2 : -12
QRT2 - 0, 250 687 020 232 980 3,41 X 10 2,98 x 10
Ag0| QRTE - 0, 250 687 020 232 979 3,41 % 107/ 3,38 x 107"
JACOBI - 0, 250 687 020 232 979 3,41 X 1071
o e o -8 -12
QRT2 - 0, 299 589 611 198 079 9,40 X 10 1,12 x 10
- -15
X,g| QRTE - 0, 299 589 611 198 079 9,40 x 1078 8,36 X 10 1
JACOBI - 0, 299 589 611 198 050 1,29 % 107t
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3.3.4.

Les mémes méthodes QRT2, QRT6 et JACOBI ont été essayées sur

la matrice d'ordre 4y

- - 2 3
B = 8D, - 5D%, + D3, (c£. WILKINSON [ 15])
ou 2 l o
p = L. T e d'ordre U4
uh . . . . rare .

OREI

Fs 2 1 1
0
2 6 3 T~ N
1 3 6 3 N~
- N AN
B = 1013 >0 >~ 1
NN ~ N ~q
AN ~ N
. N o N ~ 3
C) <. N T3 B 2
~ ~
| 1 1 2 5]
Les_valeqrs propres de B sont connues
. _ _ 2
de i=1,...,N Ai = ui(8 Sui+ui)
. = in2 (iT - =
. avec My 4 sin (2N+2) | (N=uy)
- Temps d'exécution :
QRT2 32,92 sec. (82 itérations)
QRT6 25,79 sec. (53 itérations)

JACOBI 116,23 sec, (6726 rotations planes)

QRT6 prend 22 % moins de temps que QRT2.
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Les erreurs sont ici encore diies essentiellement 3 la transfor-

mation de Householder et la substitution arriére. Les commentaires du 3.3.3.

s ont encore valables.

Le tableau 7 contient les résultats relatifs aux valeurs propres

se trouvant aux extrémités du spectre.

Dans le tableau 8 sont reproduits les résidus obtenus pour les

mémes valeurs propres par les trois méthodes.

TABLEAU 7
Ay Ay
v.p. exacte 15. 922 215 640 509 7 15. 691 222 719 611 3
v.p. calculée par QRT2 15. 922 215 640 509 8 15. 691 222 719 611 3
v.p. calculde par QRT6 15. 922 215 640 509 7 15. 691 222 719 611 3
v.p. calculé par JACOBI | 15. 922 215 640 509 7 15. 691 222 719 611 2
)
A3 Mo
15. 314 010 508 437 9 0. 340 171 322,132 473
15. 314 010 508 438 O 0. 330 171 322 132 481
15. 314 010 508 438 0 0. 340 171 322 132 481
15. 314 010 508 437 9 0. 340 171 322 132 u483
Ays Ay
0. 153 824 064 142 014| O. 038 856 634 456 583 9
0. 153 824 064 142 019| 0. 038 856 634 u56 587 U
0. 153 824 064 1u2 019 O. 038 856 634 u56 587 U
0. 153 824 064 142 0261 ©O. 038 856 634 456 598 O
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TABLEAU 8
vV.p. Résidus par QRT2 Résidus par QRT6 »Résidus par JACOBI
M 7.08 101" s.o8 10t 2.15 107
| AZ 6.30 107 1H 2.88 107 2.65 107
- 7.66 107" 2.89 107 2.67 107t
g2 9.25 10710 9.09 10710 ‘ 1.40 _JLo'lL+
Agz 6.68 10710 6.63 10710 1.49 10”1
" 4.99 10710 5.21 107 1.72 107"
4. APPLICATION A LA METHODE DES BISSECTIONS SUCCESSIVES.
De la propriété des suites de Sturm et du fait que

Y.(x) =
i

det(ai-xli)

det'(ai_l—xli )

-1

nous déduisons la proposition suivante :

PROPOSITION :

-—

Soit x un nombre réel tel que la suite finie W1(x),wz(x),...,wn(x)

existe. Alors :

- Le nombre de Wi(x) appartenant 3 la suite et qui sont positifs

ou nuls

est égal au nombre de valeurs propres plus grandes

ou égales 3 x ;

- Le nombre de Yi(x) appartenant a la suite et qui sont négatifs

est égal au nombre de valeurs propres strictement inférieurs a x .
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Habituellement, dans la méthode des bissections successives on

utilise au lieu des Wi(x), les Pi(X) polynomes caréqtéristiques des a,
p.(x) = det(a,-x1,)
o1 . _ 1 1

les pi vérifient

PO(X) 1 s Pl(X) = dl—x

Py (%) = (d;-x)P; ,(x) - Bf P;_,(x)

P-4

L'idée d'employer les Wi(x) au lieu des_pi(x) avété deja étudiée

(cf. Wilkinson [15] p. 249).

Elle présente de nombreux avantages ; en particulier il y a
deux fois moins d'opérations et on évite les dépassements (overflow et

underflow).

On notera m(x) le nombre de Wi(x) qui sont < O dans la suite

-Wl(xé,...,Wn(x)

Dans l'algorithme classique des bissections successives (voir (1)
on détermine un interyalle,[xo,xl] dans lequel se trouvent toutes les valeurs
propres puis pour calculer la i@me v.p. on réduit cet intervalle en utilisant

’

la propriété ci-dessus des m(x).

Donc

ALGORITHME 1

Soit x =

si m(x) < i prendre X, =X sinon

prendre X, =x,

jusqu'a ce que [xo—x1]soit suffisamment petit.
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L'algorithme ci-dessus est trés colteux si on veut calculer

un_grand nombre de valeurs propres. Dans ce cas une premlere amélioration
. &me

possible consiste 3 remarquer qu'au cours du calcul de la i valeur
propre, les m(x) successifs peuvent nous permettrev d'améliorer la locali-
sation des autres valeurs propres a calculer ([2]) (cette remarque est die

d Givens).

Malgré cette améliorationlgigorithme est peu conseillé pour
calculer un grand nombre de valeurs propres ou toutes les valeurs propres
de A et il y a intérét 3 utiliser la méthode des bissections ci-dessus
seulement pour isoler les valeurs propres dans des intervalles disjoints et

d terminer avec une méthode de Newton.

ALGORITHME 2 :

1) Trouver un intervalle [xo,x1] dans lequel se trouvent toutes
les valeurs propres.

De 1 = moa m faire :

2) Trouver un intervalle [xé,x%] dans lequel se trouve la seule
valeur propre Ai , par la méthode de bissection avec la remarque
ci-dessus. '

Dés que [x;,x%] est trouvé aller i 3.

Si [xo—x1] < gy arréter le processus pour la j&me vV.p.
(e1 donné) .
(1), (1) = (s)
X5 tx Y(x:>7)
3)  En partant de X(O) "——“TTJ__' faire A(S Do) 1

1 - thgs))

sans sortir de 1'intervalle [x*,x}] , jusqu'a ce que
o’ J

|A£S+1)-A§S)| soit suffisamment petit.
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Il est a remarquer que la partie 3 de 1l'algorithme 2 n'est
autre que la méthode d'Abramov-Chichov accélérée.

COMPORTEMENT DE L'AIGORITHME 2.

I1 est connu que la méthode des bissections successives est
t rés stable, et converge en un nombfe k de pas vers un nombre My tel que
|ui—Ai| < 2‘k|xo—xl| ou A; est la i°™ valeur propre cherchée.

Le procédé de Newton par contre peut présenter d&s instabilités

et donner des valeurs propres assez peu précises pour certaines matrices.

REMARQUES D'ORDRE PRATIQLE :

Analyse de 1'erreur de méthode.

Lorsque t = WNewt(t') et que |t-t'| < e on a vu (cf. prop. 10) que :

2
[¥(e)| = 5= ¥n(E)

. Comme |¥'(x)| > 1 et que VY(t) = Y(M)+(t-2)¥'(&)

: ¥ ()|
¥(A) = 0 = |t-A| = ———— < ¥(%)
l¥r (&)
" — op2 T _ -3 v
. On a vu que ¥'"(§) = 28. en—l(an—l Eln_l) e 1
| 282
On peut donc majorer IW"(£)| par —— -
D
g
ou DE est la distance de £ au spectre de a .
D'ou |t-A| < €2

o 5%




- I1.71 -

Cette inégalité nous a en particulier servi pour écrire un test

d'arrét convenable pour la phase 3, de l'algorithme 2.

(Une bonne estimation de DE peut 8tre trouvée a chaque itération
de Newton grice 3 la phase 2 de 1l'algorithme et au fait qu'd la limite on

)

peut prendre Dg 8% Dt' distance de t' au spectre de a1

EXPERIENCES NUMERIQUES

Nous avons calculé les dix premiéres valeurs propres de qu
(cf. 3.3.1.) par l'algorithme 1 puis par l'algorithme 2. La précision
demandée était de 1078 pour l'algorithme 2 et de lO_-12 pour l'algorithme 1.

Voici les résultats obtenus

TABLEAU 9 :

Calcul des dix premiéres valeurs propres de DHO

par l'algorithme normal

VePe NO: NBRE D'ITS VePo CALCULEES
1 42 -7 H55A332763263924
2 42 -)1 2343915243955(5
3 42 =31 5260901522447122
4 42 -1 8320721588382 36
5 42 +00 14499506779¢254 -
6 42 +30 207HHEHB60TT45Y
7 42 +30 2303607E6C25642
8 42 +00 3641412784668 72
- Q 42 +00) 457021640355827
10 42 +)1) 558156812 79R447

001.16 SECONDS IN EXECUTION
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TABLEAU 10

Calcul des dix premiéres valeurs propres par

1'algorithme amélioré.

VePo NO: NBRE DE BISFCTIONS: NRRE DFE PAS DE AFRWICN E

1 10 6

2 3 ) 1N

3 : 3 7

4 3 )

5 3 11

6 2 5

7 4 6..
8 5 -3
Q 2 4
10 3 5

% V.P. CALCULFES*
-02 %868397632519)2
-01 234391524393027
-01 5260915224444] 73
=01 932072158901389
+0C 1449950957795811
+0C 20766388607 7839
+0C 280860786025593
+00 364141278466555
+0C 457021640356114
+00 S58956R1279R424

000 .48 SECCONDS IN EXECUTION

TABLEAU 11

Valeurs, propres exactes

¥k %kVP EXACTES  %kX

-02 586839763251907
-01 234391524393029
-N1 526091522444419
-01 932072158901389
+00 144995097795311
+00 207668 R860T7T7L89
+00 280860786025598
+00 364141278466565
+00 457021€40356114
+00 55855681 2798426
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PROCEDURE QRTRIDIAG(INTEGER VALUE M1,N; LONG REAL VALUE EPS ;

INTEGER RESULT

TOTITER ;

LONG REAL ARRAY E,D(%*);
LONG REAL ARRAY Z(*,*);LOGICAL EINVEC,FAIL) ;

BEGIN
COMMENT

CETTE PROCEDURE CALCULE LES VALEURS PROPRES ET LES
VECTEURS PROPRES D'UNE MATRICE TRIDIAGONALE SYMETRI-
QUE DONT LA DIAGONALE EST D ET LA SUB-DIAGONALE EST E
S| LE PARMETRE LOGIQUE EINVEC PREND LA VALEUR
"WRAI"',ALORS LES VECTEURS PROPRES SONT CALCULES AVEC
LES VALEURS PROPRES SIMULTANEMENT. LES VECTEURS
PROPRES RANGES DANS LE MEME ORDRE QUE LES VALEURS
PROPRES , SONT DANS LE TABLEAU Z(1::N,1::N) .

LES VALEURS PROPRES SONT RANGEES DANS LA DIAGONALE D
QuUl EST DONC EFFACEE.LE TABLEAU Z N'EST PAS TOUCHE SI .
EINVEC=FALSE, ET PEUT DONC ETRE N'IMPORTE QUEL TABLEAU
A DEUX DIMENSIONS S| ON CHERCHE SEULEMENT LES VALEURS

"PROPRES . REMAROUE :

QRTRIDIAG EST ECRIT POUR POUVOIR ETRE UTILISE
INDEPENDAMMENT DES PROCEDURES SUIVANTES ET
CERTAINES INSTRUCTIONS SONT IMUTILES S| QRSHIFT
EST UTILISE ;

LONG REAL PROCEDURE MINRAC(LOMG REAL VALUE A,B,C) ;

BEGIN

END MI

LONG REAL T,S;

T:=(A-C)/(2L*B) ;

S:=LONGSQRT (1+T*T) ;

A:=(IF T<0 THEN T=-S ELSE T+S) ;
C-B/A

NRAC ;

LONG REAL PROCEDURE PSINEWTON(INTEGER VALUE M,K;

LONG REAL H ;LONG REAL ARRAY E,D(*)) ;

BEGIN LONG REAL PS!,T,S;

S:=

oL ;PSI:=1L ;

FOR 1:=M UNTIL K DO BEGIN
Te=(EC(1)/PSI)*%x2 ;
Se=(1L+S)*T ;
PSI:=D(1)~H-T*PSI ;
IF PSI=0L THEN PSl:=1"'-20L ;
END ;
HePSI1/(1L+S)

END PSINEV

{TON ;

INTEGER ITER, ITR,K1,K2;

LONG REAL
IF EPS=0L
SOM:=0L ;

SOM, TRANS,R,S,C,H,EP,ES,DP,MU,MUP,EPS2;
THEN EPS: ~1'-16L
TOTITER:=0;

EPS:=0.5L*EPS/(N-M1+1) ;

EPS2:=EPS ;

IF "EINVFC THEM_EPS2:=LONGSQRT(EPS2) ;
IF EINVEC THEN FOR 1:=M1 UNTIL N DO

FOR J:=M1 UNTIL | DO
Z(1,J9):=Z(J, 1) :=CIF I1=J THEN 1L ELSE OL) ;
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FOR L:=N STEP-1 UNTIL M1 DO
BEGIN ITER:=0 ; MUP:=0L ;
IF L>10 THEM BEGIN Kl:=L DIV 10 ;
K2:=3%K1 EMD
ELSE Kl:=K2:=1-1;
COMMENT CALCUL DE LA TRANSLATION D'ORIGINE
KPRIM =L DIV 3 ,ET K=3*KPRIM ;
TRANSLAT: IF L=M1 THEM GOTO FINI1;
IF E(L)*E(L)<ABS((SOM+N(L))*(D(L-1)~D(1.)))*EPS
THEM GOTO FIN1 ;
MU=MINRAC(D(L-1),E(L),D(L)) ;
IF (ABS(MUP-MU)>= 0 15L*ABS(SOM+MU))AJD(TOTITFR<10)
THEN GOTO TRANSMUT ;
C:=PSINEWTOM(L-K1,L.,M),E, D) ;
TRANS :=PSIHEWTON(L-K2,L,C,E,D) ;
1TR:=0 ; ‘
"WHILE (ABS(TRANS-C)>EPS2)AND(ITR<3) DO
BEGIN .
C:=TRANS ;
ITR:=1TR+1 ;
TRANS :=PSINEWTON(1,L,C,E,D) ;
END ;
FOR 1:=M1 UNTIL L DO D(1):=D(1)~-TRANS ;
SOM:=SOM+TRANS ;
COMMENT  TRANSMUTATION QR ;

TRAMSMUT : DP:=D(1) ; C:=1L ;
MUP:=MU ; S:=0L ;
FOR 1 :=M1+1 WNTIL L DO
BEGIN

EP:=C*E(1) ; H:=DP«C ;
IF ABS(DP)>ARS(E(1Y) THEM
BEGIN
C:=E(1)/DP ; R:=LOMGSORT(1L+C*C) ;
E(1-1) :=S*DP*R ; S:=C/R ; C:=1L/R ;
END
ELSE
) BEGIN
C:=DP/E(I1) ;
R:=L.ONGSQRT (1L+C*C) ;
E(1-1): ‘S*E(I)*R - S:=1l./R ; C:=C/R ;
EMD;
ES:=C*xEP+S+D(1) ;
DP:=C*D(!)=-S*EP ;
D(1-1) :=H+S*ES ;
1F EINVEC THEN FOR Ke —Nl INTIL N DO
BEGIN H:=Z(K, 1-1) ;
Z(K,I-l):=C*H+S*Z(K,I) ;
Z(K, 1) :=C*Z(K, 1)=S*H ;
END ;
END I
D(L) :=C*DP : E(L):=S*DP ;
ITER:= ITER+1 TOTITER:=TOTITER+1 ;
IF ITER=25 THEN GOTO NMIVERG ELSE GOTO TRANSLAT
FINI: DCL) :=DN(L)+SOM ;
END BOUCLEL;
COTO FIY2
DIVERG: FAIL:=TRUE ;
FIN2: END NPTRINDIAG;
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PROCEDURE HOUSTRIDIAG(INTEGER VALUL N;LONG. REAL ARRAY A(*,*);
LonG "RRAD ARRAVTECER L YA'S REAL ARRAY A(*,*)

BEGIN
CCMMENT CETTE PROCCLURE TPIDIAGOMALISE PAR LA
METHODE DE HOUSEHOLDER LA MATRICE A(l::M,1::t) . LA DIACONALE
EST RANGEE EN D(1::N) ET LES ELEMENTS SUB-DIACCHALY SOMT RALGES
DANS LES N-1 DERMIERES MENMOIRES DE E(1::N) (CE PLLS E(1)=0)
LE TRIAKGLE STRICTEMENT SUPERIEUR DE A EST COMSERVE ET LE
TRIANGLE IKFERIEUR SERT AU RETOUR A LA BASE INMITIALE PAR LA

PROCEDURE VECTSUBT .LA PRESENTE PROCEDURE EST INSPIREE
DE WILKINSOK(1) P. 219 ;

LONING REAL F,C,H; IMTECER L - ;
FOR 1:=} STEP-1 UNTIL 3 ©O .
BECIH L:=1-1 ; tbe=0L , .
FOR K:=1 UNTIL L DO H:=iH+A(l,K)*A(CI , K) ;
IF h<1'-150L THEN
BEGIN E(l):=0L ;
DCL) e=ACL, 1)
GCTO SALT ;

END
F:=A(1,L)
CCl)s=C:=IF F>0 THEN =-LONGSCRT(4) CLSE LONGSGRT(H)
CCl)s=AC1,1) ; ACL, 1 )s=H:=l{-F*C ;
ACL,L)::=F=G ; F:=0L ;
FOR J:=1 UNTIL L CO
BEGIHN G:=0L ;

FOR K:=1 UNTIL J DO C:=G+A(J,K)*A (I, K) ;
FOR K:=d+1 UNTIL L DO GC:=G+A(K,Jd)*A(],K)
Ce=E(J):=G/ti ; F:=F+G*A(1,d) ;
END J;
He=F/(L+E)
FOR J:=1 URTIL L CO -
BEGIN Fe=A(1,d) ; Ce=E(J) :=E(J)-H*F
FOR K:=1 UMTIL J DO
A(J,K):=AWJ,K)-F*E(K)~G*A(I,K)
END J;

.
’

.
4

SIUT
END 1

LD HOUSTRICIAG;

(1) Référence [ 15J]
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PROCEDURE VECTSUBST(INTEGER H; LONG REAL ARRAY A,Z(%,%)) ;
BEGIH - |

COMMENT PROCEDURE PGUR LE RETOLR ARRILRL .
LTILISE LES INFORMATIONS QUI SONT COI'SERVEES
DANS LE TRIANGLE INFERIEUR DE A AL COLRS DE
LA TRAKSFOMATION DE HOUSEHOLDER POUR ECRIRE
LES VECTEURS PROPRES DANS LA BASE INITIALE

LONG REAL P ;
FOR 1:=1 UNTIL N DO

.
4

BEGINM
FOR K:=1 UNTIL N DO
BEGIHN
P:=0L ;
FOR J:=1 UNTIL 1-1 DO
Pe=P+A(1,J)*2(J,K) ; ,
Pe=P/ACL, L) o
FOR J:=1 UNTIL 1-1 DO Z(J,K):=Z(J,K)=-A(1,d)*P
END
END

EMD VECTSUBST ;
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FROCECURE CGRSHIFTCINTEGER VALUE N; INTEGER RESULT TCTITELR ;

CECIH
COMMENT

LFL:

LOGICAL VALUE EINVEC ; LOGICAL RLCSULT IMPOSSIBLE ;
LCGHNG REAL VALUE EPS ; LOMG REAL ARRAY A,VECT(*,%) ;
LOLG REAL ARRAY VP(%)) ;

: LES PRGCEDURES QRTRIDIAC ,HOUSTRIDIAG ET VECTSUBST ETANT
PRCCECLARELCS, LA PROCEDURE SUIVANTE PERMET DE CALCULER TOUTES

LES VALEURS PROPRES ET TOUS LES VECTEURS PROPRES D'UME MATRICE

SYRCTRIGLE PLEINE A(l::M,1::N) PAR L'ALGORITHME CR.LES VALEURS
PROPRES SONT RALGEES DANS LE TABLEAU VP(1::1).LES VECTELRS
PROPRES NE SONT CALCULLES QUE SI EINVEC=TR E ET SONT ALORS
RANGES DANS VECT(1::N,1::N).DANS LE CAS COLTRAIRE VECT N'EST
PAS UTILISE ET PEUT DLONC ETRE N'IMPORTE GUEL TABLEAU A LELUX
DIMENSICHS (PAR EXEMFLE A).LES VP(1) HNE SONT FAS TCUJCURS
RAMGEES LANS L'ORDRE CROISSAKT. SI LE HOMDRE CE TRANSMULTATIONS
LECESSITEES POUR LE CALCUL D'UME VALEUR PROPRE VP(L) ,

CLPASSE 25, IMPOSSIDLE PRENC LA VALEUR "VRAIM™.TOTITER EST LL

[ OMBRE TOTAL DY'ITCRATIOMNS NECESSITELS

INTECGER §i1,0
LONCG  KEAL ARRAY E(1::N)
|F EILVEC THEN
FOR 1:=1 UILTIL N DO
FOR J:=1 ULULTIL | DO
2(1,d)e=2(J,1):=(IF I=J THEN 1L CLSE OL)

FOUSTRIDIAG(N, A, VP, E)
IMPOSSIBLE :=FALSE
NlesH+l Ce=l
IF M1):1 THEK GOGTO SORTIEL ;
FOR J:=!!1-1 STEP-1 UKTIL 1 DO
IF E(J)=0 THEN
LEGIH Ge=N1-1
lll:=d ¢0TO CR
ING

CRTRICIAG(N1,C,EPS,TOTITER, L, VP, VECT,EIHVEC, IMFOSSIBLE)
IF IMPGSSIBLD THEN GOTO FIN

CLSE GOTO DEL
IF LIMVEC THEN VECTSULEST(M,A,VECT) ;

END (RSHIFT;
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> F R 1T ' 19 - i oy - .
IROCEEEEECR{SE&EéégT%GER VALUE N,M1,M2;LCNG REAL VALUE EPS ;
LONG REAL ARRAY E,B,C,VP(*))
BEGIN
CCMEENT CETTE PROCEDURE CALCULLE LES VALEURS PRCPRES
C'UNE MATRICE TRIDIACGONALE SYMETRIGLE PAR LA METHODE DES
BI1SSECTIONS COMPLETCE PAR UNE METHODE DE NEWTOM (METHOCE
C'ABRANOV ACCELEREE) .LES VALELRS PROFRES ETANT ORLCOMKEES
EM CROISSANT ,L'ALGORITHME CALCULE LES VALEURS PROPPES CE
VP(ET1) A VP(M2) , OU M1 ET M2 SONT DELX ENTIERS ET MLI<M2
LCRSCULE LA PHASE DES BISSECTIOMS DLCPASSE 80 ITERATIONS
IMPOSS PRFND LA VALEUR 'TRUE' ET LEPROCEDE EST ARRETE
CE MENME $1 LA PHASE DE NEWTGN DCPASSE 4O ITERATIONMS ;

.
’

LCNG REAL PROCCDURE PSINEWTONCINTEGEFR VALLE K ;
: LCHG REAL VALUE H ; LCKG REAL ARRAY B,d *))
BECIH . LCNG REAL PSI,T,S

S:=0L ; PSle=C(K)~-H ;

FOR | :=h-1 STEP -1 UNTIL 1 DO

BEGIK

T:=B(1+1)/(IF PSI=0 THEN 1'-20L ELSE PSI) ;
S:=(1L+S)*T/PSI ; ’ :
PSl:=D(1)=-H-T ; )
IF PSI=0L THEN PSl:=1'-30L ;

END F+FS1/ (1L+S)

END

LOMNG REAL X,T,PSI,X1,X0,H,HLI,NMIN ;
INTEGER SAVEOQ,SAVELl,M,ITER1,ITERZ, SAVE ;
IMPCSS :=FALSE :
%0 e=0(M)- /BSC(E(N))

X1:=D(N)+ABS(E(N))

FOR 1:=1 ULMTIL t-1 DO
BEGIN

H:=ABS(E(1))+ABS(E(I+1))

1E CCl)=1i<X0 THEN X0:sD(1)-FH ;

IF DCI)Y+H>X1 THEMN X1:=D(1)+H ;
ENC

MIN:=X0

EPS:=EPS/B(N) ; ,

FOR l:=M1 UKTIL M2 DO VP(Il):=X1 ;

FOR 1:=M1 UNTIL M2 DO

LEGIH

ITER1:=1TER2:=0 ; -
X1:=VP(1) ; X0 :=MIM ;

SAVED :=0 ; SAVELl =i ;

IF (I>M1) AND (MINCKVP(LI=-1)) THEN
X0:=VP(I-1) ;
INTERVALLE @
Y= (X0+X1)*0.5L
ITER1:=1TER1+1 ;
IF ITER1>80 THEN
BEGIN IMPOSS:=TRLE ;
CCTC FINMNBCLCLE

END ;
V=0 T:=1L ;
FOR 1:=1 UNTIL H DO
BEGIt: T:=0(1)-X-BCI1)/T ;
IF T=0 THEN T:=1'-30L ;
IF T<0 THEN M:e=P+1
|F I=N=-1 THEN SAVE:=d ;
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LF M<I THEN
BEGIN  X0:=X ;
SAVEQ :=SAVE ;
IF X>MIN THEN KIN:=X ;
END
ELSE '
BEG I N X1:=X ;
SAVE1:=SAVE ;
IF M=l THLEN
[F MINCX THEN MIN:=X
FOR J:i=1+1 UNTIL M CO
IF J<=M2 THEN
IF VP(J)>XL THEN VP(J):=X

.
’

END ;
IF SAVEOY SAVEL
THEN GOTG NEWTCH ;
IF ABS(X0-X1)<EPS THEN
BEGIN VP(1):=X ;
COTO FINBOUCLE
ERD
ELSE GOTO INTERVALLE ;

HEVTCN : H1l:=X0 ;
Fe=(X0+X1)*0.5L
T:=1"-4L ; _

WHILE ((H1-H)/T)**2>T*EPS DO

.
’

BEGIN
1=t ;
IF ITER2>4L40 THEN
BLCIN IMPOSS:=TRUE ;
(OTG FINBOUCLE ;
END ;

He=PSINEVTOM(N,HH,B,D)
ITER2 :=1TER2+1 ; .
IF (H<KX0)OR(H>X1) THEN GOTC INTIRVALLL ;
T:=(IF H-X0<X1-H THEN H-X0 ELSE X1-1!) ;
IF T < 1'-4L THEN T:=1"'-4L
ENC
VP(I)i=H
FINBOUCLE : END

.
’

.
4

.
4

Filil: END BISECT ;
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CHAPITRE IIT

APPLICATION AU CALCUL DE VALEURS
PROPRES DOPERATEURS COMPACTS
AUTOADJOINT

INTRODUCTION :

Soit T un opérateur compact autoadjoint. sur un espace de Hilbert
séparable H. Supposons qu'on approche les valeurs propres de T par la

méthode de Galerkin :
si En est une suite croissante de s.e.v. de H, de dimension

finie n, cela revient A approcher les valeurs propres Ai de T par celles

Agn) de la partie de T dans En .

Appelons Fn le supplémentaire orthogonal de En et notons

TEn Un
T = "
Un I TF

Nous allons utiliser les résultats de la premiére partie pour
(n) ' '

corriger les approximations Ai
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La question que nous nous posons est la suivante : comment
utiliser certaines informations contenues dans Un et TF pour améliorer
l'approximation'lgn) de Ai ? On pourrait bien entendu n augmenter la
dimension du probléme approché, mais cela conduit & des résolutions de
problémes de valeurs propres de dimensions plus grandes et ce n'est donc
pas trés intéressant comme on peut le voir en faisant le décompte des

opérations nécessaires.

Supposons par exemple que l'on veuille approcher les deux plus

grandes valeurs propres de T et que l'on soit obligé pour avoir une préci-

sion convenable, de choisir la dimension n = 100.

On doit tridiagonaliser la matrice d'ordre 100 par la méthode

de Householder ( 2'%- n® multiplications) et appliquer QR 3 la matrice
tridiagonale obtenue (nombre d'opérations négligeable par rapport d celui

de la tridiagonalisation car n est grand).

On peut penser qu'il est sans doute plus intéressant de faire
plusieurs fois un calcul de valeurs propres sur une matrice de dimension n'
beaucoup plus petit (nombre de multiplications g_% n'? ) que de procéder a

la tridiagonalisation dela matrice d'ordre n.

I1 se révélera trés intéressant lorsqu'on veut calculer quelques
valeurs propres de Tseulement, de corriger les valeurs propres obtenues par

une itération du procédé d'Abramov appliqué d la matrice d'ordre n.

Nous commengons au paragraphe 1 par étudier le comportemght
A _)\(n)
i1

asymptotique de la précision ———— 5 cette étude sera utile pour établir
i

des résultats sur la précision asymptotique des valeurs propres corrigées.

Au paragraphe 2, nous étudions le procédé de corrections et nous

décrivons des expériences numériques au paragraphe 3.
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1. NOTATIONS ET RESULTATS IMMEDIATS.

1.1.
Soit T un opérateur compact autoadjoint dans H.
Nous adoptetons les mémes notations que celles de la premiére
partie : si E est un sous-espace vectoriel de dimension finie n, et F
son supplémentaire orthogonal, on notera
T
g | Y
U*IT

=3
1l

F

Nous ne‘parlerbns que des valeurs propres positives de T que

nous ordonnons en décroissant.
Pour les valeurs propres négatives, un travail similaire peut
étre fait mais on peut également se ramener au cas étudié en remarquant que

les valeurs propres négatives de T sont les valeurs propres positives de -T.

On note pour x € R \ O(TF)
\

- _ _ _ -1 %
S(x) = TE x1p U(TF XlF) U |

Les n valeurs propres de S(x) ordonnées en décroissant sont

notées Al(x);\Q(x),...,An(x).

D'aprés la proposition 11 de la premiére partie, si Aj(l) = 0,
alors X est une valeur propre de T.
Saus quelle condition a-t-on A = A, ?.

Nous pouvons répondre grice au résultat suivant qui est une géné-

~ ralisation du lemme 7 (chapitre I).
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)

2)
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éme

Soit Ki la i valeur propre de T et supposons que 1'opérateur

_Ai1FfTF sqit défini positif. Alors :

pour j <i on a :

AJO\J) =0

Réciproquemént; soit A une valeur propre de T telle que A > A
et soit j un indice pour lequel Aj(x) = 0. Alors A est la

j°™ valeur propre de T.

En tragant les courbes Aj(x) en fonctinn;de x,:pour 321,250 00,1,

le lemme 1. est illustré par la figure suilvante :

1 /\j(X) .

AN 63 I z\Z(X) A ()

O(TF) i

Figure 1. Ai > p(TF)




- I1.84 -

Les fonctions Ai(x)-sont décroissantes strictement
en effet si $i(x) est le vecteur propre normé associé a Ai(x), donné par
la proposition 11 de la premiére partie ,
] -1 % I 2
/\l . = - - -— .
160 = - 1=l T U 0l
Les i fonctions Aj(x), j=1,2,...,1 admettent un zéro et un seul : Xj

D'aprés la figure 1, lorsque KilFfT est défini positif, il

P
est clair que si A, < x <A, alors
i—"—="1~-1
> Y <‘.
Ai_l(x) >0 et Ai(X) <0
Soit x tel que Ao < x <A,
Sl =" =711

Si )\ilF—TF défini positif alors
ALG) SAL L) < SAR) S0 AL (X)Ll SALR)

i.e. S(x) posséde i-1 valeurs propres positives et

n-i+l valeurs propres négatives.

CONVERGENCE ASYMPTOTIQUE DES VALEURS PROPRES APPROCHEES PAR LA METHODE

Sy e

DE GALERKIN.

—en

Nous allons fappeler"uh résultat dont nous auront besoin au para-
graphe 2.2. concernant l'ordre de convergence des valeurs propres.

On note H la projection orthogonale sur E que nous supposons de dimension n.

On note A X( n) les valeurs propres de T et TE respectlvement et on
suppose qu 'elles ne sont pas valeurs propres de TF

mi et w( n) sont des vecteurs propres nonmallses de T et TE'associés a
A, et X(n) respectlvement. ' ' .
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I1 est possible de démontrer le résultat suivant concernant

la convergence des valeurs propres Agn) : [ef. u, 5],

PROPOSITION 2 :

Soit Ai une valeur propre de T, de multiplicité m, approchée
| par';§“) TS DU PUUURN J

Soit Pi la projection spectrale associée a xi et posons

A = max H(1-Hnydl . Alors :

peP
loll=1
A, -0
i .! (n) 2 « . .
_<_Qi A J=J1,"'9Jm
A
i

oﬁfpgn) est un coefficient qui tend vers 1 lorsque n tend

vers 1'infini.

La démonstration est dans [ 4].

2. CORRECTIONS DES VALEURS PROPRES OBTENUES PAR LA METHODE DE GALERKIN.

-

I1 est possible pour les matrices hermitiennes partitionnées

: T - a b ' C v ,
ainsi A = (__H_‘__> , de corriger lorsque ||b|| est assez petit, une
. b d .

valeur propre Aga) de a qui est une approximation de la valeur propre Ai
de A : I1 suffit de faire une itération de l'algorithme d'Abramov-Chichov

~
. . (a éme
c'est-3-dire de prendre comme valeur corrigée Ai ) valeur propre

(a)
de a()\i ) .

+la i
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On peut étudier pour les opérateurs compacts autoadjoints le
méme procédé de correction sans perdre de vue que dans ce cas-1l3, le
cakcul de S(x) (qui correspond 3 a(x)),est nécessairement approché.

I1 faudre donc étudier également les corrections intermédiaires correspon-

dant 3 l'approximation par troncature.

2.1. CORRECTION PAR UNE ITERATION DE LA METHODE D'ABRAMOV.

Sans nous soucier ici du calcul pratique, nous étudions le
-procédé qui consiste a approcher-'xi non plus par Xgn),~obtenue par 1l'approxi-

mation de Galerkin, mais par la valeur My suivante

- 4 (n) (n)
p. = Ai + /\i()\i ) (s)

On dira que Ai(Agn)) est la correction (théorique) de Xgn) et
. (n)
que M, est la valeur corrigée de Ai

(n)
i
au lieu de ui. Cependant cela alourdit inutilement 1'écriture

My dépend de n : il aurait été plus cohérent de noter U

car d'autres indices interviennent au paragraphe‘Q;Q.

—m

U, est obtenu par une itération de 1l'algorithme d'Abramov-Chichov.
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A /..\i(x)

b — - - — =4

J

Figgre 2.

C'est donc aussi la valeur pbtenue en une itération de la

m éthode des approximations successives appliquée 3 la résolution de

(n) [

Ai(x) + x = x a partir du point Ki cf. figure 2].

PROPRIETE 3

Si A£n)1F—TF est défini positif alors

Cette propriété se démontre 3 1l'aide du lemme suivant
LEMME 4 :

Dans 1'intervalle {x ; x E_Q(TF} , les fonctions

X > A (x) + x sont décroissantes et B ~.
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La démonstration est une conséquence directe de la proposition 11

de la premiére partie.

DEMONSTRATION DE LA PROPRIETE 3.

A Lorsque les valeurs propres positives dé T sont ordonnées en
décroissant, on a, d'aprés les résultats classiques sur la méthode de

Galerkin ;

Ai(x)+x étant décroissante, on a :
APy ™ s A ) 1,
it7i i =i i
D'aprés le lemme 1, Ai(Xi) =0 .

D'ol le résultat

(n) (n) '
. = AL(A, . > AL
Uy l(xl )+ Al f~A1
C.Q.F.D.
Nous savons maintenant que M ziki
3 } I3 -
(n)
MM Hi
ui—k. i Ve
Il nous faut estimer Y = pour avoir une idée deé la précision de ce
i

procédé.
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PROPOSITION 5 :

Soit P; un vecteur propre de T associé a la valeur propre A
et soit @, , un vecteur défini par :
3

5 = (), @ 163
Hﬁpi,n ’ up vecteur propre de S(ki )+)\i 1En associéra la

valeur propre My

- A = — - (n) —1 "A
(-M)8; = - R T U3,
Alors si @pi;pi,n) #0

N Y VA (LS S IR CE S

Ay A (coi,coi,n)

La démonstration est analogue a celle de la relation (1) du paragraphe 2.1.

chapitre I ; proposée par Chichov [6].
On peut alors en déduire le résultat suivant :

COROLLAIRE 6 :

I1 existe une constante K indépendante de n telle que :

HimAy

< K a*

A

DEMONSTRATION :

Faisons la démonstration dans le cas ol ui est une valeur

propre simple.
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On a :

uen, AT s, em s, )

i1 i1 n i’ n""i,n
A2 ()
i’i \

= ——-;———- f-pi,n A ou pi’na-l(prop031tlon 2)

i
% Cpi£pi’n) + 1 car $i,n *-$i

" - - (n),-1 =
En effet Hﬁpi,n = un vecteur propre de Tp U(TF Ai ) U

associé a ui .

Or “U(TF-Xgn))_lU*“ + 0 et donc
a (n)
TPin o @4

ont la méme limite P, qui est de norme .égale 3 1.

A
. N - - 2 <
x I1 reste 3 montrer que ((1 HnXDi,(l anpi,n) /AT < K

On peut écrire que :

. . 2 . -:A
((1-Hn):pi‘,k(l-ﬂn):pki’n) H(l—nn)cpill + (T Y, (1T )@, by D)

((1-Hn)cp.i,(1-nn)cpi,n) (1-TL_Xp. (1—Hn)(«;oi-§oi,n)
1 +( ,

2 ! i ~
A le-n e dl il -1 xo,l

(1)

| A

)
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A

Il est alors facile de voir que comme $i n+ $i s
?

H(l-Hn)@pifPi’n)“

-1 ¥p |
»H(l nmfl
est, d& la limite, borné par 2 par exemple, ce qui montre le résultat.

C.Q.F.D.

I1 est assez facile de voir que d'aprés: (1) on a en réalité

My

< p! A* od p! > 1 1lorsque n > ®
A — "i,n i,n

2.2. CORRECTIONS INTERMEDIAIRES.

En pratique la méthode de corrections étudiée en 2.1 est impossi

a réaliser car elle fait intervenir 1'opérateur

(n) -1 %
U (TF —Ki lF ). U

que nous ne savons pas calculer. L -~

Une idée naturelle consiste & remplacer T par la partie de T
dans un sous-espace E', ol E' D E ét dim E' = N , N > n . (Cela revient &
tronquer la matrice infinie qui représente T dans une base)é une dimen-

. sion N).
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2.2.1. NOTATIONS :

Dans ce qui suit nous reprenons les mémes notations que précé-

demment : n , la dimension de E est supposée constante.

oLl
A
(N)
T
E U n
Notons T = V(N) T;N)» ¥Nén avec'V(N) = (U(N))x
Y
N . L -
T( ) désigne la partie de T dans E' représenté matriciellement par

Si on appelle FN n l'espace supplémentaire de E dans E' les opérateurs U(
3 -

T;N), et V(N) sont donc définis par : | -

U(N) - HET .

N,n
TéN) = O Tip
N,n N,n
N LD xS

N)
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On pose :
5,00 = T-xt UM (Mo, T
N E F
N,n
Autrement dit SN(x) est 1'application linéaire, de E dans E,
définie pour T(N) é 3 é

de la méme fagon que S(x) & été définie pour T.

Nous confondrons 1'opérateur SN(x) et sa représentation matricielle.

REMARQUE :

Nous noterons souvent 1'identité sur FN L par lF' au lieu de 1

FN,
A0
1

(x) désigne la 1™ valeur propre de SN(x).

2.2.2.

Notre but est d'étudier le procédé de corrections intermédiaires
qui consiste & approcher )& par

(N) _ (n) (N) (n)
TP Ai (X ) _ (7)

La correction intermédiaire ASN)(Agn)) est ici aisément calcu-

lable contraeirement d la correction théorique A (A( n)

) intervenant dans la
formule 5.

En effet :

(N)(A(n)) éme

valeur propre de
L), () (0 (n), =1 (D)
Tg=Ay 10T (T AL L) ‘V

(N) T(N) (N)

Vv sont des matrices de dimensions finies.
] F H]

On peut établir une égalité analogue 3 celle de la proposition 3
Mais le reste

RN(x) z SN(X) - S(x)

intervient dans la formule.
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On peut montrer que :

(N) NS D RS o
My -ki Ai Ai ((1 Hnlpi,(l anpi,n)
A A oy 50 )
(n)\y 2
1 (RN(Ai )Hépi,n’napi)
- = —~ (8)
Ay (qoi,n,cpi)

L'égalité (8) est inutilisable car nous ne connaissons ni le

signe, si une majoration du dernier terme du second membre.
(N)l'

Nous allons étudier autrement la précision !Ai-ui

2.2.3. ETUDE DE L'ERREUR |xi—u§N)| / Il

Soit AgN) 1a i°™ valeur propre de T(N>

D 'aprés les propriétés de l'approximation de Galerkin on a :

Am) (9)
) 1 b 1 - 1 .

(N)

- De plus d'aprés la propriété 3 appliquée 3 T et & T

A, <y, (10)

i—-"i
AW < (1)

D'aprés (9), (10) et (11), il y a donc trois possibilités pour uiN)

1 - soit ugN) > ui

2 - soit Xi E_ugN) f_ui

3 - soit XSN) < qu) < A,
i =71 =74
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3 asP€ 2T cas T(*’lier cas = >

N _ L -
A () A0 A, I,
1 1 1 1
< ugN) >

Nous allons montrer qu'en fait la premiére possibilité n'a

jamais lieu.

On en déduira le résultat suivant

-  Soit ugN) est une approximation de Xi , meilleure que My “(possibilité 2
Soi (N) . . ‘ . (N) e e s
-  Soit My est une approximation de Xi , meilleure que Xi (possibilité

Nous utiliserons le lemme
LEMME 7 :

Soit x ¢ R tel que 1'opérateur x1.-T. est défini positif.

F °F

Alors

AN <n
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DEMONSTRATION :

(N)

Pour montrer que Ai (x) f_Ai(x) il suffit de montrer que les
deux solutions BN et B des équations A?(x) = o et Ai(X) = o respectivement

vérifient By < B

!

A{N%k). AL(x)
i i

~

Or BN est tel que la 1™ valeur propre de

(N) (N) -1,(N)
TgBylp = U (T -Bylp, )7V
e st agi.e. la iéme valeur propre de
_ _ (N (N) -1,(N)
To-(BA 1y = U (Tp -Byl., )V -

est nulle,

~

Donc d'aprés le lemme 1 BN est la i°"€ valeur propre de

' - (N)
TE-dlE i U

',}‘(N)

(N) l (N)
v Tr
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Le méme raisonnement appliqué a /\i et ‘B montre que B est la

.Eme
1 valeur propre de :

N Tpelly l v
T =
\% TF
~N) . N ' PR s
Or T n'est autre que la partie de T dans E' et le théoréme du mini-max

montre que :

C.Q.F.D.

PROPOSITION 8 :

si A 1-T, est défini positif alors :

| A

< U.

AgN) < pgN) < X,
1 -1 - 1 -1

- soit AW
1
- soit )\i(n) < M < A < ui(N) <u

(N)

D'ol le résultat suivant sur la précision de My

COROLLAIRE 9 :
si A1 -T; est défini positif alors : -
N)
A.—ug
. N 171
x soit u£ ) <Ay, et I———jqf—ﬁ g_pN“(1-HNkpﬂ|2
(N)
As=u.
. N 171
x soit ug ) > et | X | 5_N|(1-Hnypﬂl“

ol p. \ et K sont des coefficients , p. , tendant vers 1
i,N ~ i,N

lorsque N + «
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DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION :

ugN) < u d'aprés le lemme 7 . En effet :
u(N) (N)(A(n)) + >\( n) A,(Afn)j N A(n) -

i — ii i i

(N ) (N))

u(N) > AgN) = 0 et de plus

i 2 car d'aprés le lemme 1J\

on aura :

(n) X(N)
!

AgN)(x)+x est décroissante. Donc comme Ai

p 2 A0y () DGy D
1 1 .l 1 — 1 1 1

INTERPRETATION GEOMETRIQUE . COMPORTEMENT DE ui(N) LORSQUE N VARIE (n fixé).

(N)

My est obtenue par une itération des approximations successives

appliquée 3 1l'équation A( )(x)+x‘= X a partir de x = Xin).

De méme My est obtenue par une itération du procédé des approxi-
= A,
i

mations successives appliquée é.Ai(x)+x = x a partir de x

Comme AgN)(x) f_Ai(x) pour x > p(TF) on a le schéma suivant :

A- Ai(X)

AW (49
1

(%) Agx)
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3. EXPERIENCES NUMERIQUES.

Soit T l'opérateur 3 noyau

(1-x)y si y >
k(x,y) =
(1-y)x si y <
T est l'inverse de l'opérateur : u -

fonctions d €% 0,1] telles que u(0)

Les valeurs propres de T sont

- 1
k2 12

M

k

Comme base de ,8 2l:O,l:I on prend :

1,2,0..

dans ngﬂo,l] dont le noyau est
X

X

-u" défini dans l'ensemble des

u(l) = 0 .

connues et sont

el(x) =1

ek(x) = /2 cos ((k-1)TIx). k=2,3,...,0n.

Si Ey est le sous-espace vectoriel de dimension N engendré par
(el,e2,...,eN), la matrice représentant matriciellement la partie de T
dans E a pour éléments non nuls (%) .

1
11T
-1 N
t = ,p=1,2,...,[=5]-1
2p+l,1 2/§p2ﬂ2 2 .
_ 1 8 _ N
t?p,2p = >, . p-l,2,...[2]
(2p-1)°m (2p-1)°'m
1 .
t T — p=1,2,...L=]-1
2p+1,2pt+l (2p)2W2 2
t 8 - N
2p,2q = — p#a  , p=l,.. 5]
(2p-1)%(2q-1)*m
-N
q=1a29-" sL’Q—]
(%) Cet exemple est tiré de :

F. CHATELIN :

"Méthodes numériques de calcul des valeurs propres et
vecteurs propres d'un opérateur linéaire".

Thése U.S.M.G. (1971).
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Dans les expériences qui suivent nous avons choisi différents n

et N et fait calculer gquelques valeurs propres.

Nous indiquons dans les tableaux de 1 3 9 les résultats

obtenus. Ceux-ci comprennent

1°) les valeurs propres exactes que l'on veut approcher

)

: , n) ... -
2°) les valeurs propres approchées Ag ainsi que les précisions

A A
1 1
5

1

. .. (n) -
3°) les valeurs corrigées W, et les précisions correspondantes

(n)
AjHy

A,

1

(N)

4°) . . Les valeurs propres Ai et les précisions

ALY
1 1

A.
i

Pour chacune des trois méthodes (méthode de Galerkin avec la
dimension n, méthode des corrections, et méthode de Galerkin avec la

dimension N) nous indiquons les temps d'exécutions.

Le caractére "n" ne pouvant pas étre imprimé sur la caasole

nous avons choisi de le remplacer par "No".
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3.1. CALCUL D'UNE VALEUR PROPRE

TABLEAU 1

** VALEUR PROPRE EXACTE %
+00 101321183642338

*** METHODE DE GALERKIN POUR NO= 8 *kk
* TEMPS D'EXECUTIOM: 0.07630998 SEC, =*
I * * LAMDA(T,NO) * * PRECISION =+
1 +00 101243472803320 0.0007669752

8N ek k

#x+  METHODE DES COPRECTIONS , N =
* TEMPS D'EXECUT ION: 8.088234  SEC, *
* | * * MUCI,N). & * PRECISION #
1 +00 101321188405729  -4,701279'-08
*%% - METHODE DE GALERKIM POUR N= 80  wkx
* TEMPS D'EXECUTIOM: 33.52561 SEC, *
* | o * LAMDA(1,N) * * PRECISION =+

|
1 +00 101321128129840 5.478864'-07
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5.2. CALCUL DE DEUX VALEURS PROPRES

TABLEAU 2

- At e e S Mn e e e e ms Mk e W . e e G S m n En e T s e e e e e o = e an e e e

** VALEURS PROPRES EXACTES * %
+UU 101321183642336
=01 255302959105844

*** NETHODE DE GALERKIN POUR NU= 6 £an
* TEMPS D'EXECUTION: G SEC. *
£ | * « LAMDACI,NU) * + PRECISIONS *
1 +0U 10111:825084357 0.002056411
7 -01 252014439159538 U.0UbG86673
«x% MCTHODE DES CORRECTIONS , N = 36 -
« TEMPS D'EXECUTIOMN: 1.596348  SEC. «
x| * MUCI,H) * * PRECISIONS *
1 +00 101320962374580 1.96043G"-0u -
7 -yl 253304071184747 -4, 350312'-00
- METHODE DE GALERKIN POUR fu=" 36 -
* TEMPS D'EXECU1ION: 3.279007 SEC. *
£ | % « LAMDA(I,N) * x PRECISIONS *
1 +00 101320545860945 6.294L50"-06
2 -01 253297089569380 2.317200'-05
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* TABLEAU 3
NG = 6 ’ N = 50
CALCUL DES 2 PLUS GRANDES VALEURS PROFRES

T o Mo TR T T M G0 e e e h M e e e e e e e o e e e e e m e e e e e e ae e

** VALEURS PROPRES EXACTES ##
+Uy 101321183642338
-0l 253302959105844

#%% METHODE DE GALERKIN POUR NU= | 6
* TEMPS D'EXECUTION: ~ U.0U4s87Y3Y =

x| * LAMDACI,NO) * x PRECISIONS =
1 +U0 101112825066357  0.002056411
2 =01 252014435199838 . ' 0.GUS0E6873
#%* METHODE DES CORRECTIONS , N = 50
'« TEMPS D'EXECUTION: ' L4.U73$65  *
x| % « MUCI, ) * * PRECISIONS x
1 +00 101321359256550 -2.02Y627'-06
2 -01 2533778917266 21.5Uco34'-05
s%x  METHODE Dt GALERKI N POUR = ’ 50
* TEMPS D'EXECUTION: . - '&.41Lozu  »
* x LAMDACI,HN) * * PRECISIONS *
1 +U0 101320951085080 2. 595242 =06

2 ~Ul Z5330076G8bbh3ub §.047510"-00

—ers

* %k %

* % %

* Kk k
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TABLEAU 4

** VALEURS PROPRES EXACTES *=*
+00 101321183642338
-01 253302959105844

xxx METHODE DE GALERKIM POUR NO= 8 www
« TEMPS D'EXECUTION:  0.07524398  SEC. *

* | o * LAMDA(1,NO) + * PRECISIONS *
1 +00 101243472803320 0.0007669752
2 =01 252763795839930 0.002128531

#x% METHODE DES CORRECT IONS ; N = 70 ke
* TEMPS D'EXECUTION: 10.81212 SEC. =*

* | * MUCI,N) + * PRECISIONS *
1 +00 101321160565812 2,277562'-07
2 =01 253303351620891 -1.549587'-06

| kkk METHODE DE GALERKIN POUR N= 70 b

* TEMPS D'EXECUTION: 22.15675 SEC. =*

* | o* * LAMDA(I,N) * * PRECISIONS =
1 +00 10132110033282L4 - 8.222319'-07
2 -01 253302160906013 3.151167'-06
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TABLEAU 5

*% VALEURS PROPRES EXACTES *+
+00 101321183642338
=01 2533029591058uL

*** METHODE DE GALERKIN POUR NO= 3
* TEMPS D'EXECUT ION: 0.05743399  SEC, *

* | o» * LAMDA(1,NO) = * PRECISIONS =
1 - +00 101243472803320 0.0007669752
2 =01 252763795839930 0.002128531
*** METHODE DES CORRECTIONS , N = 80
* TEMPS D'EXECUTION: 16.18422 SEC. +
* | ox * MUCI,N) » * PRECISIONS =
1 +00 101321188405729 -4.701279'-08
2 =01 253303616245043 -2.594282'-06

*hx METHODE DE GALERKIN POUR N= 80
* TEMPS D'EXECUT ION: 32,972917 SEC, =*
* | * LAMDA(I, N) * * PRECISIONS *
1 +00 101321128129840 5.478864'-07
2 =01 2533024243384981 2.110093'-06

hdked

ik

¥ &k



= II.107 -

3.3. CALCUL DE TROIS VALEURS PROPRES

TABLEAU 6

- - e e G m G M G s e G e WS MR R R G Gn En D WD N G NS GH Me MR R WP MR D @S G W R e R R WD R s e e e

** VALEURS PROPRES EXACTES #**
+00 1013211836L2338
-01 25330295910584u
-01 112579092935931

**%x METHODE DE GALERKIN POUR NO= 10 xhk
+ TEMPS D'EXECUTIOM:  0.1284920  SEC. *
* | % . % LAMDAC(I,NQ) * % PRECISIONS =*
1 +00 101284246030883 © 0.0003645596
2 -01 253027823980237 0.001086190
3 -01 112185800752021 0.003493L74
%% METHODE DES CORRECTIONS , N = C 60 *hw
* TEMPS D'EXECUTION: ©10.45005 SEC. *
* | % _ % MUCI,N) * * PRECISIONS *
1 +00 101321063873022 1.182076'-06
2 -01 25330189524016U 3,805189'-06 -
3 -01 112579226677767 -1.187981'-06
- METHODE DE GALERKIN POUR N= €0 *k ok
* TEMPS D'EXECUTION: 14.06438  SEC. =
| % * LAMDA(!1,N) » * PRECISIONS *
1 +00 1013210506400966 1.315040'-06
2 -01 253301691554865 5.004091'-06
3 -01 112577758672497 1.185179'-05
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TABLEAU 7

** VALEURS PROFRES EXACTES =+
+U0 1013211630423536
-01 2533029591u5644
-01 1125790492935931

*** METHODE DE GALERKIN POUR Hu= 10

+ TENPS D'EXECUTION: 0.123576u  GEC. *
* | % * LAMDACI,NU) *: * PRECISIONS *
1 +00 1012842L6G36883 0.00050L45556
2 -Ul 253027823960237 U.U01060180
3 -01 1121858u0752621 U.0U3LY3LTL
«%% METHODE DES CORRECTIONS , N = 70
* VEMPS D'EXECUTION: 16.074S6  SEC. *
* | % * MUCI,N) * * PROCISIONS *
1 +00 101321113841334 6.589083'-07
2 -01 253302465621L404 1.945195'-06
3 -01 112579730632287  -5.6064430"-06
*hw METHODE DL GALERK!! POUR != 70
* TEMPS D'EXECUTION: ©1.71717  SEC. =
x| % « LAMDACI, M) * = = * PRECISIONS =
1 +U0 1Ul32110U332624 8.2:4314'-07
‘ -U1 2533G21609060153 3. 151107 '-0b
3 -ul 112576256499u1%Y 7.407590"' =00

* %k %k

* % %
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TABLEAU 8
NU = 10 p Noo= 80
CALCUL DES 3 PLUS GRANDES VALEURS PROPRES

** VALEURS PROPRES EXACTES =*=*
+00 1013211836L4233¢%
=01 253302959105844
-01 112579092935951

x%x% METHODE DE GALERKIM POUR NO= 10 ok
* TEMPS D'EXECUTION: 0.0Y229998  SLEC. #*
] * LAMDA(CI,NG) = * PRECISIONS *
1 +0U 101284246030883 0.0UU3645590
2 01 25302782395U237 0.001050190
3 ~01 112185800752021 U.0U3LS3LTL
x+x% METHODE DES CORRECTIONS , N = 8 ko
« TEMPS D'EXECUTION: .  23.70508  SEC. *
| x * MUCI,N) * * PRECISIONS * -
1 +00 101321141658005 b.143622'-07
2 -01 253302729679329Y 9.U57396'=07
3

-01 11258001103973y -§.155189'-06

LR METHODE DE GALERKIN POUR = §0 * kK
* TEMPS D'EXECUTION: 32.00260 SEC., =
* | % * LAMDA(I,N) * ' * PRECIGIOHS *
1 +00 1013.1126124840 S.h7ssbb'-07
Z -0l 2533024243564 901 2.110995"'-06b
) =ul 112578537361Y3%0 4.Y93L768"-00



- II1.110 -

TABLEAU 9

** VALEURS PROPRES EXACTES #*x
+00 101321183642338
=01 2533029591058L4
=01 112579092935931

*#x* METHODE DE GALERKIN POUR NO= 10 *kk
* TEMPS D'EXECUT ION: 0.1091220 SEC. *
* | % * LAMDA(I,NO) = * PRECISIONS =*
1 +00 101284246030883 0.0003645596
2 -01 253027823980237 0.001086190
3 -01 112185800752021 0.003493L7L
*%% METHODE DES CORRECTIOMNS , N = 90 *kk
* TEMPS D'EXECUTION: 34,28071  SEC. =
* | * * MUCIL,N) * * PRECISIONS =
1 +00 101321158357367 2.495527'-07
2 -01 253302883203750 2.759624'-07
3 -01 112580179311106 -9.649884 '-06

*dk METHODE DE GALERKIN POUR N= 90
* TEMPS D'EXECUTION: 46.21850 SEC. #
* | % * LAMDA(I,N) * * PRECISIONS *
1 +00 101321144816340 3.831972'-07
2 -01 253302583559403 1.482598'-06
3 =01 11257870L439687 3.450874"'-06

dekk
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3.4. CONCLUSION :

Nous allons comparer, d la lumiére des expériences numériques

précédentes les deux méthodes suivantes

Méthode I :
. . ' o .8me
On choisit n << N et on approche la 1 valeur propre de T
par uiN) = 1a i"™ valeur propre de SN(Agn))‘+ Aih)

Méthode II :

On calcule la i°"¢ valeur propre de TE en tridiagonalisant
' N

la matrice représentant TE dans une base et en appliquant QR a la matrice

N

tridiagonale obtenue.

On constate que du point de vue de la précision, les méthodes I
et II sont 3 peu prés identiques, alors que le temps d'exécution de la
méthode II est environ quatre fdis plus long que celui de la méthode I.
Ceci est valable pour le calcul dwggg_valeﬁf propre seulement.

Pour chaque valeur propre supplémentaire calculée il faut recommencer la
méthode I. Donc en particulier si on calcule deux valeurs propres par la
méthode I, le temps d'exécution total pour obtenir:les deux valeurs propre:

sera deux fois plus long que celui mis pour okbtenir une valeur propre

Ceci s'explique aisément si on fait le décompte des JPérations

nécessaires a 1'exécution des méthodes I et II.’
La méthode I.exigé/le calcul de la iem?'Valeur propre de

(N),y(n) (N),-1 (N)=
TE+U (Ai —TF ) “U

On procéde ainsi
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Décomposer selon la décomposition de Choleski

Agn)lpréN)
Soit : Xgn)lF;TéN)=RRT
Nombre de multiplications nécessitées %-(N—n)3
Faire U(N)(}\gn)lF;T;N))-lu(N)x = (R (MY T -1, (N)T,
Nombre d'opérations nécessitées : g_-g—-(N—n)2 x n + n?(N-n)
Calculef les valeurs propres de
SN(Xgn)) + xgn)
Nombre de multiplications nécessitées : ~ 0 (n?)

On voit donc que pour la méthode I le nombre total de multi-
1l .3 ’
est en 6 N

Pour la méthode II, le nombre de multiplications est %—Na pour

la tridiagonalisation par la méthode de Householder. Le nombre de multipli-

cations nécessitées pour la réalisation de 1l'algorithme QR est en N? et il

est négligeable par rapport aux 2 y3

3

On retrouve bien ce que l'on a constaté expérimentalement

—etn

Si on calcule & valeurs propres et si t est le temps mis pour exécuter une

multiplication

le temps d'exécution de la méthode I est de l'ordre de

1
ng

N x t
le temps d'exécution de la méthode IT est de l'ordre de

2 3
= X
3 N t

Ceci indique en particulier que le procéddé I n'est intéressant que si le

nombre de valeurs propres d calculer n'excéde pas U.
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INTRODUCTION :

Soit A une matrice symétrique d'ordre N, supposé grand, dont
'~ nous voulons calculer certaines valeurs propres, généralement les plus

grandes en valeur absolue.

Les algorithmes classiques QR, LR, Jacobi, etc..., trés perfor-
mants pour les matrices de petites dimensions (en général N < 80) ne
peuvent plus s'appliquer 3 A lorsque N est grand, pour deux raisons princi

pales :

1°/ 1Ils sont trop cbﬁteux en temps-machine : on peﬁt calculer que, s
par exemple N = 104, pour réduire A 3 la forme tridiagonale par l'algorit
de Householder il faut, en supposant qu'une multiplication colite 10_6 seco

au moins %—N3 X 10_6. sec v 200 heures !

Nous avons négligé ici les problémes de l'organisation des calcu
ces algorithmes sont en général mal adaptés 3 1'organisation paginée de la

mémoire centrale.

29/ Le nombre d'opérations demandées étant trés grand, l'accumulatio

des erreurs d'arrondis est telle que le résultat est entidrement faussé.

I1 est donc nécessaire de ramener le calcul des éléments propres
de A & celui d'une matrice d'ordre n suffisamment petit (par exemple n < 8

pour que l'on puisse appliquer les algorithmes de haute précision?™

Pour cela, certaines méthodes numériques consistent d appliquer
la méthode de Galerkin & A : on approche certains éléments propres de A pa
ceux de ﬂnAﬂn ol T est une projection sur un sous-espace vectoriel de di-

mension finie n "presque invariant par A". cf [1,12,14,17].
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Nous commengons au §1 par préciser la notion d'approximation
d'un espace invariant et nous donnons les bornes d'erreurs qui en découlent
pour tous les éléments propres. Cependant, on verra que ces bornes ne sont
souvent que des sur-estimations trés larges de l'erreur effective, parce que
generalement les elements propres de A ne sont pas approchés de fagon uni-
forme : on peut avoir de bonnes approx1matlons de certains elements propres

de A sans que E soit nécessairement un sous-espace invariant approché.

C est précisémment le cas lorsque 1'on prend pour E l'espace vecto-

n- l
, o X est un
o. o

rlel engendre par la suite de Krylov X AX A X ,...,A
v ecteur initial quelconque. La méthode obtenue, qui s appelle alors la
méthode de Rayleigh généralisée (ou méthode de Lanczos), posséde l'avantage
trés apprec1able de n'utiliser que les produits X +- AX , qui sont bien

~ adaptés a l'organlsatlon en pages des mémoires des ordinateurs. Cette méthode

est étudiée au §2.

Nous donnerons des bornes d'erreurs sur les vecteurs propres et
nous compléterons les résultats partiels donnés par S. Kaniel, pour les

valeurs propres.

Kaniel [2] a en effet démontré des résultats qui lient les erreurs
sur les valeurs propres, sans pour autant donner des bornes sur les vecteurs

propres.

Nous nous intéresserons davantage aux vecteurs propres qu'aux
valeurs propres puisque l'erreur sur la valeur propre approchee A( n) )
S exprlme aisément en fonction de la norme du résidu : d(A A( :Nﬁn)d

(n)”

ol pl est un vecteur propre approché, de norme égale & 1, associé a la

valeur propre Xﬁn) .

Afin de faciliter l'expose nous ne parleron° que de matrices
symetrlques réelles. Pour les matrices hermltlennes complexes, tous les

résultats trouvés se generallsent de maniére évidente.



1. APPROXIMATION D'ESPACES VECTORIELS INVARIANTS

1.1. DEFINITiONS‘ET PROPRIETES

Soit H un espace vectoriel de dimension finie N et E un
sous-espace vectoriel de dimension n de H.

Soit T'ﬁnlopérateur linéaire sur H et N la projection ortho-
gonale de H sur E.

Si E est invariant par T, i.e. TES E, alors il est bien connu

que les valeurs propres de T_ sont aussi des valeurs propres de T.

E
Beaucoup de méthodes numériques de calcul de valeurs propres

construisent un sous-espace E voisin d'un certain sous-espace vectoriel E'

- invariant par T. cf [17, 14, 12, 1, ...] .

Afin de définir la notion de précision de 1'approximation de E'

par E, examinons d' abord le cas ol E est invariant par T
TEC E

sféérit.également_:
mTx = Tx pour tout =x de E

ou encore
nTry = Tmy pour tout vy

élément de H. C'est-3-dire

(1-m)Tm = O (1)
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Une condition nécessaire et suffisante pour que E soit invar
par T est donc que (1-m)Tm = O.
Lorsque E est quelconque un moyen immédiat de mesurer la var

de E par T est de considérer une norme de (1-m)TT

Nous prenons la définition proposée en [1] :

DEFINITION :

Soit T un opérateur sur H et E un sous-espace vectoriel de b

de dimension n, muni de la base orthonormale (fj’fZ”f"fn)'

1. On appelle variation de E par T , notée VT(E) , le nombre pc

suivant :
n
1/2
v® =z a-mrela
1=1
ol || | est 1la norme euclidienne sur H.

2. Si VT(E) = € ,on dira que E est e-invariant par T.

I1 est a remarquer que VT(E) ne dépend pas de la base orthor

choisie puisque VT(E) n'est autre que

l-mrl, = (e -mTm ((-mm )12

L'importance de cette définition provient du fait qu'elle d¢
lieu 3 des bornes d'erreurs uniformes sur les éléments propres : en ef
nous allons voir que si E est £-invariant par T tous les vecteurs proj

et toutes les valeurs propres de T_ sont des éléments propres approché

E
avec une précision inférieure ou égale a €

Nous aurons besoins des définitions suivantes
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D EFINITIONS :

1) - On appelle quotient de Rayleigh d'un vecteur y # O de H,

le nombre, noté u(y) , défini par :
W) =y /I
2) On‘appelle résidu d'un vecteur y.# 0 , le vecteur
') =T - )y

- 3) On appelle valeurs propres E-approchées de T, les valeurs

propres de.TE et vecteurs propres E-approchés de T les vecte
de H dont les projections sur E sont des vecteurs propres de
et dont les projections sur 1'orthogonal de E sont nulles.

Soit y un vecteur quelconque de H et supposons que T soit
autoadjoint. Les définitions précédentes sont utiles lorsqu'on veut
estimer 3 postériori 1'erreur que l'on fait en prenant u(y) comme vale

propre approchée de T.

PROPRIETE 1 :

Pour tout y de H, de norme 1, il existe“uﬁelvéleurkpropre A
telle que :

- | < rmll | (cf [O0])-
PROPRIETE 2 :

Pour tout y de H, de norme 1, il existe une valeur propre A
telle que , si on désigne par d la distance de u(y) aux vale
propres de T autres que A , on ait :

Ik—u(yjl < “%XMZ -A (cf [10])
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PROPRIETE 3 :

- Pour tout -y de H, de norme .1, il existe un vecteur propre de T,

-~

de norme 1, associé 3 la valeur propre X et tel que si 6 désigne
1'angle aigli entre p et y on ait :

sin 6 5_ﬂ£§zﬂL
oﬁrd'est le mémé que ﬁour la p;opfié£é 2.
| cf [15]
o Ces. inégalités sont également connues. sous la forme équivalente

'coﬁsiétaﬂt‘éVTémplacer'Hr(y)” par ;e‘nombre
X R CI LI e 0]
En effet,
lell? = lloyll? - (1y,y)?
..~ puisque r(y)-est orthogonéi dy et éue l'on a la relatiop :
-Tyli (T-u(y)jy +:u(y).y = r(y) + U(y)yf.

Une autre propriété remarquable de u(y) est que :

~ PROPRIETE 4 :

min || (T-a)f| = [[(T-u()yll - - et (6]
aeR

Les propriétés 2 et 3 montrent que l'un des moyens d'estimer
l'erreur sur la valeur propre et sur le vecteur propre est'de calculer
el | |
o " Dans la plupart des cas pratiques c'est ce nombre qui est pris
comme "1l'erreur sur le vecteur propré" (tests d'arréts, essais d'algorithmes,

...) (cf deuxiéme partie chapitre 2).
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Que peut-on dire des résidus sur les vecteurs propres de TE
considérés comme des vecteurs propres approchés de T ?

La réponse est donnée par la proposition :

PROPOSITION 5 :

. . - Y
Supposons que T est autoadjoint et soit (wi) i=1 0 les
yeres

vecteurs propres E-approchés de T.

Alors :

1/2

n v
(2 Ir@DI*) " = Vo (B)

DEMONSTRATION :
Supposons quei‘:c\;i soit associé & la valeur propre My de TEf Alors :
T 2),1 =y :rﬁi ()
le@ Ol =i, - @, B8, $, € £ donc :
le@ ol =llr s, - o3,
le@ ol =llr 8, - (v 5, 3,9, | et d'aprds (1)
“r(gi)“ =l $i - M $ill encore d'aprés (1)
le@oll =t - 719 = la-mr 3. i
comrnebyTE est au;coadjoint/(;\{\))i)i:l’.”,n forme une base orthonormale de E

et donc d'aprés la définition de VT(B)

IS TRVRTIN V.
V(E) = (T le@ il )

C.Q.F.D.
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Une conséquence de la proposition est que si VT(B) =€,
¢ 'est-a-dire si E est e-invariant par T, les valeurs propres E-approc
r\l ’\J P . . ~
Xi, et les vecteurs propres E-approchés Py vérifient d'aprés les prop

2 et 3

- v
1 - Pour tout Ai il existe une valeur propre Ai de T telle que

i=g  **
LY
oiu ¢ = min min |Xj—Ai|
izl,... JFAL
i=1, n Xj#ll
/,\l -‘ .
2 - Pour tout vecteur propre E-approché wi, 1l existe un vecteu

R~ ,
propre $i de T tel que les angles aigus ei entre wi et wi,
pour i=1,...,n vérifient

n
( © sin? 6.)1/2 <-%

. i -~

i=1
comme VT(E) n'est pas aisémment calculable, ce genre de bor
d'erreurs n'est intéressant que si 1'on a une estimation de

variation de E par T : c'est le cas dans la méthode de Baue

C1u] ,[12], et dans [ 1] , [17].

REMARQUE

"
En [ 1] il a été démontré seulement 1'inégalité “r«pi)u E_Vq

La proposition 5 indique donc qu'en réalité

f\J .o
lr@ll = v (V@D - 3 el
1 T D sy ]
j#L
. P . Pl r\J Pd .
D'autre part, l'inégalité Iki—Xil f_VT(E) proposée, (qui et
conséquence de la propriété 1), est une majoration trop large d'aprés

l1'on vient de voir.
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2. LA METHODE DE GALERKIN APPLIQUEE AU CALCUL DES ELEMENTS PROPRES D'OPERATEUR

APPLICATION AUX MATRICES .

2.1.

Dans ce paragraphe, H est un espace de Hilbert séparable de

dimension infinie.

La méthode de Galerkin pour le calcul des &léments propres
d'un opérateur compact T défini sur un espace de Hilbert séparable H,
consiste, étant donnée une suite de projections T sur des sous-espace
vectoriels en croissants, vérifiant (1—ﬂn)x + 0 pour tout x de H, &
approcher certains éléments de T par ceux de ﬂnTﬁn c'est-d-dire par le

éléments propres En—approchés de T.

Nous allons rappeler bridvement des propriétés connues de 1'
ximation de Galerkin que mrus utiliserons ultérieurement : elles conce
les bornes d'erreurs asymptotiques dans 1' approximation de Galerkin T

e
opérateur compact.

Soient Al,AQ,...,X ,+++ les valeurs propres positives de T,

. N
supposons que Ai soit de multiplicité m. Les valeurs propres positives

sont ordonnées en décroissant

.o < < ... . . . . e
: —-AN - E-)‘1+m 5-A1+m—l E-X1+m—2 < 5-A1
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Soit P; un vecteur propre associé & la valeur propre Xi et p,
la projection spectrale associée a Xi , c'est-3-dire la projection ortho-
gonale sur le sous-espace propre.

(n)

Soient Aj j=1,2,...,n les valeurs propres de T , comptées

n
e e s . (n)
avec leurs ordres de multiplicité et ordonnées en décroissant, et P

E

3
les vecteurs propres normalisés correspondants.
(n) C . (n)
Ej ~est la projection orthogonale sur le vecteur propre @j‘ .
On pose ‘alors
itm-1
B, = 1 ™

et on a le résultat suivant

THEOREME 6 :

1) Pour tout vecteur propre ®; , |kpﬂ|= 1 , associée a la valeur
propre Ai s
Loi-P; ill =05 5 FG=m ) @5l o Py
ol ﬁi o st la projection spectrale associée aux valeurs propres
b
(
y ()
J
vers 1 lorsque n tend vers 1'infini.

j=i,i+1,...,i+m-1 , et ol i n est un coefficient qui tend
b

X.-A (n)
2) 1

AL
1

_ 2
pi’n ”(1 “n) mi“

pour j=i,i+1,...,##m-1 ol p{ L estun coefficient qui tend vers 1
b
lorsque n tend vers 1'infini.
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REMARQUE :

Dans le théoréme, lorsque m = 1 , || P;-P. ;oill représente
. b

n

(n)

le sinus de 1'angle aigli formé par P et .

Le théoréme 6 indique 1'importance du nombre “(1-“5XpiH pour
les bornes d'erreurs sur les éléments propres approchés par la méthode

de Galerkin.

Nous allons nous intéresser 3 la méthode de Galerkin appliquée
aux matrices et chercher des bornes d'erreurs analogues a celles du

théoréme 6.

2.2. APPLICATION AUX MATRICES.

Dans ce qui suit H = H{N .

La méthode de Galerkin peut, bien entendu, s'appliquer a une
matrice A d'ordre N : on raméne alors le probléme du calcul des éléments
propres de A & celui du calcul des &léments propres d'une matrice d'ordre n.

Généralement N est grand et n trés inférieur d N.

La méthode consiste & approcher les éléments propres de A par ceux de la

partie de A dans un sous-espace vectoriel En de dimension n.

Lorsqu'on dispose d'une suite finie de sous-espaces vectoriels
croissants En’ on a une suite finie d'approximations des éléments propres

de A. , -

Nous rappelons ici l'écriture du probléme En—approché dans une

base Y_,Y .,Yn,'de H

AP IEE



- IIT.12 -

PROPRIETE :

1) Soit Y une matrice dont les colonneer1,...,Yn forment une
base orthonormale de En(Xo)._Alors la partie de A dans En

est représenté relativement 3 cette base par:
YAy
2) Soit Y une matrice dont les colomnes Y1,Y2,...,Yn forment u

base quelconque de En;jAloygwla partie A dans En est représt

par la matrice

o Ty~ oy Tavy

DEMONSTRATION : [ 1]

;

Le 1°) est un cas particulier du 2°) que nous .allons &tabli

Soit‘ﬂn la représentation matricielle de la projection orthogonale su
Tout élément y de E s'écrit comme combinaison linéaire des Yi pour
i=l,...,0n . Donc en particulier on a

n

mAY., = Xt .Y i=1l,...

La partie de A dans E est l'application linéaire qui a un vecteur

n ‘
x = ¥ x Y de E , associe le vecteur T _Ax de .E_. et elle eSt donc re
k=1 k 'k n n n
sentée par la matrice G d'éléments tkj‘défihis en (1). Calculons
n ’ ~hessy
De (1) on déduit (ﬂnAYj,Yi) = kzl tkj(Yk,Yi) pour 1,j = l,...,n

-— i ! -— T
On a (ﬂnAYj,Yi) = (AYj,ﬂnYi) (AY;,Y;) = YAV,

Appelons An la matrice d'élément général ag?) = Y}:AYj
. v 2nz L. (n) _ T

et B_.la matrice d'élément général b,. = Y.Y,

n ij i3
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La relation (2) s'éecrit d'aprés (3), (4) et (5)

™) -
ij X

p()

ik Tk i,j = 1,000, 1 (6)

nmM3s

1

La relation (6) s'exprime matriciellement par :

An - Bn ¢

d'ou

C.Q.F.D.

REMARQUE :

Si An est la matrice YTAY et Bn la matrice YTY, alors le

probléme approché a résoudre est donc le probléme

-1, () _ ,(n) (n)
BnAn‘p = AT pt

ou encore

NGO BN NS
Aﬁp = A Bﬁp

On reconnait ici la méthode d'approximation de Rayleigh-Rit

(cf [ 10]) appliquée 3 des matrices.
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2.3. BORNES D'ERREURS.

Dans les bornes d'erreurs données au paragraﬁhe 2.1 intervient
dans la démonstration du théoréme 6, le fait que lorsque n = « |
”(1-ﬂn)T” + 0 , .car T est un opérateur cdmpact; On ne peuf:pas appliquer
directement ces bornes d'erreurs aux matrices puisque nous n'avons pas de -

notion de convergence.(n <N fini).

Cependant on peut obtenir un résultat analogue pour les matrices
en faisant 1l'hypothése que H(l—ﬂn)A“ < € , ol £ est suffisamment petit

(ceci remplacera "n suffisamment grand" dans le théordme 6).

Commengons par montrer le lemme suivant

LEMME :
- Soit A(n) une valeur propre En—approchée de A et w(n) un vecteur
propre associé 3 A (W on suppose que “(1—Wn)AH <€
Alors il existe un vecteur propre p de A associé 3 la valeur
propre A tel que si on pose
d=min W], ar=daee/ar) , @ =] (0 -5
XA D
J
et si e <d' , on ait
1°/ o™ <&
2
DEMONSTRATION :
1) On a :

Jr(w(n))“ - H(A—A(D)XD(D)H - Hﬂn(A—A(n)Xp(n)+(1—ﬂn)(A—X(n)Xp(n)n
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(n)

(n) _

par définition des éléments propres En—approchés.

D'ou :

(n)“ (1)

“r($(n))“

= H(l—ﬂn)AD

(n))“

lee ™l = fla-m yap ™) < e

et d'aprés la propriété 3, il existe un vecteur propre P de A tel que
l'angle O entre P et w(n) vérifie :
sin 8 < e / d .

Par un simple raisonnement géométrique on voit que

. 2
Hm4$(n)H = 2sin & < sin® (1+sin?0) < & (1 + & )
2 = -4 K
2sin()
2tgh/2 sinig 2sinf/2
(sinb = > > )
1+tg?6/2 ~ 1+tg?6/2 ~ 1+sin?6
(n) “((A—A(“)rp;o(n))' @gbl—x(n)Xp(n)) (2)
20) ‘)\_)\ l = - (n) = - )
: Gp 5 ) G )
@, (11w
= ' - d'aprés la relation (1)
(QPs:P(n))
D'old :
Ty pL (1 )A<$(n)|
(n) o n
A=) = o
@ |

. (n)
| (C1=m DA p,(1-m Hap ™|

1
Ry | (o 30

(l’l))|
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- omll < e, llaam pa™)| < e

si Gp;p(n)) >0, on a :

(n)) >1 - €

(n)
) d

() = (@) - (P,

d'ol le résultat.

(si (o™

) < 0 on échange Y en -¢).
C.Q.F.D.

Nous aurons besoin ultérieurement, dans la méthode de Rayle:

généralisée , de majorer

Nous pouvons montrer le résultat suivant concernant ces deux nombres

PROPOSITION 6' :

(n)
propre. associé a2 ™, on suppose que || (1-m )AH <e .

Soit A( n) une valeur propre E —approchee de Aetop un ve:

Alors il existe un vecteur propre % de A associé 3 la valeu

propre )\ tel que si on pose :

d = min l)\ -)\(n)l d' = Ci/(“i)
- ;éx o .d?

et51e<d',onait:

1 e ™) <oy ol - S
|x| - . [Afar
- 1
SRR L S Y 0 ) w2 + =)
Al € A2d!

dl
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DEMONSTRATION :
10/ D'apras la‘felation‘(l) de la démonstratiéhbdu lemme :
e ™Il = [l cam_yap ™

- g (n)
= [[(1-m e - (1w A ")

< lica=m ymoll + llca-m el ™
lcx-m dmll = 2= el
(n) €
I a-moall ko™l < e5)
d'aprés le lemme. D'ol le résultat.
20/ De la relation (2) de la démoustration du lemme on tire :
‘ - @p,(A—X(n)Xp(n))
()\‘)\ ) = (1’1)
P )
@, (1-1 ymp™) (11 ¥, (11 yap (™))
n n n
™)) @ ™))
On écrit que $(n) = m~@p4p(n)) ;y d'ol :
(11 ¥, (1-m YAp) (11 Yp,(1-m )AGp-p™)) _
(n) n n n n
AATT S ) y )
@ ") @p ")
o (1
() ((l—ﬂnXD,(l—ﬂnXP) 1 ((l—ﬂn)AP,(l-ﬂn)AGP<P
A= @) - €
Gpp ") A o)
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-y (1)

1
= ri _ 2 _ _ ) (n)
\ Cp;p(n))Ld(l ﬂnxp“ Az((l ﬂn)AP,(l ﬂn)A(p4p M

1 , L (D)
: :lmhl(l-nnxpll +—;ll(1-ﬂn)AU-ll(l—ﬂn)Allso-cp I

En appliquant alors le lemme on aboutit au résultat cherché.

REMARQUES :

1°) Les résultats du lemme et de la proposition 6 sont valables

également pour les opérateurs compacts.

2°) L'inégalité 2) de la proposition peut également donner 1l'inégalité

A = e
— <1~ 2+ 2
| - | <ilca-m xoll* + vyrieyer
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3. LA METHODE DE RAYLEIGH GENERALISEE .

Soit A une matrice symétrique dont on recherche les é&léments
propres. Nous allons considérer une méthode de Galerkin particuliére

dans laquelle l'espace approximant E_ est le sous-espace vectoriel engen-

n
dré par les vecteurs XO,AXO,...,An lXO , ol XO est un vecteur initial
quelcongue.

Cette méthode connue sous des formes diverses ([ 1],[3],[u],...)

est appelée méthode de Rayleigh généralisée. Elle donne de bonnes approxi-
mations des &léments propres correspondants aux valeurs propres situées

aux extrémités du spectre.

Notre but est de donner une idée de la précision de 1l'approximation

des éléments propres en proposant des bornes d'erreurs a priori : les expé-
riences numériques montrent que les majorations théoriques obtenues sur les
erreurs, évoluent de la méme maniére que les erreurs exactes, tout en restant

assez larges.

Au paragraphe 3.1 nous commencons par décrire cette méthod®" et nous
proposons en particulier une présentation différente de la méthode, qui fait
intervenir un probléme de meilleure approximation dans un espace de polyndmes.

Nous nous inspirons pour cela d'un résultat démontré par Vandergraft [ 1].

Au paragraphe 3.3, nous déduisons des résultats précédents,

des bornes d'erreurs sur les vecteurs propres et sur les valeurs propres.
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3.1. SUITE DE KRYLOV , ESPACES E_(X.) -

Dans tout ce qui suit on note par la méme lettre A 1'opérateur T

et sa représentation matricielle A.

. On appelle suite de Krylov issue de X , la suite de vecteurs

2 n _ .1 . .
Xo’AXo’A Xo,...,A XO,... on pose Xi = A XO pour tout entier i € W

Xo # O est le vecteur initial.

On notera En(xo) (ou plus simplement En s'il n'y a pas d'ambi-
gliité) 1'espace vectoriel engendré par les n vecteurs
n-1

LS SR S O

(RN P - ,
fﬂ n désigne l'ensemble des polyndmes de degré n, dont le
coefficient de plus haut degré est 1
P € §* o p(x) = X' +a_ .x + ... + a

n n-1 o
lS:nest l'ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal 3 n.
Comme le rang de A est fini (f_N) il existe un premier vecteur XS
de la suite de Krylov qui s'exprime en une combinaison lindaire

- des précédents. C'est-3-dire que

s-1
XS = I a.X,
i=o  t*t
ou encore
s s-1 . -
(A° - T a,Ab)X =0
. i o
1=0 '
Donc il existe un polyndme p de /{’: tel que p(A)XO = 0 et s est

le plus petit degré pour lequel cette propriété est vérifiée.
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Ce polyndme est appelé polynameLénnihilateur ‘dé  Xo,_du_

polyndme minimal pour XO (cf [12], [13]).

a) Propriétés immédiates

On se pose la question de savoir sous quelles conditions sur

_1'espace E_(X ) est invariant par A, puisque dans ce cas les &léments
n o’ > ,

propres En—approchés sont des éléments propres exacts de A. Les proprié

suivantes sont trds faciles & démontrer [ 12] :

1°) naE CE € ...CE C...CH

est un sous-espace vectoriel invariant par A.

2°) Soit n un entier inférieur a N, ordre de la matrice A.
Alors le polyndme annihilateur de Xo est de degré n si et

seulement si En est de dimension n et est invariant par A.
3°) Plus généralement E est invariant par A si et seulement si !
degré m du polyndme annihilateur est inférieur ou égal d n et

la dimension de En est alors égale a m.

b) Approximation de Galerkin sur les espaces En(Xo) : la méthode de

Rayleigh généralisée.

Nous appellerons T la projection.orthogonale sur l'espacé‘"EI
La méthode de Galerkin appliquée d A avec les projections T est connue
dans la littérature sous le nom de méhtode de Rayleigh généralisée.

_ N
D'aprés la propriété a) ci-dessus, du fait que - U Ei = B , alors si
izl

dénote la projection orthogonale sur E, les projections T sont statit:
naires 3 partir de n < N et sont égales & T , et la méthode de Galerkir

approche alors les éléments propres de la partie de A dans E.
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Comme E est un espace invariant par A, les éléments propres

de la partie de A dans E sont aussi des éléments propres de A.

En général, si X, est quelconque E = H , mais il peut arrive

que EC H
7

La méthode Rayleigh généralisée eat connue sous des variant
diverses : Méthode de Lanczos Cul , méthode d'Erdelyi [ 3] , méthode de

moments [2], etc...

Afin de regrouper toutes les formes connues de cette méthode
nous allons en donner une caractérisation d 1'aide des propriétés des

polyndmes caractéristiques associés aux problémes approchés.

DEFINITION :

On appelle polyndme caractéristique En-approché de A le poly
P (x) = det(x - YIAY)

ol Y est une matrice dont les colonnes forment. une base orth

normale de E (X ) .
n-o

D'aprés la propriété vue au paragraphe 2.2., Pin)»est exact

le polyndme caractéristique de la partie de A dans En(XO).

AUTRE FORMULATION DE LA METHODE DE RAYLEIGH GENERALISEE

Les espaces En(Xo) ont des liens évidents avec les espaces -

de polyndmes de degré inférieur ou égal 3 n-1, puisque :

R
E(x)={xeH;Tpe > P X = p(A)X }

n-1
I1 est donc naturel de chercher 3 interpréter 1'approximatic
de Galerkin sur ces sous-espaces comme un probléme d'approximation dar

espaces de polynOmes,plus manipulables que les En(XO)
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~Cette deuxiéme formulation qui découle d'un théoréme démontré
par Vandergraft [ 1] nous permettra de faciliter la recherche de bornes

d'erreurs (cf paragraphe 4).

On considére dans toute la suite le probléme approché associé
a l'espace E_ ol n est fixé.
‘ p est ie‘polynGme annihilateur de XO.’Soit m son degré.

Deux cas peuvent se présenter selon le degré de p

1) m<n

Alors d'aprés la troisiéme propriété du 3.l1.a) En est invariant

par A et dim (En) = m
2°) m> n
Alors:' dim (En) = n et En n'est pas invariant par A.

Nous allons étudier les deux cas ci-dessus successivement

©a) .m<n

L'espace En est de dimension m , il est invariant par A.

Les éléments propres En—approchés, qui sont des €léments propres exacts

de A sont caractérisés par la propriété suivante

PROPRIETE :

Si m < n, alors le polynSme caractéristique En-approché est
exactement le polynOme annihilateur de XO, les valeurs propres
En—approchées sont ‘les racines de ce polyndme et les vecteurs

propres correspondants sont les pi(A)Xo ou

P, (0 = 2

1
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DEMONSTRATION - :

En effet p(A)XO = 0 s'écrit
(A-X )(A-AD)C...)(A-X )X =0
1 2 m o

ou chaqueﬁi est une racine de p. Ai est une valeur propre de A avec
le vecteur propre associé: P, = pi(A)Xo (qui est non nul sinon le degré

de p serait inférieur strictement & n).

D'autre part pi(A)Xo € En(Xo) et donec 1'égalité

mOAPL F AP, P, € E)

i.e. Ai est douc aussi une valeur propre En—approchée de A.
C.Q.F.D.

D'aprés cette propriété si le degré de p est inférieur ou
égal 3 n, on peut calculer les éléments propres En—approchés en recher-

chant le polyndme p qui vérifie p(A)XO = 0 ou encore

Iprx gl = o .

REMARQUE :

Puisque la dimension de En estm (m<n), il n'y aura que n~

éléments propres En~approchés (caractérisés par la propriété).



7. - IIT.25 -

b) m>n

I1 existe alors pas de polyndme de (? :‘tel que p(A)Xo =0

L)

., = ~ ’ . *® e s s -
Soit p le polynome appartenant & L QUi réalise le minimum

gg_Hp(A)XOH dans Q? : .

Ce minimum existe, puisque :

min [|A"X —a A"1x —...-a x ||
R o n-1 e} oo
aiE

i=0,...,n-1

est un probléme de meilleure approximation de AnXO dans le sous-espace
I1 a été démontré en [ 1] que

THEOREME 7 :

Le polyndme caractéristique En-approché est le polyndme p de

‘qui réalise le minimum de Hp(A)XOH dans ffi .

Les valeurs propres En-approchées Agn) sont donc les racines

polyndme et.de plus les vecteurs propres sont, & une constant

multiplicative prés les ﬁi(A)XO ou

- _pX
pi(x) x—Agn)
1
REMARQUE : S _ R -

Ce résultat a été démontré par”Vandergraft.en'197l.
C'est Erdelyi [3] qui a eu, en 1965, 1'idée de calculer des valeurs prc
de matrices en recherchant le polynlme de Q’ﬁ qui minimise “p(A)XOH.
Vandergraft a montré que la méthode de Rayleigh et la méthode d'Erdelyi
sont identiques, i.e. , elles calculent les memes éléments propres appr
Cette propriété importante n'est pas mise en évidence par des auteurs t

que Lanczos [4], Householder [12], Kaniel [2], Golub [7], Ruhe [5]-



.8. - III1.26 -

Ceux-ci étudient la méthode de Rayleigh pour n = N mais observ
cependant que pour n << N on peut obtenir de bonnes approximations des

éléments propres correspondants aux valeurs propres extrémales.

Le cas m < n est un cas particulier, le cas le plus 'probable"
du point de vue pratique, si Xo est choisi quelconque, est celui ol m >
D'autre part si au cours de l'algorithme n = m , i.e. si Bn est invar
par A, il n'est plus nécessaire de poursuivre l'algorithme car les éléme
propres En—approchés sont alors des éléments propres exacts de A. (On re
mence en fait le procédé en choisissant un autre vecteur initial Xg ortt

gonal & l'espace En(Xo) pour approcher les autres éléments propres).

Ceci nous améne 3 délaisser la possibilité m < n

Nous ferons pour toute la suite l'hypothése suilvante

(Hn) Le degré du polyndme annihilateur est strictement supérieur a

m>n .

Cela entraine que si pour un polyndme q on a q(A)XO =0
Alors : - soit d°gq > n

- soit q = O

Le polyndme caractéristique En—approché p(n)(x) est tel que
p(n)(A)Xo est le meilleur approximant de O dans l'ensemble des vecteurs
de la forme p(A)X_  , ol p € @’i_.

Mais Shzx) peut-il &tre caractérisé comme le meilleur approxif

de O dans % au sens d'une certaine norme ?
n

~

On peut répondre 3 cette question d l'aide du lemme suivant

LEMME 8 :

Sous 1'hypothése (Hn), 1'application p ~ Hp(A)XOH est une nor
sur 1'espace vectoriel des polyndmes de degré inférieur ou

égal a n .
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NOTATION :

Nous noterons “'“X cette norme.
o
"DEMONSTRATION :
.) L'inégalité triangulaire et la relation Hap“x' = |a|“b“x se
) ’ o o

déduisent aisément de la lindarité de l'application p » p(A)XO
. )’ Supposons que “pHX =0, il.e. que “p(A)Xo“ = 0 , cela entralne,
o

a'aprés 1'hypothése (Hn), que

v ‘ )
soit p £ 0 , soit d° > n . Si on suppose que p € (3 n le degré

de p est < n et p est donc ful.
C.Q.F.D.
Le théoréme 7 s'énonce donc ainsi

COROLLAIRE 8

Sous 1'hypothese (Hn), le polyndme caractéristique En—approché
est 1'élément p de ¢ i qui est le meilleur approximant du poly-
nbme identiquement nul; au sens de la norme || “X .
o o]
(n)

i —
ce polyndme et les vecteurs propres sont les pi(A)Xo ol —

Les valeurs propres A En—approchées sont donc les racines de

P () = R

X=\.
1

Si on connait p(x); le meilleur approximant dans g)i de 0 ,

au sens de la norme “'”X , on sait calculer les valeurs propres et les
: o]
vecteurs propres En—approChés.

Le corollaire 8 est donc une caractérisation de la méthode de

Rayleigh généralisée.
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3.3. UNE DES VARIANTES DE LA METHODE DE RAYLEIGH GENERALISEE :

L'ALGORITHME DE LANCZOS.

Une des formes les plus connues et les plus intéressantes de

la méhtode de Rayleigh généralisée est l'algorithme de Lanczos.

Cet algorithme consistait 3 l'origine & mettre A sous la forme

tridiagonale
@ B
. N
52 Bn ’\ _ }
OLn Bn+l
viay =
]
n+1 A+l .
\ By
By O

On a constaté (Lanczos lui-méme [4]) que l'on obtient de bonnes

approximations des valeurs propres dominantes de A si l'on arréte le

iém
processus au n

les valeurs propres de

e , 2
pas et que 1'on prend comme valeurs propres approchées

Ceci est di au fait que An n'est autre que la partie de A

dans E (X ) écrite dans une base orthonormale (v. ,v.,...,v )
—n O - 1°°2 n

de E_(X ).
== “n*"o
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L'algorithme pour la constr‘uction’de‘An est’ le suivant

vo =X AN L e =) = v vy L B =0, v e

de J =1 ,3an-1 faire

W. . = Av,-0,v.-B.v, (1)
Jj+1 3 373 BJ -1
W. : .
Vi+1 T i+1 (2)
J j+1
OCj+1 :]J(Vj+1)
On peut alors démontrer que les (v )y i=1, 2 ...,n forment un

base orthonormale de E (X ) et qu'en raison des relations (1) et (2),

on pose V. = (v_,v e,V ) on a
pose V_ Vo

1°72

Ceci est bien l'ecrlture du probleme approche par la methode

Galerkin (cf paragraphe 2.2. )

Cette écriture de la méthode de Rayleigh généralisée pérmet

d'obtenir des renseignements pre01eux sur la facon dont les

convergent 5

ceci grace aux propriétés bien connues des matrices tridiagonales.

—tn,

En effet, sous 1'hypothése (Hn),~l'alg0rithme de Lanczos est
constructible car les Bi sont non nuls. 1i=2,...,n (sinon d'aprés (3)

(2) il existerait un polyndme q de degré < n tel que q(A)XO = 0).

Si on ordonne les valeurs propres en décroissant

on sait alors (Wilkinson [9] p. 300) que les valeurs. propres vérifient

la propriété d'alternance stricte

(n-1) (n) (n-1) (n)
Al S SN <A SN



.12, - ITITI.30 -

On en déduit que sous 1'hypothése (Hn)

1°) Le probléme approché associé 3 1l'espace Bn(Xo) , n'admet aucu
valeur propre multiple.

n)

2°) _Tant que l'hypothése (Hn) est vérifiée, Xg est strictement

(n) _ ,(n-1)

croissante en fonction de n . Dés que Ai alors

l'hypothése'(Hn) n'est plus vérifiée et donc l'espace En est

invariant par A.

On veut maintenant répondre 3 la question suivante

L'espace En n'est pas invariant par A puisque le degré du polyndme anni
lateur est supérieur strictement a n.

Sous quelle condition En est-il e-invariant par A ?

Cette question est justifiée par le fait que beaucoup d'auteu

prennent En comme espace invariant approché.

En réalité

PROPOSITION 9

Sous 1'hypothése (Hn) , On pose Gi = pg?§* Hp(A)XJI i=n-1,n
i

Alors En est e-invariant par A si et seulement si

6n _.
6n—1

Pour que En soit t-invariant par A il faut non seulement que

§_ = minX Hp(A)XO“ soit petit mais que o ne soit pas du méme ordre.

n n-1
pE

n

Cela montre que méme si mig Hp(A)XOH est trés petit nous n'a
n

pas forcément de bonnes approximations de tous les éléments propres

En—aEproches (cf. proposition 5).
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DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 9 :

Elle découle du lemme suivant :

LEMME :

Les vecteurs vy construits par 1l'algorithme de Lanczos sont les

p; (WX,
. N VXL
successifs ou P; € @)i vérifie
Ip; (X I

min [lpXJl = lIp; (WX

cX
pedy
i+1
De plus ce minimum est égal a3 1  B.
j=2
DEMONSTRATION DU LEMME :
i+1
Soit vi = (I Bj)vi on va montrer par réccurrence que
i=2

v

ol pi(A) est le polyndme caractéristique de

Cela sera suffisant d'aprés le théoréme 7.

Le résultat est vrai pour i=1. i.e. si

B-2v2 =W, = Avl-u(vl)vl = (A'az)"l
Or :
pl(A) = Aoy
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. Si le résultat est vrai pour i démontrons-le pour i+l.
[] ~ ' . - - - . )
D'apres l'algorithme Bi+1vi+l (A oai)vi Bivi-l multiplions les deux
i
membres par Il B, alors
._2 J
1=«
it1 i i
I B.v. . = (A-a)( T B.Iv, - (I B.IB.v,_
522 3 i+l 1 522 71 5=2 j°71i-1
ou encore :
n _ _ Y _ 2V
Viep T A0V - Bivy

d'aprés la récurrence

" - 2
Vigp C (A—oci)pi(A)XO - Bipi-l(A)Xo
- _ _ n2
= ((A ai)pi(A) Bipi~1(A))Xo
d'old
v
Viel T pi+1(A)Xo

d'aprés les propriétés de polyndme caractéristiques de matrices tridiagonales.

Pour finir la démonstration du lemme il suffit dhjouter que
i+l ‘
T
ﬂv.” = I B. car Hv.“ =1.
i 522 j i

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION :

(1-ﬂn)Aﬁn est représenté par la matrice B dont la

e e
n+l n n+l

norme “(1- rl)A n“2 est Bn+l
N
vl L
n+l Ty
Ilvn—l“ an—l

C.Q.F.D.
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3.4. BORNES D'ERREURS SUR LES ELEMENTS PROPRES En-APPROCHES .

\

D'aprés la remarque qui suit la propbsition 9 1l'application
des résultats du paragraphe 1 aboutirait 3 des majorations trop larges
V(B ) = [[(x-m yan | |

n'est pas en général 'petit'.

Nous allons donc plutdt chercher des résultats du méme type
que ceux du paragraphe 2.1 concernant les bornes d'erreurs asymptotique
Ces résultats sont plus appropriés puisque l'on sait que la méthode de
Rayleigh généralisée donne lieu, en pratique, & de bonnes approximatior
sur les é&léments propres correspondant aux valeurs propres dominantes.

Nous ne parlerons que de 1l'approximation des plus grandes valeurs prop:

de A, les résultats étant identiques pour les plus petites.

On démontre (cf. Kaniel [ 2], Faddev , Faddeeva [19],...) que

kin) est la plus grande valeur propre En—approchée et si on pose
A=A
Yl
2 N

et 61 = 1'angle aigli formé par X et p, , alors

(n) tgel
0 ——

kl—k
Tn_l(yl)

)2

ou Tn—l(j}/eSt le polyndme de Tchebichev de premidre espéce.

7" Kaniel [2] a tenté de généraliser 1'inégalité ci-dessus aux

autres valeurs propres, cependant sa formule contient les nombres

I@k*$£n)“ dont il n'a pas donné une majorétion. La formule proposée

dans [ 2] est la suivante
K, ;-

i
Xi—x(n) <<+ 7

i = 2 _
[T _;(vF k=t

l M

o
MNPy

ou Ki et y, sont des constantes dépendant des valeurs propres exactes

de A seulement.
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Nous allons procéder de maniére différente grace 3 la remarg

simple suivante

D'aprés les propriétés (2) et (3) du paragraphe 1, il ressor
que si 1l'on dispose d'une majoration de “0p§nH| on peut en déduire d'u
part une borne d'erreur sur le vecteur propre (propriété 3) et d'autre

part une borne d'erreur sur la valeur propre (propriété 2).

Il faut commencer par majorer le nombre “(l—ﬂnXPiH qui inter

dans les bornes asymptotiques.

a) Majoration de 1'angle entre 1'espace En et le vecteur cpi%: '

Nous supposerons comme en [ 2] que les valeurs propres de A s
simples. Toutefois les résultats s'étendent sans-probléme au cas des .

valeurs propres multiples mais les notations se compliquent légérement

Nous appellerons ei l'angle aigl formé.par.Xo et le vecteur

propre ¥ associé a la valeur propres Ai
Les valeurs propres sont supposées ordonnées en décroissant

1="2 2% Iy

Pour tout X # O G(X,En) désigne l'angle entre le vecteur X

et 1l'espace En(Xo) , c'est-a-dire

G(X,En) = Arcsin ( min %ﬂ) I " (Ruhe [5])

YEE_

H(l—ﬂn)XH

Arcsin __ﬂin—_

(n)

Les vecteurs propres exactes mi et En—approchés mi sont de

norme 1.

On suppose que le vecteur initial X est normé et qu'il s'éc

dans la base orthonormale des vecteurs propres de A
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En raison des notations nous avons les relations :

o |

cos B,
i i

sin B, = (I a2)1/2

j#1 3

tg(6.)
* j#i i

La>proposition suivante donne l'angle aigll entre P, et 1l'espace ]E]i'1

PROPOSITION 10 :

On se place dans 1'hypothése (H ) .

o™=z

XO est normé et s'écrit XO = akpk dans la base des vecteurs

k=1
propres de A.

On suppose que ¥, n'est pas orthogonal 3 XO (ui #0) .

On pose :
Iajl
B. = pour j=1,2,...,N
b en'? ’
k#i
et :
tia= inf (2 B0
’ pE.(Pn__m j#i ‘
P01 -
Alors :

tg BCpi,En) =t. tgb

i1,n°71
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DEMONSTRATION :

Un vecteur X quelconque de E s'écrit

N .
T p(A)op. = p(A)ae, + T p(A.)odp. (1)
j=1 N i 11 j#i RN

X = p(A)Xo

oﬁ‘p est un polyndme de Cpn—l

Appelons y l'angle entre X et $i . Ce que 1'on cherche c'est le vecteur X
tel que l'angle Yy est soit minimum : le produit scalaire entre X et P

est d'aprés (1) :
p()\i)ai

Comme a, est non nul l'angle entre X et P est m/2 lorsque p(li) = 0 et

cet angle n'est pas minimum.

On peut donc se restreindre 3 considérer les X € En tels que X = p(A)XO

et p(Ai) # 0 alors nous avons

p(X.)o. o. p(r.)
) 1 3 ) ] ] )
gy = L () = I (—) « ) (2)
j#i p()\i)qi j#i a, p(xi)
si
a?
) J
Bj 3 ai
k#i.
on aura :
%3 %k o -
(—)? =82 z (—? = B2 tg?0, (3)
o, k#i o, J _ 1
1 1
d'ol d'aprés (2) et (3)
p(Aj)
tg?y = ¢ 3% ( )2 tg? 0. (4)

j#i
p(Xi)
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l'angle est donc minimum lorsque

p(xj)
(z B2 (——2)l/2
R p(},)

est minimum sur l'ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal 3 n-1
tels que p(Xi) # 0-, ou encore lorsque ( I Bz.,(p()\j))z)l/,2 est minimum
j#i :
§
n-1
donne alors la valeur de la tg de cet angle minimum.

sur l'ensemble des pclyndmes de tels gque p(li) =1 ,» et la relation

C.Q.F.D.

Majoration des t.
i,n

La proposition 10 raméne le probléme de la majoration de

0(p.,E_ ) 3 celui de la majoration de t.
i’"n i,n

Pour faciliter la résolution de ce probléme de bornes, il faut
remarquer que 1'applation p> (X (B.p()\j))z)l/2 est une norme sur
Jj#L

1'espace (9 si 1'hypothése (Hn) est vérifiée

n-1
En effet, si on pose

X! = ¥ B.o.
S 'S R

On constate que

(2 B2 NHY? = [lpayxy|
i#i J *
a2
]
Ixl =1 (2 B2 = 5 ——_=1)
1 3L 3 941 @ a?
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D'autre part il est facile de voir que i‘h&pothééé (Hn) pour XO

entraine 1'hypothése (Hn_l) pour Xi .
Tout cela permet de conclure,grice au lemme 8, que‘:

L'application p - ”P(A)Xi“ = ||pll est une norme sur an—1 .
X!

On va majorer cette norme par la norme max |p(k.)| :

j#L
PROPRIETE :
el < max [p(r)]
X! T j# J
En effet :
o2 = = B2 < = 8% (max(p(r,))?)
XA 1SRN VT R
=max (p(A.))* I B2 = max (p(r,))?
i ST A 1= T I S
puiéque : o
L B: = X% =1
jAid .
- REMARQUE : —~—
Sous 1'hypothése (Hn) max |p(l.)| est une norme sur g? 0e1
AL
On va appliquer cette probriété'éimﬁle pour majorer tl n et

(n) -
A .

retrouver 1'inégalité classique sur Al
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PROPRIETE 11

1 2
Soit y, =1 + 2
! oA, -
1 N
- alors
1
t1 n ST
,n =
Tn—1(y1)

ol Tn_1(x) désigne le polyndme de Tchebichev de degré n-1
c'est-3-dire :

T (7)) = ch((n-1)Argeh v,)

DEMONSTRAITON :

D'aprés la propriété précédente :

t,oF min ipll 5: min max |p(X.)]
b I} t :
PEY, . X pER_, A1
p(A1)=l p(A1)=l
max |p().)| -est encore majoré par la norme max Ip(x)] .
J#1 ‘ A2,

On sait (c¢f P.J. Laurent [ 20]) que parmi les polyndmes de (? n-1

qui vérifient p(a) = 1 pour un point a tel qie |a| > 1, clest

qui rend minimum la norme uniforme sur 1l'intervalle [ -1,+1].

X = y + avec -1

IA
<
A

=

on voit que AN < x <X, et le probléme :

2
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min max  |p(x)]
PES 1 N,
p(A)=1
devient
Tha ) 1
min max [p(y)| = max =
‘pé.iC_?n_l AT -l T Cyy) T -1(v))
plyy)=1
C.Q.F.D.
REMARQUES :
1) Tn—l(x) = cos ((n-1)Arcos x) si -1<x<1
et Tn_l(x) = ch((n-1)Argch (x)) si || > 1
2) Le nombre Yy s'exprime en fonctions du conditionnement T,
de [A-2_]
1 11
(o]
v - Al—XN .. T,t1
1 Al—AQ 1 Tl-l
On peut alors retrouver la majoration connue de Al—Ain)
PROPRIETE : _
2
tg 81 - ' e

A1’*$n) SR UPRAY)

(T, ()2

DEMONSTRATION :

I1 suffit de démontrer que
V- ol s e LB )
S TS A

et le résultat suivrait en raison de la proposition 10 et de la majoration

précédente de tl,n
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On a :
(AX,X)
Ain) = max
xee  |I?
d'ou :
w ((Al—A)Wl{\pl,ﬂncpl') ((Al—A)(CPl-(l~TTn)CPl),(Cpl-(l—ﬂn)ﬁpl))
)\l_)\l — 2 - 2 »
I el I el
2
(O-A)(1-m ¥ ,(1-T_Xp,) Il (2-m Xl
= < p(A,-A)
I il S EAN

p(Al—A) le rayon spectral de XI—A est égal.a Al —-AN et

i x|
———————— n'est autre que tgb(, ,E )
I 1

C.Q.F.D.

- La démonstration ci-dessus de 1'indgalité sur Al - Ain) est

plus simple que celle proposée par Kaniel en [ 2].

Majoration de t. :
i,n

oi i est quelconque 1< i<mn.
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PROPOSITION 12 :

Supposons que les valeurs propres >\1»,>\2,.. . ’)‘n de A soient
simples et posons :

i-1 Q572
K.1=.T[ —  si i#l
Y j=1 (Aj—ki)
1 71-1
Y. =1 +.2 . ;
A -XN
‘ K1 =1
Alors
. K'
ti n < :
_, n—i(Yi)
et _
Ki tg Gi
tgll.,E ) <
S )
n-i‘'i
DEMONSTRATION :

Démontrons le résultat pour i=2.

‘Pour i quelconque la généralisation est immédiate :

p(Kj)
t2 a = min max | {

PEQn_l Jj#2 p(>\2)
| p(>\2)¢o

AL

p( j)

< mig max |

PE*Sn_l J#2 p(KQ)

p(x2)¢o

p(xl)zo
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Or tout polyndme p de q)n tel gue p(ll) =

- IIT.43 -

(Xl—x)p(x)
N o
ou P € J n-2
V d'ol :
t < min " max
2,n —n "M !
" T pe 3 -0 j#2
BOFO 371
1
= Y min
®
1 RESH_Q
p(K2)¢O
MM
< min
= "
Ah R€®n~2
p(k2)¢o
A Ay .
= K, . En poursuivant la
2
xl-xz

la propriété 11, on obtient :

min
)
pES

v

n,
p(“2)¢0

max <
it |pO)| T P

j#2

n,
X,
Ip( ])|

v
A =ALp(A,
| =2 B0)|

"
|(X1—k2)p(12)|

j#2
j#L

max
j#2
j£1

AV}
max I(Al-xj)p<xj)|

n
A
| p( j>l

B(2,)]

P .
0 s'écrit :

démonstration de maniére analogue a

Ig(x)l 1
min max » =
PS fn-o xSy PO T
p(A2)¢O

C.Q.F.D.

(v,)

2
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b) Bornes d'erreurs sur les éléments propres

Nous pouvons donner les bornes d'erreurs obtenues au paragraphe

2.2. sur les éléments propres.

Naus disposons d'une part, d'une majoration de ”(l—ﬂnkp“ et

d'autre part des résultats de la proposition 6'

| . , tg e(-qo,En) . Ki tg e-l
Il (1-7 ¥p|| = sin 6@ ,E ) = <
n n 2 1/2
(1+tg e(-q),En),‘ T .(yi)

D'oﬁ‘d'aprés la proposition 6', si H(l—ﬂn)A“ <e,

pour toute valeur propre En—approchée , 11 existe un vecteur propre P

de A associé 3 la valeur propre A tel que si on pose

d = min Ixj-x(“)| , d' = a / (1+e?/d%)

.alors :
= el < |
19/ — Jr@ll < (-7 ) 9| +
A neoT n |A]d
() 1 z
20/ |22 < —— dia-m) il + )
A 1 - =5 o Az a

Ces deux inégalités s'écrivent aussi

1 .
“|-—| “I‘(ﬂon)n < OL(E)H(l—'rrn) 2| -
A

A—A(n) o A
| —— <ar@il (-1 el
}\ n

ol o(e) et a'(e) sont des constantes d'autant plus voisines de 1 que €

est petit.
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Les bornes -d'erreurs ci-dessus ont l'inconvéhient de ne pas
étre toujours réalistes : en effet VT(En) n'est pas toujours "petit"
d'aprds la remarque qui suit la proposition 9. Nous devons donc compléter

les bornes ci-dessus en des bornes qui soient spécifiques de la méthode.

D'aprés les propriétés 2 et 3 du paragraphe 1, il ressort que

des bornes de “r@pgn;“ fdurniront 3 la fois des bornes d'erreurs sur
() _ oy o () ' (n)
Ai Ai = Ai p@pi )'et sur } angle entre mi et @i

PROPOSITION 13 :

Supposons Qué la valeur propre de’A, la plus voisine de Xgn)

soit A, et qu'elle vérifie A, < Xg?) L, A

1
Supposons que, de plus, ™oy # LA
Posons :
D. = max [X.-A.| , d. = min |A.(n)-'x.{
i - i%j iy s, 1 j
Kitg Gi
€. =
i,n
Tn~i(Yi)

ol les notations sont les mémes que pour la proposition 12.

Alors :

19/ e <nye 0 -

2/ a® < Trpe 72
i =4 "ii,n
1

DEMONSTRATION :

Démontrons d'abord le lemme suivant
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LEMME 14

Soit I un intervalle fermé, contenant Ai(n) et aucune autre
valeur propre En-approchée.
Alors :

| (A=) Y|
min = “ (A=A .(n))cpgn)“

nel vl *
YEENE, ;-

On a :

p.(A)X
(n) _ 1 o]

T

avec, lorsque p(x) est le polyndme caractéristique En-approché,

- p(x)
p.(x) = 2
. x—Xgn)
i
De plus, p € <9 : vérifie d'aprés le théoreme 7::
gl = wi ot
peS
On a :
ﬁ(x) :v(x—Xin))ﬁi(x)
et de plus : v _ : T —~
B %= fp;pG0) = (xem)qx) su€ R, a€ $F 1.
D'ol :
| (n)\= o . .
la-2"p, (mx || = mig [[(aa)qadx || = mip | (a-m)q(a)x I
aes _, €8 4

HER 0 uel



.29. - IIT.47 -

q(A)X
Cela entraine que le minimum de H(A—u)'—tj——i1—4l.est atteint

o 15, ()% |
i Pi(A)Xo
pour le vecteur Y = ———— de norme 1. D'ol :
1o, (x|
| (n) (n)| - . oo . _ .
J(A*Ai Xpi d = min .“(A—u)ﬂ = min “(A—u)Y“ = min “(A—u)Y“
- el i uel ( uel
.1' q(a) L q(a) S amxg
Yoo T Y= ———
Codlegeox gl gl laca)x I
L
“lvl=1
iec ™™ = min e
‘ el :
yeEr;\Bn—l
Il¥il=1

et le lemme est démontré.

" DEMONTRONS LA PROPOSTION :

La deuxiéme inégalité est une conséquence de la premiére et
de la propriété 2 du paragraphe 1.

Démontrons la premidre inégalité.

(n) et autre valeur propre

i (n) .

Soit I un intervalle contenant Ai et A
En-approchée de A. I existe en raison de 1'hypothése Ai < Ai—l qui entraine

A(n) < A(n) < A, < X(n) . Alors puisque TP, 7 m

541 S S S A Py TP E€E N E

et le lemme montre que :

lea-xpm ol a2, - (a-x ) (- x|

M w{™| < — =
I .l lIm .l
: bl |
la-x ) ca-m o | ICi-m o
= S D,———— = D. tg 0., ,E )
lIm . |l Sl pl ’ s

et la proposition 12 montre que tg 9(p.,E ) < €,
i*n’ = "i,n

c.Q.r.D.
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valeur propre de A la plus voisine de A
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I1 peut arriver (cf paragraphe 3.5, deuxiéme exemple) que la

(n)

ne soit pas Ai mais une autre

valeur propre AQ(€¢1). Ceci dépend en particulier du choix du vecteur

initial. Nous sommes donc amenés 3 généraliser la proposition 13 ainsi :

PROPOSITION 15 :

Supposons que la valeur propre de A, la plus voisine de Agn)

soit Xz et que A, vérifie :

(n) (n)
Aap <A <

Supposons de plus que TP, # TPy
Soient Dz, dg’eg n définis de la méme facon que pour la propo-
?

sition 13. Alors :

o . (n)
o () 2
2°/ lxl Aol < —;-[DQ g, n]
DEMONSTRATION :

La démonstration est analogue d celle de la proposition 13,

seule 1'inégalité (1) ci-dessus change et devient :

R Ia-apm ol fla-x)a-m xp
A-x. 7 )p. < , = < P, LB ).
fo el s = EEY IR
nve . n g -
C.Q.F.D.
REMARQUES SUR LES HYPOTHESES :
1%) D'aprés 1'hypothése X(n) < XQ < Xgn) et puisque A( ) < Al 1
cela entraine que XQ A _p et donc A < A i.e. la valeur
propre K( n) approche une des valeurs X X IRELRE

(cf. exemple pour vérification).
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2°) L'hypothése m®, 7 T _{P; est équivalente d'aprés la proposi-
tion 10, 3 1'hypothése suivante : min “p“ # min “p“
Eg,, X pe® , X
p(A,)=1 | POy

comme en plus

T%n llpll £ ’Tin Il ll
1 7 !
p()xi):l | p(xi)=l

1 ~ 77',. ,7’ P Lz . ~
1'hypothese ﬁpi ¢. n—Ipi est équilvalente a

min || pll < min [l ol
Pe(-S}n—l Xi P€<?n_2 X
p(Ai)=l p(ki):l

Cette propriété est vraie pour iil, iorsqu'on remplace la
norme “ “ par la norme uniforme sur [AN,KQJ .

X!

Nous ne savons pas si elle est vraie pour la norme H “
. X 1
i
Cependant la proposition 12 montre que ﬂﬁpi est une suite (finie

croissante au sens large avec n .

3.5. EXPERIENCES NUMERIQUES.

Nous allons commencer par tester les bornes d'efreurs du para-
graphe 3.4, sur un exempie éimple, puis nous proposerons diverses expérienc
sur des matrices de forme bande d'ordre N = 500 et N = 1000.

V En 3.5.3, nous testons la méthode de Lanczos sur une matrice

creuse, de dimension 10.000.

3.5.1.

Soit A la matrice de dimension N = 50 construite 3 l'aide de la

formule
A= (I—2uuT)D(I—2uuT)

ol uT est pris égal au vecteur eT = (1,1,1,...,1) normalisé.
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D est une matrice diagonale contenant les valeurs propres de A.

Nous avons choisi de prendre pour valeurs propres
0.01;0.02;0.033...34,6:553739;13;

Le vecteur initial XO est le vecteur e. Ce vecteur fait avec les

verteurs propres P, de A le méme angle Gi vérifiant

tg(8,) = VN-T = 7

C . _ 14
On a pris n = 15 i.e. En(XO) = [(XO,AXO,...A XO)]

Pour i1=1,2,3 nous avons fait calculer : (cf. tableau .1.)

1°) e, , > Majoration de te o données par la proposition 12
b

o N € e . - ‘
2°) i 0 tgh, majorations des tgei@pi,En(Xo))

30) tgei@Pi,En)

(n)

4°) D, e, tgei qui majorent “r@pi )” d'aprés la proposition 15

i 1i,n

50) Hr@pin))H'.

REMARQUE 1

Il est nécessaire, si 1l'on veut comparer les erreurs de méthode

seulement, de prendre des matrices de dimensions assez petites

mten

pour éviter l'accumulation des erreurs d'arrondis

(Cf. remarque 2).

Tableau .1. N=50 , n =15

\ (1)
i € .n ei’ntgei 2 tgeCpi,En) Diei,ntgei Z_HGCi )|
-8 -7 . -7 . -6 | -
1 4,958 x 10 3,471 X 10 1,186 X 10 4,509 x 10 3,887 X 10
-5 -5 -7, -4 -
2 1,069 x 10 7,481 X 10 1 1,203 X 10 6,725 X 10 b,458 X 10
-5 -5 -6 -1 -
3 1,166 X 10 8,163 X 10 9,020 X 10 5,706 X 10 3,728 X 10
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~ Les resultats du tableau 1 indiquent que D, tge e n est souvent

(n )“

une majoration assez large de Jr(p _
Ceci pouvait &tre prévu en raison des nombreuses inégalités
utilisées pour établir les résultats de la proposition 15.
Nous allons comparer experlmentalement les évolutions de
(n))“ et de D i€ k tge. en fonction de n.

9

llr(@
(n)“)

Pour cela, nous représentons graphiquement dans la flgure 1, log (“r(p

et log(DQ, 2’n,tge,z) en fonction de n.
On vérifie que log(D2,€2 n,tg62) décroit de maniére presque
%
linéaire. »
. -
[En effet, si on pose K2 D2K2tg62 on a
(n-1)v,
1]
. K2 e -2(n-2)Yy
log(D,& tgh,) = log( ) = log K!-log(————(1te
‘ 2%2,n 2 2
: ch(n—2)Y2 2
e
t - —
# Log K2 (n 2)Y2 log 5 ]
On observe pour log (Hr(p( ))H) une décroissance qui semble
également voisine d'une décroissance linéaire et de pente assez
voisine de de log (D2 €2,n tgGQ).
REMARQUE 2

(

Pour n > 20 , 1'effet, de l'accumulation des erreurs n'est plus

négligeable et 1'irrégularité de la courbe log (Hr@p;n))“) est

probablement die d cet effet.

Nous faisons les mémes constatations pour i = 3 (cf. figure 2).

Les deux courbes sont ici plus voisines que pour i = 2.

Toutes ces expériences '"montrent" qu 'il existe une constante K(i)

1ndependante de n telle que

K(1)
r(ngn)) v
. . ,Ch(n-—l)‘yi

c'est cette constante K(i) qui a été majorée dans la proposition 15.
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: majoration de ||r(p

;e

(n)
2

15 20

(n)

N

)| observé

e e 0 .v

zone d'accumulation des

erreurs d'arrondis
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\

b

log de la norme

du résidu

majoration de :daﬁ

lr G

(n)
3

24

)]| observé

(n)
3

il

\E

zone d'accumulation des

erreurs d'arrondis

Y
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3.5.2.

En général Xgn) approche une valeur propre A de A d'aprés 1la
éme

proposition- 15, cependant A n'est pas toujours la i valeur propre Ai

de A. C'est ce que montrent les deux exemples suivants

est de dimension 20 et A est de dimension N = 500.

On pose A' = A-4I.

Nous avons essayé la méthode de Lanczos (sans réorthogonalisation:en prenar

—en

comme vecteur initial le vecteur

X, = (A% / [[an)%e

el=(1,1,1,...,1)

La méthode a été effectuée sur A' au lieu de A afin d'alléger les calculs.

Nous prenons

n=50 i, E (X)) =[(a'%, A'%,...,a1%%)]
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REMARQUE 3

' - ' '109 P . . ~
.L'espace En(XO) [(XO,A Xo""’A XO)] étant identique &
1'espace [(XO,AXO,...,AHSXO)] , les valeurs propres En-approchées

de A' différent des valeurs propres En—approchéés de A par la

constante 4.

Dans le tableau 2, nous indiquons

1 - Pour i=1,2,3,4,5 , les valeurs k§n) calculées par l'algorithme de
Lanczos.
2 - Pour i=1,2,3,4,5 , le numéro & de la valeur propre exacte K qui
est approchée par k( n) (i.e. telle que
|X(n) 2! = min | A -A|) , ainsi que l'erreur &, Ik(n) Qb
Aeo(A) 1t 1.0
| xin) AQ
et la précision : I |
Ag

Tableau .2.

N=500 , n=50 , X = (A% /(A%

VATELE L POy hLs CALCULLERS
L A Al a(,r) #
i +01 799t stuobiTlesl
- +ul //QLI;LUJth)J{‘ -
) +L1 Fesie9uiduiuedd
L, +u1 7991333000
', +'\;1 N/\EJLLJ.L‘_.-'IL;)/].LA[},
{ Vo oL * Litindl,: * FRICTSLG
. ' . -~ ] '
s 1,701 '-14 .2 1412'-10
- - | b
/ 1./(.'_);_)/"'.]1[: (L.o7¢185 '-35
. -~ - y s )
1 cLoinetul -1y .elévbe -1
. .oy - P P T
al 7..o00/5 =0T S.iludey 1
: B, ; .
1/ 1.1cw .4_1' BRe 1.200088 T=-0u
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On constate donc que Ain) approche Aa s Aén) approche X7
(n) . (n)
AS approche A12 R Ku approche A16
(n)
t 15 approche X17
b) . Soit A la matrice symétrique définie de méme facon qu'en a)

mais de dimension N = 1000 : A est bloc-tridiagonale avec des blocs de
dimension 20

De méme, qu'en a), on pose A' = A - 4I

Prenons également ici n = 50 et XO = (A")% / “(A')se“

Nous obtenons alors les résultats indiqués au tableau 3, ol

les notations sont les mémes qu'en a).

Tableau .3.

_ - _ 115 1\ 5
N=1000 , n=350 , X =(A"% /[ @A")%]
VALTURS FROFRES CALCLLETS
% | % * PAMELACY, )
i +.1 TIoLuL oL 171'21
- +71 TE50T73L500LA000
J "dl ]//{(E/\(LJ.LL‘“I(I;.
- +§l IR R Y BT B A
> +L1 Tenellibotlviey -
o [t vel o Lahh U ¥ CELTAnCl, ) * FRECISNG
{ LoabeGay =00 TLLLL7ToN-1)
U G VA L AN 1.10k752 %-u¢
K . P .
1o wedivLTi =00 c.750e12 -y
L VIR TRV RO E N RS XY C.oE81EL Y=Ly
i G.oullsgeis G.0o01574071,
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c) Les tableaux 4, 5 et 6 suivants décrivent certaines expériences
pour N = 500 et N = et

la dimension n .

Tableau .4.

N =

o bt La V.ot

1000 , n

VALELRS PROFRLES CALCULEES

[

AR A

E;‘\/'\CT L

(O e

+U1
+u1l
+Ul
+ul
+ul

*

* LAMELACH, M)

T970i3u7o4t/u2u
7OoLT5LLLELEST UL
JHulkslyL7VU552%
76580349L1575655
77925703912/7582

LOLTACE, M)

c
~I

.
c=
<

£0UD

<O
<
[ T U2 I

PER WU ]
S G VB

<

.
il &

<.
L~ Cai i e

(S N A
TN U

C C
o <
<
(e Y
-

Lr;

*®

1000 , avec différents choix du vecteur initial XO

50 , X, = (A%, / [|A %]

PRECISION

J.u004b6lcul
SodlivgLLE37C
6.5605079 147
U0.00U9298398
U.uL0ze24297%

d
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Tableau .5.

ol v a pour composantes Vs

N=500 , n=

- III.58 ~

70, X = @Y% / A

= 1 + 10 sin (31)

]

VALELRS PRCPRES CALCULEES.

Veb's TAACTE

izl’...’N

* LAMIDRACT, ) *

+01 76630794000LC 28

+01 79195L52872

+U1 785¢€5¢C

[ELTACH, 1)

Lo7ublhy -1t
3.obkblee =11
L7848l '-0¢
Y, 555417 '=07
L,70C817 =07

§

3

e <
T T N e

3

§2

ol S
<G o

PRECISTCH

1.683005 =14
L E5u028 '-12
C.ObbEYE =08
l.21652¢ '=-07
L.052002 =08
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Tableau .6.
= 1000 , n=80 , X =A"v /A"
ol v, =.1 + 10" sin (ui)
VALELRS I'RGPRES CALCULLEIES
* | o* o LAMBLACH, N) *
1 +01 7573500L1281207¢C
2 +ul 79L2450170610252
) +01 79435571¢851701
i +01 761504L407C7HUGSL
y +51 78626655507¢6275

WU LE LA VLT EXACTE  » CLLTACT, 1) * FRECESICH
1 2.10173¢8"'-0¢ 2.73C185 =07
l 5. 245505 =05 C.552003"-0¢C
3 5.006330'-05 €.377875"'-0¢
L G.O00161L757 0.05062032541
7 J.ouotbtutbzy 6.520322"=05

Les expériences précédentes montrent que le choix du vecteur
initial est trds important si on veut éviter des cas particuliers tels
que ceux des tableaux 2, 3, 4. Ce choix du vecteur initial est le probléme
le plus difficile du point de vue pratique : 1'idéal serait de disposer
d'un vecteur qui approche les vecteurs propres associés aux valeurs propres
dominantes. Ceci arrive souvent dans les problémes qui proviennent des

approximations de phénoménes physiques (cf. 1 , 2 ). De manidre générale
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si on ne dispose d'aucune information initiale, il y a intérdt 3 choisir

un vecteur initial qui soit le plus "aléatoire'" possible.

Dans les exemples précédents, les matrices étudiées ont une structure trds

particuliére par rapport 3 la base e

ou

l,e2,.;.,éN , et des choix tels que

X = APe (tableau.k.)
o) 1

XO = APe (tableau .5.)

sont a déconseiller.

Des vecteurs du type de ceux décrits dans les tableaux 5, 6 conviennent mieux.

suivantes

Nos expériences numériques nous ont permis de faire les remarques

On pourrait prendre un vecteur initial de la forme

- Apv
° [P

ol p est un entier choisi et v un vecteur quelconque.
I1 est peu intéressant de prendre p trop grand car il en résulte

une accumulation des erreurs d'arrondis trop importante

(cf£.[9], [6),[5D).

La réorthogonalisation des vecteurs v, est inutile si on écrit

des procédures efficaces pour le calcul de X > AX et X,Y > (X,Y).
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Nous allons tester la méthode de Lanczos sur la matrice

B -I
-I B -1
A = -I
-I
-I B
10.000 ot
4 -1
-1
B =
-1
-1 4

est de dimension. 80 .

Nous nous intéressons aux plus petites valeurs propres de A.

Ce probléme présente deux difficultés majeures

La dimension étant grande, 1'accumulation des erreurs d'arrondis

est importante.

Les valeurs propres extrémales sont trés voisines et les constan
A=A,
1 Alrl
Y; S+ 2 dont dépend la rapidité de la convergence
X=X
i N

(cf. proposition 12) sont trés voisines de 1 (convergence lente)

Les résultats du tableau .7. montrent cependant que l'on obtient

de bonnes approximations de certaines valeurs propres.
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Tableau .7.

N=10.000 , n=170 , X =A'Sv /A%y

ol v, = 1+ 100 sin (u4i)

VEALEJRS PROIPRES CALCULETS

1 % ©OLAMADA(L yN) #

=2 2125739321951 5

74945 12915371270

-3l 141433750 s3111ile

% . -1 111m3755438379769

=0l 1S8RV V56276004

311033 142778272
3795403 566458774
=0l 48533535471 7153

I 528622453270 T04
1 =01, 72973176535 93672

G TN e
1

T
!
ot

bt

{

2O B
-
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