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INTRODUCTION

“Par ce travail nous avons cherché a utiliser, de maniére pratique et si
possible efficace, des notions de théorie des graphes pour résoudre différents
types de problémes rencontrés en “"hardware".

Dans 1a premiére partie, nous abordons le probléme de 1'isomorphisme de
graphes G = (X,U) et G' = (X',U'). Cependant, comme les graphes simples sont des
modéles péu_adaptés aux probléemes technologiques, nous &tudions &galement 1'isomor-
phisme de réseaux; en particulier nous utilisons de préférence la terminologie des
réseaux si nous avons des orientations ou des marques. Ce probléme dé&ji-ancien a
été etudieé dans des cas trés particuliers par KELLY (14), MENON (19), TURNER (25),
WEINBERG (29); CORNEIL dans (7) 1'a étudié dans le cas général. Nous reprenons,
dans le chapitre II une approche matricielle du probléme (Cf (4), (10), (26)) et
nous donnons une caractérisation de réseaux isomorphes par les réduites de Jordan
de leurs matrices de définition, mais ceci reste une approche théorique et peu uti-
lisable en pratique. '

Dans le chapitre III nous étudions 1'isomorphisme plutdt par des pro-
priétés locales, ligées aux articulations : tout d'abord, nous définissons des
fonctions nodales et des fonctions de voisinages, puis nous étudions comment les
utiliser pour rechercher un isomorphisme. Ces méthodes consistent & affiner des
partitions sur les ensembles de sommets X et X' grdce aux fonctions locales; cepen-
dant, dans les deux cas, les partitions suivant les classes d'automorphismes ne
peuvent &tre affinées et nous pouvons é&tre amenés a terminer cette recherche en
effectuant, de maniére exhaustive, toutes les hypothéses encore possibles. Notre
programme, écrit @ partir de 1'algorithme de G. SAUCIER (22) donne des résultats
performants pour des graphes simples d'une vingtaine de sommets.



Le chapitre IV est consacré a des problémes plus pratiques et actuels,
que nous cherchons & résoudre en prolongeant les notions définies au chapitre pré
cédent. D'une part, vérifier 1'implantation d'un schéma logique revient i recher-
cher 1'isomorphisme de deux réseaux de boites et de fils et les Sociétés
TELEMECANIQUE et SESCOSEM se heurtent actuellement & cette difficulté. Nous donnc
ici une méthode qui peut é&tre utilisée . D'autre part, pour ce qui concerne les
pannes dans un circuit logique, la recherche de "pannes équivalentes" (Cf.(28)) €
simplifiée par la connaissance des automorphismes du circuit et par suite le nomb

de vecteurs de test 3 déterminer est trés notablement abaissé.

Dans 1a partie II, nous nous intéressons a des problémes voisins de 1'i
morphisme. Dans le chapitre I nous.cherchons si un graphe G' = (X',U') est immerg
dans G = (X,U), c'est & dire est isomorphe & un sous-graphe partiel de G. Notre
méthode utilise les notions de voisinage et une méthode booléenne pour donner la
ou les solutions si elles existent. Une extension du probléme, lorsque G' n'est
pas immergeable dans G est de rechercher dans G' et dans G, des sous-graphes par-
tiels isomorphes qui.aient un nombre maximum de connexions : la méthode utilisée
est trés voisine mais cependant plus complexe dans ce cas.

Au chapitre II nous abordons un probléme fréquemment rencontré, celui d
recouvrement d'un réseau par un réseau d'un type donné. Nous déterminons une solu
tion qui peut ne pas étre la meilleure, par une méthode de construction pas & pas
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RAPPELS DE DEFINITIONS

Nous rassemblons dans ce chapitre les principales définition

que nous utiliserons par la suite :

1) Graphes finis non orientés

Un graphe fini G = (X,U) est constitué par la donnée
- d'un ensemble fini X
- d'une famille finie U = {u1, Ugsoes um}de paires d'éléments de X.

Nous noterons la paire {x, y} d'éléments de X, indifféremment

(x, y} ou (y, xJ).

Le graphe sera simple si tous les éléments de U sont distincts.
Un sous-graphe d'un graphe (X, U) est un graphe (A, UA] tel que

A& X
et

<=>{x1€A&x €eA&ucelU}

y = (x1,x23 €UA

2

Un tel sous-graphe s'appelle aussi sous-graphe engendré par

l'ensemble des sommets A.

Un graphe partiel du graphe (X,U} est un graphe (X,A} ol A est

ihclus dans U.



Un sous-graphe partiel du graphe (X,U) est un graphe [A.AA) tel

que

A cX
et )
u = (x1,x2] € AA =>{x1 €EA& X, € A& u e U}

2) Hypergraphes

Un hypergraphe fini H = (X,¥ est constitué par la donnée

- d'un ensemble fini X

- d'une famille & de parties de X . €= {(Ei)} telle gque
vi E, #8@
i
Uy E, = X
i i

Si dans &, tous les Ei sont distincts, 1'hypergraphe est dit
simgle.

3) Réseaux (d'aprés J. KUNTZMANN)

J. KUNTZMANN & introduit la notion de réseaux d'articulations,

mieux adaptée aux problémes technolegiques gui peuvent se poser.

Une articulation est un organe gui communique avec 1l'extérieur

en un nombre fini de points gui sont ses connecteurs.

Les connecteurs peuvent &tre soit des entrées, soit des sorties

soit indifférents.



Un réseau d'articulations R,?(Q@ est formé d'un ensemble fini &

d'articulations et d'un ensemble G de connexions.
Une connexion est une paire de connecteurs telle que
- les deux connecteurs d'une paire sont distincts |
- tout connecteur fait partie d'une paire au plus

- les paires de connecteurs ne peuvent &tre que des types entrée-

sortie, sortie-entrée ou indifférent-indifférent.

Le réseau est simple si, entre deux articulations, n'existe qu'une

connexion d'un type donné.

Un réseau de noeuds et d'étoiles est un réseau dont les articula-

tions se partagent en deux classes disjointes :
- la classe des étoiles
- la classe des noeuds

et lorsque deux articulations sont connectées, l’une est une étoile,

et 1'autre un noeud. o o

REMARQUE

La donnée d'un hypergraphe fini simple H = (X,% est équivelente a 1lsa

donnée d'un réseau de noeuds et d'étoiles R = (d,‘éj od

A= xu %
et

c = (x,e) € €<=>x€ e

Dans la suite nous utiliserons le terme réseau si certaines connexions

sont orientées ou si les articulations portent des marques.



Deux hypergraphes simples finis H = (X,% et H' = (X',%') sont isomo:

phes s'il existe une application bijective o
g : X—2X'
telle que, si o est 1'application définie par :

o :g?XJ ———————a'g%X'J

{x,y,2,000 } — 5 {o(x), oly), o(z2),...}

0, ©st une surjection de €sur ¢’

%

Cette définition est également valable pour les graphes simples, qui

sont des hypergraphes particuliers.

Un automorphisme d'un graphe G = (X,U) est un isomorphisme de G sur

lui-méme.

Propriété 1 :
L'ensemble des automorphismes d'un graphe fini de n sommets a une
structure de groupe : c'est un groupe isomorphe d un sous—groupe du groupe des

permutations J: .

Propriété 2 :
Dans X la relation : "l existe un automorphisme de G qui envoie x

sur y" est une relation d'équivalence.

Les classes d'équivalence correspondantes sont appelées classes

d'automorphismes de G.




Un graphe transitif est un graphe qui n'a qu'une seule classe d’'auto-

~

morphismes, c'est a dire :

¥x € X, Vy £ X Jo e Aut(G) => y = o(x)

IIT - Isomorphisme de réseaux d'articulations

Soient deux réseawx simples R = (d,%i et R' = (@',%) ayant méme
ensemble M de marques sur les articulations et m8me ensemble N.de marques sur le

connexions.

Une connexion d'un réseau d’articulations sera notée : (A , B , i)

od i indique le type de la connexion

i = 0 pour un type entrée-sortie
i = 1 pour un type sortie-entrée
i = Y pour un type indifférent-indifférent.

Nous disons gque deux réseaux d'articulations sont isomorphes s'il exi

une application bijective o :

9|

a « a’ £ g’

telle que :

_mieo =m

- si T est défini par :
/
g ¢ _ s ¢

(A,B,i} +——— (0(A), o(B), i)

G est une surjection de € sur ‘€'

_n'.é=n
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APPROCHE MATRICIELLE

A - GRAPHES SIMPLES FINIS

Définition

Soit un graphe simple fini G = (X,U), d'ensemble de sommets

~

X = {x1,x2,..., xn} . On appelle matrice de définition associée & G la matrice

{aij = 1 PR [xi,xj] € U

i}
o

aij =) [xi.xj) t U
Dans cette partie, les matrices de définiticn seront considérées comm

matrices sur le corps des réels; ce sont des matrices symétriques réelles.

Propriété :

G et G' sont des graphes simples finis isomorphes, de matrices de dé-
finition 4 et A' si et seulement si il existe une matrice de permutation Poon
telle que :
ar=p1ap
A la matrice de permutation P est attachée une permutation o de :ﬂze

son inverse, définies par :
0 (1) =G o pij=1§0_1(j) =1
P est une représentation de 0 suivant les lignes et une représentatior

1 .
de © ° suivant les colonnes.
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I - 1. Condition nécessaire (non suffisante)

Si G et G' sont isomorphes, les polyndmes caractéristiques (sur R)

associés aux matrices de définition A et A' sont égaux.

Si A et A' sont les matrices de définition associées & 2 graphes
G et G', leurs polyndmes caractéristiques peuvent 8&tre égaux sans que G et G’

soient isomorphes.

Contre exemple

Ce contre exemple est di & L. COLLATZ et U. SINOGOWITZ, et est cité

par J. TURNER (26).

Soient les graphes suivants

(8]

Les matrices de définition A et A' ont méme polynBme caractéristique

4

Pou =2t 0t - s @

En considérant les degrés des sommets, il est clair que G et G' ne sor

pas isomorphes, et cependant il est nécessaire de calculer des déterminants d'ordre 8

pour obtenir P{A).



-12-

I - 2. Condition suffisante

S1 A et A', matrices de définition de deux graphes simples G et G' on-
- méme polyndme caractéristique et s'il existe une matrice de permutation P telle

que :

YA € Spec(A), il existe des bases de vecteurs propres (V1.V2... Vi ] et
A

/
(VI,Vl,... V! ) de Z; et € avec pour tout k:V, = P.V! alors G et G' sont iso-
1772 i, A

3 k?

morphes.

En effet, A et A' étant deux matrices symétriques réelles, nous consi-

dérons la base de R" formée par les vecteurs propres (Vi)i=1 n

v, AV, =V,
AW = AL V!
V., = P V!
1
v AW! = A, VI = A, P 1y
1 1 1
= VA,
1
=p Varp v
1
(ar - p] A.PLVE = 0

Comme 1l'ensemble des Vi constitue une base de R"

A' =P VAP

donc G et G' sont isomorphes.
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REMARQUE :
Cette condition suffisante est utile lorsque les espaces propres 2sk
associés & A sont de dimension 4 car les vecteurs Vi et Vi peuvent étre normés el

il est possible de vérifier si Vi = P V{.

Si les espaces 2:& sont de dimension supérieure & 2, un "bon choix”

des Vi et Vi sera difficile.

I - 3. Exemple

Considérons les graphes G et G' suivants :

Les polynBmes caractéristiques sont égaux &

b (A = -A°02 - B

Les espaces propres associés 38 A= 0 sont de dimension 3. Ils sont

définis par les équations

x1 + Xq = 0
3 pour Z%
X * X4 + Xg = 0
+ =0
?yz 7 pour gé
Yy *¥3 *ty, =0
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S'il existe une matrice de permutation P telle gue pour des vecteurs

propres de zD et gé; V=P V', alors :

*i T Yo(1)

Donc, si o existe, elle est telle que :
(1,3) g (2,5)

0{
(2,4,5) =~ (1,3.,4)

Parmi les 3! x2! permutations possibles nous choisissons celle & la-

guelle est associée

P = 0 0 g 0 1
0 c 1 0 0
1] 1 0 0 0
1 0 0 o 0
0 0 o 1 0]
et nous vérifions que A’ = P-1 A.P.
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L'isomorphisme entre deux graphes G et G' n'étant pas caractérisé par

1'identité des spectres de A et A', J. TURNER a défini, & partir des matrices,

des fonctions "plus fines" qui éventuellement le caractériseraient[zs].

I - 1. Définitions
Soit A une matrice carrée (nyn) et jcun caractére du groupe symétriqu

j;. On appelle déterminant généralisé la quantite

d.(A) =2 X() a, .a, _ ...a
X OEJ; 19¢4) 251 naym)

REMARQUE

Si :K[O) = 1 pour une permutation paire et J[(0]= -1 pour une permu-

tation impaire, alors dJ:[A] est le déterminant classigue de A.

Le polyndme caractéristigue généralisé correspondant au caractére JCe

DIU\] = dy(A - A1),
Dans un graphe simple, un "cycle au sens large” est, soit un cycle

gélémentaire, soit une ardte, soit un sommet isolé.

Une dissection dans un graphe G est une collection de "cycles au sens
large” tel gue tout sommet de G appartienne & un cycle et un seul de la collec-

tion.

Exemple :

Le graphe ci-contre admet
comme dissectiors
(1) (2 3 4) (586)
8 (1) (2 3 4 5 8B)
(1 2) (3 4) (58)
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I - 2. Théoréme [26]

Deux graphes G et G', de n sommets, ont des polyndmes caractéristique
généralisés égaux si et seulement si ils ont le méme nombre de dissections cor-

respondant a chagque partition de 1l'entier n.

Malheureusement, .deux graphes ayant le méme nombre de dissections cor
respondant & chaque partition de 1l'entier n, ne sont pas nécessairement isomor-

phes. C'est le cas pour les deux graphes suivants, donnés par J. TURNER.

8

10

Conclusion :

Les polynOmes caractéristiques ou les polyndmes caractéristiques gé-
néralisés semblent peu utiles pour rechercher 1'isomorphisme éventuel de 2 gra-
~phes : les calculs sont vite compliqués dés que le nombre de sommets est un peu

important et on ne peut conclure que dans les cas de non isomorphisme.
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B - RESEAUX ORIENTES ET NON MARQUES

Définition

Soit un réseau R = (X,¥), d'ensemble d'articulafions, X = [x1,x2,...xn]

La matrice de définition A associée & R est définie par :

A = (aij] ol 8y 5 = 1 <=> il existe une connexion du type sortie.entrée
indifférent-indifférent allant d'un connecteur

de X5 4 un connecteur de xj.

i
o

a dans les autres cas.

ij =

Si deux réseaux orientés R et R' sont isomorphes (3PIA'=P_?AP] alors

1) ils ont méme polyndme caractéristique (dans €)

-1 4
2) VA e Spec (A) wed =>pPlve Ea

7
3) Supposons que A soit de multiplicité p et que Z; et Z; soient de di-
mension r, alors il existe p-r vecteurs wj de profondeur 1,2,...% dan

Ker (A-)\IJp associés aux vecteurs propres V1,V2,... Vr et tels que :

(2] RPN ) _ -1 (L)
v wij vecteur de profondeur £ associé 3 Vi =3 wij =P . wij
En effet si Wij(zl gst vecteur de profondeur £ associé a Vi relativemert
A, B, B,y @)
1] 1] 1J
Pl B oy ety ), et (D)
ij ij ij
ane Tt wE) s B (), ()
ij ij i 1]

Soit H la matrice (n.,n),construite avec les vecteurs propres et leurs vec

teurs de profondeur associés :

(Aq)
1

(Aq)
11

(A1) (Aq)
12 - W

W2'1 sV r A

(Aq) (Aq) (Aq) (A2)
2 td 2 ’ 1 1 »

H = (V oW S W coa,V

H est la matrice de passage permettant de passer de A & sa réduite de

Jordan :

J=H"1 AN



-18-

" Si A et A’, matrices de définition de 2 réseaux R et R' sont telles

gue :
1) elles ont méme réduites de Jordan
J=r v aH=3 =T A w
2) il existe une matrice de permutation P telle gque H = BH' alors R el
R' sont isomorphes et P définit 1'isomorphisme sur 4.
En effet
-1 -1 -1 ’ -1
J =H A H=H' (P AP)H=J"=H A' H'
'l ar-par H=o
} -
Comme H est réguliére : A' = P 1 AP
REMARQUE

~

Cette condition sera intéressante & utiliser si les vecteurs propres

associés a une valeur propre A sont "simples” et en particulier si les sous-

espaces propres sont de dimension 1.

IIT - EXEMPLE

12 12
R 2 ! R’ /
3 4 4 ! 3
o0 1 0 O 0 0 0 ©
A = 0o o0 0 1 A'= |17 0 0 @O
1 1 C 1 0 1 0 0
0 0 0 0 11 1 0
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4

Les polyndmes caractéristiques sont égéux : P(A) = A

'Lessnus-espaces propres Zb et Zg sont de dimension 1 et :

0 0
V=]0 Ve = |0
X 0
0 X

Les matrices de permutation P telles que V = PV' sont telles que

a1 212 23 sy [ 0] [0
821 8 33 8y o _ | °
831 %32 33 334 0 X
f41 %42 %43 Cas| | ] ] Ud

D'ot la forme de P

Fa11 812 a3 0

oo | %21 22 %23 0
0 0 0 1

8419 839 3 O

Nous avons six choix possibles pour la matrice P.

Déterminons les vecteurs de profondeur 1 associés & V et V'

[ N r n
W2 0
A, =V = Wy - 0
w1+w2+w4 X

L0 ] | 0]
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X 0
0 0]
' =
G " X
1]
Pour gue W1 = Pwi‘ il est nécessaire gue
613 = 1
%23 7 %3 7 0

Nous trouvons pour vecteurs de profondeur 2 associés a V et V!

_x' 0]
+X WY = X
0 Z
0 0

La seule matrice P vérifiant les conditions a la forme

[0 o 1 o]
P 0 1 0 0
C o] 0 1
La41 0 0 04
Nécessairement a41 = 1, pour que P soit une matrice de permutation.

Les deux réseaux sont isomerphes et 1'isomorphisme est donné par P,

lue suivant les lignes.

P—1 A P, alors

n
L AP

]

Nous pouvons noter que si B

¥n e N B"= p~

Oe plus, si P est une matrice de permutation [pij = 1 <=> Jg gji g[i):j
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Dans 1l'exemple précédent, si nous calculons les puissances successiwi

de A et de A’

0 0 0 1 0 O 0 0

A2= 0 0 0] 0] A-2 _| 0 0 0 0
0 1 0 1 1 0 0 0
0 8] 0] 0 1 1 B} 0
0 0 0 0 0] 0] 0] 8]

A3= 0 0 8] 0 A-3 _10 0] 0 0
0 0] 0 1 0 0 0 0
0 0 0 o© 1 0 0 O

At - A% g

Avec les pulssances troisiémes, nous obtenons

b41 = 60_1(4] 0~1[1] = a34 donc @« :{ 4 » 1

' : 3 » 4
Avec les puissances deuxiémes
»b41 A b42 = a5, A 834 et o:{Z > 2

= a Aa 3> 4_

o T, o o '), 072
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C - RESEAUX MARQUES

En chimie, des éléments peuvent 8tre considérés comme des réseaux

marqués {sur les articulations et les connexions]).

J.C. SAILLARD et AZEMA recherchent des représentations graphiques de
formules chimiques, celles-ci étant données sous forme de matrices. Nous allons
rechercher 1'isomofphisms de deux structures en étudiant leurs matrices de défi-

nition.

I - MATRICES DE_DEFINITION
Soit un réseau R = (a;&f) d'ensemble de marques sur les articulations

Mo {m1. mz..... mp} et d’ensemble de marques sur les connexions
N = {n1, PYRRE nq} . La matrice de définition A(nxn) associéed R est définie

par :

A= [aijl od ,a.. = marque de 1'articulation i

ii

aij 0 s'il n'existe pas de connexion allant de i a J

aij marque de la connexion allant de i & j
Exemple :
$i l'ensemble des marques des articulations est 1'ensemble {C.N,3,H}

et si1 1l'ensemble des marques des connexions est {a,B.,Y.S,y}

a représente une liaison simple
8 * . double

¥ . *liaison appartenant & un noyau benzéne
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Le réseau suivant a pour matrice de définition :

N C
N y 000 y o 0]
Y C Yy 00 0 0 0
c C==2, A = 0y C v 00 B 0
00 Y C Vv aOo a
. A 000 Y N ¥ 0 0
0 000y CoO O
. 00 B OO GG & O
0000 a0 0 0 H

Les éléments des matrices de définition ne sont ni dans un corps,
ni dans un anneau ni dans un dioide; cependant, si nous considérons les marques
des articulations et des connexions comme des paramétres, nous pouvons chercher

& prolonger les méthodes d'équations caraCtéristidues et de vecteurs propres.

Dans 1'exemple précédent, nous obtenons pour polyn8me caractéristique
P(A) = d,(H-)) - -BZD + (B-A)(C-\) D, - wz(ﬂ-XJ d |
2 3 ‘ 3 - 2

- wsz—AJ[E—A]~[—azd2 ¢ (-2 ] -a ¥P(B-2)

(N-A) (C-A) - ¢2

[a]

cr

-

O a
w N

H ¥

(cﬂjf?MANc&)- 2wﬂ

Le calcul des valeurs propres, puis des vecteurs propres paraissant
compliqué, nous chercherons directement, en utilisant des vecteurs particuliers,

la forme d’une matrice P, si elle existe, telle que A’ = P—q. A. P
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-1 A.P, alors

S'il existe P telle que A' = P
vV P.(AlV) = A(PV)

Principe :Si A'V et PV sont connus, on aura des renseignements sur la permutati

0 associée & P, en notant que

Si = P X, = .
iy X, alors yj XO[J]
Nous cherchons & déterminer P en utilisant des vecteurs particuliers
1 .
1) Si V0 = ? , alors V0 = P’VO' Calculons A',VO et A.P.VO et recher-
1

chons les conditions que doit nécessairement vérifier une permutation ¢ associée

a P si elle existe.

2) Choisissons des vecteurs V tels gue RV soit cornu gréce aux condi-
tions obtenues & 1'étape précédente.

Vérifier s'il peut exister P telle gue P(A'V) = A,P.V,

- si ce n'est pas possible, il ne peut y avoir isomerphisme
- sinon on cherche des conditions nécessaires permettant de mieux dé-

finir 0 . Si 0 est mieux connu, aller en 2; sinon,

3) Déterminer la forme générale ces matrices P possibles et faire

successivement tous les essais possibles, en effectuent des prcduits de matrices

. -1 . R .
- 81 on trouve P telle gque A' = P 'A P, cn a trouvé ur iscrorphisme
- si tous les essais possibles sant infructueux, il n'y e pas isorer-

phisme.
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Exemple d’utilisation

Soient les 2 matrices de définition suivantes

-
'n v 0 0 0 ¢ O [c v 0 0 0 O
$ C ¢ 0 0 0 O v N gy 0 0 O
A = 0 ¢y C ¢y 0 0 R A' =[O0 ¢ C ¢ 0 O
0 0y Cvy OO 00 ¢ C.B ¥
D00 Y N ¢ O 0 C 0 B O O
Y 0 0 0 ¢ C O 0 00 Yy 0 C
00 R 0 0O @ Y 0 0 0 0 Y
[ne2y ] Cce2y ]
Y = APV, = Cr2y X = A"V, = N+2y
C+2p + B C+2y
C+2y T C+20 + B
N+ 2 P+8-
C+20 C+21
’ ; |
a8 LN
Y17 Y5 T X501 T Xors) T X2 Ty
gonc O, si elle existe,:vérifie nécessairement
(1,5) =+ (2,7).
0. )(2,4,8) > (1,3,6)
3 > 4
7 > g
[ o] [ o T
2)
: 1 2 U
o o G
S0it Vo =| 0 d'ol PV = | T | et ¥ = 8PV = |y N
G 1
c ] =t
-4: ] i 9 ] 1 G |

Z2 € 0O 0 0 o <«

(e} 0 <

<7
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0, si elle existe, est telle que

v (1,5) > {(2,7)
o: (2,4)

> (3,6)
3 > 4
6 >

7 > 5

3) Nous faisons des hypothéses
5> 2

o) Si nous supposons gue {1'+ 7
4 » 8

‘ ce qui entraine {
2+ 3

Alors la matrice P1 associeée est telle que :

ar £ Pt AP,
7 [y 2
B) Supposons que {1 > ce qui entraine {‘ >
2+ 6 4 > 3

Nous vérifions dans ce cas, que la matrice P esscciée est telle

que : A' =p AP

Une représentation de ces réseaux est

1} {2
7 < 6
2 7
cf of;
4
4
*—-c
L
REMARSLL
A la fin de l'étepe 2, nous avcns séperé leo articllaticne 2, © et )

dans h et laurs imeges 4, 1 et & cens R'; nous EOUVOrs @lCrs rous rarencr &

s e ) v v AP )
chercher une similitude ertre les retrices A et A ='crcre inférieur ot ctternues
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prd
o o < =2
o o 0O €
< 0O o o
=2 € O O
oD N
o o e =2
O o O €

Nous trouvons un autre isomorphisme possible o'

g’ Lj 2 3 4 5 B 7

}

!2 3 4 6 7 ’ 1 5

< 0O o o

Z € O O

N WwN
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D - HYPERGRAPHES

Béfinition
Soit un hypergraphe simple fini H = (X, &) od X = {x,].... xn} et
P {Eq. E2..... Em}. On appelle matrice d'incidence M associée &8 H la matrice

M= (mij) définie par :

. 1 <=>x, € E,
ij J i

m
m,. =0 sinon

ij o
Rechercher 1'isomorphisme éventuel de deux hypergraphes H et H' revient

4 résoudre le probléme suivant

Etant données 2 matrices M et M' de dimensions(m x n) et composées de
C et de 1, peut-on réopdonner les ligres et les colonnes de M pour la rencre

~

identique a M'?

Propriété :
Deux hypergraphes H et H', de matrices d'inciderce ' et M' sont Ziso-

merphes st et seulement si 1l existe £ matrices de perrutctior P(n x n) et

Q(m xm) telles que :

=g Laup-

Recherche de P et @ $i elles ‘éxistent

Socit 0 € b% la perrmutation attachée aux ligres de P et 1 € tﬁwle per-

rutation attachée aux ligres ce Q.

t . . .. . .

M x M représente le matrice c'incidence du riéseeu des distances 2
entre sormets de H. (Le produit metriciel est effectué cans le corps des réels).
a) Si ceux hypergraphes H et H' cont Isoporphes, alcrs

t _t

Meox M= tp T g e
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et par suite, si Mx M= (x,

nous obtenons des renseignements sur ¢ , car nécessairement
X,, = . .
i3 = Yo(4), o(j)

De méme : M' x tM' = Q~1 M x tM) 8]

Nous obtenons des renseignements sur T car nécessairement, si Uij €

1'élément courant de M x tM

Yi5 " Ve, 1)

b) Nous pouvons également chercher & déterminer P et Q & 1'aide de
vecteurs lignes ou colonnes particuliers.

Notons d'abord gue

x, Y ¢ Mim, 1) Y = 9.X
i T(i)
y X
X, Y€ 2”(1.n) Y = X.P
y s X _ ou X y
J o 1[3) K oK}

Si H et H' sont iscmorphes, nous aurons des conditions nécessaires

portant sur ¢ et v, en utilisert les relations :

QmM'v)

u

v v e Mim, 1) (MPV)

v uoeMi,n VIGM* (WM) P
c) I1 reste clair cepengant que si ceux sommets sont cans la méme
classe d'aipmorphisme, nous re réussirons pes & lesdistinguer, et i

taudre faire des hypothéses .
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Exemple :

Soient 2 hypergraphes déterminés par les matrices d'incidence

1 1 0 1 0 0 1 0 1 1]
M= 0 1 1 0 0 M' = 0 1 1 0] 1
0 0 1 1 1 1 0] C 1 0
1 0 0 1 1 1 0 1 C 1
a) Etudions les prbduits matriciels M FM et M'.tM’
3 1 1 2 : 3 2 1 1
t, _ t,, _ -
M. M =| 1 2 1 8] M',"M*' = 2 3 8] 2
1 1 3 Z 1 0 Z 1
2 0 2 3 1 2 1 3
d'od T vérifie, si elle existe
T : (I,II1) -» (I,1IV)
II > III
Iv - II
. . . . t L.,
b} Etudions les produits matriciels M.M et M'. M
2 1 o 2 17 . ER R
t _ t. . . .
MM =} 1 2 1 1 0 pMroMe o= G 2 P 1 P
C 1 2 1 1 1 1 2 C z
z 1 1 z z 1 1 G - 1
16 1 2 2] 4 103
0 doit vérifier g 4 - 6 -

3]

(:2)~') > (1;‘;)

{1,8) = (2,3)

Comme avec des vecteurs perticuliers, ncus ne trouvers aucun affine-

ment pour T ou O, nous faisons 1'hypothise s.ivarte

T I > 1v
II1 » 1
IT - I11

v > 11
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En prenant pour vecteur particulier :
w=[1 0 0 0] w=[o 0 o 1]
Nous obtenons

Y = WoM' = [1 0 1 0 1] x=w=[1 1 0 1 o]

Ce qui avec les résultats précédents détermine complétement o

o :r1>3
2>1
3 >4
4 > 5
52
Nous pouvons vérifier que M' = 0-1.M.P

Lien entre isomorphisme de graphes et isomorphisme d'hypergraphes

Nous pouvons rechercher 1l'isomorphisme de résesux en recherchant de

isomorphismes entre hypergraphes treés simples.

En effet, supposons qu'a une étape donnée nous ayons aobtenu une par

tition des articulations de G en classes C1. CZ"" Cp, de cardinaux Nys Noses

Soit B la matrice d'incidence du graphe G obtenue en prenant, dans l'ordre, le
articulations de C1, puis celles de C2. etc... Soit B’ la metrice correspondan
pour G'. Les matrices B et B' sont composées de blocs de la forme Cj X Ck ol j

-

et k varient de 1 & p.

Chaque sous-matrice Cj X Ck o j # k peut &étre considérée comme la

matrice d'un hypergraphe ayant nj arétes et n sommets,

Si deux graphes sont isomorphes, alors nécessairement les hypergrap
associeés & chague matrice Cj x C, sont isomorphes. Nous utiliserons cette prop
té pour chercher a subdiviser les clesses de la partition initiale mais en uti

lisent des matrices de dimensions beadcoup plus faibles.
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Exemple : A
Reprenons l'exemple de la partie C, o0 nous avions des réseaux marqués

de 7 articulations. Aprés la premiere étape, nous avions obtenu les partitions

(1,5) — (2,7) c,
(2,4,6) — (1,3,6) c,
3 . 4 C,

7 - > O C4

et les nouvelles matrices d'incidence B et B' ont la forme :

1 5 2 4 6 3 7 : 2 7 1 3 6 4 5

1N ol w o wlofjo] 2N oy v o0 (g fo]
sl o Nl o v wlolec 7l nlv o wlo |o
21 v c o of|ly|ao 1 | c o olo |o
B= 4| 0 vy cC o 0 B =3 0 c oy |o
5| v | o clo]| o 6 /o v|o o cly o
3l o ol v v oflcl|e alo olo v wilc |8
71 0 of o 0 o0of B zJ 5{0 ©{6 0 o018 GJ

Les blocs C1 x C2 donnent c¢irectement comme nocvelle subdivision

{(2.4] + (3,6)
6 - 1

Ce résultat é€tait obtenu dans la pertie pricéerte
en essayant de feire des produits metriciels de A et de A' avec des matrices uni-

calonnes particulieres. Ici le résultat est obtenu beaucoup plus rapicement.

Nous pouvons égalerent ramener la recherche c'isomorphisme c*hyper-

graphes & celle d'hypergraphes beaucoup plus réduits, et par la méme méthode.
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ExemEle :

Reprenons l'exemple de la page 30. Nous étions arrivés, aprés 1'ét

(a) aux correspondances suivantes

- entre équipotentielles - entre articulations
(I,II1) -+ (I,1V) (1.5) -+ {2,3)
(II) > (IID) " (2,3} > (1.4
(IV) > (II) 4 > 5

du type Ci d C i du type Ej -+ P j

et les nouvelles matrices associées corresponcant a ces partitions sont

1. 5 2 3 4 2 3 1 4 5
o -] r— -

I 1 0; 1 0] 1 Il 1 0] o6 11

B= III |0 1] 0 1] 1 B' = ivio 111 0|1
1IT|0 ol 1 110 IITIl o ol 1 110
vt 1l o of 1] II{ 1 1] 0 G 1j

Nous sommes ramenés & trouver les isomorphismes compatibles entre

C1 X P1 et C1 X F‘1

C1 b3 PZ et C PR P2

Nous en trouvons, ici, deux possibilités

I -1 1 - 1V
III > IV IIT » 1
1 > 2 | 1+ 3
5 -+ 3 ou 5 o+ 2
2+ 4 2 -1
3 -1 3+ 4

Le ceuxiéme isororphisme était le seul trouvé par la méthode préceé

dente, qui consistait & feire ces tentatives pour des vecteurs particuliers.
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UTILISATION DES FONCTIONS LOCALES

A - UTILISATION DES FONCTIONS NODALES

Dans 1l'exemple de la partie B.du chapitre précédent, nous aurions
pu utiliser le fait que les matrices n'étaient pas symétriques et qu'une ligne
de A contenant p éléments non nuls ne pouvait corréspondré qu’'a une ligne de A’
contenant également p élémenté non nuls, et de méme pour les colonnes. Cette

seule remarque suffit d’ailleurs dans 1'exemple pour déterminer 1'isomorphisme.

Nous pouvons noter que le nombre d'éléments non nuls de la ligne i
représente le degré extérieur du sommet i tandis que le nombre d'éléments non
nuls de la colonne j rebrésente le degré intérieur du sommet j, et que nous che
chons a différencier les sommets de G et de G’ suivant des propriétés qui leur
sont liées. Nous présentons donc maintenant un type de méthodes basées sur les
"fonctions nodales” et nous explicitons 1’algorithme de C. SAUCIER, que nous

avons programmé.

I - 1. Fonctions nodales et partitions essociées

Soit gla famille de tous les graphes, et Y un ensemble guelcongue.

Définition

Une fonction nocale f est une correspondance, Gui & un graphe
G = (X,U) associe une'applicaticn fG de X cdens Y

G = (X,U) - f o fc $ X Y
et telle que :

V(Je Isom (G,G'), f = § 0-1

G. G.
X
. x'
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Conséquence
YVte Aut G : F

1l
-+

Convention
fG et fG" bien que définies sur des ensembles différents, seront
dite§, "mémes fonctions nodales”. Par abus de langage, nous désignerons par fon

tion nodale, soit f, soit fG ,so0it fG"

Exemples de fonctions nodales :

- le degré d'un sommet : ds
- 1'écartement d'un sommet :
eG[x) = max d(x,y)
yeX

Partition associée & une fonction nodale

Soit f. une fonction nodale définie sur G =(X,U).

G

La relation définie sur X :

x Ry <=> fG[x) = fG(y)

est une relation d'équivalence. L'ensemble des classes d'équivalence constitue

une partiticn Pf de X dite partition associée & f.

Propriété 1 : _ , »

Dans un graphe G = (X,U), soit Q la partition de X sutvant les cla:
d'automorphismes : .

Quelle que sott la fometion nodale fb,définie sur X, Q est une par:

tion plus fine que P,.
o
Sott C une classe de la partition Q-

St x et y appartienment & C => 3t € Aut(G) y =t (x)

_1 .
fG(x) = fG' T (y) = fG(y)
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Propriété 2 :
Sott f une fonetion nodale. Si O est un isomorphisme dé G sur G', alors

les classes des partitions Pp et P f vérifient C' =0 (C )
!

. . 1 - ! ! !
Sotent PfG = {01,02,..., ck} et Pfc' {01,02,..., ck}

Le nombre de.classes dans chaque partition est le méme puisque les fonc-

tions f, et fp, ont méme ensemble de valeurs {al, CTUNS ak}
Soit © (Ci) ={x'ex' |Jx € ¢; etz'= o(x)}

Comme o est une bijection, l'ensemble {0 (C;)} est une partition en
k classes de X'.

a) Soit x' € Cé < X! (fb((x') = ai)

Jx e X tel que x' = o(x)

fol@) = fged l(x) = ful(z') =0, =zec,

cle olc,) z'e 5(07:)
b) Seit x' ¢ 5(Ci) { 3&?862 et x!' = ofx)).

For(@') = fp 00 lat) = Fo(z) = O = xlec)

pt ’
O(Ci)é C'z.

REMARQUE

Si f_ et f., sont injectives; la corresponcance entre F et P
G G* : s oo

établit un isomorphisme de G sur G'.

Pour rechercher un isomorphisre éventuel de G sur G', certaires métho-

et P! ., Si
s oo

ces partiticns ne sont pas corstituées ce classes & un seul é€lément une nouvelle

des utilisent une fonction nocdale f et les pertitions associées P

fenction nodale h est choisie en espérant que les pertitions P1 et P; obtenues

par intersection de P et P et de P! et P! seront plus fines. Il est clair
FG hG fG' hG'

gue par cette méthode on est limité par les partiticms plus firmes gue sont Q et O°
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I - 2. Fonctions nodales relatives

Défipition :

Soient S et S' deux sommets fixés de deux graphes isomorphes G et
Soit Isom(s,s,) (6, G') le sous-groupe de Isom (G,G') formé des isomorphismes ¢
de G sur G' tels gue : O(S) = S°’,

Une fonction nodale relative est une fonction nodale telle que :
, s* S -1
Yo € Isom(S’S,] {(G,G") fG' = fge O
I1 est cleir gu'a une fonction nodale relative, on peut associer di

partitions de X - {S} et de X' - {S'} dont les classes vérifient :

Yo € Isom (G,G") Ci = G(Ci]

{5,5')

I - 3. Types d'algorithmes proposés

Nous pouvons décomposer en étapes la démarche généralement suivie

a : Choix successifs de fonctions nodales (Fj] afin d'obtenir des

partitions Pj et Pj des ensembles de sommets X et X' de plus en plt
) s

fines, jusqu'a ce qu'on ne sache plus en trouver.

B : Scient les partitions P, et P/
. Ko KO

- - Si toutes les classes de P et P! ont un seul élément et

KO Ko’

correspondent 2 & 2 aux mémes valeurs de f et fé nous avc
. <]

Ko
trouvé un isomerphisme.

- 5'il existe des classesde ﬁ(et ﬁ; qui ont plus d'un élément
]

=]

alors :

. Soit on ne sait pas trouver ce nouvelle fonction nodale

(f ’1] » qui permettrait d'aveir une partition plus fine.
. °

-
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. Soit on a trouvé les partitions les plus fines possibles, gqui
sant en fait les décompositions de X et X' en classes d'au-

tomorphismes.

Le choix entre ces deux derniéres éventualités ne peut &tre fait
avec les méthodes employées jusqu'ici. Il est nécesseire dans ce cas
de terminer par des méthodes exhaustives de recherche d'isomorphisme,

en tentant des hypothéses successives.

G. SAUCIER fait une bréve étude préalable des graphes simples G et G°
en comparant les nombres de sommets et d'arétes. Les premiéres partitions P, et

Pé sont obtenues & partir de la paire de fonctions nodéles (fo., f3), ol

fo(x) = degré du sommet x dans G.

Ce qui distingue l'algorithme de G. SAUCIER de ceux de UNGER ou de
STEEN est que, dés cette premiére partition, une hypothése dite de niveau 0 est
faite : on cherche & faire "éclater” des classes C et C' correspondantes de P, et
Ps et ayant un nombre minimal d’éléments. Pour cela S est fixé dans la classe C
et on choisit S’ dans la classe C'. S'il existe un isomorphisme ¢ de G sur G' tel

que 0(S) = S', alors nécessairement pour utne fonction rodale fj : Fj(S] = fj(S']

IT - 1. Fonction d'affinement

sur
Soit S un sommet fixé cde X, et supposons gueVchaque couche cde la struc-
: N . . .y i i i
ture en couches construite & partir de S, existe une partiticr %'= {C1.C7... Cr }
soit P ={.,ci, ... i, e -0k,
1 Z n

. 1
b3 1 1

Nous appelons forcticn d’effinement pour le pertition P, la fonction
nocale reletive & S, dé?inie par

S,P o

£ (x) = [t1(x), t,(x), t3[x]]
ot si le sommet x de le ccuche i est relié & r sommets [yj) c¢e la couche (i-1),

alors

t,(x) est la. liste non décroissente des r indices des classes aux-

guelles appartienrert les ¥j5

tz(x) et t3(xl ort des définitiorns similaires pour le méme couche et la

couche suivante.



-39-

A cette fonction nodale particuliére est associée une nouvelle part
tion dont 1'intersection avec P donne une partition P!’ qui peut 8tre plus fine
P. Nous pouvons réutiliser la fonction d'affinement pour P', etc... Jusgu'a obt

des partitions stationnaires.

I1 - 2. Algorithme

Nous pouvons distinguer les différentes étapes suivantes :
1)} Partitions de X, et X' suivant les mafques.
Partition suivant les degrés : Po = {C1. Corene CK}

Py ={ c:, Ct

2,...(:*2}

1
2) Choix de S € C

3) Choix de S' € C' si c'est possible

Sinon G et G' ne sont pas isomorphes

4) Utilisation des fonctions nodales suivantes

>

f1(xl = nombre de couches de la structure en couches & partir du sor
met x, c'est & dire 1'écartement du sommet x, d'aprés BERGE
f1(x) = max d(x,y)

yEX

F200 = (ngs npaeeny g

1
eme 5 :
i couche dans la structure en couches & partir de x.

x)) ol n, est le nombre de sommets de la

Si fi(S) # fi(S') pour i = 1 ou Z, on revient en 3.

5) Utilisation de le fonction nodale relative :

—

fo (x) = [m1(x], m2(x). ma(x])

[V

ou m1(x) est le nombre de liaisons de x € X avec des sommets de la
couche précédente, dans le structure en couches & partir de S.
m, et m, reprééentent respectivemert les nombres de liaisons de X av

des sommets de la méme couche ou de la couche suivante.
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S5i les partitions P3 et Pé associées a fg et Fg ne peuvent se cor-

respondre, revenir en 3.

6) Utilisation de la fonction d'affinement pour P3 et Pé Jjusqu’a

obtenir des partitions correspondantes stationnaires.

Si & un moment PK et Pi ne peuvent se correspondre, revenir en 3.

7) Si PK et Pk sont telles qu’'il n'y a gu'un seul sommet par classe

et si les valeurs correspondantes de la fonction d'affinement sont

égales, G et G' sont isomorphes par un isomorphisme tel que 0o(S) = §!

Si P, et P! ont des classes comportant plus d'anSOmmet, soient Ci

K K 0

et Ci les deux premiéres classes correspondantés ayant plus d'un
sommet

7.a : Choix de x. dans C,
o 10

7.b : Choix de X4 dans C; si c'est possible
-0
Sinon aller en 3
Soient §, et Q! 1les partitions déduites de P et P' en cou-
Ko Ko Ko Ko

pant la classe Cio en. 2_classes {xo} et CiD_ {xog et de méme pour Cio.

7.c : Affinement.-de QK avec la fonction d’affinement-
0 .
Si on arrive & une impossibilité aller en 7.b

Continuer jusqu'@ stationnarité et eller en 7.

IT - 3. Organigramme

Nous pouvons shématiser la recherche de 1'isomorphisme entre G et G'

par l'organigramme suivant :

H représente le niveau des hypothéses faites

NIV(H) compte le nombre de tertatives faites au niveau H

R{H) est le cardinal de la classe pour lequelle des hypotheéses de
niveau H sont faites

TOUR est un incice permettant de comparer des partitions successives.
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ITI - PROGRAMMAT ION

Nous avons programmé 1'algorithme précédent en PL1, et le programme

été exécuté par 1l'ordinateur IBM 360/65 de 1'IMAG.

Entrées-sorties :

Les deux graphes sont entrés par leurs matrices de définition. Pour

deux graphes les résultats intermédiesires, tels les valeurs des fonctions f3 et
s,P
f4

me, le programme se termine en donnant une correspondance sommet &-sommet.

et les partitions associées de chague couche sont écrites.S'il y a isomorpt

Résultats :
Ce programme est compilé en 35'°'.

Nous obtenons, pour les graphes tracés & la page suivante, les résul

tats suivants :

n Temps d'exe. Résultat
jGraphes Steen (1) Y : '10.725 f . is&morphes
fGraphes Corneil (2) j, 7 f 3.44s f nonlisomorphes

;:Graphes dont un est dé ¥ ¥

"~ :Petersen (3) : 10 o 45.08s : non isomorphes
:Graphes Corneil : 18‘k ; 15.61s ; isomofphes
:Graphes Corneil id. : 15' : 15.29s ; isomorphes

. (autre choix de 3)




Exemple 1

¢ Graphes de STEEN

Exemple 2

: Graphes de Corneil

7 6
Exemple 3 :
! 2
5
3
2 10
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Gl

1"

- 10

12

13

14

6
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Nous avons choisi ces exemples parmi les graphes les moins faciles
& étudier : en particulier tous ont des marques triviales et sont souvent rég

'liers,de telle fagon que les partitions initiales sont les partitions banales

Dans 1'exemple 3, nous sommes dans le cas le plus défavorable ot le
graphe G' est un graphe de Petersen, c'est & dire que tous ses sommets sont d
la méme classe d’automorphisme. On est, dans ce cas, amené & faire successive

ment une vingtaine d'hypothéses dont aucune n'aboutit favorablement.

Ce programme,congu pour vérifier un elgorithme et mesurer son ef-
 ficacité présente un.inconvénient pour i'exploitation par des utilisateurs
éventuels : décrire les graphes par leurs matrices de définition occupe beau-
coup de place en mémoire. Il serait cependant possibie de modifier ce programr
en entrant les données avec des procédés de listes. Cependant, les problémes
concrets qui se posent & des utilisateurs industriels sont plutét des prabléme

de recherche d'isomorphisme pour des réseaux de boites et de fils.(Cf.Chap. I\

IV - ISOMORPHISMES D'HYPERGRAPHES
‘ Rechercher un isomorphisme entre deux hypergraphes H = d, é) et
H* = (@', €') revient & chercher un isomorphisme entre les: deux réseaux de

noeuds et d'étoiles (ou les deux graphes bipartis) qui leur sont associés.

Les algorithmes utilisant des fonctions nodales permettent de résouc
ce probléme, sachant que les partitions de départ sur l'ensemble des articula-

tions sont celles qui séparent les noeuds des étoiles.
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B - UTILISATION DES VOISINAGES

Dans cette partie, nous définissons une notion plus générale que les

fonctions nodales mais qui leur est assez étroitement lige.

—
1

PRINCIPE

I - 1. Définition d'une fonction de voisinage

Une fonction de voisinage ¥ est une correspondance qui, & un graphe

(X,U) associe une application ‘PG de X dans 9*.(ﬂ]§F est 1l'ensemble des

G

sous-graphes de G, telle que :

Vo e Isom(6,6'), ., =g, f.. o

G
X E___ L xH
g o
X N
(.P

I - 2. Fonctions de voisinage particuliéres

Bans la suite, nous prendrons corme foncticns de voisinage particu-

lieres les fonctions suivantes

K

A, A,
: ’ » . .
Voisinage d'ordre k : V, :'s ’—* Vk[SJ

vkts] est le sous-graphe engencré par les somrets situés & une dis-

tance ce s inférieure cu égale a k.
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Voisinage pointé d'ordre k : Ve is > VK(S]

Vk(s] est le sous-graphe précédent moins le sommet s et les arétes

incidentes & s.

Voisinage descendant d’'ordre Kk : VL(S] est le sous-réseau engendré p

» o
les descendants de s & une distance inférieure ou égale a k, sauf s.

Voisinage ascendant d’ordre k : V, (s} : c’est & dire le sous-réseau
, v P
engendré par les ascendants de s dont la distance & s est inférieure

ou égale a k, sauf s.

Nous avons les mémes notions, mais les voisinages sont des sous-rése

marqués.

I - 3. Lien entre fonctions nodales et fonctions de voisinage

Appelons Inv la famille des applications t qui & un graphe G font

correspondre un invariant de G.

»

Propriété 1 :

Si @est une fonction de voisinage et t une application de Inv, alor

h = tye$ est une fonetion nodale.

En effet, soient G et G' deux graphes isomorphes
[a @
it ,u] =G'

W ““"“‘*’lx =

/ ,
| ' G
|

Ql

G

X e et =0

Gl
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&«
Comme ‘f est une fonction de voisinage.G‘ et G' sont des graphes isc

morphes par 5-

telny <=> t o 0=t ¥ ¢ Isom(G*,c'*)
cr* G

-1 -1
hG. o tG* °TG' o

-]
to*e 0 "o &,
= tG;%o qbr

= hG'

Exemgle :

Si th = nombre de sommets de G* et si la fonction de Voisinage est

le voisinage d'ordre 1

- 1 - <
hG(s) =tk VG[sJ = degré de s.

Propriété 2 :

St Pest une fonetion de voisinage et f une fonetion ncdale, alors

fef est une fonection nodale.

Démonstration identique.

I‘- 4; Partitions associées a hG et HG’

Comme hG et hG' sont des fonctions nodales définies sur G et G', si

G est isomorphe & G' par 0, alors les partitions associées
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Ph ={ Cps Couenns ck}

l ] . .= [ 4 [ .J:l‘
PhG' {cq, cz,..., ck}

sont telles Que Ci = O(Ci)

Une méthode pour rechercher 1'isomorphisme éventuel de 2 graphes G
et G' est d'utiliser les partitions associées 3 hG et hG" En changeant de fon
tions nodales, on affinera par intersection les partitions obtenues.

Pour changer de fonction nodale h, nous pourrons jouer sur deux
points :

sees Voo

- s0it changer de fonction de voisinage, en prenant V1, V2 K

- soit changer de fonction d'invariasnce t
I1 est clair gue nous serons toujours limités par la partition Q de

classes d'automorphismes et qu'il pourra 8tre nécessaire d'utiliser une méthod

ekhaustiVe d’hypothéses.

I - 5. Limitation de 1'ordre k des voisinages

Associer & chaque sommet s un sous-graphe Vk(s] peut étre lourd si

ces sous-graphes sont presqué aussi complexes que G et G'.

Il semble nécessaire de pouvoir trouver un critére permettant de

choisir, & partir d’un certain moment, entre :

- soit continuer en utilisant des voisinages

- soit continuer par une méthode exhaustive, en faisant des hypotheé:

D'aprés les exemples traités, nous avons constaté que les voisinage:
d'ordre k sont utilisables tant qu'ils n'ont qu’assez peu de sommets et en per-

ticulier tent qu'en moyenne il n'ont que la moitié des sommets de G
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C'est & dire, si nous définissons :
- pour des graphes simples

n(s) = |V, ()]

- pour des réseaux orientés

n (s} = [V (s)] + v, (s1]

n;(s] + n;(s)

le nompre moyen de sommets des voisinages d'ordre k sera :

ntk) = _Ig n(s)) x—  six| = n

Nous utiliserons des voisinages d'ordre k tant que

n(k) < {% .

1) Partition des articulations de X et X' suivant les marques

Part (X) = {(Mi)}
Part (X') = {(Mi)}

s € Mi <=> s porte la marqgue m

Si il existe i pour lequel IMil # [Mil; rous avons le conclusice 7

(G et G' ne peuvent &tre isomorphes).

"
o

2) k

3]

=
(1}

k+1
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4) Détermination de Vk(s) (ou de V;[S] et V;(s) si les graphes sont

orientés) pour les sommets de chaque classe'l"li et Mi, ainsi gue de n(k) et n'(

. S1 n(k) # n'(k), conclusion N

. Si pour tout s, nk(sJ = n-1 ou si n(k) = n'(k} > %}
terminer par une méthode exhaustive d'hypothéses. Si nous supposons gue s' = @

alors Vé(s’] = a[Vk(SJJ et nous affinons les partitions précédentes en cassan
les classes contenant s et s' et en prenant les intersections de VK(sJ avec le
partitions précédentes.

5) Utilisation de la fonction nodale n = card,vK (nk(s) = le(s]‘

Oes classes correspondantes de la partiticn précédente sont subdivisées suivant

les nk(s] croissants et on obtient par intersection de nouvelles partitions

Part {X) = {A1, Asreees Ay }

Part {(X') ={A), . vreecs, Aé,}

.«51 ces partitions ne peuvent se correspondre, conclusion N
.51 ces partitions n’ont qu‘un seul élément par classe, nous avons un

isomorphisme.

8) Appelons ncc la fonctien qui & un graphe G* assacie le nombre de

ses composantes connexes. Alors ncc °Vk est une fonction nodale.

Nous classons les sommets d'une classe Ai dent les voisinages d'ordr

k ont le méme nombre de composantes connexes également suivant le nombre crois-
k .

sant de sommets dans chague composante connexe de V (X)), pour obtenir des parti

tions finales :
Part (X) = {(Bi)}

Part (X')= {(Bi)}
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Par exemple : Si A; = {a, b, c} et si

Vk[a) a 2 composantes connexes de 1 et 5 sommets
Vk[b) 3 3
Vk(c) 2 4
les classes (Bi] associées seront, dans l'ordre : {a} , {c} , {b}.

Si les deux partitions ne peuvent se correspondre ou si, pour
des sommets s et s' dans les classes Bi et Bi les marques des sommets
des composantes connexes de Vk[s) et Vk(s'l'ne peuvent se correspondr

nous avons la conclusion N.

Si les partitions n'ont qu'un seul élément par classe, nous

avons un isomorphisme.

7) Le nombre de sommets de degré r est un invariant dans un graphe.

En utilisant cette fonction inveriante, construisons une fonction nodale compo-

sée m,, définie, si Vk[s] a p composantes connexes par :

K

mk(s) = (v1(s). vz(s)...., vp[s))

ot Vi[S) est un mot sur {1,2,..., n}

, o, a, o, - "
vi(s] =1 2 T,k coe si oy est le nombre de sommets de degr

£ dans. la 1EMe composantes connexe dé Vk(s).
Les classes de 1'ancienne partition sbnt sUbdiviSées;‘gréée 3 la fonc
tion nodale’ mk. suivant les valeurs croissantes cans 1' ordre lexlcographlque de

™ (s), pour obtenir les partitions :

Part X {tcy)} e

Part X'

[1]

“Ci”
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Si les partitions ne peuvent se correspondre, nous avons la

conclusion N.

Si les partitions obtenues n'ont qu'un élément per classe, nous

avons un isomorphisme.

Si certaines classes des partitions ont plus d'un élément,

aller en 3.

ITT - EXEMPLES_ET COMPARAISON DES METHODE

Nous prenons pour exemples des réseaux non margués, dont 1'étude est

en principe plus difficile car nous avons moing d'informations.

IITI - 1. Exemele 1 3

Soient les 2 grephes réguliers d'ordre 3 suivants :




-54-

Considérons les voisinages d'ordre 1; nous obtenans :

Pour G : ' : Pour G’ :

v, (1) : 2/5/8 v, (1) : 2/8/10
v (2) 1/377 4 Vv (2) i 17377
v, (3) : 2/4/10 | v, (3) : 2/45
v, (4) 3/5/8 | v1(41' : 5/35.
V,(5) :1/4/6 | , V,(5) : 6/34
v,(7) :86/8/2 Vv, (E) . 6/7/10
v (8) 4)7/9 T v,(7) : 2/8/8
v, (8) 1/8/10 . v, (8) : 4/7/9
v,(10) : 3/6/8 v,(8) & 1/8/10

V1(1O] : 1/6/9

Il est clair que G et G' ne sont pas isomorphes, car les voisinages
d'ordre 1 de G sont tous formés de 3 sommets déconnectés, alors gue certains

volsinages de G' sont formés de 3 sommets dont 2 sont connectés.

(Le graphe G est le classique graphe de Petersen dont tous les som-

mets sont dans la méme classe d'automorphisme).
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IITI - 2. Exemple 2 :

Soient les 2 graphes réguliers d'ordre 4 suilvants :

1.2.3. k =1

4, Les voisinages d'ordre 1 sont :

Pour G :. o : . Pour G':

V(1) 4/258° : Vv, (1) s 23/79
V,(2) : 15/36 - ' V,(2) : 13/48
V, (3} 1 47/26 V,(3) 2 12/56
v (4) : 17378 vV, (4) : 8/285
vV, (5) & 7/218 V,(5) : 36/48
V,(6) : 23/89 v, (6] : 35/79
V (7)1 57348 Vv (7) : 8/196
V,(8) i 15/69 v, (8) 1 7/542

V1(9) t 47/68 V1(9) : 4/176



n(k) = n’(k) = 4 < -g—

5et 6 =>Part X = {B

1" 2
avec B, = (1,4,5,7) ———» B! = (4,7,8,9)
B, = (2,3,6,8,8) _, B) = (1,2,3,5,6)

Nous n'affinons pas les partitions et nous revenons en 3

mais n(2) = n'(2) = 8 > %}

Nous continyons donc par une méthode d'hypothéses.

REMARQUE :

Si G et G’ sont isomorphes par ¢ , alors Bi = 6(Bi] et en particulier

les graphes (Bi] et (Bi) engéndrés dans G et G' sont isomorphes.
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Done, si 0 existe, nécessairement

6 — 3

(2,3)(8,8) — (1,2)(5,6)
(1,4,5,7} — (4,7,8,9)
Hypothése H, : Supposons que 1 + 4

4 )
Nous prenons 1'intersection des partitions correspondantes précédente

1

avec

4 -+ g } _
(258 + (285 J) car vfm - B[Vf(ﬂ]

B d 3

1 > 4 (2,3)(8,9) -+ {1,2}(5,6)
d'ou {4 -+ 9 (2.8) > (2,5)

5 > 8

7 -+ 7

Hypothése H, : Supposons que 2 + 2

2

Nous trouvons une correspondance entre sommets

qui est bien un isomorphisme de G sur G' car tous les voisinages d'ordre 1 pecur

- '
des sommets correspondants vérifient bien o (V‘k(s')) = Vi(s).

III - 3. Comparaison des méthodes utilisant les fonctiors locales

Par la méthode de G. SAUCIER, 1'étude globale des 2 graphes est trés
bréve et ne permet pas d'éliminer dés le départ certains graphes non isomorphes.
En ‘particulier si G' est un graphe dont les classes d'éutomorphismes contiennent

plusieurs sommets, et si le choix de S dans G n'est pas ?avorable, il est pos-



sible de faire un grand nombre d'hypothéses successives, pour finalement conclu-
re au non-isomorphisme. Il est clair que faire des hypothéses sans succés est
couteux, tant du point de vue temps d'exécution gue du point de vue encombre-
ment mémoire : en effet, la suite de toutes les tentatives essayées doit &tre

gardée en mémoire pour pouvoir revenir en arriére et changer d’hypothése.

Sur le premier exemple présenté par la méthode des voisinages, nous
cancluons rapidement au non-isomorphisme en ne calculant que les voisinages
d’ordre 1, alors que par la méthode de G. SAUCIER, nous avons obtenu, aprés
programmation, un temps d‘'exécution de 45.08 s et nous avons dib faire 36 hypo-

theses infructueuses.

Par ailleurs, la méthode des voisinages peut se révéler couteuse.

En effet, considérons les 2 graphes suivants :

JO 8

1C

6 5 4

Pour chacun de ces 2 graphes, tous les Qoisinages c'ardre 1 sont du
type a/b/c. En cherchant les voisinages ¢'ordre 2, rous trouvons gqu'ils sont
tous du meéme type ef identiques & G et G'. Nous n'avons donc aucun renseignement
supplémentaire et il est nécessaire de faifé des'hypothéses. Mais cette méthode
aura été couteuse, car nous .aurons di garder en mémoire et simultanément 10 co-

' pies de G et de G*.
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En fait, nous sommes ici dans le cas le plus défavorable de graphes
transitifs isomorphes. C'est ce Quinous a incité & chercher un critére permet-

tant de choisir, & partir d'un certain mcment, une méthode plutdét qu'une autre

et nous a amenés a introduire un critére 1ié au nombre n(k).

En conclusion, aucune des méthodes ne sera "la meilleure” dans tous
les cas. Cependant, la méthode des veoisinages nous a permis de préciser des na
tions qui seront utiles pour les problémes d'immersion d’un réseau dans un aut

ou pour les problémes de recouvrement (Cf. Partie II).

IV - APPLICATION AUX HYPERGRAPHES

Soient deux hypergraphes H = (@, €) et H' = (X', €') auxquels nous
associons de maniere classique les 2 réseaux de noeuds et d'étoiles C = (X,U)
et G' = (X',U'), (ot X = CLLng , 6Zétant 1'ensemble des noeuds, et %?1’ensewbl

des étoiles).

Recherchant une applicetion bijective ¢ entre Czet A’', nous n'utili

serons, dans G et G' que les voisinages des noeuds.

Exempié‘:

Soient les deux réseeux suivents

3

I
)

\

\

8

Ho}— — 9]

J\ W

*———lil : 110‘ : N\\ _.__@ .

]

W _
it

—

x\

2

z
]

1

:

\
} .3
=
8

—{5— W J—L‘JﬂaF =0
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Nous pouvons les considérer comme deux hypergraphes dont les ensemblec
de sommets sont constitués par les composants technologiques et les ensembles

d'arétes par les équipotentielles matérialisées.

Les voisinages d'ordre 1, dans G et G', des ensembles ce noeuds, sont

V1(1) =1 , V5(1) = II, Vv, VIII
V1[2] = 11 Vi(ZJ = VII
V1(3] = 111 V5(3] = IV

Les premiéres partitions correspondantes obtenues avec la fonction
nodalevn1 = card oV1 sont : Ai > Ai
(1,2,3,4) — (2,3,4,5)
(5,6,7,8,8,10,11) — (1,6,8,9,10,11,12)
(12) —_ (7)

Puis les voisinages d’ordre 2 sont

V2[1] =1 5,8 Vé(ZJ = VII 9,10

V2(2] = II 6.7,8 Vé(BJ = IV 8,12

V2(3] = III 5,6,11 Vé(4] =V 1,5,1

V2(4) = IV 7,10 : Vé[SJ = VI 6,8,11

V2(5] =11,9 III 3,6,11MV 8 Vé(1) = 11 8V 4,8,11 VIITI 7
VZ(SJ = 11 2,7,8 IIT 3,5,11 VI 9,10 Vé[S) =19VI 58,11 IX7
V2(7] = 11 2,6,8 IV 4,10 VII 11 Vé(B] = II 11V 3,12 VI 5,6,11
VZ(BJ = II 2,6,7 V 5 VIII 12 Vé[QJ =I16V1,4,11 VII 2,10
V2(9) =I11,5VI 6,10 IX 12 Vé(10] = IIT 11,12 VII 2,89 X 7
V2(1O] = 1V 4,7 VI 6,8 X 12 Vé[11) = IIT 10,12 VI 5,6,8 V 1,4,8
V2[11J = IIT 3,5,6 VII 7 XI 12 Vé(12) = III 10,11 IV 3,8 XI 7
V2(123 = VIII 8 IX S X 10 XI 11 Vé(?) = VIII 1 IX 6 X 10 XI 12



-61-

Les affinements successifs des partitions précédentes gréce aux

fonctions nocdales n, et ncc°V2' donnent les pértitions correspondantes

B, + B!
1 1
(1,4) > (2,3
(2,3) - (4,5)
(8,113 =+ (1,86)
(8,170} - (10,11)
{5,7) > (8,9)
6 - (1)

(12) > {7)

En faisant alers 1'hypothése gue 1 52, nous trouvons aisément,

puisgu'alors Vé(Z] = &(V2(1)J, gu'il existe un iscmerphisme tel que

T
-
NI
(@]
Fay
wn
m
~J
@
[¢e}
RN
[en}
-
-
A
N
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APPLICATIONS A DES PROBLEMES PRATIQUES

A - ISOMORPHISME DE RESEAUX DE BOITES ET DE FILS

Nous résolvons dans ce chapitre un'probléme'd’isomorphisme de reéseaux
de boites et de fils posé par la SESCOSEM, et nous donnons un algofithme adapté

aux réseaux réels qui se présentent.

I - PRESENTATION DU PROBLEME

I - 1. Définitions

Un réseau de boites et de fils est un ensemble de composants ayant

la forme de boitiers et munis de pattes & la périphérie (les pattes son:t des con-

necteurs particuliers]). Les pattes sont réuniesentre zlles par des fils.

Une éguipotentielle est un ensemble de fils ou de métallisations join-

tives reliant plusieurs pattes de boitiers entre elles. L'eéguipotentielle est dite

d'ordre n si elle est jointive & n pattes de boitiers.

I - 2. Position du probléme

Les problémes qui nous intéressent se situent au stade de 1'implanta-

tion d'un réseau. Pour implanter un réseau logigue RU initial, on le décrit dans

deux langages différents, la description A étant utilisée pour vérifier la vali-
dité du réseau, c'est & dire sa conformité & 1'usage qu'on veut en faire, la des-
cription B étant utilisée pour obtenir un tracé automatigque de masques géometri-

gues permettant de réaliser R Supposons gue le langage A décrive un réseau RA

g
" et le langage B un réseau RB; pour &tre siir de la validité de 1'implantation, on

est amené & comparer les 2 réseaux RA et RB' c'est & dire & rechercher s'ils sont

isomorphes.
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En fait, comme dans chagque réseau presgue toutes les marques sont
différentes (en réalité les marques des boitiers se répétent beaucoup mais on
distingue les boitiers entre eux par des margues de positionnement), 1'applicat:
bijective o portant sur les boitiers est presgue déterminée et rechercher s'il .
a iscmorphisme revient pratiquement & rechercher si les connecteurs des beitier
se correspondent, ainsi gque les équipotentielles.

s'il

Be plus, nous admettens que R, est le "bon" réseau et que R

A B’

n'est pas isomorphe & R, doit &tre moditié dans ce but : la recherche d'isomorp

A
me est, dans ce cas, plut@t une recherche de localisation de fautes. Pratiquemer

pour des réseaux de 200 & 1000 boitiers ayant chacun de 3 & 10 pattes, on peut

s'attendre & trouver de 2 & 2 fautes.

I - 3, Description d’un réseau de boites et ce fils

Le point délicat pour décrire un réseav de boites et ce fils est de
trouver une description & la fols économique pour ce gui est de 1l'emplacement

mémoire et utilisable pour le travail envisagé, ici la recherche d'un isomorphi:

Nous proposons une descriptior vcisine de celle cdes réseaux de noceur

et d'étoiles particuliers, aussi appelés "tissus".

Pour décrire ces réseaux, nous donnerons cdans l'ordre, la descriptic
de composants particuliers
- des boitiers
- des équipotentielles c'ordre supérieur ou égal a 3 (ayant 1

connexion d'entrée et au moins 2 de scrtie)

puis nous donnerons les relastions de jointivité entre boites et éguipotentielles
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REMARQUE
Dans cette description une équipotentielle d'ordre 2 ne sera pas con-
sidérée comme équipotentielle et n'interviendra que dans les relations de join-

tivité entre 2 boitiers.

Pour décrire une équipotentielle d'ordre 3 3, nous lui donnerons 1le
nom de la seule connexion sortie de boitier et nous listerons le nom de toutes

les pattes entrant dans d'autres boitiers.

Pour décrire les liaisons d'une boite avec ce qui 1'entoure nous dis-

tinguerons dens l'ordre
- les entrées qui sont entrées du réseau ou entrées primaires (notées E)
- les sorties guil sont sorties du réseau ou sorties primaires (notées S)

- les entrées de la boite qui proviemnent d'une autre boite par 1'in-
termediaire d'une éguipotentielle. Ces entrées seront appelées en-

trées secondaires et notées e.

~

- les sorties de le boite qui sont reliées & d'autres boites par des
éguipotentielles. Ces sorties seront appelées sorties secondaires

et notées s,

Pour décrire une boite (en général de forme rectangulaire et n'ayant

des pattes que sur 2 c8tés), nous donnercns

Pt 4]
M

B

- la marque M
- le type des pattes rencontrées lorsqu'on parcourt le bord du boitier
cans le sens direct & partir du coin supérieur droit; & chagque patte

est associé le symbole E, S, e, s, ou Y si la patte est inutilisée.
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A chaque boitier nous associons donc un mot formé sur {E, S, e, s}

que nous appelons "séquence symbolique” du boitier. L'application s telle gue
boitier X ____E___, séguence symbolique de X

est une fonction nodale définie sur 1'ensemble des boitiers. Ce mot peut &tre
décomposé en deux demi-mots, chacun des demi-mots représentant la séquence sym-

bolique associée aux pattes situées d’'un cdté du boitier.

Exemple :
4 3 2 1
A
5 6 7 8
l
4 3 2 1
B
5 6 78
| ¥+ v |
4 3 2 1
c
5 6 78
!
J
 / Y
Ce réseau sera décrit de la fagon suivante
Boitiers

A:EYEY; sess
B:YEEes;etves
C:eeyPs; SYyyPs
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Equipotentielles_
ag 3 (bS. b7]
84 3 (b4, 01)
Liaisons
A (a1]. (a3)
i
(a8 “ C4J
[a5 > 2); (a7 -+ 02]; (a8 +2]
B [bz), (b3)
[bBJ
(b4 5 aa). [b5, b7 5 a5)
i
C i}
(CSI; (CB)
(01 5 aBJ. (02 “ a7J
(c4 -> aB)

Une telle description du réseau est légérement. redondante, mais nous
évitons cependant de décrire totalement et n fois une équipotentielle & n branches;

et cette description sera maniable car les voisinages ascendants et descendants de

chagque boite sont décrits au départ.

De plus, cette description du réseau n'a pas 2 &tre feite uniquement

dans ce but ni & ce moment; en principe ces informations doivent déja avoir été

stockées en mémoire et utilisées.

entrées

sorties

entrées

sorties

primaires

primaires

secondaires

secondaires
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IT - 1. Fonctions nodales

Soient deux réseaux R = (d, ‘6) et R' = (@', &'} de boites et :fils.
La fonction nodale "séquence symbolique” s, définie sur l'ensemble des boitiers
détermine des partitions correspondantes de et (', soit P et P’ si R et R' so

L4

isomorphes.

REMARQUE

Une faute couramment trouvée est celle c'un retournement de boitier
Supposons que le boitier A' soit obtenu & partir du boitier A par retournement
autour de 1'axe "horizontal”, alors la séquence symbolique de A’ sera la séquenc

symbolique symétrique de celle de A
si s(A) =eePYs S; VY S

alors s(A')J=S Y yY; Ssye e

Si le boitier A’ est obtenu par rotation de A autour de 1'axe "vert
du boitier, la séquence symbolique associée 3 A"est obtenue per réflexion des

deux demi-mots constituant s(A).

Ainsi, si

i ]
{ l{ [ I+ l{

eeyPy PsisyPyed

~s(A)

s(A'lJ=s P Y ee; Yeiys
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II - 2. Fonctions "éguinodales”

Nous dirons qu'une Fonction=fR: gi____,Y est une fonction équinodale

si elle se conserve par isomorphisme, c'est & dire

Si nous considérons le réseau de noeuds et d'étoiles ayant pour en-
semble d'articulationsfﬂlu‘é}, une fonction équinodale est une fonction nodale

restreinte au sous-ensemble 8 .

S'il existe un isomorphisme de R sur R', alors une fonction équinodale

définit des partitions correspondantes @ et Q' sur l’ensemble des équipotentielles.

Les fonctions équinodales utilisées seront

1} l'ordre d'une équipotentielle
2) le nombre de boitiers touchés

3) si des équipotentielles sont décrites par

e Ai _q-———u EAj1]n1: [Ajz)nzg---, (qu)nq:]
I [(Aj13n1,, [Ajz)né,..., (AJ:qJnc,J

Les classes des partitions Q et Q' précédentes peuvent &tre subdivisées

grace & la fonction équinodale qui, & 1'égquipotentielle e fait correspondre la

liste des indices des pattes des boitiers touchés

e . (n1, Nosess nq)
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IT - 3. Algorithme

La recherche d'un isomorphisme entre R et R' se fait

- d'une part en affinant des partitions P sur les boitiers a 1l'aidi

des margues et de la fonction nodale "séquence symbolique”

- d'autre part en affinant des partitions Q sur les éguipotentiell;

a8 l'aide de fonctions équinodeles.

Nous donnons le schéma de recherche suivant
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DESCRIPTION DES RESEAUX

y

‘Partitions P et P’ suivant les marques

NON

Correspondance

possible ?

Calcul de s(A) et s(A’)
Determination des partitions associées
P et P’

Correspondance NON

Localiser les erreurs de marques

possible ?

Partitions successives Q des équipoten -
tielles @ laide des fonctions équinodales
-1 nombre de branches croissant

-2% nombre croissant de boites touchees
-3Y liste des indices des N22 des pattes

Correspondance NON

Localiser les erreurs
~ ENVISAGER:
<retournement de boites
-ou interversion de pattes de
ncture differente

possible ?

verification branche a branche des cor-
respondances entre equipotentielles

Si une classe de Q a plus dun éle-
ment , terminer avec une méthode
d’hypothéses

>

Localiser les. errcurs .

' ENVISAGER:
-oubli de branche
-interversion de pattes de méme
nafure sur un boitier
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Dans les étapes A et B, nous affinons des"partitiohs gféce & des f
tions nodales ou équinodales. En supposant que'nous‘arrivions 4 un cas od une
correspondance n'est pas possible, il faut localiser les boitiers ou les éguip
tentielles qui ne se correspondent pas et chercher a modifier R' de maniére 3

tenir la compatibilité.

Raisonnons sur la fonction nodale séquence symbolique s; soient

8y %. sY,... les valeurs possibles d-e S, N
Soit C = {Ad, AZ} une classe de P avant 1'étape A et

c’ =_{A'._Aé} la classe correspondante.

1} Supposons que :

]
n

{s [A1] Sa {s [A%l o
s (Az)

o 2 g

BDans ce cas il est simple de voir qu'une correction probable est di

modifier Aé’pour obtenir Sy

2) Supposons que :

S

o 4 o

{S (A,]) = g {S (/-\,i]

sB s [Aélx sa

s (A2)
Dans ce cas, nous ne pouvons savoir s 'il est préféréble de modifie
’ ' :
A1 ou AZ'
Si a la fin de 1'étape B, des boitiers ou des équipotentielles n'or
Pl &tre différenciés, nous terminons par une méthode d'hypothéses en assignant
a des boitiers, soit & des équipotentielles de se correspondre et en réaffinant

les partitions précédentes.
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ITI - EXEMPLES

Nous traitons 2 exemples qui, bien gque ne comportant que psu de boi-
tiers, illustrent les types de problémes rencontrés en pratigue, en particulier

1'interversion entre branches d’'équipotentielles.

Exemple 1 :

Soient les réseaux suivants :

13 l
B l 1 Ny
M, L
T
B
N i
i [
3 ]
M2 . |
T 1] Ns

5 Rl
N2
__; | ] T l
M2
I 1 l [
N3
¢ L

L’ensemble des marques de ces deux réseaux est l'snsemble (M,N), les
indices qui interviennent ne servant qu'a distinguer les boitizrs dz méme margue

les uns des autres.
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1) Les partitions P et P', suivant les marques sont K

P

{[M1. M), (N, N, N3)}

P = {(M1. M), (N, N, N3]}

Les descriptions des réseaux sont :

boites :
M1 t Y YEE; s s M1 tYVYVEE; s yYs
{MZ Y eEE; YysYs . {MZ t: Y e EE; YsyPs
N1 teeyPY; sYP S | N1 teeyPY; s PSS
N2 teyYPe; syPS N2 reee; YYPsS
N3 teee; PYSsS N3 teyYye; sYPSs

Equipotentielles & plus de 2 branches

Pour R Pour R’

{m,), ———= ((n,),, (n

Liaisons
M1 : ,(3) (8) . M1 : [m1)3; (m1J4
2 )
i} 2
(m1JS _*(mzlz; (m118 —; (m1]8-—+(m2]2; [m,l)8
M2 : [m2]3; (m2)4 M2 : (m2]3; (mz)4
(mzl8 (szS
(My) e (m, )¢ (m2124—-[m1)8;

(my)g —> (mlg ===
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N, /8

(n,)

1
(n)g—>(n)) g5

6

(n )24—2—- [mzla)

g

5 ¢ (n2)8

(n2)1<ﬁy_ [m,]]8 {n 13¢-[n )

(n234 P —— (03)3

N. : 8
(nBJ4

32"‘2—

(n ] «—-(n )

{ (n3)1<;§— (m,l)5

N

']
(n1]8

11“’3‘("‘]

(n1] .—-(n J

(n1]2 47——(m2J8;

(n2]2 <« (sza:

(n2)3<—-(n3]

Les séquences sumboliques montrent que, s*il y a isomorphisme,

nécessairement

Nous vérifions de plus que les équipotont*elles correspondent bien

a la blgectlon entre pattes de boitiers, donc les deux réseaux de boites et de

fils sont 1somorpHes.

4
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Exemple 2 :
EXR! yy i
A | B (IQ )
I | .
l \ A |
Ao C
IR IR
| A
1 Yy | '
L (R
I 1]
Y
— 4
Az C
IR Pl :

L'ensemble des margues de ces réseaux est 1l'ensemble (A,B,C).
Nous obtenons pour partitions initiales suivant les marques :

(Ag,A0 > (A Ag)

B >
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Les descriptions de ces réseaux sont

Boitiers

{A1 : e EE; sy ¢ §Aa e EE; sy

A2 t:eEE; Pss AB : e EE; wvs s

: Yee PSs B :yee; PSs

teee; YYS o C :eee; PYPs

Eguipotentielles d'ordre 3 3

[61]4 3 [[52]1. C2] (aal4 3 [[63)1‘ 03]

(a2]5 3 [bz. 033 . (aBJ5 3 [bz, 02]
(a2)8 3 [(61]1, b3] (aBJB 3 [(aa]1. bSJ

La partition suivant les séquences symboliques donne

En vérifiant si les équipotentielles se correspondent, nous apercevons

qu'il y a incompatibilité entre 1les équipotentielles.

(a,)

14 et (an4

(a2)5 et [aBJ5

car les indices des pattes des boites touchées ne correspondent pas.

Nous sommes donc amenés & modifier le réseau R' pour qu'un isomorphis-
me soit possible; pour ceci, nous échangeons les pattes 2 et 3 du boitier C de R’
ou plutét nous faisons aboutir en Cqy la branche d'équipotentielle qui arrivait en

c, et vice versa. Le nouveau réseau R' modifié est isomorphe a R.

2
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B - UTILISATION DEACES METHODES POUR DES PROBLEMES DE TESTABILITE
DE RESEAUX

Recherchant les pannes dans les circuits logigques et en particulier
les collages (c'est & dire les pamnes qui consistent & rendre constante en une
connexion la valeur d'une information alors qu'elle doit varier) A. VERDILLON

pose des problémes apparentés & des problémes d'isomorphismes.

I - PRESENTATION DU _PROBLEME

A. VERDILLON (28 ) montre que des collages peuvent &tre indiscernable
entre eux et gqu'il est suffisant de rechercher les collages d'un type particulie

Pour ces collages, nous donnons la définition suivante

Support d'un collage :

Soit un réseau d'articulations R = (@, €), totalement orienté, avec
des sources et des puits, sans circuit, portent des margues non triviales sur
les articulations, et non nécessairement simple. Nous appelons support d'un col-

-~

lage une liste de connexions o = [a1....,ap] ayant les 2 propriété suivantes

1)} pour tout i, il existe un chemin allant d'une source & un

puits passant par oy et ne passant par aucurn des aj (§#1)

2) i1 n'existe pas d'articulation dont tous les arcs entrants

soient dans la liste «.

Exemgle :

{a,e} ; {b,d}; {f} sont des supports de

collage
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Par ailleurs, deux réseaux d'articulations R = ( Q;dgl et R' = a,

seront dits isomorphes s'il existe une application bijective o0 :

o: A —— . Q@
A o A" = 0g(A)
telle que :
1) A et o(A) ont les mémes marques
2) 0 : :Q? — e
(A.B,ii.__¢ (G(A), -G(B), i]‘
est une bijection de ¥sur ¢'.

Cette définition recouvre bien le fait que, s’'il existe p connexions
d’un certain type entre A et B dans R, il en existe également p du méme type

entre o(A) et o(B).

Supports de collage équivalents

Dans un réseau R ayant les propriétés ci-dessus, nous dirons que les

= = S 1 4
collages o [a1.a2,...,ap) et B [61. 82,...,Bp] sont équivalents s'il existe
un automorphisme 0 de R tel que

Vi = 1,004, P o] (ai) = Bi
La relation précédente est une relation d'équivalence sur les ensem-

bles de connexions; nous nommerons les classes des P. classes.

Pour minimiser le nombre de tests de detectlon de collages, on peut
se llmlter dans un premier temps & ne tester que des collages dont les supports
sont dans des Pa. classes distinctes. En effet, si Ta est le vecteur de test dé-
tectant le collage de support @ et si 0' est équivalent & @ par 1'automorphisme
g, alors Ta’ Tata]

Nous allons donc chercher les P. classes de R.

(el
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IT - DEFINITIONS

Soit un réseau d'ensemble d'articuletions a- {A1. A2,... An} et

d'ensemble de connexions €= {x1. xz,...,gxm}.

Nous rappelons que nous appelons transposition sur un ensemble X fin

toute permutation de X qui ne déplace que deux objets de X.

II - 1. H.équivalence et S.équivaléhce sur les articulations

a) Soit H(R) le groupe deé automorphismes du réseau marqué et orient
R L] ’

Ai et Aj sont des articulations H.égquivalentes si elles appartien

nent & la méme classe d'automorphismes.

b) Ai et Aj sont des articulations S.équivalentes si elles sont égal
(i=3) ou s'il existe un automorphisme de R qui soit une transposi

tion sur X échangeant précisément Ai et Aj.
Il est clair gue la S.éguivalence est plus fine gue la H.équivalence
Exemple :

Nous avons pour Heclasses

{1}{2,3}{4,5,6,7.8,9}

et pohr S.classes

{1H2}H3}{4,5,6}{7,8,9)
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Nous pouvons considérer la S.équivalence comme l'intersection de

2 relations d’équivalence S et S définies par

Ai S Aj PUEEY Ai et A, ont mémes successeurs et mémes marques

3

Ai §_Aj — /-\i et Aj ont mémes antécédents et mémes marques

IT - 2. g-équivalence entre connexions

v

Des connexions x, = (A,, B.,) et x, = (A., B,) sont dits S.équivalent
i i i J J J

si elles sont égales (i=j) ou s'il existe un automorphisme ¢ de R tel que

. 0 soit une transposition échangeant X4 et xj

. 0 se réduit au produit de composition des 2 transpositions (peut &
triviales) : T,y = [Ai. Aj) et T, = (Bi. BjJ.

Sur 1’'exemple précédent, c, d, e sont dans la méme g.classe.

REMARQUE

Deux connexions ayant mémes extrémités et méme orientations sont dan:

une méme ¥.classe.

II1 - RECHERCHE DES_CLASSES DE_SUPPRESSION POUR LES CONNEXIONS

Nous nous plagons dans des réseaux orientés R, marqués sur les artict

lations, sans circuits,et non nécessairement simples.

Deux supports de collage n'ayant qu’une seule connexion {xi} et {xj]
ne peuvent appartenir & une méme P.classe que s'il existe un automorphisme o de

qul les fasse se correspondre ainsi que leurs extrémités.

Nous allons modifier et prolonger la méthaode utilisant les fonctions
nodales en définissant également une fonction définie sur les connexions et en
affinant simultanément les partitions sur les articulations et celles sur les cc

nexions de la fagon suivante
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1.1. partition suivant les marques
1.2, " " les demi-degrés extérieurs croissar

1.3, " " " intérieurs croissar

Les classes de la partition finale sont numérotées.

2.1. les connexions reliées & 1'extérieur et entrant dans

un méme opérateur, sont dans une méme g.classe.

2.2. & chaque connexion x; non dans une g.classe déterminé
précédemment, nous assccions l'expression

m, = (n?. n?) ol nl est le numéro de la classe

i
1’articulation origine de JE

ni est le numéro de la classe de 1l'e

1'articulation extrémité de Xy

Nous partitionnons 1’ensemble des connexions en classes C1, C2.

- Cp suivant les valeurs croissantes dans 1l'ordre lexicographigue c

M, .
1

Considérons la premiére classe ayant plus d'un seul élément et
qui ne soit pas une ¥.classe précedemment trouvée; elle est constiti

par exemple des connexions (X, #X, ,.ss X, J.
i, 7, i

3) Faisons_l'hypothése gu'il existe @ tel gue x; O, x,

""""""""" 1 2

Nous obtenons dans les ensembles d'articulations des ensembles
correspondants plus fins en utilisant les correspondances entre ex-
trémités des connexions x, et Xg . puis nous affinons les partitiocn
des connexions en utilisagt la anction m, .

~

a) si on arrive & une incompatibilité, X4 et x; ne peuve
. & .2
se correspondre dans un automorphisme de R; faire un autre

choix de xi et aller en 3.
2
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b) si les partitions correspondantes sur les articulations
n'ont gqu'un é&lément par classe, nous avons trouvé un auto-
morphisme de R qui‘induit a la g.équivalence prés, un ©

possible sur les connexions

X, ——s Otxi)

et tout ensemble {xj ’ xj ,+eu X,} de connexions est P-équ
1 2 p

valent &-1'ensemble {o(x, ), O(x, J,..., O(x, )}
J4 Jo J
q
Pour obtenir tous les ensembles P.équivalents, nous devons déter
miner tous les automorphismes possibles de R, donc épuiser toutes les

hypothéses possibles X5 o SN x; . en revenant &.3 puis passer aw
. 1 2
classes suivantes.

c) si les partitions sur les articulations ont plus d’un
élément, on fait une hypothése de niveau supérieur et on

répeéte le processus décrit en 3.
Lorsgue tous les choix sont épuisés, 1'algorithme est terminé.

REMARQUE

La partition sur les connexions faite en utilisant la fonction m,

permet de diminuer considérablement le nombre de choix possibles en 3.
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ITI - EXEMPLE

Soit le réseau suivant :

1) Partitions successives sur les articulations

. Suivant les marques : (A,, A

10 Bgs AL, AL) (A2, Al

5’6 3
. suivant les demi-degrés extérieurs croissants, puis les demi-

degrés intérieurs croissants
[A1] [A4. AS) (A5] (Az, A3)
C C C C
1 2 -3 4
2} Partitions sur les connexions

Nous avons comme ¥ classes : (g, h), (i, 3), (k, 1)

m(a) = (4, 1)
m(b} = (4, 1)

m(c) = (2, 4)
m(d) = (3, 4)
m{e) = (3, 4)

m(f) = (2, 4]

Nous obtenons une partition de 1'ensemble des connexions :

(c,f) (d.e) (a,b) [(g.-h)'(k,n (i,j)]
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3} Supposons qu'il existe o tel que c _.g__, f

Alors O vérifie nécessairement §A4 > A6

et ¢ A e—aw b
C e T

d e €
{g,h) oo (k,1)
{1,J)  — (1i,3)

Nous obtenons comme automorphismes de R

- tous ceux qui laissent les articulations fixes et n'échangent

que des connexions & l'intérieur d'une ¥ classe.

- ceux qul échangent des articulations et par suite les connexio
c et f. Nous obtenaons des ensembles de connexions Pegquivalent
en faisant correspondre & tout ensemble de connexions de la
premiére colonne son correspondant dans la deuxiéme colonne.

Par exemple :

P p
{a,e,1} ~ {a,e,k} ~ {b,d,g} =~ {b,d.,n}

REMARQUE

I1 est inutile dans cet exemple, d'épuiser les autres hypothéses

d —3 e et a 3 b, car le premier automorphisme trouvé est tel que 0 est

un produit de transpositions portant sur ces connexions.






DEUXIEME PARTIE
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ISOMORPHISME ET IMMERSION

Le probléme de recherche d’'isomorphisme de deux graphes apparait comme

un cas particulier d'un probléme plus général qui s’'énoncerait ainsi :

Probléme A :

Etant donnésdeux graphes G = (X,U) et G' = (X',U'), trouver des sous-
ensembles de sommets S de X et S' de X' tels que les sous-graphes engendrés G(S)

et G' (S') soient isomorphes (nécessairement [S| = |s'|).

En imposant S' = X', nous abordons le probléme de la recherche d'un sot

graphe de G isomorphe & G'.

L'existence d'une solution avec S = X et S' = X' prouve 1'isomorphisme

- G et de G'.

Nous pouvons généraliser successivement ce probléme A en les problémes

B et C suivants

Probléme B :
Etant donnés deux graphes G = (X,U) et G' = (X',U') trouver des sous-en
sembles de sommets S et S' tels que G'(S') soit isomorphe & un graphe partiel de

G(S). (nécessairement |S| = |S']).

En imposant S’ = X', le probléme devient celui de 1'isomorphisme de G'

a un sous-graphe partiel de G (ou encore de 1'immersion de G' dans G).
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Si |XI = ,X'I 1'existence d'une solution pour S' = X' et S = X est
équivalente & 1'existence d'un isomorphisme entre G' et un graphe partiel de G :

‘c'est une immersion particuliére.

Un probléme voisin mais plus général est le suivant

Probléme C ‘
Etant donnés deux graphes G = (X,U) et G' = (X',U') et des sous-ensemb
de sommets S et S' tels gue |S| = IS'I, trouver des graphes R et R' qui soient de

graphes partiels respectivement de G(S) et de G'(S') et qui soient isomorphes.

I1 est clair que ce probléme, pour S et S' donnés tels que [s| = [s]

admet toujours des solutions, par exemple R = (S,@) et R’ = (S',@).

Parmi ces graphes partiels solutions, il en existe des maximaux pour
1'inclusion des ensembles d'ardtes : un tel couple (R,R') sera dit couple de sous

graphes partiels isomorphes (S-S') maximaux.

Si IXI = |X'| et en choisissant S = X et S* = X', des sous-graphes par:

tiels isomorphes (S-S') maximaux seront dits graphes partiels isomorphes maximaux.

Dans la premiére partie, nous avons cherché & résoudre le probleme de
1'isomorphisme 1ié & la question (A). Nous allons maintenant aborder les probleéemes
B et C.
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IMMERSION ET SOUS-GRAPHES PARTIELS ISOMORPHES MAXIMAUX

A - IMMERSION D'UN GRAPHE G' DANS UN GRAPHE G

Définition
Soient deux graphes simples G = (X,U) et G’ = (X',U'). G’ est dit immer

dans G s'il existe une injection 0 de X' dans X:
o : X' >X

telle que, si S = 0(X'), G' soit isomorphe & un graphe partiel GS = (S,USJ de
G(S), c'est a dire telle que ‘

- ’

o U ——., US

u' = (xa. xé]—* ( O[x%). O[xé)].

soit une bijection de U’ sur US'

I - Cas_particulier : G'_est_isomorphe d_un graphe partiel de G

Nous notons G = (X,U) le graphe complémentaire du graphe simple sans

boucles G = (X,U).

I - 1. Propriété :
G' = (X',U') est isomorphe 4 un graphe partiel de G par la bijection

S

0 : X'+ X si et seulement si G est isomorphe & un graphe partiel de G' par la bi-

Jection 0_1 s X > X',

En effet, soit la bijection a: X' + X qui induit une immersion de G' dar

G. Ceci signifie que :

¥ (s5,650e Ut = [o(sl), olsy)] e v
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A Sqit (31,82)6 U; alors [?-l(sl), c—l(szj]- £ U' car sinon (31,32)
appartiendrait 4 U. ' ' : o '
Nous obtenons done :
- -1 = -
(31,32)€U =>lqg (Sl)’ g (32)] eJ’
T x>y

(o1}

est immergé dans G' par la bijection o

Cette remarque est intéressante lorsque les graphes complémentaires

[rp ]}

‘et G' ont moins d'arétes que G et G'.

I - 2. Exemple :

Soient les graphes simples G et G' suivants :

G b
a
o)
f 4
Alors
G G
b 2.
L]
a
1
3
c
e
5
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Nous avons 4 immersions possibles de G dans G’, entre autres

0.+ (1,2,3,4,5) + (a,b.d.c,e)

et nous obtenons une immersion que G' dans G, donnée par :

(a,b,c,d,e) ~» (1,2,4,3,5)

Il - Conditions nécessaires d'immersion

T e e o v e e - = = e e e - -

Nous pouvons généraliser la définition de 1'immersion pour des réseaux
R et R' porteurs de marques sur les articulations ou orientés : R' = (X', €'} est
immergé dans R = (X, ) si R' est isomerphe & un sous-réseau partiel R =(S, if) de

R,

II - 1. Utilisation des marqgues
S'il existe une immersion ¢ : X' - X telle que g (x') = x alors néces-

sairement les margues de x' et de x sont les mémes,

Soient donc les partitions de X et X' suivant les marques des articula-

tions

Part X' = {c& , c& seres € A
1 2 k

Part X = {cm b G seees € senns C }
1 M K Mg

Propriété :
S'7l existe une immersion ¢ : X' > X, alors nécessairement :

¥k lcr | <« e |
mk mk

Nous appellerons Cm un ensemble de correspondants possibles pour les
sommets de Cé puisque, s'il existe une immersion o: X'_, X alors
k

Vx ecC = dx)eC
M K




-90-

IT - 2. Immersion et fonctions nodales

Soit f une fonction nodale. S'il existe une immersion g : X' =+ X telle
que O{x') = x, alors les valeurs des fonctions nodales sont telles que :

fo,(x') = f_ [x)
G 'GS

Cette égalité est peu utilisable puisque le praobléme est justement de

déterminer G_ et que T

S G (x) ne peut &tre connue.

S

Considérons comme fonction nodale particuliere la fonction degré d.

Propriété :
S'il existe une immersion de G' dans G, alors

dG,(x') = dGS(x) < dG(x)

Conséquence

Considérons les partitions de X et X' en classes {Ci} et {Ci}correspon-

dant aux degrés croissants dans G et G’.

Part X' = {Cé. cr, Cé,...; Clyneel

Part X = {CO, Cosrvnncnns ck,...}

! ! <=> ' = <=> =
(x' € Ck dG,(x ) k et x € CK dG(x) k)
Si x' € Cé et s'il existe une immersion ¢ : X' = X, alors nécessairement

o(x') e C UC,, U...

Ck U Ck+1 U... est un ensemble de correspondants possibles de Cé.



II - 3. Immersion et voisinages

S'11 existe une immersion de G' dans G, c'est & dire une application
0 : X' >S5S X telle que x = 0(x'), ceci entraine nécessairement que :
K
S

123 st (x*) est isomorphe a VG {x)
ou

Yk VGTV(x‘] est isomorphe & un sous-graphe partiel devVétx)

Dans la suite nous utiliserons principalement les immersions partielles
de voisinages d'ordre 1 de G' dans les voisinages d'ordre 4 de 6 et nous cherche-

~

rons & associer 3 chaque classe d'une partition de X' :
Part X' = {A;, Rbsuees AL}

des ensembles correspondants pessibles.

II - 4, Mondme associé & ume immersion

Repfésentons par des lettres les sommets de G' et par des nombres les

sommets de G :

x' = {X1’ XZ"... xw}

X a {1;25---na. n"1. n)

S'il existe une immersion de G' dans G telle que ¢ envoie X' dans X,

alors la notation x

Kk, i signifiera que :

k

c(xk] = ik avec ik € {1,2,...n}

Considérons maintenant 1'ensemble des veriables
x = {xk,ik} Oaik E: {1..-0. n'}

ike{1..... n}
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S'il existe une immersion de G' dans G, elle sera représentée par une

expression

24 - ol tous les ik sont distincts.
Réciproquement, toute expression de ce type définit une injection o de

X' dans X, mais il n'est pas sOr que G' soit isomorphe & un graphe partiel de

G [O[X']].

Cette méthode est exhesustive et combinatoire. Dans une premiére étape,
nous chercherons & réduire le nombre de combinaiscns possibles en affinant les en-
sembles correspondants possibles de chagque sommet xk de X',

III - 1. Structure de l'ensemble 1j-

L'ensemble 1:des variables {xk i } est considéré comme tn ensemble de
‘ _ i e

variables booléennes muni des deux opérations hebituelles (+, .) et vérifiant de

plus
1) si i, A 1 X . . x . =20
J 2 knlj K,l,Q
2} s1 j # % X, . « X, . =10
. AFES 2"k

La condition 1) signifie gue, si 0 existe, 0 est bien une appiication,

et 2) gue 0 est une injection.

III - 2. Affinement des ensembles corresponcants possibles de x,

a) Partageons les ensembles X' et X suivant les partitions associées aux

marques

Part X' = {C+ , C',...C"}

Part X

]

——
e
[qp]
.
)
)
——
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- S8'il existe k tel que ICé | > ICm | il ne peut y avoir d'immersion
k k

- sinon Cm est un ensemble de correspondants possibles pour les articu-
k
lations de C' .
Mk

bl En prenant les intersections de ces partitions avec les partitions as-

sociées aux degrés croissants, nous obtenons de nouvelles partitions :

Part X' = {C:1, ol L o) el el ok e
1 2 i,, 1 i 1 i
1 2 K
Part X = {c}._c;....., c?,..., c? , c; vee, CN L)
ko Tke1 Ik

Nous obtenons donc des ensembles correspondants possibles du type

VK K k K
Cgm > cpucy,, )

K o
P 1y Ueeo ucC, =E

Ik
{les indices supérieurs sont les indices de marques, les indices inférieurs ceux

correspondant aux degrés).

III - 3. Méthode de recherche

Cette méthode recherche des immersions partielles d'un sommet et de ses

voisins et élimine les immersions partielles non compatibles ceux & deux.
Supposons que des ensembles correspondants possibles soient du type

seees xz} — {11, Ioseees ir} = F 2 €r

C! = {x,, x 1

1 1 %2

Nous détermincns dans G' et dans G les voisirages des sommets de Ci et

de L1 .
Vé, (x,) = {x Xy reees X } Vg(i1} = {1B cdp e g }
10 71,2 1.,U 1,1 1,2 1.9
V] {x.) = {x X Casses X } V1(i ) = {1 i s eee, i
G 72 o, a G2 B, ., "B, > £,
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S'il existe une immersion de G' dans G telle que o(x,} = i elle indui

-4 LN

. . o 1., p , ! . .
une immersion de VG,(x1J dans VG(11] que nous représentons par 1l'expression suivan

X1 i'(xa i Y Xa i Teer TXy 4 ){xa i Y XL i +"')
SR PR L 1,178, 1,1°1p 1,2'%8 1,28

REMARQUE : - : : . . S

Si iB n'est pas,du fait des marques, un corresponcant possible de
1,42 :
X » 11 est inutile de faire figurer la varieble x . dans l'expression
o o ,1
1,k . N ° 1Jk B,] 2
précédente. - ’

Une immersion telle que G[x1) = 1_ sere représentée par une expressicn

2
du méme type ayant en téte la variable x . Soit Ax la scmme de toutes les ex-
2 1

pressions de ce type Ax peut étre calculée sous forme de scmme de mondmes non

1,1

nuls, chague mondme représentant une imrersion possible ce x, et de se% voisirs
1

a distance 1 dans G.

Calculons les expressions Ax pour tous lecs somrets de X', puis‘le
. i
produit A=A A ... A .
X X X
1 2 n'

A étant exprimé scus forme de scmre ce marémes ncn nuls, chague meondre

sera de la forme :

,i, oG tecus les i, scrnt distircts,

-~ - 3 . _’ ” _‘ e - . . . . RS
Leg mcndries ror ruis Je i représerntont toutes lee Irropeione pozellles

de G' dans G.
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a) Toute immersion est obtenue car la méthode est exhaustive

b) Soit un mondme x]il’ x2i2... x ,.n de A.

Considérons 1l’ensemble S = {11, i2,..., in,} < X et soit US le sous-

ensemble de connexions de U suivant

g {u -, 1) eU i, es & ipes 4 . oxe u'}

, pour tout k.

Soit © 15application de X' sur S définie par.o (xkl = ik

‘0 est une bijection qui induit une application o telle aue

o :q;(X') — 72)(51

(xk, x21—+ (O(XKJ,O[lel = [ik‘iz]'

Soit [xk, x,) € U’

L
Puisque 0 est défini & partir du mcndme x, . X, . <+« X_, ., NOUS
1.11 2,1, n'.i,
avons utilisé en cours de calcul : “
~ A S T SO S OO SO D toee) (el londd +0uen
Xk k,1K 2,31 1,32 2,1£

ce qui signifie gue (iK ik) e U

Ceci c'aprés la définition méme de U

3) o/,., est_une_injection

1:0 D D e e C e =™ m e = =
w

En effet, G et G' sont ces grephes simples et 0 est une bijectior.

©n conclusicn, au mondme considéré naus assccicns une applicetion bijec-

tive 0 : X'_45 telle gue G' soit isomerphe a G{S,U ).
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IV - EXEMPLES

Exemple 1 :

Cherchons & immerger G' dans G :

G’ G

G' et G ne portent pes de marques. En considérert les degrés nous obt

comme ensembles correspondants
fe.c.df . {1.2.3.4,5,6)

{p.e}] —s{1.2,3,4,5})

= (o + y 5]
Aa a1.(b3*b4+b81\ua*e4+es) az.(ba*b4+b5][ea*eq*c5J

+ 63.(b1*bq*b41(eﬂ+eﬁ*e4J + aa.(b1*bz*bq*b5){e1*eq*eq+e5)

+ 85-(b2*b +b.) (e *e4*85) + aﬁ.[b1’b5](e1+95)

4 75 2

A et A_ sont obtenus en changeent & respectivement en c et en ¢ puist

o G

A ] ]

MG,(a) = \G,(c] VG,(c).

e AC,= a,c, [bg'th(eg'eq) $ e cy (b4*b€)(ed'nt) *oa.c, [b3‘b41[€3’!
* e, (53‘t5)(83’05) * e, (b10t21{610e21 ¢ acy (bz‘b4](ez*s
voase, (byrbellesve ) - a,c, (Eyob-dle,ve,) » a.c, (byvbe)le, v
*a,c, (b40b6)(e4oegl NI (hd'bEJ(ea4eﬁJ . a3c5>(b2*b4)fez*c
*oasc ib1‘b5)€eq'eg].

A L] . f’. = C
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Il n'existe donc aucune immersion de G' dans G.

Exemple 2 (24)

Recherchons si G’ est immergeable dans G

(G') . ///////

u 16
Cq Ce ¢y N, O1g 4,/// \\\\

B,//’

Ce \\\\ ///f Cq 4 11§\\\ ///ﬁ \\\t///, 1

1) Les partitions suivant les margues donnent, comme ensembles corres-

pondants possibles
{a} — {1}

{f} -— ({10}
{b,c,d,e,g}— {2,3,4,5,6,7,8,9,11,12,13,14}

2) Affinement des enserbles ccrrespendants possibles, & 1'aide ce la

foncticn nodale caomposée

m{s) = (v1(s]. mz(sn

-~

ol m1(s) est le nombre de iiaisons simples ce s avec les sommets adjecents

mz(s) " " » . coubles ” " ‘”

Nous obtenons comme nouveaux ensembles correspondants possibles

{a} - {4}
{f} - {1c}
{c} =+ {a.5,

1
{c} » {(2,3,4,5,6,9.,12}
{d,e.g} -+ {4,5,7,.6,11,12,12,14}
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3) Calculons d'’abord les immersions partielles pour les sommets dont
ensembles correspondants possibles ont le cardinal le plus faible. Nous nous se

virons des résultats pour affiner les autres ensembles corresporndants possibles
A = a1[b2+b8+b7)

Ae = Fuolegreqqdlegre, )

Nous obtenons comme nouveaux ensembles correspondants possibles

o -
a * 1 e > (4,11)
b -+ (2,6) f > 10
c + (4,5,12) g > (4,11

d - (4,5,7,8,11,12,13,14)

Ab = b2 (81*83][01*03*C15*C16] + bs (a1*a5+a13)(c1+c5+c13)

Puisque ¢ ne peut correspondre qu'a (4,5,12), ncus supprimons toutes

les variables non competitbles, pour obternir :

Ab = a1b5cS
Ce gqui entraine gue dans Ac' seuls les mandmes contenant la varieble ¢

sont & considérer

Ac = 5 (By*bgeby)(dgrdprc, o) (g8 8y )]

=c. b

\ s simplification.
5 bg ¢4, B4 apPre 51mp11f1cet10n

Nous trouvens dés maintenant une application o

olal = 1 ole) = 11
olb) = € o(f) = 10
olc) = 5 olg) = 4

o{d) = 1z

qui sera effectivement une immersion si ﬂa Ab"' Ag £ T et contient le ronéme

associé



>
]

g =912 (CgveqqtCqa) (Bgeqare ) = dipeeeyy

’Ae = By J(f, +F, )

(dyg*d 107120 T eqq942F 00

10%942
En céfinitive :
A= a.bgcsds5804F 108,

Nous obtenons dans ce cas une et une seule immersion.
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B - RECHERCHE DANS DEUX RESEAUX MARQUES OU NON DE SOUS-RESEAUX ISOMORPHES MAXIM

Ce probléme est une généralisation du précédent : lorsque G’ = (X',U’
ne peut &tre immergé dans G = (X,U), nous chercherons quel est le plus grand so

graphe partiel (au sens de 1'inclusion des arétes} de G' immergeable dans G.

Dans ce cas, ce n'est pas la question ce 1'existence d'une solution Qi
nous intéressera car nous sommes assurés qu'il en existe, mais de trouver parmi
les sous-graphes partiels de G' et de G, des sous-graphes isomorphes ayant un

nombre maximum de connexions.

Comme nous cherchons & déterminer des sous-ensembles d'articulations

S' et S de X' et de X, et une application o

o :S5'"+5§
nous procéderons comme dans la partie A, en désignant les articulations de X' p:

des lettres et celles de X par des nombres et en associant des variables x

k,1K

Les ensembles X' et X d'articuletions sont partagés en classes suivant

les marques.

Soit par exemple C; corresponcent a Crr .
' i i
. . - . . . . ’
Il est inutile de chercher & associer & une articulation x’cde Cé un
R . . . i s
indice ne figurent pas dens Cn » car cans un isomorphisme de sous-graphes partie
v .1 . .
x' ne peut corresponcre qu'a ufe articulation de Cm .
i
Soit ]C= {xk i } 1'ensemble des variables restreint ce cette mariére,
»
k

gul représente donc 1l'ensenble des variatles utiles,
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=R S i gty

Nous supposons que les réseaux sont orientés (s'ils ne le sont pas, nous
faisons le méme raisonnement avec les voisinages d’'ordre 1 au lieu des voisinages

descendants d'ordre 1J).

G et G' n'ont pas de sommets isolés.

II - 1. Liens entre certaines variables

Supposcons que xk et ik aient méme marque, donc que la variable

x, . existe dans :C;
k,lk

Déterminons les voisinages descendants d'ordre 1, de X et de iK

- .
v vlx) = %, X, L eees x, )
G Tk 4" 7y dy,

Tob oy g .
Vo (1k) = {1Ot I i }
1 2 P

Dans ces vbisinages apparaissent des articuletions de marques différentes.
Considérons les intersections de ces voisinages avec les classes associées aux

:marques. soit "par exemple pour la margue ml -

1+
{x, o x, veees x. } € Vv'(x)
1 9 dy k

{1 veveneee. i} ¢ V0
a1 ar k

)

X et ia ayant méme marque m1. la variable xd' i appartiert 2 ]C.

1 1 1 o,

De plus, en prenant simultanément les variables Xy i et Xy
: 'K 1 a

{c’est & dire en imposant que O(x. ) = i et que O(x_, ) =1 ), alors l'arc
K K d1 a1

xd1) dg U’ a pour image par'o 1'arc (lk'lan ce U : O(xk'xd1] = (lk'1a1)

[xk.

Nous dirons que dans ce cas, la variable X 1 incite la veriable X i
: 3 1"

1
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II - 2. Graphe des incitations © = (1:04)

Soit le graphe (orienté si G et G' le sont) défini cde le fagon suivan
- 11 a pour ensemble de sommets 1l'ensemble xfdes variables

- {x, . , x i ) 804'si et seulement si la veriable xK 4 incite la
K 1" "o Tk

Exemple
Soient les deux réseaux marqués sur les articulations
a b 1 5
m m’l m 3 m']
I1 1
3 4
m~ m
2 d c 3 " m3

L*enserble des variatles est

L - {aq. 250 Dys byy g, cq}

2:

Le plus, ces variables scnt lices per

a, incite b et ¢

1 < 3
”»

a., b1
b1 ” s et <, et &,
b " et
Qo €a 1
63‘ ” A,, U, €% <4
C " E,, £, 87 2
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Le graphe G = (z,u4l est donc :

Proposition

n, % ny 3
A tout sous-graphe G ( )vde G, ayant m arcs et engendré par un sous-en-
n,
semble S = {xk’ik} ol tous les Xy sont distincts et *ous les ik sont distincts
correspondent deux scus-graphes partiels isomorphes de G' et de G

G = (S .US,) et G

SO (S;USJ ou

S=

' = (x| 31, et (xk'ikle 4

= ' &
S {ik l Ix, et (x5 e S}

K
1]
et . -(xk.xd1] € US‘ »
<=>
” [xk.ik' xd1.ia ) e A
(lk'ia1) € US 1

Un tel sous-graphe 8 (%) sera dit avoir la propriété (F)
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Le probléme initial est donc ramené au prebléme suivant

. . a n
Déterminer dans G = (X,#4) un ensemble de sommets S = [xk i )] tel gue
Tk

- tous les xk soient“distincts

- tous les ik soient distincts

: o
Puis choisir, parmi tous les S possibles ceux qui engendrent dans E

un sous-graphe ayant un nombre maximum de connexions.

Propriété de & () = (%, #"g)

L
Si 1'arc (a,,b.) est un arc de G(S), alors nécessairement

173

v e X vk # 1 (8, .x) et (xp.a,) £y

vx € X Yk £ (xp.b, )€t (b, ,x,) £
e I A U S A
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Conséquence :

Associons & chague connexion de of une variable boaoléenne : A,B,C,...

et imposons un ordre arbitraire sur ces variables.

La présence d'une connexion [ai,bj] dans un sous-grephe ayant la pro-
priété (P) interdisant d'autres connexions, les incompatibilités entrainées par
[ai,bj] sont traduites par 1'expression

(ag.by) + T (a,.x,) (x,2,) .K/j,{xg,b}‘)[bk,xg)

I
[ai.bj] K # 4

Le gquantite I = 77/

% ] dennera les ensembles minimaux
(a.,b,)edl (a..b.) '
i'7] i’73

de connexions (ainsi éventuellement que leurs extrémités) qu'’il est nécessaire
n A,
d'enlever de 8 pour obtenir un sous-graphe G{(S] ayant la propriété [(P). Aux
- P . e Y s o4z
monomes de degreé minimum corresponcent des sous-graphes B(S] ayent la propriété (P)

et ayant un nombre maximum de connexions.

Le calcul de I est en fait le calcul de la fonction duale d'une fonction
homogéne croissante de degré deux. C. BENZAKEN dans (1) donne un algorithme, dans
ce cas particulier : A étant une veriable et m = B C...L un mondme ne contenant pas

A, déterminer le produit

i=g.|A + m] ol g est une somme de mondmes irréductibles.

ExemEle :

Pour cet exemple trés simple, soit (x,y,z,t,u,v,w) 1l'ensemble des conne-

xions de d#:
Nous avons

I

(x+ytu) (y+zv)(z+u) (t+v) (u+v)

"

XzZv *+ ytu
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Nous obtenons 2 graphes E[gl ayant 4 connexions, en prenant :

N
81

{a1.b2.cq.d3}

wne

2 {az.b1,c4,d3}

IT - 3. Exemple

Soient les graphes orientés

m, M
c 3
GI
G
y
Y

4

< d < .
m1 1

L'ensemble 1fdes variables est connu c¢'aprés les correspondances entre
marques

(a,c,d,e) »+ (1,3,4,5)
{ {b,f) » (2,6)

Le graphe E = (21041 eét déterminé par les incitations suiventes

a1 > b2 b2 d (CB'{E] cy -+ 2

ay 2 {be > c, Cy > (d4.d5.e4.e5)
a, * 2 Cq (ds.es)

8 - b6 e £

d, ~ 2 e, > b, £, ay

da - (eé.es) ey > 2 {E > a,

dg ec e, * 2

d. » ¢ e. » b
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n,
Le sous-graphe de G vérifiant les propristés des indices et ayant un

nombre maximum cde connexions est unique et est engendré par :
ay
S = [arb2p3p4esf8].

D'00 les sous-graphes de G' et G, isomorphes maximaux ont 7 connmexions.
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RECOUVREMENT D'UN RESEAU AVEC UN RESEAU DONNE

Soif G = (X,E) un réseau ayant X pour ensemble d’articulations et E pour
ensemble de connexions. 801t M 1 ensemble des marques des artlculatlons. Soit
GD = (X E )] un réseau ayant méme ensemble de marques. '

I - Définitions

G peut étre recouvert par GD s’'il existe p sous-réseaux partiels

Gi = (Xi.Ei) tels que :

m
i
nCuo
m

et tels gue, pour tout i, Gi est immergeable dans GU.

Nous appellerons Gi une spécification de GD

REMARQUE

Les ensembles Xi {resp. Ei) peuvent ne pas étre disjoints : une articula-

tion (ou une connexion) peut appertenir & un ou plusieurs Gi'

ExemEle :




-109-

Un recouvrement possible de G par GD est

G1 = (1,2,3) comportant les connexions (1,2), (1,3), (2,3)
G2 = (2,4,5) " " (2,5), (4,5), (2,4)
G3 = (2,3,4) " " (3,4), (2,3), (2,4)

Dans ce cas nous voyons gue les articulations 2,3 et 4 sont recouverte:

plusieurs fois ainsi que les connexions (2,3) et (2,4).

Recouvrement minimal

C'est un recouvrement tel qu'en enlevant un des_Gi. la propriété de re-

couvrement ne soit plus vérifiée.

Recouvrement & nombre minimum de spécifications

C'est un recouvrement minimal ayant un nombre minimum de spécifications

Recouvrement réduit

C'est un recouvrement tel gqu'il ne soit pas possible d'enlever une con-
nexion ou une articulation (avec les connexions qui lui soient incidentes) d’'un

des Gi sans perdre la propriété de recouvrement.

Il est clair gu'un recouvrement réduit est disjoint sur les connexions

{(pas nécessairement sur les articulations]).

Dans 1l'exemple donné, le recouvrement proposé n'est pas réduit car Gq
contient 1l'articulation (2) ainsi que les connexions (2,3) et (2,4) gqui peuvent &t

supprimées.
Si nous prenons le recouvrement suivant

(1,2,3) comportant les connexions [1,21 et (1,3)

1 =
Gy = (2,4,5) " " (2,5) et (4,5)
Gl =

(2,3,4) " " (2,3), (2,4) et (3,4)

nous obtenons un reccuvrement réduit mais non disjoint sur les articulations.
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Proposition :
G peut étre recouvert avec G0 si et seulement si, pour toute connexion
‘entre marques (mi. mj) dans G, il en existe au moins une dans GD entre des articu-

lations portant les mémes marques mi et mj.

=> évident
<= si G a m connexions, un reccuvrement possible de G est obtenu avec

m spécifications de GD,'chacune recouvrant une connexion de G.

II - Méthode de recherche’

IT - 1. Propriété
En supposant G recouvrable par GO' sinetmet ny» m0 sont respective-

ment le nombre d'articulations et de connexions de G et'GO, si (a,B,Y,...) et

(aO.BU,YO,...]’sont les nombres d'articulations de G et de GO ayant pour marques

(a,b,c,...), alors le nombre p de spécifications de G0 nécessaires pour un recouvre-

ment de G vérifie

] m on a B ,

ol e(x) est le plus petit entier supérieur ou égal & x.

Un recouvrement pour lequel p Py est alors un recouvrement & nombre

minimum de réseaux.

II - 2. Méthode de recherche

Cette méthode est héuristiqﬁe dans la mesure ot -la suite des opérations

dépend en partie de 1'étude préliminaire de GO'
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Elle peut se décomposer en 2 temps

o} Recherche des immersions possibles de GO ou seulement d'un graphe

partiel de GO dans G, d'ol une famille {Gi} de spécifications de G.
B) Choix parmi les éléments de cette famille d'un recouvrement & nombre

minimum de spécifications : c'est un probléme de couverture résolub:

par des méthodes booléennes.

IT - 3. Approche algorithmique

______________________ 0

Détermination du rayon de GU

Choix de k, ordre des voisinages auxquels se limiter : en particu-
lier, si le rayon est 1 nous utiliserons les voisinages d'ordre 1 unigu
ment et si le rayon est 2 nous utiliserons les voisinages d'ordre 1 et
Plus exactement, nous utiliserons les ensembles c'articulations appelés

encore voisinages et définis de la maniére suivante

V1(x)

{y € X /7 dlx,y) = 1}

V2(xl {lyex/73ze¢ Vq[x) et dlz,y) = 1} - {x}

L]

2) Immersion_de_scous-graphes partiels de G0 dans G

8- Pour toutes les articulations de GO‘ de marque m, déterminer le
5 .
voisinages V1. Vi,eeo Vk. en donnant la liste des marques des articula-

tions constituent les voisinages.

; . N 2
b- Pour toutes les articulations x de G, détermirer V (x), V<(x)..

v VR

c- Pour toute erticulation x ce ¥, de marque m :

Recouvrir V1(x) avec r spécificaticors ce GO’ chacune étant un grep
partiel de V1(m) : ceci est possible puisque G peut &tre recouvert par
GO. Oe plus, si ces voisinages c'ordre k(k > 1) ont été calculés, cher-
cher des spécifications couvrant le plus grand nombre d'articulations d

Vg aviixd, ..., vRix.
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3) Pour chaque connexion de G, déterminer parmi toutes les spécificatic
trouvées, celles qui peuvent recouvrir cette connexion.

4) Détermination_d'un_nombre_minimum_de_spécifications

C'est le probleme de la couverture des connexions par une famille

de spécifications données.

Exemgle 1 :
m m
1 m1 m2 > 1 1 3 2
GU G
3 3 {O— 5
3 m m m
2 1 2
. Etude de GD

G0 est un graphe complet, de rayon 1; nous n'utiliserons que les

voisinages a distance 1.

Immersion de sous-ggpbhes partiels dé G0 dans G

Voisinages dans GO Voisinages dans G
v = (m,.m,) vien = @.2) o )
|1 mz, 3 = ’ ngm3
1 N
Vv (mz) = (m1,m3) V'(4]) = [3,5.2? [TmeZ'm3]
1
Viim,) = {m,,m.)
3 1772 A | T :
) 1.0 . !

1 .
my {Vv (2) (1,4,3,5) (m1.m1,m2.m2)
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Nous obtenons des spécifications de GO pouvant couvrir au moins 2 con-
G
m, m, mg

noté a, a pour ensemble d'articulations (1, 3, 2 )

1’
GZ’ noté b, " " (4, 3, 2 )
GS' noté c, ” " (4, 5, 2)
54, noté d » " (1, 5, 2 )

Nous avons les relations d'appartenance :

(1,2 e aUd

(1.3 € a
(2,3) e aub
(2,4) e bUC
(2,5} ecUd
(3,4) € b
(4,5) € c

produit :

Exemple 2

complexes,

articulations et n’'ayant que 3 margques : m,, m

Pour déterminer un nombre minimum de spécifications, on effectue le

(a+d).a.{a+b) .(b*c).{c*d).bc = abc

Nous obtenons un recouvrement de G avec 3 spécificaticns de GO'
C'est un recouvrement minimal car :

- 2 7 e (L) -
DD"EISUD 30 3: 2| 2: 1)_8(3) 3

Cet exemple est inspiré du travail de J. MERMET qui, & partir de résea
arrive aprés plusieurs réductions, a un réseau crienté G, marqué sur li

et Mo notées 00, 0, X . Ce résea

1 2

obéit aux contraintes suivantes
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- d'une articulation marquée 0, une connexion ne peut aller que vers

une articulation marquée Jou @ .

- d’une articulation marquée @ , une connexion ne peut aller que vers

une articulation marquée O.

On cherche alors & décomposer le réseau G en sous-réseaux plus simples
ce probléme peut &tre formulé comme un probléeme de recouvrement, et vu les con-

traintes imposées, le réseau GO le plus simple pouvant recouvrir G peut &tre :

a) Dans GD' 1'écart maximal entre 2 sommets est 2, donc, on utilisera

voisinages & distance 1 et 2 de chaque articulation.

De plus, les réseaux étant orientés, on utilisera les voisinages
ascendants V ou descendants V'. En fait, les voisinages descendants
seront suffisants car on étudiera toutes les articulations de G et on

suppose que G n'a pas d'articulation isolée.

Soit le réseau G suivant
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b) Etude des voisinages d'ordre 1 et 2 dans G

0

et G

Partition des articulations de G suivant les marques :

(1.3,8) (4,5) (2,6,7)

Voisinages_descendants dans GD

V,(m,) = (m1,m ,m.)

171 2’3
V1(m21 = (m3)
V1[m3] = (m1.m1,m23

+
V1[1] = (2,3) (m3,m1]
+
m, V1(3) = (2,4,5,8) [m3,m2,m2,m3)
T8) =@
V1(8 =
Vi4) = (2,7) )
1[ - [2: (m3.m3
m
2 + =
V1(51 = (7) (m3]

+
V,(2) = (5) (m,)
m v;(m = (8) (m,)

+
V1F7J = {8) (m1)

v [m1J

N o+

+

VvV, (m.)

N
N

vE(m.)
2(M3

vV, (1)

N+

+

vV, (3)

N

T8y
v, (8

+
V,(4)
&

V.o (5)
2

\" 7
42(4)
*(6)
V2(b

vi(7)
PA

it

(m1,m ,m

2’73

[m1,m1]

= (my,my,m,

)

)

(5,2,4,6)(m,,m,,m_,m_)

2°73772°73

(2,7,5,8)}(m ,m,,m.,m, )

(5,8){m,,m

(8](m11

(7) (m,)

#

1

3’3721

)
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Nous trouvons donc, comme Gi ayant au moins 2 connexions communes

avec 90 :

m

3

m, m

1717273
(a} d'ensembles d'articu- (1 3 4 2)
(py latiens 1 3 5 2)
(c) " (1 3 4 8)
(d) " (1 3 5 86)
{e) " (8 3 4 2)
(f) " (8 3 4 8)
(g) " 3 5 2)
(h) " (8 3 5 6)
(i) " (8 3 5 7)
{j) " (8 3 4 7)

Pour trouver, & partir de ces 10 spécifications de G0 un recouvrement a

nombre minimum de spécifications, nous considérons le produit booléen P.

P = (a+b) (a+b+c+d) (b+g) (a+b+e+g) (a+c+e+f+j) (bed+g+h+i) (c+d+F+h) (a+e) ()
(1) (f+h)(i+3) : ’
. P = (a+b)(b+g) (a+eli.j.(Ff+h)

(ab+ag+bel)i.j. (f+h)

A parfir de ces .10 spécifications, il existe 6 recouvrements de G & nom-~

bre'minimgm de spécifications : {a;b,f,1,j5}
{a.b.h,1i,]}
{a,g.f,1,3}
{e.g.h,i,3}
{b,e,f,i,j}

{b:enhnioj}
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Si nous choisissons le recouvrement {b.e,f,i,j} nous obtenons un reco
vrement de G avec 5 spécifications de GD‘ ces spécifications ayant pour ensemble

de sommets

(1,3,5,2)
(8,3,4,2)
(8,3,4,6)
(8,3,5,7)
{8,3,4,7)

Ce n'est pas un recouvrement réduit, mais il est possible de trouver a

partir de ce recouvrement un recouvrement réduit, par exemple :

(1 3 5 2) sans la conrexion (3,2)

(3 4 2) sans la connexion (3,2)

(6 3 6)
(8 5 7)
4 7)

Le recouvrement trouvé, non disjoint sur les articulations n'est en
fait pas trés intéressant au pcint ce vue technologique car il ne correspond pas

a une réalisation physique.
Nous modifions donc le probléme de la fagon suivante

Le réseau orienté G précédent est transformé en un réseau R de noeuds e
d'étoiles : les articulations de G seront les noeuds de R; de plus, & chaque arti
. . s % . .
culation x de G, nous associons une étoile x° de R telle gue, si p ccrrexiors sor
taient cde x, dans O, pour entrer dars p noeuds Xq0 x2,...., xp. alors dens R i1l
. . x .
existe une seule connexion sortant ce x et entrant dans x et p connexiors scrtan

de x* et entrant dens xq, x2,.... xp.

Le réseau GD est transfcrmé de méme en un résesu RC' Les réseaux R et R

de noeuds et c'étciles obtenus sont des tissus (17 ).
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Nous recherchons un recouvrement tel que seules les articulations qui

sont des étoiles puissent &tre couvertes plusieurs fois.

Technologiquement, ceci signifie qu'il n’est pas souhaitable qu'une ar-
ticulation (représentant un composant technologique) soit utilisée plusieurs fois

mais que par contre, sa sortie peut attaquer plusieurs autres articulations.
Nous supposerons gue le réseau R construit, qui a une structure de tissi

posséde une ou plusieurs sources et un ou plusieurs puits, ou bien peut s'y ramens

par adjonction d'articulations supplémentaires.

III - 1. Principe de recherche d’'un recouvrement

Nous construisons un recouvrement de proche en proche, en partant d'un

noeud source.

s

1) Etude préalable de RO' pour déterminer 3 quels voisimages se limiter.
Nous ne raisonnerons gue sur les noeuds, donc nous ne considérerons

que les voisinages d'ordre pair des noeuds.

Détermination des voisinages pour les noeuds de RO ayant des marque

différentes. Supposons que nous nous limitions a V; et V;.

2) Scit L une liste d'articulations

L =28

3) Soit Xg un noeud source de R.

+ +
. . ,
Détermination de V, [xo) et de \4 (xo).

4) Construire une spécificaticn de RD' en prenant X, et parmi les noeucds

+
de V2

(xol et ce V; (xO] ceux dont les marques sont compatibles avec
celles de g En particulier, si V; [xo) T V; [xo) # C, prendre de pré-

férence les noeuds de cette intersection.
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Soit [xD. x1..... xk) 1'ensemble des noeuds de cette spécification.

Rechercher si les antécédents de chaque noeud x_, x

1 2,..X

K appartienner

aLu {XU' Xgseons xk}.

- si c'est le cas, soit N = {xD, Xqoeos xk} et construire une nouvells

spécification de RO' d'ensemble de noeuds N.

-~ si ce n'est pas le cas, rejeter tous les noeuds pour lesquels ce n'eg
pas vérifié, et avec les noeuds retenus, construire une nouvelle spé-

cification de RD' Soit N 1'ensemble des noeuds retenus.

5) Ajouter & la liste L 1'ensemble de noeuds N.

L= LUN

Si L =X, 1'algorithme est terminé, sinon constituer un nouveau réseau
R en supprimant les noeuds de N ainsi que leurs connexions (entrantes ¢

sortantes). Déterminer les nouvelles sources de R et aller en 3.
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III - 2. Retour & 1l'exemple 2

Les tissus R et RU obtenus & partir de G et GO sont :

6'

Dans R, 1 est un noeud source et 8 un noeud puits.
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1) Etude_de R,

Nous n’'étudions que les voisinages V* et V;

2
v ) = ¢ ) Vi om,) = ( )
2 (M) = (my,m;,my g ‘M = Mpemy.My
vy ) = ) v ] = )
2 [m2 = [m3‘ 3 (m2 = (m,l.m,l.m3
vy ) = ) RN ) = ( )
2 (m3 = (m1,m1,m2 _ 4 (m3 = (m,,m, ,m,
2) Le_noeud 1 est_noeud source, de margue_m,
+ +
Vo (1) = (3,2) (m,,m]) Y, (1) = (4,5,2,6) (m,,m,,my,m,)

Tous les antécédents des noeuds de N1 appartiennent a N1. donc nous

choisissons comme premiére spécification le sous réseau partiel de RD recouvrant |/

REMARQUE

Na n'aurait pd &tre retenu car tous les antécédents ce 2 (en particulis

n'appartiennent pas & Nj. On aurait alors di se limiter a N, = {1.3}.
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5) En supprimant N1. le nouveau réseau obtenu R est

Dans le nouveau réseau R, 5 est un noeud source, de marque m, .

Vo (5) = (7) (m,) v:

2 4 (8) = (8] (m1l

Dans 1'ensemble de noeuds N2 = (8,5,7), le noeudma dcit‘étre supprimé
~car i1 & pohr antécédent 6 qui n'appartient ni & la spécification construite ni

~. 8 N,. Prendre N, = (5,7).

2 2

- En définitive, nous obtenons un”recdbvrement avec seulement 3 spécifice-

‘tions, gui ont pour ensémbleswde noeuds :

SN, = {1,.3, 4, 2}

1

N, = { 5, 7}

N ={ apv)S}
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REMARQUE

Ce recouvrement est effectué avec 3 spécifications alors qu'’avec la mé-

thode précédente il en fallait 5.

Technologiquement

Cherchons une réalisation physique de ce probléme : nous appelons
"plaquette” une implantation technologique des 4 composants représentés par les 4

noeuds de RO et ol les entrées et les sorties de 4 noeuds sont reliées & des born

gui peuvent &tre accessibles de l'extérieur de la plaquette.

Réaliser le réseau RO revient a déterminer p "plaquettes” recouvrant le
réseau R ainsi que les connexions qu’'il faut tracer sur ces plaquettes ou entre

une plaquette et celles qui la précédent pour recouvrir toutes les connexions de |

Pour 1'exemple donné, une réalisation technologique est la suivante

x€)
Hoa O e =,

Il est clair que le réseau R0 utilisé pourrait étre maintenant plus sim;

et en particulier il n'est pas nécessaire qu’il y ait 2 noeuds de marqgues m1 dans

RO : en effet, une liaison'(m1.m1) peut étre réalisée avec des interconnexions en-

tre 2 spécifications de RO.
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Cette méthode, congue & partir d'un exemple pratigue donné par J. MERMET
est constructive et nécessite une rapide étude du réseau RO au préalable. Cepen-
dant, n'utilisant pas de méthodes de retour-arriére, elle semble efficace et donne

un recouvrement minimal pour 1'exemple choisi.

Un autre probléme peut &tre posé : étant donné un réseau R de noeuds et
d’'étoiles, déterminer un réseau RD gui puisse recouvrir R et tel gqu’il existe un

recouvrement de R avec RD utilisaht un nombre minimum de spécifications de RD'
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