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INTRODUCTION

Notre travail est une contribution & 1'étude des demi-
groupes ayant une partie génératrice idempotente. La notion de
demi-bande - c'est ainsi que nous appelons ces demi-groupes -
joue, 4 la fois sur un plan algébrique pur comme sur un plan

informatique, un rdle intéressant.

Dans un premier chapitre, nous &noncons quelques pro-

priétés élémentaires des demi-bandes et nous montrerons aprés
une serie de rappels de la théorie des demi-groupes qu'une de-

mi-bande non idempotente posséde au moins quatre é&léments.

Le deuxiéme chapitre est consacré & une é&tude relati-

vement compléte des demi-bandes engendrées par deux générateurs
idempotents ("demi-bandes de type deux"). Une &tude de 1'ensem-
ble d'idempotents de ces demi-bandes nous conduit & une clas-
sification de toutes les demi-bandes de type deux. L'essentiel
de ce chapitre est paru dans SEMIGROUP FORUM [31 .

Le troisiéme chapitre tralte des propriétés des demi-

bandes de type deux quelconques en considération des outils

classiques de la théorie des demi-groupes. Une attention parti-

S

culiére est consacré au préordre et 4 l'ordre d'absorption ain-
si qgu'a une demi-bande engendrée par un circuit alterné de quatre

idempotents.

Dans un quatriéme chapitre la théorie de Green nous

aide 4 mettre en évidence la structure de l'ensemble d'idem-
potents d'une demi-bande. En particulier nous montrerons que
toute D-classe d'une demi-bande réguliére contient un et un
seul plateau d'idempotents et qu'une telle demi-bande est

union de groupes.




Le cinquiéme chapitre étudie l'aspect informatique des

demi-bandes. Nous partons des automates asynchrones finis, pour
lesquels, pour chaque entrée x et chaque état interne g, 1l'état
successeur (qu'on note (q)cSX)vérifie ((q) éx) 6x = (q) SX. Cela signifie
que le monoide de transition d'un tel automate est une demi-ban-
de finie. Nous montrerons que toute machine sequentielle finie
peut étre simulée par une machine asynchrone. Enfin nous mon-
trerons que la mise en paralléle et en série des machines asyn-

chrones définit de nouveau des machines asynchrones.




CHAPITRE ]

LA NOTION DE DEMI-BANDE ET RAPPELS GENERAUX




I - DEFINITION ET PROPRIETES ELEMENTAIRES DES DEMI-BANDES

Définition 1 :

- On appelle demi-bande tout demi-groupe avant un

systéme générateur constitué d'idempotents.

- Si n designe un cardinal non nul, on parlera de

demi-bande de type n, lorsqu'un systéme générateur idempotent

a pour cardinal n.

Nous noterons PT un systéme générateur idempotent

d'une demi-bande T.

Remarques et propriétés élémentaires

1) Une bande (demi-groupe idempotent) est en particulier

une demi-bande.

2) Une demi-bande de type un n'est autre gu'un monoide

trivial 4 un &lément, & la fois groupe et bande.

3) Par adjonction d'élément neutre ou absorbant, une

demi-bande reste une demi-bande.

4) Par quotient (ou image homomorphe) d'une demi-bande,

on obtient une demi-bande.

5) Le produit direct d'une famille finie de demi-bandes
est une demi-bande. (Si Pi est une partie génératrice idempo-
tente de la demi-bande Ti (i€I) alors I Pi engendre I Ti et

est idempotente). * +

6) Sauf dans le cas trivial, un groupe n'est pas une

demi-bande.

7) Un sous demi-groupe d'une demi-bande n'est pas en

général une demi-bande.

Cette derniére propriété apparemment négative n'est
pas génante car tout demi-groupe est plongeable dans une

demi-bande comme nous le verrons au chapitre V.




I1 -

RAPPELS GENERAUX ET RESULTATS PRELIMINAIRES

Nous noterons EM l'ensemble des idempotents d'un

demi-groupe M. La structure interne de EM peut étre mise en

relief par les outils suivants [71].

- Le préordre d'absorption & droite (3 gauche) sur Ey défini

par

e af 285 [fe = e e af <285 [of = e

d g

dont l'équivalence associée est notée = (=) et appelée
g d )
isovalence gauche (droite).

- L'intersection de ces deux préordres est un ordre appelé
ordre d'absorption et noté

e £ £ ¢g§£>[ef = fe = el (e "absorbe" f).

Par suite 1l'intersection des deux é&quivalences

11l

et I est l'égalité et donc une classe gauche coupe une
d

classe droite en un élément au plus. Il en résulte que si

Qo

4 idempotents €11 €5r €34 €4y distincts ou non, vérifient

les isovalences selon la figure :

=

e1 g e,

= =

d d

“4 g °3
alors e, = e2 = e4 = e, et de meme e1 = e4~¢==>e2 = e3.
Enfin e1 = e3 —" e2 = e4 = e1 = e2 = ey = e4.
Une telle structure sera désignée sous le vocable de rectangle
(€47 e5r 37 €,).

- Les classes de la fermeture transitive de la relation

[e

f ou e

= f] se nomment plateaux d'idempotents ou plateaux [0
d

Q1




- Un ensemble QEAEM est appelé gquadrillage, lorsque pour
toute paire e,f de Q, il existe deux idempotents e1 et f1,

£, £,) soit un rectangle.

tels que (e, e ]

1[
A part cela nous utilisons dans la suite les
notations suivantes [4,8 pour la recherche des propriétés

algébriques des demi-bandes :

- Un élément m d'un demi-groupe M est dit régulier si m.ZmMm.

M est dit un demi-groupe régulier si tout &lément de M est

régulier. On démontre alors que pour tout &lément a de M il existe b de M
tel que aba = a et bab = b; b s'appelle un inverse de a.

- M est appelé& un demi—groupe'intra—régulier si on a pour

tout élément m de M : mGMmZM.

- Un élément m d'un demi-groupe M est dit de torsion si le

sous demi-groupe qu'il engendre est fini ce gqui est équivalent
d : m engendre un (unique) idempotent en (em = mk, k 3 1). Dans
ce cas, le sous demi-groupe monogéne engendré par m posséde

un indice i > O et une période p > O [8], tels que m* = m**P
pour tout r 2 i ; m est dit czcligue, si i =1, stable si p = 1.

Un &lément cyclique et stable est alors idempotent.

—- Nous dirons qu'un demi-groupe M est de torsion, cyclique,

stable si tout &lément de M est respectivement de torsion,

cyclique, stable.

Un demi-groupe M est dit nul si MM = {0}, O &tant

absorbant.
- Soit M un demi-groupe. Le monoide M1 est défini par :

1 M si M est d&ja un monoide
Moo= M\J{l) autrement, od 1 est 1'€lément neutre adjoint & M.

- Soient 2 et m éléments d'un monoide M. £ est dit inverse &

gauche, inverse d droite, inverse (bilatére) de m si 1l'on a

respectivement £m = 1, m2= 1, mg =2%m = 1.

- Un élément m d'un monoide M est appelé unité gauche, unité

droite, unité (bilatére) s'il posséde respectivement un inverse

a gauche, & droite, bilatére dans M.




- Un élément m d'un demi-groupe M est appelé zéroide gauche,

zéroide droit si pour tout £ de M respectivement me M, me iM.

m est dit zéroide, si m est zéroide gauche et droit.

- Un demi-groupe M est dit dégénéré gauche (dégénéré droit) s'il

est idempotent et si pour tout £ et m de M respectivement m 4 &,

m < 2. g

d

- Pour tout élément m d'un demi-groupe M on définit [4, 2.1] :
1

1'idéal principal gauche engendré par m : L(m) :=Mmnm
1'idéal principal droit engendré& par m : R(m) := mM1
1'idéal principal bilatére engendré par m : J(m) := Mimm?,

- Sur la base de ces idéaux, on définit les relations

d'équivalences associées (relations de Green) : (&, meM)
pom <285, J(L) = J(m)
pzm <285 Ly = L(m)
i <22Ls R(%) = R(m)
H def LR
p $8L 1or = RoL (D EW)

On note Jm’ L , R, H_, et Dm les J, L, R, H et D-classes

m’ “m’ “m
d'éguivalence respectives contenant l1'élément m.

- Un demi-groupe M est dit simple & gauche, simple & droite,

simple, bisimple s'il vérifie pour tout é&lément m respectivement:
L =M, R_ =M, J =M, D =M,
m m m

- Un sous-ensemble I d'un demi-groupe M est dit idéal & gauche,

idéal & droite, idéal (bilatére) s'il est non vide et s'il

vérifie respectivement MI&€ I, IM& I, MIM €1,

- Un idéal I (4 gauche, a droite, bilatére) d'un demi-groupe
avec absorbant O sera appelé O-minimal, si I#{0O} et {0} est le seu
idéal (4 gauche, & droite, bilatére) de M contenu proprement

dans I.




- Un idéal minimal bilatére 4'un demi-groupe M sans @élément

absorbant est minimum pour l'inclusion et est nommé noyau.

= M est dit demi-groupe JP [€] si toute J-classe de M contient

au maximum un seul plateau d'idempotents. Il est clair que

a b & L[_=L_ etqueazb & R_ =R

a b 3 a b* Ce qui prouve

Vo]

qu'un plateau est dans une D-classe.

= Un demi-groupe M est dit plat s'il contient un et un seul
plateau d4d'idempotents.

— Nous dirons enfin qu'un demi-groupe M est artinien lorsqu'il
n'existe aucune suite infinie d'idempotents strictement

décroissante pour 1l'ordre d'absorption.

Proposition 1 : Si T est une demi-bande, non idempotente, de

torsion alors ET a au moins trois éléments.

En dehors du cas absurde trivial IET[ = 1, la seule

possibilité pour contredire ce fait viendrait du cas ET

a # b. L'idempotent attaché a ab, eab vaut alors a (ou b) ce
qui entraine ab = a (ou b) ; de méme ba vaut a ou b. Comme T
pr 1l en résulterait T = Eq contredisant
le fait que T est non idempotent.

est engendré par E

Conséguence : Une demi-bande, non idempotente a au moins quatre

= {a,b},

élements distincts.

Nous pouvons méme préciser :

Proposition 2 : Il existe, & un isomorphisme prés, une et une

seule demi-bande non idempotente 4 quatre &léments. Elle est

du type deux.




L'existence est assurée par la demi-bande ’I‘4

(engendrée par a,b) de table

(L'associativité est véerifiable par un test de Light [41).

Montrons l'unicité&. Soit T une demi-bande non idem-

potente d'ordre 4 (donc de torsion).

Alors d'aprés la proposition 1 : |E,| > 3. Cela

-
impose IETI = 3,

Posons E = {a,b,c} et soit d le seul é&lément non
idempotent de T; 1l'un au moins des produits xy (X, yé.ET) vaut
d, sinon E_ n'engendre que E_ et non T. Supposons (ce qui ne

T T
change pas la généralité) que ab = d. Nous avons alors ba = c.

(En effet ba = d =P dd = (ba) (ab) = b(ab) = b(ba) = ba = 4d ;
ba = a =P dd = abab = aab = 4 ;
ba = b =P dd = abab = abb = 4).

De méme dd = ¢ car dd = a entraine abab = a d'od ababb = ab,
soit d = d et de méme dd = b entratne d° = d. L'égalité ¢ = d4d

s'écrit ba = abab d'od aba = bab = ba = c.

La table de T ne peut donc &tre complétée qu'en Tye







CHAPITRE II

LES DEMI-BANDES DE TYPE DEUX




I - DEMI-BANDE LIBRE DE TYPE DEUX

Nous désignérons par [ la demi-bande libre (de type deux)
engendrée par D = {d1,d2}, (d, # d,). L peut &tre définie (4 iso-
morphisme prés) comme quotient du demi-groupe libre D+ (sans neu-

tre) par la congruence engendrée par les relations

d1d1 1 et d2d2 N d2

L est en fait le produit libre de deux demi-groupes & un

~vod

&€lément. Les &léments de [ peuvent canoniquement &tre considérés

comme des mots sur d1 et d2. Donc

2(d1d2,d2d1;d1d2d1,d2d1d2, ..... }

avec comme régle du produit

L ='ﬁ1,d

Edid.ﬁ si i # j
(£d;) - (a;n) = I
J £d.n si i = j
i
Nous parlerons de la longueur d'un mot 7 de 7 (notée ||

comme le nombre de lettres de 7.

I1 est évident que

- toute demi-bande de type deux est isomorphe & un quotient de L

- E, =D

- L est union disjointe de 6 sous demi-groupes

Lar Zor Lyqnlqge Loqr Ly,

ou Li ={d£ et Lij est 1l'ensemble des mots de I commencant a di’
terminant 4 dj et de longueur supérieure & un. Ces 6 sous demi-
groupes sont monogénes et les 4 derniers sont librement engendreés

respectivement par d1d2d1,d1d2,d2d1,d2d1d2.

- tout élément 7 de [ peut &tre écrit sous la forme
ﬂA d1 (d2d1) d2

avec i1,i3 € {o,1}, i2 € N, i1+12+i3 > O et avec la convention que

dg est le mot vide .
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Définition 1 : Soit 7 un é&lément de t! (1 étant le mot vide).

(1) Nous appelons mot dual de T 1°image de 7 sous 1" appli-

cation bijective y : L1-—0 A avec

sim =1
(i # 73) siﬂ=diéD

1
(m)y == d.
dj(ﬂ')w (1 # j) si me IND et 7 =diﬂ'

Le mot dual de 7 sera designé plus simplement par T. Par exemple

d2d1d2d1d2 = d1d2d1d2d1

(2) Les projections p et d : b — D v {1} sont définies par

1 sim =1
(mp := ' 1
3 — t
di si ™ = diﬂ ’ di € D, n'e L
1T sim =1
(m)d := ' 1
d. i ™ = 7'd. d. € D € L
j =t s I B
Il est évident gue T o= T, (Mp = (Mp et (mMd = (md.
Lemme 1 : Soient m, m; et n, des &léments de L.
(1) Pour tout 7' de L avec |n'| > W] il existe Y
1 1 | I -
61, 82 dans [ tels que 7' = a1ﬂ81 et ' = u2ﬂ82
(2) 8i (vp)d # (m,)p alors 1ﬂ2k = iﬂ1\ + \ﬂzl sinon
\ﬂ1ﬂ2‘ = \ﬂ1\ + {ﬂzi -1
(3) §i}ﬂ1‘ <] m,l alors bﬂﬂ € lam,l et ‘ﬂ1a§ ¢ |r,al pour

tout o de L .

(4) si ‘ﬂ1\ < ]v2\ alors aﬂ1B # am,B pour tout a,B de L avec

(@)d # (r))p et (B)p # (m,)d.

(5) Si am = Bm ou 7w T8 pour certains ao,B8 de L1 alors nous

B(m)p ou (m)da = (m)dB

avons respectivement a(w)p
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Preuve

(1) pe Ir'[ > \nl suit \v'\ > |%| et il est évident que 7 et
T sont contenus dans le mot T'.

(2) Evident avec la définition du produit dans L et de la
longueur des é&léments de L.

(3) De (2) et \n1\ $ \n2|—1 on déduit
\aﬂ1\é \a|+\ﬂﬂ < la\+\ﬂ2\—1 3 \dﬁzl('ﬂfﬂ é\w1\-+\a\£hb\ +a| - 1é\ﬂ2a\).

(4) de (2) nous savons \aﬂzs\ = \a\+\ﬂ2\ +\8} et\aﬂ18\ Z lal'+
+ V.l +18l. comme \r.\ <in.\ : lam.Bl< lam,81 ce qui entrafne

1 1 2 1 2

aﬂ1B # asz .

(5) Supposons am = Bm . Il est évident que aé{1, (7)p}est équi-
valent 4 B € {1, (T)p} et que dans ce cas a(m)p = B(7T)p. Supposons
alors a,BeL, o # B et o # (m)p # B ce qui entraine (a)p = (R)p

Les inégalités Yol +lnl-1 € larl £ \al + \nlet gl +1m\ -1 ¢
£ 1gnl ¢ 18l + \n\ jointés & \am\ = |87\ conduisent é<5:=\kﬂ-\M\$ 1

Si § = O alors o = B et comme conséquence a(m)p = B(m)p

Si § = 1 alors (B)d = (a)d. Supposons B = a(d)d ce qui ne
change pas la généralité.

Si (B)d = (mMp alors \fnl = gL+ > Jal+ Il 2 \an] ce qui
est une contradiction & \gm\ = laml . Donc (B)d = (m)p, mais dans

ce cas B(m)p = a(m)p(mp = a(m)p
La démonstration du cas ma = 78 = (m)da = (m)dR est ana-

logue.

Le théoréme suivant met en &vidence 1'importance particu-

liére de la demi-bande libre .

Théoréme_ |

(1) La seule demi-bande infinie de type deux (4 isomorphisme

prés) est la demi-bande L.

(2) Toute demi-bande T, non idempotente avec \ET\ = 2 est

isomorphe 4 L.

Preuve:

(1) Toute demi-bande de type deux est isomorphe d un quotient

de L' (c.a.d. a L si les classes sont d un seul élément). Imaginons




1I
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qulune classe identifie deux mots distincts TyrTy de L et supposons

lﬂ1' =P &£ Py = ‘ﬂz\ .

Tout mot 7, de longueur pj supérieure a P, contient d” apré
Lemme 1 T, comme facteur (i.e.: Ty = aﬂ2B, a,BéZﬂ). T3 est donc
équivalent a ﬂ3’ = aﬂ18 de longueur strictement plus petite que P3
dans le cas Py < Py Si Py = Py s T, et Ty ont méme longueur, donc
Ty, = ?1 et 1'évaluation de15‘ =(MHB améne donc un raccourcissement

d'*une ou deux unités sur la longueur de 7 Par ce phénoméne de reé-

3
duction de longueur, le quotient est alors fini.

(2) Une demi-bande vérifiant les hypothéses de (2) ne peut
étre de torsion d'aprés la proposition 1 ch(I); elle est donc infi-

nie de type deux, donc isomorphe a L d'apres (1).

. L P . . . .
Nous nous interessons désormais aux demi-bandes finies

de type deux.

STRUCTURE DES DEMI-BANDES FINIES DE TYPE DEUX

Le théoréme 1 nous d montré que toute demi-bande de type
deux différente de L est finie et donc de torsion. Nous savons en
outre gqu'elle posséde plus de deux éléments idempotents (i.e. les
idempotents attachés aux générateurs des quatre sous demi-groupes
monogénes images des Lij). La structure de ces demi-bandes et la
structure d'absorption de leurs idempotents est mise en évidence

par le théoréme suivant :

Théoréme 2 : Soit T une demi-bande finie engendrée par les deux

idempotents distincts f et g.

(1) T est union des deux sous demi-groupes triviaux {f} et

{g} et des quatre sous demi-groupes monogénes engendrés respective-

ment par fg, gf, fgf et gfg . Ces quatre é&léments ont méme période

et les jeux possibles de valeurs prises par leurs indices sont don-

nés par le table
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I IT IIT | IV A% "VI
fg | 1 i+1 i i+1 | i+1 i+1
gf i i i+1 } i4+71 | i+1 | i+1

fgf i | 1 i i i+1 i
gfg i i i i i i+1

(Les jeux II et III, V et VI correspondent chague fois & une situa-

tion symétrique par échange de f et g).

(2) L ensemble ET est la réunion de {f,g} et du rectangle

_ . ) . . N Nt
QT {efgf’egf’egfg’efg} eventuellement aplati ou réduit & un poin

En outre

efgf < £ et egfg < g

Nous visualisons le resultat (2) par le schema général
(fig 1)

Ce schéma pouvant donner lieu & des dégénérescenses.

Preuve

(1) Considérons la demi-bande libre L (engendrée par {d1,d2} ).

T est image de [ par un morphisme ¢ avec (d1)¢ = f et (d2)¢ = g.

L' image (Lij)¢ du sous demi~-groupe monogéne Li.‘est un
sous demi-groupe monogéne de T et contient donc exactement un idem-
potent. Donc nous avons lETI & 6.

Nous avons les deux séries de relations évidentes (& n'uti-
liser qu'avec des exposants strictement positifs):
(a,b e{f,g}, a # b)
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(ab)P = a(ba)P b = (aba)P b = a(bap)P!

(aba)p = (ab)pa = a(ba)p = a(bab)p_1b

Soient (i1,n1),(i2,n2),(i3,n3) et (i4,n4) les indices et
périodes de fg,gf,fgf et gfg respectivement.

De (fg)i1+n1 (fg)i1 nous déduisons (par la deuxiéme sé-
rie de relations) (fgf)l1+n1 = (fg9£)71 d'od résulte
i1 Zz i, et n, = 0 (mod n3)
Nous tirons de méme (gf)l1+n1+1 (gf)l1+1 d'ou. résulte

i1+1 z i, et n, =0 (mod n2).Enfin de la méme maniére:
i1 2 i4 et n, = O (mod n4).

En procédant ainsi 4 partir de (gf)i2+n2 = (gf)iz, puis
de (£g£)13™™3 = (£g£)13 et enfin de (gfg) T4*P4 = (gfg) 14 nous arri-
vons a

iz+1 7 i1 et n, = 0 (mod n1)

i2 7 i, et n, = 0 (mod n3)

i2 z i4 et n, = 0 (mod n4)
i341 ij et ny; = 0 (mod nj), je{1,2,4}
i+ % ij et n, =0 (mod nj), je{1,2,3}

Les conclusions &noncées en (1)

sont alors facilement déduites.

(2) E, comporte d'aprés (1) au plus six é&léments:

f,g,efg,egf,gfgf et egfg' Nous avons
efg = (fg)i1n, egf = (gf)izn, Cegf = (fgf)i3n et egfg = (gfg)i4n
I1 est alors évident qu'on a :
e g b, e.p 3 a et € pa £ a (a,b e {f,g}, a # b).
On déduit é&galement
SqCeqr = (£g) 1P (£g£) B = (gqr) T BID o (ggpy 130 ecgt

et de méme
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= d'od résult e e
efgfefg = efg U résulte f9f & Cfg °

On compléte de méme la démonstration de (2).

Lemme 2 : Soit T une demi-bande finie engendrée par les deux géné-

rateurs distincts £ et g. Soient i1,12,i3,i4 les indices des sous

demi-groupes monogénes <fg>,<gf>,<fgf> et <gfg> de T, p leur pério-

de commune et i un parametre entier,non nul.

Alors le jeu d'indices (i1,i2,i3,i4) est inférieur ou égal a

" .
() TP = (£q)*
(1) (i,4i,4i,1) si et seulement si et
(gf)*TP = (g£)?
(2) (i+1,i,i,4) si et seulement si (gf) TP = (gf)?
(£gf) TP = (£q£)?t
(3) (i+1,4i+1,41i,1) si et seulement si et
" .
(gfq) P = (gfq)?t
(4) (i+1,i+1,i+1,1i) si et seulement si (gfg)l+p = (gfg)l

L’ implication (=%) &tant évident pour tous les quatre cas

il nous suffit a démontrer chaque fois la reciproque.
(1) De (fg)l+p = (fg)l nous déduisons (fgf)l+p = (fg)l+pf =

= (fg) 1t = (£gD) Y et (gf) IR = g(£g) PP = geqyt = (gfg) . Le jeu

d” indices est donc majoré par (i,i,i,i).

(2) La démonstration est analogue d celui de (1) en mention-

nant qu'il n'y a pas moyen de déduire de (gf)i""p = (gf)i que
(fg)i+P = (fg)i - On examine , pour cela, le probléme du mot dans
la présentation f2 ~ f g2 g (gf)1+tP ~ (gf) 1,

On procéde d'une maniére analogue pour les cas (3) et (4).

Proposition 2 : Soit T une demi-bande finie engendrée par les deux générateurs

f et g. Alors (avec les notations du théoréme 2) :

(1) T posséde un &lé&ment absorbant si et seulement si Sy = Cgf =

= = e -
®fgf = gfg
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(2) Soit \T\ ? 4; alors T est un demi—-groupe simple si et seulement

|Epl =4 ete, =a; abeif,g}, a#b.

Preuve

(1) {(@==) étant évident il suffit 4 démontrer (=») : Soit ae T
élément absorbant. Si a € {f,g} alors trivial. Sinon nous avons pour tout
paire x,yde T : xay = a et par suite a€ <fg>,<gf>,<fgf>,<gfg> ce qui

permet de conclure.

(2) (=) : T simple implique £f,g9 € TXT pour tout élément x de T.
I1 existe donc par exemple a,b € T tels que f = aefgfb . Donc £ = faefgfbf
ce qui entraine f € <fgf> . Par conséquence f = efgf .

Si maintenant e = e, alors nous avons d'aprés le théoréme 2

fgf fg

°yf = Sgq donc fg = £ et gf = g ce qui contredit |T|» 4. En procédant

ainsi avec e = e, Oue

gfg fg afg = efgf (=9) est d&montré.

@=) : Les relations (2) du théoréme 2 montrent en particulier que
eyd =a=as pour tout a,b€{f ,g}, a # b.

T est 1'union des 4 sous demi-groupes <ab> et <aba> qui sont méme
des sous groupes (bitis sur e b !’ Saba = a) car e b (a) est reutre pour
<ab> (<aba>) et x € <ab>(<aba>) implique x = ayb (aya) et X T X8y = X
(ax = xa = X). Par ailleurs ilexisteunktelquexk=eab @, k21et
x manifestement admet un inverse pour b (a).

Les idempotents b (@) sont dans une méme D-classe parce qu'ils
forment un plateau d'idempotents. D'aprés [6,prop. 1.1]1 un plateau est

camplétement contenu dans une D-classe. T est alors union des H-classes

correspondantes et donc simple.

II - UNE CLASSIFICATION DES DEMI-BANDES DE TYPE DEUX

-

Les résultats précédents nous mettent en mesure diexhiber toutes les

classes d'isamorphisme de demi-bandes de type deux. Nous utiliserons la techni-

que de la présentation par générateurs et relations guidée le th. 2. A la fin de

Ce paragraphe nous verrons encore une méthode qui nous permettra de identi-
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fier toute demi-bande de type deux comme quotient de la demi-bande
libre L, par une ou deux relations particuliéres entre deux &lé&-
ments de L. '

Nous constatons d'abord que 1'ensemble d'idempotents ET
d'une demi-bande finie T de type deux peut avoir une des structures
énumerées dans la figure 2. C'est une conséquence immédiate du thé-

oréme 2 par l'application d'une ou plusieurs des dégénérescenses

suivantes (Pp, = {f,q}) :
D1 f = efgf
D2: g = egfg
D3: efg = efgf ce qui est gqulvalent a egf = egfg
D4 efg = egfg ce(mu.em:equyak#m a egf = efgf

Ces dégénérescenses réduisent donc le nombre d'éléments

de Ep. Nous signalons explicitement que la dégénérescense Dy

provoque pas une situation isomorphe au résultat de la dégénéres-

ne

cense D4 alors que la dénéréscense D1 produit un résultat isomor-

phe a la dégénérescense D2.

Discussion des cas

cas c,: s'il n'y a aucune dégénérescense dans Ep alors }ETi = 6.
Dans ce cas se présentent d'aprés le théoréme 2 quatre situations
non isomorphes avec une periode p et un paramétre i pour le jeu
d'indices (i1,i2,i3,i4) des sous demi-groupes monogénes <fg >, <gf>,
<fgf>, et <gfg> de T :

- (i,i,i,i) ce qui (d'aprés le lemme 2) conduit 4 la présen-

tation par 2 relations (fg)l+p = (fg)l et (gf)l-‘hp = (gf)l

- (i+1,i,i,i) ce qui conduit & la présentation par une re-
lation (gf)**P = (g£)?

- {(i+1,i+1,i,i) ce qui conduit 4 la présentation par 2 re-
lations (£9£)*'P = (£fg£)1 et (gfq)i*P = (gfq)l

- (i+1,i+1,3i+1,i) ce qui conduit a& la présentation par une
i+p _ i
= (gfq)

relation (gfgqg)
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aucune
1 jdégénérescense

fig (2)

(a,be {f,g},a#b)

N N /s
/ i S

€fgf  Sgfg €rgf  Sgfg

Dy et c D3 et c10
(D] ou D2) 2 Dy et D2 Dy et Do

it
(=L

D3 et D4 et
€11] (D1 ou D2)

(7)

cas ¢,,C5: Une dégénérescense du type D1 ou D2 implique pour un
a

<8

Qi

certain né IN = (aba)n Donc
aba(aba)n = (aba)naba = aba
ab(ab)® = (ab)"ab =

(aba)™b = ab

) b(aba)? = ba

(ba)nba

ba (ba
bab (bab)™ = (bab) bab = b(aba)®b = bab

Le jeu d'. indices est donc (1,1,1,1) la demi-bande résultante T
est cyclique et n = p . Au cas Cys T est simple d'aprés la pro-

position 2 et présentable par deux relations a = (aba)p,b = (bab)p.
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; Lqbns . ; - - kp _
Cas Cy1Cg,Cp: La dégénérescense D3 implique efg = efgf = (fqg) =

= (fgf)kp pour un certain k. D'ou:

fge g =e

fg - efgfg - efgfg - efg fg
gfegf = egfgf = egfgf = egff = egf
fgfefgf = efgffgf = efgfgf = efgf = efg
9t9egsg = SgegIfT T egrgTI T eged = ey

La période p de la demi-bande résultante T est donc égale & 1.
En ce qui concerne les indices nous avons quatre situations non

isomorphes :

- (i,i,i,i) présentable par les deux relations: (fgf)l = (fg)l
et (gfg)l = (gf)l. En effet puisque p = 1 (fg)l = efg et

i_ i_ i _
(gf) ™ = egf et (fgf)™ = efgf et (gfg)™ = egfg'

- (i+1,i,i,1) présentable par une seule relation: (gfg)l = (gf)l.

- (i+1,i+1,1i,1) présentable par les deux relations:

) 4 . X
(Fg6)* = (£ et (gfq)t = (gr) T,

- (i+1,1i+1,i+1,1i) présentable par une seule relation:

(gfq) T = (gf) 1T

Les considérations pour le cas Cg sont analogues.Le cas Ce combine

les deux dégénérescenses Dy et D, (donc p = 1) mais peut étre pré-

senté par la relation unique

p.= " » S = e = e )

®tg T Sgr (P Cgyp T Cygg fg = ®gf T Cfgf = €yfg

Les quatre jeux possibles d” indices conduisent aux pré-

sentations respectives suivantes

- (i,i,i,i) par une relation (fg)l = (gf)l
. ... . i+1 i
- (i+1,i,i,1i) par une relation (fg)™ = (gf)
- (i+1,i+1,1i,i) par une relation (fgf)l = (gfg)l

(i+1,i+1,i+1,1i) par une relation (fgf)l+1 = (gfg)l
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cas ¢4 a Cqq° Ces cas représentent les combinaisons possibles en-

tre les dégénérescenses D D2,D et D4. Comme dans tous ces cas la

17 3
période p et 1l'indice i vérifient:

p:i:']
il résulte de toute combinaison une et une seule demi-bande idem-

potente (& un isomorphisme preés). Chacune d“elle est aisément pré-

sentable par une ou deux relations.

Nous pouvons formuler comme résumé de ces considérations

les deux théorémes suivants:

Théoréme 3 : Toute demi-bande finie T engendrée par deux généra-

teurs idempotents f et g est définie 4 isomorphisme prés par la

donnée

- d'une période p et d"un jeu d'indices (i1,i2,i3,i4) véri-

fiant le table du théoréme 2 pour les sous demi-groupes mo-

genes <fg>,<gf>,<fgf> et <gfg> de T et

- de zéro, d'une ou plusieurs dégénérescenses différents du
type D1 ,D2,D3,D4.

Si une dégénérescense du type {:

Dy ou Dy

D3 o4 Dy

}‘ est donnée, alors la

., . du jeu d'indices {(1,1,1,1@
déclaration de la période ‘} est superflue et vaut 1 .
Théoréme 4 : Toute demi-bande finie de type deux (engendrée par les

idempotents f et g) peut &tre présentée par une ou deux relations

supplémentaires (en plus de f2 = f et 92 = g) et dans le cas de

deux relations sous la forme:

L=7T et T =T (u,7™ & L).

L'ensemble des &léments d'une demi-bande finie T de type
deux se compose des deux générateurs f et g et des &léments des
quatre sous demi-groupes monogénes <fg>,<gf>,<fgf> et <gfg>.Pour
le cardinal d'un tel sous demi-groupe monogéne S nous avons
s = igtp-1, si iy est 1l'indice du générateur de S. Une dégéné-

rescense du type D1 ou D2 diminue le cardinal de E. (et par con-

T
séquence celui de T) de 1 (4 part le fait qu'elle réduit le jeu

d'indices a (1,1,1,1)). La diminution induite par une seule dégé-
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nérescense Dy ou D, se monte d 2 (a part du fait que la période
est réduite 4 1). Si D3 et D4 sont vérifiées, alors la diminution
est égale & 3. Nous sommes donc en mesure de donner une formule

pour l'ordre de T:

Soient p la période et i1,12,i3p% les indices de fgqg,gf,
fgf et gfg respectivement. Pour 1 €1{1,2,3,4} soit x(Dl) défini

par

{ 1 si Dl vérifiée dans T
x(D,) =
1

0] autrement .

Alors nous avons

4 .
1 si x(D,) +x(@O,) >0
3 4
i = E i +4p-4- & YD) - {
=17k 1=1 1 0O autrement

Les tables suivantes donnent toutes les classes d'iso-
morphisme et montrent la situation des idempotents, la présenta-
tion standard et 1l'ordre de la demi-bande dans chaque classe. On
peut en déduire aisément le nombre de demi-bandes de types deux

ayant un ordre donné.
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PRESENTATIONS (f2=f,gz=g)

4 idempotents

ET g
STRUCTURE ET % RELATION (S) \T) REMARQUES
@) . . . .
ORDRE G1} SUPPLEMENT. |i. |i i
fg| *gf *fof gfg
+p i .
@gﬁj —(fgl it ifi| i [|4p+ai-2 union disjointe
gf) p=(gf)
. . - de 6
gE  P=(gey |i+1] i | 1 | i |ap+ai-1| T
isomorphe
1% . .
it+p i
@fg) “=(gfg)} . . : . .
+p Nt 4p+4i sous demi-groupes
(Egf)" "= (fgf)
6 idempotents gfg) P=(gfgy i+t i+t fi+1 ]| 1 |hp+si+1 | Tan?
. isomorphe
uhiondis—
g .
£ jointe de 4
p| (£g6)F = ¢ 1111111 4p+1 ) ) groupes
i isomorphe fcycl. et !
5 idempotents groupe triv
P _ demi-bande simple
P (fgf)™ = % 1 1 1 1 4p union de 4 groupes
‘ (gf)f = g cycliques
4 idempotents
i i
= I .
(fgf). (fg). i i i i 41 demigroups
(gfg) "= (gf) "
grg g combina -
i T ~ II |toire avec
(gfg) =(gn) i+t {1 |1 |1 |aint fe 9 *
1 isomorphe jJune I—clasH
i i+1 III|se pour
(fng"(fgl+1 ivt il [ i i |ai+2  denl mio
gfg) =(gf) :
nimal
i i < ¥ IV
_ Gfgl =gy Tt i+t Jiet fiet |1 |a1+3 f a9
4 1dempptents isomorphe
i i
= f R
(gfg). ( g)‘ i i i i 4i @poséde I |demi—grou-
(fgf) "=(gf) " :
pe combi-
i i natoire
(fgf)'=(gf)* fi+1 |1 |i |1 4i+1 pposé de II
) avec une
i i+1 [i-classe
— (fgf)i ‘(gf)i+1 ivl fivr [ 1 |1 Jai+2 opposé de ITL ;4o
(gfg) = (fq)
1 mini-
i i+l |, . . . . .
gfg) =(fg) i+l E+1 i+l |1 4i+3 opposé de IV |mal
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2
Ep % PRESENTATIONS (f =f,g2=g)
STRUCTURE ET 8 RELATION (S) \'T| REMARQUES
™
ORDRE SUPPLEMENT . i i J1i i
fg| 9f] "fof|gfg
(fg)l=(gf)l 5 5 5 5 4i-1 commutative -
ei i =1 demi-bande
X . —— avec
g aiget fier] 1] 1 |1 |4 |fe=9
iscmorphe absorbant
1
i i . . . . .
(fgf) = @gfg) i+l Ji+1f 1 i 4i+1
(fgf)i+1_(gfg)i it fietfivr {1 faien |F4=Y
3 idempotents isomorphe
9 A demi-bande
f = fg 1 1 1 1 I idempotente
3 idempotents isomorphe
1 3
g
£ = gf R R f w29 demi-bande
isomorphe opposée de A
3 idempotents
£=1g 1t 1111 |1 demi-groupe zéro & gau -
g =gt che & deux élements
2 _idempotents 1 2
'T £ =gt 1 1 1 1 demi-groupe zéro a droi-
g = fg te a deux éléments
2 idempotents
g . . ) . 5 f = 2 g deni-bande
1} £ = gfg commutative
i somorhe a 2 éléments
2 _idempotents
1
1 , '
: Q 1 f=g 1 1 1 1 1 proupe trivial :
' .
{ 1 idempotent '
I 3




CHAPITRE II1

LES ELEMENTS IDEMPOTENTS D'UNE DEMI-BANDE
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Nous quittons dorénavant le domaine des demi-bandes
de type deux pour obtenir des résultats plus généraux.
L'intérét principal de ce chapitre est de mettre en é&vidence
quelques propriétésdes demi-bandes de type (fini) n en
considération des outils classiques de la théorie des demi-

groupes rappelés dans le chapitre I.

LES ELEMENTS NEUTRES D'UNE DEMI-BANDE

Lemme 1 : La seule unité (gauche, droite, bilatére) d'une

demi-bande T! est 1'élément neutre 1.

Supposons par exemple que te,’I‘1 soit unité gauche.
Donc il existe (t'e T1) inverse 3 gauche de t, c'est & dire
t't = 1. Si t est idempotent, alors 1 = t't = t'tt = 1t = t.
t  dans P, avec t.t

Autrement il existe t1, t2, ceer b T ] 2...tn = t.
Dans ce cas, nous avons 1 = t't = t'ttn = 1tn = tn; en pour-
suivant on a ti =1 (1 €£1i<n) donc t= 1. Comme 1 est

évidemment unité (gauche, droite et bilatére) et comme les
cas ou t est unité droite ou bilatére sont analogues, la

démonstration est compléte.

(1) XT = T (Tx = T) <<= X est neutre d gauche (& droite)

(2) xTy = T &> x =y et x (comme y) est le neutre de T

(3) T1 avec |T'| > 1 n'est pas simple.

Ce dernier fait est dé&jd mentionné dans [5], mais démontré

d'une fagon trop circonstanciée.

Preuve': "« " de (1) et (2) évident.
(1) Supposons, sans changer la généralité, que xT = T avec

X = t1“'tk (tiGPT). Il existe donc pour tout t de T un t' de T

tel que t = xt' et par conséquent t,t = t pour tout t de T; d'od

t,t; = t, pour tout générateur t., de P
i i i

2...tk

neutres a4 gauche et x = tk est neutre & gauche.

est donc neutre 3
t

£

De méme t

Tl
gauche ce qui entraine que x = t sont

2’-.-, k
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(2) Soient x et y tels que xTy = T. On peut poser

X = t1t2...tk Yy = s152...s2 (tiePT, sjéPT)

Pour tout t €T il existe t'g€ T avec t = xt'y. D'od t1tsg = t
pour tout t. En particulier t1t1s2 = t1 et t1ssz = Sg. Les
deux termes valent t1sz. D'od t1 = 5,

t t1t = tt1 = t. Donc t1 est 1'é€lément neutre 1 de T. En

con:-inuant on obtiendra finalement:

et par suite pour tout

(3) Supposons que 7! avec |T1| > 1 soit simple. Alors nous
1 1 1 1 1

avons pour tout t, t' de T : T tT =T t'T =T . Il existe
donc pour tout t de T des é&léments t1 et t2 tels que t1tt2 = 1
ce qui entralne d'aprés le lemme que t1 =t = t2 = 1, donc
|T1| = 1 contredisant notre hypothése.

Nous pouvons déduire de cette proposition une
conc¢ition nécessaire pour qu'une demi-bande T ne soit pas
idempotente c'est: . »

{t | teT et tT # T} # ¢ et {t' | t'eT et Tt' # T} # @.

I1 est évident gqu'un demi-groupe dé&généré est
idempotent et muni d'une structure assez triviale. Le Lemme

suivant compose quelques propriétés égquivalentes a celle-ci :

Lemme 2 : Soit T une demi-bande. Alors les quatre propriétés

suivantes sont équivalentes :

(1) T est bisimple et admet un élément neutre & gauche

(& droite).

(2) T est dégénérée droite (gauche).

(3) T est simple & droite (4 gauche).

(4) Poet.T (Tt,) pour tout t, de P
i 1 i — 7T

€
Preuve :
(1) =» (2) : Soit g un élément neutre & gauche. Comme T

est bisimple, il existe pour tout e €E., un x €T tel gue ghx et xLe

T




1T -

- 26 -

gRX impligque gT = xT1 = T. En particulier g = x ou g = xy (y&T)
qui entralne que x = gx = XyXx et donc xT‘I = XT. x est donc neutre
d gauche (proposition 1).

De xLe, on déduit x = e (d'aprés [6, propriété 1.11), donc

Q

Xe = X = e, Donc tous les &léments de ET sont neutres a gauche

et T est dégénérée droite.

(2) =>(3) =>(4) : é&vident par application de la dé&finition.

(4) = (1) : évidemment t,T = T pour tout t,e P, car £, T

T
est un sous demi-groupe contenant PT.
Les ti sont donc neutres a gauche (proposition 1), T est

simple d droite et comme conséquence immédiate bisimple.

Nous ferons enfin une derniére constatation
une demi-bande commutative est une bande qui n'est autre gqu'un

demi-treillis (pour 1l'ordre d'absorption).

ELEMENTS IDEMPOTENTS ENGENDRES PAR DES IDEMPOTENTS D'UN
DEMI-GROUPE

Nous allons établir une série de conséquences
résultant de la génération d'un idempotent a partir d'autres

idempotents.

Définition : Etant donné dans un demi-groupe M, un produit

titotg.. .ty de k éléments (k > 1), on définit pour chaque
entier i€ {1,2,...,k}

- le iéme préfixe du produit par
t.t

1 2...ti_1 si i > 1
t1t2...tk si i =1

- le iéme suffixe du produit par

titi+1"'tk
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Si 1'on désigne par oy et Bk respectivement le
iéme préfixe et iéme suffixe du produit noté I, nous avons:

i> 1 aiBi =1
2

]
=1

i 1 a181

1<k ;8,07 = 8y

k>1 > 1 aiti = ai+1

Lemme 3 : Soit M un demi-groupe et t1,t2,...,tk une suite de k

é&léments (k > 1) QE_EM telle que e, = t,t,...t, appartienne a

EM. Alors en désignant par ai et Bi (1. 1 € k) les préfixes et

suffixes du produit t1t2...tk, nous avons pour tout i€ {1,2,...,k}:
def s N
(1) e, = Bie1ui appartient a EM
def . N
(2) £ = eiti appartient a EM
(3) tie44q = 5y s 1 <k et ey =5
(4) S1 1€ 3] <k
fifi+1"'fj = eititi+1"'tj en particulier f1f2...fk = e
(5) Si l'on désigne par o, et Hi les iémes suffixes et
préfixes du produit f1f2f3...fk alors
Oinj = eiBiaj ¥je{1,2,...,k}
o = e
i i

(6) Si S; et Pi désignent respectivement les ensembles

de suffixes, puis de préfixes du produit

t.t k Bttty (i > 1) alors

5;e,P, = {Bse1a£ ;: s, e{1,2,...,k}}

i+1E142- -t

S1e1P1

(7) o.II. et o.ll. sont inverses.
i) — 31
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Preuve

(1) En effet pour i = 1 8, = e, et a, = €, et 1'on obtient e,
Dans le cas général

€i®; = Bjeq 03B 8405 = Bjejejeq0y = Bieqa; = e

. — ' -~ —
(2) I1 est clair que tiBi Bi d'ou tiei e. et

fifi = eitieiti = eieiti = eiti = fi.

(3) 8i 1< k tiei+1 = tiBi+1e1ai+1 Bie1ociti=eiti=fi et

teq = Byeqeq = Byeqopty = et = £

(4) Par récurrence sur j a partir de j = i (vérification

évidente d'aprés la définition). Nous avons alors fifi+1"'fj =
eitiei+1ti+1"'tj—1ejtj; en utilisant (3) on obtient

e . f. f

1 -~ P4
I i+1"'fj-1tj' L'hypothese de récurrence permet alors

' 2 .
d'ecrire eieititi+1"’tj—1tj’

(5) Il est clair d'aprés (4) que

i 171 i i
D'od
Ginj = eiBie1aj = eiBie1e1aj = eiﬁie1ai€iaj= eieiﬁiujzeiﬁiuj
En particulier OiHi = eiBiai = Bie1aiBiai = Bie1e1o¢i = Bie1ai =ey.
(6) Un é&lément de Si a soit la forme Buai avec u » i, soit
la forme tsts+1“‘ti—1 (s < i). De méme un élément de Pi a la
forme Riav (v £ i) ou titi+1“‘t2 (i € 2 & k)
Les é&léments de Sieipi ont donc les 4 formations
suivantes
- 1 £
BuuieiBiaV (v £1 € u)
= ﬁuuiBie1aiBiav = Bue1e1e1av = Bue1av
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- Suuieititi+1"'tl (i € u, i € 2 € k) .
Bue10(2+1 si < k
= B 0yBi0q0 ity gty = Blejeqapty = 8.0, si 8= k
-t tqetioqeiBi0y (v ¢ i, s < 1)
= tgtgpqe-rtioqBiequyBia, = Boegeq0y = Beeqo
totgpq---tioq1eititipq--0ty (1€ 2 €k, s < 1)
= tsts+1"'ti—1Bie1aiti"'t2 = Bse1ocQ+1 si &<k
= Bse1a1 ,Si 2=k

(7) Nous avons

1

Oinjgjniginj = Oie1e1Hj = Oie1nj
car Hjoj = Hioi = f1f2...fk = e, (par (4))
Or M. = e oy (d'aprés (4)) et e Hj = Hj d'od

J 1

Démonstration analogue en changeant j et 1i.

Remargues

(1) Le lemme permet d'affirmer gqu'a partir d'une k-génération
d'un idempotent é1 a partir des idempotents t1, t2, c ey tk’ on

obtient en fait (au plus) 2k idempotent €qv €51 wevy Oy f1, f2,

.y fk (au niveau plus bas), les k idempotent fi pouvant

générer également les e, .

(2) Les éléments de S.e.,P., sont les éléments B _e,a,. On
iTit1 s 17%

peut supposer s et & # 1 car 81 = e, = a,. Ces é&léments sont

donc exprimés comme produit de 3k-2 (au plus) éléments t..

Si 1l'on suppose que pour un certain indice io,ai
o

et Bi sont inverses alors pour tout i

e, = L0, .
1 Bl 1




i i1 > i = . R
En effet, si i i, %4 oy ti te tioq et
o o
i 7 Bi®9y = Blul B1 Fp By ety TR by ooty S B *i
0o "0 "o "o o "o
De méme si i < i B. = t....t, B et
i i -171
o o
Bie1al = tl "81 oy Bi a, = tl...Bl ay =B oy
o "o "o o
Sii=1d, e =830 Ba =8 oy
o) o o "o "o o "o
I1 est facile de voir qu'alors les éléments B8 _e.,o, peuvent

s 172
se réduire a Bsai si s g iO ou si 22 io et dans tous les cas

comme produits de 2k-1 (au plus) é&léments tj'

Nous allons préciser la structure d'absorption sur

la famille {ei,fi} par le lemme :

Lemme 4 : Conservant les notations du lemme précédent, les

éléments e, et £, (i€{1,2,...,k}) sont dans un méme plateau

et répondent a la structure d'absorption définie par le

schéma ci-dessous

2 3
5 1 a f1
fk <fe
m g 2
am
Sk £,
W g g‘/[
£
k-2 e
d 3
N
E ff f, = e,e.t, = e.t, = e, = e, =
n effet elfl elelt:L eltl fi et flel eltiei ei
(car t.e. = e.).
1 1 1
D'ou e. f..

1

Qi i1y
'—J
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De méme si i < k

—_ —_ — ' -~ . ” -~
fiei+1 = e;tie 4 = eifi = fi (d'aprés ce qui précede)
e 1f; T et T ©141%541 T Ci41 (car e. 1t = ei+1).
Soit S = fi.

g

Si 1=k
fke1 = tke1e1 = tke1 = fk
e1fk = f1f2...fkfk = f1f2 fk = e,
Donc e, = fk'

g
Résultat complémentaire
(a) Si fifi—1 = e, (i > 1) [ou £.f = e1] alors (fi—1’ei’f'
forme un rectangle I[respectivement (fk,e1.,f1,fkt1
sous-bande du demi-groupe M.
{(b) De méme si ei€i4q < fi (i < k) [respectivement e ey

£

i-1%4

)1 gui est une

alors (e.,f. ,h e. e, e,
alors { LA T T A 1 ek |

rectangle gui est une sous-—-bande de M.

En effet pour (a)

. t.f., = £, f. = e
i-171i71 i-171

et

Démonstration analogue pour (b).

]

) [respectivement (ek,fk,e1,eke1)lforme un
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IIT - LES ELEMENTS IDEMPOTENTS SOUS LES PREORDRES ET SOUS L'ORDRE
D'ABSORPTION

Il est évident qu'une demi-bande T est un demi-

treillis si l'ordre d'absorption est total dans P._. (dans

T

ce cas : PT = T).

Dans la proposition suivante, nous étudions le cas od un

préordre d'absorption est total dans P

Proposition_2 : Soit T une demi-bande engendrée par PprcE

T
= n. Si le préordre d'absorption d gauche [droite] est

avec |Pg|

total dans PT, alors

(1) T est une bande finie avec |T| ¢ 2% -1,

(2) T posséde au maximum n classes d'isovalence gauche

{droitel.

Nous donnons la démonstration pour 9 :
d

(1) La totalité de 4 dans P, implique que t, 4 t. ou
- P T 14 3

t. a t, pour toute paire tos tj de P, et nous pouvons numéroter

J g T
les éléments de P de facon que
t, 4t, 9 ... 4t (n = |P_])
1 a 2 a g n T

Il s'ensuit que tout produit des &léments de PT,
dont 1l'indice du facteur le plus droit minore les indices
de tous les autres facteurs, est égal a ce dernier facteur.

Tout &lément t de T peut alors s'écrire sous une forme

t = t, tl oty
19 12 k
ol la suite des indices ij est strictement croissante.
Donc tt = ti ...ti t. ...ti = ti ...ti = t. T est alors une
1 k 11 k 1 k

bande.

La borne pour le cardinal de T vient d'un fait

assez simple de la combinatoire.
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(2) soit Pg nréordonnée comme dans (1) . Posons
.= = i i < ]
G, : {gie qui tity -..t; avec i < i, N
1 k
ti’ tije PT}. Il est évident gque nous avons ; Vgi(gie %}:

91 3 Yi

Comme il y a exactement n ensembles Gi et comme évidemment

UG, =T
.1
i

alors il existe au maximum n classes d'isovalence droite.

Ce nombre maximum est atteint, si PT est libre
d'isovalence droite. Dans ce cas, nous avons pour tout

ie {1,...,n} :

Cette proposition nous permet de mettre en évidence

la structure (d'absorption droite) de T de la facon suivante :

G, : £, = t,t, =t t, = ... 2 t,t_ Tttt T ...ttt =...3=t
1 1 a 172 3 173 a a 1™ a 17273 a a 172™n a a 1
G, :t, =z t.,t, T tt, = ...z tt_ =ttt = ...ttt =...Z=t
2 2 3 2 3d 2¢4d a 2 nd 2 374 4 a 2 31‘1:1 a 2
G, ¢+ t, = t.t. ... q
.1 i a i"i+1 3
G : t..
n n

I1 est clair que Giu Gi+1u

classe d'isovalence droite dans T, si les deux é&léments ty

...\/Gj est une seule
et tj'(i < j) sont isovalents a droite.

Corollaire : Si (sous les hypothéses de la proposition 2)

les préordres 4 et 4 sont totaux dans P, alors 1l'ordre

TI
g d
d'absorption l'est aussi.

...t 4
3
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Nous pouvons numéroter les é&léments de P

t, 4 t, 4 ¢t ... 4t
1 a 2 a 3 g 0

Mais il existe une bijection r : {1,2,...,n} - {1,2,...,n}

telle que

tr Q tr 4 tr eee 9 tr

1 g 2 g 3 g n

r est croissante (donc 1l'identité) ; en effet si i < j et

r; > r.,, on déduit tr q tr et tr 4 tr d'od tr = tr
? ig '3 ja i i

(une contradiction).

L'ordre d'absorption est donc total.

DEMI-BANDE DE TYPE QUATRE ENGENDREE PAR UN CIRCUIT D'IDEMPOTENTS

La derniére partie de ce chapitre est consacrée a
1'étude des demi-bandes librement engendrées par les 4 idem-

potents {81,sz,t1,t2} avec les seules contraintes

S1P1E10,8,04t,50580 & 04, 925{;'2} et p, 7 0,

Nous désignerons une telle demi-bande par R aprés

avoir supposé sans restreindre la généralité que 0, = det p, = 9.
d g
Les relations (autres que s? = s et ti = ti) s'écrivent
alors:
t1s1 = S t252 = 52
t152 = t1 t251 = t2
soit tisj NES si i # j alors ti sinon Sj'

Désignons par S, T les demi-bandes libres de type deux
respectivement engendrées par {51,52} et {t1,t2} et dont les
éléments sont représentés par des mots "alternés" o (respective-

ment T) sur {51,52} (resp. {t1,t2}).

Soit ST l'ensemble des mots o7 (0e S, T€ET).
Nous utiliserons les projections p et 4 définies dans le
Chapitre II.
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Lemme 5 : Tout élément de R peut &tre représenté par un mot

de Sv TwvST.

Un élément de R est la classe de congruence d'un

certain mot £ (alterné sur {51,sz,t1,t2}).

Si |&] = 1 alors £& SwT.

Si |€] > 1 et £¢4 SUTUST c'est que £ contient
un sous-mot (segment) de longueur deux de la forme tisj.
Utilisant alors la relation correspondante £ peut étre
raccourci d'au moins une unité. En rejetant é&ventuellement
le processus sur ce nouveau mot, il aboutira donc a un

mot O avec £ = O et O e S+« Tw ST,

Il reste d prouver que Sv Tu ST est un systéme
exact de représentants de R et donc 4 ériger S vT wST en

demi-bande. Nous utiliserons un procédé (de type classique).

+ e
par X = {51,52,t1,t2} 1'application T : X' -+ X' définie

récursivement par :

(1) s, := s, t. .11 =t
i i 3 J
(2) Sia 6X+ et sous l'une des deux seules hypothéses
(A) oll = gsi }
] .
(B) ol = (Ee X*

Etj

nous définissons (y € X)

(all)y si y # s,
Cas A : (ay)ll := ' +
oll siy=s,
(oll)y si y = tk et k # j
all siy=t. ouy =38, # s,
Cas B : (ay)l := J k J
S. si = s. et si [£ mot vide ou &£d=s ]
g 5 Y ;5 i [¢g \4 g€ k#s]
£ siy = sj et si [Ede{t1,t2,sj}]
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Remargues

1) Si o désignant un mot, on note a¢ le mot duquel on
supprime la derniére lettre ; on constate alors que (ay)T
est &gal soit a (all)y, soit & (all), soit a (all) vy, soit a
(all} v.

2) 8i y = ti alors (ay)Ild = ti'

Lemme 6 : L'application I précédemment dé&finie posséde les

propriétés suivantes.

(1) alle S uT uUST

3 vo €X'
(2) 0 €S VTUST = all = g

(3) (aB)I = (allB)T Yo € X© e eX’

(4) (€t;s)T = si i # j alors (£t.)T sinon (Es)T  vg ex”
(5) (aB)T = (a(all))I vo € X7 v ex'.

Démonstration : (1) et (2) : Nous ne détaillerons pas

la preuve qui se fait simplement par récurrence sur la longueur
de a. '

(3) : Par récurrence sur la longueur de 8.
Quand |B| = 1, c'est & dire B = y, le calcul de (ally) I donne
les résultats possibles (allll)y, ollll, (all)+y ou (allll)+ selon
les cas de figures correspondantes & 1'examen de la derniére
lettre de ollll et de la lettre v. Or de (1) et (2), il résulte
que ollll = all. On obtient donc dans les mémes cas de figure
(all)y ou all ou (all)¥y ou (all)+ c'est & dire le méme résultat

que (ay)Il. Cela prouve le résultat quand gl = 1.

On suppose la propriété vraie si |B8| < n et on suppose

maintenant 8 = 8'y avec |B8| = n,|[B8'] = n-1. On a

(aB) = (aB'y)I = ((aB")Iy)I en utilisant la récurrence car v |=1
= ((all')Ny) I en utilisant la récurrence (|B'|< n)
= (allB'y)Il en utilisant la récurrence (|y| = 1)
= (allB) Il ce qui démontre la propriété quand

|8l = n.
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(4) : Cela est évident si £ est le mot vide.
Si i # j, il est facile de voir puisque, (gti)Hd = ti’ que

(£tisj)H = (Eti)H (par définition de 1).

Supposons i = j. Nous détaillons le calcul de (€tjsj)n et
(gsj)n a partir des différentes hypothéses sur EI. Ce détail

figure dans le tableau suivant :

I (Et.) 1 t.s.)II (£Es.) 1l
3 g J) (€ 3 J) (g J)
os

k as. t s, s as, s
. k7 k™5 j
k # 3 J J k7]
as. as.t. as. os.,
J JJ J J
utk
at, t. ot ot
ot
J
o est vide at, as., as.

a J ] J
ad = s, # sj
at,

J at. o o
adé{t1,t2,sj} J
La conclusion est donc établie.
(5) Nous ferons une démonstration par récurrence sur
la longueur de R. Le résultat est immédiat si [B|= 1 (B = B).

Supposons la propriété vraie tant que |B| € n-1 et soit
B =28'y (|8'[ =n-1 yex).
(aB) Il (aB'y)TT = ((aB')Ny)II d'aprés (3)
.~ = ((a(B'M))Iv)T par hypothése de récurrence
= (a(R'MMy) d'aprés (3).

a) si [B'l| < |B'] alors | (B'My| < n-1 et par récurrence
.. (a((B'My)I)II (a(B'y)M) I d'aprés (3)
(a (BI) )T
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b) si |B'I| = |B'| alors B'Nl = B' et donc 8'< S UT v ST.
On peut supposer tout, de suite que |8I| < |8| (sans quoi BIl = 8
et la propriété est triviale). Cela entraine que B'e T UST et

Ly = Sj‘ Nous pouvons écrire alors
(aB)TT = (aB'sj)H = (uitisj)ﬂ en posant BR' = gti.
D'aprés (4) si i # j on obtient
(aB)T = (et )T = (aB')I
mais (B)II = (itisj)ﬂ = (&)1 = g'l = B!
d'od (aB)T = (a(BM))I
Si i = j, on obtient d'aprés (4)
(aB) T = (agsj)H mais }gsj] < n-1

et par récurrence

(a(Et?s.)H)H

= {aflgs.)MI =
(@ (gs)T) ity
= (a(BM))I
Proposition_3 : La demi-bande R est isomorphe & S v T uST avec

pour produit o, BE& SUTuUST

o * Bg (aB) T

Ce produit est en effet associatif.

(a*xg) *y ((@R)IY)TT = (aBy)N d'aprés (3) du lemme

a* (Bxy) = (a((BY)II))NT = (aBy)I d'aprés (5) du lemme.

I1 est clair que Sq sz,t1, t2 engendrent le demi=-

groupe (Su Twv ST,*) que S; * s; = s; et tj * tj = tj et que

ti * sj = si i # j alors ti sinon Sj'

Tout &lément de R est la classe de congruence d'un mot
de SUTUVST. Par propriété d'universalité de R, deux mots
distincts de Sv TV ST ne sont pas congrus puisque la demi-bande
(SUTuUST,*) entre dans la catégorie de R (et en est donc un
quotient trivial).
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Remarque

Il est clair que R contient les sous demi-bandes libres
de type deux S et T gqui n'ont pas d'autres idempotents que

les générateurs.

Notations : Soient i, je€{1,2} et kelN \ {0O}. Nous noterons

- R l'ensemble des mots de longueur k dans R (assimilé a SuTuST)

- S8.. les 4 sous-ensembles de S formés de mots commencant a s.

ij i
et terminant a sj. :
- Tij les 4 sous—-ensembles de T formés des mots commencant a

ti et terminant a t..
- (ST)ij les 4 sous—ensembles de ST formés des mots commencant

a s; et terminant a tj‘

Lemme 7 : S'il existe un idempotent e dans Rk alors

(a) 8i e e(ST)11 (resp. (ST)22), alors s, * e (resp. sS4 * e)

est un idempotent (dans Rk+1) de (ST)21 (resp. (ST)12).

(b) si e e(ST)12 (resp. (ST)21) alors e = t1 (resp. e * t2)

est un idempotent (dans Rk+1) de (ST)11 (resp. (ST)22).

Démontrons (a). (La démonstration est analogue pour b).

= S,€

e est de la forme e = s1e't d'od s ] 5

_— ]
1 2 X e = szs1e t

(est bien de longueur k+1).

- 1 1
(s,*e) * (s,*e) s,s4e't, x s,sie't,
' ' s : =
(szs1e ) t1 * S, *x 5, * (s1e t1) mais t1 * s, t1
1 ¥ —_— -— —_—
(szs1e ) * t, * (s1e t1) =s,e * e =5, *xexe=s, *xe
Ce qui prouve 1l'idempctence de S, * e.
Théoréme : (a) La demi-bande R est réunion disjointe des 12 sous
demi-groupes Si" Tij’ (ST)ij.
(B) R, a pour cardinal 4k et contient exactement 4
idempotents (un exactement par (ST)ij) pour tout entier k » 1.
(v) R posséde 4 plateaux d'idempotents 21, 22, 91, 62
contenant respectivement les générateurs Syr Sy t1, t2.




(8) Ep est réunion de 4 suites infinies disjointes

décroissantes (pour 1'ordre d'absorption) de maxima respectifs
t t

S S

T2 1 2
(x) Il est clair que Sij (resp. Tij) sont des sous demi-groupes
de la sous demi-bande libre S (resp. T) de R. (ST)ij est un sous

demi-groupe de R.

En effet si siatj et siBtj sont deux éléments de (ST)ij
alors siatj * siBtj = (siatj siBtj)H. Nous savons (remarque 2,
définition de II) que ce dernier mot se termine & tj. I1 commence
a s, par une propriété analogue : (sig)H commence par s,

(propriété qu'on voit par récurrence sur la longueur de £).

(B) Nous avons deux mots de longueur k dans S et deux de
longueur k dans T. Quant aux mots de longueur k dans ST ils

sont de la forme o T avec
m k-m

O_ € SNR_ et 1 eETAAR et 0 < m < k
m m m

k- k-m

Pour un m donné, il v en a 4. D'od 4(k-1).

Au total, il y a donc 4 k éléments dans Rk.

Il est clair que les 4 éléments de R sont idempotents

(ce sont les 4 générateurs de R). 1
Pour k > 2 il n'y a pas d'idempotents dans S, T (qui

sont des demi-bandes libres de type deux). Les idempotents ne

peuvent donc faire partie que de (ST)ij.
Pour k = 2 on vérifie de maniére évidente que les

4 &léments sitj sont idempotents. D'aprés le lemme précédent,

d partir de chaque idempotent de longueur k, dans (ST)ij (i # 3)

[resp. (ST)ii] on peut obtenir deux idempotents de longueur k+1

l1'un dans (ST)ii et l'autre dans (ST)jj (resp. dans (ST)ij et

(ST)ji].

Donc on a au moins 4 idempotents de longueur k+1.

Soit e un idempotent de longueur k+1. Supposons qu'il
soit dans (ST)ij (1 # j). Nous avons alors nécessairement
ot Uxes1) est contradictoire

k™
(pour des raisons de longueur) avec la propriété d'idempotence de

e = s.s.at. car l1'hypothése e = s.t
i37 7] i

e. Soit e' = tj*e. Alors e' est idempotent. En effet
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t. x e x t. x e = t, * (ext.,) * e =t., * e *x e =t, * e.
J 3 ] J ]

Mais le calcul donne e' = sjatj et donc e'e,er\(ST)jj et

comme e = S, * e' c'est que e a bien é&té obtenu a partir

de e' par le procédé du lemme précédent.

Une démonstration analogue peut &tre établie

lorsque e e(ST)ii.

(v) Notons e, (n > 2) l'idempotent de longueur n de (ST),..
ij 1]

Compte-tenu de (p) nous avons (n » 3):

, . n ‘n-1 n n-1
1 e.. = 8. * e.. t. * e, . = e..
73 i3 i 33 3 ij 33
n _ n-1 n _ n-1
®ii T %13 Y4 ej; * S; T €4

avec en outre el, * s, = el si i # 3

k3 i k3
n o
By % Cix ik St + T

On en dé&duit

e o« epf1 = e, et e?f1 * e}, = e?f1* s, * e?f1 = egf1
1] J3 1] 1] 1] ]3] 1 33 J3
. n _ _n-1 . .
Soit e.. = e.. i
i 33 (1 # 3)
g
De méme LR
iy 4 iit

On conclue immédiatement gque

51 3 4 ; e 3 %2 ; e?z';'e?1 e
D i %

£ ; %; : 32 5 2 3 e ; S TIREE
Grelien iRz
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(£) Une vérification (sans probléme) conduit aux relations
d'absorption

\%

n
Y
R

\"4
oo

—
\"4
R

\4
)
- DN
—

A\
()

ﬁ
v
o
NIV
N
A4
0]
N
N

De 1a on prouve par récurrence que

n n+1 n n+1
e, . 2 e,. e e,. » e..
ij ij ii ii

(1 # 3)

En effet (compte tenu des relations é&tablies dans (¥))

n+1 n n n-1 n n-1 n .
. * o = . * R { _* . = . R . = . ..
eij elJ S; ejj S ej:J S * eJ:| * e:]j s; * ejj(par récurrence)
_ n+1
=e,. .
1]
De méme
n n+1 n-1 n o n=1 n n n+1
e..*e, . =8, *e,. *g, *xa,,=8, xeg,, *ke..=3, * =e..
i3 " Gij i7 %93 7% 757 %53 T 855 T ST 845 T 4y

. . n
La démonstration est analogue pour ey > ey

Corollaire : Pour tout n » 1:

n

n n
ey 38y, dep,

d g d

Nous pouvons dés lors visualiser la structure

d'absorption de E_ dans le schéma de la figure.

R










CHAPITRE 1V

LES RELATIONS DE GREEN DANS LES DEMI-BANDES
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Ce chapitre est consacré a quelques propriétés des
demi-bandes de type fini n qui découlent d'une étude des
relations de Green. Les demi-bandes qui sont union de groupes
auront une attention particuliére.

Tou@ d'abord, nous constations que pour tout

&lément t d'une demi-bande T, on a tT1 = tT et T1t = Tt,

LES PLATEAUX D'IDEMPOTENTS D'UNE DEMI-BANDE

Lemme 1 : Soit T une demi-bande. Alors nous avons :

T2=T

Comme il est évident que T’e T, il nous reste a

démontrer que T < 72 .

Soit donc t un élément quelconque de T. Si teP_,

T
ol PT est une partie génératrice idempotente de T, alors
. 2 .
eévidemment t € T . Autrement, nous pouvons écrire t comme
i = R 2 . . .o

produit t t1 tk’ k 2é tle PT Comme t1 tk_1 ET et
tKe T nous avons donc t &T".

. c.qg.f.d.
Proposition_1 : Soit T une demi-bande, t un é&lément réqgulier
de T et seT un des éléments qui vérifient t = tst. Alors les

deux idempotents st et ts appartiennent au méme plateau d'idem-

potents contenu dans Dt'

Ecrivons t et s comme produits d'é&léments de PT

t = t1t2...ti_1, s = tit tk (k > i > 2). Utilisant l?s

i+1°
notations du lemme 3 et 4 (chapitre III) on constate que

ts = e, et st = e, et donc ces é&léments sont dans un méme

plateau. Ce plateau est évidemment complétement contenu dans

la D-classe Dt car

Rt = Rts'
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Théoréme 1 : Si une D-classe D d'une demi-bande T contient

un élément régulier alors D contient un et un seul plateau

d'idempotents.

Nous savons que si t est régulier, tout é&lément

de D, est régulier et D_ contient des idempotents (2.11.[47)

t

Soit s tel que tst = t; alors 1'idempotent tseth
Soit e un autre idempotent de Dt' Il existe xeDt
tel gque eLx et xRts. Mais x est régulier. Donc il existe

vyeT (x = xyx) avec xy, yx €E_ et xIlyx, xFxy. D'od elyx et

T
XyFts. S'agissant d'idempotents, il en résulte :

e | yx et xy T ts
g d

D'aprés la proposition 1, xy et yx sont dans un

méme plateau. Il en est de méme de e et ts.

Ce théoréme peut &tre déduit du lemme 2.2 de [57.

Conséguences immédiates

(1) ‘Toute /'-classe d'une demi-bande réguliére contient un
et un seul plateau d'idempotents.
(2) Unc demi-bande est bisimple si et seulement si elle
est plate et réguliére.
Proposition_2 : Les 3 propriétés suivantes d'une demi-bande T
sont équivalentes. »
(1) T est bisimple.
(ii) L'ensemble ET des éléments idempotents de T est un
quadrillage.
(iii) Pour tout produit t = t1t2...tk d'éléments de PT’ on
a trt

7
; et t it
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Preuve :

(i) == (ii) : Soit T bisimple. Donc T est plat d'aprés
les conséquences du théoréme 1 et donc demi-groupe JP.
L'application du théoréme 1.2de [6] confirme qu'alors
l'ensemble En {(qui est le plateau de T) est un quadrillage.

(ii) = (iii) : Soit t = t1t2...tk. Comme ET est un
quadrillage, il existe, pour tout j€{2,3,...,k}, un &lément
ej de E,_ tel que

T
t. = e. et e, = t._1
J g 3 J g J
= [ ] - Y | I3 .
Donc t1.;.tkekek_1...e2 E1. C'est a dire gu'il existe un
élément t dans T tel que tt = t,. Comme t1t = t, il en résulte

1

que t1Rt. La démonstration de tLtk est analogue.

(iii) ==> (i) : Soient t, s e T quelcongues ; nous les
générons par des produits t = t1t2...tk et s = tk+1tk+2"'t2

d'éléments de P,,. Nous avons d'aprés (ii)

T

th1Rt1t£Lt£Ls et donc tDs.

c.q.f.d.

Nous constations méme gqu'une demi-bande est bisimple

dés gqu'une de ses parties génératrices est un quadrillage.

Exemple 1 : La demi-bande de table suivante posséde les 3

propriétés mentionnées dans la proposition 2 :

t5 t5 t7 t7 t1 t1 tl, t3 t5
t6 t8 t6 t2 t8 t4 t2 t6 t4
t t t t t t t t t
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C'est par ailleurs la demi-bande minimale (relative-

ment au cardinal) de type 2 gqui est simple et non-idempotente.

Ses idempotents forment le quadrillage t, = t5 = t., = to = t, et
1 7 2 8 1
d g d g
nous pouvons donc dessiner la "boite aux oeufs" de sa (seule)
D-classe.
L L
Y 5
R 151, 53,
1 5 7
Rt tA t tz't
2 8 6

Proposition_3 : Une demi-bande est union de groupes si et

seulement si elle est réguliére et si tous ses plateaux

d'idempotents sont des quadrillages.

(=>) : Ce fait est complétement démontré par les théorémes
1T et 2 de [6], cette implication étant vraie pour tous les

demi-groupes.

(&) : S0it T une demi-bande réquliére dont tous les plateaux
sont des quadrillages. Soit D une D-classe de T et Hsot = Lsn Rt
une H-classe de D (s, te D). Soit maintenant xef_HSnt quelconque,
c'est a dire sLx et xRt ; les é&léments x, s, t étant réguliers,

on leur associe X, S, t et 1'on a :
SSLSLXLXX et XXRxXRtRtt

xx et xx sont des idempotents de D et appartiennent donc a

un méme quadrillage Q. Il existe alors un é&lément e € Q avec

XX = e = xX. Donc sle et eRt et par suite e eHS D'apreés

nt”

Q
Qs

nt
que D et donc T, sont unions de groupes.

le thé&oreme 2.16 de [4] HS est un groupe, ce qui entrafne

c.qg.f.d.
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Lemme 2 : Soit M un demi-groupe et D une D-classe de M. Alors

les propriétés suivantes de D sont équivalentes :

(1) D est union de groupes.

(ii) D est sous demi-groupe plat de M,

(iii) D est sous demi-groupe régulier de M.

Preuve :
(i) => (ii) : Si D est union de groupes, il est bien connu

que toute H-classe contenue dans D est un groupe.

Soient maintenant s et t des éléments quelconques de D.
Par définition de la relation D, il existe un xeD avec sLxRt.

Comme H_ est un groupe, nous pouvons méme poser x = e (e le

nt

neutre de HS ). Par suite nous avons (L et R étant réguliéres,

nt
respectivement 4 droite et & gauche) :

SXLXX = x et sxRst et par suite ste€D (car stDx).

D est donc un demi-groupe et évidemment plat, le plateau étant

un quadrillage.

(ii) = (iii) : évident.
(iii) == (1) : D est bisimple d'aprés [4, page 62, ex. 6]

et donc simple. Par suite D1tD1 = D1t2D1 = D et teD1t2D1 pour

tout t e D. Comme 1t21 = t2 nous pouvons méme dire gque teathu tZD\J

UthD (y compris le cas t = t2).

La régularité de D implique alors t.ethD parce gque si par
exemple tE.Dt2 (t = xtz, X €D) alors t = xtzEt (en prenant t

un inverse local de t appartenant nécessairement a D).

D est donc intra-réguliére. D'aprés le lemme 2.1de [6]1, D est

union de groupes.
c.qg.f.d.
Nous rappelons maintenant deux propriétés des demi-

groupes réguliers publiées et démontrées dans [5] en redonnant

une démonstration directe de la deuxiéme :
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Propriété_1 : Soit M un demi-groupe régulier, neN avec n > 1,

te&M et Dt la D-classe de t. Alors :

(1) t est produit de n facteurs idempotents si et seulement

s'il posséde un inverse local dans M produit de n-1 facteurs

idempotents.

(2) Si t est produit de n facteurs idempotents de M, alors

t est aussi un produit de n facteurs idempotents de Dt'

Preuve de (2) :
Posons t = t_ (t &tant produit de n facteurs idempotents).

On peut, d'aprés (1), construire alors une suite ti (i := n-1,
n-2, ..., 1) d'éléments, inverses locaux respectifs de ti+1'

et produit de i idempotents. Nous avons donc :

Citipqty = 8 et Tt T R4

D'aprés la proposition 1, il est clair que les idempotents

titi+1 et ti+1ti appartiennent a Dt'
Nous avons @

t =t =t t ..ottt

n ntn-1 R

n—1tn avec t.1 €L
En groupant les facteurs deux par deux et en dédoublant

éventuellement t on arrive au résultat.

1!
Nous pouvons alors é&noncer :

Théoréme 2 : Une demi-bande T est union de groupes si et

seulement si elle est réguliére. Dans ce cas, toute D-classe

de T est une sous demi-bande bisimple de T.

Cela résulte de la proposition 3, du lemme 2 et de

la propriété 1 (2).

Nous avons méme, compte-tenu de [6] (Théoréme 2.1) :

Théoréme 3 : Une demi-bande T est union de groupes si et

seulement si elle est intra-réguliére.




Nous compléterons cette étude par 1l'examen du cas

des demi-bandes de torsion.

Théoréme 4 : Une demi-bande T est régquliére, de torsion si et

seulement si elle est cyclique.

La régularité de T entralne que T est union de groupe.
L'hypothése supplémentaire de torsion implique que tout é&lément
engendre un sous demi-groupe fini (d'un groupe) donc un sous-

groupe fini. T est donc cyclique.

La réciproque est évidente (tout demi-groupe cyclique

est régulier, de torsion).

Lemme_3 : Soit T une demi-bande de torsion et S, un €lément

de T exprimé par le produit s, = t1t2...t d'éléments de P,,.

k T
Si 1l'on désigne par s, les produits t.t

RIS N R

(i & k) et par N les idempotents respectifs engendrés par ces

éléments s, alors ces idempotents sont dans un méme plateau
et vie€{1,2,...,k}.

t e, t,e.t. et £

R R R R R S SR A L L LT

i i
Preuve :
Désignons par a, et B, les i-émes préfixes et suffixes de

i
= 8
t1t2t3...tk. Alors S5 Biai et nous savons [6] que Biai a
méme période que aiBi = s,. Donc les s; ont méme période. Par
suite il existe un entier n (multiple convenable de la période

commune) tel que

_ n _ n
g, =87 = (£, qe. bttty ity o)
De 1la résulte que pour tout i€ {1,2,...,k}
tiei = ei, eiti_1 = Ei (i1 # 1) E1tk = 81
ti—1€1 = i‘1ti-1 (i#1) et tke1 = sktk




D'oud 1l'on déduit

€141 €xtx

Qi
Q it

Les ¢, sont donc dans un méme plateau.
Nous avons enfin (par les associations indiquées) :

R G S bt i ELR A IS L L
R S St A I T L B L B B

T i L P RRRt T LT L T A e By

BB E gt e e N N T
etCe v .
d'od
= Eititi+1"'tkt1t2"'ti—1 = eisi
Corollaire : Avec les notations du Lemme 3, si T est une demi-

bande cyclique alors les éléments S; sont dans une méme D-classe

et
T T R e L RERLS Tt L TEE B

w
En effet les ei sont dans une méme D-classe et si
dans la H-classe de e, i par ailleurs €5 est neutre pour S5

donc .8, = s..
i7i i

Proposition_4 : Une demi-bande T de torsion est cycligue si et

seulement si pour toute génération t = ity ety d'un élément

t de T (par un produit d'éléments de PT) on a également

t = €1t1€2t2"‘€ktk

. - .
ou €, est 1'idempotent engendré par (titi+1"'tkt1"‘ti—1)'

Cela résulte du Lemme 3 et de son corollaire.
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III - QUELQUES RESULTATS COMPLEMENTAIRES

Les propriétés mises en é&vidence dans la derniére
section nous permettent de démontrer facilement que la demi-
bande simple présentée dans l'exemple 1 est vraiment minimale

relativement au cardinal.

Proposition_5 : Une demi-bande non idempotente et simple

posséde au moins 8 é&léments.

En effet, si T est une telle demi-bande alors

|E > 4, car :

T ’

- lE = 2 entralnerait que T ¥ L, (voir chapitre II) qui

il 2

n'est pas simple.

- !ET\ = 3 est impossible, parce que E,, forme d'aprés la

proposition 2 un quadrillage (les relazions J et D sont
identiques dans les demi-groupes finis). T est donc union
d'au moins 4 H-classes qui sont des groupes isomorphes non
triviaux si T n'est pas idempotente. Par suite T contient
au moins 4 éléments non idempotents, ce gui entraine que
M| > 8.

c.g.f.d.

Comme T2 = T pour toute demi-bande T (Lemme 1),

il n'existe pas de demi-bande nulle (c'est a dire TT = O)
exception faite de la demi-bande triviale. Nous pouvons

donc reformuler le Lemme 2.26 de [4] pour les demi-bandes :

Propriété 2 : Une demi-bande avec zéro O, dont {0} est le seul

idéal propre, est O-simple.

Lemme 4 : Si un demi-groupe de torsion M posséde un noyau N,

alors N est une D-classe de M.

Par le corollaire 2.30 de [4], nous savons que N est

un sous demi-groupe simple de M. Par suite NxN = N pour tout x €N.

De plus, nous avons M1xM1

DJQIW1xM1 et M1xM1§.N (N &tant un idéal de M). Donc xJy pour tout

= N pour tout x € N parce qu'évidemment

x1yéN. Mais J = D dans un demi-groupe de torsion.
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Soit maintenant z e M quelconque avec zDx, X €N,
Alors nous avons M1zM1 = M1XM1 = N et comme conséquence z & N.

N est donc une D-classe de M.

c.qg.f.d.

Ca nous permet de formuler le :

Théoréme 5 :

(1) Le novau d'une demi-bande de torsion T est - s'il

existe - une sous demi-bande simple de T.

(2) Toute demi-bande finie contient au moins une D-classe

gui est sous demi-bande (simple).

(3) Si l'intersection de tous les idéaux bilatéres d'une

demi-bande T est un groupe G, alors |G| = 1 et 1'élément de G

est absorbant dans T.

Preuve :

(1) et (2) sont évidents d'aprés le. Lemme 4.

(3) : Comme G est noyau, alors G est une sous demi-bande
de T. Donc |G| = 1. De plus nous avons TGT = G ce qui démontre
que l'élément de G est absorbant dans T.

c.qg.f.d.

I1 est évident que l'existence d'un zéroide Z dans
un demi-groupe M assure l'existence d'un noyau N et que Z € N.
N est dans ce cas (d'aprés [4, § 2.5]) l'ensemble de tous les
zéroides de M et de plus un groupe. Il en résulte gu'une
demi-bande finie contient au plus un zéroide Z qui est alors

élément absorbant.







CHAPITRE V

APPLICATION AUX AUTOMATES ASYNCHRONES
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Dans ce chapitre nous abordons 1l'étude des automates
asynchrones finis, basée sur la théorie des automates de MOORE.
Cette base est suffisante car 1l'on peut trouver pour toute auto-
mate fini de MEALY un automate de MOORE ayant un fonctionnement
externe équivalent [2] .Notre but sera de montrer qu'il existe
pour tout automate monogéne (d'un état générateur qo) un automate
monogéne et asynchrone qui le simule. Au cours de cette étude
nous remarquons quelques propriétés supplementaires des demi-ban-
des, qui complétent les résultats exposés dans les chapitres pré-

cédents.

RAPPELS ET RESULTATS PRELIMINAIRES

Un automate (fini de MOORE) est un guintouplet (X,Y,Q,6,A)

olX,Y,0 sont des ensembles finis (d'entrées, de sorties et d'états)
et od § : Q x X—»Q et X : QY sont des applications (fonction

de transition, de sortie respectivement).

Un tel automate est appelé& monogéne d'un état générateur q,

s'il existe pour tout état g de Q une chaine d'entrées £ du mo-

noide libre X telle que
x
(g ,8)8 =g
oud (xeX,géx*)z

*

(g,x)9 = (g,x)¢

(q,6x)8" =  ((q@,€)8 ,x)6 .
def

Le fonctionnement externe d'un automate est défini comme

1l'ensemble (fini)
— |
F {mq | g€ Ql}

ou mq : X =8y est 1l'application de travail définie par

(£) = ((q,8) 89 .

m
4 gef
Un automate est appelé réduit s'il vérifie pour toute paire

q,q' € Q:
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Deux automates sont dits équivalents lorsqu'ils travaillent

sur les mémes entrées et sorties X et Y et lorsqu'ils ont méme

fontionnement externe.

*
Une translation de préfixe o (c€X ) est l'application

* *
T : X —X
o]

définie par
(E)t = og .
o def

Nous ns donc 1.1 =T
avo d For o

-

De [2] nous tirons les deux résultats suivants:

(1) L'ensemble F définissant le fonctionnement externe d'un

automate est stable par composition d gauche avec les translation:

de préfixe de X . En outre si l'automate est monogéne (d'état gé-

P i *
nérateur q_ ) alors F = {Tomq lo € X} .
o

(2) Réciproquement si l'application £: X*—b Y vérifie la

condition de finitude

( CF ) F = {t,flo€e X'} fini

alors il existe un automate réduit et monogéne (d'un certain état

générateur qo) ayant F pour fonctionnement externe.

Chaque 'programme" ¢ (ie.X*) pour un automate A donné

définit une application &,: Q- Q par

£
*
(q)ég = (g,8)¢8 .
def
L'ensemble M, := {Gg\ £ e x'} est fini car Q est fini.C'est de
plus un monoide (de neutre 68 = iQ) pour la composition car

. Ce monoide est appelé monoide de transition de

Sglgr = Sgp

1'automate A.

Dans le pratique tout automate posséde un certain état
initial dans lequel il se trouve lorsqu'il n'a pas encore regu un
symbol d'entrée. Le moins qu'on puisse donc supposer d'un tel au-

tomate est qu'il soit monogéne de cet état initial. Autrement il




- 56 -

posséderait des états inaccessibles et donc superflus. Dans la
suite un automate monogéne d'un é&tat q, sera appelé une machine f

oi f est son application de travail m .
o}

Définition 1 ; soit A = (X,Y,0,8,A) un automate fini.

(1) Un état g€ Q est dit stable lorsque pour tout x €& X

(q) ch = (q) chx

(2) A est appelé& asynchrone si tous ses é&tats sont stables.

(3) A est appelé stable de sortie lorsqu'il vérifie

VX (x €X) VE(£€X7) ¥Yg(g € Q) : (€X)mq = (Exx)mq

En particulier pour une machine, stable de sortie, f: X'y

VX (X €X) W(EE€X ): (EX)f = (£xx)f ce qui est équivalent &
¥x(xeX) ¥(q(geQ): ((q)éx)k = ((q)éxx)k

Lemme 71 : Un automate asynchrone est stable de sortie.
Pour la démonstration soit A = (X,Y,0Q,8,)A) un automate asyn-

chrone, x €X,¢§ eX* et g €Q quelconques. Per définitionem nous avons

(Exx)m = ((q,Exx38™)h = (((q,8)6 ,xx)8*)n .
Puisque A est asynchrone cela implique
(Exx)m = (((q,8)8",x)8)A = (£x)m

ce qui permet de conclure.

Le réciproque de ce lemme n'est en général pas vraie:
Regardons par exemple la machine f = ({x,y},{a,b},{qo,q1ﬂb,q3},G,A)

avec le graph de transition (définissant §)

q —pa
et  A: qq—»a
qz—bk)
q,—sa
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f n'est pas asynchrone parce que (qo)dx # (qO)GXX . I1 vaut

. *

a si Zefe,x} v xxX

()t =
b autrement

et par conséquence évidente f est stable de sortie. Regardons en-

core les images de x,y et xy sous les applications de travail
m (O&1i £3):
q

i
X % Xy
m a b b
95
m a b a
94
m b b b
95
m a a a
93

Les fontions mq étant différents l'une de l'autre f est méme ré-
duite. *

A une application f: X*-+>Y (X,Y ensembles finis) on

peut associer une congruence binaire = sur X" par
f

* *
=g Vo (o € X V(B €X ): (a&B)f = (ag'B)f
g . g gz? (0 €X ) ( ): (agB) (aE'B)

est d'index fini (ayant un nombre fini de classes) lorsque f vé-

£ rifie la condition de finitude CF. Notons la classe d'un &lément

~
gs:x* par ¢ .L' ensemble quotient X*/E est donc un monoide par
rapport au produit des classes défini £ par

N~I N'
De [Z[th. III.1} nous savons que le monoide de transition Mg d'une

machine réduite f est isomorphe au monoide quotient X*/E . Cela

nous permet de formuler £

Lemme 2 : Soit f: X*—# Y une machine.

(1) Si f est asynchrone alors le monoide de transition M. de

£

f est une demi-bande.




(2) Si f est asynchrone alors pour tout x€ X: X

XX

Hh

(3) Le réciproque de (2) est vérifié si f est réduite.

Preuve:

(1) D'aprés la définition du monoide de transition 1l'ensem-
ble P; := {dxl x € X} forme une partie génératrice de M. f étant
asynchrone Pf est partie génératrice iq?mpotente ce qui permet de
conclure.

(2) f£ étant asynchrone nous avons
¥q(q€ Q) ¥x(x€&€X): (@)é = (@) .
Puisque (qw%{EQ cela implique

va(@€ex): (@6, = @35, et en plus

axx

VB (BE€X ): (@8 g = (@D -

Cela permet de conclure.

(3) Soit f réduite et x = xx pour tout x &€X. Supposons f non
asynchrone. Alors il existe awg moins un x€ X et un g€ Q tels que

q = @8, # (@b, =qy ;a= ()6, L€X

Puisque (&xB)f (ExxB) f pour tout Bﬁ}ginous avons

((q) )% = ((ay)85)2

pour tout xé)ﬁiet donc mq = mq ce qui est une contradiction
permettant de conclure. 1 2
La démonstration de la clause (1) de ce lemme nous per-

met de formuler un corollaire par généralisation triviale:

Corollaire : Le monoide de transition d'un automate asynchrone est

une demi-bande.

En outre nous pouvons constater:

. * » P
Remarque : Pour toute machine f: X-®»Y il existe une partie géné-
ratrice de son monoide de transition ayant un cardinal plus petit
ou égal & celui de X. L'égalité vaut lorsqu'il existe pour tout

xe X un £ dans X contenant x tel que (£)f € ((X\{x})™)f
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Soit (M,o) un monoide; on lui associe l'application

définie par (e désignera le mot vide de M) :

1 siu=c¢
Wty 43f {j

m@.....em Siu=m....m_, (miGM).

r

ty est un épimorphisme vérifiant la condition de fini-
tude cF (L2 , th III.2J ). Il existe donc une machine réduite

ayant t,, pour application de travail. Cette machine tM est appe-

M
lée totalisateur de M . Le monoide de transition Mt de tM est
M

évidemment isomorphe & M.

tM n'est stable de sortie que si M est une bande. Un
totalisateur stable de sortie est donc asynchrone.D'autre part
cela nous montre gue la condition d'avoir une demi-bande pour
monoide de transition n'est pas suffisante pour une machine
d'étre stable de sortie ou asynchrone. Le réciproque du corol-

laire n'est donc pas vraie en général.

LA SIMULATION D'UNE MACHINE QUELCONQUE PAR UNE MACHINE ASYNCHRONE

*
On dit gu'une machine g: C =D réalise une machine

f: A"—pB (f } g) s'il existe des applications ¢: A C et
6: D—~»B telles que

£ = ¢"go
. * * * . .
ou ¢ : A= C est le morphisme engendré& par ¢:

(Xyeenen X )o" = (X)) ¢.nen(x )0 .

n

Il est clair que toute machine se réalise elle méme et

que pour tout triplet f,g,h de machines

f ; g et g ; h == f l h .

, peut donc étre interprété comme préordre ( "&tre réalisable" )

dans l'univers des machines.

Rappel 1 : (r2 ,th IV] )Toute machine f est réalisable par le

totalisateur de son monoide de transition.
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Parallélement on dit gu'un monoide M est réalisable

par un monoide M' (M\M') lorsqu'il est isomorphe & un quotient

d'un sous monoide de M'. Cela encore représente une "relation"

réflexive et transitive dans l'univers des monoides.

Rappel_2 : (£2 ,th v.2)) socient M,M' des monoides, ty et ty.
leurs totalisateurs. Alors M\M'!th ; t

M'"

Nous nous intéressons maintenant a la question de sa-
voir si pour une machine quelconque donnée on puisse toujours
trouver une machine asynchrone qui la réalise. Le concept de
totalisateur introduit n'est pas applicable dans cette recherche
puisque (d'aprés le paragraphe précédent) un totalisateur n'est
asynchrone que lorsque son monoide de transition est idempotent.

Nous proposons donc la définition suivante:

Définition 2 : Soit (M,s) un monoide, PM une partie génératrice
de M. La machine t : P;-—Q»M définie par (e désignera le mot
) Py
vide)
1 si o = ¢
(o)tP =
M $.0...es s1 0 = s,...5_ (sic.PM)

est appelée totalisateur générateur de M (relatif 4 la partie

génératrice PM).

Comme (P, )t. = M il est facile & voir que
M PM
tP = (PM,M,M,é,A) avec
M
§: Mx PM==bM od {m,s)S = mes et ) = idM.
t, est réduite: Soient g,q'€ M tels que (o)mq = (o)mq, et donc
M (q)cSO = (q')cSO pour tout o’éE?I. Alors en particulier

(@s_ = (a')s
clure.

ce qui veut dire que g = q'. Cela permet de con-

¢
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t, est monogéne d'état générateur 1 €M : (évident)

M

* . . .

t : P, -p™M est un épimorphisme :

P M

M

- évidemment ty est surjective.
M

- Soient o,o'e;P; quelcongques. Alors

(@HhoW)%h=Sp“&%o%m.msé=&H”£ﬁ+.593h=(wWHh-

Donc tP est un morphisme ce gqui permet de conclure.
M

Lemme 3 : Soit M un monoide, P une partie génératrice de M.

Alors le monoide de transitian Mp du totalisateur générateur

tp (relativ 4 P) est isomorphe a M.

to étant réduit Mp est isomorphe au quotient Pi/E .
tp
]

Le fait que n'est autre gque tPt; (congruence associe &

%

un épimorphisme) permet de conclure.
Cela nous permet d'énoncer

Lemme 4 : Pour toute demi-bande T il existe un totalisateur

générateur asynchrone de T avec T pour monoide de transition.

En ce qui concerne la réalisation nous pouvons dire

Lemme 5 : Toute machine £ : X » ¥ peut &tre réalisé par une

machine g ayant un ensemble d'entrées de cardinal plus petit
o

celui de X.

s,

ol égal

D'aprés la remarque du paragraphe précédent nous
pouVons trouver une partie génératrice P du monoide de
transition M. avec |p| < |X|, & savoir l'ensemble {¢,, x@&X}.
Considérons donc le totalisateur générateur tp (relativ a P)

et définissons

$ : X > P par (x)¢ == §x
et 0 : Mf > Y par (8g)0 = (E) £

nous avons évidemment f = ¢*tP® ce qui permet de conclure.
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Lemme 6 : (1) Une machine non stable de sortie n'est pas

réalisable par une machine stable de sortie.

(2) Une machine réduite et non asynchrone n'est pas

réalisable par une machine asynchrone.

Preuve :

(1) Soit f : A* > B non stable de sortie. Il existe
donc un a €A et un OLGA* tels que (aa)f # (caa)f. Supposons
g : c* > D stable de sortie avec f;g. Alors 11 existe des
applications ¢ : A > C et © : D > B telles que

V(L & x*) : (W f = (u)d*gd et en particulier
(ca)$*g0 = (ca)f # (aaa)f = (caa)d go.
Avec (ca)$™ = (a)¢* (a)¢ et (aaa)d™ = (a)o* (a)oi{a)e

c'est une contradiction 4 g stable de sortie et permet donc

de conclure.

(2) Supposons f : A* - B non asynchrone. Il existe

*
donc un a€A et un 00 € A tels que q, := (qo)éO“_:1 # (qo)ﬁaaa =: gq,.

f réduite implique mq1 # mg, - Par conséquence il existe un

' * ' 1
o'€ A" tel que (o )mq‘l # (a )mq2 et donc
(caa')f # (caaa')f
Pour une machine asynchrone g : c* > D avec fiq cela impliquerait

la contradiction (caa')¢ g # (aaaa')¢*g permettant de conclure.
I1 nous faut donc un concept de réalisation moins fort :

Définition 2 : Une machine g : c* + D simule une machine

£ : A" > B (fég) s'il existe une application I : A ~ c” et

une application © : D » B telles gque

*

£ =1% go

od I': A » c* est le morphisme engendré par 1.

"|" représente encore un "préordre" dans l'univers de
s

machines.
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Evidemment»f!g implique f;g et par conséquent

(d'aprés la démonstration du lemme 5) nous avons

3 (si £ est réduite)
s P
M
f
avec PM : = {¥x€X/= | x€X}. En outre nous pouvons démontrer :
£ f
Lemme 7 : Tout totalisateur générateur relatif a une partie

génératrice quelconque du monoide de transition d'une machine

f simule f.

*
Soit £ : X - Y une machine, M son monoide de transition
et P une partie génératrice de M quelconque. M étant fini et

. : . * .
isomorphe au monoide quotient P /t nous pouvons associer

P
(par T) 4 tout me M un mot unique (résultant d'un choix)
]

UEe P* tel que (u)tp =m. [u= (mT

Cela nous permet de définir l'application I : X ~ p*

par (x )T === (5 )T. Considérons l'application © : M=Y définie
def

par (65)6 = (§£)f. On verifie alors : f = 1"t _0 ce qui permet
def P

de conclure.
Lemme_8 : Soient M et S deux monoides, P

et P, des parties

‘‘‘‘‘ M S
génératrices quelconques de M et S respectivement. Alors sl M
implique t Lot .
Ps s Pum
Evidemment tP [ ts. D'aprés le rappel 2 nous savons
S r
que tg \ tye D'aprés le lemme 7 tout totalisateur générateur
r
relatif & une partie génératrice de M simule ty (M &tant
isomorphe au monoide de transition de tM). Par conséguence
ty ] t, . Alors t, | tg | ty \ tp, ce qui permet de conclure.

) M S r r s M
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Si nous parvenons a plonger un monoide M dans une demi-bande
T alors d'aprés le lemme 8 nous pouvons trouver une machine
asynchrone simulant le totalisateur de M. Le théoréme suivant
nous fournit un tel algorithme de plongement.

Indiquons d'abord gu'un monoide M opére fidélement a

droite dans un ensemble X, si ses éléments peuvent étre

considerés comme des applications m : X > X avec

Vm,m' (m,m' €M) ¥x(xeX) : (X)Imm'] = ((x)m)m’ et
vm,m' (m,m' €M) : m # m' =}3x(x6 X) @ (x)m# (x)m’.
Théoréme_1 : ([ 3 1) Tout demi-groupe M est isomorphe d un

sous demi-groupe d'une demi-bande T.

soit Py := {my I i€ I} une partie génératrice de M,

~

Faisons opérer fidélement 4 droite M dans un ensemble X
(cela est toujours possible avec X = M1 et le produit ordinaire).
Soit X' un ensemble en bijection avec X disjoint de X (la

bijection est notée x + x'). Posons Z = X v X'.

Dans Z les applications
€ ¢+ Z > Z définie par (2)e = %, si z = x€X ou z = x'eX'
(i € I) ¢i : Z > Z définie par

x', siz=x'§ X'
(Z)‘bi—{
(xmi)' ;y S1 z = x&X
sont idempotents et engendrent une demi-bande T
qui contient le sous demi-groupe L«oengendré par
{uy = ep e | ieIl}.
Or le calcul donne
= 1 =
(x)ui (x )ui Xm, paur tout x€X

d'ol l'on tire aisement 1'isomorphisme entre M et M,

(uy étant le prolongement par "symétrie" de m, ) .

Nous pouvons donc formuler le théoréme final.

Théoréme 2 : Pour toute machine f il existe une machine
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Si f est déjd asynchrone c'est trivial. Sinon nous
pouvons trouver (d'aprés le théoréme 1) une demi-bande Te
avec Mg | T.. Soient P une partie génératrice idempotente

de T, et t le totalisateur de M_ alors il vaut d'aprés

f M £
le lemme 6

Evidemment tP est asynchrone. D'aprés le rappel 1 nous

et par conséquence f | t_, ce qui était a

avons £ | ty p

r £ s

démontrer.

Un exemple

Soit A = {0,1} €WN. Regardons la machine

f = (A,A,{qo,q1,q2,q3},6,k) avec le graphe de transition

et A

© O = O

f est réduite et peut étre décrite par l'application

f = mq : A > A avec
© 1, si Vai(1si$n) :'ai=1 et I a; = 1
(a;,...a_)f = mod
1 n . 3
0O, sinon
On verifie donc :
va(ae A"\{1}%) : o = O
£
a = 1 1
£
va(ag {117 o = 11 si I a; =4 2 .
£ mod
3
o 111 0

th H)
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~ ~

A*/z, engendré par O et 1,
£

Le monoide de transition M

-
.

f

peut donc é&tre donné& par la table :
ST |77 |

T |0|0 T |7T

o | | mp |l | me

1 O 11 §111 1
TS| T |7

Pt a0 | ot | AN |~

111 ] O 1 11 1111

Evidemment M; n'est pas une demi-bande. Posons B = {bo,b1,b2,b3}

en bijection avec B' = {b'o,b'1,b'2,b'3}. Faisons opérer fidéle-

~

ment 4 droite Mf dans B par 6,1 : B+ B avec ? = bO et
const

> b
o

—>b3

b
by > by
b
by > by
Les applications €, ¢
table :

o ¢1 : (BwB')>(BYB') sont donc de
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Les applications sont idempotentes et forment donc
une partie génératrice idempotente PT d'une demi-bande T dont
le totalisateur générateur tP est asynchrone.

T

Dans T on a
{bo,si ¢'=¢"ec,¢0"€ T

Vo,¢'(9,0' €T) Yb(b€BWUB') : (b)¢€¢o€¢'=
: bé , sinon

et par table

€¢1€ b b b b b b b b

(e¢1€)2bbbbbbbb

(s¢>1€)3bbbbbbbb

(€¢1€)4bbbbbbbb

(n—1)mod3.

et donc (€¢1s)n = (e¢1€)1+
. (0)TT = e¢pe 1,si t=€¢i
Posons I A > P_ avec et O0:T - A avec (t)o=
(1T = eg, e 0, sinon
alors nous avons £ | T*t, 0 .
s T

Prenons par exemple le "programme"” 1111111 A*
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IITI - LA MISE EN PARALLELE ET EN SERIE DE MACHINES ASYNCHRONES

La mise en parallele de deux machines f : A* > B

et g : c* > D est définie par l'application

fxg: (AxC >BxD
avec
()E xg === (()f, ()9g)
def
et avec
((a1,c1),...,(an,cn))fxg — ((a1...an)f, (c1...cn)g),

def

Nous noterons un mot £ & (axC) ™ par (o,Yy) oud uﬁA*,

vyeC® et od o et y sont de méme longueur.

Evidemment T fxg = Taf X TYg. Par suite 1'ensemble

(a,y)
Fexg 5 (T,

et donc fini. Il existe donc une machine réduite finie avyant

g | (a,vy)& (axC) "} est contenu dans Ff X Fg

fog pour fonctionnement externe. Désignons cette machine
encore par fxg. D'aprés le théoréme V.6 de [2] son monoide
de transition M
M. x Mg'

£xg est réalisable par le produit direct

£

Lemme_9 : La mise en parallele de deux machines asynchrones

£ : 2" > B et g : c* > D définit une machine asynchrone f x g.

f x g étant réduite il suffit d'aprés le lemme 2 &

démontrer que ¥(a,c) ((a,c) @ (AxC)) : (a,c) (a,c) (a,c).

f;g
Soient alors (a,y),(a',y') e (AxC)*® gquelconques. Alors

(a,v) (a,c) (a,c) (a',y") fxg = (caaa',yccy') fxg = ((caaa')f,

(ycey')g) = ((aaa')f, (ycy')g) = ((a,y) (a,c) (a',y"))fxg

ce qui permet de conclure.
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Regardons pour des machines f : A¥—» B et g : C‘—# D

quelconques la relation p @ (AxC)* x (AxC)”* définie par

(a,y) p (a',y') == (o = o' et v =
def il g

et étant des congruences p est évidemment une congruence

g
et nous avons

Hhonid

Lemme 10 : Soient f : A¥—3 B et g : C*™— D des machines quel-

conques. Alors les relations p et sont identigues.

f;g

D'aprés les définitions de p et = nous avons
fxg

évidemment peg fig' Pour la démonstration réciproque soient

(a,y),(q',y') G(AXC)* gquelconques avec {(a,Y) (a',vy"').

fxg
"ouv Z vy'.
g

Posons sans restriction de la généralité o # a'. Il existe
f

donc %, o €A" tels que (aao)f # (30'G)f. Par conséguence

Supposons (a,y) 4 (o',y') ce qui implique o { o

il vaut pour ?f?g(ﬁ quelconques avant la méme longueur que

a2 et a respectivement
(@,y) (@,Y) 3,3{') YExg = (GoBE, (TyDg # (G, =G, o &) g

ce gul est une contradiction permettant de conclure.

Lemme_11 : Si f A% = B et g : C*-—)D sont des machines

. + .
asynchrones alors le guotient (AxC) /p est isomorphe au

(

produit direct A+/E X C+/E (X+ étant le demi-groupe libre
f g

(sans mot vide) de 1l'ensemble X).
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Soit ¢ : (AXC)+/p > A+/E X C+/E une application
f g
définie par (E)¢ oumn (&',‘7) od (o,y) €.
def

¢ est bien définie parce que (a',v') & gé.(ij)+/p impliqgque

(a',y")p(a,y) ce gqui est équivalent 4 o = o' et y = y'. Donc
£ g
a' = g et y' = ¥ et par conségquent
L g Lo S - omer L
((a'yy"))od = (a',y") = (a,y) = ((o,y))¢.

. +
¢ est un morphisme parce que pour (a,Y),(a',v')& (AxC) quel-

congues
P~ P ™ Pt o ot -

(@) @) 6 = () )6 = (Gahy) e = v = G2 =

= @ENEP = (D) (T o.

¢ est injective : Si E # 5' alors il existe (a,Y) & & et

(a',y')ﬁg' avec (a,y) ¢ (a',y') ce qui est équivalent a
o Z o' ouy Z y' d'od o # o' ou Yy # ¥' et donc
f g
~ o~/ ~ ~
(8o = ((a,y))o # ((a',y"))d = (E")¢

, ~ o~ _ + ,_
¢ est surjective : Soit (a,y)e A+/: X C /= quelcongue avec
£ g

c€a et Y&Y. Si o et y ont méme longueur, alors évidemment

(&,?) = ((a,Y))¢. Sinon supposons sans restriction de la
généralité que % (a) < 2(y) et posons A := 2(y) - %(a).

f étant asynchrone nous savons que si a= a'a avec a'e A* et

ae A alors @ := OQeeed = a . (&,Y) est donc un élément
aAfois £ i
+ d _~ o~
de (AxC) . tel que ((&,¥))¢o = (&,¥).

En résumé ¢ est un isomorphisme ce qui permet de
conclure.
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Evidemment A+/E (f : A* > B machine quelconque) est
f

isomorphe & A*/= lorsqu'il existe un mot "neutre"cxepf tel
£

que pour tout état quf (@), = g. Il est clair que le

monoide de trahsition M
fxg

machines réduites f et g qui possédent chacune une sequence

de la mise en parallele de deux

d'entrée non vide comme mot neutre est isamorphe au produit

direct M. x Mg' En.ce qui concerne les machines asynchrones

£
il suffit déjad une condition moins forte :

» ~ . * 3
Théoréme 3 : Soient f : A" > B et g : C* » D des machines
+

asynchrones réduites avec A*/= = A /= et C*¥/= = C+/E.
£ £ g g
Alors le monoide de transition MfXg de fxg est isomorphe
au produit direct Mf X Mg.
Le lemme 11 et le fait que Mf = A%/=, Mg = C*/= permettent
f £

de conclure immédiatement.

Soient M, et M, deux monoides. Associant & chaque

1 2
élément m,€ M, un morphisme (une déformation) m, M2-+M2 on
définit dans l'ensemble M1 X M2 une opération 1} par
2
m
(m,,m,) ,; (m!,m)!) === (n m!, m T(ml)).

1772 1@ 1772 def ™1 2 2
(M1xM2,J; ) est un monoide qu'on nomme le produit semidirect

2 . R
de M1 et M2 (M1]Z M2). Le produit semidirect T11f T2 de deux

demi-~-bandes T1 et T2 n'est pas necessairement un2demi—bande.
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Exemple : Soient T1 la demi~-bande de table
‘t1 t2
t1 t1 t1
] t2] t2

et T, la demi-bande non-idempotente d quatre é&léments

introduite dans le chap. I. Les déformations t1,t2 : T4—>T4
soient définies par t, = a, t, = b. Ce sont
const const
évidemment des endomorphismes. Le produit semidirect.
T, X T, est donc de table
1y 4
2
Trs Taf T Ty
(ty,2) (t,,2)
(tzra) (tzyd) Donc (t1 ,a) I(t2Ib>l(t1 1C)
(t1,b) (t1,c) (t2,c) et (t2,d) sont
idempotents dans T1 X T4 mais
(t,,b) | (t,,b) v
il n'existe pas un produit d'eux
(t1,c) (t1’C) engendrant (t2,a),(t1,b) ou
(tzlc)~ ’ (tzlc) (t1 ld)-
(ty,d) (tq,c)

(ty,d) | (t,,d)

Soient M1 et M, deux monoides,;ltl'ensemble des applications

2
de M1 dans M2. alors # est un monoide pour la loi d'opération

(notée *) définie par

f*g : MM avec (m) f*g == (m)f(m)g
1 772
def
Si on associe 3 tout m@&M une déformation m :l&-* wavec
(f)m := e o8 (x)™f == (xm)f alors le produit semidirect
def
M l>/< (‘L est un monoide avec comme é&lé&ment neutre (1?\/1 ,€) oud
2 1
£ = 1ym.. Le monoide est -appelé le produit en couronne

const
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(wreath product) M1(p M2 de M1 et Mz.

La mise en serie ng : A*¥ > C de deux machines

f : A* > Bet g : B¥ >~ C od £T . a* > B* est la transduction

associée 4 f définie par (e désignera le mot vide de A* et B¥)

(aﬁ...an)f = (a1)f(a1a2)f ....... (a .an)f

est une machine finie dont le monoide de transition H

est réalisable par le produit en couronne Mf w Mg (I 2, th.7.27;

Lemme 13 : Si £ : A® > B et g : B¥ » C sont des machines
asynchrones alors pour tout a@€A : a = aa
ng
Soient a,R @ A* guelconques, B = 61"‘Bn (B, & A).
Alors (aaaB)ng = ((a)fT(ca)f (caa)f (uaa81)f....(aaa8)f)g.

f étant asynchrone c'est égal a ((a)fT(aa)f(aa)f(aasw)f....
(xaB)f)g. g étant asynchrone c'est &gal a ((u)fT(aa)f(aaB1)f..

. (aaB)f)g et donc a (eaB) fTg ce qui permet de conclure.

ILa machine réduite h qui a pour fonctionnement
externe 1l'ensemble {Tang | o @A*} est donc asynchrone

51 £ et g sont asynchrones.
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