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INTRODUCTION

Le travail que nous présentons ici, concerne le domaine particulier
de la statistique descriptive multidimensionnelle, consacré a la structura-
tion et la description géométrique d'informations ordinales.

L'inadéquation des méthodes factorielles, au traitement de telles
domnées, fut notée des 1947 par THURSTONE ([16] p. XIII). Ce n'est cependant
qu'en 1962 que SHEPARD [68,a] propose une méthode Heuristique d'analyse des
DONNEES de PROXIMITE AGREGEES. Le probléme traité est le suivant :

Nous disposons de mesures de ressemblance (ou de dissemblance)
entre éléments d'un ensemble fini d'objets I (Items, Stimuli, Hommes poli-
tiques, conditions expérimentales...),regroupées dans un tableau A. Ne
retenant que 1la seule relation de préordre induite sur I x I par A, nous
construisons une configuration de card(I) points dans un espace vectoriel
normé de dimension minimale qui soit invariante par toute transformation
isotone des domnées et telle que les relations géométriques interpoints
traduisent "au mieux' les relations signifiantes entre objets.

Depuis la formalisation du probléme, en termes d'adéquation, par
KRUSKAL [58,a] en 1964, de nombreuses approches ont été développées, tant
en termes d'élasticité (Mc GEE 1966 [63,a)) , de permutations algébriques
(GUTTMAN 1968 [52]) que de projection sur 1'orthant positif (de LEEUW 1968

[33,c] .

La généralisation de ces méthodes a 1'analyse des DONNEES de
PROXIMITE non AGREGEES, fut tentée dés 1968 (Mc GEE [63,b] » KRUSKAL [58,d]).
Une solution satisfaisante ne fut donnée qu'en 1970 par CARROLL [30,d]. Le
probléme, connu en psychométrie sous le vocable d''"'Analyse des différences
individuelles' est le suivant : '



Pour chaque élément j d'un m—éghantillon J issu d'une population
donnée, nous disposons d'un tableau a7 de mesures de ressemblance entre
€léments d'un ensemble fini d'objets, I. Nous construisons deux configu-
rations dans un méme espace vectoriel normé de dimension minimale :

i) une configuration de card(I) points représentant, '"au
mieux'', un compromis entre les préordres induits, sur I x I, par les m
tableaux‘AJ.
1i) une configuration de m points traduisant 1'écart de
chacun des préordres au compromis.

Parallélement, 1'extension des méthodes ordinales 4 1'analyse des
DONNEES de DOMINANCE ( CARROLL 1967 [15], ROSKAM 1968 [14], GLEASON 1968
(s01) permit de généraliser au cas multidimensionnel le modéle de DEPLOIE-
MENT de COOMBS [5].

Nous disposons alors,pour chaque &lément j d'un m-échantillon J
issu d'une population donnée, d'un classement (resp. de comparaisons
par paires) des n éléments d'un ensemble d'objets I. Nous construisons
une représentation simultanée des éléments de I et de J dans un espace
vectoriel normé de dimension minimale, de telle sorte qu'elle soit inva-
riante par toute transformation isotone des données et que les proximités
géométriques entre points traduisent le degré de cohérence des classements
(resp. comparaisons par paires) et permettent de reconstituer ceux-ci
(resp. celles-ci).

L'analyse ordinale de ces trois types de données se distingue
des méthode usuelles de statistique descriptive multidimensionnelle
("multidimensional scaling') par 1'affaiblissement de 1'hypothése de 1iné-
arité : une configuration est jugée représentative d'un ensemble d'objets
si les distances interpoints sont fonction ISOTONE des indices de proximités
correspondants. C'est pourquoi 1'on ne retient que la représentation de plus
faible dimension,qui reste invariante par toute transformation isotone des
données.

Suivant la démarche de KRUSKAL [SS,a], les différents auteurs
construisent un indice d'adéquation d'un modéle ordinal aux donndes, et
se proposent de 1'optimiser. Cette démarche conduit 3 une succession de
propositioﬁs algorithmiques sans fondement théorique commun. Un autre point



I. III
de vue sur ces méthodes, consiste a définir chacun des problémes en termes
de régression isotone. Cette démarche unificatrice est le point de départ
de notre travail. Nous montrons ainsi les liens existant entre les trois
types de problémes, dégagés de leur contexte et langage psychométrique, et
montrons de fagon 'haturelle" 1'équivalence et les propriétés statistiques
des indices d'adéquations proposés.

Cette démarche nous permet de montrer 1'analogie des méthodes ordinales
aux techniques usuelles de statistique descriptive multidimensionnelle et
de montrer qu'il est possible d'analyser des données de proximité non
agrégées par des méthodes purement ordinales.

Dans un premier chapitre, nous définissons trois critéres de choix
d'un (ou plusieurs) modéle(s) de description d'un tableau de données. Un
premier critére est 1'étude de la nature monaire ou binaire de la relation
de ressemblance définie par les données. On retrouve ainsi la classification
de COOMBS [5] . Le second critére reprend la distinction de STEVENS des
différentes échelles de mesure des ressemblances et permet de définir le
champ d'application des méthodes ordinales. Le troisiéme critére étudie
le point de vue interprétatif qui fonde le modéle de description d'un
tableau de données A. Nous reprenons ici la classification de SHEPARD [15].
Peu de choses sont nouvelles dans ce chapitre qui a pour but de convaincre
le lecteur de 1'importance méthodologique de la définition explicite
d'un modéle descriptif.

Le deuxiéme chapitre étudie les €léments de régression isotone,
nécessaires a notre exposé. Nous rappelons tout d'abord les résultats de
BARLOW , BARTOLOMEW, BREMMER et BRUNK[2],sur la notion d'espérance condi-
tionnelle par rapport 3 unw-treillis. Seules ses propriétés de projecteur
dans L2 @1&159) sont données, lorsque (lest muni d'une relation de préordre.
Nous donnons alors deux algorithmes de calcul de cette espérance condition-
nelle : 1'algorithme de KRUSKAL [58,a] résoud le probléme lorsque la relation
de préodre est totale.dans le cas contraire nous exposons tout d'abord
1'algorithme de GEBHARDT [48]. Cette approche pose en pratique des problémes;
aussi montrons nous qu'une formulation du probléme en termes d'analyse
multicritére, conduit & une solution utilisable en pratique. A cet effet,
1'approche de de CANI [42], construisant la relation de préordre total,
en termes de maximum de vraisemblance est opposée 3 la méthode de maximum
de cohérence due & JACQUET LAGREZE [32]. '



I. 1V

Nous définissons ensuite un indice de corrélation isotone, par
analogie avec le rapport de corrélation. Nous étudions alors en détail
ses qualités d'optimalité. Les résultats de ce paragraphe sont nouveaux,
et permettent de justifier les principaux indices d'adéquation proposés
précédemment.

Enfin nous dégageons {33,b] la notion de modéle linéaire ordinal,
permettant de donner un analogue ordinal aux méthodes de régression simple,
multiple, & 1'analyse factorielle discriminante et a 1'analyse de variance.
Une résolution algorithmique d'un tel mod&le est exposée suivant les tra-
vaux de de LEEWW [33,b].

Le chapitre III étudie les données de proximité agrégées. Nous
nous attachons, tout d'abord, i 1'étude des théorémes d'existence d'une
solution forte au probléme. Nous donnons une fornulation et une démonstra-
tion nouvelles du théoréme de HOIMAN [56], montrant la généralité de ce
résultat et 1'importance de 1'hypoth&se d'ultramétricité. Ce théoréme
nous conduit 3 opposer 1'analyse des proximités 3 1'analyse hiérarchique et
a& montrer le besoin de tests statistiques,permettant d'opter pour 1'un
ou 1l'autre modeéle en pratique. Nousexposons alors une démonstration
simplifiée du thé&oréme de GUTTMAN [52] donnant une condition suffisante
d'existence d'une solution fortement isotone dans un espace euclidien de
dimension moindre que n - 2 (n=card (I)).

L'approche heurlsthue de SHEPARD [58 aJ est alors presentee et
interpretée en termes d'analyse de la dispersion, en reprenant les résultats
de BENNETT [37]. Nous montrons que les formalisations ultérieures de
KRUSKAL [SS,a] , GUTPMAN[ﬁZ] et Mc GEE [63,a] s'attachent toutes 3 développer
un espect différent de 1'approche de SHEPARD et opposons 1'analyse de KRUSKAL
fondée sur une régression isotone, 3 1'analyse de GUTTMAN. Une argumentation
géométrique nous permet de montrer les qualités respectives de ces deux
démarches.

La méthode de 1'orthant positif due 3 de LEEUW [33,c]est présentée.
Elle permet de choisir un critére d'ajustement autre que les moindres carrés
et son interprétation statistique est donnée. Nous &tudions ensuite la
construction d'une initialisation des algorithmes itératifs exposés et
montrons que notre démonstration du théoréme de GUTTMAN permet un choix -
rationnel.



Le paragraphe suivant expose ce que nous appelons
1'analyse a-dimensionnelle des données de proximité. Son but est de
construire une description d'un tableau A par un tableau D de distances
définies dans un espace de FINSLER. Nous montrons que notre approche
formalise, en termes de regression isotone, sous contraintes, une propo-
sition récente de SHEPARD et CUNNINGHAM (68,f).

Ce chapitre s'achéve par la présentation des méthodes d'analyse
des données de proximité conditionnelles. Le tableau de données A
induit alors une famille {Qi, i e I} de relations de préordre sur I,
chaque éléments i servant dans ce cas de référence pour constuire Qi' Nous
formalisons ce modéle en termes de régression isotone.

Le probléme posé en analyse des données de proximité non agrégées ,
est formalisé en termes de régression isotone au chapitre IV. Nous exposons
les approches '"métrique" et "semi-métrique' de CARROLL (43], issuesde
recherches en analyse factorielle trimodale. Aucune solution ordinale satis-
faisante du probléme n'a été donnée 3 ce jour. Notre formalisation montre
que l'utilisation de techniques de régression isotone,permet de construire
une représentation purement ordinale, par simple application du modéle
linéaire ordinal. Nous proposons deux algorithmes résolutifs, dont 1'un
utilise une méthode due a SRINIVASAN et SHOCKER [72] pour construire un

modélie aussi général que ceux de CARROLL présentés ci-dessus.

Le chapitre V est consacré 3 1'étude des données de Dominance. Nous
formalisons le probléme en termes de régression isotone et montrons que
deux modéles représentatifs peuvent &tre construits par ces techniques.
L'une est fondée sur la notion de point idéal, introduite par COCMBS[5].
Elle construit une représentation conjointe des objets classés et des
variables de classification, dans un méme espace euclidien, par une analyse
interne, id est limitée aux seules informations contenues dans les données
de dominance. L'autre modéle d'analyse interne se propose de construire
une représentation des objets et des variables en termes de dualité. Nous
montrons qu'alors les techniques de régression isotone permettent de
résoudre le probléme grace au modéle d'Analyse factorielle ordinale,étudié
par SHEPARD-KRUSKAL (58,e] et ROSKAM [14].

Le paragraphe suivant montre que lorsqu'une représentation euclidienne
des objets est connue, une analyse externe des données de préférence permet



de construire une représentation conjointe des variables dans le méme
espace. CARROLL [30,q] propose une hiérarchie de quatre modéles d'analyse
de telles donnée, lorsque celles-ci sont d'échelle intervalle. Lorsque

les données sont d'échelle ordinale, nous opposons a 1'analyse ''semi-
métrique" de CARROLL,une démarche purement ordinale, fondée sur les travaux
de SRINIVASAN et SHOCKER [72].

En conclusion, c'est 1'utilisation du langage de la régression isotone
qui a permis de dégager les liens des différentes méthodes d'analyse ordinale
entre elles et avec les méthodes usuelles de statistique descriptive multi-
dimensionnelle, en termes d'analyse de la dispersion.

Elle met ainsi en évidence 1'affablissement des hypothéses de linéarité
en celles d'isotonie, qui se traduit en pratique par une moindre robustesse
des méthodes ordinales. Le point commn 3 1'ensemble des méthodes descriptives
multidimensionnelles &tant de construire toujours une ''solution', il est
impératif de développer des méthodes statistiques de contrbdle de la vraisem-
blance et de la ''qualité" des représentations' obtenues.



CHAPITRE 1

LES MODELES DE DESCRIPTION

DES DONNEES.

Le choix d'un modéle de description d'un tableau de données
particulier nécessite une €tude taxonomique des propriétés et de la structure
des données elles-mémes. Le chapitre en développant une telle analyse,
nous permet de fixer le langage utilisé par la suite.

Le premier paragraphe étudie 1'information contenue dans un
tableau de données suivant le type de relation algébrique sous-jacente.

Au deuxiéme paragraphe nous utilisons la typologie de STEVENS (7]
suivant le niveau de mesure, pour montrer la spécificité des méthodes ordi-
nales parmi les techniques de statistique descriptive multidimensionnelle.

Un méme tableau de données est susceptible de recevoir différentes
interprétations. Nous distinguerons quatre modéles descriptifs fondamentaux,
dans le paragraphe suivant. Nous montrons alors les limites de notre étude
et donnons quelques références sur les modéles non étudiées dans la suite.

Le dernier paragraphe montre les difficultés de mise en oeuvre
de techniques de représentation de données, en géométrie non euclidienne.
Les chapitres suivants seront limités 3 1'étude de modéles euclidiens.



§ 17 - NATURE DES DONNEES - DEFINITIONS ET NOTATIONS.

On s'intéresse a deux ensembles finis de caractéres définis sur
une population & : I de cardinal n et J de cardinal m. En psychométrie,
I représente en général un ensemble de stimuli (hommes politiques - items
linguistiques - tests psychologiques - conditions expérimentales - couleurs-
sons, etc...) et J un ensemble d'individus (personnes testées, interrogées,
juges, etc...)

Dans des conditions expérimentales convenablement contrdlées
w(wed), un €lément (i,j) du produit cartdsien I x J induit un effet :

elj = w(l,J)

€lément de 1'espace des états E, dont 1'observation

8ij = Y(eij) =you(i,j)
IxJ S - (L,R)

€lément de H, n'est contrdlée que par la relation

p-aire 0, définie sur H. Les observations sont %

regroupées dans le tableau de donnée g1
E

a@) ={8ij 5 (i,))e IxJ}

dont 1'étude nécessite une analyse de la relation (. Nous retrouvons
ainsiles classifications proposéespar COOMBS [4]et ROSKAM [16].

I.1 - Définition

Un tableau de donndes Alw) est dit global si(R est une relation
totale sur H. 14 est dit conditionnel si R est une nelation partiefle
R-UfRe ; i€ 1) Ri est une netation totate sun La section Hi = 8 ({ijxJ)

Le degré de 1la relation® permet de distinguef quatre types de
données globéles: o ‘
* Lorsque R est une relation monaire, 1'observation&j apporte une infor-
mation sur le seul couplé (i,j) de I x J. Nous avons alors la



I. 2 - Définition

Si R est une relation totale monaire sur H, un tableau Alw)
est une B-donnde (nesp. une A-donnée) 44 1 = J (nesp 1 # J) et alons
B=1xT1 (resp. A =1 x J)

% De telles données ne sont pas abordées dans notre travail consacré
au cas d'une relation binaire. induit alors une information sur les
paires de dyades (({;,§;),(4,,7,)) Eléments de (1xJ)? Nous posons alors la

I. 3 - Définition

Si B est une nelation totale binaine sun H, un tableau Alw) est
une BxB-donne (nesp. une AxA-donnde) a4 1 = J (rnesp. 1 # J)

# Lorsque A(w) est une donnée conditionnelle, nous posons les définitions
analogues :

I. 4 - Définition

Lornsque pourn tout L dans 1 Ri est une netation totale monaire
surn Hi, un tabfeau Alw) est une Bi-donnde (resp. Al-donne) s4 1 =]
(nesp. T # J)et alons BL = {L}x 1 (resp. AL : {4} x J)

I. 5 - Définition
Lonsque pour tout 4 dans 184 est une nelation totale binaire surn
Hi, un tabLeau Alw) est une UBL x Bi)donnde (nresp. WM X M}dcnnée)

Ces définitions permettent une premiére étude de la structure de
données particuliéres - cependant méme lorsque R ou Ri est une relation
d'ordre, elles ne montrent pas la spécificité des méthodes ordinales.

Les deux paragraphes suivantes répondent a ce but.



§ 2 - TYPOLOGIE DES ECHELLES DE MESURE

Le probléme abordé par 1'analyse multidimensionnelle peut étre
formulé comme suit : Etant domné un tableau A(w) de nambres réels repré-
sentant des mesures de ressemblance ou de dissemblanceentre p caractéres,
construire une représentation Z de ces caractéres dans un espace vectoriel
normé V de telle sorte que les distances interpoints représentent''au mieux"
les données suivant un critére d'ajustement. La définition de celui-ci est
lige a 1'échelle de mesure utilisée pour construire A(w). Nous distinguons
de facon c1a551que (c.f. {17]) six niveaux de richesse croissante :

2.1 - Echelle nominale

H est alors isomorphe a un sous-ensemble fini defN et 1'applica-

tion ¥ est un codage des éléments de E. Seules sont admises les relations :
- d'équivalence entre états de méme code ( nous parlons d'exaequos)
- de non équivalence entre états de codes différents.

Les données catégorielles ou qualitatives sont mesurées suivant
une telle échelle qui est invariante par permutation des codes.

2.2 - Echelle ordinale

H est isomorphe & un sous-ensemble de la droite réelle R et B
est une relation de préordre notée é Le code est alors hiérarchisé.
d est alors un indice de proximité caracterlsant soit la ressemblance,
soit la dissemblance de deux éléments de T x J. Nous supposerons dans
toute la suite que § exprime une notion de dissemblance.

I.6 - Définition
On appelle indice de dissimilarite, toute application & déginie

dun T x J et d valeuns dans H qui, 84 1 = J, verifie poun tous (4, f) dans
I x1




Dy : 844 = 6844 (Symetrie)

D, : 8L

g 85 4,845 a4 4 et § sont tlLements de Q .

La valeur numérnique S8if n'est signifdicative que du rang de
L'état w4, f) dans La relation de préorndre induite pan VY sur E. Cette
chelle est done invariante par transformation isotone surn (H, &).

I. 7 - Définition [1]

Soient (E,R) et (E', R') deux ensembles préondonnis. On appelle
application isotone (ou L{somorphisme de préodre) toute bijection M de E
sun E' telle que :

(e, R e,) = Mle;) RMley) powr tous e, e, dans E.

La représentation Z d'un ensemble de p critéres a partir de

données d'échelle ordinale se fera donc suivant un critére d'isotonie :

d(Z(4) , Z(4)) < d(Z(k), Z(&)) &L 8&if $H6h£ pour tous (4,f) ,
(k,2) dans 1xJ

oi d est la distance définie sur V. La mise en oeuvre de ce critére, depuis
les travaux pioniers de SHEPARD 68,a est étudiée par 1'analyse multidimen-

sionnelle ordinale.

2. 3 - Echelle hyperordinale

La notion de différence qualitative entre les valeurs de 1'indice
de dissimilarité est définie, ainsi qu'une relation de préordre sur ces
valeurs.

Aucun critére d'adéquation particulier n'a été développé jusqu'ici

pour de telles données, abordées en pratique comme des données ordinales.



2. 4 - Echelle d'intervalle

La notion de différence entre valeurs de 1'indice de dissimila-
rité est définie numériquement. Elle est invariante par translation, aussi
lorsque I = J peut on imposer & § d'&tre un indice de distance vérifiant
la :

I. 8 - Définition

Une application T définie sun 1 x T & valewrs positives dans
est un indice de distance 44 pour tous (4,§) de IxI elle vernigdie :

T, 2 Tif »0
T, : (Tif = Olepd = §

T3 2 Tif 2 T4d

Une telle échelle est invariante par transformation affine et le "critére
de la constante additive" développé par TORGERSON 17 permet d'analyser de
telles données :

d(Z(&) , Zlf)) = &4 + C pour tout i différent de j.

2.5 - Echelle de proportion

Le quotient de deux valeurs est défini, conduisant 3 une &chelle
invariante par homothétie. & est alors une distance et 1'on peut analyser
de telles données suivant un ''critére d'égalité" :

d(Z(1), z(i)) = &ij

suivant la démarche de YOUNG et HOUSEHOLDER [i7] .



2. 6 - Echelle de dénombrement

L'unité de mesure est alors fixée et seule 1'identité laisse
invariante une telle échelle.

Les méthodes usuelles de statistique descriptive multidimension-
nelle étudient des données d'échelle d'intervalle. Les échelles ordinales
et hyperordinales sont abordées par les méthodes ordinales exposées dans
ce travail. Cependant les mod&les d'analyse de telles données différent

suivant 1'interprétation donnée au tableau A(w).

§ 3 - MODELES INTERPRETATIFS.

La description statistique de données particulilres nécessite
la définition d'un ou de plusieurs modéles interprétatifs. Ceux-ci permettent
d'établir une correspondance simple entre relations inter-caractéres
exprimées par les données et relations inter-points dans 1'espace représen -
tatif. Nous distinguons quatre grands modéles, suivant en cela COOMBS [5]
et SHEPARD [15].

Nous précisons les notations du paragraphe précédent en distin-
guant dans 1'espace métrique (V,d) la représentation X ={x(i),1 € 1, de
cellede J : Y = iy(j), j € J} . Nous notons alors dij = d(x(1),y(j))pour
tous (i,j) dans I x J.

3. 1 - Modéle de Proximité

Interpréter un tableau a(w) en termes de proximité, c'est considé-
rer que la distance dij mesure dans R 1e degré de dissemblance &ij des

caractéres i et j. Ceci suppose 1'existence d'une relation isotone :
Dw) = Maw)) i.e.  dij =M(i)) (¥(1,3) 5 (1,3) € IxJ)

qu'il convient de mettre en évidence et de construire. Tel est le but fixé

a 1'analyse des proximités par SHEPARD (68,a].



Deux types de tableaux de données sont directement interprétables
en ces termes. Lorsque 1'on étudie des BxB-données, A(w) est un tableau
carré d'ordre n (ol n = card(I)) tel que 5ij mesure la similarité, le degré
de substitution, 1'affinité, la confusion, 1'association, la corrélation
ou encore l'interaction entre deux stimuli.

De méme les U(BixBi) domnées sont &tudides suivant ce modéle et
le tableau A (w) se présente comme dans le cas précédent. La définition de &
dans ce cas nécessite un affinement de nos notations : la relation isotone

sous-jacente s'écrit alors
dij = Mi(8ij) (¥ (ij),(,)) e {ijx D

Ce type de données est souvent rencontré en pratique, ou il
correspond & des méthodes trés fiables de recueil des données, telles 1la
méthode des tryades [1) ou celle des points d'ancrage [10].

La notion de "point-idéal" introduite par COOMBS [5)permet
d'interpréter les données de préférence suivant ce modéle. Le tableau“A\@d)
a alors n lignes et m colonnes et constitue une U(AjxAj)-donnée. Le terme
général 3ij mesure la proximité d'un caractére i au caractdre j. Ce peut
8tre le degré de préférence de 1'individu J pour 1'objet i ou la fréquence
de fréquentation du magasin i par 1'acheteur j etc...

Cette interprétation deslICijAd)—ddnnées conduit aux méthodes
de déploiement développées dans le cas unidimensionnel par COOMBS [5]dont
nous €tudions les généralisations au cas multidimensionnel.

3. 2 - Le modéle de Dominance.

Interpréter un tableau A(w) en termes de dominance, c'est ordonner
les €léments de I selon leur degré de possession d'une propriété j(j € J).
Deux types de données sont interprétables en ces termes.

Les relations de Tournois ou.de comparaison par paire conduisent
a des Aj-données. Le terme général $i1 du tableau carré d'ordre n A (w)
mesure le degré de dominance de i par 1. Ce sera par exemple le nombre de



fois que 1 a battu i ou bien le score de i face 3 1 dans un tournois de
tennis. j représente la forced'un joueur au tennis et correspond a
1'ensemble du tableau A(w) .

Lorsque 1'on est assuré de la transitivité de la relation de
dominance ainsi définie, une telle approche conduit a une représentation
unidimensionnelle (c.f KLEMMER et SCHRIMPTON [15)) dans le cas contraire
il est nécessaire de constuire une représentation multidimensionnelle,
suivant 1a démarche de HAYASHI [55]par exemple. Cependant une démarche
algébrique conduisant a une description par graphe nous semble plus satis-

faisante. De telles données seront ignorées dans la suite.

Lorsque nous disposons de plusieurs tableaux de comparaisons par
paire, ou de plusieurs classements, 1'absence de consensus strict conduit
3 1'utilisation de techniques de description multidimensionnelle de y(ijAj)-

données, dont les données de préférences étudides ci-dessus sont un exemple.

Dans la suite nous réservons le terme de modéle de dominance a
1'étude de V(AjxAj) données.

3. 3 - Modéle de Profils.

Au terme ambigii de "données multivariées' nous préférons celui
de '"donnée de profil" et donnons la

I. 9 - Définition

On appelle profil de £'élement L € 1 (resp. j €J) Le tableau
de descniption de 4 (nesp. f) par Les eLements de J (nesp. 1) et notons :

8. =18if , § e} 8.5 ={8¢f ; i€ 1]

Interpréter un tableau ( ) en termes de profils c'est admettre
1'existence d'une relation fonctionnelle simple entre les coordonnées du

V&wmxﬁ)H%mﬂﬂ)wm&mmmlémmmiél(mm.jéﬂdms
(V,d) et le profil &¢. (resp.d.4).
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Cette relation fonctionnelle peut &tre lindaire comme en analyse
factorielle classique ou en analyse en composantes principales ( [3], [16], [17])
ou polynomiale comme en analyse factorielle non lindaire [62] ol GNANADESIKAN
et WILK in KRISHAIAH 1969). Plus généralement elle peut étre isotone
((33,0], [53], [, e], (68,¢)) ou "continue" au sens de CARROLL ([66,e]).

Ce type de modéle est sans doute le plus usité puisqu'il est le
fondement de toutes les méthodes de description statistique multidimension-

nelle de données d'intervalle.

3. 4 - Modéle des mesures conjointes

Interpréter un tableau A (w) en termes de mesures conjointes
C'est considérer que chaque élément Sij est une fonction simple de deux
coordonnées correspondant respectivement i une représentation unidimension-
nelle disjointe de I et de J.

Cette fonction peut &tre additive comme en analyse de la variance,
multiplicative ou plus généralement polynomiale (c.f. LINGOES et YOUNG in(15]
CARROLL in[11), ou encore isotone ([33,b], [58,b]).

Un tel modéle, surtout développé dans le cadre de données d'échelle
noninalene sera pas étudié dans la suite.

L'exemple de 1'analyse des données de préférence montre qu'un
méme tableau de données peut &tre interprété suivant plusieurs modéles.

De plus a 1'exception du modéle des mesures conjointes, les différents
modéles donnent des informations complémentaires sur la structure de donndes
et seule 1'interprétation des résultats permet de dire a posteriori quel
est le modéle le mieux adapté a la description des données,s'il en existe
un.

§ 4 - CHOIX D'UNE METRIQUE SUR V.

La description de données ordinales, s'est développée suivant deux
voies, a partir de 1962. La premiére fondée sur les travaux de PLAMENT[A@
aborde le probléme en termes de théorie des graphes et ne sera pas abordée

ici.
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Nous étudions 1'approche géamétrique du probléme, fondée sur les
travaux de SHEPARD [68,33. Les données définissent un espace semi-métrique
(1a semi-métrique est définie par tout indice de distance isotone ad)
qu'il convient de plonger dans un espace métrique V.

Lorsque 1'on impose de plus a V d'stre ultramétrique, le probléme
est résolu par 1'analyse hiérarchique (3]. Dans le cas contraire V est un
espace de FINSLER dans lequel le probléme n'a pas recgu de réponse dans sa
généralité (c.f;(4]).

Cependant les travaux axiomatiques de BEALS, KRANTZ et TVERSKY 36]
[76 a et b]) définissent les propriétés qualitatives minimales que doivent
vérifier les donndes de proximité pour &tre représentées dans un espace de
MINKOWSKI ot la distance d est définie par :

1/a
T
d(x(1),x(3)) =L(Z1 Ix (1) - xk(j)lp] p.qe®+

ol 1'on a supposé V r dimensionnel. On note Lpqg une telle métrique.

Les espacessont trop généraux et bien que deLEEUW [33—c] ait
montré 1'intérét statistique d'une étude menée dans dans V muni d'une
métrique Lpq avec o< p < 1 et q=1, les psychométriciens n'étudient
le probléme que dans les espaces de HOLDER ol p = q - (Lpp = Lp).

Les jauges associées a ces métriques (Fig.1) prennent alors
une grande importance puisqu'elles conditionnent la forme des régions d'iso-
tonie et donc la lecture des représentations graphiques construites en
cours d'étude.

Leur étude permet de tracer les hyperplans médiateurs associés
a deux poihts A et B dont la complexité interdit toute lecture naive d'une
représentation graphique lorsque la métrique de HOLDER n'est pas euclidien-
ne (Fig.2).
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Figure 2

Hyperplans mediateurs du segment AB.
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Nous reproduisons ci-dessous une configuration de quatre points

en métrique L. Nous avons tracé les hyperplans médiateurs de chaque seg-

ment afin de montrer la complexité de lecture d'une telle carte.

0 w \dw

40 ntf‘ . ' Région Classement
3 1 DCAB
2 DCAB
8 3 DCBA
\ ' 4 CDBA
AN N 5 CBDA
e R
" n /_c 6 CBAD
¢ 7 BCAD
P ) 8 BACD
a1 / 4\0 Ve > 9 BADC
. 10 ABDC
D S . 11 ADBC
> 12 ADCB
13 ABCD
*J 14 CDAB
15 ACBD
16 CABD
! 2 3 u 17 CADB
e he < 18 ACDB

Le choix d'une métrique lp est parfois motivé par une information
a priori. Tel est le cas d'études psychométriques en distance L1 ou L, (c.f.
[68,c] pour une bibliographie).

Lorsqu'il n'en est pas ainsi, ceci est un paramétre supplémentaire
du modéle, qu'il convient d'estimer. Lorsque la dimension r de V est
fixée et un indice d'adéquation du modéle aux données établi, la démarche
usuelle consiste 3 construire des représentations des données pour diverses
valeurs de p et retenir celle qui minimise 1'indice d'adéquation.

Les risques de mauvaise estimation préalable de r, la sensibilité

'~z méthodes ordinales aux minima locaux, condament en fait une telle
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méthode. La solution consistant 3 faire pour chaque valeur de p plusieurs
tentatives devient si cofiteuse qu'elle ne peut &tre qu'exceptionnellement
employée.

L'influence du choix de p sur la structure de la représentation
obtenue n'a été que peu étudiée et ce par simulation ([68-a], ['69]’). Les
recherches montrent que la configuration est peu modifiée comme en témoigne
la figure ci-dessous, reproduite comme les précédentes de ROSKAM [14].

I
!

L]
p L+
a
A
N a
+ -
* +
—— ;.,_,,c._”_w-v_“.m, e e e e e
s
+
E
A e
e+ - % + Distance euclidienne p = 2.0
A F : . ;
. Distance non eucli-
dienne p=1.5
A" " " p = 1.05

Cependant les algorithmes existant actuellement ont une propension
accrue a construire des configurations dégénérées lorsque p est différent
de deux.

Nous avons par suite limité notre propos a 1'étude du cas o V
est un espace euclidien (i.e. 1 = 2).
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HAPITRE 2

ELEMENTS DE REGRESSION ISOTONE

La description multidimensionnelle des données ordinales fut
rendue possible par SHEPARD [68,a]. Son approche heuristiquea recu de
nombreuses formalisations statistiques en termes d'adéquation d'un cri-
tére d'isotonie aux données ([33-c], [52], [58-a], [63], [80,a:]) . Cependant
1'utilisation de technigues de régression isotone pour minimiser la fonction
d'écart ('""Badness of-fit function'') n'a, semble-t-il jamais retenu
1'attention des auteurs. Notre travail montre le rdle central et unifica-
teur de la régression isotone en analyse des données ordinales et permet
de fonder statistiquement les choix de fonctions d'écarts proposés anté-
rieurement. Dans ce but, nous exposons dans ce chapitre les outils de

régression isotone nécessaires d notre exposé.

Le premier paragraphe, reprenant les résultats de BARLOW,
BARTOLOMEW, BREMMER et BRUNK[2]limite 1'étude de la régression isotone 3
ses aspects géométriques. En particulier le probléme de 1'existence de
1'espérance conditionnelle par rapport d un o -treillis, en termes de
dérivée de Radon-Nikodym, n'est pas abordé. Nous renvoyons le lecteur inté-

ressé par un exposé complet a [2].

Nous étudions dans le second paragraphe la définition et les
propriétés €lémentaires d'un indice de régression isotone qui joue dans
ce cadre un r0le analogue 3 celui du rapport de corrélation dans le cas
usuel. La généralisation au cas isotone des travaux développé€s en cartogra-
phie par GILBERT [49],nous permettent de donner quelques résultats d'opti-

malité de 1'indice retenu.
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La mise en oeuvre algorithmique de méthodes de régression isotone
est &tudiée au paragraphe trois. Les algorithmes exposés sont différenciés
suivant les problémes spécifiques rencontrés lorsque le o-treillis est en-
gendré par une ou par plusieurs variables aléatoires.

Le paragraphe suivant étudie 1'extension au cas ordinal du mod&le
linaire : On étudie alors la description d'une variable aléatoire ordinale
par une famille finie de variables quantitatives. Nous définissons ainsi
les équivalents ordinaux des méthodes de régression, d'analyse factorielle
discriminante et de 1'analyse de la variance.

Le dernier paragraphe, consacré 3 1'étude des relations d'isotonie
entre préordonnances, introduit la notion de signature d'une préordonnance
due 3 GUTTMAN [52] que nous utilisons dans les chapitres suivants. Trois
types d'isotonie sont différenciés suivant le traitement souhaité des exae-

quos.
§ 1 - ELEMENTS DE REGRESSION ISOTONE.

On étudie une variable aléatoire Y définie sur 1'espace probabilisé
0,3,P) et a valeurs dans (R’Qﬁ ) ot @R est la tribu borelienne de [R.
On suppose Y de carré integrable et on note : Y € L2 @) .
On suppose définie une variable aléatoire X définie sur (,d,0 a valeurs
dans (E,%) ol E est un ensemble préordonné par la relation (X.

II. 0 - Définition

On appelle variable ondinale, toute variable aléatoire dé4inie
surn L'espace probabilisé (Q,aG,P) a vateurs dans un ensemble préordonns (ER).

Le but poursuivi est de décrire Y par une application mesurable
de (Q,&)dans (ﬁ,(Bﬁ) qui factorise 2 travers X. Si 1'on note “f 1'ensemble
des fonctions isotones m de (E,R)dans TR muni de la relation d'ordre usuel,
telles que f = moX appartienne 3 LZ(CB) . On se propose de déterminer
1'é1ément € dansH qui minimise :

jn (Viw - §w) )2 Plde
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En effet, si nous définissons sur 1'espace probabilisable (ﬁ,ﬁﬁ)
la probabilité Py image de P par Y, et supposons donnée une transition de
probabilité V(.,.)sur ®F x £, nous sommes assurés de 1'existence d'une
mesure positive A définie sur (2 xR )G,@@A) (NEVEU prop.III Dunod 1970).

AMA x B) = f\)(B,w) Plde) ¥V AXB , ABe G ® B

A

Si nous notons T, (resp.'n'ﬁ ) 1'application coordonnée de 0 xR sur
2 (resp.R) :

V(B,w =P {Tz€ B /W= w }

car V(B,w) est une probabilité de transistion, par suite :

@ _(ymox(w))E Md(w,y) - /P(dw) L(y - moX(w) )1 Vldy,w)
nxR a R

]

=A E { (Mg - mOX(w))Z /T CU} P(dw)

Si 1'on note Viw) = EfTz /T, =w) pour tout w dans S
On remarque que :

£{ (T - moxtw)) 2 /T =w]= E{( - viwl)? /7, = w] + (Vie) - mox(w))’
et donc maximiser@) équivaut a maximiser :
/ (Vi) - moX(w) 1% Pldu
a
Ce probléme fut étudié en détail par BARLOW, BARTOLOMEW, BREMMER

et BRUNK([2]) et les résultats exposés dans ce paragraphe sont démontrés
dans (2] ch. VII pp. 307-358).
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IT. 1 - Définition

On appelle section finissante sun E tout &lément U de & dont
L'indicatnice est une fonction isotone de (ER) dans ([0,1], €) oa nen
¢4t La nelation d'ondne usuelle sur [0,1] . On note Uy La classe des sections
ginissantes sun E.

Si 1'on se reporte 3 la définition I.7 on note que U est une
section finissante si et seulement si :

(e1“. e,) :_-)('ﬂu (eq) Sﬂu (e;)) pour tous e,, e, dans E.
ce qui équivaut 3

(e ey) et (e;ell)) =(e,el)
justifiant ainsi le terme de section finissante.

Si 1'on n'imposait pas 1'inclusion de U dans © , il est clair
que“ serait un treillis complet. Cependant v est close que par union et
intersection dénombrables, aussi uE n'est-il qu'un o -treillis si 1'on
impose cette condition de mesurabilité.

I1. 2 - Définition

Une application § : (E 'b)--»(lR,ﬁ-) , ol ‘3' est La tnibu borelienne
de £a droite achevée munie de sa topolLogie wsue&!ie, QAI dite Y, p-mesurable
84 § venifdie L'une des proprités dquivalentes, pour tout a dam R.

i) fe;eeE, fle)> a}euE
) te; e €E, fle) y a}eaE’

On note A(Yz) La casse des gonctions UE - mesurables.
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L'étude de H(Up) montre qu'une condition nécessaine et suffisante
de UE—meAunabULi,té pour une fonction § dégince surn (E;8) est qu'elle soct
-mesurable et isotone. On a de plus La :

[T. 3 - Proposition

A/f W) est un treillis -complet
u’)/‘t(UE) est un cone convexe.

L'interprétation géométrique de la régression ordinale nécessite

d'étudier les variables de carré intégrable. Pour ce faire nous noterons :
- -1 - _] .
B-x T - {x w5 ue U

Le sous 6-treillis de @ induit parUE. Par suite si P‘B est la restriction
de P3® nous notons :

2@ - (L1087

Le probléme posé en régression isotone est de trouver 1'élément

m o X de :

P = {mox ; ma/qu)}n 12ia)

le plus proche (en norme L* (@)) de Y. Sa détermination est tondée sur le

[1. 4 - Théoréme ([2] th.”.1)

g Lle -H

L) Lz(fﬁ) est un cone convexe fermé et un theillis o -complet dans

i,

Ce théoréme montre que la construction du meilleur approximant de

Y en norme LZ(G,) peut &tre entreprise suivant deux voies. L'utilisation de
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la structure de treillis o-complet de% conduit a4 une approche algébrique
qui est en général ignorée dans la littérature. Nous montrons au chapitre
ITT que 1'approche de GUTTMAN de 1°' analyse des données ordinales regoit,
en ces temmes le fondement théorique qui lui manquait.

La seconde approche utilise une argumentation géométrique fondée
sur la structure de cdne convexe de H. Nous exposons ci-dessous ses

implications statistiques.

Les proprletes fondamentales d'un projecteur dans 1'espace de
HILBERT L2 (@) muni du produit scalaire :

<X,s/>=[1 X{w)  Y(w) Plda) = E(XY)
associé a4 la norme NIZ,(X) =<X,X>, permet de poser en
IT.5 - Définition

Soit Y un alément de LY@ ot B un sous &-treitlis de@ ; On
appe,&e Espérance condx/tconne/&ee de Y par nappornt a B L'unique élément de
L2®) qui minimise dans L v 2'intégrale :

/mw) - Vi) Plda
0
Nous notons cet élement E(Y/8).

Remarque

De méme que dans le cas usuel du conditionnement par rapport
a une sous tribu 1'espérance conditionnelle par rapport 3 un ¢-treillis
peut - &tre définie dans un cadre plus général que celui de la définition

IT.5, en termes de dérivée de RADON - NIKODYM ({2], ch. VvII-4 ).

Notre etude est limitée aux propriétés immédiates de 1' opérateur
E(./®) défini sur L @). 11 est a pr10r1 non lin€aire et c'est un projecteur

Sur un sous espace convexe fermé de L ) .
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II. 6 : Proposition

Soient ¥, Y;, Yy trois thiments de (@) et k un agel non negatig.
Si® est un sous &-treitlis de (@ :

L) E(./®) est positivement homogene
E(RY/® = kR EIY/®

L) E (/@) est contractant

L) E(./B est invariant par Lsometrie :
T E(V/8) = E(TY/®) pour toute isomitrnie T

deginie sur L2(G)

Lid) El./B) est strnictement monotone en tout point Vi de Ky
¢Y,-y, , ELY,/B)-ELY,/B)> >0
8L ELY,/8) # ELY,/B)

De plus il résulte du fait que la meilleure approximation de Y

sur le cdne convexe fermé LZ('(%) appartient a E(Y/®), la

I1. 7 - Proposition.

Soient V un clement de L1(Q) et B un sous o-treillis de@.
Une gonction ®-mesurnable appartient a E(Y4B) s4 et seulement 44 :

]

&) E{ly-21) 2} =0

&) E{(v-2) v} €0 pour tous V dans L7(8)

i) E {Iy+a ELY/B) /8)= (1+a)E(Y/B) pour tout rdel a suprieuwr
ou égal a -1.
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Ces deux propositions démontrées dans [2] sont de plus complétées
par le corollalre de (II.7 ii)) valable puisqu'ici les constantes sont
dans L ® :

ITI. 8 - Corollaire :

Soient V un element de LZ(Q) et B un sous o-treillis de (D .
Tout éfément = de E(Y/B) virifie L'égalits :

/Q V(w) Plduw) /; Z(@) Pg (do)

On dit que £'opérateurn E(./B) est invariant en moyenne sun LZ(Q) .

Les propositions rappelées ci-dessus énoncent les propriétés
fondamentales de 1'opérateur E(./®). Inversement une caractérisation
de 1'espérance conditionnelle par rapport 3 un sous o-treillis, dans
L @) a été donnée par DYKSTRA ([2] pp. 325).

I1. 9 - Théoréme

Soit Q,G,P) un espace probabilisé et T un opérateur positive-
ment homogene, Ls0tone;invarniant en moyenne, idempotent et contractant
Aun L (@), strnictement monotone en 0.

Sout@={TV> a}; VeL @ , ae'ﬂ-?}

On a alons : T = E(./8)
§2 - L'INDICE DE REGRESSION ISOTONE.
Soit {Xl ie [n[ Wne famille finie de variables aléatoires

définies sur (Q,4,®) et 3 valeurs dans (H(X) Notons (E,R) 1'espace
H" muni de 1a relation de préordre produit IRet X = (X1 s eeey Xn)

(a ’G’ @) *———)CE ,%)

le sous G -treillis de@engendré par X est alors défini au paragraphe 1

et 1'on peut énoncer la conséquence directe de II.7 et II.8
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II. 10 - Proposition

Soit ¥V un stement del’(®). Un ctement 7 de LE(B) est sgal &
E(Y/B) 54 et seulement 54 :

L) E(Z) = E(Y)
AL) Cov(Z,V) » CovlY,V) pour tout V dans LZ(B)
L) Var(l) = CovlZ,Y)

Notations

On a noté cov(Z,V) la covariance de Z et V et var(Z) la variance de
Z. On notera dans la suite P(Z,V) le coefficient de corrélation linéaire
entre les variables Z et V.

Dans la suite nous noterons par abus de langage E(Y/®) tout repré-
sentant cette classe d'équivalence. Nous pouvons alors énoncer le

II. 11 Corollaire

Q) EWY +a /8 = E(V/®+a poun vectewr a dans IR’
&) vanly) = ESIY -Ely/8)) %) + m(EWﬁq}

wi) 1 - Pl Elvie)) - B Qaﬂ%m

Démonstration

La relation i) est une conséquence directe de la proposition II.10
et la décomposition de la variance se démontre de fagon classiaue gréice
a la relation d'orthogonalité II.7 i). Une conséquence inmédiate de II.10
iii) est que :

2 _ Var (E(Y/®) [Var(Y) - Var(E(Y/®)]]
1-ph0y, BO/w) - YRR EUE) LVarlD o el )

d'ol la relation iii) en utilisant ii).

Par analogie avec la définition du rapport de corrélation donnée



— 24 —

lorsque B est une sous tribu de @ nous posons ly
II. 12 - Définition

On appelle indice de régnression isotone de Y par rapport a iXL e[
Le nombre positif\) tel que :

;v ELly - Eyml Y

var (V]

Remarques

On a par définition V= [p (Y,E(Y/®)) |. il en résulte que de
méme que 41 ) vz est un coefficient non symétrique et en cas d'ambiguité
nous distinguerons ) Y/X de ‘)X/Y De plus il résulte de II.11.ii) que
1'on a toujours :

Var (E(Y/®)) ¢ var (Y)

avec  &galité si et seulement si Y = E(Y/®) au sens de Lzﬁib. Alors

on a une '€épendance isotone" entre Y et X et V) = 1. Cette notion corres-
pond 3 la notion de "positive dépendance" introduite par LEHMAN (Testing
Statistical Hypothesis -Wiley - 1959).

II. 13 - Proposition

L)V varie dans [0,1]
L) V=0 80 ot seulement 4i tout tlément non digonéng de L (8)
a une comnélation Lindaire négative avec Y. Alons E(V/B)
est La variable digéninie E(Y).
Lid) 'k existe un chement v de LZ(B) non degensnte et tel que
PV,Y) % 0, alors E(Y/B) rnéalise

Vemax { Py, 5 ve L2e))



Démonstration

le i) résulte de la définition de V. Pour montrer iii) il suffit
de remarquer que tout élément Z de E(Y/B) maximise la variance dans

¢ - {V; Ve LZ(&’;) , E(V) = E(Y) ; cov(Y,V) = var(v)}
car par définition Z minimise E{(Y-V)ZS dans L2 (®) et donc dans © od
2
E[(Y-V) J = var(Y) - var(V)
Par suite on associe 3 tout élément W dans L2 (®) tel que :

cov (Y,W) > 0,

<
1}

EQY) + k(W - EW))
avec
k

cov(Y,W)/Var (W)

ce qui assure que V est dans€et 1'on vérifie alors que :

p(Y,2) = cov(Y,Z) _Vvar (2) }V\(gr(V) _ cov (Y,V) SP(Y,V) = P(Y,W)
Vvar (Y)Var(z) War (Y) War(y) \var(Y)Var(V)

ce qui démontre le iii). Inversement si toute variable non dégénérée de
Lz((b) est correlée négativement avec Y le I1.10 iii) assure la positivité
de cov(Y,E(Y/®)) et 1'on a donc :

var (E(Y/®)) = cov(Y, E(Y/8)) =0

~

E(Y/®) est donc dégénérée et égale a son espérance mathématique E(Y)
d'aprés II. 10 i), et alors V=0 d'aprés sa définition. B
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Cette proposition adaptée d'un résultat de (2] (Corol. E p.320)
domne un premier critére d'optimalité de 1'indice de régression isotone,
mais ne justifie pas totalement son emploi. En effet la propriété d'homo-
généité positive de E(./#) assure 1'invariance de O par  homo-
thétie sur Y (Prop. II.6 i)) et non sur les éléments de L2 (). De plus
le choix du terme normalisateur Var(Y) n'est fondé que sur une analogie
avec le rapport de corrélation.

C'est pourquoi nous généralisons un résultat démontré dans un
cadre linéaire, en cartographie ,par GILBERT [49:], et posons pour tout
dans L2 ®) :

2 E fiy - wi?
Yip OV =1 eIt

2 .
Yy LV) = Maxig (V,V) ; keRe

ol p et q sont deux réels vérifiant ptq = 1. Il est clair que 1'on a

2 _L‘)Z
= Y,E(Y/®)
k’)Y/x 1

I1.13 - Théoréme

L) Pour toute valeur de p, Y (V,V) est une gonction monotone
non décrodissante du coefficient p(y,v)
AL) 8"k existe dans [0,1] un p pour Lequet

2 < 2 2
B <9y v, elld
cette infgalite est alons verifise powr tout p dans [0,1],

Démonstration

Le ii) est une conséquence du i) que 1'on démontre en remarquant
qu'a priori V ne vérifie pas la proposition II1.10 i) et donc :

E{(Y-kV)z} = var(Y) + k2 var (V) - 2k cov(V,Y) +[(E(Y)-k E(V)JZ
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Si 1'on pose :

A

k [var (V)] 1/2 [var (Y)] -1/2

[V&I‘(V)J V2 [var(Y)J p/Z E(Y)
ﬂ__
v [Var(V)] [V&I‘(Y)] 2 E(V)

u

le facteur L')sz (Y,V) s'écrit :
Wl 00 = 1- A - N gperny - 2R gy - o
Cette fonction atteind un extremum en k lorsque :
29l (K =0
a T Kp
c'est-a-dire lorsqu'est vérifiée 1'identité :

® (- pLY) = A4 Av? - w] + pA X

Lorsque A varie de 0 3 +0 le terme de droite décrit IR en croissant.

I1 existe donc une solution unique Ao, qui est un maximum de Lpsz Y,v)
b

puisque la dérivée seconde de cette fonction par rapport a A, est

négative.
2
dy “(Y,n ,

Le théoréme est donc démontré car =—E-a-—— est positif lorsque
A égale Ao. p
En effet :

d y2z_|2y2  ddo, J

dp q)p [a,\ K.p* dp " ap L‘)Kp @)
et puisque Ao annule 3A \}) , cette équation s'écrit :

2 Z - p-q
‘pr H) [3,\“)1(,‘ (A)]A 2 Ao 20 .

0
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Remarques

Ce résultat généralise celui de KRUSKAL [SS,d] montrant qu'il

est équivalent de Maximiser ¢ 02, QJ1 /22. ou v12 .

De plus, ce résultat reste valide lorsque,e) étant une sous tribu
de @, on travaille sur le rapport de corrélation. Dans ce dernier cas,
notre démonstration , simplifide, permet de retrouver le résultat de
GILBERT lorsque 1'on travaille sur les moments non centrés. C'est pourquoi
nous ne précisons pas dans 1'énoncé que p (Y,V) est un coefficient de

corrélation.

§ 3 - ALGORITHMES DE REGRESSION ISOTONE.

Les premiers travaux, en régression isotone sont dus 3 VAN EEDEN [77]
qui étudia 1'estimation sous contraintes d'isotonie, en termes de maxi-
mum de vraisemblance. .

On suppose avoir mesuré (Y,X) sur une population Q de cardinal
fini ja}. Sur la tribu des parties@ (@) est définie une mesure uniforme
et 1'on se propose de construire la fonction ?: m o X meilleure appro-
ximation de Y sous la contrainte : m est isotone sur E image de X.

? réalise le minimum de :

1 57 Ivw) - Yo | 2
“{Z‘Yf we N

De nombreux -algorithmes furent proposés lorsque la famille

~

{Xi} ie nf St réduite & un &lément. Nous parlons alors de régression
simple. Lorsque & est une relation de préordre total, 1'algorithme
proposé par KRUSKAL( [58,a] , [2)ch.2) semble le plus performant. Nous

en donnons une description due & YOUNG [15]).

Pour simplifier 1'exposé nous supposons que £ est indicé de telle
sorte que :
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(wi yoj) = (X(wi) ¢ X( wj) ) Pour tous ®,, “’j dans £}

L'algorithme opére par regroupements en blocs, des éléments "'j
pour lesquels Y(w ) viole 1'ordre & indiciation. On affecte alors
au bloc la moyenne ar ithmétique des Y (w;) prlses sur tous les éléments
wJ du bloc. On construit ainsi Q( w ) puis Y(wz) etc.

Premier pas :

On affecte 3 Y(co) (i =1,2) la valeur de Y(w ).
Sl Y(u.) ) ¢ Y(wz) w, forme le premier bloc B de valeur Vy —Y(w1)
et w, forme le second B2 de valeur V2 = Y(wz)

Si non Y(w ) = Y(wz) =5 [Y(w1) + Y(cuz)-] I1 n y a pas de
ler bloc et { W, W § forment le bloc B2 de valeur V, = Y(w1)

s-iéme pas :

On affecte a Y(Lo) la valeur Y(w ).
Si Y(ws) ¢ Vs-1’ws forme le bloc B . On calcule la (s+1)-iéme disparité.

Si non «, forme avec B 1 le bloc B, de valeur :

Vs = (Y(ws) + card(Bs_1).Vs_1) / (card(Bs_1) + 1).

I1 n'y a alors plus de bloc B__4. Alors ou bien tous 1es§wi,ig s}
sont agrégés dans BS ou bien il existe un bloc Bs-Z auquel on compare
le bloc Bs'

S1 V¢ ¢ Voo ‘Bs-Z forme le bloc B, .

Sinon BS ey Bs—Z sont agrégés pour former le bloc B qui est
comparé au bloc B__- etc...

Quand tous les blocs nécessaires ont été comparés on effectue le

(s+1) iéme pas.
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L'algorithme s'achéve au jQ|iéme pas et alors toutes les Yﬁm )
sont évaluées et il est immédiat que 1l'opérateur T qui 3 Y associe ¥
vérifie le théoréme de DYKSTRA (th.II. 9). L'indice de régression iso-
tone s'écrit alors :

Y (@) - Y(w) E

v o1 — avec?=—-—-——ul‘ % Y (@)
s=lve) - 71°
Remarque :

L'étude de la distribution de probabilité de \)2 est connue sous
1'hypothése de normalité de la variable Y. PRENTICE remarque en effet
dans [70] que v2 est 1a statistique de test de 1'hypothdse :

H o ¢ les Y(w) sont indépendants de méme loi N(m,dz)

contre 1'hypothése
H1 : les Y(v) sont de loi N(m(w) dz) arec m(Ww) isotone surQlorsque
1'on utilise le test de rapport de vraisemblances maximales.

On montre dans [2] que o2 est de méme loi que :

K

> |

k=1

ol ZK est une varlableKaleat01re suivant une loi béta B(~—, 5 )
=lal et le terme '—1}1' est la probabilité de construire K blocs
avec 1l'algorithme ci-dessus lorsque H, est vérifige.

Cependant 1les SKm sont les nombres de stirling de premidre
espéce, difficilement calculables (par récurence) [2]. L'utilisation
de ce résultat en analyse des proximités s'est avéré inéfficace car
1orsque m est grand \)2 suit approximativement une loi B ; log m,

- (m—log m)] et donc on accepte que H1 est vérifiée si

Log m + \/Log m

\)251-
m

Une telle borne est en pratique beaucoup trop large. Ceci est dii

tant 3 1'inadéquation des méthodes statistiques paramétriques, invoquée
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par SIBSON [70] ,qu'au recours abusif 3 une hypothése gaussienne.

L'étude de la régression isotone multiple (correspondant a une
famille {Xi} ¢ poc
L'algorithme de GEBHARDT [48] décrit ci-dessous, montre la complexité
d'une approche directe du probléme. Ceci est dii @ ce que E est alors

avec n > 2) est 3 notre connaissance peu développée.

muni de la relation d'ordre produit (qui n'est que partielle).

Cette remarque nous fonde 3 présenter une approche indirecte
consistant 3 construire une relation de préordre total "meilleure
approximation' de la relation partielle initiale. L'utilisation de
1'algorithme de KRUSKAL permet alors de construire une solution.

3.1 - Approche directe

On suppose définie sur  une indiciation (non unique !) telle que
siX = (X1...Xn) :

X(wp) ¢ X(@)) =>@; ¢ @)

et 1'on procéde comme précédemment,par regroupements en blocs Bi

auxquels sera affectée la valeur :

Vit TET aem, Yl 69

i \Bi\ wye

L'explication de 1'algorithme nécessite la définition de deux piles

A(s) et D(s) qui au pas s contiennent respectivement les &léments X@oi)
Vol

pour lesquels une valeur Y(uﬁ) a et n'a pas été affectée :

A(S) = (KGop)e- Xly_1)), D(s) = (Xl ---XEp))-

Initialisation

Au départ A(o) est vide et D(o) contient X (w) pour tous les w
dans(l rangés de telle sorte que (%) soit vérifiée. Il en sera alors
ainsi tout au long de 1'algorithme et 3 la fin de chaque itération
on aura ?@Di)s. ?on) si w; < “ﬁ pour tous X@ui), X(uﬁ) dans A(s).



- 32 —

A .
On pose A(1) = {X(w1)} et Y(a)1) = Y((U1)
W, forme le bloc B1 de valeur V1 = Y(w1)

Au pas s

(1) Notons X(w,) le dernier élément de la pile A(s-1) et
1'on cherche pour j = K-1 3 j = 1 1'é1ément de A(s-1) pour lequel
on a :

- soit ?(wj) $ Yy)

- soit X(wj) < X(cdk)
Dans le premier cas on pose ?(wK) = Y(wK) et @y, forme le bloc BS de
valeur VK = Y(wK) . X(U.i() devient le dernier élément de A(s). On réalise
1'itération s+1.

Dans le second cas, on réalise les étapes suivantes :

(2) a)j appartient au bloc By auquel on affecte @y . By prend une
nouvelle valeur V\) calculée grice a3 (w%). On cherche alors si B, se
décompose en deux blocs notes Bs et Bs-1 suivant 1'algorithme de
décomposition donné en [48] . Si tel est le cas X(@) appartient a
Bs-1 et tout (wj, wi) dans Bs—1 X BS vérifie :

X(uﬁ) > X(wf/)

Les anciens blocs BV+1’“ " Bs—1 sont placés en téte de la pile D(s)
de fagon d respecter la contrainte (%) .

(3) On continue de comparer Y(wK) aux blocs de A(s-1) de méme
qu'en (1). Si 1'élément j cherché n'xiste pas on fait A(s) = A(s-1) et

1'on étudie Wy, 1 en allant en (1).
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(4) Si j existe, on regarde si les blocs B5;1 et Bv peuvent étre
échangés i.e. sont tels que XGUi) < X@uz) pour tous @ui,cuf) dans B st_1.

Si oui, Bé_1 devient le bloc By et pour= ¥+1 a s-1 on fait
a=a+] et 1'on itére (3). Sinon on va en (2). .

La convergence de cet algorithme vers une solution unique est
démontrée par GEBHARDT (48].

© I1. 14 -Théoréme
Supposons que {X(w), w €0y eétrdécompOAé en K blocs B}fteﬁé que-:>

4) La valeur Vj de'Bj, est déterminée par (%
id) Xlw), wehjest ordonng par La rekation d'ondne produit sur E.
L) 1L n'existe aucun Bloc B. decomposable. id est Zel que
1 7 1 ’
B. =B. UB. ec VB, )< V., et Xw X{ew our tout (w, ,
j i B, avec V{ ] ) i (‘1)4 ﬂ 5) p A 5) o
~dans B, x B.".
i J
A
Alons Y(w) = Vj 54 W€ Bj est £'unique sofution au probleme de
négression Ls0tone.
La complexité de cet algorithme en limite 1'utilisation pratique
a 1'étude de famille {Xi}ie [l
méme, le temps d'exécution machine croit trés vite avec(al.

pour lesquelles n est faible. Dans ce cas

3. 2 - Approches indirectes

L'approximation de la relation d'ordre partie16{<iéfinie sur E
par une relation d'ordre total & est un domaine trés étudié en analyse
multicritére ([197,[40]). Nous présentons deux méthodes utilisables en
régression isotone. La premiére présentéepar de CANI [42 ,a,b] pour
étudier les comparaisons par paires, est transposée dans notre contexte
car elle permet de définir ® comme 1'estimateur de maximum de vraisemblance
de R . Elle est donc conceptuellement homogéne aux techniques de régres-

sion isotone.
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Cependant, 1'inefficacité des tests statistiques sur \)2, signalée
plus haut, pose le probléme de 1la signification des solutions construites
par régression isotone multiple.c'est pourquoi nous présentons une méthode
algébrique due 3 JACQUET LAGREZE [32] . Son but est de rechercher la
relation d'ordreGL qui maximise un indice de cohésion dont 1'interpréta-

tion statistique semble intéressante.

METHODE DE MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE.

(X1; .. ’XK’ e Xn) est interprété comme un n-échantillon d'une
variable aléatoire X définie sur ©,&,P) ou Q est de cardinal fini m. On
note alors :

Pij = P{X(w;) X))}

ol ¢ est la relation de préordre total définie sur chaque coordonnée de E.

Q..

i PX@w,) = xooj)}

1-p.. -q

Pij ij ~ 9

1]

Si n,. est le nombre d'observations (X (co ) ¢ X (w )) et t.
celui des observatlons {X ;) = X (w )} , ona:

ij

n.. =n-mn,. - t..
1] 1] 1]

Et la fraction de vraisemblance d'une observation s'écrit :

n..
-n..-t..
L0055 = py; 7 ay; g Pyj - yy) i3

Si 1'on impose 3 tout ordre total sur sy, de vérifier P; ij pij
pour tout classement tel quéw soit classé avant wJ de CANI a démontré
le :
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II. 15 - Théoréme

SL w; est classe avant w; dans une Lndication de Q. ,Les esti-

J
mateurns de maximum de vhaisemblance de pij et q. me‘, donnés par :
t.. n.. n.. + n..
9.. = 11 5. = 1) 1) 1)
13 n P43 Max{ n °’ 2n }

La contribution de la comparaison de w; a w; au logarithme de la
fonction de vraisemblance est donc estimé par :

Cij = nij log p1J tij log qu +(n—nij-tij) log (1-ﬁij-aij)
Une indiciation de Q est un élément ¢ du groupe des permutations @
et si (i,j)e o signifie que @, est classé avant w. dans la permutatlon o,
La détermination de 1'é&lément opt:unal o dans @ peut &tre formulée en
termes de maximisation de la fonction de vra1semblance Par monotonie de
la fonction logarithmique ce probléme équivaut au calcul de :

Zo=Maxi§ Cij;o‘eén}

(i,j)ec

La solution d'un tel probléme se construit de facon simple ([42,b])
par un algorithme Branch and Bound car Zo est majoré par

n-
Z Z Max(C -)

i=1 j=i+1 J

et donc si Z(ij) est un majorant de Zo quand w; est classé avant “’j on a :

L (1,3) = T - Max(Cy5, Cj3) + Cyj

et de méme si Z(i,j,k) est un majorant de Zo quand w, et u)k sont classés

dans cet ordre on a :

7(i,j,k) = Z(i,j) - Max(cik, Cik) - Max(Cjk, Cjk) + Cik + Cjk
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Z(isk’j) = Z(l,J9k) + Ck] - Cjk

Z(k9i’J) = Z(l’k’J) - Cik + Cki

et de facon générale si aﬁ,(1)...,cuc(15 sont classés dans cet ordre
(2< m) pours, on a

£-1 | P-1
(o (M)... s(V)=Z(S(M)... g(B-1)) - Max |C, ,Copr. |+ o
) ) % [ce ﬁk] 1?::1 KL
Z(e(M)... o(®), s(2-1)) = Z©M),...,6(2-1), g(1)) - Cp1,2°Cg, 01

On peut donc utiliser un algorithme Branch and Bound qui construira
la relation d'ordre total cherchée ou de facon équivalente la permutation
G surQ. L'application de 1'algorithme de KRUSKAL est alors possible
et conduit en pratique 3 une solution beaucoup plus économique que celle
de GEBHARDT pourvu que soit choisi une permutation do convenable pour

initialiser 1'algorithme Branch and Bound (C.F. [42,b]).

METHODE DE MAXIMIM DE COHESION

Cette démarche, due a JACQUET-LAGREZE [32] construit une relation
d'ordre total @ dont 1'interprétation est particulidrement pertinente en
psychométrie, bien qu'il ne soit pas une meilleure approximation de &
au sens des moindres carrés.

ITI. 16 - Définition

Soit X une variable aliatoire définie sun (Q,G,P) o lal= m o oo
a valeur dans un espace préondonné (H, (KH) . On appelle signature de
La variable X, sur Q La fonction g définie Q x Q par

d(w/;.a)j.) =6 (4,§) =1 &L X,lw;) est classe avant Xo(wj) dans Le préondre®,,

0 8L X (wj) est class? avant X (w;) dans Le préondne &
= -17 54 Xo(wi) et Xo(wj) appartiennent a La méme classe
0

A4 xo(w/:) et X, (wj) sont non comparables ou non
companis.



Lorsque 1'on étudie une famllle{)( &16 [ng de variables aléatoires

définie sur (0,G,®) 1'élément X : (X . Xn) i valeur dans 1'espace
produit (E,R) permet de définir la permutation t(te @ m cherchée lorsque
1'on suppose connue une pondération {pk, =1,2,... ,n} des variables

X

K" On note Gy la signature de Xy.
II. 17 - Définition [32]

S4 £'on note Aij 2'intensité du classement (4,f) € :

n

AU. = %’;1 pg Ok 4s )

On appelle COHESION de £a famille {XK} Ke [’ La quantité

> ;
ot . et Ay - A
= 4

i, A4S

Remarque

Si 1'on note GK ¢ le coefficient de corrélation de KENDALL
entre 1'ordre induit par X et la permutation t, on remarque qu'en

1'absence d'exaequos on a :

=

=1

cet indice varie donc dans [0,1] et mesure la corrélation de rang

moyenne de XK (wi) a la permutation t.

L'algorithme de JACQUET LAGREZE consiste a travers la permu-
tation t(dite optimale) qui dans @m maximise Z Aij , et donc
de facon équivalente Co(t) . (i,j)et

11 est fondé sur le :
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II. 18 - Théoréme

S La permutation t induit sun L une relation d'ondre et A4
1 [ ~ .
2'on note et(“ﬁ’qb) L'écant de w, a u% pour  :

=2 - . ( :
cplop) = ZUA, - A s @l er iy, j¢p)
Alons La trace de & sun tout sous ensemble d'@lements adjacents (au sens
de L) est optimale si et seulement si %t est optimale.

L'algorithme travaille donc en construisant la trace de t sur une suite
desoustableauxdeA={Aij ;15:Lj5nd d'ordre croissant. C'est
un algorithme de permutation dont 1'exposé nécessite 1'introduction
d'un langage de théorie des graphes, qui est hors de notre propos.

Nous renvoyons donc a 1'article de JACQUET LAGREZE paru dans le n°4

de la revue " Informatique en Sciences Humaines' (1969)

§ 4 - LE MODELE LINEAIRE ORDINAL

Notre €tude développe dans les chapitres suivants des méthodes
de statistique purement descriptives. Cependant le formalisme de regres-
sion ordinale permet de construire une modéle description-prédiction

dont nous tracons les grandes lignes.
Sur 1'espace probabilisé (,4,f) sont définies

i) une variable aléatoire ordinale X 3 valeurs dans 1'ensemble or-
donné (E,$)

ii1) un vecteur aleato1re Y a valeurs dans (ﬁ? 18 ) de carre
integrable. On note Y&L H%m(ﬁj et 1'on suppose Y centree

On suppose qu'existe un €lément ¢.,wpdans le dual de Liﬂm(agtel que
W) =<Y (W) ,wd= Z Wy Yy (@)
I[..

~

. . - . p—
factorise de facon isotone a travers X Z =m o X ,m isotone sur (E,%).
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n
On se propose de construire la meilleure approximation (., w)de<.,w>au sens
des moindres carrés, sous cette contrainte d'isotonie.

A A L.
Pour ce faire on utilise le fait que Z =<Y, W) maximise 1'indi-
ce de régression :

2
vZ oo g _El(i'D—}- sur les éléments Ve L’ ®
Z/X E(29) R

puisque, Y étant centrée, il en est de méme de Z.

En pratique, {1 est de cardinal fini p et (Lest la tribu de
ses parties ¢ (). La probabilité P est définie par :

P({w}) = p,, avec en général p,,= %

L% @@Q)) est alors identifié a ®RP et 1'on minimise :

2
2 2 - C@VE@)"  tgyygay | Whwetw-2Wiw

1-v5 =

X 52 2y t22 whyw

we

sous la contrainte var(Z) = 1, en écrivant le lagrangien
LOna) = TWhyyw + tw " 2ty - A{whw - 1)
dont la dérivée s'annule si :
(-3 Byw = tyy
Swhyyw =

M

Systéme que 1'on résoud enAet W :

1/2
Noor - [ty P, v
) 1/2
W= [ P, v) P, V
ol 1'on note Py le projecteur aux moindres carrés P, = (t_ ) 'ty

Y YY
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Le probléme est résolu si 1'on connaft 1'élément v qui maximiseN)? dans
Lz(ﬁﬁ.ll résulte des paragraphes précédents que 1'on doit poser
V =17 =E(Z/®). La solution cherchée est donc :

A

QW= (24 P, 7)1/2 P, 2

ALGORITHME DE RESOLUTION

L'expression des équations stationnaires (1) montre que 1'on
doit utiliser une méthode itérative puisque la contrainte dépend de Y.

Si Y est une variable centrée. On peut prendre i(o) =Y, le cen-
trage important puisque 1l'on a supposé E(X) = O. Dans le cas contraire,
on prendra pour Z(O) toute fonction monotone, centrée de Y. Un choix
optimal est discuté au chapitre III.

Itération s

(1) Calcul dew(s) par (2) en posant 2 = 2(s-1)
(2) Calcul de z(8) = x (%)
(3) Calcul de 2(5) par regression isotone et calcul de OZ(S)
(4) Si s = sMAX aller 3 ALGO2
sinon s = s+1 Aller en (1).

Dans cet algorithme la valeur de 02 décroit en (1) et en (3)
d'aprés la proposition I1.10. De plus

SR O YR CLLD W(S))®(’Z‘(s+1) =208) = 7 0hegp(s) - )

Cependant la convergence est en général lente si‘OMAX <1 .
C'est pourquoi de LEEUW [33,b] propose d'assurer la convergence

en un nombre fini d'itérations d'utiliser un 2&me algorithme lorsque

S » smax - i.e. lorsque 1l'on est proche de 1'optimum. 02 est alors dominé

par son développement de TAYLOR au second ordre et est donc quasi- -
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quadratique. La méthode de NEWTON RAPHSON est alors tres efficace et

permet de plus de donner une information sur la distance d 1'optimum.
Nous reprenons 1'exposé de de LEEUW, dans notre formalisme :

E=%Yz=tyyw

t A

F="Y (2-2) R
t A

N = "(Z-2)(Z-Z) N = 2F

/j ‘:$ 5W_K K
-t L) -
On a donc :
ﬁ; (1-v9 = £ ¢, - (1-¥HEY

Pour K-iéme composante du gradient G =.§% ( 1-1?) et

B} w2y 232 ) :
Sl V) T ("Mgg - [6p B + G Eg))

Comme terme générique de la matrice Hessienne H. Le schéma de NEWTON-
RAPHSON s'écrit alors ([81], (83])

o0 WO -y _ [ 6

et la distance au maximum, qui donne un bon critére d'arrét des
itérations est donnée par :

st -y (0] - t@ i)t 6

(NI
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ALGO 2

Mt=1,wo0 = w(sMAX)}'Z*(O) = 7 (SMAX) (o) _ H(sMAX) .

-1
(2) caleul de ¢, u(®) ,[H(t)] et TEST(V)
si TesTY ¢« € = sTOP

(3) calcul de W(t) par (%) puis de Z(t) =Y W(t)
(t)

(4) calcul de %(t) par regression isotone puis de 3

(5) t = t+1 Aller en (2)

Remarque :

En pratique, la démarche de de LEEUW présente 1'inconvénient
de nécessiter 1'inversion de la matrice H. Cette difficulté disparait
avec l'utilisation de 1'algorithme de variance de DAVIDON [81] qui ne
nécessite pas le calcul de H.

Applications du modéle linéaire ordinal

Le modéle exposé ci-dessus permet la régression lindaire simple ou
multiple d'une variable quantitative Y par la variable ordinale X uni
ou multidimensionnelle.

On peut de méme mettre en oeuvre une régression polynomiale
~
ordinale (sans terme constant en considérant Y = (Y, YZ, ceey Ym).

Si 1'on €tudie un polyndme & deux variables indépendantes on prendra
~ 2, 2
Y = (X1, XZ’ X1XZ’ X1 ,X2 ) etc...
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Si Y est une variable qualitative a p modalités, on obtient
une forme ordinale de 1'analyse factorielle discriminante. Suivant
le critére d'isotonie, on ne maximise plus la distance intergroupes
comme dans le cas linéaire, mais on recherche un recouvrement minimal
des groupes puisque 1'on impose que les projection YW des groupes soient

deux 3 deux disjointes.

Le modéle d'analyse de la variance isotone, étudié par KRUSKAL [58,b]
a été exprimé dans notre formalisme par de LEEUW (33,b). Le probléme
est de définir un modéle de mesures conjointes a deux modalités [i.e.
un plan bifactoriel, en langage classique. ]D’= 11'1 X sz ol card(‘ﬂ) =2

card (Tl’z) =m-¢ sur lequel une observation est 1'élément wij = (ai’bj)‘

on identifie W a Q= {1,2,...,n} et 1'on définit sur @, ), )

le vecteur aléatoire Y @ valeurs dans (ﬁm,@ m) de la facon suivante :

- = 1
s1 wij eQ s wij (a.l,bj) et 1'on pose

Y 0si K#iet K#RB+j

k@13

1 sinon

Par suite on retrouve le modele additif
= £ =W
Z(""ij) Y(wij), W> Vvi + Wi+j

le modéle permet donc de factoriser Z 3 travers une variable ordinale

mesurée X
7 =m o X ol m est une fonction isotone

généralisant ainsi la problématique de 1'analyse de la variance
classique. I1 est clair que 1'on peut traiter de méme les plans
multi-factoriels. De plus, la structure particuliére de Y impose

~

une adaptation de 1'algorithme donné a ce probléme particulier ([58,b]

f33,0], [15]-
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§ 5 - ISOTONIE ET PREORDONNANCES

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques définitions et
propriétés €lémentaires sur les préordonnances et leurs liens avec
les indices de distance. Ces résultats,utilisés dans les chapitres
suivants, sont empruntés a BENZECRI ([3], [39]) GUTTMAN [52] et DAVY
de VIRVILLE [20].

IT. 19 - Définition

On appelle préondonnance de deghé m sun un ensemble Q de cardinal
§4ni m une rnelation de préondre Q définie sur Q x QO venifiant pour
Zous wy, wy, w; dans .

A0 (w, ), (w), @)

L) ey, wy)iw, o))

Remarques :

* La relation Q(w1 s wz) , (wz, w1) exprime que w, est plus proche
de W, que ne 1'est w; de W . Les axiomes traduisent une notion de

proximité :

i) dit que tout point est plus proche de lui-méme que de tout autre .
ii) est une condition de séparation correspondant 3 1'axiome de
positivité d'une distance .

iii) est une notion de symétrie.



La donnée d'une préordonnance sur I équivaﬁt 3 la définition
d'une relation de préordre sur 1'ensemble ?2@) des parties a deux
éléments deSL. Ces deux notions sont identifiées dans la suite.

On identifiera de méme Q & la relation de préordre induite par Q
sur 1'ensemble B des parties a deux éléments distincts de S

Deux éléments (w1,tﬂ 2) et (u33, 04) de SL x SLsont dits exaequos
s'ils vérifient Q((“l1, Wy) s W=, u)4)) et Q((“)S’")4) , («01,u)2)) et une
préordonnance Q n'admettant pas d'exaequos est une ORDONNANCE.

II. 20 - Définition (52)

On appelle SIGNATURE d'une préordonnance Q La 4onction o’Q déginie
2 n
sun Q° x Q°, a valeurns dans §-1, 0, 1} par :

+1 s Q) , Wy,wp]et Qg,w,), wq,9,)
-1 si Qllg,w,) s sswp) et Qwg,w,), (@,w))]
si (w1,w2) et (ws,w4) ne sont pas O-comparable.

- = ) = Ww
si UO1 (02 et/ouuu3 1

0d 0 est La nelation non-Q.

II. 21 Définition

Soit V = ([R}L, d) un espace euclidien et X :SL —5V une repré-

sentation de QLdans V. On appefle préondonnance du systeme Q. La
structune de préondne de £'ensemble de m(m-1)/2 distances entre Les point

dx;j = d(X(w&'),X(cuj)).

Cependant le probléme réciprocue consistant a comparer la préor-
. donnance d'un systeéme Q . 3 une préordonnance de référence est rendu
compliqué par 1'existence d'exaequos. Chaque auteur a,en la matiere,
une définition personnelle. Notre définition est strictement équiva-
lente a celle de GUTTMAN [52].
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IT1. 22 - Définition

Une neprésentation X de QL dans £'espace euclidien V est une
nealisation

L) FORTE DE Q 44 La préordonnance du systeme Qy vernifie : 0,=0,
i) LARGE DE Q i La prdordonnance du systeme O, vérifie : X

(oQ[(wT,wZ),(ws,%q =+ 1= (GQX[(w,, w,), lwg, @) ]= + 1)
LiL) FAIBLE DE Q 54 La préordonnance du systeme 2y vinigdie :

(GQ[(w7,w2),(w3,w4)] = +1)=p (GQX [(wi’w)’(wB’w4)] > 0)

La définition des exaequos,donnée plus haut,pose quelques proble-
mes en pratique car elle est adaptée 3 des données exactes. Lorsqu'elles
sont entachées d'erreur, Si 1'on est capable d'évaluer une mesure & de

la précision des mesures & on posera :
(6Q [(0.)1 ’wz) ’ (wS’w4) ] = 0)®(‘£ SCS(‘-UB’w(l) = 8 (‘Usaw4) & e)

Cette attitude, proposée par de LEEUW[;B—d}’pose le probléme du choix
de €.

I1 est clair que la donnée d'une indice de distance (Déf. I.8)
(resp. d'un indice de dissimilarité (déf. I.6))définit une ordonnance
(resp. préordonnance). Celle-ci ne change pas si 1'on substitue a
1'indice un nouvel indice, fonction isotone (Def. I.7) du premier.

De plus deux indices de distance associés 3 une méme ordonnance sont
image 1'un de 1'autre par une application isotone m telle aue

m(0) = 0.
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Nous associons dans la suite un indice de distance privilégié
a toute préordonnance. L'indice de rang qui dans le cas d'une préor-
donnance nécessite une définition @ cause du probléme des exaequos.

Nous utilisons la notion de rang généralisé due @ BESSON (26].

II. 23 - Définition

Soit E un ensemble de candinal §ini n et P une refation de
préondne sun E. Et notons powr tout e dans E :

fx; x e E Plx,e) et non-Ple,x) 3
{x; x et Ple,x) et non-Plx,e)}

Maj(e)
Min(e)

On appelle rang géntralisé de e pour P.
Rle) - 4 [Fle) - 6le) + n+ 1]
oii Fle) est Le nang descendant de e.

Fle) = 1 44 Majle) =4

1]

sup {Flx) 5 x e Majle)} + cand {F' [ SupfFlx) ; x eMaj(eR]

sdnon :
et Gle) est Le nang ascendant de e

Gle) = 1 4 Minle) = ¢
- Sup §6(x) ; x eMinle) + cand { 67 [Sup{6ln) ; x & Minfely
Adnon :
Remargue

G(e) vaut 1 si aucun &lément ne lui est strictement inférieur

dans P. Sinon G(e) est égal a la plus grande valeur prise var G

dans Min(e), augmentée du nombre d'éléments possédant cette méme valeur.
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R(e) ainsi construit est d'échelle d'intervalle ce qui n'est
pas le cas de la définition classique adoptée pour les rangs. Cette
propriété prend une importance conceptuelle trés grande en analyse
des données ordinales.

Notation

Si{l est de cardinal n, nous notons p le cardinal de B :

p = n(n-1)/2 . On définit alors h 1'injection canonique de B dans
Nx O et notons (u)1, wz) = h(b).

IT1. 24 - Définition

Soit Q une priondonnance de degné n sunl. On appelle indice de
~ hang assocd€ a Q, £'indice de distance R défini sur Q x Q par : '

Rlw,w) = 0  pour tout w dans fL

R(b) = nang généralisé de b dans B.

II. 25 - Définition [13]

S04t Q une préordonnance de degné n sunl. ELLe est dite
ULTRAMETRIQUE 54 £'indice de rang associé a Q virifie :

(Max {R(wy,wy) , Rlwy, )} ¢ ) DRIy, ) ¢ 2]
ol n est un entien.

Cette définition est justifiée par la :
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II. 26 - Proposition

Soit X une ndatisation Fonte de La préordonnance Q,de deghi n,
déginie sunQ, dans un espace métnique (M,d). Une condition nécessaire
et suffisante pour que d 804t ultrhamétrique est que La préordonnance Q
Le s04it.

Démonstration

Ceci résulte de la définition de Q :
et donc dire que d est ultramétrique implique :

(dy5 ¢ Max[d,, dys DD Rwwg) ¢ Max {R(opy) R(wz,ws)’s)

13
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CHAPITRE IT1I

ANALYSE DES DONNEES DE

PROXIMITE AGREGEES

Nous étudions ici deux problémes de représentation de données de
proximité dans un espace euclidien. Les six premiers paragraphes sont
consacrés aux données GLOBALES primitivement abordées par SHEPARD [68,a].

Nous définissons le probléme au premier paragraphe et les th€orémes

d'existence de solutions nous conduisent 3 opposer ce type d'approche a
1'analyse hiérarchique.

L'approche heuristique de SHEPARD fait 1'objet du paragraphe suivant.

Nous nous attachons 3 en dégager une interprétation statistique en termes
d'analyse de la dispersion.

Une reformulation du probléme en termes de régression isotone nous
permet d'opposer les formulations ultérieures de KRUSKAL [58,a] et de
GUTTMAN [52] dans un troisiéme paragraphe.

Le suivant donne, apré@s une présentation de 1'approche de Mc GEE
[63,a] en termes d'@lasticité, un exposé détaillé de la méthode de 1'or-
thant positif di 3 de LEEUW [33,c]

Les algorithmes présentés sont tous itératifs et nécessitent une
initialisation. Le paragraphe cinq développe une &tude critique des appro-
ches actuellement disponibles.

Le sixiéme paragraphe étudie une généralisation de 1'approche de
SHEPARD. Ce que nous appelons 1'analyse a-dimmensionnelle construit une
représentation dans un espace de FINSLER sans contrainte de représentation
graphique.
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L'analyse des données de proximité CONDITIONNELLES est opposée dans
le dernier paragraphe, aux méthodes d'analyse de données GLOBALES &tudiées

précédemment.

Les données de proximité étudides dans ce chapitre ont en commun
d'8tre AGREGEES . Le statisticien dispose alors d'un seul tableau de don-
nées A(w) défini sur I x I provenant, soit d'une expérimentation unique,
soit de 1'agrégation de plusieurs mesures expérimentales. Aussi dans ce
chapitre noterons nous A pour A(w) .

§1 - LE PROBLEME ETUDIE EN ANALYSE DES DONNEES DE PROXIMITE GLOBALES

I1-1 - D2 ginition

Soit § une application de 1 x I dans £'ensemble préondonnd (H1) .
On appelle préondonnance induite par & sur I, La nelation de préordre Q
définie sun T x T qui nend §isotone de (1 x 1,0) sur (H,B).

Le probléme €tudié en analyse des proximités globales est le

suivant :

Sur un ensemble fini de caractéres I, est définie une préordon-
nance ¢ de degré n. On se propose de construire une application X de I
dans un espace euclidien V, r-dimensionnel, de telle sorte que :

La dimension r soit minimale,

ii) Soient vérifiées de facon "optimale'" les contraintes d'isotonie :

() oqd,b") [dy-dy,120¥(b,b") ; (b,b') € B x B, o9(sb") # 0

ol c% est la distance<KX(i1) X(iz)) si h(b) = (11,12)



Remarques
En pratique la préordonnance Q est induite par une mesure expéri-

mentale § et la nature de la relation d'isotonie retenue en ii) est liée

au traitement réservé aux exaequos.

L'énoncé de la contrainte (1) suppose qu'il n'existe pas de données
manquantes. Cette convention sera adoptée dans 1'ensemble de notre travail.

L'existence et 1'unicité de la solution de ce probléme sont discutées
di-dessous. Les résultats énoncés ont été donnds précédemment sans une for-

mulation équivalente et seules les démonstrations nous sont propres.

De nombreux développements théoriques sont nécessalres pour cons-
truire des démonstrations rigoureuses dans le cas général ( [4], [33-d] et
le plus souvent les auteurs 'oublient' que § est d'échelle ordinale pour
donner des démonstrations simples. Nous montrons que l'utilisation de
1'indice de rang associé 3 Q (Def. II-25) permet de donner des solutions
simples et constructives puisque c'est un indice de distance (Def. I-8).

I111-2 - Définition [39 ]

Soit V un espace euclidien de dimension n-1. Un systeme de points
M, L=1,2,...,n) déginissent un (n-1) simplLexe non dégéniré AL Les
vectewrs {MI ML , 4= 2,...,n} forment une base de V.

Remarque
Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguités, nous identifions le point M; et
le vecteur X(i) = Gﬁ;.

I11-3 - Proposition (SHEPARD [68-a])

Une préordonnance Q définie sur I, de degré n admet une représen-
tation forte dans un espace euclidien V de dimension inférieure ou égale

~

an-1.
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Démonstration [39]

Soit V un espace euclidien de dimension n-1 et X = {X(i), 1 ¢ I}
un systéme de points définissant un (n-1) simplexe non dégénéré dans V,
il existe alors une forme quadratique gq sur V, unique, telle que :

42 (X(1) ,X(3)) = AX(D) X, XD XG)  ¥3E,H), (i,5) ¢ I x 1)

car q est totalement déterminée par les Eiﬁ%ll valeurs

q(X(1) X(ji, X(i) X(j)s et donc de facon équivalente paz»les n(n-1)/2
valeurs q(X(1) X(1) X(1) X(G)) et q(X(1) X(1), X(1) X(i)) ol i et j varient
entre 2 etn (1 # j).

Lorsque le (n-1) simplexe est régulier d%j =1et q,. est définie positive.
L'ensemble des formes quadratiques définies positives sur V formant un
cbne convexe ouvert, on peut alors construire par continuité une forme
quadratique q définie positive a partir de q. et respectant les relations
d'ordre induites par Q. Par suite la matrice 3y associée a q dans la base
canonique de V étant décomposable :

L= tT.T,

les vecteurs Xx(i) = T X(i) donnent une représentation forte de Q dans V.

I1I-4 - Lemme [56 ]

Soit V un espace euclidien de dimension n-1. I1 existe au plus un

point équidistant des sommets d'un (n-1) simplexe non dégénéré.

Démonstration

Supposons qu'il en existe deux. Sans perte de généralité nous pou-

vons identifier 1'un 3 1'origine et 1'autre au vecteur A =

® O« 00
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Pour tous i,j dans {1,2,...,n}, nous avons donc en notant ||-|| la norme
euclidienne sur V ‘

[X@|2 = IXGI?
[X(2)-AY2 = IXG)-A?
La différence membre a membre se simplifie en
x2_q ()= (x_(D)-a)2 = xf_1(3)-(xy (G)-a)2

Soit :
al2 xn_1(i)-a] = a[2 xn_1(j)-a]

i et j étant quelconque et le (n-1) simplexe non dégénéré, ceci impose
a=0.

I1I-5 - Théoréme de HOLMAN [56]

Soit Q une préondonnance de degné n dfdinie surn 1. S4 Q est wltra-
metrnique, (n-1) dimensions sont nécessaines poun construire une nephisen-
tation euclidienne fornte de Q. On a alors db2= ny pour tout b dans B
(np gtant Le nang de b dans Q).

Démonstration

La proposition ITI-3 assure 1'existence d'une représentation X de
I dans 1'espace euclidien (n-1) dimensionnel V.

Notations

Siv=V 8 V8 nous noterons ||-f|, (resp. U-HB) la norme induite

sur V& (resp. VB ) par ||-|-
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Tout vecteur X =</ a) de V vérifie alors :
X
B

2 = 2 12
X2 = X 12 + (X2

De plus pour tout A dans V, si nous notons dia = d(X(1),A) pour tout i de
I la boule ouverte de centre A et de rayon p est

By (A0) = XioT; g

<
ia p}

Nous montrons par récurrence sur n 1'existence d'un &lément de V tel que :

Ty Pour tous (i,j) dans B X(i) et X(j) sont &quidistants de A

oD

: si |I| = 2 pour tous (i,j) dans B d.. > d. /3

) iJ ia

Ces propriétés sont immédiates si n = 1 ou 2. Supposons (5%0 vraie pour
tout m entier,m < n, et notons '

p = Max [dij ; (1,7) € B]
Si a est un élément fixé dans I/notons :

I, = Hsiel XA €By X@,e)} [I]=m

o

IB =1\ Ia

Pour tous (i,j) dans Ia x Ia et tous (k,2) dans IB x IB est vérifiée

() djy = Max(dy5, 4 )

et donc du fait de 1'ultramétricité de Q et de 1'isotonie forte de la
représentation X,

@ dy = dy = 4
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On peut toujours supposer m 2 2,en intervertissant au besoin les rlles
joués par I et I g* d'apres (9) Ia admet une représentation forte dans
un espace euclidien Va de dimension m-1. On a donc pour tout i dans Ia

X, ()
X(@1) =< ) X, (1) eV,
0

Sans perte de généralité on peut supposer dans T Aa = 0.
X_ (k)

Pour tout k dans IB , X(k) =< > ou Xa(k) € Va et la relation (2) s'écrit
X, (K)

pour tous (i,j) dans Ia x IB :
2, = dJ?k <= |IX_(1)-X, &3 +|IX, () |{§=||Xa(j)-xa(k) "§+”XB(R) ué

tous les €léments de I sont donc équidistants de Xa(k) qui, d'aprés le lemme,

est confondu avec Aa = Q0.

0
Par suite tout k dans I g est représenté par X(k) = ( ) 0.V, et
1'hypoth&se de récurrence assure que I 8 est XB (k)
dans un espace euclidien de dimension n-m-1 et donc dans VB’

Xe(k)
sim < n-1
A

= p\ sim= n-1

représentable

X, (K)

o ;
et 1'on peut supposer, sans perte de généralité que AB = ( X ) dans VB'
Le théoréme sera démontré si 1'on vérifie que A ne peut étre nul.

Hors il résulte de (1) et de 1'hypoth&se r, que :

2 2 2 — Y 2
(3) @2, =d2  >2 dkas 2|[Xg ()12

2 2 2 - Sy 112
(4) @2 = > 28, = XM

et donc si A =0 on a

il
O

X, 002 = XM et a, = a
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X(1) et X(k) appartiennent donc 3 BO ©, g;% ) et la forte isotonie de la
représentation nous assure de 1'ultramétricité de 1a distance d. Par suite
X(k) appartient 3 Bo (i, —ik) et donc 3 Bo(i,p) puisque p, = dik

k est donc €lément de I ./7

On a montré ainsi la Vézuité de I et par suite , n'est pas atteint ce qui
est absurde I étant de cardinal fini. C'est donc que ) ne peut €tre nul.

Achevons la démonstration en vérifiant (fﬁ,) quand m = n. Le point A = ( X )
est équidistant des X(i) car 1'égalité

(5) KD + 2 =&, = a2 = X, W + (-a)2
est vérifiée si

X 2 - Y112 2
7 R GOI2 - X (2 + 22y

et alors

(6)

W]
S
1}

Fa * A = I D2 + X, 02 + a2 + (-a)2

d%k + 2a(a-a) » d%k
hors il résulte de (6) que

22> | IR @2 - X @R |
et donc
0<a«<)

Le deuxiéme point du théoréme résulte de ce que 1'indice de rang R est un
indice de distance et de plus vérifie (1) et (2).1'hypothé&se de récurrence
implique donc

d2: =

4 rij pour tous (i,j) dans Ia x I

a
dﬁg = rkz pour tous (k,q) dans IB x IB

et donc (3) et (4) sont vérifides par rij et T, €t donc les relations (5) et

(6) assurent que d%k =715 si (1,K) € I8 IB avec



a2 =1y - X @) 2- K012

II1I-6 - Lemme

Soit M une matrice symétrique, doublement centrée, d'ordre n et
{Aqs+=op }S€S valeurs propres. Soient I et E les matrices Identité et Unité

d'ordre n [Eij 1 ¥i, Vjl. La matrice symétrique, doublement centrée, d'ordre

n

M
a

E
M+ o [T - ;]

définie pour tout réel 5 a mémes vecteurs propres que M, associés aux valeurs

propres
i - rj to si Vy # 1
=0 sinon i=1,2,...,n
Démonstration 1
M est doublement centrée, le vecteur P = 1] est donc vecteur

propre associé 3 la valeur propre A =y =0
car M1 =M1 =0
a

Si V; # 4 est vecteur propre de M associé d la valeur propre ij;

uiVi

- _E = =
M aVi = MVi + a(I H)Vl >\1Vi + G-Vi + O ()\i+0«)Vi

I1I-7 - Théoréme de GUTTMAN

Soit Q une préordonnance de degné n définie sun 1. SL Q n'est pas
wltnamitrique, AL existe une représentation gonte de 1 dans un espace euclidien
de dimension infériewre ou égale a n-2. La distance dij entre deux points ne-
présentatifs des obfets 4 et § dans 1 est une fonction affine du nang génera-

Lise “zj‘



|
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Remarques

Les énoncés de ce théoréme donnés précédemment ( [59]) sont érronés
car 1ls n'imposent pas la condition de non ultramétricité.

Lorsque Q est réduite a deux classes (i.e. Ty = , r;; = ¢ #0
Yi,j e I, 1 # J) Q est trivialement ultramétrique et le théoréme II1I1-6 répond
de cette éventualité.

Notre démonstration n'est valide que parce que les rangs généralisés

sont d'échelle d'intervalle.

Démonstration

~

Soit R 1'indice de rang associé a N, la matrice symétrique doublement
centrée

M

E ,
(I- H) R(I-

o) —
S

associée a la matrice symétrique des rangs eénéralisés. Son terme cénérique

1

ct

cri

[ON

wn

1
' Tig ¥ — T Tyl
T =1 Y n?2 1,5 -

dite matrice de pseudo produit scalaire. Elle admet les valeurs propres

Ay 2, =02 Ak =0 > xk+] cee = A

1 2 n

Par suite la matrice Moo= M—kn (I- %} est une matrice de Gram de rang
m< n-2. (cf. Lemme IIIQG) si *, est la plus petite valeur propre non nulle

de M. Si nous notons {Ei.} les &léments de la base canonique de

171=1,2,...,m

j=1,2,...,m
1'espace des matrices d'ordre m 3 termes réels ([82]) et

192}

I1 existe une représentation forte X de I dans V telle aue
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(a) M, = XX puisque c'est une matrice symétrique semi définie positive
n
(r8z1
\ m mo ty
= = 1) - i 2 = =
(®) d;3 z [x, (1)-x, ()] X Pij X, = Trace ( Fij X
k=1 k=1
= Trace (F;; X%X) = Trace (Fy5 M, )
*n

Si 1'on développe cette expression par 1inéarité de la trace, en utilisant les
propriétés des matrices Eij’ il vient :

2 = - _aJ
dij. Ty 2 2 (1-83)

ol 61 est le symbole de Kronecker.

Remarques

x X est dite représentation CANONIQUE de Q et si 1'on connait une repré-
sentation Y issue de M on peut en déduire X en remarquant que :

A1/2 t

Y = V si M se décompose en Yav

et par suite

ty oM = - _E _t -
XX‘Mxn tyav A (- D) = VA A TV

et donc X est obtenu directement par

x=% (a- 112

x Le calcul de A, Tie pose aucun probléme en pratique. On utilisera a
cette fin un algorlthme de calcul de la plus petite valeur propre tel
celui proposé par SCHWARZ [67].

Les résultats exposés ci-dessus donnent peu de renseignements sur la dimension
de 1'espace de représentation V. Ceci est di en partie au fait que 1'on exige
1'isotonie forte. Cependant puisque tout sous-ensemble de I doit &tre repré-
senté dans V. La dimension de V ne peut étre inférieure a s-1 ol s est le
nombre d'éléments du plus grand sous-ensemble de I sur lequel la restriction
de Q est ultramétrique. La mise en oeuvre d'une telle méthode ne pose aucun

probléme en pratique.
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Plus importante nous semble &tre 1'opposition exprimée par les
théorémes de HOLMAN et GUTTMAN, entre analyse des données de proximité et -
analyse hiérarchique, suivant le degré de respect de 1'inégalité ultramétrique
par les domnées. Le choix en faveur de 1'une ou 1'autre approche pour analyser
un tableau particulier est un probléme de décision Statistique. A notre con-
naissance aucun test existant ne peut apporter de réponse. Les tests de H-clas-
sificabilité, tels celui de LERMAN [13], sont inadéquats pour deux raisons,
tout d'abord ils opposent 3 1'existence d'une structure H-classifiable,
1'absence de structure formulée en termes d'uniformité. De plus, les carac-
téres comparés sont décrits par un ensemble de modalités (ou attributs) et
ce dernier point est en général inadapté a 1'information recueillie en analyse
des proximités. |

La notion d'unicité d'une solution n'a pas été étudiée et nous mon-
trons dans quel contexte celle-ci doit &tre recherchée par la

III-8 - Proggsition

L'ensemble V(I) des représentations X de I dans V vérifiant les condi-
tions d'isotonie (1), a une structure de céne (en général non convexe) inva-
riant par transformation du groupe de similitudes.

Démonstration

Les conditions d'isotonie (1) s'écrivent de fagon équivalente

(1') UQ(b,b') [dg_dl%'] =20 (V(b9b')’ (b,b') € BxB GQ(b9b') # O)
<=> o4(b,b") Trace (tx 6,-F, )X 20
<=> Trace (tX be, X) =0

en suivant les notations utilisées dans 1la démonstration du théoréme III-7
et posant



- 62 —

Gypr = 9g(bsb") (F,-F,.], (1) est donc équivalente a (1")
(1" Trace (be, XtX).: n.

Par suite ol
V(I) = (X ; X e V!, Trace(Gy,, X'X) = 0,(¥bb', (b,b") ¢ B x B),
% (b,b") # 0}
est donc un cb6ne. _
V(I) est invariant par translation car si D est une matrice diagonale.
La translation ED est telle que :
Trace (ED Gy, (ED)) = 0O

car pour tous (b,b') dans B x B

EFb=0
=> Ebe'=O
EF, =0

et donc si X est élément de V(I) il en est de méme de X + ED.
V(I) est invariant par rotation. En effet si K est ume matrice de rotation

Trace (KtX be. XtK) = Trace (tX be, XtKK) = Trace (tX_be' X) =20
V(I) est invariant par homothétie, car si k est un réel on a

Trace (k X G, ktX) = k2 Trace (tX Gt X) = 0.

Remazgue

L'invariance par translation peut &tre levée en imposant a la Tepré-
sentation X d'&tre centrée. Si Y est non centrée on définira donc

E
X=01I-2Y
( n) pour lequel

Le barycentre de la représentation est confondu avec 1'origine des axes. Cette

contrainte est implicitement posée dans tous les algorithmes existants.

L'invariance par rotation ne peut 8tre levde puisqu'elle est due au

B A

choix d'une distance euclidienne.

L'invariance par homothétie est levée en imposant une condition de

normalisation sur X.
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ITI-9 - Proposition
Si p est le cardinal de B (p = nn-1)/2), 1'application :
D: VI > [Rp+
qui a X associe D(X)= {db, b € B}
a pour image, D(I), un cdne convexe fermé (en général non polyédral).

Démonstratien

D(X) est convexe par suite de la convexitéd des normes.
De plus 1'application qui a XtX associe db = Trace (Fb XtX) est
linéaire et donc il existe une matrice M telle que

D2 = M. (XX)
XtX est une matrice semi définie positive et décrit donc un céne convexe

fermé non polyé&dral il en est donc de méme de {dé, b ¢ b}.D(X) ne peut donc
étre polyédral.

§ II - L'APPROCHE HEURISTIQUE DE SHEPARD

SHEPARD [68,a] construit la représentation optimale X par déforma-
tions successives de (n-1)-simplexes normalisés.

ITI-10 - Définition
On appelle (n-1)-simplexe nomalisé dans V un sdmpLexe & n sommets dans

un espace euclidien (n-1)-dimensionnel, dont Le barycentre est £'onigine des
axes et La Longueur moyenne des arétesest 4.
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Pour ce faire, un algorithme en deux phases est mis en oeuvre :

PREMIERE PHASE : construction d'une configuration initiale

, Partant d'une configuration de départ formée par les n sommets d'un
(n-1)-simplexe régulier normalisé, on construit 4 la s-ieme itération un
simplexe auxiliaire non normalisé Y(S) = {Y(S)(i), i € I} en poursuivant deux
objectifs :

- assurer le respect des relations d'isotonie M.
- diminuer la dimension r de 1'espace de représentation V.

La différence algébrique Tb-T(déS)) est un indicateur de respect de la
relation d'isotonie (1) si T(dés)) est définie comme la valeur Tb' de 1'indice
de distance T associé a Q, telle que le rang de b' dans la préordonnance Q
soit égal au rang de b dans la préordonnance Qx(s).

Par suite si (s) est trop grande (resp. trop petite) on a alors
Tb - T(dés)) > 0 (resp. < O0).

A chaque couple b dans B (h(b) = (i,j)) est associé le vecteur correctif

(s)
Ti.-T(di§ )

- (8) iy - x(8) (5
ajj =8 iy (0@ - XY
1)
Le paramétre o module 1'importance des corrections faites sur 1'ensemble de
la configuration X(s).

- Pl - Pl 2 ] A . S
Celle-ci est réalisée en étirant les aretes du simplexe X( ) de largeur
supérieure a la moyenne et en diminuant celles qui lui sont inférieures, grace

au vecteur correctif

R R Ol x® @) - xS 6
i3



ou T est la moyenne arithmétique des n(n-1)/2 valeurs T. ij et g un paramétre
de contrdle de la correction.

)

(0) initialisation X(O) = (1 - -

(1) Construction du simplexe auxiliaire Y(S) par déplacement de X(S) :

2x(8) (4 = Bajs*8; t 5 = 1,2,0.,n § £ i)

ij
Yy = x® )+ x& g
(2) Construction de X(S+1) simplexe normalisé par homothétie sur Y(S).

(3) Test d'arrét Si positif STOP
Si négatif s = s+1 et aller en M

Cet algorithme est totalement défini par la formulationd'un test d'arrét
et une valeur numérique pour o et B . Ce dernier point a &té résolu empiriquement
par SHEPARD. Trois conclusions s'imposent :

i) choisir 8 < a/4 assure un 'bon" respect des contraintes d'isotonie .

ii) choisir o < 0,2 assure une "bonne'" convergence de 1'algorithme en ce

sens que 20 itérations assurent une stabilisation de la configuration :
x(20) . (1)

1ii)  Plus B est petit et meilleure est la précision mais plus lente est la
convergence de 1'algorithme.

SHEPARD propose comme test d'arrét de minimiser la fonction d'écart :

L=g £ (T, - T(d))2

1
p beB



ce qui équivaut, compte tenu des contraintes de III-10 4 la minimisation de
z (T,-T(d))?

beB b db

I (T - T)2

beB

(x) LC =

DEUXIEME PHASE : construction d'une solution

La premidre phase de 1'algorithme ne permet, ni de connaitre la valeur
de r, ni d'obtenir wme visualisation des données. Ces deux buts sont atteints
par utilisation de 1'analyse en composantes principales.

Cette approche présente deux inconvénients : on définit des axes de
représentation dont la signification ne peut &tre établie dans un contexte
ordinal (Prop. III-8). De plus, les projections orthogonales ne respectent
pas les relations d'ordre -aussi une configuration de faible dimension néces-
site la démarche suivante :

M - Projection dans un sous-espace vectoriel du nuage.
{(X(S)(i), %), i € I} par analyse en composantes principales.
Si le test d'arrét sur L est positif STOP

(2) - Application de la premiére phase de 1'algorithme avec a« = 0,2 et
g = 0. Puis aller en (1).

La démarche de SHEPARD présente 1'inconvénient de travailler sur les
indices de distance T isotones par rapport 3 la préordonnance Q. Toute arith-
métique sur T méconnait le caract@re ordinal de cet indice.

De plus, si 1'on interpréte en termes probabilistes cette démarche
dans (B,ﬁP(B),A) ol A est une mesure définie par

A({b}) = si p=|B

1
p
deux conclusions s'imposent. L'indice d'écart L. présente une forte similitude
avec 1'indice de regression isotone. Pourtant 1'algorithme de SHEPARD ne
s'exprime pas en termes de regression isotone car T(db) n'est dans L2(B)

(cf. Ch. II) que si une représentation forte existe et est atteinte par 1'al-

gorithme.
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Le point central de la démarche de SHEPARD, en termes de réduction de
données est le :recourt i une maximisation de la variance (dans B)) pour
diminuer la dimension de V. Cette particularité montre que 1'on travaille en
termes d'analyse de la dispersion sous la contrainte d'isotonie.

BENNEIT [37] utilise les résultats de ([541,[601) pour montrer que si
les n points X(i) sont uniformément distribués dans la boule de rayon a dans
V= (iR?, d), alors la variable aléatoire D distance entre deux points dans cet-
te boule a pour densité de probabilité :

_ n .n-1 _d
£, =n 27 F (1-22) (= 7;)

n+1 1

2’7)
ol Fp q(t) est la valeur en t de la fonction Béta :
bl

1 E oo -1
B o =3 P - T gy
P»q ®,q) Jo

i1 en résulte ([60]1) que D suit asymptotiquement une La Gaussienne de variance

2
Var(D) = %?

et est donc une fonction décroissante de r (les simulations de BENNETT montre
que 1'approximation gaussienne est fondée dans les applications pratiques dés
que n 2 5). I1 en résulte qu'une augmentation de la variance réalisée en
assure une diminution de r tant que ceci est compatible avec les conditions
d'isotonie.

§ IIT - FORMULATION DU PROBLEME EN TERMES DE REGRESSION ISOTONE

L'algorithme de SHEPARD se heurte i3 deux problémes. Les indices de dis-
tance Tb sont d'échelle ordinale et il est donc injustifié d'utiliser leurs
valeurs numériques. De plus dans sa formulation initiale SHEPARD utilise direc-
tement les indices de dissimilarité 8, -

De plus la dimension r est inconnue ce qui impose 1'utilisation de 1'ana-

lyse en composantes principales dans la deuxicme phase.



Ces deux difficultés sont levées dans les formalisations ultérieures
([58,a] ,[52]) étudiées dans ce paragraphe. Le probléme est simplifié en
supposant r fixé.

On considére deux éléments aléatoires définis sur 1'espace probabilisé
(B,G?(B),A) (les notations étant celles du paragraphe précédent) :

i) La donnée A, 3 valeurs dans 1'ensemble ordonné (H,ﬁi)
ii) La distance D 3 valeurs dans 1'espace probabilisable GR+¢B]{).
+

Nous notons ® le sous o-treillis engendré par A ou de fagon équivalente
par la préordonnance Q définie sur I. X étant une représentation de I dans
V= BQr, on recherche 1'é1ément D de D(I) (cf. prop. III-9) et 1'€lément T

dans L2(®) qui minimisent :

_ 1_.2 - E{|D-T|2}
¥ 1-v Var (D)

Remarques

Lorsque D est connu, le probléme est résolu en termes de regression
isotone en prenant T = E(D/®) (cf. Ch. II).

Nous faisons donc ume analyse de la dispersion et cherchons (comme en
analyse en omposantes principales) 1'élément D qui maximise (prop. II-11,
iii))

W2 = Var{E(D/®)}
Var D

Ces méthodes sont d'ordinaire présentées en termes d'adéquation
(<< goddness of fit >>) et 1-v2 porte alors le nom de STRESSFORM2

(KRUSKAL) .



III-3-1 - Interprétation géométrique

B étant ici de cardinal fini p, on identifie de fagon classique
LZ(SD(&Q) a RP que 1'on munie de la norme euclidienne
1 1/2
W, =50z wrve,
Ip P heB %
L2(®) s'identifie alors avec le c6ne C?o de IRp, des indices de dis-
tance défini par :

- . p.
C,=1{T;TeRP; T>0)

~

ol r est la matrice carrée d'ordre p associée a % :

de méme, d'aprés la proposition III-9 D est &lément du cdne convexe D(I) et
le probléme consiste 3 calculer le couple (Dx, TX) de D(I) x C?o réalisant
la distance

. |Ip-T|
ddMD),E) = Min [—L 5 D e DD, T ¢ & ]
ID-Dil,
|ID-T|
= Min Min [, T ¢ & 1D e DD}
ID-Djl,,
od D est la moyenne arithmétique D = % r d
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I1I-11 - ProEosition

si €& nD(I) = {0}, alors la distance d(D(I), & ) est réalisée par
(DX,TX) ol (resp. T ) appartient a la frontigre de D(I) (resp. & )

Démonstration

C’O est d'intérieur non vide s'il existe un couple (b,b') dans B x B
ne réalisant pas 1'inégalité ultramétrique.
Supposons donc qu'il existe T appartenant a 1'intérieur de C o ¢t réalisant
d(om,& 0) . Par convexité de & o i1 existe donc T' appartenant 3 la frontiére
de C,o et tel que

T* = AT + (1-A)D pour un A ¢ 10,1[
et donc
ID-T*|| = A|ID-T|| < |ID-T]|

Par suite T ne peut réaliser d(D(I) ,50) .
Le théoréme II-13 permet de conclure, en remarquant que le cas d'un élément
D' appartenant 3 1'intérieur de D(I) se traite de facon identique en cherchant
le minimm de ”D_THE T =1 3 dy -
T-T
=T,

La non vacuité de 1'intérieur de D(I) est assurée s'il existe une représen-
tation X de I pour laquelle il existe un couple (b,b') dans B x B tel que

& # .-

I11-12 - Corollaire

Lorsque (ZO N D(I) = {0} tout élément X de VI associé a D* est une

réalisation faible de la préordonnance Q.

En pratique, s'il est aisé de vérifier les conditions de non vacuité
de & et D(I) en recherchant dans les deux cas les couples (b,b') violant
1'1nega11te ultramétrique, aucun résultat ne nous permet de déterminer quand
a tout C,’ N D(I) = {0}. Il est clair que ceci est 1ié 3 la valeur de r
(cf. Th. III -6 et II1.7) mais aucune approche de ce probléme ne nous est connue.

L'égalité a 1 de v2 est, mais nous le verrons, un critére en général fallacieux



d'intersection non réduite 3 {0} de &?o N D(I).

ITI- 3-2 - Résolutions algorithmiques : minimisation dans Ci)

Celles-ci sont différencies par les choix faits pour résoudre le

probléme :
[|ID-T

(a) Min {———:HE , Te C?O}
|ID-Dj|

L'approche de KRUSKAL [58,a] a été exposée en II.3 et construit la so-
lution T = E(D/®) par un algorithme de regression isotone. Cette construction
assure le théoréme suivant, du 4 KRUSKAL [58.c].

IT1-13 - Théoréme

|ID-E(D/@®) || ' ] )
———F o4t une fonction continuement différentiable en D.
|ID-Dj]

P

GUTTMANN [52] propose une méthode de permutation pour constuire *
réalisant (a), sous lenom 'd'image de rang'. Nous 1'exposons tout d'abord
lorsque Q est une ordonnance. Notons M (resp. N) la matrice carré d'ordre P
de terme générique

%

1 si R(b) =k resp. Nb =1 si RX(b) =k

]
1]

O sinon O sinon

ou R (resp. RX) est 1'application qui a b dans B associe son rang dans 1'ordon-
nance Q (resp. QX). Ceci permet de définir la matrice de permutation T = MN

de terme générique

1 si R(b) = RX(b')

O sinon

b

et 1'on note T* 1'élément de 1'intérieur de C?O construit par

el

X
=t pm
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T* offre wne alternative aux méthodes de regression isotone, telles que
celle de Kruskal. En effet, on vérifie de fagon immédiate que la fonction posi-
tivement homogéne t n'est pas contractante et viole donc le th€oréme II.9.
Cependant il en résulte que T* ne vérifie pas la proposition ITI.11.

Lorsque Q est une ordonnance t est déterminée de fagon unique.
Lorsque Q est ume préordonnance, on la transforme en préordonnance en posant
pour tous (b,b') dans B x B tels que Q(b,b') et Q(b',b) :

i) non-Q(b',b) si QX(b,b') et non-QX(b',b)
ii)  non Q(b,b') si Qu(b',b) et non-Qy(b,b")

iii) un ordre arbitraire si QX(b,b') et QX(b',b)

De toute facon 1'imprécision des calculateurs nous assure en pratique de n'étre
jamais dans 1l'occurence iii).

Cette démarche présente 1'inconvénient de ne pas constuire un ™ dépen-
-TX
dant continuement de D(X) et donc |ID-T ”E n'est pas différentiable en

tous points. HD~ﬁ”p

L'approche de GUTTMAN est une tentative de rationalisation de celle de
SHEPARD qui définir 1'indice de distance

—3
1}

v o DX
TS n'appartient a é:o que si X est la solution optimale recherchée. Elle trouve
de plus sa justification en 1l'utilisation de la structure de treillis de

2@ = & .

(]

I1I-3-3 - Résolutions algorithmiques : minimisation dans D(I)

Les deux applications :

vV D(I)—sco

D Ay V(D) = T
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U: CO —> D(I)
T ™~—~UMT =D

existent toujours si aucune contrainte n'est imposée et permettent d'exprimer

= -2
YO =T Vo
en fonction de D seul ou de T seul. L'approche de SHEPARD est une tentative de
minimisation de

v(X) = (UM,

Alors la relation entre D et X est implicitement exprimée dans U et 1'on recher-
che T via 1'ensemble Y des paramdtres de la fonction isotone

T =m(a)

en résolvant 1'équation stationnaire

dy Y . dU(t)] dT _
t

T hTtwm cw ) @O

qui permet une minimisation de ¥ sous contraintes par 1l'intermédiaire de U.
La formnulation de 1'équation fondamentale de 1'algorithme de SHEPARD.

xB) (1)-xB) (5

n
X6 4y < xG) ¢ +.Z1[a(Tij—V(di(;?))%B(Tij-T)] 10
J= ij

apparait comme une approximation de 1'algorithme de gradient :

X(S"'U(i) = X(S) (i) - Y(s) { %} (s)

dont la faiblesse est d'imposer 3 o et g d'8tre fixes pendant tout 1'algorithme,
devant 1'impossibilité de donner 1'expression explicite de la fonction m.

Les approches ultérieures étudient la minimisation sans contrainte
(exprimées 3 travers V) de

¥(X) = ¥(D,V(D))
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ol 1a relation entre T et A est implicitement exprimée dans V. On est alors

amené 3 résoudre 1'équation stationnaire

dy _ oy, _o¥ _ dV(D)

(%) - Bt wm - D

dD _
] oa—X—O

dont la résolution conduit 4 un algorithme en une phase dont chaque itération

s se décompose en deux étapes
i) Amélioration de la configuration : D = D(S)
ii) Construction de 1'indice de distance T(S) = V(D(s)).

L'étape ii) est discutée en III.3.2 et 1'amélioration de la configuration est
réalisée en supposant T(S) fixe, par déplacement de la configuration dans la
direction de plus grande décroissance de ¥(X) donnée par le gradient

[dw X) ](S% modulée par un paramétre a(s):

K1 (4 - NO) i - HO [%(QQ] (s) (i)

ol le gradient a pour expression en (1):

|D-T d, -T d, ,-D
@00 ) - Ty L ek oy el e XE)X()

DBl Gowes b T pTiz bR ke

ol 6? est le symbole de Kronecker.

Cette démarche adoptée par GUTTMAN et KRUSKAL conduit a deux dif-
ficultds. Les méthodes de gradient sont sensibles aux minima locaux et d'autre
part, si elles approchent trds vite de 1a solution, & son voisinage elles sont
incapables le plus souvent de 1'atteindre. La stratégie exposée en II-4 utili-

sant alors une itération de NEWION RAPHSON est alors souhaitable :

X ) = xO ) - w7 (EELS )
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ol H(S) est la matrice Hessienne associée 3 ¥(X).

I1 est a remarquer que la sensibilité des algorithmes proposés aux
minima locaux, n'est pas uniquement dii au choix de méthodes de gradient. Contrai-
rement 3 ce qui est généralement admis.

En effet le recourt 3 un algorithme en deux étapes conduit i consi-
dérer dans 1'étape i) ¥(X) comme un indice de regression curviligne et non
isotone lorsque T est fixé. Ainsi si 1'on avait

) <y,
il est admissible que 1'algorithme construise a 1'étape 1)

D(5+1) = V—1 (T(S))

~

conduisant ainsi 4 un minimum local. Nous nous proposons d'é@viter cette dif-
ficulté en expérimentant des algorithmes duaux de calcul de la distance entre
deux convexes (tfo et D(I) tels celui de LAURENT [22].

Une autre solution est proposée par LINGOES et ROSKAM [34] utilisant
un algorithme en deux phases

i) Construction de la distance D(S) = U(T(S’1))
ii) Construction de 1'indice de distance T'S) = V(D(S'1))

Par minimisation SANS contraintes de ¥(X), réalisable en résolvant le systéme
différentiel

v (X) _

agj/'D =0
(3cx)

0¥ (X) _

@
c
~
3
L —
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Par des méthodes de gradient (i)) et regression isotone ou permutation (ii) ).
Une telle stratégie est peu sensible aux minima locaux car D(S) et T(s) sont a
chaque itération calculés de fagcon distincte. Cependant rien n'assure la conver-
gence d'un tel algorithme aussi ROSKAM et LINGOES utilisent dans NIMISSA une
stratégie en deux algorithmes

(xx)

Qy

m Minimisation SANS contraintes de ¥(X) grace

(%)

Qs

(2) Minimisation SOUS contraintes de ¥(X) grice

Cette démarche optimale en 1'état actuel des recherches algorithmiques ,
est cependant sensible a deux problémes que 1'on ne peut éviter.

i) La non unicité de la solution (particuliérement fréquente lorsque
W(Xx) = 0) o -1'on a introduit une structure dans X qui n'était pas contenue
dans les donndes A. On s'en prémmit alozs en réalisant plusieurs tentatives
algorithmiques.

ii) Les solutions dégénérées sont plus fréquentes et leur occurence semble
mal comprise actuellement. La construction de X ne peut traduire une information
qui est dans A . Le corollaire III-12 éclaire le probléme. Les contre exemples

donnés par SHEPARD ([68,a,c]) et BENZECRI [39] sont expliqués par le théoréme de
HOLMAN (th. III-5). Les dégénérescences sont détectées par 1'existence de points

-~

confondus X(i) = X(j) ou a égale distance db = db" Ils sont donc dus au fait
que 1l'on ne peut construire que des représentations faibles (cor. I111.12). Mais
contrairement a ({391 , [681)nous pensons que ce qui est fondamental, ce n'est
pas 1'existence des exaequos mais le respect de 1'inégalité ultramétrique et
1'étude de SHEPARD dans [68,a] trouve une interprétation immédiate en termes

de géométrie ultramétrique. Nous nous permettons de reproduire son schéma.
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CONFIGURATIONS DEGENEREES DE 4 POINTS DANS RR 2. LES 6 DISTANCES NE PRENNENT
QUE DEUX VALEURS DISTINCTES

Ainsi a 1'indice proposé par SHEPARD pour déterminer le degré de dégé-
nérescence d'une configuration (consistant au rapport du nombre d'exaequos de
D au nombre d'€léments de D) préferons nous le rapport du nombre de triplets
(1,j,k) pour lesquels 1'inégalité ultramétrique est vérifiée dans D a Eﬁﬂ:l%iﬁ:Zl
La comparaison de ces triplets 3 ceux vérifiant 1'inégalité ultramétrique dans
A est un outil trés utile en pratique.

I1 importe,en cas de dégénérescence, de traiter les données par des
méthodes paramétriques afin de respecter mieux la structure contenue dans les
données par 1'adjonction d'hypothéses de travail plus fortes que 1'isotonie.
L'utilisation de méthodes de regression polynomiale proposée par SHEPARD
[68,c] se heurte au non respect des relations d'isotonie. Cependant le recourt
au modéle linaire ordinal permet (en théorie) d'assurer 1'isotonie dans une
telle démarche.

Le probléme de quasi dégénérescences doit aussi &tre mis en lumidre.
Nous notons ainsi, suivant SHEPARD [68,c] 1'existence d'exaequos dans 1'indice
de distance TX. I1 est clair que 1'algorithme de KRUSKAL construit toujours des
indices % pour lesquels existent des exaequos correspondant a chacun des blocs.

Cependant, si T est réduit a un petit nombre de blocs, ceci indique que la dis-
tance D respecte peu la structure ordinale induite par A. Seule 1'observation
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du diagramme de SHEPARD (1e nuage de points (db, %b)) est un indicateur de
quasi-dégénérescence. Dans un tel cas on utilisera des méthodes paramétriques
pour représenter les données, appliquées a 1'indice de rang R. L'algorithme
de GUTTMANN est une alternative intéressante car 1'algorithme de permutation
ne construit des T* quasi-dégénérées que si D est dégénérée.

Remarque

L'interprétation usuelle des cas de dégénérescence ou de quasi dégéné-
rescence en termes d'incapacité des algorithmes 3 rendrecompte de 1'infor-
mation contenue dans les données est le plus souvent abusive. S'il est exact
que des données "quasi-ultramétriques"sont redevables de 1'analyse hiérar-
chique, il n'est pas moins vrai que les relations ordinales contenues dans
A peuvent ne rendre compte d'aucune structure car le résumé exhaustif de A
est le couple (;,R) et non R : nous avons noté B la statistique d'ordre asso-

ciée 3 b :

§ 4 - LES METHODES DE Mc GEE et de DE LEEUW

Nous exposons ici deux approches qui malgré leur intérét théorique,
n'ont pas retenu 1'attention méritée. L'approche de Mc GEE ([351 [63,al)
est fondée sur une argumentation mécaniste et par 13 est analogue 3 1'analyse
des données usuelles. La démarche de DE LEEUW [33,c 1 se caractérise par
un choix original de 1'espace dans lequel le probleme est formulé. Elle
conduit 3 de trés intéressantes interprétations statistiques.

11I-4-1 - Analyse de Mc GEE

On suppose que les éléments i et j dans I sont reliés par un ressort :

- de longueur initiale Gij = &
- de longueur finale dij = db

- de module d'élasticité A.. = A
ij b
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et 1'on suppose que pour tout b dans B on a
= 2
& Ay = c© une constante

~

La configuration initiale est alors contrainte i se projeter dans V = R'
par extensions et compressions de telle sorte que soit minimisé le travail

beB b
d,
w = C2 [1- _b]2
b R

Cette formalisation de 1'approche de SHEPARD conduit 3 minimiser
D
W= 2 ]-_2
< =l
Probléme résolu par un algorithme de Gradient

WD) = xBay - ) (@ O

oa . d.. &2. .
[%](i) = 3 (ef - 69 (- =h =L X -X(J)
k,2 '1j d2. d.2
1] 1]
Remazgues
X La mise en oeuvre d'une telle démarche se heurte 3 deux difficultés :

la détermination de c? et 1'utilisation des propriétés numériques de a qui
est d'échelle ordinale. Ce deuxiéme point pouvant &tre corrigé de deux facons :

i) en identifiant A au tableau des indices de rang R
ii) en minimisant W = c2 ||1- 52 et alors

~

. R.. .
(R0 =2 1 (65 - 6] (- gy, XX

2 2
k) 2 1] le . Rl]
% Pour un méme travail W la démarche de Mc GEE conduit 3 imposer de

plus grandes déformations aux grandes dissimilarités qu'aux petites. Les
relations d'isotonie locale sont donc privilégiées,ce qui est souhaitable en

psychométrie.
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I11-4-2 - Analyse de DE LEEUW

La méthode de 1'ortha t positif [33,c] étudie la représentation eucli-
diemne de A x A données. Nous la présentons ici dans le cas particulier de
B x B données de proximité. 11 s'agit d'une méthode de projection trés géné-
rale qui construit une représentation X de I dans V = R muni d'une distance

de Holder Lp,notée d. Nous nous limitons au cas euclidien.

Notations
M est le sous-ensemble de B x B défini par :
(b,b") € M) <=> ((b,b") ¢ B x B 6o bsb' = 0)

et si m = |M|, on identifie M et {1,2,...,m}.
On notera k(t) 1'injection canonique de M dans I4 :

k(t) = (i,],k,2)
On associe 3 tout élément X dans V(I) le vecteur Z dans R™ défini par

Z =1l t e M}

t s
Z, = [dXE), XG)I*AXEK), X212 = dy5-dy,

Pour tout t tel que k(t) = (i,j,k,%)

On se propose de construire 1'application X de I dans V de telle

sorte que soient vérifiées de fagon 'optimale'' les contraintes d'isotonie
(a) Z=0
qui sont équivalentesa (1).

La projection de tout vecteur de R™ sur 1'orthant positif

{Z,Zc¢€ R™ ; z > 0} s'écrit de facon classique Z de composante t :
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Z,c = Max(O,Zt). On est donc amené 2 résoudre un probléme de regression SOus
contrainte de positivité dans RrR™,

De LEEUW propose de minimiser la fonction d'écart

F(q) = ||z_z||?1 z{lzt-ith ; t e M} (@ >0, qe R)

- q . q
Z{IZt |Zt|| ; t e M}/2

qui s'annule si et seulement Z appartient 3 1' orthant positif. L'invariance
par homothétie est assurée en minimisant

7114
12-2|)
L(q) = —3 o [I-|l, est la norme L_ sur RrR™
Izl 1 a
q
Remarque
Lorsque q = 2 1'expression de L(2) est analogue 3 la forme de

STRESSFORM1 initialement proposée par KRUSKAL [58,a], cependant on travail-
le dans R™ et non RP.

L'expression de L(2) est analogue 3 1'expression du rapport de cor-
rélation 1-n? , cependant la variable Z n'est pas centrée.

Interprétations de L(q)

Si 1'on note :

M, = {t;teM, z >0} M| = m,
M ={t;teM Z <0} IM_| = m_

On a la relation

L) sZe]% 5 te My w(]2 Y te M)
q = =
sz %5 teMyonlz T te Men|z Y5 t e M)
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Par suite lorsque q tend vers z&ro on a

m-
o= 1im L(q) =
q>0 m,_ o+ m_
et donc de LEEUW développe une théorie de 1l'erreur qui bien que métrique tend
a 8tre ordinale lorsque q tend verz z€ro. La minimisation directe de o
n'est pas aisée puisque c'est une fonction en escalier que 1l'on ne peut
donc minimiser par des méthodes de Gradient. L'approche de de LEEUW est
éclairée en posant
1

Y =

N (1- signe(Zt)) teM

[N]

qui est donc une indicatrice d'erreur, et par suite

L(q) = z{lzth Y5 te M}/uzug
q
Izl
= 7 3 ¢
teM ||Z
M )
1'erreur Yt est donc pondérée par 1'importance numérique de 1'écart observé
et de plus
i) (O3 Yt <1) = (0<L@ <1
i) (L(q) = N<=> M=M)
iii) (L(q) =0) <=>M=M)
iv) L@ =5 <= F @ = F @)
ou

g =cllz,|%s teM) Fla- s]z,1% 5 t e M)

L'interprétation statistique de ¢ s'exprime en termes de corrélation de rang
puisque le coefficient y de KRUSKAL (William) et GOODMAN est défini par :

m -m
= _t__.__:- = 1=-2
Yoom, v m_ ®
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et s'identifie au 7 de KENDALL lorsque Q est une ordonnance [8]. Par suite
la valeur de @i @SSocie & la configuration optimale x* peut &tre testée
puisque la distribution de y est connue [8].

de LEEUW se propose de minimiser L(q) pour q < 1 car alors cette fonc-
tion est différentiable si q > O et le probléme est résolu par des méthodes
de projection (Gradient). L'approximation de ¢ est donnée par

3

% ||z, ]9 -]
g ]z 19-1
t=1 ¢ m

1zllg

I ™
Y

q
1z,

S|—=

1
lo-L(@) | =< >

Jel
t=1 |z)14
12l

o3

Z
Cette relation obtenue par de LEEUW [33,c] en interprétant L(q) = = [U2ﬁ~]q Yt
teM q

comne un contraste des Yt permet d'écrire

E _(2)

(v) oL@l <7 - Ty

ol Ed(Z) est la moyenne arithmétique : Eq(Z) = Z{thlq ; t e M}

1
m

Vq(Z) est la variation totale : Vd(Z) = % z{!Zth-Eq(Z)l; t e M}
La qualité de 1'approximation de ¢ par L(q) est donc controlable de facon
simple et (b) montre qu'une condition nécessaire d'égalité tous les L(q)

lorsque q varie est 1'égalité deSIZtIq non nuls.

Cette relation permet de plus de juger si la valeur de L(q) refléte

la taille ou le nombre des erreurs (auquel cas G_ est faible) griace au gain :

q

¢ =@ 1Ll _Fq _"™

a Tt L@ omo g

Algorithme de minimisation de L(q)

Pour toute valeur de q différente de 1 L(q) est différentiable en Zy
et 1'on peut donc construire 1'application X par une méthode itérative
(Gradient).



XD () = x® @) . &y ©

ou 9z
dL(q) 1G4y = ¢ L@t
Tax teM ¢ X (1)
20 - A -2@] Sign(z)-1) (2,19
t 12l
Y

t - 5
et D6 est le vecteur de K-iéme composante.

LYA .
Lxgy) & = * ((63-61) signe(q () x (1)) [xy G)-x () |7

—(6m~6 ) 51gne(x (m) -x (n))!xk(no -X (n)lr 1
ot k(t) =(j,%,m,n) et 6? est la fonction de Xroenecker.

I1 résulte de cette expression que 1'algorithme de de LEEUW est beaucoup
plus lent que ceux exposés plus t6t a cause du temps de calcul de [ (q) 1(1).
Les essais numériques d'un tel algorithme sont trop peu nombreux, é notre
connaissance, pour juger de son comportement sur des données entachées de
relations ultramétriques mais de par la définition de M il construit une

représentation forte lorsqu'elle existe.

§ V - CONSTRUCTION D'UNE CONFIGURATION INITIALE

Les algorithmes décrits dans les deux paragraphes ci-dessus adoptent
tous une stratégie itérative qui nécessite donc une initialisation. Leur
sensibilité aux problémes de minima locaux et de dégénérescence impose un
choix rigoureux d'une configuration initiale, afin de limiter ces deux risques.

Deux buts nous semblent poursuivis par les algorithmes proposés. Outre
la construction d'une configuration initiale X(O) on recherche de plus une

estimation de r.

Notre présentation est construite suivant trois types d'algorithmes.

Suivant le caractére probabiliste ou déterministe de leur fondement et suivant



que 1'on travaille dans RP ou dans R™.

ITI-5-1 - Approches probabilistes

La proposition de KRUSKAL, de génération de X(O) par tirage de nombres
au hasard, ne nous semble intéressante que pour tester 1'"unicité" d'une
solution associée & une valeur nulle de ¥ par replications de 1'algorithme
d partir de comfigurations initiales distinctes. Lorsqu'un minimum local est

suspecté une telle démarche est valide.

Plus efficace nous semble &tre 1'approche de BENZECRI [39] qui sup-
pose que X0 = {X%(i), i € I} est un n échantillon issu d'un vecteur aléa-
toire de 10igaussienne sphérique N(O, o2 I.). Cette démarche présente 1'in-
convénient de supposer r connue. Alors dﬁ suit une loi de khi-deux 3 r degrés
de liberté et 1'on montre que ces distances peuvent &tre reconstituées appro-
ximativement, & une constante multiplicative prés a 1'aide des inégalités
induites par Q

2 =1 A -1
@ = F' ¢ ®RO)- 5
ou pour tout b dans B
i) R(b) est la valeur de 1'indice de rang 1 < R(b) < p = n(n-1)/2

ii) F;1 est la fonction inverse de la fonction de répartition associée
d une loi du khi-deux 3 r degrés de liberté.

Utilisée dans le méme contexte que 1'approche de KRUSKAL, cette
méthode nous semble de beaucoup préférable car elle construit une solution
X(o) admissible sinon optimale. Elle est donc intéressante pour tester 1'exis-
tence d'un minimum local. Son utilisation 3 postériori est dfie au fait
qu'elle nécessite de connaitre r.
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I11I-5-2 - Approches déterministes

La proposition initiale de KRUSKAL consistant a construire fxn en
prenant les n premiers termes de la suite (1,0,...0), (0,1...0)
©,...0,1 (2,0...0), (0,2,...0) etc... de vecteurs dans RT fut trés long-
temps un facteur d'échecs pour son algorithme et 1'on préférera construire
X(O) par des méthodes métriques qui permettent de donner une estimation de
T et permettent de juger du gain apporté par 1'affaiblissement des hypothéses
qui fonde 1les méthodes ordinales.

A est alors supposé d'échelle d'intervalle et 1'on ajuste un critére
de "constante additive' conformément 3 ce que nous avons dit au chapitre I.

dij = Tij + c ol T est un indice de distance isotone par rapport 3 A .

Si T est une matrice définie positive, on construit X(O) par analyse
en composantes principales de la matrice de pseudo-produits scalaires

__1 .+ E _E
B = 7(1 H)T(I h—)

obtenue par double centrage de T, suivant en cela TORGERSON [17].

Lorsque tel n'est pas le cas la matrice de produits scalaires associés
3 la matrice D des distances carrés est

™
"

1 E E
-5 (I-9) P - )

-1 - E 2.1 E
7 (- D (T cD?(I- )
ol nous notons (T+cI)?> 1la matrice de terme général (Tij+c)2

__1 2 - E _E
®) Zf 5 C (1 n)(I n)+2c:B+M
ol

-1 E 2 E 2 2.
M = = = = - - =
7 T (I- D et T = (Ty5)i-1,2,...n

j=1,2,...,n
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o . ..
et X( ) est construite par analyse en composantes principales de ¢ . On ne
retient que les r dimensions associées aux r plus grandes valeurs propres
de I. Les vecteurs propres associés vérifient :

t

tHi‘ﬂ =0 puisque I est doublement centrée
Y. 1 H, = Vi<t
i 1 i

Dans une telle méthode on suppose toutes les valeurs propres positives ou
nulles, c'est-a-dire que D est supposée &tre une distance euclidiemne et 1'on

suppose qu'il existe r valeurs propres non nulles. On a alors :

T

n T r o, T ty ¢
() o= Trace(x) =.§ Ay = - 5 C +2¢ E iBHi+ z HiM-Ii

i=1 1=1 i=1 i=1
MESSICK et ABELSON [64] proposent alors 1'algorithme
M Calcul de C(O) valeur initiale de ¢ par

€ = Min (T, 4T T, 5 dyikel if )
ik "kj “ij 200

qui assure Tij-(Tik+Tkj)-c <0

<= > dij-(dik+dkj) < O
(2) Calcul de z(s) par (b) et calcul de ses valeurs et vecteurs propres

A; 2 e, e nombre réel positif fixé
(3) Calcul d'une nouvelle valeur de c par (c) et aller en (2).

On s'arréte quand le processus se stabilise.
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Une telle méthode méconnait la possibilité de valeurs propres négatives
assurant que D n'est pas une distance euclidienne, et peut donc conduire a
une piétre configuration initiale. Aussi COOPER [45] propose une solution aux
moindres carrés en ajustant le modeéle

— - Ui . . !
Tij dij + C+ aiJ ol &13 est un terme d'erreur

et 1'on minimise

_ 2
G= 2 &
1<)
et donc
0= = 3 1 -dmc] <> &=t 1 (T5md;))
¢ i<j 1 1) Dig Y 1

et puisque 1'on peut toujours imposer I T.. =0 on prend € = l T d..
iy M D
La méthode de Gradient utilisée pour construire X(o) par minimisation de G

ne permet cependant pas de connaitre r._Au%si COOPER a t'il recourt a une
analyse en composantes principales de X(O) X(o) pour déterminer r.

Le théoréme de GUTTMANN (III.7) nous a en fait conduit a résoudre le
probléme de la constante additive en prenant pour T 1'indice de rang.
L'analyse en composantes principales de la matrice Mk nous permet donc de
T COOPER par un
moindre cofit algorithmique et 1'expression explicite de la constante addi-

donner une solution plus satisfaisante que celle de

tive. c = —an ot A, est la plus petite valeur propre non nulle de la matrice
de pseudo produits scalaires associés a la matrice des indices de rangs.

Cette méthode trés liée 3 1'approche de GUTTMAN ([34] [52]) est cons-
truite par une argumentation théorique et non par analogie. Aussi nous semble
t'elle préférable a la démarche de celui-ci.

Cependant le calcul explicite de A, nous semble important a un autre
point de vue. L'existence de grandes valeurs propres négatives doit nous

conduire 3 remettre en cause le choix d'une distance euclidienne pour analyser

les données. On posera alors le probléme du choix d'une métrique Lp avec



p # 2. [C'est ainsi qu'opére IHM (1970) dans 'Distances et similitude en
taximétrie" in Archéologie et Calculateurs Paris CNRS].

ITI-5-3 - L'approche de de LEEUW

Ceci se particularise par 1'espace dans lequel on travaille. On
considére deux matrices dans 7men (R) définies par :

(Si— j+-k+£ -S‘1 - 2
(q aq) (aq aq) bq qu

°bq

X

k 2
bq 8

i X 2
o)
O =0 ( 8 5 =S * %q

ol b est 1'élément de M défini par k(b) = (i,j,k,2) et 53 est la fonction
de Kronecker. Alors pour tout vecteur X dans R" on a :

G = ' Y5 x = L (X(1)-X(3))2 - (X (k) -X(2))2
(i,j,k,2)eM

et donc minimiser F(2) équivaut 3 minimiser G(X) et de plus

ts = % rs+bszy+ % [trs-tsr)

tZS-tSZ est une matrice antisymétrique et par suite

1t

t% s x = > x[tzs+tss X

On minimise G(X) sous la contrainte tXX = 1 en minimisant le Lagrangien
LX) = %% %5 X - 2 fxx=11
Le minimum est atteint lorsque

B:I;)(cx) = 555 X2 X = %5+t IX-20x = 2 [QX-1X]

0 =

dont la solution est obtenue par calcul des valeurs propres.
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Les matrices tS S, et tSZS

151 , sont doublement centrées, il en est de méme de

Q =-% [trs+tss 1
Puisque S = 81-82
L= S+S,

Q est donc singuliére et de valeurs propres

A1 z.x =...2 Xk =0=... =22

2 n

~

Le vecteur propre associé a A est le vecteur constant 1 et tout vecteur
propre associé a une valeur propre non nulle A vérifie donc tX(i)"l] = 0.
On peut donc écrire en revenant a G(X) au minimm

T T
C.(X) =% A, = 5 { ¢ [x_(i)-x.(G)1%-Ix_(K)-x_(2) 1%}
r 1 X @,k s=1 S8 st s

De plus puisque S, et S, sont par construction des matrices dont chaque ligne
a seulement deux termes non nuls (un +1 et un -1) on a :

Trace (tS1S1) = Trace(tSZSZ) = 2m

et par suite

™ 3

x. = Trace (Q) =0
) i
1=1

On prend donc le nombre de valeurs propres A; = ¢ comme estimation de

r (¢ =20).



§ 6 - L'ANALYSE a-DIMENSIONNELLE DES DONNEES DE PROXIMITE

Le développement de méthodes d'analyse des proximités se heurte 3
trois problémes centraux :

i) Détermination de la dimension r de 1'espace vectoriel normé V
ii) Détermination d'une distance d-définie sur V

iii)  Détermination d'une représentation optimale X de I dans V.

et le choix fait pour chacun de ces problémes influence la solution réali-
sable des deux autres. Un choix arbitraire résoud le plus souvent les deux
premiers points. L'attention s'étant jusqu'ici portée sur le troisiéme point.

Nous avons vu au paragraphe précédent que quelques informations peu-
vent &tre obtenues sur les deux premiers points lors de la construction d'une
configuration initiale. Celle-ci fait le plus souvent intervenir des méthodes
métriques et 1'évaluation de r est fondée sur 1'idée selon laquelle les mé-
thodes métriques nécessitent en général une plus grande dimension r de V pour
représenter les données sans perte d'information. Aussi ayant ainsi estimé r,
on réalise plusieurs essais pour des valeurs Voisines de r et 1'on choisit

la dimension minimisant 1'indice de regression isotone.

De méme le choix de la métrique Lp est remise en cause lors de la
construction de la configuration initiale. Sa détermination est alors le plus
souvent affaire de tatonnements en termes de minimisation de 1'indice de
regression. Pourtant dans les deux cas les &tudes par simulation ([69], [71]
[731) ont montré 1la faiblesse d'une telle démarche car la valeur de 1'in-
dice de regression dépend de r et d'autre part une bonne estimation de L
nécessite d'8tre assuré au départ d'une bonne estimation de r et de la qua-
1ité de X¥ (absence de minimum local ou de dégénérescence) .

Pourtant nul n'a remis en cause le fondement du probléme iii). Pourtant
le théoréme de HOLLMAN montre que le probléme fondamental est 1'approximation
d'un indice de dissimilarité par une distance (3 priori dans un espace de
FINSLER de méme que 1'analyse hiérarchique pose le probléme de 1'approximation
d'un indice de dissimilarité par une distance ultramétrique. La représenta-

tion par une carte (resp. un arbre) étant une conséquence de ce probléme et

non le probléme fondamental.



C'est pourquoi nous proposons la démarche suivante :
(a) Construction de la distance D meilleure approximation de A

(b) Construction de la meilleure représentation X de I en termes de

respect de la structure métrique induite sur V par D.

Outre la clarté des différents problémes abordés, cette démarche permet
de connaitre la part de variance résiduelle due a 1'approximation de A par
D (et donc de 1'adéquation d'un modele multidimensionnel), la part de 1'ap-
proximation d'une distance de FINSLER par une distance euclidienne ou plus
généralement une distance Lp. Ce point nous permettra de mieux connaitre la

structure géométrique de 1'espace de description de I.

Le point (a) constitue ce que nous appelons 1'analyse a-dimensionnelle

des données de proximité.

Notations
Soit & le sous-ensemble de B x B x B défini par

- (G,j,0; (,j,,k) e BxBxB 1i#j#Kk

On a Card(@) n(n-1) (-2)/2 =c
Soit & 1l'injection canonique de & dans B x B x B.
A tout t dans & on associe le vecteur S, de RP de g-iéme composante
_ Ll j k

S, =6_+ 468 -8

tq q q q
ou 6; est le symbole de Kronecker et 2(t) = (i,j,Kk).
On a alors pour tout vecteur D dans RP

s, = s D=d, +d -d

t t 1 ] k

Le probléme se formalise en termes de regression isotone :

sur 1'espace probabilisé (B,@ (B),r) est défini 1'élément aléatoire A a
valeurs dans 1'ensemble ordonné (H,ﬁ.) . On se propose de construire 1'élément
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D de L2(%’(B)) a valeurs dans(ﬂi+, ®p ) tel que :

T+
i) D est la meilleure approximation au sens des moindres carrés de A
ii) D vérifie les axiomes d'une distance.

B étant de cardinal fini on identifie L2¢P(B)) et ]RE. D vérifie 1'indgalité
triangulaire s'il appartient au convexe fermé de RP défini par :

e=M;DeRY; TsD20 W, t=1,2,..c

Afin que soit totalement déterminée on se limitera aux &éléments du convexe
fermé dans RP

F=enm;perD;zd ;beBl=/p
ol D est fixé (égal a 1 par exemple)

Le probléme est alors résolu en maximisant 1'indice de regression

isotone VZD/A sous la contrainte D ¢ @z . Ceci équivaut 3 minimiser le

Lagrangien :
|ID-T|| A
L) = —L+ =3 (s2 ;s <0)
0Byl

ol % = E(D/®) ® étant le sous o treillis engendré par A . La différentiabilité
de v? par rapport a D assure la convergence d'un algorithme de gradient si

A > o - Lorsque le nombre d'itérations s croit ([83]).

On a alors le schéma :

) di(s+1)= dﬁs) . 0t(s) [dﬁéD!] (s)(i)

ou le gradient s'écrit :
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d.-T.  d.-D
alz;g.)) =L(D) [= - +—1]+ %’Z{St Se. 35 <0}
1 HD'THP |lD‘DHp 1

On utilise alors 1'algorithme

(@) Initialisation D(o) sera construit par la méthode de BENZECRI

avec T = n-1.
M Calcul de T(S) 3 1'aide de 1'algorithme de regression isotone de Kruskal
g
(2) Calcul de D(S+1) griace 3 %X

(3 Si sz/T > valeur test STOP

sinon s = s+1 aller en (1).

SHEPARD et CUNNINGHAM [68,f] ont développé récemment un algorithme dont
les buts sont identiques, bien qu'ad partir de motivations autres que les notres
sous le nom de '"MAXIMUM VARIANCE NONDIMENSIONAL SCALING'" fondé sur le prin-
cipe de maximisation de la variance pour assurer une faible dimension r de
1'espace métrique sur lequel est définie D. Il maximise de facon heuristique
la fonction

F@) = 5 CID-TJZ - Wyp-B2 - W, o5, 3 s, < 0D

o=

sous les mémes contraintes sur D. Le schéma d'optimisation s'&crit alors

d£s+1) - d§s) + 0‘(s) [dFéD)] (S)(i)

avec

3F(D) _

od;

{(di-D) - w1(Ti-di) - X {St Sti 3 Sy < 0}}

kel 1N

et propose de choisir a(s) de telle sorte que

F(D(S) + d(S) [%](S)) = Max F(D(S) +q [%]E)_](S) ).
a



L'algorithme de CUNNINGHAM est identique au notre i ceci prés que

D(o) est défini par
(0) S, = b))
d;” =b(1- =)+ DavecO <b s — 22
8 Max {éb}— $
beB
0=+ 3 8
P beB

©

Un choix de b petit assure alors que D Vest 1' élément de % . Notre démarche
semble préférable a celle de SHEPARD tant par le choix de la configuration
initiale que par la formulation en termes de regression isotone. De ce point
de vue le retour de SHEPARD i son algorithme originel marque un recul théo-
rique que 1'on paie par un choix arbitraire de la constante MH. Cependant
une confrontation algorithmique peut seule déterminer la démarche optimale.

§ 7 - L'ANALYSE DES DONNEES DE PROXIMITE CONDITIONNELLES

L'analyse des données de proximité conditionnelles étudie la descrip-
tion statistique de U(Bi x Bi) données agrégées. On dispose d'un tableau
de données expérimentales :

A:IxI~> (H,Q
et l'on retient la relation de préordre Qi induite par le profil :
6; ¢ {i} x I > (H,H)
sur 1'ensemble

B:. = {b.. . b. ¢B h(bi) = (1,j) j eI}

On se propose de construire une application X de I dans un espace
euclidien V =(H2r,d) de telle sorte que

i) La dimension r de V soit minimale

ii) Soient vérifies de facon "optimale' les contraintes d'isotonie :



(M ch (bi,bi) (dbi-dbi) > O Pour tous (bi’bi) dans Bi x Bi’
pour tout i dans I

ou °q est la signature de la relation de préordre Q; définie sur Bj.
i

I11-14 - Définition

On appelle signature d'une relation de préordre Q définie sur un en-
semble B, La fonction cQ_déﬁinie sun B x B, a valeuwrs dans {-1,0,1}:

+1 81 Qlby,b,1 et Q(bz,b1)
-1 Si Q[b1,b2] et Q(b,,b,)
cQ(b1,b2) = 0 si Qlby,b,1 et Q(b,,b,)

0 si b1 et b2 ne sont pas Q-comparables

0 si b1 = b2

ol Q est La nelation non-Q

La préordonnance Q induite par {Qi’ i€ I} sur I est une relation
partielle et 1'on cherche donc, par une argumentation de regression isotone,
1'élément D de H{E = Lz(fj(B)) qui factorise & travers A par

db. = mi(éb_) CVbi, bi € Bi)’ Wi,iel)
i i

ol {mi, i e I} est une famille de fonctions isotones de H,R) dans
(]R+’ S) .

La résolution de ce probléme nécessite donc d'utiliser une méthode
de regression isotone par morceaux et l'on utilise comme indice de regression
isotone soit sz/A comme GLFASON [50], soit comme ROSKAM [14] :
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LX) = [ Z L M Li(x)]1/2

iel

ol m, est la fréquence relative d'occurence dans I du préordre Q; et I* est
le sous-ensemble de I des &éléments i associés 3 des préordres Q; distincts
- 2 .
Z{[db. Tb.] ; bi € Bi}

Li(x) = 1 - 12
2{[dbi-di] ; bi € Bi}

Li(X) est donc associée a 1'indice de regression sz/A dans Bi
= 1= [y2
LX) =1- [v D/ A}%

et nous avons noté

1

di =-T§;T Z{dbi 5 bi € Bi}

Tb = la valeur en bi de 1'espérance conditionnelle de D par rapport au sous
o-treillis de 5°(Bi) engendré par le profil 85

Lorsque T(S) est connu, le calcul de X(S+1) se fait de facon classique
par minimisation de L(X) par une méthode de Gradient :

XDy = xB iy + o) (&)

Une telle démarche généralise 1'approche de KRUSKAL au cas de données
conditionnelles. De méme une méthode de projection est développée par de
LEEUW dans R™ [33,c] en associant 3 {Qi, i € I} une partition de
M: M= Ub’{Mi, i e I} et en définissant 1'indice d'écart :

F(@ = =fm; F,(Q ;5 i¢ I

F@ = oz itz l-20% 5 € e w3

L'utilisation pratique de telles méthodes s'avére délicate i cause de
leur sensibilité accrue aux problémes de minima locaux et de dégénérescence!
Ceci est dfi au faible nombre de contraintes ordinales imposées par

Qo iel



La fréquence de telles données a motivé la recherche de méthodes per-
mettant d'éviter ces problémes. SIBSON [70] et KENDALL (in [24]) proposent
une méthode de régularisation des données fondée sur la remarque suivante :

Deux caractdres i et j sont proches 1'un de 1'autre si non seulement
6ij est faible mais si les profils §; et Gj se ressemblent. On construit donc
3 partir du tableau A le tableau T de terme générique

ro.=E (-4
.. est 1'indice de corrélation de rangs de GOODMAN et

oip= nn-1)/2 et Yij
KRUSKAL des classements Qi et Qj‘

L'itération de ce processus donne le calcul de F(Z) construit de
facon identique a partir de T, puis de P(Z) etc... L'intérét d'une telle
démarche est d'une part de 'briser" les exaequos et de régulariser les don-

nées tout en concervant la structure ordinale.

Bien qu'actuellement non fondée en théorie, cette démarche donne des
résultats intéressants en pratique. Cependant, il est clair qu'ume telle ap-
proche conserve les structures ultramétriques lorsque celle-ci existent dans
les données (car on a une isotonie conditionnelle, et ne prémunie pas contre

les risques de dégénérescence).

Lorsque les méthodes présentées &échouent, il est possible de faire une
analyse en composantes principales de la matrice P(n)-pour un n donné, ou
de 1a matrice des rangs généralisés R. Cependant cette démarche n'est gadre
plus fondée théoriquement que 1'approche de SIBSON. De plus le faible nombre
de contraintes ordinales imposées par un tel modéle nous semble montrer les
limites de méthodes ordinales dans 1'appréhension de structures complexes..



Remargue

L'interprétation d'une carte construite par analyse des proximités
conditionnelles est rendue délicate par le type de regression isotone utilisé.
On a en effet :

mi(dij) = dij = d.ji = “ﬁ(aji)

Pour tous (i,j) dans I x I et donc 1'interprétation des proximités doit
étre réalisée de fagon non symétrique.
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CHAPITRE 1V

ANALYSE DES DONNEES DE PROXIMITE NON  AGREGEES

Nous étudions dans ce chapitre le probléme de représentation de données
de proximité GLOBALES et NON-AGREGEES, dans un espace euclidien de faible
dimension.

Dans un premier paragraphe, nous définissons le probléme et montrons
ses liens avec 1l'analyse des données de proximité globales et agrégées.

Lesecond paragraphe étudie les approches semi-métriques qui furent
proposées. Notre étude est centrée sur les travaux de CARROLL [30,d].

Dans le dernier paragraphe, nous montrons qu'une approche purement

ordinale de ce probléme est possible et nous proposons un algorithme de réso-
lution. Notre modéle est comparé au modéle semi-métrique de CARROLL.

§ 1 - LE PROBLEME ETUDIE EN ANALYSE DES PROXIMITES NON-AGREGEES

On s'intéresse a la description d'un ensemble fini de caractéres, I.
Nous avons vu qu'en analyse des proximités agrégées, le statisticien dispose
d'un unique tableau :

Aw) + I x 1> (H,A4)

qui est le plus souvent issu d'une expérimentation unique w, (w € ).
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Lorsque A(w) est issu de 1'agrégation de plusieurs mesures expéri-
mentales A(wj) associées 3 un m-échantillon {wj, j € J} d'éléments de ¢,
1'analyse des proximités non agrégées a pour but de mettre en &vidence les
différences individuelles entre &léments w; de 1'échantillon, 3 partir
des informations ordinales contenues dans les tableaux A(wj).

Dans un but simplificateur, nous identifions dans la suite, le )
sous-ensemble {mj, j €J} de 9 a 1'ensemble d'indices J et notons A pour
A(wj). Soit Qj la préordonnance induite par AJ sur I. Le probléme peut étre
formulé ainsi :

Sur un ensemble de cardinal fini I, sont définies m préordonnances
Qj (J € J). On se propose de construire un espace Euclidien V = (I{r,d) et
deux applications :

i) X:I->V
ii) Y:J>V
de telle sorte que :

i) la dimension r de V soit minimale

ii) Soient vérifiées de facon '"'optimale'" les contraintes d'isotonie :

(M ij(b,b') [dy-d 1 =20 (¥(b,b") 5 (b,b') ¢ BxB OQj(b,b')fO) (¥3, jed)
avec

(h(d) = (i,k)) = (d = d(X(D),X(K))).

iii) Y traduise en termes de dualité, 1'écart de chacune des préordonnances

. au consensus induit par la représentation X.
§ p

La démarche adoptée pour traiter de telles domnées est un enrichis-
sement de 1'analyse des proximités agrégées, étudiée au chapitre précédent.
En effet elle est fondée sur la notion de consensus entre les éléments-j de J.
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Lorsque 1'existence d'un tel consensus est montrée, par des méthodes d'infé-
rence statistique non-paramétriques ( [61, [8], [12], [32]1), on construit

le compromis X dans V. La construction de Y, permet ensuite de juger du
contenu informationnel de celui-ci et de la qualité de la représentation de
chacune des préordonnances Q dans le consensus QX On peut alors construire
une représentation euc11d1enne de chacune des préordonnances Q bien repré-
sentées dans QX

Remarque

La suite de notre exposé suppose assurée 1'existence d'un consensus.

L'analyse et la structuration de données multimodales ont suscité-
de nombreux travaux, particulidrement pour la description de séries chrono-
logiques multidimensionnelles [31] (alors J est identifié au temps). Ces
travaux, fondés sur des méthodes d'analyse factorielle ([75,al) supposent
les données d'échelle intervalle.

Notre étude est limitée aux démarches utilisables pour traiter des

données de proximité non agrégées ordinales.

§ 2 - RESOLUTION SEMI METRIQUE DU PRORLEME

La premidre approche semi-métrique de B x B données non agrégées,
due 3 TUCKER et MESSICK [75,bl, est fondée sur la notion de point idéal intro-
duite par COOMBS [5]. Elle consiste en une analysé en composantes principale
de la matrice des corrélations de rangs associée aux &léments j de J. On
recherche dans la configuration obtenue s'il existe des groupes. Dans ce
cas on construit des représentants 'idéaux' de chacun des groupes (en termes
de barycentre) et la description statistique du tableau des proximités inter
points idéaux est alors réalisée par les méthodes usuelles d'analyse des
données. Elle permet ainsi de confronter les ''points de vue" de chacun des

groupes.
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Cependant une telle méthode ne fait aucune hypothése explicite d'exis-
tence d'un espace commun de représentation pour 1'ensemble des éléments j dans
J. Une telle hypothése est le fondement des travaux ultérieurs ([30,a,b,dl,
[43]1, [56,al) que nous étudions. Celles-ci furent étudiée dans le cadre de
données d'intervalle et se proposent d'ajuster un mod&le linaire, au sens des

moindres carrés, ce que 1'on note :
[2],., =~ . ..
(0) D7(G) =L 0 () (¥j, j e J)

ol D[Z](j) est la matrice symétrique d'ordre n :

DGy - wtadpz 5 @merxn
et 1'application affine Lj vérifie le "critére de la constante additive"

[dil]2 = 6%£+CJ ol 6%& est 1'é€lément générique de A(j).
La détermination de la constante c’ se fait pour tout j par 1l'une des méthodes
exposées en III.5.2.

La détermination de X et Y est obtenue en estimant les paramétres du
modéle posé par HORAN [56,a]

(00) [d],12 = “IX(D)-X(2)] W) [X@)-X(2)]

ot la matrice W(j), symétrique semi définie positive d'ordre 1, associe i
chaque €lément j dans J, une métrique euclidienne dans V (de dimension fixée
r !). La résolution d'un tel modéle dans toute sa généralité est mise en
oeuvre dans 1'algorithme IDIOSCAL di 4 CARROLL ([30,a,d], [431, [271).

Cependant, la proposition III-8 montre qu'un moddle aussi général est

inadapté 4 1'étude de données ordinales et suivant 1'approche primive de
CARROLL ([30,b]) dans INDSCAL, nous supposons W(j) diagonale et notons :

W(j) = diag (y, (3))
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Le vecteur ¥(j) traduit alors en termes d'homothétie le poids dans V de

chacun des axes de représentation pour 1'élément j de J.

IV-2-1 - Algorithme métrique

~

La matrice £(j) de produits scalaires, associée a D[Z](j),est obtenue
par double centrage (cf. I1I1.5.2.)

2G) = - » [1- 21 0ty (- B
d'élément générique :
T
M o1, () 7 TR H® 5

La détermination des paramdtres Y et X se fait dans INDSCAL par
décomposition du tableau trimodal :

= {z(3); j.eJ}

défini sur I x I x J, grice & la méthode de relaxation par blocs due a
WOLD [78] .

Identifications
1) $ est identifié 2 la matrice 1* 3 n2 lignes et m colonnes de terme
générique :

* ((i,1),3) = 05, ()

ii) ¥ est identifié 2 la matrice £ 3 n.m lignes et n colonnes de terme

générique

™ ((1,3),1) = 03, (3)
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Notations

Soient Z (resp. W) la matrice 3 n2 (resp. n.m) lignes et r colonnes
de terme générique :

z(i,z),k = xk(i).xk(z)

YL, - @y ()
1'&quation (1) s'écrit de facon équivalente
(2) 5 = 7Y
(3) £ = WX

Y et X sont obtenus par ajustement au sens des moindres carrés des
relations (2) et (3) suivant 1'algorithme agissant 3 la s-idme itération comme
suit :

(a) Calcul de Y(S) dans la relation (2)
Y(s) - [tz(s-1) Z(5—1)]-1 tZ(s-1) X
(b) Calcul de 1X(S) dans la relation (3)
(s) _ (t (s) (s).=1 t (s) 3x
1X = [ 2W 2W ] 2W T
(© Calcul de ZX(S) dans la relation (3)
ZX(S) = [t1w(5) 1W(S)]—1 t1“r(s) Zﬁ

ou eW est définie de facon identique pour e = 1 et 2 par

Mk, (1,5) T kP ¥H)
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distinguant ainsi dans (1) 1l'estimation de 1xk(i) lorsque yk(j) et 2xk(l)
sont fixés de celle de 2xk(l) lorsque yk(j) et 1xk(i) sont fixés.

Remarques

i) L'algorithme est interrompu lorsqu'une solution stable (1X, 2X, Y) est
atteinte.

ii) Rien n'impose 1'égalité de 1X(S) et ZX(S) en cours d'itération. Cependant

la symétrie des données :

assure qu'd 1' optimum, il existe une matrice réguliére diagonale C

telle que

(%) X =C X

-~

et puisque 2X est estimée en dernier, on posera X = 2X.
De plus en imposant algorithmiquement (%) on corrigera le biais
éventuel dans 1'estimation Y de Y.

Normalisations

i) On assure la normalisation des données en imposant a 1™ de vérifier
1 ﬁizx][2]= tﬁxn od 1 est le vecteur de composantes égales a 1

On assure ainsi 1'égalité des variances et donne donc une &gale impor-
tance dans 1'analyse 3 tout j dans J.

ii) Une normalisation des représentations est imposée par 1'invariance par
homothétie de (1), si 1'on définit :
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]

‘}k(J) A2 Yk(j)

x () = 2 G) 2 #0
La normalisation de X assurant 1'égalité des variances sur chacun des axes de
V assure une interprétation aisée de 1la représentation Y. Le carré de la
distance a 1'origine de Y(j) pour tout j peut &tre "approximativement" inter-
prété comme la part de variance du caractdre J expliquée dans le compromis X.
Le vocable "approximativement' est employé pour marquer que nous ne sommes
pas assurés ici de la non corrélation des axes factoriels dans V. Cependant
lorsque la normalisation iii) des données est assurée, la variance du carac-
tére j est totalement expliquée si Y(j) est 3 distance unité de 1'origine.

IV-3-2 - Algorithmique semi-métrique

L'analyse de données ordinales, proposée par CARROLL,consiste a
itérer 1'ajustement du modéle linéaire (0) 3 la factorisation isotone de
[2],.
I GO

D[Z](j) =m0 A(3) ot mﬁ est une fonction isotone de (H, Qj)
dans (R, <).

A chaque pas s de 1'itération, on construit le vecteur T(S)(j) dans
H{E,regression isotone de D(S)(j),suivant 1'algorithme exposé en II.3. La
construction de X et Y dans 1'espace euclidien V,de dimension r fixde,est
alors conduite par 1'algorithme :

Pour tout j dans J on calcule la matrice des rangs généralisés R(j)
associ€e a A(j) et 1'on pose :

1) = r()
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(1-a) Calcul de Z(S), a partir de T(Sf1) = {T(S-1)(j) ; j e J}

par calcul de la constante additive et double centrage .

(1-b) Calcul de (X3, Y(8)y arapras 1v-2-2.

(1-c) Calcul de (D[Z](j))(s) par (0,0) pour tous j de J.

(2-a) Calcul de T(S)(j),regression isotone de D[Z](j) (cf. II.3),pour
tout j dans J.

(2-b) Calcul de 1'indice de regression isotone v2(j) associé & chaque
é1lément j dans J.

(2-c) En déduire 1'indice global

¥2 = ¢ [1-v2(§)]
jed
si ¥2 < ¢ fin de 1'algorithme.

sinon aller en (1) en posant s = s*1.

Remarques

La proposition III-8 montre que 1'introduction de la phase ordinale

détruit le caractére unique du systéme d'axes de représentation.

Les deux phases de 1'algorithme sont de nature trés différentes
puisque la premiére ajuste des produits scalaires alors que la seconde ajuste
des distances et CARROLL conclue 3 1'impossibilité de mener une analyse pure-

ment ordinale par une telle démarche.

Cependant 1'application qui 2 D[Z](j) associe I (j) par double centrage
est antitone et 1'on peut envisager de construire,en phase (2), 1a regression
antitone =(j) de z(j).
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L'indice de regression isotone est alors identique au STRAIN introduit
par CARROLL [30,b] puisque $(j) est doublement centrée.

iy IG)- s ()
-V o (i . =
B T

La mise en oeuvre de 1'analyse semi-métrique de CARROLL conduit en pra-
tique 3 une représentation X (resp. Y) de I (resp. J) peu discernables de cel-
le’ construite par des méthodes métriques. Ceci est dii tant 3 la robustesse
de celles-ci (accrue par rapport au cas agrégé) aux non-lindarité mais aussi

a la conception itérative de la démarche en deux phases.
L'algorithme est affaibli par la recherche conjointe de XetY.

Nous montrons qu'une présentation 'naturelle' des algorithmes purement ordi-

naux,nécessite de construire X dans V,puis Y.

§ 3 - RESOLUTION PUREMENT ORDINALE DU PRORLFEME

Seuls KRUSKALet Mc GEE ([35],[63,b]1) ont, 3 notre connaissance,
abordé ce probléme, dans un cas particulier puisque 1'application Y n'est
pas construite.

A la démarche triviale consistant 3 construire pour tout j dans J
1'application jX dans un mefie espace euclidien V, par regression isotone par
morceaux

D(j) = m; o a(j),

KURSKAL oppose un modéle interprétant {A(j), j € J} comme un échantillon

~

issu de A et associe & chaque élément j de J sa propre représentation jX

par regression isotone :
D) =mo a(j)

sans aucune contrainte de similarité des jX [in 30,b].
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L'approche de Mc GEE a pour but de contrSler le degré de similarité
des jX en utilisant comme paramétre, la somme des carrés des différences des
coordonnées. Ce paramdtre varie entre deux valeurs extrémes correspondant
aux deux cas étudiés par KRUSKAL. Il est cependant trop global pour exprimer
comnent deux configurations jX et kX différent de 1'identité.

Nous répondons d cette question en termes de dualité, en construisant
un modéle analogue 3 INDSCAL mais purement ORDINAL,en deux phases :

i) Construction de X dans V de facon 3 respecter les contraintes

d'isotonie.

ii) Construction de Y dans le dual de V sous contraintes d'isotonie.

IV-3-1 - Construction de V et de X

La formulation du probléme en termes de regression isotone généralise
celle de 1'analyse des données de proximité agrégées au cas d'une famille de

préordonnance s.

On considére surl'éspace probabilisé (Bi? (B),)) (les notations &tant
celles du chapitre III) les éléments aléatoires suivants :

i) Une famille finie de données {A(j), j € J}, A(j) étant @ valeurs dans
1'ensemble (H,B}) -

ii) La distance D 3 valeurs dans 1'espace probabilisable (K{+,GﬁR ).
+

Nous notons ® 1le sous o-treillis def?(B) engendré par
{0(3), j € j} ou,de facon équivalente,par la famille finie de préordonnances
{Q , j € J} définies sur I. X &tant une représentation de I dans 1'espace
euclldlen V = RY. On recherche 1'élément D dans D(I) (cf. Prop. III.9) et
1'é1ément T de L2(®) qui réalisent le minimum de



Lorsque D est connue, T est 1'espérance de D conditionnellement 3

® et deux approches sont envisageables pour construire D et donc X.

i) La premiére méthode consiste en une approche directe, fondée sur un

~

algorithme de projection analogue 3 ceux étudiés au chapitre précédent.

a)

Initialisation
Construction de D(O) d'aprés le III-5.

b) Aupas s (s = 1)

c)

d)

Calcul de T(s) espérance conditionnelle de D(S—1) sachant ® par
1'algorithme de GEBHARDT (II.3.1.).

Calcul de D(S) par minimisation de ¥2 (par la méthode de gradient
étudiée en II1I.3.3.).

Calcul de ¥2 et test d'arrét.
Si ¥2< ¢ STOP
Sinon s = s+1, aller en (b)

ii) La seconde méthode consiste en une approche indirecte fondée sur les

résultats

du paragraphe II.3.1. On construit ainsi un consensus Q i partir

~

duquel on peut grice 3 une méthode d'analyse des proximités agrégées, cons-

truire V et X.

Remarques

i) Cette démarche est analogue 3 1'approche métrique de HORAN [‘56,a] qui

construit le compromis en remarquant que si (o0o) est vrai pour tout j

[21_1 [2] ..
D"'=— £ D G))
° n jeJ
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définit une distance euclidienne sur V avec :

[@3,12 = *X()-X(®)] ¥, X@-X®)]

ou
2] .
o =g 2 WO)
jed
ii) La seconde stratégie est recommandable en pratique, devant le

colit élevé de mise en oeuvre de 1'algorithme de GERHARDT. De plus
elle permet de tester 1'existence d'un consensus, grice aux méthodes

usuelles de statistique non paramétrique.

IV-3-2 - Construction de Y

L'équation (oo) s'écrit

X (i)-X(2)1 W(E) [X(E)-X(2)]

[al, 12

T

T Yk(j) (xk(i)-xk(l))z

k=1

Lorsque 1'on suppose que W(j) est une matrice diagonale d'ordre r
W(G) = diag (v (3))

Pour tout b dans B vérifiant h(b) = (i,?) on pose

(xx) 2, (0) = (x(1)-%, (1))?

Le vecteur Z(b) vérifie dans V la relation :

(000) (@2 = Z2® YG) ¥, e )

Par suite si le modéle (oo) est justifié, la détermination de Y(j) est obte-
nue, pour tout j dans J, par mise en oeuvre du modsle linéaire ordinal &tudié

au paragraphe II.4.
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Sur 1'espace probabilisé (B,é?(B),A) sont définies :
i) La variable ordinale A(j) a valeurs dans 1'ensemble ordonné H,%R).

ii) Le vecteur aléatoire Z i valeurs dans (le, mn{r) de carré intégrable
Zellr (£B).

On se propose de construire 1'élément Y(j) du dual de L%zré?(B)) tel que

oy = <2,v(i)»

~

factorise de facon isotone 2 travers A(j) :

N“U)=%0AU)

ol mﬁ est une fonction isotone sur (H;ﬂ.).

Remaggues

i) Le modéle défini par (ooo) est un affinement du modéle de Mc GEE et
1'€quivalent ordinal du mod&le métrique INDSCAL et CARROLL.

ii) La relation antitone associant £(j) a D[Z](j) permet d'étudier 1le
modeéle (ooo) ol 1'on définirait

zk(b) = xk(i).xk(z)

Cependant le modéle posé semble plus fondé, en psychométrie, en termes de
nodeéle commensatoire (<<compensatory model»{3], [14]) avec :k(b\ d&éfini par
(xx) .

1ii)  Le choix d'un tel modéle pose le probléme de la signification du sys-
téme d'axes définis dans V. Compte tenu de la proposition III.8, le
statisticien est libre d'en faire un choix arbitraire par exemple
en termes '
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i) d'axes de plus grande dispersion (analyse en composantes principales).

ii) d'axes associés aux classifications (varimax).

L'algorithme de projection dans ]Rp, donné au paragraphe 1I-4, permet de
construire totalement la solution pour chacun des &léments j dans J, par une
méthode de gradient. Nous montrons qu'une formulation du probléme, analogue
a celle de 1'orthant positif étudiée plus haut, permet de donner une solution
par programmation linéaire, en adaptant 3 ce probléme 1'approche de SRINIVASAN
et SHOCKER de 1'estimation des paramétres du modéle du 'critdre composite
a partir de comparaisons par paires [72,b]. L'indice j est ignoré dans notre
exposé.

Notations

Nous reprenons ici les notations du paragraphe I1I1I1.4.2.
Le sous-ensemble M de B x B défini par :

M= {(b,b') ; (b,b') ¢ B x B, oy(bsb") = 0}

est identifié a {1,2,...,m} ol m = |M|
et 1'on note k 1'injection canonique de M dans B xB. Si 1'on pose

Up = 4§ - &,

Pour tout t dans M vérifiant k(t) = (b,b'), on définit les deux sous-ensembles
de M :

=
I
0

=

={t;teM U >0} M, |

=
I
i

3

={t;teM U <O} IM_|
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Algorithme

L'algorithme de SRINIVASAN et SHOCKER [72,b] se propose, en fait,
de minimiser la fonction :

{|U_|; t e M} (U] 5 teM)
L(1) t = t - = 1+
MU t e M n{]U]5 teMIS(]U |5 teM} ., F (1)
F (1)
on  F(1) =zt|U 5 teM)
Fr() =z2{|U,] 5 teM)

il est donc équivalent de minimiser (1) et F+(1) , but poursuivis par les

auteurs. F (1 )

De 1la relation
) T
d¢ = 1 z,(b) ¥y

il résulte que :

i) Y =0 réalise le minimum de F (1), bien que n'apportant aucune
information.

ii) F_1(1) est invariante par homothétie sur Y car
FU) = 20)U,] 5 t e M} = 20Mx(0, U s teM)
Pour lutter contre ces deux difficultés on impose la contrainte technique :
+ -
(ch F()-F (=1

c'est-a-dire
Z{Ut y te M =1
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Remarque
En toute généralité on devrait poser

FF()y-FM=h h>0

Cependant on montre ([72,a]) que la solution Y* ne dépend pas de h, auquel
p ,

on affecte la valeur conventionnelle 1.

_ La définition de Ut permet d'écrire le probléme de minimisation de
F (1)

- en termes de programmation lin€aire :
F (1)

. T T
Ut = dﬁ - dlz)v = E (Zk(b)—Zk'b'))}’k = E Wk(t)Yk
k=1 k=1
En notant pour tout t vérifiant k(t) = (b,b'")
w (1) = 2, (0)-2, (b")
Par suite en posant :

ay = Z{wk(t) ; t e M},

La contrainte (c1) s'écrit :

T T
1= 3 U =3 {1 w{l, = I y
€Ty e UK T g KK
Remarque
Cette relation montre le caractére technique de la contrainte (c1)
car puisque Y n'est pas identiquement nul, il existe un k0 pour lequel

ou bien i et ay sont non négatifs, ou bien y, est quelconque et a, est non

0 0 o]
nul et on posera alors

1
y = —_—
k" A

Yk = 0 pour tout k, k # k
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qui fournit une solution réalisable au probléme (bien que non optimale 3
priori).

On a de plus :
r
F (1) = 1 Max(O, -U) = & Max(0, - w ()y,)
teM teM k=1

et si 1'on pose pour tout t dans M, bt la variable d'écart telle que

T
z wk(t) Y ¥ bt >0

On a la proposition démontrée dans [72,a]

Iv-1 - ProEosition

Le vecteur Y de V réalisant le minimum de L(1) est solution du

programme linéaire

T
k51 wk(t) Yyt bt >0 Vt, t e M
T
X y, =1
k=1 Kk
(P)
b, =0 (¥t, te M
&20 (W,kﬁmxg {1,2,...,t}H
T bt = V(Min)
teM
Remarques
i) La contrainte Vi = 0, pour tout k dans un sous-ensemble X de

{1,2,...,r}, permet d'imposer, lorsque ceci est fondé concrétement,
hd o N ~ P g r
une structure particuliére 3 la représentation Y de J dans R Y.
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ii) Par définition on a pour tout t dans M

T
b, = Max(0, -ki1 wk(t) yk)

On a donc égalité a 1'optimum et par suite V et F-1(1) sont égaux, a leur
optimm commm. De plus la contrainte (c-1) assure qu'est atteint 1'optimum de

F (D ot gonc de L(1).
F (1)

iii) L'existence d'une solution finie avec VX > 0 est assurée par le théoréme
2 de SRINIVASAN et SHOCKER ([72,al p. 367). Cependant en pratique la structure
(P) montre que la résolution du probléme dual rend 1'algorithme plus perfor-
mant.

iv) La valeur de by 4 1'optimum montre la qualité de la représentation Y*
construite puisque les bt non nuls correspondent au non respect des conditions
d'isotonie imposées par Q. Les exemples traités montrent que lorsque une
intransitivité existe dans les données, elle apparait en général par un-b, non
nul 3 1'optimum.

L'orientation des axes de V = (Blr,d) obtenue par analyse du consensus
est arbitraire et en général choisie afin de faciliter 1'interprétation.
Les pondérations optimales Y(j) construites par 1'approche de SRINIVASAN et

SHOCKER dépendent de 1'orientation choisie. Cependant les auteurs montrent
([72,a]1 § 3 (g), pp 354-6) que si 1'on effectue une rotation des axes K alors :

Z() = Z(b)X (¥b, b € B)
et la solution Y(j) obtenue alors vérifie
Y(3) = YE) ' 7

et 1'on a vu en III-4-2 que Lj(1) est invariante par rotation.
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Compte tenu de cette souplesse d'utilisation, du contrdle explicite
possible de la nature de la solution Y(j) obtenue, et de 1'assurance d'une
convergence en un nombre fini de pas de 1'algorithme du simplexe, la démar-
che exposée nous semble préférable 2 1'approche développée en II1.4.2 en
termes de gradient. Le colit informatique de mise en oeuvre de 1'un et
1'autre conduisent 3 une méme conclusion. Cependant il est a noter que Y(j)
est une solution optimale au sens de L! et non aux moindres carrés (L2).



CHAPITRE V

ANALYSE DES DONNEES DE  DOMINANCE

Nous &tudions ici la description statistique de U (A.j X Aj) données
de dominance, dans un espace euclidien de ''faible" dimension.

La formulation mathématique du prohléme est donnée dans un premier
paragraphe. Nous montrons qu'un tel formalisme recouvre plusieurs problemes
concrets, qu'il convient de distinguer pour choisir 1'un des modéles inter-
prétatifs exposés dans ce chapitre. Pour ce faire nous reprenons la clas-
sification de CARROLL et opposons 1'analyse interne aux méthodes externes.

Les deux paragraphes suivants sont consacrés a 1'analyse interne.
Dans le premier, nous &tudions les méthodes de représentation conjointe,
en distinguant les généralisations du modéle de déploiement unidimension-
nel, da 3 COOMBS [51, des méthodes semi-métriques de projection du Permutoédre

et d'analyse des correspondances.

Le troisiéme paragraphe expose les applications du modéle linéaire

ordinal, 3 1'analyse interne des données de dominance.

Au paragraphe suivant, consacré a 1'analyse externe, nous montrons que
1'on peut donner, en termes de regression isotone, un analogue purement
ordinal aux approches métriques et semi-métriques proposées par SCHONEMANN
[66] et CARROLL ([153,[30,c]).
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§ 1 - LE PROBLEME ETUDIE EN ANALYSE DES DONNEES DE DOMINANCE

On s'intéresse 3 un ensemble fini d'objets I,sur lequel sont définies
m relations de préordre {P » J € J}, issues de données expérimentales.
Deux cas sont rencontrés en pratique :

1) En analyse des '"préférences individuelles' on dispose d'un tableau
b:J x 1> (H,6)

et 1'on retient la relation de préordre Pj induite par le profil
(Def. 1.9)

85, 1 (G x I » M)

sur 1'ensemble

Aj = {aj ; aj € {j} x I}

ii) En analyse des 'données de comparaisons par paires' on dispose d'une
famille de m tableaux :

Mo T x T M)
qui induisent sur I une relation de préordre Pj sur 1'ensemble Aj‘

Remargues

i) Le fait de supposer la transitivité des comparaisons par paires,assure
1'équivalence des deux types de données expérimentales. Cependant nous &tudions
dans la suite des algorithmes n'imposant pas cette restriction. Les intransi-

tivités sont alors interprétées comme des erreurs.

1i) Dans notre exposé nous parlerons pour I d'ensemble d'OBJETS et pour J
d'ensemble de VARIABLES. Cette nomenclature recouvre, en pratique, des pro-
blémes de nature différente, tels que :
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(a) Plusieurs juges (éléments de J) classent un ensemble de stimuli
(éléments de 1).

(b) Un individu classe un ensemble de stimuli (éléments de I) par rapport

3 différents attributs subjectifs (€léments de J).

(©) Un ensemble de candidats (é1léments de I) est classé suivant leuis per-

formances respectives 3 une batterie de tests (€léments de J).

(d) Un ensemble de joueurs de tennis (éléments de I) est classé suivant

leurs scores durant les tournois (éléments de J) de 1'année.

On se propose de construire un espace euclidien V = (Hln,d) et deux

applications:
i) X:I->V
ii) Y:J->V

de telle sorte que
i) la dimension r de V soit minimale.

ii) Pour tout j dans J, soient vérifiées ''de facon optimale'

les contraintes d'isotonie :

J

1 - 1 1 1
M cpj (aj,aj) [daj daJ,J >0 (V(aj,aj), (aj,aj) € Ay x A, opj (aj,aj)fO)

ol op est la signature de la relation de préordre Pj (Def. 1I1.14).
J

La définition de la distance da. (aj e A.) dépend du modéle interpré-
tatif choisi. Le modéle de représentation CONJOINTE construit 1'image
X(i) (resp. Y(j)) de 1'élément i dans I (resp. j dans J) en tant que points
dans V. Alors on a :

4, =dX@, Y(G) sioay = (,1)
J
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Ce modele est celui utilisé pour la représentation "simultande' en analyse
des correspondances, par exemple. Le modéle de représentation FACTORIELLE
construit, en termes de dualité, 1'image X(i) (resp. Y(j)) de 1'élément i
dans I (resp. j dans J) en tant que point (resp. direction vectorielle)
dans V. Alors d est la distance & 1'origine de la projection de X(1)

sur la d1rect10njvector1e11e de vecteur unité Y(j). On retrouve ici le
modéle de représentation "simultane', utilisé en analyse des composantes
principales, dans le cas de données d'échelle intervalle.

Le choix entre 1'un ou 1'autre mod&le interprétatif est 1ié i 1la
nature des données traitées. Les implications de ces deux modéles sont discu-
tées dans le champ psychométrique, par ROSKAM [14] et COOMBS [51.

Notre présentation des méthodes d'analyse des données de dominance,
suit la classification de CARROLL [30,al, suivant le degré d'information
dont dispose le statisticien. L'analyse INTERNE ne suppose aucune infor-
mation a priori pour construire conjointement X et Y. Si 1'on connait
V et X, par une analyse antérieure, 1'analyse EXTERNE des données permet
de construire Y.

§ 2 - ANALYSE INTERNE : METHODES DE REPRESENTATION CONJOINTE

Cette approche est fondée sur la notion de point idéal, introduite
par COOMBS [5], en analyse unidimensionnelle de données de dominance.

V.2.1 - Le modéle de déploiement unidimensionnel

COOMBS suppose qu'il existe uncontimum syr lequel peuvent &tre
représentés par un point tout objet et toute variable. Celle-ci est repré-
sentée sur le continuum par un POINT-IDEAL, objet ''théorique'" servant de
référence pour classer les objets étudiés suivant la variable prise en

compte. Les distances des points-objets i ce point idéal doivent alors
respecter le classement associé i la variable.



- 124 -

Ceci revient 3 supposer 1'existence d'un ordre BLACKIEN ({131, [321)
obtenu par déploiement du classement associé 3 la variable &tudiée.

Xl(l) X(3) Y@ XM X2 X
Y(j) = point idéal repré- » X(1) X(2) X(k)
sentant la variable Y(j){(i> . 4 +
j (G eJ) . R
X(i) = point-objet (i € I) X(3) X(2)

Le positionnement des points X(i) et Y(j) sur ce continuum est obtenu ,
aprés testage statistique de 1'existence d'un ordre BLACKIEN [1],par une
analyse algébrique connue sous le nom d'UNFOLDING (COOMBS [5] ch. 5 et 6)
que les méthodes étudiées dans ce paragraphe tentent de généraliser au cas

multidimensionnel.

V-2-2 - Le modéle de déploiement multidimensionnel

La premiére tentative de généralisation du mod&le de COOMBS est due
3 BENNET et HAYS ([381, in [5] Ch. 7 et 12). Ceux-ci recherchent une repré-
sentation conjointe de I et J dans un espace euclidien de dimension minimale
assurant le respect des contraintes d'isotonie (1). Leur démarche, algébri-
que, tente de déterminer les "axes de plus grande variabilité des classements''.
Elle n'est applicable que lorsque I est de cardinal petit et est non program-
mable. Cependant leur étude est la seule tentative d'estimation de la dimen-

sion r de V. Elle est fondée sur la

V-1 - Proposition

Si I est de cardinal n, la dimension r de 1'espace de représentation
V est supérieure ou égale & n-1 si et seulement s'il existe un ensemble de
n! régions caractérisées par les n! permutations du groupeéglf

Cette proposition, démontrée dans [3], permet de donner un critére
simple d'estimation de r. Celle-ci est estimée par s-1 lorsque le plus grand

groupe de permutations présent dans les données est S
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Remargues

i) La notion de région, utilisée dans la proposition V-1, est définie
comme le polyédre convexe de V déterminé par les hyperplans média-
teurs associés a tout couple de points dans V.

ii) La démarche de BENNET suppose les donndes exactes. Lorsque celles-ci
sont entachées d'erreurs, une telle méthode conduit 3 une estimation
de r biaisée par excés.

Lorsque n est petit, on peut de plus juger de la qualité de 1'estima-
tion de r, en utilisant un autre résultat, dd 3 BENNET, (in [5] Ch. 12) et
qui généralise la condition de BLACK au cas multidimensionnel.

V-2 - Proposition

Si V est r-dimensionnel tout sous-ensemble K de I de cardinal r+2
est décomposable en K = K1\) K2 de telle sorte qu'aucune variable j dans J
ne classe tous les €léments de K, avant (resp. aprés) tous les €éléments
de K,-

La mise en oeuvre d'un tel critére nécessite cependant que n soit
petit. Son cofit devient, en effet, vite prohibitif.

La notion de point idéal permit a ROSKAM [14] et GLEASON [507 de
donner une premi&re mise en oeuvre algorithmique du mod&le de déploiement
multidimensionnel. En effet si 1'on pose

I'=TUJ

1'analyse d'un tableau de données de dominance A , s'interpréte comme
1'analyse en termes de données de proximité agrégées conditionnelles du

tableau
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At s T'x T > (H,0)

décomposable en :

ol A{, Aé et Aé s'interprétent comme des donndes manquantes. Les résultats
du paragraphe III.7 permettent alors de construire une représentation de T'
et donc une représentation conjointe de I et J. Cependant 1'existence de
données manquantes accentue la sensibilité des méthodes étudiées en 111.7,
aux problémes de dégZnérescence. Aussi 1'utilisation du modéle de 1'orthant
positif, applicable en toute généralité sur des A x A données, nous semble

préférable (cf. III.4).

V-2-3 - Méthodes de projection

Les méthodes &tudides ici ne sont pas & proprement parler des méthodes
ordinales,en ce Sens que nous ne SOMMes pas assurés de la minimalité de la
dimension de 1'espace de représentation V. Cependant leur faible colt de
mise en oeuvre et la richesse d'interprétation des configurations obtenues

justifie leur emploi.

RENZECRI [3] propose d'utiliser 1'analyse des correspondances pour
le traitement de données de dominance, en étudiant conjointement les deux
relations duales de préordre, induites par A . On dédouble alors 1'ensemble
I des objets en 1" et T~ ensembles d'ohjets associés 3 chacune des relations

.. .+ .- + -
ainsi obtenues. On note alors pour tout 1 (resp. i ) dans T (resp. 1) :

1) fji+ la fréquence absclue d'objets classés strictement avant i dans
P-Q
J

ii) fji’ la fréquence absolue d'ohjets classés strictement aprés i dans

P..
J
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L'analyse du tableau de correspondances F ainsi ohtenu (F e /fkkzn(ﬂ2+))
permet d'obtenir une représentation conjointe de I+, I™ et J d'interpré-
tation aisée. Une telle démarche nécessite cependant que m soit grand devant
2n, afin d'assurer la stabilité des résultats.

Lorsque cette condition n'est pas vérifiée, on utilise une méthode
de projection,fondée sur la notion de permutoddre due 3 GUILRAUD et
ROSENSTIEHL [18].

V-3 - Définition [1]

On appelle DESACCORD entre deux ordres totaux Pj et Ph sun 1, tout
couple (4,8) d'éléments distincts de T tels que

ou bien Pj(i,z) et Ph(Q,L)

ou bien Pj(ﬂ,i) ot Pk(é,z)

Les deux nelations d'ondre Pj et P, sont ADJACENTES 84 elles prisentent
un seul désaccond.

V-4 - Définition [1]

On appelle PERMUTOEDRE de degné n L'ensemble des n! ordnes totaux
sur un ensemble 1 de cardinal n, muni de La relation d'adjacence défini
en V.3,

Remarque
I1 résulte des deux définitions ci-dessus que les méthodes de repré-
sentation de données ordinales, fondées sur la notion de permutoddre, sont

limitées a 1'€tude de familles {Pj, j € J} de relations d'ordre.

De nombreuses présentations du permutoédre ont &té données ({183, [21]
[32]). I1 permet de donner dans R une représentation conjointe de I et J.
L'analyse en composantes principales du nuage ainsi construit, permet la
construction d'une solution (V,X,Y) (BENZECRT [18], FENELON [211). Nous
donnons ici la construction d'ume représentation (X°, Y°) de (I,J) dans -
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R™' due 3 FENELON.
Dans R™ mmi de sa base canonique {ei, i= 1,2,.‘..,n}, on pose

Vi, ie 1)

O ey -
X(l)—ei
On a alors 1la :

V-5 - Propriété
Pour tout i dans I, X°(i) appartient & 1'intersection de la sphére
de R™ de rayon [1- -11-1-]1/ 2, centrée au point G de coordonnées g et de

1'hyperplan orthogonal en G au vecteur 1 n

Démonstration
Le barycentre G des points X°(i), (i € I) a pour coordonnées 5 et

dans le systéme d'axes obtenu par translation de 1'origine en G, X° (1)

s'écrit pour tout i dans I :
0\ = 21
X"(1) =e; - 7 1 n
ol 1 n est le vecteur de R™ de terme générique égal 2 1. Par suite
t .
LI X°(@1) =0,

et X°(i) appartient 2 1'hyperplan de R", passant par G et orthogonal au
vecteur 1 o+ De plus X°(i) a pour norme dans RrR"

- bHe@nyea- b2 =a-

= 1=

n
W”ﬂ%=szﬁﬁﬂz=

La représentation Y° de J dans R™ est obtenue en associant au
tableau A, le tableau des rangs R. La variable j est représentée dans le

repére (G, R par le vecteur des rangs centrés, réduits, de k-iéme

composante :
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G = - )/ <1y/m2 2 ~

V-6 - Propriété

Pour tout j dans J, Y°(j) appartient 3 1'intersection de la sphére
unité de R" centrée en G et de 1'hyperplan orthogonal en G au vecteur 1]n.

Démonstration

B%l est :la moyenne empirique des {rjk}k=1 2 n' Par suite pour
, ’.00’

tout j dans J
Yy 1 =0

de plus Y°(j) étant le vecteur des rangs réduits, sa variance empiriqﬁe
Y°(3) Y°(j) est &gale a 1.

L'analyse en composantes principales du nuage de r™! ainsi construit
permet de donner une représentation conjointe de I et J dans un espace eucli-
dien V de faible dimension. Son interprétation se fait en termes de rangs
puisque 1'on a la :

V-7 - ProEosition

Le coefficient de corrélation de rangs entre deux variables jetj'

est donnée sur le permutoddre par

201-2(3,3")) = dJ’r’j. = d2(Y°(3), Y°(G")

Démonstration

Si j et j' sont deux é1éments de J, on a sur le permutoédre :

n n . -
o .. o, 12 i q
dioy = Iyp(M-yp(GN1%= —— & (r.-1.)2 = 2(1-0(3,3"))
33! k=1 K k n(n2-1) k=1 Jk 3k
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de plus dans le triangle défini par G, Y°(j) et Y°(j) on a:

d%j' = [2 sin-%]2 = 2(1-cosq)
od o est 1'angle des vecteurs GY°(j), GY°(j'). Par suite le coefficient de
corrélation de SPEARMAN o(j,j') s'interpréte comme le cosinus de 1'angle
formé par les deux variables j et j' sur le permutoédre.

Remarque
JACQUET LAGREZE [32] montre que le coefficient de corrélation de

KENDALL t s'interpréte sur le permutoédre par :

d--'
T i ]
=1 . - 6.,
i 2 Vax(d5r 5 (3,370 € J % J) oS Tyt

ol ejj' est 1'angle entre deux variables défini par GUILRAUD. Il en résulte
que ejj' vérifie:
=1 (1-1-

ejj' 7 (1 Tjjv)
et, comparée a 1'expression de'rjj' donnée en III.7, montre le processus de
régularisation de données de proximité, construit par SIBSON, conduit a
définir une distance non euclidienne puisque la distance de KENDALL, définie
par ejj" est une distance angulaire ([1], [32]).

Si B est le barycentre des points-variables dans le permutoeédre, il a
pour k-iéme coordonnées dans R"

1 ™. ntl 1 T ) 1/2
bk = E J=1 yk(_']) = [-—2— - -ﬁ Ji1 er]/[n(n "1)/12] (k = 1,2,...,]'1)
—p
et la norme du vecteur BG s'écrit :
=2 > 12 Sl 17
IBGJ|5 = ¢ b2 = ——— 3 [ -- T T1.,1%2=VW.
127 & Bk n(n -1) k=1 2 Pjoq Jk
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expression du coefficient de concordance de KENDALL des classements associés
a chacune des variables [1]. Lorsque R et G sont confondus, ceci correspond
donc & une situation d'indifférence. A 1'opposé, lorsque R appartient 3 la
sphére unité centrée en G, il y a concordance maximale des classements qui

sont alors identiques.

La projection des points objets X°(i) sur BG traduit ainsi la contri-
bution de 1'objet i & la concordance (ou discordance) des jugements. De
méme la projection sur BG du point-variable Y°(j) traduit la déformation
du classement moyen par la variable j, si par classement moyen nous enten-
dons le classement construit par la méthode de la somme pondérée des rangs.
En effet 1'on a [32] :

W), B = b b,

Remarque

La généralisation de cette méthode d'analyse 3 1'étude des jugements
de préférence sur p ensembles d'objets I!, 12,...,1%9 ... 1P est immédiate
et permet 1l'analyse dans HQ(I) de telles données, si I = ﬂa 19, C'est une
des sous méthodes d'analyse des préférences apparides sur a=1 des ensem-

bles distincts d'objets (RENZECRI in [18]).

§ 3 - ANALYSE INTERNE : METHODES DE REPRESENTATION FACTORIFLLE

Les méthodes de représentation factorielle de données de dominance
construisent X et Y en termes de dualité dans un espace euclidien
V= (Ilr,d) de dimension r, soit fixée 3 1'avance, soit déterminée par ta-
tonnement en itérant la méme analyse pour des valeurs consécutives de r.
Le point commn de ces méthodes est la formalisation du probléme en termes
du modéle linéaire ordinal, conduisant 3 une représentation duale de I et
de J.
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V-3-1 - Analyse factorielle ordinale

Cette méthode, proposée indépendamm;nt par SHEPARD-KRUSKAL ([58,e],
[68,c]) et ROSKAM ([141, ch. 5), suppose que les variables de classement
(j, j € J) sont corrélées et peuvent donc €tre reconstruites a partir d'un
moindre nombre de paramétres qui représentent la structure sous jacente
des domnées sous une forme plus concise et interprétable. C'est donc une
analyse factorielle, invariante par transformation isotone des profils 6j
associés 3 chaque variable et construisant une représentation euclidienne

invariante par transformation affine.

Nous disposons d'un tableau de données de préférence A défini sur
J x I. On se propose de construire un systéme de points X ={X(1), 1ie I}
dans V et une famille de droites vectorielles Y = {Y(j), j ¢ J} dans V
de telle sorte que la projection

2(3,1) = <¥(3), X@@)>

du point X(i) sur la direction vectorielle Y(j) respecte les contraintes
d'isotonie (1).

Par suite le probléme est, pour tout j dans J, un probléme de regres-
sion isotone,puisque si Y(j) est connue, il convient de construire X de
telle sorte que Z(j,.) factorise de facon isotone & travers le profil 6j

Z(j,.) =m. o 8,
(G,.) =my 08,

I1 résulte de la proposition I11.8 que la solution ainsi construite est
invariante par toute transformation du groupe des similitudes. Par suite on

pose les contraintes suivantes :

i) On impose au systéme X d'étre centré. Par suite,si 1'on note X la
matrice de 4Zr n(HQ) des coordonnées dans V des vecteurs X(i), (i e I
b

ceci s'écrit :

X 1 n- 0

ol ‘ﬂnest le vecteur unité de R,

&
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ii)  La direction vectorielle associéed la variable j est déterminde par le
vecteur unitaire Y(j) et 1'on pose pour tout j dans J

Y6y YG) = 1

Assurant ainsi que Z(j,i) définit la projection de X(i) sur la direc-
tion vectorielle associée 3 la variable j.

iii) Si A est la matrice régulidre associée 3 une transformation affine dans
V, en posant :

X = AX

y="t%Ty

ol Y est la matrice de'%; m(na) de j-iéme colonne Y(j), il vient :
9
Yx=Halax-Y

Et donc, bien que Y ne vérifie pas la contrainte ii), la matrice de
produits scalaires Z, (Z ¢ 4%; n(ﬂl)) vérifie
’

7=ty x=%x

On impose donc aux éléments X (i) d'@tre réduits.

X% =n I.

La construction de X et de Y est alors ure simple application des
méthodes de regression isotone. En effet, pour tout j dans J lorsque la
j-iéme ligne Zj de Z est connue, on construit

T. =E(Z. /s.
j. = By /85

qui minimise 1'indice de regression isotone
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- 2
I (2557T55)

wg = i(I
Iy (@2..-1)2
iel i
ol
7.=1 3 Z.s
J iel J

Par suite si pj est une pondération affectée a la variable j, on définit

comme indice de regression isotone par morceaux :
y2 = 3§ p. ¥?
jeJ ) J

On construit alors un algorithme qui a chaque itération s franchit trois

étapes. Sa description nécessite de poser en notation

X(1)
X(2)

1
U= X(n) 1le vecteur de RY avec q = r(n+m)
Y(1)
t

Y‘(m)

X
Par abus de langage nous noterons U = ( ) .
Y

18re étape : Minimisation de v2 en Z, sans contraintes.

On utilise une méthode de Gradient et posons
(s) _ y(s-1) _ (s-1) dv.(s-1)
U o U a [aU] i

ol [%ﬁy] (s=1) est 1a valeur au‘point s 4 gradient (%) = (49 )
ay

% est le vecteur de R™ donné, en notations matricielles par :
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de méme le vecteur g% de R™ s'écrit en notations matricielles :

dy _ 1 t,
X(S)
On construit ainsi le vecteur Ués) = ( ?s)) de RY.
Y
o

2éme Etape : Respect des contraintes

Si 1'on note Q"1 la matrice de la transformation affine permettant de
centrer en lignes et réduire la matrice X, les contraintes imposées 3 Y sont
alors vérifiées en posant [38,c]

Y =Q Y, D
ol la matrice diagonale D est définie par
D2 - diag 'y, fo o Y.l

De plus on a de fagén classique pour tout Xo centré :

Par suite on calculera au pas s, yls) =( (s)) avec
Y

tX(s) - txgs) [Q-1](s)
= 28 - () () 49

y(s) _ (s Ygs) p(s)

3eéme Etape : Respect des contraintes d'isotonie (1)

(s)

i par

(a) Pour tout j dans J on calcule la regression isotone Tg?) de Z

1'algorithme exposé en II.3.
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(b) Calcul de ¥2 et test d'arrét
Si y2 < ¢ = SIOP
Sinon s = s+1, aller 3 1'étape 1.

Remarque

Cet algorithme itératif nécessite une initialisation, On posera donc
Z(o) = R oil R est le tableau des rangs centrés réduits étudié au paragraphe
précédent. Cette démarche revient,en quelque sorte,d prendre le permutoedre
pour configuration initiale.

Les essais algorithmique d'une telle analyse,montrent que, lorsque les
liaisons supposées isotone sont strictement linfaires, la configuration
obtenue est trés proche de celle obtenue en analyse factorielle linéaire.

De plus lorsque ces liaisons sont fortement non linéaires, 1'analyse ordi-
nale ne construit pas de facteurs artificiels, contrairement a 1'analyse
lindaire. En contrepartie, le cofit accru de mise en oeuvre et la sensibilité
aux dégénérescences (lides 3 1'existence de deux sous-groupes I, et I, de I
tels que les classements des objets de I précédent ceux des objets de 12)
limite 1'utilisation de telles méthodes aux problémes marquant une forte
non linéarité.

Lorsque 1'on dispose de données de comparaisons par paires,comportant
éventuellement des intransitivités, le mod&le MDPREF di 8 CARROLL [in 15]
permet de donner une représentation factorielle de I et J.

A chaque tableau AJ, on associe le tableau £’ dont le terme générique

cj(i,z) est la signature de la relation Pj (Def. I11.14). On se propose
d'ajuster le modele

2(3,1) = <Y(3),X(1)>

défini précédemment, en notant pour tout (i,2) dans I * I

U;(1,) = 205,0)-2(,0)
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Par suite la relation d'isotonie (1) est vérifiée par le couple (i,2)
d'éléments de I, si 1'on a

05(1,2) Ug(i,ﬁ) =0 ¥i, jeJ)
et par suite CARROLL propose de maximiser

[ = T o5 (i,2) UJ.(i,z)jl2

iel L#1
C= 3% p. 1€ -
R T R R i C PR L
S S 2 e R
el

ot pj est une pondération affectée 3 la variable j,et montre qu'il est
€quivalent de résoudre le probldme aux moindres carrés

Iz - S|I2 (Min)

ol I est 1'élément de ‘Mm n(]R) de terme générique
I

~

L..=vp. I
Y
(i,2)eIxI

[Uj (igg)-oj (Q’!i)]

Le modéle linéaire ordinal conduit donc, en ce cas, 3 ure solution analytique
grice au théoréme d'ECKART et YOUNG ([471,0281).

V.8 - Théoréme

Soit T un -elLEment de ’”{m n(lR ). La matrice S, meilleure approximation
de T au sens des moindres carnés dans Le sous-ensemble 50& de %m LR
de rang infernieurn ou égal a r :

=S, = Min 282 5 S € €, )

est donnée pan :

S=/tUA(/
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ol A est La matnice diagonale d'ordre n des n valeuwrs singulilres de T de

plus grand modele et U et V sont gformes des vecteurs propres & gauche et a
droite nowmalises, associBes & ces valeurs singulilres dans La décomposdi-

tion de T .

On peut ainsi déterminer r, puis X et Y en posant, pour un choix
donné de r :

Y = U, X=AV.
Ce qui assure la condition de normalisation imposée 3 Y.

Les méthodes ordinales décrites dans ce paragraphe, sont tr&s proches
de 1'analyse en composantes principales des rangs, préconisée par LEBART.
Cependant cette méthode n'est pas 3 proprement parler ordinale, car le choix
des rangs de SPEARMAN comme fonction isotone de A , n'a aucun caractére d'op-
timalité et nous ne sommes nullement r.csurés de la minimalité de la dimension
r de 1'espace de représentation V ainsi .-~struit. De plus le choix de 1a
distance de SPEARMAN :

2(i,i) = —>— ¢ (ry57T304)2

nm2-1) jeJ
conduit en général 4 un effet de taille sur le premier axe obtenu, du fait
de 1'absence de centrage. C'est 13 un phénoméne interprétable a partir des
travaux de COOMBS et KAO [44]. Ceux-ci tentdrent de généraliser le modéle de
déploiement au cas multidimensionnel en supposant connues les distances
interpoints sur chaque axe de classement et non plus seulement les relations
d'ordre induites. Une telle méthode conduit & majorer d'un, le nombre de
dimensions de la représentation. ROSS et CLIFF [65] montrérent que ceci
est dii au fait qu'il convenait de retenir non pas les distances interpoints,
mais leurs carrés. Le premier facteur obtenu s'interpréte alors comme la
distance 3 1'origine du barycentre des points idéaux. I1 disparait par double
centrage de la matrice conformément aux résultats du paragraphe III.1



§ 4 - ANALYSE EXTERNE DES DONNEES DE DOMINANCE

On suppose ici V et X connus et 1'on se propose de construire Y de
telle sorte que soient vérifiéeés les contraintes d'isotonie (1). Nous expo-
sons tout d'abord 1'approche de CARROLL [30,c] utilisables pour des données
d'échelle intervalle et son extention au traitement de domnées ordinales.
Nous montrons ensuite que les résultats de SHOCKER et SRINIVASAN [72] permet-
tent de construire un analogue purement ordinal 3 chacun des mod&les de
CARROLL.

V-4-1 - L'approche métrique de CARROLL

~

L'étude des données de dominance 3 retenu 1'attention de nombreux
chercheurs, dans le cas de données exactes, d'échelle intervalle ([151],
BO,c], [b61). Notre exposé est 1limité 3 1'étude de données entachées d'erreurs.

Dans ce cas, CARROLL propose une hiérarchie de modéles de complexité
décroissante qu'il ajute au sens des moindres carrés. Alors que le dernier
est un modéle vectoriel, les autres utilisent une méthode de regression qua-
dratique pour ajuster la relation

= 2 - -
(a) aji o5 dji + Bj + €54 iel, jed)

~

ol a. et B. sont des constantes A estimer et Eji un terme d'erreur.
Les modéles sont distingués suivant 1'expression de la matrice W.

J
(Wj € ﬁfr’r(]R)) définissant :

) @y = TN W (HXD)

L'expression (a) s'écrit alors :

Cteriy advesy o« wd v
() Gji X(i) A'X(i) + BY X(i) + Cj+€ji
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avec
d-1 A o= ol W
(d-1) o5 W
@2 B = -20; () W
t . .
a-3 =g+l YG) W Y
(d-3) < BJ o5 () ; ()

ol Y(j) est 1'inconnue du probléme et X est connue.

On associe 3 chacune des variables j dans J une matrice W5 qui autorise
une pondération négative de certains des axes obtenus par rotation des axes
originels de V. On autorise ainsi 1'existence de points anti-idéaux, tradui-
sant un 'pole de répulsion" plutdt qu'un pdle de préférence. L'équation
(c) s'écrit :

-1

T . T .
J . . J .
T Ak2 xk(l) Xz(l) + k§1 Bk xk(l) + cj + €

LR
2=1
et le probléme est résolu par un algorithme de regression multiple avec pour
variables indépendantes les xk(i) et pour variable§.psquo:indépendgntgs
les xk(i) xﬂ(i). On obtient ainsi une estimation (AJ, BJ, Cj) de (AJ,BJ,cj).
On en déduit 1'estimation cherchée grice a (d-2) :

50G) = - 32 pd rady?

et la matrice A permet de construire la représentation .X déduite de X,
associde 3 la variable j par décomposition spectrale de A

ii) Le_modele de déploiement_sans_rotation_des_axes

On associe 3 chacune des variables j dans J une matrice diagonale Wj.
On suppose 1'orientation des axes commune a toutes les variables j de J,

et 1'équation (c) s'écrit de facon simplifiée
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T . T .
= J 203 J :
Gji kET A.kk xk(l) + ki1 Bk Xk(l) + cj + Eji

ce modéle nécessite la détermination de (2r+1) inconnue au lieu de
££§:ll + 1 et les variables pseudo indépendantes sont les xﬁ(i). Le modéle,
moins sophistiqué que 1le précédent, est souvent mieux adapté aux problémes

concrets et plus informatif car d'une interprétation plus aisée.

D bl DTl S et g feeytol mefmd

C'est un cas particulier du précédent, obtenu en imposant aux termes
diagonaux W, de prendre 1'une des valeurs +1 ou -1 et ceci de facon iden-
tique pour tous les &léments j dans J. Par suite 1'équation (c) s'écrit :

T T .
= 2(3 J ;
éji o kET Wy xk(l) + k£1 Rk xk(l) + Cj + Eji

et le probléme de regression est simplifié puisque

T
t(d) = @ w x2(1)
K1 k 7k

est considéré comme une variable pseudo-indépendante unique dans 1'équation
de regression et 1'on obtient de facon directe 1'estimation de r paramétres

o5 et Bi. Les coordonnées de Y(j) sont données dans (d-2) par
j
o v L1 Bk
PG) = - 5 =

O,J.Wk

iv)  Le mod&le vectoriel

Dans ce mod&le,Y(j) représente, pour tout j dans J, une direction
vectorielle dans V, issue du barycentre des X(i). L*érdre des projections
des X(i) sur Y(j) doit alors vérifier les contraintes d'isotonie (1).

L'€quation de regression s'écrit en ce cas -

555 = o YY) x) + 85 * 55
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ol Y(j) est le vecteur unitaire de la direction vectorielle associée 3 la
variable j.
Cette équation s'éerit :

= 4 X(i) + 85
ol les paramétres Bj et
W= a5 Y()

sont estimés en résolvant cette &quation de regression linéaire.
On en déduit Y(J) lorsque 1'on connait le vecteur WJ

W
o (3 k
Yk(J) ot
W
ou || - || est la norme euclidienne usuelle dans R

V-4-2 - L'approche semi métrique de CARROLL

Les différents modéles étudiés par CARROLL sont résolus par regression
quadratique. Lorsque les données sont d'échelle ordinale, les résultats du
chapitre II conduisent 3 poser le modéle de regression isotone :

Pour tous j dans J. L'expression (b) permet de construire ainsi chacun des
quatre modéles précédents, en itérant un algorithme en deux phases, jusqu'a

convergence :

Ajustement du modéle de regression métrique

x (;” - (d(s)) Gel,jed)
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~

ol fj est 1'expression de la fonction de regression associée 3 chacun des
modéles ci-dessus avec la contrainte supplémentaire : o5 > 0.

- Construction, pour tout j dans J, de la regression isotone Z§S) de
1'estimation Z§S_1) de Z§S-1) construite en phase 1.
L'algorithme est interrompu lorsque 1'on ne note une amélioration ni des
coefficients de regression du modéle (%), ni des valeurs de 1a regression
isotone Z§S).

Le choix du modéle adapté aux donndes traitées est réalisable par des
méthodes inférencielles classiques, lorsque les données sont d'échelle inter-
valle. Lorsqu'elles sont d'échelle ordinale, aucune méthode ne permet de
choisir le modéle le plus informationnel, le test de FISHER n'étant plus
valide.

V-4-3 - Approche purement ordinale

L'utilisation de techniques de regression polynomiale a permis 2
CARROLL de construire ses quatre mod&les. Pourtant la relation (#%) montre
qu'il est possible d'aborder ce probléme en termes de regression isotone.

La mise en oeuvre ordinale du modéle vectoriel est une conséquence
immédiate du modéle linéaire ordinal &tudié en II.4. I1 suffit en effet
d'appliquer ce modéle pour chacun des éléments j dans J. L'utilisation de
1'approche de SRINIVASAN et SHOCKER, étudiée en IV.3 conduit, en pratique,
a4 un algorithme plus efficace et moins cofiteux que 1'approche semi-métrique
de CARROLL.

Le modele général de déploiement de CARROLL nous semble inadapté aux
données ordinales puisqalors X est invariant par rotation. Aussi donnons
nous un modéle, permettant de construire une solution ordinale des deux
autres modéles de déploiement proposés par CARROLL. Notre étude du modéle
de SRINIVASAN et SHOCKER [72,a] exclue, dans un premier temps, la possi-
bilité d'exaequos. Ce cas est&tudié dans un deuxidme temps.
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Nous supposons que pour tout j dans J, la distance dji est donnée par
t . . j . .
(b) d; = FE)X) W N()XD)

ou 1la matrice carrée d'ordre rtW) est supposée diagonale. Par suite si
1'on impose la contrainte

(e) w]J(zo Wk 3 ke {1,25:0.,7}, ¥j ; j e )

on est assuré que la distance dji est fonction décroissante du classement
de 1'objet i pour la variable j.

Pour tout j dans J le modéle est déterminé lorsque 1'on comnait WJ
et Y(j). La méthode de construction utilisée est, de méme qu'en IV.3,
identique pour tout j dans J. Aussi 1'indice j sera t'il négligé lorsque
ceci ne conduit pas 3 une ambiguité.

Notations

Soit M le sous-ensemble de Aj x Aj’ défini pour la variable j étudiée
par M = {(a,a') ; (a,a') ¢ A.j x Aj ; op.(a,a') > 0 lque 1'on identifie
a{1,2,...,m}. Nous noterons de plus k J 1'injection canonique de M dans
A.j x Aj et adoptons les notations de IV.3, ainsi notera t'on

=d2 - 42
U, = d2 - a2,

Pour tout t dans M vérifiant
k(t) = (a,a").

SRINIVASAN et SHOCKER se proposent de construire la solution wa, Yx)
par minimisation de la fonction d'écart définie en IV-3 par :
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U] 5 teM} +
L(1) = t = -1+ EMy

H|U] 5 teM F (1)
oﬁF'(1)=2{|Ut|;teM_} SIM ={t;teM U >0}
F() = H|Ul 5 teM) siM ={t;teM U <O

1'équivalence de notre formulation 2 celle des auteurs est assurée par la

V-9 - Proposition [72,a]

Lorsqu'elle existe la solution (Wx, Yx) du probléme

=0 - (i)
F* (1)
P, FM-FM=h : keR {0}

W=0
est invariante par homothétie sur W, non triviale et indépendante de la
valeur de h.
On imposera donc,dans la suite, 1'égalité & 1 de h. Par suite, si 1'on note
gy (1,2)= ¢ (1)-x2 (2)
k™ k k
£ (1,0)= X (1)-x, ()

et V le vecteur de RY de k-isme composante

Yk T Yk "k
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il vient :

FM-F(1) =t U
teM

—
]

t

T T
B g @)% T w0 (D)% ((5), (1)) € M

T
i{z
k=1

T
e B T 51,8 5 (10, (10) € M (%)

twe+ v

ou A (resp. D) est le vecteur de RT de k-igme coordonnée :
Ak = X{Ck(i’l) y ((1,3), (£,7)) e M}
D, = {g (1,2) 5 ((1,3), (2,3))e M}
de plus la relation (xx) donne 1'expression de F (1):
- T r
(x) F (1) = E{l"féﬂt((),kf1 Wy ck(i,ﬁ%‘ki1 vy 5.(3,2)) 5 (G,3), (2,3)) € M}

Remague

L'expression (xx) montre le caractére technique de cette contrainte.
En effet, puisque Y n'est pas contraint & &tre positif, il en est de méme
pour V. Le probléme admet donc toujours pour solution admissible, le couple
w,V) tel que :

Vi =W =0 vk, k’#ko, k=1,2,...r
pour ko tel que Dk #0

(o]

w,o=1

<
[}

(1- /
X APk
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On peut alors énoncer la :

V-10 - Proposition

Une condition nécessaire et suffisante d'existence d'une solution
(W,Y) du probléme P, est qu'il existe une solution au probléme

W=0
Taw + v =1
F (1) donnée par (%xx) est minimale.

Démonstration

Seule la condition suffisante pose un probléme. Nous devons distinguer
trois cas :

i) Wk >0
On pose alors Yk =

o e

ii) W-k = Vk = 0-
La dimension k n'intervient pas dans le classement des objets de I pour
la variable étudiée et 1'on annule donc Ve

iii) W =0, Vi #0
La valeur de y, est alors infinie. Ce cas, trés intéressant, correspond
au modeéle vectoriel. En effet, si Y tend vers 1'infini de telle sorte
que yp Wy tende vers une valeur finie Vies il résulte que

@23-a2) = wy (< (1) -x2 (1)) - 2wy ¥y 0 () -3, (1)

tend vers -2 vk(xk(i)—xk(z)).

On construit le modéle mixte, déterminé par le vecteur T : tel que
te xk(i) traduise le classement de 1l'objet i pour la variable &tudiée

W~

1 . -
k avec ici
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_ .1
% Tt 7%
Ainsi a-t-on i) un modéle de distance sur un sous-espace V1 de V tel que
Wy > 0 ou Vi = W = 0

ii) un modéle vectoriel sur le complémentaire de V1 dans V

sur lequel
Y © signe(vy) x (+=). »

Le probléme P2 est résolu de facon classique en introduisant les variables
positives d'écart Z(i,2) et résolvant le programme linéaire

k=0 220 zeRP p=201)
taw + v = 0
r .
Py R R R IO CORC L

t{Z(i,8) 5 ((1,3), (2,3)) € My = F(Min)

qui admet une solution optimale finie puisque F est bornée inférieurement
par z&ro et puisque le simplexe défini par les contraintes de P; est non
vide. En effet, le triplet (W°, V°, Z°) défini par

V=W =0 Wk kAky, ke1,2,00,1)

ol kj est un 81ément de {1,2,...,r} pour lequel Dk est non nul,
)

|

v = (- /D
x = Ako) .

o}
o=
=A%
Zo(i,l) = Max{O,-[—D-i{—Q F’k (isg«)"gk (1’2')] ((133)’(1)3)) eM
o} (0] ’
o
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est une solution réalisable de P3, existant toujours si X n'est pas une
solution dégénérée, auquel cas le probléme de construction de Y ne se
pose pas.

Remaggues

La résolution du probléme P3 permet de déterminer les éléments (a,a')
dans M qui violent les contraintes d'isotonie (1) car alors la variable
artificielle correspondante est non nulle, et sa valeur domne sa contribu-
tion a FX. Ce fait est intéressant en pratique, pour déceler les intransiti-
vités contenues dans les données.

L'unicité de la solution (Wx, Vx) n'est pas assurée. S'il en existe
e infinité réalisant le minimm F avec z%¥ = O, on prendra pour solution
celle qui maximise la distance minimum aux hyperplans frontisres de la
facette décrite par (Wx,Vx). Dans le cas contraire,Zx # 0 et 1'on choisira
la Solution qui minimise le nombre de violations des contraintes d'isotonie.

Lorsque les exaequos sont admis, on note M! (resp. M?) 1le sous en-
semble de M composé des jugements tranchés (resp. des exaequos) ol :

Ml

{(a,a') e M ; dg-dg, 2¢e}

M2

{(a:a') eM > dg'dgv <e}

ol ¢ est un nombre réel positif arbitrairement fixé. On définit alors :

F1 (D H{[U-el 5 t e M nM}

+
F (D) Z{IUt-el ;teM NM)
et 1'on associe 3 M2 1'ensemble

M3 = {(a,a") ; (a,a') e M ou (a',a) e M2}

qui permet de n'imposer aucune contrainte aux &léments de M3
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Fgm) = 3{ IUtI ; t e M3}

o+
Fz(1) = { U] ; t e M}

et 1'on minimise comme précédemment 1'indice d'écart L(1) sur la réunion
de M! et M3, le probléme P; s'écrit alors :

(' W20 Z3=20

taw + tov = t+cardMD)e

T

I nm e (LRI 2 e (LD 5 (6D, 0D )

P

(g (3, 0w g (,0) v 1+2(,0) 2 0 (¥(3,0) 5 ((1,3),(2,3))e M)

${Z(i,8) ;5 ((1,3), (2,5)) ¢ M UM = F(Min)

Remarques

i) L'existence d'une solution de (Pé) est assurée de facon identique au
cas précédent.

ii) L'introduction d'un mod&le e de 'confusion" est jdentique 3 1'approche
de de LEEUW (cf. III.4). Sa détermination arbitraire pose cependant
des problémes en pratique.

Cet algorithme exposé dans le cadre de validité du modéle II de CARROLL,
est rendu plus performant en résolvant le probléme linéaire dual [72,5].
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Remarque :

Aucune référence n'est donnée quant aux méthodes numériques usuelles
citées dans le texte. Une introduction synthétique aux méthodes utilisées
en statistique, ainsi qu'une bibliographie détaillée sont données par :

[81] CHAMBERS, J.M. Fitting non linear models : Numerical techni-
ques - Biometrika 1973-60 pp. 1-13.

Le lecteur intéressé peut se référer aux manuels :
[ 82] GASTINEL, N. Analyse numérique linéaire. Herman Paris 1966.

[ 83] KUNZI, H.P. La programmation non linaire. Gauthier Villars
KRELLE, W. Paris 1969.
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