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INTRODUCTION

sxposons d'abord rapidement quel était notre but en

commengant ce travail, puis nous décrirons les résultats obtenus :
nous voulions dégager des caractdres d'optimalité du stockage de
1'information généticue et du mécanisme de régulation du métabo-
lisme dans une cellule. Cela nécessitait 1'élaboration d'un moddle
(avec toutes les hypothéses non phénoménologicues, mais les plus
réalistes possibles, cue celsa comporte), puis unz simulation
pour tester l'adéquation aux comportements expéri-entaux, enfin
la compzraison des valeurs expérimentales des parzmdtres aux va-—
leurs théoriques correspondant aux conditions de fonctionnemert
optimel du modéle. Nous auricns méme voulu, comme EIGEN dans
(111, lZ?t étudier 1'évolution de ce modéle par reproduction.

Les résultats exposés ici sont beaucoup nlus modesies : ils
ne contiennent gue l'élaboration d'un modédle : il n'a pas été
fait de simulation, mais certazines prriies du moddle, empruntées
4 d'autres suvteurs (GIBBS dans (III, 8 et (III, 11 et ke : ULR3IS

dans (III, 14)), en ont fait l'objet dans les articies ciiés (ie

*-
Le premier chiffre d'une réfirence renvcie au chavitre dans lequel

elle est citée.
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lien avec les comporitements exvérimentaux étant d'ailleurs rarement

al . A
fait Je

Le style d'écriture des chapitres I et III descriptifs de modéle

est celui du "Journal of theoriczl biology" et ne présente pas les
résultats sous forme d'un catalogue de propositions et théoridmes
Le chapitre II est rédigé en style plus "mathématicue" comme dans
la revue "Communications in mathematical physics", 4 laquelle nous
ifavons d'ailleurs soumis.

Le chapitre I reprend d'abord (p. I,3-I,16) les mod3les exis-—
tant du mécanisme de fixation d'un (ou plusieurs) substrat % des
protéines, composées de plusieurs sous-unités, présentant n sites
de Ffixation, I1 ressort de cette #4tide ou'ils provosent itous (sauf
2IC42D, MOUTTET et NARI, dans (I,21 ) de prendre comme taux de
réaction le taux de sites protéicues occupés et non le taux de
protéines saturdes (ce ocui semble vplus rdzliste, si le rb6le d'une
enzyme est le rapprochenent spatial des constitusnts du produit
dont elle catzlyse la formation) ; ces deux taux sont disitincis
si on utilise pour les estimer, dans le premier cas, lz probzbili
pour gue la varizble aléztoire, égale au nombre de molécules de
substrat =écessaires pour occuper un site, scit inférieure ou &gel

Iy

2u rapnort s du nombre de molécules de subsirzt & celui 4
nN

k]
2

sites protéigues ; dans le second cas, la probabiliié pour gue la

v, @., égale au nombre de molécules de subsirat nécessaires pour

1%
N

-

cn s pzs . . S
saturer une enzyme, soit inférieure ou égale = e Notons que

bl

les modales étudiés s'inspirent parfois de techniques de lz méca-

nicue statisticque, comme le modéle d'Ising (C.J. THOMPSONW, (I,t1°
Hous proposons ensuite (p, I,17-I,24) un moddle original,

interprétant les courbes cinftiques comme des fonctions de répar—

tition. Comme les précédents, ce modéle décrit le systéme dans un

A\
Je

ét2t stationnaire ; nous ltaffinons (p, I,22-1,2%), pour tenir compte

d'éventuelles interactions entre les sites. Le cas étudid est celui

d'un seul substrat : le cas de plusieurs substreis, éventuellement

ct

compétitifs, n'z pas é1é e2bordé,



Enfin (p. 1,25-I,38), nous donnons un moddle d'évolution
temporelle, en utilisant des techniques anazlogues & celles de
¥ CUARRIE ((1,63) et (I,83)), du type des processus de naissance
et de mort de B.RTZOLOMAY (Bull. math. biophys. 20,97 (1958)).
Yous étudions (p. I,31-I1,38) sa stabilité, sous des hypothéses

simplificatrices, 2insi que sa résolution exacie.

Le chapitre II traite un sujet trds différent : il se pPro-
pose de donner, dzns le formalisme de la mécanigue statistique
(¢f. RUEZLLE (11,9, PRESTON (11,2} et SPITZER (II,2)), 1= géné-
ralisation de résultats concernans le probléme des transitions
de phase dans un modéle latticiel $ nous avions en vue, lors de
son élaboration, 1'étude des Drobabllltos sur (“P(B), F(3)),

3 est la bande définie par B = |(x,y)e 72 : (yg’lz, ol ]°(B)
est l'ensemble des parties de B ét “%(B) la tribu borelienne de
“(B) s un état sur B sera pour nous, dens le chapitre III, un
modéle de molécule &'ADH,

Nous généralisons d'abord (p.IL1-I1,14) des résultats de
PRESTON ((II,2)' sur les &tats de Gibbs définis sur un ensemble
dénombrable, puis um résultat d'AVERINTSEV ((II,10)) sur les
champs markoviens indexés dans Zn(p;II,IB—II,QB). Nous démontrons
enfin (p.II,29-I1,43) un théoréme sur 1l'absence de transition de
phase de certains états de Gibbs sur un groupe dénombrable, géné-
ralisant le résultat classique de RUZLLE ({II,1)), par une méthode
utilisant le caractére markovien de ces états et non la dérivabi-
1ité de la fonection pression, comme il étzit usuel de le faire
dans les résultats de ce type. lous postitlerons dans le chapitre
III que 1'état sur B correspondant 2 la structure de 1':DN ne
présente pas de transition de phase, donc est ergodique et inva-
riant par translation.

Le chapitre III étudie un modéle de régulation du métabolisme
" cellulaire. Nous empruntons & GIBBS ((III,8) et (ITI,11)) 1les
modzles stochastigues de transcription §! ARN-messager et de cons—
truction protéicue dans le ritosome. Hous interprétons 1'échange:
‘d'information entre 1!'4DN, ol est siockée 1'information gérnéticue,
et le ribosome, ol va se construire la protéine, comme une ligne

de communication présentant, du fait du modsle or cposé pour repré—
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senter 1'ADN, certains caractdres d'optimalité sur le plan de la
théorie de 1l'information (p. III,1-III,7). Ensuite (p,III.8-III,26),
nous étudions la boucle de régulation mise en évidence var le Sy S—
téme différentiel régissant les nombres, & l'instant t, des molécules
des réactants considérés comme des processus a2léaztoires continus &
valeurs discrétes 3 le systéme des esvérances est résolu exactement
sous des hypothéses simplificatrices (p, III,17-1II,26) et, si on
interpréte les nombres de molécules de gdne de structure sous forme
activée et inactivée comme des fonctions d'entrée d'un systéme feed-
back, alors le systéme présente un caractdre de stabilité, en utili-
sant un critére de stabilité classicue (DAVIS dans (III,41)). Le sys—
téme des fonctions génératrices n'est résolu comme,dans le chapitre I,
cue dans un cas trés simple. On propose enfin (p. III,26-III,28) un
critére d'optimalité portant sur les nombres de molécules de géne de
structure sous forme inactivée et activée considérés comme commande
de notre systéme de régulation 3 il n'a pu étre montré si la solution
du systéme des esvérances vérifiait ce critire (nous avons suivi vour
ce dernier aspect FELDBAUK dans (III,42)).

Znfin un appendice 4 suggére une comparaison entre l'approche
erministe géométricue de THO. (4£,15) et 1l'zpproche stochastique
utilisée dans ce travail,

Un appendice B prouve cue le code zénéticue peut &tre considéré
comme engendré par la chaine maximale d'urn code & enchafnement (tel
gue le définit CULLMANN dans (B,2)) 5 il n'en est pes tiré de consé-
guences.

-

%n conclusion. nous avons conscience fue ce travail est tras

4

“ théoricue ¢ l'abgsence S'une simulation en particulier amoindrit

heaucoun la portie de ses résultetis.
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Flacons nous dans le cas 4'une réaction chimicue isolée
conduisant & un systime unique de produits, telle que l'on connaisee
les proportions suivant lezauelles les corvs réagissent 3 si N est
le nombre de molécules, &ans le pysteme étudié, d'un des réaetifs,
parraéfinition, la vitesse de réaction relative & ce réactif est

&

Bgale &4 ¢
1 &N

v dt

X,

ot V désigne le volume du svstéme étudié,

Dans le cas considérd, les vitesses relatives asux différents
riactifs sont proportionnelles entre elles, si bien cqu'il suffit
d'en étudier une ; liobjet de la cindtigue formelle est de présoiser
1'influence cuantitative de tous les fsaeteurs mesurables sur cette
vitesse (coneentration des réectifs, des catalyseurs,...). Bn
utilisant les mesures simultanées de la vitesse et des concentra-
tions, on essaie de déterminer la loi mathématigue empiricue tra-
duisani au mieux les observations 3 guand 1z réaciion isolée est
une réaction élémentaire, c'est=a~dire ne comportant quiun réar=

rangement chimicue, cette loi sera {trds simple, par exemple

(dans 12 suite nous supncserons V ézzl & 1'unit2),
Une étude du mécanisme de la réaction permet, elley la

eongtruction de modales théoricues shoutiszant & deg équations

théorigues qu'il s'agit ensuite de vérifier 5 1'zide des courbes
expérimentales : trois théories nermetient cette dtude ¢ 1'une,

surement ®Wécaniste, dite thiéorie desg eollisions, rattache 1=z

L1



vitesse d'une réction élémentaire 3 la fréquence des collisions
entre les deux molécules réagissantes ; la seconde, thermodynamique,
postule la formation d'un complexe criticue se décomposant avec
une vitesse fondamentale liée aux constantes de Boltzmann et de
Planck (ef. (19)) : 1= troisiéme, stochastique utilise la théorie

des processus (cf, (51)).

I,2



Remardue sur les moddles Al mécanisme de fixation aux

srotéines composdes d¢ souseunités

0. Introduction

Dens les mécaﬁismes.dé régulation ecelluleaire, des macromoléw
cules jouent un réle essentiel (ef. (206)) 3 ce sont des protéines
somposdes de plusieurs sSous=unitésg possédant des sites aetifs, ol
viennent se fixer de petites molécules de substrats divers, lLa
protiine leur serti de véhicule {hémoglobine pour lloxygéne) ou
de moule catslytiquey duduel sort;ra das produits intermédiaires
ou finaux de réactions cellulaires importantes [un exemple de ces

réaetions, dites enzvmatigues, est la désaminetion de la Lethréo-

nine étudide var Chanjeux J.P., vpour vérifier la théorie de l'allos-

térie exposée dans {5)).

iolg exeminerons irss ravidement les différents modéles prow
posés poir rendre compte du mésanisme de fixation des molécules
de substrat sur la oretiine moule (énzyme) pu vestrice : les plus
élaberds sont issus de technitues usuelles de la méeaniaue sta-
tistique comme le moddle d'Ising j5 nous verrons gqu'ils ont tous
(sauf (21)) pour caractére de supposer gue le itaux de réaction
(1a vitesse de réaction, i,e. le nombre de mdles de produit fabri-
cué ver unité de veolume de le zolutien et nar unité de temps, est
sunnosée constante dis lfétablissement d'un 4tat stotiennaire de
satalvse enzvmatigue ou de "chargement' dang le cas d'une protéine

t
P8 le ranvort de cedte vitesse &

.1

vestrica 1 le taux de réactio

8

03

phe
»

18 vitesse maximale que 1l'on aurait gl la concentretion de subsbrat

4tait infinie) est égel aux voux de sites srotéinues occunés et non

.



au  taux de vrotéines saturées, ce qui semble & pricri injustifie,
i le réle d'une enzyme par cxemple est de préparer l'élaboration
d'une construction moléeulaire en favorigant le rappréchement D8~
tiel de ses constituante (of. (16), (18}, (80),(8%)) ou la localisation
de leurs orbitales, en vyue d'éventuelles liaisuns (ef. (28), (23),

(56), (61) et (72)). I1 est souvent pris,pour estimer le premier
taux,la probabilité d'occupation d'un zite au eours d'un tirage
seulement,ce qui nous semble une erreur (of, (41),7.181) .

I. i.oddles de mscanisne

I.1, lodéle allostérique (d'apreés (41))

I R e e

1.2, Modsle séouentiel (d'aprés (41) et (45))

GRS GO e S ke kG GeR | wEa

I.35. Moddle a4 chemins multiples (d'aprads (32))

I.4. Moddle "flip=flop" (d'aprés (44))
1.5, Koddle cinétique_structural (d'apras (21))

[ QORI g R ey

I.6. Modéle disgipatif (d'aprée (7))

I.7. koddle & contraintes spatiales (d'aprds (58))

MR i i e il ek AN TH GRER WARS amE e W aGE

I.1, lodele allostérigue

On suppose que la protéine peut exister dans l'une deg deug .
conformations R et T, indépendamment -“u fait cue Jes moléeules de
substrat se sont ou non fixées sur ses £5iles de fixntion, gque l'lon
supvosers en nombre n., L'espace d'1étet zer:

0. {(’rsﬁ)f
ot T2 1 (resp. =1) 81 le protiine sst dans 1'état % (res. T) et
.lame

M ” , e it 1 (resn, =1) 83 =" site est
ol p = (tki)iﬂl,o.agn’ avec i, = 1 (resn, =1) si le i ite

&

oceuns (resp. non scoupd),
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N

Jans (19) et (

P

-

s on 2itudie de la méme facon un modélie dans

R

e}
W

NIt

]

}

leguel, pour chague site, deux substrats distincis entrent e

o

’ ¢ Iy

compdtition {of. dgalement (27, (29), {370, {:8;. {25), (47), (4%),

1) et (82}, on précise 1l'influence des interzctions

res cindtigue:

13

1o

: on monire gu'ellse

!

reut s'exercer sans avelr pour risulist une courbe Vsi

b

¥

moide® 3

3

dars 4.1.1l., nous monitrerons que l'on peut obienir une %selle

¥ 1

courbe, sans hypothsse d'interactions allostériques.

I.2. liodéle sécuentiel

g
n
o]
ke
o]
Q
0
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o]
[
®
O
vy
o
5
o
o
m
jte
ot
M
ke
=
o+
Y]
<
(o}
-
+
o3
[¢]
3]
=
%]
et
[0
Q
ot
"J
(o]
]
n
o
<4
®
(¢}

ses deux voisins, les n sites étant supposés répartis sur une

courbe fermée : h

L+ i\o'/di -1

entigue 3 celui de I.1l., =

18 on ne

L'espace d'état est i

£,

. - - / - . . 2 .
considdre plus lz composante T . Le modile 4'Isinz unidimensionnel

P

3 potentiel local permet de calculer laz probabilité P rendant compte

du mod2le étudié

n
7 - 4 S N |
P(UM) . gzt ‘l;ﬂ e ° ¢ ,
1=1

N ' . . 2J
o1 Z est la constante de normalisation, <= e est 12 rapport de
la’ probabilité d'occupzation d'un site & lz probabilité de non
occupation (la probabilité d'cecupation d'un site étant 13 méme

nour les a sites) et ol U est une consiante réelle reprégsentant



1'interuction entre sites voisins. Le taux de réaction 8t encore

supnoeé émel A %nN .

£

Dane (45), on étudie un moddle qene leguel on suprose que
cheque site nouvellement occupé nrovegque un changement de confor-
mation des siten libres, c'ecteiwdire une medifioatioQ de la vamleur
~, pour les sites 1ibre§ § le taux de rémction est toujours sunnosé
proporticnnel au nombre moyen de sites ceeupds (le ealoul n'utilime
res le moddle d'lming, maie 1z loi chimicgue macrngmcmiqﬁe ;loi
dlection de memme= des équilivres rencontréds, comme dans la présen~
tation initial du mod2le sétuentiel (ef. (8) et (4)).

Dans (30), c'est la fixation suocessive de molécules effectrices
d'espioe diffirente du substrat 2 des sites de régulation distinets
de ceux du substrat, en nembre m, gul proveque une modification de
1a veleur de o pour les sites de subsirst encefa livres (eof., aﬁssi

(

Jhe

r

Dans (33) et (38), le potentiel lecal du moddle d'lsing = une
intervprétation thermodynamicue précise, sn fonotion des énergies
libres d'interaetion entre sites voigins,

3

Dans (1), on sompare le moddle séausntiel * un moddle dens
lecuel il existe , non plus une interaction entre smites, mais entre
souse-unités, liszxisterce de celleswci dans des conformations détermi=
nées n'étant plus indépendante, comme dans le modile allostérique,

des sous<unités voisines.

. Tele Moddle 3 chemins _multiples
I1 oonsiste 5 fuire un choiy parmi les différents chemins

vosgibles par lescuels les ocomplexes ensyme=substrat et engymew
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produit peuvent avparaitre ou disnaraitre. Toute information sur le
méocanisme catalytique, dans chaque cas particulier, est utilisée
pour bétir le modéle, tui varie done avec chague rédaction 4dtudiéde,
. On pose comme lypothése que chaque site sst indévendant des autres.
I.3.1. Cas_d'un substrat et 4d'un produilt
Supgasons que le substrss A'eﬁ le produit B soisnt liés d'une
maniéf§ réversible 2u site catalytigque de l'ensyme E j nous l'expri=
merons par'l'équation” i

3 A

’ .
BBt oy B 4 . A

>

~ qgui résume les éyuilibres s -
Bl gy HBA | gmummeedp BB gy F o+ B
- Lese2e Uas_de _deux substrets e _d'un produit - -
Supposons que les deux substrats A, B, aient dew sites de
fixetion aifféreﬂféssurJﬁfét aue le produit € nuisse ae fiyxer
compétitivenment sur le méme site nue 4 y "i'daustion" donnent les

cheming pusaibles'sera é

BA g

'T@u<

DB~

RN

+

{
di

>

csusﬂﬂqu B
- L4
fH R R
i/"
E Lt

.- On oongeit gue la -complexitc -de telles "dquations! ereisase
C avec le nombre de subsirats et de sroduits mie en Jeu par le »dacw
tien étudide (of. (32) p. 344 ¢ "1'douetion” dans le cas de trois

substrate et trois nroduits eat déorite en trois dimaﬂgians}.



I.3.3, Utilisation de telles_"éguations"

Il importe de déterminer quel est le chemin réactionnel le
nius simple eompatible avee les donndes sxpérimentales de la cinée
tigue résctionnelle, cela parmi un nombre +trds élevé de chemins
nossibles (les problimes de dénombremente sont traités dans (35)).

A partir de données .expérimentales, on établit une équation
empirique donnant le taux de réaction en fonction des concentrations
des substrats : on choisit emsuite le premier chemin réactionnel
rencontré «mtu cours d'une analyse inventoriant les chemins (ct;
(57)) dane un ordre de complexité ecroissante, le d6gré de complexité
pouvant §tre le nombre de réactions monomoléeulaires intermmédiairese
dont l'équation théorique est analozue et on identifie les coeffie
cients, Le dénombrement des cheming susceptibles de donner une
fquation semblable permet d'évaluer la wveleur du choix effestué.

Les éoustions théoriques sont 44ablies en éderivant lz loi chimique
macrosecopique (loi d'setion de messe) des dquililbres rencontrés
(35) ou en utilisant les techniques de ealculs des flots dans les
graphes (40) 3 pour une rémction ensymatioue, on suppose qu'il
existe un &tat siable dans lecuel les concentretions des différents
complexes formés par llenzyme et lérsubstrat sont congtantes
ouand il existe deux chemins réalisant une réaction intermééiaire,
u ealeul simple permed d'établif les fractions du flot étudié
empruntant chacun d'eux (of. (49)).(ef. (15) vour l'adaptation de
la courbe expérimentale & une Suuation empirigue et of. (24), (25),

et (34) pour l'éeriture des lois d'équilibre dans des cas complexes ),
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I.4. Hodéle "flip-flop"

On suppose ou'il existe une interaction fonctionnelle entre
les sous-unités de la protdine 3 cette interaction résulte ¢'une
modification structurellie, dite "flip=flop", que l'on veut repré-
santer de la manisre suivante 1 soit une ensyme composde de deux
sous=unités pouvant présenter chacune un site dans la conformation
géométrique F ocu dane la oconformation géométrique T ou 8tre dans
un état R tel que la liaimon avec le substrat est impossible
On sunpose que 1'enzyme passe par les états suivants, supposés en
éguilibvre, le substrat étant 4 et le produit 3 :

Fup &N}W Pl (ﬁw‘:‘m.y Pul ‘;?_* TAZR R RaTA

‘ N
3 A ) J
i B | .|
v v
AT f=R ReR

hlors l'éeriture des lois des différents éounllibres vermet de

montrer wue la oinédtique ezt michadlienne.

1.5, Modéle oincétinue structursl

Dans oe moddle, le taux de rééctian ntest une fonction de la
soncentration du substrat de méme forme gue le saux de saturation
de ltenryme que 8i ¢

1) I'anyme E et les différents complexes Esi tu'elle peud
former avec les moldeules de substrat 5 saoupant un nombre i,
variant entre 1 et n, de sites, sont ¢n pseudo-éouilibre .

2) les constanies de dissoeiation sorrespondant 3 chaque site
sont identigques,

Binon, le tzux de réaction emt une fonotion de la concentration

dun subastret sang repport avee le taux de saturation de llengyme,
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ixemple du modeéle dimérigue séguentiel

Supposons nue chacune des deux sous-unités puisse &tre dans
1'ar des deux états r et t ; chaque sous-unité est supposée possé-
der un site de fixation pour le substrat A et 1l'interaction enire

socus~-unités a lieu suivant le schémza :

% t '
1 2% !

2
’ ‘x,/"_ﬁ\\ e
e - . ~..
- : & 'Zkl N & -2 ™~
- ——— s
T Z’+2A e . thershd o > ti-t4
=1 -2

Les constantes de disscciation ki (i==2,-1,1,2) sont relatives

aux sites de fixation 3 les constantes k! (i=1,2) sont relatives
au passage de la conformation t+ 2 la conformation v, clest-d-dire
4 1'étape catzlyitique : la réaction de fixation d'une moléeule de
substrat & un site actif de l'enzyme est un douilibre, mais les
complexes engyme-subgtrat ne sont plus suprosés ern &guilibre entre
eux et se dissocient avec les constantes de dissociation k‘i .
Introduisons les coefficients dtinteraction entre les sous-
unités

¢
AG_

ol R
QLGrt

RT
N

X . e RT

i

i G représente la fractiocn dl'énergie libre dlactivation nour
- I

-

sous-unités & 1l'état r, etc... lous avons :
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\ ®
17 = rr L
-, * . - - > . s . -
ol k} serzit la constanle de dissociation de la réaction r+d-—=33h,
en 1l'absence de la deuxidme sous-unité,
*
2t k = *’»'-‘() k
] rf Thwl
.; *
T T N
. o
¥, =k
- t4 Thel
De méme
; -
kEoe ™ k
1 %
L o ®
MZ = GR, £ Ky
. 1 . , ) , . X
olt k¥ serait la constante de disscoiation de la transformation
t s ry en l'absence de la deuxidme sous-unité. Le taux de satuw
& 9 » = N 3 2 F . 3
ration des sites de I est alors, si EAj dégigme la concentration
de A
"(rr Xpp w2 .12
| = KT [a]+ PR 4]
- T - 1t b
&A»&J + 2fth—ts] v , _ ,
2( Trmrls [bAmr|s [tamta]) ppna X ¥ Rrr #2192
(Trer]+ [pawr]s [ta-t4] ) 2(1e2 Xl g7 ale LI g u;] )
ol ., R -
ot bt
, %
¥ 5 . . o
00 K = wwgee, celz en écrivant lesg lois des écuilibres
hime]
. : - , *
, 7= I , ! .k
) = B " ) —— = =3 \‘i’
: * T b , L
: - { i f27 1 —-"r 2 |4
[a] =] et e [] tpher] 2y By g ey o
ete, ..
En faisant intervenir les constantes de dissociation k!, on
Js
obtient comme taux de réaction une foneotion différente de 4 3
v L“L‘;J r '
= = 3
v i
nax L“J

o1 E“}r st la concentration de substrat reldehé var unité de temms,
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aprés avoir été fixé & la protéine e* [E] désigne la concentretion
de substrat oui pourrait &tre relaché var unité de temps si la
nrotéine 4tzit complitement saturée et =i k! (i=1,2) était égale

2 1'unité (si la orotéine est vecirice, v désigne le taux de

v
max

substrat transportable,puis reldchable § si la protéine est une

enzyme, Vv exprime le taux de produit fabricué, c'est bien le

taux de réaction). Hous avons :

oy o = = 2
v HE [£] +o2xy ¥ K, [4]
v - )
e L[] + T, E, (]2
ol
2 %
’:}_ L et oy
R X + k! LZ ) ’
Tl 1
dtol
3 b3 —x2 r 32
Y 2 KK ]+ 2« T[]
v = ) ’
max Xpr = Xpr w2 192
1 +2 K Al + - X j
°<rt ['] iy Li
ou ¥
‘Ese _ A
l«:* x> .

Le fait qu'ici le taux de réaction ne soit pas une fonction de [Aﬁ
de méme forme que le taux de saturation des sites est dd & la
dissociation postulée des complexes enzyme-subsirat indévendamment

des écuilibres devant chague site de Fixation.



I,14

Dans l'esprit de (13), dens (7), (55), (22) et (26), on éerit
le systéme différentiel non linéaire correspondant aux divers
' équilibres et on cherche des conditions de stabilité macroscopique.
On a appliqué la théorie du contrdle déterministe 3 de tels systémes

(ef. (59)).

Supposons que le site réactif S de l'enzyme soit situé dans
un plan et Que ne puissent y accéder cue des sphéres de substrat

4 de rayon R, soumises aux coniraintes :
£

1) 1'angle fait par 1l'unitzire normai au plan possédént le
site 5 dirigé vers le demi-espace contenani 4, zvec l'unitaire
normal 4 la sphédre en le site rdactif SA du substrat doit étre
inférieur ou égal & une valeur 5;. : L

2) le centre C doit avpartenir & 1l'hémisphére suvérieur d'une

" sphére de rayon RS centrée au point C, situé 3 la verticale de S,
L

4 la distance R, de ce vnoint.
ey
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La cinétique réactionnelle dépend dvidemment du tyve des
contraintes et de la loi de probabilité de ltespace des états du

substrat, un état de celui-ci étant caractérisé par la domnde de
—_ ‘

1tzngle 8‘, de l'tangle q7 fait par le vecteur HS avec un vecteur
Tixe du plan du site enzymatique et par les coordonndes du point C

une loi particulidre est étudiée dans (58),

Jemargue : la classification de (12) est un peu différente ; elle

divise les modéles en :

-

L, Modéles dféqg

uillibre et de quasi-éguilibre

Btudié dans (10), (11), (17}, (5) et (31), il revose sur le
calcul de l'accroissement d'énergie libre correspondant & 1'dcui-
libre :

T4+ nh —/—/—= EAn

c'est-a~dire de la quantité -

AF = -RT log wr-"

ou w o’ dite concentration de substrat médiane, est la médiane
de 1lz loi de la variable alédatoire égzle 2 la concenitration de
substrat nécessaire pour saturer l'enzyme. Le tzux de rdaction

est toujours supposé &gzl z2u taux des sites occupés.

2) descriptif

I1 ne fait gututiliser la 1loi d'action de masse dcrite podr

les divers équilibres :

B+ ik S osh,

[N

-':l,o-o ,I"x
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3) mécanistique (type I.1. et I.2.)

B, Hodéles de non-écquilibre

1) mécanisticue

On. suppose que les ponfigurations T et R de l'enzyme allosté-

*——

rigue ne sont-en équilibre qu'au début de la cazalyse 3 lorsque la

concentration de substrat A est suffisammant grande, on suprose- que

T ne peut plus se transformer en R, mais se contente de catalyser

dans la boucle en bas & droite du schémz :

(avec les mémes notations qu'en I.3.)

2) descriptif
I1 décrit des graphes du tyve de ceux £tudiés dans I.3., mais

dans lesquels tous les complexes enzyme-substrat ne sont pas en

éouilibre.
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2 . Proposition d'une approche stochastiicue originale

2.1, Mcdéle pour un étst siationnaire

ct

sont indépendants 3 soit p la probabilité gu's une molécule de
substrat d'ocouper un gite ; considérons la v.a. £ égale au nombre
de molécules de substrat nécessaires pour saturer unz molécule

d'enzyme : elile esi définie sur l'ensemble probabilisé

s~
)
-
A
oot
=y
o8,
"
g
3
it
o
v}
N
Q.
(e}
o)
ot
Q
o
®
0
ford
)]
(D N
kol
H
[¢1]
It
4
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peut étre considérée

olécule de sub-

{
[N
®
.
[4¥]
(0]
d.
l-m
[
H
[0
0]
o
'._l
ot
W
ot
Ie)
o
[¢]
b
(@]
o]
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o
o
[y
]

strat contre un site de l'enzvme (w =1 par exemple, si ce choc

-

donne lieu & une liaison, w =0 sinon)
_ g LR

- P est définie par : P{1

o]
A

D

fortmg et
-
!

ot

suit donc une loi bindmiale négative de pvaraméire p et n,

b

[

Si N et N représentent respectivement le nombre de molécules

] B

de substrat et le nombre de moléculetdienzyme mises dans la sclu-
tion, la fraction d'enzyme saturée peut &ire estimée par
W r N "(
5- uﬂj lS
A -8 a s e . T | aéss
F (! '+ 1), si F., désigre la f.r. de X et si |—— | désigne
N { - i A L I f
~ N. 4 I
& Y
N
lz partie entiére de la fraction —= , (lz fraction d'enzyme
I,
)

saturée est en effet égale au nombre de molécules d'enzyme saturées

¢ molécules d'anzyme : s1 nous observous

jo )
n

sur le nombre total Nw

igues de X correspondant & chacune

Hy
'....J

éx

le HN_ -~ -échéntillon des

3]

des N_ molécules d'enzymes, cette fraction est égale au nombre

i
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de Péplidues de X inférieures ou égmles a o E divise
foiNgs !
PowE 12.. fj 4
n . . . Ry «
ey 0, o, eclest-fedire & 1la valeur en pe== 1 4+ 1 de la
2 | B
LB

. r. empirigue de ce N_~échantillon, d'od le résultat, puisgue

le théorame de Glivenko={antelli nous assure que cette £, r., est

voisine de F,, lorsque N, est grand),
ps 4y

me ést dans gn état stationnaire, cleste=iwdirs s

o

le

fola
e

3i le gyat
taux de réaction =8t constant, nous supposerons que ce dernier
est proportionnel 2 ls froction dlenzyme saturé,

Comme la distribution bindmiszle négative présente ua mode

pour la wvaleur »w«} + 1, 81 p est suffisamment pebit,on & une
P

fonetion de répvartition "sigmofdienne' ; sinonyon z une fonection
de répartition "hvperbolicue”, ce gui correspond bien aux deug
types de courbes sxpérimentales observées ;3 le passage d'une oi=-
nétique & l'autre par addition dteffecteurs peut sfexplidquer par
urie augmentation de p, clest-i=dire par une facilitation d'aceéds
aux sites (dans (62), on indique que l'zecide & -eminolévulinigque-
synthétase est une enzyme allostérique possédant des effecteurs
qui transforment la courbe du taux de réaction d'uné sigmoide en
une hyperbole), L'utilisation de 1'équation de Hill {(2)) dans
laguelle les constantes d'équilibre devant chague siteée sonid

identiques, donne une inflexion pour :

. ~ n/ = -
L | ~ |
3 = | o Nl % 5
N, | o n+l |
B e A

voisine, si n est grand, de celle obtenue & l'aide du moddle ¢i=-
f-17
At 4
D )
(8i K est la constante d'éguilibre devent un site, nous avons :

dessug, cl'egt-=a—dire [ + 1,

b=l
{mas ]



les

ot [&], [s]

trations en enzyme, en subztrat, et

respeciivenent

cule d'en

fol

fixation d'une molécule de suhsirat 3 une mol
N

si on considdre cu'il y a

concen-

en complexe formé par la

zyme 3

de est : X .
P g / N
I §5
=71
b = 2
N / m\?E
ai NES désigne le nombre de molécules de complexe Esl'; gi Vv
1
désigne le volume de la solution, nous avons i
N
N ' =y
- i o y - !
B8] = =, 5| = — et Lmsl = —=
4 - v v
dfoly
il
F e« = o
VF
en supvosant st petit devant NW.
pad) 1 pis)
L'écriture des n éguilibres :
548 o= 15
B5. . ey 55,
iel & =v3
_‘Q ( M
L T ———— ]
n=1 : 45
> 4 n
ol ESi désigne le complexe formé par la fixation de i molécules
de substrat & la molécule dfenzyme, nous conduit 2 l1téguation
(cf. (30})
_n sl [s1® i
= " =
I !
L.uSnJ;
d'oll 1'équation de Hill, si r désigne le taux de 1z rdaction

I,19

Yirages »ar site, une estimation
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[ Sj n NE A

+ N
3

dtoll la valeur de NS en laguelle la courbe r:f(NS§ présente un

4

point d'inflexion).

Remarques :

1 «Nous avons supposé que la durée de fixation d'une molicule de
substrat & 1'équilibre sur un site était beaucoup plus grande que
celle d'un tirage (¢f. (23) pour une évaluation du temps moyen
d'association d'une molécule de substrat 3 un site), et gue les
tirages en face de chaque site s'effectuaient sans remise : en fait -
la molécule de substrat qui a "manqué son coun" est reprise dans
ltagitation moléculaire ambiante ; elle peut donc intervenir au
cours d'un tirage ultérieur, mais aprés une série de chocs contre
les molécules de substrat du voisinage, dont on tient en quelque
sorte compte lorscue 1'on décide gue c'est une nouvelle moléeule,
non encore essayée, qui se présente {en toute rigueur, si 1'on
adopte la théorie des collisions, il faudrait remplacer NS / NE par
le nombre de checs de molécules de substrat conirs une molécule
d'enzyme durant le temps d'association d'une molécule de substrat
3 un site 3 celui-ci reste proportionnel 38 §
l1'allure de la courbe cinétique est donec inchangée, mais la valeur

de K. pour lacuelle il y =z inflexion est prorortionnelle & celle

w

trouvée ci=dessusg),
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2= Dans (41) g Pel8l , on prend pour wvaleur du taux de sites occupés
l'espérance du pourceniage de sites occupés au cours dfun seul tira-
ge,c'estmd=dire lz probsbilité p pour gqu'un site soit occupé au cours
dfun geul tirage .

lei,le taux d'enzymes szturdes est estimé par la probabilité
s
L NE A

N, -
e p D 2 “ Y 1
P(t;g EE } Y , bgale & Fxés
tition dune variable aléatoire X ,binémiale négative de paramétres n

+1) ,on ¥ est la fonction de répar—
3 '{ p

et p (i.e. de loi B'l(n,p) } 5 i1 serait différent du taux de sites oow

cupés o821 celui-ci était estimé par la provabilités

, e o
P(jLYg'~§—-§) ;o Y est 1a variable aléatoire
n i

de loi B’l(l,p), égale au nombre de molécules de substrat nécessaires

pour saturer un site e



2.1.2. avec interaction entre les sites

2) Posons :

oU b désigne la probabilité d'aecds & un site en dehors dtinterac—
tion entre les sites et 501% ﬂ jB s py l'énergie d'interaciion
e e v ; . . . . .iéme
entre lew sites i et j (avec 1a convention i =0 sile i’ =
site est inoceupé, o =1 sinon) dlaprés la formule de révartitinn
. - Y 5 % .o - 0 rhaly o
de Boltzmann, on d4éfinit une probabilité P sur (£ = {O,l} 7dc@a;;

par

™

i—)
PN
[

1 4

. . DML
P({@}) - Z~1 R i=1 &il kT ; ijvi @J

ou Z est la constante de normalisation, k la constante de Boldzmann

et T la température absolue.

0} ~ ’ » . ~ 7\
Considérons l'ensenble probabilisé \SZ a. E;? (4A. M?;f P, )
) 4
sz est la tribu engendrée par les événemenis
; .léme . v i
A = W= dWw b W o= o &S oAl - tirage, on a obltenu
u’t" “ 1 1én J ~ ) ’
!
1tétat ¢
S
et on Pl est définie par :
i
Po(a, i c ,
L7 s 17 §-1, g

&

8i F.n'est pas obtenu & partir de M en faisant passer au rluz une
i T

de ses composantes de 1'état 0 & 1'8tat 1

n
—
-y > \ ;
. Jo & / - ¢Ji PR P
e 3 -
- L J= <
= o4 ’ [+ J
=1, t‘
21 clest la composante By qui est wvassés de 1'2tat O & 1 i 7
Vi
.
Pt
= *s{‘f

est la constante de normalisation de iz
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lz probabilité conditionnelle P.( , /&, e

Dégigrions comme ci-dessus par X la v.a, définie sur
;W 1 . . e . .
g A, Pl) par le nombre de molécules de substrat nécessaire
rour saturer une molécule dfenzyme j; nous avons :
{m & P Xam g)

U » CA "
2o ) (L A N A o))

) 7 » (J}=n v j&d

# T est une application de J vers {1, telle que 1'état T(j+1)
c0it obtenu & partir de 1'état T(j) en faisant passer au plus une
de ses composantes de la valeur 0 3 la valeur 1

* kJ désigne le plus grend élément de J inférieur a k.
slors PXG{m}) se caloule & ll'aide des probabilités conditionnelles

ci=dessus et le f.r, de X permet d'obtenir le taux de réaction,

&

Eemarque : on a supposé que les sites étaient occupés successivement,

somme dansg le moddle séquentiel ( I.24)

b) Il est possible de retrouver lz loi bindmizls
négative de la manidre suivante : supposons aue l'occupation d'un
site 801t susceptible de se produire avee la probabilité K4t dans
1'intervalle de temps |t,t+db| 3 alore, =i N(t) est la v.a,

\

3

i & 4 = ' P I I IS
égale au nombre de sites ocoupés dans l'intervelle 50,%7, IAE¢

,:1-

est un processus de Poisson de parzmdtre K 3 supnosons meintenant

4

e s w2 ame
gues 81 i 8iteg ont & B

CF
(D

ceupés, 1z probabilité nour ou'un (i+1)
coit oceupd dans ltintervalle de temps ]t,%+dﬁ£ s0it dgal A
R+ it, B étant un coefficient i'interaction et soit N, (%)
} v 4
‘ y

F. L P N 5 Y X P - © g T .
la v.a, égale su nombre de sites ocounés dans l'intervalle (Gt 3
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noug awvons

\R‘?«

A,

A M(ie1y 1 <§) \1+(° \ 1+ P

I

eFt - 1
e et = . 81T désigne le temps moyen
1+f @

d'association d'une molécule de substrat & un site, la fraction

oft P = . Hl(%) suit donc une loi bindmiale négative de

parametres

d'enzyme saturée au bout du temps T est dzale & 1-Fy (Tﬁ(n)’
1V

A =y ) Ao i . . 5 | . i
ot Fy (q) désigne la f.r. de la v,a. Nl(f) ; « et (3 Stant

1 (
proportionnels au nombre de chocs var unité de temps des molécules

de substrat contre la molécule dfenzyme, et celui=-ci étent propor-

)

b

tionnel 3 NS’ on obtient bien une fonetion r = £(N.), si on iden~
tifie encore une fois la fraetion d'enzyme saturée au bout du temps
¥ au taux de réaction, cels pour un état stable., {ef. (63) et (64)

pour le processus de contagion ci-dessus)



~.2. lloddle général temnorel

2.2.1. Cbtention de svstdmes differeniiels
Considérons le cas simple d'un substirat 4 et d'une enzyme &
& n sites, la fixation de n moldoules de L sur © donnant lieu au

vroduit B suivant la réaction

‘E + nA "*EA+(n-1)A“‘““>
k k
-1 -2

Nous supposerons les constantes ki (ie {—n,...-,n} ) et £
indépendantes dn temps (ce sont les constantes de vitesse de la
théorie classicue de la cinétique chimicque) : oue lleon se réfire

& la théorie des collisions ({(69)) ou 2 l2 théorie du complexe

4

activé ((51)), nous supposerons due la probabilité pour gqu'une

mcléeule & se fixe 2 un site libre de EA;ldans it'intervalle ge
Ul-
TS T, 4ig4 t érale & 1 n (%) n {4 @t 3 1) el
emps J e ‘+dt 3% ega e g <‘| f\’_\ U /\biA VS Gbe Ou ,‘?\:;‘,\ voEs
3 A i A
J -
7 2h (¢) (en notant B : Ba ) désignent le nombre de moldcules
L o :

de A et 5Aj—1 existant dans le systéme étudié & 1l'instant t (le
volume du systéme serz supposé indépendant du terps et Egal 3
1tunité),

Fous fzisons la méme hynothise vour laz réaction 1nverse.‘

Considérons la v.a. X(t) & valeurs dans (N '° =§cu ={wi§.

SD(Wn+2)) définie par :

X (1) = »
o\‘t‘ '7;}(1—)

xi(t) {(t) 3 Vi=i,...en

I
—
53

:

s

Xn+1(t) - ?3(t>



et posons

i

(&1

i
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P, (+) =P ({ wi=m}r\wn+l)

on P, est la loi image de X(t)5 c'est donc la probabilité pour que

\” 7A(t’) =m , si i=o0

e

\ . .

17?3‘4. (t) = I ) St 1=l’cco’n
|

i\

7B(t) =m , si i=n+l

Nbet NE respectivement les nombres de molécules de £ et

1'instent O dans le systéme étudié ; la conservation de

pose :

g
#
—3
=
~~
ot
+
B
N
ot
g

oy
1t
]
P
ot
S
+
.iwl
H-
b
H
o
-
t
-

y
n+l<t/

Désignons par & (resp. d) la constante d'association (resp.

dissociation) 2 un site (nous suvposerons su'telle est identigue

pour tous les sites); nous avons :

Bt

2. =(n+l-i)z

i-':l’enc,n

Fous pouvons alors écrire, en exprimant le fait que lz vro-
b k4 ks '

pabilité pour aqutune molécule & g'associe & une molicule B4 . dans

ltintervalle de temps |t, t+dt| est égale 3 i, Lo(%) X, (2 et

en ‘supposant ou'une seule réaction peut affecter 1z molécule Zi

daps cet intervalie de temps {avec la convention:un terme des sommes

-

ci-dessous corresvondent & une valeur négative d'un_xi(i=0,..,,n+l)
est nulle) : B
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Viz,iiin-1 , Vo e{o,...,ml‘} - [0,1;_;] )

ar; (8) ST e
— = E % = i d L. = b, AT = )
S s R0 - ) s 2w (), K ()1 )
N o . _*. (s
Ng=m+l W =i(m+1)-(i-1)p
+(n+1-1i) a 2 n F(Sxi 1 (t)=n, Xo(t)zq, Ki(t)=m-l})
p=0 a=0 LT
IJA-i(r;l+1)
+id (m+1) P(;Xi(t)=m+li) + (n-i) a (m+l) § c P({-Xo(t)w_, Xi(t)=m+1§)
[ i-“‘—O
H o~im
r w
-t am P () <(a-i) am ¢ P(IX (%)=c, 7 (+)=n])
l’m =l =
N —m
Tb'_.
+ (i+1) ¢ /; . P(;I(HI(+)_~3, A (t)en) + (nel-i) a
Toem N o—im=(i-1)p
Jd] \i‘i
\4 D@ P(§xﬁ._l(+,)=;,, X {t)=q, Xj.(t):m}):?
“7:0 G=U M - -
(pour i=1, o=z remplace X._.’ (+) var ?7!1(t))
@ Vme [0,1\:4&1 —
TP (i, Nyma)
> “\;- i f_ 14 \ =, 7\
= g ’ ! / 1 =3 i b J=me=1 3}
Fom(t) =d . '({’{1“’ Py X (t)=n=10)
- | ‘ ' \ ] .
+na (ml)/ p P(i?’;j(t):p’ Xo(t)=m+1j; - {n 2 m 4 Op P(S\QE(t)=p, Ao(t)zmb

B=C

-

3nf (1, Ny-me1) *

ce) » P({X (4)=p, X <t>-—-m?){
B o )



@ Vnm e[o,NE]

N -m+1 HA—n(m-l)—(n—l)p

)

*ﬁn,m(t) = a :S

. » o P({x 1 (+)=p, X (t)=0, X (t)=m-1})

0

+ (na+t) (m+1) P({xn(t);mﬂ}) - [(ncm?) m Pn,m(t)

N.,=m -nm—-(n-1)p

B

p o P({X__ (+)=p, X (¥)=q, X_ (t)=mf)]

+
®
»‘c‘i\/n}z

p=0

Povra(®) = € Z p P({X,(+)=p, X, (8)=n-1])

p=0

B

-7 L, P({x,(+)=>, X, ()=n})

avec les conditions initiales :

Po,m(O) = SmNA ; Pi’m(o) = SmO , Yizl,e0.,n+l .
(ot gij est un symbole de Kronecker) et les relations

Z P, (8) =1, Vi, t)e [O,nﬂ—l] x BT )

MExl(R [ ‘

Nous désignerons par EXi(t) 1'espérance de Xi(t) s+ puisgue

Xi(t) est une v.a. qui prend un nombre fini de valeurs, nous avons :



La vitesse de réaction 2tudiée est donc :

dEX (%) .
2 = EXn-(-l(t)
dat

Multiplions les équations (:) (k=0ye0.,n+1) par m et sommons sur

les valeurs possibles de Xk(t) : nous cbtenons :

\di =2’ooo,n—1 5

NOE

B, (8) = (141) @ BX,,, (+)(%,(£)41)) + (n+1-1) 2 B(X,_ ($)X (£)(X; (+)+1))
+ 1@ BX ()X, (£)-1)) + (n=1) 2 B(X () (R (+)-1)X (+7)
- [} d Efxiz(t)) + (n-i) =2 E(Xiz(t)Xo(t))
b (141) @ B, ()X, () + (ne1=) a E(xi_1<t)x0(t)xi(t)§
(pour i=1, on remplace xi_l(t) par ?E(t))

o

EKo(t) = 4 E(Xl(t)(Xo(t)+l)) + 10 a E(QE(t}Xo(t)(Xo(t)—l))
- [o = B (0% 2(4)) + @ B(x (0)x ()]
BX (%) = a B(X__ (8)X_(£)(X, (£)+1)) + (nd+d) B(X () (X, (%)-1))
= [(naed) B(x2()) « 2 B0 (8% ()%, (3))]
B, (1) = 4O (0) (0, (8)41)) = G (0,5 ()

Remarcuons que, si les n premidres réactions sont des équilibres,

alors : EXi{t) =0 Yi=1,...,n-1

En simplifiant et en suvposant la variable Xé indépendante
des variazbles Xi (i=1y0.04n+1), ce qui est justifié tant que la

concentration de substrat reste trds grande par rapport & celle des



complexes et du produit, nous obtenons le systéme différentiel (3.)
auquel aurait abouti la méthode cinétique déterministe

conditions initisles :

el -

‘—4

Vi'—’lﬂl. .s ,n+1

Post

EXO(O>=NA
Vi £2’ooo,n‘1

o

b EXi(O> =0 H

B, (8) = & B (+) [2K, 3 (8) + (n-t) (X, (%) - w2, (8)]

s [BE, (8 + 1 (8K (4) - 3%, (4))]

i+l

(pour i=1, on remplace X, 4 (t) par 7:2(%))

/
© P

EX (4) = = n a EX S(8) (m, ZE:: 2X.(t)) +

i=1

(5,)

nx (t)

(o]
L

@’I

\\‘é:::>éx

Nous avons,de

al
o)
~~
b
1}
»

EX (t) EX o (8) - (ng+f> EX (%)

(t) £ EKn(t

n+l

plus)la condition due 4 la conservation de matidre :
n

! EXi(t) + 1 EXn+l{t)

N, = BX (%) +
° i-1

Fal

5i nous désignons par (fi(t,s) la f,g. de Xi(t), en multi-

pliant les équations (:) par

Py

m R N
s y nous obtenons le systéme

différentiel (32), en posant :

t aw]'(.t’s)
Yiltys) = ds
v!s’<l Vizg,ooc,n_l 2
N %, (+)
() Yile8) = (341) @ 8(x (4)s ° )<s<m
+ (nel-i) 2 B(X,_(3) X () s © ) (s-1) + 1 q P, (8,5) (1-s)
(Xe(£)=1)
+ (n-1) = B(X_($)X, (t)s * ) (1-s)
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!," " Y . v - n
igz) (pour i=1, on remplace Xial(t) par (E(t>)

@III ‘ '
Q " Ko(t) ﬁ (xo(t)-l)_~_ <§L . \
, o‘t) = d E(Xl(t) s ) (s=1) + n =2 &(Xo(t)s (H, - 4__Xi(t))f(1~s,

= is]

”’

' | £, (%)

L%)n(th) = a E(anl(t)xo(‘t)s ) (8=1) + (na+d) ‘x}“n(’c,s) (1ws)
=

| W’n+1(t,g)

avec les conditions initisles :

X (%
) E(X (4)s au )) (s=1)

1]

N
' 4 ~ /s
%)O(Oys) = 5 ] "Fi(O,S) = l ] \? l=l’n¢o’-n“:‘1

Rl -

Remarquons que les dérivées ¥, (4,1) s'annulent hien,

2 .2.2. Discusgion des systemes (5,) et (S,)_deas un
cas particulier
Nous zllons supposer dans ce qui suit que Xo(t) reste cons-

tent, égal & NA, condition imposée gui fait du svsitdme &tudié un

systéme ouvert (Sl) devient alors lindzire, 3 coefficients cons-

tants
s - - R, \ ~ 4 s

I -ml(t) : .Lﬁf%; ? e %ENEW
‘ - i
! 7 é
: » . » e {
] : R :
N ' = I'i - el s f
] % 3 . 2
L 3 } » - i
5 4

t

b
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ou ¢ -
r‘ I V& § . , A ) )
! “(dn“"l )aNA*—d 'ﬂnaN:“i'zti —naNA B0 U B EOBTAsEE e -naNA 0
:
! (nal)aNA a2dn(nsé)aHA 3d
j \“‘\‘\\ v T~ ‘
@(—u—iu‘- 0 LU ] O - (n*l“i )aN} - “'id"(ﬂ'ﬁi )aNA bash (i"f‘l )d — 0 e aw O
. N
; ’ ("\.-\‘ ~
‘ L ~ :
0 LR R N N I SR 0 é‘NA “(ndﬁlﬁ‘e) 0
N ;: \\\ ; i
O LN B A IR BN Y o O‘ \\\‘ “2 \\ O f
|
avec les conditions initiales :
BX,(0) = 0,  Vi=l,...ened

1L

La résolution de (Sl) revient donc 4 celle de l'dauation

différentielle vectorielle :
x(0) = ©

X = HAx + v 3

ot R est une matrice carrée d'ordre n congtante tridiagonale, & part

la premidre ligne non nulle.

Déve;cppcns det &% £

det d¥ = =(ng+l) det B,y = all, det €,
ol
r;(?nnl)aﬂ ! s, +24 wnall NP =nalN ?
i _— \A i ‘L‘L A . o ® e “ “é 0 e - A :y
! -~..\\\\\\‘ T ~ O . g
' e e
} ‘\\ s ~ _ ‘\\\»\ . i
- | ‘n4leidali, ide(n=i all, 1+1)4d ¢
an—al T ( S ( B ( ) e ¢
} T — \\ . A i
e ~ (m=1)d
i \\\\ e .
B 0 e 0 éaNAV w(na1 Yd=al
b .




I3
i 1
%«(Zn-l)aNs~d -nal, +24 -naNﬁ s esrrenas —naN,g
A A 4 A
i " . ]
N o |
: o :
g \\ .\_\\ ;
i \ . \\ (
H \\\ \'\,\ . a i
~ ) . o
\\ ’ S, ¢ é
Coy = ; (n+1-—i)aNA -id-(n—i}aN; (i+1)a ‘ |
“ ) Ny
! N T .
. ! i ~0
t N o “ . i,
i s ~ a
H ~ i
i ~ . \
L
7 3 ;
0 Ceerenean. 0 2all, ndo
or
] 2 - T T
det C__. = nd det B, o+ 2n(aNA) x sal, x dal, z ... x (n—l)aNA
1 -
= nd det B _ + 2L (ay P71
Ne=g : A7
1!
+ - - — - o) - T el A
det Bn_1 = -(n-1)4a al, det B, - 2aN, det C, 0 ye ey
, s
det C_ . = (n-i+l)d det B__. . + 2o (an, )2
N1 Ne=l — i ! F23
= - - . - - - ’/ . -
det B . = ~(n-i)d - ial, det B, . . = (i+l)al det Crmil yesey

et 4 l'ordre 2 :

. .
det C, = =3d (2(n-1)alN, + a) + T (aNA}a

: (n=2)!
det B, = (-(2n-1)agg- da) (-24 - (n—Z}aNA} - (- nali, + 2d) (n-1)azqA

ft

2 2
(3n—2)adN% . 28 - (3n" - 6n + 2) a° W,

s

Comme Nc est supvosé trés grand, en ne tenant compte que des

deux termes de plus haut degré en NA de det gﬂ?, nous avons @

det = (na+d) (n-1) @ det B,  + 22N, (nd+l) det G

e
- 1 ES -
nep ni ( 3;\1&‘ )

3
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get ¥ - = a1 (a0)" 4 (nasd) il-:— (ax, )™+ O (sup((an, )", a(a, )*%))

Si nous supposons gue 2, 4 et L sont du méme ordre de grandeur,
¢
alors deté%' est non nul.
Si nous négligeons systématiquement dans of les quantités
- . ) . }
comportant le coefficient d, nous obtenons lz matrice d@ (cette

démarche revient 2 négliger la dissociation devant les sites) telle

. : A ! - ! -
det (B-d1) = mi(an )™ s (1ed) BE (e )P0 _ (dhd) (am,+d) BE (an )P
it ATy A

t e 4 (-1)n+l('f+)\)(aNA+A) cor (2(n=2)N,+4) ((2n-1)al, +A)

'
Le signe des racines de det (Cﬁg—,\l) = 0 permet de discuter

la stabilité des solutions (cf. (73), b. 398 et sq et (76), p. 343).
51 nous supposons que

¥t , QE(t) = U,

» ,,
alors % devient ob tridiagonale cette fois et 1l'on 2 :

det (B -A1) - (-1)"@+h) (28,4 2) ... ((n-1)ali, +A)
Dans ce cas la solution du systéme est asymptoticuement stable

(cfe (72), D 398) et s'écrit

.
b
’.— -

e (47 0 (4
by (1) ) \
A
| |
k. (+) LNCN

G, ()]

L.(fn(tﬁ

0 représente la solution générale du vproblime

-4 1

x =Dx + Pb |, avec g = PDP™
La vitesse de réaction cherchée est alors égale & -Z(Ln(t).

¥ ainsi que celle du sysidme de matricef%,en vertu du théoréme de

Gerschgorin .
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i nous sunposons toujours cue n
L

I.35

(%) = ¥, , mais si nous

__l A

ne négligeons plus la dissociztion devant les sites, nous obtenons :
5 ¢ A 1
A dg T - - ;/~ «—‘-’\\ a 3 - iy 5 it}
det ( AT) né+l=A) det B, all,  det N
w i
det C . = (n-3j+1)d det B .
Ne- - N L
- i
N 0 - - s SoTT 4 A det B, - 2 -
det BM_J_ ({(n=3)a + jali, ) nesnl (d+1)@Ni3 det cn__J__1
- Le systime (S } peut sfécrire, quant 2 lui, en posant :

de (t)=m, X,

WM
]

it

P({(l 1<t) Q. X,

_,cm

2% en remplagant ci-dessus X. 1

i
ar 7

(%)= )
(t —ﬂj) s

g spour i=1 s

(f/i(t,S) = {i+1) & (S-I)Z s™ (E P
= 5 s T

g
+ (nel-i) a W, (s-1)3 (To Peoo)
B F39 ...__..._ ,_A
; (1d+(n»1)am ) 4) \y,s) (1-s) R Vi=1,...,n=-1
3
‘ .'* U 4 . !
‘ i‘;‘*'n(*t,s) = a I, (s-l)}_~ s (E o] kh cm) + (nd+£) Y n(t,s) (1-s)
- - e 5 Mo
i m \ o
; ?n+1(t,s) = eA(s—l) > s (5 P, cm\
| . = e v
A

lious supnoserons, comme dans (71),

(Y-P

ne dépendent pas de

i——- i,0m’ "i.m
1
a.VLL rig(\:\ = Ng- - Z/u‘ BT | pows
. (%) = X, (1) 3 en suvpvosant le
iy _1\ ) - 1_1\ ) + Mk
a2menés i étudier le svstame (Sé) :

que les moyennes conditionnelles

met sont égales i (4i_1(k) (i:
Paad 3 agbgwtehamt EY {2., ~--,M1

srstime (Sl) résolu, nous sommes

\
1,ngh£1b
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[ Vi=l,.c.,n-1

L

L Yale) = () e () s Gmnass) e T 1 (6)) (o)) Y, (5,0)

H N .Y - /
{ + (id + (n-i) a NA) (1-s) LVi(t,s)

;Z__ tLl(t .

=

Bo(®) =

P
[w]
forld

\V (ty8) = a 4, (s-1) t#n_l(t) (Yn(t,s) + (na+d) qﬁg(t,s) (1-s)
W

alts) = (1) w (6) Y (4,6)

/f-»— B

Remarcuons Gue, comme dans (71), s'il existe une solution

stationnaire

E:L]_(‘t) = {JLI ‘vt ) \Yflizl’n.o’n

du systime (Sl) auquel on a enlevé la dernidre éouation, alors le
systéme (S5!) admet une solution indépendante du temps, telle que :

(s=1) ((n+l—i)aNégi_l+(i+l)dgi+l) / id+(n-i)aNA}

i}

L}/i(‘t 93)
(s=1)u,

= € Vi:l,...,n—l

Chague Xi(t) tend donc en loi vers une variable de Poisson
de loi indépendante de t (de paramiztre %4), lorsqgue les nombres
N, et I, tendent vers 1'infini.

Nous avons de plus :

Iy / 2 Hn<s_l)
yn+1\t’s) -

%%+1(G’S) -

Xn+1(t) tend donc vers une v.a. de moyenne «?gntA telle que :

1
Mo
—
w
i
ot
e
-
»]
(o
ot
+
-
PAS
0
pa—

1
s

. N
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{Y*; 7y - ?
P‘( n+l(t) < £J) B - ‘n+l,m( ’
m¢k
m
= 1 - £ T e “a Ex
tn
m!

{(si t est tel que;mo étant le mode de la distribution de Poisson de

paraméetre th’ on ait

¥, ®

£ tcnt e-.-

Une solution non stationnaire est obtenue en utilisant la
méthode des caractéristiques, puisqu'on est en présence 4'un Sy Se
tome d'éguations zux dérivées paritielles lindajires du premier ordre
(efe (74), pe 58 ou (75), ». 72).

Si les fonctions @i(t) (i=1,...,n+1) varient peu avec t, on trouve

comme solution approchde de (Sé) :

(s=1) u. (%)
V. (t,s) = e T A

(ef. (71))

En suivant une démarche inspirée de (71), nous pouvons égale~
ment écrire, & la place des équations <) s l'équation différentielle

régissant

P (£} = P({Xl(t

ml’o.c ’n’?\

En le multipliant par < eee & et en sommant zur les valeurs

5
L

vossibles du n-uple (ml,...,mpg=m, nous obtenons, si ‘?(t,sl,...,sn)

désigne la f.g. de 1la loi P (t), en supposant N _(t) = X
Mysesesm (B

L iy
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L4

W(t,sl,.,..,sn) = nall Wy (sp1) Y+ (a(1-s;) + (n-—l)aNA(sg—sl )

oY

) s
t:?3:1
; + 44:5_ (jd(sj_l—sj) + (n—j}aNA(sj+1—sj)) oY

+ (£ (1-s)) + na(s,_y=s)) ¥
Os

n

Dans le cas stationnaire, la solution est de la forme :

n
(s.-1) w.
LP("S,SI,...,SH) = Tr € * ttl

i=1

Les v.a. Xi(t} (i=l,...,n) sont donc indépendantes, quelque
soit t 3 si les @i(t) solutions de (Sl) varient peu avec le

temps, une solution avpprochée est
L’}(t,sl,.o-,sn) = H e

i=1

Dzns les autres cas, on utilise lz méthode des caractéristiques.
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Un théorame sur les 44zis de Gibbs

iéfinis sur un

ensemble dénombrable
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Unicité de certains états de Cibbs

définis sur un ensemble dénombrable

Abstract

We extend the classical result of the paper by Ruelle (1), which

. . . v
proves the absence of phase transition for certain Gibbs states on 3 .

0. Introduction

Jous utiliserons en partie les notations de Preston dans (2) H
notre but est la généralisation d'un résultat de Ruelle (ef. (1),
P. 372) rencontré, sous une forme simplifiée, dans le cours de
Spitzer (3).
Nous donnerons d'abord deg résuliats (don% certains connus) su> les
:72%% de Gibvbs définis sur un =ensemble dénernrzle,puis nous exposerons
notre résultat sur l'zbsence de transiiion de phase, dans certaines

conditions, de ces états o

I. Zfats de Gibbs sur un ensemble dénombrable.

S0it S un ensemble dZnombrzble ; nous désignerons par :
é?b(s), l'ensemble des parties de S
%?(s), l'ensemble des parties finies de S.

Nous identifieroms JY(S) & l'ensemble {o R l% S muni de 1a
topologie produit définie & partir de 1la topologie discrate de {o} lg 3
cette topologie produit confire 3 39(8) une structure d'espace
topologicue métrisable, séparable et compvact $ nous munirons 53(8)
de sa tribu bBorélienne SFXS) : comme elle cofncide avec sa tri’bui
de Baire, nous identifierons l'ensemble céé(s) des mesures positives

. T Jorn] TE Ny -
bornées définies sur (<(5) , £7(8)) 2 l'ensemble des mesures de
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Radon positives sur gD{S) s si 3(5) désigne 1l'ensemble des
pProbabilités =~ gue nous appellerons ici dtats ~ définies sur
(F(s) , 3/(8')), F(s) est une partie compacte de A (S) muni
de la topologie faible, Notons aussi gue (S) est faiblement
compact et métrisable (cf. (12) ., (11) ot (15) ) .

Posons :

Y 4L, B egg<s) sy AcB e

[, B-J - {Xegp(s) XﬂB:A} et [_B , B‘]: [EJ

Si B appartient 3 ¥(s), [A ; B} sera dit cylindre & base B

1)

finie 3 remarcuons que k (S) est engendrée par le semi-musaw
unitaire constitué par les cylindres & bBase finie et l'ensemble

vide,

,

5
Remarque : ce qui est fait ci-dessous pour 0,13 S pourrait étre

P s s s S . S
généralisé a Jo,.v.. ,n; et m&me parfois 3 W™ i rous fonnerons
a la fin un procédé de généralization .

Pour tout 4 de ﬂ"’(s), définissons une application r, de g‘)(S)
vers SD(A), par :

¥ xe 9s), r, (%) = XN4 3
T, est continue : définissoms alors, pour tout B de EP(AC), une
application rf de V‘é(s) vers o4, (&), par :

\i (uec/(s(s) s ¥ Aefﬁu(p. .
EEN@ - p @ 0= ({3

Si X est un espace topologigue, nous désignerons enfin par C(X)

l'espace des fonctions réelles continues sur X.

Définition 1,1,

Nous appellerons spécification locale o%ﬁtoute famille de fonc=-

;
tions positives {_fAfAéf(S) définie par :
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() 7 Ae8(s) , 2 e o(P (N)xPA))
(i1} v 7 P, > T (8,7) =1
. Aeh
(i13) A ,AeB(s) (ACA,BcA’\A}ACA’)swA, (4UBy.) = £, (4,BU.)2_ £, (CUB,.)

gen A

s

e est dite positive,si: VA €&(s),v AcA, 3 2, > 0, £ (4,.) > 2 A

H s Stet de Gibbs de svpécification =
ous appellercons 3tzi e Cibbs pécification locale«%p {f/\}/\et(S)

toute orobabilité M de S (S) vérifiant s
¥

- . A 3 .

FAeG(s), LcA = () =2 (&,0) ¢ (P

: , AC A /\c

Nous désignerons par?(o@ l'ensemble des états de Gibbs de SPEwm

P
ification loczle <&,

3

¢

Czrzctérisation 1,1.

Pour fout m de J(s),nous avons:

o

i Y ND, 3 - ==
% ME fg(&),avec %;:{f/\}mas) positive] @QPM (VNN (;’\c))(.)}
- L/ Ne 8(s)
est une famille de fonctions strictement positives de C(@(A)x »(P(/\c))
") c
szle éd\]@&/\eﬁ(s),v{g 7& L8 LK T A T bvien, v e N
nin€ n n ’ A
Y.oka p (AT 1T,k > ‘OA] ’
S f’?%;?}'jéj—?f!\m,\ désignant llesnérarce conditionrelle de la varis-
B . . e - - - < . o - f"‘,,‘
0Lt alestiire ~dellie 1 y A= Par rapport a la scus-iribu de .S‘\b) 9
[25A]

par les cylindres{[B,D]}D . \@(Ac)
BeD

notée & (AS) et engendrée

A%
N s c P .
& base finie contenue dans A st Pren désignant u.oc varsion,
Démonstration

e oot GmEe et o sans

2VOoNnse ( )
— T -pD
VA e B(s), AcA 3 P (T2, A1 F (AS))  AC A £, (4,A°n,) ,

d'oli la premidre implication .
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x Soit,pour tout A del> (5), P ({_..,/\]LR/\ ))(.) strictement positive
et appartenant & C(P &/\)x?’f\ V)salors,comme T (A®) est compact,

sour tout A de 6(S) spour tout A contenu dans A,nous avons:

l = 2y, S 720 a, ([A I\BIJT(AC\\( )( ,d ot
: SR 4 I K[hsl\_!’aEYh ’('D J?yk,j ([A AY‘F(/\ ))(X) dr:(X) ( c;\
Z'N cA | FEAFEN@HD 2%,
LYK,.]

et cela pour toute s*aiteg—i(n% de f(lxc) croissant vers /\Let pour tout Y,

contenu dans K ,d ot 1z deuxidme implication .

x Supposons enfin gque @

TACC(S), oK X o S 500K & A LT bvacn Voer , @ 1K D>,

Alors,si nous montrons gue,pour tou‘tl\deg(s),;‘ ([N if(l\c))(.} est
rictement pogitive et avvartient A C(?(A)x?(l\c)),alors,d’aprés

lz proposition 5,1 de \2), se3bgle derniére implication sera étzblie,

-
Or nous pouvons nous pouvons prendre pour Prla version définie

ar 8 VACI\)

e

REMF NG = vn ¢ (TAIIGOK, (K, 3) 5 o
{p (AN L. ﬂK ,K ])X est une sous-suite convergente de
ke
{ (A3 G nNx, ,K ’i)} g; - Nous avons en effes
X 4 . y
¥0e 5(A®),VBeD Him g (2, AJIEOK K j) dn(x) =
B JQB,D] x H1 w0 T
(G K Dart) = 2B DIFA)) (K ap(x)
j[B;D] o ™ / PR IS

et la continuité vient de la continuité de la fonction % ]

Provosition 1.1 (cf, (2),p.37)

g(e\»f) est non vide,convexe et compact dans :f(S)

Définition 1,3,

On dit qu'il y a transition de phase,lorsque:l?(i}')l
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Définition 1.4,

On appelle potentiel sur S, toute fonction réelle U définie sur
£(s), telle que :

u(g) = 0

Proposition 1.2. (cf, (2), p. 39)

o . - & | { .
Pour toute spécification positive oL = ¢ f (L ?{S)’ il existe
" JAED

un unigue potentiel U:.Y;' tel cue
e
Yae (), vaeP) ,v3e G(°),
-1 } b
f/\ (4,B3) = Z/\sB exp Do% (U3B) ,

-1 .. . .
ou 2 est un coefficient de normalisation

AsB
ZA,B‘z Z; exp ch (EUB),

.'fJC/‘

s

Provosition 1.3. (ef. (2), p. 40)

Un potentiel U sur S est dit continu, si

vae B(s),vedo, Jae B,

’ . _ ) 3 . ' V . ‘ g 3
B, , B¢ ﬁ(;\C) s Bj24 , B304 = g(u(/\VBl) - U(Bl))-(D(Ade)wu(BZ))§<é
W =

. e o . N A S S o= U
Il existe alors une spécification o ~03i%iwe unizue ,%telle que s UQ&

foot

Réciproquement,lie potertiel U&{ associé & la spécification positive 5{

est continu ..

b=

:e.argues U est continu,si et seulement si la fonction U(AU,.)-U(.)

. c
définie sur B(A°) a2dmet un prolongement continu sur BN,

Définition 1.3,

A tout petentiel U sur 3.2 —e:% associer de menidre biunivogue 1le
e AN
potentiel dlimteraction I, vars ¥ AeG5(s), I (a) = =— (<) Fy(x)

XCh
On a alors: V he 5(S), U{a) = 2 G:)

Définition 1,5. ;

Hy

(W) .
Pour toute prchabilité s de - {S),on définit la fonction de
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f(S) ;s pour tout Ade G (8)
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£

[#)]
(o}
e
ot
jo
]
o
n
kol
O
Q
P
H
s
[¢]
o]
ot
P
(@]
o}
|

[ 7AJhe
<+ c 4
et tout ¥ de P (A®) , toute srobabilits ‘r.r}\ dge B(s) vérifient s

¥ A

4}

~-.

Ay M AN = 2 (6, 1)

est dite éiat de CGivbs sur A de spéecification O_g, correspondant

4 l'occupation frontalizre Y.

v
Hemarcue @ T ( : )} est inter>rétf shysicuement comme la probabilité

————— A

pour gue, dans A s & seul soit cccuné (par desg particules}, sachant

o
que, dans A s ¥ seul est occupd.

A

Théordme 1.1, {cf. (2), »n. 45}

A

‘ . -
Soit une spécification O<(‘J cuelconque 3 si £ désigne la fonction
s E A &
. . . Y
de corrélation de sxf s posons
\
+ Y

jm/\ - supfp c F A

i \ - [4374 { \
TeTINTY

o . o ¥

FoA T 1n€5 :

H r aC i /\
Yefv\ )

—-— t ?-

Pr=1in ¥ P,

! A 1S ‘

(3 = lim T e _ : .

]

AT S A

Alors :



Ceci est réalisé si U est zttractif, clest 2 éire
e
vie G(s) AD 2 I (4
- AD = U(n))O
On peut de plus montrer le résultat suivant
Proposition 1.4,
Nous avong :
(vAeB(s) ,va,8ch, vY ,¥,cA%, ;
] M}Uu_‘,g v.;.?,_zc ¢ f?DY

U{4UBUY

§
o}
N
e
Loty
+ A

i
o]
Ceng

~
i
<
ot
g
i

\
}_}

=¥ L, Beg §(5) . posons :

N(4,B) = U(AUB) = TLL) - U(B) + U(LNB)

- FATIN
Z Yoo L)/

XchUZ
X N{a\B)

’
In(E\a) # ¢

h

Hous zveons

[AS]

[o ¥
Q
-t
8
]
s
I\
[N
O
jots
e
ets
g
5
[
o]
et
@
2
jo}
H
(0]
(s
=]
0]
=]
o’
H
®
foord
]
[43]
[o})
;
[N
B
f
b
ot
[N
)]

1197, => w(guyl s B) + H(aNB, ¥,) > U

x Réciproguement, si L est positive, nous avons

v C s T - = el
A O *-..9\.*3) 1 ?\”4,2 -:-___-_—;) :Xé_c ¢ '-J(?T}’

continu sur S est dit supermodulaire si

i

LQH&YPYQ > 0)

3
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ment un espace de Banach gue nous noterons B smuni de lz ncrmes

L'ensemble &iﬁes potentiels d'interaction associéds 3 des po-
i8] +

tentiels r-locaux + dense dans 55.

o}

.y = BN
“l &€8%

o]

out potentiel U sur un ensemble S dénombrainl

.
[y

9

+

absolument convergent,est continu 3 tout notentiel continm

est convergent ., Si S=0 et si U est invariant par translation,alors:
2l U est continu, 11l est absolument convergent,

Qémqgstration ¢

£ Scit U un petentiel absolument convergent sur S et soit A
& e - - Y 0 o

un élément guelcongue de u{S} spour ftout x de ,indexons

dans I l'ensemble des parties finies de S possddant x et

£t CA { AR
désignons-le par ¢ Daix) }
H Ct P
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(iii) ¥ xeC , vyc?f , VaetG,

([%-+gﬂ}§}4na, ;r+%}) M(D&j}!@}%ﬂ)

Pt

Caractérisation 1.2, {cf. (8), ». 104)
¢

S0it U un potentiel absclument convergent et invariznt par

L,
. /0
translation sur G 3 posons : S?U = Q?(&f) { nous avons :
. E/ 4

%?IJ est l'ensemble des points dlaccumulation faible des suites

de combinaisons convexes de la forme

f Z

f? e (T) T,

[ TC oL A ‘

1 rpy P ) pell

ol les cp(Y) sont tous nuls sauf un nombre fini, leur somme étant

égale 4 1 et ol la suite {A E

{ p
[
; {

»{G) croissant vers G.

se N est une suite quelcongue de

Définition 1.15. {d'apraés (6))

Un élément e deff(S) est dit état d'équilibre pour le potentiel
continu U, si 1l'on a :

p-pp Uk )’W@v)

vaeis) ,varcA | (/\C}) e ¢,A]f

ou \N'(A) WA (NN -

Caractérisation 1. 3.

red
—~
- 1

R
R

Si U est absolument convergent et invariant par translation sur
Gy on a 2
’
2?Ufesf ltensemble des points dlaccumulationn faible dessuites de

conbinaisons convexes

VAR (2) ¢ (l))
Ved(s) ® pel

ol les cp(b) sont tous nuls sauf un nombre fini, leur somme étant

N

égale & 1 et ol ¢;~ est 1'opérateur positif dea@(@) transposé de

1topérateur ¢p positif, continu, de C(EP(¢)) muni de la norme
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uniforme ,4éfini par ¢

{A?} penq Stant une suite de B{G) croissant vers G,
YVhec(P(a)), veePla),
g n(s) - %-_—:— ?

Propesition 1,6,

(D,B\AP) n(p v (B\AP))

I3
[
'
Ll

Soit U un potentiel continu sur S jalors tout état d'équilibre

pour U est de Gibbs pour U .

D'aprés la nroposition 1c24511 existe une éclflC&thléfbo—
sitive ,telle que €¥i= U ;soitfqun état d'équilibre pour U :
l'application de la caractérisation 1,1, et de la proposition 1.2,

permet de montrer que M apnartient é‘&(ﬁﬁ s€n remarquant que:
, <

TACE(S) , S » ([, A% £,
. H

s
ce gqui impligue,v: la relation de définition d'un état G'é=
quilibre:

VvAeG(s) , ¥ acA , » ([&,A])
c

~ T~ - )
et P (i¢;/\};=ﬁ (/\ ;:5,:;2‘ ¢ G 2
r Ase
. i~ o) [M‘??ﬂ . c
P,A([A’\'ZU* (A =2, 4,0 ®
2 z > P - - B !"/3,_
Caractérisation 1.4. Tt sl e s D2 =*ui\

Scit U un potentiel absolument convergent et invariant par trang-
lation sur G jalors %;U est l'ensemble des états d'équilibre

pour U ,

Démonstration
Tout élément de %?U est un état d'éguilibre pour U (cf, (6) ,p.120);

la proposition 1,6, avportant la réciprogue,le résultat cherché est

ainsi é&tabli ] i
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Proposition 1,7, (ef. {5} , p.121 )

31 U est un potentiel absolument convergent et invariant par
translaiion sur G , il y a transition de phase , si et seulement

si ,pour %fout h de c{P (3)), {ﬁb h}

pely converge uniformément
X

vers une constante § ,

Caractérisation 1,5, (cf. (10) , p.23 )

Soit A un élément de t?(G) syméirique par rapport au zéro de
G jalors l'ensemble des états de éf(G) A —merkoviens est égal
4 l'union disjointe des ensembles E?U sot U décrit ltensemble
des potentiels invariants par translation et A~locaux sur G.

(cf. un résuliat diffsérent smais du méme type dans (7) , p.99)

Définition 1,17,

Un potentiel U invariant par transiation sur G sera dit unie

formément convergent ,si l'on a

sup > {o,. () < +00,0% T est défini par:
AR
T BCA

T ={A€\€(G),‘ A o}
Remarquons qu'un potentiel uniformément convergent est minoré ;
les résultats donnés ci-aprés pour des potentiels absolument con—
vergentg,invariants par transiztion et minorés s'apvligueront done

aux potentiels uniformément convergents ,
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Caractérisation 1.6.

Soit U un potentiel absolument convergent, invariant par trans—
lation sur G, minoré g alcrs %U est l'ensemble des points d'ac-
!

M 3
¢
cumulation faible des suites du type h—cng telles que

ngl
Ve , e & % J.  tend J
nel L J, 1
el , 7u ; ok J end vers Jy dans @,
n n
(Le résultat est encore valable si l'on impose 2 JU dtétre égal
. , o n

& J 7. r : -
g x 1 {Bégg{,&) ;é(B)énj ; dans ce cas, si U est A-local, Un

est A MNB(o,n)-local pour tout n et réciprocuement)

Pt

\
Je Poe

N

Yo
0g;

N

e s . PR, . ¢
Caractérisation 1.7. {ofe {13

L

51 U est absolument convergent et invariant par translation
sur G, alors jﬂ ‘éiu est la fermeture convexe de l'ensemble des
¢

poinis dlaccumulation faikle des suites du iype }(-Lni nem’ ou

N

- J. tend vers J., dans 8
191 v
n
4 s
- 1T NYy ] =1
Jn
- ;Ah 3 Jﬂ ? ; \:/ ne N
¢ H
b’n

Définition 1.18.

Soit BA lz fonetién frontidre sur G définie par une partie A
de G symétrique par rapport au zéro de G. Soit (oun élément de

y(Gi). Pour tout B de </m(6)9 pour toute variable réelle X définie
o
J .

sur (G , & (G)), nous désignerons par E (B)X l'espérance con-

¢

ditionnelle de X par rapport & la sous-tribu SF(3B).

{
Un élément de Op G) est dit A-markovien, s'il vérifie :
t‘- s

oo e
(3) ¥ AQ(QO(G) , TR CA, E‘u 5,4?5 Q 3 C(‘\;‘{/\C}\) ek st >0

(33) VBCG,VxeBG,___
F(r
t.

N

ePP F(Dx) |
S £ £

t
v

1

DAXCB = B

{x

i\

.
Covnt
| I—
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- en mesart i Cas ' >

' - (o ): M( ey Y+m'bx*a\
(333) ®aee Vo™ wVao B x ﬁkxi"“y'bAS p(ResBIT R j/"
Hemerque

La propriété (j) implicue (d'aprds la cersctérisation 1.1. et

(3
¢

1@ proposition 1.2.) cu'il existe un potentiel U, tel gue & ap-—-

vartienne 3 §U¢

Caractérisation 1.8,

Soit A une partie quelcongue de G 3 alors llensemble des éléments
de éﬁ(G) A-markoviens et de potentiel absolument convergent ek
minoré est égal 4 l'union disjointe des ensembles %hI’ o U décrit
1'ensemble des potentiels invariants par translation, absolument
convergents, A-locaux sur G et minorés.

Faisons cuelques remsrgues zvani de vasser 3 la démonstration des
caractérisations 1.3. , 1.6, , 1.8.

Zemarques
l'est en général pas.
2. (cf. (13) , pe 209)
L'ensemble des potentiels d'interaction JU y tels que §@LJ= 1,
g
est dense dans 8.
3. Lorsque ;%rrl = 1, et lorsque U est absolument convergent
4 U

et invariant par translation sur G, d'aprds la rermarque ci-dessus

[¢]

- . . . . A . .
et la caractérisation 1.7., alors l'unicue état de ‘@U est invari-
P
ant pzr transiation.

Sinaf, dans (5) p. 27, donne un théorame d'unicité, tel cue l'unique,

/
¢tat obtenu soit invariant pour un automornhisme de G & une seule
orbite. Nous donnerons ci-aprads un conire-—exemple prouvant que

,
1'é%at unigue de ‘@U n'est en général invariant par aucun tel

¢
zutomorphisme.
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Sinai considare en effet un espace métricue compact muni de sa

tribu borélienne B

.

TN

considare un homéomorp

(ici : ¥ =F%s) et B -F(3)), puis il

&

isme T de M et une probabilité oy inva-
AN

riante par T, définie sur (1i,ZB.) (donc telle que :
< <2 f\ N
FBe , k (B) = w (T(B)) ;
b LO “ O

pour toute fonction réelle mesurable définie sur (n, B.), o™

essentiellement bornde,

2
¥ (myn)e X,

et il appelle état de Gibbs construit 2

tout point d'accumulati
ol A est de densité
LM
m
> h(
{_—.
k==n

[¢]

var rapport & Mo Son
L
shift d'un eunsemble du

Supposons z2lors gque
2

par translation sur Z

il envisage les expressiong :

z k
~ [ a— h(TAX)
o~ ; 1 e eme ]

& (hi )
el o
e et de h,
{ ]
on de la suite de probabilitdsim {n)
'Cmyn j (myn
o
T7x)
I | \
{4 h
/ Omgﬁ \ L:‘Lo/
théoréme d'unicité suppose que T soit le
! PE .
tyPe  lyeessT: homéomorphe & K.

vérifiant

3 e 1 §A

(6] =2 et S(A)\(lg

Alors d'aprés le théordme 2.1. ci-aprés, il existe une seule

probabilité de Gibhs co
soit U, telle gue si 4

et B par deux points &

rrespondante, invariante par translation,
est constitué par deux points & distance 1

distarce supérieure 2 1

de (iths selon Sinal imposerait que » soit
H

ation £€ =¥or o?’_l (qu'elle scit méme



"mixing™ pour le étant

EP( ) et

groune

o 17Z choisi

(\A

-

VDR SO G 1'\

U z

i

!

Ry

T

Gtk
£9

3
1

J

%}—l

0

3

(
1

"

i3

Gomme toute aprlicztion du type ne res

D
des éléments dans Z7, ceite invariance ne p

le théoradme 2.1. s'appligue dorc, méme s'il

~ - e 0 - . 0
par Sinai de la notion déizt de Gibbs, dans

Mo

7 démo

différentes du théorizme de (5)

.
-

précédentes

x On peut supvoser cue Y

car cela est vrai localement sur

dessous veut étre alors adaptée(

voisinage assez petit d'un point

lorsgutune partie de S wvarie dan

o]

de £~

¢ui puissent changer d'image

I~

)

/

, o
élément A de (S

.y
7

distance 1 1t'un

soient situés hors 4d'un

choisi de telle sorte cue soit proche

un couple de points de A 3

nar (f en deux points de A 2 distance supé

nement ci-dessous s'appli

&

£ On peut supposer ane aAf) =

translation.
x Le fait que : wu Bj) vient
s . ¢ 7 e .
considare une suite <Au : . d'élérents &
ning .,
w2 + 2 - A .
Z on 2, nour tout n tel cue A contienn

I1,1%

i'homomorphisne entre

pecte pas lz proximité

eut éire réalisée et

ne
ner

!?'
5

a ralisation

des circonstances

nirons les affirmations

nNo

bijection de Z vers 2

onstr

dém ation ci-

=

de se placer dans un

de telle manizre gue,

age, les seuls points
hideot 72
bijection de Z wvers Z

3 /\ sura été auparavant

de ff et gu'il existe

de l'autre transformés

rieure 2 1 3 le raison-

tant invariante par

de ce cue, si l'on
2, ;
e ©{(Z") croissant vers
“
& £ /B H
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; /S / S
T ("1 (X
e &) X e u{x) + (e=1) £ T e u(¥)
EDA , XDOB /\vl\(AUB )>Y>B
i

En effet : si x est le point distinct de i'origine de B, & toute partie

de X‘-‘f\n\@ UB) ayant une intersection non vide avec 2.% et une
BN

-

~ 1 . . . .
intersection quelcongue ave axyii{zj, ot ¥y est le point distinct

[¢]

Ao

%2 liorigine, on

. ‘s
¢t 2z son symé

s
=

de ll'origine de

ot
H
e
ol
[
®
jeo]
o
L]
H
)
o]
3
H
LA +

- < s 7
peut associer la partie de A tgale 2 ,.UEEV-U{zg $ pour toute

n L1*

méme et on montre

M

autre partie de X contenant 3, on associe 1
aisément 1'inégalité sur les potentiels.

Comme itz_([.:” [51,31/\,3]‘ ———— ’C' ([3) Y]
N 4 oo

(oD

1'inégalité proposée est vérifide.
x I1 est possible de itrouver une infinité de counles (x,y) de

. . 2
points de Z~ tels que

)
- a{x,y) = 1

N + & ¥ ¢ 2 ~ D 7 E
ou T o= {‘tEZ H peZ" {\tﬁ = ‘T‘({Of}
- £ 2 - r (oD A7
TT = Jtez® 3 pez”T, [s! - ¥ Prio))

(- b e ! - ]



11,20

Alors, parmi ces couples, il en existe z2u moins un, tel que
drvez s IGD U TN > 1,
sinon 910 aurait une infinité de points( En effet, si : {zj_ Tq(%x}),

alors : T“q(gyg) C«Qld}°

Pour ce couple,ta ne peut donc étre invariante par %’, du fait de
la propriété de g vue ci=dessus.

Hotons enfin que, lorsou!
Gibbs unicue invariant par n'est en général pas invariant par

translation sur G, donc on ne peut en zénéral associer un potentiel

invariant par translation au  +triplet (gLO,h,T)D

Tt ; SRRy e T,
5. 11 n'existe pas de passage naturel par projeclavale de T?A a

0

°
o

Yoo s
T , » i1orsaue l'on est dans les condition
A

ACA , YT A®, vre p°

lais nous avons le résuliat, dans le cas d'un potentiel A-local :

VYCQ,,/‘\ ,?Y'CD./\', 7\""'1f\ :_>
Yt . Y ~ ! -
T(A.s = bi’\/\" T (oA 1))

ol tA y désigne la projection de P(A) sar P(A).
2

6.-'apolication du théor2me de Iomescu Tulcea (cf. (16), p. 157)
n'ect pas pessible pour construire exnlicitement certazins états de
Gibbs, dans le cas d'un notentiel r-local, car les %transitions que

1'on peut Batir sur :
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-
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N

P> I oio, ¢
z (R TREFRP A,
N N D kY .Q i

p)l, /“\&z gr/\ -

dépendent du cholx de varties Y de /\n+*’ 5 partir du moment ou

i

. A . Y . ..
elies utilisent 1les TZK s seules fonctions explicitement connues ;3

fip

la probatilité obtenue par une itelie construction sur ;ﬁg(G) ne

s

vérifie pas alors les nroprisiés de la carsctérisation 1.1,

¢

Démonstration de lz caraciérisation 1.3,

. .4 . N .
£ liontrons que toutl t de fﬂ, appartient 4 1'ensemble proposé :
p
d'aprés la caractérisaiion 1.2., il existe une suite de combinaisons
¥
convexes CD(Y) t@. convergeant vers .
,C . “p | . /
Ycai J PEKX

Or nous avons 1

¥ 3¢ J(a) , g* (S

n 1,2., est indépendant

Q
o]
4
Al
¢}
at
[
i
("]
4]
o]
o
W]
Q

d'ou, puisque s dans la

A

£

AY X.l
) § o(¥) 7, (5,

Lyca® i
D

. Y el LY - « . .
du prolongement des T J(G), 1a suite de combinaisons convexes

a
r converge Vers m.
JDPEL /

x Si nous imposons de prendre ) dans llensemble des mesures de
. . D! . a1 ] . 3
Dirac en les points de (G , les points dlaccurmulation appartien-—
nent & %?v’ dlaprés la caractérisation 1.2. § or nous avons :

> e () E(S) - Qe (1) Sy,

N - . C
YC A YC A
P D

it
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dfol le résultat cherché , puisque l'ensemble des combinaisons
convexes de mesures de Dirac est faiblement dense dans M(q)

et que ﬁp* est continu sur f()(G} faiblement complet ®

Démonstration de lz carsctérisation 1,6,

x Soit p la limite dans S(G) dtune suite du type 3
I ny new

D'aprés la caractérisation 1l.4., }“n est d'équilibre pour Un s
nous nous proposons de démontrer que {A est d'équilibre pour
U ,ce qui prouvera ,d'aprés la m8me caractérisation ,que/uapparti—

ent 3 5’U « Hous avons donc:

¥Ynell , YAS5(G) , v Dc

B @ AIF () T IO (g, Fn0))
n n

“— —_
Soit B une partie quelcongue ce %G) appartenant é:c'(/\c) sles intée~

grales sur B des deux membres par rantori & M sont égales ,d'ous
: = (3)*\»/(3’) T AC
Pa(sN0B) = p o (13 T; (T,A1 | F(N)))

Comme J_'U converge vers JU dans B snOuUs avons @
n

Ve > 0,3a(A,&) , ¥n>n(A,e), v veR@) ,

‘e U(D)J&?D,Y)_e Un(D) + {‘I‘Q(D’Y) \ L €

Comme d'autre part P, ([F,ANF(A)) est majors B, -~ presque par-

M
n

tout par l,nous avons:
[Pl [DRI0B) (15 x QU@E(D5) P, (RN F) | <€

Comme enfin WA(D,.) est J‘(I\ ) —mesurable ,pulsque continue sur P(G)

et étant indépendante de la trace de la wvarizble sur /\,nous avons:



“‘ — Pt F(A%) o
lé\x eU(D)'*‘W,tD,o) Pr, ([¢,4’\ji}7(l\c) = 3 (1*x eU(D)'H‘i(D,&)xl
M, B )
n n
Nous avons donc

h‘ ([D,A]ﬁ\]g) - r‘n( lger(D)‘!’w(D"‘“)xlw A ) { <&

Comme W({D,.) est bornée sur J(G) et comme{[*} converge fai-

nem

blement vers Jspour n assez n‘rand sAOUS avonss
I(F = )({o, P\]I\B) (r- ky )(lwer(D)+W(D”)xl I4, ﬂ\d-r ([D,A']AB)-F (l*xe @'xlw )\]) £

d'ol la relation d'équilibre pour m en remontant en sens inverse .

1z iféwomsiration de (13),Pe2l3,faite pour un potentiel uniformément

convergent,serait aussi ici valable),

)
¥ Soit : ¢ (T) T(};j ={U}
P pJ peN P)  pew

YCA
une suite convergeant vers de %U 3 comme ( est indépendante

du prolongement des probabilités 773; de 9"(/\) a g (¢),
p

nous pouvons prendre pour celles—ci :

.Y = ByA a')/
WAp BCA { ( )

Comme U est minoré par ', nous awons :

c Al < -1
VAei?(G), VY ¢ BN, 2! e \( Z/\,Y

Hontrons a2lors que la suite {)) } . tend, uniformément
pynt [ PEN

en p, vers -Dp (J)p n est la combinaison convexe analogue a .)Jp,
1
mais o on a2 remplacé U par Un). Soit d&' la distance de C/I/Q(G) s nous

avons (ef. {(11), o. 166 ou {15), p.961)

" : . P e fy

d (up,l)p’n) { 1nf{2>,0 ; v{/\l_zlc 6(6), ¥V {ay,]
' fw-n 0 W2 LA € Q}

Nous avons donc :

d'(.\)p,up ) £ £ 51 ¢
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Y Y
¥ BCA ‘ZC c (¥) (M, - T ) ([B,An]) ; < €
Yci ‘ “p “o,n s 2!Ap‘
< Y R Y
ou: T(;l est défini comme T{’,,: y Mais & 1'zide de Up au lieu

‘Pyn D

U 3 or ceci serz réalisé si on & :

¥BCA , ¥ YCAS , (ﬂ;fp - Tl;f ) ([B,Ap])/ < _&

Dyn

Or nous avons :

eU(BU Y)

1! ([Bs2]) = = 2

“p § éNDUY) X
DCL

&

b
n

X
pn

Soit :

= ‘Wj ([B,AD]) ; U étant absolument convergent,
‘pyn )

nous avons :

e°<> E}O , 3n(£)€N » ¥ n_> n(&),

| b bn}<6_
et 'l‘{\‘pl
’KP-KP’n’ < ; &
Comme :
E‘ , bZIApi bn b é
J4_] (14.-_;_“_ ):< K, o ) ??' §: ,A j(1+
Kp+2 pa P o) P Kp-z Pé
et comme :
14 - % IA'ol 5(
Eo ‘AP,Y ==> o Pl \<Kp )

donc, pour p suffisamment grand, nous aurons :

e°< + 5
v n>n(ﬁ ---:E:) ’ (-ﬂzp ) TI}:P n) ([B’Ap]) I \< 'Ap)
1 + be ’

2
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et Y
jal el

converge bien vers )/}p uniformément en p.
e .

I1 est alors aisé de b&tir une suite de points d'accumulation

~ convergeant vers p - ]

faible des suites (J) Z R
L Dei) Pl

Démonstration de la caractérisation 1.8,

-

L, Une démonstration identicue 2 celle de la caraciirisation 1.%.

447

vermet d'établir
/o
. &,
U AU = %’rz N Yoo = 8
3. @ So0it U invariant par translation, absolument convergent,
<~local sur G et minoré j; Soit un &lément o de if?,,, et soit

J.n;né: N lz suite convergeant vers p fournie par la caracté-

risation 1.6, 3 soit Ay = B A b(o,n) s comme pou> tout n de K,

L est f—.n-markovienne (dtaprés la caractérisation 1.5.) nous

avons

¥3ec,Vxed , 9xe3 => 9, xc 31%0,m) =3
’ n

d'ou
(1) vAeBe) , vicA , w ([B,4])> o
6w ([ L ed) = w, ([{x] fLDnaAnx 9 =N ])

(1i1) VaeG,VYCDAx,

o Qe sl [0 2, e el - g ([l 2, 2]

Or nous avons :

B PP 5‘:( Bn>

VDCE , p ( [{x}] |[D,Bn]) = E 1o, |
ta (] 05.]

dfol ¢

v _— u?(B?) . P “‘?( 9‘:) .
SN R L N N o)
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D'aut t 1 i \EF(BD)
autre par a martingale i tL l[{x}] pell converge
F(B)
vers EL‘ :[{x}] s Puisque :
EF(BP)
¢ B d = { 1 f
B E, 1[{"}]) = p (=1 < 1 (ef. (14), p. 63)
F©, =)
Il en de méme de la martingale B P 1[Exﬂ pem ? qui Converge
F,x)
vers B 1 .
¢ [{x{]
Or, comme ftn converge vers t@ dans 3((}), nous avons

VrcNV £>0 ,d n(g) ; ¥n 5\.,? (P' n(e\) 3 E r)/‘[{x}’) , tke o (Versions clas

Q-SPQ'-Mu Com dit, On\'m."O.S) P
:J:(za ) LT3 ’ {
a7 B | D
et ‘ .
F x) FO, x) '
3 SE T g SOC
tn Li=i] t

d'otr (3j), & la limite. Nous démontrerions de méme (jjj) 5 (3).

=

enfin résulte de la proposition l.5.,qui prouve gque U est continu,
de 1la proposition l.3.,qui prouve que la spécification associée

est positive,et de la caractéi‘isation 1.1

@SoitrA-markovienne de potentiel U absolument convergent et minoré
(U est,du fait de la propriété (j) permettant d'appliquer 1la carac'térlsa-

tlon l.l.y1le potentiel associé i la emeclflcatlon positive deflnle par

~, c
les espérances conditionnelles ,( ) L. ]( NA )}Ae E(e) ) 3po=
sonss JUn = Jyx 1{1}e "é(G-);Vx,yeB",x—yeAr}; sen notant:A = Anﬁ(q,n) .
Nous allons montrer que les JU sont invariants par translation {cela

n
résultera des égalités de la p.27,compte tenu de la propriété (333) e

que la limite dans 3 de{JUI} ne N ,noteeJﬁ\,es‘b e€gale § JU s alors

U sera A-local et invariant par translation ,les Un étant An-locaux et



- rances condltlonnelles), he 3"( 0%* )

II1s27
invariants par translationgle résultat cherché sera donec établis

goit une suiteim § 3
o C«N telle que ¢

VnélN, rn HD

.

et soit j un point d'accumulation de cette suitejalors,d'aprés 1a

caractérigation 1..6.::635 gmontrons que
The B, ) = 30 (1)
Nous avons,{r ‘§ eonvergeant vers

-~ F "";
peN)E E?(@p

dans f(G),si ﬁ:désigne @(O,p)\{O} :

1 (oh] setc...(versions des espé-

= A%
. ~F(R")
r p’ 1 C{O’ I;m EJ;‘ P 1[{0}]
Or,pour tout k ,tel que nk P snous avons :_ YY¢ RG),

\AJ.‘ u‘
f"&iﬂp) Lot = P ( toR | (e, & 857 - Z?APO) aog®
{é},m 0 SU{{0otv¥m, o)) =§3:(’0A?0)1 go(?) = ,*(C{oplﬁm'bﬁpo,'a%@ -
(°A°) X
rp f Ep g @ 4 () e
r([{o}]l[vndb;nA,@FnA]) - CraBgna, BP“AE! _ -
] Ex (°“°)4@04,1 (x)
(rnafna 8047
F(Rs)
Z(é;\i'/ €. P4 y }gx) dnk) 64
- ° - .I
- Jometes < p(ddaicmey, ep2) - EXCPY0),
BSAL : e r o
(ner 81" 27 (8L), 3 F ),
dfon 8 P (O}] E (4o

La valeur constante des espérances conditionnelles ci-dessus sur les

atomes de j(@s‘;) étant donnée par les formules de la proposition 1,2
en fonction de B et U,on établit (1) par récurrence sur la cardinalit¥

w A
de A,en remarquant que,par construction de U,nous avonss U({O} ) = UT({O} )-
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Prouvons les égalités intermédisires du raisonnement ci=dessuss
comme , 2 cause de la vrovriéié (3j) , nous zvong
™ c A s -
F ({0} , F(Do
B S )l = K ( A )l

- = ; nous pouvons écrire
o P Hey

7 BeG(0\E), VDB, 2w 3t U Brewe, 3] o

CeBra _

( ‘m?({o}c) ; D EF(’OAO)_I e

ST IO G s RaiaGl
LEDF\A}UC)'BB

F(7.0)
z T ior £ { A
or lz fonction E/“ AT7] Bohest constante F-—presque partout
sur les atomes de F(DAO) s d'ol les intégrales de la somme du se~

cond membre ci-~dessue sont toutes égales,d'ols

5"? L i = [Ny TR
( oL G e - 2P SR e
J[D(LA y BNA] EE ‘ /[D,B] ' Hopl
nous avons donc bhien
F0.0 IB\A] F(3)
En 71 (X)an(x) = 2 f E 1 (X)ap(x)
lons,mng | T OO o, " S

(Cet‘te égalité restant vraie si on remplace 0 par un point x quel=-
congue de G , nous pouvons en fait écrire (en prenant x dans DA)
¥ B<G(G\{0}),V D<B,DNAL S =

p(De,ms)) = 2P (,E]). e

Par un raisonnement du méme type cue ci=-dessus,nous avons enfin:

{ Ef(bAo) 1(X)ap(x) - o [Bal / E?:(B) 1(x)enx)
DA , BNA] ®,B]
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11, Unicité de certains éiats de Gibbs

Théoradmne 2 .1l.

Soit i un élément de Ef(G) ynétrigue par rapport au zéro de G

et soit U un potentiel A-lceczl, inveriant par translation, super-

modulaire et invariant dans la symétrie par rapport au zéro de G.

Llors ¢ 4 P
20 g} 31D, ¢
81}‘ =1 & dethi - Ov ([{0}1\) -< Tj ot (BOR) ..ot ‘slij"’\r ({0} . « o] T~ T (o0
2 i . R "\«_)
ol 'est la matrice carrée ﬂ'ora* EK égale 2, (si L/(V1 { } 1. 2%} z
AL goee P
/ D 7 NIINE VR TR
5 So(lighh + & \
! b
o
:/I
\y /’
\ 7
ol tous les termes sont nuls sauf ceux indigués :
- i
S 1
L
. . —-diagonale de I -
hu {—1—: 'S g i
K o= "k o4l .
1
Sme Rt Y (oY
me e de M “="=olomne de L {r=1)} colonne de I

o-1
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i

]

it

%a 5
N ~ p=1 N . D
ou&gp 1+ Cxh * o o o +C s ¥ pe{l,...,&},et ol les parties Nk

s . -1 .
sont constitnées par des 1 en nombre sdang l'ordre,les CE: premiers termes des
9‘\-"_0"5‘1,0(—@,.- o,l,O,o(—p,x-p-’l,.a. ’1903.- ° ’x-p"‘jgx-p"j"‘lye LY ,1,0,0,pujs
une série du méme type partant de H=pyetcC..eypuis une série du méme

type partant de € ~p—j,jusqu's obtention de Cgfl termes .
/ ,

On suppose que l'on a ordonné les &léments deép(?ﬂo) de la manidre
Py
suivantes:soit fx;} . les éléments de B,O;alors D,=00 set les
A l=19..¢9°< iy 1 f:4

Di & p éléments sont ordonnés en considérant les Di & p=1 éléments
dans leur ordre et en leur enlevant leurs éléments,dans 1'ordre
décroissant des indices de ceuz~ci .

31 nous développons le déterminant de U var rapport & la premidre

. . D - . i+l L
ligne,le coefficient des qbl(ﬁpfﬁ est dgal 3 (=1) que multiplie

-3

le déterminant 3dtune matrice remarguable ne comportant dans son
triangle supérieur des 1 que sur lz paralladle de la diagonale la
plus proche de celle-ci,en nombre i-2 % partir du haut, comme il

est représenté sur le schéma ci-dessous:

‘t

\! //[§;4.\ \
A 4 ) “

1,
{
/ A

' A
|

. TReme
(1’43 i CD:‘.OH'\Q'
Le déterminant dt'une telle matrice se calcule en retranchant la

premidre colonne de la secondeson développe zlors le déterminant -

N N . i . 1
ainsi obtenu pcr rapport & sz nremiére ligne,gui ne comporie gu

un élément non nul,égal & 1 jcelui-ci est donc multiplié par un

déterminant du méme type & l'ordre inférieur son le dévelopve encore



IT,31
par rapport & sa premiére ligne,apr2s avoir ajouté 2 la deuxiéme co-
lonne la premiére:il est donc égal & -1 que multiplie un déterminant
du m&me type & l'ordre inférieur,etc...ATrrivés i la iiéme colonne,
nhous obienons un déterminant dl'ordre A-i ne comportant gque des 1
sur sz diagonale,Xl =2g% 2igé de constater qu'au cours de cette itérs—
tion,on a caiculé les déterminants d'ordre déecroissant en

~ retranchant la premiére colonne de la seconde pour ceux d'ordre
d—qp,avec p strictement imPérieur & c(—[Dﬂ
- ajoutant la deuxiéme colonne & la premidre pour les autres
La premiére ovération correspondant & une multiplication par l,

D.
la seconde par -1,du déterminant gu vant,le ccefficient de WG;QRQED

est égal & s

(_1)14-1 x /__1)].'“1‘-K “%Ei‘ - (_1) "(-{Di‘

Nous allons montrer maintensnt d'ol provient la matrice M,
R W .0
‘osons 1 L e 'LX:.; faoa
Comme U est supermodulzire, d'zprés le théoréme 1.,2.,il suffit
de montrer que : @f([{ofl) = if‘([{o}]), car, comme U est invariant
par translation, ﬁf et bf le sont également (cf.{3), p.151).

: M est la matrice d'un systéme
)

U
linéaire donnant les e.([Di, DAQ})fi_l’ ,2¥ en fonction de
- J - L

@([{O}]) et des {&(LDi\{xj},aAO\ {sz]) ie1,...,2%

j=l,ooo ’°<

Soit E’ guelcongue dans

La premiére équation de ce systéme n'est autre gue la formule de

Bayes :



(o]
=

»
(V)
N

ZM D.
2 Ty (U)o 2,0]) = p([fo]])

[ON

Lgs cquations suivantes expriment gque @

Visleep2™ ¥ delyean,K ,  (x3 D) 2 |
p(p;,0,0]) « SEIANENP 0,01) = TUEASEN AR \S'sz‘%])

Nous pouvons écrire des équations du méme type liant les

i

{t‘([Di\ {xlzu.w,xkg ’ aAO\gxl,...,xkE]}} aux
é%([Di\\{xl,...,Xk+1§ ’ 320‘\gx1,..ogxk+1%] X} ; dans chacun . _

de ces systémes triangulaires, n'ayant que des 1 sur laz diagonale,
‘9 . . . \ + - ez .
1: mangue une équation j pour (} égele & e ou ﬁ,, cette éguation
- ¢ .
est obtenue en choisissant, pour tout ensemble : xlﬁ...,xk de
- e - . ‘{

points enlewés & Dno, une partie Dde F = 2%})\£x1,.,,9xkg et

I E28 Ba
en exprimant que le cylindre ED,F] a la méme mesure gue son
symétrigue par rapport & l'origine (c'est vrai pour toutes les

oy A
A% N P
mesures 1] g (resp. T7 )s o A _ est symétrique par
An n B
rapport a4 l'origine, donc clest vrai 3 1a limite, pour t} (resp,
+ . . . c1 2 . . . .

H.)). Ces systémes, ainsi complétés, étant formés d'équations
indépendantes, n'admetient qu'une solution ;3 toutes les inconnues

. . . R 7
peuvent donc s'exprimer de manidre unicue en fonciion de t&([?p;]) 3

si' M a uh déterminant non nul, toutes les inconnues du systéme

correspondant s'expriment donc en fonction de Q.([{O%]) $ une
r )

&g

éguation indépendante du systéme correspondant I permet alors de
déterminer @.([{O}]) de fagon unique (par exemple :

(f([Di’ ?AO]) = 6([¢Di, aqu), ol TD, est le syméirigue de'Di

par rapport & 0, D, étant telle que : 7D, £ Di)u
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lontrons que nous retrouvons le résultat de Ruelle de (1)

P. 372, en zppliguant le théordme 2.1, 2

G = 2° : & = B(o,1)
VBe 8(c), |B]>o2 74(8) = 0
¥ xeG , U({x}):-—%—uo
¥ z,yea, (x=-vyl>2 = JU({x,yg) =0
[z -5l =2 == J;(ix5}) =-9,20

Nous sommes bien dans les conditions d'application ; nous allons

montrer que :

u, +4u, =0 = det ¥ = 0

Le résultat donné dans (3) p., 145 prouve qu'en général lz condition

r

det ¥ = O n'est pas nécessaire pour l'unicité de ?U‘

Dans le cas particulier étudié ici, comme U est isotrope, les
inconnues du systime correspondant & I se réduisent 3 :
(le symbolisme utilisé désignant par un »ion blanc (resp. noir)

un point de B(0,1)\ §O} inoccupé (resp, occupé))

/o8 . R \‘\
k"k ..)= yl 3 t('.\:o :;j: y2 ? b{\\O . 0//"—‘5'3 ’
JQURR NSRRI A O

(nous avons par exemple : Yy o= o ([9103))
Det ¥ est non nul, si et seulement si le déterminant ci-dessous
est non nul (cf. (3), p. 144 pour le calcul des probabilitds

conditionnelles) :



0]
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11,34

-1 59¢3u1 -1 i§+2ﬁl -1 E§+2u1 -1 37§-+u1 -1 ig -1
4(1+e © ) 2{1+e "~ Yoo4{1+e ) 4(l+e ) (1+e ©)
) 1 0 0 0 0
1 1 0 C c
3 0 1 0 0
0 0 1 1 o
0 0 o 1 ]

%n développant par rapport & la premiére colonne, on peut montrer

cue ce déterminant est égal 3 :

u Uy Uy U
—5+4u1 -1 -§+2u1 -1 ~3¢3u1 -1 ~§+2u1 wi
(1 +e° ) + 2(1 + e ) - 2(1 + e ° ) + 4{1 + e )
Yo %o
_§+u1 -3 - -1
- 4(1 + e ) + (1 +e7)
et le numérsieur de cette somme de fracticns est ég2l 3 :
u Uy U
-2 -= u —_—1 u u u +44,

(1-e? h e G-eDt (6?2 Mo -e P r10e o160 hy
Hous évdns donc bien : - - -

u, + 4u, =0 = det ¥ = O

Remarcues :

1) Wous retrouvons le résultat énoncéd dans (3) p. 149 oui dit
cu'il peutl y avoir transition de phase lorsgue Uy + 4u1 = 0 3

Nous trouvons en plus l'axe d'éguation : ny o= C et 1'ensemble des

zéros de la derniére parenthise,



2t
=t
N
Lo
W

node de démonstration est différente de celle de (1) , qui

utilise ila différentiabilité de la pression ,

Un potentiel U sur G est dit de doublet,si i'on a ¢
== Snho e

¥V he G{@), Al>2 = JET(A) =0

shéoréme 2.1 est encore valable ,si,i &tant un

A
M

clément de %giﬁ} symétrigue par rapport au zére de G,U est un poe

tentiel de doublet sur G,A=local,supermodulaire st invariant par

T

U est alors invariant dans iz syméirie par rapport au zéro de G,
puisgue le syméirique d'un courple %ng; welcongue de points de G
par rapport au zéro est le translaté de longueur ~(x+y) de celui=-
cizitinvariance de U dans lz symétrie résulte de son invarie

ance par iransliation ,

Corollaire 2.2,

A étans un élément de (&) syméirigue par rapport aw zéro de

Gypour tout potentiel cde doublst sur Gyi-locrignoug avonss
£y — e . ~
_ T {1 4 Em— J . 130 x} = deth = ©
=2 35(308) Xe0,0 U (305x¢) >
Démonsirgtion :

-
[

NoUs avoens

Vis= 1-,4%-,.2 g ”{C’}

L]

Réduisons au méme dénominaieur toutes les fraciioms intervenant



-

dans detlijla fraction relative & D, s'éecrit:
e
® -], | s

1 o :
TS {ly.eus2fMit v

-~ (¢
JU\-Q'O,X )

‘ N
Supposons gue J né possadde pas lﬁindiceizisz U4{ygni celuiifhaDi\{Q%
olt y est un élément de Di;alors,é tout terme de la somme ci-=dessus
correspondant 4 un tel J,on peul associer le terme du numérateur
de la fraction sorrespondant 2 D; U{y} relatif 2 N\ {iyiqsifson
peut ainsi mettre l—eiﬂ) en facteur . Nous avons de m8me :

« Supposons que J posséde i, et ne posséde pas i) sen associant le
terme correspondant au terme du numéraiteur relatif & Df&y et au
méme J,on obtient une annulation,

- Supposons que J ne posséde pas ip et possdde ijsen associant le
terme correspondant au terme du numérateur relatif 3 EiU{yget
au méme J,on obtient une annulation,

- Supposensg que J ne posséde ni il,ni izsen associant le terme
correspondant au terme du numérateur relatif & Bi\{y}et U
m8ne J,on _obtient une annulation .

» Une association du méme type peut &tre faite entre les termes non
encore considérés des numérateurs relatifs a EEU{;%D; oC Df{ng

suivant le tableau de la page suivanie,.

En partant de Dl =‘DAO sOon épuise successivement tous les guadruplets .

c c . . N
§Di’D£43$Di s D, U{ﬁ};avec y appartenant & D, ;A étant syméirigue par
w
raprort au zéro de G,X est pairzarrivés au rang § = 1l .,nous pouvons
associer de la m8me maniére gue ci-dessus les termes des numérateurs

relatifs aux parties de’bAO de cardinal ﬁ-é ceux restants relatifs

2
aux perties cde cardinal % . 1et% 4+ l,qui sont en nombre:
. « 2 2
21 4.2 %7 z o0 LS
2{C, =0 40, +eaer(-1)7C, ) = CF
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. 1 : - e - - S O c TY { ot
lans la colonne correspondant & wm &lément du quadruplet Di,ﬁfibeisD; Uiyl
A - ~

nous envisageons tous les cas pour J ,en notant ceux des indices igi

zui lui appartiennent ,

D, D. y p® DUy
1 1 1 1

’:f 2 il,i29i3 {h—a}i,ilgi3 i’il,i2< .w._.‘:}igsilgiig

oty e iy i’ilf\\\ e T
3 : . - 3 3 3
.,......n...._...__-_—fz; —1013 - /7 151\ 1,19 (._.__._.__.... lgl:\
. e// . . . " . .
i : e

fode

3 3 S 2 3 «
T B i, .1 ,1i. i,i.,1 i,i.,1 i 143 .1 "
7 19 2’:) 91’3 ?192 , 92?3

N

-
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Dans le iablezu de la page précédente,nous avons indiqué,a l'aide
“de fléches les zssociations déorites & la page 36,entre les termes
. ) s o 2q 2 - C C
édes numérateurs relatifs aux 4léments du quadruplet{bi,n§ﬁﬁ,Di,Di Uﬁ@};
c s . . s e S (7 = ¢
11931, -désignent respectivement les indices de D, U{y},DQ{ﬁ},Di g

Remarque :

S — Gt v

le corollaire 2,2,.vermet de retrouver le résultat énoncd dans (1},

dans le cas ou A est fini (1a condition suffisante d'absence de transi-

tion de phase est moins précise ici,du fait des autres zéros de de¥H ),

Corollaire 2.3,

Det ¥ est une fonction continue en les variables réelles
[4]
+ /o ~lr . 2 .
J_(B) : det I }Og est done fermé dans R , clest 2
U BCA L A]
24
dire que si, en un point de BR° s on a : det X # 0, alors il

existe un voisinage de ce point o il n'ya pas transition de phase,

Lorollaire 2.4.

Si U est un potentiel A-local, 4 étant infini, supermodulaire,
absolument convergent, minoré, et si les potentiels n-locaux'Un
définis par

Y ne N*, JUn = JU X 1{36 8(G) ; 5(B) <njz

satisfont aux conditions du théorime 2,1, (ou du corollaire 2.1.)
alors : i l _

Démonstration :

Reprenons les notations de la démonstration de la caractérisabion

1.6. (p. 22 ) s un point dlaccumulation ® quelconqgue d'une suite



) - st tel o s
}‘,g)p,pg; est e s
- - v o~ . PR ~ - N A . wf ol N
FE>O, 3 Pl es L p(e),8) 5 ¥osrid) , ¥ayu(i(e),s) ,
3 { 2 &
C(t*; ?3,1’1) *
,
Or la suite {» r . converge vers w_, d'ol :
L Pyny pelL L
- -~
v ny N(P(E),8) , Apyp ) &

(o8

tant par hypothése unicque, sz limite f

est unicue @

Corollaire 2.5.

BN

() symétrigue par repport au zéro

Soit A un élément de .
de G et soit U un potentiel i-local, invariant per translaition

et dans la symétrie pvar ravport =u zéro de G)

talore: ng i@J f =1

c L

N S .
o £~ désigne la partie de

o
0]
ct
Tt
()

(¢) constituée par les probabilités
invaeriantes par translation et dans la symétrie par rapport au

zéro de G.

Démonstration :

On procéde par récurrence :

-

1) Une démonstration analogue 2 celle du théorime 2.1. établit
fq s s £ N ¢ R .
que les &lémentrs de f (/U prennent mémes valeurs sur les cylindres
. ; TIA
2 base dans 0j".

[

fq 2 3 A/ A
2) Supvosons cue les éléments ce y ﬂ‘&r,prennent mémes valeurs
i ¢

sur les cylindres & base dans A, élément quelcongue de %i(a) :

— P

montrons qutils prennent encore néme valeur sur ,ﬂtjzxén, pour
tout x de A.

in effet)du fait de 1z caractérisation 1.5., nous pouvons



-
s 5 - y /
ﬁif\ti}ﬂ - xXIUB ., (ANTxDYU 2.2 S
; Y [ :i"'“':.’:i.,..n‘
} .
celz nour toute nariie B de N gz? s nous avens en effet
w (TIx 27 Mo, s 2)UE, (ANxl) U D x0) - TLDi ({e’h
SO R I 1 IS AR 27 fo MLtTL L

ues systzmes analogues 4 ceux envisagés dans la démonsiration

du théoréme 2.,1. {les équations supplémentaires provenant du fait

O

inveriani dans une symétrie par raonnort au zéro de G}

{

~-

tent de se ramenmer i la seule inconrue wu( G ;) 3 comme

9]
®
[
o
o]
i
0
ot
o
(D

1€ déterminde en 1, on peut donc calculer de manidre

. . T
sur les cylindres & base dans AU - z.7,

§
&3
[
O
pt
j=
®
/"F

Zn choisissant x sur la frontiére de A, le raisonnement parT
récurrence esi immédiat @

Corclliaire 2.6

- - » ke - “ s
31 le rang de ¥ est strictement inférieur & 2-l,alors il y a
transition de phase et les points extr&maux dﬁgﬁfbprennenﬁ sur

tout cylinure & base finie un nombre fini de valsurs possibles,

Les inconnues du systéme correspondant 4 ¥ varient lans le
5K
convexe de 7~ d'équation

}”

[

. x h -
1 et Vi=ly..e,2, 0¥;¢1

Puisque ?311 est non vide,nous savons qu'il existe une solution
du systéme qui avpvartient & ce convexe 3 si le rang de M est strice-

PP . A . . NPT . :
tement inférieur &4 2 - 1 ,alors il existe une variété de dimension:



=
b~

D
3N

supérieure ou égele 3 deux passant var ce point du convexe et toute

intersection de cette variété avec le convexe appartient»é §% (le
X
sous—-espace de R~ correspondant & cette variété est bien entendu
20(
le ncyea.de itendomorphisme de R de matrice M) .

Les points extrémaux dejh;i prennent sur les cylindres 3 base
o
dans'DAQ les valeurs des solutions situées sur la frontidre
du convexe . Le corollaire 2,5. nous prouve alors la deuxiéme

assertion a démontrer

Hemarques :
Y
) Z
1) Pour passer du cas {O,i} au cas {Q,...,n} 4 , on
peut envisager le groupe Gn dont les éléments sont constitués
@ n + s e .
par (O,p) (p>-g) et ses translatés dans toutes les translations
de vecteurs (klp,...,kvp) (ol %, @ppartient 4 Z pour tout i de
. sy .Y .
{1,...,v}}, gui forment une partition de 7 y l2 somme de deux
¢léments translatés de B(0,p) étent le tronslets de JB(o,p) de

vecteur la somme deg vecteurs de translations,

£ chague partie de B(0,p), on neut cssocier un élément de

=

{O,...,g} et le probléme sera rfsolu dans G, 8711 1test dang Z
W
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pour un poientiel adéquat ( traduisant les interactions des n
espéces de nariicules envisagées).

2) La dénonstration de la cerzctérisation 1.5. est faite dans

¥

. . Vi )
(10} dans le cas encore plus général de N° (of. également (7)
et (17)).

3) Le corollaire 2.4, permet de retrouver le résultat énoncé

dans (1),dans le cas ol A est infini,puisque l'on y impose & Ty

de vérifier

> |95 ({o,x})[(+oo et ¥ :ecx{o}, JU({O,X})>O

e N0}
U est bien dans ces conditions absclument convergent et minorés
gi la condition posée dans (1) est vérifiéde sclest-a~dire si ¢

2 I,@) + 2 3,{o,<p) #o,

N

xcG\Or
11 est possible de trouver une suite {Ug}nem tendent vers U dansd%,

et vérifiant les hynothéses du corollaire 2.2,,pour tout = de N,
Lz condition suffisante d'absence ce transition de phase raste

moins vrécise ici que dans (1),du fait des autres zéros de deth,

Corollaire 2;7,

‘La conclusion du théoréme 2,1, est encore valable,si & est inclus
dans un gous—groune K de G et si U est geulement inwvariant pour les
translations de K: ¥ Be 5(Q)y ¥ ze K, U(B+a) = U(B) - ;

Démonstration :

—— e s w—— — o —

+ —

I1 suffit “e remarcuer que n» &% gont ‘nvazrianies pour les
1
trznslztions de X 3 1z 4émomsiration est zlors identique 3 gelle
du théoréme 2,1,

Remarque : ce dernisr résultat est A rannrocher de {19).

— e e -
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IIT, Application

Un état de Gibbs associé 3 un potentiel U sur la bande
B = {(X,y)e 22 H osfysfl} sera par définition la proje&tion sur
f(B) datun état de Cibbs associé 4 U sur 22, ol l'on a :

Tae B(2%) , (Jaez’ 34+ 2cB) = 0a) = Ut +-2)

i}

i

(3 ae 2° $ A + 2<B) = E(A) 0

o
3i U vérifie les hypothéses du théoréme 2.1. ou de ses corol—

-

laires, alors 1'état de Gibbs associé & U sur B sera unique, si

-
1tétat de Gibbs associé 2 U sur 22 est unique,

semarques

on étzt -ssocié & U sur B veut aussi &tre défini en consi-
dérant B comme le groupe Zz/Gl,oﬁ est la relation d'dquivalen-
ce définie nar :

¥ (Xl’yl)y(xz’y2)€ 229

(xlayl)@t(xz,y‘?) < xo=x, et v, =y, (2)
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lHodéle stochasticue simplifié de lz régulation du métabolisme

dans une cellule

0. Introduction

Simplifions, en suivant (1), 1a régulation du métabolisme
cellulaire, telle gu'elle z été présentée initialement dans (2)
ses différentes étapes seront étudiées ci-dessous dans 1'ordre, en
utilisant les résultats des deux premiers chapitres :

2) l'information zénétigue est stockde au niveau de 1'ADN $
nous ¢étudierons dans ce ocui suit le caractire optimal que présente ce
stockage sur le vplan de la théorie de l'information. (cf. (36) pour
le caractére optimzl sur le plan stéricue).

L'ADN, jouent le rble d'émetteur, délivre deux types de messages :

-~ l'un issu du géne de structure, commandant 1z formation des
engymes,

- l'autre issu du gine vigulateur, commandant la formation des
répresseurs sous leur forme inactivée,

b) Ces messages sont véniculés par 1'ARN-messager jusqu'aux
ribosomes, ol vont se b&tir enzymes et rénresseurs, Un bruit sers
introduit sur la ligne de communication ADN-ribosomes.

¢) Lz lecture du message, au niveau du récepteur ribosomal,
donne naissance & une enzyme ou 2 un répresseur.

d) L'enzyme catalyse la rdaction itransformant un substrat

en produit du métabolisme cellulzire ;3 la cinéticue de cetite réaction

[ON
[$NY
o.+
o

Q:

a été ée dans le chapitre T



i
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\ -~ . . - . . P
e, Le produit active le represseur sous forme inaciivée

et blogque ainsi 1'émission du message du géne de structure par

¢
1'intermédizire gde 1'onérateur.

b

(o}

Eésumons ces différentes pheses sur un schéma
GR 0 o
géne de régulation ovérateur géne de structure
. . L ey — \
| A Iy
—_— M £y
; v ?
; X m—£i RY R répresseur e
! 2 Y U X, m-ARN |
i A activé 1 !
, , .
IR H
i !
il i
%
-+ f
! R. répresseur ;
: Y inactivé v
— | ire z
! 5 enzyme
? A !
| a ‘
— | f
i
i P i '3
" produit substrat

Cn supnose cue ¥ s K R:4+ 0 et P sont catabolisgés (flaches
noires) vers 1'intérisur de cette boucle gde régulation au cours du

temps et que l'entrée dans cette boucle de S est constante au cours

(=

du temps ; les réactions intervenant dans la boucle sont répertorides
‘ci-dessous 4. G désigmant le gine de struciure réorimé, A étant wn
symbole générique désignent les molécnles 2 partir descuelles sont

construites les m-iRX, l'enzyme et le réopresssur et 3 étant un symbole

‘génériogue désignant les catabolites

1
o~ -1 -
1) G+ B ——e— g
~ & e

k]
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I, Présentation du modéle

L'alphabvet codant 1l'information généticue comporte 4 lettres :
Ty A4y Cy G 3 on peut donc assimiler une molécule 4'ADN & la bande
B du chapitre II (p. 43), en associant zu “=2rmeau A-T (resp, T-4,
-G, G G-C) de 1z double nélice le cylindre ij . en posant v

{(Xsy) s z (resp. E«J ’(X’y)z sy D s -3y:)7"' )_\i ’ :ﬂ
¢, ).

Neous supposerons que le processus aldaitoire discret défini 2
partir d'un des brins de la molécule d'aDH est stziionnaire ei cue
1'état sur B correspondant — associé 3 un potentiel U invariant
par translation — est 1'élément unigue de ¥ . donc en particulier
est inveriant par le grouve & des translations de vecieurs (x,0)
(XGEZ) {en supposant par exemple cue nous sommes dans les conditions

- IR

d'z2pplication du théoréme 2.1 2u chanitre IT/,

l)

oire

ot

Les arguments permettant de wze le processus alés

vlzce ces lettres sur le

T indexé dans Z (son indice r=nér

—_

Yzez , b {w) = ¢ (resv. 1, 2, 3) ’

Z

si et seulement gi le brin w comporte 2 la z -i2me place une mo~—~

lécule.T (resp., C, 4, G), €8t statiocnnzire et cue 1'état sur 3 est

unique donc invariant par tranlation, sont les suivants @

?

1) dans (3) (chavitre TIT, =, 132 et p. 146

est testée et Tetenue au cours d'une anzlrse stztistigue des séguences

de nombreuses protéines, On n'y rejetie pes {ibid., =. c0) 1'hypothéss

d'indépendance des v.a. 1 {qui conduii 2 l'unicité de 1l'état sur 3B

:};l
o
et
=]
o]
]
O
H
o]
(!

associé au processus TT, en vertu du théorime de ¥
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2) dans (15), le caractdre stationnaire de 1] et 1'invariance
par itranslation de 1'état correspondant sur B egt postulé pour des
reisons de minimisation d'erreurs

3) dans (20)(cité dans (16)), le caractére stationnaire provient
de 1'évolution (effet des mutations)

4) dans (18), (10) et (4) (p. 80 et sg), le caractire station-
naire et l'invariance par translation sont supposés, car on s'y place
dans un cadre markovien - |

5) dans (19) et (27), on discute un modéle utilisant comme ici
le modéle d'Ising (cf. aussi (30))

6) le codage présente lui-méme un caractire dloptimalité (cf.
(31), (32) et (35) 5 cf. (34), p. 83, & raporocher du théoréme 3.20
de (31) ou de (23) p. 35 3 cf. aussi iprendice B ci-apras, (48) p.
210 et (28), p. 204).
Les avantages d'une telle source sont les suivants :
§f1'état p sur B est tel cue le systime dynamicue absirait

5)

Ne]

(% (), s %:) est ergodique (cf. (22) n.
) d'aprds (17), p. 216, tout autre 3tzt .* sur B, inveriant par

fi , {(n'appartenant pas forcément é{%IQ 2 un gain d'information spé-

cifique nul par rapport Z w3 en effet, on peut obtenir V i partir
. A ZZ . . . . a .

d'un état V sur Z° inveriant par tranlations. (2 peut 8tre inter—

prété comme le résultat de l'action sur 11 d'un bruit Z invariant

par tranlation)

L

l'entropie spécificue de . est meximum (cf. (13) p. 160 ou

: »

(17) ». 216), cela par rapport & 1l'ensemble des. éizats sur B d'éner-
-

gie moyenne constante et invariants par -

§,si U est un potentiel d'Ising suvermodulaire, un théoréme de
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Billingsley (cf. (24) p. 215) (nous sommes dzns les conditions
d'application du théordme cité, du fait de (25)), nous assure alors
de l'existence d'un codage inversible de taux de transmission mini-
4

mum. Si U n'est pas d'Ising, mais vérifie les hypothéses des théo-
rémes d'unicité du chapitre II, le second théoriéme de Shannon
(conséquence du théorime de l'appendice 4 p. 7) nous assure encore
d'un codage ovtimal,

£ la possibilité de rétroaction optimale des messages émis par

la source ergodique sur elle-méme (cf.(37)p.231).

Donnons 2 présent 1'énoncé des notions mathématicues et des
théordmes cités ci-dessus :
Lz définition d'un systéme dynamicue abstrait est rappelée dans

l'appendice 4 p. 7.
1

Définition ITIT.1

(o)
IAN_Y une suite de B (B) tendant

id

Soit pooun état sur B 5 soit

~

vers B au sens de Van Hove; l'entropie spécifigue de ¢ est définie

par :
1 )
n{w) = lim - {fﬁ L (2) Log u(a)
N Nn—s+00 4/’\n, PN _’1 .

(¢f. (392) pour le rapport avec la notion dl'entropie du systéme dyna—

mique abstrait (Z”(z) , K ,ff}, géfinie dans l'appendice A ».7)

Définition III.2

Si W est un second 2tat sur B, le gain d'information spécifique

de X par ravport & g est défini var

L > b (8) Log ZL8).

h(”f{&) = lim _— r

| "‘. 2
nsses A LCA tu(_.-,
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"héoréme III.1. {(d'apréds {(17))

- 391t 1+ un état de Gibbs sur B invariant par translation
zlors, pour tout étal sur B invariant par tranlation, nous avons

h(é)"tt) =

f?u, la partie de & (G) constituée par les étzts L

invariznts par tranletion d'énergie moyenne e, ¢gale 3 celle de
~

S
‘ : . 1 N , U4
e . =€, = lim — z/(A) —%—l ), alors :
n-seee A Lo p -
n ol
h ’.:’./ ) = gum ﬂ( & ) ‘(—»«‘/ +—£> -4\/ 5 ‘('/' :J

o , , , By i
51 U est un potentiel d'Ising supermodulaire, a2lors (vf(BJ .

y By )

est un schéma de Bernoulli.
‘La définition d'un schéma de Bernoulli est dens l'zppendice 4 p.7)

Théorsme III.3, (dtapras (24))

. @ o . . . N .
Si (¢7(B) , « , ») est un schéma de Bernoulli d'entropie h, si

le canal est sans mémoire et de capacitd

: C ; h, alors il existe

un code inversible, tel gue le taux de transmission soit égal & h.
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1.2. Ligne de communicztion iDil-ribosomes

Nous suivrons le modile décrit dans (21) (chap, IX) pour la

phese de construction de 1'4Ri-m. (cf. aussi : (8), (9), (12), p.abs

¢

et sg et (11)).

Hous pouvons considérer la construction de 1'ARN—m comme lz

transcription d'un élément de c?D(F), ct F est inclus dans B et tel
que :
Pl = 2n < 4+ o et (x,y)eF = (x,v')eF ot y' = y+1 (2)

Désignons par Pi(t) la probabilité pour cu'au bout du temps %
.12me . . . - . . .
lp i7= point d'ordonnée nulle de F soit atteint par la transcrip-

tion 3 alors, on montre dans (21) que :

-~ - 5 \ +\i_1
P.(t) = e proo(us) si 1¢1i¢n-1
N i=1l !
- 2t ne-l1
» e (D %)
2 (+) - = 1 (+)
% New? !

ou # est le taux d'avancement du processus de trenscription.

I.3. Le récepteur rivosomal

Hous suivrons (10) et {(11), pour le construction, au niveau du

ribosome, de E et de Ri.

lous désignons par Qm(t) la probabilité cu'une protéine comportant
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ot

m acides aminés soit construite au bout du temps t. Dans (11), on

nontre cu'en état stationnsire, on a :

L (%) = oste = K = = 4
m zZ

1 - .
ke = Xy (2m+C)

ol kf(;espectivement kb) est le taux d'avancement (respectivement
de recul) du processus de construction et o C est une constante

dépendéht dé kf et kb'

Hous supposerons qgue chacun des participanis du méisbolisme
cellulaire diffuse d'un lieu de réaction & un autre dans un inter-
valle de temps négligeable par rapport & celui des réactions. (cf.
par exemple (33) pour une étude de la diffusion en milieu liguide de
mecromolécules et (26) pour un moddle déterministe tenant compte de

la diffusion).



II. Btude globzle du modéle

II.1. Beriture des équations

Zassemblons les équations de notre modéle : chacune des réactions
non engymaticues sera traitée d'apres (14). Les conditions initiales
seront celles ol commence laz transcripiion cd'ARk-nm Xl 3 partir d'un
géne de longueur nl,oﬁ commence l'arrivée de subsiral 5, de Al et A2, et
o commence lz transcription d'4RN-n %5 4 vartir 2'un géne de longueur
n,. Y&(t) désignera ci-dessous le nombre de molécules de Y existant 2

l1t'ingtant t.

P « -~ N z .
‘1 D'apres (14) v, 436 et saq, si nous désignons nazr P t) 1=z
\\_,, - ’ G “.’l

. o7

probabilité pour cu'il y ait n exemplaires du géne G actif, nous avons

(o1 le dernier terme est relatif aux molécules G trenscrites)

. () = n B, ()

(1) PG’n(t) =k, EX a(t) ({(n+1) P

Gyn+l

E.’XG-(t) (p

G,n_l G,m.
1 o) +Y _ = {
+ x{z ((n+l> LG,n‘Pl(J) n -G’n\t))
~%
+ k,. J o -:? —:?\. ~ D -— (4.
2 ny (%) 3%, (5= @ (Fg (%) Py, n(®))

Dans la formule ci-dessus, nous zurionsdld zveir le terme :
b

-t ] 3
Z:"- k, p { J_(¥) - bp({XG<t‘T7=? et XG(t)zn_lf)

pell Z 0 ™ s

i

2p(, % (5=M=p et XG(t)=n{)

- : ) 4%




111,11

Comme dans le chapitre I (p. 55), nous avons supposé gue les moyennes

Py

conditionnelles telles cue :

"

pe ¥

S P P({XG(t-?):p xc(t}=n-1})

ne dépendent pzs de n et sont égales B XG(t-3), pour tout ¥ appar-

N e - ~ .
tenant 2 i0,t', Zous ferons ls méme convention dans les varagraphes

6; ci-dessous (i=1,...,12).

Ne méme, nous zurions dd svoir le terme :

, k) (asl) o P(YXG(t)=n+1 et X, (t)=7.)
p<H ' R ’

e P
i &

ih

que, pour la méme raison cue ci-dessus, nous avons remplacé var:

/x

. B X (%) %)

P
1 R ’ ‘G,I'H-l

L'écuation correspondante sur la f:g. ~VG(t,s) de la v.3. XG(t)

est, en posant

(3)  Uglise) = (1-s) (1) 7Ky (%) + k) Yo(t,e)

: : ! -;\ > ,?: ' " . o :
-k | Jnl\u _;XG('t ) a + kl WXG(-[;)J (1 s) \sz(t’

L'écuation correspondante sur l'espérance de XG(t) stécrit :

7t

N - = o R (7)) 2X.(+=2) &
(43 EXG(t) = - 3x,(s) (x; qua(t) + k) o+ k, Jnl\l) X, (=) a%

"4 in)
+ KI uXG.(t)
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Soit 2n. le cardinal de 1'&lément de 5P(Fl) trenscrit 3 la proba-

>

bilité pour qu' une molécule de X, ait achevé sz *ranscription dans

1

; - i T . .
l'intervzlle de temms |4, t4d%! 2 partir des mold

'

~ i
i
{

cilles de G existant

dans l'intervalle de temps [t~ 7-d7 ,t-T | est 4gale & (cf. (28) p.

i
o -

510)

e

<
P x

p€¢

3
—t
-

en supnosant aue toutes les molécules de § traduites 1L'ont é1é correc-—

tenment, d'ol la probzbilité pour cu' une molécule 4d

transcription dans l'intervalle de temps rt,t+dt‘

N 4
./ _ ») P ) g
kz o BT p ! J'- ( ) PG’p(t L> ¢

p LAY UO 1

Lz probabilité P
Xl,m

vérifie donc, si (l—RT) désigne la probabilité movenne

transcription d'une base :

e Xl

est égzle

o

(t) d'avoir m molécules de X, 2

1

e

2it achevé sa

1tingtant ©

. ST t n
G) B p8) = L kv T ) (4ot a
Syt el L, 1E) Py BT dt

+Y) _ ! 5 {
(PX ’m_l(“) P}zl’m\t)> + -{3 \(m+1)

1

- k = (+) y +1) P
k, m PX1,m\t, + kA (m+1)

Xl,m+1

(%)

1

P

Xym+l

d'erreur de

(t) =m P

(v) X, (3=7) a7 (g ,m-l(t> " X

-Xl,

(%))
19

L'écuation corresnondante sur 1l'espnérance de la v.a. XX (t) est
1

-

m

(



111,13

1

- (

. ~% nl .
= \ T _ ; = ? R
(6) =x, (¢) = k, Ry T ERG(3-1) I (%) av
1 g .
0
rt
X, fﬂ o, () BZ (4-t) a%
16 1 1

L'écuat

. +

) ‘LFX (tys) =
1

n

(7 ky B

:1 - {
5 mXG(t-E) 7, {

Xy

=

Q‘/ et

Désignons par (l-Pv) lz probabilité

®

ion correspondante sur la f.g., de X, (%) est :
N

L

Ky o+ ks) EXXI("L)

1

) ar (s-1) %”X (t,s)

1

(3-2) av V¥, (1,s)
1

moyenne d'erreur de décodage

c'un triplet composant Xl’ due zu bruit sur lz ligne § a2lors, si ®

comporte acides aminés, nous avons, si P
1 b b -

Ey
bilité d'avoir m molécules de B & 1'instant +

7t P

h 1 "
* = Z o /CI E - —
(8) PE,m(t) | L4 P - () X (t=-7) gt (PB’m_l(t) 33,m
o 1 1
0
1 ] ( - 3
+ (55 + K6,10<S> (‘m+l)PE,m+l(t) mPE’m(t,)
/
+ (P t) - P 1 k P_ 1) +
( m,m—l( ) a,m( ) ('E’l'nslf ES5,p )
noN
14 P
DEN n

o
o3

ou C(S est le nombre de molécules éde

m

(t) dssigne la probe-

présentes dans le svstime
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(nous le supposerons constant comme au chepitre I..
Les équations correspondanies sur ls f.g. et 1l'espérance de la

V.a, KD(t) sont respectivement

[y

(9) YWyltss) = (k5 + kg 1 X ) (1-8) Yo(4,0)

?

t o]

Al . . R

. 1 X !.1.__ 'V

(Vf. x, P “pl(T) EXXI\U ?) a7 + k_C;l EXES(t) +
0

2 EXESn(t)) (s=1) Yo (5,8
(10) é%ﬁt):-{k5+1%n.KS)E%%ﬂ

r )
() B -t 4T +k _ . B
+ k4 ‘Jﬂ P, @ (%) Xxl(t ) 3T o+ -6,1 mZES(t)
0

(:} et "'

Hous avons de m8me :

(1) B, (8- L) _wrg () (5, () - B, (1))

pEWN n . 4 . .

+ (k7 + k8 Z P PR

peEM i

5 \

/ - P

() ((ne1) Py o (3) = @ By (8))
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(12) k(XP(t,s) = (£ BXgy (%) + x§ BXp (%)) (s-1) L{*Xp(t,s>

)

+ (k7 + kg EXRi(t)} %;-(t,s) (1-s)

P

(13) éxp(t) = 2 Exyg (1) + k4 EX (%) - (x, + kg EX () EX,(t)
n 2 i

®, @ @« @®
Soit 2n, le cardinal de 1'é€lément de

Dy
2 -

F2 transcrit ;3 nous

avons des éguations du méme ityne ou'en (E} - (:)en rempagant Xl par

X2, Jnl par an, G par G2, D

aminés de Ri)’ E par R, et k_ par &

var o, (si
5

1 A o, désigne le nombre dtacides

I1.2. Biude des systéme différentiels obtenus

Comme au chapitre I, nous désignerons par (7 le systéme obtenu

1)
en rassemblant les écuations relatives aux espérances des Vv.a. rencon-—
trées et par (TZ) celui relatif aux f.g., § nous résoudrons (Tl) avec

des hypothéses simplificatrices, puis (TZ)'



111,16

II.2.1, Ztude du systime (21)

Le systéme (Tl) est constitué par les écguztions :

4 t
(1) EXG(t) = - X, EXG(t) -k EX_Rh(’c] EXG(t) + k, f Jnl(’b’) EXG(t-Q av
< 0

1
+ k! EXG-(t)

. t . .
(2) EX_Xl(t) = - (k4 + k3) EXXI(t) + k&, j C_,gpl(t’) Exxl(t_'t) ae
0

2 1 Jn

+ n, .
+ Xk f R, () EXG(t—?) ar
o 1

(3)" BEG(6) = = (kg + kg oy o) BR(8) + k) EXpg(%)

1

1 - . .
+ b B (%) + k, f P~ (T 2 (%) 4o
o :
0

(o1 EXES(t) et EXpq (+) sont fournis fournies par lz résolution du sys-
“~n

tame (Sl) du chavnitre I)

(4) EXP(t) = - k7 EXP(t) - kg ExRi(ﬂ EXP(’G) + 4 EXESn(t) + ki EXRa(t)

+

(5) ‘EXGR{t) - -k, BXyp(t) + k2j an('t‘) ,EXGR(t-’c) aT
0

+
T

Lt k) Exxz(t) + kﬁrf q, () 2y (3-7) a%
0

- (x

(6) Ex. (1)
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(1) 2%, (%) < X, (8) - kg BX(t) By (%)
1 1 1

<+
U

+ & ( P 2 L () AA (t=) ar + kg EX, (%)
a

47
Jq P2 %2

]
|

L -k, BX (%) B + k] B
ki EX, (t) ky ~‘AG( )'ﬁ’xR () xG-()

(&) =x, (t) !

+ kg EXP(i) e (%)

1

(9)' EXg-(t) X, -(%) + k; BX (%) EXRa(t)

II.2.1.1. Résolution de (Tl) sous hypothéses simplificatrices

Les hypothéses simplificatrices seront les suivantes : nous négli-

gerons le nombre de molécules de G, Xl’ GR et X, participant & des

2

réactions de transcription devant le nombre de ces mémes molécules

présentes 3 l'instant t, en écrivant (ol &, désigne XY(O))

[}

EXp (%) (alR - °<G + EXG(t))

a a

EXG-(t) 4 —EXG(t) 5

G

en supposant O(G- = 0,

9
z (1)' s'écrit alors, en posant (f('t) = EXG(t)

[

Lf='2kltf‘f; +(f(kl g -k Xp —k -k

-2
-Vt "1 :
vy, o (U 8%,(0) >

(ny; = 2)

13 » [ 3
soit (f - A 1 (ftf + )\2(‘? , en suprnosant cue BX (O) est nul.
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)

-
o
|

‘
1

‘osons ¥y = ? { nous avons = ¥y 3 1'écuation s'éerit

alors :
dy X A
! = A 2 <+ *
df_I 1 2
dlol :
A 5 -
¥ o= 1 ¢ 2 + /\\2(9 + K,
2 i
avec A
= 1 2 A = of (1. X k! s k)
K= ; G(G X = ol CHEES B

Cette écuztion de Ricatti se résoud en posant :

(f - 0<G

2

]
1t

d'on:

>

et 1'¢quation de Bernculli zinsi obienue e résgc & an posant :

A 1 S SN N S AL S
i 2 .
2
1 ] (A=At 1
soit y(t) = ( — - = Ve * ¢ B
Sy
dtot ’ 1
' Lr('t) = m—————— "'D<G . R -
y(t)

Hous constatons cu'il s'éteblit un régime stztionnezire au bout
d'un certain temps, cuelles cue soient les veleurs de /\l et /\2. En

feit, en supposant O(Ra petit devant O<G’ on & i Ay -—/\2 < 0.
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¥ L'éouation (2)! s'éerit :

] . "1 T/ *
Y(t) = —(kﬁ-;kl)if<t}+-h)Rv Jf J_ ) ﬁ(t—@ av

n

- 1
C
en suopnosant aque QD a nris sa vzleur de régime stztionnazire, d'ol :
1
—(kd+kﬂ)t
o4 A
Y(s) - < e W)
1

o lfc(t) est une solution particuliére de l'écuation :

% k(t=T)=2t ™
STV . v

3(t) = = (x,+k,) 3(8) + x,

RK

Jo (s Pek(t_’d))z

— A ! M <A1‘&Jt
BEn négligeant ———— gdewvani | - ) e <, pour
Z(Alvkg> 2% E(Al—AQ}

t >‘t0’ ou to est suffisamment grand, l'intégrale 2 calculer est égale

3 une constante Kl(to) plus lz cuantité

t , n, -
e‘l\/ T Q\l-)\ZMt—t)}t’ 1 4T = Ky (%)+ to . P(
tO
ot P est un polyndme d'ordre n,=2 en t 3 %)O est donc de la forme de
la somme d'une consténte et d'une combinzison d'exponentielles décrois-—
santes & coefficients polyndmizux : W tend donc aussi vers une valeur

-

limite (celle du régine stationnaire), lorscue + tend vers 1'infini,

B(8) = B(8) + x ) py(8) + A (5) ;

Comme kfl et u ont la méme forme que»(y ci-dessus, c'est encore le
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*¥ La conclusion est identicue pour EX BX, i et X ar
GR? X’ p?
IS L.
2 1

des rsisonnements & ceux fzits ci-dessus.

Sous les hypothéses simplificatrices rappelées plus haut, (Tl)

a donc une solution cui tend vers un régime stationnaire.

IT1.2.1.2. Ztude de_le stebilité de (T,)
(Tl) peut s'écrire, dans 1l'hypothése simplificatrice faite en

I1.2.1.1. en supposant cue EXG-(t) et EXG(t), donc EXG(t).EXRa(t)

et EXP(t).EXR (t) sont les fonctions d'entrée du systéme feedback :
i

11 e }Y‘

1 — T

: ~ j
N ﬁb

t .
y = 3(t) + Ay + Jf G(t=?) y{v) ar ,
0

dto . t .
s -k 5(0) - j (# + 6(3=7)) 7(¥) av « 3(t)
' o C

Posons : 1z = v = £ v(0) = B(%)

H(t,?) = & + ¢(t-0)
Llors (Tl) stéerit

. f 1

z = |  H(%,T) e(T) av

70
e(t) = 4 y(0) + B(%) + z
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Rappelons deux théordmes :

Théoréme II7.4. (d‘aprés(@O))

P .. . n .
50it les applications u,e,v de %, vers R 3 soit H(t,T) une

-

matrice n-n bornée sur tout compzct de 32, soit C(t) et ult) une

matrice n-n et un vecteur composés respectivement d'éléments appar-

-

tenant & Ll(B,) et & LP(B+) s alors le systime :

t
- : v(t) = - (t,%) e(t) av

C
e(t) = u(t) - ¢(t) 7(z)
a, pour tout u, une unicue solution y dont les composantes sont dans

Lp(B+) donnde vpar :

' 1

y(t) = J(t,%) u(v) av ,
0

ol J est l'unigue solution de 1'Zcustion :

%

Toogrdy T, = E(,) - (5 o) (@, ay

Définition III.3. (d'aprés {(41))

... '
Un systéme feedback tel cue celui dessiné ci-dessus est -

st=2bls (oN K est un esvace fonctionnel norsi), <'il existe une
consvante k%, telle cue :

Tue J- e .g T

Théordme III.5. (é'anris {41))

Si, dans le sysisdme du théorine ITI.4 , C est constanie, 32

- . fq e . - . L.l
T(t,%) = L{+=7) et si tous les élémenis de eppartiennent 3 LT (R ) .
s~/ / IS " b

Dy

= . -
zlors ce syvstdme est L (R )- stable si et seulerment si :
| —_ ANy
7 weR det(I + ¢L{iw) ) £ 0
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oo
1
et — Arg (det (I + ¢ i(iuﬂ) dw =0
2T Y vo )

N A . .
ou L désigne la transformée de Laplace de L.

Ici, il est aisé de vérifier cue nous sommes dans les conditions
d'application .du théoréme‘III.4., donc que EXG-(t) et EXG(t) apvarte-
nant 3 Ll(B+) (sous les hypothéses simplificatrices) peuvent &tre
interprétées comme les fonctions d'entrée d'un systéme feedback &

sortie unicue,

Hous avons d'autre part :

C=-=1
et, en supvosant cue EXHS(t) et EZES (+) ont leur veleur du régime
= n
stationnaire :
- ¥ O 0 0
(k4+ k3 )""{Al“_ . 0 0
pl; ; ) O o
& X X 0
k4PE e (k5+k€’l 5
0 0 -k 0 G
7
0 0 C —K2+k2Jn 0
2
n, .
- 1 © C
0 o 0 KR T (k4+53)+5’,p
2 T2
Py
0 0 0 0] K4%ﬁ Kpg

d'olh, en supposant que QD ct Qn ont leur valeur e régime station-
“1 2
naire :

i
N

\O .

| —
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. A, = -
det(LC’i(m}) = det{I-L{iw}) = 7 (2TM1w)” ((ukz){iw) 1 kQ(l-L —_— iw)
- >
=~ . 21 \2 ,/'E+‘L,_ 1 < )
o K = (1.£4+k3, (1 ~x54—“ﬁ_’1”ﬁs) (1+K7} (l+k9)
Lz premiére condition du théoréme I11.5, est donc réalisée
. 54 n_ el
N T . § DR Z 1o +
TwekR P ((1-:--»2: ) ) -.&2 160 # 0 p)

T |

car (1+k2) + 2 # X,

Dfautre part nous awvons

-
-

27
. A - . B
srg (et (I+CL(iw)) = = i sg{w) - {n_~1) Lrg(l+— 1 w)
2 p)
2717 n, =1
+ ATg ((l¢;9) (1+ ~ iw) - kzicx)
C'est une fonction impaire en w , A'ol 1z seconde condition du théo-
-~ - P | 2 a4 b h b L3 2 - 1
réme III1.5. est réalisde et le srstime feedback considéré est L (R+)—
stable.
Remarcue :
Nous retrouvons. en 11,2,1.1. et II1.2.1.2. des conclusions déter-
. N . : - o ¢ -
ministes & rapprocher de celles de (29), (25), (4a7), (1), (43), (45),
et (7) (p. 343-357) = on y trouve des systémes anzlogues 3 (Tl), mais

sans les termes relatifs

.

+

[

de

Q

e

de décodzge Tibosomal ca

O

0]

compte des phérnomines
compte des phénoménes de

codage ribosomal), mais 1'étude

diffuei

tapes intermédiesires de transcription,

zlyse. Fer contre, on y tient varfois

ion (cf. (26)). Dans (12), on tient
risation sur moule (iranscription- dé-

(g

moddle est menée dans une optique
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. e 4 N - . R -
différente : on s'interesse 3 1'dvolution dans les especes de la

boucle de régulation wvue ci-dessus et 3 sa capacité de se reproduire

,2u cours des générations successives (cf.(4) p. 79 pour un court

résumé), Dans (29), on étudie un moddle analogue, mais plus simple,

dans lequel on fait dfemblée les hvvothéses poissonniennes cui sont

1z conclusion du paragraphe 11.2,2, ci-aprds 3 comme le nombre

d'écuations du systéme analogue 3 (Tl)‘est beaucoup plus réduit, des

hyvothéses sont faites du tvpe :

BK«r (t) = -b
1 A+ Xk EXP(t)

ce lien de régulation 4tent provosé sans justification 3 une simu-

[
Y
ot
(W
Q
s
ot
H
[0
n
joN
[oX
ot
QO
]
]
]
[
[¢]
©
[¢]
[¢]
1]
it}

el

agne le modéle,

I1.2.2. EZtude du systéme (T,)

Comme au chapitre I , la résolution du systéme (Tl)‘permgt L

celle du systéme des f.g., soit (TZ), ifous poserons :
EXY(t) = tLY(t)

A { /
(l)ll WG(T”S) = (l“‘s> ((k‘l u?{ (t\ + kz) \%}G(t’S)

Y’

2 f Jn
© 0 1

- (x () QG@_%)d?w+ki pe(t))

L;)G(t’s))
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comme au chapitre
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1 {>. 35), admet une solution indépendante du temps, si l'on suppose

cue les fonctions M ont pris leur valeur du régime stationnaire

décrit ci-dessus. V ) )
) -

Les conclusions sont du méme iype cue dans le chapitre I, donc
les v.a. X,(t) (pour Y égal 2 G, Xys B, Py GRy R,y R, G ) tendent en
loi vers des v.a. de Poisson, lorsgue t tend vers 1l'infini. Hors du
régime stationnaire, il faut utiliser, comme au chapitre I, la méthode

des caractéristicues ou des technicues uitilisant les cumulanits, comme

en (46).

II17.2.3. Optimalité du systime de régulation métabolicue

(position du prodléme)

@

Nous suivrons (42) (p. 203 et sc) 3 comme en II.2.l., nous pren=-

crons comme commande X, et X

a o= e Hous supposerons indépendante-de t la

valeur :

Code

v, 5{%) = P({%t+l = }i'{st =1, 0 = 5})

désigne le vecteur de composentes Xv(t+li} . o oA
i Y'—'—"&.l ool ,U’R,Xz,R‘. ’

s - . 5 X ; . 7
ot i, j désignent des valeurs possibles de ce vecteur dans I(& W
o U, désigne le vecteur de composantes (2, (1), %,=(3)) et k varie
; T 3
. (e 12
dens X (€ 7).

Les ensgembles ou varient i et kk sont finis
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dant des veleurs Civ) et nous supvoserons qu'ils sont ordonnés par
ltordre lexicographicue.

Hous appellerons stratégie, toute famille lTTt
L

de X vers I, telle que : .

U, - Wt(st)-

%

g d'appnlications

Nous supposerohs gue le systéme S ne peut changer de valeurs
cu'en des temps discrets, tous sépards d'une longueur A1t prise
comme unité. Hous supposerons également cue S tend vers un.éfat éta—
tionnaire, ctest-a-dire cu'il existe ie dans I, tel cue :

(x) =1 Y keX

A

ico,ios
Définissons une fonetion de cofit par

= (x) = ¢ > c..(x) = ¢
oTig T o 7 R

) ) ‘ o0 s L k) =
{ pij{A; £ 0 et (i vy > Cij(ﬁ) 1
) \ + 2 _ g 1 R N 3 -
;lj(x, £ 0 et 3pom iy o+ Ry ESEEES vij(&) 0
Cn pénélise ainsi les erreurs de transcription de Kl.
Posons :
+ O
(1) c=/ ¢ (x)
=6 “wr Ty
X 9, =
o ) S))t
Désignons pari?ila suite i ‘vt%zje'? et adoptons comme critare

d'optimalité la minimisation de l'espérance de C(TT7) (C est une v.=.

—

dépendent de T, d'aprds la Formule (1)), Désignons cette esnérance

var Z{TT) : comme elle dévend de 1'Stet initizl S , désignons var

j )

X(TT) le vecteur de ccmposanies gK(ff,So)}S ¢ 1+ “lors, en appliquant
1§ ~ O*-‘

le résultat de (£2) {(p.212), T*sers ovtimcle si

P

X(‘ﬁ*) vérifie

X(H = 1in O

i

i eoe

-
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ot f est définie par :

Yxel , £(x) = min (Mo x +A.ﬁ) P
v !

U Ko t lan i ficie: sui ;- o
o% iz es la matrice de coefficients les suites {le(Tr»t(ﬂ'y))j»eN

et £_ le vecteur de ccefficients les suites :

{Z_. INC NGRS SHCST] S

jel

Le probléme de la détermination d'une statigie optimale n'a pas
été'résol‘u, ni celui de montrer cu'en considérar’ la stratégie cui
consiste & prendre pour U, la veleur {LfG(t) + LPG(t)At R (-FG-(t)

+ Lf.(}‘(t) A‘t} sy ot 4t est l'intervalle de temps décidé nécessaire
pour cue le systZme passe d'un état 3 un autre et ou les fonciions
<fY sont solutions de (Tl), on obtient une stratégie optimale, les

paramaires’ ki’ Pr, QI\' etc... €tant convenablement choisis.



111,29

Références :

(1) BLBLCYAWTZ 4. & NICOLIS G.
Chemical instabilities and multiple steady stete transi-
tions in lionod—Jacob type models

J. theor. biol. 34, 185-192 (1972)

(2) 1ONOD J. & JACOR F. o
Cold Spring Harb. Symp. quant. biol. :
T - ' B 26, 389 - (1961)

(3) JORRE R, P.
£ statistical analysis of the evolution of proteins and
of the genetic code

Thase, Un, of Reading (Cct. 1974)

N
EN
R
e
=3
e
[~

+
g

i 'r._{ :,_I’
L'orgenisation biologique et la théorie de l'information

Hermann (1972)

(5) GATLIN L. L.
The eniropy maximum cf proteins

lath, biosc. 13, 213-227 (1972)

(6) WIKOLAIEV. L.
Principes de la chimie physique des processus biologicues

Editions de lioscou (1973)

(7) ¥Honlinear problems in the phvsicel sciences and biology

Springer Lecture notes in math, 222 {(1973)
(6) PIPKIN 4.C. & GIBBS J.H.
Kinetics of synthesis and/or conformational changes

of biological macromolecules

e~
et

\O
(62
02}

~

Biopolymers 4, 3-15



!

(9) ¥

(10)

(11)

(12)

(15)

(16)

(17)

111,30

‘c DCNALD C.T., GIBBS J.H. & PIPKIN 4,C.

Kinetics of bicpolymerization on nucleic aeig templates
Biopolymers 6, 1-25 (1568)

lic DONALD C.T. & GIBBRS J.H,
Concerning the kinetics of polypeptide synthesis on
polyribosomes

Biopolymers 7y 707725 (1969)

GIBBS J.H.
The kinetics of biopolymerization on nucleic acigd templates

4dv. chem. phys. 15, 185-199 (1969)

BIGEN I,
Self-organisation of matter and the evolution of biological
macromolecules

Die HNaturwiss. 58, 465-52: (1971)

in Soringer Lect. notes in meth. g0 (1974)

e GQUARRIZ D.
Stochastic approazch to chemical kinetics

J. Lppl. Prob. 4y 413-478 (1967)

BESSCON J,
Recherches sur lz structure du code génétique
Thése Poitiers (1967)

WU T.T, & al.
The information content of vnrotein amino-acid secquences

Ann. rev. of bioch. 43, 539-565 (1974)

POLLMER H.
On entropy and information gain in random fields
Z. Vahrsch. verw.Geb, 26, 207-217 . (1973)



I1i1,31

(18) YOC¥EY H.P.
pplication of information theory to the central dogma and

An a

the secquence hypothesis :
J. theor. biol. 46, 369-406 (1974)
(19) CREST G.S. & RAJLGOFAL 4.K.
Impurity and end effects on finite nolymer chains. Ising model
approach :
. : J. theor. biol.  47. 43-56 (1974)
(20) VOGEL F.
Humangenetik 8, 1-26 (1969)
(21) GOZL N.S. & RICHTEZ-DYW 1.
(1974)

Stochastic models in biolosy
Lc. Press

(22) LAXFORD O.E.
Intropy and ecuilibrium states in classical statistical mechanics
20 (1973)

3n  Springer Lect. notes in phys.

(23) SPATARU &,
Théorie de la transmission de 1'information IT
ilasson (1973)
(24) BILLINGSLEY P,
(1965)

Ergodic theory and informztion
J. Wiley

(25)DI LIBERDC F,,5ALLAVOTTI G, & RUSSO L.
Markov processes, Bernoulli schemes snd Ising model
Com. math. phys. 313, 25G=282 (1073)

(26) WARTINZZ H.il.
Korphogenesis and chemical dissipative structures
26, 479-501 {1972)

J. theor. biol.



111,32

(27) “2RTZLL L.1. & WONTROLL E.¥.
Bouilibrium denaturation of natural and of neriodic synthetic
D5 molecules

Adv. chem. phys. 20, 120-203 (1972)
(28) THCOLPSCH C.J.
Kathematical statistical mechanics

Facmillan (1972;

(29) TIWARI J. & al.

[ ]

Genetical fecdback repression I & I
J. theor. biol. 45, 311=326
& 47, 297-412 (1974)

(30) DE GEIHES P.G.

Dénaturation des ADE

2

in Collogue nationzl de Physicue théorigue

2d. CHRS (1969)

(31) GUIASU S. & THEODORESCU R.
Incertitude et information

Presses Un, Laval (1971)

(32) YLOLOM 4.M. & YAGLON I.1.
Probabilité et information

Dunod (1969)

(33) VAROGUI R.
ftude du méocanisme de diffusion de cueloues courtes chaines

en solution

Thése Straghours (1065)
(34)YCLS L.

in Symposium on informatiocon theory in biology

Pergamon (1956)

(35) BESSON J. & GAVAUDAK T,

Sur l'organisation logarithnigue du code génétigue

CRi5=D 254, 1311-1313 (1667)



111,33

(36) SERBLN M. & STROILA C.
Un modéle mathématique de noyau cellulaire

Rev. roum. math. pures et appl. 11, 287-316 (1966)

(37) cuiasv s.
Aplica}iiale teoreiei informagiei

Ed. Acad. Révp. Soc. Rom. - (1968

(38) VENTSEL H.
) ' Théorie des probabiliiés
Ed. Mir (1973)

(39) CALDIERA G. & PRESUTTI =.
Gibbs processes and generalized Bernoulli flows for hard-
core one-dimensional systems
Com. math. phys. 35, 279~ 285 (1974)

(40) DESOER C.i. & VIDYASAGAR k.
Feedback systiems : input-outvut proverties
¢, Press (1975}

(41) DAVIS J.H.
Stability conditions derived from spectral theory
Siam J. Control 10, 1-13 (1972)

(42) FELDBAUD 2,
Principes théorigues des systémes asservis optimeux

B3, Yip (1973)

(43) WALTER C.
Stability of controlled biological systems

J. theor. biol, . 23, 23-28 (1969)

(44) WALTER C.
Oscillations in controlled biochemical systens

Biovhys. J. 9, 853-872 (1969)



111,34

(45) WALTER C. ;
The occurrerce and the significance of limit cvele behavior
in controlled biochemical svstenms '

J. theor. biol, 27, 259=272 (1¢70)

(46) WISHIYARA K.
Stochastic approach to nonlinear chenical reactions having
multinle steady siztes

J. phys. soc. Jap. 3T, 44=49 (1974)

(47) GOLDBETER 4. & NICOLIS G.
Far from equilibvriun synthesis of small polymer chains and

chemical evolution

Biophysik 8, 212-225 (1972)

(48) RO3I® A.1..
Information and comminication theory

/

Ven Hostrand (1973)



APPENDICT &

EC@mparaison de deux spproches des problémes d'information en biologie

P

« D&finitions = (d'aprés (I4))

sy

wmans

i
’

Uz modéle est la donnée d'une cinématique,dont 1'objet est de pareméirer

lss formes ou les états du processus réel étudiéyet d'une dynamique,dont

i'objet est de décrire l'évolution temporelle entre ces formese.

L& ginématique est la donnée d'un espace topologique Psen dehors d'un fermé

¥ =

Z ds Pyappelé fermé des points de catastrophe,l'apparence phénoménoicgiqua

de 1%'état ne varie pas pour une déformation assez petite de cet 4tat.Chague
forme du processus correspond alors & une composante connexe de PAX ,

Soit P une variété différentiablejla dynamique est la donnée d'un champ

% d&s vecteurs dans P,

Om sppelle sysidme dynamique classique (P,m,f, ),1a donnée d'une variéts
+

givférentiable P,d'une mesure m sur é définie par une densité positive ot

soniinue (clest-d-dire par une n—forme différentiable,si n est la dimensicn

(3
[13]

P = of (22)ype69 )set d'un groupe (ft) de difféomorphismes de M préservant

mesure (d'aprés (9),pe3) .

ot
)

51 le champ X de la dynamique est de classe cl,et 8i la variété P est compasis,
! N . . . ., 4 - \ '
11 sxziste un groupe (ft) de difféomorphismes de P  tel ques d%!dt-x(ﬁg, 3

si ¥ est un point de Pysoit x%=ft(x) la trajectoire issue de x ,on désigne

per a(x). (b(x)),1'ensemble-limite dans P de x, ,lorsque t tend vers -w(pes) ,
Un asttracteur du systéme dynamique (P;m;ft)est un fermé K invariaunt par f%g
421 que b(y) soit une partie de K,pour tout y‘d'un voisinage de K dans Pjet
tal Que,si a(z) est inclus dans K,alors z appartient i Ket K est indécompesabls,
£ est dit errant,sil admet un voisinage B tel que ft(B> ne rencontre plus
B,pour + assez érand;au voisinage d'un point non-errant,il y a des itrsjec~

8

tsires gui reviennent indéfiniment (les seules propriétés & caractdrs sta=



Fact )

2

tionnzire présentées par une dynamique ont leur support dans l'ensemble des poinis
nann@rrants).

Sysitmes dynamiques hamiltoniens (cf (9),p.5):s0it DPyreeesPy3Qyseeerq 5 les 2m
2n

socrdonnées d'un point de R® et H une fonction différentiable de R2n vers Rile

systdme des 2n équations différentislles

d¥ 'Opi 'd_t——- ‘aqi

déﬁinit un groupe (f%) de difféomorphismes de Rzn, appelé flot hamiltonien
dans Rzn,qui préserve la mesure de Lebesguejon démontre que les équations

ci-dessus définissent en coordonnées locales un systéme dynamique dit hamile
* .

torienysur toute variété P ,surface de niveau H=cste,pour une certaine mesu—

re m sur Pjpresque tout point de P est non-errant (théoréme de retour de Poine

cerdlisi P est compacte,ce systéme est ergodique (i.es toute partie mesurabis

de P invariante a pour mesure O ou l)j;sinon ,il ne 1l'est pas en général,

Lorsque la trajectoire xt‘rencontre 1l'engemble de catastrophe K,on dit gquiil

¥ » morphogendseypuisqutil y a alors discontinuité dans l'apparence du syst-—
s@s.Deng la pratique,de lfexamen macroscopique de la morphogenése d'un proces—
sus,de 1'étude globale ou_locale de ses singularités,on s'efforcera de’remcnm
ter 4 la dynamique qui l'engendre (P,X,K) .

Soi% ¥ 1'espace des compacts de R3muni de sa topologie de Haussdorff:deuz:comm

pacis A et A' de Y seront dits avoir la méme forme,s'il existe un pseudo~group

¢ d'homéomorphismes locaux de R3,te1 qu'il existe d de G ,avdod(A) = Atjtoute

forme F admet un pseudo-groupe qui lui est propre Gﬁla théorie développée dans

{i4) et(15) est donc sémantique,puisqu’'une forme est indissoluble de sa significaw
tionggui cdnditionneen Paﬂﬁaﬂﬁw 1a nature de’GF‘(par exemple,certaines formes
Z2%znimaux ,d'aliments ayant pour l'homme une grande importance biologique aurent

un pseudo-groupe associé qui contiendra les translations,laissera invariantes les

dirgctions horizontales et verticales ,mais ne contiendra qu'un voisinage de 1'ides

& _'V’:ag:%

sn fait une variété que pour presque itoutes les valeurs de la oste dans B



© o

ie groupe des affinités zis=kz),

% un espace topologique;CG un groupe {ou un useudo=groupe) opdrant dans

ns J=forme est une classe d'éguivalence de fermés de E modulo liaction de

sune -Forme A sera dite structfurellement stable,si toute forme A! assez voie

iz

N

de A dans E est G=3quivalenie 3 Ajpour quiune classe de (~éouivalence @b
b3

une forme structurellement stable,il faut et il suffit gue i'snsemble

g

i

noints de B de cette classe dféquivalence forme un ouverd do B

1

dans E un ouvertytel que son complémentairs soit constitué des points

spparienant & des représentants de CG-formes dites instables .

1]
®©
&
e
H
I
[e)
€2
t]
&)
(9]
+
Ly
o
U]
kv
o
IS
i

Liwnoenble ¥ est partagé en bassins dlattracieurs,chagu

,g.
]

dant 3 une Gmeorme;les formes instables de ¥ sont dites de bifurcation,si el
ez constituent un seuil entre deux ou plusieurs bassins dfattracisurs.ciesi=
selire 81 toute perturbation,si petite soit~elle,falt changer le compact de

de G=£équivalence,

Seit ExT un processus:il existe un fermé Kytel qu’en tout point ds K ie pro-

ceasus change d'apparence3k sera appelé lfensembls des points catasirophicues

sessusgon postule dans (14} gu'en un poind catastrophig quel’une au moins

bles gl(x,t)ou l'une de ses m premidres ﬂérivées présents une dige

feia

sontinuitéson suppose en effet que les observables soni_seulement ¢ .cs qul

¢s% une hypothése indispensable pour la notion de csiastrophegon suppsss égale=

e X nlest pas localement dense {s?il en "4t2it ainsi au voisinege d'un

e dmd f processus serait alors chaotigue au voisinage de ce point)s
DOLNS \X@@t )918

o _ s

gur Liouvert ExTxK sle processus est dit réguliersau voisinage de tout point

m s .
r.les observables g{x,t) sont € jen général,l'état loecal du processus

b

sere defini par un point d‘'un espace fonctionnel L(Ugv)gllévolutign loeal

@

définie en associant & tout point (x,%) une application s{xz,t)de U wvers V,

dslx,t : , ; "
ds(x,t) = A(s,x,%) ,de . ! T L.

at telle manidrs que le probléme

iini par cette éguatioméux dérivées partielles scit bien posé ,clegtei-dire

3 ®

¥ sit existence et uniociié locale des solutions du problime des Cauchy

cue ees soluiions dépendent continuement des donndes initiales.leos Siéments

Y &'sppelilent varisbles internes du processus

»



Zoit deux applications loczles de l'espace euclidien Rn dans Rp9f et g;appli=
guent l'origine de l'espace de départ sur celle de l'espace d'arrivéesgsi
elles ont mémes dérivées partielles jusqu'a l'ordre r inclusy,on dit qu'ellss

ont méme jet local d' ordre r au point considéré j;l'ensemble de ces jets

forme un espace vectoriel JT(n,p) ,ayant pour coordonnées les coefficients
au développeﬁent jusqu'd l'ordre r de Tayler des p fonctions définissant
1'application en 0;il existe dans Jr(n,p) un ensemble algébrique k¥ de
bifurcation ayant la propriété suivante:si le jet d'ordre r de deux applica=
tions £ et g est identique et est un point du complémentaire de Kr,f et g
gont localement du m8me type topblogique,o'est-é~dire qu'il existe des homé

omorphismes de R® et de RF stels que 19 diagramme ci-dessous soit commutetife

Rn.__i_, Rp

h f % h ;avec h(0)=0 et h*(0,)=0,

On dit alors que le jet est déterminantj;de plus,le jet peut 8tre struciurel-

lement stabley,si toute deformation de f assez petite est topologiguement

dquivalente 3 £ (les homéomorphismes pouvant cette fois déplacer l'origine).
5i le jet de f est instables

l-des perturbations arbitraircment petites de f (en Cm—topologie) peuvens
présenter une infinité de types topologiques différents;la singularité pré-

L)

sentée par £ en O est dite de codimension infinie jle jet de £ ne peut alors
: 9

8tre déterminant.

2=-les déformations de f ne présentent qu'ﬁn nombre fini de tyﬁés topolo=

giques (locaux)jla singularité est alors dite de codimension g ,8i q est le
nombre de typesile jet de.f est alors déterminant,et on peut plonger f dans
une famille de déformations & q paramétres telle que l'application F de

7°z8* wvers RPxR® ainsi définie soit stucturellement stablejen particul;ef
un jet strucfurellement stable définit une singularité de codimension zéro,

~La famille de déformations joue un r6le universel par rapport aux déformations

de £, en ce sans que toute perfwbation & m paramétres de f est induite



5
“: »& famille universelle par une application de R" vers R% scette famille univerw

szlie sera appelée déploiement universel du centre organisateur f (sa théorie a

£t4 développée antérieurement 3 {14) par Thomgelle nécessite la théorie des ensembles
giratifids).
ippriications - (d'apres(14))

Un modéle métabolique est la donnée d'un s.d., (P,X)jau voisinage de tout point
z de P,les observables du systéme sont déterminées paf la connaissance de lfattirace
$sur of{x) (selon S.Smale,si P est compacte,presque tout champ X sur P présente un
xam&&é finivd'aﬁtracteurs;ceux—éi sont structurellement stables,clest-d~dire que
$out champ X1 assez voisin de X en Ci—topologie admet un attracteur cl(x),tel qutil

existe un homéomorphisme h d'un voisinage de ¢(x) sur un voisinage de pl(x) 9 QUi

transforme les trajectoires de X en celles de Xy ) sun point frontidre de c(x)

b

2% catastrophique et au moins une des dérivées d'ordre inférieur 3 m d'une obw-

servable g y présente une discontinuité,L'embryclogiste Waddington est & l'origie

15 d'un tel modéle ,avec sa métaphore de "paysage épigénétique™sstopposant 3 la

e

prozrammation stricte des généticiens orthodoxes,respectueux du dogme central de
Grick,il figure l'embryogen&se par une bille,état de 1l'ébauche ,non conduite par
des railsymais par des vallées plus ou moins ouvertes ,avec des seuils,des em=-
branchements,des plateaux,ol elle peut hésiter sur son chemin ,et 8tre alors déter-

minée par l'action d'un gdne qui lui fait franchir un seuil (c¢f (17),p.238)




a

#addington est également & l'origine de la notion de chréodessoit un processus
ayant ses points dans un ouvert W de ExTjsupposons que,dans un ouvert U de W,

iz processus soit tel que les observables aient des jets structurellement stabless
on dit qge le processus présente sur U une chréode.,La cinématique de W est la deg-
cription de ses chréodes ,

Exemple de la duplications dans la liste des catastrophes ordinaires de R4,aucun

des modeéles locaux ne présente le phénoméne de duplicationjimposons donc la cone
diticnsune singularité s ,pour t=-1 se trouve remplacée,aprds passage de l'ori-
gine (x=0,%t=0),pour t=+1, par un couple 8118,sde singularités isomorphes 2 sjle moe
déle le plus simple sur l'espace de coordonnée x isomorphe & R est donné par la
fonction fixe-du,ol u=x4+tx2;pour t positif,x-0 est un minimum simple de ujpour
t négatif,u présente deux minima simples 8y et 8, symétriques par rapport & x=0,

guil est un maximum simple(?e modéle n'est pas structurellement siablesune pertur-

v

etion veutax transforme la singularité s en s' ayant deux singularités g, cogimi
s 2
8. % 8, de nature différentes.dans son déploiement universel)s

* “
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1. Frobabiliste

&) Définitions - (d'aprés (9))
== UL gystéme dynamique abstrait est la donnée d'un espace mesurable X,d’une mesure
A D NN TN ,

# et d'un groupe d'applications mesurables de X dans lui-meme (f ),préserVant

-z Z_ , S .
mesure m { N a; oo S ‘W\r ; S ™ 0a7 et St Tuei men ot Soe -‘. 0 P ok By
w;.u g oo —1 ¥ . R ]
. X . . SN . t
Um0 fpene teg gA fes an_ X a()m X' ~ L [ ~ oLk Se it o f&&. %bnw«/}{i .

= Deux systimes dynamiques abstraits (sda) sont 1somor2hes,a'il existe une bi-

,‘

(iJ

tion bimesurable d'un espace sur l'autre h,telle gque ,si (f ) et (f ) sont
iz8 deux groupesyon ait: h f& = f h
éa élass;flcatlon des sda est l'objet encore actuellement de recherches,
= Un sda est ergodigque,si itoute fonction mesurable sur X invariante par (ft)
est cste pp srappelons ls théordme de Birkhoff:une fancﬁionég de Ll(m) est telle

Sd@Q)existe,etg

i le systéme est ergodigque,est égale & sa moyenne spatiale m{g).

m

ue ypour presgue ftout x deX,sa moyenne temporelle Iwna> =

(53

=~ Une partition de X est une famille P ordonnéde de parties mesurables de X,

deux & deux disjointes et de réunion Xjétant donné deux partitions P et Q

~4

%y1a borne supérieure de P et Q,notée F¥Q,est la partition,ordonnée par

i*ordre lexicographiques PYQ {Pin Qj ’Pie P’Qj EQ}

~ P <&
on note ftP {““tpi’Pié P}

Az

=

== L'sntropie de P est définie par: H(P)= -2: @(Pi)ch m(pi)

L'entropie d'un sda (X,m,f ) esz égale &
ne
H(X)=Spp lém;H( E{f}P),si on prend pour f.,la 38me puissance de
T pour la composition{on obtient bien ainsi n groupe (ft)tez’si £ est une
bijection bimesurable de X sur lui-méme,par exemple)
Deux systdmes isomorphes ont méme entropie,qui est donc un invariant d'une
slasse d'isomorphie,

== Théordme de Mac-Millan: soit (X,m,ft) un sda et P une partition de X.soit Cm(x)

net
L'éiément de la partition \/f P contenant x.alors,pour presque tout x,
e -..
'E
o i g(m(C (x))) converge vers H(P,f)= 11m% 'H (V ‘FP)

[

i oen déduit que;peur tout €5 0,11l existe un entier n et des éléments Clgooogc
P



ned
Amna la part tion ‘Jf P,tels gue 1l'on aits

o-n(H(P;£) + E) ¢ m<°i) < aun(H(Psf) -¢) ,1-1,..;,p

et m(é&Cl) Y 1- ¢

¢

Ces conditions impliquent gque p(en(H<P’f) + &)

{a théoréme est fondamental dans les problémes de codage,car il permet de classer
iug suites de longueur n émises par une source stationnaire ergodlqne,pour n sufflm
sammant grand en deux classes complementalres:l'une de grande mesure rassemble des
suite de probabilités élevies et voisines,l'autre est de petitc mesure (d?aprés -
f.F, GONZE Séminaire Bourbaki ,nov 1972) (of aussi (20),p.81 ou (10),p.129).

2; Application =

Un chromosome circulaire;sous des hypothédses concernant la distributions des bases
is iong de la chaine d'ADN,peut &tre considéré comme un sda orgodique,pour»un
groupe de translations,La lignedg communication ADN-ribosomes peut 8tre également

»

tudide dans cette optique (cf chapifre ﬁﬁ'\

(*‘»

TIY Gonclusion =

fed

3 deuxiéme optigue,ia "forme" de 1'ADN ciroculairse est stucturellement gta=

wis su sens de Thoms

Thom demandé "aqu'on géométrise“...<1es termes d‘information;d04heéségﬁ,;..,et toute
shieetion & l'usage de ces termes tombera.,Et ce ne serait pas la un min¢a progrés
pour la biologiec moléculaire actuelle",Il propose par exemple la définition &é<

“'zniropie d'une forme 3l'espace fonctinnel d'un sd se présente comme une llmlte

industive de variétés riemanniennes emboitées,xl,...,xn,... ¢ui constituent le

spectre de l'espace fonctionnel considéréjétant donné unc forme structurellement sta-
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& #,on prendrs dans chaque Xi'la mesure i=dimensionnelle mi(F) de l'ouvert des

ints de X, qui représentent topologiquement la forme ¥Fsunc somme de 1a forme
L

‘m ;:mi(P)/ii (le facteur de convergence il &tant arbitraire)sers per dé4fini-

)

b4

sz i'entropie de ia forme siructurellement stable F,

pYs
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APPENDICE B

Remarque sur le code génétique

Le code génétique (tel qu'il est présenté par exemple dans (1),
p. 78 ) peut &tre considéré comme un code & enchafnement sans POSim
tions de contr8le (cf. (2), p. 210 et g ), ce dernier &tant assuré
par la redondance. la chafne maximale du code peut 8tre choisie éga~—

le & 3

tU=(3303,112001232220321.-020) ,

en représentant respectivement l'uridine par le chiffre 0
18 Cy'tOSine "nomn on nn 1
l ] adén ine 1"non on o n " 2
la glwlne "Hon o noton 3

On obtient alors toutes les lettres de l'alphabet protéique une
fois et une seule (sauf pour la méthionine comptée deux fois, du
fait de l'utilisation bivoque de son triplet, qui code aussi la
formyl-méthionine,signal d'initiation ) par 1l'application aun vecteur
U ci~dessus de la matrice 22-3 de permutation, désignée par M, défi-

nie ci-dessous 3

Les vecteurs <y (1< % £ 22 ) correspondent, dans l'ordre, aux



acides anminds suivant le tzblesu :
K () sriplet acide aminé
1 330 GGCGU glycine
o 303 GUG valine
3 .1 | UGe cystéine
4 311 G CC alanine
5 112 C CA proline
5 120 Cas U : histidine
7 200 £ U0 isolcucine
g 001 Ut ¢ »hénylelanine
e 012 JC 4 sérine
10 123 CL0 glutamine
11 2 32 L G A arginine
12 =22 G A4 acide glutamiogue
13 222 LA A lysine
14 220 L AT asparagine
15 20 2 = UG méthionine
16 032 UG oA signal de terminzison
17 321 G icC acide zspartigue
18 210 L CU thréonine
19 | 102 CUA leucine
20 20 [S tyrosine
21 203 - U ¢ signal d'initiation
22 0 : 3 UCG tryptophane
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