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"Efficace ne s'oppose pas a théorique mais

a l'opposition du théorique et du pratique”

R. Debray






AVANT -PROPCS

Certaines applications des Mathématiques sont orientées vers la
résolution de problémes issus de diverses branches de la Science ou cde 1la
Technigue (Physigue, Chimie, Sciences de 1'Ingénieur,...). D'autres applica-
tions sont orientées vers ce gu'on peut appeler de maniére tres générale
"les problémes de la Cité”. Ce sont ces applications gui intéressent la
Recherche Opérationnelle qu'on a pu caractériser également comme "1'approche
scientifigue des problémes de prise de décision”. Cette caractérisation rend
en fait assez mal compte, & mon sens, de la problématique de la Recherche
Opérationnelle. L'objectif du "chercheur opérationnel” est en effet double :
il s'agit bien sOr d'appliquer une démarche scientifigue & la résolution de
problémes concrets, mais il s'agit aussi de considérer les modéles des pro-
blémes étudiés comme sources d'inspiration pour un enrichissement des outils
théoriques (et en particulier mathématigues), enrichissement qui permettra
& son tour unme plus grande ouverture du domaine d'application de 1la Recherche
Opérationnelle. La découverte dans les 3N derniéres anndes d'outils aussi
importants gque la programmation linéaire, la programmation dynamique, la
théorie des flots dans les réseaux, la programmation en nombres entiers

-pour n’en citer gue guelgues uns- témoigne de la fécondité de cette approche.

Ce va et vient dialectigue entre Pratigue et Thécrie fait de 1la
Recherche 0Opérationnelle une discipline, 3 mes yeux, passionnante. Mais ce
va et vient présente 1l'inconvénient gu’il donne 3 la Recherche Npérationnelle
un caractére bétard et que, par conséquent, cette discipline a toujours eu
guelgues difficultés & s'acclimater dans le sein de 1'Université {au moins
de 1'Université Frangeise). tf, en effet, il y a 13 une difficulté profande
car si la Recherche Opérationnelle est & la fois un Art (au sens ol la
cuisine en est un) et une Science, on se trouve fort embarassé lorsqu'il
s’agit de mettre sur pieds un enseignement qui participe & la fois de
1'un et de 1'autre. Sans avoir perdu 1’espoir d'aboutir & une solution plus
satisfaisante dans un proche avenir, nous nous sommes contentés, & 1'Uni-
versité Scientifique et Médicale de Grenoble, ainsi gue cela se pratique
dans la plupart des Universités ol cette discipline est reconnue, d'orga-
niser un enseignement des "technigues mathématigues de la Recherche
Opérationnelle” sans essayer vraiment de transmettre aux étudiants 15

partie "tour de main”, c’est & dire la construction des Modéles.
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La terminclogie et les notations utilisfes ici sont

Pour ce qui concerne les graphes et hvpergraphes, celles de C. Berge dans
son livre ''graphes et hypergraphes' avec la seule exception que nous appel-
lerons 'hypergraphe' dans la troisiéme partie un étre mathématiquz plus géné-

ral que 1'hypergraphe au sens de Berge.

En particulier, il convient de rappeler gue si ¥ et Y sont deux
ensembles et si Yc X, alcrs
X-Y désigne 1'ensemble des éléments de X qui ne sont pas dans Y

|X| désigne le cardinal de X.

Pour ce qui concerne la programmation lindaire, celles qu'on trouve dans la
plupart des traités et en particulier dans mon livre 'Notes on linear pro-—
graming" ou dans mon cours polycopié a 1'Université Scientifique et Médicale
de Grenoble. En particulier, il convient de rappeler que

- si ¢ et x sont deux vecteurs dont on &crit le produit scalaire cx

Ve - " 1 2 k

alors ¢ est un vecteur 'ligne' dont les composantes sont ¢ , ¢ , ..., C

et x est un vecteur ''colcmmne' dont les composantes sont Xis Xy owees X
La convention consistant & écrire les indices des composantes des vecteurs

lignes en position haute a &té abandonnée dans la troisiéme partie car elle

se révélait plus génante qu'utile ;
. . T ,. . ~
- 81 A est une matrice A" désigne la transposée de A ;

- 81 A est une matrice nXm et si
i<{1,2,...,0n} , Ic{1,2,...,n}
jeil,2,...,m} , Jc{1,2,...,m}

Alors @
Ai (resp. Ai) désigne la iéme ligne (resp. la jéme colonne) de A
. AI (resp. A”) désigne la sous—mat?ice de A ohtenue en conservant
les lignes Ai pour i< 1 (resp. les colonnes A3 pour je€J).

J J_ .3
AL = (AI) = (&),






PREMIERE PARTIE

APPLICATIONS COMBINATOIRES DU THEOREME DE DUALITE







CHAPITRE I

L'algorithme du simplexe, inventé& en 1947 par G.B. Dantzig, est un
outil exemplaire d'"optimisation combinatoire'. Cet algorithme permet en effet
de résoudre une large classe de problémes d'optimisation (les problémes linéaires
d'optimisation qu'on appelle "programmes 1inéaires"[}2], [?0], [52], [}51) et
la finitude de cet algorithme permet de déduire facilement le théoréme de dualité

en programmation linéaire qui est un puissant instrument combinatoire.

L'objet de ce chapitre est de mettre en évidence la parenté qui unit

un certain nombre de résultats de dualité dans les problémes comhinatoires

(théordme des arcs colorés généralisés, théoréme de la coupe minimale géné-
ralisé, théoréme d'Hoffamnn généralisé, inégalité longueur-largeur) en mon-—
trant que tous ces théor&mnes peuvent se déduire tré&s simplement du théoréme

de dualité en programmation linéaire.

Auncun des résultats de ce chapitre n'est 3 proprement parler ori-
ginal ; le seul intérét de cette présentation est de replacer dans une méme

perspective un certain nombre de théorémes connus.

1 - Théoréme fondamental de dualité linéaire

Définition : 1) Un sous-ensemble CCR X R est dit "totalement ordomné" si
(x,y) €C, (x',y")€C, x < x' =>y <y'. Un ensemble totalement ordonné maximal

est appelé "courbe croissante'.

1) C est une courbe croissante si et seulement si C rencontre une fois et

une seule toute droite y+ox = b o > 0, b quelconque.

2) Si C est une courbe croissante {x|(xy)ecC} et {y| (xy) € C} sont des

intervalles, disons [§;§] et_&k;] respectivement.

(D

Définitions : 2) Etant donnée une fonction ¢ : R ~ R on dit que y, est un

sous—gradient de ¢ en X ai ¢(xo) est fini et si :

d(x) > ¢(xo) + (x—xo) XY, pour tout xe¢R

(1) R =R u {+0} u {~=}. Cette notation est courante dans les ouvrages traitant
d'optimisation convexe [ 3§.



L'ensemble (8ventuellement vide) des sous—gradients de ¢ en X sera appelé

lsous—différentiel de ¢ en X et sera noté 3¢(xo).

3) Une fonction ¢ : R > R sera dite convexe si C = {x,90(x)} est
une courbe croissante. A partir d'une courbe croissante C on obtient les fonc-—

tions convexes ¢ telles que C = {x,3¢(x)} par

o(x) = fx v(u) du

X
< . o

Xoé [__}_{,3;]
(u,v(uw) € C Yue [xo,ﬂ |

Notons que 1'intégrale est parfaitement définie au sens de Riemann puisque

v(u) est monotone non décroissante. De méme on pose

e = [T uw vy

~ yO
ou
v, € [3,7] (x 7)€ C
(vsu(v)) €C ¥ ely ]
Remarque :

3) On peut montrer [441 que ¢ et ¢x sont "polaires" 1'une de 1'autre,

c'est 3 dire que :

o) = sw [ - 6]
xeR

o(x) = Sup [xy - 6" (¥)]
veR

Le théoréme suivant est un résultat de Berge [jG] qui peut €tre démontré 3

partir de la théorie de la convexité [}8].

Théoréme 1 (Berge [6]) : Soient F et T deux sous—espaces vectoriels ortho-
2 . n . . .
gonaux et supplémentaires deIR et soient m fonctions convexes ¢i (i=1,2,...,m)
. % . .
dont les polaires sont ¢i et solent Ci les courbes croissantes correspondant

aux ¢i. On considére les deux probldémes de minimisation :

m
(I) o = Min ¢(£) avec o(f) = I ¢i(f.)
f€F i=1 L

m
(II) B = Min ¢x(t) avec ¢*(t) = T ¢?(ti)

teT i



a) 8711 existe £47 22 tgT tels gue O(f) <=, ot) <» 3ziors
€

iz roebilgmes (I =zt (II) ont w-= solution et on a :
g+ F o= 0.
(i3} Pour tout # ¢e solution de ;oet {10
£.,8.) &C, .
. - g
{iii) Tout ccuple & F, t 4T satisfaisant 3 ia relation ci-dessus
gct un couple de soluticrs de (I} =t {(II).
b) Une conditiocn nécessaire erf zuffisante pouvr que O = ~® {resp.
£ Y egt gue <»} =% (resu. {feF|o(f) < =} = @).
Nous n'utiliseroms ici gu'un cas particulier de ce thécréme, celul
ot 1zs foncticns ¢i son: l.nBaires par morceaux, c'est i dire le cazs ol les

courkes Ci sont des courbes en escalier. Ce cas particulier du théoréme |

m

{

0

ra zppelé théoréme fondamental de dualité linéaire ; on donne en annexe

une d3monstratiorn du théorime fondamental de dualité linéaire utilisant uni-
quement le théordme de duzlité en prcgrammation linéaire. Le résultat

suivant montre que les 2 théorémes sont en fait &quivalents.

de dualité en programmation linéaire.

Démonstration : Considérons les programmes linéaires :

(p) ¢ x>0 D £ .
% ¢x = z (Min) E I =w (Max)

et supposons que le systdme Ax = b ait une solution x. Alors (P) s'écrit

(en: posant f = x-x) :

' Af =0
(P> _ £f>-x
cf + ex = z (Min)

F est le noyau de 1'application lin&aire définie par A, T est le sous—espace

vectoriel orthogonal et supplémentaire :

T = {yly = ATH}
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On considére les m courbes croissantes

[ si f. < -x.
1 1

c,{(f.+x.) si £, > -x,
17171 i- i

et en posant

yerT
m
ID £ 5 %) = ' in)
. i1
1=1
ave:z :
—§.y. si y. < c.
* _ i’1 i - i
(b].. (Yi) = .
+ S1 y. > ¢
1 i

Donec le probléme (I1) s'écrit :

yT = HiA <c
(I1") T—
-y x =w' (Min)

et en tenant compte de ce que Ax = b, (II') s'derit :

A < ¢
o E

—HTb = w' (Min)

qui est —au signe prés de la fonction objective- ie dual de (P)

c.q.f.d.

4) Si le systéme Ax = b, x > O n'a pas de solution il peut se faire que

T . . . T
MMA < cn'ait pas de solution non plus. Cependant si, cdans ce cas JI A <c

a une solution alors (D) n'a pas de solution finie.



5) Le théoréme (faible) des &carts complémentaires est en fait exprimé

dans la relation (1).

2 - Théorémes de dualité combinatoire

Définition 4 : Dans la suite F et T dE€signeront deux sousesnaces vecto-

. ~ . m _ m .
riels orthogonaux et supplémentaires de R. A tout vecteur x¢R on assocle

S(x) = {ilxi # O} dit "support" de x. xe F sera dit "élémentaire" si :

x'EF

S(x') ¢ S(x) (inclusion stricte)

= x' =0

c'est & dire qu'un vecteur est élémentaire s'il est @ support minimal.

. m . N .
Soient x et y deux vecteurs de R . On dit que x est conforme & y si

X, F 0 => Xy, > 0. Donc si x est conforme 2 y on a S(x) &€ S(y).

Le lemme suivant est démontré dams [17] et [43] :

Lemme 1 .- Soit fé&F sous—espace vectoriel de Fp. Alors
f=fl e 24 40
ofi les fJ sont des vecteurs élémentaires de F conformes a £ (j = 1,2,000,kK).

Les résultats qui sont regroupés dans ce paragraphe n'ont d'autre
poirt commun que de pouvoir &tre démontrés directement de maniére semblable
i partir du théoréme fondamental de dualité linéaire. Les différents théorémes
seront énoncés d'abord puis on en donnera les démonstrations. A la fin du
paragraphe on montrera que le théoréme fort des E&carts complémentaires peut

Stre déduit assez simplement du lemme des arcs colorés généralisés.

A - Lemme des arcs colorés généralisé .- Supposons qu'on ait affecté

1'une des couleurs Noir, Rouge ou Vert aux indices i = 1, 2, ..., n, l'indice
ayant recu la couleur Noire. L'une et 1l'une seulement des deux propositions

suivantes est vérifiée

a) I1 existe un vecteur Elémentaire f€F tel que
- f] >0
- S(f) ne contienne que des indices rouges et noirs

+
- les indices noirs de S(f) sont dans S (f) = {ilfi > p}
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b) Il existe un vecteur &€lZmentaire t¢ T tel que :

- t, >0
1
- S(t) ne contienne gue des indices verts et noirs.

. . + .
- les indices noirs de 5(t) sont dans S (t) = {1|ti > 0},

B - Théordme de la coupe minimale généralisé .- Supposons qu'on ait

P Y . ., +
affecté 3 chaque indice i = 2, 3, ..., m une "capacité" cieli . Tout vecteur
teT tel que t, = -1 sera appeld une "coupe'. La capacité d'une coupe &tant :
. PP p p P

c(t) =
i

’Citil

[ e =]

2

fg¢ F sera appelé un flot et f] sera "la valeur" de ce flot. Alors

Max [fl:! = Min ()]
{fesi|fi1 <e, i=2,...,m {teT|t1=—l}

C - Théoréme d'Hoffman généralisé .- Une condition nécessaire et suffisante

pour qu'il existe f ¢F tel que :

b, < £,

< 1 = v en . . : . < .
5 ; S ¢ i 1, 2, , m (bl, cleIR, bl < cl)

1

est que pour tout vecteur &lémentaire t ¢T on ait :

(2) 3 c.t, + T b.t, > 0
{i]t,>0} R SR -

D - L'indgalité longueur-largeur .- Associons & chaque indice

) + +
i=2,3, ..., mune longueur Qieﬂi et une largeur wieﬂl 3 posons :

m
A = Min % ifilzi
{quIf]=1} i=2
mo
W = Min I oltgw

{teT|t1=l} i

alors on a 1'inégalité :
m
Aw < L Rw,
. i'i
i=2

Démons trations :

A - Les deux termes de . alternative sont mutuellment exclusifs ; en effet

. . . P T
sinon on aurait mis en &vidence un couple fEF, t€T avec £t > 0.



Associons aux différentes composantes les courbes croissantes en

escalier suivantes :

: :( Té" f ¢; 1 &
| ‘ €
i
o :u . [ Vo N 2
: L ‘ £ iz T 7
-f n:---"' .
:
il 3
) le;
t
i=1 i€ Noir i#l ievert i € Rouge

-

On définit & partir des courbes o les problémes (I) et (II) auxquels on peut
appliquer le théor2me fondamental de dualité linéaire. Comme 0(0) < x et
¢x(0) < o, 11 existe un couple f, t de solutions optimales des problémes (I)
et (IT) :

a) Si El > 0, i€S(f) = i est noir ou rouge

i,GS(E) et 1 est noir => Ei > 0.

D'aprés le lemme 1, il existe ? &1émentaire, conforme 3 f et tel que fl > 0.

b) Si E] < 0, i S(t) => i est moir ou vert

is S(E) et i est noir = Ei < 0.

A ~
D'aprés le lemme 1, il existe t &lémentaire conforme a t et tel que t, < 0.

~ . . - P
-t satisfait aux énoncés

c.q.f.d.
B - Soit f¢F tel que -c, < fi < i=2, ..., met soit t=-T tel
que t1 = -1, On a :
T n
tf=¢tf + I t.f.=0
171 . 1
i=2
n n
= < = R
3) f£,= 1 ef <7 [t fe, = (0
i=2 1=2

TI1 faut exhiber un teT et un f ¢F tels que 1'égalité soit vérifiée dans (3).

. ) . P . |
Associons aux différentes composantes les courbes croissantes :



A t,;
p b
{
icl
|
!
1
{
1
[} A{t e o l‘r.'
N = il === bad
|
!
O 1 I C: ]
', i
d [}
" ]
}
i =1 i=2,3,...,m

On définit a partir des courbes C; les problémes (I) et (II) auxquels on peut

appliquer le théoréme fondamental de dualité linéaire.

. x . .
$(0) < = ; 8i t est une coupe ¢ (t) < » donc s'il existe une coupe

alors les problémes (I) et (II) possédent un couple de solutions optimales

f, t pour lequel, d'aprés (1) :

hi
I
0

. => ¥, .
1 1 1

rt
v
o
I

Hhi
1]

t, <0 =>f¢f, -c.
i i i

donc pour le couple £, t (3) est vérifide avec le signe =.

S'il n'existe pas de coupe : Sup(fl) = 4o,

c.q.f.d.

C - La condition (2) est certainement nZcessaire. En effet ¥ t€T on a :

0 = z t. f. + D) t. £, < z t.c, + z t.b,
{i[ti<0} t1 {ile, <0} Lt {ile >0} it {ilti<o} L

Pour démontrer le caractére suffisant de (2) associons aux différentes compo-

santes les courbes croissantes suivantes

t X3
t; A i
b lct'. i
1
G , :
1 .
] : __Q——: +1
1
i . 1
1 '
o bk 1€ ia b, o :C¢ !. { e o R
== "= 4 =TT T T T 4 [l = = -
) ! i
i ' |
' ) i
P I S 1 i
il I i
g §
: : X
1t
5 ‘ l
i i
H 4
P
5 >0 bl < 0 < c; c. <0



On définit 3 partir des courbes Ci les problémes (I) et (II) auxquels on peut

appliquer le théoréme fonilamental de dualité& lindaire. Comme ¢ (0) < © et

*® . . - - . . -
¢7(0) < = il existe un couple f, t de solutions optimales des problémes (I)

et (II). Supposons par ailleurs qu'il n'existe pas de f¢ F tel que bi < fi < c.

i=1,2, ..., m. On a alors nécessairement :

fi < b, ou fi > ¢, pour au moins un i ={1,2,...,m}.
1

D'autre part :

_T_ m —_ - PR - -
tf=0= 1 tif' = z tifi + z tifi
i=1 t {i]t.>0} {i] %, <0}
i i
Or, d'aprés les courbes choisies et (1), on a
Ei > 0= %i > c; avec 1'inégalité stricte pour
t. < 0= f, <b, au moins un indice
i i-"1
Donc :
0> I Elci + I t;b
{i]t.>0 {ilt, <0} t
i i
c.q.<.d.
D - On considére les deux ensembles de courbes croissantes :
P\é(
4 v
v 0.
l [3
: ql" c‘/
' r-TTTTT T Tt
1
! 4
° let S | o {:
' rd ‘ Bl
1 H
1 h
I e e e m e -
]
|
st N c
+! (‘.' |
D AR )
1
]
[} f« - W o Lawy ‘ﬂ
> it U L A— >

i=1 i=2,3,...,m
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On céfinit i partir des courbes Ci (resp. C) les problémes (I') (I1'")
L

i (resp. (I") (II")) auxquels on peut appliquer le théordme fondamental de

dualité linaire. Si on suppose que :
{fer | £,o=11 49 {teT | t, =11 #8¢

les problémes (I') et (ILI'") (resp. (I") et (II")) admettent un couple de

solutions optimales f', t' (resp. £", t").

D'autre part, les problémes (I') et (I1'") s'écrivent :

m
" Min DA E
. 1 1
{feF|£ =1} i=2
m
(11" Min % ltilw.
{t<T]t =1} i=2 *
et par conséquent
m —
A= T |f!%
. 1 1
l=
m
w= I |t'w,
i=2  t 1
Or
— — n—_
0=f£f't!+ ¥ flt!
171 . 11
1=2
fl>0=%t! =2
1 1 1
£! = t) = -
; < 0 => tl 21
et comme f{ = 1, on en déduit Ea = -X. On montrerait de méme que EY = -w.
Enfin
m__ _ n__
0= Z £t =£"t"'+ T f£V!
. 11 171 . 11
1=1 1=2
avec
- w, < £ <w,
i1 - 1 - 1
-2, <t <y
1 - 1 - 1
soit
n__ m
Aw = -3 £f't! < I w.l.
11~ . 1
1=2 i=

c.q.f.d.
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On montre finalement comment le théordme fort des &carts complé-
mentaires en programmation lindaire peut se déduire du théoréme fondamental

de dualité linéaire et du lemme des arcs colorés généralisé.

Théoréme fort des Ecarts complémentaires .- Soit un couple de programmes
duaux :

Ax = b mra < ¢
(®) x>0 (D) T

cx = z(Min) I = N(Max)

T : . .
tel que {x|Ax = b, x >0} #9 et {I|NT°A < cl # @. Alors il existe un couple
de solutions optimales de (P) et (D) x, I tel que

x, =0 = Ta" <l

Démonstration : Supposons la propriété annoncée fausse et soit x, Il un

couple de solutions optimales de (P) et (D) respectivement tel que :

K = {i[ﬁTAl = ¢ et ;i =0}

soit de cardinalité minimum. On pose
T3 .

I = {1|H Al = cl}

J = {1[xi = 0}
D'apré&s le théoréme (faible) des écarts complémentaires I+J = {1,2,...,m}
et, par définition, K = I nJ.

On colore les indices i ¢ {1,2,...,m} de la maniére suivante :

- les indices de K en noir (sans perte de généralité on suppose 1&K),
- les indices de I-J en rouge,

- les indices de J-I en vert,

et on pose

F = {f|Af = 0} T ={t|]t = 174}

D'aprés le lemme des arcs colorés généralisé, il existe soit

a) feF  f glémentaire S(Bc1, sT(Hck, £ >0

e A + A Ve
b) teT t élémentaire S(t) CJ, S (£)CK, t, >0



Dans le cas a,on peut trouver € > O suffisamment petit pour que
x'=x+¢ f > 0. D'autre part, on peut appliquer au couple de solutions
réalisables x', T le théoréme faible des &carts complémentaires qui montre

que X' est solution optimale de (P). Finalement si on pose :

R' o= (i Tah = b et & =0}

on a |K'| < IK|, une contradiction.

Dans le cas b, on peut trouver € < O tel que :

ﬁTA+€t\<c

- A

~ 2T . = DU = .
on at =1"Aet si onposell'=1+¢ Il on vérifie que II' est solution

optimale de (D) et on aboutit & la méme contradiction que ci-dessus.

c.q.f.d.



Le principe de la démonstration consite 3 montrer zu’il existe

un programme linéaire (P) &quivalent au probbme (I) et gue ie dual de (P)

est &quivalent au probléme (II) (au signe prés de la foncticn

objective).

les fonctions convexes ¢i {i=1,2,...,m) sont suptosdes données
par les courbes croissantes en escalier Ci' Les bornes des intervalles
X., .| = {x.](x.,5. c.} et {y.,v.! = {yl(x.,y.) €C.} sont 1liges de la
[—1’ 1] 1i< 1’y1> € Zl’ylj yl ¢ 1’y1) i
maniére suivante :

}

X. > =0 <==> .
%, ¥;

X, < 40 <=y,
i i

§

Pour alléger les notations nous supposerons dans la suite que X, > o,

X, = +°,
1

Le principe de la démonstration reste &videmment valable dans les 3 autres cas.

Les notations sont définies sur le schéma suivant :

LN
)
L#ch ‘_-___._-__.--._-_..("
1
4-1 !
A L J
t
|
!
P SR |
——— e
’ 1 4 -1 4
e X N 3l 3 3
B ‘.(‘ « & J % %, xe
T T T T Ls rd
I
3
e X .,
|
2
] 1 A
1
| 1
] L
N
1
] ¢ '
...... ! — .
- z
. ! .




Si on avait x. = x. ou ¥. =y, on poserait k. = 1 a},
i =i i i i i

L 11 11
jdéterminés par (ai,Bi)é Ci’ ay = Bi'

g
1

Soit A la matrice de 1'application linéaire dont le noyau est F. On considare

les programmes linéaires

- £, + x. = =Q,
i i i
- f + X 2 _a2
i i e x>0 j=1,2,...,k.~1,k..
2 3 i- i i
g - £, + X, > —di
i i -
(Pi) S .
v k.-l k,-1
- £, +x, > —oyt
i H z
k. ki—l
- f, + x> —q.
i i - i
k k.-1 k
E 11 2 51,2 2,2, 3 i i i .
. ~BLYx. 4 (B7-BU)xT +... . T-B, o=z,
Bi % * (81 Bl)xl ( 1 8 )xl * (81 i )xl zl(mln)
Posons
12 kg
x, ¢ le vecteur dont les k, composantes SONt X., X:, eeey X.
i i i i i
k.
a R " " 1) " " G,] (12 o 1
]. ' i’ i9 b} i
k., k.-1
g . " " 1 n " 8] 82—81 83—82 R 1—8 1
i’ i?> 74 T4 i i ? i
Bi : le vecteur dont les ki composantes sont &gales 3 —1.
Ul ¢ la matrice unité 3 ki lignes et colonnes.
On a :
£, x.(5) - a.
Blfl * lel(—) %
(r.) x. >0
i _ i-
Bixi = zi(Mln)
Proposition 1 .- Le programme linéaire
Af =0
£, X, (3) - a, > i=1,2,...
(P) Blfl + lel ) o, X 2 0 (1=1,2, ,1m)
m —
L B.x = z(Min)
i1
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zst équivalent au probléne (I) dans le sens suivant : si z{(f) représente
ie minimum de la fonctior. objective de (¥) lorsque f est donné alors

£,

z(£f) = 6(f) = 1 m v, (u)du ((u, v, (W)€

II‘ME!

1 -
L

Démonstration : Soi: §i {(i=1,2,...,m) une solution optimaie de (P)

lorsque f£F est fixé. On a, d’aprés les contraintes de (Pi) et le fait que

=3 i -1 .
. = BT o~ B > > 1
81 Bl 81 0 pour ]
X = Max(0, f.-03) =1, 2 k
i O N | O A 1
. . +
c'est 3 dire que si p est tel que a? < fi < a? ] on a
xi = fi - ui 1 =1, 2, s P
;j =0 i = p+l k
i s oeees ko

S DU 2 1, 2 3,2 .. 3 P op-ly,. P
z, = B, (£, a.) + (8 B (f,-a) + (BI=8) (f=0) + ...+ (BL-BL ) (£,-00)

el 2 1 2,3 2 p-1, p_ p-l Poe _4Py o
Z. Bi(ai ai) + Bi(cxi al) S Bi (ui oy ) + Bi(fi ai) = ¢i(fi).

c.q.f.d.

Construiscns 13 dual de (P). Scit T les variables duales associées
aux contraintes Af = 0. Soit yi (jél,Z,...,ki) les variables duales associées

aux contraintes de (Pi)' Le dual de (P) s‘écrit :

ks
HTAI - 73 =0
. i
j=1
yl < 8} =1, 2
i < Di 1L =1, 2, . s M
5 5 5 ;
i Z i
7. < B. - 8.
(D) % y: - B1 81 Vi >0 3 =2, 3, «v., k
g .
k
Hy k. k, k,-1
% V_l < B;l - Bi
: g -t
§ m k; PR 1
r - I gyl = WMax) |
i=1 =1 - 1
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Proposition 2 .- Le programme linéaire (D) est équivalent & (II) dans le
sens suivant : si W(II) représente le maximum de la fonction objective de

(D) lorsque Il est fixé alors
%, T
W({D = ¢7(A'D)

DEémonstration : Soit §i (i=1,2,...,m) une solution optimale de (D)

lorsque Il est fixé. Posons

i i 1
1 2 ki
0. < d. < ... < 0.
i i i
il en résulte que :
=1 a1 =2 2 1 39 _ o9_,9~1 gatl x4
Vi T By vy =By Bys eees Y= BB L YL = £ioB)

et si on pose

k.
1 s
W, =-3 o 33
1 . 1 "1
1=1
11 vient
ol 2,02 00 3.3 2 _ 4,04 09"l _ atl,s _.q
Wi o= 7oy By - o (B-8,) - ar(Bi=B)) ... - af(Bf-B7 D) - ot (£;-8))
Lo (%
W. = -qa. B. - j u. (v)dv
1 101 B] i

i
avec (u.(v),v)e C,
i i

£

c.q.f.d.

Conclusion : La condition a(i) du th&or@me 1 est la conséquence directe de

1'égalité des valeurs des fonctions objectives 3 1'optimum pour les programmes
linéaires duaux (P) et (D). Les conditions a(ii) et a(iii) sont 1'expression
du théoréme (faible) des écarts complémentaires sur les programmes lindaires
(P) et (D). Le paragraphe b du théoréme 1 se déduit également du théordme de

dualité entre (P) et (D).
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CHAPITRE II

1 - INTRODUCTION

Le probléme du "flot maximum'" dans un réseau est posé et résolu
par Ford et Fulkerson dans leur livre []6]. Ces auteurs donnent &€galement
dans cet ouvrage les applications combinatoires de leur célébre "théoréme
de la coupe minimale" ainsi que la mani&re dont ce théoréme peut &tre con-
sidéré comme un cas particulier du théoréme de dualité en programmation
linéaire.

Le probléme du flot maximum trouve son origine dans la modélisation
de situation concrétes (réseau &léctrique, réseau de tuvauteries...) et les
algorithmes proposés par Ford et Fulkerson ont eu des applications tr&s larges.
Cependant certains problémes de réseau ne sont pas réductibles i ce schéma
ainsi dans un réseau de communications (postales ou téléphoniques), dans un
réseau de trafic urbain, les flots (de messages, de véhicules) doivent &tre
distingués suivant leur origine : on dit qu'on a un flot de plusieurs produits
ou multiflot. En bref, dans un probléme de multiflot les flots de chaque pro-
duit doivent 8tre conservatifs aux sommets tandis que la contrainte de capa-

cité s'exerce, sur chaqu: arc, sur la somme des flots parcourant cet arc.

On peut distinguer deux types de problémes de multiflot : les multi-
flots "orientés" qui correspondent au cas d'un réseau de communication postale
ou de trafic dans des rues & sens unique, problémes dans lesquels le graphe
sous—jacent est orienté ; les multiflots 'mon orientés' qui correspondent au
cas d'un réseau de communication téléphonique ol la capacité d'une ligne
est la borne supérieure du nombre de communications que celle-ci peut porter,
indépendamment du sens, problémes dans lesquels le graphe sous-jacent est non

orienté.

Ford et Fulkerson donnérent en 1958 ﬁs] une méthode de solution des

-~

problémes de multiflots orientés, méthode qui, &tendue 3 un programme linéaire

général, devait donner la méthode de décomposition de Dantzig et Wolfe. D'autres
méthodes de résolution spécifiques au probléme du multiflot orienté ont &té
proposés par Jewell [33], Saigal [49], Netter [ 417, Grinold [25].

Klei tman [35] a donné une méthode valable dans certains cas particuliers.
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D'autres approches ont consisté 3 appliquer des méthodes générales de décompo-
sition des grands programmes linfaires. Ainsi Saigal [Aﬂ met-il en oceuvre

une méthode de résolution de Saigal et Sakarovitch {501 ; tandis que Grigoriadis
et White [Zd utilisent la méthode de décomposition de Rosen[as], Dans B]]
nous avons donné un algorithme qui, comme celui de Ford et Fulkerson, peut

8tre &tendu i la décomposition des programmes linfaires de grandes dimensions | ! 1.
La méthode proposde peut s'interpr@ter comme une méthode de sous-gradient
(cf. Held, Wolfe et Crowder [26]). Le principal résultat combinatoire de [51]

sur les multiflots orientés est &noncé dans 1'appendice & la premiére partie.

T.C. Hu a formulé [&ﬂ le probléme du multiflot non orienté et a

" proposé un algorithme pour le résoudre dans le cas oil il y a 2 produits. Cet

algorithme permettait de démontrer, de maniére constructive, un certain
nombre de résultats combinatoires sur le probléme du biflot non orienté.
Rotschild et Whinston donnérent quelques propriétés supplémentaires des solu-
tions de ce probléme [4d et [Aﬂ. L'algorithme de Hu aussi bien que les démons-
trations de Rotschild et Wilson sont complexes et ne permettent pas de com—
prendre la structure du probléme et la raison profonde pour laquelle les
propriétés démontrées sont vraies. Dans ce chapitre, nous montrons que les
résultats de T.C. Hu et de Rotschild et Whinston peuvent se retrouver de
maniére simple par des arguments de programmation linéaire ; de plus, on
présente un algorithme de résolution trés efficace fondé sur la théorie
développée, ainsi que quelques ré@sultats nouveaux sur le probléme du biflot
dans un réseau non orient&€. Ce chapitre est une rédaction lég&rement corrigée

de [54].

Le probléme traité par Hu dans [B(ﬂ est le suivant : Etant donné

un graphe simple sans boucle (orienté) anti-symétrique G = (X,U), une fonc-

. + . . 1 2 1 2
tion b : U 4R et quatre sommets distincts de G : s , s , t , t~, trouver

sur G un flot f] de s] a t1 et un flot f2 de 32 ] t2 tels que le flot total

solit maximumn.

En d'autres termes il s'agit de résoudre le programme linaire

' i - i
) . F¥ six=s
i . .
E (]) z fl(x}’) - = f (YX) = 0 si X # sl, tl’ i= ]’ 2
yéX veX i . i
. =F" six=t¢t
(1

@ ' el + [£2xy)] < bxy), ¥ () e U

Fl + F2 = z(Max)



rehe d'en

(n

Remarques : 1} Le probisme (I) sera appelé probléme de lz rach

tiflot maximum dans le réseau R = (X,U,b). Remarquer que Hi

ot
(2,0} s

D

=

ue le gravhe

3

(I) est symétrique cav dzz flets néga-

1 2 2 -~ P ~
- Les scmmets s et t° (resp. &~ et t*) peuvent 8tre échangés sans cue

5 - . . .z < i 1 .
ie problemes (I} soit altéré (on remplace f par -f dans 1z eolu=ion).
- Tout arc (xy) € U peut &tre remplacé, dans G, par 1'a: opposé {vx)

& condition de prendre b(yx) = b{xy).

2} Ainsi que T.C. Hu 1l'avait notd et que la mB8thade de solution
présentée ici ‘e fait apparaftre les propriétés remarquables du problime du
biflot non oriesnté sont perdues guand il y a plus de deux produirss.

4 ] p PE
2 - Formulation équivalente du probléme (I)
Définitions : 1) Soit A la matrice d'incidence aux arcs du graphe C et A,

lz sous-matrice de A obtenue en supprimant la ligne correspondant au sommet

i1 2 e . .o .
s« R et R™ sont deux n—-1 vecteurs définis de la manidre suivante :

1

. +1 si la iéme ligne de la matrice A correspond au sommet t
R, = - -
1 0 dans les autres cas
+1 si la iéme ligne de la matrice A correspond au sommet tz
2 . . . .
Ri = -1 si la iéme ligne de la matrice A correspond au sommet s2
0 dans les autres cas
2) Un réseau R = (X,U,b) est "Eulérien" si b : U >N et si,
de plus :
b(x) = I b(xy) + X b(yx) = O(modulo 2) ¥ x:2X

(xy)eU (yx)eU

(Cette définition, qui est une extension naturelle du concept classigue de

graphe Eulérien, est die 3 Rotschild et Whinston [46}).

Les contraintes (2) peuvent s'écrire :

- b(xy) < ElGy) + Fi(xy) < b(xy)
(3) ¥ (xy)eU
- b(xy) < £ G) - £2(xy) < b(xy) ',
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Ce
; d)iﬁ"‘\)
N
6% ixy)
£ (xy)
(4757
£ {xy)
F 0T (xy)
5y+
U {xy)
(£ (xy)
(5")¢
CETxy)

Tenant compte
a(e'+e%)
A -6%)
et on a la formulation &guivalente

f oo

3
(11}
dont le dual

gui suggére le changer

NS

9 -

,}(Xy-)-i-f‘“ -}»;} ,
R C I A
3 -~

¢ (xy) + 0" Y,
KQZXYN}‘ - ¢’2 CEwy oo

Ca y,
SERCONa

[NN]

=05 ey £

i )
Vilxyy + U

v Gy - v
de (4%
- m}F?

+ RZF

q

1
= R (= ¥
VA

Pl
+R (7T
<

Z. 2
y - ai(s )

xy)+b(xy)]

o e e A7)
xyhtbixy)) =

XY) - b(XY) 3

X7

=O’

=O;

-3 (tT) + o

s%[8]+yi+62f"2;

ment de variables

IA
i
el

A
[RC]
=

b

- b(xy);

[ B

b(xy)}

t
r\_)l [

les contraintes (1) s'Zerivent :

du probléme (I}

w{Min).

.
2
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Utilisant le changement de variables (5), (5'), (I) devient
1

1,1 .1 2,1 .20 1
AD *R(F) +R(7F) =5 ab,
2 1,1 .1 2,1 .2 1
\ ~F) - — = =
AYT + R (2 ) R (2 FH) 5 Ab,
1 )
(111) Y < b, v, v >0,
2
Vo < b,

F + F° = F(Max).

Remarques : 3) Soit &1, &2, @1, @2, ?1

alors &], &2, @], @2 est une solution optimale du dual de (III).

s Qz une solution optimale de (I1'),

Réciproquement soit &], &2, él, @2 une solution optimale du dual de (III),
alors al, &2, 81, 32, ?‘ = &]A + @1, Qz = &ZA + @2 est une solution optimale

de (IL").

. 2 . . ~ .
4) Soient Ol et 0  respectivement les variables d'écart relatives
. . . 2 . ~ A A A
aux inéquations w] <b et ¥ <b dans (III) et soit wl, wz, 0], 62 une solu-
tion optimale de (II), alors :

A] /\1 A2 /\2 /\] /\] /\2 /\2
V=0, Y =0, o =¥, 9 =1

correspond 3 une solution optimale du probléme obtenu 3 partir du probléme

~ ~ 1 1 2 2
posé en &changeant les sommets s et t et les sommets s~ et t~ (cf. remarque

5) On comprend mieux 1'intérét des changements de variables (4)
et (5) si on se reporte a la figure | ol le domaine de fl(xy), fz(xy) réali-
sables (i.e. satisfaisant la contrainte (2)) a &té représenté ainsi que les

nouveaux axes de coordonnées ¢}(xy), ¢2(xy) et wl(xy), wz(xy).

o7 (xy) ¢! (xy)
{

Figure 1
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3 - Résultats fondamentaux

iDéfégiEigg_g : CCU est une "coupe'" si C aune intersection non vide avec toutes

- -~

- . . 1 1 - . . 2 2 .
les chalnes joignant s 3 t et toutes les chalnes joignant s~ 3 t et si, de

plus, C est minimal pour ces propriétés.

La "capacité" b(C) d'un ensemble d'arcs C est :

b(C) = Z b(xy)
(xy)eC
Lemme | : Pour tout solution réalisable de (I) la valeur de la fonction

objective F est inférieure ou égale 3 la capacité de toute coupe.

Démonstration : A une coupe C correspond soit :

(a) Un cocycle &lémentaire $(Y)

(b) Deux cocycles élémentaires disjoints Q(Yl) et Q(Yz).

A une coupe C on peut faire correspondre une solution réalisable
de (II') de la maniére suivante :

(a') Si on est dans le cas (&) ci-dessus, on pose :

] 2 si (xy)e (D) et skY ou (xy)e OT(Y) et sk X-Y
B (xy) = :
0 dans les autres cas
i 2 si (xy)e¢ Q+(Y) et sle X-Y ou (xy)€ Q—(Y) et sls Y
Y (xy) =
0 dans les autres cas.
2 2
B ixy) =Y (xy) =0 ¥ (xy)eU

(b') Si on est dans le cas (b) ci-dessus, on suppose que Q(Yl)

sépare s] de t] et Q(Yz) sépare 52 de t2. On pose :

: 2 si (xy)e T M) et ste Y ou (xy)f Q (YY) et s'e X-Y' (i=1,2)
B (xy) =
0 dans les autres cas
. 2 si () e M) et sTe YH ou (xy)e QO (YY) et ste X-Y© (i=1,2)
Y (xy) =
0 dans les autres cas.

La proposition est alors une conséquence directe de la partie faible du
théoréme de dualité en programmation linéaire appliquée au couple de pro-

grammes (II) et (IL").
c.q.f.d.
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2 Z ~r < ; - : = {17
O B -5 ;¥ s Y une solution optimele de (II°),

ST
—
(S

Lemme 2 : C, d&fini ci-dessus, contient une coupe.

Démonstration : On montre que C a une intersection mon nulle avec toute
- . . | I s - s qs .
chaine joignant s° 3 t . Supposons la propriété fausse, c'est 3 dire qu'il

existe P1 telle que :
i
PnCc=29

Des contraintes de (II') on tire :

o’ (y) - at(® = 8 Gy) - ¥ (xy) Y (xy) €U i=1, 2
et, d'aprés 1'hypothése, on a :

Ai /\i

O (y) —a (x) =0 ¥ (xy)epP

c'est 3 dire, en sommant sur tous les arcs de la chafne P :

&1<t‘) =0
a?(t?y = o

ce qui contredit une des contraintes de (IT').

On montre_'ait de méme u'on aboutit d une contradiction Si on sup-—
1%
t

. . - 2 . . -
pose qu'il existe une chaine P° joignant 52 a et telle que :

Pznc=¢
c.q.f.d.

Définition 5 : Conformément i 1'usage [12}, [52] et [551 étant donné un pro-

gramme linéaire :

; Ax = b x
®) ¥ ex(Min)

v
o

¢ont la matrice des contraintes A contient m lignes indépendantes et n colonnes

on zppelle "base" un ensemble d'indices Ic¢ {1,2,...,n} tel que la sous-matrice

4

27 dite "matrice de base' soit carréde non singulidre (pour les notations ef.
|

.521). La solution de base associBe & la base I est obtenue par :



ah™h

X1

X, 0 iel

1

D'aprés la théorie de la programmation linéaire, on sait que si1 un programme
lingaire admet une solution optimale, il admet une solution optimale de base.
On appelle '"base optimale" la base correspondant i cette solution optimale

de base.

Lemme 3 : Toute matrice de base correspondant 3 une base optimale du programme

linéaire (III) est triangulaire et par conséquent a un déterminant égal 3 +1,

Démonstration : Si une matrice comporte une colonne (resp. une ligne)

dont tous les éléments sont nuls sauf un et 3i la matrice obtenue (nous dirons
par réduction) en supprimant cette colonne et la ligne correspondante (resp.
cette ligne et la colonne correspondante) est triangulaire, c'est que la

matrice de départ &tait triangulaire.

On effectue sur la matrice de base correspondant 3 une base optimale
de (III) les op@rations de réductiog suivantes :
- On prend une colonne correspondant 3 une variable d'écart dont 1'in-
dice figure dans la base (et la ligne correspondante).
. On prend une ligne pour laquelle 1'indice de 1la variable wi(xy) figure
dans la base mais 1'indice de la variable d'écart correspondante n'y figure

pas (et la colonne correspondante).

-~

Quand on ne peut plus continuer 3 réduire la matrice de base par

les opérations ci-dessus, cette matrice a &té mise sous la forme :

D contient 2(n-1) lignes ; une colonne de At correspond i un are (Xy) pour
lequel simultanément les indices de wl(xy) et de la variable d'écart associée
figurent dans la base. Soient U] et U2 les arcs correspondant respectivement
aux colonnes/A1 et A2. D'aprés le théoréme de dualité on a :

~1

i B (xy) =0

(}W)éU => /\i Ai Ai

o’ (x) -~ a(y) + B (xy) =0

L 7 ~2 1 22, . . '

ou o, o, B, B désigne une solution optimale de (III ), le dual de (III).

D'apr&s la remarque (3) on a :
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0

I

~1
£ on

i T (xy)
(XY €U = N
1

Y (xy)

LA 22 21 22 21 22 . . . P _
ot , 0, B8 ,B ,Y ,Y désigne une solution optimale de {(II'). I1 rédsulte

0

du Lemme ! que le graphe partiel (X,Ul) (resp. X,Uz)) possd&de au moins deux
composantes connexes 1'ure d'entre elles contenant s] (resp- sz) 1'autre tl
(resp. tz).

Soit H la compesante connexe de (X,Uz) contenant s1 et supposons
-sans perte de généralité- que H contienne tz, H est un arbre (puisque les
colonnes de D sont linéairement indépendantes) et par conséquent H posséde
un sommet pendant (# t2 si H posséde plus d'un sommet). On peut effectuer
une opération de ré&duction sur D car la ligne correspondant i ce sommet
pendant a tous ses &lémerts nuls sauf 1. Par réductions successives H est
amené 3 ne comporter que le sommet t2. Une opération de réduction est alors

. . 2 . -
effectude sur la ligne correspondant au sommet t~ et sur la derniére cclonne.

D devient :

qui est triangulaire pour la raison suivante : en multipliant les (n-1)

premiéres lignes de D par -1 la matrice obtenue peut €tre considérée comme

la matrice d'incidence aux arcs d'un graphe (matrice de laquelle on a retiré
. 5 1 . s

une ligne, celle correspondant 3 s dans le groupe des n—l premiéres con-

traintes) ; ce graphe &tant sans cycle puisque les lignes de D sont linéaire-

ment indépendantes on sait, d'aprés un célébre théoréme de Dantzig [12], que
tri ire.

D est triangulaire c.q.f.d.

Corollaire : Toute matrice de base correspondant 3 une base optimale du

programme linéaire (II) est triangulaire.

Remarques : 6) La matrice des contraintes du programme linéaire (III) n'est
pas totalement unimodulaire. On pourrait montrer en suivant une démarche ana-
logue 3 celle qui précéde que le déterminant de toute sous-matrice carrée de

la matrice des contraintes de (III) est égal a 0, +1, +2.

7) Camion a montré que les r@sultats de cette section s'éten-—

draient au cas plus général ol la matrice A, dans le programme linéaire (III)
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€tait une matrice totalement unimodulaire quelconque. Nous démontrerons cette
extension en utilisant le matériel développé sur les matrices totalement uni-

modulaires dans la 38me partie (cf. chapitre VI, paragraphe 4).

F 1la valeur de la fonction objective pour une solution optimale de (I) ;
il existe une coupe C telle que : F = b(C).

Démonstration : Soit a], az, 8], 82, Yl, Yz une solution optimale de

(I17) ; d'aprés le corollaire du lemme 3 et le fait que le membre de droite

des contraintes de (II') est pair on déduit que R*(xy) et Yl(xy) sont pairs.

D'aprés le théoréme de dualité appliqué au couple de programmes linéaires

(IT), {I1") on a :

2 s A
F= 3 I BT GybGy) 2 L bGy) ¢ T bGxy)
i=1 (xy)<C (xy)¢cC (xy)eC
soit
F> T vGy+ I, LbGxy)
(xy)<C (xy)ecnc

Ce qui, d'aprés le Lemme !, entralne :

C]n 02 =@

(6 {
F = L bxy)

(xydeC c.q.f.d.

Les deux th€orémes suivants sont des consdquences directes du corollaire du

Lemme 2 et du Lemme 3 (respectivement) :

Théoréme 2 (Hu [30]) t I1 existe un biflot maximum entier si les capacités

sont paires.

Théoréme 3 (Rotschild eE_Whinstgg_[46]) : T1 existe un biflot maximum entier

8i le réseau est Eulérien.



4 - Algorithme pour trourar un bifleot maximum

Définition 6 : On considire les deux graphes G' = (X',U') et G" = (X",U")

isomorphes au graphe G. Un assocle aux arcs de G' et de G" les capacités

inférieures et sup@rieurss suivantes

b'(x'y") = b"(x"v") = - % b{xy)
_ _ , . ¥ (xy)eU
b'(x'y") =b"(x"y) = 3 blxy)

L

(x'y"), (x"y'") étant "en correspondance” avec l'arc (xy) dans les isomorphies

définies ci-dessus.

Soient s;, s t?, £} {(resp. s?, s, £, £y les sommets de X' resp. (X")

1

22 71 T2 27 71 2
. L] 2 1 2

qui correspondent a2 s , s , £t , £ .

si Y'e X', sfe¥', tle Y' = X-Y' (resp. Y"¢ X", sie¥", tle I = X-Y")
(i=1,2) 1'ensemble des arcs

(¥' 3 ¥y =@y =27 @Y ueTEn

(resp. (Y ; ¥ = Q¥") = Q+(Y") U (¥™)

N
I

est appelé "une coupe séparant si de t{" (resp. SE de tg) (i=1,2). La '"capacité"

d'une telle coupe est :

b'(Y' ; ?v) = 5 . -E!(vat) - y _ b'(X!Y')
(x'y"e (7" (x'yDeQ (¥
Gesp. B"(Y" 5 ¥M = T BTGy - I _BMEY™)
(X"y"v\f Q (v;:‘ji) (X"y")CQ (Y")

Si le graphe G' (resp. G") pcrze du flot ¢ (resp. ¢'"), la coupe (Y' ; ' 8D

(resp. Y" ;3 Y} est dite satuie si

bY{let) V(va[‘:jégq‘-(.&“') (resp. ¢"(X"y") - gn(xlvyﬂ> V(vayvr)éQ+(Y|l))

I

¢! (x'y")

d>' (X ly') = ‘2 T (X'y') V(vai’}é S:_(Y!> (resp. d.)"(xuy") = E“(X"y”) V(X“y”)é‘ Q—(Yll))

Algorithme :
(1) Trouver un flot réaiiss:le dans le réseau :
E o= (XTyx", U'uU"w{"(t;‘sf‘}u{(t']'s;)})

tel que ¢(tjg?) soit maximum. Cszi peut &tre obtenu en utilisant 1'algerithme

de marquage d= Ford et Fulkerson iié]. Soit ¢ le flot ainsi obtenu. |
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(2) Trouver un flot réalisable dans le réseau :
o P 1 " " 1 1" " 1 T " 1" 1
R = (X'wx", UWU u{(t]sl)}U{(tls])}(){(tztz)}U{(szsz)}
(ot les arcs (t{s?) et (tqsﬁ) ont des capacités inférieures et supérieures
égales 3 $(t{s?) = g(th;)) tel que le flot sur 1'arc (tétg) soit maximum.

Ceci peut &galement &tre obtenu en utilisant 1'algorithme de marquage de
A
Ford et Fulkerson, en partant du flot réalisable ¢ obtenu & la fin de 1'étape

précédente., Soit ¢ le flot ainsi obtenu.

Lemme 4 : A la fin du pas (1) de 1'algorithme ci-dessus il y a une coupe
saturée (Y' ; Y') dans G' séparant s; de t; et une coupe satur@e correspon-
dante (par 1l'isomorphie de la définition 6) (Y" ; Y'") dans G" séparant s?

de t].

A la fin du pas (2) il y a soit une coupe saturée (Z' ; Z') dans
G' séparant sé de té ou une coupe saturée (Z" ; Z") dans G" séparant t; de
sg (ou peut—8tre les deux).

Alors on a :

1) ("5 ¥9n (2" 5Z) =@=5l€z2" 5 t]eZ' (ou sie Z' et tiez")

1

(ii) (y" ; ?H)n (Z" ; z") = ¢ = S'I'GZ" ; C"CZ" (ou S'I’E zn ot t:]ve A

Démonstration : Nous ne démontrerons que (i) ; la démonstration de (ii)

se Zait de manié&re analogue.

Supposons donc :

A\

Sl,

tie z'
On pose :

A= (2" 3 ZDAa (X" 5 YY)

B' X' ; y"H - A’

c' (ZI ; Zl) - A'

et soient A, B et C les ensembles d'arcs de G qui correspondent respectivement

d A', B' et C' par 1'isomorphie de la définition 6. On a :

> 6@ + b))

1
> [bo) + bw]

T LIPS |
A S

#s353)

a(tst)

X Yrpton
( (b\tztz
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En effet :

. ¢(t{s?) = ¢(t?s;) = $(t;s? = ¢(thi) puisque les valeurs de ces flots

sont fixés au début du pas (2).

I1 s'ensuit que ¢(t£tg = ¢(sgs£ ; 11 suffit de considérer la coupe

{(t;s?>, (t7s s (g8, (sgsé)}°

Dans G'" les ensembles d'arcs B" et C" correspondant 3 B et C

constituent une coupe séparant s', t! de s¥, t" (cf. figure 2)
pe sep 17 t2 2° Y &

n

Figure 2

La capacité de cette coupe est %-[b(B) + b(C)} et on a, par conséquent
2 [8(e]st) + 9(£3tM] = b(B) + b(C) + 2b(4) < b(B) + b(C)
ce qui implique b(A)= O

c.q.f.d.

Théoréme 4 : Soit ¢ le flot dans le réseau R obtenu par 1'application de

1'algorithme ci-dessus. Alors
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f](xy) = 5(X'y') + 5(X"y”) ol (xy), (x'y') et (x"y") sont en
D 5 - - correspondance par les isomorphies
‘ £ (xy) = o(x"'y") - o(x"y") de la définition 6.

,,,1 x AR L]

F =2 ¢(tls]
(8) 9 -

- L " 1]
F™ =2 ¢(t2t2)

est ume solution optimale du probléme (II).

Démonstration :

(i) £

défini par (7) satisfait les équations de conservation (1). Ceci

est évident pour les noeuds intermédiaires ; montrons que c'est également le

1 2 2 .
cas pour s , s , t1 et t° en examinant, par exemple le cas de sl :

z f}(s}x) - Z fl(xsl) T [&(six;)—a(x's;): + X [5(s?x")—$(x"s¥)]
%€ X xeX x'eX' x"e X"

N - \
t" ] + ¢ t‘\"' = F .
d( 1s]) ( 151)

(ii) Les contraintes (2) sont &€galement satisfaites
1 2 ~ - 1", 1
£ =] + [£° G| <2 Max[lda(x'y')l, lo(x y'>!] < b(xy)

(iii) Montrons que le flot défini par les équations (7) sature une

coupe C de G. On a deux cas 3 examiner :

(a) sag zZ', t;e Z' (resp. s?e‘Z", tgé Z") on pose C = (Z ; Z)

(Z correspond 3 Z' (resp. Z") par l'isomorphie de la définition 6.

rl+ 72 =2 é(t;sg) +2 i(tétg =2 Db'(2" 3 Z') =(resp. 2 b"(Z" 5 Z")) = b(C)

¢)) s;, t;e Z' ou bien s;, tie Z' ou bien s", tYe Z" ou bien

ST, cTe,i". Sans perte de généralité on suppose qu'on est dans le premier

de ces cas. On pose ¢
C=(;DHUE;2)
ol Y correspond i Y' et Z correspond 3 Z' dans 1l'isomorphie de la définition 6.
D'aprés le lemme 4 on a :
(590 (2352 =9
D'autre part, comme sa, tHe’Z' on a :

d(shss) = b'(2' 5 2"



t

P
[

Enfin s;, t{( Z' => sé, ﬁéf.Y' (cu bien Sés t eY') car si ¢

vrai (Y' ; Y') aurait &té une coupe saturde au début du pas {2) e on serait

P T
L Al

était pas

{

dans le cas ci-dessus. Or. a donc

(els) = b' (¥ 5 ¥

1 2 5 T = -
F +F =2 ¢(t?s;) + 2 ¢(s;s;} =2 B(Y' ; Y'Y + 2BEY ¢ 2% = b(C)
- c.q.f.d.
L'algorithme ci~dessus donne une démonstration constructive des
théorémes 1 et 2 ci-dessus. De plus, le thEoréme 4 posséde le corcllaire

suivant (qui avait été également démontré par Hu)

~ . . 2l . 1 2 . s .
Cerollaire : Si F  est la valeur maximum de F dans G guand ¥~ = 0, 11 existe

T . , ! =1

une solution optimale de (I) telle zue ¥ = F.

Remarques : 8) L'algorithme de cette section peut @tre décrit grossiérement
comme une sorte d'algorithme "primai-dual' sur le probléme (II). Cet algo-
rithme est correct parce que le corollaire ci-dessus est valide. On voit que

ce type de méthode ne peut pas &tre &tendu au probléme de biflot maximum dans

un réseau orienté.

9) Le Lemme 4 n'exprime rien d'autre que 1'égalitd (6). On voit
d'autre part que les deux cas distingus dans la démonstration du théoréme &

correspondent aux deux cas distingués dans celle du Lemme 1.

Description de 1'algorithme sur un exemple : On reprend (cf. figure 3) 1'exemple

donné par Hu [3]]. Le flot maximum sur R 3 la fin du pas (1) est porté sur la
figure 4. Les deux nombres qui sont associ@s 3 chaque arc désignent respective-
ment le flot $ sur cet arc et la capacité de cet arc {(la moiti& de la capacité
de l'aréte correspondante dans le r&seau original). Le flct maximum sur R &

la fin du pas est donné figure 5, tandis que sur la figure 6 1e biflot optimal
tel qu'il résulte de 1'application des formules (7) et (8) est donné de 1la
maniére suivante : les deux nombres asscciés 3 chaque arc désignent respecti-
vement le flot du produit ] et du produit 2 sur cet arc (avec un signe moins

si le flot coule dars le sens opposé Z 1l'orientation de 1%arc).

Remarque : 10) Appliqué sans précauticn (ainsi qu'il a été fait 3 dessein
sur l'exemple), cet algorithme posséde la propriété d'autcriser des flots
positifs sur des circuits ne contenant pas 1l'arc de retour (cf. le tr%angle
en haut et 3 droite pour l'exemple). Cezi n'a aucune impertancs et peut

étre réduit facilement.
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3,3

Figure 5

Figure 6
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5 ~ Biflots maximum entiers

Définition 7 : On définit les 4 classes d'arcs

ct o= {CICIII PnaC # O pour toute chafne P da s* 3 t' s b(C) est minimum} (i=1,2)
C3 = {CcU | PAC # ¢ pour toute chafne P de s] a tl, de s1 a t2, de 82 a t]

et de 52 E t2 : b(C) est minimum}
04 = {CC‘U l P NC # ¢ pour toutes les chafnes P de s1 i-t], de s1 a 52, de

t2 3 52 et de t2 a tl ; b(C) est minimum}

et on pose :

¢; = b(C) pour cecd i=1, 2, ., 4.

Remarque : 11) Les valeurs de Cj sont faciles 3 déterminer. On considére les
(X,U,b), N' = (X",U',b"), N" = (X',U",b") définis de la manisre

réseaux N

suivante :
X' = Xvu {s}u {¢}

U = Uv{(xy)(yx) e U}

Ut = Uu{(ssH}u{(ss?) i(e ) ui(e?e)) ‘
U" = U u{(ss HIW{(stD Wit ey W {(s2t)}
. b(xy) si (xy)e U
b(xy) =
b(xy) si (yx)eU

b(xy)  si (xy)eU
b(xy) (resp. b"(xy)) = ~ -
o si (xy) ¢ U'-U (resp. (xy)e U"-DU)

c, {resp. cz) est la valeur du flot maximum de s1 3 t] (resp. de 52 3 t2)

-

dans N 3 cq (resp. c4) est la valeur du flot maximum de s 3 t dans N' (resp.

N") .

Théoréme 5 : Si b : U > N et si cq # c,» alors il existe un biflot maximum

entier.

Démonstration : D'aprés la remarque 1 on peut, sans perte de généralité

. 2 . .
(par permutation de s2 et t7 si nécessaire), supposer que cq < s

Supposons que b(xy) soit entier, qu'il n'existe pas de biflot maximum entier

et que I b(xy) soit minimum pour ces propridtés. Alors tout arc appartient

(xy)e U
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r

.. 2 . .
une coupe minimale de Cl de 7 ou de 03. En effet si 1l'arc (xy) n'appartenait

por

aucune coupe, la capacité de cet arc pourrait diminuer de une unité sans

que la valeur du biflot maximum soit affectBe (d'aprés le théordme | ci-dessus)
d'aprés l'hypothése de miaimalité, il existerait alors un biflot maximum entier
dans le nouveau réseau qui serait &galement un biflot maximum entier dans

l'ancien ; d'ol une contradiction.

On sait, d'apr®s la remarque !, qu'on peut changer l'crientation
de chaque arc de G sans modifier le probléme. On suppose doenc que chaque
arc (xy) est orienté de telle sorte que x¢Y, y¢ Y = X-Y avec

Cstev, tle T si (e C 3

s2€ Y, tze Y si (xy)e C

¥ ;s Declvc

s 2
Y ; ©cC
Pour la solution optimale on a donc :

(10) 1) >0, F2y) >0 £lxy) + £2(xy) = b(xy)  ¥(xy)e T.

.o . | . A
Soit F] la valeur du flot maximum de s & t] dans R et F la valeur
de la fonction objective de (I) pour une solution optimale. Posons

N' = (X',ﬁ',g') avec

X' = xXvis} v {t}
Ut = v wl(ss ) Iw{(ssH) Wi(e ) vi(e%e)}
b (xy) s1 (xy)e U
g'(xy) = #l si (xy) = (ssl) ou (t]t)

7-Fl si (xy) = (ssz) ou (tzt)

11 existe d'aprds ce qui précéde un flot maximum f' dans N' tel que tous les
arcs solent saturés. Soit f£' un flot entier dans N' tel que

~1

frissh) = £'(e £

ot
~
]

£r(ss?) = £'(t%0)

0

D'aprés la théorie des flots dans les réseaux []@ chapitre 1], on
peut passer du flot f' au flot maximum %' (E'(xy) < E'(xy), V(xy)e_ﬁ') par
une succession d'augmentatiors le long de chemins de s 4 t c'est 3 dire
le flot varient de mani&re monotone et par pas entiers. Il en résulte qu'on

peut poser : |
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1
£ (xy) = £'(xy)
9 N R ¥(xy)e U
f(xy) = £'(xy) - £'(xy)
et qu'on a donc un biflot maximum entier. c.q.f.d.

Définition 8 : Nous qualifierons un sommet x & X de "pair" ou "impair" suivant

que b(x) = I b(xy) + I b(xy) est pair ou impair.
(xy)eU (yx)eU

Théoréme 6 : Il existe un biflot maximum entier si b(xy) est entier ¥(xy)e U

. . -~ 1 2 2
et si tous les sommets sont pairs sauf peut-etre s , s , tl et t .

Démonstration : Le nombre de sommets impairs étant pair nous avons 3 cas

3 examiner :
. 1 2 . . . -
(1) Les quatre sommets 8 , S , t‘, t2 sont impairs. On ajoute 3 G = (X,U)
1 2.2 e . . .
deux arcs (s]t ) et (s"t°) de capacité 1. Le réseau ainsi obtenu est Eulérien

et, d'aprés le théoréme 3 posséde un biflot maximum entier.

.. 1 1 2 . . -~
(ii) Les sommets s et t (resp. s et tz) sont impairs. Le méme argument
que ci-dessusest encore valable.

1

(11i) Les sommets s] et s2 (ou t et t2) sont impairs. A cause de la symé-

trie du probléme (cf. remarque 1) on peut supposer, sans perte de généralité,
1 2 . . 2 .
que s et s~ sont impairs, t] et t° pairs.

4

V’C:eCS, b(C) est pair, ¥ C&C , b(C) est impair donc c, # c,

et d'aprds le théordme 5 la proposition est démontrée.
c.q.f.d.

. 2 . .
Lemme 5 : Soient 61, 6~ satisfaisant :

0 <8 < °
2
(M ¢goc<bo e
0 < el + 62 < Min (c,,c,)
- - 3°74
. . . PR | 2 2
Alors il existe un biflot réalisable avec F" =06, F- = 6.

Démonstration : Cette proposition est une conséquence directe du

corollaire du théoréme 3.

Remarque : 12) Le domaine (D) peut &tre représenté dans le plan F], F2

ainsi qu'il est proposé sur la figure 7.
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Figure 7

PR . 2 . . . -
Théoréme 7 : Soient 61, g entiers satisfaisant 3 :

|

o
A
D
1A

o
A
D
LA

€

2
0<6 + 6 <Mn [cg,c,]

. . . . . . 1
Alors, si b est entier, il existe un biflot entier avec F = 6 et F~ = 67,

Démonstration : Considérons le réseau :

8 = (x,u',b")

défini par :

X' =X U{s;} v {sé}
U' = Guv {(s;s')}u {(sés')}
b(xy) si (xy)€U
b'(xy) = ; » .
) si (xy) = (sisl) (i=1,2)

- . . . o]
D'aprés le théoréme 5 il existe un biflot maximum entier damns N, dont la
restriction 3 R donne un biflot entier satisfaisant les hypothéses.

c.q.f.d.

Théoréme 8 (Rotschild eg_ﬂhinstgg_lézlz : Soient 91, 82 entiers satisfaisant

-

a

ey

(12) ¢t 0 <

A
P
A
(]
[N ]

0 <6 +6° <Min £c3,c4]
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. . . . ~ 2
Si b est entier et si tous les sommets sont pairs sauf peut-étre sl, s,
1 2

t , t7 il existe un biflot réalisable entier avec :
F1 =9l 4 1, F2 - e2 -
ou
1
F] -8 i F2 - 62
Démonstration :

(1) g(si) # g(ti) {(mod 2)
Alers on peut prendre, sans perte de généralité (cf. remarque 1),
gt = Y (mod 2y (i=1,2)
On définit le méme réseau N que dans la démontration du théoréme précédent

et le résultat est une conséquence du théorime 6.

(1) o' = bshy = b(e!) (mod 2)  (i=1,2)

Le ufme argument que ci-dessus démontre la proposition.

(ii1) &" Z b(s™) = b(t)) (mod 2) i =1, 2 6!« ¢, Posons :
5 = 5 o+ 1
55 = ot - 1

et nous sommes ramenés au cas {(ii).

5t (mod 2)
= 5(t%)  (mod 2)

~ o~
2]
[N

8' e 6 266N+ BsD = bl + Be?) = 6¢e!y + 55D (mod 2)
Be')y + 6(t%) = in [ege] (mod 2)
ce gui entraine
o' + 6 #in [cgc,] (mod 2)
soit
81 + 62 ¢ Min !cé,c4|
et la propriété est vraie d'aprés le théoréme 7.

) 8 20¢) = BtY) (mod 2) (i=1,2) ! = c,-

Une coupe minimale Ce C] appartient alors nécessairement aussi (pour des
. .oy = - . 2
raisons de parité) i 03 ou & 04. 11 s'ensuit (cfi (12)) que 6 = 0 et 1a propo-

sition en résulte.

é.q.f.d.
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APPENDICE A LA PREMIERE PARTIE

Définition 1 : Etant donnés

. A matrice 3 m lignes et n colonnes 3 é&léments réels

-~

. b un mvecteur colonne 3 &léments réels

. ¢ un n-vecteur liyne i €léments réels.
on considére le couple des programmes linéaires duaux :

Ax + Us

b X, 8§20 yA - tV
z (Max) (D) yb

c y, £t >0

P w(Min)

cx
ol U et V sont les matrices unités de dimensions respectives m et n.

Posons
Ic{1,2,...,n}
Je{1,2,...,m}

{1,2,...,n} -1
{1,2,...,m} - J

ST Y]

O ERE
({3 + |3]

m
Nous dirons que (I,J) (resp. (J,I)) est une "base'" de (P) (resp. de (D)) si
(2) 1] + [J] = m (resp. (|3 + 1] = n)

(3) (AI,UJ) est de raag m (resp. (Ag) est de rang n).

Théordme 1 (des bases complémentaires) : Une condition nécessaire et suffisante
pour que (I,J) soit une base de (P) est que (J,I) soit une base de (D).
Démomstration : Si (I,J) est une base de (P), on a, d'aprés (1), (1")

et (2) :
I3l + 11| ==

et d'aprés (1), ceci entraine

@ 1 =13].

I . . s ~ . -
Il résulte de (3) que Aj est non singulidre. Par conséquent 11 en est de meme
A_
J
i

de (., ).

La condition suffisante est une conséquence de la réciprocité entre programmes

lin&aires duaux.
c.qg.f.d.
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Définition 2 : A une base (I,J) de (P) (resp. une base (3,5) de (D)) on fait

correspondre la "so

lution de base associée', solution du systéme :

1 I -
g AJ XI = b'j t— = O— _ _
1 I I
X3 =0 t = yJ AE - cC
(5) I (resp. (5")) 7

Sy = bJ - AJ X y_ =0

J I T

3 =0 y A3 =c

Une solution de base sera dite "réalisable'si la solution du systéme (5)

(resp. (5')) est non négative. Par abus de langage nous dirons qu'une base

est réalisable (resp. optimale) si la solution de base associée est réali-

sable (resp. optima

le).

Une conséquence du théor@me de dualité en programmation linéaire

est le :

Théoréme 2 : Une condition nécessaire et suffisante pour que la base réalisable

(1,1) du programme

bass réalisable de

linéaire (P) scit une base optimale est que (J,I) soit une

(D).

Définition 3 : Une matrice Am X n dont les &léments valent O ou | sera dite

"quasi-équilibrée"

sont. entiers.

si les sommets du polyé&dre {y[yAl >1, i=1,2,...,n 3y >

Remarques : 1) Les matrices &quilibrées au sens de Berge [ 5] sont quasi-

équilibrées.

2) Soit
2

Solt Cl, CTy vens c?

les sommets s et p
2
¢, ..., c*
A? - I si1
i
Alors une conséquen

A est une matrice g

G = (X,U) un graphe orienté et s, pg X.
ia liste des chemins &lémentaires qui dans G joignent

. .. . 1
et A la matrice d'incidence aux arcs des chemins C ,

e chemin ¢’ contient 1'arc u,

0 sinon

ce de la théorie des flots dans les réseaux LIQ] est que

uasi-équilibrée.

3) Soit G = (X,E) un graphe non orienté et s, p&X.

Une conséquence dir

dence aux arétes de

4) Soit

ecte de la remarque précédente est que la matrice d'inci-
s chaines de s 3 p est quasi-équilibrée.

G = (X,E) un graphe non orienté et sl, 52, tl, tzg X.

Alcrs d'aprds les résultats du chapitre II, la matrice d'incidence aux arétes

-~

- i
des chalnes de s 3

1 ~

H - 2. 2 e eee
t et des chaines de s & t est gquasi-équilibrée.

0}
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5) Considérons 1l'hypergraphe H = (E,F) (au sens de Berge [ 4])
dont A est la matrice d'incidence aux ar@tes. T¢ E sera dit un "transversal"

de H si
TaF # ¢ ¥ FeF

Soit T l'ensemble des transversaux minimaux de H. Le triplet (E,F,T) est

appelé par Fulkerson "systéme bloquant" [17]. Par analogie avec l'exemple
de la remarque 2, si la matrice A est quasi-&quilibrée, Fulkerson dit que
le systéme bloquant satisfait le théor@me de la coupe minimale. Une &tude
détaillée des systémes bloquants, polyédres bloquants et antibloquants est

donnée dans [ Yﬂ et [18}.

Définition 4 : Apré&s Lehnan [39] nous appellerons "w~{" une matrice Am X n

dont les €léments valent O ou | et qui satisfait aux conditions suivantes

¥Ic{1,2,...,n} , I=1{1,2,0..,n} - 1I

¥ Jc{1,2,...,m} , J=1{1,2,0..,m} = J
tels que

I . . .
(6) . A} est carrée non singuliére
n . eI (A%)_l >0 (e est le n—-vecteur ligne dont toutes
-1 I I & a
(8) . eI (AE) 1 FLIEN les composantes sont &gales d 1)
J J -

Alors Aé est une matrice de permutation.

Théoréme_3 (Lehman [3%) : Une conditon nécessaire et suffisante pour qu'une

matrice A soit quasi-équilibrée est qu'elle soit w-2.

Démonstration : Il suffit de montrer que le programme linéaire

A > e y >0
(D)

vb w{Min)

1]

. . .o m . .
a une solution optimale entiére ¥ bgR si et seulement si A est w—¢.

Soit § et % un couple de solutions optimales de (I) et de son dual respec-
tivement, tel que la relation forte des &carts complémentaires soit satis-—
faite pour ce couple de solutions. Posons

T = {jls? # 0}
{ilg, # 0}

I

Alors d'aprés les théorémes 1 et 2 on a @



un

(A

1 - 3
i

Az x_ = b
J I J

posséde une solution unique, X

-

e
sont satisfaites et

T -
A= matrice de permutation <> ?J =1 si je€J
()

(3]

G ={X,U) un graphe planaire,

8, 87, .., g T,

arcg deg chemins de ¢

Remarque: 6) De Ghelliinck (22| a donné une démonstration

plus simplie gue celle de 51

une face de G et

et rencontrés dans

matrice d'incidence aux

guasi-équilibrée.

de ce théordme
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INTRODUCTION A _LA_SECONDE PARTLE

Soit G = (X,E) un graphe non orienté dont 1'ensemble des sommets
est X et l'ensemble des arétes, E, une famille de parties & 2 &léments de X.

On posera :

I'(x) = {ye&X | 3 e€E ; x, y€e}

Par abus de langage nous dirons que la paire (xy), x # y, est :

- une "ar@te simple" de G si |{e€E | x, veel|l =1 ;
- une "aréte multiple", de "multiplicité" k si
[{eeE | x, yeel| =k
et m(xy) désignera la multiplicité de la paire (xy). Un graphe dont toutes les

arétes sont simples serc dit graphe simple.
Soit Y CX, nous noterons GY le sous-graphe engendré par Y.

S CX sera dit "cycliquement stable" si GS ne contient pas de cycle,
c'est 4 dire si GS est une forét. Un ensemble cycliquement stable sera dit

"maximum" s'il est de cardinalité maximum.

On appellera "nombre de stabilité cyclique" s(G) d'un graphe G

le cardinal d'un ensemble cycliquement stable maximum.

Peu de travaux, 3 notre connaissance, ont &té consacrés aux ensembles
cycliquement stables. F. Sterboul a étudié le nombre de stabilité faible de
1'hypergraphe des cycles d'un graphe et a tenté de relier le nombre de stabilité
cyclique au nombre co-chromatique [55]. F. Jaeger a relié la recherche d'ensembles
cycliquement stables maximaux 3 des problémes d'orientation et &tudié le cas

des graphes cubiques planaires [3]].

Dans le chapitre III, nous donnons les bornes du paramétre s(G) en
fonction des degrés des sommets de G. Si la borne supérieure a une expression
simple, la borne inférieure est trés différente selon que le degré maximum des
sommets est 3 ou supérieur ou €gal i 4 ; en particulier les bornes inférieures
et supérieures du nombre de stabilité cyclique sont relativement "proches"

8y,

(le rapport de la borne inférieure i la borne supérieure est de 1'ordre de 3

Aussi dans le chapitre IV nous concentrons notre attention sur 1'étudeides
ensembles cycliquement stables dans les graphes cubiques : le nombre de stabi-
1ité cyclique est utilisé ici comme un outil pour obtenir une meilleure com-

préhension de la structure des graphes cubiques. Tout d'abord, on montre que
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dans un graphe cubique connexe sans boucle qui n'est pas le 4-clique, il
existe un ensemble cycliquement stable maximum dont la complémentaire est un
stable. Mais le résultat le plus important de ce chapitre —et le plus délicat

-~

i établir—~ est que dans un graphe cubique simple cycliquement 4—-arétes connexe
(c'est & dire tel que tout cocycle qui sépare le graphe en composantes compor-
tant des cycles soit de cardinal supé@rieur ou égal i 4) la cardinalité d'un
ensemble cycliquement stable maximum est toujours & sa borne supérieure. On
donne enfin quelques autres propriétés des ensembles cycliquement stables dans

les graphes cubiques cycliquement 4-arétes connexes.

Cette recherche représente la synthése d'un travail mené en collabo-
ration avec C. Payan. J'ai également profité de nombreuses discussions avec

F. Jaeger.
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CHAPITRE III

ETUDE DES BORNES DU NOMBRE DE STABILITE CYCLIQUE s(G)

Définition 1 : Soit G = (X,E) un graphe sans boucle et soit S&X ; un sommet

-~

x€X est dit "de degré k par rapport a S" si

k= I m(xy)
yES

et on note :
ds(x) = k.

Si S = X on dit que x est de degré k dans G ou, simplement; que x est de degré

k et on note :

d(x) = dX(X)
Si x€S on pourra dire aussi que X est de degré k dans GS. De plus on pose
§ = Min d(x) (degré minimum des sommets de G)
x€X
A = Max d(x) (degré maximum des sommets de G)
X €X

1 - Etude de la borne supérieure de s(G)

(N

Théoréme 1

Soit G = (X,E) un graphe sans boucle d'ordre n dont le degré

minimum des sommets est § et le degré maximum A >1, alors

(2A-8)n-2

20 ey

Démonstration : Soit p le nombre de composantes connexes de la forét G

S
oli § est un ensemble cycliquement stable maximum. Soit T, (i=0,1,2,...,A) 1le

nombre de sommets hors de S de degré i par rapport 3 S ; comme S est maximum

on ar, =r,= 0. Comptons le nombre de sommets et le nombre d'arétes de G :
s(G) + Iy I, % e tr, = IX| = n
s(G)—p+———A+2r +é+—3r +—A:§-r +...+Ar=‘El_>_§-§-

2 2 2 3 2

(1) Ce theéoréme est di 3 F. Jaeger dans le cas des graphes cubiques.
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on tire de ce systéme le résultat annoncé en &liminant r, entre les 2 relations

et en tenant compte de ce que p > 1, r, > 0 (i=2,3,...,0).
c.q.f.d.
Ihéggé@g_g(]) Soit G = (X,E) un graphe & n = kA sommets, régulier de degré A
et tel que X = X, + Xy + ... + Xk avec GX. est la A-clique (i=1,2,...,k),
alors t
s(G) = %?‘.

Démonstration : Soit S un ensemble cycliquement stable maximum. On a

nécesairement
1< Isax | <2 i=1,2, ..., k
I1 faut montrer que ISﬁ Xil =2 pour i =1, 2, ..., k. Supposons donc que
{a} = sn X,
¥ xe X, - {a} G, . contient un cycle C_ qui contient nécessairement a et
1 su{x} X

le voisin de a n'appartenant pas 3 X Soient CX, et Cx" deux tels cycles

e
(x'" # ¥x'") ; posons

A=C|I\Cn7é®
X X

Soit bE A, b # a tel que les voisins de b sur Cx' et Cx" ne soient pas les

mémes et supposons que b éXz alors

Isﬂxﬂ =3

une contradiction.
c.q.f£.d.

Corollaire : Dans un graphe régulier de degré A dont 1l'ensemble des sommets est

décomposable en A-cliques, tout ensemble cycliquement stable maximal est maxi-

muim.

2 - Borne inférieure de s(G) pour les graphes cubiques

Définitions : 2) Soit G = (X,E) un graphe (possédant &ventuellement des boucles).

On définit les 3 opérations suivantes

a) SiT(x) ={x",x"} x, x' et x" distincts (xx'") et (xx'") arétes
simples on pose

= b4 . L. 1 | =
FX(C) graphe obtenu en ajoutant (x'x") & GX-{X}‘A !

(1) Ce résultat est di 4 C. Payan dans le cas des graphes cubiques.
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B si I'(x) = {x'} x # x' (xx") ar@te double ; poser :
HX(G) = graphe obtenu en ajoutant une boucle incidente 3 x' dans
Cx-{x}*

Y) Si T'(x) = {x'} X # x' (xx') ar@te simple ; poser :
I (6 = Gy

Soit ®(G) le graphe obtenu & partir de G par applications successives (tant

que celles-ci sont possibles) des opérations a, B, Y.

3) Soit G = (X,E) un graphe cubique connexe sans boucle et soit a €X.

Le ''graphe réduit de G par rapport i a" est :
G =
Ra(®) = ¢(Cy_r,p)

on notera que Ra(G) n'est pas nécessairement connexe et peut admettre des

boucles.

Les résultats suivants sont des conséquences directes des définitions
ci-dessus
Lemme 1 : Soit G un graphe connexe dont le degré maximum des sommets est 3 :

(1) 9(G) est un graphe régulier de degré 3 ou bien ®(G) = ({x}, {(x,x)})

(ii) s(G) = SCFX(G)) + 1
(iii) s(G) = s(HX(G)) + 1
(iv) s(®) = s(JX(G)) + 1

Lemme 2 : Si G est un graphe simple cubique connexe sans boucle s(G) > s(Ra(G))+3.

Définitions : 4) Nous appellerons GO le graphe :

({1,2,3,4,5,6} 5 {(12), (23), (24), (35), (36), (45), (46), (56)})




5) Soit G = (X,E) un graphe dont le degré maximum des sommets est

3 ; »on pose

n(G) = |X| nombre de sommets de G

p(G) = nombre des sous—graphes de G isomorphes 3 Go
2(G) = nombre d'arétes doubles de G

b(G) = nombre de boucles de G

k(G) = p(G) + 2(G) + 2b(G)

et on définit 1'application g : N X N -~ R par :

2 sia=4, b=20
g(a,b) = 3 si a=>5, =
5 sia=8, b=20
2a;b dans les autres cas.
Lemme 3 : Soient G = (X,E) et G' = (X',E') deux graphes dont le degré maximum

des sommets est 3. Alors

n(G")
k(G")
s(G")
s(G)

n(G) - 4

k(G) + 1
g(n(G"), k(G"))
s(G") + 3

IN

= s(G) > g(n(G), k(G))

v v

Démonstration : Pour k(G') = 0, n(G') = 4 ou n(G') = 8, vérification

directe immédiate. Dans les autres cas

2(n(®) =8)-k(G") , 5 _ 2n(®)=(k(G}1) | 2n(E)-k(6)
3 3

s(G) > 3

Théoréme 3 : Soit G = (X,E) un graphe connexe dont le degré maximum des sommets
est 3 ayant n sommets, g arétes multiples, p sous—graphes isomorphes 2 G0 et
b boucles. On a :

s(G) > g(n,k)

avec k = & + p + 2b.

Démonstration :

A - Supposons que la proposition soit fausse. Soit G un graphe sur n sommets
pour lequel la proposition n'est pas satisfaite et tel que n soit minimum pour
cette propriété. On vérifie directement que n > 4. On peut supposer -'sans perte

de généralité 3 cause du Lemme 1- que G est un graphe cubique.
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B - Si G comporte une boucle incidente au sommet x on pose G' = GX—{X} H
On a :
n(G') = n(G)-1 5 L(G") = 2(6) ; p(G") = p(G) ; b(G") = b(G)-!]
k(G") = k(G)~2

s(6) = s(c") > 2n(G'§-k<G'> - 220 k(0

et on a une contradiction.

C - Si G comporte un sous-graphe isomorphe 3 GO soit G' = RS(G) ; on a

n(G*) = n(G®-4 ; p(C") =p(G)-1 5 L(G") = &(G) ; B(G") = b(G)+!

k{(G") k(G)+1

et, d'aprés le Lemme 3,o0n a une contradiction.

D - Si G est un graphe cubique sans boucle,sans sous—graphe isomorphe
S Go et possédant un isthme (XIXZ)’ @[(X,E—{(XIXZ})J comporte deux composantes

connexes G1 et G2 qui sont des graphes cubiques. On a :

s(G) = s(G, + s(Gy) + 2 2 g(n(G),k(G)) + g(n(G,) k(G,))+2
n(G) = n(Gl) + n(Gz) + 2
k(GQ =0 = n(Gi) # 4,5 (i=1,2) puisque G ne comporte pas de sous—graphe
isomorphe & Go'
o) n(G]) = n(Gz) = 8 k(Gl) = k(GZ) = 0 : la contradiction se
vérifie directement.
' 2n(G2)-k(G2)
B) n(G) = 8, k(G) =0  g(n(Gy), k(G)) = —
2(n(G)-10}-k(G,) _
s(G) > 5 + 2 +2 > 2n(G) -k (G)
z 3 - 3
car k(Gz) < k(G)+1
et on a une contradiction.
2n(Gi)_k<Gi)
V) ga(6,), k(G) = — (i=1,2)

2[n(6 ) +n(6,)] -k (G )~k (G,) L, ) (0K
> Lz Tl
3 z 3
car k(Gl) + k(Gz) < k(G) + 2

s(G) >

et on a une contradiction.



E - Si G est un multigraphe cubique sans isthme possédant une aréte

double (X1X2) on pose G' = GX_{X]XZ} et on a :
n(G') = n(G)-2 ; p(G") =p(G) ; L(G") = L(G)-1 ; b(G") = b(G)
k(G') = k(G)-1

2(n(G)-2)-(k(G)-1) s 1 = 2n(G) -k (G)

s(G) > s(G") + 1> 3 3

et on a une contradiction.

F - Si G est un graphe simple sans boucle cubique 2-connexe. Ou bien :

- ¢ admet deux sous—graphes qui sont des triangles, ces deux sous—graphes ayant

une aréte (ab) en commun.

- ( admet un sous—graphe qui est un triangle a,b,c dont chaque sommet est
adjacent 3 un autre triangle de G (Figure 1). Les 3 triangles Ta’ Tb’ Tc sont

disjoints puisque G est 2-connexe.

‘v @ (9 v
n 7

1

Figure 1

- G admet un sous—graphe qui est un triangle et soit a un sommet de ce triangle

non adjacent 3 un sommet d'un autre triangle de G.

- G n'admet pas de sous—-graphe qui soit un triangle. Soit a €X.

Dans chacun de ces quatre cas on peut vérifier, en posant G' = Ra(G)’
que k(G') < k(G)+1. D'aprés le Lemme 3 on a donc une contradiction.

c.qg.f.d.

Remarque : On peut noter (c'est une conséquence directe du théoréme 3) que si
G est un graphe cubique sur 8 sommets alors s(G) = 5 et que si G' est un graphe
parciel de G, s(G') > 5. D'une manidre générale on appellera "s-critiques"

des graphes G telsque pour tout G' graphe partiel de G on ait : !

s(G") > s(G).
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On peut construire une famille de graphes Gi d'ordre n s-critiques
de la maniére suivante : on remplace une aréte de la (n-s+2)-clique par une
chafne de longueur s-1. 11 existe d'autres multigraphes s—-critiques en
particulier ceux qui sont décrits dans les &noncés du théoréme 4, ou le

graphe suivant, régulier de degré 4 sur 8 sommets qui est 4-critique.

3 - Borne inférieure de s(G) pour les graphes de degré quelconque

Définitions : 6) Pour un ensemble cycliquement stable S d'un graphe G = (X,E)

on appelle S S

93 tees

x Sp les composantes connexes de GS°

7) Un sommet xg X-S sera dit "associé'" 3 une composante Sj si
le degré de x par rapport 3 Sj est supérieur ou égal 3 2 (cf. définition 2).
Si S est un ensemble cycliquement stable maximal, tout sommet hors de S est
associé 3 au moins une composante de Gs. Soit Aj l'ensemble des sommets associés
3 Sj. Soit Aj l'ensemble des sommets hors de S dont le degré par rapport 3 Sj

est égal 3 1.

8) On associe 3 un ensemble cycliquement stable maximum S sur le

graphe G = (X,E) un graphe G(S) = ({1,2,...,p}, E) avec :
- (ij)c—.ﬁ si on a, soit
c A NA. £ P
1 3
. |AlnA ] + |A, ALl > 2
i i =
c'est 3 dire :

2[Aif\Aj| + ]A]!_nAj[ + IAir\AJ!l > 2.

Lemme 4 : Si S est un ensemble cycliquement stable maximum du graphe G = (X,E)

et si 1&{1,2,...,p} est une composante connexe de G(S) alors S est jun ensemble

I
cycliquement stable maximum dans G avec :
SIUAI



S. = U 8.

T jer 1
A= U A,
T jer B

Démonstration : D'aprés la définition du graphe G(S), si S' est cycliquement

I

stable dans G alors S' = SI U (U S,) est cycliquement stable dans G.
SIUAI T igT 1

c.q.f.d.

Théoréme 4 : Soit G = (X,E) un graphe connexe sans boucle dont le degré maximum

des sommets est A > 4., $i

i) lorsque A = 2q G n'estpas la(q+l)-clique dont toutes les ar8tes sont

doubles,

i1) lorsque A = 2q+! G ne comporte pas de sous—graphe partiel qui est la

(g+1)-clique dont toutes les arétes sont doubles,
ii) G n'est pas la (A+1)-clique,

:v) lorsque A = 4 G n'est pas un cycle impair dont toutes les arétes sont
q P y p

dout les.

Alors

@ s(@ > 2

Démonstration : Soit G un graphe dont la degré maximum des sommets est A

qui satisfait les hypoth&ses du théoréme et tel que cependant (2) ne soit pas

vérifiée. Soit n minimum pour cette propriété.

Soit S un ensemble cycliquement stable maximum dans G tel que p soit
maximum. D'aprés le Lemme 4 et la propriété de minimalité de n on voit que le

graphe G(S) est connexe. Posons

A - La relation (2) s'écrit de maniére équivalente
(2') 2a < (A-2)s

~
D'aprés la définition des sommets associds et du graphe G on a

(en comptant les valences libres de GS )

1
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(3) 2a< (A-2)s + 2

comme (2') n'est pas satisfait par hypothése on a :
(4) 2a = (A-2)s + 2

ou bien

(5) 2a = (A-2)s +

De ces équations on déduit que G(S) est toujours un arbre. De plus,

dans le cas (4), on a :

(6.1 - yeé&s = d(y)
(6.72} - X &A => dS,- (x) <2 (i=1,2,...,p)
(6.3) - (ij)eE = zlAinAj] + IAi‘rsAjI + IAiAAj'] =2
(6.4) - UDLE = 2[AinAj! + IAi'nAj[ + ]AiqAJ:! =0
Dans le cas (5) on a les mémes implications si ce n'est qu'il
existe :
(7.13 - soit un y (unique) €S tel que d(y) = A-]
(7.2) - soit un x (unique) € A tel que pour un certain i : dS.(X)
(7.3} - soit un (ij) (unique)s £ tel que 2[Air\Aj| + |A£r\AjT + lAif\Ajl
(7.5) - soit un (ij) (unique)ﬁéﬁ tel que [Air\Aj[

B -p >1: Supposons que {1} soit un sommet pendant de G(S). Me plus,
comme un arbre posséde au moins 2 sommets pendants, on peut, sans perte de

généralité d'aprasles résultats de A, supposer que :

(8.1 - ¥yes, d(y) = A
(8.2 - ¥ x €A d, (x) =2

1 Sy
(8.3) - A} <2
(8.4) -|1m(U A1¥=1=*>IA;!=0

1=

p p
(8.5) -’A'/\(U A)}+ ANnCu Al =3= |Al|] =0ou2

1 = ] 1 =2 1 i
On pose i
~ P



C - Si {1} est un sommet pendant de G(S) (ou si p=1), IS]] < 2.

Supposons IS]] > 3 et montrons qu'on aboutit & une contradiction.

- P p
. Six€A =A - (U A)-(U AD,d, (x) =2, (xy)€E, y&S..
1 i =2 i 122 1 Sl 1

Alors
- {(xy) aréte simple de G

- y sommet pendant de GS
1

En effet si ces deux conditions n'étaient pas satisfaites $' =S U {x} - {y}
serait un ensemble cycliquement stable tel que GS' contient plus de p composantes

connexes, une contradiction.

GS est une chafne : soient y' et y'" deux sommets pendants de G
1 1

adjacents 3 un sommet xe{A], dS (x) = 2. Si GS n'est pas une chalne joignant
1 1

y' & y" alors il existe, sur la chafne joignant y' 3 y" et contenue dans GS s
1

un sommet y tel que dS (y) > 3. 8" =85 U {x} - {y} est un ensemble cycliquement
1
stahle de G et G(S') contient plus de p composantes connexes, ure contradiction.

D'aprés (8.2), on voit que la chalne GS n'a pas de sommet intermédiaire.

. L. 1
On a donc une contradiction.

D-p=11: On examine différents cas suivant les valeurs de ]SI[

a) s =1:

. A =2q=>a=q on trouve que G est la g+1 clique dont chaque

aréte est double, cas exclu en iii).

. A =2q+1 = a = q+! on trouve que G a un graphe partiel qui

est la q+! clique dont chaque aréte est double, cas exclu en ii).

b) s = 2 :0n est dans le cas (4) et a = A-1. On trouve que G est
la (A+1)-clique (si deux sommets x, y'eA1 n'étaient pas adjacents, il existerait
un sommet z €S, tel que s, U {x,y} = {2z} soit cycliquement stable) cas exclu

en iii).

c) s > 2. Ceci est impossible d'aprés les résultats des § A et B.

En effet si v est un sommet intermédiaire de la chafne Gg > d(y) > 4. Cepéndant

1
le degré de y dans GS est 2 et y est adjacent 3 au plus un sommet hors de S
1
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(le sommet hors de S de degré 3 par rapport & S, disonms x). Mais si (xy) est
une aréte double de G alors S' =S U {x} - {y} est cycliquement stable dans
G et GS' posséde 2 composantes connexes, une contradiction.

E-p>1,|s] =1

/!

E-1 : |A'| = 1. D'aprés (8.4) on a :

—_— 1

P

AN(U A )=¢
. 1

i=2

Soient alors
p ~
zéA] N( U Ai) (# @ puisque G(S) est connexe)
i=2
x:éZ\1 (# ¢ d'aprés (8.5) et le fait que A > 4)

tels que de plus (xz) ne soit pas une aréte double de G. Un tel couple existe

P . . . . A+1 . ~
nécessairement (sinon G contiendrait la-—E— clique dont toutes les aretes sont

doubles, cas exclu en ii) dans 1'@énoncé du théordme). Alors S' =S U {x,z} - S1
est un ensemble cycliquement stable de cardinalit@ supérieure 3 celle de S.
E-2 : IA;! = (0 ou 2. A est pair d'aprés (8.1), (8.2).

A . ~
D'aprés les résultas du § A, GE us. st la E—cllque dont toutes les arétes
1771

sont multiples (en fait doubles) et ¥ XGZ&] on a :

dx—(slull)(x) =2

En effet si ce degrd &tait inférieur a 2, S' =S - S] U {x} serait cycliquement

)
stable maximum dans G et G(S') comporte deux composantes comnnexes, une contra-

diction.

- Si lA;i = 2 ou s'il existe x € A, ayant deux voisins distincts

dans X-(SIUK]) (disons v' et v'") posons

G! =G

" i & 1'are [l
1 X—(S]UA]) auquel on a rajouté l'aréte ¥ V)

- Si !A;[ = 0 et si tout stl posséde un voisin unique dans
X—(SIUA]) soient v', v"¢ X_(SIUAI) v' et v'" 8tant 1'un et 1'autre adjacents 3

3 au moins un sommet de S] U El. Posons

~ !

|- ~ s 2 11 4 1,0
G1 GX—(SIUA]) auquel on a rajouté 1'aréte double (v'v").
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Si A = 4 ou si on se trouve dans le premier des cas ci-dessus, 1l'examen

des cas pour lesquels la propriété (2) n'est pas satisfaite et 1'hypothése de
Zﬁﬂ:élgl_. Or si 5'
A 1

quenent stable de G!, il est clair, d'aprés le mode de construction de G;, que

minimalité de n montrent que s(G;) > est un ensemble cyclii-

G ccmporte un ensemble cycliquement stable S tel que ISI = |S;l+1 et on a une

contradiction.

Reste & examiner le cas A = 4, ;1 = {x}, S1 = {y}, y' est 1'unique
voisin de v distinct de x et x' l'unique voisin de x distinct de y. Si 5; est
un cvcle impair dont toutes les arétes sont doubles (cas incluant celui de la
de l1a 3-clique dont toutes les arétes sont doubles), G est &galement un cycle
impair dont toutes les arétes sont doubles, cas exclu en iv). On a donc une
contradiction.

F-p~>1, lS = 2 ,~ D'aprds les résultats précédents si x €A, on a

II 1
dS (2) = 2 et yQS1 => (xy) aréte simple de G. De plus si x', x"éA1 on a
1
(x'x") €E. En effet si tel n'était pas le cas 8' = S U {x",x"} - {y'} (avec

Sl = {y',y"}) serait un ensemble cycliquement stable, une contradiction.
- S1 }AJ = A-1, G est 1la A+] clique et on a une contradiction.

~ Si !All= A-2, chaque sommet de S1 U A] est adjacent 3 un sommet

de X_(S]UA]). Soit é' le graphe obtenu & partir de G

: en ajoutant

X—(S]UA])
une aréte (v'v') ol v' et v" sont deux sommets de X—(S1UA1) adjacents 3 au

moins un sommet de S1 U A]' Les sommets v' et v'" peuvent &tre choisis de

mani3re 3 ce que Gi ne soit pas un des cas i), ii), 1ii) ou iv). Si S; est

; . ~ St 2 (n-A
un easemble cycliquement stable maximum de G; on a : [Sf; > —S%——l et on peut
i

~

trouver dans G un ensemble cycliquement stable tel que %S] = ISE +2. On a
donc une contradiction.

c.q.f.d.
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CHAPITRE IV

v e i . e . e e s e . e i e G i S S S e S S S o P S o B St 7 o e T e o St o S R (e B ot T oa ¥ 0w s o

! - Une propriété des graphes cubiques

Théoréme_1 : Dans un graphe connexe sans boucle G = (X,E) dont le degréd maximum

des sommets est 3 et qui n'est pas la 4-clique, il existe un ensemble cylique-

ment stable maximum S tel que X-S soit un stable.

Démonstration : Parmi tous les ensembles cycliquement stables maximum de

G, choisissons en un S tel que le nombre r, de sommets de X-S de degré 2 par
rapport a S soit minimum. Montrons que r, = 0 (ce qui prouve le théoréme).

(o)

Pour ce faire on suppose r, > 0, a° & X-§, dS(a(o)) = 2 et on donne un algo-

2
rithme de marquage des sommets de X dont on montre qu'il peut se poursuivre
indéfiniment. Comme, par hypothé&se, ¢ est un graphe fini on a bien une contra-

diction.

Algorithme de marquage :

(0) Poser 1 = 0. Marquer le sommet a(o)
(N a(l) posséde au moins un de ses voisins qui n'est pas marqué et
qui est dans S, soit b(1> un tel voisin. Aller en/2).
(2) Marquer tous les sommets de la composante de GS 3 laquelle b(l) appar-—
. i . . . i . i+1 . .
tient. b<1) a un voisin hors de S qui n'est pas a(l), soit a(l ) un tel voisin,
i+ . .
marquer a(l 1). Faire 1 := i+]1 ; aller en (1).
On a les propriétés suivantes
Propriété 1 : Si a(l) posséde 2 voisins non marqués b(l) et c(l) alors b(l)
et c(l) appartiennent 4 S et la composante de Gg 3 laquelle b(l) et c(l)
. o~ {1y . (1) .
appartiennent est une chalne joignant b ic (i=0,1,2,...).
p NP s e (D) . . . . (i)e 1
Propriété 2 : Si a posséde un seul voisin non marqué b S alors
(a(l) b(l)) est une aréte double et la composante de G_. i laquelle b(l)

. S
D ie0,1,2,.. ).

appartient est réduite au sommet b
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oz . i -~ . .
Propriété 3 ¢ Pour i =0, 1, 2, ..., b( ) posséde exactement un voisin hors
) . i
de S distinct de a( ).

o . (i+1) - . . .
Propriété 4 : Pour 1 =0, 1, 2, ..., a posséde exactement un voisin marqué

(i)

4 1'8tape 1 : b

Démonstrations des propriétés 1 & 4 : Pour toute valeur de i posons

i ] i-1 .,
{a(J)}) - {v b&J)}
5=0 5=0

(1)

s _ gy

| =

CONINCOINN

et notons que

1%) !S(l)l > |s] et que par conséquent si S(l) est cycliquement stable,

o a une contradiction.

2°)!§(1% = ISI, le nombre de sommets de X-S(l) de degré 2 par rapport i
(i)
S

est inférieur au nombre de sommets de X-S de degré 2 par rapport i S et
P

a(i)

que par conséquent si § est cycliquement stable on a une contradiction.

Pour montrer la propriété k (k=1,2,3,4) 3 1l'ordre i (i=0,1,2,...)
on suppose qu'on a démontré les propriétés 1, 2, 3 et 4 & l'ordre i-1 et les

propriétés 1, 2, ..., k=1 & 1'ordre 1i.

1) . Si b(l) et c(l) appartiennent 3 deux composantes distinctes
de G., alors S(l) est cycliquement stable, une contradiction.
g yeliq
Si b(l) n'est pas un sommet pendant de la composante de G. 2
P

S
est cycliquement stable, une

@, @ A(1)

laquelle b e appartiennent alors S

contradiction.

~

S'il existe un sommet f de degré 3 par rapport & S sur la

chaine qui, dans Gg s joint b<l) E] c(l) alors S(l)—{f} est un ensemble cycli-

quement stable qui gontredit la minimalité de r, pour S.
2) . Si 1l'aréte (a(l)b(l)) était simple S(l)

3 laquelle b

serait cycliquement stable.

Si la composante de G appartient n'est pas un

a(1)

sommet isolé alors S

S
est cycliquement stable.

3) . Si d(b(l)) = 2 alors §(1) est cycliquement stable. Il s'ensuit

{(en utilisant les propriétés ! et 2) que la propriété 3 est démontrée.
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4) 11 suffit de montrer que (a(l+1)
(L

i=>c¢c=b .

c) EE, c marqué a l1'étape

) Cas i =0

(o) (o)

Si la composante de G appartient est réduite 2 b~ et si

S 3 laquelle b

(a(o)a(l))é E alors S(]) est cycliquement stable, une contradiction. Donc on
peut supposer sans perte de généralité que la composant de GS 3 laquelle b(o)
appartient est une chalne joignant c(o) et b<o) et soit ¢ le voisin de a(])
le plus proche de c(o) dans GS.

o) Si (2 b(o)) ~#E alors s(‘)-{E} contredit la minimalité
de r2 pour S.

B) Si (3 b(o))é.E, ¢ # c(o), (a(o)a<]))e E alors

S(O) U {a(l)} - {8} est cycliquement stable, une contradiction.

Y) Si (E b(o)) ¢E, A # c(o), (a(o)a(])) -E alors
3\ ~
S(O) U {a(]’} - {¢} contredit la minimalité de r, pour 8.

2
6) si (8 b(O))EE’ 8 = C(O)’ (a(o>a(l)) ¢E alors S(l) est

cycliquement stable, une contradiction.

&) si by ex, &= O, (2@,

4-clique, cas exclu dans les hypothé&ses du théoréme.

)¢ E alors G est la

b) Cas 1 > 0
(1+D) déjd marqué 3 1'étape i et différent de b(l)
(i+1)

S'i1l existe un voisin de a
alors il existe un tel voisin c ¢S. Soit ¢ le voisin de a , le plus proche
£y
de c<J’ (j < 1) dans GS.
A ¢ i+ ~ . . . .
a) (e b(l)) €E alors st 1—{0} contredit la minimalité de

r, dans S.
B) (a(o) a(1+1))e E, SU {a<l)a(l+1)}—{bkl)} contredit la
minimalité de r, pour S.

(i+1)

Y) (¢ b(l))é?E, (a(o)a(l+]))é-E alors S est cycliquement

stable, une contradiction.

c.q.f.d.

Remarque : 1) B. Grunbaum a introduit la notion de coloration acyclique
d'un graphe : on dit qu'ua graphe G admet une (kl’kZ""’kq> coloration acyclique
si 1'on peut colorier ses sommets en k = k_+k +...+kq couleurs, cet ensemble

1 72
de k couleurs étant partitionné en q sous—ensembles K,, K, ..., K
1 2 q
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(ki = IKil, i=1,2,...,q) de telle sorte que l'ensemble des sommets ayant

regu deux couleurs quelconques d‘'un méme ensemble Ki soit cycliquement stable.

Un corollaire du théoréme 1 est donc qu'un graphe dont le degré
maximum des sommets est 3 qui n'admet pas de composante connexe qui soit la
4-clique, admet une (1-2) coloration acyclique. En effet &tant donné un ensemble
cycliquement stable maximum S de G pour lequel r, = 0 on colorie avec la cou-
leur 1 les sommets de X~S et les sommets de S sont coloriés avec les couleurs 2 et
et 3 de maniére 3 ce que G, soit bicolorié. Cette bicoloration est certainement

S

pessible puisque GS est une forét.

On voit, en particulier, qu'on obtient comme corollaire du théoréme 1

la proposition suivante : "Les graphes cubiques sont 3~coloriables"

2 - Valeur de s(G) pour les graphes cubiques cycliquement 4 arétes connexes

Définition 1 : Dans un graphe (simple, sans boucle) G = (X,E) nous appellerons

"c-coeycle' un cocycle w(A) tel que GA et GX—A contiennent chacun un cycle.

Un graphe est "cycliquement k arétes connexe'" (ou cycliquement k connexe) si

k est inférieur ou égal 3 la cardinalité de tout c-cocycle.

Nous allons montrer dans ce paragraphe que pour un graphe cubique

cycliquement 4 connexe(l) G, s(g) est &gal 3 sa plus grande valeur possible
(cf. théoréme 1, chapitre III), c'est i dire LB%JZJ' Ce résultat peut paraitre

surprenant car un graphe cycliquement 4 connexe est "mieux connect2" qu'un

-

graphe qui ne posséde pas cette propriété.

Remarque : 2) La propriété annoncée (s(G) = {22221) est fausse pour les graphes

-
»

cubiques sans triangle ainsi que le montre 1l'exemple suivant :

Bt LY pme—— o L =

o e o v

(1) Ca remarquera qufun graphe cubique cycliquement 4 connexe est nécessairement
unt graphe simple sans boucie.
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Figure 1

est "minimal" si ¥ a €X, Ra(G) est un graphe non cycliquement 4 connexe

(cf. définition 3 du chapitre III).

On voit, en utilisant les résultats du Lemme 2 du chapitre III, qu'il
suffit de montrer la propriété annoncée pour les graphes cubiques cycliquement
4 connexe minimaux. D'autre part, un graphe cycliquement 4 connexe est certai-
nement 2-connexe et d'aprés les résultats du théordme 3, chapitre III, on voit

qu'il suffit de considérer les cas ol le nombre de sommets est supérieur i 10

(en effet pour n < 10, g(n,0) = [32;2])'

Lemme 1 : Soit G

(X,E) un graphe cubique cycliquement 4 connexe. Si pour

a€ X il n'existe pas d'aréte de G adjacente 3 a et appartenant 3 un c-cocycle

de cardinalité 4, alors Ra(G) est cycliquement 4 connexe.

Démonstration : Si w(A) est un c-cocycle de Ra(G) de cardinal inférieur

ou égal 3 3, il existe (ax) € E tel que w(A) U {(ax)} est un c-cocycle de G

de cardinalité < 4. l
‘c.q.f.d,

Corollaire : Soit G = (X,E) un graphe cubique cycliquement 5 connexe , alors

¥ a X, Ra(G) est cycliquement k connexe avec k > 4.



Tout graphe G = (X,E) cubique cycliquement 4 connexe minimal

contient un cycle de longueur 4.

Démonstration :

I - Toutes les arétes d'un c-cocycle de G de cardinalité 4 sont non
y

adjacentes 2 3 2, sinon G ne serait pas cycliquement 4 connexe.

2 - Soit w(a) = {(aa"), (bb"), (cc'), (dd")} un c-cocycle de cardinal 4
(un tel c-cocycle existe d'apr&s le Lemme 1) tel que A ({a,b,c,d} CA) soit

minimal pour cette propriété. Alors on a A = {a,b,c,d}.

En effet sinon soit z¢ A - {a,b,c,d} ; i1 existe, d'aprés le Lemme 1, t A
(tz) ¢ E tel que (tz)c w(A') c-cocycle de G de cardinal 4 puisque RZ(G) n'est

pas cycliquement 4 connexe. Soit EA l'ensemble des ar8tes de GA'

! >
lwanHn EA[ > 2
Sinoa G ne serait pas cycliquement 4 connexe.

Dans tous les cas ([w(A')ﬂ EAI = 2, 3 ou 4) on voit que A n'est pas minimal et

on a donc une contradiction. c.q.f.d.
Dans la suite (Lemmes 3, 4, 5, 6, 7, 8), on considérera un graphe

G = (X,E) cubique sur n > 10 sommets cycliquement 4 connexe minimal admettant

dorc un sous-graphe GA‘ qui est un cycle de longueur 4.

Soit A = {x eX_! 3x'eA', (xx") ¢E} ; puisque G est cycliquement 4 connexe

|A] = 4 et on pose : A = {x,y,u,v}. On pose &galement
X' =X - A'
G' = Gy,

¥ CcX', w'(C) = cocycle relatif 3 C dans G'

et on a
(n lw©@] = Jw @] + [cnal
Lemme 3 : GA ne contient pas de sommet de degré 2.

Démonstration : Supposons que x soit, disons, adjacent i u et v. Alors :

lw(A™) U {x,u,vD]| = 3 = [X' - {x,u,v}| = 1 (puisque G est cycliquement &
connexe).
Ce qui contredit le fait que le nombre de sommets de C est supérieur 3 10.

clq.f.d.

(1) La démonstration de ce lemme est die 3 C. Payan.
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Lemme 4 : Pour tout c-cocycle w'(C) de G' on a :

1) |w'@] > 2

(i1) |w'@] =2=>|cna|l = [ (x'™-c)nal =2
(iii) |w'(@©)] = 2= EM Aw'(C) = ¢

(iv) Jw'@| =3=|caal > 1, |@'-0)nal > 1

Démons tration : (i), (ii) et (iv) sont des conséquences directes de (1) et

du fait que G est cycliquement 4 connexe.

Supposons que X, Y& C, u, V€X'-C  (xu)€ E alors on a :
lw(C-{x})| = 3 qui implique C = {x,y} puisque G est cycliquement 4 connexe.
Une contradiction avec le fait que w'(C) est un c-cocycle.

c.q.f.d.

Lemme 5 : Soient deux c-cocyles w'(C,) et w'(CZ) de G' tels que :
v = ' =

locpl = lucpl =2

alors

C.AC.,NA|l =0 ou 2.
FRY YN

Démons tration : Supposons |C1f1C2ﬂ AI = 1 et posons :

H =606

= _
H2 C]h (X C2)

= L.
H3 (X Cl)ﬂ C2

= ' 1
H4 (X C])n (X C2)

D'aprés le Lemme 4 (ii) on a :
i oAl = [H,nA] = [E,0A] = |5, 04| =1
et par conséquent
lw%a)lzZ i=1,2,3,4
et comme d'autre part, par hypothése :
lo' (8, UH)| = [w'H UHY| =2
on a
lor@)| =2 i=1,2, 3,4

!
et donc que chaque H., ne comporte qu'un sommet, ce qui est impossible puisque

w'(C]) et w'(CZ) sont des c-cocycles.
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Lemme 6 : Soient deux c-cocycles w'(C) et w'(D) de G' tels que lw'(C)l =2,
lw'(D)| = 3 ; alors
X, ygX 3 u, veX'=C

xeD  |ApD] =2 3T YVED

Démonstration : Supposons x, uéD 3 ¥, veX'-D et posons

H, = CnD

H, = C n(X'-D)
H, = (X'™-0)n D

H, = (X'-C)n (X'-D)

xEHl, yéHz, uéHB, VEHA
et done :

'w'(Hl)l 22 i:]’ 29 3’4

et comme ]w'(H1 U Hz)[ = 2 et lw'(H] U H3)| = 3 on trouve que soit C, soit
X'-C ne comporte que 2 sommets, une contradiction avec le fait que w'(C) est
un c~cocycle.

c.q.f.d.

lw'(Dl)l = [w'(Dz)[ = }w'(D?’)] = 3, alors
X, V GDI u, VéX'-D] 3
X, veDz v, ueX'—D2 = uﬁX'—D3
x€D, ]D3n Al =2

Démonstration : Supposons u&D3 et posons

g, =D "D, N Dy
7 - T "
Hy =D, N(X'-D )N (X D)
= LI [
H, (X Dl)f\ D, (X D3)

H = (X —Di)’\ (X'—Dz)f) D3

4

H, = (X’—D}) nD, D,

Hy =D, AD, “(X"D3)

37 =D n (x'—DZ) N D,

Hg = (X'-D})~ (X'-D,) N (X'-D,) : ,a
Oon &

x&}{,i, y€H29 u€H3_@ 1762%4



(H], Hz, H3, H&’ HS’ H6’ H7, H8) est une partition de X'.

Posons :
X.. =
1]
z, = IH.[
1 1

et comme G est cubique

z

@) z, =1= ]
z

]

X

- 3

(3) z, > 1= ;
;

On posera donc :
2
f(z) =
>3

[ EEAS IR iR Vo BAXORE o e o]
— o gma g

I 1 1 1
11
111111

II :

1
1
1

II1 !

1

Posons :

XG = x56 + X + x

X T X5 Y Xg t Xyg T Xyt Kgy F Kpg F Xgg * Xgp ¥ Xgg * X

X

X.

ij

ij

X. .
1]

—

ij

siz > 1

1

o
N

[{(ab) € E | aeH,, be%}[

et cycliquement 4 connexe on a :

v

~r
~

1

2

wn
o~

1

—

O
~N

—

~ O
NN

—

57 T X5g T Xgg * Xgg

~r
o

—

+

\O
o

si

si

si

si

~
o

1 =

[<,¢]
o

1, 2, 3 oué

5, 6 7 ou 8

1, 2, 3 ou 4

5, 6 7 ou 8

f(z]
f(22
f(z3
f(z4

gz,
8(z,
g(z,
g(zg

X

47

)
)
)
)

)
)
)
)

+ X
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X1 T ¥g T Eps * Egy Xy

L B A N S VAR T S VAR

34
S5i on fait la somme des 3 &quations I, des 4 inéquations II et des 4 inéqua-

tions IIT, il vient :

(IX) XH+2xG+2xJ+3x =9

I
*
(I17) Xy + 2xJ + XI > f(z]) + f(ZZ) + f(z3) + f(z4)
"
(IT17) =, *2xp 2 g(z) + g(zg) + g(z)) + glzy)
Conmne f(zl) + f(zz) + f(zS) + f(zA) > 8 on tire de (Ix) et (IIx)
2xG + 2xI <1 = XG = XI =0

et par consé&quent f(zl) + f(zz) + f(z3) + f(za) =9

c'est 3 dire z, > 1=> 2, =1 j#i i, jei{1,2,3,4}
ou en d'autres termes, 3 des ensembles Hl’ HZ’ H3, H4 sont réduits 3 un
point.
b * Ve s
(I™) et (II1I7) s'éBcrivent :
b4
(1™ xH + ZXJ =9
b3
(I117) Xy > glzg) + glzp) + g(z5) + g(zg)

5 cas sont i envisager :

H_ sont vides alors (IIIX) et (I*) donnent :

H 7° 78

1°) Les 4 ensembles H H

6’
X, = 0, ZXJ = 9, une impossibilité.

5’

2°) Un seul des 4 ensembles HS’ H6’ H7, H8 est non vide. En cherchant des

valeurs de f(zi) (i=1,2,3,4) et g(zj) (j=5,6,7,8) pour lesquelles le

systéme I, II, IIT a une solution dans N on trouve quatre cas possibles

- > = = = = = = = i
z1 i, z, z3 z, 1, Zg z6 z7 0, 28 I, Xq 3
-z, = 1, z, > 1, 23 =z, = 1, 25 =1, zg = z, = zg = 0, Xy = 3
- = = > = = = = = =
z, z, 1, 23 1, z4 1, 25 2 Zg 0, 27 1, X; 3
- z1 = 22 = 23 =1, z4 > 1, z6 > 1, 25 = z7 = 28 =0, XJ = 3

Le premier de ces cas correspond i celui qui est représenté sur la figure 2.
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AI
)
Figure 2
Si x était adjacent i un des sommets y, u ou v on aurait z, = 2,

1
une contradiction avec le fait que G comporte plus de 10 sommets.
Si x n'est pas adjacent ni 4 u, ni 4y, ni 3 v, alors RB(G) est
cycliquement 4 connexe. Le graphe considéré n'était pas minimal, une contra-

diction.

les autres cas se traitent de maniére similaire, car ils donnent lieu 3

des graphes isomorphes 3 celui de 1l'exemple ci-dessus.

3°) Deux des 4 ensembles H_, H,, H_, H, sont non vides. En raisonnant comme
5 6 7 8

au 2%), on voit qu'alors x. = 2 et par conséquent ((le) et (IIIx)) 1'un des

J

ensembles HS’ H6’ H7 ou H, est réduit & un seul sommet. La réduction du graphe

8
par rapport i ce sommet donne un graphe cycliquement 4 connexe ainsi que 1'il-

lustre la figure 3.

Figure 3

-

RS(G) est encore un graphe cycliquement 4 connexe et le graphe considéré

n'était pas minimal, une contradiction.

(Les autres cas possibles sont également isomorphes 3 1'exemple ci-dessus).
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4°) 3 des quatre ensembles HS’ H6’ H7 et H8 sont non vides.

Alors d'aprés (I*) et (IIIx) ces 4 ensembles sont ré&duits chacun 3 un sommet.

Les seuls cas possibles sont :

z) > 1, z, = z3 = z4 = 1, Zg = 2 = 25 = 1, 28 =0

z, = 1, z, > 1, 23 = z4 =1, zg 0, z¢ z, = 28 = 1]

z, =2, = i, Zy > 1, z4 =1, z5 =z, = 1, z7 = 0, 28 = ]
z, = 22 = z3 =1, 24> 1, z5 =z, = 27 =1, 28 = 0.

Les 4 graphes correspondant sont identiques (3 une renumérotation prés des

somets). Le premier d'entre eux est celui de la figure 4.

Figure 4

RE(G) est cycliquement 4 connexe, une contradiction.

5%) HS’ H6’ H7, H8 sont non vides alors

Xy > g(zs) + g(z6) + g(z7) + g(zS) > 12 contredit (I*)
c.q.f.d.

Lemme 8 : On peut accoupler les sommets de A = {x,y,u,v} (disons (xu) et (yv))

s o e e

de sorte que G' = (X', EX' U {(xu),(yv)}) soit cubique et cycliquement &4 connexe.

Démonstration : Il est clair que G' est cubique. Il faut montrer que G'

est cycliquement 4 connexe. Pour C cX', (C) désigne le cocycle relatif a C dans
ér.
On distingue 2 cas
1°) Il existe un c-cocycle w'(C) dans G' tel que |w'(C)| = 2.
Sans perte de généralité on suppose x, y&€C 3 u, véX'-C,
!
- S'il existe un c-cocycle w'(C') dans G' tel que lw‘(C')[ =2 on a

IG(C')[ = 4 d'aprés le Lemme 5.
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Supposons donc que x et y appartiennent 3 la méme composante de
G'(§') ; alors S = STy {y,u,v} (ot y, u, v sont les sommets de A adjacents

ay, u, v respectivement) est cycliquement stable dans G et on a :

~

s = Is'] + 3

une contradiction.

c.q.f.d.

3 = Quelques autres propriétés des ensembles cycliquement stables maximum

dans le cas des graphes cubiques cycliquement 4 connexe

Soit 5 la famille des ensembles cycliquement stables de cardinalité
maximum. On va montrer que dans le cas des graphes cubiques cycliquement 4
connexe on a :

nS:@

SES

Remarque : 3) Le résultat annoncé est, en un sens, le meilleur possible. Dans

le graphe ci-dessous (pour lequel on a cependant s(G) = [3252

Y,z = N3s
S €3

n'est pas un stable de G.

o

Figure 5

! et 2 appartiennent 3 tout ensemble cycliquement stable maximum.
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Pour démontrer la propriété annoncée on va prouver que dans un
graphe cycliquement 4 connexe, pour tout sommet X il existe un ensemble
cycliquement stable maximum Sx tel que x&#SX. On aura besoin du résultat

suivant :

Lemme 9 : Soit G un graphe cycliquement 4 connexe qui n'est pas cvcliquement

5 connexe, qui n'est pas la 4 clique et qui ne possé&de pas de cycle de longueur

4 ; alors il existe deux sommets a et b tels que
(1) T(anT(b) =0, adgl(d)

(ii) Ra(G) et Rb(G) sont cycliquement 4 connexe.

Démonstration : Soit w(A) un c-cocycle de G de cardinal 4 tel que A soit

minimal par inclusion pour cette propriété. Comme, par hypoth&se, G ne con-~
tient pas de cycle de longueur 4, il existe un sommet a £A qui n'est adjacent
3 aucun sommet de X-A ; Ra(G) est alors cycliquement 4 connexe (cf. Lemme 2).
De méme il existe b ¢ X-A tel que Rb(G) soit cycliquement 4 connexe et b n'est
adjacent 3 aucun sommet de A. Par construction a et b satisfont (i) et (ii).

c.q.f.d.

Théoréme 3 : Si G = (X,E) est un graphe cubique cycliquement 4 connexe,

ns=¢
S€&S

Démonstration : Soit G un graphe cycliquement 4 connexe tel que

S #@ et dont le nombre de sommets est minimum pour cette propriété.
Sés

1°) Si G est cycliquement 5 connexe, on sait, d'aprés le corollaire du
Lemme 1 que ¥ x €X RX(G) est cycliquement 4 connexe. Soient S; un ensemble

cycliquement stable dans RX(G) et X, X, e les voisins de x. Alors

= 4
SX SX 8] {x],xz,x3}

est cycliquement stable maximum dans G. On a donc une contradiction.

2°) Si G n'est pas cycliquement 5 connexe et ne contient pas de cycle de

et bl’ b b

longueur 4, on peut appliquer le Lemme 9 et soient aj, a5, 2 9> D3

3
les voisins de a et b respectivement.

Pour tout sommet x:eRa(G) (resp. vy éRb(G)) il existe, d'apFés
1'hypothése de minimalité de G, un ensemble cycliquement stable maximum Sx

) . N
dans Ra(G) (resp. Sy dans Rb(G)) tel que ngsx (resp. v ¢Sy). De plus d'aprés



le Théoréme 2
= J 1
Sa Sx {al’GZ’ 3°

sont des emsembles cycliquement stables maximum. Comme tout sommet de G appar-
tient nécessairement 3 Ra(G) ou a Rb(G) (puisque la condition (i) du Lemme 9

est satisfaite) on a une contradictiocn.

3°) Soit A" = {x,v,u,v} tel que GA’ soit un cycle. On définit G' 3 partir de
- - - 3 A .
G(X~A") comme dans ies &noncés du Lemme 8. Puisque G' a 4 sommets de moins
que G, pour tout sommet a €Y' 11 existe S; cycliquement stable dans G' tel
o A&
gque a%Sa.

Avec les notations définies dans la démonstration du Théordme 2

on a
S; = ; U {y,u,v} SG = ; v {x,y,v}
s- = §' v {x,u,v} s- = §' u {x,y,u}
y v v ¥y

~

S' U {x,y,ul si u et v appartiennent i la méme
(=3
composante connexe de G'(S;)

¢
et pour a ¢ X' Sa = g .
E S' U {v,u,v!} sinon

1
a
et tar conséquent on a une contradiction.

c.q.f.d.

Définition 3 : Soit G = (X,E) un graphe et e', e"£€E on définit

G = (X,E) = De' e,,(G) de la manidre suivante :
b

. Soient a', b' et a", b" les extré@mités des arétes e' et e'" respectivement.

XU {x',x"}
=E - {e',e"} U {(a'x"), (b'x"), (a"x"), (b"x"), (x'x")}

clest 3 dire qu'on 'Aicute un sommet sur les arZtes e' et e'" et on relie entre

(=5 IP AR
]

eux les sommets nouvellement créds"

Remarque : 4) Si G est un graphe cubique De' e"(G) est également cubique ;

k4
Si G est cycliquement 4 connexe et si e' et e" ne sont pas adjacents alors

De' _n{G) est cycliquement 4 connexe.
,e

Lemrie 10 : Soit G = (X,E} un graphe cubique dfocrdre n (= 2 (mecdulo 4))

cyliquement 4 connexe. Scient § un ensemble cliquement stable maximum

dans G et A€&X tel que Gﬁ soit un cycle de longueur 4. On a :
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i) GS est connexe
ii) {xex-S | dg(x) < 3} = ¢

iii) |s nAl =3

Démonstration : Les 2 premiéres propositions sont des conséquences directes

du théoréme 2 et de la démonstration du théoréme 1, chapitre III (si

3n-2
4

Supposons que SNA = {x',y'} et soient x et y les voisins de x' et y

s(G)y = onap=1etr, =0).

2

L
respectivement dans X—-A. Posons

G?

(X',E") = Gy,
(X', E' U {(xw),(yv) D)

~

Gl

ol u et v sont les voisins dans X-A des sommets de SNA distincts de x' et y'.

Alors Sn(X-A)est cycliquement stable dans G' et on a une contradiction puisque

A, , ~ 3]x'] -2
G' est cubique et |SN (X-A)] > A c.q.f.d.

Théoréme 4 : Si G = (X,E) est un graphe cubique cycliquement 4 connexe il

posséde un ensemble cycliquement stable maximum S tel que GS soit connexe.

Démonstration : Dans le cas ol n = 2 (modulo 4) la proposition est

prouvée au Lemme 10.

Dans le cas o n = 0 (modulo &) soit (a'a")¢E et e', e"€E telles que
e' soit incidente 3 a', e' # (a'a')
e" soit incidente 3 a", e" # (a'a").

Comme G est cycliquement 4 connexe, G ne contient pas de triangle et par consé-
quent e' et e" ne sont pas adjacents. 11 résulte de la remarque 4 que

G = De' e,,(G) est cubique cycliquement 4 connexe.
9

Par construction A = {a',a",x',x"} est tel que G, est un cycle de longueur 4.

~ A .
Soit S un ensemble cycliquement stable maximum de G tel que a'? S (un tel S

existe d'aprés le Théoréme 3). Posons
S =g - {x',x"}

Alors S est un ensemble cycliquement stable maximum dans G et

~

G connexe => G, connexe. i
S S £.d
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INTRODUCT1ION A LA TROISIEMF PARTIE

La notion de graphe -c'est bien connu~ est redondante par rapport
a celle de relation binaire. Aussi n'est-il pas sans intérét de se demander
pour quelles raisons 1'utilisation du langage de la théorie des graphes a
eu des développements si féconds. La réponse i cette question illustre par-
faitement le caractére dialectique de la démarche de 1'intelligence humaine.
Du point de vue pratique les graphes se trouvent &tre un précieux outil de
modélisation des problémes réels ; les contextes dans lesquels le graphe se
trouve €tre un outil irremplagable sont en effet fort variés (Economie,
Sociologie, Recherche Opérationnelle, Chimie...). Du point de vue théorique,
le fait que les graphes possédent une représentation "graphique" claire aide
1'intuition et stimule 1'imagination ; ce sont en effet les représentations
graphiques qui ont permis 3 la théorie de connaitre des développements consi-
dérables au cdurs des 20 derniéres années. En d'autres termes, un grand nombre
des résultats (souvent fort abstraits) obtenus en théorie des graphes 1'ont

€té parce qu''"on peut faire des petits dessins'.

Nul doute que 1'une des idées de C. Berge quand il a introduit
le concept d'hypergraphe ait été d'utiliser le langage trés imagé et les
méthodes de la théorie des graphes pour &tudier les matrvices dont les &lé-
ments valent O ou 1, considér8es comme généralisation des matrices d'inci-
dence aux ar@tes des graphes non orientés.bL'un des intéréts de la théorie
des hypergraphes telle qu'elle a 8té développée par C. Berge est de mettre
en évidence le fait que certains concepts de la théorie des graphes peuvent
se généraliser de plusieurs maniéres différentes suivant la propriété carac-
téristique qu'on choisit de conserver et la manidre dont on envisage d'ef-
fectuer cette généralisation. Ainsi, par exemple, si on concentre son intérét
sur les problémes de coloration, selon qu'on choisit la propriété d'admettre,
pour un graphe non orienté et tous ses sous—graphes, une bicoloration ou une
bicoloration équitable, le concept de graphe biparti s'étend en celui d "hyper-
graphe &quilibré (théoréme de Berge) ou en celui d'hypergraphe unimodulaire

(théoréme de Ghouila-Houri).



q90. -

Partant de ces remarques comme point de départ, je propose dans
cette partie :
. de faire correspondre 3 toute matrice A dont les éléments valent +1, -1
ou O un "hypergraphe (général)" H dont A peut &tre considéré comme "matrice
d'ncidence aux arcs" c'est 3 dire que les lignes de A sont en bijection
avec les sommets de H et les colonnes de A en bijection avec les "arcs" de H.

. d'appeler '"pseudo-chalne joignant X, et Xj un hypergraphe (général) dont
la matrice d'incidence aux arcs a la propriété que toutes ses colonnes et
toutes ses lignes -sauf celles qui correspondent aux sommets X et xj—
possédent un nombre pair d'éléments non nuls. Il est clair qu'une pseudo-
chaine ainsi définie peut &tre considérée comme une certaine généralisation

du concept de chalne en théorie des graphes.

On définit alors une relation binaire dite de "connexité" sur les
sommets d'un hypergraphe (général)
hH(Xi’Xj) s E il existe une pseud?—chaine joig?ant X, et xj qui est

un hypergraphe partiel de H ou bien X, = Xj'

et on montre dans le chapitre V que ce concept de connexité appliqué aux
hypergraphes (généraux) est une "bonne" généralisation du concept de con-—
nexité en théorie des graphes parce que bon nombre de resultats de théorie
des graphes se retrouvent, dans le cas des hypergraphes, sous une forme
extrémement voisine. En particulier les concepts d'arbre et de forét trouvent
une généralisation trés '"maturelle" : on peut caractériser un arbre comme
€tant un hypergraphe connexe minimal et on retrouve une série de propriétés
caractéristiques de ces arbres qui sont tout i fait analogues i celles des
arores en théorie des graphes, par exemple le fait qu'un arbre est connexe
et posséde n-! arcs ou est connexe et sans cycle, etc... Comme la notion
d'inclusion peut &tre elle-méme généralisée de deux maniéres différentes

(inclusion et inclusion "propre') c'est en fait dix propriétés équivalentes

qui caractérisent les dits arbres (Théoréme V-6).

Un graphe est une famille de parties & 2 éléments, on aurait pu
penser a généraliser cette notion en définissant des familles i un nombre
pair d'éléments. Les développements du chapitre V montrent que cette idée
n'est pas dépourvue d'intéréts car les arcs de cardinal impair jouent un
rdle trés particulier : ils ont en fait un rBle analogue aux "boucles" en

théorie des graphes.



La conclusion de ce chapitre V est donc que ce concept de connexité
permet d'avoir une meilleure intelligence de la structure des hypergraphes
(généraux) et que, par conséquent, le langage de la thdorie des graphes se

trouve €tre un bon outil pour 1'étude des matrices dont les &léments valent

+1, -1 ou O.

Le chapitre VI est consacré 3 1'étude de ce que peut apporter le
concept de connexité défini au chapitre V dans 1'étude des matrices totale-
ment unimodulaires (qui peuvent elles-méme Etre considérées comme une géné-
ralisation possible des matrices d'incidence aux arcs des graphes orientés).
On voit qu'il y a une relation trds &troite entre les composantes connexes
(les classes de la relation de connexité) et les différentes maniéres de
"bicolorer Equitablement" les sommets d'un hypergraphe unimodulaire. Puis
on montre que les notions de flot et de tension ainsi que les théorémes
classiques de la théorie des flots se généralisent de manidre immédiate
sur les hypergraphes (généraux) unimodulaires. Enfin on vérifie que les
théorémes de caractérisation connus des matrices totalement unimodulaires
se retrouvent de maniére directe en utilisant les notions définies ici.

Je tiens 3 remercier tout particulidrement Paul Camion qui m'a
aidé 3 dégager dans toute sa généralité le concept de connexité que j'avais

d'abord introduit dans le cas des hvpergraphes unimodulaires.
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CHAPITRE ¥

CONNEXITE DANS LES HYPERGRAPHES GENERAUX

| - Définition de la notion de connexité dans les hypergraphes généraux ;

pseudo-cycles, pseudo-cocvcles

Définitions : 1) A une matrice A n X m dont les &léments valent 0, +1 ou -1,
on associe un "hypergraphe" H = (X,4) ol :

-X= {xl,xz,...,xn}, ensemble des "sommets', est en bijection avec
1l'ensemble des lignes de A.

-4 = {EI,EZ,...,Em}, ensemble des "arcs” est en bijection avec 1'en—

semble des colonnes de A.

On dira que 1l'arc Ej (j = 1,2,...,m) est incident vers l'extérieur (resp.
incident vers l'intérieur, non incident) au sommet X, (i =1,2,...,n) sui=-
vant que AJ = 1 (resp. AJ = -1, Ai = 0).

La matrice A associ&e 3 1'hypergraphe H sera dite "matrice d'incidence
aux arcs" de H. Nous restreindrons notre attention aux hypergraphes dont les

matrices d'incidence aux arcs ne contiennent pas de colonne de 0.

L'arc Ej est div "pair" ou "impair" suivant que 1'arc Ej est incident
= . . . ' S e . b
4 un nombre pair ou impair de sommets c'est 3 dire suivant que la colonne A

de la matrice A contient un nombre pair ou impair d'éléments non nuls.

On désigne par A(o) (resp. A(e)) l'ensemble des arcs impairs (resp.

pairs) de H et on posera :
= 145

|A(e)l m?'=m + m

Sans perte de généralité on supposera que

E.eA(e) "‘>l<_‘]<m
3 e
et par conséquent
E.e¢ A(o) =m +1<j<m
A e

(o) @.

Un hypergraphe sera dit "pair" si 4 =



- G4 -

2) Un hypergraphe sera dit "Booléen" ou "hypergraphe au sens de
Berge" (et nous les désignerons par B—hypergraphe)(l) gi sa matrice d'incidence
aux arcs ne contient que des O et des +1. Un B-hypergraphe sera dit aussi

"non orienté&" et les arcs d'un B-hypergraphe seront appelés "arétes'.

3) Soit H = (¥,4) un hypergraphe dont la matrice d'incidence aux
arcs est A et X'¢ X, A'c A. Posons :

dir = {EaX'[EcA’, Enx' # 8}

A' = sous matrice de A obtenue en conservant les lignes correspondant
aux sommets de H inclus dans X' et toutes les colonmes, puis en

supprimant les colonnes de O de la matrice ainsi obtenue.

A" = sous matrice de A obtenue en conservant les colonnes correspondant

aux arcs de H inclus dans A' et toutes les lignes.

A"' = sous matrice de A obtenue en conservant les lignes correspondant
aux sommets de H inclus dans X' et les colonnes correspondant aux
arcs de H inclus dans 4", puis en supprimant les colonnes de O de

la matrice ainsi obtenue.

Les hypergraphes H‘, = (X',AX,), (X,4") et (X',A%,) dont les matrices d'inci-
dences aux arcs sont respectivement A', A" et A"' sont appelées :

- HX’ : "sous hypergraphe de H construit sur X' "

- (X,A") ¢ "hypergraphe partiel de H construit sur 4' "

- (X',Aé,) : "sous hypergraphe partiel de ¥ construit sur X' et A' "

4) A un hypergraphe H dont la matrice d'incidence aux arcs est A

on associe 1'hypergraphe "dual" dont la matrice d'incidence aux arcs est AL,

5) On appelle "degré" d'un sommet X, €X (et on désigne par dH(xi))
le nombre d'éléments non nuls de la idme ligne de la matrice d'incidence aux
arcs de H.

6) On appelle "pseudo-chafne joignant x; et xj" un hypergraphe
pair H = (X,0) (avec X Xjé X) dont tous les sommets sont de degré pair

sauf X, et xj qui sont de degré impair.

1
o

Une pseudo-chafne (¥,() joignant X, et x, est "€lémentaire” si elle
est minimale c'est 3 dire s'il n'existe pas d'hyperzraphe partiel de (X,C) qui

goit une pseudo-chaine joignant x, et Xj'

e et s s o . £ e e . 0 S . e e e, e, s o oz e I B £ 1 47 D e LA o ) e o e R e e . P o

les représentés sur les
~hypergrzohes.

(1) Pour des raisons de commoditd de lecture, lz exsmg
figures des chapitres V ez VI
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7) On appelle "pseudo-cycle” un hypergraphe pair H = (3,() dont
tous les sommets sont de degré pair. Tn pseudo-cycle est &lémentzire s'il

est minimal.

Soit (X,4) un hypergraphe, un pseudo-cycle (resp. une pseudo-chafne)
(X,C) sera dit "pseudo-cycle de H" (resp. dite "pseudo-chaine de H") si (X,0)
est un hypergraphe partiel de H.

Remargues :

1) I1 est clair que les concepts de pseudc-chafne et de pseudo-cycle
introduits ici généralisent d'une certaine manidre les concepts de chatne
et de cycle en théorie des graphes. Im pseudo—-cycle est caractérisé par le
fait que sa matrice d'incidence aux arcs contient un nombre pair d'éléments
non nuls dans chaque ligne et chaque colonne. Une telle matrice est qualifiée

d'"Eulérienne" par Camion [ 9]. Nous utiliserons &galement ce terme.

2) Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une pseudo-chalne
(resp. un pseudo-cycle) H = (X,0) soit &lémentaire est que H n'admette pas

d'hypergraphe partiel qui soit un pseudo—-cycle.

Définition : 8) Soit H = (X,4) un hypergraphe, A(e) et A(O) 1'ensemble des
arcs repectivement pairs et impairs de H (cf. définition 1). Soit A la matrice
d'incidence aux arcs de H et A la matrice d'incidence aux arcs de (X,A(e)).
A 1'hypergraphe H on associe le B-hypergraphe B(H) = (X,F) dont, par définitionm,
la matrice d'incidence aux ar@tes est B donnée par

Bg = Ag (mod. 2)
Soient E(e) et E<o) les ensembles d'arétes de B(H) correspondant 3 A(e) et

€0 5 ON

respectivement et B la matrice d'incidence aux arétes de (X,E

m
. e . n e
On considére les espaces vectorlels]F2 etIF2 et on appellera

"support" de ye_JFrz1 (resp. z €1'FIZHQ)

i
—_—
(—

S(y)
(resp. S(z)

{Xif X [ Y

i
{EJ GA(e) l

z, = 1})
(e) Y _n o .
AYecX (resp. Qc4 € ) on associe le vecteur b CIFZ (resp. b cIer)

défini par : i
S(bY) Y
(resp. S(bQ) Q)



A H on associe les sous espaces vectoriels M et wh orthogonaux
n
2 m
gonaux et supplémentaires de_mée définis de la manidre suivante :

et supplémentaires de I, ainsi que les sous espaces vectoriels N et N"L ortho-

. n - .=
M est le sous espace vectoriel de_{F2 engendré par les colonnes de B.
. n <= .
. M‘L est le sous espaces vectoriel deIF2 orthogonal et supplémentaire

de M,

1]

r me—
¥ = 1feF, I3¢ = o}

.

F?e orthogonal et supplémentaire de N.

m i -l .
{t&IerlanéF; tel que t = T8} est le sous espace vectoriel de

Renargue :

3) Une condition nécessaire et suffisante pour que (X,() soit un pseudo-
cycle (resp. un pseudo-cycle &€lémentaire) de l'hypergraphe H = (X,4) est qu'il
existe fe N (resp. f vecteur é&l8mentaire de N) tel que :

C = S(f)

Définitions : 9) Un "pseudo-cocycle” (resp. un "pseudo-cocycle &lémentaire')
d'un hypergraphe H = (X,4) est un ensemble d'arcs O de H tel qu'il existe
te N (resp. t vecteur £lémentaire de Nl) tel que :

Q2 = S(t) |

Utilisant la définition de Nl (définition 8) et par analogie avec le cas des
graphes on désignera parfois un pseudo-cocycle Q par Q(Y) si Q = S(t),
t =B et Y =S() (YeX).

On jnotera que le méme cocycle  peut s'écrire Q(Y') ou Q(Y") si et seulement si
A\ 1
bY + bY € ML

ce qui, ainsi que nous le verrons au Théordme 1 ci-dessous, est une généralisa-—

tion correcte de ce qui se passe dans le cas des graphes.

10) On définit la relation binaire de connexit& sur les sommets d'un
hypergraphe H = (X,4) par :

"i1l existe une pseudo-chaine de H joignant x. et x. ou bien
p
hH(xi’xj) = i i

La relation de connexité sur les sommets d'un hypergraphe H est une
relation d'équivalence. On appelle "composantes connexes' les classeside
cette relation d'équivalence. 'm hypergraphe est connexe s'il ne contient

qu'une composante connexe.
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Remarque :
4) Soit H = (X,4) un hypergraphe dont les composantes connexes sont
X0s X2, cees Xp. Alors, comme le montre 1l'exemple de la figure 1, on n'a pas

nécessairement : H est connexe.

X,
i
(En effet X, = {1,2} est une
composante connexe de 1'hvper-
graphe de la figure 1)
Figure |
Définitions : 11) On appellera "h-cocycle" (élémentaire) d'un hypergraphe

H = (X,4) un ensemble d'arcs 2 tel que (X,4-Q) comporte plus de composantes

connexes que H et que () soit minimal pour cette propriété.

Théoréme ! : Soit H = (X,4) un hypergraphe. ™n a :

L= > c
hH(xi,xj) Ywe M'L » X; € S(w) xje S (w)

Démonstration :

A -~ Supposons que H contienne une pseudo-chalne (X,() joignant X, et
xj et qu'il existe W'GPH'tel que w, + wj = 1 ; soit e un [C|-vecteur dont
toutes les composantes sont égales & | et C la matrice d'incidence aux arétes
de (X,{). On a :
wC =0 puisque weM‘L
w(Ce)

1 d'aprés la définition d'une pseudo-chaine et le fait que

w, o+ wj = 1, une contradiction.

B - Soit B la matrice d'incidence aux arétes paires de B(H). Supposons
que le systéme

; wB
W. + w.
]

1

. . n - s .
n'ait pas de solution dans Ez. Alors, d'aprés le théordme des alternatives,

0
1

le systéme
BY = ¢

avec

1 si k =1 ou j
c

k 0 si k #1i, j

- m —
posséde une solution Ye]er- (X,8(Y)) est une pseudo-chafne de H joignant
X. et X,.,

1 J

c.q.f.d.



Corollaire 1 : Scit ¥ = (X,4) un hypergraphe ayant p composantes connexes.

On a :
(i) dim ("™ < dim(M > n-p
1
(ii) dim (N7 > n-p dim(N) < m-n+p
(11ii) D > n-m

Démonstration :

1 2
(1) Soit (wl,wé,,..,wq) une base de Ml ; d'aprés le théoréme 1 on a :
g <p
(ii) D'aprés la définition de N (cf. définition 8) on a :

dim(N) = n-dim(H)

Le résultat annoncé est alors une conséquence de (i).

(iii) est une conséquence directe de (ii).

c.q.f.d.

Corollaire 2 : Un h-cocycle est un pseudo-cocycle &lémentaire.

Démonstration : Soit § un h-cocycle de 1'hypergraphe H = (X,4) ; soit

B(H) le B-hypergraphe associé 3 H et B la matrice d'incidence aux arétes paires
de B((X,A-)) (cf. définition 8).
D'aprés le théoreme 1, il existe Xixj sommets appartenant i la méme composante
connexe de H et tels que le systéme :

( wB 0
‘5
Cw, +w. =1

i j _

a une solution w. Soit B la matrice d'incidence aux arétes paires de B(H).

A cause de la minimalité de 2 on a :
Q = S(wB).

rh
2y

c.q.

Remargue :

5) Dans 1'hypergraphe H de la figure 2 1'ar@te unique de H est un pseudo-

cocycle élémentaire qui n'est pas un h-cocyele.

Figure 2
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Corollaire 3 : Soit Q = Q(Y) un pseudo-cocycle élémentaire de 1'hvpergraphe

H = (X,4) dont les composantes connexes sont X], X2, cens XR. Soit Y = X-V.

Les composantes connexes de H = (X,A-Q(Y)) sont X. AY, X nY, X.nY, Xsz§;

1 1 2

X nY, X n'§.
p ' p

Démonstration : Soient B et B les matrices d'incidence aux ar8tes paires

de B(H) et B(H). Alors bYB = 0 et, d'aprés le théoréme 1, si xie'Y et xjg Y
on ne peut avoir hH(xi’Xj)'

n

Soient Xs s xje X.nY (disons) et supposons qu'il existe we]F2

1
tel que

~

E wB =0
w, +w., = 1}
1 J

Posons

z=w+b

D'aprds les définitions de w et de Y on a

ce qui contredit le fait que X, et xj appartiennent 4 la méme composante

connexe de H.
c.q.f.d.

Corollaire 4 : Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un pseudo-
cocycle &lémentaire Q(Y) d'un hypergraphe H = (X,4) dont les composantes sont
X], XZ’ ceey Xp soit un h-cocycle est que les partitiomns (Y,X-Y) et

(XI’XZ""’Xp) de X soient non comparables.

Corollaire 5 : Soit { un h-cocycle d'un hypergraphe H = (X,A) comportant p

composantes connexes. H = (X,A-{)) comporte au plus 2p composantes connexes.

Exemple : L'hypergraphe H de la figure 3 comporte 2 composantes connexes.
L'hypergraphe obtenu 3 partir de H en supprimant 1'aréte de cardinal 2

comporte 4 composantes connexes.

Figure 3



2 - Inclusion propre ; hypergraphes séparés

Définition : 12) Soit H = (¥,A) un hypergrephe pair et B la matrice d'incidence
aux ar@tes de B(H) (cf. définition 8). H sera dit "contenir proprement™ un de
ses sous hypergraphe partiel H' = (X‘,Ak,) (avec A'¢c 4, X'eX) si on a :

A A
(‘l\ W!BV - w'iB” => wF!B” = O

el A .
od B', B", B', B" sont les matrices d'incidence aux arétes de B((X',Ag1)),

BO(XM.A7,)), B((X'sﬁéi)), B((X”,ﬁ' ) respectivement {avec X" = X-X', AV = 4-any,

7
v{ 1(!?

A ~
En d'autres termes les matrices B', B", B', B" sont les sous matrices de la

matrice d'incidence aux ar@tes B de B(H) définies par le diagramme :

4 At
X" B' 1 B
;; - B" T -gY'

(e)

Soit H = (X,4) un hypergraphe et 4 1'ensemble des arcs pairs

de H. (X',Aé,) est contenu proprement dans H s'il est contenu proprement

dans (X,A(e)).

Remarques :
6) Soit G = (X,E) un graphe, E'C E et
X'

]

{x eX | Je e E' tel que x soit une extrémité de e}.
Alors (X',E') est inclus proprement dans H. Tm graphe contient donc propre-
ment ses sous graphes construits sur ses composantes connexes. Nous verrons

ci~dessous (théoréme 3) commernt cette propriété se généralise.

7) Un hypergraphe contient proprement tous ses hypergraphes partiels.

"

8) La relation "H contient proprement H' est transitive.

ses hypergraphes partiels (X',Ai,). Alors en utilisant les notations de
la définition 12), on a :

Yw = (w',w") tel que wB =0 alors w'B' =0

Démonstration : wB = Q0 s'écrit :
é W'BY + WHB“ - O

1S EEANT
w3 +wid =20

et 2 cause de la relation {1) on a bien le résultat annonca.
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Corollaire 1 : Soit H = (X,A) un hypergraphe qui contient proprement un

|

X
& la méme composante connexe de H.

hypergraphe connexe (X',A.,). Alors tous les sommets de X' appartiennent

Corollaire 2 : Soit H = (X,A) un hypergraphe qui contient proprement (X',4',).

Une condition nécessaire et suffisante pour que Q¢4' soit un pseudo-

cocycle de H est que QnX' soit un pseudo-cocycle de (XY,A§v).

Définition : 13) Un hypergraphe H = (X,A) comportant p composantes connexes

=

sera dit "sépard" si (cf. définition 8)
p = dim(Ml)

Remarque :

9) Si p=1ou 2, H est séparé.

Théoréme 3 : Soit H = (X,4) un hypergraphe dont les composantes connexes

sont Xl’ X2, ey Xp. Soit A(e) 1l'ensemble des arcs pairs de H et les sous
hypergraphes partiels H, = (X,A\"), H, = (x,,4{)), ..o, B = (¢ al®).
! X 2 277X, p PR

Les conditions suivantes sont équivalentes et caractdrisent un hypergraphe

séparé (cf. définition 8 pour les notations)
(1) p = dimQrH)
X X
(1i) b ], b 2, cees bXp constitue une base de ML

(iii) Les hypergraphes H,, H ces Hp sont pairs et connexes.

1! 2’

(iv) Les hypergraphes H]’ H2’ coey Hp sont contenus proprement dans H.

(v) Tout pseudo-cocycle €lémentaire de H est un h-cocycle.

X X2 X
Démonstration : Remarquons d'abord que si b , b “, ..., b pe'ML alors

ces vecteurs constituent une base de Ml. Soit en effet K le sous espace

. n . X X X e .
vectoriel de Fz construit sur b !, b 2, ..., B P et supposons qu'il existe

w 5M4;K (w # 0). Alors, d'aprés le théoréme 1, H aurait plus de p composantes

connexes.

(1) = (ii) : Soit w], W2, cens wl une base %e ML. Si q = p compte-

tenu du théoréme 1, les vecteurs b>], b 2, vees b P constituent une base de Ml.

(ii) = (1), (ii) = (iii), (ii) = (iv) : évident.
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(ii) = {v} : Seit Q7Y un pseudo-cocycle &lémentaire de H. N'aprés la

définition d'un pseundec-cozvcle on a

Y.
bl = 178
Y . ML
et comme b n'appartient pas & , 2 est un h-cocycle.
.. X X, 2 .
(v) => {(ii) : Supposcns que les vecteurs b !, b “, ..., b P ne constituent

pas une base de Ml. D'aprés la remarque du début de la démonstration 1'un de
ces vecteurs au moins, disons b !, n'appartient pas i Mll b 'BeN~ et si on
pose {) tel que

0 X, -
b =b I8
on voit qu'on a mis en &vidence un pseudo-cocycle qui ne contient aucun

h-cccycle.

(i1i) = (ii) : Si les hypergraphes Hi sont pairs les vecteurs
X1 X2 X
b, b, ..., b pe:M;i La proposition est alors une consé&quence de la

remarque du début de la démonstration.

. .. . 2 . ..

(iv) => (1i) : Soient Bl, B™, ..., BP 1les matrices d'incidence aux
arétes de B(H]), B(H2)’ cees B(HD). “m a :

) 2
w'B! s wfB? v L+ wPRP = 0= wiB! = w282 = ... = wPBP = 0o
c.q.f.d.

Corcllaire 1 : Soit H un hypergraphe séparé dont les composantes connexes
sor.t X

X XZ’ vy Xp et soit  un h-cocycle de H. Tme condition nécessaire
et suffisante pour que Qr\Xi soit un h-cocycle de Hi est que 2 nX. ne soit

J

pas un h-cocycle de Hj (G = 1,2,.0.5p 5 3 #1).

Démonstration : D'aprés la proposition (v) du théoréme 3 il suffit de
P prop

prouver la proposition si 2 est un pseudo~cocycle élémentaire.

Soit B la matrice d'incidence aux arétes paires de B(H) et soient

=1 '§2

B, s eees BP les matrices d'inecidence aux arétes de B(Hl)’ B(Hz), ceny

B(HD) respectivement. Posons :

. m .
L 1 e 1
N [t eF, A" e ¥

te Tme el tel que t = [IB
2 2

X. . ..
g lltel que £t = Hlﬁi} i=1,2, ..., P

Alors il résulte de la proposition (ii) du théoréme 3 que

dimy = dim(y) + HoOD) + ...+ dim(N;')

et par conséquent t est un vecteur &lémentaire de N si et seulement si pour

un certain i} t est un vecteur &lémentaire de N%.
i
c.q.f.d.
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Corcllaire = : Soit #H = (X,4) un hypergraphe séparé dont les composantes

ka3

1 /
connexes scnt X], XZ, veas Xp' 1 existe une partition de 4 = (A'gﬂmia,,,ﬁp)
. . T,y 2 -
telle que l:s sous hypergraphes partiels (XI’AX Vs §X2,Ay e ooy (X 9A; )i
T
P4 1 4\.2 ..J p

soient connixes et contenues proprement dans H.

Témons=yration : On construit la partition de 4 de la maniére suivante :

1
(.1 1 2 AP
1, A >=A;A =47 = ... = A% = ¢.
/ N Ealid ‘<7 (j) \ e ~
i) ot '.;.'\.,/4 -{E: )} contient p composantes connexes, aller er \é} o

. H

( J" 3
5: (X,A‘J)~{Ejj) contient plus de p composantes connexes, zller en (3},

{2} I. axiste i tel que Ej nX, # $. Poser :
A7 = A1U{E;}
a1
25 2 49 e

{3) 1. existe, d'aprés le corollaire 1, un hypergraphe Hi (unique) tel
scit un h-cocycle de Hi' Poser :
A;2=A1U{%}

Aller an (4.

o~
~
98]
e
i
2]
T
0]
ja]
o
[a]
wn
He
=]
o
3
il
o]
n
0]
~

[oa]
i
LY
+
—

Aller en (1.

Lz nrocédure décrite constrult une partition de 4 qui répond 3
la question.

c.q-.f.d.

3 - h-arbres, h~for@ts, h—chalnes, h-cvcies

Défini=icns : 4} Un "h-arbre” est un hypergraphe H connexe et minimal pour

connexe) .

15} 80it H = (X,4) un hypergrache et E€4. Nous <Zsignerons par
E .. . . .
H 1 aymergraphe partiel de H construite sur A-{E} :
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Remarque :
10) Soit H = (¥X,4) un h—-arbre, on déduit des paragraphes précédents
que :
(i) H posséde au moins n-! arcs (corollaire ! du théoréme 1)
(ii) H est séparé (remarque 9)
(iii) ¥Ee 4 HE = (X,A-{E}) comporte deux composantes connexes (corollaire 2

PR P E ~ -
du théordme 3) et par conséquent H est séparé (remarque 9).

Exemples : Les hypergraphes des figures 4 et 5 ci—-dessuous sont des h—arbres.

Figure &4 Figure 5

L'hypergraphe de la figufe 4 est le seul hypergraphe sur n £ 4
sommets qui soit un h—arbre sans eétre un arbre. La structure du h-arbre de
la figure 5 est notablement plus complexe que celle d'un arbre ; ceci est
mis en 8vidence dans le tableau | ci-dessous ol on a porté, en regard de

]

chague aré@te du h—arbre les composantes h-connexes de HE, disons YF et ?ﬁ.

E YE YE

{1,2,3,4} {1,3,4,5,6} {2,7}
{2,3,6,7}  {1,4,5,6} {2,3,7}

{1,4} {1,3,5,6} {2,4,7}

{1,5} {1,4} {2,3,5,6,7}

{5,6} {11,4,5} {2,3,6,7}

{2,7} {1,4,5,6,7} {2,3}
Tableau 1

Renargue :

11) I1 n'existe pas, pour le h—arbre de la figure 5, d'aréte E telle que
|
1'une des composantes h-connexes de HE soit de cardinal 1. C'est & dire qu'un

h-arbre ne posséde pas, en général, d'arc ni de sommet 'pendant".
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D'autre part, ainsi que 1'illustre le h-arbre de la figure 6, un h-arbre

ne posséde pas nécessairement un arc de cardinal 2.

est un h-cocycle (tout hypergraphe partiel de H comporte plus de composantes

connexes que H).

Remargues :

12) Cette définition est bien une extension aux hypergraphes de la
notion de forét en théorie des graphes. Pour un graphe il suffit de dire
que tout arc est un h-cocycle pour caractériser une forét. L'hypergraphe
de la figure 7 est un exemple d'un hvpergraphe dont chaque arc est un h-

cocycle et qui n'est pas une h-foréat.

Figure 7

-~

13) La circonstance mentionnée ci-dessus, & savoir un hypergraphe
p-connexe minimal n'est pas nécessairement séparé constitue une premidre
difficulté lorsqu'on passe de 1'étude des graphes i celle des hypergraphes.
Une seconde difficulté réside dans le fait qu'un hypergraphe partiel d'une
h-forét n'est pas nécessairement une h-forét. Ainsi 1'hypergraphe de 1la
figure 8' est un hypergraphe partiel de la h-forét de la figure 8, il n'est

pas séparé et contient un arc qui n'est pas un h-cocycle.

Figure &'



14) 11 existe des h-foréts H = (X,4) pour lesquelles ¥Eeg 4, HE n'est

pas une h-for&t. Pour construire une telle h-forZt on considére (X,4) 1le

h-arbre de la figure 5. Soient (X',A') et (X",4"; deux hypergraphes isomorphes

-~

d (X,4), 1" et 1" les sommets de X' et X" correspondant 3 1 et Z'E" les arcs

de A', A" correspondant i E¢ 4. On pose

= X'u X"

U @vEDy {(0"1™}
Eed

I
i

H = (X,4) est une h-forét qui posséde la propridté ci-dessus.

15) Seit H = (X,4) un hypergraphe séparé dont les composantes sont

2, ...,Ap) la partition de 4 définie dans le

X}, XZ’ N Xp et solt (Al,A
corollaire 2 du théoréme 5. Une condition nécessaire et suffisante pour
b
que H soit une h-forét est que les sous-hypergraphes partiels (XI’A% ),
1
(X ,A2 Yy .., (X ,Ap ) soient des h-arbres.
2 X2 P Xp

Lenme 1 : Soit H = (X,4) un h-arbre et E€4, alors HE est une h-forét.

- . . -~ P E e ~
Démonstration : On sait, d'aprés la remarque 0 (iii) que H~ est séparé

et contient deux composantes connexes YE et ?ﬁ. Soit E'€ 4, E' # E alors
{E'} est un h-cocycle de uE, Supposons en effet que (X,A-{E,E'}) comporte
les mémes composantes connexes que HE, alors (X,A-{E'}) serait connexe,
ce qui contredit le fait que H est un h—arbre.

c.q.f.d.

Théoréme &4 : Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un hypergraphe

H = (X,4) soit un h-arbre est qu'il soit connexe et possdde n—-1 arcs.
q P

Démonstration

A - Soit H = (X,4) un h-arbre. Si n < 3 la propriété est certainement
vraie puisqu'alors g = (X,A(e)) est un graphe. Supposons la propriété vraie
pow les h—arbres de moins de n sommets et soit E €A. D'aprés le Lemme 1,

HE est une for@t a 2 composantes connexes et d'aprés la remarque 15 et
1'hypothésede récurrence

4] =1 =n -2

B - La condition suffisante est une conséquence directe du corollaire 1
du théoréme 1.

c.q.f.d.
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Corollaire 1 : Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un hypergraphe

H = (X,A) comportant p composantes connexes soit une h-forét est que H

posséde n-p arcs.

Démonstration : I1 suffit de montrer que si H posséde n-p arcs, H est

séparé. Ceci est Egalement une conséquence du corollaireidu Théordme !. En
effet si H posséde n-p arcs on a :
dim(M) < n-p => dim(M) = n-p
et donc
dim(Ml7= )
c.q.f.d.

Corollaire 2 : Soit H = (X,4) une h~forét et A'c 4. Soient P et p' respecti-

vement le nombre de composantes connexes de H et H' = (X,4-4'). Tme condition
nécessaire et suffisante pour que H' soit une h-forét est que :
p!_p - IA'[‘
Définition : 17) On appelle "h-chafne" un hypergraphe H = (X,() qui est
une pseudo-chaine et qui est connexe. Une h-chafne est &lémentaire si la

pseudo-chalne est &l&mentaire.

Lemme 2 : Soit H = (X,4) un hypergraphe. Les 3 propositions suivantes sont
€quivalentes et caractérisent une h-chaine &lémentaire.
(1) H est une pseudo chalne &lémentaire connexe joignant les sommets

X, et x,..
1 J
(ii) H est un h-arbre possédant deux sommets X, et Xj de degré impair.

(iii) H est un h-arbre et ¥E¢ 4 x, et xj appartiennent 3 des composantes

distinctes de HE.

Démonstration :

(1) = (ii), (i) => (iii) : puisque H est connexe et est une pseudo

chaine élémentaire.

(ii) => (i) : H est une pseudo chafne élémentaire car sinon les colonnes
de B, matrice d'incidence aux aré@tes de B(H) ne seraient pas lindairement

indépendantes.
!

(iii) => (i) : H poss2de un hypergraphe partiel qui est une pseudo chaine
élémentaire joignant X, et Xj $ tout arc E €4 appartient i cette pseudo chafine,
par hypothése.

c.q.f.d.
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Définition : 18) Un "h-cycle'" (élémentaire) est un hypergraphe H = (X,4) tel

que, YE¢ 4 HE = (X,4-{E}) soit un h-arbre.

Remarque :

16) Tout h-cocycle d'un h-cycle comporte deux arcs.

Thécréme 5 : Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un hypergraphe
H = (X,4) possédant n-1 arcs soit un h-arbre est que toute sous matrice carrée
de cimension n-1 extraite de la matrice d'incidence aux arétes B de B(H)

soit non singuliére.

Démonstration : Si H est un h—arbre dim(M ) = 1 et par conséquent :

Ml = {0,e}

(oli e est le n-vecteur dont toutes les composantes sont &gales i 1). Ce qui

implique que tout sous matrice carrée de B de dimension n—1 est non singulidre.
Si toute sous matrice carrZe de B de dimension n-1 est non singuliére,

les colonnes de B sont indépendantes et par conséquent :
dim() =n - dim(®) = 1

Alcrs H est un h-arbre d'aprés le théoréme 4.

c.q.f.d.

Corollaire 1 : Un h-arbre H possé&de au moins deux sommets de degré impair.

Démonstration : Le nombre de sommets de degré impair de H est pair

(ptisque H est un hypergraphe pair). Si tous les sommets de H étaient de
desvé pair, soit f le m—vecteur dont toutes les composantes sont égales
il ; on aurait :

Bf =0

une contradiction.
c.q.f.d.

Corollaire 2 : Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un hypergraphe
H = (X,4) soit un h-cycle est que :

. m=n

. toute sous matrice carrée de dimension n=-1 extraite de la matrice

d'incidence aux arétes de B(H) est non singuliére.
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Corollaire 4 : Un h-cycle est un pseudeo—cvcle élémentaire.

Corollaire 5 : Un pseudo-cycle contient proprement un h-cycle.

Démonstration : Il suffit de considérer le cas d'un pseudo-cycle &lémentaive

(d'aprés la remarque 8) H = (X,() qui est un B-hypergraphe pair dont la matrice
d'incidence aux arétes est B.

Bf =0, feF.=> %= (1,1,...,7)

2
Par conséquent il existe]YéFE’tel que
B =0
S| =m

(S(H)’Cq(n)> est un h~cycle contenu preoprement dans H.

c.q.f.d.

Cecrollaire 6 : Soit A une matrice carrée de dimension n dont les &léments

valent +1, -1 ou O et dont toute sous matrice carrée de dimension n-1 est

non singuliére. Alors A est Eulérienne.

Lemme 3 : Soit H = (X,4) un h-arbre, H contient proprement une h-chaine

€lémentaire et une seule joignanttout couple de sommets.

Démonstration : La propriété est vraie pour les h—arbres comportant moins

de quatre sommets qui sont des arbres au sens de la théorie des graphes. Sup-
posons la propriété vraie pour les h-arbres de moins de n sommets et soient

X., X. € X,
1 J

Si H est unefchaTne joignant X, et Xj’ H ne peut contenir proprement

d'autre h-chafne que lui-méme joignant x; et xj (cf. Lemme 2).

Si H n'est pas unelchaine joignant X, et x. il existe E €4 tel que
X; et xj appartiennent 3 une méme composante connexe de HE. Mais HE est une
h-forét d'aprés le Lemme ! ; la propriété se déduit maintenant des remarques §
et 15,

c.q.f.d.

Lemme 4 : Soit H = (X,D) un h-cycle. H contient proprement deux h-chaTnes

€lémentaires distinctes joignant tout couple de sommets.

- . . E !
Démonstration : Soient xi, xje X et E€ D. H est un h-arbre et donc

contient proprement une h-chalne &lémentaire joignant les sommets x. et X..
i
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z2rvbre et donc coniient proprament

Soit E' un arc de cette h~chaine, H ast un &

T1

» joignant x, et xj. T1

1]
une h-chaine &lémentaire, distincte de la prézsids:
X

ne neut y aveir d'autre h-chaine jcignant

J

et ¥, que ces dJeux 13,

c.q.f.d.

Théoréme 6 : Soit E = (X,4) un hypergraphe sur n sommets. Les propositions

suivantes sont &quivalentes et caractdrisent un h-arbre :
(i} H est connexe, minimal.

(ii) H est connexe et posséde r~-i arcs.

(iii) H est pair, connexe et n'admet pas d'hypergraphe partiel qui est

un pseudo cycle.
(iii') H est pair, connexe et ne contient pas proprement de h-cycle.

(iv) H est pair, poss&de n-1 arcs et n'admet pas d'hypergraphe partiel

qui est un pseudo-cycle.
(iv') H est pair, poss&de n-1 arcs et ne contient pas proprement de h~cycle.

(v) H est pair, n'admet pas d'hypergraphe partiel qui est pseudo-cycle

et est maximal pour cette propriété.

(v') H est pair, ne contient pas proprement de h-cycle et est maximal

-

pour cette propriété.

(vi) H est pair et a tout couple de sommets on sait associer un hvper-

graphe partiel (et un seul) qui est une pseudo-chafne joignant ces sommets.

(vi') H est pair et contient proprement une h-chaine (et une seule) joignant

tout couple de sommets.

Démonstration :

(1) <==> (ii) : d'aprés le Théoréme 4.

(i) = (iii) : Si H est un h-arbre, toutes les colonnes de la matrice

d'incidence aux ar8tes B de B(H) sont linéairement indépendantes.

(iii) = (iv) : H possé&de au moins n-1 arcs d'aprés le corollaire 1 du

Théoreéme 1. Si H possédait plus de n~! arcs, les colonnes de B ne pourraient

€tre linéairement indépendantes (puisque dim(N;) > 1) et H admettrait un

hypergraphe partiel qui est un pseudc-cycle,



(iv) = (v) : Soit H' l'hypergraphe obtenu en ajoutant 3 H un arc de
cardinal pair ; les colonnes de la matrice d'incidence aux ar@tes de B(H)

ne seraient plus linéairement indépendantes (cf. (iii) = (iv)).

(v) => (vi) : Soit u'*) 1le n-vecteur défini par
.. 1 si k =1 ouj

1,3 -
0

0 dans les autres cas

Les colonnes de la matrice (B,ul’J) ne sont pas linéairement indépendantes
d'aprés le raisonnement précédent. Soit (f,l)e]FgT] la combinaison linéaire
(non nulle), unique, des colonnes de (B,ul’J) qui est égale a 0. (X,S(f))

définit la pseudo-chalne unique joignant s ax,.

(vi) => (i) : H est zertainement connexe. Montrons que tout arc E de H
appartient i une pseudo-chaTne. Supposons en effet qu'il existe un arc E
qui n'appartienne 3 aucune pseudo-chafne et soit ¢ la colonne de la matrice
d'incidence aux arétes B de B(H) correspondant i E. Sans perte de généralité
on prendra :

1 sii=1,2, ..., 2

0 si i 2k+1, ..., n
. 1 2 k e g
Soient g , g7, ..., g 125 vecteurs indicateurs des colonnes de B correspondant

aux pseudo-chalnes de x. 3 x., de X4 a Rys oo de x a respectivement

1 & Fpe 2x+1 & Fox
et soit C l'ensemble d'arcs de H correspondant aux colonnes de B dont le vecteur
indicateur est :

g =c + g2 + g3 + ...+ gk (somme moduloc 2)

Alors, par comstruction, (X,() est une pseudo-chafne de H reliant les sommets

X, et Xy Cette pseudo-chalne contient E, une contradiction.

Soit (X,() un hypergraphe partiel de H joignant X et Xj et soit
Ee C. Alors (X,A-{E}) n'est plus connexe puisque (X,C) est 1'unique hypergraphe
partiel de H qui est une pseudo—chaine joignant x, et Xj' Comme tout arc

appartient 3 une pseudo-chafne H est bien connexe, minimal.

(1) = (vi') : d'aprés le Lemme 3.
(vi') => (iii') : d'aprés le Lemme 4.
(iii') => (iv') : Soit H un hypergraphe pair connexe ne contenant pas
. .. | ¢ ey -
proprement de h-cycle tel que m > n~1 et que n soit minimum pour ces propriétés.

On a certainement n > 3 puisque les hypergraphes pairs sur n < 3 sommets sont

des graphes.
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SiL ¥r€ A H est connexe, H est un h-cycle et on_a une contradiction.
Soit donc EeAA, X1 et X2 les composantes connexes de H = HE. H est un
hypergraphe séparé et donc, d'aprés le corollaire 2 du Théordme 3,

il existe une partition (AI,AZ) de A-{E} telle que H1 = (XI’A; ) et
1
2
H2 = (X2,AX ) soient des hypergraphes connexes contenus proprement dans H.
2
Comme m > n, on a :

’Ai! 2 IX.! pour i =1 ou 2
i

Donc, d'aprés 1'hypoth&se de minimalité de n, 1'un des hypergraphes H] ou H2
contient proprement un h-cycle. Le résultat annoncé est alors une conséquence

de la remarque 8.
(iv') => (iv) : d'aprés le corollaire 5 du Théoréme 5.
(iii') => (v') : démonstration analogue i celle de (iii') => (iv")

(v') = (vi") : Supposons que H ne contienne pas proprement de h-chafne
joiznant X, et Xj' Soit E un arc incident 3 X, et Xj alors (X,Av{E}) ne con-
tiendrait pas proprement de h-cycle, une contradiction. Si pour un couple de
sommets H contenait proprement deux h-chafnes joignant ce couple de sommets,

H contiendrait proprement un h-cycle, une contradiction.

(vi') = (1') : H est connexe d'aprds le corollaire 1 du Théoréme 2. Tout
arc appartient 3 une h-chafne au moins. Donc H est connexe minimal.

c.q.f.d.

Théoréme 7 : Soit H = (X,4) un h-arbre. Les h-chafnes auxquelles i1 est fait

référence ci-desscus sont les h-chalnes &lémentaires contenues proprement
dans H. Soient a, b, ¢, d€X :

(1) Si c appartient 4 la h-chafne qui joint a et b, alors a n'appartient
pas 3 la h-chalne qui joint b et c.

(ii) Si d est un sommet commun des h-chafnes H' et H" qui joignent respec-
tivement a @ b et b 3 c et si d # b, alors b n'appartient pas i la h~chatne
qui joint a 3 c.

(iii) Si c et d sont des sommets de la h-chalne qui joint a 3 b,
(a, b, c, d distincts) alors a et b ne peuvent appartenir 1'un et 1'autre

i lafchaine qui joint c et d.



Démonstration : Pour E¢ 4 on posera YE et ?ﬁ les composantes connexes

de HE et on supposera, sans perte de généralitd, que a eYF. De plus dans (i)

et (iii) on pourra supposer que H est une h-chafne joignant a et b.

(i) Par définition de la h~chafne on a b e?} YEe€ L. Si a appartenait 3
la h-chafne qui joint b et ¢ cela impliquerait que c¢ VE YEe . Mais alors
la h-chaTne contenue proprement dans H et joignant a et ¢ (qui existe d'apras

le Lemme 3) ne comporterait pas d'arc, une contradiction.

(ii) D'aprés ce qui précéde il existe Ee4 tel que dg'YE, be ?é, Si
ce'?ﬁ alors d n'appartient pas i la h-chaine qui joint b 2 ¢, une contradic-
tion. Par conséquent c gYE et b n'appartient pas i la h-chafne qui joint a

et c.

(1ii) Supposons que lia h~chafne qui joint c et d dans le h-arbre H (qui est
une h-chalne joignant a et b) contienne a et b. Cela implique que H est i la
fois une h-chaine joignant a et b et une h-chafne joignant c et d. Mais ceci
est impossible d'aprés le Lemme 2.

c.q.f.d.

Remarque :

17) Les propriétés .écrites dans le Théordme 7 sont des propriétés triviales
des arbres en théorie de:; graphes. Certaines autres propriétés, tout aussi tri-
viales que celles-ci ne «'étendent cependant pas au hypergraphes. Ainsi dans
un arbre la chaine qui joint a 3 ¢ est contenue dans la réunion des chatnes

qui joignent a 3 b et b 3 c.

Dans le h-arhre Hdelafigure 9,qui est une h-chafne joignant a 2 c,
les h-chaines contenues proprement dans H et qui joignent respectivement a 3 b
et b 3 ¢ sont :

({a,p}, (a0 D) et (Ib,e},{Cab,e,d ) ).

Figure 9






CHAPITRE VI

HYPERGRAPHES UNIMODULAIRES

L'objet de ce chapitre est de montrer comment le concept de connexité

peut &tre utilisé pour &tudier les hypergraphes unimodulaires.

! - Bicolorations équitables des hypergraphes unimodulaires

Définitions : 1) Soit H = (X,4) un hypergraphe. Dans ce chapitre, comme dans
le précédent, on prendra :

= x|

|41
et on appellera A la matrice d'incidence aux arcs de H, B la matrice d'incidence
aux arétes de B(H) et B la matrice d'incidence aux arétes paires de B(H) (cf.
Définition V-8).
A une bipartition (V,R) de 1'ensemble X, on associe un vecteur

"représentatif" de cette bipartition y i n = ‘XI composantes, tel que

+1 si le sommet xie'V
-1 si le sommet xie R

Deux bipartitioms dont les vecteurs représentatifs sont opposés ne seront pas

distinguées.

2) Soit H = (X,4) un hypergraphe X<:X (V,R) une bipartition de X,

A la matrice d'incidence aux arcs de H H{ et Ejej4. On pose

g X
4v,R)

oli y est le vecteur représentatif de la bipartition (VaX, RnX) de X. On note,

E;) = [5a7]

pour alléger 1'écriture

= = 3
dep.ry B = Ay gy By = 94|

ol v est le vecteur représentatif de la bhipartition (V,R).

On appelle "bicoloration &quitable des sommets" de 1'hypergraphe
= (X,4) une bipartition (V,R) des sommets de H telle que :

d E.) <1 VE, € 4.
(V,R)( J) - N
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On appelle "bicoloration équitable des arcs'" de H une bicoloration
8quitable des sommets de son dual. On utilisera quelguefois les termes
"bicoloration &quitable™ sans plus de précision ; il s'agira alors d'une

bicoloration équitable des sommets.

3) On appelle "hypergraphe unimodulaire' un hypergraphe dont la
mazrice d'incidence A est totalement unimodulaire (c'est 3 dire que toute
sous-matrice carrde non singuliére extraite de A posséde un déterminant de
module 1}. D'aprés un théoréme de Camion [81 et de Ghouila-Houri [23] on
sait qu'un hypergraphe est unimodulaire si, et seulement si, tous ses sous

hypergraphes partiels admettent une bicoloration équitable.

Théoréme 1 : Soient (VI,R") et (V',R") deux bicolorations &quitables distinctes
de 1'hypergraphe unimodulaire H = (X,4). Posons

Y = (VaV") u (R'nR"™)

Y = (VAR U (R'nV") = X-Y
Alcrs

(1) (VIaY = VhY, R'aY = R"aY) et (V'aY = R"AY, R'aY = V'hY) sont des
bicolorations équitables de HY et H§ respectivement.

(11) Si Ejel4(e) (Ej arc pair) on a :

Y _ LY LY _ .Y
d(\“,R')(Ej) - d(V",R") (EJ) - d(V',R')(Ej) d(V",R")(Ej)

|
o

(iii) Quels que soient (VY,RY) et (V§3R§D bicoloration équitable de HY
et H§~respect1vement (VYUVY’ RYUR§9 est bicoloration équitable de H.

Démonstration : Soient y' et y" les vecteurs représentatifs des bico-

lorations &quitables (V',R') et (V",R"™). Posons

W' = {xieX I Ag yi = +1} W' = X-W'
_ Iognm oo o= x-
Wt o= {xex | A7 vl = 1} W= x-y"
a = |WnW"|
B = ,ﬁvnwnl
v o= !wtnﬁ'nl
5 = [Faa|
On a :
[ (o+8) - (Y+6)I =€ 3 e=0o0u1l suivant que Ej est un arc pair ‘ou impair.
[ (aty) - B+ = ¢
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D'ol on tire

lms] + [a=y] =

Les 3 propositions annoncées s'en déduisent, aprés avoir remarqué que

ETAY = (WaW"™) v (Wa W™
EJ {\? = (anﬁn) v (W’,‘\W")
c.q.f.d.
Corollaire 1 : Soit H = (X,4) un hypergraphe unimodulaire, Ej644 et

(V',R"), (V'",R") un couple de bicolorations équitables de B = (X,4-{ED)
telles que :

(Ej) +d (Ej) =0 (mod 4)

AR (V" R")
Alors 1l existe un couple de bicolorations &quitables de H (6',§'), (6",&”)
tel que :

(V'aV™ U (R'4R") = (V'AV") U (R'aR"™)

(V'AR") ¢ (R'AV") = (V'AR™ U (R'pV") = ¥

i

Démonstration : Soient y' et y" les vecteurs représentatifs des hipar=—

titions (V',R') et (V",R") et définissons W', W", W', W', o, B, ¥, & comme dans
dans la démonstration du Théoréme !. On a :

u+'Y=B+6+€ (E =id(v',R')(Ej))

I+

LQ) = = 1" " = " .
a + Yy +8 + ¢ (e d(V",R)(EJ)>

D'apr&s les hypothéses €' et €" et donc (0-8) et (B-y) sont pairs.

Il en est donc de méme de a+8 et R+Yy. Soient (VY’RY) et (V§3R?) un couple

de bicolorations équitables de HY et H§ respectivement. Alors
v o= S _ " o= v — pM - 0
(v VouV=, R P‘YUP“Y) et (V VyuRgs R RYUVY)
constitue, d'aprés le Théoréme 1, un couple de bicolorations &quitables de

H qui satisfait 3 la condition énoncée.

c.q.f.d.

Corollaire 2 : Soit Q(Y) un pseudo-cocycle Zlémentaire de 1'hypergraphe uni-
modulaire H = {(X,4). Alors il existe (V,R) bicoloration équitable de H et
\(G,ﬁ) bicolocration &quitable de H = (X,A-2(Y)) telles que :
= (VaV) v (RAR)

(VAR U (RaV)

d('\v]’ﬁ) (EJ) = 2 VEJ € Q(Y)

T
1] |
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Démonstration : D'aprés les développements du chapitre V on sait que :

RN g

Soient (VY,RY) et (V§5R§) des blcoloratlonsxequ1tables de HY et H§-respect1vement
Alcrs des deux bicolorations &quitables de H (cf. Théoréme 2)

(Vv = VYUVY, R = RYUR§) et (V= VYUR§, R = RYUV§)
1'une (disons (V,R)) est nécessairement une bicoloration équitable de H

tandis que pour l'autre on a :

d({] }“i)(E) = 2 VEjé 16'9)

puisque Q(Y) est un pseudo—cocycle &€lémentaire.

Corcllaire 3 : Soit Q(Y) un pseudo-cocycle &lémentaire de 1'hypergraphe uni-

modulaire H = (X,4). Soit (ﬁ,ﬁ) une bicoloration équitable de H = (X,A-0(Y))

telle que :
(V R)(E L) > pour un certain Eje Q(Y)
Alors i1 existe (V)R" bicoloration équitable de H telle que :
~."‘ E. E
d(v ,R')( J) 0 (mod 4)

Démonstration : Ej est un arc pair puisque Eje Q(Y). Supposons que :

d(% ﬁ)(E ) = b4k+2

et 301t (V R) la bicoloration &quitable de I mise en évidence dans le corol-

laire 2 ci-dessus. Posons
(UaV) v (RaR)
(VaR) u (RaV)
,RZ) une bicoloration équitable de Hz, (V1 = VZ u(GnZ},

VA
7
et soient (V
R - R, U (RaZ)) (VP = v,y (VaZ), R® = R, U (RaZ)). Alors on a :

)(E ) 24,02 2 (E ) (mod. 4)

(VR (V7 ,R%)

Corollaire 4 : Soit Q(Y) un pseudo-cocycle &lémentaire de 1'hypergraphe uni-

modulaire H = (X,4). Une condition nécessaire et suffisante pour que Q(Y)

soit un h-cocycle est que pour toute bicoloration équitable (ﬁ,ﬁ) de
1

H = (X,A-0(Y)) qui n'est pas bicoloration &quitable de H on ait :

7.5 By =2 ¥E; € (D)
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Démonstration : La proposition est une conséquence des corollaires 1 et 3

ci-dessus ainsi que du corollaire 3 du Théordme V-1.

Remargues :

1) Le corollaire 4 ci-dessus nous permet d'affirmer immédiacement que
P q

l'arc unique de l'hypergraphe de la figure 1 est un pseudo—cocyle élémentaire

qui n'est pas un h-cocycle.

Figure 1

2) Soit H = (X,4) un hypergraphe unimodulaire dont les composantes
h-connexes sont Xl’ X2, Ve Xp' Comme le montre l'exemple de la figure 2,
si (V,R) est bicoloration &quitable de H, (V"Xi)’ RnXi) n'est pas nécessaire-
ment bicoloration &quitable de HX.' ({1,2} est une composante connexe de
1'hypergraphe de la figure 2). *

Figure 2

Cependant, une conséquence immédiate du Théor&me V-3 est que si
H = (X,4) est un hypergraphe unimodulaire séparé dont les composantes connexes
sont X],
(VnXi, RnXi) est une bicoloration &quitable de H

X2, ceey Xp et si (V,R) est une bicoloration équitable de H alors

o =120,
i

Définition : 4) Un hypergraphe unimodulaire H = (X,4) dont la matrice d'inci-
dence aux arcs est A sera dit "maximal" s'il n'est pas possible d'ajouter de
nouvelles colonnes 3 A de telle sorte que la matrice obtenue soit encore uni-

modulaire.
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Théoréme 2 (Heller r27ll : Soit H = (X,4) ur hypergraphe unimoduiaire
dont les arcs sont £

Al < XD (dxf+n
La matrice d'incidence A d'un hypergraphe unimodulaire pour lequel ia relation
ci~dessus est vérifiée avec le signe &gal est (U, -U, X, -K) ol U désigne 1la
matrice unité et K la matrice d’incidence d'un graphe orienté complet sur n

sommets.

Conjecture : Si H = (X,4) est un hypergraphe unimodulaire maximal, H est

séparé,

Remarques
3) L'exemple de 1'hypergraphe de la figure 3 montre qu'un hyvpergraphe

maximal n'est pas nécessairement connexe.

Figure 3

4) La difficulté de la démonstration de la conjecture provient de la
remarque suivante ¢
"Soit H = (X,A) un hypergraphe unimodulaire Ee 4 et (V',R"), (V',R") un
couple de bicolorations &quitables de H. Soient :
Y = (V'aV") v (R'nR")
Y = (VAR v (R'a V") = X-Y

Alors 1'hypergraphe (X,4u{EnY}) n'est pas nécessairement unimodulaire’.

—

Cette remarque est illustrée par l'exemple de 1'hypergraphe de la figure &4 :
1'adjonction de 1'aréte (12) i l'hypergraphe de la figure 4 rend celui-ci

non unimodulaire.

Figure 4
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5) Soit H = (X,4) un hypergraphe unimodulaire non sé&paré dont la matrice
d'incidence aux arcs est A alors A ne poss@de pas nécessairement deux lignes

identiques, ainsi que 1le montre 1'exemple de 1'hypergraphe de la figure 5.

Figure 5

2 - Connexité dans les hypergraphes unimodulaires

Définition : 5) Soit H = (X,4) un hypergraphe unimodulaire, on définit une
relation binaire sur les sommets de H :

Pour tout couple de bicolorations équitables (V',R') et (V",R")
HH(xi,xj) <= de H on a :

xie(V'nV")u(R91?”) <=> xje(V?1V")u(anR”)

Remargue :

6) Si on considére que les hypergraphes unimodulaires sont une générali-
sation des graphes bipartis, on peut voir que la relation binaire hH (qui est
une relation d'équivalence) est bien une généralisation de la notion de connexité.

Cette remarque est précisée par le

Théoréme 3 : Soit H = (X,4) un hypergraphe unimodulaire

ﬁH(xi’Xj) <==> hH(Xi’Xj) (cf. définition V-10)
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l1ére démonstration :

A - Soient s xj ¢X tels qu'on n'ait pas gH(xi,xj).Par hypothése, il
existe deux bicolorations équitables (V',R') et (V'",R") de H telles que
(V'aV"™) v (R'AR")

(V'aR™M U (R'n V")

.Y
X €

x.€Y
J
Alcrs, d'aprés le Théoréme 1, on a :

bB = 0

(ol B est la matrice d'incidence aux ar@tes paires de B(H)). Et par conséquent

on n'a pas hH(Xi’Xj)’ d'aprés le Théoréme V-1.

B - Soient X xje X tels qu'on n'ait pas hH(xi,xj). Alors d'aprés le
Théoréme V-1, le systéme
& wB = 0
. T w, =1
¢ wl wJ
_posséde une solution w. Posons
Y = S(w)
(VY,RY), (V§,R§) bicolorations équitables de HY et H? respectivement.
On a :

X € Y, xje Y (par construction)

(V' = VYuV§, R' = RYVR§D, (V" = VYUR§’ R" = RYUV§D bicolorations &quitables

de H, donc on n'a pas Ao (X, ,%.).
’ pas hy(x;,%y c.q.f.d.
Nous allons donner une seconde démonstration du Théoréme 1 qui utilisera
exclusivement le théoréme de dualité en programmation linéaire. Pour ce

faive, nous avons besoin de quelques résultats préliminaires.

Lemma2 1 : Soit C la matrice d'incidence aux arcs d'un hypergraphe (X,4) uni-

modulaire qui est une pseudo-chaine joignant x, et Xj' Alors 1'un et 1'un

seulement des deux systémes suivants poss@de une solution :

Cy = ¢ . . cy = ¢
(0 Y. = *1 (™ Y3 < +1]

3
avec

+1 si k=1 ouj .

S i

0 dans les autres cas

-1 sik =]

E +1 si k =1
0 dams les autres cas



Démonstration : L'un des deux systémes (I) et (I') au moins posséde une

solution puisque (X,() est unimodulaire et admet donc une bicoloration équi-

table de ses arcs.

Supposons que (I) et (I') admettent une solution disons vV et Y'

respectivement. Alors (y+v')/2 a pour composantes O, +1 ocu -1 et
1 Cly+y") =4d
2

avec ¢

dk= 1 s1k =1
0 dans les autres cas

ce qui contredit le fait que les arcs de (X,4) sont tous de cardinal pair.

c.a.f.d.

Définition : 6) Une pseudo-chaine (X,{) qui est un hypergraphe unimodulaire

sera dite "impaire' ou 'paire" suivant que le systéme (I) ou le svstéme (I')

posséde une solution.

Si le systéme (I') posséde une solution pour laquelle toutes les
composantes du vecteur Yy sont égales 3 +1 (resp. toutes les composantes de
Y sont égales 3 ~1) la pseudo-chalne (¥,{) sera dite '"'pseudo-chemin de X,

a x." (resp. "pseudo-chemin de x5 ] xi").
~

Lemme 2 : Soit H = (¥X,4) un hypergraphe unimodulaire dont chaque arc est de

cardinal pair et dont la matrice d'incidence aux arcs est A. Le programme

linéaire
( yA = 0
(n —lf_vifl i=1,2, «e., n
ve = z{Max)

. . n
posséde une solution optimale dont les composantes valent-+1 ou =1 ¥cg 2,

Démonstration : Soit y le vecteur représentatif d'une bicoloration

gquitable des sommets de H, le programme lin&aixe (1) est équivalent 3

(y+y)A = 0
< +y. < i 1 v. =+
(ang 7SI 22 ”{JIZJ '
-2 < v. < 1 3 . o= -
2 <y;+y, 20 iefi|yy=-1}
ye = z{(Max)



C'est 4 dire, en posant :

+]}

_1}

n.
1

ity siief]
]

v, siief

N
f

et en modifiant en conséquence la matrice A et le vecteur ¢ ,(1) est équivalent

~

a
nA' =0 0 <n
(i n <2
ne' = z(Max)

La matrice des contraintes de (1") est totalement unimodulaire et le second
membre &tant pair on a pour toute solution optimale de (1') n, = 0 ou +2, la

solution correspondante, v de (1) est donnée par

+ in. y. = N, = vy, = -
v, = I sin, =2ety, =1loun, =0ety, i

-1 si ng 0 et §i =+ ou Ny = 2 et ;i = -]

c.q.f.d.

.. A . . .
Lemme 3 : Soit A une matrice totalement unimodulaire n x m dont toutes les

colonnes ont un nombre pair d'éléments non nuls. Le programme linéaire :

+ A —-A + -
vA-yAh=0 v,y 20
+ -
(2) y +y = e
+ -
y ¢c-yc= z(Max)

(ol e est un n-vecteur dont toutes les composantes sont égales & 1) posséde

une solution optimale dont les composantes valent O ou ! YeeZ'.

DEmonstration : On pose :
+ -
n=y -y

(2) s'écrit alors :

nA = 0
29 ¢ -1<n, <1 i=1,2, ..., n
Ne = z(Max)

et d'aprés les résultats du Lemme 2, (2') posséde toujours une solution
optimale N dont les composantes valent +1 ou -1. La solution optimale cor-

respondante de (2) est :

~ /\+ A

= = . = . =
n, =+l y; =+, vy, =0
A _ ] = A+ =0 A= 1
n, = A IS T

c.q.£.d.



Remarque :

7) Soit H = (X,A) un hypergraphe unimodulaire dont la matrice d'incidence
aux arcs est A. On associc & H 1'hypergraphe unimodulaire H = (%,ﬁ) ob tenu
en adjoignant d chaque arc de cardinal impair un sommet qui n'appartient qu'a
cet arc. Il est clair qu'il existe une bijection entre les bicolorations équi-

tables de H et celles de H.

28éme démonstration du Théoréme 3

A - Soit (X,0) un hypergraphe partiel de H qui est une pseudo-chafne
joignant X, et Xj' Faisons la démonstration dans le cas oli cette pseudo-chaine
est impaire (le cas ol (X,”) est une pseudo-chafne paire se traite de manidre
analogue). D'aprés le théoréme des alternatives (Lemme de Farkas, cf. [ ]),
le systéme :
yc =0
yc # 0

n'a pas de solution puisque le systéme (I) (cf. Lemme 1) possdde une solution.

(1D

Par conséquent, pour toute bicoloration équitable des sommets de H, s et xj

regoivent des couleurs différentes et on a bien hH(xi,xj).

B - Soit H = (X, M) 1'hypergraphe obtenu 3 partir de H ainsi qu'il est
indiqué dans la remarque 7. Soit A la matrice d'incidence aux arcs de H. On
suppose que ﬁH(Xi,xj) et on fait la démonstration dans le cas ol X, et Xj
regoivent, pour toute bicolosration &quitable des sommets de H, deux couleurs

différentes (la démonstratinn dans 1'autre cas serait analogue). Le programme

linéaire
+A —_ —
VA=-vA=0 v,y >0
+ -

Dy +y =e
+ -
yc-yc = z(Max)

a une solution optimale entiére d'aprés le Lemme 3. Or, toute solution entiére
de (3) correspondant i une bicoloration &quitable des sommets de # ; la valeur
de la fonction objective pour une solution optimale de (3) est donc, 3 cause
de 1l'hypothése, égale a 0.
Le programme linéaire dual de (3) s'écrit
r> oAt
(4) > -(c-A¢)

n
)X %‘ = w(Min)

i=1
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or, d'aprés le théZoréme de dualité en programmation linéaire on sait que pour
une solution optimale de (4') w = 0. Il s'easuit que le systéme

(3) Af = ¢
posséde une solution. Comme la matrice A est totalment unimodulaire et que
les composantes de ¢ valent 0 ou 1, il existe une solution £ du svstéme (5)
dont les composantes valent 0O, +! ou -l. On pose :

v = s(E)

C ne peut contenir d'arcs de H ayant un nombre impair de sommets &tant donnée
~
la maniére dont A a été construite et par conséquent ( est bien une pseudo-

cha®ne dans H joignant x; et Xj'

c.q.f.d.

Corollaire : Soit H = (X,4) un hypergraphe unimodulaire. Une condition néces-
saire et suffisante pour que 2C4 scit un pseudo-cocycle élémentaire est que
(X,4-7) admette plus de bicolorations &quitables que H et que O soit minimal

pour cette propriété.

3 - Flots et tensions dans les hypergraphes unimodulaires

Définition : 7) Soit H = (X,4) un hypergraphe unimodulaire dont la matrice

(e)

1'ensemble des arcs pairs de H et A

(e)

d'incidence aux arcs est A. Soit 4

la matrice d'incidence aux arcs de (X,4 )} (cf. Définition V-8) ; on pose

F = {fer™ | &f = 0} espace des "flots"

T = {tv;Rme | AMeR" tel que t = Hﬁ} espace des '"tensions'.

Reniarque :

8) Utilisant les propriétés fondamentales des matrices totalement uni-
modulaires (cf. Dé&finition 3) on voit que (cf. Définition V-8)
il existe f&N (resp. t&N) tel que

e (resp. t=T) <> S(f) = s(%) (resp. S(t) = S(E))-

Puisque A est totalement unimodulaire tout vecteur &lémentaire de
!
F ou T dont l'une des composantes est de module 1 a toutes ses composantes de

module 1. On peut donc associer 3 tout pseudo-cycle &lémentaire (resp. & tout

pseudo-cocyle élémentaire) un vecteur &lémentaire de F (resp. de T) dont toutes



On pose :

.+_ . - _ 1 N _ . b
D= {E;eDlf; = 1} 7= {Egenley = 1]

(vesp. 07 (Y) = fecamle, = 1} @ = {20 e = -1}

Le pseudo-cycle élémentaire (X,D) (resp. le pseudo—cocvcle &lémentaire
(X Q2(Y)) sera dit "pseudo—circuit" (resp. "pseudo-cocircuit") &lémentaire si

D' =P ouD =9 (resp. si Q°(¥) =6 ou 2(Y) = @).

Pemarque :

9) Nous avons donné (cf. Définition 5) la définition d'un "pseudo-chemin™
- . . - R I .
de x, 2 Xj' Si (X,0) est un pseudo—chemin de x, 2 Xj, si R’ désigne 1'arc
incident extérieurement 3 x. et intérieurement 3 X, et si, de plus,

H = (X,CV{RJ’l}) est un hypergraphe unimecdulaire, alors H est un pseudo-

circuit.

Définition : 9) Soit H = (X,4) un hypergraphe unimodulaire (pair, sans perte de
généralité(l)) dont la matrice d'incidence aux arcs est A (A est mXn). Soit

r un n-vecteur défini par :

+1 si 1 =n
T, = -1 si i =1
1
0 dans les autres cas

On appellera, par extension du cas des graphes, "'flot de X, ax
dans H" tout m—vecteur f solution de

Af + rz =0

Zest un scalaire qui sera appelé 'valeur du flot f".

!

(1) On notera que les arcs de cardinal impair dans les hypergraphes unimodu-

laires jouant un rGle analogue aux boucles dans les graphes ; c'est 3 dire

-y . - . . ~
qu'en ce qui concerne les problémes de flots, ils ne jouent aucun rdle.
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Rernarque

\

10} D'aprds le Théordme V-1 on voit qu'une ccondition nicsssaire et

{

suffisante pour qu'il existe un flot de X, a x_ de valeur non nulle dans
ja s

H est que X, et x_ appartiennent 4 la méme composante connexe de H.
ol

Par conséquent, et en tenant compte des résultats du chapitre V,

on voit qu'on peut supposer sans perte de généralité que H est connexe et

pair.

]

Dérinitions :10) Soit H = (X,A) un hypergraphe unimodulaire (pair) dont la

. . . + .
matrice d'incidence aux arcs est A et ¢ : 43R . Par analogie avec le cas

des graphes orientés on appelle le programme linéaire :

£ = >
(P Af + rz =0 £t>0
f <c
z (Max)

"probléme du flot maximum de X, a X dans le réseau (X,4,c)".

11) On appelle "h-coupe séparant X de X dans H" un pseudo-cocycle

élémentaire Q(Y) tel que x,€ Y, xntﬁéﬁh Comme H est supposé connexe, H est

1
séparé (remarque V-8) et par conséquent une h-coupe est un h-cocycle.

A une h-coupe (Y) séparant X de X, dans H on fait correspondre

la "capacité" de cette h-coupe définie de la maniére suivante

Jam]= = c.
- Eje§2+(Y) ]

Remargues

11) I1 n'est pas nécessaire de pousser les développements plus loin
pour conclure que le théoréme de la coupe minimale trouve ici un &noncé
identique 3 celui qu'il a en théorie des graphes. De méme, si on associe
a chaque arc E.e 4, une 'capacité inférieure" bj et une ''capacité supérieure"
Ci on aura un énoncé identique & celui du théoréme d'Hoffman :

"Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe f¢F, b < f < ¢
est que pour tout pseudo-cocycle &lémentaire Q(Y) on ait

T b. < . c., "
E;€Q (¥) J 0 vy 3

12) Si les énoncés du théoréme de la coupe minimale et du théoréme
d'Hoffman sont identiques a ceux qu'on rencontre dans le cas des grappes

(puisque la propriété est une conséquence de la seule totale unimodularité
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a matrice des contraintes) les algorithmes de marquage, applicables

[ 9

e

dans le cas des graphes ne peuvent pas s'étendre au cas des hvpergraphes

unimodulaires. Ceci est une conséquence de la remarque V-10 : un h-arbre
ne posséde pas en général d'arc pendant c'est 3 dire que la matrice d'inci-

= t 4 - .
dence aux arcs d'un h-arbre, amputés d'une de ses lignes, n'est pas nécessai-

rement triangulaire.

13) Les résultats du paragraphe II-3 se généralisent €galement de
maniére trés simple au cas ol la matrice A, au lieu d'@tre la matrice d'in-
cidence aux arcs d'un graphe antisvmétrique, est la matrice d'incidence aux
arcs d'un hypergraphe général (pair) unimodulaire (ceci avait &té montré
par Camion d'une autre manidre - communication privée). Pour les démonstra-
tions il suffit de remplacer dans les arguments du paragraphe II-3 "chaine"
par "pseudo-chaine", "cycle" par pseudo~cycle", "coupe 'par "h-coupe' etc...
On obtient finalement le théoréme de la coupe minimale pour les biflots non

orientés sur des hypergrzphes unimodulaires.

Définitions : 12) Soit H = (X,4) un hypergraphe unimodulaire (pair) dont la

. . . + .
matrice d'incidence aux arcs est A et ¢ : 4 >R . Par analogie avec le cas

des graphes non orientés on appellera le programme linéaire :

Af + rz =0

-_ f < ¢
() -

f > -c

z(Max)

"probléme du flot non orienté de x, 3 X dans le réseau (X,4,c)".

1

=1t

13) Dans le cas non orienté la 'capacitéd" d'une h—coupe 2(Y) séparant

X, de X est égale 3 :

YY) = % c.
Est(Y) J

Remargue :

14) La matrice des contraintes de F n'est pas totalement unimodulaire.

Théoréme_4 : La valeur de la fonction objective pour une solution optimale

de (F) est égale & la capacité d'une coupe séparant X de X, (au sens de la

Définition 13) de capacité minimale.



Démonstration : (F) s'Bcrit de maniére 8quivalente

é AfY = Af" + vz =0 £', £ >0
(?) £' 4+ gV <ec
z (Max)

dornt ia matrice des contraintes n'est pas unimodulaire. Considérons le

programme linéaire

( Af' - Af" + rz = 0 £', £ > 0
& =
f" < c
z (Max)

qui est un probléme de flot maximum orienté sur un hypergraphe symétrique.

A une scolution optimale E', %", z de (%) on fait correspondre :

£! = Max(0, f! - £V

j >3 J)
£ = Max(0, Y - £!
; (0, ; J)
z =z

qui est une solution optimale de () pour laquelle il existe une h-coupe
Q) telle que
z = c[QD)]

c.a.f.d.

i

X, et x dans 1'hypergraphe unimodulaire H = (X,4) c'est 3 dire

B =

K E ! si la kidme pseudo-chaine contient 1'arc Ej
]

0 sinon

Le programme linéaire
g yB 2 1 y20
ye w(Min)

. . m
a une solution entiére pour tout c €R , ¢ > O.

Remargue :

15) En utilisant la terminologie de 1'appendice de la premidre partie,
le corollaire ci-dessus devient : '"La matrice d'incidence des pseudo-chafnes
joignant deux sommets donnds dans un hypergraphe unimodulaire est quasi-

équilibrée (ou w-2)".

Conjecture : Etantdonnée une matrice quasi-équilibrée B on peut trouver un
hypergraphe unimodulaire tel que B soit la matrice d'incidence aux arétes des

pseudo-chaines joignant deux sommets de cet hypergraphe.



A o . ., . ! 2 1 2 .
Coroliaire 2 : Soit H = (¥,4) un hypergraphe unimodualire s, s, &', ¢ {

La matrice d'incidence des ensembles de pseudo-chafnes qui
1 1 3 9
i L <

tivement s et t d'une part s° et t° d'autre part est quasi &quilibrée,

3

4 - Caractérisation des hypergraphes unimodulaires

Définition : 14) Un h-cycle (cf. chapitre V)est un hypergraphe H = {X,4) tel
que ¥2 €4 H = {X,4A-{E}) soit un h-arbre. Nous restreignons notre atte

E . . . .
maintenant aux h-cycles il tels que ¥E€4 H soit un h-arbre unimodulaire. Un tel

=}
et
pio
@]
]

(3 : 9t i

h-cycle sera dit "pair" ou "impair"

suivant que H est ou n'est pas unimodu-—

laire lui-méme.

Lemme 4 : Soit H = (X,4) un h-cvcle impair et E€A. Soit (V,R) une bicoloration

_______ r

équitable de H . On a :
d By = ||[VvanE] -
(v, ) A

-

Démonstration : Soit Efe A-{E}, H' = (X,4-{E,E'}) admet deux composantes

connexes exactement Y et Y. Soient (VY,RY) et (V§3R§) respectivement les

bicolorations &quitables de H, et H§-et posons

VEVguig ., R=RURy
V=VYUK?, R=RYUV§-
On g :
¥ ¥ Y Y
1 Yy = A4 7 - = /1 = 1
S, EY Ty B T dy gy (B = dig oy (B) =

et comme de R\<E') = 0 et que, par hypothése, H n'admet pas de bicoloration

équitable on a d 2,

(E)
(V,R) "

c.q.f.d.

Lemme 5 : La matrice d'incidence aux arcs d'un h-cycle impair a un déterminant

qui vaut 2.

Q

Némonstration : Soit H = (X,4u{EP un h-cycle impair ; H = (X,4} 2st un

h-arbre dont la matrice d'incidence aux arcs est A ; soit a la matrice d'in-
cidence de l'arc E. Posons :
A(;) ! sous matrice de A obtenue en supprimant la idme ligne.
B S

A. = déterminant (A

- (1)’
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bicoloration &quitable unique de H.
e. . : n-vecteur dont toutes les composantes sont nulles sauf 1la
iéme et la jéme qui valent respectivement ys et yj.
¢ n-vecteur dont toutes les composantes sont nulles sauf la

iéme et la jéme qui valent respectivement y; et —yj.

D'aprés le Théoréme V-5 on a :

' = +
det(A,ej) + det(A,ei,j) +2

D'autre part, comme (A,ei j) admet une bicoloration équitable y pour laquelle

3
7 ! =
v % (A,ei j) 0

’
on a

det(A,e! .) =0
153

et par conséquent :
det(A,e. .)| =2
decare, )|
I1 en résulte que
i i
(-1 v Ai x (-1) Vj Aj =1

C'e¢st & dire que :

(-D' A, = ey, (e = +1) ¥i=1,2, ..., n
1 1
Par conséquent :
n i n
ldet(a,a)| = |2 a, % (-1) Ai[_lz aixy[=2
i=1 i=1

d'aprés le Lemme 4.

c.q.f.d.

La matrice d'incidence aux arcs d'un h-cycle pair &tant singulidre (il existe
une combinaison linaire i coefficients non nuls des lignes qui est &gale i 0)

on a le résultat suivant :

Théoreme 5 : Un h-cycle est pair ou impair suivant que le déterminant de sa

matrice d'incidence aux arcs vaut O ou +2.

Remarque
16) On notera que cet &noncé a un correspondant pour les graphes non

orientds. i

y. : composante correspondant au sommet X, du vecteur représentatif de &



- 133 -

Lemme 6 : Soit H = (X,4) un hypergraphe non unimodulaire ; H posséde un sous

hypergraphe partiel qui est un h-cycle impair.

Démonstration : Soit H = (i,ﬁi) un sous hypergraphe partiel de H qui
n'est pas unimodulaire et qui est minimal (au sems de ses sous hvpergraphes
partiels) pour cette propriété. Alors

- H n'admet pas de bicoloration équitable.

- YE¢ 4 (i,[ﬁ—{ﬁ}]i) admet une bicoloration équitable unique

- ¥E',E" 4 (i,[ﬁ—{ﬁ',ﬁ"}]%) admet plus d'une bicoloration équitable.

c.q.£.d.

Des Lemmes 5 et 6 on tire le résultat suivant, di & Gomory (cité dans | 9

Corollaire (Gomory) : Si A est une matrice dont les éléments valent 0, +I1 ou

-1 et qui n'est pas unimodulaire il existe une sous matrice carréeEulérienne

B de A telle que |det(B)| = 2.

Une autre comsé&quence du Lemme 6 est le

Théoréme 6 : Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un hypergraphe soilt

unimodulaire est qu'il ne comporte pas de sous hypergraphe partiel qui est un
q p p

h-cycle impair.

Remarques :

17) On notera la similitude formelle de cet &noncé avec celui de 1la
proposition correspondante en théorie des graphes : "Une CNS pour qu'un

graphe soit biparti est qu'il ne comporte pas de cycle impair'.

18) Las Vergnas {37] donne laconjecturm suivante : "Soit H un B-hypergraphe
tel que :
i) Dans tout cycle (au sens de Berge) de longueur supérieure ou égaie

3 3, il existe une aréte contenant 3 des sommets du cycle.

ii) Aucun sous hypergraphe partiel de H n'est isomorphe i HO (cf.

figure 7).

Figure 7

Alors H est unimodulaire".
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L'exemple de 1'hypergraphe de la figure 8 montre que cette conjecture est
fausse. Ainsi que 1'a fait remarquer Las Vergnas une version correcte (mais
affaiblie) de cette conjecture est ds remplacer HO par Hi dans (ii) (cf.
figure 9). L'étude de la conjecture de Las Vergnas constitue le point de

départ du présent travail.

N @ A
Figure 8 Figure 9
9959&l?if?-l_ﬁgégiQE_LJLb : A, matrice dont les &léments valent +1, =1 ou O

est totalement unimodulaire si et seulement si toute sous matrice carrée

Eulérienne extraite de A est singulidre.

Démonstration : La condition suffisante est une conséquence directe du

Théoréme 5.

Si A est totaliement unimodulaire toute sous matrice carrée Fuldrienne

B extraite de A admet une bicoloration &quitable. Le vecteur représentatif
y de cette bicoloration &quitable satisfait

y*B=20

Corollaire 2 (Camion L;{lz : A matrice dont les &léments valent +1, =1

ou 0 est totalement unimodulaire si et seulement si pour toute sous matrice

carrée Eulérienne AL extraite de A cn a ¢

P~ Gy

L

2 A =0 (Mod. &)

-

[

ied

~ )

1~ T
RN
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A une matr

démontrée. Sinon supposons gue ¥o= -1

P
o1

y a toutes ses composantes &gales & +], la propriétd est démontrée ; sinon

on regommerice 1 'opératicn ci-dessus.

Condition suffisante : D'aprés le Théoréme 5 et le Lemme 5, il

suffit de montrer que si A est la matrice d'incidence aux arcs d'un h-cycle
impair on a :

I

™3
o

A
&1

B Lio

=2 {Mod. &)

i=1 j=i
Mais, en utilisant le mZme procédé que dans la démomstration de la condition
nécessaire on voit que ce v8sultat est une conséquence directe du Lemme 4.

c.q.f.d.
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