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Estimation semi-classique du courant quantique en présence d’un
grand champ magnétique variable

Résumé. L’opérateur de Pauli décrit I’énergie d'un électron soumis a un
champ magnétique et a un potentiel électrique externe. La présence d'un
champ magnétique induit naturellement 'existence d’une quantité : le cou-
rant. D’une maniére formelle, cette quantité peut étre considérée comme
étant la dérivée de 'énergie par rapport au potentiel magnétique.

Dans cette thése, nous établissons une asymptotique du courant en présence
d’un champ magnétique variable de grande intensité. Pour ce calcul nous
utilisons une identité de commutateur qui nous conduits a ’estimation de
la somme des valeurs propres négatives d’un opérateur de Pauli modifié. La
technique utilisée s’appuie sur la construction des états cohérents (pour ap-
procher les fonctions propres) et des inégalités de Lieb-Thirring pour contro-
ler les termes d’erreur.

Mots clés : Opérateur de Pauli magnétique, théorie spectrale, analyse
semi-classique, états cohérents, inégalités de Lieb-Thirring.

Semiclassical estimate of the quantum current in the presence of
a strong non homogenous magnetic field

Abstract. The Pauli operator describes the energy of an electron subject
to a magnetic field and to an external electric potential. The presence of the
magnetic field induces a natural quantity, the current. Formally, the current
can be considered as the derivative of the energy with respect to the magnetic
potential.

In this thesis, we establish an asymptotic formula of the current in the pre-
sence of a strong variable magnetic field. In the calculations we use a commu-
tator identity that leads us to estimate the sum of eigenvalues of a modified
Pauli operator. The technique of the proof relies on the construction of co-
herent states inequalities (in order to approximate the eigenfunctions) and
the Lieb-Thirring inequalities in order to control the error terms.

Keywords : magnetic Pauli operator, spectral theory, semi-classical ana-
lysis, coherent states, Lieb-Thirring inequalities.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Historique

Ces derniéres années, de nombreuses recherches mathématiques se sont concen-
trées sur ’étude de la mécanique quantique en présence d’'un champ magné-
tique dans un cadre semi-classique. Nous pouvons interpréter ces travaux
comme une tentative pour comprendre des problémes quantiques a travers
des modeles classiques. L’énergie et la densité sont souvent étudiées pour
leurs comportements semi-classiques.

Si un systéme physique est soumis a un potentiel électromagnétique (/T, V)
et posséde une énergie E(h, A, V') (voir par exemple (1.25)), alors la densité
p peut étre considérée comme la dérivée de ’énergie par rapport a V. Plus
précisément, on essayera de donner un sens a la distribution

dE(h, A,V + tv
CPR*R)3v— [ plz)v(z)dr = (h, 4, )‘ . (1.1)
R3 dt t=0

Les énergies que nous Considererons seront invariantes de jauge en ce sens
qu’elles restent inchangées si Aest remplacé par A—i—Vqﬁ_E)lles ne dépenderont
donc en fait que du champ magnétique B=VxA=rotA engendré par A.
La présence du champ magnétique induit naturellement l’existence d’une
quantité : le courant. D’une maniére formelle, nous pouvons considérer en
effet le courant j comme étant la dérivée de 1’énergie par rapport au potentiel

magnétique A, c’est a dire comme étant la distribution
B S dE(h, A+ ta,V
CRR*R)>ad— [ j() d(z)dr = (h, ’ )‘7
R3 dt t=0
Jusqu’a récemment le courant n’a que peu suscité 'intérét des mathémati-
ciens. C’est probablement parce que le courant est une caractéristique des

(1.2)
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14 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

problémes avec champ magnétique et que dans un premier temps les mathé-
maticiens ont simplement essayé d’étendre au cas avec le potentiel magné-
tique ce qu’ils avaient démontré auparavant sur l'opérateur de Schrédinger
sans potentiel magnétique. Or le courant d’une particule dont la dynamique
est gouvernée par un opérateur de Schrodinger sans champ magnétique est
nul. De plus les études de S. Fournais sur la limite semi-classique standard
du courant quantique dans [18] montrent que le premier terme "naturel"
du développement semi-classique est nul. Cependant, il existe un autre ré-
gime asymptotique introduit par Lieb, Solovej et Yngvason dans [29] et [30],
puis reprise par Erdés et Solovej dans [10]. Dans ce régime asymptotique, les
auteurs ont introduit un parameétre 3 (mesurant l'intensité du champ magné-
tique) qui peut varier lorsque h tend vers zéro. Ce régime asymptotique a été
introduite afin d’étudier les propriétés de I’état fondamental atomique quand
le nombre N d’électrons est grand et que l’atome est soumis & un champ
magnétique fort.

Dans [16] S. Fournais s’est intéressé au courant dans ce régime; il a trouvé
des formules asymptotiques du courant d'un gaz d’électrons dans un champ
magnétique fort et constant.

Notre but dans ce travail est de généraliser ce résultat & des champs magné-
tiques non nécessairement constants. Plus précisément, nous allons calculer
des expressions asymptotiques du courant et du moment magnétique dans
le cas ou le gaz d’électrons est soumis & un champ magnétique fort mais
non nécessairement constant. Le passage d'un champ magnétique constant a
un champ magnétique non constant n’est pas trivial. Pour surmonter cette
difficulté nous utilisons une technique de localisation. Plus précisément nous
recouvrons R? par des ” boules ” de rayon A(h,3) ou A(h,3) sera a choisir
soigneusement. Dans ces " boules " nous approchons le champ magnétique
variable par un champ constant et nous appliquons alors des méthodes dé-
veloppées pour le cas ol le champ magnétique est constant. Il reste ensuite
a controler les erreurs diies a cette approximation.

Pour I'analyse des systémes semi-classiques dans le cas d'un champ magné-
tique fort, nous pouvons citer deux approches pour attaquer ces problémes.
La premiére est d’utiliser un calcul pseudo-differentiel précis que nous appli-
quons presque directement au courant mais cette technique impose certaines
hypothéses de régularité restrictives sur le potentiel. Les résultats (les ex-
pressions asymptotiques de 'énergie) les plus précis ont été obtenus par Ivrii
dans [21] et Sobolev dans [36], [35] et [34]. Dans [18] et [16] S. Fournais a
utilisé les techniques microlocales de Ivrii [21] et de Sobolev [36]. Il a ensuite
montré que ces techniques ne sont pas optimales pour le calcul du courant.
Ces techniques exigent en général ’existence d’un grand nombre de dérivées
sur V' (méme s’il existe depuis peu des travaux sur la limite semi-classique
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relaxant fortement cette condition (voir le travail de Bronstein et Ivrii dans
[3], celui d’Ivrii dans [22], [23], et celui de Zielinski dans [47].

La seconde approche est une approche variationnelle qui a été utilisée
dans [10] pour calculer I'énergie et la densité. Cette méthode utilise des états
cohérents introduits dans [42, 41, 43, 44| pour approcher 'état fondamental
puis utilise les inégalités de Lieb-Thiring pour controler les termes d’erreurs.
Dans ce travail nous appliquerons cette méme technique pour calculer le
courant. (Voir aussi le travail récent de Solovej et Spitzer dans [46]).) Les
inégalités de Lieb-Thiring font 1'objet de plusieurs articles. Citons ici les
travaux de Lieb-Thirring [26], de L. Erdos et J.P. Solovej dans [9, 12, 13]), et
de A. Sobolev [38, 39]. (Voir aussi [5], [4] et un compte rendu récent [27] sur
ce sujet). Nous géneralisons également au cas du champ magnétique variable
une identité de commutateur pour le courant établie dans [16] dans le cas ou
le champ magnétique est constant.

1.2 L’opérateur de Pauli et Popérateur Cou-
rant

Nous rappelons le produit scalaire de deux éléments z = (z1,29) et w =
(w1, ws) dans C? par
(z,w)c2 = (21, w1)c + (22, Wa)c - (1.3)

Nous définissons le produit scalaire de deux fonctions f et g dans L?(R3; C?)
par

ooy = [ (#@).gla)crda, (14)
R

Nous introduisons maintenant le modéle spécifique que nous allons analyser

tout au long de ce travail.

Considérons un champ magnétique

By € C* N L®(R? R?). (1.5)
De plus nous supposons que
By(x) = || Bo(x)||es (1.6)

est minoré et majoré uniformément.
Plus précisément, nous supposons choisies deux constantes c; et C telles que

O<Cl<01
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et nous supposerons que la fonction By(z) vérifie
c1 < By(w) <Oy, VaweR3. (1.7)
Nous supposons que V' vérifie

VeL:(R,R)NL: (R} R) et VVeW>(R*RY.  (18)
Nous considérons H(h, 650, V) un opérateur hamiltonien reflétant les pro-
priétés d’un gaz d’électrons soumis au champ magnétique EO et au potentiel
scalaire V. L’opérateur H(h, ﬁéo, V') dépend d’un paramétre semi-classique
h qui tend vers zéro et d’un parameétre 5 qui mesure I'intensité du champ ma-
gnétique. Nous nous intéressons au cas d’un champ magnétique non constant
et fort. Plus précisément nous supposerons choisies deux constantes C),;, et
Cinaz telles que

0 < Chin < Crnaa

et nous supposerons que (3, h) vérifient
Crinh ™ < B < Cruaeh™, VY h€]0,1]. (1.9)

Nous serons éventuellement amenés dans nos preuves a remplacer (un nombre
fini de fois) l'intervalle initial de définition pour h :]0,1] par ]0, ho] avec hg
assez petit.

Le choix de I'’hamiltonien dépend de la nature de la limite que nous considé-
rons. Il est important dans notre cas d’inclure I'interaction de 1’électron-spin
avec le champ magnétique extérieur. Nous utilisons alors 'opérateur de Pauli
(qui décrit justement l'interaction du gaz d’électrons non relativistes avec le
champ magnétique) donné par

H(h, BBy, V) = (—ihV + BAo(x))? + Bh - By(z) + V (), (1.10)

agissant sur L2(R3; C2). Plus précisément, H(h, 3By, V) opére de la maniére
suivante

H(h, BBy, V) = (—ihV + A (2))* ® Ic2 + & - Bo(w) + V() ® Ic2
(1.11)

Ici & = (01, 09,03) est le vecteur des matrices de Pauli

0—1:((1)(1)), 02:(?_()i), agz(é_ol). (1.12)
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Le champ de vecteur ffo est le vecteur potentiel magnétique défini par la
jauge de Coulomb

1
Ao(z) = / 5<§0(s x) A x)ds, pour z € R?. (1.13)
0

Nous désignons par

fig(w) = Bolz)

= Bela) (1.14)

la direction du champ magnétique By. Tout au long de ce travail, nous écri-
vons

—iV =5 (1.15)
et
By gy i= (hi + BA) (1.16)

pour simplifier I’écriture.
Avant de présenter nos résultats principaux qui feront l'objet de la sous-
section suivante, introduisons quelques définitions et notations sur le courant.

Définition 1.2.1.
Soit ¥ = (1hy, 1) € L2(R3,C2) tel que Pygatp € (L2(R3;C2))°. Le courant
dans ’état (ou courant de 1)) est la distribution j;fﬁ donnée par

CSO(R?)»R?’) =] 5'—>/ ;;fﬁ(a?) ~d(z) dr = (Y; jh,ﬁ<d)w>L2(R3,(C2)a (1.17)
R3

ot jhﬁ(c_i) est l'opérateur courant défini par

Tnp(@) = I (@) @ Ic2 + hé - b, (1.18)
avec
b= (by, by, by) = T0t @ (1.19)
et

J’i,g(c?) =a- ﬁh,ﬁAo + ﬁh,ﬁAo . (1.20)
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Remarque 1.2.2.

L écriture [g, ﬁfﬁ(x) -d(x) dx est bien entendue abusive et doit toujours étre

comprise au sens du membre de droite dans (1.17). La " fonction '

définie que comme distribution et pas comme fonction.

' j;fﬂ n’est

L’opérateur JZ, ﬁ(&’) ® Ic2 opére diagonalement. Il est appelé opérateur du

courant permanent. L’opérateur Courant Jj, 5(@) opére alors sur C°(R3, C?)
de la maniére suivante

wn(2)=(

Pour définir le courant total (la quantité que nous souhaitons étudier), nous
sommons le courant pour une base orthonormée de vecteurs propres de I'es-
pace propre associée aux valeurs propres inférieures a zéro :

=Y (122

<0

ISTRRST

: th, BAY1 + ]'jh,BAo -y 4+ hbshy + h (by — iba)1s )
- Pr, gag2 + Ph, pa, - @2 + h (b + iby) by — hbgis
(1.21)

En d’autres termes jh’/g est la distribution
i / gl -ae) die = [Ty (@l (Hh 5B V)] (123)
R3

Ici écriture [g, Jnp(x) - @(x) dr est aussi comprise au sens du membre de
droite dans (1.23).

1.3 Energie semi-classique

Dans le cas d’'un champ magnétique non constant, L. Erdés et J.P. Solovej
ont prouvé dans [11] que la somme des valeurs propres négatives

> er(h.BBo, V)

B . (1.24)
= tr [H(h, 6By, V)l]foo,O[(H(h’ ﬁéoa V))]

est finie. Mentionnons ici que le bas du spectre essentiel de 'opérateur H(h, ﬁéo, V)
est égal a zero. La somme des valeurs propres négatives représente 1’énergie
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quantique Eq(h, BB, V) du gaz d’électrons dans un potentiel électrique V
et un potentiel magnétique Ay :

Eq(h, BBy, V) = tr|H(h, B0, V)1)—se o (H(h, BBo, V))] . (1.25)

De plus, dans [10, théoréme 3.1] (et dans [29, théoréme 4.1] pour le cas
du champ magnétique non constant) les auteurs ont prouvé une formule
semi-classique généralisée qui dépend du champ magnétique et qui est notée
Egq(h, 5§0, V). Plus précisément, ils ont montré qu’il existe une fonction g
réelle positive

10, ho] > h — g(h) (1.26)
telle que
lim g(h) = 0
et il existe une fonction f
(h,8) = f(h,B), (1.27)

telles que, pour tout (h, 3) vérifiant (1.9), on ait
Eq(h, 8By, V) = Esa(h, BBo, V)(1+ f(h, ), (1.28)

ou f(h, ) vérifie
[f(h, B)] < g(h).

Ici I’énergie semi-classique est définie par

Eoulh, 3B, V) = —h™ /

[ P(h81Bo@)as. V() ) o, (120)

ou, pour (b,w) € Ry x Ry, la fonction P(b, w) est définie par

b o
Plo,w) = 2 <w3/2 +23 [2vh - w]i/2>, (1.30)
T
v=1
ou
— ixr<0
[z]- = { voore (1.31)
0 sinon .
Lemme 1.3.1.

Soit P la fonction introduite en (1.30). Il existe une constante ¢ > 0 telle que

)P(b,w)’ §c<bw3/2+w5/2> VbeR,VweR,.  (132)
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Démonstration.
Nous avons

2vb — w)*? = b¥2[2p — %]3/2. (1.33)
Soit

N := [%] =max{n € N;n < %}

Nous écrivons

00 N
Z[QV —w]*? = Z(w — 20)3/?
v=1 v=1
< N max (w — 2v)3/? (1.34)
1<v<N
< ¥ max (w —2v)%2.
2 1<v<N
En utilisant une estimation du type
|f 49" < Co(If1" + 1gl") (1.35)
nous obtenons
% 11<r}ja<>§v(w —2w)¥? < 03/2% 112/&L<}§v(w3/2 + (2v)3?). (1.36)
De plus
Cars max (w2 + (20)¥/2) < Cy g e (w2 + (2 N )¥/2)
/29 120N =3y
< 03/2%(103/2 + 2°/20%?) (1.37)
C
< —w?.
=5 w

En combinant (1.37), (1.34), (1.33) et (1.30), nous obtenons bien ’existence
d’une constante ¢ > 0 tel que

‘P(b,w)‘ §c<bw3/2+w5/2> VbeR.,VweR,. (138
O

Application
Il résulte de I'inégalité (1.32) appliquée pour tout z avec b = By(z)
et w = [V]_(z), que I'intégrale en (1.29) est finie lorsque

By := || By|lrs € L®(R?, R?)

et
[V]_ € L¥?(R®, R) N L*?(R?%, R).



1.4. RESULTAT PRINCIPAL 21

1.4 Reésultat principal

Introduisons I'énergie semi-classique indépendante du parameétre h :
Vi€ Ry, Eu(ByV)i=— / P(pBo(w). V()] )du, (1.3
R3

ou pour (b,w) € Ry x Ry, la fonction P(b, w) est définie en (1.30).

La définition du courant dans (1.23) a été inspirée de la dérivée de I’éner-
gie quantique (1.2). D’une maniére formelle, on s’attend a ce que le com-
portement semi-classique du courant soit donné par la dérivée de 1’énergie
semi-classique par rapport au champ magnétique B:

- —
, - _1dE,(By+ srota,V)
lim h? cd(z)dr = p == ’ 1.40
lim / nsla) ) = g = (o)
En utilisant
— —>
d(|| B ta
(| Bo + s rot al]) —Hi-ﬁo, (1.41)
dS s=0
nous obtenons
d .
B, (By + stota, V)
s=0

3/2

_QM /RS Zd rota ) - 7io(x )) [2VMBO(33) + V(x)] dr (1.42)

L2 /]R Sf:dyyuBo(rR’a(x).n()( )) [2VMBO( )+V(x)]1_/ “d

Ici

1 1
do=— e d,=—, Vv>1. (1.43)
2T T

Le théoréme suivant constitue le résultat principal de cette thése, mais il ne
concerne que le comportement semi-classique du courant lorsque la fonction

test d@ est orthogonale au champ magnétique éo. Le courant parallel au champ
magnétique est beaucoup plus difficile & analyser.

Théoréme 1.4.1. . .
Soient @ € CP(R3 R?) et By vérifiant (1.5)-(1.7) et By - d = 0. Supposons
que [V]_ wvérifie (1.8) et qu’il existe p > 0 tel que

limh(h) = p. (1.44)
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Alors

. d -
lim h2/ Tasla) -d(@)de = i LB (By+ stota, V)| . (1.45)
h—0 R3 ds s=0
Remarque 1.4.2.

Dans le cas ot le champ magnétique est constant :

By = Byrig ,

nous retrouvons le résultat établi par S.Fournais dans [16, théoréme 1.5].
1.5 Organisation du travail

Chapitre 1 : Introduction.

Dans ce chapitre nous introduisons 'opérateur de Pauli reflétant les proprié-
tés d'un gaz d’électrons soumis au champ magnétique By et au potentiel
scalaire V'

H(Bo,V) = (—iV + Ay(x))? + & - By(z) + V(2), (1.46)

agissant sur L2(IR3; C?). Puis nous présentons le résultat principal qui décrit
le comportement semi-classique du courant Jj, (@) lorsque la fonction test @
est orthogonale au champ magnétique B, en tout point de R3.

Chapitre 2 : Théorie spectrale de l'opérateur de Pauli.

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous nous intéressons a la réalisation
auto-adjointe de I'opérateur de Pauli. Nous montrons que sous les hypothéses
(1.5)-(1.9) I'opérateur H(h, BA,, V) défini en (1.10) est auto-adjoint. Dans la
deuxiéme partie de ce chapitre, nous définissons Fj 5(V') et G, 3(V') comme
respectivement les fonctionnelles réduite et non réduite de Lieb-Thirring, puis
nous rappelons une estimation (du type Lieb-Thirring) obtenue par [10] et
par [30] sur la somme des valeurs propres négatives de 'opérateur de Pauli
H(h, BBy, V).

Chapitre 3 : Approximation du champ magnétique.

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et résultats sur 1’éner-
gie semi-classique introduite par E.H. Lieb, J.P. Solovej et J. Yngvason dans
le cas ou le champ magnétique est constant, puis reprises par L. Erdos et
J.P. Solovej dans le cas ot le champ magnétique est non constant. Dans une
deuxieme section de ce chapitre, nous généralisons le résultat sur 1’énergie
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semi-classique. Nous considérons une famille H; d’opérateurs de Pauli modi-
fié et nous montrons que l'expression semi-classique donnée en (1.29), reste
vraie pour 'opérateur de Pauli modifié avec champ magnétique non constant.
Dans la derniére section de ce chapitre nous réécrivons la partie cinétique de
l'opérateur de Pauli modifi¢ (H; — V') sous la forme d'un opérateur avec
champ magnétique constant plus des termes d’erreurs diis a l’approximation.

Chapitre 4 : Etats cohérents pour l’opérateur de Pauli avec champ
magnétique constant.

Nous rappelons quelques définitions et propriétés classiques sur le spectre de
lopérateur de Schrédinger magnétique constant égal & —92 + (—i0,, + 1)?
dans R?. Nous rappelons en particulier que le spectre est décrit comme la
réunion des niveaux de Landau (2v + 1) ;v € N. Nous construisons une fa-
mille de projecteurs (F, ),y associé a chaque niveau de Landau, qui vérifient
I'identité suivante

Y F, =1d (1.47)
v=0

Puis dans la troisiéme section de ce chapitre, nous considérons 'opérateur de
Schrodinger magnétique dans R? et nous remplacons la famille de projecteurs

(F,),en par une famille de projecteurs (Hg (¢ )) définie sur L?(R3, C?)
veNEeER
qui vérifie
S (2m)! / I5(6)dE = 1paqus.co) -
v=0 R3

Dans la derniére section de ce chapitre, nous construisons finalement des états
cohérents a l'aide d’une famille (KC,),en de fonctions propres géneralisées de
l'opérateur de Pauli avec champ magnétique constant

Ho,A:(ﬁ+fT)2+5‘§~

Chapitre 5 : Borne inférieure

Dans ce chapitre, nous utilisons I’approximation du champ magnétique et les
états cohérents convenablement construits pour établir une borne inférieure
pour la somme des valeurs propres négatives de I'opérateur de Pauli modifié.
Pour controler les termes d’erreurs diis & 'approximation et a la localisation,
nous utilisons les inégalités de Lieb-Thirring.
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Chapitre 6 : Application (calcul du courant).

Dans ce chapitre, nous prouvons une formule de commutateur pour I'opéra-
teur du courant j;;ﬁ(o_i). Puis, nous utilisons l’estimation sur la somme des
valeurs propres négatives de 'opérateur de Pauli modifié et le principe va-
riationnel pour calculer le courant et prouver le théoréme principal de notre
travail (théoréme 1.4.1).



Chapitre 2

Théorie spectrale

2.1 Inégalité de Lieb-Thirring

Dans ce travail, on s’intéresse aux valeurs propres de 'opérateur de Pauli
qui sont au dessous du spectre essentiel.
En définisssant 'opérateur de Dirac par

D =& (—ihV + A(z)), (2.1)

on vérifie la relation suivante entre ce dernier et I'opérateur de Pauli

— 2 — —
[& A(=ihV + A(x))] + V(2) = (=ihV + A(2))? + V(@) + hé - B(z).
(2.2)
Sous des hypotheéses trés générales sur le potentiel scalaire V' et le champ
magnétique B, et d’aprés un résultat de Helffer-Nourrigat-Wang [20], Erdés

et Solovej montrent que le bas du spectre essentiel de I'opérateur de Pauli
est en zéro [10, p. 128-129].

Dans le cas d'un champ magnétique constant, 'opératuer de Pauli [5 .

. 2
(—ihV + A(m))] n’a que du spectre essentiel {2n : n € N} (niveaux

de Landau). En conséquence, si V € L3/%2 N L2, Popérateur de Pauli per-
2

turbé [6- (—ihV + g(x))} + V et 'opérateur non-perturbé (V' = 0) ont le
méme bas du spectre essentiel (théoréme de Weyl). Ceci montre dans ce cas

particulier que le bas du spectre de I'opérateur perturbé est en 0.
On s’intéresse alors & la suite croissante des valeurs propres strictement né-

N(B,V)
gatives de 'opérateur H(B, V') défini en (2.2) qu’on note (ej(B, V))
j=1

25
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(N(B,V) étant fini ou infini). Dans les articles [45] et [38] dans le cas d'un
champ magnétique constant, les auteurs ont prouvé qu’il y a une infinité
de valeurs propres négatives. Cependant la somme de ces valeurs propres
négatives est finie. les auteurs se sont intéressés dans un premier temps au
comportement semi-classique de la somme des valeurs propres négatives. La
premiére borne de Lieb-Thirring pour 'opérateur de Pauli a été établie dans
[29, thm 2.1] pour le cas ou le champ magnétique est constant. Les au-
teurs ont établi une estimation sur la somme des valeurs propres négatives
de 'opérateur de Pauli

H(B,V)=({F+A?+B-d+V, (2.3)

ou

Théoréme 2.1.1.
N(B,V)

Soit V tel que [V]_ € L3%(R3 R) N L>2(R% R) et soit (q(B,V))
7j=1

(N(B,V) étant fini ou infini), la suite des valeurs propres négatives de l’opé-
rateur H(B, V') défini en (2.3). Alors

S lei(B.V)| < LiB /R V@) e+ L /R W@,

ol

et
(2.6)

Ici on a utilisé (1.51).

En insérant le paramétre semi-classique A > 0, I'opérateur ‘H(B, V') de-
vient,

H(h,B, V)= (hf+ A)?+hB-G+V. (2.7)
Remarquons que

H(h,B, V) = h*H(h™'B, h2V). (2.8)
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Par suite, compte tenu de 'universalité des constantes L, et Lo, 'inégalité
(2.4) devient

> lej(h, BV)| < Ly h—2B/

R3

[V(ZE)]S/Qd(E—f—h_SLg/ V(2)]?dz. (2.9)

j=1 RS

ot Ly, Ly ont été définies respectivement en (2.5) et (2.6) .

Ici nous avons introduit le paramétre semi-classique dans la notation de la

suite croissante (ej(h, B, V)) des valeurs propres négatives de l'opérateur
j=1

H(h,B, V).

Dans [10], L. Erdés et J.P. Solovej généralisent le Théoréme 2.1.1 au cas

ou le champ magnétique est variable. Ils s’intéressent a 'opérateur H(B, V)

défini en (2.3) et ils supposent que lintensité B du champ magnétique B

est bornée, non nulle et que les gradients de 7 = g et de In(B) sont bornés
également. Il posent alors

= _ _ B
UB)™" = Vil = IV(H) oo < 00, (2.10)

et

o\ —1 ,: |||VB|
’ B

L(B) oo < 00 (2.11)

Ici £(B) décrit Véchelle sur laquelle la direction du champs varient et L(B)
décrit I’échelle sur laquelle le logarithme de 'intensité du champ magnétique
varie. Ils supposent aussi que le potentiel scalaire V' vérifie

[V]- € L*(R*, R) n WHH(R3 R). (2.12)
Théoréme 2.1.2.
1l existe une constante C > 0 telle qu’avec les notations et les hypothéses

(2.10)-(2.12), la somme des valeurs propres strictement négatives (ej(B, V)>
de lopérateur de Pauli H(B, V') vérifie

S lei(B.V) sg</

j=1

j=1

V()] 2d + / (B) +d(B)) [V ()] da

R3

" /Rg <B<x) T d_2(§)>c_l‘1(§) IV (2)]_da

+ /R (B(x)+d(B)) ‘V[V(m)]_’dx> ,
(2.13)
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d(B) := min{ | B|"*¢"*(B), L(B), ((B)}. (2.14)

En insérant le parameétre semiclassique h > 0, nous obtenons
> les(h, BV)| < Q(h-3 / V()] de
j=1 R3

—2B(x _1_2,_’ xiﬂx
+/Rg (h2B(x) + h7'd (b B)) [V ()] 2d -

—

+ /IR3 (h—lB(x) +d2(h, g))d_l(h, B)V(2)]_da

+ /R (nB@) +dn, §)>|V[V(x)]_|dx) 7

ou
d(h, B) := min{ h*/4|| B||M/*¢*/*(B), L(B), {(B)} . (2.16)

Rappelons que dans notre application, nous nous intéressons a 'opérateur
de Pauli H(h, B, V) lorsque le potentiel scalaire V' satisfait (1.8) et lorsque
le champ magnétique B n’est pas nécessairement constant et s’écrit

B =$B,, (2.17)

ou By satisfait (1.5)-(1.7). En comparant notre application avec (2.15) et
(2.16), nous remarquons que lorsque [ est suffisamment grand, plus précisé-
ment, pour ( vérifiant

G4 > max{ L (Bo) 2 (By)h /| Bol| 21, ¢ /2(By) /4| Bl 24,
nous avons
d(h, BBo) = B3V Bl /40 (By). (2.13)

En remplagant (2.18) dans (2.15), nous obtenons ’existence d’une constante
C, telle que, pour tout By vérfiant (2.10)-(2.11), pour tout h €]0, 1] , et pour
tout [V]_ € L°%(R3 R) N W (R3 R), nous avons

>l BV < (i [ W@ e 0Bl [ @

WP ANB L B) [ V()]s

17 Bol [ 91V@)-ldz).
(2.19)
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Nous définissons la fonctionnelle réduite de Lieb-Thirring par :

LAR3R)NL2RER) 5V = Frs(V), (2.20)
ou
Fnp(V) = h> /R 3[V(x)]5_/2 dx + h7*B||Bollo /]R 3[\/(@]3/2 de.  (2.21)
Puis nous définissons la fonctionnelle non réduite de Lieb-Thirring par :
LPRER) NWH 5V = Gs(V), (2.22)
ol
Gus(V)i= 17> [ VG da 728 Bl [ Vi@
WA BB [ Via))-do (2.23)

+ 0 8Balle [ [VIV @i

Il résulte de (2.19) et de (2.23) que la somme des valeurs propres strictement
N(h,B)

négatives {ek(h,ﬁBo, V)} de opérateur H(h, 3By, V') vérifie :
k=1

N(h,3)

D

k=1

ex(h, BT, v>>\ <0GV < CrGus(V), (2.20)

pour toute paire (h, 3) vérifiant (1.9) et tout V qui satisfait (1.8). Ici C; a
été introduite en (2.19).

2.2 Théorie spectrale

Rappelons le théoréme de Kato-Rellich (voir par exemple [32]).

Théoréme 2.2.1. (Kato-Rellich)

Supposons que L soit un opérateur auto-adjoint de domaine D(L). Soit B un
opérateur borné et supposons qu’il existe deuz constantes a € [0,1] et b > 0
telles que :

[Bull < al|Lul| + bfjull, ¥V ue D(L)
Alors, Uopérateur L + B de domaine D(L) est auto-adjoint .
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Théoréme 2.2.2. (Principe variationnel)
Soient N € N, et Cy l’ensemble des familles orthonormées (f;)., . Suppo-
sons que HI_ of(H) est de trace finie. Alors

N
tr [HI)_ oo o) (H)] = i}qf)ec > (M fus fi) - (2.25)
TRew Y k=1

Démonstration.
Par la définition de la trace, nous avons pour toute base (fx)?2; orthonormée
de L*(R3,C?)

tr [HI oo (H)] =Y (I o(H) fr; fi)- (2.26)

1

e
Il

Par ailleurs, on a

e N
> (MU _cool(H) fis fr) <> (M frs fi) - (2.27)
k=1 k=1
En combinant (2.26) et (2.27), on déduit que
N
tr [HO oo (H)] < inf H b fu) . 2.98
(1) 01 (H)] (fl,,._@N)ecN; fus 1) (228)

Inversement, en prenant (gx)7>, une base orthonormée de I’espace propre
négatif de 'opérateur H, on a d’une part

tr [HI[]—oo,O] Z )\k

Ak(H)<0
N (2.29)
Z Hgka gk
=1
D’autre part, on a
N
(f15es) fN)ECN;< I fk>—;< s Gk) ( )
NeN = —
Ceci implique que
0o N
inf H e f) < inf S (Mo
(fl""}f&?ecfv;< g = 0 ,;< i ) (2.31)
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Lemme 2.2.3.

Supposons que H est un opérateur auto-adjoint semi borné dans un espace
d’Hilbert $) tel que lopérateur H j_o o((H) est un opérateur a trace.

Alors pour tout projecteur orthogonal v tel que H~y est a trace, on a :

tr (H Tj_ooo)(H)) < tr(H7).

Démonstration.

Soit H un opérateur auto-adjoint non borné, soit (A\x)x la suite des valeurs
propres strictement négatives de H (comptés avec leur multiplicité). Soient
(fy Jkez— une base orthonormée de fonctions propres et (Py)y les projecteurs
orthogonaux associés aux espaces propres.

On désigne par P, et P_ réspectivement les projecteurs sur les spectres positif
et négatif de H. L'opérateur H~ étant a trace, alors on a,

tr(Hvy) = tr(HyPy) + tr(HyP-).
Par ailleurs, en utilisant la cyclicité de la trace,
tr(HyPy) = tr(PLH7).
En Tenant compte que P, est un projecteur et qu’il commute avec H, on
écrit,
tr(PyHy) = tr(P. Py Hy) = tr(PL HP, 7).
Ce dernier terme est positif car v est un projecteur et 'opérateur P, H P,

est positif. En fait, d’apres la cyclicité de la trace,

tr(PHP.) = tr(PLHP~*) = tr(yPLHP,v) > 0.
I suffit maintenant de montrer que tr(HyP_) > tr (Hllj_o/(H)). Comme
expliqué ci-dessus, on a

tr(HyP-) = tr(P_HP_~).

Considérons le plus petit espace fermé K qui est la somme directe hilber-
tienne des espaces propres correspondants aux valeurs propres strictement
négatives (Ag)g. Soit (fy Jrez— une base orthonormée de K et (f;")pez+ une
base orthonormée de K, telle que (f;f U f,) soit une base orthonormée de
L*(R3,C?). Alors

tw(P_HPy) = S (P-HPyf; )+ SO (P-HPAfE £, (2.32)

keZ~ keZ+
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D’une part,
(P-HP_~f,", i) = (HP-~7fil, P_f,[) = 0. (2.33)

Ici, nous avons utilisé le fait que f;” L K et que P_ est le projecteur ortho-
gonale sur l'espace propre K associé aux valeurs propres \;. D’autre part,
nous avons

S (P_HPAf fo) =Y (vfy , P-HP_f;)

g i (2.34)
=Y NS fo)-
k
Comme )\, < 0 et que
0<(fis fi) < I IP (2.35)
=1, '
nous obtenons
N < wrfi £7) 0. (2.36)
m

2.3 La réalisation auto-adjointe de ’opérateur
de Pauli

Rappelons comment on peut définir la réalisation auto-adjointe de I'opé-
rateur Pf‘O, ol

Py, = (—iV + Ay). (2.37)
Nous partons de la forme quadratique

U= qag(u) = |‘ﬁA0u“2< (2.38)

3
LQ(R?’,(C?))

qui a pour domaine naturel

= 3
HY (R3,C?) = {u € L*(R3, C?); Pyue (LQ(R?’, ((32)> } L (2.39)
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Nous définissons naturellement la norme hilbertienne ||. |51 (s c2) par
O ’

2

el oo oy = | Pagul
0 <L2(R3,<C2)

>s + |l L2 es, c2) (2.40)

Comme g4, est semi-borné, on obtient par le théoréme de Friedrichs 1'exis-
tence d’une réalisation auto-adjointe P3 de domaine

D(P2) = {u € H. (R? C2); P2 u e LX(R?, «:2)} . (2.41)
Nous définissons naturellement la norme du graphe ||. || P2 ) par
0
lullpps ) = I1P4,ullzams co) + lulliems ey, VueD(FL).  (242)
Nous allons démontrer que
ID<P1§Q) = H1240 (R?)? (CZ) ’ (243)

ou
. 3
H? (R, C?) = {u € H} (R, C?); Pyu e (H;O(R3,©2)) } L (244)
En effet, d’'une part nous vérifions aisément que
H’ (R®,C?) c D(P3). (2.45)
D’autre part, si u € D(ﬁjo) alors, par définition,

we HY (R3,C?) et P3uc L}(R% C?). (2.46)

I résulte de [8, lemme 13.3 | que u € H3 (R?, C?) et qu'il existe une constante
Cy > 0 indépendante de u telle que

el g o) < o1 P pulliaces, oo + Jull g, cn) - (247)
ou
lullfe, @ocny = D IPao, Pagsullizs,cs) + [ Pagul’ 3
Jd1+[k<2 <L2<R37<CQ>> (2.48)

+ |l L2 es o) -
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Ici nous avons noté

Pay, = (=id; + Ay ),
oil Ay = (Ao, Aoz, Aps). Ceci montre de plus que les normes “'HHio(Rg”w)
et [l p ) sont équivalentes. A 'aide du théoreme de Kato-Rellich, nous

obtenons que 'opérateur de Pauli H(h, ﬂgo,V) défini en (1.10) est auto-
adjoint. En donnant la démonstration de cette propriété, nous comprendrons
mieux l'origine des hypothéses posées sur V.

Lemme 2.3.1.
Supposons que Ag € L2, (R* R3) alors

H, (R?C) — L°(R% C). (2.49)
Ici H) (R?,C) a été introduit dans (2.39), et — signifie "injection continue".

Démonstration.
Rappelons que pour tout u € H},O (R3,C), nous avons par l'inégalité diama-
gnétique (voir [28]), :

lu| € H'(R?,C), (2.50)
et,
‘V!u(af;)w < ‘(v + iffo)(u(x))‘ (2.51)

pour presque tout z € R3.
Il résulte alors par intégration du carré dans (2.51),

/2
/|V|u H?dx /|PAO |2dx> | (2.52)

Il résulte de l'injection continue de Sobolev :
H'(R? C) — L°(R? C) (2.53)
appliquée a |u| l'existence d’une constante ¢ > 0 telle que
‘ 1/6 1/2 f
( \u(x)yﬁdx) <c (/ \vyu(xm?dx) , Vue H, (R C).
R3 R3
(2.54)
En combinant (2.52) et (2.54), nous obtenons
) 1/6 - 1/2 .
( \u(;v)]de> <c </ | Paou(z)|? dx) , Yue H, ([R*C).
R3 R3
(2.55)

Ceci acheve la preuve du lemme. O



2.3. REALISATION AUTO-ADJOINTE 35

Proposition 2.3.2.
Il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout V € L3/%(R3, R), pour toute
u € Hy (R, C), nous avons

V(z)|u(z)|* dz

‘ R3 <c ||VHL3/2(R3,R) HU’H%{%‘O(RS,C) . (256)

Démonstration.
En utilisant l'inégalité de Holder, nous obtenons

RCIER

< HV”L3/2(R3,R) HUH%G(Ri”,C)' (2.57)

Nous utilisons maintenant 'injection continue de Sobolev (2.49). Plus préci-
sément, il existe une constante ¢ > 0 tel que

||u||L6(R3,<C) <c HUHH}‘O(R3,(C)7 Vue H}xo (R37C)~ (2.58)

Par suite (2.57) devient

[ V@R | < eIVl iy mer Ve HLEC).
(2.59)
]
Lemme 2.3.3. .
Supposons que Ag € L2 (R3 R3) alors
H3 (R?,C) — Wi (R?,C) — L®(R?,C), (2.60)
ot, pour p > 0, Wj’f(]R?’, C) est défini par :
Wi(E®,C) = {u € IP(R,C); Pagu € (LB, c>)3}. (2.61)

Démonstration. .
Soit u € H3 (R*, C) alors par définition u et P, u sont dans (H}‘O (R3, (C)> .
De plus, 'injection continue de Sobolev (2.49) implique que u et f’AOu sont
dans <L6(]R3, (C)) et (LG(R?’, (C)>3 respectivement. Ceci achéve la preuve de

la premiére injection dans (2.60).
Nous démontrons maintenant la deuxiéme injection. Il résulte de l'inégalité
diamagnétique (cf (2.51)) que, pour tout u € Wj’f(RS’, C),

lu| € WH(R?, C), (2.62)
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et

</]R<3 |V\u($)H6dx>1/6 < (/RS ]ﬁAou(x)\de .)1/6 (2.63)

Nous utilisons 'injection continue de Sobolev (cf [1])
WH(R?, C) — C**(R?, C), (2.64)
ou

C**(R? C) = {u € C(R?, C); sup Ju(z) = uly)] <oo,0<a< 1} :

z,y€R3 |ZL’ - y|a

(2.65)
Plus précisément, il existe une constante ¢ > 0 telle que
HUHCO,Q(RS’C) S C HUHW176(R3,C) , \V/ v E Wl’ﬁ(Rg, C) s (266)
ou
v(x) —v
|lv]|co.(rs,cy = sup M + sup |v(x)| . (2.67)
z,y€R3 |J7 - y| zER3

Nous déduisons de (2.63) et de (2.64) que, si u € Wi’OG(R?’, C), alors
lu| € WH(R3 C) et |u| € C¥(R3, C). Plus précisément, il existe une
constante ¢ > 0 telle que

Il leomgs,c) < cllullwysey, ¥ ueWiTELC).  (268)

Pour achever la démonstration de l'injection Wj’oﬁ(Rg,C) — L®(R3,C), il
suffit de remarquer que

[ul| oo re,0) = || ] | oo (m2, ) (2.69)
< [ ul llco.a®s,c) -
m
Proposition 2.3.4.
Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout € > 0, pour tous u €
H3 (R3,C) et V € L**(R3, R), nous avons l'estimation suivante

. V(@)u(@)* do < IV gsrz@om Elullis, @ o)+ Ce llulllgs,o)-

(2.70)
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Démonstration.
Par I'inégalité de Holder, on a

, \V(x)u(x)]z dr < ”V||L5/2(R3,R)“uH%lO/i‘(RS,(C)'

Il résulte aussi de l'injection continue de Sobolev (2.60) I'existence d'une
constante C' > 0 telle que :

HUHLM(Ri*,C) < CH“HH%{)(R?’,C)- (2.71)

Notons maintenant que,
[ @) do = [ Jute) Plud) | de < 2 0 ol
et ensuite, grace a (2.71), que

6/5

3/5 4/5
)] < Clullys @, ollul e o)

L10/3(R3 (C

Nous utilisons maintenant I'inégalité (du type Young) suivante :

~ 1 1
ab < e1a? + C(e1)b? avec — + — =1,
p g
avec a = HuHi/li/?,(W oy b= HUH%EER?, o C(ey) = q/p , oit C, 4 est une constante

qui dépend uniquement de p et ¢ (p =5/2 et ¢ = 5/3)
Alors, nous obtenons,

el < € (ealluliy e, ¢y + Clen)lulfao o))

En prenant e; = cC!, et C(e1) = Ce~2/3, nous achevons la preuve de cette
proposition. ]

Théoréme 2.3.5. (application du théoréeme Kato-Rellich)

Supposons que V€ L3%(R3 R) N L*?(R3 R) et que By € L (R3, R3).
Alors Uopérateur H(h, BA,, V) est auto-adjoint, de domaine H3, (R3,C?) et
le domaine de la forme quadratique associée est Hy (R* C?). Ici H) (R?, C?)
et H3 (R? C?) ont été introduits respectivement en (2.39) et (2.41).

Démonstration.
D’apreés la proposition 2.3.4, nous avons

IVullzas,cz) < 1V oo,y Ellelig, @ms,c2) + CENullza@s o). (272)
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En utilisant la définition de la norme [ - || 72 (gs c2) introduite en (2.48), nous
O b
écrivons alors

IV ul72ms,c2) < €l PAyullZogms, coy + €l Pagulf? 5
(L?(RS,C?))

(2.73)
+ (e 4+ C(e)) HVHLE’/2(R3,R)HUH%?(R?’,@) :
De plus, par une intégration par parties, nous avons
| Pagul)? s = (P3ws u)pems c2) - (2.74)
<L2(R3,<C2))
Par l'inégalité (du type Cauchy-Schwarz), nous avons
(Phouws wragms,c2y < || PR ullzas, o2 [ullTams, co) - (2.75)
Comme
||P3XOUH%2(]R3,(C2)Hu||%2(R3,CQ) < 2||P310u“%2(R3,(C2) + 2”“”%2(1[{3,([:2) , (2.76)
alors

IVullZags,c2y < 3ell P ull7zms c2y + (2¢ + (e + C())) IV

L5/2(R3,R)HUH%Q(R3,62) :

(2.77)

D’aprés le théoréme de Kato-Rellich appliqué avec a = 3¢ (et € < %), I'opé-
rateur P35 + V est auto-adjoint de domaine H3 (R? C?). Comme B est

borné, H(h, BEO, V') est auto-adjoint également. La preuve du dernier point
du théoréme découle de la proposition 2.3.2. ]



Chapitre 3

Approximation du champ
magnétique

3.1 Energie semi-classique modifiée

Pour calculer le courant (voir (1.17) et (1.23)), on utilise une identité
que nous démontrerons dans le chapitre 6, et qui est valide pour le courant
de n’'importe quelle fonction propre 1 de 'opérateur de Pauli H(h, ﬁéo, V)
introduit en (1.10). Cette identité s’écrit sous la forme suivante :

(05 Tus(Ba)e) -

L2(R3,C2)

+ <¢; [( B aa - Mﬁh,ﬁA()) Y hBG- b+ hpF- ((Déo)é)} ¢>

+ <w; FhQA (dW’Zi) _ G- vv] 1/1> .
2 L2(R3,C2)

L2(R3,C2)

(3.1)

Ici nous définissons a par

g A d

5 (3.2)

Nous définissons aussi Da par

dar ar Jza

D”C‘L’ — (gaz> = 8152 8252 8362 ) (33>
L/ 1<ij<3 Oias Osas Osas

39
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et nous notons M = — [Dg—i- (Dﬁ)t} .

En sommant le courant pour une base orthonormée de vecteurs propres asso-
ciés aux valeurs propres négatives, I'identité de commutateur (3.1) se traduit
par une identité de trace suivante

tr [jh,ﬁ(ﬁ@ oo 0f (1) } -

(B paM Py oa,) + 585 - (DB +0)) T seo ()] (3.
+tr K%fﬂA (aiva) — @ vv) 1) o0 (H)} .

Ici nous utiliserons le lemme A.2.1 et le lemme A.2.10 pour montrer que
I” opérateur

((ﬁh, saa M By sa,) + h 3G - ((DED)E) + 135 - 5) o0 (H)

et 'opérateur

—

1 . = =
(ﬁth (le a) —a- VV) 0 (H)

sont deux opérateurs a trace.
Afin de calculer

m{((ﬁh, saM By gan) + h 53 ((Déo)é) 4G5 - 5) s (H)} . (3.5)

nous sommes amenés a définir une famille H; (indexée par t € [—1,1]) d’opé-
rateurs de Pauli modifiés avec un champ électrique et un champ magnétique
variable par

Ho(h, BBy, V, @) =Py gay Mi(2) By, g + h35 - (éo(x) it E(x))

+th 3 ((DBy(a))i(x) - 5) +V(a).
Ici ffo : R?® — R3 est le potentiel magnétique défini en (1.13), & est le vecteur
des matrices de Pauli introduit en (1.12) et V' est un potentiel scalaire qui
décrit le champ électrique et vérifie (1.8). Quand il n’y a pas d’ambiguité,
nous écrirons H; pour H;(h, By, V). L’opérateur H; fait intervenir M; définie
par

M, =1+tM, (3.7)
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ou M = {M;}?,_, est une fonction C3°(R?) a valeurs dans I’ensemble des
matrices 3 x 3 réelles et symétriques.

Nous noterons dans la suite par M, I'ensemble des matrices 3 x 3 réelles et
symétriques.

Lorsque t # 0, il résulte de (3.4) que

tr

(ﬁh, 54, M ()P, ga, + h3G - b(z) + h 3 ((Déo(x))z%(x) : 5) )11]_00,0[ (H)]

= (1 [~ )T (7)) )
(3.9)

Ceci nous conduit a chercher en gros une estimation uniforme par rapport a
tetahde

tr [Hi oo 0) (H)] - (3.9)

Dans un premier temps, nous nous intéressons en particulier a ’expression
semi-classique de la somme des valeurs propres négatives de 'opérateur de
Pauli avec champ magnétique constant H(h, 8B,, V) (voir (1.28)). Notre but
est alors de montrer qu'une modification de cette formule semi-classique reste
vraie pour 'opérateur de Pauli modifié avec champ magnétique non constant.
Afin de trouver une expression semi-classique analogue a (1.28),

tr [HtI[]—oo,O] (H(O))} = Eﬂscl,t(1 + 0(1>)7 (310)

I'énergie semi-classique n’est plus en effet exprimée comme dans (1.28), mais
a l'aide d’une décomposition de la fonction P(b, w).
Pour tout entier k£ € N, nous notons

Pulb,w) = —— i b[zyb - w] i/z (3.11)

© 372

Comme nous allons voir dans le théoréme 3.1.1, I’énergie semi-classique mo-
difiée s’exprime a l'aide de Py(b,w) et de Py(b,w) (voir 3.21).
Remarquons que

P(b,w) = Py(b,w) + Py (b, w). (3.12)

Avant d’énoncer le théoréme, nous aurons besoin d’introduire les notations
suivantes :
Soit tg > 0 tel que

1
tol| M|l < 5

5 (3.13)
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ou
Ml = suplla1 ()] avee (1] =supl Tl )
Pour t € [—to; o], nous noterons
N, = /(I +tM). (3.15)

Soit une matrice C = {C;; }1<; j<3 dans la base (eq, e2, e3). Nous associons
a C la matrice C® dans la base (ez A es, ez Aer, er Aey) vérifiant

CH(unv)=Cu) ANC(v). (3.16)
Plus explicitement, C® est donnée par

2
C92C33 — Ca3 C23C13 — C33C12 C12C23 — C22C13
2) _ 2
c? = C23C13 — C33C12 C11C33 — C3q C13C12 — C11C23 | - (3-17)
2
C12C23 — C92C31 C13C12 — C11C32 C11C22 — €7y

Théoréme 3.1.1.
Supposons que V vérifie (1.8) et que By vérifie (1.5)-(1.7). Pour tout u € R3,
sott

Bos(u) = NP (u) By(u) (3.18)

ot Ny est introduite en (3.15) et N est associée a Ny, par Uapplication (5.6).
Sotent
A(u) = dét | Ny(u)], (3.19)

Ay(u) = , YueR?. (3.20)

Bo(w) + (B(w) + (DBy(w))i(w))

Ici b est donné en (1.19) et Da(u) a été défini en (3.3).
Nous notons

Escl,t(hﬁa Ba V)
— _p3 /R AP (nBB(w), hBB(u) = V(u) = h3A(u) ) du (3.21)

_p /R ARy (hﬁB(u), “hBB(u) — V(u) + hﬂAt(u))du,
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ou, pour un entier k € N, la fonction Py a été introduite en (3.11).
Alors il existe une fonction g réelle positive h — g(h) telle que

lim g(h) = 0

et telle que, pour tout (h,3) vérifiant (1.9) et t € [—to, o], on ait
Zkek(m) > Ey(hB, Bos, V)(1+ f(h,3,1)), (3.22)
ou f(h, B,t) vérifie
|f(h, B, 8)] < g(h). (3.23)

Ici {ex(Hy) b désigne la suite des valeurs propres négatives de l'opérateur H,
introduite en (3.6).

Pour le cas ou t = 0, le théoréme 3.1.1 est en accord avec le résultat
établi dans [11] et dont ’énoncé est rappelé dans la sous-section 1.3 (voir

(1.24)-(1.30)).

3.2 Approximation des vecteurs champ et po-
tentiel magnétiques

Le but de cette sous-section est de réécrire la partie cinétique de 1'opéra-
teur de Pauli modifié sous la forme d’un opérateur avec champ magnétique
constant plus des termes d’erreurs que nous souhaitons contréler. Plus tard,
nous utiliserons cette décomposition pour obtenir précisément une borne in-
férieure pour la somme des valeurs propres négatives de l'opérateur de Pauli
modifié. Nous introduisons un ingrédient important : une formule de localisa-
tion qui est souvent utilisée (voir par exemple |7]) pour établir des estimations
semi-classiques.

Lemme 3.2.1.

Sotent f € C*(R3 C), g € C®(R?* R) et S € C®(R3 M,). Alors, pour
tout 6 €]0,1], pour tout x € R? nous avons les estimations (ponctuelles)
sutvantes :

|S() [Prsau (9] (x)H; < (1+0)||9(@)S() [P, 510 ()] @)

F(2)S () Vo)

2

¢ (3.24)
+ 207 'h?

c3’
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2

lo@)S@) [P sao D)@, = 0 = 8)|[S@ [Py a0 )] ()

© , ' (3.25)
—207'R?|| f(2)S(x)Vg(x) o
Démonstration.
Nous utilisons la formule de Leibniz pour écrire :
. 2 . . ) 2
HS[Ph,ﬂAo(gf)] o= 23?<95 [Ph,ﬁAo(f)];hfS[pgDCg +h fS(Vg)‘ »

2

+ Hgs[ﬁh,ﬁAo(f)]

o

Puis nous utilisons I'inégalité de Cauchy-Schwarz et plus précisément
WR(X:Y)es < FIX|I2a+ 67V 2, V6> 0.

Nous obtenons alors

2§R<gS [Brsao ()] hfS[ﬁgDCS < 5Hgs[ﬁh,ﬁAo(f)} Hi +5n? Z

15(vg)|

Ceci achéve la preuve de (3.24).
L’inégalité (3.25) découle de (3.24). En effet il suffit de multiplier (3.24) par
(1+6)~! et de remarquer que 1 —§ < (14 4)7! < 1. O

Lemme 3.2.2.
Supposons que S € CP(R3, M,) et supposons que X € C(R3,R). Alors,
pour tout g € C*°(R3,C?), nous avons la formule de localisation suivante

R(N29; (PrpaoS*Prsag)g) = (Xa: (PhpaoS*Prpa,)X9)

Cigs (V) - (VR O

Démonstration.
Une intégration par parties nous donne

(X209 (PrpagS®Paga,)g) = /R3 [Pasay(X29)](@) - [S2(Phpa,)g)(x)d .
(3.27)

En utilisant la formule de Leibniz

Phsay(X29) = XPapa,(X9) — i h (VX)X (3.28)
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nous obtenons

/Ra [Po s (C9))(@) - [S%(Ph,pao)g) (x)da

= [ K@ G0)0) - (5Pl

—ih [ (VORo)@) - [SPrasal(o)de (3.29)

B / (P30 (X0))(2) - X(2) (52 Prpa, ) ()t

~ih [ (VOR(a) - [P pnglw)ds.
R
La formule de Leibniz nous donne aussi

XPrsao 9 = Prpa(Xg) +ih(VX)g, (3.30)

que nous remplagons dans (3.29) :

[ PrnaGall) - S 1) + (T R)gl ()

—in [ (VORola) - [S*Prasal(o)de

N /]R?, [P0 (X9))(x) - S?[P g, (Xg)) () d

—in [ [PusnFo)(@) - SVRE ~ RV @) - 5 Fron)gla)|do.
(3.31)

Nous utilisons encore une fois (3.30) que nous remplagons dans (3.31) et
obtenons

" ( /Rg (P54, (X)) (2) - S2[Pr 54, (X9)] (x)d

—ih / [P 9() — i0(TR)9(0) - FTRIN)

- RV - (Bl dx) 3:3)

N /RS [Prpa0 (X9))() - S?[Prpag (X9))(x)d

1 [ (@Va) - (VR do.
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Enfin une intégration par parties nous donne

/R3 [Posa(X9))() - S2[Popa, (X9)](z)d x

-1 [ (VD)@ - V) do (333
R3
= (X0 (PrpasS*Pupag)Xo) = h*{g: (VX) - (S*(VX))g)
En combinant (3.27)-(3.33), nous achevons la preuve du lemme. O

Rappelons un résultat classique dans le lemme suivant :

Lemme 3.2.3.
Soit Ag le vecteur potentiel magnétique défini en (1.13). Alors pour tout u €
R?, il existe ¢, 1 € C(R?) tel que

Ap(z) = /01 sBy (sx +(1- s)u) A (x—u)ds+ V. (3.34)

Démonstration.
Soit u € R?, définissons By, par

Bou :R*3 21— By(z+u). (3.35)
Pour x € R3 et z = x — u, nous avons

By (sa: +(1- S)U) = Bo(sz+u) (3.36)

et

/01 sBy (sx + (1 - s)u) A (v —u)ds = /01 sBou(sz) A zds. (3.37)

Par conséquent

H(/Ol s§0<sx+ (1— s)u) A (m—u)ds)

1
= ﬁ;(/ SB)OVU(SZ) A zds) )
0

Nous utilisons le fait que, pour tout B tel que div B= 0, alors

(3.38)

A(z) = /01 sB(sz) A zds (3.39)
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vérifie
rot L A(z) = B(z). (3.40)

Nous obtenons alors que

E(/Ol s§0<sx+ (1— s)u) A (m—u)ds)

_ 3.41
— Boul2) (3.41)
= By(z).
Nous avons montré que
1
ﬁ)xffo(x) = 1ot , (/ sBy <3$ +(1— s)u) A (x— u)ds) : (3.42)
0

11 résulte de (3.42) que Ay(x) et fol sBy <3x +(1— s)u) A (z —wu)ds ont méme
rotationel dans R3. Ils sont par conséquent équivalents de jauge. Il existe
alors ¢,1 dans C'™° tel que

1
Ap(z) = / sBy <sx +(1- s)u) A (x—u)ds+ V. (3.43)
0
m
Dans la suite, pour v € R et A > 0, nous notons B(u, A) la boule de centre
u et de rayon R3.

Lemme 3.2.4.
Soit Ay le vecteur potentiel magnétique défini en (1.13). Alors il existe ¢y > 0,
et pour tout u € R?, il existe ¢, € C°(R?) tel que

|Ay(z) — Agu(z)] < coX?, Y x € Blu,\), (3.44)
avec
Ay u(z) = %éo(u) AT+ V. (3.45)
Démonstration.
Nous avons

/01 sBy <sx +(1— s)u) A (x —u)ds

= / sBy(u) A (x — u)ds (3.46)
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Par ailleurs

L. 1 - 1 -
/ sBo(u) A (x — u)ds = —§Bg(u) A u+ éBo(u) A . (3.47)
0
Posons
. 1~
U=—=Bo(u)A\ u (3.48)

U étant un champ de vecteurs constant (en fonction de z), alors
U = Vup, (3.49)

ou -
Gu2=U-T.
En remplagant (3.46)-(3.48) dans (3.34), nous obtenons

Ao(w) = 3Bolu) A 0+ V(001 + 00

+ /01 s(éo(sx (1) - §0<u)> A (z —w)ds.

Nous avons sur le support de @, I'existence d’une constante cq > 0 tel que

(3.50)

‘§0<3m+(1 —3)u> —ég(u)‘ < cols||z —ul, (3.51)

que nous remplacons dans
1 — —
’ / S(BO (sx + (1 — s)u) - Bo(u)) A (x— u)ds‘
0

1
S/s
0

Nous obtenons alors que, pour z € B(u, A),

(3.52)

By (sx +(1- s)u> — éo(u)“(x — u)‘ds.

‘ /01 s(éo <8x + (1 — s)u) — Bo(u) A (x — u))ds‘ < %)\2 : (3.53)

En combinant (3.50), (3.53) et en écrivant

Qbu = Qbu,l + ¢u,2’ (354)
nous obtenons finalement que
. 1~
Ay(x) = 5Bo(u) A = V.| < C—;/\Q, Ve Bu)). (3.55)
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Soit zzl\o,u le potentiel magnétique défini par

2 1=

La proposition suivante nous donne diverse formules de localisation.

Proposition 3.2.5.
Soient hg > 0, ¢ > 0, 10, ho] 2 h — A(h) € Ry une fonction satisfaisant

]lliné)\(h)h”ﬂ =0. (3.57)
Il existe des constantes Cy; > 1 ne dépend que de (hg, c2) et ho €10, ho| ne

dépend que de X et de cy, tel que pour tous f = (f1,f2) € C®(R3, C?),
g € CP(B(u, A(h)), R), S € C3°(R?, M,), vérifiant

1S(2)]| < ¢z, (3.58)

e(h) = C) max (h%, A(R), )\(h)4h‘2> , (3.59)

et pour i € {1,2}, nous avons les estimations suivantes :
1.

<€_i¢#gfi : Papa, - S°[Ph, BAo(e_i%ugfiﬂ>
< (1+ e 5 Bga,, - S*[Prs,, (9]
ot o),

+ hﬁ(h)<ng ; ng>

L2(R3,0)
PEO(3.60)

L2(R3,C3)

<9fi ; Phopa, - S [Ph’BAO(gfi)}>L2(R3 C)

> (1- e(h))<€i%ﬂgfz‘ ; ﬁh,,@ﬁo,u - 57 [Ph,ﬂﬁo,u@i%ugfi)w

- €<h)<gfi ; gfz-> :

L2(R3,C)

(3.61)

L2(R3,C)

‘<gf ) hﬂ& ’ Eo(x>gf>L2(R3’C2) - <gf ; hﬁ& ’ B'O(u)gf>L2(R37(c2)
S E(h)<gf ; gf>L2(]R3,(C2) )

(3.62)
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’<gf ) hﬁ& ’ g(x)gf>L2(R3’C2) - <gf ) hﬁ& ’ g<u>gf>L2(R37C2)

(3.63)
< e(h)(9f 3 9) poggs.co -

‘<gf ) [(Déo(x)a_:(x» ) 5]gf>L2(R3,CQ) - <gf ) [(DEO(U)§<u)) ’ E]gf>L2(R3,(C2)

< (WB) ' e(h){af  9F) 1o, o)
(3.64)

Ici b et a ont été introduits respectivement en (1.19) et en (3.2).

Démonstration.
Nous utilisons 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir :

1
la+bll&s < (1 +d)llalles + 767 Ib]Es » (3.65)

avec 0 <6 < % Sous I'hypothése (3.58), nous avons donc l’estimation ponc-
tuelle, pour tout x € R?,

1S (@) [P, sy (€% g )] () |24
= |S(@)[(hf + BAou(x)) + (BAo(x) — BAyu(2)) (e % g f)]()]2

< (14 D)IS@) [+ A ) E g fI @ 00
+ e (B A@) — BAou()afille
Rappelons de la démonstration du lemme 3.2.4 que
Ao = Aoy + Vb (3.67)
De plus, en utilisant
Pl gf) = % (laf) — 1 Voulaf)). (3.68)

nous obtenons

1S(@) (' + BAnu(@)) e F gf))@) % = |S(@)[(hF+ BAp.u())] (gfi)(é) Qj%z; :
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En combinant (3.66) et (3.69), nous obtenons

Hs(ﬁ)[ﬁh,ﬁflo (e_l%gfz)](x)”?cs < (1 + 5)”5’(93)[(}@’4_ 5207u<x))](gf1)(x)”(2c3
+ 7020 (0 A0(w) = BAoul)g il
(3.70)

Nous appliquons le lemme 3.2.1 & S(x) et & fAl07u(x) puis nous utilisons 1'hy-
pothése (3.58) et nous remplagons dans (3.70). Nous obtenons ainsi

|S(@)[(hp+ BAo(w)) (e~ % g fi)] ()2

< (14 8 lg(0)S(@)(hf + BAou(@) ()] (@) %
+261%07 (1 +0) | fi(2) V()&

+ 700 (B Aw) — BAoa)a i)l

(3.71)

Puis, pour controler

;1625152”@0(5‘7) — Aou()gfil)||2s,

sur le support de g, c’est a dire pour x € B(u, A(h)), nous utilisons (3.44) et
obtenons

1 - - 1
152025_1||A0(x) — Apu(2)||3s < 16202035_1)\4(@, vV z € B(u,\(h)).

(3.72)
Nous utilisons le fait que, pour tout p € {1, 2, 3}, nous avons
63 Dwen = [ (6 Verde. (3.73)
Alors (3.71) s’écrit
<S[ﬁh,ﬁAo(€_i%gfi)] ; S[ﬁh,,@Ao(G_i%gfi)]>L2(R37C3)
< (14 0PgSI0p+ S0 ()] 5 gSI(AP+ BAs) (Fhswcn (o

+ 2025_1(1 + 5)h2<fz'Vg ; fivg>L2(R3,CS)

1
+ 152020(2)5_1)\4(h)<9fi s 9fi)emsc) -
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Estimation de (gS[(hf+ BA0.)(f)] 3 9SI(hF + BAow) (f)]) z2gas o

Comme g est réelle, nous écrivons

(gS[(hp'+ 5j0,u)(fi)] ; 9S[(hp + ﬁjo u)(f‘)]>L2(R3 C3)
= (g S[(hi+ BA0u) ()] 5 S5+ BAou) (Flpaceoco
La formule de Leibniz nous permet d’écrire
(9S(P . (£)) 5 SIB, gy (Fi)) r2qes o)
= §R<S[ h,BA0. 4 (9 fol 5 Sl h,BAOu(fz)]>L2 R3,C3) (3.76)
—2h%(gfiS(Vg) ; S[Ph,ﬁﬁo,u(fi)]>L2(]R3,C3) :

De plus S(x) est symétrique, nous avons alors
(S[P, 54, (9° 1] 5 SIP,ga, , (fi)]) 2(es co)
= <[Ph,52107u(92fi)] ) Sz[Phﬂjoyu(fi)DLQ(R?’,C?’) .
Puis par une intégration par parties nous obtenons
([P, ,B/TM(Qsz‘)] ; 52[ h,BAOu(fZ)D
= §R<9 fis thOu 52[ hﬁAou(fi)DLz(R?’,C) :

En combinant (3.75)-(3.78), nous obtenons enfin

(3.75)

(3.77)

(R3,C3
: (3.78)

RlgS[(h5 + ﬁim(m] + gSI(hF+ BAou) ()]) (e oo
= RG*f; ; P, 44, 52[ 30, (fi)) r2@s.c) (3.79)
—2hR(gfiS(Vy) ; [ h,840 .. (fi)]) 2o c3) -

En utilisant (3.58) et en appliquant une estimation du type Cauchy-Schwarz
au dernier terme de droite, nous écrivons

| = 2hR(g£iS(Vg) 5 SIP, s, () L2es co)]
< SR fiV gl s co) + SllgST(hF + Aow) (Flll 7o c) -

En remplagant (3.80) dans (3.79), nous obtenons

(3.80)

(gSI(hF + Aou) (f:)] 9S|(hp+ Ao) (£ 22w o)
( 5) 1§R<g fz ’ hﬁA0u SQ[ thOu(fz)DL? R3,C) <3'81>
+ 0 1= 0) ' RPR(fiVa 3 fiVa) 12w oo -
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En remplagant (3.81) dans (3.74), nous trouvons

(S[Ph, a0 (e "% g )] ; SIPh pae TG ) paes o) <
(1+5)2(1 ) <g fis B th0u SQ[PhﬁAOu(fz)]>L2 (R3,C)
+ 6 14+ 0P ((1+6)(1—6)"" +2¢2)(fiVg ;5 [iVg)romsco)

1
"‘15202%5 "IN gfi 5 9fd e -

(3.82)

Pour prouver (3.61), nous utilisons (aprés avoir ajouté et retranché Ay, (z))
I'inégalité de Cauchy-Schwarz

1.
la+bllcs = (1= d)llalles — 707" [1Bllgs

avec 0 < 0 < % .
En utilisant (3.58), nous obtenons

IS (e){(hi+ BAo(e)) (0f))() s > (1= ) S() (i o)) (9 ) s
— 1008 (Aof) — Auul)) () ) s

Nous utilisons maintenant (3.44) et obtenons

I8 (b + B (@) (g f)() s > (1= OIS+ A au()) (o)

1Pl X D)lof @)
(3.83)

De plus, en utilisant

:*“e*

P of) = % (Pl ) + 7 Vbu(f) (3.84)

et (3.56), nous trouvons
IS@IB5+ BAu() (e g )] 2 555

= ||S(@)[(hF + BAgu(@))(gf)](2)]|s -
En combinant (3.83), (3.85) et (3.73), nous écrivons

(3
(S@)[(h5+ BAo(@)(gfl(x) 5 S(@)[(hF+ BAo(x))(9fi))(2)) 12 qms,co) 2

(1—5)<S(w)[Phggo,u( W gf)(x) ; S(x)[ﬁh,mo,u@ g f))(2)) 2@ o)
——520 005 1)\4( Nafi gfi>L2(R3,(C)'

-

(3.86)
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Enfin une intégration par parties nous permet d’écrire
R(gfi 3 Papao - S?[Prpao(9)]) 2o c) >
i du i = R = i Qu
(L=08)R(e" " gfi 5 (hp+ BAo) - S*[(hF+ BAou) (€ gfi)]) L2ms 0

1 _
_15262035 1)‘4(h)<gfi ; gfi>L2(R3,(C)~
(3.87)

Pour la preuve des deux derniéres estimations, nous utilisons (1.7), (1.9) et
le controle de la variation du champ magnétique sur le support de g (sur

B(0, A(h))) :
|Bo(z) — By(u)| < coMh), V z € B(u,A(h)), VueR?, (3.88)

Nous obtenons ainsi l’existence d’'une constante ¢q > 0 telle que nous avons
sur le support de g (sur B(0,A(h)))

hB|(gf; 7 - Eo($)9f>L2(R3,<C2) —{gf; 0" éO(”)Qf)LQ(R3,C2)|

3.89
<GB (af s 9f) oms.co (3.89)

Rappelons que b a 6té défini en (1.19). D’apreés le théoréme des accroissements
finis, nous avons sur le support de g, (sur B(0, A(h))) que

B(@) — Bu)| < VBl ey A(R) (3.90)
Il résulte de (3.90) l'existence d’une constante co > 0 telle que

hB|(gf,7 - g(x)gﬂm(mw) —(gf, 7" 5<U)9f>L2(R3,<C2)|

(3.91)
< cMgf, 9f) L2 (w3 c2)-

Il résulte de (1.5), l'existence d’une constante ¢y > 0 telle que
|DBy(z) — DBy(u)] < éoA\(h), Yz € Blu,A(h)), YueR  (3.92)
Il résulte de la définition (3.2), 'existence d’une constante ¢, > 0 telle que
a(z) — a(u)| < &AR), Ve BuAh), VuecR> (3.93)

En combinant (3.92) et (3.93), nous obtenons l'existence d’une constante
cz > 0 telle que

hllgf 5 (DBo())al@) - Alaf) = (af 3 (DBo()atw)- Aol (50,
< M) (gf 5 9f)-
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Notons

Cmaz = /C\O + Co -+ C3. (395)

Pour achever la preuve de la proposition 3.2.5, nous rappelons que €(h) est
cherché sous la forme (3.59) et nous cherchons 6 = d(h) sous la forme :

5(h) = Cy max (h%, Ah), )\(h)4h’2> , (3.96)

ou les constantes (', Cs, vérifient 1 < Cy < C] sont cherchées telles que les
conditions suivantes

(1= 6(h) (1 +6(h)* < (1 +e(h)), (3.97)
S H(R)(1 4+ 6(h))h*2¢, + (1 — 6(R)) " (1 4+ 6(h))] < he(h), (3.98)
}Lﬁ%zcga(h)—lxi(h) < e(h), (3.99)

et
2C maz () < €(h) (3.100)

soient satisfaites. Ici €(h) a été introduite en (3.59).
Pour h assez petit la condition (3.97) conduit a

40, < Oy (3.101)
La condition (3.98) conduit a
4h < €0y max (h%, A(h), )\(h)4h‘2) max (h%, A(h)) . (3.102)

En discutant selon le signe de A(h) et de h='/4, la condition (3.98) est vérifiée
si

C1Cy > 4. (3.103)
La condition (3.100) conduit a
2C e < O . (3.104)
Nous pouvons par exemple prendre
Cy = max(10,2C 00 + 1), (3.105)
et
Cy = % . (3.106)
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Chapitre 4

Etats cohérents pour lopérateur
de Pauli avec champ magnétique
constant

4.1 Présentation

Nous rappelons dans ce chapitre comment on peut utiliser les états cohé-
rents pour 'opérateur de Pauli avec un champ magnétique constant

—

Ho = (P + §B/\x)2—i—6-§, (4.1)
on j=—iV, B = (0,0,1) est le champ magnétique et & est le vecteur des

matrices de Pauli introduit en (1.12). L’opérateur H, agit sur L*(R?; C?). 1l
se décompose naturellement de la maniére suivante

i A
(ﬁ+§BAx) +1| fi

Ho ( S ) I ] _ (4.2)
f2 r . 2 ]
<ﬁ+%B/\m> —1l /4,

En d’autre termes

1o
(g ) 4

ol 1
hi = (ﬁ+§ém)2+1

o7
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et

opérent sur L*(R3, C).
Le but de ce chapitre est de construire une famille indexée par (v, £) e ccry
de projecteurs

v Hy(g) 0
H(é):( TO sz(g))? <V€N>€€R>

sur L?(R3?; C?) (appelée états cohérents) qui vérifie les propriétés suivantes :

iﬁ > /R I17(€)dé = 1p2(gs c2), (4.4)

et
Holl”(€) = (2v + )T (€) . (4.5)

Le point important est qu’il découle de ces propriétés la décomposition
suivante de Hy :

o= [+ emieas. (46)

Cette construction va nous permettre de calculer la somme des valeurs propres
strictement négatives de Hp+ V', pour un potentiel V. Cette construction est
utilisée dans les travaux de [29, 30, 10|, et elle s’appuie sur la construction
des fonctions de Landau (fonctions propres ‘généralisées’ de l'opérateur de
Schrodinger avec champ magnétique constant).

Rappelons que si (f,),en est une base orthonormée de L?(R"), alors

f = Z ((fv fl/>L2(R”)) fl/ = Z (fl/ o f(w)mdx) : (47>

4.2 Fonctions de Landau pour 'opérateur de
Schrédinger magnétique dans R?

Nous commencons par rappeler des propriétés classiques du spectre de
I'opérateur de Schrodinger avec un champ magneétique constant. Considérons
le cas ou le potentiel magnétique A est de la forme A = (0, 1) . L’opérateur
de Schrodinger s’écrit

Pt = 02 + (=ids, + 1), (4.8)
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Afin d’analyser le spectre de I'opérateur Py, définissons les transforma-
tions unitaires suivantes :

Uy © L*(R,, xR,,) — L*(R,, x Re)

¥ . U, f (4.9)
ou
1 .
U1f<£ll'1,§) = W /Rem2€f<l'1,l'2) dl’g, s (410)
et
U2 . L2 (Rwl X Rg)) — L2 (Ry X Rg)
7 . Usf, (4.11)
ou
(U2f)(,€) = fly = &) (4.12)

Notons que la transformation U; est la transformation de Fourier partielle
par rapport a la deuxiéme variable x4, et que U, correspond a une translation
par rapport & la premiére variable x.

Définissons

U=0,0U, L%»=UPiU". (4.13)
Alors opérateur L® s’exprime sous la forme,
L® : DILP) s ur LPu=(-02+y*) u, (4.14)
ol le domaine de L? est donné par

D(L®) = {ue I* (R, x Ry,) ;
| | (4.15)
Puel? (R, xRe,), yuc 2R, xRg,), j= 1,2}.

Nous remarquons que lopérateur L(? est l'oscillateur harmonique agissant
sur la variable y, dont le spectre est donné par les ‘niveaux de Landau’ :

{(2v+1); v e N}.

Les fonctions propres de 'oscillateur harmonique sont données par les fonc-
tions d’Hermite, (h,)geny , qui forment une base orthonormée dans L*(R) .
Pour v € N, la fonction h, est définie par

hy(y) = ¢,(—1)" exp (%) ddyVV exp(—y°), (4.16)
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ou ¢, est une constante positive introduite pour normaliser A, :

/ |hy(z)Pde = 1. (4.17)
R
Nous avons

(=02 +y*)h, = (2v + 1)h,, . (4.18)

Comme h, est la v-iéme fonction propre de 'oscillateur harmonique, alors
pour tout f € L*(R;), la fonction

(y,€) = f(E)h(y) (4.19)

est une fonction propre de Popérateur L) correspondant & la valeur propre
(2v+1) avec v € N.

Ensuite, définissons une famille de projecteurs (FV(2)> ,ou, pour v € N,
veN
le projecteur F,,(Q) est donné par
F® = U,*FW, (4.20)

Ici U, est la transformation unitaire introduite en (4.11) et pour v € N le
projecteur F,,(l) est donné par

EWM - L2(R?) 3 u(t,€) — h,,({)/Ru(z,f) hy(t — 2) dz. (4.21)

Lemme 4.2.1.
La famille de projecteurs (F,@) satisfait
veN

LPF® = (2v+1)F?, VveN, (4.22)
et
S FP =1d (4.23)
v=0
Démonstration.

Il suffit de démontrer que

LYFY = v+ DFY, VveN, (4.24)

v
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et
Y FV =10, (4.25)
v=0

La propriété (4.24) découle immédiatement de la définition de FY en (4.21)
et de la formule (4.18).
Prenons u € L*(R?) et montrons que

> FYu = U, (4.26)

v=0
Aprés un changement de variable, il découle de la définition de F,S”,

(FO) (£,€) = hy(€) / w(t — =€) ho(2)dz, V¥ (€) € R2.

R
Alors,

o0 [e.9]

(FD) (1,6) = ((ult =, €), h)iew) h(€),  (427)

v v=0

ot (hy), sont les fonctions d’Hermite. Comme (h, ), est une base orthonormée
de L*(R), on a d’apres (4.7),

o0

((u(t ) f) ) hu>L2(R)) hu(€> = u(t - &5)

1%

En substituant cette derniére formule dans (4.27), nous achevons la démons-
tration de (4.26). O

Définition 4.2.2.
Pour tout v € N, définissons un projecteur

F, : L*(R?*) — L*(R?)

par

F, =U*F?U.

Ici, F,,(Q) est le projecteur introduit en (4.20) et U est la transformation uni-
taire introduite en (4.13).

Il découle immédiatement de la définition de F,, du lemme 4.2.1 et des
formules (4.13) et (4.14) la proposition suivante :



62 CHAPITRE 4. ETATS COHERENTS

Proposition 4.2.3.
La famille de projecteurs (F,),en satisfait les propriétés suivantes :

1. Pt étant lopérateur de Schridinger magnétique introduit en (4.8), on
a pour tout v € N,

PyF, = (2v + 1)F,. (4.28)

2. On a la décomposition suivante de [’identité,
> F, =1d (4.29)
v=0

Proposition 4.2.4.
La famille de projecteurs (F,),en satisfait, pour tout v € N,

F,f=F,xf V fecL*R?, (4.30)

ou la fonction F, est définie pour tout x| = (xq,15) € R? par

1 —1X1X ) T
F,(x1,25) = gexp( 21 2) /Rexp (izan) by (77+ j)

X h, <n—%>dn.

(4.31)

De plus, la fonction F,, s’exprime sous la forme

1 —1T1T —|z,|? x|
F(x1,2q) = 5 OXP (%) exp <%> LY (%) . (4.32)

Ici, LY sont les polynomes de Laguerre définis par

v

0 1 V! —x)"
LY(z) = EZO PR (V+m)!( m? . (4.33)

Démonstration.
Prenons f € L*(R?) et posons u(z,&) = (UsU, f) (2,€). Notons que, d’apres
la définition de F\" et aprés un changement de variable dans (4.21), on a :

U3 EO VU f] (21, €) = hy(€) /R Wy — 2+ &6 ho(z+ 6z (434)

En écrivant

w(zy —z+&,8) = USu(xy — 2,§)
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et en appliquant U; : la transformation de Fourier inverse partielle en £, on
obtient,

(U U FPPULU, ] (21, 20) =
(27T)_1/2/]R {(Uf(hl,(z +) h,,()))(xg) 1 (Ungu(xl -z, -))(xl,acQ) dz.
(4.35)

Ici, *,, désigne la convolution par rapport a la deuxieme variable 5. Nous
avons utilisé aussi le fait que la transformation de Fourier du produit de
deux fonctions est, & multiplication par (27)~'/? prés, la convolution des
transformations de Fourier de ces fonctions.

En écrivant

ho(€)hu (2 + &) = Ushy (§)hu(2)

et en utilisant la définition de w, l'identité (4.35) s’écrit sous la forme,

(U Us FPUUL ] (1, w0) = (QW)IQ{(UTU;(QV)) * f} (z1,22),  (4.36)
ou la fonction g, est définie par

g R*3 (4,8 — hu(y)h,(§).

Le seul point a vérifier maintenant est que la fonction (U;Us(g,)) (@1, z2) est
en fait égale a la fonction F, introduite en (4.31).
D’aprés la définition de la transformation de Fourier inverse, on a,

(U303 9.)) r,22) = (2) 2 [ expliaah(€)hofar + e (431)

R

Soit n = x1/2 + &, alors
/R exp(iz€)hy ()b, (21 + €)de

= exp <—zx21x2> /exp (1z9m) hy, (77 + %) h, (77 — %) dn .
R

Pour calculer I'intégrale a droite de (4.38), utilisons le lemme suivant (cf. [14,
théoréme 1.104]) dont le résultat a été énoncé probablement pour la premiére
fois par Kaluder [24].

(4.38)
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Lemme 4.2.5.
Soient x, = (r1,23) € R?, n € R, soit v € N. Considérons h, la fonction
d’Hermite définie en (4.16). Nous avons alors

/ReXp(iarQn)hu (n + %) hy, (n - %) dn

|| (0) | |?
p— —_—— L —
P ( 4 v 2 ’
(0)

ot les Ly sont les polynémes de Laguerre définis en(4.33).

Il résulte du lemme 4.2.5, avec z; = (21, z3),

exp (_23;1332) /exp(ifmn)hl, (77 + %) hl, (77 — %) d77
R

' 4.39
—exp [ —12 ) exp Zleal® LO 2| 439
2 4 v 2 '
En combinant (4.37)-(4.39), nous obtenons que
En rappelant (4.36), nous achevons la preuve de la proposition 4.2.3. O

Corollaire 4.2.6.
Pour toute fonction x € C°(R?) et v € N, lopérateur XF,x est un opérateur
a trace dont la trace est donnée par :

1 2
tr(xF,x) = %HXHL?(RZ)‘
Ici, F, est le projecteur introduit dans la définition 4.2.2.

Démonstration.
D’aprés la proposition 4.2.3, 'opérateur x[F,x est un opérateur a noyau dont
le noyau intégral est dans L?*(R? x R?) et donné par

3o(z,y) « R*2 (z,y) — x(2)F,(z — y)x(y),

ot la fonction F), a été introduite en (4.31). Ce noyau étant dans L?(R? x R?)
cet opérateur est a trace et

tr (xF,x) = /RQ Sy, y) dy

1

= [ PRy = 3l
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4.3 Fonctions de Landau pour l'opérateur de

Schrédinger magnétique dans R?

Considérons le cas ou le champ magnétique B est de la forme

—

B = (0,0, 1). Définissons le champ de vecteurs
R? 5 & = (21,20, 23) — A(z) = (0, 21,0).
Considérons I'opérateur de Schrédinger magnétique dans R3,
P3 = (—iV + A)?
= =02 + (=0, +11)* — 02, .

Définissons la suite de fonctions de Landau pour 'opérateur ﬁj,

Gve @ R® 22 = (21,79,23) — F, (11, 29) exp(i€x3), V (1,§) ENxR,

ou la fonction F), a été introduite en (4.31).
Définissons aussi une famille de projecteur (II(€)),en ccrs

Cg°(R?) = (II5(€))(f) () = . F(W) goe(x —y)dy .

Proposition 4.3.1.
La famille (11§(S)), en cer Salisfait,

1.
PiTIg(&) = (v + 1+ &)I5(E), V (1€ e NxR,
2.
2(271')_1/ Hg(g)dg = 1L2(R3,C2) .
v=0 R3
Démonstration.

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

Prenons (v,€) € N x R. D’aprés I'expression de g, en (4.41) et de P2, on a,

P3g, ¢ = exp (i€sa3) (=02 — (Opy + 1) + €] F, (21, 22).

Comme F), est une fonction propre de I'opérateur de Schrodinger dans R2,

on obtient,

Py gue(x) = (20 + 1+ £)F, (21, 72) exp (i&sws)
= (W +1+8) guela).

(4.45)
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Ceci suffit, d’aprés la définition de (4.42), & déduire (4.43).

Montrons maintenant (4.44) : Soit v € L*(R? C), nous souhaitons prouver

que
i(%r)_l/R (Hg(f) U)d&zv.

En rappelant la définition de opérateur II§(€) en (4.42),

15(¢)ol) = |

Gue(z —y)v(y)dy,
R?’

ot la fonction g, ¢ a été introduite en (4.41).
Alors, nous obtenons que,

[ svsta = womay
= [ Rt = uy e (i€ (e =) o)y
= / / F,(ry —y,)exp (@5 (x5 — y3)> v(yL,ys)dyLdys

= / exp (zf (23 — y3)> (/ F,(xy —yy.) U(yLay3)dyL>dy3 :

Y3 YL

Il résulte de la proposition 4.2.3, que
Z/ F(zi —y)v(ys, ys)dyr = v(zi,ys) .
14 RQ

Nous obtenons alors

i [ ey ae
= / exp (25 (x3 — y3)> (/ F(z1 —yi) vy, yS)dyL)dyi%

Y3 YL

_ /R / expexp (i & (x5 — ys) exp ) v(w1, ys)d ysd &

:/Rexp (zﬁx;;)(/ exp(—i€y3> v(fw>y3)dy3>df-

Y3

De plus, nous remarquons que

/R exp(—i € ys)u(@s, ys)dys = (2m)Y2 (Fpoe v) (21,€),

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)
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ot Fy,_¢ est la transformation de Fourier partielle par rapport a la troisieme
variable y3. Alors

Jexvtigan( [ ep(=igm) s mdm)as

Y3

— (22 / exp(i £ 23) (Fpye ) (w1, £)dE

(4.52)
= o (]-"{im (was v) (x, x3)> (€)
=2rv(z,,x3)
= 2rv(x).
]

4.4 Etats cohérents de opérateur de Pauli avec
un champ magnétique constant

Nous revenons dans cette section a notre but principal : construire des
états cohérents pour I'opérateur de Pauli défini par

-,

Hou = (F+A)?+37 B, (4.53)

ot A= (0,21,0) et B = (0,0,1).
Ho,a opére sur L?(R3,C?), et son domaine est donné par :

D(HO,A) - {<f17f2) € LQ(R37C2) ) (ﬁ_’_ g)]fz € L2(R3,C), 1, = 1a2}'
(4.54)

En définissant

:<10) (4.55)
00 )

et

2(0 0>. : (4.56)
01
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nous avons
HoaP' =P "Hoa, (4.57)
HoaP* = PlHoa, (4.58)
et
Pl 4 Pl=T. (4.59)

Il est naturel alors d’effectuer la décomposition suivante

HO,A = HO,APT + 7’(()7,473l , (4.60)
Nous appellerons
7_{(T),A - (HO’A)/ImPT ) (461)
Hoa = (Hon),, .. (4.62)
Notons que
> A2
, 0 0
0 0
H I : 4.64
s ()= e ) (464
agissant respectivement sur les espaces
X'={(u,0) ; u € L*R%}, (4.65)
XT={(0,u) ; v € L*R*} (4.66)

qu’on peut identifier & L?(R?, C). 1l résulte de [32] que
Spec Ho 4 = (Spec H&A> U (Spec H$7A> . (4.67)

Construisons une famille (K$),enecr de fonctions propres ‘généralisées’
de Ho A

K5 (1, w9, 3) = K, (1) exp(i€xs) , (4.68)
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ou

Ko(z,) = ( F Fég(jle)” ) | (4.69)

Ieci .y = 0 et pour v € N, F, est introduite en (4.31). Il découle de la
proposition 4.3.1 la propriété suivante,

HoaKS = [2v + ] K. (4.70)

Pour tout v € N, nous définissons l'opérateur I17(€) sur C°(R?, C?) dont le
noyau est défini par

(&) (7, y) = exp (if(xs - y3)> X (Fyoi(zy —y1) P+ Fy (v —yL) PY)
= K5 (z —y).
(4.71)

Par convention, nous posons I1_; = 0. En remplacant I’expression de F, que
nous avons introduite en (4.31), nous obtenons pour tout v € N,

7%@xay>=5%em(_¢@h_yﬁub_yﬂ)ap(_mL;yA{>
(Lo (M> P+ L, (—m _2'”2) P exp (i€ (es — )

(4.72)

Proposition 4.4.1.
Soient Ho a lopérateur de Pauli introduit en (4.53) et 11V (&) lopérateur défini
en (4.72), alors nous avons

Hoall”(€) = [2v 4+ ] 1T(E), (4.73)
et

1 & ,

%; /R I17(€)dé = 1p2(gs c2) - (4.74)
Démonstration.

Soit f = (f1, f2) € CF(R3,C?), nous avons

e - (S ). (1.75)
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ou IT§ (&) a été défini en (4.42) . Nous avons d’aprés la proposition 4.3.1

1 — ,
e 2 | THOUDE= 1.

et, comme II_; = 0 par convention,

1 & - -
SO RLRGISTS

Alors

1 S v
3w 3 T@UE= T

(4.76)

(4.77)

(4.78)



Chapitre 5

Borne inférieure pour 1’énergie

5.1 Présentation

Le but de ce chapitre est d’établir une borne inférieure pour la somme
des valeurs propres strictement négatives de 'opérateur de Pauli modifié¢ H;.
Rappelons ici la définition de 'opérateur H; donnée en (3.6) :

Hy(h, BBo, V, @) =F, 45 Mi(2)P, 45 + hB3 - (Eo(x) + tE(x)) )
5.1
Y thg ((DBO(x))Zi(x) : &) FV(@)®I.

L’opérateur 'H; dépend de plusieurs parameétres :

1. Un paramétre semiclassique h €]0,1[, et un paramétre 3 = G(h) vé-
rifiant ’hypothése (1.9). Ce paramétre est introduit afin de mesurer
I'intensité du champ magnétique appliqué.

Le champ magnétique By € C*NL®(R3; R?) (nous notons By = || Bol|) ;
Un champ de vecteurs A, : R3 — R3 tel que rot Ay = By (cf. (1.13)),
7 est le vecteur des matrices de Pauli (cf. (1.12));

La fonction V' € L32(R?% R) N L>2(R?; R) est un potentiel scalaire qui
décrit le champ électrique et vérifie VV € Ll (R3;R?);

loc

AR Sl

6. La matrice M, définie par
My =1+tM, (5.2)

ot M = {My}},_, est une fonction C3°(R?) a valeurs dans I’ensemble
des matrices 3 X 3 réelles et symétriques, et ¢t € R un paramétre assez
petit.

71
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7. Un champ de vecteurs @ € C5°(R3; R?) tel que @ - By = 0 auquel on
go/\fi
|Bol?”
Rappelons aussi 'expression de 1’énergie semi-classique Ey; introduite en
(3.21),

. . - =
associe son rotationnel b = rot a@ et le champ de vecteurs a =

Escl,t(hﬂ7 BO,t> V)
= 07 [ AT )Py (WBBos(w), h3Bas(w) = V() — hBd(w) Jdu s o

R3

—h? /R3 A (u) Py (hﬁB(U), —hBBos(u) = V(u) + hﬁAt(U)>dU,
ou A, est défini par
Ay(u) =|dét (Ny(w))]|, Ni(u) = /1 +tM(u). (5.4)

Rappelons que Nt@) est la matrice associée a N, dans la base
(ea Aes, e Aer, e1 A eg) vérifiant la relation (5.6) :

CP(unv)=C(u) AC(v). (5.5)
Plus explicitement, C® est donnée par

2
C22C33 — Cog C23C13 — C33C12  C12C23 — C22C13
2) _ 2
C® = [ cosc13 — 3312 criess — ¢ cizcin — ciicas | (5.6)
2
C12C23 — C22€31 C13C12 — C11C32 C11C22 — Cig

Rappelons que le champ magnétique EO,t est défini par
Bo(u) = NP (u) By(u) .

Rappelons aussi

—

Ai(u) = Bo(u) + t(z?(u) + (Déo(u))é(u)), VueR:.  (57)

Définissons la direction du vecteur A; par

) = 21y R, 5.8
Y R " o

Soit u € R3, définissons les projections suivantes
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et

Pl = %(1 — - iy(u). (5.10)

u
Pour tout entier k£ € N, la fonction P est définie par,

1 & 3/2
R, x R > (b,w) — Py(b,w) ::ﬁZb[be—w} (5.11)
v=k

Nous énoncons dans le théoréeme suivant le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 5.1.1.
Awvec les hypothéses et les notations du théoréme 3.1.1, il existe une fonction
g réelle positive h +— g(h) telle que

lim g(h) =0

et telle que, pour tout (h,3) vérifiant (1.9) et t € [—tg,to], on ait

> en(Hs) = Eurs(h3, Boy, V(1 + f(h, B.1)) (5.12)

ot f(h,[(,t) vérifie
|f(h,B,1)] < g(h).

Ici {en,(Hy)}22, désigne la suite des wvaleurs propres strictement négatives
de lopérateur H; introduit en (5.1) et Esqi(hB, Boy, V) est l’énergie semi-
classique introduite en (5.3).

Remarque 5.1.2.
En tenant compte du théoréeme 5.1.1, il est raisonnable de penser qu’on a le
développement asymptotique

Zen(Ht) = Escl,t(hﬁa BO,tv V)(l + 0(1)) . (513)

Lorsque t = 0 qui correspond au cas de [’opérateur de Pauli classique, ce
développement asymptotique a été établi par L. Erdos et J. P Solovej dans [11,
théoréme 4.1]. Néanmoins, pour estimer le courant, seule la borne inférieure
sur la somme des valeurs propres strictement négatives de l’opérateur de Pauli
modifié¢ H; est utile.



74 CHAPITRE 5. BORNE INFERIEURE POUR L’ENERGIE

Expliquons briéevement les principes de la démonstration du théoréme 5.1.1.
Nous estimons la trace ) e,(H;) a I'aide d'une base orthonormée (f;)r C
S(R?; C?) du sous-espace propre K associé au spectre négatif de H; :

Z en(Ht) - Z(fka Htfk>L2(R3;(C2)7
n k

ol 'espace S désigne 'espace de Schwartz des fonctions rapidement décrois-
santes.

Afin de ramener le probléme a celui avec un champ magnétique constant,
nous introduisons pour tout u € R? Popérateur (cf. les lemmes 5.4.10 et 5.5.1
pour I'énoncé précis)!

—

Hy %ph,ﬁ;l,th(u)Ph,ﬁjt,u + hfo - <Bo,t(u) + tb(u)> (5.14)

+th 3 (DB (w)a(u) - 7) +V @1

avec Ay, (z) = %B?O,t(u) x x & un changement de jauge prés. Alors (cf. (5.108)
et (5.109) pour un énoncé précis)?,

S Hafd 23 [ (e Fu i) de (5.15)
% r VRS

Afin de minorer le terme & droite ci-dessus a l’aide de la trace d’un opé-
rateur borné, nous introduisons des états cohérents ‘locaux’ (Il (u, §)) ey ccr
tels que (cf. le lemme 5.3.3 pour un énoncé précis)

1 v
%;/]R;Ht (u7£) d£ - 1L2(R3;C2)'

En substituant cette identité dans (5.15), nous obtenons,

> (s Hefr) i/

k R

s 4zz<fk,ﬁt,uﬂﬁ(u,§) fi) d€ du. (5.16)

v

Comme H, 117 (u, €) s'exprime essentiellement en fonction de I'expression
suivante (cf. 5.3.3),

[20h BBy, (u) + €] ITY (u, €),

Pour deux fonctions A(h) et B(h), la notation A(h) ~ B(h) veut dire que
A(h) = B(h)(1 + o(1))
2A(h) Z B(h) veut dire que A(h) > B(h)(1+ o(1))
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on arrive dans (5.16) au calcul explicite des traces des opérateurs bornés (cf.
e.g. (5.137)), qui s’expriment en fonction de ’énergie semiclassique Ejg ;.

Le chapitre est organisé de la maniere suivante. La section 5.2 est consa-
crée a la construction des états cohérents ‘locaux’. La section 5.4 est consacrée
a ramener le probléme a celui avec un champ magnétique constant, c’est-a-
dire a la justification de la formule (5.15). La section 5.6 est consacrée au
calcul explicite du terme principale a droite de (5.16). Finalement, la sec-
tion 5.7 est consacrée au contrdle des restes et a achever la démonstration du
théoréme 5.1.1.

5.2 Etats cohérents locaux de 'opérateur de
Pauli modifié

Dans cette section, nous construisons une famille d’états cohérents (pro-
jecteurs sur les bandes de Landau)

(11 (w,9))

veN, ueR3, £€R
dont les propriétés ont été établies au chapitre 4.
Il résulte de (4.72) que si B est un vecteur constant alors le noyau intégral

de la projection IT%4(€) de L?(R?, C?) sur le sous-espace de Landau d’indice
v > 0 est défini par

2

B B
X (Lu—l (|Jfl — yﬂQg—h) ,qu + Ll, <|J]L — yl|252—h) Pi)

x exp (i & (z3 —y3)) -

B B T
Tpe(@,y) = % exp (ﬁz_h [—z‘(:cl —y1) (22 — o) — m—yﬂD

(5.17)

Ici P et P! sont les projections définies respectivement en (5.9) et en (5.10).
Pour retrouver (le cas ot v = (), nous convenons que

LO =1 et L—l =0. (518)

Ici les L, désignent les polynémes de Laguerre introduits en (4.33), normalisé
par L,(0) = 1.
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Dans le cas du champ magnétique géneralisé By, (u) donné en (3.18), le
noyau intégral de la projection IT} (u, ) est exprimé par

Trty,u,ﬁ(xvy)
B B — 2
= —6 2(;;15]5“) exp (—6 20;;(16) [—z’(m — 1) (T2 — Yo2) — 7. 9 o ])
X <Lu—1 <5B§—’;1(U)WL - yJ.F) Pg + L, (ﬁBg—’;L(u)WL - yJ_|2> Pi)

x exp (1§ (3 — y3)) - (5.19)
5.19

La pertinence de cette construction de IT} (u, ) apparait dans le lemme 5.3.3.
Notons que lorsque ¢ = 0, nous avons

Boi(u) =B, (5.20)
et que

I} (u, §) = p(€) - (5.21)
D’aprés (5.19), nous avons pour chaque v € N

Ty wel@,x) = (2m) " h ' BBy (u) . (5.22)

5.3 L’opérateur de Schrodinger magnétique mo-
difié

Dans cette section, nous allons préciser les régles de changement de coordon-
nées de 'opérateur

— ™2
(hp'+ BA)
lorsqu’on effectue un changement de coordonnées linéaire associé & une ma-
trice N

Lemme 5.3.1.

Soit N une matrice constante, réelle et symétrique, soit U un opérateur uni-
taire dans L*(R3) défini par

(Uf)(x) = A2 f(Nz), ¥ fe L*(RY), (5.23)
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avec
A = |dét N|; (5.24)
alors
(hf+ BAYN(h+ BA) = U~ (b + BA)T, (5.25)
ol
Alz) = NA(Nz) VazeR (5.26)
Démonstration.

Par la définition de 'opérateur U nous avons
U™ ¢(N2)U = ¢(x)

U™'VU = NV .
Nous pouvons alors écrire que
U (hj+ BA(2))?U =U""(hf+ BN Ay(N2))U - U (hj+ BN A(Nz))U

=N (hjj+ BA(x)) - N(hj+ BA(x))
—(hp+ BA(x)) - N*(hp + BA(x)).

Application
Soient M une matrice constante, réelle et symétrique, t €| — o, to[ et M, =

I +tM. Soit Ny = /I +1tM, en prenant N = Nt,ﬁ = ﬁt,ff = Eo’u et
A= EM dans le lemme 5.3.1. Nous obtenons
(hp+ BAou) My(hp+ BAo ) = Uy (hf + BAL)Th, (5.27)

avec

Aui(z) = NyAgu(Nyz) . (5.28)

Lci gom(x) = %Eo A x est le potentiel que nous avons introduit en (3.56).
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Remarque 5.3.2.

Remarquons que gut(x) et %éo,t(u)A x que nous avons définis respectivement
en (5.28) et en (3.18), ont méme rotationel :

=2 1 -
Ils sont donc invariants de jauge, il existe alors ¢y, tel que
=2 1 -
A%t(l') = §Bo7t(U[) N T+ v¢t,u~ (530)

En définissant Uy, Uopérateur unitaire par
Upy = €7 %l (5.31)

Nous obtenons alors

(hﬁ+ %Eo(u) A x) M, (hﬁ+ %Eo(u) A x) _ -

1 . 2
UtTJ (hﬁ‘f‘ §BO,t(U) A\ 33) Ut -

Il découle de la proposition 4.4.1 et de la proposition 4.3.1, les propriétés
suivantes de la famille (Ht” (u, f))

vEN,EER

Lemme 5.3.3.
Soit 1Y (u, &) la projection définie en (5.19), soient P}, Pl les projections
définies respectivement en (5.9) et en (5.10). Définissons

1, (u, &) =10} (u, )P, (5.33)
et
I, (u, §) = T0 (u, )P . (5.34)

Alors nous avons lidentité suivante

oo

S (2m)! / T (u, €)dE = 120 o) (5.35)

v=0 R3

De plus
(Piﬂgu,t + hﬁ& ’ &t(u)> Hg,u<u7 5) -

- (5.36)
((2 = 1)ABBo(w) + 26 + h|Ky(w)] ) 1], (u,€),



5.4. LOCALISATIONS 79

et
(P wpd,,, T BT ﬁt(U)) I, (u,€) =

. (5.37)
(20 + 1)hBBo(w) + 126 = hBIK ()| ) I, (1, €).

Ici gu,t est le potentiel magnétique défini en (5.30) et A(u) est défini en

(5.7).

5.4 Localisations

Nous introduisons

0 € C(R?), (5.38)
telle que
/ 0(x)* dr =1, (5.39)
R3
suppfd C B(0,1). (5.40)

Etant donné A > 0, nous définissons
Ox(z) = \7320(z/)), (5.41)

et nous appelons

02 () == O (z — u) (5.42)
la fonction de localisation en u a 1’échelle A. Nous avons

/ 0)(x)? dr =1, (5.43)

R3

et
veg(x)r dr = do\2. (5.44)

J.

Observons que par simple changement de variable nous avons

J.

2
veA(x)’ dr = do\~2, (5.45)
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ol
do — / V0(z) 2dz. (5.46)
R3

Plus tard dans notre application, A dépendra du paramétre h et nous aurons
besoin de supposer que A = A(h) vérifie

%E%Mh) =0, (5.47)
flliir(l)h)\(h)_l =0, (5.48)
et
}lLiir(l)h‘l/QA(h) =0. (5.49)
Définition 5.4.1.
Soit T ['opérateur défini par
T := (h + BA0) My (hjp + BAo) + hj3é - By . (5.50)

L’opérateur de Pauli modifié H, introduit en (3.6) s’écrit alors
H, = T+V+thﬁ<8-5+ ((Déo)z‘i) -5). (5.51)

L’idée est de décomposer 'opérateur T de maniére & pouvoir controler
plus tard les termes d’erreurs.

Définition 5.4.2.
Soient 01 €]0, 1] et

_1—-61/2

a=— 5, (5.52)

Définissons

Ts, = (hf + BAg) My(hg + BAy)

) } L. 5.53
+ahB 5-Bo+ﬁ(5-b+((DBo)Ei)-6) . (5.53)

Rappelons que nous notons par M, ’ensemble des matrices 3 x 3 réelles
et symétriques.



5.4. LOCALISATIONS 81

Lemme 5.4.3.
Soit x +— M(x) = {My}}—, appartenant a C3*(R?, M,). Soit to > 0 tel que

tol| M| < %, soit t € [—to, to| et soit My = I +tM. Alors, pour tout 6; €]0, i],

nous avons
(5 - —
Hy > (1—6,)Ts, + é[(hpm BA)? + hpB& - Byl + V. (5.54)

Ici Ts, a été introduit en (5.53).

Démonstration.
Pour d; €]0, [, nous écrivons

T=(1-6)T+6T, (5.55)
Soit to > 0 tel que to|| M| < 3, soit ¢ € [—to, to] alors
My=1+tM
1 (5.56)

> 1.
2

En remplagant (5.56) dans (5.50), nous obtenons
5T > %[(hm BAy)? + hfG - Byl + %hﬁ& - By. (5.57)
En combinant (5.55) et (5.57), nous obtenons
T +thﬁ<&~ b+ (DBy)a) - 5)

> (1= 60)[(h+ BA) My(hf+ BAo) + b B[5 - B

C o r s (5.58)
o5y @ T+ (0B )]
5 B .
+ 5 [(h+ BA)* + h57 - Bo).
En combinant (5.51) et (5.58), nous achevons la preuve. O
Définition 5.4.4.
Soit X € CF(R3) telle que
X=1 sur B(0,3/2), (5.59)

X=0 sur R*\B(0,?2). (5.60)
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Observons que

0<xY<1 dans R?. (5.61)
Soit
- 3 X
= (), (5.62)
o .
c= X(x)dx
([, x@as)
Alors
/ a(z)dz =1. (5.63)
R3

Pour 0 > 1, nous introduisons

Opn = 13(0,g+%) * XA

~ (5.64)
= / Xa(z —y)dy.
B(0, 0+%)
Lemme 5.4.5.
La fonction ©, ) satisfait les propriétés suivantes
0<O,,<1 dans R?, (5.65)
Opa=1 sur B(0,0+ ), (5.66)
supp O, C B(0, 2\ + o), (5.67)
et, il existe une constante cs > 0 telle que
- . Algyd -
VO, < c3l| Voo min (0 + 5)"A74 A7) (5.68)
Démonstration.
Nous avons
0O = [ Tale -y
B(0,0+%)
Ny o
R3

=1.
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Ceci achéve la preuve de (5.65).
Soit = € B(0, o+ A), alors, pour tout y € B(0, 3/2)), z —y € B(0, 0+ 3),
nous avons

0u(@) = [ Taogesy @~ 9Ty

<[ R (570
B(0, 0+%)
=1.
Ceci achéve la preuve de (5.66).
Soit x € R*\ B(0, o + 2X), alors pour tout y € B(0, %) nous avons
Iz =yl = [l = llyll |
Z [zl =yl (5.71)
>0+ A2,
Ainsi
(z —y) € R*\ B(0, 0+ 1/2), (5.72)
et
Ous(@) = [y oy @~ 1)Talo)dy
’ B0+ ) et (5.73)
=0.
Ceci achéve la preuve de (5.67).
Nous avons
VoL =V [ Ry
B(0,0+%)
T
= cA‘SV/ XN )y (5.74)
B(0, 0+%)
= c)\4/ vi(E—ydy.
B(0,0+%) A
Alors
V(@) < AV | ay
B(0, o+2%)NB(0, \)
- A
< AVl min (B0, 0+ ), 1B(0, ) (5.75)

~ . A
< 05)\74”VXH00 min <(g + 5)3, )\3> )

Ceci achéve la preuve de (5.68). O
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Lemme 5.4.6.
Supposons que S € C3°(R?, M). Il existe une constante c3 > 0 telle que

VA>0 Vo>1, V6 €)0,1/4, V feCPRC?,
nous avons

(f, (PrpayS?Pagao) ) > (1= 80){f, ©or(PrpaoS*Prsay)Oonf)

5.76
— 2e3 K257 f, [VOLES) (5.76)

Ici ©, 5 a été introduite en (5.64).

Démonstration.
Il résulte du Lemme 3.2.1 appliqué a g = ©, ) et 6 = 01 que

J.

dx

‘ 2

s[4 BAY @0 )] dx < 1+ 51)

R3

+ 2511h2/
R3

(008 (hir+ BA0)(f)] ()

(5@ | (70,)(@)] e

(5.77)
Par ailleurs, une intégration par parties nous donne
(£5 (b + BA0)S*(hp + BA)O,f) (578)
= (S(hp'+ BA)(Ognf); S(hp'+ BAo)(Opnf)) -
En combinant (5.77) et (5.78), nous obtenons
(f3 Oor(hii+ BA0)S*(hif + BA0)Oprf)
< (1+61) /R [(©00)S(hi7 + BAo) (f))(x)[*dx (5.79)

#2670 [ (5P @PIVOa) .

Comme 6, < 1 et que nous supposons que S est bornée, alors il existe une
constante c3 > 0 telle que

(f; Opr(hF + BA)S*(hF + BA)Ounf)
< (14 8)(S(hp+ BAY) f 5 S(hi+ BA) f) (5.80)
+ ZC3h251‘1<f; ]V®Q7A|2f).

Puis, une intégration par parties nous permet d’écrire

(S(hi+ BA)f; S(hp+ BA)f) = (f 5 (hi+ BA)S*(hp+ BA) f) . (5.81)
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En combinant (5.80) et (5.81), nous écrivons

(f 3 (hp'+ BAG)S*(hp + BAo) f)
> (14 6) 7 ; Opr(hF+ BAY)S*(hi+ BAY)Oif) (5.82)
— 263}12(5;1(1 + (51)71<f; |V@Q’)\’2f> .

Comme 6; > 0 alors
1> (1+6)" > (1—6).

Ceci acheve la preuve du lemme. O

Lemme 5.4.7.
Supposons que S € CP(R3, M,). Il existe une constante c3 > 0 telle que

VA>0 Vo>1, V& €)0,1/4], V feCPR,C?,
nous avons
(f3 Opa(hig+ BA0)S*(hp+ BAg)Opn f)
> /R 3<@g,wif - (hf + BAG)S?(hg+ BA)0)O, 0 f)du (5.83)

el / (Opnf 1 [VON20,5 f)du.
RS

Ici ©,, et 0 sont introduites respectivement en (5.64) et (5.41).

Démonstration.
Nous utilisons (5.45), nous obtenons que

(3 Opa(hp+ BAG) S (hip + BA)O, 0 f)

N . = o 5 (5.84)
- / 0221+ @0+ AA)S* 1+ 3A0) 04 .

Comme . B
(f 3 Opr(hp+ BA)S*(hp + BA)Opnf)

est réel, alors nous appliquons le lemme 3.2.2 avec Y = 07, et g = O, f, et
nous obtenons

(f'; ©pn(hi + BA0)S* (i + BA0)Opnf)
> / {Oua02f 5 (hii+ BA)S* (i + BA0)020,f)du (5.85)

e / (V)OS : 52(V0Y)Oprf ).
R?)
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Il résulte d’une intégration par parties et du fait que S? est borné, I’existence
d’une constante c3 > 0 telle que

(V)OS 5 S*(VO)OuNS) < 3(Opnf 5 [VOLO0S) . (5.86)
Ceci acheve la preuve du lemme. O

Définition 5.4.8.
Définissons la fonction

O, € CP(R?)

par
;)\ - (—)Q+/\7>\ . (587)
Etant donné o > 1, nous définissons la fonction X par
1 sixe B0,
Xo(x) = { . 0.0 (5.88)
0 sinon .

Définition 5.4.9.
Définissons Hy opérateur de Pauli localisé par

ﬁt = (1 — 251>®97)\T51@Q’,\ + VXQ(U) , (589)

ou Ts, a été introduite en (5.53).
Définissons l'opérateur reste R par

5 . .
R = Wi+ BAo) + Bh - Bo] + W, (5.90)

ou
Wr =V = (Vo) * (02) — es hA7%6,(65,,)° (5.91)
Ici ©} , a été introduite en (5.87).

Lemme 5.4.10.

Soit O, la fonction de localisation définie en (5.64), soit x, la fonction
caractéristique définie en (5.88). Alors, il existe une constante cqy > 0 telle
que

Vox>1, YA>0, Vte][—tyt), VfeCrRC? (5.92)

nous avons

(f, Hef)rems,c2) > / (03 f, ﬁt82f>L2(R3,(C?)du +(f, Rf)remsc2y - (5.93)

R3
Ici Hy est lopérateur de Pauli modifié introduit en (3.6).
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Démonstration.
Soit f € C(R3,C?); d’apres (5.54) nous pouvons écrire

87

(F, Hef) 2 (1= 80U, T f) + S0F, [+ B4, + 0B Buf) + 5, V).

Par ailleurs, il résulte du lemme 5.4.6 appliqué a S = M; que

(f. To.f) = (1= 00)(f, ©2T5,000f) — e W01 ([, (VO)*S).

D’autre part, il résulte du lemme 5.4.7 appliqué a S = M, que

(s OunTsOpnf) > / (a0 f 5 T5,020, 1 f)du

R3

—C3h2/ (Oonf 5 VO Oprf)du.
R3
Puis nous utilisons (5.45) dans (5.96) et obtenons

(5 0uaT5,00f) = [ (0,000  T5,020,f)du
RS

— csh*do A2 (f 5 (O,0)°f)

En combinant (5.95) et (5.97), nous obtenons

3 Taf) 2 (1=5) [ (0,02 5 T520,sf)du

— esh®doA?(f 5 (O0)2f)
— 3 h25TH(f 5 (VOL)PT) -

Ici nous avons utilisé
1
1—-96>0, & 6]071_1[

Nous avons

(5 (=80T ) = (=5 [ (0,000 5 Ts 6200 i

— (1= 81)esh®doA2(f 5 (©0)*f)
—c3(1=01) K267 (f 5 (VO S) .

Nous utilisons (5.99) et que
(1—6,)% > (1—24).

(5.94)

(5.95)

(5.96)

(5.97)

(5.98)

(5.99)

(5.100)

(5.101)
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Nous obtenons

(1 =00){(f; Ts, f) = (1 - 251)/ (©onbaf ; T5,030p0f)du

R3
— esh?do A" (f ; (©g0)%f)
— s W26 (f 5 (VO3 S)

(5.102)

Nous avons

(1=25) [ (02 5 (0T0 00+ (Vi)(0))02 )

—(1-20) [ (8] s ©4T50,0))du (5:103)
RS

+(1=200)(f, (Vxo) * 03f) .

En combinant (5.102) et (5.103), nous obtenons

(1= 6)(f: Ta /) > (1 - 25,) / 0]+ Hbf)du

]R3
— c3h?doA2(f 3 (Op)*f) (5.104)
— s K267 (f 5 (VO3 S)
— (1 =25)(f, (Vxo) * 03f) -

Il résulte de (5.104) que

(o (=0T, + D05+ BA) + b3 Bl + ) 1

> (1—251)/ (O0f 5 M0, f)du
N R3 (5.105)

+ 5 (f (b5 + BA0)* +h B - Byl f)

([ (Vo) = 03f) + (f, V')
- CSthO)\72<f ) (@g,)\>2f> - Ch25f1<f ) (V@Q,A)2f> :

Pour controler les deux derniers termes de droite dans (5.105), nous utilisons
(5.87) et obtenons l'existence d’'une constante ¢4 > 0 telle que

csh?do N2 (f 5 (©g0)°f) + es K07 (f 3 (VO,)2f)

< ea M2 T  (O00)2). (5-106)
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En combinant (5.105) et (5.106), nous obtenons
o, o -
(o (1= 00)Ts, + S [(h5+ A +h 35 - Bol + V) )

> (1 _251)/]@5@]0 ; Heb) frdu (5.107)

+ 27 [+ A0 + 155 Bolf)
+(f, ( (VXo) * 63 — ca h2do A 207 ( Z,,\)Q)f>~

Finalement, en combinant (5.107) et (5.94), nous achevons la preuve de
(5.93). O

5.5 Approximations

Soit f. € S(R3,C?) tel que {fi}2, soit une base orthonormée. Nous
souhaitons estimer (uniformément en N)

> /]R (i s O, fiddu. (5.108)
k=1

Ici H, est Iopérateur de Pauli localisé introduit en (5.89).

Lemme 5.5.1.
Il eziste une constante C' > 0 telle que pour tout v € R3, il existe une fonction
¢u € C*(R3;R) telles que

Vo eo gl Viel-11) Vf e S®,CY
et pour tout (h, 3) vérifiant (1.9) on ait, avec f, = e~ /" f,
(1= 03) HOLF 5 Hf) >
+ <¢93@@,A fus Boga, Mi(w)P, 55, 620, fu>

+ 1-(%/2) <92@g,,\fu, hBa- EO(U>02@Q’Afu>
o (5.109)

(0200nfu, th3 |6 Bu) + (DBo(w))ilu) - 5)| 020 fu)
N <93@M i <[ng(u) - Ce]) 06, fu> '

1—d3
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Ici Ay, est le potentiel magnétique défini en (3.56).

Démonstration.
Soit « € B(u, A), nous écrivons

M (z) = My(u) + My(x) — My(u)
> My(u) — sup |Mi(x) — My(u)|I. (5.110)
z€B(u,\)
Notons ici que I'inégalité matricielle ci-dessus est comprise au sens qu’elle est
vérifiée pour chaque élément.
Soit

Fy(u) =2 Zl(lp/\)|Mt(J}) — My(u)|. (5.111)
zeb(u,

En combinant (5.110) et (5.56), nous obtenons que
My(z) > My(u) (1 - FA(u)) . (5.112)
De plus, il existe ¢y > 0 tel que
F(u) < o, (5.113)
alors (5.112) sécrit
My(x) > My(u)(1 — Lo) . (5.114)
Par la définition (5.89) et par (5.114), nous avons

Onf s HOLS)
> (1 —261) (1 — LA\ (020,0f 3 PrpagMi(u) Py 540020, 0 f)
+ahB(1—201)(000,0f 5 G BofaOunf)
Fth A1 —26)(1 — 8) " x
(020,01 : (- Blu) + (DBo(w))i(u) - 5) 820,01 )
+(00f  (Vxo)(w)brf) .

(5.115)

Nous appliquons la proposition 3.2.5 (avec S? = M;, g = 0.}
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et f= @g,A€i¢"/hfu)‘

OLf 5 Hibo f)
> (1= 2600)(1 = bA)(1 =€) (0200 fu  Pr, Mi(w)Ps, 020,01, )
— (1 —201)(1 — loN\)e (02O fu i 00Oprfu)
+ah B~ 26) (R0 fu; 7 Bo(w)2O,f. )
—ahB(1—260)e (02O fu ; 02O fu)
FthB(1—26)(1—6)"
<92@g’)\fu ; (5 . E(U) + (Dgo(u))g(u) . 5) 02@Q7Afu>
—thB(1—28)(1 — &) e(@2Oprfu ; 02O u)

+ <91);fu ; (VXQ)(U)Hi\fu)'
(5.116)

En prenant, d3 = 49, et en rappelant que o > 1 (par définition, voir (5.52)),
la formule (5.116) s’écrit sous la forme :

(1= 8)7 (00 5 Fublf) =

<9A erfus P, Miw)Py, 020,01,
1—26 - B
ra (5 no (80wt 7 B0, L)

( 251
T (5.117)

—

(6200t (- 5w) + (DBy(w)(w)) - 7) 03Ot )
i <92fu : (VXQ)(U>01’>fu>

1— 05
— 10| (030pafu s 020,01a) + 1B (00,0f: 0200 f1)
FERB (001 030,1) ]

En utilisant le fait que 0 < 0, < 1 et que ¢t €] — 1, 1], nous réécrivons la
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formule (5.117) sous la forme :

(L= 05) 7 (03F s TS ) =
(02040fu s Pa, Mi(w) Py, 02050 f)

(1—24,) .= B
o5 M08t s 7 Bo(uatu)

oo
(020,000 3 (5 -Bu) + (DBo(w)i(w)) - 7) 02,0 )

\% u) — 10C,,4€] -
_ <9{>@g,)\fu : [( XQ)( 1)_ 53 } 02\@9,)\fu> ]

Ici, la constante C,,,, & été introduite en (1.9). Ceci achéve la démonstration.

[]

Remarque 5.5.2.

Comme la famille (fi)r est un systeme orthonormal, alors pour tout u € R?,
(feu)k Uest aussi. Pour cette raison nous omettrons dans tout ce qui suit la
dépendence en u dans la notation et nous écrirons simplement fi, au lieu de

fk,u'

5.6 Calcul du terme principal

Soit ‘H, l'opérateur de Pauli localisé introduit en (5.89) et soit P, que
nous avons défini en (5.11).
Etant données deux fonctions f(h, t; z) et g(h, t, ;x), nous écrivons

f(ha t; ZE) = Ounif (g(ha t; ZE))

pour dire qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tous t €] — 1,1] et
h €]0, 1], nous avons

|f(h, t; )| < Clg(h, t; )] VazeR.

Le ceoeur de la démonstration du théoréme 5.1.1 est contenu dans ’énoncé
du lemme suivant.
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Lemme 5.6.1.
Il eziste une constante C > 0 telle que, pour tous o > 1, A >0, t €] — 1, 1],
d3 > 0 et (h,B) le couple de paramétres vérifiant (1.9), on ait,

/R 3 > (02 fr . H) fi)du
k

> _p3 / P (hﬁBO,t(u), hBBo(u) + Wiu) + Ce + rT(u)>
{lu|<o+3A}

1— 05 h
PR (hﬁBO,tm), —hBoy(u) + %{;OE ¥ r,g(u)) du
— CA(o+3)\)%,
(5.119)
() = Ouniy (J) (hﬁ At(u)>, (5.120)
rh(u) = oumf((sg)( - hﬁAt(u)), (5.121)
Wh(u) = =V (u) — h B A(u), (5.122)
et

Whu) = =V (u) + h B A(u). (5.123)

Ici A¢(u) a été introduite en (3.20), € a été défini en (3.59), et pour k € N, Py
a €été introduit en (5.11).

Démonstration.
Nous commengons par estimer séparément les quatres termes du membre de
droite dans (5.109). Commengons par calculer le premier terme.

Calcul de <92@9,Afk7u ) ﬁhﬁ,%,“Mt(U)P’h,ﬂﬁo,u%@g,kfk,w

Nous avons

<92@Q,>\fk,u ) ﬁh7 5go7th(U)13h7520#(92@9,Afk,u>

(5.124)
= (0200 fru s UbUsiPy 54, Mi(W)P, 530 Ui Up by ©onrfiu)
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ou Uy, est Popérateur unitaire défini en (5.31).
Par application de (5.32), nous obtenons que

<9 G)Q)\fku 3 tu (UtuPh 5,4 Mt( )Ph BA UTJ)Ut7u93®Q7Afk7u>

(5.125)
= <(Ut,u6u) g,)\fk,u ) Ph7ﬁgt7“<Ut,u62) Q,/\fk,u>7

ou A\w est le potentiel magnétique défini en (5.30). Par ailleurs, nous avons
Pl+PL=1, (5.126)

ot P et P} ont été définis respectivement en (5.9) et (5.10). En utilisant
(5.126), nous écrivons

(Ut 072)Ogr frou ; ff2%4 (Unu2)O g fiu)
= ((U1ub)O o [ ; P;ﬁA PL(Utu02)O o fru) (5.127)
+ ((Ueu))O i frw P,fﬂA Poi(Urub)Opr freu)
Enfin, nous avons
(0200nfiu s By gy Mi(w)P, 57, 02002 fru)
= ((U1u0)O o fru ; P,f 870 Pl (Usub2)Op fr) (5.128)
+ ((Ueu8))O o frw P,f s, PuUtu0)Og fiau) -

Nous calculons maintenant le deuxiéme terme du membre de droite dans
(5.109).

—

Caleul de (020, fi, hB(F - Bo(u) + 1 - B(u) + H(DB)) 020, fia)

Rappelons que
A, = By +tb+ t(DBO)&.

En utilisant
& -iy(u) = Pl — Pl

nous obtenons
(030 fis hB(5 - Ro(0)) 220, fia)
= (0200 fra BB (Du(w)F - (1) ) PLO2O 11 fie) (5.129)

<0 @g )\fk’uy hﬁAt(u) TQA@Q )\fk,u>
<(9)\ Q)\fkua hﬁAt(U)Pie 6@ /\fk,u> .
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Enfin, nous calculons le dernier terme du membre de droite dans (5.109).

Calcul de <0;\@g,,\fk,u, ([VXQ(U) — OEL) ei\@é))\fk,u>

1—43

En utilisant (5.126), nous écrivons

S 0200 S ([V"Q(”) - Ce]) 020, fia)
- Z Utu Q)xfk,u ; <[VXQ(U> - CE]_) ,PT(Ut,u93>®Qv)\fk,u>
=1

V — Ce|_
+Z Utul)Og S <[ nguz 5 d )Pi(Ut,uQi‘)@g,Afk,uf

(5.130)

Conclusion

En combinant (5.128)-(5.130) et (5.109), nous obtenons

[e.9]

(1= 83) " (0N i, Hb2 i) > D (Ul fica s HIP (Ural))Opr froa)

k

k=1
+ 3 A(Uab)Oon fion» HiPHUpub2)Opr fiu)

k=1
(5.131)
ol
H] = P2+ hBA(u) - ([VXQEU) = CE]‘) , (5.132)
w,t — 03
et
Hi= P2 —hBA(u) - <[VX@§“) = Ce]‘) . (5.133)
u,t — 03

Nous utilisons 'identité (5.35) dans (5.131), nous obtenons

2m) (1= 63) 1> (0nfi . HiO) i)
k=0

).
RU

+/Ri

v=

Mg

Z <Ut7U92®Q7)\fk,u ) ﬁgnz(ua g)quUt,uei\@g,)\fk,u> dé- (5134)
=0

O

Mg

(V8200 frs HITE (0, PLULOLO p fra) dE

?r

=0
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ot H] et H} ont été définis respectivement en (5.132) et en (5.133). Nous

utilisons (5.36) pour écrire

HITIY (u, )P = ( [(2v = 1)hBBo,(u) + R*€*] + h A (u)

B ([ng(u) — Cel-

i v
M ) )Ht (1,7,

et

HIT (u, &P = ( [(2v + 1)hBBo(u) + h*E*] — h BA(w)

1—45

- (P ) )Hﬂu,é)m.

Ici Ay est introduite en (3.20). Par ailleurs, nous avons

S (BB T PO )
< b [T 0 PL )
Par ailleurs

[V 0 € P02 2]

= [ (V0ll) @0, 8) 2P (U12)

Nous utilisons (5.22) et (5.39) nous obtenons

/R S(Ut’uei)(x)l_[;’(u, &)z, 2)Pl(Upuby)(x)d x = Qiio—m ‘

D’une maniére similaire, nous calculons

B,
Z<(Ut,u‘92)@g,)\fk,uaH;/(U,g)Pi(Ut,uez)@g’)\fk’u < BBy (u)

)
k=1

21 h Ay(u)

(5.135)

(5.136)

(5.137)

(5.138)

(5.139)

(5.140)
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En combinant (5.134)-(5.140), nous obtenons

(2m) 7 (1= 05) ™" (00 fie, Haf )

k

TR

[VXo(u) = Ce]-
1—

M/E:Q?%L )[2-+mhﬁ3w@o+h%2

— h B A(u) — ([VX@i 1;306]_ +r}{(u)> ]fzg.

R BAu) — ( +wﬁ@n)]_dg (5.141)

Remarquons ici que la premiére somme sur v dans (5.141) commence a v = 1.
Ceci résulte du fait que, pour v = 0, I1°(u,£)P! = 0 et en conséquence,
H I (u, £)P) = 0.

Nous calculons explicitement les intégrales par rapport a & dans (5.141).
Posons

_ [Vxelu) — Cel-

Wg(u) 13 —h B A (u) ( )
3 5.142
i) = el =C a0,

Alors, nous obtenons

(1—=05)"" (62, Hib, fi)
p

3(55;—% (20 = 1) BBoy(w) — (Wh(w) + r}(w)) ]3/ © (5149

M8

v=1

BBy (u)
3(hm)? Ay(u)

[@y+1ymﬂﬁgu)—(w@@o+rﬂu»}7{

NE

Il
o

1%

En utilisant la définition (5.11), avec B = By (u), W = W](u) + 7] (u)
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pour k =0 et W = W}(u) + 7} (u) pour k = 1, nous obtenons

[ (02 Futl i)
R3 k

> —h_3/ At_l(u) Py (hﬁBO,t(u)v h3Bo(u) + WJ(U) + 7’}1(“))
{lul<o+3A}

+ P (hﬁBo,t(u), —hf3Boy(u) + W}(u) + rﬁ(u)) ] du.
(5.144)

Pour achever la démonstration, il suffit de remplacer Wg (respectivement,
W) par W' (respectivement W') dans (5.144). En fait, on a,

/ A )Py (RBBos(w), hBBoa(u) + W (u) + rl(u) ) du
{lul<o+3A}
_ / Ay () Py (hBBo (), hBBo () + W] (u) + r}(u) ) d
{lul<e}

4 / A (w)
{o<|u|<p+3A}
Ce

% P (hﬁBoyt(u), W3Bos(w) + 15~ (1 + 0(53)> (hﬁAt(u)>) du.

Comme x,(u) = 1 lorsque |u| < g et comme il existe une constante M > 0
telle que

0< A (u)P, (hﬂBo,tm), hBBo,(u) + . (1 v o<53)) (hﬁAt(u))> <M

1— 05
pour tous u € R3, 3 €]0,1/4] et € €0, 1], on obtient

/ A7 )Py (BB (), h3Bo,(u) + W (u) + r}(w) ) du
{lu[<e+3A}

< / A (u) Py <hﬂBo,t(u)7 hBBy +(u) + W' + Ti(u)) du + 9t Mo + 3\)?
{lu[<e}

< / A7) Py (hﬁBo,t(u), hBBo(u) + W (u) + r,ﬁ(u)) du + Mo+ 3))>2.
{lu|<o+3A}
De la méme maniére on estime le terme
/ A )Py (RBBos(w), ~h3Bo,(u) + Wi (u) + 1} (w) ) du.
|u|<o+3A

Ceci acheve la preuve du lemme. O
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Afin d’extraire complétement le terme principal de la trace négative de
lopérateur de Pauli H, il reste a estimer les deux termes (cf. Lemme 5.6.1)

T
/ P (hﬁB(),t(u), hB3Bo(u) + w + T}TL(U)) ] du
|u|<o+3A

1 — 93
/IUS9+3A

Ceci fait 'objet des deux lemmes suivants qui complétent ’énoncé du lemme 5.6.1.

et

1
Py (hﬁBoﬁt(u), —hfBBy(u) + %;CE + T}L(u)) ]du.
— U3

Lemme 5.6.2.

Soient o > 1, A >0, t €] — 1, 1], soit (h,3) le couple de paramétres vérifiant
(1 9), et soit d3 €]0, 1[. De plus, soient By lintensité du champ magnétique
BOt que nous avons défini en (3.18), W' le potentiel modifié introduit en
(5.122) et r}(u) le reste défini en (5.120).

Alors il existe une constante C > 0 et une fonction
]07 ho] XR+X [17 +OO[X]07 hO] X]_la 1[X]O7 1[9 (ha ﬁ? 0, )‘7 ta 53) = R(h7 67 0, >\7 ta 53)

telles que

hs / P (hﬁBO,t(u), hB3Bo4(u) + (w + r;(u))) du
[u]<o+3A 1 — 03

<h? / Py (h3Bos(u), h3Bos(u) + W'(w)) du+ R(h, 3, 0,1, 83)
: (5.145)
Ici, la fonction R(h, 3,0, \,t,03) satisfait
AM >0, V(h B0 At d3)€]0,1[xR, x [1,4+00[x]0,1[x] — 1,1[x]0, 1],
|R(h, 3,0, M\, t,65)] < M [(65+ €/2(0+ 3\)*) h™3 + 63 F (W],

et Fnp est la fonctionnelle de Lieb-Thirring réduite que nous avons définie

en (2.21).

Démonstration.
Rappelons que P; (b, w) a été introduite en (3.11). Définissons

3/2
(b, w) 3W2Zb[ v—1b—w| . (5.146)
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Remarquons que
Pi(b,b+w) = Pl (bw). (5.147)
Nous vérifions aisément que les fonctions
w +— P(hb,w),
et

w +— Op P (hb, w) = aiPT(hb,w) , (5.148)
w

sont croissantes.
Il résulte du théoréme des accroissements finis que

0 <|P'(hB,W + W) — P'(hB,W)|

— i (5.149)
< |W|max{9,P"(hB,W + W), 0, P"(hB, W)} .

Nous appliquons (5.149) avec

— T
W= (WlL:;CG + r,l(u)) —Wh(u), (5.150)

— 03
et

W =Ww'(u), (5.151)

nous obtenons

0<

P! <hﬁ30,t(u),

< 2‘wT(u)+r,§(u) +Ce

wi C
(u) + e+ 1

r (u)) , agPT(hﬁBojt(u),WT(u))}.

max {GQPT (hﬁBO,t(u)’ 1 — 53 h

(5.152)

Le seul point qui reste maintenant est d’estimer le reste, c’est-a-dire le
terme a droite de (5.152).
Il résulte de (1.32) l'existence d’une constante ¢ > 0 telle que

Vhelol], YVBeR, WeR,, (5.153)



5.6. CALCUL DU TERME PRINCIPAL 101

nous avons
0 < 0P (hB,W) < chB|W |2 4 ¢|[W*/2. (5.154)

En combinant (5.152) et (5.154), nous obtenons une constante ¢ > 0 telle
que, apres intégration, nous avons,

/ A7 ()| x
{Ju|<o+3X}

P! (hﬁBQt(u), 15 + Th(u)) — p! (hBBy(u), WT(u)) du

< ’5/ |65 W T (1) + Ce + r,t(u)y max {hﬂHBO,tHOJWT!l/Z LRSS
[u|<o+3X

3/2

pdu.

(5.155)

Wi () + C
W +Ce 1

1— 05 n(®)

1 o 53 Th (U)

h3]| Bo.tl| o

Ici nous avons utilisé que A, 1(u) est borné uniformément par rapport a t et
a u. _
Grace a (5.120), 7‘,1 est a support compact et il existe une constante C' > 0
telle que, pour tous h €]0,1], t €] — 1, 1] et d3 €]0,1/4], on a,

/| eI o r,1<u)| ma { B Bo oo W1]1/2 + W12,
u|<p+3X

" }du

WT(u) + Ce
hﬁ“BO,tHoo 1_—(5?)+7‘h(u ‘——I— 1

ra(u)

1— 65 h

< / 105 () + Ce| max {h@HBO,tnoova|1/2 W,
|u|<o+3X

3/2

(5.156)

A
w (u)+C’€+TT

W(u) + Ce
M LU e LI UR

1 — (53 Th ('LL)

Ici, nous avons utilisé aussi ’hypothése sur V' € L¥2(R3) N L52(R?) et les
deux estimations suivantes :

W2 <o (14 W), WP <oy (14+ WP2), (5.157)

oll ¢; > 0 est une constante universelle.
Comme pour tout p > 0, il existe une constante c, > 0 telle que
PR A — + - 7

1 — 53 Th(“) 1 — 53
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il résulte de nouveau des propriétés de T‘}Tl (T’}TL est a support compact et a
l'ordre de d3) et des estimations (5.157),

[ 1awi) + e max {wnBo,tnoova|1/2 WP,
|u|<o+3X

3/2
}du

1
W (u)+06—|—7’T

| Bolo | =+ rh(w)

1—53 h

<[ wiwod maX{hﬁHBo,tlloo\WTl”Q P,
|u| <o+3X

3/2

T ~
W (U)‘"CG }du+C/53,

8Bl |~

VVT )+ Ce
1—53

(5.158)

ot C' est une constante positive.
Comme C' > 0, € > 0 et 03 €]0,1/4[, on obtient I'existence d’une constante
¢ > 0 telle que

max {hﬁ||Bo7t||oo|WT|1/2 4 |WT|3/2

W (u) + Cel' W(u) + Ce
|| Bot| oo 10, ‘1——63

< B Bodlloo [W ()2 + W (w) /2 + /2]

} (5.159)

En utilisant les estimations en (5.157), on obtient,
[ ehsBule (WP 0 4 ]
lu|<o+3X

< 2016h6||Bo7t||00/ [T+ W () [*2 + (W (u)|*/?] du (5.160)

|u|<o+3A
< 2¢1€hf3 {w(g +3))? +/ (W T () [¥2 + (W ()[*?) du} :
RS
De la méme maniére on estime le terme

/ 831 ()| [IW (@) + (W ()P 4 €/2] du

e (5.161)

< b (we1/2<g+3A>3 + / (W @)+ W (w)P?) du) ,
R3

oll ¢ est une constante positive.
En combinant les estimations (5.152)-(5.161), nous achevons la démonstra-
tion du lemme. O
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En suivant les mémes étapes que dans la démonstration du lemme 5.6.2,
nous obtenons dans le lemme suivant le controle des erreurs dues aux termes
‘spin down’.

Lemme 5.6.3. Soient o > 1, A > 0, t €| — 1,1], soit (h,3) le couple de
parameétres vérifiant (1.9), et soit 0 < d3 < 1. De plus, soient By l'intensité
du champ magnétique §07t défini en (3.18), W le potentiel modifié introduit
en (5.122) et ri(u) le reste défini en (5.120).

Alors il existe une constante C' > 0 et une fonction

]07 hO]XR+X [17 +OO[><]O, 1]X]_17 1[X]07 1[9 <h7ﬁa 0, )\7 t7 53) = R/(hﬁﬁ’ 0, )\7 t7 63)

telles que

!
h_3/ Py (hﬁBovt(u), —hBBy(u) + (w + ri(u))) du
[u|<o+3X 1—465

<h? / Py (hBBo(w), =hBBo(u) + W (u)) du+ R'(h, B, 0, A, 55).
R3
(5.162)

Ici, la fonction R'(h, 3,0, A\, t,03) satisfait

iM >0 v (hvﬁa 0, A7t763) 6]07 1[XR+ X [17+OO[><]O7 1[X] - 17 1[X}07 1[7
[R'(h, B, 0,\t,85)| < M [(35 + €/%(0+ 3N)%) h ™% + 63F55(WH)]

et Fnp est la fonctionnelle de Lieb-Thirring réduite définie en (2.21).

5.7 Controle du reste

Afin de compléter la démonstration du théoréme 5.1.1, il reste (gréace
aux lemmes 5.4.10, 5.6.1, 5.6.2 et 5.6.3) & controler le reste Y, (R fx, fr) qui
apparait en (5.54). Ici,

5 . -
R = Xk + A0 + Bh - Bl + W), (5.163)
et
Wy =V = (Vi) # (6% — s AT (O5,)7 . (5.164)

La clé de 'estimation est I'implémentation d’une inégalité de Lieb-Thirring
(cf. le théoréme 2.1.1) qui nous conduit a l'estimation d’une fonction du
potentiel W, seulement.
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Lemme 5.7.1.
1l existe une constante C' > 0 telle que, avec les notations ci-dessus, on ait,

V6, €]0,1], Vhelo,1, VNEN,

N
2
> (R i) 2@oc2) = —C1 Ghg (5—[Wr]—) ,
k=1 !
ot Gy g est la fonctionnelle de Lieb-Thirring définie en (2.23).
Démonstration.
Notons que

01 = 2
R = EH (haﬁBm 5_1Wr> )

ou 'H (h, 3B, %Wr> est I'opérateur de Pauli introduit en (2.7).

Rappelons que (fi)r est une base orthonormée de I'espace propre
K C L?*(R3;C?) associé au spectre négatif de 'opérateur de Pauli

— —

H(h, BBy, V,@) =B, ;5 Mi(«)P, 5 + hi5 - (éo(x) + tz?(x))

L thg ((Déo(x))z‘i(x) : 5) + (Ve ().

Il résulte du principe variationnel (théoréme 2.2.2) que

> (R fi) = %z};ek (H (h,ﬂéo, %Wr)) :

k

ou ey (H <h, ﬁgo, %WJ) désigne la suite croissante des valeurs propres

strictement négatives de 'opérateur 'H (h, BB%, %Wr>.
L’application du théoréme 2.1.2 achéve la démonstration du lemme. O

Le reste de cette section est donc consacré a ’estimation du terme d’erreur

G (301

Ceci sera exprimé a 'aide des fonctions suivantes :

ea(h, B, 0) == 1’ [Gns (ViR \ B(0, 0))]
e_(h ) =P sup [Gns(V(—y) - V)]. (5.165)

lyl<X
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Ici, B = B(h), 0 = o(h), A = A(h) et la fonctionnelle G, 5(V;R*\ B(0, o)) est

définie par :

DR R NWH 5V s Gy s (VR B(0, 0))

ou
5/2
Gus (ViR BO0) =1 [ W)
R3\B(0,0)
_2 3/2
sh Bl [ )|
R3\B(0,0)

S IEABLO B [ |V
R3\B(0,0)

08Bl [ |V fis.
R3\B(0,0)
Lemme 5.7.2.
Soient V € L*2(R3) N L32(R?), V.€ WHH(R?). Supposons que
lim o(h) = +o0,

et que B(h) vérifie 'hypothése (1.9). Alors on a

Démonstration.

(5.166)

|- ’dx
(5.167)

(5.168)

(5.169)

Sous I'hypothése (1.9) sur ((h), on peut trouver deux constantes C' > 0 et
ho €]0, 1] telle que pour tout h €]0, hg|, on a :

h? [gh,ﬁ <V; R*\ B(0, Q)>] = O</RS\B(0 0)

+

_|_

+

Nous notons

ow=[ (Mvm]_

5/2 ‘

dx

v)["

3/2

/R . [V(x)]_) dr
/R3\B o V(x)],’da:
/ o V[V(x)]_‘da:>.

’3/2

xT)|l—

+ V@) |+ vV

(5.170)

]_Ddx.

(5.171)
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Sous les hypothéses V € L2(R%*?2) N L2(R%/?), V € WHL(R?), on a d’aprés le

Théoréme de convergence de Lebesgue

lim ©(p) =0.

o—+o0

Comme ¢ = g(h) est tel que }lLiI%Q(h) = +00, et que

2 (. B(h), o(h)) < CO(elh)

On en déduit que
tim &5 (1, B(h), o(h) ) = 0.

Lemme 5.7.3.
Soit Ve L'(R3 R) alors

}\11)% F1<)\) =0 )
o
['(V,\) = sup V(e —y)—V(x)|de.
ly|<A JR3
Démonstration.

Soient V' € L*(R3,R), V,, € C5°(R3, R) tels que
n—-400

lim |V (z) — Va(x)|de = 0.
R3

Soit n > ng tel que
€
”V - Vn||L1(R3,R) S g

On a par la formule de Taylor

T1(Vi, \) < <sup |vvn|) <V01(Supan)> Al

Par ailleurs,

F1<Vv, )\) < F1<Vm )\) + 2HV — VnHLl(R3,R)

2
grl(vn,A)+§.

(5.172)

(5.173)

(5.174)

(5.175)

(5.176)

(5.177)

(5.178)
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Il résulte de (5.177) que pour tout

-1
A < e (3||VVnHOOVOl(Supan)> ,
on a

1 (Vi A) < [|VVa]oo Vol(SuppVi)|A| < % (5.179)

En combinant (5.178) et (5.179), nous obtenons que
Ve>0, 3 N>0 telque I'(V;N)<e ¥V A |A] <X  (5.180)

Ceci acheve la preuve du lemme 5.7.3. O
Lemme 5.7.4.
Soient V € L*?(R3) N L32(R?), V.€ WHH(R?). Supposons que
lim A(h) =0, (5.181)
et que B(h) vérifie Uhypothése (1.9). Alors on a
}1}1% e_(h,A(h))=0. (5.182)
Démonstration.

Sous I’hypothése (1.9) sur G(h), on peut trouver deux constantes C' > 0 et
ho €]0, 1] telle que pour tout h €]0, hy[, on a :

Grp(V(—y)—V)<CI(y), (5.183)

Viw =)=Vl det [

+/R3 [V(:c—y)—V(a:)]‘d:c—Ir/

" (5.184)
On a
o< [ s [[V(w ) - V)| da
+ /3 sup |[V(z —y) — V(x)]_‘g/zdx
R lvlsA (5.185)

—i—/R sup |[V(z —y) — V(a:)],‘dx

3 lyl<A

+/R sup V[V(x—y)—V(z)]_‘dx,

3 Jyl<A
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ou

I'(A) = sup I'(y) .

[yl<A

Notons maintenant que, si V' € C5°(R3,R), le théoréme de Lebesgue nous
donne

lim ( sup r(y)) ~0. (5.186)

A=0 Ny j<a

Dans le cas géneral, on a par un argument de densité (voir le lemme 5.7.3)
le méme résultat.

Comme A = A(h) — 0 lorsque h — 0 et ¢ (h, )\(h)) < CF(A(h)), on en
déduit que

}lllir(l) e_(h,A(h)) =0.

O

La fonctionnelle G, g <%[Wr]_> s’estime & l'aide de l'inégalité de Jensen

(voir par exemple [19]), dont ’énoncé est rappelé ci-dessous.

Lemme 5.7.5. (Jensen)
Soit (2, A, u) un espace mesurable tel que pu(2) = 1. Si g est une fonction a
valeur réelle et p-intégrable, et si

p:R—R

est une fonction convexe, alors,

w(/ﬂgdu) S/st)(g)du-

Revenons maintenant a I'estimation de Gy g (%Wr).

Lemme 5.7.6.
1l existe une constante C' > 0 telle que, avec les notations ci-dessus, on ait

V6, €]0,1[, Vheo 1, V€1, Veo>1,

2 _ _
G (;m) < OO [ea(h, B, 0) + 2 (b, A) + 8770202 (0 4+ 30)°)
1

Ici es(h, B, 0) et e_(h,\) ont été introduites en (5.165).
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Démonstration.
Dans tout ce qui suit, C' désigne une constante positive indépendante de h
et de d; et qui peut changer d'une ligne a l'autre.

I découle de la définition de Gy g (%WT> (cf. (2.23)),

Grs ((%w) < €67 G (1= X))V * (62)?) (5.187)

G (V= V 5 (0)%) + Gnp (A2571(0),0)?) |.

Comme la fonction O} , est a support dans la boule B(0, ¢ + 3A), le dernier
terme en (5.187) s’estime simplement sous la forme :

Grs (RPAT2071(075,)%) < O6;2A72h2 (0 + 30)°, (5.188)

ol nous avons utilisé aussi le fait que \ > h.
Les deux autres termes a droite de (5.187) s’estiment a l'aide du lemme de
Jensen. Montrons que :

Ghp (1= Xo)V % (62)%) < Ch™%ea(h, B, 0). (5.189)

En fait, notons que, d’aprés la définition de la convolution,

5/2

. ‘(1 — Xo)V * CNE (x)’ dx

:/RB

Comme la fonction

52 (5.190)
[ 0= xv@)] 66—

R3S s— |s|/?

est convexe et

[ @re—nd=1

on a d’aprés le lemme 5.7.5 (appliqué avec la mesure (0,)%(z — y)dy),

/ [ 0= V@) 67 - )y

[ [ 10—V 6 - s

5/2
dx

(5.191)
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En utilisant le théoréme de Fubini et le fait que ng 0x(x)dx = 1, on obtient,

/Rs R3 - XQ)V(QU)P/Q (00)*(z — y) dy d

< [Pt ([ ore-nag)a G
- [ 10—V i

En combinant (5.190)-(5.192), et en utilisant le fait que x, est la fonction
caractéristique de la boule B(0, ) C R3, nous obtenons finalement

/ (1= )V * (60)? (02 da

< / V(@) de.
R3\B(0,0)

En faisant la méme analyse pour les autres termes en Gy, 5 ((1 — x,)V * (0))?),
puis en rappelant la définition de e3(h, 3, 0) en (5.165), nous déduisons en
suite 'estimation (5.189).

Par des arguments similaires, nous démontrons que

(5.193)

Ghg (V =V % (6,)?) < Ce_(h,\). (5.194)
En combinant (5.187), (5.188), (5.189) et (5.194), nous achevons la démons-

tration du lemme. O

5.8 Fin de la démonstration du théoréme 5.1.1

La démonstration du théoréme 5.1.1 découle maintenant simplement des
lemmes 5.4.10, 5.6.1, 5.6.2, 5.6.3, 5.7.1 et 5.7.6. En fait, il résulte de la com-
binaison de ces lemmes la minoration suivante :

S en(He) > Esro(hB, Boo, V) — h°R, (5.195)
k

ou

R=C |8+ A+ e/?)(0+3))°

+ 0,2 (2alh, B,0) + (b A) + 0, P A2h¥ (0 + 3A)°) ] ,



5.8. DEMONSTRATION DU THEOREME PRINCIPAL 111

et C' > 0 est une constante positive indépendante des paramétres du pro-
bléme. _
Nous choisisons les parameétres 91, d3, A, 0 d’'une maniére telle que le reste R
est petit lorsque h — 0. En fait, prenons

A(h) €]h7/8 BT,

On vérifie que
e(h) = CyhM*

et
A"2h? < e(h).

Ici €7 > 1 est introduite dans la proposition 3.2.5. Puis prenons p tel que
e(W)2(0+3N)3 <1 (h—0).
Nous prenons finalement d3 = 49, et

5y = [ea(h, B, 0) + 2_(h, ) + e(h)2(0 + 33 /* < 1,

lorsque h — 0. Avec ce choix de paramétres, on obtient R = o(h) et en
conséquence, (5.195) devient

Z en(Ht) Z Escl,t(hﬁu BO,t’ V) + O(h_s)' (5196)
k

Pour conclure, notons que, avec nos hypothéses sur B, V et la matrice M,, il
existe des constantes C’ > 0, C” > 0, to > 0 et hy > 0 telles que, pour tous

h €]0,hg] et te [—tg,to)

on a

O/h—3 S Escl,t(h'ﬁa B07ta V) S th‘_S'

Ceci achéve la démonstration du théoréme 5.1.1.
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Chapitre 6

Développement asymptotique du
courant en régime semi-classique

6.1 Théoréme principal

Rappelons la définition de 'opérateur de Pauli
H(h, BBy, V) = (—ihV + BA0)* + Bhd - By +V, (6.1)
ol le potentiel scalaire V € L32(R?) N L5/2(R?) vérifie
VV € Ly (R),  [V]- € WH(RY),
et le champ magnétique By € CH(R?*; R) N L>(R? R?) vérifie
c1 < |Bo(z)| < Cy, VaxeR? (6.2)

pour deux constantes positives c; et Cf.
Nous prenons le potentiel magnétique Ag sous la forme

1

Ap(z) = / s (éo(sx) A :L‘) ds (z € R?)
0

tel que rot A = B%.

Notons 1} o <H(h, BBy, V)) le projecteur spectral sur ’espace propre

associé au spectre négatif de 'opérateur H(h, BB, V). Le but de ce chapitre
est de décrire le terme principal du courant [p; Jns(x) - @(z) dz lorsque le
parameétre semi-classique h tend vers zéro. Rappelons que, le courant total
est défini comme la distribution :

Jis O (RERY) 2@ tr | Js(B0) ) ol (H(h, BB, V)| (63)
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ot I'opérateur Courant <]_;L“3 est défini par :
Ths(@) = T (@) @ 1de2 + h & - b,

avec .
b =rot a, Jgﬁ =a- Ph,,BAO + Ph,,@AO - d. (64)

Rappelons aussi la définition du gradient magnétique
Pyga, = (—iV + BA), (6.5)

Introduisons ’énergie semi-classique indépendante du paramétre h :

Vi€ Ry EBV)=- [
R

_ /IRS B (,UBO(U), [V(U)]_>du,

Pi(nBo(w), [V (w))- ) du oo

ol, pour un entier k£ € N, nous rappelons que la fonction Py est définie par
1 & 3/2
Pulb,w) = o Z; b[zub - w] o (6.7)
Introduisons aussi I’expression de I'énergie semi-classique £, ;, pour tout p €
R, , et pour tout t €] — tg, to],
E,(Bog, V)
__ / A ()P (1Bo(u), pBo () = V() — () ) du
R3 (6.8)

— [ AT @) Py (Bo (), —uBog(w) = V(w) + pdhu(w) ) du,

R3
ol A\; est défini pour tout u € R? par
Ay(u) = |dét (Ny(u))], (6.9)
et

Ny(u) = /1 +tM(u). (6.10)

Rappelons que Nt(2) est la matrice associée a N; dans la base
(e2 N es, e Aey, €1 A eg) vérifiant la relation :

CPO(uAv)=Cu) AC(v). (6.11)



6.1. THEOREME PRINCIPAL

Plus explicitement, C?) est donnée par
2
C22C33 — Ca3 C23C13 — C33C12 C12C23 — C22C13
2 2
C( ) = C23C13 — C33C12 C11C33 — C3q C13C12 — C11C23
2
C12C23 — C22C31 C13C12 — C11C32 C11C22 — €7y
Rappelons que le champ magnétique By, est défini par

Bos(u) = NP (u) By(u).

Rappelons aussi

Ay(u) =

Bo(u) + t(z?(u) + (Déo(u))é(u)) ' Vu e RS,

Ici nous rappelons que @ est défini par

g N d
By

a=

Nous rappelons aussi que

DE: 8 8152 8252 8352
i O\ Oody Oz

. Oiay Oha; Osa
. <aaz> 141 207 3U1
1<i,j<3
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(6.12)

(6.13)

(6.14)

(6.15)

(6.16)

Le théoréme suivant constitue le résultat principal de ce chapitre, mais il ne
concerne que le comportement semi-classique du courant Jj, g(3d) lorsque la

fonction test @ est orthogonale en tout point au champ magnétique Bj.

Théoréme 6.1.1.
Avec les hypothéses du théoréme 1.4.1, nous avons

. - . 4,0
iy 1 [ o) - ala)de = 7! 5 BB V)

h—0

t=0

0 =
+ M_I%Eﬂ <Bo, V+s(a : VV))

t=0

(6.17)

Ici les énergies semi-classiques E,; et E, ont été introduites dans (6.8) et

(6.6).
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6.2 Une formule du commutateur

Dans cette section, nous prouvons une formule du commutateur pour
Popérateur du courant J, 5(a@). Cette formule décompose J, 35(@) en la somme
d’un opérateur plus simple a calculer et d’'un commutateur avec H. Nous
gagnons dans cette décomposition le fait que la trace de ce commutateur est
nulle, ce qui facilitera le calcul de tr jhﬁ(d') .

Théoréme 6.2.1.

Supposons que @ € C(R3,R3) et que By satisfait (1.5), (1.7) et By - d@ =
0. Supposons que V wérifie (1.8) et que ¥ = (¢1,19) dans D(H) soit une
fonction propre de H (Hy = \ip). Alors

(05 32 5B, ) =
+ <¢ : [— (ﬁh, o - (Dz?+ (Dﬁ)t) B, MO) + 1G5 ((Déo)é)] ¢>
+ <w; {—%h% (divﬁ) v a- vv} ¢>

L

L2(R3,C2)

®,C)
(6.18)

Icia a été introduite en (8.2) et J}, 5(d@) est le courant permanent qui a été
défini en(1.20).

Ce théoréme est une conséquence immédiate des lemmes 6.2.4 et 6.2.5,
mais commencons par un lemme élémentaire d’algebre linéaire.

Lemme 6.2.2.
Soient @ € R® et By = (Bo1, Boa, Bos) € R? tels que By # 0 et By-a = 0.

Alors il existe un unique & dans R3 tel que

a-By=0, (6.19)

a =Boa, (6.20)

0 Bys —DBoa2
avec By = | —Bo3 0 By , donné par
By —Bo; 0

= éo/\d
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Démonstration.
La preuve consiste a résoudre 1’équation

a = Bya pour un & donné .

Dans le cas @ = (0,0, 0), nous pouvons prendre Q= (0,0,0). Supposons alors
que
a # (0,0,0), supposons de plus que

By-@=0 et By+(0,0,0)
alors
= go A a
o= ——
| Bol?
est une solution. En effet aprés avoir remarqué que

Boénggo,

nous résolvons plutdt 1’équation suivante

aANBy=a. (6.22)
Soit le triplet (;, 7, E) tel que
- a
|
. B
==, (6.24)
| Bol
et
k=iAj. (6.25)

De plus le triplet (7, j, k) vérifie les propriétés suivantes
i j=0,ik=0 jAk=ietkAni=]. (6.26)

Nous écrivons

& = i+ Ggj + sk . (6.27)
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En utilisant (6.27) et (6.24), nous obtenons
& A By = |Bo|(Gni + Goj + disk) A - (6.28)
Nous utilisons maintenant (6.25) et (6.26) pour obtenir

—

| Bol(Gi + aj + Gsk) A j = | Bo|(@rk — asi) (6.29)

En utilisant (6.28), (6.29) et (6.23) nous réécrivons (6.22) comme suit

|§0|(&1]€- 5232) = |d;| ;

Par identification, nous obtenons que

=5

alz(), a3 — —

| Bol

l‘

Par suite 5 est de la forme

| Bol

=5

l‘
el

a = Q2]

— .

Nous concluons alors que I’ensemble des solutions de 'équation (6.22) est

{&25— |’ ’|E, Qg GR}
0

Q1

l‘

De plus
a - By = | By .

Comme || Bo|| # 0, I'équation a - By = 0 implique que ap = 0.
Si ay = 0 alors

-1z

| Bol

v (& B
__la (&, B

1Bol \ @] |Bo|
_ Bynd

| By|?
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Remarque 6.2.3. .
Soit @ € CF(R3,R?), supposons que By € CH(R?, R?) soit tel que

By(z) #0, VzeR’. (6.30)

— —

Il résulte du lemme 6.2.2 appliqué o & = a(x) pour tout x € R3, 'existence
d’un unique a € CP(R3,R3) tel que

d(z) = Bo(z) - a(x) (6.31)
et
a(z) - Bo(x) =0, (6.32)
donné par (3.2).
Lemme 6.2.4.
Soient d, By et a comme dans (6.30)-(6.32). Supposons que V vérifie (1.8).
Alors pour tout ¢ dans C3*(R3, C?), nous avons
[H, 70 ,@ = — 2¢hﬁ(y;;ﬁ(a))¢ - zz'h(ﬁh, g - (D'c? + (Dz’z’)t) B, ﬁAo)w
— i (2 (div (@) )o +20023( ((DBo)a) - 5) v
+ th(i- vv)¢.
(6.33)
Nous rappelons que H a été introduit en (1.10) et J; 5 en (1.20). Nous avons

utilisé également la notation Da introduite en (6.16).

Démonstration.
La preuve consiste en un calcul de commutateurs. Nous rappelons que
P} 54, ® Ic2 et J} 4(a) sont diagonaux :

L P2 0
Bipmolo=( om0 ),
»/8 0 O P}i BAO

P = o aPh’ﬁA0+Ph7BAO'a O
’ 0 a-PthO+Ph5AO-a
H suffit donc de faire le > premier calcul ci-dessus pour les opérateurs scalaires

Ph pA, €l a- Ph BA, T P, B4, - @. Nous avons

[P}?,ﬁAo ) Ji,ﬁ(a)] = [Pi%,ﬁAo , Q- PhﬁAo] + [P}?,,BAO ) Ph,ﬁAo 51 . (6'34>
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En utilisant la propriété

[A, BC]+[A, CB]=[A, BIC + B[A, C]+ A, C]B+C[A, B],

avec
A = ﬁiﬁAo’ B :g, et C: ﬁh,ﬁAoa

nous obtenons

—

[P 44> @ Pupag) + [P7 ga,+ Prpao - @]
= a- [P} sa, > Propao) + [Pr sy » Prosac @
+Ph,ﬂA0 ’ [PliﬁAo ) Eﬂ + [PliﬁAo ) Eﬂ ’ Ph,ﬁAO'

—

Calcul de a - [ b BAg ) P, ,BA0] + [ﬁ}iﬁA07 ﬁh,ﬁAo] ‘a
Nous avons

Q- (B gay» Prpaol + [P gag » Prpa) - @

3 3
EJ[PEXO’,Q ) PAO,j] + Z [Pfloyk ) PAo,j]aj :
Ji.k=1 g.k=1

En utilisant encore une fois la propriété (6.35), nous obtenons

En utilisant ’expression du commutateur
[PAO,j ) PAO,k] = _iﬁhBOJ}kv

nous obtenons

3
Z a; PAOk PA0k7 PAO]] [PAO,k7 PAO,j]PAO,k)

k=1

3
= —ihj3 Z @;Pay, Bok; —ihB Y @Bok;Pa,,

jk=1 jk=1

(6.35)

(6.36)

(6.37)

(6.38)

(6.39)

(6.40)

(6.41)
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et

3
Z (PAO,k[PAO,k ) PAO,j] + [PAo,k J PAo,j]PAo,k) aj
G k=1

3 3
== —Zhﬁ Z PAO,kBMJ’dj - Zhﬂ Z B07k7]’PAO’kaj .

J,k=1 J,k=1
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(6.42)

D’une part, en utilisant la définition de 4 introduite en (3.2), nous obtenons

3
: : PAO,k]Bovky.]a/J = Ph:ﬁAO ta
Ji:k=1

et

3
E 4;BokPay, =@ P pa,-

jk=1
D’autre part, en utilisant
Pa, a5 — ajPa,, = thdga;,
nous pouvons écrire
3
—ihB Y Bor;Pay,d; = —ihBd - Py ga, + SR04,
k=1
et
3
—ih Y @;Pay, Boy; = —ihBDy pa, - @ — BH Okt .
jk=1
En combinant (6.43)-(6.47), nous obtenons
(—ihBPy pa, - @) — (ihBa - Py a,) — (ihBa - Py, ga, — Bh*04a;)
— (ih3Py, ga, - @ + Bh*0ya;) = —2ihBI} 4(@) .

En combinant (6.38)-(6.48), nous retrouvons alors

—

a- [Pf?,,@Ao ) Ph,ﬁAo] + [Plg,,@Ao ) PhyﬁAo] ta= _2ihﬁJ€L,ﬁ<ﬁ) :

(6.43)

(6.44)

(6.45)

(6.46)

(6.47)

(6.48)

(6.49)
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Calcul de Ph,,@AO . [Plg,ﬂAo s ’(ﬂ + [P/iﬂAo s E] . Ph,ﬁAo
Nous nous intéressons maintenant a

Pogao - [Py sag - 0] + [P} say > @) - Pa, g, -

Nous avons

3
Ph,ﬂAo : [Pf?,ﬁAo ) 5’1 + [Pf?,ﬁAo ) Eﬂ : Ph,ﬁAo - Z PAJ'[PEXOJC 7aj]
k=1

3
+ Y [PA )Py,

jk=1

(6.50)

En utilisant la propriété (6.35), nous écrivons

3

= Z PAo,j (PAO,k[PAO,k 7aj] + [PAo,k 7aj]PAo,k) (6'51)

Observans que
[Pay,. » @j] = —ihoyay, (6.52)

nous obtenons

3
(ih>_1 Z PAo,j (PAO,k[PAO,k ’aj] + [‘PAO,k 7aj]PAO,k>

J,k=1

3
+ Z <PAO,k[PAO,k 76]’] + [PAO,k 7aj]PAo,k>PAo,j
k=1

5 5 (6.53)
== Z PAo,jPAo,kakaj - Z PAO,jakajPAo,k

7,k=1 J,k=1

3 3
— E PAO’kakajPAoyj - g akajPAo’kPAo,j :

jk=1 k=1
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Notons que dans (6.53) nous avons

3 3
N Pay, @ Pagy + Y POy Pag, = Prpay (D?i+ (Da’)t)Ph, g -

Jik=1 j.k=1

(6.54)
Il nous reste a calculer
3
> Pag, Pay 0,
J.k=1
et
3
Z Ok Pa, , Pay
jk=1
pour cela nous avons
3 3
> Pay,Pay,Oti; + Y 0k;Pay, Pa,,
J.k=1 J.k=1
3 3
= Z PAo,jak’ajPAo,k - Z PAO,j [PAO,k ) akaj] (6.55)
J.k=1 j,k=1
3 3
+ Y Pa, 0k Pay, — Y [0k, Pay,JPa,, -
Jik=1 g k=1

Dans (6.55), nous avons

3 3
> Pao,0iPag, + Y Pag,Okd;Pay; = Prpa, - (DZH (Da)t> Ph, 5, -
jh=1 jh=1

(6.56)
En utilisant

[Pa,, , Oxaj) = —thdyay, (6.57)
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nous terminons par le calcul :

3 3
th Z PAO,j [PAo,k , 8ka]] +ih Z [GkE] , PAo,k]PAo,j

Ji.k=1 j,k=1

3 3
=h* > Pa,,0pa; — h* Y 07a;Pa,,

J,k=1 J,k=1

3 6.58
= h2 Z [PAO,j ) alza]} ( )

jk=1

3
= —ih® Y~ ;074

g, k=1
= —ih*A(div (a)).

En combinant (6.50)-(6.58), nous trouvons bien

Ph,ﬂAo ’ [PfiﬁAo ) EL/] + [PfiﬁAo ) EL/] ’ Ph,ﬁAo

B . DL B 6.59
= —2ihBy ga, (Da+ (Da)t) Py gay — ih3A<div (a)) . (6:59)
En sommant (6.49) et (6.59), nous obtenons
B2 sy » I o(@)] = =20}, 5(@) = 2Py s, - (D + (D@)') By, gy .
6.60
kA <div (a)) .
Calcul de [h35 - By, T} 5(a)]
Nous avons
(W35 - By, Jb 4(@)] = h B> or > [Bok, Jh 5(a);]. (6.61)
k=1 j=1

Nous nous intéressons donc a [Boy, me(&_})j]. Par la définition (1.20) de

Jh ﬂ(g) nous écrivons

[BOJW Jz,ﬁ(g)j] = [BOJM ZijPAO,j] + [BO,im PAO,jZij] : (6'62)
En appliquant (6.35), nous obtenons

[BO,k’a ZijPAO,j] + [BOJM PAo,jgj] = aj[BOJC’ PAO,j] + [BOJM PAo,j]aj : (663>
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Puis nous utilisons [By, Pa,,] = ih0; By , pour écrire
Zij [Bo7k, PAOJ] + [Bo,k, PAOJ]ZL/]' = 2ih8jBo,kZij . (664)
En combinant (6.61)-(6.64), nous trouvons
B 3 3
(W35 - By, J} 4(a)] = 2i*8> " ox Y 9;Bosd;
k=1 j=1 (6.65)

—

— 2ih235 - ((DEO)’d)

Calcul de [V, J’,)L’B(Ef)]
Ici de nouveau, on peut se contenter du calcul scalaire (composante par com-
posante). Nous nous intéressons a

Vs T p@)].
Nous utilisons la définition de J} 4 (Z?) pour écrire
[V, @ =1V, @ Bpa] + IV, Prosas -l (6.66)
En utilisant (6.35), nous obtenons

[V, @ Popa) [V, Popay-al=a-[V, Poga) + [V, @ Brsa

—{—ﬁmng . [V, aj + [Vy ﬁh,ﬁAo] ’Ei
(6.67)
En utilisant
v, a =0, (6.68)
nous obtenons que
@[V, Puga) + [V, @ Pugay+ Prpay [V, @ + [V, Poga) @ (6.69)
Iflf [V, ﬁh,ﬁAo] + [va ﬁh,ﬁAo] g
Notons que
a- [V, Puga + [V, Pupa)-a= Zzij[V, Py, ] + Z[V, Pay,la; .
j=1 j=1

(6.70)
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En utilisant

v, PAOJ] =1ho;V, (6.71)
nous obtenons
3 3
STGIV, Pay,l Z [V, Pay,Ja; = QmZaja V =2ha-VV. (6.72)
- j=1 7j=1

En combinant (6.66)-(6.72), nous obtenons
[V, I (@) = 2iha-VV . (6.73)

En sommant (6.60), (6.65) et (6.73), nous achevons la preuve du lemme 6.2.4.
O]

Lemme 6.2.5. (Théoréme du viriel)
Soient H 'opérateur de Pauli introduit en (1.10) et J; 5(a@) l'opérateur défini
en (1.20). Soit 1p = (11,12) € D(H) une fonction propre de H (Hyp = M)
et supposons de plus que a@ soit dans CF(R3, R3). Alors

<1ﬂ; [H, Jz,ﬁ<5)]w>L2(R3,C2) = 0. (674)

Démonstration.

Rappelons que le domaine de H est égal & H3 (R?, C?) (voir le théoréme 2.3.5).

De plus C(R?, C?) est dense dans H3 (R*, C?) et les deux normes ||- [P
0

et [l - | H2 (r3,c2) Sont équivalentes. Nous considérons une suite {n}n €
0
Cs°(R3, C?) telle que

Jim ([, =Pl @s,c2) =0,

Notons que par la définition de la norme || - || 2 (g3, ¢2) donnée en(2.40), nous
0 k)
avons

HPfiﬁAouHLQ(R3,C?) < HuHHiO(R3,(C?) Vue HiO(Rg’, C2) . (6.75)

De plus, il résulte de la proposition 2.3.4, I'existence d'une constante ¢ > 0
telle que

[Vl L2 ms, c2) < CHU||H30(R3,<C2) , Vue HiO(R37 C?). (6.76)

Comme By est borné, nous obtenons

JLIEO||H(¢n - w>HH30(R3,C2) =0. (6.77)
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Notons qu’également la définition de la norme || - |52 (s c2), nous donne
0
1Ph, pagull 2s, c2) < lullig gs,c2) ¥ u € H (R, C?). (6.78)

Rappelons de (1.20) que Jj 4(d) = a- Py g4, + Py 54, - @. En combinant (6.78)
et le fait que @ est dans C°(R3, C?), nous obtenons

i [1975(@)(tn — )3, 5,0 = 0. (6.79)
Nous avons par la définition du commutateur

(Uns [H, Th 5(@)]n) r2@s,c2) = (Y (KT, 5(@) = T} 5(@)H) ¥n) 123, c2)
= (tn; HI}, 5(6>¢n> L2(R3,C?)
— (n 5 T 5@ HYn) L2 (w3, c2) -

Par une intégration par parties, nous obtenons

(Un ;s HIp 5(@)0n) 23, c2) = (Hn 3 I 5(@)Un) 23, c2) -

Apres passage a la limite, nous obtenons

(5 [H, 35 g(@)]) L2@s,c2) = (HY 5 I 5(@)0) 2@ms,c2) — (5 Jp (@) HY) L2(rs c2) -

Ici, nous avons utilisé (6.77) et (6.79). Comme nous supposons que ¢ est une
fonction propre de H associée a la valeur propre A (Hy = A1), nous obtenons

<H¢; J;Z,,B(C_i)w>L2(R3,<C2) - W; Ji,g(d’)Hsz(Rs,cz)
AW; Jﬁ,g(@@ﬂ(mc?) - )\W; Jz,ﬁ<6)w>L2(R3,C2)
=0.

Ceci acheve la preuve du lemme. O

6.3 Estimation du terme potentiel

Comme on s’intéresse au calcul de la trace de 'opérateur

T 5(5@) o0 (H(h, 3By, V)) ;

on est conduit, d’aprés le théoreme 6.2.1, a estimer la trace

tr K—%hQA (divz‘i) v a vv) .o (H(R, ﬁBO,V))] . (6.80)
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Citons le théoréme suivant du [11], qui estime 1’énergie quantique
Eq(h, BBy, V) = tr [H(h, BB, V)1j_o{ (H(h, 8B, V)], (6.81)

qui correspond a la trace négative de l'opérateur H(h, 3By, V).

Théoréme 6.3.1.

Supposons que V € L32(R*)NLY2(R3), [V]_ € WHHR?) et By € C'(R3; R*)N
L>®(R3; R®) vérifiant (6.2). Alors, pour toute ¢ € L3*(R¥)NLS/2(R3), il existe
une constante hg > 0 et deux fonctions

(—1,1]%]0, ko] 3 (5,h) — f(s,h), 10,he] > h— g(h) € R,

telles que
lim g(h) = 0,
|f(s;h)| < g(h), V¥ (s,h) €] —1,1[x]0, ho],
et

EQ(h, ﬁBo, V 4+ S(b) = Escl(haﬁBm V+ 3¢)(1 + f(Sv h))?
v (37}7’) E] -1 1[X]07h0]

Ici, Uénergie semi-classique Egq a été introduite en (3.21).

Théoréme 6.3.2.
Supposons qu’il existe ;> 0 tel que

lim 75(h) = .

Pour tout ¢ € L3%(R%) N L>2(R?), on a

d
lim 1*tr [ 1)1 (H(h. 8By, V)] = —Eu(By.V + 50)

h—0 s=0

Ici, Uénergie E, a été définie en (6.6).

Démonstration.
Soit

H(s) = H(h, 3By, V + s¢), (6.82)
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ou H(h, BBy, V) est I'opérateur de Pauli défini en (6.1).
Soit

Eq(s) := Eq(h, BBy, V + s¢)

6.83
= tr [H(s)L_oo0; (H(s))] - (6.83)

Il résulte du théoréme 2.2.3, que
Eq(s) < tr [H(s) -0 (H(0))] (6.84)

En notant que H(s) = H(0) + s¢, nous réécrivons (6.84) sous la forme

Eq(s) < tr [(H(0) + 5¢)I)—cc,0{ (H(0))]

=t [HO) g (HO))] 17 [0 g (0] )
Fols) — Fol0) < str [61_wg(H(0))]. (6.56)

Lorsque s > 0, (6.86) devient
Eq(s) - Eo(0) [T o) (H(0))] - (6.87)

Lorsque s < 0, (6.86) devient
Eq(s) - Eo(0) o, (ST o) (H(0))] - (6.88)

Il résulte du théoréme 6.3.1 que

lim (h:sEQ(S) ; EQ(U)) _ Eu(s) ; Eu(0)7 T (6.89)

Ici, pour tout s € R, E,(s) = E,(By, V + s¢).
En combinant (6.87)-(6.89), nous obtenons enfin que pour tout s > 0,

E — FE,(0 E, (—s)—E,0
5 - 5
En prenant s — 0., on achéve la démonstration du théoreme. O

Il découle maintenant des théorémes 6.3.1 et 6.3.2 une estimation de
(6.80).
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Lemme 6.3.3.
Avec les hypothéses du théoréme 6.2.1, s’il existe i > 0 tel que

lim h3(h) =

h—0

alors on a,

lim htr [(5’ vv) Ty oo o (H(h, BBy, V))]

h—0
_ dw( )Zd 2upBo(u) + V(w)]¥? du
37
2
_2 G, (V(,uBo(u)) A il (u ) Zd v [2vpBy(u) + V (u)])? du.
T R3
(6.91)
Ict
1 1
dy=— e d,=—,Vv>1 (6.92)
21 ™
Démonstration.
Nous utilisons le théoréme 6.3.2 avec
d(u) = a(u) - VV(u) . (6.93)

Ensuite, nous obtenons

h3tr [(z?“ VV) 1) oe0{ (H(h, BBy, V))]
/ Zd [2upBofun) + V()] (&) - YV (w)) du + o(1).

(6.94)

En utilisant 1'identité suivante

(VV)[2uuBy + V]2 = —[2uuBy + V]Y(20uV By)
9 .
— 3V2vpBy + VP2,



6.4. LE TERME DIFFERENTIEL 131

la formule (6.94) devient
h3tr [(5’ vv) ) so.of (H(h, BBy, V))]
Zd / (BO alu )) (V[ZuuBo(u) + V(u)]i”)du

Sy, [ (Botw i) (209 Bo) vmBotu) + V()] V*du

s =0 R3
+ o(1)
(6.95)
Par une intégration par parties, nous avons
/ Bo(u)i(u) - V([20vhB8Bo(u) + V(w)]*"?) du
R (6.96)

__ / div (Bo(u)(w)) [2vh3Bo(u) + V ()] du.
R3
Ceci nous permet d’écrire (6.95) sous la forme

h3tr [(’Ez’ vv) )_oo.0f (H(h, 3B, V))}

2,u 3/2
=3 R3d1v< >Zd RvpuBo(u) + V()] du
21 R (V . 1/2
— L[ @ (V(uBo(u)) Ag(u) Zdyy [2vpBo(u) + V (u)]"? du.
T R3 =0
+o(1).
(6.97)
Ceci achéve la démonstration du lemme 6.3.3. O

6.4 Estimation du terme faisant intervenir ’opé-
rateur de Pauli

Cette sous-section est consacrée a I'estimation de la trace de 'opérateur

| Bsas M Prga, + 135 - ((DBo)a) +hBG -b| T oo (H(0)).
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Rappelons la définition de I'opérateur de Pauli modifié

Hy(h, BBy, V,@) =Py ga,(I +t M(2))Py ga, + h35 - (éo(x) + tg(:v)>

+th 3 ((DBy(x))i(z) - 7) + V().
(6.98)

Lorsque ¢t = 0, nous écrivons simplement H pour Hy(h, BEO, V).

Lemme 6.4.1.
Avec les notations et les hypotheses du théoréme 6.2.1, et s’il existe p > 0
tel que

lim hB(h) = 1, (6.99)

h—0

alors nous avons

tim 13tr [ (P40 M Py, sy + h 56 - (DB)R) + 5 - 5) e (H)]

h—0
d

= aEu,t (Bo, [V]-)

t=0

(6.100)
Ici M = — (Dg—i— (Dﬁ)t) et Uénergie £, a été introduite en (6.8).

Démonstration.
D’apreés la définition de 'opérateur de Pauli modifié (6.98), nous remarquons
que

H,(h, 6By, V,@) = H(h, 3B,, V)

| By gag M (2) By ga, + hB& - b(a) + h 3 ((Déo(x))z?(g;) : 5)} .
(6.101)

Pour simplifier I’écriture, nous notons dans la suite
Ho(h, BBy, V) = H(0), (6.102)
et

Hy(h, BBy, V, @) = H(t). (6.103)
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Nous avons alors

ttr

(P sanM (@) P, + 135 - Bw) + 13 (DBo(@))a(x) - 7) )Ty acy <H<o>)]

= tr [H() W) oo 0 (H(0))] — tr [H(0)T) o0 0 (H(0))] .

(6.104)

Le principe variationnel rappelé au théoréme 2.2.3 (voir aussi [25]|) nous per-
met d’écrire

b [H) ) e (H0))] > tx [H(OT) e (H(1))]

(6.105)

= EQ(t) .

Par conséquent

tr [H(0) o (H(0))] — tr [H(0) I (H(0))] > Eq(t) — Eq(0).

(6.106)
Par ailleurs, il résulte du théoréme 5.1.1 que
lim inf <h3EQ(t)> > E,i(Bo, V), (6.107)
et il résulte aussi de (1.28),
tim sup (h3EQ(0)> < E.(Bo, V), (6.108)

ol Eu = E%().
Par conséquent, en combinant (6.108), (6.107), (6.106) et (6.104), nous ob-
tenons, pour tout t € R,

liin iélf t hitr (ﬁh 64, M () By ga, + hB5 - b(x)

- 18 ((DB)i(e) - 7) ) - <H<o>>] R

Z Ep,t(Bm V) - EM(B(u)v V) '

Soit t > 0, en divisant par ¢, nous obtenons de (6.109) que

lim inf h3tr
h—0

(ﬁh,ﬁAoM () P, pa, + hB7 - b()

+ hp ((Déo(x))g(x) : &) )]I]_OO,O[ (H(O))] (6.110)

> (Bue(Bolw), V)~ Bu(Bo(w), V).
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En faisant tendre ¢ vers zéro, nous obtenons

lim inf h3tr
h—0

(ﬁh, 840 M (2) Py, pa, + hBE - b(x)

+hp ((Déo(x))z‘i(x) : 5) )]1]_00,0[ (H(O))] (6.111)

Soit t < 0, en divisant par t,, nous obtenons que

limsup h3tr

N (13 . 540 M (2) Py, g1, + hB7 - b(x)
—0

+ hp ((Déo(x))g(x) . 6) )]1170070[ (H(O))] (6.112)

< %(Emt(BO(u)? V) = Bu(By(u), V)> :

En faisant tendre t vers zéro, nous obtenons

limsup h3tr (ﬁh,ﬁAoM(x)ﬁh,ng + hB5 - b(x)

h—0

+hp ((Déo(x))é(a:) : 5) )]1],00,0[ (H(O))] (6.113)

En conclusion, nous avons

lim A3tr

P (ﬁh,ﬂAoM(x)ﬁh,ﬁAo + hﬁ&’ . E(ZE)

+hp ((Déo(x))i(m) : a) )11]_00,0[ (H(O))] (6.114)

d

— 2 Eu(Bo(u).V)

t=0
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Démonstration du théoréme 6.1.1
Sous les hypothéses du théoréme 6.2.1, il résulte de (6.18) que

tr [jh,@(ﬁﬁ) I —oc00 (H(h, By, V') }
= tr [(( *h,ﬁAoMﬁh,ng) +h e - <(D§0)5) + hf5 - 5) I _co0f (H(R, BBy, V)
Ftr K%lh% (dW’E) +a vv) 1) ce.o{ (H(h, BBy, V))} .
(6.115)

D’aprés le théoréme 6.3.2, on a pour toute fonction ¢ € L32(R3) N
L°?(R3) et lorsque h — 0,

Rtr (6 1) oe0f (H(h, BBo, V)]

= %E#(BO,V+S¢) +o(1)
- — [# /R3 Bo(u)([V(u)]l_/Q (6.116)
+2) " [2vpBo(u) + V(u)]1/2> d(u) du| +o(1).
Utilisons (6.116) avec
b(u) = ;A(divﬁ), (6.117)

nous obtenons

—

Bt K;A (diva)> 1o (H(h, 3Bo, V))}

—

P By(u) ([V(u)}l_/Q +23 [2vuBo(u) + V(u)]l_/2> A (diva> du

T on2 R3 =1
+o(1),
(6.118)
et ensuite,
3 -1, =) =
h’tr {(7h A (le a) +a- VV) 1) co.0f (K (R, BB, V))]
(6.119)

= 1t [ (- YY) T (H(h, BBy, V)
+ O(h?).
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Il résulte du théoréme 6.4.1 et de (6.116) appliquée a

p=a-VV (6.120)
que
tim A°tr | Ty, 5(30) 1) o (H(h, 5Bo, V) |
0
= g nalBo V)|, (6.121)
0 =
+ =B, <BO, V4 s(@- VV)) .
O (6.122)
Lemme 6.4.2.
Nous avons, pour tout v € R3,
L Bou(w)] _y = 5 Bo(w) ([te[M (] — M) o)
a0 W= T 5 ’ (6.123)
= ((u),
d A 1
77 t(u){tzo = Etr[M(u)] : (6.124)
et
d = N .
A (w)] = (b(u) v (DBO<u))a(u)) - o(u) . (6.125)
Démonstration.
D’aprés la définition de N; (6.10), nous avons
d
— N} = M(u). 12
2 nz)| = M (6.120
On en déduit
d 1

Comme Nt@) est associée a Ny par application (6.12), nous obtenons

%N t(2)<“)‘t:0 = %[“[M (Wl — M (U)] . (6.128)
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D’aprés la définition de By, (6.13), nous avons

d = d (2
=(—N
t=0 (dt o (u) =

—Bo(u)
En utilisant (6.128), nous obtenons

iBOt( )

_ (% [tr[M(u)}f - M(u)] ) By(u).

t=0
D7
une part, nous avons

d. = d 5 _
I Boa(w)?| = 2(=-Bos(w)s Bouw)

= o( [ M())T — M(w)] By(u); Bo(w)

t=0

D’autre part, nous avons

d = .
= 2( Sl Boc@l|_)IBoswll|

En combinant (6.131) et (6.132), nous obtenons que

d -
EHBO,t(U) 2 _

d o
aHBo,t(u)

—o = _BO t(U)

t=0

230 (|trlM (U)] Bo(w), Bo(u))

Ceci achéve la preuve de (6.123).
Nous avons par la définition (6.10) de N; que

dét (N) = <dét (I+ tM)) v
Par ailleurs
dét (I +tM)=1+ttr[M]+o(t?).
En conséquence, nous avons
et (N)) = 1+ Str[M] + o).

Par la définition (6.9) de A;, nous écrivons pour tout u € R3

d 1
%At(u) = §tr[M] :

t=0

137

(6.129)

(6.130)

(6.131)

(6.132)

(6.133)

(6.134)

(6.135)

(6.136)

(6.137)
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Ceci achéve la preuve de (6.124).

Il résulte de la définition (6.14) de A; que pour tout u € R?

d " S
28 (w)| = (Blw) + (DBo(w)i(w)) - io(u) (6.138)
Ceci acheve la preuve du lemme 6.4.2. O
Lemme 6.4.3.
Nous avons, pour tout u € R3,
d Bo t(u)) 1
— ’ = — —Botr|M ) 6.139
dt( Ay(u) /=0 C(w) 270 [ M(w)] ( )

Ici ((u) a été définie en (6.123).

Nous avons aussi, pour tout v € N,

(20— DuBoutu) + Vi) + pw)] "o

= Z 20C() + Bowytx [ Di(w)] +Bu) - o) (6.140)

[ DB + v )]
= _T?’“ <2yg(u) — tr [Dg(u)} — b(w) - 7i(u) (6.141)

~ (DBo(w)i(w)) ﬁo(u)> [2011Bo(u) + V (u) v

Ici Ay(u) a été défini en (6.14).

Démonstration.
Nous avons
d Bot(lb) 1 d
I ? = —B A
dt< Ay(u) ) o Ay(u)? dt O,t(u)‘ XAl
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Il est clair que

Ay(u) .= 1, (6.143)
et
Boﬂf(u)‘tzo = By(u). (6.144)
Il résulte de (6.123) et de (6.124) que

%i);t(i“)) o, = () — %Botr[M(u)] | (6.145)

Ceci achéve la preuve de (6.139).
Nous avons

%([(21/ — DuBo(u) + V(u) + MAAU))} 3/2)

— _73% [(21/ — DuBo(u) +V(u) + MAtW)}

t=0

t=0
i|1/2

x [(2;/ — DuBos(u) + V(u) + p(w) (6.146)

t=0

— _73 ((21/ — l)u(%Bo,t(U) ) + M%At(m‘to)

X [ZV[J,BO(U) - [V(u)]_} 1/2.

Nous utilisons (6.125) et (6.123) et obtenons

e (o] ) ]
}1/2

[ZV,MBO(U) —[V()-| (6.147)

(<2v — 1) () + u(Bw) + (DBy(w))iw)) - m(u))

1/2

X |20 Bo(w) = [V ()]
En remarquant que

—C(u) + (E(U) n (Déo(u))é(u)) fio(u) = Bo(u)tr [Da(u)} + b(w) - 7o(u)



140 CHAPITRE 6. DEVELOPPEMENT LIMITE DU COURANT

nous achevons la preuve de (6.140). D’une maniére similaire, nous obtenons
(6.141). O

On s’intéresse maintenant au calcul de la dérivée de I'énergie £, ,(By, V)
en t = (. Ceci fait 'objet du lemme suivant, qui découle essentiellement du
lemme 6.4.3.

Rappelons que a et ¢ ont été définis respectivement en (3.2) et en (6.123).
Notons

n = ((Déo)’c?) . (6.149)
Lemme 6.4.4. Nous avons
d
ZEulBoV)|
ILL o o
=5 /. n(w) ( > [2vpBo(u) + V() + > 2By (u) + V(u)]i/2)du
v=0 v=1

+ 2#_7:2 f; /RS Bo(u) <2VC(u) + Bo(u)tf[Dg(U)] + b(u) - 7i(u)
+ (D éo(u)a‘(u)> fio(u) — (D&‘(u)BO(u)) : ﬁo(u)) [2quo(u) + V(u)] 1_/2dw
+ 2 i /Rg By (u) <2VC(U) — Bo(u)tr[Da(u)] — b(u) - ii(u)

v=0

— (DBy(w)i(w)) - io(u) + (D) Bofw)) - o(w)) [2vaBofus) + V()] Pau.
(6.150)

Démonstration.
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D’aprés la définition de I’énergie semi-classique (6.8), nous avons

d

& Bl Bo, V)

t=0

d By +(
371'2 Z/st dt Att t=0 )

X [<2y — V)pBoy(u) + V(u) + py(u)]

=00 NG 1M

X (% |:(21/ — D)pBog(u) + V(u) + pAy(u))

d By i(u
37r2 Z/Rs dt Ai(u) le= o>

X [(21/ + 1) pBo(u) + V(u) — “At(u))] :i/z
> [(Re)

< (% (20 + DBy (u) + V() — ()

du

3/2
-

i|3/2

t:(]) du (6.151)

du

t=0
> du .
t=0

:|3/2
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En remplagant (6.139), (6.140) et (6.141) dans (6.151), nous obtenons enfin
d

%E“’t(BO’ V) ‘t:O
1 - 3/2 G 3/2
= gz L) (o[ Bow) + V) 4 D pnBou) + V()] ) du

+ 2—;2 Z /R3 1By (u) [u?yg(u) + 1 Bo(u)tr[Da(w)] + pb(u) - g (u)

+ (D Bywiw)) - 7io(u) — o D) Bofu)) - io(w)] [ 201130 ) — [V ()] " au

+ 2_71Tg ; /R3 pBo(w) [MQI/C(U) — uBo(u)tr[Dﬁ(u)] — ,ul;(u) - 7ig(u)

—

_ M(Dé@(U)E(U)) - iip(u) + u(Dg(u)Bo(u)> -ﬁo(u)] [ZV,uBo(u) - [V(u)]_] 1_/2du.
(6.152)

]

Rappelons que ¢(u) = —By(u)tr[Da(u)] + n(u), ot n(u) a été introduite
en (6.149). Il résulte immédiatement des lemmes 6.4.4 et 6.4.1 le lemme
suivant.

Lemme 6.4.5.
Awvec les notations et les hypothéses du théoreme 6.2.1, nous avons

—0

lim Jitr [(ﬁh, s, MPy ga, + h 35 - ((Déo)é) + hG5 - 5) 1) oe0{(H(h, BBo, V))}

2/ > 3/2
=3 /., n(u) VZO d, |:2I/[LBD(U) + V(u)] _du

vl f i donBo(u) (2¢(w) [2opBo(u) + V()] "

+ L | uBow) <n<u> — Bo(u)tr[ D (w)] — Blu) - io(u)

R3

_ (Déo(u)au)) -ﬁo(u)> [V(u)r_du.

(6.153)
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6.5 Démonstration du théoréme principal

Dans cette sous-section, nous montrons le théoréme 1.4.1. Mais commencons
par ce lemme :

Lemme 6.5.1.
Soit x — v(x) tel que ||[U(z)|]* =1 et
a(x)-v(x) =0. (6.154)
Alors on a
d(z) - vt #(z) = @(x) - (17(:):) A D(ﬁ)(m)ﬁ(m)) . (6.155)
Démonstration.

Montrons d’abord que (6.155) est invariante par un changement de coordon-
nées orthogonales.
Soit z € R3, considérons le changement de variable suivant

y = Az, (6.156)
ou A vérifie
APA =1, détA=1. (6.157)

En posant

3

3
> videy = yday, (6.158)
k=1

j=1

Il résulte de (6.156) que

v=A". (6.159)
En utilisant (6.159) et le fait que
Ony Oy,
0., | =40, ]|, (6.160)
Oz Oys
nous obtenons
— ayl —
1ot i = (At 9, ) A (At ﬁ). (6.161)
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Il résulte de (6.157) que
(Au N AV) = A(U A D). (6.162)

Nous utilisons (6.162), alors (6.161) devient

5 ayl .
rotv=A" (9, | A
9 (6.163)
Y3
= Alrot o
Par ailleurs, on a
a=Aa. (6.164)

En combinant (6.164) et (6.163), nous obtenons

@-rot7=a-rotu. (6.165)

(D7) =3 @) v,

7

o \ (6.166)

= > (AN Y (D) 7y
k=1 =1
3

- t ~ 2\ 2

= > (A |(DP)7]
k=1

Nous avons alors montré
[(Dﬁ)ﬁ] — At [(Dﬁ) -?u] . (6.167)

— dét <At5, AT, A%D(ﬁ)ﬁ)) (6.168)
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Dans cette dérniére ligne, nous avons utilisé (6.157) et le fait que
dét (Au, AU, Aw) = (dét A)dét (d, U, ). (6.169)

Soit g € R3, tel que 7iy(zo) = (0, 0, 1).
Aprés une translation, on se raméne & xg = 0. Un développement limité pour
fio(x) en zg, nous donne

iio(z) = (0, 0, 1) + M (z — z0) + O(|lz — x0/?) . (6.170)
Il résulte de ||7(2)]|* = 1, que
mll(fﬂo) mlz(il?o) m13($0)
M = Dlj(l'()) = m21<$0) mQQ(Z'o) mgg(l'o) . (6171)
0 0 0

Nous avons alors

ma1(Zo) (1 — To1) + Maa(Zo) (@2 — To2) + Mas(xo) (23 — Zo3)

v(x) = | mai(zo)(x1 — mo1) + maa(xo) (T2 — To2) + mas(zo)(z3 — To3)
1
+ O(’Jf - $0|2) .
(6.172)
Il résulte de (6.172), que
. —m23($0)
rot V(x) = mis(zo) : (6.173)
T=x0

ma1(To) — mia(zo)
Il résulte de (6.154) que az(zo) = 0 et

—al(ﬂco)mzs(ﬂfo)

= a2($0)m13($0)
T=x0 0

(6.174)

—m23($0)
= m13($0)

(6.175)

Par ailleurs,

et

—a1($0)m23(9€0)
= | as(zo)mis(zo) | - (6.176)

r=x0 0

Ceci achéve la preuve de (6.155). O
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Lemme 6.5.2. Considérons le champ magnétique Eo tel que go = Byny et
I70]|> = 1 alors

fio AV By(x) = iig A (DBy)'ity - (6.177)

Démonstration. Nous avons

Dgo == D(Boﬁo)
= Oy, (Bonj)) (6.178)
= nf) : aijO + B()Dﬁo .

et
(DBy)t = nd - 0y, By + Bo(Dity)" . (6.179)
On en déduit
(DBy)'ty = V By + Bo(Dily)'ity . (6.180)
Par ailleurs, il résulte du fait que ||7]|? = 1
(Diig)'iig = 0. (6.181)
En utilisant (6.180) et (6.181), nous obtenons
ito A (DBy)'ity = ity A V By . (6.182)

Ceci achéve la preuve de (6.177). O

Sous les hypothéses du théoréme 6.2.1, il résulte de (6.18) et de (6.119)
que

hitr [jh,ﬁ(ﬁa)ﬂ] 00,0 (H(h, BBy, ))}
— e [(( sa M B, ﬁAO) Y hGF- ((Déo)é) + hGG - 5) 1) so0{ (H(h, BBy, V)
@v

+ B [ ) ool (H(h, BB, V))] O,
(6.183)
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D’autre part, en combinant (6.91), (6.153), (6.183), nous obtenons
limh®tx [ Jy,5(3@)1 ) (H(h, B0, V)]

:g_i /R 3 f; d,,( — (@) + div <Bo(x)§(a:)>> 2upBo(z) + V(z)?d

+ 2 (IUBO(.%)C(LL’) —d(x) - (VuBo(x) A ﬁo(@))

X i d,v[2vpBy(z) + V(x)]"?d
g <n<x> - Bo(a)t D) ~ Ba) ()

(6.184)

Nous réécrivons ((x), et n(z) qui ont été respectivement définis en (6.123),et
en (6.149) en fonction de d.
En utilisant la définition de @ en (3.2), nous obtenons que

n(x) = Bo(2){(Da(x))o(x) ; 1io(x))

6.185
= d(z) [ﬁom A (Dﬁom)ﬁo(x)] . (6:155)
En utilisant B .
tr[Da(z)] = div (a(x)),
C(x) = —By(z)div (a(x)) + n(z). (6.186)

Nous utilisons la définition de @ en (3.2), le fait que pour tout u, U, et tout
fona

-

div (@ A7) = - rot (@) — i - rot ¥, (6.187)

rot (f it) = froti + (Vf) AL, (6.188)
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nous obtenons alors

—

C(x) = b(x) - 7o ()

- VB
+a(z) - [ﬁo(x) A (Dﬁo(x))n?)(x) ~votiig(a) + Y20 f ()
By(x)

(6.189)

Ici b = rot@. On utilise (6.187) encore une fois, on obtient
div (Bo(x)é(x)> = —b(z) - fi(z) + @(x) - rot A() . (6.190)

En utilisant (6.186), nous écrivons

- 5 B o

By(z)diva(x) =da - (rot Ty — VB A ﬁ()) — fig(x) - b(x) . (6.191)
0

Nous utilisons (6.190) et (6.185), nous obtenons

3/2
} dx .

x> d, [QWBO@) + V()

v=0

(6.192)
En utilisant (6.185) et (6.186), nous obtenons

21 (MBO(37>C(5C) —d(x) - (VMBO(QT) A ﬁo@)))

m R3

X f: d,v[2vuBo(z) + V()] *dx

v=0
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En utilisant (6.185) et (6.191), nous écrivons

En remplagant (6.192), (6.193) et (6.194) dans (6.184), nous obtenons
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timftr | T 6(8 @)1 e (H(h, 350, V)|

= _:i_i /R3 gdy (r(;t a(z) - ﬁ(x)> [QV,UBO(I') +V(z)

3/2
} dx

+ 2?'“ /R3 i dyy<r6t a(x) - ,uéo(x)> [QVuBo(x) + V(x)] 1_/2dx

+ g—i . a(zx) - [r(;t fio(x) — 7ig(x) A (Dﬁ0($)>”7)(55>}

<Y d, [MLBO(SC) + V(x)] iﬂd z (6.195)

_ 2?” g puBo(x)d(x) - [r(;t Tig(x) — 7ip(x) A (Dﬁ0($)>%(x)]

« i 4, [2uBo(x) + V()] " i

v=0
2

L 5 a- ((ﬁo(x) A (7ig(z) - V)ﬁo(aj)> — 1ot g ()

272

1/2

— Fo(x) A VBo(z) + o) A (Déo(a;))tﬁo(a:)> [V(:c)} dz .

Ici d, a été défini en (6.92). Pour terminer la preuve du théoréme 6.1.1, il
suffit d’appliquer le lemme 6.5.1 et le lemme 6.5.2 alors il ne reste que les
deux premiers termes & droite dans (6.195) qui correspondent a

d —
p = Eo(p, By + trot @) (6.196)

dt

)
t=0

puis de combiner (6.195) avec (6.3) tout en remarquant que lorsque h — 0

h2

W=

(1 + 0(1)) . (6.197)



Annexe A

Appendice

A.1 Rappels sur les opérateurs a trace

Nous rappelons ici quelques unes des définitions classiques pour lesquelles
nous renvoyons a [32].

Théoréme A.1.1.
Soit {pn }2, une base orthonormée d’un Hilbert H. Alors pour tout opérateur
borné et positif A, nous définissons

trA = i(% L Agy) . (A1)

Le nombre trA est appelé la trace de A et il est indépendant du choizx de la
base.
La trace satisfait

trA € [0, +oo[U{+o0}, (A.2)
tr(A+ B) = trA + trB, (A.3)
tr(AA) = Mrd4, V>0, (A.4)
tr(UAU™Y) =trA  pour tout opérateur unitaire U, (A.5)
et
si 0<A<B alors trA<trB. (A.6)

151
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Remarque A.1.2.
Bien entendu, on a une théorie analogue pour les opérateurs bornés négatifs.

Définition A.1.3.
Un opérateur borné A sur H est appelé opérateur o trace si tr|A| < oo ot
|A| = VA*A. L’ensemble des opérateurs a trace est noté L.

Théoréme A.1.4.

- L1 est un espace vectoriel.

- Si A€ Ly et B est borné, alors AB € L, et BA€ L.
St Ae Ly alors A* € L;.

Définition A.1.5. L’application tr : L, — C définie par
A= (¢n, Ady) . (A7)
n=1

ot {pn}02 est une base orthonormée, est appelée l'application trace.

Théoréme A.1.6.

(a) tr(-) estlinéaire et continue, (A.8)
(b) trA=trA*, (A.9)

et
(¢) trAB=trBA si A€ Ly etsi B estborné. (A.10)

A.2 Divers opérateurs a trace provenant de I’étude
de 'opérateur de Pauli modifié

L’objet de cet appendice est de démontrer le théoréme suivant

Théoréme A.2.1.

Soit a € L*(R3 R) et a support compact, soit V € L?(R3 R). Considérons
le champ magnétique B qui vérifie (1.7). Soit Py = —A4+G B4V etC >0
tel que (Pa + C) soit inversible. Supposons de plus que Palj_o of(Pa) est a
trace. Alors a(x)lj_ooo[(Pa) est un opérateur a trace.
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La difficulté dans cet énoncé est d’obtenir cette propriété avec des hypo-
theéses minimales sur V. Certains commutateurs ne sont donc pas autorisés.
La preuve comporte plusieurs étapes permettant de se ramener a la situation
plus classique du Laplacien. Comme étape préliminaire, considérons alors le
Laplacien scalaire

A : L*(R*C) — L*(R*C)

Lemme A.2.2. Soit a € L*(R3,R), alors pour tout C > 0, a(—A+C)~! est
Hilbert-Schmadt.

Démonstration.

Il est clair par Fourier, que (—A + C) est inversible. Considérons donc I'opé-
rateur T = a(z) (—A + C)~'. Soit F la transformation de Fourier, alors
lopérateur T' est unitairement équivalent a F 7T F~1.

On a

Tf=a(x)(-A+C)f (A.11)

et

(]—"T) (f)(&) = (]—"(a(x)(—A + C)_1>) (f)(€)
F(a)

(A.12)

= Fla)(¢) + (f((—A +0)7) (f)(§)> .

En calculant le noyau intégral de (—A + C)~! qui est donné par
Ko = [ o) e, (A13)
nous obtenons

(FTF 1) (9)() = F(@)(©) + (€ + ) (9)(0)

Fla)(€ —n) (A1)
ol Mooy g(n)dn.

Il résulte de (A.14) que 'opérateur FT F~! est un opérateur a noyau dont
le noyau est donné par

Fla)(—n)

KT(&?U) = (772 + O)

(A.15)
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Par ailleurs, on a

/W/Rg Kr(&,m) dgdn_/Rg/Rd ‘FM ECIZ‘ dedn

1
} —!772+C!2< : f(a)(f—n)fdf)dn

1
s 7?7 + CJ? ( R3

Comme a € L*(R3,R) alors F(a) € L*(R3?,C) et par suite K € L*(R? x R?).
Il résulte du [32, théoréme IV.23] que FT F~! est un opérateur Hilbert-
Schmidt. Ceci implique que T" est un opérateur Hilbert-Schmidt. m

(a)(z) ‘Qd z) dn.
(A.16)

Lemme A.2.3.
Soit V€ L**(R3,R) alors il existe Cy tel que ¥ C > Cy, (=A+V +C) est
inversible. Soit a € L*(R3 R) alors a (—A +V + C)~! est Hilbert -Schmidt.

Démonstration.
Il résulte immédiatement de la formule de la résolvante :

(~A+V+O) ' = (FA+O) T = —(-A+O) WV (-A+V +O)
(A.17)

Ceci implique

W(—A+V 4O =a(-A+C) —a(-A+CO) WV (—A+V + )
(A.18)

D’aprés le lemme A.2.2, a (—A+C)~! est un opérateur Hilbert-Schmidt.
Pour prouver que a(—A + V + C)~! est un opérateur Hilbert-Schmidt, il
suffit de remarquer dans la formule (A.18) que V(—A+V + C)~! est borné.
Ceci implique que —a(—A+C) 'V (=A+V +C)~! est Hilbert-Schmidt. [

Lemme A.2.4.
Avec les hypothéses du lemme A.2.3 et si de plus a est a support compact,
Uopérateur a (H + C) ™2 est un opérateur a trace, ot

H=-A+V.
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Démonstration.
Soit a; € C°(R3, R) tel que a; = 1 sur le support de a. Alors a = aa; et on
a

a(H+C)?=a(H+C) ay(H+C)!

+4m4H+m4yH+m4. (A.19)

D’aprés le lemme A.2.2, le premier terme a droite dans (A.19) est un opéra-
teur & trace comme composé de deux opérateurs Hilbert-Schmidt. Il reste a
prouver que

4%4H+®AMH+@4

est un opérateur a trace. On a

alap, (H+ C’)_l] (H+C)™
= —a(H+C) ' (~Aa))(H+C) Y (H+C)! (A.20)
—2a(H +C) 7 (Var) (V(H + C) V) (H + ).
Pour le premier terme a droite dans (A.20) :
D’apres le lemme A.2.3 a(H +C)~! et (—Aay)(H +C)~! sont des opérateurs
Hilbert-Schmidt aussi et (H + C)~! est borné. Alors
—a(H 4+ C) Y (=Aay)(H + C)™'(H + C)~! est un opérateur a trace. Comme

composé de deux opérateurs Hilbert-Schmidt et d'un opérateur borné.
Pour le deuxiéme terme a droite dans (A.20) :

~2a(H + €)™ (Vay) (V(H + ) ) (H +C) "
Il suffit pour traiter ce second terme de montrer que

(Vay) (V(H + C)‘1> (H+ )™

est Hilbert-Schmidt. Malheureusement (Va1)<V(H + )1 ) n’est pas en

géneral un opérateur Hilbert-Schmidt. Cependant, on a

(Va))(V(H +C) ") (H + )~
= (Va))(V(-A+C) )Y(H+C)!

+ (Va)V ((H+C) " = (~A+0)))(H + ) (A21)
= (Va)(-A+CO)'V(H+C)!
+wmmv0—a+m4@va+m*yH+orﬁ
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D’une part, il est clair que (Vay)(—A + C)"'V(H + C)~! est un opérateur
Hilbert-Schmidt puisque

(Vay) (A +O)!

est Hilbert-Schmidt et
V(H+C)™!

est borné.
D’autre part, on a

(Va)V(=A+CO) H(=V)(H +C)?
= V(A + O (V) (Var) (H +C) (A.22)
+ |Var, V(=A+O) | (=V)(H + )2,
Pour
V(-A+C) Y =V)(Va)(H + C) 72,
on a V(—A + )" est borné et
(=V)(Vay)(H+C) 2= (=V)(H+C) (Vay)(H + C)*

—HJ@V@JH+®*MH+@*.(A%)

Le premier terme a droite dans (A.23) est un opérateur Hilbert-Schmidt
puisque (—=V)(H + C)~! est borné et (Va;)(H + C)~! est Hilbert-Schmidst.
Pour le deuxiéme terme a droite dans (A.23), on a

—VW%&H+®*“H+Q*:VMH%WﬂVmJH+®hH+®4

= V(H+C) ' V(H +C) (H +C)!
+V(H+C)la(H+C) (H+C)7
(A.24)

Ici @i est une matrice dont les coefficients sont dans C5°(R3,R) et a; est
un champ de vecteurs. L’opérateur V (H + C)~ta;(H +¢)"'(H + C)~! étant
un opérateur Hilbert-Schmidt comme composé de deux opérateurs bornés et
d’un opérateur Hilbert-Schmidt. Il suffit de montrer que

VH+C)'a,V((H+C) Y (H+ )™t
est Hilbert-Schmidt. Pour cela, on écrit

(H+CO) ' = (-A+C) "+ (H+C) ' = (-A+C)", (A.25)
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et on obtient
VH+C)'a,zVH+C) ' (H+C)™!
=V(H+C)'a(-A+C)'VH+CO)! (A.26)
+V(H+C) '@V |(—A+C) W(H+C) M (H+C)
le premier terme & droite dans (A.26) est un opérateur Hilbert-Schmidt

comme composé de deux opérateurs bornés et d’un opérateur Hilbert-Schmidt.
Il reste a vérifier alors que

V(H +C)'a,V [(—A L O W(H (J)—l] (H+C)!

est Hilbert-Schmidt.
Soit s € C5°(R3,R) tel que @y = 1 sur le support de a;. Alors d; = ayas et
on a

V(H +C)'a v [(—A L O)W(H 0)71] (H+C)!

=V(H+CO)'a)V(-A+C) aV(H + )2
+ V(H+O)'a)V(-A+CO) '-A, @)(-A+C)"'WH+C)(H+C)'.
(A.27)

Pour montrer que le premier terme a droite dans (A.27) est un opérateur
Hilbert-Schmidt, il suffit de montrer que

uV(=A+C) taV(H + O)2 (A.28)

est un opérateur Hilbert-Schmidt. Pour cela, soit V =V, — V_ avec
Vy =sup(V,0), Vo = sup(—V,0) et Vi, V_ € L¥%(R3 R). On travaille avec
Vi et on écrit

G V(=A+C) taVe(H +C) 2

= V(= + ) v [Vl + o)) (A.29)

D’une part 'opérateur
G V(—A+ )2 = g (V(—A + 0)—1/2) <(—A + c>—1/2v;/2) (A.30)
est borné. D’autre part, on a
aViP(H 4+ C) 2 = Vi2(H + C) Yay(H + C) !
+VP(H +C) WV ay(H + O) 7 (A.31)
+VIAH+C) Yas(H+0)"
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Ici G5 est une matrice dont les coefficients sont dans C§°(R? R). Comme
précédement V2 (H + €)=V est borné alors aVi/*(H + C)~2 est Hilbert-
Schmidt comme somme d’opérateur Hilbert-Schmidt.

Pour le deuxiéme terme & droite dans (A.27), un calcul de commutateur nous
donne :

V(H +C) 'y (V(—A n 0)—1v)va2<—A YO W(H 4+ O)?

(A.32)
+V(H+O) "o V(-A + O) tagy(-A+C) 'V (H + C)2.

Ici G4 est une matrice dont les coefficients sont dans C§°(R? | R).

Chaque terme de la somme (A.32) est un opérateur Hilbert Schmidt comme
composé de trois opérateurs bornés et d’un opérateur Hilbert-Schmidt.
Pour le deuxiéme terme a droite dans (A.22), nous avons

[Val L V(-A+ O)—l} (—V)(H + C)2
= [Vay, V](—A + C) Y (—V)(H +C) (A.33)
+V [Vm C(—A O)—l} (—=V)(H +C)2.

L'opérateur [Va; , V|(—=A+C)~1(=V)(H+C)~? est Hilbert-Schmidt comme
composé d'un opérateur Hilbert-Schmidt et d’un opérateur borné. Pour 'opé-

rateur V [Val , (A + C’)_l] (—=V)(H + C)72, on écrit
v {val C(—A+ 0)*1] (—V)(H + C)
= V(-A+O)? {val C(—A+ c)] (—A+O) Y (~V)(H + )2

= - V(-A+CO)"'Va (-A+C) Y (=V)(H + C)?
+ (= V(A0 )aV(-A + O (=V)(H +C) .

(A.34)

Le premier opérateur a droite dans (A.34) est un opérateur Hilbert-Schmidt
comme composée de deux opérateurs bornés et d’un opérateur Hilbert-Schmidt.
Aprés un calcul de commutateur, on utilise le fait que (A.28) est Hilbert-
Schmidt pour montrer que le deuxiéme terme a droite dans (A.34) est un
opérateur Hilbert-Schmidt. O

Considérons maintenant le cas avec potentiel magnétique.

Lemme A.2.5. Soita € L*(R3 R) et a support compact, soit V € L>/*(R? R),

-,

soit Ay = (iV — A)? et C > 0 tel que (—Aa + V + C) soit inversible. Alors
a(—As+V + C) ! est un opérateur Hilbert-Schmidt.
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Démonstration.

D’aprés [6, théoréme 1.3|, on sait que Re = (-A+V +C)! et Rac =
(—AA+V+C)~! sont compactes. Résumons une démonstration de ce résultat
pour analyser le caractére Hilbert-Schmidt. D’apres [31], on a

“+o00
Rac = / e =RV gt (A.35)
0
et

+o0
Ro = / et EATVEO gt (A.36)
0

D’aprés |2, théoréme 2.3|, on a que

o~ HAAHVHC)  ,—H(—A+V+C) (A.37)

Ici, on utilise la notation suivante

B<C
si est seulement si
|Bo| < Clg| V ¢.
Ceci implique que
Rac<Rc. (A.38)

Comme
a RA,C'§| a| RC

et que |a| Re étant Hilbert-Schmidt, on obtient par le théoréme 2.2 dans |2]
et par la Remarque 1 dans [2] que a R4 ¢ est Hilbert-Schmidt.
]

Lemme A.2.6.

Soit a € L*(R3,R) et a support compact, soit V € L?(R? R). Considérons
le champ magnétique B qui vérifie (1.7). Soit Py = —A 4+ B+V et C >0
tel que (Pa + C) soit inversible. Alors a (Py+ C)™! est Hilbert-Schmidt.

Remarque A.2.7. a peut étre remplacer par une matrice a coefficients dans

cee.
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Démonstration.

On a
a(Pa+C) ' —a(-A4+V+0)7!

R (A.39)
= —a(-As+V+0O)' @G B)(Pa+C—1.

D’apreés le Lemme A.2.5, a (—A4+V +C)~! est Hilbert-Schmidt. Par ailleurs,
(- B)(P4+ C)~! est borné. Il en résulte que

a (P + C’)_1 —a(=As+V + C’)_1

est Hilbert-Schmidt. On utilise encore une fois le fait que a(—A,+V +C )*1
est Hilbert-Schmidt pour conclure. O]

Lemme A.2.8.
Avec les hypotheses du lemme A.2.6, a (Py + C)™2 est un opérateur a trace.

Démonstration.

Il s’agit des mémes arguments utilisés dans le lemme A.2.4. En fait, on rem-
place H par P4 et on utilise le fait que a(z) (P4 + C)~! est Hilbert-Schmidt
(le résultat du lemme A.2.6). O

Démonstration du Théoréme A.2.1

Démonstration.
Choisissons C' > 0 tel que (P4 + C) soit inversible. On écrit

a(2) Lo 0((Pa) = a(x)(Pa + C) " (P + C) 1) 0{(Pa)
= a(z)(Pa+ C) " Pali_ooo/(Pa) (A.40)
+ Ca(x)(PA + 0)711]_00’0[(PA> .

Comme on a supposé que Palj_ooj(Pa) est a trace et que a(x) (Pa+C) ™! est
borné alors le premier terme a droite dans (A.40) est un opérateur a trace.
Montrons maintenant que Ca(x)(Pa + C) '1j_s0[(Pa) est un opérateur a
trace. On écrit

CL(.T)(PA —+ 0)711}_0010[(PA) = a(x)(PA + 0)72PA1]_0070[(PA>

+ CCL(ZB)(PA + C)_Ql],oo,o[(PA) . (A'41>

Comme Palj_ooop(Pa) est un opérateur a trace et que a(x)(Pa + )% est
un opérateur borné alors a(z)(Pa 4+ C) 2Palj_ooo(Pa) est un opérateur a
trace. Pour le deuxiéme terme a droite dans (A.41), on utilise le fait que
a(x)(Ps+ C)72 est a trace et que 1) of(Pa) est borné. O
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Remarque A.2.9. Rappelons que tr [PAl],OO’O[(PA)] représente la somme
des valeurs propres négatives de l’opérateur de Pauli Py. Il résulte de l’inéga-
lité de Lieb-Thirring (2.1.2) que lopérateur Pal)_ooi(Pa) (qui est évidement
négatif ) est de trace finie donc a trace.

Théoréme A.2.10.

Soit a € C3(R?,R), soit V vérifiant (1.8). Considérons le champ magnétique
B qui satisfait (1.7). Soit Py = —Ax+7-B+V et C >0 tel que (Py+ C)
soit inversible. Alors Oy, a(x)lj—o0(Pa) €t a(x)0y,; 04, 1)—so0[(Pa) sont deux
opérateurs a trace.

Démonstration.
Commencons par montrer que l'opérateur

(91], CL(SL’) 1}_00’0[(PA)

est un opérateur a trace. Soit xy une fonction a support compact tel que
Xa=a,ona

X(2)8y; a(®)1)—oo0[(Pa) = X(2)0y, a(z)(Pa+ C) ' Palj_coof(Pa)

+ Ox(2)0,, a(x)(Pa+ C) ) oi(Pa) . (A.42)

Le premier terme a droite dans (A.42) est un opérateur a trace comme com-
posé de 'opérateur borné x(z)0d,, a(x)(Pa+ C)~" et de 'opérateur a trace
Palj—s00/(Pa) - Regardons le deuxiéme terme :

X(2)0s, a(z)(Pa + C) j—so0/(Pa)
= X ()00, (Pa + C) " a(2)1) o 0/(Pa) (A.43)
(20 [a2), (Pa+ C) s Pa).

On a montré par le théoréme A.2.1 que a(z)1l)—oo(Pa) est un opérateur a
trace. De plus x(2)9,,(P4+C) " est borné. Il en résulte que le premier terme
a droite dans (A.43) est un opérateur a trace. Le deuxiéme terme du membre
de droite dans (A.43) s’écrit

X(@)0., [a@) s (Pa+C)7 1) oo (Pa)
= X(2)0y,(Pa + C) "0y, aji(Pa+ C) ' s o(Pa) (A.44)
k

+ X(IL’)@I (PA + C)_lbj(PA + C)_ll},oom(PA) .

J
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Or on a montré précédement <voir(A.41)> que

b(ZL’) (PA + C)_ll}_oop[(PA)

est un opérateur a trace pour tout b € CJ(R* R). On conclut alors en obser-
vant que

X(2),(Pa + C)710,, = x(2)9,,(Pa + C) "', x () (A.45)
et
X(@)0y, (Pa+C) V2 et (Pa+C)7Y20,, x(x) (A.46)

sont deux opérateurs bornés.
Traitons maintenant

a(x)é)%@xk 1]_0070[(PA).
Aprés commutation, on a
X(2)a(2)0z; 00, 1100 (Pa)
— [X(@)a(2)D, 02, (P4 + C) 7| | Pl sci(Pa)] (A47)
+ CX(2)0y,;0p,a(x)(Pa + C)_ll],oo,o[(PA) )

Le premier membre de droite dans (A.47) est un opérateur a trace comme
composé d’un opérateur a trace et d’un opérateur borné. Le deuxiéme terme
de droite dans (A.47) s’écrit

CX(@) D, Dy () (Pa + C) 1) so o(Pa)
_C [X(x)awjaxk(PA + (J)—l} [a(m)l}_m70[(PA)]
e Z [ )0y, 0y (Pa + €)™ } [am, ag;(Pa + 0)—11},00,0[(111)] (A.48)

+C [x(x)a,;j Ou(Pa+C) 7| [b@) (Pa + €)M

Comme x(x)0y, 0y, (Pa+C)~" est un opérateur borné, il en résulte que 'opé-
rateur

X(@)05,05, (Pa + O)7'| [ a() 1) (Pa)|

et 'opérateur

[X(@)2,02, (Pa + C) 7] [b()(Pa+ O) Ly (P
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sont deux opérateurs a trace comme composé d’un opérateur a trace et d’un
opérateur borné. Il reste a traiter

CZX(CL’)@%gxk(PA + (J)_l&rl Cng(PA + C)_ll]_ooyo[(PA).
l

Ceci nous raméne a montrer que
X0z, ae(Pa+ C) oo o)(Pa)

est un opérateur a trace. On a

Oy ar(Pa+ C) " oo (Pa) = [ga@ (Pa+ c)—l] [aﬂ]_wo[(m)}
+ Z [5(8@ (Pa+C)~'oy, )u(] [bfjl]foo,o[(PA)}

+ [;zaw (Pa+ C)—l} [@1],00,0[(&)] ,
(A.49)

ol ay, ¢y sont les coefficients des matrices dans C§°. Les trois termes obtenus a
droite dans (A.49) sont des opérateurs a trace comme composé d’'un opérateur
borné et d’un opérateur a trace. O
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