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Estimation semi-classique du courant quantique en présence d’un
grand champ magnétique variable

Résumé. L’opérateur de Pauli décrit l’énergie d’un électron soumis à un
champ magnétique et à un potentiel électrique externe. La présence d’un
champ magnétique induit naturellement l’existence d’une quantité : le cou-
rant. D’une manière formelle, cette quantité peut être considérée comme
étant la dérivée de l’énergie par rapport au potentiel magnétique.
Dans cette thèse, nous établissons une asymptotique du courant en présence
d’un champ magnétique variable de grande intensité. Pour ce calcul nous
utilisons une identité de commutateur qui nous conduits à l’estimation de
la somme des valeurs propres négatives d’un opérateur de Pauli modifié. La
technique utilisée s’appuie sur la construction des états cohérents (pour ap-
procher les fonctions propres) et des inégalités de Lieb-Thirring pour contrô-
ler les termes d’erreur.

Mots clés : Opérateur de Pauli magnétique, théorie spectrale, analyse
semi-classique, états cohérents, inégalités de Lieb-Thirring.

Semiclassical estimate of the quantum current in the presence of
a strong non homogenous magnetic field

Abstract. The Pauli operator describes the energy of an electron subject
to a magnetic field and to an external electric potential. The presence of the
magnetic field induces a natural quantity, the current. Formally, the current
can be considered as the derivative of the energy with respect to the magnetic
potential.
In this thesis, we establish an asymptotic formula of the current in the pre-
sence of a strong variable magnetic field. In the calculations we use a commu-
tator identity that leads us to estimate the sum of eigenvalues of a modified
Pauli operator. The technique of the proof relies on the construction of co-
herent states inequalities (in order to approximate the eigenfunctions) and
the Lieb-Thirring inequalities in order to control the error terms.

Keywords : magnetic Pauli operator, spectral theory, semi-classical ana-
lysis, coherent states, Lieb-Thirring inequalities.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Historique

Ces dernières années, de nombreuses recherches mathématiques se sont concen-
trées sur l’étude de la mécanique quantique en présence d’un champ magné-
tique dans un cadre semi-classique. Nous pouvons interpréter ces travaux
comme une tentative pour comprendre des problèmes quantiques à travers
des modèles classiques. L’énergie et la densité sont souvent étudiées pour
leurs comportements semi-classiques.
Si un système physique est soumis à un potentiel électromagnétique ( ~A, V )

et possède une énergie E(h, ~A, V ) (voir par exemple (1.25)), alors la densité
ρ peut être considérée comme la dérivée de l’énergie par rapport à V . Plus
précisément, on essayera de donner un sens à la distribution

C∞
0 (R3,R) 3 v →

∫
R3

ρ(x)v(x) dx =
dE(h, ~A, V + tv)

dt

∣∣
t=0
. (1.1)

Les énergies que nous considèrerons seront invariantes de jauge en ce sens
qu’elles restent inchangées si ~A est remplacé par ~A+∇φ. Elles ne dépenderont
donc en fait que du champ magnétique ~B = ∇× ~A =

−→
rot ~A engendré par ~A.

La présence du champ magnétique induit naturellement l’existence d’une
quantité : le courant. D’une manière formelle, nous pouvons considérer en
effet le courant ~j comme étant la dérivée de l’énergie par rapport au potentiel
magnétique ~A, c’est à dire comme étant la distribution

C∞
0 (R3,R3) 3 ~a→

∫
R3

~j(x) · ~a(x) dx =
dE(h, ~A+ t~a, V )

dt

∣∣
t=0
. (1.2)

Jusqu’à récemment le courant n’a que peu suscité l’intérêt des mathémati-
ciens. C’est probablement parce que le courant est une caractéristique des
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14 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

problèmes avec champ magnétique et que dans un premier temps les mathé-
maticiens ont simplement essayé d’étendre au cas avec le potentiel magné-
tique ce qu’ils avaient démontré auparavant sur l’opérateur de Schrödinger
sans potentiel magnétique. Or le courant d’une particule dont la dynamique
est gouvernée par un opérateur de Schrödinger sans champ magnétique est
nul. De plus les études de S. Fournais sur la limite semi-classique standard
du courant quantique dans [18] montrent que le premier terme "naturel"
du développement semi-classique est nul. Cependant, il existe un autre ré-
gime asymptotique introduit par Lieb, Solovej et Yngvason dans [29] et [30],
puis reprise par Erdös et Solovej dans [10]. Dans ce régime asymptotique, les
auteurs ont introduit un paramètre β (mesurant l’intensité du champ magné-
tique) qui peut varier lorsque h tend vers zéro. Ce régime asymptotique a été
introduite afin d’étudier les propriétés de l’état fondamental atomique quand
le nombre N d’électrons est grand et que l’atome est soumis à un champ
magnétique fort.
Dans [16] S. Fournais s’est intéressé au courant dans ce régime ; il a trouvé
des formules asymptotiques du courant d’un gaz d’électrons dans un champ
magnétique fort et constant.
Notre but dans ce travail est de généraliser ce résultat à des champs magné-
tiques non nécessairement constants. Plus précisément, nous allons calculer
des expressions asymptotiques du courant et du moment magnétique dans
le cas où le gaz d’électrons est soumis à un champ magnétique fort mais
non nécessairement constant. Le passage d’un champ magnétique constant à
un champ magnétique non constant n’est pas trivial. Pour surmonter cette
difficulté nous utilisons une technique de localisation. Plus précisément nous
recouvrons R3 par des ” boules ” de rayon λ(h, β) où λ(h, β) sera à choisir
soigneusement. Dans ces " boules " nous approchons le champ magnétique
variable par un champ constant et nous appliquons alors des méthodes dé-
veloppées pour le cas où le champ magnétique est constant. Il reste ensuite
à contrôler les erreurs dûes à cette approximation.
Pour l’analyse des systèmes semi-classiques dans le cas d’un champ magné-
tique fort, nous pouvons citer deux approches pour attaquer ces problèmes.
La première est d’utiliser un calcul pseudo-differentiel précis que nous appli-
quons presque directement au courant mais cette technique impose certaines
hypothèses de régularité restrictives sur le potentiel. Les résultats (les ex-
pressions asymptotiques de l’énergie) les plus précis ont été obtenus par Ivrii
dans [21] et Sobolev dans [36], [35] et [34]. Dans [18] et [16] S. Fournais a
utilisé les techniques microlocales de Ivrii [21] et de Sobolev [36]. Il a ensuite
montré que ces techniques ne sont pas optimales pour le calcul du courant.
Ces techniques exigent en général l’existence d’un grand nombre de dérivées
sur V (même s’il existe depuis peu des travaux sur la limite semi-classique
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relaxant fortement cette condition (voir le travail de Bronstein et Ivrii dans
[3], celui d’Ivrii dans [22], [23], et celui de Zielinski dans [47].

La seconde approche est une approche variationnelle qui a été utilisée
dans [10] pour calculer l’énergie et la densité. Cette méthode utilise des états
cohérents introduits dans [42, 41, 43, 44] pour approcher l’état fondamental
puis utilise les inégalités de Lieb-Thiring pour contrôler les termes d’erreurs.
Dans ce travail nous appliquerons cette même technique pour calculer le
courant. (Voir aussi le travail récent de Solovej et Spitzer dans [46]).) Les
inégalités de Lieb-Thiring font l’objet de plusieurs articles. Citons ici les
travaux de Lieb-Thirring [26], de L. Erdös et J.P. Solovej dans [9, 12, 13]), et
de A. Sobolev [38, 39]. (Voir aussi [5], [4] et un compte rendu récent [27] sur
ce sujet). Nous géneralisons également au cas du champ magnétique variable
une identité de commutateur pour le courant établie dans [16] dans le cas où
le champ magnétique est constant.

1.2 L’opérateur de Pauli et l’opérateur Cou-
rant

Nous rappelons le produit scalaire de deux éléments z = (z1, z2) et w =
(w1, w2) dans C2 par

〈z, w〉C2 = 〈z1, w1〉C + 〈z2, w2〉C . (1.3)

Nous définissons le produit scalaire de deux fonctions f et g dans L2(R3; C2)
par

〈f, g〉L2(R3;C2) =

∫
R3

〈f(x), g(x)〉C2d x . (1.4)

Nous introduisons maintenant le modèle spécifique que nous allons analyser
tout au long de ce travail.
Considérons un champ magnétique

~B0 ∈ C2 ∩ L∞(R3,R3) . (1.5)

De plus nous supposons que

B0(x) = ‖ ~B0(x)‖R3 (1.6)

est minoré et majoré uniformément.
Plus précisément, nous supposons choisies deux constantes c1 et C1 telles que

0 < c1 < C1
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et nous supposerons que la fonction B0(x) vérifie

c1 ≤ B0(x) ≤ C1, ∀ x ∈ R3 . (1.7)

Nous supposons que V vérifie

V ∈ L
3
2 (R3, R) ∩ L

5
2 (R3, R) et ∇V ∈ W 2,2

`oc (R
3,R3) . (1.8)

Nous considérons H(h, β ~B0, V ) un opérateur hamiltonien reflétant les pro-
priétés d’un gaz d’électrons soumis au champ magnétique ~B0 et au potentiel
scalaire V . L’opérateur H(h, β ~B0, V ) dépend d’un paramètre semi-classique
h qui tend vers zéro et d’un paramètre β qui mesure l’intensité du champ ma-
gnétique. Nous nous intéressons au cas d’un champ magnétique non constant
et fort. Plus précisément nous supposerons choisies deux constantes Cmin et
Cmax telles que

0 < Cmin < Cmax

et nous supposerons que (β, h) vérifient

Cminh
−1 ≤ β ≤ Cmaxh

−1 , ∀h ∈]0, 1] . (1.9)

Nous serons éventuellement amenés dans nos preuves à remplacer (un nombre
fini de fois) l’intervalle initial de définition pour h : ]0, 1] par ]0, h0] avec h0

assez petit.
Le choix de l’hamiltonien dépend de la nature de la limite que nous considé-
rons. Il est important dans notre cas d’inclure l’interaction de l’électron-spin
avec le champ magnétique extérieur. Nous utilisons alors l’opérateur de Pauli
(qui décrit justement l’interaction du gaz d’électrons non relativistes avec le
champ magnétique) donné par

H(h, β ~B0, V ) = (−ih∇+ β ~A0(x))
2 + βh~σ · ~B0(x) + V (x), (1.10)

agissant sur L2(R3; C2). Plus précisément, H(h, β ~B0, V ) opère de la manière
suivante

H(h, β ~B0, V ) = (−ih∇+ β ~A0(x))
2 ⊗ IC2 + βh~σ · ~B0(x) + V (x)⊗ IC2 .

(1.11)

Ici ~σ = (σ1, σ2, σ3) est le vecteur des matrices de Pauli

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (1.12)
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Le champ de vecteur ~A0 est le vecteur potentiel magnétique défini par la
jauge de Coulomb

~A0(x) =

∫ 1

0

s
(
~B0(s x) ∧ x

)
d s, pour x ∈ R3 . (1.13)

Nous désignons par

~n0(x) :=
~B0(x)

B0(x)
(1.14)

la direction du champ magnétique ~B0. Tout au long de ce travail, nous écri-
vons

−i∇ = ~p (1.15)

et

~Ph, βA0 := (h~p+ β ~A0) (1.16)

pour simplifier l’écriture.
Avant de présenter nos résultats principaux qui feront l’objet de la sous-
section suivante, introduisons quelques définitions et notations sur le courant.

Définition 1.2.1.
Soit ψ = (ψ1, ψ2) ∈ L2(R3,C2) tel que ~Ph,βA0ψ ∈ (L2(R3; C2))

3. Le courant
dans l’état (ou courant de ψ) est la distribution ~jψh,β donnée par

C∞
0 (R3,R3) 3 ~a 7→

∫
R3

~jψh,β(x) · ~a(x) dx = 〈ψ ; ~Jh,β(~a)ψ〉L2(R3,C2) , (1.17)

où ~Jh,β(~a) est l’opérateur courant défini par

~Jh,β(~a) = Jph,β(~a)⊗ IC2 + h~σ ·~b , (1.18)

avec

~b = (b1, b2, b3) =
−→
rot~a (1.19)

et

Jph,β(~a) := ~a · ~Ph, βA0 + ~Ph, βA0 · ~a . (1.20)
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Remarque 1.2.2.
L’écriture

∫
R3
~jψh,β(x) ·~a(x) dx est bien entendue abusive et doit toujours être

comprise au sens du membre de droite dans (1.17). La " fonction " ~jψh,β n’est
définie que comme distribution et pas comme fonction.

L’opérateur Jph,β(~a)⊗ IC2 opère diagonalement. Il est appelé opérateur du
courant permanent. L’opérateur Courant ~Jh,β(~a) opère alors sur C∞

0 (R3,C2)
de la manière suivante

~Jh,β(~a)

(
ψ1

ψ2

)
=

(
~a · ~Ph, βA0ψ1 + ~Ph, βA0 · ~aψ1 + h b3ψ1 + h (b1 − ib2)ψ2

~a · ~Ph, βA0ψ2 + ~Ph, βA0 · ~aψ2 + h (b1 + ib2)ψ1 − h b3ψ2

)
.

(1.21)

Pour définir le courant total (la quantité que nous souhaitons étudier), nous
sommons le courant pour une base orthonormée de vecteurs propres de l’es-
pace propre associée aux valeurs propres inférieures à zéro :

~j =
∑
λi<0

~jψi
. (1.22)

En d’autres termes ~jh,β est la distribution

~a 7→
∫

R3

~jh,β(x) · ~a(x) dx ≡ tr
[
~Jh,β(~a)1]−∞,0[

(
H(h, β ~B0, V )

)]
. (1.23)

Ici l’écriture
∫

R3
~jh,β(x) · ~a(x) dx est aussi comprise au sens du membre de

droite dans (1.23).

1.3 Énergie semi-classique

Dans le cas d’un champ magnétique non constant, L. Erdös et J.P. Solovej
ont prouvé dans [11] que la somme des valeurs propres négatives∑

k

ek
(
h, β ~B0, V

)
:= tr

[
H(h, β ~B0, V )1]−∞,0[

(
H(h, β ~B0, V )

)] (1.24)

est finie. Mentionnons ici que le bas du spectre essentiel de l’opérateurH(h, β ~B0, V )
est égal à zero. La somme des valeurs propres négatives représente l’énergie
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quantique EQ(h, β ~B0, V ) du gaz d’électrons dans un potentiel électrique V
et un potentiel magnétique ~A0 :

EQ(h, β ~B0, V ) = tr
[
H(h, β ~B0, V )1]−∞,0[

(
H(h, β ~B0, V )

)]
. (1.25)

De plus, dans [10, théorème 3.1] (et dans [29, théorème 4.1] pour le cas
du champ magnétique non constant) les auteurs ont prouvé une formule
semi-classique généralisée qui dépend du champ magnétique et qui est notée
Escl(h, β ~B0, V ). Plus précisément, ils ont montré qu’il existe une fonction g
réelle positive

]0, h0] 3 h 7→ g(h) (1.26)

telle que
lim
h→0

g(h) = 0

et il existe une fonction f

(h, β) 7→ f(h, β) , (1.27)

telles que, pour tout (h, β) vérifiant (1.9), on ait

EQ(h, β ~B0, V ) = Escl(h, β ~B0, V )
(
1 + f(h, β)

)
, (1.28)

où f(h, β) vérifie
|f(h, β)| ≤ g(h) .

Ici l’énergie semi-classique est définie par

Escl(h, β ~B0, V ) := −h−3

∫
R3

P
(
hβ‖ ~B0(x)‖R3 , [V (x)]−

)
dx , (1.29)

où, pour (b, w) ∈ R+ × R+, la fonction P(b,w) est définie par

P (b, w) =
b

3π2

(
w3/2 + 2

∞∑
ν=1

[2νb− w]
3/2
−

)
, (1.30)

où

[x]− =

{
−x si x ≤ 0

0 sinon .
(1.31)

Lemme 1.3.1.
Soit P la fonction introduite en (1.30). Il existe une constante c > 0 telle que∣∣∣P (b, w)

∣∣∣ ≤ c
(
bw3/2 + w5/2

)
∀ b ∈ R+,∀ w ∈ R+ . (1.32)
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Démonstration.
Nous avons

[2νb− w]
3/2
− = b3/2[2ν − w

b
]
3/2
− . (1.33)

Soit
N := [

w

2
] = max{n ∈ N;n ≤ w

2
} .

Nous écrivons
∞∑
ν=1

[2ν − w]
3/2
− =

N∑
ν=1

(w − 2ν)3/2

≤ N max
1≤ν≤N

(w − 2ν)3/2

≤ w

2
max

1≤ν≤N
(w − 2ν)3/2 .

(1.34)

En utilisant une estimation du type

|f + g|p ≤ Cp(|f |p + |g|p) , (1.35)

nous obtenons
w

2
max

1≤ν≤N
(w − 2ν)3/2 ≤ C3/2

w

2
max

1≤ν≤N
(w3/2 + (2ν)3/2) . (1.36)

De plus

C3/2
w

2
max

1≤ν≤N
(w3/2 + (2ν)3/2) ≤ C3/2

w

2
(w3/2 + (2N )3/2)

≤ C3/2
w

2
(w3/2 + 23/2w3/2)

≤ C̃

2
w5/2 .

(1.37)

En combinant (1.37), (1.34), (1.33) et (1.30), nous obtenons bien l’existence
d’une constante c > 0 tel que∣∣∣P (b, w)

∣∣∣ ≤ c
(
bw3/2 + w5/2

)
∀ b ∈ R+,∀ w ∈ R+ . (1.38)

Application
Il résulte de l’inégalité (1.32) appliquée pour tout x avec b = B0(x)
et w = [V ]−(x), que l’intégrale en (1.29) est finie lorsque

B0 := ‖ ~B0‖R3 ∈ L∞(R3,R3)

et
[V ]− ∈ L3/2(R3, R) ∩ L5/2(R3, R) .



1.4. RÉSULTAT PRINCIPAL 21

1.4 Résultat principal

Introduisons l’énergie semi-classique indépendante du paramètre h :

∀ µ ∈ R+, Eµ( ~B0, V ) :=−
∫

R3

P
(
µB0(u), [V (u)]−

)
du , (1.39)

où pour (b, w) ∈ R+ × R+, la fonction P(b,w) est définie en (1.30).
La définition du courant dans (1.23) a été inspirée de la dérivée de l’éner-
gie quantique (1.2). D’une manière formelle, on s’attend à ce que le com-
portement semi-classique du courant soit donné par la dérivée de l’énergie
semi-classique par rapport au champ magnétique ~B :

lim
h→0

h2

∫
R3

~jh,β(x) · ~a(x)dx = µ−1dEµ(
~B0 + s

−→
rot~a, V )

ds

∣∣∣
s=0

. (1.40)

En utilisant

d(‖ ~B0 + s
−→
rot~a‖)

ds

∣∣∣
s=0

=
−→
rot~a · ~n0 , (1.41)

nous obtenons
d

ds
Eµ( ~B0 + s

−→
rot~a, V )

∣∣∣
s=0

=
−2µ

3π

∫
R3

∞∑
ν=0

dν

(−→
rot~a(x) · ~n0(x)

)[
2νµB0(x) + V (x)

]3/2
−
dx

+
2µ

π

∫
R3

∞∑
ν=0

dννµB0

(−→
rot~a(x) · ~n0(x)

)[
2νµB0(x) + V (x)

]1/2
−
dx .

(1.42)

Ici

d0 =
1

2π
et dν =

1

π
, ∀ ν ≥ 1 . (1.43)

Le théorème suivant constitue le résultat principal de cette thèse, mais il ne
concerne que le comportement semi-classique du courant lorsque la fonction
test ~a est orthogonale au champ magnétique ~B0. Le courant parallel au champ
magnétique est beaucoup plus difficile à analyser.

Théorème 1.4.1.
Soient ~a ∈ C∞

0 (R3,R3) et ~B0 vérifiant (1.5)-(1.7) et ~B0 · ~a = 0. Supposons
que [V ]− vérifie (1.8) et qu’il existe µ > 0 tel que

lim
h→0

hβ(h) = µ. (1.44)
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Alors

lim
h→0

h2

∫
R3

~jh,β(x) · ~a(x)dx = µ−1 d

ds
Eµ( ~B0 + s

−→
rot~a, V )

∣∣∣
s=0

. (1.45)

Remarque 1.4.2.
Dans le cas où le champ magnétique est constant :

~B0 = B0~n0 ,

nous retrouvons le résultat établi par S.Fournais dans [16, théorème 1.3].

1.5 Organisation du travail

Chapitre 1 : Introduction .
Dans ce chapitre nous introduisons l’opérateur de Pauli reflétant les proprié-
tés d’un gaz d’électrons soumis au champ magnétique ~B0 et au potentiel
scalaire V

H( ~B0, V ) = (−i∇+ ~A0(x))
2 + ~σ · ~B0(x) + V (x), (1.46)

agissant sur L2(R3; C2). Puis nous présentons le résultat principal qui décrit
le comportement semi-classique du courant ~Jh,β(~a) lorsque la fonction test ~a
est orthogonale au champ magnétique ~B0 en tout point de R3.

Chapitre 2 : Théorie spectrale de l’opérateur de Pauli .
Dans la première partie de ce chapitre, nous nous intéressons à la réalisation
auto-adjointe de l’opérateur de Pauli. Nous montrons que sous les hypothèses
(1.5)-(1.9) l’opérateur H(h, β ~A0, V ) défini en (1.10) est auto-adjoint. Dans la
deuxième partie de ce chapitre, nous définissons Fh,β(V ) et Gh,β(V ) comme
respectivement les fonctionnelles réduite et non réduite de Lieb-Thirring, puis
nous rappelons une estimation (du type Lieb-Thirring) obtenue par [10] et
par [30] sur la somme des valeurs propres négatives de l’opérateur de Pauli
H(h, β ~B0, V ).

Chapitre 3 : Approximation du champ magnétique .
Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et résultats sur l’éner-
gie semi-classique introduite par E.H. Lieb, J.P. Solovej et J. Yngvason dans
le cas où le champ magnétique est constant, puis reprises par L. Erdös et
J.P. Solovej dans le cas où le champ magnétique est non constant. Dans une
deuxième section de ce chapitre, nous généralisons le résultat sur l’énergie



1.5. ORGANISATION DU TRAVAIL 23

semi-classique. Nous considérons une famille Ht d’opérateurs de Pauli modi-
fié et nous montrons que l’expression semi-classique donnée en (1.29), reste
vraie pour l’opérateur de Pauli modifié avec champ magnétique non constant.
Dans la dernière section de ce chapitre nous réécrivons la partie cinétique de
l’opérateur de Pauli modifié (Ht − V ) sous la forme d’un opérateur avec
champ magnétique constant plus des termes d’erreurs dûs à l’approximation.

Chapitre 4 : États cohérents pour l’opérateur de Pauli avec champ
magnétique constant .
Nous rappelons quelques définitions et propriétés classiques sur le spectre de
l’opérateur de Schrödinger magnétique constant égal à −∂2

x1
+ (−i∂x2 + x1)

2

dans R2. Nous rappelons en particulier que le spectre est décrit comme la
réunion des niveaux de Landau (2ν + 1) ; ν ∈ N. Nous construisons une fa-
mille de projecteurs (Fν)ν∈N associé à chaque niveau de Landau, qui vérifient
l’identité suivante

∞∑
ν=0

Fν = Id. (1.47)

Puis dans la troisième section de ce chapitre, nous considérons l’opérateur de
Schrödinger magnétique dans R3 et nous remplaçons la famille de projecteurs
(Fν)ν∈N par une famille de projecteurs

(
Πν

0(ξ)
)
ν∈N,ξ∈R

définie sur L2(R3,C2)

qui vérifie

∞∑
ν=0

(2π)−1

∫
R3

Πν
0(ξ)dξ = 1L2(R3,C2) .

Dans la dernière section de ce chapitre, nous construisons finalement des états
cohérents à l’aide d’une famille (Kν)ν∈N de fonctions propres géneralisées de
l’opérateur de Pauli avec champ magnétique constant

H0,A = (~p+ ~A)2 + ~σ · ~B .

Chapitre 5 : Borne inférieure
Dans ce chapitre, nous utilisons l’approximation du champ magnétique et les
états cohérents convenablement construits pour établir une borne inférieure
pour la somme des valeurs propres négatives de l’opérateur de Pauli modifié.
Pour contrôler les termes d’erreurs dûs à l’approximation et à la localisation,
nous utilisons les inégalités de Lieb-Thirring.
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Chapitre 6 : Application (calcul du courant).
Dans ce chapitre, nous prouvons une formule de commutateur pour l’opéra-
teur du courant ~Jh,β(~a). Puis, nous utilisons l’estimation sur la somme des
valeurs propres négatives de l’opérateur de Pauli modifié et le principe va-
riationnel pour calculer le courant et prouver le théorème principal de notre
travail (théorème 1.4.1).



Chapitre 2

Théorie spectrale

2.1 Inégalité de Lieb-Thirring

Dans ce travail, on s’intéresse aux valeurs propres de l’opérateur de Pauli
qui sont au dessous du spectre essentiel.
En définisssant l’opérateur de Dirac par

D = ~σ · (−ih∇+ ~A(x)), (2.1)

on vérifie la relation suivante entre ce dernier et l’opérateur de Pauli[
~σ · (−ih∇+ ~A(x))

]2
+ V (x) = (−ih∇+ ~A(x))2 + V (x) + h~σ · ~B(x) .

(2.2)

Sous des hypothèses très générales sur le potentiel scalaire V et le champ
magnétique ~B, et d’après un résultat de Helffer-Nourrigat-Wang [20], Erdös
et Solovej montrent que le bas du spectre essentiel de l’opérateur de Pauli
est en zéro [10, p. 128-129].
Dans le cas d’un champ magnètique constant, l’opératuer de Pauli

[
~σ ·

(−ih∇ + ~A(x))
]2

n’a que du spectre essentiel {2n : n ∈ N} (niveaux

de Landau). En conséquence, si V ∈ L3/2 ∩ L5/2, l’opérateur de Pauli per-

turbé
[
~σ · (−ih∇ + ~A(x))

]2
+ V et l’opérateur non-perturbé (V = 0) ont le

même bas du spectre essentiel (théorème de Weyl). Ceci montre dans ce cas
particulier que le bas du spectre de l’opérateur perturbé est en 0.
On s’intéresse alors à la suite croissante des valeurs propres strictement né-

gatives de l’opérateur H(B, V ) défini en (2.2) qu’on note
(
ej(B, V )

)N(B,V )

j=1

25
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(N(B, V ) étant fini ou infini). Dans les articles [45] et [38] dans le cas d’un
champ magnétique constant, les auteurs ont prouvé qu’il y a une infinité
de valeurs propres négatives. Cependant la somme de ces valeurs propres
négatives est finie. les auteurs se sont intéressés dans un premier temps au
comportement semi-classique de la somme des valeurs propres négatives. La
première borne de Lieb-Thirring pour l’opérateur de Pauli a été établie dans
[29, thm 2.1] pour le cas où le champ magnétique est constant. Les au-
teurs ont établi une estimation sur la somme des valeurs propres négatives
de l’opérateur de Pauli

H(B, V ) = (~p+ ~A)2 + ~B · ~σ + V , (2.3)

où
B = ‖ ~B‖ .

Théorème 2.1.1.
Soit V tel que [V ]− ∈ L3/2(R3,R) ∩ L5/2(R3,R) et soit

(
ej(B, V )

)N(B,V )

j=1

(N(B, V ) étant fini ou infini), la suite des valeurs propres négatives de l’opé-
rateur H(B, V ) défini en (2.3). Alors

∞∑
j=1

|ej(B, V )| ≤ L1B

∫
R3

[V (x)]
3/2
− dx+ L2

∫
R3

[V (x)]
5/2
− dx, (2.4)

où

L1 =
4

3π
(2.5)

et

L2 =
8
√

6

5π
. (2.6)

Ici on a utilisé (1.31).

En insérant le paramètre semi-classique h > 0, l’opérateur H(B, V ) de-
vient,

H(h,B, V ) = (h~p+ ~A)2 + h~B · ~σ + V . (2.7)

Remarquons que

H(h,B, V ) = h2H(h−1B, h−2V ) . (2.8)
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Par suite, compte tenu de l’universalité des constantes L1 et L2, l’inégalité
(2.4) devient

∞∑
j=1

|ej(h,B, V )| ≤ L1 h
−2B

∫
R3

[V (x)]
3/2
− dx+ h−3L2

∫
R3

[V (x)]
5/2
− dx. (2.9)

où L1, L2 ont été définies respectivement en (2.5) et (2.6) .
Ici nous avons introduit le paramètre semi-classique dans la notation de la
suite croissante

(
ej(h,B, V )

)∞
j=1

des valeurs propres négatives de l’opérateur

H(h,B, V ).
Dans [10], L. Erdös et J.P. Solovej généralisent le Théorème 2.1.1 au cas
où le champ magnétique est variable. Ils s’intéressent à l’opérateur H(B, V )

défini en (2.3) et ils supposent que l’intensité B du champ magnétique ~B

est bornée, non nulle et que les gradients de ~n =
~B
B

et de ln(B) sont bornés
également. Il posent alors

`( ~B)−1 := ‖∇~n‖∞ = ‖∇(
~B

B
)‖∞ <∞ , (2.10)

et

L( ~B)−1 := ‖|∇B|
B

‖∞ <∞ . (2.11)

Ici `( ~B) décrit l’échelle sur laquelle la direction du champs varient et L( ~B)
décrit l’échelle sur laquelle le logarithme de l’intensité du champ magnétique
varie. Ils supposent aussi que le potentiel scalaire V vérifie

[V ]− ∈ L5/2(R3,R) ∩W 1,1(R3,R) . (2.12)

Théorème 2.1.2.
Il existe une constante C > 0 telle qu’avec les notations et les hypothèses
(2.10)-(2.12), la somme des valeurs propres strictement négatives

(
ej(B, V )

)∞
j=1

de l’opérateur de Pauli H(B, V ) vérifie
∞∑
j=1

|ej(B, V )| ≤ C

(∫
R3

[V (x)]
5/2
− dx+

∫
R3

(
B(x) + d−2( ~B)

)
[V (x)]

3/2
− dx

+

∫
R3

(
B(x) + d−2( ~B)

)
d−1( ~B)[V (x)]−dx

+

∫
R3

(
B(x) + d−2( ~B)

)∣∣∣∇[V (x)]−

∣∣∣dx) ,
(2.13)
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où

d( ~B) := min{ ‖B‖−1/4
∞ `1/2( ~B), L( ~B), `( ~B)} . (2.14)

En insérant le paramètre semiclassique h > 0, nous obtenons
∞∑
j=1

|ej(h,B, V )| ≤ C

(
h−3

∫
R3

[V (x)]
5/2
− dx

+

∫
R3

(
h−2B(x) + h−1d−2(h, ~B)

)
[V (x)]

3/2
− dx

+

∫
R3

(
h−1B(x) + d−2(h, ~B)

)
d−1(h, ~B)[V (x)]−dx

+

∫
R3

(
h−1B(x) + d−2(h, ~B)

)
|∇[V (x)]−|dx

)
,

(2.15)

où

d(h, ~B) := min{h1/4‖B‖−1/4
∞ `1/2( ~B), L( ~B), `( ~B)} . (2.16)

Rappelons que dans notre application, nous nous intéressons à l’opérateur
de Pauli H(h,B, V ) lorsque le potentiel scalaire V satisfait (1.8) et lorsque
le champ magnétique ~B n’est pas nécessairement constant et s’écrit

~B = β ~B0 , (2.17)

où ~B0 satisfait (1.5)-(1.7) . En comparant notre application avec (2.15) et
(2.16), nous remarquons que lorsque β est suffisamment grand, plus précisé-
ment, pour β vérifiant

β1/4 ≥ max{L−1( ~B0)`
1/2( ~B0)h

1/4‖B0‖−1/4
∞ , `−1/2( ~B0)h

1/4‖B0‖−1/4
∞ },

nous avons

d(h, β ~B0) = h1/4β−1/4‖B0‖−1/4
∞ `1/2( ~B0) . (2.18)

En remplaçant (2.18) dans (2.15), nous obtenons l’existence d’une constante
C1 telle que, pour tout B0 vérfiant (2.10)-(2.11), pour tout h ∈]0, 1] , et pour
tout [V ]− ∈ L5/2(R3,R) ∩W 1,1(R3,R), nous avons

∞∑
j=1

|ej(B, V )| ≤ C1

(
h−3

∫
R3

[V (x)]
5/2
− dx+ h−2β‖B0‖∞

∫
R3

[V (x)]
3/2
− dx

+ h−5/4β5/4‖B0‖5/4
∞ `−1/2( ~B0)

∫
R3

[V (x)]−dx

+ h−1β‖B0‖∞
∫

R3

|∇[V (x)]−|dx
)
.

(2.19)
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Nous définissons la fonctionnelle réduite de Lieb-Thirring par :

L5/2(R3,R) ∩ L3/2(R3,R) 3 V 7→ Fh,β(V ), (2.20)

où

Fh,β(V ) = h−3

∫
R3

[V (x)]
5/2
− dx+ h−2β‖B0‖∞

∫
R3

[V (x)]
3/2
− dx. (2.21)

Puis nous définissons la fonctionnelle non réduite de Lieb-Thirring par :

L5/2(R3,R) ∩W 1,1 3 V 7→ Gh,β(V ) , (2.22)

où

Gh,β(V ) := h−3

∫
R3

[V (x)]
5/2
− dx+ h−2β‖B0‖∞

∫
R3

[V (x)]
3/2
− dx

+ h−5/4β5/4‖B0‖5/4
∞ `−1/2( ~B0)

∫
R3

[V (x)]−dx

+ h−1β‖B0‖∞
∫

R3

∣∣∣∇[V (x)]−

∣∣∣dx .
(2.23)

Il résulte de (2.19) et de (2.23) que la somme des valeurs propres strictement

négatives
{
ek(h, β ~B0, V )

}N(h,β)

k=1

de l’opérateur H(h, β ~B0, V ) vérifie :

N(h,β)∑
k=1

∣∣∣∣ek(h, β ~B0, V ))

∣∣∣∣ ≤ C1 Gh,β([V ]−) ≤ C1 Gh,β(V ) , (2.24)

pour toute paire (h, β) vérifiant (1.9) et tout V qui satisfait (1.8). Ici C1 a
été introduite en (2.19).

2.2 Théorie spectrale
Rappelons le théorème de Kato-Rellich (voir par exemple [32]).

Théorème 2.2.1. (Kato-Rellich)
Supposons que L soit un opérateur auto-adjoint de domaine D(L). Soit B un
opérateur borné et supposons qu’il existe deux constantes a ∈ [0, 1[ et b > 0
telles que :

‖Bu‖ ≤ a‖Lu‖+ b‖u‖, ∀ u ∈ D(L)

Alors, l’opérateur L+B de domaine D(L) est auto-adjoint .
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Théorème 2.2.2. (Principe variationnel)
Soient N ∈ N, et CN l’ensemble des familles orthonormées (fi)

N
i=1 . Suppo-

sons que H1I]−∞,0[(H) est de trace finie. Alors

tr
[
H1I]−∞,0[ (H)

]
= inf

(f1,...,fN )∈CN
N∈N

N∑
k=1

〈H fk ; fk〉 . (2.25)

Démonstration.
Par la définition de la trace, nous avons pour toute base (fk)

∞
k=1 orthonormée

de L2(R3,C2)

tr
[
H1I]−∞,0[ (H)

]
=

∞∑
k=1

〈H1I]−∞,0[(H) fk ; fk〉. (2.26)

Par ailleurs, on a
∞∑
k=1

〈H1I]−∞,0[(H) fk ; fk〉 ≤
N∑
k=1

〈H fk ; fk〉 . (2.27)

En combinant (2.26) et (2.27), on déduit que

tr
[
H1I]−∞,0[ (H)

]
≤ inf

(f1,...,fN )∈CN
N∈N

N∑
k=1

〈H fk ; fk〉 . (2.28)

Inversement, en prenant (gk)
∞
k=1 une base orthonormée de l’espace propre

négatif de l’opérateur H, on a d’une part

tr
[
H1I]−∞,0] (H)

]
=

∑
λk(H)<0

λk(H)

=
N∑
k=1

〈Hgk ; gk〉 .
(2.29)

D’autre part, on a

inf
(f1,...,fN )∈CN

N∈N

N∑
k=1

〈H fk ; fk〉 ≤
N ′∑
k=1

〈Hgk ; gk〉 ∀ N ′ ∈ N . (2.30)

Ceci implique que

inf
(f1,...,fN )∈CN

N∈N

∞∑
k=0

〈H fk ; fk〉 ≤ inf
N ′∈N

N ′∑
k=1

〈Hgk ; gk〉

≤ tr
[
H1I]−∞,0[ (H)

]
.

(2.31)
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Lemme 2.2.3.
Supposons que H est un opérateur auto-adjoint semi borné dans un espace
d’Hilbert H tel que l’opérateur H 1I]−∞,0[(H) est un opérateur à trace.
Alors pour tout projecteur orthogonal γ tel que Hγ est à trace, on a :

tr
(
H 1I]−∞,0[(H)

)
≤ tr(Hγ).

Démonstration.
Soit H un opérateur auto-adjoint non borné, soit (λk)k la suite des valeurs
propres strictement négatives de H (comptés avec leur multiplicité). Soient
(f−k )k∈Z− une base orthonormée de fonctions propres et (Pk)k les projecteurs
orthogonaux associés aux espaces propres.
On désigne par P+ et P− réspectivement les projecteurs sur les spectres positif
et négatif de H. L’opérateur Hγ étant à trace, alors on a,

tr(Hγ) = tr(HγP+) + tr(HγP−) .

Par ailleurs, en utilisant la cyclicité de la trace,

tr(HγP+) = tr(P+Hγ) .

En Tenant compte que P+ est un projecteur et qu’il commute avec H, on
écrit,

tr(P+Hγ) = tr(P+P+Hγ) = tr(P+HP+γ) .

Ce dernier terme est positif car γ est un projecteur et l’opérateur P+HP+

est positif. En fait, d’après la cyclicité de la trace,

tr(P+HP+γ) = tr(P+HP+γ
2) = tr(γP+HP+γ) ≥ 0,.

Il suffit maintenant de montrer que tr(HγP−) ≥ tr
(
H1I]−∞,0[(H)

)
. Comme

expliqué ci-dessus, on a

tr(HγP−) = tr(P−HP−γ).

Considérons le plus petit espace fermé K qui est la somme directe hilber-
tienne des espaces propres correspondants aux valeurs propres strictement
négatives (λk)k. Soit (f−k )k∈Z− une base orthonormée de K et (f+

k )k∈Z+ une
base orthonormée de K⊥, telle que (f+

k ∪ f
−
k ) soit une base orthonormée de

L2(R3,C2). Alors

tr(P−HP−γ) =
∑
k∈Z−

〈P−HP−γf−k , f
−
k 〉+

∑
k∈Z+

〈P−HP−γf+
k , f

+
k 〉 . (2.32)
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D’une part,

〈P−HP−γf+
k , f

+
k 〉 = 〈HP−γf+

k , P−f
+
k 〉 = 0 . (2.33)

Ici, nous avons utilisé le fait que f+
k ⊥ K et que P− est le projecteur ortho-

gonale sur l’espace propre K associé aux valeurs propres λk. D’autre part,
nous avons ∑

k

〈P−HP−γf−k , f
−
k 〉 =

∑
k

〈γf−k , P−HP−f
−
k 〉

=
∑
k

λk〈γf−k , f
−
k 〉.

(2.34)

Comme λk < 0 et que

0 ≤ 〈γf−k , f
−
k 〉 ≤ ‖f−k ‖

2

= 1 ,
(2.35)

nous obtenons

λk ≤ 〈λkγf−k , f
−
k 〉 ≤ 0 . (2.36)

2.3 La réalisation auto-adjointe de l’opérateur
de Pauli

Rappelons comment on peut définir la réalisation auto-adjointe de l’opé-
rateur ~P 2

A0
, où

~PA0 := (−i∇+ ~A0). (2.37)

Nous partons de la forme quadratique

u→ qA0(u) = ‖~PA0u‖2(
L2(R3,C2)

)3 (2.38)

qui a pour domaine naturel

H1
A0

(R3,C2) =

{
u ∈ L2(R3, C2); ~PA0u ∈

(
L2(R3, C2)

)3
}
. (2.39)
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Nous définissons naturellement la norme hilbertienne ‖ . ‖H1
A0

(R3,C2) par

‖u‖2
H1

A0
(R3,C2) = ‖~PA0u‖2(

L2(R3,C2)

)3 + ‖u‖2
L2(R3,C2) . (2.40)

Comme qA0 est semi-borné, on obtient par le théorème de Friedrichs l’exis-
tence d’une réalisation auto-adjointe ~P 2

A0
de domaine

D(~P 2
A0

) =
{
u ∈ H1

A0
(R3,C2); ~P 2

A0
u ∈ L2(R3, C2)

}
. (2.41)

Nous définissons naturellement la norme du graphe ‖.‖D(~P 2
A0

) par

‖u‖2
D(~P 2

A0
)
= ‖~P 2

A0
u‖2

L2(R3,C2) + ‖u‖2
L2(R3,C2) , ∀ u ∈ D(~P 2

A0
) . (2.42)

Nous allons démontrer que

D(~P 2
A0

) = H2
A0

(R3,C2) , (2.43)

où

H2
A0

(R3,C2) =

{
u ∈ H1

A0
(R3,C2); ~PA0u ∈

(
H1
A0

(R3,C2)
)3
}
. (2.44)

En effet, d’une part nous vérifions aisément que

H2
A0

(R3,C2) ⊂ D(~P 2
A0

) . (2.45)

D’autre part, si u ∈ D(~P 2
A0

) alors, par définition,

u ∈ H1
A0

(R3,C2) et ~P 2
A0
u ∈ L2(R3, C2) . (2.46)

Il résulte de [8, lemme 13.3 ] que u ∈ H2
A0

(R3,C2) et qu’il existe une constante
C0 > 0 indépendante de u telle que

‖u‖H2
A0

(R3,C2) ≤ C0

(
‖~P 2

A0
u‖L2(R3,C2) + ‖u‖L2(R3,C2)

)
, (2.47)

où

‖u‖2
H2

A0
(R3,C2) =

∑
|j|+|k|≤2

‖~PA0,j
~PA0,k

u‖2
L2(R3,C2) + ‖~PA0u‖2(

L2(R3,C2)

)3

+ ‖u‖2
L2(R3,C2) .

(2.48)
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Ici nous avons noté
~PA0,j

= (−i∂j + ~A0,j),

où ~A0 = (A0,1, A0,2, A0,3). Ceci montre de plus que les normes ‖.‖H2
A0

(R3,C2)

et ‖.‖D(~P 2
A0

) sont équivalentes. A l’aide du théorème de Kato-Rellich, nous

obtenons que l’opérateur de Pauli H(h, β ~A0, V ) défini en (1.10) est auto-
adjoint. En donnant la démonstration de cette propriété, nous comprendrons
mieux l’origine des hypothèses posées sur V .

Lemme 2.3.1.
Supposons que ~A0 ∈ L2

`oc(R3,R3) alors

H1
A0

(R3,C) ↪→ L6(R3,C) . (2.49)

Ici H1
A0

(R3,C) a été introduit dans (2.39), et ↪→ signifie "injection continue".

Démonstration.
Rappelons que pour tout u ∈ H1

A0
(R3,C), nous avons par l’inégalité diama-

gnétique (voir [28]), :

|u| ∈ H1(R3,C) , (2.50)

et, ∣∣∣∇|u(x)|∣∣∣ ≤ ∣∣∣(∇+ i ~A0)(u(x))
∣∣∣ (2.51)

pour presque tout x ∈ R3 .
Il résulte alors par intégration du carré dans (2.51),(∫

R3

|∇|u(x)||2 dx
)1/2

≤
(∫

R3

|~PA0u(x)|2 dx
)1/2

. (2.52)

Il résulte de l’injection continue de Sobolev :

H1(R3,C) ↪→ L6(R3,C) (2.53)

appliquée à |u| l’existence d’une constante c > 0 telle que(∫
R3

|u(x)|6 dx
)1/6

≤ c
(∫

R3

|∇|u(x)||2 dx
)1/2

, ∀ u ∈ H1
A0

(R3,C) .

(2.54)

En combinant (2.52) et (2.54), nous obtenons(∫
R3

|u(x)|6 dx
)1/6

≤ c
(∫

R3

|~PA0u(x)|2 dx
)1/2

, ∀ u ∈ H1
A0

(R3,C) .

(2.55)

Ceci achève la preuve du lemme.
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Proposition 2.3.2.
Il existe une constante c > 0 telle que, pour tout V ∈ L3/2(R3, R), pour toute
u ∈ H1

A0
(R3, C), nous avons∣∣∣∣ ∫

R3

V (x)|u(x)|2 dx
∣∣∣∣ ≤ c ‖V ‖L3/2(R3,R) ‖u‖2

H1
A0

(R3,C) . (2.56)

Démonstration.
En utilisant l’inégalité de Hölder, nous obtenons∣∣∣∣ ∫

R3

V (x)|u(x)|2 dx
∣∣∣∣ ≤ ‖V ‖L3/2(R3,R) ‖u‖2

L6(R3,C). (2.57)

Nous utilisons maintenant l’injection continue de Sobolev (2.49). Plus préci-
sément, il existe une constante c > 0 tel que

‖u‖L6(R3,C) ≤ c ‖u‖H1
A0

(R3,C), ∀ u ∈ H1
A0

(R3,C) . (2.58)

Par suite (2.57) devient∣∣∣∣ ∫
R3

V (x)|u(x)|2 dx
∣∣∣∣ ≤ c ‖V ‖L3/2(R3,R) ‖u‖2

H1
A0

(R3,C), ∀ u ∈ H1
A0

(R3,C) .

(2.59)

Lemme 2.3.3.
Supposons que ~A0 ∈ L2

`oc(R3,R3) alors

H2
A0

(R3,C) ↪→ W 1,6
A0

(R3,C) ↪→ L∞(R3,C) , (2.60)

où, pour p > 0, W 1,p
A0

(R3,C) est défini par :

W 1,p
A0

(R3,C) = {u ∈ Lp(R3,C); ~PA0u ∈
(
Lp(R3,C)

)3

} . (2.61)

Démonstration.
Soit u ∈ H2

A0
(R3,C) alors par définition u et ~PA0u sont dans

(
H1
A0

(R3,C)
)3

.

De plus, l’injection continue de Sobolev (2.49) implique que u et ~PA0u sont

dans
(
L6(R3,C)

)
et
(
L6(R3,C)

)3

respectivement. Ceci achève la preuve de
la première injection dans (2.60).
Nous démontrons maintenant la deuxième injection. Il résulte de l’inégalité
diamagnétique (cf (2.51)) que, pour tout u ∈ W 1,6

A0
(R3,C) ,

|u| ∈W 1,6(R3,C) , (2.62)
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et (∫
R3

|∇|u(x)||6 dx
)1/6

≤
(∫

R3

|~PA0u(x)|6 dx .
)1/6

(2.63)

Nous utilisons l’injection continue de Sobolev (cf [1])

W 1,6(R3,C) ↪→ C0,α(R3, C) , (2.64)

où

C0,α(R3, C) =
{
u ∈ Cb(R3, C); sup

x,y∈R3

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

<∞, 0 < α < 1
}
.

(2.65)

Plus précisément, il existe une constante c > 0 telle que

‖v‖C0,α(R3,C) ≤ c ‖v‖W 1,6(R3,C) , ∀ v ∈ W 1,6(R3,C) , (2.66)

où

‖v‖C0,α(R3,C) = sup
x,y∈R3

|v(x)− v(y)|
|x− y|α

+ sup
x∈R3

|v(x)| . (2.67)

Nous déduisons de (2.63) et de (2.64) que, si u ∈ W 1,6
A0

(R3,C), alors
|u| ∈ W 1,6(R3,C) et |u| ∈ C0,α(R3, C). Plus précisément, il existe une
constante c > 0 telle que

‖ |u| ‖C0,α(R3,C) ≤ c‖u‖W 1,6
A0

(R3,C) , ∀ u ∈ W 1,6
A0

(R3,C) . (2.68)

Pour achever la démonstration de l’injection W 1,6
A0

(R3,C) ↪→ L∞(R3,C), il
suffit de remarquer que

‖u‖L∞(R3,C) = ‖ |u| ‖L∞(R3,C)

≤ ‖ |u| ‖C0,α(R3,C) .
(2.69)

Proposition 2.3.4.
Il existe une constante C > 0 telle que pour tout ε > 0, pour tous u ∈
H2
A0

(R3,C) et V ∈ L5/2(R3, R), nous avons l’estimation suivante∫
R3

|V (x)u(x)|2 dx ≤ ‖V ‖L5/2(R3,R)(ε‖u‖2
H2

A0
(R3,C) + Cε−2/3‖u‖2

L2(R3,C)).

(2.70)
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Démonstration.
Par l’inégalité de Hölder, on a∫

R3

|V (x)u(x)|2 dx ≤ ‖V ‖L5/2(R3,R)‖u‖2
L10/3(R3,C).

Il résulte aussi de l’injection continue de Sobolev (2.60) l’existence d’une
constante C > 0 telle que :

‖u‖L∞(R3,C) ≤ C‖u‖H2
A0

(R3,C). (2.71)

Notons maintenant que,∫
R3

|u(x)|10/3 dx =

∫
R3

|u(x)|2|u(x)|4/3 dx ≤ ‖u‖4/3

L∞(R3,C)‖u‖
2
L2(R3,C),

et ensuite, grâce à (2.71), que

‖u‖3/5

L10/3(R3,C)
≤ C‖u‖4/5

H2
A0

(R3,C)
‖u‖6/5

L2(R3,C).

Nous utilisons maintenant l’inégalité (du type Young) suivante :

ab ≤ ε1a
p + C̃(ε1)b

q avec
1

p
+

1

q
= 1,

avec a = ‖u‖4/5

L10/3(R3,C)
, b = ‖u‖6/5

L2(R3,C), C̃(ε1) = Cp,q

ε
q/p
1

, où Cp,q est une constante

qui dépend uniquement de p et q (p = 5/2 et q = 5/3).
Alors, nous obtenons,

‖u‖2
L10/3(R3,C) ≤ C

(
ε1‖u‖2

H2
A0

(R3,C) + C̃(ε1)‖u‖2
L2(R3,C)

)
.

En prenant ε1 = εC−1, et C̃(ε1) = Cε−2/3, nous achevons la preuve de cette
proposition.

Théorème 2.3.5. (application du théorème Kato-Rellich)
Supposons que V ∈ L3/2(R3, R) ∩ L5/2(R3, R) et que ~B0 ∈ L∞(R3, R3).
Alors l’opérateur H(h, β ~A0, V ) est auto-adjoint, de domaine H2

A0
(R3,C2) et

le domaine de la forme quadratique associée est H1
A0

(R3,C2) . Ici H1
A0

(R3,C2)
et H2

A0
(R3,C2) ont été introduits respectivement en (2.39) et (2.41).

Démonstration.
D’après la proposition 2.3.4, nous avons

‖V u‖2
L2(R3,C2) ≤ ‖V ‖L5/2(R3,R)(ε‖u‖2

H2
A0

(R3,C2) + C(ε)‖u‖2
L2(R3,C2)). (2.72)
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En utilisant la définition de la norme ‖ · ‖H2
A0

(R3,C2) introduite en (2.48), nous
écrivons alors

‖V u‖2
L2(R3,C2) ≤ ε‖~P 2

A0
u‖2

L2(R3,C2) + ε‖~PA0u‖2(
L2(R3,C2)

)3

+
(
ε+ C(ε)

)
‖V ‖L5/2(R3,R)‖u‖2

L2(R3,C2) .

(2.73)

De plus, par une intégration par parties, nous avons

‖~PA0u‖2(
L2(R3,C2)

)3 = 〈~P 2
A0
u ; u〉L2(R3,C2) . (2.74)

Par l’inégalité (du type Cauchy-Schwarz), nous avons

〈~P 2
A0
u ; u〉L2(R3,C2) ≤ ‖~P 2

A0
u‖2

L2(R3,C2) ‖u‖2
L2(R3,C2) . (2.75)

Comme

‖~P 2
A0
u‖2

L2(R3,C2)‖u‖2
L2(R3,C2) ≤ 2‖~P 2

A0
u‖2

L2(R3,C2) + 2‖u‖2
L2(R3,C2) , (2.76)

alors

‖V u‖2
L2(R3,C2) ≤ 3ε‖~P 2

A0
u‖2

L2(R3,C2) +
(
2ε+ (ε+ C(ε))

)
‖V ‖L5/2(R3,R)‖u‖2

L2(R3,C2) .

(2.77)

D’après le théorème de Kato-Rellich appliqué avec a = 3ε (et ε < 1
3
), l’opé-

rateur ~P 2
A0

+ V est auto-adjoint de domaine H2
A0

(R3,C2). Comme ~B0 est
borné, H(h, β ~B0, V ) est auto-adjoint également. La preuve du dernier point
du théorème découle de la proposition 2.3.2.



Chapitre 3

Approximation du champ
magnétique

3.1 Énergie semi-classique modifiée

Pour calculer le courant (voir (1.17) et (1.23)), on utilise une identité
que nous démontrerons dans le chapitre 6, et qui est valide pour le courant
de n’importe quelle fonction propre ψ de l’opérateur de Pauli H(h, β ~B0, V )
introduit en (1.10). Cette identité s’écrit sous la forme suivante :〈

ψ ; ~Jh,β(β~a)ψ
〉
L2(R3,C2)

=

+
〈
ψ ;
[(
~Ph, βA0 ·M ~Ph, βA0

)
+ hβ~σ ·~b+ hβ~σ ·

(
(D~B0)~̃a

)]
ψ
〉
L2(R3,C2)

+

〈
ψ ;

[
1

2
h2∆

(
div ~̃a

)
− ~̃a · ∇V

]
ψ

〉
L2(R3,C2)

.

(3.1)

Ici nous définissons ~̃a par

~̃a =
~n0 ∧ ~a
B0

. (3.2)

Nous définissons aussi D~̃a par

D~̃a =

(
∂ãi
∂xj

)
1≤i,j≤3

=

∂1ã1 ∂2ã1 ∂3ã1

∂1ã2 ∂2ã2 ∂3ã2

∂1ã3 ∂2ã3 ∂3ã3

 , (3.3)

39
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et nous notons M = −
[
D~̃a+ (D~̃a)t

]
.

En sommant le courant pour une base orthonormée de vecteurs propres asso-
ciés aux valeurs propres négatives, l’identité de commutateur (3.1) se traduit
par une identité de trace suivante

tr
[
~Jh,β(β~a)1I]−∞,0[ (H)

]
=

tr
[(

(~Ph, βA0M ~Ph, βA0) + hβ~σ ·
(
(D~B0)~̃a+~b

))
1I]−∞,0[ (H)

]
+ tr

[(
1

2
h2∆

(
div ~̃a

)
− ~̃a · ∇V

)
1I]−∞,0[ (H)

]
.

(3.4)

Ici nous utiliserons le lemme A.2.1 et le lemme A.2.10 pour montrer que
l’ opérateur(

(~Ph, βA0M ~Ph, βA0) + hβ~σ ·
(
(D~B0)~̃a

)
+ hβ~σ ·~b

)
1I]−∞,0[ (H)

et l’opérateur (
1

2
h2∆

(
div ~̃a

)
− ~̃a · ∇V

)
1I]−∞,0[ (H)

sont deux opérateurs à trace.
Afin de calculer

tr
[(

(~Ph, βA0M ~Ph, βA0) + hβ~σ ·
(
(D~B0)~̃a

)
+ hβ~σ ·~b

)
1I]−∞,0[ (H)

]
, (3.5)

nous sommes amenés à définir une famille Ht (indexée par t ∈ [−1, 1]) d’opé-
rateurs de Pauli modifiés avec un champ électrique et un champ magnétique
variable par

Ht(h, β ~B0, V,~a) =~Ph, βA0Mt(x)~Ph, βA0 + hβ~σ ·
(
~B0(x) + t~b(x)

)
+ t h β

(
(D~B0(x))~̃a(x) · ~σ

)
+ V (x) .

(3.6)

Ici ~A0 : R3 → R3 est le potentiel magnétique défini en (1.13), ~σ est le vecteur
des matrices de Pauli introduit en (1.12) et V est un potentiel scalaire qui
décrit le champ électrique et vérifie (1.8). Quand il n’y a pas d’ambiguïté,
nous écrironsHt pourHt(h, β ~B0, V ). L’opérateurHt fait intervenirMt définie
par

Mt = I + tM , (3.7)
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où M = {Mik}3
i,k=1 est une fonction C∞

0 (R3) à valeurs dans l’ensemble des
matrices 3× 3 réelles et symétriques.
Nous noterons dans la suite par Ms l’ensemble des matrices 3× 3 réelles et
symétriques.
Lorsque t 6= 0, il résulte de (3.4) que

tr

[(
~Ph, βA0M(x)~Ph, βA0 + hβ~σ ·~b(x) + hβ

(
(D~B0(x))~̃a(x) · ~σ

))
1I]−∞,0[ (H)

]
=

1

t

(
tr
[
(Ht −H)1I]−∞,0[ (H)

] )
.

(3.8)

Ceci nous conduit à chercher en gros une estimation uniforme par rapport à
t et à h de

tr
[
Ht1I]−∞,0] (H)

]
. (3.9)

Dans un premier temps, nous nous intéressons en particulier à l’expression
semi-classique de la somme des valeurs propres négatives de l’opérateur de
Pauli avec champ magnétique constant H(h, β ~B0, V ) (voir (1.28)). Notre but
est alors de montrer qu’une modification de cette formule semi-classique reste
vraie pour l’opérateur de Pauli modifié avec champ magnétique non constant.
Afin de trouver une expression semi-classique analogue à (1.28),

tr
[
Ht1I]−∞,0] (H(0))

]
= Escl,t(1 + o(1)), (3.10)

l’énergie semi-classique n’est plus en effet exprimée comme dans (1.28), mais
à l’aide d’une décomposition de la fonction P(b,w).
Pour tout entier k ∈ N, nous notons

Pk(b, w) :=
1

3π2

∞∑
ν=k

b
[
2νb− w

]3/2
−

(3.11)

Comme nous allons voir dans le théorème 3.1.1, l’énergie semi-classique mo-
difiée s’exprime à l’aide de P0(b, w) et de P1(b, w) (voir 3.21).
Remarquons que

P (b, w) = P0(b, w) + P1(b, w) . (3.12)

Avant d’énoncer le théorème, nous aurons besoin d’introduire les notations
suivantes :
Soit t0 > 0 tel que

t0‖M‖∞ <
1

2
, (3.13)
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où

‖M‖∞ = sup
x∈R3

‖M(x)‖ avec ‖M‖ = sup
u 6=0

‖M u‖R3

‖u‖R3

. (3.14)

Pour t ∈ [−t0; t0], nous noterons

Nt =
√

(I + tM) . (3.15)

Soit une matrice C = {Cij}1≤i,j≤3 dans la base (e1, e2, e3). Nous associons
à C la matrice C(2) dans la base (e2 ∧ e3, e3 ∧ e1, e1 ∧ e2) vérifiant

C(2)(u ∧ v) = C(u) ∧ C(v) . (3.16)

Plus explicitement, C(2) est donnée par

C(2) =

 c22c33 − c223 c23c13 − c33c12 c12c23 − c22c13
c23c13 − c33c12 c11c33 − c231 c13c12 − c11c23
c12c23 − c22c31 c13c12 − c11c32 c11c22 − c212

 . (3.17)

Théorème 3.1.1.
Supposons que V vérifie (1.8) et que ~B0 vérifie (1.5)-(1.7). Pour tout u ∈ R3,
soit

~B0,t(u) = N
(2)
t (u) ~B0(u) , (3.18)

où Nt est introduite en (3.15) et N (2)
t est associée à Nt par l’application (5.6).

Soient
Λt(u) = dét |Nt(u)| , (3.19)

∆t(u) :=

∣∣∣∣∣ ~B0(u) + t
(
~b(u) + (D~B0(u))~̃a(u)

)∣∣∣∣∣, ∀ u ∈ R3 . (3.20)

Ici ~b est donné en (1.19) et D~̃a(u) a été défini en (3.3).
Nous notons

Escl,t(hβ,B, V )

= −h−3

∫
R3

Λ−1
t (u)P1

(
hβB(u), hβB(u)− V (u)− hβ∆t(u)

)
du

− h−3

∫
R3

Λ−1
t (u)P0

(
hβB(u),−hβB(u)− V (u) + hβ∆t(u)

)
du ,

(3.21)
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où, pour un entier k ∈ N, la fonction Pk a été introduite en (3.11).
Alors il existe une fonction g réelle positive h 7→ g(h) telle que

lim
h→0

g(h) = 0

et telle que, pour tout (h, β) vérifiant (1.9) et t ∈ [−t0, t0], on ait∑
k
ek(Ht) ≥ Escl,t(hβ, B0,t, V )

(
1 + f(h, β, t)

)
, (3.22)

où f(h, β, t) vérifie

|f(h, β, t)| ≤ g(h) . (3.23)

Ici {ek(Ht)}k désigne la suite des valeurs propres négatives de l’opérateur Ht

introduite en (3.6).

Pour le cas où t = 0, le théorème 3.1.1 est en accord avec le résultat
établi dans [11] et dont l’énoncé est rappelé dans la sous-section 1.3 (voir
(1.24)-(1.30)).

3.2 Approximation des vecteurs champ et po-
tentiel magnétiques

Le but de cette sous-section est de réécrire la partie cinétique de l’opéra-
teur de Pauli modifié sous la forme d’un opérateur avec champ magnétique
constant plus des termes d’erreurs que nous souhaitons contrôler. Plus tard,
nous utiliserons cette décomposition pour obtenir précisément une borne in-
férieure pour la somme des valeurs propres négatives de l’opérateur de Pauli
modifié. Nous introduisons un ingrédient important : une formule de localisa-
tion qui est souvent utilisée (voir par exemple [7]) pour établir des estimations
semi-classiques.

Lemme 3.2.1.
Soient f ∈ C∞(R3, C), g ∈ C∞(R3, R) et S ∈ C∞(R3,Ms). Alors, pour
tout δ ∈ ]0, 1], pour tout x ∈ R3 nous avons les estimations (ponctuelles)
suivantes :∥∥∥S(x)

[
~Ph, βA0(gf)

]
(x)
∥∥∥2

C3
≤ (1 + δ)

∥∥∥g(x)S(x)
[
~Ph, βA0(f)

]
(x)
∥∥∥2

C3

+ 2δ−1h2
∥∥∥f(x)S(x)∇g(x)

∥∥∥2

C3
,

(3.24)
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[
~Ph, βA0(f)

]
(x)
∥∥∥2

C3
≥ (1− δ)

∥∥∥S(x)
[
~Ph, βA0(gf)

]
(x)
∥∥∥2

C3

− 2δ−1h2
∥∥∥f(x)S(x)∇g(x)

∥∥∥2

C3
.

(3.25)

Démonstration.
Nous utilisons la formule de Leibniz pour écrire :∥∥∥S[~Ph, βA0(gf)

]∥∥∥2

C3
= 2<

〈
gS
[
~Ph, βA0(f)

]
;hfS

[
~pg
]〉

C3
+ h2

∥∥∥fS(∇g)
∥∥∥2

C3

+
∥∥∥gS[~Ph, βA0(f)

]∥∥∥2

C3
.

Puis nous utilisons l’inégalité de Cauchy-Schwarz et plus précisément

2<〈X;Y 〉C3 ≤ δ‖X‖2
C3 + δ−1‖Y ‖2

C3 , ∀ δ > 0 .

Nous obtenons alors

2<
〈
gS
[
~Ph, βA0(f)

]
;hf S

[
~pg
]〉

C3
≤ δ
∥∥∥gS[~Ph, βA0(f)

]∥∥∥2

C3
+ δ−1h2

∥∥∥fS(∇g)
∥∥∥2

C3
.

Ceci achève la preuve de (3.24).
L’inégalité (3.25) découle de (3.24). En effet il suffit de multiplier (3.24) par
(1 + δ)−1 et de remarquer que 1− δ ≤ (1 + δ)−1 ≤ 1.

Lemme 3.2.2.
Supposons que S ∈ C∞

0 (R3,Ms) et supposons que χ̃ ∈ C∞
0 (R3,R). Alors,

pour tout g ∈ C∞(R3,C2), nous avons la formule de localisation suivante

<〈χ̃2g ; (~Ph,βA0S
2 ~Ph,βA0)g〉 = 〈χ̃g ; (~Ph,βA0S

2 ~Ph,βA0)χ̃g〉
− h2〈g ; (∇χ̃) · (S2(∇χ̃))g〉 .

(3.26)

Démonstration.
Une intégration par parties nous donne

〈χ̃2g ; (~Ph,βA0S
2 ~Ph,βA0)g〉 =

∫
R3

[~Ph,βA0(χ̃
2g)](x) · [S2(~Ph,βA0)g](x)dx .

(3.27)

En utilisant la formule de Leibniz

~Ph,βA0(χ̃
2g) = χ̃ ~Ph,βA0(χ̃g)− i h (∇χ̃)χ̃g , (3.28)
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nous obtenons ∫
R3

[~Ph,βA0(χ̃
2g)](x) · [S2(~Ph,βA0)g](x)dx

=

∫
R3

χ̃(x)[~Ph,βA0(χ̃g)](x) · [S2 ~Ph,βA0g](x)dx

− i h

∫
R3

[(∇χ̃)χ̃g](x) · [S2 ~Ph,βA0g](x)dx

=

∫
R3

[~Ph,βA0(χ̃g)](x) · χ̃(x)[S2 ~Ph,βA0g](x)dx

− i h

∫
R3

[(∇χ̃)χ̃g](x) · [S2 ~Ph,βA0g](x)dx .

(3.29)

La formule de Leibniz nous donne aussi

χ̃ ~Ph,βA0 g = ~Ph,βA0(χ̃g) + i h (∇χ̃)g , (3.30)

que nous remplaçons dans (3.29) :∫
R3

[~Ph,βA0(χ̃g)](x) · S2[~Ph,βA0(χ̃g) + i h(∇χ̃)g](x)dx

− i h

∫
R3

[(∇χ̃)χ̃g](x) · [S2 ~Ph,βA0g](x)dx

=

∫
R3

[~Ph,βA0(χ̃g)](x) · S2[~Ph,βA0(χ̃g)](x)d x

− i h

∫
R3

[
~Ph,βA0(χ̃g)(x) · S2(∇(χ̃)g)(x)− (χ̃(∇χ̃)g)(x) · S2(~Ph,βA0)g(x)

]
dx .

(3.31)

Nous utilisons encore une fois (3.30) que nous remplaçons dans (3.31) et
obtenons

<

(∫
R3

[~Ph,βA0(χ̃g)](x) · S2[~Ph,βA0(χ̃g)](x)d x

− i h

∫
R3

[
(χ̃ ~Ph,βA0 g(x)− i h (∇χ̃)g(x)) · S2((∇χ̃)g)(x)

− (χ̃(∇χ̃)g)(x) · S2(~Ph,βA0)g(x)
]
dx

)
=

∫
R3

[~Ph,βA0(χ̃g)](x) · S2[~Ph,βA0(χ̃g)](x)d x

− h2

∫
R3

(g∇χ̃)(x) · (S2∇χ̃)g(x)
]
dx .

(3.32)
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Enfin une intégration par parties nous donne∫
R3

[~Ph,βA0(χ̃g)](x) · S2[~Ph,βA0(χ̃g)](x)d x

− h2

∫
R3

(g∇χ̃)(x) · (S2∇χ̃)g(x)
]
dx

= 〈χ̃g ; (~Ph,βA0S
2 ~Ph,βA0)χ̃g〉 − h2〈g ; (∇χ̃) · (S2(∇χ̃))g〉 .

(3.33)

En combinant (3.27)-(3.33), nous achevons la preuve du lemme.

Rappelons un résultat classique dans le lemme suivant :

Lemme 3.2.3.
Soit ~A0 le vecteur potentiel magnétique défini en (1.13). Alors pour tout u ∈
R3, il existe φu,1 ∈ C∞(R3) tel que

~A0(x) =

∫ 1

0

s ~B0

(
sx+ (1− s)u

)
∧ (x− u)ds+∇φu,1 . (3.34)

Démonstration.
Soit u ∈ R3, définissons ~B0,u par

~B0,u : R3 3 z 7→ ~B0(z + u) . (3.35)

Pour x ∈ R3 et z = x− u, nous avons

~B0

(
sx+ (1− s)u

)
= ~B0(sz + u)

= ~B0,u(sz) ,
(3.36)

et ∫ 1

0

s ~B0

(
sx+ (1− s)u

)
∧ (x− u)ds =

∫ 1

0

s ~B0,u(sz) ∧ zds . (3.37)

Par conséquent

−→
rot x

(∫ 1

0

s ~B0

(
sx+ (1− s)u

)
∧ (x− u)ds

)
=
−→
rot z

(∫ 1

0

s ~B0,u(sz) ∧ zds
)
.

(3.38)

Nous utilisons le fait que, pour tout ~B tel que div ~B = 0, alors

~A(z) =

∫ 1

0

s ~B(sz) ∧ z ds , (3.39)
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vérifie
−→
rot z ~A(z) = ~B(z) . (3.40)

Nous obtenons alors que

−→
rot x

(∫ 1

0

s ~B0

(
sx+ (1− s)u

)
∧ (x− u)ds

)
= ~B0,u(z)

= ~B0(x) .

(3.41)

Nous avons montré que

−→
rot x ~A0(x) =

−→
rot x

(∫ 1

0

s ~B0

(
sx+ (1− s)u

)
∧ (x− u)ds

)
. (3.42)

Il résulte de (3.42) que ~A0(x) et
∫ 1

0
s ~B0

(
sx+(1−s)u

)
∧ (x−u)ds ont même

rotationel dans R3. Ils sont par conséquent équivalents de jauge. Il existe
alors φu,1 dans C∞ tel que

~A0(x) =

∫ 1

0

s ~B0

(
sx+ (1− s)u

)
∧ (x− u)ds+∇φu,1 . (3.43)

Dans la suite, pour u ∈ R et λ > 0, nous notons B(u, λ) la boule de centre
u et de rayon R3.

Lemme 3.2.4.
Soit ~A0 le vecteur potentiel magnétique défini en (1.13). Alors il existe c0 > 0,
et pour tout u ∈ R3, il existe φu ∈ C∞(R3) tel que

| ~A0(x)− ~A0,u(x)| ≤ c0λ
2 , ∀ x ∈ B(u, λ) , (3.44)

avec

~A0,u(x) :=
1

2
~B0(u) ∧ x+∇φu . (3.45)

Démonstration.
Nous avons∫ 1

0

s ~B0

(
sx+ (1− s)u

)
∧ (x− u)ds

=

∫ 1

0

s ~B0(u) ∧ (x− u)ds

+

∫ 1

0

s

(
~B0

(
sx+ (1− s)u

)
− ~B0(u)

)
∧ (x− u)ds .

(3.46)
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Par ailleurs∫ 1

0

s ~B0(u) ∧ (x− u)ds = −1

2
~B0(u) ∧ u+

1

2
~B0(u) ∧ x . (3.47)

Posons

~U = −1

2
~B0(u) ∧ u . (3.48)

~U étant un champ de vecteurs constant (en fonction de x), alors

~U = ∇φu,2, (3.49)

où
φu,2 = ~U · ~x .

En remplaçant (3.46)-(3.48) dans (3.34), nous obtenons

~A0(x) =
1

2
~B0(u) ∧ x+∇(φu,1 + φu,2)

+

∫ 1

0

s

(
~B0

(
sx+ (1− s)u

)
− ~B0(u)

)
∧ (x− u)ds .

(3.50)

Nous avons sur le support de ~a, l’existence d’une constante c0 > 0 tel que∣∣∣ ~B0

(
sx+ (1− s)u

)
− ~B0(u)

∣∣∣ ≤ c0|s||x− u| , (3.51)

que nous remplaçons dans∣∣∣ ∫ 1

0

s

(
~B0

(
sx+ (1− s)u

)
− ~B0(u)

)
∧ (x− u)ds

∣∣∣
≤
∫ 1

0

s
∣∣∣ ~B0

(
sx+ (1− s)u

)
− ~B0(u)

∣∣∣∣∣∣(x− u)
∣∣∣ds . (3.52)

Nous obtenons alors que, pour x ∈ B(u, λ),∣∣∣ ∫ 1

0

s

(
~B0

(
sx+ (1− s)u

)
− ~B0(u) ∧ (x− u)

)
ds
∣∣∣ ≤ c0

3
λ2 . (3.53)

En combinant (3.50), (3.53) et en écrivant

φu = φu,1 + φu,2, (3.54)

nous obtenons finalement que∣∣∣ ~A0(x)−
1

2
~B0(u) ∧ x−∇φu

∣∣∣ ≤ c0
3
λ2 , ∀ x ∈ B(u, λ) . (3.55)
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Soit ~̂A0,u le potentiel magnétique défini par

~̂
A0,u(x) :=

1

2
~B0(u) ∧ x . (3.56)

La proposition suivante nous donne diverse formules de localisation.

Proposition 3.2.5.
Soient h0 > 0, c2 > 0, ]0, h0] 3 h 7→ λ(h) ∈ R+ une fonction satisfaisant

lim
h→0

λ(h)h−1/2 = 0 . (3.57)

Il existe des constantes C1 > 1 ne dépend que de (h0, c2) et h̃0 ∈]0, h0] ne
dépend que de λ et de c2, tel que pour tous f = (f1, f2) ∈ C∞(R3, C2),
g ∈ C∞

0 (B(u, λ(h)), R), S ∈ C∞
0 (R3,Ms), vérifiant

‖S(x)‖ ≤ c2 , (3.58)

ε(h) = C1 max
(
h

1
4 , λ(h), λ(h)4h−2

)
, (3.59)

et pour i ∈ {1, 2}, nous avons les estimations suivantes :
1. 〈

e−i
φu
h gfi ; ~Ph, βA0 · S2

[
~Ph, βA0(e

−iφu
h gfi)

]〉
L2(R3,C)

≤ (1 + ε(h))
〈
g2fi ; ~Ph,β bA0,u

· S2
[
~Ph,β bA0,u

(fi)
]〉

L2(R3,C)

+ ε(h)
〈
gfi ; gfi

〉
L2(R3,C)

+ h ε(h)
〈
fi∇g ; fi∇g

〉
L2(R3,C3)

.

(3.60)

2. 〈
gfi ; ~Ph, βA0 · S2

[
~Ph, βA0(gfi)

]〉
L2(R3,C)

≥ (1− ε(h))
〈
ei

φu
h gfi ; ~Ph,β bA0,u

· S2
[
~Ph,β bA0,u

(ei
φu
h gfi)

]〉
L2(R3,C)

− ε(h)
〈
gfi ; gfi

〉
L2(R3,C)

.

(3.61)

3. ∣∣∣〈gf ; hβ~σ · ~B0(x)gf
〉
L2(R3,C2)

−
〈
gf ; hβ~σ · ~B0(u)gf

〉
L2(R3,C2)

∣∣∣
≤ ε(h)

〈
gf ; gf

〉
L2(R3,C2)

,

(3.62)
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4. ∣∣∣〈gf ; hβ~σ ·~b(x)gf
〉
L2(R3,C2)

−
〈
gf ; hβ~σ ·~b(u)gf

〉
L2(R3,C2)

∣∣∣
≤ ε(h)

〈
gf ; gf

〉
L2(R3,C2)

.
(3.63)

5. ∣∣∣〈gf ; [(D~B0(x)~̃a(x)) · ~σ]gf
〉
L2(R3,C2)

−
〈
gf ; [(D~B0(u)~̃a(u)) · ~σ]gf

〉
L2(R3,C2)

∣∣∣
≤ (hβ)−1ε(h)〈gf ; gf

〉
L2(R3,C2)

.

(3.64)

Ici ~b et ~̃a ont été introduits respectivement en (1.19) et en (3.2).

Démonstration.
Nous utilisons l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir :

‖a+ b‖2
C3 ≤ (1 + δ)‖a‖2

C3 +
1

4
δ−1‖b‖2

C3 , (3.65)

avec 0 < δ ≤ 1
2
. Sous l’hypothèse (3.58), nous avons donc l’estimation ponc-

tuelle, pour tout x ∈ R3,

‖S(x)[~Ph, βA0(e
−iφu

h gfi)](x)‖2
C3

= ‖S(x)[(h~p+ β ~A0,u(x)) + (β ~A0(x)− β ~A0,u(x))(e
−iφu

h gfi)](x)‖2
C3

≤ (1 + δ)‖S(x)[(h~p+ β ~A0,u(x))(e
−iφu

h gfi)](x)‖2
C3

+
1

4
c2δ

−1‖(β ~A0(x)− β ~A0,u(x))gfi‖2
C3 .

(3.66)

Rappelons de la démonstration du lemme 3.2.4 que

~A0,u =
~̂
A0,u +∇φu . (3.67)

De plus, en utilisant

~p(e−i
φu
h gfi) = e−i

φu
h

(
~p(gfi)−

1

h
∇φu(gfi)

)
, (3.68)

nous obtenons

‖S(x)[(h~p+ β ~A0,u(x))(e
−iφu

h gfi)](x)‖2
C3 = ‖S(x)[(h~p+ β

~̂
A0,u(x))](gfi)(x)‖2

C3 .
(3.69)
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En combinant (3.66) et (3.69), nous obtenons

‖S(x)[~Ph, βA0(e
−iφu

h gfi)](x)‖2
C3 ≤ (1 + δ)‖S(x)[(h~p+ β

~̂
A0,u(x))](gfi)(x)‖2

C3

+
1

4
c2δ

−1‖(β ~A0(x)− β ~A0,u(x))gfi‖2
C3 .

(3.70)

Nous appliquons le lemme 3.2.1 à S(x) et à ~̂A0,u(x) puis nous utilisons l’hy-
pothèse (3.58) et nous remplaçons dans (3.70). Nous obtenons ainsi

‖S(x)[(h~p+ β ~A0(x))(e
−iφu

h gfi)](x)‖2
C3

≤ (1 + δ)2‖g(x)S(x)[(h~p+ β
~̂
A0,u(x))(fi)](x)‖2

C3

+ 2c2h
2δ−1(1 + δ)‖fi(x)∇g(x)‖2

C3

+
1

4
c2δ

−1‖(β ~A0(x)− β ~A0,u(x))gfi(x)‖2
C3 .

(3.71)

Puis, pour contrôler

1

4
c2δ

−1β2‖( ~A0(x)− ~A0,u(x))gfi(x)‖2
C3 ,

sur le support de g, c’est à dire pour x ∈ B(u, λ(h)), nous utilisons (3.44) et
obtenons

1

4
β2c2δ

−1‖ ~A0(x)− ~A0,u(x)‖2
C3 ≤

1

4
β2c2c

2
0δ
−1λ4(h) , ∀ x ∈ B(u, λ(h)) .

(3.72)

Nous utilisons le fait que, pour tout p ∈ {1, 2, 3}, nous avons

〈φ ; ψ〉L2(R3,Cp) =

∫
R3

〈φ ; ψ〉Cp dx . (3.73)

Alors (3.71) s’écrit

〈S[~Ph, βA0(e
−iφu

h gfi)] ; S[~Ph, βA0(e
−iφu

h gfi)]〉L2(R3,C3)

≤ (1 + δ)2〈gS[(h~p+ β
~̂
A0,u)(fi)] ; gS[(h~p+ β

~̂
A0,u)(fi)]〉L2(R3,C3)

+ 2c2δ
−1(1 + δ)h2〈fi∇g ; fi∇g〉L2(R3,C3)

+
1

4
β2c2c

2
0δ
−1λ4(h)〈gfi ; gfi〉L2(R3,C) .

(3.74)
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Estimation de 〈gS[(h~p+ β
~̂
A0,u)(fi)] ; gS[(h~p+ β

~̂
A0,u)(fi)]〉L2(R3,C3)

Comme g est réelle, nous écrivons

〈gS[(h~p+ β
~̂
A0,u)(fi)] ; gS[(h~p+ β

~̂
A0,u)(fi)]〉L2(R3,C3)

= 〈g2S[(h~p+ β
~̂
A0,u)(fi)] ; S[(h~p+ β

~̂
A0,u)(fi)]〉L2(R3,C3) .

(3.75)

La formule de Leibniz nous permet d’écrire

〈g2S[~Ph,β bA0,u
(fi)] ; S[~Ph,β bA0,u

(fi)]〉L2(R3,C3)

= <〈S[~Ph,β bA0,u
(g2fi)] ; S[~Ph,β bA0,u

(fi)]〉L2(R3,C3)

− 2h<〈gfiS(∇g) ; S[~Ph,β bA0,u
(fi)]〉L2(R3,C3) .

(3.76)

De plus S(x) est symétrique, nous avons alors

〈S[~Ph,β bA0,u
(g2fi)] ; S[~Ph,β bA0,u

(fi)]〉L2(R3,C3)

= 〈[~Ph,β bA0,u
(g2fi)] ; S2[~Ph,β bA0,u

(fi)]〉L2(R3,C3) .
(3.77)

Puis par une intégration par parties nous obtenons

〈[~Ph,β bA0,u
(g2fi)] ; S2[~Ph,β bA0,u

(fi)]〉L2(R3,C3)

= <〈g2fi ; ~Ph,β bA0,u
· S2[~Ph,β bA0,u

(fi)]〉L2(R3,C) .
(3.78)

En combinant (3.75)-(3.78), nous obtenons enfin

<〈gS[(h~p+ β
~̂
A0,u)(fi)] ; gS[(h~p+ β

~̂
A0,u)(fi)]〉L2(R3,C3)

= <〈g2fi ; ~Ph,β bA0,u
· S2[~Ph,β bA0,u

(fi)]〉L2(R3,C)

− 2h<〈gfiS(∇g) ; S[~Ph,β bA0,u
(fi)]〉L2(R3,C3) .

(3.79)

En utilisant (3.58) et en appliquant une estimation du type Cauchy-Schwarz
au dernier terme de droite, nous écrivons

| − 2h<〈gfiS(∇g) ; S[~Ph,β bA0,u
(fi)]〉L2(R3,C3)|

≤ δ−1h2‖fi∇g‖2
L2(R3,C3) + δ‖gS[(h~p+

~̂
A0,u)(fi)]‖2

L2(R3,C3) .
(3.80)

En remplaçant (3.80) dans (3.79), nous obtenons

〈gS[(h~p+
~̂
A0,u)(fi)] ; gS[(h~p+

~̂
A0,u)(fi)]〉L2(R3,C3)

≤ (1− δ)−1<〈g2fi ; ~Ph,β bA0,u
· S2[~Ph,β bA0,u

(fi)]〉L2(R3,C)

+ δ−1(1− δ)−1h2<〈fi∇g ; fi∇g〉L2(R3,C3) .

(3.81)
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En remplaçant (3.81) dans (3.74), nous trouvons

〈S[~Ph, βA0(e
−iφu

h gfi)] ; S[~Ph, βA0(e
−iφu

h gfi)]〉L2(R3,C3) ≤
(1 + δ)2(1− δ)−1〈g2fi ; ~Ph,β bA0,u

· S2[~Ph,β bA0,u
(fi)]〉L2(R3,C)

+ δ−1(1 + δ)h2
(
(1 + δ)(1− δ)−1 + 2c2

)
〈fi∇g ; fi∇g〉L2(R3,C3)

+
1

4
β2c2c

2
0δ
−1λ4(h)〈gfi ; gfi〉L2(R3,C) .

(3.82)

Pour prouver (3.61), nous utilisons (après avoir ajouté et retranché ~A0,u(x))
l’inégalité de Cauchy-Schwarz

‖a+ b‖C3 ≥ (1− δ)‖a‖2
C3 −

1

4
δ−1‖b‖2

C3 ,

avec 0 < δ ≤ 1
2
.

En utilisant (3.58), nous obtenons

‖S(x)[(h~p+ β ~A0(x))(gfi)](x)‖2
C3 ≥ (1− δ)‖S(x)[(h~p+ β ~A0,u(x))(gfi)](x)‖2

C3

− 1

4
β2c2δ

−1‖( ~A0(x)− ~A0,u(x))(gfi)(x)‖2
C3 .

Nous utilisons maintenant (3.44) et obtenons

‖S(x)[(h~p+ β ~A0(x))(gfi)](x)‖2
C3 ≥ (1− δ)‖S(x)[(h~p+ β ~A0,u(x))(gfi)](x)‖2

C3

+
1

4
β2c2c

2
0δ
−1λ4(h)‖gfi(x)‖2

C .

(3.83)

De plus, en utilisant

~p(ei
φu
h gfi) = ei

φu
h

(
~p(gfi) +

1

h
∇φu(gfi)

)
, (3.84)

et (3.56), nous trouvons

‖S(x)[(h~p+ β
~̂
A0,u(x))(e

iφu
h gfi)](x)‖2

C3

= ‖S(x)[(h~p+ β ~A0,u(x))(gfi)](x)‖2
C3 .

(3.85)

En combinant (3.83), (3.85) et (3.73), nous écrivons

〈S(x)[(h~p+ β ~A0(x))(gfi)](x) ; S(x)[(h~p+ β ~A0(x))(gfi)](x)〉L2(R3,C3) ≥

(1− δ)〈S(x)[~Ph,β bA0,u
(ei

φu
h gfi)](x) ; S(x)[~Ph,β bA0,u

(ei
φu
h gfi)](x)〉L2(R3,C3)

− 1

4
β2c2c

2
0δ
−1λ4(h)〈gfi ; gfi〉L2(R3,C) .

(3.86)
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Enfin une intégration par parties nous permet d’écrire

<〈gfi ; ~Ph, βA0 · S2[~Ph, βA0(gfi)]〉L2(R3,C) ≥

(1− δ)<〈ei
φu
h gfi ; (h~p+ β

~̂
A0,u) · S2[(h~p+ β

~̂
A0,u)(e

iφu
h gfi)]〉L2(R3,C)

− 1

4
β2c2c

2
0δ
−1λ4(h)〈gfi ; gfi〉L2(R3,C) .

(3.87)

Pour la preuve des deux dernières estimations, nous utilisons (1.7), (1.9) et
le contrôle de la variation du champ magnétique sur le support de g (sur
B(0, λ(h))) :

| ~B0(x)− ~B0(u)| ≤ c0λ(h), ∀ x ∈ B(u, λ(h)), ∀ u ∈ R3 , (3.88)

Nous obtenons ainsi l’existence d’une constante ĉ0 > 0 telle que nous avons
sur le support de g (sur B(0, λ(h)))

hβ|〈gf ; ~σ · ~B0(x)gf〉L2(R3,C2) − 〈gf ; ~σ · ~B0(u)gf〉L2(R3,C2)|
≤ ĉ0λ(h)〈gf ; gf〉L2(R3,C2) .

(3.89)

Rappelons que~b a été défini en (1.19). D’après le théorème des accroissements
finis, nous avons sur le support de g, (sur B(0, λ(h))) que

|~b(x)−~b(u)| ≤ ‖∇~b‖L∞(R3)λ(h) . (3.90)

Il résulte de (3.90) l’existence d’une constante c2 > 0 telle que

hβ|〈gf, ~σ ·~b(x)gf〉L2(R3,C2) − 〈gf, ~σ ·~b(u)gf〉L2(R3,C2)|
≤ c2λ〈gf, gf〉L2(R3,C2).

(3.91)

Il résulte de (1.5), l’existence d’une constante c̃0 > 0 telle que

|D~B0(x)−D~B0(u)| ≤ c̃0λ(h), ∀ x ∈ B(u, λ(h)), ∀ u ∈ R3. (3.92)

Il résulte de la définition (3.2), l’existence d’une constante c̃1 > 0 telle que

|~̃a(x)− ~̃a(u)| ≤ c̃1λ(h), ∀ x ∈ B(u, λ(h)), ∀ u ∈ R3. (3.93)

En combinant (3.92) et (3.93), nous obtenons l’existence d’une constante
c3 > 0 telle que

hβ|〈gf ; [(D~B0(x))~̃a(x) · ~σ]gf〉 − 〈gf ; [(D~B0(u))~̃a(u) · ~σ]gf〉|
≤ c3λ(h)〈gf ; gf〉.

(3.94)
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Notons

C̃max = ĉ0 + c2 + c3 . (3.95)

Pour achever la preuve de la proposition 3.2.5, nous rappelons que ε(h) est
cherché sous la forme (3.59) et nous cherchons δ = δ(h) sous la forme :

δ(h) = C2 max
(
h

3
4 , λ(h), λ(h)4h−2

)
, (3.96)

où les constantes C1, C2, vérifient 1 < C2 < C1 sont cherchées telles que les
conditions suivantes

(1− δ(h))−1(1 + δ(h))2 ≤ (1 + ε(h)) , (3.97)

δ−1(h)(1 + δ(h))h2[2c2 + (1− δ(h))−1(1 + δ(h))] ≤ h ε(h) , (3.98)
1

4
β2c2c

2
0δ(h)

−1λ4(h) ≤ ε(h) , (3.99)

et

2C̃maxλ(h) ≤ ε(h) (3.100)

soient satisfaites. Ici ε(h) a été introduite en (3.59).
Pour h assez petit la condition (3.97) conduit à

4C2 ≤ C1 . (3.101)

La condition (3.98) conduit à

4h ≤ C1C2 max
(
h

3
4 , λ(h), λ(h)4h−2

)
max

(
h

1
4 , λ(h)

)
. (3.102)

En discutant selon le signe de λ(h) et de h−1/4, la condition (3.98) est vérifiée
si

C1C2 ≥ 4 . (3.103)

La condition (3.100) conduit à

2C̃max < C1 . (3.104)

Nous pouvons par exemple prendre

C1 = max(10 , 2C̃max + 1) , (3.105)

et

C2 =
C1

5
. (3.106)
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Chapitre 4

États cohérents pour l’opérateur
de Pauli avec champ magnétique
constant

4.1 Présentation
Nous rappelons dans ce chapitre comment on peut utiliser les états cohé-

rents pour l’opérateur de Pauli avec un champ magnétique constant

H0 = (~p+
1

2
~B ∧ x)2 + ~σ · ~B, (4.1)

où ~p = −i∇, ~B = (0, 0, 1) est le champ magnétique et ~σ est le vecteur des
matrices de Pauli introduit en (1.12). L’opérateur H0 agit sur L2(R3; C2). Il
se décompose naturellement de la manière suivante

H0

(
f1

f2

)
=


[(
~p+ 1

2
~B ∧ x

)2

+ 1

]
f1

[(
~p+ 1

2
~B ∧ x

)2

− 1

]
f2

 . (4.2)

En d’autre termes

H0 =

(
h↑0 0

0 h↓0

)
, (4.3)

où
h↑0 = (~p+

1

2
~B ∧ x)2 + 1

57
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et
h↓0 = (~p+

1

2
~B ∧ x)2 − 1

opèrent sur L2(R3,C).
Le but de ce chapitre est de construire une famille indexée par (ν, ξ){ν∈N,ξ∈R}
de projecteurs

Πν(ξ) =

(
Πν
↑(ξ) 0
0 Πν

↓(ξ)

)
, (ν ∈ N, ξ ∈ R)

sur L2(R3; C2) (appelée états cohérents) qui vérifie les propriétés suivantes :

1

2π

∑
ν

∫
R

Πν(ξ)dξ = 1L2(R3,C2), (4.4)

et

H0Π
ν(ξ) = (2ν + ξ2)Πν(ξ) . (4.5)

Le point important est qu’il découle de ces propriétés la décomposition
suivante de H0 :

H0 =
∑
ν

∫
R
(2ν + ξ2)Πν(ξ)dξ . (4.6)

Cette construction va nous permettre de calculer la somme des valeurs propres
strictement négatives de H0 +V , pour un potentiel V . Cette construction est
utilisée dans les travaux de [29, 30, 10], et elle s’appuie sur la construction
des fonctions de Landau (fonctions propres ‘généralisées’ de l’opérateur de
Schrödinger avec champ magnétique constant).

Rappelons que si (fν)ν∈N est une base orthonormée de L2(Rn), alors

f =
∑
ν

(
〈f, fν〉L2(Rn)

)
fν =

∑
ν

(
fν

∫
Rn

f(x) fν(x) dx

)
. (4.7)

4.2 Fonctions de Landau pour l’opérateur de
Schrödinger magnétique dans R2

Nous commençons par rappeler des propriétés classiques du spectre de
l’opérateur de Schrödinger avec un champ magnétique constant. Considérons
le cas où le potentiel magnétique ~A est de la forme ~A = (0, x1) . L’opérateur
de Schrödinger s’écrit

P⊥
A = −∂2

x1
+ (−i∂x2 + x1)

2 . (4.8)
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Afin d’analyser le spectre de l’opérateur P⊥
A , définissons les transforma-

tions unitaires suivantes :

U1 : L2 (Rx1 × Rx2) −→ L2 (Rx1 × Rξ)
f 7−→ U1f

(4.9)

où

U1f(x1, ξ) =
1

(2π)1/2

∫
R
e−ix2ξf(x1, x2) dx2, , (4.10)

et

U2 : L2 (Rx1 × Rξ)) −→ L2 (Ry × Rξ)
f 7−→ U2f,

(4.11)

où

(U2f)(y, ξ) = f(y − ξ, ξ) . (4.12)

Notons que la transformation U1 est la transformation de Fourier partielle
par rapport à la deuxième variable x2, et que U2 correspond à une translation
par rapport à la première variable x1.
Définissons

U = U2U1, L(2) = U P⊥
A U

∗. (4.13)

Alors l’opérateur L(2) s’exprime sous la forme,

L(2) : D(L(2)) 3 u 7→ L(2)u =
(
−∂2

y + y2
)
u, (4.14)

où le domaine de L2 est donné par

D(L(2)) =
{
u ∈ L2 (Ry × Rξ2) ;

∂jyu ∈ L2 (Ry × Rξ2) , y
j u ∈ L2 (Ry × Rξ2) , j = 1, 2

}
.

(4.15)

Nous remarquons que l’opérateur L(2) est l’oscillateur harmonique agissant
sur la variable y, dont le spectre est donné par les ‘niveaux de Landau’ :

{(2ν + 1) ; ν ∈ N} .

Les fonctions propres de l’oscillateur harmonique sont données par les fonc-
tions d’Hermite, (hν){ν∈N} , qui forment une base orthonormée dans L2(R) .
Pour ν ∈ N, la fonction hν est définie par

hν(y) = cν(−1)ν exp

(
y2

2

)
dν

dyν
exp(−y2) , (4.16)
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où cν est une constante positive introduite pour normaliser hν :∫
R
|hν(x)|2dx = 1 . (4.17)

Nous avons

(−∂2
y + y2)hν = (2ν + 1)hν . (4.18)

Comme hν est la ν-ième fonction propre de l’oscillateur harmonique, alors
pour tout f ∈ L2(Rξ), la fonction

(y, ξ) 7→ f(ξ)hν(y) (4.19)

est une fonction propre de l’opérateur L(2) correspondant à la valeur propre
(2ν + 1) avec ν ∈ N.

Ensuite, définissons une famille de projecteurs
(
F

(2)
ν

)
ν∈N

, où, pour ν ∈ N,

le projecteur F (2)
ν est donné par

F (2)
ν = U2

∗F (1)
ν . (4.20)

Ici U2 est la transformation unitaire introduite en (4.11) et pour ν ∈ N, le
projecteur F (1)

ν est donné par

F (1)
ν : L2(R2) 3 u(t, ξ) 7−→ hν(ξ)

∫
R
u(z, ξ)hν(t− z) dz. (4.21)

Lemme 4.2.1.
La famille de projecteurs

(
F

(2)
ν

)
ν∈N

satisfait

L(2)F (2)
ν = (2ν + 1)F (2)

ν , ∀ ν ∈ N, (4.22)

et
∞∑
ν=0

F (2)
ν = Id. (4.23)

Démonstration.
Il suffit de démontrer que

L(2)F (1)
ν = (2ν + 1)F (1)

ν , ∀ ν ∈ N, (4.24)
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et
∞∑
ν=0

F (1)
ν = U2 . (4.25)

La propriété (4.24) découle immédiatement de la définition de F (1)
ν en (4.21)

et de la formule (4.18).
Prenons u ∈ L2(R2) et montrons que

∞∑
ν=0

F (1)
ν u = U2u. (4.26)

Après un changement de variable, il découle de la définition de F (1)
ν ,(

F (1)
ν u

)
(t, ξ) = hν(ξ)

∫
R
u(t− z, ξ)hν(z) dz, ∀ (t, ξ) ∈ R2.

Alors,
∞∑
ν=0

(
F (1)
ν u

)
(t, ξ) =

∞∑
ν=0

(
〈u(t− · , ξ) , hν〉L2(R)

)
hν(ξ), (4.27)

où (hν)ν sont les fonctions d’Hermite. Comme (hν)ν est une base orthonormée
de L2(R), on a d’après (4.7),

∞∑
ν=0

(
〈u(t− · , ξ) , hν〉L2(R)

)
hν(ξ) = u(t− ξ, ξ).

En substituant cette dernière formule dans (4.27), nous achevons la démons-
tration de (4.26).

Définition 4.2.2.
Pour tout ν ∈ N, définissons un projecteur

Fν : L2(R2) −→ L2(R2)

par
Fν = U∗ F (2)

ν U.

Ici, F (2)
ν est le projecteur introduit en (4.20) et U est la transformation uni-

taire introduite en (4.13).

Il découle immédiatement de la définition de Fν , du lemme 4.2.1 et des
formules (4.13) et (4.14) la proposition suivante :
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Proposition 4.2.3.
La famille de projecteurs (Fν)ν∈N satisfait les propriétés suivantes :

1. P⊥
A étant l’opérateur de Schrödinger magnétique introduit en (4.8), on

a pour tout ν ∈ N,

P⊥
A Fν = (2ν + 1)Fν . (4.28)

2. On a la décomposition suivante de l’identité,

∞∑
ν=0

Fν = Id. (4.29)

Proposition 4.2.4.
La famille de projecteurs (Fν)ν∈N satisfait, pour tout ν ∈ N,

Fν f = Fν ∗ f, ∀ f ∈ L2(R2), (4.30)

où la fonction Fν est définie pour tout x⊥ = (x1, x2) ∈ R2 par

Fν(x1, x2) =
1

2π
exp

(
−ix1x2

2

)∫
R

exp (ix2η)hν

(
η +

x1

2

)
× hν

(
η − x1

2

)
dη .

(4.31)

De plus, la fonction Fν s’exprime sous la forme

Fν(x1, x2) =
1

2π
exp

(
−ix1x2

2

)
exp

(
−|x⊥|2

4

)
L(0)
ν

(
|x⊥|2

2

)
. (4.32)

Ici, L(0)
ν sont les polynômes de Laguerre définis par

L0
ν(x) =

1

e

ν∑
m=0

ν!

(ν −m)!× (ν +m)!

(−x)m

m!
. (4.33)

Démonstration.
Prenons f ∈ L2(R2) et posons u(z, ξ) = (U2U1f) (z, ξ). Notons que, d’après
la définition de F (1)

ν et après un changement de variable dans (4.21), on a :[
U∗

2F
(2)
ν U2U1f

]
(x1, ξ) = hν(ξ)

∫
R
u(x1 − z + ξ, ξ)hν(z + ξ) dz. (4.34)

En écrivant
u(x1 − z + ξ, ξ) = U∗

2u(x1 − z, ξ)
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et en appliquant U∗
1 : la transformation de Fourier inverse partielle en ξ, on

obtient,[
U∗

1U
∗
2F

(2)
ν U2U1f

]
(x1, x2) =

(2π)−1/2

∫
R

[(
U∗

1 (hν(z + ·)hν(.))
)
(x2) ∗x2

(
U∗

1U
∗
2u(x1 − z, ·)

)
(x1, x2)

]
dz.

(4.35)

Ici, ∗x2 désigne la convolution par rapport à la deuxième variable x2. Nous
avons utilisé aussi le fait que la transformation de Fourier du produit de
deux fonctions est, à multiplication par (2π)−1/2 près, la convolution des
transformations de Fourier de ces fonctions.
En écrivant

hν(ξ)hν(z + ξ) = U∗
2hν(ξ)hν(z)

et en utilisant la définition de u, l’identité (4.35) s’écrit sous la forme,

[
U∗

1U
∗
2F

(2)
ν U2U1f

]
(x1, x2) = (2π)1/2

[
(U∗

1U
∗
2 (gν)) ∗ f

]
(x1, x2), (4.36)

où la fonction gν est définie par

gν : R2 3 (y, ξ) 7→ hν(y)hν(ξ).

Le seul point à vérifier maintenant est que la fonction
(
U∗

1U
∗
2 (gν)

)
(x1, x2) est

en fait égale à la fonction Fν introduite en (4.31).
D’après la définition de la transformation de Fourier inverse, on a,

(
U∗

1U
∗
2 (gν)

)
(x1, x2) = (2π)−1/2

∫
R

exp(ix2ξ)hν(ξ)hν(x1 + ξ)dξ . (4.37)

Soit η = x1/2 + ξ, alors∫
R

exp(ix2ξ)hν(ξ)hν(x1 + ξ)dξ

= exp

(
−ix1x2

2

)∫
R

exp (ix2η)hν

(
η +

x1

2

)
hν

(
η − x1

2

)
dη .

(4.38)

Pour calculer l’intégrale à droite de (4.38), utilisons le lemme suivant (cf. [14,
théorème 1.104]) dont le résultat a été énoncé probablement pour la première
fois par Kaluder [24].
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Lemme 4.2.5.
Soient x⊥ = (x1, x2) ∈ R2, η ∈ R, soit ν ∈ N. Considérons hν la fonction
d’Hermite définie en (4.16). Nous avons alors∫

R
exp(ix2η)hν

(
η +

x1

2

)
hν

(
η − x1

2

)
d η

= exp

(
−|x⊥|

2

4

)
L(0)
ν

(
|x⊥|2

2

)
,

où les L(0)
ν sont les polynômes de Laguerre définis en(4.33).

Il résulte du lemme 4.2.5, avec x⊥ = (x1, x2),

exp

(
−ix1x2

2

)∫
R

exp(ix2η)hν

(
η +

x1

2

)
hν

(
η − x1

2

)
dη

= exp

(
−ix1x2

2

)
exp

(
−|x⊥|2

4

)
L(0)
ν

(
|x⊥|2

2

)
.

(4.39)

En combinant (4.37)-(4.39), nous obtenons que(
U∗

1U
∗
2 (gν)

)
= Fν . (4.40)

En rappelant (4.36), nous achevons la preuve de la proposition 4.2.3.

Corollaire 4.2.6.
Pour toute fonction χ ∈ C∞

0 (R2) et ν ∈ N, l’opérateur χFνχ est un opérateur
à trace dont la trace est donnée par :

tr(χFνχ) =
1

2π
‖χ‖2

L2(R2).

Ici, Fν est le projecteur introduit dans la définition 4.2.2.

Démonstration.
D’après la proposition 4.2.3, l’opérateur χFνχ est un opérateur à noyau dont
le noyau intégral est dans L2(R2 × R2) et donné par

Fν(x, y) : R2 3 (x, y) 7→ χ(x)Fν(x− y)χ(y),

où la fonction Fν a été introduite en (4.31). Ce noyau étant dans L2(R2×R2)
cet opérateur est à trace et

tr (χFνχ) =

∫
R2

Fν(y, y) dy

=

∫
R2

|χ(y)|2Fν(0) dy =
1

2π
‖χ‖2

L2(R2).
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4.3 Fonctions de Landau pour l’opérateur de
Schrödinger magnétique dans R3

Considérons le cas où le champ magnétique ~B est de la forme
~B = (0, 0, 1). Définissons le champ de vecteurs

R3 3 x = (x1, x2, x3) 7→ ~A(x) = (0, x1, 0).

Considérons l’opérateur de Schrödinger magnétique dans R3,

~P 2
A = (−i∇+ ~A)2

= −∂2
x1

+ (−i∂x2 + x1)
2 − ∂2

x3
.

Définissons la suite de fonctions de Landau pour l’opérateur ~P 2
A,

gν,ξ : R3 3 x = (x1, x2, x3) 7→ Fν(x1, x2) exp(iξx3), ∀ (ν, ξ) ∈ N× R ,
(4.41)

où la fonction Fν a été introduite en (4.31).
Définissons aussi une famille de projecteur (Πν

0(ξ))ν∈N,ξ∈R,

C∞
0 (R3) 7→ (Πν

0(ξ))(f)(x) =

∫
R3

f(y) gν,ξ(x− y)dy . (4.42)

Proposition 4.3.1.
La famille (Πν

0(ξ))ν∈N,ξ∈R satisfait,
1.

~P 2
AΠν

0(ξ) =
(
2ν + 1 + ξ2

)
Πν

0(ξ), ∀ (ν, ξ) ∈ N× R, (4.43)

2.
∞∑
ν=0

(2π)−1

∫
R3

Πν
0(ξ)dξ = 1L2(R3,C2) . (4.44)

Démonstration.
Prenons (ν, ξ) ∈ N×R. D’après l’expression de gν,ξ en (4.41) et de ~P 2

A, on a,

~P 2
Agν,ξ = exp (iξ3x3)

[
−∂2

x1
− (∂x2 + x1)

2 + ξ2
]
Fν(x1, x2).

Comme Fν est une fonction propre de l’opérateur de Schrödinger dans R2,
on obtient,

~PA gν,ξ(x) = (2ν + 1 + ξ2)Fν(x1, x2) exp (iξ3x3)

= (2ν + 1 + ξ2) gν,ξ(x).
(4.45)
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Ceci suffit, d’après la définition de (4.42), à déduire (4.43).
Montrons maintenant (4.44) : Soit v ∈ L2(R3,C), nous souhaitons prouver
que

∞∑
ν=0

(2π)−1

∫
R

(
Πν

0(ξ) v
)
dξ = v . (4.46)

En rappelant la définition de l’opérateur Πν
0(ξ) en (4.42),

Πν
0(ξ)v(x) =

∫
R3

gν,ξ(x− y) v(y)d y , (4.47)

où la fonction gν,ξ a été introduite en (4.41).
Alors, nous obtenons que,∫

R3

gν,ξ(x− y) v(y)d y

=

∫
R3

Fν(x⊥ − y⊥) exp
(
i ξ (x3 − y3)

)
v(y)d y

=

∫
y3

∫
y⊥

Fν(x⊥ − y⊥) exp
(
i ξ (x3 − y3)

)
v(y⊥, y3)d y⊥d y3

=

∫
y3

exp
(
i ξ (x3 − y3)

)(∫
y⊥

Fν(x⊥ − y⊥) v(y⊥, y3)d y⊥

)
d y3 .

(4.48)

Il résulte de la proposition 4.2.3, que∑
ν

∫
R2

Fν(x⊥ − y⊥)v(y⊥, y3)dy⊥ = v(x⊥, y3) . (4.49)

Nous obtenons alors
∞∑
ν=0

∫
R

(Πν
0(ξ) v) dξ

=

∫
y3

exp
(
i ξ (x3 − y3)

)(∫
y⊥

Fν(x⊥ − y⊥) v(y⊥, y3)d y⊥

)
d y3

=

∫
R

∫
y3

exp exp (i ξ (x3 − y3) exp ) v(x⊥, y3)d y3d ξ

=

∫
R

exp
(
i ξ x3

)(∫
y3

exp
(
− i ξ y3

)
v(x⊥, y3)d y3

)
d ξ .

(4.50)

De plus, nous remarquons que∫
R

exp(−i ξ y3)v(x⊥, y3)d y3 = (2π)1/2 (Fy3→ξ v) (x⊥, ξ), (4.51)
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où Fy3→ξ est la transformation de Fourier partielle par rapport à la troisième
variable y3. Alors∫

R
exp(i ξ x3)

(∫
y3

exp(−i ξ y3) v(x⊥, y3)d y3

)
d ξ

= (2π)1/2

∫
R

exp(i ξ x3) (Fy3→ξ v) (x⊥, ξ)dξ

= 2π
(
F−1
ξ→x3

(
Fy3→ξ v

)
(x⊥, x3)

)
(ξ)

= 2π v(x⊥, x3)

= 2π v(x) .

(4.52)

4.4 États cohérents de l’opérateur de Pauli avec
un champ magnétique constant

Nous revenons dans cette section à notre but principal : construire des
états cohérents pour l’opérateur de Pauli défini par

H0,A = (~p+ ~A)2 + ~σ · ~B , (4.53)

où ~A = (0, x1, 0) et ~B = (0, 0, 1).
H0,A opère sur L2(R3,C2), et son domaine est donné par :

D(H0,A) = {(f1, f2) ∈ L2(R3,C2) ; (~p+ ~A)jfi ∈ L2(R3,C), i, j = 1, 2} .
(4.54)

En définissant

P↑ =
1

2

(
1 + ~σ · ~B

)
=

(
1 0
0 0

)
,

(4.55)

et

P↓ =
1

2

(
1− ~σ · ~B

)
=

(
0 0
0 1

) , (4.56)
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nous avons

H0,AP↑ = P↑H0,A , (4.57)

H0,AP↓ = P↓H0,A , (4.58)

et

P↑ + P↓ = I . (4.59)

Il est naturel alors d’effectuer la décomposition suivante

H0,A = H0,AP↑ +H0,AP↓ , (4.60)

Nous appellerons

H↑
0,A = (H0,A)�

ImP↑
, (4.61)

H↓
0,A = (H0,A)�

ImP↓
, (4.62)

Notons que

H↑
0,A :

(
u
0

)
7→
(

((~p+ ~A)2 + 1)u
0

)
, (4.63)

H↓
0,A :

(
0
u

)
7→
(

0

((~p+ ~A)2 − 1)u

)
, (4.64)

agissant respectivement sur les espaces

X↑ = {(u, 0) ; u ∈ L2(R3)}, (4.65)

X↑ = {(0, u) ; u ∈ L2(R3)} (4.66)

qu’on peut identifier à L2(R3,C). Il résulte de [32] que

SpecH0,A =
(
SpecH↑

0,A

)
∪
(
SpecH↓

0,A

)
. (4.67)

Construisons une famille (Kξ
ν)ν∈N,ξ∈R de fonctions propres ‘généralisées’

de H0,A

Kξ
ν(x1, x2, x3) = Kν(x⊥) exp(iξx3) , (4.68)
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où

Kν(x⊥) =

(
Fν−1(x1, x2)
Fν(x1, x2)

)
. (4.69)

Ici F−1 ≡ 0 et pour ν ∈ N, Fν est introduite en (4.31). Il découle de la
proposition 4.3.1 la propriété suivante,

H0,AKξ
ν =

[
2ν + ξ2

]
Kξ
ν . (4.70)

Pour tout ν ∈ N, nous définissons l’opérateur Πν(ξ) sur C∞
0 (R3,C2) dont le

noyau est défini par

πν(ξ)(x, y) = exp
(
iξ(x3 − y3)

)
×
(
Fν−1(x⊥ − y⊥)P↑ + Fν(x⊥ − y⊥)P↓)

= Kξ
ν(x− y) .

(4.71)

Par convention, nous posons Π−1 ≡ 0. En remplaçant l’expression de Fν que
nous avons introduite en (4.31), nous obtenons pour tout ν ∈ N,

πν(ξ)(x, y) =
1

2π
exp

(
− i(x1 − y1)(x2 − y2)

)
exp

(
−|x⊥ − y⊥|2

4

)
×
(
Lν−1

(
|x⊥ − y⊥|2

2

)
P↑ + Lν

(
|x⊥ − y⊥|2

2

)
P↓
)

exp
(
i ξ (x3 − y3)

)
.

(4.72)

Proposition 4.4.1.
Soient H0,A l’opérateur de Pauli introduit en (4.53) et Πν(ξ) l’opérateur défini
en (4.72), alors nous avons

H0,AΠν(ξ) =
[
2ν + ξ2

]
Πν(ξ) , (4.73)

et

1

2π

∞∑
ν=0

∫
R

Πν(ξ)dξ = 1L2(R3,C2) . (4.74)

Démonstration.
Soit f = (f1, f2) ∈ C∞

0 (R3,C2), nous avons

Πν(ξ)(f) =

(
Πν−1

0 (ξ)(f1)
Πν

0(ξ)(f2)

)
, (4.75)
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où Πν
0(ξ) a été défini en (4.42) . Nous avons d’après la proposition 4.3.1

1

2π

∞∑
ν=0

∫
R

Πν
0(ξ)(f1)dξ = f1 , (4.76)

et, comme Π−1 ≡ 0 par convention,

1

2π

∞∑
ν=0

∫
R

Πν−1
0 (ξ)(f2)dξ = f2 . (4.77)

Alors

1

2π

∞∑
ν=0

∫
R

Πν(ξ)(f)dξ = f . (4.78)



Chapitre 5

Borne inférieure pour l’énergie

5.1 Présentation

Le but de ce chapitre est d’établir une borne inférieure pour la somme
des valeurs propres strictement négatives de l’opérateur de Pauli modifié Ht.
Rappelons ici la définition de l’opérateur Ht donnée en (3.6) :

Ht(h, β ~B0, V,~a) =~Ph, β ~A0
Mt(x)~Ph, β ~A0

+ hβ~σ ·
(
~B0(x) + t~b(x)

)
+ t h β

(
(D~B0(x))~̃a(x) · ~σ

)
+ V (x)⊗ I .

(5.1)

L’opérateur Ht dépend de plusieurs paramètres :

1. Un paramètre semiclassique h ∈]0, 1[, et un paramètre β = β(h) vé-
rifiant l’hypothèse (1.9). Ce paramètre est introduit afin de mesurer
l’intensité du champ magnétique appliqué.

2. Le champ magnétique ~B0 ∈ C1∩L∞(R3; R3) (nous notons B0 = ‖ ~B0‖) ;

3. Un champ de vecteurs ~A0 : R3 → R3 tel que −→rot ~A0 = ~B0 (cf. (1.13)),

4. ~σ est le vecteur des matrices de Pauli (cf. (1.12)) ;

5. La fonction V ∈ L3/2(R3; R) ∩ L5/2(R3; R) est un potentiel scalaire qui
décrit le champ électrique et vérifie ∇V ∈ L1

loc(R3; R3) ;

6. La matrice Mt définie par

Mt = I + tM , (5.2)

où M = {Mik}3
i,k=1 est une fonction C∞

0 (R3) à valeurs dans l’ensemble
des matrices 3× 3 réelles et symétriques, et t ∈ R un paramètre assez
petit.

71
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7. Un champ de vecteurs ~a ∈ C∞
0 (R3; R3) tel que ~a · ~B0 = 0 auquel on

associe son rotationnel ~b =
−→
rot~a et le champ de vecteurs

−→
ã =

~B0∧~a
| ~B0|2

.

Rappelons aussi l’expression de l’énergie semi-classique Escl,t introduite en
(3.21),

Escl,t(hβ,B0,t, V )

= −h−3

∫
R3

Λ−1
t (u)P1

(
hβB0,t(u), hβB0,t(u)− V (u)− hβ∆t(u)

)
du

− h−3

∫
R3

Λ−1
t (u)P0

(
hβB(u),−hβB0,t(u)− V (u) + hβ∆t(u)

)
du ,

(5.3)

où Λt, est défini par

Λt(u) = |dét (Nt(u))|, Nt(u) =
√
I + tM(u). (5.4)

Rappelons que N (2)
t est la matrice associée à Nt dans la base

(e2 ∧ e3, e3 ∧ e1, e1 ∧ e2) vérifiant la relation (5.6) :

C(2)(u ∧ v) = C(u) ∧ C(v) . (5.5)

Plus explicitement, C(2) est donnée par

C(2) =

 c22c33 − c223 c23c13 − c33c12 c12c23 − c22c13
c23c13 − c33c12 c11c33 − c231 c13c12 − c11c23
c12c23 − c22c31 c13c12 − c11c32 c11c22 − c212

 . (5.6)

Rappelons que le champ magnétique ~B0,t est défini par

~B0,t(u) = N
(2)
t (u) ~B0(u) .

Rappelons aussi

~∆t(u) = ~B0(u) + t
(
~b(u) + (D~B0(u))~̃a(u)

)
, ∀ u ∈ R3. (5.7)

Définissons la direction du vecteur ~∆t par

~nt(u) =
~∆t(u)

|~∆t(u)|
∀ u ∈ R3 . (5.8)

Soit u ∈ R3, définissons les projections suivantes

P↑
u =

1

2
(1 + ~σ · ~nt(u)) , (5.9)
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et

P↓
u =

1

2
(1− ~σ · ~nt(u)) . (5.10)

Pour tout entier k ∈ N, la fonction Pk est définie par,

R+ × R 3 (b, w) 7→ Pk(b, w) :=
1

3π2

∞∑
ν=k

b
[
2νb− w

]3/2
−

(5.11)

Nous énonçons dans le théorème suivant le résultat principal de ce chapitre.

Théorème 5.1.1.
Avec les hypothèses et les notations du théorème 3.1.1, il existe une fonction
g réelle positive h 7→ g(h) telle que

lim
h→0

g(h) = 0

et telle que, pour tout (h, β) vérifiant (1.9) et t ∈ [−t0, t0], on ait∑
n

en(Ht) ≥ Escl,t(hβ,B0,t, V )(1 + f(h, β, t)) , (5.12)

où f(h, β, t) vérifie
|f(h, β, t)| ≤ g(h) .

Ici {en(Ht)}∞n=1 désigne la suite des valeurs propres strictement négatives
de l’opérateur Ht introduit en (5.1) et Escl,t(hβ,B0,t, V ) est l’énergie semi-
classique introduite en (5.3).

Remarque 5.1.2.
En tenant compte du théorème 5.1.1, il est raisonnable de penser qu’on a le
développement asymptotique∑

n

en(Ht) = Escl,t(hβ,B0,t, V )(1 + o(1)) . (5.13)

Lorsque t = 0 qui correspond au cas de l’opérateur de Pauli classique, ce
développement asymptotique a été établi par L. Erdös et J.P Solovej dans [11,
théorème 4.1]. Néanmoins, pour estimer le courant, seule la borne inférieure
sur la somme des valeurs propres strictement négatives de l’opérateur de Pauli
modifié Ht est utile.
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Expliquons brièvement les principes de la démonstration du théorème 5.1.1.
Nous estimons la trace

∑
n en(Ht) à l’aide d’une base orthonormée (fk)k ⊂

S(R3; C2) du sous-espace propre K associé au spectre négatif de Ht :∑
n

en(Ht) =
∑
k

〈fk,Htfk〉L2(R3;C2),

où l’espace S désigne l’espace de Schwartz des fonctions rapidement décrois-
santes.
Afin de ramener le problème à celui avec un champ magnétique constant,
nous introduisons pour tout u ∈ R3 l’opérateur (cf. les lemmes 5.4.10 et 5.5.1
pour l’énoncé précis)1

H̃t,u ≈ ~P
h, β

~
bAt,u
Mt(u)~P

h, β
~
bAt,u

+ hβ~σ ·
(
~B0,t(u) + t~b(u)

)
+ t h β

(
(D~B0,t(u))~̃a(u) · ~σ

)
+ V ⊗ I

(5.14)

avec ~̂At,u(x) = 1
2
~B0,t(u)×x à un changement de jauge près. Alors (cf. (5.108)

et (5.109) pour un énoncé précis)2,∑
k

〈fk,Htfk〉 '
∑
k

∫
R3

〈fk, H̃t,u fk〉 du. (5.15)

Afin de minorer le terme à droite ci-dessus à l’aide de la trace d’un opé-
rateur borné, nous introduisons des états cohérents ‘locaux’ (Πν

t (u, ξ))ν∈N,ξ∈R
tels que (cf. le lemme 5.3.3 pour un énoncé précis)

1

2π

∑
ν

∫
R

Πν
t (u, ξ) dξ = 1L2(R3;C2).

En substituant cette identité dans (5.15), nous obtenons,∑
k

〈fk,Htfk〉 '
∫

R3

∫
R

∑
k

∑
ν

〈fk, H̃t,uΠ
ν
t (u, ξ) fk〉 dξ du. (5.16)

Comme H̃t,uΠ
ν
t (u, ξ) s’exprime essentiellement en fonction de l’expression

suivante (cf. 5.3.3), [
2νhβB0,t(u) + h2ξ2

]
Πν
t (u, ξ),

1Pour deux fonctions A(h) et B(h), la notation A(h) ≈ B(h) veut dire que
A(h) = B(h)(1 + o(1))

2A(h) ' B(h) veut dire que A(h) ≥ B(h)(1 + o(1))
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on arrive dans (5.16) au calcul explicite des traces des opérateurs bornés (cf.
e.g. (5.137)), qui s’expriment en fonction de l’énergie semiclassique Escl,t.

Le chapitre est organisé de la manière suivante. La section 5.2 est consa-
crée à la construction des états cohérents ‘locaux’. La section 5.4 est consacrée
à ramener le problème à celui avec un champ magnétique constant, c’est-à-
dire à la justification de la formule (5.15). La section 5.6 est consacrée au
calcul explicite du terme principale à droite de (5.16). Finalement, la sec-
tion 5.7 est consacrée au contrôle des restes et à achever la démonstration du
théorème 5.1.1.

5.2 États cohérents locaux de l’opérateur de
Pauli modifié

Dans cette section, nous construisons une famille d’états cohérents (pro-
jecteurs sur les bandes de Landau)(

Πν
t (u, ξ)

)
ν∈N, u∈R3, ξ∈R

dont les propriétés ont été établies au chapitre 4.

Il résulte de (4.72) que si ~B est un vecteur constant alors le noyau intégral
de la projection Πν

B(ξ) de L2(R3,C2) sur le sous-espace de Landau d’indice
ν ≥ 0 est défini par

πνB,ξ(x, y) =
βB

2πh
exp

(
βB

2h

[
−i(x1 − y1)(x2 − y2)−

|x⊥ − y⊥|2

2

])
×
(
Lν−1

(
|x⊥ − y⊥|2

βB

2h

)
P↑
u + Lν

(
|x⊥ − y⊥|2

βB

2h

)
P↓
u

)
× exp (i ξ (x3 − y3)) .

(5.17)

Ici P↑
u et P↓

u sont les projections définies respectivement en (5.9) et en (5.10).
Pour retrouver (le cas où ν = 0), nous convenons que

L0 ≡ 1 et L−1 ≡ 0 . (5.18)

Ici les Lν désignent les polynômes de Laguerre introduits en (4.33), normalisé
par Lν(0) = 1.
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Dans le cas du champ magnétique géneralisé ~B0,t(u) donné en (3.18), le
noyau intégral de la projection Πν

t (u, ξ) est exprimé par

πνt,u,ξ(x, y)

=
βB0,t(u)

2πh
exp

(
βB0,t(u)

2h

[
−i(x1 − y1)(x2 − y2)−

|x⊥ − y⊥|2

2

])
×
(
Lν−1

(
βB0,t(u)

2h
|x⊥ − y⊥|2

)
P↑
u + Lν

(
βB0,t(u)

2h
|x⊥ − y⊥|2

)
P↓
u

)
× exp (i ξ (x3 − y3)) .

(5.19)

La pertinence de cette construction de Πν
t (u, ξ) apparaît dans le lemme 5.3.3.

Notons que lorsque t = 0, nous avons

B0,t(u) = B , (5.20)

et que

Πν
t (u, ξ) = Πν

B(ξ) . (5.21)

D’après (5.19), nous avons pour chaque ν ∈ N

πνt,u,ξ(x, x) = (2π)−1h−1βB0,t(u) . (5.22)

5.3 L’opérateur de Schrödinger magnétique mo-
difié

Dans cette section, nous allons préciser les règles de changement de coordon-
nées de l’opérateur

(h~p+ β ~A)2

lorsqu’on effectue un changement de coordonnées linéaire associé à une ma-
trice N

Lemme 5.3.1.
Soit N une matrice constante, réelle et symétrique, soit Ũ un opérateur uni-
taire dans L2(R3) défini par

(Ũf)(x) = Λ
1
2f(Nx), ∀ f ∈ L2(R3) , (5.23)
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avec

Λ = |détN |; (5.24)

alors

(h~p+ β ~A)N2(h~p+ β ~A) = Ũ−1(h~p+ β
~̂
A)2Ũ , (5.25)

où

~̂
A(x) = N ~A(Nx) ∀ x ∈ R3 . (5.26)

Démonstration.
Par la définition de l’opérateur Ũ nous avons

Ũ−1φ(Nx)Ũ = φ(x)

Ũ−1∇Ũ = N∇ .

Nous pouvons alors écrire que

Ũ−1(h~p+ β
~̂
A(x))2Ũ =Ũ−1(h~p+ βN ~A0(Nx))Ũ · Ũ−1(h~p+ βN ~A(Nx))Ũ

=N(h~p+ β ~A(x)) ·N(h~p+ β ~A(x))

=(h~p+ β ~A(x)) ·N2(h~p+ β ~A(x)) .

Application
Soient M une matrice constante, réelle et symétrique, t ∈] − t0, t0[ et Mt =

I + tM . Soit Nt =
√
I + tM , en prenant N = Nt, Ũ = Ũt, ~A =

~̂
A0,u et

~̂
A =

~̂
Au,t dans le lemme 5.3.1. Nous obtenons

(h~p+ β
~̂
A0,u)Mt(h~p+ β

~̂
A0,u) = Ũ−1

t (h~p+ β
~̂
Au,t)

2Ũt, (5.27)

avec

~̂
Au,t(x) = Nt

~̂
A0,u(Ntx) . (5.28)

Ici ~̂A0,u(x) = 1
2
~B0 ∧ x est le potentiel que nous avons introduit en (3.56).
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Remarque 5.3.2.
Remarquons que ~̂Au,t(x) et 1

2
~B0,t(u)∧ x que nous avons définis respectivement

en (5.28) et en (3.18), ont même rotationel :

−→
rot

~̂
Au,t(x) =

−→
rot

(
1

2
~B0,t(u) ∧ x

)
. (5.29)

Ils sont donc invariants de jauge, il existe alors φt,u tel que

~̂
Au,t(x) =

1

2
~B0,t(u) ∧ x+∇φt,u . (5.30)

En définissant Ut,u l’opérateur unitaire par

Ut,u = e
−i
h
φt,uŨ . (5.31)

Nous obtenons alors(
h~p+

1

2
~B0(u) ∧ x

)
Mt

(
h~p+

1

2
~B0(u) ∧ x

)
=

U−1
t,u

(
h~p+

1

2
~B0,t(u) ∧ x

)2

Ut,u .

(5.32)

Il découle de la proposition 4.4.1 et de la proposition 4.3.1, les propriétés
suivantes de la famille

(
Πν
t (u, ξ)

)
ν∈N,ξ∈R

.

Lemme 5.3.3.
Soit Πν

t (u, ξ) la projection définie en (5.19), soient P↑
u, P↓

u les projections
définies respectivement en (5.9) et en (5.10). Définissons

Π↑
t,ν(u, ξ) = Πν

t (u, ξ)P↑
u , (5.33)

et

Π↓
t,ν(u, ξ) = Πν

t (u, ξ)P↓
u . (5.34)

Alors nous avons l’identité suivante
∞∑
ν=0

(2π)−1

∫
R3

Πν
t (u, ξ)dξ = 1L2(R3,C2) . (5.35)

De plus(
P 2
h,β bAu, t

+ hβ ~σ · ~∆t(u)
)

Π↑
t,ν(u, ξ) =(

(2ν − 1)hβB0,t(u) + h2ξ2 + hβ|~∆t(u)|
)
Π↑
t,ν(u, ξ),

(5.36)
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et (
P 2
h,β bAu, t

+ hβ ~σ · ~∆t(u)
)

Π↓
t,ν(u, ξ) =(

(2ν + 1)hβB0,t(u) + h2ξ2 − hβ|~∆t(u)|
)
Π↓
t,ν(u, ξ).

(5.37)

Ici ~̂Au, t est le potentiel magnétique défini en (5.30) et ~∆(u) est défini en
(5.7).

5.4 Localisations
Nous introduisons

θ ∈ C∞
0 (R3) , (5.38)

telle que ∫
R3

θ(x)2 dx = 1, (5.39)

supp θ ⊂ B(0, 1) . (5.40)

Étant donné λ > 0, nous définissons

θλ(x) = λ−3/2θ(x/λ) , (5.41)

et nous appelons

θλu(x) := θλ(x− u) (5.42)

la fonction de localisation en u à l’échelle λ. Nous avons∫
R3

θλu(x)
2 dx = 1, (5.43)

et ∫
R3

∣∣∣∇θλu(x)∣∣∣2 dx = d0λ
−2 . (5.44)

Observons que par simple changement de variable nous avons∫
R3

∣∣∣∇θλ(x)∣∣∣2 dx = d0λ
−2 , (5.45)
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où

d0 =

∫
R3

|∇θ(x)|2dx. (5.46)

Plus tard dans notre application, λ dépendra du paramétre h et nous aurons
besoin de supposer que λ = λ(h) vérifie

lim
h→0

λ(h) = 0 , (5.47)

lim
h→0

hλ(h)−1 = 0 , (5.48)

et

lim
h→0

h−1/2λ(h) = 0 . (5.49)

Définition 5.4.1.
Soit T l’opérateur défini par

T := (h~p+ β ~A0)Mt(h~p+ β ~A0) + hβ~σ · ~B0 . (5.50)

L’opérateur de Pauli modifié Ht introduit en (3.6) s’écrit alors

Ht = T + V + t hβ
(
~σ ·~b+

(
(D~B0)~̃a

)
· ~σ
)
. (5.51)

L’idée est de décomposer l’opérateur T de manière à pouvoir contrôler
plus tard les termes d’erreurs.

Définition 5.4.2.
Soient δ1 ∈]0, 1

4
[ et

α =
1− δ1/2

1− δ1
. (5.52)

Définissons

Tδ1 = (h~p+ β ~A0)Mt(h~p+ β ~A0)

+ αhβ
[
~σ · ~B0 +

t

α(1− δ1)
(~σ ·~b+ ((D~B0)~̃a) · ~σ)

]
.

(5.53)

Rappelons que nous notons par Ms l’ensemble des matrices 3× 3 réelles
et symétriques.
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Lemme 5.4.3.
Soit x 7→M(x) = {Mik}3

i,k=1 appartenant à C∞
0 (R3,Ms). Soit t0 > 0 tel que

t0‖M‖ ≤ 1
2
, soit t ∈ [−t0, t0] et soit Mt = I+ tM . Alors, pour tout δ1 ∈]0, 1

4
],

nous avons

Ht ≥ (1− δ1)Tδ1 +
δ1
2

[(h~p+ β ~A0)
2 + hβ~σ · ~B0] + V . (5.54)

Ici Tδ1 a été introduit en (5.53).

Démonstration.
Pour δ1 ∈]0, 1

4
[, nous écrivons

T = (1− δ1)T + δ1T , (5.55)

Soit t0 > 0 tel que t0‖M‖ ≤ 1
2
, soit t ∈ [−t0, t0] alors

Mt = I + tM

≥ 1

2
I.

(5.56)

En remplaçant (5.56) dans (5.50), nous obtenons

δ1T ≥ δ1
2

[(h~p+ β ~A0)
2 + hβ~σ · ~B0] +

δ1
2
hβ~σ · ~B0 . (5.57)

En combinant (5.55) et (5.57), nous obtenons

T + t h β
(
~σ ·~b+ ((D~B0)~̃a) · ~σ

)
≥ (1− δ1)

[
(h~p+ β ~A0)Mt(h~p+ β ~A0) + αhβ[~σ · ~B0

+
t

α(1− δ1)
(~σ ·~b+ ((D~B0)~̃a) · ~σ)]

]
+
δ1
2

[(h~p+ β ~A0)
2 + hβ~σ · ~B0] .

(5.58)

En combinant (5.51) et (5.58), nous achevons la preuve.

Définition 5.4.4.
Soit χ̃ ∈ C∞

0 (R3) telle que

χ̃ ≡ 1 sur B(0, 3/2) , (5.59)

χ̃ ≡ 0 sur R3 \ B(0, 2) . (5.60)
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Observons que

0 ≤ χ̃ ≤ 1 dans R3 . (5.61)

Soit

χ̃λ = cλ−3χ̃(
x

λ
) , (5.62)

où
c =

(∫
R3

χ̃(x)d x
)−1

.

Alors ∫
R3

χ̃λ(x)d x = 1 . (5.63)

Pour % ≥ 1, nous introduisons

Θ%,λ = 1B(0, %+λ
2
) ∗ χ̃λ

=

∫
B(0, %+λ

2
)

χ̃λ(x− y)dy .
(5.64)

Lemme 5.4.5.
La fonction Θ%,λ satisfait les propriétés suivantes

0 ≤ Θ%,λ ≤ 1 dans R3 , (5.65)

Θ%,λ ≡ 1 sur B(0, %+ λ) , (5.66)

supp Θ%,λ ⊂ B(0, 2λ+ %) , (5.67)

et, il existe une constante c5 > 0 telle que

|∇Θ%,λ| ≤ c5‖∇χ̃‖∞ min
(
(%+

λ

2
)3λ−4, λ−1

)
. (5.68)

Démonstration.
Nous avons

0 ≤ Θ%,λ(x) =

∫
B(0, %+λ

2
)

χ̃λ(x− y)dy

≤
∫

R3

χ̃λ(z)dz

= 1 .

(5.69)
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Ceci achève la preuve de (5.65).
Soit x ∈ B(0, % + λ), alors, pour tout y ∈ B(0, 3/2λ), x − y ∈ B(0, % + λ

2
) ,

nous avons

Θ%,λ(x) =

∫
B(0, %+ 3λ

2
)

1B(0, %+λ
2
)(x− y)χ̃λ(y)dy

≤
∫
B(0, %+ 3λ

2
)

χ̃λ(z)dz

= 1 .

(5.70)

Ceci achève la preuve de (5.66).
Soit x ∈ R3 \ B(0, %+ 2λ), alors pour tout y ∈ B(0, 3λ

2
) nous avons

‖x− y‖ ≥ | ‖x‖ − ‖y‖ |
≥ ‖x‖ − ‖y‖
≥ %+ λ/2 .

(5.71)

Ainsi

(x− y) ∈ R3 \ B(0, %+ λ/2) , (5.72)

et

Θ%,λ(x) =

∫
B(0, %+ 3λ

2
)

1B(0, %+λ
2
)(x− y)χ̃λ(y)dy

= 0 .

(5.73)

Ceci achève la preuve de (5.67).
Nous avons

∇Θ%,λ(x) = ∇
∫
B(0, %+λ

2
)

χ̃λ(x− y)dy

= cλ−3∇
∫
B(0, %+λ

2
)

χ̃λ(
x− y

λ
)dy

= cλ−4

∫
B(0, %+λ

2
)

∇χ̃(
x− y

λ
)dy .

(5.74)

Alors

|∇Θ%,λ(x)| ≤ cλ−4‖∇χ̃‖∞
∫
B(0, %+λ

2
)∩B(0, λ)

dy

≤ cλ−4‖∇χ̃‖∞ min
(
|B(0, %+

λ

2
)|, |B(0, λ)|

)
≤ c5λ

−4‖∇χ̃‖∞ min
(
(%+

λ

2
)3, λ3

)
.

(5.75)

Ceci achève la preuve de (5.68).
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Lemme 5.4.6.
Supposons que S ∈ C∞

0 (R3,Ms). Il existe une constante c3 > 0 telle que

∀ λ > 0 ∀ % ≥ 1, ∀ δ1 ∈]0, 1/4], ∀ f ∈ C∞
0 (R3,C2) ,

nous avons

〈f, (~Ph,βA0S
2 ~Ph,βA0)f〉 ≥ (1− δ1)〈f, Θ%,λ(~Ph,βA0S

2 ~Ph,βA0)Θ%,λf〉
− 2c3 h

2δ−1
1 〈f, |∇Θ%,λ|2f〉 .

(5.76)

Ici Θ%,λ a été introduite en (5.64).

Démonstration.
Il résulte du Lemme 3.2.1 appliqué à g = Θ%,λ et δ = δ1 que∫

R3

∣∣∣S[(h~p+ β ~A0)(Θ%,λf)
]
(x)
∣∣∣2dx ≤ (1 + δ1)

∫
R3

∣∣∣[(Θ%,λ)S(h~p+ β ~A0)(f)
]
(x)
∣∣∣2dx

+ 2δ−1
1 h2

∫
R3

∣∣∣(Sf)(x)
∣∣∣2∣∣∣(∇Θ%,λ)(x)

∣∣∣2dx .
(5.77)

Par ailleurs, une intégration par parties nous donne

〈f ; Θ%,λ(h~p+ β ~A0)S
2(h~p+ β ~A0)Θ%,λf〉

= 〈S(h~p+ β ~A0)(Θ%,λf) ; S(h~p+ β ~A0)(Θ%,λf)〉 .
(5.78)

En combinant (5.77) et (5.78), nous obtenons

〈f ; Θ%,λ(h~p+ β ~A0)S
2(h~p+ β ~A0)Θ%,λf〉

≤ (1 + δ1)

∫
R3

|[(Θ%,λ)S(h~p+ β ~A0)(f)](x)|2dx

+ 2δ−1
1 h2

∫
R3

|(Sf)(x)|2|(∇Θ%,λ)(x)|2dx .

(5.79)

Comme Θ%,λ ≤ 1 et que nous supposons que S est bornée, alors il existe une
constante c3 > 0 telle que

〈f ; Θ%,λ(h~p+ β ~A0)S
2(h~p+ β ~A0)Θ%,λf〉

≤ (1 + δ1)〈S(h~p+ β ~A0)f ; S(h~p+ β ~A0)f〉
+ 2c3h

2δ−1
1 〈f ; |∇Θ%,λ|2f〉 .

(5.80)

Puis, une intégration par parties nous permet d’écrire

〈S(h~p+ β ~A0)f ; S(h~p+ β ~A0)f〉 = 〈f ; (h~p+ β ~A0)S
2(h~p+ β ~A0)f〉 . (5.81)
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En combinant (5.80) et (5.81), nous écrivons

〈f ; (h~p+ β ~A0)S
2(h~p+ β ~A0)f〉

≥ (1 + δ1)
−1〈f ; Θ%,λ(h~p+ β ~A0)S

2(h~p+ β ~A0)Θ%,λf〉
− 2c3h

2δ−1
1 (1 + δ1)

−1〈f ; |∇Θ%,λ|2f〉 .
(5.82)

Comme δ1 > 0 alors
1 > (1 + δ1)

−1 ≥ (1− δ1).

Ceci achève la preuve du lemme.

Lemme 5.4.7.
Supposons que S ∈ C∞

0 (R3,Ms). Il existe une constante c3 > 0 telle que

∀ λ > 0 ∀ % ≥ 1, ∀ δ1 ∈]0, 1/4], ∀ f ∈ C∞
0 (R3,C2) ,

nous avons

〈f ; Θ%,λ(h~p+ β ~A0)S
2(h~p+ β ~A0)Θ%,λf〉

≥
∫

R3

〈Θ%,λθ
λ
uf ; (h~p+ β ~A0)S

2(h~p+ β ~A0)θ
λ
uΘ%,λf〉du

− c3h
2

∫
R3

〈Θ%,λf ; |∇θλu|2Θ%,λf〉du .

(5.83)

Ici Θ%,λ et θλu sont introduites respectivement en (5.64) et (5.41).

Démonstration.
Nous utilisons (5.45), nous obtenons que

〈f ; Θ%,λ(h~p+ β ~A0)S
2(h~p+ β ~A0)Θ%,λf〉

=

∫
R3

〈(θλu)2f ; Θ%,λ(h~p+ β ~A0)S
2(h~p+ β ~A0)Θ%,λf〉du .

(5.84)

Comme
〈f ; Θ%,λ(h~p+ β ~A0)S

2(h~p+ β ~A0)Θ%,λf〉
est réel, alors nous appliquons le lemme 3.2.2 avec χ̃ = θλu, et g = Θ%,λf , et
nous obtenons

〈f ; Θ%,λ(h~p+ β ~A0)S
2(h~p+ β ~A0)Θ%,λf〉

≥
∫

R3

〈Θ%,λθ
λ
uf ; (h~p+ β ~A0)S

2(h~p+ β ~A0)θ
λ
uΘ%,λf〉du

− h2

∫
R3

〈(∇θλu)Θ%,λf ; S2(∇θλu)Θ%,λf〉du .

(5.85)
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Il résulte d’une intégration par parties et du fait que S2 est borné, l’existence
d’une constante c3 > 0 telle que

〈(∇θλu)Θ%,λf ; S2(∇θλu)Θ%,λf〉 ≤ c3〈Θ%,λf ; |∇θλu|2Θ%,λf〉 . (5.86)

Ceci achève la preuve du lemme.

Définition 5.4.8.
Définissons la fonction

Θ∗
%,λ ∈ C∞

0 (R3)

par

Θ∗
%,λ = Θ%+λ, λ . (5.87)

Étant donné % ≥ 1, nous définissons la fonction χ% par

χ%(x) =

{
1 si x ∈ B(0, %)

0 sinon .
(5.88)

Définition 5.4.9.
Définissons H̃t l’opérateur de Pauli localisé par

H̃t = (1− 2δ1)Θ%,λTδ1Θ%,λ + V χ%(u) , (5.89)

où Tδ1 a été introduite en (5.53) .
Définissons l’opérateur reste R par

R =
δ1
2

[(h~p+ β ~A0)
2 + β h~σ · ~B0] +Wr, (5.90)

où

Wr = V − (V χ%) ∗ (θλ)
2 − c4 h

2λ−2δ−1
1 (Θ∗

%,λ)
2 . (5.91)

Ici Θ∗
%,λ a été introduite en (5.87).

Lemme 5.4.10.
Soit Θ%,λ la fonction de localisation définie en (5.64), soit χ% la fonction
caractéristique définie en (5.88). Alors, il existe une constante c4 > 0 telle
que

∀ % ≥ 1, ∀ λ > 0, ∀ t ∈ [−t0, t0], ∀ f ∈ C∞
0 (R3,C2) (5.92)

nous avons

〈f, Htf〉L2(R3,C2) ≥
∫

R3

〈θλuf, H̃tθ
λ
uf〉L2(R3,C2)d u+ 〈f, Rf〉L2(R3,C2) . (5.93)

Ici Ht est l’opérateur de Pauli modifié introduit en (3.6).
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Démonstration.
Soit f ∈ C∞

0 (R3,C2) ; d’après (5.54) nous pouvons écrire

〈f, Htf〉 ≥ (1− δ1)〈f, Tδ1f〉+
δ1
2
〈f, [(h~p+ β ~A0)

2 + hβ ~σ · ~B0f〉+ 〈f, V f〉 .
(5.94)

Par ailleurs, il résulte du lemme 5.4.6 appliqué à S = Mt que

〈f, Tδ1f〉 ≥ (1− δ1)〈f, Θ%,λTδ1Θ%,λf〉 − c3 h
2δ−1

1 〈f, (∇Θ%,λ)
2f〉 . (5.95)

D’autre part, il résulte du lemme 5.4.7 appliqué à S = Mt que

〈f ; Θ%,λTδ1Θ%,λf〉 ≥
∫

R3

〈Θ%,λθ
λ
uf ; Tδ1θ

λ
uΘ%,λf〉du

− c3h
2

∫
R3

〈Θ%,λf ; |∇θλu|2Θ%,λf〉du .
(5.96)

Puis nous utilisons (5.45) dans (5.96) et obtenons

〈f ; Θ%,λTδ1Θ%,λf〉 ≥
∫

R3

〈Θ%,λθ
λ
uf ; Tδ1θ

λ
uΘ%,λf〉du

− c3h
2d0λ

−2〈f ; (Θ%,λ)
2f〉 .

(5.97)

En combinant (5.95) et (5.97), nous obtenons

〈f ; Tδ1f〉 ≥ (1− δ1)

∫
R3

〈Θ%,λθ
λ
uf ; Tδ1θ

λ
uΘ%,λf〉du

− c3h
2d0λ

−2〈f ; (Θ%,λ)
2f〉

− c3 h
2δ−1

1 〈f ; (∇Θ%,λ)
2f〉 .

(5.98)

Ici nous avons utilisé

1− δ1 > 0, δ1 ∈]0,
1

4
[ . (5.99)

Nous avons

〈f ; (1− δ1)Tδ1f〉 ≥ (1− δ1)
2

∫
R3

〈Θ%,λθ
λ
uf ; Tδ1θ

λ
uΘ%,λf〉du

− (1− δ1)c3h
2d0λ

−2〈f ; (Θ%,λ)
2f〉

− c3(1− δ1)h
2δ−1

1 〈f ; (∇Θ%,λ)
2f〉 .

(5.100)

Nous utilisons (5.99) et que

(1− δ1)
2 ≥ (1− 2δ1) . (5.101)
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Nous obtenons

(1− δ1)〈f ; Tδ1f〉 ≥ (1− 2δ1)

∫
R3

〈Θ%,λθ
λ
uf ; Tδ1θ

λ
uΘ%,λf〉du

− c3h
2d0λ

−2〈f ; (Θ%,λ)
2f〉

− c3 h
2δ−1

1 〈f ; (∇Θ%,λ)
2f〉 .

(5.102)

Nous avons

(1− 2δ1)

∫
R3

〈θλuf ;
(
Θ%,λTδ1Θ%,λ + (V χ%)(u)

)
θλuf〉du

= (1− 2δ1)

∫
R3

〈θλuf ; Θ%,λTδ1Θ%,λθ
λ
uf〉du

+ (1− 2δ1)〈f, (V χ%) ∗ θ2
λf〉 .

(5.103)

En combinant (5.102) et (5.103), nous obtenons

(1− δ1)〈f ; Tδ1f〉 ≥ (1− 2δ1)

∫
R3

〈θλuf ; H̃tθ
λ
uf〉du

− c3h
2d0λ

−2〈f ; (Θ%,λ)
2f〉

− c3 h
2δ−1

1 〈f ; (∇Θ%,λ)
2f〉

− (1− 2δ1)〈f , (V χ%) ∗ θ2
λf〉 .

(5.104)

Il résulte de (5.104) que

〈f ,
(
(1− δ1)Tδ1 +

δ1
2

[(h~p+ β ~A0)
2 + hβ ~σ · ~B0] + V

)
f〉

≥ (1− 2δ1)

∫
R3

〈θλuf ; H̃tθ
λ
uf〉du

+
δ1
2
〈f , [(h~p+ β ~A0)

2 + hβ ~σ · ~B0]f〉

− 〈f , (V χ%) ∗ θ2
λf〉+ 〈f , V f〉

− c3h
2d0λ

−2〈f ; (Θ%,λ)
2f〉 − c h2δ−1

1 〈f ; (∇Θ%,λ)
2f〉 .

(5.105)

Pour contrôler les deux derniers termes de droite dans (5.105), nous utilisons
(5.87) et obtenons l’existence d’une constante c4 > 0 telle que

c3h
2d0λ

−2〈f ; (Θ%,λ)
2f〉+ c3 h

2δ−1
1 〈f ; (∇Θ%,λ)

2f〉
≤ c4 h

2d0λ
−2δ−1

1 〈f ; (Θ∗
%,λ)

2f〉 .
(5.106)



5.5. APPROXIMATIONS 89

En combinant (5.105) et (5.106), nous obtenons

〈f ,
(
(1− δ1)Tδ1 +

δ1
2

[(h~p+ β ~A0)
2 + hβ ~σ · ~B0] + V

)
f〉

≥ (1− 2δ1)

∫
R3

〈θλuf ; H̃tθ
λ
uf〉du

+
δ1
2
〈f , [(h~p+ β ~A0)

2 + hβ ~σ · ~B0]f〉

+ 〈f ,
(
V − (V χ%) ∗ θ2

λ − c4 h
2d0λ

−2δ−1
1 (Θ∗

%,λ)
2
)
f〉 .

(5.107)

Finalement, en combinant (5.107) et (5.94), nous achevons la preuve de
(5.93).

5.5 Approximations
Soit fk ∈ S(R3,C2) tel que {fk}Nk=1 soit une base orthonormée. Nous

souhaitons estimer (uniformément en N)
N∑
k=1

∫
R3

〈θλufk ; H̃tθ
λ
ufk〉du . (5.108)

Ici H̃t est l’opérateur de Pauli localisé introduit en (5.89).

Lemme 5.5.1.
Il existe une constante C > 0 telle que pour tout u ∈ R3, il existe une fonction
φu ∈ C2(R3; R) telles que

∀ δ3 ∈]0,
1

4
[, ∀ t ∈]− 1, 1[, ∀ f ∈ S(R3,C2)

et pour tout (h, β) vérifiant (1.9) on ait, avec fu = e−iφu/hf ,

(1− δ3)
−1〈θλuf ; H̃tθ

λ
uf〉 ≥

+
〈
θλuΘ%,λfu , ~Ph,β bA0,u

Mt(u)~Ph,β bA0,u
θλuΘ%,λfu

〉
+

1− (δ3/2)

1− δ3

〈
θλuΘ%,λfu , h β ~σ · ~B0(u)θ

λ
uΘ%,λfu

〉
+

4− 2δ3
(4− δ3)(1− δ3)

×〈
θλuΘ%,λfu , t h β

[
~σ ·~b(u) + ((D~B0(u))~̃a(u) · ~σ)

]
θλuΘ%,λfu

〉
−
〈
θλuΘ%,λfu ,

( [V χ%(u)− Cε]−
1− δ3

)
θλuΘ%,λfu

〉
.

(5.109)
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Ici ~̂A0,u est le potentiel magnétique défini en (3.56).

Démonstration.
Soit x ∈ B(u, λ), nous écrivons

Mt(x) = Mt(u) +Mt(x)−Mt(u)

≥Mt(u)− sup
x∈B(u,λ)

|Mt(x)−Mt(u)|I . (5.110)

Notons ici que l’inégalité matricielle ci-dessus est comprise au sens qu’elle est
vérifiée pour chaque élément.
Soit

Fλ(u) = 2 sup
x∈B(u, λ)

|Mt(x)−Mt(u)| . (5.111)

En combinant (5.110) et (5.56), nous obtenons que

Mt(x) ≥Mt(u)
(
1− Fλ(u)

)
. (5.112)

De plus, il existe `0 > 0 tel que

Fλ(u) ≤ `0λ , (5.113)

alors (5.112) sécrit

Mt(x) ≥Mt(u)(1− `0λ) . (5.114)

Par la définition (5.89) et par (5.114), nous avons

〈θλuf ; H̃tθ
λ
uf〉

≥ (1− 2δ1)(1− `0λ)〈θλuΘ%,λf ; ~Ph, βA0Mt(u)~Ph, βA0θ
λ
uΘ%,λf〉

+ αhβ(1− 2δ1)〈θλuΘ%,λf ; ~σ · ~B0θ
λ
uΘ%,λf〉

+ t h β(1− 2δ1)(1− δ1)
−1×〈

θλuΘ%,λf ;
(
~σ ·~b(u) + (D~B0(u))~̃a(u) · ~σ

)
θλuΘ%,λf

〉
+
〈
θλuf ; (V χ%)(u)θ

λ
uf
〉
.

(5.115)

Nous appliquons la proposition 3.2.5 (avec S2 = Mt, g = θλu
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et f = Θ%,λe
iφu/hfu).

〈θλuf ; H̃tθ
λ
uf〉

≥ (1− 2δ1)(1− `0λ)(1− ε)
〈
θλuΘ%,λfu ; ~P

bA0,u
Mt(u)~P bA0,u

θλuΘ%,λfu

〉
− (1− 2δ1)(1− `0λ)ε

〈
θλuΘ%,λfu ; θλuΘ%,λfu

〉
+ αhβ(1− 2δ1)

〈
θλuΘ%,λfu ; ~σ · ~B0(u)θ

λ
uΘ%,λfu

〉
− αhβ(1− 2δ1)ε

〈
θλuΘ%,λfu ; θλuΘ%,λfu

〉
+ t h β(1− 2δ1)(1− δ1)

−1×〈
θλuΘ%,λfu ;

(
~σ ·~b(u) + (D~B0(u))~̃a(u) · ~σ

)
θλuΘ%,λfu

〉
− t h β(1− 2δ1)(1− δ1)

−1ε〈θλuΘ%,λfu ; θλuΘ%,λfu〉
+ 〈θλufu ; (V χ%)(u)θ

λ
ufu〉 .

(5.116)

En prenant, δ3 = 4δ1 et en rappelant que α > 1 (par définition, voir (5.52)),
la formule (5.116) s’écrit sous la forme :

(1− δ3)
−1
〈
θλuf ; H̃tθ

λ
uf
〉
≥〈

θλuΘ%,λfu ; ~P
bA0,u

Mt(u)~P bA0,u
θλuΘ%,λfu

〉
+ α

(
1− 2δ1
1− δ3

)
hβ
〈
θλuΘ%,λfu ; ~σ · ~B0(u)θ

λ
uΘ%,λfu

〉
+

(1− 2δ1)

(1− δ1)(1− δ3)
t h β×〈

θλuΘ%,λfu ;
(
~σ ·~b(u) + ((D~B0(u))~̃a(u)) · ~σ

)
θλuΘ%,λfu

〉
+

〈
θλufu ;

(V χ%)(u)

1− δ3
θλufu

〉
− 10ε

[ 〈
θλuΘ%,λfu ; θλuΘ%,λfu

〉
+ hβ

〈
θλuΘ%,λfu ; θλuΘ%,λfu

〉
+ t h β

〈
θλuΘ%,λfu ; θλuΘ%,λfu

〉 ]
.

(5.117)

En utilisant le fait que 0 ≤ Θ%,λ ≤ 1 et que t ∈] − 1, 1[, nous réécrivons la
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formule (5.117) sous la forme :

(1− δ3)
−1
〈
θλuf ; H̃tθ

λ
uf
〉
≥〈

θλuΘ%,λfu ; ~P
bA0,u

Mt(u)~P bA0,u
θλuΘ%,λfu

〉
+

(1− 2δ1)

(1− δ3)
hβ
〈
θλuΘ%,λfu ; ~σ · ~B0(u)θ

λ
uΘ%,λfu

〉
+

(1− 2δ1)

(1− δ1)(1− δ3)
t h β×〈

θλuΘ%,λfu ;
(
~σ ·~b(u) + ((D~B0(u))~̃a(u)) · ~σ

)
θλuΘ%,λfu

〉
−
〈
θλuΘ%,λfu ;

[(V χ%)(u)− 10Cmaxε]−
1− δ3

θλuΘ%,λfu

〉
.

(5.118)

Ici, la constante Cmax à été introduite en (1.9). Ceci achève la démonstration.

Remarque 5.5.2.
Comme la famille (fk)k est un système orthonormal, alors pour tout u ∈ R3,
(fk,u)k l’est aussi. Pour cette raison nous omettrons dans tout ce qui suit la
dépendence en u dans la notation et nous écrirons simplement fk au lieu de
fk,u.

5.6 Calcul du terme principal

Soit H̃t l’opérateur de Pauli localisé introduit en (5.89) et soit Pk que
nous avons défini en (5.11).
Étant données deux fonctions f(h, t ; x) et g(h, t, ;x), nous écrivons

f(h, t ; x) = Ounif (g(h, t ; x))

pour dire qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tous t ∈]− 1, 1[ et
h ∈]0, 1[, nous avons

|f(h, t ; x)| ≤ C|g(h, t ; x)| ∀ x ∈ R3.

Le cœur de la démonstration du théorème 5.1.1 est contenu dans l’énoncé
du lemme suivant.
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Lemme 5.6.1.
Il existe une constante C > 0 telle que, pour tous % ≥ 1, λ > 0, t ∈]− 1, 1[,
δ3 > 0 et (h, β) le couple de paramétres vérifiant (1.9), on ait,∫

R3

∑
k

〈θλufk , H̃tθ
λ
ufk〉du

≥ −h−3

∫
{|u|≤%+3λ}

[
P1

(
hβB0,t(u), hβB0,t(u) +

W ↑(u) + Cε

1− δ3
+ r↑h(u)

)

+ P0

(
hβB0,t(u),−hβB0,t(u) +

W ↓(u) + Cε

1− δ3
+ r↓h(u)

)]
du

− Cλ(%+ 3λ)2 ,

(5.119)

où

r↑h(u) = Ounif (δ3)
(
hβ∆t(u)

)
, (5.120)

r↓h(u) = Ounif (δ3)
(
− hβ∆t(u)

)
, (5.121)

W ↑(u) = −V (u)− hβ∆t(u) , (5.122)

et

W ↓(u) = −V (u) + hβ∆t(u) . (5.123)

Ici ∆t(u) a été introduite en (3.20), ε a été défini en (3.59), et pour k ∈ N, Pk
a été introduit en (5.11).

Démonstration.
Nous commençons par estimer séparément les quatres termes du membre de
droite dans (5.109). Commençons par calculer le premier terme.

Calcul de 〈θλuΘ%,λfk,u ; ~Phβ bA0,u
Mt(u)~Ph,β bA0,u

θλuΘ%,λfk,u〉

Nous avons

〈θλuΘ%,λfk,u ; ~Ph, β bA0,u
Mt(u)~Ph, β bA0,u

θλuΘ%,λfk,u〉

= 〈θλuΘ%,λfk,u ; U−1
t,uUt,u

~Ph, β bA0,u
Mt(u)~Ph, β bA0,u

U−1
t,uUt,uθ

λ
uΘ%,λfk,u〉 ,

(5.124)
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où Ut,u est l’opérateur unitaire défini en (5.31).
Par application de (5.32), nous obtenons que

〈θλuΘ%,λfk,u ; U−1
t,u (Ut,u ~Ph, β bA0,u

Mt(u)~Ph, β bA0,u
U−1
t,u )Ut,uθ

λ
uΘ%,λfk,u〉

= 〈(Ut,uθλu)Θ%,λfk,u ; ~P 2
h, β bAt,u

(Ut,uθ
λ
u)Θ%,λfk,u〉 ,

(5.125)

où ~̂
At,u est le potentiel magnétique défini en (5.30). Par ailleurs, nous avons

P↑
u + P↓

u = I , (5.126)

où P↑
u et P↓

u ont été définis respectivement en (5.9) et (5.10). En utilisant
(5.126), nous écrivons

〈(Ut,uθλu)Θ%,λfk,u ; ~P 2
h, β bAt,u

(Ut,uθ
λ
u)Θ%,λfk,u〉

= 〈(Ut,uθλu)Θ%,λfk,u ; ~P 2
h, β bAt,u

P↑
u(Ut,uθ

λ
u)Θ%,λfk,u〉

+ 〈(Ut,uθλu)Θ%,λfk,u ; ~P 2
h, β bAt,u

P↓
u(Ut,uθ

λ
u)Θ%,λfk,u〉 .

(5.127)

Enfin, nous avons

〈θλuΘ%,λfk,u ; ~Ph, β bA0,u
Mt(u)~Ph, β bA0,u

θλuΘ%,λfk,u〉

= 〈(Ut,uθλu)Θ%,λfk,u ; ~P 2
h, β bAt,u

P↑
u(Ut,uθ

λ
u)Θ%,λfk,u〉

+ 〈(Ut,uθλu)Θ%,λfk,u ; ~P 2
h, β bAt,u

P↓
u(Ut,uθ

λ
u)Θ%,λfk,u〉 .

(5.128)

Nous calculons maintenant le deuxième terme du membre de droite dans
(5.109).

Calcul de 〈θλuΘ%,λfk,u , h β
(
~σ · ~B0(u) + t ~σ ·~b(u) + t(D~B0)~̃a

)
θλuΘ%,λfk,u〉

Rappelons que
~∆t = ~B0 + t~b+ t(D~B0)~̃a.

En utilisant
~σ · ~nt(u) = P↑

u − P↓
u,

nous obtenons

〈θλuΘ%,λfk,u , hβ
(
~σ · ~∆t(u)

)
θλuΘ%,λfk,u〉

= 〈θλuΘ%,λfk,u , hβ
(
∆t(u)~σ · ~nt(u)

)
P↑
uθ

λ
uΘ%,λfk,u〉

= 〈θλuΘ%,λfk,u , hβ∆t(u)P↑
uθ

λ
uΘ%,λfk,u〉

− 〈θλuΘ%,λfk,u , hβ∆t(u)P↓
uθ

λ
uΘ%,λfk,u〉 .

(5.129)
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Enfin, nous calculons le dernier terme du membre de droite dans (5.109).

Calcul de
〈
θλuΘ%,λfk,u ,

(
[V χ%(u)− Cε]−

1− δ3

)
θλuΘ%,λfk,u

〉
En utilisant (5.126), nous écrivons

∞∑
k=1

〈θλuΘ%,λfk,u ,

(
[V χ%(u)− Cε]−

1− δ3

)
θλuΘ%,λfk,u〉

=
∞∑
k=1

〈(Ut,uθλu)Θ%,λfk,u ,

(
[V χ%(u)− Cε]−

1− δ3

)
P↑
u(Ut,uθ

λ
u)Θ%,λfk,u〉

+
∞∑
k=1

〈(Ut,uθλu)Θ%,λfk,u ,

(
[V χ%(u)− Cε]−

1− δ3

)
P↓
u(Ut,uθ

λ
u)Θ%,λfk,u〉 .

(5.130)

Conclusion

En combinant (5.128)-(5.130) et (5.109), nous obtenons

(1− δ3)
−1
∑
k

〈θλufk , H̃tθ
λ
ufk〉 ≥

∞∑
k=1

〈(Ut,uθλu)Θ%,λfk,u , H̃↑
tP↑(Ut,uθ

λ
u)Θ%,λfk,u〉

+
∞∑
k=1

〈(Ut,uθλu)Θ%,λfk,u , H̃↓
tP↓(Ut,uθ

λ
u)Θ%,λfk,u〉 ,

(5.131)

où

H̃↑
t = P 2

bAu,t
+ hβ∆t(u)−

(
[V χ%(u)− Cε]−

1− δ3

)
, (5.132)

et

H̃↓
t = P 2

bAu,t
− hβ∆t(u)−

(
[V χ%(u)− Cε]−

1− δ3

)
. (5.133)

Nous utilisons l’identité (5.35) dans (5.131), nous obtenons

(2π)−1(1− δ3)
−1

∞∑
k=0

〈θλufk , H̃tθ
λ
ufk〉

≥
∫

R

∞∑
ν=0

∞∑
k=0

〈
Ut,uθ

λ
uΘ%,λfk,u , H̃↑

tΠ
ν
t (u, ξ)P↑

uUt,uθ
λ
uΘ%,λfk,u

〉
d ξ

+

∫
R

∞∑
ν=0

∞∑
k=0

〈
Ut,uθ

λ
uΘ%,λfk,u , H̃↓

tΠ
ν
t (u, ξ)P↓

uUt,uθ
λ
uΘ%,λfk,u

〉
d ξ ,

(5.134)
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où H̃↑
t et H̃↓

t ont été définis respectivement en (5.132) et en (5.133). Nous
utilisons (5.36) pour écrire

H̃↑
tΠ

ν
t (u, ξ)P↑

u =

([
(2ν − 1)hβB0,t(u) + h2ξ2

]
+ hβ∆t(u)

−
(

[V χ%(u)− Cε]−
1− δ3

+ r↑h(u)

))
Πν
t (u, ξ)P↑

u ,

(5.135)

et

H̃↓
tΠ

ν
t (u, ξ)P↓

u =

([
(2ν + 1)hβB0,t(u) + h2ξ2

]
− hβ∆t(u)

−
(

[V χ%(u)− Cε]−
1− δ3

+ r↓h(u)

))
Πν
t (u, ξ)P↓

u.

(5.136)

Ici ∆t est introduite en (3.20). Par ailleurs, nous avons

∞∑
k=1

〈
(Ut,uθ

λ
u)Θ%,λfk,u , Πν

t (u, ξ)P↑
u(Ut,uθ

λ
u)Θ%,λfk,u

〉
≤ tr

[
(Ut,uθ

λ
u)Π

ν
t (u, ξ)P↑

u(Ut,uθ
λ
u)
]
,

(5.137)

Par ailleurs

tr
[
(Ut,uθ

λ
u)Π

ν
t (u, ξ)P↑

u(Ut,uθ
λ
u)
]

=

∫
R3

(
Ut,uθ

λ
u

)
(x)Πν

t (u, ξ)(x, x)P↑
u

(
Ut,uθ

λ
u

)
(x)d x .

(5.138)

Nous utilisons (5.22) et (5.39) nous obtenons∫
R3

(Ut,uθ
λ
u)(x)Π

ν
t (u, ξ)(x, x)P↑

u(Ut,uθ
λ
u)(x)d x =

βB0,t(u)

2π hΛt(u)
. (5.139)

D’une manière similaire, nous calculons

∞∑
k=1

〈
(Ut,uθ

λ
u)Θ%,λfk,u , Πν

t (u, ξ)P↓
u(Ut,uθ

λ
u)Θ%,λfk,u

〉
≤ βB0,t(u)

2π hΛt(u)
. (5.140)
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En combinant (5.134)-(5.140), nous obtenons

(2π)−1(1− δ3)
−1
∑
k

〈θλufk , H̃tθ
λ
ufk〉

≥ −
∫

R

∞∑
ν=1

βB0,t(u)

2π hΛt(u)

[
(2ν − 1)hβB0,t(u) + h2ξ2

− hβ∆t(u)−
(

[V χ%(u)− Cε]−
1− δ3

+ r↑h(u)

)]
−
d ξ

−
∫

R

∞∑
ν=0

βB0,t(u)

2π hΛt(u)

[
(2ν + 1)hβB0,t(u) + h2ξ2

− hβ∆t(u)−
(

[V χ%(u)− Cε]−
1− δ3

+ r↓h(u)

)]
−
d ξ .

(5.141)

Remarquons ici que la première somme sur ν dans (5.141) commence à ν = 1.
Ceci résulte du fait que, pour ν = 0, Π0(u, ξ)P↑

u ≡ 0 et en conséquence,
H̃tΠ

0(u, ξ)P↑
u ≡ 0.

Nous calculons explicitement les intégrales par rapport à ξ dans (5.141).
Posons

W ↑
% (u) =

[V χ%(u)− Cε]−
1− δ3

− hβ∆t(u)

W ↓
% (u) =

[V χ%(u)− Cε]−
1− δ3

+ hβ∆t(u).

(5.142)

Alors, nous obtenons

(1− δ3)
−1
∑
k

〈θλufk , H̃tθ
λ
ufk〉

≥ −
∞∑
ν=1

βB0,t(u)

3(hπ)2 Λt(u)

[
(2ν − 1)hβB0,t(u)−

(
W ↑
% (u) + r↑h(u)

) ]3/2
−

−
∞∑
ν=0

βB0,t(u)

3(hπ)2 Λt(u)

[
(2ν + 1)hβB0,t(u)−

(
W ↓
% (u) + r↓h(u)

) ]3/2
−
.

(5.143)

En utilisant la définition (5.11), avec B = β B0,t(u), W = W ↑
% (u) + r↑h(u)
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pour k = 0 et W = W ↓
% (u) + r↓h(u) pour k = 1, nous obtenons∫

R3

∑
k

〈θλufk , H̃tθ
λ
ufk〉du

≥ −h−3

∫
{|u|≤%+3λ}

Λ−1
t (u)

[
P1

(
hβB0,t(u), hβB0,t(u) +W ↑

% (u) + r↑h(u)
)

+ P0

(
hβB0,t(u),−hβB0,t(u) +W ↓

% (u) + r↓h(u)
)]

du .

(5.144)

Pour achever la démonstration, il suffit de remplacer W ↑
% (respectivement

W ↓
% ) par W ↑ (respectivement W ↓) dans (5.144). En fait, on a,∫

{|u|≤%+3λ}
Λ−1
t (u)P1

(
hβB0,t(u), hβB0,t(u) +W ↑

% (u) + r↑h(u)
)
du

=

∫
{|u|≤%}

Λ−1
t (u)P1

(
hβB0,t(u), hβB0,t(u) +W ↑

% (u) + r↑h(u)
)
du

+

∫
{%≤|u|≤%+3λ}

Λ−1
t (u)

× P1

(
hβB0,t(u), hβB0,t(u) +

Cε

1− δ3
−
(
1 + o(δ3)

)(
hβ∆t(u)

))
du.

Comme χ%(u) = 1 lorsque |u| ≤ % et comme il existe une constante M > 0
telle que

0 ≤ Λ−1
t (u)P1

(
hβB0,t(u), hβB0,t(u) +

Cε

1− δ3
−
(
1 + o(δ3)

)
(hβ∆t(u))

)
≤M

pour tous u ∈ R3, δ3 ∈]0, 1/4[ et ε ∈]0, 1[, on obtient∫
{|u|≤%+3λ}

Λ−1
t (u)P1

(
hβB0,t(u), hβB0,t(u) +W ↑

% (u) + r↑h(u)
)
du

≤
∫
{|u|≤%}

Λ−1
t (u)P1

(
hβB0,t(u), hβB0,t(u) +W ↑ + r↑h(u)

)
du+ 9πMλ(%+ 3λ)2

≤
∫
{|u|≤%+3λ}

Λ−1
t (u)P1

(
hβB0,t(u), hβB0,t(u) +W ↑(u) + r↑h(u)

)
du+ M̃λ(%+ 3λ)2.

De la même manière on estime le terme∫
|u|≤%+3λ

Λ−1
t (u)P0

(
hβB0,t(u),−hβB0,t(u) +W ↓

% (u) + r↓h(u)
)
du.

Ceci achève la preuve du lemme.
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Afin d’extraire complètement le terme principal de la trace négative de
l’opérateur de Pauli H, il reste à estimer les deux termes (cf. Lemme 5.6.1)∫

|u|≤%+3λ

[
P1

(
hβB0,t(u), hβB0,t(u) +

W ↑(u) + Cε

1− δ3
+ r↑h(u)

)]
du

et ∫
|u|≤%+3λ

[
P0

(
hβB0,t(u),−hβB0,t(u) +

W ↓(u) + Cε

1− δ3
+ r↓h(u)

)]
du.

Ceci fait l’objet des deux lemmes suivants qui complètent l’énoncé du lemme 5.6.1.

Lemme 5.6.2.
Soient % ≥ 1, λ > 0, t ∈]− 1, 1[, soit (h, β) le couple de paramètres vérifiant
(1.9), et soit δ3 ∈]0, 1[. De plus, soient B0,t l’intensité du champ magnétique
~B0,t que nous avons défini en (3.18), W ↑ le potentiel modifié introduit en
(5.122) et r↑h(u) le reste défini en (5.120).
Alors il existe une constante C > 0 et une fonction

]0, h0]×R+×[1,+∞[×]0, h0]×]−1, 1[×]0, 1[3 (h, β, %, λ, t, δ3) 7→ R(h, β, %, λ, t, δ3)

telles que

h−3

∫
|u|≤%+3λ

P1

(
hβB0,t(u), hβB0,t(u) +

(
W ↑(u) + Cε

1− δ3
+ r↑h(u)

))
du

≤ h−3

∫
R3

P1

(
hβB0,t(u), hβB0,t(u) +W ↑(u)

)
du+R(h, β, %, λ, t, δ3) .

(5.145)

Ici, la fonction R(h, β, %, λ, t, δ3) satisfait

∃ M > 0, ∀ (h, β, %, λ, t, δ3) ∈]0, 1[×R+ × [1,+∞[×]0, 1[×]− 1, 1[×]0, 1[,

|R(h, β, %, λ, t, δ3)| ≤M
[(
δ3 + ε1/2(%+ 3λ)3

)
h−3 + δ3Fh,β(W ↑)

]
,

et Fh,β est la fonctionnelle de Lieb-Thirring réduite que nous avons définie
en (2.21).

Démonstration.
Rappelons que P1(b, w) a été introduite en (3.11). Définissons

P ↑(b, w) =
1

3π2

∞∑
ν=1

b
[
2(ν − 1)b− w

]3/2
−
. (5.146)
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Remarquons que

P1(b, b+ w) = P ↑(b, w) . (5.147)

Nous vérifions aisément que les fonctions

w 7→ P ↑(hb, w) ,

et

w 7→ ∂2P
↑(hb, w) =

∂

∂w
P ↑(hb, w) , (5.148)

sont croissantes.
Il résulte du théorème des accroissements finis que

0 ≤ |P ↑(hB,W + W̃ )− P ↑(hB,W )|
≤ |W̃ |max{∂2P

↑(hB,W + W̃ ) , ∂2P
↑(hB,W )} .

(5.149)

Nous appliquons (5.149) avec

W̃ =

(
W ↑(u) + Cε

1− δ3
+ r↑h(u)

)
−W ↑(u) , (5.150)

et

W = W ↑(u) , (5.151)

nous obtenons

0 ≤

∣∣∣∣∣P ↑
(
hβB0,t(u),

W ↑(u) + Cε

1− δ3
+ r↑h(u)

)
− P ↑ (hβB0,t(u),W

↑(u)
) ∣∣∣∣∣

≤ 2
∣∣∣W ↑(u) + r↑h(u) + Cε

∣∣∣×
max

{
∂2P

↑
(
hβB0,t(u),

W ↑(u) + Cε

1− δ3
+ r↑h(u)

)
, ∂2P

↑(hβB0,t(u),W
↑(u))

}
.

(5.152)

Le seul point qui reste maintenant est d’estimer le reste, c’est-à-dire le
terme à droite de (5.152).
Il résulte de (1.32) l’existence d’une constante c > 0 telle que

∀ h ∈]0, 1], ∀ B ∈ R+, W ∈ R+ , (5.153)
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nous avons

0 ≤ ∂2P
↑(hB,W ) ≤ chB|W |1/2 + c|W |3/2 . (5.154)

En combinant (5.152) et (5.154), nous obtenons une constante c̃ > 0 telle
que, après intégration, nous avons,∫

{|u|≤%+3λ}
|Λ−1

t (u)|×∣∣∣∣∣P ↑
(
hβB0,t(u),

W ↑(u) + Cε

1− δ3
+ r↑h(u)

)
− P ↑ (hβB0,t(u),W

↑(u)
) ∣∣∣∣∣du

≤ c̃

∫
|u|≤%+3λ

|δ3W ↑(u) + Cε+ r↑h(u)| max
{
hβ‖B0,t‖∞|W ↑|1/2 + |W ↑|3/2 ,

hβ‖B0,t‖∞
∣∣∣∣W ↑(u) + Cε

1− δ3
+ r↑h(u)

∣∣∣∣1/2 +

∣∣∣∣W ↑(u) + Cε

1− δ3
+ r↑h(u)

∣∣∣∣3/2 }du.
(5.155)

Ici nous avons utilisé que Λ−1
t (u) est borné uniformément par rapport à t et

à u.
Grâce à (5.120), r↑h est à support compact et il existe une constante C̃ > 0
telle que, pour tous h ∈]0, 1], t ∈]− 1, 1[ et δ3 ∈]0, 1/4[, on a,∫

|u|≤%+3λ

|δ3W ↑(u) + Cε+ r↑h(u)| max
{
hβ‖B0,t‖∞|W ↑|1/2 + |W ↑|3/2 ,

hβ‖B0,t‖∞
∣∣∣∣W ↑(u) + Cε

1− δ3
+ r↑h(u)

∣∣∣∣1/2 +

∣∣∣∣W ↑(u) + Cε

1− δ3
+ r↑h(u)

∣∣∣∣3/2 }du
≤
∫
|u|≤%+3λ

|δ3W ↑(u) + Cε| max
{
hβ‖B0,t‖∞|W ↑|1/2 + |W ↑|3/2 ,

hβ‖B0,t‖∞
∣∣∣∣W ↑(u) + Cε

1− δ3
+ r↑h(u)

∣∣∣∣1/2 +

∣∣∣∣W ↑(u) + Cε

1− δ3
+ r↑h(u)

∣∣∣∣3/2 }du+ C̃δ3.

(5.156)

Ici, nous avons utilisé aussi l’hypothèse sur V ∈ L3/2(R3) ∩ L5/2(R3) et les
deux estimations suivantes :

|W ↑|1/2 ≤ c1

(
1 + |W ↑|3/2

)
, |W ↑|3/2 ≤ c1

(
1 + |W ↑|5/2

)
, (5.157)

où c1 > 0 est une constante universelle.
Comme pour tout p > 0, il existe une constante cp > 0 telle que∣∣∣∣W ↑(u) + Cε

1− δ3
+ r↑h(u)

∣∣∣∣p ≤ cp

[∣∣∣∣W ↑(u) + Cε

1− δ3

∣∣∣∣p +
∣∣∣r↑h(u)∣∣∣p] ,
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il résulte de nouveau des propriétés de r↑h (r↑h est à support compact et a
l’ordre de δ3) et des estimations (5.157),∫

|u|≤%+3λ

|δ3W ↑(u) + Cε| max
{
hβ‖B0,t‖∞|W ↑|1/2 + |W ↑|3/2 ,

hβ‖B0,t‖∞
∣∣∣∣W ↑(u) + Cε

1− δ3
+ r↑h(u)

∣∣∣∣1/2 +

∣∣∣∣W ↑(u) + Cε

1− δ3
+ r↑h(u)

∣∣∣∣3/2 }du
≤
∫
|u|≤%+3λ

|δ3W ↑(u) + Cε| max
{
hβ‖B0,t‖∞|W ↑|1/2 + |W ↑|3/2 ,

hβ‖B0,t‖∞
∣∣∣∣W ↑(u) + Cε

1− δ3

∣∣∣∣1/2 +

∣∣∣∣W ↑(u) + Cε

1− δ3

∣∣∣∣3/2 }du+ C̃ ′δ3,

(5.158)

où C̃ ′ est une constante positive.
Comme C > 0, ε > 0 et δ3 ∈]0, 1/4[, on obtient l’existence d’une constante
c̃ > 0 telle que

max
{
hβ‖B0,t‖∞|W ↑|1/2 + |W ↑|3/2 ,

hβ‖B0,t‖∞
∣∣∣∣W ↑(u) + Cε

1− δ3

∣∣∣∣1/2 +

∣∣∣∣W ↑(u) + Cε

1− δ3

∣∣∣∣3/2 }
≤ c̃ hβ‖B0,t‖∞

[
|W ↑(u)|1/2 + |W ↑(u)|3/2 + ε1/2

]
.

(5.159)

En utilisant les estimations en (5.157), on obtient,∫
|u|≤%+3λ

ε hβ‖B0,t‖∞
[
|W ↑(u)|1/2 + |W ↑(u)|3/2 + ε1/2

]
du

≤ 2c1ε hβ‖B0,t‖∞
∫
|u|≤%+3λ

[
1 + |W ↑(u)|3/2 + |W ↑(u)|5/2

]
du

≤ 2c1ε hβ

[
π(%+ 3λ)3 +

∫
R3

(
|W ↑(u)|3/2 + |W ↑(u)|5/2

)
du

]
.

(5.160)

De la même manière on estime le terme∫
|u|≤%+3λ

|δ3W ↑(u)|
[
|W ↑(u)|1/2 + |W ↑(u)|3/2 + ε1/2

]
du

≤ c̃′δ3

(
πε1/2(%+ 3λ)3 +

∫
R3

(
|W ↑(u)|3/2 + |W ↑(u)|5/2

)
du

)
,

(5.161)

où c̃′ est une constante positive.
En combinant les estimations (5.152)-(5.161), nous achevons la démonstra-
tion du lemme.
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En suivant les mêmes étapes que dans la démonstration du lemme 5.6.2,
nous obtenons dans le lemme suivant le contrôle des erreurs dues aux termes
‘spin down’.

Lemme 5.6.3. Soient % ≥ 1, λ > 0, t ∈] − 1, 1[, soit (h, β) le couple de
paramètres vérifiant (1.9), et soit 0 < δ3 < 1. De plus, soient B0,t l’intensité
du champ magnétique ~B0,t défini en (3.18), W ↓ le potentiel modifié introduit
en (5.122) et r↓h(u) le reste défini en (5.120).
Alors il existe une constante C > 0 et une fonction

]0, h0]×R+×[1,+∞[×]0, 1]×]−1, 1[×]0, 1[3 (h, β, %, λ, t, δ3) 7→ R′(h, β, %, λ, t, δ3)

telles que

h−3

∫
|u|≤%+3λ

P0

(
hβB0,t(u),−hβB0,t(u) +

(
W ↓(u) + Cε

1− δ3
+ r↓h(u)

))
du

≤ h−3

∫
R3

P0

(
hβB0,t(u),−hβB0,t(u) +W ↓(u)

)
du+R′(h, β, %, λ, t, δ3) .

(5.162)

Ici, la fonction R′(h, β, %, λ, t, δ3) satisfait

∃ M > 0 ∀ (h, β, %, λ, t, δ3) ∈]0, 1[×R+ × [1,+∞[×]0, 1[×]− 1, 1[×]0, 1[,

|R′(h, β, %, λ, t, δ3)| ≤M
[(
δ3 + ε1/2(%+ 3λ)3

)
h−3 + δ3Fh,β(W ↓)

]
,

et Fh,β est la fonctionnelle de Lieb-Thirring réduite définie en (2.21).

5.7 Contrôle du reste
Afin de compléter la démonstration du théorème 5.1.1, il reste (grâce

aux lemmes 5.4.10, 5.6.1, 5.6.2 et 5.6.3) à contrôler le reste
∑

k〈Rfk, fk〉 qui
apparaît en (5.54). Ici,

R =
δ1
2

[(h~p+ β ~A0)
2 + β h~σ · ~B0] +Wr, (5.163)

et

Wr = V − (V χ%) ∗ (θλ)
2 − c4 h

2λ−2δ−1
1 (Θ∗

%,λ)
2 . (5.164)

La clé de l’estimation est l’implémentation d’une inégalité de Lieb-Thirring
(cf. le théorème 2.1.1) qui nous conduit à l’estimation d’une fonction du
potentiel Wr seulement.
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Lemme 5.7.1.
Il existe une constante C > 0 telle que, avec les notations ci-dessus, on ait,

∀ δ1 ∈]0, 1[, ∀ h ∈]0, 1], ∀ N ∈ N,
N∑
k=1

〈Rfk, fk〉L2(R3;C2) ≥ −Cδ1 Gh,β
(

2

δ1
[Wr]−

)
,

où Gh,β est la fonctionnelle de Lieb-Thirring définie en (2.23).

Démonstration.
Notons que

R =
δ1
2
H
(
h, β ~B0,

2

δ1
Wr

)
,

où H
(
h, β ~B0,

2
δ1
Wr

)
est l’opérateur de Pauli introduit en (2.7).

Rappelons que (fk)k est une base orthonormée de l’espace propre
K ⊂ L2(R3; C2) associé au spectre négatif de l’opérateur de Pauli

Ht(h, β ~B0, V,~a) =~Ph, β ~A0
Mt(x)~Ph, β ~A0

+ hβ~σ ·
(
~B0(x) + t~b(x)

)
+ t h β

(
(D~B0(x))~̃a(x) · ~σ

)
+ (V ⊗ I)(x) .

Il résulte du principe variationnel (théorème 2.2.2) que∑
k

〈Rfk, fk〉 ≥
δ1
2

∑
k

ek

(
H
(
h, β ~B0,

2

δ1
Wr

))
,

où ek

(
H
(
h, β ~B0,

2
δ1
Wr

))
désigne la suite croissante des valeurs propres

strictement négatives de l’opérateur H
(
h, β ~B0,

2
δ1
Wr

)
.

L’application du théorème 2.1.2 achève la démonstration du lemme.

Le reste de cette section est donc consacré à l’estimation du terme d’erreur

Gh,β
(

2

δ1
[Wr]−

)
.

Ceci sera exprimé à l’aide des fonctions suivantes :

ε2(h, β, %) := h3
[
Gh,β

(
V ; R3 \B(0, %)

)]
,

ε−(h, λ) = h3 sup
|y|≤λ

[
Gh,β

(
V (· − y)− V

)]
. (5.165)
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Ici, β = β(h), % = %(h), λ = λ(h) et la fonctionnelle Gh,β
(
V ; R3 \B(0, %)

)
est

définie par :

L5/2(R3,R) ∩W 1,1 3 V 7→ Gh,β
(
V ; R3 \B(0, %)

)
, (5.166)

où

Gh,β
(
V ; R3 \B(0, %)

)
:= h−3

∫
R3\B(0,%)

∣∣∣[V (x)]−

∣∣∣5/2dx
+ h−2β‖B0‖∞

∫
R3\B(0,%)

∣∣∣[V (x)]−

∣∣∣3/2dx
+ h−5/4β5/4‖B0‖5/4

∞ `−1/2( ~B0)

∫
R3\B(0,%)

∣∣∣[V (x)]−

∣∣∣dx
+ h−1β‖B0‖∞

∫
R3\B(0,%)

∣∣∣∇[V (x)]−

∣∣∣dx .
(5.167)

Lemme 5.7.2.
Soient V ∈ L3/2(R3) ∩ L3/2(R3), V ∈ W 1,1(R3). Supposons que

lim
h→0

%(h) = +∞ , (5.168)

et que β(h) vérifie l’hypothèse (1.9). Alors on a

lim
h→0

ε2(h, β(h), %(h)) = 0 . (5.169)

Démonstration.
Sous l’hypothèse (1.9) sur β(h), on peut trouver deux constantes C > 0 et
h0 ∈]0, 1[ telle que pour tout h ∈]0, h0[, on a :

h3
[
Gh,β

(
V ; R3 \B(0, %)

)]
≤ C

(∫
R3\B(0,%)

∣∣∣[V (x)]−

∣∣∣5/2dx
+

∫
R3\B(0,%)

∣∣∣[V (x)]−

∣∣∣3/2dx
+

∫
R3\B(0,%)

∣∣∣[V (x)]−

∣∣∣dx
+

∫
R3\B(0,%)

∣∣∣∇[V (x)]−

∣∣∣dx) .
(5.170)

Nous notons

Θ(%) =

∫
R3\B(0,%)

(∣∣∣[V (x)]−

∣∣∣5/2 +
∣∣∣[V (x)]−

∣∣∣3/2 +
∣∣∣[V (x)]−

∣∣∣+ ∣∣∣∇[V (x)]−

∣∣∣)dx .
(5.171)
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Sous les hypothèses V ∈ L2(R3/2) ∩ L2(R5/2), V ∈ W 1,1(R3), on a d’après le
Théorème de convergence de Lebesgue

lim
%→+∞

Θ(%) = 0 .

Comme % = %(h) est tel que lim
h→0

%(h) = +∞, et que

ε2

(
h, β(h), %(h)

)
≤ CΘ

(
%(h)

)
. (5.172)

On en déduit que
lim
h→0

ε2

(
h, β(h), %(h)

)
= 0. (5.173)

Lemme 5.7.3.
Soit V ∈ L1(R3,R) alors

lim
λ→0

Γ1(λ) = 0 , (5.174)

où

Γ1(V, λ) = sup
|y|≤λ

∫
R3

|V (x− y)− V (x)|dx . (5.175)

Démonstration.
Soient V ∈ L1(R3,R), Vn ∈ C∞

0 (R3,R) tels que

lim
n→+∞

∫
R3

|V (x)− Vn(x)|dx = 0 . (5.176)

Soit n ≥ n0 tel que
‖V − Vn‖L1(R3,R) ≤

ε

3
.

On a par la formule de Taylor

Γ1(Vn, λ) ≤
(

sup |∇Vn|
)(

Vol(SuppVn)
)
|λ| . (5.177)

Par ailleurs,

Γ1(V, λ) ≤ Γ1(Vn, λ) + 2‖V − Vn‖L1(R3,R)

≤ Γ1(Vn, λ) +
2ε

3
.

(5.178)
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Il résulte de (5.177) que pour tout

|λ| ≤ ε
(
3‖∇Vn‖∞ Vol(SuppVn)

)−1

,

on a

Γ1(Vn, λ) ≤ ‖∇Vn‖∞ Vol(SuppVn)|λ| <
ε

3
. (5.179)

En combinant (5.178) et (5.179), nous obtenons que

∀ ε > 0, ∃ λ0 > 0 tel que Γ1(V, λ) < ε ∀ λ, |λ| < λ0. (5.180)

Ceci achève la preuve du lemme 5.7.3.

Lemme 5.7.4.
Soient V ∈ L3/2(R3) ∩ L3/2(R3), V ∈ W 1,1(R3). Supposons que

lim
h→0

λ(h) = 0 , (5.181)

et que β(h) vérifie l’hypothèse (1.9). Alors on a

lim
h→0

ε−(h, λ(h)) = 0 . (5.182)

Démonstration.
Sous l’hypothèse (1.9) sur β(h), on peut trouver deux constantes C > 0 et
h0 ∈]0, 1[ telle que pour tout h ∈]0, h0[, on a :

Gh,β(V (· − y)− V ) ≤ C Γ(y) , (5.183)

où

Γ(y) =

∫
R3

∣∣∣[V (x− y)− V (x)]−

∣∣∣5/2dx+

∫
R3

∣∣∣[V (x− y)− V (x)]−

∣∣∣3/2dx
+

∫
R3

∣∣∣[V (x− y)− V (x)]−

∣∣∣dx+

∫
R3

∣∣∣∇[V (x− y)− V (x)]−

∣∣∣dx .
(5.184)

On a

Γ(λ) ≤
∫

R3

sup
|y|≤λ

∣∣∣[V (x− y)− V (x)]−

∣∣∣5/2dx
+

∫
R3

sup
|y|≤λ

∣∣∣[V (x− y)− V (x)]−

∣∣∣3/2dx
+

∫
R3

sup
|y|≤λ

∣∣∣[V (x− y)− V (x)]−

∣∣∣dx
+

∫
R3

sup
|y|≤λ

∣∣∣∇[V (x− y)− V (x)]−

∣∣∣dx ,
(5.185)
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où
Γ(λ) = sup

|y|≤λ
Γ(y) .

Notons maintenant que, si V ∈ C∞
0 (R3,R), le théorème de Lebesgue nous

donne

lim
λ→0

(
sup
|y|≤λ

Γ(y)
)

= 0 . (5.186)

Dans le cas géneral, on a par un argument de densité (voir le lemme 5.7.3)
le même résultat.
Comme λ = λ(h) → 0 lorsque h → 0 et ε−

(
h, λ(h)

)
≤ C Γ

(
λ(h)

)
, on en

déduit que
lim
h→0

ε−(h, λ(h)) = 0 .

La fonctionnelle Gh,β
(

2
δ1

[Wr]−

)
s’estime à l’aide de l’inégalité de Jensen

(voir par exemple [19]), dont l’énoncé est rappelé ci-dessous.

Lemme 5.7.5. (Jensen)
Soit (Ω,A, µ) un espace mesurable tel que µ(Ω) = 1. Si g est une fonction à
valeur réelle et µ-intégrable, et si

φ : R 7→ R

est une fonction convexe, alors,

ϕ

(∫
Ω

g dµ

)
≤
∫

Ω

ϕ(g) dµ.

Revenons maintenant à l’estimation de Gh,β
(

2
δ1
Wr

)
.

Lemme 5.7.6.
Il existe une constante C > 0 telle que, avec les notations ci-dessus, on ait

∀ δ1 ∈]0, 1[, ∀ h ∈]0, 1[, ∀ λ ∈]h, 1[, ∀ % ≥ 1,

h3Gh,β
(

2

δ1
Wr

)
≤ Cδ

−3/2
1

[
ε2(h, β, %) + ε−(h, λ) + δ

−5/2
1 λ−2h2(%+ 3λ)5

]
.

Ici ε2(h, β, %) et ε−(h, λ) ont été introduites en (5.165).
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Démonstration.
Dans tout ce qui suit, C désigne une constante positive indépendante de h
et de δ1 et qui peut changer d’une ligne à l’autre.
Il découle de la définition de Gh,β

(
2
δ1
Wr

)
(cf. (2.23)),

Gh,β
(

2

δ1
Wr

)
≤ Cδ

−5/2
1

[
Gh,β

(
(1− χ%)V ∗ (θλ)

2
)

+ Gh,β
(
V − V ∗ (θλ)

2
)

+ Gh,β
(
h2λ−2δ−1

1 (Θ∗
%,λ)

2
) ]
.

(5.187)

Comme la fonction Θ∗
%,λ est à support dans la boule B(0, %+ 3λ), le dernier

terme en (5.187) s’estime simplement sous la forme :

Gh,β
(
h2λ−2δ−1

1 (Θ∗
%,λ)

2
)
≤ Cδ

−5/2
1 λ−2h2(%+ 3λ)5, (5.188)

où nous avons utilisé aussi le fait que λ ≥ h.
Les deux autres termes à droite de (5.187) s’estiment à l’aide du lemme de
Jensen. Montrons que :

Gh,β
(
(1− χ%)V ∗ (θλ)

2
)
≤ Ch−3ε2(h, β, %). (5.189)

En fait, notons que, d’après la définition de la convolution,∫
R3

∣∣(1− χ%)V ∗ (θλ)
2 (x)

∣∣5/2 dx
=

∫
R3

∣∣∣∣∫
R3

[(1− χ%)V (x)] (θλ)
2(x− y) dy

∣∣∣∣5/2 dx. (5.190)

Comme la fonction
R 3 s 7→ |s|5/2

est convexe et ∫
R3

(θλ)
2(x− y) dy = 1,

on a d’après le lemme 5.7.5
(
appliqué avec la mesure (θλ)

2(x− y)dy
)
,

∫
R3

∣∣∣∣∫
R3

[(1− χ%)V (x)] (θλ)
2(x− y) dy

∣∣∣∣5/2 dx∫
R3

∫
R3

|(1− χ%)V (x)|5/2 (θλ)
2(x− y) dy dx.

(5.191)
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En utilisant le théorème de Fubini et le fait que
∫

R3 θλ(x) d x = 1, on obtient,∫
R3

∫
R3

|(1− χ%)V (x)|5/2 (θλ)
2(x− y) dy dx

≤
∫

R3

|(1− χ%)V (x)|5/2
(∫

R3

(θλ)
2(x− y) dy

)
dx

=

∫
R3

|(1− χ%)V (x)|5/2 dx.

(5.192)

En combinant (5.190)-(5.192), et en utilisant le fait que χ% est la fonction
caractéristique de la boule B(0, %) ⊂ R3, nous obtenons finalement∫

R3

∣∣(1− χ%)V ∗ (θλ)
2 (x)

∣∣5/2 dx
≤
∫

R3\B(0,%)

|V (x)|5/2 dx.
(5.193)

En faisant la même analyse pour les autres termes en Gh,β ((1− χ%)V ∗ (θλ)
2),

puis en rappelant la définition de ε2(h, β, %) en (5.165), nous déduisons en
suite l’estimation (5.189).
Par des arguments similaires, nous démontrons que

Gh,β
(
V − V ∗ (θλ)

2
)
≤ Cε−(h, λ). (5.194)

En combinant (5.187), (5.188), (5.189) et (5.194), nous achevons la démons-
tration du lemme.

5.8 Fin de la démonstration du théorème 5.1.1
La démonstration du théorème 5.1.1 découle maintenant simplement des

lemmes 5.4.10, 5.6.1, 5.6.2, 5.6.3, 5.7.1 et 5.7.6. En fait, il résulte de la com-
binaison de ces lemmes la minoration suivante :∑

k

en(Ht) ≥ Escl,t(hβ,B0,t, V )− h−3R̃, (5.195)

où

R̃ =C

[
δ3 + (λ+ ε1/2)(%+ 3λ)3

+ δ
−3/2
1

(
ε2(h, β, %) + ε−(h, λ) + δ

−5/2
1 λ−2h2(%+ 3λ)5

)]
,
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et C > 0 est une constante positive indépendante des paramètres du pro-
blème.
Nous choisisons les paramètres δ1, δ3, λ, % d’une manière telle que le reste R̃
est petit lorsque h→ 0. En fait, prenons

λ(h) ∈]h7/8, h7/10[.

On vérifie que
ε(h) = C1h

1/4

et
λ−2h2 ≤ ε(h).

Ici C1 > 1 est introduite dans la proposition 3.2.5. Puis prenons % tel que

ε(h)1/2(%+ 3λ)3 � 1 (h→ 0).

Nous prenons finalement δ3 = 4δ1 et

δ1 =
[
ε2(h, β, %) + ε−(h, λ) + ε(h)1/2(%+ 3λ)3

]1/8 � 1,

lorsque h → 0. Avec ce choix de paramètres, on obtient R̃ = o(h) et en
conséquence, (5.195) devient∑

k

en(Ht) ≥ Escl,t(hβ,B0,t, V ) + o(h−3). (5.196)

Pour conclure, notons que, avec nos hypothèses sur B, V et la matrice Mt, il
existe des constantes C ′ > 0, C ′′ > 0, t0 > 0 et h0 > 0 telles que, pour tous

h ∈]0, h0] et t ∈ [−t0, t0]

on a
C ′h−3 ≤ Escl,t(hβ,B0,t, V ) ≤ C ′′h−3.

Ceci achève la démonstration du théorème 5.1.1.
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Chapitre 6

Développement asymptotique du
courant en régime semi-classique

6.1 Théorème principal
Rappelons la définition de l’opérateur de Pauli

H(h, β ~B0, V ) = (−ih∇+ β ~A0)
2 + βh~σ · ~B0 + V, (6.1)

où le potentiel scalaire V ∈ L3/2(R3) ∩ L5/2(R3) vérifie

∇V ∈ L1
`oc(R3), [V ]− ∈ W 1,1(R3),

et le champ magnétique B0 ∈ C1(R3; R) ∩ L∞(R3,R3) vérifie

c1 < |B0(x)| < C1, ∀ x ∈ R3, (6.2)

pour deux constantes positives c1 et C1.
Nous prenons le potentiel magnétique A0 sous la forme

~A0(x) =

∫ 1

0

s
(
~B0(sx) ∧ x

)
ds (x ∈ R3)

tel que −→rot ~A = ~B0.

Notons 1I]−∞,0[

(
H(h, β ~B0, V )

)
le projecteur spectral sur l’espace propre

associé au spectre négatif de l’opérateur H(h, β ~B0, V ). Le but de ce chapitre
est de décrire le terme principal du courant

∫
R3
~jh,β(x) · ~a(x) dx lorsque le

paramètre semi-classique h tend vers zéro. Rappelons que, le courant total
est défini comme la distribution :

~jh,β : C∞
0 (R3; R3) 3 ~a 7→ tr

[
~Jh,β(β~a)1I]−∞,0[

(
H(h, β ~B0, V )

)]
, (6.3)

113
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où l’opérateur Courant ~Jh,β est défini par :

~Jh,β(~a) = ~Jph,β(~a)⊗ IdC2 + h~σ ·~b,

avec
~b =

−→
rot ~a, ~Jph,β = ~a · ~Ph,βA0 + ~Ph,βA0 · ~a. (6.4)

Rappelons aussi la définition du gradient magnétique

~Ph,βA0 = (−i∇+ β ~A0), (6.5)

Introduisons l’énergie semi-classique indépendante du paramètre h :

∀ µ ∈ R+, Eµ( ~B0, V ) :=−
∫

R3

P1

(
µB0(u), [V (u)]−

)
du

−
∫

R3

P0

(
µB0(u), [V (u)]−

)
du ,

(6.6)

où, pour un entier k ∈ N, nous rappelons que la fonction Pk est définie par

Pk(b, w) :=
1

3π2

∞∑
ν=k

b
[
2νb− w

]3/2
−
. (6.7)

Introduisons aussi l’expression de l’énergie semi-classique Eµ,t, pour tout µ ∈
R+, et pour tout t ∈]− t0, t0[,

Eµ,t(B0,t, V )

= −
∫

R3

Λ−1
t (u)P1

(
µB0,t(u), µB0,t(u)− V (u)− µ∆t(u)

)
du

−
∫

R3

Λ−1
t (u)P0

(
µB0,t(u),−µB0,t(u)− V (u) + µ∆t(u)

)
du ,

(6.8)

où Λt est défini pour tout u ∈ R3 par

Λt(u) = |dét (Nt(u))| , (6.9)

et

Nt(u) =
√
I + tM(u) . (6.10)

Rappelons que N (2)
t est la matrice associée à Nt dans la base

(e2 ∧ e3, e3 ∧ e1, e1 ∧ e2) vérifiant la relation :

C(2)(u ∧ v) = C(u) ∧ C(v) . (6.11)
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Plus explicitement, C(2) est donnée par

C(2) =

 c22c33 − c223 c23c13 − c33c12 c12c23 − c22c13
c23c13 − c33c12 c11c33 − c231 c13c12 − c11c23
c12c23 − c22c31 c13c12 − c11c32 c11c22 − c212

 . (6.12)

Rappelons que le champ magnétique ~B0,t est défini par

~B0,t(u) = N
(2)
t (u) ~B0(u) . (6.13)

Rappelons aussi

∆t(u) =

∣∣∣∣∣ ~B0(u) + t
(
~b(u) + (D~B0(u))~̃a(u)

)∣∣∣∣∣, ∀ u ∈ R3. (6.14)

Ici nous rappelons que ~̃a est défini par

~̃a =
~n0 ∧ ~a
B0

. (6.15)

Nous rappelons aussi que

D~̃a =

(
∂ãi
∂xj

)
1≤i,j≤3

=

∂1ã1 ∂2ã1 ∂3ã1

∂1ã2 ∂2ã2 ∂3ã2

∂1ã3 ∂2ã3 ∂3ã3

 . (6.16)

Le théorème suivant constitue le résultat principal de ce chapitre, mais il ne
concerne que le comportement semi-classique du courant ~Jh,β(β~a) lorsque la
fonction test ~a est orthogonale en tout point au champ magnétique ~B0.

Théorème 6.1.1.
Avec les hypothèses du théorème 1.4.1, nous avons

lim
h→0

h2

∫
R3

~jh,β(x) · ~a(x)dx = µ−1 ∂

∂t
Eµ,t(B0, V )

∣∣∣
t=0

+ µ−1 ∂

∂s
Eµ

(
B0, V+s(~̃a · ∇V )

)∣∣∣∣∣
t=0

.

(6.17)

Ici les énergies semi-classiques Eµ,t et Eµ ont été introduites dans (6.8) et
(6.6).
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6.2 Une formule du commutateur

Dans cette section, nous prouvons une formule du commutateur pour
l’opérateur du courant ~Jh,β(~a). Cette formule décompose ~Jh,β(~a) en la somme
d’un opérateur plus simple à calculer et d’un commutateur avec H. Nous
gagnons dans cette décomposition le fait que la trace de ce commutateur est
nulle, ce qui facilitera le calcul de tr~Jh,β(~a) .

Théorème 6.2.1.
Supposons que ~a ∈ C∞

0 (R3,R3) et que ~B0 satisfait (1.5), (1.7) et ~B0 · ~a =
0. Supposons que V vérifie (1.8) et que ψ = (ψ1, ψ2) dans D(H) soit une
fonction propre de H (Hψ = λψ). Alors〈
ψ ; Jph,β(β~a)ψ

〉
L2(R3,C2)

=

+
〈
ψ ;
[
−
(
~Ph, βA0 ·

(
D~̃a+ (D~̃a)t

)
~Ph, βA0

)
+ hβ~σ ·

(
(D~B0)~̃a

)]
ψ
〉
L2(R3,C2)

+

〈
ψ ;

[
−1

2
h2∆

(
div ~̃a

)
+ ~̃a · ∇V

]
ψ

〉
L2(R3,C2)

.

(6.18)

Ici ~̃a a été introduite en (3.2) et Jph,β(~a) est le courant permanent qui a été
défini en(1.20).

Ce théorème est une conséquence immédiate des lemmes 6.2.4 et 6.2.5,
mais commençons par un lemme élémentaire d’algèbre linéaire.

Lemme 6.2.2.
Soient ~α ∈ R3 et ~B0 = (B0,1, B0,2, B0,3) ∈ R3 tels que ~B0 6= ~0 et ~B0 · ~α = 0.
Alors il existe un unique ~̃α dans R3 tel que

~̃α · ~B0 = 0 , (6.19)

~α = B0
~̃α , (6.20)

avec B0 =

 0 B0,3 −B0,2

−B0,3 0 B0,1

B0,2 −B0,1 0

 , donné par

~̃α =
~B0 ∧ ~a

B2
0

. (6.21)
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Démonstration.
La preuve consiste à résoudre l’équation

~α = B0
~̃α pour un ~α donné .

Dans le cas ~α = (0, 0, 0), nous pouvons prendre ~̃α = (0, 0, 0). Supposons alors
que
~̃α 6= (0, 0, 0), supposons de plus que

~B0 · ~α = 0 et ~B0 6= (0, 0, 0)

alors

~̃α =
~B0 ∧ ~α

| ~B0|2

est une solution. En effet après avoir remarqué que

B0
~̃α = ~̃α ∧ ~B0 ,

nous résolvons plutôt l’équation suivante

~̃α ∧ ~B0 = ~α . (6.22)

Soit le triplet (~i,~j,~k) tel que

~i =
~α

|~α|
, (6.23)

~j =
~B0

| ~B0|
, (6.24)

et

~k =~i ∧~j . (6.25)

De plus le triplet (~i,~j,~k) vérifie les propriétés suivantes

~i ·~j = 0, ~i · ~k = 0, ~j ∧ ~k =~i et ~k ∧~i = ~j . (6.26)

Nous écrivons

~̃α = α̃1
~i+ α̃2

~j + α̃3
~k . (6.27)
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En utilisant (6.27) et (6.24), nous obtenons

~̃α ∧ ~B0 = | ~B0|(α̃1
~i+ α̃2

~j + α̃3
~k) ∧ ~j . (6.28)

Nous utilisons maintenant (6.25) et (6.26) pour obtenir

| ~B0|(α̃1
~i+ α̃2

~j + α̃3
~k) ∧ ~j = | ~B0|(α̃1

~k − α̃3
~i) . (6.29)

En utilisant (6.28), (6.29) et (6.23) nous réécrivons (6.22) comme suit

| ~B0|(α̃1
~k − α̃3

~i) = |~α|~i .

Par identification, nous obtenons que

α̃1 = 0; α̃3 = − |~α|
| ~B0|

.

Par suite ~̃α est de la forme

~̃α = α̃2
~j − |~α|

| ~B0|
~k .

Nous concluons alors que l’ensemble des solutions de l’équation (6.22) est{
α̃2
~j − |~α|

| ~B0|
~k ; α̃2 ∈ R

}
.

De plus

~̃α · ~B0 = α̃2| ~B0| .

Comme ‖ ~B0‖ 6= 0 , l’équation ~̃α · ~B0 = 0 implique que α̃2 = 0 .
Si α̃2 = 0 alors

~̃α = − |~α|
| ~B0|

~k

= − |~α|
| ~B0|

(
~α

|~α|
∧

~B0

| ~B0|

)

=
~B0 ∧ ~α
| ~B0|2

.
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Remarque 6.2.3.
Soit ~a ∈ C∞

0 (R3,R3), supposons que ~B0 ∈ C1(R3,R3) soit tel que

B0(x) 6= 0, ∀ x ∈ R3. (6.30)

Il résulte du lemme 6.2.2 appliqué à ~α = ~a(x) pour tout x ∈ R3, l’existence
d’un unique ~̃a ∈ C∞

0 (R3,R3) tel que

~a(x) = B0(x) · ~̃a(x) (6.31)

et

~̃a(x) · ~B0(x) = 0 , (6.32)

donné par (3.2).

Lemme 6.2.4.
Soient ~a, ~B0 et ~̃a comme dans (6.30)-(6.32). Supposons que V vérifie (1.8).
Alors pour tout ψ dans C∞

0 (R3, C2), nous avons

[H , Jph,β(
~̃a)]ψ =− 2ihβ

(
Jph,β(~a)

)
ψ − 2ih

(
~Ph, βA0 ·

(
D~̃a+ (D~̃a)t

)
~Ph, βA0

)
ψ

− ih3
(
∆
(
div (~̃a)

))
ψ + 2ih2β

((
(D~B0)~̃a

)
· ~σ
)
ψ

+ 2ih
(
~̃a · ∇V

)
ψ .

(6.33)

Nous rappelons que H a été introduit en (1.10) et Jph,β en (1.20). Nous avons
utilisé également la notation D~̃a introduite en (6.16).

Démonstration.
La preuve consiste en un calcul de commutateurs. Nous rappelons que
~P 2
h, βA0

⊗ IC2 et Jph,β(
~̃a) sont diagonaux :

~P 2
h, βA0

⊗ IC2 =

(
~P 2
h, βA0

0

0 ~P 2
h, βA0

)
,

Jph,β(
~̃a) =

(
~̃a · ~Ph, βA0 + ~Ph, βA0 · ~̃a 0

0 ~̃a · ~Ph, βA0 + ~Ph, βA0 · ~̃a

)
.

Il suffit donc de faire le premier calcul ci-dessus pour les opérateurs scalaires
~P 2
h, βA0

et ~̃a · ~Ph, βA0 + ~Ph, βA0 · ~̃a. Nous avons

[~P 2
h, βA0

, Jph,β(
~̃a)] = [~P 2

h, βA0
, ~̃a · ~Ph, βA0 ] + [~P 2

h, βA0
, ~Ph, βA0 · ~̃a] . (6.34)
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En utilisant la propriété

[A , BC] + [A , CB] = [A , B]C +B[A , C] + [A , C]B + C[A , B] , (6.35)

avec

A = ~P 2
h, βA0

, B = ~̃a, et C = ~Ph, βA0 , (6.36)

nous obtenons

[~P 2
h, βA0

, ~̃a · ~Ph, βA0 ] + [~P 2
h, βA0

, ~Ph, βA0 · ~̃a]

= ~̃a · [~P 2
h, βA0

, ~Ph, βA0 ] + [~P 2
h, βA0

, ~Ph, βA0 ] · ~̃a

+ ~Ph, βA0 · [~P 2
h, βA0

, ~̃a] + [~P 2
h, βA0

, ~̃a] · ~Ph, βA0 .

(6.37)

Calcul de ~̃a · [~P 2
h, βA0

, ~Ph, βA0 ] + [~P 2
h, βA0

, ~Ph, βA0 ] · ~̃a
Nous avons

~̃a · [~P 2
h, βA0

, ~Ph, βA0 ] + [~P 2
h, βA0

, ~Ph, βA0 ] · ~̃a

=
3∑

j,k=1

ãj[P
2
A0,k

, PA0,j
] +

3∑
j,k=1

[P 2
A0,k

, PA0,j
]ãj .

(6.38)

En utilisant encore une fois la propriété (6.35), nous obtenons

3∑
j,k=1

ãj[P
2
A0,k

, PA0,j
] +

3∑
j,k=1

[P 2
A0,k

, PA0,j
]ãj

=
3∑

j,k=1

ãj

(
PA0,k

[PA0,k
, PA0,j

] + [PA0,k
, PA0,j

]PA0,k

)
+

3∑
j,k=1

(
PA0,k

[PA0,k
, PA0,j

] + [PA0,k
, PA0,j

]PA0,k

)
ãj .

(6.39)

En utilisant l’expression du commutateur

[PA0,j
, PA0,k

] = −iβhB0,j,k, (6.40)

nous obtenons
3∑

j,k=1

ãj
(
PA0,k

[PA0,k
, PA0,j

] + [PA0,k
, PA0,j

]PA0,k

)
= −ihβ

3∑
j,k=1

ãjPA0,k
B0,k,j − ihβ

3∑
j,k=1

ãjB0,k,jPA0,k

(6.41)
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et

3∑
j,k=1

(
PA0,k

[PA0,k
, PA0,j

] + [PA0,k
, PA0,j

]PA0,k

)
ãj

= −ihβ
3∑

j,k=1

PA0,k
B0,k,j ãj − ihβ

3∑
j,k=1

B0,k,jPA0,k
ãj .

(6.42)

D’une part, en utilisant la définition de ~̃a introduite en (3.2), nous obtenons

3∑
j,k=1

PA0,k
B0,k,j ãj = ~Ph, βA0 · ~a (6.43)

et

3∑
j,k=1

ãjB0,k,jPA0,k
= ~a · ~Ph, βA0 . (6.44)

D’autre part, en utilisant

PA0,k
ãj − ãjPA0,k

= ih∂kãj , (6.45)

nous pouvons écrire

−ihβ
3∑

j,k=1

B0,k,jPA0,k
ãj = −ihβ~a · ~Ph, βA0 + βh2∂kãj (6.46)

et

−ihβ
3∑

j,k=1

ãjPA0,k
B0,k,j = −ihβ ~Ph, βA0 · ~a− βh2∂kãj . (6.47)

En combinant (6.43)-(6.47), nous obtenons

(−ihβ ~Ph, βA0 · ~a)− (ihβ~a · ~Ph, βA0)− (ihβ~a · ~Ph, βA0 − βh2∂kãj)

− (ihβ ~Ph, βA0 · ~a+ βh2∂kãj) = −2ihβJph,β(~a) .
(6.48)

En combinant (6.38)-(6.48), nous retrouvons alors

~̃a · [~P 2
h, βA0

, ~Ph, βA0 ] + [~P 2
h, βA0

, ~Ph, βA0 ] · ~̃a = −2ihβJph,β(~a) . (6.49)
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Calcul de ~Ph, βA0 · [~P 2
h, βA0

, ~̃a] + [~P 2
h, βA0

, ~̃a] · ~Ph, βA0

Nous nous intéressons maintenant à

~Ph, βA0 · [~P 2
h, βA0

, ~̃a] + [~P 2
h, βA0

, ~̃a] · ~Ph, βA0 .

Nous avons

~Ph, βA0 · [~P 2
h, βA0

, ~̃a] + [~P 2
h, βA0

, ~̃a] · ~Ph, βA0 =
3∑

j,k=1

PAj
[P 2
A0,k

, ãj]

+
3∑

j,k=1

[P 2
A0,k

, ãj]PAj
.

(6.50)

En utilisant la propriété (6.35), nous écrivons

3∑
j,k=1

PA0,j
[P 2
A0,k

, ãj] +
3∑

j,k=1

[P 2
A0,k

, ãj]PA0,j

=
3∑

j,k=1

PA0,j

(
PA0,k

[PA0,k
, ãj] + [PA0,k

, ãj]PA0,k

)
+

3∑
j,k=1

(
PA0,k

[PA0,k
, ãj] + [PA0,k

, ãj]PA0,k

)
PA0,j

.

(6.51)

Observans que

[PA0,k
, ãj] = −ih∂kãj , (6.52)

nous obtenons

(ih)−1

3∑
j,k=1

PA0,j

(
PA0,k

[PA0,k
, ãj] + [PA0,k

, ãj]PA0,k

)
+

3∑
j,k=1

(
PA0,k

[PA0,k
, ãj] + [PA0,k

, ãj]PA0,k

)
PA0,j

= −
3∑

j,k=1

PA0,j
PA0,k

∂kãj −
3∑

j,k=1

PA0,j
∂kãjPA0,k

−
3∑

j,k=1

PA0,k
∂kãjPA0,j

−
3∑

j,k=1

∂kãjPA0,k
PA0,j

.

(6.53)
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Notons que dans (6.53) nous avons

3∑
j,k=1

PA0,j
∂kãjPA0,k

+
3∑

j,k=1

PA0,k
∂kãjPA0,j

= ~Ph, βA0 ·
(
D~̃a+ (D~̃a)t

)
~Ph, βA0 .

(6.54)

Il nous reste à calculer
3∑

j,k=1

PA0,j
PA0,k

∂kãj

et
3∑

j,k=1

∂kãjPA0,k
PA0,j

;

pour cela nous avons

3∑
j,k=1

PA0,j
PA0,k

∂kãj +
3∑

j,k=1

∂kãjPA0,k
PA0,j

=
3∑

j,k=1

PA0,j
∂kãjPA0,k

−
3∑

j,k=1

PA0,j
[PA0,k

, ∂kãj]

+
3∑

j,k=1

PA0,k
∂kãjPA0,j

−
3∑

j,k=1

[∂kãj , PA0,k
]PA0,j

.

(6.55)

Dans (6.55), nous avons

3∑
j,k=1

PA0,j
∂kãjPA0,k

+
3∑

j,k=1

PA0,k
∂kãjPA0,j

= ~Ph, βA0 ·
(
D~̃a+ (D~̃a)t

)
~Ph, βA0 .

(6.56)

En utilisant

[PA0,k
, ∂kãj] = −ih∂2

k ãj , (6.57)
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nous terminons par le calcul :

ih
3∑

j,k=1

PA0,j
[PA0,k

, ∂kãj] + ih
3∑

j,k=1

[∂kãj , PA0,k
]PA0,j

= h2

3∑
j,k=1

PA0,j
∂2
k ãj − h2

3∑
j,k=1

∂2
k ãjPA0,j

= h2

3∑
j,k=1

[PA0,j
, ∂2

k ãj]

= −ih3

3∑
j,k=1

∂j∂
2
k ãj

= −ih3∆(div (~̃a)) .

(6.58)

En combinant (6.50)-(6.58), nous trouvons bien

~Ph, βA0 · [~P 2
h, βA0

, ~̃a] + [~P 2
h, βA0

, ~̃a] · ~Ph, βA0

= −2ih ~Ph, βA0 ·
(
D~̃a+ (D~̃a)t

)
~Ph, βA0 − ih3∆

(
div (~̃a)

)
.

(6.59)

En sommant (6.49) et (6.59), nous obtenons

[~P 2
h, βA0

, Jph,β(
~̃a)] = −2ihJph,β(~a)− 2ih ~Ph, βA0 ·

(
D~̃a+ (D~̃a)t

)
~Ph, βA0

− ih3∆
(
div (~̃a)

)
.

(6.60)

Calcul de [hβ~σ · ~B0 , Jph,β(
~̃a)]

Nous avons

[hβ~σ · ~B0 , Jph,β(
~̃a)] = hβ

3∑
k=1

σk

3∑
j=1

[B0,k , Jph,β(
~̃a)j] . (6.61)

Nous nous intéressons donc à [B0,k , Jph,β(
~̃a)j]. Par la définition (1.20) de

Jph,β(
~̃a) nous écrivons

[B0,k , Jph,β(
~̃a)j] = [B0,k , ãjPA0,j

] + [B0,k , PA0,j
ãj] . (6.62)

En appliquant (6.35), nous obtenons

[B0,k , ãjPA0,j
] + [B0,k , PA0,j

ãj] = ãj[B0,k , PA0,j
] + [B0,k , PA0,j

]ãj . (6.63)
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Puis nous utilisons [B0,k , PA0,j
] = ih∂jB0,k , pour écrire

ãj[B0,k , PA0,j
] + [B0,k , PA0,j

]ãj = 2ih∂jB0,kãj . (6.64)

En combinant (6.61)-(6.64), nous trouvons

[hβ~σ · ~B0 , Jph,β(
~̃a)] = 2ih2β

3∑
k=1

σk

3∑
j=1

∂jB0,kãj

= 2ih2β~σ ·
(
(D~B0)~̃a

)
.

(6.65)

Calcul de [V , Jph,β(
~̃a)]

Ici de nouveau, on peut se contenter du calcul scalaire (composante par com-
posante). Nous nous intéressons à

[V , Jph,β(
~̃a)] .

Nous utilisons la définition de Jph,β(
~̃a) pour écrire

[V , Jph,β(
~̃a)] = [V , ~̃a · ~Ph, βA0 ] + [V , ~Ph, βA0 · ~̃a] . (6.66)

En utilisant (6.35), nous obtenons

[V , ~̃a · ~Ph, βA0 ] + [V , ~Ph, βA0 · ~̃a] = ~̃a · [V , ~Ph, βA0 ] + [V , ~̃a] · ~Ph, βA0

+ ~Ph, βA0 · [V , ~̃a] + [V , ~Ph, βA0 ] · ~̃a .
(6.67)

En utilisant

[V , ~̃a] = 0 , (6.68)

nous obtenons que

~̃a · [V , ~Ph, βA0 ] + [V , ~̃a] · ~Ph, βA0 + ~Ph, βA0 · [V , ~̃a] + [V , ~Ph, βA0 ] · ~̃a
= ~̃a · [V , ~Ph, βA0 ] + [V , ~Ph, βA0 ] · ~̃a .

(6.69)

Notons que

~̃a · [V , ~Ph, βA0 ] + [V , ~Ph, βA0 ] · ~̃a =
3∑
j=1

ãj[V , PA0,j
] +

3∑
j=1

[V , PA0,j
]ãj .

(6.70)
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En utilisant

[V , PA0,j
] = ih ∂jV , (6.71)

nous obtenons
3∑
j=1

ãj[V , PA0,j
] +

3∑
j=1

[V , PA0,j
]ãj = 2ih

3∑
j=1

ãj∂jV = 2ih~̃a · ∇V . (6.72)

En combinant (6.66)-(6.72), nous obtenons

[V , Jph,β(
~̃a)] = 2ih~̃a · ∇V . (6.73)

En sommant (6.60), (6.65) et (6.73), nous achevons la preuve du lemme 6.2.4.

Lemme 6.2.5. (Théorème du viriel)
Soient H l’opérateur de Pauli introduit en (1.10) et Jph,β(~a) l’opérateur défini
en (1.20). Soit ψ = (ψ1, ψ2) ∈ D(H) une fonction propre de H (Hψ = λψ)
et supposons de plus que ~a soit dans C∞

0 (R3, R3). Alors

〈ψ ; [H , Jph,β(~a)]ψ〉L2(R3,C2) = 0 . (6.74)

Démonstration.
Rappelons que le domaine deH est égal àH2

A0
(R3, C2) (voir le théorème 2.3.5).

De plus C∞
0 (R3, C2) est dense dans H2

A0
(R3, C2) et les deux normes ‖·‖D(~P 2

A0
)

et ‖ · ‖H2
A0

(R3,C2) sont équivalentes. Nous considérons une suite {ψn}n ∈
C∞

0 (R3, C2) telle que

lim
n→∞

‖ψn − ψ‖H2
A0

(R3,C2) = 0 ,

Notons que par la définition de la norme ‖ · ‖H2
A0

(R3,C2) donnée en(2.40), nous
avons

‖~P 2
h, βA0

u‖L2(R3,C2) ≤ ‖u‖H2
A0

(R3,C2) ∀ u ∈ H2
A0

(R3, C2) . (6.75)

De plus, il résulte de la proposition 2.3.4, l’existence d’une constante c > 0
telle que

‖V u‖L2(R3,C2) ≤ c‖u‖H2
A0

(R3,C2) , ∀ u ∈ H2
A0

(R3, C2) . (6.76)

Comme ~B0 est borné, nous obtenons

lim
n→∞

‖H(ψn − ψ)‖H2
A0

(R3,C2) = 0 . (6.77)
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Notons qu’également la définition de la norme ‖ · ‖H2
A0

(R3,C2), nous donne

‖~Ph, βA0u‖L2(R3,C2) ≤ ‖u‖H2
A0

(R3,C2) ∀ u ∈ H2
A0

(R3, C2) . (6.78)

Rappelons de (1.20) que Jph,β(~a) = ~a · ~Ph, βA0 + ~Ph, βA0 ·~a. En combinant (6.78)
et le fait que ~a est dans C∞

0 (R3, C2), nous obtenons

lim
n→∞

‖Jph,β(~a)(ψn − ψ)‖H2
A0

(R3,C2) = 0 . (6.79)

Nous avons par la définition du commutateur

〈ψn ; [H , Jph,β(~a)]ψn〉L2(R3,C2) = 〈ψn ;
(
HJph,β(~a)− Jph,β(~a)H

)
ψn〉L2(R3,C2)

= 〈ψn ; HJph,β(~a)ψn〉L2(R3,C2)

− 〈ψn ; Jph,β(~a)Hψn〉L2(R3,C2) .

Par une intégration par parties, nous obtenons

〈ψn ; HJph,β(~a)ψn〉L2(R3,C2) = 〈Hψn ; Jph,β(~a)ψn〉L2(R3,C2) .

Après passage à la limite, nous obtenons

〈ψ ; [H , Jph,β(~a)]ψ〉L2(R3,C2) = 〈Hψ ; Jph,β(~a)ψ〉L2(R3,C2) − 〈ψ ; Jph,β(~a)Hψ〉L2(R3,C2) .

Ici, nous avons utilisé (6.77) et (6.79). Comme nous supposons que ψ est une
fonction propre de H associée à la valeur propre λ (Hψ = λψ), nous obtenons

〈Hψ ; Jph,β(~a)ψ〉L2(R3,C2) − 〈ψ ; Jph,β(~a)Hψ〉L2(R3,C2)

= λ〈ψ ; Jph,β(~a)ψ〉L2(R3,C2) − λ〈ψ ; Jph,β(~a)ψ〉L2(R3,C2)

= 0 .

Ceci achève la preuve du lemme.

6.3 Estimation du terme potentiel
Comme on s’intéresse au calcul de la trace de l’opérateur

~Jh,β(β~a)1I]−∞,0[

(
H(h, β ~B0, V )

)
,

on est conduit, d’après le théorème 6.2.1, à estimer la trace

tr

[(
−1

2
h2∆

(
div ~̃a

)
+ ~̃a · ∇V

)
1I]−∞,0[ (H(h, βB0, V ))

]
. (6.80)
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Citons le théorème suivant du [11], qui estime l’énergie quantique

EQ(h, βB0, V ) = tr
[
H(h, βB0, V )1I]−∞,0[ (H(h, βB0, V ))

]
, (6.81)

qui correspond à la trace négative de l’opérateur H(h, βB0, V ).

Théorème 6.3.1.
Supposons que V ∈ L3/2(R3)∩L5/2(R3), [V ]− ∈ W 1,1(R3) et B0 ∈ C1(R3; R3)∩
L∞(R3; R3) vérifiant (6.2). Alors, pour toute φ ∈ L3/2(R3)∩L5/2(R3), il existe
une constante h0 > 0 et deux fonctions

[−1, 1]×]0, h0] 3 (s, h) 7→ f(s, h), ]0, h0] 3 h 7→ g(h) ∈ R+

telles que
lim
h→0

g(h) = 0,

|f(s, h)| ≤ g(h), ∀ (s, h) ∈]− 1, 1[×]0, h0],

et

EQ(h, βB0, V + sφ) = Escl(h, βB0, V + sφ)(1 + f(s, h)),

∀ (s, h) ∈]− 1, 1[×]0, h0].

Ici, l’énergie semi-classique Escl a été introduite en (3.21).

Théorème 6.3.2.
Supposons qu’il existe µ > 0 tel que

lim
h→0

hβ(h) = µ.

Pour tout φ ∈ L3/2(R3) ∩ L5/2(R3), on a

lim
h→0

h3tr
[
φ 1I]−∞,0[ (H(h, βB0, V ))

]
=

d

ds
Eµ(B0, V + sφ)

∣∣∣∣
s=0

.

Ici, l’énergie Eµ a été définie en (6.6).

Démonstration.
Soit

H(s) = H(h, β ~B0, V + sφ) , (6.82)
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où H(h, β ~B0, V ) est l’opérateur de Pauli défini en (6.1) .
Soit

EQ(s) := EQ(h, β ~B0, V + sφ)

= tr
[
H(s)1I]−∞,0[ (H(s))

]
.

(6.83)

Il résulte du théorème 2.2.3, que

EQ(s) ≤ tr
[
H(s)1I]−∞,0[ (H(0))

]
(6.84)

En notant que H(s) = H(0) + sφ, nous réécrivons (6.84) sous la forme

EQ(s) ≤ tr
[
(H(0) + sφ)1I]−∞,0[ (H(0))

]
= tr

[
H(0)1I]−∞,0[ (H(0))

]
+ s tr

[
φ1I]−∞,0[ (H(0))

]
.

(6.85)

EQ(s)− EQ(0) ≤ s tr
[
φ1I(−∞,0](H(0))

]
. (6.86)

Lorsque s > 0, (6.86) devient

EQ(s)− EQ(0)

s
≤ tr

[
φ1I(−∞,0](H(0))

]
. (6.87)

Lorsque s < 0, (6.86) devient

EQ(s)− EQ(0)

s
≥ tr

[
φ1I(−∞,0](H(0))

]
. (6.88)

Il résulte du théorème 6.3.1 que

lim
h→0

(
h3EQ(s)− EQ(0)

s

)
=
Eµ(s)− Eµ(0)

s
, ∀ s ∈ R . (6.89)

Ici, pour tout s ∈ R, Eµ(s) = Eµ(B0, V + sφ).
En combinant (6.87)-(6.89), nous obtenons enfin que pour tout s > 0,

Eµ(s)− Eµ(0)

s
≤ lim

h→0
h3tr

[
φ 1I]−∞,0[ (H(0))

]
≤ −Eµ(−s)− Eµ(0)

s
. (6.90)

En prenant s→ 0+, on achève la démonstration du théorème.

Il découle maintenant des théorèmes 6.3.1 et 6.3.2 une estimation de
(6.80).
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Lemme 6.3.3.
Avec les hypothèses du théorème 6.2.1, s’il existe µ > 0 tel que

lim
h→0

hβ(h) = µ,

alors on a,

lim
h→0

h3tr
[(
~̃a · ∇V

)
1I]−∞,0[ (H(h, βB0, V ))

]
=

2µ

3π

∫
R3

div
(
B0(u)~̃a(u)

) ∞∑
ν=0

dν [2νµB0(u) + V (u)]3/2− du

− 2µ

π

∫
R3

~a ·
(
∇(µB0(u)) ∧ ~n0(u)

) ∞∑
ν=0

dνν [2νµB0(u) + V (u)]1/2− du.

(6.91)

Ici

d0 =
1

2π
et dν =

1

π
, ∀ ν ≥ 1. (6.92)

Démonstration.
Nous utilisons le théorème 6.3.2 avec

φ(u) = ~̃a(u) · ∇V (u) . (6.93)

Ensuite, nous obtenons

h3tr
[(
~̃a · ∇V

)
1I]−∞,0[ (H(h, βB0, V ))

]
=
µ

π

∫
R3

B0(u)
∞∑
ν=0

dν [2νµB0(u) + V (u)]
1/2
−

(
~̃a(u) · ∇V (u)

)
du+ o(1) .

(6.94)

En utilisant l’identité suivante

(∇V )[2νµB0 + V ]
1/2
− = −[2νµB0 + V ]

1/2
− (2νµ∇B0)

− 2

3
∇[2νµB0 + V ]

3/2
− ,
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la formule (6.94) devient

h3tr
[(
~̃a · ∇V

)
1I]−∞,0[ (H(h, βB0, V ))

]
=
−2µ

3π

∞∑
ν=0

dν

∫
R3

(
B0(u) ~̃a(u)

)(
∇[2νµB0(u) + V (u)]

3/2
−

)
du

− µ

π

∞∑
ν=0

dν

∫
R3

(
B0(u) ~̃a(u)

)(
2νµ∇B0

)
[2νµB0(u) + V (u)]

1/2
− du

+ o(1) .

(6.95)

Par une intégration par parties, nous avons∫
R3

B0(u)~̃a(u) · ∇
(
[2νhβB0(u) + V (u)]

3/2
−
)
du

= −
∫

R3

div
(
B0(u)~̃a(u)

)
[2νhβB0(u) + V (u)]

3/2
− du .

(6.96)

Ceci nous permet d’écrire (6.95) sous la forme

h3tr
[(
~̃a · ∇V

)
1I]−∞,0[ (H(h, βB0, V ))

]
=

2µ

3π

∫
R3

div
(
B0(u)~̃a(u)

) ∞∑
ν=0

dν [2νµB0(u) + V (u)]3/2− du

− 2µ

π

∫
R3

~a ·
(
∇(µB0(u)) ∧ ~n0(u)

) ∞∑
ν=0

dνν [2νµB0(u) + V (u)]1/2− du.

+ o(1) .

(6.97)

Ceci achève la démonstration du lemme 6.3.3.

6.4 Estimation du terme faisant intervenir l’opé-
rateur de Pauli

Cette sous-section est consacrée à l’estimation de la trace de l’opérateur[
~Ph,βA0M ~Ph,βA0 + hβ~σ ·

(
(D~B0)~̃a

)
+ hβ~σ ·~b

]
1I(−∞,0](H(0)).
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Rappelons la définition de l’opérateur de Pauli modifié

Ht(h, β ~B0, V,~a) =~Ph, βA0(I + tM(x))~Ph, βA0 + hβ~σ ·
(
~B0(x) + t~b(x)

)
+ t h β

(
(D~B0(x))~̃a(x) · ~σ

)
+ V (x) .

(6.98)

Lorsque t = 0, nous écrivons simplement H pour H0(h, β ~B0, V ).

Lemme 6.4.1.
Avec les notations et les hypothèses du théorème 6.2.1, et s’il existe µ > 0
tel que

lim
h→0

hβ(h) = µ , (6.99)

alors nous avons

lim
h→0

h3tr
[(
~Ph, βA0M ~Ph, βA0 + hβ~σ ·

(
(D~B0)~̃a

)
+ hβ~σ ·~b

)
1I(−∞,0](H)

]
=

d

dt
Eµ,t (B0, [V ]−)

∣∣∣∣
t=0

.

(6.100)

Ici M = −
(
D~̃a+ (D~̃a)t

)
et l’énergie Eµ,t a été introduite en (6.8).

Démonstration.
D’après la définition de l’opérateur de Pauli modifié (6.98), nous remarquons
que

Ht(h, β ~B0, V,~a) = H(h, β ~B0, V )

+ t
[
~Ph, βA0M(x)~Ph, βA0 + hβ~σ ·~b(x) + hβ

(
(D~B0(x))~̃a(x) · ~σ

) ]
.

(6.101)

Pour simplifier l’écriture, nous notons dans la suite

H0(h, β ~B0, V ) = H(0) , (6.102)

et

Ht(h, β ~B0, V,~a) = H(t) . (6.103)
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Nous avons alors

t tr

[(
~Ph, βA0M(x)~Ph, βA0 + hβ~σ ·~b(x) + hβ

(
(D~B0(x))~̃a(x) · ~σ

))
1I]−∞,0[ (H(0))

]
= tr

[
H(t)1I]−∞,0[ (H(0))

]
− tr

[
H(0)1I]−∞,0[ (H(0))

]
.

(6.104)

Le principe variationnel rappelé au théorème 2.2.3 (voir aussi [25]) nous per-
met d’écrire

tr
[
H(t)1I]−∞,0[ (H(0))

]
≥ tr

[
H(t)1I]−∞,0[ (H(t))

]
:= EQ(t) .

(6.105)

Par conséquent

tr
[
H(t)1I]−∞,0[ (H(0))

]
− tr

[
H(0)1I]−∞,0[ (H(0))

]
≥ EQ(t)− EQ(0) .

(6.106)

Par ailleurs, il résulte du théorème 5.1.1 que

lim inf
h→0

(
h3EQ(t)

)
≥ Eµ,t(B0, V ) , (6.107)

et il résulte aussi de (1.28),

lim sup
h→0

(
h3EQ(0)

)
≤ Eµ(B0, V ) , (6.108)

où Eµ = Eµ,0.
Par conséquent, en combinant (6.108), (6.107), (6.106) et (6.104), nous ob-
tenons, pour tout t ∈ R,

lim inf
h→0

t h3tr

[(
~Ph, βA0M(x)~Ph, βA0 + hβ~σ ·~b(x)

+ hβ
(
(D~B0(x))~̃a(x) · ~σ

))
1I]−∞,0[ (H(0))

]
≥ Eµ,t(B0, V )− Eµ(B(u), V ) .

(6.109)

Soit t > 0, en divisant par t, nous obtenons de (6.109) que

lim inf
h→0

h3tr

[(
~Ph, βA0M(x)~Ph, βA0 + hβ~σ ·~b(x)

+ hβ
(
(D~B0(x))~̃a(x) · ~σ

))
1I]−∞,0[ (H(0))

]
≥ 1

t

(
Eµ,t(B0(u), V )− Eµ( ~B0(u), V )

)
.

(6.110)
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En faisant tendre t vers zéro, nous obtenons

lim inf
h→0

h3tr

[(
~Ph, βA0M(x)~Ph, βA0 + hβ~σ ·~b(x)

+ hβ
(
(D~B0(x))~̃a(x) · ~σ

))
1I]−∞,0[ (H(0))

]

≥ d

dt
Eµ,t(B0(u), V )

∣∣∣∣
t=0

.

(6.111)

Soit t < 0, en divisant par t„ nous obtenons que

lim sup
h→0

h3tr

[(
~Ph, βA0M(x)~Ph, βA0 + hβ~σ ·~b(x)

+ hβ
(
(D~B0(x))~̃a(x) · ~σ

))
1I]−∞,0[ (H(0))

]
≤ 1

t

(
Eµ,t(B0(u), V )− Eµ( ~B0(u), V )

)
.

(6.112)

En faisant tendre t vers zéro, nous obtenons

lim sup
h→0

h3tr

[(
~Ph, βA0M(x)~Ph, βA0 + hβ~σ ·~b(x)

+ hβ
(
(D~B0(x))~̃a(x) · ~σ

))
1I]−∞,0[ (H(0))

]

≤ d

dt
Eµ,t(B0(u), V )

∣∣∣∣
t=0

.

(6.113)

En conclusion, nous avons

lim
h→0

h3tr

[(
~Ph, βA0M(x)~Ph, βA0 + hβ~σ ·~b(x)

+ hβ
(
(D~B0(x))~̃a(x) · ~σ

))
1I]−∞,0[ (H(0))

]

=
d

dt
Eµ,t(B0(u), V )

∣∣∣∣
t=0

.

(6.114)
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Démonstration du théorème 6.1.1
Sous les hypothèses du théorème 6.2.1, il résulte de (6.18) que

tr
[
~Jh,β(β~a)1I]−∞,0[ (H(h, βB0, V ))

]
= tr

[((
~Ph, βA0M ~Ph, βA0

)
+ hβ~σ ·

(
(D~B0)~̃a

)
+ hβ~σ ·~b

)
1I]−∞,0[ (H(h, βB0, V ))

]
+ tr

[(
−1

2
h2∆

(
div ~̃a

)
+ ~̃a · ∇V

)
1I]−∞,0[ (H(h, βB0, V ))

]
.

(6.115)

D’après le théorème 6.3.2, on a pour toute fonction φ ∈ L3/2(R3) ∩
L5/2(R3) et lorsque h→ 0,

h3tr
[
φ 1I]−∞,0[ (H(h, βB0, V ))

]
=

d

ds
Eµ(B0, V + sφ)

∣∣∣∣
s=0

+ o(1)

= −
[
µ

2π2

∫
R3

B0(u)

(
[V (u)]

1/2
−

+2
∞∑
ν=1

[2νµB0(u) + V (u)]
1/2
−

)
φ(u) du

]
+ o(1) .

(6.116)

Utilisons (6.116) avec

φ(u) =
−1

2
∆(div ~̃a), (6.117)

nous obtenons

h3tr

[(
−1

2
∆
(
div ~̃a

))
1I]−∞,0[ (H(h, βB0, V ))

]
=

µ

2π2

∫
R3

B0(u)

(
[V (u)]

1/2
− + 2

∞∑
ν=1

[2νµB0(u) + V (u)]
1/2
−

)
∆
(
div ~̃a

)
du

+ o(1) ,

(6.118)

et ensuite,

h3tr

[(
−1

2
h2∆

(
div ~̃a

)
+ ~̃a · ∇V

)
1I]−∞,0[ (H(h, βB0, V ))

]
= h3tr

[(
~̃a · ∇V

)
1I]−∞,0[ (H(h, βB0, V ))

]
+O(h2).

(6.119)
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Il résulte du théorème 6.4.1 et de (6.116) appliquée à

φ = ~̃a · ∇V (6.120)

que

lim
h→0

h3tr
[
~Jh,β(β~a)1I]−∞,0[ (H(h, βB0, V ))

]
=

∂

∂t
Eµ,t(B0, V )

∣∣∣
t=0

+
∂

∂s
Eµ

(
B0, V + s(~̃a · ∇V )

)∣∣∣∣∣
t=0

.

(6.121)

� (6.122)

Lemme 6.4.2.
Nous avons, pour tout u ∈ R3,

d

d t
B0,t(u)

∣∣
t=0

=
1

2
B0(u)〈

[
tr[M(u)]I −M(u)

]
~n0(u) ; ~n0(u)〉

:= ζ(u) ,
(6.123)

d

d t
Λt(u)

∣∣
t=0

=
1

2
tr[M(u)] , (6.124)

et

d

d t
∆t(u)

∣∣
t=0

=
(
~b(u) + (D ~B0(u))~̃a(u)

)
· ~n0(u) . (6.125)

Démonstration.
D’après la définition de Nt (6.10), nous avons

d

dt
N2
t (u)

∣∣∣
t=0

= M(u) . (6.126)

On en déduit

d

dt
Nt(u)

∣∣∣
t=0

=
1

2
M(u) . (6.127)

Comme N (2)
t est associée à Nt par l’application (6.12) , nous obtenons

d

dt
N

(2)
t (u)

∣∣∣
t=0

=
1

2

[
tr[M(u)]I −M(u)

]
. (6.128)
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D’après la définition de ~B0,t (6.13), nous avons

d

dt
~B0,t(u)

∣∣∣
t=0

=
( d
dt
N

(2)
t (u)

∣∣∣
t=0

)
~B0(u) . (6.129)

En utilisant (6.128), nous obtenons

d

dt
~B0,t(u)

∣∣∣
t=0

=

(
1

2

[
tr[M(u)]I −M(u)

])
~B0(u) . (6.130)

D’une part, nous avons

d

dt
‖ ~B0,t(u)‖2

∣∣∣
t=0

= 2〈 d
dt
~B0,t(u) ; ~B0,t(u)〉

∣∣∣
t=0

= 2〈1
2

[
tr[M(u)]I −M(u)

]
~B0(u) ; ~B0(u)〉 .

(6.131)

D’autre part, nous avons

d

dt
‖ ~B0,t(u)‖2

∣∣∣
t=0

= 2
( d
dt
‖ ~B0,t(u)‖

∣∣∣
t=0

)
‖ ~B0,t(u)‖

∣∣∣
t=0

. (6.132)

En combinant (6.131) et (6.132), nous obtenons que

d

dt
‖ ~B0,t(u)‖

∣∣∣
t=0

:=
d

dt
B0,t(u)

∣∣∣
t=0

=
1

2B0(u)
〈
[
tr[M(u)]I −M(u)

]
~B0(u), ~B0(u)〉

(6.133)

Ceci achève la preuve de (6.123).
Nous avons par la définition (6.10) de Nt que

dét (Nt) =
(
dét (I + tM)

)1/2

. (6.134)

Par ailleurs

dét (I + tM) = 1 + t tr[M ] + o(t2) . (6.135)

En conséquence, nous avons

dét (Nt) = 1 +
t

2
tr[M ] + o(t2) . (6.136)

Par la définition (6.9) de Λt, nous écrivons pour tout u ∈ R3

d

dt
Λt(u)

∣∣∣
t=0

=
1

2
tr[M ] . (6.137)
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Ceci achève la preuve de (6.124) .

Il résulte de la définition (6.14) de ∆t que pour tout u ∈ R3

d

dt
∆t(u)

∣∣∣
t=0

=
(
~b(u) + (D~B0(u))~̃a(u)

)
· ~n0(u) . (6.138)

Ceci achève la preuve du lemme 6.4.2.

Lemme 6.4.3.
Nous avons, pour tout u ∈ R3,

d

dt

(B0,t(u)

Λt(u)

)∣∣∣
t=0

= ζ(u)− 1

2
B0tr[M(u)] . (6.139)

Ici ζ(u) a été définie en (6.123).
Nous avons aussi, pour tout ν ∈ N,

d

dt

[
(2ν − 1)µB0,t(u) + V (u) + µ∆t(u)

]3/2
−
|t=0

=
−3µ

2

(
2νζ(u) +B0(u)tr

[
D~̃a(u)

]
+~b(u) · ~n0(u)

+
(
D~B0(u)~̃a(u)

)
· ~n0(u)

)[
2νµB0(u) + V (u)

]1/2
−
,

(6.140)

d

dt

[
(2ν + 1)µB0,t(u) + V (u)− µ∆t(u)

]3/2
−

∣∣∣∣
t=0

=
−3µ

2

(
2νζ(u)− tr

[
D~̃a(u)

]
−~b(u) · ~n(u)

−
(
D~B0(u)~̃a(u)

)
· ~n0(u)

)[
2νµB0(u) + V (u)

]1/2
−
.

(6.141)

Ici ∆t(u) a été défini en (6.14).

Démonstration.
Nous avons

d

dt

(B0,t(u)

Λt(u)

)∣∣∣∣
t=0

=
1

Λt(u)2

∣∣∣
t=0

{
d

dt
B0,t(u)

∣∣∣
t=0

× Λt(u)
∣∣∣
t=0

}

− 1

Λt(u)2

∣∣∣
t=0

{
B0,t(u)

∣∣∣
t=0

× d

dt
Λt(u)

∣∣∣
t=0

}
.

(6.142)
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Il est clair que

Λt(u)
∣∣∣
t=0

= 1 , (6.143)

et

B0,t(u)
∣∣∣
t=0

= B0(u) . (6.144)

Il résulte de (6.123) et de (6.124) que

d

dt

B0,t(u)

Λt(u)

∣∣
t=0

= ζ(u)− 1

2
B0tr[M(u)] . (6.145)

Ceci achève la preuve de (6.139).
Nous avons

d

dt

([
(2ν − 1)µB0,t(u) + V (u) + µ∆t(u))

]3/2
−

)∣∣∣∣
t=0

=
−3

2

d

dt

[
(2ν − 1)µB0,t(u) + V (u) + µ∆t(u)

]∣∣∣∣
t=0

×
[
(2ν − 1)µB0,t(u) + V (u) + µ∆t(u))

]1/2
−

∣∣∣∣
t=0

=
−3

2

(
(2ν − 1)µ

( d
dt
B0,t(u)

∣∣∣∣
t=0

)
+ µ

d

dt
∆t(u)

∣∣∣
t=0

)

×
[
2νµB0(u)− [V (u)]−

]1/2
−
.

(6.146)

Nous utilisons (6.125) et (6.123) et obtenons

−3

2

(
(2ν − 1)µ

( d
dt
B0,t(u)

∣∣∣∣
t=0

)
+ µ

d

dt
∆t(u)

∣∣∣
t=0

)

×
[
2νµB0(u)− [V (u)]−

]1/2
−

=
3

2

(
(2ν − 1)µ ζ(u) + µ

(
~b(u) + (D~B0(u))~̃a(u)

)
· ~n0(u)

)
×
[
2ν µB0(u)− [V (u)]−

]1/2
−
.

(6.147)

En remarquant que

−ζ(u) +
(
~b(u) + (D~B0(u))~̃a(u)

)
· ~n0(u) = B0(u)tr

[
D~̃a(u)

]
+~b(u) · ~n0(u)

+
(
D~B0(u)~̃a(u)

)
· ~n0(u) ,

(6.148)
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nous achevons la preuve de (6.140). D’une manière similaire, nous obtenons
(6.141).

On s’intéresse maintenant au calcul de la dérivée de l’énergie Eµ,t(B0, V )
en t = 0. Ceci fait l’objet du lemme suivant, qui découle essentiellement du
lemme 6.4.3.
Rappelons que ~̃a et ζ ont été définis respectivement en (3.2) et en (6.123).
Notons

η =
(
(D~B0)~̃a

)
· ~n0 . (6.149)

Lemme 6.4.4. Nous avons

d

dt
Eµ,t(B0, V )

∣∣∣
t=0

= − µ

3π2

∫
R3

η(u)
( ∞∑
ν=0

[2νµB0(u) + V (u)]
3/2
− +

∞∑
ν=1

[2νµB0(u) + V (u)]
3/2
−

)
du

+
µ2

2π2

∞∑
ν=1

∫
R3

B0(u)
(
2νζ(u) +B0(u)tr[D~̃a(u)] +~b(u) · ~n(u)

+
(
D~B0(u)~̃a(u)

)
· ~n0(u)−

(
D~̃a(u) ~B0(u)

)
· ~n0(u)

)[
2νµB0(u) + V (u)

]1/2
−
du .

+
µ2

2π2

∞∑
ν=0

∫
R3

B0(u)
(
2νζ(u)−B0(u)tr[D~̃a(u)]−~b(u) · ~n(u)

−
(
D~B0(u)~̃a(u)

)
· ~n0(u) +

(
D~̃a(u) ~B0(u)

)
· ~n0(u)

)[
2νµB0(u) + V (u)

]1/2
−
du .

(6.150)

Démonstration.
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D’après la définition de l’énergie semi-classique (6.8), nous avons

d

dt
Eµ,t(B0, V )

∣∣∣
t=0

=
−1

3π2

∞∑
ν=1

∫
R3

µ
( d
dt

B0,t(u)

Λt(u)

∣∣∣
t=0

)
×
[
(2ν − 1)µB0,t(u) + V (u) + µ∆t(u)

]]3/2
−

∣∣∣
t=0
du

+
−1

3π2

∞∑
ν=1

∫
R3

µ
(B0,t(u)

Λt(u)

∣∣∣
t=0

)
×

(
d

dt

[
(2ν − 1)µB0,t(u) + V (u) + µ∆t(u))

]3/2
−

∣∣∣
t=0

)
du

+
−1

3π2

∞∑
ν=0

∫
R3

µ
( d
dt

B0,t(u)

Λt(u)

∣∣∣
t=0

)
×
[
(2ν + 1)µB0,t(u) + V (u)− µ∆t(u))

]3/2
−

∣∣∣
t=0
du

+
−1

3π2

∞∑
ν=0

∫
R3

hβ
(B0,t(u)

Λt(u)

∣∣∣
t=0

)
×

(
d

dt

[
(2ν + 1)µB0,t(u) + V (u)− µ∆t(u))

]3/2
−

∣∣∣
t=0

)
du .

(6.151)
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En remplaçant (6.139), (6.140) et (6.141) dans (6.151), nous obtenons enfin

d

dt
Eµ,t(B0, V )

∣∣∣
t=0

= − 1

3π2

∫
R3

µη(u)
( ∞∑
ν=0

[2νµB0(u) + V (u)]
3/2
− +

∞∑
ν=1

[2νµB0(u) + V (u)]
3/2
−

)
du

+
1

2π2

∞∑
ν=1

∫
R3

µB0(u)
[
µ2νζ(u) + µB0(u)tr[D~̃a(u)] + µ~b(u) · ~n0(u)

+ µ
(
D~B0(u)~̃a(u)

)
· ~n0(u)− µ

(
D~̃a(u) ~B0(u)

)
· ~n0(u)

][
2νµB0(u)− [V (u)]−

]1/2
−
du

+
1

2π2

∞∑
ν=0

∫
R3

µB0(u)
[
µ2νζ(u)− µB0(u)tr[D~̃a(u)]− µ~b(u) · ~n0(u)

− µ
(
D~B0(u)~̃a(u)

)
· ~n0(u) + µ

(
D~̃a(u) ~B0(u)

)
· ~n0(u)

][
2νµB0(u)− [V (u)]−

]1/2
−
du .

(6.152)

Rappelons que ζ(u) = −B0(u)tr[D~̃a(u)] + η(u), où η(u) a été introduite
en (6.149). Il résulte immédiatement des lemmes 6.4.4 et 6.4.1 le lemme
suivant.

Lemme 6.4.5.
Avec les notations et les hypothèses du théorème 6.2.1, nous avons

lim
h→0

h3tr
[(
~Ph, βA0M ~Ph, βA0 + hβ~σ ·

(
(D~B0)~̃a

)
+ hβ~σ ·~b

)
1I]−∞,0[

(
H(h, β ~B0, V )

)]
= −2µ

3π

∫
R3

η(u)
∞∑
ν=0

dν

[
2νµB0(u) + V (u)

]3/2
−
d u

+
µ

π

∫
R3

∞∑
ν=0

dνµB0(u)
(
2νζ(u)

)[
2νµB0(u) + V (u)

]1/2
−
d u

+
µ

2π2

∫
R3

µB0(u)

(
η(u)−B0(u)tr[D~̃a(u)]−~b(u) · ~n0(u)

−
(
D~B0(u)~̃a(u)

)
· ~n0(u)

)[
V (u)

]2
−
d u .

(6.153)
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6.5 Démonstration du théorème principal

Dans cette sous-section, nous montrons le théorème 1.4.1. Mais commençons
par ce lemme :

Lemme 6.5.1.
Soit x→ ~ν(x) tel que ‖~ν(x)‖2 = 1 et

~a(x) · ~ν(x) = 0. (6.154)

Alors on a

~a(x) · ~rot~ν(x) = ~a(x) ·
(
~ν(x) ∧D(~ν)(x)~ν(x)

)
. (6.155)

Démonstration.
Montrons d’abord que (6.155) est invariante par un changement de coordon-
nées orthogonales.
Soit x ∈ R3, considérons le changement de variable suivant

y = Ax , (6.156)

où A vérifie

AtA = I, détA = 1 . (6.157)

En posant

3∑
j=1

νjdxj =
3∑

k=1

ν̃kdxk . (6.158)

Il résulte de (6.156) que

~ν = At ~̃ν . (6.159)

En utilisant (6.159) et le fait que∂x1

∂x2

∂x3

 = At

∂y1∂y2
∂y3

 , (6.160)

nous obtenons

~rot~ν =
(
At

∂y1∂y2
∂y3

) ∧ (At ~̃ν). (6.161)
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Il résulte de (6.157) que

(A~u ∧ A~v) = A(~u ∧ ~v) . (6.162)

Nous utilisons (6.162), alors (6.161) devient

~rot~ν = At

∂y1∂y2
∂y3

 ∧ ~̃ν

= At ~rot ~̃ν .

(6.163)

Par ailleurs, on a

~a = At ~̃a . (6.164)

En combinant (6.164) et (6.163), nous obtenons

~a · ~rot~ν = ~̃a · ~rot ~̃ν . (6.165)

En utilisant (6.159) et (6.160), nous obtenons

[
(D~ν)~ν

]
i
=

3∑
j=1

(∂xi
νj) νj

=
3∑
l=1

(∂xi
ν̃l) ν̃l

=
3∑

k=1

(At)ik

3∑
l=1

(∂yk
ν̃l) ν̃l

=
3∑

k=1

(At)ik

[
(D̃~̃ν)~̃ν

]
k
.

(6.166)

Nous avons alors montré [
(D~ν)~ν

]
= At

[
(D̃~̃ν) ·~̃ν

]
. (6.167)

En conclusion, on a

~a ·
(
~ν0 ∧D(~ν)~ν

)
= dét

(
~a, ~ν, D(~ν)~ν

)
= dét

(
At~̃a, At~̃ν, At(D(~̃ν)~̃ν)

)
= dét

(
~̃a, ~̃ν, D(~̃ν)~̃ν

)
.

(6.168)
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Dans cette dérnière ligne, nous avons utilisé (6.157) et le fait que

dét (A~u, A~v, A~w) = (détA)dét (~u, ~v, ~w) . (6.169)

Soit x0 ∈ R3, tel que ~n0(x0) = (0, 0, 1).
Après une translation, on se ramène à x0 = 0. Un développement limité pour
~n0(x) en x0, nous donne

~n0(x) = (0, 0, 1) +M (x− x0) +O(|x− x0|2) . (6.170)

Il résulte de ‖~ν(x)‖2 = 1, que

M = D~ν(x0) =

m11(x0) m12(x0) m13(x0)
m21(x0) m22(x0) m23(x0)

0 0 0

 . (6.171)

Nous avons alors

~ν(x) =

m11(x0)(x1 − x01) +m12(x0)(x2 − x02) +m13(x0)(x3 − x03)
m21(x0)(x1 − x01) +m22(x0)(x2 − x02) +m23(x0)(x3 − x03)

1


+O(|x− x0|2) .

(6.172)

Il résulte de (6.172), que

~rot~ν(x)
∣∣∣
x=x0

=

 −m23(x0)
m13(x0)

m21(x0)−m12(x0)

 . (6.173)

Il résulte de (6.154) que a3(x0) = 0 et

~a(x) · ~rot~ν(x)
∣∣∣
x=x0

=

−a1(x0)m23(x0)
a2(x0)m13(x0)

0

 . (6.174)

Par ailleurs,

~ν(x) ∧ (D~ν(x))~ν(x)
∣∣∣
x=x0

=

−m23(x0)
m13(x0)

0

 . (6.175)

et

~a(x) ·
(
~ν(x) ∧ (D~ν(x))~ν(x)

)∣∣∣
x=x0

=

−a1(x0)m23(x0)
a2(x0)m13(x0)

0

 . (6.176)

Ceci achève la preuve de (6.155).
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Lemme 6.5.2. Considérons le champ magnétique ~B0 tel que ~B0 = B0~n0 et
‖~n0‖2 = 1 alors

~n0 ∧∇B0(x) = ~n0 ∧ (D~B0)
t~n0 . (6.177)

Démonstration. Nous avons

D~B0 = D(B0~n0)

= ∂xj
(B0n

i
0)

= ni0 · ∂xj
B0 +B0D~n0 .

(6.178)

et

(D~B0)
t = nj0 · ∂xi

B0 +B0(D~n0)
t . (6.179)

On en déduit

(D~B0)
t~n0 = ∇B0 +B0(D~n0)

t~n0 . (6.180)

Par ailleurs, il résulte du fait que ‖~n0‖2 = 1

(D~n0)
t~n0 = 0 . (6.181)

En utilisant (6.180) et (6.181), nous obtenons

~n0 ∧ (D~B0)
t~n0 = ~n0 ∧∇B0 . (6.182)

Ceci achève la preuve de (6.177).

Sous les hypothèses du théorème 6.2.1, il résulte de (6.18) et de (6.119)
que

h3tr
[
~Jh,β(β~a)1I]−∞,0[ (H(h, βB0, V ))

]
= h3tr

[((
~Ph, βA0M ~Ph, βA0

)
+ hβ~σ ·

(
(D~B0)~̃a

)
+ hβ~σ ·~b

)
1I]−∞,0[ (H(h, βB0, V ))

]
+ h3tr

[(
~̃a · ∇V

)
1I]−∞,0[ (H(h, βB0, V ))

]
+O(h2) .

(6.183)
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D’autre part, en combinant (6.91), (6.153), (6.183), nous obtenons

lim
h→0

h3tr
[
~Jh,β(β ~a)1(−∞,0]

(
H(h, β ~B0, V )

)]
=

2µ

3π

∫
R3

∞∑
ν=0

dν

(
− η(x) + div

(
B0(x)~̃a(x)

))
[2νµB0(x) + V (x)]

3/2
− d x

+
2µ

π

∫
R3

(
µB0(x)ζ(x)− ~a(x) ·

(
∇µB0(x) ∧ ~n0(x)

))

×
∞∑
ν=0

dνν[2νµB0(x) + V (x)]
1/2
− d x

+
µ

2π2

∫
R3

µB0(x)

(
η(x)−B0(x)tr[D~̃a(x)]−~b(x) · ~n0(x)

−
(
D~B0(x)~̃a(u)

)
· ~n0(x)

)[
V (x)

]1/2
−
d x .

(6.184)

Nous réécrivons ζ(x), et η(x) qui ont été respectivement définis en (6.123),et
en (6.149) en fonction de ~a.
En utilisant la définition de ~̃a en (3.2), nous obtenons que

η(x) = B0(x)〈(D~̃a(x))~n0(x) ; ~n0(x)〉

= ~a(x) ·

[
~n0(x) ∧

(
D~n0(x)

)
~n0(x)

]
.

(6.185)

En utilisant
tr[D~̃a(x)] = div (~̃a(x)),

nous réécrivons

ζ(x) = −B0(x)div (~̃a(x)) + η(x) . (6.186)

Nous utilisons la définition de ~̃a en (3.2), le fait que pour tout ~u, ~v, et tout
f on a

div (~u ∧ ~v) = ~v · ~rot (~u)− ~u · ~rot~v , (6.187)

~rot (f ~u) = f ~rot ~u+ (∇f) ∧ ~u , (6.188)



148 CHAPITRE 6. DÉVELOPPEMENT LIMITÉ DU COURANT

nous obtenons alors

ζ(x) = ~b(x) · ~n0(x)

+ ~a(x) ·
[
~n0(x) ∧

(
D~n0(x)

)
~n0(x)− ~rot~n0(x) +

∇B0(x)

B0(x)
∧ ~n0(x)

]
.

(6.189)

Ici ~b = ~rot~a . On utilise (6.187) encore une fois, on obtient

div
(
B0(x)~̃a(x)

)
= −~b(x) · ~n(x) + ~a(x) · ~rot~n(x) . (6.190)

En utilisant (6.186), nous écrivons

B0(x)div ~̃a(x) = ~a ·
(
~rot~n0 −

∇B0

B0

∧ ~n0

)
− ~n0(x) ·~b(x) . (6.191)

Nous utilisons (6.190) et (6.185), nous obtenons

2µ

3π

∫
R3

∞∑
ν=0

dν

(
− η(x) + div

(
B0(x)~̃a(x)

))
[2νµB0(x) + V (x)]

3/2
− d x

= −2µ

3π

∫
R3

∞∑
ν=0

dν

(
~rot~a(x) · ~n(x)

)[
2νµB0(x) + V (x)

]3/2
−
dx

+
2µ

3π

∫
R3

~a(x) ·
[
~rot~n0(x)− ~n0(x) ∧

(
D~n0(x)

)
~n0(x)

]
×

∞∑
ν=0

dν

[
2νµB0(x) + V (x)

]3/2
−
dx .

(6.192)

En utilisant (6.185) et (6.186), nous obtenons

2µ

π

∫
R3

(
µB0(x)ζ(x)− ~a(x) ·

(
∇µB0(x) ∧ ~n0(x)

))

×
∞∑
ν=0

dνν[2νµB0(x) + V (x)]
1/2
− d x

=
2µ

π

∫
R3

∞∑
ν=0

dνν
(
~rot~a(x) · µ~B0(x)

)[
2νµB0(x) + V (x)

]1/2
−
dx

− 2µ

π

∫
R3

µB0(x)~a(x) ·
[
~rot~n0(x)− ~n0(x) ∧

(
D~n0(x)

)
~n0(x)

]
×

∞∑
ν=0

dν

[
2νµB0(x) + V (x)

]1/2
−
dx .

(6.193)
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En utilisant (6.185) et (6.191), nous écrivons

µ

2π2

∫
R3

µB0(x)

(
η(x)−B0(x)tr[D~̃a(x)]−~b(x) · ~n0(x)

−
(
D~B0(x)~̃a(x)

)
· ~n0(x)

)[
V (x)

]1/2
−
d x

=
µ

2π2

∫
R3

~a ·

((
~n0(x) ∧

(
D~n0(x)

)
~n0(x)

)
− ~rot~n0

+
∇B0(x)

B0(x)
∧ ~n0(x)−

(
D~B0(x)~̃a(x)

)
· ~n0(x)

)
µB0(x)

[
V (x)

]1/2
−
d x

=
µ2

2π2

∫
R3

~a ·

((
~n0(x) ∧

(
D~n0(x)

)
~n0(x)

)
− ~rot~n0

− ~n0(x) ∧∇B0(x) + ~n0(x) ∧
(
D~B0(x)

)t
~n0(x)

)[
V (x)

]1/2
−
d x .

(6.194)

En remplaçant (6.192), (6.193) et (6.194) dans (6.184), nous obtenons
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lim
h→0

h3tr
[
~Jh,β(β ~a)1(−∞,0]

(
H(h, β ~B0, V )

)]
= −2µ

3π

∫
R3

∞∑
ν=0

dν

(
~rot~a(x) · ~n(x)

)[
2νµB0(x) + V (x)

]3/2
−
dx

+
2µ

π

∫
R3

∞∑
ν=0

dνν
(
~rot~a(x) · µ~B0(x)

)[
2νµB0(x) + V (x)

]1/2
−
dx

+
2µ

3π

∫
R3

~a(x) ·
[
~rot~n0(x)− ~n0(x) ∧

(
D~n0(x)

)
~n0(x)

]
×

∞∑
ν=0

dν

[
2νµB0(x) + V (x)

]3/2
−
d x

− 2µ

π

∫
R3

µB0(x)~a(x) ·
[
~rot~n0(x)− ~n0(x) ∧

(
D~n0(x)

)
~n0(x)

]
×

∞∑
ν=0

dν

[
2νµB0(x) + V (x)

]1/2
−
dx

+
µ2

2π2

∫
R3

~a ·

((
~n0(x) ∧ (~n0(x) · ∇)~n0(x)

)
− ~rot~n0(x)

− ~n0(x) ∧∇B0(x) + ~n0(x) ∧
(
D~B0(x)

)t
~n0(x)

)[
V (x)

]1/2
−
d x .

(6.195)

Ici dν a été défini en (6.92). Pour terminer la preuve du théorème 6.1.1, il
suffit d’appliquer le lemme 6.5.1 et le lemme 6.5.2 alors il ne reste que les
deux premiers termes à droite dans (6.195) qui correspondent à

µ−1 d

dt
Escl(µ, B0 + t ~rot~a)

∣∣∣
t=0

, (6.196)

puis de combiner (6.195) avec (6.3) tout en remarquant que lorsque h→ 0

h3 = µ
h2

β(h)

(
1 + o(1)

)
. (6.197)
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Appendice

A.1 Rappels sur les opérateurs à trace

Nous rappelons ici quelques unes des définitions classiques pour lesquelles
nous renvoyons à [32].

Théorème A.1.1.
Soit {φn}∞n=1 une base orthonormée d’un Hilbert H. Alors pour tout opérateur
borné et positif A, nous définissons

trA =
∞∑
n=1

〈φn , Aφn〉 . (A.1)

Le nombre trA est appelé la trace de A et il est indépendant du choix de la
base.
La trace satisfait

trA ∈ [0, +∞[∪{+∞} , (A.2)

tr(A+B) = trA+ trB , (A.3)

tr(λA) = λtrA, ∀ λ ≥ 0 , (A.4)

tr(UAU−1) = trA pour tout opérateur unitaire U , (A.5)

et

si 0 ≤ A ≤ B alors trA ≤ trB . (A.6)
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Remarque A.1.2.
Bien entendu, on a une théorie analogue pour les opérateurs bornés négatifs.

Définition A.1.3.
Un opérateur borné A sur H est appelé opérateur à trace si tr|A| < ∞ où
|A| =

√
A∗A. L’ensemble des opérateurs à trace est noté L1.

Théorème A.1.4.
· L1 est un espace vectoriel.
· Si A ∈ L1 et B est borné, alors AB ∈ L1 et BA ∈ L1.
· Si A ∈ L1 alors A∗ ∈ L1.

Définition A.1.5. L’application tr : L1 → C définie par

trA =
∞∑
n=1

〈φn , Aφn〉 , (A.7)

où {φn}∞n=1 est une base orthonormée, est appelée l’application trace.

Théorème A.1.6.

(a) tr(·) est linéaire et continue, (A.8)

(b) trA = trA∗ , (A.9)

et

(c) trAB = trBA si A ∈ L1 et si B est borné. (A.10)

A.2 Divers opérateurs à trace provenant de l’étude
de l’opérateur de Pauli modifié

L’objet de cet appendice est de démontrer le théorème suivant

Théorème A.2.1.
Soit a ∈ L2(R3,R) et à support compact, soit V ∈ L5/2(R3,R). Considérons
le champ magnétique ~B qui vérifie (1.7). Soit PA = −∆A+~σ · ~B+V et C > 0
tel que (PA + C) soit inversible. Supposons de plus que PA1]−∞,0[(PA) est à
trace. Alors a(x)1]−∞,0[(PA) est un opérateur à trace .
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La difficulté dans cet énoncé est d’obtenir cette propriété avec des hypo-
thèses minimales sur V . Certains commutateurs ne sont donc pas autorisés.
La preuve comporte plusieurs étapes permettant de se ramener à la situation
plus classique du Laplacien. Comme étape préliminaire, considérons alors le
Laplacien scalaire

∆ : L2(R3; C) → L2(R3; C)

Lemme A.2.2. Soit a ∈ L2(R3,R), alors pour tout C > 0, a(−∆+C)−1 est
Hilbert-Schmidt.

Démonstration.
Il est clair par Fourier, que (−∆ +C) est inversible. Considérons donc l’opé-
rateur T = a(x) (−∆ + C)−1. Soit F la transformation de Fourier, alors
l’opérateur T est unitairement équivalent à F T F−1.
On a

T f = a(x) (−∆ + C)−1 f (A.11)

et (
F T

)
(f)(ξ) =

(
F
(
a(x)(−∆ + C)−1

))
(f)(ξ)

= F(a)(ξ) ∗

(
F
(
(−∆ + C)−1

)
(f)(ξ)

)
.

(A.12)

En calculant le noyau intégral de (−∆ + C)−1 qui est donné par

K(x, y) =

∫
R3

ei(x−y)(1 + ξ2)−1d ξ , (A.13)

nous obtenons(
F T F−1

)
(g)(ξ) = F(a)(ξ) ∗

(
(ξ2 + C)−1(g)(ξ)

)
=

∫
R3

F(a)(ξ − η)

(η2 + C)
g(η)dη .

(A.14)

Il résulte de (A.14) que l’opérateur F T F−1 est un opérateur à noyau dont
le noyau est donné par

KT (ξ, η) =
F(a)(ξ − η)

(η2 + C)
. (A.15)
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Par ailleurs, on a

∫
R3

∫
R3

∣∣∣KT (ξ, η)
∣∣∣2d ξd η =

∫
R3

∫
R3

∣∣∣F(a)(ξ − η)
∣∣∣2

|η2 + C|2
d ξd η

=

∫
R3

1

|η2 + C|2

(∫
R3

∣∣∣F(a)(ξ − η)
∣∣∣2d ξ)d η

=

∫
R3

1

|η2 + C|2

(∫
R3

∣∣∣F(a)(z)
∣∣∣2d z)d η .

(A.16)

Comme a ∈ L2(R3,R) alors F(a) ∈ L2(R3,C) et par suite K ∈ L2(R3 × R3) .
Il résulte du [32, théorème IV.23] que F T F−1 est un opérateur Hilbert-
Schmidt. Ceci implique que T est un opérateur Hilbert-Schmidt.

Lemme A.2.3.
Soit V ∈ L5/2(R3,R) alors il existe CV tel que ∀ C ≥ CV , (−∆ +V +C) est
inversible. Soit a ∈ L2(R3,R) alors a (−∆ + V + C)−1 est Hilbert -Schmidt.

Démonstration.
Il résulte immédiatement de la formule de la résolvante :

(−∆ + V + C)−1 − (−∆ + C)−1 = −(−∆ + C)−1V (−∆ + V + C)−1 .
(A.17)

Ceci implique

a(−∆ + V + C)−1 = a(−∆ + C)−1 − a(−∆ + C)−1V (−∆ + V + C)−1 .
(A.18)

D’après le lemme A.2.2, a (−∆+C)−1 est un opérateur Hilbert-Schmidt.
Pour prouver que a (−∆ + V + C)−1 est un opérateur Hilbert-Schmidt, il
suffit de remarquer dans la formule (A.18) que V (−∆ + V +C)−1 est borné.
Ceci implique que −a(−∆+C)−1V (−∆+V +C)−1 est Hilbert-Schmidt.

Lemme A.2.4.
Avec les hypothèses du lemme A.2.3 et si de plus a est à support compact,
l’opérateur a (H + C)−2 est un opérateur à trace , où

H = −∆ + V .
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Démonstration.
Soit a1 ∈ C∞

0 (R3,R) tel que a1 = 1 sur le support de a. Alors a = aa1 et on
a

a (H + C)−2 = a(H + C)−1a1(H + C)−1

+ a
[
a1 , (H + C)−1

]
(H + C)−1 .

(A.19)

D’après le lemme A.2.2, le premier terme à droite dans (A.19) est un opéra-
teur à trace comme composé de deux opérateurs Hilbert-Schmidt. Il reste à
prouver que

a
[
a1 , (H + C)−1

]
(H + C)−1

est un opérateur à trace. On a

a
[
a1 , (H + C)−1

]
(H + C)−1

= −a(H + C)−1(−∆a1)(H + C)−1(H + C)−1

− 2a(H + C)−1(∇a1)
(
∇(H + C)−1

)
(H + C)−1 .

(A.20)

Pour le premier terme à droite dans (A.20) :
D’après le lemme A.2.3 a(H+C)−1 et (−∆a1)(H+C)−1 sont des opérateurs
Hilbert-Schmidt aussi et (H + C)−1 est borné. Alors
−a(H +C)−1(−∆a1)(H +C)−1(H +C)−1 est un opérateur à trace. Comme
composé de deux opérateurs Hilbert-Schmidt et d’un opérateur borné.
Pour le deuxième terme à droite dans (A.20) :

−2a(H + C)−1(∇a1)
(
∇(H + C)−1

)
(H + C)−1.

Il suffit pour traiter ce second terme de montrer que

(∇a1)
(
∇(H + C)−1

)
(H + C)−1

est Hilbert-Schmidt. Malheureusement (∇a1)
(
∇(H + C)−1

)
n’est pas en

géneral un opérateur Hilbert-Schmidt. Cependant, on a

(∇a1)(∇(H + C)−1)(H + C)−1

= (∇a1)(∇(−∆ + C)−1)(H + C)−1

+ (∇a1)∇
(
(H + C)−1 − (−∆ + C)−1)

)
(H + C)−1

= (∇a1)(−∆ + C)−1∇(H + C)−1

+ (∇a1)∇
(
(−∆ + C)−1(−V )(H + C)−1

)
(H + C)−1 .

(A.21)
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D’une part, il est clair que (∇a1)(−∆ + C)−1∇(H + C)−1 est un opérateur
Hilbert-Schmidt puisque

(∇a1)(−∆ + C)−1

est Hilbert-Schmidt et
∇(H + C)−1

est borné.
D’autre part, on a

(∇a1)∇(−∆ + C)−1(−V )(H + C)−2

= ∇(−∆ + C)−1(−V )(∇a1)(H + C)−2

+
[
∇a1 , ∇(−∆ + C)−1

]
(−V )(H + C)−2 .

(A.22)

Pour
∇(−∆ + C)−1(−V )(∇a1)(H + C)−2,

on a ∇(−∆ + C)−1 est borné et

(−V )(∇a1)(H + C)−2 = (−V )(H + C)−1(∇a1)(H + C)−1

+ (−V )
[
∇a1 , (H + C)−1

]
(H + C)−1 .

(A.23)

Le premier terme à droite dans (A.23) est un opérateur Hilbert-Schmidt
puisque (−V )(H + C)−1 est borné et (∇a1)(H + C)−1 est Hilbert-Schmidt.
Pour le deuxième terme à droite dans (A.23), on a

−V
[
∇a1 , (H + C)−1

]
(H + C)−1 = V (H + C)−1

[
∇a1 , (H + C)

]
(H + C)−2

= V (H + C)−1ã1∇(H + C)−1(H + C)−1

+ V (H + C)−1ă1(H + C)−1(H + C)−1 .

(A.24)

Ici ã1 est une matrice dont les coefficients sont dans C∞
0 (R3,R) et ă1 est

un champ de vecteurs. L’opérateur V (H +C)−1ă1(H + c)−1(H +C)−1 étant
un opérateur Hilbert-Schmidt comme composé de deux opérateurs bornés et
d’un opérateur Hilbert-Schmidt. Il suffit de montrer que

V (H + C)−1ã1∇(H + C)−1(H + C)−1

est Hilbert-Schmidt. Pour cela, on écrit

(H + C)−1 = (−∆ + C)−1 + (H + C)−1 − (−∆ + C)−1 , (A.25)
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et on obtient

V (H + C)−1ã1∇(H + C)−1(H + C)−1

= V (H + C)−1ã1(−∆ + C)−1∇(H + C)−1

+ V (H + C)−1ã1∇
[
(−∆ + C)−1V (H + C)−1

]
(H + C)−1 .

(A.26)

le premier terme à droite dans (A.26) est un opérateur Hilbert-Schmidt
comme composé de deux opérateurs bornés et d’un opérateur Hilbert-Schmidt.
Il reste à vérifier alors que

V (H + C)−1ã1∇
[
(−∆ + C)−1V (H + C)−1

]
(H + C)−1

est Hilbert-Schmidt.
Soit ã2 ∈ C∞

0 (R3,R) tel que ã2 = 1 sur le support de ã1. Alors ã1 = ã1ã2 et
on a

V (H + C)−1ã1∇
[
(−∆ + C)−1V (H + C)−1

]
(H + C)−1

= V (H + C)−1ã1∇(−∆ + C)−1ã2V (H + C)−2

+ V (H + C)−1ã1∇(−∆ + C)−1[−∆ , ã2](−∆ + C)−1V (H + C)−1(H + C)−1 .

(A.27)

Pour montrer que le premier terme à droite dans (A.27) est un opérateur
Hilbert-Schmidt, il suffit de montrer que

ã1∇(−∆ + C)−1ã2V (H + C)−2 (A.28)

est un opérateur Hilbert-Schmidt. Pour cela, soit V = V+ − V− avec
V+ = sup(V, 0), V− = sup(−V, 0) et V+, V− ∈ L5/2(R3,R) . On travaille avec
V± et on écrit

ã1∇(−∆ + C)−1ã2V±(H + C)−2

=
[
ã1∇(−∆ + C)−1V

1/2
±

][
ã2V

1/2
± (H + C)−2

]
.

(A.29)

D’une part l’opérateur

ã1∇(−∆ + C)−1V
1/2
± = ã1

(
∇(−∆ + C)−1/2

)(
(−∆ + C)−1/2V

1/2
±

)
(A.30)

est borné. D’autre part, on a

ã2V
1/2
± (H + C)−2 = V

1/2
± (H + C)−1ã2(H + C)−1

+ V
1/2
± (H + C)−1∇ ã2(H + C)−1

+ V
1/2
± (H + C)−1ã5(H + C)−1 .

(A.31)
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Ici ã5 est une matrice dont les coefficients sont dans C∞
0 (R3,R). Comme

précédement V 1/2
± (H + C)−1∇ est borné alors ã2V

1/2
± (H + C)−2 est Hilbert-

Schmidt comme somme d’opérateur Hilbert-Schmidt.
Pour le deuxième terme à droite dans (A.27), un calcul de commutateur nous
donne :

V (H + C)−1ã1

(
∇(−∆ + C)−1∇

)
∇ã2(−∆ + C)−1V (H + C)−2

+ V (H + C)−1ã1∇(−∆ + C)−1ã4(−∆ + C)−1V (H + C)−2 .
(A.32)

Ici ã4 est une matrice dont les coefficients sont dans C∞
0 (R3 , R).

Chaque terme de la somme (A.32) est un opérateur Hilbert Schmidt comme
composé de trois opérateurs bornés et d’un opérateur Hilbert-Schmidt.
Pour le deuxième terme à droite dans (A.22), nous avons[

∇a1 , ∇(−∆ + C)−1
]
(−V )(H + C)−2

= [∇a1 , ∇](−∆ + C)−1(−V )(H + C)−2

+∇
[
∇a1 , (−∆ + C)−1

]
(−V )(H + C)−2 .

(A.33)

L’opérateur [∇a1 , ∇](−∆+C)−1(−V )(H+C)−2 est Hilbert-Schmidt comme
composé d’un opérateur Hilbert-Schmidt et d’un opérateur borné. Pour l’opé-
rateur ∇

[
∇a1 , (−∆ + C)−1

]
(−V )(H + C)−2, on écrit

∇
[
∇a1 , (−∆ + C)−1

]
(−V )(H + C)−2

= −∇(−∆ + C)−1
[
∇a1 , (−∆ + C)

]
(−∆ + C)−1(−V )(H + C)−2

= −∇(−∆ + C)−1∇ã1(−∆ + C)−1(−V )(H + C)−2

+
(
−∇(−∆ + C)−1∇

)
ă1∇(−∆ + C)−1(−V )(H + C)−2 .

(A.34)

Le premier opérateur à droite dans (A.34) est un opérateur Hilbert-Schmidt
comme composée de deux opérateurs bornés et d’un opérateur Hilbert-Schmidt.
Après un calcul de commutateur, on utilise le fait que (A.28) est Hilbert-
Schmidt pour montrer que le deuxième terme à droite dans (A.34) est un
opérateur Hilbert-Schmidt.

Considérons maintenant le cas avec potentiel magnétique.

Lemme A.2.5. Soit a ∈ L2(R3,R) et à support compact, soit V ∈ L5/2(R3,R),
soit ∆A = (i∇− ~A)2 et C > 0 tel que (−∆A + V + C) soit inversible. Alors
a(−∆A + V + C)−1 est un opérateur Hilbert-Schmidt.
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Démonstration.
D’après [6, théorème 1.3], on sait que RC = (−∆ + V + C)−1 et RA,C =
(−∆A+V +C)−1 sont compactes. Résumons une démonstration de ce résultat
pour analyser le caractère Hilbert-Schmidt. D’après [31], on a

RA,C =

∫ +∞

0

e−t(−∆A+V+C)d t , (A.35)

et

RC =

∫ +∞

0

e−t(−∆+V+C)d t . (A.36)

D’après [2, théorème 2.3], on a que

e−t(−∆A+V+C)≤e−t(−∆+V+C) . (A.37)

Ici, on utilise la notation suivante

B≤C

si est seulement si
|Bφ| ≤ C|φ| ∀ φ .

Ceci implique que

RA,C≤RC . (A.38)

Comme
aRA,C≤|a|RC

et que |a|RC étant Hilbert-Schmidt, on obtient par le théorème 2.2 dans [2]
et par la Remarque 1 dans [2] que aRA,C est Hilbert-Schmidt.

Lemme A.2.6.
Soit a ∈ L2(R3,R) et à support compact, soit V ∈ L5/2(R3,R). Considérons
le champ magnétique ~B qui vérifie (1.7). Soit PA = −∆A+~σ · ~B+V et C > 0
tel que (PA + C) soit inversible. Alors a (PA + C)−1 est Hilbert-Schmidt.

Remarque A.2.7. a peut être remplacer par une matrice à coefficients dans
C∞

0 .
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Démonstration.
On a

a (PA + C)−1 − a (−∆A + V + C)−1

= −a (−∆A + V + C)−1 ⊗ I(~σ · ~B)(PA + C)−1 .
(A.39)

D’après le Lemme A.2.5, a (−∆A+V +C)−1 est Hilbert-Schmidt. Par ailleurs,
(~σ · ~B)(PA + C)−1 est borné. Il en résulte que

a (PA + C)−1 − a (−∆A + V + C)−1

est Hilbert-Schmidt. On utilise encore une fois le fait que a(−∆A+V +C)−1

est Hilbert-Schmidt pour conclure.

Lemme A.2.8.
Avec les hypothèses du lemme A.2.6, a (PA + C)−2 est un opérateur à trace.

Démonstration.
Il s’agit des mêmes arguments utilisés dans le lemme A.2.4. En fait, on rem-
plaçe H par PA et on utilise le fait que a(x) (PA +C)−1 est Hilbert-Schmidt
(le résultat du lemme A.2.6).

Démonstration du Théorème A.2.1

Démonstration.
Choisissons C > 0 tel que (PA + C) soit inversible. On écrit

a(x) 1]−∞,0[(PA) = a(x)(PA + C)−1(PA + C)1]−∞,0[(PA)

= a(x)(PA + C)−1PA1]−∞,0[(PA)

+ C a(x)(PA + C)−11]−∞,0[(PA) .

(A.40)

Comme on a supposé que PA1]−∞,0[(PA) est à trace et que a(x) (PA+C)−1 est
borné alors le premier terme à droite dans (A.40) est un opérateur à trace.
Montrons maintenant que C a(x)(PA + C)−11]−∞,0[(PA) est un opérateur à
trace. On écrit

a(x)(PA + C)−11]−∞,0[(PA) = a(x)(PA + C)−2PA1]−∞,0[(PA)

+ Ca(x)(PA + C)−21]−∞,0[(PA) .
(A.41)

Comme PA1]−∞,0[(PA) est un opérateur à trace et que a(x)(PA + C)−2 est
un opérateur borné alors a(x)(PA + C)−2PA1]−∞,0[(PA) est un opérateur à
trace. Pour le deuxième terme à droite dans (A.41), on utilise le fait que
a(x)(PA + C)−2 est à trace et que 1]−∞,0[(PA) est borné.



A.2. DIVERS OPÉRATEURS À TRACE 161

Remarque A.2.9. Rappelons que tr
[
PA1]−∞,0[(PA)

]
représente la somme

des valeurs propres négatives de l’opérateur de Pauli PA. Il résulte de l’inéga-
lité de Lieb-Thirring (2.1.2) que l’opérateur PA1]−∞,0[(PA) (qui est évidement
négatif) est de trace finie donc à trace.

Théorème A.2.10.
Soit a ∈ C1

0(R3,R), soit V vérifiant (1.8). Considérons le champ magnétique
~B qui satisfait (1.7). Soit PA = −∆A + ~σ · ~B + V et C > 0 tel que (PA +C)
soit inversible. Alors ∂xj

a(x)1]−∞,0[(PA) et a(x)∂xj
∂xk

1]−∞,0[(PA) sont deux
opérateurs à trace .

Démonstration.
Commençons par montrer que l’opérateur

∂xj
a(x)1]−∞,0[(PA)

est un opérateur à trace. Soit χ une fonction à support compact tel que
χa = a, on a

χ(x)∂xj
a(x)1]−∞,0[(PA) = χ(x)∂xj

a(x)(PA + C)−1PA1]−∞,0[(PA)

+ Cχ(x)∂xj
a(x)(PA + C)−11]−∞,0[(PA) .

(A.42)

Le premier terme à droite dans (A.42) est un opérateur à trace comme com-
posé de l’opérateur borné χ(x)∂xj

a(x)(PA + C)−1 et de l’opérateur à trace
PA1]−∞,0[(PA) . Regardons le deuxième terme :

χ(x)∂xj
a(x)(PA + C)−11]−∞,0[(PA)

= χ(x)∂xj
(PA + C)−1a(x)1]−∞,0[(PA)

+ χ(x)∂xj

[
a(x) , (PA + C)−1

]
1]−∞,0[(PA) .

(A.43)

On a montré par le théorème A.2.1 que a(x)1]−∞,0[(PA) est un opérateur à
trace. De plus χ(x)∂xj

(PA+C)−1 est borné. Il en résulte que le premier terme
à droite dans (A.43) est un opérateur à trace. Le deuxième terme du membre
de droite dans (A.43) s’écrit

χ(x)∂xj

[
a(x) , (PA + C)−1

]
1]−∞,0[(PA)

=
∑
k

χ(x)∂xj
(PA + C)−1∂xk

ajk(PA + C)−11]−∞,0[(PA)

+ χ(x)∂xj
(PA + C)−1bj(PA + C)−11]−∞,0[(PA) .

(A.44)
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Or on a montré précédement
(
voir(A.41)

)
que

b(x)(PA + C)−11]−∞,0[(PA)

est un opérateur à trace pour tout b ∈ C0
0(R3,R). On conclut alors en obser-

vant que

χ(x)∂xj
(PA + C)−1∂xk

= χ(x)∂xj
(PA + C)−1∂xk

˜χ(x) (A.45)

et

χ(x)∂xj
(PA + C)−1/2 et (PA + C)−1/2∂xk

˜χ(x) (A.46)

sont deux opérateurs bornés .
Traitons maintenant

a(x)∂xj
∂xk

1]−∞,0[(PA).

Après commutation, on a

χ(x)a(x)∂xj
∂xk

1]−∞,0[(PA)

=
[
χ(x)a(x)∂xj

∂xk
(PA + C)−1

][
PA1]−∞,0[(PA)

]
+ Cχ(x)∂xj

∂xk
a(x)(PA + C)−11]−∞,0[(PA) .

(A.47)

Le premier membre de droite dans (A.47) est un opérateur à trace comme
composé d’un opérateur à trace et d’un opérateur borné. Le deuxième terme
de droite dans (A.47) s’écrit

Cχ(x)∂xj
∂xk

a(x)(PA + C)−11]−∞,0[(PA)

= C
[
χ(x)∂xj

∂xk
(PA + C)−1

][
a(x)1]−∞,0[(PA)

]
+ C

∑
l

[
χ(x)∂xj

∂xk
(PA + C)−1

][
∂xl

a`j(PA + C)−11]−∞,0[(PA)
]

+ C
[
χ(x)∂xj

∂xk
(PA + C)−1

][
b(x)(PA + C)−11]−∞,0[(PA)

]
.

(A.48)

Comme χ(x)∂xj
∂xk

(PA+C)−1 est un opérateur borné, il en résulte que l’opé-
rateur [

χ(x)∂xj
∂xk

(PA + C)−1
][
a(x)1]−∞,0[(PA)

]
et l’opérateur[

χ(x)∂xj
∂xk

(PA + C)−1
][
b(x)(PA + C)−11]−∞,0[(PA)

]
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sont deux opérateurs à trace comme composé d’un opérateur à trace et d’un
opérateur borné. Il reste à traiter

C
∑
l

χ(x)∂xj
∂xk

(PA + C)−1∂xl
a`j(PA + C)−11]−∞,0[(PA).

Ceci nous ramène à montrer que

χ̃∂xl
a`(PA + C)−11]−∞,0[(PA)

est un opérateur à trace. On a

χ̃∂xl
a`(PA + C)−11]−∞,0[(PA) =

[
χ̃∂xl

(PA + C)−1
][
a`1]−∞,0[(PA)

]
+
∑
j

[
χ̃∂xl

(PA + C)−1∂xj
χ̆
][
b`j1]−∞,0[(PA)

]
+
[
χ̃∂x`

(PA + C)−1
][
c`1]−∞,0[(PA)

]
,

(A.49)

où a`, c` sont les coefficients des matrices dans C∞
0 . Les trois termes obtenus à

droite dans (A.49) sont des opérateurs à trace comme composé d’un opérateur
borné et d’un opérateur à trace.
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