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_1_

INTRODUCTION

Le nombre constant de publications qui, dans les revues de

Recherche Opérationnelle, sont consacrées aux problémes d'implantation

d'équipements (location problems) et d'allocation de ressources, témoigne

de 1'intérét croissant que ces problémes suscitent. Une bibliographie récente,
réef. |:r|, de prés de 200 titres, et sans aucune prétention d'exhaustivité,
fournit une bonne image de 1'éventail des situations dans lesquelles ces

problémes se rencontrent le plus couramment.

Le probléme que T.C. HU, dans réf. |A4|, appeile "m-center problem",
ou probléme de m-centre, est certainement de ce type ; on le rencontre aussi
sous le nom de "p-median", et il y a d'autres désignations, correspondant i
des versions différentes de ce problémes, qui, pour l'essentiel, peut se pré-
senter de la maniére suivante :

Dans un graphe G = (X, U, A) ol
X est l'ensemble des sommets,
U 1l'ensemble des arcs,
Aij la plus courte distance parcourue pour aller du sommet i au sommet j
dans G,
on cherche les emplacements optimaux d'un nombre limité de centres ; ces centres
sont d situer sur des sommets du graphe G et les emplacements sont & choisir
de fagon 3 minimiser "1'éloignement" global des autres sommets de X i ces centres

construits.

Le probléme que nous envisageons dans ce travail est donc purement
combir:atoire, puisqu'il est exigé que les centres soient situés sur des som-

mets du graphe G (1).

Les possibilités d'application de ce probléme sont mul-
tiples, allant de la localisation d'équipements collectifs (point de consom-
mation, entrepdts, usines ou emplois, 3 situer aux sommets d'un réseau) i des
plans de desserte et de distribution optimale, et méme i des problémes com-

binatoires que ne sont pas du tout des problémes d'implantation de ressources.

Notre démarche pour 1'étude et la résolution de ce probléme combi-
natoire est la suivante : nous proposons une formulation du probléme de m-centre
comme un programme linéaire en nombres entiers (plus précisément, un programme

linéaire en variables bivalentes). De ce programme linéaire nous "oublions" les

(1)

On pourrait aussi &tudier un probléme plus "continu", en se permettant,
par exemple, de localiser un centre sur un arc, ou n'importe od dans le
plan. Ce genre de problémes n'est pas abordé ici.



contraintes exigeant 1'intégrité des variables, et nous étudions le programme

linéaire "continu" ainsi obtenu.

La formulation que nous proposons présente deux avantages qui la

rendent fort intéressante :

Le premier de ces avantages est que la solution optimale du programme
linéaire continu est trés souvent entiére, fournissant ainsi immédiatement
la solution du probléme combinatoire. Méme dans les cas ol la solution optimale
du programme linéaire n'est pas entiére, elle fournit en général une excellente

évaluation de la valeur optimale du programme en nombres entiers.

Le second avantage de cette formulation est que le programme linéaire
continu que 1'on est conduit a4 étudier peut €tre résolu de maniére efficace
- une procédure efficace &tant pour nous une procédure rapide, peu encombrante,
pouvant venir 3 bout des problémes de grande taille (plus de 100 sommets),
mais aussi assez souple que pour étre utilisée lors de la résolution des pro-

blémes partiels générés lors d'une phase '"branch and bound" éventuelle.

De ce point de vue, 1'étude du programme linéaire continu associé
au probléme de m-centre est trés fructueuse : c'est un programme linéaire de
grande dimension, dont la structure en fait un probléme '"idéal" pour les méthodes

linéaires de décomposition.

On peut aussi souligner un troisiéme avantage de la formulation
proposée, et qui est une '"généralisation'" du probléme de m-centre, générali-
sation qui permet de résoudre par ce formalisme des problémes qui ne sont pas
du tout des problémes d'implantation de biens d'équipement. En effet, dans la
formulation que nous faisons du probléme de m-centre, nous n'utilisons pas le
fait que A est une matrice des distances, et qu'en particulier elle vérifie
1'inégalité triangulaire :

A

ij < Aik + Akj , vi, j, k.

Pour les problémes dans lesquels la matrice vérifie ces inégalités,
la solution optimale du programme linéaire continu est presque toujours entiére ;
sinon la construction de la solution optimale entiére nécessite un nombre trés

faible d'étapes d'une procédure "branch and bound". .



Par contre, lorsque la matrice A ne vérifie pas cette propriété d'iné-
galité triangulaire, le probléme de m-centre correspondant est d'une résolution
Plus laborieuse. Ceci n'est pas réellement surprenant, si on considére que,
dans. ce formalisme, le probléme de m-centre contient des problémes combinatoires
réputés difficiles, tel le probléme de la recherche d'un ensemble stable mini-

mum dans un graphe, et plus généralement du recouvrement minimum d'un hyper-

graphe par des ar@tes. .____

Le probléme de m-centre est donc un pProbléme combinatoire pour, lequel

la démarche que nous avons décrite, i savoir :

1) Formulation comme un programme linéaire en nombres entiers,
2) Etude du programme linéaire continu associé, et résolution du probléme

combinatoire gra3ce i la résolution de ce programme linéaire,

s'est avérée fructueuse. C'est de cette maniére que Held et Karp, réf. ‘3\ ,
ont procédé pour 1'étude du probléme du voyageur de commerce, et ils aboutissent
a4 une procédure trés efficace, pouvant résoudre des problémes de grande taille ;
il en est de méme pour les travaux de Fargier, qui lui &tudie un probléme d'im-
plantation d'infrastructures de réseaux de transport. Nul doute que d'autres

problémes combinatoires soient passibles de cette démarche. e

Nous avons divisé ce travail en cing chapitres. Le chapitre I est
consacré i une présentation du probléme de m-centre, et de ces différentes

versions.

Ce chapitre I présente aussi une premiére formulation du probléme

de m-centre, comme un programme linéaire en variables mixtes.

Le chapitre II étudie le programme linéaire continu associé a ce
programme lin€aire en variables mixtes. Cette &tude débouche sur une autre
formulation linééire du probléme de m-centre ; elle prépare aussi les divers
outils dont on fera un abondant usage, au chapitre III, pou:décrireles diverses

méthodes linéaires de résolution du programme linéaire continu.

Au chapitre IV est présentée la mise en oeuvre de la mé thode du
sous-gradient ; nous y présentons aussi les &léments d'une procédure par
séparation et &valuation (branch and bound) pour la résolution du programme

linéaire en variables mixtes. C'est aussi dans ce chapitre qu'est présentée



une bréve &tude comparative des performances numériques des divers algorithmes

étudiés.

Enfin, le chapitre V aborde la difficile question des contraintes
d'intégrité ; on y &tudie aussi les rapports entre le probléme de m—centre
et quelques problémes '"classiques' en Recherche Opérationnelle, tels par

exemple le probléme du stable maximum et le probléme du couplage.



CHAPITRE I

PRESENTATION DU PROBLEME ET FORMULATION MATHEMATIQUE







I - PRESENTATION DU PROBLEME

Soit G = (X,U) un graphe simple, dont X est 1'ensemble des sommets

et U 1l'ensemble des arcs. A chaque arc (i,j) de U est associée une "longueur" dij
nombre réel positif ou nul. Soit n le nombre de sommets de G : n = ’XI.

I-1 - Probléme 3 nombre de centres fixés

Dans la premiére version du probleme de m-centre, telle qu'elle
apparait dans réf. |)4|, il s'agit de trouver, parmi les sommets X de G, les
emplacements de m "centres" ou "points de consommation" (m est un entier compris
entre 1 et n-1), emplacements i choisir de fagon a minimiser la distance par-
courue par les "usagers" qui se rendent d'un sommet quelconque du graphe a 1'un

des points de consommation.

Le critére numérique & minimiser peut etre :

(%) Soit la somme des distances parcourues :

z Gi,
iex
ol Gi est nul si un point de consommation a &té construit au sommet i, sinon

Gi est €gal 3 la plus courte distance de i au plus proche centre construit.

(%) Soit le maximum des distances parcourues :
Gmax = Max Gi
1€X
Dans ce cas, on cherche i minimiser le désagrément du moins bien desservi
des usagers. Le critére sera dit de la distance maximum.
Prenons un exemple : dans le graphe G représenté a la figure 1,
la longueur d'un arc, quand elle n'est pas indiquée sur la figure, est prise

-~

égale a 10.



Supposons avoir 3 construire m = 3 centres dans ce graphe. Il y
a plusieurs solutions optimales équivalentes, qui sont du type : construire
un centre en 1, un centre en 4, et le troisiéme centre en n'importe quel autre
sommet. Cette solution est optimale pour le critare linéaire et pour le critére

de la distance maximum. _—

I-2 - Probléme i coflits d'investissement

Dans la seconde version du probléme de m-centre, il est associé

" A e . " . . .
un “cout d'investissement a, a chaque sommet i de X ; ce coiit d'investisse-

ment a, est un réel positif. Il s'agit de trouver le nombre et 1'emplacement

des centres 3 construire, de maniére 3 minimiser un cofit total, somme des
~ 'e . . .
couts d'investissement des centres construits et des distances parcourues

par les sommets usagers. Le colit d'investissement est donc considéré comme

"homogéne'" i une distance.

Cette seconde version du probléme de m-centre sera dite "3 coiits
d'investissement", par opposition i la premiére version, qui sera appelée

"3 nombre de centres fixé",

Pour reprendre l'exemple précédent, prenons un coiit d'investissement
uniforme &gal 3 a; = 2. La solution que nous avons indiquée ci-dessus est
encore optimale. Si le colit d'investissement est pris uniformément &gal 3

3, la solution optimale est de construire seulement 2 centres, un centre en 1,

et un centre en 4,

I-3 - Remarque : Capacité maximale d'accueil

On peut songer i d'autres problémes du méme type dans lequels on
ajouterait par exemple une contrainte de capacité en chaque sommet : 3 chaque
sommet i €X serait associée une capacité maximale d'accueil ki’ nombre entier
compris entre O et n et on chercherait 1'emplacement des centres de fagon 2

ce que le nombre d'usagers utilisant un centre construit ne dépasse pas la
capacité de ce centre.
Les formulations que nous proposons, et en particulier la formulation

en étoiles, sont suffisamment souples pour prendre aisément en compte des con-

traintes de ce genre ; les contraintes de capacité ne changent donc pas
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essentiellement la nature du probléme de m—centre. Dans ce travail, nous

-

nous bornerons a 1l'@tude des deux versions que nous venons de présenter.

Le probléme de m-centre est de nature trés combinatoire : le
nombre de solutions distinctes i explorer se comporte comme la factorielle
de n. Dans la version 3 nombre de centres fixés, la "complexité" du probléme
augmente, puis diminue, quand m passe de 1 i n-1, cette complexité &tant

symétrique par rapport i n/2,

UNE PROCEDURE HEURISTIQUE

I1 est toujours utile de connaitre de "bonnes solutions" au probléme
combinatoire que nous posons, surtout si ces bonnes solutions peuvent étre
construites & partir d'une procédure heuristique peu coliteuse et facile i
mettre en oeuvre. Ces bonnes solutions nous fourniront aussi d'excellents

points initiaux pour les diverses méthodes que nous décrirons dans la suite.

Le critére de la distance maximum donne lieu & la version la plus
combinatoire du probléme de m-centre : il y a toujours beaucoup de solutions
optimales équivalentes (ce qui, au niveau des programmes linéaires associés,
se traduit par un degré de dégénérescence trés élevé). C'est pour ce critére
que nous exposons les principes d'une procédure heuristique dont nous avons
pu expérimentalement constater l'efficacité -nous omettrons 1'exposé des

variantes adaptées aux autres versions du probléme.

Pour mettre en oeuvre cette procédure heuristique, il est nécessaire
de construire au préalable la matrice A des plus courtes distances entre les
sommets de X : A.. est, pour i # j, la plus courte distance entre le sommet i

1]

et le sommet j dans le réseau (X, U, d) ; Aii est pris égal a zéro.

S'il s'agit de construire m > 1 centres dans le graphe G, la procédure

heuristique consiste a choisir pour premier centre construit un sommet i,

PP . .. ' s g PR
extrémité terminale d'un arc de longueur minimum, c'est & dire réalisant

A. i = Min Ai'
It i M
C

2’ 3""’ m
par adjonction 3

On pose alors C C

;= {i]}. Puis on détermine une séquence C
d'ensembles de sommets de X, Ck+] s'obtenant 3 partir de Ck

celui-ci du sommet de X--Ck le plus éloigné du sommet qui lui est le plus

proche parmi les sommets de C L'ensemb le Cm consitue alors une bonne solu-

K
tion du probléme de mcentre.




IITI - FORMULATION MATHEMATIQUE

III-1 - Le programme linéaire en variables bivalentes

Pour la formulation du probléme de m—centre comme un programme

linéaire, nous aurons besoin de la matrice A des plus courtes distances

entre les sommets de X.

Nous associons, 3 chaque sommet i de X, une variable Yo dite de
construction. De méme 3 chaque couple (i,j), i # j, des sommets de X, nous
associons une variable xij' Les variables vs et xij sont bivalentes et voici
leur signification : une variable v égale a 1 représente la décision de cons-
truire un centre au sommet i de X, tandis que y; = 0 signifie qu'il ne sera
pas construit de centre en i ; une variables x.. égale 3 |1 signifie que

1]
1'usager du sommet i se rend au sommet j, parcourant ainsi une distance Aij'

Considérons le probléme suivant :

L ox.. + y. =1 iéeX @)
ik M J
_ 5 .. .
xij + yj >0 ¥i,j 1 # 3] (2)
n
I y. = m (3)
(P) j=1
y. = 0 oul (4)
J
X. . = 0 oul (5)
ij
n N
X L ox.. A = w(Min)

i=1 4 Y30H
L'objet de la proposition 1 qui suit est d'établir que le programme
lindaire en nombres entiers (P) exprime le probléme de la recherche des em-

placements optimaux de m centres dans le graphe G.

Proposition_1 : Toute solution optimale de (P) définit une solution optimale

e o e o e s e e e e

du probléme de m—centre.

Démonstration : Les contraintes (1) signifient que chaque sommet i doit

se rendre en un centre construit : soit en restant chez lui-meme (Yi est alors

égal a 1), soit en se rendant en un (et un seul) centre j #1i 3



les contraintes (2), xij < yj’ signifient que i ne peut se rendre en j qu'a la
condition qu'un centre ait &té construit en j ;

la contrainte (3) exige la construction du nombre de centres fixé.

Le cout d'une solution réalisable (x,y) est exactement la distance
totale parcourue par l'ensemble des sommets usagers en lesquels il n'a pas

été construit de centre.

(P) est donc un programme linéaire en nombres entiers dont la

solution optimale fournit bien la solution du probléme de m-centre.

Remarque : Intégrité des variables x

Nous verrons, au chapitre II, que les contraintes (4) de (P) impliquent
les contraintes (5) dans toute solution de base : il suffit d'exiger 1'intégrité
des variables y pour obtenir aussi 1'intégrité des variables x. Ceci nous permet
d'omettre les contraintes d'intégrité sur les x et nous continuons & appeler

(P) le programme linéaire en variables mixtes qui en résulte.

ITI-2 - Formulation du probléme a colits d'investissements

De la méme maniére, pour formuler le probléme de m-centre dans
sa version a couts d'investissements fixés, on écrira le programme linéaire

en variables mixtes sous la forme suivante :

x xij + yi = 1 1E€X (n
j#H
- x,. + . > 0 (2)
ij Yy o=
®)
yj = 0O ou 1
n n
. + .y, = i
iil jii RS iil %y; T v

ol les a; sont les colts d'investissement associés aux sommets de X. Dans

cette version du probléme, le nombre de centres 3 construire n'est pas spé-

cifié, mais il est entendu qu'on construit au moins un centre.



Cependant ceci n'apparalt pas explicitement sous forme d'une
contrainte dans le programme (P]) et la proposition 2 ci-dessous explique

pourquoi nous pourrons nous dispenser d'une telle contrainte.

Proposition 2 : Dans toute solution réalisable de (Pl)’ les variables i

P S

vérifient

. >
yl_l

[ e i=]

i=1

(ce qui signifie qu'on construit au moins un centre).

Démonstration : Soit (X,y) une solution réalisable de (P]). Pour un i

quelconque de X, on a 1l'égalité

1= ¥ x..+y.
I ij i

et grice aux contraintes (2) de (Pl)’ on peut écrire 1l'inégalité

n

I x,.+y.< L vy
. g 1 = .

jA T

d'ol la proposition.

ITII-3 - Remarque

Pour les variantes du probléme de m-centre dans lesquelles la
desserte d'un sommet n'a pas la méme importance que celle d'un autre sommet
(c'est le cas, par exemple, lorsque le nombre d'usagers issus d'un sommet i
est plus grand que celui des usagers issus d'un autre sommet j), et que 1'on
désire tenir compte de cette disparité dans le modéle, on introduit des coef-
ficients de pondération hi >0 (assortis éventuellement d'une condition de
normalisation du type L hi= 1). Ces pondérations sont aisément prises en compte

dans la fonction objective, en posant

A'. = A.. h,
ij ij i

et en prenant pour critére 3 minimiser la fonction ZI xij Aij.

11 est toutefois 3 signaler que si la matrice (Aij) vérifie 1'iné-
galité triangulaire, la matrice (Aij) ainsi construite peut ne pas vérifier
cette propriété et ceci peut avoir des conséquences sur les temps de calculs

(voir, 3 ce sujet, la remarque 7 au chapitre II). .



ITI-4 - Problémes 3 critére de distance maximum

Quant aux problémes d critére de distance maximum, on les formule

en écrivant, pour m fixé, le programme linéaire en variables mixtes (P')

+ =
L Xij s 1
- le yj 20
n
) I y. = m
j=1
yj = 0 oul
p - Iz x..A.. > 0
jH 1] 1] -
o} = w(Min)

La variable p représente la distance parcourue par 1'usager le plus mal loti :

0 = Max I X.. Ai'
ix jAH M

~

Pour le probléme 3 colits d'investissements fixés, seule se transforme
P

la fonction objective de (P'), qui devient

a. = w(Min)

IT1I-5 - Formulation comme un probléme de recouvrement

Pour la version du probléme de m—centres 3 colts d'investissements
fixés, nous allons proposer une formulation du probléme de m—centres comme
celui de la recherche d'un recouvrement d'un graphe par des sous-graphes

particuliers, que nous appelons des étoiles.

Une étoile est un graphe qui constitue une anti-arborescence telle

que tout chemin compte au plus un arc.

Voici des exemples d'étoiles :

el mea\e
L Som® ow are one e



Pour formuler le probléme de mcentres, nous considérons le réseau

G' = (X, U', A) ot U' est défini par

U' = {{,j) /i, j€EX et i # j}

A un arc de U' est associé le réel Aij’ plus courte distance par-

courue dans le réseau (X, U, d) pour aller de i & j.

Soit E 1'ensemble de toutes les &toiles de G'. Posons R = |E|,
et désignons chaque &toile par un indice compris entre 1 et R :
E = {el, e2, 83, RS eR}.

A 1'étoile ej de E associons un poids cj ainsi défini :
soit 2 € X l'anti-racinex de 1'étoile ej, alors

cj =ay + Akl
{k/k ¢ 8toile ej}

Soit B la matrice d'incidence sommet-étoile, dont les &léments sont

bij’ i=1, «eeyn, j =1, ..., R, avec
- & 1 si le sommet i est dans l'étoile j
1] 0 sinon

-~

Le probléme de m-centre 3 colts d'investissements fixés peut alors

s'exprimer comme le programme linéaire en nombres entiers suivant :

R
Bv >1 soit X b, v_>1 i€X
: ir r -
r=1
(E) v, = 0 ou 1
cv =w(Min)

Xk
Le probléme (E) est un probléme de recouvrement : on cherche une

couverture minimale (au sens du poids) des sommets de X par des étoiles de

Appelons solution réalisable du probléme de m-centre tout sous-—

graphe partiel de G' dont chacune des composantes connexes est une &toile.

G'.

——— - o o o s o s S T s e S 2 S S S S S —— — —— ——

x . . .
Nous dirons plus simplement la racine.

** Voir réf. ||,
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I1 est clair qu'une solution réalisable du probléme de mcentre

est optimale si la somme des poids des &toiles qui la composent est la plus

petite possible.

Proposition 3 :

1) Toute solution réalisable du probléme de m-centre définit une solu-
tion réalisable de (E).

2) Toute solution optimale de (E) définit une solution réalisable

(et donc optimale) du probléme de mcentre,

Démonstration : Evidente.

Nous étudierons, au chapitre II, les relations entre ces deux

formulations du probléme de m-centre,

i

Pour l'instant, nous remarquerons que cette formulation par les
étoiles permet de prendre en compte des contraintes de capacité maximale
d'accueil : soit, associée & chaque sommet i de X, une capacité maximale,
représentée par un entier compris entre O et n. On se propose de situer
des centres dans X, de maniére i ce qu'aucun centre n'accueille plus d'usa-

gers qu'il n'en a la capacité.

Pour tenir compte de telles contraintes de capacité, il suaffit
d'exclure de la famille des &toiles E, cellesde racine i et qui comportent
plus de ki arcs entrant en i, et de poser le probléme de couverture des
sommets de X par des éléments de cette famille restreinte d'étoiles. Nous
verrons méme que cette restriction ne modifie pas le mode opératoire proposé

pour la résolution du probléme (E).

~

I1 est aussi & remarquer que si dans cette derniére formulation,

n-1
1
le nombre des variables est trés grand (R = I —773%7:—77), le nombre d'iné-
q=o0 q! q):
galités est n, et on sait que du point de vue de la programmation linéaire,

il vaut mieux avoir des ''‘bases"

de la plus petite taille possible. Ce nombre
faible de contraintes est donc un trés net avantage de cette formulation sur

. s . . 2 .
la premiére, qui comptait n” contraintes.




IV - PRINCIPE DE RESOLUTION

Nous sommes donc parvenus A exprimer le problé&me de m—centre

comme un programme linEaire en nombres entiers ou en variables mixtes.

Pour résoudre ce programme linéaire, nous oublierons momentanément
les contraintes exigeant 1'intégrité des variables et résoudrons le programme
linéaire en variables continues qui en résulte. On observe que trd@s souvent ce
programme linéaire continu admet une solution optimale qui est entiére et qui

est aussi la solution optimale du probléme de m—centre.

Quand la solution optimale du programme linéaire continu n'est pas
entiére, nous nous servirons de la valeur optimale du programme continu pour

mettre en oeuvre une procédure par séparation et évalutation (branch and bound).

Cette fagon de procéder équivaut a une ''convexification'" d'un
probléme en nombres entiers et constitue une des méthodes les plus efficaces
en optimisation combinatoire : Held et Karp, réf. ‘3| , ont ainsi procédé
pour résoudre le probléme du voyageur de commerce ; plus récemment, le travaux
de Fargier [L*[ sur l'implantation d'infrastructures dans un probléme de
transport, utilisernt elles aussi cette technique, et de la fagon la plus

fructueuse.

Le programme linéaire continu est de trés grande taille en général,
et n'est gudre passible de la méthode du simplexe classique. Mais la structure
méme de ce programme linéaire, ainsi que quelques unes de ses propriétés que
nous mettrons en évidence au chapitre II, invitent i recourir 3 des méthodes

de décomposition, ou, plus généralement, 3 des méthodes de sous—gradient.

On pourrait penser que ces formulations sont coliteuses parce qu'elles
exigent au préalable la construction de la matrice (Aij) des plus courtes
distances. En fait, par rapport & la complexité du probléme de m—centres,
1'effort de recherche des n2 plus courts chemins est tout & fait négligeable.
ce dernier probléme est d'ailleurs trés bien résolu, par les algorithmes de

Dantzig et de Murchland notamment (voir références |6 |, l l).




CHAPITRE II

ETUDE DU PROGRAMME LINEAIRE CONTINU
DU PROBLEME DE M-CENTRE
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I - ETUDE DU PROGRAMME LINEAIRE (Pc)

I-1 - Le programme  en variables continues associé i (P)

Nous nous proposons d'étudier le programme linéaire (PC) obtenu

a partir de (P) en omettant de ce dernier les contraintes exigeant 1'intégrité

des variables vy,
i

L X.. + o= ]
ik M) 7i
- x.. + L> 0
1] yJ -
n
% . = m
j=1 3
P
®)
y 2 0O
X > 0
XL x.. A.. = w(Min)
1] 1]

Dans ce probléme (PC) les contraintes y > O sont redondantes : en effet

x>0, x.. <y.,= yj > 0.

Cependant, il nous est commode de conserver explicitement ces con-
traintes dans (Pc) : les contraintes portant sur les variahles (y) sont les
plus significatives de toutes et 1'utilité de conserver y > 0 dans (PC) deviend

plus claire au cours de cet exposé.

Des contraintes (Pc) il résulte immédiatement que les composantes

de toute solution réalisable (x,y) de (Pc) sont comprises entre zéro et un

0<x,., <1
- %5 2
0<y. <1
N YJ =
Les cas m = | et m = n-1 sont trés particuliers, comme le montre le théoréme
suivant :
Théoréme 1 : Pour m = 1 et m = n-1 toute solution optimale de base de (PC)

est entiére.
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Démonstration : Nous distinguerons les deux cas m = 1 et m = n-1.

Dans chacun de ces deux cas, nous montrons d'abord qu'il existe une solution
optimale entiére, ensuite nous montrons que toute solution optimale est

combinaison convexe de solutions optimales entiéres.

(A) Prenons d'abord le cas m = 1.
A.1. Dans toute solution réalisable (x,y) on a

xij=yj ¥i, 3 i#73,

ceci parce que les relations

X.. < Y.

ij = 7]
l=y.+ ¥ x,.< ¥ y. =1,
g T = )
obtenues 3 partir des contraintes de (PC), impliquent

X.. =V,
1] yJ
n
A.2. Soit § = Min LA,
. 12
2=1,...,n 1i=1

I1 est clair que si un indice lo vérifie

n
§= ¥ A. |,
i=1 ho
. ~Qo ~Q/0 P .
alors la solution (x 2, y °) définie par
Lo Lo
Yo =1 X, =1 i #2
20 ife o
Lo . Lo . .
yj =0 i E L, xij =0 i#3

est solution optimale de (PC).

En effet, pour toute solution réalisable (x,y) de (PC), on a :

n n n n n n Lg
oL ox b= % I yb.= Ly I A>3 8=8=71 2 %, A, ..
i=1 A P e ga TR =1 T i=r M7 a1 Y i=1 j4i M
L. R

. ~~o0 ~"0 o . .
Cette solution (x , y ) est évidemment de base, elle est donc solution

optimale de base de (Pc)'

A.3. Soit (%, §) une solution optimale de (P ), et soit L = {2/§, > 0}.
si |L| = 1, cette solution optimale (X, §) est entiére.

Supposons que |L| > 1.
Alors ¥2 L, on a O < Yy < 1.
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Nous allons voir que (X, §) est combinaison convexe de solutions

optimales de base de (PC).

n n
En effet, I T X.A,.= L §, I A,, =08, cette derniére égalité
I VTR N I T
puisque (%, §) est optimale.
n
Comme L AifL >§ et & 3\'9, =1, 1'égalité précédente entraine que ¥ €L
i=1 L L
n
on a .Z Aiﬁ =g,
1=]

ce qui prouve que (%, ¥) est combinaison convexe des solutions optimales

(il, §Q),Jlelﬂ chacune d'elles affectée du coefficient ¥o-

(B) Considérons i présent le cas m = n-1.
B.1. On remarquera tout d'abord que dans toute solution (x, y) réalisable

de (Pc) on a @

n
X % X, = 1,
i=1 jA M
car
n n
L z X,. = - I y. =n-m-= 1,
i=1 i M j=1 7
B.2. Soit § = Min A, .
ity ™ i
3 totdo ~lo’jo
Pour tout (io, jo) tel que Ai i = §, la solution (x s Y ) ainsi
oo
définie
i,]
5,0 %=1 st Ai
i,j
~"0’Y0o
yi =0
o
1,7 i,]
v 0o _ v 0’0o _ .
io’jo 1, x%,k 0, pour tout couple (%, k) # (1°,J0)

est optimale de (Pc)°

En effet, pour toute solution réalisable (x,y) de (PC) on a :

n n _ _
I Zx . bi>3 I ox.8=3
i=1 §AL 13N T gap gA M
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B.3. Soit (%,¥) une solution optimale de (Pc)‘

(%) soit L = {&/y, < 1} et K = {k/yk = 1},
I1 est clair que k K => ¥j # k, x, =0.
j
De plus, on a 1'égalité
k| + I Yo =n-l =m
2L
n
(%x) La quantité I I X,.A.. est donc égale a I L x, 4, .
i=1 j4i 13 1] s Lk 45

or £ I %2 AQ > L I %2 § =8 et puisque (%,) est optimale, cette
LLFA 7373 2L A T
inégalité est en fait une égalité :

5 L % A =3 3% T % ,
gL iR Y Y oL X
soit
ZZ?‘JLEAQ“S.]‘O
L L jE 7] j

Dlod, ¥ L, ¥j £2% & [b, - S] =0,

soit encore
X Fo=>A =28

) 2.
j j

(%) Appelons IJ 1'ensemble des couples (&,j) tels que ﬁg £ 0.

j . .
Ce qui précéde permet d'affirmer que ¥(&,j) IJ, la solution (iQ’J, §Q’J)

est optimale de (Pc)°

Par ailleurs on a z Qg. = 1, ce qui signifie bien qu'on peut écrire
2,3) 1J 7]

~ A .. . . ~2,5 ~2,] .
(X%,9) comme combinaison convexe des solutions optimales (x ’J, y ’J), ,3 13,

chacune affectée du coefficient ﬁij'

I-2 - Solutions non entiéres de (Pc)

Si la solution optimale de base de‘(Pc) est toujours entiére pour m=1 et
m = n-1, ceci n'est pas nécessairement le cas pour les autres valeurs de m,
comme on le constate en résolvant le programme linéaire (PC) associé au probléme

de mcentre sur le graphe suivant, avec m = 3.
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Sur les arcs de ce graphe, les longueurs non indiquées sont prises

égales a 10,

La solution optimale de (PC) est :

y; = 1/2, i=1,2, ..., 6
X|3 = Xgp = X = 1/2
X5 = X5 = X, = 1/2,
les autres xij étant nuls. Cette solution est l'unique solution optimale de

(Pc)’ elle est donc de base.

Cependant, lors de 1'étude expérimentale qui a été entreprise, il
P q P

s'est avéré plutdt rare de rencontrer des solutions optimales de (P) qui

soient non entidres ; et pour reprendre 1'exemple ci-dessus, la solution

optimale de (PC) est fractionnaire pour m = 3 et entiére pour toutes les

autres valeurs de m, 3 savoir m = 1, 2, 4, 5 et 6.

Le théoréme 'l éclaire peut-Etre cette observation : si le graphe
présente une sectorisation suffisamment marquée, c'est i dire si ses sommets
se regroupent nettement en plusieurs "secteurs', les distances intra-secteurs
(entre les sommets d'un méme secteur) &tant trds faibles par rapport aux
distances intersecteurs (entre sommets de secteurs différents), alors la
résolution de (Pc) €quivaut 3 l'attribution de centres aux différents sec-

teurs.

-~

S'il a été attribué 1 ou ns-l centres 3a un secteur (ns étant le nombre
de sommets de ce secteur), le théoréme 1 indique que le probléme (P ), restreint
a chaque secteur, conduit 3 une solution entiére ; les centres peuvent aussi

"mal" se répartir par rapport aux secteurs et il apparait alors des solutions

fractionnaires.
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IT - VERSION A COUTS D'INVESTISSEMENTS - PROBLEMES DUAUX

Pour la version 3 cofits d'investissements fixés, le probléme en

variables continues associé au probléme (Pl) est le programme linéaire (P]c)

j;zéi Xij + y; = 1 i=1,2, ..., n
- X,, + . > 0
1] yJ -
e, y 2 0
X z 0

X xiinj + I ay, = w(Min)

Pour ce probléme (P]C) on n'a pas un résultat du type du théoréme 1. La ressem—
blance dans les formes des programmes linéaires (P]c) et (PC) sera exploitée
dans toute la mesure du possible, mais ces deux problémes sont loin d'étre
"équivalents". Ainsi, par exemple, dans la circonstance ou (Plc) admet

plusieurs solutions optimales différentes, celles-ci n'ont pas nécessairement
n
le méme nombre I . de centres construits.
Yi
i=1

Les problémes duaux associés 3 (Plc) et a (Pc) permettent d'établir

un premier lien entre ces deux versions du probléme de m-centre.

Le dual (Q) de (Pc) est le probléme

Mj >0 i#] (1)
Wty A i#j (2)
(Q
H. + L A, - TZO i=1, ..., n
Lok 4
PR - mt = Z(Max)

Dans ce programme linéaire (Q), les variables ne sont pas contraintes 3 la
_positivité : elles correspondent 3 des &galités de (Pc) ; nous noterons aussi

que les contraintes (3) peuvent se remplacer par des égalités :

M. + I A, - T=0
Lok 4
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Quant au probléme'(P]c), son dual est le programme linéaire (Ql) :

kij >0 (n
Hi T Ay S8y (2)
Qp
W, + £ A, < a, (3)
T
n
T u. = Z(Max)
. 1
i=1

Les contraintes (3) de (Ql) peuvent aussi s'écrire comme des égalités. Du
rapporchement de ces deux problémes (Q) et'(Q]) il apparait que la variable
T de (Q) joue le rdle d'un cout d'investissement ; le probléme 3 nombre de
éentre;fixés peut donc étre considérée comme un probléme dans lequel on
cherche a :

- fixer le niveau optimal d'un colt de construction uniforme (identique

pour tous les sommets) ;

- construire le schéma optimal correspondant 3 ce niveau de colt de cons-

truction.

Nous donnerons plus loin une interprétation des variables (ui,lij)
de (Q]). Pour 1'instant voici un résultat qui permet d'éliminer certaines

contraintes de (Ql)'

A, . > a,
i3] i
o o o

alors dans toute solution optimale (§,§) de (Plc) on a

x, . =0,

1
OJO

Démonstration : Soit (2,5) une solution optimale de (Plc)'

i x, . > ' y. < 1.
Si X, i 0, c'est que Y 1
o~ o o
Soit alors € = Min (1 - §i , X, . ) > 0.

i
o o’do

On définit une nouvelle solution (X,¥) en posant

;o sio(L0) £ (i)

">
]

ij _
ﬁi 3 = x, ;T €
i
o o o-o
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Cette solution est réalisable de (P]C) et sa valeur est

n _ n _ n n
Z I x A+ T ay . +e (A, . +a )< I I XA .+ I ay,
i=1 j#i P3P g R odo o q=p g MM i
ce qui contredit le carctére optimal de (;,5).

. .. . _ . <A,
Du point de vue dual, pour un tel (10,30), la contrainte uio XioJo < AloJo

est redondante, car des contraintes (1) et (3) de (Q') on tire

P

Dans la suite nous supposerons avoir procédé i 1'élimination, dans
(Plc) et dans (Q]), des variables et contraintes correspondant i la situation

décrite dans cette proposition 2.

PROBLEMES A CRITERES DE DISTANCE MAXIMUM

La structure de (P'c) et (P! ), programmes linéaires en variables
lc

continues associés aux programmes (P') et (P;),

rox,. + y, = 1
j#i ij i
- X,. + . > 0
1] yJ =
n
I y. = m
j=1
®"H o - X. .A > 0
iAo Y
X > 0
y 20

o] = w(Min)



_27_

est suffisamment analogue 3 celle de (Pc) pour que nous puissions dans la
suite nous permettre d'omettre la répétition de certains résultats établis

pour (Pc) et qui s'appliquent sans changement 3 (Pé) ou i (P;C).

La nature méme du critére de la distance maximum fait que le
pProgramme 1inéaire (Pé) admet plusieurs solutions trés voisines et de méme
valeur ; ceci introduit dans (Pé) un caractére de dégénérescence beaucoup
plus prononcé que dans les autres programmes linéaires que nous avons men-
tionnés. Mais en outre, le critdre de la distance maximum introduit dans
(Pé) une autre caractéristique aux conséquences fAcheuses : la valeur
optimale du programme continu (P;) peut 8tre trés inférieure & la valeur

optimale du programme discret P"H.

Ainsi dans le cas m = 1, la solution optimale de (P') est alors de construire

1'unique centre autorisé en un sommet io vérifiant

§. = Min 6,
1 1

o iX
ol
61 = Max AQ
LFL i
Prenons pour solution réalisable (x,y) de (Pé) celle définie par
X.,. =y. = 1/n.
1] yJ
La valeur de cette solution est
°i = Max pi
1
avec
L A
T
i
n
Cette quantité p; Ppeut étre trés inférieure 3 Gi : on construit aisément
1 . o
une matrice A telle qu'on puisse prendre il = io’ et dans laquelle le
i
o . em =
rapport =— est inférieur a 17.
i
o

Ces propos laissent présager que les problémes (P') ou (P{) seront

les plus difficiles i résoudre, nécessitant de nombreuses étapes du 'branch

and bound".
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1V - ETUDE DU PROBLEME A VARIABLES DE CONSTRUCTION FIXEES

IV-1 - Le probléme Pc(y)

La premiére formulation que nous avons proposée du probléme de

m-centre utilise deux groupes de variables distinctes : les variables vy,
associées 3 la décision de construction d'un centre, et les variables X,
qui sont des variables "de transport" (ou de déplacement), xij représentant
le déplacement de 1'usager du sommet i qui se rend en un centre construit
au sommet j. De ces deux groupes de variables, les variables y sont les
plus déterminantes, et il est donc naturel d'étudier le probléme Pc(y)

qui résulte de (PC) quand on considére les variables y comme fixées :

z xij = 1- v i=1, ..., n
. < ) . .
xiJ =Y L#]
Pc(y) ‘
X. . > 0
ij -
Tz X Aij = w(y) (Min)

La structure trés particuliére de ce problémes, ainsi que la facilité
de sa résolution, sont un avantage essentiel de la formulation linéaire que nous
avons proposée. L'analyse des solutions optimales de Pc(y nous permettra,
non seulement d'élaborer des procédures efficaces de résolution de (Pc), mais

aussi de découvrir de nouvelles expressiom du programme linéaire du probléme

de mrcentre.

Avant de passer 3 l'analyse de ce probléme Pc(y), nous allons intro-
duire deux matrices d'indices, 0 et B, définies i partir de la matrice A, et

trés utiles pour la suite.

~

IV-1-1 - La matrice 0O est une matrice nXn entiére, 3 &8léments dans

{1,2,...,n}. L'élément 0., (qui sera aussi ecrit Oi(k» de 0 est ainsi
défini :
oi(l) = j <> j est le 1iéme plus proche voisin du sommet i.

2e€{0,1,...,n-1}, avec la convention 01(0) =i (car Aii = 0).

~

La iéme ligne de 0 correspond donc & la permutation des sommets {1,2,...,n}

qui les range en ordre croissant des distances Aij :

A A

. < . <A' <..'
101(0) - 10i(1) - 10i(2) -
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Pour prendre un exemple, si A est la matrice 4X4 suivante :

0 2 15
2 0 3 3
1 3 0 6
5 3 6 0

On remarque que la seconde ligne de cette matrice o aurait aussi
bien pu @tre :

I1 n'y a donc pas unicité de 1a matrice 0 associée 3 A.

IV-1-2 - La matrice B est entiére n n, 3 éléments dans {O,l,...,n-l}.

L'élément Bij (ou Bi(j)) de B est défini comme le rang du sommet j du point

de vue de son éloignement du sommet i.

La matrice B associée i la matrice A de 1l'exemple ci-dessus est

0 2 1 3
1 0 2 3
1 2 0 3

N
w
o
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IV-1-3 - Propriétés et construction des matrices 0 et B

Les deux propriétés les plus significatives découlent de la défini-

tion méme de 0 et B ; ce sont :

(1) B, (@, (1)
2) 0, (8 (3

r, ¥yr {0,...,n-1}

¥ji {1,2,...,n}

]
(SR
-

La construction de O est fort simple ; la iéme ligne de O est
obtenue en réarrangeant les indices {1,2,...,n} par ordre croissant d'éloi-

gnement de 1.

A partir de 0, la matrice B est construite aisément grdce a la propriété (1),

en faisant

Bi(oi(r)) = r, pour r allant de zéro i n-1.

IV-2 - Résolution de Pc(y)

IV-2-1 - Résultats fondamentaux

Soit donc y un vecteur fixé.
I1 n'est que d'examiner les contraintes de (Pc(y)) pour constater que la
résolution de ce probléme &quivaut & la résolution des n programmes linéaires

1
Pc(y)

I x = 1-y
e ij i
Pi(y) X, . < vy, j#i
c 1] = J
L x..A.. _ .
J ij "1 = wi(Mln)

pour chaque i {1,2,...,n}. Le dual DPt(y) de PZ(y) est le programme linéaire

- < AL .o
My XiJ < AlJ | j#Ei

v
o

i
DPc(y) Aij

(]-yi)ui - I >\i. y.

z. (Max
A P37 i (e

Ce dual DPt(y) est toujours réalisable.

.
.



Pour les cas ol le vecteur y vérifie les inégalités suivantes :

0<y, <1, i=1,2, ..., n
n
'Z v > 1
1=1
nous définirons la famille d'indices p(i), i =1, 2, ., N, associée au

vecteur y (famille que nous appellerons aussi py(i), quand il faudra &étre
plus explicite), 1l'indice p(i) étant défini comme le plus petit entier k

compris entre O et n-1 et vérifiant :

k-1
ry < 1
r=0 Oi(r)
et
k
Iy > 1
r=0 Oi(r)

Les solutions optimales de PZ(y) et DPt(y) s'expriment alors trés

simplement en fonction de ces indices p(i)

<1, i=1,2, ..., n

Alors la solution optimale de PZ(y) est :

Yo, (1) > Osrr,®
i)-1
. | Py(;) i
X, = - y y r =p (i
io, () =0 o, (r) y
S .
0 . r py(l)

La solution optimale de DPz(y) est :

x — .
Mg = byg, (y (D)
* - Aioi(p (1)) - Aici(r) ’ 0 <r <p, (i)
ig, (1) y
' 0 > r > p (i)
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~ . * % *x .
Démonstration : En effet, (xij) et (ui, Aij) constituent un couple de
j#i J#i
solutions primale et duale réalisables, vérifiant les conditions des &carts

complémentaires.

Nous montrerons plus loin que (uf, Afj) est un sommet du polyédre DPZ, c'est
jAL

a4 dire une solution optimale de base du programme linéaire DPl( ).
c y

Décrivons a présent les sommets et les rayons extrémaux du polyédre
i . . . .
DPc' Nous aurons besoin de ceux-ci, au chapitre III, lors de la mise en oeuvre

des diverses procédures de résolution du probléme (Pc)'

Théoréme 5 : Les sommets du polyédre DPZ

DPc A.. >0
ij -
sont de la forme
%
My = Ao, 1
i
- < <
, _ Aioi(k) AiOi(r) pour 0 < r <k
iOi(r)

0 pour k < r < n-1
oi k {1,2,...,n}.

Les rayons extrémaux de ce polyédre sont de la forme

(& u?, £ X;j), £ >0, ot (u:, Afj) est de la forme de 1'un des trois vecteurs
i Z

jH j#i
suivants :
ORIEDWES
@) uf =-1 3 M =0 A
(3) “? =0 ; Afjo =1 ; f; =0, § {1,2,...,0)={i,i_}

Démonstration : On vérifie sans peine les résultats suivants, qui découlent

soit directement de la définition de sommet et de rayon extrédmal, soit de la

forme particulil!re du polyédre DPz.
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= Max(0, Ai Aij)’

%
‘a) Un vecteur de la forme ui = Aioi(k)’ Aij

o, (k)

1
est un sommet de DPc'
< x
b) Un vecteur de la forme (£ U?, £ A:j) ot U: = Aij =1/net £2>0

~ i X % .
est un rayon extrémal de DPC. Ce vecteur (Ui’ Aij) est un sommet du polycdre

S . .
ij-o J#l
.= AL, < .
My ij - Ai]
Iuil DAL=
A
c) Un vecteur de la forme u:= -1, ij = 0 est un rayon extrémal de DPL.
* * * . .
d) Un vecteur de la forme u: = 0, \¥, = 1, A,. =0 J#E] est un
i ij ij o

rayon extrémal de DPz.

Par ailleurs tout programme linéaire dont le polyédre des contraintes
est DP' :
c

cui + I d.A..

z(Max)
sge 3013
jHi

peut s'écrire comme un probléme DPz(y) : il suffit pour cela de prendre

y; = I-c

vy = -dj i A
(H) se résoudra par les considérations du IV-2-2.
Pour établir que 1'ensemble des vecteurs de la forme décrite au a), b),
c) ou d) constitue une énumération exhaustive des sommets et rayons extrémaux
de DPi, il suffit de voir que lorsque (H) est non borné, le rayon (ﬁi, iij)’

it

le long duquel (H) diverge, peut s'écrire sous la forme % My oug * b} u; vy, avec
us >0, Z us =1, les ug étant des vecteurs de la forme décrite au B.l et les

\A de la forme décrite au b), c) ou d).
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Soit donc (ﬁi, Xij) la solution optimale -ou une direction de divergence-
J#L
du probléme (H).

e) S'il existe un k tel que

b a0 W S0

ioi(k+1)

alors la solution (ﬁi, Xi.) est une combinaison convexe de deux vecteurs
j#L

de la forme du B.l.

f iy, > A, alors la soluti U., A..) s'écrit sous la
) Si ul 1Oi(n—l)’ lors ution (ul, 1J) cri
forme d'une combinaison u + Uv, ol u est la solution

* x _
SRR TN %j T Bio m-n T %4y
et v le rayon extrémal

* x
W o= AL, =1
i ij
g) Dans les autres cas (ﬁi, Xij) s'écrit sous forme d'une combinaison

z u; vS ol Vo est un vecteur de la forme du b), c¢) ou d).

IV-2-2 - Résolution effective des problémes PZ(y) et DPz(y)

Voici le mode opératoire de la résolution effective du couple de

programmes duaux Pz(y) et DPt(y).

IV-2-2-1 - Le primal est-il réalisable ?
n
(x) Si v < 1, poser CAS = | et aller en IV-2-2-3.

1=l

(x) Si vy > 1, poser CAS = 2 et aller en IV-2-2-3.

(%) S'il existe j {1,2,...,n}-{i} tel que v < 0, poser CAS = 3 et aller
en 1V-2-2-3. ’

Sinon aller en IV-2-2-2.
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IV-2-2-2 - Le primal Pt(y) admet une solution optimale

Algorithme d'affectation aux plus proches voisins

Le vecteur y vérifie donc les inégalités

0 <y. <1 j=1,...,n (%)

n
oy, >1

(1) Poser € =1 - 5

p(i) =k =0

(2) Si € = 0, poser
p(i) =k
xiOi(Q) =0 ¥2 > p(1)

et terminer.

(3) Sinon € est strictement positif.
Faire k = k+l
X0, (k) © M“‘E" yo.(k)]
i i
eE=¢e- xioi(k)
et aller en (2).

Pour les références ultérieures, ce procédé sera appelé 1'algorithme

d'affectation aux plus proches voisins.

.

Le procédé que nous venons de décrire détermine un indice p(i),

k-1
qui est le plus petit indice k tel que 0 < k < n-1, I Yo (x) <1 et
r=0 i
k
y > 1.
r=o Oi(r)
(%)

_ . < i .
Pour la résolution du probléme Pc(y), on peut avoir y. < 0 sans que cela
ne géne sa résolution. Bien entendu, dans ce cas, les autres problémes

Pt(y), j # i, n'ont pas de solution.
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A partir de cet indice p(i), on définit une solution optimale de

DPf(y) en posant
-

i T Ao (o))

pour r < p(i)

_ A, . - A,
Aioi(r) = mi(p(l)) 10i(r)

r=l,..,n=1 ¢ pour r > p(i)

C'est au théoréme 4 que nous montrons pourquoi cette solution est

optimale dg base du probléme DPt(y)

On remarquera, a propos de p(i), que si v <1 on ap(l) >0 ; par
n

ailleurs si p(i) = n-1, alors I yj =1etp(j) =n-1, ¥j {1,2,...,n}.
j=1

IV-2-2-3 - Le primal n'est pas réalisable

Le probléme DPt(y) est non borné et '"diverge' le long d'un rayon

extrémal que nous allons mettre en évidence.

P . s . i .
On ne peut réaliser la premiére contrainte de Pc(y) ; la fonction
. . i . .
objective de DPc(y) tend vers +» dans la direction du vecteur

x _ .k _
ui = Aij 1

Ce vecteur (uz, K?j) constitue bien une solution réalisable de
DPz(y) 3 11 en est de méme de la famille des vecteurs (§ u?, £ Azj), ol §
JH
est un réel > O,
La valeur d'un tel vecteur est § [Il-y.)u¥ -z X?.y. =11 - Zy.b £ 3
77 ij’] ;3 ’

et cette quantité tend bien vers 1l'infini quand £ tend vers +w.
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CAS 2 : y, > I

Dans ce cas']—yi < 0, et le primal est non réalisable. Le probléme

DPZ(y) diverge dans la direction

Ui = -1

x . .
Aij =0 j {1,2,...,n}-{i}

CAS 3 : Il existe un jo {1,2,...,n}-{i} tel que y. < 0.
. o
Le probléme DPZ(y) diverge le long de la direction définie par le vecteur

b 3
Ui = O
xf. =1
JO
x> =0 i {1,2,...,0)-{i}
ij ] } ’ bl bl .

Nous concluons ce paragraphe par 1'énoncé de deux corollaires de
ce théoréme 4.

Corollaire 6 : Dans une solution optimale (§,§) de (Pc), si les variables ;

sont entiéres, alors les variables x le sont également.

Corollaire 7 : Soit y un vecteur fixé, vérifiant

<vy. < >
0 < y; S 1 et I y; 2 1
et soit x(y) la solution optimale de Pc(y).

Alors pour tout i {1,2,...,n}, 1a quantité I A, . Xij(y) (c'est 3 dire la

jA M
distance parcourue par un usager du sommet i est égale i
p(i)-1 p(i)-1
I vy A, + [} - Iy 1 A. PNy s
reo 93 (1) Tio. (1) rmo 0;(0)] Tio.(p(i))

oi les p(i) sont ceux construites i partir de y par 1'algorithme d'affectation

aux plus proches voisins.

On notera que 1l'algorithme d'affectation aux plus proches voisins
résoud également les problémes Pé(y) et P;c(y), obtenus a partir du probléme
a4 critére de distance maximum en considérant comme fix&es les variables de

construction y.
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V - RELATION AVEC LA FORMULATION PAR LES ETOILES

V-1 - Le programme linéaire continu du probléme de recouvrement

La formulation par les étoiles (chapitre I, III-5) nous a conduit
4 1'expression du probléme de m centre & coflits d'investissement fixés comme

un programme linéaire en nombres entiers :

R
z birvr > 1 i=1,...,n n
r=1

(E) v = 0 oul r=1,...,R (2)
R
)} e v, = w(Min)
r=1

ol la matrice (bir) est la matrice d'incidence sommet-&toile ; chaque &toile
e_est représentée par une variable discréte v, 4 chaque étoile est associée
un poids ¢, somme du coit d'investissement de sa racine et de la longueur

(dans G') des arcs qui la constituent.

Remplagons dans (E) les contraintes (2) par les contraintes (2') :

v_ > 0 ; nous obtenons ainsi un programme linéaire en variables continues (Ec) :

r =
R
L b, > (n
r=1
>
(E) v_ 20 ©))
R
T cv = w(Min
rr
r=1 '

Un premier résultat 3 propos de (EC) est la proposition suivante :

Proposition 8 : Toute solution optimale v de (Ec) a toutes ses composantes

comprises entre O et 1.

Démonstration : Ceci résulte du fait que les c,. sont tous positifs

ou nuls.

Du point de vue de la fréquence des solutions optimales entiéres
du probléme continu, la formulation par les étoiles n'est pas plus avantageuse
que la formulation (PC) -en fait 1'étude qui suit montre 1l'équivalence de

ces deux formulations.
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Le dual (DUC) de (EC) s'écrit :

n
.Z uibir < c. r=1,2,...,R
1=1
(DE ) My >0
n
L yu = z(Max)

Ce programme linéaire est donc celui de la recherche d'un systéme

de ponderatlonsu des sommets de G, de somme maximum et tel que pour toute

étoile e la somme des pondérations des- sommets de 1'étoile e soit inférieure

au poids c, de cette &étoile. 0

V-2 - Equivalence des deux programmes linéaires

Afin détudier les rapports entre les deux formulations, nous

écrirons le probléme (Pl) sous une forme légérement modifiée (ﬁl)

I X.. + y. > 1

jpi 1 i -
- x,., + . > 0
le i 2
®) X > 0
y; = 0 ou 1
n
i + a;y; = w(Min)

I x..A,.
i=1 jAL 1] 1]

Puisque les (A ) et les (a ) sont tous positifs ou nuls, la solution
optimale de (P ) a toutes ses composantes &gales a z&ro ou un ; elle est donc

solution optlmale de (PI)'

Soit (Plc) le programme linéaire obtenu 3 partir de (P]) en remplagant

dans celui-ci les contraintes y; = O ou 1 par les contraintes ys > 0.

Nous allons établir 1' équivalence des programmes linéaires (E ) et

(P ), cette notion d'équivalence &tant précisée dans le théoréme 9.
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Théoréme 9 :

(A) Toute solution réalisable de (ﬁlc) définit une solution réalisable de

(Ec) de méme valeur.

(B) Toute solution réalisable de (Ec) définit une solution réalisable de

(ﬁlc) de méme valeur.

Les programmes linéaires (Ec) et (ﬁlc) sont donc équivalents.

Démonstration :

(A) Soit (x,y) une solution réalisable de (ﬁlc).
Voici un procédé constructif qui lui associe une famille d'étoiles dite
définie par (x,y) et une solution v réalisable de (Ec).
(0) Poser vy = o, ¥ {1,2,...,R}
Pour chaque sommet j {1,2,...,n}

(1) Poser p = yj

et considérer comme "arcs non encore utilisés" tous les arcs (i,j) arrivant

en j et tels que xij > 0.
(2) (%) Ss'il existe des arcs non encore utilisés aboutissant en i
poser § = Min x..
1]
(i,j) non encore utilisé

(ce § est > 0) et aller en (3).

(x) S'il n'existe pas d'arcs non encore utilisés et
.s1ip>0
poser § = p et aller en (3).
.81 p=0
passer au sommet suivant : j+1,
(3) Soit ey 1'étoile définie de la maniére suivante :
- elle est de racine j,
- elle comporte les arcs (i,j) tels que
% (i,j) est non encore utilisé
£ x,.=26

1]
cet ensemble d'arcs pouvant &tre vide.

P r
oser v, §
p =p =36
Considérer les arcs de cette &toile comme "déja utilisés" (id est xij

et aller en (1).
On remarquera que cette &toile ey introduit un poids c Yy qui est égal 3

cQG, soit

"
o
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z
(i,3) e

x..A.. + v,a.
ij ij 273

Ce procédé est fini uisqu'a chaque fois, le nombre des arcs non
P s

encore utilisés diminue strictement (ou alors on change de sommet-racine).

Bien évidemment, on a v, > 0, ¥% {1,2,...,R},

L
Par ailleurs, par construction de v, on a
R
X birvr = I X+ Y. > 1
r=1 iR M

Le vecteur v est donc solution réalisable de (Ec)'

R n n

On a ¥ cv_ = I x. .A. . Y y.a, , ceci 3 cause de la remarque faite
. ... 13713 . i1
r=1 i=1 j#i i=1

au pas (3).

On trouvera plus loin un exemple illustrant cet algorithme.

(B) Soit v une solution réalisable de (Ec)' On définit une solution (x,y)

réalisable de (P]c), associée i v, de la maniére suivante :
. =X
YJ Vr

r {'r/er est une étoile de racine j}

r {r/er est une étoile (de racine j) comptant 1l'arc (i,j)}.

Il est clair qu'ainsi définie (x,y) vérifie
.. <y.
¥y = Vi
Par ailleurs

R
z X, vy, = Z b
j#i ] r=

c.q.f.d.
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Voici un exemple illustrant 1'application du procédé décrit dans
P P

la démonstration du théoréme 9.

0.}

0.3

L'algorithme donne les &toiles suivantes

Valeur de la composante

EEEilE de v correspondante
@ 0.7
C:) 0.7
<£>"”‘—’—’(:> 0.3
“-~‘.._‘(::)
® 0.7
® !

V-3 - Lien avec le probléme 3 nombre de centres fixé

Quand le nombre de centres est fixé, nous avons vu que le dual du

probléme continu était

A, > 0
1] -
M7 <843 M
Q)
Wy +Ih - TZO (2)
I u - mT = z(Max)
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La variable T apparait comme un colit d'investissement, le méme pour

tous les sommets de G.

Voici comment retrouver le probléme de couverture de G par des

étoiles.

Appelons n-étoile toute &toile a n sommets, c'est & dire un graphe partiel
connexe de G qui est une étoile.
Les contraintes (2) de (Q) entrainent que la somme des pondérations U, sur une

n-étoile doit @tre inférieure ou égale au poids de cette étoile :

En effet
T>u, + L A Zu.-rZ(u—A)
Lo M em PN
qui s'écrit aussi
n
T+ I A, > I M.
gbi YT g=1 I

Pour T fix8, (Q) est le probléme de recherche d'une couverture minimale de G

par une classe particuliére d'étoiles.

V-4 - Remargue

Cette équivalence, que nous venons d'établir entre (P]C) et (Ec)
autorise 1'introduction dans (Q]) des contraintes

ui>0 i= 1,2,...,n

ceci sans altérer l'ensemble des solutions optimales de Ql'

Ces contraintes nous seront utiles au chapitre III.

ETUDE ET INTERPRETATION DU PROBLEME Ql

Vi-1 - Signification des variables

I1 paralt utile de connaitre la signification des variables (us M)

du programme linéaire (Q])

. R T et
1
M.+ r A < a
i LA Zi i
n
¥ ' = z(Max)
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Nous obtiendrons de 1'étude d'un probléme proche de (Ql) des indica-

tions utiles pour 1'élaboration d'une interprétation plasible de ces variables
(1,2,

Supposons avoir fixé, dans (P]c), certaines variables 3 zéro, certain

autres a n :

Soit Io l'ensemble des indices i tels que y; est fixé 3 zéro (il est interdit

de construire yn centre au site i).

I] l'ensemble i # y; = 1 des sommets od 1'on construit obligatoirement

un centre.

I2 = §1,2,...,n‘}- IouI], l'ensemble des sommets de X ol la

de construction (ou de non construction) n'est pas encore déterminée.

Pour déterminer celle-ci, on peut modifier (Plc) et écrire :

z X, . = 1, i€l
. ij o
i 11,
z X.. + vy, = 1, i €l,
. ij i
j IV,
- xij + YJ' > 0, 1 IoUIZ’ J 612
xij > 0, i IOUIZ’ _]GI2
Yj > 0, JGIZ
X I x..A.. + L a,y. = w(Min)
. . ij i3 . i’i
i Io\)I2 Jel2 i 12

programme linéaire dont le dual est

)‘ij > 0 1e.IOU12_, jel,
- . ieIl YI., jelI
M kij 2 AiJ 1e oU 20 16l
My < Aij i 610012, Jer,
. o+ z X, < a, iel,
S 30) S i
X My = 2z(Max)

1‘10\)12
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Ce dernier programme linéaire nous éclaire sur la signification

des variables de (Ql) :

Du point de vue du sommet i, la variable My détermine un découpage du graphe G
en 3 zones :

- une zone de consommation obligatoire : celle de tous les sommets ]

tels que “i > Aij 5

~ une zone de consommation interdite : celle des sommets j tel que

- une zone ou la consommation est libre, celle des sommets j tels que

La variable Hy apparait donc comme un rayon d'action, distance du

sommet i au sommet le plus €loigné auquel i a la permission d'aller se fournir.

La variable Aij est une pénalité, un préjudice subi par la communauté
—_—
lorsque, 3 cause d'une construction insuffisante dans sa proximité, 1'usager
du sommet i est obligé de dépasser le sommet j pour aller se fournir & des

centres situés i une distance “i’ ceci afin de totaliser le quantum (ou 1'unité)

de consommation qu'il requiert.

Ce préjudice est posé &gal au supplément de distance parcourue pour

dépasser le sommet j, soit
A.. = U, = A, L.
ij Hy ij
. 1 . . . e e .
A cause des contraintes (3) de (Q'), maximiser la somme des My tend 3 minimiser

Lz A'j’ c'est 4 dire minimiser le préjudice total subi par la communauté.
1 .

Pour un sommet i, I AQ est le préjudice subi par la communauté
LEL 7L
d cause d'une construction insuffisante de centre en i 3y la contrainte (3) de
Q') signifie donc que le déplacement maximal de i, ajouté 3 la pénalité pour

construction insuffisante de centre en i, reste inférieur i a, -sinon il de-

viendrait alors plus intéressant de construire le centre.
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VI-2 - Ebauche d'un algorithme de résolution de Q'

Cette interprétation suggére un procédé de résolution du probléme
(PICL procédé dont l'attrait principal est que son évolution peut &tre aisé-
ment visualisée et donc guidée -ce serait 13 un algorithme interactif.
En voici une description :

(0) Se fixer des rayons d'action initiaux My

(1) Construire un vecteur solution (x,y) vérifiant les contraintes de

consommation imposées par les s a savoir :

My > Aij => xij =Y dans la zone de consommation obligatoire.
My < Aij => xij = 0 , dans la zone de consommation interdite.
u, =A,.=>x.. <y., dans la zone de consommation libre.

i ij i] - 71

(2) Calculer, en chaque sommet, la quantité

g. =1-y. - I X..,
i i e ij

qui est le surplus (gi > 0) ou le déficit (gi < 0) de consommation du sommet 1i.

Si g = 0 pour tout igX, la solution actuelle est optimale.

(3) Sinon, grace a 1l'information fournie par les surplus et les déficits
le décideur modifie les rayons d'action, diminuant le rayon de ceux qui ont

trop de consommation et augmentant le rayon de ceux qui ne consomment pas assez.

Avec ces nouveaux ui, on reprend le procédé en (1).

REMARQUE SUR LA MATRICE A

Pour conclure ce chapitre, nous remarquerons que toute 1'étude des
paragraphes précédents n'a jamais explicitement utilisé le fait que (Aij) est

une matrice des plus courtes distances.

La seule propriété de (Aij) qui ait été mise 3 contribution est la
positivité des éléments de A :

Bis 20, b, =0,
On pourrait voir 13 une "généralisation" du probléme de m—centre, et se dire
que tout probléme combinatoire pouvant se mettre sous la forme du programme

linéaire en nombres entiers (P) est résolu par les procédés que nous proposons

aux chapitres III et IV.
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En fait, on est obligé de déchanter, car l'expérience numérique montre
que quand A ne vérifie pas 1'inégalité du triangle

Big S 8q * By

la solution optimale de (PC) est rarement entiére, et 1'écart entre la valeur
optimale de (PC) et celle de (P) est fort important.

2
Tout se passe comme si, dans R® » le polyédre des (x,y) défini par

les contraintes de (Pc)

. + . =
z xiJ Y; 1
- X.. + . > 0
*ij Yy =
X. . > 0
1] -
. > 0
YJ 2

avait une densité de sommets entiers plus importante dans certaines régions

que dans d'autres ; quand la matrice A vérifie 1'inégalité du triangle, 1'hyper-
2
plan qu'elle définit dans R" semble &tre du cOté du polyédre ol la densité

des points extrémaux entiers est grande.

L'analyse précise de 1'influence de cette propriété d'inégalité
triangulaire sur 1'intégrité des solutions optimales de (Pc) reste une

question ouverte.
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CHAPITRE III

METHODES DE DECOMPOSITION POUR LA RESOLUTION DU PROGRAMME LINEAIRE
DU PROBLEME DE M-CENTRE
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L'extréme facilité de résolution du probléme & variables de construc-
tion fixées, ainsi que la connaissance détaillée que nous avons des polyédres
DPz, recommandent la recherche de méthodes de résolution dans lesquelles, par
un artifice quelconque, on "escamote" les variables (x ) du programme linéaire,

l'effort essentiel portant alors sur la détermination du niveau optimal des

variables v

MISE EN OEUVRE DU PRINCIPE DE DECOMPOSITION DE DANTZIG-WOLFE

Ce principe de décomposition consiste & écrire tout point d'un
polyédre comme combinaison linéaire de points extrémaux (sommets ou rayons
extrémaux) de ce polyédre ; les variables sont alors les coefficients de
cette combinaison lin&aire et on recherche 1la combinaison optimale par 1la

méthode révisée du simplexe.

Dans le cas du probléme de m-centre, i colits d'investissement par
exemple, la procédure la plus simple et la plus efficace est celle qui ré-
sulte de l'application de ce pPrincipe au dual (Q ) du programme linéaire

®.)

IPR }‘ij < Aij i€{1,2,...,n}, j#i (1
W, + % A < a, (2)
i 01 Ri i
Aij > 0 (3)
n
) My = z(Max) (4)
i=1
I-1 - Appelons DPz le polyadre de R™ défini par les contraintes
. W, = X.. < A.. ¥j £1i
ppi i ij ij
¢ A. > 0
ij -

et soit S(l) 1' ensemble des points extrémaux (c'est i dire des sommets ou rayons

extrémaux) de DP

Ces points extrémaux sont repérés par un double indice (%,i),
L= 1,2,... N(i) = |S(1)| Les sommets de DP seront repérés par un (%,i),

ol £ vade 1 4N (1), les rayons extrémaux de DP par un indice (%,i), ol
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% va de N](i)+] d N(i). Un élément quelconque de S(l) sera noté (ﬁ%’l, A

=2,1
ij )
j#i, j={1,...,n}

- P, i P . . P
Une étude détaillée de cet ensemble S( ) a été faite au chapitre précédent,

€tude que nous reprendrons en temps utile. e

I-2 - Toute solution (u,\) réalisable de (Q]) définit une solution réalisable

i . . ~ . ..
(ui, Aij) de DPc’ solution qui peut &tre &crite comme une combinaison

j=1,...n, j#i
des points de S(l) :
N(i)

oy

2,1 ﬁ%’i
=1

=
]

Nél) Li g
ij

A . Y
ij -

avec yl’l > 0 pour & = 1,2,...,N(i) et

N, (D)
T Yz’l = 1
2=1

Une expression équivalente du probléme (Q]) est donc

"extrémal" suivant :

N, (i)
! %,i
z ’ =
g=1 Y
Yz’i 2
(QE) D )
N(i) , . . NG, . .
5 ul,l YQ,l + 5 3 A%il YR,J
2=1 j#iog=1 3
n NG{) |, . .
o3 pebybd =
i=1 %=1

le programme linéaire

1 i=1,2,...,n

0 i=l,...,n, 2=1,2,,...N(i)

z(Max)

Le programme (QE) comporte 2n contraintes, ce qui constitue une réduction

n
importante par rapport aux n2 contraintes de (Ql)' (QE) compte ¥ N(i)

1=1

colonnes (ou variables), chacune correspondant 4 un sommet ou 3 un rayon

extrémal de DPz, i=1,...,n,



..53_

I1 sera utile de connaftre le dual (DPE) de ce programme ; ce dual a la

forme suivante :

2,1 2,1 2,1 .
Py *+ My ui’ + ‘Z. ﬂj Ai; > ui’ , L = 1,2,...,N](1)
!
(id est, pour (2,i) désignant un sommet de DPt)
- . - . _9[ 3
(DQE) LRI L S SR 7S SN W, R =N (D)+1,...,N()
11 cz: 1 1] - 1 1
it
(id est, pour (%,i) désignant un rayon extrémal de DPZ)
n n
L p. + I T. a. = w(Min)

Nous donnerons plus loin une interprétation de ce probléme (DPE) ; disons pour
‘1'instant que les ™ optimaux fournissent les variables optimales de construc-

tion dars le probléme (Plc)

«’ . (3
et que les pi apparaissent comme les distances parcourues par chacun des

usagers i, 1 {1,2,...n}.

I-3 - Mise en oeuvre de 1'algorithme révisé du simplexe

I-3-1 - Rappel du principe

Le probléme (QE) étant sous forme canonique par rapport & une base,
le principe de la méthode (révisée) du simplexe est de rechercher une colonne
(une solution réalisable) dont le colit réduit soit positif et de 1'introduire
dans la base. Si les colits réduits de toutes les solutions réalisables sont

négatifs ou nuls, la solution de base actuelle est optimale.

I-3-2 - Expression des coiits réduits

Quand le programme linéaire (QE) est sous forme canonique par rapport

d une base, cette base définit un vecteur multiplicateur (p], Pos wves P 3
Tys Tos vees nn).

L'expression du colit réduit d'une colonne (ui, Aij ) est alors
j=l,...,n

jH
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- soit (I-m, )y, = I m. A.. - p,
i’ti A j "ij i

si cette colonne correspond 3 un sommet de DP1

c
- soit (l-m)u, - I w. A..
1771 A J ij

si cette colonne correspond i un rayon extrémal de DP’.
c

I-3-3 - Recherche d'une colonne entrante — Test d'optimalité

Pour mettre en évidence un point extrémal de colit réduit positif,
on résoudra, pour chaque i {1,2,...,n}, le couple de programmes linéaires
i i
duaux DPc(ﬂ) et Pc(ﬂ) :

W = A, <A.. 2% = I-m
i 1j = Tiigsy jHL
. - X.. z =T,
A.>0 P (M) 1] J
ij - c
X.. > 0
1] =
(1-m )y, = £ m. A.. = z(Max)
rot 31 I ox . b, = w(Min)
iAo BN

Pour la résolution de ce couple de problémes duaux, nous avons donné, au chapitre

précédent, un procédé trés simple qui construit toujours, quel que soit T, un

point extrémal de DP

0

Tous les points extrémaux ainsi mis en évidence, et qui sont de cofit réduit
positif, sont & introduire dans la base (-on peut aussi choisir de n'introduire

dans la base que celui dont le colit réduit est le plus grand).

. - i . . ~ .
Si, pour tous les problémes DPc(ﬂ), 1 =1,...,n, les points extrémaux construits

sont de colit réduit négatif ou nul, la solution de base actuelle est optimale.

I-3-4 - Interprétation

La négativité des colits réduits exprime exactement la réalisabilité

des contraintes de (DQE) pour le vecteur multiplicateur courant (p,T).

-~

La recherche d'une colonne entrante équivaut & la recherche d'une
contrainte de (DQE) qui ne soit pas vérifiée. Quand tous les coiits réduits

sont négatifs ou nuls, le vecteur multiplicateur est devenu dual réalisable

et la base actuelle est optimale.
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I-3-5 - Bage initiale et vecteur multiplicateur correspondant

I1 est trés commode d'avoir pour base initiale une base dont les

colonnes constituent une matrice identité.

Ceci présente de nombreux avantages : on n'a pas i inverser la
premiére base et le calcul du vecteur multiplicateur est immédiat ; d'une

base a4 1'autre, en une seule opération de pivotage, on obtient 1'inverse

de la nouvelle base : elle est constituée par les colonnes actuelles de

la base initiale.

Dans notre cas, les contraintes de (QE) étant des égalités, on
ne peut utiliser la base des variables d'écart. Cependant un choix judicieux
des colonnes de (QE) permet d'obtenir pour premiére base réalisable une

matrice identité -voici comment procéder.

a) Pour les n premiéres contraintes de (QE) (contraintes de convexi té)

les colonnes de base choisies sont celles correspondant aux sommets (ui =0,

Xij = 0) de chacun des polyédres DPil)
j#i
b) Pour les n contraintes suivantes de (QE) (contraintes de liaison),
on définit, pour tout i {1,2,...,n}, 1l'indice q(i) comme étant
i+1 si i < n-l
q(i) =
1 si i=n

soit encore q(i) = i+1 (mod n).

Et dans la n+iéme colonne de base on met le rayon extrémal de DPiq(i)) cuivant
My 7O
Aq(@),i <!
Xq(i),j =0 i {1,2,...,n} - {i,q(i)}

qui sera de base dans la n+iéme contrainte de (QE).

Les colonnes de (QE) sont
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. . < i
- soit si elle correspond 3 un sommet de DPc'

|O'°'O—‘O'°'O"°O

il

i2

> >

ii-1

> T e

1i+1

> e e

. . N - i
- soit si elle correspond & un rayon extrémal de DPC.

| Geveer-00

e
—

> >

-
N

ii-1

e

[

e
+
—

> e e > T > e e e

in
La matrice des colonnes que nous venons de décrire est bien la matrice identité.
Nous la désignerons par B.

Le vecteur multiplicateur associé 3 cette base initiale est nul

p. =m, =0 s i=1,2,...,n0.
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I-3-6 - Description de 1'itération

I-3-6-1 - L'essentiel de 1'itération se fera comme suit :

. Le probléme étant sous forme canonique par rapport 3 une base courante,
le vecteur (p,T) se lit, au signe prés, 3 la ligne de la fonction objective

et aux colonnes de B, correspondant 3 la base initiale.

. Avec (p,T) et gri3ce au procédé décrit au IV-2 du chap. II, on met en

. - soit 1'optimalité de la base actuelle,

évidence: . . R . )
- soit un point extrémal de colt réduit positif, définissant une

colonne entrante.

. Cette colonne est mise i jour des pivotages précédents grace a sa mul-
tiplication par la matrice B des colonnes de la base initiale.
Le cout réduit (coefficient dans la fonction objective) de cette colonne est :

oh s'il s'agit d'un sommet
(1-m)u, - L T.A,. -
i’71 ... 313 . ~
J#FL 0 si c'est un rayon extrémal

. Le pivotage s'effectue alors d'aprés les régles classiques ; on obtient
une nouvelle base et on recommence l'itération.
Au bout d'un nombre fini d'itérations, ce processus construit une solution
(Dx,ﬁx) duale optimale et des coefficients Y*Qi, griace auxquels on peut définir

une solution (u*,Xx) optimale de (Q).

I-3-6-2 - Théoréme 1 : A 1l'optimum (c'est a dire a l'arrét du procédé

~ . . . . x %
que nous venons de décrire), les variables T du vecteur multiplicateur (p7, )

définissent les variables optimales de construction dans (Pc) :

mT =y

Démonstration : Appliquons le procédé du IV-2 aux problémes Pt(ﬂ*), i=1l,..,n

Ce procédé ne construira pas de rayon extrémal, car le colit réduit d'un tel
rayon extrémal serait strictement positif et la base actuelle ne serait pas
optimale.

Les problémes Pi(ﬂ*) sont donc réalisables et on construit leur solution
optimale xr.

La solution (x*,ﬂx) est réalisable pour le probléme (Pc)'

Pour établir qu'elle est optimale, il nous suffit de montrer que (xx,ﬂx) et
(ux,Xx) définissent un couple de solutions primale et duale réalisables de

~
méme valeur.
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En effet :
K K e . x . X PR i
a) (W ,A") définit une solution (“i’xij ) réalisable de DPC(W) et
j=lyee.,n ‘
j#

qui est en fait optimale —ceci parce que
x, % x. X %

(1=t )Hu. = Z 7A,. = p.

i’71 I jij i

b) Comme x? est une solution optimale de PZ(W*)’ on a 1'égalité

X, % x

x %, %

T ox,.A.. = (I=m)u, = mA.. (=p0))

g 1 ij i’7i ji] i
d'ol, en sommant en i, on tire :
n n n n n
R O P T i oy IR Vi (ER uf - L ma
i=1 j# 3 im i=1 * i i i=1 i=1 1

c.q.f.d.

I-4 - Une nouvelle forme du programme linéaire du probléme de m-centre

Un méme polyé&dre C veut &tre décrit par plusieurs systémes différents
de contraintes linéaires ; ceci fait qu'un probléme linéaire déterminé peut
s'exprimer par plusieurs programmes linéaires de formes différentes, chacune

de ces formes étant propice 3 un mode de résolution particulier.

La forme nouvelle du programme linéaire du probléme de m—centre que
nous allons décrire i présent peut se déduire "directement' des considérations
"physiques" sur le probléme de m-centre -nous le ferons d'ailleurs au

chapitre IV.

Nous avons cependant trouvé intéressant de retrouver cette forme
a partir :
P - i
- des rayons extrémaux des polyédres DPc d'une part,et d'autre part

- du dual (DQE) du programme &crit sous forme extrémale :

o+ BT B A 2 i
j#L J
si (2,1) désigne un sommet de DPz
(DQE) m ﬁ%’l + I X%il > ﬁ%’l
jHi ]
si (L,1) désigne un rayon extrémal de DPt
n n
.Z pi + .Z ™ a; = w(Min)
i=1 1=1
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Chaque point extrémal de DPZ définit une contrainte de (DQE).
Puisque nous connaissons ces points extrémaux, nous allons réécire expli--
citement chacune des contraintes de (DQE).
Une énumération exhaustive des points extrémaux des polyédres DPZ a été

donnée au théoréme 1 -on remarquera 4 ce propos que tous les points extrémaux

sont entiers.

I-4-1 - Contraintes introduites dans (DQE) par des sommets

I-4-1-1 - Le_vecteur My = 0 = xij ¥ #1 est un sommet de

.

i . e .
DPC. La contrainte d'un tel sommet défini est

p, 20

i

I-4-1-2 - Pour tout k {1,2,...,n-1}, le vecteur

Aioi(k) - Aioi(k) pour £ < k
. = A, , AL =
i 10i(k) 10i(2)

0] pour £ > k

i e yepe s .
est un sommet de DPC, qui définit la contrainte

k=1

p. + m. A, rom A. - A, > A,
i 1oi(k) -1 01(2) 1oi(k) 10i(r) 1oi(k)

I-4-2 - Contraintes définies par des rayons extrémaux

I-4-2-1 - Le_vecteur My o= Aij = 1/n est un rayon extrémal de DPz.
Pour la contrainte introduite, on pourra aussi bien considérer le vecteur
. = A, = 1.
i ij
La contrainte correspondante est
n
r om, >1
j=1 7

Dans cette catégorie de contraintes, il y a donc (n-1) contraintes redondantes

dans (DQE).

I-4-2-2 - Au_rayon extrémal de_la forme

u, =1, Aij =0 ¥j#1i

est associée la contrainte mo <L
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I-4-2-3 - Enfin, la_contrainte_correspondant_3

. =0, A.. =1, Aij=o ¥j {1,2,...,n}-{i,j°}

I-4-3 - Nouvelle forme du programme linéaire et interprétation

On aboutit donc 3 un nouveau programme linéaire, équivalent 3

(Pc) et qui s'écerit :

Py >0 (n
m. >0 (2)
aun > -1 (3)
n

() L. > (4)

j=1

k-1

it e a0 T R T (o [Aioi(k) - Aici(r)] 2bc a0 O

k = 1,2,...,0.‘]

n~Ms
©
+
™M
3
)
]

w(Min)

A cause de la forme de la fonction objective w, on peut écrire :

k-1 k-1
p. = MaxEL Max [(P-E L ]A. + I A, ]]
i -0 Oi(r) 10i(k) r=1 oi(r) 10i(r)

k=1,2,...,n-1 F

Grace au corollaire 7, on reconnait dans le second maximande le probléme

DPz(n). La variable p; est donc 3 1l'optimum la valeur optimale du probléme

i o s . .
DPC(N), c'est 3 dire la distance parcourue par l'usager i.

~

Dans la méthode de Dantzig-Wolfe, on dispose, & chaque pas, d'un vecteur
multiplicateur (p,m), qui ne sera (DQE) réalisable qu'd la derniére itédration.
Les contraintes (5) de (G) font apparaitre p; comme un majorant de la dis-
tance parcourue par l'usager i pour obtenir 1'unité de consommation qu'il

requiert.
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A chaque pas, résoudre le sous-probléme Pc(ﬂ) et tester la duale-
réalisabilité de (p,T) équivaut 3 rechercher si 1l'usager peut se fournir aux
différents centres construits et obtenir l'unité de consommation requise,

ceci sans parcourir une distance qui soit plus grande que Py

Si ceci est possible dans tous les sous—-problémes, la sclution actuelle
est optimale. Sinon, il s'agit de changer
- soit le niveau des variables de construction T, et ceci se fait par

1'introduction d'une nouvelle colonne qui soit de base dans une des n derniéres

contraintes de (QE) ;

- soit les rayons d'action pi» et ceci se fait par 1'introduction dans
la base d'un sommet qui soit de base dans une des n premiéres contraintes

de (QE) v o

LA METHODE DES ETOILES

Le procédé que nous venons de décrire peut sembler une instrumentation
lourde, et par suite inefficace, de la méthode réisée du simplexe -et 1l'expérience

numérique vient d'ailleurs confirmer cette impression.

Bien heureusement, il existe une autre maniére, plus simple, de
mettre en oeuvre la méthode révisée du simplexe, c'est celle qui résulte de
1'aménagement de cette méthode pour la résolution du probléme (EC) et aboutit

3 un procédé qui, lui, est fort efficace. Rappelons la forme de (Ec) :

R
r b._v > ]
ir r -
r=1
>
E) v, > 0
R
Y c_ v = w(Min
r r
r=1

A chaque étoile c.est associée une variable Vo le vecteur bir
est le vecteur incidence sommet e ; le colt c, de 1'étoile e, est la somme
du colit d'investissement de sa racine et de la longueur des arcs qui la cons-
tituent. (Ec) ne compte que n contraintes ; ses bases sont donc des matrices

nXn, ce qui est un gain notable par rapport au 2nX2n de la formulation précédente.
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II-1 - Base initiale

On prendra pour base initiale les n étoiles réduites aux sommets de
G. La matrice D correspondante est la matrice unité. Tout au long de 1'algo-

rithme, les colonnes de D fourniront, au signe prés, les variables duales

(vecteur multiplicateur) .

Pour la base initiale que nous avons choisie, le vecteur multiplicateur

est celui des coflits d'investissement : My = ag, i=1,2,...,n.

II-2 - Description de 1'itération

II-2-1 - Recherche d'une colonne entrante

On cherche une étoile ej telle que son colt réduit soit négatif ;
1'expression du colit réduit d'une étoile e est:

c_ - z u2

r
L e
r

ol les M, sont les composantes du vecteur multiplicateur associé 3 la base

courante.

Voici comment procéder pour trouver 1'étoile de colit réduit le plus petit :

I _ . .o .
(1) Poser Aij Aij My Vi, 7 j F£1

(2) Pour tout j {1,2,...,n} évaluer
0,(3) = z Ay
/A <0 7]
L.
J
S'il n'existe aucun arc (£,j) qui soit tel que Az < 0, on posera pl(j) = 0.
J

On évalue alors :

i) = j) + a. -y,
p(3) Dl(J) 3 uJ

L'étoile
- de racine j

- dont les arcs sont les arcs (%,j) tels que AQ <0

J
est 1'étoile de racine j et de colt réduit le plus petit -ce colt &tant p(j).

(3) Parmi toutes les étoiles ainsi mises en évidence, choisir celle de
cout réduit le plus petit

p(i) = Min 0(j)
j {1,2,...,n}
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Si p(jo) > 0, terminer : la solution actuelle est optimale.

Sinon, prendre pour colonne entrante le vecteur d'incidence i 1'étoile

e de cout réduit le plus petit.

o
II-2-2 - Mise 3 jour de la colonne entrante
On multiplie le vecteur d'incidence a e Ppar les colonnes de D.
o
Le coefficient correspondant & e, dans la fonction objective est
o
c - z Mg«
o 2e 2
r
o
Soit e; la colonne entrante : e; = Der .
o o o
II-2-3 - Recherche de la colonne sortante
On repére la ligne (id est, le sommet) io qui a le plus petit
by
rapport —r
e't
r
o
bi bl
2 Min {—=/ 2/ e'" > o}
vig L r
e e
T r
o o

L'indice io détermine alors une colonne sortante. Dans la mesure
du possible, choisir comme colonne sortante la colonne correspondante 3 une

€toile de méme racine que e -
o

II-2-4 - Pivotage

= On réduit la colonne e; ad un 1 en ligne io et a des zéros par
. o)
ailleurs.
= On élimine le cotit réduit de e de la fonction objective, ce
o
qui donne de nouvelles variables duales u.
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Remarques

Remarque 1 : Si une étoile est dans la base courante, son colit réduit

est nul, c'est 3 dire que la somme des pondérations de ses sommets est égale

a son poids :

Remarque 2 : Rechercher la variable de coiit réduit le plus petit revient
d chercher la contrainte du dual la plus mal vérifiée. Si toutes les contraintes
du dual sont vérifiées, le vecteur U est dual réalisable et la solution courante

est optimale.

ITI-3 - Un exemple illustratif

Soit & résoudre le probléme (Ec) associé au graphe symétrique de
la figure ci-dessous, dans lequel le colit d'investissement est uniformément

pris égal 3 a, = 3.
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1 2 3 4 1 + racine
1 0 0 0 1 1 Au départ U] = uz = u3 = U4 =3
Tay s a0
0 1 0o o 1 1 L'étoile de colit réduit le plus
petit est 2
0 0 1 o 1 1 ///A‘f/,/‘(::>
(0] 0 0 1 (0] 1 QE>____——£—-—“‘CZ> 1
-3 -3 -3 -3 -3 12 qui correspond 4 la colonne réduite :
0
*b et au colt réduit -3,
1 2 3 4 1 + racine
1 0O 0 o 1 1 Aprés introduction de cette colonne
-1 1 o o o 0 et pivotage le vecteur devient
M= 0
-1 0 1 o0 © 0 o
U, U3 My 3
© 0 0 o ! pour ce vecteur il n'y a aucune étoile 3
0 -3 -3 -3 0 9  colt réduit strictement négatif : la so-
b lution est optimale et 1'on a :

yl =1 y4 = 1

IIT - ADAPTATION DU PRINCIPE DE DECOMPOSITION DE ROSEN

ITI-1 - Introduction et présentation

Le principe de décomposition de Rosen, exposé dans réf |A%|, est
une stratégie de résolution de 'gros" systémes linéaires, congue pour des
programmes linéaires (Pc) comportant deux groupes de variables distincts
(x) et (y). Les programmes linéaires (Q) duaux de tels programmes (Pc)
présentent une structure de blocs. L'idée de Rosen est 1l'exploitation astu-
cieuse de cette structure de blocs, qui permet d'écrire toute base "compléte"
du programme linéaire Q en fonction des bases des blocs de Q -et schématique-
ment, le mode opératoire que Rosen propose peut &tre envisagé comme la cons-
truction d'une solution de base optimale de (Q) par 1'ajustement progressif

des bases des sous-problémes.
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I1 nous a semblé utile de présenter aussi une démarche primale qui
aboutit, en l'occurence, et 3 la faveur de la structure trés particulidre du
probléme de m-centre, au méme mode opératoire. Cette démarche présente un
grand intérét. En exploitant la signification des variables de notre probléme
(Pc), nous aboutissons 3 une interprétation physique qui nous permet de sim-
plifier énormément le programme linéaire de Rosen et ainsi &laborer une pro-

cédure efficace.

Cette procédure peut, pour l'essentiel, &tre présentée de la fagon
suivante.
Soit y un vecteur de R" vérifiant les inégalités

~

0<y

<1 i 1,2,40.,0

Un tel vecteur sera dit "réalisable pour le probléme de m-centre'.
C'est a de tels vecteurs que nous avons associé un couple de programmes

linéaires duaux Pc(§) et DPC(§) (cf. §IV-1 et suivants, au chapitre II),

~

z x.. = l-y,
t t A,, >0
1] -
. < y.
*ij =7
~ ~ W, = A;. < A,
P X, . >0 PP () t *J =
1] =
n n
R T T AR TR A 1 = =) (e

Nous avons déji remarqué que les contraintes de DPC(§) ne dépendent
pas de y. Une solution optimale %(¥) de Pc(§) définit, comme on 1'a vu au IV-2,
une solution optimale de base (ﬁ,i) de DPC(§). Le fait essentiel, qui sera

exploité dans cette méthode, est que (Ji,\) peut &tre une solution optimale de

plusieurs problémes DPc(y). I1 s'agit alors de rechercher, parmi de tels vy,
1'un de ceux qui donnent la meilleure valeur i la fonction objective de Pc H

puis grace d un tel y, changer de sommet dans le polyédre DPC.
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Un algorithme s'inspiranf de ces observations serait du type sui-
vant :
(1) Résoudre Pc(§) et DPC(§) et construire (ﬁ,i) solution optimale de
base de DPC(§).

(2) Chercher un nouvel y* pour lequel
(2-1) Cette solution (ﬁ,i) reste encore duale optimale, c'est 3
dire optimale pour DPc(yx).

(2-2) On améliore la fonction objective de (PC).

(3) Si une telle solution (y*) existe, résoudre Pc(y*) et DPc(y*) en
veillant & obtenir une solution optimale (u*,lx) de base de DPc(y*) qui soit
différente de ({,A\).

Sinon, soit établir 1'optimalité de y, soit changer (H,A)e e

Une telle procédure utilise donc explicitement le caractére dégénéré

des programmes linéaires &tudiés. Nous allons & présent 1'élaborer dans son

détail : au § III-3-1, nous indiquerons la maniére de rechercher le 'meilleur"
yx vérifiant la condition 2-1 ; puis, au III-3-2, nous élaborons la condition

d'optimalité de y, condition qui contientaussi des indications pour le change-
ment de la base duale. Le § III;2 est consacré i des définitions et des rappels

nécessaires avant d'entamer 1'étude de la procédure proprement dite.

IT1I-2 - Définitions et Rappels

III-2-1 - Les indices p(i)

A tout vecteur y solution réalisable du probléme de m-centre, nous
avons associé, au § II-4, une famille d'indices p(i), i = l,...,n ; 1l'indice
p(i) étant défini comme le plus petit k {0,1,...,n-1} vérifiant

k-1
) vy
r=0

o (r) *

(Cette somme étant considérée comme nulle si k = 0).
k

2) Iy 2
r=0 0i(r)

On remarquera que si y; <1, on a p(i) > O. Ces indices p(i) déterminent entiére-

ment la solution optimale de Pc(y) et une solution optimale de base de DPc(y).
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. p(i) :
Dans le cas oi I V5. (x) = 1 et p(i) < n-1, nous définirons un
r=0 i

autre indice, p (i), en posant pX(i) = p(i)+1.

Ces indices p(i) et p*(i) nous seront d'une grande utilité par la

suite,

III-2-2 - Support faible et support fort

. Soiti {1,2,...,n} et k un entier compris entre O et n-1. On

définit 1'ensemble S(i,k) de la maniére suivante :

S(i,k)

{i /7 32 ef0,1,...,k} tel que o, () = j}
{i78,G) <x}

Les arcs (i,j), pour j S(i,k) sont donc les k "premiers" -premiers au sens

de la proximité définie par les distances Aij'

. Soit y solution réalisable du probléme de mcentre, on appelle

‘support faible de y en i 1'ensemble S(i, p(i)-1), cet ensemble pouvant &tre

vide. Pour chaque arc (i,j), ol j est dans le support faible de y en i, on a

1'égalité Xij(y) = Y; dans la solution x(y) optimale de Pc(y).

Le support fort de y en i est l'ensemble S(i, p(i)), qui contient

au moins 2.

Remarque

Nous verrons qu'en termes de support, changer de y dans les conditions
décrites dans l'introduction_(III-l) signifie simplement .qu'on ne s'autorise
qu'ad prendre des y* dont le support fort est le support faible de 1'ancienne
solution y (ou l'inverse). L'algorithme, que nous décrirons bientdt, progresse
donc en ajoutant ou en otant un arc (et un seul) aux supports de la solution

actuelle.

ITI-2-3 - Rappel sur la résolution du probléme DPC(y)

L'algorithme d'affectation aux plus proches voisins construit trés
simplement une solution du probléme Pc(y), ol y est une solution réalisable
du probléme de m-centre. Cet algorithme fournit aussi les p(i) associés i de

vecteur y. (Voir le théoréme 4 du chapitre II).
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Nous avons vu que pour obtenir une solution optimale de DPC(y),

nous pouvons utiliser ces p(i) et poser

b1 7 o, (1))
AiOi(p(i)) ‘Aioi(z) 0<% <p)
Aio.(l) =
" ° & > p(i)

Pour les références ultérieures, cette solution sera dite de type 1.

n
Dans le cas ol X y; > 1, on obtient une autre solution optimale en posant :
i=1
p(i)
A. %, . si r y 1
io, (p7(1)) =0 930
U, = p(i)
1 A'O (p (1)) si z Vs (r) 1
10;tpla r=0
- < < .
ui AiOi(Q) pour 0 < & < p(i)
A‘o L) % %
194 0 si & > pX(i) (ou £ > p(i), si p*(i) n'a pas

été défini

Nous avons établi, au théoréme 4, que de tels (U,A) sont des solutions
optimales de base du probléme (DPc(y)). Quand elles existent, d'autres solutions
. . ~ .o < . x% ..

optimales peuvent petre construites de cette méme maniére, 3 partir de p~ (i)

X% .
ou p (i), etc...

ITII-3 - Description du principe de résolution

II1I-3-1 - Changement de solution primale

Soit y un vecteur vérifiant les inégalités

n

05§i§11=1,...,n; 1< I y, &,

Résolvons Pc(§) et DPC(§) et appelons (ﬁ,i) la solution optimale de type |
T e e -~ . ~ s ~x. . . . -~ 0~

associée 3 y. Soient p(i) et p (i) les indices que nous associons 3 y comme

indiqué au III-2-1. Soit w(y) la valeur optimale de Pc(i).
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Il nous faut 3 présent trouver une maniére de construire un vecteur y
tel que (ji,A) reste encore solution optimale de DPc(y) et améliorant la fonction

objective de (PC).

Pour la recherche d'un tel y, 1'algorithme d'affectation aux plus
proches voisins, ainsi que sa justification au théoréme 4, nous fournissent de
précieuses indications sur les relations entre les p(i) et les sommets de DPC.

La proposition suivante est en fait un corollaire de ce théoréme 4.

Proposition 2 : Soit y une solution réalisable du probléme de m-centre satisfai-

sant les inégalités

p(i)-1
(a) I y <1
r=0 Oi(r)
i=1,2,...,n
p(i)
®) I y >
r=0 Oi(r)
et sofent p(i), i =1,...,n les indices associés 4 ce y comme indiqué au

ITI-2-1.
Alors on a les inégalités

ﬁ(i)_l < p(i) < 5(1) s i= 1,2,...,n

Démonstration : Ce résultat devient évident aussitdt qu'on rapproche les

deux conditions (a) et (b) de la définition méme des indices p(i).

Le rapport entre les solution y vérifiant (a), (b) et la duale

optimalité de (§i,A\) est décrit dans la proposition suivante.

Proposition 3 : Soit y une solution réalisable du probléme de m-centre qui

vérifie les deux conditions (a) et (b) suivantes :

p(i)-1
(a) £ y <1
r=0 Oi(r)
53) i=1,2,...,n
®) I vy > 1
r=0 Oi(r)

Alors (ﬁ,i) est solution optimale de DPc(y).

Démonstration : D'aprés la proposition précédente, on a :

- soit  p(i) = p(i)
et dans ce cas (jii, Xij) reste optimale de DPz(y) de type 1 ;

jH
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- soit p(i) = p(i)-1
ce qui implique
p(i)
5

Iy =
r=0 Oi(r)

1

2) p(i) < n-1

p(i) p(i)-1
L'égalité 1) provient du fait que 1 < L vy = I y
r=0 oi(r) r=0 Oi(r)

1, et
1'inégalité 2) découle de ce que p(i) < n-I.

La seconde maniére de construire une solution optimale de DPz(y), que nous
.. ~1 7 . i
indiquons au III-2-3, nous assure que (U ,-Xij) reste optimale de an(y).

JH

C'est donc parmi les y vérifiant les conditions (a) et (b) qu'il faut chercher
celui (ou ceux) améliorant la fonction objective de (PC).
Le théoréme de dualité appliqué au couple Pc(y) et DPC(y), indique qu'a

n n n -

1 e — e -
1'optimum .Z .Z. xij(y) 'Z Ui Loyy Lfi + z Aﬁfl.
i=1 j#i 1 i

[}

i=1 i

fais L L xij(y), fonction objective de Pc(y), est aussi la fonction objective
de (Pc)'

Ces considérations conduisent & poser

o, = ={u, + L A (< 0)
i [ i QAL 2%]

et 3 rechercher, parmi les y vérifiant (a) et (b) celui minimisant

— s B s e e e e e e e

Proposition 4 : Soient Y, et y, deux solutions réalisables du probléme de
m-centre, vérifiant les conditions (a) et (b) ci-dessus.

n n
Si oY, < Z o Yy s alors la valeur optimale de Pc(y]) est plus petite

i=1 i=1 .
i i

que la valeur optimale de Pc(yz) : w(yl) < w(y,), et donc, du point de vue

du probléme (PC-, y, est meilleure que Y,
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n
Démonstration : En effet on a L I xij(y) = L U, + I o, vy

=]

Le terme I {i. restant constant, si X a, y, diminue, c'est que Z I x,.(y)
jop 1 i’i ij

diminue aussi. —_—

Remargue :
Pour tous les é&léments y vérifiant (a) et (b), les problémes DP (y) ont

la méme solution optimale, mais pas la méme valeur optimale, puisque celle-ci
dépend de y.

La conclusion de cette &tude est résumée dans le théoréme suivant.

Theoreme 5 : Soit y la solution optimale du programme linéaire A(Y) suivant :

7 > 0 i=1,2,...,n (1)
(1)-1

i rio o m = o ®
5(i) i=1,2,...,n

A(y) Z Vg NS > (3)

r=
n

- Iy, > -m (4)
j=1 !
n
§ o ¥4 = t(y) (Min)

Si t(y*) < t(y), alors yx est une solution réalisable pour le probléme de
m-centre, qui est telle que

w(y® < wF
(c'est a dire plus intéressante que y du point de vue du critére de (p )), et
pour laquelle le vecteur (u,A) reste encore une solution optimale de base de

DPc(y ).

Démonstration : Les propositions précédentes, ainsi que les deux remarques

que voici, constituent la démonstration de ce théoréme.
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Remargues :

1) Ce probléme A(y) est toujours réalisable : y constitue en effet
une solution réalisable de A(y). Ce probléme A(Y) ne dépend explicitement

que des p(i) et on pourra écrire indifféremment A(y) ou A(p).

2) Il n'est peut @tre pas tout i fait immédiat de voir pourquoi nous
pouvons nous dispenser d'inclure les contraintes
. <
y; £1
dans le probléme A(y). En fait les contraintes (2) assurent y; £ 1 dans
la plupart des cas. Soit y une solution réalisable de A(y). si p(i) > o,
p(i)-1
on ay., < z
r=0

yoi(r) <1

Si p(i) = 0, alors,
ou bien il existe un j tel que Bj(i) < p(j) (c'est a dire que i est dans
le support faible de j) et alors on a 5 <13
ou bien v n'apparait dans aucun support faible, et dans ce cas a, =0,
et on ne change pas la solution optimale de A(y) en posant y; = 1 et en mainte-

nant constamment la variable v dans la base.

La solution optimale de A(y) peut étre le vecteur vy lui-méme, et dans
de cas, ou bien on est 34 1'optimum -et nous allons voir comment reconnaftre
cette circonstance, ou bien on peut construire, grice i ce que nous avons
énoncé au III-2-3, une nouvelle solution optimale (H,A) de DPC(y) qui soit
de base, différente de (ﬁ,i), et qui permette de progresser en appliquant la

-~ -
meme procédure.

II1-3-2 - Changement de solution duale - Théoréme d'optimalité

Etudions 3 présent le probléme (Q).

Aprés introduction des variables d'écart vij dans les premiéres

contraintes P xij < Aij de (Q), ce probléme dual s'écrit  :

- —— s 0 > > e e e s s > e S o S e St S S S S s O e S . S S e e S b -

* On peut en fait introduire dans ce probléme Q les contraintes M2 0, et ceci
sans changer les solutions optimales de (Q). C'est une des conséquences de

1'étude faite au V-2, du chapitre II.



A. . > 0
1] -
.. > 0
1] -
Q Moo i + Vi = Aij
H. + I A - T < 0
Lok Y
z My - mt = z(Max)

Soit ¥ une solution réalisable du probléme de m-centre ; on lui
associe des indices p(i) qui définissent une solution de base de DPC(§) :
. ~ . - A, i < r< i
i Aldi(p(l)) AlOi(r) si 0 < r<p(i)

e CA T D

io, () ~ _
0 pour r > p(i)

Toutes les variables ﬁi sont donc de base ; il en est de méme pour toutes les

-~

variables Xij oi (i,j) est un arc appartenant 3 un support faible.

Exprimons chaque variable de base en fonction des variables hors base A et v.
(x) La variable My est de base dans la contrainte
i Mo 36 Y Vio GG T B, GA))
Les variables Xioi(ﬁ(i)) et Vi%ﬁﬁ(i)) sont donc hors base ; en fonction
de celles—ci la variable e s'exprime donc par
M T Rio @) Mo @) T Vio GG
(%x) Pour r < p(i) la variable Aioi(r) est de base dans la contrainte
H

H: = A + v, = A,
i 10i(r) 1oi(r) 10i(r)

la variable Aio (1) s'écrit donc en fonction des variables hors base :

Mo T R0 @) T Mo, G@) T Vo, G6) T Bioy @ T Vioy (0
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(%x) Pour r > p(i), la variable d'écart Vis(r
1

V. = A, + A
10i(r) IUi(r)

Voyons & présent comment exprimer les contraintes

. + Z X, - 1<0
Lok M
en fonction des variables hors base, c'est a4 dire des variables

Vig. (r) POUT 0 <r <p(i)
i
Yio, () * Mo, (1)

AiOi(r) pour r > p(i)

Ces contraintes deviennent :

A. ~ Ny = V. ~ . + I A -V v ¥
io; B(1)) ~ Vio, () Q/Q#i[igol(ﬁ(l)) 202(5(2)) Qi]
et
By (1)<p (%)
< - A. - . + LA, =A = Q,
- lOi(P(l)) QAL Qi 202(5(2))] t
Bg(i)<§(ﬁ)

On peut donc poser le probléme (Q) en fonction uniquement des

variables hors base actuelles ; une telle expression du probléme (Q) est

le programme linéaire B(y) suivant :

Yio, (r) >0 0<r<p(i)
Yio, () 2 °
Mo, (5(1)) > 0
B(3) > 0 r > p(i)

Mo (n)
A. ~ . - v, ~ . + X A -v -v
et 8, (i) <p(L)

+

[ e Y

n
T s mpiny - o= S() - )
ioq 0P lvloi(p(l)) mt = S(¥) ? Ain(p(i)) (Max)

(1) est de base ; ceci fournit :

io, (0 " o @) T Mo, G Vio, (i)

r A -7
VT
B, ()25 (1)
- T o
i
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dont le dual est exactement le programme linéaire A(y) du III-2-1, programme

lindaire dont nous rappelons la forme en introduisant des variables d'écart

uyw et t
v > 0 i=1,2,...,n0 (1
V. > 0 2)
i Z
vy > 0 (3)
p(i)-1
~ Ty + v, = 1 (4)
A b oy T9; (D i
p(i)
Ly - w, = 1 )
r=0 Oi(r) N
n
L y. +t = n (6)
. i
i=1
z ai yi = T(y) (Min)

Voici une remarque qui permet de simplifier le programme B(y)
(%x) Pour r < p(i), la variable Vig. (1) n'apparait que dans la contrainte
i

0,(r) du groupe (2) des contraintes de B(y) ; elle introduit dans A(¥) une

contrainte Y5, () > 0, qui est redondante. On peut donc supprimer de B(y) la
i

iable v. .
variable 1oi(r)

(x) De méme, on pourra supprimer la variable Xg pour Bl(i) > p(R).

On garde seulement 2n variables dans B(y), qui prend alors la

forme suivante :

Mo, (B(1)) =
Vio, 3(1)) 2 °
B(Y)EA:  jmany = Vi noeny + L0 |A -v + I A - T <o,
io, (p(i)) io, (p(1)) o4y [:202(§(2)) zOg(ﬁ(R)i] LA 202(5(2)) i
B, <B () Bo (1) B

1

n’
151 Aiﬁi(ﬁ(i))_vioi(ﬁ(i){] - m =S(y) (Max)

-
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III-4 - Description de 1'algorithme

ITI-4-1 - Précisons 3 présent 1'algorithme dont nous avons présenté

1'ébauche au III-1

(0) Soit y un vecteur de R" vérifiant les inégalités
<vy. < v. >
0 < y; < 1, L y; 21

(pour la premiére itération, on n'a pas besoin d'exiger 7 ys < m).

(1) Evaluer les p(i) associés a y en résolvant PC(§) et DP (y).
c

(2) Résoudre le couple de programmes duaux A(y) et B(y).

51 y est solutlon optimale de A(y), aller en (3).

Sinon, soit y la solution optimale de A(y).

Poser y = y* et aller en (1).

3) soit (\¥ . * i i
(3) it ( io. ( (i)’ 10 (p(1))’ i=1,...,n’ T") une solution optimale de

B(y) ‘et soit y la solution optimale de A(Y), qui peut &tre prise égale 3 y.

(3-1) Test d'optimalité

Si les inégalités suivantes sont vérifides :

-x

_ I
G Ao ) Mo, ) T Vie, G

y S ¥ 20
(Voir la notice au bas de la page 73).
(3-1-2) Pour r < p(i)

* x

Yo, () T Mo G T Moy T Vie @) o) 2 °

(3-1-3) Pour r > p(i)
% * * B
Yo 0 T Mo 66 T Mo T o G * Vie G C Vio, () 2 °

Alors la solution (x(y), y) est optimale de (Pc) et le probléme est résolu.

(3-2) Changement de base

(3-2-1) S'il existe un i tel que

* 4
A, ~ . + A ~eny — V. ~,. <0
io; B © Moy B(1) T Vio, (B(i)) .
p(i)-1
x .
c'est que v, ~ e > 0 et donc la contrainte z < 1 est serrée en y

io, (p(i)) £=0 o () -

p(i)-1
z Yy (r) = 1.
r=0 i
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On peut donc poser p(i) = p(i)-1
(3-2-2) S'il existe un i tel que
O 3 S -
0,6 " oy 3G T Yoy 1) T Yo, (n) < °
pour un r vérifiant O < r < p(i), c'est que v oL > 0, et on fera comme
1Oi(p(1)
au (3-2-1) : p(i) = p(i)-1.

(3-2-3) S'il existe un i tel que

% *

Y10, P10, ) T Mo, G ¥ Vio, Gy < °

pour r vérifiant r > p(i), c'est que kL. > 0 ce qui signifie que
io, (p(i))
()
A
r vy =1, et 1'on peut poser
_~ J0.(x)
r=0 1

p(i) = p(i)+1

Ces modifications des p(i) (qui modifient en fait la base duale
(1,A)) définissent un nouveau couple de problémes A(y) et B(y). On reprendra

donc les calculs en (2).

ITI-4-2 - Justification et commentaires

(%) Les problémes A(y) et B(y) dépendent explicitement des p(i) qui ont &té
aseociés 3 y. Les modifications indiquées au (3-2) de 1'algorithme définissent
donc un nouveau couple de problémes tel que y soit primal (A) réalisable, ces
nouveaux problémes ne différent pas du probléme initial associé a2 y : les

propriétés décrites dans les propositions 2, 3 et 4 sont encore assurées.

(%) Le critére d'arrét se justifie grace au théoréme 6 :

PR o s % . . ~y % * %
Théoréme 6 :Soienty une solution optimale de A(J) et (Aioi(ﬁ(i))’ Vioi(ﬁ(i))’ T

i=l,...n

une solution optimale de B(y).

Si les variables M s Aij et vij définies par les formules (1), (2), (3) suivantes
sont positives ou nulles, alors

(x(y*), y*) constitue une solution optimale de (Pc)’ et

x

(u*, AT, T*) une solution optimale de (Q).
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_ x _ %
v =6 6@ * Mo, G~ Vio, G)

= *x _ X _ I
@ o o ) * Mo ) T Vie, G T te, 7 Vie,

pour r < p(i)

_ % _ _.x %
P Mo T o m T Mo T Yo ) T Moy Gan T Vie, G

pour r < p(i)

%

~ . x % x .
Démonstration : En effet (W, A", T) et (xx(y ), yx) constituent un

couple de solutions duale (Q) et primale (Pc) réalisables de méme valeur.

I1I-4 - Fini tude

Nous avons exploité diverses propriété de notre probléme de m-centre
pour simplifier au maximum le mode opératoire et 1'algorithme que nous venons

de décrire différe notablement de celui proposé par Rosen.

Bien que nous n'ayons jamais observé de 'cyclage" lors de 1'expéri-

mentation numérique, qui a porté sur un nombre élevé de problémes, la procédure

que nous venons de décrire n'est pas finie. Mais encore une fois, nous allons

~

mettre 4 contribution la strcuture particulidrement riche du probléme de m-centre

pour améliorer cet algorithme et en proposer une version qui assure la finitude.

Remarquons d'abord que les problémes A(y) et B(y) dépendent unique-
ment des p(i) ; nous écrirons donc indifféremment A(y) ou A(p), ol p(i), i=1,...,r
est l'ensemble d'indices associés 3 y par 1'algorithme d'affectation aux plus

proches voisins.

Lemme 7 : Soit y un vecteur solution réalisable du probléme de m-centre, c'est

d dire vérifiant les inégalités

05§i51 i=1,...,n

™M B

i 21
i=1

Soient q(i), i = 1,2,...,n, des indices tels que, pour tout i, on ait :
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1) 0 < q(i) < n-1

y <1
r=0 0i(r)

q(i)-1
2) I

(cette somme étant considérée comme nulle si q(i) = 0).

q(i)
3) vy > 1

r=0 Oi(r) -

Alors le vecteur x défini par

§Oi(r) 0 <r < q(i)-1
. q(i)-1
oy " f1T L Yo TTa®

0 r > q(i)

est une solution optimale de Pc(§).
Le vecteur (§i,\) défini par

Mi T 8o, (a(@))

N Mex [0 Big (qiyy T B3]

est une solution optimale de base de DPC(§).

Démonstration : En effet x est solution de PC(§) ; (1,X) est solution

réalisable de DPC(§) et ces deux solution donnent la méme valeur aux fonctions

objectives des programmes duaux PC(§) et DPC(§).

Pour un vecteur y fixé, il existe donc une famille
~ 1,. 2. L.
P(F = {p (D) S 2¢Y » P () }
i=l,...,n i=l,...,0 i=l,...,n
associée a ;, chaque ensemble d'indices pk vérifiant les trois conditions

du lemme, 3 savoir :
1) o< pk(i) < n-1

) pk(§>-n~

2 y <1
r=0 Oi(r)
PE (i)

3) I Yy

> 1
r=0 i(r)

pour i = 1,2,...,n.
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Nous allons a présent exprimer 1l'optimalité d'une solution y en
fonction de la famille P(¥) qui lui est associée.
Théoréme 8 : Soit y un vecteur vérifiant les inégalités

0 < §i <1, i=1,2,...,n et

nm~Ms

v, >
y; 21

i=1

et soit x(y) la solution optimale de Pc(§).

Une condition nécessaire et suffisante pour que (x(y), y) soit solution optimale

de (Pc) est que y soit solution optimale de tous les problémes A(p), oi

PEPH).

D —

Démonstration

o s - o —— — — — T ——— — o S o S —

pour lequel y n'est pas solution optimale, ce probléme A(p) admet une solution

y* qui est alors telle que

w(y*) =3I 3 x?.(y ) A.. <w(y) =L I % ..(y) A..
ij ij ij ij’

et ceci contredit 1l'optimalité pour (Pc) de la solution (%X(¥), ¥).

*

b) La condition est suffisante

b-1 - De tout ce qui précéde dans ce chapitre, on peut conclure que

-

résoudre (PC) équivaut a chercher un vecteur y soumis aux contraintes

b=l-1 =0 <y, 1 , i=1,2,...,

b=1-2 -

v

y.
1 1

[ s =]

i

et minimisant w(y), ol w(y) est la valeur optimale du probléme Pc(y).

Nous reprendrons ce point de vue au chapitre IV, ol nous établirons

que w(y) est une fonction convexe en y.

b-2 - Soit y un vecteur vérifiant b-1-1 et b-1-2 et tel que pour
tout p P(y), y est solution optimale du probléme A(p). Pour établir que y
définit une solution optimale de (Pc) ; 11 nous suffit de montrer que dans

toute direction d, quand on considére les solutions de la forme

y=y+ed , €>0
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alors
% ou bien y est la seule solution réalisable dans cette direction d

et € = 0.

% ou bien y est la meilleure solution dans cette direction : 3 € > 0
tel que Vee,[O,El,
W(;’) < W(;’ + €d),

le vecteur y + €d vérifiant les conditions b-1-1 et b-1-2.

b=2-1 - S'il existe un i tel que §i =0 et di < 0, ou §i =1 et

di < 0, alors dans la direction d, la solution y est la seule réalisable.

-~

b-2-2 - Sinon, il suffit de choisir € > O de fagon i ce que
ve ¢[0,€], si on pose 3 = § + ed, et si p(i), i=l,...,n
est l'ensemble d'indices associés i y par 1'algorithme d'affectation aux
plus proches voisins, alors pgP(y).

Un tel choix assure donc w(y) < w(y).

b-3 - Voici comment choisir € o
Soit p(i), i=1,...,n, les indices associées a y par 1'algorithme
d'affectation aux plus proches voisins. Nous avons vu, au chapitre II
(théoréme 4), que ces p(i) vérifient :
1) ¥ ,~,.0y >0
D Y5 i)
p(i)-1
2 T v <1
r=0 Oi(r)

Introduisons un nouvel ensemble d'indices, q(i), associé 3 y et défini de la

maniére suivante :

) 5 (i)
. . ~ > 3 ~ . = -
p(i) si Ik Yo, (x) 1 ousi p(i) n-1
r=0 1
q(i) =
k+1
le plus petit k tel que I ¥y > 1, dans les autres cas.
o.(r)
r=0 i
Posons aussi d. = L d , cette somme étant considérée comme nulle si
t r=0 Oi(r)
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Pour que la solution y + €d soit telle que pgP(y), les deux conditions sui-

vantes doivent @tre vérifiées

N N p(i)-1
-3- > 0 = - X v
b-3-1) d, >0 =>ed, < DR A
r=0 1
n n q(i) q(i)
b-3-2) d. <O0=>¢g(-d, - L d ) < Iy
' @ %P e %
d'ot le choix de € :
€ = Mln(E‘, €,s 53, 64)
avec 5(3)-1
1- Iy
B J.(xr)
El = M.j\n I':O 1
i/d.>0 d,
1 1
q(i) . q(i)
€, = Min q(i) Ty / -d. - £ d
2 jjd.<0et (<a.- T 4., %0 lr=pi) 91D L iy 9
i i ~,.. 0.(1)
r=p(i) i
1-y.
63 = Min 3 =
i/d.>0 i
1
5]
84 = Min —-c-l—-
i/di<o i

Un tel € est > 0. Ce choix assure que si on pose ; =y + €d, "our
€ & [O,%}, alors y est solution optimale de A(y), car ce A(y) est un des
A(p), peP(y). Donc on a w(y) < w(y) : le vecteur y est donc optimum local de

la fonction convexe w(y) et donc optimum global.

Ce théoréme fournit donc le principe d'un algorithme fini : lors
de la résolution du probléme A(Y), si 1'on retrouve y comme solution optimale,
dans ce cas on résoud, 1'un aprés 1'autre, les problémes A(p), p ¢P(y). Ceci
conduit soit 3 une solution réalisable y* meilleure que y ; soit, quand on a
épuisé cette famille de problémes, 3 la confirmation de l'optimalité de la

solution y.

De maniére générale, les observations que nous avons faites lors
de 1'expérimentation numérique indiquent que la cardinalité de ces ensembles
P(y) reste inférieure a 4 ou 5, ceci quelle que soit la taille n du probléme

envisagé. Par ailleurs, il est aisé de formuler quelques régles trés simples
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d'énumération, qui permettent de trouver les uns aprés les autres (et sans
"cycles") 1les &léments de P(y). De telles régles d'énumération, adjointes

d la procédure que nous avons décrite, en font un algorithme fini.

ITI-5 - Procédé de résolution des programmes successifs A(p) et B(p)

La structure particuliére du programme linéaire du probléme de
m-centre permet de construire trés aisément, 3 partir d'une base de A(p),
une base du probléme A(p ) suivant. Les modifications des problémes succes-
sifs sont tré&s simples et 1' algorithme du simplexe est fort bien adapté

d la résolution de cette séquence de problémes A(p).

Le premier probléme A(p) est i résoudre par l'algorithme du simplexe

en prenant pour base initiale la base des variables d'écart.

III-5-1 - D'un probléme A(p) au probléme suivant A(p>)

Le mode opératoire du III-4 nous indique comment p* est construit
3 partir de p : p*(i) p(i), sauf pour quelques indices i o® pour lesquels on

a, soit p*(io) p(i )+1, soit p (1 ) p(10)-1.

Examinons chacun de ces deux cas :

III-5-1-1 - p*(i ) = B(i )1

L

De A(p) a A(p ) seules deux contraintes vont changer :

Anciennes contraintes Nouvelles contraintes
B(i )1 , B
(a) Z vy <1 ' (a") Ty > 1
r=0 Oi (r) r=0 Oi (r)
o o
Bli,) B(i)-2
%
(5) X y 21 (b™) X y <1
r=0 (r) r=0 °io(r)

Soit yx une solution optimale de base de A(p). Cette base est telle

que :
D(lo)-l .
(c,) z y =1
! r=0 0i (r)
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-~ < . . ~ b3 . - <

Grace 3a c,» on peut affirmer que la variable d'écart u. associée 3 (a) est
i

nulle.

Pour changer (a) en (ax), il suffira de changer le signe de 1la
variable u., c'est 3 dire de changer les signes de la colone u; correspondante.
Ceci n'affecte pas la réalisabilité de la base actuelle y*. La variable ug

est devenue de type v .

Comme (ax) implique (b), nous pourrons laisser dans A(p*) la contrainte
(b) sans rien changer au probléme (elle est redondante et n'aura plus 3 &tre

examinée au cours des diverses étapes de la résolution par le simplexe).

Nous introduisons alors une nouvelle contrainte, 1 savoir (bx).
Grace a C3» MOUS savons que cette contrainte est vérifiée par la base actuelle
yx s la variable d'écart attachée 3 (b*) est considérée comme de base ; il
suffit d'éliminer de (b*) les autres variables qui sont de base pour obtenir
une solution de base de A(p*).

Le coefficient o, de la fonction objective est lui aussi redéfini

3 partir de (p*). °

III-5-1-2 - p*(io) = B(i )+

L'étude est analogue 3 celle faite au III-5-1-1.

Anciennes contraintes Nouvelles contraintes
B(i -1 PG

@ v F & 3% )
B(i) | B

(b) ri yoio(r) 21 (™) rio yoio(r) 21

La base optimale de A(p) vérifie les relations :
p(i -1

(¢) 2 ¥y <1
! r=0 io(r)

Q »
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La variable d'écart w? associée i (b) est nulle. Pour changer (b) en (a*),

il suffira de changer le signe de la colonne W Puisque (a*) implique (3),
la contrainte (3a) peut figurer de maniére redondante dans A(p*). On introduit
la contrainte (b*) et dans la base on introduit la variable de base associée
- %

a .

ITII-5-2 - Remarque

Cette maniére de procéder présente l'avantage que 1l'on peut partir
de la solution optimale de base précédente yx ; 11 est alors plausible de
penser que la solution optimale du nouveau probléme A(p*) n'est pas trop
éloignée de 1'ancienne et qu'il faudra peu d'itérations du procédé du

simplexe pour construire celle-ci.
Ce fait sera confirmé par les expériences numériques.

Un autre avantage de cet algorithme est que les problémes A(p)
et B(p) ne changent pas de forme lors des phases '"branch and bound', dans

lesquelles on fixe 3 zéro ou 3 un certaines variables v

ITI-6 - Un exemple illustratif

Soit 3 construire m = 2 centres dans le réseau
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(0) Prenons pour solution initiale y; = 1, i=1,2,3,4

(1) Pour cette solution y, on a p(i) = 1, i=1,2,3,4

Le probléme B(p) est alors :

Mz * Ay T2y T Vi3 - Tl
M1 * M T V2 - tit
A + A - v - T < -1
~ 1 -
s 13 31 31
2 T V4T T3
Mg * Ay P At Ay TV 3T Yy T Vg TV, T 2T = z(Max)

Y, . Y, 2 1

Yyt Y, 2 1

v, ty, 2 |

Yy L
A(p) -, > -l
- Y, 2 -l

-y, 2 7l

>
Yyt Yyt Y3t Y, 2

-y, “2y, = ¥4 "3y, = w(Min)

La solution optimale de A(p) est §] =‘y4 =1, §2 = §3 = 0, celle de B(p)

gtant X, =R, =1, 2 =3, %, =%, =0=v3=V,, =Vy =V,

La valeur optimale de ce couple de problémes est —4.

(2) Grace i ces §, on recalcule des 6, et on constate qu'on peut reprendre
les p : p(i) = p(i) = 1 ; dans ce cas, les problémes A(ﬁ) et B(ﬁ) ne changent
pas. On vérifie que toutes les conditions du pas 3-1 de 1'algorithme sont

3 o - A 3 3
vérifiées : y est donc la solution optimale.
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IV - PRINCIPE DE DECOMPOSITION DE BENDERS

IV-1 - Dans un article dont nous n'avions pas connaissance lorsque nous avons

€laboré la procédure que nous allons décrire, Benders, réf. LZI,,propose un
principe de décomposition basé sur une exploitation astucieuse du théoréme
de dualité en programmation linéaire.

Dans un couple de programmes linéaires duaux

u>0 v >0
AUSb VAZC
cu = z(Max) vb = w(Min)

un couple. (u,v) de solutions réalisables vérifie 1'inégalité

cu < vb.

On peut exprimer un nouveau probléme en les variables u et v, qui aurait le
forme suivante :

Maximiser cu

sous les contraintes cu - vbh <0

pour chaque veV = {v/v > 0, vA > ¢}

En invoquant le sthéoréme de la dualité, ainsi que le lemme de Farkas, on
établit facilement 1'équivalence de ces deux formes. La seconde forme, celle
én u et v, comporte une infinité de contraintes (une pour chaque v €V), mais
des théorémes classiques permettent de ne tenir compte que d'un nombre fini de
celles-ci. On aboutit ainsi 3 un nouveau programme linéaire, qui peut &tre

plus facile 3 résoudre.

IV-2 - Pour ce qui concerne le probléme de m-centre, on peut &laborer une

précédure de résolution de (Pc) en partant des considérations suivantes :

Soit y un vecteur vérifiant les inégalités

0 < ys <1 i=1,2,...,n

1 <X y; <n

et soit C l'ensemble des solutions réalisables du probléme DPc(y) :

C = {(U,}\), A 2 o, Ul - Aij 5 Alj Vi,j, j#i}

Cet ensemble C ne dépend pas de y.
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Soit w(y) la valeur optimale de la fonction objective de Pc(y) ; d'aprés le

théoréme de dualité en programmation linéaire, nous pouvons écrire :

l A
y. |u. + I
;! l_ Loog# Qi}

Résoudre (Pc) équivaut donc 3 chercher un vecteur y minimisant w(y), ce qui

n
w(y) = Max T ou. -
(u,Ngc fi=1 *

no~B

1 i

s'exprime par le "programme linéaire"

B > 0
1=1,2, ,N
v, > 0
-y > -1
n
Zy. = m
i=1 *t
n n
B+ X vy, (u, + I A > I o\, ¥(u,MNegC
i=1 1 [1 o IO
3] = w(Min)

Le convexe C définit une infinité de contraintes ; mais nous montrons plus

loin comment ne prendre en compte que celle définies par les sommets de C.

IV-3 - De ces considérations découle une procédure de résolution de (PC), qui

est la suilvante

(0) Soit yo une solution initiale quelconque, vérifiant :

0 < v <1 et I y; =m
. o
Construire une solution (uO,AO) optimale de base de DPc(y )

Poser v = 1, H] = {(uo,lo)}.

e .. V
(1) A 1'étape v, résoudre le programme linéaire K

B > 0
s 2 0
O A 2 -1
(X%) -
z s = m
n ) u n
B+ I . ui(k) + )\ék) > X u.(k) k=1,2,...,v-1
i=1 ! #i i i=1 :

™w
[]
£
~
B
=]
~
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. vV Vv . .
et soit (B',y ) 1la solution optlmale de ce probléme. Construire xv solution
optimale de (P (y )) et (u zY ) solution optimale de base de DP (y )

(2) si 6 > w(y ), terminer, (x »Y ) est solution optimale de (P )

Sinon poser

- mV gt

vV = Vv+]

et aller en (1).

IV-4 - Que cet algorithme construit bien la solution optimale de (P ) est

démontré au théordme ci-aprés, mais faisons dés a présent une remarque im-

portante sur la résolution du probléme K .

Au pas (1) de chaque étape v, on résoud un programﬁe lindaire K" qui est
celui de 1'étape précédente, Kv-l, auquel on adjoint une contrainte supplé-
mentaire. L'algorithme dual du simplexe est le mieux adapté 3 la résolution
d'une telle séquence de problémes Kv, et son efficacité s'est confirmée
lors de 1'expérimentation numérique (-ceci du moins, pour les problémes od

n, le nombre de sommets, reste inférieur i 40).

. . v ~ _ P
Chaque programme linéaire K est borné (par zéro) et réalisable (B n'est pas

~ - . . . . VvV vV
borné supérieurement). I1 admet donc toujours une solution optimale (B ',y ).

Théoréme 9 : En un nombre fini d'étapes, 1'algorithme précédent conduit 3

une solution optimale du probléme (Pc)'

Démonstration :

(%) Justifions d'abord le critére d'arrét :
Si (x,y) est la solution optimale de (P ), on a, pour tout v, les inégalités
gY <w(y) < wyY),
la premiére de ces inégalités provenant du fait que HVE,C, la seconde, du
caractére optimal de ;.

Dés qu'on a Bv > w(yv), c'est que

v w(y?).

= w(y)

. + ~ . .
(x) Toute solution réalisable de Kv ! est réalisable de K’ ;s de ceci

- . . e . \Y)
on déduit la monotonicité de la suite B :
V+1

\Y)
B” <B H
cette inégalité est en fait stricte car la solution optimale de KY ne peut

étre réalisable de Kv+]



_91..

(%) La finitude est assurée par le fait qu'd chaque étape, on prend en
compte un nouveau point (U,A) de C qui est en fait un sommet de C s le nombre

de sommets de C &tant fini, 1'algorithme est fini.

IV-5 - Un exemple illustratif

Soit a& résoudre le programme (PC) associé au graphe symétrique de

la figure ci-dessous, dans lequel il s'agit de construire m = 2 centres.

(0) Prenons pour solution initiale yg =1/2 i=1,2,...,n.

Résolvant Pc(yo) et DPC(yo), on obtient x° solution optimale de Pc(yo)

x2, = X, = x;l = XZZ = 1/2, les autres composantes nulles ;

et (uo,ko) une solution optimale de base de DPC(yO)

o o o o _ o _
My = L My =2, Mg =1, y, =3 Aij 0
(1) Le probléme K(‘) est donc

0<y, <1
L i=1l,...,4
4
X v; = 2
i=1
MON I s 0

By -2y, -y, - 3y, -7

-B = z(Max)

C'est un probléme de "knapsack" dont la solution est :

1 1 1 1 1
Y =¥, =L y, =y3=0,8 =2,
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On évalue w(yl) =5

| | .
12 = x32 =1, xij = 0 ailleurs

1 1 1

_ _ _ I _ 1
M. = 2, Uz = O, U3 = 3’ U4 =0 A

1

1, \,, =2, A\.. =0 ailleurs

1 13 ~ 31 1]
2 = B(]) étant < w(y‘) = 5, cette solution est non optimale.
- 5 (2)
(2) On résoud alors le nouveau probléme K
0 < yi <1
4
oy =2
1=1
(DF 8 >0
B -y "2y, = v,y -3y, < -7
-8 -4y, —4y 4 < -5
-8 = z(Max)

. . 2 2 2 2
dont la solution optimale est vy = 3/5, y, = 2/5, y3 =0, y, =1
82 = 13/5

2
w(y™) = 19/5
2 _ 2 _ 2 _ 2 _ 2 z2
Hpm 2 M =2 My =3, W, =0 A=, Ay, =2
Nous ne sommes pas encore & 1'optimum.
(3) On forme alors et on résoud le probléme K(3)
0 < vy, £ 1 i=1,...,4 (ui)
4
.Z y; = 2 (1)
i=1
B >0
e
-8 Y, 2y2 Y4 3y4 < =7 (v])
-B -4y1 2y2 4y3 <=7 (v3)



_93_

La solution optimalex de K(3) est :
83 - 3
1 2
y =1L y =0, y;=0, y, =1
3
W(y())=3
Comme 8(3) = w(y(3)), cette solution est la solution optimale de (PC).

b3 . .
Une solution duale optimale est T =2, v. = 2/3, v

1
u. = 0,
i
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CHAPITRE IV

METHODE DU SOUS-GRADIENT ET METHODE BRANCH AND BOUND
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I - LA MISE EN OEUVRE DE LA METHODE DU SOUS—GRADIENT

I-1 - Introduction

. . n . .
Soit S une partie de R, convexe et non vide, et soit w{T) une
fonction convexe

w:S>R

Nous appellerons "méthode du sous-gradient" appliquée a la résolution du
probléme (P)
- Min w(m)
®f s
le schéma itératif suivant :
(x) Soit (t.) , une suite de réels strictement positifs vérifiant les deux
jeN

propriétés

1l
o

1) 1lim t.
: J
o]

2) ¥ t. est une série divergente.

(%) Soit m, un point initial quelconque dans S.

A 1'étape jéme de la résolution du probléme (5), on dispose d'une ''solution

approchée" ﬂj S, telle que
w(m.) # #o
(J)

A partir de ﬂj on détermine un vecteur Vj Bw(ﬂj), c'est 3 dire un élément

quelconque du sous-différentiel de w en Wj.
On définit alors une nouvelle solution approchée “j+l en posant
=P _(m, - t.v.)
S° 13
oli P, désigne 1'opérateur projection (euclidienne par exemple) sur le

S
convexe S.

ﬂj+l

Cette méthode, d'aspect élémentaire, converge quelle que soit la
P

suite (tj) choisie, et & partir de n'importe quel point initial T dans S.

Une validation claire et simple en est présentée dans [Aol.
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Pour une mise en oceuvre efficace, il s'agit de pouvoir résoudre

"simplement" le probléme de recherche d'un élément du sous-différentiel de

W en un point quelconque de S, ainsi que celui de la projection sur 1'ensemble

Dans la pratique, on considare que le schéma itératif décrit ci-haut

a convergé, dés que

ol € est un nombre'petit" dépendant de 1la nature du probléme.

Cette régle d'arrét se justifie grace au théoréme suivant, démontré
dans | |

Théoréme : Si, dans le schéma itératif de la méthode du sous—-gradient, on a

T, T,
3+l ]
alors ﬂj est solution optimale de (P).
La vitesse de convergence dépend surtout de la nature de w, et

nous verrons qu'en ce qui concerne le probléme de m-centre, cette convergence

est d'une rapidité exceptionnelle.

I-2 - Mise du probléme de m-centre sous la forme (§)

Afin de mettre le probléme de m-centre sous la forme (P) du I-1,
nous nous souviendrons qu'une des conséquences de 1'étude du polyédre dual
Q a été 1'expression du probléme de m-centre sous la forme du programme

linéaire (G) suivant :

[ N

( m > 0
x i =
3
E -m 2l
( n
) & .Z ni > 1
‘ 1=1
( k -
S -] Z o A, - A, > A,
: i 5 oi(r) [mi (k) mi(r)_l io, (k)
E n n
(Z o, + I T a, = w(Min)
£ — 1 1 1
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Cette forme du programme linéaire du probléme de m-centre peut se retrouver

directement, i partir des deux observations suivantes :

. N _ L.
Soit T un vecteur de R vérifiant

0 < m <1 i=1,2,...,n

[[Eae =]
=
v

(%¥) La valeur de T est

n~B

(m, a. + p,), ol M, a, est le colt de construction
i7i i i i

i=1

en i.
pi est la distance parcourue par i, c'est i dire

p(i)-1 p(i)-1

X ngi(r) Ai i(r) + |1 - ’ﬁi - z

P.
* r=1 r=1

m A, .
0,(x)) "o, (p()),
les p(i) étant ceux construits, A partir de T, par 1'algorithme d'affectation

aux plus proches voisins.
Cette quantité Py s'écrit aussi

p(i)
%57 20 T o [Pio e * tio, ] * b, (i)

(x) Etudions les variations de la quantité

k
z

oo 04 (D [—Aioi(k) * Aioiml * Aioiac)

quand k varie de O a n-1.

Cette quantité augmente, atteint son maximum pour k = p(i), puis diminue.

La démonstration de ce fait s'effectue en 2 étapes :

(%) Pour k < p(i) on a 1l'inégalité

k

2 Mo @ [_Aioi(k) * Aioi(r)-_[ * Lo, ()

k
<

1
o [0; (D [‘Aioi(kﬂ) " big @] * lio, (kr1)

™M+

=
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En effet, la différence
k k+1

o oom
r=0 0i

est égale 3

k
A, - A, 1 - Z 7
[ io, (k) io, (k+ I)J =0 9 (r)
k
Mais k < p(i) implique rio ﬂo.(r) <L

Et comme A. < A, différ Goati .
e lgi(k) - 10i(k+1)’ cette différence est négative, et on a bien

1'inégalité proposée.

(%%) Pour k > p(i), on a 1'inégalité

rio TToi(r) \:—Aioi(k) * Aioi(r)} ¥ Aicxi(k)
k+1
= rio TTcsi(r) [-Aioi(kﬂ) * Aioi(r)] * Aioi(k+l)

car la différence du permier et du second terme est égale 3

k
[Aioi(k) - Aioi(kﬂ):[ Kj - rio 1Tc,i(r)

k
Comme k > p(i) implique I My (1) > 1, on a bien 1'inégalité proposée.
r=0 i

De ce qui précéde découle que

k
p., = Max A. - I m A. - A,
t k=0,...,n-1 [ Y51 (k) r=0 % (r) [ 10i (k) 10i(r):]

ce qui permet d'écrire le programme linéaire du mcentre sous la forme G.

-4, A, A, - a 7 -
(r)[ io, (10" 10i(r):l " P00 T 20 To (o [Aioi(k+1)+Aioi(r):| Aioi(k+
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Ce programme linéaire (G) s'écrit aussi

n
Min w(m) = <m,a> + I pi(ﬂ)

i=1

n n
TeS = {mrerR" /O0<m <1 et I m o>
i=1 *

ol
pi(n) = Max

A, - <m,V, . >
k=0, ...,n-1 [wi(k) 1’k]

Le vecteur Vi K étant défini 3 partir de la matrice A :
b}

o. (1) bo. ) T Yo (o
1 1 1

V. =

i,k

r=0,...,n-1 0 r >k

Remarque sur les variables T

A 1'optimum la solution optimale ™ du programme linéaire (G)
fournit les taux optimaux de construction des centres et les variables T
retrouvent la signification des variables de construction y que nous
utilisions dans les chapitres précédents. (Voir 3 ce sujet les para-

graphes I-3 et suivants au chapitre III).

Nous allons 3 présent étudier la convexité de w(m), le sous
différentiel Bw(m), ainsi que 1'opérateur PS projection sur

s={m R/ o0< mo< 1, pm o>k

Proposition : La fonction w(m) est convexe.

Démonstration : La somme de fonctions convexes ext convexe, et 1l'enveloppe

supérieure de fonctions convexes est convexe -voir, 3 ce sujet, la référence LAI|

La fonction <T,a>, qui est linéaire, est convexe. Les fonctions pi(ﬂ)
sont convexes, comme enveloppes supérieures de fonctions affines (et donc
convexes), qui sont

A <m,v, >

io, (k) - i,k
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I-3 - Sous-différentiel de la fonction w(T)

I-3-1 - Définitions et rappels (Voir la référence D)

. n - . o
Soit £ : R > R une fonction convexe quelconque, et soit x G:Rn
o

un point tel que f(xo) #£ too,

n . . . ren .
Un vecteur Yo R" sera dit appartenir au sous-différentiel f(xo) de
la fonction f au point xo si la fonction x »> f(x) - <x,yo> atteint son minimum

en x .
o

Un des résultats les plus importants établis dans ] | sur la sous-
différentiabilité concerne le sous-différentiel d'une somme de fonctions con-

vexes

r
Soit £ = I fi’ ol (fi) est une famille de fonctions convexes.
=0 i=l,...,r

. . . . . n
Si les fi sont continues et s'il existe un point X de R en lequel elles

sont toutes finies, alors
r
f(x) = & 93f.(x)
. i
1=1
en tout point x Rn, cette écriture signifiant

y 9f(x) <= il existe des Yso i=l,...,r, tels que

;€95 (%)

I-3-2 - Pour la fonction w(m)

n
w(m) = <m,a> + oi(ﬂ)

1=]

le résultat que nous venons de citer indique que

n
d(<m,a>)(m) + I Boi(ﬂ)
i=1

ow(m)

=a+ Boi(ﬂ)

[/ =]

i=1

La détermination du sous-différentiel api(w) se fera grdce au lemme suivant.
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Lemme : Soit P une fonction de R® dans R définie par

(M = Max I_-ck - <mv >],
k=0, ...,n-1

A - n
ou les vk sont des vecteurs donnés de R .

Soit T, un point quelconque de R".
Alors

veap(no) <=> v co [{-vk / p(no) =c - <n,vk>}-j

k

(co désigne 1l'enveloppe convexe).

Démonstration :

. Si*véap(ﬂo), c'est que, par la définition rappelée au I-3-1, la fonction

m™ > p(m) - <m,v>
atteint son minimum en Wo ; ceci s'exprime aussi en disant que no est une

solution optimale du programme linéaire.

p + <ﬂ,vk> > ck k=0,...,n-1
p - <mv> = w(Min)
dont le dual est
Yk > 0 k=0,...,n-1
n-1
oy = 1
k=0 k
n-1
r vy, v = -v,
k=0 X Ik ]
)} ¢ Y = z(Max)

Puisque T, est une solution optimale du primal, le dual admet une
solution optimale Yy, et le théoréme des &carts complémentaires indique que si

p(ﬂo) > ¢ " <n°,v>

alors ;k = 0.

. . . . . . -k
Ceci s'exprime aussi en disant qu'il existe des Yy , pour

kefk' / p(m) = ¢, = <m v, >}, tels que ;k > 0, g ;k = 1
' = _
-k k"{k /D(TTO) ck' <“0’Vk'>}
et -v = Ly Vi
ké{k'/o(ﬂo)=ck.-<1ro,v >}

C'est précisément ce qu'affirme le lemme.
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. Inversement, si ve¢ co r{-vk / p('rro) =c - <Tro,vk>}-,, alors on peut

mettre en évidence un Yy, réalisable pour le dual et tel que (ﬂo,Y).réalisent
les conditions du théoréme des écarts complémentaires : m réalise donc le

minimum de p(m) = <m,v>.

Ce lemme permet aussi d'affirmer que pour m¢ S, Bpi(ﬂ) est égal
a l'enveloppe convexe de 1l'ensemble des solutions optimales du programme

linéaire Q(m).

A.. > 0
ij -
- < .,
My Aij - AiJ

.+ A ]ﬂ. = z(Max)
i LA li i

Quand cet ensemble de solutions optimales n'est pas réduit 3 un
singleton, un "bon" choix d'un élément \rQapi(ﬂ) est la meilleure approximation
de zéro sur Bpi(ﬂ) = co [i'ensemble des solutions optimales de Q(ﬂ)].

Mais dans la pratique, il suffira de choisir un v = _Vi (i)’

’
oi les p(i) sont ceux construits, & partir de m, par l'algorithme d'affectation

aux plus proches voisins.

I-4 - Projection sur l'ensemble S

Le probléme de la projection sur l'ensemble S

s = {rer* /o0 <m,

n
<1 et T om o>1}
1 - 1 -

i=1

peut se formuler comme le programme convexe suivant :
. e 1 -
Mlnlmlser'i ||x - x||

sous les contraintes

1) xj >0 j=1,2,...,n
2) x.j > 1 j=1,2,...,n
n
3) £ x,>c¢
j=1 7

o 2 a e - . n
Ou c est une constante donnée vérifiant O < ¢ < n et X un vecteur fixe de R .
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Nous allons décrire une caractérisation simple de la solution optimale
de ce probléme, ainsi que la méthode de résolution suggérée par cette caracté-

risation.

I-4-1 - Caractérisation

Nous utiliserons, sans les redéfinir ni les réénoncer, les notations

et résultats du cours de Laurent (réf. |‘j, chapitre VII, § 1 et 2).
Nous écrirons donc qu'il s'agit de minimiser
1 -2
fo(x) =5 ||x x||

soumis aux 2n+! contraintes

n
f](X) =-L x,+c<O

j=1
fi+](x) = -x, <0 i=1,2,...,n
fn+i+l(x) =X - 1 <0 1i=1,2,...,0

Le probléme perturbé est

Min fo(x)
x / fj(x) < uj j=1,...,2n+]

ol u est le vecteur perturbation.

La fonction ¢ associée est

fo(x) si fj(x) < u, j=1y..e,s2n+1
¢(X, u) =

+00 sinon

dont le polaire Y est

n n
- ' ' ' "o '
W(YJ\,V,W) = <x',y> + A fl(x ) + lil V]-_ f-+](x>+ li w. fi+n+](X) fO(x )
pour
1) A <0
2) v<O
3) w<oO
“4) x' vérifiant y, - A - v, + w. - (x! - x.) =0
yJ J J ¢ J J
soit encore y. — A = Vv, + w., = X! - X. .
J J J J J

Pour des y, A, v, w ne vérifiant pas ces conditons, ¥ vaut +o,
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La condition nécessaire et suffisante d'optimalité d'un x est
o(x,0) + ¥Y(0O,\,v,w) =0

ce qui s'exprime en disant qu'il existe A, v, w vérifiant
Xp

D x>0
2) <0
3) w<0O
4)V50
5 - A - v, +w, =x! - x,
J J J
n
6) Al- Z x.+¢|] =0
j=1
7) x. v, =0
J ]
8) x. w. =0
J 1]
n
9 I x,>c
j=1 1
10) X <1 vj {1,2,...,n}

I1 est commode de changer les signes des variables A\, v et w ; les conditions

(N, ), (7, (8, (9), (10) restent inchangées, les autres devenant

2) A >0
3) w>0
4) v >0
5) A+ v, -w., =x, - X, i=1,2,...,n

I-4-2 - Algorithme de projection

Soit A > 0, quelconque et posons :

xj (A) = Min [], Max[O, ;(j + ]]

0 si xj(k) =]
vj()\) =(- - ij si xj(}\) =9
0 si x.(1) =x. + A j=1,2,...,n
J J
)\-1+)_<jsixj()\)=l
wj(k) = si xj(X) = 9
X. + A

si xj(l) =
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Les vecteurs x()\), v(A\) et w(\) satisfont les conditions (1), (2),

(3), (4, (5), (7N, (8), (10).

11 s'agit donc de choisir un A > O de telle sorte que les conditions

(6) et (9) soient aussi vérifiées.

Voici comment choisir un tel A.

n
I-4-2-1 - Si Minl:l, Max[0, x]] > ¢
j=1 ?
on peut prendre A = O.
5 -1
1-4-2-2 - Supposons que L Min[l, Max[O, Xj]l < ¢
j=1

Nous allons chercher un A > O tel que

[Noli=}
[}
0

x.(A)
j=1

La fonction f()\) =

"~

xj(A) est

=1
-~ linéaire par morceaux,

- monotone non décroissante.

Introduisons les abscisses

o . 1 - x.
] ]

By =7y

Ces abscisses sont justement celles des points anguleux de £(A), celles ol

la dérivée de f()) varie.

On suppose avoir ordonné les ;j de telle sorte que
X, <X, < ... <X
1 -2 - - n

On a alors les relations

o <a <. 00 <0
n - n-l - -1

B <8

< ... <B

n-1 - 1

. < Q.
By < ]

Pour construire un A > O vérifiant f()\) = c, on examine une succession d'in-

E\ .y A 1
min max

tervalles
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choisis en sorte que
() (A ., A ne contienne aucune abscisse 0. ou B..
min max J J

(x) A . et A soient, soit zéro, soit une abscisse 0. ou B..
min max h ]

Ce choix assure que f()A) est une fonction linéaire dans 1l'intervalle [}min’ Amm&'

Ces considé@rations aboutissent au mode opératoire suivant :

(0) Poser Amin =0

(1) On a toujours f(kmin) < c
Poser Amax = Min | Min o., Min B.

O.>A . T AL
j "min j "min
(2) (2.a) Si £(A__) > c, alors il existe dans [A ., A ] un A tel
max’ - min’ “max

que f()\) = ¢

Dans 1l'intervalle [k ., A ]
min’ "max

f(A) = aA + b
avec
a = Card [{j / Bj < xmin < Amax < aj}]
b = jZ/xj + Card [{J / o < Amin}]
B.<A <A <

On fera donc A = Eih et le probléme est résolu.

. i < . .
(2.b) Si f(lmax) c, poser Amln Amax et aller en (1)

Ce procédé est certainement fini : en effet, puisque

£f(0) < c et f(a]) =n >c
et que f()A) est monotone non décroissante, l'intervalle LO,ull contient certai-
nement un A tel que f(A) = c.

Pour )\ep l, et pour j quelconque dans {1,2,...,n}, il

. s A
min’ "max
se produit 1'une seulement des 3 situations suivantes :
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IA

(%) BJ.

o. <A . et danc ce cas x,(A)
J - mn J

. <A <aq. et alors x.(}) = X, + A
min  ‘max = ] ] ]

(%) BJ.

I

(%) Amin < Bj’ c'est a dire

AL <A < B, <,

mn max - J ]
et alors
x.(A\) = 0.
J
Cette observation suffit a justifier les formules de 1"étape (2.a).

I-5 - Choix de la suite (Fi)

I1 est manifeste que le schéma itératif, décrit au [-1, convergera
plus ou moins rapidement selon la nature de la suite tj utilisée. L'influence
de cette suite (tj) sur la convergence &tant trés difficile a analyser formel-
lement, nous avons choisi de 1l'étudier de maniére expérimentale sur la famille
des séries divergentes décrites par le trés important théoréme de Gauss, que

nous rappelons ici.

Théoréme : Soit u_ une suite & termes positifs.

Supposons qu'il existe :
un réel A

une suite w_ telle que |w | < |A|
n n

un réel u

un réel p > 1

u w o
tels que =] + 2y —E, la série X u_ converge ssi U > 1.
n P n
n+1 n n=0

La démonstration de ce théoréme, que 1'on trouvera dans Ll5|, se fait
d partir des critéres habituels de convergence de séries ainsi que du théoréme

de Kummer.

Les réels u, p, A, ugs ainsi que la suite W s apparaissent donc comme

des paramétres nous permettant d'explorer toute une fam111e de suites (t ).
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Pour la résolution, par cette méthode du sous-gradient, de 1'ensemble
des problémes tests, nous avons déterminé de maniére expérimentale les M, A,

Ps to et (wn) tels que la suite

1

m ), avec U <1
-1

TP
J

donne la convergence 1la plus rapide. Malheureusement cette expérimentation

1 +

C b

limitée ne nous a suggéré aucune conclusion généralisable sur la suite t..
J

SRE——

LA METHODE BRANCH AND BOUND

ITI-1 - Introduction

Il ne nous a pas été possible de développer des moyens théoriques
pour juger de la proximité des solutions optimales continue et entiére du
programme (P), c'est i dire, en définitive, juger la qualité de la formula-

tion linéaire du probléme de mcentre que nous avons proposé.

A défaut de tels moyens théoriques, un critére que l'on peut adopter
est "l'efficacité" d'une méthode branch and bound utilisant la valeur du pro-
gramme continu pour évaluer (ou borner) la valeur des programmes en variables
mixtes générés par les étapes successives de 1'exploration par "séparation et

évaluation".

L'efficacité d'une méthode branch and bound n'a pas non plus de
définition théorique. Dans. ce travail, nous jugerons 1'efficacité du branch
and bound d'aprés la taille moyenne des arborescences d'exploration engendrées

lors de la résolution d'une famille-témoin des problémes de m-centre.

La famille-témoin que nous avons utilisée comporte des problémes
dont 1le graphe, ses arcs et sa matrice Aij sont générés aléatoirement. Lors
de 1'expérimentation numérique, nous avons distingué la sous-famille des pro-
blémes dans lesquels la matrice Aij vérifie 1'inégalité du triangle, de celle

ol cette propriété n'est pas vérifiée.
Au paragraphe II-2, nous détaillons le principe de la séparation et

de 1'évolution dans la méthode b-and-b associée 3 cette méthode du gradient.

Les résultats et commentaires des tests font 1'objet du § II-3.
C'est dans ce paragraphe que sont aussi rassemblés les résultats numériques

et les performances des divers algorithmes présentés dans ce travail.
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II-2 - Description de la méthode branch and bound

II-2-1 - La séparation la plus naturelle est celle qui consiste 3

-

fixer tant®t a zéro, tantdt 3 un, certaines variables de construction qui,

dans la solution continue, sont comprises entre O et 1.

Un sommet de 1'arborescence d'exploration correspond & un probléme
G(IO,I]), ol Io désigne 1l'ensemble des variables TTi fixées a zéro (centres

interdits) et I] 1'ensemble des variables fixées a un (centres obligatoires).

Le probléme G(IO,I]) est de minimiser.

n .
i
w m) = <T,a > + X
1 ,I ( ) »41 ,I - OI L1 (TT) + 'Z a.
o’ 1 0’71 i=1 0’71 JgI]
. 0 s1 I I
i ) j 1yt
ou a =
I,I .
o’ 1 a sinon

Pour définir p; I (M), on introduit quelques notations
0’1
k; 1. ° Max k
0’71 O<k<n-1 et S(i,k—l)ﬂI]=(b

ot l'ensemble S(i,k) = {j / £ 2 ¢g{0,...,k} avec Oi(Q) =i}

On définit alors les vecteurs Gi | pour k=0,...,k; 1 » ces vecteurs
i 0’71
dépendant de IO,Il
. - A, i < o. I
o0 P00 T o S Skes ((DET,

V. k. =
Ls 0 ailleurs

La fonction p; I (1) est alors définie par la formule
H]
1

i = - <M,V >
Pr 1 (M = Max . LAioi(k) TVik

Le premier sommet de l'arborescence correspond au probléme G,
c'est i dire G(9,9).
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A chaque sommet G(IO,I]), la solution optimale de G(IO,I]) fournit
une borne inférieure de la valeur optimale du probléme de m-centre 3 variables

entiéres. La résolution du probléme G(IO,I]) se fait par la méthode du sous-
gradient.

II-2-2 - On pourrait songer 3 une méthode b-and-b qui utiliserait

des solutions approchées des duaux des problémes G(IO,I]) pour évaluer une

borne supérieure de la valeur optimale du probléme & variables continues.

Le dual de G, ainsi que les duaux des problémes G(IO,I]), sont

de la forme

T > 0
>

e > 0

YeE s o

DG z yl’k = 1
k

- £.> < a,

T Mt <Y"i =

= I P <y,A> z(Max)

Pour appliquer la méthode du sous-gradient, on considére le vecteur v comme

fixé et on étudie le programme linéaire

T > 0
M. > 0
i z
- ' = - < >
T pi < ai ai y,fi
T-Zu o= z(y) (Max)
dont le dual est
r. > 0
j z
n
Y r. > 1
i=1 J
r. < 1
i S

z aJ.' r, w(y) (Min)
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Ce dual, dont la solution est immédiate, permet d'écrire

z(Y) = Min a' Min [;. - <y,f.5]
j=l,...5n J j=l,...yn J J

Ces considérations permettent d'écrire DG sous la forme

(DG) : Max z(Y)
n_ .n-1 n-l
Y€DS={Y€RJ&R /' Yy>0 et I Yik=l}
k=0 i
Sous cette forme, (DG) est lui aussi passible de la méthode du sous—gradient.
Toutefois, on aboutit & un procédé un peu moins efficace, car les vecteurs Y
comptent un nombre élevé de variables et la projection sur D. est moins facile

S
que la projection sur S.

Il est tout de méme utile d'indiquer comment il est possible d'entre-

prendre la méme démarche sur le probléme (Q)

Mt Ay S Ay
A > 0
1] -
(Q -
o+ 2 Ag. T< O
1
z Ui - mT = z(Max)

et de considérer les variables U comme fixées : Q(1) est alors le probléme

A T
AL > 0
ij -
QW)
X AQ. - TZ -ui
1
I u - mT = z(n) (Max)

La fonction z(n) admet alors comme 'sous-gradient' en U le vecteur g dont les

composantes gl sont :

g. =1-y, - L X, .

ol (§,§) est une solution optimale de DQ(M) :
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. >
xiJ > 0
DQ(u -X.. + > 0
Q (W) i yi 2
Zy. = m
yJ

Z .+ZZ 11 A"-' -Z LH. = PRER S W -—.- -.. . = >
My % [13 “1] yiHy = BT x A+ Zii(l v jiix”)ul w(l) (Min)

Ce fait est 1'illustration d'un théoréme utile, que 1'on prend
rarement la peine d'énoncer (du moins sous cette forme) et que nous mentionnons

ici sans démonstration.

b
z(Max)

A\ + by
cA + du

et soit z(Y) la fonction ainsi définie

z(W) = dy + Max c)
A/AX = b - Bu

Si z(u) # *=, le sous-différentiel de z(U) en U est donné par
3z(y) =d - uoB
ol u_ est une solution optimale quelconque du programme lindaire

i uA = ¢
u(b-Bu) = w(Min)

IT-3 - Expérimentation numérique - Conclusions

Nous avons choisi 8 problémes témoins pour éprouver l'efficacité de la
méthode branch and bound, ainsi que pour comparer entre elles les diverses

méthodes proposées.

Voici une description sommaire de ces 8 problémes -mais il va sans
dire que les observations ont porté sur un nombre beaucoup plus grand de

problémes.
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Le probléme 1 est pesé sur le graphe de la figure 1 ci-dessous, ol

les arcs non indiqués portent un colit infini.

AOP®

S;aj.{.

Le probléme 2 est construit sur un graphe constitué par 1'ensemble

des 29 plus importantes ville d'Europe. Les distances sont les distances

"réelles" (celles de 1'Almanach). En faisant varier le nombre de centres i

29

construire de 3 3 14 = I—f-, on obtient, sur le méme graphe, une famille

de problémes de plus en plus combinatoires.

Les problémes générés au hasard sont obtenus 3 partir d'un géné-
rateur de nombres aléatoires, grace auquel on "tire au hasard" les abscisses
et les ordonnées des sites dans le plan. (Quelques problémes dans R3 ont aussi
€té considérés). La distance entre 2 sites est alors soit la distance eucli-

dienne, soit un nombre lui aussi généré au hasard.

Le probléme 4 est obtenu en plagant le graphe du probléme 3 aux

sommets 1, 3, 5 et 6 du graphe de la figure 2.
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Les temps indiqués sont des temps moyens, mesurés (et arrondis)
en secondes CDC 6600. Les programmes sont écrits en Fortran.
Un temps infini (») signifie que le programme a pris plus de 100 secondes
en moyenne. Les temps du branch and bound ne prennent pas en compte les temps

de résolution du premier probléme continu G.

Les tests ont trés nettement mis en évidence ce fait, que nous
n'avons pas pu justifier théoriquement : quand la matrice (Aij) vérifie
1'inégalité du triangle, on obtient trés fréquemment des solutions entiéres
par les méthodes de programmation linéaire qui construisent des solutions
de base et le branch and bound construit une arborescence de taille trés

modeste.

La nature nettement plus combinatoire du probléme 3 distance maximum
réapparalt a4 ce niveau : en effet, en prenant pour critére 3 minimiser la
distance maximum parcourue par le plus défavorisé des usagers, le temps des
b-and-b passe du simple au double et le nombre des solutions entiéres équiva-

lentes devient astronomique.

Le mode opératoire issu de la formulation par les étoiles s'est
révélé le plus efficace et aussi le plus souple puisqu'il prend en compte,
sans modification notable, des contraintes de capacités maximales qu'on ne
peut introduire aisément dans aucune autre procédure. I1 est curieux de
constater que la méthode révisée du simplexe, si rapide dans ce mode opératoir:
de la formulation par les étoiles, est d'une lenteur désespérante dans 1l'algo-
rithme issu de 1l'application du principe de décomposition de Dantzig et Wolfe.
L'opinion, assez répandue, de 1'inefficacité de ce principe de décomposition

de D.W., ne semble donc pas entiérement gratuite et sans fondement.

La méthode du sous—gradient est elle aussi trés efficace. Les
solutions optimales qu'elle propose ne sont pas nécessairement de base
—-ainsi elle peut converger vers une solution fractionnelle méme s'il existe
une solution optimale entiére. Dans la pratique, nous arrétons les calculs

3 ou 10-4, la norme étant le maximum des valeurs

. = . < -
quand”'n‘J+1 TJ|| < 10
absolues. Quand la taille n du probléme augmente, la dégradation des perfor-
mances de cette méthode de sous-gradient est la meilleure -la moins brusque,

la moins irréguliére et aussi la moins 'dramatique" de toutes les autres
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méthodes. Pour les problémes de grande taille (100 sommets et plus) c'est 3 elle
qu'il faut recourir en premier. Elle ne présente pas 1l'écueil de 1la précision

numérique, toujours présent dans les autres méthodes.

La méthode issue du principe de décomposition de Rosen est sensible
au point initial et au premier probléme résolu -il est souvent avantageux de
la faire fonctionner en "tandem'" avec une autre méthode -celle du sous-gradient
par exemple- qui construit rapidement un "bon" point initial. Cette méthode est
venue 3 bout de problémes assez importants (60 - 100 villes). Elle est parti-

culiérement 4 recommander quand il s'agit de mettre a4 jour la solution actuelle

d'un probléme, aprés de légéres modifications dans la matrice A.
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CHAPITRE V
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I - RELATIONS AVEC QUELQUES PROBLEMES COMBINATOIRES

Nous montrons ici comment certains problémes combinatoires
"classiques', bien résolus ou non, de la théorie des graphes et hypergraphes,

peuvent se formuler comme des problémes de m—centre.

L'intérét d'une telle démarche est multiple. Formuler un probléme
combinatoire comme un probléme de m-centre fournit une formulation par program-
mation linéaire qui en général est différente des autres formulations connues
-s'il y en a- de ce probléme. Par ailleurs, résoudre un probléme combinatoire
griace au formalisme €laboré pour résoudre un autre probléme permet de les
situer 1'un par rapport & 1'autre, dans l'ordre de leur difficulté. Cela peut

aussi constituer une source précieuse d'indications, notamment lors de 1'étude

des polyédres des programmes linéaires considérés.

D'un point de vue pratique, il faut toutefois remarquer que dans
la plupart des cas, la famille des problémes de m—centre ainsi obtenue peut
8tre d'une résolution laborieuse, puisque la matrice A qui définit ces pro-

blémes ne vérifie pas nécessairement 1'inégalité triangulaire :

Aij < Aik + Akj ¥i, j, k

Les définitions et les résultats essentiels concernant les problémes

combinatoires mentionnés ici sont étudiés en détail dans 1l'ouvrage de Berge

41 -

I-1 - Le recouvrement minimum d'un hypergraphe

Soit un hypergraphe H = (X,E), ol X désigne l'ensemble des sommets

et 1'ensemble des arétes.

On appelle recouvrement de 1'hypergraphe H une famille J FE d'arétes de H

dont la réunion est X.

Un recouvrement est dit minimum s'il est de cardinalité minimum.
Le probléme de la recherche d'un recouvrement minimum dans un hypergraphe
est un des problémes combinatoires les plus généraux qu'on puisse &tudier.
A ce niveau de généralité, ol rien n'est spécifié sur la nature des arétes
de 1'hypergraphe, il semble douteux que 1l'on puisse élaborer des résultats
précis -et il n'est pas question de songer 3 une méthode spécifique de ré-

solution.
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Une multitude d'autres problémes combinatoires ne sont que des cas
particuliers de ce probléme de recouvrement minimum d'un hypergraphe -nous

en donnerons deux exemple plus loin.

Le probléme de mcentre est lui-méme un probléme de recouvrement

d'un type un peu plus général, puisqu'il s'agit de rechercher un recouvrement

de poids minimum de 1'hypergraphe H' = (X',E') ol on prend pour X' 1l'ensemble

des sommets du graphe sur lequel on pose le probléme de m-centre et pour E'

l'ensemble des &toiles de ce graphe.

Pour formuler le probléme du recouvrement minimum d'un hypergraphe
H = (X,E) comme un probléme de mcentre, on considére le graphe
G

U, rYy on 3

X, = X E : un sommet de G] correspond soit & un sommet de H, soit a
une aréte de H.

U1 est constitué par les arcs (i,j) d'un des types suivants :

1) i et j sont deux aréetes quelconque de H ;

2) 1 est un sommet de H et j une aréte de H contenant le sommet i.

La matrice A] est définie en prenant A{j = 0 sur les couples (i,]j) corres-

-~

S ~ 1 . ~ . .
pondant 3 des arétes de U et 3 + ailleurs. Les cotuts d'investissement a, sont

de | sur les sommets de G] correspondant i des aretes de G] et de + ailleurs.

Proposition : Toute solution optimale du probléme de m—centre dans G] définit

une solution optimale du probléme de recouvrement minimum dans H.

Démonstration : Evidente.

I-2 - Le probléme de couplage

I-2-1 - Le couplage maximum

Définitions
Dans un graphe non orienté G = (X,U) un couplage est un ensemble Eo

d'arétes tel que deux quelconques des ard@tes de Eo soient non adjacentes.

Un couplage Eo est dit maximal ssi ¥u U, Eo {u} n'est pas un
couplage. Un couplage E0 est dit maximum ssi c'est un couplage de cardinalité

maximum,
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Un ensemble d'arétes F constitue un recouvrement ssi tout sommet

X est extrémité d'ua moins une aréte de F.

Un recouvrement est dit minimum s'il est de cardinalité minimum ;
a partir d'un recouvrement minimum il est aisé de construire un couplage

maximum (voir Berge | 4]).

Le probléme de la construction d'un couplage maximum apparait donc
comme un cas particulier du probléme général du recouvrement minimum d'un
hypergraphe et on peut donc le ramener i la recherche d'un m-centre dans un

graphe.

I-2-2 - Le couplage maximal de cardinaté minimum

Plutdt que de rechercher un couplage maximal comportant le plus
d'ar€tes possible, on peut s'intéresser au couplage maximal qui en contient

le moins possible, c'est 3 dire le couplage maximal de cardinalité minimale.

Aucun €tude n'a encore été consacrée i ce probléme combinatoire,
qui semble assez difficile. Voici comment on peut en construire une solution

grice au formalisme du m-centre.

On considére le graphe G2 = (XZ’ Uz, A2) ol

X2 = U : les sommets de G2 correspondent aux arcs de G.

U2 = {(,7) i X2, ] X2} : le graphe G2 est donc complet.

. 2 . . e e .
La matrice Aij des '"distances" est ainsi définie :
’ O si l'aréte i et 1'aréte j sont adjacentes dans G
+© sinon

Les colUts de constructions a, sont pris uniformément &gaux a 1 :

ai =1 ¥ X2.

Proposition

a) Tout couplage maximal Eo de G définit dans G2 une solution réalisable,

entiére et de valeur finie, du probléme de m-centre.

b) A partir de la solution optimale du probléme de m-centre, on peut
construire une couplage maximal de cardinalité minimale. Cette cardinalité
est d'ailleurs le nombre de centres construit dans une solution optimale du

probléme de mcentre dans G2.
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Démonstration : Le a) de la proposition est évident. On montre aussi que

tout couplage non maximal de G définit dans 02 une solution réalisable entiére

du probléme de m-centre, de valeur infinie.

Soit donc C = {i], iz, ey ik} la solution optimale du probléme de m-centre

dans G2. Les éléments de C sont des arétes de G.

Si C définit un couplage dans G, alors C est laors le couplage maximal de

cardinalité minimum.

Sinon il existe deux arétes i (C et j C qui sont adjacentes dans G. Les
arétes de ¢ ne forment aucune chalne de longueur _ 3, sinon C ne définit

pas une solution optimale du probléme de m-centre dans G,. On peut donc

2
choisir dans C deux arétes i et j telles que j ne soit adjacent qu'd une

seule arete de C.

Dans G, les sommets a et c ont un degré d'au moins deux, sinon C
n'est solution optimale. Voici alors comment on peut définir une autre solu-
tion optimale du probléme de m—centre :

~

Oter de C 1l'aréte j et introduire 3 sa place une aréte k, adjacente a j au
sommet c, non adjacente i i et ne figurant pas encore dans . (Comme C est
une solution optimale du probléme de m—centre, si deux arétes de C sont

adjacentes, alors il existe dans C deux arétes i et j adjacentes et telles

qu'une telle aréte k puisse étre trouvée).

Ce processus est alors répété sur le nouvel ensemble ( ainsi obtenu,
tant que C ne constitue pas un couplage. A cahque fois le nombre d'arétes ad-

jacentes de C diminue, tandis que la cardinalité de C reste constante.
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I-3 - Le probléme de la recherche d'un ensemble stable maximum

Dans un graphe simple G = (X,U) on appelle ensemble stable un
ensemble S de sommets tel que deux sommets distincts de S ne soient jamais

adjacents.

Un ensemble stable S sera dit maximum g'il est de cardinalité

maximum.

Un ensemble T de sommets est dit transversal ssi toute aréte de

U posséde au moins une extrémité dans T.

On voit donc qu'un ensemble S est un stable ssi 1l'ensemble X-S
constitue un transversal. Rechercher un ensemble stable de cardinalité
maximum Equivaut donc & rechercher un ensemble transversal de cardinalité
minimum. On reconnalt dans ce dernier probléme un cas particulier de celui

du recouvrement minimum d'un hypergraphe.

I-4 - Remarques

Plusieurs autres problémes combinatoires peuvent se ramener a la
réalisation d'une ou plusieurs recherches successives de m-centres dans des
graphes associés. Les quelques problémes que nous venons d'énumérer ne cons-
tituent donc qu'une liste non exhaustive, indicatrice de la souplesse de la

formulation proposée et décrite dans les chapitres précédents.

Rappelons encore l'importance de 1'inégalité triangulaire lors
de la recherche d'une solution optimale du probléme de m—centre. Il ne faut
donc pas considérer un probléme combinatoire quelconque comme résolu aussi-

tot qu'il a été ramené 3 notre formulation.

CONTRAINTES D'INTEGRITE

En passant du programme (P) au programme (PC), nous avons simplifié
momentanément le probléme, en le rendant convexe (en fait linéaire) par omis-
sion des contraintes exigeant 1'intégrité des variables y. Cette fagon de
procéder équivaut a une convexification d'un programme linéaire en nombres
entiers et constitue une des méthodes les plus efficaces en optimisation

combinatoire.
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Puisqu'on retire des contraintes de (P) pour le linéariser, il semble
raisonnable d'adopter pour critére de "complexité" d'un probléme en nombre
entiers, le nombre de contraintes linéaires qu'il faut rajouter i (PC) pour

assurer 1l'intégrité de sa solution optimale.

De telles contraintes sont appelées contraintes d'intégrité.

I1 existe peu de problémes combinatoires pour lesquels un ensemble
de contraintes d'intégrité est connu ; on peut citer le probléme du coup lage,
celui de la recherche d'une base optimale dans un matroide et celui de 1'in-

tersection optimale de 2 matroides.

Notre effort pour la recherche des contraintes linéaires d'intégrité
de (PC) est demeuré infructueux. C'est une question difficile, comme en témoigne
la diversité et la complexité des problémes combinatoires que les problémes

(P) et (P]) recouvrent.

I1 est une autre maniére d'apprécier la difficulté de cette question,
et c'est de considérer la nature de certaines familles de contraintes qui,
ajoutées 3 (PC), n'assurent pas 1'intégrité de la solution optimale de celui-
ci, mais qui doivent obligatoirement &tre exprimées et contenues dans la

famille des contraintes d'intégrité.

Nous indiquons ici deux familles de contraintes qui semblent trés
fortes, et qui pourtant sont encoire moins fortes que les contraintes d'in-

tégrité de (PC).

Pour décrire la premiére famille, associons i chaque ensemble d'arcs A
un entier r(A) que nous appelons pseudo-rang de X, ainsi défini :

r(A) = Max|A e

e {e/e est une for@t dont chaque composante connexe est une étoile}

Par exemple, pour un ensemble A dont les arcs constituent le graphe

partiel de la figure suivante :
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I1 est clair que toute solution (x,y) réalisable entiére de (Pc)

vérifie les contraintes

(%) X x,. < r(4a) ¥ ensemble d'arcs A
(i, a M
I1 est donc 1légitime d'exiger que toute solution réalisable de (Pc)
la vérifie également. Pour un arc, |A| = 1 et la contrainte (%) est Xij <1,

déji exprimé dans (Pc)'

Pour un ensemble quelconque d'arcs,A est un probléme ardu, que
nous n'avons pas été a méme de résoudre. Le probléme (PC), complété de ces
contraintes (%) qui sont nombreuses et difficiles 3 calculer, peut encore

avoir des solutions optimales non entiéres, comme le montre l'exemple sui-

vant
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ol il s'agit de construire m = 4 centres. Sur ce graphe les distances non

indigquées sont prises égales 3 + . La solution optimale est
Yy SV, Ty, =]

1/3

<
N

1]

<
w

1]

~
(0

|

Aucune contrainte (%) n'est violée.

Considérons a présent une autre famille des contraintes.
Soit un ensemble S de sommets de X, et soit (x,y) une solution réalisable

entiére du probléme de m-centre.
S'il sort de S moins de |S| arcs, c'est a dire si

ox.. < |s]

is M
j s
c'est qu'il y a au moins un centre construit dans S : la contrainte
(xx) £ x,. + |S]| Max (y.) > |s| ¥S X
. 1] . i7 -
1S 1S
js

est donc vérifiée par toute solution réalisable entiére de (PC) ; nous 1l'exi-

gerons donc pour les autres solutions réalisables de (PC).
Pour |S| = 1, la contrainte (%x) devient

I X.. +y. >1,
jEL M t

contrainte déji exprimée dans (Pc).

La contrainte (%%) n'est pas linéaire, mais pourrait &tre aisément

linéarisé, en modifiant légérement la fonction objective.

Le probléme (Pc)’ complété des contraintes (%x%) et (%),n'est toujours
pas assuré de 1'intégrité de toutes ses solutions optimales de base : la solu-

tion optimale du probléme décrit figure 2 est toujours non entiére.

Les contraintes d'intégrité de (P ) sont donc plus fortes que
& c

1'ensemble des contraintes (%) et (%%).
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