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INTRODUCTION GENERALE

Ce travail est divisé en trois parties A, B et C relativement

indépendantes.

Dans la partie A, on présente briévement les différents aspects
des recherches engagées depuis une dizaine d'ammées dans le domaine de
la complexité des algorithmes. On y discute en particulier des principaux
critéres de colits envisageables. Cette partie a été rédigée dans le but
d'introduire certains concepts repris par la suite et de permettre de
situer dans un contexte plus large 1'objet des parties B et C. En la
complétant d'une liste de références sur ce sujet, on espére faire oeuvre
utile.

Les parties B et C constituent l'essentiel de ce travail.

La partie B est consacrée i 1'étude de la complexité du calcul
de plusieurs formes bilinfaires, cette complexité &tant mesurée par le
nombre minimal de multiplications, entre deux opérandes quelconques, que
doit nécessairement utiliser tout algorithme de calcul de ces formes
bilinéaires.

Cette étude est évidemment motivée par le fait que de nombreux
calculs se présentent sous la forme de 1'évaluation de plusieurs formes
bilinéaires particuliéres. On peut citer, par exemple, les cas, du produit
de deux polynomes, du produit de convolution de deux vecteurs, du produit
de deux quaternions, du produit scalaire et du produit vectoriel de deux
vecteurs, et évidemment le cas du produit de deux matrices. En particulier,
la découverte par STRASSEN, d'une méthode de calcul du proguit de deux

. _ log, 7 . . . PP
matrices carrées n x n en n €2 multiplications a subitement révélé ce
nouveau domaine de recherches possibles, concernant pourtant des calculs

a priorl simples.



Dans la partie C, on se propose d'étudier la complexité des
principaux calculs matriciels pour des critédres de coits variés.

Les calculs matriciels ainsi examinés sontles suivants :
résolution d'un systéme linéaire, inversion d'une matrice, calcul d'un
déterminant , décomposition LR ou QR d'une matrice, obtention des formes
canoniques semblables i une matrice (forms d'Hessenberg, de Frobénius et
forme tridiagonale), calcul du polynome caractéristique, calcul des
valeufs propres par les méthodes IR, QR et par la méthode de Jacobi.

Les critéres de colits étudiés sont : le nombre de multiplications, le
nombre d'étapes de calculs en paralléle, le nombre d'appels de pages

(dans un syst@me avec pagination).

On va maintenant présenter les principaux résultats obtenus dans

ces deux parties.

Pour un calcul de plusieurs formes bilinfaires particulidres il
s'agit, d'une part d'obtenir une minoration (la meilleure possible) du
nombre minimal de maltiplications nécessaires pour &valuer ces formes bili-
néaires, et d'autre part de construire un algorithme utilisant le moins
de multiplications possibles. L'idéal étant d'arriver au cas ol la mino-
ration obtenue est égale au nombre de multiplications utilisées par un
algorithme commu, qui sera donc qualifié d'optimal.

Pour développer cette &tude, il est tout d'abord nécessaire de
définir la classe des algorithmes, que 1'on va utiliser ainsi que le
critére de colt employé. Ceci sera fait dans le chapitre BI.

Dans le chapitre BII, on donne une caractérisation du coit mini-
mal de calcul de p formes bilinéaires 3 la fois dans le cas ol 1'on utilise
la commutativité et dans le cas ol la commutativité n'est pas utilisée. On
relie ce colt minimal 3 la notion de rang tensoriel de p matrices.

Les chapitres suivants contierment 1'essentiel de nos résultats

personnels sur cette question.

Le chapitre BIII, est consacré i 1'étude de la notion de rang
tensoriel de p matrices. On y donne les principales propriétés du rang

tensoriel d'un ensemble de matrices. On mentre en particulier que 1'on



peut interpréter ce rang tensoriel comme le rang d'un tenseur &'ordre
trois associé 4 ces matrices. On donne aussi la condition pour que p
matrices dont une au moins soit réguliére ait un rang tensoriel égal 3
leur dimension. On examine ensuite dans cette optique le probléme du
produit de deux matrices. Enfin, on termine ce chapitre par 1'exposé

d'une méthode de calcul approché du rang tensoriel.

Dans le chapitre BIV on étudie les espaces de matrices de rang
tensoriel égal 3 leur dimension. On montre gue sur un corps K possédant
une racine néme de 1l'unité, 1'espace des matrices cycliques n x n
posséde une seule base tensorielle. On en déduit la seule formule optimale
de calcul du produit de convolution de deux vecteurs de K'. On donmne toutes
les bases tensorielles de 1'espace des matrices de Toeplitz et on en déduit
toutes les formules optimales de calcul du produit de deux polynomes. On
montre que l'on peut inverser une matrice de Toeplitz triangulaire en O(n)
multiplications, et on en déduit que la division de deux polynomes peut se
faire en O(n) multiplications. On é&tudie enfin les espaces de matrices,

ayant des symétries particuliéres, qui possédent des bases tensorielles.

Le chapitre BV regroupe plusieurs preuves originales de 1'opti-
malités de certains algorithmes. On commence d'abord par donner quelques
procédés généraux de minoration du rang tensoriel. On dorne ensuite une
nouvelle preuve de 1'optimalité de la méthode de STRASSEN,une démonstration
de 1'optimalité du produit de deux quaternions en huit multiplications, de
méme qu'une démonstration de 1'optimalité du calcul du produit vectoriel de
deux vecteurs de R3 en cing multiplications et une détermination du rang

tensoriel de 1l'espace des matrices anti-symétriques de dimension n.

Dans la partie C, I<s résultats originaux sont essentiellement
contenus dans les chapitres CII, CIII, CIV et CV.

Le chapitre CI en effet regroupe surtout les notations utilisées
dans cette partie, ainsi que les principales définitions relatives aux
algorithmes étudiés. Le chapitre se termine par 1'étude de 1'inversion
d'une matrice par des méthodes de partitionnement, 1'étude du. cas d'un

partitionnement di 4 un groupe abélien étant persornel.



Le chapitre CII fait le lien avec les résultats de la partie B.
On montre comment 1'utilisation de la méthode de STRASSEN permet d'obteni:
des algorithmes nécessitant O(nLog2 7) opérations arithmétiques pour
inverser une matrice réguliére, pour calculer son déterminant et pour
déterminer ses décompositions du type LR ou QR. Ces résultats sont dis en
partie & SCHONHAGE et a STRASSEN. Par contre, les résultats sur les
matrices cycliques, et sur le produit par des matrices de rotatior sont
persornels. On montre en effet que le calcul de 1'inverse et le calcul du
déterminant d'une matrice cyclique de dimension n peuvent se faire en
O(n log n) opérations arithmétiques si orn peut appliquer la FFT, et en
0(n?) sinon. On termine ce chapitre sur une remarque concernant le produi
d'une matrice par une matrice de rotation élémentaire, remarque qui perme
de diminuer du quart le nombre de multiplications utilisées par tous les

algorithmes basés sur 1l'emploi de telles matrices.

Dans le chapitre CIII, on étudie la classe des algorithmes qui
n'utilisent que des produits par'des matrices €lémentaires et des calculs
rationnels. On montre tout d'abord que la méthode de Gauss est, dans cette
classe, la méthode optimale pour 1'obtention de la forme triangulaire d'w
systéme linéaire. Sous 1'hypothése que les algorithmes considéré conserver
les zéros créés on montre également 1'optimalité de la méthode de Gauss
pour la résolution du systéme. On décrit tous les algorithmes optimaux de
résolution du systéme, et on montre en particulier qu'il en existe qui ne
passe pas par l'obtention de la forme triangulaire. Ce dernier résultat
montrant que 1'étude de Klyuyev-Kokovkin Scherback sur ce sujet méritait
d'étre reconsidéré.

On montre ensuite, avec les méres hypothéses, 1'optimalité de
certains algorithmes qui permettent d'obtenir les formes d'Hessenberg, de
Probénius, ou tridiagonale d'une matrice par des transmutations 3 1'aide
des matrices €lémentaires. Les algorithmes optimaux dans le cas de 1'obter
tion des formes de Frobénius et tridiagorale différent des algorithmes

classiques.

Le chapitre CIV est consacré i 1'étude du cas ol différentes
opérations orithmétiques peuvent étre effectuées en méme temps (c'est-i-
dire "cn paralleétle™).
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On étudie les performances des principaux algorithmes de calculs
matriciels quand on admet un nombre arbitraire de caiculateurs "en paralléle”
On montre en particulier que le calcul de 1a décomposition LR d'une matrice
peut se faire en paraliéle en O((log2 n)3) unités de temps, la décomposition
QR en O(n), et 1'obtention d'une forme canonique en O(n log n). On montre

aussi que le calcul du déterminant et de 1'inverse d'une matrice barde de

1}
largeur de bande 2k+1 peut se faire en O(log2 ( §¥i%iTT ) log2 n) unités

de temps. Ceci gfnéralise, par une technique différente, un résultat connu
sur les matrices tridiagonales.

On termine ce chapitre par le cas des matrices symétriques ou
hermitiques, en montrant que la méthode de Givens pour la tridiagonalisation

d'une telle matrice se préte mal au calcul en paralléle puisqu'elle néces-
site 0(n?) unités de temps.

Le dernier chapitre de cette partie, et de cette thése , est
consacré d 1l'influence de la pagination sur la conception et sur la perfor-
mence des principaux algorithmes de calculs matriciels. On suppose dans ce
chapitre que les données relatives 3 un calcul sont groupées en blocs appe-
1és pages dont certaines se trouvent dans la mémoire centrale et d'autres
dans une mémoire secondaire. Pour qu'un algorithme puisse effectuer une
opération il faut que toutes les données nécessaires soient dans la mémoire
principale de 1'ordinateur et donc que leurs pages y soient. Si toutes
les pages contenant les domnées ne peuvent étre en mémoire centrale
simultanément, il faudra, a certains instants, aller en chercher une
nouvelle dans la mémoire secondaire. Ceci &tant une opération trés col-

teuse, 11 s'agit d'orgaeniser les calculs de facon a minimiser ces cas.

Aprés un bref rappel sur les notions liées i la pagination, on
étudie dans cette optique la conception des principaux caléuls matriciels.
Les résultats originaux concernent 1'étude de 1'obtention des formes
d'Hessenberg, de Frobénius et tridiagonale d'une matrice par 1l'utilisation
des matrices &lémentaires, ainsi que 1'étude de la tridiagonalisation d'une
matrice symétrique par la méthode de Givens et la méthode d'Householder
et 1'@tude de la méthode de Jacobi.



A propos de 1'organisation du texte, chaque partie a sa propre
pagination. La page B10 se rapporte i la dixiéme page de la partie B.
La partie A est constituée de deux chapitres I et IT suivie de 1la

bibliographie.

L'organisation des parties B et C est la méme. Le plan détaillé
Ce la partie figure dans les premiéres pages, ainsi qu'une introduction.
Les chapitres sont repérés par la lettre de la partie 3 laquelle ils
appartiemnent suivie d'un chiffre romain. Les paragraphes d'un chapitre
sont numérotés par des chiffres arabes. Chaque chapitre est suivi des
références qui y sont mentionnées. A 1'intérieur d'une méme partie toutes
les références distinctes ont des numéros distincts. La numérotation des

théorémes, remarques,..., est interne 3 chaque chapitre.

In théoréme sera référencé par son numéro s'il se trouve dans
le méme chapitre que la référence, son numéro précédé de la lettre de son
chapitre (et de sa partie) s'il se trouve dans un autre chapitre (dans
une autre partie).

On emploiera trés souvent les notations suivantes :

rx] pour désigner le plus petit entier supérieur ou égal 3 x.

a
ij pour désigner le plus grand entier inférieur ou égal 3 x
et on écrira : f(x) = O(g(x)) s'il existe une constante c positive telle
que 1'on ait (sauf peut -é&tre pour un ensemble fini de valeurs)

f(x) < ¢ gx).
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PLAN DE LA PARTIE A

Fondements théoriques de la complexité.

Discussion des principaux critéres de coits

1/ Problémes de calculs algébriques

2/ Complexité de processus itératifs

3/ Un exemple de fonction colt mémoire :
calculs avec des matrices creuses

4/ Un cas de fonction colit logarithmique :
calculs algébriques exacts

5/ Utilisation du parallélisme dans les calculs.
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INTRODUCT ION

Cette partie a pour but, comme on 1'a indiqué précédemment,
de présenter les différentes voies de recherches possibles dans le
domaine de la complexité des algorithmes. Elle ne constitue donc pas
un exposé de résultats persormels et n'a pas non plus la prétention d'étre
un "survol" des multiples recherches entreprises ces dix dernidres années
dans ce domaine.

On va plutdt chercher i illustrer par quelques exemples les
différents aspects de ces recherches, et par la méme occasion d'intro-
duire les principaux concepts qui serviront par la suite. Ceci devrait
permettre également de situer dans un contexte plus large 1'objet de ce
travail.

Dans le premier chapitre de cette partie, on évoque les recherches
sur les fondements de la complexité. Ces recherches se présentent naturelle-
ment comme un prolongement des études sur la calculabilité, et utilisent
souvent comme modéle de base une machine de Turing. On essaie de montrer
rapidement 4 quel type de résultats elles peuvent conduire et leur importance

théorique.

Dans le second chapitre, on présente sur des exemples les principaux
critéres de colts envisageables quand on veut étudier la complexité d'une
classe précise de problémes.

On montre dans cet esprit, comment on peut se proposer d'étudier la
complexité des processus itératifs, des calculs sur les matrices creuses, ou

des calculs algébriques exacts... . ;

Les références situées 3 la fin de cette partie concernent les

questions évoquées ici mais qui ne sont pas étudiées dans le cours de la thése
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I . FONDEMENTS THEORIQUES DE LA COMPLEXITE DES ALGORITHMES

Pour étudier la complexité des algorithmes il faut tout d'abord
définir la classe Jef(d'algorithmes que 1'on utilise, et ensuite se donner
une fonction colt qui i tout algorithme A de JT associera son cofit C(A)
(c(n) € R'). La classe .7%'1a plus générale que 1l'on puisse raisonnablement
considérer est celle qui permet de calculer toutes les fonctions partielles
récursivés (cf. DAVIS (16)) ou quil reconnait les langages récursivement
drumérables. Cette question a été étudiée dans le domaine de la calculabilité,
et on peut utiliser plusieurs définitions possibles de G)ﬂf :

- en utilisant le concept de machine de Turing (TM),

- en utilisant les algorithmes normaux de Markov (24),

- en utilisant des modéles de machines moins primitives que les machines
de Turing comme les machines 3 accés indexé (RAM) qui sont plus proches
des ordinateurs habituels

une machine a acc@s indexé consiste en un nombre fini d'instructions

d'un des types suivantes :

a/ X_i « Xj T Xk

T désignant une des opérations permises par la machine par exemple
+:—9x,/'
Les opérations portent sur le contenu des mémoires Xi R Xj R Xk .

Chaque mémoire peut contenir un entier (de taille arbitraire).

b/ Des instructions sur les mémoires :

Xi « Xy (chargement indirect)
J
XX “ Xj (rangement indirect)
i

¢/ Des instructions de contrdle : branchement conditionnel ou non et

instructions d'entrées sorties.

Si on définit le coflit de chaque instruction d'une RAM, on pourra calculer

le colt d'un programme. On peut prendre :

- un cout fixe pour chaque instruction

- un colGt variable pour chaque instruction. Par exemple on peut supposer le
coit de chaque instruction proportionnel 3 la taille des opérandes (repré-

sentés en binaire) : colit logarithmique.
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En ce qui concerne les machines de Turing a une ou plusieurs bandes on
peut définir le colit en temps de calcul (nombre d'instructions 3 faire),
ou en mémoire (largeur maximale de la bande).

Les questions que 1'on peut &tudier dans ce cadre sont les suivantes :
a/ Comparer les performances des différents mod&les pour un méme calcul.

b/ Comparer au sein d'un méme modéle, les colts des différentes fonctions.
1/ Comparaison des différents moddles.

Soit £ : N > N une fonction récursive, calculée par une machine de Turing
TM et par une RAM (T = +,-).

On désigne par TM(n) le colt du calcul de f(n) pvar la machine de Turing
(colit en temps par exemple) et par RAM(n) le coiit logarithmique du calcul
de f(n) par la machine RAM.

On cherche & obtenir les résultats du type suivant :

"Si on sait calculer f en TM(n) par une machine de Turing, on saura la
calculer par une RAM en TM?(n)" (cf. COOK-RECKHOW (14)).

I1 y a donc une bonne correspondance entre les temps d'exécution par une

machine de Turing et par une RAM 3 cofit logarithmique. Par contre si le cot

de chaque instruction de la RAM est fixe les résultats sont différents.

2/ Comparaison des colts des différentes fonctions.

On montre par exemple que pour tout critére de colit il existe des probldmes
de complexité aussi &levée que 1'on veut.

Le résultat suivant illustre ce genre 4! 3tudes :
T, (n)
. . - . . 1
" N [] -
Si Tl(n) et T2(n) sont deux fonctions colts telles que 1'on ait lim TETET

alors il existe un probiéme recornaissable par une machine de Turing avec

T2(n) mémoires, mais non recormaissable avec Ti(n) mémoires seulement ".

On peut aussi comparer les colts en mémoires et en temps...

t
Les références (5, 6, 7, 8, 14, 15, 18, 19, 20, 21, 26) concernent ce genre
d'études.
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3/ Machine non déterministe .

On peut concevoir les machines de Turing non déterministes ou les RAM non
dézerministes, Elles servent & définir les algorithmes non déterministes,
c'est-a-dire ceux qui comportent des instructions de choix. Une machine
de Turing non déterministe peut 3 partir d'un &tat domné se mettre dans

plusieurs états.

On peutidéfinir le colit d'un calcul de la méme fagon que pour les machines
non déterministes : le temps du calcul d'une machine de Turing non détermi-
niste est le plus petit temps possible pour qu'elle effectue le calcul.

On peut essayer de comparer les performances des machines déterministes et

des machines non déterministes.

Les résultats suivants illustrent cette optique.
"Si un probléme est reconnaissable en temps T(n) par une ™ rnon déterministe
(avec deux changements d'états possibles), alors il est recomnaissable en

T{(n)

tenps 2 par une TM déterministe".

A 1'heure actuelle, oun ne sait pas si on pourrait remplacer dans 1'énoncé

de ce résultat 2T(n)

par P(T(n)) ot P(x) serait un polynome en x.

Cette question est celle de savoir si la classe P des problémes résolubles
en temps polynomial par machine déterministe est &gale 3 la classe NP des
problémes résolubles en temps polynomial par machine non déterministe. (On
sait que parmi les problémes NP se trouvent les problémes de coloriage
des graphes, de programmation en nombre entiers...réputés difficiles).

Les références suivantes traitent de cette question (4, 13, 17,22).

Ce qui précéde donne un apercgu des &tudes théoriques sur la complexité des
algorithmes, encore que nous n'ayons pas parlé de la complexité au sens de.
KOLMOGOROV (cf. (11, 23)), ni des implications possibles sur la construction
de certaines théories (cf. (1, 2, 9, 25). Cette approche est cependant trop

générale pour étudier de fagon précise la complexité d'un probldme particulier
(du moins en ce qui concerne les problémes de la classe P). Clest cette

question qul va &tre abord& dans la suite.
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IT .DISCUSSION DES PRINCIPAUX CRITERES DE COUT.

Pour étudier la complexité d'un probléme P donné, on doit tout
d'abord définir une classe d'algorithmes uﬁf dans laquelle on distingue
1'ensemble .)QTP des algorithmes qui résolvent P. On définit ensuite le
coit d'un algorithme de .’% (par la donnée d'une fonction colt C :

Jt > R+). La complexité du probléme P (vis-3-vis de la classe -)e’ et de

la fonction colit C) est alors caractérisée par la quantité : C = min C(A).
e

Une majoration M de cette quantité est &videmment fournie par 1'étude du

colit d'un algorithme conmu (cette analyse peut &tre trés ardue dans certains

cas). L'obtention d'une minoration m de C constitue 1'étude de 1a comple-

xité du probléme P . Cette &tude peut 8tre considérée comme terminée quand

on a effectivement déterminé la valeur de C (on doit avoir m = M). Dans ce

cas, on connait au moins un algorithme de colt minimal (le meilleur, pour

le critére considéré, dans 1l'ensemble A P). Si par contre m« M il reste

soit & trouver une meilleure borne inférieure, soit i chercher un algorithme

_ de colt moindre.

En général, la définition de la classe g)?'et la définition de la fonction
colit dépendront de la nature du (ou des) probléme(s) dont on veut &tudier
la complexité. Pour étudier la complexité des méthodes de tri on ne prendra
pas forcément la méme classe .)e’et la méme fonction colt que pour pour
étudier la complexité cu calcul d'une :‘racine carrée ou du produit de deux
polynomes. '

De ceci découle évidemment le caractére trés divers des recherches de ce
type. A part la motivation, et, dans certains cas, le critére de coiit croisi,
1'unité de ces recherches provient avant tout du domaine mathématique &tudié.

On va dans la suite présenter les différentes notions de colit possibles.

1/ Problémes de calculs algébriques

. . > . . ' . A
Soit K un anneau, non forcément commutatif, et soient x X s N indéter-

120e
minées. On considére 1'anmneau des polynomes 3 n indéterminées K[x,,...,x ]

1 n
(On note par + , - ,xl&;qﬁmﬁﬂmsdeKetdeley.uﬁﬂ.Qmmiammw

confusion n'est possible, le signe x sera parfois omis).
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Deux €léments P1 et P2 de K[Xl""’xn] seront dits éguivalents si 1l'on
peut transformer 1'un en 1l'autre par appliéation des propriétés des opé-
retions + , - et x . On écrira P1 = P2 . 31 les indéterminées X et Y ne

commutent pas pour la multiplication, on a sur Kix,yl

2

(x+y)(x-y) = x% - y2 + yx - xy .

Dens le cas commutatif, on a aussi :
(Gety) (x-y) = x2 -y?

On peut donc considérer le probléme suivart (probléme P)
Etant donné p éléments pl,...,pp de K[xl,...,xn], Calculer i partir de
Du{xl,...,xn} (D< K), p éléments pi,...,pé de K[Xl""’Xn] tels que

pi = p; ¥ie {1,...,p}.

a/ Définition de la classe d'algorithmes (cf. Winograd ( 137))

On définit la classe J%'des algorithmes que 1'on utilise de la maniére

suivante :

Un algorithme A de Jﬂ?'est constitué d'une suite finie d'instructions
notée I. L'ensemble I doit &tre totalement ordommé et on numérote les &18&-
ments de I avec les entilers de 1 3 card (I). La kéme instruction d'un tel

algorithme doit avoir 1'un des deux types suivants :

type 1 <k><i>T<j> i<k , j<k)

type 2 <k >+« a3

T peut €tre 1l'une des opérations + , - , x de K[Xl""’xn]' Dans une
instruction du type 2 (instruction d'affectation) le symbole a doit &tre
remplacé par un élément quelcongue de D U'{xl,...,xn}. Enfin, < k > désigne

le résultat de la kéme instruction.

‘)Qfé est l'ensemble des éléments de .)i’satisfaisant la propriété suivante :

A €'J4? et i1 existe p instructions il""’ip telles que < ik >=D,

k=1,...,D0 .
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b/ Fonctions coits

Une instruction de type 2 aura toujours un coit nul. Le colt d'un algo-
rithme est la somme des colts de toutes ses instructions.

Le colit en mutiplications actives correspond au cas ol le cofit d'une
instruction de type 1 est égal 3 un si T est la multiplication et si aucun

des deux arguments n'est un Elément de D et vaut zéro dans les autres cas.

Le colt en multiplications (CX) correspond au cas ou le colt d'une instruc-
tion 1 vaut un si T est une multiplication et zéro autrement. Le colit en
addition (C+), est défini de fagon analogue. Enfin, le coit C,y (colt
arithmétique) correspond au cas oll toute instruction de type 1 a un cofit

-

unité.
Si 1'analyse de la complexité d'un algorithme de )i} ne pose, avec ces
définitions, aucune difficulté, il n'en n'ira pas de méme pour 1'obtention

d'une minoration m du colt d'un probléme.

¢/ Exemple : évaluation d'un polynome.

Le probléme P considéré dans ce paragraphe est celui de 1'&valuation d'un
polynome p(x) de K[x] (K étant ici un corps). Il s'agit donc de calculer

- n . . s e
p(x) = a,ta;x+ ... +ax 3partir de DV {x} avec ici D = {ao,...,an}.

Le schéma d'Horner permet le calcul de p(x) en n multiplications et n addi-
tions ; Ostrowski, pour les faibles valeurs de n, Pan et Belaga dans 1le

cas général, ont démontré le théoréme suivant :

THEOREME 1
Tout algorithme de la classe uﬁ% utilise au moins n opérations et au moins

n opérations x pour évaluer un polynome de degré n. /

Ainsi le schéma d'Horner est optimal 3 la fois pour les fonctions colts C+ s
Cx et C+X définies précédemment. De plus, Borodin (112) a montré qu'il

n'existait pas d'autre algorithme optimal.
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Dans le cas ou un méme polynome doit étre évalué en un grand nombre de
points, il devient avantageux d'effectuer au préalable des calculs sur

-~

les coefficients de fagon a dimirnuer le nombre d'opérations a effectuer

ensuite (préconditiomnement).

Pour les schémas avec préconditiommement on ne comptera que les multipli-

cations dont un des arguments utilise la variable x .

Dans ce cas, on a le théoréme suivant (Bélaga ( 110)).

THECREME 2
Tout schéma de calcul avec préconditionnement nécessite au moins rgglw

multiplications. /

Désignons par ql, -esq les résultats des m multiplications que 1'on compte.

On peut écrire :

= 1 ]
q XX (81 x + Y1) s

J-1 j-1

.= (% a. + e Xx+v.)w (2 ! !X o+
q; i s Y5 (1:1 af; 43 B Y3 o,

(j:2:-'-:m) (aji’ej’aji’ BJ! € K)

p(x) = I (1)

i=1

%5 95 F Y

Les Y (i=2,...,m1) et les Yi (i=1,...,m) désignent des polynomes en les

coefficients a ,...,a_ .
o n

On voit d'aprés (i), que 1'on peut écrire :

a; =g (y2,...,ym*1,yi,...,y'm) i=0,...,n .

I1 est aisé de montrer que 1'on doit avoir 2m > n+l car sinon, les ai
seraient 1iés par une relation algébrigue.

~ . n+l
Per conséquent, on a bien m if'__;

Dans Knuth (75), il est montré comment construire de tels schémas avec

préconditionnement utilisant f?%iq + 1 multiplications.
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Paterson et Stockmeyer (129) ont de plus construit un préconditiommement

n

n'utilisant que des rationnels qui nécessite 5+ 0 (log n) multiplications

et-§§ additions (cf. avssi Rabin et Winograd (131)).

Remarque

Quand le polynome p(x) doit &tre évalué en k points, connus i 1'avance,
Borodin et Minro(113) ont dorné un algorithme qui n'utilise qu'environ k.no'9
mutiplications d&s que k > v n+1 .

2. Complexité de processus itératifs

On considdre le probldme suivant : trouver une solution x> de1'équation
p(x) = 0 ol p(x) est un polynome de degré n 3 coefficients dans Q.
I1 s'agit en fait de construire une suite X sXqsenes telle que

1lim Xp = ¥* . Comment peut-on étudier la complexité d'un tel probléme ?
p—>°°

On considére pour simplifier (mais la démarche reste la méme dans les cas
plus généraux), uniguement les suites X générées de la facon suivante :

X étant donné , on calcule par itération :

o
pl(xi)
= ( 3 ici
Xiiq azrgzj (pl(x) et Q x) sont deux polynomes 3 coefficients

rationnels).

On désigne par M (Resp. M) le nombre minimal de multiplicatias 4'opérations
P71 (x)

dq{x

La rapidité de convergence de la suite X est caractérisée par son ordre

mathématiques) nécessalres pour évaluer la fraction rationnelie

de convergence p : c'est le nombre p tel que :

|33 44 =] %417
1im __}il___::.: 0 et lim l+1x ore # 0 ¥ e >0 .
ive [xi-xx]p ® |Xi—X |

La complexité C de la génération de la suite X doit étre une fonction
croissante de M (ou de M) et décroissante avec pet telle gue si 1l'on
compose le processus deux fols elle reste inchangée :

P p,(x;)
_ 1 1 1 vy - 2
Xi+1 = QI-(QITQEY) a une complexité 2M et un ordre de convergence P
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On peut donc prendre :

c-—M __ (g-_1__,
Tog, (P) Tog, (P)

Pour ce probléme on a les résultats suivants :

THEOREME 3 (Paterson) 1 < C <C.

La méthode de Newton est optimdle pour le calcul de la racine d'un poly-

nome de degré deux. /

THEOREME U (Kung) .
Si x¥ est un nombre algébrique de degré k (son polynome minimal est de

degré k), alors on a :
rLogz(k( o] - 1) + 1)] -1

C>
Log,, (p)

I1 est clair que 1l'on peut étudier ainsi la complexité d'un grand nombre
de problémes domnant lieu 3 des processus de résolution itératifs en res-
treignant ou en généralisant le type de processus. La bibliographie jointe
en annexe domne une idée des recherches diverses engagées dans cette di-

rection .

3. Un exemple de fonction colt mémoire :

Calculs avec des matrices creuses.

Soit A une matrice de .Aznn,d(R). On dira que A est une matrice creuse si

le nombre de ses €léments non nuls est de 1'ordre de kn avec k << n. Dans
ces conditions, pour n grand, il devient intéressant de ne placer en mémoire
quez les éléments non nuls de la matrice et de concevoir les algorithmes de
calcul matriciel en fonction de cette propriété. En ce qui concerne le pro-
bléme du calcul des valeurs propres d'une matrice disons tout de suite qu'il
s'agit pratiquement d'unprobléme ouvert. Par contre, en ce qul concerne le
probléme de la résolution du systéme linéaire AX = B et du calcul de

1'inverse plusieurs résultats intéressants ont été obtenus.
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a/ Recherche des permutations optimales
Soit & résoudre le systéme AX = B par une méthode directe. Si P et Q sont
deux matrices de permutations , il revient au méme de résoudre le systéme
(PAQ)X' = B' avec X' = QtX , B =PB . S1Q-= Pt le conditionnement de la
matrice A et celui de la matrice PAPC sont égaux . On va se limiter 3 ce
cas dans la suite. ‘

PROBLEME
Déterminer la matrice de permutation P telle que si on applique la méthode

£ . . .. - .o .
de Gauss sur PAP” on minimise le nombre de mémoires 3 utiliser.

X X X ... X Considérons 1l'exemple de la matrice n x n
X X symétrique définie positive A.
A= x o x 0 A a des éléments non nuls uniquement sur la
diagonale, sur la premiére ligne et sur la
0 -
% x premiere colonne.

Si on applique sur cette matrice a méthode de Gauss, il va falloir en

fait n(n+1)/2 mémoires pour stocker la décomposition LDLt et effectuer pour

1'obtenir %i + gi~— %Q»multiplications.
X X
X X
3i par contre on considére A' = PAPt = .
Xx  x

alors on aura besoin que de 2n-1 mémoires et 2(n-1) multiplications (et
n-1 additions).

L'hypothése que la matrice A soit symétrique et définie positive n'est pas
fortuite : elle permet d'affirmer que 1'on peut effectuer 1'élimination

de Gauss sur la matrice PAPt (¥ P) sans rencontrer de pigot nul. On aura
la méme assurance si A est 3 diagonale dominante. Dans ces conditions la
structure creuse de la matrice sera représentée par le graphe de n noeuds
Nl’N2""’Nn ayant un axe de Ni a Nj si A(i,j) # 0. (8i la matrice est
symétrique, le graphe sera non orienté&). On peut toujours se ramener au cas

d'un graphe fortement connexe (A irréductible) car sinon il existe P telle



A4

que PAPt soit une matrice bloc triangulaire supérieure avec les matrices
blocs diagonales irréductibles. On peut facilement interpréter 1'é1imi-
nation de Gauss sur ce graphe : Si A(1,1) est le pivot, 1'on veut annuler
tous les €léments non nuls se trouvant en-dessous de lui. La matrice des
n-1 derniéres lignes et colonnes cbtenues correspond & un nouveau graphe

de noeuds N,,...,N_ déduit du graphe G associé 3 A de la manisre suivante :
2 n

On enldve N1 ainsi que les arcs incidents 3 N1 et on rajoute un arc de
N; a Nj si (Ni’Nj) € G et sid existe un chemin de longueur deux de N, a Nj
passant par Nl'

Le probléme sur le graphe G est de trouver une permutation de ses noeuds

tells que 1'application du processus précédent crée le moins possible d'arcs.
Conjecture : le probléme précédent est Np complet au sens de Karp.

Un certain nombre de méthodes pour obtenir une solution approchée a ce pro-
bléme on cependant été trouvées (cf. Tewarson-Tinney-Walker). On peut
essayer de trouver P telle que la matrice PAPt soit une matrice bande de
largeur minimum (Cuthill et Mckee). Dans le cas de matricessymétriques, on
peut rechercher une triangulation optimale du graphe (Bunch).

b/ Bornes inférieures

Le probléme est de minorer le nombre de mémoires nécessaires pour effectuer
1'élimination de Gauss sur les matrices PAPU. Dans le cas de la discréti-
sation de 1'équation de Laplace (en n? points) avec la formule 3 cing points
on obtient un graphe particulier G. Hoffman, Martin et Rose ont montré, par
ce graphe qu'il serait toujours nécessaire d'avoir n2 log(n) mémoires
(Georges a trouvé une permutation conduisant 3 8 n° Log (n) mémoires néces-

saires).

Remarque 1

Si la matrice A ne vérifie pas une condition assurant 1a non nullité de tous
les pivots possibles des matrices PAPt on peut alors chercher i modifier,

a chaque étape de la méthode de Gauss, le systéme 3 résoudre, de facon 3

minimiser le nombre de zéros créés ensuite (¢f. Tewarson-Markowitz).
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Remarque 2

I1 ne faut évidemment pas oublier cependant que les méthodes itératives
sont particuliérement bien adaptées 3 la résolution de trés gros systémes
linéaires. Au point de vue complexité des calculs et encombrement mémoire,
la méthode de sur-relaxation est aussi borne que les meilleures méthodes
directes vues précédemment .

4/ Un _cas de fonction colt logarithmique :

Calculs alaébriques exacts.

Mesurer la complexité d'un algorithme par le nombre de multiplications
(ou d'additions) qu'il utilise est justifié si 1le coiit d'une mltipli-

cation (ou d'une addition) est indépendant des opérandes.

Ceci est bien le cas pour les calculs usuels portant sur des nombre flot-
tants en simple précision. Cette hypoth@se ne serait plus justifiée pour
des calculs en précisionsmultiples, car le colt du produit de deux nombres
en double ou triple pfécisions est supérieur 3 celui du produit de deux

nombres en simple précision.

Depuis une dizaine d'années, on a assisté 3 un développement important de
systémes de calculs formels dont la caractéristique essentielle est de
pemettre des calculs sur des entiers de tailles arbitraires (avec une préci-
sion i1llimitée). La remarque précédente s'applique done tout particulisre-

ment dans le cas des algorithmes qui ont été développé pour ces systémes.

a/ Colt des opérations élémentaires
Soit a et b deux entiers. On désigne par 2(a) et 2(b) le nombre de bits

nécessaires pour les représenter:g(a) = Logz(a)+1 , 2(b) = log2(b)+1

On peut définir le colit d'une addition et d'une multiplication de deux
entiers par : .

C(atb) = max (2(a), 2(b)) ,

C(a x b) = 2(a) x 2(b)

(On suppose que 1'on utilise la méthode classique pour faire le produit de
deux entiers et non pas par exemple la méthode de SCHONHAGE-STRASSEN qui
conduirait a un cofit proportionnel a n Log n Log Log n pour le produit de

deux entiers de n bits).
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Le colt de la division de deux entiers (obtention du quotient et du reste)
peut étre pris égal 3 :

C(a/b) = 2(b) . (2(a) - 2(b)+1) .

Soit A(Xl""’xr) un polynome de I[xl,...,xr] . On peut 1'écrire comme
un polynome en la variable xp :

{ ]nr, i
A(Xi""’xr) = .§ Ai(xl"’ )xr

i=0 "Xr—l

(m. désigne le degré de A(Xl""’xr) en xi).

On peut définir par induction la norme |A| du polynome A(xl,...,xr) par :

Al = max |a,]
0<1 f_mr

et |a| égale 3 la valeur absolue de a si ae I .

Le colit du produit de deux polynomes A(xl,...,xr) et B(Xl""’xr) sera

majoré par :

r
ra(]a]) + 2(]B])) x igl (m +n,+1) .

(ni désigne le degré de B(xl,...,xr) enixi) .

b/ Analyse du colt d'un algorithme
Frenons le cas d'un algorithme qui doit calculer un certain polynome C(x)
& partir des deux polynomes A(x) et B(x). Le coiit de cet algorithme dépen-
dra a la fois des degrés m, et n, des polynomes A(x) et B(x), mais aussi
de la taille de leurs coefficients : l(ao),...,l(a ) , et

Z(bo),...,l(bnl) .

I1 est évidemment en général hors de question d'obtenir 1'expression de ce
colit en fonction de tous ces paramétres.

Pour avoir une bonne idée de la performance de 1'algorithme, il suffit
d'estimer son colit maximal, son cofit minimal, ainsi que son colt moyen.

Ces trois notions sont définies de la manidre suivante :
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On désigne par C(A,B) le colt de 1'algorithme pour les deux polynomes
A(x) et B(x).

D est 1l'ensemble des couples de polynomes A(X), B(X) tels que :
a,b,m,n

M|=a,m|=b,&gAim,®gBin.

- Le colit maximal de 1'algorithme est alors égal 3 :

max C(A,B)

A,B € Da,b,msn

On peut poser :

Ma,b,m,n) = Max C(A,B) .

A,B € Da,b,m,n

les polynomes A(x), B(x) qui domnent ce coflt maximal constituent les cas
les plus défavorables pour 1l'algorithme.

-Le colt minimal de 1'algorithme est &gal 3 :

Min  C(4,B) = ™a,b,m,n) .

AB € Da,b,m,n

Les polynomes A(xX), B(x) qui donnent ce colt minimal constituent les cas

les plus favorables pour 1'algorithme.

~ Le colit moyen de 1'algorithme est égal 3 :

1

card (Da

[ g C(A,B)] x
A,BED

)

a,b,m,n sD,M,N
Les problémes posés pur l'analyse du coiit d'un algorithme sont dans ces
conditions trés considérables (cf. le cas de la division de deux poly-
nomes ou du calcul du PGCD). A notre connaissance, il n'exi'ste aucun ré-
sultat de complexité proprement dit dans ce domaine (résultat de minora-
tion du coiit moyen pour un probléme donné). L'emploie des techniques modu-

laires pour l'obtention d'algorithmes performants illustre d'ailleurs la
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difficulté de ce probléme, mais aussi 1'intérét mathématique: i la fois
des méthodes de construction des algorithmes et des problémes posés par
1'analyse de leurs performances.

La bibliographie jointe en annexe dorne une idée des principaux travaux

engagés ces derniéres années dans ce domaine.

5/ Utilisation du parallélisme dans les calculs.

Oa termine cette &tude des principaux cri%éres de colts envisageables par
1= cas ou 1l'on suppose que plusieurs opérations peuvent &tre effectuées

en méme temps, c'est-3-dire en parall&le.

Plusieurs types d'ordinateurs permettent en effet d'effectuer en paralldle

lusieurs opérations ("Array processors", ordinateurs pipeline,...).
3 >

Pour un calcul donné, il s'agit alors, non plus de minimiser le nombre
total d'opérations effectuées, mais de minimiser le nombre d'étapes de
calculs en paralléle nécessaire. Pour un algorithme donné, il est en général
indispensable de réorganiser ces calculs de facon i profiter au maximum
des possibilités de parallé&lisme.
On peut d'autre part se proposer de chercher de nouveaux algorithmes congues
pour ce type d'exploitation. Enfin on peut essayer d'estimer le gain maxi-
mal que _peut apporter 1'introduction du parallélisme pour un probléme
spécifique, (en admettant par exemple un nombre arbitraire d'unités de
calculs en paralléle). Pour cela, on admet en général que toutes les opé-
rations arithmétiques peuvent se faire en paralléle en une unité de temps.
On néglige donc le colit d'accés aux domnées et de transmissions des résultats
Les trés nombreuses &tudes entreprises ces dernidres amnées dans ce domaine
ont montré que certains algorithmes peu performant dans le cas des calculs
séquentiels pouvaient &tre les meilleures dans le cas des calculs en "paral-
lele" et que 1'on pouvait &tre amené d concevoir de nouveaux algorithmes.

Pour illustrer ceci, on va &tudier le cas de 1'évaluation d'un polynome.

Exemple
Evaluation d'un polynome.
Soit p(x) = ao+...+an X" un polynome de degré n.

On peut évaluer p(x) en X, en utilisart le schéma d'Hornmer qui est optimal
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au point de vue du nombre d'additions et de multiplieations utilises :

p(XO) = (a.x +a )XO+...+a

no n-1 o)

Si on dispose de k:unités de calculs fonctiommant en paralléle, le temps
de 1'exécution de ce schéma est toujours de 2n+1 (On ne peut pas profiter

de cette possibilité).

Estrin (90) et Dorn (89) ont &té les premiers 3 montrer que 1'on pouvait
faire mieux que le schéma d'Horner dans le cas du calcul en paralldle.
Dorn donne une généralisation de la régle d'Horner. -

On obtient la régle d'Horner d'ordre k de la fagon suivante :

_ kK n-k
p(x) = (x XO)(bk+bk+1X+"'+an )
k-1
+ bk—lx +...+b1x+bO
Done :
_ k-1 k-2
p(xo) = bk—lxo +bk_2xO +...+b1xo+bO

les bj étant calculés de la maniére suivante :

bj = a‘j J N, ...,n-k+1
_ k .
b. = a.+xX b. J=n-K,...,0 .

J J T0Jtk

Ce schéma correspond 3 un calcul en paralldle d'ordre k.

Pour n grand, le calcul de p(xo) avec k unités arithmétiques opérant
n

n k

(tm) , et E-fois le temps d'une addition (ta).

en paralléle, prend de 1l'ordre de = fois le temps d'une multiplications

S1 ta = tm = 1 a
on a :
pour K=2 T, = n+2 .

Dorn analyse en @étail, les rggles d'Horner d'ordre 2, 3 et 4.



Estrin (90), expose une autre< régle de calcul utilisant (n+1)/2 unités

arithmétiques et effectuant 1= calcul en T = 2( Log2n +1).

Dans (100), on donnait un nouvel algorithme permettant d'évaluer le

Z

rolynome p(x) de degré n, en %—Log2n unit®s de temps avec rgl +1

[l

unités de calculs.

Les méilleurs résultats connus sur ce probléme sont ceux de Munro-Paterson
(105) et de Maruyama (101) qui ont donné une méthode permettant d'évaluer un
polynome de degré n en LogE(n) + O((Log2n)1/2) unités de tepps avec n
unités de calculs ; ce qui est presque optimal puisqu'il faut au moins

fiogg n] unités de temps pour évaluer un polynome en paralldle.

IL'analyse du colt d'un algorithme pour un nombre limite k d'unités de

calculs est en général assez difficile.

[.'obtention d'une minoration pour: le temps d'exécution en parall&le d'un
calcul passe en général par l'obtention d'une minoration du nombre total
d'opérations arithmétiques nécessdires ; ce quipeut donc conduire i des

minorations assez faibles.

Dans le chapitre CIV on donne quelques résultats sur les calculs matriciels

effectués en paralléle.
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INTRODUCTION

Dans cette partie, on se propose d'étudier la complexité
"multiplicative" du calcul de plusieurs formes bilinéaires. Cette
complexité "multiplicative" est caractérisée par le nombre minimal
m par exemple, de multiplications que doit nécessairement employer

tout algorithme de calcul de ces formes bilinéaires.

Cette €tude est évidemment motivée par le fait que de
nombreux calculs se présentent sous la forme de 1'&valuation de
plusieurs formes bilinéaires particuliéres. On peut citer, par
exemple, les cas du produit de deux polynomes, du produit de convo-
lution de deux vecteurs, du produit de deux quaternions, et évidem-
ment le cas du produit de deux matrices. En particulier, la découverte
par STRASSEN (i), d'une méthode de calcul du produit de deux matrices
carrées n,n en nLogZ rultiplications a subitement révélé ce nou-
veau domaine de recherches possibles, concernant pourtant des calculs

a priori simples.

Pour un calcul de plusieurs formes bilinéaires particuliéres
il s'agit, d'une part d'obtenir une minoration (la meilleure possible)
du nombre minimal de multiplications nécessaires pour évaluer ces formes
bilinéaires, et d‘autre part de construire un algorithme utilisant le
moins de multiplications possible . L'idéal est d'arriver au cas ol
la minoration obtenue est égale au nombre de multiplications utilisées

par un algorithme cornu, qui sera donc qualifié d'optimg] .

Pour dévelorper cette étude, il est tout d'abord nécessaire de
définir la classe des algorithmes que 1l'on va utiliser ainsi que le
critére de coit utilisé. Ceci sera fait dans le premier chapitre.
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Dans le second chapitre on donne une caractérisation du
colit minimal de calcul de p formes bilindaires 3 la fois dans le cas
ol 1'on utilise la commutativité et dans le cas ol la commutativité
n'est pas utilisée.On relie ce colt minimal 3 la notion de rang ten-

soriel de p matrices.

* Le chapitre suivant est consacré i 1'étude de la notion de
rang tensoriel de p matrices. On y donne les principales propriétés
du rang tensoriel d'un ensemble de matrices. On montre en particulier
que 1l'on peut interpréter ce rang tensoriel comme le rang d'un tenseur
d'ordre trois associé 2 ces matrices. On donne aussi la condition pour
que p matrices dont une au moins soit régulidre aient un rang tensoriel
2gal 4 leur dimension. On examine ensuite dans cette optique le pro-
bleme du produit de deux matrices. Enfin, on termine ce chapitre par

1'exposé d'une méthode de calcul aproché du rang tensoriel.

Le quatriéme chapitre est cconsacré 3 1'8tude des espaces de
matrices dont la dimension est égale 3 leur rang tensoriel. On montre
que dans ce cas la cormnaissance de toutes les bases tensorielles de
1'espace permet de construire tous les algorithmes optimaxde calcul
des formes bilin€aires correspondantes. On montre que 1'on peut aussi
déterminer tous les algorithmes optimaixpour le calcul du produit de
deux polynomes ainsi quepour le produit de convolution de deux vecteurs.
On donne ensuite d'autres exemples d'espaces dont le rang tensoriel

est égal 3 la dimension.

Le cinquiéme chapitre regroupe plusieurs preuves d'optimalité
d'algorithmes. On commence d'abord par dorner quelques procédés généraux
de minoration du rang tensoriel. On domne ensuite une nouvelle preuve
de 1'optimalité de la méthode de STRASSEN, une démonstration de 1'opti-
malité du produit de deux quaternions en huit multiplicatinns, de méme
qu'une démonstration de 1'optimalité du calcul du produit vectoriel de
deux vecteurs de R® en cing rultiplications ainsi qu'une généralisation

de ce résultat.
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(1) STRASSEN : "Gaussian elimination is not optimal™.
Numerisch. Math. 13, (1969), 354-356,
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Dans le premier paragraphe de ce chapitre, on donne les
principales notations et définitions utilisées ultérieurement. On
définit ensuite, d'abord, la notion de calcul de plusieurs formes
bilinéaires, puis la classe des algorithmes de calculs algébriques 3
lagquelle tous les algorithmes considérés dans cette partie devront
appartenir. A tout algorithme de cette classe, on associe un colt,
€gal au nombre de multiplications(n'utilisant pas des scalaires) qu'il
emploi;. Enfin, on termine ce chapitre par la définition de 1'algorithme
optimal et du colt minimal associé & un calcul de p formes bilindaires

particuliéres.

1 . NOTATIONS

On désigne par X un corps. On note par + et . les deux opérations
(addition et multiplication) qui conférent 3 1'ensemble K 1la structure de
corps. Si a désigne un élément de K, alors on note par -a son inverse
pour 1'addition, et par a™! son inverse pour la multiplication. L'é&lément
neutre pour 1l'addition sera noté 0, et 1'élément neutre pour la multipli-
cation 1. Sauf indication expresse du contraire, l'opération . de K sera
toujours supposée commutative. Si cela n'est pas le cas, K sera spécifié
étre un corps non comutatif. (De la méme facon , on parlera de 1'anneau A,
ou de'l'anneau non commutatif A). On fera toujours implicitement 1 'hypo-
thése que le corps K n'est pas de caractéristique égale 3 deux.

Exemples
Les principaux corps utilis@s dans la suite sont les suivants :
- corps de Galois noté GF(p) » (p nombre premier),
- corps des rationnels noté Q
- corps des réels noté R s

- corps des complexes noté C

LA&ZHI (K) désigne 1'espace vectoriel des matrices 3 m lignes et
n colomes & €léments appartenant au corps K. céz&- (K) posséde une
structure d'anneau non commutatif quand il est mun1 des deux opérations

addition et multiplieation de deux matrices (opérations notées + et .
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en général, siune ambiguité pouvait survenir on utiliserait les deux
symboles g et .m). On note également par . 1'opération externe de
“Zz1n(K) (multiplication d'une matrice par un élément de X).
Ualm:m(K) posséde une structure d'algdbre sur le corps K (I1 suffirait
d'ailleurs que K soit un anneau avec un €lément unité&, dans ce cas on
parlerait non pas de 1'espace vector1e1¢Az& (K) mais d'un module sur K).

Toute matrice A de 64821 (K) peut s!' ecrlre sous la forme :

les matrices E. j ayant comme unique élément non nul, 1'é@lément en posi-

tion (i,j) egal d un . Ces re matrices forment la base canonique de

”ﬁ",m(K)'

Dans la suite, on notera par At la transposée de la matrice A,
par det(A) son déterminant, par Rang(A) son rang. Enfin, on note par :
® la somme directe de deux matrices, et par : ® le produit de Kronecker

(ou produit direct) de deux matrices. Si A et B sont deux matrices on a :

A O
A®B-=

O B

= .. :A. . . .
C=A@8B avec ClJ,kh i,k Eb,h
Soient Xq5e005X 1 indéterminées formant un monofde libre 3
€lément unité et soit Run ammeau 3 &1ément unité tel que :

Xs € R (i=1,...,n). On note alors par R[x X ] 1'anneau obtenu 3

R

partlr de R par adjonction des n indéterminées x X . L'anneau R

see
est 1l'anneau des coefficients (si 3 1a place de i'anneaﬁ R on a un corps K
on parlera du corps des scalaires). Un élément de R[x "’Xn] sera appelé
polynome. Soit P(X) un élément de R[x -sX ] (X = (xl,...,xn)).

Si M est un module sur R, alors si on substltue dans P(X), aux indétermi-
nées Xl""’xn » N éléments E EREEEL: de M, on obtiendra un élément de M
que 1l'on notera : P(a a,- PE ). On note par + et . les deux opérations
de RIX]. Si K est un corps, alors on note par K(X) ou K(x ..,Xn), le
corps des fractions rationnelles en les indéterminées x X, (corps

1°
quotient de K[X1).
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Si les indéterminées XyseeesX forment un monoide commutatif, alors
R[Xl,...,Xn] sera un anneau commutatif.

Un élément du monoide engendré par XiseeesX est appelé monome. Tout
€lément de R[X] peut s'écrire comme une combinaison de monomes les

coefficients étant des éléments de R.

Définition 1

)
On dira que deux €léments Pl(X) et P2(X) de R[X] sont égaux si, dans leur
développement sous forme de monomes, apparaissent les mémes monomes

affectés des mémes coefficients. On écrira alors :
Pl(X) = P2(X) . /

Remarque 1
11 est clair que si Pl(X) et P2(X) sont égaux, alors V’XO e M
(M module sur A) on aura :

Pl(Xo) = P2(XO) (Egalité de deux éléments de M). /

Par contre, la réciproque est fausse, comme le montre 1'exemple sulvant :
On prend K = GF(p) (p le nombre premier). On a alors ;

Yaek a=a (siaz0 a7t :-g , sia=0 & =0).

Considérons les deux €léments suivants de K[x]:

Pl(X) = xP , P2(X) = x

En tant qu'éléments de K[x] , Pi(x) et P2(x) sont distincts.

Par contre, si on substitue & x un &lément quelconque de X > X5 alors :
P (x) = P,(x)

Remarque 2
Dans le cas de plusieurs indéterminées, cette notion d'égalité dépendra

de la commutativité ou de la non.commutativité de R[X]:

51 R[x;,X5] est non-commutatif (x1x2 # x2x1)

alors on aura :

— by z
(x1+x2)(x1—x2) = x1+x2x1—xlx2-x2 R
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par contre :
- 2_y2
(x1+x2)(x1 x2) 5 XJX5
Si R[xl,x2] est comutatif, alors on a :

_ — 2.2
(x1+x2)(x1 x2) = x3-x3 .

2 . CALCUL DE p FORMES BILINEAIRES

K désigne un corps Bl""’Bb sont p matrices de dﬁﬂ% n(K),
>
LTRSS SPRRRNS A sont mn indéterminées n'appartenant pas 3 K.

Dans toute la suite, on désignera par P(Bi""’Bp> le probléme suivant :

-~

Calculer, i partir de KU {Xl""’xm’yi""’yn} p éléments

Bi,...,Pé de K[Xl""’xm’yl""’yn] tels que 1'on ait :

P! = XtBiY i=1,...,p .

Remarque 3
On note B. . Kk 1'élément de la matrice B, en position 1,j (i >m, j > n).

3J )
L'expression XtBkY représente un polynome homogéne de degré deux en les
n+m indéterminées XpseeosXmeYysee sy, -
On peut écrire de facon explicite :

t m n
XBY = z b. .. X. Y.
Bk i=1,j=1 1,3,k 71 7J

Le probléme ,1? (Bi""’Bp) est celui du calcul de p éléments de
K[Xl""’xm’yl""’yn] égaux 3 ces p pqunomes, mais c'est aussi celui
de 1'évaluation simultanée, en un point quelconque de KMy " s, des p

formes bilinéaires f,,...,f définies par les matrices B, ,...,B de la
1 b D

12
manidére sulvante :

f. Km X Kn > K

1

t

11 N .
V(X ,Y) € K'x K (X>Y0) = X By Y, i=1,...,p .
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Si le corps K est infini, dire que l'on veut é&valuer les p formes
bilinéaires fl,u..,fp én un point arbitraire (générique) de K" x k°
revient a dire que 1'on cherche une formule de calcul des p polynomes
XtBiY i=1,...,p les X; et les s étant des indétermindes qui donc ne

vErifient sur K aucune relation algébrique particulisdre.

Remarque U

T . . t

L'2criture explicite des polynomes X BiY sous la forme :
& mn

X BkY = I b

i,J

1,3,k Xi Yj k=1,...,p

fournit une premiére méthode de calcul de pl,...,pp.
Pans la suite, on veut trouver parmi 1'ensemble de toutes les méthodes

de calcul de P(Bl""’Bp) celle qui est 1a meilleure en fonction du

nombre de multiplications "générales" utilisées.

Le but du paragraphe suivant est de préciser la classe des algorithmes
(méthodes) de calcul de P(Bl""’Bp) ainsi que la notion de multiplication

"générale".

Tout ce qui vient d'étre dit s'applique évidemment au cas oll X est un
anneau et au cas ou on évalue les formes bilindaires en un Elément d'un
module M sur K . Pour simplifier, on expose ces définitions pour le cas

d'un corps .

3 . ALGORITHMES DE CALCULS ALGEBRIQUES

La classe des algorithmes qui va 8tre utilisée dans la suite
est didentique 3 la classe des algorithmes de calculs algébriques définie
par OSTROWSKT (5) et WINOGRAD (6) et développéepar STRASSEN ( 3,4) dans

vn cadre plus général.
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peeeoB).

Un algorithme A sera considéré comme algorithme résolvant ie

a/ Ensemble ‘y@b des algorithmes résolvant P(B

probléme P(B1’°"’Bp) s'il définit, de la maniére suivante, le calcul
de p éléments pi,...,pé de K[Xl""’xm’yl""’yn] tels que :

t .
X"B.Y 2 p:!L (i=1,...,p) /

A doit consister en un ensemble fini I d'instructions.
L'ensemble I doit &tre totalement ordonné, et mis en bijection avec
1'ensemble des entiers de 1 & card I (numérotation des instructions).
La kéme instruction d'un tel algorithme doit avoir 1'un des deux types
suivant :

type 1 <k>«<i>T<j> 5 (i<k, j<k)

type 2 <k >« < g>

Le symbole T désigne 1l'une des opérations + et . de K ou de
K[xl,...,xm,yl,...,yn]. Dans une instruction de type 2, le symbole a
peut &tre remplacé par tout &lément de K {Xl""’xm’yl""’yn}

Une instruction de type 2 est en fait une instruction d'affectation.
On désigne par : < k > le résultat de la kdme instruction (1le résultat
de la keme instruction, < i > T < j > par exemple, est misvdans la kéme

mémoire, dont le contenu est donec < k >).

Enfin, un tel ensemble I d'instructions sera un algorithme de
calculs des p polynomes Xt Bi Y (i=1,...,p) s'il existe p entiers
il""’ip tels que :

; _ <t
<1k> = X B}{Y Py (k=1,--',p)

On peut donc parler maintenant de 1'ensemble des algorithmes de calcul
des p polynomes Xt Bi Y . On note par oﬁ}b cet ensemble. ¢
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4 . CRITERE DE COUT UTILISE.

A tout algorithme A de 1'ensemble e)fbﬁ précédemment défini, on
va associer un colit, c'est-3-dire un entier positif ou nul que 1'on note
C, et qui est défini de la maniére suivante :

A
Le coiit de A sera la somme du coiit de chacune de ses instructions.

N
i C, = I Ci (Ci colit de la iéme instruction)

A 1=1
- (N = card I).

Le colit d'une instruction est définie ainsi :

- le colt de toute instruction de type 2 est pris égal i zéro,

- le colt de toute instruction de type 1 est nul si T = + ; si T
ce colit vaut 1 si aucun des deux arguments n'est un &lément de K, et
vaut zéro dans le cas contraire.

Une instruction de type 1 avec T = . et aucun des deux arguments n'appar-
tenant & K définit une multiplication "générale".

Le colit d'un algorithme A de oﬁ?'est donc en fait le nombre de
multiplications"générales" qu'il utilise.

Exemple :
Soit K = R. Onprend m = 2 et n = 2 et on considdre les deux matrices

B1 et B2 de o4y22’2(R) sulvantes :

(1 o) {o 1 )
B = R B =
1 0 -1 2 1 0

Le probléme P(Bl’BZ) est celui du calcul de deux éléments pi et pé de
' S+ .
K[xl,x2,y1,y2] tels que 1'on ait :

pi = Xt B1 Y et P t

Ot doit donc avoir :
Tt = -
Pp = X%~ %, >

1 =
PS> = X4V, * X9y
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Ceci peut donc s'interpréter comme le calcul du produit des deux nombres
complexes (x1 + 1 x2), (y1 + 1 y2)

Ce calcul nécessite avec les formules usuelles quatre multiplications
"générales”". L'algorithme suivant montre que 1'on peut calculer ce

produit avec trois multiplications générales seulement :

<1><—X1 s

< 2>+ y1 5

< 3>« X2 R

<>« Yo N

<5>«<l>.<2> cout un (Xl'yl) s
<6><<3> . <> colit un  (x,.y,)

< 7>«<5>-<6> (ﬂyl-XQ%)
<8>¢<l>+<3> (x1+x2)
<9>«<2>+<h> | (y1+y2)

<10>+«<8> . < 9> codt un (x1+x2)(y1+y2)
< 11>«<0> - < 5> -< 63 (X1+X2)(y1+y2)—x1y1—x2y2

I1 est clair que cet algorithme est bien un algorithme du type précédem-
ment défini. I1 consiste en une suite de 11 instructions, dont trois
seulement ont un coit unité. I1 permet donc le calcul du produit de deux
nombres complexes en trois multiplications. L'instruction 7 donne la partie
réelle et 1'instruction 11 la partie imaginaire du nombre
(X1 + 1 x2)(y1 + i y2) . On peut en fait écrire plus briévement :

X191 T RV F X¥q T XY, >
(1) _

Xq¥p * Xo¥q F (R) (V49,0 =X 9y XY, - ’

Remarque :

Cet algorithme ne suppose pas la commutativité de K[Xl,XZ,yl,y2] . 11 est
donc valable pour multiplier (A1 + 1A,) par (B1 + 1 B2) quand Ay, Ay, By,
B2 sont des matrices de dimensions appropriées.
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5 . ALGORITHMES OPTIMAUX

~Soit o”fp la classe des algorithmes résolvant le probléme
P<B1"' B ). A tout algorithme A de bﬁ? on sait associer un cofit
C égal au nombre de multiplications "genevales" qu'il utilise. On
peut donc se poser les deux questions suivantes :
- quel est le colt minimum 2
- quel ést 1'algorithme qui utilise le nombre minimm de multiplications

générales ?
On pose
= Mi

E AelJn‘&A

(Ck existe forcément puisque 1'on ne considére qu’'un ensemble d'entiers

positifs ou nuls).

Un algorithme A, de L)f:p sera dit optimal si :

I1 faut remarquer de suite, gue 1'unicité de 1'algorithme optimal n'est

pas assurée.

-~

Dans la suite, pour un probléme P(B B ) » on cherchera 3 encadrer Cx
par deux entiers m et M tels que l'ecart M—m soit le plus petit possible.

Sim< Cx <M, on dira que m est une borne inférieure de Cx > et que M
en est une borne supérieure. Une borne supérieure est obtenue en exhibant
un algorithme de colt M de ¢)€ p - Par contre une borne inférieure peut

étre obtenue par des méthodes non constructives.

Démontrer 1'optimalité d'un algorithme de t)f? de coiit C revient 3

démontrer que l'on a forcément :

Cp > Cp -

La raison pour laquelle on ne considére que le nombre de multipli—
cations "générales" est surtout due au fait que 1'on ne sait pratiquement
rien dire si 1'on tient corpte de plusieurs types d'opérations arithmétiques.
I1 faut cependant remarquer les trois choses suivantes :



a/

b/

c/
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Les indéterminées xl,...,xm,yl,...,yn peuvent représenter autre chose
que des éléments de K. Par exemple dans le cas non commutatif, on peut
prendre Xy e’mu,n(}() A e‘ﬂn,n(}(). Dans ces conditions il est
parfaitement licite de négliger le coit des opérations du type + et
celles du type a.x avec a € K par rapport au colt du produit de deux

matrices.

SiXe Rlety € Rn, il est également licite de négliger le cofit d'une
opération du type a.x avec a € N connu d'avance et x quelcongue.
Par contre, le colit d'une opération du type X X, et le colt de celle

du type x X5 est en général seulement dans un rapport fixe; si t,

1
désigne le temps d'exécution moyen de 1l'addition de deux réels en simple
précision, et t désigne le coiit moyen d'une multiplication de deux tels

nombres on a :

t,
— = r .
t,

De ce rapport r dépend alors la performance réelle d'un algorithme.

Un résultat de STRASSEN (4) montre que pour calculer plusieurs poly-
nomes de degré deux de K[X,Y] on n'a pas intérét 3 effectuer une partie
des calculs dans K(X,Y) , c'est-a-dire que 1'on ne peut diminuer le coit
du calcul en utilisant la division de deux polynomes. (Le colt de cette
division &tant égai & celui d‘'une multiplication).

11 est donc licite de ne considérer que 1'opération multiplication pour
le calcul de plusieurs formes bilindaires.
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On garde les notations précédentes. Le but cherché ici est de
donner une caractérisation des algorithmes de °ZZ’P qul utilisent 1le
nombre mlnlmal de multiplications "générales" pour le calcul des p poly-
nomes X B Y (i=1,...,p). Le résultat dépendant de la commutativité ou
de la non-commutat1v1te de K[Xl""’xm’yi""’yn] » on obtient en fait
deux théoreémes distincts (X est un corps).

{

1 . COUT MINIMAL DANS LE CAS COMMUTATIF.

Théoréme 1.

Si K[x ces XY se e esY, ] est commtatif, le nombre minimal de multipli-
catlons "generales" que doit employer tout algorithme de UHE pour calculer
xt B Y (i=1,...,p) est &gal au plus petit entler g tel que l'on puisse

satlsfalre les conditions suivantes :

q
. - iodt L it . \
(=) B; = leaJ (A1 By + A5 By ) i=1,...,p
q .t .t )
(2) Za(AJAJ s ) =0 ar €k
J—1 172 21 J
q .t .t
- J nd Jood Yy -
(%) )3 aJ(Bl B2 + 132 B1 ) =0
Jg=1
avec

AJ AJeKm (3=1,...,q) ,BJl,BgeK“ (3=1,...,9) . /

Soit A un algorithme de uﬁfP . 81 la kéme instruction de cet algorithme
a un colt unité, on doit pouvoir écrire :

<k><«<i>_ <j> s i,j < k.

Cette instruction devant correspondre 3 ure multiplication générale, < i >
et < j> doivent &tre égaux 3 des &léments de K[xl,...,xm,yl,...,yn] de
degré 1 au moins. On peut donc écrire :

A 1 i i i i,
<i>= g+ P1 + Pr s a €k Pl’Pr € KIX,Y]

<j>= pd o+ Pi + Pi , bt €K Pi,P% € K[X,Y]
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Pi et Pi désignent deux polynomes homogfnes de degré 1 de K[X,Y],

P; et Pi désignent deux polynomes dont tous les termes sont de
~ o « . ol Pj
degré supérieur 3 un si Pr £ 0et - 20

On peut écrire :

<ks> = (af.L + pi‘ + pi) . (bj+ pg + pi).
Les seuls termes de degré deux dans <k>, proviennent de 1'expression :
pi pf + ai pi + bjpi.

Si on désigne par pf le polynome pi p%, on volt que le polynome homoggéne

de degré deux que permet d'obtenir une instruction de cofit unité =st la
somme du polynome pg et d'une combinaison linéaire de polynomes du méme

type précédemment calculés, par des instructions de codt un.

Désicnons donc par Dg (k = 1,...,a), les g polynomes homoggnes de degré
deux, produits de deux formes linéaires, qui apparaissent dans les g ins-
tructions de coiit un.

Toute instruction de coiit hul de 1'algorithme A, ne peut donner qu'une
combinaison linéaire de ces g polynomes, et on vient de voir, d'autre
eme

part, que la k instruction de cofit un ne peut donner qu'un polynome

homogéne de degré deux du type :
k-1 .
k .
p2+ z oy pg (aié K i=1,..., k=1).
i=1 '
Par conséquent, tous les polynomes homogénes de degré
deux que peut calculer 1'algorithme A seront tous de la 'forme :

I a: P; avec a;€ K , is= 1,..45Q.
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En particulier, l'algorithme A calculant les p polynomes

Xt Bi Y, i=1,...,p, on doit avoir :
‘ T 55 . i
) XtBiY = I GIP% 1=1,...,p, Uij'
Jj=1 j

Ceci montre qu'a tout algorithme A de coit égal 3 q on peut associer un
algorithme A' plus simple, de méme colt, dont les instructions de cofit

unité domnent comme résultat les polynomes pg.

On peut écrire :

. .t .t .t .t e . .«
3 J j J J J ad n
P, = (&) X+ B Y). (A) X+B Y) Al,AZeKm,Bg,B%eK

Ceci peut se mettre sous la forme suivante :

) . .t . .t . .t . . .t
- J £ pd ad t i wd t Rl J nd ad
(5) P, = XTAj AL X+Y 131132 Y+ X A By Y+Y By A5 X.

En remplagant dans (4), les polynomes p% par cette expression, on obtient

q . . st . .t I . st .
(6) X'B;Y = 3 %(xtAgAg X+ BB Y+ XtA‘:JlB% Y+ YtB‘}A‘; X) i=1,...,

.

J=1
Pour que (6) soit vérifiée, il est ndcessaire que 1'on ait :

q . . =t q . : st
X 3 ot AJ A )Xz 0, X°( 1 %BJ BJ)Y = o,

jea 91 jsu 3012
qQ + s« 2t
XtB.YE Xt( T os(AJBY ))Y (i=1,...,p).
i a3 1M
j=1
De la derniére identité, on en déduit de suite la relation (1) du théordme
i savoir :
REEDE I L S
By = I oj(ajB) +AJB)) (i=1,...,p).

J=1

Les conditions 2 et 3 du théordme sont les conditions qui expriment que le

ices 2 ot Al et § Jdpiph
metrices 3 a AfA et 1 o By B; sont anti-symétriques, ce qui
j=1 j=1 J -

est bien la condition pour que les formes quadratiques construites avec

ces matrices soient en faite équivalentes au polynome nul. v
Le colt minimal est donc bien &gal au plus petit entier q tel que les
conditions (1), (2) et (3) soient satisfaites.
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2 . COUT MINIMAL DANS LE CAS NON COMMUTATIF

Théoréme 2
Si K[Xl""’Xm’yl""’yn] est nonscommutatif, le nombre minimal de multi-
plications "générales" que doit employer tout algorithme dec)ffp pour
calculer XtBiY (i=1,...,p) est &gal au plus petit entier a tel que 1'on
puisse écrire :

q

. . .t . . .
- 1 Jdn] 1 J J ¢ 3
B, - j§1aj A7) ,  ajek A e K B) € K

(3=1,...,9) . /

Dn peut en effet dans ce cas reprendre exactement le méme raisonnement
que celui utilisé dans le théoréme 1 et ceci jusqu'd 1'obtention de
1'identité (5), 3 savoir :

t

X'B.Y
1

L opoist ot - "
He Adad x + YIRS Y 4+ X AiB% Y+ Y BiA% X)

q
z 172 172

J=1
(i=1,...,p)

En effet, jusqu'ad ce stade du raisonnement, la commtativité de
K[Xl""’xm’yl""’yn] n'avait pas été eneore invoqu&e. Par contre, les
corditions 3 vérifier pour que ces identités aient lieu dépendent de la
commutativité ou de la nonecommutativité de K[Xl,...,xm,yl,...,y 1.

n
Dans le cas non-commtatif pour que 1'on ait :
>

t -
X'axzo e I (0

il est nécessaire que la matrice A soit égale 3 la matrice nulle (et non
plus seulement que A soit anti-symtrique) . Par conséquent, les identités
écrites en (5) seront satisfaites dans le cas non-commtatif si et seulement

si on a les égalités suivantes :

35,5 |
(1) I ooy By =0,
J=1
q . . .t
(21) P orB B =0
5=1 J 172
a . . st
(31) s ar B Al =0 |
j=1 Jg 172
...t ‘
(47) B. = g at Ad B i=1
. = JAB =1,...5D .
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Les égalités (1'), (2') et (3') peuvent &tre toutes satisfaites si 1'on

prend Bi =0, j=1,...,q et Ag =0 ,j=1,...,9.

Par conséguent le plus petit entier q tel que 1'on ait (4') est bien égal
au nombre minimal de multiplications générales nécessaires pour calculer

Xt Bi Y (i=1,...,p) dans le cas ol K[X,Y] est supposé &tre non-commutatif. O

{
3 . INTERPRETATIONS AVEC LA NOTION DE RANG TENSORTEL .

Définition 1 Rang tensoriel d'un ensemble e matrices.

B, de m L(K) est,

Le rang tensoriel des p matrices B

EREE
par définition, le plus petit entier g tel que 1'on puisse ecrlre :
T 5 5,5t Je W

Bi = le aJ A1 A2 A1 € R A2 €K , i=1,...,p ,

J=1l,...,9a . /

Une matrice de rang un (appelée encore matrice antiscalaire)
s'écrit toujours sous la forme A Bt avec A et B deux vecteurs de dimensions
adéquates. On peut donec dire que le rang tensoriel des p matrices B est
€gal au plus petit nombre de matrices de rang un qui permettent d'exprlmer
tcutes les matrices Bi .On peut interpréter les deux théorémes précédents

uriquement en fonction de cette notion de rang tensoriel, cf. Lafon (12)

Tréoréme 2
Si K[x 5XsYq5.-5¥,] st nonecommutatif le nombre minimal de multi-
pllcatlens "generales" nécessaires pour évaluer XB Y (i=1,...,p) par un

algorithme de Jef est égal au rang tensoriel des p matrices B

Cela provient directement de la définition du rang tensoriel des p
matrices Bi . O

Tréoréme 1'

Si K[X msY12e oYy 1 est comutatif le nombre minimal de miltipli-
catlons "generales" nécessaires pour évaluer XtB Y (i=1,...,p) pour un
algorithme de Jﬂ?' est €gal au minimum du rang tensorlel des matrices

N, s Np de.Aﬂ[_m+n’m+n(K) telles que :
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O Soit g le rang tensoriel de=s matrices Nl""’Np .
On peut donc é&crire :
4.4 % i mn
(6) N. = T AT UV ek ULV, e K"
RPN IR J 3’
J_
On pose :
t _ ,.d o\t J J n
UJ.—(AiBi) AS €K' BlEK
t_ ad mdyb J J
Vs = (A3 BY) e K BLex
i i i i
. :( Ny Moo Ny € J)ﬁ,m(m Npp €
i i i i i
Noqp Nop Ny € L”hn,m(K> N5, €

5P
csQ .

g .

.5q -

J

m,n

JM

La relation (6) peut se décormposer en les relations suivantes

Les conditions Ni + Ni

q %
Z A
j=1 7
g

A
j=1

1)
1

i,d
. Ay

q . .
r At B‘i
j=17

q
z A

j=1"

3]

1nd
. By

1}

t

1 oa dorie 2n fait exactement les conditions du théoréme 1.

|

m

3
(K) .
Sl
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4 . ALGORITHMES DE COUT MINIMAL

a/ Algorithmes optimaux dans Te cas K[X,Y] commutatif.

- 81 K[Xl""’xm’yl""’yn] est commutatif les théorémes 1 et 1!
donnent une caractérisation du colit minimal des algorithmes de L}Q’P. Dans
la démonstration de ces théordmes, on a considéré des algorithmes tout 3
fait génfraux, en particulier on a admis que des multiplicafions "générales"
pouvaient donner comme résultatg des polynomes de degré supérieur i deux.

Le résultat du théoréme 1 montre que le nombre minimal de multiplications
"générales" utilisées par les algorithmes de Je' p bour résoudre le
probléme P (Bl""’Bp) est aussi égal au nombre minimal de multiplications
"générales" utilisées, pour résoudre ce r@me probléme, par les algorithmes

de JﬂFP dont les instructions de coflt 1 sont seulement de la forme :

<k>«<i> , <j>

" t
avec <i>= AT X+BXY |
1 1
<'>:Aktx+13k BY ¢ K"
J - 2 1’ 26 .

De la comnaissance d'une décomposition des matrices Bi (i=1,...,p)
satisfaisant aux conditions (1), (2) et (3) du thdcréme 1, on peut déduire

aussitdt un algorithme optimalde ce type particulier.

b/ Algorithmes optimaux dans le cas K{X,Y] non commutatif

Si K[xl,...,xm,yl,...,yn] n'est pas commutatif, les théorémes 2
et 2' donnent une caractérisation du colit minimal des algorithmes de JﬁEP.
En fait, le résultat obtenu montre qu'll existe au moins un algorithme

optimal tel que les seules opérations de colt unité soient du type :
<k >« <i> ., <jo>

avee <i>=z ATX



- B25 -

En particulier, la connaissance de la décomposition des p matrices Bi
en q matrices de rang un permet de construire aussitdt un algorithme
optimal de ce type particulier (q &gal le rang tensoriel des p matrices
B,)

q .

5 1 t

si B, = I oy UV U, € K, Vs € K'Y, i=1,...,p .

1 5=1

Les g multiplications "générales" de l'algorithme optimal en question

seront
_ t t .
Pi = (UjX).(VjY) 1=1,...,0 ,
et on aura :
t 4 3 t t :
X'B.YZ I ol (U:x) . (v.)Y) i=l,...,p .
1 5=1 J J J

¢/ Gain apporté par 1'emploie de la commutativiteé

L'utilisation de la commutativité permet elle de diminuer le
nombre de multiplications "générales" nécessaires pour calculer p &léments
XtBiY de K[X,Y] ?

La réponse 3 cette question est évidemment affirmative. I1 suffit pour
s'en convaincre de considérer le calcul du polynome pl(x,y) suivant

p, (6,y) = x* -y

Si K[x,yl n'est pas commtatif, le calcul de pl(x,y) d partir de KU {x,y}
nécessite deux multiplications générales, 3 savoir les deux produits x.x
et y.y . Par contre si KIx,yl est commutatif, alors ce méme calcul peut
€tre fait en une seule multiplication, car on peut écrire dans ce cas :

p,(,3) = (x43) (x=y)

Les théorémes 1 et 2 permettent d'énoncer le théoréme suivant :
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Théoréme 3

Soit q , (respectivement q'), le nombre minimal des multiplications
"générales" nécessaires pour calculer les p &léments XtBiY (i=1,...,p)
de KIX,Y] quand KIX,Y] est comutatif (respectivement n'est pas commutatif).
Alors on a :

(&7« ac<a . v

{
D'aprés le théoréme 1, g est tel que 1'on peut écrire :

q . . .t .
- 1 Jnd Jnd T
Bi = jzlaj (AlB2 + A2B1 (i=1,...,p)

Ceci montre que les p matrices s'expriment 3 1'aide de 2q matrices de
rang un. Comme le nombre minimal de matrices de rang un avec lesquelles

elles peuvent s'exprimer est égal 3 q' (théoréme 1 et 1') on a forcément :

2Qq > q s

soit qa > rg—'-,

(Ta] désigne 1'entier le plus petit supérieur 3 a).

La majoration est &vidente puisgue tout algorithme qui. calcule XtBi Y
(i=1,...,p), quand K[X,Y] n'est pas commtatif est aussi valable quand
K[X,Y] est supposé commutatif. QO

Le fait que 1'algorithme optimal de calcul de plusieurs formes bilinéaires
n'utilise que des multiplications entre des formes lindaires des indéter-
minées (théoréme 1 et 2) a été& montré pour 1la premiére fois par HOPCRORT
et KERR (11) et par WINOGRAD (15). L'interprétation avec le rang tensoriel

est essentiellement due i GASTINEL (10), et & STRASSEN (14), mais a été
étudié aussi par BROCKETT-DOBKIN (8), FIDUCCIA (9) et LAFON (12).
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CHAPITRE BIII

ETUDE DU RANG TENSORIEL DE p MATRICES

PLAN

1. Principales propriétés.
Rang d'un tenseur

3. Condition pour que p matrices régulieres aient
un rang tensoriel minimal.

. Rang tensoriel d'un espace de matrices possédant
au moins une matrice réguliére.

5. Exemple du produit de deux matrices.

6. Calcul approché du rang tensoriel.
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Les résultats précédents montrent 1'importance du calcul du rang tensoriel
d'un ensemble de p matrices, ainsi que celle de la détermination d'une
décomposition en matrices de rang un de ces matrices. Cette notion de rang
tensoriel généralise en fait la notion de rang d'une matrice. On peut
1'interpréter comme le rang d'un tenseur d'ordre trois. L'intérét mathé-
matique de cette notion justifie aussi 1'étude qui en est faite dans ce

chapitre.
{

1 . PRINCIPALES PROPRIETES.

Définition 1

Le rang tensoriel des p matrices Bl""’Bp de U/??Zn n(K) est égal au plus
>

petit entier g tel que 1'on puisse écrire :

q .
B, = 3 oF U.VY i=1,...,p
1 j=1 Jd JJd

UJ.EKm,VJ.EVKn,jzl,...,q :q‘j:EK- /

Remargue 1

On pourrait développer toute 1'étude qui va suivre en supposant seulement
que K est un anneau 3 €lément unité. I1 faudrait alors parler du module
des matrices 4 m lignes et n colomnes dé&fini sur K. Pour éviter certaines

-lourdeurs d'expositions, on gardera 1'hypothése que K est un corps.

Les propriétés suivantes du rang tensoriel des p matrices Bi (i=1,...,p)

sont assez évidentes, pour &tre données sans démonstration.

Propriété 1

Le rang tensoriel d'une seule matrice est &gal 3 son rang.
g

Propriété 2
Le rang tensoriel des p matrices Bi reste le méme si on remplace une matrice

par une combinaison linéaire des autres.
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I1 suffit donc pour étudier le rang tensoriel. des p matrices Bi
(i=1,...,p) de ne considérer que celles qui sont linéairement indépendantes
(ctest-d-dire celles qui forment une base de 1l'espace {Bi} engendré par ces
matrices). Toutes les bases de 1'espace {Bi} ont le méme rang tensoriel :
on peut donc parler du rang tensoriel de 1'espace {Bi} que 1'on notera
Rt{Bi}. Dans la suite dim{Bi} désignera la dimension du sous-espace {Bi}
de J/)Lm,n(K).

Propriété 3
Si q est le rang tensoriel de 1l'espace {Bi} alors toutes les matrices de
{Bi} s'expriment comme une combinaison linéaire de g matrices antiscalaires

indépendantes.

Le fait que toutes les matrices de {Bi} puissent s'exprimer comme combi-
nalson linéaire de q matrices antiscalaires découle directement de la propo-
sition précédente. Si ces matrices n'étalent pas indéperdantes alors le

rang tensoriel de 1'espace {Bi} serait plus petit.que q ce qui est impossible.

Propriété 4
On a-l'encadrement suivant du rang tensoriel :

(2) Max (dim{B.}, Max Rang(B)) < Rt{B.} <mn . /
Be{(B,} *

I1 faut aumoins dim{Bi} matrices pour générer 1'espace {Bi}, d'autre part
une matrice B particuliére ne peut &tre une combinaison linéaire de moins
de rang (B) matrices de rang un. La minoration de (2) est donc évidente.
La majoration provient du fait gue 1l'on peut &crire toute matrice B de

./m;n n(K) sous la forme suivante :
>
m,n ¢
B= % B.. E.. avec E.. = e. e!
s T A ij 71
2d i

Les vecteurs {ei} et {ei} formant les bases canoniques de K et K respecti-

vement. 4
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Soit B(Z) la matrice suivante :

1Y
B(z) = I 2B
1=1
On pose AR (zl,...,gp). Si les z. (i=1,...,p) sont considérées comme
des indéterminées, B(Z) représente une matrice quelconque de 1'espace {Bi}.
On suppose que les indéterminées z TREPLA commtent avec les indétermi-

1

- {
n X,5-..,X_ €t .o .
ees 1, 3 m yl, ’yn

Définition 2

Le rang tensoriel d'une matrice B(Z) 4 m lignes et n colomnes, dépendant

de p paramgtres zl,...,zp est le plus petit entier g tel que 1'on puisse

écrire :

(3) B(Z) = (x?z)ujvg U e K", V. € K T R Y

"n o™~MQ

Jj=1

On notera par Rt B(Z) ce rang tensoriel. Cette notion n'est pas nouvelle

comme le montre la proposition suivante.

Proposition 1

On a :
Rt B(Z) = Rt {Bi} .

. . .. ) .
Si on pose Xj = (AJ,X%,...,Aé) Jj=1,...,p
alors la relation (3) entraine :

q .
1 t .
B, = I A, U.V; i=1,...,p .
SN NN S

1 j=1

Réciproguement, si Bi (i=1,...,p) s'écrivent comme ci-dessus B(Z) s'écrira

bien comme en (3). 4

En général, on étudiera le rang tensoriel de 1'espace {Bi}

directement sur la matrice B(Z) qui paramétrise cet espace.
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Propriété 5
Pour toute matrice P de u4hzm m(K) réguliére et toutematrice Q régulidre
3

de Uonh,n(K)’ on a :

Rt (PB(Z)Q) = Rt B(Z) . /

En effet, si :

q
B(z) = 1 (ot
j=1 J J J
on a aussi
4 ¢ £\t
PB(Z)Q = Z (AJZ)Y(PU(QV.)
j=1 J J J

et réciproquement. 4

Cette propriété signifie en fait que le rang tensoriel des
matrices Bl""’Bp est attaché en réalité aux formes linéaires fj,...,fp
qu'elles définissent par :

£, K' > K" ¥Ye Kn+BiY i=1,...,p
(Les matrices P et Q sont les matrices de changement de base dans K"
et K respectivement).

On peut donc parler du rang tensoriel de ces p formes linéaires, qui est
aussi le rang tensoriel de 1l'espace {fi} des formes linéaires qu'elles

engendrent. La propriété 5 traduit ce fait sur la matrice B(Z).

Propriété 5!
les . - s
Pour toutes§nmtrlces P, Q, R réguliéres (P g.AZZ
R € UOVl (K)), on a :
p,p

K, ee M ),

m,m( n,n

Rt(PB(RZ)Q ) = Rt B(Z) . /



O BEn effet si B(Z) =

_BBB_

t t
A. Z) U.V;
( J ) J d

Ho~1,.Q

J=1

on a également :

q
PB(RZ) Q = I (Rtx)E<PU.)(Qtv.)t
521 J J

et réciproquement puisque les matrices sont supposées inversibles (sinon

il fau@rait remplacer le signe = par < ). O

lemarque

Cette derniére propriété montre en particulier que le rang tensoriel de
B(Z) reste inchangé si 1'on permute les lignes, les colonnes et les para-
mdtres Zl""’zp’ ou si on ajoute & une ligne (colonne) de B(Z) une combi-

naison linéaire des autres lignes (colonres).

Propriété 6

3i {Bi}<: {Bi} , on a la relation :
1
Rt {B;} < Rt {B{} . /

Propriété 7

S1 une matrice de rang k s'exprime comme une combinaison lindaire de q
(0 > k) matrices antiscalaires UjV§ (j=1,...,q) alors il doit exister k
vecteurs linfairement indépendants parmi les q vecteurs Uj (J=1,...,9)

ou Vj (j=1,...,q)

Soit donc B une matrice régulidre decﬁzmm n(K).

3
Supposons B de rang k (k < Min (m,n)) et écrite sous la forme :

q

(1) B= & a. UV U, e K" ,v. e &, 5=1,...,q .
jo1 4 J7 J J
On peut toujours supposer gque Ul""’UQ sont les ¢ vecteurs linéairement
indépendants parmi les g vecteurs Ul""’Uq'
On a alors :
2 .
u. = ¢ alu, (3=2+1,...,q)
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Ltexpression (4) devient alors :

2 q .
B= % o.UV.+ 3% ag‘(z ai U.)
j=1 j=2+1% i=1 *
Soit
2 . q .
B= 3 U, [0 Vi+ £ d4.a2v.1"
j=1 9 I J et J 1

La matrice B s'exprime donc avec € matrices anti-scalaires.
D'aprés la propriété 4 on doit donc avoir % > q.

(Méme raisonnement pour les vecteurs Vl,...,Vé). a

Propriété 8
Soit Bi (i=1,...,p) les p matrices obtenues i partir des matrices B;
(i=1,...,p) en gardant les &léments des lignes il,...,im1 et jl""’j

(Bi euéqui’nl(K') , alors on a :

=

Rt {B{} < Rt (B;} . /

Propriété 9

On a les inégalités suivantes :

1/ RE(B(Z)+C(Z')) < Rt(B(Z)) + Rt(C(Z"))

2/ Max(Rt B(Z),Rt C(Z)) < Rt(B(Z) ® C(Z"))

A

Rt(B(Z)) + Rt(C(Z'))

3/ Max(Rt B(Z),Rt C(Z)) < RE(B(Z) ® C(Z')) < Rt(B(Z)) x Ru(C(Z"))

| A

(Pour 1'inégalité 1/, on suppose éviderment B(Z) et C(Z) de méme dimension).

Les minorationsdonnées sont évidentes. Pour les majorations, il suffit de
constater que si B(Z) s'exprime 3 1'aide des q, matrices de rang un D. -

- t
(j=1,...,q1) et C(Z) 3 1'aide des a5 rmatrices de rang un Ej (j:l,...,qz)

alors : B(Z) + C(Z') s'exprime 3 1'aide des q; + matrices Dj

%
(jzl,...,ql) et Ej (jzl,...,qg).
B(Z) & C(Z') s'exprime 4 1'aide des SR matrices de rang un Aj ® 0 et

Ej ® O (au O désigne uns matrice nulle de dimension appropriZe). Enfin,
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B(Z) ® C(Z') s'exprime 3 1'aide des 4,9, matrices de rang un D. @ Ej
(i=1,...,q1, jzl,...,q2)

2 . RANG D'UN TENSEUR

Suivant la définition de STRASSEN (4') (cf. aussi GASTINEL (101'),
LAFON {12'), BROCKETT-DOBKIN (8")) on définit le rang d'un tenseur d'ordre

trois (bi ; k) de K" ¢ K" @ K comme étant le plus petit entier g tel
S S
que 1'on puisse écrire :
( ) >
b. . = ZU.®V. ®W.
10K .70 0 0 T
J-
avec Us € K", v, € K, WS € K .

On peut relier cette notion & celle du rang tensoriel de p matrices.

Théorsme 1

Le rang tensoriel des p matrices Bk

du tenseur B. . de K" @ K* R Kp. /
1,7,k

5

(Bk(i,j) = Bi,j,k) est égal au rang

Soit ¥ : K" x K x K° > K 1a forme trilinéaire définie par :
F(X,Y,2) b XU B(Z) Y Y (0,7,2) € ¥ x &1 x kP

On peut écrire :

m,n,p

F(X,Y,2) = T B, .. X.y.02
1,5, KT K

Soit g le rang tensoriel des p matrices Bi'
La matrice B(Z) peut donc s'@crire sous la forme :
€

t
B(Z) = AL Z ULV,
@) J J J

J

1n o,0

1
On a done :

£ q
X" B(Z) Y= ¢

t toy b
J_1(UJ-X) (VjY)(AjZ) .
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. Par conséquent q est bien égal au rang du tenseur Bi 3.k associé i la forme
3J D

trilinéaire F (la réciproque est &vidente). O

Corollaire 1

Le rang tensoriel des p matrices Bk (Bk(i,j) = B ) , des m matrices

i,j ’k
! (B!(j,k) = B et celul 4 matrices BY (BY(i,k) = B. . est
B! ( 1(3, ) ',',k) celui des n ic ; ( J( SK) l,J,k)

le méme. /

En effet, ces trois familles de matrices (qui appartiennent respectivement

aux espaces Udzg rl(K), “47$1p(K) et oéb%}p(K)) définissent la méme forme
3 3 3

trilinéaire et par conséquent, d'aprés le théoréme 1, leur rang tensoriel

est le méme. .2

Corollaire 2

Toutes les propriétés précédentes peuvent s'appliquer indifféremment aux

matrices B(Z), B'(X) et B"(Y), en particulier la proopiété 3 donne :
Max [Min Rang(Bi),Max Rang(Bi),Max Rang(Bg)] < Rt F < Min(m,mp,pn) . /
i i

Propriété 10
Si k lignes (respectivement k colonnes) de la matrice B(Z) sont K linéai-

rement indépendantes alors on a :
k < Rt (B(Z)). /

Les &léments de la matrice B(Z) sont des formes linéaires en les indéter-

minées Zl,...,Zp. A tout ligne (resp. colonne) de B(Z) correspornd un vecteur
de Kn[zl,...,zp] (resp. de Km[zl,...,zp]). k éléments Liseeesly s de
Kn[zl,...,zp] seront dits K linéairement indépendants si :

k

i§1 Aj 250 = A, =0 dsl,. .k, Ay €K i1,k

On peut toujours supposer que les k lignes indépendantes (au sens précé-
dent ) de la matrice B(Z) sont les k premiéres. Soit g le rang tensoriel

de B(Z). On peut donc écrire :

B(Z) =
i

" ™M.Q

t t
) (Ki Z) UiVi .
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Supposons q € k . Alors on peut déterminer un vecteur W de K" de la forme :

t
W= (W, s 5, ,0,0,...,0)
tel que 1'on ait :
& k
W U, =0 i=1,...,q oW, %0 .

i
' iz1

En effet, ce systéme i résoudre est un systéme de q équations 3 k (k > q)
inconnues.

Avec ce choix de Won a :
W B(Z) =0

ce qui entraine la K dépendance des k premidres lignes de la matrice B(Z),

d'olu la contradiction. O

3 . CONDITION POUR QUE p MATRICES REGULIERES AIENT UN RANG TENSORIEL MINIMAL

Théoréme 2
Si les p matrices Bi (i=1,...,p) de ué?zm m(K) sont toutes réguliéres, le
b

rang tensoriel de {Bi} est compris entre m et m®* , il est égal 3 m si et
-1

. (J=2,...,p) sont simultanément diago-

seulement si les p-1 matrices Bj B
nalisables. (cf. Lafon (12")

Le rang tensoriel d'un ensemble de matrices est minoré par le rang de 1l'une
quelconque des matrices de 1l'ensemble. Dans le cas présent, toutes les

matrices B, (i=1,...,p) étant de rang m on a bien :
m < Rt {Bi} < m?

On va chercher maintenant une condition nécessaire et suffisante pour que
1'on ait Rt {Bi} =m .
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— Conditior nécessaire :
On suppose Rt {Bi} = m . On peut donc écrire :
Tt
B. = © AUV U.,V. € K" i=1,...,m
J 3294 1 31 171
Ag €KX Ag 0 ¥i=l,...,m.

Soit x un élément quelconque de K", On aura :

_— _
(1) B x= Ai(ViX)Ui , J71,...,D .

oo 3

i

Scit U la matrice de uﬂbznlnﬁK) dont les colonnes sont égales aux vecteurs

) -_—

U,,...,U . Cette matrice U posséde une inverse U 1
1 m

matrices Bj entraine 1'indépendance des vecteurs Ui' (I1 suffirait seule-

, car la régularité des

ment que 1l'une des matrices B. soit réguliére pour qu'il en soit ainsi).

En résolvant (1) par rapport aux Ai VE X (i:i,...gn) on obtient :

it
N

1 V1 X

it
A \Y b'd

(2) e 2 -p! B, 551,000 ¥ x € K

AJ Vt X

m m

Comme tous les Xi (i=1,...,m , j=1,...,p) sont distincts de zéro et donc

inversibles, on peut écrire (2) sous la forme suivante :

t Jy~1
AV
1 (Al) b
vt Y )-1
2 - 9] -1
X = . U Bj X J=1, Nl
\ o )T
m m t

Cecl devant étre vrai quel qu: soit x de K™ on en déduit 1'égalite des

matrices :
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t dy-1
V1 \Al)
t J-1
V2 03 0 »
(3) : = . U BJ. J=1,...,p
t J\-1
v 0 ()
St t . . ~ ~ b T t
On Gésigne par V© la matrice dont les lignes sont égales 3 V1’V2""’Vh'
De (3), on déduit que 1'on a toujours pour j=2,...,p :
1,~1 jy-1
A
() (A))
1,- j |-
CYSRENNC ()™
2 1 2 _1
U B1 = U ?J
1 .
“\-1 Jy=1
0 (An) (An)
Cecl s'écrit aussi sous la forme sulvante :
J 4 14-1
Al.(kl)
W.ohT o
_1 _j 2 2 .
U ?jBl'U = ’.. JZ24...45D .

J 11
0 AL0

Cecl signifie que la matrice U est la matrice des vecteurs propres des
p-1 matrices BJ.B;1 > J725...,p , et que par conséquent, ces matrices sont
simultanément diagonalisables. Cette derniére condition est donc bien

nécessaire pour que les matrices Bl""’Bp aient un rang tensoriel égal

a1 m.

— Condition suffisante :

I1 faut montrer que la eondition nécessaire est aussi bien sul'fisante.

4

Soit done U la matrice des vecteurs propres des p~1 matrices B, b;’
J

J=5...,b . n a done :
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s-+.5U Jes m vecteurs propres (vecteurs colonnes de U)
1 >"m

des matrices Ej le (J # 1). I1 s'agit de démontrer que le rang tensoriel

On note par U

des p matrices Bi (i=1,...,p) est exactement égal i m.
Soit ’\/’t la matrice U"1 Bl' On note par VE,...,V; les m lignes de cette
matrice. On a évidemment :
m
B =1U Vt donc B, = ¥ U. Vg

1 1 121 1

D'autre part, les relations (4) s'écrivent maintenant sous la forme

suivante :

C'est-d-dire que 1l'on a aussi ' :
m .
B. = ¢ AU, v,
Joogqq 1T 1d

Ce qul montre bien que les p matrices Bl""’Bp ont un rang tensoriel égal

im. 4

On va maintenant étudier le cas oll une seule des p matrices Bi (i=1,...,p)

est supposée réguliére. Dans ce cas, on a le théoréme suivant :
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4. RANG TENSORIEL D'UN ESPACE CONTENANT AU MOINS UNE MATRICE REGULIERE

Théoréme 3

Si 1l'une au moins des p matrices B (i=1,...,p) dem (K) est régu-
liére, alors le rang tensoriel de ces p matrices est comprls entre m et m?
I1 est égal 4 m si et seulement si il existe deux matrices inversibles P

et Q dee°A”znhn#K) telles que toutes les matrices P Bi Q (i=1,...,p) solent
diagonales. /

On peut toujours supposer B1 réguliére. Si q est le rang tensoriel de {Bi}on a
q > Max Rang Bi =>q>m (rang B1 = m).

i
La majoration est évidente.

On va chercher a quelle condition on peut aveir g =

— Condition nécessaire :

On a :
mod t
(a) B, = I A; U, V. i=1,...,p U.,V.€ K" j=1,...,m
155073737 3’
i
AT € K.
j €
Soit U la matrice dont les colornes sont les vecteurs Ul""’Um et Vt la
matrice dont les llgnes sont les vecteurs lignes Vl’ . V;.

Les matrices U et V sont inversibles. En effet, B, étant régulidre les

1
vecteurs Ul""’Um doivent étre linéairement indépendants car dans le cas
contraire B1 pourrait s'exprimer avec moins de m matrices de rang un et

donc ne serait plus réguliére (de méme pour les vecteurs V ,Vﬁ).

R

On peut écrire (a) sous la forme :

B. = . uv i=1,...,p
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On a donc bien, puisque U et Vt sont inversibles :

U'lBi(vt)'jL = . i=1,...,p.

La condition nécessaire du théoréme est donc bien démontrée.

— Condition suffisante :

Siona:

PBiQ = .-. . >
0 A
m

On en déduit aussitsdt silp et @ sont inversibles :

1
B, = 00 pt gl i=1,...,p
o i
m

Par conségquent, le rang tensoriel des matrices B1,..

Le théoréme 2 précédemrent donné est équivalent au présent théoréme si

.,Bp est bien égal d m.

toutes les matrices sont inversibles. 3

Théoréme 4
Soient p matrices B, (i=1,...,p) de.AZPQ m(K) telles que 1'une d'entre elles
b

i
au moins soit réguliére.

Le rang tensoriel de ces p matrices Bi est égal 2 m+k si k est le plus
petit nombre de lignes et de colonnes i ajouter aux matrices Bi (i=1,...,p),
i

pour obtenir p matrices B!

1,...,Bé de“annﬁk,m+k(K) possédant la propriété

suivante :
11 existe deux matrices P et Q de JQ”nHk,m+k
que toutes les matrices P Bi Q soient diagonales. /

(K) réguliéres telles
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Si mt+k est égal au rang tensoriel des matrices Bl""’Bp on peut écrire :

m St
B. = X Z\Ytu.wy
1 j=1 J JJ
L'une des matrices B; (i=1,...,p) étant régulidre il est nécessaire d'avoir
au moins m vecteurs linéairement indépendants parmi les m+k vecteurs Uj

(j=1,...,mk) et aussi parmi les m+k vecteurs Vj (j=1,...,mtk).

Sans altérer la généralité du raisonnement on peut toujours supposer que

les vecteurs Ul""’Um et Vl,...,Vm de K" sont lindairement indépendants.
. ) . H k
. 1 '

Soient Am+1""’Am+k et Am&l""’Am+k deux familles de R vecteurs de K

linairement indépendants. On peut avec ces vecteurs obtenir deux bases de

Km+k, les deux matrices de changement de basass &tant les matrices U et V

suivantes :
mfu U U e U
U = )
k 0] 0 Am+1 .o Am+k
m V1 Vé .o Vﬁ Vm+1 cen Vm+k
VvV =
1 1
k\ 0 0 0 Am+1 ot %n+k
On peut donc écrire :
ki
(b) B! - 0 Ayt i=1,...,p0 ,
i
0 Am+k
m Kk
m 1 o) _
Bi Bi Bi € k,m(K) i=1, ,D
avec B! =
A CBedl w e
i i i k > T k,k
mk .
B = & A A, ik
j=1 J J
m+k .
1 .
B, = I A§ U, Bt | iz1,...,p
J=1
m+k v
Bi = 5 At a. B
j=1 J
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La relation (b) s'écrit également (U et V &tant inversibles par construc-

tion)
i
9 -1 M 0
(c) U Bi v = ’ i=1,...,p ,
0 i
m+k

Done si mtk est égal au rang tensoriel des p matrices Bi’ on peut effective-
ment leur ajouter k lignes et k colommes de facon d obtenir p nouvelles
matrices Bi de./”l

3 \
matrices Bi dedznnﬁk,m+k
égal 4 mtk et donc aussi le rang tensoriel des matrices B. (i=1,...,p).

mtk m+k(K) vérifiant (c). Réciproquement, s'il existe p
>

vérifiant (c), leur rang tensoriel est au plus

Le rang tensoriel des matrices Bi est donc bien égal au plus petit k tel

que 1l'on ait cette propriété. O

Les théorémes précédents illustrent la difficulté Au calcul du rang tenso-
riel de p matrices Bi’ i=1,...,p.

I1 n'existe pour le moment aucun procédé général de calcul du rang tensoriel
de p matrices Bi’ i=1,...,p. Cependant, dans le cas de deux matrices B1

et B, de q/m n,n(c)’ une caractérisation compléte de leur rang tensoriel a
été récemment donnée par GASTINEL (15) dans le cas oll il existe au moins une
matrice de 1l'espace engendré par B1 et B2 qui soit réguliére. On a le théo-
réme suivant cf. GASTINEL (15)

Théoréme 5

Le rang tensoriel du couple A, B, (A,B Qt[znh,n(C)), A inversible est égal
3 dd(Cu) + n pour presque toutes les valeurs de a , dd(Ca) étant le défaut
diagonal de la matrice C, = W lB-01)alB , c'est-i-dire le nombre
minimum de lignes et de colomnes qu'il faut ajouter 3 Ca pour la rendre

diagonalisable.

Si ek(u),ek+1(u),...,er(u) sont les diviseurs élémentaires de la matrice
Ca - ul et si k est le plus grand indice i tel que ei(u) n'ait que des
racines simples on a :

dd(Ca) =n -k
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Par contre, le cas d'un faisceau si lier de matrices reste i &lucider.
5

Avant de passer a 1'é€tude, dans le chapitre suivant du rang tensoriel de
certains espaces de matrices, on termine cette &tude des propriétés géné-
rales du rang tensoriel par un exemple et ensuite par la description d'un

programme de calcul "approché" du rang tensoriel d'un ensemble de matrices.

Exemple 1

Produit de deux matrices 2 x 2.

Soit A, B et C trois matricescke¢¢”2 (X).
>

C=AB.
On pose :
2 % Yo 9
A = s B =
X X
2 b V3 Yy
Alors :

KV tRgYs X ptEag
XV Xy XoVotX),

Si 1'on veut calculer le produit de deux matrices arbitraires A et B, il

est nécessaire de calculer les quatre formes bilindaires suivantes :
Ktz s XYYy s X¥a Yy s XVt

Les quatre matrices Bi (i=1,...,14)de«.)a’ll1 U<K) associées 3 ces formes
3

bilinéaires sont les suivantes :

1 0 0 0 0 1 0 0

B =10 0 0 O g -|0 0 0 o0

1 O 0 1 0 ’ 2 "lo 0o o 1 ’
O 0 0 O© 0O 0 0 0
0 0 0 © 0O 0 0 0

- |1 0o 0 o0 g -0 1 0 0

3 O 0 0 © ’ 4 0 0 0 0©
0O 0 1 © O 0 0 1
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]
La matrice B2(Z) = I Zi Bi est la matrice suivante :
i=1
Z Z2 O 0
B,(2) = gB 2u 2 Z
1 2

t _ t _
On pose X = (X1’X2’X3’XM) et Y~ = (y1’y2’y3’yu)'

la forme trilinéaire associéed B(Z) est F : K* x K* x K* + K définie par :
F(X,Y,7) » Xth(Z) Y ¥ (X,Y,2) € K* x K" x K"
On a donc :
F(X,Y,Z) ~» (X121+X223)y1 + (x1z2+xzzu)y2
+(x321+x4z3)y3 + (X322+X4Zu)yu .

D'aprés le théoréme 1 les trois matrices B(Z), B'(X) , B"(Y), ont le méme

rang tensoriel (les X5 Yy 25 sont ici considérées comme des indétermi-

nées).
On a :
x1 0 x3 0
0 X O X
B0 = : ’ ,
X2 0] Xu 0
0 X2 0 XU

"
By(Y) = . ;
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Le rang tensoriel de ces matrices est manifsstement au plus égal 3 huit.
STRASSEN (4') a donné une formule permettant de calculer le produit AB
en sept multiplications, formule qui ne suppose pas la commutativité des
X et des y. entre-eux et qui donc correspond a une décomposition de B

B2(Z) (et de Bé(X) et BS(Y)) en sept matrices anti-scalaires.

Cette décomposition est la suivante :

‘ oy (001-1) i1 (1-100)
~ 0 -1
By(Z) =z, 5 T2y oo
-1 0
4\ (1001) -1 (0001)
0 0
R TP +(2g425) |
-1 ' 0
0 (1000) 1 (0101)
1 0
+ (Z3+Z”) o + (ZE+ZB) O)
-1 0
0! (1010)
0
+ (Zl+23) 0
1

Comme la commutativité des Xi et des yj n'est pas supposéedans ces formules,
elles peuvent s'appliquer au cas ou les &léments de A et de B appartien-
nent seulement d un anneau nonecommutatif, en particulier au cas ou ce sont
des matrices : 1'application récursive des formules de STRASSEN montre

log;7
que le produit de deux matrices n X n peut se faire en n multiplications
cf. STRASSEN (1).
Dans le paragraphe 5, de ce chapitre, on démontrera que le rang tensoriel
de 82(2) est exactement égal 3 sept, donc que les formules de STRASSEN sont

optimales pour effectuer le produit de deux matrices 2 x 2.
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Exemple 2 Produit de deux matrices A et B de Jﬁﬂn n(K).
>

Les €léments de la matrice A (resp. B) sont désignés paf Xi (resp. Yi)

pour i=1,...,n%. On pose :

X, X sreey X Y Y, ,...
1 "n#l n2-n+1 / 1 2
X |
A = 2 nt2 . s, B = n+l
X X X Y
n an n? n?-n+1
t t t
X =(X1,. ,X 2) , Y =(Y1, ,Y 2) , Z = (Z

Soit C la matrice produit A B .

On pose :
Cl C2 2 ’ Cn
Cn+1 e C2n
C = .
C .e. C
n?-n+1 n?

On a donc n formes bilinéaires XtBiY et la matrice Bn(Z)

a la forme sulvante :

l Z1 ..... Zn
Z .. 2 ,
nz—n+1 n
21 ..... Zn \
Z ) A )
B (Z) = n-ntl n
n
‘ ’ Z1 ..... Zn
Z Z

n
= I 7. B
i=1 ¢
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La matrice Bn(Z) est constituée de n blocs diagonaux identiques. Etudier
la complexité du produit de deux matrices revient 3 étudier le rang ten-
soriel de cette matrice Bn(Z). _

La détermination du rang tensoriel de Bn(Z) est encore un probléme ouvert
pour n > 2.

On va appliquer sur cette matrice B(Z) deuéa[ \ 2(K) la propriété 8 de
n‘,n

réductien du rang tensoriel que 1'on a déja énoncée .

En effet, considérons la matrice de‘/77l 2(K) ayant des zéros partout
n®,n
sauf en les huit positions suivantes : ’
(il+k1n,j1+k1n) s (i1+k1n,j2+k1n) s (i2+k1n,j1+k1n) s
(i2+k1n,j2+k1n) et (i1+k2n,j1+k2n) N (i1+k2n,j2+k2n) s
(i2+k2n,j1+k2n) s (i2+k2n,j2+k2n) .
Le rang tensoriel de cette matrice est égal 3 sept car on peut lui appliquer

la décomposition de Strassen.

Comme on peut décomposer B(Zf%ﬁne somme de léﬂa telles matrices de rang

tensoriel égal 4 sept (au lieu de huit) on obtient :
Nis
Rt B(Z) < n’ - |5]

(Ce résultat a été donné pour la premiére fois par GASTINEL (10%).

6 . CALCUL APPROCHE DU RANG TENSORIEL.

On termine ce chapitre par la description d'une méthode de calcul
approché du rang tensoriel si K = R.
Soit F le tenseur de R ® R* ® R". On peut poser :

P o= (plad oK) i=1,...,n , §=1,...,n ; k=1,...,n.
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La norme du tenseur F est notée HHI_(norme euclidienne).,

n o .
F(X,Y,Z2) = I ptad oK Xi Y. Zk est la forme trilinéaire correspondante 3 F.
i,k Y
On a :
n ..
“-E“Z - 5 (fl,J:k)2 .
i’&j,k

Un tenseur Z de rang tensoriel égal & q. peut s'écrire scus ila forme

suivante :

<!
1

® yY ® z' XY,yY,zY € R

NN
"
" ™M

J

Considérons le produit scalaire < Z,F > on a :

a n -
<zZF>= (3 x'eyez) . ( z 29K, g4 @ 2,)
v=1 1,3,k oY

q
<z,F>= 1 PxY,yY,2")

y=1
< Z,F >
On a toujours la relation : — <1
Iz i w

Théoréme
Le rang tensoriel de F est le plus petit entier g tel que l'on ait :

q

z F(XY,yY,zY)
max Y( y=1 )y =1. /
X7,y 2 |z Il Rl
< Z,F >
En effet la quantité Tu’]ﬂF_—ﬂ qui représente le cosinus de l'angle entre
izl F

t

Z et F atteint son maximum si effectivement F s'exprime sous la forme :

q
F= 1 x8y' gz ,
y=1

c'est-a-dire si F a un rang tensoriel égal i q. 3
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On peut aisément programmer une méthode de recherche du maximum dans
RBnq de la fonection :

a
r FX',YY,zY)

Y0 SUUURIS'C IR CHUNI c SUNIEA DU SR _
izl el

a
Si C oz = % X'ey' &7
y=1

: q 2 2 2
fzl2 = = NI 2 + 2 2 <xV x> < vV, se g 2% >,
y=1 ' Y>u

On applique cette mé&thode pour différentes valeurs de q en espérant en

trouver une , qy> telle que le maximum que 1'on obtienne soit égal 3 un.

Exemple
On a appliqué cette méthode au probléme du calcul du rang de la forme

trilinéaire provenant du produit de deux matrices (exemple 1 précédent)

F(X,Y,2) = (xlzl+x2z3)y1 + (x122+x223)y2

+ (x321+xu23)y3 + (x322+xuzu)yu
On a dans ce cas :

IFl =2 v2
a
5 F(X',YY,zY)
Le maximum de la fonctinn —Yoi est done 2 /2 .

1z ||

8, on obtient cette valeur au bout de quelques itérations.

Pour g
Pour g = 7, on obtient une suite stationnaire, au bout d'une centaine
d'itérations d'une méthode de gradient. La valeur obtenue est 2 vV 2 3 1077 prés

Pour q = 6, la suite de valeurs obtenues converge vers une valeur. plus petite.
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CHAPITRE BIV

BASES TENSORIELLES - APPLICATIONS

PLAN

Un théoréme d'optimalité

Espace des matrices cycliques

a/ Unlcité de la base tensorielle

b/ Application au produit de convolution

¢/ Inversion d'une matrice cyclique

Espace des matrices de Hankel (ou de Toeplitz)

a/ Bases tensorielles

b/ Applications au calcul du produit de deux polynomes

¢/ Inversion en O(n) multiplications d'une matrice de
Toeplitz triangulaire inférieure

d/ Division de deux polynomes

Espace des matrices ayant des symétries particuliéres

a/ Matrices symétriques

b/ Matrices centro-symétriques

¢/ Matrices horizontales (verticales) symétriques

d/ Matrices roto-symétriques droites (gauches)

e/ Matrices 3 €léments complexes
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1 . UN THEOREME D'OPTIMALITE.

Dans ce chapitre, on se propose de chercher les espaces V de

‘A”zrbn(K) tels que leur rang tensoriel soit égal 3 leur dimension. Un

tel espace V doit donc posséder une base tensorielle, c'est-a-dire une
base constituée de matrices de rang un.

Cette étude systématique est surtout motivée par le résultat suivant
{ .

Théoréme 1

/ 31 le rang tensoriel de 1l'espace {Bi} engendré par les p matrices Bi
est égal 3 sa dimension, alors le nombre minimal de multiplications
"générales" nécessaires pour calculer les p polynomes XtBiY i=1,...,p

est égal a dim {Bi} méme si K[xl,...,xm,yl,...,ym] est supposé commutatif. /

Soit q le nombre minimal de multiplications "générales" nécessaires pour
résoudre P<B1""’Bp) si K[Xl""’xm’yl""’yn] est commutatif. D'aprés

le théoréme B2,1 on a :

B. =
1

1" o~,Q

. . .t L. Lt

1 Jrd Jnd s
RANCE (AlBE +ASBY ) i=1l,...,p .
J=1
On a donc toujours : (1)

(1) q > dim (B}

car les p matrices Bi s'expriment sous forme de combinaison linéaire de g
matrices (de rang deux).

D'autre part, le nombre minimal de multiplications "générales" nécessaires
dans le cas commutatif est éviderment inférieur ou égal au nombre minimal

du cas non-commutatif, c'est-3-dire de Rt {Bi}. On a donc :
(2) q < Rt {B.}
Si Rt {Bi} = dim {Bi} on a bien d'aprés (1) et (2)

q = dim {Bi} .3

Tous les résultats de ce chapitre sont done valables que

K[Xl""’xm’yl""’yn] soit commutatif ou non. Les principaux espaces
de matrices que 1'on va &tudier sont les espaces des matrices cycliques,
des matrices de Hankel (ou de Toeplitz), des matrices symétriques. On

explicite i chaque fois les formes bilinéaires 3 calculer et les for-
miles optimales.
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2 . ESPACE DES MATRICES CYCLIQUES.

a/ Unicité de la base tensorielle ; cf. LAFON (23).

Théoréme 2

Le rang tensoriel de l'espace C des matrices cycliques de‘AZU (K) est
égal 3 sa dimension si le Ccorps K posséde une racine néme pr1n01pale de
1'unité. Les matrices formant une base tensorlelle de Cn sont uniques (a4

un facteur prés). /

Soit A € K la racine néme principale de 1'unité.
A doit vérifier les propriétés suivantes :
n-1 .
yE1 A"=1 e 1 M¥:=0 i<q<n.
J=0
Soit C une matrice cyclique quelconque de 1'espace Cn'

Elle peut s'écrire sous la forme suivante :

1 % *n
X X oo X

(3) c = no n-1 x, € K i=1,...,n .
X2 X3 Xl

On a évidemment : dim Cn =n.

I1 s'agit de montrer que 1'on a aussi : Rt Cn = n.

Pour cela, il faut construire une base tensorielle de Cn’ c'est-a-dire
qu'il faut trouver n matrices cycliques, de rang un et linéairement indé-

pendantes.
Soit Co’Cl""’Cn—l les matrices suivantes :

(1 a9 2 (g *

yDa g a0 (e2)g
C = g=0,...,n-1)

A 222 3y
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Ces n matrices Co""’cn—l sont cycliques, de rang un, et lindairement
indépendantes.

Elles forment donc bien une base tensorielle de 1'espace-Cn . On a done
bien : Rt Cn = n.

D'autre part, il est facile de constater que les matrices cycliques de
rang un doivent &tre égales, i un coefficient prés, i 1'une des matrices

Ci (i=Of...,n—1) précédentes. En effet, une matrice cyclique C, écrite
comne en (3), sera de rang un si tous ses termes sont non nuls et vérifient

les relations :

i(-{]— = X_l = X_ = = Xn_l
X X, X X,
x1 1
Si on pose : - E- s on obtient foreément 1la solution suivante :
2
- _ L2 _ k-1 _ ,h=2
X, = tx1 5 X3 =t XyseeesXy = t Xl""’xn =t Xq

Comme d'autre part, on doit avoir :

on oktient la condition :
x2(1 - t" = o

Mais X4 doit &tre non nul, par conséquent t doit &tre une racine ndme de
1'unité. Pour avoir n matrices cycliques de rang, un, linéairement indé-
pendantes, il faut donc avoir n telles racines distinctes.

Donc, si A désigne une racine néme principale de 1'unité, on aura les ma-
trices Co’Cl""’Cn—l a un coefficient prés dans toute base tensorielle
de Cn .o

Remarque 1

D'aprés ce qui précéde, si 1'on prend K = R , 1'espace Cn des matrices
cycliques de uZ”n,n(R) ne posseéde pas de bases tensorielles dés que n est
supérieur a 2. Sin =2 , comme - 1.et 1 sont deux racines distinctes de
1'unité, 1'espace C2 sur R posséde une base tensorielle constituée des deux

matrices :

( 1 1 ) (1 -1 )
c = , C. =
° 1 1 1 -1 1
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b/ Application au produit de convolution.

Théoréme 2!

Le nombre minimalde multiplications"générales" nécessaires pour calculer
. . n

les n composantes du produit de convolution de deux vecteurs de K est

égal 4 n. I1 existe un seul type de formule optimale. /

On pose :

Soit Z = X # Y le produit de convolution (circulaire) des deux vecteurs X
et Y

. ot .
S1727 = (Zo’zl”"’xn-l) , On peut écrire :

2, = Xoy(k)+xly(k+1)+'"+Xn-1y(n+k—1) k=0,...,n-1

((k) = k mod n).

Les matrices Bo"”’Bn-l gul définissent des n formes bilinéaires

ZsZysn e sl

Le nombre minimum de multiplications "générales" nécessaires pour calculer

engendrent justement 1'espace Cn des matrices cycliques.
Z est donc nd'aprés le théoréme 1 puisque Rt Cn = dim Cn = n.

Soit d'autre part, CysCqys--esC une base tensorielle de C, (on vient de

n-1
volr que toutes les autres sont du type koco""’kici"’"kn—lcn—l
avec ki € K). Toute matrice C de Cn peut donc s'écrire sous la forme :

4=0 q q

Les coefficients Ogs---50, 4 de cette décomposition sont solutions du
t

systéme suivant :

1 1 ... lag \ PoX
1 a ... i ) X,
1l (D (n-1) \ o X
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L'inverse de la matrice de ce systéme est 1a matrice :

1 1 1
1 a7t ., D)
1
n
- - - _ 2
| L amm) o)
On a done :
1 n-1 _ .
o == X A4 x.+1
a n j=0 J

Par conséquent, 1l'algorithme optimum consiste en 1'emploi des formules

sulvantes pour calculer les composantes Z A . Xn—l de 7 d partir

1’
de celles de X et de Y :
n-1 n-7
74 Jan 5 K ( s A(“ Dy yz A%y k=0,...,n-1 .
k n
p=0 q=0 q q=0 q

(On peut appliquer alors la FFT et donc utiliser en tout O (n Log n) opéra-

tions arithmétiques).

Remarque 2

Taut ce qui vient d'étre dit i propos du rang tensoriel de l'espace C

des matrices cycliques deedﬂ” n(K) reste vrai si K est simplement un
anneau (commutatif ou non) possedant une racine néme principale de 1'unité

et tel que n ait un inverse dans K.

¢/ Inversion d'une matrice cyclique

On sait que 1l'inverse d'une matrice cychjue est aussi une matrice
cyclique. Soit donc C une matrice cyclique de uﬂ!? (K) réguliére définie

par X, ,X sX soit C -1 son inverse et Yyse- yn 1es coefficients de sa

2’
premiére ligne. Pour calculer cette inverse il suffit de déterminer 1les

valeursde y,,...,y . Pourcela il suffit donc de résoudre le systéme suivant :
1 n



% n Yq 1
*n Xl" n-1 yn
X2 Xn X1 y2 0
Posons
t
X" = (Xl"">xn)
t_
Y - (yl)yn) n_l"",y2)
Le eg =(10...0).

Le systéme suivant peut s'écrire :
XxY=e¢e, .
1

Supposons que le corps K posséde une racine néme de 1'unité (que 1l'on

puisse y appliquer la transformée de Fourier). On a alors :

Foox Fo=Fep

Posons ﬁ:"(X)t (x',...,xé)

F® = 1y,
?i(el) = (a,...58)
On a donc alors :
yi =a; /x! (n divisions & effectuer)
a
Fin® - %;;l

On aura donc :

v = P

On peut donc énoncer le théoréme suivant :
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Théoréme 3
Si le corps K poss&de une racine néme de 1'unité, alors on peut inverser
une matrice cyclique avec n divisions "générales" seulement (et en O(nLogn)

opérations arithmétiques totales avec la FFT). /

Remarque 1

Notons au passage que le produit de deux matrices cycliques nécessite
aussi rl multiplications générales et O(n Log n) opérations arithmétiques
totales si on utilise la FFT (il suffit de calculer X % Y).

Remarque 2

L'intérét de notre approche réside surtout dans le fait que l'on a démontré
qu'il fallait obligatoirement utiliserla transformée de Fourier (et son
inverse) pour calculer le produit de convolution de deux vecteurs en le
nombre minimum de multiplications "générales". Mais cela n'entraine aucun
résultat en ce qui concerne la complexité de ce calcul au point de vue du
total des opérations arithmétiques utilises. Cet aspect a &té &tudié par
MORGENSTERN (25).

Une intéressante interprétation de la FFT a d'autre part été présentée par
FIDUCCIA (19).

3 . ESPACE DES MATRICES DE HANKEL (OU DE TOEPLITZ) cf LAFON (22).

a/ Bases tensorielles.

Théoréme 4

Le rang tensoriel de 1'espace Hn (resp. f?n) des matrices de Hankel (resp.

de Toeplitz) deuaﬂrln(K) est égal 3 sa dimension, c'est-a-dire 3 2n-1, dés
3

lors que le corps K posséde 2n-1 éléments distincts. /

Définition 1 Matrice de Hankel
Une matrice H de thn n(K) sera dite de Hankel si elle peut s'écrire sous

3

la forme suivante :
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Définition 2 Matrice de Toeplitz
T e.j%?h rl(K) sera dite de Toeplitz si les &léments d'une parallé&le 3 la
3

premiére diagonale sont égaux. /

Désignons par 1! 1e sous-espace debdzv (K) formé par les matrices de
Hankel, et par { le sous-espace de ‘0)1 (K) formé par les matrices de
Toeplltz

B est un sous-espace de dimension 2n-1. Par conséquent le :rang tensoriel
de H" est au moins 2n-1. Nous allons montrer dans la suite, qu'il existe
une base tensorielle de H' constituée d'exactement 2n-1 matrices anti-

scalaires.

D'aprés la forme générale d'une matrice de Hankel, il est immédiat de consta-
ter que toutes les matrices de Hankel de rang un ont 1l'une des formes sui-

vantes (4 un coefficient multiplicatif preés)

10 0" 0 0
Hy = > Hon-1 © >
0 0 0 1
1 A A2 A1
A A2 At
H(A) =
xn—i o >\2n—2

11 s'agit maintenant de voir si 1'on peut en trouver 2n-1 qui soient

linfairement indépendantes.

Peut-on ch0151r 2n-1 valeurs A, ,A "’A2n—1 de telle maniére que les 2n=1

12722
matrices H(Al),H(Az),...,H(A ) soient linéairement indéperidantes ?
On doit avoir dans ce cas :

2n-1

):O:>.u-

alH(A1)+a2H(X2)+...+a H(A JTas T

2n- 2n-1
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Ceci donne le systéme suivant de 2n-1 &quations en Oy sOnseeesln ot

oy ta, ... ooy 4 =0
ajhy ok, Gon-1*on-1 =0
2 2 2 -
al; tazhy + %on-1ton-q =0
‘ -
- 2n-2 2n-2 2n-2 B
aghy Ak, T Ao 1ron =0

La matrice de ce systéme est une matrice de Vandermonde.
Elle est réguliére si et seulement si ses coefficients sont tous distincts

et non nuls :
¥Yi#j A. £ AL et AL 20 i=1,...,2n-1
1 J i

En choisissant 2n-1 valeurs Al”"’x2n—1 distinctes et non nulles, nous

obtiendrons donc 2n-1 matrices H(Xl);...,H(A ) linéairement indépen-

2n-1
dantes. Comme elles sonttoutes de Hankel elles forment une base de Hn,
et comme elles sont toutes de rang un, cette base est une base tensorielle

de H.

Le rang tensoriel de 1" est donc bien 2n-1.

Soit H une matrice de Hn, écrite comme en (1).
Alors, on peut exprimer H sous forme d'une combinaison linéaire des 2n-1
matrices H(Ai), de la maniére suivante :

en-1 t

H = 121 (ag.x)gﬂxi) cx7 = (%

’n-1
1""’X2n—1) a; € K

Pour obtenir les o 11 suffit de résoudre le systéme de 2n-1 équations de I

avec en second membre le vecteur x.

Le résultat similaire pour 1l'espace t?ljlies matrices de Toeplitz provient
du fait que toute matrice de Toeplitz se déduit d'une matrice de Hankel par
le produit d'une matrice de permutation. %n appliquant cette permutation

aux matrices H(Al),...,H(A ) qui forment une base tensorielle de Hn,

n-1
cn obtient une base tensorielle de { n formée des matrices

T(Al),...,T(Xgn_l);



R LU o2
1 1 1
avec T(ki) =
Ay
n-1
2
1 Ai Ai Xl

Les paramétres A. (i=1,2,...,2n-1) doivent &tre tous distincts et non ruls. O
L

Théoréme 4!

Toutes les bases tensorielles de 1'espace 1 (resp. t?n9 se répartissent
en quatre familles dont deux dépendent de 2n-2 paramétres, une autre de
2n-3 paramétres et las derniére de 2n-1 parametres. /

Les matrices H(Kl),...,H(A ) forment une base tensorielle pour tous les

2n-1
choix des paramétres xi""’k2n—1 tels que :

Ai b Aj si 1# ] et A £ 0 i=1,...,2n-1

Nous avons donc ainsi une famille dépendant bien de 2n-1 paramétres.

En choisissant seulement 2n-2 parametres Al,...,xzn_2, nous pouvons obtenir

deux types de base, en rajoutant soit la matrice Hl’ soit la matrice H

2n—2)'

2n-1
aux matrices H(Al),...,H(A

(A, £ X, et A. 2 0)
i J i

H et

La derniére famille sera constituée par les deux matrices Hl’ L1

)

2n-3 matrices indépendantes H(Al),...,H(Azn_3

(A. #X. et AL, £ 0).
1 J 1

Le résultat pour l'esrace {n se déduit du résultat pour H'. 11 faut
i
considérer les matrices T(Ai) au lieu des matrices H(Ai), et les matrices

T, T au lieu des matrices Hl’ H

1° ‘on-1 on-1 °

1 0.. O 0 ... O
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b/ Application au calcul du produit de deux polynomes,
cf. Lafon (22), Winograd (30).

Théoréme 5
2n+l multiplications générales suffisent pour &valuer les coefficients

du pclynome produit de deux polynomes de degré n.

n n

Soientip,(t) = a +a,t+...+a t
1 o 1 n

deux polynomes de degré n.

et pg(t) = bo+b1t+...+bnt

Le polynome produit s'écrit :

_ n
p3(t) = egte thate, b
Avec : ‘

c = ab

e} oo

01 = aob1+a1bO

02 = aob2+a1b1+a2bO

C = z a.b.

k ijex LI

C2n B anbn

Les ¢, sont les valeurs de 2n+1 formes bi-linfaires en les variables

= t t
a = (ao,al,...,an) et b = (bo,... ’bn) .

La forme c. est définie par la matrice Mi € 0637 (K) trés simple

n+i,n+l
du type suivant :

M, = (les 1 occupent la i+18me paralldle

0 i la seconde diagonale)
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Dansyéayn+1’n+1(x)’ les 2n+1 matrices M, engendrent un sous-espace de
dimension 2n+1, qui est en fait 1'espace des matrices de Hankel
(n+1)x(n+1) @ =ML

D'aprés le théoréme 4, nous savons que cet espace posséde une base tenso-
rielle de 2n+1 matrices anti-scalaires Hl""’H2n+1’

On pourra donc écrire :
en+l E

M. = r AL H
j=1 Y

Cem e . t .
Donc 1la forme bilinéaire a Mib s'écrira :

aMb = Zr.hzil % atHJ.b

J=1
S1 1'on ne compte que les multiplications entre coefficients des polynomes
(multiplications générales), on aura 2n+l multiplications 3 effectuer au
lieu de (n+1)? pour le calcul de CyavrrsCop
Aux quatre familles de bases tensorielles de Hn+1, correspondront quatre
types de formules.

Nous aurons donc a effectuer pour le calcul de CoseevsCop

soit 2n+1 multiplications du type :
n n
(ao+a1xi+...+anxi)(bo+blxi+...+bnxi)
soit 2n multiplications du type :

n n
(ao+a1xi+...+anxi)(bo+blxi+...+bnxi)

plus le produit a, X bO ou a x bn.
Enfin, pour le quatriéme type de formule, nous aurons i affectuer les deux
produits a, x bO et a x bn’ ainsi que 2n-1 produits du type :

i

n n
+ oLt . .t... .
(aO alxl *anxl)(b0+b1xl+ +bnxl)

Pour ces quatre types de formules les paramstres Ai doivent &tre distincts

et non nuls.
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Dans la pratique, ces formules n'auront d'intérét que si les produits du
type A? x ap sont plus &conomiques que les produits du type ap X bq‘ On-
prendra par exemple par exemple pour les Ai des pulssances successives

de la base du systéme de numération utilisé. o
Exemple

t+b . t?

_ - 2 _
i n =2 pl(t) = a_ta t+a.t* et p2(t) = bo+b1 5

1" 72

C, = ab.ta.b.+a b s

o = 8P > Cq 7 aobl+a 2 02 7171 2%

o) oo 1 1bo ’

c3 = a1b2+a2b1 R Cu = a2b2

Prenons le choix le plus simple pour Xl,k2 et AB .

100 ( 11 ) 1-1 1) 124 )
H o =[000 | H, ={111 ={-1 1-1] H,=[{2438
T'looo ’ 2 R N T
0.00
H. =l 000
> \o001
Soit
X1 X2 X3
H = X, x3 X),
)(3 Xu X5

une matrice de Hankel : Calculons les ai tels que :

H = a1H1+a2H2+a3H3+auHu+a5H5
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il faut résoudre le systéme de Vandermonde :

a2 - a3 + 2au = x2

a, + a3 + Mau = x3

OL2 "(13 + 8au = Xu

On obtient :
0. = X. + 1-(x -X, )
2 2 2 IR
X
-5 _ 1
O = g (2xy+x)
1
o = g Gyx;)
- x - 1. - ) -
a; =X x3 * 3 (xu X, et O x5 + 2(x2 xu) x3
En particulier nous aurons :

?éS)thsz_%HB-%H“MS

000
/ 001
{100
/ 8 8 ? Vg H, - +H -4 Ly —2m
! - = - = - + -
\o10d 2h72% 6 ety 5

les cing produits 3 calculer seront :

Py = a.b, > Py = asb,
et t
p, = (a +aj+a,) (b +b, +b,)
Py = (a,-a;*a,) (b -b,+b,)
Py = (ao+2a1+Ua2)(bO+2b1+ub2)
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et on aura les formules suivantes (déduites de III)

1 21 1
801%a10 = = 5Py ¥ Py - 3 P3 - g Py + 2D
a b +a b,+a.b = - +-l + 1 - P
o2t81P1*as0 Py T3Pt 5P 5
1. 1 1 1

B?margue

Si K est un corps -possédant une racine 2n+l1dme principale de 1'unité A,
on choisira Ai = At. La matrice du systéme 3 résoudre est maintenant la

matrice suivante :

11 1
1 Aon

>
LA @

dont 1'inverse est la matrice :

1 1 e 1
-1 -(2n)
1 1 A ceen A
2n+1
1 A—2n L >\(—21’1)2r1

On obtient dans ces conditions, les expressions suivantes pour le calcul

des coefficients Co""’CQn :
2n n n
C mmmr (2 AP 3% )1 2Py )
p=0 q=0 ? g=0 q

(On peut encore ici employer la FFT et donc effectuer le calcul en O(n Log n)
operations arithmétiques totales).
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¢/ Inversion en O(n) multiplications d'une matrice de Toeplitz

triangulaire inférieure

Théoréme 6
Le produit d'une matrice de Toeplitz T de ff " et d'un vecteur X de K

peut se faire en 2n-1 multiplications générales au plus.

En effet, d'aprés le théoréme U4' toute matrice T de t{ n peut s'éerire sous

la forme :
n-1 £ ¢ c
T = I (a).t)u.v. u;v. étant une matrice de Toeplit
1=1 i i1 1
E=(E_pyqoerosbgsenesty )
2n=-1
ai € K
On a donc :
2n-1
T.X = ¢ (a?.t)(v?.X).U.
i1 1 i 1

On a donc a effectuer les 2n-1 multiplications générales :

t £ .
(ai.t) x (Vi.X)

Notations
On désigne par {?? 1'ensemble des matrices de Toeplitz n x n triangulaires

inférieures .

L'inversion d'une matrice de Toeplitz générale peut se faire en 0(n?) opé-
rations multiplications. On va montrer dans la suite, que 1'inversion d'une
matrice de Toeplitz triangulaire inférieure (ou supérieure) peut se faire

en O(n) multiplications seulement.

Théoreéme 7
L'inverse d'une matrice de Toeplitz triangulaire infirieurc est aussi de

Toeplitz triangulaire inférieure. /
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O Scit T e {?g )

Le iéme vecteur colonne Xi de T_1 est solution de 1'équation :

(21""’£n) base canonique de K.
Soit S la matrice suivante :

s O 0

On a
TX =R,
Soit ST X1 =S 21 = ST X1 = 22
Or ST X1 = T.(S Xl) (propriété de base)
Done T.(S Xl) = 22

par conséqguent :

- Q
X2 3 X1

De maniére analogue, on démontre que :

X = Pl X, P=2,....n

. t _
Soit X = (Xo’xl""’xn—l)

Alors 1'inverse de T est la matrice :



X 0 0
o
X
o}
T Lo
*h-1 Xo
Done T—1 [ { n.
I
Remarque
; Lo -1 _ . n(n+1) . .
Cecl montre déja que le calcul de T ~ ne nécessite que s multipli-

cations au plus.

Théoréme 8
L'inversion d'une matrice de Toeplitz triangulaire inférieure peut s'effectuer

en O(n) multiplications générales au plus. /

On désigne par M(n) le nombre de multiplications générales nécessaires pour

inverser une matrice de Toeplitz triangulaire inférieure d'ordre n.
On évalue M(2n) et M(2n-1) en fonction de M(n) .

2]
On considére tout d'abord 1'inversion d'une matrice de i? ;n.

L'unique systéme 3 résoudre se partitionne naturellement ainsi :

to 0O 0 Xo 0
0 .

£ 0

tn—l o) Xn—l
t £ t X 0

n 1 0 n

b
t2n—1 tn tn—l to X2n-1 )

3
fn va donc d'abord calculer (Xo""’xn—l) en M(n) opérations multiplications.

o)
L'inverse de la matrice sera la matrice{ . X

Ne) .
t t : .
n-1 0 \ X

t 0 0 /xoo
@]

n-1 0
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I1 reste ensuite a résoudre le systéme suivant :

t 0 0 X \ ¢ £ X )
o) n n 1 o)

0 : /

tho1 % *on-1 Con-1 n X1
Posons :¢
/ Yo \, tn tl o
|
yn—l t2n—1 e tn *n-1

['aprés le théoréme 4, le calcul de (yo,...,yn_l) peut se faire en 2n-1

nultiplications au plus.

(n aura ensulte :

( ;n-—lj —k )E(n—l X / ;L;n—l /

e}

Ce dernier calcul nécessite lui aussi 2n-1 multiplications au plus.
Finalement, on obtient donc :

M(2n).§ M(n) + ”’n-1 + 2n-1

Soit : M(2n) <M(n) + 4n-2

n-1
I

On partitionne le systéme A rdsoudre de la manidre suivante :

S0it maintenant le cas d'une matrice T & tf



t 0 0 X

o © 0

t v -1 0

n-1 o) .
£ t t X 0]

n 1 0 n

Con-2 b1 Paeo S | *on-1 0

La résolution du premier systdme nécessite M(n) opérations multiplications.

Cormaissant (Xo""’xn—l)’ il reste i résoudre :

t 0 0 X !t t X
o) n ;. n 1 o}

0
t X t . t X

tn—2 o) 2n-2 2n-2 °° n-1 n-1

Le calcul du second membre peut se faire en 2n-1 multiplications au plus.

Le premier systéme donne :

to O 0 VX 1
L © O

. oo

tn—2 e to Ap=p ( :

By e t X4 0

La résolution de ce systéme permet dorc d'avoir aussi 1'inverse de la

matrice :
1
Tt 0 0 X 0 0
'. o) o
qui est la matrice ’
t X o eee X
n-2 o) n-7 o)

Par consCguent, le calcul de X e esRo o GOTU termind avec ’n-3% produits
r U=,

supplimentaires.
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On a done :

M(2n-1) < M(n) + 2n-1 + 2n-3
M(2n-1) < M(n) + in-l

Comme M(1) = 1 on en déduit la majoration siivante de M(n)
M(n) < 4n-3

{

(Or peut montrer en fait que 1'on a : M(n) < 4n - Log n). O

Théoréme 9
Le calcul du quotient et du reste dansla division d'un polynome de degré 2n

par un polynome de degré n peut s'effectuer en O(n) multiplications générales.

Soient les deux polynomes :

Ax) =a_+ ... +a. x

B(x)

]
lea
+
+
o
<

On veut déterminer Q(x) et R(x) tels que :

A(x) = B(x) Q(x) + R(x)
deg R(x) < n

Si 1'on pose :
Qx) = Q * .-t q X

Les coefficients de Q(x) sont solutions du systéme :
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n+1
I
D'apreés le théoréme 8, le calcul de son inverse peut s'effectuer en Un+il

La matrice de ce systéme est une matrice de tf

multiplications au plus.
I1 restera a effectuer ensuite le produit de cette inverse par le vecteur

du second membre, ce qui peut se faire en 2n+1 multiplications au plus.
Q(x) est donc déterminé en 6n+2 multiplications au plus.

Enfin, la détermination de R(x) revient au calcul de B(x).Q(x), caleul qui
nécessite 2n+1 multiplications au plus.

Donc, Q(x) et R(x),peuvent &tre calculé&en au plus 8n+3 multiplications.

Ces résultats sont 4 comparer 3 ceux de Strassen (4") et de Sieveking (28)
et de Kung (21). O

Remarque 1
En modifiant la démonstration du théorgme 3, on peut montrer que le calcul
des coefficients du polynome produit de deux polynomes de degré n et m peut

s'effectuer en n+m+1 multiplications générales.

En effet, comme dans le théoréme 1, on peut montrer que les matrices m x n

suivantes, forment un espace de rang tensoriel n+m+l (m > n).

o) 1 n
X Xn eeen.

1 2 n+1l
X . X

n m
n+1

X X

m n+m

- - - - -~ . t
En utilisant ce.résultat, on peut montrer le thioréme suivant :

Théoréme 9 bis

Le calcul du quotient et du reste dans la division d'un polynome de degré
m par un polynome de degré n peut s'effectuer en moins de n+7(m-n)+3% multi-

plications générales.
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Remarque 2

Si K posséde une racine 2n+1&me ce 1'unité on peut alors calculer le
produit de deux polynomes de degré n en O(n Log n) opérations arithmé-
tiques totales par 1'utilisation de 1la transformation de Fourier rapide
(FFT) (cf. Cooley-Tuckey (18)).

Dans ces conditions, 1l'inversion d'une matrice de Toeplitz triangulaire
inférieure, ainsi que le calcul du quotient et du reste dans la division
de deux polynomes peuvent se faire en utilisant seulement O(n Log n)
opérations arithmétiques en tout.

(On aura en effet M(2n) < M(n) + O(n Log n)).

Remarque 3 '

Le fait que le calcul des coefficients du polynome résultant du produit

de deux polynomes de degré n peut se faire en O(n Log n) opérations arith-
métiques 4 1'aide de la FFT est clairement montré si on interpréte ce calcul
comre une convolution de deux vecteurs de K2n+1.
En effet, posons :

t t
X z (xo, .,xn,O, ,0)

t t
Y= (Y e sy,305...,0)

t t
YA (zo, ............ ’ZZn)

ol Xys««-sX, 5 TSP, (yo,...,yn) sont les coefficients des deux polynomes
pl(t) resp. pg(t) et <Zo""’z2n) les coefficients du polynome
PB(t) = P, (t) P, (t).

Alors on a :

2 =Xx%x7.

Désignons par Wl,...,W2n+1 les 2n+1 racines néme de 1'unité du corps K.
On peut également interpréter le calcul de Pl(t)PD(t) en 2n+1 rultiplica-
tions générales et O{nLogn) opfrations arithmétiques corme le processus

suivant
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a) Evaluation de Pl(t) et Pg(t) en les 2n+1 points WyseeesWo g

(colit O(n Log n) opérations arithmétiques par la FFT).
b) Calcul de PB(t) en les 2n+l1 points WyseonsWo g
P3<Wi) = Pl(wi)‘P2(wi) i=1,...,2n+1

(2n+1 multiplications "générales").

c) Calcul de PB(t) par interpolation en les 2n+1 points
(wi’PB(wl))""’(W2n+1’P3(w2n+1)>'
(O(nLog n) opérations arithmétiques)

(cf. Borodin-Munro (17) et Horowitz (20)).

Nous terminons ce paragraphe par 1'étude de 1'évaluation des fonctions

symétriques des racines d'un polynome, probléme pour lequel Strassen (29)

a pu donmner une borne inférieure non linéaire (en n Log2 g) et pour lequel

les résultats précédents donnent un calcul en n Log2 n+1 rultiplications

"générales".

Calcul optimum des fonctions symétriques d'un polynome.

Soit on(t) un polynome de degré n de K[t]. K est supposé algébriquement

clos. On peut prendre en fait K = C.
Soit alors XpseeesX, les n racines du polynome op(t).

On peut écrire :

L (~1

(t—xi)(t—x2)...(t—xn) = gl - 9,

01,...,on sont les fonctions symétriques des racincz du polynome :
ce sont en fait des polynomes homogénes de depgrée 1,2,...,n de K[x

On peut donc se poser le probléme suivant

19¥%5s e

X T,

n

Quel est le colt minimal de 1'évaluaticn des n forctions sym“tricues 3 partir

?
de K U {Xl""’xn} ?
Désignons par C(n) ce colt minimgl [ 'urrds 1o rloultat du thioréme 5
C(2n) < 2C(n) + 2n=1

C(on+1) < C{n) + C(n+1) + 1

a1
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Par conséquent, on a :

Cn) Snlog, n+ 1.

Cette majoration est atteinte pour n = 0P,

Strassen dans (29) a pu démontrer d'autre part, le résultat suivant {sur

la minoration de C(n)).

Théoréme, 10

Le colit minimal de calcul des fonetions symétrique 01,...,On des racines

d"an polynome de degré n est supérieur 3 : n log 5 g .

On a done n log, g- < Cn) < n leog SNt
Le colit minimum est done en n log? n.

Strassen utilise des résultats de géométrie algébrique pour obtenir 1la
minoration ci-dessus.

Son approche est la suivante (cf.(29)).

K est un corps infini, alglbriquement clos.

Soit fl""’fp ,» D ¢léments de K(xj,...,xn). On cherche 3 &valuer 0(9; )
(% - ESFRNPN S I

Les p fractions rationnelles fl""’fp définissent une application ration-
nelle de K' dans K° :

P <X1""’Xn) £ K > (fl(xl""’Xn)’“"’fp<X1""’Xn))

Le domaine de définition de ¥ dans ¥ est l'ensemble des points de K* o

aucun dénominateur de f],...,fp ne s'annule.
graphe  p = {xl,...,xn,fj(x),...,fD(x)} s (x~ = (Xl""’xn) s
‘graphe p < Kn+p'

Dans 1'espace projectif PV s K, on considére la fermeture du graphe
de » : c'est une variété alg brique, W(fl,...,fp) de degrd d.
(d = Degré W(fl,...,fp)).
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Gréce au théoréme de Bezout, sur le degré de 1'intersection de deux
variétés, on peut relier le colt minimal C(fl""’fp) de calcul des p
fractions rationnelles, au degré de la variétéa#(fl,...,fp).
On a le théoréme suivant (Strassen)
Théoréme 11
Le colt minimal du calcul de p fractions rationnelles de K(Xl""’xn)
est 1i€é au degré de la variété définie par ces p fractions par 1'inégalité :

C(fl,...,fp) > Lg, (Degré (W(fl,...,fp))

Le théoréme 8, surl'évaluation des fonctions symétriques Opseens0 découle

du fait que 1'on peut montrer que 1'on a :

Degré w(ol,...,on).z n !

4. ESPACES DES MATRICES AYANT DES SYMETRIES PARTICULIERES

a/ Matrices symétriques, contre-symétriques

Une matrice 3 de.Az”n n(K) est symétrique si A = At. On note

, \
par Sn 1'espace des matrices symétriques de u2nn n(K).
3

Théoréme 12
/ L'espace Sn des matrices symétriques d9°6”€1n(K) posséde une base tensorielle
>

(son rang tensoriel est &gal 3 sa dimension). /

< Une matrice S de Sn peut s'Cerire de fagon générale sous la forme suivante :

(e S (e
11 M2 : “1n
@ Q o
') O ?
12 "1 “on
oL o 3 -
o= . D . K 1=1,....,n
. lJ G b 3
- J=1, 3¢
Q Q
O O “- e O
1n n nn

‘nm a2 donc dim 5 = ”(2+1)
n
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I1 s'agit de trouver Qiﬂgll-matrices symétriques de rang un et linéairememt
indépendantes. \
Soit eij (i=1,...,n , j=1,...,n) la matrice de n n(K) dont tous les
2

€léments sont &gaux A zéro sauf 1'€lément (I,j) &gal 3 un. On va prendre
les Ilg-gﬂlmatr’ices symétrigues suivantes :

SSii el (i=1,...,n)
et !

Ssij = eii+eij+eji+ejj (i=1,...,n , j=i+1,...,n).
C n{n+1) . . . ..
es —5= matrices sont bien symétriques, de rang un, et linéairement

indépendantes. Elles constituent donc bien une base tensorielle de
1'espace Sn' Toute matrice S de Sn s'exprime de la manidre suivante en

fonction de ces matrices :

nn n n i-1
S= I s.. SSi' + I (s.i - I s..- 1% s.i)e.i
iz1 S T j=i+1 ¥ =z J11
J=i+1
Application
Le calcul des nin+1) formes bilinéaires suivantes peut se faire, de facon
2

optimale en Bigill multiplications générales :
X5 Vs (i=1,...,n) et Xiyj + xJ.yi (i=1,...,n , j=i+1,...,n).
En effet, les Eiﬁgll matrices qui définissent ces formes bilindaires engen-

drent justement 1'espace Sn' Le résultat découle donc de 1'application du
théoréme 1. Leés formules optimales sont les suivantes :

Xiyj + iji = (Xi+xj)(yi+y,j) - Xiyi - ijj

(i=1,...,n , j=i+1,...,n).

Les n(n;l)

type X:Vs (i=1,...,n) et les multiplications du type (Xi+xj>(yi+yj)

multiplications 3 effectuer sont donc les multiplications du

(i=1,...,n , j=i+1,...,n) .3
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Ce résultat a été énoncé pour la premidre fois (3 notre connaissance)
par FIDUCCTA ( 9).

Généralisations

Soient n? &léments p;: de K (i=1,...,n, j=1,...,n) avec py; # Oet
considérons l'ensemble S des matrices de‘Azn (K) qui s'écrivent sous

la forme suivante :

] Pio Sp e Pin S1n
Poq Spq Poo Sxo e Pon Son

St = (2)
pnl Sin pn2 S2n ct pnn Snn

On peut énoncer le résultat suivant :

Théoréme 12 bis

Le rang tensoriel de 1'espace S' des matrices de uin. (K) qui s'écrivent

sous la forme (2) ci-dessus est egal d sa dimension (51 P ¢ O, i=1,...,n). /

I1 suffit de remarquer que l'onpeut écrire (on raisonne sur les formes

bilinéaires 3 calculer) : si PJ £ 0

P
XV 4P . X.y. = ( AJ
Fii%3Y5 P55 %y | Poglxgrxs)(yy + 57 i vs)
J (3)
Fyi X35 7 Py X595

(Dans le cas Pji = 0 mais Pij # C on gardera la forme pij Xiyj)°

Si Pii # 0 1i=1,...,n on coit calculer les n rultiplications XYy et le

calcul de la forme (%) n'irtroduit qu'une multiplication géqérale en plus. 4

Corollaire 1

-~

Le sour-espace des matrices gymétriques de S qui posséde 2q zéros (en des

positions symitriques fixes mais non sur la diagonale) a pour rarng tensoricl

n(n+1)

3a dimencion, clest-i-dire -4
s 4
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Exemple
L'espace des matrices tri-diagonales symétriques a pour rang tensoriel .
°n-1.

Remargue

Une matrice posséde deux diagonales : la diagonale principale constituée
des €léments en position i,i i=1,...,n et 1la contre-diagonale constituée
des éléments en position (n-1,i+1) (i=0,...,n-1). On peut définir les
matrices contre - symétriques comme &tant des matrices symétriques par rap-
port & cette contre-diagonale. Tous les résultats précédents sont valables
51 on considére cette notion de symétrie par rapport i la contre-diagonale
(qui jouera le rdle précédemment joué par la diagonale principale).
Désignons par Q la matrice de gﬂpl (K) qul posséde des un sur sa contre

diagonale et des zéros partout (Q pourraLt s'appeler contre-unité)

Si la matrice A est symétrique, alors la matrice Q@ A Q est contre-symétrigue.

Corollaire 2

Le rang tensoriel de 1l'ensemble des matrices anti- -symétriques de ¢é¢% n(K)

- n(n +1) <~ n(n-1) ) >

est au plus égal 3 et au moins égal 3 5

La borne inférieure provient du fait que la dimension de cet espace est

égale 2 Q£2§ll . La borne supérieure provient du résultat sur les matrices
qQul s'écrivent sous la forme (2) (le cheix pii:O s 171,...,n et
pij = - pji =1 Jj# 1 donne les matrices anti-symétriques).

Dans le chapitre 5, nous montrerons que le rang tensoriel des matrices

. n(n+1)

anti-symétriques est en fait dgal 3 5 - 1. (Le cas n=3 correspond au

calcul du produit vectoriel de deux vecteurs de R%).
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b/ Matrices centro-symétriques, centro-antisymétriques.

Une matrice A de 047%7n<x> est dite centro-symétrique si elle
>
0 1
vérifie A= QA Q Q = 1 )
1 0

Exenple pour n=l la forme générale d'une matrice centro-symétrique est

la suivante :

8.1 a2 8.3 au ,5

a a a a
Lo | %% o

88 8.7 a6 a5

ay & & 2y

La dimension de l'ensemble des matrices centro-symétrigues decﬁzﬂn rl(K)
3

T2
est égale 3 D%—] » et on peut énoncer le résultat suivant :

Théoréme 13

Le rang tensoriel de 1l'ensemble des matrices centro-symétriques dea/éy%'n(K)
>

2
est égal 3 la dimension de cet espace : rgg] .

a Désignons par An une matrice centro-symétrique générale.

Si n=2p on peut écrire :

/ a, a, ... 2o, \ o o - o \

: aup_2 00O agp+1 o) o)

i A

_ 2p-2
A2p +
a2p+1 o) o) a O 0 O
lp-2

a2p ..... a, )

Le rang tensoriel de la premiére matrice de cette décomposition est égal

4 U4p-2. En effet, on peut écrire :



o) ai o) o} a2p—i+1 o) o)
0
(3)
e} a2p—i+1"" al "0 0
0 10 10 o)
!
N 0]
(ay a2p—1+1)/2
10 10 0
o) 10 o1 o
o) 10 1 o)
On a donc :
Rt A2p < Rt A2p—2 + Lp-2

c'est-3-dire :

ko]

Rt A, < I U[i-2)
P~ 5o

Rt A < 2p?
s 2P

a2
» . - -~ n -~ . -~ Y
Comme la dimension de cet espace est égaled r-7§7 » c'est-3-dire 3 2pL
ici, on a bien :

Rt Ap = 2p?

et la décomposition explicitée ci-dessus donne les 2p? matrices centro-

symétriques qui générent 1'espace.
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Sin = 2p+l le raisonnement est le méme, mais il faut considérer aussi

les deux matrices de rang un suivantes :

1
O 0
pti~ 1l O ...0 1 et 0 . 0
© 0
1
+ p+l
On a done :
Rt B2p+1 > Rt B2p_1 +h4p
Soit
2
Rt sz+1 < 2p° + 2p+l .
On a d'autre part :
(2p+1)?
Rt By 2 (5]
2
Rt B2p+1 > 2p° + 2p+l

Par conséquent :

Rt B2p+1 = 2p° +2p+1 . 01

Généralisation

Comme le montre la décomposition (3), le résultat du théoréme 11 tient au
fait que toute matrice centro-symétrique se décompose en une somme de

matrices du type suivant

0 o
©C a. ... a_ -
i n-i+1 ’
A = .
a . a.
n-1+1 1
0 o}

Ces matrices sont de rang deux et regroupent deux paramétres (si 1'ordre
de la matrice est impair il faut rajouter les paramétres qui se trouvent
sur la ligne (et la colonne) du milieu).
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Supposons maintenant que les- paramétres a; de la matrice A soient affectés
d'un coefficient de K. Le résultat du théordme précédent sera encore vrai
pour cette classe plus générale de matrices si et seulement si le rang de

la matrice suivante est &gal au nombre des paramétres qui s'y trouvent :

[ P13 Ph-i+1 an—i+1\_

AY = p.

1’pi’pn—i+1’pﬁ—i+1 €K

1 1
‘' Ppoisq Fneivn B
Le résultat dépend ici du corps XK considéra.
1) Si K est le corps des complexes (ou plus généralement tout corps K tel
que 1'équation x? = a pour a € K possede toujours une solution dans K) alors

le seul cas 3 exclure est celui ou 1'on aurait p. p =0etp 20

n—1+1’pn -i+1
!

(ou p. el £ 0 et prl 1+1°Pn_sisq =0) (La matrice A auralt un rang tensoriel

égal 3 tr01s alors qu'elle ne dépend que de deux paramdtres).Dans les autres

cas on peut toujours décomposer A' en une ou deux matrices de rang un sui-

= 1 = ] . ]
vant que ps p! O (et p n-i+1 Pr-is1 0) ou p;p .pn_l+1p it 20 .
Le premier cas &tant évident, examinons le cas oi plpl pn—1+1 pn—1+1 =0 :
On peut toujours écrire (en notant par v a une solution de x? = a)
b, a p,a prepe ot
151 ¥ a a P, vV PP} P, ¥ p,p)
_ 1 1 2
= ? +
p! p; a v PsPy vV DgpA Y R e
2 %2 1.%1 1 21 pg/plp1 pl/p2p2
\ 1 - / ]
L% 8 1 [Py Y pp Py v Byby
+ —2—, R .
\ e [ ‘/ o) ! ' 1 oA
PiPq ] Py ¥ pypj Py ¥ pop}

2) Si X est le corps des réels (ou celui des rationnels), il fwut exclure

.+ . . “
le cas pipi =0 et pn —i+1 Ppo —i+] # 0 , mais aussi le cas ol

p:p! p

3 T AA ' ]
L p i1 < O . En effet, si on considére (4) avec P P,P1pS < 0



on voit que la matrice ne peut étre décomposée en
1 !
Po & P1 &
une somme de deux matrices de rang un de ce type (il faudrait choisir a,
et a, de fagon a annuler le @éterminant qui vaut :
12 _ 1 o2 . . . . . '

plpla1 p2p2 a2 » Cé qul est impossible sur R ou Q si plp1 p2p2 < 0).

Par contre, si plpi et pré sont de méme signe alors la décomposition (4)
est possible : dans le cas plpi < 0Oet p2p' < 0 il faudra prendre v —p2pé

2
et v -p,p] dans la formule (4).

Théoréme 14

Le rang tensoriel de 1'ensemble des matrices centro—antisymétrique§ de

dzn% n(K) est égal 3 la dimension de cet espace, c'est-i-dire 3 fgg] ./
b

une matrice A est dite centro-antisymétrique si elle vérifie A = - QAQ

(elle est anti-symétrique par rapport 3 son centre). Pour n=l la matrice

centro-symétrique générale s'écrit sous la forme suivante :

8.1 82 83 au
a a a a
A - 5 % %7 %
"8.8 "8.7 -86 "'8.5
-au "8.3 “8.2 "8.1

I1 est clair que dans ce cas les conditions (a) et (b) sont vérifides par
les matrices du type A' qui interviennent dans la @écomposition de A

comme en (3). Pour n=4 on écrira :

a, @ Q a O a (O o O O © c O O
1 4 2 &3 ©
@ @0 O o O O O a- 0 0 a ©c a, a, o
A= O 00 * O O * 5 o O S. * O a6 87 O

o o o -a - -a,-

8 5 ’ 778

-a; @ @ —a O —-a.,—-a 6] o O o © c O O O©O
! 1 378
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Chacune de ses quatre matrices se décompose en une somme de deux matrices
de rang un pulsque 1'on a :

t ¢/ Matrices horizontales (anti) symétriques,

verticales (anti) symétriques

Définition
A sera dite :

(a)  horizontale symétrique si : A

2

(B) verticale symétrique si : A

1"

x>
O
>

(y)  horizontale antisymétrique si :* A = -QA s

(8)  verticale antisymétrique si : A= -AQ
On peut énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 15
L'ensemble des matrices de ué”z n(K) de type a (ou (B), (v), (8)) a un
>

rang tensoriel &gal 3 sa dimension.

&g Remarquons tout d'abord gque si A est horizontale symétrique (resp. hori-
zontaleanti-symétrique) alors At est verticale symétrique (resp. verticale
anti-symétrique).Par conséquent, comme la transposée d'une matrice a le
méme rang tensoriel que cette matrice, il suffit de montrer le théoréme

pour les matrices horizontales symétriques et horizontales anti-symétriques.

Le résultat est alors immédiat dés que 1'on examine la forme de ces matrices :
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Pour n=4
4 8 8 g
a. a a
A = 5 76 a7 8 est une matrice horizontale symétrique.
a5 ag a7 ag
4 & 8 g
4 & & g
a5 ag a; ag
A = est une matrice horizontale antisymétrique.
"8.5 —8.6 "8,7 _8.8

S1 1'on fait tous les coefficients Egaux 3 a sauf un égal 3 un on obtient
bien une matrice de rang un. Donc 1'espace des matrices horizontales symé-
triques ou horizontales anti-symétriques a un rang tensoriel égal 3 sa

2

dimension (qui vaut E? si n est pair et n(2+1)

Le résultat peut évidemment se généraliser aux matrices gui ont la forme

si n est impair).

suivante (exemple: pour n = 4)

Ppay Py a8y Pz 83 Py gy
Pg 85 Pg 8 Py &, DPg ag
P5 5 P % Py g Pg % i

\ | ] \ v
b8y Py & Pz 8 Dy 3 5

d/ Matrices roto-symétriques droites (ou gauches).
Définition
Une matrice est dite roto-symétrique droite si elle vérifie A = ATQ , elle

est dite roto-symétrique gauche si elle vérifie A = Q AT.

Exemples
Pour n = 4, une matriceroto-symétrique droite s'écrira sous la forme générale

suivante :



2

Au = 3 ?
a2 a)_l au 8.3
a4 & 8 g

et sa transposée sera une matrice roto-symétrique gauche.

On peut écrire AM sous la forme suivante :

a O 0 a o a a o\ o) o) o) 0 e} o) o) 0
1 1 > @3 \
o) O O O O O o} o} a 0 o} a o} a a o}
A, - 0% 29, 4y
t
o} O O © o O o} 0 a 0 0 a o a a o}
“2 3 L =y
{a O 0 a o a a 0 o} o} o o} o} o} o} o}
1 1 3 2 \

Ceci permet d'écrire AM comme une combinaison de six matrices de rang un
(cf. a). D'autre part, on voit facilement qu'il en peut exister quatre
matrices roto-symétriques droites de rang un et linairement intépendantes.

On a done :
5<Rt B, <6.

Cecl se généralise facilement pour 1'ensemble des matrices roto-symétriques

droites ou gauches.

Théoréme 16

L'ensemble des matrices roto-symétriques droites (ou gauches) decdz”nn(K))
s .
a un rang tensoriel Rt Bn vérifiant '

-2 - 2
|£L].+ 1 <R <[] - L -

oS
| W—

Il suffit de remarquer que la matrice Bn roto-symétrique la plus générale

s'Cerit sous la forme



- B91 -

4 % -1 3 \
4n-1 %
B, = é%y-t ; a; € K (i=1,...,n-1)
5 a2 83
\ a; a4 - a, a,

Bn—2 désignant la matrice roto-symétrique la plus générale de dimension
(n=-2,n-2).

La borne inférieure provient de ce que la dimension de 1'espace des matrices
roto-symétriques droites de ‘Wn,n<K) est égale 3 [ EZ—-' et que 1'on ne peut

trouver de bases tensorielles pour cet espace. La borne supérieure s'obtient

en raisormant comme pour les matrices centro-symétriques. d

e/ Matrices a éléments complexes.

Dans ce paragraphe on ne considére que les matrices de 1'ensemble davz

n,n

().

Notations

Soit x un &lément de C. On désigne par x son conjugué. Soit A euﬁhh n(C).
3

On désigne par :

A la matrice dont tous les &léments sont les conjugués de ceux de A.

5.

A* 12 matrice transposée de la conjuguée de A (Ax = A

Définitions

On peut définir dans uab% n(K) les nouveaux sous-espaces de matrices suivants :
3

- espaces des matrices hermitiennes (A = Ax) s

~ espaces des matrices anti-hermitiennes (A = -a%) s

- espaces des matrices contre-hermitiennes (anti-hermitiennes)

(A=KAa* K, A=k XK,

- espaces des matrices roto-hermitiennes droites (resp. gauches)
(A = A* Qresp. A= Q 2%y,

- espaces des matrices roto-anti-hermitiennes droites (resp. gauches)
(A = -p* Q , resp. A = -g A%),
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- espaces des matrices centro-hermitiennes (resp. centro-anti-hermitiennes)
(A=QAQresp. A= -QAQ ,

- espaces des matrices verticales hermitiernes (resp. verticales anti-

hermitiennes) (A = A Q resp. A = -A Q) ,

- espaces des matrices horizontales hermitiemnes (resp. horizontales anti-
hermitiennes) (A = Q A resp. A = -Q A) .

On peut Btudier le rang tensoriel de tous ces espaces. Pour obtenir une
majoration de ce rang tensoriel il suffit de multiplier par deux: celle
dornZe peur les espaces correspondants précédemment &tudiés (remplacer
"hermitieme! par "symétrique"). Mais les bornes inférieures restent

inchangées.

Le chapitre suivant va montrer comment on peut utiliser la connais-
sance du rang tensoriel de.certains espaces de matrices pour obtenir une

majoration du rang tensoriel de matrices plus complexes.
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CHAPITRE BV

MINORATION DU RANG TENSORIEL

RESULTATS D'OPTIMALITE

PLAN

1. Principes généraux de minoration du rang tensoriel.
a/ Utilisation des propriétés du rang tensoriel.
b/ Utilisation des transformations invariantes.

2. Produit de deux matrices.
a/ Borne inférieure dans le cas général.
b/ Optimalité du résultat de STRASSEN.

5. Produit optimal de deux quaternions.

L. Produit vectoriel de deux vecteurs-produit de LIE de
deux matrices.

5. Rang tensoriel de 1l'ensemble des matrices anti-

symétriques.

Conclusion . .
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INTRODUCT ION

Dans le chapitre précédent, on a pu obtenir des formules de

calculs optimales pour des problémes P(B B ) tels que 1'espace {B }

sees
acmettait une base constituée de matrlce; de rang un. Dans ce cas, le
ncmbre minimal de multiplications "générales" utilisées par ces formules
est €gali 4 la dimension de 1'espace {Bi} et ce résultat est valable
méme si KIX,Y] est commtatif. Le théordme 1 du précédent chapitre,

constitue donc notre premier résultat d'optimalité.

I1 s'agit maintenant d'étudier les cas ol 1'on a :
Rt {B;} > dim {B;}

I1 est alors plus difficile d'obtenir la valeur exacte du rang tensoriel
de 1'espace {Bi} . Cette valeur, g par exemple, est déterminée quand,
d'une part on connait g matrices de rang un avec lesquelles on peut
vexprimer les matrices Bi (i=1,...,p), et que d'autre part, on peut
démontrer que le nombre minimal de matrices de rang un nécessaires pour

exprimer les matrices Bi (i=1,...,p) est bien égal 3 q.

Dans le chapitre BIII, on a vu comment essayer de diminuer le
rang tensoriel conmu d'un ensemble de matrices. Comme il n'existe pas,
pour le moment, de méthode effective de calcul du rang tensoriel de p
matrices B (sauf pour le cas de deux matrices de 0472 (C)) on en est
réduit 3 utlllser de maniére astucieuse ces principes pour 1'obtention de
ncuvelles formules de calcul de P(B . B ), c'est-3-dire, en fait, pour
ottenir une majoration, la plus falble p0531b1e du rang tensoriel des
matrices Bi (i=1,...,p).

Dans le premier paragraphe de ce chapitre, on va présenter les
méthodes générales utilisables pour minorer le rang tensoriel de p matrices

B..
1

Dans les paragraphes suivants on appliquera ces méthodes succes-
sivement au calcul du produit de deux matrices, au calcul du produit de
deux quaternions, au calcul du produit vectoriel de deux vecteurs et du
produit de Lie de deux matrices, -au calcul d. rang tensoriel des matrices

arti-symétriques.
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1 . PRINCIPES GENERAUX DE MINORATION DU RANG TENSORIEL

a/ Utilisation des propriétés du rang tensoriel

Soient Bi (i=1,...,p) p matrices de¢Az7m’n(K).

Le rang tensoriel de ces matrices ne dépendant que du sous-espace {Bi}
deedzqm’n(K) qu'elles générent, on peut toujours supposer que ces matrices
sont linéairement indépendantes (dim {Bi} =p).

Le rang tensoriel de 1'espace {Bi} (Rt {Bi}) est supérieur ou égal 3 sa
dimension, ainsi qu'au maximum du rang des matrices qui lul appartiennent.

On peut donc écrire :

(1) Max (p, Max (Rang (B))) < Rt {B.} .
Be{B.}
S
p
Soit B(Z) = ¥ Z. Bi la matrice qui sert i paramétriser 1'espace {Bi}
i=1

En général on étudie le rang tensoriel de {Bi} sur la matrice B(Z) car

on peut mieux visualiser certaines propriétés. De ce point de vue, il

faut également considérer les matrices B'(X) et B"(Y) qui ont le méme
rang tensoriel que B(Z) puisqu'elles sont associées 3 la méme forme trili-

néaire XtB(Z)Y. En particulier, on pourrait également écrire :

(1) Max (m, Max (Rang B'(X))) < Rt {Bi} s

XeK™

() Max (n, Max (Rang B"(Y)) < Rt {Bi}

Yex"

On ne retiendra évidemment que la plus grande de ces trois minorations
possibles.

13
Le théoréme suivant constitue, avec les remarques précédentes et avec
1'utilisation (exposée ensuite) des transformations qui laissent inva-
riante une forme trilinéaire, le principal moyen d'obtention d'une mino-

ration du rang tensoriel.
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Théoréme 1

p
Soit g le rang tensoriel de la matrice B(Z) = I 7% (les p matrices

3 By
i=1

B. étant supposées indépendantes). On désigne par T. . (k < p),
i 1oy,
1'ensemble des vecteurs 3 p composantes obterus A partir du vecteur de

composantes Zl,....,Z en substituant 3 7. ,...,Z. des combinaisons
3 p 11 1k
{

linéaires des p-k composantes inchangées. (il""’ik> désigne un k-uples
d'indices distincts compris entre 1 et P.

Alors, on a la minoration suivante de q :

Q> Max [ Max [ Min Re(B(Z') ]+ kI . /
K<p (11""1k) yA ETil""ik

Remarque
Dans 1'énoncé de ce théordme, on peut évicemment remplacer B(Z) soit
par B'(X), soit par B"(Y).

Ecrivons la matrice B(Z) sous la forme d'une combinaison lindaire de q

matrices de rang un :

_ +Q t t b
B(Z) = 39 ASZ) U. VY U.e K, V. e ¥, A. ¢ K
@ =13, (52 U V. jEEL Ve K e

Jj=1,...,q.

Les matrices Bi (i=1,...,p) étant supposées lindairement indépendantes,
on a : dim {Bi} =p et donc (cf. (1)) : q >p .

I1 existe done nécessairement p vecteurs linéairement indépendants parmi

)
les g vecteurs Al""’xq de K .

On peut toujours supposer, sans restreindre la généralité du raisonnement,

que les vecteurs A "Ap sont ces p vecteurs linéairement indépendants.

1o
Pour tout entier k strictement inférieur i p, on peut résoudre le systéme

suivant (de k éguations i p inconnues Zl,...,Zp)

(1) A Z =0 i=1,...,k
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La résolution de ce systéme permet d'exprimer k de ces inconnues en
fonction des p-k inconnues restantes.
Soit 7' = (Z',...,Zé) le vecteur obtenu 3 partir de Z en substituant 3

ces k inconnues les combinaisons linéaires des p-k restantes. On a :
A:Z' =0 i=1,...,k .
On peut donc écrire :

B(z') = 14

t £
JZ') U. V.
J=k+1 (AJ ) J J

On a donc :

Rt (B(Z")) < gk
C'est-3a-dire :
(2) g >Rt (B(Z")) +k

Désignons par Zi ,...,Zi les k inconnues principales du systéme (1).
1 k

On a done : Z' € T. ..
11""’1k

Le raisonnement précédent montre seulement qu'il existe un vecteur Z'

de Ti . particulier pour lequel 1'inégalité (2) solt vérifiée.
SELRRFE

On peut donc écrire :

(3) g >  Min (Rt (B(Z"))) + k .
2Ty

1°7°°7k

Pour obtenir 1'inégalité (3) il suffit en réalité d'anmnuler k,des quantités
AEZ,...,A;Z . La matrice (p x p) dont les lignes sont formées par

AE,AE,...,A; étant réguliére, quel que soit le choix des indices i .1

127777k

des colonnes, on peut trouver k irdices de lignes jl"" tels que

»J
k
la sous matrice (k x k) dont les termes se trouvent 3 1'intersection de

ces k lignes et de ces k colonnes soit réguliére.
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On peut donc résoudre le systéme :

Ag z=272=..:=3%2-0,

1 do Iy

en prenant Zi ,...,Zi comme inconnues principales.

1 k
Par conséquent, pour tous les choix possitles des k indices il"" o
parmi 1'ensemble {1,2,...,p} , on peut obtenir 1'inégalité :

q > Min (RE(B(Z")) + k .
Z'ETi

qreesd

k

On peut donc écrire en réalité :

(4) q> Max ( Min (Rt (B(Z"))+ k

S i) Z'eT.

K i

1°°7°7k

Comme on peut écrire 1'inégalité (4) pour toutes les valeurs de k comprises

entre O et p-1, on obtient le résultat du théordme 1

g > Max [ Max [ Min (Rt (B(z'N1}+ k1 .a
k<P (i,,..,1i,) Z2'€T. .
1 k EPERRE
Exemple :
Montrons que le produit de deux mabrices 2,2 triangulaires inférieures

ne peut se faire en moins de quatre multiplications.

a 0 b 0]

Si A = et B = sont deux

matrices triangulaires inférieures quelconques, effectuer leur produit

revient A calculer les trois formes bilinZaires suivantes :

albi’ a2b1 + a3b2 s 33b3 .
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La matrice B(Z) de cet exemple est la suivante :

B(Z) = Z, 0 0
0] Z2 Z3
Appliquons le théoréme 1 avec k = 2 et le choix 11 =1 et i3 = 3 (on
exprime 21 et Z3 en fonction de Zz)soit :
Z1 = a122 s Z3 =1322 (al,oa2 € K)).
a122 0 0
Rt B(Z) 3_a M;n [ Rt Z, 0 0 ]-+ 2
>
1°773 0] 22 a322

pour Z2 # O la nouvelle matrice est de rang au moins égal 3 2 donc :

Rt B(Z) > 2 + 2 = U,

b/ Utilisations des transformations invariantes

Définition 1

Transformation laissant invariante une forme trilinéaire.

. m,l’l,p 1 J‘ k .
Soit : F(X,Y,Z) = % £ Xi Y. Z, > une forme trilinéaire en
1,3,k !
LSTRTEI S ST AP ST A
t
Onpose X = (X ,....X) v = (Fpseeat)) o 202 (2g,0.002)

Une transformation T de cette forme trilinéaire est définie par la
donnée de trois matrices A, B, C régulidres de tailles m, n et p respec-
tivement On posera : T = (A, B, C).
La transformation T = (A, B, C) sera dite "F invariante" si elle laisse
invariante F, c'est-d-dire si on a 1'identité :

m,n,p

P(AX,BY,CZ) = I plad sk X; ¥ 2

- Kk
1,3,k
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Exemple 1
On considére la forme trilindaire associde ay calcul du produit de deux
matrices de taille n (cf. ex. 2(111)):

F(X,Y,7) = X° B(2) Y,

avec Xt = (X

!

t

"an) > Y= (Y esY ) s 47 = (Zl,...,Z 2)

1"' n
On va chercher une transformation laissant invariante F.
Soit A et B les deux matrices de taille n dont F représente le calcul

des n® &léments de leur produit :

T SV YooY, ..y
=] . . . B- . . .
X X, X Yo .. e Yo,
Scit T une matrice de taille n régulidre.
Or a évidemment :
' -1
AB = (AT)(T "B)
Pcsons :
t t 1 \
4] X'o_ 4 . 4] Y
AT = : . s T B = . .
! 1 1 1
X X2 s -n+1 Yn2
xtt = (x X',) vt oo (v v1y)
- 13'-°:n2 s - ey 2
On peut écrire :
X'=RX et Y'=sY R,Semnz,nz(}()

Or. voit facilement, en explicitant les termes de 1la matrice AT

(resp. T_lB) en fonction des termes de la matrice A (resp. B) que 1l'on
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peut écrire :

ot 0 o Ht o ... o0
o ¢ o (T ht
B = P s S = B P
0 0
o .. o 1t o .. o (Lt

P étant une matrice de permutation de J%”nz n2(K).
b

Les deux matrices R et S étant inversibles, 11 est clair, de par cette

-1

g¢onstruction, que la transformation (Rnl,S ,1) laisse invariante la

forme Xt Bn (Z) Y .

Application & la minoration du rang tensoriel

. LIP3 5k e
Soit F(X,Y,Z) = I 2 X, Yj Z, une forme trilinéaire de rang
1,3,k
tensoriel égal i q.

On peut écrire :

F(X,Y,Z) =
J

1 ™MQ

£ t t
; (Uj X)(Vj Y)(Wj Z)

Soit T = (A,B,C) une transformation qui laisse invariante la forme F :

a

F(AX,BY,cZ) = » fodsKx v gz |
5=1 173k
Mais on a aussi :
‘ 9 ¢ t t
(a) F(AX,BY,CZ) = I (UjAX)(VJ-BY)(WJ.CZ)
j=1

Si 1'on peut choisir la transformation T de facon i faire apparaitre
dans (a) un produit par une forme trés particulidre, on pourra utiliser

T pour obtenir une minoration du rang tensoriel de F.
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Fxemple :

Supposons que 1l'on puisse choisir A de telle facon que 1'on ait :

On aura alors
{

q
(b) F(ABY,C2) = X, (VBY)(W502) + T (USan) vimm) en).

J=2
En faisant X1 =0, on obtient une nouvelle forme F'(X',Y,Z) avec
X't = <X2""’Xm) de rang tensoriel au plus égal 3 g-1 d'aprés (b).
Mais, du fait de 1'invariance de F par 1a transformation T, on peut
écrire explicitement la nouvelle forme F!'

m,n,p .
F1(X',Y,2) = 3 pladoKy oy 2,
i=2,%1,k=1 v

et on aura :
q,z_Rt(F') + 1.

Pour minorer le rang tensoriel de F il suffit donc de minorer le rang

tensoriel de F' ce qui peut &tre plus facile.

On a utilisé cette technique pour démontrer 1'optimalité de
la méthode de STRASSEN pour calculer le produit de deux matrices ceux
deux, du produit de deux quaternions en huit multiplications réelles, du
calcul du produit vectoriel de deux vecteurs de R® en cing multiplications,
ainsi que pour la détermination du rang tensoriel de 1l'espace des matrices

antisymétriques.
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2 . COMPLEXITE DU PRODUIT DE DEUX MATRICES

a/ Borne inférieure dans le cas général.

Théoréme 2
/ Le calcul de la matrice produit de deux matrices de taille (m,n) et (n,p)

nécessite au minimum le nombre de multiplications :

Mex (p(mtn-1) ,n(m+p-1) ,m(n+p-1)). /

0O Posons :
X1 ..... an—m+1 Y1 Y2 ..... Yb
X Y .. ... Y
A= g , B=| P 2p
Xm ..... an an—p+1 ..... th

La matrice AB appartient écﬁﬂvm p(K). Le calcul du produit AB revient
3

au calcul de mp formes bilinéaires en Xl""’xmn et Yl""’an'

~ t -
Posons A (Zl""’zmp)

La matrice B(Z) qui représente les mp formes bilindaires i calculer peut

s'écrire sous la forme suivante :

C(z) -
-
c(z)
B(Z) = n blocs )
0
c(z)
/'"V-\-___‘ }

n blocs
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La matrice C(Z), ayant m lignes et p colomes, a la forme suivante :

v 1 zp
7 - 7

c(z) = pt+l 2p '
7 .. 7

; mp-p+1 mp

On a évidemment :

Rt (B(Z)) >m p

(On a en réalité Rt(B(Z)) > Max (mn,np,pn) puisque le rang tensoriel de
B(Z) est égal 3 celui de B'(X) et & celui de B"(Y)).

On va maintenant appliquer le théoréme 1 de facon 3 obtenir une
meilleure minoration du rang tensoriel de B(Z).

On peut tout d'abord asppliquer le théordme 1 avec :

k=mp-p .
On suppose que 7 se-esZ _ sont exprimés sous forme de combinaisons
p+l mp
linéaires de Zi""PZP‘

La matrice déduite de B(Z) par le remplacement des Z par

| 1 b
ces formes linaires en Zl”"’zp a un rang tensoriel supérieur ou é&gal
anp:

en effet, il n'’existe pas de combinaison linéaire de ses np colonnes qui
donne le vecteur nul pour tous les choix possibles de Zl""’ZD
(Propriété 10, III).

On a donc en vertu du théoréme 1 :
RE(B(Z)) >mp - p + np

Soit RE(B(Z)) > plmn-1].
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Maintenant il faut remarquer que le raisomnement que 1'on vient de faire
sur B(Z) est aussi valable sur B'(X) et sur B"(Y) (et aussi sur les
transposées de ces trois matrices). Comme ces six matrices ont le méme
rang tensoriel on en déduit alors la minoration suivante du rang tenso-
riel de B(Z) :

Rt (B(Z)) > Max (p(mn-1),n(m+p-1) ,m(n+p-1)) ,

D'ou le résultat du théoréme. O

Remarque
La considération des matrices B(Z), B'(X), B"(Y) et de leurs transposées

revient 3 dire que la minoration donnée ci~dessus sur le rang tensoriel
de la matrice B(Z) est uné minoration du nombre de multiplications
"générales" nécessaires pour calculer les &léments du produit d'une matrice
de taille m X n par une matrice de taille n X p , mais aussi une minoration
du nombre de multiplications générales nécessaires pour calculer le produit
de deux matrices dans les différents cas suivants :

matrice m X p par une matrice de.taille p x n

matrice n X p par une matrice de taille p x m

matrice n x m par une matrice de taille m x p

matrice p x n par une matrice de taille n x m

matrice p x m par une matrice de taille m x n .

Corollaire
Le produit de deux matrices de¢Az7n n(K) nécessiteé au moins 2n?-n multi-

3
plications "générales".

Le résultat découle immédiatement du théoréme précédent.
Daris le cas n = 2, la borne ainsi obternue vaut six et ne permet done
pas d'affirmer 1'optimalité de la méthode de STRASSEN. Pour démontrer
cette optimalité, on utilisera dans le théoréme suivant la notion de

transformations invariantes dé&ja exposée.

b/ Cas particulier du produit de deux matrices 2,2,...

Théoréme 3
/ Le produit de deux matrices 2 x 2 ne peut se faire en moins de sept
multiplications "générales". /
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I1 faut prouver que le rang tensoriel de la forme trilinéaire Xth(Z)Y
est au moins égal 4 sept. Dans le cas présent, on a :

1 2
7 z o 0
B,(2) = 3 4 .
o o 1z, 1z,
{
o o z; 3
Soit F(X,2,Y) = XtBE(Z)Y.
On a donc
F(GZ,Y) = (X202, + (X, 2,4%,0,),

+ (X321+X}4Z3)Y3 + (X322+XUZM)Y4 .

' Soit g le rang tensoriel de cette forme trilinaire, et écrivons F(X,Z,Y)

sous la forme :

4 ¢t .t T
F(X,2,Y) = T (ULX)(WZ)(VSY) U.,V.,W. € K' j=1,...,q.
521 J J J? 3
On pose:
t .
Uj = (U},Ug,Ug,US) (3=1,...,9) .
b1 b
Soit T une matrice régulidre T =
by

11 21
ot ot
. 11 21 .
t, O  t,, O
O t,, O 2
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-1

La transformation T = (R ,S-l,I) laisse F(X,Z,Y) invariante.

On aura donc :

F(X,Z,Y) =
J

n o™Q

w® r o atn ot sy .
1 SR

On va choisir T de maniére i obtenir un terme trés simple en UE R—1 X.

I1 est immédiat de constater que la matrice R_1 a la méme forme que la
matrice R (ses &léments sont ceux de la matrice T 1).

Posons :

R, 0 R O
o R 0 R

R - 1 5 , Ug = (U1,U2,03,08) .
R, O R, 0O
o R, O R

Choisir T revient en fait 3 choisir R_l. Quelle forme trés simple peut-on
donner 3 Ug R-l ?
On a :

t

-1 _ an 3 2 4 1 3 2 4
UlR (U1R1+U132 5 U1R1+U1R2 s U1R3+U1RL1 ) U1R3+U1Ru)

I1 nous faut distinguer dans la suite deux cas suivant que la matrice

u vl
1 1 - . .~
est réguliere ou non.
Uz ooud
1 1
Cas 1
1 3
Uy u
On suppose réguliére. On peut alors choisir, de maniére
2 L }
U9

unique, Rl’R2’R3’R4 tels que la matrice R-1 soit réguliére, et telle que :

Ui R = (1,0,0,1).
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En effet, pour cela, il faut résoudre les deux systdmes :

1 3 1 3
v U R, 1 " vy v R, ] (o} )
Uz Uyt R 0 yz u R 1

2 1 71

On aura donc la seule solution :

1 3 -1
R R\ [u 9 '
2 "
R2 RM U1 U1
En utilisant la transformation (R_l,S_l,I) correspondante on obtiendra
done :
£\ bl R e NN S|
(a) F(X,Z2,Y) = (X X)) (WZ)(V.,S "Y) + T (UR X)(W'Z)(Vis™ry) -
1770 1 jop 9 J J
. Avec :
F(X,Z,Y) = (X121+X2Z3)Y1 + (X1Z2+X2ZM)Y2
+ (X3Z1+XMZB)Y3 + (XBZ2+XMZM)Y4 .
Si 1'on fait maintenant X1 = =X, dans (a) on voit que le rang tensoriel

de la nouvelle forme trilinéaire est au plus égal 3 q-1. Cette forme trili-
néaire est la suivante :

F'(X,Z,Y) = (X2 K20, + (X Z,#%,7,)Y,

+ (XBZfXMZB)YB + (XBZZ+XMZM)YM .

La matrice Bl(Z) associée a la forme suivante :
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On va montrer que le rang tensoriel de cette matrice est au moins égal
a4 six (on aura donc g-1 >6, c'est-a-dire q > 7). Pour démontrer ceci,

on va appliquer le théoréme 1 :

1

q

Sott B(Z) =35 Oz u v U. e K, V. ¢ K* «
1 3=1 J J J J J
On peut exprimer Z3 et ZM en fonctlon 11nea1re de Z1 et Z en anmulant
deux des formes AtZ, A Z, AB Z, Au Z (Al ..,Aq sont supposes étre
linéairement 1ndependants).
On aura par exemple :
Z3 = QBZl + 8322 et ZM = auzl + BMZ2 .

La matrice Bi(Z') obtenue 3 partir de Bl(Z) en remplacant Z., et Z) par

3
ces deux formes linéaires en 21 et Z, 2 un rang tensoriel au plus égal

a q'-2. Cette matrice a la forme suivante :

32 +5322 auzi+eu22 0 0
Bl(Z')= 0 0 z1 22 .
—Z1 —22 a321+8322 aU21+BuZ2

Cette matrice a un rang tensoriel supérieur ou égal 3 quatre puisque ses
quatre colonnes sont K linéairement indépendantes.
On a donc bien :

Rt B,(2') > 6 ,

et donc
Rt B(Z) > 7 .
i
Cas 2
- 1 3
Ul U1
On suppose cette fois la matrice singuliére.
U2 U‘+
1 1

On peut donc prendre : Uj = A Ui , Ut =) Ul
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D'autre part, on peut toujours supposer le vecteur U1 tel que 1'on ait

,Ui # O (un des vecteurs Uj s J=1,...,q doit avoir U3 non nul). Dans

ce cas, on peut alors choisir R de telle maniére que 1'on ait :

En effet, il faut pour cela résoudre les deux &quations suivantes :

{

1 3 -
U1R1 + U1R2 =1
1 3 -
UlRB + UIRM =0

On peut donc prendre comme solution :

_ 1‘1 3 __1"'13
Rl = (Ul) (1—U1R2) et RB = (Ul) UlRu .

La matrice R est bien réguliére car on a :

_ 1yv=1,, 3 1y=1.3
Rqu R2R3 (Ul) (1 U1R2)RM + (Ul) U1R

-1

ofy

1
(Ul)
En utilisant la transformation (R—l,S_l,I) correspondant 3 ce choix on va

donc obtenir cette fois :

F(X,2,Y) = (x1+xx2)(w§z)(v§s“1y) + j?g(UER_lx)(WEZ)(VES_lY)
En faisant X1 = - A X2 dans cette forme trilinéaire F, on obtient une
nouvelle forme F' de rang tensoriel au plus égal i g-1.
I1 s'agit de montrer que le rang tensoriel de cette forme F' est au moins
égal 3 six (on aura donc g - 1 > 6 soit g > 7).

La nouvelle forme trilinfaire F'!' est la sulvante :

F'(X,Z2,Y) = (—)\X221+X2ZB)Y1 + (—AX2Z2+X22u)Y2

+(X321+XQZB)Y3 + (X322+XMZM)YM .
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La matrice B"(Y) associde 3 cette forme trilinéaire est la suivante :

—AYI - AYg Y1 Y
B"(Y) = Y3 Y4 0 @)
0 0 Y3 YU

(n va montrer que le rang tensoriel de B"(Y) est au moins &gal i six.

Pour démontrer ceci, on va appliquer le théordme 1.

ql
soit B'(Y) = 3z Fyyuvt U. € X* V.eK' j=1,....q"

On peut exprimer Y1 et Y en fonction de Y3 et Y4 en annulant deux des
formes AEY, .. Y (X ..,Au sont supposés &tre linéairement indé&pen-

dants). La matrlce obtenue d partir de B"(Y) en remplacant Y et Y2 par

ces formes linéaires de Y3 et Yq aura un rang tensoriel au plus égal 3
¢'-2. Mais les guatre colomnes de cette matrice restent visiblement K
linéairement indépendantes, son rang tensoriel est donc supérieur ou

égal 4 quatre, et on a donc bien :

q'-2 >4
501t q' > 6
et done q>7 O

3 . PRODUIT DE DEUX QUATERNIONS

Soit les €léments i,j,k vérifiant les relations suivantes :

i =32 =%%= -1, ij = ~ji=k , jk=-%j =i

et ki = -k = 3 . !

S1 X .Y, € Rpour n = 1, 2,3, 4 ) alors X = x1+x21+x3

et Y = Y1+Y2i+Y3j+Y4k sont appelés quaternions (sur R)

J+Xuk



B114

et leur produit est le quaternion-XY :

XY = (¥ = X9, ~ %393 = X))
Hxgyp + X5y + Xy = Xyy5)d ()
+(x1y3 - X5y + XBy1 + Xuy2)J
! +(X1yu + x2y3 - x3y2 + thl)k .
Les quaternions réels satisfornt N(X) = xi + xg + X% + xﬁ

(N(X) >0 si X #0) et N(XY) = N(X)N(Y) . Les quaternions sont utiles
dans certains calculs mathématiques ou physiques.

Bien que les quaternions les plus souvent utilisés soient définis sur R,
le produit de deux quaternions peut &tre calculé quand les X et les Yy
sont des &léments d'un anneau quelconque. On va étudier la comple-
xité, au point de vue nombre de multiplications "générales" utilisées,
du produit de deux quaternions arbitraires.
D'aprés les formules (1) il s'agit d'étudier la complexité de l'&valuation
simultanée des quatre formes bilinéaires suivantes :

t

X B1Y =Xy,

= X3y3 XYy s
X BzY = X195 + X554 + x3y4 - Xuy3 5
X BBY = le3 - X5y, + XBy1 + X5

t - -
XByY = gy + Xo¥3 T XV, + Xy

. t
Soit 7" = (21,22,23, M)'
Yy
La matrice B(Z) = % Z_.Bi a la forme suivante :
i=1 -~
Z1 22 Z3 Zu
Z -7 Z -7
B(Z) - R
Z3 —ZM -Z1 22
Zu Z3 —22 —Z1



B115

Sous la forme (1) le calcul du produit de deux quaternions arbitraires
nécessite seize multiplications générales. Nous allons tout d'abord
montrer que ce calcul peut se faire en huit multiplications "générales"

seulement.

Théoréme 4.
Le produit de deux quaternions réels peut se faire avec huit multiplica-

tions générales. /

On va chercher une décomposition de la matrice B(Z) en somme de huit
matrices de rang un, ce qui nous domnera donc une formule de calcul du
produit de deux quaternions en huit multiplications "générales".

On peut écrire :

B(z) = B'(Z) + B"(Z) ,

avec
2, %, Iy 7, 22z, 0 0 0
Z, -7. 7, Z 0 0 0 -2
Brigy = 2 b RT3 et B"(Z) = 5
2y, Iy 2, -1 0 0 -2z, O

B"(Z) peut se mettre, de maniére évidente, sous la forme d'une somme de

quatre matrices de rang un, il en est de méme pour B'(Z) car on peut &crire :

1111 11-1-1
B'(Z) = %(—zi+z2+zs+zu) 11110, %{—zl+zz-23—zu) i1
1111 “1-1 11
1111 1 -1 11
1-1 1 -1 1-1-1 1
+-%(—zl—z2+23— %) B I %‘”21‘Z2‘23+Zu) 111
1-1 1 -1 -1 01 1 -1
1011 1 1-1-1 1
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Soit Z = Zl+Z2i+23j+Zuk le quaternion produit de X par Y. Les formules

de calcul de Z1:--->Zq en huit multiplications sont les suivantes :

Zy = 2 [I} -1/ (V] + [VI) + [VII] + [VIII]) ,
Z, = =2 [II1 + 1/W4 ([V] + [VI] - [VII] - [VIII]) ,
Zz = -2 [IITI] + 1/4 (V] - [VI] + [VII] - [VIII]) ,
Zy = -2 [IVI + 1/4 (IV] - [VI] - [VII] + [VIII]) .

Avec
[1] =XV s [T1] :xuyB s [III] = XYy s [IV] = X3y2 s
[vl = (x1+X2+X3+xu)(y1+y2+y3+y4) >
[VI] = (x1+x2—x3—x4)(y1+y2-y3-y4) s

[VII]

(xl—x2+x3—xu>(yl-y2+y3-y4) >

VIIT] = (o) =%,%54%)) (3, -¥,7y54y,) - ©

Nous allons maintenant prouver 1'optimalité de ce résultat quand les Xs
et les Vs appartiemnent i un anneau non commutatif et que le corps K

des scalaires utilisés possdde la propriété suivante :
a’+b?+c?4d® = 0 si et seulement sia=b=c=d = 0 (propriété Px).
Le corps des réels et celui des ratiomnels vérifient cette propriété.

Par contre le copps des complexes et tous les corps finis ne la vérifient
pas.

Théoréme 5

Tout algorithme de calcul du produit de deux quaternions sur un anneau
non commtatif et qui n'utilise que des scalaires d'un corps K possédant
la propriété Px, doit utiliser au minimum huit multiplications générales.

(Les formules précédentes sont donc optimales). /
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O Comme on est dans le cas ol 1l'on n'utilise pas la commutativité, on sait
que le nombre minimum de multiplications "générales" nécessaires pour
calculer le produit de deux quaternions est égal au rang tensoriel de la

forme trilinéaire F associée & ce calcul.

On a :
, 2, Iy %,
7. -7 7, -Z
P(X,2,Y) = XUB(Z)Y , avec B(z) =| ¢ + H 3
2y "Iy I 7
2y 23 Iy T4y

Soit q le rang tensoriel de F(X,Z,Y), on peut écrire :
R N S
F(X,Z,Y) = £ (UX)(WZ)(VIY)

On a nécessairement q > 4 .

Pour montrer que l'on a toujours q > 8 , on va utiliser tout d'abord des

transformations qui laissent F invariante pour se ramener au cas ou 1'on a :

q
F(X,7,Y) = Xl(W§Z)(V§Y)+(U§x)(Wgz)y1+kEB(U§X)(WEZ)(VEY) :

Considérons les deux matrices orthogonales suivantes :

a1 —a2 —8.5 —au bl "'b2 _b3 "bu
" d(a) > ~ dm) s
a3 au a1 a2 b3 ba b1 b2
d(a) = aZ+al+al+al 5 d(b) = bi+o2+blin} (éi,bi € X .

On suppose évidemment d(a) # O et d(b) # 0, ce qui revient 3 supposer,
puisque K doit posséder la propriété P%, que les quatre scalaires a;

(i=1,...,4) resp. (bi , i=1,...,4) ne sont pas tous nuls.
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Un calcul direct montre que T, = (A,d(a)A,I) et Ty = (1,a(B)B,B) sont
deux transformations qui laissent invariante la forme F.
Appliquons tout d'abord a F la transformation T,.

A
On obtient :

4 ¢ t t
F(X,Z,Y) = d(a) I (UZAX)(W:AZ)(V.Y) .
g Jd J J
J
Soit UE = (Ui Ui Ui U;). Le vecteur U, n'est pas le vecteur nul puisque g
est supposé étre le rang tensoriel de la forme F. Choisissons alors la
matrice A dont les éléments sont justement les composantes de U1 :

- 1772773770
(a,a372)) = (U UJU5U,)

On aura bien : d(a) # O .

Avec ce choix de la matrice A, il est immédiat de vérifier que 1l'on a :

Loy -
UlAX =Xy .

On a done :

q
Fx,z,Y) = x, ety + 5wttty ety .
1+ 1 j=1 Y J J
Appliguons maintenant la transformation TB a F écrite comme ci-dessus.
On obtient :

B £ t 4 ¢ t t
F(X,7,Y) = d(b)[x, (W "BZ)(V'BY) + I (U!"X)(W!BZ)(V:BY)]
1'% 1 5o J J

Le vecteur Vé ne peut étre le vecteur nul (sinon le rang tensoriel de F
serait inférieur 3 q), on peut donc choisir la matrice B avec les &léments
D, (i=1,...,4) tels que :

(b,b

~ (vlvy2yds
1 2b3bu) = (VAVSVIV.)

2222
Avec ce choix de B il est facile de constater que 1'on a :

VtBY =y

2 1°
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On obtient donc :

e "t " "t nt q "t "t "t
F(¥%,2,Y) = xl(w1 z)(vly) + (U2 X)(w2 z)y1 + 0z (Uj X)W zZ)vny) .
J=3

S1 dans 1'expression de F(X,Y,Z) on remplace x, et y, par zéro, on va done

1
obtenir une nouvelle forme F' dont le rang tensoriel sera au plus égal

-~

a q-2.
Cette forme trilinéaire F' est la suivante :

F'(X,2,Y) = (%o, -Xay57%,9))2, + (X,3,7%,55) 2,

0y y,)ze + (XY57X1Y,)2),

Cette forme trilinéaire est associée au calcul du produit de
(x i+xzj+x k) par (y,1+yzi+y) k)
Si 1'on peut montrer que le rang tensoriel de cette forme F' est au moins
égel 3 six on en déduira alors :
g-2 > 6 c'est-d-dire g > 8 .

Tout revient donc & démontrer maintenant que le rang tensoriel de la

matrice B'(Z) sulvante est au moins six :

—Zl Zu -Z3
B'(Z) = —Zu —21 22 .
Z3 —22 —21

Soit q' le rang tensoriel de B'(Z) (q' > 4).

]
B'(Z) = £ (WZ)U.VE U.eK',V.ek, W e K
jzp 43 J J J
t
On peut toujours supposer wl, W2, WB, Wu linéairement indépendants .

I1 existe une solution Z° = Zi,Zg,Z%,Zﬁ) avec Zi # O au systéme de
trois équations A quatre inconnues zZ: (i=1,...,4):
t

wi Z = (i=1,2,3%)
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(On peut toujours supposer que W, , w2, w3 sont tels que la matrice 3 x 3
constituée par les trois derniéres composantes de ces vecteurs est régu-
59 Z3 et
ZM en fonction (linéaire) de Zl)' Pour ce choix de Z, on va obtenir :

liére, si bien que 1l'on peut résoudre le systéme en exprimant 7

9 4 t
B'(Z°) = ¥ (W.Z )U.V.
{ j:ll J °© J J

Mais le déterminant de B'(Z°) vaut : —zg(z§2+z§2+zgz+zﬁz)
Puisgue Zg # 0 , et come K posséde la propriété Px, ce déterminant est
non nul. Par conséquent, la matrice B'(ZO) est de rang trois.

-On a donec :

qQ'-3 > 3
c'est-a-dire
q' > 6

On a donc bien finalement q > § . o

Remargue 1 :

Nous venons de démontrer dans le théoréme précédent que le rang tensoriel
de la forme trilinéaire F'(X,Z,Y) était au minimum égal a six. L'expres-

sion de cette forme F' est la suivante :
F'(X,Z,Y) = (-x2y2—x3y3-xuyu)z1 + (X3yu-xuy3)z2
YY) 2 (KoY Xey )Ty,
Posons vt - (XX, ,X, ) Wt = (¥, sY=s¥))
227327 ’ 227339

La forme trilineaire F'(x,Y,Z) peut &tre considérée comme associée au
calcul simultané du produit scalaire V.W de ces deux vecteurs, et de leur
produit vectoriel VA W .

On peut donc énoncer le résultat suivant

Corollaire 2.

Le calcul simultané du produit scalaire et du produit vectoriel de deux

vecteurs quelconques de R® nécessite au moins six multiplications.
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Remarque 2
Dens la démonstration du théoréme précédent, on a utilisé deux
types de transformations qui laissent F(X,Z,Y) invariante , 3 savoir

les transformations TA et TB

T, = (A,d(a)A,I)
Ty = (I,d(B)B,B)

I1. existe d'autres transformations qui laissent invariante cette forme
trilinéaire (1'ensemble de toutes ces transformations forme un groupe

pour la composition).

Exemple
1 1 O 1 1 0 O
soit A=+ T 0 O} g -2 1 0 , C = 1/4 AB
O o0 1 1 O O 1 -
o -1 1 0 0 1 1

T = (A,C,B) est une transformation qui laisse invariante F(X,Z,Y) et qui
1

n'est pas du type TA ou TB .

Si on applique cette transformation T 3 la décomposition en huit matrices

de rang un précédemment trouvée, on obtient les nouvelles formules sui-

vantes (pour le calcul des quatre composartes z, (i=1,...,4) du quaternion

XT)

21 = [1T] + 1/2(-tVv] - [VI] + [VII] + [VIII]) |,
Z2 = [T1 - 172 ([V] + [VI] + [VII] + [VIII]) |,
Z3 = -[I11] + 1/2 (IV] - [VI} + [VII] - [VIIIl) |,
ZM = -[1vl + 1/2 ([V] - [VI] - [VII] + [VIII}) ?

Avec :
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[T1 = (x#%,) (y447,) VI = (v (vtyg) s
[II] = Gox)(yzyy) > [viy = (xg-xu)(y2~y3) >
[TIT] = (%) (y57yy) [VIT] = (xy+x)(yy7yy)
[TV] = (xptx)) (y57y,) [VIII] = (xy=x5) (y,+y))

Ces formules, ainsi que les précédentes sont optimales quant aux nombre
de multiplications générales utilisées, quand on n'utilise pas la commu-
tativité (entre les X; et les yj).

On a maintenant montrer que le nombre minimal de multiplications
générales nécessaires pour calculer le produit de deux guaternions, en

utilisant la commutativité est supérieur ou &gal 3 sept.

Théoréme 6
/ Sept multiplications au moins sont nécessaires pour calculer le produit
 de deux quaternions en utilisant la commutativité quand le corps K des
scalaires posséde la propriété Px. /

O On suppose done K[X1’°'°’Xu’ yl,...,yu] commutatif.

Dans ce cas, on sait que le nombre minimum q de multiplications "générales"
nécessaires pour calculer le produit de deux quaternions est égal au mini-

mm du rang tensoriel des matrices (8 x 8) N(Z) qui vérifient :

0 B(Z)
N(z) + N(Z)Y = ,

1 2 3

avec B(z) = 2p 2y Ty Ig
Z3 —Zu —21 Z2
Zu Z3 -22 —Z1
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On va montrer que le rang tensoriel de ces matrices N(Z) est toujours
minoré par sept.
Soit g le rang tensoriel d'une telle matrice N(Z).

Alors, on peut écrire :

q
t t .
N(Z) = (WSZ)UJVJ UJ. € K, VJ. € K® , W, ekK", j=1,...,q .
j=1 J
On peut toujours supposer que Wl, Wé, wz, w& sont linéairement indépen-
dants et que les trois derniéres composantes de W,, W, et W, forment une

1> 72 3
matrice (3 x 3) réguliere.

Considérons le systéme d'équations suivant :

On peut trouver Zz° F’(Zg = (Zi,Z°,Z%,Zﬁ)) avec Zi # 0 qui soit une solu-
tion de ce systéme.

Pour ce choix de Z, on a :
a
N(ZO) = T (Wzo)u.ve .
5=h J J Jd

N(Z°) est exprimée comme une combinaison linéaire de g-3 matrices de rang

uri, done :
Rang (N(Z°)) < gq-3 .
Mais nous avons aussl :
0 B(Z°)

N(ze) + N(zo)¥ = )
B(zo)! 0

Le déterminant de B(Z°) vaut : :

(7% + (2% + (2% + (2% ) 2 -

Comme X posséde la propriété Px il ne peut s'annuler car Zi est non nul.

La matrice N(Z°) + N(Z°)t est done réguliére et donc :

Rang (N(z°) + N(z°)%)= 8 .
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Mais :
* Rang (N(z°) + N(z°)%) < 2 Rang (N(2°)) <2 (q - 3) ,

done 8 <2 (g-3) ,

ce qui entraine q > 7 .0

.
Remarque 3 »
Les démornmtrations des bornes inférieures dornées dans le cas non-commuta-—
tif et dans le cas commutatif, dépendent de 1'hypothdse que K posséde la
propriété Px ', c'est-a-dire que 1'équation a® + b2 + ¢? + 42 = O n'a pas
de solution non triviale dans K. Cette hypothSse est vérifiée si le cérps K
est le corps des ratiomnels ou celui des réels, par contre elle ne 1'est
plus si K est le corps des complexes C. L'exemple suivant va montrer que
le théoréme 5 n'est plus vrai dans ce cas.

Au quaternion X = X, + x2i + X3j + xuk on peut associer la

- matrice 2 X 2 sur C suivante :

( X, X, ) Xp=x +x, 1,

- X2 = x3 + X, 1

Cette correspondance est un isomorphisme entre 1'ensemble des quaternions
et 1l'ensemble des matrices de ce type.

Le produit de deux quaternions correspond au produit des deux matrices
associ€es . D'aprés le résultat de STRASSEN ce produit peut &tre calculé

en sept multiplications complexes (en fait six complexes et une réelle).

La méme construction domne un algorithme pour multiplier deux quaternions
Sur un anneau quelconque avec sept multiplications "complexes", ol une
multiplication "complexe" signifie la construction de (xlyl—x2y2)

+ (x1y2+x2y1) 1 & partir de X %51 et Y1¥yo1 (xl,x2,y1,y2) étant des
éléments de 1'anneau.
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Pour ce probleme il reste donc soit 3 améliorer la borne inférieure sept
dans le cas comutatif, soit 3 trouver une formule utilisant la conmuta-
tivité et qui calcule le produit de deux quaternions en sept multipli-
cations. Enfin, le cas ol le corps K ne vérifie pas la propri&té Px

mérite une étude spéciale.

Nous terminons cette étude de la complexité du produit de deux quaternions
par le résultat suivant du & DE GROCIE 33 et qui est 3 1l'origine de notre

intérét pour cette question.

Théoréme 7
/ Le calcul simultané des deux produits XY et YX des deux quaternions X et Y

en dix multiplications est optimal si K possdde la propriété Px . /

0 On suppose évidemment ici K[xl,...,xu, yl,...,yu] comutatif. Au lieu de
calculer XY et YX on peut calculer 1/2(XY¥+VX) et 1/2(XY-YX). Le calcul
nécessite 1'évaluation de sept formes bilinéaires représentées par la

matrice B(z) (z° = (Zl,}..,Z7)) suivante :

B(Z) =

Cette matrice a bien un rang tensoriel au plus égal a3 dix car on peut

1'Zerire sous la forme :

7
Z2 22 c) Z3 0 ' 0 ZM 0 0 ZM
Z Z o -z, 0O -Z O Zo Z. O
Bz) = ° ¢ : 6 61 > % I+
Z Z Z o0 1z 0 O -~Z. -Z. O
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2,72,"2572), (::>

~2,=0 7 =7,
avee D =} 172776 75 .
O —Zl-z7-23+25
-Zl+Z7_Z6_Z}4

{  Montrons maintenant que ce résultat est optimal.
Comme on est dans le cas commutatif, il faut montrer que le rang tensoriel
des matrices (8 , 8) N(Z) telles que :

. 0 B
(1) N(z) + N)® = . :
B(Z) 0

est au moins égal 3 dix.

Appliquons 3 N(Z) le théoréme 1 en prenant k = 6 et en choisissant
d'exprimer Z2,...,Z en fonction de Z

7 1°
On pose Zi = kiZ ki €K i=2,...,7 .

1

t
217 = (ko5 skZy)

D'aprés (1) on doit avoir :

0 B(Z")
N(Z') + N@EZ)Y =
AN e
7
Or det B(Z') = ~q;(1 + 2 kg + (k2k7+k3k6+k4k5)2)

1=2
Donc si K posséde Px la matrice B(Z') est de rang égal i quatre si ay # 0.
On en déduit immédiatement que 1l'on a aussi :
Rang N(Z') = 4
Comme on a :
Rt N(Z') < Rt N(z) - 6
on en déduit immédiatement :

Rt N(z) > 10 . O
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4 . PRODUIT VECTORIEL DE DEUX VECTEURS ,

PRODUIT DE LIE DE DEUX MATRICES 2 x 2.

Soit U et V deux vecteurs de R®
t t
U = (Xl’XE’XB) s V = (ylﬁyggys)

Le produit vectoriel de U et de V est le vecteur W de composantes

Z15%5> et z, dornées par les formules :

3

29 T XYz T XY,
22 = X3y1 - leB H
Zg T XI5 T XpYq

Ces formules permettent de calculer le prodult vectoriel de deux vecteurs
quelconques de R® en six multiplications.
Lz matrice B(Z) associée au calcul de ces trois formes bilinaires est

1z suivante :

0 23 “Z,
B(Z) =| -z, O Z .
22 —z1 0

On va supposer tout d'abord K[xl,x2,x 1 non-commutatif.

3 ,yl QYE ’y3
Dans ce cas le nombre minimum de multiplications générales nécessaires

pour évaluer U A V est égal au rang tensoriel de la matrice B(Z). Nous
allons monfrer que ce rang tensoriel est exactement &gal i cing.

Théordme 7 :

/ Le produit vectoriel de deux vecteurs de R® en cing multiplications est
optimal . /
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0 TI1 faut tout d'abord montrer qu'il existe une méthode de calcul de UA V
en cing multiplications. Cela revient A chercher une décomposition de la
matrice B(Z) en cing matrices de rang un. Ceci est possible comme le

montre 1'expression suivante de B(Z).

o) z3 —z2 0 23 23 0 ) 0 0 0 O
-z O; z1 = 0] 23 23 + dzl -z1 0] + 21—23 21-23 21-23
22 —z1 0] 0 0 0] -z1 -z1 0 0 0] 0]

O
O
[
N
|
N

Cette décomposition de B(Z) en cing matrices de rang un conduit aux for-

mules sulvantes de calcul des composantes Zys 255 Z de UA TV :

3

2 = ~Oprag) (34#05) + X (V4 #9,493) + %5y 45
Z, = X3y1 - xly3
Z4 = (x1+x2)(y2+y3) - x2(y1+y2+y3) - XV -

Pour démontrer 1'optimalité de cette formule, il suffit maintenant de
prouver gue le rang tensoriel de B(Z) (c'est-3-dire aussi celui de
F(X,Y,Z2) = x? B(Z)Y) est au moins égal 3 cing. Pour faire cela, on va
tout d'abord se servir des transformations qui laissent invariante
F(X,Y,Z).

On a :
F(X,Y,Z) :'(—Xzz2+x223)y1 + (xiégr%gzl)yz + (-xlzz:tx2zl)y3

Soit P une matrice réguliére de.ﬂ3 3(R) .
3

Un calcul direct montre que 1l'on a :

_1 4
1 1 ] :_(_ 11 11 | 1oVt * _y ot 11 1
F(PX',PY',|P| P "2') = >fzz2+x223)y1 + (xlg2 )fgzl)y2 + { xizz’rxz,zi)y3 .

Par conséquent T = (P,P,IPIP_l) est une transformation qui laisse F invariante.
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Si q est le rang tensoriel de F on peut &crire :

q
FX,Y,2) = £ Wetyatz) |
’:1 J J J
J
I1 existe forcément trois vecteurs linéairement indépendants parmi les g

vecteurs Uj (ou Wb).

On peut toujours supposer que U1 et U2 sont lin€airement indépendants et

: cholsissons done pour

que wB est linéairement indépendant de U1 et U2

matrice P, celle déterminde par :

t © Lo
= = P =
P U1 e, P U2 e3 R W3 e,
(Pt = (U1W3\/’2)—1 est bien régulidre).
Si on applique la transformation T = (P, P, | P|P9)

a F(X,Y,Z) on obtient pour ce choix de la matrice P :

vt Doy T e £ -1 too,
F(PX',PY',|P | P izt) = % (Uij')(wj PP Z')(VJ.PY )
J=1

X (0 °2 ) (Vv o (3 °20) (vp Py )+(U5%%) (W32 ")y}

It ™0
=

ety antzry iy,
52y J J

Si on fait maintenant xi = x% = yé = 0 on obtient la nouvelle forme trili-

néaire suivante dont le rang tensoriel est au plus égal 3 g-3 :
NSO ANA DI I ey 1511
Fr{X',Y',2') = x!z y; o# X3219%

Or cette nouvelle forme est de rang tensoriel égal i deux.
On en déduit donc :

q-3 > 2

Soit qQ > 5. 0

Théoréme 7'
I1 faut au moins quatre multiplications pour faire le produit vectoriel

de deux vecteurs de R’quand on utilise la commusativité. /
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0 On suppose ici K[Xl’X2’X3’y1’y2’y3] commutatif. Alors le nombre minimal
de multiplications nécessaires pour évaluer le produit vectoriel est

égal au plus petit rang tensoriel des matrices N(Z) (6 x 6) telles que :

0 B(Z)
N(z) + N(Z)E =
Bzt o
{
Soit q le rang tensoriel d'une telle matrice N(Z), et &crivons N(Z) en

fonction de q matrices de Pang un :

N(Z) = T (Wez)u.vE
J':l J 'J J
On peut toujours supposer wl, WQ, w3 linéairement indépendants. On peut
déterminer Z (avec Zi # O par exemple) tels que :
t,o _ .t,o _
le —W2Z = 0
Le rang de la matrice N(Z°) sera au plus égal 3 g-2.
On aura d'autre part :

o B(z°
N(z®) + NEzO)t =
Bz o
Or B(Z°) est une matrice de rang deux si Zi # 0, par conséquent
N(ZO)+N(ZO)t est une matrice de rang 4. Le rang de N(Z°) est donc au

moins égal 3 2 et comme il est au plus égal 3 g-2 on aura :

Q-2 > 2

soit qg > 4 . o

Théoréme 8

/ Le calcul simultané_du produit scalaire et du produit vectoriel de deux
vecteurs de R® en 5g§q rmltiplications est optimal quand on n'utilise
pas la commutativité. /
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71 faut calculer simultanément les quatre formes bilinéaires suivantes :

T =Xy + X9, + %95,
£, = X,y - X, ,
f3 = X3y1 - leB R
Ty = %99, = %y,

-~

Ia matrice B(Z) associée 3 ce calcul est la suivante :

1 %y T2
B(Z) = “Zy 2, 2, .
Zs "2, %y

Dans la démonstration du théoréme 5, nous avons montré que le rang tenso-
riel de cette matrice était au moins égal 3 six. I1 nous suffit done mainte-
nant de montrer qu'il existe une décomposition de cette matrice en six
matrices de rang un : ce type. de matrice a déj3 été &tudié dans le chapitre

1V (paragraphe 4).
En utilisant la décomposition mentiornée alors, on obtient :

z1 Zu -23 Zu ZH 0 —23 0] —23 O 0 0
'Zu 21 22 = —ZM _ZM O + 0] 0 0 + 0] 22 22
z3 —z2 z1 0 | 0O O z3 0] z3 0 ~Z5 —z2

Zl-ZM+23 0 0

+ G 21+ZM—ZZ 0

0 0 zl-z +z2

t

Les formules correspondantes, qui sont dene optimum puisqu'elles n'uti-

lisent que six multiplications différentes sont les suivantes :
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f. o =x + X + X

¥z >
f2 = (X2—x3)(y2+y3) = XY, - x3y3 s

191 Yo

+

fB = (XB-Xl)(y1+y3) lel

£) = (X1_X2)(y1+y2) T XYt XU, ) N

Théoréme 9
heoreme 2

/ Le calcul du produit de Lie AB - BA de deux matrices A et B de taille 2
peut se faire en cing multiplications seulement. /

O Soit A et B deux matrices quelconques de uﬁ?; 2(K).
2

Posons

On suppose évidemment ici la commutativité des X et des yj.
On a done :

*5Y37%5Y5 X I XY= Xo¥ 17X, 5 5
AB - BA =

“X1Y3+X3y1"x3yQ+X4y3 Xsyz‘x2y3

Le calcul de AB - BA revient au calcul simultané de trols formes bili-

néaires dont la matrice B(Z) associée est la matrice suivante :

La derni€re ligne et la dernidre colonne de cette matrice sont proportion-

nelles respectivement 4 la premidre ligne et 3 la premidre colonne.
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Le rang tensoriel de B(Z) est donc égal A celui de sa sous-matrice suivante :

O 23 —z2
—z3 0 z1
22 —z1 0]

On vient de voir que le rang tensoriel de cette matrice &tait égal 3
cing et donc le rang tensoriel de B(Z) est aussi égal 3 cing. On en déduit

donc la décomposition suivante de B(Z)

0 23 2, 0 0 z3 z3 0 0O O 0 O
-z, O zZq z3 _ 0 23 z3 0 . “Z4 TZ4 0 zZy
25724 @) ~Z, 6 O O o©° "2y "2y 0 Z4
0 "2z o 0 ~Z —z5 0 0O 0 0 O
0 0] 0 0 0 0] —22—23 0
. zl—z3 21—23 21—23 21—23 . 0 O 0 0
0) 0 0 6] zj+z2 @) o) ~2,7%5
6] 0 0 0 0 0 zg+z3 0]

Ori en déduit donc les formules de calculs suivantes :

Xo¥y = Xg¥, = [I1] + [IIT] + [IV] >
Vs T Xg¥y T Xyt Xy = LV 4 IV ’
XV + X0 = X5y, - XYo = (11 - [II1] + [V] >

ou [I1 , [II]1 ,..., [V] désignent les cing multiplications?é effectuer,

i savoir :
[11 = (x1+x2-xu)(y2+y3) s
[I1] = (X2+x3)(—y1-y2+yu> R
[III] = X2(y1+y2+y3_yu> b}
[(Iv] =

XB (y1 ‘YB ) >
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L'optimalité de cette formule n'est pas assurée, car comme On a SUpposé
ici la comutativité (pour le calcul des &léments de AB - BA) on peut
simplement affirmer que le nombre minimalde miltiplications nécessaires

pour faire ce calcul est au moins égal i quatre (cf. théoréme 7'). 3

5 . RANG TENSORIEL DES MATRICES ANTI-SYMETRIQUES.

Dans le chapitre 4, on a montré (dans le paragraphe consa-
cré aux matrices ayant des symétries partidﬁliéres) que le sous-espace de

(K) constitué par les matrices anti-symétriques avait un rang tensoriel

n,n
majoré par Eﬁ%ill et minoré par Eiﬁgll . Dans le cas particulier n=3, on
a montré que le rang tensoriel était &gal i cing. Nous pouvons géné-

raliser ce résultat de la maniére suivante :

Théoréme 10

Le rang tensoriel du sous-espace des matrices anti-symétriques de“‘??r‘K)
2

est exactement égal 3 n(2+1) -1. /

Le rang tensoriel de 1l'ensemble des matrices anti-symétriques de uézg n(K)
>

est égal au rang tensoriel de la matrice B(Z) suivante :

o) Z15 213 cee Zqp
“Zy5 0 223 vee Zo
B(z) = 213722 o ... . .
0.
\ Zn—l,n
Zin"%om v -Zn—l,n

On pose comme d'habitude :

X' = (XpeesX)

- :

Y - (Y1> ',Yn) 3
A 7 )
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Le rang tensoriel de B(Z) est égal au rang tensoriel de la forme trilinéaire :
v
F(X,Y,Z) = X" B(Z) Y .

Pour démontrer le résultat énoncé, il faut d'abord montrer que ce rang

tensoriel est bien minoré pour Eﬁgill - 1 , ensuite il faudra donner une
décomposition de B(Z) sous forme d'une combinaison linéaire de Eﬁgill -1

matrices de rang un.

a/ Minoration du rang tensoriel de B(Z).

On va utiliser les transformations qui laissent invariante 1la
forme F(X,Y,2) = X° B(Z) Y.
801t P une matrice réguliére quelconque de¢Az7 rl(K), alors la matrice
P B(Z) P est encore anti-symétrique (si B(Z) "2 =-B(Z) on a bien
P B(Z) = —P B(Z) P).

On peut donc écrire :

B(z') = P* B(Z) P

avec Z'' = Q Z Q Gt/éﬁ7

n{n-1) n(n-1)
2 ? 2

(K)

I1 est facile de voir comment la matrice Q est construite 3 partir de la

matrice P :

La premiére 'ligne de Q est construite 3 partir de la premidre et de la

deuxiéme ligne de P et tous ses éléments sont les déterminants des matrices

d'ordre deux obtenues en prenant successivement 1'intersection de ces deux

lignes avec la colomne 1 et 2, 1 et 3,... 1 et n, puls 2 et 3,...,2 et n ,..
.,n-1 et n.

Les lignes suivantes seront obtenues de la méme manidre, mais en prenant

successivement les lignes 1 et 3, 1 et 4,...,1 et n, puis 2 et 3500452 €L n,..
.sn-1 et n de 1la matrice P. ,

La transformation T = (P,P,Q) est donc une transformation qui laisse inva-

riante F. Soit q le rang tensoriel de F et &crivons F sous la forme :

q

FX,Y,2) = ¥ Wtz @by
PP S R

n(n-1)

. 2] .
(U.,V. € K' j=1,...,9 , W. € K J=1,...,q).
3*'J J
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Appliquons T & F écrite comme précédemment :

Tt t t
F(PX,PY,QZ) = © (U.PX)(W.QZ)(UIPY)
j=1 J J dJ
On a toujours
F(PX,PY,Q2) = X° B(Z) Y .

Choisissons P telle que :

t
U1P

e
n

).

(cela revient 3 prendre la dernifre colomne de (Pt)_1 égale 3 Uy

On aura donc :

q
t _ t t
X" B(Z) Y = Xn(WiQZ)(VlPY) + .E

t t t
5 (UJ.PX) (WJ.QZ) (VJ.PY) .

2
Si on fait Xn = 0 on obtient une nouvelle forme dont le rang tensoriel
est au plus égal i g-1.

Or la matrice de cette forme B'(Z) est la suivante :

0 212 213 .o z1n
-z 0 z
B'(Z) - 12 2n .
“%1n-1 ®n-1,n

Comme la sous-matrice de B'(Z) constituée par les n-1 premiéres lignes
et colonnes est la matrice Bn—l(z) et que la derniére colonne est consti-

tuée par n-1 paramétres ne figurant pas dans Bn—l(z)’ on peut écrire :
1 -
Rt B'(2) > Rt B _,(2) + n-1

Comme Rt B'(Z) < g-1 , on en déduit bien :

q > Rt B _,(Z) +n
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Done (Rt Bi(Z) = 0)

Rt Bn(Z) > nin-1+...43+2

n(ntl) _

5 1.

Rt Bn(Z)

| v

b/ Décomposition de Bn(Z) gg_ﬂiﬂ%ll-- 1 matrices de rang un.

On peut en effet écrire Bn(Z) sous la forme suivante :

01 0... 0 0 0 1
-1 0 1... 1 oo 1 ©
Bn(Z) =245 0 -1 + 213 -1 -1 0 1 1 +
0 -1
0 -1 o 4 0
0 0 1 O o0 ... O
1 \]
1 0O O z23.. z2n
. -zé ",
..t Zin : + 3 . »
1 o n-1,n
-1 ]
4 ...-1 0 O =2y -++2nin

(Les Zij étant des combinaisons linéaires des Zij).

Les n-1 premiéres matrices de cette décomposition sont des matrices anti-
symétriques (ce qui assure que la derniére matrice est de la forme indiquée)
et de rang deux.

Les 2(n-1) matrices de rang deux ainsi mises en évidence sont les suivantes :

W

0 0
Bi= > | -1-1...-101...1 [, (i=2,...,n) ,

0 0

t
oA
0

Ei = . (i=2,...,n)

1>

(]
@ Sy SN
Q
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Enfin, on peut &crire :

00 ..... 0
1 1

00 223.. z2n - 0 0 0
e i»f1-10-1...-101 ...1

23 = I 2 |E4E, + o
Do i=pj=i+1 d 110 1. 101 L.
Do .

T Zn-‘_l,N o

. ] —!
0 2ot Zn—l,n

Cette dernieére matrice s'exprime donc avec ££l:-1-%-1(—1:22-ma‘r,rices de rang un

nouvelles. La matrice B(Z) s'exprime donc en tout avec :
2(n-1) + iﬁ:l%iglgl
matrices de rang un, c'est-i-dire avec :

n(n+1)

S - 1 matrices de rang un. 0

CONCLUSION

Au début de ce chapitre, on a exposé quelques principes généraux
de minoration du rang tensoriel de plusieurs matrices, et on a ensuite donné
quelques exemples d'applications de ces principes 3 des calculs de formes
bilinéaires particulidres.

En réalité, les principes généraux exposés, ne font que formaliser
et généraliser des techniques d'abord utilisées pour l'obtention de certains
résultats d'optimalité.

Par exemple, la démonstration, dornée par WINOGRAD (15'), de 1'optimalité
du produit de deux nombres complexes en trois muiltiplications réelles, uti-
lise un procédé voisin de celui dont s'inspire le théoréme 1.

De méme, 1'utilisation des transformations invariantes, sous la forme expo-
sée en (1,b), provient de 1'étude du produit de deux quaternions (ecf.
Howell-Lafon (38)), en particulier de la démonstration de 1'optimalité du
produit de deux quaternions en huit multiplications (une démonstration ana-
logue en a été donné aussi par De Groote (33)). Cette technique avait aussi
été utilisée par Hopcroft and Kerr (11'), pour démontrer 1'optimalité du
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calcul en sept multiplications générales du produit de deux matrices 2 x 2
quand K = N. (On a donné une démonstration de cette optimalité dans (12"),
pour un corps K quelconque, démonstration différente de celle du para-

graphe 2).

Toutes les minorations obtenues avec 1'aide de ces techniques sont
linéaires en le nombre d'indétermindes. Pzr exemple, rour le produit de deux
matrices n x n, on a obtenu une borne inférieure de 2n2-n multiplications
seulement (la méthode de Strassen conduit 3 utiliser nlng 7 multiplications)
Théoriquement, il est possible, en combinant 1'utilisation des transforma-
tions invariantes avec celle du théoréme 1, d'obtenir des minorations non
linéaires. Cependant aucun exemple de tels résultats n'est encore connu pour
le calcul de plusieurs formes bilinéaires. Ceci reste donc une question

ouverte.

Avant de cldre cette partie, il semble indispensable d'évoquer
d'autres résultats sur ce méme sujet.
En ce qui concerne les méthodes générales de minoration du rang tensoriel,
on peut penser utiliser les théorémes de Winograd (6') et Fiduccia (35)
valables pour des calculs plus généraux que ceux de plusieurs formes bili-
néaires. On va donc examiner rapidement 3 quels résultats ces théorémes condui
raient dans ce cas. Ces théorémes domment des minorations pour le nombre de
multiplications générales nécessaires pour le calcul du produit M Y oli M est

memwnean)éa%wmdmsMﬂvuﬁgetYmvwmw(%r”JQ.

I1 y a trois fagons possibles de mettre le calcul de plusieurs formes bili-
néaires sous cette forme (la matrice M pourra &tre égale 4 1l'une des matrices
B(Z), B'"(X), B"(Y)). On va supposer dans la suite que M est la matrice B(Z).

Le théoréme sur les lignes (ou sur les colomnes) de M s'énonce ainsi :

" 81 k lignes (ou colonnes) de la matrice M sont K linéairement indépendantes,
alors le nombre de multiplications généreles pour faire le produit M Y est

minoré par k " .
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Ce théoréme correspond, pour le calcul des formes bilinéaires,

au cas ol 1'on a :

Max (Rang (B)) > k .
B¢ {Bi}

On a alors de fagon triviale :
{
Rt B(Z) > k (cas non commtatif)

Rt M(Z)

v

0 B(z))

k (cas conmutatif) si M(Z)+M(Z)t=( .
B(z)” O

Le théoréme suivant est dd 3 Fiduccia (35) :

" 81 la matrice M posséde une sous-matrice M! (s x ¢) telle que si
at MBeK ,ac€ K> s B & K® » on ait soit @ = O , soit B = 0 , alors

il faut au moins s+c-1 multiplications générales pour calculer MY ",

I1 est facile de voir que ce théor@me correspond & un cas parti-
culier du théoréme 1 densle cas du calcul de formes bilinéaires (on peut
alors dans 1'énoncé de ce théoréme remplacer la condition ol M B € K par
la condition a® M B =0).

Supposons, pour simplifier, que 1'on ait M* =M (M = B(Z)) et que le
théoréme ci-dessus soit satisfait.
On a done :

B =0 (k=1,...,p) =>U =0 ou V=0

.. U, V.
1,j 1,d,k 1 7
On doit dnnc avoir par exenple :

m n

[Z (3 B.

P21 o1 1,J.k Vj)Ui =0 (k=1,...,p),V¥O] =>U=0 (1)
1= J=

Ceci impose donc que 1'on ait : p >m .
La condition (1) exprime que la matrice du systdme doit &tre de rang égal
dmsiV est non nul. Ceci revient i dire que la matrice B"(Y) est toujours

de rang m si Y est non nul.
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D'apreés le théoréme 1, on a donc bien :

t

R” B"(Y) > mn~1 (cas non commutatif).

. | . 0 B"™(Y)

R” M(Y) > mn-1 si M(Y)+M(Y)"~ = &
B"(Y)” O

(cas commutatif).

Ceci fait donc le 1ien entre les théor@mes de Fiduccia et Winograd et
ceux que 1l'on a dorné en (1,a). D'autre part, Van Leeuwen - Van Emde Boas
(42) ont donné un théoréme général de minoration du nombre de miltipli-
cations générales nécessaires pour calculer plusieurs formes bilindaires
analogue au théoreme 1, ainsi qu'une démonstration de 1'optimalité du
produit vectoriel de deux vecteurs en cing multiplications. Cette démons-
tration est totalement différente de celle dormée dans le paragraphe 4 et
ne permet pas d'obtenir le rang tensoriel des matrices anti-symétriques.
Fiduccia (35) semble avoir &té le premier a donner une formule de calecul

du produit vectoriel en cing multiplications.

En ce qui concerne le produit de deux matrices n x n, une minoration en
2n?-1 multiplications a récemment &t& dormé par Brockett and Dobkin (43) et
wie formule utilisant 23 multiplications a &té trouvé par Laderman (121 -
page A 33) dans le cas non commutatif pour le produit de deux matrices 3 x 3,

Cependant 1'écart entre la borne inférieure en O(n?), et la borne supérieure
log, 7
en O(n 2 ) n'est pas réduit, car il faudrait une formule en 21 multi-

plications pour le produit de deux matrices 3 x 3 pour améliorer la méthode

de Strassen.

Récemment , Kruskal (39), a montré que le probléme de la recherche du rang
tensoriel d'une forme trilinéaire se posait aussi dans certains problémes
de statistiques.

Zalestein et Fiduccia (36) ont d'autre part généralisée la borne inférieure
de sept multiplications nécessaires pour effectuer, avec la commutativité,
12 produit de deux quaternions sur R, au cas du produit de deux &léments
d'une algebre de dimension n sans diviseur de zéro : ils obtiemment dans ce
cas une borne inférieure de 2n-1 multiplications (la matrice B(Z) est tou-

Jours réguliére si Z # 0).
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Dans le méme ordre d'idée, on peut poser la question suivante :

Quelle est la complexité du produit de deux éléments dans une
algeébre de Lie de dimension n 2

Les résultats des paragraphes 4 et 5 apportent un début de réponse 3
{
cette question.



(&m

(21)

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

(27)
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PLAN DE kKA PARTIE C

Introduction

Chapitre CI - Rappels sur les calculs matriciels

Principales notations.
Matrices de formes particuliéres.

Quelques propriétés des matrices.

= W N

Inversion d'une matrice par des méthodes de partitionnement.

Chapitre CII - Applications des résultats de la partie B

Inversion d'une matrice. Résolution d'un systéme linéaire
Calcul du déterminant
Décomposition LR et QR

Cas des matrices de formes particuliéres

Ul &= W N =

Algorithmes utilisant les matrices de rotation é€lémentaires.

Chapitre CIII - Optimalité de quelques algorithmes basés sur 1'emploi des

matrices élémentaires.

1. Résolution d'un systéme linéaire
a/ Algorithmes optimaux
b/ Optimalité de Gauss pour 1l'obtention d'un systéme triangulaire
c/ Algorithmes optimaux de résolution d'un systéme linéaire
2. Transmutation d'une matrice sous formes Hessenberg, tridiagonale ,
et de Frobénius.
a/ Algorithmes optimaux
b/ Transmutations par des matrices &lémentaires
c/ Méthode optimale d'obtention de la forme d'Hessenberg
d/ Méthode optimale de réduction sous forme tridiagonale
e/ Méthode optimale de réduction sous forme Frobénius.

i

Chapitre IV - Utilisation optimale du parallélisme

1. Produit de deux matrices.

2. Inversion d'une matrice. Résolution d'un systéme linéaire.
Calcul d'un déterminant.

3. Décomposition LR et QR.

b, Obtention d'une forme canonique semblable 3 une matrice.

5. Matrices de formes particulidres .



C2

Chapitre CV - Influence de 1a pagination sur la rapidité d'exécution des

algorithmes de calculs matriciels.

I. Principales définitions.
1/ Mémoires hiérarchisées
2/ Mémoire virtuelle.
3/ Pagination.
L/ Gestion de la mémoire.
5/ Fonctionnement en multi-programmation et en tempg partagé.
II. Modéles mathématiques.
1/ Programmes.
2/ Implémentation d'un programme.
3/ Stratégie de remplacement.
4/ Stratégie de remplacement optimale et implémentation optimale
d'un programme.
ITT. Etude de différents algorithmes.
1/ Stockage d'une matrice.
2/ Opérations &lémentaires sur les matrices.
3/ Résolution d'un systéme linéaire. Inversion d'une matrice.
Calcul d'un déterminant.
Décomposition LR et QR.
4/ Obtention des formes canoniques.
5/ Tridiagonalisation d'une matrice symétrique.
a/ Méthode de Givens.
b/ Méthode d'Householder.
&/ Calcul des valeurs propres et des vecteurs propres par la
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INTRODUCTION

Dans cette partie, on se propose d'étudier la complexité des

principaux calculs matriciels pour des critéres de colts variés.

Les calculs matriciels ainsi examinés sont les suivants :
résolution d'un systéme linéaire, inversion d'une matrice, calcul d'un
déterminant, décomposition IR ou QR d'une matrice. Obtention des formes
canoniques semblables 3 une matrice (forme d'Hessenberg, de Frobénius et
forme tridiagonale). Calcul du polynome caractéristique, calcul des valeurs

propres par les méthodes LR , QR et par la méthode de Jacobi.

Dans le chapitre I sont regroupées toutes les notatimnns uti-
lisées dans cette partie, ainsi que les principales définitions relatives
aux algorithmes étudiés. Le chapitre se termine par 1'étude de 1'inversion

d'une matrice par des méthodes de partitionnement.

Dans le chapitre II, on montre comment on peut appliquer les

logg
) pour

résultats de la partie B pour obtenir des algorithmes en O(n
inverser une matrice réguliére, pour calculer son déterminant et pour
déterminer ses décompositions du type IR ou QR.

On montre que 1'inverse et le déterminant d'une matrice cyclique peuvent
se calculer en O(n Log n) opérations si la FFT peut étre utilisée, en
0(n?) sinon. On montre enfin, comment réduire du quart le nombre de multi-
plications utilisées par les algorithmes basés sur 1l'emploil des matrice

de rotations.

Dans le chapitre suivant, on étudie la classe des algorithmes
qui n'utilisent que des produits par des matrices &lémentaires et des
calculs rationnels. On peut alors démontrer 1'optimalité de certains algo-
rithmes qui permettent d'obtenir les formes d'Hessenberg, de Frobénius,
ou tridiagonale d'une matrice par des transmutations I 1'aide de matrices
€lémentaires, ainsi que 1'optimalité de la méthode de Gauss pour la réso-
lution d'un systéme linéaire. Pour ce dernier probléme, on montre cependant
qu'il existe des algorithmes optimaux qui ne triangularisent pas la matrice
du systéme.
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Le chapitre IV est consacré 3 1'étude du cas ol différentes
opérations arithmétiques peuvent 8tre effectudes en méme temps (c'est-3
dire "en paralléle"). Il faut alors concevoir les algorithmes de telle
fagon qu'ils utilisent au mieux cette possibilité. On &tudie les perfor-
mances des principaux algorithmes de calculs matriciels quand on admet
un nombre arbitraire de calculateurs "en paralldle".

On peut aussi estimer le gain maximal que peut apporter 1'utilisation
du parallélisme dans ces-calculs.

L'intérét de cette étude réside aussi dans le fait qu'elle montre qu'un
algorithme particulier peut &tre trds performant pour un critére de coit

et &tre trés mauvais pour un autre critére de coiit.

Dans le chapitre V on étudie 1'influence de la pagination sur
la conception (et sur la performance) des principaux algorithmes de
calculs matriciels). On suppose dans ce chapitre, que les données rela-
tives 4 un calcul sont groupées en blocs appelds pages dont certaines se
trouvent dans la mémoire centrale et d'autres dans une mémoire secondaire.
Pour qu'un algorithme puisse effectuer une opération il faut que toutes les
données nécessaires soient dans la mémoire principale de 1l'ordinateur et
donc que leurs pages y soient. Si toutes les pages contenant les dormées
ne peuvent étre en mémoire centrale simultanément, i1 faudra, 3 certains
instants, aller en chercher une nouvelle dans la mémoire secondaire. Ceci
étant une opération trés cofiteuse, il s'agit d'organiser les calculs de
fagon & minimiser ces cas. On montre comment procéder de manidre optimale

dans le cas des principaux calculs matriciels.
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RAPPELS SUR LES CALCULS MATRICIELS

PLAN

Principales notations.
Matrices de formes particuliéres.
Quelques propriétés sur les matrices.
Inversion d'une matrice par des méthodes de
partitionnement.
a/ Partitionnement d'une matrice carrée stable
pour la multiplication.
b/ Construction de tels partitionnements.
¢/ Calcul de 1'inverse d'une matrice :
1) Cas d'un groupe cyclique
2) Cas d'un groupe abélien.

Références
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1 . PRINCIPALES NOTATIONS .

K désignera toujours un corps de caractéristique différente
de deux. L'ensemble des matrices & m lignes et n colonnes sur K seré noté
oéyan (K). La i8me colone (resp. la iéme ligne) de A sera notée A 5
(resé A ). L'élément de A se trouvant 3 1'intersection de la ieéme ligne
et de la Jleme colomne sera noté a. .. La transposée de la matrice A
de Uﬁ”‘ (K) est la matrice A = (a' ) de oA”t (K) avec a'J = aji .
Le determlnant de la matrice A de ,ﬁ@n (K) sera noté : det A.

Le polynome caractéristique de la matrice A est le polynome
det (A-AI).

On note par Am Kk 1l'ensemble des k uplets dont les k &léments appartien-
3

nent a {1,2,...,m} et tels que si o = (a seees0 ) € A on ait :
1 k m,k
1 f_al < o, < ... < ak <m.
m .
(Am K contient ( ) éléments et il est vide si m < k). On désigne par
3
k
- ' ' & > 3
a (al, "am—k) (= Am,m—k le complémentaire de o par rapport 3 {1,2,..

Si A E‘mr?n',n(K) > O € Am,k , et Be An,Q, , alors :

A(a,B)E A

(2,5 e, , -

B1 82 seens Bk

L'adjointe de A em (K) est la matrice AA = (b..) de 4” (K)
n,n ij n,n
telle que :

o 1,..0, -1, j#1,...,n
b.. = (-1)Y*J get &
ij
1 ,..., 1-1, i+1,...,n

On a évidemment :

AR = 2% - (get n) T

.m}.
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Done, si A est régulidre son inverse est donnée par :
a1 = (aet a) 7t AR

On désigne par Eij (i=1,...,n , j=1,...,n) les n® matrices de la base
canonique de mn rl(K).
>

Matrices élémentaires

On appelle matrice €lémentaire soit une matrice qui s'éerit sous
la forme I + a Eij avec a € K , soit une matrice de transposition Vij s
c'est-d-dire une matrice égale i 1'identité sauf dans les lignes i et j

- qui ont la forme suivante :

col. i col j
0 1 ) ligne i
1 0 ligne j

On note par Eij(a) la matrice I + a Eij sii#j.
Si i=j , on note par Ei(a) la matrice I + (a-1) Eii (a # 0).
Toutes ces matrices sont régulidres et on a :

1 -1

-1 _ 1 -1 _ _ _

2 . MATRICES DE FORMES PARTICULIERES

Soit A e mm m(K) .
k]

a/ Matrice triangulaire inférieure.

A sera dite triangulaire inférieure si aij =0 ¥j>1i.

i
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Si de plus on a : a;: =1, i=1,...,m , alors A est dite triangulaire

inférieure unitaire (ou unité ).

b/ Matrice triangulaire supérieure.

A est triangulaire supérieure si At est triangulaire inférieure.

c/ Matrice Hessenberg inférieure (supérieure).

Une matrice A sera dite Hessenberg inférieure (supérieure) si

8;; =0 ¥j>i#n (¥ j < i-1) .

d/ Matrice tridiagonale.

A est tridiagonale si elle est i la fois Hessenberg supérieure

et inférieure :

X X
A = X . 0
R '
O ° X
X

e/ Matrice de Frobénius simple.

A sera dite de forme de Frobénius simple si elle peut s'écrire

sous la forme :

po
A = 1 ) 0
0 2 pn—2
pn—l
ai+1,i =1 , 1=1,...,n-1 et ai,n = Ppoieq
On a alors :
det(A-AI) = (-1)"0"p AP A2 i)
n-1 n-2 Yo
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f/ Matrice de Frobéndus générale.

Une matrice A sera de forme de Frobénius générale si:dle peut

s'écrire sous la forme suivante :

1 O
A = . avec Fi matrice de Frobénius simple.
Fk

g/ Matrice de Jordan.

Une matrice A sera dite de Jordan si elle s'écrit scus la forme

suivante :

0

I a 1
0 1
a

h/ Matrice de Jordan générale.

Une matrice de forme de Jordan générale peut s'écrire :

A = . 7 les k matrices Jl""’Jk étant
de Jordan.
Jk

i/ Matrices de rotations élémentaires. Matrices unitaires.

On note par Vij<8> la matrice de rotation élémentaire suivante :

V..(8) = cosBE..+sin BE.. - sindE.. + cosB8E.. i
ij ii ij Ji JJ

Une matrice Vij(e) est unitaire (une matrice A est dite unitaire si
t
AAY =1).
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Si K = C, on note par A* = (ai-) la matrice transposée conjuguée de A

!. = a.:). Une matrice A de (C) sera dite unitaire si :
ij ~ % n,n
AA® = T, sur C, on peut utiliser les matrices de rotation élémentaire

sulvantes :

z\, A

R.. =CE.. +SE.. ~sE.. +c E.. avec fel +jsi =1 .
ij ii ij i 33

Jj/ Matrices hermitiennes unitaires élémentaires.

Une matrice A € ﬁ”lm n(C) est dite hermitienne si elle vérifie
x 3
A s A",

On dira qu'elle est hermitienne unitaire &lémentaire si elle s'écrit :

A=TI-20U0U" utu = 1 .

3 . QUELQUES PROPRIETES DES MATRICES.

On rappelle ici quelques résultats concernant les matrices
qui seront utilisés par la suite. Les livres qui nous servent de réfé-
rences dans ce paragraphe sont ceux de GANTMACHER ( 1) > GASTINEL (2 ),
HOUSEHOLDER ( 4 ) et WILKINSON (7).

Propriété 1
Pour toute matrice A régulidre de Jﬂg-n(K), 11 existe une matrice de permu-
>

tation P telle que la matrice P A puisse s'écrire sous la forme IR avec L

triangulaire inférieure unitaire et R triangulaire supérieure. /

Propriété 2

On peut obtenir la matrice R de 1la décomposition IR 1iée 3 A en prémlti-
pliant A.par des matrices &lémentaires (algorithme de Gauss). /

Propriété 3

Pour toute matrice A régulidre, il existe une matrice triangulaire infé-
rieure unitaire T telle que TA = A' avec A' orthogonale en lignes. On peut
obtenir T comme un produit de matrices &lémentaires. (procédé d'orthogo-
nalisation de Schmidt). /
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Propriété 4
/ Pour toute matrice A réguliére de uin% rl(K) i1 existe une décomposition
>

de la forme :
A=1Q

avec L triangulaire inférieure, et Q unitaire,

ainsi qu'une décomposition de la forme :
A = Q1 R
avec Q1 unitaire et R triangulaire supérieure. /

Propriété 4

/ Pour toute matrice A de aﬂﬂ; (K 1l existe une matrice Q unitaire produit
3

de n(n-1)/2 matrices de rotations élémentaires telles que :

Propriété 5
/ Toute matrice A symétrique définie positive de 94“% n(R) peut s'écrire
: 3

sous la forme :

triangulaire inférieure. /

Propriété 6
n,.n _ o n-k
/ Scit F(A) = (1) (A -z P, A7) le polynome caractéristique de la matrice A
k=1
Alors on a : (théoréme de Cayley-Hamilton) : F(A) = O .
D'autre part : det A = (_1)n—1p

Si A est inversible, on a :

n ' t

-1 _ -1 ,,n1 _ n-2 _ _
A" =p (A P, A ceo =Py 1 )



Cci2

Propriété 7
Toute matrice A degdayn n(K) peut &tre transmiée en une matrice de forme
b ]
Frobénius générale par des transmutations de caractdre rationnel sur X :

My F

LA”[ peut s'écrire comme un produit de matrices €lémentaires, ou comme
un produit de matrices du second degré (Danilevski modifié).

De plu; si, sur K, le polynome caractéristique de A est irréductible, on
obtient ainsi une forme de Frobdnius simple. /

Propriété 8

Toute matrice A de vﬁ” (K) peut &tre transmée en une matrice de forme
tri-diagonale par des transmutatlons de caractére rationnel sur K, soit
en utilisant des transrutations par des matrices €lémentaires, soit en

utilisant des transmutations par des matrices du second degré. /

Propriété 9

Toute matrice A de JZQ, ’K) peut étre transmuée en une matrice d'Hessenberg,
supérieure ou 1nfer1eure par des transrutations de caractére rationnel

sur K et n'utilisant que des matrices &lémentaires. /

Propriété 10

Si A est une mabrlce hermitienne de J¢” (C), on peut la transmuer en une
tridiagonale hermitienre en utilisant s 501t &s transmutations par des
vnatrlces de rotation élémentaires (méthode de Givens) soit des Transmuta-
tions par des matrices hermitiemnes unitaires €lémentaires (méthode de
Householder).

Propriété 11

Toute matrice A de ,472 (C) peut tre transmu€e en une matrice d'Hessenberg
supérieure (ou 1nfer1eure) par une suite de transmutations, par des matrices
de rotation élémentaires, ou par une suite de transmutations par des matrices
hermitiennes unitaires €lémentaires. /
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hemarque

Les propriétés 1 i 6 sont lifes aux principales méthodes de résolution
directe d'un systéme linéaire AX = B et au calcul de 1'inverse d'une
matrice. Les propriétés 6 i 11 sont liées au probléme du calcul des
valeurs propres d'une matrice : 1l'obtention des formes tridiagonales
ou de Frobénius semblables 3 une matrice permet de calculer le poly-
nome caractéristique de ces matrices.

L'obtention de la forme d'Hessenberg supérieure est trés importante car
dans la pratique on applique 1'algorithme IR (Rutishauser) ou 1'algo-
rithme QR (Francis) sur cette forme qui reste invariante par rapport

a la méthode LR ou QR).

4 . INVERSION D'UNE MATRICE PAR DES METHODES DE PARTITIONNEMENT.

Soit M une matrice inversible d= lznh n(K).

>
Ferivons la matrice M sous la forme suivante :

A B
M = >
C D
a: K K = K .
avec A ¢ mp,p( ) ,De mn—p,n—p( ) , € Mn—p,p( ) , B E(ﬁp,n_ (K)

Ceci correspond i un partitionnement de M en quatre sous-matrices. Pour
un tel partitiormement, on peut calculer 1'inverse de M par la formule

classique suivante (si A est régulidre)

Q7 ¢ al
_ -1
avec Q=D-CA B .

S1 A est réguliére, alors on peut montrer que Q 1'est aussi (M &tant

supposéeinversible). On peut donc énoncer le théordme suivant
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Théoréme 1

Pour toute matrice inversible M de ‘mn,n(K) et pour tout entier p
compris entre 1 et n, il existe une matrice de permutation P telle
que PM puisse s'inversér par la formule 1. /

Montrons que pour p dormé, on peut déterminer P telle que la matrice A
de la matrice PM soit inversible. La matrice M &tant réguliére, ses p
premidres colonnes sont lindairement indépendantes. I1 existe done p
indices de lignes il""’ip tels que la sous-matrice p X p de M formée
par les €léments comuns 3 ses p lignes il""’ip et aux p premiéres
colornnes soit régulidre. On prendra donc une permutation P des lignes
de M telle que les lignes il""’ip deviennent les p premiéres lignes
de M.

Démontrons maintenant que si A est inversible, alors Q l'est aussi.

A 0]
Prémultiplions M par la matrice -1
-CA I
ap
On obtient :
N T als I a1l
M= p . - D
..1 -—
-CA Lo 0 D-CA"" B 0 Q
On a done :

(det A1) get M

det Q .

Par conséquent, si M et A sont régulidre on a bien Q réguliére. Q

On va maintenent étudier dans quelle mesure on peut concevoir
des partitionnements plus généraux et comment on pourrait les utiliser

pour inverser une matrice.
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a/ Partitionnement d'une matrice carrée stable pour la

multiplication

On désigne par E 1'ensemble des N matrices Eij qui forment
1 1 =
la base canonique de N,N(K) = MN .

P - (P,,P P )

D3ty

désigne une partition de E en m sous-ensembles Pi'

Remarque 1

Une partition P correspond en fait 3 une décomposition deﬁm,\I N(K) = MN
’ )

en sonme directe de m sous—espaces (M]\I )i i=1,...,m.

( JWN)i est le sous-espace engendré par les éléments de Pi).

m
M- My,
p7an P
2
m
¥he My, m= 3w , Moe (M),

Définition 2

/ Les sous-matrices Ml""’Mm de M constituent un partitionnement de la

matrice M. Ce partitiomnement sera dit de type P . /

On s'intéresse aux diverses opérations matricielles pour un
partitiomnmement P des matrices de P”N.

I1 est clair aque la seule difficulté provient du produit matriciel.
On est donc amenés a considérer les partitionnements P que 1l'on quali-
fiera de stables vis-3-vis de la multiplication matricielle.

Définition 3

/P est un partitionnement stable si :

¥Me (M) VMJ.G(MN)J. Hk}MiMJ.e(MN)k./
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Désignons par Pi la matrice carrée d'ordre N n'ayant que des

zéros et des uns et qui est la somme des matrices Eij de 1l'ensemble Pi'

Si on considére ces matrices corme construites sur une algébre de
Boole a deux €léments (0) et (1), on a immédiatement la propo-
sition suivante :

{
Proposition 1

Le partitiomnement P sera stable pour la multiplication matricielle si

et seulement si 1'ensemble des matrices Pi forme un semi-groupe (pour

la multiplication des matrices booléemnes). /

1 1 0 0
Exemple : N = 2 P1 = P2 =

0 O 1 1

Dans toute la suite nous considérerons les partitionnements P tels que

les matrices Pi forment un groupe.

b/ Construction de tels partitionnements.
(ef. Hall, M. [3]).

Soit G un groupe. A tout €lément a € G on associe 1'application

Ya de’ G en lui-méme Adéfini par :

¥x€G Ya(x) = a.x (translation 3 gauche)
(L'opéFation du groupe est notée multiplicativement).
I1 est clair que Yy est une bijection, que G est un domaine d'opérateur
réduit et que le groupe I' de ces translations & gauche est isomorphe 3 G.
De ceci on déduit paur un groupe fini d'ordre m le résultat suivant :
Théoréme

Tout groupe fini G d'ordre m est isomorphe d un sous-groupe du groupe

_symétrique Sm ./



Cc17

Proposition 2

A tout groupe G d'ordre m < N on peut faire correspondre un partition-
nement P dont les m matrices Pi forment un groupe isomorphe i G. /

En effet, G est isomorphe 3 un sous-groupe I' du groupe S
Un €lément y de T peut &tre représenté par une matrice de permutation
d'ordre m. Une telle matrice n'a que des zéros et des uns.

m
Choisissons m: nombres Ak > 0 tels que : A =N.
1

A toute matrice y € T d'ordre m, faisons correspondre la matrice P
carrée d'ordre N de la facon suivante :

si yi(j,k) = 0 on le remplace par une matrice nulle d'ordre Aj s A

si yi(j,k) =1 on le remplace par une matrice n'ayant que des 1 et
1
d'ordre Aj R Kk
EXemple :

Au groupe G d'ordre 2 isomorphe au groupe des deux matrices

0 1 1 0
et on peut faire correspondre le partitionnement
1 0 0] 1

suilvant pour N = 5 :

111 00 000 11
111 0O 000 11
111 00 et 000 11
000 11 111 00
000 11 111 0O

Remarque 2 i
On n'obtient pas ainsi évidemment tous les partitiormements stables pour
la multiplication. Pour s'en convaincre il suffit de considérer par

exemple le cas n=2 et m=2 avec le partitionnement suivant :

0 o) 1 1

K -
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¢/ Calcul de 1'inverse d'une matrice.

Soit M € dzn% n(K). Supposons M partitionnée en m sous-matrices
]
Ml""’Mm » le partitionnement considéré provenant d'un groupe G. Soit X'/
1'inverse de M. La matrice X’%st aussi partitiomnnée en m sous-matrices
XpseonsX .
Le groupe G est isomorphe & un sous-groupe du groupe symétrique Sm. On
désigne par PR -0 les générateurs du groupe G.
[}
L'inverse X'de la matrice M doit vérifier 1'équation suivante :
m
(Z

l—lMixgi)X=K

t N
K* = (1,0,...,0) , X = (kg oo %, )
(x désigne le produit de Kronecker de deux matrices).
On peut résoudre cette &quation en se servant uniquement des propriétés du
groupe G dans le cas d'un groupe G cyclique (cf. PEASE (6), et dans le cas

d'un groupe abélien (ef. LAFON (5)).

1/ G_est un groupe cyclique

A un isomorphisme prés, G est le groupe (I,S,S%,...,5" 1),

0 1
: 0
S = 1
1 ‘0
I1 faut résoudre 1'équation :
m-1 1
(I M. xS)X=K.
. i
1=0

L'algorithme suivant a &té donné par PEASE (6).
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Description de 1'algorithme

l=r pas :

6]
en (x ' S), en multipliant ensuite 3 gauche par (I x I—Mm,1.X S).
kéme pas : Les termes en (x S), (x S2),...,(x Sk_l) sont supposés &liminés.

Nous avons donc une équation de la forme suivante :

k k+1 =1\ _
(Ix TR g X SR xS v x S X = B .
I1 s'agit de montrer que 1'on peut &liminer le terme en (x Sk).

k-1 . X
Multiplioms par (Ix I + (X Q . x St) - (p x S7)) A gauche.
i=1 k-1 m-k

Le terme en (x Sk) disparait. Mais il faut empécher la réappari-
tion des termes déja €liminés. Pour cela, il faut choisir les Qi
de telle maniére que :

h-1
R e S

1=1
Ceci peut €tre résolu en calculant successivement Q1’Q2" ”Qk—l
U PP

- _p2-
Q=P (P P1) ete...
Remarque 1

on multiplie 4 gauche (2) par IVI_1 X I et on €limine le terme

A chaque étape on obtient une &quation du type suivant :

(AoXe+ZAi><gi))K=H.

Si AO est singuliére le calcul ne peut &tre continué. Mais si 1'une des

matrices Ak parmi les restantes, n'est pas singuliére, on peut multiplier

par I X gil s Ce qul améne Ak a la place de A ce qui permet’ de continuer

le processus.
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Dans son article, PEASE donne ensuite deux autres cas :

- Cas d'un partitionnement correspondant au groupe C2 C2 ve Cé

0] 1
(02 groupe d'ordre 2 engendré par la matrice ( 1 0 ) .

- Cas d'un partitionnement correspordant i un groupe G défini par la donnée

de deux générateurs a et b vérifiant ak =b° zeetab = bat .

{
On va traiter le cas plus général ou le groupe G définis-
sant le partitiommement P s'écrit sous la forme d'un produit direct de n
groupes cycliques.

2/ G est un groupe abélien
On utilise le théordme de structure suivant (3).

Théoréne
- 1 %2 %
Tout groupe ab&lien fini d'ordre n = P1 .P2 ...Pk est le produit direct

des sous-groupes de Sylow S(Pl),S(Pz),...,S(Ré). L'ordre du sous-groupe
e.
S(Pi) est Pil et S(Pi) peut se mettre sous la forme d'un produit direct

e e e.
. i} 2 is
' =
de groupes cycliques d'ordre Pi s P ,...,Pi avec ei1+ei2+...feis ei .

On va donc uniquement résoudre le probldme pour un groupe abélien G produit
direct de n groupes cycliques Ci d'ordre m. .

1 2 T n

n
|C.| = m. |Gl =m= 1 m,
=1t

S. : matrice de permutation d'ordre m. engendrant un groupe cyclique

isomorphe 3 Ci‘
g. : matrice d'ordre m g; = (I xTIx,,.x Si x I x ,..x 1)
(produit de Kronecker de n matrices, la jéme étant d'ordre nb).

G : est isomorphe au groupe engendré par les n matrices g; -
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Un &lément quelconque de G peut donc &tre écrit sous la forme :
i i i
gii g22 .o gnn . Posons :

_ nﬁ Hb mh
=g g .- gn .

On doit résoudre 1'équation suivante :

i1 i2 in
(3) (MO xe+IM U T TR >N -4 )X =K
1 n
(M. . : matrice carrée d'ordre N.)
igseeesiy

X et K matrice rectangulaire d'ordre mN et N.

Relation d'ordre sur G.

i1 i in ii ié iﬁ
Soient deux &léments de G : 8" & B et 8, & o8B s'i1 existe

P < n tel que :

- C_ sy . .
1,...,1p lp et lp+1 < 1p+1

on dira que le premier €lément précéde le second et on &crira :

i, i i iy i it
1 "2 In 1 "2 n
8185008, <8 & -..8

En permettant i tous les ij’ ij d'étre égaux, on définit la relation

L'équation (3) devient, en écrivant dans 1l'ordre croissant les éléments de
G :

" i k i
O N D LI A R o L

Algorithme d'élimination

Principe :

Désignons par Gn le groupe engendré par =

1

Gn—l le groupe engendré par g, et 8n-1

Gn—k le groupe engendré par 8> Bpoqoer sy

| A
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Les sous-groupes Gi forment la suite normale suivante :

G=G13 G2:> G3 ...DGn

et

L'algorithme quel'on va décrire est basé sur ces deux propriétés :
{
Dans 1'équation (4), on &limine successivement tous les termes de Gn’

puis de Gn—l’ Gn—2’ ete...

G étant éliminé, on effectue 1'élimination de G en utilisant
n-k+1 n-k

la relation Gy 7 G y4q ° Cpoyc -

On élimine donc les différentes classes g,
.o gmn_k—l o
o By Yokl

2
-k Gn-k+1’ gn—k Gn—k+1 e

La seule diffieulté est de montrer que si toutes les classes correspon-

2 -1 e . U
dantes aux gn—k’ gn—k""’gi—k sont €liminées on pourra éliminer la
classe gﬁ_k Gn—k+1 > Sans réintroduire les précédentes.

C'est ce que 1'on montre dans la suite. -

b/ Description

Grl étant un groupe cyclique, on peut Eliminer de 1'équation (4) 1les

termes correspondants en appliquant la procédure dornée au paragraphe 11.

bl) ETimination des termes correspondants i Gn_1

Goq /G =Coy

Montrons que 1'on peut €liminer successivement les termes correspondants

. - A 2 ml’l"l “ PR
aux différentes classes gh-l’gn—l”"’gn-l sans que les classes déj3
éliminées ne réapparaissent.

On raisonne par induction :
b2) Elimination correspondante 3 9n-1
On normalise 1'équation obtenue aprés bl) et on multiplie i gauche par :
m .
. i
(Ixe- iEO Mo...o,l,i = gn)
Puis on réapplique b1).

I1 faut ensuite &liminer la classe correspondante i g;_l .
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~1
281 -

Montrons que 1'on peut €liminer celie de gﬁ_l sans réintroduire aucun

b3) Supposons avoir &liminé les classes 8,12 g;_l,.

terme des précédentes classes.
L'@quation obtenue aprés normalisation s'dcrit :
m m _-1m-1
- n

o o i i
((Ixe + T M X(g~ g )+ I I M (g~ g )+...)x = K,
jz0 ©-+:05P,1 180 Kep+l  i=0 0...0,k,1 &n-1 n

1

On la multiplie 3 gauche par la quantité A :

m m
n-1 gﬁ 3 p-1 n-1 K i
A= (Ixe - £ M (g g )+ E L U .x g
j=0 ©--:0,P,1 1gn k=1 i=0 k,1 gn 1gn
I1 faut choisir les Uk i de telle maniére que les termes correspondants
>

aux éléments gﬁ_l g; avec k < p-1 ne réapparaissent pas.

Montrons que ce calcul est possible

- Calcul de U .
p-1,1

On doit avoir :

(i=O,,..,mn—1) .

M1 My m -1
i n~-1 j
(- iEO Mo...o,p,ix(gﬁ—lgn))( jEO Mb...o,mn_l-l,ix(gn—l gﬂ)
mn—l
-1 i,
¥ iEO Up—1,ix(g§—1 &) =0
= U = z M . .M .
-1, 5 44 -q ©---05p51, o...om _,=1,i,
172
mod m
n
q = 0,.. ,mn—l
De méme on aura :
t
U = I M ..M o
p-2,a i1+ig=q 0...0,p,1, ©...om . 2,12
B z u -1,1 Mo o,m___-1,i
i +i,=q P7isl4 e
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De facon générale supposons avoir calculé les U 150 Up_2 i
> >

Jusqu'a Up k#l,i
Les Up—k,i 1=O,...,m.n_1 devront vérifier :
m m

n-1 . n-1 mn .

. 1 J

( 2 M x(g (T W LI CR) )

jz0 ©---OP,1 gﬁ 18n j=0 O -Om 4 k, i8n &n

¢
m -1 m -1 m -1

mn—l—k+1

& i -1 i, "
v Up, 1 By 8 ZO Upet, g ) jEO Yo...om _ -k1"En1

m -1 m -1
k+1 i -1 _
oo Ukt gﬁ Z " o...m —1xgn— gn) =0
i= O 3j=0
on aura donc U . en fonetion des U ..U . déja calculés.
p-k,1 p-k+1,J° p-1,j 9

Par conséquent, 1'éliminatinn de G 1 pour cette méthode est possible.

b4) Supposons avoir éliminé Gn—k+1 et éliminons Gn—k .

a . = 3 1
Comme on Gn—k/Gn—k+1 Coy €F que C -k €5t un groupe cyclique on
peut  adopter le méme procédé que pour 1'élimination de Gn—l pour 1'élimi-

nation des termes correspondant aux différentes classes :

-1
2 n-k
&ralnk+1? Bnaln-k+12 Bnk Cpopsq -

Aprés 1'élimination de G1 =G ona donc 1'inverse de M. Ceci résoud,
du moins théoriquement la question pour un groupe abélien. T1 reste i savoir
quand la normalisation est toujours possible. Dans le cas ol elle ne serait
pas possible, on pourrzit procéder comme pour le paragraphe 2. Mais ceci

n'exclut pas la faillite du procédé pour certaines matrices.

3

g)
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CHAPITRE CII

APPLICATIONS DES RESULTATS DE 1A PARTIE B
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1. Inversion d'une matrice. Résolution d'un
systéme linéaire.

Calcul du déterminant.

Décomposition LR et QR.

Cas des matrices de formes particulidres.

Ul =W

Algorithmes utilisant les matrices de rotations
élémentaires.
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1 . INVERSION D'UNE MATRICE REGULIERE.

Soit M une metrice régulidre de dzz; oK), La méthode de Gauss
L

permet le calcul de X'inverse de M avec un nombre de miltiplications de
1l'ordre de n3 .

Le résultat suivant mortre que cette méthode n'est pas la meilleure
(cf. SFRASSEN (1')).

Théoréme 1
On peut calculer 1'inverse de toute matrice régulidre de d@&; n(K) en
3

Logg
utilisant 0 (n ) multiplications. /

On va raisomer dans le cas oll la dimension n de la matrice M considérée
est une puissance de deux. S'il n'en est pas ainsi on pourrait considérer
la matrice suivante :

M 0
3
0 I

de taille 2X avec k = }'Log2 ﬂT > dont 1'inverse est la matrice :

(M‘1 0
0] I
On suppose done n = 2k . D'aprés le théoréme I.1, on sait qu'il existe

une matrice de pernutation Pk telle que 1'on puisse écrire :

A B
P, M= ,

C D

avec A matrice réguliére (A,B,C,D sont quatre matrices carrées de taille
k-1
27 7)

On peut donc inverser la matrice PkM en utilisant la formule classique

sulvante :
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. R I B a1 gl
(1) (P M) = >
K 1, -1 -1
’ -Q " CA Q
_ -1
avec @=D-CA " B.
Comme on a : (Pkl\/l)_1 - w1l P, on aura 1'inverse de M sans aucun autre

calcul.

Désignons par I(n) le nombre de multiplications nécessaires pour inverser
une matrice de taille n, et par M(n) le normbre de multiplications néces-
saires pour effectuer le produit de deux matrices de taille n.

Par application de la formule 1, on voit que pour inverser la matrice M

de taille 2k, on est ramené 2 inverser deux matrices de taille 2}(—1 et a

k-1

effectuer six produits de matrices de taille 2° ~, on a donc :

2) 12Xy = 2 12X 4 6 MK

Mais, avec 1l'application récursive des formules de STRASSEN pour effectuer

le produit de deux matrices on a :

7
1o
M(n) = n %2 ,
clest-3-dire :
MKy = 7% .

La relation (2) domne (comme I(1) = 1 et M(1) = 1)

_ k-1
125 = K4 6,753 s (%Jq) -2,
q=0
k k k-1 (é'k -1
I =2"+6 .7 ~ +— -2
(7)_1 t
k
Soit 12Ky = %-7k --%- -2

In) =0 (n
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Remargge 1

La relation (2) montre en fait que 1l'cn a :
I(n) = O(M(n)).

En particulier, si 1'orn savait faire le produit de deux matrices n x n

of

en n~ multiplications (avecyf <'Log;) on aurait également :

CItm) =0 (nY) .

Remarque 2

Dans le cas ou la dimension n de la matrice M considérée n'était pas

une puissance de deux, on 1l'a considérée comme une sous-matrice d'une
matrice de taille 2% avec k = [og, n] .

Cela montre bien que dans tous les cas

Log)
I(n) = O(n

(multipliée par sept).

), mais a 1'inconvénient de donner une constante grande

En fait, on aurait simplement besoin d'augmenter la taille d'une matrice
de 1 au plus (dans le cas n impair) et partitionner cette matrice en
quatre blocs de taille % . Le résultat asymptotique reste le méme, mais
la constante devient celle du cas n = 2k (g).

Remarque 3

Le résultat reste valable si on compte le nombre total de multiplications et
d'additionsutilisées pour .calculer 1'inverse. En effet, on sait que si M(n)
désigne le nombre total d'additions et de multiplications nécessaires pour

effectuer le produit de deux matrices n x n par STRASSEN, on a :

Logg
M(n) = O(n ).

La relation (2) deviendra :
(2") 1(2X) = 2 12X ys 6 MKy 4 22K 1
On en déduit donc :

I(n) = O(M(n)) (si M(n) > n?) .
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Corollaire 1

La résolution d'un systéme linéaire MX = B avec M régulidre de taille n

- I_og; -~ » - - -
peut se faire en O(n ) opérations arithmétiques. /
ALog7
On peut calculer 1ltinverse de M en O(n ) opérations arithmétiques. Il

1 par le vecteur X ce qui

reste donc ensuite 3 effectuer le produit de M
ne nécessite que n multiplications et n(n-1) additions au plus.

7
Log
Par conséquent la résolution de MX = B peut se fairs en O(n 2) conme

1'inversion de M. 4

Remargue

Les résultats précédents ont &té &tablis 3 1'aide de la formmle classique
d'inversion d'une matrice par partitionnement. BUNCH et HOPCROFT (10) ont
montré que la décomposition d'une matrice M sous forme d'un produit d'une
matrice triangulaire inférieure unitaire L et d'une matrice triangulaire

1o !
€2
supérieure R pouvait se faire en O(n ) opérations arithmétiques, ce

qui domne donc aussi le résultat pour la résolution d'un systéme lindaire,
et 1'inversion d'une matrice ainsi que pour le calcul d'un d&terminant.
D'autre part, quel que soit le nombre d'opérations arithmétiques finale-
ment nécessaires pour inverser une matrice (I(n)) ou multiplier deux
matrices (M(n)) on peut montrer que ces deux nombres seront toujours du

méne ordre, plus précisément, on a le théoréme suivant :

Théoréme 2

I1 existe deux constantes k1 et k2 telles que 1l'on ait :
I(n) f.klM(n) et M(n) i_kzI(n) oi M(n) et I(n)

désignent le nombre d'opérations arithmétiques nécessaires pour multiplier

deux matrices et pour inverser une matrice de taille n. / ,

L'existence de k1 a €té démontrée dans le théoréme 1. Pour démontrer que
1'on peut écrire M(n) 5_k21(n), 11 suffit de ramener le produit de deux
matrices 3 un calcul d'inverse. Ceci peut se faire par exemple, de la

maniére sulvante :



C31

Soit deux matrices A et B de vﬁn% n(K). On désire calculer leur produit
S
AB en se ramenant au calcul de 1l'inverse d'une matrice.

On peut noter que 1l'on a par exemple :
-1 -1
I B I+ B(I-AB) ~ A ~-B(I-AB)
A I ~(I-AB) A (1-aB) 1

Pour avoir le produit AB on se raméne ainsi 3 1'inversion d'une matrice

N . . . n n
n ¢ n puls 4 l'inversion d'une matrice 5575 -

On a donc par ce procédé :
n
M(n) < I(n) + I(EJ +n
et donc :

M(n) <2 I(n) . O

2 . CALCUL DU DETERMINANT D'UNE MATRICE

Théoréme 3
Le calcul du déterminant d'une matrice M degé”y n(K) peut étre fait
3

7 n
Log2
avec O(n ) opérations arithmétiques. /

Ce résultat découle évidemment de celui de BUNCH et HOPCROFT (10) sur le
calcul de la décomposition LR d'une matrice. La démonstration suivante
permet d'obtenir une estimation meilleure du nombre de multiplications

(divisions) et d'additions (soustractions) nécessaires pour un calcul.

Soit d(n) le nombre de multiplications -divisions nécessaires pour cal-

culer le déterminant d'une matrice M deeJZ”n n(K).
3

Si on partitionne M en quatre sous-matrices A, B, C, D le résultat du

théoréme I.1 s'applique :

det M

det A det Q ,
det AQ
1

avec Q=D-CA*B.
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Cecl raméne done le calcul du déterminant d'une matrice d'ordre n 3

. . n . .
celul d'une matrice d'ordre 3 au moyen de troils produilts et d'une
. . . n
inversion de matrices d4d' ordre 5 -

Cn a done :
! n n
d(n) = d(§) + 3 M(EJ + I(z)

Sin= 2k on a exactement

@) =@ v s 7L L2
k-1
L oagok-ly 21 k-1 27
=d@T) ¢ &= T = - 2
On obtient
+ 2
k+1 §
Ky o7~ 1.k ,ek-2
d@") = g--g2 -t 2

et dans le cas général :

7

Log
2
).

d(n) = 0(n

Le méme résultat est valable si 1'on compte aussi les additions et

les soustractions. O

3 . DECOMPOSITIONS LR ET QR

Théoréme 4 )
On peut mettre une matrice M sous la forme d'un produit par une matrice
triangulaire inférieure unité L et une matrice triangulaire supérieure R

Log;
en O(n )} multiplications. /
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0O Comme on ne compte ici que le nombre de multiplications générales utilisées
par les calculs on suppose que la matrice A peut se décomposer sous la
forme IR (la recherche d'une permutation sur ses lignes telle que ceci ait
lieu n'est pas prise en compte).

On suppose n = 2k . Décomposons M en quatre sousematrices de taille 2k-

A B )
: M .
cC D

et écrivons :

1 -

L1 0 R B

Cp I >

=
n
o}
"

Ll’ L2 sont deux matrices triangulaires inférieures unités de taille 21{—1
et Rl’R2 sont deux matrices triangulaires supérieures de taille ZK_l .
On doit donc avoir :

A B LlRl LiBl

C D ClRl C1B1+L2R2

Désignons par LR(n) le coldt en nombre de multiplications-divisions de
1'obtention de L et de R. Le calcul de L, et de Ry nécessite le: colt

1

1R (g) . Ensuite le calcul de B1 = (Ll)— B et de C1 = C R;l nécessite
2 I(D) et 2 M.

On cbtient ensuite Lg‘et R2

nécessite le colt LR (%) et M(%).

en décomposant la matrice D - 0181 ce qui

On a donec en tout :

IR(n) = 2 m(%) + 2 1(%) +3 M(g) .
Comme I(n) f_g-M(n) s

on obtient :

r

IR(n) < 2 IR(Q) + ?—%M(g) :

Ceci entraine immédiatement que 1'on a :

IR(n) = O(M(n)).
soit Logg
LR(n) = O(m ). ©
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On va maintenant étudier le probléme de la décomposition
QR d'une matrice M de W (C) (m > n).
On sait (propriété I1.3) que l'on peut déterminer une matrice Q de 04%n1n (C)
et une matrice triangulaire supérieure R de Mzzjrﬁc) telles que 1l'on ait :

>

= QR avec Q Q=1

La méthode de Schmidt ou celle d'Householder permet d'obtenir la décompo-
sition de M en 0(mn?) opérations aritmmétiques. On va montrer que
cette décomposition peut &tre calculée en

(Log] -1)
O(m n ) opérations arithmétiques.

Théoréme 5

La décomposition Q R d'une matrice M de mm n(C) de rang m peut &tre
>

calculée avec

(Log2 7-1)
O(m n ) opérations arithmétiques. /
o ) o, . .k _ k!
Supposons pour simplifier le raisomement que 1'on ait n = 2° , m= 2
On peut alors partitionner les matrices M , Q et R en quatre sous-matrices

de la maniére suivante :

A B Q

C D Q2 Qll 6] R2

avec Rl’R2 triangulaire supérieure.

ABCDQleQB,Que”/l

5

3 1,R e

r\J[’:S

3

)L Tedl,
2°

Cn désigne par Q R(m,n) le colt du calcul de la décomposition @ R d'une
matrice de ,ﬂﬂm

r\)[:3
N
ml:j

La condition pour que 1l'on ait Qjii Q = Irl devient :

*
¢ S l[y 9 [ w0

* 3 2 :
G o9 % 9 o 1
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it
O
"

3 _ * X
U Y+ QL , Qe+ Q

~~
N
p g
N

* ¥ _ ¥ % _
Q3Q3+Q4QM—I ,Q3Q1+Q3Q2—O.

V] o]

La condition A = QR devient :

{

A B Q1 Bl QlT + Q3R2

C QR QT+ R,

W

On doit donec avoir en particulier :

I
n
2

A Q £ %
( | - 1)%  avee oy,

C Q2

Ceci représente donc le calcul de ia décomposition QR d'une matrice de

/i

n(C). Le coit de ce caleul est done QR(m,g).

m,s
Ayant calculé Ql’Rl et Q, il faut déterminer'QB,Qu, T et R2 telles que
1'on ait :

B = QlT + Q3R2 N

D =

LT +QT,

et que les conditions (1) soient satisfaites.

Les conditions (1) permettent d'obtenir :
o 3 % %
QB + D = (df + BT + (@a, + R,
=T .
_ X
Donc T = QlB + Q;D .
m

Le caleul de T nécessite 2 M(%», 5 g) opérations arithmétiques

(M(m,n,p) désigne le cofit du calcul du produit de deux matrices de aﬂ!m n(C)
>
et de C)).
et de M (0))
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On aura ensuite :

B - Q1 T _ Q3 o
2 >
D - Q2 T Qu
avec Q?Q3 + QEQu = IE
2

Cette derniére &tape du calcul nécessite done, d'une part le calcul de

QlT 2t de Q2T (2M(%, g, g)), puis d'autre part, le calcul de la décompo-
B - Ql T n mn

sition QR de la matrice ce qul nécessite QR(m, =) et ——
D - Q2 T

additions-soustractions.

On a donec en tout la relation :

n m n

monony,mn n?
2° 2272

_ m mn
QR(m,n) = 2 QR(m, 5) + 2M( ) + 2M(§, 5 % >t
Cette relation donne immédiatement

Log, 7-1
QR(myn) = 0 (mn ~ )

(m: Q(m,n) = 0 (m na_l) si le produit de deux matrices nxn peut se faire

en n opérations arithmétiques ) B
Ce résultat a été montré pour la premidre fois par SHONHAGE (13),

(14) par une méthode analogue, ainsi que par l'utilisation de matrices de

rotation "généralisées".

4 . CAS DES MATRICES DE FORMES PARTICULIERES.

Tout ce qui précéde s'applique pour des matrices de formes tout
1 rait gquelcongues. Par contre dds que 1'on considdre des sous-espaces
particuliers de matrices les résultats précédents peuvent ne pas donner
d'am®liorations sur les algorithmes dé8j3 utilis®s. On va >xaminer

dans cette optique quelaues sous-espaces de Mzz r(K).
n
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a/ Matrices triangulaires (inférieures ou supérieures).

Le déterminant d'une telle matrice peut se calculer de manidre
évidente en n multiplications seulement. Les décompositions IR et QR sont
immédiates. Par contre en ce qui conicerne le produit de deux matrices
triangulaires inférieures entre elles, et 1'inversion d'une telle matrice,
on ne comnait pas de méthodes meilleures que les méthodes précédemment

Log, 7
exposées en O(n 2 . Ceci semble montrer que si dans le cas général

tous ces calculs sontde la méme difficulté, il ne semble pas en &tre de

méme du tout guand on regarde des sous-ensembles particuliers de dzg n(IO.
3

b/ Matrices cycliques.

On sait faire le produit de deux matrices cycliques decAz& n(c)
en n multiplications générales et O(n log n) opérations arithmétiquesf
On sait également inverser une telle matrice régulidre en n divisions et
0 (n log n) opérations arithmétiques totales (cf. B.IV).
Si on prend comme corps de base 3'alors on ne peut appliquer la transformée
de Fourier et le produit de deux matrices cycliques de vﬁ”n n(R) nécessite
n® multiplications (et 2n?-n opérations aritrmétiques). Peut-on alors faire

Log, 7
moins que O(n e ) opérations arithmétiques pour inverser une matrice

cyclique de a@?n n(R) ?

>

Combien colte le calcul du déterminant d'une matrice cyclique de yéy%_n(c)
>
R 9
ou de dﬂ”%}n(“) ;

Soit donec C une matrice cyclique de (ﬂé n(C) ou ‘ﬂ”ﬁ n(R) . On peut écrire
> 3

C sous la forme suivantce :

1 2 n
o c
mo n-1 C.eC ou C.€R
1 1
(i=1,...,n)
c, C c, €,

Scus cette forme, on ne peut utiliser les méthodes de partitionnement précd-
dermment utilisées car les sous-matrices obtenues re seraient pas cycliques.

n peut cependant utiliser le résultat suivant
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Lemme 1

I1 existe deux matrices de permutation. P et Q telles que l'on ait :

c. ©
PCP = T2 ], avee ¢

C2Q Cl

10 C2 cycliques .

O Montrons ce résultat dans les cas n = 2 k.

I1 suffit de constater que 1'on peut prendre :

1 & k-1 ok
Cox1 €1 300 Copz | Ca C Gy Cog-2
C, = , C, =
1 >
cy G c, ¢, G c,
et
Cox Co Gy Cog-2
Cok-2%2k
CgQ = a
C, Cox

On peut alors énoncer le théoréme suivant :

_Théoréme 6
# Le calcul de 1l'inverse d'une matrice cyclique 3 &léments réels (de uZ&; n(R))
3

peut se faire avec 0(n?) opérations aritrmétiques. /
i 3

0 Soit C e N n(R). D'aprés le lemme 1 on peut écrire :
b
C C
PCP = ( 1 2 .
C2Q C1

(P et Q étant deux matrices de permutation et C2Q est aussi cycligue de

meme que C1 et C2).
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On peut donc écrire :

-1 -1 -1 -1 -1 -1
» C1 + C1 C2 R 02 Q C1 - C1 C2 R
PC P =
-1 -1 -1
R 02 Q C1 R
_ -1
avec R=C, -C.QC C

1 2771 27

{ -

Soit I (n) le nombre de multiplications nécessaires pour inverser. une

matrlce cyclique de od’f r# ). La formule précédente montre que pour
’

calculer C™1 i1 faut faire cing produits de matrices cycliques % > 5 et
deux inversions de matrices cycliques %-, %-.
On a donc :
= n n

I,n) =21, +5M(5)
Si Mc(n) = n? on obtient

I, (n) = 0(n?)
(sin:2kona:I(2)=—(2 )2 - 229,

Le résultat reste le méme si on considdre toutes les opérations
arithmétiques (Mc(n) = 2n® - n et le calcul de R nécessite n additions-

soustractions en plus). O

Corollaire 1

Le calcul du déterminant d'une matrice cyclique de 0471— (R) peut se

calculer avec 0(n?) opérations arithmétiques.
On peut en effet raisornmer comme pour le théoréme 3. On a :

det C = det(P C P) = det (ClR)

B _ -1
avec R = C1 C2Q C1 02 .
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Le calcul de R nécessite le calcul de Cil (O(g)z) et le calcul des deux

1

produits de matrices cycliques C; C2 et 02 @ . I1 faut ensuite faire

encore le produit ClR . On a donc :
= n n n

=> Dc(n) = 0(n%?) . o

Corollaire 2

Le calcul du déterminant d'une matrice cyclique de °42¥11(C) peut se calcu-
3

ler en O(n log n) opérations arithmétiques.

Dans ce cas on a :
Mc(n) = O(n log n) et Ic(n) = O(n log n).

La relation (2) domne donc :
Dc(n) = O(n log n). 4

¢/ Matrices de Toeplitz et de Hankel.

D'aprés les résultats de la partie B (chapitre IV), le produit
d'une matrice de Toeplitz (ou de Hankel) de véy%)ﬂ(c) par un vecteur peut
se faire avec 2n-1 multiplications générales et O(n log n) opérations arith-
métiques. Par conséquent, le produit de deux matrices de Toeplitz (ou de
Hankel) peut se faire avec 2n? - n multiplications générales et O(nzlog n)
opérations arithmétiques totales. Sur R ou sur Q on ne sait pas faire le
produit de deux matrices de Toeplitz (ou de Hankel) avec moins de

Log, 7
O(n ) opérations arithmétiques totales.

Par contre, on sait résoudre un systéme linéaire du type A X = b avec

A€ uﬂﬂ% n(K), en 0(n?) opérations arithmétiques totales s1 la matrice A
3

est de Toeplitz (ou de Hankel). cf. (8), (9), (12), (15), (16).
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5 . _ALGORITHMES UTILISANT LES MATRICES DE ROTATION ELEMENTAIRES.

La méthode de Givens permet de triangulariser une matrice en
la prémultipliant 3 gauche par des matrices de rotation &lémentaires.
(On obtient ainsi la matrice Q de la décomposition QR sous forme d'un
produit de matrices de rotation.). On peut Egalement obtenir une matrice
d'Hessenberg semblable 3 une matrice donnée en utilisant des transmuta-
tions ‘par des matrices de rotation .On utilise également des transmui-
tations par des matrices de rotation dans la méthode de Jacobi.

On va montrer comment on peut diminuer du quart le nombre de

multiplications-divisions utilisées par toutes ces méthodes (cf. LAFON (11)).

Soit en effet Vij(e) une matrice de rotation élémentaire.

Vij(e) = cos 8 Eii + cos 6 Ejj - sin 6 Eij + sin 6 Eji ;
Quand on multiplie une matrice A i gauche (resp. a droite) par une matrice
telle que Vij(e), on ne modifie que les deux lignes (resp. les deux colonnes)
1 et j de cette matrice.

Tout revient i effectuer le produit :

cos 8 - sin 6 A. “e A. Al - Al

11 in - 11 in
sin & cos @ A. e A, Al, eee A
J1 Jn Ji Jn

On peut écrire :

to= .. = si .
Aik cos 6 Alk sin 6 AJk R

1
Ajk

1

sin 6 Aik + cos B Ajk

Ce calcul de Aik et Ajk nécessite quatre multiplications et deux additions .

Mais on peut aussi écrire :

, s
Aik cos 6 (Aik + Ajk) (sin & + cos e)Ajk S

Al

1 cos 8 (Aik + Ajk) + (sin 6 - cos G)Aik
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Sous cette forme, on voit que le calcul de Aik et de Ajk peut se faire

avec trois multiplications seulement.

On écrira donc :

S1 = sin 8 + cos 6
82 = sin 6 ~ cos 9§
P1 = cos 8 (Aik + Ajk)
1 = -
CAL TP 75 Ay
! =
Ajk P1 + S2 Aik

Pour calculer les 2n quantités Al (k=1,...,n) on voit qu'il faudra

Al
k > "jk
avec ces formules :

“n multiplications et 3n+2 additions-soustractions.

Cette modification est intéressante d&s lors que le temps d'exécution de
la multiplication est supérieur i celul d'uns addition. Elle entraine une
diminution d'un quart du nombre des multiplications employées par les
algorithmes précédemment cités (le nombre total d'opérations arithmétiques
augmentant du double du nombre de produits effectués par des matrices

de rotation ).



(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

a+)

(15)

(16)
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CHAPITRE CIII

OPTIMALITE DE QUELQUES

ALGORITHMES RBASES SUR L'EMPLOI

DES MATRICES ELEMENTAIRES

PLAN

1 . Résolution d'un systéme linéaire
a/ Algorithmes optimaux
b/ Optimalité de Gauss pour 1l'obtention d'un
systéme triangulaire
c/ Algorithmes optimaux de résalution d'un
systéme linéaire
2 . Transmutation d'une matrice sous forme d'Hessenberg,
tridiagonale, et de Frobénius.
a/ Algorithmes optimaux
b/ Transmutations par des matrices &lémentaires
c/ Méthode optimale d'obtention de la forme
d'Hessenberg
d/ Méthode optimale de réduction soms forme
tridiagonale

e/ Méthode optimale de réduction sous forme Frobénius.
Références.
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INTRODUCTION

Dans tout ce chapitre, on ne considére qu'une classe restreinte
d'algorithmes de calculs sur les matrices : celle constitude des algo-
rithmes qui n'utilisent que lesopérations + , - , xet / du corps K et
qui ne modifient une matrice qu'en la multipliant par des matrices élémen-
taires.

i

Dans cette classe restreinte d'algorithmes, on étudie la comple-
xité, au point de vue du nombre de multiplications-divisions (ou du nombre
d'additions-soustractions)utilisées, des calculs suivants :

triangularisation d'une matrice, résolution d'un systéme lindaire,
obtention d'une matrice de forme d'Hessenberg, (ou tridiagonale, ou de

Frobénius) semblable 3 la matrice initiale.

On sait que 1l'on peut effectivement résoudre ces calculs en
n'utilisant que les opérations + , - , x et / du corps K et que des produits
par des matrices &lémentaires. Les méthodes bas@es sur 1l'emploi des matrices
de rotation et celles qui nécessitent le calcul d'une racine carrée

n'entrent pas dans cette classe d'algorithmes.

On montre que la méthode de Gauss usuelle est la méthode optimale
d'obtention de la forme triangulaire d'un systéme linéaire.

En supposant que tous les algorithmes considérés conservent les
z€ros obtenus au cours des calculs, on démontre 1'optimalité de Gauss pour
la résolution compldte du systéme. On décrit tous les algorithmes qui uti-
lisent le méme nombre d'opérations arithmétiques que Gauss (et qui sont donc
aussi optimaux). En particulier, on montre qu'il n'est pas nécessaire de
passer par 1'étape intermédiaire de la triangularisation du systéme pour le
résoudre avec le nombre minimal d'opérations arithmétiques - ce qui contredit
le résultat obtenu par Klyuyev et Kokovkin-Shcherback sur ce probléme,
Notons que ces derniers ont été les premiers & noser dans un cadre analogue,

le probléme de 1'optimalité de Gauss pour la r colution d'un systéme linlaire
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On donne ensuite les algorithmes optimaux d'obtention des formes
d'Hessenberg, tridiagonale et de Frobénius semblables 3 une matrice domnée.
Pour 1'obtention des formes tridiagonales et de Frobénius, les algorithmes
obtenus diffeérent des algorithmes classigues. Le gain obtenu sur ces algo-
rithmes classigues est de l'ordre de n* opérations arithmétiques. (Le
nombre total d'opérations arithmétiques reste de 1'ordre de n? opérations).

Tous ces résultats ont déja été exposés dans deux séminaires (18), (19).

1 . RESOLUTION D'UN SYSTEME LINEAIRE

Soit un systéme de n éguations lindaires 4 n inconnues :
(1) AX =B,

|
A€ 04321 n(K) (K corps infini), X, Be K.
Jn note par aij 1'élément i,j de la matrice A.

Jn associe d ce systéme la matrice A1 suivante :

11 %12 n "1
A, = Alemn,ml(m.

Définition 1

On obtient la forme triangulaire supérieure équivalente au systéme (1) si,
par des combinaisons linéaires de ses lignes et des opérations rationnelles

sur K on a mis la matrice A1 sous la forme suivante :

1 1] t
a11 ] e a1n b1
By = 0 T
0 c.... O at b!
nn n 1

la solution du systéme (1) vérifie :

1 ]
a1 84n
! . X = B! B'Y = (b],...,0))

0 a!
nn
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Définition 2

On obtient la forme diagonale (ou résolue) équivalente au systéme 1 si,
par des combinaisons linéaires de ses lignes et des opérations rationnelles

sur K, on a mis la matrice A1 sous la forme :

"
1. bl

4 o 1 p"
n

La solution du systéme (1) sera alors domnée par la dernidre colorme de

la matrice D1

a/ Algorithmes optimaux

On s'intéresse ici seulement au cas général, c'est-i-dire au
cas ou les &léments de la matrice A1 donnée sont absolument quelconques
(sans relations algébriques entre eux). Cela veut dire en particulier

que la matrice A1 est toujours supposée régulidre.

On peut. donc considérer les &léments BiqsrensB s bl’ .,bn comme des
indéterminées. Les calculs effectués auront donc lieu dans

K(all”" s s 1, b ) (on garde les mémes symboles pour les opérations
de K(a b ) que ceux des opérations de K).

11°°
On désigne par’gfgh_(resp par oﬁ?') 1l'ensemble des algorithmes permettant

d'obtenir R1 (resp. Dl) i partir de A1 en effectuant une suite finie de
produits 4 gauche par des matrices &lémentaires et une suite finie de calculs
113 98 bl"“’bn)'

A tout algorithme de .){'R (resp. Je’D), )2’, on associe un coit

mesuré par le nombre de multiplications et de divisions qu'il utilise. On

dans K(a

note par Cﬁ(n, J%) ce colt (resp. par Cg(n,dej. Dans le cas ol le cout
serait mesuré par le nombre d'additions-soustractions utilisées par 1'algo-
rithme, le colt sera noté Cg(n,ﬁf) ou Cg(n,Jt).

On définit Cﬁ(n) et C%(n) par :

cX(n) = Min CX(n,J%) ,

‘R
E,)%g

cX(n) = Min Cx(n,dg)
VT Rew,
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Un algorithme 972 de ,ﬂ? (resp. de o”?’) qui est tel que 1l'on ait
Rhi) = Cxﬁl Je ) (resp. CX(n) S(n,J% )) est un algorithme optimal -

dont le cout est le colt mlnlmal.

b/ Optimalité de Gauss pour 1'obtention du systéme triangulaire

On va démontrer que la méthode de Gauss est optimale 3 la fois
pour le nombre de multiplications-divisions et pour le nombre d'additions-
soustractions utilis€es par tous les algorithmes de ”ﬁ%R

On va en affet montrergue 1'on a :

R\n) = %-n(n+1)(2n+1) -n
+ _ n(n?-1)
e

Lemme 1
Dans le cas général, pour obtenir la matrice R i partir de la matrice A
il faut utiliser au moins E—(—-rg—l—ll-matrlces du type Eij(a> avec
ae K(all""’ann 5 bl”"’bn)' /
En effet, pour obtenir k zéros en utilisant k matrices E. (ak¥ il
faut résoudre un systéme linéaire de k équations 3 k 1nconnues (les ak:ou
des produits de certains d'entre eux).

L'obtention de plus de k zéros n'est possible que si le déter-

minant de cette matrice est nul, ce qui est impossible par hypothSse.

Le résultat découle du fait qu'il faut obtenir Eigill z&éros pour avoir
la forme R1 .
Définition

On désigne par ‘)?6 la classe des algorithmes de ‘)?,R qui permettent de
calculer R1 3 partir de A1 en utilisant 1le nombre mindmum possible de

matrices ¢lémentaires et en obtenant un zéro aprés chaque produit.

Thooréme 1
Tous les algorithmes de la classe oﬁﬁ, sont optimaux pour le nombre de

multiplications-divisions (resp. additions-soustractions) employées. /
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D Ce résultat prouve que la méthode de Gauss est optimale puisqu' elle
fait partie de la classe dﬁza.
On va montrer que, pour un algorithme de .7? s 1'ordre d'obtention des
zéros est trd@s particulier.
K

Soient A:,...,A1 = R1 les K matrices obtenues 3 partir de A1 aprés chaque

produit par une matrice &lémentaires (K = Eﬁﬁ%ll).

{
Proposition 1

Sik > j , un algorithme df?tj%’ ne peut placer un zéro en (i,k) avant

d'en avoir obternu un en (i,j).

I1 faut remarquer tout d'abord que tous les zéros créfs par un algorithme
L)Z de Lf%; sont conservés lors des multiplications restantes car un tel
algorithme ne peut obtenir au plus que Eiﬁgil Zéros.

q—

1
position (i,k) et que 1'élément (i,j) (j < k) ne soit pas encore nul.

Supposons que A% différe de A 1 par un zéro supplémentaire en

(k < i1 sinon JQ: ¢ JQ’ 6)' A une étape ultérieure, il nous faudra bien mettre
un zéro en (i,j). Comme il faudra conserver le zéro en (i,k) pour que Je e,}i
il faudra combiner la ligne i avec uneautre ligne ayant aussi un zéro en
(i,k) et 1'é1ément (i,j) non nui. I1 est clair que 1l'on peut alors refaire

ie méme raisonnement pour cette ligne. D'autre part, on doit avoir i » k ,

car sinon on utiliserait un produit élémentaire pour placer un z&ro au dessus
n(n-1)
2

ou sur la diagonale et 1'algorithme QYZ’utiliserait plus de produits
par des matrices €lémentaires.
En réitérant le raisonnement, on voit que 1'on aboutira forcément 3 une

impossibilité.

Corollaire 1

Un algorithme de °)€:§ ne pourra mettre un zéro en (i,k). (i > k) que si

les zéros en (i,1), (1,2),...,(i,k-1) ont déja &été obtenus.

Corollaire 2

Le normbre minimal pour le cas général, d'opérations m/d (resp. d'opérations i)
pour les algorithmes de .)ie est :

n(n-1) )

%vn(n+1)(?n+1)-n (resp. 3



C50

Er. effet, pour obtenir un zéro en (i,k) il faut combiner la ligne i
avec la ligre J ayant un €lément non nul en (j,k) et les &léments (j,1),
(3s2)5e..,(j,k-1) nuls. ‘

a. a.

On calculera _L.K et a. - LK a. a=k+1,...,n+1
aj Kk 1,49 aj Kk J,d
> 3

Le nombre d'opérations est donc :
1 division + nt+l-k multiplications et n+1-k opérations T,
Le nombre total de multi-divisions sera donc :

n-1

5 (n-k) (n+2-k) = %n(n+1)(2n+1)-n .
k=1

Remargge

L'algorithme de Gauss pour 1l'obtention du systéme triangulaire dorne ce

nombre d'opérations. O

Le résultat précédent est valable seulement pour les algorithmes

de °ﬁ?69

C'est-a-dire pour ceux qui satisfont aux trois conditimns-suivantes :
a) L'algorithme ne place pas de zéros en (i,j) pour j > 1.
b) L'algorithme conserve les zéros déji obtenus.

c) Il n'obtient qu'un zéro au plus pour un produit &lémentaire.

On va montrer que le résultat précédent est encore valable si

1'on supprime ces trois restrictions.

Théoréme 1'

L'algorithme optimal d'obtention de R a partir de A, ne se trouve pas

1
parmi les algorithmes de Uﬁ? qui obtlennent au moins un zéro supplémen-

taire au-dessus de la diagonale de Ay (tout en conservant les zéros créés). /

Si un tel algorithme crée des zéros dans la partie supérieure de Ai’ tout

en respectant 1'ordre de création des zéros de la partie inférieure que
suivent les algorithmes de ¢72 , alors son colt sera supérieur A celul

d'un algorithme de Jf’ : il suffit de voir que pour chaque zéro ainsi créé,
dans la partie supérieure, le colit de sa création est supérieur aux économies

d'opérations qu'il permet de réaliser.
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Soit (i,j) (J > i) la position du premier zéro créé au-dessus
de la diagonale de A1 par 1l'algorithme considéré. On va calculer la varia-
tion 6ij entrainée par cette création sur le colt de la méthode ‘de Gauss.
On a :

%15 7 Ciy "%y o
ou Cij est le colt de création minimal de ce zéro, et Gij est la diminution
maximéle du nombre de multiplications-divisions entrainée par cette création
(par rapport a Gauss).

Soit kij le nombre maximal de zéros dé€jd créés dans une ligne q
(g # 1) de la matrice A1 dont 1'élément (qg,;j) est non nul (kij < j). En
combinant cette ligne q avec la ligne i pour créer le z&ro en position (i,j)
on aura le colit suivant (en nombre de multiplications-divisions)

C.. = n+1-k..
1] 1]

Evaluons maintenant le gain escompté par rapport d Gauss. A chaque utilisatio
ultérieure de la ligne i pour créer un zéro dans la colomne i, on utilisera
une multiplication de moins que pour Gauss. On aura donc :

G.. = n-1 = si k.. <1
1] 1]

1]
i
=
]
[SR

\%
]

G. - .. k. .
1J 1) 1] —

On a finalement :

O
H
[N
+
~~
e
|
~
[
N
0]
1
-
A
=

Dans les deux cas la variation de colt entrainé est positive et le coit

total va donc augmenter.

Qu'en est-il pour les zéros ultérieurement créés dans la partie supérieure 2
Le raisomement est le méme que celui précédemment fait sauf dans les deux

cas suivants :
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Cas 1 : On crée un zéro en (£,i) (2 < i) en se servant de la ligne i

qui posséde un zéro en (i,j) (J > i).

Cas 2 : On crée un zéro en (2,j) (j > %) ap™@s en avoir créé un en(i,j).

Cas 1 :
En effet, dans le cas ou 1l'on crée un zéro en (2,i) avec < i, on peut
diminuer de un le colit de création de ce zéro en se servant de la ligne i
ou 1'on a déja créé le zéro (i,j). Mais pour que ce zéro (g,i) puisse
servir a quelque chose il faut évidemment que la colonne & posséde des
€léments non nuls en-dessous de la diagonaie. En particulier, pour que
1'on puisse avoir 6i = 1 on doit avoir kij < 2 (et donc kij < i) si bien

que 1l'on aura toujours

Cas 2

Dans le cas ou 1'on crée un zéro en (£,j) (j > %) aprés en avoir créé un
en (1,J), i1 faut remarquer que l'on aurait eu intérét 3 mettre un 1 en

(3,j) si kij = j-1. En effet, le colit de celite opération aurait été de :
n+1-j divisions

et le gain apporté de : n-j multiplications pour la création des zéros de

la colomme j en-dessous de la diagonale et de deux pour la création des

zéros (i,j) et (i,k).

Seulement, dans ce cas on aura kij = J-1 et ij = jJ-1 et donc

§.. =2 et § . =1
1) 2

Le pain escompté reste donc toujours positif.

Examinons maintenant le cas ou un tel algorithme ne suivrait pas 1'ordre
t

d'obtention des zéros de }a partie inférieure de A. que suivent les algo-

rithmes de .)%e . Autrement dit peut-on avoir inté;ét a créer un zéro en
(i,k) (k< 1) avec 1'@lément (i,j) (j < k) non nul ? Cela est possible si on
se permet de créer des zéros au-dessus de la diagonale de Al' En effet, on
pourra ultérieurement mettre un zéro en (i,j) et conserver le zéro en (i,k)

s1 auparavant on a créé un zéro en (j,k).
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Pour montrer qu'on ne peut ainsi espérer gagner sur la méthode de Gauss,
on peut simplement remarquer que le codt de création du zéro (i,k) sera
le méme que celui d'un zéro (j,k) dans la partie supérieure, et que le
gain apporté par le zéro (i,k) sera le méme que celul apporté par le
zéro créé dans la partie supérieure. Le raisornement précédemment fait
montre donc que la variation de colit total sera toujours positive, c'est
d-dire qu'on augmentera le coit de 1la méthode par rapport i celui d'un
algorithme de er . 0

On peul montrer par un raisonnemernt anaiogue que l'on n'a pas
intérét 3 faire disparaftre un zéro déja créé, ou a faire k produits suc-
cessifs par des matrices élémentaires avant d'obtenir q (q < k) zéros en

méme temps.

¢/ Algorithmes optimaux de résolution d'un systéme linéaire.

Avec les mémes définitions que précédemment , on va étudier

1'obtention de D1 a partir de A1 dans le cas général.

On va tout d'abord montrer que 1'algorithme d'élimination de
Gauss, s'il est optimal, n'est pas le seul, et montrer en méme temps

que l'algorithme optimal peut ne pas passer par la forme Hl'

On va décrire un algorithme qui vérifie ces deux propriéitda.

cl)Description de 1'algorithme

Pour k = 1,2,...,nn  on fera

= 0 pour j=1,...,k-1

=

k-1
: .= g .- 5 ) R o
g T MG T & L) J7Hs - ort
1=1
puis
S a, i / a, K Jek+1, .. ne
e > 3
enfin
s = N =) c—1
ix,K < ’ ’}t
1 = a -a X 4 BRESEERL S

‘J:q J:q j:k ksq q:k+1>'-'s”+1
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Aprés le pas k, on obtiendra une matrice ce la forme suivante :

k
10 o] 5 X X
o)
e}
K 0 0
X X
X X

c2) Nombre d'opérations m/d

n
N = I (nt1-k) + 2(k-1)(n+1-k) + k-1
k=1
1’13 2 n
N= +p2 -2
3TN T3

Ce qui est exactement le nombre de m/d utilises par la méthode de Gauss

(I1 en est de méme du nombre d'additions et de soustractions).

c3) Algorithmes optimaux

Dans ce paragraphe, on va montrer 1'optimalité de la méthode de Gauss et
celle de 1'algorithme précédemment décrit parmi la classe des algorithmes

(729, c'est-a-dire parmi les algorithmes gqui transforment A. en D1 en

obtenant un nouveau zéro aprés chaaue produit par une matrige élémentaire
et qui conservent ensuite le zéro obtenu.

On va tout d'abord montrer que si 1'algorithme de 072; considéré
conduit d'abord a une matrice R1 alors 1l ne peut &tre meilleur que la

“thode de Gauss.

Lemme 1 ,

La méthode de Gauss est la mCthode optimale pour résoudre un systéme linéaire

si on doit d'abord triangulariser le systéme. /
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g Comme on sait que cette méthode est optimale pour transformer le systéme
sous la forme triangulaire (passage de Ay a Rl)’ i1 suffit de montrer
- ) . n(n+1)
, 4 partir de R1 en moins de — 5
multiplications-divisions. Ceci est évident dans le cas général car alors
; n(n-1)
pour obtenir les —=——~

2
. n{n-1) .. . ... . .
faut au moins 5 miltiplications-divisions, et i1 en faut aussi au

qu'ensuite on ne peut obtenir D

zéros dans la partie supérieurede la matrice il

moins n supplémentaires pour faire apparaitre urediagonale unité. 2
{
Comparons maintenant la méthode de Gauss avec les algorithmes
de ® qui transforment A1 en D1 sans passer par 1'étape intermédiaire
Ri' Cela veut dire qu'un tel algorithme va placer des zéros dans la partie
supérieure a la diagonale avant d'avoir rempli de zéros la partie inférieure

d cette diagonale. Dans quel cas peut-on espérer gagner ainsi par rapport

3 la méthode de Gauss ?

Théoréme 2

/ Les seuls algorithmes de ‘7?6 qul utilisent le méme nombre d'opérations
arithmétiques des deux types que Gauss sont ceux qui pour obtenir un
zéro en (i,j) avec (j > i) 1'obtiemnent en combinant la ligne i avec la
ligne j quand les éléments (j,k) (k < j) de celle-ci sont nuls et

1'élément (j,j) égal 3 un. /

a Soit (i,j) la position du premier zéro mis au-dessus de la diagonale par

un algorithme de JQ;
Soit C(i,j) le colt d'obtention de ce zéro.
Si la ligne j a j-1-x éléments nuls, alors le colt minimal d'obtention de
ce zéro sera :

C(i,j) = n+1 - (j-1-x) si x>0
Soit C(i,j) = n+2-j+x pour x> O .
Dans le cas ou x=0, on a intérét i mettre d'abord un en position (j,j). En
effet cette opération va coliter n-j divisions, mais elle va permettre ensuite
d'économiser n-j divisions pour obtenir les zéros en-dessous de la diago-
nales‘et 1 supplémentaire pour 1l'obtention du zéro (i,j).
Done C(i,j) = n#1-j si x=0.
Le colit par 1l'algorithme de Gauss aurait été :

C(i,j) = 1.
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L'introduction de ce zéro au-dessus de la diagonale peut évidemment per-
mettre de diminuer le colit d'obtention des é€Iléments non nuls de la
colonne 1i.

Le gain possible est :

G1 =n-i si x> j-i

G, =n-j+x sl x>0

Le colt supplémentaire (par rapport 3 Gauss) de 1'obtention du zéro en
(1,j) est C(i,j)-1 . Le gain possible est G1 pour que cette méthode soit
meilleure que Gauss il faut donc que 1'on ait :

Gy - C(E,0) +1 > 0

pour X > j-i on a :

G1 - C(i,j)+1 = n-i-(n+1-j+x)

Jj-i-x-1
soit G1 - C(i,j)+1 <0

pour X < j-i mais x#0 on a :

G1 - C(i,J) + 1 = n-j+x-(n+t1-j+x)
= -1

pour x = O on obtient :

G1 - C(i,j) +1=0.

Ceci signifie qu'on obtient pour x = O, le méme nombre d'opérations gque

par Gauss. O

2 . TRANSMUTATION D'UNE MATRICE SOUS FORM:Z D'HESSENBERG, TRIDIAGONALE
ET DE FROBENIUS

Dans ce paragraphe, on va étudier la complexité de 1'obtention
de 1l'une des trois formes canoniques semblables i une matrice A quelcongue
de 04”%,n<K) quand on se restreint i n'utiliser que des transmutations par
des matrices élémentaires et les opérations + , - , x et / de K .
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a/ Algorithmes optimaux

On considére les éléments a arln de la matrice A comme-des

11200

indéterminées. Tous les calculs sont donc effectués dans K(a - R

112 an

11”"’ann)'
Comme dans-le paragraphe 1, on ne compte pas les opérations a-a , atO ,

(On note également par + , - , x et / les opérations de K(a
et a/b quand a = b, a=0oub = 1.

On désigne par ‘)?H (resp. parJz' > et .)%7) la classe des algorithmes

qui transforme une matrice A quelconque de ‘4v%,n(K) en une matrice de forme
Hessenberg supérieure (resp. tridiagonale, et de Probénius) 3 1'aide de
transmutation par des matrices €lémentaires et en n'utilisant que les opé-

-0,

rations + , - , x , / de K(a n

11°°
On note par Cﬁ(n) (resp. par Cé(n) et C;(n)) le nombre minimal de multi-
plications-divisions nécessaires pour obtenir la forme d 'Hessenberg supé-

rieure (resp. tridiagonale et de Frobénius).

Cy(n) = min  C(An)
oty

Cg()t;n) désigne le nombre de multiplications-divisions employées par
1'algorithme 4)% .
. Jﬁ}- - . L X . .
Un algorithme JQ‘ de q dont le cout est égal 3 CH(n) sera dit optimal.
Dans la suite, on va déterminer les algorithmes optimaux et les codts
.. X
minimaux Cg(n) s G?(n), CF(n).
On verra que ces algorithmes sont aussi ceux qui utilisent le moins d'opé-
rations du type additions-soustrations. Dans la suite, les opérations

multiplications-divisions seront désignées par opérations % .

b/ Transmutations par des matrices élémentaires

Soit A' = Ei(a) A E. (%) A' ne différe de la matrice A que
par les éléments de la iéme ligne qui sont multipliés par a et ceux de la

iéme colonne qui sont multipliés par % .

De méme la matrice Eij(a> A'Eij(—a) ne différe de la matrice A que par les

¢léments de la ieme ligne et ceux de la j Sme colonne :



' = a.. + )
aik alk a agk k# J,
a'.=a . -aa ati ,
aJ aJ q1
al. =a..+aa.. -aa.. -a%a...
ij 0 T4 33 ii Ji

Par une suite de transmutations par de telles matrices, on peut obtenir les
formes d'Hessenberg, tridiagonale, et de Frobé&nius semblables 3 une matrice.
On peut en effet 3 1'aide d'une transmutation par une matrice Eij(a)’ obte-
nir une matrice semblable 3 la matrice initiale mais avec un z&ro dans une

nouvelle position.

bl) Obtention d'un zéro par une transmutation élémentaire

Soit Eij(a) une matrice &lémentaire telle que la matrice Eij(a) A Eij(_a)
ait un zéro en (p,q) (A(p,q) # 0)
On notera une telle matrice Eij(p,q).

On doit avoir, soit 1 = p , soit j = q.

1) Pour i = p il faut choisir j tel que : ajq £ 0,
a
et a:—ﬂ_
a.
Ja
2) Pour j = q il feut choisir i tel que : api £0,
a
et a = EEQ
pi

Cas particulier

Sii=petj=qdans ce cas i1 faudrait déterminer a, solution de

1'équation du second degr{ (si aji £ 0)

a’ a.. + a(a..-a..) + a.. = o
Ji 11 JJ 1J
Ce qul est exclu pour les algorithmes de JQ.H (de dﬂ}F et de uﬁﬁT).

t

Dans le cas ou 1l'on a aji = 0, on peut obtenir un zéro en (i,j) en utili-

a. .
sant la transmutation par la matrice Eij (L
a.. - a

3J 1i
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b2) Méthode optimale d'obtention d'un zéro

On désigne par n. le nombre de zéros se trouvant déja dans la ligne i
et par Ny le nombre de zéros se trouvant dé&ji dans la colonne i.

n(ij) : nombre de zéros des lignes i et j ayant méme indice de colonne.

Soit j' 1'indice de ligne tel que : nj, = max nj avec ajq £0
! 3 .

J" 1'indice de colonne tel que:n 3 = max n ; avec apj 0.
. ) J o
Au point de vue du nombre d'opérations %, la politique optimale pour

1'obtention du zéro (p,q) sera de faire la transmutation pour Ep iz si
2

nj! >-njv » par Ej"q si n.j" > nj!

Pour le nombre d'opérations * il faut considérer les indices J' et J" réali-

sant les maximums de n. + n. - . +n,. our J') et d
5.7 %, T Gy, YL, (Pour JT) €
n. +n .- (n,. +n,. j" les indices j étant ceux
3. gt (J,). -(J,q>) pour  J° J
a. # O pour j! a . #Opour j" .
iq D Jd s 0j Db J

¢/ Méthode optimale d'obtention de 1a forme d'Hessenberg

Dans toute la suite on ne parlera que de la réduction sous la
forme Hessenberg supérieure (raisonnement similaire pour le cas inférieure).
I1 s'agit d'obtenir 3 partir de A, par une suite de transmutations &lémen-

(n-1)(n-2)

taires, une matrice avec 5

zéros dansles positions (i,j) 1> 2

J < i-1.

Hypothése fondamentale

On suppose que la suite de transmutation est telle que tout zéro obtenu dans
une des positions désirées est conservé ensuite.

On peut alors démontrer les trois propositions suivantes :

Proposition 1

Si la jéme colomne est remplie de zéro dans les positions voulues, alors en
générél, i1 faut qu'il en soit de méme pour toutes les colommes précédentes
(1,...,3-1).
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Supposons en effet, que 1'on obtienne au bout d'un certain nombre de

transmutations, une matrice A' semblable 3 A et telle que :

a' =0 pour k > j+2 .
kJ
On va tout d'abord montrer que tous les &léments aik (k=1,...,j-1 et

i > j+2) doivent &tre nuls.
Supposons en effet qu'il en existe un non nul :

' aéq 0 pour p > j+2 s a<j-1.
Alors il sera nécessaire de produire un zéro 3 la place (p,q) pour réduire A
sous la forme désirée. |

 Soit Eki(p,q) la matrice élémentaire produisant ce zéro.3i k = p il faut
choisir i > j+2 pour , dans le cas général ,ftre slir de conserver les zéros
de la colonne j.

Si i =g, 11 faut choisir k < j+1 pour la méme raison.

Ceci veut dire qu'on ne pourra éliminer cet &€lément aéq gu'en utilisant un
autre élément non nul aé,.q, situé aussi dans le rectangle p > j+2 ,

q€ {1,2,-5-1} .

Comme on ne peut produire qu'un zéro 3 la fois pour une matrice A absolu-
ment quelcongue, on voit qu'alors le dernier élément restant ne pourra

pas étre éliminé sans supprimer .un zéro d2ja produit.

Démontrons maintenant que tous les &léments apq avec p € {3,j+1} et

q < p-2 doivent aussi étre nuls.

Le raisonnement consiste & montrer comme précédemment, que le dernier
élément de cette zone que 1'on devrait remplacer par un zéro s'il n'en
n'était pas ainsi, ne pourrait 1'étre qu' en supprimant un zéro déja intro-

. . . - - -~ - - - ‘
duit. Ceci est immédiat a vérifier.
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Proposition 2

Si la ligne i est remplie de zéro dans les positions voulues, alors en

général, il faut qu'ilen soit de méme pour les lignes précédentes (1,...,i-1).
l‘““;cd%mmne

On raisorme de la méme facon que précé-
demment : s'il n'en n'était pas ainsi, le
dernier élément de la zone

p € {2,...,i-1}

g < p-2 ne pourrait &tre remplacé par un
zéro sans supprimer un zéro déja

existant.

Proposition 3

On ne peut introduire un zéro dans la i+1éme colonne avant d'avoir mis

tous les zéros voulus dans les i premiéres.

Supposons que 1'é€lément a.pi (p < i+2) soit différent de zéro. D'aprés

la proposition 1 la iéme colonne ne peut étre terminée avant les i-1 pre-
miéres. Au cours de la réduction sous forme d'Hessenberg on se trouvera
donc dans la situation suivante : un seul &lément non nul dans la
iéme colonne et que 1l'on doit remplacer par un zéro les i-18me premiéres
colonnes étant convenablement remplies.

Pour éliminer cet élément api on doit combiner la piéme ligne (ou ilme
colonne) avec une ligne (ou colonne) ayant la méme distribution de zéros.
Le seul cas possible est d'utiliser la i+léme ligne. Mais alors le zéro
existant dans la i+1éme colonne ne sera sauvegardé que si la pdme colonne

a un zéro pareillement placé. Le méme raisormement pourrait alors s'appliguer
4 la piéme colonne (p > i+1), et 1l'on voit qu'on aboutira soit 3 une impos-
sibilité (si p < n), soit au cas ou la n-28me colonne serait terminée sans
qu'une des précédentes le soit, ce qui est en contradiction avec la propo-

sition (1).

En conclusion, il sera en général nécessaire, si 1'on veut garder tous les
zéros déja introduits, de transmuer la matrice A de facon i obtenir d'abord
les zéros voulus de la premiére colomne, puis ceux de la seconde...,

Jusqu'a ceux de la n-2&me colonne.
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Considérons alors l'algorithme suivant de réduction d'une matrice sous

forme d'Hessenberg supérieure :

iéme étape : obtention d'une matrice semblable 3 la matrice initiale avec
les zéros voulus dans la idme colonne.

On procéde ainsi :

si a. .
i+1,1

3
n'en existe pas, alors la colonne i possé&de déji les zéro voulus, on passe
donc & la i+1&me 6tape. Sinon, on transme par E. (1) sia_ . #0.
1+1,p Pl
Ensuite on effectuera dans un ordre quelconque les transmtations par

= 0 , alors on cherche un élément aj N (3 > 1+2) non nul. S'il

a_ .
E .. .(-=221 ) pour p-= i+2,...,n .
e

On s'arréte aprés la n-28me colonne.

Calculons le nombre maximal d'opérations * nécessaires pour transmuer une

matrice A sous forme d'Hessenberg supérieure par cette méthode :

n-2 n
.Cﬁ%n) =z ( = (n-n+1)+n)

p=1  k=p+2
n-2

=z (n-p-1) (2n+1-p)
p=1
n-2

=L 2n®  -n-3np+p?-1.
p=1

5n®

cﬁ(n) =2 - on? 4 % + 1.

D'autre part, les propositions 1, 2 et 3 montrent, que pour une
matrice initiale absolument quelconque, le procédé est optimal.

Du point de vue du nombre d'opérations i, il est clair qu'd, chaque étape,
. - .+ . . . .

1l y a une opération - de moins qu'il y a d'opérations % (celle correspon-

. a
dann au calcul de-Ja:k——
i+1,1

Done :
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(n-2)(n-1)

C;I(n) = f(n) - .

+ _b5n® 5n®  b5p
oy = -5+ 5

Le raisonnement précédemment fait montre que la méthode décrite en (I)

est aussi optimale pour le nombre d'opérations t .

REMARQUE

La démonstration précédente n'est valable qu'en raisonnant sur les méthodes
telles qu'd chaque transmutation é&lémentaire tous les zéros déj3 obtenus
aux places désirées soient conservés et gu'il y ait au plus un zéro supplé-

mentaire.

On va maintenant examiner plus rapidement les réductimns sous forme

tridiagonale et de Frobénius.

d/ Méthode optimale de réduction sous forme tridiagonale

On conserve les hypothéses qui ont permis de conclure pour la

forme d'Hessenberg.

1/ Obtention de la forme tridiagonale en passant par la forme d'Hessenberg :

On utilise d’abord la méthode optimale d'obtention de la forme
d'Hessenberg (supérieure par exemple).

Cette étape nécessite donc :

3
5%_ - 2on? + %—+ 1 opérations % .
On va maintenant chercher quelle est la meilleure méthode pour obtenir la
forme tridiagonale 3 partir de la forme d'Hessenberg supérieure ainsi obtenue.
Pour cela, on va tout d'abord caractériSer les différentes politiques

d'obtention des zéros dans la partie supérieure par les propositions suivantes

PROPOSITION 4

On ne peut obtenir une matrice semblable 3 la matrice initiale avec la colon-

ne j convenablement remplie de zéros (resp. avec la ligne j remplie de zéros
dans les positions désirées) sans que toutes les colonnes 3,4,...,j-1 (resp.
les lignes 1,2,...,j-1) alent également des zéros dans toutes les positions

voulues. /
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Pour démontrer cette proposition, il suffit de constater que dans le cas
centraire, on ne pourrait obtenir la forme tridiagonale tout en conservant
les zéros déji obtenus. ‘

PROPOSTTION 5

Le dernier zéro (i,k) de la ligne i (k > i+1) ne peut &tre obtenu avant

les zéros en les positions (i+1,k-1), (i+1,k) et i+1,k+1 (si k < n). /

Cela provient du fait que pour obtenir ce z&ro on doit utiliser la transmu-
tation par la matrice :

(—LaP

i,i+1

Ei+1,k

On va maintenant comparer la méthode classique avec une deuxidme méthode

qul respecte aussi ces conditions.

PEEMIER PROCEDE (méthode classique)

Pour obtenir une matrice avec des zéros convenablement placés dans la idme

ligne, on fera les transmutations par :

a.
1P = 3 .
i+1’p(ai,i+1 ) p = i+2,...,n On

E

On s'arréte i la n-28me ligne.
Comptons le nombre maximal d'opérations # nécessaires :

n-2 n-p-1
T, = I T B3+k+1).
p:1 k=1
n-2 ’
o _ (n=p-1) (n-p)
T1 = § 4{n-p-1) + 5
p=1
on trouve :
i
3 2
T st 32 } 1§n A

DEUXIEME PROCEDE

Pour obtenir un zéro en (R,k) dans la colomne i (i=3,4,...,n-1), on fera la

transmutation par la matrice :

B &+1 ( -‘Zka___) pour k> i-1 et i+k <n.
? i+1,1
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On économise ainsi deux opérations #* pour 1'obtention des z&ros de la
premiére ligne et une opération % pour 1l'obtention des autres zéros (par
rapport a4 la premiére méthode).
Les zéros restant 3 obtenir seront obtenus comme dans la premiére méthode :
Pour obtenir le zéro (i,k) de la ligne i (i=1,...,n-2) pour k > i+1 et
itk > n on fera la transmutation par la matrice :
4,k
i i+1,k
1,i+1

Le gain obtenu par rapport 3 la premiére méthode est égal 3 :

p-3
2(2p-2) + ¥ (2j+1) pour n=2p , soit ©p? -2
J=0
p-2
2(2p-1) + & 2] pour n=2p+l , soit p2 +p -2
J=1
Le colit total est donc : e
p2 - 2 si  n=2p
3
_n _3_ 2 _ 17n _ 2 - D : -
T2 =g tsn —3—-+ 4 { pc+p -2 si n = 2p+l
+2 si n=3
REMARQUE
Pour ces deux méthodes on a supposé implicitement que 1'on avait toujours
ai,i+1 #0 (i=1,...,n-2) et 85411 #0 (i=3,...,n).

i = 1 i ' & & - - 3 i -
Si ai,i+1 O et si 1'un des deux éléments ai+1,1+1 et a1+2,1+1 est dif
férent de zéro il suffit de faire la tramsmutation par Ei i+1(1) (ou par

>
E (1)) pour se ramener au cas a. # 0.

1,142 i,i+1
. - : . ' 7 < J=

Si ai+1,i 0 et si aucun des aj,3+1 n'est nul pour j < 1-2 alors on pourra

appliquer la méthode 1 au lieu de la méthode 2 pour les &léments sur la

iéme colonne ((1,i), (2,i),...,(i-2,1) ).

Comme 1le fait d'avoir a.

i+1,1
d'Hessenberg suoérieure on a obtenu d'un seul coup la idme colomne avec tous

= 0 signifie que dans la réduction sous forme

ees zéros, on n'a jamais plus de T2 opérations %.
On peut d'ailleurs . our éviter ces difficultés, s'imposer d'obtenir les
€léments (i+1,1i) différents de zéro au cours de la réduction sous forme

Hessenberg supérieure.
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Le seul cas ol cela ne sera pas possible est celui oli on obtiendrait
aij =Opour i>k+tl j>k.
Dans ce cas on aboutirait au cours de la tridiagonalisation 3 une matrice

de la forme suivante :

0 k 0 I1 est facile de voir que de
]
[} i A -
0 0, 0 toute fagon le nombre d'opéra
0 x x oy tions % ne dépassera pas T1
0 x X . X (ni TE)
- - - N\
0O O 0O0...0
C 0

2/ Obtention de la forme tridiagonale sans passer par la forme d'Hessenberg

Toutes les méthodes d'obtention de la forme tridiagonale qui utilisent des
transmutations par des matrices élémentaires et qui conservent les zéros
obtenus, doivent vérifier les régles suivantes :

a/ Si on obtient une matrice avec les &léments (i,j) nuls (¥ j < i-1)
(resp. ¥ j > i+1), alors ses éléments (k,j) doivent aussi 8tre nuls (¥ k < i
et ¥ j < k-1 (resp. et ¥ j > k+1).

b/ S1 on obtient une matrice avec les 8léments (i,j) nuls (¥ i > j+1)
(resp. ¥ 1 < j=-1), alors ses &léments (i,k) doivent &tre nuls ¥ k < J et
¥ 1> k+l (resp. et ¥ 1 < k-1).

I1 existe des méthodes qui ne passent pas par 1'obtention de la forme
d'Hessenberg et qui utilisent exactement le méme nombre d'opérations % que
la deuxiéme méthode précédemment étudiée.

Exemple 1

On peut obtenir les zéros en (i,k) k > i+l et i+k < n, de la méme maniére
que dans la méthode 2, dé&s que les &léments (q,j) sont nuls (¥ j < i et

¥ q > j+1). On obtient ensuite les zéros en i,k (i=1,...,n-2 s k> 1+1
i+k > n) de la méme maniére que dans la méthcde 2. On obtient bien ainsi

le méme nombre d'opérations * que pour la deuxidme méthode.
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Toutes les autres méthodes donneraient un nombre plus &levé d'opérations x.
En effet, on peut aisément constater que si on obtient un zéro en (i,k)

k > i+l et i+k < n sans que tous les €léments (q,j) soient nuls (¥ j < i
et ¥ g > j+1), alors le colit supplémentaire d'obtention de ce zéro (par
rapport & la méthode 2) est supérieur au gain d'opérations ¥ apporté pour

la création des zéros restants 3 obtenir dans la partie inférieure.

La méthode 2 (et celle de l'exemple 1) sont donc optimales et le coiit
minimal d'obtention de la forme tridiagonale est :

, p2-2 si  n=2p
X = 13 _1’1____111’1 - 24~ s —
CT(n) = n 5 T+ 5 { p“+p-2 si  n=2p+1

© =2 si  n=3

Comparaison avec d'autres méthodes

- La méthode d'Householder de tridiagonalisation par des transmutations 3
1'aide de matrices du second degré nécessite un nombre d'opérations *
3
de 1l'ordre de E%—-.

- Dn peut obtenir les zéros de la forme tridiagonale dans le méme ordre
que dans la méthode d'Householder, en effectuant des transmutations par

des matrices élémentaires.
In®

Une telle méthode donne un nombre d'opérations de 1'ordre de =

e/ Méthode optimale de réduction sous forme de Frobénius

On ne refait pas en détail des raisommements similaires 3 ceux
déja fait précédemment.
La méthode optimale (i la fois pour le nombre d'opérations multiplications-
divisions et des opérations additions-soustractions), consiste d'abord 3
effectuer la réduction sous la forme d'Hessenberg supérieure, puis a faire

les transmutations par les matrices suivantes :

matrices Ei,p+1 ( - E%JEL——-) pour i=1,...,n-1 et p=i,i+i,...,n-1

matrices E; (af1 )

. our i=2,...,n .
1’1_1 p 5 5
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Le colt d'obtention de la forme de Frobénius 3 partir de la forme

d'Hessenberg supérieure est égal 2 :

(1+3)(n-j) + 2(n-2) + n-1 opérations % |,
2

i~ 3

J

3
%— + n? + 1%2-— 5 opérations % .

Le nombre total d'opérations multiplications-divisions nécessaires pour
obtenir la forme de Frobénius semblable & une matrice quelcongue est done

égal a :

nd-n?+2n-14 (C;(n))

Par rapport a la méthode de Danilewsky, on a un gain de 1l'ordre de %-nz

opérations x¥ (multiplications-divisions).

AEMARQUE

Si, pour une matrice particuliére, on a :
ap+1,p = 0, alors on ne fera pas les transmutations correspondantes. On
obtiendra alors une forme de Frobénius générale. Cela n'est &videmment pas
le cas quand les €léments de la matrice sont, comme on 1'a supposé, sans

relation algébrique entre eux.
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INTRODUCTION

Ce chapitre est consacré 3 1'étude des coiits des principaux
algorithmes de calculs matriciels quand on suppose 1'utilisation de
plusieurs unités de calculs capables d'effectuer "en paralléle" n'importe
quel type d'opérations arithmétiques.

Le colit d'un algorithme est alors mesuré par le maximum du nombre
d'opérations exécutées par chaque unité de calcul. On suppose que toutes
les données, ainsi que tuus les résultats intermédiaires sont accessibles
au méme instant par chaque unité de calcul. On admet aussi que 1'exécution
de 1l'une des opérations + , - , x , / , prend une unité de temps et qu'aucun
probléme de synchronisation des unités de calculs ne se pose.
Dans ces conditions, le colt d'un algorithme dépendra du nombre k d'unités

de calculs qui sont supposées travailler "en paralldle".

Soit Jﬁ% un algorithme qui appartient 3 1'ensemble ‘)4?P des
algorithmes de calculs algébriques résolvant le probléme P (cf. partie B) .

1)47 est défini par 1'ensemble ordonné I de ses instructions .
Une "implémentation k paralldle" de 1'algorithme J‘%’est par définition, une
partition de 1l'ensemble I possédant les deux propriétés suivantes :
- Cette partition est constituée par des sous-ensembles de I d'au plus k
instructions. |
- Si q est le nombre de ces sous-ensembles, on peut les numéroter de 1 i q
de telle maniére que toutes les instructions du kéme groupe puissent &tre exé
cutées simltanément dés lors que les instructions des groupes 1 3 k-1

sont exécutées.

Le colit d'une telle implémentation sera alors égal 3 q. L'implémentation
k parallele optimale de 1'algorithme 349 sera celle de colt minimal.

~ On note ce colit par :
TR

Le colit de 1'algorithme .72fexécuté avec k unités de calculs fonctionnant en
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paralléle sera pris égal a Tk(Jes, colit de son implémentation k paralléle
optimale. Si le nombre d'unités de calculs est arbitraire on notera le

cotit de I par Tw(ﬁ .
Tk(.-“b que Tw(ﬂ).

Le colt Tm(J%) donne la limite de ce que 1'on peut attendre de 1'utilisa-

11 est en général plus difficile d'évaluer

tion du parallélisme pour 1'algorithme ,7%7. La complexité du probléme P,

quand on utilise k tnités de calculs est mesurée par :

c(P) = Min T WY .
k G)fp k

La détermination de Ck(P), ou d'une minoration non triviale de ce
nombre est un probléme trés difficile. Le cas particulier k=1, correspond
au probléme de la détermination du nombre total d'opérations arithmétiques
nécessaires pour résoudre P. Les minorations des Ck(P) proviennent en géné-

ral d'une minoration de ce nombre d'opérations arithmétiques.

Dans la suite, on va étudier comment implémenter de facon opti-
male les principaux algorithmes de caiculs matriciels, et &valuer leur cout
quand le nombre d'unités de calculs est arbitraire. Les problémes &tudiés
dans cette optique sont les suivants : produit de deux matrices. Inversion
d'une matrice. Résolution d'un systéme linéaire. Calcul d'un déterminant.
Décomposition LR et QR d'une matrice. Transmutation d'une matrice sous une

forme canonique .

1 . PRODUIT DE DEUX MATRICES

Théoréme 1

Le produit de deux matrices de déaa n(K) peut se faire, de maniére opti-
3

males , en rlog6 n'1+ 1 unités de temps si on utilise au moins n® unités

de calcu” . /
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O Soient A, B, C trois matrices de ¢43z n(K).
>
SiC=AB ona :

n
Cio = 2
=1

CHR bkj

On peut calculer les n éléments cij en paralléle en utilisant pour le
calcul de chacun d'eux n unités de calcul. Il faudra donc une unité de
tempsgpour calculer les preduits a, bkj (k=1,...,n) puis r Log2 r17
unités de temps pour en faire la somme.

L'optimalité du résultat provient du fait que WINOGRAD (27) a démontré
que le produit scalaire de deux vecteurs de K nécessitait exactement
n produits et n-1 additions , (et il faut rlog2 nT unités de temps

pour faire la somme de n nombres en paralléle). O

Remarque

Le résultat précédent montre que si 1'on a au moins n® unités de calcul

la méthode usuelle de calcul du produit de deux matrices donne le colt
miniral rLog2 nl+ 1.

Dans le cas de 1'utilisation d'un nombre plus restreint d'unités de calcul
la méthode usuelle peut ne pas correspondre au colt minimal. En particulier
dans le cas d'une seule unité de calcul, la méthode de STRASSEN donne le ré-

7
Log
sultat en?(n 2) opérations arithmétiques seulement. On peut donc se poser

la question suivante :

" Quel est le nombre k d'unités de calcul qu'il faut employer pour
que la méthode classique du produit de deux matrices exécutée 3 1'aide de
ces k unités soit plus rapide que la méthode de STRASSEN exécutée avec une

seule unité de caleul 2 "

Pour répondre i cette question, il faut estimer le cofit de la méthode clas-

sique exécutée avec k unités de calcul en paralléle.

Théoréme 1'
/ S1 on exécute le produit de deux matrices 3 1'aide de k unités de calcul
en paralléle, le coit de la méthode classigue est :

LongT

n?([(en - 2 ) /K] + [og K]) si k<n . /
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DO Le colit de la méthode classique sera égal 3 n® fois le coiit de 1'évalua-

tion avec k unités de calcul du produit scalaire de deux éléments de Kp.

Scit g le colit du produit scalaire de deux vecteurs de Kn, quand on uti-
lise k unités de calcul . De facon optimale on pourra faire :

[Log, K]
) -1+ (q - rLog2 ET) k opérations hinaires

Meis, d'aprés le résultat déja cité de WINOGRAD, on doit faire n multi-
plications et n-1 additions. On a donc :

[Log, k]
2 2 -1+ (q- [Log K1) k > 2n-1

et done :

[Log,K]

q> [en -2 )/k_f+['Log2k"].u

1/5 unités de calcul

Ce résultat montre qu'il faudra employer n
au moins pour que la méthode classique exécutée en paralléle devienne plus

rapide que la méthode de STRASSEN exécutée séquentiellement.

Les résultats précédents montrent que le produit de deux matrices est un
caleul pour lequel 1'introduction du parallélisme est trds bénéfique. En
est-i1 de méme pour les autres calculs matriciels ? On va voir que

la réponse i cette question est généralement affirmative.

2 . INVERSION D'UNE MATRICE. RESOLUTION D'UN SYSTEME LINEAIRE.
CALCUL D'UN DETERMINANT.

Soit A une matrice quelconque de dﬂ%% n(K). On note'par I,(n) ,
3
R (n) , D_(n) le codt de 1'inversion de A, de la résolution du syst&me
A = b et du calcul du déterminant de A quand on utilise un nombre arbitraire

d'unités de calcul
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On a les relations évidentes suivantes :

R_(n) 5_Dm(n) + 1 (on résoud le systéme par la régle
de CRAMER)
(1)
I (n) <D (n-1) (on calculel'adjointe de la matrice A).

On peut démontrer le résultat suivant :

Théoréme 2

Le calcul de 1'inverse d'une matrice A de uﬂ’%,n(x), la résolution
d'un systéme linaire AX = b et le calcul du déterminant de A peuvent
se faire en O((Logﬁn)z) unités de temps quand on utilise O(n") unités
de calcul . /

Supposons tout d'abord la matrice A triangulaire inférieure, On a

alors é&videmment :

D,(8) = [Log, n] .

Sin=2%on peut partitionner A en quatre sous-matrices de tailles 2q-1 :

A 0
A= A A, et A, sont aussi triangulaires
L 1 3 &
inférieures de tailles 297-.
On a :
NG 0
_1 1
A = :
-1, -1 -1
—A3 A2A1 A3
On a done :

1N = % 2w Y

D'aprés le lemme 1 on a :

Mm(2q) q+ 1.
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On obtilent ainsi
I,(2% =2 +3q+1
Pour A triangulaire inférieure de taille n on a donc bien :

I (n) = 0(Log2 n).

Pour prouver le méme résultat dans le cas d'une matrice guelcongue on
ne peut utiliser la méme technique d'inversion d'une matrice par partition-

nement, car dans ce cas on aurait une relation du type :
- n n
L) =21z +4M 5 ,

et on obtiendrait donc seulement I (n) = O(n).
On va ici utiliser le fait que la matrice A annule son polynome caracté-

ristique (cf. propriété 6, chapitre I).

Soit P(A) = (—1)n()\n-P1 A —Pn) le polynome caractéristique de A.
On a :
_ n-1

1) det A = (-1) Prl

-1 _p-1l,,n-1 5 n-2 _
2) A =P (A PA e P D
Si Al,...,An sont les n wvaleurs propres de A, on sait que 1'on a :

n n

L x? = tr(a¥) . (8, = 2 Ay,

i=1 Ci=1 t

Le calcul de S,,...,S peut se faire en ['Log2 n] x (2rLog2ﬁT + 1)
unités de temps. ‘
Par utilisation des relations de Newton, on calcule ensuite les coeffi-
cients Pl""’Pn en inversant une matrice triangulaire inférieure. D'aprés
ce qui précéde on peut donc déterminer P(A) en O(Log? n) unités de temps.
Les formules (1) et (2) montrent donc que le calcul du déterminant et de

1'inverse peut aussi se faire en O(Log? n).

Ce résultat a semble-t-il &té observé pour la premiére fois
par CSANSKY (21) (dans le contexte du calcul en parall&le). O
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Remarque o
La méthode de Gauss en paralléle nécessite O(n) unités de temps. Le
calcud d'un déterminant par développement suivant une colorme (ou par
tout autre application de la formule de LAPLACE) nécessite au moins O(n)
unités de temps. Enfin, on a vu que la méthode d'inversion par partition-
nement nécessite aussi O(n) unités de temps quand on 1'exécute en paral-

1&le.

{

3 . DECOMPOSITION LR £T QR EN PARALLELE

Théoréme 3

La décomposition LR d'une matrice de c/Zﬂ% n(K) peut se calculer en paral-
3

18le en O(Log% n) unités de temps. /

Supposons n = 2k. Décomposons la matrice M de uﬁ?% n(K) en quatre sous-matrice
- 3
de taille 2k 1 :

et écrivons :

[ o Ry B
L = I, > R =lo =&
€1 5 2

Ll’ L2 sont deux matrices triangulaires inférieures 3 diagonales unités de

taille 2k_1 et Rl’ R2 sont deux matrices triangulaires supérieures de
taille 2571 |
On a :
I O A B ] A B
At 1 C D 1 o D-cA™'B

Le coQt de ce calcul est :

1 (oK1
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On peut décomposer simultanément A et D—CAmlB sous la forme IR :

Le cofit de ce caleul est LR_(270).

On pourra écrire :

A B ) L1 0 R1 X
= ) . s
C D CA L1 5 0 R2
avac X = Lil B .

Le colit total de tette décomposition sera donc :
IR (25 =R XN w2 K Y v 3w @h 4
=> IR (n) = O((Log2n)3) . @

Théoréme 4
La décomposition QR d'une matrice de u¢n.n n(K) peut se calculer en paral-

2

1€le en O(n) unités de temps. /

On va montrer que l'on peut réorganiser la méthode de Givens de fagon &

obtenir cette décomposition en O(n) unités de temps.

Supposons qu'en k unités de temps on puisse déterminer la matrice de rotation
ij(e) qui permet d'obtenir un zéro en (i,j). (51 le calcul d'une racine
carrée nécessite une unité de temps, on peut alors prendre k = 4).

/
Le produit de la matrice A de uﬂnn’n(K) pour la matrice Vij(e) peut se faire
er: deux unités de temps en paralléle si on dispose d'au moins Un unités de

celcul . En effet, on peut alors calculer simultanément toutes les quantités :

cos 8 A, + sin 6 Ajk (k=1,...,n)

cos 6 A., - sin 8 Ai

Sk (k=1,...,n)

k
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En k+2 unités de temps on peut obtenir les zéros en position (i,1),

(1-1,2),...,(%T , I%J )

En effet, on peut faire en méme temps les multiplications de la matrice A

. (61 : :
par les matrices Vil(ei),Vi_1,2(62),...,Vri] LiJ[2J) , buisque les ligres
2 °°02
modifiées sont toutes différentes.

On obtiendra ainsi la matrice R en (2n-3) x (k+2) unités de temps si on

a au moins n unités de calcul . La matrice Q peut ensuite &tre obtenue en
faisant le produit des 2n-3 matrices précédemment calculées, ce qui prend
un temps inférieur 3 rlog2 on-3| x rloggxﬂ.

La décomposition QR de A est donc bien déterminée en O(n) unités de temps. O

Remarque

La méthode décrite dans la démonstration du théoréme précédent n'est pas

la méthode optimale d'obtention de la décomposition QR de la matrice A en

se servant des matrices de rotation . Par exemple pour n = 4, on peut obtenir
les zéros en (2.1) et (3.1) en méme temps en multipliant A par les matrices

V21(61) et VAB(ei)' Cependant le temps de calcul reste en O(n).

4 . OBTENTION D'UNE FORME CANONIQUE SEMBLABLE A UNE MATRICE

On ne traitera ici que du calcul de la forme d'Hessenberg infé-
rieure semblable 3 une matrice A de uﬂﬂ%,n(K). (Le raisonnement et le
résultat restent les mémes pour le cas du calcul de la forme tridiagonale
ou de la forme de Frobénius).

On va donc ici simplement démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 5

Le calcul en paralléle de la forme d'Hessenberg inférieure semblable i la

matrice A de ¢4’% n(K) peut se faire en O(n Log n) unités de temps. /
3
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0O Remarquons tout d'abord gue la transmutation de A par une matrice &lémen-

taire Eij(a) peut se faire en quatre unités de temps seulement :

. .
Al Aik + a.Ajk k#£j

s = Ay - a'ﬂAki k#1

Al'. = A.. +aiA.. —apA., - a k.. quatre unités de temps.
ij ij Jji ii ji

deux unités de temps

1]

Pour obtenir les zéros en position (k+2,k), (k+3,k), ..., (n,k) on

effectue les transmutations pour les matrices E. (a.) avec
i,k+1771
A5k
a; = - Efi————- (i=k+2,...,n)
k+1,k

On peut effectuer toutes ces transmutations en méme temps. Si on désigne
par Aij 1'élément i,J dela matrice A obtenu aprés avoir fait toutes ces

transmutations, on aura les formules de calcul suivantes :

n
! = - =
Aj,k+1 Aj,k+1 i=i+2 as Aji (3=1,...,k+1)
AY . = A, .+ . j#k+1
1,3 i, 78 M, (3#c+1)
i-1
' = - ' 3 . - - - -
Mo T8 e T AW e T D35 Ay 5) T aghy
J=k+2
- a2 s
a% Ak+1,i (1=Kk+2,...,n).
Le calcul le plus long d faire sera celui de A' .
n,k+1
n-1
Le calcul de T a. A . prendra Tlog n—k—é] + 1 unités de temps.
. J Tk+1,] 2
J=k+2
. , . .
Pour obtenir An,k+1 11 faudra donc en tout :

rLogZ(n—k—lf] + 3 unités de temps.

La forme d'Hessenberg sera donc obtenue de cette maniére en un temps égal

~

1 B

n-2
t ([og,(nk-1] + 3 )
k=1

On aura donc bien en coit en O(nlogn) . 3
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Dans le cas du calcul de la forme tridiagonale, ou de celle de Frobénius,
on calculera d'abord la forme d'Hessenberg par la: méthode précédente.
On regroupe ensuite toutes les transmutations qul permettent d'obtenir
les zéros dans les colonnes 3,...,n (pour la forme tridiagonale),
1,...,n-1 pour la forme de Frobénius. On aura toujours O(n log n) unités
de temps.

5 . MATRICES DE FORMES PARTICULIERES

a/ Matrices bandes

Soit A une matrice de u4¢% n(K). On dira que A est une matrice
>

bande de largeur de bande 2k+1 si on a :
Ai,i+q =0 si g >k
A. . =0 si q > k.
i-g,i :
Exemple
Une matrice tridiagonale est une matrice bande de largeur de bande 3 (k=1).
On désigne par Bk 1'ensemble des matrices bandes de 047% n(K), de largeur
3
de bande égale 3 2k+1.
I1 est immédiat de constater que le pruduit en parallele de deux matrices
de Bk peut se faire en

riog2 2k+f‘ + 1 unités de temps.
Si la largeur de bande est petite (par rapport 3 n) alors le produit en
paralléle de deux matrices bandes est plus rapide que celui de deux matrices

quelconques. (Il ne dépend plus que de la largeur de la bande).

En est-il de méme pour le calcul de 1'inverse et pour la résolution d'un

systéme linéaire 2

On va montrer le résultat suivant :
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Théoréme 6
Le calcul de 1l'inverse d'une matrice bande de largeur de bande 2k+1 peut

se faire en paralléle avec

(2k+1!

O(Log, (51T

) . Log, n) unités de temps.
I1 en est de méme pour le calcul du déterminant, ou pour la résolution

d'un systéme linéaire. /

On va montrer le résultat pour le calcul en paralldle du déterminant d'une

tellie matrice. Comme on a :
Rw(n) f‘Dw(n) +1) et I_(n) ﬁ_Dm(n—l) P

lesrésultatssur le calcul de 1'inverse et sur la résolution du systéme

linéaire en découleront aussitodt.

On va calculer le déterminant d'une matrice de Bk par la régle de laplace.

Rappelons cue si Og(ik) = (sinsensi), (124, <dy < win < < 1)

est un r uplets d'indices alors on a :

I I
det A = (-1) ¥ 5(-1) Tdet A [og(ik)'oi(jk)] det A [oi(ik)l oﬁ(jk)]

ol la sommation est &tendue 3 tous les ensembles oi(jk) possibles et ol :

r r
I = ¢ i, I =31 j .
r k=1 k

A [0§(ik) | oi(jk)] désigne la sous-matrice de A formée avec les lignes

il""’ir et les colonnes jl”"’jr .

A[o?(ik) / Oi(jk)] désigne la sous-matrice de A formée avec les lignes

et les colomnes restantes. '

Suprosons n = 2p et appliquons la formule de Laplace dans le cas

o§<ik) = (1,2,...,p).

les déterminants A calculer sont tous des déterminants de matrices bandes
de largeur de bande au plus égal i 2k+1, et de dimension p x p. On voit
d'autre part qu'il n'existe que ( §k+1) termes non nuls dans la somme pro-

venant de la formule de Laplace.
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En effet, pour que det A [c (1 ) / o (J )1501t non nul, il faut choisir
Jq171s-- Jp_k p-k . I1 reste ensulte a choisir les k indices restants
parmi les 2k+1 indices p-k+1l,...,p+k+1 .

Tous les calculs de ces déterminants pouvant se faire en méme temps on
aura :

d,(2p) = d,(p) + 1 + logg(( 2k+1)

!

On obtient done en supposant n = 29 .

2k+11! ]

doo<2q> = q[1 + 10g2 m

Remargue

Si k est indépendant de n, le résultat précédent montre que le calcul de
1'inverse d'une matrice bande de largeur de bande 2k+1 peut se faire en
paralléle en O(log2 n). Dans le cas des matrices tridiagonales ce résultat
a été montré par STONE (25). Sa démonstration est basée sur le calcul de
la décomposition IR de la matrice tridiagonale:

T 0 by
L = a -, , R = O
1 0 C
- n-1
O A b

b/_Matrices symétriques (ou hermitiques)

Soit A une matrice symétrique de.[zn R . On peut transmer
cette matrice en une matrice tridiagonale symetrlque en effectuant une
suite de transmutatlons par des matrices de rotation (6) (méthode
de Givens), plus pre01oement on effectue les transmutatlons par les matrices
lJ(6) (j=i+1,...,n) pour ohbtenir les zéros en les positions (i-1,j)
(j=i+1,...,n). On a donc Ef:iﬁlf:}l—tranomutatlon a faire.
Cette méthode se préte assez mal i une utilisation sur un calculateur

paralléle, comme le montre le résultat suivant :
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Théoréme 7
Le calcul en paralléle par la méthode de Givens de la forme tridiagonale

semblable a une matrice symétrique nécessite O(n?) unités de temps. /

Examinons les calculs 3 faire. Posons ¢ = cos 6 et s = sin §

Vki(e) =1+ (c—l)(Ekk+Eii) + s Eik - s Eki s
-1 _ .t
Vi (80 7 V(8

La matrice Vii(e) A Vki(e) ne différe de la matrice A que par les &léments

de ses lignes k et 1 et de ses colomnes k et i.

. t
. i .
S1 on .pose A Vki(e) A vki(e) s On aura :

Aﬂj T cA .+ s Aij pour  j#Zk et j#i

kJ
|- ] Pt
Aij S Akj +cC Aij pour j#k et j#i
L) 2
Akk c Akk + 2 sc Aik + s Aii
[ 2_q2 -
Aik (c?-s )Aik + sc(Aii Akk)

Pour mettre un zéro en (1,3) par exemple (et en (3,1)), on transme la
matrice A par la matrice V23(6), ou ¢ est choisie de telle manidre que

1'on ait

- s A12 +c A13 =0

On doit donc avoir :

A A
. 12 , s .13
2 2 2 2
v A%, + A13 v A13 + A12

i
On peut calculer, en paralléle, les quantités s, ¢, s? , c2 et sc en
quatre unitcs de temps (si on suppose que le calcul d'une racine carrde

prend une unité de temps).

Le calcul de la matrice Vﬁi(e) A Vki(e) prendra en paralléle trois unités
de temps si on connait sc, c? et s2
Cecl montre que pour obtenir un zéro en (i,j) et en (j,i), il faudra sept

unités de temps.
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En huit unités de temps seulement on peut faire plusieurs transmutations
par des matrices Vi . (8), Vi . (6),...,Vi . (6) si tous les indices

191 292 Tk :
il’jl""’ik’jk sont distincts et si V. . (8) est choisie de fagon 3 créer

pDp
un zéro qul ne se trouve pas sur les lignes et les colonnes modifiées par

les autres matrices (lignes et colonnes d'indices il”"’ip-l’ip+1""’ik
et jl""’jp-l’jp+1""’jk)'

Mais il n'est pas possible de changer 1'ordre d'obtention des zéros de
fagon a profiter de cette possibilité :

On devra mettre tous les zéros en (k,i) (k > i+1) avant d'en mettre dans
les positions (k',j) k' > j+l et j > i, (de facon i conserver les z&ros

Créés).

I1 n'est dons pas possible de faire plusieurs transmutations en paralléle.
Par conséquent, le temps de calcul sera proportionnel au nombre de transmu-

tations nécessaires. Ii sera donc en O(n?). a0

Remargue 1

Le résultat est le méme dans le cas oll on transme une matrice A sous forme

d'Hessenberg 3 1'aide de matrices de rotation .

Remargue 2

Dans la méthode de Jacobi pour 1'obtention des valeurs propres d'une
matrice symétrique (ou hermitique ), on utilise une suite de transmutations
de la matrice par des matrices de rotatior . Aprés chaque transmutation on
peut annuler un élément (p,q) et (q,p) en dehors de la diagonale. Pour que
cette méthode converge il faut simplement que 1'on annule une infinité de
fois tous les éléments hors diagonaux. Comme on n'a pas besoin de conserver
les zéros créés, on peut donc penser, pour cette méthode, 3 faire plusieurs

transmutations en paralléle par des matrices V. . (81),...,V. (en)

(les indices devant &tre tous distincts). On ne peut donc faire au plus
que |5] transmutationsen paralldle.
Or un cycle de la méthode de Jacobi utilise Zl-E-];j-j—)-‘cr'ans.mutatJ'Lons. La

o«

question qui se pose est donc la suivante :

Peut-on regrouper ces Qiﬁéll transmutations de fagon i les exé-
cuter en fﬁif:%%f} étapes en paralléle regroupant au plus L%j de ces
3> 4
R ]

transmutations ?
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Cette stratégie sera donc optimale en ce qui concerne

1'utilisation du parallé&lisme.

SAMEH (24) a dorné une réponse affirmative 3 cette question en décrivant

deux telles stratégies optimales.

Les résultats précédents montrent donc que la plupart des

calculs matriciels se prétent bien 3 un caicul en paralldle.

Dans le chapitre suivant, on aborde 1'étude de 1'organisation

des domnées d'un programme.
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INFLUENCE DE LA PAGINATION SUR LA RAPIDITE

D'EXECUTION DES ALGORITHMES DE  CALCULS MATRICIELS

IT.
IIT.

PLAN

Principales définitions.

Modéles mathématiques.

Etude de différents algorithmes.

1/ Stockage d'une matrice.

2/ Opérations €lémentaires sur les matrices.

3/ Résolution d'un systéme linéaire.

4/ Obtention des formes canoniques.

5/ Tridiagonalisation d'une matrice symétrique.
a/ Méthode de Givens.
b/ Méthode d'Householder.

6/ Calcul des valeurs propres et des vecteurs

propres par la méthode de Jacobi.
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INTRODUCTION

‘Le but de ce chapitre est de mettre en &vidence 1'influence de
1l'organisation en pages de la mémoire centrale d'un ordinateur, sur la
rapidité d'exécution d'un algorithme.

l .o - - 3 . - - -

Dans une premiére partie, on donne les définitions des princi-

Paux concepts 11és a celui de pagination.

On développe ensuite un modéle général de calcul et on définit
la notion de "1'implémentation optimale ‘d'un algorithme". On pose le pro-
bléme de la détermination d'un algorithme efficace permettant de trouver

cette implémentation.

Dans la derniére partie, on décrit les implémentations optimales

de différents algorithmes de calcul matriciel :

- produit de deux matrices - résolution d'un systéme linéaire -
inversion d'une matrice,

- transmutation d'une matrice sous 1l'une des trois formes condensées
suivantes : Hessenberg - tridiagonale - Frobénius.

- calcul des vecteurs propres et des valeurs propres par la méthode
de Jacobi-Tridiagonalisation d'une matrice symétrique : méthode de

Givens, d'Householder.

On domne une estimation théprique du gain en appels de pages

obtenu sur les algorithmes classiques.
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I . PRINCIPALES DEFINITIONS

Le présent paragraphe consiste essentiellement en un exposé des
notions classiques de mémoire virtuelle - page - stratégie d'appels - de
recherche de pages...bien conmnues des informaticiens. I1 est done uni-

quement destiné d clarifier les notations et & montrer 1'intérét des

questions que 1l'on traite par la suite.

1. Mémoires hiérarchisées

Dans un ordinateur, toutes les mémoires disponibles n'ont pas la
méme importance. On distingue essentiellement la mémoire centrale et les
mémoires secondaires, celles-ci se subdivisant en mémoires rapides, lentes,
d accés direct ou séquentiel. Seule, la partie d'un programme résidant en

mémo ire centrale peut &tre exécutée.

Lorsque la taille d'un programme (code instructions + données)
dépasse la taille alloude en mémoire centrale, une partie du programme doit
se trouver sur une mémoire auxiliaire. I1 est alors nécessaire, au cours de
1'exécution du programme, de déplacer des parties du programme de la mémoire
secondaire dans la mémoire principale quand celles-ci doivent &tre exécutées
(guand elles ne sont pas déji en mémoire centrale) et de la méme facon cer-

taines parties seront renvoyées sur la mémoire secondaire.

Pendant longtemps, ce fut au programmeur d'organiser ces mouve-
ments. Avec l'apparition des langages de haut niveau et des ordinateurs de
la troisiéme génération, est apparue la nécessité de le décharger de cette

tache : ceci a &té réalisé grace au concept de mémoire virtuelle (33).

2. Mémoire virtuelle

Le programmeur définit son espace mémoire en utilisant des symboles
d'un certain langage. Il ne se préoccupe plus de définir 1la correspondance
entre cet ensemble d'adresses symboliques et les adresses réeiles. Cette
dissociation permet donc d'une part de faire comme si la mémoire disponible
était infinie, et d'autre part permet 1'écriture de programmes indéperndants

de la machine. C'est le systéme hardware et le software de 1'ordinateur qui
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s'occupent de déplacer les différentes parties du programme entre la mémoire
centrale et la mémoire auxiliaire, ceci grice aux mécanismes de pagina-
tion ou de segmentation. La mémoire virtuelle est cette mémoire de capa-

cité infinie dont semble se servir le programmeur.

3. Pagination

Soit A 1'ensemble des adresses symboliques utilisées par le

prograntmeur .

La mémoire centrale de 1'ordinateur est divisée en blocs de
méme taille : chaque bloc comprenant par exemple p zones de mémoires &1é-
mentaires (p mots par exemple). Un bloc est appelé une page. De la méme

fagon, la mémoire virtuelle est divisée en pages de méme taille.

L'ensemble A sera donc divisé en a pages. La mémoire centrale

sera supposée divisée en b pages.

Chaque page sera identifiée par 1'adresse de sa premiére zone.
Une adresse virtuelle sera la donnée d'un couple de deux nombres (n,m)

l<n<a,m<p, et désignera la mdne zone de la néme page virtuelle.

Une table des adresses des pages se trouvant dans la mémoire
centrale est constamment mise 3 jour. En face de la néme entrée de cette
table se trouve 1'adresse du début de la page de la mémoire centrale si
cette page n se trouve 1i dans la mémoire centrale, un blanc autrement.
Dans ce cas, il sera nécessaire d'aller chercher la page n dans la mémoire
auxiliaire si on en a besoin. Les différents mécanismes alors néccssaires

sont expliqués dans la suite.

4. Gestion de la mémoire

Quand au cours de 1'exécution d'un programme une référence est
faite 3 une page qui ne se trouve pas en mémoire centrale, on dit qu'il se

produit un "appel de page".
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L'exécution du programme s'interrompt pendant que cette page est

cherchée dans la mémoire principale et chargée en mémoire.

Pour réaliser cela, il peut &tre nécessaire :

a. de libérer de la place en mémoire centrale : il faudra choisir
quelles pages enlever : nécessité d'une stratégie de libéra-

tion de place . ;

b. de déterminer quelles pages amener en mémoire centrale :

stratégie de recherche de pages.

La stratégie de recherche la plus simple est celle qui consiste

a attendre qu'une page soit demandée pour la chercher.

On peut imaginer des stratégies plus raffinées, qui améneraient
en mémoire centrale certaines pages avant cu'elles ne soient demand@es.
Cecli ne présente pas d'intérét dans le cas de mémoires auxiliaires 3 accés

direct. Dans la suite, on ne considére pas de telles stratégies.

5. Fonctionnement en multi-programmation et en temps partagé

Dans un tel systéme, 1'utilisaticn d'une catégorie de ressources
n'est disponible que perdant un bref intervalle de temps par un programme.
Ces intervalles de temps peuvent résulter raturellement des passages entre
phases d'exécution du programme et phases d'attente , ou &tre définis arti-
ficiellement par 1'attribution d'un "quanta" de temps 3 chaque programme

(terps partagé).

Le systéme de pagination améne er. mémoire la page du programme
ol se trouve la derniére exécution référencée avant 1'arrét, puis effectue
les appels ultérieurs. A la fin du "quanta", les pages du prograrme en
mémoire y restent, c'est le rdle de la stratégie de libdration de libérer

de la place pour le programme suivant. '
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IT. MODELES MATHEMATIQUES

Dans ce paragraphe, on formalise les concepts d'algorithmes,

d'implémentation d'un algorithme, de stratégie de libération.

On définit 1'optimalité d'une stratégie ou d'une implémentation
d'un algorithme.
{

1. Programmes

Un programme sera défini par la donnée des ensembles suivants :

a) un ensemble M de mémoires

b) un ensemble D de données

c) un ensemble O d'opérations

d) un ensemble I d'instructions .

On suppose I fini et totalement ordonné .

Soit done Il""’IN ces instructions.
Elles seront d'un des types suivants :

- Instruction d'affectation
me M m <« d affecte 3 m 1la valeur d
depD

= Instruction de calcul (transformation des donndes)

m_ < g(ml,...,mi) si g admet i arpuments ; 1'opération g porte

sur le contenu des mimoires Myseasme , le résultat de 1'oplration est

dans la mémoire m_.

- Instruction de transfert
m> i,

Si le contenu de m est &gal 3 Iy alors 1'inctruction 3 excuter sera

la i’me, sinon la jéme.
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Les instructions du programme se déroulent séquentiellement,

seules les instructions de transferts peuvent rompre cette suite.

2. Implémentation d'un programme

I1 s'agit de définir une bijection entre 1'ensemble MUDUI et

1'ensemble L des locations physiques disponibles.

On suppose dans la suite que 1l'on a des bloes de p mémoires
€lémentaires. Un tel bloc constitue unepage. Une implémentation possible
ccrrespond 4 un partitionnement de 1'ensemble MUDUI = A en un nombre a

de pages de taille p.

Lors de 1'exécution du programme, 1'ordre d'exé&cution des ins-
tructions détermine un ordre d'appel des pages. Cet ordre sera toujours
le méme si le programme ne contient pas d'instructions de branchement con-
ditionnel. Dans le cas contraire, on peut définir la probabilité Cij de

passer de la page 1 4 la page j.

Une premiére définition possible d'une implémentation optimale

est done la suivante :

Trouver le partitionnement initial en pages, tel que 1'on mini-

mise la somme :

S = Z c..
1<i , j<N M

On va d¢finir dans la suite une autre notion d'optimalité.

3. Stratégie de remplacement - cf. BELADY (28), GELENE: (%5).

La définition précédente d'une implémentation optimale ne fait
pas intervenir la taille de la mémoire réelle.

t
Soit b le nombre de pages pouvant résider dans la mémoire centrile.
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Dans ces conditions, pour une séquence d'appels de pages, il
faut définir quelles seront les pages & mettre en mémoire et celles

qu'il faut enlever.

Dans le cas ol on tente de placer en mémoire centrale une page
seulement guand un appel a cette page est fait, alors il suffit de défi-
nir la stratégie de rempiacement, c'sst-i-dire 1'algorithme permettant de
déterminer quelle page il faut enlever de la mémoire centrale.

Soit une séquence d'appels de pages : pl,...,pk > b; € A
P, est référencée au temps tk' '
b, sSera référencée au temps tk 41 ° tk + A si pk est déja dans la mémoire
centrale (A = temps moyen de référence d'une page en mémoire centrale), au
temps tk+1 = tk + A+ 7T si pk n'est pas en mémoire centrale.

(T = temps moyen de recherche d'une page en mémoire secondaire).

Engénéral, naA=1ps , T = 1ms .

On a donc intérét 3 minimiser le nombre d'appels de pages non en mémoire
centrale. 8i b = 1 , cela revient i minimiser le nombre total d'appels de
pages dans le cas déterministe ; 1la somme S = ¥ Cij dans le cas non

déterministe . 1sJ

Définition d'une stratégie de remplacement
On adopte la définition suivante d'une telle stratégie.

Soit Q un ensemble fini : ensemble des états possibles. a est un
état particulier de Q : 1'état initial. Une stratégie de remplacement sera

une application de 1l'ensemble Q x L x A dans l'ensemble Q x L .

A est 1'ensemble des a pages du programme.
L est 1l'ensemble de toutes les parties de A ayant b &léments au plus.

Soit f une telle application : Q x L x A E' Qx L,

Alors, si la téme page référencée est la page p, , si 1'on est dans 1'@tat
Qq, avec une mémoire centrale de configuration & , £(q,% ,pt) sera ¢gal au
couple (q',2'), q' sera 1'état suivant, et £' la nouvelle configuration

de la mémoire centrale.
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L'application f respecte les conditions sulvantes :
si D, € £ alors p' = p (seul 1'état change)

si Dy ¢ % deux cas possibles :

ler cas |2] <b alors &' ={gU P}
28me cas |8l => p €2 dp,€p |p,€p.

Pis est une page enlevée de la mémoire centrale. On suppose qu'il n'y en

a toujours qu'une.
La donnée d'une telle application permet pour toute séquence
d'appels de pages, de déterminer les éhats successifs de la mémoire cen-

trale.

4. Stratégie de remplacement optimale et implémentation optimale

d'un programme

a/ Stratégie de remplacement optimale.

Une telle stratégie doit, pour une séquence d'appels de pages
donnée, minimiser le nombre de fois ol une page doit &tre enlevée de la

mémoire centrale (nombre de défauts de pages).

Quand la sulte des appels de pages est connue, alors la stratégie
de remplacement optimale est celle qui consiste 3 remplacer la page dont la

prochaine référence est la plus lointaine. (cf. BELADY (28)).
Une telle stratégie n'est en pratique guére possible. Elle suppose
que 1'on ait déjad exécuté le programme et que celui-ci ne comporte pas de

branchements conditionnels.

b/ Implémentation optimale d'un algorithme.

Avec la définition précédente d'une stratégie de remplacement
optimalc, on peut maintenant définir ce qu'est dans 1'absolu une implé-
mentation optimale d'un algorithme : c'est 1'implémentation telle que
1'application de la stratésie de remplacement optimale pour la séquence

d'appels de pages générée conduise au nombre minimal de défauts de pages.
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C'est un probléme extraordinairement complexe 3 résoudre pour
une distribution quelconque d'instructions et de données. Dans la suite,
on détermine ceperdant les implémentations optimales de certains algorithmes
pour lesquels on peut appréhender facilement 1'enchainement des instructions ,
quand le nombre de pages pouvant coexister en mémoire centrale est le rlus
petit nombre possible pour que 1'algorithme puisse &tre exécuté.

3 . ETUDE DE DIFFERENTS ALGORITHMES

Dans cette partie, on va &tudier 3 la fois sur le plan théorique
et sur le plan pratique, les performances des principaux algorithmes de
calcul matriciel dans un enviromnement paginé, ainsi que les variantes que

1'on peut imaginer.

Rappelons tout d'abord quelques notations :

p sera la taille d'une page
b sera le nombre de pages pouvant coexister en mémoire centrale
Mn n désigne 1l'ensemble des matrices carrées n x n i éléments réels.

5

Dans toute la suite, on suppose pour simplifier :
p=agn n-=aga? (=>p = a%q?).

1. Stockage d'une matrice

Si la matrice A est stockée ligne par ligne, une page contiendra

exactement g lignes.

Si la matrice A est maintenant considérée comme constituée de a? sous
matrices carrées ag x ag, on voit qu'on peut stocker un tel bloc par page :

stockage par blocs de la matrice A.

Dans le cas ou 1'on n'a pas les relations p = gn et n = ga? , on considére
que 1l'on a L%ﬂ lignes par pages et que 1l'on a des blocs de |/ p| x [/p] :
cela entralne une perte de plac’ en mémoire, mais facilite 1'adressage a

1'intérieur d'une page.
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Obtention d'une Tigne ou d'une colonne compléte de A.

Stockage en lignes : 1 appel pour 1 ligne , a? appels pour 1 colonne cdmpléte.
Stockage en blocs : a appels pour 1 ligne ou 1 colonne compléte.

Par conséquent, d moins que le nombre d'appels de lignes soit moindre que
celui des colornes, le stockage en blocs d'une matrice est celui qui domne

en moyenne le moins d'appels de pages. (Résultat de Coffman (32)).

2. Opérations élémentaires sur les matrices

a/ Transposition d'une matrice.

On veut obtenir la matrice B = At

Considérons 1l'algorithme suivant de calcul de B.

Pour T:=1 Jjusqu'a N faire
I Pour J:=1 Jjusqu'a "N faire
B(I,J):=A(J,I) ;

Stockage en lignes de A et de B : 0(ga") appels de pages.
Stockage en blocs de A et de B : O(ga’) appels de pages.

Pour cet algorithme, le stockage en blocs est le meilleur . Peut-on écrire

différemment (I) de fagon & diminuer le nombre d'appels de pages ?

1) Pour le stockage en blocs, 11 est immédiat de constater que 1l'on
doit faire les opérations entre blocs : ((2a®) appels de pages seulement

dans ce cas.

2) Dans le cas du stockage par ligres.
I3 faut écrire le programme de telle facon que 1l'on fasse le maximum
d'échanges entre pages : lorsqu'une page de B est en mémoire, les g premiers
éléments des p lignes correspondantes de B se trouvent dans fa premiére page
de A, les g sulvants dans la seconde ... . On effectue la transmutation de
ces sous-matrices g x q et 1l'on aura : 0(a") appels de pages.

Le stockage par blocs est bien le meilleur.



€99

b/ Produit de deux matrices.

Soit C = A x B.
Considérons 1'algorithme ordinaire pour effectuer le produit de deux
matrices :

pour I:=1 jusqu'ad N faire
pour I:=1 jusqu'd N faire
‘' début
S:=0;
pour k:=1 jusqu'd N faire
S:=S+A(I,K) B(K,j) ;
C(I,JT):=S ;

fin ;
Comptons le nombre d'appels de pages.

cl) Stockage en ligres

q%a® + 2a? appels de pages

c2) Stockage en blocs

* + a? appels de pages.

2q%a
On peut chercher maintenant quelle est la meilleure fagon d'écrire 1'algo-

rithme pour chacune de ces organisations des données.

bi ) Stockage en lignes.
Chacune des trois matrices A,B,C est considérée comme partitionnée en
a? x a? sous-matrices g x g. L'algorithme optimal consiste simplement 3
calculer la matrice produit C par les formules obtenues en effectuant les

produits par blocs.
11 est facile de calculer le nombre d'appels de pages nécessaires : a® + a2

bé ) Stockage par blocs.
Les trois matrices sont considérées comme partitionnées en a x a matrices
qa x ga.
L'algorithme optimal est 1'analogue du précédent pour ce partitiomnement.

Le nombre d'appels de pages devient : 2a3 + a2
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3. Résolution d'un systéme linéaire.

De la méme fagon que pour les algorithmes précédents, on peut
voir que le stockage en blocs est celui qui donne le nombre minimum d'appels
de pages. Cette étude a été faite par COFFMAN-McKELLAR (32).

x
. ® 3 " -
4. Transmutation d'une matrice sous forme canonique-

(Hessenberg, Tridiagonale, Frobénius).

Désignons par Eij la matrice de Mn n dont tous les &léments sont nuls
3

sauf 1'élément (i,j) égal 3 un. Soit Eij(a) la matrice :

I+a Eij (a € R) .

Pour obtenir l'une des trois formes canoniques d'une matrice A, on peut
effectuer des transmutations par des matrices du type Eij(a), chaque
transmutation &€lémentaire permettant d'obtenir un nouveau zéro dans une
position convenable. On wva 2tudier le colit en appels de pages de ces
algorithmes. On décrira les modifications & apporter 3 ces algorithmes

pour en minimiser ce colt.

a/ Transmutation par une matrice &lémentaire

Soit Eij(a) cette matrice. Soit A' la nouvelle matrice :
t - -
A = Eij(a) A Eij< e).

On a
1 - . o
ai, Ta;, ta agk k £
A Ty Tagy kAL
' = . 0-- .._2 s »
aij alJ + a a.JJ a a11 a aJl

Le colt en appels de pages d'une seule transmutation est de 1 + a2 ou 2 + a2
appels pour le stockage en lignes de A suivant que les lgnes i et j sont,
ou ne sont pas, dans les mémes pages.

Pour le stockage par blocs, on aurait un colt de 2a ou de ba appels.

Dés que a > 4, le stockage en blocs est meilleur 3 ce point de vue que

le stockage en lignes.
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b/ Transmutation sous forme d'Hessenberg

- Algorithme classique (7).
I1 consiste en une suite de transmutations &lémentaires :
1 3 3 -
E3,2, E4,2’°'"E4,3’E5,3""’En,n-1 permettant d'obtenir un zéro succes
sivement en les positions (3,1), (4,1), ..., (n,1), (4,2), (5,2),...,(n,2),

eos (n,i),..., (n,n-2). Pour effectuer la transmutation E. (a), on

J,1+1
calcule la valeur de a :

{
_ _ A(j,1) . . . s as s ~ ‘s
a = KTIfTTTS » buis on ajoute a fois la i+1& ligne 3 la jéme et on

retranche a fois 1la jéme colomne 3 la i+1a.
Pour obtenir tous les zéros voulus dans la iéme colomme, il faut faire

(n-i-1) telles transmutations.

- Stockage en ligne.
Si 1'on suppose que trois pages peuvent coexister en mémoire

centrale, il faudra alors un nombre d'appels de :

n-2 n-i
T = Z ((n—i)82 +LTJ )
i=1
2,68 2 2,6
Soit : & g + Eg;-— ca -1 (T =0 (q2a ))

Si deux pages seulement peuvent coexister dans la mémoire, le colt en appels
deviendra en q%a® car i chaque fois il faudra réobtenir la i+1dme ligne
et la i+léme colonne :

LE:E%XE:E) (1+a®) appels supplémentaires.

- Stockage en blocs

Si trois pages peuvent coexister en mémoire centrale, le colt

sera de :
n-2 —i41
T= I [(n-ia+[ 22 4y
i=1 Qa

Soit : a —5—%+ 3§ (i+1) 1 (diqa-1+j)) - 2
i=0 =1
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ce qui domne T = O(%-qzas).
Dans le cas de deux pages seulement.., on aurait :

=0 (2q2 a°
T =0 (3 q° a’).

-Modifications de 1'algorithme

. Stockage en lignes
Dans ce cas, il est clair que les opérations entre colonnes sont trés
coliteuses. On cherchera donc i ne faire que des opérations sur les lignes.
Pour cela, on regroupe en une seule &tape le calcul de :

~1 -1

i+2,i+1""’E

AE n,i+1

En,i+1""’Ei+2’l+1

I1 sera en fait nécessaire d'avoir n-2 mémoires supplémentaires. On a
tout d'abord les opérations entre les lignes i#1, i+2, i+3,...,n en stockant

les valeurs

A(i+2,i) A(n,i)

A(i+1,1)? " °R(i+1,1)

On calcule ensuite les nouvelles valeurs des éléments de la colorme i+l par
les formules :
.. N .. A(k,i) .
A(J,l"’l) = A(J ,1+1) + X A—(m—)— X A(J ,k)
Si 1'on peut avoir trois pages en mémoire centrale, on a un colt en

appels de pages de :

T = X (a2+ rp—_]‘")
i=1 d

4 2 ) Y
Soit T = éﬂ%___ 3a o+ 9%_ -1 T =0 { 5ga ).

Remarquons que 1'on peut encore économiser quelques appels en commencant
les calculs sur la i+1éme colonne 3 partir de la néme ligne (én mémoire
apres les calculs sur la ligne) : cela économise ga® - 2 appels supplé-

meataires.
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. Stockage par blocs

On calculera les valeurs %%%;%i%%— seees %%gi%%I) en effectuant toutes
> 3

les opérations entre les lignes se trouvant dans les r Eééfw pages néces-

saires.

Si 1'on dispose de ga mémoires supplémentaires, on puurra calculer ga

{ n

. A(k,i) . . ~ .
sommes partielles z v A(J,k) simultanément pour j = n,n-1,..
k=n-qa+1 AG+T,T)

-.s,N-qa+l, et ainsi de suite, ceci d&s que dans une page on aura fait

toutes les opérations entre la i+1 ligne et celle de 1a page.

On aura donc ainsi un coit de :

n-2 . . .
n-i n-i n-i
izl (a+1) rgla—.]*‘ l'q?%F@—T
n-1 . a-1
Soit T=(a+1) £ [ =7 +qga (3 i2) -1 - a2
i=2 @ i=1

Remarquons, cependant, que si 1'on avait exactement n mémoires supplémen-

taires, on pourrait faire ceci pour toutes les lignes en méme temps.

n-2 . Y
Le colit devierdrait : I (a+1)r 2557 -1 2 E-1)-2a -1+ qa’
i=1

L
Soit T =0 (q§ ).

Le stockage en blocs reste.  donc meilleur mais nécessite cependant plus
de mémoires. Comme pour le stockage en ligr.»s, on a seulement trois fois

plus au maximum d'appels, 1'algorithme correspondant est donc préférable.
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¢/ Tridiagonalisation

On réduit tout d'abord la matrice A sous la forme d'Hessenberg.

Ensuite, on effectue les transmutations successives Ei+ s J=1+2,...,n,

1,)
i=1,...,n-2 de fagon 3 obtenir les zéros en les positions successives

(1,3), (1,4), ..., (1,n), (2,3), ..., (2,n),..., (n-2,n)

On modifie trés facilement cet algorithme, de manidre i faire toutes les

opérations sur une méme ligne en méme temps.

On regroupe en une méme &tape les transmutations permettant d'obtenir les

zéros voulus dans la idme ligne.
Cela nécessite n-2 mémoires supplémentaires de facon 3 pouvoir stocker les

valsurs B(j) = - ﬁ(%,izl J = 1+2,...,n .
3

On fera ensuite A(i,j) = O ; on n'a plus besoin de la idme ligne.

On fera ensuite pour k = 1+2 jusqu'd N les calculs suivants :

AG+1,L) AGE+1,L)-B(k)A(k,L) L = k-1 jusqu'@ N .
A A(k,L) = Ak,L)+B(L) x A(k,i+1) pour L = k jusqu'a N
A(i+1,k) = A(i+1,k)+B(k) x A(i+1,3i+1).

Le colt de cet algorithme sera donc :

n-2 s 20,2
r IR i+1 1 - ga“(a‘+1) _ 5
1 q

. 2
1=

Pour le stockage en blocs, 11 faut modifier les calculs de facon i faire

tous les calculs & 1l'intérieur d'une page {analogue au cas précédent pour

1'obtention de la matrice d'Hessenberg). On aura alors seulement :

n . .
I rgééwrrrlglw appels.

1=1 q
Soit qa? (a+1)é2a+1) ~alarl) !
2
L
T = (L)
3
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d/ Transmutation sous la forme de Frobénius

On suppose A non dérogatoire. On transmue d'abord A sous forme
d'Hessenberg, puls on effectue les transmitations €lémentaires permettant
d'obtenir des zéros de la idme colonne :

Ej,i+1 J=1l,...,1
Les zéros seront donc obtenus dans 1'ordre : (1,1)(1,2)(2,2),(1,3),(2,3),
(3,3),...,(1,n-1),(2,n-1),...,(n-1,n-1)

Pour le stockage en lignes de A, 1'algorithme classique n'a pas becoin

d'8tre modifié. Il cofite en appels de pages :

ngz [i*17]
i=1 4
4 2
soit L. g gt

Pour le stockage en blocs, il faut par contre modifier 1'enchainement des
‘opérations de facon 3 faire toutes les opérations concernant une page en
méme temps : cela nécessite de stocker les coefficients permettant d'annuler

les €léments d'une colonne : n-1 mémoires supplémentaires. Le colt sera

alors :
n-2 . .
1+1 n-1+1
2o g
a a
T=qga z Jjx (a=j+1) + £ Jj-2a-1 .
j=1 Jj=1

ala+l) _
2

—3
l

= 9%— (a+1) (a+2) + 2a - 1.

Le stockage en blocs est donc meilleur que le stockage en ligne.

5. Tridiagonalisation d'une matrice symétrique.

a/ Méthode de Givens.

La méthode de Givens permet d'obtenir une matrice tridiagonale
symétrique en effectuant une suite de transmutations par des matrices de

rotation de la matrice initiagle.
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Soit Vij( 8 une matrice de rotation

+i +j
1
i~ cos 8 -sin 6
1
Vij(e) =
1
J- sin 6 cos 6
1
1
1 - -
On a les fornmules :
[ - i v = . - 81 .
aik cos O aik 51r18ajk aki cos eakl sin 6 akJ Wy
3

] - : U = i .
ajj = sin § aik + ¢os eajk akj sin eaki + cos © akJ
al. = cos’0 a.. +sin? 8 a.. - 2 sin 6 cos 6 a..

ii ii 33 ij
al, = cos’0 a,, + sin? 9 a.. + 2 sin 6 cos 3..

JJd JJd 11 1J

v = 2 - sin? .. + si ..-a..
aij (cos® 6 - sin e)alJ sin 6 cos © (all aJJ)

Ces formules montrent que 1'on peut arnuler le terme (i-1,j) en prenant :

_ P4
t?@ = . Alors A! , . =A, ., =0
a. . 1—-"’J J ,l-l

1-1,1

a. a. . .

On calcule en fait : cos § = —2-is1 et sin o = —171sd

2 2 2 2
81-1,1%%5-1,; #1-1,i%%1-1,

Comme la matrice est symétrique, il ne faut utiliser que les termes de la
moitié supérieure par exemple. Pour minimiser le nombre d'appels de pages,
il faut tdcher d'organiser les calculs entre lignes dans le cas du stockage
par lignes (le stockage en blocs ne peut guére servir dans le cas des

matrices symétriques si on veut stocker seulement une moitié de la matrice).
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Modification de 1'algorithme de Givens

On regroupe dans une méme €tape tous les calculs correspondant'
vy 3 3 \ 3 A
aux transmutations Vk+1,k+2""’vk+1,n qul permettent d'obtenir les zéros
de la kéme ligne.
(k=1,...,n-2).

Cet algorithme nécessite 2(n-2) mémoires supplémentaires pour le stockage

des coc
{

. i . j=k+2,... .
ek+1,3 et Sln'ek+1,3 (j=k+2,...,n)

Soit c{(j) = cos @ . et {j) = sin o

k+1,] k+1,3

En ayant en mémoire la kéme ligne, on peut calculer les c(j) et les s(j)

-~

en modifiant 3 chaque obtention la valeur de ak k41 P la formule :
3

2 qq = o) A a1 ~ 80y s

Ensuite, on effectue les transformations des €léments de A ligne par ligne,
en gardant constamment la k+iéme ligne en mémoire (du moins les &léments de
cette ligne se trouvant dans la moitié supérieure de la matrice). I1 faut
remarquer que 1l'é@lément 1,j est modifié si 1'on fait la transmutation par

v . mais aussi par Vk

k+1,1 +1,°

On utilisera done les formules suivantes :

pour j=k+2 jusqu'a N faire :

] - 2' 2. L - . . .
etk T %) ke Y OS() 35 T 2 C) SG) Fwe1,; o
' . = 2 g2, .+ c.. . -a. .
41, ] (C(J) S(J))ak+1,J CkJ)S(J)(ak+1,k+1 aJ,J) >
1 - —
4y.,3 85,0 T T,k T Bkea,ke1

pour L=j+1 jusqu'd N :

1 = . S . .
f+1,L T G A+L,L T S(5HE,L
1 = . . .
Gl TR ,L T L,
et pour L=j+1 jusqu'a N :
\J - -
Br1,5 T CL)Ben,y T S Ay

al s(L . c(L) a.
J,L ( )ak+13J ( ) J’L

+
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Le colt en appels de pages sera, si 1'on considére que toute la matrice
est stockée :

1’1-2 . 2 2

n-i+11 _ qa?(a?+1)

3 r'—Ti__1 =L - 2.,

1=1
Cet algorithme reste encore valable si la moitié de la matrice seulement
est stockée (les formules que nous donnons pourraient 8tre réécrites méme

si la matrice A symétrique était stocke sous forme d'un tableau i une

seule dimension).

b/ Tridiagonalisation par 1la méthode de Householder

Regrouper en une seule &tape 1l'obtention des z&ros de la iéme
ligne (et colonne) comme précédemment, fait penser 3 la méthode de Householder.
cf. WILKINSON (79.

Dans cette méthode, on utilise pour faire la transmutation 3 la iéme étape

la matrice p, = I—ViVE / 2k§

avec
Vi(j) =0 J=1,...,1
i41) = *
Vi) =ag o0 75
Vi(j) =8y s | j=i+2,...,n
n

8. = % a2 . et 2k? = 82 a. . . S.

1 52141 1,] 1 1 1,1+1 1

Cette méthode ne colite que % n® multiplicationsau lieu des-% n® de la

méthode de Givens.

m va montrer qu'au point de vue appels de pages, on peut la modifier

ce fagon a avoir un nombre d'appels voisin de celui de la méthode de Givens.

t
I1 suffit de considérer lec formules que donne WILKINSON (7') dans son livre

(p. 292)

- (T O 2 v ub  op2
Ai (1 vivy / 2ki)Ai_1 (1 vivy / Lki)
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On note p; = Ai—l L / 2k§

Ca - S . - t o\t )
On aura donc : A, = A ViP{ - pyv. # Vi(vipi)vi / ks

. _ 21 t 2 .
$iq; = p; 5 Vi(Vipi / 2ki) , On aura :
- _ t _ t
A5 % Ay T V9 vy -
¢
Cette derniére expression * montre que le calcul de 1la nouvelle matrice

A. a partir de A. - de q et de Vl ne nécessite que | ———-T+ 2 appels de
pages au maximum (81 \4 et a3 sont sur des pages dlfferentes) Mais le
calcul de b, necess1te lul aussi r-—-l appels.

On aurait aussi deux fois plus d'appels que pour la méthode de Givens.

Cependant, il est clair que 1'on peut commencer 3 déterminer Viq et

p- iVieq Y fur et 3 mesure du calcul de A

Par conséquent, le nombre total d'appels sera au maximum :
n-2 .
-1 n
) — [+ 2) + [27.
o 37

1=1

Ce nombre est voisin de celui correspondant 3 la méthode de Givens.

6/ Calcul des valeurs propres et des vecteurs propres par la

méthode de Jacobi.

La méthode de Jacobi permet le calcul des valeurs propres et des

vecteurs propres d'une matrice carrée symétrique ou hermitienne.

Raisonnons pour simplifier dans le cas réel.

1 ¥i ¥J
i> O cos 06 - sin 6
1
Soit Vij(e) = 1 une matrice de rotation
J> O sin 6 cos 8
1
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~

L'algorithme de Jacobl consiste 3 effectuer une suite de transmutations
par de telles matrices en annulant successivement tous les termes en-
dessous de la diagonale qui restent supérieurs en valeur absolue 3 un

réel e fixé.

Les valeurs propres se trouvent sur la diagonale. Les vecteurs propres

sont obtenus en effectuant le prcduit des matrices de rotation utilisées.

On va étudier cet algorithme du point de vue du nombre d'appels de pages

entrainés.

it A' = v.. ..(—0).
Scit A vlJ(e) A VlJ( 8)

On a 1les formules suivantes :

1]

al cos 0 a.. - sin 8 a.
ik 1

k Jjk
) = 3
ajk sin 6 aik + cos 6 ajk
'. = cos 6 . - s8in B .
| :
akj sin 6 aki + cos B akj
al. =cos? 0 a..+ sin?6 a.. - sin 6 cos 6 (a.. + a..)
1i ii 3J Ji ij
al. =cos?2 9 a..+sin? 6 a.. +sin6 cos 6 (a.. + a..)
JJ JJ 11 Ji 1]
al. =cos? 6 a..-sin? 9 a.. + sin 6 cos 6 (a.. - a..)
ij Ji ij ii 33

Pour annuler les termes aij, il faut choisir 6 tel que :

cos* 6 a.. -sin? 6 a.. +sinB cos B (a.. -a..) =0 .
31 ij ii 3J

Ce qui donne :

_ a _ b
sin = , cos =
v b?+a? /D2t a2 '
avec a=+(a.. -a..)+v (a.. - a..)? + g2,
ii 33 ii Jj ij
b = 2a
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hl) Algorithme de Jacobi normal.

On amule successivement 3 1'aide des matrices de rotation les termes

en (2,1), (3,1),...,(n,1),(3,2),...,(n,n-1) et on réitére le processus.

Le nombre d'appels de pages pour un cycle complet sera de 1'ordre de :

2
é%— a® appels pour le stockage en lignes

1

% g2a’ appels pour le stockage en blocs.
On décompose  maintenant deux modifications possibles de 1'algorithme

de Jacobi, dans le cas du stockage en lignes.

h2) Premiére modification.

On veut ne faire que des opérations sur les lignes. Pour cela, on peut
remarquer que le but ultime de 1'algorithme de Jacobi est 1'obtention
de la matrice orthogonale Q telle que :

D=QAQ

D sera la matrice des valeurs propres, Q la matrice des vecteurs propres.
Elle est obtenue comme produit de matrices de rotation é&lémentaires. Si
1'on veut obtenir non seulement D mais Q, la modification suivante peut

se justifier.

On fera : Ak+1 = VkAk AO = A, Vkvetant la méme matrice de rotation que
- dans 1'algorithme ordinaire.
Ur1 T NSy

(Ang = QkAQE et donc 4 la limite on obtient bien ainsi Q et la matrice DQ).

Pour annuler 1'€lément (i,j) au keme pas de ce procédé, il faut faire un
produit par une matrice vij(GL).

Ok sera déterminée en fonction des éléments (i,j), (j,j) et (i,i) ge
QkAQE = Ang : ces trois €léments seront donc obtenus comme produit des
lignes i et i, jet jet iet j de Ak et Qk respectivement .
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Pour faire une itération compléte, il faudra donc faire au maximum huit
appels de pages (quatre au minimum). Pour un cycle complet, il faudra
done au maximum U4g2% a* appels de pages. Cependant, le nombre de multipli-

cetions est fortement augmenté.

h3) Deuxiéme modification.

On modifie 1'ordre habituel des annulations de facon 3 faire le maximum
de calculs par lignes appelées en mémoires. On peut par exemple effectuer

les opérations résultant de deux transmutations.v. . v. . successives
1291 oo

en méme temps si il’ jl’ i2, j2 sont tous distincts. On peut au maximum
n . Ny 2=
regrouper | = | telles transmutations et donc annuler l§J €léments.

n(n-1)

5 €léments, le nombre

Comme il faut annuler dans un cycle complet

minimum de transmutations sera :

r n(n-1) 1 .

> 2

La question quil se pose est la suivante : existe-t-il une politique d'annu-
lation ayant ce nombre minimum d'étapes ? Si oui, quelle est-elle ? On

aurait alors besoin de

20,2
a2 x [ (ga 1)7 appels de pages pour un cycle complet

2 5

(qa" environ). Il faudrait évidemment 2 x T§1 mémoires supplémentaires

pour stocker les cos 6 et sin 8 indispensables.

Sameh (24') a donmé deux telles politiques (une pour n quelconque, 1'autre
pour n = 2%). En utilisant 1'une de ces politiques, 1'algorithme de Jacobil
converge toujours (on passe une infinité de fois sur chaque &lément) et

devient trés performant au point de vue appels de pages.

On a vu dans le chapitre IV, que cette modification conduisait
aussi a 1l'utilisation optimale du parallélisme dans ce calcul.
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i) Algorithmes QR et LR

Pour ces algorithmes de calcul des valeurs propres, la forme d'Hessenberg
est invariante. On peut donc transmuer la matrice A dont on cherche les
valeurs propres sous forme d'Hessenberg, puis on applique 1'algorithme QR
ou LR.

Soit H la matrice d'Hessenberg.

On cherche Q sous forme d'un produit de matrices de rotations telles que
QH = R triangulaire supérieure.

Cette &tape nécessité a® appels de pages.
Ensuite, on effectue RQ. Pour cette étape, on peut regrouper les calculs

par lignes de fagoh d ne nécessiter aussi que a? appels de’ pages en tout.
On a donc au total 2a® appels de pages (au lieu de 22 + (qa? - 1)a?).

L'algorithme LR peut &tre modifié de la méme manidre.

CONCLUSION

En passant en revue les principaux algorithmes de calcul matriciel,
on a mis en évidence la grande influence de 1'organisation des données sur
leur cofit en appels de pages et on a montré comment réduire ce colt de facon

radicale en modifiant 1l'ordre des calculs et en combinant certaines étapes.

On peut se demander si ce genre de modifications peut &tre pris en
charge par le compilateur ou si le programmeur ne devrait pas avoir plus de
connaissances du fonctionnement réel de la machine. Un certain "style de
programmation" peut étre conseill3d pour programmer en langage de haut niveau
dans un environnement paginé (26 de fagon d'une part 4 améliorer son propre

programme, mais aussi le fonctionnement global du systéme.
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Ce qui précéde avait déja fait 1'objet d'un séminaire (41).
Depuis 1'aspect mathématique du probléme de 1'implémentation optimale
d'un programme a été étudié par LACOLLE (39), (40).

Les références (27), (29), (30), (31), (34), (35) concernent
1'étude théorique et pratique du fonctionnement global des systdmes avec
pagination.



(27)

(28)

(29)

(30)

(31)
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ERRATA

Page A 8 ; 3e ligne, 11 faut remplacer X et Y par x ety

Page A11 ; milieu de la page, Dans la phrase : "On désigne par M (resp. M)...",
il faut remplacer "opérations mathématiques” par "opérations
arithmétiques-. ’

Page A34 ; référence 130, il faut lire "boolean” 3 la place de "bloolean”.

Page B 8 ; dans la remarqgue 1, il faut lire (p un nombre premier) au lieu de

{(p le nombre premier).

Page BS, B10 : remplacer Xi et Yj par et yj , et pq,...,pp par Pq"'.'PD
(dans la remargue 4).

Pape B20 ; dix lignes avant la fin, il faut lire

. R ot
X°B.Y 2 X°( £ a(AlBS + a8 )y,
i j2q Y32 2°1

et au-dessus

£ 9 4 5 st t
YT o BIBY )Y = 0 (au lieu de X°( v = 0).

joq 172

Page B24 ; paragraphe 2, il faut lire

t t

k k k kK m k _k n
Y El A E 2 2

A2 X + B2 ; A2 e K 81 82 € K

A
.
\
i

Page B36 ; dans le corollaire 2, il faut remplacer min par max et dans la

s Z

T iété 10 7,,..., 2o
propriété " z 1 .

p par z

Page B43 ; dans 1’expression de B; et Bi remplacer Bj par Aj
Pagze B46 ; remplacer ZysrenesZ par 7

Page B57 ; il faut écrire 7 = (Z ,7Z "Zn—1] et dans la ligne suivante il

faut remplacer =z par Zk

Page BEB0, B62 ; remplacer Hn[fgnj par Hn(i?n]



Page B81 ; dans S' remplacer 521 par Syot

. . {n+1)
Le résultat du corollaire 1 est n

2

t t
Page 123 ; remplacer sz = 0 par sz =0 .
Page 130 ; da 1'énoncé - du théoréme 8, ci doit étre remplacé ix.
e dans 1'énonc éoreme cing doit &tre remplacé par six
Page C 6 ; dans 1'expression de A(a,B) il faut remplacer Bk par Bl

-1
P C 5 d 1 i de A iété P oseau,
age C11 ans expression de (propriété 6) remplacer 1 Pn-1 par

PgsrersPyyg

Page C22 ; ligne 4, lire Gi/Gi+1 au lieu de Gi+Gi+

7 lignes en-dessocus lire seulement

1

Page C84 ; dans la proposition 5 changer avant en aprés.
A la fin de la page (Deuxiéme procédé), il faut lire
pour obtenir ur zéro en (k,i) (au lieu de (i,k)) et ensuite
E .
k,i+q o lieu de Ek,k+1

Page C75 ;5 dans (13, remplacer I (n) < D,(n=1) per I_(n) < B _(n}+1

Page C80 ; début de la Dafe, lire Aéj = Ak,j - a Aki {au lieu de
' = - .
A T MKy T E A
. 1]
Page C106 ; changer Ai-1,j et Aj,i—1 en ai-1,j et aj,i—1
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