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INTRODUCTION

Comme le montrent Raynaud (1968), Pétry (1971) et Diet et
Raynaud (1977), la connaissance des conditions nécessaires pour qu'un
graphe G muni de coefficients soit une vidange forte, mérite, tant
par son aspect lacunaire que par son intérét dans les applications et

la théorie des processus stochastiques, un effort d'approfondissement.

Si 1'utilité de la connaissance des vidanges fortes est
manifeste pour les chimistes macromoléculaires [cf. Bruneau (1966)],
elle ne devrait pas 1'€tre moins pour les mathématiciens qui trouveront
dans cette étude des éléments en vue d'une théorisation de certaines

convergences dans des processus markoviens non-stationnaires.

Plus spécifiquement, nous nous sommes intéressés a préciser
une conjecture de Pétry (1971) reliant la notion de vidange totale a
celle de vidange forte (que nous savons, grace a Diet et Raynaud (1977),
étre inexacte); on lira dans les pages qui suivent la démonstration
de 1'exactitude de la conjecture dans plusieurs cas jusqu'alors liti-
gieux. L'essentiel de cette thése consiste donc a mieux cerner la

conjecture de Pétry.

Au cours du premier chapitre, nous exposerons quelques
résultats connus sur les vidanges et vidanges fortes. De plus, nous
indiquerons quelques propriétés particuliéres de symétrie dans les
graphes, utilisées dans la suite. Nous énoncerons la caractérisation
des vidanges totales obtenue par Pétry (1971) puis la conjecture en

question. Nous rappellerons alors les résultats appuyant cette



conjecture et obtenus par Pétry (1971) tandis que le contre-exemple

de Diet et Raynaud (1977) nous incitera 3 la prudence par la suite.

Notre &tude personnelle ne commence qu'avec le second
chapitre qui propose, pour les graphes pondérés avec ou sans boucles,
un théoréme général donnant des conditions suffisantes simples
d'obtention de vidanges fortes. En corollaire direct de ce théoreéne,
nous verrons que les cycles 3 p sommets Cp et les graphes complets
symétriques sans boucle a p sommets Kp, leurs sommets étant munis
de coefficients identiques, sont des vidanges fortes. Nous verrons
qu'il y a aussi d'autres graphes pondérés qui, tout en ne vérifiant

pas la conjecture de Pétry (1971), sont des vidanges fortes.

Au cours du troisiéme chapitre, nous obtenons un théorsme
général donnant des conditions suffisantes pour qu'un graphe pondéré
avec boucles, sauf peut-8tre en quelques sommets, soit une vidange
forte. Nous en déduirons quelques corollaires intéressants permettant
a partir de certaines vidanges fortes d'obtenir d'autres vidanges
fortes et ce en faisant varier les coefficients selon certaines régles

bien précises.

Dans le quatriéme chapitre, introcuisant le concept de dila-
tation d'un graphe pondéré, nous verrons que les dilatations de graphes
pondérés laissent invariante la propriété de vidange forte. L'étude
de cette invariance nous permettra d'enrichir considérablement 1la
classe des vidanges fortes par la définition de nouvelles structures
de graphes pondérés non-orientés convenables; nous pourrons enfin

proposer une limitation exacte 3 la conjecture de Pétry (1971).



Finalement, au cours du dernier chapitre, nous examinerons
la possibilité qu'une somme directe de vidanges fortes soit une vidange
forte, ce qui nous conduira d& 1'énoncé d'une conjecture. D'autres
considérations sur les vidanges fortes indiqueront pour finir au lec-
teur que, si 1l'avance apportée par notre travail & la connaissance des
vidanges fortes lui a occasionné un pénible décryptage, il lui faudra
sans doute faire encore de nombreux efforts pour atteindre, s'il le
souhaite, des conditions nécessaires susceptibles de caractériser
efficacement les vidanges fortes. Engageons—nous donc dés maintenant

dans le sentier surprenant et ésotérique des vidanges fortes!

Nota bene: Le vocabulaire utilisé, s'il ne se perd pas dans les
arcanes des vidanges, sera celui de Berge (1958). Les graphes que
nous considérons sont orientés ou non-orientés, avec ou sans boucles,

mais sans arcs, ni arétes paralléles.






CHAPITRE I
NOTIONS PRELIMINAIRES ET POSITION DU PROBLEME
§1 Vidanges et vidanges fortes

Soit un graphe G & p sommets, orienté ou non, avec ou

sans boucles; soient V V2, ey Vp ses sommets, A(G) 1'ensemble

1’
de ses arcs (ou arétes), associons 3 chaque sommet Vi de G un

coefficient entier positif Ni’ i=1, 2, ..., p. Soient
>

N = (Nl’ NQ, cees Np) et N = N1 + N2 t oee t Np. G muni de ses

coefficients sera noté (G, N), et appelé graphe pondéré.

A tout graphe pondéré (G, ﬁ), nous associons le couple
(U, g8) composé d'une wine U contenant N boules dont Ni boules
de couleur i, i =1, 2, ..., p, et d'une loi de tirage ou grammaiie

g définie comme suit:

@ la premiére boule est tirée dans U au hasard uniforme

et sans remise,

® s'il reste dans 1'urne U, n, boules de couleur k,

k
k=1, 2, ..., p et si une boule de couleur i vient
d'8tre tirée, la boule suivante, tirée sans remise, sera

une boule de couleur j avec une probabilité nulle si

(Vi’ Vj) ¢ A(G) et avec une probabilité égale 3
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si (vi, vj) € A(G) et si {(Vi, vjt): t=1, 2, ..., 2}

décrit 1'ensemble de tous les arcs issus de Vi dans G,

@ nous recommengons alors 1'@tape précédente jusqu'd ce que
la probabilité de tirer une boule de couleur j soit nulle

pour tout j =1, 2, ..., p.

>
I1 est immédiat qu'ad tout graphe pondéré (G, N) correspond
un couple (U, g), la réciproque &tant fausse d'une manidre générale.
Cependant, nous parlerons indifféremment de (G, ﬁ) ou de son couple

associé (U, g).

Soit v 1le nombre de boules sorties de 1l'urne U 3 la
fin d'un tirage selon la grammaire g. Vv est une variable aléatoire

dort la distribution est bien définie par la donnée de (G, ﬁ) ou du

N,
cotple associé (U, g). Nous supposons que le rapport ﬁi- tend vers
une limite strictement positive Ai, i=1, 2, ..., p avec
Al + A2 t oe.. t Ap = 1, quand N tend vers 1'infini.
Deginitions

Nous dirons que (G, ﬁ) est une vddange si v P:S., 5
> . v p.
quand N > « et que (G, N) est une vidange forte si N 1

quand N > ®, c'est-3-dire
\/a, B >0, 3 NO tel que N = NO => P{% > 1 - %} >1-8.

Raynaud (1968) a défini ces notions de vidange et de vidange

forte et montré que:



Proposition 1

I1 faut et il suffit que G n'ait pas de sommet de demi-

degré extérieur nul pour que (G, N) soit une vidange.
De plus, Pétry (1971) a montré que:

Proposition 2

>
(G, N) ne peut &tre une vidange forte si G n'est pas

fortement connexe.

Avant d'é@noncer la conjecture de Pétry (1971), nous indiquons
une propriété de symétrie dans les graphes qui nous sera utile au

prochain chapitre.
§2 Symétrie dans un graphe

Soit toujours un graphe G, orienté@ ou non, V 1'ensemble de

ses sommets, A(G) 1'ensemble de ses arcs (ou ar8tes). Un graphe G

est dit symétrique si
(x, y) € A(G) <=> (y, x) € A(G) .

Dans tout ce qui suit, nous assimilons les graphes symétriques
aux graphes non-orientés correspondants. Un automorphisme de G est

une permutation f de V telle que
Vx, y eV, (f£(x), f(y)) € A(G) <=> (x, y) € A(G) .

Soit [ 1le groupe des automorphismes de G.

G est dit point-symétriique si

Vx,er, Jfel tel que f(x) =y .



G est dit nfgulier si tous ses sommets ont m&me degré.

Tout graphe point-symétrique est évidemment régulier. Le
graphe complet symétrique 3 p sommets, sans boucle, Kp et le cycle

d p sommets Cp sont point-symétriques.

A 1'aide de ces notions, nous pourrons donner au prochain
>
chapitre des conditions suffisantes pour qu'un graphe pondéré (G, N)

soit une vidange forte.
§3 Vidanges totales et vidanges fortes
Definition

> . s s
(G, N) est une vidange totale si 1la probabilité de vider
complétement 1'urne associée par tout tirage suivant la grammaire g

est 1.

Comme 1'a montré Pétry (1971), la notion de vidange totale
est etroitement liée 3 la notion de graphe arbitrairement parcourable.
D'ailleurs, ce lien &troit entre ces deux notions lui a permis de

démontrer que:

@p_gbdxon 3

>
(G, N) est une vidange totale si et seulement s'il satisfait

1'une des conditions suivantes:

® G est un graphe complet symétrique avec boucles sauf

peut-8tre aux sommets de coefficient unitaire.

® G est un graphe circuit symétrique (c'est-d-dire un cycle)

et ¥=(,1,...,1).



® G est un graphe bipartite complet symétrique et la somme
des coefficients des sommets de l'une des classes est
égale a la somme des coefficients des sommets de 1l'autre
classe; ce que nous appelons ghraphe biparntite complet

equilibre.,

® (G, N) est n-partite equilibré, c'est-a-dire que les

sommets de G peuvent €tre partagés en n classes:

Yl = Vl, V2, ey Vk s ’Y2 {Vk 1 e Vk s eeey
1 1 2
n-1 n

avec
N, + N. + ... + N = N + ... t+ N = e
1 2 k1 k1+1 k2
= Nk +1 S R Nk = K
n-1 n

et ou tout arc de G est dirigé d'un sommet de Y; Vers

un sommet de Y (somme modulo n) et a aucun autre

i+1

pour i =1, 2, ..., n.
Par exemple, les circuits 3 n sommets munis de coefficients
identiques sont n-partites équilibrés. De plus, Pétry (1971) a démon-

tré les résultats suivants reliant la notion de vidange totale i celle

de vidange forte:

Proposition 4
_> - . . - _) . . -
Si (G, N) est n-partite équilibré, N fini et fixé, et
N Ni Ni
si N' est tel que §N' 7§ pour chaque i lorsque N' > o, alors

(G, ﬁ') est une vidange forte.



Proposition 5

Soit G un graphe bipartite symétrique complet. Soient

{%l’ V2, ceey Vp‘}’ {?p +1° °t Vé} ses deux classes de sommets. Si
1 1

Py P
N Mo
llmz:F:llmZ N "2

Noowo i=] Nooo j=p1+1
>
alors (G, N) est une vidange forte.

Remarquons que le graphe pondéré (C- , -N-, 1‘1__’ E_’ E)) vérifie
L2 N4 42 42 4
1'hypothése de la derniére proposition et donc c'est une vidange forte.
Les résultats précédents incitérent alors Pétry (1971) a émettre la

conjecture suivante:

Conjecture

> >
Si (G, N) est une vidange totale et si N' est tel que

N! N,
ﬁ% - ﬁl quel que soit i quand N> ©, alors, (G, ﬁ') est une

vilange forte.

Ainsi, afin de vérifier 1'exactitude de cette conjecture,
il suffit d'obtenir des résultats analogues aux propositions 4 et 5
dans les cas oi G est uncycle et N = 1,1, ..., 1) etoi G
est un graphe complet avec boucles sauf peut—&tre aux sommets de

coefficient unitaire.

Mais pour G complet symétrique avec boucles, on obtient

trivialement le résultat. Cependant, Diet et Raynaud (1977) ont

montré que si G est le
—Q
A B

graphe connexe 3 deux sommets,
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une aréte et une boucle, alors, quel que soit ﬁ, @, ﬁ) ne peut pas
€tre une vidange forte. Il a de plus indiqué la généralisation immé-
diate de ce résultat 3 tous les graphes non-orientés 3 k + % sommets
dont k sommets engendrent le sous-graphe complet avec boucles, les
2 autres un sous-graphe dégénéré sans aré@te, chacun des k premiers

sommets &tant adjacent & chacun des ¢ autres.

D'autres résultats plus précis sont & paraltre dans 1'article
de Diet et Raynaud (1977). Ce contre-exemple valable, lorsque NA

égale N -1 et NB égale 1, infirme donc la conjecture &noncée ci-
dessus. En fait, nous montrerons dans la suite qu'il en sera de méme
pour toutes les vidanges totales du type (G, ﬁ) oi G est le graphe
non-orienté complet avec boucles sauf pour exactement un seul sommet
de coefficient unitaire. C'est en cherchant i passer en revue les

autres vidanges totales que nous avons pensé aux théorémes qui font

1'objet des chapitres suivants.






CHAPITRE II
UN THEOREME GENERAL

Nous supposons désormais que 1le graphe G est fortement
connexe, puisque s'il n'en &tait pas ainsi, (G, ﬁ) ne pourrait &tre
une vidange forte. Avant de s'engager dans la démonstration d'un
théoréme général donnant des conditions suffisantes pour qu'un graphe
pondéré (G, ﬁ) avec ou sans boucles soit une vidange forte, nous
démontrons le cas particulier suivant qui guidera le lecteur dans sa
compréhension des démonstrations ultérieures, baties selon un schéma

analogue.

Proposition 6

w|=
w|=
N—
N—

Le graphe pondéré (KS’ (%3 est une vidange forte.

Démons tration
N XN
3°\A B 3
La grammaire g dans
ce cas s'exprime trés simplement:
- C
@® la premiére boule est tirée
parmi les boules de 1l'urne sans g

remise et au hasard uniforme,

@ pour tout =n > 2, la n-iéme boule est tirée parmi les
boules de couleurs différentes de celle de la (n-1)-iéme
boule tirée et ce, au hasard uniforme et sans remise, jusqu'a

impossibilité.
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Tout tirage de 1l'urne peut &tre représenté de fagon unique
par la suite des couleurs des boules tirées que nous appellerons
phrase. D'aprés la définition de la grammaire g, cette phrase est
composée de v fLettrnes e {A, B, C} ou v représente le nombre de

boules tirées a la fin du tirage.

Nous dirons que "A est la n-idme lettre de 1la phrase"
si A est la couleur de la n-iéme boule tirée. Nous noterons cet

événement (A, n).
Nous voulons montrer que
v
Va,B>0, 3N0 tel que N2N0=>P{'ﬁ>l—a}>l—8.

Pour ce faire, utilisant les propriétés de symétrie de K3, nous verrons
que la proportion moyenne de lettres de chaque sorte tirée parmi les

k premiéres sorties de 1'urne sous 1'hypothése k < v tend en proba-
bilité vers la proportion des lettres de chaque sorte avant le tirage.
Ensuite, il nous sera facile d'obtenir le résultat cherché. Plus pré-
cisément, K3 étant point-symétrique et chacun de ses coefficients
tendant vers la méme limite, il est bien clair que chacune des trois
couleurs a la méme probabilité i priori d'étre la n-idme lettre de la

phrase. Ainsi,

P{(Ll’ n)} = P{(LQ, n)} pour tous Ll’ L2 e V=1{A, B, C} .

D'ou

P{(Ll, n) | v >n} = %- pour tout L1 eV

et danc

1
P{(Ll’ n)} > 3 pour tout L, eV,
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N NN
3’33

implique que v tend aussi vers 1'infini.

pour n fix& quand N > o, (KS’ ( )) étant une vidange ce qui

1 k
Soit XA,.k = X Z) I(A,i)
i=1
ot I(A 1) est la fonction indicatrice de 1'&vénement {A est la i-&me
b
lettre de la phrase}. Donc XA Kk représente la proportion de lettres
b

A parmi les k premiéres lettres de la phrase. E(X) désignant 1'es-

pérance mathématique de X, nous avons, pour tout k fixe,

k
1 . 1 -
E(XA,k) = 1§1 P{(A, i)} - 3 Qquand N -

puisque P{(A, i)} ->% pour tout i fix& quand N > » d'aprds ce

qui précéde. De plus,

k .
-1 .
B0 =7 ), PG, D)0 @, )
i,j=1
1 k
=—2[2 ). PGB, DA DIy P{(A,m]
k 1<i<j<k =1
k-1 k Kk
_2 . 1
=S L R D 0@, ) 5 I P, )
i=1  j=i+1 -
Etudions les sommes
k-1 k
2 Y M@, D@, ) (1)
k
i=1  j=i+1
qu'on peut évidemment &crire sous. la forme
k-1 k
2
= ) PA, DIPA, D | G, D) (2)
k .

i=1  §=it1
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Notons [Ix] 1la partie entiére de x et Ln le logarithme népérien

de n, considérons a la place de la somme (2), la somme

k-1-fLk] k
—i; Y. MG, DYR@G, D @, D). )
i=1 j=it+1+[LLk]

Nous négligeons donc dans cette somme [Lk] [LLk] termes. Puisque
ces termes sont bornés par 1'unité, leur contribution a la valeur de

la somme (1) tend &évidemment vers zéro quand k tend vers 1'infini.

Puisque, nous 1'avons vu, P{(A, i)} sera égal a 1/3 pour
tous les i qui nous intéressent, nous sommes conduits & étudier,

conditionnée par {k < v}, la somme

k-1-[Lk]} k
= ¥ Y R, D@4, D). )
3k i=1 j=i+1+[LLk]

Considérons particuliérement les sommes

k

Z‘ P{(A, §) | (A, 1)} .
j=i+1+[LLk]

Puisque i est au plus égal a k - 1 - [Lk], cette somme contient un
norbre de termes au moins de 1'ordre de [Lk] quand k tend vers
1'infini. Mais de combien le fait que la i-éme lettre tirée soit A
affecte-t-il les probabilités des &vénements ultérieurs (A, j) dés
que j - i devient supérieur & LLk? Comme nous allons le voir, d'une

quantité qui tend vers zéro avec En effet, d'une part, lorsque

1
o
j passede i+ 1 a i+ 1+ [LLk], les proportions des différentes

espéces de boules contenues dans 1'urne varient au plus d'une quantité
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LLk
Lk

P{(A, j)} peut provenir des régles de tirage. Mais ici encore, le

de 1'ordre de D'autre part, la différence entre P{(a, i)} et

Markov associé, c'est-a-dire la chalne de Markov associée 3 (u, g)
lorsque les tirages successifs se produisent avec remise, nous assure
de 1'influence exponentiellement décroissante de (A, i) sur 4, j).
Plus formellement, pour k > i, considérons le vecteur des probabilités

a priori:

§k = (p{(A, k) | (a, 1)}, P{(B, k) | (a4, 1)}, P{(C, k) | (a, i)}>

- 3 > —_—
I1 est clair que nous pouvons écrire Vk+1 = VkPk et

> =
Vi = VPPig o By s
ou P, désigne la matrice de transition 3 priori
0 P{(B, 2+1) | (4, )} P{(c, 215 1 (4, )}

P{(A, 2+1) | (B, 2)} 0 P{(C, 2+1) | (B, 2)}

P{(A, 2+1) | (C, 2)} P((B, 2+1) | (c, )} 0

qui converge vers

N 1=
o

N =
N =
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lorsque N tend vers 1'infini. En effet, cela revient & ne tenir
compte dans 1'arborescence aléatoire décrite par 1'évolution du pro-
cessus que des phrases pour lesquelles la i-éme lettre est A et ceci,

sans changer la nature des probabilités a priori.

Puisque les probabilités de transition ne dépendent pas
d'autre chose que des proportions de boules dans l'urne, P, ne différe

2
LLk P peut donc

e 4 2 ]
de Pi que de quantités au plus de 1'ordre de Ik ° 3

s'écrire sous la forme Pi[I + eg] ou € désigne une matrice dont

2

les termes sont au plus de 1'ordre de %%k . ﬁj peut donc s'écrire:

> j—i j—l
ViPi ;EE [T + elj

j-1
De plus, ’rr [I + 31] peut évidemment s'écrire (I + €) ou e
2=1

~ . . . 1 .
désigne une matrice qui tend vers zéro avec % Puisque

[LLk]} 2
TT G_+ LLE) - (D 14 LLLOT 1

RN Lk Lk ko

Pi étant une matrice markovienne réguliére, on peut donc lui appliquer
les résultats connus, comme par exemple, ceux de Kemeny et Snell (1960)

et nous obtenons

n
P, —
1 no>o
~ . . - > .
ou toutes les lignes de la matrice R sont égales au vecteur a qui

> >
est 1'unique vecteur de probabilité vérifiant 1'équation aPi = a I1

est facile de voir que, pour la matrice

(1) a(k) = b(k) <=> %%E% R:S:, quand k - o ,
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11
0 7 32
1 1
2 03
1 1
2 2 0

W |

cet unique vecteur de probabilité o est (%3'%, ). Donc

P((A, j) | (A, i)} pour les j au moins égaux a i + 1 + [LLk] con-
verge vers ‘% quand k tend vers 1l'infini. Et donc, a 1'aide de ce

qui précede, nous avons

|
e

k
Z_: PL(A, §) | (4, 1)) = &= ﬂLgk]l

j=i+1+[LLk]

our tout i fixé quand k tend vers 1'infini, ce qui implique pour
P q q plique p

la somme (4) que

k-1-[Lk] k
2
2 Yo R, DG, D)
3k
i=1 j=it1+[LLK]
= & Kkl quand k tend vers 1'infini.
9 2
k
D'ou
2 el k(k=1) 1 _ 1 1 1 w
E(XA,k> 9 2 Y3k "9 T 9k T3 duand k-
1 K 1
puisque = Z} P{(A, 2)} = = . On obtient donc
k2 < 3k

Var(xA,k) - E(Xi,k> B [ZE(XA,k):JQ

3k 9k 9k
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qui converge vers 0 quand k tend vers 1'infini, toujours conditionnée

par {k < v}.

XA K tend donc en probabilité vers son espérance mathéma-
b

tique % lorsque k » », k < v et il en est de méme pour tout autre
lettre L € V. Ceci signifie que la proportion de lettres de chaque

~ . . s ca e = 1
sorte tirée parmi les k premiéres tend en probabilité vers =

3
lorsque k tend vers 1'infini, k < v. Plus précisément,
Ve, n>0,9 L(e, n) tel que k = L(e, n)
= -= <
> P Sgp ' Xi,k 3| > € | k < Y} <

En utilisant, a la maniére de F. Pétry, cette propriété pour
des valeurs de k de plus en plus grandes, nous obtiendrons le résultat
cherché. 1I1 est clair que v 2'%5 car la phrase la plus courte possible
est obtenue en tirant toujours le méme couple de couleurs (sauf pour
la derniére b&ule).

D'apres (5), si 1'on sait que Vv > ko, pour chaque sorte

k
de lettre, la probabilité qu'au plus - + kOe lettres de cette sorte

3
figurent parmi les ko premiéres lettres de la phrase est supérieure
ou égale 3 1 - n. Or, si cet événement est réalisé, il est clair
que 1'on peut tirer encore certainement, aprés les kO premiéres

k
lettres, %ﬂ - 2<§g + koe> lettres pour la méme raison que précédemment.

Ceci signifie que

N

Ve, n >0, Y assez grand, 1 L(e, n) tel que ko > L(e, n)
. (6)

e B
._>p{\)zko+3 23+koe|vzko}>1

Cette propriété (6), utilisée par récurrence a partir de la remarque

|
=3

que P{Y 2'%%} = 1 implique que
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VE, n > 0, Vi e N, 3 N0<= 4L (e, n)) tel que N 2> N0

k .
=> P{v > %\{ Z (%— 25)1} > (1 - m&

i=0

(7

w |oo

En effet, supposons que ‘:%E > = L(e, n). L'équation (7)

, 2N

est vraie pour k = 0 puisque P{) 23 }= 1. Supposons donc qu'elle

soit vraie pour k et démontrons-la pour k + 1.

N & /1 i
Posons dans 1'équation (6), kO = Z (— - 2&:) . On a

=
v

k .
0 gL(.e, n) iZ:,O (% - 26)1 = '2‘ L(e, n)

v

2L(e, n) IE. - (':]3-' - 2€)k+1:| pour ¢ assez petit
2L(e, n) [l- (%)kﬂ]

L (e, n)

\

v

Nous obtenons alors

c'est-a-dire

k+1 k
2N 1 i N
P{VZ?‘ 5, (3-2) vy Z

i=0

N
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v
wlw
=
.MW
o

BRG] e
(1—n)P{>§g§(‘ )}

(1 - n)k+1 d'aprés 1'hypothése de récurrence.

v
|
N

™

v

i
Remarquant que _§_N (%) = N, il suffit maintenant de
i=0

choisir convenablement e, n et k pour montrer que

Va,8>0,3 N1 tel que N2N1=>P{§>1—a}>l-8.

Choisissons tout d'abord k et e tels que

2 k 1 i k
‘3" Z (‘3' - 28) >1-8, puis n telque (1 -n) >1- B, enfin
i=0

L(e, n) satisfaisant aux conditions de la propriété (6). Prenant

alors N, égal a N, tel qu'il est défini par la propriété (7),

nous obtenons

k .
P{-;— > 1 - o} > P{% 2% Z (%— 2€>1} d'aprés le choix de e et n.

v

o= 2 5 (-2

(1 - n)k d'aprés la relation (7)

\%

v

1 -8 d'apres le choix de n.

Donc, (KS’(

W=z
w|=

, g)) est bien une vidange forte.
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Au cours de la démonstration précédente, nous avons fait appel
a quelques résultats sur les chalnes de Markov réguliéres. Avant d'énon-
cer et de démontrer les prochains théorémes, nous indiquons quelques ré-
sultats reliant la notion de graphe pondéré i celle d'ergodicité et de
régularité dans les chalnes de Markov associées, résultats que le lecteur
pourra trouver, par exemple, dans Roberts (1976). Nous savons que si le
graphe G est fortement connexe, alors, quel que soit le vecteur ﬁ a
composantes positives, le Markov associé au graphe pondéré (G, ﬁ) est
ergodique. D'autre part, s'il existe un entier positif t tel qu'en
partant d'un sommet quelconque X, on rencontre tout sommet quelconque
y en exactement t &tapes et ce, pour tout couple (x, y) de sommets
de G, alors, quel que soit le vecteur N a composantes positives, le

>
Markov associé au graphe pondéré (G, N) est régulier.

Nous avons aussi la propriété suivante qui nous permettra de

démontrer le prochain théoréme:

Proposition 7

Les sommets de tout graphe G fortement connexe peuvent étre

partagés en d classes périodiques CO’ c de telle sorte

10 e Cyy

que tout chemin de longueur t issu d'un sommet de la classe Cl ne

puisse admettre comme extrémité terminale qu'un sommet de la classe

C2+t mod d ° De plus, pour t assez grand, il existe des chemins de
longueur t reliant tout somnet de la classe Cz a n'importe lequel des
sommets de la classe C2+t mod d ° Soit Tii = {t > 0: il existe un

chemin de longueur t reliant Vi a Vi}’ alors, pour tout i, d est

égal au plus grand commun diviseur des nombres de 1'ensemble Tii .

En cherchant 3 &tablir un théoréme général a partir des idées

contenues dans la démonstration de la proposition 6, nous nous sommes
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rendus compte qu'au lieu d'exiger la régularité du Markov associe, il

suffisait d'exiger que le Markov associé soit ergodique.

De plus, la proposition 7 nous permettra de réaliser une
partition des sommets de G qui s'avérera utile dans la démonstration

du prochain théoréme.
Théonrdme 1

Soient G wun graphe fortement connexe, point-symétrique et

{1, 2, ..., p} 1'ensemble de ses sommets.
> Ni
Si N = (Nl’ Nys veey Np) est tel que le rapport ¥

1 . P
converge vers ;‘, pour chaque i, quand N tend vers 1'infini, alors,

le graphe pondéré (G, ﬁ) est une vidange forte.

Démons thation

1) Nous noterons x(N) ~ y(N) si le rapport %%g% converge
vers 1'unité lorsque N tend vers 1'infini. Etant donné que le graphe
G est point-symétrique et que chacun de ses coefficients tend vers la

méme limite, nous avons pour tout i, j e {1, 2, ..., p}, pour tout

n € N,
P{(i: n)} ~ P{ (j’ n)} quand N> o , (l)

En effet, il est clair qu'effectuer un automorphisme de G

et la permutation correspondante des coefficients ne change pas la

grammaire g; or, il existe un automorphisme A de G tel que A(i) = j

- - - N
et tous les coefficients ont la méme limite P donc

P{(i, n)} ~ P{(A(4), n)} = P{(j, n)} .



- 23 -

>
Comme le graphe pondéré (G, N) est une vidange (un graphe

fortement connexe n'admet pas de sommet de demi-degré extérieur nul),

nous savons que, pour tout n fixé, il existe un entier N(n) tel

que N 2 N(n) dimplique v > n. Et, N =2 N(n) implique
P
> P{(di, )} =1.
i=1

La relation (1) signifie donc
P{(i, n)} ~'% pour tout i, n quand N » = . (2)

2) Le graphe G étant fortement connexe, nous savons, selon
la proposition 7, que les sommets de G peuvent étre partagés en d

classes périodiques CO’ Cl’ Soit Py =1y T 0 et

.y Cd—l . 0

n

441 Card(CQ) pour & =0, 1, ..., d - 1, nous posons

n +t+n, + ... tn

Pyt = g 1 ¢ =0,1, ..., d - 1. Pour des raisons

qui apparaitront comme évidentes dans la suite, nous renumérotons les
sommets de G de telle sorte que les sommets notés 1 + 1, P, t+ 2,

1 soient les seuls éléments de la classe périodique

"t Pay1 T Poyg

CQ, £ =0,1, 2, ..., d - 1. Il est bien clair que P4 est égal a

p puisqu'un sommet ne peut pas appartenir a deux classes distinctes.

Soit maintenant i ¢ {1, 2, ..., p} fixé, posons

= =

k
X, , =32 3 I,
i,k o em)

~

ou désigne la fonction indicatrice de 1'événement (i, n)

Liin)

et étudions cette variable aléatoire lorsque v = k. Il est clair que

Xi K représente la proportion de lettres i tirées parmi les k
b

premiéres lettres de la phrase. Nous obtenons
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k
1 1 1 1
E(X, == P{(i, n)} ~ = === (3)
l’k k nza k gg& PP
d'aprés la relation (2). De plus,
k
2 .1 . .
E<Xi,k) = kQ E:; P{(i, m) n (i, n)}
m, n=1
k
1
== |2 P{(i, m) n (i, n)} + P{(i, m)}
i = L it ]
1<m<n<k m=1
k-1 k k
éz YR, w0, m) —%Z PL(i, m)}
m=1 n=mt+1
Etudions la somme
k-1 k
2
e P{(i, m) n (i, n)} . (4)
FLl L
m=1 n=mt+1

En vertu de la proposition 7, nous savons que tout chemin issu de 1la

classe C2 ne peut admettre comme extrémité terminale qu'un sommet

de la classe C - Ceci signifie qu'en partant d'un sommet de
2+t mod d & 4 P

la classe CR’ on doit nécessairement parcourir un nombre d'étapes

multipes de d pour le rencontrer 3 nouveau. Ainsi, seules les pro-

babilités de la forme P{(i, m) n (i, m + 2d)} peuvent ne pas étre

nulles. La somme (4) est donc égale a la somme

k-d-1 2 (m)

2_ }:: E:; P{(i, m) n (i, m + nd)}



ou Qo(m) est le plus grand entier tel que m + Qo(m)d < k,

c'est-a-dire Qo(m) = ﬂ%ﬁ%ﬂ . Nous pouvons évidemment écrire cette
somme sous la forme
) k-d-1 0
—-2- Z Z P{(i, m)} P{(i, m 4+ nd) | (i, m)} . (5)
m=1 n=1

Considérons, a la place de la somme (5), la somme

k-d-1-[Lk] Qo(m)

ig E:: E:: P{(i, m)} P{(i, m + nd) | (i, m)} .  (6)
m=1 n=1+[LLk]

Nous négligeons dans la somme (5) [LkJILLk] termes. Puisque ces
termes sont bornés par l'unité, leur contribution a la valeur de la

somme (4) tend évidemment vers zéro lorsque k tend vers 1'infini,

et (6) = (5).

. . 1
Puisque, nous 1'avons vu, P{(i, m)} N.; pour tous les m
qui nous intéressent, nous sommes conduits a étudier, conditionnée

par 1'événement {k < v}, la somme

k-d-1-MLk] Qo(m)

pk m=1 n=1+[LLk]
Considérons particuliérement les sommes

lo(m)

Y, R, meand) | G, m) ®)
n=1+{LLk]
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Puisque m est au plus égal a k-d -1 - [Lk], cette somme contient

un nombre de termes au moins de 1'ordre de Lﬁkl lorsque k tend vers

1'infini. Mais de combien le fait que la m~iéme lettre tirée soit i
affecte-t-il les probabilités des &vénements ultérieurs (i, m + nd)
dés que n devient supérieur 3 LLk? Comme nous allons le voir, d'une
quantité dépendant de d. En fait, nous allons voir que

. . d 1
P{(i, m + nd) | (i, m)} converge vers ;’ avec - lorsque k tend

vers 1'infini. En effet, d'une part, lorsque n passe de 1 3

1 + [LLkD, les proportions de boules contenues dans 1'urne varient au

dLLk
Lk

entre P{(i, m+ d) | (i, m)} et P{{(i, m + nd) | (i, m)} peut pro-

plus d'une quantité de 1'ordre de D'autre part, la différence
venir des rééles de tirage. Mais ici encore, le Markov associé 3 la
classe périodique de i nous assure de 1'influence exponentiellement
décroissante de (i, m + d) sur (i, m + nd), chacun de ces &vénements
étant conditionné par 1'événement {(i, m)}. De plus, le facteur
multiplicatif d est directement relié aux relations des classes

périodiques entre elles.
Plus formellement, pour & 2 m, considérons le vecteur

32 = (P{(l, L) |G, m)}, P{(2, 2) | (4, m)}, ..., P{(p, &) | (i, m)})-

Nous pouvons écrire §2+1 = VQPQ ou P2 désigne la matrice des

probabilités de transition 3 priori
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P{(1, 2+1) | (1, &)} P{(2, 2+1) | (1, &)} ... P{(p, o+1) | (1, 2)}

P{(L, o+1) | (2, )} P{(2, &+1) | (2, ©)} ... P{(p, 2+1) | (2, )}

. . .
. .

. . .

P{@1, &+1) | (p, 2} P{(2, 2+1) | (p, 8)} ... P{(p, 2+1) | (p, 2)}

qui converge vers la matrice P du Markov associé lorsque N tend
vers 1'infini. En effet, cela revient 3 ne tenir compte dans 1'arbo-
rescence aléatoire décrite par 1'évolution du processus que des phrases
pour lesquelles la m-iéme lettre est une boule de couleur i, et ceci,
sans changer la nature des probabilités a priori. Nous pourrons donc

écrire pour 1 <n < 1 + [LLk]

<¥

mtnd VumPm+1 tt PQ T Pm+nd--1 )

Puisque les probabilités de transition ne dépendent pas d'autre chose

que des proportions de boules dans 1'urne, P2 ne differe de Pm que

dLLk

de quantités au plus de 1'ordre de k-

P, peut donc s'écrire sous

la forme Pm(I + € ) ou e, désigne une matrice dont les termes sont
L

L
au plus de 1'ordre de diik . Nous pouvons donc écrire
N 5 nd mtnd-1
Vitnd = VoPm T G+ ) -
2£=m
m+nd-1

Mais la matrice ’TT (I + €£) peut s'écrire I + ¢ ol € est une
£=m



P - 1 .
matrice dont tous les éléments tendent vers zéro avec % Puisque

dlLLk] dLLK d2 LLK 2
T 1+ =) =1 ¢ (AL
o Lk Lk

qui converge vers 1'unité lorsque k tend vers 1'infini.

Pm étant une matrice markovienne ergodique, on peut donc
lui appliquer les résultats connus, comme par exemple, ceux de Kemeny

et Snell (1960) et nous avons
Pd P oA = ((a,.)) quand n + =
m 0 ij

ol la matrice AO est de la forme

_ 1 2 ... Py p1+l tee Py e pl+l see Ppag v pd_1+l .o D N

11

. 22

22

. dd
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ou pour chaque j, les lignes de la sous-matrice diagonale A.jj sont

identiques. En fait, nous avons

-1 . . . A~
si i et j sont dans la méme classe

teC t périodique C

839 7 3 L
L 0 sinon,
le vecteur o = (al, Ups vees ap) étant 1'unique vecteur de probabilité

> ->
vérifiant 1'équation aPm = a. De plus, si la matrice A désigne la
->
matrice dont toutes les lignes sont identiques au vecteur o, nous

savons aussi que

d-1
A= T, Pa,
2=0

=

ce qui implique que E: a pour tout & =0, 1, 2, ..., d - 1.

: 3
JGCQ

En effet, pour tout £ =1, 2, ..., d - 1, la matrice Pi est de 1la

forme indiquée a la page 30, ol seules les matrices de la forme

~ ' <
Pi,i+2 mod 4 Peuvent ne pas étre nulles puisque d'aprés la proposition

7, tout chemin de longueur & issu de la classe Ct admet comme

extrémité terminale un sommet de la classe I1 est bien

Ct+2 mod d’
clair que pour tout ¢ =1, 2, ..., d - 1, les sous-matrices diagonales

P?j sont toutes nulles ce qui implique, pour la matrice

d-1
1 1}
1% P,
2=0

qu'elle sera de la forme indiquée a la page 31.



1 2..p1 p1+l..p2..p£_1+l..p£ p£+1

(

Pg-g-1*t1

Pd—£+1,1
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1, 2+1

“Poy1 Poyq?

1

Py Pyq

O

2, 8+2

+1..p

AN
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L1, 2+1

.

ou chaque matrice Pi ; est une matrice diagonale dont les éléments
b
_ - 1 . P
non-nuls sont tous égaux a FE 1, 2, ..., d; les autres éléments

de cette matrice étant nuls. Mais, il est immédiat qu'alors 1la

matrice

est égale a la matrice B = (b,,) ou
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pour tout i, j, 2. Mais la matrice B est égale @ la matrice A

et donc Z: o, -1 pour tout & =0, 1, 2, ..., d - 1 et nous

t d
teCQ

avons aussi

do, si i et j sont dans la méme classe

0 sinon

De plus, le graphe G &tant point-symétrique donc régulier,
soit r son degré. 11 est facile de voir que la matrice P du Markov
associé est une matrice bistochastique admettant exactement r éléments
non-nuls égaux dans chacune de ses lignes et de ses colonnes. Pour cette

>
matrice, nous trouvons facilement que le vecteur o invariant est
1 1 1 . . Vi e s
;3 ;, ey ;'. Mais puisque Pm ~ P quand N tend vers 1'infini,

nous obtenons

>
lorsque n tend vers 1'infini, puisque le vecteur Vm est le vecteur
dont la composante en position i est 1'unité, les autres &tant toutes

-~ > - . .
nulles, et ou le vecteur B est défini par

do si i1 et j sont dans la méme classe périodique

0 sinon

pour j =1, 2, ..., p.
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Donc, P{(i, m + nd) | (i, m)}, pour les n au moins &gaux

~

a 1+ [LLk], converge vers g' lorsque k tend vers 1'infini. A

1'aide de ce qui précéde, il est clair que

lo(m)
Z P{(i, m + nd) | (i, m)} =% (L, @) - [LLKD)
n=1+[LLk}

pour tout m fixé, quand k tend vers 1'infini; ceci implique pour

la somme (7), étant donné que lo(uo = H%i%ﬂ,

k-d-1-[Lk] lo(m)

= v Y R, mend) |, m)
pk

m=1 n=1+[LLk]
k-d-1-[Lk] :
2d k-m
e Z dﬂ - umd)
P m=1

2d k(k -1) _ 1

i.__1

p2k2 2d p2 p2k
Donc
E(x? Vi , =1
i,k 2 2
P Pk
puisque
k
1
L% pE, w -~
k™ n=1 pk

quand N tend vers 1'infini. Finalement, nous obtenons

)

2 2
Var(Xi E(Xi’k) - (E(Xi,k))

. p-1
p2k

yk
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qui converge vers zéro lorsque k tend vers 1'infini, toujours condi-
tionné par 1'événement {k < v}. Pour tout 1 =1, 2, ..., P> Xi,k
tend donc en probabilité vers son espérance mathématique ﬁ- lorsque

k tend vers 1'infini, k < v. Ceci signifie que la proportion de
lettres de chaque sorte tirées parmi les k premiéres tend en probabi-
1ité vers ﬁ' lorsque k tend vers 1'infini, k < v. Plus précisément,

nous avons

VE, n>0, 4 L(e, n) tel que k = L(e, 7mn)

¢))
1
- -= <
>P{Sl.1plxi,k pl>e|k \}<n
i
3) Nous pouvons maintenant, 3 la maniére de F. Pétry, démontrer

-
que (G, N) est une vidange forte en utilisant la propriété (9) par
récurrence. Soit N0 = Inf Ni’ il est clair que v = 2N0 car la

i
phrase la plus courte possible est obtenue en tirant toujours le méme
couple de lettres dans le cas non-orienté (le méme ensemble de lettres
formant un circuit minimal dans le cas orienté).
D'aprés la relation (9), si 1'on sait que ko < v, pour
k
chaque sorte de lettre, la probabilité qu'au plus ;Q_+ koe lettres

de cette sorte figurent parmi les ko premiére lettres de la phrase

est supérieure ou égale 3 1 - n et donc la probabilité qu'au plus

k
;— + koe boules de chaque couleur aient &té tirées parmi les ko
premiéres lettres est supérieure ou égale 3 - 7. Or, si cet événe-

ment est réalisé, il est clair que nous pouvons certainement encore
kO
tirer, apres les ko premiéres boules, 2NO - 2(;— + koé> boules,

pour la méme raison que précédemment, parmi les boules restantes. Ceci

signifie que
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Ve, n>0,3 L(e, n) tel que ko 2 L(e, n)
k

0
= - — > > -
> P{} > kO + 2N0 2(p + k0é> | v 2 ké} 1-n

c'est-a-dire

VE, n >0, VN assez grand, 4 L(e, n) tel que ko 2 L(e, n)

2 (10)
=> PCv 2 2N0 + ko(l - ;’- 2¢) | v = ké} 21-n7n,

Utilisons la relation (10) par récurrence pour montrer que

K 2 i k
P{)ZZNOZ(l———Ze)}Z(l-n) (11)
- P
i=0

sous les mémes hypothéses et pour tout k si NO > L(e, n). La

relation (11) est vraie pour k = 0, dés que N est assez grand pour
que NO 2 L(e, n) puisque P{} 2 2Né} = 1. Supposons donc qu'elle est
vraie pour k et démontrons qu'elle le demeure pour k + 1. En posant

dans la relation (10)

nous obtenons

k 2 i 2
P{(v = 2N_ + 2N Z (1 -=-2) (1 -=-2) |
0 0 T P P

k 2 i
vZZNOiz::o (1—;—2)}21-11

c'est-a-dire
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k+1 2 i k 2 .
= P{v > 2N - = > - = 1y e
{v 2N, 1?50 A-5-2" vz § @ > 2e)}

v

k 2 .
1-n) P{\)ZZNO 2 (1—;-25)1}

v

(1 - n)k+1 d'aprés 1'hypothése de récurrence,

ce qui démontre la relation (11). Pour montrer que (G, f]) est une

vidange forte, il suffit de montrer que

Va,8>0, N tel que NZN:>P{%21—0¢}21—B,

ce que nous ferons par des choix convenables des valeurs de k, €, n

et N dans la relation (11).

o

Puisque Z (l - f)l

i=0

%’ choisissons k et ¢ de telle

sorte que

2 _ 2 _ i _a
pz' (1 > 2)" 21 5

, k
puis n tel que (1 -n) = 1 - B. Choisissons L(e, n) selon 1la
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relation (10), N1 tel que No 2 L(e, n) pour tout N 2 N1 et N2

tel que, pour N 2 N2, nous ayons

1 N k
0 2 2 i_ o
Iz——— Y (1 -=-2) <3
N i=0 P 2
% 1
ce qui est toujours possible puisque N converge vers ;‘ lorsque N

tend vers 1'infini et puisque

k .
Yo -2 2¢) "
i=0 P

N_.). Alors pour

est désormais fixé. Finalement, posons N = sup (NI’ 5
N 2 N, nous avons

1—a}=P{)2N<l—%- )}

Kk N Kk
2 2 i (o 2) 2 i
PKv =2 N|= 1 -=- 2 + 20— == (1 - = - 2)

pigz)( P ) N ig'o P :l

w-
rzZile™
v

N R

v

>2Nk 2 _ gt
Py = 0 2: (1 - . - 2¢)

i=0

(1 - mk

v

[\

1-8
ce qui démontre que (G, ﬁ) est une vidange forte.

Plusieurs types de graphes pondérés vérifient les hypothéses
de ce théoréme. Nous savons, par exemple, que les graphes complets
sans boucle & p sommets et que les cycles 3 p sommets sont point-
symétriques. Donc, dés que 1'on munit les sommets de ces graphes de
.. < . ) N . .
coefficients a la limite tous de 1'ordre de E‘, on obtient des vidanges

fortes. Ainsi, le théoréme précédent nous permet de progresser dans la
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vérification de 1'exactitude de la conjecture de Pétry. Mais, il nous
permet aussi d'affirmer que des graphes pondérés, autres que ceux asso-
ciés aux vidanges totales, sont des vidanges fortes. Comme 1'a montré

Pétry (1971), le graphe

est point-symétrique. Donc, en munissant ses sommets de coefficients de
' N : .

1'ordre de 6 » nous obtenons une vidange forte. Nous laissons au lec-

teur le soin de vérifier qu'il en est de méme pour le graphe de

Peterson

si 3 chacun de ses sommets, on associe un coefficient de 1'ordre de

N
10 °



CHAPITRE III
DE PLUS EN PLUS DE VIDANGLS FORTES

Nous allons voir maintenant qu'il n'est pas nécessaire que
chzcun des coefficients du graphe pondéré cunverge vers la méme limite,
ni que le graphe G soit point-symétrique pour que (G, ﬁ) soit une

vicdange forte.
Théonéme 2

Soit un graphe G fortement convexe & p sommets notés

{1. 2, ..., p}. si X = (Nl’ N - Np) est tel que N, = a, N

2’ " i i

pour i =1, 2, ..., p ol 3 = (al’ Ups wons ap) est 1'unique
vecteur de probabilité vérifiant 1'équation ZP = 3, P étant la matri-

ce des probabilités de transition du Markov associé, alors, (G, ﬁ) est

une vidange forte.
Demonstration
Nous montrerons en premier lieu que
P{(i, n)} = a; pour tout 1 ¢ {1, 2, ..., p} @8]

et pour tout n compris entre 1 et N, toujours sous 1l'hypothé&se que
v 2 n, v &tant le nombre de boules sorties de 1l'urne lors d'un tirage
selon la grammaire g. A partir de la relation (1), le résultat s'en-
suivra d'une maniére tout-ad-fait analogue Z celle de la démonstration

du théoréme 1.
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>
Plus précisément, soit VQ le vecteur des probabilités a

priori

(p{(1, 2)7, P{(2, O}, ..., P{(p, OID)
et soit PQ la matrice des probabilités de transition a priori

P{(1,2+1) | (1,2)} P{(2,8+1) | (1,8)} ... P{(p,atl) | (1,2)}\\

P{(1,2+1) | (2,2)} Pi(2,2+1) | (2,0)} ... P{(p,2+l) | (2,2)}

. . .

P{(L,2+1) | (p,2)} Pi(2,2+1) | (p,2)} ... P{(p,2tl) | (p,2)}

Il est clair que V, = 3. Nous

> >
nous pouvons écrire V = VQ P 1

g+1 g°

allons montrer maintenant que la matrice P, est &gale

1 la matrice

a
_ . > -> >
P du Markov associé, ce qui impliquera que V, = oP, = o

P=o. U
9 1 = O n

raisonnement par récurrence nous permettra alors d'obtenir facilement

la relation (1).

En effet, si la premiére boule tirée est de couleur 1,
1
1@ Ny =12,

transition est telle que, selon la grammaire g,

la matrice Pl(i) = (( p k(i) des probabilités de

L
(58 si 1'arc (j,k)eA(G),
) N, (1)
) {2:(3,0)€A(@))
ij(i) =
0 sinon

.
ot Ni(i) désigne le nombre de boules de couleur £ restant dans

1'urne aprés le tirage de la boule de couleur 1,2 = 1, 2, ..., pP.
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Ni(i) N, -lz=a N-1

(2)

Ni(i) N = o, N pour & =1 .

Mais la matrice 12 des probabilités de transition 3 priori

est €gale a 1'espérance mathématique

P P
P{(,1)} P.(4) = 5 «a, P, (1)
f§1 1 =1 11

puisque la probabilité de tirer une boule de couleur 1 comme premiére

boule est

a,. Soient j,k ¢ {1, 2, ..., p} fixés. S'il n'y a pas

d'arc (j, k) € A(G), nous savons que p?k(i) est nulle pour tout

i=1,2, ..., p. D'ou,

Mais, dans la matrice P du Markov associé, nous avons aussi que

P 1
o .. (1) = 0.
;21 i ka( )

ij

est nulle et donc

que

1
pjk - ai ij(i)-

ﬁfbﬂv

1

-~

Maintenant, si 1'arc (j,k) appartient & A(G), nous savons

1,
1. N &)

pjk(l) = pour tout 1.
1
N, (1)

{2:(5,2)eAG)}

Calculons la valeur de la probabilité de transition & priori

P{(<,2) | (3,1)}. Nous avons
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N (1)

P
P{(k,2) | 3,1)} = 5 «
i=1

i ‘
e

{2:(5,2)eA(G)

Afin d'alléger la notation, nous posons

L ={2: (3,2) € A@G)}I,
I, = {1: (§,1) € AG) et k =1},
1, = {i: (,1) ¢ A@}.

Puisque par hypoth&se j et k sont fixés et que l'arc (j,k) est

un arc du graphe G, il est clair que les sous-ensembles I I, et

1 72

{k} forment une partition de 1'ensemble {1, 2, ..., p} des sommets

de G et que L est égal & la réunlon des sous—ensembles I, et {k}.

Nous nbtenons alors

1 1 1
a 1) a, N (k) a 1)
P{(k,2) | (4,1)} = Y 1 P c Y —i—i—— (3)

i

T Y ) Ny el ) N
g . .
LeL 2eL LeL ‘

[SRN

Mais pour 1 ¢ Il’ nous savons que, selon la relation (2)

N&(i) = o N

puisque 1 # k et &tant donné que i ¢ L, nous savons que
SoNE) = S a, N-1
L 2 :
Lel LeL

De plus, pour 1 =k, il est clair que

Ni(k) = ak N-1

et

1 -
2, Nyk) = X o, N -1
L€l 23
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Et toujours selon la relation (2), pour 1 ¢ 12 - ce qui implique,

d'aprés une remarque précédente, i ¢ L, - nous obtenons

Ni(i) = o N

et

S MW = Ta, N
LeL L€l

Regroupant tous ces résultats dans la relation (3), nous obtenons
la probabilité de transition & priori P{(k,2) | (§,1)}
N }:: 4 %N % (o N-1) }:: % % N
+ ———
ter; Vel ) a1l f€T, ) e N

2€L €L Le1,

ShEL L L R

2eL, €L LeL

puisque L =1, u {k} = {1, 2, ..., p} \ I,

1
o, N z a, N
_ . leL 1 _ 1 4, ten T
' % %

Tavt “Loawt S0

2eL LeL, €1,

2 o, N-1 N- 3 o, N

i€l 1 i€l 1
= ek 4 (4)

Z: @, N-1 z: ay N

LeL LeL,

puisque

5 aiN'l'Z o, N =N.
i€l 1£L

La relation (4) est donc égale a

% N -k

0 t—— - q =

T YT

€L, L€,
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Cette derniére valeur correspond exactement a la probabilité
pjk d'aller du sommet j au sommet k dans le Markov associé et

donc

P02 | (3.D)) = by,

D'ol, finalement,

P{(k,2) | (,1)} = pjk pour tout j,k

-
c'est-3-dire P1 = P. Sachant que 32 = a P1’ il est clair que
> > - ‘

V2 = o, c'est-d-dire

P{(i,2)} = a; pour téut 1 =1, 2, ..., P.

Par récurrence, il est maintenant facile d'obtenir la relation

(1). En effet, supposons que
P{(i,2)} = @, pour 1 =1,2, ..., p

c'est-3-dire
> .
V2 =0, pour £ =1, 2, ..., n

Etant donné que

V .=V P =ap
ntl  'n n_ % 'n
il nous suffit de montrer que
P =P
n
pour obtenir
{; _—)
nt1 = &

puisque aP = o d'aprés les hypothéses du théoréme.

Déterminons comment varient, 3 priori, les nombres Ni de

boules de couleur i aprés le tirage de n boules de 1'urne. Puisque
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le vecteur des probabilités i priori 72 est &égal au vecteur a selon
1'hypothése de récurrence, 1'espérance mathématique du nombre de boules
de couleur i tirées est oy 2 et donc l'espérance du nombre de
boules de couleur 1 restant dans 1'urne est oy N - oy L, c'est-3-
dire ai(N - %), pour 2 =1, 2, ..., n. En particulier, 1'espérance
mathématique du nombre de boules de couleur 1 restant dans 1'urne

aprés le tirage de n-1 boules est ai(N - ntl).

Mais, si la n-iéme boule tirée est de couleur i, la matrice

Pn(i) = (( p?k(i) ))j,k=1,2,...,p des probabilités de transition

est telle que, selon la grammaire g,

e

zi:i N, (1)

< {2:(3,2)€A(G)}

si (j,k) € A(G)

n -

0 sinon

N\
ol Nz(i) désigne le nombre moyen de boules de couleur g dans
1'urne si la n-iéme boule tirée est de couleur i, 2 =1, 2, ..., p.

D'OQ

| N?(i) N?-l(i) -1 =0a,(N=-ntl) -1
(5)

n n-1 _ _
Nz(i) NZ d) = al(N ntl) pour & # i,

Mais la matrice des probabilités de transition 3 priori est

€gale a 1'espérance mathématique
S Pl P ) = 3 @)
Pi(i,n); P (1) = o, P (14
=1 n iz 1 n

puisque

P{d,M}=0a,, i =1, 2, ..., p.

i’
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Soient j,k € {1, 2, ..., p} fixés. Si 1'arc (j,k) n'est pas un
arc du graphe G, il est clair que p?k(i) est nulle pour tout

i=1,2, ..., p. D'ol
P
n
a .. (1) =0
fgl 1 Py @)

et puisque dans le Markov associé, la probabilité pjk est aussi

nulle, nous obtenons 1'égalité cherchée.

Si maintenant 1'arc (j,k) est un arc du graphe G, nous

savons que

n
n _ Nk (1)
ij(i) = pour tout 1.

Y N, (1)

b
{2:(3,0)€eAG)}

Et, d'une manidre tout-a-fait identique 3 celle utilisée pour
le calcul de P{(k,2) | (j,1)}, i1 est facile de vérifier, 3 1'aide

de la relation (5), que

o (N - ntl) %

P{(k,n+1) | (§,n)} = = =

pjk .
D
Lel, LelL,

I1 suffit, en effet, de remplacer les Ni(i) par les Nz(i) et N

- -~ +
par N - n+l. Nous avons donc montré que P =P, d'ou v = o, ce
L n - n+

1

qui termine la récurrence. La relation (1) est donc démontrée.

La suite de la démonstration est tout-i-fait identique 3 celle
du théoréme 1. En effet, il suffit 3 la partie 2 de la démonstration
de remplacer la valeur %- par a, et 3 la partie 3 de remplacer %
par a, = min a; - Donc, le graphe pondéré (G,ﬁ) est une vidange

forte, ce que nous voulions obtenir.
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Développons maintenant en détail un exemple d'application du

dernier théoréme. Considérons le graphe pondéré suivant

aN aN

bN bN

aN aN

oi a>0,b >0, 2a+b = %-. Ce graphe est évidemment fortement
connexe. Il nous faut maintenant trouver le vecteur de probabilité
e (al, Ay Ggs Oy, Op, a6) invariant par la matrice P du Markov
associé. Celle-ci dépend, bien siir, des polds associés & chaque
sommet. Dans 1l'attribution de ces poids, nous tenons compte de
certaines propriétés partielles de symétriz. Ainsi, par exemple, en
considérant qu'il est possible de permuter entre eux les sommets

2, 3, 5 et 6, nous avons assoclé 3 chacun de ces sommets un poids

identique. La matrice P est égale 3 la matrice

1 1 1 1
0 L L 0 Z 4
b a b
a+ 2 O at+2 a+2d 0
b a b
at+2 a+2b O 2+ 0
1 1 1 1
0 A % 0 A A
b b a
a+ 2b 0 0 a+ 2b 0 a+ 2b

b b a
\\\ a+ 2b 0 0 a+2b a+ 2b 0
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- - - . . - -) —>
et en résolvant le systéme d'équations linéaires oP = o, sous la

contrainte ey + a, + ... ag = 1 et oy 20,1=1, ..., 6, nous
obtenons et
_ __Db _ _ _ _ at?2
a, =, =—— et o, =0, = a a

2 3 5 76 4 (at 4b)°

Mais, afin que 1'hypoth&se du théordme 2 soit vérifiée, 11 faut aussi

que a, = b et a, = a ce qui est vrai si et seulement si
-1 =3
asg7.b=q.
-1 -3 -
Donc, pour a = 7 b = 1 ° le graphe pondéré ci-dessus est effective-

ment une vidange forte.

De plus, il n'est pas vrai que, pour un graphe fortement
connexe donné, il ne puisse exister qu'un seul vecteur de proportions
donné pour que le graphe pondéré associé soit une vidange forte. En
effet, nous laissons au lecteur le soin de vérifier que le graphe

pondéré ci-dessous

aN bN
aN cN
~ 1 1
est une vidange forte dés que a =3 b>20,c>20 et b +c = 3 -

Le lecteur pourra aussi vérifier que le graphe pondéré

wl|=z
wlz+

w|
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vérifie 1'hypothése du théoréme 2 et donc qu'il est une vidange

forte.

En conséquence, le théoréme 2 demeure assez restrictif puis-

qu'il impose que N soit égal 3 o, N pour tout i. C'est en cher-
N

chant 3 trouver des conditions plus faibles (par exemple ﬁi > a

i

i)

qu2 nous avons pensé au prochain corollaire. Avant de 1'énoncer et
de le démontrer, nous en expliquons l'objet. Nous venons de voir

que le graphe pondéré ci-dessous est une vidange forte.

~|=
4=

3N

14 14

Dans quelle mesure peut-on faire varier les coefficients de cette
vidange forte de telle sorte que le graphe pondéré résultant demeure
un: vidange forte? Le prochain corollaire répond partiellement a

cette question. A l'aide de celui-ci nous pourrons, par exemple,

affirmer que le graphe pondéré

X
7
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est une vidange forte pour tout a tel que 0 < a < I% , ce qui,

pour a égal a T% » nous donne la vidange forte

~|=
~N| =

~|=z
N}
~|=2

Conollaire 1

Soit G un graphe fortement connexe & p sommets, notés

1 > 0 pour tout i,

1'unique vecteur de probabilité vérifiant 1'équation gPa = 3, P,

> ’ -
{1, 2, ..., p}; soit a = (ags 0py eves ap) ol a

étant la matrice des probabilités de transition du Markov associé au

graphe pondéré (G, (a1 N, o, N, ..., ap N)), et tel que

2

[0
{2:(3,0)€A(6)}

L

prend une valeur identique pour tous les 3 de 1'ensemble

{j:(3,k) € A(G)} et ce, pour tout k =1, 2, ..., p.

Soit le vecteur M = ™, M, ..., Mp) tel que

1 2
My
MoT %y + Si , 1 =1, 2, ..., p,
le vecteur Z = (51, €y vevs ep) étant tel que:
a) e, = - @y pour tout 1 = {1, 2, ..., p},
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. b) €, = 0 pour tout j e {1, 2, ..., p},
{2:(3,2)€A(G)}
et
c) e, = 0 pour tout ¢ e {1, 2, ..., p}l,
{j: (3,2)eAG)}

alors, le graphe pondéré (G, ﬁ) est une vidange forte.

Demons thation

I1 nous suffit de montrer que la matrice P® des probabilités
de transition du Markov associé au graphe pondéré (G,ﬁ) vérifie
1'équation (@ + 9P =3 + ¢ puisqu'alors, selon le théoréme 2, le

graphe pondéré (G,ﬁ) sera une vidange forte.

=
En premier lieu, nous savons que le vecteur o est tel que

P

& ai pik = ak pour tout k

c'est-3-dire, selon la grammaire g,

: Sk %
2« = a, pour tout k
=1 i k

{o:(d,0)eAG)}

1 si (i,k) € AG)

S5k =

0 sinon

Puisque @ > 0 pour tout k, et d'aprés la définition de Gik’ nous

pouvons écrire

W *1
: = 1 pour tout k. (1)

{i: (i;w,ii €A(G)} Z/ Y

{2:(1,2)eA(G)}
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Calculons maintenant la k-i&me composante du vecteur

> > X
(a + €)P® c'est-a-dire

Sik (4 + &)

P P
Z, (ot eey - 2 Catep)
B - (o, + € )
o L 2
{2:(1,0)eAG)}
selon la grammaire g,
a €
= (o * g : - : @)
{1: (4,k)eA(G)} a, a,
“{2:(1,2)€A(G)} {2:(1,2)€A(G)}
puisque, par hypothése
€, = 0 pour tout i.
{2:(1,0)eA(G)}

Mais, la relation (2) s'écrit

€
(o + ) | 1+ Z i (3)

{1:(1i,k)eA(G)} Z a,
{2:(1,2)eA(G)}

puisque, selon la relation (1), nous avons

o
1 = 1.

{i: (11 k)eA(G)} o,
{2:(1,)eAG)}

Mais, selon les hypothéses du corollaire,

{2:(1,2)eA(G)

est constante pour tous les i de 1'ensemble {i:(i,k) ¢ A(G)}, d'od

Ck étant cette constante, nous avons

€
i
= e, =0
Z o, % {i: (1,k)eA(G)} *

{2:(1,0)eA(G)}

{i: (1,k)eA(G)}
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puisque € = 0
{i: (1,k)eA(G)}

par hypothése. A partir de la relation (3), nous obtenons donc

§: (a, + ) p = a t+ e
121 i i ik k k

et ce calcul est valable pour tout k. Donc

-> > > >
(o + €)P = 0o + €.

M é&tant égal 3 Myt M+ .0t Mp par définition, 11 est clair

2

-> >
€ est un vecteur de probabilité. Donc, nous obtenons bien

que a +

que (G,ﬁ) est une vidange forte en appliquant le théoréme 2.

I1 est facile de voir que le graphe pondéré
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est une vidange forte pour tout a, b, ¢ tels que —-% < a,

et a+ b+ é = 0, ce qui nous permet d'affirmer pour a = -

2

b = - %- et ¢ = g que le graphe pondéré

o=
o=

|=
w|=
=

est une vidange forte. Tl est bien clair que nous n'ajoutons rien 3
la connaissance de nouvelles vidanges fortes au moyen du corollaire 1,
mais dans le théor@me 2, pour déterminer le vecteur 3, il est plus
commode, pour fins de cal:uls, de placer des poids &gaux sur chaque

sous—ensemble de sommets X, tel que pour tout x,y € X,, il existe

1’
un automorphisme f de G tel que f(x) = y. Le corollaire 1 se

veut donc une méthode de construction de vidanges fortes.

Mais le corollaire 1 nous permet aussi de généraliser le
théoréme 2 sous certaines conditions. En effet, nous obtenons le
résultat suivant intitulé théoréme plutdt que corollaire &tant donné

son importance.
Théondme 3

Soit G wun graphe fortement connexe 3 p sommets, notés

1 2

1'unique vecteur de probabilité vérifiant 1'équation o Pa = Z, Pa

{1, 2, ..., p}; soit g = (O, s Gy ooy ap) ol ay > 0 pour tout 1,

étant la matrice des probabilités de transition du Markov associé

au graphe pondéré (G, (a1 K, a, Ky, «u., ap K) et tel que

2
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6]

-, %
{2:(3,0)eA(G)}

prend une valeur identique pour tous les é€léments de 1'ensemble

{3:(3,k) € A(Gj} et ce, pour tout k =1, 2, ..., p.

-
Soit le vecteur N = (N,, N

10 Nos eees Np) tel que
Ni
a) §~ T @4 pour tout i quand N tend vers 1'infini,
;.) NQ,
b) / — = a_ pour tout & et N,

{Q:(jjiﬁeA(G)} N (2:(5, e *

N
c) ﬁi
{3:(3,0)eA(G)} {5:(3,2)€A(G)}

alors, il existe un entier positif N tel que, pour N = N_, le

0 0’

graphe pondéré (G, ﬁ) est une vidange forte.

Demonsthation

[y

La démonstration est triviale; en effet, puisque N con-

verge vers o, quand N tend vers 1l'infini, il existe N, tel

que N 2 N0 implique

Ny
¥ ay + ei(N)

uj pour tout j et N,

avec o, + ei(N) > 0 et ce pour tout 1. Mais d'aprés les hypothéses,

i

>
il est immédiat que le vecteur e(N) = (el(N), eQ(N), ey ep(N))
vérifie les hypothéses du corollaire et donc, pour N 2 NO’

.
pondéré (G,N) est une vidange forte.

le graphe
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Noys allons nous intéresser maintenant & quelques opérations
o

sur les graphes qui laissent invariante la propriétéyﬁe vidange forte

ce qul nous permettra d'infirmer partiellement la conjecture de

Pétry (1971).



CHAPITRE IV
DILATATION DE VIDANGES FORTES

A partir des cycles & p sommets Cp et des graphes complets
sans boucle Kp’ nous montrons qu'une dilatation de ces graphes munis
des coefficients habituels est aussi une vidange forte. En fait, nous
montrerons plus généralement que toute dilatation de graphes pondérés
laisse invariante la propriété de vidange forte. Ceci nous permettra
d'infirmer la conjecture de Pétry et d'inclure deux nouvelles classes
de graphes pondérés dans la classe des vidanges fortes. Voyons tout

d'abord en quoi, pour nous, consiste une dilatation.
Deginition

Nous dirons que nous avons effectué une dilatation élLémentaire
>
d'un graphe pondéré (G, N) si nous lui faisons correspondre un graphe

G', ') a p + k sommets (ol p est le nombre de sommets du graphe

G) de la maniére suivante:

Soient V

10 V2, ey Vp les sommets de G.
G' a pour sommets Vi, Vé, cees V;,...., V£+k'
>
N = (N N

L} 1 1
10 Nos o, Np__l, NS Nlpgs oo Np+k)



- 58 -

et

N' ' * e ’ = .
b + Np+1 + + Nf+k Np

IA

Pour tout i <p, j < p, (Vi, V!) € A(G'") <=> (Vi’ Vj) € A(G),

3
pour tout i <p, j =p, p+1, eeey p + Kk,

(v;, V}) € A(G') <= (v, Vp) € A(G)
et

' | 1] -
(Vj, Vi) € A@G') <=> (vp, V) e A(G) .
- =z [ ]

Si Vp a une boucle, le sous-graphe engendré par Vp’ ceay Vp+k
dans G' est le sous-graphe complet avec boucles; et si Vp n'a

pas de boucle, le sous-graphe engendré par V;, caey V;+k dans G'

est le graphe dégénéré (sans arc, respectivement sans aréte).

Definition

Une dilatation sera un ensemble (ou une suite) de dilatations

€lémentaires.

Nous indiquons quelques exemples de dilatations. Le symbole

">>"  indique 1'opération dilatation élémentaire.

10 10 10 a a

b 10-a

10 10 10-a 10-b 10

oi a et b sont des entiers tels que 0 < a, b < 10;
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10 15

15

-~

oi c et d sont des entiers tels que 0 < d < c < 10;

10 10 10

10 e

>->

10 10 10 10-e

oi e est un entier tel que 0 < e < 10.

Nous pouvons maintenant démontrer 1'invariance de la propriété

de vidange forte par rapport 3 1'opération de dilatation.

Lh:é_olwlme 4

V .."V

Soit un graphe G & p sommets, notés Vi, X

P’
>
soit N' = (N!, Né, e N;) un vecteur entier positif fini et fixé.

Soit (G', M') un graphe pondéré & p + k sommets résultant

d'une dilatation de (G, ﬁ').

. ke Ni
Si, pour tout N = (Nl’ N2, ceey Np), le rapport e
Nl
converge vers i pour chaque i 1lorsque N tend vers 1'infini,
M
M = B .
et four tout M = (Ml’ M2, ey Mp+k)’ le rapport M converge vers

M!
ﬁ% pour chaque i lorsque M (&gal 3 N par construction) tend

vers 1’infini, alors, le graphe pondéré (G, ﬁ) est une vidange forte

si et seulement si le graphe pondéré @G, ﬁ) est une vidange forte.
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ngue

Afin de démontrer 1le théoréme, il suffit de le faire pour
le cas d'une dilatation &lémentaire puisqu'une dilatation n'est qu'une
suite de dilatations &lémentaires. Mais si le graphe pondéré (G', ﬁ')
résulte d'une dilatation &lémentaire de @G, ﬁ') comme nous 1'avons

définie, il est clair que

M, M' N'
i i_ i _
M »M' "Nl ’ 1_1’ 29 "‘,p—l
et
M +M cee + M M’ ' ! N'
p - pts t Moy My tMat s P Mee N
M M! N'

quand N tend vers 1'infini, puisque M est égal a N.

Réciproquement, il est clair que

Mi Mi

M "M oi=1,2, ..., ptk, quand M ¢t w
implique

Ni N;

N "y 11,2, ..., p,quand Nt = ,

Démonstration du theordme

L'intuition de ce qu'est une dilatation semble trés variable.
Si, pour certains de nos collégues, le théoréme précédent est si intui-
tif qu'il ne requiert aucune démonstration, d'autres en souhaitaient
une preuve formelle assez détaillée. Celle que nous avons élaborée est
sans surprise; aussi conseillons-nous au lecteur qui estimerait avoir

de cette propriété une bonne intuition, de reprendre sa lecture i 1la
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page 69, Nous considérons que (G', ﬁ') résulte de la dilatation

>
€lémentaire, décrite lors de sa définition, de (G, N).

Soit v (respectivement V') le nombre total de boules

sorties de 1l'urne U (respectivement U') associée au graphe pondéré

e . ] > ~ . ] N
(G, N) (respectivement (G', M)) 3 la fin d'un tirage suivant la gram-
maire g. Une phrase de Longuewr n est une suite permise
(xj, Xps sees xn) de couleurs correspondant i des boules sorties de
1'urne et ot x ~ représente la couleur de la dernigre boule qu'il
nous ait &té possible de tirer suivant la grammaire g. Nous voulons

montrer que

VC!.,B>0, 3 N(o, B) tel que N = N(a,B) => P{-I%>l—c}>l—8

c'est-a-dire

N

Z P{v =k}>1-8

c=[N-aNJ+1

si et seulement si
]
Vd, e >0, 4 M(§, €) tel que M > M(§, ¢) => P{%— > 1 -~ %} >1 - ¢

c'est-a~dire

k=IM-SM]+1

Puisque M est égal & N, il suffira de montrer que 1'ensemble
des phrases de longueur n issues de 1'urne U a méme probabilité que
celui issu de 1'urne U' et ce toujours suivant la grammaire g. Soit
ngt) le nombre de boules de couleur j restant dans 1'urne U aprds

j
(t)

le tirage de t boules, j =1, 2, ..., p. Soit mj

le nombre de
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b

boules de couleur j restant dans 1'urne U' aprés le”tirage de t

boules, j = 1, 2, ..., p+ k. Nous avons

(0) _ (o) _
nj = Nj et m:j = Mj

pour chaque j correspondant et donc

0 0) .
n; ) - mg ), j=1,2, ..., p-1
et
(0) _ (0) (0) (0)
np = mp + mp+1 + ..+ mp+k .

Soit F = (Xl’ Xys ooy xv) une phrase de longueur v issue
de 1'urne U, nous définissons une multiapplication ¢ qui, 3 cette
phrase F associe le sous-ensemble F(F) de phrases
F' = (xi, xé, ooy xs) de longueur v issue de 1'urne U', ceci de 1la

maniére suivante:

@ si X, € {1, 2, ..., p - 1}, nous posons xi = x5 3

® sinon, c'est-i-dire x. = nous prenons x' ¢ {i
b i ’ p

i TR LR T

ou mil_l), m§i_1), ey mil—i) sont les seuls éléments
1 2
- v, (i-1) _(i-1) (i-1)
non-nuls de 1'ensemble {%p . mp+1 s tae, mpfk .

En examinant tous les cas possibles, il est clair que 1la
multiapplication ¢ est bien définie, c'est-a-dire que dans o (F) = F(F),
les phrases ont méme longueur que la phrase F et plus précisément que
la fin du tirage dans 1'urne U implique nécessairement la fin du tirage
(par la multiapplication ¢) dans 1'urne U', la réciproque &tant vraie.

De plus, il est clair qu'alors
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n}t) - m;t) v 3i=1,2, v, p -1
(1)
NONENC RN

p p ptl ¥ m(t)

pt+k

pour tout t < v ,

Montrons que 1la multiapplication ¢ est bijective, Il est
clair qu'elle est surjective car, a toute phrase F' issue de 1'urne
U' correspond une phrase F issue de 1l'urne U de la manidre sui-

vante:

X, = x! si xi e {1, 2, ..., p - 1}
et

X; =p si xi e{p,p+1, ..., pt+ Kk} .

I1 est clair qu'alors F' ¢ F(F) et donc F' ¢ $(F). Pour
montrer que ¢ est injective, il suffit de constater que

F(Fl) n F(F2) # @ dimplique F, = F,. En effet, soit F' « F(Fi) n F(FQ).

2
En posant
F' = (xi, xé, e, x;) ,
(1) (1) (1)
F1 = (xl s x2 , .
(2)  _(2) (2)
et F2 = (Xl s x2 s ey Xv ,
nous avons, pour les indices i tels que x£ e {1, 2, ..., p - 1},
x! = x{l) et x' = x€2) tandis que pour les autres x{l) = x€2)= p et
i i i i i i
donc F1 = F2 ceé que nous voulions montrer.

I1 nous reste maintenant 3 vérifier que ¢ est une multi-

application qui conserve les probabilités, c'est-i-dire

P{F} = P{F(F)} . (2)
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Pour toute phrase F' =

issue de 1l'urne U', et pour toute phrase F = (xl, X5

21

longueur n issue de 1'urne U, nous avons

(xi, xé, ceey xé) de longueur n

ey xn) de

a >t-1
P(F') = P{%{} I P{%é | m }
t=2
et
' n
P(F) = P%{l} I P{xt Kt‘l}
t=2
en posant
>t-1 _ (m(t—l) (t~1)°
1 e Mol
>t-1 _ t-1 t-1
n —(nj(_ ), e ey nF() )> .
Pour vérifier la relation (2), il suffit de montrer que,
si Ot désigne 1'événement
( (t-1) _(t-1) (t=1) )
1 Iy . —
*x € {11, iyy «ens 12} mii , m12 s cees mig

désignant les
ﬁ >t-1 .
m — sl x =p,

*x' = x
t

N

sinon.

nous avons les égalités suivantes:

P{x,} = g: P{x;}
1

| 4
mt__1 .

seules composantes non-nulles du vecteur

Pour

résultat.

t

égal a 1, des calculs trés simples indiquent aussitdt le

Soit donc t € {2, 3, ..., n}, t fixé.

Nous savons qu'il
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y a dans 1'urne U, nit—l) boules de couleur i, i =1, 2, ..., p et
dans 1'urne U', m§t_1) boules de couleur j, j =1, 2, ..., p + k.

De plus, nous supposons qu'une boule de couleur e {1, 2, ..., p}

i
0
a écé tirée de l'urne U au (t - 1)-iéme tirage. Nous obtenons
t-1
(D)

P(x_ | ;t_{} = —1
{it nit—l) + n?t_l) o+ ngt_l)

1 1 2

si x_ =3 et <V, , V. ), (V. , V. ), ceey (V. , V., ) sont les seuls
t i i, i i, i’ 4,

arcs (ou arétes) issus de Vi dans G avec évidemment j € {11,12,...,12}
0

Examinons tous les cas possibles;

, iQ e {1, 2, ..., p - 1}. Etant donné que

'O’ 1’ LI

¢ iO e {1, 2, ..., p - 1}, nous savons que par la multiapplication
d, x;_l = iO. De plus, (G', ﬁ') résultant d'une dilatation &lémen-

taire, nous savons que

V., , V. \ €A(G) <=> (v! , V! ) e A(G")
(" ") i Vi

pour tout k, et par la relation (1), nous obtenons

(t-1)
: DD D
1 2 L
si x! =3 et si (V! , V! >, cee, (V! , V! )
t i) iy i) 4,

sont les seuls arcs (ou arétes) issus de V;

0
- ' >t-1
P{%t m }.

dans G'
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2° cas. i, iO’ 12, «ee, i €e{1, 2, ..., p -1}, i, = p. Nous savons

2 1

que Xé—l = i, et que

vV, , V, ) e A(G) <=> (Y' , V! ) e A(G"), k=2, 3, ..., %,
( " "

- 1 1 \] A ] 1 L}
(vio, Vi1> € A(G) <=> {Kvio’ vp), (Vio’ vp+1), ceey (vio, vp+kj} c A(G")

Par. 1la relation (1), nous obtenons

_>'t"1 _ 1 *t"l -~ "
P{xtln}—P{xt m}ou X =X .

3° cas. iO’ 12, caey 12 e {1, 2, ..., p -1}, § = i1 = p. Nous savons

' —
t-1 i, et que

V, , V., \ e A(G) <=> (V! , VI € AGG"), k =2, 3, ..., 2
( o 1k> oo Mk

- 1 ] ] 1) 1 1 1
(vio, vj> e A(G) <=> {Kvio, vp), (vio, vp+?), cees (vio, vp+k§} c A(G') .

De plus, nous savons que

n(t-l) = m(t—l) t oo t m(t-l)

P P ptk

et donc

m(t_l) + m(t-l) L m(t—l)
P{% | ;t—{} - p p+1 ptk
t e L D Ly gD
P ptk 12 iz

(]

e

ke
1

= p et si (V! , V'), ceey <v! , V! ), (v! , V! ),
t i, P i, ptk i, 12

cee, (V; , V; ) sont les seuls arcs (ou aré@tes) issus de
2



- 67 -

ptk mgt—l)

PG{I T}% =2: 1
t — D o D e
J7p p ptk i i
2 '3
_ y g >t-1 S .
—g: P{xt | m } ol x| 4 F X 4
t
4° cas. si io =p et Vi n'a pas de boucle dans G, nous avons
0
nécessairement

{il’ 12, e il’ jt e {1, 2, (.., p - 1}
et par la multiapplication ¢, nous savons qu'il existe

se{p,p+1l, ..., p+ k} tel que mét-l) # 0, et nous pouvons

supposer sans perte de généralité que xé_l = s puisque nous savons

que

<=> ! ! cen ! ! G') .
(VP, vj) e A(G) {(vp, Vj), , (thk, VJ)} c A(G")
Nous sommes ainsi ramenés au premier cas en prenant xé?i = s au
. L —
lieu de Xiq 7 Xpq

o . . 3 . 3 3
5 cas. Si iy, gy vvey 1) € {1, 2, ..., p - 1}, io =i, =3 =p,

c'est-a-dire que Vp a une boucle dans G, nous savons que, par la

multiapplication ¢, il existe s e {p, p+ 1, ..., p + k} tel que

t-1 P ‘-
mé ) # 0, et nous pouvons supposer sans perte de généralité que

- : - z ' 1
X 4 8 puisque le sous-graphe engendré par les sommets Vp, Vp+1,

ey Vé+k est le graphe complet avec boucles. Nous sommes ainsi

! = s au lieu de x

o
ramenés au 3 cas en prenant X = =
a P t-1 t-1 t-1

La relation (2) est alors vérifiée. D'od,
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P{v = n} = P{F} = P{F(F)}
- F phrase de F phrase de
longueur n longueur n
issue de U issue de U”
= P{F'} = P{v' = n} .

F' phrase de
longueur n
issue de U'

>
Si (G, N) est une vidange forte, nous savons que

Va, B8 >0, 3 N(a, B) tel que N 2= N(a, B) => P{§-> 1 - %} > 1 - B,

Mais, puisque M = N, nous avons

]
P{v > N - Na} = P{v' > M - Mg} = P{%‘ > 1 - %} >1-~-8

si M 2 N(a, B) et ceci 8tant valable pour tout o, B strictement

positifs, (G', ﬁ) est une vidange forte.

>
Par contre, si (G, N) n'est pas une vidange forte,

c'est-3-dire

3 o, B>0 tels que pour tout N, 3 N > N. tel que

O’

P{§>1-0}51-3

il est facile de voir que

1
P{\\;—>l—o}sl-8

> >
et donc (G', M) n'est pas une vidange forte si (G, N) n’en est pas

0

une. Le théoréme est donc démontré.
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Ce théoréme nous permet de caractériser certaines classes de
graphes pondérés sans avoir 3 résoudre (ce qui est souvent assez fas-
. ) ~ 1~ . > > -~
tidieux:) le systéme d'équations aPa = a. De méme, il va nous permettre
de donner de nouveaux exemples de vidanges fortes et de nouveaux contre-
exemples. Avant d'énoncer quelques corollaires, nous posons les défi-

nitions suivantes.
Définition

Un graphe pondéré (G, ﬁ) non-orienté est dit n-partite

cyelique si les sommets de G peuvent &tre partagés en n classes:

Y, = V., «.., V y Y, = JV O ' P
1 {jl k;} 2 k1+1 k2 n

avec

1
3
=
i
-
+
-
<
-
G

N ¢+ ...+N =N + ...+ N = ... =N t+ ... + N =K,
1 k1 k1+1 k2 -1 0

et ot tout sommet de Y; est adjacent a tout sommet de Yie1 (somme

modulo n) et a aucun autre, i = 1, 2, ..., n.

Voici quelques exemples de graphes non-orientés n-partites cycliques:
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Définition

Un graphe pondéré (G, N) non-orienté est dit n-partite

complet si les sommets de G peuvent &tre partagés en n classes:

Y, =V, oo, v L, v = [y R T £ s eees V
1 {1 ki} 2 {k1+1 k, n kot k_

avec

N

N [N = " e ew S eee = oo = K
g Pt N =N e N Ne 41 N ’
1 1 2 n-1 n

et ol tout sommet de Y; est adjacent 3 tous les autres sommets sauf

ceux de sa propre classe, i =1, 2, N

Voici quelques exemples de graphes non-orientés n-partites

complets:
3 7 3
3 2
4 17 >4
3 1 '
4 4 2 5

Nous pouvons maintenant démontrer les deux corollaires sui-
vants qui nous permettent d'affirmer que les graphes ainsi définis

sont des vidanges fortes.

Conollaine 1

Soit (G, ﬁ) un graphe non-orienté n-partite cyclique tel

>
que défini. Alors, pour tout vecteur N' tel que
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' ' '
+...+Nk2 Nk +1+...+Nk

' ' '
N1 + ... t Nk . Nk1+1

N! H N!

1 1
Thootee N’ " h

¥
3 =

lorsque N' = Ni +owes t Nﬂ t+ w, (G, ﬁ') est une vidange forte.
n

Demonsthation

1) Supposons en premier lieu que G n'’admette qu'une classe possédant

plus qu'un sommet, et soit donc

Yy :{%é}; Yo :{%2}; "3 Ypeg ={%n—£}; Ya ={%n’ Vn+1’ o Vn+é}'

Nous avons

et

I1 est facile de voir qu'alors, le graphe pondéré (G, ﬁ) résulte
d'une dilatation &lémentaire du graphe pondéré (Cn’ ﬁ) oi C
t1 le 3 t M= (M, M M) ol M, =N
est le cycle 3 n sommets et =M, My, e, M) o0 M =N,

i=1, 2, ..., n.

Par le théoréme précédent, nous savons que, si M' = (M{,,,.,h%)
M! M,
i i_ 1 A 1 M
.est tel que MY OM S L Ppour chaque i, lorsque M' > o, (Cn, M)

étant une vidange forte par le théoreéme 1 du chapitre II, et si

_ﬁ'z(N',Né, cees No) est tel que NJ =M}, i=1,2, ...,n-1
et N; + N;+1 + ..t N;+k = MA , alors (G, N') est une vidange
forte.
>, N; Ni
Mais pour tout N' = (N!, Né, cen, Ng+k) tel que o

pour chaque i, lorsque N' - », nous avons
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N!
1
>

=l =]

pour i

H
=
-
N
-
-
=]
|
[u

et

N'+ ...+ N
n an
Nl

k

> %‘ lorsque N' > = |,

En M} =N, i= - "= N' + ... '
posant i Ni’ i=1, 2, , 1 -1 et Mn Nn + + Nn+k’

* nous nous plagons sous les hypothéses du théoréme 4 et nous en

déduisons que (G, ﬁ') est une vidange forte.

Supposons maintenant que G n'admette que deux classes possédant

lus qu'un sommet et soit donc
P q

Yq :671}’ *ter Ypop ={Vn-2}’ Yn-1 :{ln'—l’ Tt Vn+k-—1} ’

Yo © Vn+k’ et Vn+k+{}

Nous avons

et

N : e = .o = .
n-1 k Nn * * Nn+k-1 Nn+k * Nn+k+1 * * Nn+k+t Nl

I1 est clair que (G, ﬁ) résulte d'une dilatation élémentaire du

graphe n-partite cyclique (Gl, ﬁl) défini par

_ 1 _ 1 _ 1 _ 1
Yq 7 {?{}’ Yy 7 {?2}’ cees Ypop T {?n—é}’ Yn-1 {%n—l’ v Vn+k—£}’
Y =4V avec M1 = N i=1, 2 + k -1 et M1 = N
n ntk i i’ » £y ceen D n+k 1 °

>
Nous savons que (Gl, Ml) vérifie le présent corollaire et

en appliquant le théoréme 4 a (Gl, ﬁl) au lieu de (Cn’ ﬁ) comme

dans la premiére partie, nous obtenons le résultat.



3) Si G admet exactement k classes (k = 3, 4, ..., n) contenant
plus qu'un sommet, un raisonnement par récurrence s'applique aisé-

ment dans ce qui précéde. Ainsi le corollaire est démontré.

Conotlairne 2

>
Soit (G, N) wun graphe non-orienté n-partite complet tel

N
que défini. Alors, pour tout vecteur N' tel que

] L \
Nk1+1 + oo t Nk Nk +1 + ... + N

—>—1—’ >
n

N'

N' + ...+ N!
1 k1

N'

lorsque N' » », (G, N') est une vidange forte.

Damons thation

La démonstration est tout-a-fait analogue a celle du corol-
laire précédent. 1I1 suffit d'y remplacer C  par K le graphe
complet sans boucle a n sommets et d'y remplacer le concept de graphe
non-orienté n-partite cyclique par celui de graphe non-orienté

n-partite complet.

Remarquons aussi que les résultats obtenus par Pétry (1971)
et cités dans les propositions 4 et 5 du premier chapitre sont triviaux
a partir du théoréme 4. En effet, un graphe bipartite complet équilibré
au sens de Pétry n'est pas autre chose qu'un graphe pondéré non-orienté
2-partite cyclique. De méme, les graphes pondérés orientés n-partites
équilibrés au sens de Pétry ne sont pas autre chose qu'une dilatation

du circuit a n sommets.

Nous avons vu aussi aue le N

graphe pondéré (G, N) ci-contre,
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comme 1'ont montré Diet et Raynaud (1977) n'est jamais une vidange

forte quel que soit N.

Mais, il est immédiat qu'alors tout graphe complet avec
boucles sauf en exactement un sommet n'est jamais une vidange forte et
ce quels que soient les coefficients associés 3 chacun des sommets
puisque ce graphe n'est pas autre chose qu'une dilatation 3 partir du

sommet avec boucle de 1'exemple de Diet et Raynaud (1977), auquel il

suffit d'appliquer le théoréme 4. Nous avons donc obtenu:

Conollaine 3
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