N

N

Sur ’estimation de parametres dans les modeles
différentiels stochastiques multidimensionnels
Alain Le Breton

» To cite this version:

Alain Le Breton. Sur l'estimation de parameétres dans les modeles différentiels stochastiques mul-
tidimensionnels. Modélisation et simulation. Institut National Polytechnique de Grenoble - INPG;
Université Joseph-Fourier - Grenoble I, 1976. tel-00287156

HAL Id: tel-00287156
https://theses.hal.science/tel-00287156
Submitted on 11 Jun 2008

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00287156
https://hal.archives-ouvertes.fr

présentée &

JEF INTIFIQUE ET MEDICALE DE GRENOBLE
| :yeUJJAL POLYTECHNIQUE DE GRENOBLE

POUR OBTENIR LE GRADE DE
DOCTEUR ES SCIENCES MATHEMATIQUES

Alain LE BRETON

SUR L'ESTIMATION DE PARAMETRES
DANS LES MODELES DIFFERENTIELS

STOCHASTIQUES MULTIDIMENSIONNELS

Thése soutenue le 8 septembre 1976 devant la Commission d_’Examen D —

Président : Monsieur J.R. BARRA

Examinateurs : Messieurs F. BRODEAU
U.G. HAUSSMANN
M. METIVIER

B. VAN CUTSEM






UNIVERSITE SCIENTIFIQUE
ET MEDICALE DE GRENOBLE

Monsieur Gabriel CAU
Monsieur Pierre JULLIEN

Président
Vice~Président

MEMBRES DU CORPS ENSEIGNANT DE L'U.S.M.G.

PROFESSEURS TTTULATRES

MM. ARNAUD Paul
AUBERT Guy
AYANT Yves

Mme BARBIER Marie-Jeanne

MM. BARBIER Jean—-Claude
BARBIER Reynold
BARJON Robert
BARNOUD Fernand
BARRA Jean-René
BARRIE Joseph
BEAUDOING André
BERNARD Alain

Mme BERTRANDIAS Frangoise
MM. BERTRANDIAS Jean—-Paul

BEZES Henri
BLAMBERT Maurice
BOLLIET Louis
BONNET Georges
BONNET Jean-Louis

BONNET-EYMARD Joseph

Mme BONNIER Marie-Jeanne

MM. BOUCHERLE André
BOUCHEZ Robert

BOUSSARD Jean~Claude

BOUTET DE MONTVEL Louis

BRAVARD Yves
CABANEL Guy
CALAS Francois
CARLIER Georges
CARRAZ Gilbert
CAU Gabriel
CAUQUIS Georges
CHABAUTY Claude
CHARACHON Robert
CHATEAU Robert
CHIBON Pierre
COEUR André
CONTAMIN Robert
COUDERC Pierre
Mme DEBELMAS Anne-Marie
MM. DEBEILMAS Jacques
DEGRANGE Charles
DELORMAS Pierre

Chimie

Physique

Physique approfondie
Electrochimie

Physique Expérimentale

Géologie appliquée

Physique nucl&aire

Biosynthése de la cellulose
Statistiques

Clinique chirurgicale

Clinique de Pé&diatrie et Puériculture
Mathématiques Pures ’
Mathématiques Pures

Mathématiques Pures

Pathologie chirurgicale
Mathématiques Pures

Informatique (IUT B)
Electrotechnigue

Clinique ophtalmologigue

Clinique gastro-entérologique
Chimie générale

Chimie et toxicologie

Physique nucléaire

Mathématiques Appliquées
Mathématiques Pures

Géographie

Clinique rhumatologique et hydrologique
Anatomie

Biologie végétale

Biologie animale et pharmacodynamie
Médecine légale et toxicologie
Chimie organique

Mathématiques Pures

Clinique Oto-rhino-laryngologique
Clinique de neurologie

Biologie animale

Pharmacie chimique et chimie analytique
Clinique gynécologique

Anatomie pathologique

Matiére médicale

Géologie générale

Zoologie

Pneumophtisiologie



MM.

Mme

Mlle

DEPORTES Charles
DESRE Pierre
DESSAUX Georges
DODU Jacques
DOLIQUE Jean-Michel
DREYFUS Bernard
DUCROS Pierre
DUGOIS Pierre
GAGNAIRE Didier
GALLISSOT Francois
GALVANI Octave
GASTINEL No&l
GAVEND Michel
GEINDRE Michel
GERBER Robert
GERMAIN Jean-Pierre
GIRAUD Pierre

JANIN Bernard
KAHANE André

KLEIN Joseph

KOSZUL Jean-Iouis
KRAVTCHENKO Julien
KUNTZMANN Jean
LACAZE Albert
LACHARME Jean
LAJZEROWICZ Janine
LAJZEROWICZ Joseph
LATREILLE René
LATURAZE Jean
LAURENT Pierre-Jean
LEDRU Jean
LLIBOUTRY Louis
LOISEAUX Pierre
LONGEQUEUE Jean-Pierre
LOUP Jean

LUTZ Elisabeth

. MALGRANGE Bernard

MALINAS Yves
MARTIN-NOEL Pierre
MAZARE Yves

MICHEL Robert

MICOUD Max
MOURIQUAND Claude
MOUSSA André

MULLER Jean-Michel
NEEL Louils

OZENDA Paul

PAYAN Jean-Jacques
PEBAY-PEYROULA Jean-Claude
RASSAT André

RENARD Michel

REVOL Michel

RINALDI Rensud

DE ROUGEMONT Jacques
SEIGNEURIN Raymond
SENGEL Philippe

Chimie minérale
Métallurgie

Physiologie animale
Mécanique appliquée (IUT A)
Physique des plasmas
Thermedynamique
Cristallographie

Clinique de dermatologie et syphiligraphie

Chimie physique
Mathématiques Pures
Mathématiques Pures
Analyse numérique
Pharmacologie
Electroradiologie
Mathématiques Pures
Mécanique

Géologie

Géographie

Physique générale
Mathématiques Pures
Mathématiques Pures
Mécanigue

Mathématiques Appliquées
Thermodynamique

Biologie végétale
Physique

Physique

Chirurgie générale
Biochimie pharmaceutique
Mathématiques Appliquées
Clinique médicale B
Géophysique

Sciences nucléaires
Physique nucléaire
Géographie

Mathématiques Pures
Math&matiques Pures
Clinique obstétricale
Clinique cardiologique
Clinique médicale A
Minéralogie et Pétrographie

Clinique maladies infectieuses

Histologie

Chimie nucléaire
Thérapeutique (Néphrologie)
Physique du Solide
Botanique

Mathématiques Pures
Physique

Chimie systématique
Thermodynamigue

Urologie

Physique

Neuro-chirurgie
Microbiologie et Hygiéne
Zoologie



MM.

Mme
MM.

SIBILLE Robert
SOUTIF Michel
TANCHE Maurice
TRAYNARD Philippe
VAILIANT Frangois
VALENTIN Jacques
VAUQUOIS Bernard
VERAIN Alice
VERAIN André
VEYRET Paul
VIGNAIS Pierre
YOCCOZ Jean

PROFESSEURS ASSOCIES

MM.

CLARK Gilbvert
CRABBE Pierre
ENGLMAN Robert
HOLTZRBRERG Frédéric
DEMBICKI Fugéniuz
MATSUSHIMA Yozo

PROFESSEURS SANS CHAIRE

Mlle

MM.

AGNTIUS-DELORD Claudine
ALARY Josette
AMBROISE-THOMAS Pierre
BELORIZKY Elie
BENZAKEN Claude
BIAREZ Jean-Pierre
BILLET Jean
BOUCHET Yves
BRUGEL Lucien
BUISSON René

BUTEL Jean

COHEN ADDAD Pierre
COLOMB Maurice
CONTE René
DEPASSEL Roger
FONTAINE Jean—-Marc
GAUTHIER Yves
GAUTRON René

GIDON Paul

GLENAT René
GROULADE Joseph
HACQUES Gérard
HOLLARD Daniel
HUGONQT Robert
IDELMAN Simon

JOLY Jean-René
JULLIEN Pierre
KAHANE Josette
KRAKOWIAK Sacha
KUHN Gérard

LE ROY Philippe
LUU DUC Cuong

Conistruction mécanique (IUT A)
Physique générale
Physiologie

Chimie générale

Zoologie

Physique nucléaire

Calcul &lectronique
Pharmacie galénique

Physique

Géographie

Biochimie médicale

Physique nucléaire théorique

Spectrométrie physique
CERMO

Spectrométrie physique
Basses températures
Mécanique
Mathématiques Pures

Physique pharmaceutique
Chimie analytique
Parasitologie

Physique

Mathématiques Appliquées
Mécanique

Géographie

Anatomie

Energétique (IUT A)
Physique (TIUT A)
Orthopédie

Spectrométrie physique
Biochimie

Physique (IUT A)
Mécanique des fluides
Mathématiques Pures
Sciences Biologiques
Chimie

Géologie et Minéralogie
Chimie organique
Biochimie médicale
Calcul numérigue
Hématologie

Hygiéne et Médecine préventive
Physiologie animale
Mathématiques Pures
Mathématiques Appliquées
Physique

Mathématiques Appliquées
Physique (IUT A)
Mécanique (IUT A)

Chimie organique



MM. MAYNARD Roger Physique du solide

Mme MINIER Colette Physique (IUT A)

MM. PELMONT Jean Biochimie
PERRIAUX Jean-Jacques Géologie et Minéralogie
PFISTER Jean-Claude Physique du solide

Mlle PIERY Yvette Physiologie animale

MM. RAYNAUD Hervé M.I.A.G.
REBECQ Jacques Biologie (CUS)
REYMOND Jean-Charles Chirurgie générale
RICHARD Lucien Biologie végétale

Mme RINAUDO Marguerite Chimie macromoléculaire

MM. ROBERT André Chimie papetidre
SARRAZIN Roger Anatomie et chirurgie
SARROT-REYNAULD Jean Géologie
SIROT Louis Chirurgie générale

Mme SOUTIF Jeanne Physique générale

MM. STRECLITZ Paul Anesthésiologie
VIALON Pierre Géologie
VAN CUTSEM Bernard Mathématiques Appliquées

MATTRES DE CONFERENCES ET MATITRES DE CONFERENCES AGREGES

MM. AMBLARD Pierre Dermatologie
ARMAND Gilbert Géographie
ARMAND Yves Chimie (IUT A)
BACHELOT Yvan Endocrinologie
BARGE Michel Neuro—-chirurgie
BARJOLLE Michel M.TI.A.G.
BEGUIN Claude Chimie organique
Mme BERIEL Hélé&ne Pharmacodynamie
MM. BOST Michel Pédiatrie
BOUCHARLAT Jacques Psychiatrie adultes
Mme BOUCHE Liane Mathématiques (CUS)
MM. BRODEAU Francgois Mathématiques (IUT B)
CHAMBAZ Edmond Biochimie médicale
CHAMPETIER Jean Anatomie et organogéndse
CHARDON Michel Géographie
CHERADAME Hervé Chimie papetidre
CHIAVERINA Jean Biologie appliquée (EFP)
CONTAMIN Charles Chirurgie thoracique et cardio-vasculaire
CORDONNIER Daniel Néphrologie
COULOMB Max Radiologie
CROUZET Guy Radiologie
CYROT Michel Physique du solide
DELOBEL Claude M.T.A.G.
DENIS Bernard Cardiologie
DOUCE Roland Physiologie végétale
DUSSAUD René Mathématiques (CUS)
Mme ETERRADOSSI Jacqueline Physiologie
MM. FAURE Jacques Médecine 1égale
FAURE Gilbert Urologie
GAUTIER Robert Chirurgie générale
GENSAC Pierre Botanique
GIDON Maurice Géologie

GROS Yves Physique (IUT A)



MM. GUITTON Jacques
HICTER Pierre
IVANES Marcel
JALBERT Pierre
JUNIEN-LAVILLAVROY Claude
KOLODIE Lucien
LE NOC Pierre
LEROY Philippe
MACHE Régis
MAGNIN Robert
MALLION Jean—-Michel
MARECHAL Jean
MARTIN-BOUYER Michel
MICHOULIER Jean
NEGRE Robert
NEMOZ Alain
NOUGARET Marcel
PARAMELLE Bernard
PECCOUD Francois
PEFFEN René
PERRET Jean
PERRIER Guy
PHELIP Xavier
RACHATIL Michel
RACINET Claude
RAMBAUD André
RAMBAUD Pierre

Mme RENAUDET Jacqueline

MM. ROBERT Jean-Bernard
ROMIER Guy
SHOM Jean—Claude
STOEBNER Pierre
VROUSOS Constantin

MAITRE DE CONFERENCES ASSOCIES

M. COLE Antony

Chimie

Chimie

Electricité

Histologie

0.R.L.

Hématologie
Bactériologie-virologie
IUT A

Physiologie végétale
Hygiéne et médecine préventive
Médecine du travail
Mécanique (IUT A)
Chimie (CUS)

Physique (IUT A)
Mécanique (IUT A)
Thermodynamique
Automatique (IUT A)
Pneumologie :
Analyse (IUT B)
Métallurgie (IUT A)
Neurologie

Géophysique - Glaciologie
Rhumatologie

Médecine interne
Gynécologie et obstétrique
Hygiéne et hydrologie
Pédiatrie

Bactériologie

Chimie Physique
Mathématiques (IUT B)
Chimie générale
Anatomie pathologique
Radiologie

Sciences nucléaires

Fait & SAINT MARTIN D'HERES, AVRIL 1976.



INSTTTUT NATIONAL POLYTECHNIQUE DE GRENOBLE

Président : M. Philippe TRAYNARD
Vice-Président : M. Pierre-Jean LAURENT

PROFESSEURS TITULAIRES

MM. BENOIT Jean
BESSON Jean
BLOCH Daniel
BONNETAIN ILucien
BONNTER Etienne
BOUDOURIS Georges

BRISSONNEAU Pierre
BUYLE-BODIN Maurice

COUMES André
DURAND Francis
FELICI Noé&l
FOULARD Claude
LESPINARD Georges
MOREAU René

PARTAUD Jean-Charles

PAUTHENET René
PERRET René

POLOUJADOFF Michel

STLBER Robert

PROFESSEUR ASSOCIE

M. ROUXEL Roland

PROFESSEURS SANS CHAIRE

MM. BLIMAN Samuel
BOUVARD Maurice
COHEN Joseph

LACOUME Jean-Louis

LANCIA Roland
ROBERT Francois
VEILLON Gérard
ZADWORNY Francois

MATTRES DE CONFERENCES

MM. ANCEAU Francois
CHARTIER Germain
GUYOT Pierre
IVANES Marcel

Radioélectricité
Electrochimie
Physique du solide
Chimie Minérale
Electrochimie et Electrométallurgie
Radiocélectricité
Physique du solide
Electronique
Radio&lectricité
Métallurgie
Electrostatique
Automatique

Mécanique

Mécanique
Chimie-Physique
Physique du solide
Servomécanismes
Electrotechnique
Mécanique des Fluides

Automatique

Electronique
Génie Mécanique
Electrotechnique
Géophysique
Electronique
Analyse numérique

Informatique Fondamentale et Appliquée

Electronique

Mathématiques Appliquées
Electronique

Chimie Miné&rale
Electrotechnique

JOUBERT Jean-Claude Physique du solide

MORET Roger Electrotechnique Nuclaire

PIERRARD Jean-Marie Mécanigue

SABONNADIERE Jean-Claude Informatique Fondamentale et Appliquée
Mme SAUCIER Gabridle Informatique Fondamentale et Appliquée



MATTRE DE CONFERENCES ASSOCIE
M. LANDAU Ioan : . Automatique

CHERCHEURS DU C.N.R.S. (Directeur et Mattre de Recherche)

MM. FRUCHART Robert Directeur de Recherche
ANSARA Tbrahim Maitre de Recherche
CARRE René Maftre de Recherche
DRIOLE Jean Maitre de Recherche
MATHTEU Jean-Claude Maltre de Recherche

MUNIER Jacques Maitre de Recherche






Je tiens & remercier ici tous ceux qui, tant par leur
enseignement, leurs conseils et critiques, que par leurs témoi-

gnages d'intérét et d'amitié, ont contribué & la réalisation de
cette thése.

Monsieur J.R. BARRA, Professeur & l'Université Scien-
tifique et Médicale de Grenoble, m'a accueilli au sein de I'Equi-
pe de Statistique ol cette thése a été élaborée. Je le remercie
profondément de l'honneur qu'il me fait en acceptant de présider
le Jury.

Monsieur F., BRODEAU, Professeur & 1'Université des
Sciences -Sociales de Grenoble, a dirigé ce travail. Je le remer-
cie trés sincérement de m'avoir toujours accordé sa confiance et
d'avoir, par ses conseils et encouragements constants, su favo-
riser 1'élaboration de cette thése.

A plusieurs occasions j'ai profité des enseignements de
Monsieur M., METIVIER, Professeur & 1l'Université de Rennes, qui
ont suscité et entretenu mon golt pour la théorie des probabilités,
Je suis particuliérement sensible & l'attention qu'il a portée a ce
travail et & 1'honneur qu'il me fait en acceptant de participer au

Jury.

Messieurs U,G. HAUSSMANN, Professeur 3 1'Université
de Colombie Britannique, et B. VAN CUTSEM, Professeur & 1'Uni-
versité Scientifique et Médicale de Grenoble, ont accepté de
prendre part au Jury. Je les en remercie trés vivement,

Mademoiselle MARCHAND a apporté beaucoup de soin &
la frappe du manuscrit et les personnels des services de repro-
graphie de I'I.R.M.A, et de I'l.M.S.S. ont réalisé un tirage de
qualité. Je les remercie sincérement et je tiens & saluer, ici,
leur godit pour le travail bien fait.






TABLE DES MATIERES

INTRODU CTION

CHAPITRE I - LE MODELE GENERAL - LE PROBLEME -

§ 1.

[y
. .

—y
w

W W
DO

CHAPITRE II - ESTIMATION DANS LES MODELES DIFFERENTIELS

BN et

LES OUTILS.

Solutions faible et forte d'une équation différentielle
stochastique. Position du probléme d'estimation.

Notations et définitions.

Théorémes d'équivalence et d'absolue continuité de
lois sur (C,St)

Existences et unicités forte et faible de solutions.
Position du probléme d'estimation. Notions d'identi-
fiabilité.

Estimation par la méthode du maximum de vraisem-
blance lorsque l'observation porte sur une fonction
aléatoire en temps continu.

Quelques lemmes.
Cas de l'observation en temps continu.
Cas de l'observation en temps discret.

Quelques propriétés des intégrales stochastiques.
Dérivabilité par rapport & un paramétre. Normalité
asymptotique,

Dérivabilité par rapport & un paramétre.

Normalité asymptotique.

STOCHASTIQUES A COEFFICIENTS DEPENDANT
LINEATIREMENT DES PARAMETRES INCONNUS.

Estimation dans le modeéle linéaire. Cas de l'obser-
vation en temps continu.

Formulation directe du probléme. Structure statistique.

Estimation de la matrice G.tG
Estimation de la matrice 8

Estimation dans le m_odéle linéaire. Cas de l'observa-

tion en temps discret.

pages
0-1
I-1
I1-2
1-2
I1-12
1-15
I1-15
I-18
1-27
1-37
1-37
1-42
-1
I1-2
I1-3
II1-6
II1-8
II1-25



La fonction de Log-vraisemblance pour l'estimation
basée sur un échantillonage discret.

La fonction de Log-vraisemblance approchée pour
l'estimation basée sur un échantillonage discret.

La fonction de Log-vraisemblance approchée pour
l'estimation basée sur un échantillonage continu.
Estimation du paramétre de dérive.

Estimation dans les modeéles non linéaires & paramétres
multiplicatifs dans les coefficients de diffusion et de
dérive,

Estimation des paramétres du coefficient de diffusion.
Estimation des paramétres de dérive par maximum de
vraisemblance,

Estimation "séquentielle" de maximum de vraisemblance
des paramétres de dérive.

Estimation bayésienne des parameétres de dérive.
Quelques résultats numériques.

CHAPITRE III - ESTIMATION DANS LES MODELES DIFFERENTIELS

— s
L T

1.

W N

STOCHASTIQUES A COEFFICIENTS DEPENDANT NON
LINEAIREMENT DES PARAMETRES INCONNUS.

-~

Estimation dans un modéle différentiel stochastique a
coefficients dépendant différentiablement des parameé-
tres inconnus. .

Estimation des paramétres du coefficient de diffusion.
Estimation des paramétres du coefficient de dérive.
Sur la construction des estimateurs.

Application, Estimation de parameétres dans le modéle
de filtrage linéaire & coefficients constants.

La structure statistique du probléme d'estimation.

Estimation de la covariance du bruit d'observation.
Estimation des paramétres ne figurant pas dans la
covariance du bruit d'observation.

. Sur la condition d'identifiabilité et le calcul de l'es-

timateur de o .

Sur la modélisation et 1'identification des systémes
stochastiques & temps continu. Quelques remarques
pour econclure.

. Sur l'identification des dimensions.

Sur le choix de l'intégrale stochastique et la nature
du bruit.

II1-26
II1-30
I1-38
II-42
1II-44
IT-45
II1~48
II-54
I1-58
II-60
Ir-1
1I1-2
I -3
1 -7
III - 15
1 -17
I -19
I1I - 26
1 -27
11T - 48
IIT - 50
II-51

IIT - 52



3.3. Sur l'identification : estimations, domaines de confiances,
tests, IIT - 53

BIBLIOGRAPHIE B-1

N.B. Lorsque, dans un chapitre, il est fait référence a un énoncé d'un
autre chapitre, le numéro de cet énoncé est précédé du chiffre romain
correspondant & ce chapitre. Il en est de méme pour les références a

certains paragraphes.






INTRODUCTION

Le travail que nous présentons ici concerne une classe particu-
liére de modéles de systémes dynamiques stochastiques évoluant en temps
continu : celle des modéles décrits par des équations différentielles sto-
chastiques vectorielles de dimension finie. Il traite du probléme statisti-
que d'estimation de paramétres dans de tels modéles et, partant, s'inscrit

dans le cadre de la statistique mathématique.

Exposons d'abord briévement quelle était notre motivation et

quels étaient nos buts en commencant ce travail. De nombreux phénomé-
nes évolutifs peuvent étre représentés de facon satisfaisante par des pro-
cessus stochastiques de type diffusion dont la modélisation par une équa-
tion d'évolution fait intervenir des équations différentielles stochastiques.
On en trouve des exemples concrets dans des domaines trés divers tels que
ceux de la météorologie, de l'aéronautique, de la physique ... De méme,
dans de nombreux problémes de contrdle stochastique, 1'évolution de 1'état
du systéme & contréler ainsi que son observation peuvent raisonnablement
étre modélisées par des équations différentielles stochastiques. L'étude qua-
litative des processus mis en jeu et leur éventuel contrdle dépendent de
fagon cruciale de la plus ou moins bonne connaissance que l'on a des fonc-
tions ou paramétres inconnus qui interviennent dans les équations de la moQ
délisation. En pratique, l'estimation des paramétres inconnus doit générale-
ment pouvoir é&tre effectuée en temps réel, ce qui exclut la possibilité de‘
répéter l'expérience fournissant l'observation sur laquelle est basée l'esti-
mation, Nous nous sommes alors proposés d'étudier le probléme d'estimation
de paramétres inconnus de dimension finie dans un modéle différentiel sto-
chastique, au vu de l'observation, en temps continu ou en temps discret,

d'une seule trajectoire du processus qu'il engendre. Notre objectif était de



dégager des procédures d'estimation, d'en décrire de fagon précise les
qualités et d'en éprouver l'efficacité par des expériences de simulation.
Décrivons maintenant comment nous avons organisé la présentation de

notre travail.

Le premier chapitre est consacré a la formulation du probléme
général et a la présentation des outils gue nous nous proposons d'utili-

ser pour en aborder 1'étude.

Dans une premiére partie, nous décrivons la classe des modé-
les objet de notre travail en précisant le concept que nous utilisons de
solution d'une é&quation différentielle stochastique. Il importe au statisti-
cien de définir en premier lieu la structure statistique associée aux obser-
vations dont il dispose, c'est-a-dire essentiellement de décrire la famille
des lois de probabilité possibles sur l'espace ol ces observations prennent
leurs valeurs. Dans cet esprit il est naturel de décrire les processus sto-
chastiques mis en jeu par leurs lois de probabilité et par suite de choisir
de définir la solution d'une équation différentielle stochastique comme é&tant
une loi de probabilité sur un espace de trajectoires. Nous adoptons alors
le formalisme de la statistique mathématique, tel qu'il a &té introduit par
J.R. BARRA dans son livre [9], pour formuler la probléme d'estimation des
paramétres inconnus dont dépendent les coefficients d'une équation diffé-
rentielle stochastique. Les théorémes d'existence d'une solution faible d'une
équation différentielle stochastique reposent essentiellement sur un théoréme
de I.V. GIRSANOV [24] qui permet de définir une telle solution par sa dé-
rivée de Radon-Nikodym par rapport & une mesure de référence. Ainsi, lors-
que cette mesure de référence ne dépend pas de paramétres inconnus (il
s'agira en fait du cas ol le coefficient de diffusion du modeéle est complé-
tement connu), la structure statistique concernée est dominée, ce qui sug-
gére l'approche du probléme d'estimation par la méthode du maximum de

vraisemblance.

Aussi, dans une deuxiéme partie, nous proposons des énoncés

généraux sur l'estimation par maximum de vraisemblance dans une structure



statistique associée & l'observation d'une fonction aléatoire en temps
continu que cette observation soit elle-méme de dimension infinie (ob-
servation en-temps continu) ou de dimension finie (observation en temps
discret). Pour le cas de 1'observation en temps continu nous pensons
avoir dégagé un cadre d'hypoth&ses minimal permettant d'assurer l'exis-
tence d'une famille convergente et asymptotiquement normale d'estimateurs,
Pour le cas de l'observation en temps discret, nous étudions la possibilité
d'approcher I'estimateur basé sur un échantillonage continu par l'esti-

mateur construit sur un échantilionage discret.

En vue de l'application de ces énoncés dans le contexte qui
Nous occupe, nous consacrons une troisiéme partie & l'exposé de quel-
ques propriétés utiles des intégrales stochastiques. En premier lieu, afin
d'assurer l'existence de versions réguliéres de fonctions de vraisem‘blan—-
ce, nous étudions, pour une intégrale stochastique dont 1l'intégrande dé-
pend d'un paramétre vectoriel, le probléme de l'existence d'une version
presque sldrement & trajectoires dérivables par rapport au paramétre du
processus indexé par ce paramétre. Dans [23] 1.I. GIHMAN et AV,
SKOROHOD donnent seulement des propriétés de dérivabilité en moyenne
quadratique par rapport & un paramétre scalaire, Enfin, dans le but d'as-
surer la normalité asymptotique d'estimateurs, nous donnons un résultat sur
la normalité asymptotique d'une intégrale stochastique que nous rapprochons

d'énoncés de A.F. TARASKIN [49], [50].

Le second chapitre traite le probléme d'estimation dans le cas
des modeéles différentiels dont les coefficients dépendent linéairement des
parametres inconnus. Dans les deux premiéres parties de ce chapitre, nous
étudions le cas plus particulier od 1'équation régissant l'observation est

aussi linéaire en ['état du processus observé.

Dans la premiére partie, nous considérons la situation ou l'ob-
servation a lieu en temps continu. A notre connaissance, tous les auteurs

ayant abordé avant nous le probléme d'estimation dans ce type de modéles



soit ont, en vue d'appliquer la méthode de maximum de vraisemblance,
supposé connue la covariance du bruit d'observation sans donner de mé-
thode d'estimation préalable de cette covariance (A.A. NOVIKOV [41],

AN, SHIRYAYEV [47] pour des modéles scalaires et bidimensionnels par-
ticuliers,...), soit on proposé des techniques d'identification simultanée
de tous les coefficients, sous l'hypothése de stationnarité, utilisant es-
sentiellement la fonction d'autocorrélation de l'observation (R.S. BUCY et
P.D. JOSEPH [14]1...), les propriétés des estimateurs restant mal connues.
Nous montrons ici qu'il est possible de découpler l'estimation du coeffi-
cient de diffusion et l'estimation du coefficient de dérive. De fagon pré-
cise, nous avons remarqué que la covariance du bruit d'observation peut
étre évaluée, avec probabilité un, sur tout intervalle de temps fini et gue
donc il est légitime de la supposer connue pour l'estimation du coefficient
de dérive. Nous précisons aussi les qualités de la suite d'estimateurs en-
visagée. Alors la méthode du maximum de vraisemblance s'applique pour le
probléme d'estimation de la matrice de dérive et fournit un estimateur dont
nous monirons que, sous certaines hypothéses, il est convergent en proba-
bilité et asymptotiquement normalement distribué. Les résultats de cette
partie ont été annoncés ’dans [30] A. LE BRETON, et développés dans [31]
A. LE BRETON. L'estimateur de maximum de vraisemblance de la matrice
de dérive basé sur l'observation en temps continu est défini en ternies
d'intégrales stochastique et ordinaire. Aussi, en pratique, pour le calculer,
dn peut penser 3 approximer ces intégrales par des sommes finies appro-
priées qui dépendent seulement d'un échantillonage effectué en temps dis-
cret. Une question naturelle se pose alors : l'estimateur obtenu par cette
discrétisation est-il "le meilleur" que l'on aurait pu obtenir au vu de 1'é-
chantillonage discret qu'il met en jeu ? Nous sommes donc conduits &
traiter le probléme d'estimation lorsque 1'observation est faite en temps

discret.

C'est l'objet de la deuxiéme partie de ce chapitre oll nous ré-
pondons en particulier & la question précédente en montrant, grdce & un

énoncé du premier chapitre, qu'une "bonne" approximation de l'estimateur



de maximum de vraisemblance basée sur un échantillonage discret est
précisément l'estimateur résultant de la discrétisation de l'estimateur
obtenu en temps continu qui fait apparaftre cet échantillonage discret.

Les résultats de cette partie ont été présentés dans [33] A. LE BRETON.

Dans la troisiéme partie de ce chapitre, nous présentons
d‘abord une généralisation des développements de la premiére partie
dans le cas des modéles vectoriels non linéaires en 1*état, mais ol
toutefois les paramétres inconnus apparaissent de maniére multiplica-
tive (donc linéaire) dans les coefficients de dérive et de diffusion de
1'équation différentielle stochastique concernée, modéles du type de
celui considéré dans [49] par A.F. TARASKIN qui lui aussi suppose
complétement connu le coefficient de diffusion. Puis nous envisageons
la construction d'autres estimations pour de tels modéles : estimation
de maximum de vraisemblance séquentielle selon une technique propo-
sée pour le cas scalaire par P.S. LIPCER et A.N. SHIRYAYEV dans [36],
et estimation bayésienne. Ce chapitre se termine sur la présentation de
quelques résultats numériques d'expériences de simulation gui nous sem-
blent encourager & l'utilisation des méthodes que nous avons étudiées

pour la modélisation de diffusions stochastiques.

Le troisiéme chapitre traite le probléme d'estimation dans le cas
des modéles différentiels stochastiques ot les coefficients de 1'équation
régissant l'observation dépendent de fagon non linéaire des paramétres in-

connus,

Dans une premiére partie, nous envisageons le cas d'un modéle
général ol les coefficients dépendent différentiablement des paramétres.
Nous montrons que, sous certaines hypothéses, il est encore possible de
découpler l'estimation des paramétres apparaissant dans le coefficient de
diffusion et celle des autres paramétres. Le terme de diffusion étant alors
supposé complétement connu, nous assurons l'existence d'une famille con-
vergente et asymptotiquement normale d'estimateurs des parameétres restant

a estimer. Les résultats, qui ont été présentés dans [34] A. LE BRETON,



sont de nature plus qualitative que ceux du deuxiéme chapitre, car nous
n‘avons pas ici d'expressions explicites des estimateurs. Toutefois 1'uti-
lisation prati'qué des résultats est suggérée par les &noncés eux-mémes
qui montrent, aussi bien dans le cas des paramétres de diffusion que
dans celui des parameétres de dérive, que la construction des estimateurs
repose sur la mise en oeuvre de méthodes numériques de résolution d'une
équation vectorielle & coefficients dépendant de la trajectoire observée du

processus ; nous indiquons une approche algorithmique de ce probléme.

Dans une deuxiéme partie, nous étudions le cas particulier du
modele classique de la théorie du filtrage linéaire en temps continu. Pour
un tel modéle, on dispose, sans supposer connue la dimension de 1'état
non observable, mais sous l'hypothése de stationnarité, de techniques
d'identification telles que celle proposée par B.L. HO et R.E. KALMAN
[26]. Supposant connue la dimension de 1'état non observable, éventuel-
lement parce qu'une méthode du type précédent aurait permis de 1'identi-
fier, en utilisant la représentation du modéle en termes de l'innovation,
nous montrons que, bien que les paramétres inconnus apparaissent linéai-
rement dans les équations régissant l'état et l'observation en fonction de
1'état, les coefficients de 1'équation différentielle vérifiée par 1'observation
ne dépendent plus linéairement de ces paramétres. Ainsi ce modéle est un
cas particulier de celui étudié dans la partie précédente. Nous assurons
que des hypothéses classiques d'observabilité et de stabilité valident les
conclusions de l'étude générale. Les résultats de cette partie ont été an-
noncés dans [33] A. LE BRETON, dans un contexte d'hypothéses particulie-
res qui sont levées ici. Dans [7] A.V., BALAKRISHNAN a étudié ce méme
modeéle sous l‘hypothése restrictive essentielle que la covariance du bruit
d'observation est complétement connue dans le but d'utiliser la méthode
du maximum de vraisemblance, sans pourtant donn_er de méthode d'estima-
tion préalable des paramétres inconnus y figurant. Dans [6] A. BAGCHI
étudie une méthode d'estimation simultanée de tous les paramétres basée
sur la recherche d'un zéro du gradient d'une modification de la fonction
de Log-vraisemblance construite a4 partir de la donnée d'une estimation a

priori de la matrice de covariance du bruit d'observation. Dans ce travail,



nous levons la restriction majeure de 1'étude de A.V. BALAKRISHNAN en
donnant une méthode d'identification de cette covariance sur un interval-
le de temps fini sans qu'il soit besoin, comme le suppose A. BA GCHI,
d'en connaftre une estimation a priori. En outre, le probléme d'estimation
des autres paramétres est alors relatif & un parametre de dimension moin-
dre que celle du paramétre mis en jeu dans l'approche de A. BAGCHI. Nous
retrouvons en particulier les résultats de A.V. BALAKRISHNAN. De plus,
nous assurons la normalité asymptotique de 1'estimateur et donnons une
caractérisation algébrique de la matrice intervenant dans la condition
d'identifiabilité, rendant possible la vérification de la dite condition et
permettant d'envisager une autre approche algorithmique de la construc-
tion de l'estimateur. Nous pensons donc, dans cette partie de notre tra-
vail avoir notablement amélioré les conclusions de I'étude faite dans [7]

tant sur le plan théorique qu'en vue de leur utilisation pratique.

En guise de conclusion, nous discutons dans une courte troi-
siéme partie de quelques aspects du probléme de la modélisation des SYyS-—
témes stochastiques & temps continu et suggérons a cette occasion quel-

ques prolongements possibles & notre travail.






CHAPITRE I

LE MODELE GENERAL - LE PROBLEME -
LES OUTILS

A condition de ne pas se soucier de la précision du langage
utilisé, on peut trés bien présenter le théme de notre travail, en quel-

ques lignes, de la maniére suivante

"On suppose que l'on observe au cours du temps une trajectoi-

re d'un processus stochastique (Xt ; t=0) solution d'une équation diffé-

rentielle stochastique de la forme

dX, = a (t,X)dt + o¢_(t,X)dwW
t ks ‘ p

t ;

%0

X(0)

ou (Wt : 1>0) est un processus de Mouvement Brownien standard et

acp(' ,.) et ch(’ ,.) désignent des applications dépendant d'un paramétre

inconnu ¢ élément d'un ensemble 3§ c ]Rd . On désire estimer la vraie
valeur ©* du paramétre © au vu de cette observation, c'est-a-dire
conStruire une famille d'applications définies sur l'espace des trajectoires
possibles, & valeurs dans & , telle que, pour un mode de convergence de
la théorie des probabilités, la famille d'éléments aléatoires ainsi obtenue

. 3*
converge vers la vraie valeur o de o ."

Dans la premiére partie de ce chapitre nous nous proposons de
donner une formulation précise du probléme dont nous venons de présenter
grossiérement les éléments. En premier lieu, nous exposons ce que Nous

entendons par solution d'une équation différentielle stochastique ; la notion



de solution faible utilisée permet de construire directement la structure
statistique associée au probléme d'estimation de paramétres inconnus.
Les théorémes d'existence de solutions faibles d'équations différentiel-
les stochastiques conduisent de fagon naturelle & envisager, dans cer-
tains cas, l'étude du probléme d'estimation par la méthode du maximum
de vraisemblance ; la seconde partie du chapitre est alors consacrée a
la présentation d'énoncés généraux concernant cette méthode, la troi-
siéme partie étant elle dévolue & l'étude de quelques propriétés des in-

tégrales stochastiques préparant a& l'application de ces énoncés dans le

cadre du probléme posé.

§ 1. - SOLUTIONS FAIBLE ET FORTE D'UNE _EQUATION DIFFERENTIELLE
STOCHASTIQUE - POSITION DU PROBLEME D'ESTIMATION.

1.1. Notations et définitions.

Etant donné p wun entier, p > 1 , et T un nombre réel,

T >0 , on désigne par :
+
C l'espace des applications continues de IR dans ]Rp ,

S(resp. S,) la tribu sur C engendrée par les applications

T
coordonnées | TR~ x(t) pour t =0 (resp. O0<t< T)

s

T , , .
W, (resp. u,) la loi du mouvement brownien canonique ou me-

) (resp.(C,(S,) )

-
sure de Wiener standard sur (C,(S) t 0<teT

t't>0

+
a et g désignent des applications de IR x C dans R et
+
de R x C dans ;j(]Rp ; IRp) respectivement. On suppose que les pro-
cessus a et ¢ sont progressivement mesurables et adaptés a la famille
(St)t20 de tribus.

1.1.1. DEFINITION : "On appelle solution faible de l'égquation

différentielle stochastique




dX, = a(t,X)dt + g(t,X)dW. : t=0
t t
(1) ~
XO = z0
~ p 2 P 1 a,G N
ou z, € R™ est donné, la donnée d'un couple (Pa,ch ) ol
p est une loi de probabilité sur (C,S) et W2:0 = (Wta'c;tzo)
est un mouvement brownien standard sur (C’(St)t\o’Pa C;) tel que, pour
tout t =0 , on ait :
_ ot ot a,o "
(2) 1, =2z_+ "a(s,.)ds + [ g(s,.)dw P presque sdrement,
t 0 JO 10 s a,c
On _dit que la solution faible de (1) est unique si la loi Pa - obtenue

est unique."

Nous désignerons toujours par (Q'(?t)t 0 %,P) une base de

processus ol (%) est une famille croissante de sous-tribus de la

t't>0
tribu &% sur { supposée P-compléte, 90 contenant les ensembles de
P-mesure nulle de % . Par " X = (Xt)t\O est un processus défini sur la
base (Q,("f't)tZO ,%,P) " nous signifierons en particulier l'adaptation de X

a la famille (9t)t20

1.1.2. DEFINITION : "Etant donné W un mouvement brownien

standard défini sur une base (Q,%) %,P) , on appelle solution forte

t't=0"’
de (1) un processus X défini sur cette méme base tel gue l'on ait :

(3) = z +J' (s,X)ds + J‘ )dWS P presque sdrement.
Cn dit que la solution forte est unique si deux solutions X1 et XZ ,
processus sur (Q, (yt)t>0 ,%,P) sont indistinguables."

1.1.3. Remarques

a) L'équation (1) n'est pas en général une équation différentielle
stochastique de type "Ito", puisque aft,.) et o(t,.) peuvent dépendre
du passé avant t des trajectoires. Il est bien connu, depuis la parution
d'un article de YAMADA et WATANABE, que dans le cas d'égquations du ty-

pe "Ito", l'unicité de la solution forte (unicité trajectorielle) implique l'uni-



cité de la solution faible (unicité en loi) (voir par exemple P. PRIOURET
[43]). La démonstration reste inchangée si on considére des équations du
type (1) ; le résultat de YAMADA-WATANABE reste donc vrai pour de tel-

les équations,

b) Si (Pa ,Wa’g) est une solution faible de (1) et que

r

P est la loi d'un processus X , & trajectoires continues, défini sur

1 C

une base (q,(%)

20 ,%,P) , en posant :

a,o
2 () = Wi X)) s owen

~

on obtient, & partir de (2), la relation :

t t

X =z _ + f a(s,X)ds + [ o(s,X)dz P presque slrement.

t 0 7 | s
0

En d'autres termes, le processus X est solution forte de (1) relativement

%,P) et au mouvement brownien (£)

a la base (a,(%) t't0

t't=0 "’

c) Illustrons par un exemple trés simple les approches "forte"
et "faible" de la définition de la solution d'une équation différentielle

stochastique. On se donne (a,z,) ¢ ]Rp><]Rp et o3>0, et on considé-

0
re 1'équation :

dXt = ngVt + adt ; t20

Xo = 2

La solution faible est bien sdr unique et consiste en le couple
- -at

-2y )

a,s o t=0

)

Pa,c(“) = \J%{XEC ; (t~v20+at+gxt) €s} .

L'approche "forte" consiste & se donner une base de processus (Q,(S’t) %,

>0’
et un mouvement brownien W sur cette base. La solution forte est unique
et définie par :

= + + .
Xt ZO at O'Wt i t= 0



La loi de probabilité de cette solution forte coincide évidemment avec P
r

En outre le théoréme de R.H. CAMERON et W.T. MARTIN (voir par exemple

S sont équivalentes, la
0,0/ t !

dérivée de Radon-Nikodym étant donnée par :

[15]), assure que les lois P o/St et P

dP

a,o 1, 1 2
5/ % = exp{ {a,x)-—5all"t]) .
dPO,o/St ) t" 952

si aeR’, beR’ on pose {a,b}=2aibi , Ha“z = {(a,a\ et ta
i

désigne le vecteur transposé de a . De méme si g ¢ ;‘,(]Rp;IRp) on pose

2 t . : )
sl = 2 o, = tr(cg) ol tr désigne la trace et '~ la transposée de & .

i/]

Un théoréme énoncé et démontré par I.V. GIRSANOV en 1960
( voir [24]) concernant la substitution de mesure dans une base
de processus a été le point de départ de nombreux développements rela-
tifs & l'équivalence et & l'absolue continuité des lois de processus de
type diffusion. Le paragraphe suivant est consacré a la présentation des
principaux résultats, obtenus par différents auteurs, que nous utiliserons
dans la suite. Pour les démonstrations nous renvoyons aux auteurs. Pour

un exposé systématique et détaillé on pourra consulter J. MEMIN [39].

1.2. Théorémes d'équivalence et d'absolue continuité de lois sur (C’St) )

On rappelle le théoréme suivant, maintenant classique :

. HQ 1 -~
1.2.1, THEOREME (I.V. GIRSANOV) : "Soit (XL,(zzt)OétsT,az,P)

une base de processus, W et W deux processus mesurables définis

sur cette base, & valeurs dans IRp , satisfaisant les propriétés suivantes

(A1) W est un mouvement brownien p-dimensionnel :

!

(A2) W‘t = Jﬂt A(s,.)ds + ch P presque slrement :
Q0

ou (A3) A est une application de [0,T] x o dans R , Mmesura-—

ble, adaptée & la famille (3,[) et telle que :

P[_J‘T\\A(s,.mzds <teo] =1
0



NA(s, ) szs}

o

) = expl- oG, aw oy 4 1T

Alors le processus W est un mouvement brownien défini sur la base

~

(L, (%), P) o0 P=C.P."

Des généralisations de ce théoréme ont été obtenues dans le
cas des processus a valeurs hilbertiennes et dans le cas ol le mouve-
ment brownien est remplacé par une martingale continue de carré intégra-

ble.

Nous nous intéressons essentiellement au cas ot les hypothéses

(A2) et (A3) sont remplacées par les suivantes

~ it —~
(A2") ’\/\/‘JE = joa(s,'\/\f)ds + Wt P presque slrement :

(A3') a: est une application de [0,T] x C dans ]Rp progres -
sivement mesurable, adaptée a la famille (St) et telle
que N )r11 — 2
Pl fla(s, W)!|%ds < +=] = 1
0

L'énoncé suivant est un corollaire du théoréme 1 de M., P, ERSHOV

[19].

1.2.2. THEOREME : "Avec les hypothéses (A1), (A2'), (A3") et

~

(A4), la loi PW du processus W est équivalente & la loi uf du mou-

vement brownien canonique, et dans l'espace (C,ST) la _dérivée de Radon-

Nikodym est donnée par la relation :

dPry 7 T, |
(4) — X (0 = exol [ als,x) a0 -+ lals, )] ds]
aul 0 ~ 0

s

T -
M, Rresque siurement,

ou l'intégrale stochastique est prise par rapport & la base de processus

T, .
(, (St)O:;th ’“-)'c) :




1-7
Ce théoréme admet la généralisation suivante {voir [39],

Proposition 6.2.)

1.2.3. THEOREME : "Soit Y et W des processus & trajec-

toires continues, & valeurs dans ]Rp , définis sur une base

(iz,(%t)ogth,’w’,P) , tels que :

(B1) W est un mouvement brownien

I3

(B2) P[j‘T(iia(s,Y)i’iz+1\~:t(s,Y)£!2)ds Ao =1
"0
(B3) ~(s,x) est une matrice inversible pour tout s et tout

x € C et jcls, x| =k>0 ;

(B4) 1'éguation stochastigue (5) Zt = r ‘j(S,Z)dW'S admet une
. 0
solution faible unique :
X t :
(B5) Yt(:*u) = { a(s,Y(s))ds + ] c*(s,Y(\,:,))dWS(Lt) P presque sd-
J g

{‘T‘ 1

() = expi- T s7Hs Mats, V) aw - 2 T

!12
.JO 1

(s,Y)a(s,V)

Alors la loi PY du processus Y est éguivalente & la loi PZ d'un pro-

cessus solution de (5), la densité s'exprimant par la relation :
dp T -
(6) **‘“Y(X) = expl[" - "Ns,xals,x),c7 (s, x)dDl_(x)" - 2
dPZ ’JO S ! Zx,

PZ -presque sUrement,

“1(S,X)a(s,x)f;2ds]

i
|~

ol l'intégrale stodhastique est prise par rapport & la base de processus

(C 8 ) ooy Py

On donne alors des énoncés mettant en évidence les liens exis-
tant entre le probléme d'équivalence de lois sur C et celui de l'existen-

ce et de l'unicité des solutions faibles de 1'équation stochastique (1).

Les énoncés sont présentés pour des bases de processus de la
f 7 S IS ‘. t C/ S IS 7. ]- st
orme (C,( t)te]R+ ) et non ( (t)OstsT T ) comme cela e
fait par la plupart des auteurs cités. Toutefois ils sont des conséqguences
immédiates des énoncés originaux. En effet nous faisons les hypothéses

convenables pour tout T » 0 , aussi, si appliquant les dits énoncés pour



chaque T = 0 , on construit une famille {)‘T i T>0} de mesures de
probabilité définies respectivement sur (C,S,.,) telle que, pour tout

T
t € lo,T] , soit la restriction de A\ a S, , le systéme

t T t
{(C,ST,)\T) ;T=0} forme un systéme projectif d'espaces de probabilité
(lorsqu'on prend pour application d'un espace dans l'autre l'application

identique sur C ) qui admet une limite projective ) sur (C,S)

On commence par le cas particulier de :

t .
(7) Xt =z, + J’Oa(s,X)ds + WJE .
1.2.4. THEOREME (M.P. ERSHOV, [19]théoréme 4) : "Suppo-
sons_que :
.t -
() pour tout x¢ C ona | Ha(s,x)szs < +o pour tout
0
t> 0 .

Alors 1'équation (7) admet une solution faible si et seulement si, on a :

(jj) pour tout t>0 ,

) t 1.t 2
E [ (a(s,.),din_(.)y - <[ lla(s,)|7ds}t = 1,
1y 2 P (30D A0 = 3 e, s

o, si s €8, u%,ZO(g) =y, (xeq: (tmz0+xt)E§_} .

De plus, il v a ‘alors unicité de la solution faible Pa et pour tout t>0

les lois Pa/st et My o /St sont éguivalentes, la dérivée de Radon-—
\I O
Nikodym étant donnée par :
dp t 1,0t 2
_....__?_.___ = / J— it ‘
®) o /g () exp{jo\a<s,x),dns<x>> zjona(s,x)\l\‘ds}
*,zo t

U, , XRresque slrement,

ou l'intégrale stochastigque est prise relativement & la base de processus

(CI(St)ISIu*’ZO) .

Ce théoréme se généralise comme suit dans le cas de 1'équation

(1) (voir [39] Théoréme 6.5)



1.2.5. THEOREME : "Soit a et ¢ avec les hypothéses (B3),

(B4) et supposons gue :

: t

() pour tout xe€ C on a f Ha(s,X)“zds < +» pour tout
t>0 et QGUBHO(S")\‘ZdS<+m] = 1 pour tout t>0 ,
Q(7 désicmant la loi de la solution de

(5)! =z +j‘ o(s, Z)dW

Alors 1'égquation (1) admet une solutlon faible si et seulement si on a :

(Ji) pour tout t>0 |,
Equlexnl [ (o7 Ms . Dals ) ,o7He, 0an ) - 5 [ lo™Hs, Dats, ) Pde)
= 1

De plus, il v a alors unicité de la solution faible Pa 5 et pour tout

7

t>0 les lois Pa o/St et Qo/st sont équivalentes, la densité étant

donnée par :

dp -
(9) ng/st'(.) = exp{f;<o~1(s,.)a(s,.)c 1( dH ) -5 j o™ ")szs

Qo -presque sdrement,

ou l'intégrale stochastique est prise relativement & la base de processus

(C,(8),5,Q5) ."

L'utilisation effective des théorémes 1.2.4. et 1.2.5. nécessite
que l'on soit capable de vérifier 1'hypothése (jj) des énoncés correspon-
dants et en particulier, d'assurer l'existence d'une solution faible unique
de l'équation (5)'.. Dans. cette perspective nous donnons, dans le paragra-
phe suivant des conditions suffisantes, facilement exploitables, d'existence

d'une solution forte de l'équation (1) et de vérification de (jj).

1.3. Existences et unicités forte et faible des solutions de (1).

On indique d'abord un théoréme d'existence et unicité forte pour
les équations de type Ito (voir par exemple I.I. GIHMAN - A.V. SKOROHOD
[23]). ' "
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1.3.1. THEOREME : "Soit (Q,(Ft),P) une base de processus

et W un mouvement brownien sur cette base, & valeurs dans R .

oit

n

: IR+>< R — » £(]Rq;IRp) un champ de matrices pxg et
: R x RP

p? a

> RP un_champ de vecteurs

tels que :

~

(1) wt, § et 3T en restriction 3 [0,t]x R® sont mesura-

bles pour (B[O ¢] ® ®

IRp
(j) vT>0, vC=>0, EKTC>O tel que :
sup {I5(t, u)-3(t, V|| + |15, 0 -(t, 9|} < Ky ollu-vll
t<T /
u,v € rd i sc , v =sc

(k) vT >0, 3KT>O tel gque :

sap([[3e, |2+ &) ) = Kyl

ue]Rd

Alors, pour tout Z4 € IRp , il existe un processus basé sur (Q,(S?t),P) ,

valeurs dans RP , de norme au carré P-intégrable, défini sur [0,+w| ,

Qr

[0)74

trajectoires continues, unique & l'indistingabilité prés, tel gue pour tout

Ll

» 0 , la relation :
tN tN
= + + X
Xt z, joo(s,XS)dM/S foa(s,. S)ds

soit vraie P-presque strement."

Cet énoncé est applicable dans le cas de (1) lorsque :

alt,x) = 'é'(t,xt)
oflt,x) = ?f(t,xt)

pour x = (Xt : t>0) € C .

Il admet la généralisation suivante (voir par exemple P.S.

LIPCER, A.N. SHIRYAYEV. [36]).
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1.3.2. THEOREME : "Soit (Q,(ﬁt),P) une base de processus

et W un mouvement brownien sur cette base. On suppose que :

vT , HKT>O tel gque : vtgT

@ Jatt,®-att, V| + o, -0,

< kgl [l lfas + x-v, )%y et

G fatt, 0| + st 0|2 < KT{jZm\\XSHz)ds+(1+th\\2>1 our
x,ve C .

Alors, pour tout z, € rP , 1l existe un processus basé sur (Q,("ﬁt),P)

7

a valeurs dans WRP , de norme au carré P-intégrable, défini sur [0,+w[ ,

A

a _trajectoires continues, unique & l'indistingabilité prés, tel que, pour

tout t >0 , la relation (3) soit vraie P-presque sdrement."

Les deux théorémes précédents fournissent, compte-tenu de la
remarque 1.1.3.a., des hypothéses assurant l'existence et l'unicité de
la solution faible de 1'équation stochastique (1), donc en particulier de

(5).

-

On s'intéresse maintenant & des conditions suffisantes pour que
les hypothéses (jj) des théorémes 1.2.4. et 1.2.5. soient vérifides ; elles
permettront de décrire un autre cadre d'hypothéses facilement exploitables

dans. lequel l'équation (1) admette une solution faible unique.

1.3.3. THEOREME : "Soit a et ¢ vérifiant les hypothé&ses

(B3) et (B4) et supposons que, pour tout t > 0

1

Qc[fg”o(s,.)\\zds <teo] =1,

QO désignant la loi de la solution faible de (5).

L'une guelcongue des trois conditions suivantes :

(C1) pour tout T>0 , a est borné uniformément en x sur

(0, 1]

(C2) pour tout T >0 , il existe KT >0 telle que :
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lat, =) < KT(1+|X‘T) pour tout t<T , x€ C ol

x| = oSUP. IEA

(C3) il existe § >0 tel que :

late ol = foflx], ) ob fo estune fonction croissan:

te R -IR,

impligue_gue, pour tout t>0 , on a :
= : ) —_
(

2o, lexel[ 57 . Jats, .o
=1 ."

s, x)dll > —%ftol\g—l(s,.)a(s,.) szs]

Cet énoncé fait la synthése de résultats obtenus par I.V.

GIRSANOV [24], V.E. BENES [10] et T. DUNCAN and P. VARAIYA [18].

Nous sommes alors en mesure de donner une formulation précise

du probléme statistique que nous envisageons dans la suite.

1.4, Position du probléme d'estimation. Notions d'identifiabilité.

On se donne zO € ]Rp et, & désignant un sous-ensemble
pavé de 1l'espace euclidien IRd . ot d est un entier donné, dx1 ,
une famille {(acp,oq}) ;®€3} de couples d'applications telle que, pour
tout o € § , les hypothéses suivantes sont satisfaites :
+
(D 1) a, R xC - rP

g, : R xC - &R RP)

sont des processus progressivement mesurables et adaptés a la famille

(St)tzo de tribus sur C

(D2) Les équations différentielles stochastiques :

det = acp(t,X)dt o (L X)dW, 5 t=0
(1)
[ %0 = %
et (5) CAX. = ¢ (£,XdW.  :  ts0
t 0 t
4 < =
L "0 T %o

admettent chacune une solution faible unique notée respectivement P et

QQp . Pour tout t >0 les lois Pcp/St et Qcp/St sont équivalénteé, la
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dérivée de Radon-Nikodym étant donnée par :

dpP

t -1
(10) 552 /8, = exp([ (o
¢ 0

(s,)a (s..), 0

2
0 . s, %ds)

1pt,, -1
(s,.)dHS> - —Z-IOHOCP (S")a@

Qcp—presque sGrement, l'intégrale stochastique é&tant prise relativement &
la base de processus (C’<St)t20’S’Qcp)

On suppose que l'on observe continGment sur l'intervalle de
temps [0,T] od T >0 est donné, une trajectoire x = (xt ; t=0)  d'un
processus stochastique dont, pour une valeur inconnue cp* € & dite vraie

valeur du paramétre © , P4 soit la loi de probabilité, On se propose

d'estimer ©¥* au vu de cette observation.

Nous adoptons alors le formalisme de la statistique mathémati-
que, tel qu'il a été introduit par J.R. BARRA dans son livre [9] pour for-
muler le probléme statistique d'estimation du parameétre inconnu <« . La

structure statistique du probléme est :

(C,ST,{PE0 ;P€Es))
ou, pour tout o € § , PCTp = Pcp/ST . 1l s'agit alors de construire des
estimateurs de o i.e. des statistiques, définies sur cette structure, a
valeurs dans § , possédant des propriétés souhaitables, en particulier
de convergence. On introduit diverses notions d'identifiabilité. Si

6 =1{1,2,...,r} , ot l<rs<d , on note, pour cp=(Cp1,... °4

P, = (CPI,...,cpr) ot o = (aprﬂ,...,cpd)

1.4.1, DEFINITION : "On dit que, dans la paramétrisation dé-

finie sur & , cpm(acp,ccp) . la ("vraie") valeur cpZ est fortement identifiable

presque slrement (resp. en movenne gquadratique, re%p. en probabilitd) sur

l'intervalle de temps [0,T] s'il existe une suite {c;lA\T T ; N21} de sta-

tistiques définies sur la structure (C’ST’{ch i 0ég})  telle que, pour tout

v = (v ,cpE)E@ ol ®

=cp* on_ait :
A pt T

A
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lim QAp =
N o+ AT A

au _sens de .la convergence P;]; -presque sire (resp. en movenne quadra-

tique, resp. en probabilité, relativement a la mesure PcTo ). On dit alors

* ‘
que le paramétre ’cpA est identifié sur [0,T] par la suite

~N
(o)

S

T ; N>1} de statistiques."

1.4.2, DEFINITION : "On dit que, dans la paramétrisation, dé-

finie sur & , o~» (ac(:’ocp) . la ("vraie") valeur o* est asymptotiquement

identifiable presque sdrement (resp. en movenne quadratique, resp. en

probabilité) s'il existe une famille {CET ; T>0} de statistiques définies

respectivement sur les structures (C'ST’{Pm;Cqu’}) , T >0, telle que

l'on ait :

sk

lim cj‘: = va‘
T——»‘i‘m T

au_sens de la convergence Ppp%—presque slre (resp. en moyenne quadrati-
L

que, resp. en probabilité, relativement & la mesure P

C{:;% ) *

. . , , L
Si dans la paramétrisation o ~» (aw,g@) la valeur w_ est
P g o
fortement identifiable presque strement sur [0,T] , il est légitime, l'ayant

~

évaluée (avec probabilité 1 ) par lim C?\IA\T T o de la supposer connue et
N-tew =7

d'étudier le probléme d'estimation (ou d'identification) du seul paramétre

C 1 i . .
vectoriel inconnu ¢ de dimension d-r
A

Ainsi si o, = o ne dépend pas de paramétres inconnus (éven-

tuellement parce que les paramétres y figurant auront été identifiés) la struc-

i~
4

tion a ST de la mesure Q_ , solution faible unique de l'équation :

ture statistique (C,ST,{PE ; ©E€F}) est dominée par la mesure QT restric-
g

(11) dX, = olt,0dW, ; t=0
X0 = 2

avec pour fonction de vraisemblance
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=

dP 1

B

(12) = exp{_J'T(o—l(t,.)a (t,.),0
0

© (t,.)af) - j"Ho-_1 t,.) cp(t,.)HZdt}

dQ

Q =3

Il est alors -naturel d'aborder le probléme d'estimation de ¢ par la mé-
thode du maximum de vraisemblance, i.e. de rechercher, si tant est qu'elle

existe, une statistique cEr telle que :

T
T
e ap,
(13) T (x) = sup T (x} , xeC ,
on vey dO
ou peut-8tre
. dP;l;
(13) — (log oo (%) =0 , xecC
dep sz T

De la méme facon, lorsque l'observation a lieu en temps discret, la mé-

thode du maximum de vraisemblance paraft adaptée dans ce cas.

La seconde partie de ce chapitre est alors consacréek & la pré-
sentation d'énoncés généraux sur l'estimation par maximum de vraisem-
blance dans une gtvmcture statistique ou l'observation porte sur une fonc-
tion aléatoire en temps éontinu, que cette observation ait lieu en temps

continu ou en temps discret,

§ 2. - ESTIMATION PAR LA METHODE DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE
LORSQUE L'OBSERVATION PORTE SUR UNE FONCTION ALEATOIRE EN
TEMPS CONTINU.,

2.1. Quelques lemmes.

De nombreux auteurs se sont intéressés & l'existence et 3 la
construction de suites convergentes d'estimateurs du maximum de vraisem-
blance dans des structures statistiques ol l'observation porte sur uhe sui-
te d'éléments aléatoires indépendants ou non. On peut consulter, par

exemple, J. AITCHINSON et S.D. SILVEY [1 ] et P. BILLINGSLEY [11].
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Que l'estimation soit basée sur la fonction de vraisemblance exacte ou
une approximation de celle-ci, les résultats obtenus reposent essentiel-
lement sur 1'utilisation d'un énoncé figurant dans [1 ] qui nous sera
également utile ici.

2.1.1. LEMME [1 ] ¢+ "Soit 2 une application de ]Rd dans

R4 , continue sur la boule fermée B(p) = {ueIRd dlluljgp} v >0,

vérifiant la condition :

(i) wvu gIRd ool = s (e ,uy <0

Alors, il existe au moins une solution u® de 1'équation :

g{u) = 0

) , L
qui satisfasse |ju'|l <, ."

Démonstration : Supposons que :

vu € Blp) @ e{u) #0

On peut alors définir sur B(p) 1'application )\ par :

_ 2(u)
e e

A est une application continue de B(p) dans B(p) . Le théoréme de
BROUWER (voir par exemple J. WARGA [52] p.163) assure alors qu'il exis-
te au moins une solution u € B(p) de 1l'équation :

A(u) = u

On a de plus |jull = [[A@] =

On évalue maintenant :

(@, 8) = (2] @,

2

— \\eéﬁ) HGH - 0 .

Ce qui est en contradiction avec la condition (i). Ainsi il existe au moins
une solution u* de 1'équation :
g(u) =0

qui satisfasse Hu%\\ <0 .
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Alors (e (W™ ,u* =0

.
7

donc |lu¥|| < p . Ceci achéve la démonstration. =

Nous démontrons maintenant un lemme de mesurabilité qui nous
Permettra d'assurer que la résolution des équations (13) et (13)' fournit

bien des statistiques.

2.1.2. LEMME : "Soit (Q,0) un espace mesurable. Soit ¢

une application de Q x IRd dans ]Rd telle que pour weq , w fixé,

¢(w,.) est continue et pour u € ]Rd , u fixé, 2(.,u) est mesurable.

) . . d
Soit h une application mesurable de ¢ dans IR~ . On suppose que

pour tout w € il existe r(w) = 0 tel gque dans la boule

B(h(w),r(w) = {uERd : lh(w)-ull = r(w)] L'équation :
2(w,u) = 0

admet une solution unique u(w) (i.e. wu(w) est l'unique solution de

2(w,u) = 0 gqui soit la plus proche de h{w) ).

Alors l'application u : w~»uw) est @-mesurable."

Démonstration : En vertu des hypothéses faites sur l'applica-

tion ¢ , l'ensemble {(w,u) EQX]Rd: (w,u) =0} est @ Q® (B]Rd—mesura—

ble. Ainsi le graphe de la multiapplication A définie par

d .

Alw) = {ueR 2(w,u) =0}, weaqn,

qui est & valeurs fermées en raison de la continuité de &{w,.) , est
mesurable. A est donc mesurable et, par suite, admet une suite

fu :n€IN} dense de sections mesurables i.e. v € Q ,
n

Alw) = {un(w) :n€IN} , ol pour tout n € IN , w/\»un(w) est mesurable.

On considére alors :

d(h(w) ,A(w)) = inf{\\h(w)—uH ¢ u€A(w) ]



I-18

D'aprés ce qui précéde, on a :

d(h(w),A(w) = inffl\h(w)-un(wﬂ\ i n€IN} .

L'application w~s d(h(w),A(w)) est donc mesurable. Alors l'ensemble

d , |
{(w,u) e QxR : dn(w) ,Aw) = Ilh-ull} est @® (BIRd—mesurable et la
multiapplication [ , définie par :

d

F'(w) = {ue R : d(h(w),Aw) = |hw-ul|} , wean

&

est mesurable., Par suite, la multiapplication ®~s J(w) N AW = {u(w)] est

mesurable et l'application w~»u{w) est mesurable, ®

2.2. Cas de l'observation en temps continu.

On considére une structure statistique asymptotique :

(Q,a,(aT)TER+, {PCP; 0Es})

ot (., est un espace probabilisable dit espace des observations ;
(O'T)T>O est une famille croissante de sous-tribus de @ o0, pour
tout T=0 , @ représente la tribu des événements obser-

T
vables jusqu'a l'instant T ;
{Pcp;goe@} désigne la famille des lois de probabilité possibles régissant
les observations, indexée par un paramétre ¢« parcourant un

sous~ensemble § de l'espace euclidien ]Rd .

On suppose qu'il existe une loi de probabilité v sur (Q,a)
T
telle que pour tout T >0 , la mesure  , restriction de & (jo .

domine la famille {Pg ; ©Ep}  des restrictions a QT des lois Pco

On appelle fonction de Log-vraisemblance une version L _{w,.)

T
de apt
Log %
d\)T
telle que, pour tout we 0 , w fixé, l'application L_(.,n) est deux

T
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fois continiment différentiable sur & . On suppose qu'une telle version

existe,
o . (1) (2)

On désignera respectivement par LT (0,.) et LT (0,.) le
vecteur des dérivées partielles premidres —LT(cp, ) i=1,d et la matri-
ce des dérivées partielles secondes m LT(CD, ), i,j=1,d

i

On énonce alors une proposition qui généralise celle annoncée

dans A, LE BRETON [32] a propos d'un modeéle particulier :

2.2.1. PROPOSITION. " o™ ¢ 5 désignant la vraie valeur du

parametre o , on fait les hypothéses suivantes

(E1) B~ Lim %L,(I,l)(cp*,.) =0,
To+ew
(E2) P , -lim lL(Z)(” ¥.) =T , o) I est une matrice définie
O 4o T°T
négative,
(E 3) 1 (1), _ . N ‘s
£ "'].lm 1/2 LT ((‘wc 1-) - N(Ol_l> I3 _O__Li N(OIA) ____.—deSl—

P
gne_un vecteur aléatoire de la loi gaussienne centrée, de

matrice de covariances A ,

(E4) Pour tout T>0 et m > 0 il existe une variable aléatoire

S " positive finie QT—mesurable, telle que :
1 2 2
sup ——HL( )(Cp,.)-L( )(CQ%,,)H < & .
. 3* T T T T,n
Pz |ep-p*|| < m
De plus vp > 0 lim limsup P@*[GT,n>p] =0

T]-’O Tote

Alors il existe une famille {«:DT ;T>0} d'estimateurs de o vérifiant :

(i) pour tout T >0 , CNQ est OT—mesurable ;

T —— s
. . (1)~
(ii) TliTw PCP*[LT (. J=0l=1 ;

(iii) P 4 -lim CBT = o* i.e. cp* est asymptotiquement identi-

®
fiable en probabilité par {chT ; T>01

)
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En outre, si {c?;'T ; T>0} désigne une autre famille d'estimateurs véri-

fiant les conditions (i), (ii) et (iii), alors :

(1v)  lim P y[® =¢' ] =1 .
T +eo e T T

Enfin, si [QNDT ; T>0} est une famille d'estimateurs vérifiant (1), (ii) et

(iii), on a :

(V) £P -lim T (CP T - 'K') _ N(O ) _l\-— 1)
¥ To+
i P * 2 2
et (vi) & -lim 2[L _(p.,.)-L ™, )] =¥ , o X désigne
Pcp* Tor 4 T''T T d g g

une variable aléatoire de loi du Khi deux & d degrés

de liberté."

Dans cet énoncé et dans toute la suite :

P-lim désigne "limite au sens de la convergence en probabili-

té P " ;

,{',P—lim désigne "limite au sens de la convergence en loi relati-

vement a P ",

La démonstration de ce théoréme s'appuiera sur deux lemmes.

2.2.2. LEMME : "Il existe une famille {;T(@);T>O,q>e@} de

variables aléatoires telle que pour tout T >0 et n > 0

[ ~

4 sup* \'\eT(CP)H < eT,n
oz || =" <
ou {:T n ; >0, n>0} est une famille de variables aldatoires vérifiant :
(i) vT >0 , QT,T\ est Q,T-mesurable ;
1) vo >0, lim limsup P % >pl=0;
(3] p P cp* CT,T\ D]

n—»O Totew

et telle que l'on ait, pour ¢ € 3 ,

1_(1) _1._(1)
TLT (@, .) ~;I—,LT

(©0%,.) + I(p-0™) + ET(cm(cp—cp*)
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hr @0 = g6 Pt e+ tiPee, 0,0 -2 ) oot
ol 9(®,.) = ¢  +aly, ) ; ale,.) e [0,1].
aors 2106, = 2l ) v ree + ErP e, ) -rhew
2 1.(2), %
+ 2@, 0, 0-21 Pt )"
et posant
6 = P, 0-r) s BLP e, 0,0 -1 P e, ]
on a, compte-tenu de l'hypothése (E4)
~ 1.(2), » ~
sup len@ = [|5Lq @, .)-T|| + ¢ = ¢
oillo-oen T TT T,n  °T,n

ol, en vertu de (E2) et (E4),
vo > 0 , lim lim sup P ,[

€

Cp%

2.2.3, LEMME : "Il existe une famille

d'événements vérifiant :

(1) an, 1) ¢ o2

(i) lim lim inf P [a(n,T)] = 1
N-0 To+te

o ?

telle que, pour tout m> 0 , tout T>0 et tout

(1)

LT (p,w) =0
admet une solution unigue C‘BT(M dans la boule
tion vérifiant de plus
LT(cpT(w),w) > LT(CP,UJ)

pour tout o ¥ cf)T(w) tel que |lo-o*|| < n "

>pl=0 . =

{an,T);n>0,T>0}

w € an,T)

o™} = n

1'équation

cette solu-

Démonstration : D'aprés le lemme précédent, si on pose

———- - — e " — — ——o—

cp—cp* = u , on peut écrire :
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(1)
(5l L

1 *
T°T

(@*+u,w),uy = ¢ (*,w),u) + Wwru + ‘g (o¥+u,w)u .

T

Comme, par hypothése (E2), (-T") est définie positive, on a :

inf {—tuI‘u} =v>0

uzfjull=1
et “Wuru - YHUHZ , ue]Rd )

. 1.(1), «, . . _ .
Ainsi <TLT (@"+u,w),u) sera strictement négatif pour HuH = 1n siona
simultanément :

1.(1), « yn ~ Y
HTLT (@, )l < 5 et sup H:,T(cp +u,w)l < 7

Jull=n
On considére alors, pour N>0, T>0

atn,m = (wea: B eR ol <X et 5 <d)

On a bien sdr :

an, 1) € ap et, pour u¢€ Qn.,T)

;1 (1), % . _
\—TLT (0" +u,w),u) < 0 pqur full = n
D'autre part l'application um—%Lél)(cp*+u,w) est continue sur Hu\l <n .

Le lemme 2.1.1. assure donc que l'équation :

1,01

% ) =
7 Ly (@*+u,w) 0

admet une solution UT(“U) vérifiant HUT(w) l<mn.

D'autre part, pour w € q(n,T) , on a aussi pour |jul] <7 ,

%LéZ)(cp*+u,w) ~-T = [-%Lé_,z)(@*+u,w) —-%L(Tz)(ﬁp*,w)] + [%LéZ)(c_o*,x)—F]
puis H%Lr(f)(co*bru,w‘)‘—l‘ﬂ < ET, <—\2i

et par conséquent L(z)

T (cp*+u,w) est définie négative.

Calculant, pour w ¢ q(n,T) et ||| <n,

(1) (1)( 3*

by % e = L U = o Y @R -u ) 0 s

T T T



soit
1 ¢ 1.(2
Lé)(cpié +u,w) = fOLfI,)(cp*+UT(w)+OL(u—UT(w)),u)
il vient :
1), 1
i e, u-u ) = df‘ot(u-UT(w))L(z)(cp%+ U ) +a
<0 si u# U_(w

T
1)

Ainsi L’(I‘ (cp*+u,w) # 0 pour full =« et u # U_(w

~

T

) (u-U p(w)da

(u-U () ,9)

D'autre part, LT(cp*+. ,w) atteint évidemment son maximum sur

full < en UT(UJ)

Le résultat du lemme s'acquiert en posant C@T(w) = o¥* + U _(w)

ve de vérification de (ii).

Or, considérons l'inégalité :

T

(u-U (@) da

sous réser-

n 1.(1), & YN ~ Y
Pcp.)(.[LQ(an)] S P{@;@[\\ELT (Cp ’.)HZ——Z—]-‘_P%[ST, ()ZE]
En vertu de l'hypothése (E1) on a :
lim sup P [ EQ(n,T)] < lim sup Pcp* ~T (.)212{-]
et, compte-tenu de (jj) lemme 2.2.2., il vient :
lim lim sup Pcp""[[: Qn,T] =0
ou lim liminf P 4[Q(n,T)] = 5
2.2.4, Démonstration de la proposition 2.2.1.
a) Points (i) jusqu'a (iv)
. . N
Posons QT = Q(E'T) € O’T et considérons y € Qp -

D'aprés
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le lemme 2,2.3, il existe un entier n(w) >0 tel que l'équation

L,(Fl)(cc,x) = 0 ait une solution unique C?)T(UJ) dans la boule

¥ <

1

n{w

Nous sommes donc dans les conditions d'application du lemme 2.1.2. en

y faisant :

Q,a0) = (QT Nl )

(1)
T

T

glw,u) = L. (u,w)

et hl(w) = "

et, par conséquent, l'application wNpcBT(uu) définie sur (Q.,a.N0)

T T°T
QT N QT -mesurable,

On pose alors :
) () = ¢ W i w
wT(b) @T( ) si we QO

N si meﬁﬁT.

N

ou cpo est une valeur quelconque du paramétre.

~

11 est clair que l'application UJMCQT(w) est QT—mesurable,

On évalue maintenant pour p > 0 donné :

lim P yllo. -e*zp] .
Hm Powlllop 9%l = 0 ]

1
Comme pour tout n € IN¥ tel que T <p ona:

a(=,m < [l

S e

~¥||<p]

[Q(I ,T) ]

T

. HeE o ap > . 2
on a aussi P@*[ HCPT P*l<p] Pcc* N

Or, pour tout = >0 , Sn0>0 tel que :

n<ng = lim inf PQD*[Q(T\,T)] > 1-¢ .,
To+w

1

1
Choisissant alors n tel que Py <p et — <« 'nO , il existe T tel que

n 0

T-T = P %[Q(}- > 1-¢

0 o n'
]

puis Pcp-)e[\\cﬁT"Cp*H<p > 1-¢

est

j -



Ainsi P y,-lim &_ = ¢¥* et le point (iii) est démontré.
0" Tote T
D'autre part, pour tout n> 1 , on a :

1 (1)~
ol ,T)c[LT ne

o

(1)
donc PCQ*[ LT (COT

1
(.),.)=0] = Pw*k2<3,ﬂn] > 1-¢
dés que T >T0 ol T0 est celui choisi plus haut.

Ainsi lim P

*
To+ow P

Enfin, considérons une autre famille d'estimateurs {QNp%[,;T>O}

vérifiant (i) jusqu'a (iii).

On a, pour tout n s 1 ,

wen : wealg, D, lopei-esg , Lt w=0) < [31=5,]

= -~ < 1 ot 3 1 (1) O
donc Pcp*[cpT;éin] < (l—Pcp_,\L[Q(HfT)]) + Pcp*[\\@T— w? H>H} + Pcp*[LT (CPT)#O]
, ~ ~ 1
t lim s P ! 1 -liminf P [Q(=.T
e 1Tri+mup cp*[CpT#pT] < %T+1: Cp%\.[Q(n )]

Compte-tenu de (ii) lemme 2.2.3., il vient :

|
(]

TliTm PcpA"’[CpT a QPT] =

d'od l'assertion (iv) du théoréme.

3* = T _—0o® £ T (5 Ve ¥ N
@™, .) r(@T ©™) eT(cpT)(cpT ®7) oy,

d'aprés le lemme 2.2.2., pour tout T >0 et n >0

sup  leq (@) = ¢

. . T,
[|p-w*||<n "

avec lim limsup P *[ET zp] = 0 pour tout p >0 .
’1"1—;0 T——>+oo Cp ln



Comme [HFPT-CP%HOW] N [ET ’ﬂ<p] c [HET@T)H<p]

[ ol

on a Pqp"".[HET@T)Hzp] < P

mee[1\6T" ©¥*||=n] + P

puis lim sup P_ [z @ )|[zp] < lim sup P_,[e 2]
Tote P LT Tote 0 L7

et enfin Tlirim Pcp%[HeT(CpT)HZp] =0 .

Ainsi
-1; 1 (1)~
T [ L@, ) -—— L

| L
T1/2 T ‘T T

1l
o

o P ., -lim ¢
@ T+ T

Alors, d'aprés P, BILLINGSLEY [12] théoréme 10.1., on a :

P -lim (T H[— L(l)(CNDT,.) L (1) V2

a1 Jm =TT A -){-Io ]_'T
P ibe Q2T $1/2°T @, )

_l‘)é =
Tcp)} 0 .

En vertu de (ii) théoréme 2.2.1. et de l'hypothése (E3) on a donc :

1/2 -1

£, -lim T (cBT—cp*) =T "N(0,-T)

PCp #* Tt

d'ol l'assertion (v) du théoréme.

Enfin, écrivant :

~ *_ > 1
(@T) (e “VT) *3

(1)

S Dy =
L (™) - L C,CT) LT

T T(

ol G‘@T) e [0,1] , il vient :

P x~-lim {2[L
¢ Tt

1/2 t(

A3y ~ B % _ 1/2 *_3 -
(C,)LT(q)T)] T ® cpT)rT () @T>} 0

T

et par suite,

Iy -lim 2[L_ (¢ -1
Pcp* Tote T

d'ot l'assertion (vi) du théoréme. =



2.2.5. Remarques.

a) La démonstration de la proposition 2.2.1. ne prend pas en
compte le fait que la fonction LT(Cp,.) soit la fonction de Log-vraisem-
blance. Aussi 1'énoncé de ce théoréme reste-t-il vrai pour toute famille

d'applications {S;T(cp,.) ;T>0, €5} telle que pour tout T >0 , & (v,.)

T
soit aT—mesurable et ST(' ,w)  soit deux fois contindment différentiable
sur § . Il peut alors &tre intéressant de comparer la famille d'estimateurs

{cI)T ; T>0} , basée sur (p,.) , dite "famille d'estimateurs du maximum

LT
de vraisemblance", a celle basée sur £T(cp,.) soit {CPT ; T>0} . Ainsi,
par exemple, sous l'hypothése qu'il existe une famille {YT : T>0} de

nombres positifs telle que lig{l YT =0 et pour i=1,2 et tout K>0
- T

il existe une famille {Q%(K) ; T>0} de variables aléatoires positives telle
que

{Q;(K) i T>0} est bornée en Pcp*—probabilité i.e. lim limsup P [Q;(I<)>A]= 0

*
(1) (1) i
et sup || & (p,.) =L (@, )| = vl (®)
Sup iy T ToT
lleli=K 1
il est facile de montrer que la famille [Y,; HC;T_CETH : T>0} est bornée en

Pgﬁ*~probabilité.

b) Si pour tout T > 0 , » € Q , l'équation :

Lé.l) (0,w) = 0

Vv
admet une solution unique qu(w) telle que :

LT(CPT(UJ),U«‘) = Max LT(Cp,w)
©0ed

la famille d'estimateurs fournie par la proposition 2.2.1. n'est évidemment

\Y
rien d'autre que la famille {CpT : T>0} elle~-méme.

2.3, Cas de l'observation en temps discret.

On considére une structure statistique :

T
(Q Qs {PQp ; 0€EdY)
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liée a l'observation en temps continu sur [0,T] d'une fonction aléatoi-

re. On suppose que, §&,.(.,.) étant une application de & x Q@ dans IR

T
telle que, pour tout o € 3 , £T(cp,.) est GT—mesurable et, pour tout
weEQ , £T(.,w) est deux fois contindment différentiable sur % , on
peut construire un estimateur C’BT de o par
(1)~ -
£ Gl ,u) = 0

avec de plus

gr(rz)(c?)T(w),w) est une matrice définie négative.
On se donne alors {0} une suite de subdivisions de
N_.N ny N ON=l N N
[o,T] , 0. = {0=t_ <t ...<t =T} telle que, posant &, = Max (t-t ) ,
N 0 1 K N . i i-1
N. N l—"l,KN
on ait lim §.=0 . On désigne par @ la sous-tribu de @ liée a
N ' T T
Noto N N N
I'observation de la fonction aléatoire aux instants to,tl,. . ,’cK . On
N

considére une famille {&T N(.,.) ; T>0 , N=1} d'applications de 3 x Q
dans R , telles que, pour tout o € & , £T N(cp,.) est @?—mesura‘bl‘e et,
pour tout w € € - ‘fT N( .,w) —est deux fots continftment différentiable sur & .

On énonce alors une proposition qui généralise un résultat pré-

senté dans A. LE BRETON [33] :

2.3.1. PROPOSITION : "On suppose qgu'il existe une suite

N>1} de nombres positifs convergeant vers zéro et que pour tout

v
tN ! -
K>0 et i=1ou 2 il existe une suite {V;I(K) ; N=1} de variables

aléatoires positives QT—mesurables telles que :

(F 1) {vi\T(K) i N21} est bornée en P;_%—probabilité i.e,

. . i -
lim lim sup Pm%[vN(K) >A] =0
(i)
(F2)  sup &0
llefl <K

(1)

(e, ) - &

(@, I = Y v

Alors il existe une suite N>1} d'estimateurs de o vérifiant :

(o 77
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(i) QEN T est aT—mesurable pour tout N=1 ,

i 1 T (¢ =0] =

(j5) Nirszcp;[ T N 0] =1,

Gij) Ply-lim & _ =

C'D* N——)'!‘OO \]JN’T T )

En outre, si {CEN T N=1} est une autre suite d'estimateurs vérifiant
les conditions (j), (ii) et (ijj), alors :

. . T (a A

[ = =
v léfrlw Poul®y p=%y 1 =1

Enfin, si {C?JN i N=1} est une famille d'estimateurs vérifiant (j), (jj) et

(jjj) on_a :

(v)

N=1} est une suite de variables aléatoires

{\N ”CDN ol
bornée en PTJ’—QrobabiIité.”
op ¥

La démonstration de cette proposition suit des étapes analogues
a celles de la démonstration de la proposition 2.2.1., Pour simplifier les
notations nous supprimerons, dans le lemme suivant et dans les démons-
trations l'indice T .

2.3.2., LEMME : "Il existe une famille {Q_.(K) : K>1} d'événe-

N
ments vérifiant :

() 0..(K) €@

N

(j3)  lim lim inf PCD%[QN(K)] = 1
K~-7+_oo No 4w

telle que, pour tout K >0 , tout N = 1 et tout u & QN(K)
1'équation £§\T1)(cp,w) = 0 admette une solution unigue
C;N(w) dans la boule |l®- o (w )] s—li- , Cette solution véri-

fiant de plus & (CBN(UU) w) > £N(Cp,w) pour tout o %@N(w)

tel que H,-c: o< 1/xk L0

Démonstration : On écrit, pour w € 0, u € IR

gD Gwru, = £ P6w,w + €260, 00+ 1P ew,w,0-z



ot '(w,u) = @lw) + M@, wu 5 ASW),u) € [0,1] |

Soit K > 0 donné. L'application ,i‘,l(\Tl)(cB(w)-F.,w) est conti-

nue sur ‘,\ull. s% . De plus :

, 1)~ \ 1) - N -
\u,S,l(\T )(co(uu)+u,‘v°¢) ) = /u,£1(\11>(:;(¢) Jr) + tueii(z)(clt«(xo-) ;wu + tu{S,I(\Tz)(CD'(w,u) RIOE £(2)(Cp(w) ,w) h

Compte-tenu du fait que [—S(Z)(‘“@(w),w)] est une matrice définie positive,

on a :
Inf 1—tu£(2)(c;(w),x)u} = gq(w) >0
Jull=1
et —tu£(2)(ﬁa(w),w)u > q(w)HuHZ .
Ainsi (u,SI(\Ti)(CB(w)‘*'u,w) ) sera strictement négatif pour |ul| =—é— si
\,\&1(\11)@(‘”)’”))” < %{Ui) et  sup Hsg)@n(w,u),w)—S(Z)(A(w),w)\\ < %@
| fuld
On considére alors, pour K > 1 , 1'événement @Q-mesurable QN(K) dé-
fini par :
ag® = (wen s vonk-D) <3y 20w < 50 <k-21 .

Pour tout uw € 0. (K) on a :

N
sup \\Sl(ql)(cmw)—&(l)(w,w)\\ <%(Ig“—l)
HCPHSK—E
et, compte-tenu de HCE(LL‘)H < K—% , on a aussi :
lelM 6w, - sV w0 <« LY
De plus sup l\x(z)(cp,w) —S(Z)(cp,w)H < %91)
llwl] <K

et, compte-tenu de ce que HCP'(UU,LI)H < K pour Huﬂ s—é— et de ce que

@ G 0| < LY

(1)~

En définitive, pour w ¢ QN(K) l'application N (plw)+. ,w) est continue

sur ||ull s% et pour |lull =Y]<: ,
(u,S(l)(Cﬁ(wHu,w)} < 0



I-31

Le lemme 2.1.1. assure donc que l'équation :

£(1) (pw)+u,w) = 0

N

admet une éolution XN(w) vérifiant {\XN(w)\\ < % .
Considérant :

lo @laru,o - £ P G0 0 < L
pour w € Q (K et full = i , on voit que ,V;I(QZ)(CE(LU)*‘U,&‘) est définie
négative. Calculant, pour Hu\\ —I]\;
. N N 1 N
£y G0 - 2P Geex 0 = [T D Gex etk @),

c'est-a~dire :

il vient :

! 1
@S)(@(ﬁ)w,w),u—XN(w)) =] fux

D (Gwru,m) £ 0 .

Ainsi, pour Jul] €= et u #XN(w) on a SJl(\T

En outre, £N(cAp(w)+. %) atteint évidemment son maximum sur hull =

en XN(uu)

E

Le résultat du lemme s'acquiert en posant C;N(w) = olw) +XN(w) sous ré-
serve de vérification de (jj).

Cr, considérons l'inégalité :

L (K—i) > al.)

- [y v
K 2K

+ v
] Pcp*’ N N

Pl (0] < P xlvy®

q(-) 1 ﬂ:
NN (K)zT] + Pcp*[ %

N

En vertu de l'hypothése (F1) on a :

1 1, a(.) 2 (.)
l P N > = 3 a\.
im P wlvygo(K-p) =52 ] = lim Pl oy (K) =25

= 0 .,
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Ainsi on a :

. = 1
lim sup PM%[ {:QN(K)] < P %[ng”>1<-—§]
N 4o N4 N

et alors

lim lim sup Pcp*[EQN(KH =0
Koteo N+

ce qui achéve la démonstration du lemme,

2.3.3. Démonstration de la proposition 2.3.1.

Posons (.. = U 0 (K) € ¢ et considérons € Q.. . D'aprés

N Ke IN* N N

€
le lemme 2.3.2. il existe un entier K(w) > 1 tel que l'équation
(1)

Iy
lo=2(w) || = 2
K(w)

(@,w) = 0 admette une solution unique CNQN(LU) dans la boule

Nous sommes donc dans les conditions d'application du lemme

2.1.2. en vy faisant :

Q.,0) = (QN . an QN) (rappelons que, par convention d'écriture,
dans le second membre @ n'est autre que

e(w,u) = £ (u,w) Qo ).

et par conséquent, l'application w.n» CNQN(UU) définie sur (QN,@H QN) est

an QN-mesurable.
On pose alors cpN(w) = cpN(w) sl w € qy

q)o si wé€ [QN .
ol cpo est une valeur quelconque du paramétre.

L'application cApN ainsi définie est G-mesurable,
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Soit M >0 donné:pour tout K = 1 tel que %< n on a:

1) = (-8l <nl .

Comme pour tout e > 0 il existe K tel que K > K implique que :

0
K] > 1-¢ ,

0

lim inf Pm.ﬁ.[ QN

N-+e

choisissant K tel que %<ﬂ et K > KO , il existe N0 tel que :

N>Nj = Pw.x.[QN(K)] >1-¢

et alors

Pcpee[”CPN‘COH <n] > 1-¢

Ainsi P 4 -lim CBN = cE et le point (jjj) est démontré.

N —+co
Maintenant, puisque . (K) < [S(l)(A )=0] si N>N on a :
' SN SN YN ' 0’
(1)a 201 .
Pcp*[sN (cpN)—OJ > PCQ%[QN(K)] > 1-¢
et donc :
1im P L leV @ y=0] = 1
N-'..»+oo Cp% N N

i.e. (jj) est acquis.

Enfin, considérons une autre famille de variables aléatoires {c:o]'\T i N> 1}

vérifiant les conditions (j) jusqu'a (jjj).

On a, pour tout K=>1 ,

(wea: weay®, Bl -l < . 5 @ ,w=0} < B =6 ]

NN
donc,
PCP*[QBN #CEN] < (l—qu*[QN(K)]) + Pcp*[\\Cpi\T—CB)b%] + Pcp*[’tl(\fl)(qol )#0]
Alors :
lim sup PCD*[QApi\] ;égBN] < 1-liminf Pq:*[QN(K)]

No+ew Nt

Compte-tenu de (jj) lemme 2.3.2., il vient :
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lim P [c?a’;éqg I=0
N_H_mp N N

d'ot l'assertion (jv) du théoréme.

Soit {@N ; N=1} une suite de varlables aléatoires vérifiant les

conditions (j) jusqu'a (jv). Pour u ¢ [S: cpN )=0] on peut écrire :

£<1)(CPN £1(\]1 ,w) = £(1)(&>N(w),w)
- Y, >+£(2)({p( )+ Nu)(r:o ()= 5(5))) (G, () - ()

£ a0 G (0~ 50) G (01 5(0)

It

ol OLN(UJ) € [o,17 .

Alors pour wéE [QN(K)] N H\L@N—CAP‘;\S%]Q [H@?NHS K-%{] N [Sl(\Tl)(Cﬁ )=0]

vy Gy lo)-Blw)) = YI_\Tl[S(Z)(CB(’ ‘)jocN(' )(c“oN(w>~'c5(w>)J‘1{£ (g 6) )= £ (G ()]
ot vi6y -6 = | Glar+ay ) @y 0-3) 1™ ok .
Par suite, pour A>0 aonné,
Pl wlvo Hco pl|>A] < Pqﬁ(_[EQN(K)] + Pcp,,,[ c;N_.q?\\>k1—]
1 1 ,
+ P, \\@N\\>K—— + Pcp* ,t](\T cpN ) #0]
+ P;D*[\‘ [S(Z)(comN -&1 Yy 1 K) >A] .
Soit alors = > 0 .donné : il existe KO >0 tel que :
1 €
PC,p Ll H>K0-—K—O—] < 175

(et par suite, d'aprés la démonstration du lemme 2.3.2.,
€

%\%*nfup P *[[:QN )l <z ),
. R 1, R !
et NliTmPCp*[\\cpNn>K0_E6] = Ptp*[\\cp\bKO—-K—O] .

On peut donc choisir N1 tel que :



~ 1 ~ 1 ©
N > Nl = \Pcp*[HCPNH >K0“§6] ‘Pcp%[“QPH >K0"T<‘a ]\ < 70
de sorte que P H\c?) > x ——1—] <2
- TN T R0TR TS
En outre, utilisant le fait que :
. (1), - (2),~ TR Tl SR
= -+ y - .
Nhr-l: Pcp*[é:N (o)) #0] = 0 (resp. (&7 (F+ay () (py-D)] vy (Kg) ¢ N>1}
est bornée en Pco*—probabilité),
on peut trouver NZ (resp. A et N3) tel (resp. tels) que :
(1), €
(resp. N=N, = P[P G+a( )G -8 Yotk )=a] < &)
P EN T St N N0 5
Enfin, comme :
. €
lllgn—’s_:iop Pcp*[EQN(KO)] <
et que , lim P [HCBN—CBH>T\,:—L— Il =0,
Noto 0
il existe N, tel quee N=2N, =P .[[a K)] << et P Lllep —@l\>i-]<3
4 =g T TpxtliygtBy 5 p*UIPNTRIPR <5
En définitive, ¢ > 0 étant donné, il existe ND = Max(Ni ;i=1,4) et
A >0 tels que pour N ZNO on ait :
=1, - - .
Pq:*[YN HCQN-CPH>AJ < ¢
Alors lim lim sup P [y'li\{o -p||>Al =0
Cp% N ""N

ce qui achéve la démonstration. =

2.3.4. Remarques.

a) La proposition 2.3.1. n'assure par l'existence d'une suite

{C?JN T i Nz1} d'estimateurs vérifiant les conditions (j), (jj), (jji) et (v)

telle que de plus, pour tout N =1 , EI)N T

fois si une telle suite existe on sait que :

soit a?—mesurable. Toute-
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T .~ .
lim P le. = ] =1,
NIkt P e

En particulier si, en plus des hypothéses (F1) et (F2), pour tout N > 1

et w € 0 , l'dquation ;:T,N(cp,w) = 0 admet une solution unique CpN,T ‘

l'estimateur est Q¥ -mesurable et vérifie les conditions (jjj) et (v).

N T

b) Supposons que la famille d'estimateurs N=1} fournie

Loy, g

par la proposition 2.3.1. est adaptée & (QN : N>1) . Considérons

T
{LT N(. ..) i N=1} une autre famille d'applications vérifiant les mémes

hypothéses que S‘T("'> en remplagant, pour tout N =1 , QT par CZ?

On suppose que pour tout K>0 et i=1,2 il existe une
suite {Q;\T(K) ; N>1} de variables aléatoires positives telles que :

Qi\T(K) est GN—mesurable;

(F1)' pour tout Nz 1 , T

(F2) {Ci\T“{) i N21} est bornée en Pi*-—probabilité ;

€3 sup le) (o, 0- 00

(0, )| =
lelli=K

i
YN%N(K)

Il est alors clair que la famille {A (.,.) i N=1} vérifie aussi les hy-

T,N
pothéses (F 1) et (F2) et, par suite, la proposition 2.3.1. fournit une sui-

vV
te {cpN T : N>1} d'estimateurs vérifiant les conclusions de la dite propo-

sition. Il est alors facile de montrer que N=>1} peut étre choisie

{CPN,T ;

vV , N

P soit Q. ~mesurable et
-1~ V NIT T T

que de plus {YN HCPN,T_CPN,TH ; N>1} soit bornée en Pcp*m

de maniére a ce que, pour tout N1 ,

probabilité.

c) L'énoncé de la proposition 2.3.1. ne prend pas en compte
le fait que les fonctions £T et £T,N soient ou non les fonctions de
Log-vraisemblance pour observation en temps continu et en temps discret
respectivement, Si c'est le cas on dira que les estimateurs sont "de maxi-

mum de vraisemblance".

En vu d'appliquer les propositions précédentes dans le cadre du
probléme posé, on étudie, dans le paragraphe suivant, quelques propriétés

des intégrales stochastiques.
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§ 3. - QUELQUES PROPRIETES DES INTEGRALES STOCHASTIQUES. DERIVA-
BILITE PAR RAPPORT A UN PARAMETRE. NORMALITE ASYMPTOTIQUE.

3.1, Dérivabilité par rapport & un paramétre.

P) une base de processus, W = (W :tx>0)

Soit  (0,%, (%) .

t't=0’
un processus de mouvement brownien p-dimensionnel

{\U:p = (wcr-(t) ;t20) , o € §} (resp. {;\q}(t) 1 t20) , 0 €3}) une famille de fonc-
tions aléatoires mesurables & valeurs dans §(IRP; RY (resp. RY) définis

sur cette base, tels que, pour T >0 donné, on ait, pour tout o € %
T 2 2
PII (f @%dt + |2 (0|7 dt < +e] = 1
0 -+ 0
Alors, pour tout ©@ ¢ § , l'intégrale :
(T) TLL (t) ! (1)
I1(T) = Sty dW, + A (t)dt
o0 jo P t JIo ¢

est bien définie.

On trouve dans [23] I.I. GIHMAN et A,V. SKOROHOD des résul-
tats concernant la dérivabilité en moyenne quadratique de la solution d'une
équation différentielle stochastique dont les coefficients dépendent d'un pa-
rameétre. Ici nous nous intéressons, en vue de définir des versions régulie-

res de fonctions de vraisemblance, & l'existence de versions presque slre-

(T) ()

ment contindment dérivables par rapport a ¢ du processus (2,s)Am I

[«

On a le résultat suivant :

3.1.1. PROPOSITION : "On Suppose gue, pour tout

(t,w) € [0,T]x0 , les applications QA \iJm(t,w) et o » A _(t,) sont

deux fois différentiables sur ¢ et que les dérivées partielles premiéres

o ) _— 2
— ¥ (t,w) , —A (t,w) , 1i=1,d et o oy
3Ty e 301 Cp( ) et secondes acpiéﬁoj lllqo(t,w) ,
2
3 S

(t,w) ., 1i,j=1,d wvérifient respectivement les conditions :

O@iaCPj ©

T Ve, (&) =V, (t
(G1)  lim E{f | o™ Vel b))% b= o
Ap;-0 |0 ) o ¥




. T Aprap, V- e 2
lim E<[ | 1 -2 v (W]t =0
Bep; =0 0 L o, @

N .
ol si ¢o=(co1,...,cpd) et b, € R on pose
T
+A0p) =
(e APi) (0 RN RVE IR I NP cpd) ,

(G2) il existe un processus (Ut : tel0,T])  tel que

T r
EI \Ut\dt <K <+w pouruncréel r =2, r>d et:

2
Pt W)l = U (w)
€8 acu 3%y P | £
g (t,w) €0, Tl xq.
supll=—2—— 1 _(t,u)]| = U (v)
), O, t
wEd auloq,] V8
On définit alors les processus cpfv»Iw f w dW +J‘ ,\ (t)dt et
et 5 —W Daw, + [ 2 (9dt ; i=1,d) = (1“‘) (1) 1=1, )
) O Bcpi ‘ CD ’ ’ $,i ? ’

Il existe des fonctions aléatoires cprw?iM(T) et cprwf

e
RS

continues telles gue :

(T) = ICp (T) P-presque slrement

a0 Y = 21 (VW) pour wea , i=1,d ."
i 20, |

La démonstration de cette proposition s'appuie sur les prélimi-

naires suivants :

3.1.2. LEMME (voir par exemple [40] J. NEVEU, p. 6-6)

"Soit (Mt)t>0 une martingale réelle continue, nulle & l'origine, de pro-
cessus croissant (At ; t>0).Alors si r =2 , on a :
2
3 sup\l\/[ | | <cE[Ar/]
s<t

ou c. est une constante ne dépendant que de r .
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3.1.3. LEMME (voir par exemple [40] J. NEVEU, p. 6-5)

"Soit (ZX, xEIRd) une collection de variables aléatoires définies sur

(n,%,P) telle que :

: r Wdte d
Bl -2 1) = aleyi™® 5 xveR

pour une constante finie a et deux réels r >1, <> 0 . Algrs il

. . e e ) d . . .
existe une fonction aléatoire 2% définie sur (O xR a trajectoiras

continues telle que :

-~ d H
Z:i = ZX P-presque sdrement pour tout x &€ R~ .

3.1.4. Démonstration de la proposition 3.1.1,

On montre d'abord que @MICD(T) est différentiable en moven-

(1)

- ne quadratique de dérivée Iw (T) . On évalue :

I (T) -1 (T)
JeThe, @ (1) 2
El| -1 (D
ACDi @,
§ (t) -t (1) A (t) - o (t)
= EMT[ M A AL +jT[ s - -2 (1) Jat|®
0 ! Sy E by by @
T wCQ'i'ACpi(t) - ‘M(t) 5 )
< 2{[ &l - = _(}|"at
"0 by ot @
T Aco+Aco.(t)—Aiﬁ(t)
+ 1 E - -2 )t .
0 Acoi acoi )
Alors d'aprés 1'hypothése (G1) on a :
I (T) -1_(T)
O+ Acp, o
lim E| - 1P ? = o
Ao, ®,1
Aqgiao 1

D'autre part, r é&tant supérieur & 2
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El Hdw, - [T 20 (t)aw
J‘ a+1 t “‘0 BCD ¢’ H
T, d 3 r/2
— -
(U“Oi\ami Vplt) =5 b (0] 24t] (lemme 3.1.2)
-2 T 3 5
2 § -9y r ve
< CT E[fol‘\mc H o, o O] (Holder)
r-2
< CT2% Klo-g (hypothése G 2)
et
T T -1 T
Ef| [ 24 (1at O a4 (nat]" < ¥ 1’E(J =2 (1) -2 ()]|"dt)  (Holder)
0o®; @ ooy @ 0 3%; © By "y
< T 1 ‘\cp ~ep! H (hypothése G2).
Compte-tenu de 1'inégalité \a+b\r < \ \ + \b\ ] il vient :

mgﬂwwwﬁﬁwmfsz“%cgz 1K o

En définitive tofv»IQp(T) admet, au sens de la moyenne quadratique, des

dérivées partielles continues : cette application est donc contindment dif-
férentiable en moyenne quadratique sur § , de différentielle définie par
4 d

dIl (T)(h) = 217" (.h, ot h= (h,,...,h)eR" .

® =1 %1 d

En outre, puisque r > d , d'aprés le lemme 3.1.3, il existe une fonction

aléatoire (cp,w)m»lél)(T) (w) = (INC(pl)i(T) (w) ;i=1,d) & trajectoires continues
telle que :

(1 = (Y
@ @

Le probléme est alors le suivant : étant donné cpf\»ICp contindment diffé-

rentiable en moyenne quadratique de dérivée I(l) = (I(l),;i=1,d) admettant

-~ ~ © ©¢,1
1 1 < . . . . .
une version I( ) = (IQ(Q> 1 1=1,d) a trajectoires continues, existe-t-il une

(T), P-presque sdrement pour tout ©¢sg

[

~

version (cp,w)Nblqo(w) a trajectoires dérivables de (u,w) ~» Icp(w) telle que :

0 T (@) = T () , Weq , i=1,d ?

Supposons d'abord que d =1, i,e. §c R : on pose alors, pour P E B
W€ Q

= +
L = L+ 0w

’
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l'intégrale de la fonction continue u~>Iu (w) étant définie au sens
ordinaire, ¥ étant donné dans § . Il est clair que (w,cp)w»lcp(w')
est a trajectoires continues et que :

N(l) d ~
I w) = —I (w) , w .
o @ =l (), wen

De plus, pour tout ¢ €4 , on a :
Cp ~
L+ ] 1
¥

l'intégrale étant prise au sens de la moyenne guadratique. Alors on a aussi :

~

ICp = Ico P-presque slOrement, pour tout w©w€gp ,
et en définitive le couple (Im,Ié}I)) répond au probléme posé.
Supposons maintenant que d = 2 , i.e. o = (Cpl,ﬂpz) €3 c:IR2
D'aprés ce qui précede :
& d'une part, pour tout cpl , 1l existe une version
RO LY: 3 ' i ari W)~ j
(q,z, ) Icpl(cpz,w) d trajectoires dérivables de (sz,w) rI(wllcpz)(uu) telle
que :
d - ~(1)
—1 (ov,,n) =1 ) (W) pour weq .
de, 0,772 (col,¢2),2
s d'autre part, pour tout cpz , il existe une version
(c0 ,w)rvbIN (0, ,w) & trajectoires dérivables de (©_.,u5)~»I () telle
que
' d - ~(1)
—I (P ,0) =1 X (@) pour weq .
On définit alors, pour (Cpl,oz) €%, wWERQ
- 9, 7(1)
I (W) =1 w(@ ,w) + [T21 (w)du
(Cpllq; ) sz 1 Cp.)(- (Cpllu)lz
2
et Il('cp CD )(UJ) = f *(cpz /"A”) + Icplfgl) ) 1((1/)du
1'% ®1 o} P2l
#*
les intégrales étant définies au sens ordinaire, (Cp1 ,cp;) = cp* étant donné
dans ¢ . Les processus ((op,,®,),w)~» I' (w) ét
172 (epy 1 0p) o )
((cpl,tpz),w Mfz'cpllcpz)(w) sont & trajectoires continues et tels que :
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’I\I(Cpl,sz) :-fl('cpllqu) - I(q)llcpz) P-presque slrement, pour
tout (cpl,cpz) ,
pulsque I(tpl,cpz) vérifie les mémes équations au sens de la movenne
quadratique,

Alors P-presque sdrement, pour tout (ml,cpz) on a :
’I\« i — "fn

On peut donc définir ((Cﬁl,ﬁpz),m)wl (w) & trajectoires continues

(C+’1,9°2)
tel que :
I(cp ) = I(cp 0.) P-presque sdrement pour tout (cpl,cpz)
172 1772
o 2 3% ~(1)
et —I, (@ =—T (w) =1 )
3p, (®y,%,) 0wy (Py,%,) (@, .®,),1
3 & s 2 7(1)
- (0 = -7 @) =1 (0 ; wen
£ s (. o ! .
v, (,,%,) 3%, (@) (@, %,),2

¢ 1y

Ainsi le couple Icp'Iq satisfait aux conditions imposées.

Par récurrence, il est maintenant facile de démontrer le résultat pour tout

d . =

3.2. Normalité asymptotique.

En vue d'assurer la normalité asymptotique de familles d'estima-
teurs du maximum de vraisemblance correspondant aux structures statisti-

ques qui nous occuperont, nous étudions le probléme suivant :

Soit (Q,fﬁ,(?t)bo,P) une base de processus, W = (Wt ; 120)

un processus de mouvement brownien p-dimensionnel et V = (\Vt ; t>0) un

processus mesurable & valeurs dans £(]Rp;]Rq) définis sur cette base, tels que :

" o ,
P[f \Ntﬂzdt< +o] = 1 , pour tout T>0 ,
4o ‘

LT
I'intégrale stochastique f \btth étant alors bien définie pour tout T>0 .
0
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On s'intéresse a des conditions sous lesquelles la famille de

vecteurs aléatoires f dgdW ; T>0} a une distribution asymptotique
T 0

N
(T »+») gaussienne.

On indique d'abord un énoncé faisant la synthése d'une résul-
tat bien connu et d'un théoréme non classique de A.F, TARASKIN [49]

dont nous reproduisons la démonstration.

3.2.1. THEOREME : "Si le processus | = (IlJt ; t=20) est non

aléatoire i.e. Lht ne dépend pas de w € Q , alors, pour tout T > 0 ,

. T . . :
l'intégrale stochastique J.O \utth est un vecteur aléatoire de loi gaus-—

sienne N(0, j’ \V 11! ds) . Si le processus aléatoire | = (\L‘,E ; t>0) satis-
fait aux COI’ldlthI’lS :
(H1) P{ lim iqu; Yy ds = A} =
To 4o T 0 s’ s ’
T
(H2) 1im 2 [ B .ty )ds = 4
T+ 0 S S

T
alors la famille de vecteurs aléatoires {Lf tleWJE ; T>0} est asympto-
0

ﬁ t

tiquement gaussienne N(0, A7) ."

]_D_é_gn_o_n_s_tfggipp : La premiére partie de 1'énoncé est une consé-
quence facile de la définition de l'intégrale stochastique (voir par exemple
[4], Corollaire 4.5.6). Pour démontrer la seconde partie du théoréme, on
montre d'abord que pour tout A € IRq . la famille {(, ;l/%fzwdeS}; T>0}

de variables aléatoires converge en loi. On note
A 1 Tt
=" Ay dW ;o T>0
T V/TIO S s
Si A est tel que tX/\)\ > 0 on a, compte-tenu de (H1), avec probabi-
lité 1

(14) m Lt M s = o # 0
To+o T "0 ’

et donc, avec probabilité 1

T
tim [ Sty ads = H e
T-+e “( s s



On introduit alors le temps d'arrét :

X t
Tp = inf{lu=0: J' XL]; s Ads = T, A A
A
N -1/2 1t
et = BTV T Yy aw
0 S S

D'aprés un résultat classique sur le changement de temps dans une mar-

tingale (voir par exemple [43]), le processus (VX ; T=0) est un mouve-

T 1
ment brownien standard.
On évalue alors :
t -1/2 -1/2_ 1,2
Bf (A Y2 0k - 20N 2
T T
)\.
_ 2
= (r.5aw” E{U‘ w dwW_ j wsdwsl}
TVT)‘
t. . -1 T t t
(15) = (T.AanN B AoV U ads]
A S S
TAT,
T
A

T
t 1p'T
Man” E{|—J‘O n ws.de_Tjo tws_t\hsxds\}

it

YN E{\——f My ads - Boad)

On démontre que le dernier membre de la suite d'égalités (15)
tend vers 0 lorsque T - +o ., Or comme d'une part, d'aprés (14), l'ex-
pression se trouvant sous le symbole espérance mathématique tend en pro-

babilité vers 0 et, que d'autre part, d'aprés (H2),

, 1.7 ¢ t ot
lim = [CECA .Y .Nds = v,

To+e s

on a aussi
t ot

lim —T-Ef . \VS)\dS_ = AAX

T~ 4o
puis lim E{\—f M\J \b A\ds - t)\/\)\\} =

S
T +e

Ainsi, d'aprés (15), ()\A)\)_l/Z.U$ - T—l/zv,)l: converge en moyenne qua-

dratique vers 0 lorsque T - +o . La famille {U% : T>0} est donc

asymptotiquement gaussienne N{(O0, t)\/\)\)



Si maintenant ) est tel gue tx/\_x =0, on a :

1.0t ot
lim SE AoV ads = 0
T +oo L JO s’ s
et donc : lim E\U%\Z =0 .

Toto

En définitive, on a, pour tout ) € RY , et tout u e R
\ 2
iUy - A
lim E(e ) = e
T+

ce qui signifie que la fonction caractéristique du vecteur aléatoire
1

T rT Q’Sd'WS converge ponctuellement (T - +®) vers la fonction carac-
A, : O

téristique d'une loi N(0,)\) .=

Dans [50] A.F. TARASKIN étudie la situation plus générale ol

(W_; t20) est une martingale continue de carré intégrable, la fonction

t H
. N 1
normative pouvant &tre autre que ——

JT

Nous indiquons maintenant un résultat tel qu'il a été annoncé
dans A. LE BRETON [30] et démontré dans A, LE BRETON [31] & un sta-
de de notre travail oll nous n'avions pas connaissance des articles [49]
et [50]. Dans ce paragraphe nous le présentons comme corollaire du théo-
réme 3.2.1. Dans le chapitre suivant nous en donnerons une démonstration

directe.

3.2.2; PROPOSITION : "Soit 9§ une matrice qgxg dont les

valeurs propres ont toutes des parties réelles strictement négatives et

G  une matrice élément de ,s:(]Rp : IRq) . Soit (Zt)t>0

tré gaussien (strictement) stationnaire solution forte de 1'équation différen-

un processus cen-

tielle stochastique :




(16) dZt = etht +GdWt ;o t=0 .

1 T t
Al la fami ' g i = :
ors la famille de matrices aléatoires {ﬂ— ‘fO dWS. ZS ; T>0} converge

en loi vers une matrice aléatoire M de loi gaussienne N(0,T") ol :

E(Mi,l\/[ ) o= = 3. .(E(Z,.

My, ke ik ;oi,ke{l,...p}.iseefl,...q)

Démonstration : Remarguons d'abord que 6 et G étant don-

nées, vérifiant les hypothéses, l'équation matricielle :
t t
(17) IQ+Q 6=-G G

admet une solution Q qui est une matrice de covariance gxgq (voir

par exemple E.B. LEE - L., MARKUS [35], p. 198).

D'autre part toute solution forte de (18) peut s'écrire :

5 £ (t-8)6 . .
7 = otf7 4t (8B ay

¢ 0 ‘JO g t=0

et si Zo est un vecteur aléatoire centré de matrice de covariances Q

donnée par (19), alors le processus (Z.) est stationnaire au sens lar-

t't=0
ge, de moyenne nulle et de fonction de covariance R(h) = ehe.Q si
h = 0 . En particulier si Z est de loi gaussienne le processus (Z))

0 120
est gaussien stationnaire (voir par exemple [4] Théoréme 8.2. 12). Alors

ce processus admet la densité spectrale :

() = = (E‘—i)\ﬂq)—l.(G.tG).(te+i)\ anl

]lq désignant la matrice unité gqxqg . Un théoréme ergodique (voir [45 ]
Yu., A, ROZANOV, pp. 157 et 163) assure que dans ces conditions, on a :
(18) lim = zs.tz ds = R(0) = Q = E(z

au sens de la convergence P presque sfre.

Comme le processus est stationnaire on a aussi, pour tout T>0 ,

T
1 t
——TJOE(ZS. Zs)ds = E(Z .
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et donc
1T ot t
(19) lim [ E(2_.7Z)ds = E(Z,. Z,)
) T- 4+ 0 g S
On pose alors :
. z; 0 z 0 ZZ 0 "
v, = z! .. ¢ g(mrY )
0 zb o tzd g g
S S
o (b, 2% =%
S S S
Compte-tenu de (18) et (19) on a
T ‘
[ lim %f $S ¥ ds = E(‘Uo.tllio)] =1
LT
ot lim PR Jds = By b )
To+te 0

Le processus (l'gt)JC>O vérifie donc les hypothéses (H 1) et (H2) du théore-

me 3.2.1, et par suite :

T
' 1
£ im =¥ = N(0,E(¥,. ¥ )
P T# JT 0" 70

Le résultat de la proposition s'en déduit immédiatement. =






CHAPITRE 1II

ESTIMATION DANS LES MODELES DIFFERENTIELS
STOCHASTIQUES A COEFFICIENTS DEPENDANT
LINEAIREMENT DES PARAMETRES INCONNUS

Un exemple simple de modéle de la théorie du contrdle optimal

stochastique est celui défini par 1l'équation d'évolution stochastique :

dX, = X dt + u,dt + GAW ;o t=0
t t t t , .
p et G matrices données,
X0 = X(0)
oua si X , vecteur d'état & l'instant t du systédme & contrdler, est sup-

t
posé complétement observable, le contréle uy d l'instant t peut dépen~
dre des observations faites sur le systéme jusqu'a cet instant. La statégie
de contréle est & choisir dans une certaine classe de stratégies admissi-
bles (par exemple, celle des stratégies u(.) de la forme ut = KXt ol
K est une matrice de dimension adéquate) de maniére & minimiser un cer-

tain critére, par exemple :

T
Ef OL(Xt CUg t)dt , T. donné, L fonction donnée.

0 0

Bien entendu l'étude du probléme de contrdle nécessite la con-
naissance des coefficients 8 et G de l'équation d'évolution, la répon-
se au probléme d'optimisation dépendant de ces coefficients. Dans de nom-
breuses situations ces paramétres sont sinon inconnus du moins imparfaite-
ment connus. Il se pose alors simultanément un probléme statistique

celui de leur estimation. Deux cas peuvent se présenter :

ler cas : L'observateur (le futur contrdleur) a la possibilité

d'expérimenter, éventuellement de facon répétitive. Il met alors en action
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une fonctibn de contrdle choisie a prioriv(par exemple u, = 0 si la stra-
tégie correspondante est admissible) et observe une trajectoire du proces-
sus d'état du systéme. Répétant l'expérience il dispose d'un échantillon
au vu duquel il envisage l'estimation des parameétres. Il étudie ensuite
le probléme de contrdle optimal pour les valeurs estimées et contrdle en-

fin le systéme en conséquence.

2e cas : L'observateur (en méme temps contréleur) doit contro-
ler le systéme en temps réel ce qui exclut la possibilité de répéter l'ex-
périence fournissant l'observation sur laquelle est basée l'estimation. Il
semble alors raisonnable que sa démarche consiste d'abord & étudier le
probléme de contréle sous les diverses hypothéses possibles sur les pa-
ramétres ainsi que celui d'estimation de ces paramétres au vu d'une seule
observation. Puis il lance le systéme avec un contréle choisi a priori et
s'efforce d'estimer les vraies valeurs des coefficients en temps réel et
d'adapter son contrble a cette estimation compte~tenu de son étude préa-

lable.

Nous nous plagons ici dans la perspective de la deuxiéme situa-

tion en étudiant le probléme d'estimation de paramétres dans un modéle

différentiel stochastique sans contrdle, au vu de l'observation d'une seule
trajectoire du processus qu'il engendre. La premiére partie de ce chapitre
traite du modéle linéaire dans le cas ol l'observation a lieu en temps conti-
nu. Dans une seconde partie nous étudions le cas ot l'observation a lieu
en temps discret. Enfin nous envisageons quelques extensions et applica-

tions de cette étude.

§ 1. - ESTIMATION DANS LE MODELE LINEAIRE. CAS DE L'OBSERVATION
EN TEMPS CONTINU.

Nous pourrions, compte-tenu de la présentation du modéle géné-
ral faite dans le chapitre précédent, nous contenter de dire que l'objet de

1'étude est l'estimation du paramétre (8,G) dans la structure statistique
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T
(C’ST’{PG,G i (6,G) €@ xG))

o @c gRY;RY) et gc ¢RP;RP

et, pour tout (6.G) € exg .

T
dP
8.,

G _ T t
T = exp{’j‘()(eﬂs,(G G)
0,G

~1

T B}
an >-%J‘ o0, (G'a) " Yen vas)
dp S 0 S S

ot l'intégrale stochastique est définie relativement & la mesure de Wiener
de covariance GtG notée Pg G

Toutefois nous choisissons dans ce contexte simple de donner
une présentation directe du probléme et d'assurer, & l'aide d'énoncés du
chapitre I, §1, qu'on est conduit & le traduire dans les termes précédents,
Le contenu de ce paragraphe a été annoncé dans A. LE BRETON [30] et dé-
veloppé dans [31].

1.1, Formulation directe du probléme._Structure statistique.
On observe sur un intervalle de temps [O,T] , T >0 une
fonction continue x(.) = (Xt ; 1>0) € C , trajectoire d'état d'un systéme

dynamique stochastique.

® (resp. @) étant un sous-ensemble de ¢ (RP :+ RP) (resp. £*(RP: RP)
ensemble des matrices p xp inversibles), on suppose qu'il existe un
couple (8%,G" inconnu dans g x ¢ , dit "vraie valeur de (9§,G) ",
tel que pour (p,G) = (8%,G% , x(.) soit une trajectoire d'un proces-

Sus (Xt ; t=0) solution de l'équation différentielle stochastique :

(1 dXt = eXtdt+Gth ;7 t=0, X0=0

ol (Wt)t>0 est un processus de mouvement brownien standard, i.e. il

existe un espace probabilisé (q,q.,P) muni d'une famille croissante

(at)t 0 de sous-tribus de @ , un mouvement brownien p-dimensionnel
>

(Wt)tzO

nue et adaptée a (Qt)tzo

. N ; A i nti-
relativement a (at)tzo et une fonction aléatoire (Xt)tzo co

, telle que :
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t
X =J"ede+Gw ;10
t “0 s t
et que, pour un élément we Q , on ait x(.) = (Xt(uu) : t20)
Pour (§,G) €@xq et (Q,Q,(Gt)tZO,P, (W), o) donnés on

est assuré (voir chapitre I, théoréme 1.3.1.) de l'existence et de l'uni-
cité de la solution forte de 1'équation (1) et donc de l'unicité en loi au

sens que toutes les solutions :

(a.a.(@) P, (W) (X )

t't=0"" "’ t't>0" t)tZO
induisent la méme mesure sur l'espace des trajectoires C . Cette loi

qui ne dépend d'ailleurs que de (e,GtG) peut ainsi étre définie comme

étant la mesure ue e induite sur C par la solution particuliére sui-
vante :
i
(C,S,(St)tzolu*,( t)tzﬂ'(zt)tZO)
ol (zt)tzo est la solution forte de 1'équation :
dZt = etht+Gdﬂt : t=0 , ZO=0
relativement & l'espace probabilisé (C’S’(St)t20'u*) iie.
t (t—
z =J‘ e(t S)eGdH o t>0
t . 0 S

qui est un processus gaussien centré de fonction de covariance :
S8 .aSAt -ub .t —ute tte
r(s,t) = e {j’ e G Ge dule .
0
On est alors amené naturellement & poser le probléme d'estima-

tion du paramétre (§,G) , au vu de l'observation de x(.) sur l'intervalle

de temps [O,T] , dans la structure statistique :

(C'ST'{HG,G/ST ; (8,G) eaxg)) .

1.1.1. LEMME : "Pour tout (8,G) € @xg et tout T >0 les

Mg, a5t & ug /S

Nikodym étant donnée par :

mesures sont équivalentes, la dérivée de Radon

T
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g T t -1 1T -1
(2) /Sy = expl[ <oN,(G @) an) —§j0<ent,(GtG) o1, ydt)

d
Ho,G 0
ot l'intégrale stochastique est définie relativement a la base de proces-

sus  (C,8,(8) ) L

=00, G

Démonstration : Considérons le processus (Ztl ; t=0)  défini

relativement & (C,S,(S)

disg/Hy)  PAr

1 i ) 1 , 1 _
dZt —Gdﬂt ;ot=0 ZO—O, -1.e. Z —Gﬂt,tzo,

et la mesure sur ST , absolument continue par rapport a H:E avec

pour dérivée de Radon-Nikodym

~T T

d -1.,1 1.0 -1 1
== = exp([ (G 82, dlly -5 [ (G ez, G
du,, 0 0

'lez§>dt}

~

Les théoremes 1,1.3.3. et 1.2.1. assurent que uT est une

probabilité et que de plus le processus {ﬁt ;e [O,T]} défini par :

- t -1 1
mo= o J‘OG 62 ds ; telo,T]
est un processus de Wiener sur la base de processus (c"(St)Os’KT ,QT)
: N <
et 2z = [ozlas+Gl ; telo,T]
t o S t

D'aprés le théoréme I,1.2.3. la loi du processus
(Ztl ; tel0,T] ; UT) est équivalente & celle du processus (Zlél :tefo,T]: u};) ,

la dérivée de Radon-Nikodym s'écrivant :

! G 's,)dt)

T, -1 -
exp{fO(G eﬂt , G ¢

1.0, -1
dll, -Ej()(c; oIl
ou l'intégrale stochastique est définie relativement & la base
(C,s,(8,)

o<t Mo g7/ ST
tenu de l'unicité (en loi) de la solution de (1). =

Le résultat du lemme est alors acquis compte-

Ainsi le probléme d'estimation du paramétre (§,G) ou plus
t , , ,
exactement du paramétre (8,G G) se traduit bien dans les termes envi-

sagés au début du paragraphe 1.
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1.2, Estimation de la matrice GtG

. , e ~N
On considére la suite de statistiques {g

¢ ; N>11 définie sur

la structure statistique concernée par :

N
N, 12 t
3) op (¥ = ¢ ,‘z(xiL “Xaopt)e B ¥y )
=1 N 2 N N
p 2l 28
AR T R
‘ 2N 2N

pour te ]0O,T] et x=(x_;tx0) ¢C .

On a alors la proposition suivante, dans les termes de la dé-

finition 1, 1.4.1. :

1.2.1. PROPOCSITION : "Dans la paramétrisation © x G le pa-

t e ~ .
ramétre G G est fortement identifiable presque slrement sur tout inter-

~N
valle de temps [0,t] , t>0 , par la suite {gt ; N21} de statistigues

définies par (3) i.e. pour tout (8,G) ¢ ®xG on a, pour tout t € 1o,T1]

(4) lim gN'= GtG PT o Presque sdrement. "
N o 8,

Cette proposition est une conséquence immédiate du lemme

classique suivant :

1.2.2. LEMME : "Soit (WJC ; t>0) un processus de mouvement

brownien standard p-dimensionnel défini sur (Q,%, (%) P) et O<s<t .

N N N tt=0’
Soit, pour tout N1 , s =t0 < t1_<...< tK =t une subdivision de
N
l'intervalle [s,t] telle que &,. = Max \tN— N \ . Alors
— = N T 'k k-1
k=1, Ky
Y 2®
(5) limm.g 22 (W __-W ) = (t-s)1
5. -0 k=1 tv p
N k k-1
[+
De plus, si 2 6N <+ , alors la convergence dans (5) a lieu avec
N=1

probabilité 1
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Démonstration [4] : Soit th = (W ,Wi, ,Wg) Si
i KN i k |
Sy = LW _-w oW -wl )
Ny (NN &N
Kk k-1 k k-1
alors :
E(S)) = (t-5)5,,
KN
i i i i .2
et oGy = Dl awh Rl wl P e @ )
k=1 t t t t 1 B
k k-1 k k
KN
N N .2
= (1+s,) 2 (t, -t )
< Z(t-s)éN .

Ainsi  lim E\SlJ—é..(t-s)\z = 0 ce qui démontre (5).
-0 N i _

oo (o] 13 2
Si 20 8. < +o , alors 2 E SJLJ -5, . {t-s < +e , ce qui suffit & assu-
N=1"N N=1 | N 11( )| 4

rer la convergence presque slre dans (5). a

1.2.3. Démonstration de la proposition 1.2.1.

Le processus (G—lﬂt ;tel0,T]) est un processus de mouvement

brownien standard relativement & la mesure Pg G - D'aprés le lemme
1.2,2, on a donc :
N _
lim £ (@ 'n,, -G Mgy ) = 1
-t 1= N N
N N o N
T . ,
au sens de la convergence P0 a presque slre, i.e.
-1~N -
lim G715 (‘q) o
N-+w p
et par suite,
) ~N t T .
lim ¢ = GG, P presque slrement.
t 0,G
N- 4+
Comme d'aprés le lemme 1.1.1. pour tout 8 € ® les mesures Prg a et
T . , '
Pe a sont équivalentes, on a aussi (4). a
1.2.4, I}g{_n__afgggg : a) Dans le §2 de ce chapitre, dans le lem-
me 2.2.3. nous précisons la qualité de 1'estimateur 8? : la suite de ma-

trices aléatoires {61_\11/2(8§—G.tG) ; N>1} est bornée en probabilité.
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b) Ainsi la matrice GtG peut &tre calculée, avec probabilité
1 , a l'aide de l'observation d'une trajectoire du processus, sur tout
intervalle dé temps fini. Partant il est légitime, povur étudier le problé-
me d'estimation de 8§ de supposer que la matrice GtG est complé-

tement connue. C'est ce que nous ferons dans ce qui suit en posant

cglg =1,

1.3. Estimation de la matrice 8§ .

La structure statistique du probléme est maintenant :

T
(C’ST’{PG,T ; 6€0))
N T _ =
ol P6,I‘ HG,F/ST ;avec Wg LT Mg o

D'aprés le lemme 1.1.1. cette structure est dominée par la

T s s , .
mesure P_ _ (complétement définie par T ), la fonction de vraisemblan-

0,1
ce étant donnée par :
T
dp
T -1 1.7 -1
(6) SR exp{[ (8, T "dlL)~-=[ (ol , T "8Il )dt} .
T t t 2 t r
dPO r 0 0

Remarquons que la structure est de type exponentiel, admettant la statis-
tigue exhaustive :

T T
t t
(jodnt. L, font. Idt)

ol l'intégrale stochastique est définie relativement & P(I)‘ re En effet,
on peut écrire (6) sous la forme :
T
dP
- T - T
(7) —8:L = explte[T o[ 0 a" ] - Lerftor Yol m . tmarl) .
T Tt 2 ot 't
dPy - 0

En particulier dans le cas scalaire, i.e. p = 1, la statistique

(H% -TT, fgﬂtzdt) est exhaustive. La fonction de Log-vraisemblance sur

la structure est donnée par :

1

Yoon , rlamy -1t -1
(8) Lo p(6,) —f0< T dl ——2-j0<ent,r oIl ) dt
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i.e.
(8)! L (8,%) = (rT eH , T 1dH> ——f <8x —lex dt
I\,T 4 d0< t>
pour x ¢ C , ol l'intégrale stochastique est définie relativement 3 Pg e
Compte~-tenu de la forme particulidre de (8), le choix d'une version ré-
gulieére de la fonction de Log-vraisemblance consiste en le seul choix
d'une version de l'intégrale stochastique.
, -1 t 1 _2 p
St (O g 0 T = (o) et Moo= @ id D)
on peut écrire :
tote,0 = (T2 (S e ply e an)
T,T 0 i= 1 =1 “uTs
1 P p j D P ¢
—Ef(Z(Ze..H) 2o 2 s _T)))ds
0 i=1 j=1 H 8" ,=1 18 =17ers
Le systéme des équations de maximum de vraisemblance s'écrit alors :
L. (8,0 =0 ; u=1p, v=17
ae I\IT ’ . I s ? I
uv
T P ? T P b -— -
soit J(Zpedﬂ)ﬂ j(Eoe(Ee HS))HS)ds=0 ; u=l,p, v=1,p
0 p=1 0 g=1 "% y=1 P
Ainsi la matrice :
4 - 3 -
38 br,20®) = (55— 20,00 |
u,v
n'est autre que : )
T -1 t T -1 _ ¢t
T nm - I
jOL dig. g - [ r em T ds

et le systéme des équations de vraisemblance s'écrit donc :
T T
[Pan_.tn_ = ef n_.'n_ds
S S 0 S s

Nous sommes alors en mesure d'énoncer la proposition suivante :

1.3.1. PROPOSITION : "L'estimateur de maximum de vraisemblan-

ce de 8 au vu de l'observation sur [0,T] est donné par :

~

(9) 6

T t T ¢ -1
o= [jodns. HS][jons. I_ds]



IT1-10

-~ ] P . . 2 s . X A T 1"
ou_l'intégrale stochastique est définie relativement & P0 r

Démonstration : Elle consiste simplement & vérifier que la

T ¢
matrice aléatoire symétrique semi-définie positive IOHS. Hsds est

T
P0 -~ Ppresque sGrement non singuliére., Il est clair qu'il suffit de consi-

T

. N . T e s
dérer le cas ot T" = 1 i.e., P 1o . Définissons

P 0,T = *
_ . p T t -
Ay = {x€C: gheR", h;40/<[j’0xs. xsds]h,h> 0}
P T 2 e
= {xeC : gheR" , h#0 /] (xs,h> ds=0]}
0
= {x€C : xheR® , n#0/vselo,T], (x ,/h)=0} .
Pour {sl,...,sp+1}c [o,1] , O<s <s,<...< sp+1sT , st xeAy il
existe he]Rp , h# 0, tel que :
[X -x_,hYy =0 pour i=1,p ,
Si+1  Si
et donc aussi
det{x -x_ ,...,x -x_ } =0,
#* '
Ainsi Al cA = {xeC : detf{x -x_ ,...,x - =0} .
0 0 { { SZ Sl Sp+1 Sp}
L'application D de (IRp)p dans R définie par :
= i b i =
D(vl,...,vp) det{vl,...,vp} , vieR" , i=lp
étant continue, le sous-ensemble A de (]Rp)p
A= (v v )e (RP)P/det(v v_1=0)
1!" . 7 p 1[. .o 7 p
est fermé, Par suite Ag est mesurable dans (C,ST) et on a :
T, %
HAg) = P_(n)
on P est la loi de probabilité de l'élément aléatoire
!' T
) — n _ -T PR . . 2
T ( S, Hsl,...,ﬂsp+1 TISp) défini sur (C’ST'u-u-) P"r étant une

mesure gaussienne non singuliére sur (]Rp)p , et A étant de mesure de

Lebesgue nulle dans (RP)® , le résultat du lemme est démontré, ®
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1.3.2. Remarques.

a) On peut voir aisément que
A

be) -1 T t ——
—_ (6,.) = - ), (fn_.mds) .; k,2,i,i=1,p.
aekeaeij i,k 05 5 T&j
) t T . L fe ;
Comme la matrice ITH .l1ds est P presque slrement définie posi-
Jg s s 0,T
T ,
tive, 1 tri —0 7 . p— t P -
ive, la matrice ((ae}UZae T T(e )))k,8,1,3=1,p es o,¢ Presque st
rement définie négative. é,,‘ T réalise donc, Pg r presque s{irement,
le maximum de (6..) . ae&®’;RP

I‘ T

b) Formellement, on peut écrire :

T(e,x) =

1T Ydxg - exsdsnz Tudxsnz
ZUO ds _IO ds ]

et, pour maximiser la fonction de vraisemblance, il s'agit de minimiser

T des - exsdsﬂz

: ds
0
expression qui apparaft sous la forme d'une "somme de carrés de résidus”.
L'estimateur §_ T est donc aussi un estimateur de "moindres carrés".
T

-~

c) Dans le cas o0 p=1, on a, par la formule de It6 :

0

T T 2
r’T(x) = (j Onsdns)(X)/qOHst)(X)

2
B II,I,(X) -TT
= —5—
zj’ons(x)ds
2
_ xT—I‘T
zj’ X 24s

d) Dans le cas ol p=2 et ol @ estle sous-ensemble de
;(]Rp;]Rp) constitué par les matrices symétriques, on peut montrer aisé-
ment que l'estimateur de maximum de vraisemblance de 8 est donné par

la solution de 1'équation

T t Tt T t Tt _
J‘Odns, g +J‘Ons. dn_ - [ejons. nsds+(j‘0ns. m_ds)el =
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ou, de maniére équivalente,

t

T
fn Hds ) + ([ I_."0 as)g = 12¥ - T.T
OS S

C'est-a-dire, quand x € C est l'obervation, on doit résoudre 1"équation

T t t t
B + — - i
e(foxs. x ds) (foxs. x ds)g Kpe Xp = T.T

ce qui est possible presque sfirement.

On aborde maintenant 1'étude des propriétés asymptotiques de

la famille {éI‘ T T>0} d'estimateurs. On s'appuie sur les considérations
suivantes : |
0 P .
a) Le processus (C'S'“S,I"(nt)tzo) défini par :
6 -1 t -1 .
n, =G 1 jOG ol ds ; 120

est un processus de Wiener standard et, relativement & la méme base de
processus, on a :

8
= 4 . -
dHt th Gd'r],c ;o t=0, O.=0
b) Un théoréme de Lyapunov (voir par exemple F.R., GANTMACHER
[22] p. 185) assure que si la matrice réelle 8 est stable (i.e. ses va-
leurs propres ont des parties réelles strictement négatives) alors 1'équation

matricielle :

(10) Q+Q.% = -1 = -c.%c

admet pour solution Qe la matrice d'une forme quadratique définie positi-
ve. On munit alors (RPxcC , (B]Rp® S) , ol (B]Rp désigne la tribu de

Borel sur ]Rlo . de la mesure de probabilité définie par :

“e,r

g, = NO.QJ @ 1

ol N(O'QG) est la distribution gaussienne centrée de matrice de cova-
riances Q sur ]Rp . On définit les fonctions aléatoires (fI ; 120) et

, t
(n 5. 420) sur RPy C,® _®S) par :
t ]Rp
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ﬁt(a,x) = Ht(x)
; (a,x) € RPx C .

n9@.x = ndx)

~

Clairement, le processus (II. : t>0 ; Cl ) vérifie 1'équation :

t ’ 8,T
= + .
dﬂt Gﬂtdt Gd”qt ;o t=0
| HO = 0

ol le processus (ﬁte ; t20 ;ﬁe T\) est un processus de Wiener standard.

On consideére alors, relativement & la base de processus (RPxC 'CB]RP®S'GO 1ﬂ)

I'équation différentielle stochastique :

6

dau t;

t
U

oU. dt + Gdn t>0

*
OAHO

3
ol HO désigne la projection de ]RpxC sur ]Rp . La solution (forte)

de cette équation est le processus gaussien centré défini par
* to, % et -s0 .~ 9
= -+ .
Ht e (0 joe Gdns) ;o t=0 .
Il est facile de vérifier que ce processus est stationnaire de fonction de

covariance RB donnée par :

h) = eheQ : hx0

(11) Re( 5

On démontre alors quelques lemmes préliminaires :

1.3.3. LEMME : "Soit 8 une matrice stable pxp et G une

matrice non singuliére pxp . Soit (N,?z,u,(yt ;t20)) un processus de

Wiener standard p-dimensionnel. Si (Z.)

est solution de 1'équation
t't=>0

différentielle stochastique

= + M
(12) dUt eUtdt GdYt ; t=0
de condition initiale ZO =0 , et (Z::')t>0 est un processus centré sta-

tionnaire au second ordre vérifiant (12), alors :

T T
(1) {7z "2 ds - [ 2_."2 ds ; T50)
OS S OS S
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2* t*
y -j az ,tzS : T>0)

(i) {f

sont deux familles bornées en movenne 'quadra’giqug.ﬁi'ﬁ

Pbur la simplicité de l'exposé nous supposerons dans les dé-
monstrations que les valeurs propres de la matrice stable g concernée
sont toutes différentes ; dans le cas contraire, utilisant la décomposition
canonique de Jordan de & on pourrait conduire des raisonnements ana-

logues,

Démonstration : Pour t=0 , Z peut s'écrire sous la forme :

____________ t
_ ot (t-u)8 _ % tp
z, = _[Oe Gdv, =2, -e 2, .
On é\)alue alors :
4 3
SEINE AP A jz.st
4 s
0
T g9 *t t*stﬂ. T gsp % t_ ste
= [Te"z Zd+j Zae~ ds + [Te”"Z . Z .e” "ds
0° 0 0" “0
0 0
Cn a :
EM 2 as||’
_ .Tue*t treT s6, % t
= Tr E{[jo Z,. 2 dul. [j’oe Zg. 2 ds]]
t
T T 5
= TrE([ [ U9* 7 g t* o584 as)
‘OLD 0 u’ s 0
, T T 5
=Tw[ | ezt 2 7z 265 Pauds
0" o 0 u'"s 0

‘ ’ 2 P Pl 3 49 t
Compte~-tenu de l'indépendance des é&léments aléatoires ZO et Zu'Zs ,

et de ce que tout processus stationnaire au second ordre vérifiant (12) a

pour fonction de covariance la fonction Re donnée par (11) (voir par

exemple L. ARNOLD [4], Théoréme 8.2.12) il vient :

t
T sp_#* t T usd s At
E]U“O Z,. 2 ds 12 = 7 f ro Qge” "E(Z Z)duds
Or, utili le fai 7. =z -o%% o @M ¢ ssus
r,r utilisant le fait que ¢ =4 ~e 2y, o ¢)isg ©St un processu
centré stationnairé au second ordre de fonction de covariance Re , on
so. sts

obtient aisément que E(ZS.tZS) = Qe - e Qee
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t _ £
Alors E( ZS.ZS) = TrE(ZS. Zs) < TrQe

A t
S 5 o P o
puisque la matrice e U.Qe.e 6 est symétrique définie positive., Par

suite, on a

87,201 < Bz 2 )17 etz 2 )12 < 1o,

En définitive on a la majoration :

[»T sO_# t

t
El| AN/ ds1'|2 < (TrQ )ITJ‘T\Tr{euQQ esg}\duds

0

._1 . . L
Ecrivant & = CAC ol A est la matrice diagonale dont les coefficients
diagonaux )‘j sont les valeurs propres de g et C est un matrice non

singuliére, il vient :

A -
1Y = Ceu"C 1 ,
alors si sup{Re(xi) ©i=1,p Pt < x < 0, il existe un constante K telle que
Max \(eue)_ | < ke . uso0 ,

i, 1i,]
et il existe une constante K' telle que

1Tr{eueQﬂéSte}| st 0, ss0
v

P L3 . . T sg %t
On en déduit immédiatement que l'expression El\foe Z0

jorée uniformément par rapport & T . Les deux premiers termes du mem-

stsllz est ma-

bre de droite de 1'égalité (13) sont donc majorés en moyenne quadratique

uniformément par rapport & T

Le troisiéme terme du membre de droite de 1'égalité (13) est
une matrice symétrique semi-définie positive. Son espérance est :

EfT s0 Z:.t *se fesg- . seds
dont la trace est encore majorée par une constante indépendante de T
Ainsi ce troisiéme terme est majoré en moyenne d'ordre 1 uniformément
par rapport a T ., En fait, procédant pour ce terme comme il a été fait
pour le premier, on peut voir que la propriété de majoration est aussi vraie

en moyenne quadratique. Ainsi l'assertion du lemme est démontrée pour (i).
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On évalue maintenant :

T * ¥*
(14) (Taz 2% -t az_."z
0 s’ 0 s

,t(Z%-—Z )
S S

T * t T
= - 172 Z +
3{f .'Z.ds j (s} + [Gay_
D'aprés la premiére partie de la démonstration, le premier terme du se-
cond membre de 1'égalité (14) est majoré uniformément par rapport & T

2 p2 . )
dans |[L (N,’n,u)] . Le deuxiéme terme s'écrit :

t
T t_* sB8
Gjodys. Zge
et on a :
t % T 4
E\\f dv,."Ze o2 = T
0

Cette expression est elle aussi majorée uniformément par rapport & T

ce qui permet de conclure a l'assertion du lemme pour (ii). @

1.3.4. LEMME : "Sous les hypothéses du lemme 1.3.3., les

familles

T

. -1/2 * ¢ T % ¢ »

(1) (T /[j dz_.'z. -68[ 2 ."%ds] ; T>o0)
0 s s oS s

-1/2 .1 T
) (Va2 2 - 6['z_. ' as] ; T>0)
Ho st s 0 s s

sont bornées en movenne quadratigue".

Démonstration : On évalue :

T 3% t % T 4 t_4 T 3
[faz .z - foezs Z,ds = ["Gdv_.Z_ .
T t_%*,2 T #,2

En_fodys. ZSH = pfofznzsn ds

¥*

et, comme (ZS ; 820) est un processus centré stationnaire au second ordre,

#* 4 T % t
1/2 {J‘ dz .z - ej’ozs. z ds)

. 2 2 ) » .
est majoré, dans [L (N.,’fZ,Ll)]p , uniformément par rapport & T . Cela
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assure l'assertion du lemme pour (i).

L'assertion pour (ii) se déduit immédiatement de celle pour (i)

et du lemme-1.3,3. L]

Nous sommes alors en mesure de démontrer une proposition qui

assure la convergence de la famille d'estimateurs fé T>0}

r,T'

1.3.5. PROPOSITION : "Si ® est le sous-ensemble de

S(RrP ' RY)  constitué des matrices stables, la matrice 4§ est asymptoti-

quefnent identifiable en probabilité par la famille {5r T T>0} de statisf
tiques définies par (9), i,e. pour tout o ¢ ® , on a,
1 ~ lim 8. . =g ."
(15 Mo, o Tl % T8
l_D_né_rn_Q_n_._gt_@@_i_op : On considére les processus (INI,£ ; t20) et
* . -
(H,E ; t>0) basés sur l'espace probabilisé (IRpxC . ® p®S Mg 1ﬂ) définis
. R ’

précédemment et on pose :

— N p (!
erlT(a,x) eP,T(X) pour tout (a,x) € R"xC .

~

On a encore, compte-tenu de la définition de @r p Par (9)
1..T ~ t~ T~ t~
—_— r‘ n - : =
(16) FU[an,. er'Tj n.. M ds} =0
0 0
QG,I‘ -presque sdrement.
D'aprés le lemme 1.3.4. on a :
~ -1..T ~ t=~ T. 1t~
(17) My ~mlim T N{fdD LT - e[ 7. T ds) =0
EERANE fo 5 8 Tg8 s

Les égalités (16) et (17) montrent que :

~

~ -1~ T~ t
(18) W, o= Hm T “{(s. - 1 .0 ds} =0,
6, Tor 4 r,T 05 8
* ~
Le processus (ILc ;10 ; ue 1,) étant gaussien centré stationnaire de fonc-

tion de covariance R9 donnée par (11), admet une densité spectrale dé-
finie par :

1 -1 -1
A = = — vy :
£(\) ZH(e mlp) (s +1x1p)
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Un théoréme ergodique (voir [45] Yu A. ROZANOV p. 157 et p. 163) assu-

re que dans ces conditions on a :

Le lemme 1.3.3. permet donc d'affirmer que :

- , -1,T%  te _
(19) u = lim T 7 n.Tds =Q

On évalue alors la limite en probabilité de :

o~ “1pT~  te ~1, T~ te -1
(er,T— g) = (91‘,T— 8 {T jons. M ds). {T J‘Ons. nds} = .
La matrice QQ étant non singuliére on obtient, compte-tenu de (18) et

(19) et d'énoncés classiques concernant la convergence en probabilité

(voir par exemple [12] P, BILLINGSLEY, p.31)

d'ot découle 1'égalité (15). =

1.3.6. Remarques.

a) La proposition 1.3.5. est en fait un corollaire de la proposi-

tion I. 2.2.1. : en effet, le lemme 1.3.4. montre que
-1,..T t T t

My o~ Um T 7{f7an_ . n_ -6 0 .1 ds} =0

8.0 T oo J‘O s s 0 S s

et, lors de la derniére démonstration, nous avons montré que :

- T
u@ = lim T 1{] Hs.tﬂsds} = Qe
" Tote 0

ou Qe est une matrice strictement négative.

Ainsi la fonction de Log-vraisemblance LF T donnée par (8)

vérifie les hypothéses (E1), (E2) et (E4) de la proposition I. 2.2.1. ILa

famille T>0} est donc bien l'unique famille d'estimateurs de §

{8
qui vérifie les conclusions (i), (ii) et (iii) de cette proposition, compte-

tenu de la proposition 1.3.1.
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b) Dans [36] Ch.17, § 4, P.S. LIPCER et A.N. SHIRYAYEV
ont considéré le cas particulier ol p = 2 et la matrice inconnue 3

est de la forme

g = ;o 0, >0 5 o<, <t |

Il est facile de voir qu'une telle matrice est stable ; la convergence en
probabilité des estimateurs de maximum de vraisemblance de 91 et ¢
résulte donc de 1'étude précédente. Cet exemple est repris dans [41]

A.A., NOVIKOV et [49] A.F. TARASKIN.

2

c) Dans le cas unidimensionnel, i.e. p=1 les résultats peu-

vent étre améliorés. En effet, on peut montrer, que l'estimateur ef T

défini alors par :

8p () ==
x ds

0 S

B xé)‘, -~ I'T
2]

est en fait convergent presque sdrement, i.e. pour tout § € R

lim éﬁ = f

T ~presque sdrement,
Toto 7

Hg,T
Pour une démonstration, nous renvoyons a [36] Ch.17, § 3, P.S. LIPCER
et A.N. SHIRYAYEV.

Nous abordons maintenant l'étude de la distribution asymptotique

de la famille {él“ T T>0} . On démontre d'abord un lemme :

1.3.7. LEMME : "Sous les hypothéses du lemme 1.3.3., on a :

- 4 - 3 ] 3
£ - lim T l/zj‘TGdYs.tzS = £ -lim T 1/2{}1}12;.24 - o[T2" 'z = Mm®
BT e 0 il SO 0 S

ou M est une matrice aléatoire de la loi gaussienne N(O,I‘e) ou
6
E(MiijE

B\ _ B _ t
) = Tiike = (G. G)ik'(Qe)je



étant définie par (10)."

QC{
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Ce lemme peut se déduire immédiatement de la proposition I.

3.2.2, et du lemme 1.3.3.

Nous choisissons toutefois d'en donner une

démonstration directe, comme nous l'avons annoncé dans le chapitre pré-

cédent,

Démonstration

-~

<

On évalue, (N,q)

pour

N

e

Z(N,p) = |
0

Z,

*
On peut écrire j sous la
q

et uo

Alors, pour tout

Il est facile de montrer que

(20)
Noteo

‘TGd‘
\S.

(N,q) ¢ (IN')

- lim N

%
: Pour gegIN , on pose :

J .

i

si jelN

’

Nl |
g

]'EIN*

forme :

3 2

, bour tout q € ]N*

- N

12 by egq)
j=1

t (
. “j—l
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(a) t (a),2
@ 59

N
t
Pour ce faire on vérifie que E| Te . Moy
j=1
tante indépendante de N en utilisant le fait que § est une matrice

est majoré par une cons-

stable.

On montre alors que, pour tout g € ]N* , la suite
-1/2 N t
N2 S gt @

NI Ne]N%} converge en loi : on définit Qe(q) com-

=1
me étant la matrice symétrique définie positive solution de 1'équation ma-

tricielle :
8

, 6 8
(21) Q -edQed

e

dont les hypothéses faites sur a5 assurent l'existence et l'unicité (voir
[3 ]Ch.5, T.W. ANDERSON). On considére {e(i) ; UEIN} une suite de
variables aléatoires définies sur (N,7,u) (éventuellement en "augmen-
tant" l'espace) indépendantes entre elles et indépendantes de {€§q) ; je]'N*}

et de méme loi que celles-ci. On pose alors :

@ 2 T @
WV et a e ez
t — t-s
s=0
Ce processus est stativonnaire et tel que :
t
@ @ S ol ot
E(xtcI . xtq) = 3 et xF2 el = Q%aq)
s=0 q

D'aprés le théoréme 5.5.5. de [3 ] Ch.5, T.W. ANDERSON, on a :

. 1 (@) ts -
£H- lim /‘N—* E Ge ™, >\ = Gq

N~+o ¥ j=1 J J_‘l

~

ou Gg est une matrice suivant une loi normale centrée de covariances

données par :

g, . 8 1 t 8
E(Gq(l,J).Gq(k,e))k q(G. G>i,k(Q (q))j,e
D'autre part (voir [3 ]Ch.5, §5.5.2., T.W, ANDERSON) on a :

N -
= lim L 2 Gefq)'t()\(q)_x(q)) =0 .
N’-’+°° j:'l ] t t



I1-22

Par conségquent on a aussi :
' N
(22) . £ - lim "}ﬁ—E Gegq).t)\.(c_l)l = g?
H Neto N g=1 ) 4

Compte~-tenu de (20) et (22) on a, pour tout q & IN*

_ N .
¢ -1im N V% 5.9 zé-1) = GgY
T v (i-1) q
q
puis,
~1/2
(23) ¢ -1im N V%m0 g = ot %¢® = Mmb
H Nete q q

ol M:{ est donc une matrice suivant une loi normale centrée de cova-

lI G G k Q q s

On écrit maintenant :

- 3 - %
U. =N szNGd\( A l/zf G, gl sz Gy _. t*-7(@)
N 0 S S S s s |
N Y2, + v Y 2, g

D'aprés un lemme de BERNSTEIN (voir par exemple [25] p. 242, E.J. HANNAN)
on aura :
* :
(24) ¢ - 1im N Y2 Neay - Zp =M
H N—++oo 0
ol 1\/[‘9 est précisée dans l'énoncé du lemme ; si on montre d'une part
que la suite {\\J_%V(N,q) \\2 : qE]N*} est bornée uniformément par rap-

port 8 N et d'autre part que : lim Q%q) = Q

Le premier point s'acquiert aisément en vertu de la stationnarité du pro-
3

cessus (Zt) . Pour assurer le second point, remarquons que l'équation

(21) peut se réécrire sous la forme :

5 t

0
(21)" qle q—llp)Q—Qq(e T_1) =¢



II1-23

_8 Y 8
s q q aq P :
Les coefficients qle —J]p)Q , dqle —ﬂp) et e de 1'équation
(21)' tendent respectivement, lorsque q - +» , vers -9 t

' t 1
eep

Or l'équation :
-390 -Q." = ¢.'c

n‘est autre que l'équation (10) définissant la matrice Q Compte~-tenu

g
de l'unicité des solutions de (10) et (21) on a bien :
. 0 _
lim Q7 (q) = Q

d-+tw 0

En définitive, nous avons démontré 1'égalité (24). On évalue alors :

R A RV L P (V2 [p) 72 1yt
‘J S S 0 S - S

S O S
+ T—l/zdrT d'\.fs.tzz
[T]

ot [T] désigne la partie entiére de T .

On a, d'une part :

2o o2y 1Ty,
0

¢ T *
-zl = it ]dvs.tzs I
T] "0

et d'autre part,

(T t_,2 T #*, 2
E dy .z 1| = Ellz"11“d
\if[T] s 2l pf[T] S 7ds

qui est majoré uniformément par rapport &8 T .
Alors, compte-tenu de (i) lemme 1.3.4. et de (24), on a encore :

—1/2IT t,_*

- 14 - 8
£ -1lim T GdYS. ZS M

e I 0

ce qui achéve la démonstration du lemme. =

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition :

1.3.8. PROPOSITION : "Sous les hypothéses de la proposition

1,3.5., la famille d'estimateurs T>0} définie par (9) est asymp-

(6p
totiquement normalement distribuée ; de maniére précise on a, pour tout

3 € B
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£ - lim Tl/z(er T p) = Ke
Melr T“"+°° o
ou Kd est une matrice gaussi.enne centrée de covariances données par :
g _86 - -1
E(Kij'KkE) = 1ik'(Q6 )1.42

ol Qg est définie par (10)."

o

Démonstration : On considére & nouveau les processus

(I, ; t=0) , (it i t=0) et la famille {BI‘,T

monstration de la proposition 1.3.5., Les lemmes 1.3.3. et 1.3.7. per-

; T>0} utilisés dans la dé-

mettent de montrer aisément que :

- T ~ T to
g -uim v V20 TaR - ol E sy = M
H v S S S S ’

g

Compte-tenu de la définition de 9 on a aussi :

r,T
1/2

~ T~ 'tN _ e
{(GI‘,T_ e)jons. Hsds = M

£~ -lim T
ue,r To 4o

ou, d'aprés la démonstration de la proposition 1.3.5.

-~

, -1 T t~ _
My po UmT JE T ds = Q

R N 0 0
Il s'en suit que :
. 1/2 , ~ 8
£~ -lim T / (0 T--e)Qp = M
He,r T-—>+C0 s v
puis
£ —um Y26, -0Q. = M
8,0 Tote e 6

Enfin, la matrice Qe étant inversible, on obtient immédiatement gue :

1/2 -

£ -lim T (8 )=Ke.m

-0
HQ,F Ttoo LT

1.3.9. Remargues.

a) Les variances et covariances de la loi limite peuvent &tre es-

timées de facon convergente (en probabilité) puisque :
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1T
- lim T ns.tn = Q

u
8T 1w oS s T8

b) Les résultats obtenus sont de méme nature que les résultats
classiques concernant le modeéle autorégressif des séries chronologiques

tels qu'on les trouve, par exemple, exposés dans [3 JCh.5, T.W. ANDERSON

§ 2. - ESTIMATION DANS LE MODELE LINEAIRE. CAS DE L'OBSERVATION
EN _TEMPS DISCRET.

. . t. .
Nous supposons ici que la matrice G. G est complétement
connue, éventuellement parce qu'elle aurait été calculée, selon la propo-
sition 1.2.1., & l'aide d'une observation en temps continu sur un court

intervalle de temps. Sans perdre de généralité nous supposerons méme que

c.la = 1
&

D'aprés la proposition 1.3.1., l'estimateur de maximum de vrai-

semblance de § au vu de l'observation sur [0,T] est alors donnée par :

~ T ot T ¢ -1
8 = [j’odns. ns][jons. I ds]

=

ou l'intégrale stochastique est définie relativement & Mo - En pratique,

~

méme si l'observation a lieu en temps continu, dans le calcul de a

T I
T
l'intégrale stochastique J' dl’IS.tHS devra étre approchée par une somme
0
finie appropriée, de la forme :
N t
(I, -1 ). I ‘

i=1 4 Yer tg
de méme que l'intégrale ordinaire devra &tre approchée par une somme de

Riemann du type :

ol {to,tl,...,tN} définit une subdivision de [0,T] . Une question na-

turelle se pose alors : l'estimateur résultant de ces approximations,
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est-il le "meilleur" estimateur que l'on puisse obtenir au vu de l'échan-
tillonage en temps discret aux instants tO’tl""’tN ? On est alors
conduit & étudier le probléme de l'estimation du paramétre de dérivée 8
au vu d'une observation en temps discret d'un processus solution de
I'égquation :

(1Y) cht = e.xt + th o t=0 XO=0

Les résultats de ce paragraphe ont éié présentés dans [33]

A. LE BRETON.,

2.1. La fonction de Log-vraisemblance pour l'estimation basée sur un

“échantillonage discret.

La structure statistique pour l'estimation de 8§ au vu d'une

N N N N N N

N
observati_on aux instants t.,t t ou 0=t <«<t, < <t =T

01" Ky 0 %1 ST Ry ’
est :
. N T,N
(C.8qp {u,"" i 0€S(RP,R") )
ol
- S? est la sous-tribu de ST engendrée par la famille
c Qi T,
{“ N ' O__l#KN_; ’
t,
i
- pour tout 9 € él(]Rp,lRp) , ug'l\' est la restriction de Pg 1
« N ’ ’
a ST
duT'N
Nous évaluons d'abord la fonction de vraisemblance ; N ol
dul’
;
u:E'N désigne la restriction de Uy, a S? . ’

. , N
2.1.1, LEMME : "Pour tout & ¢ ;:(]Rp,IRp) les mesures u

[ON > |

T, N o i 2 . .
et u, sont équivalentes, la dérivée de Radon-Nikodym étant donnée

par :
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N N
duT’ KN det?) . -1/2 KN (N- N n
8 _ 5,1 1 t i i-1
= | ‘ LexXpi-—= », Al __- i
gut N =1 (VoY )P 2521 \ Y N
My ) i i-1 i i-1
tfro-n \fi_-n
(t, -t, )9 KN <tN ¢ )(tN tN)
-1 i i-1 N 1 4 i i-1 i i-1
(27 ) 0 -e I +s D
.t t, t, 2, N N
i i-1 i=1 t, -t
1 i-1
N_,N
N B -t
ot L_ ., = j - 1qu. “ edu ;o i=1,K.. "
8,1 : N
0
Démonstration : L'équivalence des mesures .U-rg’N et u;{'N
résulte immédiatement de celle des mesures Pg 1 et ui . Nous cal-
-
culons alors la densité de la distribution de probabilité P(XN xN )
Sy
N
du vecteur aléatoire (XtN" .. ’XtN )  par rapport & celle de
1 KN
r ‘
(WtN""'V\tN) , Soit P(WN,...,W )
1 KN t tKN

Pour ce faire on calcule les densités respectives de ces distributions par

rapport 3 la mesure de Lebesgue sur (]Rp)KN , soit >\N

La solution de (1)' est un processus gaussien centré donné par :

X —J‘te(t—s)edw ;=0
t 0 s
de covariance
t
fs L B "
r(s,t) = eSb[f e ue.e Y edu]et Y pour Ossst |,
0
On peut écrire :
N N Nty
iy 1-11 )8 - i+1 - —_
Xy = elHITHIG et1+19f TS W pour i=0,K -1 .
t t . S N
1+1 1 «tN
i
Posons
ti 9 4
= i -s6 .
S .‘ftN e dWs pour i=1,Ky
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Alors
(th—tll\T)e (N -t}g e
.- .. = _ . . . - _ N 5N™
bl XT_N ! ) XtN e XtN e e g CK]\T XtN e XtN
ou la loi P, X du vecteur aléatoire (el,...,eK ) est gaus-
(7»11'--/°KN) N
sienne centrée et telle que :
Ny e t (N
iy -ufd -u f i C .
t _ e [f e .e dule si 1=j
E(ei. g) = ¢N
) i-1
0 si 1i#j
On a
NN
E(e te)—rl 11u6 uedu=ZN,
i i 8.1
0
Il s'en suit que :
dp K
(ell IC‘KN) __N_
- (x xe )= || £ (x)
? 7 I< -
o ! Ny 8y
; - -p/2, . N ,-1/2 1t N -1
ol fei(xti) = (211) (detZe'i) exp{ ize,i X, }
Par suite :
dp
(xt¥,...,xtg ) pKN Ky
S W(xl,...,xK)=( \dtZ
da N =
p
NN NN ]
o )1 KNtx_e(i 116 N (] t1—1)ex
Py 2 = %y >8,1 i i-1 J
i=1
ol XO = 0

Le vecteur aléatoire (W N, W n-W.N,..., W N -WN ) a des composan-
t t t t
1 2 1 KN Kn-1

. . . ) . N N
tes indépendantes gaussiennes centrées et de covariances (t, —tl 1)T!lp ,

i=1,K. . Sa densité par rapport & )\g

N est donec
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K
'Tp N N N 'g‘ y K
(21) (] 1t -t ) Dexp{-= 5 ZiXi
i i-1 2
i=1 i=1 t°-t;
i 7i-1
Cn a alors
TN, wd )
ty Ky
(Xll /XK )
dy N
PKyy p K
—- N 5 LN e s
= (2m) “ (| t(ti\t ti\il)) 2 X exp{—;u > (x4 Xl—l)(lir‘;l Xl“l)}
i=1 Ti=1 tN_ ¢!
i i-1
Le résultat annoncé s'obtient alors en &crivant :
dP dpP dp,.
(X N XN ) XN XN (W.N W -1
3! % K Y %
N N - N .
- X
dp N AN
(W N
by W
KN
La fonction de Log-vraisemblance pour l'estimation de g est donc :
I (6,.) = - 1[I;\NLO dtz - I;NL (tN—tN )]
N,T'’ 2 gaetL b & Logity mty )
i=1 i=1
KN (NN yq (NN g
1 &t i -1 ) N -1, i i-1
5 (HtN—e HtN g ) (On-e TN )
. X 6,1 ts t
i=1 i i1 i i-1

KN
1 N N -1t
+ T - I -1
2 E(i tl 1) . (LtN LN ).(HtN LN )

i=1 i i-1 i i-1
L , L N N N _
Soit {l‘N}Nzl une suite de subdivisions HN {0 ty <t <...<tKN T}
telle que, posant &.. = Max (‘J\T N ) , on ait lim &. = 0 . Nous
N = 1 1 1 N
l=1,KN No+eo
envisageons une approximation asymptotique (N-+w) de iN T(9,.)
Définissons :
KN Kn
~ t, t 1 N N t t
= - il
LN,T(e") 2 tN . 8. (HtN H ) > (1 ‘- 1). H‘tN 9.9.l,tN

i=1 i-1 —1 i=1 i-1 i-1

qui, en fait, apparaft comme une approximation naturelle de



L. (&,.) =

T
i fa = ar Ty -
(e/n) , l,e, LT( In) JIO/:Dnt/dut

L
T,1
p

Nous allons étudier les propriétés asymptotiques des différences :

~ ~

LN,T(Q") _LN,T(b") et LN’T(U‘,.) - L8,

guand N tend wvers l'infini.

(1) (1) (1)

o T Aai r R 1.2 L vy A '
LN,T (resp. LN,T , LT ) dgﬂmgnera, pou i=20,1, , la dérivée d'ordre
i , par rapport & 3, de LN,T (resp. LN,T ,LT)
2.2, La fonction de Log-vraisemblance approchée pour l'estimation ba-

sée sur un échantillonage discret,

Dans la proposition suivante nous décrivons les propriétés de

l'approximation de L par i

N,T N,T

2.2.1. PROPOSITION : "Pour toute constante K > 0 et pour

i=0,1,2 , il existe une suite {ei\I(K) ; N»1} de variables aléatoires po-

3%
sitives telles que, pour tout § € ,53(1Rp : IRP)

(1) fer (K) ; N=1] est bornée en probabilité g?% , d.e.
N } -

lim lim sup Pl}e2 (K)|>Al= 0

Asteo Notw N
iy =1 " ~(1 _ /21,
(ii) sup \Ll(\T) T(b‘, o= Li\T) T(EJ‘, Ol = CN/ SN(K} ,

{5c £(RP;RP): |6 |k} 7 ' N

HT* -presque sdrement

5

ol pour A € S(Rk; RE) |Al = MaX\AU\ N

La démonstration est développée au cours d'une succession de

lemmes.

2.2.1. LEMME : "Pour h >0 , on définit )Zg y par

nh ug Ut9
e . e

L= ]
0

5 h du



Alors, pour h suffisamment petit, on peut écrire :

() dets . = h"[1+htro+hy (h,0)]
, 9,h 1
(ii) Log det };9 p =0 Logh + htro + thz(h,e)
-1 -1 h,. .t 2
1 < - —_— I +
(iii) Zoh h [Ilp 2(9+ 8 +h"alh,s)]

o sup |*.(h,3)] < (h,K) , i=1,2
‘Q‘SK 1 1

et sup |ath,5)| < V3(h,K)
| 2] <K

avec lim v, (h,K) = v (X) , i=1,3 ."
h-0

h

Alors b = h[IIp +j2-(e+t6) + hZA

5 h (h, )]

0

o sup ][,O(h,e)| < v(h,K) avec lim v (h,K) = v

\Q\SK h-0
Qn a aussi :

det Ze,h = h

-

ou {)\lﬁ b i=1,p} est l'ensemble des valeurs propres de
By

52+t k200 (h,9) = T(h,8)

Alors, développant le produit, on obtient :

= h'[1+htro+ hzv (h,98)]

det Zg,h 1

ol Yl(h,B) vérifie la propriété requise en (i).
Pour h suffisamment petit, on déduit aisément l'assertion (ii).

Pour démontrer l'assertion (iii), on écrit :

-1 h, t 2 -1

- {h[np+ > (6+76) +h Ao(h,e)]}
-1 h, .t 2 -1
= h [np+2(e+ 8) +h Ao(h,e)l

-1 h,. .t 2
h [np—g(e+e)+h ath, 8)]

li

II-31
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ob ofn,8) = -6(h,8) + T (h, 8) [1 - hr(h, 8)+h’T(h, 8) + ... ]
2 2 -1
et sup |a(h,0)| s vy(h,K) +n"[K+hy (h,K)]" [1-h(K+hY (h,K)]
|6]<K
= \’B(h,K) . =
2.2.3. LEMME : "On _a :
KN
2® 1/2
\7\ t:N ) ~Tﬂpl < ON UN ;
i=1 1—1
ou ‘[UN N»1} est une suite de variables aléatoires bornée en probabi-
lité ,ﬂ; pour tout 8 € g(RY: RY) v
Démonstration : Posons :
KN . :
28 ~
25 (n N“HtN ) -TL = 611\T/ZUN ,
i=1 i -1 P
~ t 1 p 1 si k=¢
U.= 0], 1 =@, ..., 00) et 5 ={
N N S S S k,? 0 si k#0 k,e €{1,...,p}

~ 3 T
Nous montrons que chaque terme de Uy est bornée en probabilité by -

-

Supposons d'abord que 45=0 , i.e. }.Lrg = Lil . Alors :
KN

k k 2 t 2
Epl Y (M, -0y MO -0 ) -T8 |
Hi =1 1 (NN N ke
i i-1 i i-1
K
N
2 Z(N N )2 si k=29
i 1-1
_ i=1
KN
N N 2 ,
>t - ) si k #£¢
) i 1—1
i=1
< 2T6N

et le résultat est acquis.

Maintenant, pour & quelconque dans é:(]Rp ; IRp) , relative-

N T P
ment a ue , on peut écrire :

IN-OLn = [ 8 ds + £~ - §
Hoofnp TN NN



ou (E_te) est un processus de Wiener. Alors, posant tgs
t [ = on .
et (bl‘s) ((“"Ls)l"' . ,(Bﬂs)p) , on a:
KN
kK k.0 ? 2
EUT\,?(HN Ty M- V= T8
4 i=1 t t i, t.
i i-1 i i-1
SN Lok ek, .80 8,2 2
< 4}:@? \Zjl (th —\.tN )(th —gtN )_Ték,é\
EA i -1 i-1
Ky e 0 2
+ | Z( (all ), ds)(] (sm ) ds) |
T N s’k N s 8
i=1 ¢ t
i-1 i-1
K
N N
ts . 2
T N T B - D IR
d s’k N N
i=1 tN t t,
. i i-1
i-1
K N
Nt ko Lk 2
PO (55 ,ds) (S -25 )|
. e N N
i=1 N t, t,
t) i i-1
i-1
n 2 T 2. T 2
Y 9; en )
< 8T8y + 46NEME (j’o( Ts)kds)(JO( S)eds)}
" | K
T2 212 N 4,0
A F | a0 D
HEEN ENC RN (%5
| 73 ] g i=1 ti—l
K
T N
sac e o e %as) | VA E o3 20K
Lge 0 ¢ J Mo =1 ti
. . T _ s
Relativement & L. , (ut) (resp. (%t))

=0,k

est processus gaussien (resp.

211/2

.6, )

7N
b1

‘2

2.211/2
SN | ™)
b1

de

Wiener) ; aussi, chaque terme de la forme EMT(') est fini, =

s}

Nous sommes alors en mesure de démontrer
i=0

sous la forme :

proposition 2.2.1. pour

LN,T(QI -) - LN,T(G,.)

l'assertion de la

On peut aisément exprimer la différence
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(25) LNIT(G/-) _LNIT<81-)

= ——1-[2 Log det ¥,
2 i=1

2.2.4. LEMME : "Pour toute constante K > 0 , il existe une

suite {e&(K) : N>13} de variables aléatoires positives telle que, pour

tout 8% ¢ ¢(RP; RP)

(1) {“N ; N>1} est bornée en ng% probabilité
1/2 0
N N

(i)  sup |L. ~(6,.)-L -(6,.)] < (K)

ol N

HT* -presque slrement, "

o

Démonstration : On désigne par E =1,5 les termes

successifs de la somme dans (25). De ZN, =3 tN (N et du lemme
1 1=

1
2.2.2. on déduit :

K

N
Bl = n Vo Ay oMY
N,a =1 i 1 1 21 i-1

de sorte que :

sup |E

6] K N9‘<N4 N
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ol lim V4(6N,K) = Y4(K)
N-—aw
. . 2
Etudions maintenant EN
2 T 1/2 1 28 2,,1/2
el 1= I - -
B, 6l 5 30 leltrlly 2@ -1 )* -1 1%
i=1 t t’
K i i-1
N
®
Comme pg*— lim :rl- (1 N—HN )2 =1 ,
Noto ~i=1 t, t P
i i-1
on a :
T 1/2
sup |EN 6‘ < 5P / Ka.(N)
|8 <k
ol uf*— lim ¢(N) = 0 et, en vertu du lemme 2.2.3., {&1(71\%} est
7" Nt 8
N
bormée en probabilité.
Grdce au lemme 2.2.2., on peut é&crire :
K
3 _ 1. NN N N .N 28
ENg = gl (-t Doy -t 0@ -1 )7 ]
i=1 Yoot
et alors : . K
t [Zl)\T('I m 2%
\Ne‘ < bygloy (o )l 2 (M -1 o
de sorte que l'on a :
sup ‘EN,Q‘ ‘NYS(GN,K)B(N)
o)<k
N . T .
ol lim Ys(éN,K) = YS(K) et W g - lim g(N) = pT .
Maintenant, on écrit :
KN
4 _ 1 N N 2 N N 2®
En,g = mzil D -t )Tt -t e ]
i=1 t,
' i-1
et :
K
4 N N 2®
‘EN,e\ s oYl N,etr[E Do)y ]
i=1 ti 1
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Alors
4
sup \EN,G\ < 6NY7(%QJQQ(N)
la]=<K
T
ot lim Y (6, ,K) = v (K) et 4~ lim C(N) = tr[ 1°%ds
N otoo 9 Notw 0 °
Pour achever la démonstration, on considére :
KN
5 N N' N N t
By o = [Z(l bl O g @ - T )]
i=1 t, t, t,
i-1 i i-1
1/2 °N N N .2 N N 2 t t N N
b - - - ]
e 2 Lkl -ty )Tegly -ty A IE ey T a8
i=1 i-1 t ] T,
i i-1 i-1
1/2 N NN 1/2
3 A t |
= by Vg B D (-t )7 -0 T
i=1 t, ) i,
i i-1 i-1
, K Ky
1/2 N 2,1/2 N_,N 2.1/2
e O o R RN A1 [ S
i=1 i i=1 t,
i i-1 i-1
Aussi :
1/2
fup \ENIG‘ < by 8(6N,K)(N) .
\U\ﬁK
ob  lim Yg(5,K) = VoK) L et ply- Lim v = (pm) /2 j‘ I, %an /2
Nous étudions maintenant la différence i(” (g,.) - i(n (g8,.)
’ N, TV N, T~
et démontrons l'assertion dans la proposition 2.2.1. pour i=1 . On peut
écrire :
BNG ) ISINEEY & ) I
(26) LN,TXJ) LN,T(@
K
1.4 /N N
= -51(33 [.L Log det e,i]'m }
i=1
KN
1.d N -1 2
—5{_&1»2( D@ n R R
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i-1

1 q . N -ty N -1 G-t v NN e
__Z.{E—é[trjz;l {(llp— )(Le,i) (le—e )— ee(i ti_l)}HtN
N
K (t., -t )6
d N N -1 i -1 t
- 35 [tr.}j {(29,1) (Ilp-e S I -l )] .
i=1 t, t, t,
i-1 i i-1
2.2.5. LEMME : "Pour toute constante K >0 , 1l existe une

, 1
suite {eN(K) N=>1} de variables aléatoires positives telle que, pour

tout a* ¢ £RP: RP)

(i) {aliT(K) ; N=1} est bornée en ug* ~probabilité
g 1) ~(1) 1/2 1
(ii) sup \LN ples ) - LN (6. 0] = 8y en(K)
\9\<K
ug* -presque slrement. "
Démonstration F;\T L 1=1, désignent les termes suc-
———————————— v}
cessifs de la somme dans (26). Calculons
En S R A FE )Z‘Y(k'e)(tN-tN )
d k, 271 i-1 i i-1 1 i i-1
a5 ZLogdetzel:E N N N N N N
! i= + - +( - / . 6
k.8 i=1 i=1 Lt -ty e +(g -t )y, (& ti_qs9
Ky
N N ,2 k,2, N N
= o) -+ - ! - e
Tk,u ,Z (ti tl—l) 9 (ti i 1’)
i=1
ol sup \Yk'e(h,e)\ < v N1 avec lim ol = Vi)
9 9 9 9
| alsk h-0
Alors
1
sup [Py ol = ByYyg(0y K)
lo|=x
od lim Ylo(éN,K) Ylo(K)

On évalue maintenant :
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KN
d N -1 28
a_ﬂ{t (T, i) (HN-HN )
- i=1 7 t, ot
i i-1
K K
N N
28® N N N N 28
= - 5 (T __-¢ +—=—{tr 3 - ,
L Gy ) gt 2 (et e et ey )
i=1 t t, i=1 t, -t
i i-1 i i-1
et
KN ; KN ;
2 1 29 28 .
< — - — -+ i -1
\FN19¥ 7 1T = 2 (I =1y ) \ 6NY11(6N,9)U{2@ S e
i=1 t t . i=1 t t
i i-1 i i-1
de sorte que, utilisant le lemme 2.2.3.,
1/2 .
< O +
sup \FNIG s 3 Vg 6NY11(0N,K)B(N)
ElEs
N N . T 1e s 1 s _ :
ol {VNJ est bornée en pe% probabilité, lim Yll(uN,K) Yll(K) ,
N —teo
T . .
et u, s~ lim =(N) = pT .
’ N—~«)+(‘D
Pour obtenir les inégalités relatives a F3 et F4 on
> 9 N, 8 N, 8
suit la méme démarche que celle utilisée pour E?\T 5 et E% 8 dans

la démonstration du lemme 2.2.4. =

A 1'aide d'arguments similaires, on peut aisément démontrer

Cees ~(2) ~(2) e s s
que la différence LNIT(Q,.) - LN,T(e") satisfait & une condition du

méme type et ainsi achever la démonsiration de la proposition 2.7Z.1.

2.3, La fonction de vraisemblance approchée pour l'estimation basée

sur un échantillonage continu,

Nous étudions la différence LN T
tés sont formulées dans la proposition suivante :

(6,.) - LT(G,B) . Ses proprié-

2.3.1. PROPOSITION : "Pour toute constante K >0 et tout

i=0,1,2 , il existe une suite de variables aléatoires positives telle gue,

pour_tout 8% ¢ ¢(RP; RP)
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(1) {A;\T,T(K) ; N=1} est bornée en ugé(_—grobailité

. ~(1) (i) 1/2 i
(1) \gt;JLN,Tm,.) Lot ] = oy by p®)
uT% -presque sdrement. "

e

La démonstration sera évidente au vu du lemme suivant :

2.3.2., LEMME : "On a :

KN T
, tn o _ - t
(l) \. H N (L; N Ly ) J‘ il a

=ty ot ot 0

N N N . 28 T_2® 1/2

s | _ > _

(1) |'Z/:1(‘ti ti—l)HtN J'nTas| < By W
= i-1

ou {VN]Nzl et {\/\/N}N21 sont des suites de variables aléatoires bor-

nées en uT-probabilité pour tout g € g(RP : RP) v

Démonstration : Posons

KN

ot _ Tt 1/25 5
Thy Wl ) - ndmn =V o v=[]
i=1 t t. ot 0

i-1 i i-1
KJE N N, 2% T 2® 1/2. ~
, - T N = AR gy |
Dt PO - [ rgds = el TW et W= W
i=1 ti_1 0

~

Nous montrons que chaque terme dans VN est borné en urg ~probabilité,

Supposons d'abord que g =0, i.e. ug =>u£ ; alors
K
. ‘TNFK R )_]..Trkdﬂe‘z
T :Jl ltN ;ltN LtN ‘OlS J.‘S
T R
Ky N
s k k 2
=E |2 @ -nDdn|
Wy i=1 ti\f_l ti-—l
N
k k 2
= Z?j\TE T” Y om N -Hs)dﬂgl
=3 Myt
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N K
KNt N
25 [} <s-tiN_1)ds = % <t§-t?f_1>z s by T .
i=1 tN1 i=1
l_

Maintenant, pour § € SJ(IRp ;IRp) , on peut écrire :

di, = 6n,dt+ds;]

. - [ ; . To=
; ; L telo,T] ; n.=0

0

& ) . N T
ou {F;t? est un processus de Wiener relativement a

. Alors,
KN
iy 2
E T\ 7 rr.kN i
i=1 t, t t, 0

o

N rs o
P E Uy (8T

zdu.(ens)ze)ds} .
Mg Yiog

k

Utilisant le fait que les termes de la forme E T(.) sont bornés sur [0,T] ,
U

l'assertion (i) du lemme peut aisément se déduire de cette majoration. On

étudie maintenant ’\KTN
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N N Nk 2 T k¢, 2
E |2, )iy, T, - [ nimids|
T =1 i i-1 tN tN 0 s's
M i-1 ‘-1
KN N
: k g k_¢ 2
— rrl [ae IR s Sheat
= E.T\l?l ] (LItN HtN Lsus)dS\
He ti\l—l i-1 “i-1
K N
N R 5
2% N )i [o*, 7 —nkn“lzlds
=1 i i-1"¢ N : l»lT tN N s’'s
! t 5 ‘i-1 Y41

Cela fournit l'assertion (ii) puisque les termes E _(.) sont bornés. =

My

La démonstration de la proposition 2.3.1. est alors une simple

application de ce lemme & 1'étude de :

N
' Ky 4N KNt
~ . _ _ . pri _ t __];t 1 .2® _H2®
Ly, 78 )= Lp(s,) = tefon [ (M -D)dH_ - 85 2 Jooay m)ds]
i=1 N T, i=1 N t,
T i-1 t, i-1
i-1 i-1
et de ses dérivées pour lesquelles on peut écrire :
KN N Ky N '
d ; ) _ _ oty t_ 28 28
as g, 1000 ) g8 = B @y <Rgatn -0 D U@y - Fas
RN Yy LN Y
i-1 i-1
et, pour u,v,k,2€ {1,2,...,p}
2 KN
A - - ot 2 v e v
- = g 3—\ 1 L -1 i
i oo By ple)-Lp(5,0) Sux )L (Mg Ty -~ )ds
’ k,c i=1 N t t,
t, i-1 "i-1
i-1
) e ~ (i) (1)
2.3.3. Remarque : Pour les différences LN T(EJ,.)—LT (8,.)

i=0,1,2 , des propriétés analogues & celles de la proposition 2.3.1.

pour I:I(\;)T(e")_Lr(I‘l)(g") , 1=0,1,2 , sont d'évidents corollaires des

propositions 2.2.1. et 2.3.1,
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2.4, Estimation du paramétre de dérive,

Nous pouvons démontrer la proposition suivante :

2.4.1. PROPOSITION : "Il existe une suite {GN 7 N= >1}
d'estimateurs de 6 telle que, pour tout 9 € S(]Rp RP) on a :
. = . N
$)) dN,T est ST mesurable pour tout N=1 ,
. ‘ T (1) %
G Um gL o6 o, 0=0]1= 1,
Notw O N, T"N,T
T ~ T t T 2@ -1
(533)  u % - lim e =6, = [[Tan_.'n_1{["n%" ds]
e N—-)+OO IT T s S 0 S
- . S22 gy, -1/20 0 ay.
(jv) les suites {6 N,T" UT) ; N21} et {éN (UN,T eT),Nzl}
de variables aleat01res, ou
~ KN t o\ W N 29 -1
= 3_\ ¢
S, = L By N )(HtN HZ - Py 3
i i-1 i-1 1 1

sont bornées en probabilité

Démonstration -: Utilisant les propositions 2.2.1. et 2.3.1. et

(proposition 1.3.1.), on peut aisément s'assurer que les hypothéses de

la proposition I, 2.3.1. sont satisfaites pour {L_,L ; N>1} et
, T'"N,T
i ~ 1/2
T .

N=1} avec N‘/N:éN

NT’

Ainsi, la proposition I, 2.3.1. appliquée & (L, L
fournit les assertions (jj) et (jjj) et le fait que la suite
_1/2 ~ -

P ] : 2 T
{5 N,T~ TT) ; N»1} est bornée en probabilité Mo -

D'autre part, il est clair que é

(8,.) = 0 et donc

N, T est l'unique solution de

; N>1} n'est autre que la suite d'estima-

; N=11} .

LN,T { N T’
teurs fournie par la proposition I, 2.3.1, pour la suite { N, T’

Enfin, compte-tenu des remargues I, 2.3.4, la suite

{61\1 T N>1} peut &tre choisie de telle maniére que l'assertion (j) soit

vérifiée. m
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2.4.,2. Remarqﬂes

a) Dans le cas ol l'échantillonage continu est possible et ol

~

le choix de l'estimateur eN T n'est alors imposé que par la nécessité

d'approcher l'estimateur de maximum de vraisemblance é , le résultat

T
précédent fournit une base théorique pour ce calcul approché. En effet,

si l'ordre de la variance (ou de la variance asymptotique T - += , Re-

marque 1,3.,9.a) de l'estimateur exact est connu, sa comparaison avec

1/2
l'ordre GN/ de l'erreur d'approximation peut permettre de juger de l'in-

térét de raffiner la discrétisation.

b) D'autre part, si seul un échantillonage discret est possible,

- . . 2
on sait que =3 est "presque le meilleur estimateur", & l'ordre 511\1/

N,T
prés, avec l'agréable propriété d'étre facilement calculable.

c) Une approximation naturelle de la diffusion (Xt) solution de :

‘: + T
dXt eXtdt Gd’\/\t
X0 =0
est fournie par une suite de variables aléatoires X ,X. ,...,X ,...)
tl tz tN
définie par : .
X -X = 8X (t,, ., -t)+GW -W_) ; i=0,1,2,...
tivr Y titl e Y
t. =0, X =20

En particulier si le pas en temps est constant égal & h , posant ti = ih

et Xti = Xi , le mo‘déle §‘écrit :
Xi+1 = (11p+9h)Xi + Géi ;o i=0,1,2,...
X0 =0
ol (20""'§N"“) est une suite de variables aléatoires gaussiennes

, p 2 , . t
indépendantes centrées de matrices de covariances h.G. G . C'est un
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modele autorégressif d'ordre 1 de série chronologique vectorielle. D'a-
prés les résultats classiques concernant ce modeéle (voir par exemple
T.W. ANDERSON [3 ] Ch. 5) l'estimateur de maximum de vraisemblance

de (]i.p+%h) est donné, pour des observations de i=0 jusqu'd i=N

par :
N N
NS 1 t 1
] + — = -
(Lp 8h) N 2% X7y 2 X X, 4
i=1 i=1
L'estimateur :N de % , qui est alors donné par :
o emx % e xl }{%hX %, 7
N - i-1° 7i-1 it i1t i-1° 7i-1
i=1 i=1 i=1
={I;“(X—>< ). % }{%hx tx 71
PR TR 5 s S B A i-1" 7i-1 !
i=1 i=1
coincide avec l'estimateur é calculé pour la subdivision

N, Nh
{0,h,2h,...,Nh} de {0,Nh].

§ 3. - ESTIMATION DANS LES MODELES NON LINEAIRES A PARAMETRES

MULTIPLICATIFS DANS LES COEFFICIENTS DE DIFFUSION ET DE
DERIVE.

Cn s'intéresse ici & un modéle de la forme :

r
dX, = [ao(t,x) + Y g (t,X) ]dt + [ }3 ©,0,(t,X) de ;120
(27) : =1 + ! j=r+1 *
Xy =0
ol - = (CDA,CQE) = ((Cﬁl,...,c,or),(cpr+l,...,cpd)) est un paramétre

3 estimer dans R4 .

- ai , 1=0,r sont des applications données de ]R+ x C dans

RP et o, i=r+l,d sont des applications données de
R, x C dans ¢ (R ; RP) vérifiant des conditions (voir I. §1)
assurant que les hypothéses (D1) et (D2) du I. §1.4. sont

satisfaites.

I
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Alors on a :

dpb, / {YT( _l(t ) (t,.) _l(t )dIL )
o = exp, C r e a,\ 1 IOM\ )
el -1 2
S B I EW (AT 1S
0 i A7
r
ou : -a,. (t,x) = ao(t,x) + 25 %.a,(t,x)
B i=1 11
d ; (tx) e Ry C
- T _(t,X) = 2 ¢icfi(t,x)
T i=r+1

- Pu (resp. Q ) est la solution faible de (27) (resp.

b

dX, = o (t,.)th P Xp=0 ., t=0)
il

l'intégrale stochastique est prise relativement & Qq_
i

3.1. Estimation des paramétres du coefficient de diffusion.

Afin de pouvoir utiliser la méthode du maximum de vraisemblan-

ce pour estimer le paramétre ¢, intervenant dans le coefficient de dérive,

Ls

il convient que le paramétre . dont dépend le coefficient de diffusion
4
soit connu. Nous montrons donc gque sous certaines conditions G est
. AN

identifiable sur un intervalle de temps fini : on considére, pour t ¢ J0,T]

~

et N> 1, la statistique gi\l définie sur la structure statistique
(C,S ,{P?[‘ ;;E]Rd}) “par :
T
R A
M=o, -1

t P (1-1)1_
=1 N N

On montre que la suite de statistiques {8? ; Nz1} est convergente en

probabilité

3.1.1. LEMME : "Pour tout cpe]Rd et tout t € JO,T] on a :

~ t
PT— lim o, = j’ ocp_(s,.). o, (s,.)ds ."
Cp N—)+O° O L\



II1-46

Démonstration : Relativerﬁent a Pcp , le processus
t
v = L7 G = 1. : = ’
(_ dino = Xt>t20 o Xy foacpé(s )ds t=0
est une martingale continue de carré intégrable par rapport & (S)) ,

St't=0
qui admet la représentation :
v, = [To, (s,0dl 5 ts0,
0 A
ou (it)tzo est un mouvement brownien. Alors le processus naturel de

\Y t
Vt® " es

t t ~
W= o (s,.). 0 (s,.)ddmy
: J ) ”
t 0 ¥z Cp[_l ]
t t
= f o, (s,.).70_(s,.)ds P presque sdrement.
0 % @7, !
On a donc :
im Bw. v 12 = e (s, % (s, .)d
im 2 ( li_ - (1__1)L— = IOO‘CP-A- S_,. . Ocpz S,. S

-+t { =
N 1 N

au sens de la convergence en moyenne relativement & P

~

D'autre part, le processus (X ) est 3 trajectoires a varia-

s sz0
tion bornée sur l'intervalle [0,t] donc :

20 N, t gt
Mmoo D HED) Xy - X e )= [ HEdX
N-+tew i=1 N ;I\T 0

T " ,
au sens de la convergence P resque slre, si V(s est un
e erg g Presq (¥ ( ))se[o,t]

processus a trajectoires continues et tli\T € [(i—l)L ' l_tﬁ] ,  i=1,2
N
¢
NeN' . 27 2

1

On en déduit immédiatement le résultat du lemme. =

Nous pouvons alors énoncer :

3.1.2. PROPOSITION : "S'il existe un instant t >0 tel que

pour tout i€ {r+1,...,d} il existe (k,8) € {1,...,p}2 tel que

Ig(ci(s")'tgi(s"))k eds # 0 et, pour tout j e {r+1,...,d}\ {i} ,
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| (:‘i(s,.).toj(s,.))k .eds = 0 , alors le paramétre (cprzﬂ,...,cpczi) est
O I

s

fortement identifiable en probabilité sur l'intervalle de temps [O,t]

.
I

de maniére précise on a, pour i€ {r+1,.,,,d} ,

~N
(Gt)k,e 2

P - lim
¥ N~ +e ft ‘
o 1 S| 'k,

ou (k,2) est défini ci-dessus."

Démonstration

____________ * D'aprés le lemme 3.1.1, on a :
R d t
P - lim Oi\I = Cf?iC,D.Ur Gi(S,.).tO.(S,.)ds
T N-+e tg=r+1 * Vg J

soit, compte-tenu de I"hypothése :

(2N 2t t
P\H" lim (G ) = P, ,J‘ (U-(SI-)- O'-(sl-)> ds
Y Nt Tk.2 19y i k,2
.t
Puisque JO(Ci(S")'tUi(S"))k . # 0 , le résultat est acquis., =

3.1.3, Remarques.

a) Dans le chapitre suivant nous envisagerons d'autres hypothe-

ses, que celles de la proposition 3.1.2.

» assurant l'identifiabilité du pa-
rametre

b) Les hypothéses de la proposition 3.1.2.

sont par exemple
vérifiées si r = (g - p

et Ty (s,x) est diagonale avec :
;‘/\

[

Cp-(O.(S,X))_' si i=j
(c (s,x)) =<4 1 1 ii

i (i:j)e[d"p"'l,...,d}
P +J 0 si i#j

2

et (oi(s,x))i ; 0, ¢ {d-p+1,...,d} .

En particulier, si p =1, Cpczi est fortement identifiable en probabilité

sur  [0,t] par la suite de statistiques {3y/fto§(s,
0

J)ds ; N=1} .,
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c) Si Ocp— ne dépend pas de (t,x) , alors, compte-tenu du
A

lemme 1.2.2., ¢ .t; est fortement identifiable presque sdrement

Fe e
A I
sur tout intervalle de temps fini [0,t] , par la suite de statistiques

1 AN
(=5, i N=21)

d) Si certains paramétres du modéle (27) apparaissent simulta-
nément dans le coefficient de diffusion et dans le coefficient de dérive
l.e. sl pour ielc p={1,...,r} , il existe j ehA={r+1,...,d} tel
que .i = ;1'.]. , le probléme d'estimation des paramétres de dérive, aprés
estimation des paramétres de diffusion, est un probléme relatif & un para-

meétre vectoriel de dimension r\lI] .

3.2, Estimation des paramétres de dérive par maximum de vraisemblance.

On considére un cas particulier du modéle (27) s'écrivant :

d

dx_ = [ao(t,X) + Eq:ia’i(t,x)]dt tolt,X)dw, ; t=0
i=1

X =20

od ¢ (.,.) ne dépend pas de paramétres inconnus éventuellement parce

gqu'ils auraient été identifiés sur un intervalle de temps fini,

La structure statistique (C,ST,{P;E : cpe]Rd}) est alors dominée

avec :
dp
v _ T, 4 | -1 1T -1 2
O /ST = exp{] 0\0 (s,.)acp(s,.),s (s,.)dl >‘f2“f llo (s,.)am(s,.)H ds}
ol - o= (g ) € R
1’ "d 4
- a,ls.x) = a,lt,x) + iglqi*iai(t,X) i (s,x)eR xC

PN) (resp. Q) est la solution faible de (28) (resp. dXt=g(t,X)th
XO=O o t=0)
I'intégrale stochastique est prise relativement a Q
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La fonction de Log-vraisemblance LT(Cp,.) pour l'estimation

de + au vu d'une observation sur [0,T] s'écrit :
. o aT, -1 -1 .
LT("/-) - JO\U (t/ -)ao(tl-)/u <t/-)dnt/
d T 4 -1
+ Efiﬁ‘.‘J Z (tl )a (1-: )l\ (tl .)dﬁ >
l__l 1 O 1 t
[
T
10, t -1
—_ e | ¢ < >
2L50«<»(t1 )- b(tl )) ao(tl )Iao(tl ) dt
d T t -1
- Ly et ) et ) Taglt, L) et )t
i=1 17
1 <\ "T t ""1
-7 >_/ L 'A"Jl ’/.(J(tl ) O-(t/-)) a,(t, )Ia-(tl )\dt
2., T— 1] 1 ]
i,i=1, 0
Sa dérivée premiére L(l)(g_:,.) est donnée par :
dLT f‘T, . _1
—(z,.) =0 olt,.). ot,.) “a (t,.),dI -a_(t,.)dt)
3% k t 0
k 0
d T
P { -1
- Ly lolt ol ) Ta (t L) e (e, L))t
i=1 0
k = 1,d
De méme sa dérivée seconde Lr(rz)(;;, ) est définie par
"2
o] LT ,T, ¢ -1 .
Ser o® (Cp,_) = —'J VL\(U(tI -)- C(t/ -)) ak(t/-)la;(tl ‘)/d.t
dwng 0 4
k,2 = 1,d
L'équation de vraisemblance Lr(rl)(cz:,,.) = 0 s'écrit sous la forme :
O =
(29) AT' BT
ol AT est la matrice opposée de la matrice des dérivées partielles se-
condes de LT(m,.) (qui ne dépendent pas de © ) et BT est le vecteur

de dimension d de composantes :

-1 e
O . . U(tl')) ak(tlo)ldnt_ao(t/.)dt> 1 k_l,d .
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On a alors 1'énoncé suivant qui recouvre un résultat de A.F. TARASKIN [49] :

*
3.2.1. PROPOSITION : " o désignant la vraie valeur du para-

métre = , si les conditions suivantes sont satisfaites :

' T ‘ -
@ vmo2 ] =l oA 0 A DT e D = T
T teo 0
PT* presque sdrement "
T A
() dim o [ B, [T DA AR )T, D et = T

T +eo 0 “u¥

ou Aft,.) est la matrice dont les colonnes sont al(t,.),... ,a

' est _une matrice non singuliére, alors dans le modéle (28) o* est

asymptotiquement identifiable en probabilité par une famille {C‘BT : T>0}

d'estimateurs telle que :

(i) pour tout T>0 , © est S..-mesurable,

T T
()  lim P A =B l=1,
T +co ¢ T T
. 1/2 o an e -1 "
Gi)) £. -1im TV2E v = N0, 0T
P T
:p* T—a"“w

Démonstration : Elle consiste & vérifier que les hypothéses de

la proposition I, 2.2.1. sont vérifiées. On a :

(30) (v CR J‘“Txfl(t Ja, (t,.),c *(t,.)(dn, - a (t,.)d))
T,k Yo7 SR SRR A
t
ou, relativement & P _x , le processus (f g"l(s,.)(dHS—-acp*(s,.)ds) s t20)
S 0 ,
est un processus de Wiener standard.
Alors e, 1P e 00 2 af By lo e a1
P .U T,k ! : P PRI
/15 O Qp
et d'aprés l'hypothése (ii) on a :
1 (1), o« _
Pﬁ?-u-- lim TLT,k(qJ ,.) =0

T'—) +oo
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L'hypothése (E1) de la proposition I. 2.2.1. est donc vérifiée.

L'hypothése (E2) de cette proposition est une conséquence immédiate de

I"hypothése (i),

I'hypothése (E4) étant ici trivialement vérifide puisque LF(I‘ )(cu,.) ne dé-

pend pas de ¢

Il reste donc a vérifier 1'hypothése (E3). Or d'aprés (30), (i) et (ii), le

théoreme 1. 3.2.1, assure gue

£, - lim T"'l/ZLT(cp%,.) = N(0,1)
Q% T—-4+CD

La proposition I. 2.2.1. fournit alors les conclusions (j) & (jjj). =

On indique maintenant un résultat de A,F. TARASKIN [49] a

propos d'un modéle particulier de la forme (28)

3.2.2. THEOREME [49] : "On suppose que les applications a, .

i=1,d et « sont telles que :

ai(t,x) = ai(t)
’ (£,x) ER, xC
et T{t,x) = o)
sont linéairement indépendantes.

et que les applications a . .3

17" d

Alors la solution QBT de l'équation de vraisemblance (29) est un estima-

teur sans biais_et efficace de ©* . De plus le vecteur aléatoire [wT—QO*]
. . . . 2 . : —1 "
a une distribution gaussienne (centrée et) de matrice de covariances -AT .

ce de a .. q la matrice AT est inversible et 1'équation (29) a

une solution unique :
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0 = BT - AT\HT
d'od 1'on deduit que
(1), % _ - *
L") = Ay
Cr, compte-tenu de (30), pour k = 1,d , EP (Lr(rl)k(q%,.)) =0 , donc
IR
on a
~ e “1 (1) 3%
(v = = A L «,.0)) =0
EPA,*k 7 ) T EP:r*( T ( )

et T est un estimateur sans biais.

1
., le vecteur L( )(::*

D'aprés le théoréme I. 3.2.1 7 ,.) est,
relativement a P _x , gaussien centré de matrice de covariances --AT
- R h ‘ -1 :
Alors . _-2* est de loi N(0,-A_)

T T

D'apres l'inégalité de Cramer-Rao, pour tout estimateur =
* i

R T
sans biais de on a E((fT—"‘*).t(izT~;C*)) > —A,}l . Comme l'égalité

est vérifiée pour “ro b est un estimateur efficace. @

3.2.3. Remargues.
a) Supposons gue dans le modéle scalaire

dx,t = ao(t,X)dt + mal(t)dt + g;(t)d\/\f’t

le coefficient al(t) représente un terme de contréle & la disposition de
I'observateur. Un probléme naturel est alors de choisir le contrdle de ma-
niére & maximiser la gualité de l'estimateur :

2
a v a,ft) a’(t)
RIS G T DR
o=l lan —ag e DAy [T ——dt ]

0 -7 (1) 0 ()

dont on sait par le théoréme 3.2.2. qu'il est sans biais et efficace, soit

T a%(t) _1 ~ay .
de variance [} 5 - dt ] . Maximiser la qualité de ©p  revient &
0~ (1)

minimiser sa variance soit & maximiser !

dt . Il est clair que le
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meilleur contrdle pour l'estimation de ® , dans le cas ol les contrdles
admissibles sont & valeurs dans un intervalle fermé borné [ul,uz] ,

est donné par :

u si \u l
al(t) - 2 2
uy si \u].\

W
=

Dans cet esprit, LOPEZ TOLEDO [37] traite du probléme du choix optimal
d'une entrée ("input") pour l'identification de systémes stochastiques liné-

aires,

b) Contrairement & ce qui se produit dans un modéle du type
de celui envisagé dans le théoréme 3.2.2., en général, lorsque les coef-
ficients de l'équation régissant la diffusion dépendent & la fois de t et
de x , méme si l'équation de vraisemblance admet une solution unique,
l'estimateur de maximum de vraisemblance n'est pas sans biais, Ainsi, re-

prenant le cas linéaire unidimensionnel :

dX, = eXtdt +th .

t
on a T
T .
[ mgan, = 6.f szs
0 0
ou T
T - 2
* - ¥
jons(dns e¥ ds) = (B,-9 )fOnSds

t
ou, relativement & PB* . le processus (Ht—uroe*ﬂsds ; t=0) est un pro-
cessus de Wiener, Alors, on a :
T 3
- 1 =
*{_j’ons(dns 6" ds)} = 0

E
P
5

~

alors qu'il faudrait, pour que 9T soit un estimateur sans biais, que :

1T T ~ »
E, ([ n_(an_-g*n_as)][f n%ds]™!y = o
P 4 S S s S

8 0 0

Dans le paragraphe suivant nous envisageons, a l'aide d'une technique
proposée par R.S. LIPCER et A.N. SHIRYAYEV, la construction d'estimateurs

sans biais et gaussiens & partir des estimateurs de maximum de vraisem-

blance.
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3.3. Estimation "séquentielle" de maximum de vraisemblance des para-

métres de dérive,

On considére un cas particulier du modale (28)

dX, = [a . (t,X) + va (t,X)]dt+o(t,X)d’Wt : t>0

0 1

X, =0

ol ¢ est un parameétre scalaire.

D'aprés 1'étude précédente, l'estimateur de maximum de vraisem-

blance CET de o est donné par l'équation (29) i.e. ici par :

T. - . T _
J e Day k) Pae]. 9y, = J dote ). ot ) a1, ) an - agt, D)
soit
ol st M ) dn - agte, Dde
T - T, -1 7
o “(t,.Ja (t,.)]|"dt
fOH L0
que l'on peut encore écrire sous la forme :
T - -
: [oto7 e, Da (6,007 e, DA ~(ag(t, D+ga (¢, )dt])
(32) Py = ¢ + -
[lo Y, Dag e, )
o, relativement 3 PCp , le processus (J‘tc—l(s,.)[dﬂs—'(ao(s,.)+cpa1(S,.))ds] ;

0
t=0) est un processus de Wiener,

Sous des hypothéses convenables (par exemple
0<cc< \‘,oul(t,.)al(t,.)\\ < C <+ ) on peut montrer, comme R.S. LIPCER
et AN, SHIRYAYEV l'ont fait dans [36] Ch. 17, dans le cas scalaire, que

~ . T 1 ) .,
EPCP(CPT%;J) = S—CBEPCP[(IOHG (t, a (k. )IPan 1]

En général l'estimateur cBT est donc biaisé. Cependant, suivant une idée

des auteurs déja cités, on peut démontrer la proposition suivante :
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3.3.1. PROPOSITION : "On suppose que

+oo -1
P o™
~ O -
temps d'arrét Ty Rar

t,.)al(t,.)\}zdtlﬂ-w] = 1 et on définit, pour H = 0 , le

t -
T = inf{t=0 : 'JPOHG 1(5,.)a1(s,.)\!2d8 = H} .

H

Alors l'estimateur de maximum de vraisemblance séguentiel

, ”’ 1 o'y t -1 :
= == “lolt,.). olt,.) Ta, (t),dn - ,.)dt
¥y R J (o, ) "ele, ) Ta (), Al ~a (e, .)dt)

de v dans le modele (31) est un estimateur sans biais, distribué sui-

i

. ‘ , i
vant une loi gaussienne de variance T

Démonstration D'aprés urn résultat classique sur le change-

ment de temps dans une martingale (voir par exemple R, PRIOURET [43]),

'>+m ""'1
I'nypothése P [JI o

2
lo (s, .)a (s, )]|"ds = +=] = 1 assure que le proces-

Sus

"]'(t,.>[dnt~(ao(t,,)-+cpa1(t,.))dt1> . Hx0)

est un mouvement brownien standard (B ; H=0) relativement a Pco

H
Alors, d'aprés (32), on a :

= = o

1
7 Py

On en déduit immédiatement les conclusions de la proposition, @

3.3.2. Remargues.

a) On peut penser & utiliser cette technique de changement de
temps dans le cas d'un paramétre a estimer qui soit vectoriel. Considé-

rons le cas linéaire vectoriel
dX = gX dt +dw
t t t

On a alors
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ou fT(dH -6l ds).'n_ = (3 —e)an "1 ds
| 0 s S S T 0 s’ s
A 8 t
ot (Hf)tzo défini par Ht = th - j]G@HSds est un processus de Wiener

relativement & P8

On a aussi :

Tt £~ o T
(?OUS- HSdS)( r"’T 9) i - MT ’ 1 llp ;
\T i
[P gp?t
0 s s
. . ta i 9,1
ol (tBT—tS) ; désigne la i®M€ colonne de LGT - te et H; (resp. Hs'l)

-6 .
est la i® composante de H% (resp. hs) . Remarquons que le processus
AT ’ ‘ i i
(J Hs.tﬂsds ; T=0) n'est autre que le processus naturel de (Mrlr® M : T=0)
0 i

Il s'agirait ici d'introduire non pas un temps d'arrét mais les
p temps d'arrét :

24s = H} ; j=1,p

—_

e
—
[oN

1

 H _j ., 8,1 | T A ,
tels que (J H] dHS * ; H=0) , j=1,p , soient des mouvements browniens.

0 s

Mais cela ne permet pas les mémes développements que ceux conduits dans
. . Ve , Tt

le cas scalaire puisqu'ici, dans chaque ligne f HHJS. Hsds , seul le terme

i , N 0
de la j®*M€ colonne est constant égale & H

b) Toutefois dans [41], A.A. NOVIKOV considére le cas particu-

xg vvg
lier suivant pour p =2 , "X = , W=
b %2 ol w2
t t
1 1
X, = [—mluﬁ,x)-mzv&,XJ]dt4—dVVt

2 _ Y ol 2
det = kpzu(t,x) <plv(t,X)]dt + dwvi

Le modéle peut s'écrire sous la forme (28)

dx, = [wlal(t,x)+%$2a2(t,x)]dt +dw,
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-ult,
en posant al(t,x) = u(t, =) , a

(t,x) = , (t,x)GIR+><C .
-v(t,x)

2

Alors, compte-tenu de ce que [(a,(t,x),a (t,x)) = 0 et

1l 2
. ‘ , 2 \
gal(t,x)!\z = fla, (t,%)[]" = u™(t,®») + v (t,x) , la matrice A de l'équation
de vraisemblance (29) est diagonale :
’ITA
/u\ [uz(t,.)+v2(t,,)]dt 0
Ar = 0 T, 2 2
T 0 I’[u"'(t,.)“FV (t,.)]at
0
Les estimateurs de maximum de vraisemblance de - Cpl et ©, sont don-
nés par :
~ T 1 7 2. T \ -
S s Pt ant vt and (TR, )+ ) Tan !
1,T . t toY
0 0 0
- T T 1o, oL, 3 ] -
¢, o= u(t,.)d32~j wit, )an (e, )+ o, ) Tan
2,7 0 t 0 t JO

Il est alors possible d'utiliser la technique de changement de temps : en

effet : _
~ T N 2 -1 T
T g = (f <ai(t,.),dﬂt>)(f lla (t, )] "ay) o, 0 iF1,2
0 0
o, dan’ = dn - ft [e.a. (s,.)+v. a.(s,.)]ds t>0 et (FCD ; 1=0) est
t t 0 171 272 ! - ! v

un mouvement brownien relativement a P

+e0 1
Ainsi, sous l'hypothése que P\C[f (uz(s,.)+v2(s,.))ds =tol = 1,
0

posant
, ot 2 2
Ty = Anf{t=0 ¢ [ (uT(s,.) +v7(s,.))ds = H)
0
T T -
ona | H‘a\a-ﬁ,-)\}zdt = H et pour i=1,2 , [ Ka.(t,.),d1¥) est une
0 1 VO i t
variable gaussienne centrée de variance H . Par suite :
- 1 o 'H 1. o H 2
o= = = [ Tutt,Dan +[ v, .)dn” ]
i T J 7 J ’
1, H 1, o H 0 t 0 t
T T
~ ~ 1, H 2 1
o == = = I L) dll
S ow =¥y 7 U ut an? - [ (e, e ]
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sont des estimateurs sans biais de ol et ®, respectivement, distri-

bués suivant une loi gaussienne de variance 1

H
Nous pouvons sans difficulté généraliser ce résultat par la

proposition suivante :

3.3.3. PROPOSITION : "Si al,az,. .,ad , d=2 , sont des
applications telles que {ai(t,x),aj(t,XU =0, ({t,xeR, xC , i#j,
oo . v
et P [ 0 Hai(t, .)szt =+4wo] =1 pour i=1,d , les estimateurs de maxi-
mum de vraisemblance séquentiels
1
= -1 :H: { - — \ - ":_:Q—.’_
* N H “ro \ai(t")'dﬂt ao(t,.)dt/ ;oi=1,d
avec o inf{t=0 : ftHa (s .)‘-}zds > H)
avec H Jgi@itSe s as =
de Dyoeeeaty respectivement dans le modéle (28) ol olt,x) = le , sont

des estimateurs sans biais distribués suivant une loi gaussienne de wvarian-

ce I/H .°

3.3.4. Remarques.

a) Le modéle considéré dans la remarque 3.3.2.b) correspond

au cas particulier de la proposition 3.3.3.

p=d=2 ; J|a (’L,X)H2 = Haz(‘t,x)H2 ;oan(t,x) =0

1 0

b) Dans [16] F. DELBECQUE et J.P. QUADRAT ont &tudié la si-
tuation od p = 1 , ai(t,x) = ai(t,xt) , 1i=1,d , les fonctions a,
étant & supports disjoints dans IR+>< R . Ils considérent en particulier

le cas ol ai(t,x) = X

; " (t,x) onu {Ai 7 i=1,d} forme une partition de
]R+>< R .

t

1

3.4, Estimation _bayésienne des parameétres de dérive.

On considére le modéle (31) dans le cas scalaire i.e. p=1

On suppose que la loi "a priori" de ¢ est une loi N(m,cz) . Le modeéle
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peut alors s'écrire :
do, =0 ; t20 ; g0 =9~Nm,o)
(33) {

dXt =la (t,X)+® a

. . 1(t,X)]dt+g(t,X)th Cot=0 ;X =

0

C'est un modéle de filtrage non linéaire, le processus a estimer étant
v, =% , le processus observé étant <Xt) . Engendrer dans ce modéle
L R

l'espérance conditionnelle de C'Lt sachant (XS , O=s<t) revient exac-

tement a déterminer une estimation bayésienne de o .

A.N. SHIRYAYEV a étudié dans [47] un modeéle de filtrage dont

(33) est un cas particulier. Le théoréme 1 de [47] permet d'énoncer la

proposition suivante dont nous donnons toutefois une démonstration directe

3.4.1., PROPOSITION : "La distribution conditionnelle de o

sachant (Xt ; 0-t<T) dans le modele (33) est gaussienne de movenne

o) et de variance Y données par :

T T
AT = m——g— + \{T Ti%“‘” )(dﬂswao(s,.)ds)
o 0c™(s,.)
2
N o
< R az(s )
T =
1+12f ; ds
0 o%(s,.)
L'estimateur _bavésien de <+ dans (31) pour la loi "a priori" N(m,sz)
est
. o T a?(s,.) 12T a,(s,.)
o =l "+ [ —=——(ds o + 1 - s,. L
Pp = Lo I e 98] e m Jo 32 ldng-ag(s, . Dds]
]"D_églgn_s_tfggi_op : Par hypothése, la densité du couple
(:;,Xt ; 0=t<T) vpar rapport & la mesure >\®u;€ , ol A est la mesure de

Lebesgue sur R , est donnée pour u € IR par :

a, (t,.)+ua, (t,.)

2 T 70 1 1
}X{.‘r O'z(t,.
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Alors la loi a postériori de ¢ admet une densité par rapport & A

q:

T(-) définie par :

q.(u,.)
Qi,(u) = L
ITRqT(ul .)du

qT(u,.) étant de la forme K eprT(u,.) ou QT(u,“) est une forme

quadratique en u , un calcul facile montre que :

2
- / 12 }T a (t/ ) ~a (t/ )
oo 00 = g2 (T ot
R 2c° 0o (t,.) ~ 7 0o7(t,.)
/ Ta,lt,.)
Trm 1 o 12
5 5 J -T-—(Out do(t,.)dtj ],
0 o7 (t,.)
On en déduit aisément gue :
a (t,.)
. 1 1 -2 T2 v 2
ap(u) = s exp{—-z—r[u—YT(c m+ [ 5 (dIr - ao(t,.)dt))J~ }
I L T ! 0 5%, )

ce qul assure bien les conclusions de la proposition.

3.4.2. Remarque.

9]
4 A ' . <
Cn voit que lorsque la variance ¢ de la loi a priori tend

vers l'infini, l'estimateur bayésien de ¢ converge vers l'estimateur :

2 )
rasl(s,.) . rpa/ls,.)
o, =[] —é} —as 17N AT -1-~—-(dﬂ.s—a
0c(s,.) 00 (s,.)

O(s, J)ds]

gui n'est autre que l'estimateur de maximum de vraisemblance.

3.5. Quelques résultats numériques.

Nous présentons ici les résultats numériques d'expériences de
simulation effectuées par A. MEGE-YTHIER et A, MUYSHONDT au cours

d'un projet de 3e année ENSIMAG [38] dont le sujet leur avait été proposé
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par J.L. SOLER et l'auteur.

La méthode a consisté 3 simuler des trajectoires d'une diffu-

sion scalaire avec des paramétres donnés et a tenter ensuite de retrou-

ver, par les estimations envisagées plus haut, ces paramétres. La simu-

lation d'un mouvement brownien a été faite, selon une démarche suggérée

par le théoréme de DONSKER ([12] p.68), par la réalisation d'une marche

aléatoire. On peut considérer que l'impureté du "bruit" obtenu nous a pla-

césdans les conditions pratiques d'utilisation des techniques d'estimation

envisagées, ol le "bruit" n'est pas "blanc".

Pour

3

3.5.1. Estimation d'un parametre de diffusion.

- 7 . . —
dX, = 0dW, ; te [o,7] ; Xq=0
7 N
2= %6 - )2
T i ot

N

E(42) = o 22y . 26"
507 © 9t N
1, N =10 observations sur [O,T] = [0,1} , 15 essais nu-

mériques ont donné les estimations suivantes :

A,?i, = (1,356 ; 0,921 ; 0,851 ; 1,117 ; 0,702 ;: 0,617 ;1,405 ; 1,103 ;
0,834 ; 1,212 ; 1,503 ; 0,855 ; 0,532 ; 1,380 ; 1,380 : 0, 985)
Théocrique Empirique
Movyenne 1 1,025
Variance 0,20 0,10
3.5.2. Estimation d*un paramétre de dérive.
= 14 . . =
a) dX, eX,dt +dwW, ; telo,T] ; Xy =0
~ T T2 -1 _ 1,2 T2 .-1
bp = (fontdnt)( Ontdt) = (5 (- D) 0tht)
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n’ )

1 (1~1)_1\TT

-1

@ >
Z|—

N
= (xn(@m -0 ) )X
i=1

i%% u—1)%f (1-1H%

Mz

N,T

Pour 100 observations par unité de temps, la moyenne des estimations

sur 30 essais numériques, pour 3 valeurs différentes de 8 , a été :

T 1 2 3 5 8 11

-2 -3,62 -3,24 -2,65 -2,37 -2,21 -2,21
5 6,81 6,41 5,62 5,51 5,40 5,25
-20 - 23,02 - 22,20 - 21,75 - 21,62 —-20,81 - 20,21
La variance théorique asymptotique (T~ +») de l'estimateur éT , lors-
-20 .
gque &5 est négatif, est -%-“ . On a comparé cette variance avec la

variance empirique calculée pour les 30 essais numériques faits pour

4 = =20

T 2 3 5 8 11
Théorique 20 13,3 8 5 3,7
Empirique 33,5 23,2 13,4 11,2 5,3
d i
b) dX, = ( 2o t)X dt + dw
t i=0 1 t t
, dy, - , :
= h%ﬁxg-+w1ﬁxg-+..s+@d&. xgjdt4-det . tefo,T]
X0=O
;;T est donné par la résolution de 1'équation vectorielle
Rptop = By
N ij ij T i+j-2_2
A = =
ol T ((aT))l,j=1,d avec a 'J‘Ot Ht dt
i i .T -1
et BT = ((bT))i___l—’—d- avec bT = ‘fot thﬂt
. _1gpqi-1.2 0 TH Ti-22
soit by =S [T "0y - -u-1)f0t I, dt]
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Pour le cas ol le polynéme en t intervenant dans le coefficient de dé-

rive est de degré 1 (i.e. d=1) on a obtenu les résultats suivants :
')(" CC — 10 ;

Moyenne des estimations sur 20 expériences :

~ ~

w
0

il
—
\S)

W

Il

-5,91

= -3 : O = 4

-3
o

T o=-2,7 - c51=3,89

Pour le cas oi le polynéme en t est de degré 2 (i.e. d=2) les ré-

sultats ont été moins bons :

Moyenne des estimations sur 20 expériences :

#* C,D0=—5 ; C:31=10 ; CP2=—3

Ty = ~4,57 ¢, =2,06 ; ®, = -1,88
* c;0=1,cp1=—1,cp2—2

Go =34 5 B =-2,5 $, = 3,2

3.5.3. Estimation simultanée d'un paramétre de dérive et d'un

paramétre de diffusion.

dXt = cplxtdt + cpzd\/\-.t ;o =20 X0=O
2 1 N 2
¢ == (@ -0 )
A T T
N N
N
- T .2 -1
Grp=(Z@ -1 on o (D glt )
' =1 3T -1 I -l =1V gopns
N N N N
Pour Py = -2 et Py = 1 , on a trouvé pour 20 expériences, les moyen-
nes empiriques -2,30 et 1,04 des estimateurs CAPl 10 et c@g 1

pour 100 observations par unité de temps.
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Ces quelques résultats nous semblent encourageants et motiver
& l'utilisation des techniques d'estimation que nous avons étudiées pour

la modélisation de diffusions stochastiques.

Dans [16] F. DELBECQUE et J.P. QUADRAT présentent d'autres
résultats numériques d'expériences de simulation et traitent 1l'identification
d'une diffusion modélisant les apports d'eau & un réservoir hydraulique
(E.D.F.) pour lequel ils disposaient d'obervations semaine par semaine

sur une vingtaine d'années.



CHAPITRE_ ITI

ESTIMATION DANS LES MODELES DIFFERENTIELS
STOCHASTIQUES A COEFFICIENTS DEPENDANT
NON LINEAIREMENT DES PARAMETRES INCONNUS

Un modéle classique de systéme dynamique stochastique en

temps continu est celui défini par :

dXt AXtdt + Butdt + Cth‘ i t=20

dYt I-’Xtdt+Gd€t ;o t=20 ;Y =0

ou A,B,C,F,G sont des matrices données de dimensions convenables,
(Xt) représentant 1'état d'un systéme a& contrdéler par un choix de (‘ut)
au vu d'une observation (Yt)- de (X)) & travers un filtre bruité. Ce mo-

t
déle a fait l'objet de nombreux travaux tant en ce qui concerne le problé-
me de filtrage (voir par exemple R.S. BUCY et P.D. JOSEPH [14]), qu'en
ce qui concerne le problédme de contréle et de filtrage simultanés (voir par
exemple W.M. WONHAM [55]). Ici encore 1'étude de ces problémes sup-
pose la connaissance compléte des coefficients A,B,C,F,G des équa_tions
de la modélisation. Ce modéle, linéaire du point de vue des problémes
évoqués, cesse d'étre linéaire quant au probléme de l'estimation de para-
métres inconnus au vu de l'observation de la seule sortie (Yt) . En
effet, ;(t désignant 1'état filtré et \&c étant l'innovation (qui est un

mouvement brownien), Y admet la représentation

t
dy, = FA + A
¢ Xtdt Gth
ou FXt peut s'exprimer comme fonctionnelle de (Yt) ; cette fonctionnelle,

que nous déterminerons plus loin (§ 2.1), dépend de fagon non linéaire des
paramétres du modeéle. Les résultats du chapitre précédent ne s'appliquent

pas ici.
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Dans la premiére partie de ce chapitre nous envisageons donc
le probléme d'estimation de paramétres inconnus apparaissant non linéai-
rement dans les coefficients d'une équation de diffusion générale. Nous
étudions encore la possibilité de découplage des estimations des paramé-
tres de diffusion et des paramétres de dérive. Dans la deuxiéme partie
du chapitre, en application de la premiére, nous considérons l'exemple
du modéle de filtrage linéaire présenté plus haut. Nous terminons ce cha-
pitre par quelques remarques sur les problémes de modélisation de systé-
mes et d'identification de parameétres et quelques suggestions de prolon-

gements possibles & notre travail,

§ 1. - ESTIMATION DANS UN MODELE DIFFERENTIEL STOCHASTIQUE A
COEFTICIENTS DEPENDANT DIFFERENTIABLEMENT DES PARAMETRES
INCONNTUS.

On s'intéresse ici au modéle présenté sous sa forme la plus gé-
nérale dans le chapitre I, § 1.4 : ¢ étant un sous-ensemble de ]Rd
( d entier donné, d=>=1), {(acp,qcp) ; €3} une famille de couples d'ap-
plications telles que, pour tout ©® € § les hypothéses (D1) et (D2) sont

satisfaites, la structure statistique du probléme d'estimation de

P = (Cpl,.. . ,cpd) pour une observation en temps continu sur [O,T] , est
définie par :
T
(C,8,. P, ,me§})
ou, pour tout ¢ € 9@ , P;g = PCP/ST , avec :
dP T
-1 -1 2
1) Sm = s,.)a (s,.),0 .dH - , . ds
W T, > /5y exp([ (o5 (s, Jayls,.),0 (s, )l ) J’ Jag (s, )] ds]
Qcp étant la solution faible de 1l'équation :
dX,E = ocp(t,X)th ;=20
XO =0 .
Supposons que pour un r entier, l1l<r<d , cpA = (Cpl, . ,Cpr)
soit le vecteur des paramétres dont dépend o i.e. o =0, = 5 si
© o ® @
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@A = cpzx . lop,p') € @Z . Nous montrons, sous certaines hypothéses, qu'il
est possible de découper l'estimation de CpA de celle de

_ = Lo, , fort i ifiabl /
CPA (cpr+1, cPd) en ce sens que CpA est fortement identifiable et que

cpA étant supposé connu (parce qu'identifié sur un intervalle de temps fi-
ni), - est asymptotiquement identifiable par maximum de vraisemblance

A
par une famille d'estimateurs asymptotiquement normalement distribuée.

L'utilisation pratique des résultats est suggérée par les énoncés.
En effet, qu'il s'agisse des paramétres de diffusion ou des parameétres de
dérive, ils montrent que l'identification repose sur la mise en oeuvre de
méthodes numériques pour résoudre une équation vectorielle, dont les coef-
ficients dépendent de la trajectoire observée. Nous indigquons un algorithme
permettant d'envisager la résolution effective des éguations mise en jeu.

Les résultats de ce paragraphe ont été présentés dans [34] A. LE BRETON.

1.1. Estimation des paramétres du coefficient de diffusion.

Rappelons le résultat du lemme II, 3.1.1. : pour tout o € &
et tout t ¢ J0,T] on a':

t
(2) Pg— lim 8? = f % (s,.).to (s,.)ds
Nt oo 0 "A CPA
~N N
ol ct(x)='Z,(x - X t) pour x=(xt;t20)ec, N=x>1
=1 i (i-1)—
2 N

On est alors conduit & envisager l'identification de la wvaleur
) par la résolution d'un systéme d'équations en cpA du type :
t, i

1
k.,?2, 1k.,¢.
(3) A " 77

Y t : ~N
[lo,(s.x).70 (s,] . ds =[o . i x€C ; N=1
0 CPA P i i

ief{1,2,...,k} ., je{1,...,i)}

ol 0<t1<t2<...<tksT ,

1sk;sejsp ; (kj,ej) #(k;.,e;.) si J£5 ., (.9 efl,...,i}

k
et ket j(i) , ie€{l,...,k} sont choisis de telle maniére que 'Elj(i) =r ,
l:
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Nous écrirons, pour simplifier les notations, le systéme (3) sous la for-

. . o r
me de l'équation vectorielle dans 1R

(4) | F(CpA,X)=YN(X) : xeC ; N=1

o, si (91,92) est une paramétrisation (injective) de {(ti,(kjl,,e) si=1,
je {1,...,i(0)} sur {1,...,r} et, pour u=rf ,
8. (w t N ~
q _ (1 . p i _
Fu(wA /%) (fo %A(b,X). ocpA(s,X)dS)ez(u) (resp. v, () (g )

on a posé :

" _ ot N, . _t, N N
F(DA,X) (F 1(CDA,X),...,F1,(CPA,X)) (resp. v () (Yl(x),..«,Yr (%))
*
Compte-tenu de (2), pour tout ® = (CpA'CpZS) € 5 tel que o = cpA , on a
(s) Po-lim YN() = F@),.)

On peut alors s'attendre a ce que, sous des hypothéses convenables sur
'application F , la wvaleur go% soit fortement identifiable en probabi-
lité sur l'intervalle de temps [0,T] , au sens de la définition I, 1.4.1 et,
plus particuliérement, qu’il existe une ‘suite {C;Jl; T : N>1} de statistiques
définies sur la structure (C’ST’{PCE D€L tellé que, pour tout

e = (9 - ot = " , on ait :
cocpA)e@ v, T

A A
T 1 ~N *
p-- lim ¢ =
(6)
T ~N ‘ N
lim P [Flo ,.) = vy ()]=1

Nos+eo ® A'T

1.1.1. PROPOSITION : "On suppose qu'il existe un ensemble

d'instants 0 < t] < ...<‘tk‘ <T “et des ensembles d'indices (k. ,2;) ,
i=1,k , pour lesquels il existe des fonctions aléatoires (cpA ,X) ~p ?(cpA,X)

(1) (),
(CPA,X) = (Pi

(cpA,x) : i=1,r)‘ a trajectoires continues telles

et (cpA,X)»w?

——
.
S
—_—~
S
-
~——
il

F(CPA,.) presque_sdrement, pour tout »cpA ,
ﬁgl)

) 2Fe, 0 =

o, A

étant non singuliére,

(cpA,x) pour_tout (x,coA) , P!
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(ii1) il existe une famille {e(n); >0} de variables aléatoi-

res positives finies, ST~mesurables, convergeant en pro-

babilité vers 0 lorsque 7 tend vers 0 , telle que :

sup 1\?‘1)(%,.)-E“)(cpz,.)\\ < eln)
li®=0pll=m

%
Alors CPA est fortement identifiable en probabilité sur 1l'intervalle [0,T]

~N
par _une suite de statistiques {CPA T

~N .
(6). En outre, si {CPA o N=1} est une autre suite de statistiques véri-

N=1} satisfaisant aux conditions

fiant (6) on a :

T~ N ~N
1 P == o=
ﬁﬂw Cp[w AT CPA,T] 1
pour tout @ = (QpA'CPZ> € ¢ tel que 9, CPZ
Démonstration : On note F et F(l) pour F et I?(l) res-

¥* L - sz
pectivement, Pourr N ¢ IN et KeglN on consgidére 1'événement ST—me—

surable :
oy = peec: IFV @ 017 re) 0-vNeol s 2 W e o ed
On a, pour ¢ = (CPA,QPA) )
P01 = p IE el 017 Ire), - YN e > 2 ]
p e, 017 o) > 2
oll, compte-tenu de (5) on a pour tout K¢ N
m 2 [FY e, 01 Ee), -0l > & T = 0

No 4+

Alors on a :

lim sup P EQ K] = quﬂ\[P(l)
N +e

puis, compte-tenu de (iii),

lim lim sup PCP[LQN(K)] = 0
Kotew  N-tow
ou lim lim inf P [Q Kl =1

K- -2 N+

A
W=
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#* *

Soit, pour N ¢ IN et Keg IN fixés, x ¢ QN(K) : on définit 1'appli-
1

cation ¥ _(x,.) sur {ueR : Hu\\si} par

N
to(x,u) = u - [P(l)(x,@Z)]_l(F(x,CPZJrU) —YN(X))

Cn montre sans difficulté que V_.(x,.) est une application contractante

N
a valeurs dans {ue]R1r : Hu\]g%} . Alors \IIN(X,.) admet un point fixe
. . L - . _ - 1

unique i.e. il existe uN(X) unique tel que HuN(x)\\ <y et

¥, 7—1 * -

0 = PV, 0™ Hrw, o' +a 60) - YN )
A AN
% -

puis F(x,@?&%—uN(X)) = YN(X)
Posons NS ‘ U]N% QN(K) 4 ST : dlaprés ce qui précéde, p;ur tout x € N
1l existe un entier K{x) =1 tel que l'équation F{x,¢ ) = v (x) admette

A

~ w D
une solution unique CpIA\T(X) dans la boule “‘CPAMCPAH s%\;

Nous sommes donc dans les conditions d'application du lemme

I, 2.1.2 en vy faisant :

Q,a) = (QN,STDQN)
N
= F(x,¢ -
2(x,coA) (x @A) v (%)
s+
t hix) = o
e (x) k@A

Par suite, l'application xfu»cBlgT(x) définie sur (QN,STHQN) est mesura-

ble et posant :

~N
0 i = O
N i A (x) si x €4§ N
CPA(X) =
(o) . - ,7
CDA si x ¢ e

~

ot ®©, est une valeur quelconque du parameétre, l'application coN est

p

ST—mesurable.

On démontre alors, suivant la méme démarche que dans I, 2.3.3,

, ~N s .
gque la suite {QOA : N=11 vérifie les conditions (6) et est "unique avec

probabilité tendant vers 1 ". =

1.1.2., Remarques :

a) Les hypothéses (i) et (ii) correspondent bien sdr & des hypo-

théses de différentiabilité du coefficient de diffusion Tep par rapport &
A
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cpA » le probléme de l'existence d'une "version réguliére" de
(CQA,x)wb F(cpA,x) étant de méme nature que celui de l'existence d'une
"version réguliére" d'une fonction de vraisemblance que nous envisageons

plus loin & la lumiére du I, §3.1,

b) Dans le cas od F prend la forme

r
F(p A,x) = E] fpiFj_(x)

ce qui peut, par exemple, provenir d'une paramétrisation de O du type

>

- v - . O .
o) t,X = @,.0, .(tlx> ; 1, “‘11- ¢
(t,x) 59 ] j P

P
7

A

les hypothéses se traduisent par :

det(F (%),...,F (x) # 0

1 r

c) Lorsque F ne dépend pas de x , par exemple parce que

O n'en dépend pas, les hypothéses (i) et (ii) consistent & supposer
A *
que F(.) est un homéomorphisme local en CpA . Dans le cas particulier
ol Ocp ne dépend ni de x ni de t on a bien sdr, compte-tenu du
A

t . s "
lemme 1II,1.2.2., que Gp « Op ~ est fortement identifiable presque stre-

ment sur tout intervalle de temps fini [O,t] , par la suite de statistiques

1-~N
‘{‘Gt ’ Nzl} .

d) Dans [16] F. DELBECQUE et J.P. QUADRAT ont proposé, pour
le cas ou

@) = 5 = : - . TR
cpA(t:X) Op, (i) =@ €R . (t,x) e R xR,

. . . 2 . . . A
une estimation sans bilais de ® faisant intervenir des temps d'arrét du
AN

processus observé, dans l'esprit du II. § 3.3.

1.2, Estimation des paramétres du coefficient de dérive.

Nous supposons désormais que le coefficient de diffusion o
ne dépend pas de paramétres inconnus, éventuellement parce que le para-

meétre ®, Y figurant aurait été identifié sur un intervalle de temps fini.
Ly
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Le probléme est alors d'estimer le pafamétre vectoriel QPE constitué des
composantes de @ apparaissant dans le seul coefficient de dérive. Afin
de simplifier les notations nous noterons & nouveau sz = € @c]Rd , la
structure statistique du probléme d'estimation :

T

(C,ST,{Pcp P PEDY)

T . .
étant ici dominée par la mesure Q = Q/ST , ot Q est la solution fai-

ble de l'équation :

dX, = o(t,X)dW,_ ; t=0
X, =0,
avec dp
(7 Lo(p,.) = Log == /o (.) = [ (o Ms,0a (s,.),0 Hs, )an )y
T ’ dQ ST O [ Cp 7 ’ 1 S
1

T -1 2
2 IS CARCPRENCIRTEE

l'intégrale stochastique étant prise relativement & (C, (S t)t>O'Q)

2.

3%
On fait les hypothéses suivantes, @ désignant la vraie va-

leur de o

(K1) Pour tout (t,x) € R _xC , l'application cprv;»acp(t,x) est

trois fois différentiable de dérivées successives ac(pk)(t,x) ,
=1,3 , et il existe un processus <Ut>t20 basé sur C
tel que, r désignant un réel r=2 , r>d ,
fzﬁQ(\Ut[r)dt <te , T>0
et supHc"l(t,x)afpk)(t,X)\\z = U ; (t,xeRxC, k=1,3 .
Pes
(1) t (1) t -1

(K2) lim Tf g (t,.)a

w(t,.). a %((t,.). o
T e 0 ® ¢

Pcp* presque slrement, et
t_ (1)

c‘pﬁf(t,.). agw(t, ). 5o e, e = T

T -1
llm '—.Jq Fcp* (tl -)a
Tstoo
ot I est une matrice symétrique définie positive.

2
(K3) lim IECQ%HG ,.)ac(p.,(.)(t

2
A 2 s %dt =0 .
-—)coT
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Nous assurons d'abord l'existence d'une version réguliére de

la fonction de Log-vraisemblance LT(cp,.) : on définit les fonctions

(1) (2)(

aléatoires Lo (p,.) et Ly

%,.) , basées sur § x C , par :

@ M@, = (ks )2 a (s,.),07 U5, ) (A0 ~a (8)ds)) ; =TT
T [ 0 o) ’e BCPi o 1 el 7. s ) 1 ]
et ] ,
(2) _ -1 d -1
(9) L"(w,.) = (f0<o (s")acr)iawj ayls..) o (s,.)(dl -a (s)ds)

T _ -
-j0<o 1(8,.>-§—Cp—iacp(s,.),o 1(s,.)~a%o—jacp(s,.)> ; 1,3=1,d)

Remarquons que la fonction aléatoire (YJc ; t=20)  ou
t -1
Y = o ,.0adl
t "ro (S )d S
définit un processus de mouvement brownien relativement & la mesure Q .

Comme elle admet la représentation :

et -1 * et g * )
Yt—foo (S,.)(dHS-acp(S,.)dS)+J00 (s,.)acp(s,.)do ;ot=0,

: *
oli, relativement & la mesure Pcp* , le processus (Ht : t=0) ou :
t
#* -1
I, = r o
t 0 .

est un processus de mouvement brownien, d'aprés J. MEMIN [39], lére

(s,.)(dl —a*(s,.)ds) i t=0 ,
S s} )

partie, lemme 2.6., compte-tenu de l'équivalence des mesures Q et
Po,# on peut aussi bien définir les expressions (7), (8) et (9) respective-
cpd

ment par :

T . T, -
7 Tyle,) = [ (o Ys,a (s,.), dn'’s) -——zl—j‘onc 1<s,.><acp<s,.>-acp*<s,.>>\\2ds

®

T, -
+%'J10H0 Y5, Dagu(s, )| as

(8" LT,i(Cp") “I0<o (s, )Saiacp(s,.),dﬂs)
1 s 02 a (5,0, 07 Ms, ey (s, )= (s,.)yds
T 8 Tay RS (o GpuiS )=y ls,

T,1,j 39139,
ot d -1 5
‘JI <U (S, )‘a—c_p'; an(S' )IO ( ) )Saj'acp(sl o))dS
F e o’ ) )-a_(s,.)))d
f0<c (s, )Bmiawj acp(s, , O (s,.)(acp*(s, -a (s,.)))ds
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les intégrales stochastiques étant prises relativement & Pcp* .

On démontre maintenant un lemme :

1.2.1. LEMME : "Sous l'hypothése (K1) il existe des fonctions

aléatoires ©®~» I:T(cp,.) , cpfwié,l)(co,.) = (I:.g,l)i(tp,-) ;i=1,d) et
0 ~» I:,(I,Z)(Cp,..) = (i-ng)i j(cp,.) 1i,j=1,d) , & trajectoires continues telles que
l'on ait : :

(i) pour tout ® € § , Q-presque slrement :

- _ ~ (k) _ (k) T
L®,.) = Ly(0,.) et L) =1 %(@,) . k=1,
(i) our 1i,j = —f,_d et tout x € C
T T T S
T/i ! 5Q91 T ’ - Tlilj ! amiaq}] LA )
Démonstration : Elle consiste & vérifier que nous sommes dans

les conditions d'application de la proposition I, 3.1.1. L'hypothése (K1)
permet de vérifier sans difficulté, en utilisant en particulier le théoréme
de la convergence dominée, que les fonctions aléatoires figurant dans les
intégrales stochastiques et ordinaires des expressions (7), (8) et (9) sa-
tisfont aux conditions correspondantes des hypothéses (G 1) et (G2) de

cette proposition relatives aux processus (¥ _(t) ; t=0) et (A_(t) ; t=0)

¢ ©
Alors (Yt ; t=0) étant un mouvement brownien relativement & Q , il exis-
te des fonctions aléatoires iél)($,.) et I:é,z)(cp,.) A trajectoires continues
telles que l'on ait :
L,(Tk)(cp,.,) = Lék)(cp,.) , k=1,2 , Q-presque sdrement
~(2) _a_ 2(1) . T3
et LT,i,j(cP’X) = B LT,j(Qp'X) . (o, x)eexC , i,j=1,d .

Procédant comme dans la démonstration de la proposition I, 3.1.1. on dé-

finit alors I:T(CP,.) par intégration de IAJS[,I)

que LT(QO,.) est une version de LT(QO,.) défini par (7).

(w,.) et on montre de méme

Dans la suite nous considérerons toujours une version réguliére

f.T(CP,.) de la fonction de Log-vraisemblance et pour alléger les notations



o (1) 2) . .. - -
nous écrirons LT . LT et LT au lieu de LT . L et L

respectivement,

On énonce maintenant une proposition assurant l'identifiabilité

de Cp*
1.2.2. PROPOSITION : "Sous les hypothéses (K1), (K2), (K3)
et (E4), la valeur cp% est asymptotiquement identifiable en probabili-

té. De maniére précise, il existe une famille _{CBT ; T>01 d'estimateurs

de o vérifiant :

~

(i) pour tout T >0 , Do est ST—mesurable,

i1 1i P L ,.0=0] =1,
(ii) Tiinm cp*[ CPT )=0]

~ ¢
(iii) P _#- lim o_ = QPe

En outre, si {CPT ;: T>0} est une autre famille d'estimateurs vérifiant ces

3 conditions, alors :

(iv) TETOOP *[CP O

Enfin, si {C‘BT ; T>0} est une famille d'estimateurs vérifiant (i), (ii) et (iii)

on_a
-~ 3 -
(v) £ - lim Tl/z(CP —o") = N(O,T 1) , T° étant définie par (K2),
Pcp-)(- T+ T _
2
(vi) £, - lim 2[L( (@, D=L @*, )] = x5 .
P L) T—»+m T T d
®
1_3_é_rrlo_r}_s_t_1_'e_11_:_i_<_)_n : Elle consiste évidemment & vérifier que les hy-

potheses (E1), (E2) et (E3) de la proposition I, 2.2.1. sont satisfaites.
On vérifie d'abord (E1) : on a, d'aprés (8')

(1) 5 * T3
LT . j‘ <0 S acp cp-ﬁ-( ) IdHS> ’ 1—'1/
ol (H,ze ; t=0) est un mouvement brownien relativement a Pcp* .

Alors, comme :
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(1), % 2 T -1 d 2
B (1L @7, )17] = pEcp*fDHo (s,.)———acpiacp*(s,.)\\ ds
et que, d'aprés (K2), on a :
3 2
lim ——f E *H s, )r—a x(s,.)||"ds = T, .
oo | ap; "o 1i

& 2
On a aussi lim Ecp*[\}-L(l),(cp# ;)% =0, ce qui assure que (E1) est
vérifiée.
On s'intéresse maintenant & 1l'hypothése (E2) : de méme que pré-

cédemment on montre, & l'aide de (K3), que :

1 52 L1 _
PCP*_Tl_l,m _I <G s, )acp acp acp*( ) ’ dHS> -

D'aprés (9'), pour montrer (E2) il suffit donc de vérifier que :

1 -1 )
P - l oy . 70 1 7 e >d = I‘.. ’
cp* Tle j‘ (o )acp acp*(s ), o (s )BCP] acp*( .))ds i

ce qui est acquis en vertu de (K2).

L'hypothése (E3) est satisfaite compte-tenu de l'hypothése (K2)
et du théoréme I, 3.2.1,

Les conclusions de la proposition résultent alors de la proposi-

tion I, 2,2.1, =

1.2.3. Remarque :

L'hypothése (E4) de la proposition I, 2.2.1. figure, en tant que
telle, comme hypothése dans l'énoncé précédent alors que nous donnons
des conditions suffisantes (K1, K2, K3) pour assurer les hypothéses (E1,
E2, E3) de la dite proposition. Nous n'avons pas su dégager une condi-
tion générale qui assure que (E4) est ici vérifiée, ayant pensé un temps
que les hypothéses (K1, K2, K3) y suffisaient, ce que nous ne sommes

N

pas parvenus a démontrer.

Nous nous proposons toutefois de cerner le probléme et de mon-

trer qu'il se résoud dans un cas particulier : l'expression mise en jeu s'é-

crit pour i,j = 1,4 ,
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2 2
1,.(2) (2) % 10T, -1 3 3 #
=1L y =L e, 0] ==) | ). , ) -—2— s,.)),dn
pllp,, 000 -Lpy s )= 5] (07 ) s %S )acplcpj ag(s.),dI)
2
107 - d -
+ = { 7. ’ /O ’ ’ - ’ \d
Tjo\o (s >amiawj o800 (s 00 uls,)-a (s,.))yds
Sl s, 2 a (50000 ks, ) a (s, ))ds
+ k2 T/c.-l(s )4-a—a (s, .) o-'l(s )—é——a (s,.)>ds
T D\ i acpl m% ' ? 1. acpj q:.y, I

A l'aide des hypothéses K 1 et K2 on montre aisément que la somme

jip j(T,.) des 3 derniers termes du second membre vérifie :

sup \ZCP .(T,.)| < an’J ot M.l est une variable aléatoire d'espé-
\cc~cp*‘|\<n 1,] T T

rance bornée indépendamment de T .

Si l'intégrale stochastique du second membre vérifiait la méme propriété,
I'hypothése (E4) serait vérifiée. Le probléme est donc celui de la majora-
tion d'une intégrale stochastique :

1 T ‘
.'f J‘O[ch(s) -V

Cp-)e(S) ]dV\-’S

ou * (\/\’t ; t=0) est un mouvement brownien,

* {{Vw(t) ;t20} ; €3} est une famille de processus.

Plagons-nous dans le cas scalaire (i.e. Vco(t)e R , WtE]R , ©ER) ol
pour tout ¢ € & , le processus {ch(t) ; t20} est presque sOrement &
trajectoires dérivables, de dérivée {i\/’cp(t) ; t>0} et supposons que les

applications o ~» qu(t) et CPNbvcp(t) sont dérivables de dérivées res-

. (1) ~(1) .
pectives ch (t) et ch telles que :
sup Hv(l)(t)\l < Ult)
pes 7
et sup H\Nlc(pl)(t)u < U(t)

PED
o0 ZE(UY) 2K < 4w et lE[(J’Tﬁ an’l <
TV = et Py =5
On a alors, en intégrant par parties :

T T.
U (DAW, = Vo (W, -]V w at
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puis :
1 T 1 1 el ~
Tfo[\/cp(t)w\/cp%(t)]d\/\t = T[VCP(T)—VCP*(T)] —Tj’o[vcp%(t)]wtdt
1T
et \ sir‘) \‘T—IO{V@(‘C)—V .,(.(t)]d‘v\/’t“
P-0™ | <
1 1
< . {50, \WT\+TI 0. |w, |dt]
Comme :
_ 2y 11/2 2,41/2 _ _1/2 2,11/2
E(Up. (W) = [E(Up)] AB(W) ] = T [E(U)]
et
E(ijJ |w, |dt) < E([ijJ dt].[sup|w | ])
L

N

Pl 0 27,1/2 21.1/2
(E[(Joutdt) D .(E[f;l;flwt\ n
1/2m1/2 Te 241/2

= Gyt [E(fOUtdt) ] ,

compte-tenu deg hypothéses on a :

T
sup \%jo[vcp(t)—vcp*(t)]dwt\ < n.M,

[o=5*

ou MT est une variable aléatoire d'espérance bornée indépendamment de

Ainsi, traduisant les hypothéses de cette é&tude particuliére, pour

les processus {O~1(t“)___z_3____a (t,.);t>01 nous pouvons décrire des condi-
BCPiBCPj £p

tions pour lesquelles 1l'hypothése (E4) de la proposition I. 2.2.1. est satis-

faite.

Dans le chapitre suivant nous rencontrerons une situation ou
l'hypothése (E4) sera vérifiée sans que les conditions envisagées ici le
soient. De méme des hypothéses plus faibles que les hypothéses (K2)
et (K3) suffiront & atteindre les conclusions visées par les dites hypo-

théses.
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1.3. Sur la construction des estimateurs.

Contrairement au cas de certains modéles & coefficients dépen-
dant linéairement des paramétres & estimer, nous ne disposons pas ici
d'expressions explicites des estimateurs. Toutefois les propositions 1,1.1.
et 1.2.2. montrent bque l'identification des paramétres d'un modéle, qu'il
s'agisse de ceux apparaissant dans le coefficient de diffusion ou de ceux
figurant dans le coefficient de dérive, repose sur la résolution d'une équa-

fion vectorielle du type :

(10) @) =0 5 ven vescRy , xecC ,

oli pour venpn, f est une application de % x C dans IRd .
v

S'il s'agit des paramétres de diffusion on a :

A= N et fv(c,o,X) = Flp, %) ~ vV (x)

ot P .- lim f (p,.) = 0

= o
et f\)(' ,X) est supposée différentiable de différentieclle df\)(cp,x) = F(l)(c_o,x)
*
non singuliére en o©* et telle que, pour tout v e N,

(m)

Q]

sup \\dfv(cp,.)-df\)(cp*,.)\\ <
lleo-c*||<m

avec P  ~-lim e(n) =0
ﬂ——)“*‘m

S'il s'agit des paramétres de dérive on a :

. 1.1
M= R et £(0,x) = =L7(0,%)

ol Pcp*- lim £ (p,.) =0
Vet

et f (.,x) est supposée différentiable (df\)(cp,x) =

(w,x)) avec :
v

4
P - lim df (®,.) =T
\)-—»+oo

ou [I° est une matrice non singuliére et :
sup  [laf (. .)-af (@*, )| = cln,v)
lo-p#jjzn v

avec, pour tout p >0 ,

lim lim sup P  [e(n,v)2p]l =0
’n-—-)O N et Cp
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Le probléme se pose donc sensiblement dans les mémes termes pour les
deux cas. Une méthode générale d'approche d'un tel probléme est basée
sur l'algorithme de NEWTON-RAPHSON (voir par exemple T.L.SAATY [46]
ch. 2)

(n+1) (n)

(11) ¢ (x) = o (n)
V Y

60 - Lo, @' 5017 e 0 (0,01

AYRRRY

qui, dans le cas des paramétres de diffusion, s'écrit

A @™oy = oo - rP e 69,001 e (0,50 v 60)

et, d\ans le cas des paramétres de dérive, prend la forme

a1 o™V = g - 1P 0™ 0,01 P 0™ 0 0] .
V) v v v Vv v

L'initialisation de l'algorithme repose sur la donnée d'une estimation a
priori cp\()o) du paramétre ,cp% ce qul suppose par exemple que I'on con-
naisse un volsinage de la vraie valeur du paraméire. Nous ne discutons
pas jci de conditions autres que celles déja vérifides sous lesquelles un

(n)

tel algorithme fournit une suite {cpv (%) : ngIN} convergeant vers une so-
lution cp\)(x) de l'équation (10) qui soit l'unique solution de cette équa-
tion dans un voisinage de * . On peut, par exemple, consulter [46],

I'analyse du probléme dépendant de la forme particulidre que peut prendre

1'application f\} mise en jeu dans l'éguation.

Remarquons d'une part que, dang le cas des parameétres de dif-
fusion, l'observateur dispose a priori du choix de 1l'application f\) dans
la limite des choix possibles de l'application T basés sur la sélection
d'un systéme d'instants t1't2'“ "tk et d'un systéme de composantes
des matrices Iticcp(s,x).to‘cp(s,x)ds . D'autre part, dans le cas des para-
metres de dérive, l'application f\). est imposée & l'observateur comme étant,
au facteur \)"1 pres, la dérivée de la fonction de vraisemblance., Méme
dans 1'hypothése ol ].’observa‘teur disposerait d'une autre méthode lui per-

(0)

mettant de construire une famille convergente d'estimateurs {o ;v>01 ,
’ V

l'approche algorithmique indiquée garde son intérét au sens suivant : ini~
(0)

tialisant l'algorithme (11") par 'Q{.)v_ (x}) , on peut montrer, comme cela est

fait dans [42 ] ch, I, PHAM DINH TUAN dans le cadre des séries chronolo-
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(0) 1/2

giques, que si est v consistant au sens que

{v 1/2 (CP(O)
v

%
-¥) ; v>0} est bornée en probabilité, alors la premiére itéra-

tion de l'algorithme fournit un estimateur
2o = (0 e, 017 Ve,

v % VooV

(1) =

qui est tel que {v’ (v —u\») ;>0
v

”~

converge en probabilité vers zéro, ou est l'estimateur consistant de
) V
maximum de vraisemblance. Ainsi est un estimateur approchant l'es-
v
timateur de maximum de vraisemblance et qui est lui-méme asymptotiquement

(0)

A

efficace, qualité qu'a priori ne possédait pas «

Dans le cas particulier du modéle que nous envisageons dans
le paragraphe suivant K. W, ILIFF donne dans [27 ] des résultats numéri-
ques d'expériences de simulation et sur données réelles qui montrent 1'u-

tilité pratique de cette approche.

§ 2. - APPLICATION : ESTIMATION DE PARAMETRES DANS LE MODELE DE
FILTRAGE LINEAIRE A COEFFICIENTS CONSTANTS.

Nous conéidérons un systéme dynamique stochastique dont le
processus d'état (Xt) . régi par une équation différentielle stochastique
linéaire & coefficients constants, est observé par une sortie bruitée
(Y.) liée au processus d'état par une équation de méme type. Le modée-

t
le s'écrit sous la forme

-
1
= + A 7 ; >
dXt eXtdt dw ; : t=0
X =0
(12) 1 0 )
- P + G 7 .
dYt EXtdt Gdw ; : =0
ou * 6,A,F,G sont des matrices constantes nxn , nxn , pxn

et pxp respectivement, partiellement inconnues,

* et (’\/\/‘t1 :t20) et (Wt ; t20) sont des mouvements browniens

standards indépendants n-dimensionnel et p-dimensionnel respec-

tivement,
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Si @ désigne le vecteur des paramétres inconnus dans les ma-
trices 8,A,F et G , le probléme est d'estimer la vraie valeur o©¥* de «

au vu de l'observation d'une trajectoire de la sortie (Yt)

Si 1'état (Xt) était aussi directement observable, écrivant le

modéle sous la forme

) A 1
a®ty = (9 Fnar + (t a0 s
Y, Y, 0 Gy
y
(*0) = ¢
\. YO

on voit que le probléme d'estimation de ¢ au vu de 1l'observation de

X

(Yt) entrerait dans le champ de l'étude des modéles linéaires que nous
; ,

avons faite dans le chapitre II, §1.

Ici nous supposons que seule la sortie (Yt) est observable.
Le probléme d'estimation dans la version discrétisée du modéale (12) a
fait l'objet de nombreuses études qui étendent essentiellement les métho-
des classiques d'estimation au vu d'échantillons indépendants au cas d'ob-

servations liées (voir par exemple K.J. ASTROM et P. EYCKHOFF [5]).

A notre connaissance seuls A.V. BALAKRISHNAN [7] et A. BAGCHI
[6] ont abordé le probléme d'identification de paramétres d'un tel modéle
en temps continu. Dans [7] A.V. BALAKRISHNAN s'est intéressé a ce pro-
bléme en vue de modéliser le mouvement d'un avion subissant des pertur—
bations aléatoires dues au vent et de contrdler ensuite ce mouvement. Afin
d'utiliser la méthode du maximum de vraisemblance il a été amené & faire
la restriction essentielle qui consiste & supposer complétement connue la
covariance G.tG ., sans donner de méthode d'estimation préalable des pa-
ramétres inconnus y figurant. Dans [6] A. BAGCHI propose une méthode
d'estimation simultanée de tous les paramétres basée sur la recherche d'un
zéro du gradient d'une modification de la fonction de vraisemblance cons-

. \ , . , t
truite & partir de la donnée d'une estimation a priori de la matrice G. G
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Dans ce travail nous levons la restriction de 1'étude de A.V.
BALAKRISHNAN en donnant une méthode d'identification de la covariance
G.tG sur un intervalle de temps fini sans qu'il soit besoin , comme le
suppose A, BAGCHI, de connaftre une estimation a priori de la matrice
G.tG ; notre méthode pourrait d'ailleurs permettre de fournir cette esti-
mation a priori. Une fois la matrice G.tG identifiée et supposée connue
nous montrons que le probléme d'estimation est du type de celui envisagé
dans le paragraphe précédent et vérifions que les hypothéses techniques
permettant de conclure a l'identifiabilité asymptotique des paramétres sont
satisfaites sous réserve de conditionsusuelles de stabilité et d'observabi-
lité. Nous retrouvons en particulier les résultats de A.V. BALAKRISHNAN.
En outre nous assurons la normalité asymptotique de 1'estimateur et don-
nons une forme commode de la condition d'identifiabilité qui n'est définie
dans [7] que de maniére implicite : nous montrons que la matrice mise en
jeu dans cette condition est solution d'un probléme algébrique dont nous
explicitons les équations. Les résultats de notre étude ont été annoncds
dans [32] A. LE BRETON pour le cas ol les processus mis en jeu ainsi
que le paramétre & estimer sont scalaires, 1'équation d'observation ne con-
tenant plus de paramétres inconnus aprés l'identification de la variance du

bruit d'observation.

2.1, La_ structure statistique du probléme d'estimation.

On suppose que l'on observe sur un intervalle de temps [0,T],
T >0, une sortie y(.) = (yt ; t€R+) € Cp = C liée a 1'état non observa-

ble x(.) = (Xt : teIR+) € Cn d'un systéme dynamique stochastique, oi,

pour tout entier k> 1 , Ck désigne l'espace des applications continues
de ]R+ dans ]Rk et n et p sont deux entiers tels que 1<p<n
$ étant un sous-ensemble de IRd , d>=1, 6,AMetF dési~-

gnent des applications définies sur & (dit ensemble des valeurs du para-

meétre) & valeurs respectivement dans £(]Rn p ]Rn) . Sm" : ]Rn) et
n
¢ (R

valeur possible d'une partie fixe des coefficients des matrices 8, et F ,

;]Rp) . On pourra supposer dans la suite que o« ¢ § représente une

l'autre partie étant donnée ; 8(®) , Alp) et Flp) sont alors les valeurs
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prises par ces matrices pour la valeur ¢ de ce systéme de coefficients.
En particulier 6,A et F seront supposées dérivables & dérivées bornées
sur tout borné. On suppose qu'il existe un élément cp* , inconnu dans

& , dit "vraie valeur du paramétre © " et une matrice inconnue G* non
singuliere de ¢@P: RD) tels que pour @ =g et G =G*, (x(.),v()
soit une trajectoire d'un processus (Xt'Yt ; t=0) solution du systéme d'é-

quations différentielles stochastiques

dX, = 8(p)X dt + /\(m)dw1 i t=0, X =0
t t t 0
(13) 2
= F + [ ° ~ =
dYt t(cp)Xtdt Gd‘\/\/t : t=0 , YO 0
ot ('\Nt1 : t20) et (”\/\""5 ; t=0) sont des processus de mouvements browniens

indépendants dans RY et }Rp respectivement,

On entend ici par solution du systéme (13) la donnée :

a) d'un espace probabilisé (Q,Q,P) muni d'une famille croissan-
te Q(.) = <at ; 120) de sous-tribus de @

’

1

b) de deux mouvements browniens standards <Wt ; t20) et

p .

2
(Wt ; t=0) dans R? ot RP respectivement, relativement

& (Q,a(.),P) , qui soient P-indépendants,

c) de deux fonctions aléatoires X : ]R+><Q - ]RI1 et Y : ]R+><Q -1

continues et adaptées a @(.) telles que :

t 1
= + Ao)W . >
X, joe(w)xsds (cp)\/\.t ;o t=20

Y"tP )X d +GW2 0
t_"[.o(cpSS t ! t=

Pour o fixé dans § et G donnée dans £(]Rp ; ]Rp) , on
est assuré (théoréme I. 1.3.1) de l'existence et de l'unicité en loi de
la solution de (13). Cette loi, qui ne dépend d'ailleurs que de

(9@9),/\(CP).t/\(qﬁ),F(Cp),G.tG) , peut 8tre définie comme étant la mesure in-

duite sur Cn+p par la solution particuliére suivante de (13)
n+p n jo] n+p n p
— — . = = . = = t
Q Cn+p CnxCp ; a S ST®S ; Gt St St®St , t=(
= ntp - N _ p
P M My @bty
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N , k k k k L.
ou, pour tout entier k=>1, S , I, , u et ¢ désignent les
t t * %
analogues, relativement & Ck , de Sf = St , Hf = Ht , p? =,
IT T l K 7w G
et qi = u, relativement a C_ = C ,

1 on n ~D P
r - = H o = = I
V\/t Ht ¢ (;1 et W Ht Ptogz . t>0

!

0 t X ] jecti b
ou gl et ¢, désignent les projections de CnxCp sur C1r1 et Cp
respectivement, (XJ[,YJt ; t>0) est la solution de Ité6 (unique & l'indis-

tinguabilité prés) du systéme (13) relativement & la base de processus

+
(1,0,a() 00 )

On est alors amené naturellement & poser le probléme d'estima-
. N ~ t . . .
tion du paramétre (9,G. G) , au vu de l'observation de la sortie v(.)

sur l'intervalle de temps [0,T] , dans la structure statistique :

T ~ -
(C,8p {ul o i wes , Ges* YR )

0w, G’
o, pour tout @ €% et G € ;;'%(]Rp;}Rp) , ug’g (resp. p;’T) désigne la
7 " +
seconde (resp. premiére) marginale de la mesure url restriction & S_ P

w,G T

o, G , G
par le processus (Xf’ -, ch ; t20)

n+
de la mesure u induite de y P ;

q},G, *
solution de (13) lorsque les paramétres sont © et G .

On étudie maintenant la famille des mesures

p,T

{u . PEF , GEA’;%(]Rp;IRp)} et on montre en particulier que, pour tout

"

redp et Ge S*(Rp;IRp) , la mesure ug’é est équivalente a la mesure

ué’T ou si Ué désigne la mesure de Wiener de covariance G.tG sur
pIT —_ P
Cp FHG }.J.G/ST
2.1.1. LEMME : "Les mesures ug e et u;'T® ug'T sSur
+ 1
Sg P sont équivalentes, la dérivée de Radon-Nikodym étant donnée par :
duT T
.G NS} t -1~ 1pl, =1, (en2
(14) % = exp{[ (F@IL, (G.G) dl"y - 2 [ ||c" F@I | at}
n,T. p,T 0 T t 2 t
d(uCD Dy ) 0

n,T p.T

ou l'intégrale stochastique est définie relativement 3 la mesure ucp ® U
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Démonstration : Considérons le processus (Zt = (gt) : t20)
____________ +
+ + + +
défini relativement a (Cn l'O,Sn p,(Si1 p)tZO p “2 p) par
B
dz. = @ 0 Z dt + Ale) 0 d i ;o t=0 Zo=0,
0 o) * 0 G [P
t
~ + +
et la mesure uT sur Sn P , absolument continue par rapport & un b, T

T * !

avec pour dérivée de Radon-Nikodym :

~T -n
di” 0 0 (8 o) I 8 0), 2,
w0l &) G e o) 4000 Sl g

3

T -1 . 1T, -1 2
= exp{[ (GTF@U_, a1y -5 [ llGT F@)U | ar)
. t
0 0
Les théorémes I. 1.3.3 et I. 1.2.1 assurent que est une probabilité

et que de plus le processus {ﬁt : 'te[O,T]} défini par :

=n . \ 71
ﬁt: b= X 0-1 o0 Zgds =| L -1
I 0lo g™ \r@ o \np—j G F(@U_ds
, t 0 5
+ ~
est un processus de Wiener sur la base de processus (Cn+p,( ? p)0<tsT’ HT)
et
t [o( AMep) O
0{F() 0/ ° 0 G

D'aprés le théoréme I. 1.2.3 la loi de (2, ; telo,T] ;&T) est équivalente

t
. ; +
a celle de (ZJE . telo,T] “2 p,T) la dérivée de Radon-Nikodym s'écrivant :

T B - 1~ T ~
exp{jO<G IP(cp)H? .G 1dnf> ——Zl—j“og\c; 11—“(@)[1,?\\2&}

ol l'intégrale stochastique est définie relativement & cette derniére loi qui

;T P,
n'est autre que p.? ® ué E .

Le résultat du lemme est donc acquis compte-tenu de l'unicité en

loi de la solution des équations :

tfo) o 7 4s + [ M@ 0
Olre) of ° 0 G

Z (mouvement brownien) : t>0

P =
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t
et Zt = I <9(CP) 0) sts + M) (mouvement brownien) ; t=0 . m

On est alors en mesure de démontrer la propriété annoncée de
pLp,T .
v,G '
suivant qui, sous une forme adaptée & notre probléme, fait la synthése

la famille de mesures PER , £*(]Rp;]Rp)} décrite dans 1'énoncé

d'un résultat contenu dans [17] T.E. DUNCAN et des résultats classi-

ques de la théorie du filtrage linéaire (voir par exemple R.S. BUCY et

P.D. JOSEPH [14]).

2.1.2. PROPOSITION : "Pour tout ® ¢ & et tout G ¢ £ @PRP)

la _mesure ug'é est équivalente & la mesure ué’T avec pour dérivée
de Radon-Nikodym :
dup,T . T
0, G G v -1 . lp -1 P 2
(15) A exp{fﬁ‘(cp)q ¢, @ e ar® -1 e r e, )%
ity

ou l'intégrale stochastique est définie relativement 3 la base de processus

(C ,(Sp) , up) , la fonction aléatoire (Gg(t,.) : t=0) étant définie sur
p’ Tt tx0" TG P
Cp par :

(16) aS(t,y) = Q%w.rw@. oYy
@ @ t

- RO Ry ()17 QS (). i) + Aw). " ). P . ') Ty _as

t P
ﬁdQCG G G t t t t -1 G
—‘“D—(t) = 0(@)Q_(t) + Q _(t). 8(p) + Mp). "Alp) - Q7 (t). F©)(G. G) "F®Q~(t)
(17) dt 4 ® ®
G t>0
Q0 =0
et :
deG G, .t ton-1. 1.G
—E- (1) = [8(0) -Q (). P@NG.'G) T T@IRT () ; t=0
(18) dt @ )

R (0) = 1 (matrice identité de LRYR™Y)
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T ) N
]_D_é_nlqn_s_tfgt_i_og : La mesure ucp a étant d'aprés le lemme
2.1.1. équivalente & la mesure produit ug'T(gug’ , on sait que

la mesure est équivalente & la mesure M%’T , la dérivée de

HCQ,G
Radon-Nikodym étant donnée par :

p,T T
d d
Mcp G _ E [ MCPIG ] jo o~
= T .M presque sdrement,
a® Ty ey Pl <
UG ©® Ucp U—G

Dans [17], T.E. DUNCAN montre (théoréme 2) que, dans le
~N ~D '

probléme de filtrage de Ht au vu de HS , O<s<t , relativement &
e n+p ,
la base (Cn-+p'(st )tzo IUQOIG) , on a :
E mt/a® ; ogs<t] = 0" = "o’
¥) -~ T S t
CPICJ n, T[@ ]
u
. o ;t ad ! 1 -1
od 3 = expl[ (Fl)u_, (G. tg) 4P >~—» \lG F ()1 H 24s]
soit, d'aprés le lemme 2.1.1.,
t
d
37 = "5,G
t n,t p,t
d(uCp B )
T.E. DUNCAN montre aussi (théoréme 3) que :
0, _ “n L tw-1.5D,
d LogE n,T(@t) (Blohm, (G.7G) dr’) HG (e 1 H dt
@
Alors, on a :
p,T
H T ~T t. “n,2
(19) 28 = exp{[ (Pl (6. 6) D) -—j 6™ @ ml ) %)
dy 0
G
Or, relativement & la base de processus (C (Sn+p) WU ) on a :
‘ ntp’ Ut 120 Ve, G0
aily = slp)ijdt + a@aB] 5 ts0; =0
= ~n 2 ~p
- —4 . . &
dn.t F(CP)tht GdBt i t=0 o, 0,
ou (B1 : t=0) et (B2 : t=0) sont deux mouvements browniens indépendants.
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Les résultats classiques de la théorie du filtrage linéaire [14] permettent

~n
alors d'assurer que le processus (Ht ; t>0) admet la représentation :

ail? = o@)ilar + Qgﬁa,tF@M(G.tGr*Hdﬁf_P&@ﬁ?dw

An

HO = 0
N G . . _ . «
ol (Qco (t) ; t=0) est donné par (17) et, relativement a uop o le proces-
sus

-1~p ot “n )
(G (nt~f0F«Mtho>, t20)

est un mouvement brownien standard appelé "processus d'innovation' par

T. KAILATH [29]. On a donc, (Rg(t) ; t=0) étant donné par (18),

. t GG, 1-1.G, .t -1 =
i = [ RIWIR ()]0 (s). Pl (G.'q) " aiiP
t 0 Ny ® ¢p S
et, intégrant par parties, il vient :
~n G, t t . ~1=p G,.et d,..G 1. G t.. t o ~1lxp
n = . 0 . - weme{ | ] s s)). ) . I
Ty = Q0. FE@IG. Q)T I - RIW/[ Go(R )17 (). F)(G.76) " TCds
soit, d'aprés (17) et (18),
= Zw. ) . 'eP
Gt G, -1 G, t t t by =1
- Ry ] [RJ()]77.[Q (). "0(@) + 1) . M) | F9)(G. ") T Ps

On en déduit immédiatement, compte-tenu de (19), qu'une version de

p,T
ducp c
——D—’—T- est donnée par (15). =
du‘G
2.1.3. Remarques :
a) Relativement & la base de processus (C ,(Sp) ,up ) le
p t't=0 CP’G
processus :

1 t
@ HP - [ P@a(s, )ds) ; t20)
t 0 p
est un mouvement brownien standard.

b) La structure statistique du probléme est la méme que celle

, . . \ t . ,
gui concerne l'estimation des paramétres ¢ et G. G dans l'équation
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différentielle stochastique p-dimensionnelle :

dYt = F(qj)aS(t,Y)dt + Gth ;o t=0
YO = 0
ou pour tout {p,G) , O,G(t,.) est définie par (16), (17) et (18), au wvu
¥

de l'observation d'une trajectoire d'un processus solution. Il est clair que
bien que le paramétre ¢ apparaisse linéairement dans g(®) , Alp) et
Flg) . le coefficient de dérive de cette équation dépend non linéairement
de ce parameétre. Ce modéle est donc du domaine de 1'étude du premier
paragraphe de ce chapitre. Dans la suite nous supprimons les indices p

et reprenons les notations que nous avons utilisées précédemment.

2.2, Estimation de la covariance du bruit d'observation.

Nous nous proposons de montrer que notre approche du probléme
d'estimation des paramétres de diffusion d'un modale différentiel stochasti-
que nous permet ici d'estimer la matrice de covariance du bruit d'observa-

tion dans le modéle (12) sur tout intervalle de temps fini.

Soit, pour tout Nx1 , 0= tl(;T < tll\T <, o< tg =1 une subdivision
N
de l'intervalle [0,t] telle que, si 6. = Max \tN—tN |, lim &.=0
N - k k-1 N
k=1 1<N N —+o0

[ 1a . _— ~N e
On considére la suite de statistiques {gt ; N=z1} définies sur la struc-

ture statistique :
T - | #,0 Dy
(C'ST' {“cp,G ; €y, GEST(RT;RY)Y)

pour T = t>0 par :

(20) g =t1' (.. -1 ) ; N=1

On déduit immédiatement du lemme II, 1.2.2. et de la proposition 2.1.2.

1'énoncé suivant :
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2.2.1. PROPOSITION : "Dans le modéle (12), la covariance

du bruit d'observation est fortement identifiable en probabilité sur tout

intervalle de.temps fini [0,t] par la suite de statistiques {6? i N=21}

définie par (20). Si en outre, la série de terme général 6N est conver-

gente, alors la covariance du bruit d'observation est fortement identifia-

ble presque silrement par cetie suite de statistiques."”

Par une démonstration analogue 3 celle du lemme II. 2.2.3.

nous pouvons démontrer le résultat complémentaire suivant qui précise

la qualité de l'estimateur o't

2.2.2., PROPOSITION : "La suite de variables aléatoires v

{61111/2(§J1C\T—G.t(3) ; N21}1 est bornée en probabilité pour toute loi

vesg "

T
ucplG ’

2.2.3. Remarques

a) Ainsi la matrice de covariance du bruit d'observation peut
8tre identifiée (éventuellement calculée avec probabilité 1) sur tout in-
tervalle de temps fini et il est légitime de la supposer connue pour é&tu-

dier le probléme d'estimation du paramétre o

b) Nous sommes ici dans les conditions de la remarque II. 3.1.3.c)
ou le paramétre G.tG apparaft simultanément dans le coefficient de diffu-
sion et dans le coefficient de dérive. Le probléme initial d'estimation des
paramétres de dérive est relatif & un paramétre de dimension d + p2
Aprés estimation de la covariance du bruit d'observation il est relatif au
seul parameétre o de dimension d . Ainsi, en plus du fait qu'elle per-
met d'appliquer la méthode du maximum de vraisemblance pour l'estimation

de ¢ , notre démarche présente l'avantage sur celle de A, BAGCHI de di-

minuer la dimension du paraméire & estimer.

2.3. Fstimation des paramétres ne figurant pas dans la covariance du

bruit d'observation.

Nous supposons désormais que la matrice G.tG est compléte-
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ment connue, le seul paramétire & estimer étant . La structure statis-

tique du probléme :

“ T
(CI“)T)I {U.Cp ; Cpe@})

, avec pour fonction de Log-vraisem-

L og T
est alors dominée par la mesure Uey

blance
T t

21 Lole,.) = [ (Flo (t,.),(G.
0

10 1. - "2
G) dI,) -~§j'0\\c; F(cp)@cp(t,.)u dt

ol la fonction aléatoire (O:Cp(t,.) ; 120) est définie sur C par les équa-
tions (16), (17) et (18) ol nous n'indiquons plus la dépendance de @ ,

Q et R par rapport a G .
@ P

Nous assurons d'abord l'existence d'une version réguliére de la

fonction de Log-vraisemblance {21)

9] o]
Ly J.

. LEMME : "Pour tout (t,x) € R+><C , l'application

1
AP bcp(t'x) = F(cp)aap(t,x) est _trois fois dérivable de dérivées successi-

ves bp(pk)('t,x) . k=1,3 . De plus, pour tout K >0 , il existe un pro-

cessus (U_(t) ; t=0) basé sur C tel que, r désignant un réel, r=z=2 ,

K
r>d ,
ot r :
JOEG(\UK(‘L)\ Jat < +w , T>0
(k) 2 : =7 2 om
et sup Il\b@ (t,x||" = U 5 (Lx)eR,xC , k=1,3 .

llpll <K

La démonstration, trés technique, sera omise ici. Nous en don-
nons les grandes lignes : les propriétés classiques de dérivabilité (par rap-
port au paramétre) de la solution d'une équation différentielle ordinaire dont
les coefficients dépendent d'un paramétre (voir par exemple [52] II. 4. D,

J. WARGA) permettent d'assurer la dérivabilité des applications
0~ (Qcp(t) ¢ t€l0,T]) et p AR (ch(t) : tel0,T]) , les dérivées vérifiant
des équations différentielles obtenues par dérivation formelle de (17) et (18).

Alors les propriétés de dérivabilité (par rapport au paramétre) de la solution

d'une équation intégrale & coefficients dépendant d'un paramétre ([52] II.5.D)
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permettent de vérifier que l'application ¢ ~» (acp(t’x) : te[0,T]) est dé-
rivable, les dérivées vérifiant des équations obtenues par dérivation for-
melle de (16). Par suite 1l'application cp,\)(bq)(t,x) + te[0,T]) est elle
aussi dérivable.

I'existence d'un processus (UK(t) ; t=0) vérifiant les condi-
tions du lemme est une conséquence facile de ce que les dérivées suc-
cessives de 5, A et I sont bornées sur tout borné et du fait que, re-

lativement 3 Uy o (Tlt : 1>0) est un processus gaussien.
A

Alorsg, d'aprés le lemme 1.2.1., il existe des fonctions aléa-

. ~ ~(1) _ (1) T
toires prup LT(CQ,.) R A ,.) = '(LT,i(Cp") ;i=1,d) et
o A iéz)(ﬁp,.) = ir(l‘Z)i j(co,.) :1,3=1,d) & trajectoires continues telles que
I'on ait :
(i) pour tout ®© €% , u-presque slrement :
L.(p,.) = L.(o,.) etGi(k)( ) = 19, ) k=1
Tc‘pl' Tcpl' T Cpl' T @:- ’ ’
(ii) pour i,j=1, et x¢e C
2
~(1) _ c ~(2) _ 9 7
LT , i(cp ’ X) - 6@)1 LT(QC ’ X) et LT , l , J (Cp ’ X) Eju:ia('f) T(*F ’ X) 7
ou
1 T t -1 —
22 1P, = [ e ®,G.'0 an-Fee > i=1,
s 1 0 a@l o] t
T 2
2 t -1
23) 2 (0,) = [ (=2 —(Fa_(1),(C. ) Mdr ~Flge ©dy)
o o dw; ¢ ® t
177
T 3 tw=123 T
—J‘ (= (Flep)a (1), (G. G) "—(Flp)g (t))>dt ; i,j=1,d
- 0 aC‘Pi ® o j @

Nous faisons désormais les hypothéses suivantes, ?/(cp%) dési-

gnant un voisinage de Qp*

(L1) Pour tout o ¢ 27w”) , la matrice 6(Q est stable i.e. a
des valeurs propres dont les parties réelles sont toutes

strictement négatives.
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(L2) Pour tout o € "Z[(Cp*) . le couple (F(y),6(p)) est comple-
tement observable i.e., la matrice :

—1P(cp)ese(m)

t
J‘ es 6(%) ds est non singuliére,

, Jr). .5
0

On sait (voir par exemple [14] ch. V, R.S. BUCY et P.D. JOSEPH)

que lorsque (L 1) et (L2) sont vérifiées, alors, si (Qcp(t) : t>0) est donnée

par (17), on a :
[o0)

llmQ() Q
o

tostw
S ® ' . . #* n n V2 .
ol Qcp est l'unique solution dans g¢"(R ;R) de 1l'équation :

-1

(24)  8@).Q + Q.%6() + A®."A® - 0.7F@@.'\e) Fwo = o

oo‘t -1

MR IOICRE

énonce alors un lemme précisant l'approximation de Qw(t) par Q:;

et que de plus la matrice [B(Qp) Q F(x)] est stable. On

2.3.2. LEMME : "Pour tout o ¢ W(cp*) on a, pour tout t>0

® ~a ()t
t)-Q <K e
19, (W-Q Il = x_
2. ~0%11 = ()t o
Hacpi [Qcp(t) Qcp] = K, e . i=1,d
o ~a(ep)t LT
o < K . Jd=1,d ,
acp 5 [Q Qcp]H x i,
ou ch et afp) sont des constantes strictement positives indépendantes
de t ." |

Démonstration : Remarquons que la matrice Q:; peut é&tre défi-
nie comme étant la solution de 1'équation différentielle (17) pour la condi-

tion initiale Q:; . On écrit alors, posant Q; - Qcp(t) = A (1)

e

Acp(O) = QCp
Fhe0 = [@-Q 0. F@(E. " T F@ a0 + o 0. lsw-Q7. Fu)e. "o )
Donc si ch(t) (respJc R:;(t)) est la résolvante de (9(Cp)-Qm(t).tF(cp)(G.tG)_lF(cp)
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Alors, compte-tenu des hypothéses (L1) et (L2) et du théoréme 5.4. de
[14], il vient :
( o, (Pt
o @) <« clloQ e
5,01 = cl?|
o C et aly) sont des constantes strictement positives indépendantes

de t . L'assertion du lemme est donc démontrée pour la différence

(Qcp(t)—Qcp)

Ecrivant les dérivées partielles —aé——(qu(t)—Q::) comme solution
Cp_ 1

P ] (] ”» . . A l v 0
d'une équation différentielle faisant apparaftre Am(t) , en utilisant la ma-

joration précédente il est facile d'obtenir une majoration analogue de

\-———(Q (t)- H
2 : «
De méme les dérivées partielles secondes ‘j—(Q t)-Q )
Bﬁpiaqu ¢ e

sont solutions d'une équation différentielle contenant Acp(t) et

-a—?;(Qcp(t)—Q:;) , et utilisant les majorations déja obtenues de ces expres-
j

*sions on peut montrer une majoration de méme nature de

22— Q. -Q)
3%; 3%, Quplt) = Q)|

Remarquons que, relativement & la mesure % ¢ les processus

90 . o)
t,.) ; t=0) , (—20 t,.) ; t=0) , =1,d t Q . (t,.) ;
(Qcp*( ) >0) (Bﬁpi cp*( ) >0) | 1 e (awiacpj M)-n-( )

t>0) peuvent étre définis respectivement par :

(24) » \Jﬂ e * .)(. S,. dS + ‘J\ H *(S)

_]_ a
(25) 2—a , [ 6™ -H «(s)G —F©*]a ,(s,.)ds
B j 0 3% ™ 2p; G

-1 3 t
* jo[e(cp*)-H o*(5)G F(Cp*)]a—%acp*(s,.)ds + foa—:}i[Hcp*fS”d“z
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% t 52 > 1 ‘
(26) —a lt,.) [ (%) - (H_#(s))G "—F (0¥
3 -13 *
-—(H 4(s))G "——F(e
S, cp*( acpj (")
1, 32
} 5 9)]a
Hc*( )G (SCpiBij (¥*) ] Cp-)t-(S, )ds
rt OZ 3 a -1 st "1 6 I Q
+ [~2— (e ) == ( #(s)G TFle)-H «(s)G F(o™) ]-S—a «(s,.)ds
0 3% ;@ B0 dp; ©
]
t
o) 3% d 1 -13
+ [S—6(@™) -2 (H , (s))G "Flo*)-H ,(s)G S—F(o*) ] s,.)ds
JO BCPJ- BCPJ-( Cp*( q ch(-( ) 3$J (o )]5 ] Q %(
2
t
+ [ 18" -H_4(s)G TP 20 ,(s,.)ds + [ —>—[H_x(s)ldn
0 @ 0%5@] ® gocplacp] o
o1 Huls) = Quals).'Fe"). G
-1, ot
et “:‘ = G I(Ht—f F(cp*)@w*(s, )ds) : t=0 , est un mouvement brownien.
0 ¢

On considére alors l'espace probabilisé :
d(d+1)

(R” x (RN « (R xC , ®

®® BS , 1)
n d(d+1) TNk
R (R")

ol la mesure W , est définie par :
¢

G-Qp% = N-(OIK%)® Llcpé(- 1]

d(d+1)
N(O,K*) désignant la loi de probabilité gaussienne sur ]Rnx(an)dx(]Rn) 2
centrée, de matrice de covariances K* définie par :
(27) BT K+ K, By = -Cl.'¢T
o, si B u(t) et Ccp*(t) sont les matrices n(d+1)2(d+2) X n(d+1)2(d+2) et
ni(mz(d——mxp permettant d'écrire de maniére naturelle le systéme des équa-

tions (24), (25) i=1,d , (26) i,j=1,d sous la forme vectorielle dans

{d+12§d+2}
®)
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_ [‘.t t L
(28) Agult,) = UOBwe'f(s)Acpee(s,.)ds + fOCQp%(s)dHS ,
on a posé B: = lim B ,(t) et C: = lim C y(t) . En d'autres termes les
totw P tos oo

L . w @ . N . _
coefficients des matrices B, et C, s'obtiennent & partir des coefficients
i

correspondants de B 4(t) et C ,(t) en y remplagant qu*(t) .
® %

2
3 3 . oo o) *®
= Q () , Q ,(t) respectivement par Q , —Q et
op; o a5y o, 0 o 3p; o
02 A
2%;09; "o

(o]
Remarquons que les blocs diagonaux nyn de la matrice B*

sont de la forme :
5% ou 8 - Q7 ") (G. ') ™

et, d'aprés les hypothéses (L1) et (L2) , sont des matrices stables et
que de plus les coefficients supérieurs a8 ces blocs sont tous nuls. Alors
la matrice B: est elle-méme une matrice stable et 1'équation (27) admet

T

bien une solution donnée par :

t_ -]

On définit maintenant sur l'espace probabilisé décrit plus haut

le processus (lz.cp*(t,.) ; t20) par :

d(d+1)
% _ P mPyd mPy " 2
A 4lt,a,x) = Aq#(t,X) pour (a,x) € (R"x(R") x(R") )xC , t=20
®
Ce processus vérifie encore, relativement a ucp
~ t ~ ~3
(29) A 4t,.) = [ B 4(s)A ,(s,.)ds + f C x(s)dll
e 0® ¢ ® S

~ 4
ol Ht (a,x) = Hf(x) , t=0 , est un mouvement brownien.

On définit aussi sur le méme espace probabilisé les processus

~

(A 4t,.) 1 200 et (A ,(t,.) ; t=0) respectivement par :
®

0
(30) A 4lt,) = ['BTA (s, .)ds + Oc‘”dﬁ*

0 S Vg ot
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v t o0 A~ t o .~
(31) A ulti) = Bu(0,) + fOB*AQp*(s,.)ds + joc*dns

ou A@_ﬁ(o,a,x) = a et donc ACC*(O,.) suit, relativement a ﬁw* , la
loi N(O,K*) . Alors le processus (Am*(t,.) ; t>0) est, relativement &
L:M% , Un processus gaussien centré, Stationnaire de fonction de covarian-
c; définie par : .

i . .tv Ol = e(t_s)B:K si  t=s.
Hog O @ *

Du lemme II. 1.3.3. on déduit immédiatement la propriété

d'approximation suivante :

2.3.3. LEMME : "Sous les hypothéses (L1) et (L2) on a :
¥ ta T %
tA .t

- AT a v
im Y2 ai R (s, 0 - att R (s, 0] = 0
Tos +eo “0 S 0 U0 S &5

au sens de la convergence en moyenne quadratique relativement a ﬁ %

L

o (A #E,0) 1 t=0) et A 4(t,.) ; t=0) sont définis respectivement par
ke \y i

(30) et (31)."

~

On s'intéresse maintenant & 1l'approximation de I'intégrale stochas

T ~# t~ T o~ gs
tique | 40" .'A (s,.) par dll . A ,(s,.)
JO s ot ‘fO s Tt

2.3.4. LEMME : "Sous les hypothéses (L1) et (L2) on a :

~

- Al ok g~ T g
lim T Vz[j’ dfi. A (s,.) - il A (s,0] = 0
Tortoo 0o s «* ‘o st

au sens de la convergence en moyenne quadratique relativement & U

:Q*
~ ~

ou (Aco*(t") ;t20) et (A:p*(t") ; t=0) sont définis respectivement par
(29) et (30).

~

Démonstration : On écrit R *(t) (resp R *(t)) désignant la ré-
P ®

solvante de B (t) (resp Bm)
Cp‘ 3*
E (6,0 =& & i
wltr) = R0 IORQO*(S)Ccp*(s)dHS

. ; ~ t*—l & ik
et A L) = ch*(t)j’ORw*(s)c*dns
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, ~ ~ ta ~-1 o, ~%
t ~ ~=1 ~ ~-1 ~ 3%
# [ (R W(OR 48 =R W(OR W (<)C (sl

On déduit facilement du lemme 2.3.2. que :

oo =01 { 3¢ t
B, )| = Ke 2"
= - (@)t
at !]C%—Cq’*(t)l\ < Ke
| -1 (%) (t-5)

puis que IR

Alors
- 2 -9
B YR 60 -4 e, 01 = ke 49
Hox @ -
et E \J‘Tdﬁ* tg‘ \r dn* tA (S )\12 < K
::'L,w‘*\l O g ‘ Cp* :;_* r e l - 2
— . T ~ b ~ ~'N' ~
puis lim E~ ||T 1/2[{' all ,t f afi™ . ta (s )]iiliz = 0
Tote }J- 'H' 0 S

ce qui assure l'assertion du lemme. =

On est alors en mesure de démonstrer le résultat suivant :

2.3.5. LEMME : "Sous les hypothéses (L 1) et (L2) on a :

T
@ u - tim T an* A (s, ) = 0
O Tt 0 85 o
et () &£ -lim T szd B (s,.) = M
ucp* Tosteo CQ

L , h , , ) 3*
ol M* désigne une matrice aléatoire de loi gaussienne N(0,R) avec :

E(M, ..M, ) =R, . =5, .(K), ; i,k=l,p ; j,e=1,n

3 * 3 #* (d+1)(d+2)
i,i7 k,® i,.k,2 i,k i€ 2

¥*
K étant la matrice définie par l'équation (27)."

Démonstration : D'aprés le lemme II, 1.3.4. on a :

~ B ot LI X%
M TlimooT j' dil Acp*(s") =0
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Alors les lemmes 2.3.3 et 2.3.4 assurent que :

~ 1.7 oy o
L .)‘."lim T 1r dal é.tA .)(.(S,.) =0
Mo J sT T
T Tote 0
_1 —'T ee t
puis o u_ g Um T T dn. A wls,.) =0
2" Tote 0 s

L'assertion (i) du lemme est donc acquise.

De méme, d'aprés. la proposition I. 3.2.2 on a :

-1/2,T ~n A
£. -1lim T 1/2j‘ 4t ., tA %(S ,.) = ;/[%
Uq:% T oo 0 S w0

*

#
ol M suit la loi N(0,R ) définie dans l'énoncé.

Alors les lemmes 2.3.3 et 2.3.4 assurent que :

- Lo v
£~ ~-1lim T 1/2J dii”."a wls,) = M
ucp* Tt 0 e ©
- T 3
puis £ -lim T sz an’. " a w(8,.) = M

ce dqui achéve la démonstration du lemme.

*
On définit alors la matrice n(d+1) xn{(d+1) S comme étant le

bloc de la matrice K, correspondant aux indices (i,3) tels que

i = 1,n(d+1) et j = 1,n(d+1) . En d'autres termes nous pouvons définir
la matrice S* comme étant la matrice n(d+1) xn(d+1) solution de 1'équa-

tion :
s * * % %
(32) v s* v gF = vt

% #*
oh U (respt V ) est le bloc de la matrice B:: (resp C:) correspondant

aux indices (i,j) tels que i = 1,n(d+1) et j = 1,n(d+1) (resp j=1,p) ,
soit

*
-V est la matrice n(d+1) xp dé&finie par :

(Q?o*.tP(CP*)-tG—l).. si i=1,n ; j=1,p

* ¢ L)

i,i 1 3 © t., s t.-1 ., T -
—(Q . F®"). G 7), . si i=kn+l,(k+)n ; k=1,
CIC i-kn, ]
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- et U est 'a matrice stable n(d+1) xn(d+1) définie par :
r
(6(c™), . si i,j=1,n
i,]
(2®-Q%,. T (G. '@ TrE")
’ ¢ ‘ i-kn,j-kn
si i,j=kn+1,(k+l)n , k=1,d
»
U’ =
i,]) 3 15
— 8™ NG TG TPt
30, - Q o RURICRE 3%y, @) kni-(k-1)
1:mm k=114
i=(k-1)n+1, kn
0 sinon.
.

On définit aussi

successivement les matrices I,D,],S et L ,

2dnx (d+1)n , 2dpx2dn , dpx2dp , pdxpd et dxpd respectivement
par
(33) 1 si i=j+kn , k=0,d-1, 1,
Ii j = 1 si i=j+(d-)n , j=n+l,{d+Dn
0 sinon
r {3
R j +1<i<(k+ +1<j<(k = -
(34) (G an]{P(cp ))i—kp,j—kn si kp+tl<is=(k+l)p , kn+l<j<(k+1)n , k=0,d-1
1. % . FECYEY
= P 5 + + +1 < +1 = -
Di,j < (G TF(q ))i—kp,j~kp si kptl<i<(k+l)p,kntl<j<(k+1)n , k=d,2d-1
LO sinon
(35) 1 si i=1,pd et j=i ou j=it+tpd
I. .=
1.J 0 sinon
n(d+1) “
(36) 2, (b1, .(0DI), .8 si |i-j|=kp , Osks=d-1 , i,j=1,pd
g  =dr,s=1 i,r 87T,
i,]
0 sinon
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(37) 1 si j=(-Dp+i,ip, i=1.d

On a alors l'énoncé suivant :

2.3.6. PROPOSITION : "Sous les hypothéses (L1) et (L2) on a :

(i) 0 o.=lm T "Ly (=*, ) =0
0* T te T
- 2
(ii) - 1lim T ]‘L( )(('.L*‘*',.) = - T%
ok
0 Tes oo
(iii) & - lim T"]'/ZL“)(@*,.) = N"
U'CQ* Tt T

.,

on N¥ désigne un vecteur aléatoire de loi gaussienne centrée et de ma-

trice de covariance ©* donnée par :
% =1 &t
(38) ™ =1L.5.L ,

L étant définie par (37) et S est définie par (36)."

Démonstration : Il est facile de voir que le vecteur :

(1)

Ly L)
L,y =)
T L)
Lfflld(c.c-*, .)

défini par (22), i=1,d , pour © =% , peut s'obtenir & partir de la
matrice

T to_%
.D.I E o). dll
J .fo vp*(s ) 5

ou Ecp*(s") désigne le vecteur des (d+1)p premiéres composantes de

, t t t & t a
A yl(s,.) i.e. (B x(s,.) = (0 u(s,.), =2 (s,.) v —0Q x(s,.)) .,
OQJd &£

® ® o> dpy
par la transformation Le4 o0 4 est l'application de S,(Rp;lde) dans
R guil & toute matrice pdxp associe le vecteur de (IRp)d dont le
k bloc de composantes est la diagonale du kiéme bloc pxp de

cette matrice., D'aprés le lemme 2.3.5 on a :
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, -1,.T t
Moy~ lm T "} E (s,.).dll_ =0
Y Te 4o 0 & S
. -1/2 T t
et ¢ -lim1V [ E u(s,.).an" = N¥
Mo Toto 0N 5
\Y
* :
oun N désigne une matrice aléatoire de loi gaussienne centrée de cova-

riance donnée par :

E(N%c N% ) . E(M-)(- 3
i, 7k, 8 itk
= (")
i Lk
=, .(s™ i, k=1, n(d+1)
J;‘e.‘ i,k pour 1,K=1,n
et j,¢=1,p
Alors on a aussi :
- .T 3t
U - lim T 1LOA(].D.IJ EM.;e(S,.).tdlI ) =0
\{_‘ T~*+C’° O kp S
. . -1/2 (1), &
soit : - lim T L L) =0,
Liq;% T oo T ( )

ce qui fournit l'assertion (i) de la proposition, et un calcul élémentaire

montre que

£

) T ,
£ -um T V% poor'E (s,.). a1 = J.D.I.N

. Jo Pt
M(]’.?* T—-)+m O i

N % . . . - .
ot J.D.I.N est une matrice de loi gaussienne centrée de covariance

donnée par :

(O si j#£¢
3* *
E(J.D.I.N ); ;U.D.I.N e o) = n(d+1) .
2 U'D'I')i,r(]'D'I’)k,sSrs si  j=2
r,s=1

pour i,k=1,pd et j,2=1,p .

On en déduit immédiatement que :

-1/2 T t % *
3! =
A(I.D.I.fOECp*(S,.). di)) = M

U g~ lim T
\*

- +co

*
ou M est un vecteur de loi gaussienne centrée de matrice de covariance

~

S définie par (36). L'assertion (iii) s'obtient alors en remarquant que :
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£ -1lim T («®,.) = LM

u@% Tsteo

-1/2. (1)
LT

11 reste 3 démontrer l'assertion (ii) de la proposition. Remarquons d'abord

que, d'aprés le lemme 2.3.5, on a :

oy~ lim T“lyTA

R 3¢
® Tt 0 @

tqm®* = o

~
S

(s,.).

d'ot 1'on déduit immédiatement que, pour i,j=1,d , on a :

1. T L2 _ 3
e i T = reMa ), (6.5 Ay = 0 .
G P 2 P t

D'aprés (23) écrite pour @ = " , il suffit donc de montrer que, pour

i,j=1,d , on a :

(39) W_,- lim T"lfT(—a (FleMa 1), (G o 2 Fehe L0))dt = r

M ol amy et T 20 P 1]
On désigne par (fim*(t,.) : t=0) (resp.(ﬁw%(t,.) ¢ t=0)) (resp. (f@%(t,.) t>0
1'analogue pour (Ago*(t") ; t20) (resp.(Acp*(t,.) ; t20)) (resp. (Acp*(t' ) 5 t=0
de (Ecp*(t,,) ; t=0)  pour (ACO%(t,.) ; 120)

Le processus (\écp*(t") D=0 Jcp*) étant ergodique on a :

ty # ~ '
(40) lim T f w(8). E L(8)ds =S, QU  -presque slrement.
Tes +oo P @ P
On évalue alors, |E| désignant 2 |E, .| pour une matrice E ,
i,
T t T~ ta
(41) Er |[TE u(8). E ((s)ds~[ B _(s).'E ,(s)ds]|
e TR L e-F (015 (e)ds+[ £ (). E (s)-E ()]ds]
\:Lco* ¥ o “op ¥ ¥ ¥ ¥
T v 2 2 1/2 2 1/2, 071 2
kl["E~ Qg ,(s)-E _ (s)}|"]ds] / [([TE~ WE ,()]|%ds) / +H([ B IE L ()]"ds)
0 U’Cp* ® ® 0 “lcp-% © "0 U'Qp* ®
1
Y ~ _ sU x
ol Ew*(s) Ew*(s) e Em*(O)

u étant une matrice stable, on a :
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~ 42 sU 2
B~ | VP # #S7 = B~ e E (O
L g © © qu;*
< Keﬂs ol aq >0
De plus (E_,(t); t=0 T __,(_) etant un processus stationnaire, on a
E_ }i]:VJ Ml constante
Mos @
¢
| . 2
puis E. |IE *(t)l\ < K
How ®

Alors, il vient, pour le premier membre de I"inégalité (41), la majoration :

?-160 (1
] e S4q). 72
0
d'ol
(42) 1 T—l[\]\EJ (s) t (s)ds jTﬁ (s) tﬁ (s)ds] = 0
Ho# TiT—m 0 o o A ot #* -
De méme on évalue
T. te T .
E. |[E (s).°E w(slds-[ E (s).'E  (s)ds]
Uﬁp-)s 0% ¢ 0w
T . ~ 02 /2 - 12 2,7 ~
Xl B B L0-E (o2 1asV? 1 5= 18 L0901%09) 24T 1 (o) as)
0 Hyw @ @ ' 0 M ® 0 M. % &

KI —2& tdt)Tl/Z
On a donc aussi :
~ .y -1 T'~ t~ T t~ 3
(43) HCP*—TE-&T [IOEQD*(S)' Ecp%(s)ds—JOEcp%(s). Ewé(s)ds] =0

Alors (40), (42) et (43) assurent que :

~ -1; T te~ ¥*
- 1lim T E ). E d =5
Pl HO o' Fual®) °]
puis T
. -1 t L
(44) HCD*—TET@ T [fOEw*(s). Ecp*(s)ds] =S
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Le vecteur de (]Rp)d

!

\ )
L O e /
\c e, 0,

peut s'écrire J.D.I.E ,(t) ; on a, d'aprés (44),

1T o
e dim T P hDE L. o 0]at] = gpos®. DD
'1 2l Ak

' T-~»+oo ‘JO
donc
- ;\T ,_1 = ) - __1 -
G- Hm T e S (I*‘(;:*?)aM*(t)).L(G 2 (FleMa_ (D)dt = R
P T+ 0 O\w-i & BJDJ e 1,)
%t '
ou R, } est le bloc de la matrice (JDI)S "D correspondant aux in-
1,

dices de lignes r = (i-1)p+1,ip et aux indices de colonnes s = (i-1)p+1,)p ,

ce pour i,j = 1,-d

Enfin, il vient :

~1pl -1 ~1
D" To+4e "0 3Ly T oty ¥ i,
on r.. = TrR,
1] 1]
3
Un calcul élémentaire montre que rij = ‘ﬂi j ce qui achéve la démonstra-

tion compte-tenu de la condition suffisante (39). =

2.3.7. Remarques

a) D'aprés la démonstration précédente la matrice ~¥*  définie

par (38) peut aussi 8&tre définie par :

(45) % =1TrR, ; i,j=1,d
1,] 1}
o * b, ‘ T
(R)) , = ODDST DD gy (oppre 7 K BT 1P
ol S*,I,D et J sont respectivement données par (32),(33),(34) et (35)
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b) Remarquons que si ¢ est un systéme donné de composantes

des matrices f(g), M) ,Flp) , les matrices dérivées -&%—e(q) , gcap—z\(c,o)
— Yk k
et -a-a-— (@ , k=1,d , sont des matrices dont au plus un coefficient
Px

est différent de 0 , ce coefficient valant alors 1 . Du point de vue
du calcul de la matrice T'* , le probléme est celui de la détermination
de la solution 8% de l'équation (32) qui demande le calcul préalable

[o2]
de la matrice Q % Nous reviendrons plus loin sur ces gquestions.
o

Nous pouvons maintenant donner un résultat sur l'identifiabilité

de ¥

2.3.8. PROPOSITION : "Sous les hypothéses (L1) et (L2), si

la matrice I'* définie par (45) est non singuliére, la valeur o¥* est

asymptotiquement identifiable en probabilité par une famille d'estimateurs

~

{CDT ; T>0} vérifiant :

(1)  pour tout T >0 , QBT est Sp-mesurable,

(1)~
(i) TE_}I_I; ucp*h%‘il)(wT"):O] =1, ol Lél)(cp“) est définie par
(22),
. HCP*MTETJET =
(lV) &£ - lim T_l/z(C@T_QQ%) = N‘(Oll—\%"‘l)
Hip# T te

De plus cette famille d'estimateurs est "unique" au sens que

si {cpT i T>01 est une autre famille vérifiant (i), (ii) et (iii) on a aussi :

(v) lim

Démonstration : D'aprés la proposition 2.3.6, et l'hypothése
d'inversibilité de I'* , les hypothéses (E1), (E2) et (E3) de la proposition
I, 2.2.1. sont vérifiées. Les assertions (i) jusqu'a (v) seront donc démon-
trées si nous montrons que l'hypothése (E4) est satisfaite. La propriété de

majoration de 1'expression
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sera acquise si nous monirons qu'elle est satisfaite par les expressions :

1, 0L t
(46) :]_,-UO Cp*(s). [Acp*(s) —A@(s)]ds\
(47) L™ (). )1ds |
T 0 & ) * &
et
(48) l\rT[A (s) -A (s)]. dn*|
T O CD% €
ol AL%( = | Bﬁ%(s)Aq (s)ds +J" C - s)dﬂ:
-1 —
j B, () (s)ds s [ (G BGT FEMa (6)- e (s)ds el CROLS
On consideére alors la différence :
0,() - 0_u(t) = OR¢(t)RC;1(S)[(G(CD)—G(CP%))+HCP(S)G—l(F(»P*)—F(cp)]CZCD%(S)dS
(49) ot -1 3*
+ IOch’(t)ch (S)[HCD(S)_HCQ**(S)]dHS
3
on o 0 = [y e

et, pour t supérieur & un certain to , Q . (t) étant définie positive

i
(voir [14] théoréme 5.1.), rang(H"*(t)) = rang(F(©¥*)) = p et donc il exis-
-1 -1 W 3
te Hw*(t) telle que Hcp*(t).HCp*(t) = np .
Alors,
(50) .
-1 -1 _ * ot d -1 -1 *)
00 - B0 () = [ g [ Lgs How(e) THe)eM g, (o)ds
[e) O

et si (@t) est un processus & variation bornée tel que l'intégrale stochas-

t
tique J' & dﬂ* est définie, on a :
t S S
o
t * _ t -1 t d -1 -1 3
Jtoiﬁsdﬂs = ftoésd[HCp*(s)acp*(s)] - jto@s[ds H u(s)+H ()6 (0 )]ch*(s)ds
1 -1 t -1
8 (D0 (0 - @ton*(to)acp*(tO) - jtod@S.HQp*(s)am%(s)
-1
J' s[a-s_ )+Hcp*(s)G(Cp*)]acp*(S)dS

O
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= Rqr—)l(t)[Hcp(t)_Hcp*(t)] dans (49), compte-tenu des

Appliquant cela & @
hypothéses (L 1) et ( 2) et de la continuité des applications o ~s8(p) ,
(

on~sMw) et. g~sF(®) , il vient, pour tout nsng ou

fotllo-e®sn_} < v@* , pour un a0

t (-
sup o (0-q 0] = o e g (6)]as+]a 0]
lo-gjen ¥ 0
oid lim g{n) = 0 et E (la %(s)\z) < K o K ne dépend pas de s
n-0 Lo @
Alors
sup  |a (t)~a ()] < glnp
- © ® t
==
ol lim g(n) = 0 et Eu (pf) < L ol L est indépendante de t .
n-0 ond '
¢

‘. . ~ t . .
On écrit maintenant, R __(t) (resp ch(t)) désignant la résolvante de

Bm*(t) (resp B”@(t))

| 5 -1
(1 A0 A 0 = [ R OF ()G () =R (OR ()G () dn
t ~-1 -1
+§-0R@<t>RCp (51C (5)G™ (FleM)a ()~ Flwlg, (s)ds

De la majoration précédente, on déduit alors :

sup A -2 ] =a,mlf (0 (8 [ aleDas + (a_y 0] +2)]
lo-o¥ljen ¢ @ 0 o
ol ]éfbgi(ﬂ)’: 0,
et donc

sup  [A (t)-A ()] s g (n)p (1)

lo=e*fjsn ® !

ol (gl,pl(t)) vérifie les mémes conditions que (g,0)

Par suite, on a :
T te T
sup  |[TA (s).7[A <s>-A$(s>]ds\ < 91(“)J0\A

(s)||p,(s)|d
lo-c*]|<n 0 O p* s)lfe (s)ds

cp*
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T 2 q1/2.T 2, 11/2
ot Ef|A (8| [p () ]ds < MI[ B [A L (9)1%as1Y2E (o, ()] %as]Y
0 1 u ¥ Jau 1

0 M 0 St
< N.T
car E |A (s)]® est bornée.
Mo o¥
q) -
En définitive, on a :
10T tr -
sup o |[ A (s).7[A  (s)-A (s)]ds| = g (M5 (T)
Hcp...cp-)(-ugﬁ o > W &%
ol lim gl(ﬂ) =0 et El(T) est une variable aléatoire d'espérance majorée

n_’o
indépendamment de T .

Ainsi l'expression (46) posséde la propriété de majoration demandée. De

méme on montre que l'expression (47) la vérifie.

On s'intéresse maintenant & l'expression (48). On peut voir aisément que
le développement de cette expression & partir de (51) et (50) fait apparaf-
tre des termes qui peuvent se mettre sous la méme forme que ceux que

nous venons d'étudier et qui vérifient les mé&mes propriétés, et le terme :

T - -
%j‘t [ccp(s)-cwgs,)]ﬂwbs)am*(s).td[Hwi(sy%*(su
O
T - .
+ -Tl-jt [CCP(S)_an*(s)]d[Hap*l*(s)acp*(s)]'t[HCp*(S)aap*(S” :
O
On 1'évalue par :
le m-c_,m] C;immcp*m N ()
1 -1 1 t
- gLyl Cpult )T Lt Ja e Me e ) H (e )
T - -
-%ytogg[ - Ca@ B e)e ()" (6. ()
Ly I’T .
T to[CCp(s)—Ccp%(s)]ds

et on peut donc le majorer sur ljp-0*|| < n par :
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1 2 1 2 1.0 2
g,MiFla M| +zla )" +5] la (s)|ds+1}
% P to @ |
oiu lim g,(m) =0
=02
Comme E (\a %(s)\z) < K , on obtient le majorant :
u P

Cp*
9, (1 x o, (T)

ol (gz,pz) vérifie les mémes conditions que (gl,El)

En définitive, on a :

(2) (2)(

1 e
sup % [Lp " (@¥) -Lo (@] < 9,(n)p,(T)
llep=p*|| <
ol limO g,(n) =0 et p3(T) ést d'espérance majorée paf une constante
: - ( : . .

ne dépendant pas de T . Ainsi l'hypothése (E4) de la proposition I, 2.2.1.

"est vérifiées, ce qui achéve la démonstration., =

2.3.9, Remarques

Les techniques de démonstration de A.V. BALAKRISHNAN [7] lui

pefmettent seulement d'assurer que la limite, quand T tend vers l'infini,

1.(2)

si cette limite pour ¢ = ¥ est non singuliére alors pour tout voisinage .

Cp,.) existe en un certain sens de convergence uniforme et que

i

~

de o et tout x appartenant & un ensemble de probabilité arbitrairement

grande on peut trouver un T suffisamment grand tel que 1'équation
(1) '
T . .
auteur assure uniquement les conclusions du lemme I, 2.2.3, encore ne

(p,x) = 0 ait une solution dans ce voisinage. En d'autres termes cet _

se préoccupe—t-il pas de l'existence d'une version réguliére de la fon.ction
de vraisemblancei ce qui nous semble impbrtant compte~-tenu de ce que le
probléme. d'estimation est par essénce_un probléme trajectoriel. Nous pen-
sons donc avoir amélibré notablement les céhélusions du travéil (7] :

- d'une. part, .nous: justifibns 'l'utivlisation'de_ la méthode du maxi-
‘mum de vraisemblaﬂce en donnant une méthédé d'estimation préalable des

paramétres de covariance du bruit d'observation dans le modale (12),
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- d'autre part, nous donnons une caractérisation algébrique de
la matrice TI™* intervenant dans la condition d'identifiabilité : " ™% est

non singuliére", rendant la vérification de la dite condition possible,

- enfin, nous assurons l'existence d'une famille d'estimateurs

convergeant en probabilité et asymptotiquement normalement distribuée.

2.4, Sur la condition d'identifiabilité et le calcul de l'estimateur

de «

Il est clair qu'en pratique il n'est pas question de vérifier pré-
cisément la condition d'identifiabilité puisque la matrice 1"* concernée
met justement en jeu la valeur o* inconnue du paramétre = & estimer.
Une situation concréte od 1'étude prend véritablement son sens est celle
ol le domaine § des valeurs possibles de w est un voisinage de %
éventuellement parce qu'une estimation a priori est accessible par l'analy-
se du phénoméne modélisé ou parce que la modélisation provient d'une iden-
tification préalable des dimensions du systéme par une méthode du type
"réalisation stochastique" (voir par exemple [26] B.IL. HO et R.E. KALMAN,
[28] E. IRVING, [21] P. PAURRE, [44] J.R. RISSANEN ...) ayant fourni

une premiére estimation des coefficients du modéle.

La condition & demander est alors, de fagon naturelle, que dans
ce voisinage de ®* la matrice I (¢) , définie par les analogues des équa-

tions (32), (33), (34), (35) et (45) obtenues en remplagant, 1a od figure

3 3

P par ¢ , soit une matrice non singuliére. La vérification repose

évidemment sur le calcul des matrices Qj et 3(v) ot S(yp) est l'ana-

(%

logue pour ¢ de S* pour * soit les matrices vérifiant respectivement

®

les équations

(52) 3)Q + Q. ple) + Mw). ) - Q. P (e, fe) T Ir@o = o
et
(53) UE)s + 8.0 = - v). Vi

oi U(p) et V(p) sont les analogues pour ¢ de U¥ et V¥ pour o¥
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Les méthodes constructives de résolution de 1'équation (52)
sont basées essentiellement sur des algorithmes de type NEWTON-~

RAPHSON (voir par exemple [54] W.M. WONHAM)

, t tow 1o, t,., t t-lo,
(52)"  (8l@)-Q_ . T@I(G. G "FE)NQ_,, +Q . (8 -Q .F®)G.G) "Flv)
+09). 1) + 0 Fe). (6.6 T Irwe = o
L'équation (53) dont la solution est donnée par :
+w T -
(53)' st = [ e V%) igle" s
0

est une équation linéaire.

~

De méme la construction de l'estimateur ¢ repose sur la mi-

T
se en oeuvre d'une méthode numérique de résolution de l'équation :

(1)

(54) - Lo

(cp,X) = 0

On peut, comme au §1.3. précédent, envisager un algorithme du type
NEWTON-RAPHSON :

(n)
T

(n+1)

¢ 60,201 LY 07 0,20

(54) o T r @

60 = ol - L

qui demande la détermination des dérivées premiéres et secondes de la
fonction de Log-vraisemblance, basée elle-méme sur le calcul de la so-
lution Qq)(t) de (17) (voir encore [54] W.M. WONHAM). Dans [27]
K.W. ILIFF donne des résultats numériques d'expériences obtenus par cette

approche.

Du point de vue du probléme pratique de la résolution de (54)

il nous semble encore que nos résultats théoriques sont intéressants : il
paraft en effet raisonnable, compte-tenu de ce que —%Léz)(m,.) converge

vers T (o) , de substituer & l'algorithme (54)' l'algorithme :

(n+1)
©

(54)" T

60 = w60 - eI ) 1 Lo 0l 6,30

(1)

ou vT(cp,x) représente l'analogue de LT (p,x) obtenu en substituant

dans les éqgations la définissant Qo(t) par Q:; . Le calcul des inté-

grales stochastiques intervenant dans ces équations nécessite lui-aussi
I'utilisation de teéhniques d'approximation : A,V, BALAKRISHNAN étudie ce
probléme dans [8], ainsi que E. WONG et M. ZAKAI dans [53] et M.F.ALLAIN

dans [2a] et [2b].
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§ 3. - SUR LA MODELISATION ET L'IDENTIFICATION DES SYSTEMES STO-
CHASTIQUES A TEMPS CONTINU. QUELQUES REMARQUES POUR
CONCLURE,

Le but de ce dernier paragraphe, délibérément non mathémati-
que, est de discuter de quelques aspects du probléme de la modélisation
et de l'identification des systémes stochastiques 3 temps continu et de
faire & cette occasion quelques remarques permettant d'envisager certains
prolongements & notre travail. Schématiquement, le probléme de la cons-
truction d'un modele descriptif d'un phénoméne stochastique (3§ temps conti-
nu) & partir de données d'observations comprend deux étapes. La premiére
étape consiste en le choix d'un type de modéles dont il soit raisonnable
d'admettre que l'un d'eux représente bien le phénomeéne observé : Cette
étape dont nous dirons, pour fixer les idées, qu'elle est celle de la mo-
délisation, repose sur des considérations liées & la nature physique (ou
sociologique,...) du phénoméne observé permettant de dégager un cadre
d'hypothéses (linéarités ou non linéarités, indépendances ou interractions,
continuités ou discontinuités,...) aboutissant & la construction d'une struc-
ture mathématique qui soit une représentation simplifiée du systéme sur le-
quel portent les observations et qui rende compte des caractéristiques do-
minantes de ce systéme. Une classe de modélesvétant fixée, la seconde
étape a pour objet la détermination dans cette classe de celui des modéles
qui décrit au mieux le phénoméne : cette étape, dont nous dirons qu'elle
est celle de l'identification, peut mettre en jeu des méthodes statistiques
du type estimation et test. Dans [13], G.E.P. BOX et G.M. JENKINS
consacrent les chapitres VI et VII respectivement & chacune de ces étapes
pour le cas des phénoménes & temps discret. Il est clair qu'en pratique
la modélisation et 1'identification sont intimement liées, ne serait-ce que
parce que l'on ne retiendra comme base de travail une classe de modéles
que dans la mesure oll on saura y traiter le probléme d'estimation de para-
meétres. Il est clair aussi que le travail que nous venons de présenter
s'inscrit tout entier dans le cadre de la phase d'identification : nous avons

en effet systématiquement supposé que les observations faites étaient en-
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gendrées par un certain type de modeéles différentiels stochastiques parce
que l'analyse du phénoméne concerné et une phase préalable de modélisa-

tion avaient conduit & ce choix.

3.1. Sur l'identification des dimensions.

Dans de nombreuses situations, la structure dégagée lors de
1'étape de modélisation fait apparaftre 1'observation dont on dispose com-
me l'image en dimension p (connue 2) de l'étai non observable du sys-
téme deldimension n (inconnue), n = p : un probléme important est
.alors de déterminer une dimension n (en général la plus petite possible)

telle que la modélisation soit satisfaisante.

Dans [14] chapitre V, R.S. BUCY et P.D. JOSEPH, donnent une

£

solution & ce probléme pour un modéle du type
+
J' dX, = FX.di + GdW,
Y

L - m,

HX

ol (Yt) est un processus stationnaire, supposant que F est une matrice
stable et que les couples (H,P‘) et (G,F) sont respectivement controla-
ble et observable, et utilisant comme critére d'adéquation le fait que la
fonction de corrélation dans le modéle cofncide avec celle calculée sur

1'observation.

Dans [20], E.D., EYMAN et T. KERR étudient le cas du modéle

plus général

dXt

+ +
FXtdt Mtht Gth

i

HXt+m

ol (Vt) est une entrée déterministe 3 la disposition de l'observateur, dans

le mé&me cadre d'hypothéses.

Enfin l'algorithme de HO (voir [26], [21],...) fournit une so-

lution du probléme dans le cas du modéle de filtrage linéaire que nous ve-
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nons d'étudier, sous des hypothéses de mé&me nature.

Nous pensons que, dans ce dernier cas, en particulier, le pro-
bléme de choix d’une dimension de 1'état non observable peut en fait se
formuler sous la forme d'un probléme d'estimation ou de test statistique,

En effet, la covariance du bruit d'observation ayant été identifide, la struc-

ture statistique est

T

ou no est une borne supérieure & la dimension n imposée par exemple
par des contraintes techniques, et pour tout n € {p,...,no] , An repré-

sente l'ensemble des valeurs possibles du triplet (en,An,Fn) , uen'An'Fn

désignant la loi de l'observation pour la valeur (Gn,f\n,Fn) . Il est clair
que cette structure statistique est encore une structure dominée dans la-

quelle on peut envisager l'estimation de (en,/\n,Pn) par la méthode du
maximum de vraisemblance i.e. par la recherche de (ﬁ,é,f\,f) tel que

~

(8(x), M=), F(x) € bacy ot

L.(8(x), Ax),F(x),x) = Sup{LT(en,!\n,Fn,X) i p<nsn

T ., (8 ,An,Fn>EAn}) X

0 n

On peut d'autre part envisager le choix entre deux valeurs possibles n1

et n, de n par un test de l'hypoth&se n = n1 contre l'hypothése

n =n, ((nl,nz) ef{p,.... ,no}z) dans cette structure statistique, cons-

truit de la maniére suivante

~

"Si LT<é1<x>,?xl<x), 1(0,%) = Lo(8

"

on décide que n = n ou pour i=1,2 (é,,:’\,,,f‘i) désigne l'estima-

17 i
teur de (8,A,F) dans la structure statistique

. T
(C'ST’{HM o F )Y n " Tny’ n. n;

3.2. Sur le choix de l'intégrale stochastique et la nature du bruit,

Dans le présent travail nous n'avons considéré que des modéles

~

engendrant des processus & trajectoires continues ol les équations diffé-
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rentielles stochastiques mettent en jeu un processus de mouvement brow-

nien, l'intégration stochastique étant prise au sens de K. ITO.

Y

D'une part certains phénomeénes & trajectoires continues sont
susceptibles de modélisations plus satisfaisantes lorsque l'intégration
stochastique est prise au sens de R.L. STRATONOVITCH [48] (par exem-
ple : mouvement sur une orbite circulaire d'une particule soumise & des
forces aléatoires pour lequel la modélisation la plus naturelle par une
équation différentielle stochastique conduit au sens de ITO, & une diffu-
sion dans tout le plan alors que son interprétation au sens de STRATONOVITCH

donne bien comme support du mouvement l'orbite).

D'autre part certains phénoménes & trajectoires discontinues sont
modélisables par des équations différentielles stochastiques faisant interve-
nir des bruits de type poisonnien ou plus généralement des martingales

discontinues,

Dans ces deux directions, compte-tenu des relations existant
entre l'intégration au sens de ITO et celle au sens de STRATONOVITCH
et compte-tenu de résultats sur l'absolue continuité des lois de proces-
sus régies par des équations différentielles par rapport & des martingales
discontinues (voir par exemple [51], J.H. VAN SHUPPEN), il nous semble

possible de prolonger notre travail.

3.3. Sur_l'identification : estimation, domaines de confiance, tests.

Dans notre travail, nous avons essentiellement abordé le problé-
me d'estimation dans une structure statistique issue d'une étape de modé-
lisation, par la méthode du maximum de vraisemblance. Nous avons toute-
fois remarqué au IIM§3.4. , & propos d'un cas simple, qu'une approche

bayésienne conduit & un probléme de filtrage non linéaire., On peut voir

encore que dans le cas d'un modéle différentiel général du type

dXt = Oyp,t,X)dt + G(CD,t,X)th
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l'approche bayésienne du probléme d'estimation de ® , conduit au mode-

le de filtrage non linéaire

dcpt=0

dX Cl(cpt,t,X)dt + o(cot,t,X)th

T

L'obtention de résultats statistiques par une telle approche repose donc
sur les progrés de la théorie du filtrage non linéaire ([36] R.S. LIPCER
et A.N. SHIRYAYEV,...).

La statistique mathématique classique traite de trois fypes de
problémes : l'estimation ponctuelle, 1'estimation par domaines de confian-
ce et les tests. Nous n'avons étudié que le probléme d'estimation : les
résultats que nous avons obtenus, en particulier sur la loi asymptotique
des estimateurs, permettent d'envisager la- construction de domaines de
confiances et de tests, ces derniers, dans les cas les plus simples,

ayant déja trait & des structures statistiques exponentielles. incamp!dtes
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