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INTRODUCTION

Le traitement des valeurs aberrantes, que nous &tudions ici, est 1'un des
plus vieux et des plus‘constants problémes de la statistique. Dans un échantillon 2
valeurs. dans R , il arrive qu'une ou plusieurs observations se détachent en &tant
soit plus grandes, soit Plus petites que toutes les autres. Nous les appelons va--
leurs douteuses. Elles peuvent aussi bien

= 8tre des r8alisations de la variable aléatoire X associBe 3 1'&chan-
tillon, se situant dans un intervalle Je, a] ou [b, [ de probabilité faible.
Elles proviennent alors de 1a variabilité intrinsgque des données.

| + étre le résultat d'une erreur : erreur de manipulation, erreur de me-

sure due 3 un appareillage défectueux, erreur de calcul ; ou dfune autre cause con-
nue ou inconnue.
Le statisticien désire 1ntrodu1re un niveau plus ou moins objectif & partir duquel
il va considérer ces valeurs comme étrangdres a 1'échantilion : ¢ ‘est-3-dire
aberrantes. Voici les raisons principales qui motivent cette détection :

a) Epurer les données en vue de leur utilisation statistique ! en particulier
avant une estimation, problame longuement traité par les américains sous le titre :
"Rejection of outliers’.

b) Contrdler les simulations, et tester la fiabilit# des processus génératifs.

c) Isoler des observations, d'un intérét particulier justément parce qu'elles

sont extrémes.
I1 ne faut donc pas limiter le traitement des valeurs aberrantes 2 un simple probie-
me de rejet. Voir Anscombe, F.J.(1960) et Kruskal, W.H. (1960). |

En dimension 1 , valeur douteuse est donc synonyme de valeur extréme.

Dans le cas d'un &chantillon 3 valeurs dans &P | 1a premidre difficults




consiste 3 définir une valeur douteuse.

Ce peut €tre non seulement un vecteur dont 1'une des composantes est nettement plus
grande ou petite que la composante correspondante des autres vecteurs, mais aussi
un vecteur dont plusieurs composantes sont entachées d'erreurs moins voyantes.

Le cas le plus généralement étudié est celui d'un échantillon normal
gaussien : i.e. n réalisations X 5 eees X supposées indépendantes d'une variable
aléatoire X

; L 1 -1/2&?2
- 3 valeurs dans IR d'espérance u et d'écart type ¢ , de densité — e c

p o/Zm
- & valeurs dans IRP d'espérance m ¢ [R® et de matrice des variances-covariances

1

A de densité —me—mse——
v’(Zﬂ)I |A]

Pour structurer notre probléme nous utilisons deux mod&les proposés par

7, -1
e V2 mIh () oy A} est le déterminant de A .

Grubbs et Dixon en 1950 en dimension 1 , repris par différents auteurs, puis gémné-
ralisés en dimension p .
Moddle & : une valeur aberrante provient d'un glissement de la moyenne, soit d'une
loi df(u+Au,oz) ot A #0e R [resp. d'une loi xigﬁ?+ﬁn,A) o Ap
est un vecteur non nul de P
Modéle B : une valeur aberrante provient d'une variation de la dispersion soit
d'une 1oi Jflu,0*A%) o A> 1 . (resp. d'une loi o (mA) 0@ A > 13
Ce§ modéles nous fournissent une définition probabiliste d'une valeur
aberrante et permettent 1'étude de la puissance de différents tests. Les valeurs
aberrantes donnent lieu principalement aux &tudes suivantes :
 » 8laboration et tabulation des tests;
« étude de puissance intrinséque et comparative des tests ;
» 8tude des conséquences des rejets sur 1l'estimation ; étude de techmiques

particuliéres : censure, winsorisation, etc...

Nous ne prétendons pas présenter ici de fagon exhaustive les différents
travaux sur les valeurs aberrantes. Nous renvoyons pour cela au livre de David, M.A.

(1970) chapitre 8 : '"The treatment of outliers” ainsi qu'a la généreuse bibliographie




de la fin de 1'ouvrage. Nous ne signalons que les &léments qui nous paraissent es-
sentiels tant du point de vue heuristique que du cadre particulier de notre proble-
me, que nous délimitons ci-aprés.

Anscombe, F.J.(1960) prétend que 1'une des premiéres allusions aux valeurs douteuses
a &té faite par Bessel, le cé&labre astronome, qui dans un article publié en 1838,
se refuse 3 éliminer une donnée sous le seul prétexte qu'elle est entachée d'une
déviation (écart 3 la moyenne) importante. '"Nous croyons, dit-il, que seule 1'ob-
servance rigoureuse de cette régle &cartera 1'arbitraire de nos résuitats'.
Toujours d'aprés Anscombe, ce fut Peirce, B.(1852) qui proposa le premier, un cri-
tére de rejet, repris et simplifié par Chauvenet, W.(1863). Ce test est basé sur
1'hypothése qu'il n'y a au plus qu'une valeur aberrante et se présente de la fagon

suivante : posons
+

P=| &Fx

d
P

ot dF(x) est la densité de la variable X 2 valeurs dans R .
Soit m 1le nombre de ré&alisations x5 de X telles que %; € }dp 4 aof
Alors m suit une loi binomiale M de probabilité.
P[M = m] = c‘“pn -p)"™ et 1'ona EM) =
Chauvenet décida que EM) devait toujours valoir 1/2 . Pour tout n , on peut

calculer d_ tel que
p +co

dF(x) = 5k

d
p

Soit X5 la valeur douteuse (unique par hyptoth8ése); 1a régle s'énonce : si x, > dp

rejeter X, . Chauvenet raisonne en nombre moyen de valeurs non aberrantes et dé-
sire que celui-ci vaille 1/2 . Habituellement on raisonne de 1la facon suivante :
1’ensemble critique E est la réunion des ensembles ol 1'un des x, est> dp

et les autres inférieurs. La probabilité de E est alors

d = P{E] = n -— L (- )““




¢z qui nous donne :

n i 2 3 | 4 o’

a 0,500 0,375 0,347 0,335 0,303
En testant un grand nombre d'échantillons on considére, dans environ 1/3 des &chan-
tillons, des valeurs comne aferrantes alors qu'elles ne le sont pas. Le principal
défaut du test de Chauvenet est son niveau de signification déraisonnable. Aprés
1a description du test de Peirce, Chauvenet ajoute : “Le critdre ci-dessus repose
sur des principes probabilistes qui peuvent paraitre obscurs aux non initiés". Ne
pouvons-nous pas lui appliquer la méme remarque ? Toujours est-il que le test de .
Peirce, celui de Chauvenet et d'autres suggestions provoquérent de vives discus-
sions et le sujet devint classique dans les traités sur les moindres carrés, 2 la
fin du siécle dernier.

Aprés Chauvenet ce fut Wright, T.W.(1884) qui fit le pas le plus marguant.

Illsuggére de rejeter toute observation dont la déviation dépasse en grandeur
§ fcis 1'&cart probable (écart ayant la probabilité 1/2 d'€tre dépassé en valeur
absolue) soit 3,37 fois 1'écart type. Lorsque lihypothése de normalité est vé-
rifiée, seule 1 observation sur mille est rejetée. I1 en résulte peu de perte d°in-
formation.

Cetta'régle est studéntizée par Thompson, W.R.(1935) qui propose de consi-
X=X

|> cC ol :c_ est

dérer comme aberrante toute observation X5 telle que ‘ a a

une constante qui dépend du niveau de signification, X = 1 Yx. et

n i
n . 1=1 :
sz = 1 x.=X) 2, Cette régle nous satisfait en apparence puisqu'elle traite le cas
kWi puisqu
12

de plusieurs valeurs aberrantes éventuelles. Hélas, Pearson, E.S. et Chandra-Sekar,
C.(1936) mirent en &évidence une carence importante de la régle de Thompson. Pour

des &chantillons de petite taille et des taux de rejet modérés, il est impossible

de rejeter plus d'uﬁe observation au moyen de cette régle : ce qui signifie que si
par malchance deux observations sont pareillement &loignées de la moyenne, aucune ne
sera rejetée. C'est ce qu'on appelle 1'effet de Cache (Masking effect). Cependant ia_

régle de Thompson reste valable si 1a taille de 1'&chantillon est &levée et le taux




de rejet conséquent. _
X - X
Grubbs, F.E.(1950), proposa le test associé 3 —Lr—l)—s—— ol
X(n) 2 X(p-1) 2 ** 2 XU) désigne 1'échantillon ordonné.

I1 donne une forme équivalente de ce test, au moyen de l'égafi;_é :

s2(n) _ . 1 (X(n) -I)z
—Lsz n-1 52
ol $? = ns®
| 2 , n= - 2 =, _ 1 Bl
S0 mmT LT x@ sy 1 oxg -

Ce test peut largement se généraliser. Pour tester par exemple les deux valeurs

x(n) et x(n-1) on calcule

$2(n, n-1) _ niz (x(i)-f(n, n-1))2
3?2 i=1 s?

_ 1 n-2
avec X(n, n-1) = — .21 X(4)
1=

Dixon, W.J.(1950) quant 3 lui, proposa une classe de statistiques de tests dont la

principale est
_Xm) T *m-1
1 Xmy T Xa)

r

Si r dépasse une certaine valeur critique que 1'on trouve dans les tables fournies
10 v
par Dixon on considére x(n) comme aberrante. Cette statistique se généralise en

posant
2 Xm T *mei)
Yo Xm) T Xy

pour se préserver de 1'effet de Cache. Dixon suggére de traiter le cas de plusieurs
valeurs douteuses par un emploi répété de T, ceci aprés avoir étudié, par simu-
) 2

lation, la performance de ses tests- en utilisant les modéles & et B .

X, = X
(n) est déclaré aberrante, si -—(I—lls-——

dépasse une valeur critique, possédent une propriété d'optimalité €tudiée par

Les procédures selon lesquelles x

Murphy, R.B.(1951), Paulson, E.(1952) et Kudo, A.(1956a). Ils envisagent le problg-

me comme un probléme de décision multiple et se restreignent au modéle eﬁ et aux




régles invariantes sous une transformation y=ax+b, a et b réels.
Murphy supposé qu'il y a k valeurs aberrantes dans 1'échantillon ou O .
Ces valeurs proviennent de loi NﬁJﬁziAu,<3) pour i=f-k+1,...,n. Lapro-
cédure qui maximise la probabilité de rejet des k valeurs aberrantes parmi les
procédures invariantes et de.méme rang (P}L(Do) = 1 - a) est associée 3
L G ® X(pgery = 0

LI I ] +
n [ %n-k+1 s

ol Up 2 Qg2 eon 2 an_k+1zQ§ont cdnnues.
En conséquence lorsque les glissementsen moyenne sont inconnus, il n'existe pas de
régle possédant la méme propriété d'optimalité.

Paulson considére un échantillon réparti en 1 classes de k valeurs
soit au total rk = n observations. Il se demande si 1'une des classes a glissé en

moyenne et montre que le test possédant la propriété d'optimalité analogue 3 celle

du test de Murphy est associée 3

X, v =X
LT avec X, = max X,
s () - £
ae"],..s,r
k
ol §i}= %- ! x, est la moyenne de la £° classe, X et s &tant res-
i=1

pectivement la moyenne et 1'écart type de 1'échantillon global.

Kudo répartit ses ob;ervations en 3 groupes indépendants. Le premier suit
une loi (ﬁ}p: o) sauf, peut &tre,pour une valeur, ayant glissé en moyenne. Le second
suit une loi c‘}u,cﬁ) et ne contient aucune valeur aberrante. Le troisidme suit une
loi cJEul, 02) ol M # u . Lorsqu'il n'y a pas d'observations dans le second grou-
pe, le test proposé par Kudo est celui pour lequel Quesenberry, C.P. et David, H.A.
(1961) ont calculé les valeurs critiques_l Lorsque seul le 1° groupe contient des ob-
servations, le test se réduit 3 flﬂlg:-i -

Beaucoup d'autres travaux ont été effectuds en dimension 1 . Nous cite-

rons Mac Millan, R.G.(1968) qui &tudie la puissance de trois tests pour deux valeurs

aberrantes. Il s'agit




X,y - X
1° du test séquentiel associé 3 _Jlﬂ?;___ H

X + X, .y -2X
2° du test de Murphy ol a,= o; = | soit (n) S(n 1) :

3° du test de Grubbs lorsque les 2 Plus grandes observations sont douteuses, soit

$? (n, n-1)

SZ

Plus récemment, il semble que 1'on marque un intérét croissant pour les
valeurs aberrantes dans les mod&les linéaires avec un systéme d'erreurs indépendan-
tes, normales et homoscédatiques.

Le premier test concernant les valeurs douteuses dans un &chantillon nor-
mal gaussien multidimensionnel de matrice des variances-covariances A quelconque
mais supposée connue, a été proposé par KudG,A. (1957). Il est associé 3 la statis-
tique

T, 6D e

Kudd démontre ensuite une propriété d'optimalité de ce test. Une propriété analogue
fut démontrée, lorsque A est inconnue et estimée par

S= E%T E(xu-ij(xu—x)' par Karlin, S. et Truax, D.R.(1960) dans le
cas du modéle b et pag—;erguson, T.S.(1961b) dans le cas du modéle B . Le test
est alors associé& 2

_ t = o1
Tz(n) = max (x, )8 (xh—i) .

}J=1onon
Siotani, M. (1959) a &tudié la distribution asymptotique de xz(n).‘

Enfin Wilks, S.S.(1963) a proposé un test général basé sur

CHP)
Tg = det TE;;%—
n
ol (aij) = (n-1) S et a5 ]_FZT (xui—xgi) (xuj-xﬁj)
WE
—_ 1 n
avec a1 uZ1 X4




Si la quantité r(I) = min rt est inférieure 3 une valeur critique
E=1...n

que 1l'on trouve dans les tables fournies par Wilks, on considére 1'observation cor-
respondante comme aberrante.
Ce test se généralise au cas de plusieurs valeurs douteuses (cf Chapitre 1).

Beaucoup de travail reste 3 faire sur les valeurs aberrantes multidimen-
sionnelles. Nous nous sommes donc intéressés aux échantillons gaussiens 3 valeurs
dans RP , contenant éventuellement plusieurs valeurs douteuses. Nous nous sommes
situés dans le cadre du modsle & oi 1l'on suppose que les valeurs aberrantes pro-
viennent de glissementsen moyenne.

Dans un souci de clarté, nous présentons au Chapitre I 1les différents-
tests rultidimensionnels existants, leurs propriétés et leur tabulation. Nous démon-
trons en particulier 1'équivalence du fest de Karlin et Truax-Ferguson avec le test
de Wilks pour une valeur aberrante ; puis 1'équivalence du méme test avec le test
associé 3

- n-1 TR By _ =
T T AR (g = XEDU @) (g - X(€))

ol i(g) et U(¢) sont respectivement la moyenne et la matrice des variances-co-
variances estimées i partir de 1'échantillon privé de la £° obxervation. Puis nous
mettons en évidence un effet identique 3 celui étudié par Pearson et Chandra-Sekar
en dimension 1 . Dans le cas d'un échantillon multidimensionnel de tailile modérée,
et d'un pourcentage de rejet faible, la régle de Thompson généralisée qui consiste 2

rejeter toute valeur x_ pour laquelle T2 dépasse une valeur critique, dépendant

€ £
du niveau de signification, ne rejette au plus qu'une seule valeur. Au cas ol plu-
sieurs valeurs sont également &loignées de la moyemne X au sens de la distance gé-
néralisée, cette régle n'en rejette aucune. A fortiori le test de Karlin et Truax-
Ferguson souffre de cet effet.

Nous soulevons ensuite un probléme posé par des applications successives
d'un méme test sur un échantillon, en Otant a chaque passage les valeurs détectées

lors du passage précédent, et en conservant le m@me niveau de signification ; ceci

jusqu'a 1'arrét de la détection.




On s'apergoit qu'une telle méthode risque de nous priver d'une partie importante des

observations.

Dans le chapitre II, nous présentons une généralisation des régles de Bayes
dans le cas 2 nous avons m hypothéses alternatives : H, ... “n et des densités dé-
pendant d'un paramétre am « le . Nous identifions alors 1'ensemble des &tats de la
nature: ;% au produit { H,, H,, ..., qm } lek sur lequel nous définissons la pro-
babilité a-priori ben ol b est une probabilité discréte a priori sur
{Hy, ..., qm} et n une probabilité a priori absolument continue par rapport 3 la
mesure de Lebesgue su.r rRk .

Nous définissons ensuite la fonction de cofit Lo qui nous servira tout au
long de notre étude et obtenons une caractérisation des régles doubles de Bayes que
nous précisons dans le cas d'une probabilité b particuliére. Nous obtenons alors
une propriété caractéristique des régles doubles de Bayes sous forme d'équivalence,
que nous utilisons pour démontrer une propriété des régles doubles de Bayes symétri-
ques relativement aux probabilités de décision.

Enfin ﬁous démontrons au dernier paragraphe du Chapitre II quelques iésul—
tats sur 1'invariance. En particulier nous obtenons un théoréme qui nous permet de
nous limiter, lors de la recherche des régles doubles de Bayes parmi les régles in-
variantes sous deux groupes de transformation, 3 l'étﬁde de l'invafiant maximal sous
ces deux groupes.

Puis nous donnons au chapitre III un modéle général de valeurs abefrantes
provenant de glissements en moyenne proportionnels. Nous traitons ce probléme comme
un probléme de décision multiple et cherchons la procédure qui, parmi les procédures
symétriques, invariantes par translation, de méme niveau PHO(D°) =1 - a , maximise

PHv Am(Dv) uniformément en vy = 1, coey m. Ce qui revient 3 rechercher une Tégle
b4 .

double de Bayes, selon notre terminologie. Comme corollaire, dans le cas ol il ya

k valeurs aberrantes ou 0O » de loi respectives. Jg(m + auAm » A) pour p=1 ...k,

a, #0, ame ®P » A €tant supposée connue, la procédure optimale est associée 2
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k —
R?o) =max [] a (XO(M) - ) A-lﬁg,au(xo(u)_ x)

od & est le groupe des pernutations de 1'ensemble {1, «.., n}

Nous obtenons également comme corollaire le résultat suivant : si les ob-
servations sont réparties en ‘r classes de k é&léments, la procédure optimale qui
détecte si 1'une des classes a glissé en moyenre.est associée 3

Rz(u = r}nax G- ®E) - X
<l<r
ol X(£) est la moyenne dela £° classe.

Nous avons.supposé ensuite qu'il y avait deux valeurs aberrantes dans 1'&-
chantillon ou O , ces deux valeurs provenant de glissements en moyenne orthogonaux
au sens de l'inverse de la matrice des variances-covariances. La procédure optimale
est alors associée 3

Xz(n) + X%n-1) (n}) et (n-1) é&tant les 2 premiers indices pour
lesquels on obtient les deux plus grandes valeurs de Xﬁ .

Nous étudions les mémes problémes,'au.chapitre IV, dans le cas ol A est
Inconnue. Nous sommes amenés 3 nous limiter aux régles de décision invariantes non
seulement sous le groupe des translations, mais aussi sous le groupe linéaire
GL(p, R). Nous trouvons alors que la régle qui maximise la probabilité de rejet de

k valeurs aberrantes de lois respectives définies comme ci-dessus, mais avec A

inconnue cette fois, est associde 3 1la statistique
k _ k -
T%G) " Gee [uzl 0LM(XG(M) "0 st [uZ] 0lu(xo(u)- x)]
od S est la matrice estimée sans Hais de A . Ce qui est la généralisation en

dimension p du résultat de Murphy, R.B.(1951) en dimension 1 .
Enfin lorsque nous supposons qu'il y a deux valeurs aberrantes ou O ,

provenant de glissements orthogonaux, la régle optimale est associée 3 la statistique

Ty * Taen
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Nous signalons que ce résultat se généralise aisément au cas de k > 2
valeurs aberrantes provenant de glissements deux 3 deux orthogonaux au sens du pro-
duit scalaire associé 3 1'inverse de la matrice des variances-covariénces.

Dans le chapitre V, nous décrivons et étudions deux €chantillons. Le premier
nous est fourni par les résultats du premier tour des &lections présidentielles de
1974 de MM. GISCARD d'ESTAING et MITTERAND. Le second, 3 valeurs dans R3, nous a été
fourni par 1'INSEE.Ilet constitué de 252 entreprises suivies sur 11 amnées (de 1963
3 1973) pour lesquelles on connait le logarithme des 3 paramétres suivants : travail,
capital, production.

Nous proposons pour résoudre un probléme mis en lumigre au chapitre I une
méthode que nous appelons winsorisation généralisée.

Enfin nous envisageons certains prolongements de notre &tude.
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NOTATIONS

Le transposé d'un vecteur X sera noté X' . De méme pour une matrice,

X=X oo X désigne un échantillon gaussien multidimensionnel

n : taille de.l'échantillon

P ¢ dimension de 1'échantillon

m : nombre d'hypothéses alternatives

u,§ numérotent les vecteurs

i, j numérotent les camposantes de ces vecteurs
v nuﬁxérote les hypothéses alternatives

05@ : ensemble d'hypotheses

E- Turk

&0 ;ensemble des décisions

D : ensemble des régles de décision aléatoire
d : régle de décision

m . vecteur moyenne

X :vecteur moyenne estimé

&m ; variation du vecteur moyenne

Ay matrice des variances-covariances

S ! matrice estimée des variances-covariances

‘b : probabilité a priori sur £

n ¢ probabilité a priori sur ij

A ®B : produit de Kronecker (ou tensoriel) de deux matrices
|B | =det B

L ! fonction de cofiit
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CHAPITRE 1

§O INTRODUCTION ET NOTATIONS

Nous présentons ici les Principaux tests multidimensionnels concernant
les valeurs aberrantes dans un échantillon gaussien 3 valeurs dans ®P de 10i
cﬂ; (m,A). Nous étudions certaines relations entre ces tests et leurs propriétés.
Nous mettons en évidence un effet parasite dG 2 la présence de plusieurs valeurs
aberrantes dans 1'échantillon. Enfin nous envisageons une application séquentielle
de 1'un des tests et soulevons le probléme de 1'arrét de la méthode.
Nous précisons ici quelques notations :
n désigne la taille de 1'échantillon, p sa dimension.
Nous supposerons toujours n > p>1
Les lettres grecques numérotent les vecteurs de [RP .
Les lettres latines, les composantes de ces vecteurs. .
La matrice des variances-covariances sera généralement désignée par A
et 1'espérance dans [RP par m . ‘
Soit donc Xy» +++y X un &chantillon gaussien, i.. n réalisations

indépendantes d'une loi de probabilité gaussienne uﬁ;(m,A) 3 valeurs dans RP .

Posons
- 1 ?
X = — p'e
n u:" H
1 1 — -
S=iT u§1 0 (x- %)

X et S sont les estimés sans biais respectifs de 1a moyenne m et de la matrice

des variances-covariances A » aSsociés 3 1'échantillon.
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§1 LES PRINCIPAUX TESTS EXISTANTS

I.1. La régle de Kudo.

Ce fut Kudo, A.(1957) qui le premier proposa une régle de détection d'une
valeur aberrante multidimensionnelle. Ayant constaté qu'en statistique d'ordre :
vaieur douteuse et valeur extréme sont synonymes, il propose de généraliser la no-
tion Ae valeur extréme en dimension p > 1 , 3 1'aide de 1'écart généralisé studen-
tisé 3 la valeur moyenne. Une valeur extréme est une valeur pour laquelle cet écart
est maximal.

La régle de Kudo concerne le cas ol la moyenne m est inconnue et la
matrice des variances-covariances A connue.

Posons

X, = &, -x)' AT? (x, - x)
(I.2.) ,

) et
Si X?n) dépasse une certaine valeur critique qui dépend du niveau de significa-
tion choisi, on considére 1'observation correspondante comme aberrante.
Pratiquement ceci revient 3 déterminer un ellipsolde de confiance centré sur la
moyenne estimée Xx - Si 1'obs§rvation associée a Xz(n) se situe 3 1'extérieur
de cet ellip§oide, on la considére comme aberrante.

Kudo en proposant ce test, en a démontré une propriété d'optimalité. Son
hypothése de base est qu'il n'y a au plus qu'une valeur aberrante, associée au mo-
déle A . (glissement en moyenne).

I1 assimile son test a un probléme de décision multiple, et démontre que
la régle de décision décrite ci~dessus maximise les probabilités de décision uni-
formément en u = 1 ... n, parmi les régles de décision vérifiant certaines proprié-
tés, entre autre d'invariance et de symétrie.

Comme nous obtenons ce résultat au corollaire III.9 . comme cas particu-

lier, nous ne décrirons pas ici plus longuement cette propriété.

La tabulation de la statistique correspondante i la régle de Kudo a été
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faite par Siotani, M. (1959) pur p=2,3,4; n=3 3 10, puis de deux en
deux jusqu'a 20 puis 25 et 30 ; a =5 § » 2,5%et 1%,

I.3. La régle de Karlin et Truax.

Cette régle est 1'analogue de la régle de Kudo, lorsque cette fois, outre
la moyenne, la matrice des variances-covariances nous est inconnue.
Soit S la matrice estimée sans biais des variances-covariances

Nous poserons

2 - Yt -1 -
(1.4.) Tu (xu x)' S (xu X)
T?n)= max T?

p=l...n

Si T}n) dépasse une certaine valeur critique qui dépend du niveau de
signification choisi, on considére 1'observation correspondante comme aberrante.
En fait Karlin et Truax ont envisagé le cas suivant plus général : soit @ une ma-
trice de Wishart p x p de matrice des variances-covariances A , qu'ils ont sup-
posé indépendante de (Xi, "".Xn)° :9 est un estimé, basé sur g degrés de 1i-
berté, de la matrice des variances-covariances A , obtemu 3 1'aide d'un échantil-
lon distinct. Karlin et Truax ont proposé le test associé i la statistique :

mx Gy R (' - RXE)Y () - X)

(1.5.) p=1...n

00 X = (X, ouny X)), X= (X, ..., ih)

Lorsque $=0 on retrouve le test associé 3 la statistique (1.4.).

Karlih, S. et Truax, D.R.(1960) ont également envisagé le cas ol 1'on
dispose d'une variable contr6le.

Ils ont ensuite démontré 1la propriété analogue,lorsque A est inconme ,
a la propriété d'optimalité de 1a régle dé Kudo.

Cette propriété, Kudo 1'avait pressentie, mais n'était pas parvenu 3 la
démontrer. Les hypothéses de base sont les mémes :

- le probléme est un probléme de décision multiple

- il n'y a au plus qu'une valeur aberrante dans 1'échantillon, associée




- 16 -

au modéle A
- les régles de décision vérifient certaines propriétés d'invariance
(une de plus que pour le cas A connue) .

Karlin et Truax utilisent un théoréme qui leur fournit la densité de 1'in-
yariant makimal, lorsque la .u° observation a glissé en moyenne, grice 2 une inté-
gration par rapport i la mesure de Haar sur le groupe linéaire GL(p, R).

Nous obtenons le résultat de Karlin et Truax lorsque ¥ =0 come corol-
laire au chapitre IV et rénvoyons d ce chapitre pour une description compléte de cette
propriété d'optimalité. Signalons cependant que nous n'utilisons pas le résultat
sur le calcul de la.densité de 1'invariant maximal par intégration par rapport i la
mesure de Haar sur le groupe linéaire.

Signalons que pour P=2,n=3(1)12,14 a = 0,05, 0,025 et 0,01
Siotani a tabulé la statistique

max x -x' F'x -3
u=l...n H H

on ¥ est un estimé sans biais basé sur ¢ degrés de liberté de A , indépendant
des X, avec r = 20(2) 40(5)60, 100, 150 et 200. En définitive, nous ne disposons

pas directement de tables associées 3 la statistique 1I.4.

1.6. Les tests de Wilks, S.S.(1963).

Ces tests ont le mérite de s'attaquer 3 plusieurs valeurs aberrantes &ven-
tuelles dans 1'échantillon et présentent un intérét particulier dans le cas d'échan-
tillons de taille modérée et de niveau de rejet faible. Voir §3 Effet de cache.

Wilks suppose que la moyenné m et la matrice des variances-covariances A

sont inconnues.

Posons
n

aij::EZ] (xgi'xi)(xgj ‘XJ-) pour 1,J=], cess P

(aij) = (n-1)S

Considérons le muage de points de [RP associé d 1'échantillon. Prenons p

de ces n points auxquels on ajoute le centre de gravité Xx de 1'échantillon.




- 17 -

Ces p+*1 points forment un symplejce et Wilks a démontré que la somme des carrés

des volumes de tous les symplexes obtenus 2 partir de 1'échantillon est égal 2

det(aij) i 'aij' .

(®!)? (p!)?
I1 appelle laijl 1a dispersion interne de 1'échantillon. Si n> p , Iaij' > 0

avec la probabilité 1 . En laissant de c6té le E° é&lément du nuage on obtient

de la méme fagon la dispersion interne de n-1 points restants soit :

n n
= —_ -— X =—L
3ij€ u§1 Oui = X 05 = %gy) 0 Xy = o5 UL i
1743 15,3
posons | |
a..
(I.7.) T = Tzij%— ’ laijil >0 avec la probabilité 1 si n>p+ 1 .

La quantité Te est le rapport de dispersion dans le cas d'une valeur
aberrante. Soient r(l) ceo r(n) Ces quantités rangées par ordre croissant. Le
critére de Wilks consiste 3 regarder si r(]) est trop petit.

Cette méthode se généralise aisément au cas de £>1 valeurs douteuses.
Elle consiste 2 calculer le rapport des dispersions de 1'échantillon privé de £
de ses observations et de 1'échantillon total, puis a vérifier 3 1'aide de tables
si le plus petit d'entre eux est inférieur ou non 3 une valeur criiique.

Nous explicitons ici les formules lorsque £ = 2 .

n
“ijgo T L Cui T o)) (5~ Xggy y)

u#g,d
ol
— 1 I
X s R e
€01 “57 1 %
u=g,6
Alors la |
(1.8.) . = ij€8
£6 laijl
ol Iaij59! est le déterminant de la matrice p x p:(aijge),qu1 est p.s. >0 si

n>p+20
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Le test s'opere de fagon analogue aucas £ =1 . Lorsque £ =1 ce test
sséde la propriété d'optimalité du test ]
ég)Karlin et Truax (voir §2 Equivalences). Lorsque £ > 1 ses propriétés n'ont
pas été investiguées, sans doute 3 cause du travail considérable que cela demande.
Wilks a proposé une tabulation approximative de ses tests en utilisant la
premiére inégalité de Bonferroni
P[r(])< r]snP.[r5 <r]
3 1'aide de la fonction Beta.
Cette tabulation est faite pour £ =1, 2
n = 5(1) 30.(5)100(100)50p = 1(1)5

a =Q1, 0.05, 0.025, 0.01

1.9. La régle de Thompson généralisée.

Posons
T; = (xu - x)'st? (xu - X) |
La régle de Thompson généralisée consiste 3 considérer camme aberrante
toute valeur pour laquelle Tﬁ » appelé écart généralisé studentisé 2 la moyenne
dépasse une valeur critique Kh qui dépend du niveau de signification a . Ce test
trés général permet apparemment de rejeter plusieurs valeurs aberrantes éventuelles.
Nous mettrons en évidence aux §3 et 4, deux particularités de cette régle qui sont

en fait deux “inconvénients. Pour sa tabulation nous avons besoin d'une égalité.

Considérons la matrice U(f) définie par

I x 7))’
(1.10.) U = 55 u§1 (xu - x(§&)) (Xu - x(€))
W#E
2 X = ¥
O X(g) = E:l- u;} Xu
WFEE

U(Z) est la matrice estimé sans biais de la matrice des variances-covariance:
de 1'échantillon privé de la £° observation.
Posons alors

n-1

Gi=% -V &g - X(®)
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I.11. Proposition.
r2onl (a-®
¢ n m -2 +t§

(Preuve : pour démontrer cette &galité nous utilisons plusieurs lemmes

Remarquons tout d'abord qu'en posant
n — —
A= p=21 (x, - ) x, - x)°
n — —
A = T (x, - X(8) (x, - X()"
=1

uAE
on a A= (n-1)S et A(E) = (n-2) y(&

(Preuve
-_.1 R 1 1 3
X = u=21 X, n¥%etq A X,
W¥#E
R HGE GRS (x, - X()-)
1.13. Corollaire.
>~ _ n-1 -
Xe =X =0 O - x(e))
(Preuve

XX =xg X - f 0 F@) 22l -% @) )

I1.14. Lemme.

A=A(€)+n—;l Ye Y od Y =X, - X(E)
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(Preuve : Soit a . (resp. a, E) le terme de 1a i° ligne et de la j°

colonne de la matrice A (resp. AE)). I1 nous faut vérifier que

_ n-1
%5 " % R %i %
on a
n S— — . -
ij = u2=1 (xui - xi) (xu:i - xj). En utilisant le lemme 1

n ’ '
a”=§1qu-§g)-%%j-§gnlqd-%@)-%%J-%@n]

-7 .= = 1 - .. .. B -
= ;1 &5 - €N -6 -5 by xi(g))p£1(xu5 X €))

1 - ch - 1 - -
LTI () u£1(x“i "X 80 v g Oy - X @y - X 6))

n+1

=855 * O Oq T K@D 0 - ED) - L (xg - SRR
13,3
-1 - X -% -1 - X 7 X
n (i "X EN G5 - X5E)) -1 Oy xj(s))u;(xui - x;(€))
1343
1 - -
N TR AMICIREE N (3)
] :
or -uzwﬁ‘“ (g)) Z % - X))
u#g u#E
d'oﬂ_aij = a5 + -nr.l—1 (xEi - Ei(ﬁ))(xgj - i—j (3)]
= a5+ a1 Yei Y c.q.f.d.)

I.15. Lemme.

Soient A une matrice réelle p x p , symétrique A un scalaire réel

et Y un vecteur de (Rp . On a la relation
~ !
Y' A" Y =Y A+ VY'Y
Y
ol pour une matrice A, A  désigne sa matrice des cofacteurs.
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N N
(Preuve : la matrice A &étant symétrique A' = A . De méme AYY' est une

matrice symétrique ; a fortiori la matrice A + AYY' . Par conséquent, on a égale-
. 0oV M
pent [x %]

A+ AYY'Y| = A+ YY
Nous allons donc montrer que pour tout vecteur Y de [RP et tout scalaire
N iy
A éR A Y =A+AYY' Y

Le lemme I.15. en résultera. Dans une base A représente 1'endomorphisme
£ et AYY' 1'endomorphisme ‘Y . Nous noterons, pour une matrice A donnée,d'endo-

morphisme f associé , f* 1'endormorphisme associé 3 X . On veut donc montrer
que ¥Y e('Rp ,Ae‘(R
E+9" W =£W
On sait que si  désigne une forme p.linééire alternée non nulle sur
RP (par exemple si e - ep désignent les p vecteurs de la base canonique

prendre e A e A ...a -ep) et si @ désigne un endomorphisme de (RP et
1 2 _ . v

b
Z, x]l xp_” p vecteurs de (RF

w(8*(2), X, ,..,'-xp'_‘)'

=IU(Z, e(xl): AR ] B(XP'I))
soit
* . _ )
w((£ +)*(M), X °.°",XP“) =, £+Nx), ..., (£ *Y’)(xp_l))
Calculons le membre de droite.
- w &tant multilinéaire, cette expression vaut
w¥, £x ), «.., f(x__.)) + A
‘ 1 p-1 ‘ .
ot A est formé de termes du type w(Y,gl, .'..,gp_l),gl,l ceny %_1' étant soit des-
f(x;) soit des ‘P(xi) i =1...p-1, et 1'un au moins des £; Vvaut Pix;) -
Mais | | | |
‘P(xi) = AYY' x; = oY od o = AY! xie(R
On en déduit que chaque terme de A est du type :
qw(Y,nl, ---.r\p_1)
ol g est une produit de o, et les n, sont soit des f(xi) soit des Y 1'un au

moins étant un Y.
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Mais alors deux des vecteurs sur lesquels opére w -sont identiques : cha-
que terme composant A est donc nul soit
A=0

Donc w{f +9 M), Xy -y x,q) = wE*(Y), X,, ... X;q)

les vecteurs X; ... X étant quelconques dans Rl et o réguliere donc
p-1 T N—

(£ +D M) = £5QY) soit A + aWY'Y = AY )

I1.16. Lemme.,

Soient x et Yy deux vecteurs de ®RP . Notons I 1la matrice identité
de P et «

... > le produit scalaire canonique.

Alors det(I +yx') =1+ <x,y>

(Preuve : il existe une transformation orthogonale V telle que

000 =

l.

x = Vx; ol x, est paralléle au premier vecteur de base e; = {

Alors det(I + yx') = det(I + y x| V™)

= det(I + W-lyx! V) = det(I + V-1yx',)

Posons a,
V-ly =} . | , alors
a
Y
) al al Xl 0'—-—0 W
. . ds Xy O\ Q
V"} yx'l.'—‘ E (xl’ anu, 0) = o : \\
a ° e
P a X1 0. -.b
( P J

La matrice I + V-!y x'; est une matrice triangulaire inférieure dont le

déterminant est égal au produit des termes diagonaux.

det(I + V-lyx',) =1+ apx,

1+ <V-ly, V-ix >

1+<y, x>

1+< X,y >

car la trarnsformation orthogonale V conserve le produit scalaire canonique. )




- 23 -

A 1'aide de ces S résultats démontrons la proposition I.11.
2 = - -1 _._= n-12’ - v ] -1 —Y-'k’
B0 m0 ST -0 - B - %) sy - 56,
ceci d'aprés le corollaiie 1.13.. Donc, en tenant compte de nos notations
2 . (0-1)° o, L2
T -] Y ATy,
En utilisant le lemme I1.14.

n-1)?

2 . ' a1 1 M
Tl-; = YE [A/(ﬁ—)-+\}Y\€]' YE
n-1 '
= {n-1 : Y! A i-_Il'- Y€Y g . Y
n 13

. £
det [A(E) + TEYE

or AE) +———Y€ Y = A(E) (I + —-A"(g) Y Y, ]

€
Appliquons le lemme 1.16. 2

:P_:l. -1 =
x=EEATEY,  yey,

11 vient

a 1 ] 1 § -1
det[A(E) + —I'T Y'E Y E] det A(E) (I + Y A € E)

d!oa /,\\_.;' -
| e YA® s Elvy oy
R n-1 -1
det A(E) (1 + = Y EA &) YE)

Utilisons le lemme I.15.

~!
1= D Y AR ¥
S0 deta® 0 +EL yial@ vy
n EA 13

En multipliant pymgrateur et dénominateur par (n-2) il vient

om DY Uy,
&£ m n—2+n1 Y UtE) Y,
n-1 ?;‘z '
= Al (1) & c.q.f.d.)

n n-2 +f§




- 24 -

£ £ v> 0 et étudionsrla fonction

Tabulation de T2 : posons v = 352

Soit f' 1la dérivée de f

£(v) = n-1) (n- >0
(n-2 + v)
Donc Tg est une fonction strictement croissante de 13; et

n(n-2) k
(=12 - @-1)K

Tg >k <= 2

Nous savons (voir par exemple Anderson, T.W.(1958)) que igg suit une loi
de Hotelling 3 n-2 degrés de liberté et que (n—p)‘lf2 /(n-1)p suit une loi F 3 P
et n-p degrés de liberté.

Pour un niveau de significaticn a,fixé,la valeur critique nous est donnée
par .

-1)2 F
- (n ) P, n-p, a

Kﬁ n(n-p) (n-2 + nF
(r-1)p p, n-p, a

1.17. Travaux récents.

Pour terminer cette présentation des tests multidimensionnels, de détection
de valeurs aberranfes, signalons les articles de Gnanadesikan, R. et Kettenring, J.R.
(1972) et de-Hawkins, D.M.(1974). Les tests proposés par ce dernier supposent impli-
citement la connaissance dem et de A ce qulest rarement le cas, ou du moins d'un

premier estimé X de m et d'un second estimé S de A indépendants de 1‘'observatic

. L | testée.
Le test est alors associé 3 1la statistique. ]
Ty = (Xoe =X)' S '(x - X)
ol X, est l'observation indépendante de S et X .

Pour la tabulation de ce test on sait que

(n-p)n__ : . tvos
1 suit une loi F(p, n-p){voir Anderson, T.W.(1958)
(n-1) (n+)p ’ pages 107 et 123 }

La nouveauté des autres tests provient du fait que les auteurs étudient

le probléme des valeurs aberrantes sous 1'angle d'une analyse en composantes prin-

cipales. Pour plus de détails, nous renvoyons aux articles correspondants.
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§2 EQUIVALENCES

Nous voulons &tablir ici certaines relations entre les tests explicités

1.18. Lemme.

On a 1a relation :

r=1-—-L—TE  pour E£=1...n

3 (n-])z

''''' la,. |

_ 1
T, = ]——l?—aij
/o (5 = X;)

Posons . be; i

. = . o . - '
dors aijg alJ b€1 bEJ d'od

I—det[(a )-b.b']

il = lagj - el B 5 e ¢

- -1
d.et(aij) det[‘lp (aij) be bé]

D'aprés le lemme I1.16.
-1 - -1
det[jpj (a;;)" B bl =1 -<b., (a )7 b

£ &
~1 = —1_. ~1
or (aij) = 5%, donc
=1 - - a1 ga fn -
rE =1-x n-1 (xil x;)s n-1 5 n-1 (XE xl) g
=1-—2— 72 )
-2 ¢

I.19. Promsition.

La statistique du test de Wilks pour une valeur aberrante est équivalente

3 celle du test de Karlin et Truax.
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n
(n-1)2

u? est une fonc-

(Preuve : pour u> 0 1la fonction f(u) =1 -

tion croissante de u .

rg est donc fonction croissante de TE

d'ol

1.20. Proposition.
La statistique du test de Karlin et Truax est €quivalente 3 la statistique

T~ T

g=1...n 13

ol ‘(z,f'z est le réel défini en 1.10.

. O T
€ n@m-2) + n‘z’é

. . . n-1 2 uz
Considérons la fonction f£f(u) = -7 vt
' n(n-2) + nu?

f'iu) = 22 (@-2u >0 siu >0
n(n-2+u?)? v

(I.21‘.) Rappel : nous avons supposé n> p=22.

Donc pour u) 0 f est fonction croissante de u-« 'I‘é estune fonc-

& (n-1)2‘f§2(n) . )
®n@e2) + 0ty

1.22. Quelques remarques sur ces équivalences.

Nous savons que le test de Karlin et Truax posséde la double propriété
d'étre 3 la fois optimal sous le modéle ﬁ% et sous le modéle C&) (voir Karlin,S.
et Truax, D.R.(1960) ainsi que Ferguson, T.S.(1961,b)). Ces &quivalences nous per-

mettent de donner une justification intuitive de ces résultats.
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Précisons tout d'abord ce que sont les deux modéles £et (3 . Le mod2le
d(suppose qu'une valeur &trangére 2 1'échantillon est une réalisation d'une loi
ogom AmA). La valeur &trangére provient donc d'une loi dont les ellipsoides de _co,n-
fiance sont déduits des ellipsoides de confiance de la loi dr(m A) par une simple
translation. Le modéle ‘ga suppose qu'une valeur aberrante est une réalisation d° une
loi cﬁjﬁn AA) avec A > 1 . Dans ce cas,les ellipsoides associés 2 Cette loi restent
centrés en m mais se déduisent des ellipsoides de confiance de loi UI}M,A) par
une dilatation de rapport XA au sens de la distance généralisée. En présentant son
test,Wilks nous en a fourni un point de vue géométrique décrit en 1.6.

Son test est associé au rapport de deux sommes de carrés de volumes de

simplexes : la premiére obtenue en privant 1'échantillon de la £° observation, la

seconde obtenue 3 partir de 1'échantillon global.

!ai'gl
la.|
a.. a,.
=Ryl PRy
(p!Y
Si la u® observation est nettement (et anormalement) &loignée du reste
des observations, les volumes des symplexes formés 3 partir de ce point seront con-

iju
rapport ru sera le plus petit des n rapports Tp c'est 1'observation associée

sidérablement grands. La valeur la.. .| sera,elle,plus petite que les autres et le

qui sera éventuellement détectée.

D'un autre point de vue, si 1'on regarde ifz, c'est 3 un coefficient prés,
la distance généralisée de 1a E° observation a la valeur moyemne x(£) de 1'échan-
tillon privée de cette observation. Au cas od Xg est une valeur-aberrante, les es-
timés - X(£) et U() ne seront pas entaqhés des Hais consécutifs i la valeur XE :
la mise en évidence de xg comme valeur aberrante 3 partir de ?g n'‘en sera que plus

nette. Intu1t1vement Ce test a toute chance d'étre performant dans le cadre des deux

modéles. C'est 3 ce test que le test de Karlin et Truax est équivalent.
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§3 EFFET DE CACHE

Mis en &vidence en dimension 1 par Pearson, E.S. et Chandra Sekar, C.(1936),
il a &té étudié par Murphy, R.B.(1951) et Mac Millan, R.G.(1968) qui proposérent
tous deux des tests dans le cas de plusieurs valeurs aberrantes (en dimension 1 toujours)
Pearson et Chandra Sekar ont en effet montré que pour des &chantillons de
petites tailles et des niveaux de rejet peu élevés (a = 0,05, ou a = 0,01) la régle

de Thompson associée 3 la statistique

I—A

Ix - X] o n , 1 D —
— oux=-»§-1xu et s* = Z=1()$—x)

S

o

ne détecte au plus qu'une valeur 3 la fois. Ce qui veut dire que si par malchance
deux observations sont pareillement et anormalement &loignées de la valeur moyenne
cette régle n'en détectera aucune. C'est ce qu'on appelle 1'effet de cache (Masking
effect, en anglais).

La présence de plusieurs valeurs aberrantes dans un échantillon biaise con-
sidérablement la moyenne et 1'écart type estimés, ce dernier en 1'augmantant, ce
qui réduit leur déviation : elles se cachent alors les unes les autres.

Nous montrons ici sur un exemple que cet inconvénient semble persister en
dimension p >1, pour des &chantillons de petite taille (n < 20) et des niveaux
de confiance &levés (99 %) avecla régle 1.9. et a fortiori avec la régle I.3.

Nous avons tiré au hasard un sous-échantillon de taille n = 14, de 1'é-
chantillon gaﬁssien bidimensionnel décrit au chapitre V. Nous noterons cet échantil-
lon Echy . 11 nous est fourni par le tableau I.23.

Nous lui avons appliqué la régle de Thompson généralisée. (régle 1.9) avec un niveau
de confiance de 99 % soit a = 0,01. Lé fableau 1.24. nous donne les écarts généra-
lisés studehtisés cérrespbndants. La valeur critique &étant égale 3 6,71 nous détec-
tons la valeur (- 13,88 ; 1,44).

A 1'aide de cet échantillon nous avons procédé a environ une trentaine de

passages-machine en lui ajoutant une ou deux valeurs*fantdmes" délibérément étrangéres
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TABLEAU I.23
P*2 et N=14
VALERY GISCARD FRANCOIS DEPARTEMENTS NUMEROTES
D'ESTAING MITTERAND
10.90 -9.99 ILLE-ET-VILLAINE
-0.60 -0.76 HAUTES-ALPES
-7.78 11.73 SEINE-SAINT-DENIS
3.12 -1.57 YONNE
-13.88 1.41 LANDES
-1.75 3.89 ISERE
2.82 1.77 HAUTE-SAONE
-6.20 13.77 NIEVRE
7.76 ~14.10 HAUT-RHIN
5.19 -1.40 - DOUBS
=5.12 3.82 Lot
-1.35 -2.75 LOIR-ET-CHER
6.00 -0.82 MOSELLE
-1.38 4.49 VAL-D'OISE
TABLEAU 1.24

ECARTS GENERALISES EN ORDRE DECROISSANT

LANDES 7.9937
HAUT-RHIN 4.2802
NIEVRE 3.5476
ILLE-ET-VILLAINE 2.8907
SEINE-SAINT-DENIS 2.3143
MOSELLE 1.2627
DOUBS 0.8043
LOIR-ET-CHER 0.7641
HAUTE-SAONE 0.6473
LoT 0.5662
VAL-D'0ISE 0.3513
YONNE 0.2432
ISERE | 0.2079
HAUTES-ALPES 0.1266

Total des &carts généralisés TG = 13#2 = 25.9999
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a 1'échantillon, que nous avons fait varier 3 chaque passage. Nous obtenons donc

des échantillons de 15 ou 16 éléments.

Le tableau I.25. nous décrit certains passages-machine. Suivant les cas:zéro ou,au

| plus,une valeur est détectée.

Tableau I.25.

taille gature.de c¥?%§2§e ngg?zﬁrge valzgirgéigcige ou
1'échantillon 2 P écart le plus grand
pour a=0,01 | détectées (suivant les cas)
14 Echy 6,71 1 7,99
.15 |Echi= Eche U{(20;20)} 6,87 1 10,48
15 Echa= Ech, U{(-13,5;1,2)} 6,87 0 4,84
15 Echs= Echo U{(15; 15)} 6,87 1 9,06
16 Echy= Ech; U{(20; 20)} 7,02 0 5,80
16 Echs= Echs U{(14; 14)} 7,02 0 5,66
16 Eche= Echs U{(-15; -15)} 7,02 0 6,43
1 etc...

On constate donc sur cet exemple le probléme évoqué plus haut. I1 est trés

vraisemblable qu'en dimension p > 2 , ce probléme se maintienne. On a en effet le

résultat :

1.26. Proposition.

Soit x;, ..., X un_n_échantillon gaussien multidimensionnel 3 valeurs

dans RP
Alors

n

Soient T:, vees Tﬁ les déviations studentisées correspondantes.

n

21 T, = (1) p
U=
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(Preuve
T = 0w -%"'S (x -X)
- 1) - -
i,§=1 R E R L RSY
en notant
s1= (s¥)
IR
T - X;)
R N A T g -
= J - -X
igj s Z  Bui X 05 - X))
= ij o
i%j (n-1) Si
en notant S = (Sij)
n 2 t
I T°= (n-1) Trace('s? )
u=1
or ts-1 = g d'od
? T2 = (n-1) trace (S7'S) = (n-1)p.)
ust ¥

p é&tant fixé, n également, la samme des déviations généralisées .studentisées est

donc une constante qui ne dépend pas de 1'échantillon. On se trouve donc dans le cas

suivant :
T2 20
u
n 2
T = -
uZ1 " f (u) (n-1)p
ol T2.. < T? . < T2

Mm@ * (n)

représentant ces déviations ordonnées.

On voit rapidement que Tz(n—]) ne pourra en aucun cas dépasser _QEQE (c'est le

cas ol n-1
T2 . = T2 = - T2, =0 pour i=1, ..., n-2)
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jamais dé {o-Dp
et T(n—i) ne pourra jamais dépasser s
?n) = T%n-1) T eee T T?an) = S:} , les autres tous nuls), ces cas étant

évidemment des cas extrémes jamais réalisés. La somme de ces déviations étant cons-
tante, lorsque plusieurs valeurs aberrantes sont présentes, elles se ''répartissent'

si bien cette constante qu'il n'est plus possible de détecter aucune d'entre elles.

-~

Cette remarque pourrait nous inciter 3 proposer une tabulation exacte de

T2 . : en effet pour u > ol

- (n)

PIT2 ., >ul =P([T} >ul] U >ul U...U [T; > ul)

(n)
Soit en désignant par T2 la variable qui suit la loi commune aux Tﬁ
_ n
u=1...ny = 7§ PT*>ul=nP([ T2 >ul.
u=1

Etant donné qu'il est possible de connaitre P [T? > u ] pour différentes valeurs

de u , on obtiendrait une tabulation exacte de T2 . Malheureusement de 1'iden-

(n)
tité 1.49
n
T =1 - —— T2
m (n-1)2 (n)
on déduit
2 = n" 2 -
T ™" n 0 ray
Or nous savons (voir Wilks, S.S.(1963))que pour n > pti, rE est positif avec la
probabilité 1 ; en donnant 3 f(1) la valeur O on trouve
2 = n‘1
Tty ™ "
2 ' M:
d'old P [T(n) > ———3=0

Comme pour p =2 2
(n-1)? _ (n-1)p
n 2

» la tabulation proposée ne‘fourniraAjamais la valeur
critique exacte.

Néanmoins la distribution de T%n) semble extrémement difficile 3 tabuler.
Cependant nous proposons pour tabuler Tin) de prendre pour valeur critique de ni-

veau @ la borne supérieure u, telle que

fi
o)

.27. P[T? 2
1.27 [T(n)>u“]5nP[T >uo,]
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Nous signalons de plus le fait intéressant suivant.

1.28. Propriété de u

Considérons les variables aléatoires Zu telle que
1 si ’{l" >u

):
i 10 si szs u

de R dans {0, 1}
Calculons alors

n
dw = 1 2,0
=1

&u) représente le nombre de valeurs '{‘Jz de 1'échantillon qui ont dépassé u .

n
Bw) = B( ) 2,0 =BG @) * .n + B W)
u:

nP{T?2 >u]

Donc le nombre moyen de déviations T2 ... T If dépassant la valeur u est égal 3
la borne supérieure n P[T? >uj de P [’I‘z(n) >ul
En particulier si ua désigne la valeur u telle que n PrT?2 > ua-] =@, On a

) -

1.29. Premiers pas de la tabulation

1° Les valeurs u peuvent se déduire des valeurs r indiquées par
a c

Wilks (1963) pour la tabulation de

det [(n-2) S(€) ]

e =€’“:’]1._.n det (n-1) §

via 1l'identité

_ (1)
Thy = ~5— (- 1)

2° Pour « fixé nous avons vu en I.9 comment trouver la valeur u o

telle que

2 = U
P[TE >ua,] a

On en déduit
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u =u,

a a
uﬂ-

a = na'

Le tableau ci-dessous permet de faire une comparaison sommaire des valeurs

S Uy obtenues 3 partir de la tabulation de Wilks avec celles obterues par la méthode

“'que nous proposons.

a=0,10 , n=10 ’
Tableau I.30.
. [
p ua(W11ks) uu_(z méthode)
2 5,93 5,74
3 6,72 6,50
4 7,30 7,07
5 7,70 7,49

§4 PROBLEMES POSES PAR DES APPLICATIONS SUCCESSIVES

DE LA REGLE DE THOMPSON GENERALISEE

A la suite d'une détection résultant d'une premiére application de 1'un
des différents tests décrits dans la premiére partie de ce chapitre, on est naturel-
lement tenté d”appliquer une seconde fois le test sur 1'échantillon restant (i.e.
privé de la valeur ou des valeurs détectées) pour voir si une ou plusieurs autres
valeurs sont détectées. Dans son livre, Order Statistics, David, H.A.(1970) envisage
ce probléme et suggdre, lorsqu'on soupconne plusieurs valeurs, une application répé-
tée du méme test, en ajustant bien entgndu, la valeur critique Aa en fonction de
la taille de 1'échantillon ; ceci jusqu'a 1'arrét complet des détections.

Les test proposés par Kudo, Karlin et Truax, Ferguson et le premier test
de Wilks ne détectent qu'une seule valeur i la fois. Or la taille des échantillons
est sans cesse croissante, ceci en partie griace aux poésibilités offertes par un trai-

tement informatique des données. Ces régles risquent donc de nécessiter de nombreux
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passages et d'élever le coiit de 1'opération.

C'est pourquoi nous proposons d'appliquer la régle de Thompson généralisée pour trai-
ter les gros échantillons ; cette régle, rappelons-le, a le mérite de détecter plu-
sieurs valeurs 3 la fois.

Or en appliquant la méthode suggérée par David, on s'apergoit qu'un grand
nombre de valeurs risquent d'8tre détectées et éventuellement rejetées.

Dans 1'exemple traité dont le dessin I. 31. nous donne une représentation,
nous dlsposons d'un échantillon gaussien bidimensionnel de moyenne et de matrice des
variances-covariances inconnues, de taille 105. Cet échantillon est décrit et étudié
en détail au chapitre V. Nous avons procédé sur cet échantillon i une application
répétée de la régle de Thompson généralisée 1.9. avec un niveau de rejet a = 0,05.

Le programme calcule dans 1'ordre :

- les composantes du vecteur moyenne X

- la matrice des variances-covariances estimée sans biais S
- le déterminant DS de S

- 1'inverse S™! de 1a matrice S

- les écarts généralisés studentisés zj en ordre croissant

- la valeur critique qui dépend de n et de a

la somme des écarts généralisés studentisés.

Cette samme est une constante dont la valeur théorique vaut (n-)p, n
étant la taille de 1'échantillon, et, p sa dimension.

Cette somme a été calculée pour servir de vérification 3 nos calculs.

A la suite de chaque passage le programme trie 1'échantillon et ne garde
que les valeurs non détectées (dont l'écart généralisé est inférieur 3 la valeur
critique).

Om s'est arrété au bout de 13 passages, aucune valeur n'étant alors détec-
tée. Mais lors de ces 13 passages, 38 valeurs avaient été successivement détectées,

ne nous en laissant que 67, i.e. nous privant de prés de 40 % des observations.




- 36 -

BENSONL 01 UN 1976 20m.15 DESSIN 001

a

Inetitut Internationa! d’Informatique Grenoble Softre4

i
i : N o e e
i : ' i i _
F w H “ . ®
[ _ ; _ et
: ! ' ; R P )
¢ ; i : i
[ : : ! .
_. ,m : -
+ i i S
. . : S ©
¥+ ! S , ©
: e e e LT S . >
_ .9 _ W m _ “ c
| ; 3 ; S N
H ' __ i . " ‘ [
“ oo ! L o +
_ o * L
h . i AR ¢
; oo i ol a
i P _ P : ! | &
| . : i ! i i H _ =
. o B e S Ol RSP .
; ; : i |
< 8 8 $
o N
4 I B ; _,
: : m _ i ! i
' e it IR - - L .
i ! ! | i i
! ! : : i i
g .. T — o
i !

20

R T -

i
H

S

‘
!

t '

b

S e e emm el




- 37 -

L'ellipse tracée est 1'ellipse de niveau de confiance 95 % pour les 67 observations
restantes, c'est-i-dire 1l'ensemble des
X = (X1, Xj) tels que

(x - x(67))' S (67)(x - X(67) = 5,81

X(67) et S~'(67) étant respectivement la moyenne et la matrice des
variances-covariances estimées 3 1'aide des 67 observationé restantes.

Nous nous contentons pour le moment de soulever ce probléme et renvoyons
le lecteur au chapitre V - ol il trouvera une étude et une description compléte de

1'€chantillon - pour y discuter la solution proposée.
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CRHAPITRE 1II

REGLES DE BAYES

Introduction et notations

Nous voulons donner ici une justification théorique générale, dans le
cadre Bayesien, de la méthode que nous employons pour démontrer 1'optimalité des
tests, présentés au chapitre III etIV, dans le cas d'un échantillon gaussien multi-
dimensionnel de taille n et de matrice des variances-covariances A . Notre pro-
bléme est un probléme de décision multiple dont nous présentons ici les princi-

paux éléments.

1° Soit E 1'ensemble des états de la nature. Nous identifions € 2 1'espace

produit X « {Rk od ‘¥ est 1'ensemble discret des m+1 hypothéses :

0
réel. {R* est muni de sa tribu des boréliens, T de son ensemble des parties

€ - {H,H, ..., Hm} et o0 k est la dimension de 1'espace d'un paramétre
1

g(ﬁ@ et 2’ de la tribu produit.

2° Nous disposons sur & d'une probabilité a-priori que nous notons ben ol b
est une probabilité discréte '"a priori" sur 4 et n une probabilité ''a priori"”
absolument continue par rapport 3 la mesure de Lebesgue sur ka : Nous noterons

b[Hv] ; bv la probabilité ''a priori'" de 1'hypothése Hv v=0,1, ...,m.0Ona

donc y b =1
vo Vv

3° Nous noterons <0 1'ensemble discret des décisions possibles et de méme cardinal
que ¥.D =0,D, ..., Dm} ol Dv représente la décision d'accepter 1'hypothdse
o 1

H,pour v=0,1, ..., m.
v
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4° Nous possddons n rdalisations indépendantes x , ..., X, d'une variable aléa-
1
toire X 3 valeurs dans {RP , absolument continue par rapport 3 la mesure de

Lesbesgue sur (RP . Nous noterons fv(x y seey xn) la densité conjointe des xu
1

pour p =1, ..., n sous 1'hypothése Hv, pour v=0,1, ..., m . De plus les fv

0, 1, ..., m dépendent d'un paramétre vectoriel sm 3 valeurs dans Rk

pour v

sur lequel on dispose justement de la probabilité '"a priori" n . Gouvent k = p

ou un multiple entier de p).

5° Nous noterons [D 1'ensemble des fonctions (ou régles) de décision aléatoires
D=/ d: (B - A
od 4l est un ensemble de probabilités sur D . On peut identifier d (voir Wald,
A.(1950) chapitre 5) 3 une application d : (er)n + [0, 1]m+1
d = (do’ dl, oo d) avec O < dv(x,, ""xn>) s 1
m
Y od(x, ..., xIQ =13 d(x, ..., x) représente la probabilité de prendre
v=0 Vo V3 n
la décision Dv sachant (x , ..., xn). Nous noterons: X = (X , ..., xn) et
1 . 1
dx = dx; ... dxn . De plus pour v =0, 1 ..., m nous supposerons que dv(g) est

mesurable par rapport 2 la mesure de Lebesgue sur R*-P ; ceci pour pouvoir définir

le risque de Bayes généralisé que nous appellerons risque double de Bayes.

6° Nous appellerons L la fonction de colit (ou fonction de perte). L est une ap-
plication de j? xoD + R'. L(Dv/ng est le colit de la décision DV lorsque

1'état Ht est réalisé.

§1 EXTENSION DU RISQUE DE BAYES

Nous allons maintenant définir 1'analogue, avec nos éléments, du risque

de Bayes tel que 1l'envisageait Wald, A.(1950).

N.B. Nous emploierons indifféremment régle double de Bayes ou régle de Bayes géné-

ralisée.




_41 -

iI.1. Définition.
On appelle risque double de Bayes associé 3 la régle de décision 4 , 3 la
probabilité "a priori" b#&n sur & , et 2 la fonction de cofit L 1le réel posi-

tif que 1'on notera R (d, ben , L) défini par :

m |
R(d, ben, L) = I L J/He) d,) fp(x,4mdx dben
g VO (®P)n

m m
=7 b L /H ) d () £,(x,6m)dx| dn(am
£=zogrR“LEO e (RPY" Ve “} .

I11.2. Définition.
On appellera régle double de Bayes relative 2 la probabilité a priori
ben sur § , une régle de décision d = «,, d, ... d) pour laquelle R(d,ben,L)

est minimal. i.e. ¥d e D, R(d,ben,L) < R(d,ben,L)

IT1.3. Définition.
Une régle de décision 4 est dite régle double de Bayes s'il existe une
probabilité a priori ben sur & telle que J soit une régle double de Bayes re-

lative & ben

§2 CARACTERISATION DES REGLES DOUBLES DE BRAYES DANS LE
CAS D'UNE FONCTION DE COUT L, SIMPLE

Nous allons envisager les définitions précédentes avec la fonction de

colit suivante :
0 si £

L (D/H) = :
o vV & {151 VEE

Alors on a :
m m
(11.4) R(aben,L ) = ] b, ) d,@) £, am)dx dn(am)
0 £=0 k w0 p\n
R VEE (R%)

Nous nous proposons de rechercher une propriété des régles de Bayes qui puisse les

définir a3 une équivalence prés.
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Le risque de Bayes R peut encore s'écrire (théoréme de Fubini et lindarité de

1'intégrale)

m m
Rg ,ben,L ) = d (x ] b f, (x,m)dn(am) | dx
E#v

Le risque double de Bayes R sera minimal si et seulement si la quantité

m m
Y ax ¥ b f,_(x,4m) dn(am)
w0 v [g=0 & ak
E#v

est minimal. C'est 1'objet du résultat suivant :
posons pour tout v =0, 1, ... m

m

g,(x) = b £, (x,4m) dn(anm)
E#v

11.5. Théoréme.

Une condition nécessaire et suffisante pour que d =(do’ d, ..., dm) soit
v . 201t

une régle double de Bayes relative 3 la probabilité a priori ben sur E est

¥ x epr'n tel que gv®>Min [goﬁ), g}@, ...,ngc_)],on a dv(g) =0,

sauf peut-€tre sur un sous-ensemble A, de pr.n de * mesure nulle.

N.B. Min [...] désigne le minimm des m+1 quantités réelles entre crochets.
Par un sous-ensemble A, de er.n de * mesure nulle nous signifions un sous-

ensemble A, de RP‘" tel que

[ j o f (x,sm)dx  dben =0
e ‘IR

Soit d une régle de décision. Pour tout indice v = {0, 1 .., m}
hd - - p.n ° - p.n .
considérons le sous-ensemble de (R : Av(d) = {x eR /gv()g > Mm[gu()_t),...,gm@l
et vac) # 01} supposons qu'il existe un indice v e {0, 1, ..., m} tel que
0

Av (d) soit de *mesure non mulle. Alors considérons la fonction

0 PP }
7 mP.n - [0, 1]m+1 définie comme suit
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= (®, T ®, .., ®)

( =
d @®=0 ¥xe A,
0 0 _
a’mim@ = dvo(x) + dminv xX) ¥x ¢ A"o ol minv désigne
un indice , fonction de X, pour lequel Min[gog), cees gm@]
4 est atteint
3\)@9 =d (0 si vy, et X ¢A

v# minv - Vo

| d,® =d @ W et ¥x ®PP -4

Vo

On a bien pour tout x et ve {0, 1 ..., m} E\)@ e [0, 1]

m
] 00 =1,
v=0

enfin Hv est une fonction mesurable par rapport 3 la mesure de Lebesgue sur

(Rp'n :d est donc une fonction de décision.

m
Alors R(d, ben, L ) = ! d g, dx
0 ®P:n V=0
3 13
- d, (g, (@) dx + I g,dx
RPTp wo Vv & A VO v v
. Vo Vo
[ m '
- d (Mg (dx + ! 4,0 g @ dx
\V vt 5o Vv v
®RP-T_5 v
/ Vo m
d (x)dx + d (x x) dx
Jaony, b0 [ L awne
0 0

= R(d, ben, L)
donc d n'est pas une régle double de Bayes relative 3 la probabilité
a priori ben.
Réciproquement si d est une Tégle double de Bayes et qu'il existe un en-

semble Avo de *probabilité non nulle on aboutit 3 une contradiction.
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11.6. Remarque.
L'éventualité ol le Min [g,(x), g,(xX), ..., gm(x)] est atteint par plu-

sieurs valeurs 3 la fois peut se produire. Désignons par M 1'ensemble des X ¢ RP-1
ol cela arrive :
| M= {x ¢ Rp‘n/Min[gogc_), g,), ..., g (X)] est atteint par plusieurs
'valeurs]} |
| M est inclus dans la réunion d'ensembles M(v,,v,) ol le minimm est at-

teint par au moins les deux valeurs g, (x) et g, x) :
’ 1 2

M(v,sv,) = {x ¢ RO Mingg, @), £,0, --+s 8,001
g, x) =g (xX) avec vi # v, v, et y, &lémentsde
1 V2

{0, 1, ..., m}-}
Or M(v,,v,) est de “probabilité nulle. M est donc inclus dans une
réunion finie d'ensembles de *probabilité mulle, donc M est de *probabilité nulle.
Les valeurs des fonctions de décisioh sur cet ensemble ne changent pas la
valeur du risque double de Bayes relatif & la probabilité a priori ben et peuvent

donc @étre fixées arbitrairement.

Autre forme du théoréme II1.5.

En explicitant la valeur de gv()g et en utilisant la remarque ci-dessus
nous allons pouvoir donner une équivalence qui nous permettra de caractériser une
régle double de Bayes presque partout. Le théoréme II.5. s'écrit : 4 est une régle
double de Bayes relative 3 la probabilité a priori ben si et seulement si :

¥Xx e RP-1 , sauf peut-8tre sur un sous-ensemble A, c RP-T ge
(11.7) *probabilité nulle, et pour tout indice y tel que g (X)
g, > Min[g, 0, 8,0, -+, gy ] ona 1 &) =0

ie. ¥x ¢ RPT- A,, et pour tout indice y tels que

£ .
g;\, bg [ £ (x,am)dn(am) > Min E;O bE J[ngg,Am) dn(am) s ...,g;m bg Jngi,Am)dn(Am)

ona: d“@=0
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m
or b, f. (x, am)dn(am) = b, {£.(X,am)dn(an) - b {f (x, Am)dA(am)

la premiére quantité aprés le signe = est indépendante de v .
On peut donc remplacer la condition (II,7) ci-dessus par la condition (11,8) ci-dessous :
¥xe (Rp'n, sauf peut-&tre sur un sous-ensemble de (RP'" de ben proba-

bilité nulle, et ¥ v e {0, 1, ..., m} tels que

(1I1.8)
b\) [fvg,m)dn(zyn) < Max [E)O [fog,m)dn(m),..., bm me(g,Am)dn (Am):)
on a dv(y =0

Or 1l'ensemble :

{x epr'n/Max[bo £ (x,am)dn(am), ..., b |£ (x,smdn(sm) ]

= b\)1 l:fv (x ,am)dn(am) = l‘)\)2 {fvz()_(_,m)dn(m)]
1 5
v et \)E{O, 1-00, m} } =M(\) ’\))
1 2 1 2

Donc 1'ensemble des x pour lesquels le maximm est atteint par plusieurs valeurs
3 la fois est inclus dans M de * probabilité nulle.

On peut donc caractériser les régles doubles de Bayes de la facon suivante :

¥y € {0, 1 ees, M}
dv()_c) =1 si
b f (x,sm)dn(am) > Max b £ (x,am)dn(am)]
1L.9 \’Jmk v £e{0,1,...,m} & |k &
: £#v
pour tout X ¢ RP-1
sauf peut-tre sur un sous-ensemble A, de * probabilité nulle;

d ainsi est définie presque partout.
On obtient donc une régle simple et unique (3 une équivalence prés). La valeur de d

sur A, peut-&tre fixée de fagon arbitraire. On en conclut la remarque ci-dessous :
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I1.10. Remarque.
Rechercher la régle double de Bayes relative 2 la probabilité a priori

* .
ben , revient donc 3 déterminer la partition unique 3 un ensemble de , mesure
rnulle prés de l'ensemble des réalisations ‘.Rp.n .

tels que E, = {x epr”n/bv Jf\)@m)dn(m) > bE Jfg(x,m) dn(am)
£ e {0, 1 ey m} E¢v }
m p.n
- tmew . [f-v@,m)dn(m) > b, Jfg.m)dn(m)}
EFV "
m — —
F= v E -E oi E désigne la fermeture de E_ pour y =0

v0 A\Y \Y \Y AV
v=0,1...,m. F estla réunion des points frontiére ; F est de , *probabi-
1ité nulle. _

AL - = Plx ¢ E [
ors P(Hg,m)(DV)’ x e v/( E}Am)]

o= d\)@ fEE’ Nﬂ)d{(_

‘N.B. ne pas confondre A et F .

§3 CARACTERISATION DANS UN CAS PARTICULIER

Nous allons traduire ie résultat II.9 ci-dessus dans le cas ol
1° la densité f , e dépend que de X et pas de am
2° la probabilité a priori b sur % nous est donnée par
b

® 1-b

v=——m-——‘1 pour tout v # O

b[Hol
b{H ]
\V

c'est-a-dire que nous considérons les hypothéses H\) pour v=1, ..., m comme

équiprobables.
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Alors " £, () tmdn(an) = £ (). x dn(am) = £

mbg

De plus, en posant A = ona b €10, Ifl =>A ¢ 10, +of

1-Db o
0

En multipliant 1' inégalité II.9 par la constante positive on obtient

1-Db
' 0

la caractérisation suivante des régles de Bayes généralisées relatives 3 la proba-
bilité ben

d0 x) =1 si Afo ®) > J f\)Q(_:Am)dﬂ(Am) pour tout y = 1...m

d (x) =1 si [Af (X) < [f (x,am)dn(am) et

(I1.11.) v 0 v

Caractérisation fg (x,8m)dn (am) < [ fv (X, 4m)dn (am)

pour £ ¢ {1, ...'m} E#v

pour les autres points x de ®rP1 g peut-étre fixée arbitrairement.

§4 AUTRE PROPRIETE CARACTERISTIQUE

Nous donnons ici, toujours dans le cas de la fonction de cofit L , une
0
nouvelle propriété des régles doubles de Bayes.

Posons :

m
I(d, ben = 20 b, d, | £,(x,amdn(am dx
RPD S

11.12. Proposition.
L'intégrale I(4,ben) est maximale si et seulement si 4 est une régle

double de Bayes.

Preuve : considérons 1'intégrale suivante :

m . m
J(d, = b ()Y d |f (x, md dx
(d,ben) - E”Z‘O 5(\,20 y g@g m)dn{ m))dx
m m
= b (] d |f (x,sm)dn(sm))dx
RP-1 g£=0 Ev0 V|¢

VFE




- 48 -

m
+ Zo bd, £, @sm)dn(m) dx
AY
®P1

R @ben, L) + I(d,ben)
f m m
(1 d) I b [£lx,am)dn(an) dx
JERP-n v=0 £=0

Mais J{q,ben)

r

m

= ZO b& fgq,Am)dn(Am) dx
p.n §g=
JR

J est donc indépendante de la fonction de décision d et si d et 4
désignent deux fonctions de décision relatives 3 la probabilité a priori ben sur &

et la fonction de cofit L , on a
0

(11.13) J(d,ben) = J(d,ben)

Or 4 est une régle double de Bayes relative 3 la probabilité a priori ben si et
-seulement si ¥d ¢ , R(4,ben,L ) < R(F,b®n,L ) . En combinant ce résultat avec
¢ 0
1'égalité ((I11.13)) ci-dessus, on conclut que 4 est une régle de Bayes relative

2 la probabilité a priori ben si et seulement si

(11.14.) ¥de(D, I(d,ben)y I(d,ben)

I1.15. Remarque.

En’d'autres termes, rechercher les régles doubles de Bayes relatives 2 la

probabilité a priori ben et la fonction de cofit L est équivalent 3 vouloir ren-
0

-dre 1'intégrale I(d) maximale.

I1.16. Corollaire.

Lorsque f ne dépend pas de am et que b est 1a probabilité
0

a priori sur Ef définie au §3 1'intégrale

m
@ = 1Ad @£+ 21 d,@ | £ (x,sm)dn(am) dx
V=

ol A est une constante positive, est maximale si et seulement si 4

est une régle double de Bayes relative 3 la probabilité a priori ben.




- 49 -

(Preuve immédiate : il s'agit seulement de traduire les hypothéses)

§S PROPRIETE DES REGLES DOUBLES DE BAYES SYMETRIQUES R.P.D.

Nous nous inté€ressons maintenant 3 une classe de fonctions de décision
particuliéres et démontrons une propriété qui nous servira a plusieurs reprises par
la suite (chapitre III et IV).

| Nous maintenons les hypothéses du corollaire II,16 : i.E 1la densité f

0
ne dépend pas de an et b . Nous nous situons donc sur le sous-ensemble de (ﬁ-

suivant :
k
(P% x0) {Hl, cees qn} x R™ . _
Nous nous limitons aux fonctions de décision qui ont la méme probabilité
de décision pour 1'hypotheése H :
[}
P @®)=1-a od acD, 1 a é&tant fixé indé&pendam-
0
0

ment de 4

Nous donnons de plus-déux définitions :

I1.17. Définition,

On appelle régle de décision symétrique*une régle de décision pour laquelle

la probabilité de décision P(Hv,Am)(D\) de prendre la décision correcte Dv

lorsque 1'état (Hv,AnO est réalisé ne dépend pas de v'=1 ... m .

N.B. Lorsqu'il y aura risque de confusion nous noterons également P(D\/g,(HV,N@)

la probabilité PHv,Am(D\) pour la régle de décision 4.

11.18. Définition

Une régle d est dite régle double de Bayes symétrique”si pammi les régles

symétriques*.g est une régle double de BAYES

Enfin nous formulons la condition supplémentaire suivante :

* relativement aux probabilités de décision
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IIJQ.EngﬂEs.

Soit A-! la matrice associée 3 une forme quadratique définie positive ;
alors pour une régle de décision donnée 4 ¢ a la classe 3 laquelle nous nous res-
| treignons, P(D\)/d, (H\) s Am)') ne dépend que pour ||am| | . ol

[onl 12 = am? A o

Pour ¢ réel positif fixé nous définissons la mesure e (am) comme une

mesure,absolument continue par rapport 3 la mesure de Lebesgue, concentrée sur 1'el-

lipsoide : am' A7 am = ¢ . Nous pouvons alors énoncer le résultat suivant :

I11.20. Théoréme.

Parmi les régles de décision symétriques* vérifiant les hypothéses du

corollaire II.16. et 1'hypothese II.19. la r&gle double de Bayes symétrique* d

maximise pour toute constante A et toute mesure . définie plus haut la proba-

i1ité de décisi P i & = .
bilité de décision H , am) (Dv) uniformément en y =1, ..., m

Soit A une constante positive et 1n_ une mesure telle que

(of

. {am' A™' am'} =1 . Supposons qu'il existe une régle de décision

d vérifiant les hypothdses du-théoréme II.20. un indice V, €t un vecteur Am

de ((Rk)* de norme | |aA m]|? S ¢ tel que
A-
PO, /d, H, ,8m) < PO /d, (H, ,am))

0
Alors d'apres la symetrle, cette inégalité est vérifiée pour tout

1/2
v=1...m et d'aprés 1'hypothése 11.19. pour tout an de ALl nomme:c 3 soit

YW =1...m ¥an ¢ {Am/HAmH2 c }

L d () £ o & 8m) dx <J 3\)(35) fv@,Am) dx
p.n (RP-

d'autre part, par hypothése

J pnd°® f°®q=[ pn3° f@dx=1-a
RP- RP"

* Telativement aux probabilités de décision
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alors
m
A d @ f (dx+ d () £, (x,sm)dx dn_ (am)
p.n ° o v=1 p.n Y v ¢
R R
m
<|a TWEEad-+ § d,@®) £, x,om)dx dn_(am)
®P-D 0 0 v=1 RPD v - ¢

d'old en appliquant le théoréme de Fubini :

m
Ad (x) £ (x) + § d, (0 |f (x,om) dn(an) dx
®P-D 0 0 v v

m
< A do®f0® + Z dV@ va(_,Am) dn(am) dx
v=1

ce qui contredit la proposition 11.12.)

§6 QUELQUES RESULTATS SUR L'INVARIANCE

Les tests que nous désirons construire doivent &tre symétriques en
xl, seey X L'expression mathématique de 1la symétrie est 1'invariance sous un cer-
tain groupe G de transformations. Nous rappelons ici certaines définitions de 1°
invariance en nous inspirant de Lehmann, E.L.(1959). Puis nous donnons certains ré-
sultats concernant les régles de décision invariantes qui sont des généralisations
de certains résultats de Kudo, A. (1956 b).

En particulier, nous caractérisons les régles doubles de Bayes lorsqu'on
se limite aux régles de décision invariantes.

Soit er.n 1'espace des échantillons. Soit G un groupe de transforma-

- .n - _~
tions de (Rp sur lui-méme.

PP .n 5 - P .
Nous définissons sur [Rp la relation d'équivalence suivante.

Soient x!, x2  RP"

(I1.21.) X! v x¥(mod G) <=>3g ¢ G tel que x? = g(x!)
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11.22. Définition.

Les classes d'équivalence de la relation d'équivalence II1.21. sont appelées
des orbites : i.e.

x! ={56(Rp'n/3g € G tel que x = g(x')

Les orbites constituent une partition de er.n

11.23. Définition.

Une fonction T définie sur ['Rp'n est invariante sous le groupe G , si

et seulement si elle est constante sur les orbites.

I11.24. Définition.

v - . Py 0N . . .
Nous dirons qu'une fonction T définie sur [RP est un invariant maxi-

mal si et seulement si T est invariante sous G et si pour tout &lément x! et

X de (RP'D
T =Tx?) =Jge G tel que x2 = g(x!)

C'est-3-dire qu'une fonction est un invariant maximal si et seulement si
elle est constante sur les orbites et prend une valeur distincte sur chacune d'elles.
Les invariants maximaux sont équivalents en ce sens que les ensembles ol ils sont
constants sont les mémes.

Rappelons également le théoréme suivant de Lehman, L.E.(1959).

I11.25. Théoréme.

Soit G _un groupe de transformations et soient D et E deux Sous-groupes

de "G qui 1'engendrent. Supposons que y = a(Xx) est un invariant maximal par rapport

a D et que ¥e€E;¥_)£1,£2€pr'n
s(x') = s(x?) > s(ex') = s(ex?)

- - - - * . * -
§i z = t(y) est un invariant maximal sous E groupe des transformations e dé-

finies par e*y = &(ex) quand y = s(x) alors z = t(s(x)) est un invariant

maximal sous le groupe de transformations G .
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Nous supposons dans ce qui suit que la variable aléatoire X associé aux
observations x , ..., X, est absolument continue par rapport i la mesure de
1

Lebesgue sur (RP .

‘Pdésignera une fonction de décision.
Nous allons nous restreindre 2 la classe de transformations g telles que
¥X=(X, e0ey x) e[RPD

gx)= (Bx1 +C, vue, an + C)

o) B est un élément du groupe linéaire GL(p, R) et c un vecteur constant de [RP.

11.26. Définition.

Nous appelerons G , G, G les groupes de transformations définies ci-
1 2 3 -

dessus vérifiant respectivement

1° B=1
P
2° ¢=0

3 B et ¢ quelconques

11.27. Renargge.

G est le groupe des translations de chacun des xu pour u =1, ..., n
1

d'un vecteur constant de IRp .

G est le groupe des multiplications de chacun des X, par une matrice
2

inversible .

63 est le groupe engendré par Gl et 62

11.28. Proposition.

La fonction 8 définie sur er.n par ¥x ¢ (RP-1

X) = (X =X ceey X = X
8(_.) (2 l’ > 4h l)

- . - ln
est un 1invariant maximal sous G , sur le sous-ensemble de (RP de mesure 1 ol
1

X est fini.
3 ot nd
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(Preuve : tout d'abord, montrons que s est invariante : en effet soit

C un vecteur quelconque de (RP associé 3 gl € G . Alors

¥ x R, (g X

s(xl + Cy veey X + ¢)

X =X , eee, X_ - X
(2 1’ b n 1)

D'autre part, montrons que s prend une valeur distincte sur chaque or-
bite. Pour cela, supposons qu'il existe x! et x? ¢ \Rp.n tels que

s(x!) = s(x?)

S 1 U1 1 _ 1y = 2 _y2 2 2
i.e. (x2 xl, cees X xl) (x2 xl, » X x])
i.e. VW =2, ..., n
xl_xl=x2_x2
u 1 H 1
Posons x2 - x! =c ¢RP et soit g 1'élément de G associé 3 c , alors
) 1 1 1 1
¥u=1, ..., n x2=x!+¢
u ? 3 u u
soit x? =g (x!) donc x2~x!).)
1

11.29. Remargge.

On aurait pu également montrer que la fonction :

(xl, veos xn) (4% (xl T X oeees X g T xn)
est un invariant maximal sous G
1
11.30. Proposition.
La fonction ¢ définie par
t(x) = B“xl, ceey B’lxn_p ol B = (xn-p+1’ ceey xn), est un inva-

riant maximal par rapport 3 G , sur le sous-ensemble de MP'® od B est inver-
) o

_sible

IT1.31. Remargue.

Les observations x , ..., X,
1

avec une probabilité 1 , xn-p+1""" xn sont p vecteurs de iRp linéairement

sont stochastiquement indépendantes. Donc

indépendants. Donc B est inversible presque partout.
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(Preuve de la proposition I1I.30.

Tout d'abord montrons que t est invariante sous G2 . Soient A ¢ GL(p, (R)
X e RPD

Nous noterons g2 la transformation de [Rp -n associée 3 A .

Alors

Ax) = B'Ax , ..., B1Ax
¢ () 1 n-p

ol B est la matrice formée des P vecteurs colomnes A x 12t A X

n-p+

soit B = A (x . xn). Alors

n-p+1, )

-1 _ 1 -1
B (xn-pﬂ, ceoy X 7OA d'od

n

t (Ax)

1 1
(xn-pﬂ, ceey xn)‘ xl, coesy (xn-pﬂ, coes xn) xn-p

£()

Montrons de plus que ¢t est distincte sur chaque orbite pour cela sdent

x! et x2 ¢ RP'T tels que
t(x!) = t(x2)
X s (e, X)) X = (2, ..., x2)

Nous noterons A 1la matrice ¢ GL(p ,fR) p.s.
1

= 1 1
A1 (xn-p+1’ ceey xn)
et A lamatrice ¢ GL(p,TR) p.s.
2
= 2 2
A2 xn-p+1’ ees X )

Soit @ =A xA-! ol x désigne le produit matriciel ordinaire.
2 1

Alors ¢ e GL(p, M) p.s.
Par hypothése ¥; =1, ..., n-p
A‘). 1 = A-l 2 :
* 1 (XU) 2 Xu

Alors ¥y =1 ... n
X2 = c xl
M H
soit en notant g 1la transformation associde 3 C
2 ) ’

x2= gzgl) )
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I1.32. Proposition.

La fonction to & définie sur RP" par

tog(x) = B'l(xz—xl), seey BT2(x - xl) ol B est Vla matrice pxp

n-p
=X 5 eeay X, =X estun invariant maximal
1 1

sous le groupe de transformations G , sur le sous ensemble de (.Rp-n ol B est
3

"formée des p vecteurs-colonne xn-p +

inversible.

- 11.33. Remarg_uge.

Les observations X e X sont stochastiquement indépendantes. On en

conclut que les variables aléatoires X . - xl, ey X = Jnc1 sont également

pt1 n

stochastiquement indépendantes et on applique la remarque II1.31.

théoréme 1I.25).

1I.34. Définition.

Soit ¥ une fonction de décision définie sur rRP™" 1'espace des échan-

tillons. On dira que ¥ est invariante sous le groupe G si et seulement si

¥g EG) ?(gz(_) =(P®

sauf peut-8tre pour un sous-ensemble M . [RP*D de mesure nulle (M est fixé pour*f

donnée, et ne dépend pas de g ¢ G)

-

II.35. Définition.

Nous dirons que ¥ .est invariante sous G au sens large si

¥geG  Ygx) = Px)

pour tout Xx e ®RP1 sauf peut-&tre sur un ensemble de X de mesure nulle, eet en-

semble étant fonction de g €G. et la réunion de ces ensembles n'étant pas' forcé-

ment de mesure nulle.

11.36. Définition.

Nous appellerons G' (resp. G' , G' ) le groupe de transformations g'
: 1 2 3 1

(resp g'z, g'a) associé 3 G1 (resp. Gz, Ba) ol cette fois la matrice B et le vecteur
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C « RP sont des fonctions de x e RP*" qui vérifient 1a conditbn 1° (resp 2°-3%)

de la définition I1.26 presque partout. L'ensemble de mesure nulle od ces conditions
ne sont peut-étre .pas vérifiées peut dépendre de g'1 € G'l (resp g'ze G'z, g’3 € G'aj
En notant Mg 1'ensemble de mesure nulle associé 3 la fonction g , ol les condi-
tions ne sont peut-&tre pas vérifides et en supposant que u c Mg est de mesure
nulle, nous avons le résultat suivant : &

11.37. Théoréme.

- - - - = On > - -~ g
Soit ¥ une fonction de décision sur er . Une condition nécessaire et

suffisante pour que % soit irwariante sous le groupe de transformations G
1

(resp. G, G ) est que ¥ soit invariante sous le groupe de transformations G'
2 3 : 1

(resp. G' , G' )

2 3

Nous avons déja donné la démonstration concernant G1 et G'1 (voir
Garel, B.B.(1975)). Nous donnons ici la démonstration pour les groupes 63 et G'3
étant entendu que la démonstration pour G2 et G'2 s‘obtiert de fagon analogue.

(Preuve : de fagon évidente 63 c G'3 - Donc si ¢ est invariante sous
G'3 » ¥ est invariante sous G3 - Démontrons la réciproque par 1'absurde.
Supposons ¥ invariante sous (33 et non-invariante sous G'3 . I1 existe donc une
fonction g' ¢ G' et un ensemble N de mesure positive tels que

0 3 3

¥xeN
Yx) = (xl, cee, xn) # ‘P(og'aQ())
-:.“P(Ban)xl + co()_(), cees B°® X, + c°®)
ol Bo(}g est la matrice fonction de X et co (x) le vecteur de (RP associés a
og'3;B° (x) est inversible p.s. et co(x) fini p.s.
Soit M 1'ensemble de mesure nulle delb définition II.34. associé 3 ¢ .
Considérons 1'ensemble N' = N - ™M v Ng,a) « N' est de mesure

gle Gt
non nulle. D'autre part ¥ x°® ¢ N’ : ?

P(Og'g @) # P
i.e. PB x° x° +c (x9, ..., BOQc_°) x0 + c°@°)) # Yo
0 1 0
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Soit alors o8, la fonction associge 3 la matrice fixe et inversible
B (x") et le vecteur fixe C () fini .

On a la relation

¥ g, () # P)
- En définitive :

¥ x® e N 3 g « G3 tel que V(ogago)).# Px°)
ce qui contredit 1'hypoth&se)

Si 1'on enléve 1'hypothése : § M de mesure nulle, nous avons seule-

g
ment le résultat suivant :

11.38. Proposition.
Soit ¥ une régle de décision invariante sous G (resp. G2 ’ Ga) . Aloxs ¢
1

est invariante au sens large sous G' (resp. G' , G' ).
1 : 2 3

Nous laissons 3 la charge du lecteur la démonstration, car elle se calque
sur celle du théoréme 11.37.
Nous allons maintenant préciser ces résultats dans le cadre défini précé-

demment. L'espace des &tats de la nature %= & . rRk ol ﬂ = { HO, cee, };n}

L'hypothése Hv pour v =1 ... n est associe 3 un paramdtre inconnu Am e rRk
~ la décision Do ne dépend pas de am

L'ensemble { Do, coesy Dm} détermine une partition de

,Ho x 0 U{Hx’ ...,Hm} xmk;a Do est associé H\)xo

a DV est associé Hv x [Rk‘ pour v=1 ...m.

Nous dirons donc que D\) est la décision de retenir 1'hypothése H\) .
Nous voulons donc faire un choix entre m hypoth&ses Ho' . .‘, Hm auxquelles cor-
respordent les m décisions Do, ceny Dm . Soit d\)Qg) la probabilité de prendre

la décision D\) aprés avoir observé X pour v =0, 1,..., m .

Alors 0 < dv® <1

m
v=20 d,® =1

Selon la terminologie de Wald, A. (1950) reprise par Kudo, A.(1956 b) nous
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appelons régle de décision associe 2 notre probléme la fonction d

4@ = @ @, ..., 4, )

I11.39. Définition.

La régle de décision 4 est invariante sous le > groupe de transformation

G si et seulement si pour tout v e {0, 1, ..., m} la fonction dv est inva-

riante sous G .

Nous avons obtenu la caractérisation II.11. des régles doubles de Bayes

-

relatives a une probabilité a priori ben sur 8.

Nous allons maintenant préciser cette caractérisation en faisant certaines

hypothéses d'invariance.
Nous avons vu au §4 du chapitre II proposition I1.12. que rechercher les

régles double de Bayes est équivalent 3 maximiser 1*intégrale I1(d, ben) o1

m
I(d, ben) = Ad (£ @+ ] d® |f (x,mmdn(an)dx
RPN 0 0 v=1 Y v

On obtient alors le résultat suivant :

11.40. Théoréme.

Une condition nécessaire et suffisante pour que la régle de décision d

satisfaisant aux hypothdses du corollaire I11.16. Soit une régle double de Bayes

invariante sous le groupe de transformation G (resp. G ) est gue
1 3

d (x) =1 pour tout x tel que Aho Y) > hv(Y,Am)dn(Am) pour v = 1...m
° .

dv@ =1 pour tout x tel que Jh (Y,amdn@m) > Ah (YY)
11.41, v o
et Jh\gv,m)dn(m) > Jhg(Y,Am)dn(Am) pour £=1, ..., m
| Ef v
sauf peut-€tre sur un ensemble de x de *mesure nulle. h ()
¢

(resp. (hv(Y,Am)) est la densité de 1'invariant maximal sous le

gfoupe G fresp. G ) sous les hypothases Ho et H\) respectivement.
1 3
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(Preuve : nous ferons la démonstration dans le cas du groupe G3 étant
entendu que dans le cas du groupe Gx on obtient .1a démonstration de fagoh analogue.

Soit d une régle de décision satisfaisant aux hypothéses du corollaire
I1.16. telle que -d soit une régle double de Bayes, relativement 3 la probabilité

a priori ben, invariante sous le groupe G . Considérons 1'intégrale
! 3

m
1d, en) = [A doQ(_) fo(z(_) + 21 d\gzt_) JfJX,Am)dn(Am) dx
v:

Appliquant 3 d = (dg, -+, dm) la proposition II1.38. en prenant pour

g' 1la fonction associée 3 la matrice px p
3

-1 : - ~1 E - 1
B~ (x) (xn-p+1’ ceey xn) et au vecteur c(x) B x

Alors sauf sur un ensemble N de mesure nulle qui dépend de B(Xx) et c(x)

on a
d(g,@)=dX p.s.
soit ¥v=0,1 ... , m
’ =
d\) (gai) dv(ag P.S.
ayec d\)()_c) =d\)(x1, ...,xn)
= -1 - -1 -
dv(g;x) dv(O, B (x2 xl), «eey B (xnpx) » seey 1)
De fagon évidente, N é&tant de mesure nulle :
1@, ten) = [Ad () £ () + z 4,00 |£ Geaman (anlex

mp"n \)-
opérons alors le changement de variable

y, =Bl -x)
2 2 1

y = -] -
Yn-p B (xn_p xl)
W=x

1

ol B est la matrice définie plus haut inversible sur ®RP™™ - N

Id, bep = Ad (0, y, ..., 1, eesy
( n bn LAd O,y Yn-p’ 1)
R™"- N -
£ (K, By +W, .., By +W, B+ (W)
m
+ 0, ¥ 5 eees £ (W, ) enes
£1 4,0, y, Yp-p* ! 1) £ (W, By,+ W B n-p

+ W, B+ (W),am) dn ()] ldet §P ay aB aw
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Oﬂ YS(yz. seey yn_p, »
(W = (W, W, ..., W) matrice p x p formée de p vecteurs colonnes W .
(11.42.) Posons dv(Y) = d\)(o, Yo ees yn—p’ 1, «ee, 1)
pour tout v=0,1 ..., m ettout Y ¢ RP-(®P1) 4y
alors on a Id, bon) =

_ ,
Ad (N h () + ) d,(0) |h,(¥,sm)dn(am)ay
RP(“'P'” V=1

que nous noterons IY(d » ben)

ol

h,(Y, m) = £,(W, By, + W, °"rBYn-p + W, B+ (W,Am) |det B| n-p-ldBd;W

est justement la densité de 1'invariant maximal Y sous le groupe Ga, sous 1'hypo-
theése H, et ho (Y) étant 1'analogue sous Ho .
En appliquant les résultats obtenus en x pour I(d, b®n) on obtient que

Iy(d, ben) est maximale si

%(Y) =1 pour tout Y tel que Aho (Y) > | h{Y,am) dn(am)
pour v=1...m
dv(Y) =1 pour tout Y et v tels que

11.43.
h,(Y,am) dn(am) > Ak (Y)

hy(Y,am) dn(sm) > |hy (Y, am) dn(am)
pour £=1 ... nm
EF v

sauf peut-€tre sur un ensemble de Y de mesure nulle.Bn revenant en

X , compte tenu de 1I.42. on obtient la caractérisation I1I.41.
Réciproquement une régle de décision satisfaisant aux hypothéses du corollaire II.16.
et définie presque partout par I1.43 est constante presque partout sur les orbites

associées au groupe G donc invariante sous G . D'autre part elle maximise
3 3
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IY (d, ben) donc I(d, ben). En conséquence d est une régle double de Bayes rela-

tivement 3 la probabilité a priori ben , et invariante sous Ga).

11.44. Remarque.

En définitive, on a montré que maximiser l'intégrale I1(d, ben) sous les

condtions d'invariance €quivaut 3 maximiser 1'intégrale IY(d, ben) sans conditions.
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CHAPITRE III

TESTS OPTIMAUX POUR PLUSIEURS VALEURS ABERRANTES
DE MATRICE DES VARIANCES-COVARIANCES A . OONNUE

§O INTRODUCTION ET NOTATION

Le but de ce chapitre est de généraliser 2 plusieurs dimensions des résul-
tats conmus en dimension 1(voir Mac Millan, R.G. (1968)) et de présenter certains tests
dans le cas de plusieurs valeurs aberrantes multidimensionnelles,en démontrant leur
optimalité.

Nous supposons que x; ... X, estun n - &chantillon gaussien multidi-
mensionnel dfune loi u\»{;(m,A) 3 valeurs dans RP de moyenne m inconnue et de ma-
trice des variances-covariances A connue. Notre étude se situe dans le cadre du
modéle (ﬁ C'est-a-dire que nous supposons qu'une valeur aberrante provient d'un glls-
sement en moyenne, soit d'une loi dr(m[yn, N, bMne (Rp &m #0 .

L'autre modéle, appelé modéle §}>, consiste 3 supposer qu'une valeur aber-
rante provient d'une dilatation de la matrice des variances-covariances soit d'une
loi d\f;(m,)‘/\) avec ) réel > 1 . Il est certain que la réalité est plus complexe et
qu'il faudrait par exemple combiner les deux modéles pour décrire de fagon plus exac-
te le probléme des valeurs aberrantes.

Kudo, A.(1956) a fait un pas en ce sens. Il n'en reste pas moins que, pris
séparément, ces modéles nous permettent d'étudier de fagon commode la puissance de nos
tests.

Nous utilisons des résultats démontrés au chapitre II. Nous supposons, dans

un premier temps les glissements colinéaires. Dans un deuxiéme temps nous les supposons
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orthogonaux deux 3 deux relativement au produit scalaire associé 3 A-1.

§1 GLISSBMENTS COLINEAIRES

. Fornulation du probléme et théoréme principal.

Soient x;, ... X, n variables aléatoires gaussiennes 3 valeurs dans \‘Rp
de moyenne m, ..., m respectivement et de méme matrice de variance-covariances A
connue. Nous voulons tester 1'hypothése Hy = H("\ = e =mooS m) contre les hypo-
théses alternatives que k <n moyennes des observations ont glissé suivant des }
vecteurs de RP colinéaires a un méme vecteur Am e [Rp, k étant connu. En géné-
ral on suppose méme, pour des raisons évidentes : k < n/2 . Soit 0 une pernutation
de 1'ensemble { 1, ..., n } , 1'hypothése H, est que
E(x)

ao(“ Am +m

E(xn) = ac(n)Am +m

ol ) see @ sont des scalaires réels comnus. Nous avons donc n! hypothéses al-

n
ternatives. Les ay RNe sont pas nécessairement distincts et certains peuvent &tre
nuls, 1l'un au moins étant différent de zéro.

Nous formulons notre probléme comme un probléme de décision mult iple, tout
en particularisant H, .

Nous noterons @ 1le groupe des permutations de 1'ensemble {1, ..., n}.
Soit Dy 1la décision d'agir comme.si H. était vraie et Dc la décision d'agir
comme si Ho €tait vérifiée. Soit d(xl, cens xn) une régle de décision. (voir

chapitre 11 Introduction 5°)

do (xl, ceey xn)‘

d(X;, +e., xn) = d01 (X1, oee, xn)

d (X3 3..9X )
on! >n )
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ol dy (x, ...,xn)+c§0 da(xl ...xn)=1
d = PMy /X5 +ey X))
dc = P(Do/x,, cees xn)

Nous formulons les hypothdses supplémentai‘res ci-dessous. Les régles de
décision auxquelles nous nous limitons doivent vérifier les conditions suivantes :
II1.2. 1° La probabilité de choisir D, sous 1'hypothése H, est |

P(D,/d, H) =1 -a ob a est le niveau de signification du test,
donc a fixé, indépendant de 4.

2° Les régles de décision sont invariantes lorsqu'on ajoute un vecteur

constant y ¢ \Rp 3 chaque observation :

V'YE.ers VUE G' %(X1+)', "')xn+Y)

do(x, e X n)
et d, (x; + vy, ..u,xn+y) =d,(x; ... xn)
Les régles de décisions auxquelles on se limite sont donc invariantes sous le groupe
G, |
3° Enfin, les régles de décision doivent vérifier : les probabilités de

décision P(Do/d, (Ho,Am)) sont indépendantes de ¢ ¢ G .

I11.3. Théoréme.
Dans le cadre du modéle ﬂ?: » décrit ci-dessus, la régle de décision satis-
faisant aux hypoth@ses 1-2-3 qui maximise les probabilités de décision

P(Dcr/d’ (Ho,Avn)) uniformément en Am ¢ [RP et ¢ ¢G , nous est donnée par :

si R2 =max R2 < )

(0) 0e® o a prendre la décision D,

i 2 » -
si R (@ > Aa prendre la décision D(o)

od (g) est 1'indice pour lequel R; est maximal, A, est une constante qui dé-

a

pend du niveau de signification et
n

n —
Ré = [u=21 ao(u) ()(u - X)1'A [u; aO(U) ()(M - x)]
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I11.4. Remarque. .

_La probabilité P(D/d, (H ,sn)) Etant indépendante de o ¢ & , on
1'appelle probabilité de rejet de k valeurs aberrantes et l'on dit que la régle
du théoréme III.3. maximise uniformément en anm 1la probabilité de rejet de k
-Qaleurs aberrantes éventuelles.

(Preuve du_théoréme : les probabilités de décision d'une régle de décision
vérifiant 1'invariance sous le groupe G, sont indépendants de m , la moyenne
inconnue. En d'autres termes, la performance des régles de décision invariantes sous
G, né dépend pas de m . Nous supposerons donc m =0 .

Nous allons rechercher la r&gle double de Bayes relative 2 une famille de
probabilitésa.priori {nc/C € !Rf*} définies sur le paramétre Am e ®P » €n prenant
pour fonction de colit la fonction L, définie au chapitre II §2, et pour b 1la pro-
babilité a priori sur 1& définie au chapitre II §3 .

Mais, avant toute chose; nous avons besoin de calculer la densité de 1'inva-
riant maximal sous le groupe G, sous lés hypothéses H, et Ho‘ o e 4.

Ce résultat est un corollairé d'un lemme di a Xud3, 1.(1957) dont nous don-

nons ici les passages importants de la démonstration.

ITI.5. Lemme - KudS, A.(1957). ‘

Soient Xx; ... x, » nyvariables aléatoires gaussiennes 3 valeurs dans ®P

de moyennes respectives m; ... m et de méme matrice des variances-covariances A .

La densité conjointe des (n-1) variables x, - X,» +++» X 4 - X gue nous notons

h(X;, «.., xn) nous est donnée par

1
hix, ... xn) = Coexp { - n Q1

.. n n n
= IJ - - - - “ - N
od Q- {n u; (g = my5) (5 = my;) [uz1 Coug = my) T L Ly - myy

et (}13) est la matrice inverse de la matrice A , et ol Co = 1

-1
nP/2 [2pP|a]1 2
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et considérons les (n-1)p variables gaussiennes yui 3 valeurs dans [R pour

u=1, cee,n~1 et i=1...p prises dans 1'ordre suivant :

yll eee yn-1’1’ ylz’ se e yn_]’z s y.‘p see yn-],p

On vérifie aisément que la matrice des variances-covariances des (n-1)p
. \ .
variables yui s'écrit
A e M(n-1)
ol e désigne le produit de Kronecker (ou tensoriel) de 2 matrices, o} A est la

matrice des variances-covariances des xu pour u = 1l...n et M(n-1) 1'Elément

de GL(n-1, [R) défini par

M =1+3
Vi VU
avgc 6W=1si U=V O sipup#wv
Nous savons (voir Chambadal, L. et Ovaert, J.L.(1968) et Anderson, T.S.(1958))
que (A e M(n-9)? = p-lg M (n-1)
- n-1 p
et que det A e M(n-1) = (det p) . (det M(n-1))
| On démontre facilement que det M(n-1) = n,
2oit; det A & M(n-1) = |A|n—1 np, et que M-'(n-1) nous est donné par
n-1 1 o 1
-1 4 L SR 1
M-t (n-1) =% : E \\\ :
-1 | RS, “n-1

Alors le calcul des probabilités nous enseigne que la densité conjointe

des (n-1)p variables gaussiennes

Yinees Ypop,q oo Yip *** Yn-1,p

nous est donnée par
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1

exp [~ 3(Vyy «n- Y, ) HeMim))

n-1 _

@z P |aPhH/2 .
ou Yoi = Vi E(yui) pour p=1, ..., n-1 i=1...p ‘ ’
ot A=l ® M~!(n-1) est la matrice carrée d'ordre (n-1)p donnée par :

{
(n_1)>\11 - )1 —— =11 (n_1))\1p - A“P —_— _ A1p
Al (e)AY --- A11 _ A1P (n-1)k1p e A1p
: N : e : :
e . ~ . e .
| St oan - (-1 B e T
“lgM=i(n-1) = 1 .
A~ eM™! (n-1) I
m-1P - Pt o P! (n-1))PP - APP __ _ PP
P @nP! e P - PP (n=1)aPP ___ - )PP
: AN R : :
. s (N . . . - ‘
AP LR A e P! - AP PP (n-1)X

En effectuant le produit entre crochets et revenant en X; ... X aprés de

nombreux calculs,on trouve 1'expression du lemnme).

ITI. 6. Corollaire.

Sous 1'hypothése H, la densité de 1'invariant maximal x, - X coey x,

nous est donnée par

n
hy(x;e-e X)) = Coexp {- 3 ] ()" A7 (&)
=1
ol = - X
Axli xll x
(Preuve par hypothése My = oo =m = 0
n
J 27 T
Q=] " @m7J x.x.-n?% X.}
ij u:] m w 1 J
- 1 ri
ol X: = — X, .
1 n,5 s
ij - -
Q=1 X @ § - X.)(x . - X))
ij b 8 70 oy 7

-1
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[l

.. n
n v AX ). (A ).
ij§1 uz1( uit ( u)J

[}
=
ne=13

ij = Vo
ATy (ax)y = n Z (ax, ) A‘(Ax )

u =1 p=1

d'oll le résultat).

I11.7. Corollaire.
Sous 1'hypothése Ho » 0 ¢ & définie en III.1. la densité de 1'invariant

maximal x, T Xpy eees X - X s'écrit

n-1
= : 2
ho(x,, cees Xy am) = hy exp {c, ||Am“Aq + < M . z o (1) Ax > p-1 }
ol <., .>. estleproduit scalaire associé 2 A"! et || - llp- 1a norme

associée @ ce produit scalairejol

+1 _ n
7n [(lz “o(u))z n(uz] ag(u))]

0
-t
i

(Preuve : par hypothdse pour p =1...n

T %) A7
Q stécrit :
Q= z}\ij {nlzl(x - a )X . -a am.)
i} -0 () I S B 74 B I
- [u;( % 8my) 1 € Z("uj %) 47507
ij n n
= i%' A7 {n u21 X xuj -n Amj u=21 %) i
I 1 )
- n am. ) X .+ N A, Am. o ?
15 o) Ty Ly 5 e
2y ¥ vy T X 5
S0t Xy X 4k am p=z] G * X b7 u21 %)
n
) \2
- (] o(w)  sm. mm
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g n n
h (X1, «eep X.) = hy exp {- RSN tm (n 21 o - (Lagey)? )

1j = u=1
I g ] %
+=[2n ] A . a (X .- x)0)
2 i 1o o ei i
en tenant compte de nos notations

n
Q=ho exp {C: am A + am A 1121 %o g

- X;) 1}
on en conclut le corollaire).
Nous définissons sur % la probabilité a-priori b telle que

b[He1 = b,
1 - bo .
n!

b [Hd] =
Soit C une constante fixée telle que ||am| ]2!\_1 =c
Nous définissons la probabilité a priori nc(Am) comme étant la mesure
concentrée sur 1l'ellipsoide | |M| |2 A1 ¢ telle qu'en le transformant par une
application lin€aire en la sphére unité $1 de pr la mesure image obtenue soit la
mesure uniforme dS(am) sur la sphére unité. Nous prendrons comme fonction de cofits
la fonction L, définie chapitre II §2 et recherchons les régles doubles de Bayes
»relatives 3 la probabilité a priori b e n. sur X RP . Alors en utilisant la
caractérisation I1I.41, nous savons que la régle double de Bayes (unique 3 une équi-

valence prés) nous est donnée ﬁar
de(x)
do(y

1 si Ah, >Jh0(x1, sees X )dﬂc@m) ¥o §©

1 si Jhocq, cees xn,Am)dqc(Am) > Ah,
et Jh.o(x" ceey xn,Am)drE@m)> Jho,(x,, ...,xn,Am)drE(Am)

¥o €eG avec o' #o0

ol A est la constante ¢ IR qui dépend du niveau de signification aj posons
n ‘ :
alors Z = -
SN =X1 %) (xu x)

Nous nous proposons de calculer

Io = ho(XI, *sey Xn,Am) dnc (Am)

[om] 120
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ol h0 nous est donnée par le corollaire II1.7.

= 2
I = h TR AR o S Loal d (an)
RN

Soit D 1la matrice associée 3 1'application linéaire qui transforme 1'el-
lipsoide ||Am|[2A-, = C en la sphére unité Ilam|]2=1 o [I- 1] désigne 1a norme

euclidienne de (RP . si jp désigne la matrice identité d‘'ordre P nous avons
jp = D" ATD mmes p-12 (pry1pa

Dans 1'intégrale opérons le changement de variable an + Dan et appliquons le ré-

sultat sur la mesure image. L'intégrale devient

Ca
I =h, e exp {< am, D“Zo} dS(am

o
Ham|[2 =1
Opérons alors un changement de base orthogonale de telle sorte que dans le nouveau
systéme de coordonnées le vecteur D7 Zo aient ses (p-1) premiéres composantes

nulles et la p° strictement positive. La distribution dS(am) étant uniforme nous

avons
I =hy eC1 epr\mp I D“Zg] DAS(am)
[Ham] |2 =1
C _ C,
= hee I exp(AmpHD"ZG [D dS(am) + hge
[Haml =1 [ |am] | 2=1
Amp>0 Amp>0
exp(-am || D-1Z_|[)dS(am)
c, .
=2h, e Ch(Amp”D Zo“) dS(am)

[ 1am]]2=1
Amp>0
pour amy > 0, Ch(AmpHD"ZOID €St une fonction strictement croissante de | |p-? Zol |.

Il en est de méme de I0 et 1'on a

C
Aho > T <A 520 ch(an | D-12_| |)dS(ym)

[ am] [2=1
N"p>0
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<=°llD’120ll < X, pour tout O ¢ &

Choisir Xa entre 0 et 1'e® de telle sorte que 1'hypothése 3 soit véri-
fiée revient 3 déterminer A € rR* et par conséquence bp = blHol .
D'autre part pour O et d' ¢ ©
I, > I, < ch(am |0~z | [)ds(am) > 2
| 1am]|2=1 | 1am]|2=1
m >0 &m >0
P P

-1
ch(am | D=z} )ds (am)

> {7z, |] > IIp7'z_, |1
-1 = 1 yn-1 = -
Remarquons que ||D Zoll— z; (@ Yoz =25 (') DT Z,
e
=Ly A 1
relativement 3 la distribution a priori nC(Am) les régles doubles de Bayes symétri-

ques invariantes sous G1 sont caractérisées par

do(x) =1 si
LR t Ty 9t -1 th X
R(c)?;‘iaé ‘ 1121 %) By I A u~'§1 %o (u) (xu TX)1< Ay

Cette régle de décision est manifestement symétrique en X, ... X, Les densités
des lois conjointes des variables x; ... X, sous les diverses hypoth&ses étant &éga-
lement symétriques en Xj ... X,s On en conclut que la condition 3° est vérifide.

Pour terminer la démonstration du théoréme nous avons besoin du résultat suivant :

111.8. Lerme.

Soit 4 1a régle de décision ci-dessus, alors ¥ g ¢6, les probabilités

de décision P(D_/d, (H_ ,sm)) ne dépendent que de ||am||,.,
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d = (dy, dol’ cvey do

)

n!
la régle de décision définie ci-dessus.

Alors

P(Dc/d, (HO,Am)) = np do(xl... xn) fo(xlb cee X, am)dx
R

ol fc(xl see X0, tm) est la densité conjointe des n variables aléatoires
Xyy eoey )(n sous 1'hypothése Ha, Am
On trouve facilement, les variables )(u s POUr =1 ... n &étant indé-

pendantes, que

1 1 o

f (x; oo X )am) = — exp {-= x - am) ' A7

es n (ZW)D’E/ZIAln/z zp; u G0
1 (xu _ac(u)m)}

= (Z“anlz IAIn/2

posons c,

n n
cr o 1 . 1
il vient Cexp {-5 J x'A'x + (] a X )'A- Am- >
2 L= u M =1 o(u) Tu 2

th 2
L %!

1 n
P(D,/d, (H ,am)) = ., exp { - §u§1 ORI

n _
J d (x; ... xn) exp {-% 21 x;J A xu + Zc" A? am} dx
np ~ W=
(R

n
np do(x, xn) exp { --;— 21 x;j i xu + < D! Zo’ D! m>} dx
R W

oi <., .> désigne le produit scalaire ordinaire de (RP et D 1a matrice telle

D' 1D =
que A jp

en opérant un changement de base orthogonale de telle sorte que D! am ait ses

(p-1) premiéres composantes nulles il vient

am||2 }e
ol 2,
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- 1§ 2
P /d, (H, am)) =, exp{- 5 ML a*amllmliﬁd}

d (4 - x) exp -%
(RP u

||M=

x'A' x + ||D'an||
1 M H

P 1
'z, dx
ol 11D | |= ||Am||A_, s P est la matrice de passage
et (.)p désigne la p° composoante d'un vecteur de (RP; d'ol le résultat.)

On peut alors appliquer le théoréme 1I.20. La démonstration du théoréme

I11.3. est alors compléte).

§2 EXEMPLES D'APPLICATIONS

Nous donnons ici trois corollaires qui nous permettent de retrouver le
résultat connu de Kudo, A.(1957) et de généraliser certains résultats en dimension 1

»

présentés par Mac Millan, R.G.(1968).

II1.9. Corollairee

Sous 1'hypothése qu'il n'y a au plus qu'une valeur aberrante, dans le

cadre du modéle & décrit au paragraphe 1, la régle de décision satisfaisant aux

hypothéses 1.2.3. qui maximise les probabilités de décision PHv Am(D\)) pour

v=1...n uniformément en & ¢ (RP nous est donnde par
P . 2 = - Y A'i - %) < A
prendre la décision Doy si ¥ (n) ﬁi?.,.n (xu X) (xp X) a

A

prendre la décision D, , si Xz(n) > A

(n)

(Preuve : dans ce cas, un seul des au est non nul, €gal a3 1 et il ya
n hypothéses alternatives).

Ce résultat était déja connu et di 3 Kudo, A.
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111.10. Corollaire.

Supposons que 1 < k < n des ap soient non nuls, bus &gaux 3 1

Alors la régle de décision satisfaisant aux hypothéses du théoreme III.3. et pos-

sédant les mémes propriétés nous est donnée par :

prendre la décision D, si Rz . < )

(c) “a
prendre la décision D(O)Ei R%o) > 2y
k k
a0 R2 = - XY 1p-1 -
c () ygé { u§1(x0(u) X)1'A [uzl(xo(“) x)] et Aa est une constante

dépendant de a 1le niveau de signification.

(Preuve : sans perdre de généralité, nous pourrons supposer
Oy = = ak =1
G % =0
n _ ? _
alors uZI ao(u)(xu -X) = W auq5_1(u) - X)
n _ ) _
- ' - -
Alors 2?2‘ L UZ1 ac(u)(xu X)1' AT Z o (u)(x X)]

n _ . _
= y - L -
.oy;ajcqc u£1 4 Kagy X [u21 % Kgagy = X1

1 v oS
B g:i; [u§ c(u) T 0N £u§1 % &gy ~ X3

en remplagant les @, par leur valeur on obtient le résultat.)

Supposons que les n observations soient partagées en T populations de
k éléments : |

n =rk

Nous nous proposons de savoir si 1'une des populations a glissé en moyenne.
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I11.11. Corollaire.

La régle de décision correspondante, vérifiant les hypoth&ses du théoréme

II1.3. et possédant les propriétés qui y sont énoncées, nous est donnée par

prendre la décision D, si R%z)

D(Z) si R%C) > A'a

.ol (r) désigne 1'indice pour lequel

= (X{g) - X' AMXE) -X) estmaximal ; 1<l <T
! = 2
A = a,/k
(Preuve : par hypothése k des coefficients sont non nuls, égaux 3 1 ,
les autres étant nuls.
Les seules permutations qui présentent un intérét sont celles pour les-

quelles les coefficients o, # O opérent sur les éléments d'un méme groupe. Nous

avons donc r hypoth&ses alternatives
k
2 = - - X1
¥oe) [z Cuggy "V ITATEL gy - X

oQ p(j) désigne un des k indices y pour lesquels @ = 1, et o(£) désigne la

£° des T permutations présentant un interet.

k
2 - - -1 -—
RG(Z) —[jZ] Xu(j) ]O()A [.Z xp(J) kx ]
=Emm-ﬁw‘&m-ﬁ
ol X(L) = % ZXU(J)

d'ol le résultat.)

On trouve une généralisation, lorsque A est connue, du résultat de
Paulson, E.(1952) en dimension 1 qui éupposait, lui, inconnu

Bien que 1'on ne connaisse pas &n , on a supposé lesqp connus. Nous
pouvons donc déja dire qu'en 1'absence de toute information sur la nature des glis-

sements il n'y a pas de régle optimale de rejet de k > 1 valeurs aberrantes.
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§3 GLISSEMENTS ORTHOGONAUX

Lorsque les glissements sont quelconques, non colinéaires, il ne parait
pas possible de trouver une régle de décision optimale qui ne soit pas liée 3 la
connaissance préalable de ces glissements. Cependant lorsque les glissements sont
deux 3 deux orthogonaux au sens du produit scalaire associé d 1l'inverse de la matri-
ce des variances-covariances$ nous proposons le résultat ci-dessous.

Nous envisageons le cas de deux valeurs aberrantes &ventuelles et signa-

lons que les résultats obtenus se généralisent aisément 3 k > 2 valeurs aberrantes.

tes. Soient X, ... Xn, n variables aléatoires gaussiennes 3 valeurs dans RP
de moyennes respectives m, ... m inconnues et de méme matrice des variances-co-

variances A supposée connue. Nous voulons tester 1'hypothése H, = H(m; = ... = m =
contre les hypothéses alternatives que nous noterons H\)E que les valeurs x, et

xE ont glissé en moyenne d'un vecteur am, et Am, Trespectivement.
Nous supposons inconmus les vecteurs &my et amp, mais orthogonaux au

sens <My o, Mmp, >,4=0

A'l
Le probléme est donc symétrique en wm; et bm,

En conséquence nous supposerons 1sv < £ <n . Nous avons donc -2 2-1
hypothéses alternatives va
I11.12. va = H(mv =m + Am, mE =m*+ Amy, Vv <E
m =m,pour pu=1...n,v #p#¢ek)

Nous formulons les hypoth&ses 1-2-3 du §1 » €N respectant nos nouvelles
notations. Sous ces hypoth&ses nous appellerons hVE la densité de 1'invariant ma-

ximal sous le groupe G, , sous 1'hypothése Hv . Lla performance des régles de

2
décision invariantes sous G, ne dépendant pas de m nous supposerons m = 0
La densité hg(x,, ..., xn) nous est donnée par le corollaire I1II.7., la densité

h\)g(xl .es xn) nous est fournie par le résultat suivant :
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111.13. Lemme.

Sous 1'hypothgse HE la densité de 1'invariant maximal sous le groupe
v

G , vaut

= - o1
L L A R UC RN ENTL

* < amy os AX >+ < Amg, AX, > }
\)A-l €A-l

(Preuve : il nous faut calculer 1'expression - %n Q du lemme III.S.

avec mv=Aml,m£=Am2 ,mh=0 pour u =1 ... ny,v#p #E
En tenant compte de 1'égalité :
< &my, Hmg >p-1 =0
~un calcul facile nous conduit au résultat.)
Nous allons considérer cette fois que 1'espace des paramdtres est fRZp
soit' k = 2p selon les notatiohs du chapitre II et nous &crivons
[RZp = RP o ®P

Posons an. = Amy ® Amy

s
Le produit scalaire associé i la matrice A-! et 2 Cette somme directe que

nous noterons ¢ < . , . > est défini par la matrice bloc

A-l

A-Y O
0 A-?

De méme,on définit la norme que nous noterons o 1] p-1 2ssccié A ce
produt scalaire.

Sur &m.  nous définissons la probabilité a priori suivante : n. estla

probabilité concentrée sur 1'el¥psoide ol om SH = ¢ telle qu'en le transfor-

mant par une application linéaire en la sphire unité de fRZp : {Ams/el | am SH =1}
ia mesure image obtenue soit la mesure uniforme notée dS (om s)
Sur X, nous définissons la probabilité a priori suivante

bf HoJ= boe

Z2(1-be)
HH\)E] B n(n-1)
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Nous appellerons DVE la décision d'agir comme si va était vraie.
2 = -x) -1 -
Posons ' (xv x)' A (xv X)

Nous avons le résultat suivant :

IILM. Théoréme.

Dans le cadre du modéle o%, la régle de décision 4 satisfaisant aux

hypothéses 1-2-3 du §1 qui maximise les probabilités de décision P(D\;g/d’ va, Ams)

uniformément en v, et g Tous est donnée par

de(x) =1 si x%n) + Xz(n—” < Aa

Yoy, @ =1 sEx ) x> A,

0d A, est une constante qui satisfait 3 la condition 1° et (n}(n-1) sont les

'deux_indices pour lesquels on obtient les deux plus grandes valeurs de Xf,

Pour ¢ fixé, nous recherchons donc les régles doubles de Bayes relatives
4 la probabilité a priori b e n. Sur (ﬁ@ (’RZP » invariantes sous G, .
Alors la caractérisation II.41. nous la donne de fagon unique (2 une équi-

valence prés) par

de(x) = 1 si Ah,(x) > thvggc_,ms)dnc(-ms) ¥ v,E e [1,...n]
R v<E
[
d = i
I11.15. v£® 1 si 2 h\)gq, Ams)dnc(Ams) > Ah,,Qc)
r .
et si ) hvgg,ms)dnc(ms) > hUcQ,AmS) dnc(Ams)
R
¥Yu#v pu=1...n
¥4t r£=1...n
uW<g et v<yg
n(n-1) b,
ol A=

2(1-b,)




-8 -

et hvg(x,tsms) est la densité de 1'invariant maximal sous le groupe Gi sous

1'hypothése va . Pour v <& nous nous proposons de calculer 1'intégrale

I hy (X, &m) dn (am)

Vg ©
®?P
' _ n-1 2
I,g = ho { exp {- 2n e”Ams” 25 e S UM 8 My } dn (am)
2p A
JR
b O
Soit D, = la matrice bloc 2p x Zp associée a 1'application
O D

~linfaire qui transforme 1'ellipsoide Hzi\msll2 ,= € en la sphére unité de \RZP
N

définie par o||an]|? , = 1.0na la relation
A

o) alles) - 12
o D 0 A% {0 D o 1,

Dans 1'intégrale opérons le changement de variable Ams+DbArns et ap-

pliquons le résultat sur la mesure image. Il vient :
n-1

- =

I\)g = ho e 2n exp { ® <st, (D')"1 (Axv @ Axé >} dS(AmS)

Ll |am | ]=1
I1 existe un changement de base orthogonale unique de telle sorte que (D )“l (Ax\)@ Axg)
soit paralléle au 1° vecteur de base e, de RP e @®P . Alors en opérant ce chan-

gement de base, la distribution dS(AmS) étant uniforme, il vient

n-1
- Zn .
I\)E = hy e {exp (Ams)leHDbl(AXv eAxg)ll } dS( amg)
ol lam | ]=1
- o1
= 2n -
=dh, e [ ch {(Ams), o HDb1 (Axv eAxg)H} ds (Ams)
el !Am I l:‘]
s
(Ams)1>0
On en conclut que 3 est fonction croissante de

Vg
. -1 .
o 11051 (ax, @ s 1] = (o, 0 mx)" (67 04 (ax, 0 me) = x4 02
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Alors de 1a méme fagon qu'au paragraphe 1 on obtient
-1 4
Jog > g lInf (axe )11 > 1D (x, 0 ax,) ||
et trouver A ¢ 10, +<[ tel que
Ahy > Ivg pour tout v et & e {1, ... n} v« £

est &quivalent 2 trouver une constante Aa € {R: telle que

qy}g OHDb"(Axv e/AxE)HZ <A
v< :

ce choix dépendant du niveau de signification a de telle sorte que la condition

1° du §1 soit vérifiée. En définitive la régle double de Bayes relative 3 la pro-
babilité a priori b e nC(AmS) sur ¥ x R2p invariante sous G, nous est donnée
par

do(x) =1 si xzn) + XEH'T) <Ay
‘Wen®@ Tt s Xt Xy 7 A

(n) et (n-1) désignant les indices pour lesquels on obtient les deux plus grandes
valeurs de xs . Cette régle est manifestement symétrique en Xx; ... X - D'apras
la symétrie des densités des lois conjointes des n variables X, ... Xn on en
déduit que la condition 3° est vérifiéde. Enfin comme au paragraphe 1 on démontre le

résultat suivant :

I11.16. Lemme.

Pour 1a régle de décision 4 définie ci-dessus les probabilités de déci-

sion P(Dvg/d’ (va, &my ® 4&m;)) ne dépendent que de e||Am, ) AmzllA-1

En appliquant alors le théoréme I1.20. puis en faisant varier c » On

achéve la démonstration du théoréme III).
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§4 CONCLUSION

Les résultats que nous avons prouvés, nous montrent que, d'une fagon géné-
rale, dans le cas de plusieurs valeurs aberrantes dans un €chantillon, il n'est pas
possible de trouver une réglé de rejet optiméle indépendante des glissements. En
‘effet, méme lorsque les glissements sont colinéairés, la régle de rejet optimale
suppose connus les coefficients de proportionnalité

Cependant si 1'on suppose les glissements identiques, la régle de Tejet
voptimale est simple. Tout se passe comme si 3 partir du nuage de points de (RP
X1 «ee X 0N formait un nouveau nuage de points z = %{x0(1) + ... 4 xo(k)) ;

k &tant le nombre supposé déterminé de valeurs aberrantes. Puis on étudie 1'éloi-

n
gnement de ces points de X = %- ) X, au sens de la distance généralisée.
u=1

De plus lorsque les glissements sont orthogonaux, le résultat présente
un intérét quant aux applications au-rejet de valeurs aberrantes lors d'une analyse
en composantes principale, si les glissements se font le long des axes principaux

(ou presque).
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CHAPITRE IV

TESTS POUR UN NOMBRE DETERMINE DE VALEURS ABERRANTES
DE MATRICE DES VARIANCES-COVARIANCES A iNCONNUE

§O INTRODUCTION ET NOTATIONS

Nous envisageons maintenant le cas od la matrice des variances-covariances
A est inconmue. Nous nous situcns toujours dans le cadre du modéle iﬁt, ol 1'on sup-
pose qu'une valeur aberrante provient d'un glissement en moyenne : soit d'une loi
Ug(m +4am A) o0 Am est un vecteur non nul de (RP .

Si 1'on appelle x,, ... X, les n vecteurs de RP sur lesquels nous

travaillons, et m,, ..., m

. les n moyennes des lois gaussiennes associées, nous

voulons tester 1'hypothése m, = ... = m ~contre un certain nombre d'hypothéses al-
ternatives que nous allons préciser plus loin. De fagon évidente notre test doit étre
symétrique. L'expression mathématique de la symétrie est 1'invariance sous un certain
groupe de transformations.

Nous reprenons les hypoth3ses du chapitre III §1 en y ajoutant celle, nou-

velle, que nous impose 1'absence d'information sur A -

§1 FORMULATION DU PROBLEME ET THEOREME PRINCIPAL

Soient X;, ..., X

, D vecteurs aléatoires gaussiens de (RP indépendants

de moyermes respectives m ... m et de matrice commmne des variances-covariances

A 5 tous les paramétres étant inconnus. Nous voulons tester 1'hypothése
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H, = Hm = ... =m))
contre les hypothéses alternatives que k < n moyemmes ont glissé suivant des vec-
teurs de (Rp colindaires 3 un méme vecteur am e ®P , on # 0 . Soit O une per-

mutation de 1'ensemble {1, ..., n}, l'hypothése Ho est la suivante :
E(xl) = 06(1) a&n +m

E(x2) = a dm +m
Iv.1. . °(2)

® a8
ceeee

E(xn) = aa(n)Am+ m

Ol Oy, seey o sont des scalaires réels,éventuellement mls, supposés connus. Nous

avons donc n! hypothéses alternatives. Les @, ne sont pas nécessairement distincts.

L'un au moins, est non nul.

Notre probléme est un probléme de décision multiple sur une statistique maximale in-

variante. Nous cherchons en effet une procédure de décision symétrique qui nous per-

mette de choisir entre les n! + 1 hypotheses {Ho, Hy fo € &} ot O désigne le

groupe des permutations de {1, ..., n}.

Nous appellerons Dy 1la décision d'accepter Ho
D, 1a décision d'accepter H;

Soit d(X1, sexs X)) une régle de décision.

[dy (Xys «ves x) )

d(Xy, «-es xn) = dol(xl, cees xn)

d 0o
o ‘(xla ’ xn)
\ n: J

od (4@ +] 4 @-=1
gebd

€
do(x) est la probabilité de prendre la décision D, aprés avoir

{ observé (X;, ., xn) =X
do@ est la probabilité de prendre la décision Do aprés avoir

observé x
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1v.2. Nous formulons les hypoth&ses supplémentaires suivantes sur les régles de

décisions.

1° La probabilité de choisir D, lorsque H , est réalisé est PHO D) =1-a od

a est le niveau de signification du test O <a < 1 fixé et indépendant de d ¢ )

2° Les r&gles de décision sont invariantes lorsqu'on translate les vecteurs xu ,

m=1 ..., n d'unvecteur constant ye R’ ¥y eRP, ¥oeS©
d&(x, Yy e, Xt y) =d(a, ..., x.)
et d, (x;, + vy, ...,xn+y) =d, (x, ...,xn)

En d'autres termes nous nous limitons aux régles invariantes sous G,

3° Les procédures de décision sont invariantes lorsqu'on multiplie les vecteurs

xu » M = 1... n, par une matrice (p x p):B , hon singuligre.

¥ BeGL(p, R), do(B x4, ..., an) do(X1, «-., xn)
¥Yoe® d (B xi, .,.,an)=d0(xl, ...,xn)

En d'autres termes nous nous limitons aux régles invariantes sous G,

4° Les procédures de décision satisfont 3 :

indé &
PHO,Am(DO) est indépendant de 0 e

En définitive les conditions 2 et 3 font que nous nous limitons aux régles de
décision invariantes sous G; groupe engendré par G; et G: (voir chapitre II §6).
Nous prerdrons pour fonction de cofitsla fonction L, du chapitre II §2.

Nous pouvons alors énoncer le résultat suivant.

1V.3. Théoréme.

Dans le cadre de modéle C} . la régle de décision satisfaisant aux hypo-

théses 1-2-3-4 qui maximise les probabilités de décision PH Am(DO) uniformément
v : - e

en am e (RP et o0e¢ & nous est donnée par :

prendre la décision Dy, si T2, =max T2 < A

prendre la décision D

. 2 >
(@) 2 T(o a
ol (o) est 1'indice pour lequel Té est maximal ol Aa est une constante réelle

positive dépendant de a 1le niveau de signification du test et cii
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n n
= - w3t ~1
(Iv.4.) T; [u§1 % ) (xu x)1' ST [ u£1 c‘o(p)(xu x)]
Loy N - X
S = — x -x)x -x)
n-1 UZ] u
IV._ Remarque.

On dit alors que la régle ci-dessus maximise la probabilité de rejet de k

valeurs aberrantes éventuelles (voir remarque 111.4.)

(Preuve_du_théoréme : les probabilités de décision d'une régle de décision
invariante sous le groupe G, ne dépendant pas de m 1la moyenne inconnue. Les pro-
babilités de décision d'une régle invariante soué G, ne dépendant pas de A 1la
matrice des variahces-covariances inconnues. En d'autres termes nous dirons que la
performance d'une régle de décision invariante sous G, (groupe engendré par G,

et G,) nedépend nide m nide A . Pour simplifier sous sipposerons donc m = O »

A= ﬁ‘p ol jp désigne 1la matrice identité de ]Rp .

Nous allons rechercher les r&gles doubles de Bayes relatives & une famille
de probabilité begn sur fo R®P on b est la probabilité a-priori sur 28 dé-
finie chapitre II §3 et 1 une probabilité a-priori symétrique sur am ¢ [RP .
Nous avons besoin de calculer la densité de 1'invariant maximal sous le groupe G,
(voir chapitre II §6) sous les hypothéses H, et H0 . Pour cela nous utilisons

le lemme suivant.

IV.S5. Lenme.

Soient X, ..., Xn n variables aléatoires gaussiennes de lois respec-

tives c/\g(mu,j\) pour yu = 1...n. Alors la densité de 1a loi conjointe des n-p-1

variables Y,, ..., Yn-p telles que

Y,=B11Z,

Y =B"12

n-p n-p
od Z =X -X, pour_  p=1 n
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et B est la matrice p xp formée des p vecteurs colonnes (Zn_ P Zn) R

nous est donnée par

; D
h@ =Coexp {-5 ]
u=1

mom o+l § (1 myn)
H H 2n i=1 =1 i

;0 _ - n - . n-p~1 dB
exp (-5 21 0, ~¥)' BBy, -y + 21 (y - ¥)'Bm,} |det B] "P

u= U=
ol Cy = ! (Zr_)p/z :
—_— (Zﬂan 2 n
ol nous noterons
Y= Y2, «co, yn-p
et y=4 rzl avec =B ur M =1 n
—— y n u =1 y —r——t— yu u L g

(Preuve : la densité de la variable aléatoire )(u nous est donnée par

f(xu) =E;W7 exp{-% (xu—mu)'(xu-mu)} pour ¥ = {...n

Les variables Xu étant indépendantes la densité de la loi conjointe Xi, ..., Xn

nous est donnée par :
1 1 R

f(X1, e0e, X ) = exp{ - [(x -m)'(x -m)}

n (zﬂ)nlﬂ?- 2 Wy - my

posons Co = 1/(21;)&52

1 ’% n 12"
f(X1,..0,x) =Co expl{-= x)x, + ] x' m - m' m }
n 2=111uu:1up2u=]p
posons
Z =X -X ur =1 ...n
u u 1 pour u
z2,=0
n
- 1
z == 7 z
n p=1 M
remarquons tout de suite que
n n
- 1 1 n-1
z=- 7 (x -x) =< Zx-—n-—x1
n 1—!=2 U u=2 u
X n X -
ra L% - B
n pez M

i
a1l

1
»
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Nous nous proposons de calculer la densité de la loi conjointe des (n-1) variables
Zay eos Zn . Pour cela opérons la transformation

Xy =W

X =W+ 2z our = 2, «so N,

u TR P M s .
Le jacobien de cette transformation vaut un. D'apré&s un résultat conmu sur la mesure

- image, pour obtenir la densité de la loi conjointe Z,, ..., Zn nous intégrons la

densité de w, Z,, ..., Zn par rapport 3 w sur mP .

n n -
£(z,, ”°’Zn) = C, exp { --12- Z](w + zu)'(w+zu) + Z (w+zu) ‘)mu
RP . M= u=1
n
-%— I m m dw
p=1 H H
;1 D _ _ n _
= Cy exp {-.—2- Z (w+z+zu-z)' (w+z+zu-z) + Z (w+z+zu=-z)'mu
(RP p=1 u=1
1 % |
- = m' m} dw
) 11; u
; 0 _ _ n _
=Gl epi-g ] D D - ] DD
(Rp =1 u=1
1 B _ _ n
-5 (z -2)'(z -z) + (wez)'' m
Z UE, u u u; "
TUETEE
+ ) (z-z)'m - = m' m } dw
Ls1 M ¥ 2 UZ1 B ou
n o _ _ _ n _
or T (w+z)'(z -2) = wz)' [ § (2 -2)1=0
p=1 Uy u:] H
£(z,, )=¢C LY DD} (T 7
(25«05 2) = Coexp { -2-;1:1 (zu-z) (Zu-z) + u; (ZU-Z) m, - 1/2 u;mu mu}
{ n
exp { -12‘; (Wz)'(wz) + T (wZ)'m } dw

notons h(w) 1l'exponentielle située sous le signe intégral. Nous nous proposons de

calculer
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I, = [ h(w) dw

i=1 e
n
posons wg = M (Wrzy) - e 21 ™, 5

u=

du)i = ﬁ d Wl

1 = 1 7 2} -1 w.?)au

wo g {exp 5= (‘F] m,;) exp 1- 5 W, i

R

_ 2mp/2 1 n 2
= (=) &= (1 m.)
=P ig‘i =1 ’

en définitive

n .
£z, «.osz)) =c, exp {—%FZ] (z)72)" (3,-2) +u§1 (z-2) 'm,

' ; ' 1 E ( IZ1 )
- = m m + - m .
2 u:‘l u H 2n i=1 u:‘] ui
posons B = (zn-pﬂ,.., zn)

alors B est presque sfirement inversible (voir remarque II1.33)°

posons y‘J = B“zr_ pour = 2, ..., n-p
Nous nous proposons de calculer la densité conjointe des n-p-1 variables
Yoy eces Yn-p . Nous utiliserons le résultat suivant :

iV.6. Lemme.

Soit Z, ... Zm, m vecteurs de (Rp . A une matrice p x p inversible

et yr ... Ypsmvecteurs de RP tels que
Zi=Ayi pour i=1...m

le jacobien de cette transformation est (detA)m.
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(Preuve : le jacobien de la transformation pour i fixé

z; = Ayi est

DUy, -oes B

J = P
D(Yli’ -noyi )

‘oﬁ (Ayi):j désigne 1la j° composante du vecteur Ayi € {Rp

Nous allons maintenant supposer que

DAY, , ... AL ) DY), e AP, ey Ayp)tees Ay, )P

D(y, «.. ym—l) DOt ... yP, ceos y}11-1 y§_1)
_ m-1
= {det A)
alors [ 0
DUy, ~oe By \
Dly, ooy, © o “[A]
[A]
(I o | o L O
= det N y ~. 0
0 [‘KT 0 ‘[‘i; .
SRS o J

D (Ayl’°")hym_1)
Dy, -... ym_1)

x det A = (det A)m

c.q.f.d.)

Nous procédons comme précédemment : nous posons pour y =2 ..., n-p

z = By etpour 4 =1 ...p
H H .
z =V
n-p*p U
D'aprés le résultat bien connu sur la mesure image pour avoir la densité conjointe

de Y, , ..., Yn-p » on intégre alors par rapport a (v, ... Vp) =B

Remarquons que pour p =1 ... p B-1(z e ol e

n-p"gx) Y u

désigne le 1° vecteur de base de ®P ;
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posons donc pour y =1 ... p

yﬂ’P*u ) eh
- 1 n
et Y=<« Y .
n U; u

Opérons la transformation :

z = Y

y BY# pou u
Z = By

D'aprés le lemme IV&le jacobien de cette transformation vaut en valeur absolue

=1...n

|det B|n-p-1; nous noterons h(y) , la densité conjointe des n-p-1 variables

AT
v, - y)' B'B(Y, - ¥)

he-1 3
—

1
h(y) = C, \ exp {'7
(RP

n 1
+ - ' B' m [ R
u§1 o, =9 73

H

|det B|"P7! dB
d'ol le résultat. )

IV.7. Corollaire.
Sous 1'hypoth&se Ho

G; nous est donnée par

la densité de 1'invariant maximal h,(y) sous le

gI'OUE

n
h () =G {GXP {'% Z] o, -’ B'B(y, - ¥) - CZHMH2
u:
rf @y -¥) B am} |det B|® P! gp
p=y o) WY
n
nyl 42 (Ll a )2
ol c = i1 o SJ=1 o(w)
2 zn :

______ ! 1'invariant maximal sous le groupe Gs nous est justement donné
PAT Y = Y2 , ees, yn—p (voir proposition II.32.) Sous 1'hypothése H; , ona
= tm

m, ao(u)
On en conclut le corollaire,)

pour u=1...n




comme étant les p

»

Définissons maintenant Uj;, ..., up

'= (UI’ oy up)

IV.8. Lemme.

ol ff est la matrice p x p symétrique non singulidre p.s ¢

n
Y- u;}(y'u NG, -
(Preuve
n —j 'j n
- 'B'B( - =
u; (yu y Y, " ug:]

p _
a, (. -n) .
h}(_, nOun = Y Lk

ol 3, est le terme situé 3 1'intersection de la ligne h et de la colonne k

de la matrice symétrique B'B . Intervertissons les signes 7 . I1 vient

n
) PO =) O - Y0 »
ok K NURAE W4 uk ~ Yk
or G = E Usp, Usg 3 OB obtient alors
RS ‘JE Y5h Jk) Yun ™ M O~ %)
P
= 3 1 u..ou. avec
j=1  hk jh Tk jhk
$us Loy -7 7
= YO WOy - V)
hk w51 wh h” *pk k
= E‘ Y, :?u. . ) |
j:‘] J J
Soit 3}1/2 telle que 31/2 31/2 =S
opérons alors la transformation :
-1/2
= Sﬂ/z u. => u. = 3 T

- §i)

vecteurs colonnes tels que
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pour j=1...p
hy o few -1 § ot u - eflme
(2 ..o yn-p) 1 exp 5 i uj 5 2
ch = n-p-1
- L
L % ) (y]J YJB' an |detB] dB
1/2 n
=Y -5
posons f:(; [u£1 czcr(u)(}’p 7)1
et soit D telle que
1/2
p=8Jd |
1/2 1/2 /2 1/2
alors on a D' = 'Zy B' = Sg Uy eoey up) = ( Uy, ,‘:( up) =y, coey rp)
-1/2 '
B =%
-1/2
B =pJ

-1/2
det B = det D det ¥
1/2 -1/2
det :9— = (detf?)

IV.9. Leme III.3.

On a les identités suivantes

P
1° w Py, - r'. T.
jgl i j§1 il
T2
[-] 1 - . O
228 ¥ = 181 =
(Preuve
P P 31/2 /2
i° ' = ¥ u, .
RS S Y $ %

[}
It~
L}
LY
4
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n by -
2°%¢ Ty =£§1%m(¥» e IN S Zao(u)(y )1

.,

=1

n
- Y1 r-1y1 P4 o
%) (3 - 2T B) bl [pzlao(p)(zn z)]

. - - n - -
or Y- oy N G -N'= 21 B (g, - 2)(g, - 2} (B87)
u= )

B Z (Z,J -2) (3 -0 @)

B! X ()3, - X) (ﬁ, - x)(B1)!

]

d'od J B' S'B

g
n-1

U * = 1 y et BN - a
d'od € T, = o uz;%(u)(xu -x)1' s [pz,%m)(xu

L'expression de la densité devient :

n-1 :
Ny, eeey ,tm)=c |det| 2 exp { lfr'r
vV, n.p’ 2 j=1 J
- co|lam||* +%F) Dam )} |det D™ P 1 4p
IV.10. Remarque.
‘ Sous 1'hypothése H, 1la dersité s'écrit
-1
h ) =c13|det3|'z exp{ - 1/2 f
j=1
en effet : sous 1'hypothdse H, am =0

IV.11. Lemme.

%
-i.)3=;{-T

r j} |det p| P

La fonction ho (Y25 «-+5 ¥y __,tm) définie ci-dessus est une fonction

n-p

croissante de 'I;
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(Preuve : = E%l
.hc(z)=Cxldet3’I exp{-cgllurv!l‘l*

1 P n-p-1
o 07 A Ty D am) |det ) ®

effectuons une notation P de telle sorte que

1
Pﬁg Iliall & T 57 T& €

‘et t. Pr.
€ j j

et définissons la matrice
r =PD' = (t, ..., tp)

ol les t; sont des vecteurs colonnes pour i =1 ... p alors
n-1

hyQoem) = & |deth]® exp { - c;|am||? }

P -p-
!exp { - %- _I] t'j.tj + E%T-To el I'am} |detT n-p-1 dar
J= '
- 1 R 1 n-p-1
posons J{o,mm) = exp { - 5 .21 t:'j.tj + }l_:TTU e Tam} |[det T| dar
J= '

on va montrer que J(g,Mm) est fonction croissante de T; : écrivons 1'exponen-

tielle sous la forme

1 P 1
exp { i j-—z-lt'j'tj'} exp { ;1_—1T0 < e, I'mm>}

- 1 P 1
= exp { 732‘1 t'j-tj} exp { ;_TTO x (Iam)y )

od (ram) est la 1° composante du vecteur T[an

1 E Z (n11 TO)Z £

=exp{-_ t'..t.} ( (I‘M) .
2y 373 T TTT

+0co

ceci en écrivant 1'exponentielle sous forme de série.

Intégrons, il vient

. +00 1
Yo = L clly T

ol e
t'et) @am)y [deer P ar

I 1

1 1
C, =5t exp{ -5
£ 2! I Zj‘i
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Montrons que les coefficients C2£+l sont nuls, effectuons le changement de variable

Yy = -1 Fo= 0y

ol les ‘wj j=1...p sont p vecteurs de ®P

- alors
Copar = ToT {exp (-1 jif] b5 ou) (-wm)lun
ldet ¥[P P gy
= = Copu
d'old C =‘0

28+1
le fait que J(o,&m) est une fonction croissante de T; est 2 présent &tabli s

+0o

4+
1 - \28 2 128
J(o,am) = T Colm T )= 1 C,,(00)° =
oo “eTT T L CaTe) T G

I1 en résulte que hU(y) est une fonction croissante de Té o)

Nous définissons sur & la probabilité a priori b telle que

blHe] = by
1 - be

n!

et b[HC]

Soit ¢ egR: » nous définissons la mesure nC(Am) come étant la mesure uniforme
sur la sphére de {RP ||an]|2 = ¢ . Nous prenons vomme fonction de cofit 1a fonction
Lo définie chapitre II §2 et recherchons les régles doubles de Bayes invariantes
sous Gs relatives 3 la probabilité a-priori b e n. sur gz x RP .

En utilisant la caractérisation II.41,_nous savons que la régle double de Bayes in-

variante sous G;, unique 3 une équivalence pr&s, nous est donnée par
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do(x)
doQg

1 si Ah(¥)> Jhd(z,Am) dn.(am) pour tout o ¢ ¢

1 si J%(X,Am) dn.(am) > Ahy (y)

(Iv.12.)
et si Iho(x, 4m) dn_(am) > I hy(Ys am) dn_(am)
| pour tout o'e $,0' ¥ o
ol A est une constante de (Rx qui dépend de a 1le niveau de signification du
‘test. or J hy(y, am) dn_(am)
(R

n-1

- 1
= C1 [det) e CC2 Jexp {-5 g ryr; ¥8 D am )

1
| m| | 2=c ’

ldet D|* P! 4p dn_(am)

D'aprés le lemme IV.11. et compte tenu de 1'expression des densités h, et ho(z,Am)
on conclut comme en III.3. les régles doubles de Bayes relatives 3 la probabilité

a-priori b ® n. sur xx RP » invariants sous G; sont caractérisés par

= . 2 2
do(x) =1 si Ty = max T2 <X
Je ®

doe(x) =1 si ’1‘2(0) > Aa
ol )‘a est une constante qui dépend du niveau de signification du test a .
Cette régle de décision est maintenant symétrique en x;, ... . On en
conclut que d'aprés la symétrie des densités f(J X1 ... xn) des lois conjointes
X1, <. X, sous 1'hypothése H, ~que la condition 4° est vérifiée.
Enfin en utilisant le lame III.8. avec A = jp on conclut que les pro-
babilités de décision P(Dc/d, (HU,Am)) associée 3 la régle ci-dessus ne dépendant

que de M . En appliquant alorsle théoréme I1.20., puis en faisant varier ¢ e (R:

on obtient le théoréme IV.3. )
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§2 APPLICATIONS

Comme dans le cas A connue, nous donnons ici des corollaires du théora-
me IV qui nous permettent 1'un de retrouver un résultat connmu, les autres de géné-

raliser 2 plusieurs dimensions des résultats &tablis en dimension 1 .

IV.13. Corollaire.

Sous 1'hypothése qu'il n'y a au plus qu'une valeur aberrante, dans le ca-

dre du modéle LQ décrit ci-dessus, la régle de décision satisfaisant aux hypothé&ses

1-2-3-4 et possédant les propriétés du théoréme IV nous est donnée par

prendre la décision D, si TZ( n) < j‘a

2 s R,
prendre la décision D(n) Si T(n) > Ay

2 = —
- HORN =TGR EE SRS

Nous retrouvons ici un résultat conmu et établi par Karlin, S. et Truax,

D.R. (196Q).

IV.14. Corollaire.

Supposons que 1< k<n/2 des observations proviennent d'un méme glissement

de la valeur moyenne Am ¢ RP-, Alors la régle de décision satisfaisant aux hypo-

théses du théoréme IV et possédant les propriétés qui y sont éconcées, nous est don-

née par
prendre la décision Do si Tzd) <A
P . 2
prendre la décision D(G)s_l. T () > Aa
2 k e 1 X e
= - \ - -
o Ty =mxr LlGgy =01 87 ¢ ) (g - 03

On obtient ici la généralisation en dimension P du résultat bien conm
de Murphy,R.B. (1951) en dimasion 1.
Supposons que les n observations soient partagées en r classes de

k &€léments. Nous nous proposons de savoir si 1'un des classes a glissé en moyenne.
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IV.15. Corollaire.

La régle de décision correspondante, véri_fiant les hypoth&ses du théoréme

IV et possédant les propriétés qui Yy sont énoncéés, nous est donnée par

. . . . '
prendre la décision D, si 'I‘Z(L) <A’y

prendre la décision D

@2 Ty > a

ol )\'a ='Aa/k2 et (2) désigne 1'indice pour lequel

T2 = [X(e) -X1' S} (X() - X

est maximal, 1 <g<< 1, X(¢) étant la moyenne de la £° classe.

La démonstration de ce comlaire se calque sur celle du corollaire III.11.
On obtient ici la généralisation en dimension P du résultat bien comnu de

Paulson, E.(1952) en dimension 1 .

§3 GLISSEMENTS ORTHOGONAUX

Camme au chapitre III §3 nous envisageons maintenant 1e.cas de deux valeurs
aberrantes éventuelles provenant dans le cadre du modéle & de glissements orthogo- |
naux. Nous retrouvons 1'analogue du théordme III.14. en remplagant A par S 1la
matrice estimée sans biais de A . Nous précisons ici briévement la formulation du
probléme et les hypoth&ses que nous faisons. |

Soient X, ... Xn n variables aléatoires gaussiennes 3 valeurs dans [RP
de moyennés respectives m, ... m et de méme matrice des variances-covariances
supposées inconnues. Nous voulons tester 1'hypothése H, = H(m1=...=mn=m) contre les
hypothéses alternatives que nous noterons va que lés valeurs x, et xg ont
glissé en moyenne de deux vecteurs de (RpE . Mm; et Am, respectivement, ces vec-
teurs étant inconnus mais orthogonaux au sens du produit scalaire associé a la ma-
trice A-! | Le pfobléme est donc symétrique en am, et am, . En conséquence nous

supposerons 1 <y <g< n . Nous avons donc 9—%1;1)- hypothéses alternatives va .

H\)€=H(m1=...=mV-Am1=...=m€-an2=...=mn=m V<E )
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Nous formulons les hypoth@ses 1-2-3- et 4 du §1 en respectant nos notations nou-
velles. Sous ces hypothéses nous hoterons_ hvs(z,Aml,Amg) la densité de 1'invariant

maximal sous le groupe G, sous 1'hypothése Hv . Nous appellerons DVE la décision

3

d'agir comme si H était vraie.
& v

g

‘Un régle de décision 4 nous est alors donnée par

d=(dg, dyps «.., d n-1.1
n ’
avec d, + ng d,vg(x1 eee X ) =1
wE=1

les d\)g étant des fonctions mesurables par rapport 2 la mesure de Lebesgue sur

RP*™ | Nous avons alors le résultat suivant :

IV.16. Théoréme.

Dans le cadre du modéle & , 1a régle de décision’ 4 satisfaisant aux

hypothéses 1-2-3 et 4 du §1 qui maximise les probabilités de décision

P(Dvg/d’ (HvE;Aml,AmQ)) uniformément en v, et amy , am, nous est donnée par

d x) =1 si T%n) + T%n_1) <Ay

Cwen®@ 1 st Tyt Ty > 4

Qu ), est une constante satisfaisant 3 1'hypothése 1 , (n)(n-1) sont ks deux in-

dices pour lesquels on obtient les deux plus grandes valeurs de

Tﬁ = (xu -x)'S 1(xu -x) .

(Preuve : la performance des régles de décision invariantes sous G, est

indépendante de , et de A . Nous supposerons donc m = O , A = ﬂp .
Nous allons identifier 1'espace des paramétres.(mnl,unz) a ®RP ¢ RP . Pour cela po-
sons gns = g, @ am, . Le produit scalaire canonique 1ié 3 cette somme directe

nous est associé 3 la matrice bloc
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n(am.) concentrée sur 1'ellipsoide Q”A"'snz =c . Sr £nous définissons 1la
probabilité a priori b telle que

blHyJ =
2(1-b0)
b{H _]=
vE n(n-1)
Nous allons rechercher les régles doubles de Bayes relatives 2 la probabi-
lité a priori b e n. définie sur J x tRZp » invariantes sous G, .
Pour cela nous avons besoin de calculer la densité de 1'invariant maximal sous G,

sous les dlverses hypothéses H\;g .

IV.17. Lenme.

Sous 1'hypothése va » 1a densité de 1'invariant maximal sous le groupe

G, vaut

- n-1
hvg(x’ aug) = ¢y exp { - =g | |amg] |2

n
[exp{-} L0, - D'BBO, -7 t< 0, ), { g] oy o amy >)

|det BT 4p o< (Y, -V oY -¥) , >

selon les notations du lemme IV.S.

(Preuve : 3 partir de 1'expression du lemme IV.5. on pose

m = m_ = m =0 =1...n
v &y, £ A, , u 1 v # U f £
En tenant compte de < sn,, am, > = 0 on trouve facilement le résultat. )
Nous allons quelque peu modifier 1'expression de h vg €N tenant compte
en particulier des lemmes IV.8. - IV.9. et des notations introduites. |

Posons de plus

-1/2 0 ]

- [y, -V e (y; -]
ng 0 Y172} Y e

= ..1_. 2 2
Remarquons que e' [fvgl |2 ~ (T2 + T2) . Alors en posant

il vient
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n-1
)
n-1 _
hvg(x,AmS’) = C,]dettfl exp {~ =5, |1 bmg||?}

exp { - %

1o~

r'j rj +T,’;€ D'b am } |det D‘n-p—1 dD

de la méme fagon qu'en IV.11. nous démontrons le résultat suivant.

IV.18. Lemme.

. . . N 2
La fonction hvE (¢, am) ci-dessus est une fonction croissante de ’| }‘L‘;gH

La densité h,(y), quant 3 elle, nous est fournie par la remarque IV.10.

La caractérisation II.41. nous fournit la régle double de Bayes :
do(x) = 1 si A}’x0 > [hvi dnc (Ams) V\,\K,? l...n

d @ =1 si |h dn (em) > Ay

¢

J Vg

vu#\) C?‘gLI(C V<€ etu,\),g,;=1-oon
et

C, e 2n [ exp{-%frjr]mb
. _ '=1
0” msllz-c )

h  dn.(am) > [huc dn(am)

Ih"” (yamg) dn_Gm)

T D'y g} |detn™ P D dng (amy)

On conclut alors comme en III.3. que la régle double de Bayes relative 3 la probabi-

1ité appriori b e Ne » invariante sous G; nous est fournie par

@ =1 s T3, +TH o <y

= 3 2 2
Imy@n®@ =1 st Ty * Ty > %
Cette régle est manifestement symétrique en x, ... X, - D'aprés la symé-

trie des densités des lois conjointes des variables aléatoires X; ... Xn sous les

hypothéses va la condition 4 est vérifiée.

Enfin comme au lemme III.8. on montre que P(d\)g/d’ (va ,Ams) ne dépend que de
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eHAmSH - En appliquant alors le théoréme II.20. puis en faisant varier C on ob-

tient le théorgme 1V.16.).

§4 CONCLUSION

Nous venons d'obtenir un certain nombre de résultats lorsque cette fois
la matrice A est inconnue. Ces résultats sont en tout similaire 3 ceux du chapitre
III si ce n'est par le remplacement de A~! par S°! . Le résultat du paragraphe 3
s'étend facilement au cas od il a k valeurs aberrantes éventuelles, avec k > 2 ,
qui provienient de glissements orthogonaux deux 3 deux.

Cependant en 1'absence de toute information sur les glissements on peut

dire qu'il n'y a pas de régle optimale de détection.
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CHAPITRE V

§O INTRODUCTION

Nous voulons &tudier ici les problémes auxquels doit faire face concre-
tement le statisticien lorsqu'il désire effectuer ume détection de valeurs aber-
rantes &ventuelles dans un &chantillon. Nous discutons : du traitement d'un échan-
tillon multidimensionnel composante par composante, de 1'hypothése de normalité ;
nous décrivons le traitement de deux &chantillons ; enfin nous suggérons une solu-
tion pour le probléme 1ié 3 une application répétée de la régle de Thompson géné-

ralisée évoqué en I1.4.

§1 TRAITEMENT D'UN ECHANTILLON MULTIDIMENSIONNEL
(OMPOSANTE PAR COMPOSANTE

Pour mieux fixer les idées nous prenons P = 2 et supposerons avoir af-
faire 3 une loi »er(o, 15). La densité du couple (x}“, xuz), 1’ vecteur de 1'é-
chantillon est donc égale 3 Eln e 2 (xu; * xpzz).

Nous voulons comparer ici une application globale de 1'analogue de la
régle de Thompson généralisée lorsque A est connue, avec une application composan-
te de cette régle. Nous nous situons dans le cas théorique n = 1 . Etudier si cette
valeur est aberrante ou non revient 3 regarder si le point (xi, x3) est i 1'intérieur
d'un cercle (C) tel que P[(X;, X2) €e(C)1=1-a ot a est le niveau de
signification.

En ajustant bien sfir les niveaux de signification, traiter le probléme
composante par composante revient 3 regarder si cette valeur est 3 1'intérieur du
carré (- R, +R]1 x[-R, +R] o R est le rayon du cercle (C) .

La différence entre un traitement composante par composante et un traite-

ment global provient que dans le premier cas on ne détecte pas les valeurs situées

a 1'intérieur de la zone hachurée: Z.H. Pour une loi normale, en choisissant R
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tel que P{(X1, X2) e(C)]1 =95 % = R = 2,4477
on a P{(Xy, X2)eZ.H.1=2,1 %
C'est-a-dire qu'en testant un grand nombre de valeurs, en admettant qu'elles véri--
fient toutes une loi ﬁ;(o,gz) on ne détectera pas,dans 2,1 % des cas,des valeurs
qui devraient €tre détectées. Mais justement, une valeur aberrante ne vérifie pas
- 1la méme loi que la loi de base. Elle vérifie par exemple, dans le cas de glissement,
une loi C(Z(Am,jz).
Supposons fm = (R, R), o R est calculé ci-dessus. La probabilité
qu'une valeur aberrante se situe dans Z.H.(1) = P[(Y,, Y.} € Z.H.(1)]
o (Y, Yo) ~A(R, RIJ,) # 0,19
Nous considérons PL(Yy, Y2) € Z.H. - Z.H.{1}] comme négligeable.
Si 1'on. teste un grand nombre d'échantillonsdans lequel se trouvent £
valeurs aberrantes de loi qﬁZ(R, R ), %) en moyenne dans 19 % des cas on ne détec-
tera pas cette valeur. Cet exemple illustre bien les limites d'uﬁ traitement multi-

dimensionnel composante par composante.

DESSIN V.1

x2 'S

R
QLRE
QLA

7

~27)

(C)
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§2 TESTS DE NORMALITE

Nous ne disposons pas d'outils pour tester la normalité globale d'un échan-
tillon multidimensionnel. Nous testons donc cette hypothése dans certaines directions
et 1'admettons globalement. La puissance de nos tests est basée sur 1'hypothése de
normalité. I1 faudrait donc en étudier la tolérance lorsque 1'on s'écarte de cette
hypothé&se.

En dimension 1  nous disposons par contre d'outils op€rationnels (ex : y?,
droite de Henry). Cependant la présence de valeurs aberrantes dans 1'échantillon
peut rendre ces tests négatifs. I1 convient donc de les pratiquer avant et aprés le
tri. L'idéal est de disposer d'un échantillon dont on est siir que la loi de probabi-
1ité associée est de Laplace - Gauss ; ceci grice 3 des études préalables. C'est ra-

rement le cas.

§3 ECHANTILLON I.N.S.E.E.

Nous avons pris contact avec 1'Unité de recherche de 1'I.N.S.E.E. Nous
étudions des échantillons multidimensionnels log-normaux, dont 1'un est décrit ci-
dessous avec le traitement correspondant. Les travaux ne sont pas encore terminés.

Cet échantillon est constitué 3 partir de 252 entreprises dont on connait
trois paramétres : travail, capital, production sur 11 ans de 1963 3 1973.

* Ces données ont été fournies sur la bande magnétique n°® 1 403 par 1'
I.N.S.E.E. le 10.X.75. Ne disposant d'aucune indication sur les entreprises, nous
les avons mumérotées de 1 a 252 dans 1'ordre selon lequel les données correspondan-
tes ont été enregistrées.

Le traitement a €té effectué en dimension 3 année par année. On a supposé,
sans le vérifier, que ces onze échantillons de taille 252 suivaient une loi log-nor-
male de IR* , dont on a estimé la moyenne et la matrice des variances-covariances
a 1'aide de 1'échantillon. Nous avons alors calculé pour chacune des entreprises
1'€écart généralisé studentizé Ts a la valeur moyenne, c'est-a-dire que si 1'on

* voir page 110
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appelle X 1la moyenne estimée, S la matrice des variances-covariances estimée

sans biais et x le vecteur de [R® dont les composantes sont dans 1'ordre le lo-
v

garithme du travail, le logarithme du capital et le logarithme de la production, de

la * entreprise, on a la relation

Nous avons ensuite appliqué la régle de Thompson généralisée, en choisis-
sant un niveau de confiance @ = 0,01 auquel correspond la valeur critique 10.93.

La régle de Thompson généralisée, consiste 3 considérer comme aberrant
tout vecteur Xv tel que Ti > 10,93.

Le tableau V.2. nous fournit année par année les entreprises dont 1'écart
généralisé studentizé Té dépasse la valeur critique.

Le listing ci-joint résume les différents résultats année par année. Sont

fournis dans 1'ordre :

les composantes du vecteur moyenne X

la matrice des variances-covariances estimée sans biais S

le déterminant DS de S

1'inverse S°! de la matrice S

- les écarts généralisés studentizés Ti en ordre croissant, ainsi
que le mméro des entreprises correspondantes’
- la somme des écarts généralisés studentizés.
Cette somme est une constante dont la valeur théorique vaut (n-1)p , n
étant la taille de 1'échantillon, et, p sa dimension. Ici somme = 251 x 3 = 753 ,
Cette somme a été calculée pour servir de vérification 3 nos calculs. Le
tableau II nous donne la différence entre cette valeur théorique et celle effective-
ment donnée par notre programme, en foﬁction de 1'année.
Cette différence est toujours inférieure 3 0,9 , la somme calculée appro-
‘chant toujours par défaut la somme théorique. En admettant que la valeur de 1'écart

généralisé studentizé calculée, approche par défaut la valeur réelle, 1'erreur moyenne
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par défaut par entreprise est inférieure 2 1/252 <4 x 10-3 par défaut ce qui pa-
rait suffisant en tenant compte des résultats figurant sur le listing, et du fait
que la valeur critique ne nous est fournie qu'avec Z chiffres significatifs apras

la virgule.

Une premiére remarque nous est fournie par l'entreprise 132. En effet

1'écart généralisé studentizé T2 de 1'année 1965 vaut 163,37. En consultant les

132
données, nous constatons que le logarithme de la production de 1965 de cette entre-
prise a été remplacé par 0.0. Le logaritlme du travail &tant de 3,91. En consul-
tant les valeurs du méme paramétre de 1'entreprise 132 de 1'année précédente, on
voit que le logarithme du travail de 1964 de 1'entreprise vaut 4,00 , celui de la
production 8,37 . Cette donnée est donc fantaisiste.
A cause d'un effet de (Cache évident, il convient
- soit de refaire un passage machine avec 1la donnée exacte
- soit de supprimer cette entreprise de fagon 3 effectuer une détec-
tion plus sfire.
En consultant le tableau V.2.nous trouvons quatre types de détection :

1° Des entreprises rejetées successivement année par année. 11 s'agit des entreprises

93, 196, 225. Ces entreprises ont certainement des caractéristiques nettement dif-
férentes du reste’et ne doivent sans doute pas &tre retenues pour des études statis-
tiques 2 partir de 1'&chantillon.
2° Nous trouvons ensuite les entreprises 26 et 44 qui sont détectées jusqu'en

1968 et 1969 respectivement puis "'rentrent dans le rang'.
3° Par contre un troisidme groupe d'entreprises (4, 228, 240) ne sont détectdes qu'a

partir de 1966 pour la premidre et de 1969 pour les deux autres, et semblent avoir
subi une évolution contraire au groupe précédent : il n'est pas encore possible de
dire si cette évolution autour des anndes charniéres 67-69 est suffisamment nette ou

si au contraire les groupes 2 et 3 seront détectes, chaque année lors d'un 2° passage.
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4° Enfin, un quatriéme groupe d'entreprises ne sont détectées qu'épisodiquement.'ll
s'agit des entreprises 95, 110, 130, 132 , 136, 184, 201, 202, 204, 226, 233, 243.

I1 serait intéressant d'effectuer un second passage machine en 8tant les
diverses entteprises détectées ainée par annde ou en Stant systématiquement toutes
les entreprises détectées au ﬁoins une fois sur les onze années d'étude, de facon 3
donner une certaine homogénéité aux données restantes.

On pourra appliquer certaines méthodes pour assurer la convergence de notre
procédure séquentielle - pour le calcul des estimateurs en particulier - Nous pensons
par exemple 3 une winsorisation généralisée.

On pourra également procéder a des tests de log-normalité sur 1'échantillon

ainsi trié.

* Nous reproduisons ici le campte-rendu qui avait été adressé 3 1'I.N.S.E.E.
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CARACTERISTIQUES DU TRI

Application de la régle de Thompson généralisée
11 fois (de 1963 2 1973) - 1° passage machine

Taille de 1'échantillon : n = 252
Dimension de 1'échantillon : p= 3
Niveau de signification choisi : a = 0,01
Valeur critique correpondante : 10' o1 " 10,93
Indice numérotant 1les entreprises : v v=1l, ..., 252
Nature des vecteurs : X,
logarithme du travail
x = logarithme du capital de 1a y*

logarithme de la production
entreprise pour une année @e 1963 3 1973)

Hypothése de base : X, est une réalisation d'une loi log-nommale
3 valeurs sans R? .

_ 252

Estimé du vecteur moyenne X = —ie I x
25z L

\Y/

Estimé sans biais de la matrice des variances-covariances

1 2}5:2 -t _
S = o x, -x) (x -x)
vel VY v
Ecart généralisé studentizé 2 la valeur moyenne de la v° entreprise

2 _ t _ el o

T\) (xv x)S (xv X)
252

Somme des écarts  § T3 = (n-1)p = 753

v=1
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b o e e -

maximm des différences

TABLEAU V.3.
252
Somme des écarts | T2 Différence entre
Années v=1 Y 252

généralisés studentizés (n-)pet | T2

w1 Y
1963 752,76 0,24
1964 752,38 0,62
1965 752,75 0,25
1966 752,80 0,20
1967 752,91 0,09
1968 752,12 0,88
1969 752,19 0,81
1970 752,21 0,79
1971 752,56 0,44
1972 752,76 0,24
1973 752,76 0,24
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§4 DEUXIEME ECHANTILLON

L'un des principaux échantillons que nous avons &tudiés nous a été fourni
par les résultats du premier tour des élections présidentielles de 1974, en ne con-
servant que deux des candidats : MM. GISCARD d'ESTAING et MITTERAND. Les données
sont, par départements, les différences entre le pourcentage départemental et le
pourcentage national des voix de chaque candidat, arrondis 3 deux chiffres aprés la
virgule. Nous y avons ajouté les données correspondantes des départements et terri-
toires d'Outre-Mer. Les données sont présentdes au tableau V.4. Nous avons testé la
normalité composante par composante et suivant la premiére bissectrice, a 1'aide de
la droite de Henry. Les fréquences cumulées sont fournies par le tableau V.5. et les
diagrammes correspondants par les tableaux V.6, 7, 8. Nous avons appliqué la régle
de Thompson généralisée, avec un niveau de confiance 1 - a = 95 $ . L'application
brute et répétée de ce test est décrite en 1.4.

Une telle application nous prive de beaucoup d'information.

Que se passe-t-il exactement ?

A la suite d'une premiére détection, pour procéder 3 une nouvelle applica-
tion, nous avons besoin d'estimer une moyenne et une matrice des variances-covariances.
Nous le faisons & 1'aide de 1'échantillon privé d'un certain nombre de valeurs. Or
en dimension - 1 , Dixon, W.J.(1960) a montré que de tels estimés sont peu efficaces,
moins en ce qui concerne la moyenne, qu'en ce qui concerne 1' écart Lype.

Des palliatifs ont €té proposés par lui, &galement par Tukey, J.W. (1960)
" contribution to discussion of papers by f.e. Anscombe et Daniel” Technometrics 2.
p. 160-165 ~ qu'ils ont appelés winsorisation et qui reviennent a effectuer un cer-
tain coefficient aux valeurs détectées de facon 3 diminuer leur poids lors d'une es-
timation. Les calculs de Dixon montrentfqu'alors, les estimés obtenus par cette méthe

de sont efficaces.

En dimension p ) 1 nous proposons une méthode que nous appelons winsorisa-

tion généralisétet qui consiste 3 remplacer une valeur détectée, par la valeur qui

lui est la plus proche au sens de la distance généralisée. Ceci revient en fait, a
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OIFFERENCES ENTRE POIRCENTAGE DEPARTFwENTAL FYPOUNCFNTAGE WATTONAL
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Ce tableau donne les fréquences cumilées en fonction des écarts entre

- 116 -

TABLEAU V.S.

les % départementaux et le % national des voix de MM. GISCARD et MITTERAND au 1° tour

des €lections présidentielles de 1974 ; ainsi que les fréquences cumlées en fonction

de la somme de ces &carts.

Fréquences cumlées x 100
: GISCARD MITTERAND Samme
- 14 7,6 6,7
- 13 8,6 7,6
- 12 10,5 9,5
- 1 12,4 10,5
- 10 14,3 12,4 10,5
-9 15,2 14,3 10,5
- 8 18,1 18,1% 15,2
- 7 21,9 19,0 16,2
- 6 23,8 21,9 21
- 5 26,7 24,8 21
- 4 29,5 25,7 26,7
-3 38,1 28,6 27,6
- 2 43,8 31,4 30,5
- 1 51,4 40,0 40
0 54,3 51,4 45,7
1 57,1 55,2 50,5
2 61,9 62,9 63,8
3 67,6 66,7 75,2
4 71,4 72,4 88,6
5 76,2 81,0 92,4
6 80 83,8 94,3
7 84,8 87,6 97,1
8 87,6 92,4 99
9 90,5 95,2
10 91,4 95,2
1 92,4 96,2
12 95,2 97,1
13 97,1 97,1
B 14 99 100
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des écarts concernant M. MITTERAND
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V.8.

Diagramme de la somme des &carts
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#fect er un certain coefficient 3 chacune des composantes de 1'observation détectée :
ce coefficient étant fonction de la composante et du nuage de points,
Cette méthode a pour avantage, lors d'une application répétée de la ragle
de Thompson généralisée :
a) de conserver une taille fixe 3 1'échantillon
b) de ne nécessiter le calcul que d'ume valeur critique ; d'od un gain
de place et de temps machine
c) de stopper plus rapidement la méthode.
Sur notre &chantillon, cette méthode fait stopper la détection au bout de 4 passages
aprés avoir détecté 10 observations, nous en laissant plus de 90 % . Bien entendu,
toute estimation ultérieure est faite A partir des observations non détectées et des
valeurs fournies lors du dernier passage (sans détection) pour remplacer celles qui
avaient été détectées.
L'algorithme de la régle de Thompson généralisée avec winsorisation est

fourni en V.10.

V.10. Algorithme dela régle de Thompson généralisée avec winsorisation généralisée

1 n
n taille de 1'échantillon

X, ... X n-échantillon de loi uﬂgan,A)

p dimension de 1'échantillon
m, A moyenne et matrice des variances-covariances de la loi associée 2
1'échantillon. m, A sont inconnus
a niveau de rejet
1 - Calcul de la valeur critique ) a

pour a choisi soit F la valeur critique de niveau a de la loi F

p;n-p;a
4 p et n-p degrés de liberté

_ (1Y Fonpa

Aa ngn-g’ n-2 + nF
(n-1 gp p;n-p;a

2 - Calcul du vecteur moyenne estimé pour i =1 ... p
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- 1 %
x.'=~— o
iTn L N

3 - Calcul de la matrice estimde sans biais des variances-covariances
] v .

1
Sij n4

It~

] (x5 - Ei) (xuj - EJ.)

1

U

4 - Calcul de la matrice inverse S ' de la matrice des variances-covariances

5 - Calcul des écarts généralisés studentisés 3 la valeur moyemne X pour p = l...n
-1 -—
2 - - ' -
TU (xu x)'S (xu X)
6 - Calcul de la somme des &carts généralisés

n
T.S. = } T

p=1
(pour contrdle des calculs. Valeur théorique T.S. = (n-1)p)

2
i

7 - Rangements des écarts en ordre décroissant et sortie

8 - Détection des valeurs aberrantes et calcul du nombre N det de valeurs détectées :
pour p = 1...n, si T; z Ay N det : = Ndet + 1

9 - Si nombre de valeur détectée = O aller en 12 sinon aller en 10

10 - Winsorisation. Pour toute observation xua tel que T;' 2 A, calcul de la
valeur la plus proche au sens de la distance généralisée, pammi lesvaleurs non
détectées.

D) = - x)'ST G - x)

pour u#p, et y # des indices des valeurs détectées.
Recherche de D2(1)(Ue) = m%n D;

11 - Préparation du passage suivant : pour toute valeur détectée xpa, remplacer xu.
par Xy ol (1) est 1'indice pour lequel Dﬁ(p.) est minimal. Aller en 2

12 - fin.

On aura intérét 3 utiliser des témoins indiquant le numéro du passage, la

détection, le remplacement d'une observation par une autre, etc...

Faire les calculs en double précision.
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§5 SUGGESTIONS

Cette contribution nous montre qu'en ce qui concerne le traitement des
valeurs extrémes multidimensionnelles, beaucoup de travail reste a faire. Nous sug-
gérons & titre d'exemple : une &tude de la winsorisation généralisée ; la tabulation -
de certains tests; la comparaison dans le cas de deux valeurs aberrantes &ventuelles
dans un échantillon, des trois tests suivants :

1° double application du test de Karlin et Truax-Ferguson

2° test de Wilks dans le cas de deux observations douteuses

3° test proposé en IV.14. lorsque o, = az = 1 @ =0 pour u#1,2

Nous savons déja que lorsque les valeurs aberrantes éventuelles proviennent

d'un glissement en moyenne identique, le test 3 est optimal.
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