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INTRODUCTION

Ce travail est consacré 3 1l'étude, par décomposition, de divers
problémes d'optimisation.

L'idée de la décomposition, en analyse numérique, est de substi-
tuer d la résolution d'un "gros" probléme, une suite de probldmes plus
simples ou plus "petits". Un nombre trés considérable de méthodes reldvent
de cette idée ; citoms, a titre d'exemples, les méthodes de "relaxation" ;
de décomposition d'opérateur: directions alternées, pas fractionnaires ;
d'éclatement de icontraintes [13] ; de décomposition par dualité [1] [5] ;
de décomposition d'une norme [7] ...

S'il n'existe guére, actuellement, de théorie de la décomposition
intégrant naturellement 1l'ensemble de ces méthodes, un point commun 3 beau-
coup d'entre elles peut néammoins &tre trouvé dans le fait qu'elles débou-
chent sur des problémes d'optimisation posés dans un espace prodult et que
ces problemes sont décomposés, c'est-3-dire résolus 3 travers des sous-
problémes consistant 3 optimiser par rapport 3 une seule composante. Deux
stratégies peuvent &tre envisagées pour procéder i cette décomposition. La
premiére consiste 3 optimiser successivement par rapport d chaque composante
— on parle alors habituellement de "relaxation" ou d*'"algorithme de Gauss-
Seidel"™ — ; nous utiliserons ici, pour sa simplicité,le terme de décomposi-
tion-série. Dans la deuxiéme l'optimisation a lieu, en paralldle, par rapport
d chaque composante ; il est, dans ce cas, presque toujours nécessaire de
coordonner les résultats obtenus, d'ol les noms de méthodes de "coordination"
[1] ou "& plusieurs niveaux" (multilevel techniques [17]) ; nous parlerons de

décomposition-paralléle.

En fait, dans la formulation habituelle de certaines méthodes de
"décomposition", la décomposition d'un espace produit n'apparait pas expli-
citement. Cette notion semble cependant de nature 3 intégrer la plupart des
méthodes de décomposition : ainsi que nous le montrons dans ce travail,
1'introduction d'un espace prodﬁit adapté permet souvent

- de faire apparaitre la méthode de déccmposition étudiée comme une
décomposition, série ou paralldle, d'un espace produit,
- d'établir de nouvelles propriétés, ou de nouvelles méthodes de

décomposition,pour le probléme considéré.




L'inconvénient d'une méthode de décomposition, qu'elle soit
série ou paralléle, est que chacun des sous-problémes intervenant dans le
cadre de ladécomposition doit &tre résolu un grand nombre de fois. De plus,
il est souvent inutilement coliteux de chercher avec précision la solution
d'un sous-probléme alors méme que le probléme global est encore loin de sa
solution. Ceci nous a amené & élaborer 1'idée de croisement d'algorithmes.

La logique d'une méthode de croisement d'algorithmes est la
suivante. Lorsque la résolution algorithmique d'un probléme met en jeu, a
chacune de ses étapes, la résolution algorithmique de sous-problémes, au
lieu de résoudre exactement le sous-probléme — ce qui est le cas dans les
méthodes de décomposition — ou méme de se contenter d'une "assez bonne"
approximation de cette résolution — tronquage dans ce gque POLAK [19] appelle

les "algorithmes conceptuels'" — le croisement d'algorithmes consiste 3

n'effectuer qu'un pas d'un algorithme de résolution du sous-probléme. Cette

idée qui semblait nouvelle lorsque nous l'avons diffusée [15] a donné lieu,
depuis, a certains développements [16][18][12] .

Si la notion de croisement d'algorithmes permet d'associer 3 un
algorithme '"conceptuel" un autre susceptible d'étre pratiquement mis en
oeuvre, les possibilités d'utilisation de cette notion sont, en fait, beau-
coup plus larges. En associant systématiquement & une méthode de décomposi-
tion, la méthode obtenue en remplacant chaque sous-probléme par un pas d'un
algorithme susceptible de la résoudre — méme si ce sous-probldme aurait pu
étre résolu autrement, et &ventuellement de fagon non-algorithmique — on
définit ainsi de nouvelles méthodes de décomposition ne mettant en jeu que
des sous-problémes beaucoup plus simples. A titre d'exemple, le croisement
de méthodes duales associé 3 une méthode de décomposition permet de définir
trés naturellement des versions linéarisées de cette méthode.

Notons également que si, ainsi que le souligne LASDON [10], les
différents sous-problémes rencontrés dans une méthode de décomposition sont
trés souvent de natures voisines, ils possddent cependant, chacun, certaines
spécificités et relévent donc d'un traitement par des algorithmes légdrement
différents. Le fait d'utiliser, dans 1'étude d'un croisement d'algorithmes,
non pas un algorithme particulier mais des modéles généraux d'algorithmes,
recouvrant chacun toute une "famille" de méthodes voisines, permet de choisir,
pour chaque sous-probléme, l'algorithme spécifique le plus adapté . Deux
exemples de modéles généraux d'algorithmes sont utilisés dans ce travail

les "méthodes de descentes” de J. CEA (3} gui recouvrent un grand nombre




de méthodes type "directions admissibles'" et les "méthodes duales" de
P.J. LAURENT et B. MARTINET {[12], généralisant certains résultats de
Y. HAUGAZEAU [9], pour les méthodes de type "approximation extérieure".

I . DECOMPOSITION D'UN PROBLEME D'OPTIMISATION POSE DANS UN ESPACE PRODUIT
ET CROISEMENT D'ALGORITHMES ASSOCIE [18]

n n
Soient V = I Vi un espace de Hilbert, C = II Ci(: V un
i=1 i=1

sous-ensemble convexe fermé et £ : V + R, une fonctionnelle définie sur V.

On considére le probléme

(P) "Trouver u € C tel que f(u) = min [f(v) ; v € C] ".

I.1. DECOMPOSITION-SERIE DU PROBLEME (P)

La décomposition du probléme (P) améne a introduire des n

sous~problémes (Pi)’ i=l,...,n

(Pi) "vj € Cj étant donné, j=1,...,i-1,i+l,...,n ;
trouver v? € Ci tel que

%*
f(vl,...,vi_l,vi,v.

l+l,...,vn) = min [f(vl,...,v

x; € C;1

et l'algorithme de décomposition-série consiste d activer successivement et

dans un certain ordre -- fréquemmentde facon cyclique — les n problémes (Pi)

P ptl

Plus précisément, v- étant donné, v est construit, pour p=1,2,...,,

pt

en calculant successivement, pour i=l,...,n , ses composantes ve L définies
par :
pt+l . Pl . +1 ptl p Py _
(Pi ) Vs c Ci ; f(vﬁ sev sV ,vi+l,...,vn) =
. ptl pt+1 p P, . "
min [f(vl ,...,vi_l,xi,vi+l,...,vn) 3%, c Ci] .

. K. 4V. eeaaV )
i-1°71°71+1° >’n

-




L

. < + . P
Supposons malntenant que le probléme (P? l) so1lt résolu par un
. +1 p . . r
algorithme Ai 5 v? est calculé en construisant une sulte {Xi} s, v € IN,

partant d'un point xz € Vi — habituellement x? = v? — et telle que

. + - : .
lim x? = VP ! . Nous pouvons représenter un pas de l'algorithme Ai comme
1
>

une application

A. - V. xV N V > V.
1 1 2 n Vl
ptl p+tl r p py - rtl
Ai(vl ""’Vi—l’xi’vi+l’°"’Vn) X
Etant donné n algorithmes Ai : Vo> Vi , i=1,...,n , nous appel-

lerons croisement des algorithmes Ai associé a la décomposition-série du

problémes (P) l'algorithme A : V » V défini par

_ * % *
( A(vl,vz,...,vn) = (vl,v2,...,vn)
x_
'4 vl F Al(vl,...,vn)
* * %
Ve s Ai(vl""’vi—l’vl’ ’Vn)
% _ % %
\ v oF An(vl,...,vn_l,vn)

Les n algorithmes Ai seront dits croisés et la suite {vP} < v 5

p € IN , générée par le croisement A sera donc définie par

.*.
v’ €V vP L A(vP) , Dp=1,2,.

1.2. DECOMPOSITION PARALLELE DU PROBLEME (P)

Sauf dans quelques cas trés exceptionnels, en particulier lorsque
le probléme (P) correspond, en fait, 3 n problémes indépendants posés chacun

| n
dans un des espaces Vi (par exemple f(v) = I fi(vi))’ la méthode qui
i=1

. N N +1 .
consiste a calculer en paralléle les n composantes de vP d partir des n




N g N gl e s +
- c'est-d-dire 3 définir v? 1

p

composantes de v , 171,...,n , par

pt1l . P P +1
Vs € Ci 5 f(vl,...,vi_l,vg ’V§+l""

Vo) =
n

. p Py .
min [f(vﬁ,...,vi_l,xi,v€+l,...,vn) X c Ci]
ne converge pas vers la solution du probléme (P). Ceci peut s'interpréter,
dans le langage de l'analyse de systémes[14], en considérant que le systdme
global, caractérisé par la variable d'état v = (vl,v2,...,vn), est composé

de n sous-systémes, caractérisés respectivement par v sVps+-+5V . Dans le

1
cas général, ces n sous-systémes sont inter-actifs et 1'optimum global de (P)
est différent de 1la composition des optima de chaque sous-systéme que 1'on

obtiendrait avec une telle décomposition.

Si les différents sous-systémes doivent &tre traités en paralléle,
il est donc nécessaire, d chaque pas, de coordonner les résultats ainsi
obtenus. Ceci améne a introduire une variable supplémentaire, dite "de coor-
dination'", dent la valeur est déterminée, lors de chaque itération (probléme
dit "de coordination" ou "central" ou "de deuxiéme niveau") en fonction des
résultats donnéspar chaque sous-systéme (problémes "locaux" ou "de premier
niveau'"). Les méthodes relevant de cette approche sont souvent appelées

méthode de "coordination™ [1], de "décentralisation" (par objectifs) [2][1],

d "plusieurs niveaux" [1%]; la variable de coordination pouvant &tre selon les

cas soit de type primal , cf. par exemple [6],[10] chapitre 9, [1] chapitre 2,
soit de type dual (par exemple des "prix duaux"), cf. [5],[10] chapitre 8,
[1] chapitre 3.

Si nous notons donc b (b appartenant a un convexe K d'un espace
vectoriel B) la variable de coordination, la décomposition paralldle du

probléme (P) améne d lui associer n+l sous-problémes du type suivant
. n problémes "locaux" , pour i=1,...,n
£ _ % |
(P. .) "trouver vy = vi(b) [ Ci(b)CZ Vi tel que

* — g -
fl,i(vi’b) = min [fl,i(xi’b) 3 Xs € Ci(b)]




1 probléme de coordination

(PQ) "trouver b¥ = bx(v,b) € KC B tel que

% .
f2(b ,v,b) = min [f2(c,v,b) ; ¢ € K ", avec v:(vl’VQ""’Vn)’

et la suite (vp,bp) — V x B construite par l'algorithme de décomposition

paralléle {PL i’PQ} du probléme (P) est définie par

s

Jvl = v (%) ’ jvp’”l = v*(6P)

b € K ;¢

Plus précisément, le passage de (vp,bp)

p’l,Q’
b*(v! ) \1 pP* = pX (P 1Py

crs

(vp+l,bp+l) suppose donc la

résolution des n+l sous-problémes

(P§+i) "trouver v?+l € Ci(bp)<: vV, tel que

+ . | .
f i(vl; l,bp) = min [fl i(vi’bp) 3 V. € Ci(bp)] i=1,...,n";

1, .
et
(Pg+l) "trouver bPT! € K tel que
f?(bp+l,vp+l,bp) - min [f2(b,vp+l,bp) 5 be Kl

Le procédé utilisé pour associer d (P) la décomposition paralléle
{Pl i;P2} n'étant pas précisé, nous donnons deux exemples de procédés
3

classiques permettant de réaliser cette décomposition.

ExemEle 1

On considére b appartenant & un convexe fermé K d'un espace de
Hilbert B et l'on suppose que le probléme (P) est équivalent, dans V X B,
au probléme

(%) "Tpouver (v,b) € C x K tel que

F(¥,b) = min [(F(v,b) ; ve C,be K] " ,
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avec F(.,b) séparément additive par rapport aux Vi oo i=1,...,n
n

F(v,b) = ¥ F.(v.,b)
. i i
1=1

La décomposition-paralléle du probléme (P) résulte alors de la

décomposition-série du probléme (¥ )

(f?l) "Trouver Vv € C tel que F(¥,b) = min [F(v,b) ;3 ve C]"

ce qui est équivalent aux n problémes

1"t b
(Pl,i) Trouver v, € Ci tel que
e - 1 . 1 ;=
Fi(vi’b) = min [ﬁévi,b) 3 V. € Ci] izi,...,n
et
(gzg "Trouver 5 € K tel que F(v,b) = min [F(v,b) ; b € K]"

Cette méthode de décomposition-paralléle du probléme i travers
une décomposition-série dans un nouvel espace produit, trés fréquente
lorsque la variable de coordination est de type primal , est utilisée 3
plusieurs reprisesdans ce travail — cf. chapitre II, §II et III ;

chapitre VI, § VI.

Exemple 2 [1] [20]

On suppose maintenant que le probléme (P) est équivalent dans V x B

au probléme de point de selle
L(3,b) < L(¥,b) < L(v,b) ¥ (v,b) € C x K ;

le Langrangien L(v,b) étant séparément additif par rapport aux Vs

izl,...,n




La décomposition de ce probléme dans le cadre d'un algorithme de type

UZAWA [21] (par exemple) améne & introduire les sous-probldmes
(¥ ) "Trouver ¥ € C tel que L(¥,b) < L(v,b) ¥vecCc™"
1 >

clest-a-dire

1" S . S < 1"
(Pl,i) Trouver v, € Ci tel que Ll(vi,b) —-Li(vi’b) ¥ V. € Ci
et

~ ) aL(v,b) ..
(PQ) b = PPO]K (b +p — ).

Croisement d'algorithmesassocié d la décomposition paralléle {P
g p p 1

izl,...,n

i;P2} de P.
b —

. N +1 . P
Supposons maintenant que le probléme (PE } soit résolu par un

algorithme A, ; v?+l
* " +1
partant d'un point x? ¢ Vi et telle que lim xz = VE .
o
Y

o P, .
Dans ce cas, xi n'est pas, en général, pris égal a vi

. . r
est calculé en construisant une suite {xi} , P € IN,

o
X, peut,
i

en fait,étre choisi 3 partir des éléments connus au moment ou intervient

le probléme (P§+l) P

. o . .
la régle de choix de x, comme une application
i

a. V. X K>V,
1 i i

a.(v?,bp) = x°
iv'i i

et un pas de l'algorithme Ai comme une application

A, : V, XK=V,
i i i

A (<& ,bP) > xFt1 .
it%i i

, c'est-a-dire 4 et bP. Nous pouvons donc représenter

Etant donnés n algorithmes A, : V. X K > V, i=l,...,n ; et
; 1 1 1
n régles de choix a, : V., X K> V, ; i=1,...,n , nous appellerons croisement
i i i —_—

des algorithmes A, avec les régles de choix a; associé 4 la décomposition




9.

paralléle (Pl i,P2) du probléme (P) 1l'algorithme A : V x K » V x K
R _
défini par

x % % *
A(vl’VQ""’Vn ;3 b) = (vl’VQ""’Vn 3 b))

< v

A

Ai(ai(vi’b)’b) s i=1,...,n

o
L
"

b*(vx,b) (i.e. b* € K ; f2(bx,vx,b) =

min [fz(c,v",b) s ce K)I.

Les n algorithmes Ai seront dits croisés avec les régles a;

et la suite {(Vp,bp)} 3 p € N, générée par le croisement A sera définie

par

(v°,b°) € V x K ; (+PT1 pPTy = AP bP) P=1,2,.e. .

IT . ECLATEMENT DE CONTRAINTES PAR DECOMPOSITION D'UN ESPACE PRODUIT.

La plupart des problémes étudiés ici ne seront pas, initialement,
posé dans un espace produit : il s'agira de problémes mettant en jeu n
convexes dans un unique espace {(de Hilbert).

Des méthodes permettant de "découpler" de telles contraintes,
c'est-a-dire de considérer séparément chacun des convexes ihitiaux ont
été proposées par différents auteurs [1] , [9][11] ... et, en particulier,
par J.L. LIONS et R. TEMAM [13] avec la terminologie, que nous utiliserons,

de "méthodes d'éclatement des contraintes™.

La niéme puissance cartésienne de 1l'espace initial, que nous
introduisons dans ce travail, apparait comme un cadre adapté pour 1l'écla-
tement des contraintes : en remplacant le probléme initial, dont le domaine

n
des contraintes est défini par (1 Ci’ par un probléme équivalent dans

i=1 n

l'espace produit, dont le domaine des contraintes est défini par T Ci )
i=1
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on obtient, pour toute méthode de décomposition de celui-ci, un procédé

d'éclatement des contraintes pour le probléme initial.

De plus, cette formalisation du probléme initial en un probléme
de type (P) permettra d'associer 3 ces méthodes de décomposition, des

méthodes de croisements d'algorithmes.

IIT . PLAN

Afin de faciliter sa lecture ce travail a été présenté sous
forme d'une suite de chapitres susceptibles d'@tre abordés isolément.
Chaque chapitre contient les quelques rappels de propriétés ou de définitions
-nécessaires pour sa compréhension et a, par ailleurs, fait l'objet d'une

pré-publication séparée sous forme de rapport de recherche de Mathématiques et

informatique & l'Université de Grenoble [16].

Le chapitre I étudie le probléme de la recherche de la distance,
ou de l'intersection , de deux ensembles convexes d'un espace de Hilbert,
qui a été 3 l'origine de la notion de croisement d'algorithmes [15]. On
montre que les propriétés de convergence de la méthode classique des pro-
jections successives,appliquée d ce probléme,sont conservées lorsque 1'on
se contente d'une approximation trés grossiére de la projection obténue par
une itération d'une méthode de descente. Les méthodes de démonstration
élaborées - majoration de la somme des longueurs des déplacements - sont

ensuite utilisées pour établir quelques nouvelles propriétés pour une mé-

thode voisine proposée par MEYER et POLAK.

L'étude de la représentation d'une intersection de convexesdans
un espace produit fait 1'objet du chapitre II. Cette représentation est
d'abord utilisée pour établir quelques résultats nouveaux sur la méthode
du barycentre [7], puis permet d'élaborer, par décomposition, une méthode
originale, d convergence accéléfée, pour la recherche d'un point apparte-
nant a une intersection de convexes : la méthode de projection paralléle
extrapolée. Diverses applications et variantes de cette méthode sont ensuite

étudiées.




1.

Le chapitre III est consacré au probléme de la recherche d'un
point appartenant & une intersection de convexes lorsque les projections
sur ces convexes sont malaisées d obtenir. A chacune des méthodes de
décomposition possibles, projections séries et projections paralléles,
--Tious associons un croisement d'algorithmes permettant d'éviter le calcul
de la projection. Un croisement de méthodes de descentes, généralisant
certains résultats du chapitre I, est associé 3 une méthode de décompo-
sition-série et un croisement de méthodes duales est associé 3 la méthode

de décomposition paralléle présentée au chapitre II.

La recherche de la projection sur une intersection de convexes
fait 1'objet du chapitre IV. L'utilisation du formalisme présenté précé-
demment permet d'élaborer, pour résoudre ce probléme, une méthode origi-
nale dont la convergence semble assez rapide. Par croisement de méthodes
duales on obtient une version linéarisé de la méthode précédente puis 1l'on
présente, a titre d'applications, quelques méthodes de décomposition

d'opérateurs elliptiques dans les problémes aux limites.

L'utilisation conjointe de deux normes dans l'espace produit permet
d'étendre, au chapitre V, l'utilisation de la méthode présentée au chapitre
précédent au probldme de la minimisation d'une forme quadratique avec con-
traintes. On obtient ainsi une nouvelle méthode de programmation quadratique

dont une version linéarisée est également présentée.

Le probléme étudié , au chapitre VI, est celui de la minimisation
d'une somme de fonctionnelles sur une intersection de convexes. A ce
__probléme est associé un probléme équivalent dans: un espace produit qui est
résolu par pénalisation. Diverses méthodes de pas fractionnaires sont ainsi

retrouvés ou généralisés et -des résultats nouveaux sont établis.

Le chapitre VII, qui termine ce travail, regroupe diverses appli-
cations des méthodes proposées précédemment. Ces applications ont été séparées
en trois familles : problémes dits de "programmation mathématique ": program-
mation linéaire, quadratique..., puis équations aux dérivées partielles et
inéquations variationnelles et, enfin, quelques problémes particuliers de

statistiques. Des résultats numériques sont ensuite présentés.
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IV . CONVENTIONS ET NOTATIONS

Les problémes étudiés étant toujours ramenés i un probldme dans
un espace produit, l'indice inférieur - i - sera utilisé pour indiquer 1la
iéme composante de la variable indicée. Le rang d'itération, pour un é1é-
ment itéré, sera représenté par un indice supdrieur non parenthésé.
Certaines méthodes amenant 3 considérer des éléments de 1'espace produit
dont toutes les composantes sont identiques, ces éléments seront représen-

tés par des lettres rondes et les composantes par le caractére machine

correspondant non indicé inférieurement. On écrira

/g: (b,b,...,b) ; AL= (U,e..,u)...

Lorsque une puissance cartésienne d'un espace de Hilbert de
produit scalaire (.,.) sera utilisée, 1'espace produit sera toujours doté

de la topologie définie par le produit scalaire

((.,.)) = 2(.,.)

La signification des références est la suivante :
(12) formule du méme chapitre
(1I1.12) formule du chapitre II
II.1.3. numéro de paragraphe du méme chapitre
I-IT.1.3. numéro de paragraphe du chapitre I

(3) . . . . .
[3] ou renvoi 3 une référence sitube en fin de chapitre.
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CHAPITRE 1




CHAPITRE I

CROISEMENT DE METHODE DE DESCENTE
POUR LE CALCUL DE LA DISTANCE ENTRE

DEUX CONVEXES

Le point de départ de cette étude a été le fait de remarquer que, si
le probléme de la recherche de la plus courte distance entre un point et un
convexe avait été largement étudié, et servait de modéle 3 de nombreux problémes
concrets, la recherche de la plus courte distance entre deux convexes,prolongement
assez naturel du probleme précédent - et dont la simplicité conceptuelle laissait
penser qu'il devait avoir également un large champ d'applications - n'avait été

que trés peu évoquée.

La premiére idée pour résoudre ce probléme consiste i utiliser les

(2) (5)

projections successives d'un point sur chacun des deux convexes . Si cette
méthode est utilisable lorsque les deux convexes sont assez simples.elle devient
impraticable dés que la recherche des projections nécessite une méthode algorithmi-
que.Nous présentons dans ce chapitre les résultats obtenus en se limitant 3 n'uti-
liser, lors de chaque pas de l'algorithme principal, qu'un seul pas de la méthode

algorithmique de recherche de la projection. Les algorithmes de projection qui

(2)

seront ainsi croisés sont ceux regroupés par J. CEA sous le nom '"Méthode de

descente' et qui recouvrent la plupart des algorithmes de type gradient modifié

B (5) (12)

usuels : méthode de Frank-Wolfe et ses variantes , méthode de Rosen

(3)(11).

etCens

Aprés avoir rappelé, dans une premiére partie, les propriétés de la
méthode des projections successives pour le probléme de la recherche de la dis-

tance, ou de l'intersection, de deux ensembles convexes, on établit, au § II, un

2)

lemme de convergence pour les méthodes de descente « Cet outil technique nous

permet alors d'étendre au croisement d'algorithmes la plupart des résultats de
convergence obtenus par la méthode des projections successives. Au § IV, enfin,

(11)

une méthode proposée par MEYER et POLAK est étudiée et certaines propriétés

conjecturées par ces auteurs sont établies.




1.2

1. RAPPELS SUR LA METHODE DES PROJECTIONS SUCCESSIVES

Soient :
v un espace de Hilbert réel de produit scalaire et de norme noté (.,.) et //. //.
La distance associée sera notée d(.,.)

Ci CV,i=1, 2, des sous-ensembles convexes fermés 5
U~ = Vx V, doté de la topologie produit par le produit scalaire (.,.) = Z( o )s

la norme correspondante étant notée ///. /// =1

*chlxc

et le probleme

2

(p) "Trouver (\?1,32) € B tel que //51—\;\2// = min [//VI-VZ// (VI,VZ) 66]”

Décomposer notre probléme revient a lui associer les deux pro-

blemes :
A ~ "
(p 1) "Traouver vy € Cl tel que //vl—vz// = min r//vl—vz// vy € CI]

A ~ '
tt € 1 _ — : _ . € it
(PZ) Trouver v, C2 tel que //v1 vz// min [//v1 VZ//, v, C2 ]

La méthode des projections successives,qui est la méthode de
décomposition - série du probléme (P),consiste & activer alternativement chacun
.des deux sous-problémes (Py) et (Py). L'algorithme de décomposition est donc le

suivant :

1.l - Méthode des projections successives

P P . ptl ptl
V) 2 v vy )

Partant de V; € V, le passage de (v

s'effectue de la fagon suivante :
+
1/ On définit vI; ! par :

vp+I

1 < C1
ptl P _ . . . ,
R NB ) = min e <R S vy e )]

c'est-a-dire :

+
VII)I = Projc v

1




+1
2/ VIZ) est, de méme défini par :

ptl . ptl
Vs = PrOJCZ v1 .

On a les propriétés suivantes :

(2)(5)

I.2 - Théoréme
Si Cl, ou CZ, est borné, l'ensemble f des optima , .défini par:
”~ A
F= {00 € € N = tmin Jfv v S v v, ) €€},
est convexe, fermé, non vide.

I.3 - Remarque

Par définition de la distance inter-convexe, on a :

&f {(v,v)Eed(v,VZZd(C,C)},
et dans le cas ol C1 N C‘2 Z #,

y:&(x,x)ev;XE CIHCZ}-

(13)

I.4 - Théoreme de caractérisation

Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

ORI e S
t,5)¢c b

(ii) b ) o,
//VI—VZ// = min [//Vl—vz//; v, €C1] = min L//VI-VZ iy )
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(5)

1.5 - Théoréme

Si C1 ﬂ C2 # @, alors les deux suites {v}; } et {v

p
2

par la méthode des projections successives convergent faiblement vers
€
wcc O c,.

Si,de plus, l'une quel:onque des conditions suivantes est vérifiée :

g définies

° ]
@ ¢ Nc, 74 (ué Nc, /9

2

(b) C (ou CZ) est uniformément convexe

1

(c) V est de dimension finie
alors les convergences ont lieu au sens de la topologie forte de V. De plus, dans

le cas (a), la vitesse de convergence est au moins linéaire

(5)

I.6 - Théoréme

I’

Si CI (ou CZ) est borné, alors la suite {(vp VIZ) )}définie par
la méthode des projections successives converge faiblement vers (ul, u_) € ,jo
2

et :
;i:nm// vy - vo// = d(c,, C,)-
Si ‘de plus, 1'une quelconque, des conditions suivantes est vérifiée :
(b) C1 (ou CZ) est uniformément convexe
(c) V est de dimension finie

alors la convergence a lieu au sens de la topologie forte de (>




II. yUN

IL.5

LEMME DE CONVERGENCE SUR LES METHODES DE DESCENTE

de
~ A un

- h un

Soient :
espace de Hilbert réel, identifié & son dual, de produit scalaire (.,.) et

norme //. //

opérateur linéaire sur V

élément donné dans V

On fait sur A, les hypoth&ses suivantes :

D L'opérat'eur A  est symétrique

D L'opérateur A est coercif ;11 existe a > 0, tel que :

Av. v) > a/fv// . wv ev (1)

D L'opérateur A est continu ; il existe M > 0, tel que :

aw, V)| < M./ //v/) , Yu eV, Vv oev (2)

rateur

Nous savons que les hypotheses précédentes entrainent que l'opé-

A est inversible; il existe donc u unique tel que :

Au = h..

Nous nous proposons de déterminer u comme solution d'un

probléme de minimisation et pour cela nous posons :

f(v) = (A (v-u), v-u) )

et nous cherchons a résoudre le probleme -

(M') “"Trouver v € V tel que £(¥) = min [£(v) ; v € V]

Remarquons qu'il revient au méme de minimiser (Av,v) - 2(h, v) .

(3)

II.1 - Principe des méthodes de descente

. oq . o P . .
A partir d'un élément v donné, on construit une suite

.»V ,... destinée 2a converger vers la solution u du probléme.

N +
Pour passer de vP oA vp1

ptl p+l

, on définit une direction (de "des-

. . . +1
cente') p ;v est alors un point choisi sur la droite vP 4 xpp , AER .
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Posons :
+1 +1
(n) = vp + )\pp .
On a:

(PTG = P ranarP-w),pP Y 4 2 apPt!, pPTY)

ou encore, en posant

gp = - A(vp - u)
+1
HPTI) = £(vP) - 20 (gP, pPHY) 4 32(apPtl) PP (3)
. ptl . ..
La fonction ) - f(v (1)) atteint son minimum pour :
+1
_ooprl (8P PP
A= s - ptl p+l (4)
(Ap™ L, p )
et prend la valeur :
2
P p+l
+1 +1 R
O A D R e N (5)
(Ap™ ", p" )
I1.2 - Lemme de convergence

+
Supposons alors que le choix de vp ! soit défini par :
+1 +1 +1 +
Vp = Vp + ,@p .)\ps . pp 1 . (6)

On a le résultat suivant :

I1.2.1 - Lemme

Avec les hypotheses et notations précédentes, si l'on suppose

également :
p p+1
-8 P
Py P, ', ptl zv >0
el et
D5 Pour tous les rangs p, ona :
< zp+1 £ M < 2 .
Alors
, +1 VN +1
I /AR SR G I CAb I

avec K indépendant de vP et de u :

—%(Z-u;y Y a




.. . +
ii) la suite {Vp est fortement convergente.

+
I1.2.2 - Exemples de choix de Ep L

+1 .
- On peut prendre P70 - £, p =1, 2, ..., ce qui correspond
a une méthode de déscente avec sur, ou sous-relaxation
- Si on suppose donné C ¢ V, C étant convexe fermé, nous

pourrons prendre :

+ -
Lp_)\psl = min{)\psl, max i)\; tel que vp+1(x) < C}}

II+2.3 - Démonstration

. P . -
ler point - f(v7) est non croissante et bornée, donc convergente.

En effet, on a :

P ptl,2
+1 +1, ptl p+l , +1 +1,2
(PT0) = (P EPTPT) - f(vp) B ), Pl (prh?
. s +l p+1
d'ou, pour tout zp compris entre 0 et 4 :
+1
(vP0) ¢ £(vP)

La suite if(vp)} est donc convergente ainsi que la suite ( \zf( )

Vi (vp - V—f(vp+

RCTe—

2eéme point - Minoration de "
“““““ /PPy

On a :

P ptl,2
+1 , + +1,2
O B I LR VA
(Ap™ , p )

et :

| ptl
//vp+1 p// zp+l p+l J/p p+l// F p p+l) //il /£+l
(ap®", PP
Il vient donc, compte-tenu des hypothéses D4 et D5
Vp Vp+1 P ptl
ety - @B SR s e ey i
/v -v

ce que l'on peut écrire :




VeeP) Ve, (/g8 ;
. vp// VeeP)+ Vi)

et puisque f(vp) est décroissante,
VeP) - VP [Pl

(7)

L |
PRI Y A J 1P

Or, ona :
gp = - A(vp- u),
c'est-a-dire :

JeP )P = (AGP- ), AGP-w))

et :

f(vP) = (A(vp—u), vPou) = (A(Vp—u), A—IA\vp—u))
Grace a l'hypothese D2 , nous avons :
-1 1 2
v s 2 vev
et, en particulier :
Py . 1 P 2
f(v) s 5 /Al -a)//".
Il vient donc :

£(vP) < —V%—- /&Pl

a
d'ou en reportant dans l'expression minorante (7)

() - VPl >—(2 W oy o,

+
/PPy
ce que l'on peut également écrire :
- \
+1 1 +1, *
IR <t g e ) T (Vi) - VP (9)
3eme point - Convergence de \(vp\}

+
La série \S’//VP l— vp//z est donc convergente ; donc, la suite

N 3
svp} est une suite de Cauchy, fortement convergente sur V complet.
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I1.2.4 - Remarque

J. CEA(Z) utilise également 1'hypothese D4 pour établir la

' + +
convergence dans les cas 1p L =1 et 0 < VSI,p I\< 2 - v <2.

Il convient de noter que si notre lemme établit la convergence

forte de la suite gvp.} » 1l ne préjuge pas de la nature du point de convergence :

‘ +
il suffit de prendre £ L. 0, p=1, ..., etle point de convergence n'est autre

pt+l

que le point vof Le choix effectif de ¢ devra donc avoir pour effet de fai-

re converger la suite vers le point cherché.

Nous allons maintenant préciser la manigre dont nous procéde.-

+ +
p J‘,'PI

. 1 . . . . .
rons au choix de p et au choix de dans le cas particulier qui nous in-

téressera désormais.

. . +1
I1I. 3 - Construction effective de vp

Dans le reste de ce travail, l'algorithme sera mis en oeuvre

dans un espace V. (nous introduisons donc, désmaintenant, l'indice i) pour ré-
i

soudre le probleme

A A
(Mi) "Trouver v, tel que f(vi) = min [f(vi) PV Ci < V. I

avec : f(vi): (vi-x, vi—x) = //Vi-x//z.

On posera donc :

+
I1.3.1 - Choixde pl'

Supposant données deux constantes positives r. et L., on
‘ i

définira :
P _ X _ P
cP - { v, € C i/ v -vP/ < ri} . (10)

p - - » . . -
Soit alors un élément 2%; € Ci qui vérifie :




pHL_ P P
i i i
I1.3.2 - Choix de_vb'!
Posant
ptl _ P ptt
on définit :
p+tl . pt+l
ki,c—maxf)\ ER Vi (y ) ECi},
d'autre part, on a (4) :
P ptl
pr1 (& » Py )

>

M, s +1,,2
/o2ty
‘on prend donc :

ptl _ ) ptl ptl
)\i = min {)‘i, s’ )‘i,C ,

et 1'on pose :

ptl_ ptl , pt
v o= vy G

Remarquons que l'on a :

+
si X L. xf’:l
’ +1,2
+1 (g?’ pi )
ﬂﬁ? ) = ﬂv?) ) p+l,,2
/ey
et donc : ‘
+1 +1 2
(BT = P - TPy
1
) p+tl _ ptl
R S e
alors

(11)

(12)

(13)

(16)

(17)




+

ce qui,. compte-tenu de la définition de )‘Fi) i

, ptl,,2 +1
/AP L

1

)

entraine :

(19)

. . +1 +1
Or, puisque la fonction X ...f(vliJ ()\)) est, pour 0¢ /\§ ’{Ii),s »décroissante:

P,y _ ptl Py _ ptl
f(vi ) f(vi ) > f(Vi ) f(Vi (1))
c'est-a-dire, compte-tenu de (19) :

+1 +1 ptl
() - () 2 T, PR

Enfin, dans le cas présent, on a :

A -1 opérateur identité

u = L

et notre lemme nous donne

AR N/ S /S S/ /R AL V/A I

(20)

(21)




1I11. RECHERCHE DE LA DISTANCE INTER-CONVEXE PAR CROISEMENT DE
METHODES DE DESCENTE

III.1 - ©Position du probleme

Soient :
- V un espace de Hilbert réel, identifié & son dual, de produit scalaire (.,.),
de norme //.//. La distance associée sera notée d(.,.).
- C.eV, i=1, 2, des sous-ensembles convexes fermés
1

i
- 7= VxV doté de la topologie produit : (.,.) et ///.///

-6 -c. xcC

1 2

Nous ferons également l'hypothese

(H

1) "Quel que soit D > 0, l'ensemble &(XI,XZ) € CGC2 ; //XI_XZ//s D}

est borné"
Cette hypothese est, en particulier, vérifiée si :

C. (ou C_) est borné
(a) C, > )

(b) V est de dimension finie et les cones asymptotes Ci de Ci’ i=1, 2,

sont tels que :
- ()
c.Nc,, {

On cherche & résoudre le probleme :

(P) ""Trouver (\?1,\,/\2) €8 tel que //V/\l—\lf\z// = min (// vl—vz//;vIQC1 ; v2€- CZ)"
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Notre probleme se décompose naturellement en :

~ A
P " € 1 _ — : _ . 1
( l) Trouver v C1 tel que //v1 VZ// min (//v1 VZ// vy € Cl) .

A A
1" o - H _ . 1
( PZ) Trouver v, € C2 tel que //vI v,// = min (//vI VZ// PV, € CZ) .

Au lieu de résoudre, a chaque pas, alternativement un probléme
( Pl) et un probleme (PZ), nous allons croiser une méthode de descente tendant
a résoudre Pl avec une méthode de descente, éventuellement différente, ten-
dant a résoudre P

2

II1I. 2 - Algorithme

Partant de (V(l)’ VZ) ¢ € ., on passe donc de (vfl), vg) a
+ | -
(VI; 1*; vg) de la fagon suivante. On pose :
= P o P
81~ Y27
. . .. ptl
Supposant donnés r, > G et Ll > 0, on choisit P comme
+1
au I. 3. Le point VP est alors le point vy qui minimise //vg— Vl// sur le

segment gvli) + pr""l; A > O} ﬂCl c'est-a-dire (16) :
{

p+l p+tl  p+l
Vl - Vl ()\1 )'
+ . + ;
On passe alors de (VI;) 1 ,vg) a (VIl) 1, VIZ)TI) en posant

p _ _ptl p

£2 Y1 V2 ot

+ +
On suppose donnés r, > 0 et I_,2 > 0, on choisit pf; L et vg : comme

aull. 3, c'est-a-dire :

ptl ptl ptl
v, v 05 )
Nous ferons désormais la convention
+1 T
vP = Vp '




FIGURE 1 :

Croisement de deux méthodes de descente : un algorithme de

Frank-Wolfe pour C1 croisé avec une méthode de gradient projeté

pour C2.




g? sera donc défini, pour i =1, 2, par:
p _ ptl _p (22)
g T M1 Vi

111. 2.1 - Remarque

A chaque pas de l'algorithme principal, nous cherchons 3 résou-

dre le probleme :

A A .
"Trouver v. tel que //vi— Vj// = min (//Vi - Vj// pv; € Ci> ",
avec i=1, 2; j=1, 2; i#]j.
+
La fonction x o \/_;(- étant sur R unc fonction monotone, il

est clair que le probleme est équivalent 3

A A _
(Q'Y) "Trouver \;\ tel que (v. - v, v. - v.) = min f(v.-v., v.-v);v, €C._ 7"
1 1 1 J 1 -1 1 1 1

c'est-a-dire au probleme modele M. (cf.11.3),

111.3 - Caractérisation de la solution

Si 1'on note, a nouveau, 'g l'ensemble des ontima :

X:g(v

vy €8 s d(vv,) = dccl,

1 1" 2
la fonction (v ,Vv.) > d(vI, VZ ) étant convexe, faiblement
|
s.c,i., l'hypothése (HI) entraine que 40 est convexe, fermée, non vide ; et
'on a :
c * = = -
4 = %(vl,vz) < \6 ; d(vl,CZ) = d(Cl,VZ) d(vl,vz) }

Nous noterons :

- : - -y - cc . cc (v,
> —ivl€C1’d(vl’cz)‘d(c1’cz)f g\vl Cpo gvz Cp bvpvy

yef)
= 1= : v cv.,v.) €
S2 :{VZGCZ ; d(Cl, vz)— d(CI,CZ)} = s(VZECZ, 3 1€ C1 5 ( 1 2) :9}

II1.4 - Convergence du croisement de méthodes dec descente

On a alors les résultats suivants :




11T.4.1 - Théoréme

Sous l'hypothese HI’
: : P P _
i) lim d(vl, Vs ) =

p-e

oy

d(Cl, 5

i)

vers un OPtimum.

Démonstration,

on a

x("

p

Il existe une sous-suite de la suite {(Vl’ VI;) } qui converge faiblement

. . +1
Remarquons tout d'abord que la direction de descente pp est
1

bien définie sauf si :

(8] vD 2 (& v),

c'est-a-dire :

P _ . pt+l
Vo= Pro_]c‘ Vi—l
i
Dans ce cas on pose :
+1
.
i i

ptl
Dtautre part, 1

-<‘U

Alors cela signifie :

p+l
i, s

soit :

(glz, pp:l) = 0

et donc, par définition de in) (22) :
+1
02 (vp - VP, v. -V, )
i-1 i 1 i
c'est-a-dire :
ptl _ o . pt+l
A = \}z = Pro_]Ci Vi_1

ptl

Si donc v =

la suite %vp} infinie et //pi)-}-I //#0.

vp, alors v

p

'v’vi ECi

étant défini, si l'on a :

Yv. € C.
i 1

est solution de (Q).Supposons donc




II17.

ler point - Convergence de d(vfl) , vg)

On a par construction :

-

1 o 1 1 ptl p
d(v,,v.) >d(vl,v2) Zd(v , VZ) >... >d(v d(v Vo )> d(v

1 1
>... 24d(C
> >d(Cy, c,).

La suite d(vI;, vz) non croissante et bornée, est donc convergente,

On a comme conséquence :

- Compte-tenu de l'hypothese (Hl)’ les suites {VII)} et {vg} restent bor-

nées dans V

+

- lim [dz(vll), VIZ) - dZ(VI; 1, vz) 1 =0

p~e®

. 2, ptl p 2, ptl p+i
—llm['d(vl ,vZ)—d(vl ,vz)]—O

p—e

+
2e¢me point -- lim (g‘i’, pFI oo, i =1, 2
p—®

Deux cas sont a distinguer :

+1 +1
- Si kp = AP alors (17)

1 1, S
+1,2
& . 8 )
+ +1
NI TR R AR A
RGN

+
et puisque //plz 1// £ 0, le résultat suit.

; .
g L. )\PH alors (20)
1 1, C

+1 2 2, p+l +1
(g?,pp)gd(vp vp)-d(‘([: .VZ) ;

- S

et donc dans tous les cas :

. +1
lim (g}i), ppl ) = 0 (23)
P

+ +
plvpl)

2

-




3&me point - lim //vli)dH - v?// -0, 1=1, 2

p—om

Distinguons a nouveau les deux cas :

+
- Si )\P : = )\P+1, alors, ona (18) - c'est le théoreme de Pythagore :
2 ptl 2, ptl p+l _ pti P2
d (\Pl ’Vi_l ) - d (\?i ’ l‘l ) - //vi - vi//
. ptl ptl
- 8L = )\i , rappelons que l'on a :

)\p+1 < >\p+1

1 . .
N i,c i, s

et donc :
41 +1,,2 +1
B NET < @R )

ainsi que :

dz(v? p+l) dZ(Vp+1 VP+I) - Z)\p+1(g1.3, pp+ ) - (p+1 2 // p+l//

i-1 1 i-1 i, ¢ "1 i

Il vient donc :

1, C

2 +1 2, ptl +1 +1.2 +1
d (V.p,VP_I)—d (\}z , 1p-1) > p ) //p //
ou encore
2, p p+l +I p+l P +1,,2
d (Vi’v1—1 vp Vioi ; //vi B ‘}i //

On a donc finalement:

lim //Ji’+1 P = 0

pme*
4eme point - lim d(v , v ) = d(c,, C,)
---------- 1 V2
pr @
+1
Par définition de pFi) (11), on a :
p+1 p P

¥ v. EC%3
i i

p+1 2 //p p+l//

(25)
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c'est-a-dire :

P __P _ P p _ptl ’ P
et :
ptl _p _vPy < (P _PFl P
(vi Var vt Vo ) S gy Py ) Vv, €G
Ceci peut également s'écrire :
P g
P__P WPy < (P Pt p _ _ptl _ P ecP .
(vI vy Y, VZ) \(gz o ) +( 1YL Yt Y, )y Ywv C2 ;
ou encore
P P .p p _pt P ptl P p
- ) = > + = ) = y *
(v2 Vi Vs v2>s(g2 P, ) (v1 1 2 Vi) vV, eCZ (27)

En ajoutant membre & membre (26) et (27)y il vient :

P P P P _p P p ptl p _ptl
_ - + - _
(v2 Vi Yy V2) (V‘2 vV vl) s(gl,pl ) + (gz,p2 ) +

p_ _ptl p p
(vl-v1 , vz-vz) ; Vvlé C1
€CPh
JAPAR
d'ou, compte-tenu de (23), (25) et puisque Cg est borné, en passant a la limi-

te supérieure des deux membres

. p__P , p_ P2 P p
lim sup (vz- v vl—vz) + lim //v2 —vl// <0 'v'v1 éCI , VV2€C2
p- p -

soit : .
.. p P . P PpP,2 P p
1 f - - =1 - , -
im in (VZ Vi Y, vl), im //V2 VI// VVIEC1 VZEC2
po= p 7=

et donc, par Cauchy-Schwarz :

lim inf //v_-v_//s lim //vp - VP // Vv ¢ c? , Yv_.E€ cP ;
po® 2 1"~ 2 1 1 1 2 2
— p-=»®
ceci peut également s'écrire :
// _ i/ P - p _ p’ il P .
1=y /) S =~ /- 0(1/p) Vv, €C) v, €C

Or l'application V xV o, R :

(v = My -l

' 2

est convexe. Puisque l'on peut considérer C1 X C2 comme borné - hypothese

(HI) - il existeun K, 0 <K <1 telque:

1% P sl
S 3 V 2 b ? t‘
VVIECI VZEC2 Vvl ECl VVI € C2 on ai
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) P _ P P P
(1 K)v1+Kv1, (1 K)v2+Kv2) € CGCZ
On a donc :
C., C
vV et TY,eC,

APRAIV/EN /vll’-vfz’// *ﬁ r //(1~K)VII’+KVI-(1-K)VI;_ KVZ//_//vFl’-vg// ]

c'est-a-dire :

T p__p, 1 N
V= ll 3 v - vl - - 0 (1/p) Vv, € Cl:\v}\vz €c,
et donc, en passant a la limite
. P p
//vl—vz//;;lm //vI -vz// Vvlécl’ VVZGCZ
00

et par suite :

lim d(vli), vg) = d(c., C).
P e

Pour le point ii), la suite {(VPI), vg)} étant bornée, elle pos -

seéde un point d'adhérence faible dans “'c convexe fermé. Pour tout point
d'adhérence faible (\?I, \fz), par semi-continuité inférieure de la norme,
il vient :
AN - . P P _
//vl—vz// < %)1_1‘2 inf //v2 - vy /= d(Cl, CZ)
~ A

et (v, , v est donc un optimum.

1 2)

IT11.4. 2 - Théoreme

Si en plus de 1'hypothese Hl, on suppose queCl - ou C2 -
est compact, alors on a également :
i) lim d(v. , S.)/ = lim P, s)) = o

1 1 220 T2
P Pow

I_)émonstrati(_)n
ler point - lim d(vP, SZ) = 0

PP

Supposons donc qu'il existe un e >0 et une sous-suite ivczl }

de %’g} tels que :
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d(v3,52)>e , 9 €cQC N .
La sous-suite de mé&me rang {vcll} de ivfl) } posseéede sur C1
R :

compact un point d'adhérence fort vy Ce point est, a fortiori, point d'adhé-
rence faible et donc appartient a Sl. Notons :

[N ~

V2 = Pro‘jS v1 ;

2
~ »~

le couple (v VZ) est donc un optimum ; de plus on a :

q q
d(V ’ V) > d(VZ, SZ) > e

Les propriétés des projections donnent :
qQ__ 4,72 ~ob o2 Q_ N2y aQ_ s o~
NG 5 =S R+ NSV e 2, 8

et en passant a la limite :

. 2
lim //v31 —Vq//2 >d(C,, C.) + ez
2 1 - I 2
q—ooo
ce qui est contradictoire avec le théoreéme II. 4.1, d'ou :
: P -
1 = 0
im d(vz, SZ)
P~
2eme point - lim d(vF, s) = 0
__________ p—mo 1

Supposons maintenant qu'il existe un € > 0 et une sous-suite

’Lv?} de {v};} tels que :

q
d(vl, Sl) > e

Cette saus-suite possede sur C compact un point d'adhéren-

1
ce fort, et donc faible, qui appartient donc 2 S1 ; et donc également :

lim d(vII), S) = 0.

p— @

1

Dans tous les autres cas (théorémes 15 et 1.6) ou la méthode
des projections successives définissait des suites convergentes, toutes les proprié-

tés sont conservées lorsque l'on passe des projections au croisement d'algorith-

mes et l'on a :
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111.4.3 - Théoreme

Si en plus de 1'hypothese HI, on suppose

o
¢ \
% N c, 7
alors :
1. La suite {(vl:l), VI;)} converge fortement vers un optimum
2. La convergence est au moins lindaire .
Puisque SI = S2 = C1 N CZ, nous noterons cet ensemble S,

Nous allons décomposer la démonstration en une suite de lemmes et
i ~ . (2
propositions. Rappelons tout d'abord le lemme de uubm-Polyak—Ralk( ) (lem-

me 5a),

IIT.4.3.1 - Lemme

Sous les hypothéses H, et I—IZ, soient {u?} une suite d'élément

de C. et {up } une suite d'éléments de Cz, si :

1 2
lim d(@W?, WPy = o
1 2
poc
alors :
1 , = 1 , =
plrr; d(uI le\ CZ) plm d(u2 Cl N CZ) 0

I111.4,.3.2 - Lemme

Les hypotheses H; et Hy étant supposées vérifibes et r > O étant donné,

il existe alors un ' >0, tel que, pour tout v 6 V vérifiant d{v, S) S r/4, on ait

ix ¢S tel que $(X,p) C C1 n %R (v, r/2)
Démonstration

De par l'hypothese HI, S est borné, soit M un majorant de son

diametre. D'autre part :

L3
Clﬂczl{;zf = BuG_ClﬂCZ et 30 > 0 tels que :
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% [u o ]CCI.

o _
Soit alors '3 la projection de v sur S, on a :

d(v,v) g r/4.
Si 1l'on considere alors l'homothétie de centre v et de rapport r/4M, il

est clair que 1'homothétie de la boule .3 u, p ) constitue une boule £ X,
q P P

cherchée,
I11.4.3.3 - Li et T étant respectivement définis par (10) et (11),
soit B'i un majorant de ivf } , pour 1i=1, 2.
On pose :
- 1 '
L = Max (LI’ 2 Ty Ty B T B > M) (28)
r=min (L, L_, r, r, B', B', M) (29)

et on choisit P (lemmelll«4. 3.1) tel que pour le p défini par le lemme

II.4.3.2 pour la valeur de r ci-dessus, on ait :

) P P P i
sz P ; d(vl,vz)\<p/4 et d(vi,S)\Q‘r/él ;i=1, 2. (30)

Si on pose alors :

1 P
AT Gy

on a la proposition

ITI1.4.3.4 - Proposition

v P ;P, si
P

&1 P
( < (32)
vy ety !
alors : gp pp+1
2 2 2y (33)

(
/&2 //pp“//
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Démonstration

Remarquons tout d'abord que l'on a :

AR/ A

y S

et, compte-tenu de (32) :

AR /N

Soit alors, (lemmelIIL 4.3.2), x € V et tel que :
x € C NG, et B(x, 0) <c, 0BGE r/2)

On a donc, par définition (10) de CIZ :
53 (x,p) < (3?
et, en particulier :
p
1
x+p. ——€C

/A

+
soit, par définition (12), de pp1 !
P
& Py.

/1851/ :

ptl
1

(gﬁ),p )a(g};,er P

Compte-tenu de (32), il vient :

Y A R S AR A

1

soit :
p +1
&8 By 5 o ey RN IR
D'autre part, puisque :
d(v‘l’, vg) < p/4 /4 et x € B(VF;, r/2)
on a :

P
d(vz, x) < 3r/4 < T

et par définition (10) de CP  x ¢ c§ et donc :

p _ptl, P _ P
(gz ’ pz ’ ; (gz’ X VZ)

(37)

(38)
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Minorons cette derniere expression

p P ptl_ p P p__p_. ptl p P, P__P
H - = = ’ - = - + ] - H - + - ’
(g2 x VZ) (v1 Vo X VZ) (vI vyt vy v X-vitvy VZ)
ce qui nous donne :
P__ Py 5 (P P _ P ptl p _ p p_ P2
(gz,x VZ) A (v1 Vo, X vl) + (v1 v X vz) + //v1 VZ//

et compte-tenu de (34) et (37) :

2 o5 5 (85 xR 2o (eb xB) v J/eB

€ Py /2

et donc par (36) :

&5 05) 5 0 /R -y JE N - e

soit :

P p+1

L % ! / e/
//gg// //pp“// //pp+ Y

(o- v //pﬁ’“/i/- V)

soit enfin, en remarquant que //g?//; // gz// et en exprimant Y:

+1 cptl
gIZ) Pi 1 AN 11
’ )z —— g T TP 2oy (P-re-30)
+1 - +1 ‘
//gp// //pg //pg // //pg //
c'est a dire :
ptl
gz P2 1 :
1 i1, 2z P F Y (39)
//gp// //pp // //pg //
I11.4.3.5 - Remarque
Si nous appliquons 1'inégalité de Cauchy-Schwarz a(39), il vient :
ptl 5 1
S
+
et puisque //VFZ)— VFI>+ // gi D ngl sera donc la projection de v}; L sur
la demi-droite vg + )\pp+I A €R; clest-a-dire
g ptl
+ +1 _ptl
p>P et L L )<Y;_‘>Vp1:vp+)\§ pp . (40)

//gp// i/ 2 2 &Sl
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De la méme facon et par une démonstration tout a fait analogue, il

viendrait :
gp pp+1
+ +1 p+
p., P et Ii ;1)+I <2Y=}v§) L. v};+)\r';.lsp}1) L, (41)
//g / //p // ’

I11.4. 3. 6 - Proposition

Quel que soit p > P, si :

1
g? pY y <

i ’
//gﬁ’// 1o

alors :

+1
NPy < vz -5 .

Démonstration

g a (34) :
IR sy

d'autre part, par la remarquelll.4 3,5, il vient :

(g5, po'! I |
+1 2”72 + ;
/NS = W 1SN ey JeS
Or
W21 = ISRl s BT
d'ou :

IR B sy e R R

et donc, puisque vy < 1/4

IR //gp// 2v//6/ < IR R ).

111.4.3.7 - Démonstration du théoremelIll 4. 3
1. Plagons-nous a partir du rang P - cf. (30) ; alors, de deux choses 1'une,
ou bien :
) p+l
&1 P

{ s
Heb //pp“ //
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et alors notre lemme de convergence sur les méthodes de descentes nous don-

ne (21)

ptl p,, 1 P P ptl py 1 (. p
vy illez vAvivo)-dlvy L vo) e s v Ld(v)

ou blen
+1
& o
< v

( :
A

+ +1
,VI;) - d(vp ! vP

172

mais dans ce cas, par la proposition I114.3. 6 et le lemme de convergence,

il vient :

I RS BT R s 22y (aBT B

1

On a donc, dans tous les cas,

Vp > P,

1 1

-
d'ou :

@

ptl P P
/v NPy s oL alve, vl ),
5 1 1 Y 1 2

_*_
- d(vrl) I,

/1R TR N < (@R VR e Rt BT

ptl
v )).

5 (42)

(43)

et la suite de {VII)} est une suite de Cauchy convergeant fortement sur V

complet.
Sa limite ¥ &tant 2 fortiori un point d'adhérence faible, on a donc :
< € S ; et puisque lim d(vli), vg) = >
p~®

lement fortement vers v € S.

2. Vitesse de convergence
Nous nous plagons a partir du rang P,
trois cas : -
( gII) | PII)+1 )
/A A

alors par la remarquelIl.4. 3.5, il vient :

0, {Vp } converge donc éga-

et nous allons distinguer
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Vp+l _ Vp + p+l p+tl

2 2 ‘a s Py

et par la proposition 1II, 4. 3, 4 -

+1
gp pp
2 2
( b . ol ) > 2y
//gz// /oy /)
Cela nous donne :
p ptl
(g5, p5 )
2 +1 +1 2 +1 2 T2 2 +1 2 +1 ,,2
POy ) D) s @ a2ty
o %2
c'est-a-dire puisque p§+1 = VI;+1— VIZ)’
2, pt+tl p+l 2, .2, ptl p 2 2, p p
d » - ’ - )
(v1 v )\< (1-4y7) d (v1 VZ)\< (1-4vy7) d (VI VZ)
‘et enfin
' 1/2 /2
ptl p+l 2 P P 2 P P
(:l(vl V5 )<(1—4 ) d(VI’VZ) < (1-+) d(vl, vh)
+2
g2 P
Vel IRy
alors :
ptl  p ptl ptl
i oY 1,s P
et :
P pt+l
&1 P2

( ’ )
/&N 1Ry
et, par un calcul identique

2, ptl p 2 2, p P
d(vl IVZ)\<(I— \/)d(vlrv)

et A nouveau

, /2
+1 - p+l 2
d(VIl) , vg ) < (1 - v7) d(vll), vg)
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+1 t1
£ P & B
L s e,) 2 Y ot s, ) 22
A 1es ety
Rappelons qu'alors :
g’ 5
X-p —— € C1
//182/)
p
X € C2
d'ou :
+1
€, o2 ) 2 (&) x-v) + o /B
1 1 1 1 1
p _ptl P P ptl P P p ,2
(gz’ pz ) >/ —(gl’ X_VI) + (VI - Vl’ X_VZ) +//g1 // -

Soit,en sommant ces deux expressions,et puisque //gg// 5//gll)// :

gP eP /PPy
(;* :pII)H + (__pz__’ pg“) > p- L 1 -//x—vg// (44)
/g2 /1 /e8/

et, par Cauchy-Schwarz :

+1
el o AR )
WIS 2 o - By, (45)
/8 )/
Nous allons alors considerer deux cas :
ou bien

AR/ S/}

mais alors,puisque la fonction ) - dz(vg, VPI)()\)) est dans sa partie décrois-

sante, on a :

P
2, p ptl 2 '(p ptl /81//
d (VZ, vy ) < d Vo vy y- T)
/oY
c'est-a-dire :

/e /) //eP )
L g®, pp“)w2 — //pI;H//Z

(
AN/ /o8

2, p ptl 2, p p
d(vz,v1 )\<d(v2,vl)—ZY.

soit :

2 +1 2 2 2
G B B LT I/




ou bien
W R« R

(45) devient alors :

W e 2 0 - s xR -

1 o
4 L - L
c'est-a-dire :
+1 +1 3
Y SO/ AR/ S
1 2 4
et, puisque p> P, d(vI;, VI:Z)) < i p, et donc l'un au moins des in)+1 est de
la forme vip-i-1 ()\ipzl ). On peut donc reprendre (a) (resp.(b)) et il vient :
+1 2.1
d(vp - vp) < (1 -+) /2 d(vp, vP) .
1 1 - I 2
On a donc, au total
1/2yp-P
P P 2 P P
Tp>P,  a(h,vE) s((l-y) C A, V) (46)
et, puisque (42) :
+1 +
o= P, TPy rad VB - aRtl BT )
1 = I 2 I 2
Ww>P, Vg=>P, gq>p, ona:
p-P
q . p P Py _ Q q _2\1/2 P
ou, en passant a la limite sur q:
~ 2. 1/2p-P P P
2P R sy AR el B
De me&me, avec (46€), il vient également
A - 2,1/2_p-P P P
Vp 2P /v -5/ S (v-1) £(1-¥9) /2P d(vis v, )

ce qui prouve que la convergence est au moins linéaire,




Si, en plus de 1'hypothese H,, on suppose :

l!

H3 - C1 (ou CZ) est uniformément convexe

alorsla suite {(VII), vg)} converge fortement vers un optimum.

Démonstration

o)
ler point - S'il n'y a pas unicité de 1l'optimum alors Clﬂ C2 Z g

Supposons en effet qu'il existe deux optimums ; un hyperplan

d'appui & un convexe uniformément convexe ne pouvant avoir gu'un point com-

mun avec celui-ci, il est clair que cela implique :
c N c, /-

Supposons alors qu'il existe deux optimums (ul, ul), (uz, uz);

alors par définition de 1'uniforme convexité :

1 0 1 o
= - + # .
(u1+u2) € C1 et | (u1 u) € C_ =y clﬂc ﬁ

Nous pouvons donc appliquer le théoréme II.4.3 et ‘{(VI;, vr'z) )}

-
converge fortement vers un optimum.
Zéme point - Supposons donc qu'il existe un optimum unique (ul, uz)
Toute la suite {vl:l)} converge donc faiblement vers u,. Or 1l est
clair que u, € Fr (CI) ;  on sait ((IO), théoreme 3) que toute suite conver-

geant faiblement vers un point appartenant a la frontieére d'un ensemble unifor-

mement convexe converge fortement vers ce point . ivp} converge donc forte-

1
ment vers ul. {vg } converge donc fortement vers uz.
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111.5 - Croisement d'une méthode de descente et d'une projection

Il existe des cas ou,si l'un des projecteurs est inconnu, l'autre est

facile a obtenir : le convexe correspondant - disons C - étant par exemple,

un demi-espace fermé, une boule . ... I'extension naturelle de la méthode du

II.2 consiste alors a utiliser :
- Sur C1 un pas d'un algorithme de projection
- Sur C2 le projecteur lui-mé&me .

En notant P (.) le projecteur sur CZ, la méthode est donc la suivante :
2

I1I1.5.1 - Algorithme b

' . + +
Partant de (v?, PZ(V(;)) € B , on passe de (VII), vp) a (VII) I,vp I)

2 2
par :
ptl L. ' .
- v est défini comme dans l'algorithme III.2
ptl ptl
vz T B

Comme on peut s'y attendre, les théoremes I114.1, I11.4. 2,111.4.3

et1114.4 s'appliquent a la suite définie par cet algorithme.

Les démonstrations qui ne mettent en jeu que cdes modifications tech-
niques mineures par rapport a celle dulll.4 sont données dans(ls) et ne seront
pas reproduites ici.




1V. SUR UN ALGORITHME DE MEYER ET POLAK

La formalisation de certains problémes de controle optimal ame-
nant a mettre en jeu deux convexes Compacts(lle,é)dans un espace de Hilbert,
MEYER et POLAK ont proposé dans(u? pour chercher la distance ou l'inter-
section de ces deux convexes, une méthode assez proche de celles du paragraphe
III. Sous l'hypothese de compacité, le caracteére minimisant de la suite
constituéepar leur algorithme était démontré et, dans le cas particulier ol

o
C1 Nc était non vide, MEYER et POLAK émettaient la conjoncture d'une

2
convergence en un nombre fini de pas.

S'il n'y a pas, en fait, convergence en un nombre fini de pas, nous
en donnons un contre-exemple trés simple, 1'hypothese (?1 0 C2 non vide
entraine, par contre, la convergence forte de l'algorithme. C'est ce que l'on
démontre ici, sans hypoth&se de compacité et avec des procédés analogues a

ceux duparagraphelllpour une (petite) généralisation de la méthode de MEYER
et POLAK.

IVd - Une généralisation d'une méthode de Meyer et Polak

La méthode du paragraphe m consistait & décomposer le pro-
bleéme (p) en deux sous-problémes (Pl) et (PZ) qui intervenaient de fagon

cyclique. L'idée de la méthode de Meyer et Polak consiste & procéder simul-

1

tanément, c'est-a-dire 4 choisir une direction de descen -

te pour chacun des deux points v, et v puis a choisir simul-

27
tanément les valeurs optimales de 31 et ‘\;2 sur les deux '"'segments de

descente'',
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Iv.l. 1 - Notation

Nous conserverons toutes les notations précédentes (cf.I1.3 et IILl) -
Lorsque nous utiliserons simultanément i et j, le sens ensera :
i=1, 2 ;oi=1,2 5 i# j.

Enfin, nous noterons, pour X, €V. et Yi EVi
i

[ x., yi] = {xg A x=)\xi+(1-)\)yi 5 2 € [0, 1]}

IV.1.2 - Algorithme

Partant de (VT, v(z)) € ‘6 ., le passage de (VII), vg) S

+ +
(VI; I, VI; 1) s'effectue de la facon suivante :
On pose :
g = PP (47)
i j i

puis, supposant données quatre constantes T, >0 et Li >0, on choisit dew

directions de descentes par rapport 2 gip par (11) et (12) - cf.IT.3 -

. +
Soient plj L ces deux directions. Si l'on note (14)
WP P ptl +1
i Vi toMe Pf '

+1 +1 . y . . :
vP et vP sont alors déterminés simultanément par :

1 2
+ .
VEI) ! € [VI:I),_ WFI) ] [ s C1
(48)
PHL e [P WP )
V2 vy ™2 T e G
+ + :
d(vp 1, vP I) = d((vp,w ],[Vp, wp])
1 2 1 2
[VFI), W'I; ] et [vg, WI; ] étant convexes fermés, il existe toujours au
moins un tel couple. e

Iv.l.3 - Remarque

Si, comme le supposent Meyer et Polak, C1 et C2 sont bornés,

et si nous choisissons r_ et r (10) assez grands pour ne pas intervenir

1 2
8
explicitement, le choix des directions de descente est celui de Y. Haugazeau( )

et cette méthode se confond avec celle de Meyer et Polak.
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IVv.2 - Convergence de cette méthode

Il est assez évident que les théorémes que nou. avons établis au para-
graphe I1I s'appliquent également a la méthode de Meyer et Polak. Par contre
le fait de résoudre a chaque pas un probléme un peu plus complexe n'‘apporte

aucun élément supplémentaire. On a donc :

IV. 2.1 - Théoreme

Les ensembles Ci’ i=1,2 étant convexes fermés, si on fait I'hypo-

these :
(HI) "Quelque soit D >0, l'ensemble {(XI’XZ) ECI XCZ ; //XI-XZ//\< D} est borné

alors :

i) lim d(vFl’, vg) - d(C.C))
P - o

ii) Il existe une sous-suite de la suite {(VI;, VIZ))} qui converge faiblement
vers un optimum .

Démonstration

ler point - La suite d(vp, vP ) est convergente.

———————— 1 2
En effet elle est non croissante et bornée.
On a comme conséquence :

- les deux suites { i} restent bornées

P P 2, ptl ptl
vy dl v, )

- lim dz(_v
pme

Si l'on introduit :

+1 .
xFi) = Proj. (VI.)) : (49)
[ VP, W‘P] J
S i
P ptl . .
par définition de A , il vient :
. 2 2 +1
lim (d°(vF, &) - a“P", vP)= o (50)
e i i j
et comme au Il.4. 1 par (17) ou (20), il vient :
- P ptl,
lim (g5, p? " ") = 0 (51)

p -




3¢me point - lim d(vFl), vg) = d(C

I’ T2
p—m

. PP +1
Si nous nous ramenons a la définition de pp

, il vient :
p ptl, _ P _ P v p
(g;> py )z (g vi-vp) vi €C
et puisque
P _ P P _
gi = Vj - v, < gJ,
P _ _p _ptl P P P p
- - - Vv, €
Vo vp Py ) 2 vy sy v it Y
et :
(vp _ VP, pP+I) S (VP _ vp, v - Vp) . Vv € cP
1 2’ T2 =z ' ) 2 2 2

En ajoutant, membre 2 membre ces deux expressions, il vient :

p
Vv eC
P _p ptl p_ p ptly o  p p P P p ) 1= 1
(v2 vy Py )+(v1 Vo P )/(vz-vl, VZ_VI) +(v2 SURS VZ), 5
Vv_€C
2 2
et en passant a la limite supérieure :

; P__Ps2 L. P__P P p

> - - - v
02 ;Lr: //v2 VI// +;1m sup (v2 v Yy VZ)’ Vvl ECI, VIECZ

clest-a-dire :

lim inf (vP- v
p—° ’

p ) , p_p 2

d'od enfin, par convexité de C. et C

P P
V .
'V'le Cl , VZE C2 ;

> et puisqu'on peut les considérer comme

bornés, comme au I11.4.1, 4&me point, il vient :
- P p
- > 1 - ¥ , v
//vl VZ// > lim //v2 VI//’ VIECI v2 ECZ
p -
et :
: )% P _
1131_1:1’1 d(vl, VZ) = d(CI, CZ)




P p
vV
point d'adhérence faible dans € convexejzet tout point d'adhérence faible est

Pour le point ii), la suite (v étant bornée, elle possade un

un optimum par faible semi-continuité inférieure de la norme.

IV.2.2 - Théoréme

Si, en plus de l'hypothese H , on suppose C, - resp. CZ - compact,

I’ 1

alors
iii) ;im d(vlp, s) = lim d(vg, 5,) =0
- 0

Il suffit de reprendre la démonstration du théoréme  I1II.4. 2,

V. 2.3 - Cas C D_QZ_%__Q

Il est facile de voir que la convergence de l'algorithme IV, 1.2 n'a pas

toujours lieu en un nombre fini de pas mé&me si 1'hypothese
0
(H) C NC, 74

est vérifiée : il suffit de prendre pour C_  l'intersection d'un demi-espace

1
fermé PI et d'une boule (B et pour C2 l'intersection d'un autre demi-espace
fermé P2 avec B PI et P2 étant définis par :
P = {veV,(a,,v)a b,} , i=1,2
i i i
tels que :
a_, a <0

PN ;ZnOS /g

GS,PIU PZ.

A partir de (v

1 v;) € € et tel que :

VT = Projp vcz) ,
1

o

Vl Q/ PZ §

l'algorithme IV.1.2 peut se confondre avec la méthode des projections successives,




Par contre, on a le :

IV. 2.4 - Théoréme

Sous les hypotheses HI et I—IZ, alors :

1. la suite {(vp, vg )] converge fortement vers un optimum

1
2. la convergence est au moins linéaire

Démonstration

Nous noterons a nouveau :

S = sI:szzclﬂc2

et nous définirons P par (30)ety comme en (31). On a alors:

ler point - Vpz2 P, si:
+1
gp p’
( 1 R 1 )
+1
/At
alors : b ptl
£ P
) > 2y

( ,
/A

D'apres les lemmes I1I.4,3.1et III. 4.3.2, soient

o > 0, tels que :

g, .
x + p o € CI
/'8, //
P P
x € C} N c, -
Par définition  (I1) de p‘i“, i1 vient alors :
oP
+1 51
(6] Py ) 2 (] xtp—— - })
//gl//
et :
+1
(g};, pg ) > (gg, x - v )

x €V

et
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En sommant ces deux expressions :

p _ptl p _ptl ) P p P P

et donc :
1
O A AR Y/ Y/ T )

Soit, compte-tenu de (47) et de (52):

P ptl
g /ey
(//—5//: pg“) > /e /] + o -i p- +
g2
d'ou :
p
2 prly 3
pey e 7t 7
2
et :
P ptl
£2 P2 3 3
( : V> 5 T o= R s 2y (56)
A A A AL/

Remarquons'par ailleurs que (54) implique par Cauchy-Schwarz,

p+1 +1
P, +p§ > /e )/ +e > 0
et l'on a donc toujours au moins 1'une des deux propositions:

YN 2 1 e s W (57)

4

ou

ISz e 2 R | (58)

4 p
En particulier, si on a (52) par (55), il vient (58) ; on démontrerait

de mé&me que :

P ptl
2 P>

( )
/A

par (54) implique (57).

g

2y
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2éme point : Vp > P, ona

+ + +
dP, P < 2y raeP, WP) - a Pt PR (59)
V1 V2 1 2
En effet, on a :
/(P P2, P P p__ptl  p+tl ptl ptt p
/vy VZ// (Vl Voo VTV + vi V5 Vs VZ)

c'est-a-dire :

2 +1 +1 +1 +1
/,/ Vli)_ Vz// - (Vli- Vg, VI;) —VI; ):(VI;-VI;, VI;‘VF )+(VIID-V§, V;_) -VI; ) ’ (60)

ou encore, puisque, par les propriétés des projections on a :

p __ptl ptl ptl
(Vl ViV vy ) >0
et :
+1 +1 +1
(V'g - VIZ), VII) - VEZ) ) > 0

(60) nous donne

2 +1 +1,2 +1 +1
//v?-vg// —//VI; -vg // ;(vp—vz, VP VP )+ (vE-vE, VP -vB)

ou encore, puisque :

IV Bz R

. +1 +1 +1 +1
2/ LR B IR T 5 (P PP PR, BLR)

c'est-a-dire :

Vp—vp Vp-vp
I B B s e, R B L2 ey (6]
- PP 1 p p, 2 2
/PRy /NP2

Distinguons alors deux cas :

g} pb*!
() ( , )> v
A A
puisque pp2+1 est une direction de descente, (61) devient donc :

R /A A A A/ AP R/ e sV
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c'est-a-dire puisque . < 1/4 :
+1 2 +1 pt+l,,. 2 +1  ptl,,-
R RN e R /A SR/ /20 S S/
1~ 1 Sy 1772 1 2 2 1772 1 2

g}l) ' pp+1
(b) (——— _JT_
//glp// //p}l) //

On a alors (53) et (61) nous donne de mé&me :

+1 .2 - +1 +1 9
R A e W Y A A A (62)
Introduisons, a nouveau xp;l caractérisé par :
+1 +1 ‘ )
(xp2 - v, xg - V}I)) £0 sz = VFZ)’ WEZ) ; (63)
on a évidemment :
+1 +1 +1 :
PR g TR (64)
+1
or, puisque l'on a (58), x]; est donc la projection de VFI) sur la droite
N e
VI; + )\pllj ! ., A€ R, etonadonc (17)
g5 P8
2 +1,,2 g2 2 2
AR/ A/ AR/ 2 (2 ) -
1 2 1 2 p+l 2 1 2
/2ty

soit,
(2 2//VP- VP y®
IR Ry NP KBy L2 :
I 2 1 2 2 //VII) . vg//

d'ou, compt e -tenu de (64).
+1 +1 2
/A A A/ S /S /8 (65)

; +
Calculons alors //Vli- VII) Ia//, on a :

R R A S /YL /0 0

et donc avec (62) et (65), il vient :
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A A R o W/ AR A/ /S AR/

ve v

Soit puisque Y < 1/4,

O e R S A /A AR AR/ B
'Y

et le point est établi .

On démontrerait identiquement que :

p: ptl 2 p .p ptl  ptl
Vp > P, d(vz,v2 )\< 2[d(V1,V2)‘d(1 2 ) ] (66)
Y
3éme point - Convergence de {(vl, v};)}
On a donc :
¥ps P, V¥m > P, m>p
m 2
A, v < d(vII), vg) (67)

et {vp} est une suite de Cauchy convergant fortement sur V complet La

i
limite forte de {(VFI), vp)f est.a fortiori, limite faible, et est donc un

optimum.

De plus, dans le cas (b), on a par (65)

AR A RN Y/ Y/ B L R Ve i (68)

dans le cas (a),
p ptl
) P2

ey ety
CIV/N A /4

ptl

alors par (57) et en introduisant de méme X (49) caractérisé par :




—vp)S 0 AVV1 Eivp wp} , (69)

il viendrait :
P P2 p+l p+l,,2 P _p,2 ptl p,,2 2, P P ,/2
A A A N 0/ A S/
et donc :

1

A A/ AP N (IS W/ SR/ (70)

si, au contraire,
P Vp+I
g2 P2

( :
Wed o ety

\'/

2y

alors la remarque faite lors du premier point de la démonstration (57), (58),

nous montre que l'une au moins des deux propositions suivantes est vraie :

+ +
- ou XI; ! (63) est projection de VIIJ sur la droite VS + )\pIZJ 1, » eR
auquel cas on a (68),
+ +
- ou xfl’ L (69) est projection de VIZ) sur la droite VFI) + XpI; I, re R
auquel cas on a (70) .
Au total, on a donc toujours (68), (70),
p-P
P_ P 1 2 TR R
e sB PRy -t ARy
et donc, par (67), en posant :
N
v. = lim vP
i i
p - O
il vient en passant a la limite sur m :"
p-P
¥ > P 2~y _ 2 1 2 P P ) 71
pxp Al < B0l AT (71

ce qui prouve que la convergence est au moins linéaire.
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Iv.2.5 - Théoreme
Si en plus de l'hypothese Hl, on suppose
(H3) C1 - resp. C2 - uniformément convexe,

alors la suite {(VI;, VIZ) )J2 converge fortement vers un optimum

Démonstration

Il suffit de reprendre la démonstration du théoreme

I11. 4. 4.




(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(7)

(10)
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CHAPITRE II

METHODES DE PROJECTIONS PARALLELES EXTRAPOLEES
RELATIVES A UNE INTERSECTION DE CONVEXES

Les méthodes de décomposition, qui consistent a2 chercher

la solution d'un probléme d'optimisation posé dans un espace produit, et

sur un produit de convexes, a travers la résolution de sous-problémes ne

mettant en jeu qu'un seul de ces convexes, sont tres classiques - cf. par
6 s .
exemple (6) et la bibliographie correspondante -.
On appelle(13)(4) "écla tement de contraintes' le fait de

chercher la solution d'un probléme posé sur une intersection de convexes

a travers la résolution de sous-problémes ne faisant intervenir qu'un seul
de ces convexes.

Le propos de cechapitreest de montrer comment, a un pro-
bleme posé sur une intersection de convexes, on peut associer un probleme
équivalent faisant intervenir le produit des convexes initiaux. Aux métho-
des de décomposition de Vce nouveau probleme correspondront alors des mé-

thodes d'éclatement de contraintes pour le probleme initial (21),

La représentation d'une intersection de convexes dans un
espace produit est présentée et étudiée dans la premiere partie de ce cha-

pitre.

Cette représentation nous permet, dans une deuxiéme par-

(2)(8)

tie, d'étendre quelques résultats connus sur la méthode des barycen
tres puis d'élaborer dans une troisiéme partie, une méthode originale pour
la recherche d'un point appartenant a une intersection de convexes : la mé-

thode de projections paralleles extrapolée.




II- 2.

Dans les quatrieme et cinquiéme parties, deux variantes de
la méthode précédente sont présentées. La premitre, particularisant un
des convexes initiaux, a pour objet de tirer parti de certaines spécificités
pouvant intervenir dans la nature du probléeme. La deuxieme, qui consiste
a rajouter une phase de "prolongation" permet de définir une méthode con-

vergeant en un nombre fini de pas.

L'ensemble des méthodes présentées ici repose sur la possibilité
dteffectuer facilement des projections sur chacun des convexes initiaux. Le cas
ol ces projections sont malaisées a obtenir est étudié, par croisement d'algorithmes,
dans le chapitre suivant. De plus certains problémes de minimisation de fonc-
tionnelles sur une intersection de convexes seront étudiés, en utilisant le forma-

lisme présenté ici, dans les chapitres ultérieurs.
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INTERSECTION DE CONVEXES DANS

UN ESPACE DE HILBERT

Soient :

v un espace de Hilbert, réel, identifié a son dual, de produit scalaire
(.,.), de norme //.//

Ci < V,r1 i=1, ..., n, des sous-ensembles convexes fermés de V

s = 0 ¢

Voo V  doté de la topologie produit par le produit scalaire
1=

1 n
«,.) = Z (.,.) ; la norme étant notée ///.///

i=1

n
B - I c

i=1 *

Les propositions suivantes sont équivalentes :

n
v es = 0O c.
1=]

1
YGC:I’ yECZ,..., yECn
-y, ¥, ..., ¥) € CIXCZX...an

Yy = (v, 5, ..., v) €G L.
Ceci nous amene 2 introduire la définition :

I.1 - Définition

On appelle convexe diagonal o@ le sous-espace vectoriel

de 7\9 défini par :

D - S'\(.X,X,...,X')evv; X EV&

I.2 - Notations

Il est clair que 8 est isomorphe & V par la bijection
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it VL@ 5 o x €V oo jx) = (& x,...,x.)éo@CLE
Cette bijection n'étant pas une isornétrie, nous n'identifierons pas V et
et nous noterons l'image par j d'un élément de V par la lettre ronde

correspondante ; nous noterons :

x = j(x)
b= i)
A= (u)
On a donc la proposition :
I.3 - Proposition

Ltimage par application j de l'intersection des n
convexes Ci est l'intersection du convexe produit © et du convexe

diagonal D -
it,nc) =Bnd

Donnons quelques propriétés géométriques de cette repré-

sentation :

1.4 - Proposition

i) La projection d'un point, ’e =(b,b,...,b) €T sur le
convexe produit ('@ » a pour composantes les projections de b sur cha-

cun des convexes C. :
i

Proj b = (Proj. b, Proj_. b, ..... , Proj_. b)
C C C
1 2
ii) La projection d'un point v = (VI, Vo
convexe diagonal QO est l'image par j du barycentre des n points

. V) sur le
n
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Démonstration

i) Les propositions suivantes sont équivalentes :

- v = Proj ‘@

28
ve B
‘§/// v - /@///2 = min [ ///u - /@///2; u € %7

N

€ € €

! Cl, V2 CZ, R Vn Cn
e 2 < 2

Z//Vi—b// = min | .Z//ui—b// ;uIECI, uZQCZ, ...,unecn]

1=1 i=1

2 . 2 - .
- vieCi;//Vi—b// :mlnr//ui—b// ;uigcij i=1, ...,n
- viZPro_]C_b ; 1=1, ..., n
i

ii) Considérons la fonctionnelle A: V _, R définie par :

N AT Vs
i=1

Il est clair que les deux propositions suivantes sont équi-

valentes :
./F = = 1 \'2 v’ v
(o (b,b,...,Db) PI‘O_]$ ( Ve n)
b€V, a(b) = min [2(y); ye V]

La fonctionnelle , (.) étant convexe et différentiable,

b est donc caractérisé par :

Grad s2(b) = 0
c'est-a-dire :
n
~2 2 (V.-b) = 0
i=1 i
et donc
1 n
b = — V.
n - 1
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I.5 - Proposition
On suppose donné Do C V , un nt+l-iéme sous-ensemble
convexe fermé,et on note o@o = j(DO) son image dans 08 . Les deux

propositions suivantes sont équivalentes :

i) v, = (y,y,...,y)= Proj_ (v, v, ..., v )

"}/ ‘. 020 1 2 n

{i
.. . 1
= i Vv
i) y=Proj, (o £ Y
o
Démonstration

La projection W de v=(V s Vn) est caracté-

risée par :

(2-Y, Y-v)yo v x € &,

ceci est équivalent a :

n
Z(x-y,y-\')>0 ¥x ¢ D
i=1 ©
I n
(X—Y’Y_K,ZVJ?O x GDO
i=1 n
L)
_ - v
y = Proj , (= & i
o
I.6 - Barycentre avec poids
On suppose donnés, i =1, ..., n, des nombres ai stric-

tement positifs et 1'on définit, sur V, n nouveaux produits scalaires par:
2
(w, v), = al(w v) ; Yu€ev, Tvev

dont les normes associées seront notées //.//.. On notera V, l'espace
i i

V doté du produit scalaire (., . )i et on définit ici 1% par :

U= n v, avec (..) = 2. (..)
i i=1

les autres notations demeurant inchangées. On a alors la proposition :
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‘g:(b, b, ...b) €D sur le

i) La projection d'un point

convexe produit € a pour composantes les projections de b sur chacun
des convexes Ci au sens de la norme initiale de V - et donc également

de l'une quelconque des normes ////l

= (Pro_]C b, ..., PrOJCnb)

Proj
¢ 1

La projection d'un point y V ) sur le con-

ii) v = (VI, Vo
du barycentre des n points Ve Vg

vexe diagonal D est I'image par J
n

pondéré avec les coefficients a. / S:[ a .,
1

n OLi

PrOJo8 vo= Z Y
i=1 Z 2
a,
i=1 1

La démonstration du point i se déduit immédiatement de

I.4.i. Pour celle du point ii) on définit mainte-

celle de la proposition

nant :
n

2 2
LY slly = Lal /vi-w)P

i=1

dont le minimum est caractérisé par :

I. 6.2 - Remargue

L'extension aux barycentres avec poids de tous les résultats
Nous évite-

présentés ici pour les barycentres équipondérés est immédiate

rons cependant l'introduction de pondérations afin de ne pas alourdir les no-

tations.
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iL. RECHERCHE D'UN POINT APPARTENANT A UNE

INTERSECTION DE CONVEXES

METHODE DU BARYCENTRE

Rappelons tout d'abord les propriétés de la méthode des
projections successives pour les problémes relatifs & la distance ou a l'in-

(9)( 20)

tersection de deux convexes .

II.1 - CAS PARTICULIER. DISTANCE OU INTERSECTION DE DEUX

CONVEXES
Soient :
V un espace de Hilbert réel de produit scalaire et de norme notés (.,. ),
et //.//. La distance associée sera notée d(.,.)

Ci CV, i=1, 2, des sous-ensembles convexes fermés,

V x V doté de la topologie produit

et le probleme :

" n n . - -~ — _ 2
(Q) Trouver (vl, v2) € C1 xC‘2 tel que : //v1 vz//z—mln ‘[//vl VZ// ;
o

(vl, VZ) ECIXC2 ]

II.1.1 - Hypothese

Par définition de la distance inter-convexe, l'ensemble des

solutions de (Q) est un convexe fermé défini par :

A Fal AN
DO = {(VI’VZ) € CIXC2 ; d(VI’VZ) = d(Cl, CZ) E

nous ferons l'hypothe¢se que cet ensemble est non vide :

1 ; € - "
(Ho) Il existe (ul,uz) C,xC, tel que d(ul, uz) d(CI, CZ)




(i)

(ii)
(iii)
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Cette hypothése est, en particulier, vérifide si :

C,NC, 79

€

V est de dimension finie et les cdnes asymptotes

C.,
i

(ou C,) est borné

2

(11) C. de

1<

i=1, 2, sonttels que :

II.1. 2 - Caractérisation de la solution
(15) L : . :
Dans » 1'équivalence des trois propositions suivantes
est démontrée ;
(uI,uZ) Ecl XCZ H d(?l’uz) = d(cl ’ CZ)
E M = =
(uI,uZ) CIXCZ’ d(uI,uZ) d(uI’CZ) d(Cl,uZ)
u, = ProjC u,
1

u, = Pro_]cz u,

II.1. 3 - Méthode des projections successives

p) . va+1

+
5) 2 P 1)

Partant de v; € V, le passage de (VI;, v T S

s'effectue de la facon suivante :

(1)

(2)

+
On définit V}; 1 par
pt+i
vy € C1

[P VBl = min B e T,

c'est-a-dire :

+
VpI

1

ptl
V2

+1
ot

2

P

= Pro_]C v2

1
est, de méme,défini par :

Vp+I

CZI

= Proj

On a les propriétés suivantes :
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9)

1I.1.4 - Théoréme

P
2

nies par la méthode des projections successives convergent faiblement vers

Si C1 N C2 # @, alors les deux suites{vllj}et {v ;défi—

uECI(\CZ et :

lim P__P,y _
pow V1V 20

Si, de plus, l'une quelconque des conditions suivantes est

vérifiée :
o o
@ ¢ Nc, # ¢ (ou c.NcC, # ¢
1 2 1 2
(b) C1 (ou CZ) est uniformément convexe
(c) V est de dimension finie

alors les convergences ont lieu au sens de la topologie forte de V. De plus,

dans le cas (a), la vitesse de convergence est au moins linéaire.

II.1.5 - Théoréme(g)

Si l'hypothese (Ho) est vérifiée alors la suite {(VI; , vg)}

définie par la méthode des projections successives converge faiblement vers

(ul,uz) € F et:
lim P P _
pow /¥y =Vl = AC CY)

Si, de plus, l'une quelconque des conditions suvantes est -

vérifiée :
(b) Cl( ou CZ) est uniformément convexe
(c) V est de dimension finie

alors la convergence a lieu au sens de la topologie forte de V x V.
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II.2 - INTERSECTION DE n CONVEXES. POSITION DU PROBLEME

Soient

VvV un espace de Hilbert, identifié & son dual, de produit scalaire et de
norme notés (,.,) et //.// ; la distance associée étant notée d(.,.)
Ci C VvV, i=1, ...,n des sous-ensembles convexes fermés

n
T = T_\'I V  doté de la topologie produit par le produit scalaire (.,.)) =

[

ce d(.,.).

1]

‘%
D

i

T, ©
%/&:(b,b,...,b) ; b EV}

et le probleme :

~

(T) "Trouver (v, b) € 82D  tel que Jfv-B///% = min (///v-B//%
(V,‘@) €@ »D

II.2.1 - Caractérisation de la solution

De II.1.2 et I.4., on déduit immédiatement qu'un couple

~

A
solution (v, /@ ) est caractér isé par :

>

’\_ A ~ A)_P .
v—(vl, Voronees V)= ro_],_g

A
~A N fa) A
’e’= (b,b,...,b) = Proj v
2

ou encore en exprimant cette caractérisation dans l'espace V !
n

v,

i

/N

b

A
= Proj b, i=1, ..., n
nci

1
= = . V.
n 1= i

Dans le cas ou

)s:ﬁ c. # ¢,

n
El(. ,.), lanorme associée étant notée ///./// etla distan-
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}
le minimum de ///v - 6/// sur “6 x &)  étant nul, cette caractérisation

est équivalente a :

~

- b= (b,

et le probleme (T) est équivalent au probléeme :
A n
(R) "Trouver b € iOI c. " .

1

II. 2. 2 - Hypothese

Nous supposerons désormais que le probleme (T) possede

une solution :
(H) "I existe (v,6) €END telque a(v, &) =a( €. D )

cette hypotheése s'exurimedans l'espace V par :

(Ho) "l existe v, € Ci’ i=1, ..., n et be V telsque:
vi = PrOJC.b’ i=1, , n
1 &t
—_ —_— 1]
® T on i; i '

II. 2. 3 - Proposition
L'hypothese (HO) est, en particulier, vérifiée si :
n
- N c
) s- N c # 4

(B) Il existe un i' € r1,n] tel que Ci' soit borné

(C} V estde dimension finie et les cones asymptotes Cimdc C,i=1,...,n
i

sont tels que :

i‘l Cio * {.O} '

Démonstration

Le cas (A) est trivial. Démontrons (B). Considérons une

suite a >, »@p)} minimisante pour ///v- ‘6///2 sur $x2 . Ona:
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n
2 2
I BRI = QIR PRk R R,
i=1 _
' i#i! /
et les suites %bp} et gvf} , i=1, ..., n restent bornées dans V. La sui-

te {(vp, /@—p)} est donc bornée dans U’X 1V et possede sur € » B
convexe fermé, un point d'adhérence faible qui est, par faible s.c.i. de la

norme, un couple solution.

Démontrons (C). 1l suffit de démontrer que 1'hypothese

(C) implique :
€n D, - {o} ,

ou encore, puisque n@ est un sous-espace vectoriel

(11)

%m n % = {O}
Supposons donc qu'il existe un /@- 6@ N g ; ‘g # 0. Quel que soit
v € (6 , ona:
v+ ,@ A Vy 20

v.+ib € C, VA 20
1 1

d'ou :
b € Ci& i=1, ..., n

le résultat suit.

Ir.3 - METHODE DU BARYCENTRE

Appliquons alors au probleme (T) la méthode des projec-
tions successives du paragraphe II. 1. Si nous explicitons l'algorithme dans

V, il vient :

Algorith:ne

< +
Partant de b € V quelconque, le passage de P a bP !

s'effectue de la fagon suivante :




I. On définitpour i=1, ..., n

pt+l
v,
i

= 'Projc bP
1

+
2.  Puis on calcule bY 1 par :
n

bp+1 _ 1 E Vp+I

n i=1 i

On a donc successivement une phase 1 de résolution en
paraliele des problemes locaux, puis une phase 2 de coordination. On re-

(2)

connalt dans cet algorithme, la méthode du barycentre

II.4 - CONVERGENCE DE CET ALGORITHME

La traduction sur (T) des propriétés établies au paragraphe

I11 nous donne donc :

II.4.1 - Théoreme
n

Si S = 101 C. # @, alorsles n+ 1 suites %\vll)f,
= 1 -

%g .} c. %'VE } et %\bp définies par la méthode du barycentre convergent

faiblement vers un élément u € S, et :
Lim P P/
N/ AT/
Si, de plus, l'une quelconque des conditions suivantes est
vérifiée :
n
@ s = N Ci est d'intérieur non vide
i=1
(b) tous les convexes Ci sont uniformément convexes

(¢} V est de dimension finie.

alors les convergences ont lieu au sens de la topologie forte de V. De

plus, dans le cas (a), la convergence est au moins linéaire.

I11.4.2 - Théoréme
Si 1'hypothese (Ho) est vérifiée, alors la suite {(vp, 2 P)j
définie par la méthode du barycentre converge faiblement vers un couple

~ P
(v,'@) solution de (T) et:
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lim A g ; S >
SO VRN VAR CN S LI
VZECZ,...,VnECn]"-

Si de plus, l'une quelconque des conditions suivantes est

vérifiée :

(b) tousles C, i=1, ... s n  sont uniformément convexes
i

(c) V est de dimension finie

alors la convergence a lieu au sens de la topologie forte de Z}X v .

Ces deux théorémes résultent trés simplement des théore-
mes du paragraphe II. 1 a l'exception du résultat concernant les conditions
(b) car le produit de convexes uniformément convexes n'est pas uniformé-
ment convexe. Remarquons d'ailleurs que le résultat de convergence faible
du théoréme II 4.1 était établi dans (2) Démontrons maintenant que les

conditions (b) entrainent la convergence forte.

Nous allons distinguer deux cas : -

n

II.4.2.1 - lercas: S = N ciﬁo
______ =

Alors d'aprés la premigre partie du théoreme I 4. 1 et la
caractérisation II.2.1, on a :
11 . . :
pim//v?—v?//:O i=1, ..., n; j=1, ..., n.

9)

Si au moins n-1 des Ci sont uniformément convexes on sait - cf. lemme

5b - que ceci implique :

YRavP, s) =0 i=1, ..., n .
pTe i a

On déduit de ces deux propositions que :

;ijz i, endy = o

La projection réduisant les distances, les ensembles :

= TOj v vP
By B e o Gon )
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en notant 03 (x, P ) la boule fermée de centre x et de rayon p,sont
q

convexes, fermés, non vides - car Sq contient au moins l_;'élément v - et,
de plus, S i1 C. S . Mais une telle suite d'ensembles possede nécessai-
rement sur 19 , complet, une intersection non vide. Soit donc v e N Sq ;
1
il est clair que v € f”ﬁ et que : 4=
1
o AP v = 0
p—KD
I1.4.2.2 - 2tmecas : S = ﬂ c, = g
Soit (\lf\, fer € \6 A E la limite faible (théoreme (II. 4. 2)
%(v , ,@P% Pour tous lesi,:i=1, ..., n tels que:
N Y ~
v, M’i = b, (1)

et, par hypothese il en existe au moins un, on a :

”n ”~ ~
v, = Pro_]C' b # b.
i

N
v. appartient donc a la frontidre de Ci ensemble uniformément convexe et

11 ~
donc( ) : vli converge fortement vers v..
i

Soit I l'ensemble des indices i, i €[ 1,n]} vérifiant (1). On notera

J=T71, n]l -1 et c=Card(I). Ona donc :

o>
{1
™
<2
+
|
1
|
M
<>
+

21 27 .
Jv. jb_

0 |~
— M
<Y

D'autre part :
2 2
AP B = Ty AR/ SN
en passant a la limite, il vient :

lim dz((vp,,(,p)) > lim inf Z // vi bp// + lim inf Z // v bp//‘2

p—® p=° I p-®

2
lim (P BT > T - b// + lim inf Z//\P - bP/°
P— ®© i e I P -
Mais puisque d'apres la premigre partie du théoreme II. 4. 2, on a :
n
1i d p p A Rl A 2
lim a%(P, 6P = Ty R A/ A N/
I

il vient :

lim inf 2 // VP - bP /% -
J

p—®
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Il existe donc une sous-suite {(vr, ’er)} de {(vp,/ﬁp)} telle que :

lim /v, ~b /) =0 vi€J
.Or:
n
br:%ZV.r= lZv.r+lzbr+lz(v.r-b)
i=1 1 no i n J n oy 1
soit :
b gLty I8
I ¢ Tt
J
ou encore
~ r 1 ~ 1 T 1 r r
b—b—CZvi-CZvi-CZ(vi—b)
I I J

et donc :

oo« c TN T v
I J

i
Par passage a la limite, il vient donc :

im /b-b" /= 0

A
. r . ‘ P
La sous-suite {b } converge donc fortement vers b. La projection rédui-

. . f .
sant les distances, c'est donc toute la suite -.L'(vp, ivp)} qui converge fortement
Ea

vers (C/, A ).

II.5 - APPLICATIONS : SYSTEMES D'EQUATIONS LINEAIRES INCOMPATIBLES (15)
Considérons dans RI le probleme-linéaire :

(T') "Trouver u ¢ RY tel que Au = d"

avee

A matrice (n, q) donnée

d donné, d ¢ IRq . -
On définit, 1 = 1, ..., n, et en notant Ai- la ilcnw ligne de A

C. = {vequ; A..v = dik
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a) Sin=gq et A non singuliére, (T') posseéde alors une solution unique

et la méthode du barycentre n'est autre que le procédé de Cimmino(g).

b) Sin # qet si (T') posséde au moins une solution alors notre démons-

tration prouve que la méthode des barycentres converge vers une solution par-

ticuliere de (T').

c) Si (T') ne possede pas de solution, supposons la matrice normalisée en

ligne, - 1.e. //Ai//2 = 1. Alorsona:

Sous les hypotheses duc),la méthode des barycentres converge

vers la solution du systéme 'aux moindres carrés' définie par :
< 2
F(u) = min [ 22 (A, u - d)"; ueR]
i=1

Démonstration

_____________ n
ler point : Le probleme (T) relatif a G - i C,1 posséde une solution.
i=1
si6_N® o] le récultat découle du  théoreme IL 4.2
@ [=2]

Supposons donc Ce 0 D 7 &0} & est un sous-espace vectoriel donc
o] @©

a@ et se confond avec o . On a donc :

@©

A c ‘6@ ﬂ@w &

Soit alors x € V, définissons :

— H.b: {ng; (b, v ) = (b,x)}
v

n
- N g ;
- v= 4 H., ¥vbe N C
i=1
et :
N A
~c. =c. N0 v.
i 1
A : . , oA
V est un sous-espace affine, non vide, il contient x. Les C ,1=1,...,n,

1
sont des convexes fermés, non vides § ils contiennent ProjC x ,puisque les

1
C. sont des hyperplans. De plus
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- n A~
Le probleme (T) relatif a € - 1 Ci posseéde donc une solution. Celle-ci
i=1
est caractérisée par :
~ ~
= Proj b
v, ro_)ci
~ l ~
b = 0 Z v,

N ~ ~
V étant un sous-espace affine, b ¢ V.

Définissons alors :

~ A
= i b, = ’ ’
vy Proj C 1=1 n
i
~
Va ¢ C. , v. +ta €C. .
1, 1 1
Compte-tenu de la définition de C., ceci entraine :
i
A
(a,V,=b) = 0,

v

- A
c'est a dire v, € Ha’ d'ou 3’1 € V. On a donc :

~ A A
1 1 1
d'ou :
~ A
V. = V.,
1 1

¥ . : .
et le couple (v, est solution du probléme (T) relatif a .

2éme point - La suite i(bp) } converge vers une solution du systéme ''aux
moindres carrés',

Le probleme (T) relatif a % possédant une solution, la
suite définie par l'algorithme I.3 converge - théoréme I1.4.2 - dans Ux U

vers un couple (C,?) € 6 xD solution de (T). On a donc :

Z //\,;l—g//z min [Z//vi-b//2 ; v.€C. ; beVv ]
i=1 i=1 ! '

= (Aisb-di)z

SN

b e Vv ]

min [

. - N . .
c'est-a-dire, compte-tenu de l'hypothese faite, la solution du systéme "aux
. - 1 ~ X . , .
moindres carrés'. Dans le cas ol A n'est pas normalisée en ligne, la conver-

gence a lieuversla solutionapprochée du systéme au sens de la distance sur R
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111 METHODE DE PROJECTIONS

PARALLELES EXTRAPOLEE

Les méthodes de projection possedent l'inconvénient,
bien connu, de converger trés lentement des que les angles des hyperplans
d'appui qui interviennent deviennent faibles. Dans le cas des projections
successives sur deux convexes, et pour chercher un point appartenant aleur

9)

intersection supposée non vide, 1'idée est alors d'extrapoler a partir de
deux projections successives sur un mé&me convexe, et jusqu'a un hyperplan
d'appui a l'autre convexe. C'est cette idée que nous appliquons ici a la mé-
thode des projections paralleles en utlisant le formalisme précédent.

Nous conservons ici toutes les notations du paragraphe

II et faisons desormais 1'hypothese
n
(H) s =N c 7 ¢

équivalente, dans 1V , &

) L@ﬂ@;{yf

(H,

III. 1 - EXTRAPOLATION

P +
Soient /@ €9 ) vP ! la projection de /@p sur &6

] + + . .
et 45 P 1 la projection de vP ! sur & - cf. fig. 1, page I1.22 - Si

/ pt+
«@» prl | /@'p, il résulte de la caractérisation II.2.1 et de l'hypothese
15

n
(H,) que » €s = N cC..
1 =1 1

!
Si /@ ptl £ /@p, on définit alors l'extrapolé @p-#l

'p+
comme étant l'intersection de la direction &p 1__@Pavec lthyperplan d'ap-

. ptl
ui en v au convexe .
P

I

On a donc - cf, fig. 2, page 11.22

RE//P Sk S/ G /it A}
S/ SR A7/ R/TN 4 AN A
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d'ou :

pti pp LPTLAR A pieel po
A4 P gRy)R Al

" c'estsa-dire :

AR A TS
et gp, AL fPHl_gey (1)
W/ S A

Cecl s'exprime, dans l'espace V, par :

bp 3, /P eR
+

+1 +
o7 pti 7 TP ()
n //b" - bP//
Lemme
Etant donné un triplet (,ép, vp+1, /@/p-l—l) € KU3
avec .
4P e

\
A L Proj[g&p
+1 . ptl
. ’gp = Pro_]o@ v ;
si /@«/ p+l _ ,@P, il résulte de l'hypothese (HI) que '@pe \Q O 0%
!
o A prl # LP on détinit -

+1 LPTEBP A e
B gy T 4

et l'on a :

, p+l ’p+l 2 ,
@ AP gty //////é’p+1_€(;r>////2// G bP)

(). vx€GnD ; (LP- 4P LPH a5 o0

Gi)  vx € G0 o Py s P xS Py
= 4P Sy
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FIGURE 1 - Représentation de l'extrapolation dans lf
. . +1
(on a supprimé les indices : 4 = P v = S s b= é'p+1 s 8 =8

FIGURE 2 - Détermination de l'extrapolé
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Démonstration

+1
Supposons donc /Ep défini par :

+1 P WA ptl
A A ey T

. 'p+l . . +1 .
Puisque Lp est la projection de vP sur oD , sous-espace vectoriel, on

SRR <y 4P P 2 g RTL L2 (3)

et donc :

/R S/
VA R

J
S P . . p.ptl . -
l'inégalité étant stricte sauf si /6 P cst solution, et (i) !

L ST/ AL LY/ L 0¥
AT W e

Remarquons ensuite que l'on a :

/7
«ap+l ) vp+l’l'p_vp+l» _ ((£p+l_gp+l+£p+l ) Vp+l’£'?_£ p+1 erﬂ ) vp+l»
par définition de ,@’p+l, ceci devient :

A LSS R AR Lo LAY T VN R e

et donc, compte tenu de (4) :

(LPTE P g Py g (5)

Soit alors ,{_E'G)(og , on a :

AP % s a et AP P R 6
. 2((‘6|p+l_/@p+l'/@p+l o » ; ( )

or le produit scalaire ¢st non-ndgatif, en c¢ffet, compte-tenu de (4), it devient

! .
(o0 (BP- 4P L gP oy = (oo UP- PTL LR ) 4 0
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d'ou,en utilisant (5):
(p-D( &P AP APy P TP we )

Cei s ptl
et par définition de v :

'p+1 +1 :
(AP- LR BP0y 2 o (8)
ce qui démontre le point (ii).

De (6) et (8), on déduit :

2 R/ LAY R A BN LW 9)

et enfin, compte-tenu des proprictés des projections fiii)

IS -2 /1) 2 1P =) 2 1Pt g 8Py (10)

L'algorithme,exprimé dans V, cost alors e suivant

HI.2 - ALGORITHME DE PROJIECTIONS PARALLELES EXTRAPOLFL,

o P . ptl
Partant de b ¢ v quuivongue, le passage de bY a4 b

s'effectue de la tacon suivante
I. On définit pour i b, n

ptl . P
. - P b
v roj

1

2. On calcule :
ptl l \PH
bl - —
n Z i
P ptl
3. On définit alors b par
t1 2
2 //Vlp Py
+ ' i
pPHL . py 2 b P LR

) ptli, 2
n//bt b S/
On a4 donc successivement ici tro;s phases {voir tig. 1, p il.20)
- une phase | de résolution on parallele does proniemes locaux
une phase 2 de coordination
unc phase 3 d'extrapolation pour oxplotter au maximum o conndissance si-

multance des solutions des n problemes locaux
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L'extrapolation obtenue étant d'autant plus efficace que bP

est '"bien centré'., Il semble qu'il puisse y avoir parfois intérét a alterner des

+ +
phases de ''recentrage' : b . b . b'erl

pt+l

étant défini par ; et les phases

d'extrapolation : b défini. par (2).
Cela n'a pas été confirmé par les quelques essais numériques
que nous avons effectués, en particulier dans le cas linéaire.

La différence de rapidité de convergence, de l'ordre de 25 a 1

en nombre d'itérations a l'avantage de la méthode extrapolée est telle que l'uti-
ptl _ b,p+l

lisation de phase de '"recentrage' b ne fait que retarder les conver-

gences.

1.3 - CONVERGENCE DE L'ALGORITHME

On a le résultat suivant :

Si S = N Ci # # et sil'une quelconque des hypotheéses sui-

. - 1
vantes est satisfaite :
o

1. 3j€ l,n] tel que C. (\(ﬂ Ci);lﬁ
! i]

2. Tous les Ci’ sauf éventuellement un, sont uniformément convexcs

3. V est de dimension finic,

alors la suite {bp} définie par l'algorithme de projection paralleéle extrapolé

ITI, 2 converge fortement vers b € ﬂ C..
i i

Ce théoreme est encore valable si la phase 3 n'est exécutée

p

que pour certaines valeurs de p, b étant défini pour les autres valeurs

par b'p.
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Démonstration

ler point : 1lim ///vPT1 -,@P“/// =0

--------- p—-ow

Du lemme III. 1 (ii), il résulte que :
IR - % 2 B e AP P 2 vxe @O B
La suite {///@p-x///} décroissante - IIL 1 (iii) - est donc convergente et :
NN/A A /A IR /. SR A/}

En wutilisant l'expression IIL 1(i) de @p+l, et puisque /A/e’p*l-l_ﬁp///

reste bornée, il vient :

R/ /A /R A A2

2&me point : lim d(bP, §) =0
p~®
On a donc, puisque vE.:E Ci' i=1, ..., n
lim d(b",C) = o, i=1, ....n ; (11)
p~e® '
et nous pouvons utiliser le lemme (5) de(g) qui démontre que,sous les condi-

tions I, 2 ou 3,(11) est équivalent a :

lim d®P, s) =0 -

p—‘OJ

3em

€ point : Convergence de {bp}

Compte-tenu de  IIL. 1 (iii), les ensembles de la suite isq} :

q :
S =  BrpProj. bP, 4?51 ],
q | : S
p=0
sont convexes, fermés, non vides et tels que S o C S . Soit donc
q q

N

be (O S, il estclair que ,t\) €S ctque :
5 4
q
A
lim d", B) = 0
P

—




11 - 27.

I1I. 4 - APPLICATIONS

III. 4.1 - Résolution de systéme linéaires

Prenons V =R} et considérons le probleme :

(T') "Trouver u € R tel que Au = d"

avec :

- A matrice (n,q) donnée, on supposera qu'aucunc de ses lignes n'est nulle
~ b € R? donné

Nous supposerons que le probleme (T') posséde au moins unc solution et nous

noterons S C ]Rq l'ensemble de¢ ces solutions

Les vecteurs itérés successifs étant notés b , on introduit :-

r = Ab -d
p P
1

/1)
D =
0 . 1

/A //°

L'algorithme est alors le suivant :

Tl.4.1.1 - Algorithme

Partant de b0 € IRq, or définit :

le barycentre :

1
' =b -—.¢t, . D.
b p+l p n 1& rp
la solution extrapolée
tr . D . r
_ p P
b =b - .ty . DL
2 A
PP yapir /) P
P
b Tl pouvant tre défini, au choix, sclon les valeurs de p, p=1.2,3......
P
) b
i) bp+l ptl
11 - t
11) bpi—l b p+l

. . +1
{en notc ici b" 41 €€ qui était noté précédemment bP ) .
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Le choix de la direction est évidemment celui de Cimmino. En ce qui concerne

le choix de bi)' sur cette direction,on a :

+1

III.4. 1. 2 - Proposition

L'algorithme III. 4.1.1 avec la définition ii) est un algorithme

de projection sur un hyperplan contenant l'ensemble S des solutions de (T').

Démonstration

Reprcnons 1'égalité (7), pour tout x € S, on a :

(p-1) @P - &PTL LRy o (o) (AP - PTL P Ly

Or: C., 1=1, ..., n sont des sous-espaces affines. c@ est donc un sous-
1

. P +1
espace aifiné et, par définition de v

(P - WPTLPFL oy 0

d'ol :

+1 + +1 +1
oA =y PP pPT g o s WP L pPT WP vxes

—- p=1, par définition de ~ on a :

(é;p-i-l :€'p+l - Pl

=(v,y,....y) 5 ye s
et :

(x -y, y-b") = 0, Vx€s

III1.4.1. 3 - Proposition

Si le systeme (T') posséde au moins une sclution, la suite défi-

nic par l'algorithme IIL.3. 1. 1. converge vers une solution particuliere.

IIL. . 1.4 - Remarque

Dans le cas ou la matrice A c¢st carrée, non singuliére et
normée e¢n ligne - i.ec. //Ai' //2 =1, i=1, ..., n, l'algorithme ii) se
confond avec l'algorithme classique de décomposition de la norme ¢'2 (8)
Dans le cas ou A, carrée non singulicre, n'est pas normée en ligne, l'algorithme
peut ézalement s'interpréter comme un algorithme de décomposition d'une norme pour

t (8)
la normc (.P(x) = "%X.D.x - .
La convergence cst de plus, assurée, m@me si A est singuliCre, sous
réserve que (T') posscede dessolutions.
Remarquons également que ltalgorithme, sous la forme III.2,permet de

traiter des svstémes linéaires & grandes matrices crecuses sans 8tre obligé de stocker

cette matrice.
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(c 1)
+
vP !
= 1
/
bP pP !
\\ } %
\
~ TTT— +1
< p
ptl . b
V2 .
\\‘\
pt+l
(c)) v3
- FIGURE 3 - Représentation de l'extrapolation dans V (cas général)

FIGURE 4 - Représentation de l'extrapolation dans V (cas particulier)
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II1.4. 1.5 - Rern&quue

La prop051t10n III . 1.2 donne une 1nterpretat10n géométrique simple, dans

V, de l'extrapolation. Notons H(a, b) = év €V, (v-b,b-a) 2 0} et H'(a, b) sa

frontiere. S'il t ﬂ P p
existe x € H'(b", v ) alors l'hyperplan H! (bp pP* I) est

d'appui, en X, au convexe : ﬂ pr,\}?+l_ cf. fig. 4 11.29)
i=1 i CoE e P

Dans le cas ou un tel x n'existe pas, H'(bp, bp+l) est seulement

"assez proche' de l'intersection des I—I(bp, x}?+l
i
dl

) car la recherche d'un hyperplan

appui ne serai ' & i inéai
pp rait autre qu'un probléeme de programmation linéaire. (cf. fig. 3, p. I1.29)

IT1.4. 2 - Systéeme d'inéquations linéaires

Considérons dans V = R? le probléeme :

(T") "Trouver u€ RY tel que Au £ g¢

En conservant hypotheéses et notations du III. 4.1 et en introduisant :

+

r € RY +
P (rp)i = max [ 0, (I'p)i] pour i = 1, ..., 1,
les itérés b'p+1 et b"p+l sont respectivement définis par :
| +
b' =b --
b+l b n tA. D. r b (12)
tr‘; . D. r;
b" =b - t D. r'.
ptl , +,2 A T : (13)
P Jfta. D/ P
P
Si bp+1 cst alors défini soit par (12), soit par (13), on a, a riouveau,la propo-

sition III. 4. 1. 3.
Cecla peut &tre intéressant,par exemple, pourrésoudre des pro-

grammes linéaires de grande taille, mis, par dualité, sous la forme (T") (an.

III.5 - REMARQUE

L'algorithme IV.1 -correspond a une extrapolation de deux pro-
jections successives sur o@ ; cctfc extrapolation pourrait également etrc effec-
tuéc a partir de deux projections successives sur % . Toutes les propriétés
de convergence sont conservées pour cette variante : siles deux algorithmes se
confondent dans le cas linéaire, il n'en cst plus de m@&me dans le cas non-liné-
aire ou le¢ deuxieme s'avere légérement moins commode a mettre en oeuvre

(I'extrapolation n'apparticent ni a € nia D ct doit donc &tre projetéesur

D ).
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Iv. PARTICULARISATION D'UN CONVEXE

Dans bien des cas pratiques, un des convexes définissant 1l'in-
tersection considérée a des caractéristiques spécifiques par rapport aux au-
tres convexes mis en jeu. C'est le cas, par exemple, quand :

- une des contraintes est constituée par l'appartenance a un sous-espace af-
fine (resp. un sous-espace vectoriel)

- l'intersection est définie par n inégalités auxquelles s'ajoutent une (ou
plusieurs) égalité’

(14)

- des problemes de '""niveaux'' interviennent
et enfin, et surtout :

- un ensemble de contraintes de non-négativités interviennent

Nous présentons, ici, une variante de l'algorithme du para-
graphe III destinée a exploiter cette spécificité et qui consiste a "immerger"

le convexe spécifique dans 09 .

IVv.1 - NOTATIONS
Nous conservons ici toutes les notations des paragraphes II
ie g
et III, et nous supposons donné un n +1 e onvexe D C. V. Considé-

rons alors le probleme

n

{P') "Trouver v € D [N ( iﬂ Ci) v
0 =

I

Nous noterons Qo l'image de Do dan508 par l'applica-

tion j (cf. I) :
090= i) = {«@e.@ :bEDO};
et nous introduisons le probleme

(P) “"Trouver (C, /‘-) € (ch% tel que ///f——g///zzmin [///v—g///z,
v € e; 'gg 9,, ™

Il est clair que si (P') posséde une (ou des) solution, les

deux problemes (P) et (P') sont équivalents.
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IVv.2 - CARACTERISATION DES SOLUTIONS DE (P)

[a
el
D'apres la caractérisation II. 1.2, un couple (v, «@ ) solu-

tion de (P) est caractérisé par :

A -

v = Proj /g'

2 ¢ .

’@': Proj v
2o

et ceci est équivalent, proposition 1.5, a:
" ~
v. = Proj b i=1, ..., n
i JCi

~ 1 n ~
b = Pro_]D ; Z V.
o 1=1

L'algorithme est alors le suivant :

iv.3 - ALGORITHME

p- p

Partant de u’ € V, le passage de u a u s'effectue
de la fagon suivante :
1. On calcule 1i=1, ..., n
Vp = Proj up—l -
i Ic.
i
2. On calcule ensuite
p 1 = p
1 — —_—
b " n Z vi
1=1
n
-1,,2
LBt
P o= P + 2 (b'P - WP ) (1)
n//o'® - WP
3. On définit
. P . P
(1) u Pro_]D b
o
.. p . P
X2 - b"
(ii) u PI‘OJD
o
4. up ¢st alors défini sclon les valeurs de p, p=1, 2, 3,...

soit par (1) soit par (ii).
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IV.4 - CONVERGENCE DE CET ALGORITHME

Remarquons tout d'abord que, compte-tenu de la proposition
I 5, si uP est défini, a chaque pas, par (i), cet algorithme n'est autre
qu'un algorithme de projections successives dans D’ . On en déduit donc
ses propriétés de convergence (théorémes II.1.4 et II 1.5).

Dansle cas ou ul est défini par (ii) - resp. alternative-
ment par (i) et par (ii) - si le probléme (P') n'a pas de solution, 1'algo-
rithme est divergeant. Par contre si (P') posseéde des solutions, alors

on a le théoréme suivant :

Théoréme

Si C-= D_ N (r) Ci) # #, et sil'une quclconque des hy-

potheéses suivantes est vérifiée :
n

. Db N int(iDICi) £ 0

2. Tous les Ci sont uniformément convexes

3. V est de dimension finie,
alors la suite { up} définie par l'algorithme IV.3 ou uP  est défini,
a chaque pas, par (ii) - resp ou u cst défini selon les valcurs de p
soit par (i) soit par (ii) - converge fortement vers u ¢ C.
Démonstration

+1
ler point @ lim ///vp —Mp/// = 0
p~~
. ptl ptl . .
Si AL = A , du lemme IIL. 1 appliqué au triplct
+1 +
(P, P Ar ) on déduit

rxebad,cEnd
" P x gl < (1B sy <t P X <liP-x s (2)

la projection réduisant les distances, on a donc :

AP fp) IR % 1y < 1R x 1l <l P < -l
(3)
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p+1 ,pt1

Si au contraire u = u , il s'agit alors de projectionsu

successives et les projections réduisant les distances, on a donc :

L & “@ ﬁ""go v
WP o 1l < P < 1P 1) < IR - 2 (4)

L.a suite ///u, P —x/// est donc décroissante, elle est

donc convergente, d'ou :

B Py P 10 s yxe BN G, (9)

p—m

p+l

+1 ..
Considérons alors le cas W = /\L"p , le lemme III. 1(11)

nous donne :

(WP - AR SR A ) 5 0 vx ¢ € N8
d'ou : N
P s/ - R e R WPy (6)

ou encore - cf. (3) -:

AP WP 2 P x 1R - P gy
Il vient donc, compte-tenu de (5)
/A SR Y/

et a fortiori :
N SRR T SN AV, )

_ ‘pt1
La suite ////&p -Mp/// étant bornée (2), le lemme

III. I(i) implique alors :

A/ LA/
¢t donc (7) :

/A S/
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Considérons maintenant le cas up+l = u'p+l. Par défi-
nition de la projection
(- VP PP ) s o0 Cvx €80NDH (@)
d'ou :
vx €@ 0Dz WP/ 2w -F e P wPy?
d'ou :

PR s -l i -aPT R  vx e B 0D

et 2 nouveau :

/LS (9)

2e¢me point : lim d(u’, D ﬂ(f‘\ C)) =0
o -1 i

pme
+

On a donc, puisque VI; I €EC., 1=1, , n
T
oL dP ¢ =0 i=1, ..., n (10)

d'autre part :

P
u’ € D_- (1)

Nous pouvons alors utiliser le¢ lemme (5) dc(g) qui'démontrc

que, sous les conditions 1, 2 ou 3, (IO)Iet (11) sont équivalents 3 :

n

P N -
dw’, D A (D c)) = o

lim
p~

3eme point : Convergence de {up}
Compte-tenu de (3) et (4), la suite d'e¢nsembles :

q
S = pQO [Proj C up, d( up, c) ]
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est formée d'ensembles convexes, fermés, non vides (S contient, au moins,

w 4
q . o . .
u’) et tels que Sq+I - Sq. Il existe donc u € qQI Sq ; 1l est clair que
I'on a :
N n
u € c =D O (N c )
o 1i=1 i

P-w ‘

Iv.5 - APPLICATIONS

Considérons, a nouveau, dans V = ]Rq le probleme :

(T'") "Trouver u € RY telque Au &£d , u>0"

On reprend ici, les notations du III. 4. 2. La particularisation des contraintes

de non-négativité amene a introduire :

q + r .
; = 0, =1, ...,
t R ; (bp+l)i max | bp+1] i 1 q

,

LLitéré uP est alors défini par :

+
up:(

En particulicr, si nous considérons le programme: linéaire a n

1
variables ct n2 contraintes autres que cclle de non-négativité [ A (n2 X nl)]:
t . s ; t t
Max cx équivalent a cx = b T
Ax < b Ax ¢ b
t
X >0 AT 2 ¢
L, X205 M2z o0
l1'algorithme IV.3 permet de traiter ce problcéme comme un probléme (T') avec q = n, + o,
. i} (
Cet algorithme peut &tre relié a la classc de méthodes considérée dans =~ 7 et qui

généralisec au cas des inéquations la méthode de décomposition d'unc norme de

(8)

N. GASTINEL ; les deux méthodes pouvant, dans certains cas, se confondre.




I1-37.

V. METHODE DE PROJECTIONS PARALLELES

EXTRAPOLEE PROLONGEE

L'idée d'utiliser, dans les méthodes de directions admissi-
bles, une longueur de déplacement choisie, a priori, en fonction du rang
d'itération a été présentée dans (22) et a donné lieu, depuis, 3 un certain

93w g,

nombre de développements est possible d'établir, pour certai-
nes de ces méthodes, des propriétés de convergence théorique trés intéres-
santes, celles-ci reposent sur un choix effectif des longueurs de déplace-
ment extrémement délicat a effectuer dans la pratique. Il est toujours
supposé que la suite des '"pas' successifs tend vers zéro et constitue une
| série divergente. En pratique, si les premiercs valeurs de cette suite
sont trop petites, la convergence peut &tre extrdmement lente, si ces va-
leurs sont trop irﬁi)brtantes, une divergence peut apparaitre jusqu'au rang
N, aussi grand sbit—il.

Il peut, par contre, &tre parfois intéressant de rajouter au
déplacement optimal calculé i chaque pas,un petit déplacement d'amplitude
choisie a priori. C'est cette idée que nous appliquons ici 2 la méthode

des projections paralléles extrapolée du IV.

V.1 - NOTATIONS

Nous conscrvons ici les  notations du paragréphe Iv :
V espace de Hilbert (.,.); //.//; d(.,.).
Do . V convexe fermé

C.CV, i=1, ..., n convexes fermés

R W AT

le convexe diagonal

o= WD) - i(b,b....,b);bEDO}
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et le probleme :

(P) "Trouver ((rl, @, ) € G x"90 tel que ///\’/\— g///zz min [///v-—g'/// ; ve 6,
4@ Ed@o Il

On introduit une suitec de réels {{)} avec :

AP 50 Tp e N
lim 3P - oo
(1) poe
+o
p=1

et on ajoute a chaque pas de l'algorithme IV.3 un déplacement de longueur

. . -1 . .
)\p dans la direction uf - P L'algorithme est donc le suivant :

V.2 - ALGORITHME

-1
Partant de w' € V, le passage de wt 2 w' s'effectue
de la fagon suivante :
I. On calcule 1=1, ..., n:
vp = Proj wp_1
i C.
i
2. On calcule ensuite :
n
1
I (1
n i
i=1
si b'P = wp_[, on stoppe l'algorithme, sinon on définit :
n
-1,.2
) S/ R/
- i=1 -
biP = WPl L (P - WPl (2)

0//orP- WP/

3. On pose :

ulp — blp

= ProjD
o

||l - M
= P vp
u roj b
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4. On définit :

P _p-1
(i) wi s wP P S (3)
/fa® Py
uP _ p-1
(ii) w'P = Py )\p e W (4)

//u"p B WP‘I//

5. wp est alors défini, selon les valeurs de p=1, 2, 3, .... soit par

(i) soit par (ii).

V.3 - THEOREME

Si la suite {)\p} obéit a I'hypothese (p), et si l'on a :
n
D N Int (N c) # ¢,
o TS

alors la suite {Wp} définie par l'algorithme V.2 converge en un nombre
n
fini de pas vers un élément w € C = Do N (N Ci)

i=1

Démonstration

Remarquons tout d'abord que si il existe un rang p tel que
’
+ n
,&p I:wp, alors (cf. 1L 1), wP € 1'01 C, et donc, puisque, pour tout

P, wp € D, ona:
o
n
waC =D NN C)
o i=1 i
et wP est solution de (P)

Y
+
Supposons maintenant que pour tout p € N,'& p*l # wb, 1a

suite wp} définic par l'algorithme V.2 est donc infinie, et l'on a, pour

tout p€ N :

p+l:u'p+l . p+l: u"p+l

- resp. si u -ona:

lerpoint : v x € C; siu

+ +
(x—upl, upl—wp)
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Il résulte du lemme III. 1 (ii) appliqué au triplet (wp, VP+I,

£ Pt que
) [} n
V,x_e{noQ,C‘@naﬁ 3 «x-!@ P*)fvmjwp))ao (5)

a fortiori :

1 D1+ ’ i
vz eBNBc BB, (x-b L Twr) 0. (g

D'autre part, par définition de la projection

sptl  Iptl  plp+l
T x €D, (=P WPt P Lo ()
et :
np+l upt+l pip+l
v x €2, (=L P QP _fPrly S (8)
+
On a alors, en posant up+1 = u'P ! (resp upq’-1 = u”p+1)
+ + +
et bY L. b'P 1 (resp bP L. b"p+l)
+ + + +1 _ p+l + +
(x - P 1, uP I-wp): (x—up I, WP P )+(x—bp I, b 1—Wp)
+
CLARUAL IR AL
le premier produit scalaire est positif d'apres (7) - resp. (8) - le deuxie-
me est positif d'apres (6) - resp (5) -, le troisieme est positif car
wp € Do et l'on a donc :
p+l  ptl p :
(x - u , u -w') 20 v x € C (9)

n
Puisque DO ) Int ( .101 Ci) £ ¢, il existeun x € C et

un nombre o positif tel que :

n
B(x,p) C N C. : (10)
1=1 ‘
C . . up+l- P ptl +1
Considérons alors le point x - g il o, avec u =u' - resp.
‘ /P P/
up+1 = u“p+1 et bp+l = b'p+1 - resp berl pP L. on a




pt+l P
(-0 up+1~wp Y S I
/AN /4
+
& WP (P PHL pHl _ pHly
ST ey T
ptl _p
(x u - W —bp+1, bp+l_wp) . (bp+l‘ up+1, bp+1_ Wp) .

R ey

Puisque

A N (r%
prr—— ¢ i1 ©
//up -wP//

X-0p
il résulte de (6) - resp. de (5) - que le deuxiéme produit scalaire est positif

de plus, puisque wP GDO, par définition de la projection, le troisiéme pro-

duit scalaire est positif. II vient donc :

ptl  _p
- +
(x - o oW _ up+1’ oP l_wp)

/P WPy

+ + +
p+l upl_bpl

> {x -u" 7, ) +

__I;;-l_p (wp _ up+I, up+I_ bp+l)
A /4

puisque x EDO et wP €D » les deux produits scalaires du second mem -
o

bre sont positifs.

Au total, on a donc :

ptl  p
- 1 pt
(x - o WGP s uf I—wp) 30 (11)

PGBy

ou encore:

(- uPTL WP oGPy > o PR P (12)

3

Calculons alors //wp+l- x//Z

p+1 p
+1 2 +1 +1 u - 2
/WP xffS = f1uP T R N/

/PGBy
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Pyt s P 2 A o uPHE P (P

d'ou compte-tenu de (12)

VRPN ALY LN AL NTPRNIN A (13)

et enfin, d'aprés le premier point de la démons tration

VAR SN/ AR TP Ae (14)

D'apres 1'hypothese (), la suite {)\p} étant décroissante,

il existe un rang N tel que,pour tout p > N, on ait :

<

et donc :

S A/ ALY LR/ Ny i

La suite {wp} étant, par hypothe¢se, infinie, on a :

N+m

N+m 2 N 2
tmo €N S exf e )l D \P
p:
ce qui est impossible puisque la suite {)\p} cst divergente., La suite {wp]

c¢st donc nécessairement finie et la convergence a donc lieu en un nombre

fini de pas.

V.4 - REMARQUE

Bien que la prolongation de la méthode de projection parallele

extrapolée ait pour effet de faire converger l'algorithme en un nombre fini

de pas, cette prolongation n'entraine une accélération effective de la conver-

gence, que si, dans la p-icme itération, on est assurl que

P <2 s -cf. (13) - sicccin'est pas le cas, la convergence peut-étre, ¢n

fait, retardéc. Il convient donc de réserver l'usage de cette méthode au

cas ou il est possible,pour des raisons physiques par exemple, de faire unc

.\\ \
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estimation de o - c'est a dire d'une boule quelconque dont le centre appar-

n n
tienta C = D N (ﬂl Ci) et qui est toute entiere contenue dans N C..
o i= . i
1=1
Il est alors possible d'accélérer effectivement la convergence en fixant, par

exemple, ¥ o= P a chaque pas.




(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(9)

(10)

(1)

(12)

(13)
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CHAPITRE III

RECHERCHE D'UN POINT APPARTENANT
A PLUSIEURS ENSEMBLES CONVEXES

PAR CROISEMENTS D'ALGORITHMES

Nous avons vu dans les paragraphes II et III du chapitre II diverses
méthodes de décomposition pour résoudre le probléme de la recherche d'un point
appartenant & n ensembles convexes. Nous présentons dans ce chapitre des

croisements d'algorithmes associés & ces méthodes de décomposition.

La méthode rappelée au I-I, était la méthode des projections successives.
Nous avons vu que, dans le cas de deux convexes, cette méthode pouvait effecti-
vement d'interpr@ter comme une méthode de décomposition - pour la fonctionnelle
ﬂ‘vl -, // - et nous avions étendu, dans le chapitre 1 , cette méthode de dé-
composition a un croisement d'algorithmes de descente., Dans le cas ou plus de
deux convexes interviennent, il n'est plus possible d'interpréter simplement
la méthode des projectionssuccessives comme une décomposition ; ét la convergence.
dtailleurs lente, des projections successives, n'est plus assurée si 1l'on se
contente de ''se rapprocher' de la projection. Il est par contre possible d'é-
laborer d'autres méthodes-séries de projections qui apparaissent comme décom-
position de fonctionnelles simples. Ces méthodes sont étudiées dans la premiére

partie de ce chapitre et étendues au croisement d'algorithmes de descente.

Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, le formalisme géométrique du
chapitre II est repris et nous étendons la méthode des barycentes {II—II) et
la méthode des projections paralléles (II-III) au croisement d'algorithmes
du type duaux. Les algorithmes ainsi croisés sont ceux regroupés par P.J. LAURENT

(9

et B. MARTINET sous le nom de '"méthodes duales' et qui recouvrent un grand

nombre de méthodes du type approximations extérieures usuelles : méthode de

(N (6) ... (10)

KELLEY , de KAPLAN . Ces croisements d'algorithmes permettent,

en particulier, d'obtenir des méthodes simples de linéarisation des contraintes.

Je remercie Monsieur P.J. LAURENT pot.r d'utiles indications concernant
en particulier les ''pénalisations d'éclatement" élaborées dans la premiére

partie,
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L FORMALISATION ANALYTIQUE DU PROBLEME :

CROISEMENT DE METHODES DE DESCENTE

I.1 - POSITION DU PROBLEME
Soient :
-V un espace de Hilbert réel, identifié a son dual, de produit scalaire et

de norme notés (.,.)et //.//

- C i=1, ..., n des sous-ensembles convexes fermés de V

et le probleme

n
(R) "Trouver b € [} C. "
i= .
L.1.1 - Formulation dans un espace produit
On introduit
n n
!, = doté de la topologie produit par le produit scalaire ((.,.) = Z (.,.);
i=] i=1

1 a norme associée sera notée ///. ///

G- c

. i
i=1

et le convexe diagonal :

o@ = §£e?ﬁ;£ = (b,b,...,b) ;b € V}

Nous rappelons ici quelques propriétés établies au chapitre II

Le convexe diagonal, @ , est isomorphe @ V par lz bijection

j o V_.°$ ;o ox €V - j(x) =(x, x, ...,x)g(@cﬁ. Nous n'identi -
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f/ et, pour alléger les notations, nous noterons l'image

~

fierons pas V et

par j d'un élément de V par la lettre ronde correspondante (j(b) = s,

ix) =%..... ).

I.1.2. 1 - Proposition

L'image parj de l'intersection des n convexes Ci est 1'in-
- it € ~ D
tersectinn du convexe produit et du convexe diagonal

j((rﬁl c) =€nD
i=1

1

I.1.2.2 - Proposition

i) La projection d'un point «6 = (b,b,...,b) € B sur \6 a

pour composantes les projections de b sur chacun des convexes Ci

4

Proj = (PI‘OjC b, Projc b, ..., ProjC b)
2 n

6 1

ii) La projection d'un point Vv =(“/1, R V'n) € Z,Qf sur og est
l'image par j du barycentre des n points Vv 1 'VZ, e Vo
n
Proj v o= ] (l Z v.)
2 IR i !

De la proposition I. I 2.1, il résulte que, si le probieme (R)

posséde (au moins) une solution, il est équivalent, dans 29 , au probleme :
)]
(S) "Trouver ’\pj € 6 R INIANT

Il est clair que le probleme (S), dans lc cas d'existence de solu-
tions, est lui-m&me équivalent au probléme de la minimisation,sur 1{0 , d'une
quelconque semi-norme de noyau < . Nous allons donc introduire une famil-

le de semi-normes étroitement liées a la stri ‘turc d'espace produit de 1}

et qui posséderont la propriété d'étre régularisantes pour li décomposition de

g5
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1.2 - PENALISATION D'ECLATEMENT SUR (e

Considérons les n-1 opérateurs linéaires t,, i=1, ..., n-1,
i

de 17 dans V définis par :

t. . = y e e -V, .
1 M (vl’VZ Vn) € v ~ Vi+1 Vi € v

Ces n-1 opérateurs appartiennent a Qp ( U,V ; de plus étant

linéairement indépendants, la variété linéaire ‘C u'ils engendrent est de
q g

dimension n-1.

Soit (sl,...,s ) un systeme de m éléments de 4 . A
m

ce systeme est associé un opérateur linéaire S de U = v" dans V S Eof(]}, Vm)

dont les composantes sont Sy

sur v , notée f ou simplement f, et définie par :

S

() = SO gm = 2. s/ (1)
i 1

1=

La forme fT associée a (tl,...,t l) sera notée g.
n-

L. 2.1 - Deéfinition

On appelle pénalisation d'éclatement toute forme quadratique fS

associée a un systéme fini de générateurs decg

Il est clair que i fs -forme unc famille de semi-normes
. i

sur . Donnons quelques propriétés de cette famille :

Toute pénalisation d'écla tement (P, E.) est convexe sur U .
P

Cela résulte dircectement de la définition et de 1'identité classique

Jya+ (=% =k ffaf/ v (-0 //% =y (13 ) //a-b//2. (2)

- 10) P s
Toute P. E. est fortement convcxc( )separanent par rapport a

chacune¢ des variables v, 1 =1, ..., n.
i

s € of (1}, V).ainsi qu'une forme quadratique
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DEMONSTRATION :
l'application partielle de fs qui, pour tout

Notons f
Vv, ]

v € U ettout j¢ (I, n ], est définie par

—~ = f “ 0.y . ) - . ? e e = ’
eV ity L MR M T o)

(cette application étant indépendante de Nous allons transformer £ (v)

vj) .

pour faire apparaitre l'application partielle.

Par définition, s-. € = , on peut donc écrire
i

a..t., i

n-1
1 1 )

j—_-

cecli nous donne :

m m n-1 m n-1
() = T N0 T L a0 T )T ey, )
i = i=1 =1

=1

i=1

m n-1 2
= - - - + B
) = ) My 2 v e o Ve P A
i=1 i=1
i# 8, 2-1

avec la convention

a. =0, 1 =1, , m et a = 0, 1 =1, , m,
io in
Silfon note :
CigT %L1 7 3y
n-1
v = - - + -
Vie TR e Ve R g Vel Zj_l 55 Ve~ Yy , (3)
j# 4 -1
Il vient :
= + v ’ z = l, ’ n
si(v) Ciz v, v, (4)
et :
— - 2
f(v) = : //C. v + v, // L =1, ..., (5)
P il g 14 ;
avec :
;iz €V indépendant de vy et C,E ¢ R indépendant de wv.
1
L'application partielle fv 4 peut donc s'écrire :
m r
— 2
f - S / -
(X) ﬁ //Clz Xz+ lz// ’ I/—[y R ) (6)




I111.6

et l'on a :

v, + 7 )%

£, 0, (1-)y)s E//ﬂcizxz+Ci£)+<1-x><cm

d'ol, en appliquant l'identité (2)

0 Y] /e ey v /(1) f}_//cizu - v/

(10 Y sfe ks v )
i=1
c'est-a-dire :

, 2 <& 2
B S UM R R VP VAR Sy

1

Si tous les Ciﬂ sont nuls, cela signifie, d'apres (4), que tous les

opérateurs s. sont independantsde v, ; (s, ,...,s ) ne forment donc pas un
1 m

£ 1
systeme de générateursde % (ils ne génerent pas tz) contrairement a la

définition. On a donc :

Z(Cif,)2>0 £ =1, ..., n,

et 1'application partielle f P est fortement convexe par rapport a Y
v,

Soient ) € 4,..., SmE @ et f laforme quadratique associée

les deux propositions suivantes sont équivalentes:
i) (Sl' RN sm) forme un systéme de générateurs de C
i) @ =D

DEMONSTRATION :

1) i = ii

D'apres l'hypothese :i,
1

m
Ba', .,a'. tel que t. = : a' i i

Il" ..S
1 1m 1 i=1 ij J

K]
—
-
=
|
—

Soit alors v € A~ (£)

vENM) & f(v) =0 & s(v) =0, i=1, ... m& t.(¥=0,i=1,..,n-1,

1

(les égalités ci-dessus étant a prendre dans les espaces convenables),
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c'est-a-dire : veED.

2) il =i
Considérons sur o(‘,p(v’, V) le systeme d'équations linéaires :

n-1
s, = E aijtj’ i=1, ..., m (8)

=1

j
le systeme homogeéne correspondant :

—

n_
0 = a..t., i=1, ..., m (9)
j:: N

—

et le systeme homogeéne d'équations linéaires scalaires assocides :

n-1
0= 2 _a.r, i=1 ..., m v €R, j=1, ..., n-1 (10)
j:l 1) J J

Supposons que l¢ systéme (10) posstde une solution autre que la

~

~
solution triviale. Soit Tyoeen® ; une telle solution et soient x € Vo x £ 0 etvléV.
m -

Considérons 1'élément v € U défini par :

vl, v2 = vl + ;lx v3 = v2 + xl-\zx .. vn = Vn—l + rn_lx
On a :
n-1 n-1| n-1
s (v) = E a. .t {v) - Z a . rx - x, Za,.r_ = 0, 1= 1, ..., m
1 1y 1y 1] )
=1 =1 i1

d'ou v € V{P(t) et v ¢ .2 ce¢ qui est contraire a 1'hypothesce

Le systeme (10) ne doit donc pas avoir de solut ion autre quc la
solution triviale. Ceci i-mplique tout d'abord : m Zn-1, c¢t, d'autrc part,
I'existence d'un systéme de n-1 ¢quations lincairement indépendantes.  Suppo -
sons, en changeant ¢ventuellement Hordre,que ce soit le n-1 premicres équa-

tions. Il est clair que s S sont linfairement indépendants car sinon,
n-

e
il existerait n-1 réels, ,. .., , telsque
l M-l

n-| n-1 n-1 n-1 n-|
0 = ;l A si = IZAI Ai'%-.l élij[j = Jl"ltj - /i aij -0,

ce qui, compte-tenu de ['indépendance lindaire des t. entrainerait la dépendance

linéaire des équations.
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Les Sl’ ..., 5 1 sont donc linéairement indépendants, ils cons-
n—
tituent donc une base de @< , a fortiori Spr e S ee S constituent
n_

un systéme de générateurs,
L 2.5 - Proposition

Soient f une P.E. et g la P.E. associée a (tl,tz,..., t 1)

n_

i) (£(. ))1/2 et (g(. )) sont deux semi-normes équivalentes sur Y~

ii) ces semi-normes induisent sur l'espace quotient 7}/09 deux normes équi-

valentes a la norme quotient.

DEMONSTRATION :

: , /2 1/2 Uy :

i) Il est dair que (f()\v))1 = /MAE(v)) . L'inégalité du triangle
résulte directement du fait que, pour tout i = 1, ..., m, (s.l(. ), si(. )) est une
forme bilinéaire symétrique et positive et qu'on peut donc utiliser 1'inégalité
de Cauchy-Schwarz. Montrons alors l'équivalence des deux semi-normes

NYZ associe 3 (s, gl )2

associé a (tl, R I)'

.,s ) et
m n-

associle

Remarquons tout d'abord que deux normes quelconques étant,

n ~ : - -
dans IR, équivalentes, il existe un A > 0 etun B > 0 tel que :

1/ 2

A 2//s S s, ©/A < B S sV e e
i= 1 i=1
Plus précisément :

m 1/2 : ‘
s/ < QMY <Y_s /) Tve U
i=1 i=]

. 1/2 N
La semi-norme (f(.)) est donc equlvalentc a la semi-norme

E

1
m

p—

i=

m

z //s( )// i de mezme (g(. ))l/ est équivalent a Z //t )//. Il suffit

1
donc de montrer l'équivalence de ces nouvelles exprcssmns Or :

n - m

n-1
i//s (v)/; —Z// >—a ROV sf fa, /- W/ s &Y e/
=L j=1

=1

-~ - { . N P
de m&me, puisque s ) constitue un systéme de génératcurs d.e?;

l,...,S

1=1

Z /e s m. 2‘, s/
J=
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et les quatre semi-normes (f(. ))1/2, (gl. ))1/2, ZJ_//tJ( )// et Zl.//sl( )//

sont équivalentes.

ii) Soit f une P.E. quelconque :
1/2
(f(v-w)) / =0 & v-w € D

Si l'on prend donc comme relation d'équivalence :
v ™~ w é:} v -w € $

l o~
£(.)) /2 induit donc sur l'éspace quotient, noté 'lj' oﬁ une norme.
P q

Il résulte de la proposition1.1.2.2. ii) que la norme quotient - en

notant x la classe d'équivalence de x - est définie par :

n n 1/2
W) = X My = 3 v )
i=1

s=1

n n
I 2 ..
et comme E // VoS ;1' v.// constitue une P. E., (proposition L. 2.4), la
i1 i1 !
proposition suit .

I.2.6 - Exemples
Donnons quclques exemples de P. E.

n :
= \-_' - 2 1 A =
fl(v) Ci_ l //vi v l// avec la convention v, v

£,(v) :Z//vi—vj//z isLo...onsj=1 ...niif]

i

n
GO =Y M-y Lovi”

i=1 . i .

3 IL 2 F— . —
PR = 0 AN TR LR R S

Le carré de la norme du gradient d'une pénalisation d'éclatement

cst une pénalisation d'éclatement
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DEMONSTRATION :

Reprenons l'expression de f£(v) sous la forme (5) :

m
) -2
f(vl,...,vz,...,vn) = Zi—l//Ci)e Vz+vifl//’

calculons la dérivée partiellie af/a'vz. On a :

v Z,(Vz) o — L -
o h =2y I(Cizx’ CipVatvis) = (e 2; Cig (Ciavy * viy))
— 1= =

d'ou, compte-tenu de (4) :
m

Grad fv’z(vz) =2 ZCM. si(v) .

i=1
Les dérivés partielles étant continues, f(v) est dérivable et

son gradient admet pour composante :

m
' =
£, 2 ; C.ps(v) - (11)
i=1
Il est clair que f’zE 6 , £=1, ..., n. Il suffit donc de montrer
que (f' TRRRE f' ) forme un systéme de générateurs de 6 .  La fonctionnelle
n

f étant convexe, on a :
f(u) = min (f(v) ; v € 29) é:# f'(u) = 0
d'ou :
fu) =0 & ueD & Mrwy = o
Le noyau de ///f'(. )///2 est donc égal 3 D et le résultat

découle dela proposition 1. 2. 4

I.2.8 - Corollaire

La dérivée d'une pénalisation d'éclatement est Lipschitzienne.

DEMONSTRATION :

Cela résulte directement de 1. 2.7 et 1. 2.5 :

JHEW) - £ ) /) = IS )l < MU v -l < MUy - wl)l.
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.3 - FORMALISATION ANALYTIQUE DU PROBLEME

Soit f une pénalisation d'éclatement associde & s e, S

i
1 a

il est clair que si le probleme (R) posséde des solutions, ce probleme est

- - ~
équivalent a :

o)
(R") “"Trouver v € 6 tel que f(/\;) = min [{(v) ; v € A
Nous ferons sur les convexes Ci’ l'hypothése suivante :

H,) '"La pénalisation d'éclatement f est inf. -bornée sur B:
1 p

+
pour tout A € R , l'ensemble { v € f; f(v) < }\}est borné!

Deux P. E. étant équivalentes - proposition I. 2. 5.1 - cette propriété est donc in-
dépendante de la P. E. f choisie et dépend seulement des convexes Ci. On vé-

rifie facilement que cette hypotheése est, en particulier, vérifiée si :
a) il existe un i' € [1, niJ tel que C., soit borné
i

. .. - 8 )
b) V est de dimension finie et les cdnes asymptotes ( CioD de Ci ,i=1,...,n

sont tels que :

n

i:(} Ciw ™ {0}'

n
Si (R) possede des solutions -§ = i{—\l Ci Z # -1l'ensemble

des solutions de (R') est défini par :

L {/ﬁe’lﬁ; bES}

Si (R) ne possede pas de solution, on a :

I.3.1.1 - Proposition

Sous l'hypothese I—[[, l'ensemble bp des solutions de (R')

est un convexe fermé borné¢ non vide.
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DEMONSTRATION :

En effet, l'hypothese (Hl) implique :

ve8 i a e = f(y) - e (12)

La fonctionnelle f &tant convexe, fortement continue et
f.s.c. i, comme la proposition ci-dessus montre que l'on peut considérer ‘G

comme borné, le résultat suit,

I.3. 1.2 - Proposition

Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

i) v € 'I?p
ii) v, = ProjCi Bi(v)

B v ,..
i 1
barycentrique dépendant seulement de s

v € v = 79._; Bi(v) € V étant une application

I:---)

DEMONSTRATION :

Reprenons en effet l'expression (11) du gradient, il vient,

compte-tenu de (4) :

m m
! = = v . L=
fz(V) 2 .§ Clﬂsl(V) 2 z Cl,@(clzvﬁ + Vlz) s I, ..., n,
i=1 i=1
m >
c'est-a-dire, en notant K, le terme strictement positif Z (C. )™ :
.
| m
. . )]
B M = 2K vy - ¢ 2. Cip Y,

On vérifie facilement, en se ramenant 2 la signification (3) de

V.g s que le deuxieme terme est un barycentre des n-1 éléments ViV p
i -
v y...,v _, et l'on peut poser :
£+1 n
i m
B,(v) = g~ Z Ciolvigh (13)
£ 1=1
J = p —
fz(v) = 2.K, (v, Bz(v) 1. (14)

On sait que les élément de “/._)(' sont caractérisés par :

ved &> (r(u-v) so, Tu €6

s, et définie par (13) ci-dessaus.
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ceci est équivalent, en prenant pour u des points de la forme (vl, ceea Ve
ui’ Vi+1,..., vn)
(f*(v), u. -v.) >0 Vu €C, i=1, ..., n
i i i i i

ou encore, puisque K. est positif
i

i
Lo d
=

(vi - Bi(v), u, - vi) > 0 v u, € C,, i

c'est-a-dire :

v, = Pro_]Ci Bi(v).

I.3.1.3. - Rernarque

L'application barycentrique B _(v) est, en réalité, indépendante
-

de V.. Il s'agit donc d'une application de Vn—l dans V ,néanmoins, pour ne

pas alourdir les notations, nous représenterons I'image de (VI, e .V v V,H, ... ,v)
i- i n

par cette application par : Bi(v).

I.3.1.4 - Exemple

Reprenons les exemples de P.E. du I. 2. 6 et caractérisons les

solutions v du probleme (R') correspondant :

v, L Vie
f(v) = V) " = 3 Lo ! 1 = =y . = -
(v) 1( v Pro.)ci > i l,...,n,(vo Vn ’Vn+1 Vl) ;
= = Proj  —— .
f(v) fz(v) v, R % Vj ;
i j#i
A n A l N
f(v) = f3(v) v, = PrOJC - > v, = ProjC 1 Z v
i J:l J i n j%l J
~ n -
f(v) = f4(v) v, = Pro_]ci 2 aJvJ

.4 - RESOLUTION DU PROBLEME PAR DECOMPOSITION

Au probleme (R') nous associons les n problemes

”~
(R'i) “"Trouver v. tel que f(vl, ceeaV,

min [f(vl,...,vi,...,vn;viECi].

De l'expression (14) de ' (v), il résulte que ces problémes sont équivalents 2 :
i

(RY) "Trouver v. tel que v, = Proj_. B._(v)"
i i i Ci i
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Ceci définit 1'algorithme de décomposition. P.ur aléger les no-

tations, nous noterons dans la suite de ce chapitre :

i, + +1
'x\/'lp:(vp I,...,VP , VI.),...,Vp)
1 1-1 1 n
p _ Pt ptl p P)
fi (vi) = f(v1 e VI e Vi Vi e v

1 ~1i, p 2,L;H-I,p

Partant de v’ 0 eVie passage de v s'effectue

par :

+1 ] ~i,p
= B
\}z ProgCi i(v ).

Il s'agit donc pour chaque choix d'une pénalisation d'éclatement
f, d'une méthode de projections série, variante de la méthode des projections
successives. Soulignons cependant que la méthode usuelle des projections suc-

cessives ne rentre pas dans ce cadre car il n'existe pas de fonctionnelle Q(v)

telle que, pour tout i =1, 2, ... n, on ait

QW) = //vi-v, WA R v Ly

i-1" i+l

Ceci correspond au fait qu'un croisement de méthode de descente associé i la

méthode des projections successives ne serait pas convergent,

Il est facile de montrer que, pour chaque choix de f, la suite
définie par l'algorithme 1.4.1 posséde toutes les propriétés de convergence

(3)(14) (15)

de la méthode des projections successives - (cf. ) - Nousne
le démontrerons pas ici, la plupart de ces résultats pouvant étre déduits des

résultats correspondants démontrés pour les croisements d'algorithmes,

cy vn) Vieg [I,n] (avec VOZVn) .
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L5 - RESOLUTION DU PROBLEME PAR CROISEMENT

DE METHODES DE DESCENTE

Les n sous-problemes devant étre résolus lors de chacun des pas

de l'algorithme de décomposition, s'écrivent :

(R'i)

"Trouver

ptl

V.

1

€ C. tel que P (vp )= min T tp(v) i v.€EC.
i i Vi - i i i

1

En introduisant l'application BE(V) (13) dans l'expression (5) de

f(v), il vient :

avec B (v) et G indépendants de v .
4 v, £ 2

() = Kyf/vy-By (/)% - Ky //B (/P /o /% -1, . n

ou encore :

f(v) = Kz//vz— B)Z(v)//2 + G ) £ =1, ..., n (15)

’

valent pour i = 1,

(R}")

"Trouver v

ptl

i

v, £
Lc¢ probleme (R'.) cst donc équi-
i

~
.,n a:

.2 .
€C, tel que Ki//vFi)H— B(Vv"'P)// = min 'K //V.-B (T SV

; ) v C.

dont la solution est évidement -

p+l . ~i’ p
", . = P B.
(R 1) vy roj. )
i
Au licu de résoudre a chaque pas le¢ probleme (R'"' ). nous allons
1

: S . . 14 N

donc seulement cffectucr une iteration d'une méthode de¢ descente - cf_( ) - a

p

. . . ~ 1,
partir de v. ¢t ¢n direction de Proj C B (v p).
1 i
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Remarquons par ailleurs, que, dans (i5), on a :

=f
GV),@, (Vly-s-yvz—l’ B£<V)y Vz+1’ e e ey Vrl) 2 O
d'ou :
2
£(v) ;Kz.//vz—Bz(v)// X (159
I.5.2 - Rappel sur les méthodes de descente (2)(14)

Pour résoudre le probleme (R‘”i) ,on définit,a partir de vI.la,une

. . +1 P - . .
direction (de descente) pIi) , réalisable et assez ""proche' de la direction :

p_ P > Lp

opposée au gradient de la fonctionnelle & minimiser .

p+l

a) Choix de la direction P.

On suppose donnéedesconstantes T, >0 et Li ~0 et l'on définit :

cP - {v. EV: v €C., /v -y //\< r.} - (16)
i i i i i i

soit alors un élément zgi) 8 C; qui vérifie :

(g], 20)

p € ~P
) > (gi, Vi) ¥ v Ci (17)

/2P /) < L s 2R ec

On prendra :

+1 p ' ’
Pp =z - vri . (18)
. ptl
b) Choix de v
Posant
+1 p+1
P = WPl ()
on définit :
N ptl 20)
)E:Zl = max {'\ € R ; itelque v, (M) € Ci} (
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D'autre part :

ptl

1

2

//

f‘.’(vpﬂ(x)): ff (vf) - (pPH- gf) +22 Ki//p

1 1 1

+1,. . .
La fonction ) ~ £ (vp (X)) atteint son minimum pour :
1 i

p p+l
N 1 (g, » p; ) 2
i,s 2K, ,, ptl, 2
1 //Pi //
On prend donc :
+1 +1 +1
\P *  min N , )\p. , (22)
1 i, s I, C
et l'on pose :
+1 +1 +1
Vpi pos VE) ()\? ) . (25)
c) Inégalités a priori :
Sioc kp+l - )\P+l , on a :
1 1, S
2
(PPH gp) o p,2
) . 8. D . :
p p+1) [P(vp) . 1 1 1 : tP(VVP) K //\[ - Vi // ; (24)
f.(Vi - hWY 4K ,ptl, 2 1l 1 1
L 1 //PF: //
+1 +1
si: PP
1 1, C
alors :
ptl ptl
s )”1 ¢ = )‘i, s
ptl ptl :
¢t puisque la fonction ) - fli:)(vi (a )fcst, pour A ézki’sv décroissante, on ¢n dé-
duit
P +1 +1 P
1‘_1 (VE’ ) §t?(v?) S 1/2 (p‘? el (25)
+1 ,,2 +1
et 2K . //pf’ a (p;: . g?) ) (26)

Remarquons entin que, sous la torme (15), la forte convexitd

par rapport & chaque variable s'exprime par :

, 2
t (y.) t (x) + (" (x )y x VK //y.-x//
v,l "1 v, 1 v, 11 1 i 1 1 !
(27)
Hxi €V, ".’7’i( V,
ct, ¢n particulier
fp(v.) fp(vp)t‘(tpl(\'p),v —vp)0 K. v ~\'p/‘/'/é ; RV (28)
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L'algorithme est donc le suivant :

I.5.3 - Algorithme
Partant de w10 19 ~ip . ~itlp
artant de v , le passage de v a v

m

s'cffectue de la fagon suivantc.  On pose :

D

P = - p( P = 3 ”i,p >

ct, en supposant donnésles nombres 13 # 0 et I; ¥ 0, on choisit unc dircc-

tion de descente pi)-H par (18) . Le point VIZ{—l‘lcst alors le point qut mini-
mise f?(vi) sur le segment :
c'est-a-dire (23) :

\l:i>+.l - in)+1 ()\?1‘—1)

On a les propriétés de convergence suivantes :

1.5.4 - Théoreme

Sous l'hypothese (H,) la suite {vp ‘ générée par l'algorithme

1

I.5.3 est minimisante pour la fonctionnelle f(v), et toute valeur d'adhérence

de cette suite - il en existe au moins unc —cst solution du probleme (R').

Démonstration

Remarquons tout d'abord que la dircction de descente est toujours

définie sauf si :

v? = ProjCA Bi( v p)
1
dans cc¢ ¢as on posc in:hLl = vii) ¢t on passe¢ au calcul de vﬁjll . S'itarrive
que vp+l = vp, alors v est solution du probitme (R'). Supposons donc la
suite ivp; infinie.

On a :
}

P P, +1 > ptly . p p
(v > t;“’i) ) 22 ) = 5 Vi) 2 Gy

P (\P+l

1
iH)gf(vp ) >0
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L.a suite f(vp) est donc convergente, et:
+
lim (£°P) - £P) - o, i=1, ..., n.
101 it
p—o&

: +
De (24), puisque //plz 1// est borné, ou de (25), on déduit :

. +1 .
hm(pf ,gf)) = 0, i=1, ..., n
p—
P ptl .. .
Par définition (17) de P; , ceci implique :
: B p p
1 - €
im sup (gi, v, -V ) <0, ¥ v Ci ,

p~®
soit, puisque l'on peut considérer Ci comme borné(HI) :
o p P L
lim inf (fli),(vi)’vi Vi) >0 , Vvi GCiJ,‘, i=1, ..., n (28)
p—uoo
La forte convexité (I.2.2) par rapport & chaque variable, expri-

mée par (27),nous donne :

BET) - AE) =R ) T D) e BT LB

i

d'oli :
im /LN P20, i= o n (29)
P
La dérivée de f étant lipschitzienne, (L 2.8), il vient, par (29)
et (28) :
lim inf ((f'(vF), v-vP)) 20, Vv e @ (30)
po®

or la fonction f est convexe, ce ci entraine :

£(v) Zf(vp) +{ (f'(vp), v—vp) ), ¥ v € "@

d'oli en passant 2 la limite dans le second membre :
f(v) > lim £(vP), vvet
p-®

et la suite vP est minimisante pour f.

De plus, la suite {vp} étant bornée, elle possede, sur (6 conve -
xe fermé, au moins un point d'adhérence faible, qui est -faible s.c.i. de f -

une solution du probléme (R').
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I.5%.5 - Théoreme

Si on suppose que tous les convexes, sauf eventuellement un, sont

compacts, alors :

lim d((+", £)) = o (31)
P~

Démonstration

Nous supposerons, en changeant éventuellement la numérotation
des convexes sans changer leur ordre,que C. est compact,et donc borné, pour
i
i=1, ...,n-1. L'hypothese I—I1 - c¢f (a) - est donc vérifiée.

Supposons alors que la proposition (31) ne soit pas vérifide, la

proposition contradictoire s'écrit :

- e

JoC N et Je >0, telsque Vqf€Q, d((vq,/f));e, (32)
avec card (Q) = +» .
Considérons alors les suites infinies%v?} , g€Q, i=1,...n-1.

?},qEQIC Q,

convergeant fortement vers g € Cl compact. La sous-suite de m&me rang

{v;‘} , q € Ql possede une sous-suite {vg‘} , q € QZC Q1 convergeant for-

tement vers v2 € C2 compact. Par récurrence sur l'indice i de {Vg,}
i

La suite {V? } infinie et bornée posséde une sous-suite gv

i=1, ..., n-1, il existe Qh <IN, card (Q

=t i €
1 n—l) , te:I que s1 g Qn

-1

on ait :

nmiv‘?} - v €C. ., i=1, ..., n-1
1 1 1
Puox

Enfin, la suite de {vq } . q € Q possede une sous-suite ivqf, q €0 cQ
n n-1 n n n
convergeant faiblement vers v € Cn.
Le point ’\\/ = (‘;\l, v ) est donc, A fortiori, la limite faible
de {vq}, q€Q ¢ N, etappartient donc 2 X De plus, pour les n-1 premie-
n

res composantes de cette suite, on a :

lim d(v, V) =0
p—m 1 1

-1
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La continuité, par rapport a (vl, cees V I),des applications B£
n_
etGV £(15) pour £=n, implique
lim /f<,\’ n(un) - qun (un)/ =0 Vun € V, u borné (33)
p-—o @ 4
et :
lim /B (v) - B (vY)/=o.
n n
p—;co
La forte convexité de f par rapport 2 v (27) nous donne :
q s ' ~ qg = q ~ 2
~ = ~ + ”~ s - + K - 34
fV, n(vn) fv, n(vn) (f v, n(vn) Vn Vn) n//vn vn// (34)
or, puisque v e , ona:
(A (8 ~ q
((£(v), (Vl,...,vn_I,Vn) v )) > 0,

c'est-a-dire :

Al ~
(f\l?, n(vn)’ Vg ) Vn) >0

d'ot en passant A la limite dans (34) compte-tenu de (33) et du théoreme I. 5.4
il vient :
. q ~ g2
lim //vn - vn// = 0
P~
et donc :

lim d (v}, %) =0

p-®

ce qui contredit la proposition (32) et établit le théoreme .

(4), (15)

Dans tous les autres cas - cf. - ou la méthode
des projections successives générait des suites fortement convergentes, toutes
les propriétés sont conservées lorsque l'on passe de la décomposition au croise-

ment d'algorithmeset 1'on a :
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1.5.6 - Théoreme

Si, en plus de l'hypothese HI, on suppose que :
o

(H 1

i#]

alors la suite ivpg construite par l'algorithme 1I1.5.3 converge fortement vers

r
) j€ [Lal telque ¢, N (0 c) 7/ 4

une solution du probleme (R') et la vitesse de convergence est au moins liné-

aire.

Démonstration

Pour alléger les notations, nous supposerons,en changeant éven-
tuellement la numérotation des convexes sans changer leur ordre, que l'hypo-
these (HZ) s'écrit :

~ 11 N
(HY) c,nin ¢) #9

. i -
i=1

Nous allons décomposcr la démonstration du théoréme en 6 parties :

D'apres l¢ théoreme 1.54, on a :

lim {(vF) =0

pre
par équivalence de semi-norme, on en déduit :

lim d, C) = 0 i=1, ....,n;j=1, ..., n

1 J
P o
. . e e : 4 .

Si l'hypothesce (H'Z\ ¢st vérifide, on sait ct.( ) , lemme 5i4) que cect entrai-
ne :

. p B .

lim d(vi, §) =0 , i1, ..., n

1

p




\
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L. et r. étant définis respectivement par (16) et (17), soit M' un
i

majorant de {vp} et soit M" un majorant de /_F ; on pose :

- , 1 n:]
M-max [Ll, cees Ln T S T M', M (35)
r=min [ L, ...., L, r_, oor , MY, M" ] (36)
1 n 1 n
‘et soit P ¢ N tel que :
p2P = d((v", L)) <r/a (37)

n
2éme point : 3 o> 0, vp >P, 3 X € iQICi tel que 5 (x, p) < Ciﬂ@ (vf, r/2)

i=1, ..., n-1

D'apres l'hypothese (H.), il existe b € S et il existe un o >0
o

2
tel que :
n-1
&®b.o) C 0O cC, ;
) _ i
i=1
posons,par définition, pour 8 = (b, ...,b) e D et r>0

RUE, )= T (B (b r).
: i=1

Soit uP 5 projection de vP sur 4 , pulsque p > P, ona:

d ( (vP, uP)) < /4.
Considérons alors 1'homothétie de centre uP et de rapport r/4M
I'homothétique ® (o, o . r/4M))de la boule B (b, e ))définit une boule
"0

@(('—‘C o), clest A-dire une boule B (x, p) cherchée, avec :
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3&me point : Vp > P, pour 1'élément x € S définit au deuxieéme point,

-1 £ (vP)

n-1
P P xRy s 3T /e (P

st ey =i

La convexité de f(v) implique :
(") 3D < 1(y) - 1) vy € U

En particulier pour 3, =X & aﬂc Q , il vient :

n

2 (e (P kP o
i=1

Considérons alors }: y € Bdéfini par :

f',(vp)
yi:x—p—l—‘— i =1, ..., n-1
//e.P) /)
y, - X
On a n-1 f'.l(vp)
(e (<P y-vP) = 3 (VP)xeg — - Py (e (P), kD)
i1 //8.(PY/
n n-|
(G AR N S (AN O MR NI S/Z N (oo VI
i=1 i=1

et compte-tenu de (39) :

n-1
(eGP vy s -0 0 eGP
i=1

on

(38)

(39)

(40)
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4eme point : Equivalence de semi-normes.

I1 ré ulte des propositions 1. 2.5 et 1. 2. 7 que les semi-normes

(£(.) 1/2 /() et Z //f' )// sont équivalentes sur ’19 . De plus,
n
_Z f'(v) = 0, ¥v &€ ‘L? (41)
En effet, f(v) étant convexe et invariante par translation, on a

i(v+-6)2 () + (0w, ), v4ed v
et donc :

Y (¢ .(v)b) =0 Yybey, Vy € .

i=1 !

. . 1/2
On a donc également l'équivalence des semi-normes (£(. ) / et

n-1
YRV

\/f(vp) - Jf(vp+l)

f(vP)

5eéme point : Minoration de

Reprenons (40), cette expression peut s'écrire

n n-1
Z(f'i(vp)-ff‘(vP), y,-vP) + - fp’(v A I/ N/
i=1]

1=1 i 1=]
d'ou :
n n-1
>/, AT AT VA ST A Ry AIe W)
i=1 i=1 =

ou ¢ncore, compte-tenu de la définition (14) du gradient :

1i=1 1 =1 1= 1

YZ//Y AR ALV S (L (e s . >»}:_//f'

Les n opérateurs B. étant lindaires continus, on a la majora-
1

tion :

:3

Z// PR T PR P s s 5 e (P

1 A

1i=1 . =

—

ou cncore, par équivalence de semi-normes:

=M ;l//vp*l ULy Py s Py YR (42)
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On a donc nécessairement au moins une des deux propositions

Jie[1,n] tel que 2.M. kI.//vF;-H-vFi)// > Zln ) p.kz(f(vp))l/z (43)
diec [1,n] tel que —(fli:)'(v?), Yi"vf) > A p'kz (f(vp))I/Z .

on (44)

. L +1 P
De (44). puisque Yi 6Ci et par définition de pp , on déduit :

1/2 :
p _ptly 1 P
(6> P ) > 5 .— P Kk, (v ) (45)
. ptl  p+l )
Si X =N s alors - (21), ona :
P ptl
(g, p. )
ptl P,, _ .ptl pt+tl,, 1 i 1 1 ptl

P
i' //pp+1// >’2.M.Ki(gi’ p; )

d'ou (45) implique :

.k 1/2
+1 b "2
/TR s () (46)
4. n. M. K.
1
+ +
Si, au contraire, )\pi 1: I:l) (1:, alors :
o +1 +1
b+l p b+l (g, pl.f ) (gip, p? )
IR s Py
| oy M
d'ol avec (45), il vient :
1/2
p+tl  p 1 p
v e S P Ky e (VD) (47)
Au total, si l'on pose :
. . .k
k., = min [ ’ kz i kz i=1 n i 2 ]
3 - “4.nMk 7 4n MK U B 2 n M
alors par (43), (46), (47), il vient :
. € ptl p P 1/2
¥Vp > P, di€ ri,n ] tel que //v5 T -vE// >k3. (£(v%)) . (48)
: 1 1 -~

| 1
Or, puisque VI; * estprojection de Bi('trl p) zur le segment [v[i), \}j J ona:

VA AEE YA VR S Yl VA S YV
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c'est-a-dire, compte-tenude (15) et de la décroissance de f

,//vfﬂ-l— VP//Z N I—[ fP (vp) - £ (v

1 K. 1 1 1' 1
i

Rapprochant alors (48) de l'expression précédente, il vient :

2
k. f(vP) < K

et enfin, en posant :

. 2 .
ky =min [1/2.kJ . K 5i=1, ..., nl> o

4

il vient :
1/2 1/2
+1 1/2

tpz P P) - )T ey

beme point Convergence de gv }
+
Par définition (22), (23) de P 1, i=1, ..., n,

1

1
2"

L1(P) - 1P T <= WeP) - VEPT) 12 (i)

on a :

I

p+l__p p+1 ptl ptl p+1
A/ Y/ /A N/ /s ZK WETA

or, de (15') et de l'expression (14) du gradient, on déduit :

P(P) P)ye - 40;1 e
et donc :
A /A A p))l/zs Lyt i
Sk, .
d'ou , en posant :
k., = max ( l , i=1, , n),

il vient avec (49) :

ipx P PTLP ks[(f(vp))1/2-(f<vp))1/23

Les séries {//Vi’“-vf’//} ,

/

, L= 1,0 ..

Sy K//gf//-

(49)

(50)

.» n, sont donc convergen-

tes, les n suites Sv_ } sont donc des suites de Cauchy, convergcant forte-
1

A . »
ment sur V, complet, vers v., i=1, ..., n,avec v ¢ Up
i
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De plus : _
viel1,ni, Ym>P, Vp2 P, m>p, ona:

m vz o 1/2
IV < Yy I s TPy ]
q=p

d'ou, enpassanta la limite sur m, il vient :
~ : 1/2
/e =P kg (P TT
ou encore, en tenant compte de (49)

Vp 5 P, //v"i-vlio//\< ko (1-k,) .f(v), i=1,...,n

et la convergence est, au moins, linéaire.

I.5.7 - Théoréme

Si l'on suppose qué tous les convexes, a l'exception possible d'un
: . ‘ : pl . ‘
seul, ont uniformément convexes, alors la suite %\v engendréec par l'algo-

rithme 1. 5. 2, converge fortement vers v € Oﬂ .

Démonstration

Pour simplifier les notations, nous supposerons que les n-1 pre-

o C ) sont uniformément convexes,
n- .
Rcrﬁarquons d'autre part, que l'hypothese (Hl) cst, ici, izutile.

(10)

micrs convexes C

En effet, tout convexe uniformément convexe ot différent de V étant bornd
I'hypothese du théoreme 1.5.7 implique (Hl) - sauf dans le cas dégénéré :

. P o .
Cl = ... = Cn | V, dans cc¢ cas tout point de départ v, cst solution.

Le théoreme 154 s'applique donc a la suite '%_vp} considdérée.

On sait qu'un élément u € /f ¢st caractérisé par :
(f'(u), v-u) >0 ;5 =v €6 & (), v.-u) >0, Vv.€C, i=1,...,n
1 i i i

Soient alors u ¢t v deux éléments de /.f , la convexité de f

implique

f(v) > f(u) + i (f'(u), v; -Ui)
i=1
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1) f'(w) =0, i=1, ..., n-I

On sait que (41), que ceci implique :
' (u) = 0,

n
et donc, puisque ///fl(u)///2 est une pénalisation d'écla tement,

u €D et S = 191 c, #8.

S'il existe alors ,u et v, distincts, appartenant i TF, il est
0 PP

1

clair que 1/2 (utv) € c, N ( Pﬁl Ci) et le théoréme est une conséquence du thé-
1=

théoréeme I.5. 3.

Si au contraire, S se réduit a un point x, alors, si Cn ;t/ X,
x appartient a la frontiere .d'un au moins, des convexes Cl, C e Cn—I' Cet
ensemble C. étant uniformément convexe, la suite VF_) correspondante qui
convergeait faiblement vers x convergera fortement (\fll’) théoreme 3). La
suite {vp} étant minimisante pour f, ce sont donc toutes les suites {vf},

1 =1 .» 1, qui convergeront fortement vers x et le théoréme cst également

établi pour ce cas.

2) di €{1,n-1d, tel que f‘j(u) £ 0.

Montrons que dans ce cas, ”j ne contient qu'un élément,

L'hyperplan

H = f(xe Vi), X—uj)ZO}

est hyperplan d'appui, ¢n u,, au convexe C_. C. étant uniformément convexe,
J J J

H GO C_j = u, ct(51) implique donc :
J




I11.30

Or, on a, quel que soit v € 7.7:

(V) = S Msfutvow//t = i) 20 Y (s () s v-w) + Y /s (vou)//”
i=1 i=1]

i=1

cecl peut encore s'écrire, en faisant apparaitre le gradient :

VYvelr, f(v) = f(u) + (£f'(u), v-u) + f(v-u) , (53)
et donc, puisque u € £
vv €Y, f(v) » f(u)+ f(v-u) (54)

o

d'ou :
vgﬂagf(v—u):o = v -u€t V{/’(f):’@

et compte-tenu de (52) :

vV = u et 4/]: gu}

Etablissons alors la convergence de {vpi . De (54), on déduit :

lim f(vi - u) =0,
p-°
et donc, par équivalence de semi-normes (proposition I. 2.5) :
n-1
. p p
- - - =0
gl_r.r; i}_l I vy ) (55)

Or u. appartient a la frontiére de l'ensemble uniformément convexe C,, la
J

suite {vp

1

: P -
lim //vJ - uJ// =0

RT

On déduit donc de (55), par récurrence sur l'indice 1 :
lim//vp—u,/zo i=1, ..., n
. i i

ce qui acheve la démonstration du théoreme.

I.6 - CROISEMENT PARALLELE DE METHODES
DE DESCENTE

Si l'on choisit comme pénalisation d'éclatement :

) o= . 1 L2
g9 - 3 My Bt

n

ou f(v):t(l//v~€_’ ljvJ_// a. >0, jzl...n;z_l,:

4777 = T

!qui converge faiblement vers u. converge donc fortement et l'on a :
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Il est possible de définir des croisements paralleles de méthodes de descente

associés aux méthodes paralleles de décomposition . Celles-ci ne sont autres

(1), (15)

.que la méthode du barycentre pour f

(16)

(v) et qu'une variante de la méthode

3
du barycentre donnée dans Les propriétés de ce croisement d'algorithmes
sont identiques 2 celles des croisements séries étudiés ci-dessus et se démon-
trent de facon analogue. Néanmoins dans le cas du calcul en parallele, il est
intéressant de préserver la possibilité d'accélérer la convergence par extrapo-

(15)

lation ; tel est le cas du croisement parallele de méthodes duales.
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FORMALISATION GEOMETRIQUE DU PROBLEME:
CROISEMENT DE METHODES DUALES

II.1 - PRINCIPE DS METHODES DUALES PCUR T,A MINIMISA -
SATION D'UNE FONCTION CONVEXE SUR UNE INTER-
SECTION DE CCNVEXES (%) ‘

Considérons dans un espace de Hilbert V,, de produit scalaire et
3
Jde norme, notés (.,.) et //. //, {l'indice inférieur 1 est destiné a coordonner
. Ja ~ . v - \
les notations de ce paragraphe avec celles utilisées dans la suite du chapitrej,

le probleme :

A A
) "rrowver $ ¢ 5 = m - 1
(N.) rouver v, Ci tel que fi( i) min [f(vi) ;v € Ci

i

i i, £
LE L., ’
1
i.es C. P sont des convexes fermés de V,
i, 1
C., = S§vev g (vi<o}
i, 2 ' i’ %y, E( i/ J
ou les fonctions gi 2 sont convexcs s.cC. 1., et Li an ensemble dlindices
’
quelcongue, Nous ferons la convention suivante @ I,, comporte toujours un
i

1t

¢, TV v € Vi (on a donc Ci’[/o =V

. C o . 20 ] -
indice noté a5 tel que : gi’ 20 (v)
i

et cette convention revient seulement a adjoindre l'espace entier aux convexes

définissant l'intersection).

. . D . <
On se rnropose de construire une suite {v‘, {destmee a2 converger
i £
N L . ' . P .
vers v, on minimisant la fonction f. sur une suite de convexes C. 1incluant
! i

1

C.. Plus précisément :

. 1.1 - Caleul de P71

————————— 1 .
s . leme . .
Supposons qu'alan, itération, nous ayons un couple
PP P ¢ I .
(\". s I\; ). Vi < Vi et K. étant un convexc fermé, tels que :

1 i i

P

K. D C.

1 i

(
%vp S Kp (56)

b
—
P
ol Pc
—~
i
o}

)
o
o]

L

——~

<

o
-

M

s
rN
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si vP ¢ C il existe alors iié Li et tel que v:p
1 i

7
F Ci, i
Si v? € C., il est clair que v oest solution de (N.). On pose
1 1 EP EO i 1 _
alors conventionnellement : L=y (57)

On définit alors la nouvelle approximation externe CI.: de Ci
par :

1

P. P .
C. =K (\ci’zp

(58}
i
+
et on calcule le nouvel itéré vI_: L
+
(VP 1 € CI.J
i i
p+1 N . . c P co
fi(vi ) = min [fi(vi) ;v Ci 1. (59)

__________ . C.
1. I § 1 7
On se donne une suite de nombres i:‘pj avec
r{) > 0 et lim rP: 0
i P i
ainsi qu'un nombre 8. vérifiani 0 < 0, < i.
1 i
Puisque vf 3 Ci’ on choisit l'indice xi) de tzile sorte que :
/7 P
B C.
vy iJ i, £P
i
5 > (60)
PY > 0 . Sup [g. PY;pen 1 - P
gl, ZF: (Vl) i D Lbll }.'/ (Vl) z i rl

II. 1. 3 - Définiticn de K.

weitnihion de  n.

o +1 .

On choisit alers un convexe feriné Kp tel que i'on ait
; 1

cii CrICOre
kPl 5 ¢
1 1
Vp-‘rl KP—I
‘ 1 1

1 - pi -
Lf.(vp-[ )= min (f(v.); v € A’RTI B
i1 i i i
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II. 2 - POSITION DU PROBLEME ET HYPOTHESES

Nous conservons ici, les notations du paragraphe I.1 et nous sup-

posons que chacun des convexes Ci’ i=1, ..., n, est défini par :
c.= N c,
€L, "
i
ol les Ci P sont des convexes fermés de Vv,
C, ,=434x €V ; g ,(x < o}
i, 4 { g1, J@( ) ~
les fonctions g. ) étant convexes et s.c.i., et L., i=1, ..., n étant des
1,

1
ensembles quelconques d'indices avec la convention 1'0 € L. et
q q i i

o(v) =0, VV€Vfi:I,”.,m

Nous ferons les hypothéses suivantes :

() s-N c /g

1

) Pour i = 1...,n et pour tout borné B de V, il existe Ki > 0 tel

que pour tout 4 € L, et pour tout x €B:

C-nsidérons le probleme (R) sous sa forme géométrique dans 'l}

(S) "Trouver '@ ¢ 6 nNd Y

et la décomposition effectuée dans =~/ «¢n

(S.) "Trouver v € "@ tel que 7= Proj @ "
1
6
~
t

A~
(SZ) "Trouver »@e oD tel que 4 - Proj$ v,

ou encore, ce qui est équivalent en :

(S, .) "Trouver \'f‘i € C, tel que //‘;\i_b//z = min [//vi—b//2 Yy € Ci]n

:
1
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II.3 - CROISEMENT DE METHODES DUALES

Les problemes (S, .) étant de mémvc forme que le probléme -
1,1 5
modele (Ni) - avec fi(') = //.-b//" et V. = V - le croisement d'algori-
.), chaque fois que ce

I, i
probléme intervient dans le cadre Ae la méthode de décomposition (méthode

thmes consistera a remplacer la résolution de (S

. (15 .
du barycentre ou méthode de projection parallele extrapolee( )) par une itéra-

tion de la méthode duale décrite au IL 1.

R ieme : ) ) :
Supposons qu'a la p itération de l'algorithme de résolution

de (S), nous ayons un itéré /@pé 2 , nous allons effectuer a partir du cou-

ple (bp, V) - qui constitue un couple (vf, Kf)) (56) - l'itération définie en

II.1.1, et II. 1. 2. La nouvelle approximation externe de C_l, i=1, ..., n, est
définie par : ,
p = " = 1 =
Ci = Vv mbi,,@?‘ci,f/? , i I, ..., n
P . _ 1 i i

et on calcule v, i =1, ... n, par :

1
- p+
L

i i

A A /R LA

Si on pose :

€P - cP > €,

i=1
. ptli -
on voit que, dans & v est défini par :

+
vpl = Proj p Aeyp,

On calcule ensuite, comme dans la méthode de décomposition correspondante, le
barycentre :

‘p+l1 +1

rg“p = Projog P

(15,

; : Nk . ‘neore o - $fini
Nous allons montrer que l'on peut encore coffectuer I'extrapolation définie dans

Introduisant la notation

H(a, b) = {x € x; (x - b, b—a)X > O}

on a le résultat suivant

/
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),

Sous les hypotheses (HO) (H1

+
1. si vP . v@p, alors /@p est solution du probleme (S)

2. Si vp+1 # /CP’ alors :

, /p+l ptl 2 ,
ENndcubP, P! +//////g@p /(;';H/////é (BPHE 4Py

Démonstration

Remarquons tout d'abord que 1'hypothesc (Hl) implique que

g.l’ 1)I(bp) est borné supérieurement pour £ € Li et 1=1, ...,n. C? est
donc toujours défini.

1/ si vPTlo AP alors V};+I - bP, i-1, ..., n et prCI;,
1=1, , n

Il résulte alors de la définition de £ (57), (60), que b’ € c, .
1

i=1,...n,et donc /@ P ¢st solution de (S).
) +1 ! : . +1
2/ Si vp # /ép, nous pouvons appliquer a (Aéyp, WP ) le lemme
5)
IT1.1 (15 “;compte tenu de 1'hypothese (Ho) et de l'inclusion LGC gp, le résul-
tat suit.

Il résulte du lemme L. 3. I que nous pouvons a nouvcau extrapoler

! pt1l . _ .
,6 L L'algorithme exprimé dans V, est donc le suivant :

£

II.3.2 - Algorithme
pt

1 s
Partant de¢ b quelconque, le passage de bp ab s'cffectue

de la fagon suivante

1/ On choisit pour i = I, ..., n, ff,: de telle sorte que :
si bPe ¢, 4P = g?
i i i
- p p
si b ¢ C, b ¢Ci,£P
1

. ,P P P, . ~p
1,Ei (b )2 Oi Sup [gi’z(b),ze Li]_ri
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. P _ .
et on pose : Ci = Ci,f,P’ i=1, ..., n
i
2/ On définit, pour i =1, ..., n
+
v]‘.D b Proj b°
' cP
i
+1
3/ Ou calcule b' = par :
+1 1 <« 1
P . 4 P

St
" 1= 1

n. //o PP /2

) +1
R S Pt uP)

L'interprétation géométrique de l'algorithme est la suitante:a par-

tir de litéré AP,

- On définit une approximation externe C@P - ce sera, en général un polyedre -
de G ; ]

- On calcule la projection, vp+l, de ’ép sur ﬁep, puis cclle),év’p+l, de vp-H
sur $ 3

g ptl
- On extrapole cette projection jusqu'en /&p .

On pourra évidemment n'effectuer l'extrapolation que pour certai-
+1 . +1 +1
nes valeurs de p, bp étant défini, pour les autres valeurs, par bp :b'p .

On a les résultats suivants :

1I.3.3 - Théoreme

Sous les hypotheses (HO) et (Hl

gorithme 1II.3.2 converge faiblement vers un;élément

A n
b € S = N C
1=1

), la suite {bp} générée par l'al-
A
b € V, tel que

i

Démonstration
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FIGURE 1 : Croisement de méthodes duales pour trouver un point appartenant

a une intersection de convexes : représentation dans l'espace U~
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(Cy)

(C,)

FIGURE 2 : Croisement de trois méthodes pour trouver un point appartenant 2

Cq M CZ(N\C3: méthode de KAPLAN pour Cq, méthode de KELLEY pour Cy,

bP-1 g Cs donc Cq n'est pas pris en compte. Représentation dans

lt'espace V.
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Puisque X € € n ogcep noH , i résulte des propriétés
des projections que.:

P X/ s P ) s Sxy,

compte-tenu du lemme II.3.1:

AP /2 AP s BT e . (62)

La suite {///I@p- I///} , décroissante et bornée, est donc convergente.

Or on a :
p 2 ptl 2 +1 > ,,,2 +1 +1

Y AR Y R AT /AR OO LA S L)
d'apres le lemme II. 3.1, le produit scalaire est positif, d'ol on déduit :

/2 Y/

p~®
et, par définition de £p+1’ ///«6'p+1—,@p/// étant borné :

tim /P BP0 = tim AP, G =0, i=1.n.

p—om p_“
Compte-tenu de l'hypothese (Hl), il vient :
. p s
lim sup gi,zP(b)§0 i=1, ..., n
p~ 1
et, par définition de ﬁIi) :
. Py . ) = -
lim sup (Sup re; 4 (b ), &€ L. J) < 0 i1=1;..., n. (63)

p—bw

La suite &bpi étant bornée, elle posseéde une sous-suite conver-

~
geant faiblement vers b €v.

Chacune des fonctinnnelles g8 4 RS Li, 1= 1, , n
étant faiblement s.c¢.1i., 1l vient :
~ . . P : .
< < ¥y € = .
gi’ z(b) < lim inf gi, P (7)) <o, 4 Li’ i=1, ..., n;

p—m
et donc b € S.

~
Montrons que toute la suite {bp} converge faiblement vers b.

. . . D .
Supposons qu'il existe deux sous-suites de {b convergeant faiblement, res-

pectivement vers X' ¢ S et x'""€ S. Les suites {//bp~x//}étant conver -
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gentes pour tout X € S, ona:

2 = 1im {//b°-x ALY/l ST {//x'//z-//x'//2+ 2(b%, X.._x.,}

p_,oo p—-om

En passant a la limite, dans le second membre, pour la premie-

re sous-suite - respectivement pour la deuxiéme sous-suite - il vient:

a = /xR Brale K w) = R R e g,
dlou : i

13 1

(x -x', x"-x') = 0

n
et toute la suite {bpfconverge faiblement vers b € S,

Comme pour la méthode des projections successives, la conver-

gence forte ne peut &tre assurée que si l'on renforce les hypotheses et l'on a :

1I.3.4 - Théoreme

Si, en plusdes hypotheses (HO) et (Hl) , on suppose quc l'une

quelconque des hypotheéses suivantes est vérifiée :

(H3) V est de dimension finie
(H4) Pour toute suite bornéc ixp} V., on a :
a) lim sup (Sup g (Xp)) S 0 = lim d( Xp,Ci) =0
p.® LL 4 p —e
b) lim d(xP,C.) -0, i-1,...n =5 lim d(x",8) =0
p— x ' p ~
alors la suite ibp} géncérde par i'algorithme I 3.2, converge tortement

vers B € S,

Démonstration

La convergence sous ['hypothese (I~{3) ¢st une convergence di-

recte du théoreme II.3.3 car les topologies faibles ¢t fortes sont alors con-

fondues.
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Faisons alors l'hypothese (H

4). D'apres (63), la suite {bpf

est telle que :

lim sup (sup gi’z(bp))é 0 ,i=1, ..., n
p— e [,ELl

De (H4) (a) et (b), on déduit :

lim d®",s) = 0 (64)

p —0
Considérons alors la suite d'ensembles r% définispar :

q
rRY - pOl (B[Projs bP, //bP- Projsbp// ],

ces ensembles R? sont convexes, fermés, non vides - bp € Rq (62) -
+
et de plus R ! — R,  Une telle suite d'ensembles posseéde une intersec-
tion non vide, soit g' e N Rq. Il résulte de (64) que b' est unique, ap-
s q=1
partient a S, et que :
~ ~
tim b® = b' = b.

p-e

II.3.5 - Remarque
L'hypothese (H4 b) est en particulier vérifiée si
- le , fé tuell gnt un, t unif é t ,
tous les Cl sauf éventuellemgnt un, sont uniformément convexes
-3 € 1,n] tel que C.nn c. # ¢ .
jttn i
1=1
i
et les conditions de convergence forte sont identiques a celles des méthodes

de décomposition correspondantes,

: 9
Ainsi que le montrent P.J. LAURENT et B. MARTINET( ), le

formalisme utilisé au II. 1 recouvre un grand nombre de méthodes classi-
ques d'approximation extérieure(é)(7)(10),

Donnons,en particulicr, un exemple de croisement de méthodes

de Kelley :




I11.43

II. 4 - APPLICATION : LINEARISATION DES CONTRAINTES
PAR CROISEMENT DE METHODES DE KELLEY (7

V est un espace de Hilbert - (.,.), //.// -, et on considere

le probleme :

n
(R) "Trouver v € 'nl C, "
1=
avec :
.= VvV . < 0 i=1, ...,
C1 {v € gl(v) S } i n
les fonctions g., i=1, ..., n étant convexes et continues sur V.
i
Si l'on introduit, pour i=1, ..., n

o
Li :{'(v,d)e VxV;vEV—Ci , dEagi(v)} U!@io,

g, ,(x)= gi(v)+(d,x—v);vz = (v,d) €L, i=1, ..., n

X =
g;, 2 0

i
= 6 N <

i 4 {V Vig 0 s of

il est clair que l'on peut définir Ci par :

- N
Ci szi Ci,z

et le probleme (R) est de la forme du IL 2.

Toute fonction convexe étant 1'enveloppe supérieure de ses mi-

o
norantes affincs continues, pour tout x ¢ C. on a :
i

gi(x) = max (:gi' 17l(x) i L€ Li ‘_J

or, pour tout d € 3 gi(x) :

g(x) = g g4 O

Une simplification intervient donc pour le choix (60) de EE’, on choisira :
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(8]
: p P _ P €
si b- ¢ C, L. = (b7, d) L. (65)
o
si Y € ¢, P o= 40
1 1 1

L'algorithme 1II. 3.2 estalors un algorithme de linéarisation

des contraintes Ci’ ep étant défini par :

1

n
"ep:nCP;

i=1
avec :
P P >
c. =V si b &€ C.
i i
p = 1 p 2 .
C. Ci(bp, d) si b ¢ C,
Si nous introduisons les hypotheéses
(H'l) Pour tout i =1, ..., n et pour tout borné B de V, il existe une
constante Ki > 0 telle que, pour tout v ¢ B et pour tout d €9 g{v),
1
on ait : //d// < Ki
(H'4(a)) IL.a fonction g, - resp. i=1, ..., n - définit correctement(u) le con-
vexe Ci - resp. i=1, ..., n - : pour toute suite {xp} C V ona
pour i=1, ..., n:
1 P - . p _
im sup gi(x )£ 0 = lim d(x 'Ci) = 0.
p—o @ p_.<n

On a alors la proposition :

Si les hypotheéses (Ho) (H 1) sont vérifiées, la suite {bp}
générée par l'algorithme IL 3.2, avec E? défini par ( 65) converge faible-
ment vers b € S. Si les hypofhéses (H‘4(a)) et (H4(b)) sont vérifiées, la

convergence a licu au sens de la topologie forte de V.
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1. 4.2 - Remarque
Il est clair que 1'hypothese (H'I) implique 1'hypothese (HI)
Il suffit d'ailleurs, en fait, que l'hypothese (H' I) soit vérifiée sur un borné

A
B ‘"assez grand", c'est-a-dire tel que :

]% D 8 [Projs bo, //b0 - Pro‘jS bo//]

Le croisement de méthodes de Kelley n'est qu'un exemple de
croisement de méthodes duales. Si on connait un point intérieur pour certains
des convexes Ci’ i€J ¢ [I,n], on pourra croiser, pour i € J, des algo -
rithmes de Kaplan(él) avec, pour i £ J d'autres méthodes type Kelley, les

théoremes II.3.3 et II.3.4 établissant la convergence de ces procédés -
cf. fig. 2 page 1II.39,




(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

9)

(10)

(1)

(12)
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CHAPITRE 1V

PROJECTION SUR UNE INTERSECTION
DE CONVEXES ET APPLICATIONS

On étudie ici le probléme de la construction du projecteur sur une intersec-
tion de convexes d'un espace de Hilbert, c'est a dire, en changeant éventuellement

de produit scalaire, celui de la minimisation de fonctionnelles quadratiques coercives.

Dans le cas ol les convexes initiaux sont suffisamment simples, il peut &tre

intéressant de décomposer le probléme en sous-problémes ne mettant chacun en jeu qu'un

(D

seul de ces convexes. De telles méthodes, consistant a 'éclater les contraintes"

(#) , (9

ont été proposées dans . Une formalisation équivalente du probléme dans un

espace produit permet ici d'élaborer, par décomposition, une méthode paralléle d'écla-

. N f1zo2. (13)
tement des contraintes a convergence accélérée .

(4)

La méthode proposée, de méme que celle présentée dans , nécessitant que les
projections sur chacun des convexes initiaux soient aisées a obtenir, on étudie
ensuite, dans une deuxiéme partie, le cas ou cette condition n'est pas réalisée.
En associant & la méthode de décomposition précédente un croisement de méthodes

(9), on définit ainsi une méthode ayant un champ d'application beaucoup plus
(14)

duales

large

A titre d'applications, on présente, dans une troisiéme partie, et en utili-

. (5)

sant un formalisme dQ a , quelques méthodes de décomposition d'opérateurs dans

des pfoblémes clliptiques (13).
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I - PROJECTION SUR UNE INTERSECTION DE CONVEXES

1.1 - POSITION DU PROBLEME

Soient

\' un espace de Hilbert réel, identifié a son dual, de produit scalaire,
norme et distance respectivement notés ( .,. ), /.//, d(., )

Ci cv,i=1, ..., n, des ensembles convexes fermés.
n

C= N C,.
i:l 1

g 6 V un élément donné

et le probléme:

(U) "Trouver u 6 V tel que /fu -~ g // = min [ﬂ v-gff; ve Cj "o,

Nous supposerons que le probléme n'est pas dégénéré et ferons les hypothéses

Le probléme (U) consiste & chercher la projection de g sur une intersection
de convexes et nous nous proposons d'obtenir cette projection en utilisant des

projections sur chacun des convexes Ci’ i=1, eee, 0.

I.2 -CAS PARTICULIER D'INTERSECTION DE CONVEXES ET NOTATIONS

Etant donné un couple ordonné a,b de pointsd'un espace de

Hilbert X, on convient de noter :

H(a, b) = {v € X; (v-b, b—a)X > 0 }

I.2.2 - Remarque

H(z,2) = X; Si a# b, H(a,b) estun demi-espace fermé

sur lequel b est la projection de a.
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I.2.3 - Définition

Etant donné un triplet ordonné de point a, b, c, d'un espace

de Hilbert X, on note Q(a,b,c) la projection de a sur H(a, b)) H(b, c)

1. 2.4 - Notations
Trois points a,b, c, étant donnés, on note :
A =(b-a, c-b)
H=/c - b//f{
o= Ja - bz//;,

N kY-

X

i

Trois points a, b, ¢, d'un espace de Hilbert X étant donnés,

quatre éventualités constituent une partition des cas possibles .

1 [ =0, y< O Alors H(a,b) N H(b,c)= ¢
2. n=20, ;>0 Alors Qfa,b,c¢) = ¢
)
3. n A0, AM- n> 0 Alors Qfa,b,c) = a+(1 +—p )(c-b)
i b, ) = b+ (u(e-b)-x (b-a))
4. #0, au-m<0 Alors Q(a,b,c) = b += (v(c-b)-x(b-a

(4)
Ce¢ théoroeme ¢st démontré dans dont on 4 conscerveé les notations,

1.2.6 - Projection sur un convexe

L'idée de la méthode pour chercher la projection d'un point

x 6 X sur un convexe K € X est alors la suivantoc

Supposons qu'a 1'étape p de 1'algorithme, nous connaissions

o’ 6 X tel que H (x, WPy ok ;

. . ) )
on construit alors un nouveau demi-espace H (u! s w"”) contenant K et l'on définit
+1
uP par
pt+1

u - Q (x, up, WPy ;
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cette projection étant calculée 3 1l'aide du théoréme I1.2.5. Sous réserve que les
approximations successives de K par H(uP?, wP) soient "bien choisies', on défi-

nit ainsi, et & partir de u® = x, une suite uP convergeant vers ProjK X

I.3 - NOUVELLE FORMULATION DU PROBLEME

On introduit maintenant :

n
n
17 = TT Vv doté de la topologie produit par le produit scalaire ( .,.)) = > (e 0)
sa norme et sa distance sont notées [/ ./ et d ( +,.))

n
S - TT ¢ ¢l

. i

i=1

et le convexe diagonal

D=-fb-,b, e, dyeVsbev).

Rappelons ici quelques propriétés établies au chapitre II.

Le convexe diagonal, ED, est isomorphe a V par bijection j : V*—?tis;
X B8V =% j(x) =1(x, X, «0ey %) 6 ib e ZT_ Nous n'identifierons pas V et o) et,
pour alléger les notations, nous noterons l'image par j d'un élément de V par la

lettre ronde correspondante ( j(b) = /. jlx) =X L.).
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L'image par j de l'intersection desn convexes Ci est l'intersection du
convexe produit 8 et du convexe diagonal :b:

j((n)ci)z end.

i=1

I1.3.2 - Proposition :

i) La projection d*un point g = (b, b, ... b) B ED sur ﬁ? a pour

composantes les projections de b sur chacun des convexes Ci
. . . .
PrOJ6 (F’rOJCl b, PrOJC2 by, eeey PrOJCn b)

ii) La projection d'un point v = (v{, ..., vn) 6 /D' sur@ est l'image
par j du barycentre des n points vy, vy, ..., v, ¢
Proj v = j (-—L <n£ v.)

n i

D i=1

I1.3.3 - Probléme (U')

Si l'on note donc g = i(g) = (g, 85 +ees g), il résulte de la définition

de la norme de v que le probléme (U) est équivalent, dans v, au probleme?

(U') "Trouver A 6 %n?) tel que [/ - 5 ///2 = min [///11’—5 ///2 ;U6 tﬂ :_0] "

Nous nous proposons d'utiliser, pour résoudre le probléme (U'), l'idée de
l'algorithme I.2.6 et définissons donc une méthode de constructions successives

de demi-espace contenant & /),3 .
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1.4 - APPROXIMATION EXTERIEURE D'UNE INTERSECTION DE CONVEXES : THEOREME

D'EXTRAPOLATION :

I.4.1 - Lemme :
1
Etant donné un couple (B.v)eD x U etennotant /g' la

projection de v sur «&),

1.  si »@ :1,':\,, alors DN HB,v) =D
2. Si ’&:‘g,}lv, alors o&ﬂ H(‘g,v) = ¢

3. 51 -/g 7{«8- » on définit alors (15) 1l'extrapolé £~ " par :
A AN/ AR /Ay S NN I R &, Q' -l
/N M =1 I '

et les deux propositions suivantes sont équivalentes :

i)y x6 £ 0wk, v
i) x6 £ N H(E,E"
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Démonstration

¥ x EQ,((X,V—E\’)):O (2)
1 Si X?:/?J’ = v alors H(@,v) = H(v,v) = Vs

2 Si ,g A # v, on a donc Vx € 2B (x, v—,g ) =0

et donc

Txcod (x-v, v-b)=-/)v-btj/? <o

D0 Hb.v) =g
3 /
o | /2 2R/ &
it = 1i. Soit x ¢ o@ N H('@,‘/& +/// —.@'///2 ( ’6 "g )

-~
On a donc :

W2/ TN
((X—g' ///}(;_v&,///z (‘e—tg'), /6—4-/// _4/// (,@_ _’g) G» > 0

ou en développant :

l 2 ! . - v 2 , ,
[I +//Z/Z{/é;éi//////f] . [((x —,ﬁv, »&—'K)) -%—I%.((,&_/e,,g_g»J > 0

5
ou encore : AS

I A R/ N/

et compte-tenu de (2 ) :

(x -v, v —‘&')) > 0

i=>ii  Soit x €.9 0 H,v)
On a donc :
(x-v, v-%) >0,
(c-B+ 8- v v B+ b £y o
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Compte-tenu de (2 ), il vient :
& By - bt s o

et par le calcul précédent :

. A
« D oul A b4

On en déduit le théoréme (cf. Fig. 1 page IV-9)

On suppose maintenant que l'hypothése (H;p) est vérifiée, et on considére

un élément (- 6. si g‘ ¢€ , on définit :

v = Projeb

qk:
Il

Proj v :

, 2
A ///{r'-'v///z (b -0y
M -t m

’

et l'on a :

L' b
e cLaudd, ™

Démonstration :

n
Remarquons d'abord que 1'hypothése (Hl) M Ci # ¢ implique, dans ’D’,
. i=1
N o/ £ @ . D'autre part, par définition de la projection sur un convexe, si
J

868 :

tj CH (8’, V) .
. . [
On en déduit donc que &/ N H (LV, v) £ ¢ .

I1 suffit alors d'appliquer au couple (g, v) le lemme 1.4.1 qui montre

que 8' + {F et établit le théoréme.
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FIGURE

1

Représentation de l'extrapolation dans '()'
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Si nous exprimons dans l'espace V le théoreme d'extrapolation, il vient,

compte tenu de la propesition I.3.2

n
L'hypothése (Hj) étant vérifiée, on considére un élément b 6 V ; b & {j& C..
On définit

v, = ProjC. b
i

b= L T v,

n
i
i=1

AR &
i=1

b = b + 5 - (b' - b)
n //b' -b/
et l'on a
i) b' # b
n
ii) ¢ = M C, €H (b, b")
i=1
I1.4.4 - Remarque :
(15) T o . .
Comme dans (cf II - 1.5) 1'on peut, en modifiant la norme de

faire intervenir des pondérations dans le calcul du barycentre des Vi

i= 1, eeey I o

1.5 - DESCRIPTION DE LA METHODE

Le théoréme dfextrapolation I.4.2 donne une méthode de constructions suc-
e s .
cessives de demi-espaces contenant ¢-NJ Supposons donc qu'a 1'étape p - 1

de 1l'algorithme, nous connaissions

1 (ol SN

. Plg g tel que H(§ ,: P=3y 5

p

- ; -1 . . -
on construit alors, si 4t ¢ 2: C]SD, une nouvelle approximation extérieure

H (Axp-l, 5 Py :){C:f)g7par :
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-1
wo= Proj _u_p

('p = Projq P

m P -

1,2

— - (b‘P -ALp-l)
mb P P

Y,»p = »(,Lp-l +

et l'on définit P :

p-1
,(.Lp = Q (‘3 ,/‘.Lp S ?/p) -
Nous pouvons maintenant décrire, dans l'espace V, 1'algorithme proposé :

I.5.1 - Algorithme :

D TN P
Partant de u = g, le passage de uP a u s'effectue de

la fagon suivante :

1. On calcule pour i =1, ..., n
-1
vf = Projcl uP
1
si vb = up_1 i=1 , n, on pose 3 = up_l et on stoppe 1l'algorithme
i 3 2
sinon
2. On définit :
p _ 1 P
b’ T n Z Vi

et l'extrapolé :

Z /P uP 12
a//o® - uPl

-1
p p_l + (b'p - up )

3. 3 On calcule alors :

-1
W = Qg vPT . bY)

Les définitions 2 et 3 ne sont justifiées que si b'P # up-1 et si le cas 1
du théoréme I.2.5 ne se produit pas dans le déroulement de ltalgorithme. Si

-1 . Loz
uP = v[; , 1 =1, ... n, l'algorithme stoppe. Seul donc nous intéresse le cas

A(p-l # vP .
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. -1 -
et H si P 7 Vp, et si H(g, uP 1)

Sous les hypotheses H, 2

contient C, alors :

) PPy
.. -1
ii) H(up , bp) contient C

iii) H(g,uP) contient C

Les points i) et ii) résultent directement du théoreme d'extrapolation puis-
que ubP-l ¢ c .
-1 -1 3 . .
De plus, puisque H (g, uP yN H(uP , bp) contient C, la projection
Q (g, uP-1, bP) est bien définie et, par définition de la projection sur un

convexe

-1 -1
H(g, Py D H(uP s Py N H(g, uP ) D C.
1.5.3 - Remargque.

L'algorithme I.5.1 comporte donc trois phases :
- la premiere étape résoud en parallele les problémes locaux de projection.
- la deuxieme phase coordonne - b'P_ et extrapole -bP- ces solutions locales
- la troisieme phase effectue la coordination générale des deux phases précé-

dentes

I1.5.4 - Remarque

Comme dans les algorithmes de chapitre il il est possible,

pour "recentrer' les itérés successifs,de ne pas effectuer a chaque pas l'ex-

trapolation, c'est-a-dire de prendre bp = p'P pour certaines valeurs de p.

I1.6. - CONVERGENCE DE LA METHODE

On a le résultat suivant,

1.6.1 - Théoréme

Sous les hypotheses H, et HZ’ si la suite {up} définie par
l'algorithme 1.5.1 est finie, son dernicr élément est solution de (U); sila

suite est infinic, clle converge fortement vers la solution de (U).
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Démonstration
Remarquons tout d'abord que, puisque C # #, H(g,bl) contient
L i .

C, donc H(g,u') = H(g,b") contient C, et donc, par récurrence sur P

H(g, u®) contient C

Si la suite est finie, cela signifie :

-1
uP € C
et puisque
p-1
C € H(g,u ),
p-1 _ .
u = Pro_}cg

et uP-l est solution de (U).

‘Supposons donc la suite uP infinie.

ler point

La suite //up—g// est croissante, bornée, donc convergente.

En effet, par définition de up, " WP appartient au convexe

est projection de g. La suite {//up—g//} est

donc non décroissante. D'autre part, d'aprés le lemme 1.5.2
P) '

H(g,up_l) sur lequel u?

C < H(g,u
d'on :
Y/ S/ /A fx € C |
et, puisque C est non vide, la suite {//up - g//} est bornée. Elle est donc

convergente. Il en est de méme des suites
2 2
S Y R VE S Vi

On en tire en particulier :

tim [ P g/® o P /21 = 0

P~
et, puisque
uP € H(g,up—l), v
-1 p-1
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ceci entraine :
-1 2 2 -1
YT/ P/ Y/
et on a donc :
- -1 2
lim /P - 0P % = tim P - P00
De plus, puisque uP € H(uP~ I, bp) :
1 1 1
IR PR < ffaP T eP ) PP
dtour:
- - 2 \
tim /Pt oo P2 = lim P oBP)Y = 0 (3)
p—ocn p_.CD

2eme point

|
o

lim P Py = im fP AP

p—»m p—m

Exprimons ///jyp—wp-l///z, il vient

IR Pl = AP PR PP R 2P P VP Py ()

Si nous appliquons alors le lemme I.4.1 au couple (Mp—l’ vp)

LPedn uauP AP
on en déduit :
AP cdn ual P

et donc :

AP- P, PPy 2 0.

spuisque

En reportant cette inégalité dans (4 ), il vient :

AP WP s AR P PP

et donc, par (3):

lim /AP~ VP2 = tim P50,

p—® p-®

3eme point

Il existe une sous-suite {uq} de gup} convergeant faiblement

vers un élément AA. 6 nyo
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¢ g v q\
L.a suite %Mp étant bornée, il existe une sous-suite AL f'
- }A A
convergeant faiblement vers Ax . & étant convexe fermé, AL € E . Con-

sidérons alors l'application A = d((M)‘g)) Cette application est continue

convexe, donc faiblement s.c.1i. On a donc :
lim inf d(auL€) = d(&, B ),
-

et, puisque

a(ad €Y < a A v
il vient :
a(am, 8y = o , MeG .

4e¢me point

zup % converge fortement vers ProjC g

La f.s.c.i. de la norme entraine pour {/u_q} :

lim inf /// %-aq/// > ///3 A%/

q—»m
Or,

R A/ Y/
d’oﬁ :

Lim ///9- M7/ = /19 - i)y

o
et :

AL = PrOjgﬂ@ ?
Enfin, puisque

4 e8nde H (3, a),

/9 - e s /19 - aYyE oyt
et donc :

lim i) = o

p__.oo

La sous-suite g,uq} converge donc fortement vers Ax , c'est

donc toute la suite g,u_p} qui converge vers Proj 2 g»ce que l'on peutavs-
N

- . . L
Sl ecrire :

lim // uP - Projcg// = 0

P
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1.7 - APPLICATIONS :

1.7.1 - Inéquations variationnelles

Nous conservons les notations précédentes et soient :

- f un élément de V

- a(u,v) une forme bilinéaire continue sur V x V, symétrique et coercive

a(v,v)> a //v //2 , Vv € V.

Considérons le probleme variationnel :

2 n
(U7) "Trouver ueg C= fi ‘Ci’ tel que a(u, v-u) > (f, v-u) Yvec™
i=1

On sait que, sous les hypotheses faites, ce probleme est équiva-

lent au probleme d'optimisation.

3
U "Trouver u ¢ C, tel que a(u,u)-2(f, u) = min [a(v, v)-2(f, v);v €C ] "
€ q

Nous savons, par le théoréme de Lax-Milgram, qu'il existe un
opérateur A ¢ of (V, V) admettant un inverse tel que :
a(u,v) = (Au,v) Yve€V, Vuag V,

En posant alors :

g:A'If

3 , . ~
et en ajoutant le terme constant a(g, g) le probléme (U”) est équivalent a :

(U4) "Trouver u € C, tel que a(u-g,u-g) = min [a(v-g,v-g); vE€C 1,

c'est-2-dire a la recherchede la projection de g sur C, pour le produit

scalaire a(.,.).

L'algorithme est alors le suivant :

o
On calcule v, par:

o
a(v.l,vio) - Z(f,v‘i)) = min [ a(v,v) - 2(f,v) ; v € o ] i=1, ..., n
o
et u par:
1 n o
uO: = Z Vi
n i=1
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S
Le passage de u? auP s'effectue de la facon suivante :
I. On calcule en parallele, pour i=1, ..., n, vP définit par :
i
p -1 . -
a(vi, VF;) -2 a(v?, uP ) = min ra(v, v) - 2a(v, uP 1) ;v EeEC, |
: - i
2. On coordonne en calculant :
P _ 1 P
R Z— Y
i
TalP - bP PP o
WP o P S ~ P WP
n. a(b‘p—up ,b'p—U-p )
3. Enfin, en notant :
- . -1 - -
le :{vﬁv;a(v-up ,upl)-v(f,v—upl)zof
pP :gve V;a(v-bp, bp-up_1)>/0} ;
uP est défini par :

a(

On prend V = R}

u?, up) - 2(f, up) = min ra(v,v) - 2(f,v) ; v € o’ N Hp_I

A

d

et on cherche a minimiser une forme quadratique

définie positive @(,) sur un convexe limité par un nombre fini n d'hyperplans.

L'algorithme, tres simple a expliciter dans ce cas, demande la recherche préa-

lable des directions

ment la méthode semble nouvelle.

§ - orthogonales aux n

contraintes. Dans ce cas égale-
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ITI - CROISEMENT SERIE-PARALLELE DE METHODES DUALES POUR LA

MINIMISATION DE FORMES QUADRATIQUES

La méthode de décomposition présentée au § 1, de méme que la méthode
proposée par Y. HAUGAZEAU dans () permet d'obtenir la projection d'un
point sur une intersection de convexes & partir de projections sur chacun
de ces convexes. Ces méthodes ne sont donc utilisables que dans les cas,
particuliers, ol ces projections sont faciles & calculer numériquement.
L'utilisation de croisement d'algorithmes (13) (%) permet d'étendre 1tu-
tilisation de ces méthodes au cas o les convexes donnés sont quelconques.
Les algorithmes ainsi croisés seront ceux regroupés par P.J. LAURENT et
B. MARTINET (9 sous le nom de '"méthodes duales" et qui recouvrent un grand
nombre de méthodes de type approximation extérieure usuelles : méthodes de
KELLEY (7) , de KAPLAN (6) coe (10) o Ces croisements d'algorithmes permettent,

en particulier, d'obtenir des méthodes simples de linéarisation des contraintes.

Nous présentons dans cette partie un croisement de méthodes duales associé
a une méthode de décomposition série-paralléle qui constitue une (petite) géné-
ralisation de la méthode du paragraphe précédent et qui admet également 1'algorith-

me d'Haugazeau comme cas particulier.

II.1 - PRINCIPE DES METHODES DUALES POUR LA MINIMISATION D'UNE FONCTION CONVEXE

SUR UNE INTERSECTION DE CONVEXES (9{_:

Considérons dans un espace de Hilbert V., de produit scalaire et
1

de norme, notés (.,.) et //. //, (I'indice inférieur i est destiné & coordonner
les notations de ce paragraphe avec celles utilisées dans la suite de ce travail),

le probleme :

AN

(X.) "Trouver v €C. tel que f (v.) = min [f(v,); v. € C, In
i i i i i i i

f; étant une fonction convexe sur V., et le convexe C. étant défini par :
i i

c. = 0N ¢ .

1 i, 4
LE L, ’
i

Lies Ci P sont des convexes fermés de V.

3 1

C. = v.€ V., ; h N }

i, £ { i i i, E(Vi) <0

ot les fonctions hi ’ sont convexes s.c.i., et L. un ensemble d'indices
, 1
quelconque. Nous ferons la convention suivante : L. comporte toujours un
1

1 : Ed O . =
indice noté Ei , tel que : h. 2 (v) = 0.

H
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On se prropose de construire une suite {v?fdestinée a converger
I : i

A e . . .
vers v,, en minimisant la fonction {f. sur une suite de convexes CP incluant
i i i

Ci' Plus précisément :

+
II. 1. 1 - Calcul de VP L

~

ieme ., | .
Supposons qu'alap iteration, nous ayons un couple

(vf, Kf)), v? S v, et KI: étant un convexe fermé, tels que :
b
Ki > Ci
o 1
P e kP (v
i i
Py _ . o € P
f =
i(vi) min &i(vi) pv, S K 1.
si vP € C., il existe alors Per, tel que vP £ C.
i 1 i i i i, £ _
Si in) € Ci’ il est clair que vP  est solution de (N.). On pose
o i .
alors conventionnellement : f/Ii = 4 L (2)
On définit alors la nouvelle approximation externe Cli:) de Ci
par

CP:K?(\CL (3)

i 4P

1

oL +1
et on calcule le nouvel itéré in)

VP+I € CP
i i

fi(vI;+1) = min [fi(vi) ;v € Cf] (4)

IL 1.2 - Choixde 4% si_v' ¢ _C
1
P

On se donne une suite de nombres ir. Eavec :
i

r > 0 et lim: rP =0
p-® '

ainsi qu'un nombre 0, vérifiant 0 < 0, < I.
i i
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Puisque vf Z Ci’ on choisit l'indice 4% detelle sorte que :
i

p
vy ’gci,z,p
1
i, 4P (Vl) 2 Qi Sup [ ,’z(Vi)Qlé Li -

+1

o +1
On choisit alors un convexe fermé Klz tel que l'on ait encore

kPl 5 ¢

1 1

pt+l1 pti
Vi € K (6)

+
f,(vp 1) = min [f(v.); v. € KP-H ]
it it i i

11.2-POSITION DU PROBLEME ET HYPOTHESES

Nous reprenons ici les notations et hypotheses du I . Soient

donc :

espace de Hilbert réel, identifié a son dual (.,.), /. //, d(.,.) ;
CV, 1i=1, ..., n des ensembles convexes fermés ;

I V, avec les notations (.,.), //.//, da(.,.) ;

[ H

It
=

C

- PR

1

—
tl

c. 19 le convexe diagonal ;

= (g....g) €9D;

et le probleme :

b & ¢ <

n

(U) "Trouver u € C = iOI Ci tel que //u—g// = min [//v—g//; v €c In

équivalent, dans 15 , au probleme

: 2
(U)  "Trouver 4€'@ N tel que ///u-j///zz min (///v-9/// ;v €€ nD1n
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Nous supposons que chacun des convexes Ci’ i=1, ...,n, est
défini par :
c.= 0 c,
Len, b
i
ou les C. sont des convexes fermés de V,

Ci,f» = ixEV; hi,ﬂ(x) \<O}

les fonctions h. P étant convexes et s.c.i., et Li’ i=1, ..., n étant des

i,

ensembles quelconques d'indices avec la convention 4

o0

1

€ L. et hi’€ (v) =0
VV€ Vi’ izly * e 0 3 h’.

I1.2.1 - Hypotheses :

Nous ferons les hypoth&ses suivantes :

(H) Cc= N c #¢

i=1 1

(H,) g ¢ C

(H3) Pour i =1, ..., n et pour tout borné B de V, il existe Ki > 0 tel
que pour tout £ € Li et pour tout x € B :
<
hi z(x) < Ki. d(x, Ci,l) .

k]

I1.2.2 - Caractérisation de la solution :

Il résulte du théoreme des projections que, sous I'hypothese (Hi)

le probleme (U), et donc également le probléme (U'), possddent chacun une so-

lution unique 4 - resp a - caractérisée par :
A
((w--w.,i-g))z 0 vwe€ngd
“ A n
(w-u u-g) >0 Vw€C=.Oc
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IT.2.3 - Notations :

Etant donnés deux points, a et b, d'un espace de Hilbert X,

nous conviendrons, a nouveau, de noter

H(a, b) = {VE X;(v—b,b-a)xa O},‘

¢ étant un troisiéme élément de X, nous noterons Q(a,b,c) la projection de

a sur H(a,b) N H(b, c).

11,3 - APPROXIMATION EXTERIEURE DE 6.

Nous supposons, ici, qu'a chaque pas de l'algorithme, nous nous

. . £ P
donnons une approximation extrieure G2 6

~

N ieme . , . 1
Supposons qu'a la p itération nous ayons un élément ,U_p eV

tel que 8 N < H(g, , MI?) . Soit alors ‘@p)‘@(cf,fig.z p.1V-23 et
cf.fig.3 p.IV-32)

+ ‘p+ + '
si P ¢ \Gp, on pose vP L_ 4Pl gptl _ ,PHl_ 4P

si uP ¢ ¥P,  on définit :

p+1 _ . p
1 v = Pro AL
) Jgp

'p+1 ) +1
2) ,ép = Pro_]o% vp
et l'extrapolé :

S /A .0/ S SR
/22Ny

3) A8 = o 4 P, 4 PHh

Comme en 1.5.2 , on vérifie que ces définitions sont bien

justifiées si les hypotheses (Hy) et (HZ) sont vérifiées,
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FIGURE 2 - Croisement d'algorithmes duaux pour la recherche de la projec-
tion sur une intersection de convexes., Représentation dans
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I1.3.2 - Propriétés de la suite {Mp} :

+
si AP L Mp, alors, par hypothesc A ﬂ@CH( 3,&p+l)

. +1
Si AL p. f Mp, comme en L1.5.2 , on vérifie que :

+I)

3

ePnd < b 9., wP

et par définition de eP:

€ n 9:1{(3,1;"“). )

Il résulte des proprié¢tés des projections que la suite ///u,p-g///

est croissante et bornée, donc conve rgente, ct que

e VA O VAR /E e

On en déduit :
+
lim /// 4P L. w Py o (8)
p—=
+
et puisque ,(,Lp l € H (&p,£p+l> :

. +1
lim ///aP - 4Py = 0 (9)
p -
+
d'ou par définition de @p ! :

im /P WPy - o (10)

11.3.3 - Définition de € P :

Pour chaque valeur de p, p + 1, 2, ..., on se donne un ensem-
ble I° C l,nl; ces ensembles obéissent a lu Propricte :
(TT) "Il existe un entier N tel que poar tout i ¢ 7l.n | ¢t pour tout p €N, il
r
existe q € ip, ptl, ..., p+N } tel gue
i € Iq "

On définit alors %P par
In
\ep - 1 kP,
i=1
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- si i¢ 1, on pose K?=v

- Si i¢€ IP, on définit 21; € Li comme en II.1.1 pour le

couple (1 ), (up, V), c'est-a-dire :

-si vPec, on pose Epi = Eoi (11)
i
- si WP ¢ Ci’ on choisit f‘pi de telle sorte que :
p
W E g
' (12)
Py > Py _ .P
b e (P) 20, Sup (b, (@F) -
t LE 1,
et l'on pose :
P _
L TG4 P
v i
I1.3.4 - Notations :
1) On convient de noter ]A\ le cardinal de l'ensemble A,
2) On note :
P = i € . P
IO {1 Ip,uiﬁ/Ci},

si 1P = g, alors /QPG EP et Mp+l = U.p.

II.3.5 - Lemme :
Si II; # @, alors les trois définitions suivantes de 1'extrapolé

gp *l P
sont équivalentes :

ptl P2 .
i) AP P+ ///v.‘erl —auup///2 BPT P
e S Y/

E ptl P,2
e /v, -u//
ii) bR o Py 2 1 = + 2 ( o Z: - up)
||/ P ey |
Ip 'EIp '
1

[
2__—_ 0 S N
pPtl _ P iEIp//i / (1_ E p+l p

Pt e

°] ;€ P
,pl i IO

iii)
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Démonstration

. +1 . .
Si up € KIi), alors vf = up. Les expressions suivantes sont

donc, deux a deux, équivalentes :

RS IR S/ A /i 3
/AP uwPyy?

2 R |

bP+1 . I 2'{&(%V?+I+(n-llpf )up)_up;

/A (Y - Pe?y By

IP

_uP)

+1 2
TR
1
bp-i-I = uf + . . L (z VP+1 - (Ipl. uP)
n Ip 1

Lyd PP uBy?
n I_P 1

DI ST
b° = u" + I L Z vp+1 up)

1 2 g
Ip\ //(IP\ z’ p+ _up// l l

L Pt B

: +
bp+1:up+ o (l .ZVI_JI-up)

RN W U N YA
AN

p i
(P 2

IT.3.6 - Remarque :

Le lemme IL3.5 montre qu'il est équivalent, pour définir bp+I
+
et uP I, de mettre en oeuvre la méthode II.3.1:

- ou dans l'espace ’l} et pour une approximation de L@

I : . -
- ou dans l'espace V( o{ - resp V I Pl - et pour une approximation extérieure de

T C. - resp 10U C.-
i€P ! jeP *
o
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Enparticulier, si l'on prend a chaque pas Ip tel que \Ipl =1,

I
alors Vl = V oet:
+ . .
bP b Proj u? , i tel que {122 P
cP
i
Il s‘agit donc, dans ce cas, de croisement d'algorithmes ''série!' ; en particulier

si on prend :

L {p} mod n

la méthode II.3.1 constitue un croisement d'algorithmes duaux associé a la mé-

thode de décomposition série de HAUGAZEAU(A),

I1.4 - CROISEMENT SERIE-PARALLELE DE METHODES DUALES

Donnons quelques exemples de choix de i

, vérifiant la proprié-

té (TT)

1) Ip = Slp.} mod n ;

(croisement d'algorithmes associé 4 la méthode série de Y.Haugazeau)

2) =101, n]

(croisement d'algorithmes associé adla méthode paralléle du paragraphe I)

3) On peut définir de nombreuses méthodes intermédiaires, séries-
paralleles, ou a chaque pas, un certain nombre de convexes Ci’ seulement,
sont retenus, et sont traités en parallele. L'étude des stratégies optimales de
IP

choix de , eu égard 4 la vitesse de convergence de l'algorithme, reste a faire.

Décrivons maintenant l'algorithme dans V
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I1.4.2 - Algorithme :

< +
On pose uI = g ; le passage de o oa WP : s'effectue de la
fagon suivante : on se donne P C.[1,n] et on définit, pour i € ®, kP
i
comme en IL3.3 et:
P = {16 P, WPy K‘?}~
o i
Si IIZ)' = ﬁ, alors on pose u.p‘H = up
Si II; # @, on calcule alors :
+
1) P2 proj u®, i €1P
i Kp (6]
i
2. /TRy
I
p 1 +
2) bPF - WPy > P pvipl_up
+ AL I
\Ip‘//—l— va I—up//2 \IO\ 0
o P p i
|I \ I
! o
+1 +1
3) up = Q (g, p7 bp )

Si les hypotheses (H,), (HZ) et (H;) sont vérifiées, et pour
toute suite ilp} obeissant a la propriété (TT) , la suite {up} définie par l'al-
A

gorithme II.4.2 converge vers u au sens de la topologie forte de V.

Démonstration

ler point - Convergence d'une sous-suite :

Soit Q'l C IN définie par :

Q' = {pen\r; 1€ IP}




Iv - 29 -

La suite {up} , p € Q'1 possede une sous-suite {uq},

n

q € Q1 CQ'I faiblement convergente vers un élément uy € V. Des proprié--

tés - cf. IL.3.2 - de la suite {Mp} , en déduit pour q € Q'l

im /Y D=0

q~ @
lim //vlqul N Y7
q-e

et donc :
lim d(u?, K? ) = 0
q—e

La suite {uq.i étant bornée, on déduit de 1'hypothese (H3)

lim sup h (ud) < 0

1, g1
q—too 1

et par définition de ,(’,ql (11), (12) - cf I1.3.3 - :

lim sup (Sup [hl,ﬁ,(uq) J),$ 0

Chacune des fonctionnelles h1 e 4 € L1 , étant faiblement

s,c.1., il vient :

hl,ﬂ(ul) < lim inf hl,z (u <0, Vg4 € LI

et donc G € C..

La suite {Ipl possédant la propriété (TT), nous considérons

alors l'ensemble Q'2 C IN et défini par :

Q, = Slerr;pe Q. r €N, 0gr <N, ZEIPH}:

La suite &uq} , q € Q'Z possede une sous-suite {uq}' q € Q2 C Q'Z
A
qui converge faiblement vers un élément u, € V. 1l estclair que :

lim sup (Sup [h
q—w £e LZ
€Q

=

q
2,£(u)] < 0
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d'ou l'on déduit :

I € c
u
2 2
Matis d'autre part, les propriétés de la suite {Ab p} - cf 1I1.3.2 - en-
trainent _ .
. +
hm//up—upr//=0 Vr €N, 05r <M,
p =0

la suite %'uqz , q€ QZ converge donc faiblement vers Gl d'ou

et :

En introduisant alors, pour i = 3, ..., n, l'ensemble Q'i C IN :

Q'i :ip-l-r;pEQl, r€N, 0<r <M, i€ Ip+r},

et en reprenant le raisonnement précédent, on obtient
n

u € 0N C.
1 1=1 i

2éme point - Convergence de la suite iup}

~
La sous-suite iuq , q¢€ Ql' convergeant faiblement vers u_,

1

la s.c.i. de la norrme implique :

/)6~ gf/ € tim int Jfu¥-g// = lim JP g/ (13)
q_,co p—;oo
qul p€NN

Mais, d'autre part, puisque (%) - cf I1.3.2 - :
n N

c =N c cH@E P), vpenw (14)

ci=1]

on a :

-8l 2 dim [P gl twec (15)
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De (13) et (15), on déduit :

/-l = Wt fw-g//iw€Cl= /)8 gff=tim/uP gy  (16)

p~e

et puisque la solution- cf1II.2.2-u de(U) est unique :

A A
u T ou.
Enfin, (14) implique :
(L’;—up, up—g)>/0, Vp€N

et donc :
" 2 2 r 2
e~ gl/” > I - g+ [ - PR
ce qui, compte-tenu de (16) nous donne :
lim //a - uP// = 0
p—®

et établit le théoreme.

I1.5 - APPLICATIONS

Les applications de l'algorithme III. 2 sont les mémes que celles

des méthodesde décomposition correspondantes - cf T et (4 _ mais l'utilisation de

7
croisement d'algorithmes duaux - par exemple méthode de KELLEY( ), métho -

de de KAPLAN(G)

Les sous-problémes qui interviendront dans le déroulement de
I'algorithme mettront simplement en jeu, comme contrainte, un - ou deux
1
dans la phase de coordination - demi-espace fermsé.

Détaillons, & titre d'exemple, un croisement parallele d'algori

- permet de linéariser, a chaque pas, les contraintes, (cf.fig. 3)

thmes

de Kelley (7 (9), pour la recherche de la projection sur un convexe défini par

des contraintes non lindaires.
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FIGURE 3 - Croisement de trois algorithmes duaux pour la recherche de la projection

sur leﬁczf\C . Représentation dans V.

3

. Une méthode de KAPLAN pour C1 est croisé avec

2

-1 . . s .
. uPTe C3 aussi C3 n'est pas pris en compte lors de cette iteration.

. Une méthode de KELLEY pour C
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II1.5.1 - Le Probléme

V est un espace de Hilbert sur R - (+.,.) , / .// - identifié i son dual,

et on considére le probléme :

2 . 2
(P) "Trouver u 6 C tel que // u - g // =m1n[//v -gll” ; ve C] "
g étant un point donné de V et le convexe C étant défini par :
C = {v 6V ; hi (v) €0, i=1, ceay n}

les fonctions hi , 1 =1, ..., n,étant convexes et continues sur V.
Introduisons alors
CiZ{VGV;hi(V)QO},i=1, ceey N

_ . p Ly 1© & =
L L(v,d)GVxV,vcv-ci,deahi(v)JUli,1—1, cees D

en notant 0 hi (v) 1le sous différentiel de hi au point v ,

h, (V) + (d, x -v) siP#120, £=(v, d) 6 L,
h., ,(x) = . t e i-
it

0 sif=ﬂ(i)

Ci,f ={xe Vb g (% éo}.

Il est clair que 1l'on peut définir C par :

n

]

et le probléme (P) est de la forme du probléme (U) du II.2.
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Toute fonction convexe étant l'enveloppe supérieure de ses minorantes
o

affines continues, on a donc, pour tout x & Ci

hi (x) max [Pi,e (x) ; Pe Li] ,

or, pour tout d § E‘hi (x)

hi (X) = hi,(x,d) (X) .
Une simplification intervient donc pour le choix (12) - cf. I1.3.3 -
de QE » on choisira :

. p o P_ (P ) p

si ut @ G, fi (u, d) , d s ¢ hi (u")
o
si e c, =10,
i i i

Ltalgorithme II1.4.2 en paralléle - i.e, P = [1, nj ¥ p6e6N - est

alors le suivant

IT.5.2 - Algorithme :

On pose u1 =g 3 a partirde u" , p=1, 2, ..., on définit

si 1P =g¢ , alors u = uP est solution du probléme (P)

Si Ig # ¢ , on calcule alors :

pt+1 p . . p

1. df sbhi(u) ; ie 1!
h: (uP)

p+tl _ p 1 pt+1 .. p

Vi TW ot yaryz 4y G ie I

> [hz (uP) /// a1y 2]
1GIg

//1618 //cli (Up) P+1//

catP pt
1€Io / di /

1
3. N =Qq (g, uP, bp+1)

< h. (uP 1
(L oy &)




Iv., 35.

(9)

Si l'on introduit alors les hypothéses :
(H]) C#¢
(L) géc
(H3) "Pour tout i = 1, ..., n et pour tout borné B de V, il existe une constante

Ki). O telle que, pour tout v 6 B et pour tout d € & 8; (v), on ait :

nan <k v,

on a la proposition :

Sous les hypothéses Hy, Hy, Hg, la suite définie par 1'algorithme 11.5.2

converge fortement vers la solution du probléme (P).

I1.5.4 - Remarque_:

~

Il suffit, en fait, que l'hypothése (H3) soit vérifide sur un borné B

"assez grand", c'est-ia-dire tel que :

B > Oeroj, g, /5 - Proj, & /]-
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IIT - DECOMPOSITION D'OPERATEURS ELLIPTIQUES VIA

UN ECLATEMENT PARALLELE DE CONTRAINTES

La traduction de certains problémes elliptiques sous la forme de probléme
(U) - cf. I - est effectuée ici en utilisant un formalisme de Y. HAUGAZEAU(S).
Le probldme posé, par exemple, sur H1(S)), est transformé en un probléme dans
un espace V qui est une puissance de L2({)), et dans lequel Hl(fl) est plongé.
L'approximation est effectué A partir d'éléments de le(fl)]r, il s'agit donc
d'une approximation externe, et l'appartenance de la solution a Hl((l) se tra-
duit, dans le nouveau probléme, par une introduction de contraintes. L'utili-
sation de 1l'algorithme précédent, avec traitement paralléle des contraintes,
correspond, au niveau du probléme initial, & une décomposition en paralléle
de l'opérateur elliptique. Cette décomposition est de m@me type que celle

(17)

utilisée dans la méthode des directions alternées ou dans la méthode

de décomposition de (1) et entraine une convergence assez rapide,

Je remercie M. Y. HAUGAZEAU pour d'utiles conversations concernant cette

partie et M, R. CHIFFLET pour sa participation aux essais numériques.

Nous présentons ici deux exemples d'application de la méthode, portant

1'un sur un probléme linéaire, l'autre sur un probléme non linéaire.

II11.1 - PROBLEME DE NEUMANN :

N I Pl - n . N ~
Soit £l un ouvert borné régulier de R , de frontiére f’. On cherche a

minimiser, sur Hl(fl), la fonctionnelle

' n ~ . .

J(v) = /\)/v(x)/2 dx + Z /g:./zdx -2 j f(x) . vix) dx ; /\ >0
2 =12 * Q0

avec f donnée dans Lz(fl).

(5) (19)

Il stagit - cf. - du classique probléme de Neumann :
-Au +/\u = f pp :dans 2

(M)
fxl u=20 pp dans f'.
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Nous noterons (.,.) et // . // le produit scalaire et la norme de Lz(fl).

La fonctionnelle i minimiser s'écrit :

-

v -2 (g, v .

n .
I = v+ S LY
i=1 %

1
Introduisons V = {Lz(fl)J ot =:[(vb, Vis eee vn) 3 ovg 6 L2(51), i =0, ecoes nj

doté de la topologie produit, et, pour i =1, ..., n , les ensembles convexes fer-

més de V :

. = $v o yev; v, =LY
i JV T Wor Vi e Vg L § T xq *

oy Ty
L'injection de Hl(gl) dans V : y 6 Hl(fl) 5 (y, = 3 y ees s X )
n n

est une isométrie de Hl(fl) et de () Ci,dans V doté du produit scalaire

[y = 3 (0. =1
i=0

Considérons sur V la forme bilinéaire :

n
a(u, v) = )\(uo, Vo) + 3> (Ui, Vi) ’
i=1

on vérifie facilement (16)

que cette forme, avec ) strictement positif, est
continue et coercive sur V doté de la métrique précédente,et qu'elle définit

donc un nouveau produit scalaire, noté ( .,.)) . La norme associée sera notée

n.m .

Le probléme initial devient :

"Trouver v 6 C = () Ci tel que F (v) = min [F(v) ; V6 QJ"
i=1 '

avec

F(v) = Nv 2+ zn’ Av. il -2 (g, v)
0 1 (o 4

i=1

ou encore, en notant :

1
g: (Tf, 0, cewy O)Gv,

F(v) = NI -2 (g, v)

et le probléme est équivalent, aprés addition de la constante ﬂVgﬂVz, a

-~ ~ 2
"Trouver v 6 C tel que ff/v - gf//” = min [fffv - gﬂvz ; vec "
c'est-a-dire a la recherche de la projection de g sur l'intersection des convexes

Ci, i= 1, ceey Na
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I1I1.1.1 - Projection sur Cj

En introduisant les opérateurs linéaires Ajs seey A les convexes Ci’ i=1,...,n

peuvent s'écrire

C. = v = (v v v 6V ; v, =A, v
i ( o’ 1% *=% n) S 1 i o

Ci’ i=1,...,0, étant un sous-espace vectoriel, la projection
z = (z , Zys eees zn) de v = (vo, ceny vn) est caractérisée par

(t -2z, 2z-v) =0 ¥Vte6 Ci

ou encore
(t,z-v)=0 VtGCi

clest-a-dire

n
- - S . - v:) =
)\(to, z, VO) + (ti’ z; Vi) + }:1 (tJ, Z; VJ) 0 ¥té6 Ci
i
en prenant t, = t1 = 0, il vient :
25 = vj j=1, seey n; j#FIi
dtautre part =z 6 Ci et on a donc
z, = Ai Zy .
11 vient donc
2
AY —
Me, zg - v) + (A e, Az - v,) =0 ve 6L (O)

d'ou

( A1 + Ai Ai) z, = A v, + Ai Vioe

L'algorithme est alors le suivant,en prenant, pour fixer les idées n = 2

I11.1.2 - Algorithme :

o p-1

Partant de v. =g, le passage de v 3 P

se fait de la fagon suivante




Iv- 39 -

1. On calcule xP = Proj, vp"1 clest-a-dire :
. 1 E
P _ * -1 -1 +* -1
= (AT + A7 ADT (AvETT + Ap VT
P _ P
Xy = A1 X,
p_ p-1
2"

2
B = Or+ & T OB e A B
P _ -1
Y1 = "I1’
P _ P
Yo T A2yo°

2. On coordonne en calculant :

b'P = —21— (P + yP)
et l'on extra}pole :
P = P14 JACKSE Wwh
p -1, 2 p p-1,2 p p-1,2 p
ANUE - B T T s Ay - T+ )

p-—

1//2

avec f 5
NN IRy S M I e

i=1

vP par :

\

3. Enfin on calcule

Vp =Q (g’ Vp-l) bp) .

Du théoréme I.6.1 on déduit :

I1I.1.3 - Proposition :

vg — u solution de (N) dans LZ(Q) Fort
VI.J - 2 u » i=1,2,dans Lz(ﬂ) Fort
1 b X4 .
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I1I.1.4 - Remarques :

Les essais numériques effectués semblent donner des résultats satisfaisants

(cf chapitre VII).

La discrétisation est effectuée par différence finie en utilisant les

mémes méthodes dfapproximation que (16) (17) .

Le projection Q(g, vp-l, bP) effectuée selon le théoréme I.2.5. demande
seulement le calcul d'un produit scalaire, les autres paramétres résultant de

calculs précédents.

II1.2 - UN PROBLEME NON LINEAIRE (5)

(5)

On donnera seulement les grandes lignes - cf

Il s'agit du probléme aux limites

cAutu+2 u3 = f pp dans )2
(M)
}’1 u=20 pp sur [

4
qui se traduit, sur llespace W=1L () N H1 (§1) , par le probléne d'opti-
misation :

Q) "Prouver v 6 W tel que J (;) = min-[J(v) ; v 6 WJ "

n p)
avee J(v) = NP+ N5 #E+ 12 (5, v

i=1
en notant, i nouveau, f/ .// et (.,.) la norme et le produit scalaire de del)

et avec f donné dans Lz(fl).

n introduisant V = [Lz (f))] w2 et l'injection de W dans V :

— ( P oV 2)
vew vy ) eeey N 5, V .
_ p) Xy Dxn
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On démontre (5) que le probléme (Q) est équivalent, en notant . ﬁy,

ntl

M ? = EZ 0 M%) 1a norme de Vet g = (f, O, «e0y 0), au probléme:
i=0
~ nt1 . 5 , )
(Q*) "Trouver v & C = () C. tel que f/ v -g//”  =min [///v -gll ;ve C]
i=1
avec :
PR -
Ci = {(vo) Vl’ ceey Vn_*_l) 6V H Vi = _L\lx].- i = 1’ ceey T
: , .
Coart = z(vo, Vis eees vn+1) €V ; vn+1(x) » vo(x) pp dans Q&,

clest-i-dire 3 un probléme de projection sur une intersection de convexes

auquel la méthode du § I s'applique;ainsi que la méthode du § II en linéarisant C

par une méthode de KELLEY.

ntl




(1)

@)

(3)

4)

(5)

®)

)

(8)

(9

(10)
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CHAPITRE V

UNE NOUVELLE METHODE DE
PROGRAMMATION  QUADRATIQUE

Le probléme de la minimisation d'une forme quadratique associée

3 une forme bilinéaire symétrique définie positive sur une intersection

de convexes peut se ramener,d un changement de produit scalaire prés, a

la recherche d'une projection sur cette intersection ; c'est-a-dire au
probléme étudié au chapitre précédent. Ceci permet — cf. Chapitre IV,

V.5.2 — de définir un algorithme de résolution des programmes quadratiques
basé sur des projections en paralléle sur le domaine des contraintes ; ces
projections étant calculées au sens du prcduit scalaire défini par 1la

forme bilinéaire et demandant donc, en général, et pour chacune des projec-

tions,la résolution d'un systéme linéaire.

L'objet de ce chapitre est de montrer comment le calcul en paral-
13le permet, en fait, d'utiliser des projections au sens du produit scalaire
initial, et donc beaucoup plus rapide 3 calculer. On définit ainsi une nou-
velle méthode de programmation quadratique dont chaque{pas ne prend en
compte que les contraintes non satisfaites et demande la résolution d'un

seul systéme linéaire.

La méthode présentée ici pouvant également s'appliquer 3 la réso-
lution de certains problémes aux limites via leur formulation variation-
nelle, le cadre utilisé sera un peu plus général que celui qui est habituel
dans les problémes de programmation quadratique ; ce cas particulier sera

traité 4 la fin de chaque partie.

Dans la premiére partie de ce travail on suppose que chacun des

convexes définissant le domaine des contraintes est suffisamment simple




V-2

pour que les projections soient faciles 3 calculer numériquement. Pour
la programmation quadratique c'est, en particulier, le cas lorsque ce

. m
domaine est un polyédre convexe de IR .

En associant 4 l'algorithme précédent un croisement de méthode
duales on présente, dans une deuxiéme partie, une méthode de linéarisation

des contraintes.

Ce chapitre constitue une suite du chapitre précédent et en

utilise certains résultats.




[ - MINIMISATION D'UNE FORME QUADRATIQUE SUR UNE INTERSECTION

DE CONVEXES.

I.7. POSITION DU PROBLEME ET HYPOTHESES.

Solent

V un espace de Hilbert sur IR , identifié a son dual, de produit scalaire

et de norme notéds (.,.) et {|.|

c.<v , i=1,...,n des sous-ensembles convexes fermés

n
s:ﬂci
i=1
a(.,.) une forme bilinéaire continue sur V X V

f un élément donné de V

et le probléme

{(P) "Trouver u € S tel que J(u) = min [J(v) 3 ve S]] "

avec

J(v) = a(v,v) - 2(f,v)

I.1.1. ﬂzpothéses :

Nous ferons les hypothéses suivantes

(H1) La forme bilinéaire a(.,.) est symétrique.
(H2) La forme bilinéaire a(.,.) est coercive, il existe a > 0, tel que

alv,v) > ajfv||? , Yvev.

Nous savons, par le théoréme de Lax-Milgram, qu'il existe un

opérateur A ¢ 5 (V,V) admettant un inverse A" el que

a(v,w) = (Av,w) s ¥vev , ¥wegV
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Nous ferons également les deux hypothéses suivantes

n
(H3) s=N c.# ¢
i=1
(H4) ATl £ ¢ s

I.1.2. Notations :

I1 est clair que la forme bilinéaire a(.,.) définit sur V un
nouveau produit scalaire. Celui-ci sera noté < .,. > , la norme associée

étant notée [[.]] . Nous noterons d'autre part

En ajoutant d la fonctionnelle J(v) le terme constant

-1 -1 -1
[[g])?= a(A" £,A7°f) = (£,47°£)
le probléme (P) est équivalent a
(P1) " Trouver u €& S tel que [[u-g]1? = min{[[v-g]1®> ; vest" ,
n
c'est-3-dire au probléme de la projection de g sur S = fl C; » au
“i=1
sens de la norme [[.]1]
I.1.3. Remarques :
I1 résulte de l'hypothése (H2) que les deux normes “.H et [[.1]

sont équivalentes sur V.

L'hypothdse (H4) consiste 3 supposer que le minimum absolu de J(.)
n'appartient pas 3 S. ‘
Si tel n'est pas le cas, le probléme (P) sera résolu lors du premier pas

de 1'algorithme proposé.




I1.1.4. Formulation dans un espace produit :

On introduit

Z}

V doté de la topologie produit

H
n=|s

ol
G -1 c
& = Vie convexe diagonal défini par

D =8 b,b,....00) e VU ; be v}

Les deux produits scalaires (.,.) et < .,. > induisent sur

1l'espace U les produits scalaires

dont les normes associées, équivalentes, seront respectivement notées

(.11 et L0111

Nous noterons j la bijection canonique V + &
be V~>ijd)=(b,....0) e @D ,

et noterons l'image par j d'un élément de V par la lettre ronde correspon-

dantes
iy = b, j(x) =

On vérifie facilement — cf [10] — que les problémes (P1), et

donc (P), sont équivalents dans l'espace 1f', au probléme

(53) " Trouver 4 € N & tel que [[[M-g]]]z =
=min {[[[v-¢ 111 ;0 € @ND}" .




I.2. CAS PARTICULIER D'INTERSECTIONS DE CONVEXES ET NOTATIONS

I.2.1. Définition :

Etant donné un couple ordonné a, b de points d'un espace de

Hilbert X . On convient de noter

H[a,bl

{vex,; (v—b,b—a)X > 0}

1.2.2. Remargue :

H|a,a] X 3 si a#b , H|a,b| est un demi-espace fermé

sur lequel b est la projection de a

1.2.3. Définition :

Etant domné un triplet ordonné de points a,b,c d'un espace
de Hilbert X , on note Qla,b,c] la projection de a sur

H|a,b] N H|b,c| .

1.2.4. Notations :

Plusieurs espaces et produits scalaires étant utilisés, et
lorsque les notations génériques H Ia,b] ; Qla,b,cl pourraient
entrainer des confusiéns, nous préciserons quel est le produit scalaire
considéré en notant

H(a,b) , H((a,b)) , H< a,b> , H << a,b >

et, de méme

Q(a,b,c) Q((a,b;c)) , Q< a,b,c> , Q << a,b,c >




I.2.5. Notations :

Trois points a , b , ¢ d'un espace de Hilbert X é&tant

donnés, on convient de noter

A= (b-a,c—b)X
u o= fle-bll g
v = a2
n-= 1,[\)—)\2

et on a le théoréme

Théoréme [3]

Les quatres éventualités suivantes constituent une partitions

des cas possibles

1. n=0,Xx<0 Alors Hla,b| N H|b,c] = @
2. nN=0,A>0 Alors Qla,b,c| = ¢
3. nZ0,A-n>0 Alors Qla,b,c| = a + (1 + %)Qc-b)

T n#0 , Au-n<oO Alors Qla,b,c| = b + % (v(c~b)-A(b-a))

Ce théoréme est démontré dans [3] dont on a conservé les notations.

I.3. DESCRIPTION DE LA METHODE :

Tout convexe fermé étant 1'intersection des demi-espaces fermés
qui le contiennent, 1'idée de la méthode est de chercher la solution du
probléme initial en minimisant J(.) sur une suite de demi-espaces fermés
contenant S et s'en rapprochant ; ou, ce qui est équivalent, en minimi-

sant [[[.-g]]] sur une suite de demi-espace contenant ened




Les demi-espaces successifs seront définis en utilisant des projections
sur le domaine des contraintes — cf [9] — . Rappelons ici deux résultats

de [9] [10]

I.3.1. Proposition [9]

i) La projection d'un point Jg = (b,b,...,b) € 8D sur ® au sens
de la norme HI.“] — resp. {[[-.-]]1] — a pour composantes les
projections de b sur chacun des convexes Ci au sens de la
norme “.“ — resp. [[.]]

Proj g = (ProjC b ProjC b, «.. , ProjC b)
n

bl
€ 1 2

ii) La projection d'un point v = (vl,v2,...,vn) € P sur & au sens
de la norme [|| . ||| — resp. [[[.1]1 — est l'image par j du
barycentre des n points ViaVpseresV

;b
Proj, v = j(= ¥ wv.)
9 R S
1.3.2. Théoréme d'extrapolation dans P [10]
n
On suppose que l'hypothése (H3) : S = N C # @ , est vérifiée,
' i=1

et 1l'on considdre un élément Jﬁo c D . si 43‘@ ¥ , on définit (les pro-

-1

jections s'entendant

<
1
g
]
o}
e
AN
>
1

= (ProjC be, ProjC b°,...,ProjC b°)
1 2 n

A -

]
g
]
o]

Y
<

!
i
~~
|
™
<
e
1"
o
~~
|
™
o
p]
[}
(]
(@]
lop
[}
N’

i WA~ |I1* . (1;'—/&‘)
114"~ 412

et 1l'on a :
b b
i) €nd<cDnud,ibn




I.3.3. Description de la méthode

Le théoréme I.3.2. donne un procédé de construction successive

de demi-espaces contenant € N 9 . La méthode est donc la suivante

Supposons qu'd la p-iéme étape de l'algorithme, nous ayons un
itéré uP € &P et un demi-espace H << g9 , P >> contenant €N &
uP — cf remarque I1.2.2. — réalise le minimum de [[[. —g 1112 sur

H << 9 ,uP >> . Sidonc P € B, on en déduit que P

de ()

est solution

p p

Siu' ¢ @, l'application du théoréme I.3.2. au point 4= nous

améne i définir :

P Projg P —au sens de ||| .| —
/&l p+l - PPOj@ Vp+l
P - P2
/ﬂp+l - /up (’(’;p+l _ '/u/p)

NIRRT - LR

et 1'on a :

HCWP, AP o & n g
On définit alors ,u,p+l comme étant la projection de g sur
& N H << g ,,u,p >> N H((,up,/[»p+l)) au sens de la norme [[[.11]

Le calcul de cette projection se fait en deux temps

1 - On calcule la projection xp+l de ,u,p Sur‘@ N H((,a,p, 6p+1))

au sens de la norme [[[.]11]
D 0 HLLP, AP s H << P s D

2 - On calcule ,u,p+l a 1'aide du théoréme I1.2.5.

+1 1
P :Q<<g,,up,xp+ >>
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I1.3.3.1. Calcul de oeP*!

agp+l est défini par :

e @ 5 [ -P111% = nin {[[m=P1112 5 0 €D N 2G0T,

ce qui est équivalent, dans l'espace V, 3 :

e v [PTuP112 = omin {[[v-uP11?2 5 v e HGP 5P

Calculons xp+l

uP ¢ H(up,bp+l), on a :

, par définition de la projection, et puisque

p+1l

a(x*" " -uP,v) = 0 ¥ v € V tel que (bp+l—up,v) =0

et, par unicité, il existe un nombre p € R tel que :
LGP = 5 L AT PTIP)

On calcule p en exprimant que xPt1 € Frontiére de H(up,bp+l) ;

il vient

1o N [P* B2

b

AT PP
(A—l(bp+1_up)’bp+1_up)

\M

p+1

et le calcul de x nécessite, a chaque pas de l'algorithme, la résolution

d'un probléme linéaire.

1.3.3.2. Calcul de .wP*!

On part de :

. 9¢ P
et 1'on a bien H << ?,,u.,o > =U>5nD . Montrons par récurrence

surp,queH<<g,,u,q>>D gﬂ@; ¥ q¢ IN.
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Supposons donc que H << g P> 8ng |
P

si P € €, P est donc solution de ( ¥

siwP ¢ £ , compte tenu de 1l'hypothése (H3)
H << 3,,,,,1’ >N H <P oeP™t 555 @& 20 (1)

la premiére éventualité du théoréme I.2.4. ne peut donc pas se produire,

,wp+l est bien défini par :

‘u/p+l = Q << ?,,u,p,x,p-*—l >> s

et, par définition de la projection sur un convexe on a, d nouveau :

H << ?,M,P*l >5 8N D

I.3.4. Propriété de la suite {uP}

.

De l'inclusion (1), il résulte :

([l g 111 < ([P g 111 < [[[4 - g]]] vse BN . (2)

La suite {[[[Lu’- g 111} , non décroissante et bornée, est donc convergente.

Puisque Pt € H << g ,,u/p >> | on en déduit

1im [[Lw Pt P11

=0,
p+®
ou, par équivalence de normes
tim [ wPT-wP|] =0 5

p—)oo

comme ,u,p+l c H((Ap,,ﬁp+l)), ceci entraine :

vim Il 4Pl = 0,

p—)OO

et a fortiori :

vim I 4P PN =0

p—m




enfin, par définition de /&p+l :

1

Lin [ VPP = o

p—)OO

et 1'on a, en notant d(.,.) la distance associée 3 la norme initiale

—ffdl —dev

(3)

|
o
e
it
[
-
-
o}

lim d(up,Ci) =

p—)OO

[.4. MISE EN OEUVRE DE LA METHODE :

I.4.1. Notations :

Nous désignerons par IAI le cardinal de l'ensemble A et nous

noterons

= {ie[1,n] ; uP¢ c)
n

si P=z¢ alors WvPes=n C, » et, puisque H < g,u? >> s, il en
i=1

résulte que uP est solution de (Pl) et donc de (P)

si 1P # ¢ et donc P ¢ €, on a le résultat suivant — cf. chap. IV —.

I1.4.2. Lemme [10]

si 1P £ @ , alors les trois définitions suivantes de l'extra-

polé &P sone équivalentes




N i [

1y 4P CLP

. (,&'P+l—,wp)
4P - P2

D ptl  py
Zilvli) —uP)| 2

i) pPTh o Py 22 . (PHyP)
n.|[prPTuP2
B Atk
111) SAS I I b L R
IIPI-{_—E‘“ . X vl.)ﬂ'—up 2 lI | letP
1P| ierP *

I.4.3. Remarque :

Le lemme précédent montre qu'il est équivalent, pour définir

+ ”
bp+l et uP l, de mettre en oeuvre la méthode

n
- ‘dans 1'espace Qf pour le convexe €?= il Ci
i=1
| 77| .
- dans l'espace V .pour le convexe I C. , c'est-a-dire
ig 1P

en considérant seulement les contraintes non satisfaites au

point uP .

Exprimé dans l'espace V, l'algorithme est donc le suivant




I.5. ALGORITHME :

On pose u® = g ; le passage de P a up+l se fait de la fagon

suivante
1. On définit
I = {ie 1l ;P ec) ;

si 1P = $, on stoppe l'algorithme

si 1P # @, on calcule au sens de la norme initiale de V :

v? = Projc. uP s ieg P
i
2. On calcule
B

. p B
pP*l - Py L€ L ( L z V§+l—up)

oA e 1P e

[P 1e1P 1

3. On calcule :

7 - WP |2

pt+l A—l(bp+l_up)

(A_l(bp+l—up),bp+l—up)

4. L'itére suivant
+1 +1
up = Q< gsupaxp >
est calculé par application du théoréme I.2.5. avec

A= a(up—g,xP+l—up)

_ [P

(A-l(bp+l—up),bp+l—up)

v = aluP-g,uP-g)

no=pv - A2
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1.5.1. Calcul de v :

Le calcul de a(up+l—g,up+l—g) se déduit directement des coef-

ficients précédents selon les formules

© oY

n=0,x>0 a(up+l—g,up+l—g) - (ul/2+vl/2)2
n#0 , AL -n>0 a(up+l—g,up+l—g) = (1 + %)2 u
2
+
n#z0 , Al -n<o a(up+l’g,up l—g) = v(1l + %T)

I.5.2. Remarque :
Le cas <:> :n =0, X >0 est en fait un eas particulier du
cas (:) : Al - n >0 . On vérifie facilement que toutes les formules

du cas <:> s'appliquent au <:> qui sera donc, désormais, supprimé.

[

N

.5.3. Remargues :

Comme dans [9] — cf. chapitre II, I.6 — 1l est possible, en modi-

. . . P
fiant la norme de 295 de faire intervenir des barycentres pondérés.

Les v? n'intervenant que de fagon cumulative, il est inutile de conser-
ver simultanément en mémoire v? pour i=1,...,n; i € P

On peut généraliser quelque peu et définir une procédure série-paralldle
ou seul un sous-ensemble des n convexes Ci , i=1,...,n , est considéré

lors de chaque pas de l'algorithme — cf [10] — .

Comme dans [9] il est également possible de ne pas effectuer a chaque

pas l'extrapolation et de définir, pour certaines valeurs de P bp+l

comme étant un barycentre.
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I1.6. CONVERGENCE DE L'ALGORITHME :

I1.6.1. Théoréme :

Les hypothéses (H1) & (H4) étant supposées vérifides, si la
suite uP définie par l'algorithme I.5. est finie, son dernier élément
est solution de (P) ; si la suite est infinie, elle converge vers la

solution de (P) dans V fort.

DEMONSTRATION :

Si la suite est finie cela signifie que uP [ Ci’ i=l,...,n ,

p

c'est-a-dire uf € S . Puisque SC H < g,up > , i1 en résulte gque u® est

solution de (Pl) et donc de (P)

Supposons alors la suite infinie. La suite {&P} &tant bornée
— cf I.3.4. — il existe une sous-suite {u%} de {uP} convergeant faiblement
vers u € V . Pour tout convexe K < V, l'application V + R : d(.,K) est

continue et convexe ; elle est faiblement s.c.i. ; d'od, par (3) — cf I.3.4. —

O
H

lim inf d(uq,C.) > d(d,C,) . izl,...,n
i’ = i

et donc 4 € $

D'autre part, par faible s.c.i. de la norme :
lim inf [[uq-g]] > [[a - gll
q—)oo

et puisque — cf I.3.4. (2) —on a :
[[uP-gl] < [[s-g]] ¥ses,Vpe W,

on en déduit que {1 est solution de (Pl) et donc de (P). De plus, puisque

S5C H < g,uq > ,on a:

[[3-u11? < [[G-g]1? - [[u%-gll
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d'ou

lim [[G-u®11 = 1im Ja@-uY| = o

qe g

et la sous-suite {uq} converge fortement vers U . Enfin, la solution de

(P) étant unique c'est toute la suite {uP} qui converge fortement vers i

I.7. GENERALISATION : MINIMISATION D'UNE FONCTION UNIFORMEMENT CONVEXE.

I1 est possible de généraliser quelque peu la méthode précédente
afin de pouvoir 1l'appliquer & la minimisation d'une fonctionnelle J(v) uni-
formément convexe quelconque. En minimisant cette fonctionnelle sur une
suite de demi-espaces construit comme précédemment, on peut ap@rocher le

minimum de J(v) sur une intersection de convexes donné.

I.7.1. Enoncé du probléme

V est un espace de Hilbert — (.,.) ; “.“ — sur IR, identifié a
n
son dual, et l'on cherche a minimiser sur S = N Ci une fonctionnelle J(v)
i=1
convexe, s.c.l., propre [7]

On fait sur la fonctionnelle J les hypothéses suivantes
(Hé) I1 existe a € S en lequel J est finie et continue.

(Hi) I1 existe b € S tel que le domaine convexe fermé

G={vev,;Jdv)<JId)} soit borné.

(H!) La fonctionnelle J est uniformément convexe sur G : il existe une
. . P . +
application non décroissante § de R dans R , avec
8(r) = 0 =>r = 0, telle que, pour tout couple

(x x2) € G x G et pour tout A € [0,1] on ait

l)

JOx +(1-0)%,) < AT I+ (10T () -A(1-1)8 (| =x]])
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Nous supposons, enfin, que le domaine des contraintes est non vide
n
(Ha) S = }] Ci 0
1=1
Les hypothéses (Hi) et (Hé) entrainent qu'il existe G € S

unique — cf [7]1[8] — tel que

J(4) = min[J(v);v € S]

C'est cet élément que nous proposons d'approcher par la méthode

décrite ci-dessus. L'algorithme est le suivant

I.7.2. Description de 1'algorithme

Supposons qu'a la p-iéme étape de l'algorithme nous ayons un

p

demi-espace fermé pP et un élément uP tel que

pPo>s ;5 uPepP

J(uP) = min [J(u) ; u € DP]

si uP € S , alors WP =a.

si uP € S , on construit alors, par projection paralléle extra-

polée sur les contraintes non satisfaites, un nouveau demi-espace fermé
H(up,bp+l), bp+l étant défini comme en I.4.2. iii). Il résulte alors du

lemme I.4.2. et du théoréme d'extrapolation I.3.2. que

n(e?, 5Pty o s

On définit alors le nouveau couple up+l, Dp+l par
WPt e pP N H@P,BPTh (1)
3(P*Y) = min [J() 5 ue 0P N oEEP,BPT) (2)
a7 gl (3)
pP*h oz {u e vy (u-uPtaPTh > 0 (1)




1.7.3. Remarques :

1

Comme S< DP N H(up,bp+l), en particulier

b € pP N H(up,bp+l), le minimum de J sur pP N H(up,bp+l)

appartient donc & G qui est, hypothése Hi, convexe fermé borné.

WPt qéfini par (1) et (2) existe donc unique.

p+l

u réalisant le minimum de J sur p® N H(up,bp+1) , on déduit

ptl

de 1l'hypothése HY que 3J(uT ") # @ et que, pour tout

4Pl € 3J(up+l) , ona:

@t u-P™ > 0 v u e pP N HWP,bPh)

I1 est clair que

J(up+l) = min [J(u) 3 u € Dp+l]

I.7.4. Remarque :

Ou pour un

On pourra prendre, par exemple, pour premier couple (u®,D°)

w® € V 3 J(u®) = min [J(u) ; u € V]

De =V
i quelconque, i€ [1,n]

ul € Ci 53 J(u®) = min [J(u) 5 u € Ci]
d° ¢ 3J(u®)

DO

{uevVv; (u-u®,d°) > 0}
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1.7.5. Théoréme :

La suite {up} définie par l'algorithme I.7.2. converge fortement

vers 1 € S tel que :

J(3) = min [J(u) ; u € S]

DEMONSTRATION :
1 - Puisque S & pP N H(up,bp+l)<: p? , on a :
3(s) > 3@ > JwPh > g . Vses (5)

La suite {J(up)} , non décroissante et bornée est donc convergente et

l'on a :

1im (JP™H-3P)) = 0 ;
p—)-oo

p+l

de 1'uniforme convexité de J, en considérant le point %-(up+u ) € P s

on déduit

prly o % J(P) + % JPth - % sl P E-uPh
(PP < 200P -3 (eP)]

d'ou :

lim 6(“up+l—up“) =0
P—)'OO

et

vim [P0 = 0 .

p—)OO

. +1 +1 +1 . . .
Puisque u? € H(up,bp ) sur lequel bP est la projection de uP , 11 est

clair que
[Pl > [P
d'ou :

lim “bp+l—up“ =0
p—»oo




compte tenu du lemme I.4.2.,, ceci impligue

n
lim % “ProjC up—up“2 =0 s i=l,...,n ,
pro izl i

clest-3-dire

1im d(up,Ci) =0 , i=1,...,n
p—)@
2 - La suite {uP} &tant bornée, hypothdse Hi, il existe une

sous-suite, notée {u?}, convergeant faiblement vers un &lément ¢ € G

De la s.c.i. de la distance 3 un convexe, on déduit ¥ € S et de la s.c.i.

de J
lim J(ud) > J(¥)
q—)OO

ce qui, compte tenu de (5) implique

v=4a

1im J(P) = J(d) .

p—)OO

En considérant alors le point %—up + %—ﬁ , 11 vient

JP) < J(F WP+

N

) 5% J(WP) + % J(@) - % §(w®-d

ce qui montre que

i
(@]

lim “up—ﬁ |
p—)m

et achéve la démonstration du théoréme.

A}

1.7.6. Remarque :

Cet algorithme peut, en particulier, &tre utilisé pour résoudre

le probléme (P) du paragraphe I.l. avec a(.,.) non symétrique.




I.8. CAS PARTICULIER : PROGRAMMATION QUADRATIQUE

Nous reprenons ici le cadre habituel de la programmation
quadratique [1] et donnons une description détaillée de l'algorithme.
Les notations utilisées sont des notations matricielles, les vecteurs

étant considérés comme vecteur-colonne.

I.8.1. Position du probléme et hypothéses

On considdre dans V = R" le probléme

m

(R) " Trouver G € SC IR tel que J(Q) = min [J(u) ; ues "

avec
J(u) = tuau - 2%f.v
fe R™ et A étant une matrice m X m donnésjet un convexe de contraintes S
défini par
Cv < b (1)

Ev = d (2)

ol

C et E étant des matrices respectivement n, X m-et n, Xxmet be IR™ et

d € IR” . Nous poserons n + n, = n

Nous ferons les hypothéses suivantes
(h_ ) La matrice A est symétrique.

(h,) La forme quadratique associée & la matrice A est définie positive

v 0= thv > 0

(h3) Le minimum absolu de J n'appartient pas au domaine des contraintes
—cf [1] - :
g=a1.f¢gs

(h, ) S £ @ .




1.8.2. Remargues-:

1 - Dans le cas ol la matrice A n'est pas symétrique, on peut se

2 . . - l t
ramener au cas symétrique avec la matrice A = E—( A+A)

2 - Si 1'hypothése (h3) n'est pas vérifiée cela signifie simplement
que I étant solution de (R), celui-ci sera résolu dds le

premier pas de l'algorithme proposé.

1.8.3. Notations :

Etant donnée une matrice M , de dimension k x £ , on note Mi
la i-iéme.ligne de M et AM la matrice diagonale de dimension k x k définie

par

e

“.“ désignant la norme euclidienne de H{k .

I.8.4. Algorithme :

On calcule tout d'abord :

puls, posant u® = g et V° = 0 , on passe de (up,vp) € VxR 2 (up+l,vp+l)

de la fagon suivante :

1 - On calcule :

et 1'on pose

L]
t

{ie [1,0;1 5 Q. > 0}

o
"

{ie [n1+1,n] 5 Qi # 0}




avec

Si IU J =9 , on stoppe l'algorithme

S1 1TUJ # @ , nous 1l'écrivons sous la forme
IUJ={a,B,e..,8,6,...,E}

a<8<...<6<nl<e<...<£<n

On définit alors les matrices ' —card (I U J) X m — et R

—card (I U J) x 1 — par

c Q
a. (¢4

Cs. s
.......... v m - .
(e-n) e

E,_ Q
(€-nq) £

z = - . T A R

On résoud le systéme linéaire

A yp+1 - Zp+l

On définit le couple (up+l,vp+l) en calculant

_ tzp+l . Zp+l

_ typ+l Zp+l

A= %—. t(up—g) . oPTL




we¥
v = WP

n=uv - A%
0 =Au - n .

S1 6 >0 , on pose

ptl

w1 dz oy
u
Si 6 < 0, on pose

F s WP e B L DL P wPg))

p+l

I1.8.5. Remarque :

L'algorithme (I.8.4.) est identique & l'algorithme I.5. appliqué

- . - ”~ P
au cas particulier considéré, avec

ptl _ bp+l _.p

z u

et \xp+l = up + %_yp+l .

On en déduit donc ses propriétés de convergence.




I.8.6. Remarque :

Dans le cas particulier actuellement considéré, on peut
supposer que les matrices C et E ont é&té "normalisées en ligne" en
début de calcul. Dans ce cas, et si le nombre de contraintes non
satisfaites par uP est égal a & ( % <n ) , la ptl-iéme itération

demandera

(n+5)m + (& + 1)2 % n.m + 2%  multiplications et autant

d'additions

la résolution d'un systéme linéaire m.m de matrice A ;

ou encore, si la résolution du systéme linéaire est effectué, par exemple

par la méthode de Cholewski, on aura — cf [2]

en début de programme : au p+l-iéme pas
Multiplications
3
%; m® + n.m + 22

Additions

e m?
Divisions = 2 m
Racines

carrées m




IT - CROISEMENT DE METHODES DUALES POUR LA MINIMISATION D'UNE

FORME QUADRATIQUE.

Dans la premiére partie de ce travail, la décomposition du
probléme de la minimisation d'une forme quadratique sur une intersection

de convexes nous a amené a introduire, d chaque pas de l'algorithme, des

N . N . .
sous-problémes consistant & chercher une projection sur un convexe.

Lorsque ces projections ne peuvent pas étre directement
calculées, 1'idée est alors de remplacer la résolution de ces sous
problémes, chaque fois qu'ils interviennent dans le cadre de l'algorithme
de décomposition, par un pas d'un algorithme tendant 3 les résoudre. Les
algorithmes de projections qui seront ainsi croisés seront, comme au

chapitre IV, des '"méthodes duales" de [8].
Ce croisement d'algorithmes permet de remplacer & chaque pas,

le convexe produit %? par un convexe beaucoup plus simple Qgp généralement

obtenu par linéarisation.

I1.1. POSITION DU PROBLEME

Nous reprenons ici toutes les notations et hyporhdses définies

au I.1. et I.2., et nous supposons, de plus, gque chacun des convexes Ci s

izl,...,n est défini par
C. = N C.
iy c Li i,

ol les Ci 2 sont des convexes fermés de V
5

c.zz{xev;hi,g(x)go} ,

L,

les fonctions hi 2 étant convexes et s.c.i. et L. s i=zl,...,n étant des
5




ensembles quelconques d'indices. Nous ferons la convention suivante
" 11 existe dans Li , i=1,...,n , un indice note ! tel que
i

hi,ﬂi(v) =0 ; ¥vevVv , i=l,...,n . "

et nous ferons l'hypothése supplémentaire — cf [8]

(H5) " Pour i=1,...,n et pour tout borné BC V , il existe Ki >0

tel que, pour tout £ € Li et pour tout x € B

h (x) < d(x,C,
i

i,% = ) - K

A

II.7.1. Remarque :

Tout convexe fermé étant l'intersection des demi-espaces fermés
qui le contiennent, il est possible, et c'est ce que nous feront en général,

de prendre pour Ci Qdes demi—espaées fermés.
3

IT.2. APPROXIMATION EXTERIEURE DE ¥ :

Nous suppeosons, ici, qu'd chaque pas de l'algorithme nous nous
7~

donnons une approximation extérieure P> ¢ .

I1.2.1. Description de la méthode

Supposons qu'a la p-iéme itération, nous ayons un itéré P

tel que enD < u«< z, ,uP >> et un convexe BP o €

si  uPe &P on pose L PTL o PL Pl pHL P

si -uP € Qgp on calcule (les projections s'entendant au sens des

normes initiales : ||.]let ||| . |ID:




. 1
BT = Proj. oPT
)
P__Ptlype
pri_ o, [l ( L1PTL P

ALl &

Puis 3;p+l € & par :

& N H<< Mp,prrl > = &n H((&p,,&p+l)) .

Enfin, on définit ,u,p+l par :

pt+l ptl

AL >>

= Q 35/“/p9x

I1 résulte des propriétés des projections que l'on a :

H << g,,u,pﬂ >o5 604

I1.2.2. Propriétés de la suite .uP :

€ndcBPND cHGL AN NG =1 <«<P 2T D
d'ou :

€N cH <<g,,up >> N H <<, P Pt >>
et donc, comme au I.3.4.

([08-g111 > [[WP™-gi1] > [[[wf-g111 ,¥gec BN QD

La suite {[[[Mp—g,]]]i} , non décroissante et bornée est donc

convergente. Puisque ,wp+l € H <<8 ,,qu >> , on en déduit :

tim ([P -wPI1T = 0 = Lim || - PPL- P

p—)oo p—HJO




et puisque Abp+l I H((A»p,/6p+l))

: 1
Lin | APT-LPY = o
p—)OO

d'ol, par définition de ﬁ~p+l

) 1
vim [ VPTR-P =
p—)OO
1im 4P, €P)) =0
p—)OO

11.2.3. Définition de Q?p :

Nous allons définir pour chacun des convexes Ci , 1=1,...,n
et pour chague pas p, p € IN, une approximation extérieure de Ci comme

dans la méthode duale de minimisation de [8]. On se donne donc — cf [8] —

pour i=1,...,n , des suites de nombres {Q?} avec
Q? >0 et  lim Q? =0 , i=1,...,n
P

et des nombres ei vérifiant

0<6, <1 , i=l,...,n .
On choisit alors 3 chaque pas et compte tenu de 1'élément uP,
un indice 2? € Li , i=1,...,n de la facon suivante [8]
Si uP € C. on pose QP = %! 3 on a donc C, =V
i? i i 2 l,ﬁ?
Si u? 4 Ci , on choisit 2? de telle sorte que
u? g C b
i,07
i




IT.3. MISE EN OEUVRE DE L'ALGORITHME :

Compte tenu du lemme I.4.2., l'algorithme, dans l'espace V

est donc le suivant

I1.3.1. Algorithme :

On pose u® = g ; le passage de uP a3 up+l se fait de la facgon
suivante :
1 - On définit
I° = {ie [1,n] 5 v’ ¢ c}
Si P = @ , on stoppe l'algorithme
Si Pz , on choisit, pour tout i € Ip, un élément 2? € Li
définit par :
o ¢ C
i,8P
i
h (uP) 2.6i . Sup [h, 3 (up)] - qP
1,07 f.€L, i .

et 1l'on calcule, au sens de la norme initiale de V :

v§+l = Projection de uP sur C b ig1P .,
i,Qi

On calcule alors

oI et

. _-P i
2 - bp+l = P + €1 . ; . I v?+l—up)
[Ipl-il————lp; e b 71 jerP
17T P
1. P+l pi2
3 - xP+l = uP o+ db kS ﬂ . A_l(bp+l—up)

(A—l(bp+l—up),bp+l—up)

4 - up+l = Q< g,up,xp+l >




calculé par application du théoréme I.2.4. avec

A= a(up—g,xp+l—up)

jos
|

~ “bp'*'l_upllh / (A_l(bp+l-up),bp+l—up)
v = a(up-g,up—g)

uv - A2

=3
1

11.3.2. Théoréme :

Les hypothéses (H1) 3 (H5) étant supposées vérifiées, si la
suite {uP} définie par 1'algorithme II.3.1. est finie,son dernier élément
est solution de (P) ; si la suite est infinie &lle converge fortement

vers la solution de (P).

DEMONSTRATION

Puisque u® = g , H << ?,,AAP >> = U o % . On en déduit donc,
par récurrence sur p , que H << ?/,/uP >o>5¥8ND , et donc que

H < g,up >D2 S .

p

Si la suite est finie cela signifie que u? € S ; u’ est donc

solution de (P)

Si la suite est infinie, on a — cf 1I.2.2. — :

lim d((P, ®F)) =0 ,
p—)OO

c'est~-a-dire

1im d(uP,cC ) = 0 , i=1,...,n
pr i,QP

1

et donc, compte tenu de 1'hypothése (HS)

lim sup h p(up) <0 , i=l,...,n ,

pre 1,£i




ou encore, par définition de 2? :

1im sup {Sup [hi . )1} <0 , i=l,...,n
pr® Q,eLi i

La suite {up} étant bornée — cf II.2.2. — il existe donc une

sous-suite, notée {u%}, convergeant faiblement vers un élément u € V .

De la s.c.i. de hi’zi 5 Qi € Li , i=1,...,n , on déduit :

.. q .
> > =1,ean
0 > lim inf hi,l.(u ) —-hi,l.(u) , Zi €L, , i 1, ,n

q—)OO 1 1

et donc u € S . De méme de la s.c.i. de la norme [[.]] on dé&duit

lim inf [[u%-gl] = 1im [[u%-g1] > [[u-gl]
pro po

P

or, puisque H< g,u* >> S , ¥ p€&€ N, on a :

[(s-gll > [[uP-gl] , ¥ses
il en résulte :

u€ S ; [[u-gll = inf {[[s-gl] ;5 s € S}

lim [[u%-gl] = 1im [[uP-gl] = [[u-gl]
g proe

et enfin, puisque :

[[u-uP11% < [[u-gl]1? - [[WP-gl]? , ¥pe N ,

1im [[u—up]] =0-= 1lim “u—uﬂl
p p¥®

et c'est toute la suite’{up} quli converge fortement vers la solution u

du probléme (P) .




I1.3.3. Remarque :

Comme le montre P.J. LAURENT et B. MARTINET dans [8], le
formalisme utilisé au II.2.3. recouvre un grand nombre de méthode de type
approximation extérieure, en particulier : méthode de KELLEY [6],

KAPLAN [5]... etc...

Si 1l'on linéarise d chague pas chacun des convexes Ci .
i=1,...,n , par l'une, quelconque, de ces méthodes, les suites définies

seront donc toujours convergentes.

La généralisation du résultat précédent au cadre I.7. est
immédiate. Nous détaillons ici, 3 titre d'application, une méthode de
linéarisation des contraintes en programmation quadratique par croisement

de méthode de KELLEY [6]

I11.4. APPLICATION : LINFARISATION DE CONTRAINTES PAR CROISEMENT DE

METHODES DE KELLEY [61 EN PROGRAMMATION QUADRATIQUE :

I1.4.1. Le Qrobléme :

On considdre, sur V = R™, le probléme
(R") " Trouver U € SC R" , tel que [J(d) = min J(u) ;3 ue SI "

avec
J(u) = Tuau - 2 Yfuv ,
la matrice A € ;ﬁ (R™,R™) étant symétrique définie positive et f € Rr"

étant un élément donné.

On suppose maintenant que le domaine des contraintes S # @

est défini par




C.v < b (1)
E.v = d ‘ (2)

h.(v) < 0 . i=zl,...,n (3)
1 - 1

n n n
ce x (lRm,]R’ 2) ; Ee b (JRm,IRs) ; be IR 2 ; d € IRn:3 , et les fonctions hi,

i=]_,....‘,nl étant convexes et continues sur V. On pose n = n, + n, + n3

On introduit [8]

c. ={vev, hi(V) < o} s i:l._,...,nl

L.

- - ] . ':
i {v,d) e vV, veVv C; > de Bhi(v)} U zi ; i=1,...,n

en notant Bhi(v) le sous-différentiel de h; au point v 3

hi,(v,d)(X) = hi(v)+(d,x—v) . (v,d) € Li , i:l""’nl
h-,u(x) =0

1
Ci,Q, = {v €V ; hi,SL(V) < 0}

et l'hypothése

(H'5) " Pour tout i=1,...,n. , et pour tout borné B< V, il existe une

1
constante Ki > 0 telle que, pour tout v € B et pour tout

d e 'c)hi(v) on ait “d“ < Ki "

I1 est clair que l'on peut poser

et

IRETIRE s 0, , — resp. i=nl+n2+l, ...,0n — étant les

demi-espaces fermés — resp. les hyperplans — définis par (1) — resp. par (2) —.

Les convexes Ci , i=n




Nous nous proposons d'appliquer l'algorithme I1I.3.1. en utili-

sant des approximations extérieures des Ci . i=l,...,nl .

Une simplification intervient dans le choix — cf. II.2.3. —

de,€? ; toute fonction convexe étant l'enveloppe supérieure de ses

minorantes affines, on a donc, pour tout x ¢ Ci

hi(x) = max [hi (x) 5 2 € Li] 5

.2

or, pour tout 4 € Bhi(xi)

h.(x) = (x) ,
i

by (x,d)

on choisira donc

(WP,d) , de ahi(up)

wn
'_l
o
J
(23N
(@]
=
L)
i

si JPec,, P =g
1 1 1

D&taillons alors l'application de 1'algorithme II.3.1.

IT.4.2. Algorithme :

On calcule tout d'abord

puis, posant u® = g , v° = 0 , on passe de (up,vp) € VxR 3 (up+l,vp+l)

de la fagon suivante

1 - On calcule
_ P ? . _

Q. = h; (u ) i=1,...,n

Q. = C,. uP - b i=n.+1,...,n_ +n
i (i-n.). (i-n_ ) A

1 1

Q. = E,._ ut - d,. i=n_+n.+1,...,n

i (i n, n2). (1 ny n2) 172




V=37

et 1l'on pose :

I:{ie[l,nl];Qi>O}

J = {1 ; >
{ie [nl+l , nl+n2] ; Qi 0}
K ={ie€ [nl+n2+l,n] 5 Qi # 0}
Si IUJU K=¢ , on stoppe l'algorithme.
Si k = card (IU JU K) # 0 , nous écrivons I U JU K sous la forme :

IU JUKZ=Z{ 0BseeesYoSseees€sloenns £}y
avec :

OL<B<...<Yinl<(S<...<€f_n <C<...<€i n .
Pour i € I , on choisit :

P
d; € Bhi(u )

et 1'on définit les matrices I' € ;Z?(IRm,IRk) et R € Rr* par :

et R = {




Si

Si

On calcule zp+l € IR m par

t
R.AL.R
zp+l=— I .tF.A .R

t t
R.AT.F. F.AF.R

On résoud le systéme linéaire :

A yp+1 - Zp+l

On définit le couple (up+l,vp+l)
- tzp+l.zp+l

S typ+l_zp+l

A= I-.t(up—g).zp+1

T

-

b=

Vo= VP

n = uv-A?

6 = Au-n

O >0 , on pose :

up+l = g+(1 + %J %—yp+l
WP s (s %02 . u

Lo Py % v. L. P A @wP-g))

ptl




IT.4.3. Remargues :

L'algorithme II.4.2. n'est qu'une particularisation de 1l'algo-
rithme II.3.1. . Le théoréme II.3.2. s'applique donc 3 la suite {uP}

ainsi générée.

Le croisement de méthode de KELLEY [6] n'est qu'un exemple
de croisement de méthodes duales. Si l'on connait pour certains des
convexes définissant l'intersection, un point intérieur, on peut également
croiser des algorithmes de KAPLAN [5] pour ces convexes avec des algo-
rithmes de KELLEY pour les autres. Le théoréme II.3.2. établit la conver-

gence de ces procédés.
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CHAPITRE VI

DECOMPOSITION D'OPERATEUR ET ECLATEMENT
DE CONTRAINTE PAR PENALISATION DANS UN
ESPACE PRODUIT

(METHODES A PAS FRACTIONNAIRES)

INTRODUCTION

1 - Dans beaucoup de problémes d'optimisation la fonctionnelle que 1'on cherche

a minimiser peut &tre considérée comme la somme de plusieurs fonctionnelles beau-
coup plus "simples", c'est-a-dire dont la minimisation est beaucoup plus facile.
Citons, par exemple, les problémes provenant de la discrétisation d'éguations

aux dérivées partielles elliptiques lorsque 1l'on cherche & séparer les termes

provenant de chacune des dérivations.

I1 est alors intéressant de ramener la résclution du probléfte posé & une suite
de résolution de probléme d'optimisation portant chacun sur une seule des fonc-
tionnelles de cette somme. Un grand nombre de travaux ont été consacrés au déve-

loppement de telles méthodes : méthode de décomposition (d'opérateur ou de

fonctionnelle) et dont les plus classiques sont les méthodes de directions al-

ternées et celles de pas fractionnaires. cf. [17] et sa bibliographie .

2 - Dans certains autres problémes, il s'agit de minimiser une unique fonction-
nelle sur un convexe susceptible d'étre considéré comme une intersection de

convexes chacun beaucoup plus simple.

On cherche alors a résoudre le probléme initial & travers la résolution de sous-
problémes ne mettant en jeu gqu'un seul de ces convexes. Il s'agit, dans ce cas,
de méthodes d'éclatement de contraintes cf. [111, [5][81[13][15][18].

I1 est d'ailleurs possible, & travers un éclatement de contraintes, de proceéder,

en réalité, a une décomposition de 1'opérateur. Cf chapitre IV.

3 - Les méthodes auxquelles on s'intéresse, dans ce chapitre, procedent de cette
double démarche : au probléme de la minimisation d'une somme de foncticnnelles
sur une intersection de convexes on associe une suite de problémes consistant a
minimiser une de ces fonctionnelles sur 1'un de ces convexes. Ces méthodes

seront dorc,a fortiori, applicables auxdeux cas précédents.




VI.2
4 -~ Enoncé du probléme

On considere le probléme d'optimisation convexe

n
(P) "Trouver u e N Ci cV;

n n
jjla) = min T ;v s ve N ci'_[.
i=1 i

1 =1 i=1

3

J.L. LIONS et R. TEMAM ont proposé, cf. [9] [jO] [111 [?1, pour résoudre ce

probléme, l'algorithme suivant, généralisant des méthodes de pas fractionnaires

On part de u® guelconque. Lorsque u® ... Up+1/n sont connus, on calcule

up+[1+1)/n défini par :

1 ”up+(i+1]/n_up+i/n"2+ji(up+(i+1]/n] < -l-”u-up+i/n“2+ji(U] s Yu e

2¢ 2¢ i

Moyennant certaines hypothéses, des propriétés de convergence étaient établies,

non pour les {up} mais pour des barycentres de tous les itérés successifs. De

plus, l'approximation de la solution u du probléme (P) se passait en deux temps

- pour € fixe (ou e(n) de loi fixée) on calcule une approximation de la solution

du probléme & ¢ prés : W(N(e)l.

- Faisant varier e(e - 0) on obtient des propriétés de convergence pour les

W{N(e)).

5 - Interprétation dans un espace produit

n n
Si 1'on introduit = T Vet€= 1 Ci' ltalgorithme précédent apparait
i=1 i=1
alors comme une méthode de relaxation pour minimiser la fonctionnelle
n
beeesv ) = I j.{v.,) sur le convexe &; le terme
n PRPERE
apparaissant comme une pénalisation destinée, & la limite, & obtenir un élément

de la forme (uN+1/n = u,uN+2/n _ UN+(n-1]/n

1 "Up+[i+1]/n_up+i/n”2

J(V1.V 2—6' .

2

= u) et donc, appartenant a

*

1'intersection des convexes Ci.




VI.3

En réalité, et si 1l'on appellewacztpl'ensemble des éléments de la farme
{(u,u,eeyu) 5 U € VY, i1 n'est pas possible, sauf dans le cas ou n = 2 ,

de définir surz}'une fonctionnelle faisant apparaitre dans la relaxation, un
terme analogue a celui apparaissant comme "pénalisation” dans 1'algorithme pré-
cédent. Parallélement, certains résultats qu'il est possible d'abtenir pour

n =2 re tiennent plus pour n > 2.

6 - Décomposition par pénalisation

Le propos de ce chapitre est d'élabocrer une (famille de) méthode de décom-
position apparaissant effectivement comme méthode de pénalisation dans 1'espace
produit. Ceci nous améne & introduire des fonctionnelles, appelées "pénalisa-
tion d'sclatement”, qui, définie surl¥ et de noyau & , n'introduisent au niveau
du probléme décomposé que des modifications trés légéres par rapport a 1l'algo-

. . . . . +i/n
rithme précédent. Pour prendre un exemple particulier, u® ... uP e

p+(i+1)/n .

tant

connus, on calculera u ar
i+2 i
p-1 p+ —
1 p+(i+1)/n u + U 2.: ¢ Pr(i+2)/n
7¢ | 2 [1%+3; u
i+2 i
p-1+ P* 5
1 _u + U 2. s .
< iE'“U 5 {[¢+3, (u) 5 Yu € C4

Cette légére modification, applicable également aux méthodes de pas fractionnaires,

semble entrainer un certain nombre de conséquences au niveau des résultats de

1'algorithme, car cela nous permet

- d’'affaiblir certaines hypothéses : les hypothéses de coercivité, de convexité
stricte ou de convexité unifcrme, par exemple, et lorsqu'il y a lieu de les
introduire, ne seront plus nécessaires,ici, que pour une seule des foncticnnel-
les j;(v) alors gu’elles sont habituellement faites pour toutes les fonction-

nelles ji[v] dans la méthode précédente.
- d'obtenir des résultats de convergence pour les {up} eux-mémes.

- de définir, en faisant varier e = e(p), une approximation en un seul temps

de la solution du probléme initial.
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7 - Plan

Aprés avoir défini plus précisément le probléme étudié, on lui associe, dans

une deuxiéme partie,un probléeme pénalisé [{? e] dans un espace produit.

L'étude de la convergence de la solution u, de [€§2) vers la solution du
probléme initial fait 1'objet du III et 1'étude de 1'approximation de u_ par

relaxation celui du IV.

Dans la cinquiéme partie, enfin, on étudie la possibilité, en faisant &
chaque pas de la relaxation varier le coefficient de pénalisation ¢, d'obtenir
directement une approximation de la solution du probléme initial. Un premier
résultat de convergence partielle est présentée ici dont les prolongements seront

étudiés par ailleurs.

Les sixieme et septiémespartie sont consacrées & la décomposition
paralléle du probléme [‘f%). On définit ainsi un algorithme paraliele qui
n'est autre que celuil proposé dans [2] (ou une variante de celui-ci) et 1'on
gtablit, en particulier, au § VII, et sous des hypothéses semblant assez peu
restrictives, la convergence d'un procédé d'approximation en un seul temps

de la soclution du probléme (5.

Nous n'insisterons pas ici sur les applications de la méthode proposée,

et pour lesquelles nous renvayons a [9], 721, [191, cf égale%ent chapitre VII.
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I - POSITION DY PROBLEME ET HYPOTHESES

Soient
V un espace de Hilbert réel, identifié & son dual, de produit scalaire et de
norme notés (.,.) et ||.|| ; la distance associée sera notée d(.,.].

Ci cV, i=1,...,n des sous-ensembles convexes fermes.
n
S= N c. . {1)
R i
i=1

On considére le probléme
(P) "Trouver ue S ; jlu) = min[j(v] pVvoE 81"

avec J ¢+ S > R une fonctionnelle définie sur S < V.

On suppose qu'il existe une décomposition

jlv) =

ji(v) Yv € S (2}
i

1

n ™3

avec ji :C, >R 51 =1,...,n, des fonctionnelles définies sur Cy c V.

I.1 - HYPOTHESES

Dans toute le suite de ce travail on fait les hypotheses suivantes

H1 j est convexe sur S
H2 j est s.c.i sur S
H3 ou S est borné
{_o_u lim j(v]) = +o,
l[vij>e
veS
H4 ji est convexe sur Ci‘ i=1,...,N
H5 j. est s.c.i sur C,, i=1,0ee,n
i i
HB I1 existe un i' € L1,Hlitel gue ou Ci' soit borné ou bien
1im j_'(x) = 40w 3
xeCi. .
[l]j+ e

et pour tout i € [1,n1. i#i', ji[xJ est borné inférieurement sur Ci.
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Les hypothéses H1 & HB seront désignées par (H].

On sera amené, dans certains cas, & renforcer ces hypothéses en supposant éga-

lement
H'IS j est strictement convexe sur S
H4S 41 ¢ [1,n1 tel gque ji soit strictement convexe sur C;.

Cet ensemble d'hypothéses : (H) et H1S. H4S étant désigné par (HS] ; OU encore

H1U j est uniformément convexe sur S

H4U a1 e [1,n1 tel gue ji soit uniformément convexe sur Cs,
1'ensamble d’hypothéses (H), H'lU et H4u sera désigné par (HUJ.

Rappelons [81 qu'une fonction f : V -+ R est dite uniformément convexe sur
KecV si il existe une fonction 6§ : R + R, monotone, avec T > 0=> &{1) > O
§{0) = 0, et telle que

1 1
fllx+y)/2) < §-F[x] + i-f(y] = S (jx-yll) .

I.2 - EXISTENCE DE SOLUTION POUR (P])

On sait que sous les hypothéses H1, H2 et H3 le probléme {P]) posséede au
moins une solution et que, sous 1'hypothése supplémentaire H1S, celle-ci est

unique.

On se propose de calculer une (ou la) solution de (P) en utilisant la

décomposition (2) et 1'éclatement de contraintes (1).

T
3
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IT - FORMALISATION DANS UN ESPACE PRODUIT

On introduit

n n
V- 1 v doté de la topologie produit par le produit scalaire ((.,.)) = T (.,.) ;
i=1 i=1
la norme associée est notée ”|.|” et la distance d((.,.)).
n
Zz = I Ci
=1

&D le convexe diagonal o)) = {b = (b,b,...,b) € LP ; b e V} et dont les éléments

seront notés par une lettre ronde & = (X,X,...,x) 3 b = (b,b,...,b)...

n
2""'Vn] e > J) = E ji[vi].

J:E-'*]]?;v:(v.v
1 .
i=1

et le probléme :
({S)] "Trouver u € & N4 tel que J(u) = min[J(b] ; bel ﬂ@]".
On a

b e nN® <=> b= (b,bye.u,b) el <=> b e Cir i=1,0eun <=> b € S 5

et le probléme [f?) est donc éguivalent au probléme (P). On en déduit, en parti-

culier les conditions d'existence et d'unicité de solution.

(724
On se propose d'approcher la sclution u du probléme (3 ) & partir d'une méthode
de pénalisation partielle.: tous les é&léments itérés WP o= [v?, vg,...,vgl devront

appartenir a € —caci nous permettra d'éclater les contraintes,-et 1la contrainte

é@ sera pénalisée.

Orientation :
I1 faut donc que nous définissions une fonction de pénalisation relative 3 49

FVL,TV L Teee ™V W

c'est-a-dire une application P 1F L R’ avec P[V1,V 47Vo"Vg n

2,...,vn]=0 => v

Une pénalisation naturelle est

PUviavyseaasv ) = vy 12elfug-vollZ +uuus flvo-v 112 + flve-v |12,
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Le probléme pénalisé consisterait alors & minimiser :

3

n
= - 2 3 - = -
Jetv] 151 ”Vi+1 Vi" + e i=z1 vyl avec v, =V,

et la résolution de ce probléme par relaxation aménerait, pour passer de
P

+1 +1 . +
(v? seaes v§_1 , vg seees vﬁ] a [v? 1 reca, v§+1, v?+1 seces vg],é résoudre
le probléme (on a supprimé les termes constants) :
VE+1*V?t1
min[2 ||vi - |2 +¢ Jilvy) s vy e CiI' (1N

En réalité, la fonction P(v) que nous venons d’introduire n'est qu'un exemple
particulier et nous introduisons donc ci-dessous une classe de fonctions pouvant

jouer le méme rdle.

II-1 - PENALISATION D'ECLATEMENT SUR

Nous rappelons ici la définition et les propriétés des "pénalisations d'écla-

tement” élaborées dans [14], cf chapitre III.I.

Considéraons les n-1 opérateurs linéaires ti' i=1,...,n-1, de?¥ dans V définis
par :

t, : v = [v1.v ,...,vn] e 5 v, 1" Vi€ V.

2 i+ i

Ces n-1 opérateurs appartiennent écg (V) ; de plus étant linéairement indépen-
dants, la variété linéaire?® qu'ils engendrent est un sous-espace vectoriel de

& (ZF.Vv) de dimension n-1.

Soit [51.....sm) un systéme de m éléments de & : A ce systéme est associé un

gpérateur linéaire S de ¥ = V" dans vt i s € [V,Vm), dont les composantes sont
51""’Sm eoé? (%.,v), ainsi gu'une forme gquadratique sur 2%, notée PS ou simple-
ment P et définie par :

Pglv) = "S(v]u\z,m =

[N
n~ 3

||si(v]||2. (2)
1 A

La forme PT est associée a [t1.....tn_1 } sera notée g.
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II.1.1 - Définition

On appelle pénalisation d'éclatement toute forme quadratique PS associée a un

systéme fini de générateurs de @ .

I1 est clair gque {/E;} forme une famille de semi-normes sur &% . Rappelons quel-

ques propriétés de cette famille établies dans’[141.
IT.1.2 - Proeriétés
1) Toute pénalisation d'éclatement (P.E.) est convexe sur &,

2} Toute P.E. est fortement convexe [E] séparément par rapport & chacune des

variables Vi‘ i =1,c0a,5Ne

3] Soient 54 ce®...., S €® et P la forme quadratique associée, les deux

propositicons suivantes sont équivalentes

i) [81""'Sm) forme un systéme de générateurs de € .

i1y e =D

4} Soient P une P.E. et g la P.E. assocciée a (t1't2""‘tn )

-1
i) (P[.]]1/2 et (g[.]]1/2 sont deux semi-normes équivalentes sur 7"
ii) Ces semi-normes induisent sur 1l'espace guotient Z}/JD deux normes

équivalentes a la norme guotient.

5] Toute P.E. est Frechet-différentiable. Le carré de la norme du gradient d'une
P.E. est une P.E.

Le gradient d'une P.E. P(.), s'écrit
' = - =
Potvy =2m [v -8B (W], 2 =1, (3)

Bl[V] étant un barycentre pondéré des n-1 éléments v,,..,Vv

s V seseyV .
1 2=1" T+ n “?
Les pondérations, indépendantes de v, dépendant seulement de la P.E., et
M2 étant un nombre positif.

B6) La dérivée d'une P.E. est lipschitzienne.
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73 Avec.l'application BQ[') définie ci-dessus, une P.E., P(.) s'écrit :
PV =M V_B 2+G \ = 4
{v) . I . 2(VJH 2( ) 2 =1, ..., n 4)

avec GQ(V] = 0, GQ[V] indépendant de Vo (Les notations Bz[v] et Gl(V]

sont donc des abus de notation : il faudrait noter : Bz[vq,..,vz_q,v£+1,..,vn]
et Gz(vq,..,vz_1, v2+1,..,vn]).
Ajoutons une propriété précisant la convexité d'une P.E.
8) Pour toute P.E. et pour tout couple (x,y) e P x?¥, on a
Plax+(1-2Jy) = aP(x)+(1-23IP(y)-x(1-3) P(x-y) (5)
Démonstration
Par définition
m m
Plax+*(1=xly) = ¢ Hs.(xx+[1-klﬂ|2= T HAS.[X]+(1-AJS.(y]”2. )
. 1 . i 1
i=1 i=1
En utilisant 1'identité
Hxa+(1-x]b”2 = x”a”z +(1-2) |IBi2 -a1-2) [la-bl|2,
il vient m
Plax+(1-2)y) = 121[} Hsi[x)H2+(1—AJUsi(yJHZ-A(1-A)“si[x-yguz I,
l:
1'expression (5) en résulte.
IT.1.3 - Exemples
Donnens quelques exemples de P.E.
n
P V) = I “Vi_vi-1”2 | avec la cenvention v = v_
i=1
Pz(v] = I Hvi—ijZ i=1,e00on 5 J51,000,n 5 1 £ ]

i,J
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n
P vl = T |v.-= Zv 12
3 . 1 .
i=1 3=1
n n n
P,v)l = T o, flv.- T a, v, 2 o, >0, j=1,...,n 3 I a,=1
4 =10 0 F 3= 2 J j=q J
IT.1.4 - Cas particulier
Précisons sur P(v] = Pq[v] les propriétés ci-dessus
n
P = - 2
(v) ‘Z ”Vi Vi—1”
i=1
d'old, par le théoréme de la médiane (d'cl 1’énoncé (1) ci-dessus)
V, _+v n
B _ o 1-2 i+ 2 _ 2 _ 2
P 2y Y Ly e e 5
JAL,1+1
et donc
Vi-1"Vie
Bi[v) = 5
Mi = 2
G, (v v v v.) = 1-”v -V, )12+ g [vi-v._.l1%.
A e S A £ Iy Zz W7i-1 "i+2 =1 R A R
31,141
De méme pour le gradient de Pq(v]
Vi-1"Vi4q
PI{v) = 2 x 2(v,~ = ——227) = 2.M,.{v,-B,(V)) 5 i = 1,...,n
i 1 2 1 i1

et 1'on vérifie facilement

P cvi-Pr ()|l < 8 Jlv-wlf .

IT.2 - PROBLEME PENALISE

Soit P une pénalisetion d'éclatement sur z}. On considére le probleme

pénalisé
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[gZ] "Trouver u; €& tel que Jg(ug) = min[JE(v] Y eé?]'H

avec =«

Je (V) = P(v)+€J (V) we &.

Etudions 1l'existence et 1l'unicité des solutions de ( 6381

I11.2.1 - Lemme
L'hypothése H6 impligue, pour tout ¢ > 0 fixé

1im JE(V] =+ o
\13

VAo

Démonstration

1°) Supposons d'abord que ”Vf” + » , 1' étant défini par HB.

On a

Jelv) = Pelvl+ e .Z' ji(vi) + € ji,[vi.]. (6)
i1’
Dans le second membre de cette égalité, le premier terme est non-négatif;

le deuxiéme est, par hypothése, borné inférieurement et donc

lim JE(V) = +oo,

ve 8

[[vifle

2°) Supposons alors gue mvul o,V restant borné. I1 existe donc un indice

g € [1,n1. g 2 1i', tel que "VQ_Vi'” 5+,

Far définition d'une P.E.

3

PO = = |ls, (x]f 2
k=1

et i1 existe des oy e R, k= 1,...,m, tel gue pour tout x ¢ Zgl:




VI.13

X =X., =

g i @

1

[ =]

.5, {x}.
K k 7k

Si donc Hvz-vi,” + o, ceci implique gqu'il existe un indice k € [1.m1 tel que

fls, (V|} »= et donc Plv) + +=.
Reprenant alors 1l'expression (6] de JE(V], les deuxieme et troisiéme termes du
second membre sont bornés inf? le premier terme tendant vers +«, on en déduit

que Jefv] tend vers +« ; ce gul établit le iemme.

Remarquons que la deuxi@me partie de cette démonstration établit, plus générale-

ment, la propositicn suivante :

IT.2.2 - ProEosition

On suppose qu'il existe un indice 1 € [ﬁ,ﬁl tel gue x5 reste borné alors, pour

toute P.E. P(x)
P(x) <B => x|l <m.

II.2.3 - Existence de solution pour le probléeme (SPE)

I1 est cleir gue J(v) est faiblement s.c.i. sur £ P(v) étant convexe
et continue sur ¥/, est donc ggalement faiblement s.c.i., de méme, pour tout

e > 0, gue JE[V].

I1 résulte donc du lemme II.2.1. gue, 1'hypothése (H) étant vérifiée, il existe,

pour tout € > 0, au moins un Ue solution de [Q? E).

II.2.4 - ProEosition

Sous 1'hypotheése [HS), la solution ug de ( QPEJ est unique.

Démonstration

Soient Ug et v€ deux solutions de ( é?e]' P(.) et J(.) étant convexe sur l'ensemble
convemaf?, on sait que, pour tout X € [0,1], X Au€+(1—A]v€ est également

solution de [%?E] ; et, en particulier pour A = ;n
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ue+ve
JE(UEJ = Je ( 5 ) = JE[VEJ.
1°) Montrons d'abord que Us o= Ve o i étant défini par 1'hypothéese H4S.

Si cela n'’était pas le cas, on aurait

u_+v U _+v u, +v U. *v,

E €, _ € € . ige ‘ieg . ie "Ie
J.( > ] = P( > 1+ ¢ .Z. Ji( > ]+€Ji( > )
i=1
P(.) et ji[.] étant convexe :
Ue*Ve 1 € Uie+vie
1.5 s 5Pt ] 5ty ety Ddvedy R )

i1
ji étant strictement convexe, si Us £ Ve il vient

u_+v
€ €

2

1 -
3t 1< 5 [0 3 v ] = 3w

et u ne serait pas solution, contrairement & 1'hypothése. On a donc

ie ie

2°) Montrons alors gue u. = ve. On a:

€
He*Ve Ue™Ve Ue*Ve
JE( > ] = P( 5 ] + g J(-—ir——]
u€+v€ U€+Vs 1 1
IR < P e [Fa) vz I )]

d'apreés (5) 11 vient

U +v

€ €
Je[ 2

1 1 1 1 1
) S 5 Pludr 5 Pl g Plu~v v e[ 7 30u)+ 5 (v )]

ou encore ¢

u +v
€ €

2

1 :
Je[ ) < Je[ue] - Z'P[ue_vé]'

On a donc, puisque P est une P.E. cf. I1.1.2 Propriété 3

Plu-v)=0=> u-v e 55
€ € _ € €
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c'est-a-dire :

Uu. -V, = U. ~v. =20 i=1,i0e,n

ITI - CONVERGENCE DE LA SUITE {Ue}

. ()
ue désignant 1l'une, guelccngue, des solutions du probléme ( J7°¢), on

étudie ici le comportement de la suite {ug} lorsque ¢ » O.
ITI-1 - THEOREME

On suppose l'hypothese (H} vérifiée et 1'on fait tendre ¢ vsers zéro ;

alors
i) lim P(u ) =0
E—)'D €
ii) lim J(u) = Min [30v) 5 v e S].
€
>0
iii) Tout point d'adhérence faible, u = (U,U,...u) , de {uc}, et il en
existe au moins un, est solution de (533 ; c'est-a-dire G est solution
de (P).
Oémonstratian

1°) J étant une foncticnnelle convexe et s.c.i. sur &, 1'hypoth&se HE entrai-

ne gu'elle possede, suré?. une borne inférieure atteinte

B e R tel que J(v) = -B v e .
Posons ' ’
KS(V) = Jg[V)"'EB

alors
K (vl 27 [v)-eJ(v) = P(v).
€ €
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D'autre part, u, réalisant le minimum de Je(V] suré? réalise également le
minimum de Ke(v]. Considérons alors une suite {wP} c:é? , p € N, minimisante
pour P(v). Pour tout 8§ > 0, il existe un rang m(8) tel que :

m(§)
w

)y <3,

P( >

On a donc :

o m(8), _ 8 m(§)
Ketue) < KE(w ) < §-+ € EJ(w ]+B] 3

d'od, pour tout € > 0, € £ €(8) :

8
2[10™))48]

e(8) =

on a

P[Ue) < KE[UEJ <6,
ce gui montre bien que P[ue] + 0 guand € + 0 et établit le point i).

2°) {ue} est bornée.

Soit y une solution de [@] s on a
J (u) =3 (u)
€ € €
et puisque u €D, P =0 d'ot
e.J{u ) £ €. JWI+P(u) < eJ(u).
€ € €

I1 en résulte que J[Ue] < J(y) et, d'aprés 1'hypothese HE, '{ufe} reste bornée.

Dtautre part :
Plu) < eEJ(u]-J(uell 5

D'aprés 1'hypothése HE, J(v] est borné inf? sur‘é?: il existe un B € R tel
que :

J(v) 2 -8B, Vv € é?.
On a donc :

Plu) = e[ICu)+g]
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et, pour tout € positif, e < €5 entraine qu'il existe KcJ € R tel gue
Plul <K_.
€ o]
On déduit alors de la propesition 1I1.2.2. que {ue} est bornée.

3°) Convergence
{ue} étant borné on peut en extraire une sous-suite {Ue'} convergeant
faiblement vers un élément x € (¢ .

P(v) étant s.c.i., il vient :

lim inf P(u ,) = P(x)
e'>0 €

d'od F(x) = 0 et x eo‘DnL‘,’. On pose : x = u = (U,u,ee.,ul, et u € S.

Guelque soit u € S, on au = (U,U,...,u) :
J (u) <3 ()
€ € €
Plu d+e Jlu ) < ¢ J _(u)
€ 1> €
Ju) <Jw) ., vu e&ND

lim sup J(u ) < J(u) , Vue‘@ﬂ@.
€
>0

Or {Ue'} converge faiblement vers u e & N&, J(v) étant s.c.i., il vient
lim inf J(u_,} =2 J@) ,

N e'»0 €
Jw) < J(u), Vu €& nod

c'est-a-dire

jtu) = min(3W) 5 u e s,

ce qui prouve iii). Enfin, tout point d'adhérence faible appartenant a (?ﬂ‘@ ,

il en résulte que, pour toute la suite {Ue}

lim J(u =Jf;] = min [;](u) ; ueSl.

)
e0 €
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Dans le cas ol la solution de (P) est unigue, on a immédiatement

ITI.2 - COROLLAIRE

Si on suppose gue la solution u de (P) &t unique, alcrs toutes les suites
{ue} convergent faiblement vers u. En particulier si 1'on suppose 1'hypothése

(HS] vérifiée, toute la suite {Ue} converge faiblement vers u .

TII.3 - CONBITIONS SUFFISANTES DE CONVERGENCE FORTE

Donnons quelgues cas de convergence forte.

1er cas

III.3.1. - Proposition

Si 1'hypothese (HU] est vérifiée, alors{he} converge fortement vers la

solution unique ; de [SP].

Démonstraticn :

Dfaprés 1'hypothése H4U, pour tout (x,y) e&*xL ., on a :

Xty XetYa

n .
X+y, ii . i1 1 1 T
J(==) 121 Jl( > ) o+ Ji( 5 ] £ 5300+ 5 Jly) 5("Xi yiH].
i#3
En prenant x = ug et y = u , 11 vient donc
sliu, <o s Lo Loy - 1t
oy -8 = 7 I+ § I -
ou encore -
- ’ - ~ u U
§(flu, ~uld = 5 [T -1 ]+ -3 =3
u +y
3

Montrons que J( ) > J(u) guand ¢ - 0. Puisqgue J(ue) < J(ul), on dédutt de 1la

2
convexité de J(.) :

u +u
€

2

(=) < J).
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D'autre part, uc convergeant faiblement vers # , il en est de méme de

[u€+&]/2 et donc

u +y -
lim inf J(—%?—) > Ju).
g0
On a donc ~
u ty .
1im J (=) = J(u) ,
0 2
€

ce qui implique

lim §(||lu, -ufl) =0,
€3Q 1 €

et par définition de §(.) :

lim "uie-u" = 0.

£->

Enfin, d'aprés le théoréme III.1

lim P(u ) = O,
e>0 €

d'ol par définition d'une P.E. cf. II1.1.2. propriété 4

lim "uie—uie” =0, 1i=1,...,n

gl
lim |||u -u|| = o.
>0 €
2Bme_cas
I17.3.2 - Proposition

{(G1)

(G2)

On suppose maintenant, en plus de 1'hypothese (H) gue :
ji(vi] est uniformément continue sur Ci' i=1,...,n

I1 existe un indice % ¢ [1,61 tel que, en notant Int(C) 1'intérieur de

1'ensemble C :

n
C2 n (Int _ﬁ Ci) £ 0
i=1
i#2
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H1u Jlv) est uniformément convexe sur S.

Alors toute suite {uE} de solutions de ( 5D€] converge fortement, quand € > O,

vers la solution unigue u de QP.

Démonstration :

ler_point Sous 1l'hypothese (G2), toute pénalisation d'éclatement P : & + R

définit "correctement”, cf. [51, le convexe & n 2

vVl € &, 1im P(VP) = 0 = 1im d((WP L& A = 0.

pe pe
En effet, de 1im P(v?) = 0, on déduit, par équivalence de semi-normes-cf. II.1.2.

(Propriéte 43777

1im dv?, WPy = 1imdWP, C ) =0, i = 1,.eein s K= 1heae,ne
i k i k

p—)-oo p—Hx)

Si 1'hypothése (G2) est vérifiée, il est démontré en [Q] (lemme 5a) que ceci

implique :

Or, puisque
p . P p P p . ; _
d[vi, PTOJS VK) < d(vi.vkl + d(vk.SJ i=1,...,n, 9k € [1uﬂ ;
si 1'on pose : wh (k) = (Proj vP Proj vl Proj Vw3, on a donc :
pose sk’ sV rrr et TOIgY

1im d(WP, & nDI) < 1im d( WP, wPk))) = 0.

p-—)co p—)OO

2eme point : Convergence.

Soit r = (re, re,...,re] la projection de u sur ® N e?. I1 résulte du

1er point que

im d((us,ge)) =0
e>0
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D'aprés l'hypothése (G1), chacune des fonctionnelles ji(.]. i=1,...,n

étant uniformément continue sur Ci’ il en est de méme de J(.) sur & :
¥e >0, @n >0, ¥x e &, Yy € &, dlx,y)<n => lJ(x]—J(y)l <6
On en déduit :

1im |Ju =3z )| =0
e>0 € €

lim j(rel = minEj(u) ;U € é].
€0

De 1'uniforme convexité de j(.) sur S [H1U] on déduit

n
o

iim d(u,r )
>0 €

1im d(t;.rEJ) -0
e~>0

n
(e}

lim d[(ue,;)]
>0

IV - APPROXIMATION DE u. FPAR RELAXATION

Dans la troisieme partie de ce chapitre , nous avons &tudié 1le comportement
de la suite {Ue} des solutions du probléme pénalisé [{?e)' On se propose main-

tenant de calculer, pour ¢ fixé, la solution u, de (iﬁzl par décomposition.

Bans le cas particulier o0 n = 2 et ou la pénalisation d'éclatement utilisée
est P (v) = 2”v1—v2H2 » l'algorithme de relaxation utilisé pour caleculer u_  n'est
autre que la classique méthode des pas fractionnaires si S = V ou la méthode
proposée par J.L. LIONS et R. TEMAM [9] [ﬂU] [111 pour décomposer les problémes

de calcul des variatiaons si S # V.

Pour n > 2, par contre, la méthode des pas fractionnaires et la généralisa-
tion de J.L. LIONS et R. TEMAM ne rentre plus dans le formalisme présenté ici
et certaines propriétés, valablespour cette méthode dans le cas n = 2 qui sem-

blent perdues pour n > 2 restent valables quel gue soit n en utilisant les pénali-

sations d’éclatement.
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(c’est,en particulier, le cas des propriétés de convergence des suites {yp+1/q}).

qQ
Iv-1 - DECOMPOSITION DU PROBLEME ( ~S€)

Au probléme ( 6?81 on associe les n sous-problémes

. ) v

. "Trouver v, tel gue
1€ 1

by, = 3 3 s ".
Je[V1""Vi—1'Vi’Vi+1"'"Vn] mln[ﬁe[v1,..,vi_1,xi,vi+1,..,vn],xi€C£]

L'algorithme de décomposition consiste & activer successivement et dans un
certain ordre, chacun des problémes (62£]. Nous étudions ici la méthode de décom-
position série, 1’étude de la méthode de décomposition peralléle sera effectuée

aux § VI et § VII.
IV.1.1 - Notations

Pour alléger les notations, nous poserons

( viP o= (vp+1,..., F+1 , VP seees vP3
1 i-1 i n

Vn+1.p _ V1,p+1
et

P _ IR s Lt p+1 p Py .
K = lv el s v=lvi honavi poviuvi heeevi) 5wy e G b

IV.1.2 - Décomposition-série du probléme (f?iel.

Avec les notations précédentes, la méthode de décomposition-série, frégquem-

ment appelée,[B},méthode de relaxation, est la suivante :

. +1 P, .
vP étant connu, vP est déterminé en calculant progressivement ses compo-

p+1 P+ P

1 VY seees Vo par résulution, pour i = 1,...,n, des

santes successives v

sous-problémes
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V1+1.p € K?
1

B
@iaEJ

~s.
J (vl 1'p] < J (v) ; vv e kP ;
€ € 1
c'est-&-dire, puisque

J_(v) = Plv) +e
€

' ji(vi)
i

1

1 ™M 3

v1+1'p € KP
i

(52‘;8]
PPy 4 ji[v§+1] <SPV e 3y 5 Woe K

ou encore, en introduisant 1l'expressior II(4)de P(v)-cf II.1.2. Propriété 7-

VP+1 € C,
i i

(RY
e Pl g iop p*1 NERT-NTP;
Miuvi -B(v )"2€Ji(vi )< Moy BOT T Pred tvy s vy e Ty

IV.1.3. - Remargue

Les socus-problemes (R? E] rencontrés dans le déroulement de 1'algorithme

ont une expression tres proche de celle des sous-problémes rencontrés dans la

méthode de LIONS et TEMAM —cf[Z] ; & ceci preés que, dans le terme de "péneli-
P12, ‘
-4"

i
cation semble cependant avoir ¢'importantes conséguences au niveau du compor-

sation”, Hvi—B[Ql’p]Hz est remplacé par Hvi-v Cette trés légére modifi-

tement de 1'algorithme.

Iv.2 - ALGORITHME

L'algorithme de relaxation est alors le suivant

- ~ie1.
e V¥, 1e passage de VP et P

Partant de v1'O s'effectue en @lculant
p+1
y

5 solution uninue Jdu problome
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p+1

=)
H-

P*1 gl Py24es (P! S P24y
Ml BV Fred, (V] JSM v, BV T Sred (v s Yy, € By

IV.2.1 - Remarque

Notons, ainsi gue cela était noté dans [14J,que les pénalisations d'écla-
tement jouent également un rdle de régularisation eu niveau du prcbléme décompo-
sé (i?iel ou (REEJ. I1 suffit que ji(.] soit convexe et borné iﬂf? pour que la
fonctionnelle & minimiser laors de chegue sous-probléme [GPie] ou (REE] scit for-
tement convexe et coercive, et que le probléme posséde ainsi une solution uni-

que.

IvV.2.2 - Remargue

Si 1'on choisit comme pénalisation d'éclatement PS(VJ ou P4(v] -cf. 11.1.3,
il est également possible de définir un algorithme de décomposition parallele
du probléme ({? E] cansistant & résoudre en paralléle les n problemes [Sjie]
i=1,...,n. Avec le choix P_(v), on retrouve l'algorithme paralléle ce
J.L. LIONS et R. TEMAM - cf L1d] [21- Les propriétas de cet algorithme sant
étudiées aux § VI et VII. Avec le choix P4(v] on cbtient une variante de

1'algorithme précédert et dont un cas particulier, sans décomposition de 1'opé-

rateur, est étudié dans [16].

IV-3 - CONVERGENCE DE L'ALGORITHME DE RELAXATION

Nous étudions maintenant, pour e >0 fixé&, le comportement de 1'algorithme
de "relaxation” IV.2. On donne ¢'abord un résultet général de convergence faible,
puis l'on précise les conséquences d'une restrictior d'hypothése. Les notations
introduites jusqu'ici, en particulier au II et au IV.%1.%., sont conservées et

1'hypothése (H) est toujours supposée vérifiée.

Etablissons tout d'abord un lemme préliminaire.
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IV- 3-1 - Lemme

p

Soient x~ € et e un nombre donné positif.

p’ on définit xp+1

i=1,2,...,n, ses composantes xp;1 par résolution du probléme Hi(xp,e]

A partir de x (C? en calculant successivement, pour

p+1
x5 € Ci
P Pl e oiaPyy2,05 (P*1 1Py 2,04
I, (x",e) Moaflxg -BIxTT *ed, (x§ )sMi”xi—B(x W+ed, (x,)
in € Ci'

p

I1 existe alors une constante N > 0, indépendante de x et de e, telle gue,

pour tout x € C? ,» on ait
1) (P OPT P e -3 6P e P P L P
1) PeI+ed (x-POP -ea Py e PP L xR

Démonstration

1°) Le gradient d’une P.E. étant lipschitzienne il existe une constante M > O

telle que :
P cw-prcodfl < m. flu-tfl s vu e &5 vt €2
2°]JLa solution x2+1 du probleme M(xP,e) est caractérisée par :

p+1 _ ~i:p _ D*"I * ., s p*‘"
2(xi B(x J,xi X3 ]+eLJi(xi] Ji[xi ]1 >0 in € Ci
i=1,...,n,

c'est-a-dire

, rx1t1,p __p+1 . s p+1
(P} (x Vox -xE el () 3304 )] 20 {v x, €C
i=1,...,n

e P e RV P e P xR el k0 -5. P s 0 {Vx, €cC
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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d'ol, par Cauchy-Schwarz
p+1 __p*1 . . p+1 _ ~1+1.py_ p+1 p+1
[Pi(x ].xi X3 )+e[Ji(xiJ Ji(xi 1= HPi(x ) Pi[x ]”.”xi—x Il
Or puisgue
Li+1, , P+ ~i+1, , o Pl ~i+1, 1 1
[Py Pa-P P s P 7T PR P D jpem. 1T PP e, PPt

cela entraine :

p+1 1

v Pt : : +1 +1 *
(PLOPT g -xET ey 06 3=35 OF D2 1 [P =P T 5P

I z in € Cy

i=1,.04,n

En sommant l'expression précédente pour i = 1,...,n, et compte tenu de 1'équiva-
lence, sur E?r des normes ! et 22, il existe donc une constante positive
N, (N < nx M), telle que, pour tout x appartenant a £ on ait (i)

SIS I A PPN OB TARD EPSIRTIE [PLARR N TN (PN T
P(v) étant convexe

Px)-P(xP™ ) = cr Py, xxPt ) vx € U
et 1'on a donc (ii)

POA-POPTY e 3t 3 P s e PP L Pt ) s vk e
Bonnons maintenant un théoréme de convergence
IV.3.2 - Théoreme

On suppose 1l'hypothése (H) vérifiée ; alors, si 1'on note comme précédem-

ment u. une solution quelcongue de ({? e] et Ue 1'ensemble cde ces sclutions,

on a, pour la suite {vF} définie par l'algerithme IV.2

i) im J WP = 3 (u )
- € e €

ii) Tout point d'adhérence faible de {vp}, et i1 en existe au moins un,
appartient 3 U .

€
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Démonstration

ler_point : La suite Je[vp] est convergente.

Notons d'abord gque, guelque soit v°® € 7, vl G'Cf ainsi que tous les éléments

itérés v i.p ,i=1,..0,n, p=1,2,...

il résulte donc de la formulation (Sa'ge) que :
1 p i,p i+#1.p p+1
JE(V ) 20,02 J v ) 20002 JE(v ) > Je[v ) 2...21 (v )z...zlefuel

la suite {JE(Ql’p]} pour i croissant de 1 & n et p croissant est donc non-crois-
sante, étant également bornée elle est convergernte.

On en tire en perticulier
1°) 1m0 0P TP s 0, 1 1
pre  ©

2°)  La suite {v''P} reste bornée. En effet la suite {kgvl'p]} étant bornée
supérieurement par Jévll, on déduit de 1'hypothése H6 que, pour i' défini
par HGB, {VE,} reste borné et de la proposition I1.2.2. que toute la

suite {vP} reste bornée,

2éme point : lim hlvp-vp 1M = 0.

__________ oo

La fonctiaonnelle P(. ] étant différentiable, on sait -cf. par exemple [3]- gue

la solution v ix1.p du probleme ([22‘6 ) est caractérisée par

Py Py P e (5, (v ) -3 T 2 0 Vi € C,
ou encore sous la forme (R§'€]

2. M (vp 1 -B(vl Py, vy -v ]+e(J (v }- -33 (v )] >0,
et, en particulier

Z.Mi(v?+1—8(9i'p] vp*vp )+e[3 (VD) J (v J] >0

Or, la fonctionnelle P(v]) est fortement convexe par rapport 3 Vi o
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reprenant l'expression II(4]) -cf. II.1.2. Propriété 7- de P(v]), on =a

P(v='P) = P[vl+1'p+[v1‘p-vl+1’pll = M.-”V§+1+(V?“V?+1]-Bi(Ql‘DJH+Gi[;1'DJ

i
~1,py _ o(oittp p*l_o (Ci.py P_ P¥1 p*t1_.Pp2
P(v ] = Plv J+2.Mi (vi Bi(v J,vi vy J+MiHvi —vi”
On en déduit donc
~i,p ~i+1,p p+1 p . Dy _ s p+1
Plv 1-P(v 1- Mi Hvi —viH2+e(Ji(viJ Ji(vi }J) =20 ;
c'est-a-dire

~i,p,_ “i+1,p p+1 _ py2
Jg[v ) Je[V } = Mi.”vi viH

et le deuxiéme point découle du premier.

3éme point : lim JE(VD)

J (u)
—————————— oo € €

Du lemme IV.3.1. avec x° wWete-=c¢ , on déduit
p*1 p+1 p+1_. P p+1

P{x)+eJ(x}-P{v" "1-eJ{v™ '} 2 -N. MV -V m. Mx—v m ; Yx €&

Je(x]-Jefvp+1J > -N. [”vpﬂ—vp M. ﬂ!x—vp+1 m ; ¥x € &
Considérons alcrs une solution u. de (ﬁas). La suite {vP} restant bornée,
!“VD”UAH reste bornée gquelgue scit p. Il existe donc une constante positive
N' tel gue

0=2J (u)-J (vp+1] > -N', HI\/pM-vD m

£ € €

et le troisiéme point découle du second.

4eme point : Convergence

1)
La suite {VP} étant bormée, il existe une sous-suite {vP } convergeant feiblement

vers un élément u € L .
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je(vl étant s.c.i.

lim J (vp ] = lim J (vp] =J (ul) 21 (a] s
\ € € € € >
p e proo

ce qui prouve gie tout point d'adhérence faible est soclution de ( SDGJ.
IV.3.3 - Corollaire

Si, en plus de 1'hypothése (H) on suppose que la sclution u. de [{?’el
est unique, alors toute la suite {VP} converge faiblement vers U, - Ceci est en

particulier vérifié si 1'on fait 1'hypothése [Hsl.

IV.3.4 - Proposition
Si on suppose gue 1'hypothése [Hu] est vérifiée, alors la suite {vP}

converge fortement vers la solution, unique, de (§°€Jn

Démonstration

Par convexité de Je(v] d'ure part, et parce que ue réalise le minimum de JE(V]
sur & d'autre part, on a :
u€+vp .

Je(uel < Je ( > ] < Je[v }.

et, en passant a la limite :

u *Vp

. € _
lim JE(——2—~J = Je[ue]'
pro

Or, compte tenu de 1'hypothése (H4u] et de IT.1.2. {(8éme propriété)

u "Vp
€ L ! Py - 3 Plu_~vPr-a(fvE- )
J == <5 J (o) 5 I V) - g Plu-v vy ui.e"

ceci entraine, par passage a la limite

1im E% P(ue—vp) + G(va—ui EHJI = C.

p+m




On en déduit tout d'abord :

1m |vB-u. | = 0,
P 1 1,¢

puis, par équivalence de semi-normes:

; F_ _ro P - .
Lim | Cv ui.e] (vy Ui,e]” =0 5 i=1,...,n

B

et donc, par 1'inégalité du triangle

lim v-uy =0 5 i=1,...n
P

lim H]vp—u “; = O.

pe ©

V - CROISEMENT DE METHODES OF PENALISATIGN DANS LA RELAXATION : CONSTRUCTION
D'UNE SUITE DIAGONALE

Dans 1'algorithme présenté juscu'ici, corme cans la méthode classique des
pas fractionnaires ou cars l'algorithme de J.L. LIONS et R. TEMAM, 1'approxime-
tion de la sclution © du probléme (P) ou, ce qui est éguivalent, 1'approximaticn
de le& solutior u du prchléme (ﬂ? J, est cffectuée en deux temps : on considére
une sulte décroissante ce valeur de ¢ > 0, scit {¢ Q} cette s;jte, et, pour cha-

. . N D .
cune de ces valeurs, on approxime le soluticr -u grobleme ( {3 e] par relaxetion

(© vi o, w2 WP N
€1 E-.,] C/} 61 51
(@ ] \/1 ’ V2 RN Vp s ]
- -~ f: C? f:)
€ vib,vzo oo Wb, u
f £ £ £. €
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L'introduction de pénalisation d'éclatement nous a seulement permis

1°) d'affaiblir certaines hypothéses utilisées pour les pas fractionnaires (il
suffit, par exemple, dans notre cas que l'une des fonctionnelles ji soit

uniformément convexe pour obtenir des résultats de convergence forte).

2°) d'établir des propriétés de convergence pour les éléments { vP 1 eux-mémes

et non pour des barycentres -cf. [2] [8] [9] [1Q]- de ces élémgnts.

L'idée que nous nous proposons de mettre en ceuvre est alors la suivante.

Puisque:, pour approximer u & partir de uo o i) faut, & chague pas de 1'al-

gorithme~i.e. pour passer de u a u -qutiliser une infinité de pas d'un

~

algorithme de relaxation, il se%ble aiags naturel [5] de chercher a remplacer

cet algorithme infini par un unique pas de relaxation effectué & partir de

1'itéré précédemment obtenu.

L'algorithme en conservant les notations du IV.1, est le suivent :

V-1 - ALGORITHME

On se donne une suite de réels positifs {ep} décroissante et tendant

vers zero.

Partant de 91'0 e, 1e passage de ViP5 Jithe

» pour 1 =1, ...,net p=1,2,
s'effectue en calculant, VS+1 solution unique du probléme
VP+1 € C.
i i
p+1 p*1 o, Ti.,pyy2. P*1 . p+1 Cmroiapyp2, BT )
[Ti ) Mi“Vi Blv " "1||%+e .Ji(Vi ) < Mi||vi Blv " )||4+¢ .Ji[Vi
Vvi GCi.

V-2 - NIJTATIONS

N2us noterons

Py =rvd ¢ €2 Jw




VI.32

et conservons les notations introduites au IV.1.1. Le probléme [T§+1] peut

encore s'écrire :
e e kP
i
@?™
PO TPy 5 0BTy < PveeP Ty (v 5 vy e kB
dont la solution est caractérisée par :

~i+1,p _p+1, . pip. . op*
[Pi[v ).vi vy J+e [Jiivi) Ji(Vi )] >0 Vvi € Ci (1?

V-3 - CONVERGENCE
Si 1'on fait les hypothéses suivantes :

1°) La suite {eP} vérifie

.+
Z (ep]z = 4+ oo,
p=1
2°) 1'un des convexes Ci est borné
3°) 1'hypothese (Hu) est vérifiée ;

V.3.1 - Théoreéme

La suite {vP} construite par 1l'algorithme V.1 est minimisante pour P(v)

et il existe une sous-suite convergeant fortement vers la solution, unique.,
du probléme (4? ).

Nous décomposons la démonstration de ce théoréme en deux lemmes.
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V.3.2 - Lemme

Si 1'on suppose l'hypothése (H) vérifiée et 1l'un des Ci borné, alors,
pour toute suite de réels positifs {eP} décroissante et tendant vers zéro, la
suite {VP} définie par 1'algorithme V.1 est minimisante pour P(v) et tout

point dfadhérence faible, il en existe au moins 1, appartient & ECn&. oe

plus :
D PTPR < v
p=1

Démonstration

lerpoint. 30 PP -0
p-roo

De la forte convexité de P(v) par rapport a chagque variable -cf. II.1.2.7-

on déduit :

~i, ~i +1, L ositl, +1 1
P(vi'P) = P S R G Ui VLSV B [

et, compte tenu de la caractérisation (1) de Jirtep

~1,py _5,ci*t.p, p+1_ py2, P, py_. P
P(v "7 )-P(v ) Mi"vi vill“+e Ejitvi] J; vy )1 >0

PGPy 2 PGP e BBy,

i
On a donc, en notant M = minEM. s 1L = 1,004, ]
i

PP 2 PP e P P 2. (2)

D'autre part, 1'hypothése H6 implique que J(v) est bornée inférieurement sur g .

Posaons J{v)} > -B ; ¥v €€ . On a alors
PP1«ePI(WP) = PPIeeP I PreP-P o)
PPy > PP PP e (2)

Regroupant (2} et (3}, il vient pour tout rang p :
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PP+ eP-eP e 2 IPTT P yeml P TSP 2 ”
et, en sommant (4) & partir de p = 1
Lewhe el pam 3 PP

p=1

ce qui prouve le premier point.

2eme_point :  lim P(VP) = O
po
Appliguant le lemme IV.3.1. avec xP = vP et e = €p+1’ on obtient
P+ T300-P P h-P i Pty > . Mvp+1—vpul. Mx—vp+1nl vx €&

En particulier, en prenant x ec?r1éb :
PP =P o0+ P P Ty s e PP P
Un des convexes Ci étant, par hypothése, borné, il résulte de la proposition

IT.2.2. gue la suite {VD} est baornée. J(VD+1] étant borné inférieurement, il

vient donc

PP < L PP P P s,
avec L constante positive et B € R ; et le deuxieme point résulte du premier.
V.2.2 - Lemme

Si 1'on suppose l'hypothése [Hu] vérifiée, 1l'un des Ci borné, et
lim (eP)2 = +e, alors il existe une sous-suite de la suite {vP} convergeant for-

pe tement vers la solution u de [S?).

Démonstration

+1 .
Nous noterons désormais US 1'unique solution de (5;

[

pe 1]
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p+1

P et e = ¢ , 11 vient

Appliquant le lemme IV.3.1 avec x = vP

PP P TP NP -eP a0 < v VPP xR

p+1,  p+1
uoo*v
En particulier pour x = — 1'hypotheéese C; bornée impliquant, proposition

II.2.2., que la suite {vP} est bornée, il existe une constante L > O telle que :

p+1, PH1 p+1, P+t
p+1 p+1 p+1 Ue v pt1 Ue b p+1_.p
P(v J+e J(v )—P[————E————ﬂ-e J[————jy-———) < L. Mv -V H[.
Or D+l p+i
st o e P st P )
3 <z Jlug v g Jly (ug,e ve
et
u2+1+vp+1 . Do ) o
- - P .
P{ S ) < 5 P(u€ ] o+ 5 P (v ) s

I1 vient donc :

1-P[vD+1

2 I+

4
P P - 1P 5P - Lo e P st B
€ 2 € i,e 1

N -

< L. vl

p+

u6 réalisant le minimum de Jp+1(

v), l'expression précédente implique

p+1 +1 +1 +1
€ .6(”ug'€—vg < Lo PPy

d'od résulte, compte tenu du lemme V.2.1

"~ 8

2« Lo - BT]2 < 2 1 PP 2 <oe
‘e

p=1

Montrons que ceci implique, au moins pour une sous-suite {vq}. qge @ ¢ N, que :

: aqa _. 9 = '
lim "U‘.e Vi” 0 , (5)

1
g

qed




VI.36

Supposons, en effet, qu'une telle sous-suite n'existe pas. Cela signifierait
gu'il existerait un rang PO et un réel n, > 0 tels gue, pour tout p 2 PO

on ait G(Hus e-vg”] > n,. Mais ceci est impossible car la série

s}
P=P, P

W~ 8

P12 [o(ul ~EP]Z 2 n2 xoz o (2

serait alers divergente. L'existence de la sous-suite {vq} étant établie, on

déduit de (5) et de la convergence de {ue} , Proposition III.3.1

1im flvd-ulf = 0
g

gel

et puisque d’aprés le lemme V.2.1 P(vP) tend vers zéro, par équivalence de semi-

normes

vm Jvd-uff =0, ¥i= 1,000
g

qeq

c'est-a-dire

1im fjvI-uf] = o.
q-)m

qel
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VI - DECOMPOSITION PARALIELE.

Dans la quatrieme partie de cechapitre nous avons présenté une
(famille de) méthode de décomposition-série pour le probléme (P)
a ce probleme était associé un probléme pénalisé (QE;] dans 1l'espace 7~

qui était résolu par décomposition-série, c'est-3-dire par relaxation.

Nous nous proposons maintenant d'étudier des méthodes de décomposi-
tion paralléle pour le probléeme (‘E%). Ceci nous améne & particulariser
le choix de la pénalisation d'éclatement utilisée. Pour le choix
Plv) = P3(v) - cf. II.1.3 - 1'algorithme de décomposition paralléle
étudié se confond avec 1'algorithme paralleéele proposé par J.L. LIONS et
R. TEMAM dans [10] [2]. Pour le choix P(v) = Pylv) - cf. TI.1.3. - on
obtient une (petitel généralisation de cet algorithme consistant a uti-
liser des barycentres pondérés et dont une variante, sans décomposition
de l'opérateur, est étudiée dans [16]. Nous éviterons d'ailleurs d'in-

troduire ces pondérations afin de ne pas trop alourdir le formalisme.

Comme cela avait été effectué dans [15], la décomposition paralléle

dans 1'espace V va etre obtenue & travers une décomposition-série dans

1'espace Zr qui ameénera a particulariser le choix de la pénalisation
d'éclatement. Notons d'ailleurs que cette interprétation permettrait de
déduire certaines propriétés de 1’algorithme paralleéle de celles établies

pour 1l'algorithme-série.

S'agissant d'une particularisation des résultats obtenus dans la pre-
mieére partie, il est clair que tous ceux-ci resteront encdre valables ;
c'est en particulier le cas des propriétés de convergence de la suite {ue}.
Nous étudierons donc seulement ici 1'approximation de u€ par une décomposi-
tion paralléele, ainsi que la possibilité de "croiser" cet algorithme de
pénalisation ; sous des hypothéses semblant assez peu restrictives, un

théoreme de forte convergence est aobtenu pour cette méthode.

VI.1 FORMULATION DANS UN ESPACE PRODUIT

Reprenons le probléme (P) exprimé dans 1°'espace ¥ :
(?) "Trouver u ¢ & D tel que J(u) = minl J(w) ; w ¢ é’naD i

avec

™2

Jv) =

jv.) : Yve&
: i

1
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Ce probleme se posant sur 1'intersection des deux convexes Z:et @ ,
nous allons, avec des méthodes identigues & celles du II, "éclater”

ces deux contraintes. Associons au probléme (%) le probléme pénalisé

(@é] "Trouver u, € & tel que d((ue.fb)lz + i—:J[uE] = min[d((v,@])2+ej[v];v e 1"

Par définition de la distance & un convexe, ce probleme s'écrit

"Trouver u_ e ¥ tel gue minl||u —b[H2+ eJ(u_) = min minf |[]v —b”|2+€J[vH"
€ € €
be ve &be

ou encare, en introduisant 1la fonctionnelle ’JE :G'><°((>~> R

2
I_v, D) = v -Blll <+ e3cvy,
en notant b€ la projection de g sur ¥, et puisque tout v € &, on a

JE[V, proj:Dv] < 5€(v, b) s ¥ b e

[.f€] "Trouver [ue, be) e xDtel que 5€[u€. be) = min[ﬂe[v, bY;(v., b) € ExD T

VI.1.1. Remarque :

La démarche suivie implicitement pour associer au probleme (3*) 1e

probleme [{E) est identique a celle utilisée au § II pour assoccier au

probléme (P} le probléme [/538]
-4 J(v) = J(v) + 0 a été associé, dans U x ¥, 1a fonctionnelle Jlv, £ =J(v)

- les deux contraintes & etd ont été "éclatée” ce qui a amené a intro-

duire la P.E., trés simple puiqu'il n'y a que deux cdnvexes,

v - 5f1°

VI.1.2. Décomposition-série du probléme (OGE]

Le probleme (£ E_:) se décompose naturellement en

(°C1 E(b]] "Trouver u ¢ tel que ﬂg(u. b) minf ’]E(\/.b];\/ c& ;b donné, b cD I

H

(o(f,/ (u}} "Trouver b eDtel que CIE(U, k) minl’lc(u,d);d &D: u donno,u ¢ & IR
2y £ )

L'algorithme de décomposition-série (relaxation) associ® a cette ddécomposition

et destiné a résoudre [JE] est donc défini par
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Partant de bo e 0, le passage de bp a \/D+1 puis de vp+1 a bp+1

s'effectue de la maniére suivante

1 - P est solution de %§1 €[b Py

p+1

2 - bp+1 est solution de Qfé €[v )

VI.1.3. Expression "géométrique” de la décomposition-série de (Qﬁg)

Rappelans la définition de 1'application PROX introduite par J.J. MOREAU
[22]1. Etant donné un espace de Hilbert H, et une fonctionnelle « ¢ FO(H]’

on note, pour tout z € H, PRDXQ[Z] 1'élément, unique, de H réalisant le

minimum de la fonctionnelle
v EH [;-”v—ﬂla +plv) ; ¥veH].

En notant alors wK la fonction caractéristique d'un ensemble K définie

par :
0 si x € K

wK(x) =
+© 51 x £ K

les problémes (051A€(b)] et (sz €[u]] peuvent s'écrire

(~<‘,’1.€(b)) u = PROX (b)

(l)g*E/Z-J

[{Z’E(U]] b = PROX (u) = PRDb(u]

D

et 1'algorithme de décomposition-série de (Qfel s'exprime par

p*1

_ b

Gt€/2.]

, P p*1
2 - b = PROJ (v )
D

VI.?2 DECOMPOSITION PARALLELE DU PROBLEME (P)

VI.”.1 Proposition :

lLes deux propositions suivantes sont équivalentes
i) (u_., b ) est solution de (£ )

£ € €

1 0 1
ii) 1. b = PROJLu_ = (= ¥ U, veee, — 2 u.
€ D € n . i€, n

7. u_ est solution du probléme (')
€ €




VI.40

O " - : . ”
8 8] Trouver u € G tel que Je(ue) mlanefv] s v e &1

avec . n
1 y) oo
Jwy= 1 |v, -= l© +e = j.(v.)
€ - T 5=1 i=p 7t

DEMONSTRATION

i => ii [ug. b€] réalisant le minimum de Jeiv. b) SUR C xD , 11 réalise,

en particulier le minimum de ﬂe(ue. d) sur< , c'est-a-dire

Hug = b M7 < Mg - alll? + v e D

b = Proj U ¢
On sait - cff13] - que ceci est équivalent a

o
3
~—
o
™
(o)
\

n
E ui€] ;

1
M=

i=1 i

de plus :
ﬂe(uz—:‘ bg] = Je(uel < ﬂe(v.d] i Y v el ;¥ de@

et a fortiori

Je(uel < 3€[v, proj:Dv] = Je[v] s Vv el

ii => i, on a

JWw)<J (W) ;s V¥ved
€ € €

c'est-a-dire :

1 €(ug, bel = gigbﬂe(ue. d) < gig)je(v, d) = je(v. by ; ¥ b D)

VI.2.2. Convergence de u

Le probléeme [<?é) n'étant adtre que le probléme général (<;2] - cf. II - avec

le choix particulier de pénalisation d'éclatement

n 1(‘1
P(v) =P (v) = I “"i‘ﬁ IR




VI.41

Les propriétés générales établies au III pour les solutions ug de [(F%]
s'appliquercnt donc, a fortiori, aux solutions de [{?é] et donc, d'apres

la proposition précédente, aux Ue tels gue [ue. DFD%Z7UE] soient solutions

de (£ ).
€

VI.2.3. Algorithme de décomposition paralléle :

Explicitons maintenant, dans 1l'espace V. 1'algorithme VI.1 (cf. VI.1.2.

et VI.1.3.}); il vient

Partant de bO e V, le passage de P a bp+1 s'effectue de la facgon suivante

1 - on calcule, pour i =1, ..., n, en paralleéle v?+1

p+1 _ p
vy PROX Ve re/2.3, (b")

i

c'est-a-dire :

+1 +1 2 . 1 2 .
vg e C. f v? - bp” + EJi[V§+ ) < | v, - bp” *—eji[vi); v v, € Ci

2 - on définit 6”1 par

n
pP 1 Pt
= 1

1
= — v
n

i=1

VI.2.4. Quelques remarques

i n
1 - Si, au lieu de définir le produit scalaire deri’par ((..,:3) = Z (...},
i=1
on le définit par ((.,.)) = X ai(.,.] avec o > 0. on obtient en VI.?

=}

. i=1, . . L
une variante de 1'algorithme précédant consistant a utiliser des barycentres

pondérés :

1. V?+1 eC.: ol vp+2 - bp“ 2. Cj.(v?+1] <a | v, - hD" 7+€j.(v_];\1v_ e C,
1 1 1 i 1 1 1 1 1 1 1 1
a0
2. P L a—— v. - cf ‘131§ I.6.
i=1 %L o 1 :
1
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Toutes les propriétés établies pour 1l'algorithme I.4 sont également valables
pour cette variante. Nous éviterons, cependant, 1'introduction de "poids”

pour ne pas trop alourdir 1'écriture.

2 - Le formalisme utilisé dans tout ce travail est celui de 1l'optimisation.
Les résultats établis ici restent cependant valablespour la résolution
d'inéguations variationnelles méme ne provenant pas de problémes d'optimisa-
tions. En particulier cette méthode de décompositicn paralléle peut &tre
utilisée pour la décompositiond’inénuations variationnelles monotones et
hemi-continues en remplacant seulement 1'application "PROX" de

MOREAU par 1l'application "PROXI" de MARTINET - cf F217] chap V.

3 - I1 est également possible, et utile pour les applications, de considérer,

plutdt qu'un seul espace V, le cadre suivant [ 217 g]

Soit V (resp. Vi‘ i=1,....n ; resp. H) un espace de Hilbert de norme [

(resp. [.]i, i=1,c0e, 0 ; respl .” )] avec
V cV, cH
i

les injections étant continues et chague espace étant dense dans le suivant

et
n
V = n Vi'
i=1
On suppose gue ; n
C = n Ci
i=1
ou Ci est un ensemble convexe fermé de Vi’ i=1, ..., n.

On cherche a minimiser, sur C, la fonctionnelle

n
jlv)y = X ji[v] ¥ v e C.
i=1
ol ji‘ i=1,..., n, sont des fonctionnelles dafinies sur Ci.
n
An introduit alors 1'espace }f = M H et son convexe diaponal
i=1

qui jouent ici le rdle joué par ¥ et Ddans notre nas.

.




VI.43

4 - L'algorithme VI.2.3. n'est autre que 1'algorithme paralléle de
J.L. LIONS et R. TEMAM. Nous avons seulement évité d’introduire
- cf. [2] - 1a fonctionnelle j0 de "coordination”. Si 1’'on suppose

maintenant que :

n
jlv) = jU(V] + _Z ji(v)

i=1
n
S = CUfw['n Ci]
i=1
I1 suffit, en notantDy = {b «D; b « Cot et I, :QDU > R ; Jgb) = j (b),
de définir le passage de BP a bp+1 par
p+1 oD
LP" - prox o PROJ o PROX TASH
€/2.1 ) tE€/2.]
%2h+ 0 © Ve

VI.3. CONVERGENCE :

On étudie la convergence de {vP}et {bP} définis par 1'algorithme VI.1.3.

{ou VI.2.5.) respectivement vers ug solution de G?é] et vers PROJ&D”Q'

VI.3.1. Théoréeme :

On suppose 1'hypothése (H) vérifiée ; alors
i) Toute la suite {vP} converge faiblement vers une solution particuliére
u_de (1)
£ €
ii) Toute la suite {b“} converge faiblement vers PROJ&DUE
iii) lim J_(vP) = I _(u ).
€ £ €

N

DEMONSTRATION

Nous allons la décomposer en une suite de lemmes. Rappelons tout d*abord

deux définitions.
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1 - Définition : - cf. [20]
Soit H un espace de Hilbert, K1 et K7 deux sous-ensembles convexes
de H et un opérateur T : K1 > KZ' L'opérateur T est dit

faiblement contractant sur K, si

1
- < — ‘ -
[roa - Tolly < lx-vlly; ¥vxek, vyek,
pseudo-contractant sur K1 si
2 2 Z
T - T 15 < I x - w2 =Tt - x) - (Tty) - WIS 5 v x e K,
H H H 1
VyeK,]. b
2 - Lemme [21]
L'application PROX et 1'application Projection sur um convexe sant
des applications pseudo-contractantes.
Ce lemme est démontré dans f217.
3 - Supposons alors 1'hypothese (H) vérifiée, on sait - cf. II.2.3. -
qu'il existe au moins une solution u_ au probléme ({F;] ; 11 en résulte
- cf. VI.2.1. - que (Ug'PFOJQ)Ug) est solution de (“GE] et donc, si l'an

définit
: + & . = p ;
T1 C’> ; T1 Proxlp ve/o.] © PFO%@
G
et

T? t 0D T, - PronDO Prox

2 2 bete/2.J

uE est point fixe de T1 et Projq)ue est point fixe de T2.

Du lemme preécédent on déduit que les opérateurs T1et T, sont faiblement

I

contractant, et en particulier
Mo, - 1ol < flu, - vlll s vves
”]Proj&)ug - T?(b]H| < HlProj;DUC -blll s v Db D

d'ol, en notant QB [x, p1 la boule de VU dn centre x et de rayon p
TG 0Blu, pl) c £a@Blu, pl ¥ p o0

J B 1 : ¢ {— . -
T2(®(\B(Frr)gbt.€,p.] D > Prnjﬁ)uﬁ, plvp>0
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Rappelons alors un résultat de B. MARTINET - cf. [211 chap. V -

4 - Lemme [21].

Soient m applications pseudo-contractantes UE (2 =1, ..., m)
vérifiant

u, « C~>H ; U H H ; Um tH->C3; 2=2, ..., m1

g ¢
On définit 1'application

A=U o-U

m m-1° """ ° Uy s

1

si C est un ensemble convexe fermé borné d'un espace de Hilbert, alors

~

. . . 1 s .
toute suite {xp} construite a partir de x e C par les itérations
xP = Axp—1 converge faiblement vers un point fixe de A et

vimf| xP - xP71| =0
pro

5 - Appliquant alors le lemme 4 aux applications T1 et T2. on en déduit (i)

toute la suite {vp} converge faiblement vers une solution particuliere Ue

de [gbé) : et la suite {bp} converge faiblement vers b; = Pron>ué, avec
)
o

u' solution particuliére de ( Enfin, en notant b _ = ProjiDu , Oon a
£ € €

').
€

. .o Piy 14 . TS - B - NN
lim((b, - b_» b")) = Lim[ (B! - b_, vP))+ (L -b_.b" -v'))1=((b. -b

P> po>>e

e’ uEJJ

= (b’ -b_, b))
€ € €
et d'autre part :
s ' p - v ’
11m[(b€ be’ b)) ((bE b_., bell

p® © 1
d'ol (ii) : la suite {b"} converge faiblement vers Projgaué.

")

p*1 PP
v est caractérisé par :
2[(vp+1-bp. v<-vp+1]l + gl J(v) —.](vp+1]] > a Yveld
+
AP B P e - 1P s P P, V- T vy e

p+1 P,
b est caractérisé par :

200 P P e s v b e D
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En sommant ces deux expressions, il vient, pour tout couple (v, p) ¢ G'X<Q>:

200P T P, b - WP P Y e v) - 3P Y T P TP v =P ()

D’autre part, pour tout couple (v, b) ¢ &xQ, on a
v -5l1% = v -vPe P71 - BT g2

v -2017 = 1P -pP T2+ 200P T -BP, by - WP BPTT ) (2)
v =Py - - P )12

De (1) et (2) on déduit, en prenant (v, b)

it

(ue, b€]

v

“lue-benlz + eJ(ue) —IHVD+1-bp+1IH2-—€J(vp+1] 2 —2[[bp+1-bp. ue-vp+1)]

p+1

d'ol, en paséant a la limite, puisque v est borné et bD+1 - b tend

vers zéro (cf. lemme 4)

. p+1
lim infl J(u ) - J (v J1 >0
£ € €
p-e

d'eol, par définition de ue(iii]

lim J (V) = J w ).
€ € €
po

VI.3.2. Corollaire :

Si on suppose 1'hypothése [HU) vérifiée, alors 1la suite {vp} converge

fortement vers la solution, unique, de (GF%).

La démanstration, trés simple, de ce corollaire est en tout! point analoque
a la proposition correspondante dans le cas de la décomposition-série

- cf. Prop. IV.3.4. -

VII - CROISEMENT DE METHODES DE PENALISATION DANS LA DECOMPOSITION

CONSTRUCTION D'UNE SUITE DIAGONALE.

Nous nous proposons, ici comme au § V, d'effectuer 1'approximation de la
solution u du probleme (P) en un seul temps. Nous faisons varier, a chaque

pas de l'algorittme paralleéle, le coefficient de pénalisation.
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VII.1 ALGORITHME :

On se donne une suite de réels positifs {Ep} tendant vers zéro.

Partant de bo € V, le passage de 6P 3 VE+1, i=1, ..., n
+
puis de vg+1, i=1, «.., n, 3 bp 1 s'effectue de la fagon suivante :
+
1 - On calcule en parallele, pour i = 1, ..., 0, vg 1
v§+1 = Prox p+1 (b?)
wci+€ /2.3i

c'est-a-dire :

1 py 2 1. . p+ 2 _p*A, ]
vi e G f v§+ N Ji[V? ) < || vi-bp|| ven 3 vy vi e Gy

PR p+1
2 - On définit b par :

pt1 _ 1 ¢ P+

n . i
i=1

b

VII.2 CONVERGENCE :
VITI.2.1. Théoreme :

On fait, en plus de (H), les hypoth2ses suivantes

feed
+
€)= [P - P v o
p=1
(Ez] r P - o
p=1

et 1'on suppose également que 1'une, quelconque., des deux Fypothéses

(Hu) gg'[H:) est vérifiée :

*
(Hu] : - H1u : jlv) est uniformément convexe sur S

- ji(vi] est uniformément continue sur Ci’ i=1, ceas N

- I1 existe un indice 2 € £1, nl tel que :

n
C, n (int n Ci) £ B

. i=1
itd
alors les suites {v?}, i=1, ... net {bp} convergent fortement vers

la solution unique u du probléme (P).
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VII.Z2.2. Remarque :

La premiere hypothése sur la suite {ep} est, en particulier, vérifiée

si 1'on suppose-eelle-ci décroissante.

VII.2.3. Notations :

Nous noterons, pour tout couple (v, b) € é:xfz> ,

7‘2(v, by = ”]v-b”l2 + 230wy
et 2

JE(V] = lv - PFOJQ)VHI + ePav).
Démonstration :

Nous décomposons la démonstration du théoréme en une suite de lemmes,

ceci afin de préciser ol interviennent les hypothéses.

1 - Estimations a priori

p+1 e 2
\Y est caractérisé par
200" B v P s P 3P Y s 0 s v e @

2P - PPy L P - 3P s 2P =TT v - WPHY)

Y vels

b P*1 ost caractérisé par
200PT - PT L BPTT Ly 0 v D
Par sommation, on obtient pour tout (v, b) ¢ & xD
2000 P b P EP TP g - 3P Y e (PP P
ou encore, puisque pour tout (v, b) ¢ & xL , on a
[ e (R [ [N VRV B VR LA
20T o P - WPy - - P,
il vient
by =Bl 2= P =8P 2 - =Py - - P 7 P e - 5P T

> 20" - P v VT s v v b e € 4D




VI.49

Cette expression peut encore s'écrire, puisque pour tout v ¢ &7, on a

1'identité :
20P-v- P -, VbR =”|bp+1-vH|2-”lbp'-v”|24-”]bp- bp+1"|2

et que, par définition de la projection :

+1 +1

(- pPY, v-pP "

P P Yy s P - Py - P

p+1

1) = (P - P, v - P ey

il vient :

P ‘
v - o2 - JP - P 2 - v - P - - P 12 +e P oy - 3P

(2}
E e | K [ R P L [ A A R A
En particulier, si l'on prend v = b = x ¢ EnD. 1*expression
précédente nous donne, pour tout x € & naD :
e oy - 3Py s WP P P - 12 R -5dl? (3)

+1 2
« [I1p7 - P

On suppose vérifiées les hypothéses (H) et (E1) ; alors il existe

un B > 0 tel que pour p =1, 2, ...

AP GPTL BT e VPP 6P - 2P < AP PPy el - P

Oémonstration :

Prenons, en effet, 1’expression (1) pour (v, b} = w®, Py

il vient :

AL TR U L I (i | (A
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par définition de jlg :

JowP, By = JE+1(VD. Py« (PN Py aPy.

D'aprés 1'hypothgse H6, J(.) est borné inférieurement sur &, il existe
donc B 2 0 tel que :
Jlvl 2 -B ; Vv e G

d'ol :
A CAR IS IEN LA VL LS BRI

et le lemme suit. On en tire en particulier :

(e o] . 2 [oe]
VP - PTTIE e s leP, 2P < v (5
p=1 p="1
vim [P - VP = i [l5P - BT - 0 (6)
p-® p-
”|VD_+1 - £D+1”, = 3p+1[vp+1. bp+1] - €p+1 J[vp+1]
€

D
< jq[v1, ') + B I [e? - P . B|€D+1|
. i

c'est-a-dire qu'il existe K > 0 , tel gue, pour tout p € N

v - 2701 = k. | (7)
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3 - Lemme

On suppose vérifides les hypothéses (H) et (E1J ; alors les suites

{v"} et {b°} sont bornses.

Démonstration

Soit x e & nD. Remarquons tout d'abord gu'il existe L > 0 tel que :
J0P) < J@ = |l|l= - VPl < L

En effet, 1'hypotheéese [HB] implique que, pour le i' défini par cette hypotheése,

{v?,} est borné, d'ol, par la proposition I1.2.2. et compte tenu de (7),

le caractére borné de {v"}.

Supposons alors

IR > S
1'expression (3} implique :

eP - = lll? > WpP™ - =l < 2 P - PR e e - BRI
et, a fortiori, d'aprés les propriétés des projections :

2 +1 2 +1 #1912 #1512
TR | R [ A | R || N s (T | A

On a donc, dans tous les cas :

VP = 2l < max ClIVP - =lll. L1 5 vp e n

d’'ot

P - =]l < Max [le1 -xf|], L1 vp e IN.

4 - Lemme

On suppose vérifiées les hypothéses (H) et (E1], alors :

lim (WP, D)) = 1im [|[VP - BP|| = 1im Illvp+1 - bP|f| -0
pe pre oo
Démonstration

Reprenons, en effet, 1'expression (1) pour v = b = x ¢ E%r]gb; il vient :

TP R IO B I S - AL A S B || VAR LA T
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D'aprés 1l'hypothése H J(v) est borné inférieurement. En passant a la limite,

5°
il vient alors et compte tenu de (6) et du lemme 3

vim VP - BPTYY) = bim d( P D)y - 0

p—)oo p—}oo
et, par 1l'inégalité du triangle

1im [||vPY - BPY|| - o.

p—)OO

5 - Lemme

On suppose vérifiées les hypothéses (H), [E1], [EZ] ainsi que 1'une,
*
quelconque, des deux hypothéses (Hu) ou (HU] alors les suites {V"} et {b°}

convergent fortement vers la solution unique u du probleme (391.

Démonstration

Nous noterons
G={pe N ; IO > Jww)}

P={peN ; JWP) < J)}.

Nous allons, pour démontrer le lemme, considérer trois cas.

1er cas : le cardinal de G est fini

Il existe donc Pg € N tel que :
¥p > pg s JOVP) < T,

La suite {vP} bornée posséde sur & fermé un point d'adhérence faible u.
De la s.c.i de la distance a un convexe, on déduit

lim inf d((WP, D)) = 1im inf |[VP - BP||| > AT, D

pe peo
et donc

UetBaD. pe la s.c.i de J(v), on déduit pour la sous-suite {vp'}

Y
convergeant faiblement vers u

Ja) > lim inf 3P > 3

pHroo

R
et donc par unicité (Hypothése H, }J u = u

1u ; toute la suite converge faiblement

vers u, et

lim J(VP) = J(w).

p->oe
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a - 5i 1'on suppose l'hypothése [Hu] vérifiée, alors

p
Voty 1 1 p ;
JF7%15JW%+§JM)~MMi—W]

i e £1,n] étant défini par 1'hypotheése [H4u]. vp convergeant faiblement vers
u, il en est de méme de (VP + y4)/2 ; d'ol 1l'on déduit

lim G(va - ufp) = 1lim Hv? -uf| =0

p—)-co D—)oo
et enfin puisgue d[[vp, QD)) tend vers zéro, par équivalence de semi-normes

Lim fI[v? = wfll = vim [lI5° - wflf - 0

p—m pProo

b - 5i 1'on suppose maintenant 1'hypothése [H:] varifiée, alors en notant
rp la projection de vp sur-&n %D, on déduit du lemme 4 puisque ”IvD - bpul

définit "correctement” le convexe C?r\ﬁa - cf. 1I1.3.2., 1ler point - que

vim VP - Pl - 0

P+

et donc par uniforme continuite de 1

Lim J(rP1 = J(ul.
p—)(n

Be l'uniforme convexiteé de j (H1“] resilte
vim ||| u||| o
p—)-(n

d’au
vim IV w0 rim 157 ull].
pe pe

Z2eme cas : le cardinal de P ost tini

Il existe donc Py N tel que

¥p > p, IV > . (8)

Prenons 1'expression (3) pour x u 3 il vient pour tout p, p o> Py

P Tl s T T P e e” e T
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Sommant alors 1'expression précédente de p = Pgaps= N

p
PN rra - 0P T e 1B C-ulll® > 1N -ull]?

N~ 2

Pg

N
NN (Mol R e [
P=p,
De 1'hypothése [EZ), il résulte 1'existence d'une sous-suite {vp'} de {vP}

telle que

lim (J(w) - JP 1) = o,
plyeo
car, si ce n'était pas le cas, le premier membre de 1'inégalité tendrait vers

-o, guand N tend vers 1l'infini.

De la s.c.i de d((.,&)) et de celle de J(.), on déduit comme précédemment

et par unicité de u que la suite Py converge faiblement vers u.

a - Prenant alors 1'hypothese [Hu), il vient

vp +U 1

I < L aePy - S - s -l

N

et, par passage & la limite faible

lim G[HVE’ u“] =0

p—)m

d'ol
1im “v? - uff = 1im H]vp - ulll = 1im ”lbp - ul“ = 0
pree p e p'oe

b - Prenant 1'hypothése (HZ], on a, de méme en notant PD, la projection de vP

sur Sn &0 :
i 1P - P - o

D-—)(D
par uniforme continuité de J

lim (J(#P ) - Jwi) =0

p oo
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d'ou par H1u

vm 127 -] = 0= 1am WP - ufl] = uim BP0 - w.

D,‘)m pl_)w D'—)CD

¢ - Montrons la convergence de toute la suite. Reprenons 1'expression (9).
I1 vient, compte tenu de (8)

2P = wlll = BT - wll]? vo > py-

De la convergence de la sous-suite {bp }, on déduit donc puisque

|||vD+1 - bp+1H| tend vers z&ro :
tim |[|B° - wl| = 1im |||VP - ulf] = o©.
p=e pe
3éme cas : le cardinal de P et le cardinal de G sont infinis.

Considérons la sous-suite {vq}. qe P. On a

Jivh < Jul ; Yge P

On en dédult, comme lors du 1er cas, l'existence d'une sous-suite convergeant
faiblement vers u, puis, par unicité, la faible convergence de toute la suite

{vq} et enfin, avec 1'hypotheése [HU] ou 1'hypothése (HZ], la forte convergence :

lim |||vq - u”l = 1lim Hlbq - u”[ =0; ge P

e Shasd

" . e . . m R . .
Considérons maintenant la sous-suite {v‘}, m ¢ G. Par hypotheése, il existe un

Py € 7. Notons alors :
6" ={pecG;p-> DD}
ke G" > 6" kip) = max ime G' 5 m<p; m-1e¢ PI.
Sim L', on a
1™ s T
prenant alors 1'expression (3] pour o 5 1« et m = p+1, ceci impligue :
m-1 2 +7 I H I’
™ -l > e o -a™y e 1™ ]

(P R PR TE T TR
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dron 1B - wlll < 2™ - ulll 5 vmoe G

et, par récurrence :

k{m])~1 ,
B™ - wlll < (™77 - ulll 5 vm e 6

-

d'ot, puisque k(m)}-1 appartient & P :

lim ”Ibm -ulll =0 = 1lim IHVp - ul||l = 1im ”Ibp - u
m-reo pre pe
meG’

ce qui achéve la démonstration du théoreme.

|
!

Il
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CHAPITRE  VII

APPLICATIONS ET ESSAIS NUMERIQUES
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Dans les chapitres précédentsde ce travail, nous avons présenté
et étudié un certain nombre de méthodes et d'algorithmes pour résocudre
divers problemes d'optimisation.

Nous nous proposons dans ce chapitre, d'une parf de rassembler les
applications des méthodes jusqué 1a étudiées, d'autre part de présenter
quelques résultats numérigues obtenu en utilisant ces méthodes.

Les applications ont été regroupées, d'une maniére un peu arbi-
traire mails usuelle, en trois familles

. Probléemes de programmation mathématigue
. Probléemes aux limites et inéquations variationnelles

. Problemes spécifiques de statistiques ou de traitement de données.

L'ensemble des algorithmes proposés, ainsi , si possible, que leurs

diverses variantes, ont été mis en oeuvre sur certains problémes choisis
parmi les applications présentées précédemment. Sans prétendre nullement a
l'exhaustivité, 1l'objet de ces essais est seulement d'apporter quelgues
éclaircissementssur 1l'efficacité que 1'on peut attendre d'une méthode

lorsqu’elle est appliquée & tel cu tel probléme bien spécifique.

I - APPLICATIONS

I.1. PROBLEMES DE PROGRAMMATION MATHEMATIQUE

I.1.1. Résolution d’un systéme d'équations linéaires

On considére le probléme
* Trouver u € RP tel que Au = f " avec A :nxpet f :nx1

On a vu au chapitre II, cf.chapitre II, paragraphe III.4.1, comment la
méthode des projections paralléles extrapolée, généralisant 1'algorithme

de décomposition de la norme ¢é' permettrait} s'il existait au moins une
solution, de trouver une solution particuliére (et, en particulier, la solu-
tion de norme minimale si 1le point de départ de l'algorithme était choisi

a l'aorigine]l.
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I1 s'agit d'une méthode itérative dont 1'utilisation peut 8&tre
envisagée, méme dans le cas ol n = p, lorsgue A est trés mal conditionnée,

ou lorsqgue l'algorithme de relaxation n'est pas convergeant.

Une technigue de "recentrage", analogue & celle présentée
ci-dessous, cf. paragraphe II.1.3., semble trés souhaitable pour accé-

lérer la convergence.

I.1.2. Solution généralisée d'un systeme d'équations linéaires incompatibles

Il arrive souvent que les systémes d'éguations linéaires que 1'cn
cherche & résoudre, du fait des erreurs sur les coefficients ou sur les
seconds membres, deviennent singuliers [20]. Ainsi gue cela a été montré
au II, paragraphe II, la méthode du barycentre permet de définir une suite
convergeant vers une sclution généralisée de ce systéme ; c'est-a-dire une
solution du systéme "aux moindres carrés”" associé. Aimsi, gue le montre les
essais numériques effectués, cette convergence est, par contre, extrémement

lente.

I.1.3. Résolution d'un systeéeme d'inéquations linéaires

On considére le probléme
"Trouver u € RP tel que Au < f " A:rnxXxpetf :nx1.

Les diverses variantes de la méthode de projections paralleles extrapolee
semblent tres considérablement plus rapide,pour résocudre . ce probléme,que les
méthodes classiques de relaxation [1] réflexion [21] ou barycentre [2].
Signelons également la méthode [13] qui est & rapprocher de la méthode de
projections paralleles extrapolée avec pondération des projections - cf.
chapitre II, paragraphe 1.6; les pondérations a choisir n'étant,d’ailleurs,

pas définies.

. Si 1'on sait que le convexe {u € RP ; Au < f} est d'intérieur non
vide il convient de prolonger 1'extrapolation ~ cf. II, paragraphe V - et,
en particulier, si 1'on connaif le rayon p d'une boule incluse dans ce con-
vexe, on prolonge chague itération d'une longueur p- Cette prolongation, d'une
part accélere la convergence & chague pas, d'autre part assure la convergence

en un nombre Fipi de pas - cf. II, paragraphe V.4.
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. 31 1'on désire que tous les itérés ebéissent & un saus-ensemble
de contraintes, il est possible de particulariser ces contraintes - cf.II
paragraphe IV - c'est-a-dire de ne pas les introduire dans 1'extrapolation
mais de projeter, a chague pas, 1'itéré sur ces contraintes. Ceci est uti-
lisable, en particulier, pour les contraintes de non-négativité et les conr
traintes de borne sur lesquelles la projection se calculede fagon é&lé-
mentaire (structure de produit). Ceci permet de travailler sur des en-
sembles de contraintes de dimensions réduites.

Deux exemples de tels problémes

a ) Recherche d'un point intérieur & un trongon [5].

Ce probleme se rencontre, en particulier, dans la méthode des centres linéa-
risés [5] et [14] ainsi gue pour chercher un point de départ pour des algo-
rithmes intérieurs. L'intérieur du trongon étant supposé non vide, la méthode
de projections paralléles extrapolée avec prolongation converge en un nombre
fini de pas,soit vers un point intérieur,scit vers un point frontiére permet-

tant d'obtenir un point intérieur.

b ) Minimisation de 1'enveloppe supérieure d'une famille finie de formes

lingairesaffines, un majorant de ce minimum étant connu [12].

I1 s'agit du probléme ; cf. [12] :
"Minimiser w(m) ; 7w € R' avec w(m) = max {ckﬂr.\/K ; k=1,...,K}"

< - . - X
ot 1'on suppose connu wW,majorant de la valeur minimale w de w(ml). La recherche
n . N N . . N . .
de m &€ IR tel que w(m) < w se ramene a la résolution du systéme d'inéquations

linéaires

Ck + o VK <w; k¥1,...,K H

- X v . N .
et si 1'on suppose, comme [24], & = w, alors la solution du systeme précédent

est solution du probléme initial.

I.1.4. Méthode primale -duale de programmation linéaire

On sait, cf. par exemple [7]- que le probléme linéaire dans R P
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"Min ¢'x 3 Ax 2 b ; x >0 "

avec A : matrice n X p ; est équivalent au probléme :

c'x = b'u
Ax > b
x >0
A'u <¢c
u<0o;

c'est-a-dire la résolution d'un systéme d'inéquations linéaires qui peut
étre résolu par projections paralléles extrapolée.

En particularisant le r8le des contraintes de non-négativité,
le nombre de contraintes & considérer est égal & n+p+1. Cette méthode peut
étre intéressante, en particulier, pour résoudre des programmes linéaires
de grande taille car il n'est pas nécessaire, alors, de stocker entiérement
la matrice.

D'autre part, et a la différence des méthodes de type simplicial,
il est possible d'utiliser toutes les informations que 1'on peut avoir, a
priori, sur la zone oG doit se situer 1'optimum.

Cettebméthode est 3 rapprocher de la classe de méthodes considérées

par W. OETTLI dans [22] .

I.1.5. Programmation quadratique.

On consideére le prableme dans RP .
"Minimiser u'Au-2f'.u avec Cu < b et Eu =d ",

la matrice A étant symétrique et définie positive.

Deux méthodes sont utilisables pour résoudre ce probléme

La méthode de programmation quadratique du chapitre V - cf. para-
graphe 1.8 - dontchaque pas améne & résoudre un systéme linéaire de matrice A.

. La méthode de projection sur une intersection de convexe du chapitre

Iv, - cf. paragraphe V.5.2- qui'demande la recherche préalable des directions
A-orthogonales a chaque gghtraintes(ou, tout au moins, & chague contrainte
non satisfaite par 1'itéré initial).

Le choix dépend donc du nombre de contraintes du probléme et de
la nature de la matrice A, ces méthodes étant toutes deux trés peu cofiteuses

lorsque A est aisément inversible.
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Notons gu'il est également possible - cf. paragraphe 111,
ci-dessous - de particulariser le role de certaines contraintes.

Les essais numériques effectués montrent que, pour les problémes
traités tout au moins, la localisations des contraintes liantes & 1'optimum
est extrémement rapide. Par contre, lorsque ces contraintes sont localisées,
des oscillations peuvent se produire; les contraintes non vérifiées par les
itérés successifs étant des sous-ensembles des contraintes liantes & 1'opti-
mum. Ces oscillations peuvent ralentir la convergence.

Ceci nous a amené & introduire la variante suivante : a chague pas
de l'algorithme, l'ensemble des contraintes non vérifiées par l1'élément itéré
est confronté a la liste des contraintes non vérifiées par les p itérés
précédents (avec p = 2 ou 3]). Lorsque toutes ces contraintes sont inclusesdans
la liste, on résoud le probleme de Lagrange : optimisation avec les contraintes
des p itérés suivants, & condition gu'elles appartiennent également a la
liste, comme contraintes d’égalités - il s'agit donc de la résoclution d’'un

systeme linéaire. Trois cas peuvent se présenter

1. Tous les multiplicateurs de Lagrange sont non-négatifs et la
sclution du probléme de Lagrange, UQ’ vérifie toutes les contraintes du
‘probléme initial. On sait alors, et c'est un résultat classique de dualité

[61[28] , que u, est solution du probleme initial.

£
2. Tous les multiplicateurs de Lagrange sont non-négatifs mais u2 ne
vérifie pas certaines autres contraintes du probléme initial. On sait alors

que u, est la A-projection du minimum minimorum g sur 1’'intersection des

conveies correspondants aux contraintes prises en compte dans le probleme

de Lagrange. uQ défini donc un demi-espace, contsnant le domaine des con-
traintes du probléme initial, et sur lequel UR est la A-projection de g.
L'itéré suivant est alors défini comme étant la A-projection de g sur l'inter-

section de ce demi-espace et du demi-espace associé a 1'itéré précédent.

3. Certains multiplicateurs de Lagrange sont négatifs, on reprend

alors les itérations & partir de 1'itéré précédent.

Cette variante accélere tres considérablement la convergence de la
meéthode et nous a permis, sur tous les problémes testés, d’'obtenir la solu-

tion exacte au bout d'un nombre fini, et treés faible, d'itérations.
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I.1.8. Programmation guadratique & contraintesnon linéaires

On minimise la méme forme quadratigue qu'au paragraphe précédent

mais avec un convexe de contraintes S défini par
s={ueR®R P nw <o, i=1,...,0

les fonctions hi étant convexes et continues. Sauf lorsque A est particu-
liérement simple, par exemple : diagonale, 11 est, en général, plus simple
d’'effectuer les projections au sens de la norme de R,
o "S&T6n Ta “nature des fonctions hy définissant les contraintes, i1l
est possible

soit de projecter effectivement sur Ci ={u;hi(u] E_O} i=1,..4,0,
et d'utiliser 1'algorithme V. paragraphe I1.5.

soit de linéariser a chague pas les contraintes, par croisement de
méthodes duales,et utiliser 1'algorithme V, paragraphe II.3, ou, plus spé-
cialement, V, paragraphe II.4.2.

I1 est clair que si les projections sont simples & exécuter la
linéarisation n'a pas de raison d'dtre. Comme au paragraphe précédent, deés

que les contraintes liantes sont localisées, on peut rechercher la solution

du probléme par résclution d'un probléme (non linéaire) de Lagrange.

I.1.7. Résolution d’un systéme d'inéguations non linéaires

On considére le probleme
" Trouver u € wrP hi(u) <0, i=1,...n"

avec hi , i=1,...,n,convexe et continue sur IRD.
Ce probléme se rencontre fréguemment pour chercher un point de départ pour
des algorithmes intérieurs et,en particulier,dans la méthode des centres[5]
[14].

Deux algorithmes peuvent &tre utiliséspour réscudre ce probiléme
selon que l'on sait, ou non, projeter sur chacun des convexes Ci

o, = fue ®P 5 h ) <0} 5=,
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{a méthode de projecticnsparallélesextrapolée avec ses variantes
et, en particulier, dans la méthode des centres ol le convexe est supposeé
d'intérieur non vide, méthode avec prolongation.

. Le croisement de méthodes duales exposé au chapitre III, para-

graphe II, qui est une linéarisation de 1'algorithme précédent.

I.7. PROBLEMES AUX LIMITES ET INEQUATIONS VARIATIONNELLES

1.2.1. Probléme de Neumann

I1 s'agit du probleme

-Autju = f p.p. dans Q
YUz a. p.p. sur T

dont la méthode de résolution par projection sur une intersection de convexes

a été exposée au chapitre IV, paragraphe IIT.1.

1.2.2. Un probléme a contraintes unilatérales

Soit Q ouvert berné régulier de IR n' de frontiere ' . On définit

sur H'(Q), la fonctionnelle

n
jlv) = [le(x)lzdx . .z1j9 |g—\£.—|2dx -2 [f(x).vix].dx
1= 1

avec £ € L2(Q) ; le convexe :

K = {ve H1(Q) ; vlr >0 ﬁ;p. sur I'}

et le probleme
(P) * Trouver u € K< L2(Q); jlu) = min [j{v)sveKk] *

La solution de ce probléme s'interprete [111{18] comme solution

du praobleme
- Autu = f Dp.p. dans Q
T 0 p.p. sur I

( du 0 et u>0 p.p. sur l
ﬁ . . - - ps )
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Nous donnons ici, & titre d'exemple, trois méthodes possibles

pour décomposer le probleme (P).

n
Considérons une partition de la frontiere I' = U Fi avec
i=1

cos (ﬁ.ii) # 0 p.p. sur Fi , i=1,...,n ,

et les espaces

v. = {ve L2 ; Ve (@)}
i Bxi 2

I1 résulte des théorémes de trace sur les espaces Vi' cf. [171,027]1, que
1'on peut définir, pour v € Vi , la trace YI(V] (ou "VlF ") de v sur Fi

. . i
On introduit les convexes

i
- . > D c B 1=, eaa,
Ki {v e Vi ; Y (v) >0 p.p. sur Ti} Vi i=1 n

et le probléme (P) est éguivalent a

n n
{P") "Trouver u € Ki c L2 tel que jlu) = min [jCV) 5 ve N
i=1 i=1

a ) Décomposition par pénalisation (181

On introduit les fonctionnelles : ji vV, > IR,

. 1 . ov .
Ji[v] ey fglv[x]l2 dx + IQI§;;12 dx , 1i=1,...,n,

et 1'on note

- a1’
n
€ - n K.
. i
i=1
@ = {V = (V,l.\/z,- ,Vn) G v— H V1=\/2: :Vn}
n
R | € > IR ; J[v1,-..,v } = X ji(v )
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le probléeme (P'), et donc (P}, est éguivalent, dans Z}', au probleme

(3)) "Trouver ¢ € ‘g N @ tel que J{x) = min [J[,Z—] ; ,(ie # N a1

auquel la méthode de décomposition par pénalisation du chapitre VI
s'applique.
Dans la décomposition parallele, par exemple, les problémes 3

résoudre a chaque pas sont de la fbrme

av,
min Olv-ol? « € (Hilv,i? + Ha—;i{lz] v, €K S V]

et se raménent donc & la résolution d'une famille de problémesunidimension-

nels semblables au suivant [18]

"Trouver une fonction réelle P(E) définie sur un intervalle

]50.51[ et vérifiant

2. p
- d—“} + (1 + %] P =p (&) (avec R connue)

dg
$(€0]»@’(€O] = $[€1le$'(é13 =0
PED>0:9E)>0; 9 (E)>0 ;') >0

A . . . . . — 2
suivis d’une coordination qui, aux diverses fonctions Vi € Vi&— Lo,

i=1,...,n , ainsi obtenues, associe leur barycentre

b } Décomposition par projection

On adopte maintenant une .définition différente de 1'espace produit.

On pose
+
vV = [LZ[Q]]n 1 doté de la topologie produit par le produit scalaire
((.,.)) = Z(.,.) ; la norme étant notée || . ||| -
» BVO
C: = {v = [vo,v1,...,vn] €V v, = 5;; v € Ki} ,  i=1,....n

g = (£,0,...,00 € V
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Le probleme (P') est éqguivalent 3

n
[6>'] "Trouver u = (u_,u,,...,u ) e 1 C’' ;
o 1 n . i
i=1
n
Hulll2 - 20tg,ud) = min [f| v||2- 2((g,v))sv e N c,1"
i=1
ou encore, en ajoutant la constante I” g m 2
n
" u = Projection de g sur [l Ci ",
i=1

auquel la méthode de projection sur une intersection de convexes;cf. cha-

pitre IV, s'applique. La méthode est tout afait analogue au IV, paragraphe
IT1I.1, avec seulement une légere différence dans les convexes Ci utilisés.
La projection [zo,z

.,z ) d'un point (v _,v .,V ) sur C! est calculée de
n o n i

1°°" 1.

la fagon suivante :

“zovest-défini en résolvant une famille de problémes unidimen-

sionnels semblablesau suivant

"Trouver une fonction réelle P(£) définie sur un intervale [50.51]

et qui vérifie

_ d%
4 GE2

+p = ol8) p.p. sur [£0,51]

PE) >0 ;9E) >0 ;

k ¥ Q - = g’i - = **
@[EO]. [dg [ED) ao] O[qu. [di (€1) a1] 0
avec al(g) fonction connue - [vO - 83. Vi] (x1,...,xi_1,g,xi+1....,xn] - et

o € R et o, € IR connus.

Puis on définit Zj , jJ=1,...n , par:
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c ] Décomposition par discrétisation et projections.

Considérons, & nouveau, le probléme sous la forme (') dans

[zt

(é@'] "Trouver (uo.u1,...,un] € C tel quel”u—g"[2 = min [”lv—g”[z; v e.Cl"
avec .
n » avo
C = . Ci = {V=(v0,v1,...,vn] A 5;;—, i=1, . ..,n0 VIF > 0}.

Aprés discrétisation de [LZ[Q]]n+1 par une méthode de différences finies,

par exemple la méthode & cing points, on introduit les convexes

Cin = TG v heee v ) €Yy Vi,h i.h Vo,h

o.h’ ensemble des fonctions de Vh (et non de 1l'inter-

section des Ci h seulement) telles que toutes les coordonnées de Voo repré-

sentant la fonction vO "au bord ", c'est-a-dire dans la méthode & cing paints

ainsi que le convexe C

les valeurs de VO h sur les pavés rencontrant la frontiére, scient positives

2

ou nulles.

Si 1'on note I 1l'ensemble des indices des pavés rencontrant 1la

frontiere, CO h est donc défini par
Con = W h Vo ma Y uh, 1 Ve e, s
tel que v >0 , VYielI};

o,h,1 —

et la projection d’un élément de Vh sur CO » pour la norme {H H‘ qui n'est

autre que la norme produit, est particulié;Zment simple a obtenirh(structure
de produit].

Le probleme [ép'] est ainsi ramené, aprés discrétisation, a un
probléme de projection sur l'intersection de n+1 convexes : les convexes
Ci,h » 1=1,....,n,sur lesquels la projection s'obtient comme pour le probléme
de Neumann I1.2.1, c'est-&-dire comme au chapitre IV, paragraphe III.1, et 1le

convexe CO sur lequel la projection s'obtient de fagon élémentaire.

,h
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I.2.3. Quelques inéquations variationnelles classiques

Il est a noter gque la méthode de décomposition précédente I.2.2.c,
possede un champ d'applications assez large : beaucoup des convexes classi-
quement rencontrés dans les problémes d’inéquations variationnelles, ont,
par 1l'injection de H!(Q) dans [LZ[Q]]n+1, une image qui donne lieu, aprés
discrétisation,a des convexes C h sur lesquels la projection peut étre
trés simplement obtenue. C'est, en particulier, le cas de tous les exemples
de convexes dont la discrétisation est étudiédans [31], cf. [31], I.2.5..

=~

Considérons, & titre d'exemple, le convexe

K= {veHw© ; |grad v| < 1}

n+1

dont 1'image dans V = [L2(Q)] est
n
c= 0N ¢c
i=g *
avo
Cl = {{v Voo ..vn] €V ; Vi T 3p \/OlF =0}, i=1,....n
i
n
- . 12
C —‘{(V »V ,---,V]e\/p Z “VlllLZ[Q)i,l}

o] o 1 n i=1

On vérifie facilement [10] que la projection z, de Vi sur CO h est définie,

pavé par pavé, par

z) (M = v vieQ
n
= 2
Zl,h(M) Vi,h(M] si ‘§1[vi‘h(m)] < 1 )
= o i=1, N
V. h(M] n , s
z. (M) = . si % [v, (M]% > 1
i.h /n S,
) -
.Z [Vi,h[M)]
i=1

[.7.4. Un probléme non lingaire

Il s'agit du probleme :
3 ) - n
-Au+u+2u’ = F p.p. dans < R

— =20 p.p. sur T
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pour leguel nous avons vu, au chapitre VI, paragraphe III.2, deux méthodes

n+2
- une méthode de projection sur une intersection de convexes dans [L2(Q)]

- un croisement d'algorithmesassocié & la méthode précédente et qui consiste

a linéariser, a chaque pas, le convexe :

Covq = {(vo,v1,...,vn+1] € [LZ(Q]]H+2;vn+1(xJ z_vO(x)Zp.p. dans Q}
par une méthode de Kelley permettant d’éviter le calcul, pavé par pavé,
d'une projection sur la parabole y= x?. La méthode de décomposition par
pénalisation est également applicable, cf. [26].

Remarquons d'ailleurs que les deux premiéres méthodes peuvent
également s’appliquer lorsque les conditions aux limites sont différentes,
par exemple de type unilatéral, en introduisant, comme au paragraphe I1.2.3.,

un n+2eme convexe représentant ces conditions.

I.3. QUELQUES PROBLEMES DE STATISTIQUES

Beaucoup de problémes de statistiques se ramenent, en particulier,
a le recherche de la projection d'un point sur une intersection de convexes,
la projection étant calculée soit au sens de IR ', soit au sens d'une forme
quadratigue particuliérement simple, et les contraintes, d'égalité ou d’'iné-
galite, étant linéaires et, souvent, de matrice creuse. La difficulté de ce
genre de problémes réside dans leur taille importante gui s'oppose & 1'utili-
sation de méthodes de type simplicial. Les méthodes de projections semblent,
au contraire, bien adaptées pour ce genre de problémes : d'autant plus que la
forme trés spécifique des contraintes facilite le calcul des projections.

Nous donnons ici deux exemples.

1.3.1. Le probléme des mauvais échantillons [29][30]

Résumons ici ce probléme - cf. [29]., paragraphe 3.

Par mauvais échantillen, on entend un échantillon non représen-
tatif mais sur lequel on posséde des données numérigues de bonne gualiteé
Pour chacun des individus, i=1,...,n,de 1'échantillon,sont connues les valeurs
(exactes]:xi.yi,...,ti,des h caracteres étudiés:X,Y,...,T.
Par contre, les individus de 1'échantillon ne sont pas représentatifs de 1la

population considérée.
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On se propose d'attribuer a chague individu de 1'échantillon
un poids, wi € E1,+o[, qui serait , en quelque sorte, le nombre d'unités
de la population "représentées" par cet individu-échantillon.

Les contraintes portant sur ces poids sont de trois sortes

Certains sous-ensembles de l'échantillon représentent des sous-ensembles

de la population dont 1'effectif est connu

Y W, = c. (constante connue)
. J
Jed
et ceci pour des ensembles J constituant une partition de [1,...,n].

Nous supposerocons 1'échantillon ordonné en fonction de ces m sous-ensembles

le premier sous-ensemble, E1, comportant les éléments 1 a n, et le m-ieme,

les éléments numérotés de n1+...+nm_1+1 a n1+...+nm =n .

La somme des valeurs de chaque caractére sur la population est connue

LW, = C (connue) ;
g 33y

3
<

J

et ceci pour chague caractére:X,Y,...,T.

Enfin, seulescontraintes d'inégalité , les contraintes de non-négativité

w, > 0 i=1,...,n .
i Z

(certains poids nuls pouvant éventuellement &tre acceptés).

Bans 1l'espace, dit sub-dual [29],. E?h. chaque élément de 1'échantil-
lon est représenté par un point. Une contrainte de la premiére sorte signifie

qu'une masse c, est repartie sur les points du sous-nuage E _.

J ]
L’ensemble de ces contraintes définissent donc une enveloppe convexe qui

résulte de la combinaison, pondércepar les CJ, de celles des sous-nuages E

Les contraintes de la deuxiéme sorte déterminent la place du

]

barycentre pondéré des points du nuage global. Dans le cas ou le barycentre
n'appartient pas a 1l'enveloppe éonvexe précédente, le statisticien est amené
& reconsidérer et a modifier les contraintes introduites. Nous supposerons
donc que le barycentre appartient a 1'enveloppe convexe ce qui entraine
1'existence de systémes de pondération : w = (w .....wn],respectant les

1
contraintes. Le critére d'optimalité adopté est alors une certaine variance
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d'estimation [29] ce qui améne, dans r" , au probléme

(P} " min [tw.D.w 3 tw.M = tc , w>0] "

la matrice D &tant diagonale — éventuellement D = I — et la matrice M

étant de la forme:

1 .. .0 ><,l Vg oo - o tn
M :
1 O
0 1
n2 %
M = 0
. O
B 1
n .
m
O 0 1 P
e Xﬂ yll n‘
Uln x m) Aln x h)

Ce probléeme consiste donc & rechercherla projection de 1'origine
(ou, éventuellement, la D-projection) sur l'intersection d'une varigté

linéaire affine avec 1'’orthant positif.

a - Reésolution par projection sur une intersection de corvexes.

Une premiére idée, pour réscudre ce probléme, corisiste & intro-

duire les ensembles

61 = {we R " w > 0}
C. = {wem n byt = (c,,evase )}
2 1 m
' n
C.=fwe R" ; % 2. .w, =c.}, i=3,...,h+2 pour L = X,Y,...,T.
i 3=1 J J 1

et & utiliser la méthode de projection sur une intersection de convexes du
chapitre IV. La projection sur C1 s'obtient de fagon é&lémentaire. En ce qui
concerne la projection sur C7, on vérifie facilement gue les coordonnées,

(wq,...,wn ,...,wn] , de la projection w d'un élément g £ R" sur la variété
1
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linéaire C2 sont définies par

L g,
iee 1 c.
W, = g. - T €E = [In +...+n +1,0,* ..+ N 13
+ + n p -1 1
n p
P p=1,...,m

b - Une variante avec extrapolation dans une variété linéaire.

La méthode précédente possede l’'inconvénient de converger seulement
de fagon itérative, méme lorsque seules les contraintes d'égalité sont
liantes & 1'optimum. Ceci nous a amené & définir une méthode plus spécifi-
quement adaptée & ce genre de problémes.

Il convient, tout d'abord, de remarquer que le nombre h de carac-
téres:X,Y,...,T, étudiés est toujours faible par rapport & la taille de
1’échantillon ; ainsi,la résolution d'un systeme linéaire de dimension h
est-il un probleme relativement simple.

Nous noterons

n

C,1 = {w g IR ;oW 2_0}

v = {we R" ; Ly = tc}
C = chv

1

Nous nous proposons d'appliquer la méthode de projection sur une
intersection de convexes,mais en astreignant les itérés successifs & appar-
tenir a la variéteée linéaire V.

On vérifie , au prix d’'un calcul un peu technigde mais simple, et
en introduisant les moyennes de caracteres pour chacun des sous-groupes de
1’échantillon

5 = %—- IO, ., pl.....m,
P i jeg
P

n P
que les coordonnées de la projection,w € IR ,d'un élément g & R" sur la

variété V sont définies, sous-groupe par sous-groupe, par

C

I
o

. g o A (XX ) A AN (y.oy ) ..t A (t.-t )
ioong 55 Bp X3 b v T Jp

v E 3 p=1,...,m ;
Je€ 0 p
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les coefficients KX,...,X étant calculé en résolvant un systéme linéaire

T
h X h dont 1la matrice B représente les variances-covariances par sous-

groupe
) m
"2 2 1 y [ z
m - m - e m ,-m A C,- L C_.X_-m +
- p— t P X _
X X xy Xy % xt X p=1 PP B gx
m —_
2
-m m< -m I A c,- L y - +
X - - - t -= Y Y \ --
y Xy y v y vt 1 p=1 p b 8y oy
n
m
m2  -m?2 A c.- % c_.t - +m
: t i L T_ | T =1 p p gt gt
;N g, m _ ’ n g m o
avec m?2 == T x2 ; mf == T on x% mooTh z X Yoo5om__ = Y n Xy .
x i=1 + X p=1 PP y i=1 J ey p=1 P PP

La mé&thode est alors la suivante. On note u° 1a projection de
1'origine O sur V. Du théoreme des trois perpendiculaires il résulte gue
_ la projection de O sur VN C1se confond avec celle de u® gue nous allons

donc chercher.

Supposons que, lors de la piéme itération, nous connaissions un

itére, uP € V, tel gue

v N C{: Heu®,u?) = {we R" ; (w-dP,uP-u0) > o}.

Nous définissons

v = Praj u- o,
C1

b' = Projv vp ,

puis, par analogie avec la méthode de projections paralléles extrapolée,

1'élément extrapoclé : JP
P2 /
p” = P L .(b'P-uP) Sa
HD.D_Uqlz K
. RN ] p+1 J
et enfin 1'itére suivant u : , a
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P = Projection de u sur Hu®, P 0 HP, M)

+
(On vérifie tres simplement que up}r/| € Vetvil C{: H(u°.uD 1] ce gui

entraine la convergence de l'algorithme]l.

I.3.2. Le probleme des tableaux de Fréchet

Cette application fait 1'objet d'un travail commun Dumont-Fages-
Pierra [8] et nous en donnerons seulement les grandes lignes [9][29]. Etant
donné une matrice A, m ~ n, on cherche une matrice non-négative X, m . n,

la "plus proche” possible de A et ayant des marges fixées

n

L x,. =p, [(donnd) ; i=1,...,m ,
joq 1 i

n

L x,. =g PR e T o B

i=1 J

Si la proximité est définie par la distance euclidienne

X [X'j_a'j]z' il s'agit d'un probléme de projection tout a fait analogue
. i i
i,

au probléme etudié précédemment. Cette distance est cependant psu usitée
car elle a l'inconvénient statistique de ne pas "conserver les zéros "

c'est-a-dire

Dans [8] d'autres distances sont proposées qui ont la propriétd
de "conserver les zéros" et raménent cependant le probléme & la recherche
d'une projection sur une intersection de convexes pour lequel les maéthodes

étudiées précédemment sont particulierement adaptées.
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IT - ESSAIS NUMERIQUES

Nous présentons ici quelgues résultats, les plus significatifs
des essais numériques effectués sur diverses méthodes présentées dans ce
travail. Nous avons particuliérement développé la présentation des essais
portant sur la résolution d'équations aux dérivées partielles car ces
problémes permettent de construire aisément toute une variété de problémes-
test dans des espaces de dimensions assez conséquentes,de 1'ordre de

400 & 16003 et donc d'obtenir des résultats assez généraux sur les caracté-

ristiques des méthodes avec projections paralléles et extrapolation.

Les résultats obtenus pour les problémes de Neumann et Dirichlet,
présentés, assez en détail, en premier lieu, nous ont amené & introduire
des technigues de "recentrage” qui semblent avoir une influence notable

sur la ﬁerformance de la méthode.

Dans le probléme non linéaire étudié ensuite, le recentrage des
itérés successifs s'avére presque indispensable pour rendre la méthode effi-
cace. L'influence de la linéarisation d'un convexe est également étudiée
puis les résultats sont comparés avec ceux obtenus par des méthodes type

"décomposition par pénalisation” et "pas fractionnaires”.

Quelques résultats sont enfin présentés relatifs & des problémes

de dimension plus modeste.

L'ensemble des résultats présentés, ont été obtenu, sauf indica-
tions contraires, sur l'ordinateur IRIS 80 du C.C.I.L.S., et les temps de
calcul donnés correspondent & ce matériel. Je remercie pour leur partici-
pation & la reéalisation de ces essais, Messieurs R. CHIFFLET et T. DUMONT,
du service d'analyse numérique et de traitement de 1'information de
1'Université de Lyon 1 ; je remercie également, pour son aide amicale,

Monsieur J. BARANGER, responsable de ce service.
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IT.1. PROBLEMES DE NEUMANN ET DIRICHLET

METHODE DE PROJECTION SUR UNE INTERSECTION DE CONVEXES.

Nous avons considéré les deux problémes types suivants, avec

des conditions aux limites de type Neumann ou de Dirichlet

-Au + JAu = f p.p. dans Q
(N

du . 0 p.p. sur T

on|T P

-Au + Au = f p.p. dans Q
{D)

UIF =0 p.p. sur T
avec

Q= 10,10 x 10,1[ < R?, de frontiére T

Sept jeux d'essai ont été étudiés.dont les solutions étaient.respectivement

(N13 U =cos TX . cCcos Ty

(N2) u = (2x® - 3x% + 3)(2y? - 3y? - 2)
(N3) u = (9x* - 16x3 + Bx2+ B)(2y? - 3y?)
{01 U =sinm x . sin W y?

(D2) u=sinmT x . sin T vy

(D3) u = xz(x—1]2y2(y-1]2

{D4) u = x{x-1lyly-13}

La méthode de comparaison choisie a été la méthode des directions
alternées, en regroupant, & chague demi-pas, les termes diagonaux du c8té
de 1'inconnue. Cette méthode présente 1'avantage d'étre assez largement
utilisée et de ne pas demander le calcul préalable d'un param@tre. Le pro-

bléeme (N1) ayant déja été étudié numériquement, dans [16], & 1'aide des
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méthodes de Cholewski, Relaxation par blocs, Décomposition du domaine et
coordination [4], certaines comparaisons sont également possibles avec

ces méthodes.

IT.1.1. Premiers résultats

Nous représentons, pour chacun des sept problemes-test, la

décroissance de 1l'erreur relative £ définie par

% |itéré (i,j) - solution (i,3)]
i,j
E =
X Isolution (i,jll
i,]

{i,3j) représentant le noeud du maillage situé sur la i-iéme ligne et j-ieme
colonne ; itéré (i,j) représentant la valeur de 1'élément itéré & ce noeud
(et donc sur le pavé centré en ce point) et solution (i,j) la valeur de la

solution du probléme non discrétisé en ce point.

La décroissance de E est représentée d'une part en fonction du
nombre d'itérations n et d'autre part en fonction du temps t. L'erreur
correspondant & la méthode de projection sur une intersection de convexes,
telle qu'elle est présentée au chapitre IV, paragraphe III.1., est tracée
en trait plein et celle correspondant & la méthode des directions alternées

en pointillés. Pour toutes ces courbes le pas de discrétisation est h = 1/20.

En ce qui concerne les problémes avec conditions-de type Neumann,
une légére différence entre les deux méthodes au niveau de la discrétisation

du probléme, rend non signficative la différence d'erreur‘limite que 1l’cn

constate et qui correspond, dans les deux cas, & l'erreur dde a la discréti-

sation. La décroissance de l'erreur est, par contre, significative.

Pour les prablémes (B1) a (D4), 1l'’erreur de discrétisation est

identique pour les deux méthodes.

Pour certains problemes — {D1)(D3)(04) — des oscillations trés régu-
liéres se produisent pour la méthode de projections pendant la convergence ;

les erreurs successives se situant alternativement sur deux courbes distinctes.

Nous avons représenté en trait gras la courbe inférieure et la premiere oscil-

lation et en trait fin la courbe supérieure.
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Donnons également les résultats, pour le probléme (N1),des
différentes méthodes considérées dans [16] comparées & ceux obtenus par
la méthode de décomposition paralléle par projection sur une intersection

de convexes (D.P.P.I.C.)

Méthode Coordination [a) Jpopoyocki (o) | Relax-bloc (o) | D.P.P.I.C. (B)
(éléments finis)

Erreur 4,3 x 104 4,9 x 107% 4,9 x 107% 4,6 x 10"

temps de calcul{3 sec. 3,22 sec. 5 sec. 3,1 sec.

place mémoire 180 K 660 K 180 K 35 K

{a) données dans [16], calculs effectués sur IBM 360-91.

{B) calculs effectués en D.P. sur IRIS 80 (plusieurs fois moins rapide].

IT.1.2. Quelques caractéristiques de la mé&thode de projections et

de l'extrapolation.

Nous présentons ici les remargues que suggeérent les essais

effectués pour ces problémes.

1 . La méthode est extrémement rapide dans ses premieres itératiocns

Pour deux problemes, la convergence exacte est obtenue lors de
la premiere itération . Plus généralement, et sur l’eﬁsemble des sept
problemes, les trois premieres itérations de la mié:thode de projection
sont 21 fois plus rapides,en nombre d'itérations,et 15 fois plus rapides,
en temps,que la méthode de directions alternées. L'efficacité relative de

la premiére itération est encore plus grande.




- VII.27 -

Nombre d'itérations et temps nécessaire aux D0.A.
pour obtenir une erreur identique (ou supérieure
de 10 %) & celle obtenue dans les trois premiers

pas de D.P.P.I.C.

D.P.P.I.C. D.A.
. nombre (1 nombre
Probleme itérations temps itérations temps
D1 3 5.1 81 109,7
D2 1 (3) 1,07 58 42,8
D3 3 3,05 ' 86 80,63
D4 3 2,6 64 32,64
N1 (2] 1 (3] 1,25 32 25,6
NZ (2) 3 3,72 23 18,74
2) ' '
N3 3 4,12 15 14,175
(1) en centieme de minutes.
(2) aprés correction de l'erreur die a la discrétisation
(3} solution atteinte.
2 . Des oscillations se produisent lorsque 1'on s'approche de la

solution et ralentissent la convergence.

L'erreur calculée étant relative a la solution non discrétisée,
nous dirons qu'il y a convergence lorsque cette erreur devient inférieure
a 110 % de l'erreur de discrétisation. Pour atteindre la convergence, la
méthode 0.P.P.I.C. est environ 6 fois plus rapide en nombre d'itérations

et 4 fois plus rapide en temps. que la méthode des directions alternées.
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Convergence
D.P.P.I.C. D.A.
Probléem nombre temps nombre tem

& itérations p itérations emps
N1 1 1,25 32 25,6
N2 7 8,7 25 20,37
N3 20 27,5 46 43,47
B1 46 78,2 180 243,83
D2 1 1,07 : 58 42,8
D3 54 54,9 > 350 > 2486

3 . C'est l'extrapolation qui fait 1’'efficacité de la méthode.

Non seulement le fait de n'effectuer que partiellement
— 0 < RO <1 — ou pas du tout — RO = 0 ; méthode des barycentres —
l'extrapolation ralentit trés considérablement la convergence, mais, de

plus,cela ne diminue pas du tout les oscillations.

I1 semble gque lorsgue 1l'extrapolation n'est effectuée gue partiel-
lement,une stabilisation de l'erreur se produise & uné certaine distance

de la sclution; la convergence se poursuivant extrémement lentement.
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4 . Utilisation d'une pondération dans 1'espace produit.

La résolution du probléme (N) — ou (D) — avec A # 1 améne a

]n+1, des

introduire, dans la définition du produit scalaire de [L2(Q)
coefficients, cf. chapitre IV, paragraphe III.1., et & utiliser des
barycentres pondérés. Cette technique semble efficace puisque, pour les
valeurs trés faibles de A qui entrainent une diminution de la diagonale
dominance de la matrice et un grand ralentissement des D.A. il semble

au contraire y avoir accélération de D.P.P.I.C.

Influence de A

Nombre d'itérations jusgu'a convergence
Probleme Méthode
A = 10° A= 2 X = 1072
D.P.P.I.C. 3 7 3
N2
D.A. 3 25 >> 100
0.P.P.I.C. 3 20 2
N3
0.A. 4 46 >> 100

I1.1.3."Recentrage” des itérés successifs

La notable différence d'efficacité entre les trois premiéres
itérations de la méthode de D.P.P.I.C. et les itérations ultérieures
s’expliquent par le fait suivant : lorsque la distance entre 1'itéré et
les contraintes devient faible par rapport & la distance entre 1'itéré
et le point de départ de 1'algorithme, les itérés successifs tendent &
satisfaire alternativement deux contraintes (ocu deux sous-ensembles de
contraintes) faisant ainsi perdre & l'extrapolation toute son efficacité.
Il est donc nécessaire de "recentrer” — périodiquement ou a chaque pas —

les itérés successifs.
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Ainsi gue le montre le paragraphe II.1.2. ci-dessus, le
recentrage doit perter non pas sur l'extrapolation, c'est-a-dire,en repre-
nant les notations habituelles, (cf. chapitre IV, paragraphe IIT.1.1.), sur
“b'p—bpﬂ , mais sur la totalité du déplacement, vanq-bpﬂ. D'autre part, )
1'intérét du recentrage étant de rendre l'extrapolation efficace, cette

extrapolation doit étre effectuée intégralement périodiquement.

Les considérations précédentes nous ont amsné & la technique

suivante
Toutes les trois itérations, le déplacement dans la direction de
projections paralléles extrapclée est réduit de moitié.
- 3 -
539 .- v3q1+%[bq—v3q1] , q=1,2+ ..
L 'introduction de ce "recentrage” entraine deux conséquences
1 - L'élément extrapolé — i.e. la suite {bp} — donne une meilleure

approximation de la solution que la suite aprés coordination

—i.e. (VP — -

2 - La convergence de la méthode est trés notablement accéléree

Nous représentons ici deux courbes , tout & fait caractéristiques
du comportement de la suite {tP}, pour les problémes M2 ) et (D3). L’erreur
relative sans recentrage étant représentéecomme précédemment en traits
pleins et les valeurs successives de l'erreur relativeavec recentrage par

des X.
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Au total, et pour les six problémes considérés dans le tableau de
la page VII.28 , la comparaison avec la méthode des directions alternées

donne les résultats suivants

Convergence
D.P.P.I.C. recentrée D.A.
Probleme nombre "'tem S Y nombre temps
d'itérations " . d'itérations P
N1 1 1,25 32 25,6
N2 5 6,2 25 20,37
N3 11 15,1 45 43,47
D1 21 35,7 180 243,8
D2 1 1,07 58 42,9
D3 12 12.1 350 246

La méthode avec recentrage étant alors environ 11 fois plus
rapide,en nombre d'itérations,et 8 fois plus rapide.en temps.qgue la
méthode D.A., résultat déja beaucoup plus proche de l'efficacité des

trois premiéres itérations.
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IT.1.4. Remarques

1. Nous avons utilisé, pour discrétiser les problémes (N) et (D),
les schémas trés classiques — cf. par exemple {26] — de discrétisation
externe de H!'(Q) pour (N) et de Hé(Q] pour (D} ; ceux-ci deviennent, dans
1'espace ELZ[Q]]n+1 des schémas de discrétisation interne et définissent

tous deux, dans les espaces V, respectifs, des problémes de minimisation

h
sans contraintes.

Il semble, en fait, que le mode de discrétisation adopté puisse
avoir un retentissement important sur 1'efficacité de 1la méthode.

Ainsi, nous avons traité 1le probléme (D3), qui vérifie au bord :

Ju

ulr = §E1F =0,

en le considérant maintenant comme un probléme avec condition de Neumann

du ;
on|T '

alors que 54 itérations avaient été nécessaires pour réscudre (D3}, le

nouveau probléme obtenu avec la condition de Neumann mais possédant le méme2€

membre — i.e. méme f — et la méme solution, a été résolu par la méthode en

deux itérations.

Ceci nous amene a penser qu'il doit 8tre préférable de considérer

le probleme de Dirichlet comme un probléme de minimisation avec contraintes

dans H'(Q) ; c’est-a-dire & introduire une pzrtition de la frontiére,
n .
= U T, , avec
. i
i=1
cos [ﬁ,ki) # 0 p.p: sur Fi , i=1,....n
et a définir les convexes Ci — cf. chapitre 1V, paragraphe III.1. — par
2 n+1 aVO
= = ) e 8 ey - 3 H . = T, :O i= s o e n gy M
Ci {v [vo,v,l vn] e [LT()] vy v Vlr- 1 i=1 n
i i
BVO '
la condition Vi T A permettant d'utiliser les théorémes de trace [17][27]
i
pour définir vIF .

1
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2. 11 semble que 1'avantage de la méthode D.P.P.I.C. scit d’autant
plus marqué gue la taille du probléme est plus grande, le rapport du nombre
d'itérations nécessaires pour les deux méthodes étant souvent environ doublé

lorsque l'on passe de h = 1/10 a h = 1/40.

3. Au point de vue place mémoire et temps de calcul par itération,

les résultats moyens, sur les sept problémes étudiés, sont les suivants

h = 1/20 h = 1/40
Methode | -lsce temps par place tempe par
mémoire itération mémoire itération
D.P.P.I.C. 17,5 K 1,22 35 K 5,25
D.A. 13,5 K 0,84 21 K 3,50

4. Lorsque un recentrage n'est pas utilisée, les coefficients d'extra-
polation varient, en général, et pour les problémes étudiés, entre 1 et 5.
Lorsgue le recentrage est utilisé, on voit fréquemment, dans le déroulement
de 1'algorithme, apparaitre des coefficients d'extrapolation de 1'ordre de
20 & 30, voire supérieurs a 100. Ceci explique la différence d'incidence
d'une sous-extrapolation — 0 < RO < 1 — et d'un recentrage : Lorqu’'il y a
recentrage, le déplacement dans la direction d'extrapola?ion est encore plus
faible que lorsqu’il y a sous-extrapolation (on peut, dahs le premier cas,
ne méme pas aller jusqu'au barycentre) mais ceci est largement compensé par
l'efficacité des extrapolations ultérieures. Au contraire, lorsqu’il y a
sous-extrapolation, 1l'efficacité de 1l'itération en cours n'est utilisée gue
partiellement mais cela n'améliore pas 1l'efficacité des itérations suivantes,

d’ou le ralentissement de convergence constatée au paragraphe II1.1.2.3.
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IT.2. UNE E.D.P. NON LINEAIRE : METHODE DE PROJECTION AVEC LINEARISATION

PAR CROISEMENT DE METHOGESDUALESET METHODES DE DECOMPOSITION PAR

PENALISATION.

Nous avons considéré 1le probleme

- Au + u + 20 = f p.p.dans Q = 10,1[ x 10,1[

U'F=U

que nous avons résolu par trois méthodes
- méthode de praojection sur une intersection de convexes (0.P.P.I.C.)

- méthode de projection avec linéarisation par méthode de Kelley (D.P.L.)

(cf. paragraphe 1.2.4.)

- méthade de décomposition par pénalisation

le probleme étant équivalent a la minimisation sur:

Hé(Q] N LYQ) de :

n
. ~ a2 I w2 212 B
i = ldlfe g =z "5?? o IVl gy - 261
nous avons décomposé j{v) (cf. chapitre VI)
n+1
jlv)y = X j.(v)
i=1 *t
avec
. T 19 V2 _ :
Ji[v) g ﬂvﬂ- + “5??' Z[Fi.v] i=1,....n,
. _ 22 .
Jpeq 3 = V2

la décomposition Fi , i=1,....n, de f, étant choisie telle que :

n
£= % f
- i

i=1
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Trois jeux d'essal , ont été étudiés dont les solutions respec-

tives étaient

(ut) u = 100 x{x-1)y(y-1)
(uz3 u = x{x-1)yly-1)
(U3) u o= x2(x-1)2y2(y-1)7?

II.2.1. Méthodes de projections

Faisons d'abord guelgues remarques.

1. Extrapolation et coordination

Rappelons, cf. chapitre VII, paragraphe III, que les méthodes de
projections consistent & effectuer des projections paralleles avec extra-
polation sur les trois convexes, définissant ainsi 1'élément extrapole bp,
puis & coordoner en projetant g sur 1l'intersection de deux hyperplans,
définissant ainsi 1’é&lément itéré vP.

Comme dans le probléme précédent lorsqu'était utilisé un recen-
trage, on constate,numériquement,que 1'élément extrapolé réalise plus
fapidement une bonne approximation de la solution et gue les oscillations,

peut-étre dues au modeide traitement deg conditions de Dirichlet, cf.

remarque II.1.4.1, sont plutdt atténuées sur 1l'extrapolé.

2. Projection_ou_linéarisation

La difficulté de calcul de la projection sur la parabole y = x 2

dépend de la position du point & projeter, et donc de la nature du second
membre f de 1'équation. Ainsi le gain en temps de calcul par itérations dd
a une linéarisation est-il négiigeable dans le cas (U3} alors qu'il ne

l'est pas pour le probléme (U1)

Temps de calcul pour 100 itérations (centiemes de minute)

M&thode L (U3)

Projection 147,5 158

Linéarisation 133 157
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Dans 1le cas (U1) la convergence du croisement d'algorithmes est
beaucoup plus oscillante que celle de la méthode de projection ; 1’inverse
se produit dans le cas (U2) ol les oscillations sont plus rapidement amor-
ties ; dans le cas (U3) projection et croisement d'algorithmes sont prati-

guement confondus.

Nous donncons, a titre d'exemple, la courbe de décroissance de

1l'erreur relative E de (U2} pour
- 1'élément itéré de la méthode de projection (P.T.) ~ trait plain -
- 1'élément extrapolé, avant coordination, de cette méthode (P.E.)-trait plein-

- 1’élément extrapolé avec linéarisation (L.E.) ~ pointillés -

Probleme (U2)

h = 1/20
. (P.T.)
— _ (P.E.)
T s e e = e = e (LLEL)
50 100 150 N
v v 'E

1 mn 2 mn
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3. Influence du recentrage

Nous avons utilisé, pour les trois problémes (U]}, la méthode de
recentrage indiquée au paragraphe I1.1.3.

Alors que la méthode sans recentrage neconvergeait que treés
lentement une fois les premiéres itérations passées, on obtient , avec
recentrage,une accélération trés considérable et une précision trés supé-
rieure. Donnons les erreurs relatives, aprés 200 itérations, pour 1'algo-

rithme linéarisé avec et sans recentrage

Algorithme ] Algorithme
—
sans recentrage avec recentrage
Probléme nombre erreur nombre erreur
d'itérations relative d’'itérations relative
U1 3g (1) 2,2 x 1072 31 (1) 2,7 x 10°°
-3 -6
Uz 200 4,3 X 10 200 7,8 X 10
u3 20003) 41,5 x 1072 502 1,4 x 1072

(1)
(2}
(3)

valeur minimale de 1l'erreur,

courbe tres oscillante,
convergence obtenue (erreur de discrétisation)

convergence non encore obtenue (oscillations).

pas de convergence.

Pour 1= probléeme (U3}, la convergence de l'élémént extrapolé
{ainsi que celle de 1'élément itéreé) est obtenue & la 50-ieme itération
avec recentrage alors qu'elle n'est toujours pas obtenue & la 200-iéme

itération sans recentrage.

Pour le probleme {(U2) la décroissance de 1'erreur se poursuit
régulierement jusqu'a 7,8 x 10_6 3 la 200-iéme itération alors gu'elle
est extrémement lente pour la méthode sans recentrage. Nous donnons
ci-dessous, pour ce probléme, la courbe de décroissance de 1'erreur rela-

tive £ pour 1l'élément extrapolée de la méthode de projection linéarisée

- sans recentrage

- avec recentrage

(courbe en trait plein}

{sous forme de nuage de points).
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Pour le probléme (U1), malgré le recentrage, les résultats ne
sont pas trés satisfaisants. Cela est probablement di au caractére assez
"raide” du second membre de l'équation qui varie entre -50 et +105 sur
J0,1{ x 10,1f. Pour ce probléme particulier il semble préférable de ne
pas linéariser le convexe non linéaire. L'erreur de 1'élément extrapolé
décroit alors trés réguliérement mais assez lentement atteingnant 10—2

au bout de 200 itérations.
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I1.2.2. Décomposition par pénalisation ; Pas fractionnaires

Le probleme essentiel de la méthode des pas fracticnnaires ;
ainsi que celui de la décomposition par pénalisation, consiste dans le
choix du parametre de pénalisation, noté habituellement T dans les pas
fractionnaires et gue nous notons € dans la décomposition par pénalisation.
Si 1'on procéde & T — resp. € — constant, quelle valeur de ce
parametre permet-elle d'obtenir rapidement une approximation de la solution ?
Si 1'on procéde a3 € =e(p), par exemple € = €(0}/p dont nous avons
démontré, dans certains cas, la convergence, guelle valeur choisir pour €(0) ?
Les valeurs & choisir ne peuvent 1'8tre qu'a la suite d'essais
successifs qui doivent &tre répétés pour chaque probleme et sont donc treés
couteux.
Les essais effectués ont portés sur les trois variantes

- pas fractionnaires

vp+1—vp+q v —vp+1
te. 420y (P LI 5 vy LV, ec, ; i=1,2.3
T i i - T i i i i
[avéc la convention v2+1 = vgJ

- décomposition~série par pénalisation

+1 +1 +1 +
v eyP VPP
. p+1 i-1 i-2 . p+1 i-1 i-2 .
i.e. v, -+ e j. (v, V< v, - ———— =+ ¢ j (v.,) ,
i 2 i i — i 2 i i

v Vi € Ci ; 1=1,2,3

+1 +
{avec les conventions \/p = vp et P 1. vP)
0 3 -1 2

- décomposition-paralléle par pénalisation

. p+1 1
1.28. Vi 3 .
J

Wi s P <, -

1 p
g 3 .i i i 3

+ € J.
vj Jl[vi]

n o~ w
not~M W

J=1
Vv, e€C., ; i=1,2,3.
i i

A T (ou €} constant, le comportement des trois méthodes est tout
a fait analogue : selon le probleme,et la décomposition du second membre

adoptée,un léger avantage pouvant revenir a 1'une, guelcongue, d'entre elles.
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Par contre, le fait de prendre T = To/p, ou € = EO/D, donne lieu
a une décroissance beaucoup plus rapide de l'’erreur, y compris pour 1la
méthode habituelle des pas fractionnaires & laquelle les résultats du cha-
pitre VI ne s’appliquent pas. Ce fait avait déja été constaté dans [25] et
n'a pas,a notre connaissance, été démontré.

Nous représentons ici, en pointillé, la courbe de décroissance
de 1'erreur relative pour guelques valeurs, constantes, de T (pas fraction-
naires) ainsi qgue, en traits pleins, les courbes correspondant &

T= T(0)/p et € = €(0)/p , pour
2

T(0} = 5.10 pas fractionnaires
e(0}) = 2.5.10_2 décomposition paralléle
T(0} = 1.10_2 pas fractionnaires

50 100 1;0 o

+

—
0,5 m t
’ n 1 n 1,5 mn
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IT.2.3. Comparaison des deux familles de méthodes

Les méthodes de type pas fractionnaires dépendent toujours du
choix d'un paramétre, les comparaisons que 1'on peut effectuer sont donc
seulement trés approximatives. Donnons les meilleurs essals, a T constant,
effectués pour les deux problémes (U1]) et {U3) par pas fractionnaires

et les temps correspondant de la méthode de projection avec lingarisation
et recentrage

. , Erreur nombre
T
Probleme Methode relative d'itérations temps
-3 -1
(U1l P.F. 10 .34 X 10 37 33,8
Projection - 32 x 107 26 35,6
-2 -1
(usj P.F. 10 .19 ¥ 10 32 42,24
Projection - g x 107 39 62,54

et précisons que lors de nos essais, ni la valeur E = 1,4 X 10_2 pour
le probléme (U3), ni la valeur E = 7,8 X 10_6 pour le probléme (U2} n’'ont
pu 8&tre obtenues par les méthodes de pas fractionnaires.

I1 semble donc gue la méthode de projeétions avec recentrage, gui
posséde 1'avantage de ne pas demander le calcul préalable d’un parametre

optimum, soit nettement préférable aux méthodes de type pas fractionnaires.

III.3. PROGRAMMATION QUADRATIGUE

Afin de ne pas trop allonger 1'exposé des essais numérigues
effectués, nous donnons seulement, pour terminer, guelques commentaires
et résultats des essais portant sur 1l'application de la méthode de program-

mation gquadratique ; d’'autres résultats sont donnés dans [23].

1. La localisation des contraintes liantes a 1'optimum semble toujours

trés rapide.

Lorsque les contraintes sont lingaires, la réscluticn du probleme
se raméne donc, aprés un petit nombre d'itérations de la méthode de program-
mation guadratique, & la résclution d'un systeéme linéaire (probleme de
Lagrange). Cette fagon de procéder est d'autant plus intéressante que
chague pas de l'algorithme demande lui-méme la résolution d'un systeme

linéaire.
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Donnons, & titre d'exemple caractéristique, la liste des contraintes
non satisfaites par les itérés successifs dans 1la résoclution du probléme de

Houthakker, cf. [6] p. 106

"Trouver le maximum de

-8,5x%-3x.x,~5,5x>2

P 2_.. -— - 2_.. —
18x1+16x2+22><3+20><4 3><,I X, X =BX_ X_.-5x-~X_X 4x2x4 3 3%4 2

172 173 2 7273

sous les contraintes

1) Xy < 0
(23 X, < 0
(3) —x3 < 0
(4] X, < 0
(5) 5x,1 +1Dx3 < 2
(6) 4x,, *5x, < 3

(7) X, *X_ +X, +X < 5/3 "

Les contraintes liantes & 1'optimum sont les contraintes (3)(5) et (6].

itérations contraintes non satisfaites
0 (point de départ) (3) (5) (8) (7]

1 (53 (73

2 (3> (5) (8}

3 (51 (8]

4 (3] (6)

5 (51 (8]

8 (3] (8)

Deés la deuxieme itération, les contraintes liantes & 1'optimum
sont localisées.lLa regle utilisée, décrite au paragraphe I1.1.5., permet
donc d'obtenir la solution,aprés cing itérations,en résolvant un systéme

linéaire de dimension sept.
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2. Dans les probldmes de plus grande taille, l'utilisation d'un recen-
trage des itérés successifs est indispensable pour accélérer la conver-

gence de la méthode.

3. Lorsqu'il existe des contraintes d’égalité linéaires, il semble nette-
ment préférable d'astreindre les itérés successifs & appartenir a la

variété affine correspondante.

Ceci correspond & une particularisation de ces contraintes, cf.
chapitre II, paragraphe IV ; 1la projection sur cette variété linéaire
étant avantageusement faite en utilisant la nouvelle extrapolation définie

au paragraphe I1.3.1.b.

4. La technigue de linéarisation par croisement de méthodes duales semble

performante

Elle permet, en effet, de poser & chague pas des problemes de
projection particuligrement simples, alors gue la projection sur des
contraintes non linéaires est, en général, trés couteuse. Sur les probléemes
étudiés, 1l'augmentation du nombre d'itération dues & la linéarisation a

été tres faible, la convergence pouvant encore étre obtenue trés rapidement.

Pour illustrer les deux points précédents, donnons les résultats

obtenus sur le probléme-test n°® 1 considéré par Himmelblau [13]

"Minimiser f(x) = [x,|-2)2 + [x2*1]2

avec les contraintes

1) h1(X] = x1 - 2x2 +1 =20
= £ 2 2 _ < "
(2) hy(x) 20,25.x2 + x5 -1 < O

Ce probléme a été résolu en particularisant la contrainte (1); le
retour sur cette contrainte étant effectué soit avec 1l'extrapclation évo-
quée au point 2 (A.E.), soit par simple projection (A.P.], et en linéarisant
la contrainte (2). De plus, la technique la plus rapide, (A.E.), a été
essayée en effectuant la projection sur la contrainte (2} non linéarisée
(équation du quatriéme degré). Le test d'arrét &tait de 104 sur 1'erreur

et sur la valeur des caontraintes.
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Méthaode Nombre d'itérations
Linéarisation (A.E.) 3
Linéarisation (A.P.) 16
Sans linéarisation (A.E.) 3

A titre de comparaison les résultats donnés dans [13] pour 1le

probléme ci-dessus, sont les suivants

Méthode Temps de calcul

o

G.R.G. 1.06 (%)

. . (o)
Flexible tolérance 0.43

Ol

N.L.P. 0.07 (%)

o

sSumMT 0.51 ()

o

Rosenbrock 4,52 ()

G.C.S. 5.18 (@)

N . (B:

Linéarisation (A.E.) 0.07 »

{a)

(8)

en secondes sur C.D.C. 6600

en secondes sur IRIS 8

0.

({131 p.386).
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