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La représentation, sur un calculateur, d'un nombre réel par
un élément d'un sous-ensemble fini S de R, l'utilisation résultante
d'une arithmétique approchant l'arithmétique réelle, générent des erreurs

d'arrondi. Nous nous sommes attachés au protléme de la minimisation

de telles erreurs :

— Nous avons d'abord comparé la précision de différents

schémas de sommation . Ce premier aspect est un probléme de "stratégie".

Sa raison d'€tre en est la non-associativité des opérations de l'arithmétique

approchée. Par exemple, il a été &tabli que

a) Si dans un calcul de somme de série alternée 3 terme général décroissant,
on effectue la sommation des termes, non dans l'ordre des indices croissants
mais dans 1'ordre inverse, tous les chiffres de la somme approchée sonﬁ

significatifs.

b) Si 1'on compare les deux schémas suivants de sommation de N nombres
flottants positifs x5 (1 <1gN)

Schéma 1 : A x, est ajouté X, puls au résultat X3 s et ainsi de suite
(schéma usuel).

Schéma 2 : X, et X5 s x3 et X) s over s X1 et Xy sont ajoutés

2 4 2 puils ces résultats intermédiaires sont ajoutés les uns aux autres

selon le schéma 1,

L'erreur d'arrondi dans le schéma 2 est inférieure ou égale & 1'erreur a'

arrondi dans le schéma 1 augmentée d'une unité dans son poids le plus faible.

- Nous avons ensuite étudié le probléme de la correction des
erreurs
Nous avons, au niveau de l'opération &lémentaire —addition, soustraction,
multiplication, division- exprimé l'erreur, sous la forme d'un produit de

composition sur S , par des opérations de 1l'arithmétique approchée ;

la mise en oeuvre d'une telle représentation pour la correction d'un
algorithme général a ensulte été effectube. Les différentes arithmétiques
flottantes ont €té successivement &tudides. Nous avons testé les résultats

sur des exemples .




_II_

=~ Nous avons enfin étudié le probléme du contrdle des erreurs
d'arrondi dans le cadre d'une utilisation paralldle de deux arithmétiques
flottantes. Cette approche du contrdle d'erreur, plus proche de la
réalité que 1l'arithmétique d'intervalles, a donnd des résultats concernant
plusieurs algorithmes usuels. Par exemple, deux suites d'opérations
flottantes ont &té définies pour le calcul des inverses C1 et 02

d'une M-matrice A (ou d'une matrice tridiagonale symétrique définie

positive) qui vérifient C1 < A_1 < 02

Le chapitre I introduit les définitions nécessaires 3 notre
étude. Est rappelée d'abord la notion d'arrondi de R sur un sous—ensemble
de lui-méme, puis sont considérés différents types particuliers de

sous~ensembles de R .

Le but du chapitre II est d'exprimer les erreurs d'arrondi
€lémentaires en arithmétique 3 virgule flottante, 3 1'aide de cette méme
arithmétique.

Les opérations sont successivement étudides, selon le schéma suivant

- expressions, par produits de composition sur S , de l'erreur lorsque
l'arithmétiéue flottante satisfait & certains axiomes. Sont ainsi généra-
lisés ou complétés les travaux de T. J. DEKKER [ 5 | , D. E. KNUTH [ 15 ],
O. MOLLER [ 28 ], G. W. VELTKAMP [ 40 ] .

- &tude des schémas définissant, sur les ordinateurs usuels, les opérations
flottantes ; en particulier, sont considérés pour 1'addition qui admet

une grande variété de définitions, la troncature sans, puis avec, chiffre
de garde, et l'arrondi sur chiffre de garde ; dans chaque cas est examinée
la double possibilité de représentation des nombres négatifs, par signe

et valeur absolue ou en notation de complément a 2.
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Les chapitres III et IV traitent des applications des résultats
du chapitre précédent i la correction d'algorithmes. La premiére partie
du chapitre III est consacrée a la définition et & 1'étude de la conver-
gence d'un algorithme pour le calcul, par des opérations flottantes et
avec une précision maximum, d'une somme algébrique ou d'un produit
scalaire.

La correction des erreurs d'arrondi dans un algorithme plus général est
ensuite abordée sous plusieurs aspects

- les possibilités d'obtention du probléme perturbé dans 1'analyse a
postériori des erreurs d'arrondi.

- 1'utilisation de méthodes de raffinement itératif d'un résultat approché,
la détermination exacte d'une fonction de l'erreur étant assurée.

- la résolution numérique de problémes mal conditionnés.

- 1'amélioration de la solution calculée par une méthode itérative d'un

systéme d'équations linéaires.

L'objet du chapitre V est 1*&tude de la stabilité numfrigue des
schémas de sommation . En particulier ,un théoréme général
de comparéison des schémas de sommation sé&quentiel et dichotomique est
donné . L'étude du calcul numérique de la somme d'une série alternée &
terme général décroissant est effectude ; deux méthodes sont en outre
proposées pour doubler la précision obtenue par l'algorithme de calcul

défini plus haut.

Dans le chapitre VI, nous posons le probléme suivant
(x,y) € SQA xe{+,-,x,/ 1}, l'opération approchée sur S de % ,
(:) , peut légitimement associer & x %y , 1l'un ou l'autre des 2 éléments
de S encadrant ce nombre ; une suite (5 de N opérations sur R #étant
donnée, il est alors possible d'associer a (5 . o suites différentes
d'opérations approchées. Peut-on déterminer, dans cet ensemble, deux

suites calculant des solutions encadrant la solution exacte ?




_IV_

Quel ensemble de solutions est obtenu lors de l'application des 2N sultes
précédentes ?

Une réponse est apportée & la premiére gquestion pour les algorithmes de

la sommation, du prodult scalalre, de 1'évaluation numérique d'un polyndme,
de 1'inversion d'une M-matrice et d'une matrice tridiagonale, symétrique
définie positive ainsi que, dans un cadre différent, pour la résolution
d'un systéme triangulaire i matrice inverse positive.

Des théordmes relatifs 3 l'ensemble des solutions calculées sont établis

pour la somme et le produit scalaire.

Dans le chapitre VII, on présente une &tude relative & la
répartition de l'erreur d'arrondi &€lémentaire sur son domaine de définition,

lorsqu'on considére cette erreur comme variable aléatoire.

En Annexe est donné un tableau des caractéristiques des

arithmétiques 3 virgule flottante des calculateurs usuels



CHAPITRE

ARRONDTIS

I

SUR




Les paragraphes de ce chapitre introduisent successivement les

définitions nécessaires pour 1'étude des arrondis.

I - ARRONDIS DEFINIS DE R DANS UN SOUS-ENSEMBLE FINI DE [R

Ce paragraphe reprend, dans le cas des ensembles de réels associés
3 un sous-ensemble fini, les définitions formulées par U. KULISCH [18] pour
1'étude générale des arrondis dans les ensembles ordonnés ; la terminologie
choisie est toutefois un peu différente de celle de L18] en particulier

pour la notion d'arrondi optimal.

Désignons par E, 1l'ensemble [R ou un intervalle donné de R.

Soit S un sous—ensemble fini, non vide, de E.

Définition I. 1.

On dira qu'une application [d: E >~ S est un arrondi
de E dans S, si les deux axiomes suivants sont vérifiés

x ¢ y= dx <Oy ¥ (x,y) € E2 (monotonie)

Ox = x ¥ x €8S

D - dirigé), si l'axiome suivant est vérifié
Ox ¢ x , ¥x€E

l Définition I. 2.
!
: (resp. Ox » x , ¥xE€EE)

Un arrondi [1: E > S sera dit G - dirigé (respectivement i
|
|
|

S étant donné, l'arrondi G - dirigé (respectivement D - dirigé) de

E dans S, s'il existe, est unique : Il sera noté Vv (resp. 4)[ef.18].
Par extension, x € E #&tant donné, dés que le nombre Max {z]z € S,z < x!
(resp. Min {z|z € S,z » x}) existe, nous le noterons V x (resp. A x).
Remarquons que la définition de 1l'arrondi entraine, pour x € E donné,
Ox =v x yox, 1l'unau moins des nombres V x , A x #&tant défini,

puisque S est non vide.

Compositions d'arrondis

Nous rappelerons le théoréme suivant de U. KULISCH, que nous

Pl . P
énoncerons uniquement pour des ensembles réels




Théordme [U. KULISCH].

Si T et S sont deux sous—ensembles finis de E vérifiant
Tc. SCE et tels que soient définis les arrondis G - dirigés
V:E>T , YV, :E>8 , V,:8>7T (resp. les arrondis D - dirigés
A:E->T |, A1 : E>5S A2 : S>> T), alors, pour tout élément
x de E on a :

Vx=7Y, (v1 x) Ax=4A_ (A, x)

On peut aussi énoncer, V , V. , V. , A , A,  , A, ayant les mémes défi-

nitions que ci-dessus

Lemme I.1.

Si T et S sont deux sous—ensembles finis de E vérifiant
! T¢S ¢cE, ona, pour x€E~-T, 1'égalité A2(V1 x) = V2(A1 x) si
et seulement si un et un seul des arrondis G - dirigé et D - dirigé

de x dans S , V1 X ou A1 x , est élément de T .

Soit x € E-T :

a) 8i aucun des arrondis dirigés V1 X, A1 x de x dans S , n'est

V, X
8lément de T , 1'indpralitd V x < A1 < < A x entralne
1
v =
A2( : x) = A X
v2(A1 x) =V x.
b) si vV, x et A x sont tous deux éléments de T , A2(V1 x) =V x,
VQ(A1 x) = A x.
c) Si Vix=Vx et A x<Ax, 1'égalité Ag(v1 x) = V2(A1 x) est
vérifiée.

On peut remarquer qu'en particuler, si S se déduit de T par adjonc-
tion des demi-sommes de deux &léments consécutifs de T A2(V1 x) et
v
2(A1
plus proche de x (ou éventuellement les 2 valeurs optimales).

Xx) prennent, pour tout €lément x de E , la valeur de T la

11 - L'ARITHMETIQUE "APPROCHEE"

A un arrondi défini de E dans S , il est possible d'assocler

une arithmétique sur 1l'ensemble S.



(Dans les d8finitions ci-dessous,

division)

vy#0

.._3_

si 1'opération = représente la

Définition I.3.

Un arrondi [1 &étant défini de E dans S, si % désigne l'une

des opérations +, -, x , / définies sur R , on appellera "opération

induite de * sur S par O

S définie pour (x,y) € s® par

x @ vy =0(x % y)

s la loi (g% de composition interne sur

De fagon plus générale, lorsqu'a 1l'opération = appartenant 2

l'ensemble { + , - , x , /

}

des opérations élémentaires définies sur R ,

on associe une loi de composition interne sur S, notée (@) et qui sera

dite l'opération correspondant i %

ci-dessous, énoncées par T.J. DEKKER [

sur S, on donnera les définitions

°]

Définition I.L.

L'opération (%)

S5 x 8> 8 sera dite "correcte" si

¥ (x,y) € 82 X (D y = Max {z]z €5,z<x*y} 9 Min {z|z € S,z % x %y}

Définition I.5.

L'opération (%)

§ x 8 > 8 sera dite "optimale" si

¥ (x,y) € s° lx £ y-x @ y| = Min |x % y- z|

z € 8

Enfin, nous donnerons la définition suivante

Définition I.6.

L'opération (®

Sx8S8~>8

vement "E - dirigée") pour le couple

x ® vl

(resp. |x ® vl > [x * y‘ )

<

|x =

sera dite "I - dirigée" (respecti-

(x,y) € 8° si

g

Nous utiliserons aussi, relativement 3 une opération & : S x S~ S ,

la terminologie d'opération "G - dirigée" (resp. "D - dirigée'") dont la

définition est semblable 3 la définition I.2 énoncée pour un arrondi. Cette

notion sera aussi considérée relativement & un couple donné de §

2




T

Avec les notations précédentes, la définition d'une opération & correcte
s'éerit

x & y=9v(x % y) v B (x %= y)

I1 vient immédiatement les énoncés suivants, relatifs aux opérations ()D R

induites d'une opération % par un arrondi

L'opération GDU: S x 8>S, induite de % par un arrondi p , est

correcte.

Toute opération ()D , induite , par un arrondi, d'une opération % commu-

tative, est aussi commutative.

Notatioa :
Les opérations (& ne sont pas généralement associatives.
Nous choisirons, pour toute la suite, la convention suivante

L'ordre des opérations (&) sera défini de la gauche 4 la droite.

N éléments x, (1 ¢1i g N) de S #étant donnés, l'écriture
@ x, ® xp o @ xy
représente donc, par cette convention, le résultat

(v (( x, ® X2) ® X3) ®...) ® Xy

Nous noterons encore, de facon plus concise, ce nombre par

N
® 2;1 X5 si &) ®

1

N
D) T11 X. si & ®

1

IIT - QUELQUES TYPES DE SOUS-ENSEMBLES DE R

. .. ) +
S #étant un sous-ensemble fini, non vide, de R , S (resp S )

désignera 1'ensemble des &léments positifs (resp. négatifs) de S.

Nous utiliserons la terminologie suivante

Définition I.7.

S &tant un sous—-ensemble fini de R et x un élément de S ,

on appelle prédécesseur de x dans S (resp. successeur de x dans 8),

et on note (x)' (resp. (x)" ) 1le nombre

(x)' =max { y | y€8 4, vy <x}

1"

(resp.(x)" =min{y | ye€8 5, v>x1})




La définition de (x)' (resp. (x)") suppose x différent du plus petit
&lément (resp. du plus grand &lément) de S. Nous désignerons par RS

l'ensemble des réels compris entre ces deux &léments, et

Définition I.8.

S étant un sous—ensemble fini de R contenant O , et x un

Elément de RS , on appelera intervalle de précision de x sur S , et

on notera e(x), le nombre strictement positif suivant

e(x) = Ax -V x si x¢ 8
e{x) = {(x)" - x si xe st
elx) = x - (%) si x€e s

Pour 1'élément Q , on précisera éventuellement si 1l'intervalle de

précision est considéré i droite ou 3 gauche.

TII.1. SOUS-ENSEMBLES DE [- 1, 1] A INTERVALLES CONSTANTS.

Un sous—ensemble S de [— 1, 1} a intervalles constants, est
1'ensemble de 2 P + 1 éléments de la forme

et m entier vérifiant - P g¢mg P

jacl B

X =me avec £ =

Les €léments 1 ou - 1 peuvent &tre exclus de S.

La représentafion de R 'par un sous—ensemble de [— 1, 1] a intervalles
constants, implique un cadrage des operandes avant éxécution d'une opération®.
L'addition ou la soustraction sur S , de 2 €léments de cet ensemble,
n'entraine aucune erreur s'il ne se produit pas de dépassement de capacité.

Le produit sur R de 2 &léments de S appartient 4 1l'intervalle [F 1, 1]

et nous énoncerons une propriété relative au produit, sur S, d'éléments

de cet ensemble, par des opérateurs corrects de multiplication

Une multiplication correcte sur S de 2 éléments x ety de S
donne pour résultat 1l'un des deux arrondis V (xy) ou A (xy).
Etant donnés N &lé&ments x; (1 1¢N) de S , considérons l'ensemble
des résultats obtenus par la multiplication dans 1l'ordre donné de ces
éléments sur S , lorsque, & chaque pas 1 , la multiplication du pro-

duit partiel des 1 premiers &léments par x est réalisée par 1l'une

i+
ou l'autre des opérations ®V ou ®A ; on peut énoncer




Proposition I.1.

Si S est un sous—ensemble de [— 1, 1] 4 intervalles constants,

étant donnés N é&l&ments s (1 €1 ¢N) de S , 1'un au moins

des 2N ! produits

x, @ % Q

X
o oo 3

N N
X.
= 1

B x, = ®.
s Oy-y ¥ B 1=y

ou Di = v, A4, .
(TT Xi)’ respectivement A ( TT xi).
i=1 i=1

est égal a V

I1 suffit de raisonner avec X > 0 Vi

Par récurrence

La propriété est vraie au rang 2 puisque, par définition :

X ®E11 x, =V (x1 X2) v B (x1 x2)

Supposons la vérifiée au rangkk , c'est—-d-dire supposons que dans

l'ensemble des éléments @ ]T X o il en existe au moins deux,
2 ~ i i= ) N ot o
éventuellement de meme valeur,lq&e nous noterons T et ni vérifiant
A N k
v (o
e (._ xl) , M= A (]] xl)
1=1 i=1
De:
i -7 x = x < g si x # 1
k “k+1 T Tk Fkr1 T Fk+1 F K+1

on déduit qu'il existe au plus un €lément de S sur l'intervalle

. L vy
fermé [ ﬂk Xk+1 s ﬂk Xk+1 ].

k+1 k+1
L'égalité (:E 1T X, =V ¢TI xi) est obtenue par exemple avec les
i i=1 i=1
o; (i=1, ..,k -1) ayant défini %k , et le choix :

o= V s'il n'existe pas d'éléments de S sur [ T

1]

ME I N
A P P P hd . ~ k+ ‘

ou si1 cet &lément est supérieur strictement a | | X

qk = A sinon. i=1

La propriété n'est plus vraie quels que soient les X; de S ,

si 1'on remplace 1'une des opérations de multiplication par la division.




1TT.2. SOUS-ENSEMBLES DE R A INTERVALLES NON DECROISSANTS

Définition I.9.

On dira que le sous-ensemble fini S de [R est & intervalles

non décroissants, si

x| € |y = elx) s ely) ¥ (x,y) € SEA xy >0

Les opérateurs corrects d'addition arithmétique vérifient, sur un tel

sous—ensemble de R, la propriété suivante

Proposition I.1'.

Si S est un sous-ensemble de R 3 intervalles non décroissants,

éléments Xs (1 ¢1¢XN) de S , de méme signe, 1l'une
-1

étant donnés N
2N

sommes séquentielles

N
) ... @ x. = @ ZXi ou 0 =v,4,

au moins des

b'd C)u X ()Gz X

1 1 2 3 03 a N a. 1
-1 =
N N N 1 1=1
égale V (;E xi) , respectivement A (:E Xi)°
=1 i=1
Remargue :

Nous donnerons un contre-exemple grossier montrant gque la pro-
priété précédente n'est évidemment pas vérifiée pour 1'addition arith-
métigue, sur un sous—ensemble quelconque de R .

Soit le sous—ensemble S de R={0,3,6, 15 , 21,23 ,25,29 , 31} ;
les 4 possibilités de réaliser sur S la somme 3 + 6 + 15 = 2L | par des

opérations du type 3 6 15 sont respectivement
u} a
1 2

(3 @, 6) ®V15 15

(3 @A6) @

21 = (3 @v6)@A
29 et (3 @A6)®A15=31

v [

III.3. SOUS-ENSEMBLES DE R DE TYPE FLOTTANT

Définition I.10.

Le sous—-ensemble fini S de R sera dit de type flottant si les

deux axiomes suivants sont vérifiés

1) o€s et xX€8 = -x€58

2) pour tout x de st tel que e(x) et e((x)') existent et
vérifient e(x) # e((x)'), les rapports —3— ’et'f%%%TTj si (x)' # 0,

e (x)

sont entiers.
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Un systéme de nombres i virgule flottante, de base b et de nombre de
chiffres de mantisse s , est bien, en particulier, de ce type : Tout x

positif du systéme vérifiant e(x) # e((x)') satisfait &

X _ .5=1 e(x) = - <) .
G 1 1 IO R

Un sous-ensemble de [R de type flottant est & intervalles non décroissants.
La proposition I.1' est valable pour un tel systéme.

Tout élément x de S peut s'éerire sous la forme

x = £ e(x) o £ est un entier relatif.

L'addition correcte de 2 éléments de S vérifie le

Lemme I.2. 41
Si S est un sous-ensemble de R de type flottant, 1'erreur
entachant 1'addition correcte de deux éléments x et y de S tels que

e(y) selx) ,x+ye By vérifie :

lx+y-(x ® y)| s elx+7y) - ely) avee
= 0 s1 E(X + y) < g(y)

Notation :

Etant donné un réel a , nous adopterons les notations suivantes
la]
[4]

Démonstration du lemme I.2.

max {n| n €2 A n g a}

min {n] n € Z A n 3 a}

Par définition, si u € RS » 1'hypothése que S est de type

flottant entrafne :
Vus=s L_—E?u)_l e(u) . Au = ,-__E?u) ‘) e(u)

Le lemme I.2 s'€tablit en considérant les 2 valeurs V(ix +y) et
A(x + y) que peut prendre 1'addition correcte de x et y. Avec les

notations x =L e(x) , y=mely) , £ ,mez

T leey) = SRRl ey

Soit @ 1'entier relatif défini par
Le(x) +me(y) =qelx+y) +e Osec<elx+y) .
L'hypotheése e(y) ¢ e(x) entrafne que £ e(x) + m e(y) est multiple
de e(y).
I1 en est de méme de e(x + y) d&s qu'est vBrifié e(x + ¥) » e(y)-voir note-

-~

(x ® y=x+ Yy sinon), et e satisfait 3 :

IA] < elx+y) si e(x +y) » ely)

e=Xely) avec A€ Z et ely)

A =0 sinon

D'od le lemme .



Définition.
Lorsque 1l'addition de deux €léments x et y de S tels que
e(y) < e(x) , vérifie : e(x +7y) < ely) , il est dit se produire le

phénoméne de cancellation.

Note: Dans le cas cu O<|x+y|<e(0),la propriété e(x+y) multiple de e(y)

peut n'€tre pas vérifiée.lLa majoration donnée de l'erreur doit 8tre alors:

x+y-(x @ y)| <elx+y)-ely).
~Toutefois la propriété ci-dessus est toujours vérifiée pour les systémes

de nombres & virgule flottante-

III.4. SYSTEMES DE NOMBRES A VIRGULE FLOTTANTE.

Rappel

Un systéme TE de nombres & virgule flottante, de base b , de

nombre de chiffres de mantisse s , est l'ensemble

s
_.k _
T° = {x|x = E(:E: &, b ) pr e=+ 1,8 €{0,1, ..., b-1L,p€Z, m
k=1

b k 2

ol m1 et m2 sont des entiers relatifs donnés.

Sp$m1}

Nous considérons, afin de ne pas alourdir inutilement les démonstrations,

uniquement une représentation normalisée (a1 # 0 pour x # 0).

Tout &lément de TZ - {0} a alors une écriture unigue.
Toutefols, si la représentation normalisée offre le maximum d'avantages,
les résultats que nous obtiendrons par la suite, seraient semblables

pour une écriture non normalisée des nombres.

Zéros de ls représentation : x = 0 dés que a, = O , ¥k , mais

1l'exposant du zéro n'est pas défini. Il peut &tre nécessaire de lever

cette ambiguité.

Remarquant qu'on enregistre, dans la plupart des calculateurs, non pas
l'exvosant p du nombre & virgule flottante, mais le nombre c¢ = p +
constante, appelé la '"caractéristique'" du nombre et permettant de ne pas
introduire 2 positions "signe" différentes dans un méme mot, nous désigne-

rons dans ce cas par "zéro vrai' la représentation de ce nombre définie

par € =+ 1 ak = 0¥k ,c=0 3 cette représentation se comperte ¢ans

tous les cas comme le nombre réel O , contrairement aux autres repré-
sentations, dites "z€ros anormaux". Lorsqu'une ambiguité pourrait se

présenter, nous supposerons toujours qu'a &té écrit un zéro vrai.




r'

Notations :
. P S
1) La plus petite valeur absolue non nulle des &lé&ments de Tb
my=11
est b e : nous noterons & <ce nombre.

2) Si x € TZ - {0} , on peut écrire ce nombre

x=¢ LY ° ol 1l'entier £ vérifie : b° P AR
Nous noterons : e(x) = p 1'exposant de x.

La notation e(u) = p sera étendue a 1l'entier relatif p associé au

réel u € ET5~ ] -£ [ par : Y
h

! € u < bp
L'exposant d'un réel u tel que |u| < & sera pris inférieur & tout

autre exposant.

3) Lorsqu'aucune ambiguité n'apparaltra, nous noterons simplement T le
systéme TE de nombres a virgule flottante de base b , et de nombre
de chiffres de mantisse s

Enfin, on peut énoncer pour un systéme de nombres & virgule flottante

en base 2

Proposition I.1".

Si T; est un systéme de nombres & virgule flottante en

. S a .
base 2, étant donnés N é&léments X; (1gigN ) de T, de méme signe
et N - 1 opérations x: d'addition , de multiplication
ou de division, 1'un au moins des &léments

x x X oe.. bl
D&Yy e &y ks G

adn-

égale V (x, %, x. ... % x.) , respectivement A (X1 X, Xy eee K XN).

Reprenons le raisonnement par récurrence de la proposition I.1,

en supposant au rang k 1'existence de deux suites d'arrondis

o; et Di (i =1, ... , k-1) permettant le calcul sur

5 Qe ; =Vr et %' =ATr ou = + X * X

o K k k k T T % Fp T T Kk

, Py+178 | .
Notant e (V rk) =m et Xepp = £ b , 11 vient selon la nature

de l'opération X,



1)x=x

k
’\:' _’\4 - -s . _
LS S ST £ v e(rk+1) < s(rk+1) si e(rk+l).- Tt P
-s+1 .
= . = - =2
£ b e(rk+1) < 2 e(rk+1) si e(rkﬂW) M ¥ P TAD
I1 existe au plus 2 éléments de TZ sur 1'intervalle fermé
v, . . . P .
[¥k Xep1 > Tx xk+11 et 11 est toujours possible de définir un choix
N . " ",
de Dk. qui, & partir de rk ou de rk , calcule V rk+1 par exemple.
2) x, = /
f\,' —"I = s 1 = - b=
re / Xei H{_/ X4 (p”/2) e(rk+1) <2 e(rk+1) si e(rk+1) M.~ PyqA D=2
= (bs_1/£) e(r ) € elr ) si e(r ) = m - p. .+
k+17 S k+1 k+1 k k+1

1. . <
On remarquera que £ = v° implique la seconde hypothese pour

v - P
e(r, . ) - et e(rk / xk+1) - et on concluera comme précédemment.

k+1

Remarque

La proposition I.1" est encore vérifiée si 1l'expression arithmé-
tique définie a partir des éléments x; et des opérations x. - d'addi-
tion arithmétique, de multiplication ou de division - comporte des
produits de composition partiels.

Soit en effet

r = (x1 x1 Xy e xp_1 xp) xp (Xp+1 xp+1 A xN—1 XN)
=u =% v
P
D'aprés ce qui précéde, il est possible de choisir des suites d'arrondis,
pour 1 =1, ... , p~1 , puis, pour i = p+l, ... , N-1 , qui permettent
le calcul sur TZ des €léments suivants
v n
u=Vu R u' = Au
v v
v=Vyv , vl = Av
En considérant 1l'intervalle
. Y] Ny [AVIRAV) v n 4 .
I = [ﬁln(u * v,u' % v,u % V',ﬁ’ z %'), max(u % %,ﬁ' t v, Uz VU % Q'ﬂ
1Y 1Y D 1Y b b 1Y Y
comme une réunion d'intervalles du type précédemment étudié - c'est—a-
. v A . .
dire, par exemple, [ﬁ xp v o, u xp v'l - 11 suffit alors de remarquer

s .
que tous les #lérents de T2 contenus dans I , sont obtenus au moins

une fois pour 1'ensemble des choix d'arrondis.




CHAPITRE 1II

CALCUL AUTOMATIQUE DE L'ERREUR D'ARRONDI ELEMENTATIRE

EN ARITHMETIQUE A VIRGULE FLOTTANTE
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INTRODUCTION

Soient un systéme Tz = T de nombres i virgule flottante, et les
opérations d'addition, soustraction, multiplication, division, définies

sur T , que nous noterons respectivement C:) s (:) ) C:) s <:> .

Le but de ce chépitre est de déterminer,sous forme de produit de composition

sur T par des opératiens ® @ , ,0 ,des expressions de l'erreur d'arrondi

élementaire:

XxY-X@®Y X€T, YET, %€{+,~,x,/ 1} .

L'opération de soustraction n'est pas considérée différemment de 1'addition

nous supposerons que cette opération vérifie la propriété

XOY = x® (-y) ¥ (X, Y) € T°

Afin de ne pas compliquer inutilement les résultats, nous n'avons pas
donné, dans les cas d'overflows oll 1l'erreur d'arrondi reste élément de T ,
1'écriture du produit de composition représentant 1l'erreur. Les formules
écrites dans ce chapitre, ne sont donc valables gque s'il n'y a pas dépas-

sement de capacité, ce dernier phénoméne entrafnant d'ailleurs généralement,
1'arrét des calculs.




_gh_

I — L'ERREUR D'ARRONDI DANS L'ADDITION

I. 1. THEOREME PRELIMINAIRE

Proposition II. 1.

Si 1l'opération (B: T x T - T est correcte et possdde la propriété
suivante : e(X) - e(Y) >s =X @ ¥ =X (c)
alors, ¥ (X, Y) € T2, llerreur E=X + Y - (X@ Y) est élément de
TU ] -g,¢ [ .

Soient, en effet, X et Y deux éléments de T

Notons p et q leurs exposants respectifs et supposons p 2> q .

Lorsque X + Y € ET , par le chapitre I , on peut affirmer que

E vérifie :

E=xe(Y)=xrp¥® ol A est un entier relatif qui satisfait & :
+ .
A < e(XHy) _ si e(X+Y) > e(Y)
elY) »
=0 sinon

.8 p-gqg s , il vient |A] < b°

(e(X+Y) s p+1 si p-g <s , e(X+Y) < p si p-q = s).
Iorsque A # O , il existe un entier non négatif unique v tel que :

bs—v—1 < ) < bs—v

E=(A1pY) .p¥ Vs avee b ' < A bY < b°

E@T

N

a-v<m, =2 [E| <¢

a-v > m, = E € T.

.8 p~q>s ,ona E=YET en raison de la propriété (C)
D

-g , lYl - mbq—ss

,et EeTsi

Si un overflow se produilt, notant IXI =1b
il vient |E| = (m - (p°-1-1) p¥ ¢ ) p¥°®

|E| > £ d'ol la proposition.

ol p = m,

Etant donnés X et Y &léments de T , il sera donc possible si @)
est correcte et vérifie (C) , de calculer E=X+ Y - (X & Y) par

des opérations internes sur T .
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Les résultats Obtenus , concernant l'erreur d4'addition &lémentaire
en arithmétique & virgule flottante, seront utiles par la suite

X et Y &tant deux éléments de T tels que e(X) e(Y), X+ Y€ RT .

E=X+Y - (X Y) vérifie

g= ap oY) s avec A€ Z et
si e(Y) 2‘ m, + s - 1
2] b e(X+Y') - e(Y) B
< be(X@Y)—e(Y)_1 si e(X+Y) 2 e(Y) v (X @ YY) > e(Y)
A =0 si e(X+Y) < e(Y) y X ® Y) g e(¥)

si e(Y) < m, + s =1

Les mémes formules sont valables, sauf en cas d'apparition d'un underflow

(0< |x+Y] <& ), ol 1'on peut seulement affirmer 2| < ¢

I. 2. EXPRESSIONJ PAR UN PRODUIT DE COMPOSITION SUR T , DE L'ERREUR D'ARRONDI

I. 2. 1. Premiére formule

Soient X =g 11 ° et Y=¢' gl
et soit E=X+Y-(X ® Y ) .

deux €léments de T ,

On peut &noncer :

Proposition II. 2.

Si 1l'opération (}) : T x T — T est
correcte

posséde la propriété (C)
2 -
I - dirigée pour tout couple (X, ¥) € T XY>0,

Alors, si IE] ¢ ] 0, & [ , E vérifie
E=-( (X ® Y¥) © X © YY) (IT - 1) ol e(X) 2 e(Y)




Démonstration :

Posons
S=X+Y
S=x @ v
sS=9+E

Supposons P>q.

n
Tout d'abord, remarquons que p—q > s entralne S =X par (C), et (II. 1)

conduit bien, dans ce cas, & E = Y.

La démonstration dans le cas général s'effectuera en prouvant que

4] . .
S - X est élément de T ; en effet, 1l'opération & #&tant correcte, il

viendra :

§©x = $-x

Alors , (5 ©X) - Y =-E &tant élément de T d'aprés la proposition II.
on aura :

Sox evy=ox-Y=-=&

Ecrivant
S=(el+e' mbyP) pP®
envisageons les différentes possibilités pouvant se présenter lors de

l'opération § © x:

1) e(8) =e (X)

Avec la seule hypothd&se que @& est correcte

n — - - -

S = L_s 1+ ¢ mb? p_J pP7 S (e 1+ ¢ mo?t p] oo " »
v

v - - - 2 2
S -X=¢g'( L_m pd P J v r'm pi P 1 ) bP % est élément de T ;
v N
en effet, ona : e ( S-X)=q,q+ 1, ou éventuellement S - X = 0 .
. oY .
I1 suffit alors de remarquer que e{( S -X) = q+ 1 ne pourrait provoquer

. %
d'overflow que pour p = ¢ = m1, mals alors dans ce cas S = S .

2) e(8) < e(X)
X et Y sont de signes diffirents.
Mails remargquons alors que

ny n,
g=p,P - 1=8=8y,0 et dans ce cas S - X est élément de T .

N

P-2=2e(S)=p-1 , et

e | b1 - mp¥PFT | PTIs

0ne «a

v € [l -m@PH1 ] pis

1



Par suite, § - X = —¢ (Lmbq_p+1j v fmbq_p+11) WP st €lément de T

3) e(8) = e(X) + 1
(*) étant I dirigée pour tout couple (X, Y) tel que X Y > 0 :

L l1+m bq-p J bp+1—s

g =

mpE P

p-s
o 1-1)0v

S-x=¢ (b L_l *

e(8 - X) =qvqa -1, et S _ X est &lément de T 2 condition que

| §-x »¢.

En remarguant que 1'éventualité g -X | < £ ne peut se produire que si
les conditions nécessaires q = m, ,mp - q< s -2 sont réalisées, et que
dans ce cas l'erreur E entachant £ est, en module, inférieure & £ s

. . Pl ~ ,\J
on a encore, dans les conditions du théoréme : S - X €E€T.

Une autre proposition est donnée par :

Proposition II. 3.

Si l'opération ® : T x T —3 T est
correcte
posséde la propriété (C)
si b=2
Alors, si |E| ¢ ] 0, & [ , E vérifie (II . 1) ou e(X) > e(Y)

Pour &tablir cette proposition, remarquons que 1'hypothdse de I.

direction de l'opération (3) pour tout couple (X, Y) € T?« XY>0,

n'intervient dans la démonstration précédente que lorsque e(8) = &(X) + 1 ,
PR . N . ,
pour eliminer le cas od S est donné par : -
a-p
" 1+ +1-
a-p
+ —
Dans ce cas , g -X=¢(D {_2;——%;EL———W -1) P8

n
e(S-X)=qvag+ 1, et 8- x peut ne pas &tre €lément de T lorsque

qQ=p.
. _ P-s o
Or, s1 ¢g=p, E=-e¢pb ol € {0, 1, «v. , b - 1}

—-s

On vérifie immédiatement que si b =2, |E| = bF et |Y] < (p°-1) ©P7°

entrainent § - X=Y-E€ T,




Remarque
Les soustractions apparaissant dans la formule (II.7) s'effectuant
"sans errveur'" dans les hypothsSses des propositions II. 2 et II. 3,

cette Tormule peut &tre remplacée par

e=vy Q (§ @ 1 (11.1")

T. J. DEKKER [ 5] & montré que la formule (II.1') est valable dans le
cas o b =3, & la condition que 1l'opération &) soit optimale.
Cet auteur a aussi établi cette formule pour de nombreuses autres

arithmétiques 3 virgule flottante.

I.2.2., Généralisation d'un théorsme de D. E. KNUTH

D. E. XKNUTH [15] suggdre, afin d'éliminer la condition non
symétrique e(X) » e(Y) , la formule suivante qufil &tablit dans 1l'hypothése

ol ) est optimale

E= (Y OE 0O 0) ® (x & &8 © 1) ).
Gardant tout d'abord cette conditicn (¥} » e(Y) , on &tablit
la proposition suivante
Proposition II. L.
Si 1'opération () : T x T— T est
correcte '
poss3de la propriété {(C)
Alcrs, sl fE[ g ]O, 5[ s E vérifie
E= (7Y EO0N) R ((xO0EOE O XY (11.2) od elX)> e{¥)
Démonstration

Le formule (IT. 2) wvient immédiatement en remarquant gque

% Dans les ccnditions de la proposition II. 2. , on a toujours
s . . ¢ - - P .
X=8 - X, ce gui entraine, l'opération (E) &tant correcte

§O O )=o0

% Si e(s) =e(X) + 1, et que ) est E - dirige pour le couple

(X, YY) e T2A XY >0, avec de plus g = D , rappelons que

. 1+ m -s
g"X= e b [—6—]"1) bp
Le cas litigieux e(g - X) =p+ 1 conduit & l'une des deux valeurs

¥ @ x=e (REE B ST o (REE - T




Posons

{0, 1, «v. , b - 1}

t=<d
i
™
&
o .
=
Q
o
€
M

Y- (20%) =5+
ce qui montre que
et

Yt © (§ © x) =E+E

2 7 i +1- £ 2
-8 o= . (F%?T~v L%?J ) bP77° st élément de T,

=

= <-E\P + S'L’J) bp-‘s

e nombre est &lément de T d8s que E € T ,

Q

donce

SO (5 0%) = ¥ +8

et E' @&tant élément de T lorsque E € T , on en déduit (II. 2).

Rappelant la définition suivante, dfie & T. J. DEKKER

Définition

L'opération &) : T x T—3T est dite "proprement tronquante"
s1 elle est commutative, et si pour tout couple (X, Y¥) de T2
satisfalsanc x| > |Y] , on a :

¥ ® Y = Sup {2 ]2€T . ZgX+7Y} si Y0

X ® Y = Inf {2]|2€T A Z2X+7Y) si Y <O
On peut énoncer :

Proposition II. S
Si 1'opération & : T x T—T est proprement tronquante,

Alors, si zucun underflow n'apparait lors de la succession d'opérations
définie par (II. 2) , E vérifie (II. 2) , quelles gue soient les

valeurs relstives de X et Y .

Démonstration

Remarquons tout d'stord que 1'hypothdse : @ proprement
tronquante, entrafne que (C) est vérifide.
Si done e(X) > e(Y) , (II. 2) est vérifide dds que E € T

d'aprés la proposition précédente.
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Démontrons la proposition dans le cas ol e(X) < e(Y), ou plutdt, gardant
1'hypothése e(X) > e(Y) pour la commodité des notations, &tablissons la

formule suivante

E=(Xx ©OE O N) ® (¥ ©OF O o)) (11.3)
Posons :
§-v=5 © vy +&
I1 vient
X-(3 ® YY) =E+E
- @B oyv)=1+E

y-(E-@F 0 1)=-zx

La proposition II. 1 entraine que E' est &€lément de T & la condition
lE'| »8 , E' =0

Pour prouver (II' 3) , il suffit, l'opération &) &étant correcte, d'éteblir

que E + E' et Y+ E' sont €léments de T

D'aprés la démonstration de la proposition II. 1, E et E' s'écrivent
E=Mpe®

E' = N b1 ®

of M et N sont des entiers relatifs.

(en effet, pour g > g , on a toujours e(%) > e(Y) ).

De plus, @ #&tant proprement tronquante, la troncature de la
somme X + Y (|X| > |Y]) lorsque X+ Y T , se fait dans la direction
de - Y .

E a donc le signe de Y .
E' , lorsque E' # 0 , a le signe de - Y .
En effet, 1'inégalité |§| < ]Y| implique ¥=5 v 0O et E'=0".

De 1l'écriture de E et E' , il vient immédiatement que E + E'
et Y + E' sont &léments de T & condition que leur formation ne donne
pas lieu & l'apparition d'un underflow.

Nous verrons d'ailleurs par la suite qu'une telle éventualité ne peut pas

se produire lorsque E € T .

Il est, par contre, possible que E' <vérifie 0O < |E!L< g
bien que |E| > ¢ .
Exemple

m2+6 m2+3
b=10, s=6, X=0,100000 . 10 , Y = 0,234086 . 10
N m2 + 6 m2
S =0,100234 . 10 , E=0,986000 . 10
" m2+5 m2
S ® Y =0,999991 . 10 ,E' =.0,086000 . 10



Preposition II. 6.

Si l'opération ® : T XT = T est

correcte
poss&de la propriété (C)

Alors, si aucun underflow n'apparait lors de la succession
d'opérations définie par (II. 2) , E vérifie (II. 2) , quelles que soient

les valeurs relatives de X et Y .

Démonsiration :

Démontrons (II. 3) avec les seules hyrothdses que @& est correcte
et possdde la propridté (C) .

E' é&tant d8fini comme précédemment, nous établirons la proposition
er monirant que E+ E' et Y + E' sont éléments de T

La démonstration est une longue suite de cas & envisager.
Tout d'abord, remarquons : p—q > s _E = 0 = (II. 3) vérifiée.

Dans le cas général, écrivons 1l'égalité

§-y=x-

o

et étudions les différentes possibilités en utilisant les résultats du

§ I. 2. 1 de ce chapitre.

1) e(s) =p

|E| < P78 . - § © vy=x v X-e" "% ol &" est le signe de E-
s1 1#b

Donc

E'=-E,e"b®° -E

ce qui établit que E + E' € T lorsque !El 2 & .
I1 vient ensuite
Y+E = ¢ ( |mbp* P L w0

et Y + E' est bien élément de T

s—1

Dans le cas particulier 1 =D et E du signe de X , on vérifie les 2
égalités suivantes
E+E =20 "% o) A est un entier relatif avec 0 < Al <o

E+E' €T lorsque E est &lément de T

Y+E =g ( |mpd P [wp¥ Py pies

v
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2) e(8) = p-1

Dans ce cas :

E+E ] =0, ", P75 (1= s~

et

E+E' €T lorsgue EE€T.

On a :

Y4B =-e ((md¥ P40 )P0, e (¥ 4pyp) B0
avec

8=0o0ou1l,y=0ou-i.
On vérifie bien que Y + E' est élément de T lorsque |E| > &
en effet, les conditions ¢ = -1 et q = m, qui , dans certains cas,

peuvent entrainer un underflow, impliguerait IE[ < E .

3) e(8) =p+ 1

On vérifie d'abord, en utilisant 1'indgalité |E| < P17 ot en

considérant le cas particulier b =2 , que 1'on a toujours e(X - E) >p .
51 e(X-E)=p , il vient :

E+E' = ApP®

ol A est un entier relatif avec 0 < |Al < b,

et E+E' €T si E€T.

D'autre part, les résultats wvus au début de ce chapitre conduissnt & :

Y+E =¢( |[mo¥®] - [mp¥F] ) 70

et Y+ E' est élément de T .
* si e(X-E)=p+ 1, il vient :

E+E =2AbP "

ol A est un entier relatif avec 0 < || < 21b - 1

et
Y+E =¢( |m bq-P-U , [ bq-p-1~| ) pP*1-s

La proposition est donc démontrée.

I. 3. QUELQUES EXEMPLES DE REGLES D'ADDITION EN ARITHMETIQUE A VIRGULE
FLOTTANTE

Nous rappelons, dans ce paragraphe, différentes régles permettant

de définir 1'addition, en arithmétique 3 virgule flottante normalisée, de

deux éléments X =¢ 1 b°° ot Yy =gt mpi™® (e(X) >e(Y) ) @ T -



i

l
ny
()

|

I. 3. 1. Le troncaturs suns chiffre de garde

Rappel.

La régle définissant 1'addition sur T est une rdgle de troncature

sans _chiffre de garde , si l'opération d'addition s'effectue suivant le

schéma suivant

1) L'exposant provisoire de la sonme X ® Y est pris égal 3 e(X) .

Si e(Y) <e(X) , Y est cadré, ce cadrage s'effectuant en déplacant

de e(X) - e(Y) positions vers la droite la mantisse de ce nombre, et en

tronquant les e(X) - e(Y) derniers chiffres de cette mantisse.

2) Les mentisses, qui sont & présent alignées, sont ajoutées algébriquement,
puis le résultat obtenu est normalisé, et sa mentisse est tronquée & s

chiffres lorsque nécessaire.

I. 3. 1. a. Les nombres négatifs sont représentés par leur signe

et leur valeur absolue.

Le cadrage de Y s'est effectué en remplacant Y par YJc = e'[mbq_pjbp_s

x @Oy
X ® Y

(el + E'Lp bq—?l) pPs v 0 si [X+ Ytl < £ lorsque e(S) < p

a-p -
e E_+ % b J bp+1 8

lorsque e(S) = p+1
Donec
Propriété.

1) L'opération & pour la troncature sans chiffre de garde, les

nombres négatifs étant représentés avec signe et valeur absoclue, n'est pas

correcte, mals l'erreur E vérifie

|E| < bP_s ol P=max{e(X ® Y) , e(X),e(¥) } si X ® Y#0

IE| < ¢ si X ® Y=0 (I1. &)
2) E est 8lément de T dds que |E| ¢ Jo, &[
3) ® est

I- dirigée pour tout couple (X, Y) € 72 A XY >0

E- dirige pour tout couple (X, Y) € T2 A XY<0 A |X+ Ytl >£

4) La symétrie (X -+ - X) est un automorphisme de T




(II. b4) vient immédiatement.

On a la seconde partie de la propriété en remarquant que ’E] est du type
A bq—s od A est entier, et

P-a<s-1— A <b
P-q2

) sont évidents.

3) et L

Rappelons que si 1l'addition de deux nombres de méme signe est
correcte, la soustraction arithmétique est de faible précision, puisqu'elle
peut engendrer, lorsque se produit le phénoméne de cancellation, des erreurs
du méme ordre de grandeur que le résultat obtenu.

Ainsi
sib=10, s=6, X=0,100000, Y =0,999999 . 10 '
on a :
X ©t=10° e mB=-9. 107"
Toutefois p - q > 2 assure e(X © Y) >p -1, et au plus,

deux chiffres du résultat sont entachés d'erreur.

Les théorémes démontrés au § I. 2. de ce chapitre, ne s'appliquent

pas lci, mais on peut énoncer

Proposition II. 7.

Si la ridgle définissant 1'opération () est une troncature sans
chiffre de garde, les nombres négatifs étant représentés avec signe et
r\J ~
valeur absolue, l'erreur E entachant S =X ®& Y est donnée,

si |E| € [0, £[ , par 1a suite d'opérations
g%

U=8 O x
FX=1U C)E? ® X
E=-(U©Ob.FX ®0.FX © FX) & ¥) (II. 5)

avec la condition |X| » |Y| .

Démonstration

Notation — lors de l'addition A () B de 2 éléments A et B de T,

(|&] > |B]) , nous sommes conduits & examiner

- l'erreur dile au cadrage de B , et nous noterons
(A + B)i = A + Bt

- 1l'erreur dile & la troncature aprés normalisation de ce résultat intermé-

diaire, c'est-8-dire l'apparition éventuelle d'une retenue.
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3 , si ¥ #£0 , ale signe de X .

Distinguons 2 cas

si §=0 , l'erreur est, en module, inférieure & £ , et (II. S)
conduit & E = 0 , valeur convenable uniquement si % =5 .

Si % # 0, la mantisse de g se cadrant sans erreur pour l'exposant
p , et 1l'opération g - X ®Btant une soustraction arithmétique

U= ©x =(8§ - x), =% - x=¢ lm p¥P] FE

i
Ceci met en évidence e(U) = q . (sauf si p-q > s , mais alors par (II. 5),
E=Y) .

L'opération UlC) g .

les mantisses de U et de % pouvant se cadrer sans erreur pour

",
l'exposant p ( > & e(S) et e(U) ) ,

(U—%)i=U-§=-elbp"s
U ¥=-x
FX=0 et E=- (U ©® Y)

e(U) = e(Y) donc (U - Y)i =U-Y,et U @ Y s'effectuant sans erreur

d8s que E € T , la proposition est vérifiée.

2) e(8) =p+ 1

U=8 © x=8-x" ot x"=¢ [

. ) —— i R
Remarquons que si m, = Lm pd 7P 1J , U=¢ (m2 +9) vF 1-s ci B8 =0
ou 1 , la deuxiéme alternative ayant toujours lieu lorsque p - ¢ =s - 1 ,

donc : e(U) =qyq+ 1

U §=uv-%8=-1%°

FX=X © Xt , donc
F X égale le dernier chiffre x, de la mentisse de X, F X =X - X R

la condition que p - s + 1 > L, o, sinon F X =0 méme si X - Xt;£ 0

s

mais dans ce cas, IE] < & . 81 ce cas particulier P n'a pas lieu :
V=U® b.FX=U-b.FX, d'aprds 1'écriture de U .
I1 vient dans tous les cas
e(V) < q (e (U) =g+ 1 n'ayant lieu que si X #0 )

Les mantisses de V et de W=Db FX CFX =D FX - FX se cadrant
sans erreur pour l'exposant p :

(V+W)i=v+w=§—x

-x<¥l=—s v @® w=8-x
et

E=-((§-%) Ov)=x+7Y-58




dés que E € T .

D'ol la proposition.

Si ¥ a lieu, la formule (II. 5) prend la forme : E=Y O U
£ e(U) =q==(Y-U), = [x+v-8 + [x-x]

i
les 2 quantités entre crochets étant de signes contraires et de module
inférieur 3 £, Y O Uu=0.

£ e(U) =g+ 1= (Y-0), =Y -U ol = [B] T
- = - to_ c_
(v-w, = X+v-8 + [X-x+v"-7]
QFp=Y © U=0

. . — _ LI
mals les conditions p = q = m2 + s 2 Al—b J =D

s—1
- 1. Xg + Y > b

ol Vg est le dernier chiffre de la mantisse de Y , entralnent

Y ® U=~¢ §

alors que l'erreur est de module inférieur 3 §

. . A" P
En conclusion, si E est la valeur calculée par (II. 5)

lorsque IE! < £ , on peut seulement affirmer :

B~ < 2 (3D

Remarque :
L'écriture b . FX @ (v . FX © FX) est imposée par le cas trés
. . ~ m s-1
= _ = - + >
particulier ou p QA L 5 J b LN X ys b

Ainsi
»b=10,s=3, X=0,999 , ¥ = 0,991 entralneraient, avec les notations
précédentes

. . + 71—
U ® FX &Y = 0,01 introduisant l'erreur b¥ 1-s

]
, alors que S =S

I. 3. 1. b. Les nombres négatifs sont représentés en notation de

complément 3 2 (base puissance de 2)

Dans la définition donnée, de 1'addition pour la régle de
troncature sans chiffre de garde, on doit remplacer :
- la mantisse des nombres par la représentation de ces mantisses en
complément a 2.
- 1'addition algébrique des mantisses par la somme arithmétique, modulo 2,
de leurs représentations, sauf dans le cas ol se produit un dépassement de
capacité de mantisse auquel cas on trongue le résultat du chiffre de poide

le plus faible.



Donc
Lorsque Y est positif , X ® Y prend les valeurs écrites au § précédent

Lorsque Y est négatif, le cadrage de Y s'est effectué en remplagant

Y par Y? = - En bq—p] P .
I1 vient immédiatement
X @ Y=(el - [m bq—p]) ¥ o, 0 lorsque e(S) < p
a-p
+. +1-
X® Y=- l___%%L__] P 1-s lorsque e(S) =p + 1

Propriété.
Lorsque l'opération & est définie par la régle de troncature
sans chiffre de garde, les nombres négatifs &tant représentés en notation de
complément & 2 , on peut énoncer
1) L'erreur E vérifie (II. L) .
2) Si 1'on compléte la définition de @ par :
P-492s=>X ® Y =X, quels que soient les signes de X
et de Y ,

Alors E est élément de T d&s que |E| ¢ ]O, E[

3) L'opération ® est G - dirigée ¥ (X,Y) € TQA X+Y¢g]-g,0

4) La symétrie (X - - X) n'est plus un automorphisme de T

Expression de E par un produit de composition sur T

La succession d'opérations de la formule (II. 5) ne définit plus
E dans tous les cas. Il suffit, en effet, de considérer par'exemple, le cas
suivant
X>0,Y<0,doncsi Y=-[wd¥®] P | §=x+7v*,
T1 vient U = Y* , mais le cas particulier ol ﬁn'bq—p] = p° P
entrainant e(U) = q + 1, le chiffre de poids le plus faible de la mantisse

de Y sera perdu lors du calcul U & Y .

0. MOLLER [98] a montré que dans le cas ol b = 2, les nombres

négatifs étant représentés en complément & 2, l'erreur E est donnée par
= (toEon )®(xeEoEon NE(re(on® (re o))

avec la condition [X| » |Y| ,

la partie principale de l'erreur E étant constituée par les deux premiers
termes (Y ©OE O 1) ® (x @ © (8 © 1))

0. MOLLER a &tabli en outre que cette dernidre écriture donne, sauf dans de
rares cas particuliers, une bcnne approximation de l'erreur commise méme

si |x| < |y .




I. 3. 2. La troncature avec chiffre de garde [21].

Définition

La régle définissant l'addition sur T est une régle de troncature

avec chiffre de garde, si l'opération d'addition de deux &léments X et Y

de T (e(X) > el(Y)), steffectue suivant le schéma suivant :
1) L'exposant provisoire de la somme X (® Y est pris égal 2 e(X).
X est écrit comme un nombre normalisé de (s + 1) chiffres de mantisse,

par addition d'un zéro aprés le chiffre de poids le plus faible de sa

mantisse.
Si e(Y) = e(X) , il en est de méme de Y , sinon Y est cadré, ce cadrage
s'effectuant en déplagant de e(X) - e(Y) positions vers la droite la
mantisse de ce nombre, et en tronquant les e(X) - e(Y) - 1 derniers chiffres

de cette mantisse.
2) Les mantisses qui sont & présent alignées, sont ajoutfes algébriquement,
puis le résultat obtenu est normalisé, et enfin sa mantisse est tronquée

-~

4 s chiffres.

I. 3. 2. a. Les nombres négatifs sont représentés par leur signe

et leur wvaleur absolue

X est exprimé sous la forme € {(bl) pP 78] ; Y est "approché" sous la

-p+ - . .
forme ¢! tm bq p TJ bp =1 (cette valeur étant touJours exacte si
a-p+120)

. ny
Les valeurs prises par S =X @ Y sont

S1 g e€' >0

oy
S

Q_“P_[ ) -bp_s

)
e(1+ |mb lorsque e(S) =p

L1+mbq | b LPH1-s

n n
S lorsque e(S) =p + 1

Si ee' <0

q-pt+1
n bl — _ N
S=¢ L = b@g | J v S lorsque e(S) =p
" —p+ —s- .
S =¢ ( v1 - Lpbq P ]J y pP7S 1 (ou 0) lorsque e(S) < p

. . hY .
(On a exprimé dans ce dernier cas, la valeur de S , et non 1'écriture aprss

normalisation mettant en évidence 1l'exposant réel de ce nombre).
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Proposition II. 8.

L'opération P pour la troncature avec chiffre de garde, les
nombres négatifs étant représentés avec signe et valeur absolue, est

1) correcte

2) I - dirigée pour tout couple (X, Y) € TSA XY >0 , mais
n'a pas de direction définie pour l'ensemble des couples
(X ,¥)e 22, xY<o

3) La symétrie est un automorphisme de T

L'addition de deux nombres de méme signe est correcte.

Pour mettre en évidence ce résultat pour l'addition de deux nombres de
signes différents, écrivons, si q #p , les divisions arithmétigues

sulvantes
m = bp_q_1 m1 + r1 A r1 < bp—q—1

Pl - m, = bq1 + r <D

1 2 A o

On a alors une expression commode de E = 8§ - g lorsque q # p :

(E=0, s'il ne se produit pas d'underflow, pour q = p)

) o -q- - -1- -
Si e(S) =p E= €(r2 PP 1 r1) o178 et WP 1-s < eE <P ®

-er v¥® et lE| < uP717E

Si e(%{) <p ]

el
Il

Dans le cas ol e(gj < p remarquons
9=p,a=p-1 =>E=0 (ou [E| <€)
qg<p-1 = e(8) =p- 1

La majoration de E est donc, dans tous les cas

P-s

E| <b e(® =i ¥xo0

~
ou

we o

0]

|E] < & si

Ceci établit que @ est correcte, 3 la condition de s'assurer que la
sLL 2 3 L2 [P . . v "1

propriété est bien vérifiée dans le cas particulier S = ebp

_ bp—‘l-s

, ce qui est

immédiat par €E >




L'opération (:) pour la troncature avec chiffre de garde, les nombres
négatifs étant représentés avec signe et valeur absolue, vérifie les

hypothéses de la proposition II. 2.

La formule (II. 1) permet donc, pour cette arithmétique, le
calcul de E

(I1 est toutefois nécessaire de remarquer que, si E est la valeur

. N ~
théorique de l'erreur, et E 1a valeur calculée par (II. 1)
N .
E=E s1 EE€T
n .
|E - E| <€ si |E|] <&

Yy P ~ . .
(E=0 en général lorsque ]Ef < & , sauf dans le cas trés particulier
ol les conditions nécessaires e(g) =p+1,q-= m, ,P-q<s -2

N n
Peuvent entralner E =Y ) )

L. 3. 2. b. Les nombres négatifs sont représentés en notation de

complément 3 2

, . n Pl . P ~
Désignons par Ox la représentation en complément & 2 de la

mantisse ¢ de & =X @ Y

0 étant défini par : S=X+Y =0 . b , posons
.1 . 1

Oy =0 si $€0<1 3 o, =2- |of si -~ 1<o< -+ .
I1 vient
5 = (g)
Oy = 104

s
la notation ( )s définissant la troncature & s chiffres aprés le bit
de signe.

La propriété est, en effet, évidente si e(S) = p vbP+r1l,p-1,
et d'autre part e(S) < p - 1 ne peut avoir lieu que pour g =p_p- 1,

y . .
et dans ce cas =0 s1 un underflow n'apparait pas.
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Propriété.
L'opération @ pour la troncature avec chiffre de garde, les
nombres négatifs étant représentés en notation de complément 3 2 , est
1) correcte

2) G - dirigée V(X,Y)GTQA x+Yy ¢ ]-¢g,00[.

Si l'on compléte la définition de &) par :
P-qa>s=X ® Y =X quels que soient les signes de X et
de Y , afin que (C) ait lieu,

’ . . Ay P . ~
E est élément de T si la formation de S n'a pas donné lieu 3 un underflow.

Le calcul de E se fera par la formule (II . 1) si b =2,

par la formule (II - 2) sinon.

I. 3. 3. L'arrondi sur chiffre de garde

Définition :

La définition de X @® Y s'effectue comme en I. 3. 2. , mais
en 2) , si la normalisation en fin d'opération n'a pas nécessité un

décalage 3 gauche, le (s + 1) cniffre de la mantisse du résultat est

non pas tronqué, mais "arrondi" & l'aide de la régle suivante

a) Si la valeur du (s + 1)*™ Cchiffre de mantisse est inférieure

& b/2 , le résultat est tronqué & s chiffres.

b) Si la valeur de ce (s + 1)iéme chiffre est supérieure 3 b/2,
on ajoute une unité au siéme chiffre de mantisse, on renormalise éventuel-
lement et on tronque la mantisse & s chiffres.

¢) Si la valeur du (s + 1)*°™€ chiffre de mantisse est égal 3

b/2, selon les calculateurs :

C- 1 . I1 est opéré comme indiqué en b)

¢ -2 . Il est @éfini un processus d'addition ou de non-addition d'une unité
iéme

au s chiffre de mantisse, évitant le biais introduit par c - 1




La définition donnée de l'arrondi sur chiffre de garde s'appliquera

8 une représentation des nombres par signe et valeur absclue .

(Signalons que certains calculateurs utilisant la notation
de complément 3 2 pour représenter la mantisse des norbres négatifs
traduisent en fin d'dpération mals avant arrondi ,1le résultat sous
forme valeur absolue et siéne.) ’ ‘

Le mode ¢ - | d'arrondi est supposé choisi ci-dessous.

On peut énoncer

Proprifté.

L'opération @ . pour 1'arrondi sur chiffre de garde, ést :

1) correcte ‘ :

2) optimalé VVKX, Y) € 7° ~ XY>0 sib est pair (voir
1)

3) vérifie la propriété (C) (voir restriction 621 et 0%2 )

L) pour- =2 et b=3 , llerreur 'E vérifie, si E €T,
la formule (II. 1) o

restriction (€

Les propriétés 1) 2) 3) #énoncées viennent immédiatement.
11 convient de noter, pour ces résultats, que :

1. L'addition arithmétique pour 1l'arrcndl sur chiffre de garde
n'est pas optimale si b est impair.
On remarquera |15 -en effet ue lorsque b‘ i ] 1 i
Y qu 21 s s Que q est lmpair, un seul chiffre
ne suffit pas pour contrdler l'arrondi, seuf si la notation "alternée"
est utilisée, guquel cas l'arrondi se raméne simplement 2 la troncature.

Nous excluons cette possibilité dans ce paragraphe.
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2. Pour une base puissance de 2, lorsque les nombres négatifs
sont représentés en notation de complément & 2 , les propriétés 2) et 3)
ne sont plus vérifiées, si précaution n'est pas prise dans les régles
définissant représentation et normalisation des mantisses, dans les cas

particuliers suivants

® p-g>sf(ou=); X=-(b ; Y <O pour 2) et 3)

1

@% T p-q>s ; X = pP ;) Y < 0 pour 3)

) ) o
gqui peuvent conduire & S = (X)°

La formule (II. 1) calculerait, dans ces cas particuliers, E lorsque

E €T, la partie principale de E sinon.

Enfin, pour la propriété L) , on utilisera, d'une part la
proposition II. 3 , et d'autre part, on remarquera que pour b = 3 ,
l'addition arithmétique pour 1l'arrondi sur chiffre de garde, de deux
nombres de méme exposant g = p implique
|E] = . o o ¢ € {0, 1}, et par suite §-X=Y-F est toujours

élément de T

I. 3. L. Opérations @& optimales

Rappelons seulement qu'il n'est pas nécessaire d'effectuer
1l'addition sur un accumulateur 4 double longueur, pour réaliser une

opération @® optimale , lorsque b est pair.

Lorsque les nombres sont représentés avec signe et valeur absolue
D. E. KNUTH [15] souligne en effet, que pour un schéma optimal de
1'addition de X et Y , il suffit, lors du cadrage de Y , de trongquer

la mantisse de ce nombre de la fagon guivante

S X et Y ont le méme signe , Y sera "approché" sous la forme

— + — ) — . — —_— -
e! L_m pdP e J vPs 2 , sinon sous la forme ¢! ['m b pt2 1 bp -2
(L'arrondi sur le (s + 1)°°7 chiffre de la mantisse du résultat est

alors effectud comme § précédent).




Pour une base puissance de 2 , lorsque les nombres négatifs
sont représentés en notation de complément & 2 , il suffira de tronguer,
lors du cadrage de Y , la mantisse de ce nombre avec deux chiffres de
garde. Toutefois, @ ne sera pas optimale dans le cas particulier 621 ’
lorsque la configuration de mantisse 1 O vevvnn 0 est transformée en

1 (b - 1) 0—0 , avec augmentation d'une unité pour 1'exposant corres-—

pondant.

I. 3. 5. Une remarque pratique

Nous signalerons le travail de M. A. MALCOLM [25] qui a établi deux
algorithmes permettant de déterminer automatiquement, sur les calculateurs
disposant d'une arithmétigue i virgule flottante correcte, les caractéris-

tiques suivantes de cette arithmétique

- base de la représentation

- nombre de chiffres de mantisse du systéme de nombres flottants
- propriété satisfaite par 1'opération d'addition

@ correcte ou @ optimale.

Ces algorithmes sont présentés sous forme de procédures FORTRAN.

Dans le cas de calculateurs disposant de registres flottants d'une longueur
supérieure & la longueur de la représentation du mot-machine-et effectuant
dans ces registres les calculs avec une précision supérieure & la précision
avec laguelle les résultats peuvent &tre représentés en mémoire-il conviendra
de se reporter aux modifications des procédures préc.édentes établies par

W.MORVEN GENTLEMAN et S.B.MAROVICH [10] .

Nous mentionnerons enfin la récente étude de S.LINNAINMAA [21]:
Cet auteur postérieurement a [33],mais par des démonstrations différentes,
€tablit des conditions nécessaires et suffisantes de validité des
formules(II.1) et (II.2).L'arithmétique "paritaire" est aussi étudiée et des

résultats expérimentaux sont donnés par l'auteur.
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IT - L'ERREUR D'ARRONDI DANS LA MULTIPLICATION

IT . 1. EXPRESSION, PAR UN PRODUIT DE COMPOSITION SUR T , DE L'ERREUR

D'ARRONDI

La valeur sur R du produit de deux nombres d virgule flottante
étant un mot de longueur 2 s » le calcul de l'erreur d'arrondi dans la
multiplication reviendra & réaliser une quasi double-précision.

On peut énoncer :

Proposition 11.9.

Si s .est pair et si les opérations ® et © sont correctes,
l'lerreur E=XY - (X ® Y), entachant la multiplication en arithmétique
d virgule flottante de deux &léments X et Y de T, vérifie, si aucun
underflow n'apparalt lors des opérations définies ci-dessous, la formule
suivante

E=—(X®Y@P1@P2@Pé@P3) (I1-6)

= . = . ' = : =
PLEX. ® Y, 5 P, X1®Y2,P2 X, ® Y, 5 Pg x2@ Y,

X1 et X, (resp. Y1 et Y2) étant définis & partir de X =¢ 1 bp_s(resp.

Y=¢g¢'m bq—s) par :
X, =e [1b %] v, pP®

X, =X~ X, (11-7)
- - g-s
Y,o=e'lmv )% p
Y2 =Y - Y1
Tout d'abord, il vient immédiatement
. . . 2
Si l'opération € : T x T > T est correcte, alors ¥(X,Y) € T°,

llerreur E=XY - (X ® Y) est élément de T dds que
21 # Joucl o Ix x| < .

En effet, si £ g |X Y| < v, |E| est du type 2 pPta2s ol
A est entier et vérifie 0 < A < b .
Lorsque X () Y provogue un overflow, hypothése que nous excluerons,
E n'est pas en général élément de T.

(II-6) exprime E & 1'aide d'opérations internes définies sur T.




Démonstration
Posons

P=XY

B=x & Y

E=p -8

Si la formation de %, P1, P, P, P et E ne provogue pas d'underflow,

22 72 3

il suffit pour établir la proposition, @ étant correcte, de démontrer que

les trois nombres B - P1 , B - P1 - P, B-P -P. -P' sont €léments de T.

2 1 2 2

Soit T =P ta- VS (v=0ou 1) 1'exposant de P.

Si l1 = Ll b_zl » W= Lp b—zl , 1, =1-1 , m, =m-m, ,

) 1 ) 1

posons <

t -5+ V TS t
P” = ! 2 = -

s=ee |1, m, 0 b et R, =P, - P,

S

t —5+v TS t

1Y = U] 2 't = pt . pt
P2 £ € L 5 m1 b i b R2 P2 P2

-8tV T—S t

Pt =¢¢' |1 b S b R. =P -P

3 et [1, m, 37 737 73

En écrivant

R, + Ry + Ry =ce' (A " S+ R) ol A€{0,1,2 et OgR<b"®
il vient

_ t Tt : -8
B = P+ By + P 4Pt el +0) D

avec 6 = 0 ou 1 suivant que ® est I ou E- dirigée pour le couple

(X,Y).

De 1l'écriture

B - P, = pt 4+ ity P; +ee'(A+0)p" °

2 2

on tire immédiatement que B - P, est de la forme e €'y "%, od est
entier et vérifie
Osusg2-2)1p +b"- 1+3 <1bv° s que s » L.
B - P, €T
Puis
3 _ - =ptipt ' +98) b % - R
P-P -P, =P} P3 e e' (A ) o

S1 v=1 , Pét+ P; +ee' (A +0) " % est de la formgﬁ e ¢! g " °

. P + +

ol : M, est entier et vérifie 0 ¢, < b2t _p 4 2 < b2 !

En tenant compte de 1'écriture de R2

B-P - P, €T
. 81 v=0, alors Pg =0 , max ]Pétl = (b2 - 2) " ° cette valeur ne

s
pouvant &tre obtenue que lorsque 1, =m,6 = b2 - 1.

2 1
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s
La condition 12 =m, = b2 ! impliquant X # 2 ,
t - -
é +ee' (A +86) b" ° est de la forme ¢ ¢! Ho b o
ou Mo est entier et vérifie 0 g U2$ b2,
Par ce résultat et 1'écriture de R2 , 11 vient encore
av]
P - P1 - P2 € T.
Enfin :
I\J —
B-P -P -P =P +ce' (A+8)b °-R_ -R
1 2 2 3 3§? 2
. . +q-
implique que ce nombre est du type N pPT e 2

. S . .
ol N est entier et est composé de §-+ 2 chiffres au maximum.

Par suite

— - - 1 x
B P, P2 P2 € T d8s que s 3 L.

Remargues

1) On ne change pas (II-6) en permutant P2 et Pé , sauf en cas
d'apparition d'un underflow.

2) En raison des underflows, qui peuvent survenir lors de la formation de
P1 s P2 . Pé . P3 ou lors des soustractions définies en (II-6), on n'est

assuré d'obtenir par (II-6) 1l'erreur E d8s que E € T , seulement si

est réalisée la condition suffisante suivante

P +taz m, + 2 s -1

impliquant E € T .

En effet, si cette condition sur les exposants n'est pas vérifiée,
. . . . y .
on n'a pas les implications suivantes, od E désigne la valeur calculée

par (II-6) :

1}
o

n
Bl <e— E
et

v
EE€ET == E =E
Dans le cas de produits trop "petits'", il faudrait pour utiliser (II-6)

procéder préalablement & un recedrage.

On peut aussil énoncer




_.38_

Proposition II.9'.

La proposition II.9 est encore vraie si 1'on remplace X, , X. ,

1 2
Y1 s Y2 par X; s Xé , Y% s Yé définis par
_ 5. S s
Xt =e Lo 7] o7 . P
Xy = X = X! (11-7")
53 e

Y; =g! Fm b 71 b . BT

[ — oy
Y2 Y Y1

La démonstration de cette proposition est analogue 3 la démons-—

tration précédente.

Lorsque s est impalr, un calcul exact du produit de 2 nombres
flottants & 1'aide d'une arithmétique & mot court, nécessite que 1l'on
partage X (et Y) en utilisant un arrondi afin que les produits
P1 R P2 . Pé . P3 soient tous éléments de T.

G.W. VELTKAMP [EOJ a étudié (II-6) dans de telles hypothéses.
T.J. DEKKER [ 51 a &tabli un algorithme différent du précé&dent pour
exprimer par un couple de mots courts, la valeur exacte du produit X Y ,
avec les hypothé@ses suivantes

s quelcongue

® optimale

C) correcte.

Le procédé de cet auteur, calculant directement poids fort et poids faible
du produit, nécessite une multiplication de moins et une addition de

plus que (II-6).




1
(0
0

|

IT.2. FORMULES PRATIQUES

1 1 1 t
Les nombres X, s X, s Y1 . Y, (resp. X3, X2 . Y1 . Y2) ont
été définis 4 partir de X et Y par (II.7) ou (II.7') de facon théorigue.
Lorsqu'on cherche & exprimer ces nombres a4 l'aide d'opérations internes
sur T , une réponse simple i ce probléme est donnée dans le cas oi

b =2 par :

Proposition II.10.

Si les hypothéses de la proposition II.9 sont vérifiées, et
si, de plus, b = 2 et (:) est I - dirigée pour tout couple

2 ’ 1 2 el 2 22 arz u U
(U,V) e TA UV >0 , alors 1'égalité (II.6) est vérifiée pour;[1;12,61,02

définis & partir de X et Y par

X, z, ® x Q z SN

v
=

(11.8)
31:22@3{9% ’ H2=Y"81
ol
<
Z1=B®X , 2,=B @ Y et B=1b'2,
Démonstration :

Montrons, en effet, que la formule définissant :[1 (respecti-

vement E&) implique J; = X1 » sauf dans certains cas particuliers

Soit X le dernier chiffre de la mantisse de X.
. > >, .
Si 1gb —bzv(l>bs—b2AxS=1) , il vient

7 @X=ZT+X1 d'od ~I1=X1

s
) e . .
si 1>1b° -1 ZA x =0 ((;P) , 11 vient

S
2 RS

~
1
=
I
2
|
o

5 _
Lo=%, +(b-1)v2, PP s

I1 suffit, pour établir la proposition II.10, de montrer que
1'égalité (II.6) est encore valable lorsque X (ou Y ou X et Y) vérifie

la condition particuliére CP
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On remarquera que lorsque l'une de ces éventualités a lieu,
les produits x1 5 I’E 1 I2 5 sont, sauf en cas d'underflow,
€léments de T , et en reprenant la défonstration de (II.6) pour ces

3 cas particuliers, on vérifiera bien la propriété d&s que s 3 6 .

Les formules (II.8) ne conviennent qu'avec les hypothdses
précédentes ; en effet, si b =2 mais @ est E - dirigée pour des couples
d'éléments de T de méme signe, ou si b # 2 , on n'est plus assuré dans
tous les cas que 3(,1 82 R \12 51 et 12 52 appartiennent & T.

Un "découpage" du nombre flottant X est alors une fonection plus compli-

quée de T dans T.

Ainsi

Proposition II.11.

Si s est pair , et si 1'opération @ est définie par une
régle de troncature avec chiffre de garde, les nombres négatifs étant

représentés par leur signe et leur valeur absolue,

-1 S~ 1, _p-s
+ 27 ') P , 1'élément X, de

alors , ¥ X €T, X#¢e(®° :

T , déduit de X par (II.7) vérifie
X, =% ® x O 2
S

gt
o Z=b2X O X.

Démonstration :

On établit cette proposition en vérifiant que les hypothdses

choisies entraifnent 1'égalité
=
—_ —‘] —_—
Z ® X=12+X, ¥XET, X#e® +1p2 )P S

En effet, si X =¢ 1 b ° , il vient

S

£15>0° " 4+ p2] == e(z2) =p + % , avec de plus, en désignant par
le (% + 1)™°™  chiffre de la mantisse de X :
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s s
Z=b2X—X1—ebp2 si x_ #0
S
2
S
:z=b2x—x1 si x, =0
—+-
2‘]
Par suite, dans les 2 cas
7z @ X =7 +X,
s—1 §—1 S
+ 1 < b + b2 = e(z) =p+ 3" 1, avec
%
Z="5D X -X car X =0

I1 vient encore Z () X =7z + X,

S
£1=0""+2 ' 2 ® X O z=%X

On concluera pour la proposition, 1'opération C) &tant correcte.
D > P

Remarquons que, par contre, si C) et & sont correctes, et
I - dirigées V(U,V)eTgAUV>O pour & , et V(U,V)8T2

pour & , la fonction

Wx) =(®® x) @ x 0@ 6 x) o B=1

S_ _
n'implique pas Y(X) =X, , ¥X €T, X #e(0® | + 12 ) pP°

1

Ainsi

b=10,s=6,X=0,100034=p WX)=0,0991.

Remargue :

Les expressions permettant de calculer X1 84 1l'aide d'opérations

internes sur T &tant souvent compliquées, il sera parfois préférable de

calculer X, en utilisant des propriétés simples de représentation des

1
nombres et de programmation. (Voir programme ci-dessous).

Pour une arithmétique satisfaisant les hypothéses de la proposition
II.11 ,1l'application successive ,de la formule établie dans cette proposition
et de (II.6), calcule exactement 1'erreur élémentaire de multiplication
sauf dans le cas de 1'é1évation au carré d'un nombre de mantisse ¢(b *+b *4™*)
[£0,100100 sur IBM.360].
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1I.3. ETUDE EXPERINENTALE

A titre d'exemple, nous avons effectué le calcul des produits

XYol X=——— , Y=—"— 0<Ng999 .

10+N 250+N

Ces calculs ont été effectués sur une IBM 360-30 : Les hypothéses
des propositions II.9 et II.11 sont vérifiées.

Trois programmes ont été comparés

Etant donnés les deux éléments X et Y de T et leur produit sur T ,
P=X ® v

les programmes 1 et 2 wutilisaient respectivement, pour le

calcul de E =X Y - P , les instructions FORTRAN suivantes
(b=16,s=6,B=bs/2)

Programme 1. B = L4096

=BxX-X
X1 =2 +X- g
X2 = X - X1
Z=BxY-Y
Yi=2+Y-72
Y2 = Y - Y1
E=-7p

TXTE YT+ X1% Y2 + X2 2 Y1 + X2 # Y2

Programme 2. EQUIVALENCE (J,X1) , (K,Y1)
X1 =X
Y1 =

Y
(J/4096) = 4096
(K/L096) = L0g6e

X2 =X -X1
Y2 =Y - Y1
E=-P+X1 2Y1 +X1 %2Y2+X2=%x Y1 + X2 % Y2

Le programme 3 effectuait en double précision le produit XY.

Les différents temps d'exécution ont &té successivement

Programme 1 1 ' 49
Programme 2 1 ' 50

Programme 3 1 ' 54



note : Le programme 2, ainsi écrit, s'applique & des nombres flottants
X et Y de signes positifs. Soulignons en effet que la représentation
des nombres négatifs, dans un systéme IBM 360, utilise

-~ la complémentation a 2 pour les nombres entiers

- signe et valeur absolue pour la mantisse des nombres réels.

IIT - L'ERREUR D'ARRONDI DANS LA DIVISION

Si (X,Y) est un &lément de T x T - {0} , 1l'erreur E =X/Y - X () Y
n'est pas, en général, €lément de T. Cependant E est exprimable comme
la somme d'une série d'éléments de T , calculables par opérations internes

sur T.

ITI.1. THEOREME PRELIMINAIRE

Proposition II.12.

Si 1'opération (Z) est correcte, o
1

< b s

. PR X
alors, quel que soit le couple (X,Y) de T x T - {0} vérifiant 'Y

le nombre C=EY ol E=X/Y - (X O Y) , est élément de T U |- E£,E[.

Démonstration

Soient, en effet, X = ¢ 1 P et Y= e'mpd ® (bs_1$ l.m < bS)
deux &léments de T.

Si X Q) Y provoque un overflow, hypothése que nous avons exclue,

C n'est pas en général &lément de T , et dans le cas d'underflow, la

propriété est évidente.

Dans le cas général, il vient

s s
e e'( leb | v rlnb 1) o2 9E si 1 <m
X Q ¥ =

s—1 s—1 5
e e'( le lV[‘lz 1)o7 si 1w

En posant, dans chacun des cas, la division arithmétique

1 bs_e =md+r A r<m g6 = 0,1
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on a :

d'ou immédiatement la proposition.

ITI.2. CALCUL DE L'ERREUR

I1IT.2.1. Calcul de C

Notons
D = X/Y
v
D=x QDY
On obtiendra C en calculant sans erreur le nombre X - B Y ,

c'est-da-dire

- solt, si l'on travaille en simple précision mais que 1'on dispose de
la double précision pour la multiplication et 1l'addition, en réalisant
Y] N e . -
les 2 opérations D.Y et X - D Y en double précision - sous réserve

que l'arithmétique définie pour la double précision soit correcte -

- soilt si 1l'on calcule uniquement par une arithmétique 3 mot fixé, en
utilisant, par exemple, sous réserve de sa validité dans 1'arithmétique

flottante employée, la formule suivante

c=X O P, O P ©pP OFP (I1-9)
1 2 2 3
ol
o a n 8
= . = . 1 = - P =
P1 D1 ® Y1 ? P2 D1 ® Y2 ? P2 D2 ® Y1 > 73 DZ CD Y2
Y v P P ~ 3 k<
D1 s D2 s Y1 , Y2 étant définis 4 partir de D et Y par des

formules analogues a (II.7).

Ainsi on &tablit

Proposition II.13.

Si s est pair, si les opérations © , & , <Z> sont correctes,
et si Q) est I - dirigée pour tout couple ae T x T - {0} ,
alors, (II.9) est vérifiée 3 la condition suffisante qu'aucun underflow

n'apparaisse lors des opérations définies par cette formule.




Démonstration

La démonstration est analogue 3 la démonstration de la

proposition II.Q.

Posant
5%

m = m1 b + m2 A m2
%)

d =

+
a, b d; A @

1 2

on a la relation en entiers

s—6

1b =m, d, b° + (4, m

1
traduction de

= + + P! +
X P1 P2 P2 P3

+ C

2

+
+ d2 m1) b o+ d2 m, + 1

ol tous les termes &crits sont du signe ¢ de X.

Cecl met en évidence

X-P, =¢c(l-m a p)) P S =gy pPs

1 11

1

(1I1.10)

ou M, est entier et vérifie : O « u, < 1 , impliquant X - P1 e T.
(II.10) exprime que d2 m, + T est divisible par b , soit

¥ ¥
d2 m2 +r=10 ,et 11 vient : X g 2b -2
Par suite

p+9—%§ p+6—§§
- — = + =
X P1 P2 £ (d2 m, A) b € u, b
ol Mo est entier et vérifie O ¢ LN b° - 1 , 1impliquant X - P1
Enfin
p+o-3°
A Db e T.

- - - P! =
X P1 P2 P2 €

D'ou la proposition ,

©

, donc X - P1 - P

€tant correcte.

2

—_ 1
P2

- P €eT.
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JIT.2.2. Algorithme d'obtention de E

Notons @ et les opérations de soustraction et de multiplica-
tion : en double précision par des opérations correctes
ou en pseudo double précision par des formules du type II.9 ,

c'est—d-dire vérifiant dans les 2 cas :

x@ v=xv1 XeT , YET
xO yz=x-Yz xeT , YeT , Z2€T , X-YZET
Si 1'opération () est correcte, le quotient D = X/Y s'obtient

. . . N .. ..
immédiatement comme la somme de la série {Dn} définie, ainsi que la

série auxiliaire {Cn} , par les formules suivantes

b= x Qv
: X‘B1Y

C

(I1.11)

et pour n > 1
n Cn—1 QD v

Ny
c =c_ . O @~

e
]

I11.2.3. Résultats numériques

Nous avons testé 1'algorithme'(II.11) sur une IBM 360-30 en
simple précision, pour le calcul des trois premiers &léments, de la

. . s 1
suite des nombres a virgule flottante, approchant i-( X=1,2, ...)

. . 1

L'écriture de chaque élément du triplet représentant 3

a 6té réalisée en hexadécimal, afin d'éviter toute erreur de conversion
d'écriture des nombres selon des bases différentes. On a ainsi obtenu

. 1 . . .
exactement la représentation de — en triple précision.

X
X=5 D ,=40333333 52=3A333333 ﬁ3=3h333333
X=6 D 1=)+02AAAAA 62=3AAAAAAA T53=3hAAAAAA

X=T7 51=h02h92h9 52=3A2h92h9 53=3h2h92h9



IV - CONCLUSION

Lorsque se pose la question de comparer les 2 méthodes suivantes

d'augmentation de la précision d'un résultat

- utilisation d'un mot long
- ou expression du résultat d'opération &lémentaire pour un couple de mots
courts (partie principale et erreur) ,

il est possible de faire plusieurs remarques

1) Il est préférable, lorsque cela est possible, d'exprimer le
résultat R d'une opération élémentaire sous la forme d'un mot long,
plutdt que par 2 mots courts, dans les cas de multiplications, et dans les
cas d'additions ol la propriété (C) n'intervient pas.

Cela résulte, en effet, de la forme de l'erreur qui vérifie dans les cas
ci-dessus

E=A be(R) s ol X est entier et vérifie 0 < |A] <1

s
Par contre, lorsque la condition e(X) - e(Y) > s est réalisée lors de

1'addition des 2 nombres X et Y , E n'est pas exprimable exactement
dans l'écriture par mot long, et c'est 1'dcriture par couple de mots courts

qui permet de garder toute la précision.

Cette forme est €galement la meilleure lorsqu'un quotient est
nécessité avec de nombreux chiffres de mantisse, 1'algorithme II. 11

permettant d'approcher un quotient avec une précision arbitraire.

2) Globalement -et non plus au niveau d'opération élémentaire-
un résultat calculé en double précision est meilleur qu'un résultat,
calculé en simple précisionet corrigé par une correction.

I1 ne faut, en effet, pas oublier 1l'importance prépondérante,
pour l'obtention d'une précision suffisante, des 2 facteurs suivants

* nombre suffisant des chiffres de mantisse

% utilisation d'une arithmétique correcte.

Par contre, l'amélioration apportée par une arithmétique, non seulement,

correcte, mais optimale, n'est pas décisive.
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3) Cependant, 1'intérét des méthodes exposées dans ce travail,
est, outre que la double précision n'est pas accessible sur tous les

calculateurs, leur possibilité d'itération.

Ces méthodes sont applicables & toute arithmdtique, et leur utilisation pour
une arithmétique & mot long, assurera une trés grande précision dans 1les

cas ol cela est nécessaire.

4) Nous soulignerons, pour terminer, que le temps nécessité par
les calculs dans la méthode d'expression de l'erreur comme poids faible
d'un couple de mots courts, est d'un ordre de grandeur analogue au temps

nécessité par la double précision.

V_ - APPENDICE. SOUS-PROGRAMMES FORTRAN

Nous joignons & ce chapitre, les sous-programmes FORTRAN,
relatifs @ 1'étude précédente, que nous avons utilisé sur le systime

I.B.M. 360.

Les sous-progranmmes
FUNCTION ES (X, Y, 8)
" EP (X, Y, P)

" CD (X, Y, D)
calculent respectivement, & partir des données X et Y et des valeurs

S =X C) Y ,P=X CD Y , D=X QD Y , les erreurs

ES X+Y--58

EP=XY -P

et le terme correctif CD = (X/Y - D) Y .
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SIMPLE PRECISION

FUNCTION ES{XyY,yS)
IF(ABS{X)=ABS(Y)) 141,2
ES==S+Y+X

GOTO 3

ES==S+X+Y

CONTINUE

RETURN

END

FUNCTION EP(XsY,4P)

EQUIVALENCE (J9X1)9(KyY1)
L=4096

U=ARBS{X)
V=ABS(Y)
Q=ABS(P)
X1=U
Yl=V
J=(J/7L) %
K=(K /L )%,
X2=U-X1
Y2=vV-Y1

EP=-Q+X1*Y1+X1kY2+X2%kY]1+X2%Y?
IF(p.LTOOOO) EP=-EP

RETURN

END

FUNCTION CD(X,Y,4D)

EQUIVALENCE (JsY1),y(K,D1)
L=4096

U=ARS(X)
V=ARS(Y)
Q=ARS(D)
Yi=Vv

D1=0Q
J=(J/0L) %
K={K/L)*(
Y2=v=-Y1
h2=0-D1

CD=U=D1*Y1=D1*Y2=D2%Y1-D2*Y)
IF(XelLTe0.0) CN==CD

RETURN

END




DOUBLE PRECISION

REAL FUNCTION ES*8(X,sY,sS)
DOURLE PRECISION XeY,sS
TF(DABS(X)=DARS(Y)) 141,42
ES==S+Y+X . ‘
GOTO0 3

ES==S+X+Y

CONTINUE

RETURN

END

REAL FUNCTION EP*8(X,Y,P)
REAL®8 XoY,P

REALXB Z¢4X19X24Y1,yY2
BR=268435456,0D0

2=R%kX-X

X1=2+X-2

X2=X-X1

7=B%*Y-Y

Y1=2+Y=-1

Y2=Y=-Y1
EP==P+X1%Y1+X1%®Y2+X2%kY1+X2%Y2
RETURN

END

REAL FUNCTION CD*8(XsY,sD)
REAL*8 Xy»Y4D

REAL®8 Z,D1+D2+Y1,Y2
B=268435456.30C

L=B*Y-Y

Yl=Z+Y-1

Y2=Y-Y1

I=B*D-D

D1=2+D-17

D2=D-01
CD=X-Y1*01-Y1*D2-Y2*[01-02%Y2
RETURN

END



CHAPITRE  III

APPLICATIONS
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Introduction

Ce chapitre est relatif aux applicaﬁions du calcul de l'erreur
€lémentaire comme poids faible d'un couple de mots en arithmétique 2

virgule flottante.

T désignera encore dans tout le chapitre le systéme Ti de nombres

flottants, et les opérations &lémentaires définies sur cet ensemble
seront toujours notées @ , © , @ , O .

Le paragraphe I est consacré & un algorithme de correction

d'une somme algébrique —ou d'un produit scalaire- .

Les paragraphes II, IIT et IV examinent l'utilisation des
techniques décrites au chapitre précédent dans les trois domaines suivants

- L'analyse & postériori des erreurs d'arrondi

~ L'utilisation de méthodes de raffinement .itératif

— La résolution numérique de problémes mal conditionnés

Ces trois aspects différents sont traités sur des exemples.
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I - UN ALGORITHME DE CORRECTION D'UNE SOMME ALGEBRIQUE

I . 1 . LE PROBLEME ETUDIE

Etant donné un systéme T de nombres 3 virgule flottante, muni

de la loi d'addition &) , soient N nombres X, €T, (1gigN), et
N

S = 2: X. la somme de ces nombres sur R .

1=1 *

Nous nous proposons d'obtenir, par des opérations internes sur T ,

un €1ément de T dont la distance & S soit la plus petite possible.

N
Posons : S1 = @ Z 'Xi
i=1

Si e; désigne 1l'erreur d'arrondi lors de la iéme addition dans le

calcul de S1 , on a immédiatement :

1=1
Lorsque les erreurs e sont éléments de T , un procédé de correction
de S1 sera le suivant : on ajoutera, & cette valeur trouvée S1 , la
somme des e; calculée sur T ; puis, cette derniére somme é&tant
entachée d'erreur, on pourra effectuer une deuxiéme correction, et ainsi

de suite.

Définition de 1'algorithme (1

Supposons que la fonction définie sur T2 par :
(X,Y)—>e=X+Y~- (X ® Y)
soit une application de T2 dans T U ]—g,g[ .

Définissons les suites {S"} s {eril} (15 ig N-1),

{Ef.:} (1 i< K1) et {C"} de la facon suivante :

Les premiers termes de chaque suite sont définis par :

] N
s =@ X
i=1

i+1

1 L )
e (@FZ1 xj)+xi+1-(®j};1xj) 1 § 1 € N-1

e; est "l'erreur" commise lors de la iéme addition dans le calcul de S .
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La suite {E?} se déduit de {e?} par :

E? = e? si e? erT
i 1 1
0 sinon
Enfin
N-1
¢'= ® B
: 1
1=1
Puis
n n-1 n-1
ST =8 ® c
Soient e, (1 g i g N-2) définies par :
n i n-1 n-1 i -1
i=(® 2 EEhH+l-( @ > 2
1 o J 1+1 % J
J=1 J=1
et soit
n n-1 n—1 n
= + -
eN_1 S C S

n . . ..
(ei est "l'erreur" commise lors de la idme addition dans le calcul de

n—1).

C

Enfin :

n N1 n

c=® Y E;
i=1

Des définitions, il vient

1 oy
S=8 + Z:: ei
1=1
n-1 ikl n-1 n N1 n
S + . Ei = 5 + Z:: ei pour n > 1.
i=1 1=1
Donc
n N-1 n n-1 N-1
S=8 + ) el + Y S (e -E)
1 . 4 1
1=1 J=1 1=1

ou plus simplement

si I = {i ; e £ o}
n i
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et j
A= (E5) 55 <n o< <o)
vérifiant : Card In + Card Ah < N-1
on a : , .
— )
s=g"+ 4o U4 2 e‘i] (TIT.1)
i€l + (1,50 A

I . 2 . CONVERGENCE DE L'ALGORITHME

Avant d'aborder 1'étude du comportement de 1'algorithme .Q,
examinons le point suivant
Lorsque n augmente, les erreurs e? vont tendre i diminuer en valeur
absolue. Sera—t-il alors possible de comserver, dans les &léments E?
toute 1l'information sur les termes d'erreur, ou au contraire, l'existence
d'inégalités o < | e? | < £ entrafnera-t-elle, par la mise & o de E? ,
une perte de précision ?

I1 vient
Si 1'opération () est correcte et si les N &léments Xi de
T vérifient 1'inégalité suivante

e(Xi)>,m2+s—1 1sigN,

n .
alors, les erreurs ei sont, quel que soit n , &léments de T.

On remarquera pour ce résultat, les deux propriétés suivantes

1) Si X et Y sont deux éléments de T tels que e(X) » e(Y)A X+Y€ RT
E=x+Y-(Xx @Y =205 4pee 2ez

entraine E € T 3 la condition suffisante e(Y) 3 m, + 51

(Remarque du § I.1 chapitre II)

2) La somme S= X @ Y de deux &léments de T tels que e(X) 3 e(Y)

vérifie 1'un des deux points a ou b suivants



_55_

a) e(8) » e(y)

b) Si e(%) <e(Y) et si t est l'entier positif défini
par t = e(Y) - e(%) , alors les t derniers chiffres de la
mantisse de % sont nuls. L'erreur entachant la somme de g

. P ~ %
et d'un €lément de T d'exposant supérieur ou €gal & e(S) + t
e(¥)7s) ¢ g,

~

satisfait encore & E = A b

— La plus petite erreur eg s hon nulle, possible est

bm:iin {e(Xi)—s}_

I1 s'en suit que, dans le cas ol les 8l8ments Xi sont d'exposants
trop proches de m, il conviendra de les multiplier par un facteur de
cadrage, afin de ne perdre aucune précision.

Nous ne considérerons donc pas dans la suite 1'éventualité d'underflows,

mais les modifications de démonstrations dues & ce phénoméne sont

dans [32] ; E’i1=eri1 s A =0

I. 2. 1. Deux théorémes relatifs 3 une opération d'addition

correcte

On peut &noncer :

Proposition III . 1

Si l'opération @) est
correcte

I - dirigée pour tout couple (X,Y) € TQA XY>o0,

Alors, si 2 N bs—1 » 11 existe un entier k > 0 tel que
s -85 < 2pF 8 (I11.2)

o PF = e(s¥)

Démonstration

La démonstration ci-dessous suppose exclue toute possibilité

d'overflow.
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Examinons le passage dupas n - 1 au pas n.
Soit Qn le plus petit entier tel que

N-1 -1 n
2 =] < od (11I.3)

i=1

et montrons que nous avons deux possibilités :

. +
* soit Qn ! < Qn

% soit 1l'algorithme est terminé.

Remarquons gque, si z, €T, (1 «igP), 1l'opération @ &tant
I - dirigée pour tout couple (X,Y) € T%A XY >0 , et de plus correcte,

on a @

1 P
| ® 2 2z, | <2 |z (ITI.L) pour ¥ 1 g P
i=1 i=1

Y 1
1=

(en effet, (® étant correcte, pour tout couple (X,Y) € TEA XY<O0O ona:

X @ Y| ¢ Mex (]X] , |Y]) < |xX] + |¥]).

CD étant correcte et aucun overflow n'étant possible, (III.3) et

(IIT.L4) entrainent :
P- s ’

|e?| <b <1ig N-2
Notant e(s") = P" :
n n n
Zler.ll<(N-2)bQ_s+anS<1—bQ Tapf T8
. 1 2
1€l
n
n n n
% Si %-bQ ! < bP s , on a IS-SnI <2 bP s , 1'algori-

thme est terminé et seul le dernier bit de la mantisse de S° peut &tre

entaché d'erreur.

- - - + . . vl hd -~
% Sinon, il vient Q L Q" ,et si 1'inégalité (III.2) n'est
pas vérifiée au pas n , on forme le pas suivant, en remarquant que la

suite des Qn est finie.

D'ol la proposition.

(si Sk =0 , on fera P s e dans 1'inégalité (IIT.2) qui sera prise

au sens large).
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Notetion. Lorsque (III.2) est vérifide, l'algorithme .(l) sera @it convergent.

Une autre proposition est donnée par :

Proposition III.2.
Si 1'opération ® est

correcte
isotone
une condition suffisante de convergence de l'algorithme _{Q est

que solt réalisée 2 N ¢ bs_2 .

Démonstration :

En effet, (III.4) n'est plus valable, mais sera remplacée par
1'inégalité
1 1
@Y 2|« @ > Iz, (IIT.h')
i=1 1=1

lorsque la symétrie est un automorphisme de T ,

ou par :
1 1 1

10 X 7] svex @F 17,1, 1© 3 - lz] |) (TT1.47)
i=1 i=1 i=1

sinon.

On a aussi la double inégalité moins large :

1

®2 7, <®) 1,¢@®Y 1
i€ J i=1 iel

oi I=4{1i; 2. > 0} , J=4{13; Z. < 0}

1 1

valable d8s que @ est isotone.

On utilisera ensuite le lemme suivant

Lemme I1I.1.

. . . . -1
S1 1l'opération C) est correcte, et s1 21 ¢ bS , la somme

en arithmétique i virgule flottante de 1 nombres de méme

signe, Zi eT (1gig 1) , vérifie
1 1
el @) 7.) s el 1; z.) + 1 (171.5)

1=1
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La démonstration du lemme est immédiate

1 N 1 . 1+1
Soient S = Z Z, , S= ® é: Z, s P; = e( @ > Zj)
1=1 1=1 J=1
I1 vient :
" 1-1 p.-s P.—8s 1- i+1]
ls - 8] ¢ bt et b " ) s ] C)ji: 7. | . entraine
i=1 j=1
s -8 sv'™5 1 |3 (III.6) .

d'oll le résultat , que l'on déduit aussi des formules (25.5) 3 (25.10) de [hz].

I . 2.2 . Un théoréme de convergence pour une addition définie

par une troncature sans chiffre de garde.

Afin de ne pas compliquer inutilement 1'écriture,

nous démontrerons la proposition ci-dessous avec 1'hypothése

e(Xi)>m2+s—1 1¢ ig N

pour encore exclure toute possibilité d'underflow.

Si 1'hypothése précédente n'est pas vérifiée, il convient de modifier (III.1)
en remarquant que si, par exemple, les nombres flottants sont représentés
par leur signe et leur valeur absolue et les erreurs d'arrondi &lémentaires

calculées par la formule (II.5), la suite {E?} se déduit de {e?} par :

EX = |eT si e? eT - {0}

0 ou *¢ sinon

Proposition III.3.

Si la régle définissant 1'addition est une troncature sans
chiffre de garde, une condition suffisante de convergence de 1'algori-

thme .(}, est que soit réalisée 2 N g pS7!

Modifions, avec les hypothéses présentes, la démonstration de la

proposition III.1.

=
[

. -1 .
Soit encore Qn e [E? |) , et examinons le passage du pas n-1

i=1

au pas n .
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L'inégalité (III.4) reste valable ; en effet
.. 2
@ est I - dirigée pour tout couple (X,Y) €T AXY>0

et |Xx @ Y| ¢ max ( |X] , |¥Y]) ¥(X,Y) GTQAXY <0 .

Le module de l'erreur e? est majoré 3 1l'aide de 1'inégalité (II.L) :

n
pi-s
le? l < Db
i
- W L e n-1
p. =max { e ( @ ), e ® z: E. ) , e (E. )}
1 — ] — J 1+1
J=1 J=1
En utilisant (III.L) , il vient immédiatement
n n
p. ¢ Q
et 0
| < pd T~ S 1g1g N2
Posant m° = max { e(s") . e(Sn_1) . e(Cn—1) 1o,
n
n T -5
leN_1[< b
Distinguons 3 cas
x Si 7 =e(sh) , la démonstration de la proposition s'effectue comme
celle de la proposition III.1.
. n n-1 . . e oo n n o,
%« Si 7 =e(C ') , il vient immfdiatement m < Q et la proposition
ok n QQS n+1 n
se déduit par : ZE: leil <Nb¥ = Q <Q
1=1

n

% si 1% =e(s®h

, 1'opération Sn = Sn—1 C} Cnm1 est une soustrac-

. . PR -1 -1 -
tion arithmétique ; rappelons que e(s™ ') - e(c"') 3 2 entrafne

e(s?) 3 e(s®71) - 1
Posons : ©m =@ + L

Si Lgs-2 ,ona:
n n n
- - - +
> el < (x-2) pd TS 4 Y TS (% + %) v¢ 7 T done @< Q°

Si L=s-1 , l'algorithme est terminé, soit au pas n , soit




- 60 -

I . 3 . REMARQUES

Remarque 1. Précision apportée par la premiére correction :

.

: i
Si P=max {e( ® X X.)}
2<igh J=1 J

on a :

2
) bP+y 2s + bP s

s -8 <(N-2

ol vy est le plus petit entier tel que N g by .

Remarque 2. Correction d'un produit scalaire

81 X = {Xi} et Y = {Yi} sont deux vecteurs de TN , lorsque

l'on désigne par e; les erreurs de multiplication et d'addition

sulivantes
e, = X; Y, - (X, & Y.) i=1, ... , N
i i+1
eye; = U @j; X ® Y,) + X, ®r,1-@ %Xj ® ¥,
1i=1, «.e. o N
il vient immédiatement
2N-1
= + .
XY=X & Y %L% e,

La correction d'un produit scalaire se raméne, dés que les e. sont
? i

calculés, & la correction d'une somme.

I . L4 . TEST D'ARRET DE L'ALGORITHME .(QL

I1 est particuliérement simple lorsque l'opération @ est G - dirigée
(resp. D - dirigée), puisque 1'égalité

sn - Sn-1

permet d'affirmer la convergence .
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S'il n'en est pas ainsi, on adjoindra au calcul de Cn-1 = C) E?_1 ,
le calcul de

N-1 1
TEST = @ 2 [E] |

i=1

et par le lemme III.7 , la convergence sera assurée par la condition

suffisante
n
%TEST <g .o 8 (III1.7)
ol 8 = 1 ou 2 suivant la précision voulue.

. . . =1 ;
On peut aussi adjoilndre au calcul de ct , le calcul suivant
1+1
Posant Fi = ® > Ezl !
J=1

on calcule N-p

TEST = © 3 |F. |
1=1

1

et on utilise la majoration suivante obtenue par (III.6)

1-s

s -s% < v (1 +1b 5

N-2)) TEST + IE;_1|

I . 5 ETUDE NUMERIQUE

Nous avons considéré 2 sommes arithmétiques
N 1 N 1
o= 27 et o,=
1=1 1=1 1

et 2 sommes algébriques

N (_])1—1 1-1

. _ ﬁ (=1)
€t g, = = .2

1

Nous avons utilisé l'arithmétique & virgule flottante définie sur une IBM
360-30 : b =16, s = 6 ; 1l'opération & est correcte, I - dirigée pour
tout couple (X,Y) € T2A XY >0.

I1 vient immédiatement, par la remarque 1 du § I.3, que pour n < b3 ,
une seule correction sera nécessaire pour rendre significatifs tous les

chiffres du résultat.




Dans chacun des 4 cas envisagés, soient :

S1 la valeur de la somme calculée de facon habituelle, en arithmétique
g virgule flottante

82 la valeur de cette somme corrigée par une seule correction

S

D 1la valeur de la somme effectuée en double précision.

Les calculs ont été faits pour N variant de 100 & 500, par pas de 100.

La lecture des résultats montre que tous les chiffres de la somme corri-

gée s° sont significatifs, une &ventuelle différence entre les derniers
chiffres de 82 et S D provenant de la conversion des résultats en
décimal, comme nous l'avons vérifié en effectuant la sortie 1, 82, SD
en hexadécimal.
N 100 200 300 400 500
S1 5,187340 5,877946 6,282538 6,569756 6,792601
s? 5,187377  5,878030  6,282662  6,569928  6,792822
S D 5,18732] 5,878030 6,282@92 6,569929 6,792822
s! 1,634939 1,639858  1,641470  1,642253 1,642706
% 1,634983  1,639946  1,641605  1,642437  1,642936
$ D 1,634983 1,639946  1,641606 1,642437  1,642936
S1 0,6881792 O,6906é§£ O,69142§§ 0,6918888 0,6921354
% 0,6881722  0,6906534  0,6914833  0,6918988  0,6921481
SD 0,6881733 0,690622& 0,6914%23 0,6918987 0,6921482
Sl 0,8224121 0,8224égl 0,8224530 0,8224527 0,8224512
52 0,8224175  0,8224546  0,8224615  0,8224639  0,8224650
S D 0,8224175  0,8224545  0,8224614  0,8224639  0,8224650

—

2

Enfin, signalons que les temps nécessités pour le calcul des valeurs S
et SD N = 2000

identiques, le test de comparaison

, relatives a& la somme théorique o, lorsque , ont été

x| 2|Y|

élémentaire d'addition par (II.1) étant omis (le test est inutile ici

relatif au calcul de l'erreur

puisque 1'on connaft les grandeurs respectives des opérandes).
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I . 6 . CONCLUSION

Rappelons que le probléme de 1'amélioration de la précision
d'une somme algébrique, calculde par une arithmétique & mot fini, apparalt

dans deux circonstances, éventuellement simultanées

N
1) Le nombre de termes de la somme S = z: IXi est grand.
i=1

Dans de nombreux cas, les Xi sont approximativement du méme ordre de
grandeur (intégration numérique, résolution d'équations différentielles avec
un grand nombre de pas, calcul de somme de séries) mais, N @&tant grand,

les arrondis ou troncatures successives deviennent excessives.

2) Les éxposants des termes de la somme sont d'ordres de grandeur trés dif-
férents, et peuvent ainsi introduire une erreur substantielle, méme si N
n'est pas trés grand : c'est le phénoméne de "cancellation", apparaissant
en particulier gquand une somme intermédiaire est beaucoup plus grande en
valeur absolue que la somme finale. De nombreux chiffres significatifs sont

alors perdus, et il est nécessaire de corriger les résultats obtenus.

L'obtention de la quasi double-précision d'une somme, & 1l'aide
d'une arithmétique 3 simple précision, avait déjd été envisagée dés 1965
par W.KAHAN [1&1 et O.MOLLER [28] qui établissent un schéme de correction

au ler degré (c'est-a-dire en négligeant les erreurs du second ordre),

N
d'une somme S = > X. , différant de celui ci-dessus : au pas 1 , on
=t

ajoute préalablement & Xi la valeur ou la partie principale de 1l'erreur

+1
commise au pas précédent. O.MOLLER a établi, & cette occasion, une formule

exacte d'obtention de l'erreur élémentaire d'addition.

Une sutre approche du probléme de 1'amélioration de la précision
d'une somme, & sussi &té réslisée par JM.WOLFE [hh] gui propose 1'utilisation
d'accumulateurs en cascade, chaque accumulateur servant & stocker des sommes
partielles dont les exposants sont compris entre des limites définies.
M.A.MALCOLM [2&] £tablit une modification de 1l'algorithme de WOLFE, permet-—
tant d'assurer une précision fixée, le colt de la méthode étant augmenté par
un découpage préalable, en un nombre q fixé de parties, de chaque terme
de la somme.

Enfin D.R.ROSS [36] avait modifié 1'algorithme de WOLFE pour permettre son
application, non plus seulement & une somme arithmétique, mais & une somme

algébrique dont le nombre de chiffres significatifs est fixé 4 1l'avance.
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IT ~ OBTENTION I'U PROBLEME PERTURBE DANS L'ANALYSE A POSTERIORI DES ERREURS D'ARRONDI

IT.31. INTRODUCTION

Soit un probléme (P) , défini par des paramétres
8, 4 8. 3 ess 5 & , dont la solution x s'exprime comme le résultat d'une
1 2 n
succession d'opérations élémentaires sur R.

Notons x = f(a1 s By s eee s an) . P)

Lorsque la résolution est effectuée 3 1'aide d'une arithmétique flottante,
le résultat obtenu x différe de x en raison des erreurs d'arrondi ;
dans de nombreux cas, il est commode, réalisant une analyse & postériori
des erreurs d'arrondi, d'exprimer que X est la solution exacte (c'est-a-
~alculée sur R ) d'un probléme (') obtenu par perturbation du

“me initial, soit
X = + + '
X f(a1 € s 8yt &5 5eeus 8 en) (P

{érons alors le probléme suivant

Obtenir, par des calculs en arithmétique & virgule flottante,

‘lture du probléme perturbé (P).

Nous soulignerons plusieurs points
1) Pour de nombreux algorithmes, dans ce type d'analyse, les

erreurs interviennent linfairement et 1'on est ramené & des problémes de

sommation d'erreurs.

2) Rappelons que 1l'écriture du probléme perturbé n'est pas,
en général, unique, mais que 1'intérét de l'analyse & postériori des erreurs
d'arrondi, est certain pour les problémes expérimentaux dont les paramétres
sont entachés d'erreurs de mesure ;
Le probléme des erreurs d'entrée des données, peut €tre aussi considéré de

fagon analogue.

Nous traiterons, a titre d'exemple, 1l'algorithme de Gauss.
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IT.2. UN EXEMPLE : L'ALGORITHME DE GAUSS.

IT1.2.1. Notations

A G\A% n (R) , non singuliére, et b € R" &tant donnds,
b

considérons la résolution, par l'algorithme de Gauss général, du systéme
s P g g 5

linéaire
Ax="D (I11.8)
A et b sont multipliés & gauche successivement par les matrices
I (k =1, ... ,n—-1)
e
S
. :
k . a
""""" 1 . k 1k .
- K. ou py = —i—- (i = k+1, ... , n)
Prer ®xk
pn 1'1 9
. k k
pour former les deux suites {A} et {b} (k =1, ... ,n)
Al =a , b = b
k+1 k + k
A =J, A, bk 1. J b (k =1, ... , n-1)

(III.8) est remplacé par le systéme triangulaire équivalent Tx = 4,
que l'on résoud, et ol nous avons posé pour la commodit& des notations

T=aA" =7 c.. J. A

a=bvt =4 S

II.2.2. Rappel des résultats de 1l'analyse 4 postériori des

erreurs d'arrondi

Dans ce paragraphe, nous rappelons des résultats formulés et

démontrés par N. GASTINEL [ 8] (Voir aussi J. H. WILKINSON [h2])

Par une arithmétique a virgule flottante, il est obtenu une

suite de matrices {Kk} et une suite de seconds membres (%k} (k =1, ... , n

avec &' = A, 3 = b)
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e k .
Définissant les erreurs absolues e s e'?j . e"ij suivantes,
commises au cours de la triangularisation pour :
k=1, ... , n-1
i=k+t , ... , n
J = k+1 n+1 si 1'on pose E# =.Ek
2ot P i,n+1 i
k =k -K =k =k -k =k
. = a, i -p. . = a.
% T %k [tk TPy avee by = 85, Dy
k -k =k =K <k
1 = -
€ 1j i akj 3 ® akJ
-— - ‘+
e"k = Ek k () ko a$.1

Y. , e. sul-
1)

De plus, définissant les erreurs absolues Eij s € s

vantes, commises lors de la résolution du systéme triangulaire T x = d pour :

i=n, ... , 1

J=n, ... , i+1
e'. =t..%X. -%.. X.
ij — vid o ij ® j

X

etsi 8 =0 , 8§, =& gn T, ® %,
e".. =8, .  +%.. X. - S. . ] # n
1y T i, g+ ij ® J o TiLg J
1" =3 - _ (3 =
e"in 95 755 e~ (4 © 8y 4)
e; = (d; © 5; 1) /tii T

et notant :

Jk la matrice déduite de Jk en remplagant dans cette matrice les

k < =k
valeurs ey par les valeurs calculées H
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Théoréme (N. GASTINEL [8] , ch V, théoréme VII)

La solution approchée du systéme A x = b et obtenue par un

calcul en arithmétique 3 virgule flottante, peut &tre considérée comme la

solution exacte du systéme

--—1 -

(A+8A)x=b+8§b+J &4 (1II1.9)

ol
n-1 n-1

sA= S M , sb= S &,
k=1 k=1

Mk et zk

étant respectivement la matrice et le vecteur définis par

’-mk = - ek = i>k
ik i %kk ’
t .k _ k _ .k C s
Mk mij e i e i R 1,3 k+1, ... , 1
k .
m. =0 allleurs
L1
[k
Zk ‘ (z )i =0 . i€k
k Kk nk .
. = . - . >
- (= )1 © i,n+1 ¢ i,n+1 ° 1>k
.&me P
et 8§ d est 1le vecteur dont la i = composante s'éerit
>
.= —g. T.. + v) o+ ') - gl
(6 D). e Tyl o+ e1s) + > el = efy

j=i+1 =i+

17.2.3. Etude expérimentale

Nous avons écrit en FORTRAN le programme suivant, calculant au
ler degré (c'est-3-dire en négligeant les erreurs du second ordre), la
(I11.9)
DA,DEB,JM1,DD de la subroutine P GA U S S
représentent respectivement § A , § B , 3—1 et 54 .

E 8(X,Y,8) , E P(X,Y,P) , C D(X,Y,D)

programmes FUNCTION auxiliaires, de calcul des erreurs élémentaires,

matrice & A et les vecteurs 8§ b et 6 d du probléme perturbé

les paramétres
désigne les sous-—

L'écriture

définis au chapitre II.
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SUBRDUTINE PGAUSS(A,Ry¢NsXsIER,DA,DR,yIM1,DD)
REAL JM1

DIMENSION A(NyN)sR(N)3X(N)yDAINyN)DBI(N) ¢y IJML(NyN)yDDI(N)
DO 1 I=1,4N

DR(1)=.0

JM1(I,I)=1.0

DO 1 J=14N

DA(1,J)=.0

CONTINUE

IER=0

TRIANGULARISATION DE A

NM1=N-1

DO 2 K=1,NM1

IF(A(KyK)})104+20,410

IER=-1
GOTN 3
KP1=K+1

DO 2 1=KP1,N
R=A(T¢K)/A(KK)
DA(T ¢K)=DA(I4K)=CD(A(I¢sK)sA(KeK)4R)
JMI(TI,K)=R
V=R*%B (K}
W=B(I)=-V
==V
DR(TI)=DB(I)+(EP(RyB(K)4VI=-ES(B(TI)eZ4W})
R(I)=W
DO 2 J=KP1l,N
V=R*A(K,sJ)
W=A(I,J)=-V
==V
DA(TI s J)=DA(I4J)+{EP(RoA(KoJ) s VI-ES(A{T4J)sZyW)})
AlT,4J)=W
CONTINUE
RETOUR ARRIERE
XIN)=RIN)/A(N,N)
DDIN)Y==CD(R{(N)yA(NsN)oX{(N))
DO 3 L=24N
I=N+1-L
IP1=1+1
S=.0
2=s0
DO 4 J=1P1,N
V=A(I,J)%X(J)
W=S+V
2=24EP(A(T14J) e X{J)eVIF+ES(S VW)
S=W
CONTINUE

X(1)=V/Al1,41)
DD(1)=2-ES(RB(I)sSeV)I=CD(VeAlTsTiaX{I})
CONTINUE

RETURN

END
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Nous donnerons & titre d'exemple, le résultat suivant, obtenu

par l'activation du sous-programme PGAUSS, pour la résolution de Ax =D

avec :
3 2 -1 i 1 1 3 2 19
1 =3 2 1 0 -2 1 1 18
0,5 1 3 0,25 -4 -1 2 0 16 , 25
A= 3 2 -3 b 1 2 -1 1 b= |2
2 -1 0,125 0,25 -3 2 1,25 -2 7
-1 1 0 0,5 2 3 L 1 8,5
-2 -2 1 0 1 3 2 3 1
1 - 1 6 -3 2 N 3 31
0 0 0 o 0 0 0 0
-6 60 -30 24 0 30 0 0
-12 -17 =95 0 65 96 -13 5
- 0 0
SA = 10 8{ © 0 19 1 25 N 3 3
-12 36 Lo 56  -165 -184 -—1324 16
6 -T4 -66 -65 -101 -178 1860 -126
12 -k 3 -80 1561 -hh7 1470 -127
-6 Th 13 -212 2379 -koz  -671 TOkL
0 489
89 322
Lo L7
sb = 1078 7 7763 =108 HhT
-146L 1294
~-1462 713
3016 958
-8165 36
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Solution théorique x et solution calculde x :

1 1,000028
-1 -1
2 1,999955
2,999960
x = x = -0,0000275
-2 -2,000015
L 4,000010
-1 -0,9999652

=b - AX et r, = b+ 8b + 71

ont été évalués en double précision :

les résidus r §d - (A + 6A) X

1

-49 0
=52 =25
-52 =340
r, = 1077 _i:7 r, = T _2;3
822 110
270 -2000
485 -2800

ITT - UTILISATION DE METHODES DE RAFFINEMENT ITERATIF

IIT . 1 . INTRODUCTION

Les méthodes de raffinement itératif, de la solution d'un systéme
linéaire ou de l'inverse calculée d'une matrice, ne sont gudre utilisables
lorsque le calcul numérique du résidu est effectué avec la méme précision

que celle utilis@e pour la résolution du probléme initial.



J.H. WILKINSON [hQ] R [h3] a étudié ces méthodes et donné les conditions
de convergence du processus itératif.

Cet auteur souligne 1'importance de 1'accumuletion sur 2 s chiffres des
produits scalaires dans le calcul du résidu, afin d'éviter que les

erreurs entachant ces résidus n'atteignent l'ordre de grandeur de ceux-ci.
Les techniques du calcul des erreurs d'arrondi &lémentaires permettent,

en arithmétique flottante de simple ou de double précision, le calcul

presqu'exact des résidus.

Nous avons considéré la méthode la plus simple de raffinement itératif de

l'inverse d'une matrice.

III . 2 . UN EXEMPLE : CORRECTION DE L'INVERSE D'UME MATRICE

III1.2.1. Formule théorique

Soit A une matrice inversible, et BO une veleur approchée de

1'inverse A—1 de A . Posant
R=1I- ABO
11 vient
-1 _ -1
A = B, (I - R)

k .
La suite { B = B, 2 R} que 1'on calcule par la récurrence

3=0
B_=R_, + B R (III. 10)
k 1 0
vérifie
Bk _ A-1 (1 - Rk+1)

et converge vers A ! quand k =+ « , lorsque le rayon spectral de R est

inférieur & 1

L'erreur au pas k , A - B = Ek est alors

E = A R (II1. 11)




III. 2. 2. Calculs en arithmétique 3 virgule flottante

R définie ci-dessus, est calculée, donc entachée d'erreur,
c'est-d-dire que si R est la valeur "calculée"
R = R+ Q

Notons B ® C et B & C 1la somme et le produit en arithmétique
flottente, de 2 matrices B et C définies sur T .

Posant Bo =B

Co =By, C =C ® R k=1,

on obtient par 1l'arithmétique & virgule flottante, la suite de matrices

(5 )
B =8, ©® ¢

et soient les suites {Mk} et {Mi} de matrices d'erreur suivantes

M =Cp R-C

M= By * ) - B

FI_Fﬂl
n
-
+
™M=
Ql
[ )
t
Mw
=

-—

J=1 j=

et 1l'erreur dile aux calculs Ei = Bk - ﬁk est :

k k
Ep =By 2 ( (R)-R) + + 2> i M, RI7 +Z M} (III. 12)

J=1 J=1 i=1
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L'erreur totale commise sera :
_‘] -
p— = + U
AT B TR B
En utilisant par exemple la norme de matrice suivante
N

ot = 2 Loy 1) ne Jo (e

11 est possible de donner une majoration de l'erreur dfie aux calculs

Nous rappelerons au préalable les résultats suivants de 1'analyse
d'erreur (J.H. WILKINSON [42) pp. 18-19 et 83-8k) .

) et Y = (y1,...,yN) dtant 2 vecteurs de (T°) ,

X = (x1,,..,x .

N
l'erreur entachant le produit scalaire de X et Y , calculé en
arithmétique flottante par des opérations (® et (X correctes, et noté

XY , vérifie :
1-s
. < ( e
X - x®Y| < b 1(ng1|+Nh§%!+(Nﬂ)lgg3|+ + 2]xgyyl)

(IIT.13)

cette fcriture supposant NS < 0, 1, et S, étant défini pour une

base b par :

s, = s - (0,08406 / log, b)
1—51
b est & remplacer dans (III. 13) par :
1-s
%b Vs ® et (X sont optimales
1-s

si (:) et C) sont I-dirigées pour respectivement, tout couple de
T2 de compcsantes de méme signe, et tout couple de T2 s

et la conséquence
A et B étant 2 matrices & éléments dans T , d'ordre N , l'erreur
entachant le produit A (:) B des 2 matrices, calculé sur T par des

opérations correctes, satisfait & :
1-s
| AB-A ® B| < v | |A] DB (III. 14)
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oi D= (di) est la matrice diagonale d'é€léments d, =N, d; = N-i+2 1 >

et & fortiori :

a-a @ Bll, < o ' [lall, 113l (T11. k)

Relativement & la somme A () B, de 2 matrices A et B , calculée
sur T par une addition correcte, on a :

lla+B-(a ® B)||, < o' % ||a+ 3|, (III. 15)

Posant alors :
| R |l = a

el = AR ]l,= *a

majorons les normes des différents termes de (III. 12). Afin de ne pas

compliquer inutilement 1'écriture, nous donnons lescalculs relatifs & des

1

opérations correctes, (B et (X étant I-dirigées pour respectivement, tout

couple de T2 de composantes de méme signe, et tout couple de T2

Pour une telle arithmétique, on aura en particulier :

A ® Bll, < [lalle 12l (III. 16)

(III. 16) appliquée aux matrices Ei entraine :

i

e e s ey lly g
et :

ko J =j-1i 1-s || ko
| :Z% :Z% M, BT[], < WD NN ZZ% Ja

En prenant les majorations suivantes :

Ilﬁjllm < :%% llaill‘,° < ||Bollm (1 +q+ ... +qgY)
1=
et

[R-R, = (1R - B, <o (el and) = od [en)d - 1]



et en remarquant que

B, = A_1 (I -R) done :

1Bl <« 1187, (1 + (1+2) @
i1 vient finalement :
e .

-1 =
Al a1 J=o

En particulier, 1l'utilisation de l'algorithme (L pour le calcul de R

permet de choisir X = 2b1-s

e 1l

"1 =
a1, I=°

Cette majoration donne alors, en fonction de

sur l'erreur dlie sux csalculs.

Soulignons que si R est calculde sur T
|Aa] » | By | et dans le cas ol

de 1'ordre de bl S

la]l | B, |>>]4a8B

0 0] l

ITI. 2. 3. Exemple numérique

_75_

k .
€ (1+qQ v %Y (Nj+2j+k+1)q

sans correction,

k : :
<+ () @) [ t)d =1+ i+ k- 5+ 1)1a

» et la formule précédente s'éerit

et q , une indication

| & |

A & une valeur non négligeable.

Nous avons effectué les calculs pour la correction de 1'inverse

de la matrice A d'ordre 6 , d'éléments

Nous avons écrit ci-dessous, en chaque position i, j :

1) La valeur exacte de 1'é1ément de

2) La valeur calculée par la méthode de Gauss
La veleur obtenue aprés une correction

3]
4) Le valeur obtenue mprés deux correctiors

-1

A

(M=2T7720)




(dens les 3 derniers cas, nous n'avons pas rééerit tous les chiffres

obtenus, mais seulement ceux qui différent.de la valeur exacte).

q = 0,825
0,001298701
3864
677
-0,02272727 0,5303030
57182 265818
639 ‘ 2819
. 29
0,1212121 -3,181818 20’2??23
01084 55308 o7
056 66k g
0 6
-0,2727272 7,636363 -50,90909 130,9090
69784k 565578 50089 29 9878
098 S9kT 671 38
1 1 6 1
0,2727272 -T,954545 54, 54545 -143,1818 159,0909
694311 875210 08720 2,1455 8,0802
076 076 277 759 852
1 2 3 . .
_ 3,000000 _ 56,00000 -63,00000 25,20000
O 2,968432 2;’2??32 5,58675 2,59642 0570
9999210 2,999812 0.99892 5,99762 2,99771 19920
9999985 2,999998 0.99997 5,99997 2,99997 19998

Rappelons que 1l'on utilise, de préférence & la méthode précédente, la méthode, de

raffinement itératif de l'inverse d'une matrice, a convergence quadratique :

Bee1 =B (2T -4 B)

Les produits A Bk pourront &tre calculés avec précision par les techniques du

chapitre

IT .
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IV - RESOLUTION NUMERIGUE DE PROBLEMES MAL CONDITIONNES

IV . 1 . INTRODUCTION

L'impossibilité de résoudre numériquement un probléme par
arithmétique flottante, est subordonnée 3 la longueur de la représentation
des nombres.

Lorsque la possibilité de se tourner vers la dcuble précision a été épuisée,
les techniques de calcul & chaque pas de l'erreur &lémentaire, permettront
la résolution du probléme, la limite imposée & la précision devenant

fonction de 1l'augmentation du colit et de l'encombrement.

Comme lors de la correction d'une somme, on calcule conjointement aux

valeurs & déterminer, les erreurs les entachant.

L'accumulation des erreurs ne se fait générelement plus linéairement,

comme au paragraphe I.

Nous illustrons la méthode sur deux exemples simples.

¢

IV . 2 . EVALUATION NUMERIQUE I'UN POLYNOME

Si 1'on calcule la valeur P{x) d'un polyndme P en un point x
voisin d'un z8ro mal conditionné, le danger est grand d'obtenir une
valeur numérique présentant une perte importante de chiffres significatifs
ou méme de signe erroné. Ce phénoméne, dii & des cancellations successives,
est particulidrement génant dans les proceszus itératifs lorsqu'il génére

une décision incorrecte dans le déroulement de l'algorithme(J-H-WILKINSON[MQ])

Soit P un polyndme défini sur T par ses coefficients

a. (i=0, ... , N) et x un &ément de T

Ie calcul de la valeur de P en =x

par le schéma de Horner, sur respectivement R et T , définit les

suites b, , b. et llerreur e, =Db, - b, (i=0, ... , N) par :
i i i i i




b =a
o o)
b1 = bi~1 x + a, 1=1, s N
b =a
o) o '
bi=bi—1®x@ai i=1, s N

Désignant par e. et e]!. les erreurs absolues commises au pas 1

I
-
“
("}
=

e; =b;_, x - (bi—1 ® x) i

o
n
Lot
o’

®x+ai)—bi i=1, ... ,0N

il vient immédiatement que la suite £; vérifie la relation de récurrence

€. = ¢ x+ei+e£ i=1, ... , N

L'adjonction au calcul de —‘5; , de 1'algorithme

e =0
o

e.=_e—.1®x®ei@ei i=1, ... ,N

1 1=

permet, par la correction —I;(x) =b. @ ¢

N N de regagner de nombreux

chiffres significatifs.



10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

EXEMPLE : Evaluation au point x = N - 0,01 du polyndme PN(X) =-rT (x~
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Y

J=1

3)

Les valeurs obtenues pour l'arithmétique IBM~360 en double précision ont &té :

VALEUR MACHINE

-0.2350349000999650
-0.1172824151506800
~C.7025216667152560
-0.4910626451456940

-0.392359053422144D

-043527367879189500D
°O-352378058379144D
-0.3872634824903010
-0.464328939717770C
-0.60316é3828843690
-0.843825491G82666D

-0.126490201741172D

-0.202259661751538¢C

~=0.343649541515100D

-0.619193636971520C

ol
1
01
c?2
03
C4
05
a6
c7
cs8
CS
11
12
13

14

VALEUR CORRIGEE

=0.235034900100003D
-0.1172824151466CCC
-0.7025215667479020
-C.4G10€2€645C5€783D
-0.392359053400370C0
-3.352730789CC6932D
-0.3523780582117152¢C
—04387263485981500D
-C.4€4328915¢€891¢815¢C
~0.6031632666795720
-0.84282541CCR48€20
-0.1264894282971718D
-Ce20225€596625¢12¢C
~0.343633958176954D

-Ce61819749CT76C341D

Nous avons souligné les chiffres inexacts.

30
Ccl
Cl
c2
03

04

Ccé
c7
08
cs
11
12
13

14

VALEUR EXACTE

-0.235034900100000D
-C.117282415146S00L
-0.702521666747902D
-C.4G1C€2€45C56783C
-0.3923590534CC370C
~0.352730789006932D
-C.352378058217625¢C
-0.387263485981500D
-C.4€64228615¢51¢81sC
-0.603163266679672D
-C.84382541CCE4861C
-0.1264894285717180D
=Ce20225€56¢€625812¢C
-0.3436339581769540D

-C.£61819745076C34CC

On remarque la concordance entre valeurs exacte et corrigée, et la perte

progressive de chiffres significatifs dans 1'évaluation simple de

P(x)

00
Cl
Ccl
c2
C3

04

o6
c?
c8
cs
11
12
13

14
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IV . 3 . L'ELIMINATION DE GAUSS

De la méme fagon qu'en IV . 2 , dans la résolution par

1l'algorithme de Gauss, du systéme linéaire :
Ax=D5D

ol A= (aij) et b = (bi) sont définis sur T ,
on associe aux calculs les algorithmes auxiliaires suivants

- les notations sont celles du § II -

A 1'algorithme de triangularisation :

-k - ;k - K

°i ik

—k+1 _ =k ~k -k
815 T B4; © Py ® %

on adjoint 1l'algorithme suivant, calculant la partie principale de

l'erreur 6%. = ag. - E%.
ij ij ij

=k =k

(b =& et

A.Eli{=(eli(°?'ik@-el;k@31i(®5§k) @?{k

=k+1_ =k .k k -k -k -k -k
635 = 03 ® I (@) JF © s%; ® P ©] g () H

A 1l'algorithme de retour-arriére

n-[fe(@ 7,0%1] OF,

j=ivr 7

on adjoint le calcul de la partie principale de l'erreur gi =x - ;;

EC et EP ci-dessous représentent respectivement, l'erreur 'générée"

dans le calcul de -Ei , et l'erreur "propagée" per les calculs antécédeutc.
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=
(@}
1}

n n-1
®) Z ei'j &) Z el @ g @ . t..
j511 j=ivT

e, =(EP® EO) @tii

TECHNIQUE DE CORRECTION : Remarquons que la correction des calculs peut

s'effectuer selon les procédds suivants
1) Correction en fin de résolution uniquement : Au vecteur x calculé
par l'algorithme de Gauss, on sjoute, & la fin des calculs, le vecteur
correction &
2) La correction 1 est précédée, lorsque la triangularisation de la
matrice A est terminée et avant le retour—arriére, de la correction
de la matrice triangulaire T et du second membre d obtenus.

3) Correction, & chaque pas, des valeurs calculées par l'algorithme

de Gauss
Py =k+ « - k+ [N
- par addition de 63.1 g a ?.1 ¥k, 1, J
1 i)
- par addition de Ei a ii ¥ i

1l'erreur résultant de 1l'addition sur T des quantités ci-dessus étant
P . =k+ =
replacée dans respectivement O§j1 Ei .

Seule la troisidme méthode assure, pour le cofit, une précision suffisante.

EXEMPLE : Résolution de Hox=u, ol Hy estla matrice de Hilbert
d'ordre N , u le ler vecteur de la base naturelle de BN .

Les résultats suivants ont été obtenus :

Chiffres signifieatifs

Solution calculée par l'algorithme de Gauss 3 5 | 4
Solution corrigée par le procédé 1 : 11 7 ou 8
Solution corrigée par le procédé 2 : 12 9 ou 10
Solution corrigée par le procédé 3 : 15 15

N =10 N =11

Ainsi
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N =11  VALEUR MACHINE VALEUR CORRIGEE
0.120994980151904D 03 0.121000000000000D0 03
-0.725946209190183D 04 ~0.7260000000000000 04
9.1415557772889990 06 0.141570000000000D 06
-0.1321158444728510 07 -0.1321320000000000 07
0.693595457285204D 07 0.6936930000000000 07
-0.2219470702487170 08 -0.221981760000000D 08
0.449172516859284D 08 0.449248800000000D 08
-0.577500700985906D 08 ~0.5776056000000000 08
0.457183299670648D 08 0.457271100000000D 08
-0.203190701897957D 08 -0.2032316000000000 08

0.387906321794531D 07 0.387987600000000D0 07

COUT DE LA METHODE : La correction & chaque pas des valeurs calculées

par l'algorithme de Gauss, est cofiteuse.

Le temps nécessité par les calculs est environ multiplié par 7 lorsque
les erreurs d'opérations élémentaires sont déterminées par les méthodes
du chapitre II .

Ce temps de calcul est multiplié par L4 lorsque 1l'aceds au poids faible
du résultat d'une opération flottante élémentaire peut &tre effectué par

une instruction arithmétique (exemple : CDC série 6000)

PROGRAMME FORTRAN : Les sous-programmes FUNCTION auxiliaires utilisés :
Es (x, ¥Y,s8) ,EP(X,Y,P) , CD (X, Y, D) sont ceux du chapitre II.




7

4

SUBROUTINE CGAUSS{A,ByMe X EA;EB,EX)
REAL*8 A(ZOvZO)ocA(ZO,ZOi,B(?O)9c8(20)9X(20),EX(20)

REAL*8 ES,EP,CC
DOUBLE PRECISION RyEReYeSeZyW
NM1=N-1

DO 7 I=1,N
EB{I}=0.0D0

DO 7 J-—-l,N
EallJ1=0.000
CONTINUE

DO 2 K=1,NM1
KPl=K+1l -
CC 2 I=KP1,N

R=A{ Ly K ALK K}

ER= EA(I,K)-EA(K,K)*R+CD(A(IvK 2 A{KoK1} s

ER=ER/A{KyK}
$=R

S RESHER

ER=ES{SyERyR)
Y=R*¥BAK} -~
S=8{1})-V

EB(I¥-EB+{}-ER*BiK)‘R*EB{K)‘cP(RoBﬁK

B{I)=S+EB(TY)
EBLE)=ES{S,EBL{I}yBLED -
D0 2 J=KP1,N
V=R*A{K ¢ J}

S=zA{1,3)-V

EA{I+d}=EAL s J}-ER*A(KyII-EA(K I} %-EF (R,

A(T,+3)=S+EA(I,J)

CEBAGEyJ)=ES{SHEALT s IdsALTL ) )

CONTINUE
XANI=BINFLA (NN

EX{N)=EB(N)-EA(N, N)*X(ﬁ)+CD(B(NAgA N-N}sX{N})

EXENI=EXANI/AINN) —

S=X{N)

X{N}=S+EX{N)
EX{NI=ES(S,EX{N},XI{N})

DO 3 L=2.N

I=N+1-t

IPl=1+1

$=0.000

1=0.000

R=0.000

DO 4 J=IP1,4N

V=A(T,J)%X(J)

W=S+V
Z=Z+EP(A(I4J) s X(JI)yVIHES(S,yV, W}
S=n
R=R+EA(I,0)*X{J)+A{ 1, 3)*EX(J)
CONTINUE

S$=-§

V=B{I}+5

X{I¥=v/A(I,1)

L==Z4+ES(B{I)sSyVI+CDUVJALLD) ¥ ¢

R=-R4+EB(I)-X(I)*EA(T,1I)
EX{I}=(Z+R)/A(I,41)
S=X{(1)

Xt1}=sS+EXL{])
EXCII=ES(S,EX(I)oX(T})
CONT INUE

RETURN

END

()

(@a)

e YI4ES(B(I),~

VyS)

A(KyJd) s VIH+ES{A(LIvd)y-VsS)
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V_ - CRITERE D'APPLICATION POUR LES METHODES DES § III et IV

La question essentielle qui se pose, avant 1l'application & une solution
calculée, d'une méthode de correction, est la question de la wvalidité de
la solution approchée.

Pour déterminer si une méthode de raffinement est nécessaire et possible,
on appliquera, asu préalable, au résultat spproché, les méthodes de
contrdle de résultats d'algorithmes numériques définies par

M. LA PORTE et J. VIGNES [19] :

Le méthode générale de permutation-perturbation définie par ces auteurs,

ou le critére des résidus normés pour la résolution de systdmes linéaires

ou d'équations algébriques [20] , permettra d'évaluer la précision de la
solution approchée. '
Seules les solutions de précision "moyenne" devront et pourront &tre

corrigées .



L'ERREUR

CHAPITRE IV

DARRONDI DANS

LINEAIRES

LES

METHODES

ITERATIVES
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INTRODUCTION

€e chapitre est relatif & la résolution numérique d'un systéme

‘d'équations lindaires par itérations, en arithmétique & virgule flottante.
Deux problémes sont abordés

1) Un systéme 'd'équations ayant été résolu par la convergence, sur le
systéme de nombres & virgule flottante, de la suite des itérés d'une
méthode itérative linéaire, existe—t—il une possibilité d'amélioration
de la précision ?

Une méthode est proposée, utilisant les techniques définies au

chapitre II.

2) Possibilité de prévoir & priori, en fonction de la matrice de
1'itération linéaire et du vecteur initial, le type de convergence
satisfait par la suite des itérés calcul&s sur le systéme T de nombres

a4 virgule flottante.
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I - RAFFINEMENT DE LA SOLUTION NUMERIQUE D'UN SYSTEME LINEAIRE, CALCULEE PAR UNE
METHODE ITERATIVE. '

I . 1 . NOTATIONS

T désigne le systéme TS de nombres 3 virgule flottante muni
des opérations @ , © ., @ , @ .

M= (mij) , X = (Xi) et y = (yi) étant respectivement une matrice

d'ordre N définie sur T et 2 vecteurs de TN , M X x et x ® ¥y

. N
représenteront les vecteurs définis sur T par

M x= (() ii m . & x.)
j=

iJ J

x@y=(xi@yi)

B = (bij) e d%h N(T) et c = (Ci) e TN étant donnés, considérons
9

la résolution du systéme linéaire

x=Bx+c (Iv.1)
x(o) = i(o) étant un vecteur initial sur TN , soient {x(n)} et {i(n)}
les suites définies respectivement sur RN et TN par

g B (1v.2)

£ _p @ 3 @ . (1V.3)
(n

La convergence de la suite {x )} vers la solution x de

(IV.1) , est assurée & la condition nécessaire et suffisante gque le rayon

spectral de B soit inférieur & 1 , ce gue nous supposerons.

(n)

La suite {X'’} est dite "numériquement" convergente lorsqu'est

réalisée 1l'une des deux possibilités suivantes

a) Il existe un entier K vérifiant

- (K+ —
x(K 1 = x(K) (convergence forte)

b) Il existe un entier K & partir duquel les itérés cyclent sur un nombre
fini et petit de valeurs, c'est—-d-dire qu'il existe K et

1 PN
Y oy e ,yp verifiant



—(K+k ] . . .
X(K ) = yJ ¥k>20 _ k=j-1 (mod p) (convergence faible,

"~

I . 2 . METHODE

Lorsque (IV.1) est résolu numériquement par la convergence
sur T de la suite {i(n)} , le vecteur erreur - écart entre les solutions
calculées sur R et T de (IV.1) - est solution d'un systéme linaire

de méme matrice que (IV.1). En effet

(n)}

I.2.1 {x converge fortement
.. - _ = -(n) PR
La limite % = (xi) de {% } vérifie
?(:B@i.@c
Soit e = (ei) le vecteur défini par
e=(Bx+¢c)-%X (Iv.L)

(IV.1) et (IV.L4) entrainent pour le vecteur erreur '€ = x - X :

e =Be+ e (Iv.5)

(n)

I .2.2 {xX''} converge faiblement

On a les égalités

= 3@y ®c
2

Y=2®y ®c

«
!

1
¥ B v ®

. . 1 . .
Particularisant vy par exemple, considérons ce vecteur comme la solution

de (IV.1) calculée sur T .
Soit e' 1le vecteur défini par

e' =B y] +c - y2 (1v.6)

. . 1
11l vient pour le vecteur erreur € =x - y

e=Be+e avec e = e' + y2 - y1 (Iv.7)
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Un procé&dé de "correction" peut donc &tre défini par la résolution
de (IV.5) - resp. (IV.7) - selon la méthode itérative employée pour la

résolution de (IV.1) .

Les ordres de convergence asymptotique, de la méthode de résolution du
systéme et de la méthode de correction, sont &gaux, entralnant précisions

et vitesses de convergence analogues. Le procédé peut &tre itéré.

I .2 .3 Calcul de e et e' d&finis en (IV.k) et (IV.6)

e(ou €') représente l'erreur d'arrondi générée par une itération

sur T . Rappelons

Notant u un vecteur de N et définissant V et V par

V=Bu+c
V=38 C) u () c
. P S . . :
si eij et eij (1 £ J & N) sont respectivement les erreurs absolues

de multiplication et d'addition dans le calcul de la iéme composante de Vo
N
Vi=(@j§1bij®uj)®ci 11 &N

le vecteur V - V s'exprime en fonction des erreurs élémentaires définies,

que 1l'on calculera par les méthodes décrites au chapitre II, suivant

= ¥ op I s
(V-V), =2 .+ e;. 1sisN
=1 =0

/A
/N

Remarque Lorsque le systéme linéaire & résoudre n'est pas explicitement
donné sous la forme (IV.1) mais par

Ax=b ol AG.KNN(T) et be T
b

l'expression de e doit &tre légérement modifiée suivant la méthode

itérative employée pour résoudre le systéme.

Ainsi, pour les méthodes de Jacobi ou de Gauss-FCeidel,

la convergence, forte par exemple, de la suite numérique s'écrit

N
B'ci=[{@jz;(—aij)(aij}@bi]@eii 1€igN
#i
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Le vecteur erreur ¢ vérifie

)N (-a..) €. + e,

€., = AL i d - 1Tga1ghl
. %11
avec
N N-1
P 5
= L.+ +
5 Z: elJ z:: elJ all el
J:] J:]
#1
et les notations suivantes
= (-a.. T) - (ma.. © %) j#i
1J 1J J 13 J ’
efj = erreurs absolues commises lors des sommes partielles dans le calcul
de

1

O jZ#:i (-a;) ® %) @ v = s

e. =s. [/ a.. - X.

D
(le nombre a.. e; se calcule exactement sur T).

I . 3 . BORNES DE L'ERREUR

I.3.1. Une borne supérieure du vecteur erreur e

Le vecteur ¢ vérifie

(1-8) "' e

€

Avec les notations des pages T3 - 7Tk ol D = (di) désigne la matrice
diagonale d'ordre N , d'éléments d, = N , d, = N-i+2 i»1 , il vient

1—s1 ~
lel < b ( |B] D+ 1) |
1-s

let] v (Bl D |y'| + Iy
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et en normes, pour l'une des trois normes de matrices “ "

ou | nco , suivant le type de convergence de { x(B) 3,

R 1625 NG TE:1N D)

||e|] N u(I‘B)-1 | [b1_s1 (w8l ||y1u + lygu )+ |y2 -y 1]

ol l'on peut aussi faire apparaitre le conditionnement de

Cas particulier important ou JBI[ < 1

Les formules (IV.8) deviennent, avec la majoration u(I—B)_1“

1-s
» 1 X IIBlu + 9

1-s
¢ » "o izl T B S D P e

I.3.2. Amélioration de lag précision aprés une correction

Numériquement, la résolution de

et la correction de la solution X
calculs suivants
1) calcul sur T de

L'élément est déterminé

2) résolution sur

le vecteur est calculé .

des itérés sur

Le nouveau vecteur solution xC

vérifiant avec la notation

(1-B)"" (q+e®)

1
ou ¥y

avec

Considérons par exemple le cas de convergence numérique forte

T du systéme initial et du systéme de correction.

el =(rg+3) -¢

, est réalisée par les
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Si les opérations <) sont correctes, on a au moins les majorations suivantes

N P N S
1-s 1-s
In;| < (28=1) 3% (1428 v %) <J§=:1 Ieij! + j’; Ieijl )

’

[nlcane ' n sl s |5
et

1-s
2l so T on i)+ 0 |z

soit, en négligeant les erreurs du 28me ordre, lorsque "B" < 1
2-2s
eosd < o

(R 1:11 ECIERPPN Iiz!] + 1 llfﬁ

i el R

Les majorations précédentes sont souvent, malheureusement,

beaucoup trop larges. Nous considérons ci-dessous, le probldme de

1'évaluation précise de 1l'incertitude sur la solution numérique 3 corriger.

I. L. EVALUATION, AVANT CORRECTION, DE L'INCERTITUDE SUR LA SOLUTION

NUMERIQUE A RAFFINER

Dans ce paragraphe, nous utilisons les résultats de M. LA PORTE
et J. VIGNES [1 9:[ s [20] , relatifs au contrdle des erreurs d'arrondi

Lorsque (IV. 1) a
(

sur T de la suite { x ‘B

directe de résolution, nécessaire, avant d'aborder la correction, de

connaitre le nombre de chiffres significatifs des composantes du vecteur

solution numérique. En effet, rappelons

i) De méme que précedemment, si tous les chiffres de la solution ont &té

obtenus significatifs, une correction est évidemment inutile, mais si

aucun ne 1l'a &té, la méthode proposée sera insuffisante pour améliorer

la précision.

été résolu numériquement par la convergence

vers x , 11 est, comme pour une méthode
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ii) La connaissance du nombre-de chiffres significatifs permettra de
déterminer combien de fois doit &tre itérée la méthode de correction :
ainsi, si les calculs s'effectuent par exemple sur un systéme de nombres
flottants & 6 chiffres hexadécimaux de mantisse, l'obtention de 2
chiffres hexadécimaux corrects a la lére résolution du systéme, appelera

2 corrections successives.

La détermination du nombre de chiffres significatifs d'un
résultat numérique par la méthode de permutation-perturbation est effectude

selon le schéma suivant [20] :

Désignant par :

une population de vecteurs solutions sur T de (IV. 1) , on définit

les vecteurs ci-—dessous

z de composantes zj =

< 1=
™M
N
o

2 2 1 A i -
8§ de composantes Gj z:: (z. - z.)

2
€ de composantes €j ;\\/(z! -z.) + 6?

1
v v = .J
C’ de composantes Cj log., ?i;

L'algorithme d'obtention du nombre de chiffres significatifs de
chaque composante du résultat numérique est alors le suivant :
1) On résoud numériquement (IV. 1) sur T : la solution x est calculée.
2) Choisissant x comme vecteur initial, on calcule par itérations, &
l'aide d'une arithmétique flottante différente de celle précédemment
utilis€e, une seconde solution de(IV.1) sur le systéme de nombres 3

P 1
virgule flottante, notée z .
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La nouvelle arithmétique s'obtient en prenant aléatoirement <:)V ou (315
pour chacune des opérations définies sur T .

3) On calcule C2 correspondant i 22 = { x s z1 } . Deux cas sont alors
possibles

a) si C? <1 ¥ j , la solution x est & rejeter.

b) si 1'inégalité précédente n'est pas vérifiée, on calcule
de nouveaux éléments de la population. Chague nouvel €lément s'obtient
par résolution itérative de (IV. 1), a4 l'aide d'opérations flottantes
générées aléatoirement comme précédemment ; le vecteur initial est pris

égal & x ou a l'une des solutions calculées.

1 . i+1
A chaque nouvel élément =z~ on associe C correspondant

~ 1 - 1

3 2= { X,z , .ee 2"} et

1+ -~ - . P

Cg ! <1 Vj entralne la meme conclusion que précédemment.
1+1

Sinon : ou C est stationnaire et chacune de ses composantes donne

le nombre de chiffres significatifs de la composante correspondante de x
1+ . . . .
ou ¢t 1 n'a pas atteint sa valeur stationnaire et 1l faut

poursuivre le procédé.

Soulignons que la méthode de permutation-perturbation pour
la détermination du nombre de chiffres significatifs d'un résultat numérique
calculé par méthode itérative, est peu coliteuse, un petit nombre d'itérations
€tant généralement nécessaire pour calculer, a partir d'un vecteur initial
solution ge (IV.1) sur le svstdme de nombres & virgule flottante,

une autre solution de (IV.1) sur ce systéme.




I. 5. EXEMPLE NUMERIQUE

Nous avons considéré la résolution, par les méthodes de Jacobl et

de Gauss - Seidel, du systéme linéaire

3 -1 -0,5

-2 L -0,25

-4 -1 8,25

-1 -0,5 -1
A=lo -1

-5 -1,5 0

-0,5 -2,5 -0,5

173 -0,5-0,5

Les vecteurs x , X

-0,25
-1
-0,5
L
~1,5
1,5
0
0

et x
¢

-0,5
0

0,5
0
k.5
0

0,5
0

0,5

-0,25

-0,25

-0,25
0

Ax = b pour :
-0,125 0
-0,25 0
-1 -0,5

0 -1
-0,5 -0,25

9 -0,5

0 P
-0,25 -0,25

0]
0]
>

désignent respectivement

la solution exacte du systéme

0,125
0,25
0,5
0,25
0,25
0,5

- 0,5

la solution obtenue apreés convergence forte en K, itérations

la solution corrigée apres

X -

n

"

A\l

"
avec
K, =208 ,
K, = 106 ,

Le vecteur initial x

vecteur nul.

65

33

"ot
1

K

2

0,9999905
" 09
"N
"1
n1s
"2
" 25
"1k

itérations supplémentaires

pour la méthode de Jacobi

0,9999999

pour la méthode de Gauss - Seidel

ayant, dans tous les cas, été choisi égal au
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Une seule correction était nécessaire, puisque la méthode de
permutation-perturbation conduisait & la stationnarité sur 5 du nombre
de chiffres significatifs de chaque composante, aprés calcul des deux

solutions supplémentaires 2! et 22

0.9999946E 00 5,4

3.999995TE 09 5,k

0.999GG949E CC 5,5

|| 0+9999959€ 00 5,4

® 7156.9999953E 03 c® - 5,5

0.9999956E 00 5.1

0+9999959E 00 5,5

0.5999956E CC 5.4
0.S666897€ (C P
0.9999986E CO 15
0.66S6GS398LC (C 5
0.9999988€ 00 5

2° = c3 = (partie entiére)

0.$GG66G6S¢EEC (C 5
C«9999991E (GO 5
C.GSGGSGSE (CC 5
| 0.9999990F GC 5




II - ITERATIONS LINEAIRES DEFINIES PAR UNE MATRICE POSITIVE (RESP. NEGATIVE)

Des remarques particulidres peuvent &tre faltes, lorsque la

matrice B = (bij) vérifie bij >0 ¥i, j (resp. bij <0 ¥, 3).

Considérons le cas B 2 O

(1) (0)

Si le vecteur x - X a toutes ses composantes de méme
signe, la suite des itérés théoriques sera monotone par 1'égalité

x(n+1) - x(n) = B (x(n) - x(n—1)) = B" (x(j) - x(o)) (Iv. 10)

D'autre part, par exemple de 1l'hypothése :

L1 (0) 5 0

soit

B x(o) + ¢ - x(o) >0

B x(o) + x - Bx - x(o) >0

(o))

(I -B) (x-x >0

il vient, en remarquant que (I - B)"1 est une matrice positive (p (B) < 1)

(0)

X 2 X

(1)

Dans l'hypothése x > x

(0) ( (1) (o))

resp. Xx < x , la suite {x(n)}

est monotone croissante (resp. décroissante), bornée par x .

(n)} des itérés

La propriété de monotonie est conservée par la suite {x
calculés sur T , lorsque dans le calcul des itérés successifs, les
opérateurs en positions identiques gardent, pour tous les calculs, la
méme définition ( par exemple ®V ou ®A )

Deux tableaux de N lignes et N colonnes, définissant en effet
les opérations de multiplication & = ((:>ij) et d'addition M= (®

dés que les opérations () sont isotones, il vient :

ij) ?



L'hypothése

entralnera :
b. . i.(n_”sb..
1J J 1J J

= (n-1)
. (:).. . < .. ..
le ij % = le ®IJ

X.
J
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7
=
N
=
A
[ui)
n
=

ot (n) " "

et par l'isotonie des opérations d'addition :

N
Nug - (n-1)
®ij ( j2=1 bij ®1J X. Yy (&),

3 1N

d'old :

= (n) =(n+1)

*0S X
i(o)si(”,\ B0 —s ¢
;(O) S ;(1)A~ " > ;(n) 5

) =(n)

La suite de vecteurs { x } est
non crolssante si Q(O) > §(1)

S8i la suite converge, elle converge

0
De plus, dans le cas x < X
x € TN vérifiant
x = B®x ® ¢

(IV. 11) implique

et par récurrence

/
=l

-(n+

x(n ") ¥n

—(n+

X(n 1) 1"

non décroissante si E(O) R ;(1)
fortement.

par exemple, soit, s'il en existe,

(Iv. 11)




Proposition IV. 1.

Si bij 20 ¥ i, J

si les opérateurs Gbi. sont isotones et fixés ¥ i, J,
. =1 -(0 - -

s 2 5 20 X(T)\< -(0)

alors

. . -(n
si la suite { x( ) } converge, elle converge fortement vers

Mn{§:§=]MDX@CA§>§wh si #1)z;m)
max {x : §=B®x@c/\)—cs J—((O)} si )—{(1)\<}—((O)

On remarquera en effet que si les hypothé&ses de la proposition IV. 1

=(0) (1)

sont vérifiées avec x < x par exemple, et si la suite {x
est convergente, donc fortement convergente, vers une limite X ,

on peut affirmer :
X=inf {x : x=B@x®c N X »x

puisque :

Tout vecteur x aéfini par :
=B®%®c , %3z
satisfaisant, relativement aux itérés x

_(n) -

X < x ¥n

on a l'implication :

N
.
n
=

X. € x 1
i %




_99_

On peut d'ailleurs, étant donnés deux tableaux & et @
définissant les opérations de multiplication et d'addition, caractériser

l'ensemble des vecteurs x de TN satisfaisant x = B®@x@ ¢ ; par exemple

Proposition IV. 2.

4

Si B est une matrice & éléments non négatifs, de rayon spectral inférieur
ai,

si les opérations @Qij sont G-dirigées (resp. D-dirigées).

alors

l'ensemble E = {x : x € TN* x=B®x®c} est un sup demi-treillis

(resp. inf demi-treillis).

e o2
Exemple (grossier) : Soient T Ty et
0,99 O 0,011
B = c =
0 0,99 0,011
Si ®ij =®V , alors E contient les vecteurs x, de composantes X

et Eg définies par :

La démonstration de la proposition IV.2 s'établit par (=% i5 = % W)
Six = (;i) et y = (y. ) sont 2 &€léments de E ne vérifiant pas la relation
d'ordre, soit z( 0) (

-(0)

défini par

2,70 = max{xi, yi} i=1, s, N
et soit pour n 2 1 : E(n) = B(:X7E(n_1)CDVCL
20 s it er =753 -(1) _ =(0)
—(0) — - -(1) _ et 2z 2z
2 2y Ay e E=>2 >y
La suite {E(n)} est non décroissante.

Elle est, d'autre part, bornée par x car les operatlonsC) .etant G-dirigées,

(1) -(0)

on a : < Bz + ¢ et

Z(O) < B £<O) + ¢ A p(B) < 1 => E(O) < x, ce qui implique E(n) < x, ¥n
(En remarquant que Z(n) < x ==>£(n+1) < B z(n) +c < x).

{Z(n)} converge fortement vers t = min{x : x ¢ E A x 2 Z(O)}, qui est borne

supérieure de la paire {x, y}.
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CONSEQUENCES : Une conséquence des résultats précédents est

Pour des opérations @ G-dirigées (resp. D-dirigées)
alors,
le choix du vecteur initial tel que :

20, 2(0)  =(1) -(0)

2 XX x (resp. x < x (0 < §<1))

A X

assure, lorsque la convergence a lieu, la précision maximum.

En effet, dans 1'hypothdse ®ij =®V ¥i, J par exemple, tout
élément x de T vérifiant X = B®V }—c@v c , satisfait la relation
d'ordre :
x € x
Pour le choix €énoncé du vecteur initial, la convergence des itérés

=(n)

X a lieu vers
max{;::;{=B® J_c@ c }
v VY
L'effet des erreurs d'arrondi, pour 1l'arithmétique considérée, est

minimisé.

Nous énoncerons enfin le corollaire suivant de la proposition IV. 1

Corollaire IV. 1.

Si la matrice B du systéme lindaire x = B x + ¢ est positive, et si
le vecteur solution x est élément de TN et vérifie x = B(:)v x® v c

(resp. x =B ®A x@A e)

alors :

(

G-dirigées (resp. D-dirigées), & partir d'un vecteur initial E(O) vérifiant
;(0) ;(0) ;.x(1) ;(0)

la suite {x n)} des itérés, calculés sur T par des opérations (X

2 XA (resp. < X A i(o)s ;(1)) converge fortement

vers x .
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EXEMPLES :
1) La résolution, par la méthode de Jacobi, du systéme linéaire

_.O .
Ax=Db du §I.5,avec:'@ij=®v,x£)=1,5 ¥i,

conduit, par convergence forte, 3 la solution exacte du systéme

x; =1 ¥ i, en 160 itérations.

Soulignons 1'effet d'accélération de convergence produit par

-(1)

les erreurs d'arrondi d8s que x < ;{(O) v ®ij =®V , puisque la

résolution en double précision du systéme, & partir du méme vecteur
initial, détermine avec le test d'arrét suivant

l}—c(nﬂ) _ ;(n) | T

: < 10 w3
1 1

le vecteur de composantes-: ()_L.DP)i = 1,000001 en 190 itérations.

2) Soit le probléme (¥ ) aux dérivées partielles

(P) {—Au+u=0 dans le carré (C) : 0<x< 1, 0<y<1

u = ye sur les bords du carré

ol u (x,y) est une fonction des 2 variables x et ¥
1
N+1

la grille de points de coordonnées X, = ih , y‘j = jh (i, = 0,1...,N+1)

et soient, avec h =

et le probléme (') "approchant" (7 )

. . . .+ .. + ..
u - u1+]sJ ¥ ul_1 2d ulsJ+1 ulsJ-1
1] Lo+ h2
(¥")
uij = (ye ¥) sur les bords de (C)

La résolution de (') par la méthode de Gauss-Seidel a, pour N = 10,
donné les résultats suivants ol Upp désigne la solution de (¥ ')
calculée en double précision, et u1, u2, u3, u  désignent respectivement

les solutions obtenues par convergence pour :

® = @y 30 50
@_ = ®v 1—1(0) N 1’1(1) '
®=® 3(0) ¢ 5(1)
@___ @A l;(O)>a(1)
A




i=5
(extraits de
tables)

qu'entaché d'une plus forte erreur que u2

une meilleure approximation de la solution exacte

042308224 D0

J+288527¢E 00

343462309E Q0

© Ue4039344E 0

Geob616367E GU

e 5193383: a0

4.57¥n385E 0c

§.577G778E-01

2.1154

p—a

558 0

]

2.1731229E 00

$.2308300E 00

0.2885365E 00
C.3462422F OC

3.4039464E 00
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n

.5770653E-01

- 3.2883296E 00

" {+3462340F 20

0.5193407€ 00

0.5770399E 00

=

u
0.5770835E-01
0.11541295 ou

S+1731264E 0O

0.23098320E OC-

1+2885389t CC
Ue3462446E OC
Se4U39490FE O

04616511l J0

+5193505E OC.

U5TTU45TE 00

Upp

=0.5770702C-01
7. 1154139D 00
T0W1731206C 00
~0. 23062690 00
©G2885327C 00
“=0.3462376D 00
=0.4039415T 00
= 0. 46T6438D 00

=0.5193443C 00

E fSTTQQZUDmﬂG

-X
ye

0.577033%E-01
0.1154566E O
9.1731099¢ €O

e2308

—
oy
m
[}
<

52 Q90

042885

L’ . 346

....a

gE OO

J.46162

3

16
0.4039230E GO

64

9

345193

N
~
m
(@]
O

f}ob?? 3 O(J

On remarquera que dans le cas &tudié, le vecteur u1 , bien

par rapport a Up s est
u de (¥)



L'erreur commise en substituant

calculs,

(L)

résultant du signe de u L
X

<
u Upp

Lorsque la matrice

Le choix d'un vecteur initial x

(0) , (2),

(resp. x implique

(0)

X 2 X

k'3

. .
monotone non décrolssante

+ .
{ X(Zk 1) } monotone non crolssante

Le calcul de la suite
par des opérations

par des opérations

(")

se compensent en effet davantage dans le ler cas, la relation

103 -

et 1l'erreur dle aux

a (?)

(x, y) dans le carrd unitéd.

B de 1'itération linfaire est négative

(0) (0) (2)

tel que x < x

~(n
{ x( ) }
D-dirigées pour les itérés d'indice pair

G-dirigées pour les itérés d'indice impair

et 1l'arrét des calculs d&s gue la relation d'ordre entre les &1éments

3y

des 2 suites et x

( (2k+1) }

n'est plus vérifiée, permet

- 1l'accélération de la convergence

- l'obtention d'une bonne précision.




I1T - RESOLUTION ITERATIVE EN ARITHMETIQUE A VIRGULE FLOTTANTE DE L'EQUATION LINEAIRE

X = ax + ¢

Nous supposons a et c¢ &léments de TZ dans 1'€quation :

x = ax + ¢ (Iv. 13)
L'étude de cette &quation, inintéressante du point de vue pratique, permet
de souligner 1'influence des erreurs d'arrondi sulvant les valeurs de a
et d'établir des comparalsons entre différentgs arithmétiques, relativement
4 la résolution numérique de (IV. 13) par itérations.

Nous énoncerons trois théorémes

Proposition IV. 3.

Si les opérations C) et C) sont correctes, alors

si -1<ago Card {x I x = a(DEZCD el <2
si 0<acg % Card {x | x = a.()SEC)c} < L, sauf peut—-étre
si la mantisse de ¢ est de valeur absolue supérieure & 1 - 2b1—s

(condition C ).
m

En effet, si les opérations ® et @ sont correctes, et si x

est un élément de T vérifiant x = a(X® x®ec , alors

-1 <acg % —— |x - x| < T};—E(E) (IV. 1k4) , sauf peut—-€tre
si ¢ a lieu
m

1 - 2
> <a <l == Ix - x] < T e(x) (Iv. 15)

(IV. 15) +vient immédiatement quel gque soit a satisfaisant |a| <1
par l'écriture

ax=a®x+ e A |e1| < gla x) < e(x)

a@x+c=x+e, A Je,| <elx

2 2|
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entralnant avec e = e. + ¢

|x -~ x| = lfl < 12_ — € (%)
Ecrivons :
|ex f« 1AL Tpel+ fel 3
81 -1<a<g 0, on aura :
dal o2
S 1-a Y2
x| < el
la x| < % [ el + 2b ele) 1 < e}
851 0 < ack % s On aura

assurant

e (a ® x) < € (e) si C, n'a pas lieu.
Les 2 cas ci-dessus permettant d'écrire
e(a ® x) < € (c)

on restreindra la borne de e2 par

5 l< e (x) -e(a ® X)

impligue (IV. 14)

La proposition 1IV.3. se déduit de (IV. 14) par :

Vx  Ax

]
i

-1 <ag?o

ol
1l

—
—

ainsl pour x = 0,50x + 0,92 et T

0 <acg

MOt —

(Vx)'y Vx . Ax  (Bx)"  (sauf peut-8tre cas C

Tfo , {x} = {1,75 1,8; 1,9; 2,0; 2,1})
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Remarque

Le résultat x = Vx y Ax lorsque -1<a < 0, n'implique évidemment
pas que Vx (resp. Ax) vérifie Vx=2a & Vx ® ¢

(resp. Mx=2a ® Ax ® c) pour 1'un au moins des choix "corrects"

d'opérations : ( ®V s @v) s (@v ,@A) s (®A s ®V) R

((:)A R (:)A ) » ni que la suite des itérés { ;(n) } converge

-fortement ou falblement- vers des valeurs satisfaisantes.

.. 2
Ainsi pour x =-0,99x + 0,43 et T = T1O:
Vx = 0,21 ne vérifiepas Vx=a ® Vx &® ¢

. - < . - —{(n+ -
La suite {x(n)} , obtenue 3 partir de x(o) = 0,21 par x<n 1 a.C)Ax(n%DAc
si n est pair , ;(n+1) = a <:)V i(n)<3)v ¢ sl n est impair, converge
faiblement en cyclant sur O et 0,43,
On a cependant

Proposition IV. L.

. . -0 ., 7 =

Si -1<a <0, alors quel que soit x< ) # x , la suite { x(n) }

des itérés définis par :

)—{(n+1) = a ®V ;c(n) ®V ¢ si n pair quand }_((O < x o,

si n idmpair gquand Q(O) > X
- — . . . -0
x(n+1) = a QDA x(n> CD‘A ¢ si n impair quand x( ) < x ,

. . -(0)
s1 n palr quand X > X
détermine avec le test d'arrét suivant

;(P+1) - E(P) £ 0 si P pair, ;(O) < x ou P impair, §<O) > X
—-(P+ - . . . - . -(0
x(P 1) - x(P) >0 si P 1mpair , x<O) < x ou P pair , x( ) > x

~

1'un des deux nombres Vx ou Ax (égal 3 x

(P)
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Nous supposons, afin de ne pas alourdir la démonstration, gque les
1léments de T , au voisinage de x , vérifient une condition de
régularité relative 3 leur espacement, c'est—-d-dire que nous supposons

que la mantisse m(x) de x vérifie

% T lm(x)] < 1 - b'"®  (condition cx)
.//'_+ . s A + z
A chaque 1téré x(n ") , assoclons 1'itéré x(n ") , calculé sur R
3 partir de ;(n) , Dpar :
+ -
x(n ") = a x(n) + c
. .. (n+1) N “ . ..
la disposition de x par rapport 4 x , a partir de 1& position
de ;h) par rapport 4 x. est
- +
x(n) < X == x(n ") > X
- +
x<n) > X —_— x(n ") < x
avec de plus par [al <1
+ —_
AR
. P + =(n+ .
Etudions 1l'écart entre x(n 1) et x(n ") , avec les notations
a ;(n) = a C) ;(n) + e1
- —(n+
a C) x(n) + c = x(n ") + e 5

Plusieurs cas peuvent se présenter :

i) a ;(n) et c¢ sont de méme signe

lorsque €(a®)—((n)) < gle) alors Iel < g(x
lorsque shz()i(n)) > glc) alors |e| < 2e(§(n+1)), ce cas impliquant

E(;(n+1)

) > e(x) par : e(c) » e(x) .
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.. -{n . . . .
ii) a X( ) et ¢ sont de signes contraires et une cancellation ne se produit

pas lors de la formation de ;(n+1)
(n+1)

et ;(n+1)

la ® ;(n)! < |e| assure J|e| <€ (§(n+1))

(n)

[a<:>§(n)[ > [c| implique que x n'ont pas le signe de x .

iii) a x et c sont de signes contraires et une cancellation se produit

. ~(n+
lors de la formation de x(n 1)

|a®}_((n)| > |c| entraine la méme implication que ci-dessus
1a®x™)| < |c| assure le| <& (c) < b e (x) mais
lorsque a<—1+%, la condition c entraine lx(n+1)|< x-b e(x)
Lorsque a3-1+3, de |e[<(2-1) |x| et [a®@ %™ |>[x| on tire

b’
le - a®x™ ]« (1 - 1) x|

b

(_(n+1)) (n+1)

Fn conclusion, l'erreur e est inférieure &8 e(x dés gque x

est "suffisament prés" de x .

I1 résulte de 1'étude précédente que

—{n+ ~ . L. « +
x(n 1) a la meme dispositlon par rapport & x que x<n 1)

_+ -—
I X(n 1) l < I x(n) - ]

+ PR

tant que x(n ") vérifie

+ +
x(n 1) < Vx x(n 1) > Ax
Si x €T, ;(n) converge fortement vers x .
Si x @ T , avec E(O) < x par exemple, 11 existe un indice P = 2Q

. . 2Q+1

(ou P =2Q + 1) satisfaisant : Vx < X(QQ) < x {(ou x < x( Q+1) < Ax) .
Considdrons le 1°F cas : §(2Q> = Ax

le test d'arrét est alors réalisé
au rang P si E(P—1) = Ax

au rang P + 1 sinon.
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Remargues :

( (n) }

1) la suite { x n) } converge plus rapidement que la suite { x

2) L'étude de l'erreur e &tablit que 1'élément x de T , le plus

proche de x -ou les deux s'll y a équidistance-— vérifie certainement

x=a®x @c pour ®=®A si x = Ax ’®V si x=Vx .

Nous donnerons aussi & titre d'exemple, la :

I
§

Proposition IV. 5.

Si a=1-53" , alors

1) si les opérations (X) et (&) sont correctes et I-dirigées,

¥ x € Ti(\]be(x)_2 R be(X)_T]x skne(x) si le ler chiffre de mantisse
est 1, pour x =be(X);1 signe(x) sinon, on a:

x=a ®x ® c

2) si les opérations () et & sont correctes et E-dirigées, ¥ E(O)
| 1la suite { ;(n) } converge vers be(xz signe(x). (voir r) X s

X = b° c

Nous considérons c > O

1) s'établit par :

a C)v x= (x)°

(x)! C)‘V c=x dans les conditions indiquées

2) s'établit par

a@Ay =y sauf si a@Ay= ay

(r):81 la condition (C) du ch.II n'est pas vérifiée par l'opération @
1

1
: . _ 1D
si mantlsse(x)<b %

il convient de modifier légérement la proposition.

de x

(x)

el0,p5%"]

igne (x)
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IV - CONCLUSION

I1 est certain que la possibilité de disposer, sur un calculateur,
des 2 opérations approchées @V et ®A de chacune des opérations
€lémentaires % dJdéfinies sur R , est un élément important pour le
contrdle des erreurs d'arrondi : Ce fait est particuliérement vrai dans
le cas de méthodes itératives de résolution, les opérateurs étant

fréquemment monotones.

D'un point de vue différent, nous mentionnerons dans ce
chapitre, 1'étude effectuée par M. TIENARI [37] pour le contrdle de
la longueur de mantisse, dans les méthodes itératives en arithmétigue

a virgule flottante.
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INTRODUCTION

Les problémes étudiés dans ce chapitre, relatifs & 1l'algorithme

de la somnation, sont des problémes de "stratégie"

Les opérations (¥) définies sur les sous—ensembles finis de R

ne sont pas généralement associatives. La non-associativité de 1l'opération

® pose, pour la sommation, d'éléments donnés, par 1'arithmétique
approchée, le probléme de la disposition des opérations en vue de 1l'obtention
de la meilleure précision.
Les résultats qui suivent sont des théorémes de comparaison de précision
entre les algorithmes les plus usuels réalisant la sommation de N nombres

par N - 1 additions (cofit minimum).

Les théordmes sont &tablis pour des sous-ensembles de R de

type flottant, ou des systémes de nombres & virgule flottante.

Une application particuliére des résultats obtenus, est leur

utilisation au calcul de sommes de séries numériques.




- 112 -

I - ETUDE COMPARATIVE DE SCHEMAS DE SOMMATION [34]

I. 1. PREMIER THEOREME

Une conséquence directe du lemme I. 2 du chapitre I , relatif

aux sous—ensembles de R de type flottant, est la proposition suivante

Proposition V. 1.

Si S est un sous—-ensemble de R de type flottant,
si 1'addition sur S , notée @ , est correcte,

21 2 + . . .
ce s Xy sont N &léments de S  vérifiant les 1négalités

si Xy s X5 s
b
e ( @_;_ xi) < e(xpﬂ) D= 2,...,N-1 (v. 1)
i=1

alors, si l'on désigne par :

N
o) = E‘ xi la somme des X, sur R
i=1
N
Bs = ® E X la somme des x; sur S par @® dans l'ordre séguentiel,
i=1
1l vient :

Désignant par e; (i=1, ... , N - 1) 1l'erreur élémentaire
commise lors de la iéme addition dans le calecul de Es , on peut affirmer

par le lemme I. 2 (chapitre I)
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i+1 i
< - . =1,.. -
sl < e (@ ) %) - e(® ) x) i=1,... 0
J=1 J=1
Par la majoration
N—-1
o-5 | < le; | < e (3
i=1

on déduit alors la proposition.

- Pour conclure 3 1'égalité

51
=

Vo,

A 0 dans le cas particulier ol

55 vérifie ¢ ((BS)') £ € (BS) , On remarguera que

N-1
a) si ( ® ZE: xi) + Xy <o, ealors
i=1

Remargue

Dans les hypothéses suivantes :

S est un sous—ensemble de R

de type flottant,

1'addition sur S , notée @ , est induite de 1'addition sur R par V

(resp. 4) ,
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L 2 + P
Xys Xps «ee 5 X sont N éléments de S  vérifiant (V. 1),

si o et Bg sont définies comme précédemment et si 1l'on note
une somme quelconque des x, sur S par @ , 5; ‘est une meilleure
approximation de ¢ dans l'ensemblez ={ o} :

6-0, | =Mn_|o-07|
s -

g €

L'ordre séquentiel croissant est optimal pour la sommation des suites

{Xi} 3 croissance rapide (vérifiant V. 1)

Exemple : Sommation par C)v des nombres suivants écrits en base 10 avec

al

2 chiffres de mantisse : 0,030 ; 0,10 ; 0,20 3 0,30 3 0,67 5 1,0 3 1,7 3 1k.

o= 18
Somme calculée par sommation dans 1'ordre séquentiel croissant : 18
Somme calculée par sommation dans 1l'ordre séquentiel décroissant : 16

Somme calculée par sommation suivant un schéma dichotomique : 16

~

Le corollaire suivant de la proposition V. 1, relatif 3 la

sommation de trois nombres, sera utile pour la suite

Corollaire V. 1.

Si S est un sous—ensemble de R de type flottant, pour tout
. + PR - . [P
triplet (x, y, z) € (S )3 et vérifiant 1'inégalitt

e (x+y) < € (z) (v. 2)

on a :

(x @y ¥v) @gz > mx {(x Oy 2) ©gy » Iy Oy 2 @vx}

(X®A Y) @Az<min'{(X®AZ) @AY s (y®AZ) ®AX}
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I. 2. THEOREMES GENERAUX DE COMPARATSON DES SOMMES SEQUENTIELLE ET DICHOTOMIQUE

I. 2. 1. Sommation d'éléments 3 valeurs positives et décroissantes

~

Lorsque les &léments i sommer sont classés dans 1'ordre décroissant,

on peut énoncer (1'écriture ci-dessous supposant que N est une puissance

de 2 : N = Qk , afin de ne pas compliquer inutilement les notations)

Proposition V. 2.
81 S est un sous—ensemble de R de type flottant,
si 1'addition sur S , notée @ , est induite de 1'addition sur R
par V (resp. A),
. P + Cd
s1 x1, x2, ) XN sont N éléments de S rangés dans 1l'ordre
décroissant, N N
alors, les sommes O = x; , 0 = C):Ez x; et Gy = 0y, OO
1=1 1=1
Ty est défini par la récurrence suivante
0., = %5 i=1, , N
. J
g.. = . . g _. . =1, ... 2
iJ 921 -1 s J—1 ® 21, § -1 * ? > W/
J =1 » k
vérifient
-5 < -
o od|\lc 5
Démonstration :

L'algorithme de sommation définissant Bd est le schéma de sommation

dichotomique
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Etablissons la proposition V. 2 dans le cas ol @ = @ v
I1 suffit de montrer Bd > 85 .
De 1'inégalité :
g,.. + 0. > . ' + 0.
21 - 1, o O21, o 7 i+ 1, o Y21 + 2, 0
on déduit par la monotonie de 1'arrondi
. > 0. <1<
O1, 1 9% 1, 1 Tsi<n/z
et pour tout j
. J
. . >0 . < i<
01, j /Gl+1, i 1 < 1 N/2
Montrons alors 1'inégalité suivante
Y .
w/2d ] N/29
o. . > . . ¥ V.
©y Z l,J+1/@VZGI,J ! (V. 3)
i=1 i=1

Ecrivons :

®V Zci, J+1 OJ; 341 @v (03,5 @v %’j)@v(os’j @V G6,j) ®V
T

En remarquant

elo ‘+gh .) € elo

3,J sd 1, j+1

il vient, par le corollaire V. 1,

. ) . o, . =
Oy 541 Oy (o ®v6h,j) > o ®V02,J @v03’J Dy y,; =4

3=j 143
puis

A @v (Gs,j ®Vd6,j) > A @\7 95 6\766,3'

et ainsi de suite, ce qui entraine, en tenant compte de la propriété de

monotonie de l'arrondi, 1'indgalité (V. 3).
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Par.1'application répétée de 1'inégalité (V. 3), on déduit
N o .
T > ®p ) o ¥
i

et en particulier :

G, > O
a ~ s

Remargues :

Lorsque N n'est pas une puissance de 2, pour certains j ,
le nombre d'éléments de la couche J est du type 2A - 1 , impair,

éfini . = 0 .
définissant Gk, S+ oA - 1,

Les hypothéses de la proposition V. 2 ne sont pas suffisament
fortes pour assurer l'optimalité d'un schéma de sommation particulier.
A titre d'exemple, la sommation des nombres décimaux, de 2 chiffres de
mantisse
9,k 8,5 7,5 6,3 5,8 L7 4,5 L,k

donne les résultats suivants :

G = 51,1

si ®=®v

x, @ (xz@x3) ® (x, @x5)® (x6®x7) ® x5 = 50
1

5, = k8 5 = b7 @le=u8
1=N

s1 ®=@A
1

6d=52 BS=5h @in=5h
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I. 2. 2. Sommation d'éléments 3 valeurs positives quelconques

Etablissons le lemme préliminaire suivant :

Lemme V. 1.

Si 8 est un sous-ensemble de R de type flottant, pour tout

; + . . . P
triplet (x, y, z) € (8 )3 » les 1négalités suivantes sont vérifides

' @y lvy @ya) > ((x @yy) @) (V. 1)
()" @y r @y2) < (x @, v) ®, )" (v. 1)
Démonstration :

Démontrons (V. L)

I1 suffit d4'établir (x)! @v (y @V z) > (Vix+y+2) )

‘L'égalité :

x+y+z- [ (x) @y (v @y z) ] = e ( (x)') + ey + e

o
1]

1=V vz - (y @VZ)

(]
1

t i 1 B
2=y @p2) - [ @,y ®y 2)]
Permet, avec les inégalités déduites du lemme I. 2 :

e, | < ely+2)
e, | < e[ )+ (y @yl ] -ely @y 2) siely @ pz) < el(x)")

le, | < e[ () + (3 ®yz) ] - ((x)") siely @gz) > el(x)")
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d'affirmer dans les 2 cas, avec la notation 0 = (x)' @V (v @V z)
ry "
(x+y+2z2)-0 < 2¢(0g)

donc :

S > (Vi(x+y+z))

I1 vient alors

3.

Proposition V.

81 S est un sous—ensemble de R de type flottant,

si 1'addition sur S , notée ® , est induite de l'addition sur R par
(resp. A),

alors, étant donnés N éléments X (1 €1<0N) de S+, les deux sommes

définies sur S par :

N
Es = ® ;E: X3

1=1
N/2

g = C) (x2j—1 ® X2j) st N pair
J=1
[n/2]

® Z (ng_1 ® ng) } @xN s1- N 1impair
J=1
vérifient
= —_ ' . -
> (3,) si ® ®V

all
n
ai
n
He
l
®
o>
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Démonstration

La démonstration est immédiate par récurrence.

Prenons le cas ou (® = ®V et posons

21
=21 _
%= @y Z *3
J=1
: i
- ® (.. . ®o x..)
v 231 Vv 2]
J=1
. ro 2 =21 —21 . .
- Pour 1 = 2, la propriété o > (OS )J' est bien vraie.
. . = =2
- Pour i fixé » 2 , supposons 5ot > (Osl)'
=21+2 =21
9 =07 @y by Oy xp0!
-2i+2 _ =21
0 T =0y @y, Oy,
.o=21 ~2i s 2 -
51 © > Os s, On a évidemment, S é&tant 4 i1ntervalles non
~ . . =21+ _2i+
décroissants et 1l'arrondi monotone, goire > (051 2y

si 5t = (521)' , la propriété résulte du lemme précédent.

1. 3. THEOREMES RELATIFS AUX SYSTEMES DE NOMBRES A VIRGULE FLOTTANTE

Ce paragraphe établit des théordmes plus particuliers de comparai-
son d'algorithmes de sommation, pour des nombres X ,écrits en virgule

flottante et vérifiant des hypothéses assez restrictives.

Relativement aux systémes de nombres & virgule flottante de

base 2, il vient
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Proposition V. k

N {¢léments X; (1 €1 <N) Qe (TZ) étant donnés,

si 1'addition sur T; est induite de 1l'addition sur R par V (resp. 4),

si les N é&léments x; ont méme exposant

. S
alors, les sommes Os et Od calculées respectivement sur T2

par les schémas de sommation séguentiel et dichotomique, vérifient

1'inépgalité

La proposition précédente se démontre de facon analogue a la

proposition V. 2

si @® = C)v , on établira 1'inégalité Bd 2 55 , en remarquant Qque
s1 p désigne l'exposant commun des X: s

e(xi) =p i=1, ... , N
par les hypothéses, les éléments Oij ont, pour J fixé, tous le méme
exposant

e<Oij> =p + ] Jj =0, «.. , Xk
les inégalités du type

elo, . +0a .) < elo. . )

35d Lyd (1,J+1

sont alors assurées.

Pour un systéme de nombres & virgule flottante de base b
quelconque, la démonstration de la proposition V. 4 reste valable, si 1l'on
remplace la sommation dichotomique par la sommation b & b d'éléments

de Ti ayant méme exposant.

(Le schéma de sommation b & b se définit pour N = b par la récurrence
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O’io=xi i=1, ... , N
bi
_ - k-]
Gij @ ZE: dl,j—1 i=1, ... , b
1=b(i-1)+1

Proposition V. 4'.

Pour un systéme de nombres flottants de base b, lorsque
1'addition flottante est induite de 1l'addition sur R par V (resp. A),
la sommation b & b de flottants de méme signe et de méme exposant,
calcule une meilleure approximation de la somme de ces nombres sur R

que la sommastion séquentielle.

En pratique, cette méthode de sommation pour une base b # 2, n'est pas

usitée.

Si, dans le systéme Ti , b # 2, on compose la sommation par le
schéma dichotomique & la sommation b & b , de flottants de méme
exposant, la premiére sommation se comporte moins "régulidrement', par
rapport & la sommation séquentielle, que la seconde ; toutefois, dans la
plupart des cas, le schéma dichotomique est meilleur que la sommation

b a b.

Un cas d'application courante (surtout lorsque p , ci—dessous, est nul)
oll 11 est possible de classer ces deux procédés, indépendamment des X; s

est donné par la :
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Proposition V. 5.

Si 1'addition sur T = TE (b > 3) est induite de 1'addition
sur R par V (resp. A) , alors, étant donnés les &léments x, de T
vérifiant

%- P < x; < P ¥ i (p entier relatif fixé) ,
la sommation par le schéma dichotomique de ces nombres donne une meilleure
approximation de j{: X. 5 Qque la sommation b & Db .

i

La démonstration de la proposition V. 5, pour & = C)v ,

lorsque b est une puissance de 2 , b = 2@ (oo>1) , s'établit en

remarquant 1'inégalité suivante :

~ ol b Ped > Pl P .
ou les notations Oij et ag.. désignent les éléments des couches ]

dans les calculs par (P suivant les schémas de sommation respectivement

b 4 b et 2 & 2.

La proposition V. 5 n'est pas valable lorsque b = 3. Ainsi

Exemple 1 : b=3,s=2,@=@v,1\1=6

X, = X), = 0,12 x2 = X5 = 0,21 x3 = Xg = 0,20 c =11
Par les sommations : b & b Eb = 11 2 a 2 : Ed = 10

Lorsque b = 10 , la proposition V. 5 se démontre par la succession

d'inégalités du type suivant, écrites pour N = 16 :




~- 12k -

Par les hypothéses sur les &l8ments X

( )
t s H s Ts ® B 06’ se
et
5, < B4 0 A 0d) <ol 0 o0 ol @c(2 )
(2) (2) (2) (2) y _ =
€0 3@ 0o Do) @07, ) =0

Nous donnons enfin ci-dessous un exemple ol la base est une
puissance de 2 , mais ol la condition 1/2 b® < x5 < o v , n'est

pas satisfaite :

Exemple 2 :

b =14 s =14 N =16 avec

x, = 0,1103 x, = 0,1012 X, = 0,2013 x, = 0,1330

xg = 0,1003 xg = 0,1100 x, = 0,131 xg = 0,2320

X9 = 0,1323 X1O= 0,1330 X11= 0,2131 X12= 0,2222
x,5= 0,1323 x,),= 0,2002 x,5= 0,1323 X, = 0,2200

La somme exacte de ces nombres est ¢ = 0,132122 x hz

Les sommes calculées en arithmétique flottante par (:>v sulvant les
schémas de sommation, respectivement séquentiel, b 3 b et dichotomique
sont

g = 0,1312 x 42

Gb = 0,1321 x 4°

g, = 0,1313 % e
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I. 4, CONCLUSION

1) On peut remarquer qu'étant donné un algorithme, succession d'opérations
€lémentaires, 1'étude de la minimisation des erreurs d'arrondi pour un
colit fixé, c'est-d-dire, suivant la définition de I. BABUSKA [ 1 ] pour
un nombre d'opérations fixé, la nécessité de mémoires supplémentaires ou
une plus grande difficulté de programmation &tant négligées, peut &tre
approchée sous plusleurs aspects ; un algorithme étant défini et son cofit

fixé, on peut, en effet, envisager

% une étude maximaliste, c'est-d—dire la recherche de la

. . . » P4 . . .
stratégie minimisant la borne supérieure de 1'erreur d'arrondi, ce maximum

étant, calculé lorsque les données initiales parcourent leurs espaces de

définition.

* une €tude probabiliste, afin de minimiser, dans les mémes
hypothéses que pour 1'étude précédente, la moyenne de 1'erreur d'arrondi,

considérée comme variable aléatoire.

* une €tude arithmétique : recherche de la stratdgie minimisant

l'erreur d'arrondi pour un cofit donné et pour des données initiales fixées.

C'est ce dernier point de vue gue nous avons adopté, auguel

répondent les propositions V. 1 & V. 5.

Nous constatons que les résultats obtenus par 1'étude arithmétique

rejoignent les conclusions établies par 1'étude maximaliste. En effet

J. H. WILKINSON [ue p.r(:[ a établi que la borne supérieure de 1'erreur
d'arrondi entachant une somme algébrique, est minimum si les termes sont

sommés dans 1'ordre des valeurs absolues croissantes.
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P. LINZ ['22 ] ‘a démontré que les bornes supérieures de l'erreur
d'arrondil entachant une somme de N nombres, sont, pour les schémas
séquentiel et dichotomique dans le rapport N/2 log2 N , lorsque les
hypothdses suivantes sont satisfaites : les N nombres sont écrits en
virgule flottante normalisée,la base étant 2 et la régle définissant

1'addition étant une régle de troncature.

I. BABUSKA [ 1_] établit que le schéma dichotomigue est optimal, du point

de vue maximaliste, pour un colt fixé & N - 1 opérations.

2) Cette premidre partie du chapitre V comporte peu d'exemples numériques,
portant sur des sommes a nombre d'éléments faible : la comparaison
expérimentale entre les schémas de sommation séquentiel et dichotomique

a été réalisée par plusieurs auteurs ( [ 1] , [22] ).

Nous signalerons 1'édtude expérimentale de J. GREGORY [_11 ] , comparant
précision, rapidité &'éxécution et encombrement relatifs des schémas de
sommation, séquentiel, dichotomique, et d'une méthode de "correction".
Enfin, pour la programmation du schéma dichotomique, on pourra voir

R. J. WALKER [ 417].

3) Nous soulignerons l'application des résultats précédents au calcul de
sommes de séries positives : la recherche d'une meilleure précision dans
ce calcul, implique de ne pas utiliser systématiquement 1'algorithme
usuel, de la sommation séquentielle de N termes de la série dans l'ordre

des indices croissants, particulidrement dans le cas de séries monotones.



— ‘]27_

IT - CALCUL DE LA SOMME D'UNE SERIE NUMERIQUE ALTERNEE DONT LE TERME GENERAL DECROIT

1T . 1 . INTRODUCTION ET NOTATIONS

T désignant le systlme T; de nombres a4 virgule flottante,
considérons le probléme suivant

Une série numérique alternée de terme général décroissant
étant donnée sur T , soit & calculer la somme des N premiers termes de

la série :

_ _ _ N1
S = X, %, + Xq e + (1) Xy

avec 0 < x. < X. 1§ 1 ¢ N-1

Le calcul sur T de la somme S dé&finie s'effectue généralement
par la sommation séquentielle des termes X dans 1'ordre des indices

crolssants.

Le but de 1'étude ci-dessous est d'établir que l'algorithme de sommation

sur T des termes dans 1'ordre des modules croissants, calcule une mellleure

approximation de S sur T .

Nous donnerons des conditions sous lesquelles, tous les chiffres de

la somme calculée par ce second algorithme, sont significatifs.

Pour la commodité des notations, nous poserons

N-1i
Xg = (5077 x4y
soit
N
s= 2. X,
; i
1=1
Notons
i
F, = @ Xj i=1, ..., N (sommation dans l'ordre séquentiel)
J=1
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., N-1
p. = e(F.) i=1, ..., N (exposant de Fi)

L'écart entre S et la soome S = F , calculée sur T dans

l'ordre des modules croissants, est
E=5-F

vérifiant

=
n
—_—

II . 2 . ETUDE PRELIMINAIRE

Nous excluons les possi