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INTRODUCTION

Sous un titre "fourre tout'" ce travail se divise en trois parties.

La premiére partie est consacrée 3 des questions de convergence
de problémes d'optimisation conVexe, elle s'inspire des travaux de JOLY et
MOSCO et donne des résultats complémentaires. Certains de ces résultats ont

été récemment améliorés par SALINETTI et WETS.

La deuxiéme partie étudie quelques propriétés génériques des opé-
rateurs monotones, elle s'inscrit dans la ligne du travail d'ASPLUND sur la

différentiabilité des fonctions convexes.

Enfin la troisiéme partie développe des résultats et des outils
adaptés a 1'étude de problémes d'existence en analyse non linéaire et en
théorie du contrdle. Elle est le fruit d'un travail en commun mené 3 bien

dans un climat d'amitié avec J.M. LASRY.






PREMIERE PARTIE

PROBLEMES DE CONVERGENCE

Cette partie est divisée en trois chapitres.

Le premier chapitre &tudie une topologie sur 1l'ensemble des
fonctionnelles convexes pour laquelle la polarité est bicontinue en
s'inspirant d'une construction employée par J.L. JOLY. La préoccupation
centrale de ce chapitre est : Si fn tend vers f pour une topologie

. *
usuelle (convergence ponctuelle par exemple), que peut-on dire de fn ?

Le deuxiéme chapitre étudie le probléme suivant
Si fn > f pour une topclogie usuelle, que peut-on dire de Bfn(O) ?

Le troisiéme chapitre utilise les deux premiers pour .démontrer
des résultats de convergence de solutions pour certains problémes d'opti-

misation.






CHAPITRE I

CO&VERGENCE DE FONCTIONNELLES CONVEXES

I - INTRODUCTION

Soit E un espace vectoriel topologique séparé réel ; nous
noterons par C(E) l'ensemble des parties convexes fermées d'intérieur non
vide de E. Nous allons introduire sur C(E) une topologie que nous noterons
zj; (si T est la topologie de E) ; cette topologie est toujours plus fine
que la topologie semi-finie inférieure de Vietoris. Dans le cas oii E = RD,
ces deux topologies sont égales — cette remarque nous permettra au passage
de donner un résultat sur l'intersection de deux multiapplications semi-
continues inférieurement.

A partir de 2?% nous allons pouvoir définir une topologie sur un
certain ensemble de fonctionnelles convexes en considérant leurs épigraphes.
Nous supposerons alors que E et E' sont des espaces vectoriels réels en
dualité séparante, munis de topologies compatibles avec la dualité, et que
ce sont des espaces fonnelés (prendre par exemple E Banach réflexif réel et
son dual topologique E').

Nous noterons TO(E) l'ensemble des applications de E dans IR
convexes semicontinues inférieurement et propres (i.e. ne prenant jamais
la valeur -= et non identiquement &gales 3 +»), et £% 1a polaire d'un

élément f

£*(y) = sup ( < x,y > - £(x))
x€E



Nous noterons Fd(E) l'ensemble des &léments de FO(E) tels que

l'intérieur du domaine soit non vide, T X(E) ceux dont l'intérieur du
d
domaine de la polaire est non vide, et FI(E) = Fd(E) nr x(E). La pola-
d
rité est une bijection de TI(E) sur FI(E')'

Nous noterons ??T la topologie sur F](E) établie 3 partir des
épigraphes. Si nous notons T' la topologie de E', nous noterons 8?;,
l'image par 1'opération polaire de la topologie ?f%, , et nous considérons
alors

Ef}Tv = sup (EF;,gng.) sur F](E)(zf;,T sur FI(E'))

Cette construction reprend celle de J.L. JOLY [1] mais avec une topologie
qui n'est plus la topologie semifinie inférieure de Vietoris. On obtient

ainsi deux topologies et . ui s'échangent par 1l'opération polaire.
U Ty 4 &

L'intéret des topologies ainsi construites est, d'une part de faire
de l'opération de polarité un homéomorphisme, et d'autre part d'avoir des
relations simples avec les modes de convergences usuels, & savoir la conver-
gence simple et la convergence uniforme sur les parties compactes ; ce qui
nous permettra d'établir certains résultats de convergence sur la suite des
polaires f: lorsque les fn convergent simplement ou uniformément sur tout

faiblement compact.

IT - UNE TOPOLOGIE SUR C(E)

(E,T) désignera un espace vectoriel topologique séparé réel.

Si x est un point de E nous notons [x] 1'ensemble {C € C(E) | x e c}.

PROPOSITION 2.1.

i
L'ensemble des parties de la forme [xl] n...n [Xk]’ k>1,

constitue une base de topologie sur C(E). On note Ef; la topologie engendrée.

On rappelle que la topologie semifinie inférieure de Vietoris
(que nous noterons %ﬁ) sur l'ensemble des parties fermées non vides de E

est définie de la fagon suivante



Une base de Zizest formée des parties de la forme
[Ul] n {Uz] n...n [Uk] , k> 1, ot Ui est un ouvert de E,

et od [Ui] désigne 1'ensemble des parties fermées non vides

de E telles que leur intersection avec Ui solt non vide.

Nous considérerons en fait la trace de cette topologie sur C(E).

PROPOSITION 2.2.

Sur C(E), 2?; est plus fine que la topologie semifinie inférieure

de Vietoris.

PROPOSITION 2.3.

Si E = R" les topologies 25; et 2?; sont égales.

DEMONSTRATION

I1 suffit de montrer que tout %9 _y0151nage W d'une partie C est
un 8?—v0181nage W contient un z? —ouvert de la forme [X In...n [Xk]’
oud X, € C . Considérons un cube fermé de centre X5 d'aréte de longueur £,
1nclus dans E ; soit r, 0 < r < %-Q , tel que les boules de rayon r centrées
aux sommets de ce cube soient encore dans E . Alors tout convexe rencontrant
ces boules contiendra le cube de centre X, et d'aréte de longueur 2 - 2r ,
donc contiendra X, dans son intérieur. On refait la méme construction pour

chaque point X 1 <1<k . On obtient ainsi des boules notées

Bl""’B telles que [Bl](] [Bz] n...N [B n] soit contenu dans
k x 2" k % 2

[x]] n...n [xk] donc dans W.

REMARQUE 2.4.

On verra plus loin que si E = Q;(N) : Ei # ffl



~

Application a 1'Intersection de Multiapplications Semicontinues

Inférieurement

RAPPELS

Etant donnés X, E deux espaces topologiques, nous appelons
milti-application de X dans E toute application de X dans P(E), ol P(E)
désigne 1'ensemble des parties de E. Selon la terminologie usuelle, étant
donné un point X dans X, nous dirons qu'une multi-application F est semi-
continue inférieurement (s.c.i.) en X si et seulement si pour tout ouvert O
coupant F(xo), il existe un voisinage de X dans X, tel que pour tout x dans
ce voisinage : F(x) M0# @

Si K et F sont deux multi-application s.c.i. en X la multi-
application K1l F (donnée par K F(x) = K(x) N F(x) pour tout x) n'est en
général pas s.c.i. en X, (on pourra s'en convaincre par de nombreux exemples
triviaux). Dans le cas ol les multi-applications sont & valeurs dans C(E),

on obtient le résultat suivant

THEOREME 2.5.

Soient K et F deux multi-applications de X dans R, i valeurs

dans C(IRn) , S.c.l. en un méme point X s et telles que K0 F(xo) solit
d'intérieur non vide.; alors : KN F est s.c.i. en X
DEMONSTRATION

Remarquons tout d'abord que dire que K ou F est s.c.i. en X
c'est dire que 1'application K (ou F) est continue en X lorsque C(IR)

est muni de la topologie ?f; (puisque EF; = ??V). Soit O un ouvert coupant

[+]
—_—
KN F(xo) , alors O coupe K F(xo) ; soit z un point dans 1'intersection ,

considérons un pavé fermé Pz = {x || x;<z.| <r,r> 0} inclus dans 1'ouvert
° t
ST n
0N KN F(x ) . Les 2 sommets du pavé sont des points intérieurs 3 K(x ) et
o o

F(xo) ; par comnséquent, il existe un voisinage U de X s tel que, pour tout x
n . . .. -

dans U, les 2 sommets solent encore points intérieurs 3 K(x) et F(x). On en

déduit que pour tout x dans U, Pz est inclus dans K(x) 1 F(x) ; donc O

coupe KN F(x).



On peut de maniére analogue montrer le résultat suivant, lege-

rement plus général.

THEOREME 2.6.

Soient K et F deux multiapplications de X (espace topologique )
dans TR" , semicontinues inférieurement en un point x_ et convexes en tout
point d'un voisinage U de X On suppose en outre que pour tout x dans
U,K 1 F(x) est non vide et que KN F(xo) est d'intérieur non vide. Alors
KM F est s.c.i. en X

Nous allons maintenant donner un contre-exemple au Théoréme 2.6

dans le cas oi

E = 22(N)

[+ ]
= 2 ©
R = {(Xn)nEN l Xn € R, g Xn < + o} ’

muni du produit scalaire usuel. Nous noterons N'= NU {+wo}le compactifié
d'Alexandroff de N, et € s sene, la base Hilbertienne canonique de E.
Considérons les points a = - (1/3n)en et bn = (1/3n)en » et les multi-

applications K et F données par

K(n)

i
[e3]

{xe E’(x—an).en z_;H%Ti]x—an”} et K (+x)

1

F(n) 3n+]

It
[xa]

-b ).-e > i x=b F(+
{x e El(x bn) e > il x bn”} et (+0)
On vérifie bien que K et F sont & valeurs dans C(E) et qu'elles sont s.c.i.
en +© , K[l F(+0) = E est d'intérieur non vide. Mais KN F n'est pas s.c.i.
en +» , puisque pour tout n, K(n) N F(n) est contenu dans la boule fermée

de centre O et de rayon 1. On déduit de cet exemple que sur Qé(N)

T’T#Ef,.



IIT - TOPOLOGIES SUR DES ESPACES DE RONCTIONNELLES CONVEXES.

1. L'ESPACE F1(E)

Nous considérerons deux espaces vectoriels réels E et E' en
dualité séparante et munis de topologies d'espaces vectoriels topologiques
localement convexes T et T' compatibles avec la dualité. Si f est une
application de E dans TR,nous appellerons domaine effectif (ou domaine) de

f 1'ensemble
dom (f) = {x € E | f(x) < + «}

Nous avons déja défini les espaces T (E), T x(E) et TI(E) ; 11 est alors
d

immédiat que l'opération polaire est une bijection de T](E) sur TI(E').

d

Etude de 1'Intérieur de 1‘'Epigraphe d'un Elément de F1(E)

Si f est une application de E dans IR,on appelle épigraphe de f

1'ensemble
epi (£) = {(x,a) € Ex R | £(x) < a}
Soit f dans TI(E) ; alors on a :

C e}

—_ ..,‘.. T
épi (f) € {(x,a)" | x € dom (f), £f(x) < a }
Dans le cas ou (E,T) est tonnelé&, on va montrer que

(o) O

— S
épi (£) = {(x,a) | x € dom (), £(x) < a}

et pour cela utiliser le résultat suivant (Moreau [4])



PROPOSITION 3.7.

Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe séparé,
tonnelé, et f un é&lément de I'(E)! . Alors f est continue en tout point
intérieur de dom (f).

On déduit immédiatement de la Proposition 3.1

PROPOSITION 3.2.

Soit (E,T) un espace tonnelé et f un &lément de TO(E).

On a 1'égalité suivante

[} o

—_ TN
épi (f) = {(x,a) € E x H{] x € dom (f), £(x) < a}

Continuité et inf-Compacité.

Soient E et E' deux espaces vectoriels topologiques en dualité
séparante, munis de topologies compatibles T et T'. Nous noteromns o(E,E")
la topologie faible sur E, T(E,E') la topologie de Mackey sur E et og(E',E),
T(E',E) les topologies analogues sur E'.

Pour tout sous—ensemble C de E, on notera to—int(c)2 1'intérieur
de C pour une topologie Ef)sur E.

Soit f un &lément de R° et y un é€lément de E'. Soit E? une topo-
logie compatible sur E. Nous dirons que f est EFLinf~compacte pour la pente

y si et seulement si
Vae IR : {x€E ’ f(x) - < x,y > < a}

est %? —~compact.

Rappelons une propriété des espaces tonnelés

I'(E) désigne 1'ensemble des enveloppes supérieures de familles de
formes affines continues sur E.

§i C est une partie d'un espace topologique E, on notera indifféremment
C ou int (C) son intérieur ; lorsqu'on voudra préciser qu'il s'agit de

l'intérieur pour une topologie EP, on le notera %?—int (c).



PROPOSITION 3.3.

Soit E un espace vectoriel topologique séparé localement convexe
sur IR ou € , E' son dual. Si E est tonnelé, alors il est muni de la topo-

logie T(E,E").

Citons le théoréme suivant (Moreau [4])

THEOREME 3.4.

Soient E et E' deux espaces vectoriels topologiques localement
convexes en dualité séparante, et f un &lément de TO(E). Les deux proposi-

tions suivantes sont équivalentes

(1) f est finie et T(E,E')-continue au point X de E

(ii) fx est O(E',E)-inf-compacte pour la pénte X de E.

COROLLAIRE 3.5.

Les hypothéses sont celles du théoréme précédent. Si f est

. . . x
G(E,E')-inf-compacte pour au moins une pente, alors : T—-int(dom(f")) # @ .

Pour avoir une équivalence, donnons la proposition immédiate

suivante

PROPOSITION 3.6.

Dans les hypothéses du théoréme ci-dessus, si (E',T') est tonnelé,
alors pour tout &lément f de TO(E), l'ensemble des pentes de faible-inf-

compacité de £ est T-int (dom (fx)) = int (dom (fx)).
D'old la caractérisation suivante

T x(E) = {f e TO(E) |f est GC~inf-compacte pour au moins une pente}
4 ,
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Nous Allons Maintenant Examiner Quelles Fonctionnelles Indicatrices se
Trouvent dans Fd(E),F (B), T, (E) .
g% 1

RAPPELS

Si C est une partie de E, nous noterons XC la fonctionnelle

indicatrice de C, c'est-d-dire 1'application donnée par

Xc(x) =0 si x

m

c , Xc(x) =+o si x¢gC

Si A est une partie de E,nous appelons polaire de A, notée A°,
l'ensemble {y € E' [ < x,y > < 1 , ¥x¢€ A} . A° est alors une partie

de E' convexe fermée contenant O.
x

Nous appellerons fonction d'appui de A la fonctionnelle XA

Xx(Y) = sup < X,y >

A x€A

On a alors immédiatement
o ' x
A° = {yeE"] X < 1} .

Nous appellerons cOne barriére de A (noté Ab) le domaine effectif

x . ~ -
de XA ; c'est aussi le cOne engendré par A°.
I1 est maintenant immédiat que

Td(E) contient les fonctionnelles indicatrices des convexes fermés

d'intérieur non vide.

T x(E) contient les fonctionnelles indicatrices des convexes fermés

. d _ .o .. .
non vides dont le cOne barriére est d'intérieur non vide.

FI(E) contient les fonctionnelles indicatrices des convexes fermés

d'intérieur non vide dont le cdne barriére est d'intérieur non vide.

REMARQUE 3.7.

Supposons que (E',T') soit un espace de Baire, et soit A une partie
de E ; alors Ab est d'intérieur non vide si et seulement si A° est d'intérieur

non vide.



Cela découle en effet du lemme suivant

LEMME 3.8.

Soit E un espace vectoriel topologique réel qui soit un espace
de Baire, C un convexe fermé contenant O. Notons C le cOne engendré par C ;
alors C est d'intérieur non vide si et seulement si C est d'intérieur non

vide.

DEMONSTRATION

I1 suffit de montrer que si C est d'intérieur non vide, C est

d'intérieur non vide.

On a C = Ua >0 @ C 3 tout élément de 6 est donc de la forme ax
oli X appartient a C et a est un réel strictement positif. Il existe alors un
entier n strictement positif tel que a/n < 1 ; donc ax = n(a/n)x appartient
i nC . On a donc C = Un >sonC . Si C était d'intérieur vide, C serait un
ensemble maigre (ou de premiére catégorie) ; donc le complémentaire de C
dans E serait partout dense dans E ; ce qui est impossible puisque C est

d'intérieur non vide.

REMARQUE 3.9.

Comme cela m'a été signalé par R.T. ROCKAFELLAR le fait que FI(E)
soit non vide entraine que E est un espace de Banach réflexif. Pour éviter
les trivialité&s, chaque fois que nous travaillerons sur FI(E) nous supposerons
que E est un espace de Banach réflexif ; nous laissons au lecteur le soin de
faire les transcriptions immédiates qui s'imposent. Bien entendu, ceci ne

s'applique pas aux espaces Td(E) et T x(E).
d

2. INF-CONVOLUTION ET SOMME D'ELEMENTS DE F1(E)

Dans ce paragraphe nous allons indiquer brié&vement des résultats
découlant directement des propriétés usuelles de 1'inf-convolution ® , que

1'on trouvera par exemple dans Moreau [4] ou Laurent [2].

% Si f et g sont deux applications de E dans IR on appelle inf-convolution

de f et g, notée f V g, la fonctionnelle

f Vegx) = infx1+xz=x (f(x1)+g(x2))



Nous supposerons dorénavant que (E,T) et (E',T') sont tonnelés.

Donc T = T(E,E') et T' = T(E',E).

PROPOSITION 3.10.

Si f et g sont deux é&léments de FI(E) et si

— * /’j\}
dom £ N dom g~ # @

Alors £ V g appartient i F](E) et 1'inf-convolution est exacte "

PROPOSITION 3.11.

Si f et g sont deux éléments de P](E) et si

(=] o
~— N
dom f N domg # @

Alors f + g appartient & F](E) et (f+g)x = £* Y g* .

3. LA TOPOLOGIE (% SIR T, (E)

DEFINITION DE (%

C(E x IR) désignera 1l'ensemble des convexes fermés d'intérieur
non vide de E x R, muni de la topologie que nous avons définie & la Propo-
sition 2.1.

L'application épi : f » &pi (f) de Fd(E) dans C(E x R ) est une
injection. Nous noterons %5% la topologie sur Td(E) obtenue comme image
réciproque par l'application épi de la topologie de C(E x IR).

Si nous notons X l1'injection naturelle de C(E) dans Fd(E) qui a
tout élément C fait correspondre sa fonctionnelle indicatr;ce XC’ on vérifie
immédiatement que la topologie de C(E) est l'image réciproque par X de la

topologie Ec% sur Fd(E).

* On dit que f V g est exacte si et seulement si pour tout x la borne

inférieure est atteinte.



c(E) = 5 T, (E) P C(E x R)

‘\_/'\/
Description de %f% sur Fd(E). S1 (x,a) appartient 3 E x R, on note

=]

—
[x,a] = {f € Td(E)! x € dom (f) et f(x) < a}

Las ensembles de la forme [x

base de la topologie %?}

],a]] n...N0 [x ,ak],k > 1 , constituent une

PROPRIETES DE SEPARATION

Rappelons qu'un espace topologique X est dit

TO , Si pour tous x, y distincts dans X, il existe un voisinage

de 1'un qui ne contient pas 1l'autre ;

T1 , si pour tous x, y distincts dans X, 1l existe un voisinage

de x qui ne contient pas y ;

T2 , 8i pour tous x, y distincts dans X, il existe un voisinage

de x et un voisinage de y qui ne se coupent pas.

PROPOSITION 3.12

ni méme T,

La topologie ?fz sur Td(E) n'est en général ni T2 :

mais est toujours T .
o

DEMONSTRATION

I1 suffit de vérifier que %f;

vectoriel topologique séparé réel quelconque E.

est TO sur C(E), pour un espace

Prenons C. et C distincts dans C(E) ; si C < C

1 9 l » 11 existe

2

o <]
un point x dans C2 qui n'appartient pas 3 Cl’ sinon 1'adhérence de 02 serait
[e]
incluse dans C] 3 comme C2 est non vide: Eé = C2 3 on aurait donc C1 = C2

I1 suffit maintenant de considérer 1'ouvert [x], c'est un voisinage de C2

qui ne contient pas Cl'



Examinons maintenant le cas oii Cl<¥ C, , c'est-da-dire

Ce,nc #0.

2

° o
Comme C02 est ouvert et que Cl = Cl’ on a CC2 N C] # @ ; soit x un point
de cet ensemble ; [x] est un voisinage de C] qui ne contient pas C2.
Montrons que si E # {0} , %?T n'est pas T1 : 11 suffit en effet

de prendre C, et C, distincts, C, inclus dans C, ; alors tout voisinage de C

1 2 1 2 1

contient C

2

Convergence des familles filtrantes ° pour %OT

PROPOSITION 3.13.

Soit (fi)i c

I une famille filtrante sur Td(E) et f un élément
de Fd(E). Alors : 9:

=]

. —
(i) ¥x € dom (f) : lim sup fi(x) < £(x)
f. converge vers f pour 8?[ <=> et o o
i = P
(ii) ¥x ¢ dom (£),4F ¢ F ,¥i ¢ F: x ¢ dom (£)

DEMONSTRATIQN . Vérification imm&diate.

Dans le cas ot (E,T) est un espace de Baire et ol la famille fil-
trante considérée est une suite, on aboutit 3 une simplification trés intéres-

sante de la proppsition précédente.

PROPOSITION 3.14.

Soit fn une suite de Fd(E), od E est un espace de Baire; et f un

élément de Fd(E). Alors

o
-_—

fn converge vers f pour EST <=> ¥x € dom(f) : lim sup fn(x) < £(x).

* Nous appelons famille filtrante sur un espace topologique X , toute appli-
cation f d'un ensemble I, muni d'un filtre GF: dans X ; nous la noterons

(fi)iEIqr’ ou plus briévement fi' Nous dirons que fi converge vers f si et

seulement si la base de filtre f(§7) converge vers f.



DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.13.

I1 suffit de montrer que
- - .
(¥ x € dom (f) : lim sup fn(x) < £(x))

=> (¥ x € dom (f), d ns ¥ n z_no : x € dom (fn))

Considérons Fp = sup ; F est s.c.1., convexe et la suite Fp est

f
nzp o p
décroissante. La suite des convexes fermés épi (Fp) est croissante pour

1' nclusion.

Nous allons d'abord montrer que U &pi (Fp) est d'intérieur non
vide. En effet, si nous notons f' = inprp, nous avons

”72‘\ . .
épi (f) © épi'(£') & U épi (Fp)~

Ou épi' désigne 1'épigraphe strict.
Or puisque (E,T) est de Baire (donc tonnelé) on a

o <

. /_\ —_
Epi(f) = {(x,a) | x € dom(f) et f(x) < a} # @
Nous allons maintenant démontrer un lemme

LEMME 3.15.

Si E est un espace vectoriel topologique localement convexe séparé,

de Baire, et C_ une suite croissante de convexes fermés de E telle que
n

t



DEMONSTRATION DU LEMME.

Puisque E est un espace de Baire, si tous les Cn étaient d'intérieur
vide, U Cp serait d'intérieur vide ; donc, comme la suite est crolssante,
les Cn sont tous d'intérieur non vide 3 partir d'un certain rang.

Montrons que

o
~—
Montrons 1'inclusion inverse. Supposons qu'il existe un point x dans U Cn

]
]

— > . -
et non dans U Cn . Comme U Cn est un convexe ouvert non vide, d'aprés le
théoréme de Hahn-Banach, il existe une forme lindaire continue non nulle
sur E et un réel a, tels que
[s]
,k/\
2(x) > a et (y) < a pour tout y dans U C
— n
o]
. — .
Appelons A le demi espace ouvert (£ > a) ; alors A rencontre U C pulsque
n
£ est ouverte. Donc A rencontre tous les Cn pour n assez grand ; comme au
dela d'un certain rang .es Cn sont d'intérieur non vide, A rencontrera tous
[+
les Cn pour n assez graund ; donc aussi leur réunion. Ce qui contredit 1'hypo-
thése.

Nous pouvons maintenant conclure la démonstration de la propositionm.
[+

- P . -
Prenons x dans dom (f) et un réel a, a > £(x) ; alors (x,a) appartient a

o
- y
épi (f£) ; or comme nous 1l'avons vu

o =] o

épi (£) C U épi (F ) =U épi (F)
p P
P P
Donc il existe un entier n tel que pour tout p > n_ o, (x,a) appartienne 3
] [e]

- ~ T
épi (Fp) ; donc X € dom (Fp)



o

- . . /’_\ - - .
En particulier x appartient a dom (Fn ), donc il existe un
o] o

—TT T

voisinage ouvert V de x, tel que V soit inclus dans dom (F ) ; or
n
o

F = su f d'ol
n Py Z_no n’

. F < o)
Vo>n o, ¥ye¢ V,fn(y) < no(y) + 5

d'od
o

/‘\
¥n > n: x¢g dom (fn)

REMARQUE 3.16.

. n .. . .
S1L E = IR , la Proposition 3.13 est encore vraie pour des familles
filtrantes et plus seulement pour des suites, la démonstration est facile

dans ce cas particulier.

4. LA TOPOLOGIE %?T, SUR T (E)

LA TOPOLOGIE ?.?%,

On a vu que l'opération polaire &tait une bijection de TI(E) sur
FI(E')' Nous noterons %?;, la topologie sur F](E) image de 25;, par l'opéra-
tion polaire ; cette topologie est donc TO

On obtient une base de la topologie ??x, en considérant les parties

de la forme

*x *
ly,»5,7% 0 oo 0 Iy b 1 k>,
ol y; est un élément de E', bi un réel et [yi,bi]x désigne 1l'image par pola-

rité de [yi’bi]° ?

Décrivons [y,b]x .

On voit facilement que

fo-inf-compacte pour la pente y et
%
de>0: f(x) ><x,y>=b + (¥ x)



Sur F](E) on considérera la topologie %f;T' = sup(%? ?fx

T’ TV)

De méme sur FI(E')

Zo =sup(

T'T

%ox

TV’

Par construction, la polarité est un homéomorphisme de F (E) muni de Zf?

TT'
sur F (E'") muni de Eo
Séparation de la topologie 20’['1"
Nous allons montrer que la topologie 2? sur F](E) est séparée.

TT'
Pour cela, nous aurons besoin du lemme suivant

LEMME 3.17.

Soit f un élément de T x(E) ; on a alors
d :

[~

~ 3
f = sup {2[2 <t , % forme affine continue i pente dans dom (f)}.

DEMONSTRATION

. Tx
On sait que f = £77, donc pour tout x et pour tout k < f(x),

il existe £ € E' tel que

<E,x > - £5E) >k

donc & € dom (fx). On suzit qu'il existe Eo dans d;;*?;}). Alors, [EO,E[ est

=]
inclus dans &;;_ZEE) ; et la restriction de fx a [E ,£] étant convexe, s.c.i.,
partout finie, est continue. Donc lorsque &' ¢ [E ,E[ tend vers &, f*(g')

tend vers £+ (§), et par suite il existe £' ¢ [E ,E[ tel que
) LI
<ET,x > - £7(8') > k.

On en déduit immédiatement la proposition suivante



PROPOSITION 3.18.

Etant donné deux éléments distincts de T](E), il existe deux

voisinages de la forme [x,a] et [y,b]x qui les séparent.

Citons ici une conséquence facile du Lemme 3.15 qui nous sera

utile par la suite

PROPOSITION 3.19.

Soit fi une famille filtrante d'éléments de T *(E) et £ un

élément de T x(E). Alors d

d
CE?x ..
fi converge vers £ pour T => ¥x : lim inf fi(x) > f£(x).

5. COMPARAISON DE LA TOPOLOGIE (=

TT" AVEC LA TRACE SWR F1(E) DE LA

TOPOLOGIE DE MOSCO-JOLY °

On rappelle que les espaces (E,T) et (E',T') sont supposés ton-—

nelés. On vérifie facilement que la topologie de Mosco-Joly s'obtient comme

suit :on prend d'abord l&mage réciproque par l'application épigraphe de la

topologie semifinie inférieure de Vietoris sur l'ensemble des convexes fermés

non vides de E X IR ; on a ainsi une topologie sur TO(E), donc 1l'analogue sur

FO(E'). Puis on transporte cette derniére par la bijection de polarité sur

FO(E), et onprend le sup des deux topologies. La comstruction de la topologie

tF}T‘ est calquée sur ce procédé.

Comme la topologie E?T est plus fine sur C(E X IR) que la topologie

semifinie inférieure de Vietoris, on voit que

La topologie ?53 est plus fine que la trace sur F](E) de la topo-

\JTT'
logie de Mosco-Joly.

t
. . - n o .
Dans le cas particulier ot E = IR , on a égalité. En effet

® Nous désignons par topologie de Mosco-Joly la topologie ?5% de Joly

TV
sur I;(E). (Voir Joly [1]). On n'a pas besoin de 1'hypothése : (E,T) et

(E',T') tonnelés pour la construire.



On sait que sur C(IRn), %f} est égale 3 la topologie semifinie
inférieure de Viétoris. Dannc sur Fd(H{n), 2?% est égale a la topologie
image réciproque de la topologie semi-finie inférieure de Vidtoris. De
méme pour EPT,. D'ot : EF;T' est égale 3 la topologie de Mosco-Joly sur
FI(JRH)

IV - (COMPARAISON AVEC D'AUTRES MODES DE CONVERGENCE

Dans cette partie nous supposerons que E est un espace de Banach

réflexif réel et E' son dual topologique muni de la norme duale usuelle.

1. STRUCTURE UNIFORME ET TOPOLOGIE DE LA CONVERGENCE UNIFORME SUR LES PARTILS

FAIBLEMENT COMPACTES.

Nous munirons R de sa structure uniforme canonique d'espace

compact, notée ihl - Un systéme fondamental d'entouragesde iz_ est donné par
£€>0, A>0 : V(g,A)
(x > Aety>A ou (x< —-A et vy < =A)

= (x,y) € R x R ou (FA <y < Aet Ix—y[ < g)

ou (-A < x < A et |x—y[ < g)

N

figure 1
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Nous notonsihlc la structure uniforme sur T (E) de la convergence uniforme

1
sur les parties faiblement compactes de E, et 8?; la topologie associée

5C
a9y,
Un systéme fondamental d'entourages de Z(C est donné par

Ve 2L » KU~compact de E

Y0 = (5,0 €T, x| (£(0),8(0) € V(¥x € B}

Le but de ce paragraphe est la démonstration du théoréme suivant

THEOREME 4.1.

Sur FI(E) on a : %fl > %?}T.

DEMONSTRATION

Nous allons démontrer que si une famille filtrante fi converge
uniformément sur tout O-compact vers un élément f dans FI(E)’ alors fi

converge vers f pour la topologie ES}T, . Or

f. > £ pour if

1 T
fi + f pour i:TT' <=> et

f. » £ pour 5’*,

1 T

D'ot la décomposition en deux propositions

PROPOSITION 4.2.

Si fi converge vers f uniformément sur tout O-compact, alors
!

fi converge vers f pour 253T
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DEMONSTIATION DE LA PROPOSITION 4.2.

o

- - . /__\ . .
On vérifie que pour tout x dans dom (f), 1l existe F dans le

[

. o . X 7
filtre “f* , tel que pour tout i dans F : x appartient a dom (fi)' En

effet, considérons une houle fermée de centre x et de rayon strictement

o
- . . . /”-\ .
positif, B, qui soit countenue dans dom (f). Comme B est faiblement compacte,
les fi convergent uniformément vers f sur B. Comme f est continue au point
X on peut aussi choisir B telle que ]f{ soit majorée par une constante M

sur B. Prenons maintenant un entourage V(g,A) de %1, tel que

A>M+ e ; il existe F tel que pour tout i dans F et pour tout y dans B

on ait : (f(y),fi(y)) € V(e,A), c'est~3-dire lf(y)—fi(y)| < g€ . On en conclut

o
/—\ » . . . .
que x € dom (fi) pour tout 1 dans F. On déduit immédiatement de la Proposi-

tion 3.12 que fi converge vers f pour 2?T .

REMARQUE SUR LA PROPOSITION 4.2.

La propositioun n'est plus vraie si 1l'on remplace la convergence
uniforme sur les faiblement compacts par la convergence simple. Cependant le
résultat demeure dans le cas ol la famille filtrante considérée est une

suite ; c'est une conséquence directe de la Proposition 3.13.

PROPOSITION 4.3.

Si fi converge vers f uniformément sur tout 9-compact, alors

x
fi converge vers f pour ?? T

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.3.

Nous nous servirons du lemme important suivant



- I1.1.22. -

LEMME 4.4.

Si fi converge uniformément sur tout O-compact vers f qui est

g-inf-compacte (i.e., o-inf-compacte pour la pente 0), alors
(1) 4 F e(}f , Vi€ F 1 fi est O-inf-compacte .

(ii) Si—b=inff,vn>o,&FgCF’,VigF:fi3—b-n

DEMONSTRATION DU LEMME

Moyennant une translation dans E x IR, on peut toujours supposer

que £(0) = 0 = inf f. Considérons
K1 = {x { £(x) < 1},

K] est un convexe faiblement compact contenant O ; c'est donc un borné pour

la topologie de la norme. K1 est donc inclus dans une boule fermée de

centre O et de rayon strictement positif, soit ﬁ(O,r). Prenons une boule
fermée E(O,p) avec p > r . Considérons un entourage de TR de la forme V(g,A)

avec

0 < egx % et A>1-¢
Alors

ifeF ,vieF,¥xe BO,p) : (£, (x)E(x)) € V(e,A).
NMous allons minorer les fi en dehors de ﬁ(O,p)

Si x ¢ B(O,p), soit x = (p / ﬂm1)x, x € E(O,p) et x ¢ K1 car
I%l =p>r
t

Considérons les fi pour i dans F, et appliquons leur 1'inégalité de convexité.

On a

x=( /idhx+ a-p/]xdho , o<po /=l <1,
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£, < (- p /[xDE ) + (o / xDE (0.
On en tire
.00 > Glwl /e (£, GO - £.(0)) + £.(0).

Comme (fi(O),O) € V(g,A), on a : —fi(O) > - € .

D'ou :

fi(x)

fv

Gxl 7 () =) - ¢

Or £(x) > 1 et (£,(x),£(x)) € V(e,A), donc £.(x) > | - ¢

Par conséquent

¥ieF, ¥x¢BO0,0) : £ > (Il / p0-20) - ¢
On en déduit que pour tout i dans F, fi est g —~inf-compacte. En effet, pour
tout réel a :

{x|£.(x) < a} = B(O,p) U {x]| (x| / p)(1-2e)- ¢ < a}
qui est faiblement compact.

On a donc démontré (i).

Pour (ii), si nous prenons en outre € < 1, on a alors, comme en (i)
¥igF, ¥x ¢ BO,0) & £.(x) > (x| / 0)(1-2¢) - ¢

et
¥iegF, vx € B(O,p) : (£, (x),£(x)) € V(e,4).

Ce qul entraine fi(x) > - n pour tout i dans F et pour tout x dans E.



Nous pouvons maintenant démontrer la Proposition 4.3

J

Si f est O-inf-compacte pour la pente y, 2=t f. pour la pente y., consi-
P p p H P i

dérons les fonctionnelles g et 8, données par
g(x) = £(x) - <x,y > g, (x) = £,(x) - <x,y >
Alors, g, g; sont des éléments de T](E) et g, converge vers g uniformément
sur tout faiblement compact de E. Pour montrer que fi converge vers f pour
la topologie 95);,, 1l suffit de montrer que
% b3
¥ [y,b]” tel que f € [y,bl" ,
T . *
JFE(?:,VIEF: fie ly,b1™ .
Rappelons que
fo-inf-compacte pour la pente y
3
fe [y’b] <=> et
de> ,¥x€E: f(x)><x,y>-b+¢g
En fait on va montrer

ve',0<eg' <e ,i1Fe R ,vicF

fi o-inf-compacte pour la pente y
et
¥x¢€E: fi(x) > < x,y > - b+ e'.

I1 suffit pour cela d'appliquer le Lemme 4.4. aux fonctionnellgs 8:8;

Fin de la démonstration du Théoréme 4.1.
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COROLLAIRE 4.5.

Si une suite fn converge uniformément sur tout borné vers f

o

dans TI(E), alors pour tout x dans é;;—zgi) : f:(x) converges vers fx(x).

Si de plus on suppose que f est g-inf-compacte, alors

inf fn(x) converges vers inf f(x)
XCE X€E

DEMONSTRATION

I1 découle du Théoréme 4.1 que f converge vers f pour la topo-
%O * * . .
logie Tt 3 donc fn converge vers f pour la topologie T et d'apreés
les Propositions 3.12 et 3.17 on a
o
h z

¥ x € dom (£f7) : 1lim inf fn(x) > f£(x)

et

lim sup fn(x) < £(x)

el
. . . ~ %
D'ol le résultat. Si f est g-inf-compacte, alors O appartient & dom (f7),

donc f:(O) converge vers fx(O). Or : fi(o) = - inf fn et fx(O) = — inf f

REMARQUE 4.6.

I1 découle d'un contre-exemple que nous donnerons plus loin que

1
1'on a pas CE,OTT, ztoc sur FI(E).

2. STRUCTURE UNIFORME ET TOPOLOGIE DE LA CONVERGENCE SIMPLE

Nous noterons ?(s la structure uniforme de la convergence simple
sur Fl(E) et %?s la topologie associée.

Un systéme fondamental d'entourages de 2(5 est donné par
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Ve Q{ , P partie finie de E
YW.p) = {(£,8) €T x T |(Ex,g()) €V, ¥x € P}.
Nous alléns maintenant comparer les topologies 2?; et %?}T"'

Nous allons exhiber un exemple montrant que l'on n'a pas

?f’s > Pppe sur T ().

EXEMPLE

Considérons Qé(N) muni de la norme usuelle ; et considérons les

fonctions
n .
R 1 0
£ = w2 et £ () = : (x)? + =il -

f est convexe,continue, et on vérifie facilement qu'elle est faiblement-
inf-compacte pour toute pente. Les fonctions fn sont convexes, continues,
et faiblement-inf~compactes. Les fonctions fn convergent ponctuellement
vers f. Nous allons montrer que les fonctions fn ne convergent pas vers f
pour la topologie ?9;, A

Considérons le point z donné par : z = 1, z = (1/n(n+1))l

pour n > 1 . Alors

z z? = 1
n+l
p=n+l
Comme f(x) > 2 < x,z > - Hzﬂz - £ + £ pour tout > 0, on a

¥e>0: f¢€ [2z,dzﬂ2 + 8]x .
On veut montrer que
Vo ,din>n :f ¢ [22,]z2 + e1F
o’ - o n ?
(pour cela dlnous suffira de montrer que

4 x" tel que : fn(xn) <2< Xn,Z > = “2“2 - €)
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, g R R n,A .
Pour ‘tout n et tout A > O considérons le point x ’° donné par

>
1
o

pour i=0,...,n

e
[

Xzi pour i>n+ 1
Nous allons montrer que
n,a n,A ;2
Vno, dn z-no’ d4x > 0 fn(x ) € 2 < x yZ > - sz - €,

c'est-a-dire

I ;
=7 1|Xn’Al‘ <

Soit

_ 1
T~ e (s 1721

L2l + e <x 1%

il suffit de prendre n = n_ et A > 0 assez grand.

Il s'ensuit que fn ne converge pas vers f pour ?TET'

. n '
Nous verrons plus loin que sur FI(IR ) on n'a pas ?F%T' 2_?52

Mais si nous considérons les fonctionnelles de Tl(E) a valeurs

dans IR (nous noterons cet ensemble Fl R(E)), alors sur Fl R(E)
b b
EF;T' > 82 . Ce résultat est une conséquence immédiate des Propositions

3.12 et 3.17.

Récapitulons les résultats dans le cas d'un espace de Banach

réflexif réel E.

T () T2 o

T],R(E) c 2 ?F;T' 2 U
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3. ETUDE DU CAS PARTICULIER E = R"

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréme suivant

THEOREME 4.7.

Soit fn une suilte d'éléments de FI(IRn) convergeant ponctuelle-

ment vers un élément f, alors : fn converge vers f pour 7T

De ce théoréme on déduit les corollaires suivants

COROLLAIRE 4.8.

Avec les hypothéses du théoréme
o

- % x x
¥ x € dom (f7) : fn(x) converge vers f (x)._

COROLLAIRE 4.9.

Avec les m@mes hypothéses, et si de plus f est inf-compacte,
alors

inf fn(x) converge vers inf

x€E g ()

x€

Le reste de ce paragraphe va &tre consacré a la démonstration du
Théoréme 4.7 . Il suffit de vérifier que fn converge vers f pour les topo-
logies ??T et%?, . D'aprés la Proposition.3.13, il est immédiat que fn
converge vers f pour Q?T. Il reste donc & démontrer que fn converge vers f

x ~ . . . _
pour‘??,r, ! cette démonstration va se faire en plusieurs étapes.

Démontrons d'abord une proposition :

PROPOSITION 4.10

Si une suite fn converge ponctuellement vers f dans Td(ﬂRn) alors
. - - /2\
(i) ¥ x € dom (f) , d Do, ¥n>n o : X € dom (fn)

. . . - . ~ =
(i1) fn converge vers f uniformément sur tout compact inclus dans dom (£f).
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DEMONSTRATION
(1) se déduit trivialement de la Proposition 3.13.
. . . - . > .
(11) considérons un compact K inclus dans dom (f). Pour tout point k

de K, on considére un voisinage Ck de k qui est un pavé ouvert
n .
Ck={xe R | [ki—xi[ <r,r >0,l <i<n}

et tel que

=]

C. S C'S TS Jom (D)
kT G S ’

Ci = {x]| [ki—xil <! avec O<r <1

Les Ck constituent un recouvrement ouvert de K ; on peut donc en extraire

un sous recouvrement fini : Ck » i=1,...,p . Sur les Ci les £ sont toutes
. . n
i i

finies au del3 d'un certain rang, puisque pour n assez grand les sommets des

o

_ ——
é sont dans dom (fn) . Donc pour n assez grand, f , f sont finies et con-
. n
i

vexes sur chaque Ci ; d'aprés un théoréme de convergence ’ : les f conver-
. n
i

gent vers f uniformément sur tout compact de Cé . Donc fn converge vers f
i
uniformément sur chaque Ck . D'on fn converge vers f uniformément sur K
i

Rockafellar [5, p. 90, Théoréme 10.8] : Si C est un convexe relativement
ouvert de B{n, et fi une suite de fonctions convexes de C dans IR qui

converge ponctuellement sur une partie partout dense C' de C (i.e., pour
tout x dans C', fi(x) a une limite finie dans IR), alors pour tout X

dans C, f.(x) converge dans IR, la fonction limite f est convexe et fi
i

converge vers f uniformément sur tout compact inclus dans C.
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REMARQUE 4.11.

On peut trouver une suilte fn qul converge ponctuellement vers f

n . .
dans FI(H{ ) sans que la convergence soit uniforme sur tout compact.

EXIMPLE.
Sur F] (R ) prenons

E= X,
0 s1 -1 < x < +1
fn(x) = n(x—-1) si x > +1
-n(x+1) si x < -1

PROPOSITION 4.12.

. . n
Soit fn une suite convergeant ponctuellement vers f dans FI(H{ )

supposons en outre que f est inf-compacte et que f(0) = 0 = inf f.
Alors
(1) dn,¥%¥n>n : f est inf-compacte.
o -0 n
(i1) ¥n>0, & no ¥ n z_nl : fn > -

DEMONSTRATION

. . :
Remarquons qu'on ne peut affirmer que O appartient a dom (f).

[=]
-~ - -~ p - -
Dans le cas ol O appartient a4 dom (f), on peut donner une démonstration
plus simple que celle qui va suivre.
[+]

i /—"\ -
(1) Prenons z dans dom (f) et notons B(z,r) une boule fermée de

° }

I3 h .
centre z et de rayon r (r > 0), incluse dans dom (f) . Soit

M = sup {f(x) ( X € B} ,



. . — N ..
M est réel, puisque f est continue sur dom (f). D'aprés la Proposition 4.10
¥ > 0, d nos ¥ n Z_no, ¥ x € B
f(x) - e < fn(x) < f(x) + ¢

Prenons un réel A, A > O et A>M+ ¢ . Comme f est inf-compacte, 1l'en-
semble K1 = {x | £(x) < A} est compact, donc inclus dans une boule ouverte
B(z,p) ol on peut toujours supposer p > r . Considérons la sphére S(z,p'),
avec p' > p ; prenons un point a sur la sphére S(z,p) ; on a f(a) > A.

Donc pour n assez grand (n z_na) , les fn vérifieront : fn <M+ ¢ sur

E(z,r) et £ (x) > A.
n

Soit za la forme affine égale 3 A en a et 34 M + ¢ sur le sous-
espace orthogonal & a-z passant par z (notons le Va) ; notons Ca le symé-
trique par rapport & a du cOne fermé de sommet a s'appuyant sur
Va N B(z,r). Alors, d'aprés la convexité des fn, Pour n > n_, nous aurons
fn 2_2a sur Ca. Lorsque a parcourt S(z,p), les Ea N S(z,p') constituent un
recouvrement ouvert du compact S(z,p'). On en extrait un sous-recouvrement

fini, pour a=a],...,ap . On montre alors que pour n > sup {na ] i=1,...,p}
i
et pour ||x-z| >p' , ona

£ (x) > su X
n()__ p Ra'()
1=1,...,p 1
Ceci, étant donné qu'on peut toujours rajouter des points a.,
permet de conclure d 1'inf-compacité des fn pour n assez grand.
[e]
« o 3 - N 3 ~ . /\
(i1) Considérons toujours le méme point z dans dom (f), et conservons

la construction faite en (i) conduisant 3 un entier n_ tel que, pour n > n

1 it - { ' . .
fn > Supi=1,...,p Qai sur 1l'ensemble {x| ”x z” >p't . En Partlculler

on aura fn > A pour il x—| > p' .

Nous allons maintenant chercher 3 miniorer les fonctionnelles fn,

pour n assez grand,sur 1'ensemble {x| i x-2]] < p'}
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Notons C = EEE~?§YIW E(z,p') ; c'est un convexe compact d'intérieur
non vide (z € 6). Notons p la jauge du convexe C-z , p est sous linéaire et
continue et C-z = {x l p(x) < 1} . Comme C-z est contenu dans E(O,p'), on a
pour tout u tel que Hu“ =1, p(u) > 1/p' > 0 . Pour tout u tel que HuH_= 1,
le point z + u/p(u) est le point unique de l'intersection de la fromtidre

de C avec D;(u), ol D:(u) = {z + )u { A>01 .

Prenons £ , 1 > £ > 0, et considérons les ensembles
Ep = {x | plO-E)(x-2)1 < 1}
= x| Pl x=2)] <1}
Sg = {x | pl(1-8) (x~2)] =1}

Prenons alors £', O < E' < £ ; pour tout point a dans S , on a

El

f(a) > A car a n'appartient pas & C. Donc il existe n, tel que : ¥ n > n

f > 9 sur C (donc f > A sur C ). Les ¢ ns constituent un recou-
n— a a n - a a 3

vrement ouvert du compact Sg ; on peut donc en extraire un sous recouvre-

ment fini, pour a = a .,aq . On en déduit que pour

1°°

n>mn, = sup (no,na ), fn(x) > A pour tout x tel que p[(1-£)(x-z)] > I
i o
D'autre part, comme IE est un compact inclus dans dom (f), fn converge uni-
formément vers f sur I§ . D'ou
q >
n,» ¥ n > n, ¥ x € IE

f(x) ~e < fn(X) < f(x) + ¢

Pour n > n

’

= sup (nl,nz), on a donc : fn > A 3 l'extérieur de S

3

f -¢ f.fn < f+gsurl

g

I1 reste 3 minorer les fn sur 1l'ensemble

(z+f syl =1, 1-g<nci+g
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Si x =2z + (1/2) u/p(u) aQec 1 - E < X< 1+E&}, notons x le
point z+ (1/(1+&)) u/p(u), alors % € IE et on a

- A A A

X—WX‘F(I'-{‘:&—)Z , O<ﬁ<]
D'old

¥n>n °f(>_<)<->‘—f(x)+(1——2\—)f (z)

— 3 " "n — 1+ "n 1+£" " n

soit

e A vl QA s A D

n - A a A n

et, comme : fn(;) z_f(;) - £ et —fn(z) > ~-f(z) - € ; on en déduit

1+€ 1+£&
> —_ —— - —_——
fn(x) (1 =F YE(z) 2 e =
On veut avoir
2& 1+&
—_ —= <
- f(z) + 2¢ =2 n
pour cela choisissons d'abord € tel que : 2e(l + %)/(1 - %) <n/ 2, soit

€ <n/ 12 ; et prenons ensuite & tel que : (25/1 -£) f(z) < n/ 2 et
£ < 5, soit E<(N/2)/QE(2) +n/2) et E< L.

Fin de la démonstration 4.12.

On en déduit maintenant facilement le Théoréme 4.7. de cette propo-~

sition, en procédant de maniére analogue a celle que nous avons utilisée

pour passer du Lemme 4.4. 3 la Proposition 4.3.



REMARQUE 4.13.

Montrons par un exemple que nous n'avons pas CTT' > i':s sur

TI(IR) . Considérons les fonctionnelles

- X _ pour x <0
f(x) = %

0 pour x >0

- X pour x <0
f (x) =3
n

~1/(n+1)x pour x >0

fn converge ponctuellement vers f dans I'  (IR) ; donc f_ converge vers f

1

pcur D'ol f: converge vers fx pour EQT'T ; mais fz(O) ne tend pas

xTT"
vers £7(0), car

b 3 s - x - 3 — .
£°(0) = —inf £ =0 , £ (0) inf £ =+ .

REMARQUE 4.14.

On peut en fait montrer que : %os > €T sur FI(IRn)

TV
On peut aussi montrer que Fs = fc sur 1"1 R(]Rn).

(4
Récapitulons les résultats obtenus

1HI(IRH) \ %’oc Z %Os i%OTT'

r_(RM \ A

1,R c

%?s:=?§;T'
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CHAPITRE II

SOUS-DIFFERENTIABILITE AU SENS DE FRECHET

ET CONVERGENCE DE SOUS-DIFFERENTIELS

I - INTRODUCTION

Sur R™, on a le résultat de convergence suivant : soit fn une
suite de fonctions convexes 3 valeurs réelles définies sur un convexe
ouvert C, convergeant ponctuellement vers une fonction f. Soit x un point
de C ; alors pour tout € > O , il existe U(x) voisinage ouvert de x dans C
et un entier n_s tels que : pour tout z dans U(x) et pour tout n supérieur

ou égal 3 n, o, on ait
3f_(2) © 3f(x) + €B(0,1) ,

ol 9f(x) désigne le sous-différentiel de f en x et B(0O,1) la boule unité
fermée de R". '

On trouvera la démonstration de ce résultat dans ROCKAFELLAR [5]

Le but de ce chapitre est d'étudier ce que devient ce résultat
. n . ..
s1 nous remplagons R par un espace de Banach réel. Nous mettons en &vi-
dence le rdle essentiel joué par la sous-différentiabilité au sens de

Fréchet de la fonctionnelle limite f.
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IT - SOUS-DIFFERENTIABILITE AU SENS DE FRECHET.

Nous montrons dans ce paragraple que 1'on peut donmer trois
définitions de la sous-différentiabilité au sens de Fréchet équivalentes
a celle donnée par VALADIER [10]; montrant ainsi que la situation est
analogue a celle décrite dans ASPLUND et ROCKAFELLAR [8] pour la Fréchet

différentiabilité.

P . * .
E désigne un espace de Banach réel, E~ son dual topologique,
f une fonctionnelle sur E, convexe, semi-continue inférieurement, propre

et telle que l'intérieur de dom (f) soit non vide. x désigne un point de

o
——

dom (f)

f(x+Ah) - f(x)
A

On note : f£'(x,h) = inf
A>0

88 f(x) = {y € Ex]f(z) > f(x) +<zx,y>-¢ (¥ 2)} , ¢ >0 .

THEOREME 2.1

Les quatre assertions suivantes sont &quivalentes

(1) f(x+th) = £(x) + £'(x,h) + e(h)dﬂl? avec lim ¢(h) = 0 .

>0
(i1) f(X+Ahi - £ converge vers f'(x,h), uniformément pour h dans
B(0,1), (lorsque X -0, X > 0)
(111) ¥36>0 ,da>0, ¥ 0<e<a
3.f(x) < 3£(x) + 8B(0,1)
(iv) ¥ §>0 , & U(x) voisinage ouvert de x tel que

¥z g U(x) : 3f(2 S 3f(x) + 8B(0,1)

DEFINITION 2.2.

On dit que f est sous-différentiable au sens de Fréchet (ou
Fréchet-sous-différentiable) en x si 1'une des quatre conditions ci-dessus

est vérifiée.
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DEMONSTRATION DU THEOREME 2.1.

On va montrer que (i) => (ii) => (iii) => (iv) => (1)

(i) => (ii) démonstration immédiate. _
(i1) => (iii) pour démontrer que aef(x)<: 9f(x) + 8B , il suffit de

~

démontrer que 08 fx) <o oil ¢ désigne la fonction

e (3f (x)+8B) ’

d'appui de C : oC(u) = sup < u,y >
yeC

I1 est facile de vérifier que

TGE@) + 8B) W) T Tgg @ *8 il
On veut donc démontrer que :

¥§8>0,d >0, ¥¢ O0<e<a, Y¥ucgeE

sup < u,y > < sup < u,y > + &IQI .
YEBEf(X) ¥€ 3 £(x)

§ >0 étant donné, il existe Ao > 0 tel que : ¥)X O < )\ f_lo , ¥ veEB:

f(x+Av) - f(x)
A

< f'(x,v) + 1/2 & (d'aprés (ii)).

Prenons ¢ = 1/2 GAO, alors ¥ ¢ 0<e<aqa ona:
¥vye aef(x) s VugE @ £(xtu) > £(x) + < u,y > - ¢ .

D'ol sup < u,y > < f(x+u) - £(x) + ¢ , appliquons ceci a u = on , V E B .
YEBEf(X)

En divisant par xo’ il vient :

f(x+AOv) - f(x) >
sup < v,y > < + -— .

yed £ (x) Yo Yo

On a donc : sup < v,y > < £'(x,v) + 1/2§ + f—-i_f'(x,v) + 3§,
yeo _f(x) o
€
et comme f'(x,v) = sup < v,y > , on obtient finalement
yEo f (%)

YVueg¢eE: sup < u,y > < sup < u,y > +‘§“dl.

YEBEf(X) ves £ (x) '
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(1ii) => (iv) Nous aurons besoin d'un résultat classique sur les

Zonctionnelles convexes (MOREAU [4]). Citons

LEME 2.3.

Soient E et E' deux espaces vectoriels réels en dualité séparante,
.
i? une topologie d'espace vectoriel topologique localement convexe séparée
et compatible sur E, f une fonctionnelle convexe semi-continue inférieure-
. )\ - .
ment, propre et continue (pourcﬁ?) sur dom (f) (supposé non vide). Alors,
]
—_— . . . .
pour tout x dans dom (f) et pour tout € > 0, il existe U, voisinage ouvert
de x , tel que U BEf(z) soit umne partie Y?—équicontinue de E'.
zeU
Donnons nous § > 0 ; d'aprés (iii) il existe o > 0, tel que pour tout

€, 0<e<a: 3 f(x) S d(x) + 6B .

Pour démontrer (iv) il suffit de montrer que pour tout € > 0O, il existe V

voisinage ouvert de x tel que : ¥ z ¢ V of (z) < asf(x)

o

o -
Puisque E est un espace de Banach, f est continue sur dom (f) ; on peut

donc trouver U , voisinage ouvert de x, tel que
¥YzeU: |f(z) - f(x)] <1/2 ¢

et L= U of (z) soit &quicontinue.
zeU

Puisque L est équicontinue, il existe { voisinage &quilibré de O tel que
Vue ,¥yeLl: |<uy>|<li/2¢

Considérons V = Ul (x+Q), soit z un point de V et y un élément de 0f(z),

o1 a : < x-z,y >>-1/2 € ; d'od

¥Vuce€e&E f(u) > £(2) + < u=z,y > > f(z) + <u-x,y >~ 1/2 ¢

et comme f(z) > f(x) - 1/2 € , on obtient finalement

¥uegcE f(u) > £(x) + < u-x,y > - ¢, soit y ¢ Bef(x)
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(iv) => (i) est un peu plus délicat a voir, nous aurons besoin de deux
lemmes préliminaires, qui ne sont que la formule des accroisements finis

dans le cas de fonctions convexes non différentiables.

LEMME 2.4.

Soit g une for.ctionnelle convexe, semi-continue inférieurement,
propre, définie sur R et telle que [0,1] < dom (g). Alors il existe 9 e€lo,1[
tel que : g(1) - g(0) € 9g()

DEMONSTRATION DU LEMME Z.4.

On a : g,(0) = inf g(A); (0) < g(1)-g(0)
A>0
g' (1) = sup g—“);—lg(—l;uzg<l)-g(0)
A>0

on peut supposer que les deux inégalités sont strictes, car s'il y avait
égalité dans un des cas, g serait affine sur [0,1], auquel cas le lemme

est trivial. Il nous suffit de montrer que la droite y = g(1)-g(0) coupe
le graphe de la multi-application x --> dg(x) , x € 10,1[ ; or ce graphe
est connexe (il est méme connexe par arcs) et coupe les deux demi-espaces

ouverts déterminés par la droite ; il coupe donc la droite.

LEMME 2.5.

Soit f une fonctionnelle convexe, semi-continue inférieurement et
4 . - g
propre sur un espace de Banach E, soient x et x+h deux points de dom (f),

alors, il existe O ¢ ]0O,1[ et v, € of (x+6h) tels que

f(x+h) = £f(x) + < h,yh >
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DEMONSTRATION DU LEMME 2.5.

Considérons la fonction g(t) = f(x+th), t € IR, elle vérifie
les hypothéses du LEMME 2.4. ; on peut donc écrire
f(x+h) - f(x) =m , me€ 3g(B) , 0<B <1
Il s'agit maintenant demontrer que m est de la forme < h,yh> , avec

y, € 9f (x+6h). o
h ——
Considérons le convexe ouvert 2 = épi (f) ; puisque E est un espace de

Banach, on a

=]
e ——

Q= {(x,\) € E x IRI x € dom (f) et A > f(x)} .
Soit A le sous-espace affine de E x IR :
A = {(x+th, £(x+6h) + (t-O)m) | t ¢ R} ,
on a Qfl A=¢ , et d'aprés le théoréme de Hahn-Banach, il existe un
hyperplan affine fermé H contenant A et ne rencontrant pas £
I1 est facile de voir que H n'est pas vertical et qu'il peut s'écrire
H={(@W,\) EEXx R | XA =a+<u,y> ,
et en remarquant que H passe par le point (x+6h, f(x+6h)), on 1'écrit

H={(u,)) € Ex R|X = £(x+6h) + < u—(x+ph),y >}

D'autre part,l'épigraphe de f, qui est &gal 3 1'adhérence de son intérieur,

est contenu dans le demi-espace fermé supérieur délimité par H ; on a donc
¥z¢€E: f£(z) > f(x+0h) + < z-(x+06h),y >

d'ol y € 3f(x+0h); écrivons y = Yh et calculons < h,yh >

On sait que H contient A, donc

¥te IR f(x+6h) + (t-O)m = f(x+Bh) + < x+th—(x+eh),yh >

ceci entraine que m = < h,yh >
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Passons maintenant a4 la démonstration de 1'implication
(iv) => (1).

Considérons la fonction e définie par

e(0) 0

e(h) TﬁT [£(x+h) - £(x) - £'(x,h)] , sih 0

l
on a €(h) > O pour tout h ; en effet
f(x+h) > f(x) + < h,y >, ¥y € 3f(x)
d'ol
f(x+h) - £(x) > sup < h,y > = £'(x,h)
y€of (x)

Supposons h # O, d'aprés le LEMME 2.5., il existe 8 ¢ ]0,1[ et
Yy € of (x+8h) tels que :

h

e(h) =<”T1n"’ yh>~f'(x’i-l_%lﬂ_)
et comme

_h

<
Iy > 7n

> < sup ¥ > =0 (HEIQ

h
<—h—|-
lIb| 5f (x+6h)

ye3f (x+B6h)

on a donc

h h
e(h) < 9¢ (x+6h) (m) " 93t (x) (n—hn—) .

D'aprés (iv), pour tout § > O, on peut trouver un voisinage &quilibré de O,
U, tel que pour tout z dans x + U on ait : 3f(z) € 3f(x) + § B s

donc pour tout h dans U : 3f(x+6h) € 3f(x) + § B , ce qui entraine

O5f (x+6h) < T9fx) * sl il

D'ol pour tout h non nul dans U on a :

h W hoy h
e® < e o TP * OITanl Oae o G

soit €(h) < § , et 1'implication est démontrée.
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EXEMPLE 2.6.

. n . . . C e
S1 E = R, toute fonctionnelle convexe, semi-continue inférieure-
ment et propre est Fréchet-sous—différentiable en tout point de l'intérieur
de son domaine. En effet pour vérifier que

f(x+ih) - f(x)
A

converge vers f'(x,h) uniformément sur B , 11 suffit d'appli-

quer le lemme de Dini.

REMARQUE 2.7.

Si le sous différentiel de f au point x est réduit i un &lément,
dire que f est Fréchet-sous-différentiable en x revient 3 dire que f est

Fréchet-différentiable en x.

EXEMPLE 2.8.

Pour donner un exemple ol il n'y a pas sous—-différentiabilitéd au
sens de Fréchet, il suffit d'exhiber une fonctionnelle f dont le sous-diffé-
rentiel en un point intérieur au domaine soit réduit 3 un €lément, f n'étant

pas Fréchet-différentiable en ce point. On en trouvera un exemple dans
VALADIER [10]; citons :

E = 2§Q(DJ>,

- ol 2
£(x) = sup {||x|? , lxn’

On vérifie facilement que f est convexe continue sur E, que son sous-diffé-

rentiel en O est {0} , mais que f n'est pas Fréchet-dérivable en O.

I1T - CONVERGENCE DE SCUS-DIFFERENTIELS.

1°) CONVERGENCE FAIBLE d

Soit E un espace de Banach réflexif réel, on note FO(E) 1'ensemble
des fonctionnelles convexes, semi-continues inférieurement et propres.
. . . . *
Si Sn est une sulte de parties de E(respectivement E~) et Yﬁj une

. . *
topologie sur E (respectivement E”), on note

%S— Lim S

— 1n

Y?— Lim §

{veE|v="0- lin Voo, YV es)

{veE|v C- vLin v » V€8 (sous suite)}

k K
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THEOREME 3.1.

Soit £ une suite d'éléments de FO(E) convergeant ponctuellement !
n

o

— S
vers un élément f de FO(E) tel que dom (f) # @ , soit x un point de dom (£);

. —— —
alors pour n assez grand, x appartient i dom (fn) , de plusg—-1im afn(x)
est un ensemble non vide contenu dans 3f(x) (g désigne la topologie faible

8toile O(EX,E) sur Ex)

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.17.

La démonstration du premier point figure dans le chapitre I
(proposition 3.13.).

D'aprés le premier point, il existe n tel que pour n >n

”_J__\ Faraas . - .
X € dom (fn). Montrons que ¢ ~1lim Bfn(x) est non vide ; pour tout n supérieur

ou égal 3 oo afn(x) est non vide, soit donc Y, € afn(x) ; on a

¥V ou : fn(x+u) Z_fn(x) + < u,Yn >

o

soit € > 0 tel que B(x,e) < dom (f) , alors, pour tout u

b

Hu” <€, fn(x+u) - fn(x) converge vers f(x+u)-f(x). On en déduit
(¥ u) sup < u,y > < 4o
n

et d'aprés le théoréme de Banach-Steinhauss, il s'ensuit que la suite v,
est born€e en norme, on peut donc en extraire une sous-suite faiblement
convergente (les boules fermées de Ex sont faiblement séquentiellement
compactes). La limite y de cette sous-suite est un &lément de o-IIE'Bfn(x).

I1 est d'autre part trés facile de vérifier en passant a la limite que

o—IZE'afn(x)<: 3f (x).

[+
' I1 suffit que ¥ x € dom (%) £ (x) > £(x)
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COROLLAIRE 3.2.

Si on suppose en outre que 3f(x) = {y} , alors si Y, est une

suite telle que yn € Bfn(x) » ¥y converge faible étoile vers y.

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 3.2.

La suite y, est bornée ; d'aprés le théoréme, de toute sous-suite
de y_ on peut extraire une sous-suite convergeant faiblement vers y, la
n

suite y converge donc faiblement vers y.

REMARQUE 3.3.

En dehors du cas ot 3f(x) est réduit & un &lément, généralement

o-lim an(x) n'est pas &gal a 3f(x).

2°) CONVERGENCE FORTE.

Commengons par considérer des exemples qui vont nous aider 3

préciser les hypothéses.

EXEMPLE 3.4.

Soit E = Qii(N) 1'espace de Hilbert des suites réelles de carré
sommable, muni du produit scalaire usuel noté ( , ). Considérons les
fonctions : fn(x) = (x,en) , ol e désigne la base Hilbertienne canonique
deE. Alors fn converge ponctuellement vers O, Bfn(O) =e,ona seulement

la convergence faible des dérivées vers O.

EXEMPLE 3.5.

Soit f une fonction convexe continue, partout finie sur un espace
de Banach E ; on suppose que le sous-différentiel de f est partout réduit 2
un élément. Soit x_ une suite tendant vers O dans E, considérdns les fonctions
fn(x) = f(x+xn) , comme la fonction f est localement Lipschitzienne, les
fonctions fn convergent vers f uniformément sur une boule fermée E(O,r) ,

r >0 . On a d'autre part
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Bfn(o) = Bf(xn) = {Yn}
3£ (0) = {y}
une condition naturelle pour que yn converge fortement vers y est que la
fonction f soit Fréchet-différentiable en O (voir ASPLUND [7]) ; en effet
dire que f est Fréchet-différentiable en O &quivaut & dire que 1l'application
x —=>3f(x) est fortement continue de E dans Ex, au point O,

Le théoréme principal que nous allons démontrer est le suivant

THEOREME 3.€.

Soient fn’ f des éléments de FO(E) (E espace de Banach) on suppose
que f est finie sur une boule fermée de centre x et de rayon r strictement

positif, et que

(1) fn converge vers f uniformément sur B(x,r)

(ii) f est Fréchet-gous—-différentiable en x .
Alors : ¥ § >0 , d n_ o, 4 U voisinage ouvert de x , tels que
¥n>n o, ¥z2€U: 3f (2) S 3f(x) + & B(O,1).

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.6.

On peut supposer que x = 0 et que fn(O) = f(0) =0

Nous aurons besoin du lemme suivant
LEMME 3.7.

On se place dans les hypothéses du théoréme (sauf (ii)) avec

x =0 . Alors
¥e>0,3d n_ o, ¥ n >0, ¥ z € B(0,1/2 1)

B (2) S 3_ £(2) + 2 %iﬁ(o,l) )
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DEMONSTRATION DU LEMME 3.7.

Soit n_ un entier tel que pour tout n supérieur ou égal i n

on ait

¥ ueg BO,r) : f(u) - 1/2 ¢ < £ (u) < f(u) + 1/2 ¢ .
Soit z € B(0,1/2 ) et A € afn(z) , on a

¥vegeE: fn(v) 3_fn(z) + < v-z,y >,

d'ad ¥veE E(O,r) : f(v) > £(z2) + < v—z,yn > - e .

Considérons les deux convexes de E x IR, A = &épigraphe de f,
Bz = {(x,k)[ X € B(z,1/2r) et X < f(z2) + < x-z,yn> - e}

A est un convexe fermé non vide et BZ est un convexe ouvert non vide, de
plus il est facile de voir que A et Bz ne se coupent pas ; d'aprés le théo-
réme de Hahn-Banach on peut les séparer par un hyperplan fermé, A &tant
contenu dans un demi-espace fermé et Bz contenu dans 1'autre demi-espace
ouvert. Il est immédiat de constater que 1'hyperplan en question ne peut pas
étre "vertical" et qu'il peut &tre représenté par 1'équation :

= -— -— 1
A f(z) + < x z,e, > r, s e, € E'" , r, € R.
On a : (1) AC {(X,A)l f(z) + < x-z,e > ~r < A}

(2) Bz<: {(x,k)l f(z) + < x—z,ez > - r, > A}

on déduit de (1) que e, € Br £f(z) (ceci entraine r, > 0)
z

on déduit de (2) que ¥ x € B(z,1/2r)

f(z) + < X=2,y_ > - e < f(z) +< x-z,e_ > - r, o, ce qui nous donne

< X~z,y > - e << x"z,e > - r, o, ce qui entraine O < r, < £

on obtient donc : ez € aef(z) et v € E(O,I/Zr) < v,yn—ez > < g

-

Exploitons cette derniére inégalité

b 4 V- ol —e | E
Elle donne : sup < v,y -e >< e, d'ou “yn ezﬂ <2 c
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On peut donc écrire : = e + -e donc appartient 3
p v, . (yn Z) s y, app

3 £(z) + 2 £8(0,1).
1) r R

Nous avons besoin maintenant d'un résultat de continuité par démontr
par ASPLUND et ROCKAFELLAR [8] .
Nous notons par g* l'ensemble des parties convexes o(Ex,E) fermées,
o(EX,E) bornées et non vides de g* ; nous munissons Ex de la topologie de
Hausdorff, c'est-a-dire qu'un systéme fondamental de voisinages d'un &1é-

ment C est donné par
V(C,e) ={DEE" | DS C+¢eB et CC D+ ¢B}
o £ >0 et B est la boule unité fermée de Ex

Enong¢ons le résultat

PROPOSITION 3.8.

Soit E un espace de Banach réel, Ex son dual topologique,f une
fonctionnelle de FO(E) dont 1'intérieur du domaine est non vide, alors
1'application (x,a) ——> Baf(x) est continue de dom (f) x ]O,+oo[

(muni de la topologie produit) dans ﬁx.

DH/AONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.8.

Voir [ 8]

A 1'aide de cette proposition on va améliorer le lemme 3.7.

LEMME 3.9.
On se place dans les hypothéses du lemme 3.7.
Alors : ¥e>0,4 noo, i p>0, ¥n > no ¥ z¢ B(O,pj

8 (2) © 3 _£(0) + 3 = B(0,1)
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DEMONSTRATION DU LEMME 3.9.

L'application z -—> 88 f(z) est continue de B(0,r) dans E* .
d‘aprés la proposition 3.8., on peut donc trouver p , 0 < p < 1/2 r ,
tel que pour tout z dans B(0,p) ,88 f(z) appartienne 3 V(BEE(O), %) , on

a alors
e -
o =
Bef(z) 88 £f(0) + = B(O,1) ,
et le lemme est démontré.

Achevons la démonstration du THEOREME 3.6.

D'aprés le théoréme 2.1. (iii)

¥38>0,Ta>0,¥¥e,0<ec<a

§ =
agf(O)CZ af (0) + E—B(O,l)

) , d'aprés le lemme 3.9.

Choisissons € tel que 0 < € < inf (o, r g

q nos dp > 0, ¥ n z_no , ¥ z € B(0,p)

3f_(2) < 3£(0) + §B(0,1) ;

et le théoréme est ainsi démontré.

REMARQUE 3.10.

n

Si E est égal a IR , le théoréme 3.6. redonne, bien slir, le
résultat cité dans 1l'introduction ; en effet d'aprés l'exempl% 2.6. 1la
condition (ii) est automatiquement vérifiée, et, en dimension finie, la
convergence simple des fonctions convexes sur C entraine la convergence

uniforme sur tout compact contenu dans C.
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CHAPITRE  III

EXEMPLES D'APPLICATIONS

I - CONVERGENCE DE SOLUTIONS DE PROBLEMES D'OPTIMISATION EN

DIMENSION FINIE.

- . m .
Etant donnée une fonction f dans Fo(ﬂi ) et une suite fn
= m . .
d'éléments de FO(DK ) convergeant vers f (dans un sens précisé plus loin),
nous allons &tudier le comportement des solutions des problémes (Pn):

... m
minimiser fn(x) pour x € IR" , lorsque n tend vers +co .

Mosco (voir [11]) a donné des résultats de convergence de solutions
dans des espaces de Banach réflexifs avec des hypothdses fortesde "coerci-

" des fonctionnelles. Nous montrons ici que dans le cas de la

vité uniforme
dimension finie des hypothéses faibles suffisent 3 assurer une bonne conver-
gence des solutions. Nous donnerons des résultats relatifs 3 la convergence

au sens de Mosco ainsi qu'd la convergence ponctuelle.

a) Convergence au sens de Mosco et convergence ponctuelle.

DEFINITION 1.1.

On dit qu'une suite fn de TO(E) converge au sens de Mosco vers f,
fe TO(E) (E désigne un espace de Banach reflexif réel), si pour tout

X & E on a

(1) il existe une suite X _ convergeant fortement vers x telle que
n

lim sup fn(xn) < £(x).

-
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(ii) pour toute sous-suite f de fn et pour toute suite ¥y, conver-
R
geant faiblement vers x , on a

lim 1inf fnk (yk) > £(x).

Le résultat essentiel, di & Joly et Mosco, sur cette convergence est le

suivant (voir [1] et [12])

THEOREME 1.2.

Soit f_ une suite de ' (E) , f € T (E) . Alors f tend vers f
n o o n

. . * *
(au sens de Mosco) si et seulement si fn tend vers f

_ . m P
Désormais nous supposerons E = IR . Précisons les rapports entre la

convergence au sens de Mosco et la convergence ponctuelle.

EXEMPLE 1.3.

La convergence ponctuelle n'entraine pas la convergence au sens
de Mosco. En effet, prenons m =1, f = X{O} (fonctionnelle indicatrice),
soit ¥ a une suite de nombres < O tendant vers O et a_ une suite tendant

vers + o , considérons les fonctions :

ax si x> Y
n n

£ =
a (2V -x) si X<V
n n - 'n
Il est clair que fn tend ponctuellement vers f. Si nous supposons maintenant
que & VY =-1, on a lim inf fn( on) =-1<f£f) =0

n 0
On n'a donc pas convergence au sens de Mosco.

EXEMPLE 1.4.
: . ?
La convergence au sens de Mosco n'entraine pas la convergence
ponctuelle,

Soit f = =X sy N=1,2,...

X[O,]] et fn .

I1 est facile de vérifier que fn tend vers f au sens de Mosco. D'autre part,

fn(O) = + o pour tout n et f(0) = O
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PROPOSITION 1.5.

Soit fn , f€ TO(IRm) partout finies, alors si fn tend vers f

ponctuellement, fn tend vers f au sens de Mosco.

DEMONSTRATION

(1) est trivialement vérifiée en prenant x = x

Vérifions (ii). Soit fn une sous-suite de fn et Y, une suite convergeant
k —
vers x. Soit r un nombre > O telque B(x,r) contienne la suite Yy -

f converge vers f uniformément sut tout compact donc
n
k

¥e>0,4k ,¥k>k |f -f|] < & sur B(x,r)
o - 0 n
k
Comme d'autre part f est continue en X, on a
Ik, , ¥k>k : {f(yk)—f(x)l <e

Et donc pour k > sup (ko’kl) , Oon a

!fnk(yk> - f(&x)] < 2¢

PROPOSITION 1.6.

Soit fn’ fe TO(IRm) , fn tendant vers f au sens de Mosco et

=]
r—,

dom £ # @ . On a alors : ¥ x € dom f : fn(x) - f(x).

DEMONSTRATION

- /—L . . 3 . -
Soit x € dom f , on a, d'aprés (ii), lim inf fn(x) > f(x); il

nous suffit de montrer que lim sup fn(x) < f(x) c'est-d-dire que
lim sup fn(x) <f(x) +e ,¥e>0.,

» . . . 3 T
Prenons € > 0, il existe Qs(x) voisinage ouvert de x inclus dans dom f ,

tel que pour z € Qg(x) on ait f(z) < f(x) + ¢



- 1.3.52. -

Considérons r > O tel que le cube [zi—xi] < r soit contenu dans QE(X)
m - .

I 1. .
et notons X ,...,X les sommets du cube. Pour chaque x~, il existe une

suite x; > x telle que fn(x;) - f(xl) (découle de (i) et (ii)) ; donc

il existe n, telque pour n > n. on ait
i i i
f(x7) —e<f (x) < f(x') + ¢
B T
Soit N = sup n. , alors pour n > N , on a
i i .
fn(xn) <E@ED) e <fx) v2 ¢ (¥ 1)
. i
D'autre part, pour n assez grand, x est une combinaison convexe des xn

277)

. i P
l.e. X =1 « X o, 0> o, b a = 1 . On en déduit

i
n .
1=1

f(x) <I o f (x7) < f(x) + 2 ¢
n - n n n —

d'ol lim sup fn(x) < f(x) + 2 ¢

b) Résultats de convergence.

Nous allons donner deux théorémes, 1'un relatif 3 la convergence

de Mosco, 1'autre relatif a la convergence ponctuelle.

THEOREME 1.7.

Soit fn , I € TO(H(m) , fn tendant vers f au sens de Mosco et f
inf-compacte. Alors si A désigne 1'ensemble des points u tels que
f(u) = inf f(x) et An 1l'ensemble analogue pour fn s oq a
x€e IR m

inf fn(x) > inf £(x)
xeﬂgl erRm
et An tend vers A au sens suivant : ¥ e > 0 , d oo ¥n>n

AL A+ EE(O,]). Et de plus les An sont tous non vides au deld d'un

certain rang.
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DEMONSTRATION

D'aprés le thénréme 1.2. : Si fn - f au sens de Mosco, fz tend

% .
vers f au sens de Mosco ; comme f est inf-compact on a

0 ¢ dom £% ot donc, d'aprés la proposition 1.6.

f:(x) > fx(x) ¥ x € dom £*
d'ot inf £ = - £7(0) » inf £ = - £5(0).
i n

I1 existe alors un nombre r > O tel que la boule B(O,r) soit contenue

o
e = » R . g .
dans dom fx et fn converge vers f= uniformément sur B(O,r). On applique

alors le théoréme 3.6, du chapitre II d'ou

¥e>0,En ,¥a>n 1 BE(0)C 3ET(0) + €B(0,1)

ce qui donne le résultat, sachant que An = afi(O) et A = fo(O)

- b3
Et An est non vide au-dela d'un certain rang puisque O € dom fn pour

n assez grand.

COROLLAIRE 1.8.

Méme conclusion que dans le théoréme 1.7. en remplagant 1'hypo-

thése £ inf-compact par f posséde un minimum unique.

DEMONSTRATION

Nous allons montrer que si f a un minimum unique u dans R™ |

f est inf-compacte. En fait on va montrer que f(x) + + « lorsque Mxﬂ >+
On peut toujours supposer u = 0 et inf f = 0.
Raisonnons par 1'absurde, supposons qu'il existe un nombre vy >0

et une suite X tels que “an >+ , et f(x ) < vy
n’ >

X
P . n . .
Considérons la suite T——T-, on peut en extralre une sous-suite convergente
Ux
que nous noterons ., , LLk converge vers V de norme !. On peut toujours

supposer que HXHH > 1 et donc



d'od W 0
ot f( k) >

Cr comme f est s.c.i. : f(v) < lim inf f( uk) =0 .

Cn a donc trouvé v de norme 1 qui serait &galement minimum,ce qui est
impossible. Donc f tend vers + « lorsque “ﬂl tend vers + « et donc f est

inf-compacte.

REMARQUE 1.9.

Si on remplace dans le théoréme 1.7. la convergence au sens de
Mosco par la convergence simple, la conclusion n'est plus vraie. Il suffit

de considérer 1'exemple 1.3. pour s'en persuader.

Donnons maintenant un résultat analogue pour la convergence

paonctuelle.

THEOREME 1.10.

Soit fn , f e FO(Dlm) , dom £ # ¢ , fn(x) tendant vers f(x) pour
tout x de R™ . Alors, si f est inf-compacte, on a la méme conclusion que

dans le théoréme 1.7.

DRVONSTRATION f
On a f ¢ F (R My et f € F (IR ) pour n assez grand.
Or %F) CC?TT' sur T (R™) (avec 1es notations du chapitre I)

o

d'od f: - fx pour E?E& et donc : f:(x) -> fx(x) ¥ x € dom fx

12 suite de la démonstration est identique 3 celle du théoréme 1.7.



- 1.3.55. -

c) Exemples.

Par 1'étude d'exemples, nous allons essayer de montrer qu'on ne
peut généralement pas espérer obtenir beaucoup plus de renseignements sur
des cas particuliers que ceux que donnent les théorémes généraux. En effet
Soit il y a unicité de la solution & la limite et alors les théprémes

généraux sont tout & fait satisfaisants ;
Soit il n'y a pas unicité i la limite et alors, comme nous le verrons sur

un exemple trés simple, il devient difficile d'obtenir des rensei-

gnements supplémentaires sur la fagon dont les solutions convergent.

Commengons par donner un résultat préliminaire qui va &tre utile.

PROPOSITION 1.11.

Soit E un espace de Banach réflexif réel, fn , £ € TO(E),
g une fonction convexe continue finie partout. Alors si fn + f au sens

de Mosco,fn +g~>f + g au sens de Mosco.

DEMONSTRATION .

Montrons (i). Soit x € E et X + x telle que

lim sup fn(xn) < £(x)

Considérons lim sup (fn(xn) + g(xn)) = lim Sup (fn(xn) + g(xn))

p n>p
et ceci < 1lim (Sup £_(x_) + sup g(x ))
- n'n n
p n>p n>p
v~ < . .
d'od < lim sup fn(xn) + lim g(xn)
et donc lim sup (fn(xn) + g(xn)) < f(x) + gx).

Montrons (ii). Soit fn une sous-suite et X, 7 X pour la topologie

faible. k
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lim inf (fn (xk) + g(xk)) = 1lim inf (£ (xk) + g(xk))

k p k>p Mk
Or inf (£ (%) + g(x.)) > inf £ (x ) + inf g(x,)
kiP nk k k >p nk k >p k
.~ .. .. .
d'od 1im 1nf(fnk(xk) + g(xk)) > lim inf fnk(xk) + 1lim inf g(xk)

et donc lim inf (fnk(xk) +g(x)) > £(x) + g(x).

—_—*

Rappelons la définition des fonctions "prox" (voir [5]).

Soit f € TO(B{m) , 2z € R o ; la fonction

1 . - .. . m
x > f(x) + E-dx—zHZ est inf-compacte et possé&de un minimum unique sur R ,

ce minimum est not& prox (z/f).

Voici un résultat sur la stabilité des fonctions "prox".

THEOREME 1.12.

Si fn converge vers f au sens de Mosco, fn’ fe FO(E(m), on a :

¥ z¢ Rr™ prox (z/fn) - prox (z/f).
DEMONSTRATION.
D'aprés la proposition 1.11. fn + %‘“X'Z”Z converge vers

f + % Hx—z{l2 au sens de Mosco. On applique alors le corollaire 1.8. d'ol

il découle que

prox (z/fn) > prox (z/f).

Voici pour terminer un exemple ol i1l n'y a pas nécessairement

unicité de la solution 3 la limite.
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; _ . m m
Soit C un convexe fermé non vide de R~ , x ¢ TR,

’P>1/P

Ixl = (lxl'p + o+ x , p>1, ilﬁlm = max lx. |
P m . i
1=},...,m
Notons WC p(x) la projection (unique) de x sur C pour la norme J H .
et To »(x) l'ensemble des projections de x sur C pour la norme J Hw .
Wc’p(x) minimise Hu—ﬂlp + Xc(u) pour u ¢ R™ et
. ! ! m
ﬂC,m}X) minimise ;lu—x[loo + XC(u) pour u € R
On a alors
PROPOSITION 1.13.
Lorsque p tend vers + « T p(X) tend vers e o(x) au sens

sulvant

¥e>0,3p L, ¥p2p Mo () €T () +£BO,1)

(l1a boule désignant par exemple la boule euclidienne).

Et dp(x,C) > d (%,0)
DEMONSTRATION
Soit £, = Hu—xilp + X, (u)

f () ”u—xﬂw + Xc(u)
I1 est facile de voir que fp > £ au sens de Mosco dans FO(I{m) (démonstra-
tion analogue & la proposition 1.11.) et comme f_ est inf-compacte le

résultat se déduit immédiatement du théordme 1.7.

H

Un probléme semble ici particuliérement intdressant : comment se

comporte la suite T (x) lorsque 7

C,p C’Oo(x) n'est pas réduit & un point ?
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Nous allons donner une réponse partielle 3 cette gquestion.
.oz m ‘
Soit Bm(x,dw(x,C)) = {z¢ R h]z—mlw.S d_(x,0) ¢ ,

Soit F_la plus petite face du cube Ew(x,dm(x,c)) contenant
cn ﬁw(x,dm(x,c)) ,notons w le centre de F_.

On a alors

PROPOSITION 1.14.

Si F_est une face de dimension m-1 et si la projection pour la

norme A dw de w sur C Em(x,dm(x,c)) =7 Oo(x) est unique et notée (' ,

C,

la suite WC p(x) converge vers w' lorsque p - +w
b

DEMONSTRATION.

On suppose Te OO(x) non réduit 3 un point et m > 2 sinon le résultat
3

est trivial. On a alors 1'inégalité
Jo~zl > {wx |
lomal ) > sl

od X désigne la projection en ” Hp de x sur C et z un point quelconque
P

de T x).
es

De la suite xp Oon peut extraire une sous-suite Xp' convergeant vers un

point X € To oo(x), on obtient en passant i la limite
b

o=zl > fw-xg| ¥aem G,
et donc x = @'
D'od X > '
P

IT - CONVERGENCE D'INTEGRANDES CONVEXES

Nous allons donner un exemple, en dimension infinie, ol les
résultats des chapitres précédents peuvent &étre appliqués.

On va s'intéresser au probléme suivant



- 1.3.59. -

Minimiser fS f(s,x(s))do(s) pour X appartenant & un espace

de fonctions mesurables X
On suppose qu'une suite fn converge simplement vers f et on va

regarder comment les solutions des problémes : minimiser, fS fn(s,x(s))do(s)

>

convergent vers les solutions du probléme limite.

Nous allons d'abord traiter le probléme dans des espaces de Banach

foe]
réflex1fs)nous examlnerons ensulte le cas intéressant de L; et Lm .

NOTATIONS ET DEFINITIONS.

(S,F,0) désigne un espace mesuré sigma fini muni d'une mesure
positive.

X,Y désignent des espaces de fonctions mesurables de S dans IR"
mis en dualité séparante par un produit scalaire noté < X,y >. On suppose
que X et Y sont des espaces de Banach réflexifs et que Y est le dual de X
par la dualité < x,y >(prendre par exemple X = Li , Y = L; avec 1 < p < +

et Ly é—= I ou bien des espaces d'Orlicz convenables).

P

On suppose de plus que X et Y sont décomposables. Rappelons

(suivant [13]) qu'un esapce de fonctions mesurables X de S dans IR est dit
décomposable si pour tout T € F tel que o(T) < + « » pour tout x € X et
pour tout z : T - IR mesurable essentiellement bornée, la fonction X égale
d zsur T et & x ailleurs est toujours dans X

Les espaces Li oi 1 < p < + o sont décomposables.

On appelle intégrande normale toute application f de S x I dans IR telle

que la multi-application S » &pi f(s,.) soit mesurable 3 valeurs fermées
(pour les propriétés des multi-applications mesurables et des intégrandes
nous renvoyons a [13]).

Si f est une intégrande normale, pour toute fonction mesurable x de S dans
Himlla fonction s + f(s,x(s)) est mesurable et on peut attribuer une valeur

(éventuellement * =) 3 1'intégrale

L) = [g £(s,x(s))do(s) ,
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en posant
g £(s,x(s))da(s) = [g max (0,f(s,x(s))da(s)

+ IS min (0,f(s,x(s))do(s)

e~ en convenant que (4o ) + (= o) = + o« ,

. e P . %
Si f est une intégrande normale, on peut définir sa polaire f = par la

formule

fx(s,y) = sup (x.y - f(s,x)) ¥seS,%ye RrR™
XEH@

K . P
f est encore une intégrande normale.

Si If n'est pas identique 3 + o sur X , on a

Nous dirons qu'une fonction f : S x R™ - IR vérifie 1'hypothése H si

elle vérifie les quatre conditions sulvantes

(i) pour tout x € IR m ' s » f(s,x) est mesurable,
(i1) pour tout s € S : f(s,.) € FI(IRm) ,
(iii) If n'est pas identique 3 + « sur l'espace X ,
(iv) i1 existe un nombre r > O tel que pour tout y € Y vérifiant

ﬂyH <r (Hy” désigne la norme de y dans le Banach Y)
s - f*(s,y(s)) est intégrable.

On peut remarquer que les conditions (i) et (ii) impliquent que f est une

intégrande normale (voir [13]).

S>it (P) le probléme:minimiser If(x) pour x € X , ou f est une intégrande

normale. On désignera par o la valeur inf I

x€X

solutions de (P),c'est-d-dire l'ensembles des x € X tels que If(x) = g,

f(x) et par A 1l'ensemble des
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Un résultat de convergence.

Commengons par énoncer un résultat d'existence de solutions.

PKOPOSITION 2.1.

Si f vérifie 1'hypothése H, la valeur o du probléme (F) est finie

et 1'ensemble A des solutions est un convexe 0(X,Y) compact non vide.

DEMONSTRATION.
. . . - . x

Puisque If n'est pas identique & + © on a I s " (If) . La

condition (iv) implique que I + n'est pas identique 3 + ® et donc
£
*: = . ' m ;
(I x) I . If ; d'ou If € FO(X) , I £ € LO(Y).
f f f
[e]
L. . . —_— N PN
La condition (iv) entraine que O € dom I + donc o = -(I,.)"(0) = -1 _(0)
£ . f
est fini. D'autre part, I . oSt continue en O d'aprés la proposition 3.1.
f
du chapitre T , et donc A = 31 x(O) est un convexe ¢(X,Y) compact non vide.
f
_—_*...

Donnons maintenant le théoréme de convergence.

THEOREME 2.2.

Soit f une intégrande normale vérifiant 1'hypothése H et la

condition suivante

<
N

(v) il existe ¢ > 0 tel que Hyﬂ < ¢ entraine:y(s) € dom fx(s,.)

pour presque tout s.

Soit fn une suite d'intégrande normales convergeant ponctuellement vers f
m :
fn(s,x) > f(s,x)). f

On suppose que les fn vérifient (i), (ii), (iii) et la condition suivante

(i.e. ¥ (s,x) € Sx IR

(vi) il existe 1 > O tel que pour tout v € Y vérifiant ﬂyﬂ < n,la
. b3 o . . . .
suite Ifn(s,y(s))l est, & partir d'un certain rang, majorée par

une fonction intégrable.
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f

Alors si o = inf I (x) et A = {x€X | Ip ) = o}
x€cX n n

dh tend vers g et og-lim An est un ensemble non vide contenu dans A.

DEMONSTRATION.

D'aprés (vi) I x(O) est fini pour n assez grand, on peut donc,

f
n

au besoin en supprimant un nombre fini de termes de la suite, supposer
que I x € FO(Y). Soit a un nombre > O tel que a < min (r,e,n) et soit
fn o
. - =

y € Y tel que Hyﬂ < a ; on a alors y(s) € dom f (s,.) pour presque tout s,
et donc d'aprés le corollaire 4.8. du chapitre I; f:(s,y(s)) - fx(s,y(s))
pour presque tout s. Comme d'autre part la suite lfi(s,y(s))[ est majorée
par une fonction intégrable, on peut appliquer le thé&oréme de convergence

dominée et donc

[g E2(s,y())da(s) » f¢ £%(s,y(s))da(s)

[=]
Comme la boule de centre O et de rayon a est contenue dans dom I g > OO
f

peut appliquer le théoré&me 3.1. du chapitre II, et donc on conclut que
og-lim 9L x(O) est un ensemble non vide contenu dans 91 *(O).

f f
n .

REMARQUE 2.3.

On utilise en fait une modification évidente du théoréme 3.1.

du chapitre IT dans la démonstration précédente,vu que l'on a convergence
- e
sur B(0,a) et pas sur tout dom I x

f

COROLLAIRE 2.4.

t

Si de plus I 4 st Gateaux—différentiable en O, pour toute suite
£

X de X telle que X € An (au-dela d'un certain rang), X~ converge faible-

ment vers la solution unique x du probléme (P).
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DEMONSTRATION.
Appliquer le corollaire 3.2. du chapitre II.

REMARQUE 2.5.

Une condition naturelle pour que I + soit Gdteaux-différentiable
f
* . ~ . ~ .
en O est que f (s,.) soit Giteaux-différentiable en O pour presque tout s;

en effet

3T ,(0) = {x € X | x(s) € 3£™(s,0) p.t.s.}
f

REMARQUE 2.6.

La condition (v) est trivialement vérifide si par exemple
x m . .
dom £7(s,.) = R~ pour presque tout s (i.e. f(s,.) est inf-compacte pour

toute pente pour presque tout s).
Le cas X = L} , Y =1L
—_ m

Ce cas ne rentre pas dans le cadre précédent ; moyennant guelques
modifications, nous allons donner un résultat voisin avec des hypothéses
qui, dans ce cadre, paraissent plus naturelles.

Rappelons d'abord quelques résultats utiles sur la dualité entre

o oo, %
L et (L .
m ( m)
© % . . .o . . . .
Une forme z ¢ (Lm) est dite singulidre s'il existe une suite croissante Sj

de parties mesurables telles que O(Sj) <+ mwet S = USj)vérifiant

¥je N ,¥xc¢g L: tel que x(s) = O pour presque tout s

3 8 o

n'appartenant pas 3 S. , on a : z(x)

x

[ce I ¢ - . [
Nous noterons (Lm)S le sous-espace de (L )" formé des formes singuliéres.

On a alors (voir [13])

Tout élément de (L:)x peut s'écrire de facon unique
X > IS x(s)y(s)do(s) + z(x), avec y € L; et z ¢ (L:): et de plus sa
norme est alors

I+l
LITI

(Ceci entraine (I)* = 1! & 10)* )
m m m s
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Nous utiliserons le résultat de polarité suivant (voir [13])

PROPOSITION 2.7.

Soit f une intégrande normale, If défini sur L: , On suppose

que dom If = C est non vide, alors (If)x sur (L::)x est donnée par

(If)x(y+z) =1 *(y) + sup < z,x >
£ xeC

Nous dirons qu'une fonction £ : S x R™ > TR vérifie 1'hypothése

H' si elle vérifie les conditions (1), (ii), (iii) de 1'hypothdse H et

(iv) " il existe un nombre r > O tel que ¥ y € r™ s Hy” <r,

s - f*(s,y) est intégrable.

Donnons maintenant un nouveau ré&sultat d'existence.

PROPOSITION 2.8.

Si f vérifie 1'hypothé&se H', la valeur o du probléme (P) est finie

. o ;
et 1'ensemble A des solutions est un convexe G(L;’Lm) compact non vide.

DEMONSTRATION.

Nous allons montrer que la condition (iv)' entraine qu'il existe

un nombre r' > O tel que ¥ y ¢ L: ) Hyﬂw <r',
s - fx(s,y(s)) est intégrable.
Soient 0 < r' <y < r tels que le cube Cy = {x]]xilﬁ v}

soit contenu dans la boule B(0,r). Soit y € L: telle que ”y”m < r' , alors

51 nous notons Ck s k=1,2,...,2m, les sommets de Cy on peut trouver 2™
Zonctions mesurables al,...,uzm de S dans [0,1] de somrme 1 telles que
oM
y(s) = ki] OLk(s)Ck pour presque tout s . v

(Prendre une section mesurable de la multi-application mesurable qui a
tout s fait correspondre l'ensemble des (al,...,azm) de [0,1]2m de somme 1
cels que

y(s) = ¢ o Ck )
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On a donc

£(s,5()) < T oy ()E7(s,C) p.t.s.

d'ou fx(s,y(s)) est majorée par une fonction intégrable.

Comme, d'autre part

fx(s,y) = sup (x.y - f(s,x))
xR

on a
£%(s,y(s)) > x y(s) - £(s,x) ¥xeR™T,¥s €5

Puisque If n'est pas identique a + ® , il existe x € Lé telle que
fs max (0,f(s,x(s))do(s) < + = .

Ecrivons fx(s,y(s)) > x(s)y(s) - max (0,f(s,x(s)) ;

-

0 € L7 et xe L!

T y n © € o’ .

donc le second membre est intégrable, on en dé&duit que s -~ f (s,y(s))
est intégrable.

o

On a donc 0 € dom I _,d'ot o = - I  (0) est fini.
% *
f f
L'ensemble des solutions est égal au sous-différentiel dans L& de I

f
au point O que nous notons 31 I x(O).
£ wox
I est une fonctin convexe G(Lm,(Lm) ) semi-continue inférieurement,

£* .

elle est continue pour la topologie de L; sur dom I + et donc SmI x(O)
f £
(sous—-différentiel dans (L:)x) est un convexe faible-&toile compact non vide.

Montrons que 9 I x(0) =9, I X(O)
f f

Ecrivons:B°° Ifx(O) = {t e (L:)X | - Ifx(O) 3_(Ifx)*<£)}.

Or d'aprés la proposition 2.7.

(1 x)x(}"‘“z) = If(y) + sup < z,X >
f xeC
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et comme O € C

pour tout z# 0 ona sup < z,x > >0 ,
x€C
EENS
d'otd 3 I (0) ={y+tze @)D" | z=0 et -1 _(0) > I, (y)}
o fx m fx - °f

et c'est bien é&gal a 3., I _(0)
1 fx

Enongons un résultat de convergence voisin du théoréme précédent.

THEOREME 2.9.

Soit f une intégrande normale vérifiant 1'hypothése H' et

o
e

(v)' H e > 0 tel que ilyiloo < € entraine y(s) € dom fx(s,.) pour

presque tout s.

Soit fn une suite d'intégrandes normales vérifiant (i), (ii),
(iii) et convergeant ponctuellement vers f.

On suppose que

. © . b3 -
(vi)' I n>0, ¥ye Lm ﬂyﬂwi.n , la suite lfn(s,y(s))l est, 3
partir d'un certain rang, majorée par une fonction intégrable

fixe.

Alors an tend vers O et si nous notons adh (An) 1'ensemble des
o0} [e0) oo
valeurs d'adhérence O((Lm)x,Lm) dans (Lm)x de suites X telles que
X € An pour tout n, adh (An) est un ensemble non vide contenu dans A.

. . . . 1
(Ceci entraine en particulier que les ensembles An’ contenus dans Lm’ sont

taus non vides au-dela d'un certain rang).
'

DEMONSTRATION.

On va utiliser un lemme qui est une variante du théoréme 3.1.

du chapitre II.
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LEMME 2.10.

Soit E un espace de Banach réel, f un &lément de FO(E) tel que
o o _ -3
dom f # § , x un point de dom f et a un nombre > O tels que B(x,a) < dém f.

Soit fn une suite de FO(E) telle que
¥y € B(x,a) £ (3 » £(y)

On a alors

o*-adh Bfn(x) est un ensemble non vide contenu dans 3f(x). De plus, si
f(x) = {xx}, toute suite x: € afn(x) converge vers = pour la topologie

faible étoile.

DEMONSTRATION.

En reprenant le raisonnement de la proposition 3.13. du chapitre I
[

avec des modifications évidentes, on voit que ¥ y € B(x,a) vy € d6ﬁ_%n
au-dela d'un certain rang. On en déduit; au besoin en supprimant un nombre
fini de termes de la suite, que x € dSE"fn pour tout n, donc que fn est
continue en x pour la topologie de la norme et par suite afn(x) est un
convexe cx compact non vide.

Montrons que o%.adh afn(x) est non vide.

. x
Soit X € afn(x) , on a

*
¥z¢E fn(z) Z_fn(x) + < X _»27X >

= *
et donc ¥ u € B(0,a) : fn(x+u)—fn(x) > < X_,u >
Or fn(x) > f(x) et fn(x+u) > f(x+u)
On en déduit que ¥ u € B(0,a) sup < X:,u > < + o
n

et donc, d'aprés le théoréme de Banach-Steinhauss, la suite xz est bornée en
norme dans Ex, elle est donc o(Ex,E) relativement compacte. Soit alors U
un ultrafiltre sur IN plus fin que le filtre de Fréchet, xi converge sui-
vant L vers un certain point X pour la topologie g(Ex,E) et donc

O%-adh fn(x) est non vide.
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Montrons maintenant que o%-adh afn(x)<: af (x).
Soit 7( un ultrafiltre sur IN (plus fin que le filtre de Fréchet)
x .
et X € Bfn(x) telle que x: converge vers xx pour la topologie g(Ex,E).

Cn a
b3
¥VzeE: f (z) >f (x) + <x ,z—x >
n — "n n
d'ol en passant 3 la limite suivant '2(
= x
¥ z € B(x,a) f(z) > £(x) + < x",z2—x >

et donc xx € 3f(x).

. * % *
Si de plus on a 3f(x) = {x },montrons que X tend vers x~ pour la
. *
topologie O
. . x* b3 . . ..
Raisonnons par l'absurde, si x_ ne tend pas vers x ,il existe un voisinage
n

b . * x . :
ouvert V de X~ et une sous-suite X telle que X g V. Soit alors Z{ un

k k
ultrafiltre plus fin que le filtre associé i cette sous—suite, on a
x * b3 . N . .
X U > & et £° ¢ V puisque V est ouvert. D'od une tontradiction.

Démontrons maintenant le théoréme

Soit a > 0, a < min (r',e,n), le méme raisonnement que dans le théoréme 2.2.
montre que pour ﬂydm <a, I x(y) ! x(y) et en particulier a > a

f f

n
On peut donc, en supprimant au besoin un nombre fini de termes de la suite

3 . o -

I , SUPPOser que tous les o sont finis et donc I 5 € Fo(Lm) . D'apras 1le

¢ £
n ° n

lemme 2.10., on a 0 € dom I  POur n assez grand et donc

f
n

{
A =931 (0) =3, I _(0) ; de plus o%.adh (A ) est un ensemble non vide
T oo fx 1 fx n
n n

contenu dans A =3 I (0)
oo *

COROLLAIRE 2.11.

Si on suppose de plus que 3I x(O) = {x} toute suite X s
f

1 (o]
rge L°,L vers X.
x € An’ converge 0O( o m)
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DEUXIEME PARTIE

QUELQUES PROPRIZTES GENERIQUES DES OPERATEURS MONOTONES

Nous étudions certaines propriétés topologiques et géométriques
des opérateurs monotones qul sont vraies presque partout au sens de Baire.
La démarche adoptée est d'obtenir d'abord des résultats sur les points de
continuité de certaines fonctions ou multi-applications et de les traduire
ensuite en termes plus géométriques dans le cas des opérateurs monotones
et des sous-différentiels (Gateaux-dérivabilité, Fréchet-dérivabilité).

Ce point de vue s'est révélé intéressant pour deux raisons

~ 11 permet d'obtenir des résultats nouveaux,

- Les démonstrations sont généralement plus simples que celles déja
connues dans des contextes moins généraux (on comparera notamment
avec les démonstrations d'ASPLUND ou de DAY des théorémes de dériva-
bilité générique).

L2 résultat d'univocité générique des opérateurs monotones a d'abord &té
obtenu indépendamment et avec des méthodes différentes par E. ZARANTONELLO
@t 1'auteur dans des espaces séparables. Avec 1'hypothése qufil existe une
norme équivalente dont la duale est strictement convexe le résultat est di
£ P.S. KENDEROV (corollaire 2.9.).

Les autres résultats présentés ici sont dus 3 1'auteur.






CHAPITRE I

CHAPITRE II

- II.1.2. -

PLAN

POINTS DE CONTINUITE DE MULTI-APPLICATIONS
SEMI~-CONTINUES SUPERIEUREMENT.

QUELQUES PROPRIETES GENERIQUES DES OPERATEURS
MONOTONES DANS LES ESPACES DE BANACH.

Résultats préliminaires

Propriétés génériques des opérateurs monotones
Lien avec la dérivabilité des fonctions convexes
Un résultat d'existence

Renorming theorems et compléments

Applications
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CHAPITRE I

POINTS DE CONTINUITE DE MULTI-APPLICATIONS
SEMI-CONTINUES SUPERIEUREMENT

Le but de ce chapitre est détendre un résultat classique de
G. CHOQUET sur les points de continuité de multi-applications semi-
continues a valeur dans un espace compact au cas de multi-applications
a valeurs convexes faiblement compactes dans un espace de Fréchet. On
applique ce résultat pour montrer 1'unicité générique des opérateurs
monotones et pour étendre aux espaces de Fréchet séparables un résultat
de différentiabilité générique des fonctions convexes &tabli par ASPLUND

pour certains espaces de Banach.

NOTATIONS :

Nous renvoyons a [8] pour toutes les propriétés usuelles des
espaces de Baire et 3 [22] pour les définitions concernant les multi-
applications. Précisons cependant qu'on appelle ensemble maigre dans un
espace topologique toute réunion dénombrable de parties dont 1'intérieur
de 1'adhérence est vide, et résiduel toute partie dont le complémentaire
est maigre.

Nous désignons par G§ toute intersection dénombrable d'ouver;s.
Nous utiliserons le résultat classique suivant sur les fonctions semi-

continues.
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PROPOSITION 1.1.

Soit E un espace de Baire et f une fonction semi-continue
(inférieurement ou supérieurement) de E dans R . Alors 1'ensemble des

points de E ol f est continue est un résiduel GG .
Enongons maintenant le résultat de Choquet [8].

THEOREME 1.2.

Soit E un espace de Baire, F un espace compact métrisable et T
une multi-application de E dans F 3 valeurs fermées non vides semi-
continue inférieurement ou supérieurement.

Alors 1'ensemble des points de continuité de T est un résiduel G

5

Principe de la démonstration

(1) On traduit la semi-continuité de la multi-application par la
semi-continuité d'un ensemble de fonctions numériques au moyen de la

proposition suivante

PROPOSITION 1.3.

Soit E un espace topologique, F un espace topologique normal,
I' une multi-application de E dans F 3 valeurs fermées non vides. Si f
est une fonction continue de F dans R, on note f la fonction dé&finie par

-~

f(x) = sup f(y)

yerl (x)
on a alors
(1°) T s.c.i. en a <=> ¥ f ¢ &(F) f s.c.i. en a
(2°) I's.c.i. en a <=> ¥ f ¢ T(F) f s.c.s. en a

ot C(F) désigne l'ensemble des fonctions réelles continues sur F.

t
Si on note GT 1'ensemble des points de continuité de [ et Gf

l'ensemble des points de continuité de f, on a donc

G_ = N Ga
feg(r) f
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(i1) Si T est semi-~continue, toutes les fsont semi-continues, donc G%

est un résiduel G6 de E.
Il suffit maintenant de montrer qu'on peut se restreindre i un ensemble
dénombrable de fonctions f. On déduit ce dernier point du fait que si F
est un compact métrisable, Z:(F) est séparable (pour la topologie de la
norme) .

En suivant une démarche analogue, nous allons démontrer le ré-

sultat suivant

THEOREME 1.4.

Soit T un espace topologique métrisable et de Baire, E un espace
localement convexe séparé,t(E,E') () —quasi-complet et dont le dual E'
est o(E',E) séparable.

Soit T une multi-application semi~continue supérieurement 3 valeurs
convexes O(E,E') compactes non vides de T dans E muni de la topologie g(E,E').

Alors l'ensemble des pcoints de T ol I' est continue est un résiduel GCS de T.

DEMONSTRATION

Nous allons utiliser deux lemmes dont on trouvera la démonstration

dans Valadier [29].

LEMME 1.5.

Soit T un espace topologique , E un e.v.t.f.c.s. sur IR, [ une

multi-application de T dans E & valeurs convexes g(E,E') compactes non vides.

Alors
I' s.c.s. en to (pour G(E,E'")) <=> ¥ ¢ ¢ E' : E s.c.s. en to
ol
(1) = sup £(x)
x€I(t)
(%)

T(E,E') désigne la topologie de Mackey sur E associée a son dual

topologique E'.
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LEMME 1.6.

On suppose de plus que les valeurs de T sont contenues dans une

partie faiblement compacte fixe K. Alors

T s.c.i. en to (pour o(E,E')) <=> ¥2¢€ E' : ¢ s.c.1. en tO

Démontrons maintenant le théoréme

Soit A une partie dénombrable partout dense dans E' pour T(E',E)
(si E' est o(E',E) séparable il est &également T(E',E) séparable). Nous allons
montrer que si pour tout £ dans A,i:est continue en to’ alors T est semi-
continue inférieurement en t,:
Pour montrer que T est s.c.i. en € il suffit de montrer que la restriction
de T & tout ensemble T' de la forme T' = {to} U {tnsl n € IN}ol tn est une
suite de T convergeant vers t, est s.c.i. en t,-
Comme [' est semi-continue supérieurement et que T' est compact,

K= U I'(t) est faiblement compact.
teT!

Pour pouvoir appliquer le lemme 1.6. il suffit de montrer que pour tout £
dans E', {est semi-continue inférieurement en t,- C'est vrail pour les
€léments de A ; si £ ¢ A on va approcher % par des éléments de A, unifor-
mément sur K , ce qui est possible puisque K é&tant faiblement compact et

E T-quasi-complet 1'enveloppe convexe fermée de K est faiblement compacte.

On a donc
¥e>0,3 0 €A ¥xeK: B -] <c¢

On va en déduire que‘iest s.c.1. en to.
Soit A un réel tel que A < Z(to)
Considérons € > 0 tel que Q(to) > A+ 2¢

et prenons %' € A tel que
¥ x € K l%(x) - R'(x)l < g ?
On a alors

¥teT' sup 2'(x) - € < sup R(x) < sup L'(x) + €

xeT(t) . xeT (t) xeT (t)



- II.1.7 -

On en dédult
' + > t +
2 (t ) € /Q/( ) > A 2 ¢

d'od 2'(t0) > A+ ¢

-~

Comme %' est s.c.l1. en t il existe un voisinage V(t ) tel que
o’ g o q

¥teg V(to) L'(t) > X + ¢

d'ot ¥te vic) 2(e) > '(8) - e >

-~

On a donc montré que £ &tait s.c.i. en to D'oli, d'aprés le lemme 1.5 |,

on conclut que ' est s.c.i. en to.

I1 s'ensuit que GF = 1 Ga
€A 2
et donc GF est un résiduel G6 de T.
———*—
REMARQUE 1.7.

On notera que les hypothéses faites sur l'espace E sont assez peu
restrictives.

Pour que E' scit o(E',E) séparable il suffit qu'il existe une
suite e; dans E' séparant les points de E.

C'est le cas par exemple si-E est un espace de Fréchet séparable.

EXEMPLES ET APPLICATIOMNS

a) Multi-application de projection

Soit X un espace de Banach réel séparable et réflexif, C un
convexe fermé non vide de X ; si x est un point de X on désigne par QZ(X)

l'ensemble des projections de x sur C, c'est-a-dire
T = tuec|ilx-ul = inf x-v]}
veC

I1 est évident que Q@(x) est une partie convexe faiblement compacte ét

non vide.
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PROPOSITION 1.8.

La multi-application x - ‘/C(x) est semi-continue supérieurement

de X muni de la topologie forte dans X muni de la topologie faible.

DEMONSTRAT ION

Soit § un ouvert faible contenantqjg(x) on veut montrer qu'il

existe un voisinage V(x) tel que pour tout z € V(x), on ait

P@ca.
Raisonnons par l'absurde. Supposons qu'il existe une suite z X et une
suite v, c qg(zn) telle que v, ¢ O . La suite y, est bornée on peut donc

en extraire une saus-suite Y, faiblement convergente vers un &l&ment y ,
k
onaydg®.
Or z -~ vy, converge faiblement vers x-y et puisque la norme est faiblement
n
k k

s,c.i., on a

lim inf || an_ynk“ > {|x-v
d'od vyveC et Hx—y“ < d(x,C)
puisque “zni—ynk“ ='d(znk,C) + d(x,C)

et donc y € (Z?(x) ce qui est impossible.

——

Appliquons le théoréme !.4., il s'ensuit que 1'ensemble des points
de continuité de la multi-application de projection est un résiduel GG de

X. Un contre exemple simple dans IR® montre qu'en général cette multi-

application n'est pas continue en tout point.
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b) Multi-applications monotones

Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe et
séparé, E' son dual, muni de la topologie o(E',E), Q un ouvert non vide

b - .
(%) s.c.s. a valeurs non vides

de E , T une multi—-application monotone
de Q@ dans E'. On a le résultat suivant qui "interpréte" le fait que T soit

s.c.1. en un point.

PROPOSITION 1.9.

Soit u €  , T est semi-continue inférieurement en u si et seule-

ment si ['(u) est ré&duit 3 un point.

DEMONSTRATION

La seule implication non triviale est que si I' est s.c.i. T(u)

est réduit a un point.

Raisonnons par 1'absurde, supposons que I'(u) contienne deux points distincts

alors 4 ¢ € E

tel que < yz—y],g > >0

Soit € un nombre > O tel que : < yz—yl,g > > 2 ¢

et considérons les voisinages g(E',E) ouverts de y, et v,

Q ={yeE | -e<cx y-y»E > <e}

O
]

2 {yeE' | -¢g<«< vy, £ > < g}

On a bien sur Ql n Qz = @ et puisque T est s.c.i. il existe un voisinage

V(u) de u dans Q tel que ¥ x € V(u) , I'(x) coupe Q] et QZ

(%) i.e. < y*—xx,y—x > > 0 ¥x,yeQ , ¥ xx € Irx) ,

¥ yx € T(y)
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Soit alors A > O assez petit pour que u + Af € V{u).

Pour un tel A , il existe z, et z, dans T'(u+Af) tels que
- £ < < z]-y],E > < g
- £ << zz—yz,g > < €

et d'aprés la monotonie de I on a
< zl—yz,lg >>0 d'od < zl-yz,g > >0

ce qui entraine < yz-y],i > < €

ce qui est impossible puisque : < yz-yl,i > >2¢€,

On déduit de cette proposition?

THEOREME 1.10

Dans le cadre précédent, si E est un espace de Fréchet séparable
et si ' est une multi-application monotone i valeurs convexes O(E',E)
compactes non vides et s.c.s. de  dans E' faible-&toile. Alors 1'ensemble

des points de 2 ou I' est réduite & un élément est un résiduel Gé de Q

DEMONSTRATION

L'ensemble des points ou I' est réduite & un élément est 1'ensemble

des points ol I' est continue d'aprés la proposition 1.9. Il suffit donc de
vérifier qu'on peut appliquer le théordme 1.4. C'est-d-dire qu'on peut
prendre pour E le dual faible-étoile d'un espace de Fréchet séparable.

t

——
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c) Gateaux-différentiabilité des fonctions convexes

Soit E un espace de Fréchet séparable, E' son dual muni de la
topologie O(E',E), f une fonctionnelle convexe semi-continue inférieure-
—
ment et propre sur E telle que dom f # @ .

Pour tout x dans dom f, le sous—-différentiel de f en x, 3f(x), est un

convexe O(E',E) compact non vide et la multi-application x - 3f(x) est
monotone s.c.s$. sur dGﬁiE. Comme f est G3teaux—différentiable en x si et
seulement si 9f(x) est réduit a un point, en appliquant le théoréme 1.10.
on en déduit que l'ensemble des points ol f est GAteaux-différentiable est
un résiduel GG de dgﬁif . On étend ainsi aux espaces de Fréchet séparables

un résuttat établi par Asplund pour certains espaces de Banach.
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CHAPITRE II

QUELQUES PROPRIETES GENERIQUES DES OPERATEURS MONOTONES
DANS LES ESPACES DE BANACH

§ 1 - DPRELIMINAIRES

E désigne un espace de Banach réel, g* son dual topologique,
“ “ désigne la norme de E et “ “x la norme duale sur ET (qu'on notera

toujours || || lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité).

On désigne par J la multi-application de dualité de E dans EY
c'est-a-dire J = 3 %H “2 .

On dit que E posséde la propriété (Hx) si pour toute famille

filtrante x? de E* telle que :

x:.a X pour O(Ex,E) et “xﬁl > Hxﬁl

on a : Hx?—xﬁl +0 .

On vérifie facilement que tout espace de Banach E réflexif dont

la norme est Fréchet dérivable posséde la propriété (Hx)
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DEFINITION

On dit qu'une norme “ “ sur un espace de Banach E est localement

uniformément convexe si 1l'une des deux propriétés &quivalentes suivantes

est vérifiée :

(1) wx,{dl =1 et ¥e e1l0,2[
8,02 = ine {1~ [ lIsll = 1, aosll > 23 > o
(ii) Pour toute famille filtrante X, telle que

Il >

on a “x.—x“ > 0
et x> 25 i

PROPOSITION 2.1.

Tout espace de Banach dont la norme duale est localement unifor-

mément convexe possdde la propriété (Hx).

DEMONSTRATION

[ . . * * x b
Considérons une famille filtrante x. de E  telle que X, =X

pour la topologie faible-é&toile et ”xfﬂ > “x*“ et montrons que
Ie™] > 2l

En effet, on a
et < )+

* . ~ . . .
et comme d'autre part la norme duale sur E* est faible-étoile semi-continue

inférieurement, pour tout € > O, pour i "assez grand", on a

It > Al - e

On en déduit que Hx:+xx” - ZHXﬁl et d'aprés (ii) la démonstrhtion est

terminée.
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Rappelons maintenant quelques définitions et propriétés relatives
aux opérateurs monotones.

. . . . * . .
Soit T une multi-application de E dans E° on lui associe

son graphe G(T) = {(x,xx) € E x o [ xX € Tx}
son domaine D(T) = {x ¢ E ’ Tx # ¢}
son image R(T) = U Tx

€k

son inverse T 1 , dont le graphe est le symétrique de celui de T.
On dit que 1l'opérateur (ou la multi-application) T est monotone si

¥ (xl,XT) , (X2’X;) € G(T) : < XT_X;’XI—XZ >> 0
(< xx,x > désigne le prodult scalaire entre EX et E).
Par opérateur monotone nous désignerons désormais une multi-application
monotone de E dans Ex
L'ensemble des opérateurs monotones de E dans o est ordonné inductif pour
1'inclusion des graphes, tout é&lément est donc contenu dans un &lément maxi-
mal, un tel élément est appelé opérateur maximal monotone. Il est bien
évident que T est monotone (resp. maximal monotone) si et seulement si T_1
est monotone (resp. maximal monotone).

Citons quelques propriétés classiques des opérateurs maximaux

monotones.

PROPOSITION 2.2.

. . x .
S1 T est maximal monotone de E dans E” ; si xk tend vers x en

. . % x . ~ . x
norme dans E, si1 X, € Txk et x. converge faible-étoile vers x°, alors

k
* . . . ; - .
x € Tx (on peut remplacer la suite X, par ume famille filtrante a condition
que xﬁ soit bornée).

On va s'intéresser plus particulidrement dans la suite aux opéra-
teurs T tels que 1'intérieur du domaine (int D(T)) soit non vide. On a alors

le résultat important suivant du a ROCKAFELLAR [27].
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THEOREME 2.3.

. _ . *
Soit T un opérateur maximal monotone de E dans E  tel que
int D(T) # @ , alors int D(T) est un ouvert convexe dont 1'adhérence

contient D(T) et T est localement borné sur int D(T).

COROLLAIRE 2.4.

Pour tout x dans int D(T), Tx est un convexe faible-étoile compact.

A partir de ces propriétés on montre facilement le résultat de semi-conti-

nuitcé suivant qui va jouer un rdle important.

THEOREME 2.5.

Dans les hypothéses du théoréme 2.3. la multi-application x - Tx
est semi-continue supérieurement de int D(T) muni de la topologie de 1la

norme dans EX muni de la topologie faible —étoile.

DEMONSTRATION

Raisonnons par 1'absurde : Supposons qu'il existe un point x

v

. . _ . x .
dans int D(T) , @ un ouvert faible-étoile de E° contenant Tx et une suite
' . % .

X convergeant fortement vers x telle qu'il existe X dans Txn n'appartenant
pas & {! . En vertu du théoréme 2.3., on peut supposer que tous les Txn sont
contenus dans une méme boule fermée B(o,r) , r > O . Alors suivant un ultra-

. % x . . ~ . - ..
filtre x_.ax" pour la topologie faible-étoile, d'aprés la proposition 2.2.

n

% . . . _ . ~

X appartient a Tx ; or d'autre part comme CQest faible-8toile fermé on a

> € CQce qui est impossible.

_.—__)6_.

Terminons ces préliminaires par une propriété 'géométrique"
nouvelle des opérateurs maximaux monotones qui nous sera utilg par la

suite.
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THEOREME 2.6.

Soit T un opérateur maximal monotone de E dans E- tel que
int D(T) # @ .
Soit G une partie dense dans int D(T). Alors
¥ x € int D(T) T(x) = conv A(x)
Oi 1'adhérence est prise pour la topologie faible-étoile et ol A(x) désigne
l'ensemble des limites faible—-&toile de filtres y? € T(Xi) avec X, » X

(topologie forte) et X, € G .

DEMONSTRATION (1?

D'aprés la proposition 2.2., il est trivial que A(x) € T(x).
Pour montrer 1'inclusion inverse raisonnons par 1'absurde.
x ———
Supposons H 2* € T(x) 2z ¢ conv A(x) , d'aprés le théoréme de

Hahn-Banach on peut donc trouver § € E tel que
* —
< g,z*-y* >>0 ¥y € conv A(x)

. . )
Considérons la suite x + ;—g » pour tout n > 1 , on peut trouver

Xn € G tel que

I+ fe-x] <L

n
* . * . . .
prenons y_ € ?(xn) » la suite y, est bornée, et donc suivant un ultrafiltre
x % . . _ .
i( y Y >y (topologie faible-étoile).
. . x x
La monotonie entraine : < yn-z yX ~X > > 0
n Z
x =
d'ol < -2 -ne > > 0
y o2 8 oe >

en posant e =x +—¢& - x on a He H <L
n - 2

n
et donc en passant 3 la limite on obtient

b3
<y _zxag > z_ 0

. . . . x
ce qul est 1mpossible puisque y € A(x)

———___x_

(1) Je tiens 4 remercier H. BREZIS d'avoir simplifié la démonstration

initiale.
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§ 2 - PROPRIETES GENERIQUES DES OPERATEURS MONOTONES

Dans ce paragraphe, nous allons commencer par donner des résultats
généraux qui ne dépendent pas de la structure de 1'espace de Banach sur
lequel on se place. Pour exploiter plus profondément ces résultats nous
serons amené 3 faire des hypoth&ses géométriques sur la norme de 1'espace.
Pour traiter le cas des espaces séparables ou réflexifs nous aurons donc
besoin de "renorming theorems" plus ou moins standard. Pour terminer nous
donnerons une méthode qui permet de conclure directement dans le cas sépa -
rable sans utilisation des '"renorming theorem " ; cette méthode se base sur
des résultats qui ont leur intérét propre.

Notons que 1'idée d'étudier la fonction distance est reprise

de [17].

. - . x
Soit T un opérateur maximal monotone de E dans E” tel que

int D(T) # @ , pour tout x dans int D(T) on note :
. x *
d(x) = inf {|ly5 | v~ € Tx}

et T(x) l'ensemble des projections de O sur Tx (cet ensemble est un convexe

faible-étoile compact non vide puisque Tx est faible-&toile compact) .

Le théroéme suivant énonce que les opérateurs maximaux monotones

sont génériquement ''plats'.

THEOREME 2.7.

Soit T un opérateur maximal monotone de E dans E tel que
int D(T) # @ . Alors l'ensemble des points x de int D(T) tels que T(x) = 7(x)

est un résiduel de int D(T).

DEMONSTRATION )

On va utiliser un lemme.
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LEME 2.8.

d(x) est une fonction semi-continue inférieurement de

int D(T) dans IR.

DEMONSTRATION
Soit x € int D(T) et A € R tels que d(x) > )
Alors T(x)  C B(0,\) (il suffit de considérer le cas A > 0).

Or le complémentaire de E(O,K) est un ouvert faible—&toile de EX } Comme T
est s.c.s. pour la topologie faible-&toile, il existe un voisinage V(x)

tel que ¥ z € V(x) , T(z) € C B(0,\) et donc sur ce voisinage d(z) > )

—

On déduit de ce lemme que l'ensemble des points de continuité
de d(x) est un résiduel de int D(T) ; en vertu d'un résultat classique
sur les points de continuité des fonctins semi-continues (voir [8]1). On
peut également appliquer un résultat plus général que nous démontrerons

plus loin.

Montrons maintenant qu'en tout point x ol d est continue on a
T(x) = m(x)
Raisonnons par 1'absurde, supposons qu'il existe x € int D(T) tel que
- d soit continue en x
- T(x) # m(x)

Soit alors xx € T(x) tel que xx ¢ m(x) d'aprés le théoréme de Hahn-Banach,

il existe £ € E tel que
x = *
<X -y L,E> > 0, ¥y €mx).

Puisque d est continue en x, il existe une suite An de nombres > 0 tendant

vers O tels que y, = % + Xn £ vérifie d(yn) < d(x) + % .

= . . . .
Prenons Y, € ﬂ(yn) et soit W un ultrafiltre sur IN (plus fin que le filtre
de Fréchet), alors suivant 2{ oy X et yz.snyx pour la topologie faible

P . . . % _ o
étoile puisque la suite yn est bornée en norme dans EX. A la limite, on a
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f x> . . - .
Hy H < d(x). Comme d'autre part T est semi-continue supérieurement sur
int D(T) on a yx € T(x)

x
et donc y* € mw(x).
D'aprés la monotonie on a:

x* %
<y - > >
v, X ,Kn £ > 0

d'od <yx", &> >0
et 3 la limite < y*—x*,g > > 0

. . . . *
ce qul est lmpossible puilsque y € m(x).

_COROLLATRE 2.8.

Soit T un opérateur monotone (non maximal) de E dans Ex tel que
int D(T) # @ . Alors 1l'ensemble des points x de int D(T) tels que

T(x) = w(x) est un résiduel de int D(T).

DEMONSTRATION

Commengons par remarquer qu'on n'est pas sar que 7(x) ensemble

des projections de O sur T(x) soit toujours non vide T(x) n'étant généra-
lement ni convexe ni faible-&toile compact.

Considérons T opérateur maximal monotone contenant T, alors
int D(T)ZD int D(T). On déduit du théoréme 2.7. qu'il existe un résiduel
de int D(f) tel que f(x) = %(x) (m désignant la projection de O sur T(x))e
On en déduit que sur un résiduel de int D(T) on a : T(x) C ;(x) et donc
T(x) est contenu dans la sphére de centre O et de rayon d(0,T(x)) ; d'ol

T(x) = m(x).

COROLLAIRE 2.9. (P.S. Kenderov)

S'il existe une norme compatible sur E telle que sa duale soit
strictement convexe et si T est un opérateur monotone de E dans Ex tel
que int D(T) # @ . Alors l'ensemble des points x de int D(T) tels que T(x)

soit réduit 3 un élément est un résiduel de int D(T).
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DEMONSTRATION

On considére un opérateur maximal monotone T contenant T; puisque

b3 . . .
la norme sur E~ est strictement convexe,en tout point x de int D(T) la
projection 7(x) est réduite i un point,et donc T est réduit a un point

sur un résiduel de int D(T). Le résultat s'en déduit pour T.

REMARQUE 2.10.

Peut-on obtenir la méme conclusion en supposant seulement qu'il
existe une norme équivalente Gateaux-dérivable sur E ? Comme nous le verrons
plus loin, méme dans le cas ol T est le sous-différentiel d'une fonction

convexe continue le probléme est ouvert (voir Day [9])

Donnons maintenant un résultat de semi-continuité supérieure au

sens fort.

THEOREME 2.11.

. _ . x
Soit T un opérateur maximal monotone de E dans E~ tel que
int D(T) # @. Alors si (E,|| ||) posséde la propriété (Hx) 1'ensemble des
points de int D(T) ol T est fortement semi-continu supérieurement ) est

un résiduel.

DEMONSTRATION

Nous allons d'abord montrer que 7 est fortement Semi-continue

supérieurement en tout point x de int D(T) ol d(x) est continue.
Raisonnons par 1'absurde, supposons qu'il existe ¢ > O et une

suite X tendant vers x telle que

W(Xn) Z m(x) + €B(0,1).

()

au sens suivant : ¥ ¢ > 0 4d-un voisinage V(xo) tel que ¥ x E.V(xo)

T(x) < T(xo) + ¢B (0,1).
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. * . -
Soit v, € ﬂ(xn) , y: ¢ m(x) + ¢B(0,1) la suite yz est bornée
dans Ex carilyﬁl = d(xn) tend vers d(x). Alors suivant un ultrafiltre Zé

yz.:-y: (topologie faible-étoile) et X X.

On a a la limite nyﬂ < d(x) et yx € T(x) d'ol y* € m(x).
Comme y§_>-.yx et ﬂy:n »-“yx“ la propriété (Hx) entraine que y: converge
fortement vers y* suivant U et donc yx ¢ m(x) + eB(0,1) car ce dernier
est fortement ouvert, d'ol une contradiction.

I1 reste maintenant 3 montrer que si 7 est fortement s.c.s. en X,
T est également fortement s.c.s. en X.

Notons G l'ensemble des points de int D(T) ot T = 7 et ol T est

fortementss.c.s., prenons x € G on a :
¥e>0,4dn>0,%z J|lz=xd| <n : 7@ S 7(x) + eB

montrons qu'alors on a nécessairement :
T(z) © T(x) + €B

En effet, d'aprés le théoréme 2.6., on a
T(z) = conv A(z)

I1 nous suffit de montrer que A(z) © w(x) +¢ B puisque ce dernier est un
convexe faible-étoile compact.
Soit yx € A(z) , yx est limite d'un filtre y? avec y? € w(xi) et X, > z ,

X, € G . Donc pour "i assez grand", on a “xi-ﬂl < n d'ol

y? € n(x) + cB et donc yx € m(x) + eB .

REMARQUE 2.12.

t
Dans le théoréme précédent on ne peut pas remplacer 1'hypothése T
maximal monotone par T simplement monotone. En effet, en considérant un
opérateur maximal monotone T contenant T on obtient bien que T = 7 généri-

quement, mais il n'y a aucune raison pour que T soit s.c.s.

Nous allons voir que par contre si on fait 1l'hypoth&se qu'il

existe sur E une ncrme dont la duale est strictement convexe on peut conclure.
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COROLLAIRE 2.13.°

Soit E un espace de Banach possé&dant une norme compatible dont
la duale est strictement convexe et poss&de la propriété (Hx) et soit T
un opérateur monotone de E dans Ex tel que int D(T) # @. Alors 1'ensemble
des points de int D(T) oi T est réduit & un élément et fortement semi-

continu supérieurement est un résiduel de int D(T).

DEMONSTRATION

Soit T un opérateur maximal monotone contenant T, alors sur un

résiduel de int D(T) , T(x) = T(x) est réduit a un point et si de plus T
est fortement s.c.s. en ces points, T est également fortement s.c.s. en

ces points.

REMARQUE 2.14.

On n'est pas obligé en fait de supposer qu'il existe une seule
norme sur E possédant les deux propriétés demandées dans le corollaire 2.13.
I1 suffit qu'il existe deux normes compatibles chacune possédant 1'une des
propriétés exigées (1). I1 suffit en effet de considérer un opérateur maxi-
mal monotone T contenant T et de prendre 1'intersection des deux résiduels

correspondant respectivement d 1'application des théorémes 2.9. et 2.11.,

le résiduel obtenu répond 3 la question pour T.

Nous allons donner malntenant une démonstration directe du corol-
laire 2.13., dans les espaces séparables sans faire intervenir de propriétés
géométriques des normes. Comme nous le verrons plus loin le résultat que
nous allons donner est en fait contenu dans le corollaire 2.13 via les
renorming theorems nous le donnons ici car la méthode, trés différente, a

son intérét propre.

(n

Nous verrons plus loin qu'en fait c'est équivalent.
P q q
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THEOREME 2.15.

Soit E un espace de Banach séparable dont le dual Ex est forte-
ment séparable, T un opérateur monotone de E dans EX tel que int D(T) # @ .
Alors sur un résiduel de int D(T) T est réduit 3 un point et fortement

S.C.S.

DEMONSTRATION

On peut toujours supposer que T est maximal monotone (prendre T

maximal monotone contenant T). On peut alors appliquer le théordme 1.10.
Soit GT le résiduel de int D(T) sur lequel T est réduite & un &lément et
notons t l'application de GT dans EX définie par Tx = {tx}.

On va chercher 1'ensemble des points de GT o t est continue a valeur dans

* P
E” fort, nous allons pour cela démontrer deux lemmes.

LEMME 2.16.

Soit E un espace de Baire, F un espace métrique, f une application
de E dans F ; on suppose que pour tout € > O , il existe un recouvrement

de F par des parties Bn e n € IN, telles que pour tout n et tout ¢ > O,

3

le diamétre de Bn ¢ soit inférieur ou égal i € et tel que
b4

¥e>0,¥n f_l(Bn €) est de frontiére maigre dans E.

b

Alors 1'ensemble des points de continuité de f est un résiduel de E.

DEMONSTRATION °
-1 -1
Pour tout & > O et toutn : f (B ) = £ (B YU A s
n,c n,ec n,e
_1 . >
avec A nf (B )=0 et A est un ensemble maigre. D'autre part
n,e n,€ n,e
-1 ~-1 -1 ;
E=f (F) = Uf (B )= (U f (B DU (U a )
e n,e e IN n,e el , W€
d'ou
E=0 UM
e - €

avec QE ouvert et ME maigre ; comme le complémentaire de QE est contenu

dans M€ s Q8 est partout dense dans E.
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Considérons 1'ensemble G = N Ql/k s
ke I\ {0}
c'est un résiduel G5 de E.
Montrons que f est continue en tout point de G ; soit x € G , alors
X€ Q0 ¥k
o
— T —
=1
Or 9] = U f (B ),
1/k nE N n,1/k

donc il existe un entier p tel que : -

"_1 - v
xe £ (B )

calculons 1'oscillation de f en x :
o

T8

1) =
w(f,x) = inf G(f(V))( < S(f(£

D) < 8B ) < 1/k
VE‘U(X) p,]/k

p,1/k

d'ol puisque ceci est vrai pour tout k : w(f,x) = O donc f est continue

en x .

REMARQUE 2.17.

Le lemme 2.16. contient les résultats usuels concernant les

fonctions semi~continues et de premiére classe.

Si on applique maintenant le lemme 2.16. 3 la situation particu-

liére qui nous intéresse on obtient

Sy Qf(x) désigne le filtre des voisinages de x et 5(f(v)) le diamétre
de f(v).
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LEMME 2.18.

. ~ x
Soit E un espace de Banach séparable dont le dual E* est forte-
ment séparable, QL un espace de Baire et f une application continue de {)
dans Ex faible-étoile, alors 1'ensemble des points de ! oi f est continue

dans Ex fort est un résiduel de £l .

DEMONSTRATION

P . *
Désignons par a  une sulte partout dense dans E ; pour tout
P * . P =
& >0 , considérons le recouvrement de E° formé des boules fermées B(an,&).
B(an,g) est faible-&toile compacte, son imege réciproque par f est donc

(1)

un fermé de {1, donc de frontidre rare . On peut donc appliquer le

lemme 2.16. et le résultat est démontré.

Appliquons maintenant le lemme 2.18. & 1l'application t c'est
possible puisque GT est un espace de Baire (résiduel d'un espace de Baire)
et que t est continue de GT dans Ex faible-étoile ; 1'ensemble des points
de GT ol t est fortement continue est donc un résiduel de GT , que nous
noterons Gt’ il est facile de voir que Gt est encore un résiduel de
int D(T).

Il ne reste plus maintenant qu'd voir qu'en tout point de Gt
1'opérateur T est fortement s.c.s. pour cela on procéde de manidre analogue

4 la démonstration du théoréme 2.11. (c'est-3i-dire en appliquant le

théoréme 2.6.).

Donnons tout de suite une application des théorémes de semi-

continuité supérieure forte générique.

()

Un ensemble est dit rare si l'intérieur de son adhérence est vide.
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COROLLAIRE 2.19.

Soit E un espace de Banach vérifiant les hypothéses du corollaire
2.13. et T un opérateur monotone de E dans EX tel que int D(T) # @ .
Alors ¥ € > 0 ,il existe un ouvert Qe partout dense dans int D(T) tel que

¥x € QE , le diamétre de Tx soit strictement inférieur 3 ¢ .

DEMONSTRATION

Notons G le résiduel sur lequel T est réduit a un point et forte-

ment s.c.s. ; pour tout X dans G, il existe rE > 0 tel que pour
b
z € B(x,rE X) le diamétre de Tz soit strictement inférieur a ¢
b
On considére alors § = U B(x,rE x) s Qe est trivialement ouvert et

x€G ’

est partout dense car il contient G.

REMARQUE 2.20.

On a vraiment besoin de la semi-continuité supérieure forte pour
démontrer le corollaire précédent car {x € int D(T) ] S(T(x)) < e} n'a
aucune raison d'€tre ouvert. Si cet ensemble &tait ouvert 1'unicité générique

serait bien évidemment suffisante pour conclure.

Donnons maintenant une remarque sur les opérateurs monotones
"quotient".

Soit T un opérateur monotone de E dans Ex tel que D(T) = E ,
M un sous-espace vectoriel fermé de E, X, un point de E ; on peut considérer
1'opérateur TM : M > M¥ N EX/M°

défini par TM(x) = T(x+xo)

S S x b
ou x~ désigne la classe de x° dans E"/M°.
On vérifie facilement que TM est encore un cpérateur monotone. L'application
des résultats précédents a 1'opérateur TM fournit des résultats nouveaux

sur T. Traduisons par exemple le corollaire 2.9. on obtient
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COROLLAIRE 2.21.

Soit T un opérateur monotone de E dans EX tel que D(T) = E,
M un sous—espace fermé de E possédant une norme &quivalente dont la duale
est strictement convexe, X un point de E. Alors 1l'ensemble des points x

(1)

du sous-espace affine xO+M pour lesquels Tx est orthogonal a M est un

résiduel de xO+M.

DEMONSTRATION

- Appliquer le corollaire 2.9. 3 1'opérateur T

M

REMARQUE 2.22.

Avec 1l'hypothése que M est séparable ce résultat est dd a

ZARANTONELLO [30].

§ 3 - LIEN AVEC LA DERIVABILITE DES FONCTIONS CONVEXES

Etant donné un espace de Banach E on notera FO(E) 1'ensemble
des fonctions convexes semi-continues inférieurement, non identiquesd +

de E dans IR U {+ o} .
Si f e FO(E) , dom f = {x € E ] f(x) < + o}

et

f(x) = {x" € E f(z) > f(x) + < xx,z—x > ¥ 2z}

on sait (résultat di a ROCKAFELLAR) que la multi-application 3f est maximale
monotone.
On a également les Equivalences suivantes (voir ASPLUND [4])

pour x € dom £ ;

(N

L'orthogonalité est entendue au sens suivant

¥meM, ¥ xT,x; € Tx < xT-x;,m > =0
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(i) f est G3teaux-dérivable en x si et seulement si 3f(x) est réduit

a un élément.
(11) f est Fréchet—dérivable en x si et seulement si 3f(x) est réduit
34 un élément et la multi-application of est semi-continue supé-
Led
. — b .
rieurement de dom f dans E” fort au point x.

On a également d'aprés la premil@re partie, chapitre II, thépréme 2.1. :

(i11) f est Fréchet-sous—-différentiable en x si et seulement si 3f
(=]

. . . — x .
est semi-continue supérieurement de dom f dans E° fort au point X.

En appliquant les théorémes généraux obtenus pour les opérateurs monotones,

il vient

THEOREME 2.23.

. —_——
Soit f € TO(E) telle que dom £ # § (E est un espace de Banach
quelconque). Alors il existe un résiduel G de dom f tel que pour tout x

dans G tous les sous—gradients de f en x ont méme norme.

COROLLAIRE 2.24. (Asplund)

S'il existe sur E une norme compatible dont la duale soit stricte-
[

. f‘ ~
ment convexe, toute fonction f de TO(E) telle que dom f # @ est Gateaux-

. . —
dérivable sur un résiduel de dom £

REMARQUE 2.25.

Comme nous 1'avons déji signalé dans la Remarque 2.10., le probléme

de savoir si la conclusion demeure lorsqu'on suppose seulement qu'il existe

une norme équivalente G3teaux—-dérivable sur E est ouvert.

Traduisons maintenant les résultats de semi-continuitéd.

THEOREME 2.26.

S'il existe sur E une norme compatible possédant la propriété (Hw),

toute fonction f de TO(E) telle que dom f # @ est Fréchet-sous-différentiable

sur un résiduel de dS%‘f.
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DEMONSTRATION
Appliguer le théoréme 2.11.

COROLLAIRE 2.27.

S'il existe sur E une norme compatible possédant la propriété

(Hx) et dont la duale soit strictement convexe, toute fonction f de FO(E)

—— . . . =
telle que dom f # @ est Fréchet-dérivable sur un résiduel de dom f.

COROLLAIRE 2.28. (Asplund)

S'il existe sur E une norme compatible dont la duale soit loca-

lement uniformément convexe, toute fonction f de FO(E) telle que
dom f # @ est Fréchet—dérivable sur un résiduel de ddém f.

DEMONSTRATION

Nous avons déjd remarqué que toute norme dont la duale est loca-

lement uniformément convexe vérifie les hypothéses du corollaire 2.27.

REMARQUE 2.29.

Le corollaire 2.27. généralise le résultat d'Asplund car les
hypothéses (Hx) et stricte convexité de la norme duale sont moins fortes
que la locale uniforme convexité de la norme duale. Ces hypoth&ses sont
en fait trés proche de la Fréchet-dérivabilité de le norme comme nous

allons le voir.

Notons également que le théoréme d'Asplund a été généralisé tout

i
récemment par EKELAND et LEBOURG avec comme hypothése qu'il existe sur le
Banach une fonction numérique positive Fréchet-dérivable a support borné

non vide.
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Nous allons montrer (comme annoncé dans la Remarque 2.14.) que

) (1

le fait qu'il existe une norme compatible sur E vérifiant (SCx et
une autre norme vérifiant (Hx) entraine qu'il existe une méme norme sur E

vérifiant ces deux propriétés.

PROPOSITION 2.320.

Soit E un espace de Banach, H Hl s H H2 deux normes compatibles

sur E respectivement (SCx) et (Hx).
I TIE S S . ,
Alors H “I + H HZ est une norme duale sur E° qui provient d'une norme

(SCx) et (Hx).

DEMONSTRATION
1 HT + 1l H§ est faible-&toile semi-continue inférieurement c'est
donc une norme duale, elle est strictement convexe puisque,|| “: est stricte-

ment convexe , montrons qu'elle est (Hx).
Soit x?.:»xx dans Ex
I IO T x *| %
RO R P L T A Pl
d'aprés cette derniére condition, on peut toujours supposer que le filtre
est borné et donc, suivant un ultrafiltre plus fin Q(, on a
* % x| % : x Loxx %
KT e e 0 > 8 avec a +8 = {|x7|T + (73
Or d'aprés la semi-continuité faible-8toile des normes on a
TR AR S ' %
o> T et B> i)
. . I
ce qul entraine o = ﬂxx“T et B = dxﬁlz
i 2

On a donc IS et “x?ﬂg -> Hxxdx

~ AP b S b3 .
et d'aprés la propriétée (Hx) x, converge fortement vers x  suivant 9{ .

()

On dira désormais qu'une norme sur E est (SCx) si sa duale est

strictement convexe.
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Et comme la limite ne dépend pas de l'ultrafiltre on en déduit que
*
X

* * .. A -
: + X~ fortement dans E” et la proposition est démontrée.

Montrons également

PROPOSITION 2.31.

Toute norme (SCx) et (H%x) sur E est Fréchet-dérivable.
I

DEMONSTRATION

D'aprés la propriété (ii) il suffit de montrer que 1'application

de dualité J ==D%Td “? est univoque et continue de E dans EY fort. Puisque
la norme est (SCx) il est trivial que :1 est univoque. Soit alors X tendant
vers x dans E , on sait que j(xn),:s S(X) (continuité faible-étoile) et

commeilﬂ O%QH = “xn“ on ailj(xh)n-+ilj(x)“ et la propriété (Hx) entraine

que 3 (xn) converge fortement vers :}(x) et la continuité est démontrée.

Ces deux propositions montrent que nos hypothéses sur 1'espace
impliquent celles d'Ekeland et Lebourg (cette dernidre étant trivialement

vérifiée s'il existe sur E une norme compatible Fréchet-dérivable).

REMARQUE 2.32.

Le théoréme 2.26., montre que si E vérifie la propriété (Hx).
alors dan$ le théoréme 3.6., du chapitre II de la premiére partie, une
"bonne convergence' aura lieu génériquement.

REMARQUE 2. 33.

t

On ne peut espérer améliorer indéfiniment les hypoth&ses dans les
théorémes de dérivabilité générique des fonctions convexes comme le montrent
les exemples suivant
Sur La?[O,l],dx) la fonction H ﬂw est nulle part Gateaux-dérivable (exemple
di 3 Mazur).
sur C ([0,1]) espace des fonctions continues muni de la norme du maximum

la fonction d | est nulle part Fréchet-dérivable (exemple di 3 Smulian).
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Une question d'actualité importante est de savoir dans quelle
mesure les résultats de dérivabilité générique des fonctions convexes
continues s'@tendent aux fonctions Lipschitziennes et localement Lipschit-
ziennes.

Le théoréme de RADEMACHER énonce que si f : IR" - D&m est
lipschitzienne alors elle est Fréchet-dérivable presque partout (pour 1la
mesure de Lebesgue). ARONSZAJIN (voir [2]) a proposé une extension de ce
théoréme aux espaces de Banach avec f : X > Y ou X est un espace de Banach
séparable et Y un dual séparable d'un Banach séparable, mais le Fréchet
différentiabilité est remplacée par la GAteaux—dérivabilité et avec une
notion de presque partout "convenable" qui implique la densité. L'exemple
de la projection sur le cOne > O dans L2(IR) montre qu'on ne peut espérer
obtenir la Fréchet-dérivabilité dans ce cadre.

Par contre si on se limite aux fonctions numériques définies sur
un espace de Banach "suffisamment bon" savoir si elles sont Fréchet-dérivables

sur un ensemble partout dense semble &tre une question ouverte.

Les points de Fréchet-différentiabilité des fonctions convexes
peuvent &tre interprétés comme des points oili certains problémes d'optimi-
sation non convexes dépendant d'un paramétre ont des solutions (voir par
exemple BARANGER-TEMAM [5] et BIDAUT [6]).

Ces résultats apparaissent comme une généralisation d'un résultat
d'EDELSTEIN sur l'existence dans un fermé borné d'un point le plus loin

d'un point donné dans un espace unifprmément convexe (voir EDELSTEIN [11h.

Nous nous proposons maintenant de donner une interprétation du
méme type pour les points les plus prés afin de montrer quel serait 1'intérét
de posséder des théorémes de Fréchet-dérivabilité générique des fonctions

Lipschitziennes ou localement Lipschitziennes.

THEOREME 2.34.

Soit S une partie fermée non vide d'un espace de Hilbert E, si
. 1 _ . .
la fonction x ~> E—d(x,S)2 est Fréchet-dérivable en un point x, alors x

est projetable de fagon unique sur S, si p_x désigne cette projection la

S
dérivée est égale 3 x - Pg X et toute suite minimisante s, converge forte-

ment vers pg X.
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DEMONSTRATION
Notons x = & la dérivée de % d(.,S)2 au point X, on a alors
(D 5,92 = £d06,82 + < x-E,h > + [H]em)

ol €(h) > O quand h tend vers O.

Il existe une suite s dans S telle que :

1 1. :
(2) E-d(x,S)2 f_i-ﬂx—snnz <

On a pour tout y dans

1 1. :
(3) 5 47,9 < > lly=s |
et d'autre part :

1 ' 1 '

Ly-s |2 = Ll 12

De (1) et (3) on déduit
%d(x,S)2 + < x=£,h >
cecl pour tout h et tout n > 1.
Or
ce qui donne en remplagant :
< x=£,h > + [[nfen) <
d'od < x-E-(x-s ),h > <1

Montrons que ¥ € > 0 , d noo ¥

dx-g—(x—sn)ﬂ < €.

+

+

+ 5 ilnl? + nlem.

Lax,s2 + 1L
2 n

et pour tout n > 1

%“Y‘XHZ + < ymx,x-s >

“hlléj(h) £]Enx—snil2 + %[lh“z + < h’x_sn >

8-

+'%11le + < h,x-sn >

n>n

—_— O *
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€ > 0 etant domné, il existe r > O tel que pour tout h, dﬁl < r entraine

]% iInl + e(h)| < €/2

On a alors sup < x—g—(x—sn),h > < % +r gf2

byl <r

Soit “x—g—(x—sn)“ f_;%; + g/2

r > 0 étant fixé prenons n_ tel que ¥ n > n - < g/2
o — o r.n
Alors ¥ n Z-no , on a
| x~£- (x~ <
x-g-(x=s )l < ¢

d'ot S, ~ £ fortement et donc £ € S puisque S est fermé.
Montrons maintenant que,”x—gH = d(x,8) ;

en effet

%“x—sn“ 2 % d(x,8)?2

x=s || » a(x,8) ;

et le résultat est démontré.

REMARQUE 2.35.

Dans le cas ou S est un ensemble convexe il est connu que la
]
2
(Voir HOLMES [4]).

fonction d(x,S)? est Fréchet-dérivable en tout polint, de dérivée X-pg X.
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§ 4 - UN RESULTAT D'EXISTENCE GENERIQUE

Les opérateurs’ e-augmentés

Etant donné un opérateur monotone T de E dans Ex et un nombre
€ > 0 nous allons introduire l'opérateur c—augmenté de T que nous noterons
TE ; comme nous le verrons cet opérateur contient toutes les perturbations
usuelles de 1'opérateur T (y compris le sous-différentiel i ¢ prés lorsque
T est un sous-différentiel). Cet opérateur TE posséde la propriété remar-
quable qu'en tout point x de int D(T) ol T est réduit a un point et forte-

ment s.c.s., TEX converge fortement vers Tx.

Par définition Te a pour graphe 1'ensemble des couples (x,xx) € E x g

tels que
< xF-y%,x-y > > - e+ (lxlHlvh D ¥ (v, € G(T)

Quelques propriétés immédiates des opé€rateurs TE

- Tout opérateur monotone T' contenant T est contenu dans TE
- Tt eﬂ est contenu dans TE (3 m.a. de dualité) -

e (-
S1 T of avec f € FO(E) on a aef T2€

On a le thépréme essentiel suivant

THEOREME 2.36.

. _ x ~ .
Soit T un opérateur monotone de E dans E° (E réflexif) tel que
int D(T) # @ . Alors en tout point x de int D(T) ol T est réduit & un
élément et fortement s.c.s. , TEx converge fortement vers Tx lorsque ¢

tend vers O.

M5 e = (e e® | £(2) > £ + < XMz > - ¢ ¥z
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DEMONSTRATION

Soit donc x € int D(T) vérifiant les hypothéses.

Donnons-nous un nombre 711 > 0 et soit ¢ un nombre > O tel que

ﬁ(x,a)<: int D(T) et pour tout u ﬂuu < o et tout yx € T(x+u) on ait

lTx-y8 < n/2 .

On a alors
¥ x# € Tgx . ¥ yx € T(x+u)

x %
<X -y ,-u >

fv

- e(1+ (x5 #l x> )

- e(1+(2d]+w) ?)

X %
et donc < X -y ,-u >

Iv

. . . * x x b3
501t en écrivant X -y = x -Tx+Tx-y

% .
<x -Tx,-u > > < Tx—yx,u > - 5(1+(2dﬁl+d)2)
b
Or <Tx-y ,u> > -n/2a
dton < x"Tu > <o el

et donc ”xx—TxH < g'+ §'(1+(2Hﬂl+d)2)

et ceci est < n en prenant g tel que

= a+@d+® < n/2

.__—5(_

La conséquence de ce théoréme est le résultat d'existence

"abstrait" suivant

THECREME Z2.37.

. . x
Soit T wun opérateur monotone de E dans E , on suppose que

(i) Pour £ > O, 1l existe une famille ¢T d'opérateurs surjectifs
qui vérifient
Si gT_](xx) converge fortement vers un point u lorsque ¢ tend
vers 0O, alors on a :

x:

Tu = %
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(ii) I1 existe un opérateur maximal monotone et surjectif T

contenant T tel que eT_1<: (f")e ¥e> 0

= . x .4 * _ . -
(111) X est un point de E* od T ] (de E” dans E) est réduit & un

point et fortement semi-continu supérieurement.

_ . b 3 - . .
Alors 1'équation Tu = X~ posséde une solution unique.

DEMONSTRATION

eT_](xx) est un ensemble non vide pour tout ¢ > O et contenu
=1 * . . - L i | *
dans (T Je(x ) et on sait d'aprés le théoréme 2.36., que (T )e(x")
o s -1, %
converge fortement vers (T 1)(xx), on en déduit que €T ](x ) converge
fortement vers T—](xx) =u 3 on a alors d'aprés la propriété (i)

1

* -1, o . .
Tu = x et comme T l(xx)<: T (x*) la solution est unique.

COROLLAIRE 2.38.

Dans les hypothéses du théoréme 2.37. il existe un résiduel de

. x - . * - . .
points x° pour lesquels 1'équation Tu = x° posséde une solution unique.

REMARQUE 2.39.

Si on écrit le corollaire 2.38. dans le cas particulier du
sous—-différentiel d'une fonction numérique s.c.i. on retrouve immédiatement
la formulation variationnelle du résultat d'Asplund (voir [3]). Pour une
utilisation extensive de ce genre de résultat on pourra consulter

BIDAUT [6]
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§ 5 - '"RENORMING THEOREMS' ET COMPLEMENTS.

Les résultats tels que le corollaire 2.9., le théoréme 2.11. et
le corollaire 2.13. raménent les propriétés génériques des opérateurs mono-
tones a des problémes de normes équivalentes. On a alors i notre disposition
un certain nombre de résultats. Citons sous forme condensée les "renorming

theorems" les plus forts et les plus récents.

THEOREME 2.40.

Si E est un espace de Banach engendré par un faiblement compact e

alors E poss&de une norme équivalente localement uniformément convexe dont

la duale est strictement convexe.

THEOREME 2.41.

Si E est un espace de Banach engendré par un faiblement compact
et tel que son dual EX le soit aussi, alors E posséde une norme équivalente
localement uniformément convexe dont la duale est aussi localement unifor-

mément convexe.

THEOREME 2.42.

Si E est un espace de Banach engendré par un faiblement compact et
possédant une norme équivalente Fréchet-dérivable, alors E posséde une

norme équivalente localement uniformément convexe ainsi que sa duale.

Ces trois résultats sont la conséquence de nombreux travaux,
citons entre autres : AMIR et LINDENSTRAUSS [1], TROJANSKI [28],
ASPLUND [4], JOHN et ZIZLER [15], [16]

Donnons quelques exemples d'espaces E.F.C. (engendré par un faiblement

compact)

~ les espaces séparables .

-~ les espaces réflexifs .

— les espaces de fonctions continues sur un Eberlein compact (i.e. compact

homéomorphe 4 un faiblement compact d'un espace de Banach) (Voir [1]).

(1)

On dit que E est engendré par un faiblement compact s'il est égal 3
1'adhérence du sous-espace vectoriel engendré par une partie faiblement

compacte.

b
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- 1'espace CO(T).
Soit T un ensemble ,

CO(F) ={x:T >R | ¥e>0 s {v | Ix(y)] > ¢} est fini} muni de la

norme ”ﬂlm =  sup lx(y)l .
YT

Rappelons que pour | < p < +w

P(M ={x:r-> m | = [x(Y)]p < +oo}
YeT

. : 1
muni de ||| =(Z !X(Y)Ip) /p
p veT
et Qm (T') est 1'ensemble des applications bornées de I dans IR muni de

=l = sup [x(n] .
YeT

Pour voir que CO(T) est E.F.C. on considére 1'inclusion continue de RP(T)
dans CO(T) (pour 1 < p < +x) elle est donc faiblement continue, comme QP(F)
est réflexif sa boule unité est faiblement compacte, son image dans CO(T)
est une partie faiblement compacte et il est immédiat qu'elle engendre

CO(T).

EXEMPLES D'ESPACES NON E.F.C.

- 1'espace 2°(T), si T est infini, et plus généralement tous les espaces
oo . . . 3 . . .
L (X,u) (4 mesure positive sur X) qui ne sont pas de dimension finie ne

sont pas E.F.C. (ce résultat a été démontré par LINDENSTRAUSS voir [20]).

Nous allons déduire ce résultat d'une proposition générale trés
simple ce qui fournit une démonstration différente de celle de Lindenstrauss

[ee]
pour L (X,u).

PROPOSITION 2.43.

Soit E un espace de Banach séparable dont le dual Ex est E.F.C.,

% ~ .
alors E est séparable pour la topolpgie de la norme.
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DEMONSTRATION

. . x
Soit K un faiblement compact fondamental dans E , alors comme

. * . . * _x%x
la topologie O(E",E) est moins fine que g(E ,E" ), K est O(Ex,E) compact,
b . ~
comme E est séparable K est ¢g(E ,E) métrisable et donc o(Ex,E) séparable
donc O(Ex,Exx) séparable d'ol il découle que E* est G(Ex,Exx) séparable

et donc fortement séparable.

COROLLAIRE 2.44.

Si Lm(X,u) n'est pas de dimension finie il n'est pas E.F.C..

DEMONSTRATION

Considérons 1! (X,u) et soit (Xn)n

n une suite de parties mesu-~

€

rables disjointes non négligeables de X.

Considérons le sous espace F de Ll(X,u) formé des fonctions de la
forme X Cn ﬂlX avec z ]Cn] u(Xn) < + o ; il est clair que F est
nc IN n ne IN
isomorphe i ZI(IJ), son dual Fx = Lm(X,u) / F° est donc isomorphe i Qw(N ).
Si Lm(X,U) était E.F.C. son quotient F* 1e serait aussi, donc d'aprés la

proposition 2.43., zm(nq) serait séparable ce qui est absurde.

Donnons un autre exemple

- 1'espace 2!(I') ol T est infini non dénombrable n'est pas E.F.C.
En effet, en vertu du théoréme de Dunford-Pettis, dans QI(F) les compacts
faibles sont des compacts forts et donc séparables; il s'ensuit que si
21(T) était E.F.C.,11 serait séparable, ce qui est impossible si T est

infini non dénombrable.

REMARQUE 2.45.

Les exemples que nous venons de donner et la proposition 2.43
montrent qu'il est difficile d'exhiber des espaces E.F.C. & dual E.F.C.

en dehors des espaces réflexifs et des espaces i dual séparable.
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RIMARQUE 2.46.

On peut dans certains cas montrer l'existence de normes équiva-
lentes l.u.c. sans &tre dans les hypoth&ses des théordmes 2.40., 2.41. ou
2,42, ; c'est le cas de CO(F) qu'on peut renormer avec une norme l.u.c. &

duale l.u.c. (ALPLUND, RAINWATER).

§ 6 - APPLICATIONS.

D'un point de vue pratique, les résultats génériques peuvent
apparaitre comme un dernier recours lorsqu'on ne sait pas démontrer 1'uni-
cité de la solution d'une équation A u Df oli A est monotone.
L'application du corollaire 2.13. (par exemple) 3 1'opé&rateur monotone A_]
entraine qu'on peut toujours perturber légdrement f de manidre i ce que la

solution soit unique et dépende continiiment de f localement.
Nous allons présenter deux exemples.

Comme premier exemple : Nous comsidérons les problémes elliptiques non

linkaires traités par F.E. BROWDER (voir [7D.
Q désigne un ouvert de IR » WM un entier > | ,

= e e avec = +...+
@ = (a0 ) lo] a, o

A désigne un opérateur différentiel non lindaire d'ordre 2m sous forme de

divergence généralisée noté symboliquement

au= 3 (-nlolpey (x,0Bu(x))
o] <m >
ol les Aa sont des applications de § x IR° dans R (s désigne le nombre
de multi-entiers B tels que IB[ <m ) On dira que A vérifie les hypothéses
(H) s'il vérifie les conditions suivantes
}

(1) ¥ £ € R les fonctions x » Aa(x,g) sont mesurables sur

et pour presque tout X dans )

£ > Aa(x,g) est continue sur IR
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(i) T pe l,4e , T ge LP () (%

et d ¢ > O tels que presque partout en x on ait

+;~'=]>

=1
|a 0| < clg]PT + g0
(iii) Pour presque tout X dans Q on a

T [A (x,8) - A (x,£")I[E-E'] > o0
laf<m @ > e

' s =
pour tous £,£' € IR avec £ (ga)|a[5m

(iv) I c, > 0 ,d he L*(Q) tels que pour presque tout x dans § et

tout & € R? on ait

LA x80E >c [E]P - h)
o o
|a|<m
On sait alors (voir BROWDER [7]) que pour toute distribution f dans
- [}
WP () i1 existe u dans wﬁ’p(Q) tel que

p 01 opBaco) =
o
|of <m
Mais on ne sait rien dire d'autre a priori sur l'ensemble des solutions
sinon que c'est un fermé convexe de W:’p(Q).
Or,résoudre le probléme de Dirichlet ci-dessus revient 3 résoudre 1l'équa-
- '
tion Au=f ol A est 1l'opérateur monotone de W$’p(Q) dans W P (Q)

donné par

< Au,v > = I I A (x,DBu(x)) . Dav(x) dx
Qo
|af <m
et on peut appliquer tous les résultats du paragraphe 2 puisque W§’p(Q)
t
est réflexif ; en particulier il existe un résiduel de points de W P
pour lesquels il y a unicitd de la iolution et semi-continuité supérieure

forte de 1'opérateur a~h,



- I11.2.42. -

Le deuxiéme exemple ; a trait aux inéquations variationnelles.

V désigne un espace de Banach réflexif A un opérateur monotone hémicontinu
- *
et borné de V dans V™,

Etant donné un élément f dans VX on cherche u € V tel que :
< Au-f,v-u > + () -p@) > O ¥vev

ol P est une fonction convexe s.c.i. propre.

Si on impose une condition de coercivité du genre

< Au,u-vy > + @ (u)

[l

tend vers +» lorsque “u“ tend vers +» , on sait que le problédme a au moins

1 o < o
C| 7o @(vo) + et

une solution pour tout f dans v (voir LIONS [21] p. 251, théor&me8.5).
Or on voit facilement que le probléme peut s'dcrire
Trouver u € V tel que A u +3p(u) D f

L'opérateur A +93® est alors monotone et surjectif et on peut lui appliquer

de la méme fagon les résultats du paragraphe 2.

On pourrait particulariser cet exemple et prendre i titre indi-
catif 1'inéquation variationnelle correspondant au probléme de statique
avec frottement loi de Coulomb et contact bilatéral {(voir DUVAUT-LIONS

page 143) dans ce cas le probléme de 1'unicité pour tout f est ouvert.
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TROISIEME  PARTIE

ANALYSE NON LINEAIRE MULTIVOQUE

Deux sous-parties :
IIT.1. Degré pour les multi-applications & valeurs convexes.
[IT.2. Degré pour des couples de fonctions, topologie de

1'ensemble des solutions de certaines équations
fonctionnelles, applications.
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ITI.1.

DEGRE POUR LES MULTI-APPLICATIONS A VALEURS CONVEXES
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PLAN

INTRODUCTICN

DEFINITION DU DEGRE ET PRINCIPALES PROPRIETES

Conventions et notations .

Définition et propriétés du degré sur R"

. P > n
Suiveurs, définition du degré sur R,
Propriétés, Théoréme de Borsuk,

Lien avec le degré défini par Ma.

Le degré en dimension infinie

Définition et propriétés, Théoréme de Borsuk,

Lien avec le degré défini par Cellina et Lasota.

APPLICATIONS

Théorémes de point fixe et de surjectivité

Théorémes de point fixe : Kakutani-Fan, Schaefer,
Petryshyn et Fitzpatrick, pour les multi-applications
inward et outward.

Théorémes de surjectivité : pour les multi-applications

outward, Théoréme du rétracte, Théoréme de non séparation de Fan.

Quelques propriétés combinatoire dans R

Théoréme : de Helly, du polyédre, de Knaster-Kuratowski-Mazurkiewiez.

. . - - 113
Equivalence de certains théorémes dans R .

Applications aux équations aux dérivées partielles

Un théoreéme de continuité, premier exemple, deuxidme exemple,

une application du théoréme de Borsuk.
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INTRODUCTION

°

L'idée de définir une notion de degré topologique pour des
multi-applications est due 3 Eilenberg et Montgomery (voir [7]) ; ces
auteurs définissent le nombre de Lefschetz pour une multi-application
a valeurs acycliques sur un métrique compact ANR (absolute neighborhood
retract) au moyen d'un théoré&me d'homologie du i Vietoris. L'extension
de cette théorie au cas d'espaces non compacts et de multi-applications
compactes est due essentiellement 3 Granas [9], Jaworowski [127,[23] et

Powers [22].

D'autres approches ont &té utilisées pour définir un degré topo-
logique dans le cas de multi-applications semi-continues supérieurement
a valeurs convexes compactes. Citons Hukuhara [11] pour la dimension finie,
puis Cellina et Lasota [3] qui définissent le degré pour des multi-appli-
cations de la forme I - T , avec T compacte dans un espace localement con-
vexe métrisable, au moyen d'un théoréme d'approximation par des fonctions.
Plus récemment Ma [13] &tend ces résultats aux espaces localement convexes.
Enfin, avec des conditions supplémentaires sur 1'espace (qui reviennent en
gros a dire que c'est un espace de Fréchet) Petryshyn et Fitzpatrick [15]
définissent le degré pour I - T , ol T est asymptotiquement compacte, au
moyen de rétractions ; une construction analogue utilisant le théoréme

d'approximation de Cellina est donnée par Webb [21].

Nous présentons ici une méthode différente de celles précédemment
citées pour définir le degré des multi-applications 3 valeurs convexes.
Cette méthode présente un triple intérét
1°/ Elle conduit 3 une construction particuliérement simple.
2°/ Elle ne suppose pas que la multi-application est & valeurs compactes
dans le cas de la dimension finie, de plus, on suppose qu'elle est
seulement hemi-continue supérieurement.
3°/ Indépendamment du degré, la méthode elle-méme va nous fournir des
démonstrations trés simples de certains théorémes de point fixe déji

connus et nous permettre d'énoncer des résultats nouveaux.
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Nous donnons les principales propriétés du degré en dimension
finie et infinie, renvoyant dans ce dernier cas 3 Ma [13], pour un exposé
plus exhaustif, aprés avoir constaté que les deux notions coincident.

Nous présentons trois types d'applications
- Des théorémes de points fixes et de surjectivité de multi-applications.
- Nous indiquons comment obtenir de facon systématique des résultats du

genre théoréme de Helly.

- Résolution de certaines équations aux dérivées partielles non linéaires.

CONVENTIONS ET NOTATIONS

Soit E un espace localement convexe séparé sur IR (e.R.c.s.) 3
nous désignerons par FE 1'ensemble des parties fermées non vides de E,
par CE 1l'ensemble des parties convexes fermées non vides, et par KE
l'ensemble des parties convexes compactes non vides de E.

Soit X, Y deux espaces topologiques, X € X, et une multi-
application I' : X = FY .

On dit que T est semi-continue supérieurement en X si, pour tout ouvert

contenant T(xo), il existe un voisinage lj(xo) de X dans X tel que pour
tout x dans \j(xo), I'(x) soit contenu dans 1'ouvert.
On dit que T est semi-continue supérieurement (s.c.s.) si elle 1'est en

tout point de X.

On vérifie facilement que si Y est compact,

r: X > FY est s.c.s. si et seulement si son graphe

6T = {(x,y) | ye I'x)}

est fermé dans X X Y,
Une autre propriété utile est que si K est un compact contenu dans X,

1
si Y est séparé et si T : X > F Y est s.c.s. a valeurs compactes alors :

T(K) = U T(x)
XEK -

est compact.
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Si Fl, TZ sont deux multi-applications s.c.s. de X dans KE

(E e.Q.c.s.), alors Tl + FZ est s.c.s.

On dit que I' : X » FE est demi-continue supérieurement (d.c.s.) si pour

tout X dans X et tout demi-espace ouvert contenant F(xo),il existe un
voisinage l)(xo) de X dans X tel que pour tout x dans \)(xo) , T(x) soit

contenu dans le demi-espace ouvert.

Remarquons que la semi-continuité supérieure entraine la demi-continuité

supérieure, la réciproque n'étant pas vraie.

. * x
Soit ' : X > CE , pour x € X et e € E" , on note :

Gr(ex,x)_= sup < ex,y > .
yeI'x

On dit que T est hemi-continue supérieurement (h.c.s.) en X € X,
. '3 b3 x
Si pour tout exe ET, x> or(e ,X) est s.c.s. en X -

On dit que T est h.c.s. si elle 1'est en tout point.

I1 est clair que la demi-continuité supérieure entraine l'hemi-continuité

supérieure la réciproque n'étant pas vraie.

EXEMPLE :
1
- n2 - L
Prenons X = R%2 , H {(XI’XZ) | X, z_xl, x> 0}
et 's = x +H.

' est h.c.s. mais n'est pas d.c.s.

Il est utile de remarquer que si I' : X > CE est i valeurs
faiblement compactes,dire que I' est h.c.s. revient a dire que T est s.c.S.

lorsque E est muni de la topologie faible (voir Valadier [25]).

On déduit facilement de la remarque précédente que si [ est i

valeurs faiblement compactes les notions de d.c.s. et h.c.s. coincident.
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Si on suppose de plus que I'(X) est relativement compact dans

E,les trois notions h.c.s. , d.c.s. , s.c.s. coincident.

(I1 suffit de remarquer que sur T'(X) la topologie de E coincide avec

la topologie faible).

Nous renvoyons a [18] pour les définitions et propriétés usuelles

relatives 3 la théorie du degré pour les fonctions.
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DEFINITION DU DEGRE ET PRINCIPALES PROPRIETES
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I - DEFINITION DU DEGRE SUR R™ ET PROPRIETES

SUIVEURS
Nous nous intéressons aux multi-applications ' : K > F Bin,

od K est un compact de r" .

DEFINITION 1.1.

Etant donnée une telle multi-application I' , on appelle suiveur
. . . . n
de ' sur K, ou suiveur de T , toute application continue p : K - IR

telle que
¥xeK: p®.I'x) >1 (i.e. px).y >1 ¥yeTx).

Donnons maintenant un lemme sur 1'existence de suiveurs 3 nous

1'énongons dans un contexte plus général car il interviendra dans la suite.

LEMME 1.2.

Soit E un e.f.c.s., X un espace topologique paracompact,
't X > CE hemi-continue supérieurement telle que ¥xgX: 0¢ T'(x).
Alors il existe p : X » EX (dual topologique de E), continue pour toute

topologie d'e.v.t. séparée sur Ef telle que < p(x),I'(x) >>1 ¥x¢gX.

De plus p est localement de dimension finie et localement compacte
(i.e. : ¥ x , il existe U(x) voisinage de x tel que p(U(x)) soit contenu
dans un espace de dimension finie et soit relativement compact).

Si en outre X est compact,p est de dimension finie.

DEMONSTRAT ION

D'aprés le théoréme de Hahn-Banach, pour tout x dans X, il existe

9 dans E* telle que : < qx,T(x) > > 2 ., Comme I est h.c.s., il existe

lj% voisinage ouvert de x dans X tel que : ¥ z € ljx , < qX,F(z) > > 1

Les \{; constituent un recouvrement ouvert de X ; X étant paracompact, il

existe un recouvrement plus fin localement fini (Qi)i [ €t une partition

€
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continue de 1'unité @.). subordonnée 3 ce recouvremnt:; on a donc
171 I ’

€
(1) vieI,&x ex : 0C Uxi
-(2) P, > 0 , supp P, < Q
(3) ¥x€eX Z__@i(x) = 1.
iel

Utilisant (1) et 1'axiome du choix, on définit une application de I dans g* .

S
qx.
1

Si x € X, soit Ix ={ieIl]xe Qi} s IX est non vide et fini.

Considérons l'application p : X - g* définie par
p(x) = .Z wi(X)qx. = .Z -$i(x)qx. .
1€l 1 1€IX 1

Vérifions que p est bien un suiveur de T ; en effet

<pX),I(x) >= % P.(x) <q ,I(x > .
. X,
161 1
X
Comme x € Qi<: 1J%i , on a < qx ,T(X) > > 1 ¥ig Ix 3
i
d'od z wi(x) < q ,T(x) > > I <_¢i(x) = 1.
ieT *i el

Vérifions que p est continue, localement de dimension finie et localement

compacte.

Soit V un voisinage de x ne rencontrant qu'un nombre fini de Qi ;

notons Iv ={ig1l ! V rencontre Qi} , alors
p(y) = iél Cpi(y)qxi ’
v
pour tout y dans V ; on en déduit immédiatement les propriétés énoncées.

Si X est compact on est tout de suite ramené i I fini.
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REMARQUE 1.3.

Si p est un suiveur de [ sur K, on a p(x) # 0 , ¥ x

LEMME ET DEFINITION 1.4.

Soit D un ouvert borné non vide de I?, D son adhérence, 3D sa
frontidre ; soit T : D + F R™ . On suppose qu'il existe p : 9D > R
suiveur de T sur 3D . Alors on peut définir d(0,p,dD) (degré de p par
rapport a2 O et 9D , au sens des fonctions) ; ce degré ne dépend pas du

suiveur cheisi; par définition nous dirons que c'est le degré de [ par

rapport & O et D,nous le noterons d(0,T,D).

DEMONSTRATION
p est continue de 9D dans IR' et ¥ x p(x) # 0 ; on rappelle

que d(0,p,dD) est défini comme &tant le degré par rapport & O et D de
n'importe quelle extension continue p de pab

Soient P, et p, deux suiveurs de T sur 3D.

Considérons 1'homotopie (t,x) - t pl(x) + (l—t)pz(x) définie sur [0,1]x 3D.
On a bien : ¥ t € [0,1] , ¥x€ 3D : tpl(x)+(1—t)p2(x) # 0

En effet, prenons y dans T'(x), on a
tp,(x).y + (I-t) p,(¥).y > 1

(Ceci montre au passage que t P + (1-t) Py est encore un suiveur de T

sur 3D).

Donc d'aprés les propriétés du degré pour les fonctings, on a
bien

d(O’pliaD) = d(ojpz’aD)'
—_—

On vient de définir d(0,I',D) pour les multi-applicatinns de D
dans F ®' possédant un suiveur sur 3D ; ce degré est ainsi défini dans
un cadre trés général. En particulier, en utilisant le lemme 1.2., on voit
que d(G,T,D) est défini pour toute multi-application [ : D+ C R™

hemi-continue supérieurement et telle que O ¢ T($D).
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Soit a € R" etT: D+F R®. si I' = a possé&de un suiveur

sur oD on définit d(a,I',D) = d(0,T-a,D).
Notons ST = {a € r" ’ I'-a posséde un suiveur sur 3D} .

PROPOSITION 1.5.

Soit T: D>F R © ;s alors ST est un ouvert de r" contenu
dans TR ™\ T(dD). De plus si I' est hemi-continue supérieurement & valeurs

convexes fermées on a :

ST = R "\ T(sD).

DEMONSTRATION

Soit a € ST et p un suiveur de T - a sur §D.

(i.e. ¥x€ 3D : p(x.[I(x)-al > 1).

Considérons 2p(x).[I'(x)-a-ul = 2p(x) [T (x)-al-2p(x).u

Ceci est supérieur ou égal a 2-2p(x).u.

Comme p est continue et que 3D est compact, pour u suffisamment petit ,
cette quantité est supérieure ou &gale 3 1. D'ol a+tu € ST et ST est ouvert.
I1 est d'autre part évident que ST < R™ \T(3D).

La derniére égalité découle immédiatement du lemme 1.2.

REMARQUE 1.6.

Le fait que ST = IRn\F(BD) n'entraine pas que la multi-application
I' soit a valeurs convexes ffermées, ni qu'elle soit h.c.s. ; on pourra s'en

persuader par des contre-exemples simples.

PROPRIETES DU DEGRE SIR R™

Donnons tout d'ahord une notion d'homotopie adaptée aux multi-

applications que nous considérons.
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DEFINITION 1.7.

On appelle homotopie relative a O toute multi-application T :

[O,1] x D > F R™ possédant un suiveur sur [0,1]x 5D , Clest-3-dire

telle qu'il existe p : [0,1] x 3D - IR" continue vérifiant
p(t,x).T(t,x) > 1 ¥ (t,x) € [0,1] x 3D

On dira que T est une homotopie relative 3 a si T - a est une homotopie

relative 3 O.

EXEMPLE
SiT:[0,1]xD~>CR"Y est h.c.s., et si 0 ¢ T'([0,1] x 3D) ,
[' est une homotopie relative 3 O ; cela ce déduit aisément du lemme 1.2.,

en prenant X = [0,1] x 3D

Enongons maintenant en un théordme les principales propriétés du

degré que nous venons de définir.

THEOREME 1.8.

Soit T : D>F R " et a ¢ ST, alors d(a,T,D) est défini et on a
(1) S'il existe une section continue f del (i.e. £ : D » R™ , continue
telle que f(x) € T'(x) , ¥ x), d(a,f,D) est défini et égal 3 d(a,rT,D).
(2) Continuité par rapport i a.
Il existe un voisinage |J de a dans ST tel que
¥be U : d(b,r,d) = d(a,T,D).
(3) Continuité par rapport a T .
I1 existe € > O, tel que ¥I'', T' : D> F R 1 , vérifiant
I'(x) © T'(x) + B(0,e) pour tout x , on ait
a€ ST'" et d(a,I'",D) = d(a,I,D).
(4) d(a,T',D) ne dépend que des valeurs de I' sur JD.
i.e. siT' : D> F R" , colncide avec T sur 3D, alors a'e ST' et
d(a,I'',D) = d(a,l',D).
(5) S'il existe un suiveur de I' - a sur D , on a d(a,T',D) = 0O
(c'est lecas si T : D> C R" est h.c.s. et a ¢ T(D)).
(6) 1Invariance par homotopie .
Soit T : [0,1] x D+F K une homotopie relative 3 a.
Notons Fo(x) = T(0,x) , Fl(x) =T(,x).
Alors : a ¢ STO , a¢€ SF] s
et d(a,To,D) = d(a,FI,D).
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(7) Décomposition du domaine.
Soit a € ST et D = D] U DZ’ D],D2 étant deux ouverts disjoints
(alors D = BD] Us DZ)'
On a:
d(a,l',D) = d(a,F,Dl) + d(a,F,DZ)

(on convient que le degré par rapport a l'ouvert vide est nul).

(8) Propriété d'excision.
Soit K un compact contenu dans D ; s'il existe un suiveur de T' -a
sur KU 9D (c'est le cas si par exemple T : D>C IRMest h.c.s.
et ag T (KU 3D)).
On a

d(a,T,D) = d(a,T,D\K).

(9) Produits cartésiens.
Soit DE R " ,D'S R ™, T :D>cC R"h.c.s.,
~ ' : D' >Cc R™ h.e.s., a g T(3D), a' ¢ I''(3D'"), alors
axa'eg S(I'x TY)

m

et
d(a xa', ' xI'', D x D') = d(a,I',D) . d(a',T"',D') .
En définissant T x T'(x x x') = I'(x) x I''"(x")

pour x x x' € D x D'.

DiMONSTRATION

Pour démontrer ce thépréme, on se raméne, 3 l'aide de suiveurs,

aux propriétés du degré pour les fonctions qui sont supposées connues

(voir [18]).

(1) Supposons a = 0 et soit p = oD - R™ un suiveur de I' ; on a alors
p(x).f(x) > 1 pour tout x de 3D.
Montrons que p et f sont homotopes sur 8D relativement 3 O.
Considérons tp(x)+(I1-t)f(x) pour (t,x) € [0,1] x 3D , effectuons le

produit scalaire par f(x), on obtient e

€ P(X).E®) + (I-0)FG)2 > t + (I-£)E(x)2

et le deuxiéme membre est toujours strictement positif puisque O ¢ £(3D).
On a donc

d(0,p,3D) = d(0,f,3D) = d(0,f,D).
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(2) On a vu, dans la démonstration de la proposition 1.5., que ST
était ouvert et que si p est un suiveur de T - a sur 3D, 2p est un
suiveur de I = (a+u) lorsque u est dans un certain voisinage de O ; Or 2p

est encore un suiveur de T ; donc :
d(a,T',D) = d(0,p,aD) = d(0,2p,dD) = d(a+u,T,D).

(3) I1 suffit de montrer que si a € ST , il existe € > O tel que
a e S(I' + B(0,e)) et d(a,l,D) = d(a,I'+B(0,¢),D).

Soit p un suiveur de T - a sur 3D, notons M = sup “p(X)“ et prenons

x€3dD

p est un suiveur de T + B(0,g) - a sur 3D ;

1
0<e < 1/M. Montrons que T

1
I-eM

en effet : —l——-P(X)-[T(X)+B(O,€)‘a] >

T-eM [1-alpGl1 > 1 ;

1 .
' —_— - oyl *
d'autre part T—eM P est encore un sulveur de a sur gD N d'ou :

d(a,T,D) = d(0,p,3D) = d(O, ]—1-5 p,3D) = d(a,T+B(0,¢),D)

(4) Immédiat.

(5) Notons B un suiveur de I - a sur D , alors
d(a,T',D) = d(0,p,3D) = d(0,p,D)
Or p(x) [T(x)-a] >1 ¥x¢ D, donc p(x) # O
sur D , donc d'aprés les propriétés classiques du degré des fonctions

d(o,p,D) = 0.

(6) Soit T [O,l]><5 +F R" 1'homotopie relative 3 a, p(t,x) un

suiveur associé.

On a :

p(t,x).[T(t,x)-a] > 1 ¥ (t,x) € [0,1]x 3D .
On en déduit immédiatement que po(x) = p(0,x) est un suiveur.de Fo(x)
sur 3D et que pl(x) = p(1,x) est un suiveur de F](x) sur 3D ; on a

d(a,I’o,D) = d(0,p_,3D) et d(a,Fl,D) = d(O,pl,aD)-

Or p(t,x) est une homotopie relative a 0, d'od 1'égalité.
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(7) Soit D = DI U D2 » a€ SI' ; soit p un suiveur de I - a sur 3D,

, idem pour P’ . On a alors

oD

alors p est un suiveur de T sur gD
IBDI = 1

| D,

d(a,T',D) = d(0,p,dD) = d(0 ,BDI) + d(0

P|ap, *Plap, > 972

en utilisant la propriété correspondante du degré pour les fonctions. D'oil
d(a,I',D) = d(a,F,Dl) + d(a,F,Dz)

(8) Soit p un suiveur de T - a sur KU 3D ; notons S une extension

continue de p 3 D ; alors

d(a,T',D) = d(O,E,D) = d(0,p,D \ K), d'aprés la propriété d'excision
pour les fonctions, puisque O ¢ p(K U 3D); or BB(D \ K) est un suiveur
de I' = a sur 3(D \ K).
Remarquons que 3(D \ K) © 3D U K ,on a donc

d(a,T,D\ K) = d(°’5|aD\K>’3(D\K>) = d<o,f1 D\ K).

D\K’
(9) Montrons d'abord qu'on peut trouver p : D >IR™ continue telle
que p soit un suiveur de T - a sur 3D et < p(x),l'(x)-a > > 0 ¥x¢ D .
Supposons a = O pour simplifier, reprenons la construction du suiveur.

¥xeoD ,d q, ¢ Ex tel que < qx,F(x) > > 2

(Hahn-Banach) puisque T est h.c.s. sur D

Il existe IJ; voisinage ouvert de x dans D tel que ¥ z € L)X

<aq,T(z) > > 1

Soit L& yeses U un sous recouvrement du compact 3D.
1 n

X
= n . . . -
Notons K =D\ U Ijx » K ne coupe pas 9D , il existe donc un voisinage
. i
i=1 )
ouvert, V, de K ne rencontrant pas 3D ; lj% ,...lj% » V, forment un

1 n
recouvrement ouvert de 5, notons $1,...,@n » P une partition de 1'unité

subordonnée.

Considérons p(x) = Cpi(x)qx , 11 est clair que p répond aux conditions

1 1

3

i

énoncées.
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Considérons alors p vérifiant les conditions précédentes associé

a T - aetp' associé & I'' - a' ; alors p x p' est un suiveur de

I''x T'" = ax a' sur 3(D x D').

En effet, si y€ I'(x) -~ a , y'e I'(x') - a', pour x xx'¢ 3(D xD'")

on a

(p(x) xp'(x")).(y x y") = px).y + p'(x")y"’

]

et cecl est > I, puisque 3(D x D') D x D' U 3D x B'Iun des deux termes

est > | l'autre étant > 0.

On a donc
d(a x a',T xT', DxD') =d(0,p x p',D xD")

et d'aprés la propriété du produit cartésien pour les fonctions (Voir [181),

on a
d(O,p x p',D x D') = d(0,p,D).d(0,p"',D").

Le résultat suit.

UN THEOREME DE BORSUK SUR R™

THEOREME 1.9. (Borsuk, version multivoque)

. _ . n
Soit D un ouvert borné contenant O et symétrique dans R s
- = n - . . .
' : D>F IR possédant un suiveur sur 9D et impaire sur 8D

(i.e. T'(x) = -T'(-x) pour tout x dans 3D). Alors d(0,T',D) est impair.

DEMONSTRATION

Soit p un suiveur de I' sur 3D, considérons uneextension continue 5
de p 2 D et formons ensuite:q(x) = %-[p(x)—p(—x)] ; q est impaire sur D ,
montrons que q est encore un suiveur de T sur 3D
en effet, pour tout y dans I'(x), on a

q(x).y = p{x).v + %—p(—x)(—y) et comme -y € T'(-x) ,

1
2

q(x).y > i
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On a donc

d(0,I',db) = d(0,q,D)

Et d'aprés le théoréme de Borsuk pour les fonctions (Voir [18] page 78),

le deuxiéme membre est impair.

THEOREME 1.10. (Borsuk-Ulam, version multivoque)

. n . .
Supposons D comme en 1.9., et soit I' : 3D - K IR hemi-continue
supérieurement ; on suppose de plus que I'(3D) est contenu dans un sous-

espace E # IR . Alors, il existe x dans 3D tel que T(x) N T(-x) # ¢ .

DEMONSTRATION

Considérons G(x) = I'(x) - I'(-x) ,il est clair que G est définie

sur 9D , hemi-continue supérieurement 3 valeurs convexes compactes et
impaire.

Supposnns que la conclusion soit fausse ; alors pour tout x dans 3D ,

0¢ G(x) ; en vertu du lemme 1.2., on peut construire un suiveur de G sur oD,
et en procédant comme précédemment, on construit une application continue

de 9D dans un sous-espace propre de R" , ilmpaire et qui ne s'annule pas,

ce qui est impossible (voir [18] page 82).

COROLLAIRE 1.11.

Soit S" 1a sphére unité de Dfﬁl (n z_l),r : S > KR h.c.s.

Alors il existe x dans S" tel que

T(x) N T(-x) # ¢
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REMARQUE 1.12.

Pour les multi-applications 3 valeurs dans les convexes compacts
non vides de IRn)l'hemi—continuité supérieure est &quivalente a la semi-
continuité supérieure.

En effet : Soit T : X (espace topologique) + K RrR" ;

Soit X € X,

montrons que si I' est h.c.s. en X alors T est s.c.s. en X Soit { un

ouvert contenant T X

Notons 96 l'ensemble des demi-espaces fermés qui contiennent T X dans
leur intérieur (demi-espace ouvert). GG désigne une partie finie de ?6
¥

et D; l'intersection des &léments de D'aprés le théoréme de Hahn-

Banach on a : T x = 0 Iy

T Y
I1 nous suffit de montrer que pour(7: assez grand,P7: < Q
Supposons que ¥¥F I’r;:. rencontre C Q ; soit yF € I'z NnCecaeg
Il existe (;; tel que Fg% soit compact, considérons 1'ensemble des F
contenant C}g , ordonné par inclusion (il est filtrant croissant). La
famille filtrante y~< est dans F(;o N C Q qui est compact, elle posdséde

donc au moins un point adhérent, soit y € P(}r N CQ, donc y ¢ Exo.
)

En utilisant Hahn-Banach,on peut séparer y et I'x strictement par un
o
hyperplan fermé, ce qui est contradictoire avec le fait que y est point

adhérent 3 Y #

REMARQUE 1.13.

A propos du théoréme 1.10., on peut se demander si la multi-
n

~

application T' : 3D +~ K IR h.c.s., se prolonge en I : D+KR" h.c.s.

La réponse est oui : puisque I' est en fait s.c.s., on peut appliquer une
généralisation aux multi-applications s.c.s. d'un théoréme d'extension de

Dugundji due 3 Ma (voir [13] page 7).

LIEN AVEC LE DEGRE DEFINI PAR D'AUTRES AUTEURS.

Nous allons vérifier que dans le cas des multi-applications s.c.s.

a valeurs convexes compactes notre degré coincide avec celui défini par Ma
P . _ . n
[13] . D désigne toujours un ouvert borné non vide de R".

Soit T : D~ K IRD s.c.s. et a ¢ T(3D).



- II1.19 -

THEOREME (Ma)

I1 existe v : D~ R"

de B ™, tels que

(1) a ¢ v(D)
(2) ae€ B

(3) y(y) =y ¥yeD\B

(4) I' est homotope & Yy relativement i
L'homotopie est entendue ici au sens suivant

Il existe H : [0,1] X D~>KR " » 8.c.s. telle que

a g H([0,1] x3D) et H(0,x)
H(1,x)

T'(x)
Y (%)

DEFINITION (Ma)

On pose d(a,l',D) = d(a,Y,D).

, fonction continue, et B ouvert borné

Tl est alors facile de voir que cette définition donne le méme résultat

puisque 1'homotopie entre I et Y en est encore une 3 notre sens

résultat découle de l'invariance par homotopie.

Nous verrons plus loin, dans un cadre général, que notre défi-

nition coincide également avec celle de Cellina et Lasota.
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IT - DEFINITION DU DEGRE EN DIMENSION INFINIE

Notre but est maintenant de définir d(a,I-T',D), ol D est un
ouvert non vide d'un e.%.c.s. E, avec I : D > KE h.c.s. et compacte
(i.e. T(ﬁ) relativement compact) et a ¢ (I-T)(3D).

Pour cela nous allens établir plusieurs résultats préliminaires.

LEMME ET DEFINITION Z.1.

Soit D un ouvert non vide de IRn, I :D~>KR" h.c.s. et
compacte, telle que O ¢ (I-T')(8D). Alors d(0,I-I',2) ne dépend pas de
1'ouvert borné § choisi tel que DN T'(D) S Q< D ; par définition, nous

écrirons ce nombre d(0,I-T',D).

DEMONSTRATION
Vérifions tout d'abord que d(0,I-T,0) est bien défini, c'est—-i-

dire 0 ¢ (I-T)(3Q). Comme DN\ ['(D) & & , si x € aR,alors x ¢ D1 (D).

Or soit x un point de D tel que 0 ¢ x-T(x), on a alors x € I'(D) donc
x € D T (D).

Considérons maintenant deux ouverts bornés Ql et Qz vérifiant

DN I‘(B)cglcs‘zzcn,

et montrons que

d(0,I-T,Q ) = d(0,1-7,2,) .

&L

81 {, est vide, c'est trivial, siunon nous allons procéder par excision ;

soit K = Qq\ﬁly alors O ¢ (I-7)(K} puisque K ne rencontre pas D il I'(D)
L

[»}

et donc d'aprés le théoréme 1.8 (8) :

d(O,I—F,Qz) = d(0,I-I",Q, \ K) = d(O,I—T,Ql)

S5i on n'a pas 1l'inclusicn QI<: (i, ou 97\: S 11 suffit de considérer 1'ou-

vert borné Ql J QZ POUT Se ramener au cas précédent.
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REMARQUE 2.2.

En remplacant O par a dans le lemme 2.1., la méme démonstration

montre que d(a,I-T',Q) ne dépend pas de 1'ouvert borné ( tel que:
DN (T+a) (D) © QS D

On note ce nombre d(a,I-T,D) .,

Nous allons maintenant donner une définition du degré sur

n'importe quel espace de dimension finie.

LEMME 2.3.

. .. . .. n n .
Soit A une bijection linéaire de R~ dans IR , FO une multi-
application h.c.s. 3 valeurs convexes fermées non vides, définie sur un
~ n . . .
ouvert borné Do de IR ~, et soit a ¢ FO(BDO). Considérons la multi-

définie sur D, = A—] DO par Fl(x) = A_1 FO(AX).

1’ 1
Alors F] est h.c.s., Al a ¢ FI(BDI) et on a :

application T

_ -1
d(a,TO,DO) = d(A a,Fl,D]).

DEMONSTRATION

Soit pO un suiveur de To—a sur BDO ; on a

d(a,FO,DO) = d(O,PosaDo)
Montrons que p = Ax P, A est un suiveur de F]—A'](a) sur BD]

Soit y € aDl, on a :

p(y)-[Pl(y)-A_l(a)] = A*po(Ay).[F](y)-A_l(a)] = p (Ay) [AT | (y)-a]
Posons y = A 'x , x € 3D ; ceci est emcore égal a :

p ().[aT (& 'x)-a] = p_(0).[T_Go-al > 1 . |

I1 ne reste plus 3 vérifier que d(O,p,BD]) = d(O,po,aDO).

I1 existe une fonction continue P : BD] > IR ® telle que p(x)Xp(x) > 1

pour tout x (prendre P (x) = gﬁzlff— ). Alors d(O,p,BD]) = d(O,p,aD])
il p G| 2
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Or p(x) = AxpO(Ax) , d'od : Axpo(Ax)xp(x) > 1 pour tout x, soit
pO(AX).Ap(x) > 1 et en posant y = Ax , on obtient
-1
P (y).&p(A "y) > 1 ¥ ye€ oD,

donc

4(0,p_,3D) = (0,4 4™ ,3D )

Or d'aprés les propriétés usuelles du degré des fonctions

d(0,a% A7',30 ) = d(049,D,).

LEMME 2.4.

Soit F un espace vectoriel de dimension n sur IR, D un ouvert
borné non vide de F, une multi-application I' : D - CF h.c.s., et
a g T(3D). Soient‘:p1 et $2 deux bijections linéaires de F sur Rr" ,

. e . -1
Di =\$i(D) (i=1,2), Fi : Di + C TR M définie par : Fi(x) =:pi(F@pi x))

On a alors:

d(:D] (a) ’Fl ’D]) = d@2<a) ’TZ,DZ)

DEMONSTRATION
Posons A =

_1 - —_
1 ° wz , on a D2 = A 1 Dl et Fz = A ! Fl A

on est donc dans la situation du lemme précédent.

——
DEFINITION 2.5.
Dans les conditions du lemme 2.4., soit T : D> CF h.c.s.
et soit a€ F , a ¢ T'(3D).
0 d ,,D:d~ ).aD‘
n pose d(a,T,D) ¢p (a) Pp Q)
avec Qp = p(D) et :P(X) = V(FCy_l(X)))
n

ol P est n'importe quelle bijection linéaire de F sur IR

Donnons maintenant deux résultats qui vont permettre de passer

4 la dimension infinie.
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LEMME 2.6.
Soient F] et F2 deux espaces de dimension > | finie sur R
et F = F1 pd F2 » D un ouvert borné non vide de F ,

' : D~ CF] » h.c.s. et compacte. Soit a ¢ F1 » a@ (I-T)(3D),on a alors

d(a,I-T,D) = d(a,(I-I) , DN F])
[D N F
DEMONSTRATION
Le premier terme est bien défini, pour le second, il suffit de
remarquer que 3{(D N F1)<: D N F] . D'autre part, on peut toujours supposer
que F, = R" , F, = R" .

Soit p un suiveur de I-T-a sur 3D , p: o » RT x Rr™ s

écrivons p(x) = (p](x),pz(x)) et x = (X]’XZ)'

On a :

pl(x).[xl—r(x)—a] + pz(x).x2 > 1 ¥ x € 3D D)

et d(a,I-T',D) = d(0,p, 3D).

Nous allons montrer qu'il existe une constante )\ > 0 , telle que :
d(0,p,3D) = d(O,I+AP1,8D)-

En fait on va chercher A > 0 telle que [X+Apl(x)].p(x) > 0 pour tout x

dans 3D , soit

lel(x) + Apl(x) 2 4+ x2p2(x) >0 ¥ x € 3D (2)
Prenons £ > O tel que pour Hp](x)H < g on ait

o) G LT ea+all < oy llirGo+al <172,

ce qul est possible puisque I est compacte.

Notons AE = {x ¢ 3D ]Hp](x)H > e} AE est compact.

-pz(X)-xz-pl(x)x]

)

Considérons AO = sup(l, sup(

XEA_ e, Goif?
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Alors pour A > Xo (2) est bien vérifié ; en effet , soit x € 3D

-pz(X)xz-pl(X)x1

Si “p](x)d >gon ai > . ; d'oi (2)
I, I 2
et si “p](xﬂ|§ € (1) donne
P, ()% +p, (x)x, > 1+p (X) [T(x)+a]
d'ol pl(x)xl+p2(x)x2 > 1/2 ; on en déduit

%P, (3)+x,p, (X)+Ap, (x) 2 > 1/2+)p, ()2 > O .

D'aprés les propriétés usuelles du degré des fonctions (voir [18]), si
nous notons 5] un prolongement continu de P, a D (taujours i valeur dans Fl)

on a @

d(0,I+Ap,,3D) = d(0,I+Ap.,D) = d(0,(I+\p.) , DN F.) .
1 ‘ Yo, ‘
1

I1 ne nous reste plus 3 vérifier que

d(O,(I+A;])| DN F) = d(a,(I—r)I D0 F)
DN F DN F -
] 1

Si DN F] est vide,ceci est trivial, si c'est non vide, montrons d'abord que

d(O,(I+A51) DN F) = d(o,ﬁl DN F)
DN F, |DAF,
pour cela il suffit de vérifier que (x+xp](x)).p](x) > 0 pour
x € 3(D i F])<: D N F] ; cela se déduit de (2) en faisant x, =0 . Ensuite
on vérifie que P est un suiveur de I-T=-a sur 3(D N Fl) ce qui est

|3 N F)

immédiat d'aprés (1).

LEME 2.7.

Mémes hypothéses que dans le lemme 2.6., sauf pour D qui n'est

plus supposé borné ; méme conclusion.
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DEMONSTRATION

d(a,I-T,D) = d(a,I-T,Q) , ol Q est un ouvert borné tel que
DN (f+a)(D) € Q< D
Or d'aprés le lemme 2.5.,

d(a,I-T,Q) = d(a,(I-T) , 20 F)
|on F,

et d(a, (I-T) » QN F) = d(a,(I-T) DN F)
AL F D N F,

—_

Désormais E désignera un espace localement convexe séparé sur R
de dimension infinie, D un ouvert non vide de E et T une multi-application

de D dans KE, hemi-continue supérieurement(l)et compacte.

DEFINITION 2.8.

Soit ' : D » KE h.c.s. et compacte telle que I'(D) soit contenu
dans un sous-espace de dimension finie, et soit a ¢ (I-T)(3D). Alors on
peut définir

d(a,I-I',D) = d(a, (I-T) ,D N F)
DN F

pour n'importe quel sous-espace F de dimension finie > 1, contenant a et
r(D).
En effet, soient F1 et F2 deux tels sous-espaces, il suffit d'appliquer le

lemme 2.7., en considérant Fl’ F]+F2 et F2’ F]+F2

Passons au cas général, nous avons besoin de plusieurs lemmes

avant de donner la définition du degré.

(D

Désormais, nous utiliserons indifféremment d.c.s. ou h.c.s. sachant
que les deux notions coincident dans ce cadre;l'emploi de 1'une ou

l'autre sera simplement motivé par la commodité.
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LEMME 2.9.

Soit I' : D+ KE h.c.s. et compacte, alors (I-T') (39D) est

fermé dans E.

DEMONSTRATION
Soit b un point adhérent a (I-T)(3D), alors il existe une famille

filtrante <Xi) (F filtre sur I) , X. € 0D et v € xi-Txi

ieg 1

-

telle que yi > b.

Alors, YiT®S € -T'(9D) qui est relativement compact ; donc , au besoin

en remplacgant F par un filtre plus fin, on peut supposer que yi-xi converge
dans E vers un certain point z. On en dé&duit, 3D é&tant fermé, que Xy
converge vers un point x de 9D (x=b-z). Il ne nous reste plus qu'd montrer
que b € x-I'x. Supposons b ¢ x-I'x , alors d'aprés le théoréme de Hahn-Banach,

il existe une forme affine continue ex sur E telle que
x x
e (x-b) < 0 < e"(T(x)) ;
alors, comme I' est d.c.s., pour i "assez grand", on aura
x x
. > .~y.) <
e (T(xl)) 0 et e (xl yl) 0

ce qul est impossible puisque ys € xi—in. D'oll b € x-Tx et (I-T)(3D) est

fermé dans E.

LEMME 2.10.

Soit ' : D - KE h.c.s. et compacte, alors I’ est semi-continue

supérieurement.

DEMONSTRATION

Soit K un compact de E contenant I'(D) ; nous allons'vérifier que

le graphe de I' est fermé dans D x K.
Soit (x,y) un point adhdrent a G(I') dans D X K , 11 existe alors
des familles filtrantes X5 Yy telles que X > X , y. >y et

i
Y € in. Si on suppose que y € I'x , par Hahn-Banach,K on peut séparer y et
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I'x strictement par un hyperplan fermé ; alors pour i "assez grand" in
est dans le méme demi-espace ouvert que ['x et v dans le méme demi-espace
ouvert que y , ce qui est impossible puisgue ys € Txi

Donc y € Tx et G(T') est fermé.

LEMME 2.11.

Soit a un point de E n'appartenant pas a (I-T')(3D) et V un
volsinage ouvert convexe et équilibré de O dans E tel que
(atv) N (I-T) (D) = ¢ .
Alers il existe une multi-application Fl de D dans KE h.c.s. et compacte
telle que
(1) a¢ (I-T ) (oD)
(i) ¥ xe€D T1x<1 I'x +V et I'x < le +V

(ii1) F](ﬁ) est contenu dans un sous—-espace de dimension finie.

DEMONSTRATION

['(D) est compact, considérons un recouvrement ouvert de la forme

y+V , y € T'(D) » extrayons un sous recouvrement fini yi+V (i=1,...,n).
Soit $I,...,pn une partition continue de 1'unité sur (D) , subordonnée
au recouvrement ouvert F(ﬁ) N (yi+V) (i=1 ...,n).

Considérons la fonction continue & définie sur F(B) par

a(x) =

N~ ps

pi(x)y, . Pour x ¢ F(ﬁ) on a
i

1=1

a(x) -x @i(x)(yi—x)

1

li
[N g R

i
t

et comme supp P. — y.+V , seuls comptent les i tels que y.-x VvV
i Y5 p Y; €

V étant convexe on a donc

a(x)=x € V ¥ x ¢ (D)

Considérons FI(X) = conv a(l'(x)) pour x ¢ 5
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Alors (iii) est immédiat : F1(5)<: conv a(F(ﬁ)) qui est de dimension finie.
(ii) on a

a(y) € y+v ¥yeI'(D)

a(FX))CI'(x) +V ¥yeD

Tl(x) = conv a(Il'(x)) € I'(x) + V.

D'autre part, on a immédiatement I'(x) & a(I'(x)) + v,
d'od

'(x) < Fl(x) + Vv ¥xeD

Vérifions (i). On a (a+V) N (I-T) (D) = ¢,
donc ¥ x € 9D , a € x-I'x+V et 3 fortiori a ¢ x-Tlx.
I1 nous reste, 3 vérifier que T : D> KE est d.c.s. et compacte.

Soit A un demi-espace ouvert contenant T X, alors A contient

a(T(x)) ; donc o (A) est un ouvert de F(D) qui contlent I'x. Comme T' est
s.c.s. (lemme 2.10.) de D dans F(D) » 11 existe un voisinage U x de x

tel que pour tout z dan§ 1fx,on ait : Tz C a_l(A),d'oﬁ o(l'z) © A et donc
conv a(l'z) & A, soit FFC A .

D'od I', d.c.s. . Montrons maintenant que I'. (D) est relativement compact.
1 q 1

On a FI(5)<: conv a(F(B)) qui est compact.

LEMME 2.12.

Soient Tl et FZ deux multi-applicationsde D dans KE, h.c.s. et

compactes, vérifiant les conditions (i), (ii) et (iii) du lemme 2.11., alors

d(a,I—Tl,D) = d(a,I—Pz,D).

DEMONSTRAT ION

Les deux degrés écrits ont un sens d'aprés la définition 2.8.

Soit F un sous-espace de dimension finie contenant a, Fl(ﬁ) et FZ(B).
Alors d(a,I—F],D) = d(a,(I*F]) , DO F)
IDNF

et d(a,I—Fz,D) = d(a,(I»Tz) ,DN F).
IDNF
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Si DN F est vide, 1'8galité est triviale. Sinon considérons un ouvert

bcrné @ de F contenant D1 C, avec
C = conv ((F1+a)(D N F),(F2+a)(D N F)) , convexe borné de F ,et tel

que § soit contenu dans DM F .
Il nous reste & montrer que

d(a,(1-T)) _ ,Q) = d(a,(I-T)) _ ,0).

[Q )

Considérons la multi-application H : [0,1] x Q> KF, définie par
H(t,x) = x—tT](x)—(l—t)Tz(x) ; 11 est facile de voir que H est s.c.s.
et compacte. Vérifions que H est une homotopie relative i a, et pour cela
que a ¢ H([0,1] x 3Q). Supposons qu'il existe un point x € 3Q et t ¢ [0,1]
tels que a ¢ x—tFl(x)—(l—t)Fz(x), alors x € t(F](x)+a)+(1—t)(T2(x)+a),
donc x € C ; montrons que nécessairement x € 3(D M F) ; en effet, puisque
x€d ,xg€ MNF)NC, d'oix¢gDNF ; or d'autre part x € DN F et
donc x € 3(D M F). Montrons alors qu'il ne peut y avoir de point x de
9(D N F) tel que a € x—tT](x)—(l—t)Fz(x) ; on aurait en effet,puisque
Tl(x)<: T(x) +V et Fz(x)<: I'(x) +V , a€ x-T(x)-V ce qui est impossible
puisque 9(DN F) C 3D N F et que (a+V) N (I-T) (D) = @. On a donc, d'aprés

la propriété d'invariance du degré par homotopie, sachant que

H = (I-T.) et H = (I-T) _
e} 2 ﬁ 1 IIQ

d(a’(I—P]) _’Q) = d(a’(I-FZ) _,Q)'
Q | Q

DEFINITION 2.13.

Soit I : D+ KE h.c.s. et compacte, soit a ¢ (I-T')(3D). On
définit d(a,I-T',D) comme &tant d(a,I-Fl,D) ol F] est n'importe quelle
multi-application vérifiant les conditions du lemme 2.11., correspondant
d n'importe quel voisinage V de O dans E, ouvert, convexe, équ&libré, tel

que (a+V) N (I-T)@D) = ¢ .

On peut maintenant vérifier les propriétés habituelles du degré ;
nous nous limitercns & énoncer en un théoréme les trois propriétés

essentielles.,
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THEOREME 2.14.

Soit I : D » KE h.c.s. et compacte, soit a ¢ (I-T)(3D). Alors

(1) Si f : D-+ E est une section continue de I on a
d(a,I-I',D) = d(a,I-£,D),ce dernier désignant le degré de

Leray-Schauder.
(2) Si ag (I-T)(D) on a : d(a,I-I',D) = O.

3) Invariance par homotopie

Si H = [0,1]x D +KE est h.c.s. et compacte telle que
a ¢ (I-H_) (D) , ¥te [0,1].

Alors d(a,I—HO,D) = d(a,I—Hl,D).

DEMONSTRATION

(1) sera une conséquence de (3) en comnsidérant 1'homotopie:
(t,x) > tI'x + (1-£)f(x) .
I1 faut alors vérifier que d(a,I-f,D) coincide avec le degré de Leray-
Schauder ; ceci se déduit de la construction que nous avons adoptée,
laquelle redonne, dans le cas des fonctions, le degré de Leray-Schauder

(Voir [18]).

(2) Si ag¢ (I-T)(D), alors a ¢ (I—T)(ﬁ) et ce dernier est fermé
(méme démonstration que pour le lemme 2.9.) ; considérons V, voisinage
ouvert convexe &quilibré de O dans E tel que : (a+V) N (I-T)(ﬁ) =0 .
Prenons alors une multi-application Tl vérifiant les conditions du lemme
2.11., avec V.

Soit F un sous-espace de dimepsion finie contenant a et Tl(ﬁ), on a :

d(a,I-T',D) = d(a,(I—F]) , DN F) ,
IDN F
et pour vérifier que ce dernier est nul,il suffit de vérifier que

ag (I—T])(D). Supposons a € x—Tlx pour x € D, alors a € x - I'x - V, ce
qui entraine (a+V) N (I-T)(D) # @ , ce qui est impossible.

(3) (I-H) ([0,1] X 9D) est fermé dans E (méme démonstration que pour
le lemme 2.9.); on peut donc trouver V, voisinage ouvert convexe &quilibr
de O dans E tel que

(a+V) 0 (I-B) ([0,1] x 3D) = ¢ .
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En utilisant la méme technique que dans le lemme 2.11., on peut
construire une approximation de dimension finie de H.
Il existe H : [0,1] x D > KE d.c.s. compacte de dimension finie telle
que

(1) a¢ (I-8)([0,1] x 3D)
(ii) ¥ (t,x) € [0,1] x D
H(t,x) © H(t,x) + V et H(t,x) S A(t,x) + V .

On a alors

d(a,I—HO,D)

d(a,I—HO,D)

et d(a,I-H ,D) d(a,I—ﬁl,D) )

Montrons 1'&galité des seconds membres. SOit F un sous—espace de dimension
finie contenant a et H([0,1] X D), alors :

d(a,I-ﬁo,D) = d(a,(I—HO) ,DN F) , idem pour H

IDNF !

Notonns K = ﬁ([O,]] X D) + a, et soit  un ouvert bornéd de F tel que
KNODNFCTQCTDNTF .

Alors  d(a,I-H ,D) = d(a,(I-f) ,Q) et d(a,I-H,,D) = d(a,(I-H.) ,Q) ,
[o) o lﬁ i 1 l 8

et ces deux degrés sont &gaux puisque la restriction de H & [0,1] x Q
est encore une homotopie relative a a et on peut utiliser cette fois le

résultat d'invariance en dimension finie.

THEOREME DE BORSUK EN DIMENSION INFINIE

E désigne toujours un espace localement convexe séparé sur IR

de dimension infinie

THEOREME 2.15. (Borsuk)

Soit D un ouvert symétrique contenant O, I' une multi-application
de D dans KE h.c.s. et compacte. On suppose que O ¢ (I-T)(dD) et que T
est impaire sur 9D (i.e. I'(-x) = -T(x) ¥x € 9aD) , alors d(0,I-T,D) est

impair.
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DIEMONSTRATION

Montrons d'abord qu'on peut supposer I impaire sur D ; en effet,

considérons G(x) = % [T(x)-T(-x)} ; alors G est h.c.s. et compacte de D
dans KE , et G impaire sur 5.

Montrons que d(0,I-T',D) = d(0,1I-G,D) ;
sour cela,il suffit de montrer que I et G sont homotopes relativement

A O (théoréme 2.14.). Considérons 1'homotopie :
(t,x) + tGx+(1-t)Tx de [0,1] x D dans KE

Il est facile de voir que cette multi-application est h.c.s. et compacte ;
vérifions que 0 € x-tGx-(1-t)Tx ¥ (t,x) € [0,1] x3 D, en effet si
X € 9D , Gx = Tx et on est ramené i
0 ¢ x-Tx
ce qul est vral par hypothése.
Supposons donc T impaire sur tout D.

Soit V un voisinage de O ouvert convexe et 8quilibré tel que

Vi (I-T)(3D) = ¢ ,
alors d'aprés le lemme 2.11.,1il existe Fl : D> KE h.c.s. et compacte telle
que
(1) 0¢ (I-T,)(3D)
(11) ¥ x € D F1x<: I'x + V et I'x < T]x + V
(111) FI(B) contenu dans un sous—espace de dimension finie.

Alors : d(0,I-T,D) = d(O,I—FI,D).

Remarquons qu'on peut supposer Fl impaire sur D ; il suffit de considérer

1 . oo
r]x = E—[Fl(x)—F](—x)] et on constate facilement que I vérifie encore

(i), (ii), (iii). Supposons donc F] impaire sur D . Soit alors F un sous-—
espace de dimension finie contenant F](ﬁ) on a

d(0,I-T,,D) = d(0,I-T , DN F) = d(0,I-T Ke))
1 -

! | DN F | @
ol 2 est un ouvert symétrique borné contenant O de F tel gue

DN FN r](D NrHcgecdnrF

Et d'aprés le théorédme de Borsuk en dimension finie, d(0,I- N r_,gb
£

est impair.
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COROLLAIRE 2.16.

Soit D un ouvert symétrique contenant O , [ une multi-application
de D dans KE h.c.s. et compacte vérifiant O ¢ (I-T)(3D).
Supposons que :

¥ A€ [0,1], ¥xe& 3D

(I-D)(x) O A(I-T)(x) = @

Alors d(0,I-I',D) es: impair.

DEMONSTRATION

Considérons Gx = %—[T(x)—?(—x)] » G est hemi-continue supérieure-

ment , compacte et impaire de D dans KE. De plus 0 ¢ (I-G)(3D) ; en effet,
s'il existait x € 3D tel que O € x-Gx, alors 0 ¢ (I-T)(x)-(I-T)(-x)
d'ot (I-T)(x) N (I-T)(~x) # @ ce qui est impossible.

On va montrer que d(0,I-T',D) = d(0,I1-G,D).

Pour cela,il nous suffit de montrer que ' et G sont homotopes relativement
a O (théoréme 2.14.). Considérons 1'homotopie

(t,x) » tTx+(1-t)Gx , (t,x) € [0,1] x 5,et vérifions que

0 ¢ x-tI'x-(1-t)Gx ¥ (t,x) € [0,1] x 3D

Raisonnons par 1'absurde, supposons qu'il existe t € [0,1] et x € 8D

tels que 0 € x-tI'x-(1-t)Gx , alors

I'x-T'(-x)
0 € x-tI'x=-(1-t)( 2 ),
d'ou 0€ 2x-(1+6)Tx + (1-t)T(-x) ,
soit 0 € (1+t) (xTx)+(1-t) (x+T (%))
donc (I-DH (x) N %i%—(l—?)(—x) # @ pour certain x € 9D, ce qui est

1~-t
1+t

impossible puisque € [0,1] . On a donc : d(0,I-T,D) = d(OPI-G,D) et

d'aprés le théoréme 2.15., ce degré est impair.
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COROLLAIRE 2.17. (Borsuk-Ulam).

Soit D un ouvert symétrique contenant O , I ¢ D > KE h.c.s.
et compacte ; on suppose qu'il existe M, sous—espace propre de E tel que

(I—F)(B)<: M. Alors, il existe x dans 9D tel que (I-T)(x) N (I-T)(-x) # @

DEMONSTRATION

Considérons F(x) = %-[T(x)—F(—x)] , F est h.c.s. compacte et
impaire sur D,de plus (I-T)(x) N (I-T)(~x) = ¢ pour tout x de dD implique
O ¢ (I-F)(9D).

Raisonnons par 1'absurde, puisque F est impaire d(0,I-F,D) est impair
{théoréme 2.15.). |
Prenons V,voisinage ouvert convexe &quilibre de 0, tel que

Vil (I-F)(9D) = @ ; alors pour tout a dans V on a

d(a,I-F,D) = d(0,I-F,D).
Fn effet,
d(a,I-F,D) = d(0,I-F~a,D) (vérification immédiate)
et d(0,1-F-a,D) = d(0,I-F,D) puisque F et F-a sont homotopes

relativement a O (considérer 1'homotopie (t,x) = Fx-ta). Donc d(a,I-F,D)
e€st non nul pour wut a dans V, d'ou a € (I-F)(D) (théoréme 2.14.) d'ou

Vo (I-F)(D) © M ce qui est impossible puisgue M est un sous—-espace propre
de E. On en déduit donc qu'il existe x dans dD tel que

(I-Dx) N (I-D(—x) # ¢ .

REMARQUE 2.18.

L'extension de Borsuk-Ulam donnée par Ma [13] suppose D convexe
et (I-T)(9D) © M. En fait la démonstration de Ma ne marche que si 9D \ M
est non vide, on trouve en effet facilement un contre exemple au théoréme

de Ma en prenant D = E

FEMARQUE 2.19.

Soit I' : E > KE h.c.s. et compacte. Alors d(0,I-T,E) = +1,
et I-I' est surjective (i.e. (I-T)(E) = E).
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En effet, puisque 3E = @¢ , d(0,I-T,E) est bien défini;on considére
1'homotopie (t,x) - tI'(x),on a donc
d(0,I-T,E) = d(0,I,E) = +1
On a de méme pour tout point a
d(a,I-T,E) = +1
Donc a € (I-T)(E).

LIEN AVEC LE DEGRE DEFINI PAR CELLINA ET LASOTA

La définition du degré par Cellina et Lasota est basée sur le

thépréme d'approximation suivant

THEOREME

X est un espace métrique non vide, Y un e.f%.c.s. réel métrisable
et muni d'une distance invariante par translation. On consid&re T
X > KY compacte et s.c.s. Alors ¥ ¢ > 0,11 existe f€ : X > conv ['(X)
continue, a valeur dans un sous-espace de dimension finie et telle que
a*(6f_,0T) < ¢ ()
(ol GfE,GT désignent les graphes de fE,F).

Maintenant X désigne un e.l.c.s. réel de dim > 1 métrisable et
muni d'une distance invariante par translation. SOit D un ouvert borné
(pour la distance) non vide de X, soit ® : D > KX s.c.s. compacte
et p & (I-9)(8D) . Considérons une suitetpn de fonctions continues de D

dans conv ®(D) vérifiant les conditions du théoréme avec € = 1/n.

DEFINITION

On définit d(p,I~0,D) = lim d(p,I-p ,D)
n>+w n

Y Si X métrique et A, B parties de X , On note dx(A,B) = sup d(x,B).

XEA
Sur X x Y, on met la distance max (d(x],xz),d(y],yz)).
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Pour justifier cette définition on vérifie que pour n assez
grand p ¢ (Iﬁpn)gBD) et que la limite ne dépend pas de la suitecpn choisie
(ceci est fait dans [3]).

En fait, le degré &tant un entier, pour n assez grand, on a :

d(p,I~0,D) = d(p,Iﬁpn,D).

Pour montrer que ce degré coincide avec celui que nous avons dé&fini, nous
~allons montrer que ¢ et $n sont homotopes relativement & p pour n assez
grand.

Considérons 1'homotopie td(x) + (I—tXpn(x) ; 11 nous suffit de vérifier
que p ¢ x—t@(x)—(l—tXpn(x) pour t € [0,1] et x € 9D , lorsgue n est assez
grand.

Raisonnons par 1'absurde, supposons que ¥ n, I tn ¢ [0,1] , & X € 3D ,

4 vy, € @(xn) tels que
P = Xn_tnyn—(]_tn)$n(xn)

On peut toujours supposer (en extrayant des sous suites) que tn

converge vers t et que y, converge vers y (yn € @(5) qui est compact).

“tudions pn(xn), on a dx(G @n,G®) < 1/n d'od
dl(x_, p_ (x )),68) < 1/n

donc 1l existe (nn,En) € G(®) tel que d(xn,nn) < 1/n et d@pn(xn),in) < 1/n

et comme En € ®(D) , on peut en extraire une sous =-suite convergente vers

un point & ; on peut donc supposer que $n(xn) tend vers § .

I1 s'ensuit que X converge vers x = p+ty+(1-t)§ d'od N, converge vers x
Comme d'autre part le graphe de ¢ est fermé, on a § € &(x) et y ¢ ¥(x).

Donc p = x-ty-(1-t)§ avec x € dD.

D'ol p € x®(x) , x € 3D, ce qui est impossible.
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APPLICATIONS
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IIT - THEOREMES DE POINT FIXE ET DE SURJECTIVITE

Dans ce chapitre nous donnons une premidre application du
degré a la démonstration du théoréme du point fixe de Kakutani-Fan dans
un espace localement convexe métrisable réel ; 1'hypothése de métrisabi-
lité est & priori indispensable pour pouvoir utiliser une rétraction.
Nous montrerons par un argument simple comment on peut se débarrasser de
cette hypothése pour avoir le résultat dans toute sa généralité.

Nous démontrons égdement un théoréme de Schaefer multivoque utile pour
les E.D.P. Nous donnons ensuite une démonstration d'un théoréme de point
fixe de Petryshyn et Fitzpatrick sur les multi-applications asymptotique-
ment compactes sans utiliser de rétraction, ce qui donne un contexte plus
général. Enfin, nous donnons une démonstration du théoréme de non sépara-
zion de Fan par une méthode rapide utilisant les suiveurs ; nous énongons
un résultat nouveau sur la surjectivité des multi-applications "outward"

qui améliore certains résultats de Rogalski.

THEOREME 3.1. (Kakutani-Fan)

Soit E un e.%.c.s. métrisable réel,Cunconvexe compact non vide
de E, I' une multi-application hemi-continue supérieurement de C dans KC

(convexes compacts non vides de C). Alors d x € C tel que : x € Ix.

DEMONSTRATION

Puisque C est convexe fermé non vide dans E métrisable, toute

fonction continue de C dans C s'étend en une fonction continue de E dans C
(voir Dugundji [5]) ; en particulier il existe une rétraction de C dans E,

c'est 4 dire B : E » C continue telle que Blc = identité@.

Considérons T': E - KE définie par T(x) = T(Bx). On voit facilement que T
est h.c.s. et compacte G:(E)<: C). On sait alors (remarque 2.19.) que
I-T est surjective ; il existe donc x € E tel que 0 € x-I'(x), d'ol

x € T(x), est donc x € C et x € I'(x).

Passons maintenant & un résultat plus général.
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THEOREME 3.2.

Soit E un e.2.c.s., C un convexe non vide de E, T une multi-
application h.c.s. et compacte de C dans KC. On suppose que ['(C) est

un compact contenu dans C . Alors il existe x € C tel que x € I'x.

DEMONSTRATION

Démontrons d'abord un lemme

LEMME 3.3.

Soit K un compact non vide de C, alors pour tout V, voisinage
de O &quilibré convexe dans E, il existe une application continue Ty ¢
K> C telle que

(i) ¥x €K ﬂv(x)—x €V
(ii) wV(K)(: P _CC . od PV est un polyédre convexe

v

(i.e. enveloppe convexe d'un nombre fini de points).

DEMONSTRATION DU LEMME.

Considérons le recouvrement ouvert de K formé des x + V s X € K ;
=]

On en extrait un sous recouvrement fini X, + vV, i=1,2,...,n. On considére
ensuite une partition de 1'unité subordonnée i ce revouvrement, solt
o]

w. , i=1,...,n ; ~pi : K> [0,1] continue, supp\pi<: X, + v,

i
n
Lop.(x) =1 ¥xgK
i=1
n

On prend : 7 (x) = T ®.(X)X. ; 7. est continue de K dans C ,

\Y i=] 1 1 \Y

n
ﬂv(x)—x = I yi(x) (xi—x) € V car seuls interviennent les i tels que

X, “X €V, et WV(K)<: conv {xi | i=1,...,n} . ?
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Passons maintenant & la démonstration du théoréme; notons K
un compact tel que I'(C) © K< C , prenons V voisinage de 0 &quilibré

convexe et fermé, m_ et PV étant définis par le lemme 3.3., définissons

une multi—applicatiZn TV de PV dans KPV par : Fv(x) = (T'(x)+V) N PV
Vérifions que FV est s.c.s. 3d valeurs convexes compactes non vides. Il
est immédiat que (I'(x)+V) N PV est convexe compact (I'(x)+V est un convexe
fermé). Soit y € T(x), alors ﬂv(y) € vy +V , donc (T(x)+V) i ﬂV(K) est
non vide et donc Tv(x) est non vide. Pour vérifier que FV est s.c.s. ,
nous allons vérifier que son graphe est fermé dans PV X PV. Soit (x,y)

un point de PV X PV adhérent au graphe, il existe X - x:gt v, > y avec

(T(xn) + V) N PV

v, € TV(Xn)

Ecrivons Yo =2, Vv, s z € F(xn) et v, eV ,

donc z € K ; soit Y un ultrafiltre sur IN H z converge vers un point z
de K suivant WU , Ce que nous notons zn._azf_; z , et comme yn__:__; v o,

A

o1 av ———s v avec vV €V (V est fermé) et y =2z + v

Comme [' est d.c.s. 3 valeurs dans un compact K,elle est s.c.s. et son
graphe est fermé dans C X K ; donc -puisque X ——> X et 2 ——> 2

avec z_ € Fxn ona: z¢€Ix. On a bien ye€ (I'(x) + V) NN PV

02 est donc maintenant en mesure d'appliquer le théor&éme de Kakutani 3 TV

i i . + VC

il existe xy € PV tel que Xy € Fv(xv) On a donc Xy € F(xv) VS K+ V,
écrivons Xy € kv + V avec kV € K . Sur l'ensemble des voisinages de O
fermés équilibrés et convexes, considérons un ultrafiltre Y plus fin que
le filtre naturellement associé 3 la relation d'ordre inclusion.

Alors kV .T%Z_a k , k € K ; et comme Xy ~ kV € V , x, converge également

\'

vers k suilvant ?{ .

Montrons que k est un point fixe de I' . Raisonnons par 1'absurde, si k ¢ Fk
séparons—les strictement par un hyperplan fermé, en notant A], AZ les deux
demi-espaces ouverts. Supposons que Tk(: A] et k € AZ . Soit VO un voisinage

convexe de 0 tel que Fk + 2VOK: Al; alors pour V "assez petit'" on a
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c . - 1~
Xy € A2 , F(XV) k) + VO, vVC Vo. D'od Xy € A2 et
T (%) + VS T(k) + ZVOCIZSI » ce qui est impossible puisque
Xy I F(xv) + V.

—_—

Donnons maintenant une version multivoque du théordme de Schaefer

qui interviendra dans les &quations aux dérivées partielles.,

THEOREME 3.4.

Soit D un ouvert, contenant 0, de E e.2.c.s. et T :
D + KE h.c.s. compacte.

On suppose que ¥ X € [0,1] et ¥ x € 3D : x ¢ ATx.
Alors & x € D tel que x € Ix.

DEMONSTRATION
On considére 1'homotopie (A,x) + A I'x , on a O ¢ x-\Tx ,

¥x.€ 9D, ¥ )€ [0,1].

Donc d(0,I-T',D) = d(0,I,D) = +1 puisque O € D

I1 s'ensuit d'aprés 2.14. que:d x € D tel que x € Tx.

—_—
COROLLAIRE 3.5.
E est un espace de Banach.
Soit ' : E > KE h.c.s. et telle que 1'image de tout borné soit relati-

vement compacte dans E.
Si {x€ E| x€Al'x, A € 10,I[} est borné dans E, alors d x € E

tel que x € Tx . ?

DEMONSTRATION

Soit B une boule ouverte de rayon > O contenant
{xe E| xearx, A € 10,1} .
On a bien ¥ ) € [0,1] et ¥ x € 3B X é \Tx .
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S1 on a x € I'x pour un certain x € 3B c'est terminé,sinon les hypothéses

de 3.4. sont bien vérifiées donc d x € B tel que x € Tx

Donnons, suivant Petryshyn et Fitzpatrick [15], la définition
des multi-applications asymptotiquement compactes.
Il désigne toujours un espace localement convexe séparé réel ;
Soit D un fermé non vide de E et ' : D - CE h.c.s.
On définit

K = conG-F(D)
o

K. = conv I'(D Il K )
1 e}

Si o est un ordinal de premiére espéce , o > O

K, = conv T(D N Koy

Et si o« est un ordinal de deuxiéme espéce

On a alors
(1) ¥ o Ku est convexe et fermé

(ii) Ka~: K pour o > S

B

(1i1) ¥o I'(DN Ka)(: Ka

(iv) I1 existe un ordinal y tel que KY = KY+] ; alors ¥ 8 > y on a

K, = K et on définit K = K(T',D) = K ;
B8 Y Y

on a blen sur

K=—conv (DN K) . f

DEFINITION 3.6.

On dit que I' est asymptotiquement compacte si I'(D M K) est rela-

tivement compact.
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THEOREME 3.7. (Petryshyn, Fitzpatrick [15])

Soit D un convexe fermé non vide de E, ' : D~ CE h.c.s.
asymptotiquement compacte et telle que I'(d) < D.

Alors si K(T',D) est nor vide, 1l existe x € D tel que x € Tx.

DEMONSTRATION
Remarquons tout d'abord que K< D, puisque D est convexe fermé

et T'(D) © D. De plus I'(K) < K.

FIK est h.c.s. et compacte puisque ['(K) est compact et contenu dans K.
On peut donc appliquer le théoréme 3.2. & TIK ; d'ol 1l existe x € K

tel que x € T'x.

REMARQUE 3.8.

On ne peut pas appliquer le théordme de Kakutani-Fan dans la
démonstration précédente car on n'est pas assuré que K soit compact (c'est

vrai si par exemple E est quasi-complet).

Nous allons maintenant démontrer le thépréme de non séparation de

Fan et en donner quelques conséquences.

THEOREME 3.9. (Fan [8])

Soit E un e.f.c.s. réel, X un compact convexe non vide de E,
F, G deux multi-applications d.c.s. a valeurs non vides de X dans E telles
que
¥ (x,xx) € X X Ex vérifiant xx(x) = min xx(y) ,
yex

il existe (u,v) € F(x) X G(x) tel que xx(u) f_xx(v).
t
Alors 1l existe x € X pour lequel F(x) et G(x) ne peuvent pas &8tre séparés

strictement par un hyperplan fermé.
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DEMONSTRATION

Raisonnons par l'absurde, supposons que pour tout x dans X il

existe xx € Ex et o € R tels que
F(x)C {yeE | x*(y) >a}l ,
Cx) = {y € E | x*(y) <a}

Et comme F et G sont d.c.s., il existe U'x voisinage ouvert de x dans X

tel que
¥ z € L;x
% . =
F(z) € {x~ > a} et G(z) © {x" < a}
Considérons T'(z) = F(z)-G(z) , ceci peut encore s'écrire

xT(T(2)) > O vze Ux .

Prenons alors un sous recouvrement fini du recouvrement ouvert ij,

. R d - r PR . .. .
soit U x],...,.Lan ; considérons P ..,pn une partition continue de

17
1'unité subordonnée 3 ce revouvrement et considérons

p(x) =
1

n o1

b3 . . . .
Lpi(x)xi 5 P est une application continue de X dans Ex (muni
1

de n'importe quelle topologie d'e.v.t. séparé). On a en outre
n

<CP)LTE) > = TP (0 (Tx) >0
1=1

ce qui montre au passage que ¥ x € X p(x) # O.

Considérons alors la multi-application I':t X » KX définie par

'x = {y€ X |<px),y > =min < p(x),z >}
zeX
I' est s.c.s. (ceci est la conséquence d'un lemme que nous allons donner),
on peut donc lui appliquer le théoréme de Kakutani-Fan, d'oi il existe x

dans X tel que x € Tx et donc < p(x),x > = min < p(x),z > . D'aprés 1'hypo-
zeX

thése, il existe u € F(x) et v € G(x) tels que < p(x),u-v > < 0 . Ce qui
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est impossible puisque u-v € T(x) et que < p(x),I'(x) > >0

Il ne reste plus qu'a vérifier que T est s.c.s.

LEMME 3.10.

Soit E un e.f.c.s. réel, X un convexe compact non vide de E,
p : X~ g* continue pour la topologie de Mackey T(Ex,E) sur EY. Alors

la multi-application T : X ~KX définie par

I'x = {y € X |< p(x),y > = max < p(x),z >}
zeX

est semi-continue supérieurement.

DEMONSTRATION

Montrons que G(I') est fermé dans X X X. Soit donc (x,y) adhérent

a G(I'), il existe une famille filtrante (Xi,yi) vériant X; 7 X, ¥y, >y et

v, € Txi ; montrons que y € I'x , c'est-a-dire que
<P,y > > < px),z > ¥zgX

Or on a

<p(x),y, > x < p(x.),2z > ¥ zegX

et

<px),z > > < p(x),z >

Il nous suffit donc de montrer que < p(Xi),yi > > < p(x),y >

Ecrivons

<P,y > - < plxhy > =< PP,y > + < P(x),y.-y >
< p(x),yi—y > tend vers O et d'autre part : i

| < P(x)-P(x¥),y, > < sup |< P(x)-p(x),z >| ,
;EX

. . x
et le deuxiéme membre tend vers O puisque p(xi) + p(x) pour T(E",E),

c'est-a-dire uniformément sur tout convexe compact de E,.
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Précisons quelqdes définitions et notatipms utiles pour ce qui
suit,

E désigne toujours un e.%.c.s. réel, ZE 1'ensemble des parties
non vides de E, X un compact convexe non vide de E.
Une multi-application F : X - 2E est dite inward si ¥ (x,xx) € X x g*

tel que

x . x
< X ,Xx > =mln < X ,y > ,
yex

. . x *
i1l existe u € F(x) tel que : < x ,u> > < X ,x >

De méme, F est dite outward si il existe u € F(x) tel que

* x . x
Pour xx € E7, on note Ax = {x ¢ X I< xx,x > = min < X,y >}
yeX

Ces ensembles seront appelés des zdnes d'appui de X.

Donnons maintenant un théoréme de point fixe important.

THEOREME 3.11.

S1 F : X> CE et G : X > KE sont h.c.s. et telles que

¥ (x,xx) € X x Ex vérifiant xx(x) = min x*(ylil existe
yex

(u,v) € F(x) X G(x) tel que xx(u) i_xx(v) . Alors il existe x € X tel que
F(x) N G(x) # @

REMARQUE 3.12.

Si on suppose F d.c.s. ce résultat est un corollaire immédiat
au théoréme 3.9. ; en effet, il existe X pour lequel F(g) et G(X) ne peu-
vent €tre séparés strictement par un hyperplan fermé&, on en dedult que
F(x) N G(x) # @ sinon on pourrait appliquer le théoréme de Hahn Banach.
Dans le cas h.c.s., il faut reprendre une démonstration analogue 3 celle

du théoréme 3.9.
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DEMONSTRATION

Considérons x - F(x)-G(x),c'est une multi-application & valeurs
convexes fermées non vides qui est de plus h.c.s. sur X ; en effet

pour ® € EX,

X +*$#(X) = sup < P,y-z > = sup <P,y > + sup < P,z >
yEF (%) yEF (x) 7€G(x)
2€G (%)

est bien s.c.s. de X dans ]-w,+x]

Raisonnons par 1'absurde, supposons que, pour tout x,0 ¢ F(x)-G(x). Alors

d'aprés le lemme 1.2., il existe p : X - g* suiveur de F-G sur X.

La fin de la démonstration est identique i celle du théoréme 3.9.

COROLLAIRE 3.13.

S1 F : X > CE est h.c.s. et inward ou outward, alors il existe

x € X tel que X € Fx .

DEMONSTRATION

Appliquer le théoréme 3.11. en prenant Gx = X.

Donnons maintenant le théoréme de surjectivité des multi-applica-

tions outward.

THEOREME 3.14.

Soit X convexe compact de E, e.f.c.s., F : X > CE h.c.s. et

outward ; alors X< F(X). \

DEMONSTRATION

On peut toujours supposer que O € X et il nous suffit de montrer

que O € F(X). Considérons Sx = 2x-Fx (Sx est le symétrique de Fx par rapport

d x). On volt facilement que S est encore h.c.s. de X dans CE,de plus S est
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inward (puisque F est outward) et comme O € X , 1/2 S est encore inward
et d'aprés le corollaire 3.13, il existe x € X tel que X € 1/2 S x,

c'est-a-dire x € X - 1/2 Fx%x soit 0 € Fx.

REMARQUE 3.15.

Le théoréme 3.14. est plus général que le lemme 10 de Rogalski
[17] dans lequel F est supposé s.c.s. et 1'hypothése outward est remplacée
par la condition Fx {1 Qx non vide pour tout x oi Qx = 2x-Px , Px désignant
le cone convexe fermé de sommet x engendré par X dans E (cette condition
a été introduite par Brézis, voir la proposition 9 de [17]). Il est immédiat

que cette condition entraine outward,la réciproque étant probablement fausse.

Notons encore que la démonstration de 3.14. reprend celle de Rogalski qui
est erronée puisque Sx = 2x-Fx n'a aucune raison d'8tre s.c.s. si F est s.c.s.

d valeurs non compactes (on trouvera facilement un contre—~exemple).

COROLLAIRE 3.16.

Si F : X>KX est s.c.s. et si pour toute zdne d'appui A de X

ona: ¥xgA, Fx(l A# @ . Alors F est surjective.

DEMONSTRATION

I1 suffit de remarquer que F est outward.

gOROLLAIRE 3.17. (Théoréme du rétracte)

Soit £ : X > X continue telle que pour toute zdne d'appui A de X

f(A) © A ; alors f est surjective.

DEMONSTRATION

Immédiate, appliquer 3.16.
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REMARQUE 3.18.

Les deux corollaires précédents sont donnés dans [17] en rempla-
cant zone d'appui par face fermée;comme il est immédiat que toute zdne
d'appui est une face ferméde la réciproque &tant fausse (prendre un point

PP pPTroq P p

extrémal non exposé), les résultats que nous donnons sont plus généraux.

- . . . n P
Le résultat suivant, cité par Rogalski dans IR, nous a &té

signalé par B. CORNET.

COROLLAIRE 3.19.

Si X est métrisable,E complet et I : X + KX semi-continue infé-
rieurement (pour la définition voir [24]), et si pour toute zdne d'appui A

de X, T'(A) © A . Alors T est surjective.

DEMONSTRATION

Nous allons utiliser un théoré&me de section continue de Michael

[14].

LEMME 3.20. (Michael)

Soit X un espace topologique paracompact, E un e.%.c.s. réel
complet, MC E , M partie non vide admettant une métrique compldte compatible
. . M .
avec sa topologie. Soit F : X > 2 s.c.i.

Alors, x - conv Fx admet une section continue.

Soit donc f une section continue de I' , pour tut x dans A, zdne
d'appui, on a bien £(x) € A. Par conséquent, d'aprés 3.17, f est surjective,

donc I' est surjective.
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IV - QUELQUES PROPRIETES COMBINATOIRES DANS R"

Le but de ce chapitre est de montrer comment utiliser la théorie
que nous avons développée pour obtenir certains résultats combinatoires
dans IR " tels que le théoréme de Helly sur 1l'intersection de convexes ou
le théoréme de Kuratowski-Knaster-Mazurkiewicz. Nous montrons comment ces
résultats se raménent & des propriétés de multi-applications s.c.s. définies
sur des simplexes ; et comment on peut obtenir une grande variété de résultats
en choisissant judicieusement la multi-application et le simplexe. Nous
mettons l'accent sur l'esprit de la méthode plus que sur les résultats eux-

mémes .

Un peu de géométrie du simplexe de dimension n.

n . . . . .
Dans IR, nous désignons par Sn’ simplexe de dimension n,

.1'enveloppe convexe des points a = (0,0,...,0), a (1,0,...,0) ,

a, = (0,1,...,0) ... a = (0,...,0,1).

1

JSn désigne le bord de Sn' Pour tout x € BSn, il existe un sous-ensemble
1< {0,1,...,n} et un seul tel que x € int. rel. [conv {ai | i e 1}]
(int. rel. désigne 1'intérieur relatif). Soit p un point quelconque 2a
l'intérieur de Sn ; désignons par P l'application continue de BSn dans
lui-méme qui 3 x € BSn associe le point P(x) ol la droite (p,x) recoupe

le bord du simplexe.

Si x € int. rel [conv {ai l ig I}] et

si Pp(x) € int. rel. [conv {aj lie7 1} ,
on a 13 = {o0,...,n}

En effet p € conv {x,9p(x)} < conv {am | me TUT 1}

PROPOSITION 4.1.

Soit T une multi-application s.c.s. de BSn dans K R" , 1l

+1
existe x € 88n+1 tel que I'(x) N TP&)) # ¢ .
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DEMONSTRATION
BSn+1 est homéomorphe & la sphére de dimension n par 1'homéo-
morphisme a(x) = T_p 1 , et comme par cet homéomorphisme 1'application P
hx-p|

devient x > -x%,le résultat se déduit immédiatement du théoré&me de Borsuk

(Corollaire 1.11.).

THEOREME 4.2. (Helly)

. n . .
Soit dans IR m convexes C],...,Cm avec m > n+l! ; si l'inter-
section de n+l quelconques d'entre eux n'est pas vide, alors l'intersection

de tous les Ci est non vide.

DEMONSTRATION

On commence par se ramener au cas ol les Ci sont compacts. Pour

tout ensemble I de n+! &léments dans {1,...,m} prenons un point dans 1 C,
icl

notons A l'ensemble fini ainsi obtenu et considérons Ei = conv A} Ci

Il est clair que les Gi sont convexes compacts et vérifient encore 1'hype-

thése d'intersection. Et comme 6i<: Ci,il suffit de montrer le théoréme

N
pour les Ci

Montrons alors le résultat par récurrence. C'est trivial pour m = n+l ;
supposons donc m > n+l et le résultat vrai pour m-1,montrons qu'il est vrai
pour m. D'aprés 1'hypothése de récurrence,toute intersection de m-1

A

Ci est non vide. Soit I' 1a multi-application s.c.s. de 3Sm_] dans K IR"

définie par
~ "
I'(a,) = C, =C,NnC, . ,a,
(al) C. I'(x) C, n CJ pour X € ]al,aJ[
et d'une fagon générale

I'x) = N 6} pour x € int. rel [conv {ai I ie 1}]
ie1



- II1.52 -

Soit p l'application définie a la proposition 4.1. ; il existe alors

X € aSm—l tel que T(x) N Tkpx)) # ¢
N Al . .
D'od [n Ci] N[ N C.] #@ et d'aprés ce qui a été dit
icl ied
au début du paragraphe I U] = {Il,...,m}
R
REMARQUE 4.3.

Le lecteur intéressé par le théoréme de Helly et ses & cOtés
pourra consulter [10]; on trouve d'autres démonstrations dans Rockafellar

[16] ou dans Eggleston [6].

Pour illustrer la méthode, nous allons donner un autre exemple

relatif aux intersections de convexes.

THEOREME 4.4.

Soient Ci , i=1,2,...,6 six convexes de R? vérifiant

Ci n Ci+1 N Ck # @ pour 1i=1,2,3 et k=5,6

et C, N o N C, # @ pour k=5f6

Alors il en existe au moins quatre qul ont une intersection non vide.

DEMONSTRATION

On se raméne au cas ou Y

les Ci sont compacts par le méme

argument qu'en 4.2.

Considérons un octaédre régulier

dans T]R® et numérotons ses sommets 2
de la fagon suivante

Notons A cet octad&dre et définissons

une multi-application s.c.s. I de ds

v,

94 dans K R? par
F(ai) = C.

i
I'(x) Ci n Cj si x € ]ai,aj[ i,j distincts
T (x)

I

Ci n Cj N Ck si x € int.rel [conv {ai,aj,aEH pour i,j,k distincts.
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Prenons un point p 4 l'intérieur de 1'octadcre ne se situant sur aucun

des plans a; aj a i,j,k distincts. Considérons 1'application P construite

k
comme précédemment. Par un raisonnement identique, on conclut qu'il existe

X € 34 tel que T(x) N Tex)) # ¢ .

On aT(x) = 1 C. avec x¢€ conv{a, | ie I}, 1 < card I <3,
jer i
de méme T (x)) = 0N C. avec P(x) € conv {a. !'j €7 }
. ] ]
je]
done N Ci # @ et on a p € conv {ai | ie 1U7} et comme p n'est

ieJJ

situé sur aucun plan passant par trois sommets, on a card 1U7 > 4

REMARQUE 4.5,

Ici on suppose seulement 8 conditions d'intersection, correspon-
dant aux huit faces de 1'octaddre. Pour pouvoir appliquer le théoréme de
Helly et conclure que l'intersection des six convexes est non vide, il
faudrait que 1'intersection de trois quelconques d'entre eux soit non vide

soit 20 conditions.

Nous allons maintenant montrer comment les résultats du para-
graphe III permettent de donner des démonstrations rapides des théorémes

combinatoires de Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz.

THEOREME 4.6. ("Grand K.K.M.")

Soit Sn le simplexe de dimension n, de sommets apaeeend
Soit E]""’En+1 n+] fermés. Si pour tout I< {1,...,n+1} on a
n+1

conv {a, | ie 1}< U E, alors N E, # ¢
t ier * i=1
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DEMONSTRATION n+]
Raisonnons par 1'absurde : on suppose [l Ei =@
i=1
Soit g, = conv {aj ' j#i} la face opposée au sommet a;. Pour tout x dans Sn

posons I(x) {i| x¢ Ei}’ comme () E, = @,on a I(x) # @ .

0a pose T'(x) N . . Comme Sn =U E, ,ona I(x) # {1,...,n+1}

ieI(x)
donc T(x) # ® et c'est un convexe compact. Comme les Ei sont fermés,
V(x) = C( 9] E.)est un voisinage ouvert de x ; pour tout y dans V(x), on a
1€I(x)
I(y) D I(x) doncT'(y) < T(x)'ce qui prouve que T est s.c.s.

Montrons que [ est outward, soit x € BSn et ] tel que x € conv {aj | 57 1.

D'aprés 1l'hypothése, il existe jO € 7 tel que x € E jo ; comme aj € Ok
)
pour tout k # jo,on a aj € I'(x) donc T est outward. Il s'ensuit, d'aprés
o
le théoréme 3.9., que Sn<: F(Sn), ce qul est absurde puisque T(Sn)<: BSn .

___.__*_
THEOREME 4.7. ("petit K.K.M.")
Soit toujours Sn le simplexe de sommets, By seeesd g 3
Fl""’Fn+1 des fermés tels que
n+l
S = U F. et tels que pour tout i , 0. C F. ,oll 0., est la face opposée
n i i i i i
n+l
au sommet a.. Alors F. # ¢
i . i
1=1
DEMONSTRATION
n+1
On raisonne par 1'absurde : on suppose [l F. = @
i=1

Pour x € Sn on pose comme précédemment I(x) {i I x ¢ Fi }, Ikx) est non

n+l
vide et différent de {1,...,n+1} puisque S, = U F. . Posons encore
i=1
T(x) = N 0. convexe compact non vide, V(x) = C{ U F.)est un voisinage

ieI(x) ieI(x)

auvert de X et pour y € V(x)‘on a I(y) D I(x) donc I'(y) € I'(x) d'oi T est s.c.s.
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D'aprés le théoréme de Kakutani d x ¢ Sn tel que x € I'(x),d'ol

x€e N . < N F.
ieI(x) iel(x) *

ce qui est absurde d'aprés la définition de I(x).

REMARQUE 4.8.

Démontrer ces propriétés combinatoires & partir du théoréme de
Kakutani peut apparaltre comme la dernidre étape d'un cercle vicieux, vu
que, généralement, on démontre le théoréme de Kakutani & partir de ces
résultats. En fait la démonstration que nous donnons du théordme de Kakutani
est basée sur un exposé de la théorie du degré qui ne fait apparaftre 3
aucun moment ce type de propriété combinatoire ; il n'y a donc pas de cercle

vicieux.

REMARQUE 4.9.

n . . . - . . .
Dans IR , on a le circuit suivant, ol chaque implication est de

démonstration simple

petit K,K.M. -_Sll—> Il n'existe pas de rétraction de Sn sur DSn
“ (6) (2)

grand K.K.M. théoréme de Kakutani
/\'n\
i](5) (3)

Surjectivité theéoréme de Ky Fan (une m.a.

des m.a. outward (4) inward ou outward admet,un point

fixe).

Nous avons donné les démonstrations de (3), (4}, et (5), pour (6) nous

renvoyons i Berge [1].
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Donnons les démonstrations de (1) et (2).

DEMONSTRATION DE (1)

(Cette démonstration nous a &té communiquée par B. Cornet).

On raisonne par 1'absurde : soit f : Sn -> BSn une rétraction du simplexe

sur son bord, solt G,,...,0 les faces de S, soit F, = f—l(G.) ; on a
1 n+l n 1 1
n+1 n+!
Oi‘: F. et J Fi = Sn . Donc d'aprés le "petit KKM" on a .ﬂ Fi 0 .
1=1 1=1
n+! n+1
Prenons x € [l Fi , ona f(x) e N o, ,ce qui est absurde puisque 1'inter-
i=1 i=1

section de toutes les faces est 1l'ensemble vide.

DIMONSTRATION DE (2)

Il suffit de le démontrer pour une multi-application de B dans

1/4 E’oﬁ B désigne la boule unité fermée de r™ (on passe immédiatement au

cas général au moyen d'une rétraction d'une boule suffisamment grande sur

le convexe compact ; puisqu'on est dans IR on peut prendre la projection
comme rétraction). On raisonne par 1'absurde : si I n'a pas de point fixe,

il existe un suiveur q, de x-T(x) sur E)soit q, * B+ IR" continue telle que
ql(x).[x—F(x)] > 1 , posons qz(x) = x. Considérons le recouvrement ouvert de

B formé de 3/5 B , B \ 1/2 B et soit P,s P, une partition continue de 1'unité

subordonnée, prenons q(x) = $l(x)q](x) + pz(x)qz(x) , on a
q(x) [x-T(x)] 29,0+ :pz(x)qz(x).[x—F(x)]
Si x € B\ 3/5B, onax[xT(x)] > (3/5)2 - 1/4 > 1/10
et si x € 3/5B\ 1/2B ona x[x-T(x)1> 1/4 ~3/5 . 1/4 = 1/10.

Donc on a toujours q(x)[x-T(x)] > 1/10 et par comséquent q(x) # 0 ¥ x € B .

q(x)
laeoll

pour le simplexe Sn s'en déduit immédiatement par homéomorphisme.

Il s'ensuit que x > est une rétraction de B sur 9B. Le résultat
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V. - APPLICATIONS AUX EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

Une des principales applications des théordmes de point fixe
et de la théorie du degré de Leray-Schauder est la résolution d'équations

aux dérivées partielles non linéaires.

De la méme fagon la théorie du degré pour les multi-applications
permet de traiter des E.D.P. non linéaires "multivoques". Nous donnons dans

ce chapitre quelques exemples inspirés du cas "univoque".

1. UN THEOREME DE SEMI-CONTINUITE

Soit X un espace compact séparable non vide, dx une mesure de
Radon positive sur X. On note Mes 1'ensemble des fonctions mesurables
de X dans R" 5 on note LE = LP(X,H{n) sy 1 < p <+

Soit f une multi-application de X x R "dans m™ , m > 1

telle que
(1) f est borélienne a valeurs fermées
n
(2) pour presque tout x (p.t.x.) et pour tout o € R ,

. m
f(x,a) est un convexe compact non vide de IR

(3) pour presque tout X, la multi-application o -+ f(x,0) est s.c.s.

I1 résulte de (1) que si u ¢ Mesn la multi-application fu

x > f(x,u(x)) est mesurable de X dans IR".

On note F(u) 1l'ensemble convexe non vide (D des sections mesurables de fu’
c'est-3a-dire
F(u) = {z ¢ Mesm I z(x) € f(x,u(x)) p.t.x.}

(1

Sur les th&orémes de section mesurable on pourra consulter

ROCKAFELLAR [24].
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THEOREME 5.1.

Soit p, r dans [1l,+»[ . Supposons que

(4) ue tPEGR™ = Fu) < LT, R®

Alors
(i) F(u) est un convexe fermé borné de Lr(X,IRm)
(ii) Si ﬂuk-qu - 0 et si z, € F(uk) on a
lim [distr (zk,F(u))] =0 avec
koo
dist  (z,F(u)) = inf {|z-y| | y € F()}
(iii) Si la mesure dx est diffuse, F est bornée (c'est-a-dire :

B borné => F(B) borné).

COROLLAIRE 5.2.

Supposons qu'il existe A ¢ Lr(X,H{) et b ¢ ﬂa_tels que

Iyl < A(x)+b|oc|p/r pour presque tout x, tout o € R et
(5)
tout y € f(x,a).

On a alors (i) et (ii), et la multi-application F est bornée.

REMARQUE 5.3.

Lorsque f est univoque le point (ii) implique que la fonction F
est continue de LE dans L; pour les topologies fortes . On retrouve le
théoréme 2.1. de Krasnoselskii [26] sans 1'hypothése que dx est diffuse

(cf£. p. 22 de [26]).

DEMONSTRATION DU THEOREME 5.1.

(1) Par les théorémes classiques de sections mesurables on montre

qu'il existe z € F(u) tel que “zo(x)H = Sup {“BHIBEf(X,u(X))} pour

presque tout x. Comme z, € F(u) on a z € L; , et pour tout z € F(u) on a

Hzﬂr i—“zo“r ce qui prouve que F(u) est borné.
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Soit zj € F(u) telle que sz—zﬂr + 0. On peut extraire une sous-
suite, encore notée zj, telle que zj(x) + z(X) pour presque tout x. Comme
f(x,u(x)) est un fermé et que zj(x) € f(x,u(x)) pour presque tout x, on en
déduit que z(x) € f(x,u(x)) pour p.t.x. , c'est-d-dire z € F(u). Donc F(u)

est fermé.

(i1) Soit (u.) une suite telle que (fu,-y| = O et soit z. € F(u.).
i i o0 i 1

On extrait une sous-suite encore notée (ui) telle que % Jui—uﬂp < o et
0

ui(x) > u(x) pour presque tout x. D'aprés 1'hypothdse (3), on a donc

(6) d(zi(X),f(X,U(X))) - 0

pour presque tout x. Posons
(7) h(x) = Sup d(z, (x),f(x,u(x)))
icIN
Pour presque tout x, i1l existe au moins un entier ix tel que
h(x) = d(z, (x),f(x,u(x)))
X

En outre, en wutilisant les théorémes de section mesurable usuels, on peut

choisir iX de telle sorte que l1'application x - ix solt mesurable. Soit a

et w les fonctions mesurables définies par w(x) = u; (x) et
X
(o)
a(x) = z. (x). On a Hw"uﬂ <z Hu.—u“ < + o |, Donc w¢ L? . ona
e P~ 9 1 P n

a € F(w) donc a ¢ L; d'aprés 1'hypothése (4). Donc h ¢ Lr(X,ﬂK). On en

déduit d'aprés (6), (7) et le théoréme de Lebesgue que

distr (zi,F(u)) +- 0 quand 1 > o

(ii1) Supposons pour simplifier les &critures que O € F(0).,D'aprés (i)
11 existe ko > 0 tel que F(0) C ko B oi B est la boule unité de L;.

D'aprés (ii) il existe € > O tel que Huug < € implique F(u) < ZkOE
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Soit v € Lﬁ et k entier > | tels que dv“p < ke . D'aprés le
théoréme de convexité de Liapounov appliqué 3 la mesure diffuse ﬂvﬂpdx ,

11 existe une partition de X en parties mesurables A],...,A telles que

k
[y balPax = & [l Pax

2“1l en résulte que si u. = X, v on a Ju.ﬂp < £ et donc F(u,) < 2k B
1 A, 1'p — 1 o
i

k
D'autre part, si y € F(v) on a : Hyﬂr <z JXA yﬂr < 2k ko car XA y € F(ui) ,
I i i

ce qul prouve que F est bornée.

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE
L'hypothé&se (5) implique (4) d'od (i) et (ii).

L'hypothése (5) implique aussi que F est bornée.

COROLLAIRE 5.4.

Supposons que f vérifie (1,2,3,4) avec p et ¥ > 1, et que la
mesure dx soit diffuse. Soit K un opérateur linéaire compact de Lr(X,H{m)
dans Lp(X,H{n). Alors K , F est s.c.s. de Lp(X,I{n) dans lui-méme et K(F(B))

2st compact pour tout borné B.

DEMONSTRATION

Soit B un borné de Li. D'aprés le point (iii) du théoréme 5.1.,

F(B) est borné dans L; , donc K(F(B)) est relativement compact dans LE.

I1 suffit donc de montrer que le graphe de K , F esti fermé.

Supposons que duijuﬂp > 0 , que Hzi—z”p > 0 et que z. € K(F(ui)). Soit v
tels que z, = K(yi) et y. € F(ui). D'aprés le point (ii) du théoréme 5.1.
:listr (yi,F(u)) + 0 . Comme K est continu,on en déduit que

distp (zi,K(F(u))) > O . Donc z € K(F(u)) = K(F(u)) puisque F(u) est un

~ - T - .
convexe fermé borné et que les espaces LE et Lm sont réflexifs.
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REMARQUE S.5.

Ce corollaire montre que l'on peut appliquer les résultats des

chapitres II et IIT pour &tudier 1'existence d'un point fixe u € K(F(u)).

2. UN EXEMPLE

Soit © un ouvert borné régulier de R". Soit X = {J et soit dx

la mesure de Lebesgue sur Q) .

1

Soit f une multi-application de X x r" dans R qui vérifie (1),

(2), (3), et (4) avec p =1 = 2. C'est le cas par exemple si

lf(x,a,B)] < A(x) + b(a? + 82)1/2 pour presque tout x € 0 , o € R, Be RY,
A€ L*(QR) ,beR
Soit K : LZ(Q)—;yﬁé(Q) 1'application linéaire compacte dé&finie

par u = Kv ou u est la solution de 1'équation suivante
u ¢ Hé(Q) s Au = v

D'aprés le corollaire 5.4., la multi-application u > K(F(u,grad u))

est s.c.s. compacte de Hé(Q) dans Hé(Q).
On a u € K(F(u,grad u)) si et seulement si u vérifie 1'équation :
u € H (@) , Aug L@
(8)

et Au(x) € f(x,u(x),grad u(x)) p.t.x.

PROPOSITION 5.6.

S'il existe o et B positifs tels que

ue H Q) , ye L
(9) et y(x) € f(x,u(x), Vu(x)) p.t.x.

entraine - ny(x)-U(X)dX <a+ B ||y .
H
(o]

1'équation (8) a au moins une solution.
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DEMONSTRATION

On a vu que 1l'équation (8) est équivalente 3 u € K(F(u,%u)).

On va montrer que KoF vérifie les hypothéses du théoréme de Schaefer
multivoque (cf. corollaire 3.5.). La seule hypothése qui reste 3 vérifier

est "l'estimation 3 priori'.

On veut montrer que u € A K o F(u,Vu) , X € ]0,1[ entraine

ﬂud < C. Pour cela, d'aprés 1'inégalité de Poincaré, il suffit de montrer
Hl
o)

que fQVuzdx est borné. Or on a : IQ Vu?dx = -IQAuudx puisque Au € L2(Q).

L

ué& A K, F(u,Vu) entraine x

Au(x) € £(x,u(x),Vu(x)) p.t.x. et donc

d'aprés (9) —fQAu.udx < g + ﬂ[u“ . D'autre part, toujours d'aprés
- 1

H
o

1'inégalité de Poincaré on a Hu“ < Y[fQ Vuzdx]l/2 , Y constante > 0 et
L = z

H
o}

/2

donc fQVuzdx <a + By[fQVuzdx]l ce qui entraine que IQ Vu?dx est borné.

REMARQUE 5.7.

On peut remplacer A par n'importe quel autre opérateur linéaire

continu A : H2(Q) N H*(Q) - L2(Q) tel que —f Au.udx > K|uy|2 , k > 0

o] Q - Hl

o

Plus généralement, si l'on revient au corollaire 5.4., on voit que 1'exemple
choisi est trés particulier, nous avons surtout cherché i montrer la méthode.
Nous avons appliqué 1le théoréme de Schaefer, théoréme que 1'on peut démon-
trer directement & partir du théoréme de Kakutani-Fan sans utiliser la

théorie du degfé.

3. UN EXEMPLE VOISIN

En changeant un peu les hypoth&ses sur f,on peut travailler dans

des espaces de fonctions continues.
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Soit f une multi-application de Q§ X R dans R telle que

(1) f(x,4) est un intervalle compact non vide de IR
(i1) o > f(x,0) est s.c.s.
(ii1) f est borélienne
(iv) Pour tout r > O il existe R > 0 tel que
y € f(x,a) et 1&[ < r impliquent Iyl <R

PROPOSITION 5.8.

Supposons qu'il existe Co > 0 tel que

(10) Ial z_CO et y € £(x,0) impliquent ay > O

Alors 1'équation

Cue WP ¥p o>
(1 u =0 sur 30
Au(x) € f(x,u(x)) (p.t.x.)
a au moins une solution.
DEMONSTRATION
Soit +» > p > sup (1,n/2) ; nous désignons par i 1'inclusion

continue compacte de Wz’p(Q) dans Cf(ﬁ) et par K l'application linéaire

continue de LP(Q) dans Wz’p(Q) m définie par

u =K v si et seulement si u € Wé’p(ﬂ) et Au = v.

Soit F la multi-application associée a f, on vérifie facilement
que F est d.c.s. de C(ﬁ) muni de la norme H Hw dans LP(Q,BK) et que FWB)
est borné si B est borné. La multi-application composée i K o F est donc

s.c.s. compacte de C() dans lui-méme. Montrons par le théoréme de Schaefer

M e, [307.
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multivoque que i , K o F admet un point fixe.

Soit A€ ]0,1[ et soit u tel que u € A 1 o K o F(u).

On en déduit que

ue woP@)  ,  u =0 sur aQ
{ Au(x) € X f(x,u(x)) (p.t.x.)

Comme u € Lm(Q),on en déduit que Au € L7(Q) donc que u c WZ,P(Q)

¥ p > 1. Donc que v = (u—Co)+ est dans Hé(Q). On a

Qszdx = IQ Yv.Vudx = —IQ vAudx or v(x)Au(x) € Aw((x).f(x,u(x)) p.t.x.

et donc v(x)Au(x) > O p.t.x. Soit IQ VYvidx <0 d'od v =0 sur Q ,

soit u < Co , on montre de méme que u > - Co d'ou ﬂuﬂm < Co

On a montré que 0 < A <1 et u€ A 1 o Ko F(u) impliquent
lul, <c, -

Donc d'aprés le théoréme de Schaefer, il existe u tel que

u€ i, Ko, F(u) ; donc u est une solution de (11).

4. UNE APPLICATION DU THEOREME DE BORSUK

Voici un exemple d'utilisation de degré pour les multi-applications
qui ne peut €tre traité par un théoréme de point fixe "simple" (Kakutani,

"inward", Schaefer,...) .

PROPOSITION 5.9.

Soit f comme dans le premier exemple (§ 2) vérifiant en outre

f(x,-0,-B) = -f(x,a,B8) pour tout x € Q , o€ R, B¢ rR".

Alors, si 1'équation :

(12) u € H;(Q), Au € L?(Q) et Au(x) € f(x,u(x),Vu(x)) p.t.x.

o)

n'admet que la solution u = 0, il existe € > O tel que pour tout h € H
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vérifiant Jmi o <e,

1'équation perturbée
u € H_(),0uth € L2(Q) et (Au+h)(x) € f(x,u(x),%u(x)) p.t.x.

admet au moins une solution u.

DEMONSTRAT TON

Soit D la boule ouverte de centre O et de rayon | dans HO(Q).

Soit K et F comme précédemment. (cf. § 2, ci-dessus).

La multi-application K o F : D » HO(Q) est s.c.s., compacte et
impaire. De plus si u € K o F(u) , u est une solution de (12) donc u = 0.
Donc O ¢ (I - K o F)(O0D). D'aprés le théoréme de Borsuk, d(0,I-K,F,D) est
impair. D'aprés la continuité du degré, il existe une boule B(0,g) , € >0

dans H;(Q) telle que pour tout v € E(O,E) on ait

d(v,I - K o F,D) =d(0, I - K o F,D) # O.
Donc v € (I - K o F)(D). Autrement dit, 1l existe

u € Hé(Q) tel que Aml . < 1 et u-veEK,, F(u) ce qui s'éerit

H
o

Au-Av € L2(Q) et (Au-Av) (x) € f(x,u(x),%u(x)) p.t.x.

Comme A est une isométrie de H;(Q) sur H_l(Q) la proposition est

démonstrée.
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III - 2

DEGRE POUR DES COUPLES D'APPLICATIONS,
TOPOLOGIE DE L'ENSEMBLE DES SOLUTIONS DE CERTAINES EQUATIONS FONCTIONNELLES,

APPLICATIONS
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Cette partie chemine lentement vers des résultats d'accessibi-
lité en théorie du contrdle qui étaient notre but initial. Cependant les
détours nécessaires nous ont amends i développer des résultats qui ont
leur propre intér@t : d'une part une théorie du degré pour certains couples
d'applications qui est une variante de la théorie d'Eilenberg-Montgomery
du nombre de Lefschetz, d'autrepart un résultat d'acyclicité pour l'ensemble
des solutions d'éguations différentielles multivoques. A leur tour ces
résultats ont suscité des développements connexes : théorémes de points
fixes pour les multi-applications pseudo-acycliques, extension du théordme
de Krasnoselskii-Perov, degré en dimension infinie, résolution de certaines
€quations aux dérivées partielles non linéaires,...

Ce contenu est réparti suivant le plan de la page suivante

I1 est apparu aprés coup que des développements analogues aux paragraphes |
et 2 du chapitre I et au paragraphe | du chapitre IV avaient déja été faits
par Calvert (voir la bibliographie) qui définit un indice de coincidence

des couples avec des méthodes voisines.

La présence de ces paragraphes dans le texte reste justifiée d'une part
par souci de présenter un exposé complet, d'autre part, la méthode adoptée
pour construire le degré nous parait plus accessible au non topologue et

la présentation est adaptée aux applications que nous donnons.
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PLAN
CHAPITRE I Variations a partir de la méthode d'Eilenberg
et Montgomery
§ 1 Théorie du degré pour certains couples d'applications.
§ 2 Degré pour les multi-applications a valeurs acycliques.
§ 3 Théorémes de point fixe et de surjectivité des multi-

applications acycliques et pseudo-acycliques.

§ 4 Homomorphisme de cohomologie associé & une multi-application
acyclique.
CHAPITRE II Sur la topologie de 1'ensemble des solutions de

certaines équations fonctionnelles.

§ 1 Quelques résultats généraux, une version amdliorée du thdordme

de KRASNOSELSKII-PEROV.

§ 2 Equations différentielles multivoques avec retards.
§3 Equations différentielles multivoques sur une variétéa.
CHAPITRE III Applications
§ 1 Résultats d'existence pour des équations différentielles
multivoques.

§ 2 Lien avec la théorie du contréle



- I1I.72 ~

CHAPITRE IV Degré pour les coupies en dimension infinie.

§ 1 Construction et propriétés du degré en dimension infinie.

§ 2 Applications.

CHAPITRE V Compléments
§ 1 Extension de multi-applications.

§ 2 Un théoréme de Birkhoff-Kellog multivoque.
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CHAPITRE I

VARIATIONS A PARTIR DE LA METHODE D'EILENBERG ET MONTGOMERY

La méthode d'Eilenberg et Montgomery consiste 3 utiliser le
théoréme de Vietoris pour 1'homologie de Cech & coefficients dans @ pour
définir le nombre de Lefschetz d'un couple d'applications @,J) ou d'une
multi-application 3 valeurs acycliques. En nous inspirant de cette méthode,
nous utilisons une version du théordme de Vietoris-Begle pour la cohomo-
logie relative a coefficients dans Z pour définir un degré topologique
pour des couples d'applicatinns. Si le nombre de Lefschetz est bien adapté
pour démontrer des résultats de coincidence et de point fixe dans un cadre
trés général, le degré, en supprimant la contrainte que P et Y soient a
valeurs dans un méme espace, ouvre la porte A des théorémes de surjectivité

variés, et s'avére bien adapté 3 1'étude des résultats d'existence pour les

équations différentielles multivoques (voir chapitre III).

Le § 1| donne la définition du degré pour les couples ; c'est le
plus important, on y donne toutes les propriétés usuelles du degré qui ser-

viront par la suite, et notamment 1'invariance par homotopie.

Dans le § 2 , on montre qu'en particularisant les couples on

obtient une théorie du degré pour les multi-applications aeycliques.

Le § 3 est entiérement consacré 3 des résultats de point fixe et

?
de surjectivité des multi-applications acycliques et pseudo—acycliques; ces
résultats sont 3 rapprocher de ceux obtenus dans la partie III.1. pour les

multi-applications a valeurs convexes.

Enfin, le § 4 étudie 1'homomorphisme de cohomologie que 1'om peut
assocler a une multi-application acyclique pour montrer des résultats de
surjectivité d'un genre un peu différent; on y résoud notamment une conjecture

de Rogalski [12].
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§ 1 - THEORIE DU DEGRE POUR CERTAINS COUPLES D'APPLICATIONS

PRELIMINAIRES

Nous désignerons par g = #E n € NN le foncteur cohomologie
de Cech i coefficients dans Z , défini sur la catégorie des paires topo-
logiques (X,A). Nous rénvoyons a [7]1 ou [11] pour les propriétés usuelles
de la cohomologie. Nous désignons par ﬁh la cohomologie réduite. Nous utili-
serons deux propriétés importantes de cette cohomologie : la possibilité
de passer a la limite et le théoréme d'isomorphisme de Vietoris-Begle.

Rappelons les résultats que nous utiliserons

THEOREME A (voir Godement [71)

Soit X un espace topologique, A une partie non vide de X.

On suppose que

- Soit X est métrisable

- Soit X est paracompact et A est fermé dans X

On a alors

¥n0>0 H'A) = lim ind H(U).
U oA

Le second membre désignant la limite inductive sur 1l'ensemble

de tous les voisinages U de A ordonnés par inclusion.

I1 est clair qu'on peut remplacer l'ensemble des voisinages par

n'importe quel systéme fondamental.

THEOREME B (voir Spanier [11])

Soit K une suite décroissante de compacts non vides dans un
n

espace topologique X et K= (1 K ., Alors : )
e

¥q>0 HYK) = lim ind H (K )

Enfin, donnons une version du théoréme de Vietoris-Begle pour

la cohomologie.
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THEOREME C (Voir Spanier [11])

Soient X et X' deux espaces topologiques paracompacts,
f une application de X' dans X continue surjective et fermée. Supposons
qu'il existe un entier n > O tel que pour tout q < n et pour tout x dans X

on ait
Vq -1
1i(f ' (x)) = {o}

Alors 1'homomorphisme induit fx : Hq(X) - Hq(X') est un isomorphisme

pour tout q < n et est injectif pour q = n .

On dira qu'un espace topologique X est acyclique si

pour tout q > O

Bx) = {0} .

On dira qu'une application continue et surjective

. . -1
X' > X est topologiquement monotone si pour tout x dans X, @  (x) est

acyclique.

P . . n = -
{) désigne un ouvert borné non vide de R, { son adhérence

et 0flsa frontiére.

P - . n+1 . A
Sn désigne la sphére unité de R ;s nous 1identifierons Sn au

compactifié d'Alexandroff de R" , R" U {«}

DEFINITION DE d(a,[p,b1,92).

Avant de donner la définition du degré, donnons une version du
théoréme de Vietoris-Begle pour la cohomologie relative qui va jouer un

rile essentiel dans ce qui suit.

THEOREME 1.1.

Soient X et X' deux espaces topologiques métrisables et

f une application de X' dans X topologiquement monotone et fermée. Soit A
)

une partie de X et A' = £ ' (A). Alors, pour tout q > O , 1'homomorphisme

induit fx : Hq(X,A) -> Hq(X',A’) est un isomorphisme.
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DEMONSTRATION
Désignons par i 1'inclusion de A dans X et par j l'inclusion

de X dans (X,A).

Ecrivons le diagramme commutatif suivant dont les lignes consti-

tuent les suites exactes de cohomologie.

. % x - X i S
J

1 ) i
T 0 5 Ty o) — s i) — 5 Hi(a)

x x b3 x x
£] £ £ £ £
v i!x v ax Vv J-yx v i'x V
A4 PR L YO S>HI A sty o udan

ol f? désigne 1'homomorphisme de cohomologie naturellement associé 3 f.
Alors d'aprés le théoréme C des préliminaires)ff et fz sont des isomor-
phismes de Z-modules.

D'autre part, considérons f : A' - A » I est continue, surjective
et 1l est facile de voir que f est fermée ; comme X et X' sont métrisables,
A et A' sont métrisables et donc paracompacts.

On voit donc que les hypothdses du théoréme C sont encore vérifiées pour f

*= * . . .
A' > A et donc f, et f. sont des lsomcrphismes. En appliquant le lemme des

2 5
cing,on conclut que f§ est un isomorphisme.
Lorsque g = O on convient de prendre H—I(X) = H—I(A) = {O},la méme démonstra-

tion s'applique encore.

—————.*

Dans la suite de ce paragraphe, X désigne un espace métrique

compact non vide, P une application topologiquement monotone de X dans )

et ¥ une application continue de X dans R 2. Soit a un point de R , on va
supposer que Y(x) # & pour tout x tel que P(x) € N

On va montrer qu'on peut alors définir un entier relatif, appelé le degré de
a par rapport au couple [p,] et par rapport a Q que 1'on notera

d(a,[p,y1,0).
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Soit K =lp[w—l(a)] » K est un compact contenu dans {! et notons

X -0 1.

On a alors

v
(R, R™\ {a})

d'ol en passant 3 la cohomologie

X
L\ D e P BG,0\ B
N
b3

v

(R, R\ {ah)

N -1 =
et comme X\ X =9 ](Q \ K), d'aprés le théoréme 1.1. ‘$x est un isomorphisme.

On définit donc un homomorphisme (Cpx)_lll)x de Hn(ﬂRn,E{nv\ {a})
dans H' (2, O\ K).

D'autre part, on a, en notant par i et j les inclusion naturelles :

i 3 - —
> (Sn9sn\ K)\/—-——— (Q’Q\ K)

S
n

et donc

. X
n 1 n
HO (S )¢ H(5 ,5 \ ¥

o x _
I L@\ ©

. P . . . . .
Or d'aprés la propriété d'excision j  est un isomorphisme.
. n . -
Alors, puisque IR~ et Srl sont naturellement orientés, on a
-1,%x Lx =1 3

®*) _ G i
2% B (R%R\{a) — > 0"@,A0 — 5 H(s_,5\K)

>Hn(Sn) A Z

E -1 %
]

et on pose : d(a,[p,y],2) = ix( ) @ )_lwx(])'
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REMARQUE 1.2.
Prenons X = { et P = identité avec v o0~ Hf} alors si

a ¢ V() :
d(a, [p,v],0)

est défini et on vérifie qu'il est égal 3 d(a,y,) au sens usuel des

fonctions.

REMARQUE 1. 3.

En général, pour définir un degré topologique on utilise 1'homo-

logie plutdt que la cohomologie (voir par exemple Dold [4]). Ici le choix
de la cohomologie répond & une nécessité, i savoir 1'utilisation du théoréme
de Vietoris-Begle 3 coefficients dans Z (ce thépréme n'est pas valable pour

1'homologie avec Z comme module de coefficients).

Nous allons maintenant énoncer et démontrer quelques propriétés

de ce degré (cf. les thévrémes 1.4. et 1.5. ci-dessous).

THEOREME 1.4.

Soit X, 2 , 9 , ¥ , a tels que d(a,[p,y],0) soit défini.

On a alors
(1) Si d(a,[p,¥],2) # 0 alors a ¢ YX)
(i1) d(a,fp,p1,0) =1 si agel, O sinon.

(iii) Décomposition du domaine.
Si Q = QI U QZ’ Ql et Qz étant deux ouverts disjoints,
on a : d(a,[p,p],0) = d(a,@PI,WllQI) + d(a,EPZ,WéLQZ)

ou @i (resp. wi) est la restriction de ® (resp. y) gu compact

Xi =Cp_l(§i). (On convient que le degré par rapport & 1l'ouvert

vide est nul).

(iv) Propriété d'excision.
Soit F un compact contenu dans (. Si d(a,fp,P]1,0) est défini et
si de plus Y (x) # a pour tout x tel que P (x) € F, on a :

d(a,lp,9]1,2) = d(a,fp',p'], O\ F),
oi p',P' désignent les restrictions de® , Y éxw_](Q_( F).
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DEMONSTRAT ION

(1) Raisonnons par 1'absurde, supposons que a ¢ Y(X) on peut alors
%

écrire le diagramme commutatif suivant

(R, R™\ {a})

7
%

od p,P,P" désignent les applications induites par ¥, ¥ et ol j est

(X,X)

1'inclusion naturelle. D'oli en passant a la cohomologie on obtient le

aiagramme commutatif

*
- - P
H (2,2 \ K) —— S B (X,X \ %)

N T\XK
j* H(RT,R™\ {a})

]
%3

1
H (X,X)

d'od @5 E = N TR

Or ce dernier terme est nul puisque H"(X,X) = {0}

et donc Cpx)*l wx = 0 ce qui est impossible puisque d(a,[p,y],02) # O .

(i1) Siag o , d(a,[p,p],0) est défini.
- n
Supposons d'abord que a ¢ Q , alors 1(a) est vide et donc K et X sont
vides. On a .

Y -
> (82,9)

(X,X)
:p' .

(R, R™\ {a})

1 *

donc Cpx)_ P'" = 0 et le degré est nul.



- II1.80 -

1.

Notons j l'inclusion (2,2 \ {a}) » (R",R™ \ {a}) . Alors, d'aprés la

N
Supposons maintenant que a € 2 , alors K = {a} et X = ¢

propriété d'excision :

7 (R LRMN {ab) » BYN@,3 0\ {a})

et un isomorphisme. Or on a

et done @O ' = 3®  don d(a,bpol) = +1

(iii) Commengons par remarquer qu'on peut procéder de facon légérement
différente pour définir le degré. Soit toujours K =\p[w—](a)], compact
contenu dans { , notons Y = $—1(Q) 3 on a alors

(¥,Y\ ¥ 5 (2,0 \ K

U]
AV
(R, R\ {a})

Puisque Y est métrisable et que @ est fermée de Y dans f (vérification

immédiate), on peut appliquer le théoréme 1.1. et donc

¥ H@,Q\ K > BY,Y\ D)

. ; . . -1 %
est un 1somorphisme ; on peut donc considérer 1"homomorphisme ¢p™) LI/

Comme d'autre part, d'aprés la propriété d'excision, l'inclusion k :

€,2\ K) - (Sn,Sn \ K ) induit un isomorphisme K

Hn(Sn,Sn \ K) > Hn(Q,Q \ K) , on peut considérer

Cpx)—l»* (kx)—l ik

za B(RT,R\{a}) — 5 5™Q,0\K) __>Hn(sn,sn\1<)“>nn(sn) Nz

I1 est clair qu'on obtient ainsi le méme degré.
Soit done @ = Q] U Qz,notons K, + K N Q;, comme 2,5 2, sont disjoints et
ouverts,on en déduit que Ki est compact. On note Xi =~$_1(§i) s Yi =ap—162i),

0y - . .
Xi = ](Ki)' On a les isomorphismes naturels
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H' 2,0\ K) p B @0, \ ) 8 1 (2,,2, \ Ky

[52)

(Y, Y\ X)) o Hn(Y],YI \ ril) Hn(Yz,Yz \ %2)

n n n
0
H (sn,sn\ K &4 H (sn,sn\Kl) ® H (Sn,sn\ K2)
Soit j (respectivement jl’ j2) 1'inclusion de (2,2 \ K) dans(Sn,Sn \ K)
(respectivement de (QI,QI \ Kl) dans (Sn’sﬂ\Kl) et de (QZ’Qé\KZ) dans
(sn,Sn‘\ KZ))'
On a alors : jx = jT 0 j; .
A,
Notons P, (respectivement‘$2) 1'application induite par P de (Yl’Yl \ Xl)
. n
dans (Q],Q] \ Kl) (respectivement de (Y2,Y2 \ X2) dans (92,92 \ KZ))'

On a alors : $x =~$T @sz , @T,Cpg gtant des isomorphismes.

Dz méme, on a

b Y
o =T ey s BNRT, RN\ {ah) » BNYLYNE D 8 HT(T,,Y\K)
et donc

GH7eH T v = D TTeD T T e hTen T )

ce qui implique, d'apré&s la définition :
d(a, [, = d(a,fp,,¥,1,0) + d(a,[p,,¥,1, £, ).

(iv) Si @ \ F est vide le résultat est trivial, supposoma donc Q \ F

non vide. Posons alors U=Q\ F , Y =<p—1(Q) s Z =Cp—l

(U). Par hypothése,
le compact K est contenu dans U et donc % est contenu dans Z.

Fcrivons le diagramme commutatif suivant od jx, j'x, kx, Ex désignent les
homomorphismes associés amx inclusions naturelles et ot P' et y' désignent

les applications induites par P et Y .
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*
.
S HNEAY 1R @,AK)

,x
v

H(RT,R™ \ {a}) K

i
w"\l \L ot* /,x

(2, AX) e EYU,\RQ) £

%

- PP .. X A * x . .
Comme d'aprés la propriété d'excision 17, ', k7, £ sont des isomorphismes,

on a
E&*5™”

GH ™y

1 x % %] -1 % =
R H TRy

~
[
~
)

-
~
<

i

et le résultat est démontré.

—

Nous allons maintenant &tudier la question de 1'invariance par
homotopie.

Nous allons commencer par énoncer et démontrer un résultat
d'invariance trés général, nous particulariserons ensuite les hypothéses
pour obtenir un résultat plus parlant. L'intér8t du résultat général est
qu'il nous fournira &galement un théoréme d'invariance pour les multi-

applications acycliques comme nous le verrons un peu plus loin.

THEOREME 1.5.

Soit M un espace métrique compact non vide, o une application

topologiquement monotone de M dans } X [0,1] , B une application continue

de M dans H{n, a un point de R". On suppose que R(x) # a pour tout x tel
que a(x) € 92 x [0,1]. Alors, si on note MO = a-](ﬁ x {0}), M]*= a—](ﬁ x {1})

et o (respectivement al) 1'application de Mo dans Q (respectivement de M1

dans ) induite par o ainsi que Bo’Bl les restrictions de 8 3 Mo et M on

]:
a
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DEMONSTRATION

Tout d'abord il est immédiat que ces deux degrés sont définis.

Notons Q = a(B_l(a)), Q est un compact de § x I qui ne rencontre pas

32 x I ; Soit K la projection de Q sur @ , K est un compact contenu
dans £ . Soit ?{ = oc_l(Q) s ﬁo = a;](K) s ?4’1 = OLII(K)

Considérons maintenant le diagramme commutatif suivant o ko,kl désignent
les inclusions naturelles, io 1'application induite par w - (w,0) et il

l'application induite par w > (w,1).

o
n N n,.= =
H (MO,MO\MO) — H @,2\ K
1 1
* -3
g g
n B n ‘ A" ax n,-— —
(R, B\ {a}) —— > B MMM« 8% x 1, x 1\0Q)
Bx ikx . X
1 l 1 H
ax N

%
Y QL ,M]\ﬁl) '  E@,a\ ®

On a donc

-1 x - -1 = . x -
x x (o) lkx Bx Or (ax) ]k - lx(u ) 1

(o] o (o] O (@] (o]

~
Q
O
—
™
|

x -1 % X % -] %
=1 (a”) B
o} o] (o]

[a¥
o]
c

—
e

N
w

1

et: de méme (ax)_le = if(ax)_lsx

WX . . . . = =
d'autre part, 1= 1? puisque i _ et i, sont homotopes de (2,2 \ K) dans
@ x I,ax I\ Q.

£ -1 %, x-] %
Et donc (ao) BO = (ul) 61

I1 s'ensuit que les degrés sont &gaux.
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REMARQUE 1.6.

Nous avons utilisé -dans cette démonstration le fait que pour
définir le degré on peut toujours prendre un compact F plus grand que K
contenu dans {,comme le montre le diagramme commutatif suivant oii les

notations sont évidentes.

= %
n,. U ¥ =5 JF n
B OGRNE ) e—— B @A e H (S_,S \F)
/% A N ‘
x . X
v '
FN(RT, R\ {a}) HY(S )
/‘
%
|l
v i;
! o i¥
" 2 - = K
n P n n
H (X,X\XK)Q______ H (£,AK) ¢«—-—H (Sn,Sg\K)
Voici maintenant le résultat d'invariance adapté aux applications.
COROLLAIRE 1.7.
Soit:pt : X > Q une homotopie de $O sur @1 telle que pour
tout t € [O,l],ipt soit topologiquement monotone et wt : X > R" une

homotopie de wo sur wl . On suppose que pour tout t , wt(x) # a pour tout x

tel que‘$t(x) € 92 . On a alors
d(a,lp 0 1,0 = d(a,lp, 0 19).

DFEMONSTRATION
Considérons 1'application oo : X X I - Q x I définie par

alx,t) = @ (x),6).

I1 est clair que o est topologiquement monotone.

Et soit B : X X I - R" définie par B(x,t) = wt(x).

On a bien B(x,t) # a pour tout (x,t) tel que O(x,t) € 9 X T le théordme

1.5. donne donc i1mmédiatement

d(a, 0,010 = d(a,le,,¥,1,9
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§ 2 - DEGRE POUR LES MULTI-APPLICATIONS A VALEURS ACYCLIQUES

Nous allons montrer, en particularisant P et y , que la théorie
précédente contient une théorie du degré pour les multi-applications i

valeurs acycliques .

DEFINITION DE d(a,l,Q)

- . . . . n .
(! désigne toujours un ouvert borné non vide de R » solt T une

milti-application de {} dans R" (qubn note I' : @ =3R") semi-continue

supérieurement et telle que pour tout w € Q , I'(w) soit un compact non vide

acyclique (on dira,en abrégé, qu'une telle multi-application est acyclique).

Nous désignons par G(I') le graphe de T dans { x IR" et par p (respectivement q)

le projection de G(I') sur § (respectivement R").

Soit a un point de RrR" tel que a ¢ I'(9), on va définir d(a,T,Q).

Considérons le diagramme

Dt

(I —ms

|

]Rn

Puisque T est s.c.s., G(I') est compact; puisque T est acyclique, p est
topologiquement monotone. Le condition a ¢ T(3Q) entraine que q(x,y) # a

pour tout (x,y) € G(I) tel que p(x,y) € 9% . Alors d(a,[p,ql,R) est défini

et on pose
d(a,l,R) = d(a,l[p,q],)

Des théorémes 1.4. et 1.5. on va déduire les propriétés essentielles de

ce degré.
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THEOREME 1.8.

Soit ' : Q—3Fm® ™ acyclique, a € R " tel que d(a,l,Q) soit

défini. On a alors
(i) d(a,l',2) # 0 entraine a e T(Q).

(ii) Si I'(w) = {f(w)},oﬁ f est une fonctinn continue de § dans H{%
on a :

d(a,l',Q) = d(a,£,0) au sens des fonctions.

(iii) SIT'" : Q=R " est acyclique et I'(w) C© T(w) ¥we f,ona :
d(a,I'",Q) = d(a,T',0).

(iv) Décomposition du domaine.
Si Q = Ql U 92 s Ql et QZ étant deux ouverts disjoints,on a :
d(a,I',) = d(a,F,Ql) + d(a,F,Qz).

(v) Propriété d'excision.

Soit F un compact contenu dans { tel que a ¢ T'(F), alors on a :
d(a,l',2) = d(a,I',Q \ F).

DEMONSTRATION

(i) d(a,[p,q],0) # O entraine a € q(G(T)) (théoréme 1.4.) et donc
4 x € Q tel que a € T'(x).

(i1) Dans le cas d'une fonction continue f, p est un homéomorphisme

de § sur G(f) et ona f =gq , p_},d'oﬁ le diagramme suivant commute.

x
—~ P -
H (G(£),G(£) \ C(E) «—_ H'@,0\ K
7
qx fx ’

(R, R™\ {a})

Et donc on obtient bien le degré au sens usuel des fonctions.
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1

(iii)  Notons X = G(T) , X' = 6(’") , K =T '(a) o 7' !(a)

(on désigne par F_l(a) l'ensemble {x € Q | ae Tx)}).

Y Y - . .. -
Soit X = p 1(K) et X' =p' ](K),oﬁ p' désigne la restriction de p & X'.

On a alors le diagramme commutatif suivant

BN K,X\ )

* *
q P
n,_n .0 i* n,- =
H(R",R ,{a}) H (2,2 \ K)
X X
q P
%

Y]
HH(XT,X\ X")

n n,
oli 1 désigne 1'inclusion de (X',X'\ X') dans (X,X \ X).

-1 %

-1 % *
qg = (') q

On a donc (px)
et par suite:d(a,lp,ql,R) = d(a,[p',q'1,Q)

d'od d(a,l',) = d(a,l'",Q).

(iv) Désignons par ', (respectivement I'.) la restriction de I' 3 Q
& 1 P 2 1
(respectivement ) et par s> 9,5 P,»q, les restrictions de p, q a G(T,)
P 2 Part Py dy» Py 1
et G(TZ).

D'aprés la propriété (iii) du théoréme 1.4. on a :
d(a’[p,q],ﬂ) = d(a’[pISq]]’Ql) + d(as[pz’qz]’gz)

L = .
d'od d(a,T,n) d(a,Tl,Ql) + d(a,Fz,Qz)-

(v) La propriété se déduit immédiatement de la propriété correspon-

dante pour les couples (théoréme 1.4. (iv)). t

Nous allons examiner maintenant la question de 1'invariance du

degré par homotopie.
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DEFINITION

On appelle homotopie relativement 3 a toute multi-application

acyclique T de Q@ x I dans R™ telle que a g T'(3N x I).

Nous désignerons par Pt la muti-application acyclique de  dans
RrR™ définie par:Tt(x) = I'(x,t)
On dit que deux multi-applications acycliques de ) dans R™ R TO et F]

. - . n . . .
sont homotopes relativement 3 un point a de IR s'il existe une homotopie

relativement a a, I'telle que To(x) = I'(x,0) et Fl(x) = I'(x,1) pour -

tout x dans Q .

THEOREME 1.9.

Soit To s Fl deux multi-applications acycliques de O dans TRD

homotopes relativement 34 a , alors

d(a,FO,Q) = d(a,T],Q).

DEMONSTRATION

On applique le théoréme 1.5. SiT est 1'homotopie relativement 3

a entre I' et T', ; premnons M = G(I') » 0 la projection de G(T') sur § x I
o 1 J
et 8 la projection de G(I') sur IR®. Les hypothéses du théordme 1.5. sont

bien vérifiées et donc d(a,[ao,BO],Q) = d(a,[al,Bl],Q)

d'old d(a,FO,Q) = d(a,Fl,Q)

REMARQUE IMPORTANTE 1.10.

Le théoréme 1.9. a un intér@t théorique. Dans la pratique, il est

intéressant de pouvoir sortir de la classe des multi~applications acycliques

pour passer de Fo §_P1 . Pour cela, on revient au théordme 1.5., et au

corollaire 1.7., comme nous allons le voir sur 1'exemple donné par la propo-

sition suivante.
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PROPOSITION 1.11.

Soient FO,FI deux multi-applications acycliques de Q dans DRn,

‘a un point de R" tel que
¥te€ [0,1] ,¥xedn ad¢ el () +-0)T (%) .

Alors : d(a,TO,QJ = d(a,Fl,Q).

DEMONSTRATION

Considérons le compact X :

X={G,y,2) €2 x R" x BR™ | y €T _(x) et z ¢ T (x}}

Soit 9 la projection de X sur ) et soit wt : X > R™ définie par

wr(x,y,z) = tz + (1-t) y . Alors les hypothé&ses du corollaire 1.7. sont
satisfaites (p est topologiquement monotone car le produit de deux compacts

acycliques est un compact acyclique).

On a donc : d(a,Ep,wo],Q) = d(a,Ep,wl],Q).

Il reste & vérifier que d(a,Ep,wo],Q) = d(a,Fo,Q) et que
d(a,[p,4,1,9) = d(a,I,,2).

Désignons par P, et q les projections de G(FO) sur 0 et R" et par T la
projection de X sur G(TO) définie par:m(x,y,z) = (x,y). On a alors le

diagramme commutatif

X ,
V x
r D il Q
74
G ) !
(]

L -1 N - ~. -
Soit K = FO (a) , X =0 (¥ , G(TO) =P,
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En passant 3 la cohomologie on obtient le diagramme commutatif

suivant

EY(K,X \ X)

" "N
v »*
HY(RT, R \{a}) ™ HY(Q,8\ K)
b3 %
9, i Py

n ~~~—
H(GT) , G(T NG )

- PR x . . .
D'aprés le théoréme 1.1., T est un lsomorphisme (T est topologiquement

monotone) .

On a donc : @x = ﬂxpi d'ol @p*)_] = (P:)—](“x)_l
.- L N P N R N

d'od () o= (p)) () by = () 9,

On en conclut 1'égalité des degrés.

REMARQUE 1.12.

La multi-application tF] + (I—t)l"O n'a aucune raison d'dtre
acyclique. En effet, le fait que deux parties A et B de IR soient acycliques

n'entraine pas que A + B le soit.

REMARQUE 1.13.

Dans le cas de multi-applications possédant une propriété d'acy-
t .
clicité plus forte, il est possible d'@noncer un résultat de continuité de

d(a,T,Q2) par rapport a I' . Pour cela,on dira que T est réguliérement acyclique

si pour € > O suffisamment petit, ' + €B est acyclique (T étant toujours

supposée acyclique).
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Prenons alors o > O assez petit pour que a ¢ (I + aB) (3Q)

(o existe puisque T'(3Q2) est compact) et pour que I' + €B soit acyclique
lorsque O < € < a . Alors, si T'' est contenu dans I + ag,on a , d'aprés

1'invariance du degré par inclusion

d(a,I'',Q) = d(a,T,2) = d(a, T+ aB,Q).

Notons qu'il existe des multi-applications acycliques et non réguliérement
acycliques et méme des compacts acycliques de R? pour lesquels il n'existe
pas de systéme fondamental de voisinages acycliques, comme le montre la

figure ci-dessous
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§ 3 - THEOREMES DE POINT FIXE ET DE SURJECTIVITE DES MULTI-APPLICATIONS

ACYCLIQUES ET PSEUDO-ACYCLIQUES

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser a une classe de
multi-applications plus générale que celle des multi-applications acycliques
ce sont les multi-applications de la forme r o I' oi [ est une multi-applica-
tion acyclique de§l dans un espace métrique compact X et r une application

continue de X dans IR . Nous appellerons pseudo-acycliques de telles multi-

applications. Ce type d= multi-application se présente de manidre trés natu-
relle dans 1'étude des équations différentielles multivoques. En effet,
considérons 1'équation différentielle x(t) € T(x(t)) , soit X l'ensemble
des solutions de cette &quation sur 1'intervalle [0,T}, la multi-application
qui 3 la valeur initiale X fait correspondre 1'ensemble des x(T) pour x
solution telle que x(0) = X, est pseudo-acyclique ; c'est en effet la compo-
sée de la multi-application qui 3 X, fait correspondre 1'ensemble S(xo) des
solutions qui valent X en O et de l'application x > x(T) de X dans TR"
(nous verrons au chapitre II que la multi-application X, * S(xo) est acy-
clique).

Les considérations ci-dessus constituent 1'essence du chapitre III
ol les résultats de ce paragraphe seront appliqués.

A une multi-application pseudo-acyclique r o I' , on associe natu-
rellement le couple (p, r o q) ol p et q désignent les projections de G(T)
sur ) et X. Si a est un point de R " tel que a ¢ r o I'(3Q) , on posera
d(a, r o T,Q) = d(a,[p,r - q],0 ).
Nous allons commencer par donner une proposition qui &tablit un lien avec

la partie III.1.

PROPOSITION 1.14.

. . . n . . .
Soit §i un ouvert borné non vide de R » ¥ o ' une multi~application

. = n . . .
pseudo-acyclique de © dans R~ ; supposons qu'il existe un suiveur s de

r oI - a sur 3Q (voir partie III.1. définition 1.1.). !

On a alors : d(a,r.I',2) = d(0,s,d0).
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DEMONSTRATION

Désignons encore par s une extension continue de s i 0

On va montrer que d(a, r o I',Q) = d(a, s+a,).
Remarquons d'abord que d(a, s+a,R) = d(a [p,(s+a) o pl,2) ol p
désigne la projection de G(I') sur Q ; on se raméne donc & montrer que

d(a,lp,r o q1,2) = d(a,[p,(s+a) ., pl,R).

Considérons 1'homotopie
(x,y,t) > tr(y) + (1-t)(s(x)+a)
Vérifions que:¥ t € [0,1] , ¥x€ 30 , ¥y e I'(x)

t(r(y)-a) + (1-t)s(x) # O

Multiplions scalairement par s(x) le premier membre de cette expression,

on obtient
t(r(y)-a).s(x) + (1-t) Hs(x)“2

et puisque s est un suiveur de r o I - a sur 90 cette quantité est > a

t + (l—t)ds(X)Hz et ceci est toujours strictement positif.

D'aprés le corollaire 1.7. (invariance par homotopie), on a

d(as[p,r o Q],Q) d(a,[P,(S'*'a) =} P],Q)

Soit da, r o I',Q) d(0,s,R2) = d( 0,s,3Q).

. -

Les résultats de point fixe et de surjectivité qul vont suivre
montrent que les multi-applications pseudo-acycliques ont un comportement
assez voisin de celui des multi-applications 3 valeurs comvexes.

Le thévreéme ci-dessous, que nous démontrons i 1'aide du degré, est

un cas particulier du théoré&me de point fixe d'Eilenberg et Montgomery [6].
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THEOREME 1.15.

Soit Q un ouvert borné non vide de TR tel que Q soit un rétracte
absolu et soit r o I' une multi-application pseudo-acyclique de O dans RrR"
telle que r o I () € Q . Alors r o I' poss&de un point fixe dans § (i.e. il

existe x € O tel que x € r(I'(x))).

DEMONSTRATION

Considérons une boule ﬁ(O,n) , Nn>0, contenant {) et soit
0 une rétraction de E(O,n) sur ) . Il nous suffit de montrer que r , T . p
posséde un point fixe dans E(O,n) » car si x est un point fixe, on a x € Q
et donc p(x) = x. Supposons donc que ) est une boule B(O,n).
Soient toujours p et q les projections de G(T) sur (I et X ; O va montrer

que

d(o’ [P,P‘l"oCI] sQ) = d(os [P,P] 9Q) .
Considérons 1'homotopie
((x,¥),£) > x-cr(y)

Si il existe x € 30 et y € I'(x) tel que x = r(y) , x est alors un point

fixe et la démonstration est terminée, sinon on a
¥ee [0,1] , ¥x€ 030 ,¥yeT(x): x-tr(y) # 0

(puisque € = B(0O,n)).
L'invariance par homotopie donne donc 1'égalité des degrés. Or, d'aprés
le théoréme 1.4., d4(0,[p,p]l,0) = +1 et donc il existe (x,7) € G(T) tel

que x = r(y) d'ol il existe x e,ﬁ tel que x € r o I'(x).

—_—

. - PR Ll
Nous allons passer maintenant i un théoréme de point fixe assez
représentatif des possibilités qu'offre la théorie du degré que nous avons

développée.
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. . . n .
Soilt {2 un ouvert convexe borné et non vide de IR~ , nous dirons

. . . = n .
qu'une multi-application T de ) dans IR est fortement rentrante si pour

. *
tout x € 90 et toute forme linéaire x° telle que

* . *
<X ,Xx > =mn< X ,u >

ue

On a : <X,y > > < xx,x > ¥yeT'(x).

On dit que T est fortement sortante si on a de maniére analogue:

< xx,y > < < xx,x > ¥yeI'(x).

THEOREME 1.16.

. . . n
Soit {2 un ouvert convexe borné et non vide de R~ , r ., I une

. . . . = n
multi-application pseudo-acyclique et fortement rentrante de { dans R = ,

alors r o I a un point fixe (i.e. il existe x € Q tel que X € T - ['(x)).

DIMONSTRATION
On peut toujours supposer que O € Q . Notons j la multi-application

de 30 dans R définie par

j(x) = {xx € Bﬁn] < xx,x > = -] = min < xx,u >}
uen
I1 est facile de vérifier que U est une multi-application semi-continue
stpérieurement 3 valeurs convexes compactes non‘vides de 3Q dans R"
(7 (x) est non vide d'aprés le théoréme de Hahn-Banach et borné parce que {)
est ouvert et O € ). Nous notons ﬁ une extension s.c.s. & valeurs con-
vexes compactes non vides de I 3 Q (une telle extension existe, voir partie

IIT.1. ou chapitre V). Donnons-nous un nombre o > O et considérons

la multi-application x + r » I'(x) - (l+a)x ; on va montrer que

d(0,r.T(x) - (l1+a)x,) = d(O,ﬁf,Q)
On a : ¥x€ 00, ¥yeT(x) , ¥ Xx € t‘(X)
< xx,r(y) > > < xx,x >

d'ou : < xx,r(y) - (l+a)x > > a
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-~

Soit 0D une beule fermée contenant i](ﬁ), notons
%, S x
2={y,2) € QxXxB | ye T , 2" ¢ I} .

Soit p la projection de Z sur ﬁ, q, la projection sur X, la projection
1 92

sur (3. Considérons les couples [p,roq]—(1+a)p] , [p,qz] et 1'homotopie
% *
((x,y,27),t) > tz"+(1-t) [ (y)-(1+a)x]

Vérifions que pour x € 30 , vy € I'(x) , 2> € J(x) et t € [0,1] cette derniére
quantité est non nulle. En effet, en multipliant scalairement par z* on

trouve
ﬂlzﬁlz + (1-t) < zx,r(y)-(1+a)x >

et ceci est supérieur ou égal i t}lzﬁ]z + (I-t) a , ce qui est toujours
. .. . * N . .
strictement positif puisque z~ # 0. On a donc, d'aprés 1'invariance par

homotopie
d(o,[P,roql_(lw)P],Q) = d(og[quz]’Q)

Or d(0,[p,q,1,2) = d(0, J,0)
par un raisonnement identique 2 celui de la proposition 1.11.

*
D'autre part, ¥ x € 30 et ¥ x € J(x) on a

-~

< xx,—x > =1 donc - 3 est un suiveur de J sur 30 et on a
a0, 7,2 = d0,-x,0) = (- # 0

On en déduit que d(O,[p,roql—(l+a)p],Q) # O et d'apreés le théoréme 1.4.,
il existe x € 0 et y € T(x) tels que 0 = r(y)-(l+a)x, donc il existe x €

tel que (l1+a)x € ro I'(x).

H

Prenons maintenant o = 1/n , n > 1 ; on cbtient pour tout n 1'existence
_ 1 . .

dex € Qtel que (1 +=)x €1, I'(x) . Soit x une sous-suite conver-

n n n n n

k
21 = = . 1
geant vers un élé&ment x de § et soit v, = (1 + ;fdx ; ¥ converge vers x ,
n

Kk k Tk k
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onay €1 T(xn ) et comme r , I est s.c.s.,on obtient & la limite
n
k k

X € r o I'(x). On a donc trouvé un point fixe dans

Voici comme corollaire un résultat de surjectivité des multi-

applications fortement sortantes.

COROLLAIRE 1.17.

. _ . n
Soit I un ouvert convexe borné et non vide de IR , T o [ une

. . . . n
multi-application pseudo-acyclique et fortement sortante de (I dans IR ,

alors r o I est surjective (i.e. QO < r OT(Q ).

DEMONSTRATION

On peut toujours supposer que O ¢ Q et il suffit de montrer qu'il

existe x €  tel que 0 € r o ['(x).

Considérons la multi-application x > 2x - r o[ (x) (symétrique de r o I'(x)
par rapport a x). Il est clair que cette multi-application est fortement
rentrante et pseudo—-acyclique, 11 en est de méme de la multi-application

X - %—r o I'(x) puisque 0 ¢ Q 5 on peut donc appliquer le théoréme 1.16. 2a
cette multi-application, d'od il existe x € Q tel que x € X - %—r o I'(x).

Soit 0 € r o, T(x).

Soit r o I' une multi-application pseudo-acyclique de R dans R ,
on note
Y(x) = inf <y,x>

yerol (x)

On dit que r o [ est coercive si Iif) tend vers +© lorsque ||¥| tend vers +»

On a alors le résultat de surjectivité suivant qui étend directement le

résultat analogue pour les fonctions.
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COROLLAIRE 1.18.

Soit r o I une multi-application pseudo-acyclique et coercive

n n . .
de IR" dans IR™, alors r , I est surjective.

DEMONSTRATION

. . n .
Puisque pour tout point ade R , r , [ - a est encore coercilve,

il suffit de montrer que O € r o I'(x) pour un certain x de R". Soit R > 0
tel que "ﬁiﬁl_zl pour |[x] 2 R. Considérons la multi-application R. r o I

définie sur ﬁ(O,R), elle est fortement sortante car pour tout y €r o, I'(x)
avec ﬂﬂ[ =R , on a
< Ry,x > Z_RZ = < X,X >

D'aprés le corollaire 1.17. il existe x € E(O,R) tel que 0 € R.r , T'(x)
est donc 0 € r » T(x).

REMARQUE 1.19.

On peut utiliser les multi-applications acycliques et pseudo-
acycliques pour &tudier les fonctions bornées sur § .
Soit f une fonction bornée (pas supposée continue) de I dans DRn, on luil
associe naturellement une multi-application s.c.s. de § dans R.n,
Tf , Obtenue en prenant la fermeture du graphe de f dans Qx R"
Nous notons conv Ff la multi-application définie par conv Tf(x) = conv (Ff(x))
pour tout x de §
Si 0 ¢ conv Ff(BQ) on peut, comme nous l'avons fait dans la partie ITI.1.,
définir d(0,conv Tf,Q) ; on a ainsi un moyen de définir un degré pour des

fonctions qui ne sont pas continues en posant
d(0,£,2) = d(0,conv Ff,Q). i

Malheureusement, une des propriétés essentielles du degré (si d(0,f,R) # O
il existe. x € Q tel que f(x) = C) n'est plus vérifiée ; la propriété qui

subsiste est

S1 d(0,£,2) # 0 H x € Q tel que 0 € conv Tf(x).
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Mais si nous supposons que f est continue sur £ , on a pour tout

x dans § conv Tf(x) = {f(x)} , et donc :
si d(0,£,0) # 0 il existe x € § tel que f(x) =0

I1 se peut que pour une telle application f , on ait O € conv Tf(BQ)

mais qu'on puilsse trouver une multi-application acyclique I définie sur 30

telle que ['(x) D Ff(x) et O & T(3) ; on considére alors la multi-

-~

application acyclique I' définie sur Q par

1

Tx) = {£(x)}  si x€Q

et I'(x) I'(x) si X € 9§12

-~ -

d(0,T,Q) est alors défini et si ce degré est non nul on conclut qu'il

x € I tel que f(x) = 0.

existe
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§ 4 - HOMOMORPHISME DE COHOMOLOGIE ASSOCIE A UNE MULTI-APPLICATION

ACYCLIQUE

A cause du fait qu'il n'existe pas de théoréme d'extension i 9
tout entier de multi-applications acycliques définies seulement sur 37 ,
il peut &étre utile, pour certains problémes ol des conditions sont données
sur of) uniquement, de revenir aux homomorphismes de cohomologie qui inter-
viennent dans la définition du degré. Suivant Powers [10] et Granas [8]
nous définksons 1'homomorphisme de cohomologie r* assoclé 3 une multi-
application acyclique T ( la différence avec [8] et [10] étant que nous

travaillons ici avec la cohomologie relative au lieu de 1'homologie).

DEFINITION

Scit X, Y deux espaces métrisables compacts et non vides, T
X—%Y une multi-application acyclique.
Soit A une partie de X et B une partie de Y telle que T(A) = B,

On a le diagramme

©T , p @A) — 5 (x,A)

(Y,B)

N 4 . . . N+
et donc en passant a la cohomoiogie, le diagramme suivant ol p est un

isomorphisme d'aprés le théoréme 1.l., et ol n est un entier > 0 quelconque.

b <
176, p H(A) e HU(X,A)

o/
/ :

u"(Y,B)

et on pose r* = (p:’{)_1 qx
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Nous dirons que deux multi-applications acycliques FO et Tl de (X,A) dans
(Y,B) sont homotopes s'il existe une multi-application acyclique T de
X x [0,1] dans Y telle que I'(x,0) = To(x) , T(x,1) = Fl(x) et T(x,t) © B

pour tout x dans A et pour tout t.
~ ~ - [ . x
Résumons en un théoré&me les propriétés essentielles de [ .

THEOREME 1.16.

Soit T une multi-application acyclique de (X,A) dans (Y,B), alors

(1) Si X' est métrisable compact et si f est une application continue
de (X',A') dans (X,A) , alors [ , f est une multi-application
acyclique de (X',A') dans (Y,B) et

* X _x
(Fcf)=fr
(1i1) Si Y' est métrisable compact et si f est ume application continue
de (Y,B) dans (Y',B') telle que f o T soit encore acyclique, alors
x * X
(foT)=I‘f
(i11) Si TO est une multi-application acyclique de (X,A) dans (Y,B)

homotope a Fl’ on a

% *
r =7
o] 1
(iv) Si T'' est une multi-application acyclique de (X,A) dans (Y,B)

telle que I''(x) € I'(x) pour tout x , om a

DEMONSTRAT ION

~

(1) Ecrivons le diagramme commutatif suivant, ol f est définie par

F(x',y) = (Ex"),y).

@, A 5 (X,A)
\

(Y,B) f £

Gref),p' tany P Sxr,an
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et donc en passant & la cohomologie :

*

n =1 P -0

H (G ,p (A)) «— H (X,A)
*
q

H(Y,B) £x £*
q'x
N %
*

- H
H(G(Ta£),p' T (A") e P H(x',a")

d'oi (Tef)® = £2(p®) 1q® = £* ¥ |

(ii) On a le diagramme commutatif

B e (em,p N

— 5

~ ~—

~»
f \Lf /7 (X’A)

' -1
(Y',B') e—0  (G(foT),p'  (A)) P
oiu f est définie par f(x,y) = (x,f(¥));
et donc :
n x n -1
N (Y,B) —3 w16 ,p (A)
7 ) r\px
.;* ?* ™~
//
q'x
B (Y',B") — S H(G(ET),p' ' (A))
- * -1 * -1 7 * ®x -1 % %
dod (p'H) T = (T ' F = N FER.

Soit (f o M) = r* £*,
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(i11ii) Ecrivons le diagramme
(X,A)

\\\\\i\\-A
o
T

(X x T,AX 1) ==————""_7 (Y,B)

H

(X,A)
oil io(x) = (x,0) et i](x) = (x,1).
On a TO =T, io s F] =T, i1 et donc, d'aprés (i)

Tx=ix FX ’Fx=ix FX

o o] 1 1
Or 1~ = i* uis i et i, sont homotopes, donc r* - r*

o j putsque o 1 n pes, o 1
(iv) On a le diagramme commutatif suivant, ol 1 désigne l'inclusion

canonique :

1 (G(T),p | (A))

17 (Y,B) i 1 (X,A)

»
!

y

H(G(I") ,p' T (a))

1 % -1 .x %

et donc (px)— q = (p'x) 17 g = (p'x LR

) q

d'ou r! =T
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Nous allons montrer comment on peut utiliser le théor&me 1.16
pour démontrer des résultats de surjectivité o la condition d'homotopie

est seulement donnée sur le bord.

On va s'intéresser i des ouverts dont le bord posséde un minimum

de régularité exprimé par la propriété (H) suivante

DEFINITION

On dira qu'un ouvert borné non vide () de R©" posséde la propriété
(H) si pour tout € > 0 suffisamment petit, 1l existe une rétraction r8 de
VE = {x / d(x,00) < e} sur 3Q telle que 1'application iE o T_ de VE dans V€

(iE désigne 1l'inclusion de 3Q dans VE) soit homotope 3 1'identité de Ve

EXEMPLES
- Si Q est un ouvert i bord de classe C?, Q posséde la propriété (H).

- Si @ est convexe, ) posséde la propriété (H).
On a alors le résultat suivant

THEOREME 1.17.

Soit 2 un ouvert borné non vide de R (n > 2) tel que
Hn_](ﬁ) = {0} et possédant la propriété (H). Soit I une multi-application
acyclique de  dans IR " et a un point de Q tel que a € T(3Q). On suppose
que la restriction de T 3 3) est homotope 3 l'inclusion de 3 dans

IRn'\ {a} . Alors ae T(Q).

DEMONSTRATION

Raisonnons par 1'absurde, supposons que a ¢ T ; désignons par i

l'inclusion de 3Q dans ( et par j 1'inclusion de 30 dans R" \ {a}.

On a

i _ T
39 > Q@ =——% R"\ {a}

I' o 1 est homotope 3 j et donc

- 4 3
T o 1) =3
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or (I o )% = i* '™ est nul puisque Hn—l(ﬁ) = {0}

3 x
n-1 i 1= T -1
H (0 e— H' (D 8% (R™\ {a})
I1 nous reste @ voir que j* est non nul pour avoir une contradiction.

Désignons par j€ 1'inclusion de VE dans IR " \ {a} (pour ¢ > O suffisamment

etit);on a j = j i
2 H I=3,0 1

.X X % . . .
d'ol = 17 3 or = id

J e e Te T e o Yy

€

X N I 3 - s 3 * .x
et donc 1 = 1d7] or par hypothése 1d = r 1

1) € £ £
. % x .%x .% x .x
d'ou i~ =11 i =rx

€ £ £ 7€ €

x . . X
et donc pour montrer que j n'est pas nul il suffit de montrer que JE
n'est pas nul.

Ecrivons le diagramme commutatif suivant dont les lignes sont

les suites exactes de cohomologie ;

L 1w ) > HY(QUV ,V) __ __
€ £ £
X L E
JE JE
-1 *
oo -~ oETN@®A{aD > HH(R™,R™ \{a}) - - -

X . . .
Pour montrer que Ie n'est pas nul il suffit de montrer que Jé n'est pas
* . .
nul car 3~ est un isomorphisme.

Notons KE le compact Q \ VE. Décomposons jé

U VE,VE)__L(IRH,]RH\ KE)__E_;,(IR“,]RH\ {a})
*
d'oi QU v V)R R R K€)<_§__ R, R™\ {a}) .

. . x . . *
Par excision,on voit que 6 est un isomcrphisme et comme £” n'est pas nul,

jé n'est pas nul. Il y a contradiction et donc a € ().
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HI-RQUE 1.18.

Le théoréme 1.17. est en particulier applicable aux ouverts
tels que ) est acyclique ; mais il contient d'autres cas intéressants od §

n'est pas acyclique.

Prenons par exemple pour{ll'intérieur d'un tore de RS
I1 est clair que Q posséde la propriété (H) (c'est un ouvert i bord de
classe % ) et que H2(Q) = {0} (le tore plein est homotopiquement équi-

valent 3 Sl)'

COROLLAIRE 1.19.

Soit @ un ouvert borné non vide de WY (n > 2) tel que
Hn_](ﬁ) = {0} et possédant la propriété (H).

Soit T une multi-application acyclique de ( dans R" telle que
r(y c r™ \ Q . On suppose que la restriction de I' & 30 est homotope &
1'inclusion de 3Q dans IR" \ Q2 . Alors T est surjective, c'est-i-dire

QC T(Q).

DEMONSTRATION
Soit a un point de  , alors a € T(3Q) puisque T(5Q) < R.n‘\ Q

~

Comme la restriction de T' 4 3Q est homotope i 1'inclusion de 9% dans IP\ 2,
elle est & fortiori homotope dans R \ {a} & 1'inclusion de 3 dans H?\ {a}.
Le théoréme 1.17. entraine donc que a € T(Q). D'ol Q< T(Q) et, puisque T(Q)

est compact, on a bien ( C Q).

REMARQUE 1.20.

On peut bien sur appliquer le corollaire 1.19. au cas ol

T'(3Q) & 32 et ol [ restreinte 3 30 est homotope & 1'identité de 3Q.

En écrivant la remarque 1.20. dans le cas oi 0 est la boule unité
n - - ~ . ~
ouverte de IR et ol T est & valeurs fermées contractiles de la boule fermée
dans la boule fermée, on résoud par 1'affirmative une conjecture de

Rogalski [12].
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COROLLAIRE 1.21.

Soit T une multi-application s.c.s. a valeurs fermées contractiles

non vides de B dans B (B désigne la boule unité fermée de rR" » 0> 2)

telle que
i [y
(i) F(Sn_]) Sn-l
(ii) T restreinte 3 Sn—l est homotope 3 1'identité& sur Sn—l {1'homotopie

étant supposde i valeurs fermées contractiles non vides).

Alors T est surjective.

DEMONSTRATION

Appliquer le corollaire 1.19. en remarquant qu'un espace contractile

non vide est acyclique.

Nous terminons ce chapitre avec un théoréme de surjectivité d'un
genre un peu différent du corollaire 1.19. et qui est une forme multivoque

naturelle du théoréme de non rétraction.

THEOREME 122.

Soit £ un ouvert borné non vide de R (n > 2) tel que
Hn—l(ﬁ) = {0} et possédant la propriété (H). Soit T une multi-application
acyclique de Q dans IR P telle que pour tout x dans 3Q , x € T(x).
Alors QC T(Q).

DEMONSTRATION

Raisonnons par 1'absurde.

Supposons que ¢ T(Q). Puisque T'(() est fermé, on peut trouver un point
?

ag ) tel que a ¢ TEQ).

Désignons par 1 l'inclusion de 3Q dans Q et par j l'inclusion de 3 dans

R "\ {a}.
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On a, pour tout x de 30 : Jj(x) € Ty i(x) et donc, d'aprés le théoréme

1.16. (iv) : jx = (T , i)x (les homomorphismes &tant pris de Hn_l(IF \ {al)
dans 57 (50)).

D'autre part, (I , i)x = i* % est nul puisque Hn_l(ﬁ) = {0} et jx n'est pas
nul (voir la démonstration du théoréme 1.17.).

I1 y a donc une contradiction.

REMARQUE 1.23.

Le théoréme précédent n'est pas vrai pour les multi-applications
pseudo-acycliques, comme le montre 1'exemple oii {L est la boule unité ouverte

de R? et oir o[ est la multi-application constante &gale & S1
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CHAPITRE II

SUR LA TOPOLOGIE DE L'ENSEMBLE DES SOLUTIONS
DE CERTAINES EQUATIONS FONCTIONNELLES

INTRODUCTION

La premiére partie de ce chapitre est consacrée i 1'étude de
1'ensemble P = {u = Tu}l des points fixes d'un opérateur T lorsque les con-
ditions d'unicité dégénérent. Prenons un exemple. Si T est une contraction
stricte (HTx—Tﬁl <k Hx—yﬂ avec k < 1) 1'ensemble P est réduit a un point
il y unicité. Lorsque cette condition dégénére, c'est-a-dire lorsque k = 1,
1'ensemble P est convexe (& condition toutefois que la norme H “ soit stricte-
ment convexe). Un autre exemple est celui des équations différentielles ordi-
naires. Lorsque f est lipschitzien,il y a unicité de l'ensemble des solutions
de 1'équation différentielle x = f(x) , x(0) = X, Lorsque f est continu,

1'ensemble des solutions de cette &quation est acyclique (ARONSZAJN [1]).

D'une fagon générale, on constate dans beaucoup de cas que, lorsque
les conditions d'unicité dégénérent, 1'ensemble P des points fixes reste
acyclique. Dans la premiére partie de ce chapitre, ﬁous allons donner un
éncncé rigoureux de l'affirmation précédente, et 1l'appliquer aux équations

intégrales.

Ce type de résultat a &té étudié pour la premiére fois par

ARCNSZAJN [1].
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Dans la deuxilme partie de ce chapitre on montre que 1'ensemble
des solutions d'une &quation différentielle multivoque avec retards est
acyclique. Ces deux parties contiennent un méme cas particulier : celui

des équations différentielles ordinaires.
Les résultats de ce chapitre montrent que certaines multi-

applications sont acycliques, ce qui permettra de leur appliquer les

constructions du chapitre I (voir chapitre III).

PRELIMINAIRES

Par rétracte absolu nous désignons, selon la terminologie usuelle

(voir Borsuk [2]),un espace topologique métrisable non vide qui est un

rétract de tout espace métrisable qui le contient comme sous-ensemble fermé.

DEFINITION

Soit (M,d) un espace métrique, on dit qu'un ensemble non vide R
contenu dans M est un RS si R est compact et s'il existe une suite Rn de
fermés de M contenant R qui sont des rétractes absolus et qui convergent

vers R pour la distance de Hausdorff.

] ¥
H¥ désigne toujours le foncteur cohomologie de Cech. Nous rappel-
lerons qu'un espace acyclique pour la cohomologie de Cech est connexe.

La proposition suivante précise la topologie des RS

PROPOSITION 2.1.

Tout R$§ est acyclique.

DEMONSTRATION

Soit Rn la suite de rétractes absolu convergeant vers R et soit Qn

un systéme fondamental décroissant de voisinages ouverts de R tels que
Rn<: Qn (on peut toujours commencer par choisir une telle suite Qn puis

remplacer au besoin Rn par une sous-suite).
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Désignons par r la restriction 3 Rn+ d'une rétraction de M

n+1 1
sur Rn (une telle rétraction existe puisque Rn est un rétracte absolu et

est fermé dans M).

P m
Pour m > n , définissons r : R_ -+ R par
- n m n
n .
r = 1d
n
m r r r i >
r = e s1 m > n
n n+l ° "n+2 ° ° m

Désignons par in 1'inclusion naturelle de R dans Rn.

On a le diagramme commutatif suivant

im
R «— R
m
m
r pour m > n
n =
i
n
R
n

D'ol en passant 3 la cohomologie, le diagramme commutatif

i*
iRy ™ Jri®)
m
mx
r
n .x
i
n
q
R
HI(R )
P A . . < q m*x
Désignons par E la limite inductive du systéme (H (Rn),rn ) ; on
a un homomorphisme unique h : E ~ HY(R) vérifiant h °‘hn = i: ,en désigna

par hn les applications canoniques des Hq(Rn) dans E.

Nous allons montrer que 1l'homomorphisme h est surjectif.
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Notons 7 1'homomorphisme de 1lim ind Hq(Qn) dans Hq(R),
T est un isomorphisme de Z-modules d'aprds le théoréme A des préliminaires
du chapitre I.
Soit alors u ¢ Hq(R) , u s'écrit qv avec v € lim ind Hq(Qn),prenons un

représentant de v dans @ Hq(Q ), que nous écrirons T v , v € Hq(Q ),
n n’ n n
ne IN
la somme étant finie.

Notons in, jn,gn les inclusions naturelles

R
n
T://///ﬂ \\\\\\N Jn
R > Qn

D'ol le diagramme commutatif

X

q n q
H (Rn)<—._ H (Qn)

X
ln

n
Hi(R)

Désignons par § l'application quotient de ® Hq(Rn) dans E.
ne IN

Montrons que h [G(Zj: Vn)] = u.

En effet

he (v ) = I ho (G )

X
n Zhoe hn(Jn Vn)

d'oli ceci =7 i 5 v =% £ v =u,

n n n

5o B o8

X x
n

d'ol h est surjective et on en conclut que R est acyclique.
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REMARQUE 2.2.

I1 est facile de montrer directement que R est connexe.

REMARQUE 2. 3.

Si dans la proposition précédente on suppose la suite Rn décrois-
sante, la démonstration se simplifie. Nous verrons au paragraphe suivant,
qu'on est amené 3 considérer des suites Rn non décroissantes. Dans le cas
ol les Rn sont compacts,ARONSZAJN, utilisant des résultats sur les rétractes
absolus, a montré qu'on pouvait toujours se ramener 3 une suite décrois-—
sante. Malheureusement, les Rn que nous aurons & considérer ne seront pas

compacts.

§ 1 - QUELQUES RESULTATS GENERAUX, UNE VERSION AMELIOREE DU THEOREME

DE KRASNOSELSKII-PEROV.

a) Enoncé des résultats

Nous allons donner d'abord un théoréme général (théoréme 2.4.).
Nous donnons ensuite deux théorémes qui sont des corollaires du théordme 2.4.
Le premier (théoréme 2.5.) est adapté aux applications :les hypothéses (C)
et (D) de ce théoréme sont facilesd vérifier, comme nous le verrons plus
loin . Le deuxiéme (thépréme 2.7.) est destiné i montrer que les hypoth&ses
de compacité ne sont pas nécessaires.Le théoréme de Krasnoselskii-Perov

est un corollaire (corollaire 2.6.) du théoréme 2.5.

THEOREME 2.4.

Soit E un espace de Banach, () un ouvert non vide de E, T

{2 - E un opérateur continu qui vérifie la condition de Palais~Smale et une

condition d'approximation

P-S) Pour toute suite un dans ? telle que un--Tun tend vers O, 11 existe

une sous-suite convergente.

(A) Il existe une suite de réels Ek > 0 qui tend vers 0, une suite Tk

d'opérateurs continus de ( dans E tels que I-Ty soit un homéomorphisme
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de 1'ensemble Rk = {ueQ ! ”u—qul < gk} sur la boule
BO,e) = fueE | ful < e, et
HTku—Tud 5-Ek ¥ueq

Supposons que 1'ensemble R des points fixes de T soit non vide.

Alors R est un R6

REMARQUE

{0 n'est pas supposé borné.

THEOREME 2.5.

Soit E un espace de Banach, un ouvert non vide de E, T un opéra-
teur de ) dans E non linéaire continu et compact (i.e. : T(Q) est relative-

ment compact). On suppose que T vérifie les conditions sulvantes

I1 existe €, > O tel que : pour tout £ , 0 < ¢ < €, > il existe

un opérateur T continu et compact de ) dans E vérifiant

(© , _ .
HTu—TEuj < € pour tout u € et tel que 1'équation : u €Q ,
u - TEu = b , a au plus une solution dés que Hb” < €

D) 0¢ (I-T)(3R) et d(0,I-T,Q) # O oi d(0,I-T,Q) est le degré de

Leray-Schauder tel qu'il a été défini dans la premiére partie.

Alors 1l'ensemble R des points fixes de T est un R En particulier c'est

S

un compact non vide acyclique.

Comme tout R6 est connexe on a

COROLLAIRE 2.6.  (KRASNOSELSKII-PEROV) (')

Sous les hypothéses du théoréme 2.5., R est connexe.
1

(D Sur le théoréme de KRASNOSELSKII-PEROV on pourra consulter
RABINOWITZ [1417.
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THEORIEME 2.7.

Soit E un espace de Banach, T une contraction de E
(”Tx—Tﬂl illx—ﬁ[ pour tous x,y dans E). On suppose que T vérifie la condition

de Palais-Smale:

Si u est une suite de E telle que un-Tun + 0 , il existe une

(P.S) sous—sulte un qui converge.
k

Si l'ensemble R des points fixes de T est non vide, R.est un R

S

b) Démonstrations

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.4.

Soit R un {u € Q | u = Tu} 1'ensemble des points fixes de T.

Comme T est continu, R est fermé. Par hypothése R est non vide. Soit u
une suite dans R ; on a un—Tun = 0 donc un-Tun -+ 0 ; donc, d'aprés (P-S)

il existe une sous-suite convergente. Ceci montre que R est compact.

Comme Rk est homéomorphe 3 la boule E(O,ek), c'est un rétracte
absolu. Il ne reste plus qu'd montrer que d(Rk,R) + 0 quand k - «© . Raison-

nons par l'absurde. Supposons qu'il existe ¢ > O et une suite U € Rk
P p
telle que d(uk ,R) > ¢ pour tout p € IN et kp + o quand p > » . Pour simpli-
P

fier on écrit p au lieu de k . On a u ~-Tu € B(0,2¢ ). Donc u -Tu_ — O
P )% |% P P p

Donc il existe une sous-suite qui converge vers u dans E.

Par continuité,on a u-Tu = 0 et d(u,R) > c > 0, ce qui est absurde.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.5.

Le théoréme 2.5. se déduitdu théoréme 2.4.
Vérifions tout d'abord la condition (P-S). Soit u une suite telle que
un—Tun -+ 0. Comme T(ﬁ) est relativement compact, i1l existe une sous-suite

u_ telle que Tun + z dans E. Doncu =~ z
k k "
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Montrons que (I—TE)(Q):D E(O,e) pour € assez petit.
Comme O ¢ (I-T)(92) et comme (I-T)(3) est fermd (voir partie III.1),
il existe a > O tel que B(O,a) N.(I-T)((3Q) = @ .

. o]
Soit € > 0 tel que ¢ 5_5- et € < 80

Soit b tel que “b“,

| A

€ . Considérons 1'homotopie compacte

(t,x) -~ t Tex + tb + (1-t)Tx . I1 faut vérifier que, pour tout t € [0,1]

et tout x € 90 on a
x—thx—tb—(l—t)TxaéO ,
c'est-a-dire
x ~ Tx - t[b+Téx—Tx],¢ o,
ce qui est vérifié puisque :
t“b+T€x-Tx | <8l + HTSX—TAI <2 <a.

On a donc, pour tout b tel que Hb“ <e, 0¢ (I—Te—b)(aQ) et
d(0,1-T_-b,R) = d(0,7~T,Q) # O . Donc b € (I-T ) (2).

De (I—TE)(Q) o E(O,e) et de 1'hypothése (C) on déduit que I-Ts est une
bijection de R€ ={xeQ [ Hx—TEx“ < g} sur B(0,c). Montrons que c'est un

homéomorphisme.

. . . e -1 .
Comme I—T€ est continu, 11 suffit de vérifier que (I-Te) est continu.

Soit b_ une suite telle que |[b || < € et b_ > b.
n n — n

Soit u_ la solution unique de u =T u = b
n n €n

n
Comme T(Q) est compact, il existe une sous-suite, encore notée u s telle que
Tun - z dans E. Donc u = Teun+bn converge vers u = z + b. Par continuité
u—TEu = b , ce qui prouve que (I-TE)_1 est continu sur B(0,g).

Si on considére maintenant une suite €y qui tend vers O, les opé-
rateurs TE vérifient les hypothéses (A) du théordme 2.4. et Fomme d'aprés
l’hypothésé (D) 1'ensemble R des points fixes de T est non vide, il s'ensuit

(théoréme 2.4.) que c'est un RG
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DiEMONSTRATION DU THEOREME 2.7. (a2 partir du thépréme 2.4)

Par translation on se raméne au cas oi O € R. On a O = TO, donc

pour tout x € E “Tﬂl =i|Tx—le f_“x—dl = Hﬂl . On a vu au début de la

démonstration du théoréme 2.4. que la condition (P-S) implique que R est
compact. En particulier R est borné. Soit o > Sup {||x| | x € R}. On prend

Q0 = B(O,a). Pour O < € < o , on pose TE = (1 - g)T . On a pour tout x € Q
HTx—Tsﬂl =if§ Tﬂl 5_% llﬂl < e . Comme T8 est une contraction stricte,
I-—T€ est un homéomorphisme de E sur E. Soit b tel que “b“ < € et soit

u = (I—TE)—lb LOnau- (1~ = b, donc :

Bl < a =S limdl + el < 0 =D llel + e plotflul <o, clest-adire
uge Q.

I1 en résulte que (I—Te)_] est un homéomorphisme de E(O,E) sur

R, = {ue @ | fu-T u] < e}

c) Exemples

EQUATIONS INTEGRALES

THEOREME 2.8.

Soit T > O et soit K une fonction continue de [0,T]? x R" dans R".

On suppose qu'il existe a, b réels > 0 tels que
HK(t,T,a)“ §_a+bHdl pour tous t,T €[0,T] , a€e R” .
L'ensemble S des solutions x de 1'équation intégrale:
x € C(O,T;H{n) et pour tout t € [0,T]
{ x(t) = o K(t,T,x(1))d

est un R6 . 'En particulier,S est un compact acyclique non vide, et 1l'ensemble
X = {x(T) | x € S} est connexe et compact.

(Si K est lipschitzien par rapport 3 o , on sait que S est réduit & un point).
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DEMONSTRATION

Tout RG est un compact acyclique non vide. Donc si S est un R

S

il est compact acylique, donc connexe ; et X est compact connexe comme
image continue de S. Montrons maintenat que S est un %S a 1'aide du

théoréme 2.5.

Soit x € §$ . On a “x(t)H < at +b fg “X(T)“ dt pour tout t & [0,T],

(ebT

ce qui implique Hﬁlw.i A= -1) o (avec “le>° = Sup “x(;)“).

a2
b Qﬁ;ﬁi

Soit KO la fonction continue de [0,T]? X R" dans R" définie par

K(e,T,0) si Hdl

IA
>

K (t,T,0) =
© A
K(tsT’ o — ) si “G‘“

ol

Soit So l'ensemble des solutions x de 1'équation intégrale

\%
g

x(t) = fg Ko(t,T,x(T)) dt , 0<t<T. CommellKo(t,T,a)“ < a +Hld|, on a

(comme pour S) : “wa < A pour tout x € SO . Comme K(t,T,a) = Ko(t,T,u)

pour Hdl < A,on en déduit que S = SO

Donc, quitte & remplacer K par KO, on peut supposer pour la suite

de la démonstration que K est borné.

Soit T’/ 1'opérateur de C(O,T;H{n) dans lui-méme défini par y = Tk si

y(t) fg K(t,T,x(1))dT pour tout t ¢ [0,T] .

Soit { 1la boule de centre O et de rayon Zﬂ]mlw dans C(O,T;I{n).
Siy=7Tk on a “y“oo <T “ﬂlm donc y € %-ﬁ . En particulier si x = Tk
on a x € {0 . Donc 1'ensemble S des solutions de 1'équation intégrale coincide

avec l'ensemble des points fixes de T’ sur §} :

s={xeCcOnR" | Th=x} = {xeQ] Tk=x},

(1)

Lemme classique de calcul différentiel.
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Nois allons déduire la preposition du théoréme 2.5. appliqué a T’
sur Q , avec E = C(O,T;Hin).
On vérifie immédiatement que T(Q) est &quicontinu et borné, et donc relati-
vement compact d'apr&s le théoré&me d'Ascoli.

Montrons que T’/ est continu : si X >X,y = T&n, y =Tk ,
alors yn(t) + y(t) d'aprés le théoréme de Lebesgue, et vy, >y uniformément
d'aprés le théoréme d'Ascoli

Siy=Tk, on a vu que y € % Q . Il en résulte que O ¢ (I-T)(59),
que I - AT", 0O < A < 1,est une homotopie de I-T"sur I ; d'od d(0,I-T{Q ) = + 1.

Vérifions maintenant la condition (C) du théoréme 2.5.

Soit, pour tout € > O , K_une fonction de [0,T1? x m®R" dans R" R
€

lipschitzienne, telle que HKJIw.illﬂlm et
%-Z Sup {“K(t,T,a)-Ke(t,T,a)“ l 0<t, i< T et Hdl < 2T Hﬂlm}

Soit TE : Q> C(O,T;IRn) 1'opérateur défini par y = Tgx si
t . = .
y(t) = IO Ke(t,T,X(T))dT pour tout te [0,T] . Six€Q , siy= Téx et

z = T%,on a pour tout t € [0,T]:

lz(e)-yoll < fg ke, T, x(@) & _(t,r,x()lldr <[5 £dr <e.

Donc “T’Ex—T)'(H°° < € . L'opérateur Tg est continu et compact pour les mémes
raisons que T% Enfin vérifions que 1'équation x - Tgx = b a au plus une

solution. Soit x et y tels que x - T;x =b =y - T;y. On a pour tout t € [0,T]:
t
x(t)-y(t) = fo [KE(C,T,X(T)) - Ke(taT,y(T))]dT .

Soit k€ le rapport de Lipschitz de KE et soit A(t) = Hx(t)—y(t)“ .
On a A(t) E_fé kEA(T)dT pour tout t € [0,T], ce qui implique A = O ,

donc x = y.

REMARQUE 2.9.

Lorsque K(t,T,0.) ne dépend pas de t l'équation intégrale consi-
dérée est équivalente 3 1'équation différentielle x(t) = K(t,x(t)) , x(0) = 0.
Le théoréme 2.8. est du, dans le cas des équations différentielles, 2

ARONSZAJN.
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Un exemple pour illustrer dans R 1a condition (C)

Soit  un ouvert borné non vide de RZ . Soit f et h deux

fonctions continues de § dans IR ". Nous dirons que f est h-monotone 8i :
f + ch est injective pour tout € > O .

C'est le cas par exemple si h est injective et si :
[£(x)-f(y)].[h(x)-h(y)] > 0 pour tous x,y dans Q .

En effet, f(x)+eh(x) = f(y)+eh(y) implique :
EE)-£(y)].[h&)-h(y) 1 = - e[h(x)-h(y)]?

ce qui n'est possible que pour x =y .

PROPOSITION 2.10.

Si f est h-monotone, si O ¢ £(dQ) et si d(0,f,Q) # O R
1'ensemble f—l(O) est un RG .

DEMONSTRATION
Posons Tx = x - f(x) et Tex = Tx - ch(x).

On a f—l(O) ={xeQ | x = Tx}. On peut appliquer le théoréme 2.5.

En effet, on a :
(I-T)(3Q) = £(3Q) 0 ; d(0,I-T,Q) = d(0,f,Q) # 0 ;

I—T€ = f+eh est injectif ; “TQX‘TﬁI ﬁ_EHHIm pour tout x € Q.

REMARQUE .

Si Q est convexe et f monotone au sens habituel, on vérifie

facilement que f_l(O) est convexe.
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§ 2 - EQUATIONS DIFFERENTIELLES MULTIVOQUES AVEC RETARDS

a) Enoncé des résultats

Le résultat principal de ce paragraphe est le théoréme 2.12.
qui énonce essentiellement que 1'ensemble des solutions d'une équation
différentielle multivoque avec retards est acyclique. En particulier,on
retrouve la propriété que l'ensemble des solutions d'une équation diffé-
rentielle ordinaire est acyclique.
Dans toute la suite,on note Tl,...,Tm » m > 1,des réels positifs
cu nuls ; on pose T = sup (T],...,Tm).

On note T un réel strictement positif.

NOTATION 2.11.

La notation suivante simplifiera les &critures
Etant donné une fonction y € C(—T,O;I{n) et une fonction x € C(O,T;Hin)
telle que x{(0) = y(0),

On notera yx la fonction définie par

yx(t) = y(t) pour -T<t<0;
yx(t) = x(t) pour 0<t<T ,
THEOREME 2.12.

Soit T une multi-application s.c.s. de R™ dans R"™ a valeurs
convexes compactes non vides. On suppose que I est bornée, c'est-a-dire
qu'il existe r > O tel que Hb“ < r pour tout a € R™ et tout b € I'(a).
Pour toute fonction y € C(—T,O;H{n) on note S(y) l'ensemble des solutions

x de 1'équation différentielle multivoque auec retards :
x est absolument continue de [0,T] dans r" , X(0) = y(0)
x(t) € F(yx(t-rl),...,yx(t—Tm)) pour presque tout , t € [0,T]

La multi-application y > S(y) de C(-T,O;Din) dans C(O,T;H{n) est s.c.s. a
valeurs compactes acycliques non vides. Si B est borné dans c(-1,0;R™),
S(B) est compact dans C(O,T;D{n).
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COROLLAIRE 2.13.

Soit A(y) ={ x(T) / x € S(y)} . Pour tout ¥y, A(y) est un compact
connexe non vide. La multi-application A est s.c.s.

Si (B est borné, A(®) est compact.

Dans le théoréme 2.12. nous avons fait 1'hypothése que T est
définie sur tout 1l'espace et que T est bornée. Ces hypoth&ses ne sont
restrictives qu'en apparence : les hypothéses qui assurent 1'existence de
solutions d'une équation différentielle permettent en général de se ramener

au cas ou I' est bornée et partout définie. Pour préciser cette idée on exami-
nera le corollaire 2.14., ci-dessous et sa démonstration (voir a la fin du

paragraphe).

COROLLAIRE 2.14.

. . . . +1 n -
Soit T une multi-application de R' dans R, s.c.s., 3 valeurs
convexes compactes non vides. Soit T > 0. On suppose qu'il existe deux réels
o et B> 0 tels que

a€ R", t€ [0,T] et b I(t,a) impliquent ||b] < o +8 [l .

n . . . .
Pour tout X € R, soit S(xo) l'ensemble des solutions x de 1'équation

différentielle multivoque

X i [o,T] » R" absolument continue , x(0) = X

< x(t) € T(t,x(t)) pour presque tout t € [0,T]
La multi-application X, > S(xo) de ® dans C(O,T;I?) est s.c.s. a valeurs
compactes acycliques non vides. La multi-application

X, > A(xo) = {x(T) [ X € S(xo)} est s.c.s. a valeurs compactes connexes non

vides,

En prenant T' "univoque" dans le théoréme 2.12. et en ajoutant le
i

temps grdce a l'artifice classique "t = |" , on obtient
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THEOREME 2.15.

. . . - 1+nm n
Soit f une fonction continue bornée de R dans R . Pour

toute fonction y € C(-1,0; IR ™) soit S(y) l'ensemble des solutions

X € Cl(O,T;IRn) de 1'équation différentielle avec retards:

x(0)
{ x(t)
La multi-application y - S(y) est s.c.s. 3 valeurs compactes acycliques

non vides de C(-1,0;IR™) dans C(0,T;R™).

y(0), et pour tout t € [0,T]

f(t,yx(t—rl),...,yx(t—Tm))

Pour tout borné B, S(B) est un compact.
L'ensemble A(y) = {x(T) | x € S(y)} est un compact connexe et la

multi-application A est s.c.s.

REMARQUE 2.16.

Si f est lipschitziemnne,S(y) est réduit 3 un point.

REMARQUE 2.17.

Lorsque m = 1 et T, T O on obtient une équation différentielle
ordinaire. On a déja vu (cf. remarque 2.9.) que dans ce cas S(y) est un Rd’

donc en particulier un compact acyclique non vide.

b) Démonstrations

ORIENTATION 2.18.

Exception faite de la démonstration des corollaires 2.13. et 2.14.
que l'on trouvera 3 la fin du paragraphe, le reste du paragraphe est consacré
a2 la démonstration du théoréme 2.12.

La démonstration du théoréme 2.12. se décompose en trois étapes
- On construit une suite Fn de multi-applications d'un type particulier qui

converge vers ' (proposition 2.19.)
= On démontre le théoréme 2.12. pour les multi-applications Fn
(proposition 2.23.)

- On passe 3 la limite.
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PROPOSITION 2.19.

. - . n .
Soit X un espace métrique compact, G : X -+ K R" une multi-
application semi-continue supérieurement. Il existe une suite Gn de multi-

. . . . . n
applications semi-continues supérieurement de X dans K IR telle que

(1) ¥x€eX,¥neg IN : G(x)C< Gn(x)

: (o=
2) ¥x€X,¥ng IN Gn+1(x) Gn(x)
(3) ¥x € X, la suite Gn(x) converge vers G(x) pour la distance de
Hausdorff
P

(4) Les Gn(x) sont de la forme I ‘$i(x) Ci ol C],...,Cp désignent

i=1

n

p éléments de K R et P, une partition continue de 1'unité sur X.

DEMONSTRATION

Prenons p > 0 et soit B(xi,p) ,» i=l,...,m , un recouvrement ouvert

de X par des boules de rayon p .

Soit Ci = conv { U G(x)}
XEB(xi »2p)

Soit<pl,...;pm une partition continue de 1'unité associée au recouvrement

B(xi,p) » i=l,...,m .

no~mg

Enfin soit Go(x) = mi(x) Ci .

i=1

Posons maintenant © %-p s SOit B(yj,c) s 3=1,...,k.

Un recouvrement ouvert fini de X par des boules de rayon g .

Notons D, =conv { U G(x)}
] X€B(y;,20)
et soit Wl,...,Wk une partition de 1'unité associée au recouvrement B(yj,c) ,
j=l, ...,k .
k
Soit Gl(x) = ¥ Y.(x)D
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On construit ainsi par récurrence une suite Gn ; on va montrer
que Gn vérifie les conditions (1), (2), (3), (4).
En effet : fixons-nous pour la suite un point X dans X.

Not.ons

H
]

{i ] x € B(xi,p)}
J=1{; | x € B(yj,o)}
Montrons d'abord que G](xo) C-Go(xo) ; pour cela utilisons un lemme auxiliaire.

LEMME 2.20.

ieI et jeJ entraine B(yj,20)<: B(x,,2p)

DEMONSTRATION
Soit z € B(yj,ZG) , on a d(z,yj) <20

comme 1€ I , on a d(xo,xi)< o)

et comme j € , on a d(xo,yj)< o]
d'ol

d(z,xi) < d(z,yj) + d(yj,xo) + d(xo,xi)
d'ou

d(z,xi) <20+0+p=2p

-————-—.—.—.*—..

Donc si 1 € I et j € ] on a Dj(: Ci
d'ou

D.< ¥ ®.(x )C. pour tout j dans |

jer 1 o i

et donc L ¥Y.(x)D.C § p.(x )C.
i€ j 70773 ie1 i %0’ >

1 [y
Soit G](xo) Go(xo)
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Montrons maintenant que G(xo)<: Gl(xo)'

On a : G(x) © Dj ¥jel]
d'ot : G(x )< T VY.(x )D.
°  jey o3

(4) étant trivialement vérifié, il ne nous reste plus qu'd vérifier (3).
Considérons la multi-application Gn construite 3 partir de
o= e
Soit X € X fixé et € > O ; puisque G est s.c.s., il existe n > 0 tel que
conv { U Gy}l c G(xo) + ¢B(0,1) .
d(x_,y)<n

Prenons n assez grand pour que P, <n/3,

Notons In = {i | x € B (xi,pn)}
alors : Gn(xo) = .Z ai(x) Ai
1€l
n
avec : A, = conv { U G(y)} .
YEB(Xi,ZPn)
1 1 . . C c
Or si i ¢ o B(xl,ZOn) B(x ,30 ) B(x ,n)
d'ol : Ai c G(XO) + ¢B(0,1)

c .
et donc Gn(xo) G(xo) + ¢B(0,1)

REMARQUE 2.21.

On peut remplacer la condition (3) par la condition équivalente
(3)" ¥x € X G(x) = N Gn(x).
ne IN
REMARQUE 2.22.
Ultérieurement, nous appliquerons la proposition 2.9. avec

X = B(O,r) dans IR ™

- On peut alors utiliser des partitions Lipschitziennes

e . . mn .
de 1'unité définies sur IR tout entier.
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La deuxiéme €tape consiste maintenant 4 démontrer le résultat
pour le type particulier de multi-applications intervenant dans la

proposition 2.19.

PROPOSITION 2.23.

Les notatinns et les hypothéses sont celles du théoréme 2.12.

En outre, on suppose que I est de la forme

nm

I'(a) =
i

i 1o

Pp.(a)C. pour tout ag IR
1 1 1

N . n -
ou les Ci sont des convexes compacts non vides de IR, et ou @pl,...;p )

.. e _ . . .. P m
est une partition de l'unité composée de fonctions lipschitziennes sur R = .

Méme conclusion que le théoréme 2.12.

La DEMONSTRATION de cette proposition est décomposée en quatre lemmes.

Plus précisément la proposition résulte des lemmes 2.27. et 2.28. ci-dessous.

Notons BC l1'ensemble des fonctions mesurables de [0,T] dans

C] X ... X C_. C'est un convexe compact pour la topologie

o(L, 0,1 %) L (0,T;R™)).
En effet, c¢'est un convexe fermé pour la topologie forte dans L],
donc un convexe fermé pour la topologie faible o(Ll,La). En outre BC est

borné dans L_(...) donc relativement compact dans L pour la topologie faible

O(Ll,gw).

1

Pour tout u = (u

o
R x R™ 5> R" définie par

.,up) appartenant a B, la fonction f

C

f(t,a) = ﬁi(a)ui(t) est lipschitzienne par rapport & a , mesurable par

1

n o

1

rapport a t. L'équation différentielle avec retards suivante

x(0) = y(0) et pour presque tout t € [0O,T] !

p
x(t)

P lyx(e-1 ), e yx(e=T ))u, (6)

1=1

admet donc une solution et une seule d'aprés les résultats classiques sur les

équations différentielles avec retards.
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NOTATION 2.24.

On note x = ¥Y(u,y) cette solution.

LEMME 2.25.

L'application ¥ est continue de BC x C(-1,0;R™) dans C(O,T;H{nl
ol BC est muni de la topologie faible U(LI(O,T;H{np), Lm(O,T;E{np)) et ol

C(-1,0; R™) et C(0,T;R™) sont munis de la topologie forte de la convergence

uniforme.
DEMONSTRATION
Comme BC est un compact métrisable, on peut raisonner avec des
. . . n
suites. Soit u, = (uk,l"°"uk,p) € BC et soit Yy € C(-7,0;R ) tels gue

uk > u et yk >y .
Soit X, = W(uk,yk). Pour tout k € Non a

[l < 6 00 6 = supflld] | acc, ,1<ic<p)

et Sup (|x, (0)]| = sup y, O <+
ke IN ‘ ke IN

Donc, d'aprés le théoréme d'Ascoli, il existe une sous—suite, encore notée Xy
qui converge vers une fonction x dans C(O,T;H{n). Il suffit de démontrer que
x = ¥Y(u,y).

Comme Y T Y et x > x, la fonction VX (voir définition 2.11.)
converge vers la fonction yx.

Il en résulte que, quand k >+ » , la suite de fonctions o

s 1
définies par :

ak,i(t) = :pl(ykxk(t_-r])"")ykxk(t_Tm)) 1 E__ 1 f__ p
converge uniformément vers la fonction oy définie par;
ai(t) = $i(yx(t—rl),...,yx(t-Tm)) 1 <i&p

Comme Ug,i converge faiblement (G(LI,Lm)) vers u. et comme, par

définition de V¥ ,

p
kk(t) = I a .(thu,. .(t)
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On\é; déduit que %, converge faiblement (O(L],Lw)) vers la fonction z

k

P
définie par z(t) = I ai(t)ui(t). Comme X > x on a 3 la limite
=1

t
x(t) = x(0) + f ai(e)ui(e)de pour tout t et donc x = ¥Y(u,y), ce
0

1

[ e B o B o

i

qu'il fallait démontrer.

LEMME 2.26.

Pour tout y € C(—T,O;E(n), on a S(y) = W(Bc,y).

DEMONSTRAT ION

Soit u € BC et soit x = Y(u,y). On a, d'aprés la définition de BC
et de T

. P

x(t) = iElCpi(yx(t-Tl),...,yx(t-’rm))ui(t)
donc

. P

x(t) ¢ iil \pi(yx(t—Tl),...,yx(t-’rm))Ci = F(yx(t—T]),...,yx(t“Tm))

pour presque tout t € [0,T]. En outre x(0) = y(0). Donc x € S(y).

Ceci montre 1'inclusion W(Bc,y)<: S(y). Montrons 1l'inclusion
inverse. Soit x € S(y). Comme x est absolument continue, il existe une fonction
borélienne b : [0,T] > R " telle que b(t) = %(t) pour presque tout t € [0,T].
Soit oy [0,T] x IR PP . ®™ 1a fonction borélienne définie par
p

.,ap) = z @i(yx(t—T]),...,yx(t—Tm))ai—b(t)

ai(t,a .
1=1

TR

Scit A la muti-application de [0,T] dans CI X s X Cp définie par

At) = {a=(a1,...,ap) €C X ... Cp | a(t,al,..

.,a ) = 0}
p

Comme x € S(y) on a pour presque tout t € [0,T]

b(t) = x(t) ¢ F(yx(t-rl),...,yx(t-Tm))-
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D'aprés la définition de ' , ceci implique que A(t) est non vide.
D'autre part, le graphe de A est a—l(O) qui est borélien. Donc, d'aprés le
théoréme de sélection de Von Neumann, il existe une fonction mesurable u
[0,T] - C] X vl X Cp telle que u(t) € A(t) pour presque tout t € [0,T].
D'ol, (avec u(t) = (ul(t),...,up(t)))

b(t) = x(t) =

oo

Cpi(YX(t-Tl) see ,YX(t—rm))ui(t)

1=]

pour presque tout t € [0,T]. C'est-3a-dire x = ¥(u,y).

LEMME.2.27.

Pour tout y € C(-7,0:1R W), S(y) est un compact non vide acyclique.

DEMONSTRATION

Fixons y. Soit A 1'application de BC dans S(y) définie par

A(u) = ¥(u,y). D'aprés le lemme 2.25., A est continue.D'aprés le lemme 2.26.,
N est surjective. Comme B est compact non vide, il en résulte que S(y) est
un compact non vide. ¢

Pour tout x € S(y), 1l'image réciproque A_](x) est un convexe (cf.
définition 2.24. de V¥).

En particulier A_l(x) est acyclique. Donc d'aprés le théordme de
Vietoris-Begle, 1'homomorphisme A% Hq(Bc) -> Hq(S(y)) est un isomorphisme
pour tout q > O .

Comme BC est convexe, BC est acyclique. Donc S(y) est acyclique.

LEMME 2.28.

La multi-application y -~ S(y) de C(—T,O;ﬂin) dans CQO,T;H{n)
est s.c.s. . Si OG> est un borné de C(~T,O;H{n) s §?2§7'est un compact de
c,T;R™M.
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DEMONSTRATION

Soit k= sup {yf, | ye®}

et soit k2 = Sup ﬂl@l | a € Ci i=1,...,p}.

On a pour tout y € (d et tout x € S(y) :

2Ol = Iyl <%, et %]  <x,

I1 en résulte, d'aprés le théoréme d'Ascoli, que S({(») est relativement
compact dans C(O,T;H{n).

Pour montrer que S est s.c.s.,il suffit maintenant de montrer
que le graphe de S est fermé. Soit X, € S(yk) tels que Ve TV et x, - X.

k

D'aprés le lemme 2.26., il existe une suite u € B, telle que X, = W(uk,yk).

C

Comme BC est séquentiellement compact, il existe une sous-suite, encore

notée uk’ qui converge vers u dans B_. Par continuité de ¥ (lemme 2.25.)

c
on a x = ¥(u,y) , donc x € S(y).

Passons maintenant 3 la troisidme et derniére étape de la

démonstration du théoréme 2.12.

Les notations et les hypothéses sont celles du théoréme 2.12.

Soit r_un réel positif. Soit D la boule

D=1{yect-1,0;R™ | Iyl <r}.

I1 suffit de montrer les propriétés énoncées dans le théoréme 2.12. pour

la restriction de S & D. Donc r et D sont fixés pour la suite de la

démonstration.

Soit y€ D et x € S(y). On a Hﬂiw <r ol r est le réel défini
dans 1'énoncé du théoréme 2.12.
On a Hx(O)H = Hy(O)H <r,. On en déduit, d'aprés le théoréme d'Ascoli, que

S(D) est relativement compact. On en déduit aussi que
<ol < r,+ T pour tout t € [0,T]. ;
On applique la proposition 2.19. avec

X ={a= (a ,...,am) € (H{n)m { Hai“ 5_ro+rT pour 1 < i < m}

1
et avec G = restriction de T' 4 X. On trouve ainsi une suite Gn de multi-

applications qui vérifient les conditions (1,2,3,4) de la proposition 2.19.
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En outre, on peut supposer que les fonctions @i qui interviennent dans la
P . . U nm
propriété (4) sont lipschitziennes, définies sur IR (et non pas seulement
nm . .. . nm
sur X& IR ) et constituent une partition de 1l'unité sur IR (cf. remar-

que 2.22.) De telle sorte que Tn définie par

Tn(a) =

i

T oo

1 ®i,n(a) Ci,n

colncide avec Gn sur X. En outre, d'aprés la construction de Ci (cf. démons-
tration de la proposition 2.19.) et d'aprés 1'hypothése "T'(a) < E(O,R),
¥ae R Mo onoa Ci(: ﬁ(O,r) pour tout i=1,...,p . Donc Fn(a)<: B(0,r)
pour tout a et tout n.

I1 en résulte que les &ventuelles solutions de

x(t) € Tn(yx(t—T]),...,yx(t—Tm))
(En)
x(0) = y(0)

vérifient “ﬂlw < r donc “ﬂlw < ro+rT.

Comme Pn et Gn coincident sur X, les solutions de (En) vétifient

donc

x(t) € Gn (yx(t—Tl),...,yx(t—Tm))
(Fn)
' x(0) = y(0).

D'aprés 2.23. 1'équation (E ) admet un ensemble de solutions S (y) qui est
un compact acyclique, non v1de, et la multi-application y - S (y) de D dans
Cc (0, T; R ) a un graphe fermé (cf. Démonstration du lemme 2. 28 ).
Comme G est inclus dans G les solutions de (E ) sont des
n+l n n+l
solutions de (En)'

Autrement dit, on a § (y)y < Sn(y). I1 en résulte que 0N Sn(y)

ng N

est un compact non vide qui est acyclique d'aprés le théoréme'B des préli-

n+l

minaires du chapitre I. De plus le graphe de la multi-applicatinn
y >0 Sn(y) est fermé comme intersection des graphes des multi-applications

y = Sn(Y). Nous allons montrer que S(y) = N Sn(y) , ce qui achévera
ne N

la démonstration du théoréme 2.12.
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Soit x € S(y). On a “x”eo f_ro+rT .
Dcnc [yx(t—rl),...,yx(t—Tm)] € X pour tout t € [0,T].
Comme T'(a) < Gn(a) = Fn(a) pour tout a € X , on en déduit que x vérifie
1'équation (En) pour tout n € IN .

Inversement, soit x € N Sn(y). Pour presque tout t et tout n on
x(t) € Gn(yx(t—Tl),...,yx(t*Tm)) .

Dcne
x(t) ¢ N Gn(yx(t—Tl),...,yx(t—Tm)) .
ne N
D'aprés les propriétés (2) et (3) de la proposition 2.19.,on en
déduit x(t) € T(yx(t—Tl),...,yx(t—Tm))l
Donc x € S(y).

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 2.13.
Soit m l'application de C(O,T;H{n) dans R" définie par m(x) = x(T).

On a A(y) = m(S(y));comme S(y) est un compact acyclique non vide, c'est un
ccmpact connexe non vide ; donc 1'image A(y) = m(S(y)) est un compact connexe
nen vide. '

La multi-application m o S = A est s.c.s. comme composéed'une

multi-application s.c.s. et d'une fonctinn continue.

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 2.14.

Les solutions de l'équation :

x(0) = x_ x(t) € T(t,x(t)) 0<t<T
vérifient Hk(t)“i o + B|x(t)]| pour presque tout t d'oi
Ixorx |l < rallx D + gfglx(s)-x lds

| | |
et donc ||x(t)]] < ”XO“ + Q_i%ufni (eBT—l) = k  pour t ¢ [0,T].
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I1 en résulte qu'en modifiant T'(t,a) en dehors de 1'ensemble

[0,T] x B(0,k) on ne change pas 1'ensemble des solutions. On peut donc

supposer que [ reste bornée sur r™! En posant & = (t,x) et ['(§) = {1} x L)
on se raméne i 1'étude de 1'dquation £(t) € f(g(t)) ,» £(0) = (O,XO) a
laquelle on applique le théporéme 2.12.

——&_

REMARQUE 2.29.

Dans le cas d'une équation différentielle multivoque ordinaire,
la connexité de 1'ensemble des &tats accessibles a &té établie par KIKUCHI [15].

La connexité de 1'ensemble des trajectoires dans le cas de la dimension infinile

a été démontrée par VALADIER [16].
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§ 3 - EQUATIONS DIFFERENTIELLES MULTIVOQUES SUR LES VARIETES.

Soit V une variété compacte de dimension n et de classe ( 2.
Comme d'habitude, on note TVV 1'espace tangent a V au point v € V , et
on note TV le fibré tangent a V.

Comme V est compacte, il existe une structure uniforme et une
seule sur V. Pour tout to> 0 , on peut considérer l'espace C(O,tO;V) des
fonctions continues de [O,taﬂ dans V , muni de la topologie de la conver-
gence uniforme.

I1 existe au moins un plongement ¢ : V - IRk (k > n) ([13],
théoréme 3.11.). Notons Lip® (O,tO;V) le sous—ensemble de C(O,tO;V) formé
des fonctions x telles que & , x soit lipschitzienne de [O,to] dans Iﬁk.

On vérifie facilement, grdce i la compacité de V, que si ¢' : V » Hik est
un autre plongement, on a : Lipé, (O,to;V) = Lip® (O,tO;V).

On peut donc parler de 1'ensemble Lip (O,tO;V) des fonctions lipschitziemnnes
de [0,t ] dans V sans préciser le plongement. Si x € Lip (O,to;V) et si @
V> IR est un plongement,il existe un ensemble de mesure nulle N [O,to]
tel que & , x soitdérivable sur [O,to] \ N.

On vérifie facilement que si t € [O,to] \ Net si g : U~ R™ est une carte
locale au voisinage du point x(t), alors o o x est dérivable au point t.
Donc si x € Lip (O,tO;V) la dérivée x(t) est définie pour presque tout

t € [O,to].

Pour tout v € V et tout t € [O,to] , on se donne un convexe
compact non vide, I'(t,v), dans 1l'espace tangent TVV au point v. On suppose

que
G = {(t,(v,8)) € [0,£ 1 x TV | £ e I(t,m}
est un compact de [O,to] x TV.

THEOREME 2.30.

?
Pour tout v € V, l'ensemble ??(v) des solutions de 1'équation

différentielle multivoque :
x € Lip (O,tO;V) , x(0) = v,
(1)
x(t) € T(t,x(t)) pour presque tout t € [O,to]
est un compact acyclique non vide de CXO,tO;V).

En outre, v - E?(v) est une multi-application s.c.s. de V dans C(O,tO;V).
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DEMONSTRATION

On peut supposer que la variété V est plongée dans Bik ; on
identifie V et son plongement.

Il existe un voisinage ouvert ( de V dans RX tel que la pro-
jection orthogonale r : § - V soit définie et de classe &! (prendre pour
! un voisinage tubulaire de V suffisamment petit, cf. BERGER~GOSTIAUX [13],
théoréme 2.7.12).

Soit C = sup {|&| | £ e I'(t,v),(t,v) € [0,e 1 x v}

Soit Fl la multi-application de [O,to] X IRk dans H{k définie

par

T](t,a) T'(t,r(a)) si ag

B(0,C) si ag

F](t,a)

Fl(t,a) est un convexe compact non vide inclus dans E(O,C) pour tout
t e [O,to] et tout a € Bik et 11 est immédiat que F] est s.c.s.
On peut donc appliquer a F] le théoréme 2.12.
Pour a € IR k soit zi(a) 1'ensemble des solutions de 1'équation

différentielle multivoque

X [O,to] > R k absolument continue, x(0) = a
(2)
x(t) ¢ Pl(t,x(t)) pour presque tout t € [O,to]

D'aprés le théoréme 2.12., on sait que pour tout a € ]ik

N ?f:(a) est un
k

compact acyclique non vide et que ??] : R > C(O,to;nik) est s.c.s.

Pour démontrer le thépréme 2.30., il suffit donc de vérifier que pour tout

vev, Ejl(v) est contenu dans C(O,to;V).

Soit X une solution de (2). Soit

T, = sup {1 € [O,to] | x(t) € @ pour 0 < t <t} o,
i}

comme x est continu, comme x(0) € Q , comme ) est ouvert, on a T > 0. Soit
o

P(t) = 5 d(x(r),V)?

1
2
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Pour 0 <t < T omn a :
- e}
P(E) = (x(t)~y(t))? avec  y(t) = r(x(t))

Sur [O,TO[ la fonction @ est presque partout différentiable, et presque

partout
P(r) = < %(B)-y(t) ,x(t)-y(t) >

Comme y(t) € V pour tout O < t < T, » ona y(t) € Ty(t)v . D'aprés la
définition de Fl et d'aprés (2), on a :

x(t) € rl(t,x(t)) = I(t,y(t)) < Ty(t)V .

Donc x(t)-y(t) € Ty V . Comme y(t) est la projection orthogonale de x(t)

(t)

on a
¢ =< x-y,x-y > =0 .

Donc, (t) =P (0) = O pour tout t € [O,TO[
Donc, x(t) € V pour tout t € [O,TO]

Pour achever la démonstration du théoréme 2.30. il suffit donc de montrer
que T_ = t,- Supposons TO < to . Comme X est continu, comme { est ouvert,

comme x(t) € {! pour tout t € [O,TO] , 11 existe T, > T tel que x(t) €

1
pour tout t € [O,T]] ; ce qui contredit la définition de T, -
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CHAPITRE III

APPLICATIONS

En utilisant les outils construits au chapitre I,
et les résultats d'acyclicité démontrés au chapitre II, on développe

dans ce chapitre quelques applications qui nous paraissent typiques.
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§ 1 - RESULTATS D'EXISTENCE POUR DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

MULT IVOQUES

On reprend les notations du théorédme 2.12.

(n note T],..

T désigne un nombre > O.

T des réels positifs et on pose T = sup (T],...,Tm).

On note T une multi-application s.c.s. de R™ dans R" telle que

I' est s.c.s. 3 valeurs convexes compactes non vides.
(1) I1 existe c_ > O tel que Iol] < ¢, Ppour tout
ae R™ et tout b e I'(a).

Pour tout y € c(-t,0;R™), on note S(y) l'ensemble des solutions x de
1'équation différentielle multivoque avec retards suivante (pour yx voir

notation 2.11)

x € C(0,T; IR n ) , x absolument continue, x(0) = y(0)
(2)
x(t) € T(yx(t-T]),...,yx(t—Tm)) pour presque tout t € [0,T].

On peut bien sur considérer des équations sans retards, ou des équations
"univoques" avec retards, ou des éguations univoques sans retards. Par
exemple, pour obtenir des équations sans retards, il suffit de faire m = 1

et T, = 0O . On a alors C(-T,O;Iln) = R" et 1'équation (2) s'écrit

X € C(O,T;H{n) , X absolument continue, x(0) = y ¢ RrR"

3
x(t) € T'(x(t)) pour presque tout t ¢ [0, T]

Le théoréme 2.12. affirme que la multi-application y -+ S(y) de
C(-1,0; R n) dans C(O,T;Hin) est s.c.s. a valeurs compactes acycliques non
vides, et que si (3 est borné, S(Cd) est relativement compact.;Soit k un
entier > | et r une application continue de C(0,T;R"™) dans RX. Par exemple

on peut prendre k = n et

(4) r(x) = rT(x) = x(T).
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La multi-application r , S n'est pas, en général, a valeurs acycliques ;
méme si r est linéaire, il y a des contre exemples simples.

Cependant, nous avons vu au chapitre I que les multi-applications
du type r o S avec r univoque continue et S multivoque acyclique ont dans
une large mesure les m€mes propriétés de surjectivité, de points fixes, de
degré que les multi-applications 3 valeurs convexes ou & valeurs acycliques.

Par exemple, on a

PROPOSITION 3.2.

Soit F un rétracte absolu compact contenu dans R. Supposons que

m=1, Tl = 0 et que

(5) y € F et x solution de (3) impliquent x(T)’e F

Alors 1'équation x € T'(x) a une solution périodique de période T.

DEMONSTRATION

Soit, comme ci-dessus, S(y) 1l'ensemble des solutions de (3), et r

T
la fonction définie par rT(x) = x(T). La multi-application composée

Ipoo S vérifie rT(S(F))C F et donc il existe y € F tel que y € rT(S(y))
(utiliser une rétraction p d'une boule B(O,r), r > 0, sur F et appliquer
le théoréme 1.15. 3 la multi-application rnoo S o p). Donc 1l existe une
solution x de (3) vérifiant x(0) =y et x(T) = y.

On obtient une solution périodique de x € T (x) en prolongeant x

par périodicité sur tout IR

-——_._’(_

Le théoréme suivant est écrit en termes de surjectivité, on pourait
aussi l'écrire en termes de théorie du contrdle comme un probléme d'accessi-
bilité (voir § 2). On revient aux notations et hypothéses de 1'é@quation (2),

énoncées au début du paragraphe.
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THEOREME 3.3.

Soit L une application linéaire de R™ dans R"

Soit x = o(y) la solution de 1‘'équation

(6) x (0) y(0) , %x(t) = L(yx(t-T]),...,yx(t—Tm)) .

Soit Z(y) 1'ensemble des solutions x de 1'équation

(7

e

{ x(0) = y(0) , x absolument continue et pour presque tout t € [0,T]

x(t) € L(yx(t—T]),...,yx(t—Tm)) + F(yx(t—rl),...,yx(t~Tm))

. . k
S1 F est un sous-espace vectoriel de C(-T,O;H(n) tel que r(o(F)) = R,

alors r(Z(F)) = IRk . (r désigne ici une application linéaire continue de

C(O,T;IRn) dans ]Rk) .

DEMONSTRATION

Comme r et ¢ sont linéaires, r o est linéaire.

= k et r(G(Fl)) = R
k

Donc il existe un sous—espace F. de F tel que dim F k.

] ]
Si nous montrons que r(Z(F])) = H{k alors, a fortiori, r(Z(F)) = R
Il suffit donc de démontrer le théoréme avec 1'hypothése supplémentaire
dim F = k.

Admettons provisoirement le lemme suivant

LEME 3.4.
Pour tout y € C(—T,O;R.n), pour tout x € I(y) , et pour tout

z = 0(y) on a

(8) Hx—zjloo < ko avec k (ebT—l)

o Co/b

ol CO est la constante introduite dans (1) et b une constante > O.

L k .. . . .
Soit 1 : IR -+ F une bijection linéaire. Comme ¥, ¢ o 1

M
[}
T

surjectif, c'est une bijection linéaire.

(9 Soit kl un réel strictement positif
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Soit Qo(: R k la boule ouverte de centre 0 et de rayon

(k + ko“r“ Mr o © oi)-IH . Soit :
K={(,x) ¢ QO X CO,T;IR ™ | x € Z(i(M))} . Soit O = r(o(i(Q))).

Comme r , 0 , i est une bijection linéaire, c'est un homéomorphisme.
Donc @ =1 o 0 , i(ﬁo). Soit p : K ~» { la fonction définie par
PA,X) =1 4 0, i()) et soit ¥ : K + H*’ la fonction définie par
Y(A,x) r(x).

Pour tout u ¢ Q , on a<$—1(u) = {A} x T(O)) pour
A=(r o 0o i)_l(u). DonCap_](u) est acyclique pour tout u ¢ Q. Nous allons

appliquer au couple @@,¥) la théorie du degré développé au chapitre I.

Pour tout (A,x) € K, on a x € Z(i(A)), donc Hx—O(i()\))Hoo < ko

d'aprés le lemme 3.4., donc ||r(x)-r(o(i(A)))]] 5llr1|ko , c'est-a-dire :
(10) 1Y OLx) < (x| i“r{lko pour tout (A,x) € K .

D'autre part, pour tout (\,x) € Kon a :
an el =idr o o0 il 2o 0. D77

Soit (A,x) € K tel que (A,x) € 3. Onar o O i(A) € 2. Comme r o 0 o 1

est un homéomorphisme,on a A ¢ BQO , ¢'est-3-dire :
. ‘ , =1
(r2) [l =k, + Hrdko)H(r o 0 o i) |
Donc, pour tout B € [0,1] et tout (X,x) € K, on a d'aprés (10), (11) et (12):

(1) 9 0ux) € 30 impligue |80 (4, )+ (1-B)¥Y (A, > Kk, .

!
Cette relation prouve que le couple (P,¥) est homotope au couple

) par rapport i n'importe quel point a € IR k tel que Had < k] .D'ou,

sijla < kooy d(a,@,¥),2) = d(a,@,p),2) = +1. (Cf. chapitre I).
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Donc a € Y(K). Autrement dit, il existe A€ Q , y = i()) et x € 2(y)
tels que r(x) = a. Donc a € r(Z(F)) puisque i(A) € F . En faisant varier
a et la constante k1 introduite plus haut (cf. (9)) on obtient

R K= r@Em).

I1 ne reste plus qu'ad démontrer le lemme 3.4.

DEMONSTRATION DU LEMME 3.4.

Avec les notations du lemme 3.4., on a :

B z(t)-x(t) € LI(yz-yx) (t-Tl) yo o5 (yZ=yX) (t-Tm)]
(14)
-F(yx(t-Tl),---,yX(t‘Tm))

Posons u(t) = x(t)-z(t) pour O <t <T, et u(t) = 0 pour -7 <t <0. 0n a,

d'aprés la définition 2.11. (chapitre II), u(t) yx(t)-yz(t) pour tout

t € [-1,T] . D'aprés (1) et (14), on a, pour presque tout t € [0,T]
as) el = fz@-x©l <fullluce-il + ..o+ flue-7)ll1 + ¢

Sillul = 0 on en déduit que “u(t)“ f_COt puisque u(0) = 0.

Si Hﬂl >0, le lemme 3.4. résulte de (15) et du lemme suivant :

LEMME 3.5.
Soit v une fonction absolument continue de [-T,T] dans Rr™.

Posons a(to) = Sup {“v(t)“ | -1 <t < to}

Supposons qu'il existe a > 0 et b > 0 tels que :
(16)  ([v(0)] < a + ba(r)
pour presque tout t € [0,T] . Alors , on a :

an vl < 2 (E-1) + a(0)ePt pour t € [0,1].
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DEMONSTRATION

D'aprés (1 6 ) la fonction v est lipschitzienne de rapport

a + b a(T). Donc la fonction 0 est lipschitzienne de méme rapport sur [0,T].
Donc 0 est presque partout dérivahkle. Comme O est croissante’on a a >0 .

Soit t, un point de [0,T[ ot & et v sont dérivables
On a v(to+h) = v(to)+6(to)h + |h|€(h) avec “E(h)“ > 0 quand h - O.

Or, on a pour h > 0

a(to+h) = Sup[d(to),Sup{“v(t)Hl t <t f_to+h .

o
Donc a(to+h) < Sup[a(to),“V(to)ﬂ+d0(to)ﬂh + h n(h)]
avec n(h) = sup {“E(p)“ ] 0<ucx< h} . Comme n(h) - 0O quand h > O ,

comme “v(to)HvipKto) » on en déduit (pour h > 0)

a(t +h) - a(t)
h

< el + new
d'od &t ) ill\}(;o)l] .

On remarque aussi que “v(to)ﬁ < a(to) implique d(to) =0 .

On a donc pour presque tout t € [0,T] , d'aprés (16)
0<a(e) <[V <a+ b aCe)

Donc, d'aprés un résultat classique que nous avons déjd utilisé
a(e) < 2 (e”5-1) + a0y

D'ol, 1'inégalité (17), puisque Hv(t)H < a(e).

Donnons maintenant quelques cas particuliers intéressants du

théoréme 3.3.
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THEOREME 3.6.

. . . . n n C .
Soit T une multi-application de IR" dans IR qui vérifie (1).
Soit F un sous-espace vectoriel de R™ . Soit r une application linéaire

continue de C(0,T;IR n) dans H(k

Pour tout y € R"” , soit £(y) l'ensemble des solutions x de 1'éguation

différentielle multivoque :

x(0) =y, x(£)-Lx(t) € T(x(t)) 0O<t<T
) . . .. tL ) ok
Soit o l'application linéaire g : y > e y . Si r(g(F)) = IR , alors
t(S(F)) = RX.
REMARQUE 3.7.

Pour F = R " , on retrouve les résultats de Cellina (31,

lasota et Opial [9].

DEMONSTRATION

On applique le théoréme 3.3. avec m = | et T, < 0 , on remarque

que T = sup (ii) = 0 et que C(—T,O;H(n) = r".

L'équation (6) devient 1'équation

x(0) =ye R n , x(t) = Lx(t)

dont la solution est donnée par x(t) = etLy . D'old le théoréme 3.6.

NC
VAN
THEOREME 3.8.

Soit A et B deux applications linéaires de RP dans lui-méme.

Soit T > O tel que : pour tout z € RP |, 1'équation différentielle linéaire

x (0)

i

0 , x(T) = z
(19)

x(t) = Ax(t) + Bx(t) pour tout t ¢ [0,T]

admette une solution. Alors pout tout z ¢ RP_ 1'&quation

x(0) =0 . x(T) = 2
(20) (1]
x(t)-Ax(t)-Bx(t) € I(x(t),%x(t)) pour presque tout t[O,T]

ol I' est une multi-application de IR2p dans RP qui vérifie (1)) admet une

solution.
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DEMONSTRATION

On va appliquer le théoréme 3.6. Considérons les systémes

a4 =v u(0) = u

(21) ©
v = Au + Bv v(0) =v

o

u=v u(0) = u

(22) ©
v - Au - Bv € T(u,v) v(0) = v0

Y]

On applique ces systémes le théoréme 3.6. avec n = 2p et en prenant pour

n
- IR O

r

sous—espace

S
I

{(uo,vo) € RP? x wrP I u, = 0}

On prend comme application r : C(O,T;H{n) > R P 1'application définie par

si we €, T;R™ , w(t) = (u(t),v(t)e RP x RP

r(w) = u(T).

Donc, d'aprés le théoréme 3.6., si

]

r P ={ u(T) I (u,v) vérifie (21) avec uo 0 et v, quelconquel

alors :

R P = {u(T) | (u,v) vérifie (22) avec u =0 et Vo quelconquel .
Etant donné 1'équivalence de (19) (resp. 20) et de (21!) (resp. 22) modulo

uo o= O , on a donc le théoreme 3.8.

A
77X

REMARQUL. 3.9.

?
On pourait aussi donner une démonstration du théoréme 3.8. dans le

style habituel des probleéemes aux limites. Voir a ce sujet la partie IIIL.}. .
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EXEMPLE 3.10.

Si T # k T pour tout entier k , l1'équation

It
o'

x(0) = a . x(T)
(23) z

x + x € T'(x)
a une solution.

Dans les théordmes précédents, on peut prendre comme application

linéaire T o C(O,T;Bin) - R k 1'application r, : x - x(T) (avec k = n).

T
Cette application a des propriétés particuliéres.

La famille (rt)O <t <T permet de fabriquer une homotopie. Plus précisément

THEOREME 3.11.

Soit T une multi-application de R" dans R" qui vérifie (1).

. _ . n .
Soic 0 un ouvert borné non vide de R et soit a € ¢ . On suppose que

x(0) € 9Q

(24)
g x(t) € T(x(t)) pour presque tout t € [0,T]

impiique x(t) # a pour tout t € [0,T]. Alors 1l'équation

x(0) € Q x(T) = a

H

(25)
3 x(t) € T(x(t)) pour presque tout t € [0,T]

admet une solution.

DEMONSTRATION

Soit X l'ensemble des solutions x de 1'équation

x(0) € Q
(26)
x(t) € T(x(t)) pour presque tout t € [0,T]

Soityp : X~ Q 1'application définie par P(x) = x(0).
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D'aprés les résultats du chapitre II, l'espace X est un compact non vide
de C(O,T;Bin) et 1'application @ vérifie

pour tout w € Q, w—l(w) est acyclique.

Pour tout t € [0,T], soit Wt 1'application de X dans R" définie
par Wt(x) = x(t). D'aprés 1'hypothése de 1'énoncé,on a

P(x) € 3N implique Wt(x) # a pour tout t ¢ [0,T] .
Donc, d'aprés les résultats du chapitre I, puisque a ¢ Q , et WO =® , on a

d(a,[fP,WT],Q) = d(a,[cp"yo]:Q) = d(a,[CP,CP],Q) = +1 .

D'oli a € WT(X) , c'est-d-dire : il existe x solution de (26) telle que

x(0) € @ et x(T) = a.

DEFINITION 3.12.

Soit T' une multi-application de R" dans R". Soit O un ouvert
borné non vide i bord orienté de classe ! de IR". On dira que T dilate
si pour tout a € 92 , I'(a) est contenu dans le demi-espace ouvert défini

par le plan tangent & © au point a qui contient la normale extérieure.

THEOREME 3.13.

Soit T et Q comme dans la définition 3.12.
On suppose que [ vérifie (1). Soit X l'ensemble des solutions x de 1'équation

différentielle

x(0) € Q

x(t) € T(x(t)) pour presque tout t € [0,T]

Alors on a : Qc {x(t) ’ X € X} pour tout t € [0,T].



- III.149 -

DEMONSTRATION
D'aprés les résultats du chapitre II, X est un compact dans
C(0,T; IR ™). Donc 1'ensemble At = {x(t) | x € X} est un compact. I1 suffit

donc de démontrer 1'inclusion < At'

Soit a € Q . Montrons que a € At. Cela résulte du théoréme 3.11

et du lemme suivant

LEMME 3.14.

Sous les hypothéses du théoréme 3.13. 1'équation :
(27) x(0) € 3 , =x(t) € T(x(t)) pour presgue tout t € [0,T]
implique x(t) € R n \  pour tout t € [0,T].

DEMONSTRATION
Soit x une solution de (27).

Soit t, la borne supérieure de l'ensemble
J={te [0,T] | x(1) € R o \ Q pour tout T € [0,t]} .

D'aprées (27), O € J. D'aprés la continuité de x, J est fermé donc £, e J.
Le lemme est équivalent i : t, = T. Raisonnons par l'absurde. Supposons

t <T.
o}

Si x(to) ¢Q ,ona x(to+h) ¢ Q pour h suffisamment petit, d'aprés
la continuité de x. Ce qui contredit la définition de t, comme borne supé-

rieure de J.

Supposons maintenant que x(to) € 02 . Il existe une carte locale ®
d'un voisinage W de x(to) sur un voisinage U de O dans r" , telle que

PWN Q) =UNH avec H_ = {(al,...,an) € IR 1 | a, < 0} . En transposant (27)

1
par ¥ , on constate que la fonctiony(t) = (x(to+t)) vérifie pour t suffi-

samment petit une équation différentielle:

1]
(@]

y (0) , y(t) € G(y(t))

n | a > 0}

H = {{a |

+ : 12°°

{1

avec G(0) .,an) € IR
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Comme G est s.c.s. et y continu,on a 9I(t) > 0 pour t suffisamment petit.
- -1 . =
En transportant ce résultat par @ , on obtient que x(to+t) ¢ @ pour t >0

suffisamment petit. Méme contradiction. Le lemme est démontré.
N

Soit T une multi-application de K dans K qui vérifie (1).
Pour tout a ¢ Din , notons€(a) 1'ensemble des solutions x de 1'équation

différentielle ;

x(0) = a , x(t) € T(x(t)) pour presque tout t >0

n
’

Notonsd)t(a) = {x(t) | xe®@@}.siAcT R

(28) on pose ¢t(A) = U ¢t(a)
acA

La famille (cbt)t >0 constitue un semi-groupe dans (?(H{n)

(29) pour tout A & RrR" , tous t,s > 0 ,on a: ¢t+s(A) = ¢t(¢s(A)).
C'est un semi-groupe lipschitzien en ce sens que :
(30) d(<bt+s(A),¢>t(A)) <s e,

pour tous t,s > 0, et tout AC RY (et ol c, est la constante qui figure
dans 1'hypothé&se (1)). C'est un probléme ouvert (& notre connaissance) de
savoir si les propriétés (28, 29, 30) et le fait que a - ¢t(a) soit semi-
continue supérieurement 3 valeurs compactes non vides suffisent & caracté-
riser de tels semi-groupes.

On peut & l'aide du semi-groupe (¢t) réexprimer les théorémes 3.11
et 3.13., ce que nous laissons au lecteur. Pour varier, c'est un résultat

voisin du théoréme 3.13. que nous allons écrire 3 1'aide de (¢t)

THEOREME 3.15.

Soit o > O tel que

a.b > - o pour tout a € IR " et tout b € I'(a).

Alors pour tout to > 0 et tout p > 2(xto, on a

be (B(0,0)) 2 B, V" o7 - 2ot )

o
(avec E(O,p) = {ac¢ r" lél@! <ol)
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DEMONSTRATION

Supposons to >0

Soit x une solution de x € T'(x) . On a x.x > - o , donc

2

x2(t) Z_xz(O) - 2at . Donc si x%2(0) = p2 , c'est-a-dire si x(0) € 3B(0,p),

on a x(t) # a pour tout O < t <t et tout ag B(0O, v/ p* - 20 to)

D'ol, d'aprés le théoréme 3.11.

¢t (B(0,p)) D B(O, vV p? - 2a to) . Comme ¢t est s.c.s. on en déduit 3.15.

o o

X
Dans ce paragraphe, nous avons mis l'accent sur les équations
différentielles multivoques. On peut obtenir des résultats du méme type
pour les équations intégrales puisque la propriété utile dans les démonstra-
tions est 1l'acyclicité de 1l'ensemble des solutions. Par exemple,on peut

remnlacer dans le théoréme 3.11. l'équation (24) par 1'&quation intégrale
. t
(31) x(t) = X + fO K(t,T,x(T))dT avec X € N
et (25) bien sur par
5 _ t
(52) x(t) = X + IO K(t,Tt,x(1))dT avec X €EQ

Cette propriété d'acyclicité qui nous a permis d'appliquer les résultats
du chapitre I, permet aussi d'appliquer les résultats de Granas et ceux
d'Eilenberg et Montgomery.

Par exemple, soit K une fonction continue bornée de
IR L X IR+ x R™ x R™ dans IR" . Pour tout u € C(O,T;]Rn),soit A(u)
1'ensemble des solutions x de 1'équation intégrale:

(33)  x(©) = [o K(£,5,x(0),u(0)dt  pour 0 < € <T

D'aprés les résultats du chapitre II, A(u) est un compact acyclique

non vide. En outre A(u) est contenu dans le convexe C

i

C=1{xeCcOI;RrRY | x lipschitzien de rapport,nld‘co et x(0) = 0}

qul est un compact d'aprés le théoréme d'Ascoli. On en déduit que A est s.c.s.

car son graphe est fermé.
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THEOREME 3.16.

Soit F un opérateur (linéaire ou non) continu de C(O,T;R.n)

dans lui-méme. Il existe une fonction x qui vérifie (33) avec u = F(x).

DEMONSTRATION

La multi-application x - A(F(x)) envoie C dans lui-méme, et

vérifie sur C les hypothéses du théordme ? d'Eilenberg-Montgomery [6] ;

donc elle admet un point fixe (C.Q.F.D.).

N
PAS

REMARQUE 3.17.

Dans le théoréme 2 d'Eilenberg et Montgomery il faut prendre

C=M , T=A,F et r = Id.

Pour terminer ce paragraphe, donnons maintenant, comme application
du théoréme 2.30 du chapitre II, un résultat d'existence de solutions pério-

diques d'équations différentielles multivoques sur une variété.

Les notations sont celles du paragraphe 3 du chapitre II ; la

. Y . .. ..
cohomologie de Cech sera prise ici 3 coefficientsdans Q.

THEOREME 3.18.

Si la caractéristique d'Euler-Poincaré de V, X(V), est non nulle,

11 existe, pour tout T » 0 < T < to » une solution x de 1'équation :

3 x € Lip (O,tO;V) s x(0) = x(7)

x(t) € I'(t,x(t)) pour presque tout t € [O,to]

DEMONSTRATION

Soit ¥ 1'ensemble des solutions de 1'équation

3 x € Lip (O,tO;V)

x(t) € T(t,x(t)) pour presque tout t € [O,to]

on a % = U Q: (v) et donc % est un compact de C(O,tO;V).
veV
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Sur X on définit, pour t € [O,to], la fonction

Pt ¥ — v par <$t(X) = x(t).

I:'aprés le théoréme 2.30.,1la fonction<po est topologiquement monotone, et

donc, suivant Eilenberg et Montgomery ([6]) on peut définir le nombre de

Lefschetz du couple @poﬁpt)
AU 1 x -1, %

A ) = L(-D)7 trace (@), @)).)

. . PN . i .
cecl est bien défini puisque les H (V) sont des espaces vectoriels de
dimension finie sur Q,nuls pour i > n.

Comme, d'autre part, il est immédiat queizpT et @  sont homotopes, on a

_ N N | . -
NG R =AR P ) = I(-1)" trace (1dHi(V)) x (V)

Donc si y(V) # 0 , wo et @T ont une coincidence ; c'est-i-dire il existe

x € ¥ tel que x(0) = x(1).

§ 2 - LIEN AVEC LA THEORIE DU CONTROLE

En théorie du contrdle on &tudie la situation suivante

On se donne une fonction f : [0,T] x R"x K—>R" ol K est un
compact métrisable . On appelle contrdle une fonction mesurable u : [0,T}+ K.
NOn note 9{ 1'ensemble des contrdles.

On appelle trajectoire associée au contrdle u € Q{ et au point de

. n . _ . . o . ‘
départ X € IR 1la solution x de 1'équation différentielle suivante

x absolument continue de [0,T] dans r" , Xx(0) = X et

(1)
x(t) = £(t,x(t),u(t)) pour presque tout t € [0,T].

Naturellement, 11 faut faire suffisamment d'hypothéses de régula-
rité sur f pour que 1l'équation différentielle (1) admette une solution x

et une seule pour chaque u € QL .



- III.154 -

On note ??(xo) 1'ensemble des trajectoires issues de X s
c'est-a-dire 1'ensemble des solutions x de (1) lorsque u décrit 9 . On
appelle point accessible 3 partir de x_ tout point de la forme x(T) ol x
est une trajectoire issue de X,

On note:

A(xo) = {x(T) | ue Y et x solution de (1)}

l'ensemble des points accessibles 3 partir de X

Soit X< ®R ™. On note A(X) = U A(xo) l'ensemble des points accessibles
x €X
o

34 partir de X.

Un des objets de la théorie du contrdle est 1'étude des ensembles
accessibles A(xo) , A(X) pour X, ou X donné.

Or, on constate que pour décrire ??(xo) la connaissance de la

multi-application  suivante
(2) I (t,a) > I'(t,a) = f(t’a’K) = {f(t’a’k) l k € K}

est suffisante. Plus précisément on a :

PROPOSITION 3.19. (Filippov [18]1)

Si la fonction f est borélienne, 1'ensemble %f(xo) des trajectoires
issues de X coincide avec 1'ensemble des solutions de 1'équation différen-

tielle multivoque suivante

x absolument continue de [0,T] dans H{n, x(0) = X, et

(3)
x(t) € T(t,x(t)) pour presque tout t € [0,T]

DEMONSTRATION

Si x est une solution de (1), il est évident d'aprés la défi-

nition (2) de T que x est une solution de (3). Soit x une solution de 3).
Soit y une fonction borélienne qui coincide avec x presque partout. Soit ¢

la multi-application de [0,T] dans K définie par

o(t) = {k € K| y(t) = £(t,x(t),k)} .
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Comme x est une solution de (3), &(t) est non vide pour presque tout

t € [0,T]. Comme x est continue, comme y et f sont boréliennes, le graphe
de & est borélien. Il existe donc (lemme de Von Neumann (])) une fonction
mesurable u : [0,T] » K telle que : u(t) € ¢(t) pour presque tout t ¢ [06,T].
Donc

x(0) = X et x(t) = f£(t,x(t),u(t)) pour presque tout t € [0,T].

—_—

I1 résulte de la proposition que 1'étude de 2?(xo), A(xo),
A(X), se raméne & 1'étude des solutions de certaines équations différentielles
multivoques (3). Le paragraphe 1 constitue donc une contribution a 1'édtude

des problémes d'accessibilité en théorie du contrdle.

Dans le chapitre II et le paragraphe 1 de ce chapitre, nous avons
fait constamment 1'hypoth&se que la multi-application I’ qui intervient dans
1'€quation différentielle multivoque (3) est i valeurs convexes fermées.
Cette hypothése est fréquente et naturelle en théorie du contrdle. Elle est
destinée 3 &carter un phénoméne nommé "relaxation" qui est bien représenté

par la proposition suivante

PROPOSITION 3.20. (MacShane, Warga)

{
Supposons que la fonctinn f soit continue et que f(.,.,k) soit

lipschitzienne de rapport ¢ indépendant de k € K. Alors 1'ensemble %j(x )

des solutions de (1) (ou de (3) (2)) est dense pour la topologie de la cgnver—
gence uniforme dans 1'ensemble des solutions de 1'équation différentielle
multivoque suivante

x(0) = X, s X absolument continue de [0,T] dans RrRY et
(4) {

x(t) € conv T(t,x(t)) pour presque tout t e [0,T] .

ol conv I'(t,a) est 1'enveloppe convexe fermée de r(t,a).

M Yoir [17]

(2)

o . 3 -
qul est alors non vide car pour tout u & 4 , il existe une solution

unique de (1) d'aprés les hypothéses sur £.
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Si 1'on ne suppose pas I'(t,a) convexe fermé pour tout
(t,a) € [0,T] x R"™ , 1'ensemble A(xo) n'est pas en général fermé. Lapropo-—
sition 3.0 exprime une tendance 3 la "convexification" de T" puisque, en

particulier
A(xo) = {x(T) | x solution de (&)}

D'autre.part, l'hypothése que ['(t,a) est convexe fermé pour tous
t et a, n'implique pas que A(xo)soit convexe, ni méme acyclique. Cette hypo-
thése de convexité ne rend donc pas triviale 1'étude de A(xo).

Enfin, pour terminer ces remarques, énongons une conséquence des

résultats du chapitre II et de la proposition 3.19.

THEOREME 3.21.

Si la fonction f est continue et bornée et si pour tout
(t,a) € [0,T] x R" 1'ensemble f(t,a,K) est convexe, alors 1l'ensemble t?(xo)

des solutions de (1) est un compact acyclique non vide de C(O,T;IP).

DEMONSTRATION

Pour appliquer le théoréme 2.12. du chapitre II, il suffit de

vérifier que la multi-application T'(t,a) = f(t,a,K) est s.c.s. . Comme I est
bornée, il suffit de vérifier que son graphe est fermé.

Soit (ti,ai,yi) une suite tendant vers (t,a,y) avec ¥ € F(ti,ai)

I1 existe une suite ki € K telle que : v, = f(ti’ai’ki)' Suivant un ultrafiltre

ki + k et donc y = f(t,a,k) , soit y € T(t,a).
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CHAPITRE IV

DEGRE POUR LES COUPLES EN DIMENSION INFINIE

CONSTRUCTION ET PROPRIETES DU DEGRE EN DIMENSION INFINIE

INTRODUCTION ET NOTATIONS

Pour alléger les écritures, posons la définition suivante :

DEFINITION 4.1.

(1)
(11)

(ii1)

(iv)

(v)

Nous appellerons d-quintuple la donnée de (X,E,Qp,¥) ol :

X est un espace topologique métrisable non vide.

E est un espace vectoriel topologique localement convexe séparé

sur R, métrisable, de dimension > 1.

2 est un ouvert non vide de E.

¢ est une application topologiquement monotone de X sur { et de
plus P est propre (i.e. l'image réciproque de tout compact est
compacte) .

Y est une application continue de X dans E et ¥(X) est relativement

compact.

Le chapitre qui suit est consacré 3 la construction du degré

d(a, [p»-¥1,0) pourtout d-quintuple (X,E,Q,,¥) et tout point a de E tel que :

(vi)

Px) € 3N =>P(x) - ¥(x) # a .
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Lorsque E = R" et  est borné, ce degré coincidera avec celui qui a été
défini au chapitre I.

Nous montrerons que le degré construit en dimension infinie
posséde les mémes propriétéds que le degré de Leray-Schauder pour les
fonctions.

La construction se fait par approximation et passage 3 la limite

a partir de la dimension finie comme dans le cas du degré pour les fonctions.
Pour tout d-quintuple et tout point a vérifiant (vi) on note
YV =1

RK=pleo-1" @] et ¥=9lm

~ v -
Comme ¢ est fermée, K est fermé et donc X est fermé.

RESTRICTION A UN SOUS-ESPACE

Nous allons commencer par nous débarasser de 1'hypothése L\ borné
dans le cas E = IR".

LEMME 4.2.
Soit (X,HKH,Q§$,W) un d-quintuple et a un point de R" vérifiant

(vi). Alors d(a,[p ®-¥1,U) ne dépend pas de l'ouvert borné U tel que

QN X)) +a)cuc g

Par définition, nous noterons ce nombre d(a,[p,p-¥1,0).

DEMONSTRATION
On vérifie immédiatement que d(a,[p,p~¥],U) est défini puisque

P(x) - ¥(x) = a entraine p(x) € QN (V(X) + a).

Soient alors Ul’ U2 deux ouverts vérifiant 1'hypothése du lemmé, on peut
toujours supposer que U]<: U2 et que U, est non vide (si U2 est vide le
résultat est trivial). Posons alors F = U2 \ Ul s on aPp(x) - ¥(x) # a
pour tout x tel que (x) € F et donc d'aprés la propriété d'excision (théo~-
réme 1.4.) on a

d(a, [pp-¥] ’Uz) = d(a,[pp-¥] ,U,)
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Les trois lemmes qui suivent vont jouer un rdle fondamental

pour la définition du degré en dimension infinie.

LEMME 4.3.

s +
On identifie R"™ avec R™ x {0} < r" 1

; soit Qo un ouvert
_ . n . . n+1l

borné non vide de IR, soit g > 0 et soit = Qo X J-a,+al < R

Soit (X,Hin+],Q;P,W) un d-quintuple tel que O vérifie (vi) et ¥(X) € K.

.. S ) . R

Soit XO =P (QO) et _, WO les restrictions de® , V¥ 3 X0 . Alors

(Xo’nin5ﬂo§po’wo) est un d-quintuple pour lequel O vérifiie (vi) et

d(o, [L:pO’CpO_lPO]’QO) = d(oa [Cp ’(‘Q—W],Q) .

DEMONSTRATION

On vérifie facilement que (XO,E{n,QoﬁpO,TO) est un d-quintuple.

. oy s . . n
Pour le point (vi) il suffit de remarquer que BQO est inclus dans 30 N1 IR .
La suite de la démonstration est basée sur la suite exacte de Mayer-Vietoris.

Etablissons quelques notations et propriétés préliminaires.

Posons

R, =9 x 10,0l , 9 =9 x ]-u,0[
On a : Q= §+ U et ﬁo = 5+ nq
Posons : X, =<$_l(§+) et X_ =<p—](§_)
On a : X=X UX_ et X, =X, nx_.

On note P, et W+ les restrictions de® et ¥ a X, , ®_ et ¥ les restrictions

+
de® et ¥ a X_ .

D'autre part, ¥(X) = IR n’ on a immédiatement

K=9le-¥'O]cq

% -
D'oid =9 ') < X_
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Montrons gque Hp(§+,ﬁ+ \ K) = {0} pour tout p >0.

Soit r : [0,a] x Q+ -> §+ la fonction continue définie par

r(t,w) = (x,sup (t,T)) pour t € [0,0] et

w = (x,T) € §+ = ﬁo x [0,a] .

On a alors

r(0,w) = w pour tout w € §+

r(@,Q) = 1,2, \ ¥ = x {a}

-+

r(t,ﬁ+ \ K) < Q+ \ K pour tout t ¢ [0,a]

r est donc une homotopie de r(0,.) sur r(o,.) de (ﬁ+,ﬁ+ \ K) dans (§+,§+ \ K).

On a donc pour les homomorphismes de cohomologie :

r0,)* = 1d = r(a, )*

[
gy
H

b3
or r{a,.)

.x *
- i _ _ h
H @, O \\K) — 8P @ x{a} 0 x{ah)

b= =
SHP (R, ,Q,\K)

i désigne 1'inclusion naturelle et h 1'application induite par r(0,.).

Comme Hp(ﬁox{a},ﬁox{a}) = {0} on en déduit que Hp(ﬁ+,ﬁ¥\K) = {0} .

De méme HP(Q_,2\K) = {0} .

Comme, d'autre part, P, X, 7 Q+ est topologiquement monotone et
=1

n -
= [} -~ P - .
X;\X =P, (Q;\K) , d'apreés le théoréme Ll (du chapitre I)
x P,.= = P Y
P, H (Q+,Q;\K) -+ H (X+,X;\X)

?

n "
est un isomorphisme et donc HP (X ,X\X) = {0} et de méme HP(X ,X\X) = {o}.
+204 -0
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Posons : Sn+1 = Bin+] U {eo}

ST R x R U {0}

+ +

S s RPx R U (w0}

s;‘“ = R" x {0} U {w}

+ +

on a Sn+] U sn+1 - Sn+l : Sn+] n s® 1 _ g 1

+ - + - o

n+1 n - . o . n
et on remarque que SO n'est autre que S par la méme identification que R

avec TRT x {0}.

. n+1
K est inclus dans QO et donc dans SO » On a comme pour Q_ et Q_

wP (st | sf” \ K) = {0}
#P (™! s™\ k) = (0

D'autre part, les triades (§,§+,§_) et (Q\K,§+\K,QJ\K) sont excisives pour

la cohomologie de Cech (voir par exemple Dold [22]page 286).

Par isomorphisme, on dé&duit que les triades (X,X+,X_) et (X\%,X;\Y,X;\%) sont
Sgalement excisives.

On peut donc écrire la suite exacte de Mayer- Vietoris relative
n v A n+l n
0 —>H (XO,XO\X) —>H (X,X\X) —> 0

et donc 1'homomorphisme A est un isomorphisme. On a les suites exactes ana-

= n+l n+l . . .
logues avec 0 , S » R . Comme la suite exacte de Mayer-Vietoris est
fonctorielle on peut écrire le diagramme suivant oll chaque carré est commu-

tatif et ol i,j désignent les inclusions naturelles.
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A
z % (R, R P\ {0} , B (R \ O &z
isom.
* %
@PO—WO) p-v)
v A 0+l )
n
B (X ,X\ X) . 5 B x,X\ )
A isom.
* x
@, P
n, = = A ntl - -
H (QO,QO\ K) > H (2,0 \ K)
A isom. A
.- b 3
J J
n,.n n . 4 n+l  n+l _n+l
H (S,5\ K) s, H (s ,S \ K)
isom.
. 3 *
i i
A A v
z a1 (™) > ® ™ g g
isom.

Pour calculer d(0,[p,p-¥1,0) (respectivement d (o, EP ,p W 1,9 ) il faut
suivre 1 en descendant la colonne de droite (respectlvement 1a colonne de
gauche). D'aprés les isomorphismes on trouve le méme résultat 3 gauche et

a droite, d'oil le lemme 4.3.

LEMME 4.4,
. ]Rnfm . .
Soit m > 1 et (X, s5P,¥) un d-quintuple,avec 0 borné, tel
que O vérifie (vi) et ¥(X) € R ™ identifié a R" x {0} € ™™ |
Soit QO =N R" s XO =\$—1(§o) et soit P, et WO les restrictionsde P
et ¥ a Xo . Alors (Xo,ﬂin,QO;po,Wo) est un d-quintuple pour lequel O vérifie
(vi) et

d(0,fp ¥ 1,2 ) = d(0,[p »-¥1,0).



- III.163 -

DEMONSTRATION

Si QO est vide le lemme est trivial; supposons donc QO non vide,

il est alors immédiat que (XO,IRIiQO;pO,WO) est un d-quintuple et 0 vérifie

(vi) puisque 30 C 32 N r® .

n n+l m . s . n+k +k
Coome R~ < R .S B avec les identifications IR = B x {0},
0 <k <m , on se raméne par récurrence au cas oi m = 1. Nous supposons

donc maintenant que m = 1.

K =:p[¢p—w)—l(0)] est un compact ( ) est borné et ¢ est propre) contenu

dans Q
o

Pour tout k € K, il existe un voisinage ouvert de k dans  de .la forme

Vk x 1- ek,+ek[ od V., est un voisinage ouvert de k dans Qo , g >0 .

k k

Comme (Vk)k €K est un recouvrement ouvert du compact K, il existe un sous
recouvrement fini (Vk ,...,Vk Y. Soit V = Vk U "'AU_Vk et soit
1 P I P
€ = inf (ek seeea€y ) . On a :
1 P
KS V x J=g,+e[ © Q
Soit X' =<p-1(§ x [-g,+c]) et Xé =($—1(V).

Soit ' , ¥' les restrictions de P et ¥ a X' et ®' , ¥' les restrictions de

P et WO a Xé . On vérifie facilement que x',R" ],V x J-e,*e[ &',¥")

et (Xé,R.n,V;pé,Wé) sont des d-quintuples et que O vérifie (vi).

D'aprés la propriété d'excision (théoréme l.é.) on a
d(0, [ p-¥],2) = d(0,[p"»"-¥'1,V x ]-g,+e[ )

et d(0,Bp ¥ 1,00 = d(O,[p » ~¥1,V)

Or d'aprés le lemme 4.3., on a
d(0,[p" P -¥'],V x J-e,*e[) = d(0,[p ) -¥'1,V) ;

et donc d(O,EpO;pO—WO],fg) = d(0,[p,p-¥], .
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LEMME 4.5.

Mémes hypoth&ses que dans le lemme 4.4. sauf que maintenant §
n'est plus supposé borné.

Méme conclusion.

DEMONSTRAT IGN

Si QO est vide c'est trivial, sinon :

d(os [Cp 9Cp_\y] 99) = d(09 [CP ":p—ly] ,U)

ou U est n'importe quel ouvert borné non vide tel que
anyvyxycuvc g

et d'autre part le lemme 4.4. appliqué a U donne :

a
1
S
>
=
)

d(o’ [C\O ,CP—W],U) = d(o, [CPO, CpO—LyO]’UO) ol
Cr : Q NYX<U < et donc :
o o o

d(o’ [Cpo’cPo—Lyo]’Uo) = d(os [LDO’QPO_WO],QO)

CAS OU E EST UN ESPACE DE DIMENSION FINIE QUELCONQUE

LEMME 4.6.

Soit (X,IRn,Ql,yl,W]) un d-quintuple tel que O vérifie (vi),
A une bijection linéaire de R " dans R™ . Soit Qz = A(QI) » P, = A, P,
?2 = A, WI . Alors (X,R n,Qz;pz,Wz) est un d-quintuple tel que O vérifie
(vi) et d(0,Fp) =¥ 1,2)) = d(0,[p,,,-¥,1,0,)
DEMONSTRATION

On se raméne immédiatement au cas ol Q] est borné.

Soit A le prolongement continu de A 3 5© = R® U {w} défini par A®) = o .
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3 . n %
Selon que A conserve ou change l'orientation de IR ~, A conserve ou change

l'orientation de S®. Autrement dit :

A% =qld : oz H(R",R™\ {0})—s 8™ (R, R™\ {0})

A¥ = gra : oz = HYNSD) = H(s™
avec o= RE€ {-1,+1}.

Soit K =3, 160,71, ¥=v'®) , &, = a)

on a le diagramme commutatif suivant :

Y P

(R®, R\ {0 e * (X,X\ 3%)__]_-7(521,{21 \ K —5 (87,87 \K D 8"

A Id A A A

P,-Y P - -
RER™\ (0D 2 @x\ B L 5 @, \ k) > ("5 ke 5

En passant a
A* = 414 , A*

la cohomologie, on a d'aprés la définition du degré et d'aprés

= RId :
d(09[cpz,':p2_\yz]’92) = (de(O [CPI,CP]—‘PI],Q])

Comme oo = B € {-1,+1} , on a = 1 et le lemme est démontré.

LEMME ET DEFINITION 4.7.

Soit E un espace de dimension finie > 1 et soit (X,E,Q4,¥) un
d-quintuple tel que O vérifie (vi). Soit L une bijection linéaire de E
sur RT,

SOitch=L°:p > ¥y =LV , QL=L(Q)
Alors (X,H{n,QL;pL,fL) est un d-quintuple tel que O vérifie (vi) ; le nombre
d(O,EpL;pL—WL],QL) ne dépend pas de la bijection L choisie. On le note

d(O:[CP ﬁp‘W],Q)-
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DEMONSTRATION

Soit L et M deux bijections linéaires de E dans R >

. . -1 .. . P
L'application A = M , L est une bijection linéaire de R™ et on a

cpM=M°cp=AoL°cp=A°:pL et de méme

= = 1 ~
WM A o WL s QM A(QL) . Donc, d'aprés le lemme 4.6. on a :

400, By - 1,0) = 400, oy, ¥, 1,0, )

—_— %

Le degré qui vient d'étre défini 3 les mPmes propriétés que
celui construit dans R" au chapitre I. Nous ne les développons pas ici
puisqu'elles seront établies plus loin dans un cadre plus général. Nous
nous contentons de donner une invariance par homotopie qui va nous servir

dans la suite de la comstruction ,

LEMME 4.8,
Soit E un espace de dimension finie et pour tout t € [0,1] un
d-quintuple (X,E,Q,P, W ) tel que O vérifie (vi) et tel que (t,x) - W (x)

soit une application continue de [0,1] x X dans E d' image relatlvement

compacte.
Alors: d (0, kp ,cp—‘Po],Q) = d(0, kp Y 1,9).
DEMONSTRATION

. .. . . - n
A 1'aide d'une bijection linéaire on se raméne au cas E = R

Considérons alors un ouvert borné U tel que

an {¥y G [ (t,x) € [0,1]1 xx} cUCq

Soit X' ;ip-l(ﬁ) > @' la restriction deyp a X' , Wé la restriction de Wt

g8 X' . On a alors, d'aprés le corollaire 1.7. du chapitre I (X' est compact)

1

d(O,[CP',CP'-‘P(;],U) = d(O,[kP',CP'-‘i’;],U)

et donc : d(O,Ep,:p-WO],Q) = d(O,@P£P‘W]],Q)
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REMARQUE 4.9.

Dans le cadre de la définition 4.7., nous conviendrons que

si § est vide on a :

d(0,kp,p-¥1,2) = 0.

CAS OU ¥(X) EST CONTENU DANS UN SOUS-ESPACE DE DIMENSION FINIE.

LEMWE ET DEFINITION 4.10.
Soit (X,E,0,¥) un d-quintuple tel que O vérifie (vi) et tel

que Y(X) soit contenu dans un sous-espace de dimension finie de E. Soit F
un sous-espace de dimension finie > 1 contenant ¥(X), soit QF =QNF,

A~ . s N
XF = (QF) » Pp et WF les restrictions deo et Y 3 XF . Alors
(XF,F,QFspF,WF) est un d-quintuple tel que O vérifie (vi) et le nombre

d(O,EyF;yF—WF],QF) ne dépend pas du sous-espace F choisi, on le note :
d(0, bp -¥1,0).

DEMONSTRATION

Soit F et H deux sous-espaces répondant aux conditions du lemme,

on peut toujours se ramener au cas oi FC H et dim H > dim F (considérer
F+H) . Par bijection linéaire on se raméne au cas oi

n

F=1R = R" x {0} < rR™™ = g et on applique alors le lemme 4.5.

DEFINITION DU DEGRE DANS LE CAS GENERAL.

LBWE 4.11.
Soit (X,E,,9,¥Y) un d-quintuple. Alors ¢-¥ est une application

fermée. En particulier 1'ensemble @p—W)Ep_](BQ)] est fermé.
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DEMONSTRATION

Soit B une partie fermée de X,montrons que @-Y)(B) est fermées

soit y un point adhérent 3 @p-¥Y)(B), il existe une suite xn dans B telle
e - >
que P (xn) ‘P(xn) y .

Comme W?i? est compact, il existe une sous-suite, encore notée X et

un z € E tels que W(xn) > z. Donccp(xn) converge vers y+z . Comme ¢ est
propre la suite x_ est relativement compacte et donc il existe une sous-
suite, toujours notée X , et un x € B tels que X * x . Comme ® et ¥ sont

continues, on a®(x) - ¥(x) =y et donc y € @-¥Y)(B).

LEMME 4.12.

Soit (X,E,2,,¥) un d-quintuple tel que O vérifie (vi).

Alors il existe une application continue Wo ¢ X > E telle que
(1) WO(X) est contenu dans un sous-espace de dimension finie
(2) Pour tout x € X, on a.:
dist (¥(x),¥ (x)) < 3 dist (0,p-¥16"" (3)))

Alors, (X,E,0,9,¥,) est un d-quintuple tel que O vérifie (vi) ; un tel

d-quintuple sera appelé une bonne approximation de (X,E,R,p,Y%).

DEMONSTRATION
@p—W)Gp—](SQ)) est en ensemble fermé d'aprés le lemme 4.11. et

cet ensemble ne contient pas O par hypothése.

Soit € un nombre vérifiant : 0 < € < % dist (0,@-¥) @ ' (GM)))

D'aprés le lemme 3.3. de la partie III.Il., puisque W?i? est compact il
existe une application continue T ¥(X) » E telle que

dist (We(y),y) < € pour tout y € ¥(X) et ﬂg (Y (X)) soit contenu dans un
sous-espace de dimension finie. On considére alors Wo =T oo Y, il est
clair que WO vérifie (1) et (2). Il est &vident que (X,E,Q;p,?o) est un

d-quintuple car WO(X)<: WE(?(X)) » qui est compact.
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0 vérifie (vi) car : Soit x € X tel que ®(x) € 90 , alors
dist @(x),¥ (x))2> dist @(x),¥(x)) - dist (¥ (x),¥(x))

> dist (0 (0)-¥(x)) - 3 dist (0,(-¥) ¢ (32)))

d'od dist ((),¥_(x)) >3 dist (0,-¥) @' (30)) > 0 .

LEMME ET DEFINITION 4.13.

Soit (X,E,Q%,¥) un d-quintuple tel que O vérifie (vi).

Soit (X,E,Q;p,?o) une bonne approximation de ce d-quintuple.

Le nombre d(O,Ep;p—Wo],Q) ne dépend pas de la bonne approximation choisie
et on le note :

d(O; [$ ,CP"lP] sQ) .

DEMONSTRAT ION
Soit (X,E,Q;p,wo) et (X,E,Q£p,?l) deux bonnes approximations de

(X,E,Q®,¥) . Soit F un sous-espace de dimension finie > | contenant

WO(X) et WI(X).
Soit ' =QN F , X' =cp-](§') et' , Wé , W; les restrictions

de P, Wo, W] & X'. Alors, d'aprés le lemme 4.10., on a :

d(0,[p,-¥ 1,0) = d(0,fp"pp'-¥'1,0")

et d(0, p,9-¥,1,0) = d(O,[QO',cp'-?;],Q')

Posons Wé(x) =t W{(x) + (l-t)Wé(x) . Soit x€ X', on a :
dist(Wé(x),W(x)) <t dist(W;(x),W(x)) + (l-t)dist(Wé(x),W(x))

(ceci en prenant pour dist une distance convenable, voir par exemple

Horvath [21] page 114),

dlon  dist (¥7(x),¥(x) < 5 dist (0,Fp-¥16 ' (30)))
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D'oti sip(x) € 90" on a :
dist @p(x),?é(x)) 2 dist @(x),¥(x)) - dist (W(x),?é(x))
> dist (0,@-9)@ ) (M) - 1 dist (0,6-¥) 6 (30))
Seit dist ((x),¥!(x)) > 3 dist (0,(-¥) ¢ (30))) > 0 .

Il en résulte que @'-Wé est une homotopie de w'—?é sur m'—?; et d'aprés

le lemme 4.8., on a :
d(O,[CP',CP’-‘Y(;],Q') = d(O,[CP',CP'-‘F;],Q')

et le lemme est démontré.

REMARQUE 4.14.

Dans le cadrede la définition 4.13., nous conviendrons que
si=¢:
d(0, pp-¥1,2) =0 .

DEFINITION 4.15.

Si (X,E,Qp,¥) est un d-quintuple tel que a vérifie (vi) on pose :

d(a, kp fp-¥1,2) = d(0,[pp-¥-al,n)

PROPRIETES DU DEGRE

i

Donnons sous forme d'un théoréme les principales propriétés du

degré en dimension infinie.
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THEOREME 4.16.

Soit (X,E,Q&,¥) un d-quintuple et a vérifiant (vi).

Alors d(a, fp-¥1,0) est défini et on a :

(1)

(ii)

(ii1)

(iv)

(v)

existence.

Si d(a,kp#-¥1,0) # 0 , alors a € @-¥)(X).

normalité
SiaeQ, d(a,[$01,0) = +1
SlaéQ s d(a,[CPﬁP],Q) =0

décomposition du domaine

Soit Q = Ql U 92 s Q] et Qz étant deux ouverts disjoints ;

. _ . —1,.= . . . -
Soit Xi =Q (Qi) s Py Wi les restrictions de ® et ¥ & Xi
(i=1,2) ; alors :

d(a, [P p-¥1,Q) = d(a,fp # -¥,1,0) + d(a, B, #,-¥,1,0,)
excision

Soit F un compact contenu dans Q , tel que :

a ¢ @P'W)@P_I(F));on a :

d(a, [@-¥Y],2) = d(a,lp'P"'-¥']1,0 \F)

ol ' et ¥' désignent les restrictions de ® et V¥ ajp_](Q \ F).

invariance par homotopie

Soit (X,E,Q;pt,wt) une famille de d-quintuples pour t € [0,1],
tels que a vérifie (vi) pour tout t € [0,1] et

(t,x) 9-®t(x) , (t,x) ~» Wt(x) soient des applications continues,
la premidre &tant propre et {Wt(x)} étant relativement compact

dans E.On a alors :

d(a,fp # ¥ 1,0 = da,fp, ¥ 1,Q)
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DEMONSTRATION

(1) On se raméne immédiatement au cas ol a = O.

Supposons que O ¢ (P-¥)(X) et montrons que d(0,[p »-¥],Q) =0 .

Soit ¢ = %-dist O,@-¥)X)) ; e est >0 puisque @-Y¥) (X) est fermé
(lemme 4.11.).

I1 existe alors une applicatioﬁ continue WE : ¥Y(X) » E valeur dans un

a
sous—espace de dimension finie telle que dist (ﬂs(y),y) <e ¥yeg ¥YX).

I1 en résulte que(X,E,Qﬁp,WeoW) est une bonne approximation de

(X,E,Q0,¥) (lemme 4.12.) qui vérifie O ¢ G- _o¥) (X).

I1 suffit donc de montrer que d(O,[v,tp-ﬂ€°9q,Q) =0 .

Soit F un sous-espace de dimension finie > 1 contenant WE o ¥(X) , on a :
d(0, [ fp-m_o¥],2) = d(0,[% PpmT o¥pl,0p)

(avec les notations du lemme 4.10.). Soit alors U un ouvert borné de F tel

) C c .
que QF n Te o WF(XF) US Qp , on a:
(0, [Pp =T o¥:],2,)
= d(O,[CPF,CPF-WEO‘PF] ,U) =0
d'aprés le théoréme 1.4. du chapitre I.

Pour (ii) et (iii) on se raméne immédiatement aux propriétés correspondantes

en dimension finie.

Idem pour (iv) en faisant attention 4 prendre une bonne approximation

(X,E,Qp,¥ ) avec
dist (¥(0),¥ (0) < 5 dist (0,0-0[p (32 U F]) (prendre a=0).

(v) va se déduire du lemme suivant un peu plus général

LEMME 4.17.

Soit X,E,Q vérifiant les conditions (i), (ii), (iii) de la défini-
tion 4.1.; o une application continue de X sur { x [0,1] topolpgiquement mono-
tone et propre et B une application continue de X dans E d'image relativement
compacte. Soit a un point de E tel que h o o(x) - B(x) # a pour tout x tel
que a(x) € 30 x [0,1], 00 h désigne la projection de E x IR sur E. On a alors,
en de51gnant par o, (respectivement oy ) la restriction de o a

Xo =qa (Q x {0}) (respectlvement la restriction de g a X] = q 1(5 x {]})):

d(a,[hoao,hoao_go] ,Q) = d(a,[hoal ,hoa]_B]] ,Q)
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DEMONSTRATION

I1 est immédiat de voir que les degrés en guestion sont bien

définis. On se raméne au cas a = O et on considére une bomne approximation

de 1a forme § = m_, B 6u € < 3 dist (0, (hooB) (& (32 x [0,11))); 0n se

raméne ainsi 4 démontrer la méme propriété en dimension finie.

On se raméne au cas ol l'ouvert est borné par le procédé habituel, et on

applique alors le théoréme 1.5. du chapitre I.

—_—

A partir de ce lemme la démonstration de (v) est immédiate.

Degré pour des multi-applications de la forme I-A ol A est

pseudo-acycligue compacte:

De la méme maniére qu'au chapitre I, on peut déduire de ce qui
précéde une théorie du degré pour des multi-applications de la forme
I-A oG A est pseudo-acyclique compacte.

X,E,Q sont comme en (i), (ii), (iii) . T désigne une multi~application
semi-continue supérieurement i valeurs compactes acycliques non vides
de ) dans X, r une application continue de X dans E telle que r(T())
soit relativement compact. Une telle multi-application A = r o [ sera

appelée pseudo-acyclique compacte (on considére en fait le couple (r,I)).

A une telle multi-application I - r , 7 on associe de facon naturelle
le couple de fonctions [p,p - r , q] ci p et g désignent les projections

naturelles, suivant le diagramme

T q P
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I1 est facile de voir que (6(T),E,Q,psr0q) est un d-quintuple.
Soit a un point de E tel que a g (I - r o I')(3Q), il est alors immédiat

que a vérifie (vi) et donc que d(a,[p,p-reql,) est défini;on posera

d(a, I-r,[,Q) = d(a,[p,p-roql,Q)

On transcrit sans peine dans ce contexte les propriétés usuelles du
degré pour les couples.

On peut également, comme nous 1'avons fait au chapitre I, utiliser ce
degré pour donner des théorémes de point fixe et de surjectivité variés
en dimension infinie. Nous en donnerons un seul exemple, l'analogue du

théoréme de Shaefer.

THEOREME 4.18.

Soit 2 un ouvert, contenant O, de E e.l.c.s. métrisable, A une

multi-application pseudo-acyclique compacte de § dans E. On suppose que :
¥Ae [0,1], ¥ x€ 30 : x¢ M(x)
Alors, il existe x € 0 tel que x € A(x).

DEMONSTRATION

D'aprés la propriété d'invariance par homotopie on a

d(0,I-A,2) = d(0,1,Q) = +1

d'oi & x € Q tel que x € A(x).
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§ 2 - APPLICATIONS

Le degré en dimension infinie, ainsi que les résultats du chapitre II
laissent présager de nombreuses applications.

On peut par exemple réécrire certains résultats du chapitre III
pour des équations multivoques avec retards et entre autre montrer
l'existence de solutions périodiques. Nous donnerons un autre exemple,
relatif aux équations aux dérivées partielles, dans l'esprit du chapitre V
de la partie ITI.1. mais ol 1l'opérateur -A est remplacé par un opérateur
non linéaire monotone.

Commengons par donner un résultat "abstrait'.
V et E désignent deux espaces de Banach réflexifs réels tels qu'il existe
i : V> E injection linéaire continue compacte d'image dense }

. X x x .. . ~ .
i© ¢ E > V' désigne la transposée de 1 .

. ~ x . . .
Soit A un opérateur monotone de V dans V~ hemi-continu (1) et coercif

(i.e. < Au,u > = y(u|jull ou Y(u) tend vers + ® lorsque Hu“ tend vers + ).

-~

. . . . * _
Soit F une multi-application de E dans E= i valeurs convexes fermées bor-
nées non vides et telle que pour tout borné A , F(®) soit borné. On
X _ ' - .
suppose en outre que 1 , F est s.c.s..0n se propose de résoudre 1'équation

suivante
trouver u € V tel que
(1)

Aue i¥ L F . i(u

THEOREME 4.19.

S'il existe o et P positifs tels que :
. X . . i
ugeV et ye1i o F o i(u) entraine < y,u > < g +&luﬂ

1'équation (1) a au moins une solution.

(1

Pour ce qui concerne les opérateurs monotones voir [23].
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DEMONSTRATION

D'aprés les hypothé&ses faites sur A, A est surjectif et maximal

monotone, et dnc A--l est aussi maximal monotone. On en déduit que A—1
est a4 valeurs convexes faiblement compactes non vides et s.c.s. de Vx
muni de la topologie forte dans V faible. En outre A_1 est bornée ,
c'est-d-dire, pour tout borné (X s A_I(GB) est borné (c'est une consé-
quence immédiate de la coercivité de A). Si nous considérons maintenant
la multi~application i o A_l,il est facile de vérifier qu'elle est a
valeurs convexes compactes non vides, qu'elle est s.c.s. de V* fort dans
E fort et qu'elle transforme les bornés de V> en parties relativement
compactes de E.

Résoudre (1) revient 3 trouver u € V tel que u € A_1 o ix o F o 1 (u)

et pour cela il suffit de trouver v € E tel que v €1io, A_] o i* o F(v)

(prendre alors u tel que v = i(u)).

Montrons alors un lemme de point fixe

LEMME 4.20.

Soit T] une multi-application s.c.s. i valeurs acycliques compactes
non vides de E dans V transformant les bornés en relativement compacts,
idem pour FZ de V dans E.

Soit I'= FZ ° T]

Alors si A = {x € E ] x € AT'(x) ,X € ]0,1[} est borné dans E,
il existe x € E tel que x € I'(x)

DEMONSTRATION

Désignons par (b une boule ouverte de centre O et de rayon > 0O

dans E contenant A
Considérons X = {(x,y,z) € ®xVxE | ve Tl(x) et z € Pz(y)}

et les applications : P(x,y,z) = x ; ¥(x,y,z) = z

Alors (X,E,(3 ,¥) est un d-quintuple. Le seul point pas tout i fait
trivial 3 vérifier est que P est topologiquement monotone’(cela découle
du théoréme de Vietoris-Begle).

S 71l existe (x,y,z) € X tel que x € 3@ et x-z = 0O , la démonstration

est terminée car on a trouvé x € F2 ° Fl(x).
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Sinon, O vérifie (vi) et d'aprés l'invariance par homotopie on a
d(O,[pp-¥1,B) = d(O,[p]1,B) = +1 et donc il existe (x,y,z) € X

tel que x = z.

On va appliquer le lemme aux multi-applications

Pour cela vérifions que {ve E | ve Al , A™! o i* F(v), » € 10,1[}

est borné dans E.

Soit donc v € E tel que i—v €1, A_] o i* o F(v) , A€ jO,l[ .

A
. . 1 =1 g .
Ecrivons v = i(u) avec X-u € A o1 o F o 1(u)
. 1 X .
soit A (X-u) €1 o F o 1i(u)
D'aprés les hypothéses du théoréme on a :
1 H
< A(S-u), u>< g+ &lu“
Or < A(l-u) u > = y(l-u) “u“
A ? A
1
et donc Y(X-u) “dl <a + ﬂlu“
ce qui entraine que “u“ est borné et donc que ”v“ reste borné.
—*._.
PREMIER EXEMPLE
Soit 1 < p< + oo , m > 1 , Q un ouvert borné régulier de rR" s

- '
A l'opérateur de Wg’p(Q) dans W 2P () donné par

a- oz ol oopBum)
ol m >
les notations et les hypoth&ses sur A étant celles de la partie II,

chapitre II, paragraphe 6.
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Soit F une mulci-application de LP(Q) dans Lp'(ﬂ), définie
suivant la partie III.l., chapitre V, paragraphe 1. Comme ensemble
des sections mesurables de f(x,u(x)), ou f est une multi-application
de § x R dans R vérifiant les hypothéses (1), (2), [3) du chapitre V

de III.1. et vérifiant en outre :

14
Il existe g ¢ L? () et b € R_ tels que
3! [yl < g(x) + b]a'p_] pour presque tout x, tout o € R

et tout y € f(x,qa).

On sait alors que 1a multi-application F vérifie les conditions demandées
pour pouvoir appliquer le théoréme 4.19.

Dans ce cas, l'équation (1) devient

trouver u € Wg’p(Q) tel que

r o0l wpfue) ¢ 1P @
' Jaj<m
et
l ? (-])lalAa(x,DBu(x)) € f(x,u(x)) pour presque tout x.
ol< m

DEUXIEME EXEMPLE

Si o € IR , désignons par sgno la multi-application définie par

sgn o = {+1} sia >0

sgn o = {-1} sia<oO

sgn 0 = [-1,+1]

Alors, pour tout h € L) (Q désigne toujours un ouvert borné régulier

n - . . . .
de IR ) 1'équation (2) suivante a au moins une solution.

trouver u € Hé(Q) N L) tel que
(2) { - bu + u®e L2(Q) et ,

- Au + u3>e sgn u + h pour presque tout x
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CHAPITRE V
COMPLEMENTS
§ 1 - EXTENSION DE MULTI-APPLICATIONS SEMI-CONTINUES

SUPERIEUREMENT ET CONTINUES.

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons au probléme suivant
étant donnés deux espaces topologiques X et Y et une multi-application T
$.c.s. ou continue d'une partie fermée A de X dans Y, existe—t-il une
extension E s.c.s. ou continue de | a X tout entier ? Comme nous l'avons
vu dans la partie III.1. et dans le chapitre I de cette partie, il est
intéressant de posséder de tels théorémes d'extension. Il semble que le
premier résultat de ce genre pour les multi-applications i valeurs con-
vexes ait été obtenu par Ma [24]. Nous présentons ici deux résultats
nouveaux.

Le premier a trait 3 l'extension des multi-applications s.c.s.,
le second 3 1'extension des multi-applications continues.
Pour la suite, X, Y désignent des espaces topologiques, X métrisable,
A une partie fermée non vide de X, ZY l'ensemble des parties fermées non
vides de Y.
THEOREME 5.1. ’

Soit [ une multi-application semi-continue supérieurement de A

Y . . . _ .

dans 2. Alors T a une extension semi-continue supérieurement

2 Y . g D — . _ ~

I': X > 2" qui vérifie I'(X) & T'(A). De plus, si Y est séparé et I'(a)
compact pour tout a,

on a I'(x) compact pour tout x.
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DEMONSTRATION

La démonstration que nous donnons ici est inspirée de Dugundji [5].

Soit d une distance compatible avec la topologie de X, si vy € X;\ A notons
V(y) une boule ouverte de centre y et de rayon r vérifiant

0<rc< % d(y,A).
La famille V(y) , v € X;\ A , constitue un recouvrement ouvert de 1'espace
paracompact X \ A ; soit z),= (Vj)jEf] un recouvrement ouvert plus fin et
localement fini. Si x € X \ A, soit Jx=1{je ] l X € Gj} . Prenons, pour
chaque j € J , un point x. ¢ Vj et un point aj € A tel que

J
d(xj,aj) < Zd(xj,A) et définissons la multi-application

I'(x) si X € A

-~

I1 est clair que T est une extension de ' ; vérifions que I est s.c.s.,
Montrons le d'abord pour x € X\ A ; soit Ox un voisinage ouvert de x dans
X\ A coupant les V. pour je :}x uniquement. Si y € Qx , il est clair que
jy'C t]x d'ol ¢ ’
T(y) = U T(a)< F(x)
i€ Jy

-~

et I' est s.c.s. en x.

Il reste maintenant 3 examiner le cas ol x appartient 3 la frontiére topolo-
gique de A. Soit § un voisinage ouvert de I'(x), il existe € > O tel que
I'(B(x,e) N A) € Q puisque T est s.c.s. sur A. On va montrer que

F(B(x, §) < Q. Soit z ¢ B(x,%) , 51 z € A il est clair que I'(z) = T'(z) C Q
sizg Aon a;

f(z) = U T(a.)
i€z

1
Il suffit donc de montrer que ¥ j ¢ j z F(aj)ﬁi {0 ; et pour cela nous

alions montrer que ¥ j ¢ :jz , aj € B(x,e).

Ecrivons

b
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d(a., < d(a.,x.) + d(x.,x
(aJX)—(JXJ) (J)

t d(x.,a.) < 2d(x.,x
e (JJ) (J)
d'ou d(aj,x) 5_3d(xj,x)
or. d(xj,x) < d(xj,z) + d(z,x)

D'autre part, on a j € i]z et donc z € Vj ol Vj(: B(y,r) avec

0<rc«< % d(y,A) , on en déduit d(xj,z) < 2r . On a également :
% > d(z,x) > d(y,x) - d(y,z) >r

puisque d(y,x) > 2r et d(y,z) <r

On en déduit donc

£ €y _
d(ag,x) <3 (2.5 + 5) T €

D'aprés la construction de I', il est &vident que T(X) € T(A) et que si Y

est séparé et I['(a) compact pour tout a, ['(x) est compact pour tout X.

REMARQUE 5.2.

Si on prend comme cas particulier, dans le théoréme précédent, une
fonction continue f comme multi-application s.c.s. de A dans 2Y, 1'extension
de f est une multi-application s.c.s. et pas une fonction continue (il faut
des hypothé&ses fortes sur Y pour avoir une extension qui soit une fonction

continue)comme nous allons le voir dans ce qui suit).

Nous allons maintenant €tudier le probléme de 1'extension des
multi-applications continues.
La méthode que nous employons consiste 3 ramener le cas des multi-applications
continues a celui des fonctions moyennant quelques faits élémentaires de la

théorie des rétracts et le théoréme d'extension de Dugundji.

THECREME 5. 3. (Dugundiji [5]).

Soit A un fermé d'un espace topologique métrisable X, f une applica-

tion continue de A dans un convexe non vide C d'un espace vectoriel topolo-
gique localement convexe séparé.

Alors 11 existe une extension continue de f 3 tout X a valeur dans C.
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COROLLAIRE 5.4.

Méme résultat en remplagant C par un espace topologique R rétracte

absolu dans la classe des espaces métrisables.

DEMONSTRATION

D'aprés un résultat classique sur les rétracts (voir Borsuk 2n,

on peut considérer R comme un sous-espace fermé d'un convexe d'un espace
normé de telle sorte qu'il existe une rétraction p du convexe C sur R. Alors
si f est une application continue de A dans R, elle posséde une extension
continue de X dans C d'aprés le théoréme 4.3. ; notons E cette extension.

-~

Alors p o f est une extension continue de f, de X dans R.

Soit F une multi-application i valeurs fermées non vides de X
dans Y,dire que F est continue (i.e. s.c.s. et s.c.i.) équivaut 3 dire qu'elle
est continue en tant qu'application de X dans 2Y lorsque ZY est muni de la
topologie de Vietoris (voir [27]).

Rappelons qu'une base de cette topologie est donnée par les ensembles de la

forme
¥ k
<0,...,0 >={Pg2 | PC U 0, et PNO.#¢ ¥ i}
1 k . 1 1
1=]
oll O]""’Ok désignent k ouverts de Y.
THEOREME 5.5.

Soit A un sous-espace fermé d'un espace métrisable X. Y un es ace
P P ’ P

(1)

compact métrique convexe au sens de Menger Alors toute multi-application
continue ' 4 valeurs fermées non vides de A dans Y a une extension continue

3 tout X.

(N

On dit qu'un espace métrique (Y,d) est convexe au sens de Menger si pour

tout YisYy € Y , il existe y € Y tel que

1
d(yl,y) = d(yz,y) ol d(yl,yz).
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DEMONSTRATION

I' est une application continue de A dans ZY. Or d'aprés les
hypothéses faites sur Y, il découle d'un résultat de WOJDYSLAWSKI
(voir [25]) que 2Y est un rétracte absolu dans la classe des espaces mé-
trisables ; et d'aprés le corollaire 5.4., I' a une extension continue de

X dans ZY.

REMARQUE 5.6.

Peut—-on prendre pour Y, dans le théoréme précédent, n'importe quel
rétracte absolu compact ? En d'autres termes, 2Y est—t-il un rétracte absolu
rour tout Y rétracte absolu compact ? Ce résultat a &té annoncé par FOULIS [26]
malheureusement la démonstration de FOULIS est fausse. Le probléme semble

donc ouvert.

§ 2 - UN THEOREME DE BIRKHOFF-KELLOG MULTIVOQUE

Le but de ce paragraphe est de montrer qu'on peut utiliser 1la
théorie du degré pour les couples (et les considérations du chapitre I sur
les multi-applications pseudo—-acycliques) pour démontrer des théorémes de
soint fixe et de valeur propre en dimensioan infinie pour des multi-applications
acycliques compactes par un passage a4 la limite direct. Notons que les résultats
que nous donnons ici ne peuvent pas @tre obtenus par les méthodes de Granas
[8]. Nous donnons deux résultats dans un cadre trés simple.

Commengons par un théoréme de point fixe qui généralise le théoreme 3.1. de la

partie III.1.

THEOREME 5.7.

Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe et métri-

sable sur IR, C un convexe non vide de E et I' une multi-application acyclique
et compacte de C dans C (on suppose que T(C) est un compact contenu dans C).

Alors, 1l existe x € C tel que x € T'(x).
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DEMONSTRATION

Commengons par démontrer un lemme auxiliaire.

LEMME 5.8.

Supposons E de dimension finie, C un convexe non vide de E,
I' une multi-application acyclique compacte de C dans un espace compact
métrisable X et r une application continue de X dans C.

Alors il existe x € C tel que : X € 1 o I'(x).

DEMONSTRAT ION

Soit K = conv r(X) , K est un compact convexe non vide, soit FK

la restriction de T a K. Identifions E 3 R" et désignons par r un nombre > 0O
tel que B(O,r) contienne K , soit p la projection de B(O,r) sur K . Consi-

dérons la multi-application r o T 0, elle vérifie les hypothéses du

K [e]
théoréme 1.15., on en déduit qu'il existe x € Q = B(0,r) tel que
x € r(I'(p(x))), alors nécessairement x € K_d'oﬁ p(x) = x et donc
X E€r . I'(x).
—_—

Montrons maintenant le théoréme.
Notons K = T'(C) ; d'aprés le lemme 3.3. de la partie III.l., pour tout V,
voisinage de O équilibré convexe dans E, il existe une application continue
T, : K~ C telle que Wv(x) - x€eV, ¥x¢€Ket WV(K) est contenu dans
un sous-espace de dimension finie Ev. Notons Fv la restriction de T 23
cn E, @ valeur dans K. La multi-application T, e Fv d valeur dans C ) Ev
vérifie les hypothéses du lemme 5.8. et donc, il existe x, € cn EV tel que
il .

XV E IV ° FV<XV)

Soit =7 r .

oit x_ iv(yv) avec y € (Xv)

Sur 1l'ensemble des voisinages de O équilibrés et convexes dans'E considérons

un ultra filtre Q(, plus fin que le filtre naturellement associé a la rela-

tion d'ordre inclusicn. Alors Y, U >y puisque Yy € K qui est compact et
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= - WU 3
comme X, Wv(yv) on a x Y, € V et donc X, —=—=7Y . On a donc & 1la

limite, puisque 1 est s.c.s. y € I'(y) et le théoréme est démontré.

Voici maintenant une version multivoque du théoréme de

Birkhoff-Kellog (voir [81]).

THEOREME 5.9.

Soit E un espace normé de dimension infinie, S sa sphére unité,

I une multi-application acyclique compacte de S dans E telle que O ¢ T(S).

Alors, il existe x € S et A # 0 tels que

Ax € T(x).

DEMONSTRATION

Commengons par étendre la multi-application I' en une multi-

application acyclique compacte Tdéfinie sur la boule unité fermée B de E.

Soit I'(x)

sl - TRy siox#o

et T = {0} .

Montrons alors le résultat en dimension finie impaire dans le cadre des

multi-applications r o [

LEMME 5.10.

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie impaire, B
sa boule unité fermée, I une multi-application acyclique compacte de B dans
un espace compact métrisable X , r une application continue de X dans E.
On suppose que O € r o I'(S). Alors il existe un réel A # O et un point x € S

1

tels que : Ax € r o I'(x).
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DEMONSTRATION

Raisonnons par l'absurde . Identifions E & IR".

Ecrivons le diagramme

G(F)———P—> B

7 |
r ,
n

IR e—— X
Considérons les couples [p,r » q] , [p,p] , et 1'application :
((x,9),8) > tp(x,y) + (I-t)r o q(x,y) = tx + (1-t)r(y)
pour t € [0,1] et (x,y) € G(I).
Six€S ona tx+ (I-t)r(y) # 0 par hypothése ; on a donc une homotopie
et

d(O,[Psroq],B) = d(O’[P,P]sB) = +]

En raisonnant de manidre analogue avec les couples [p,r.q] et [p,-p] on

trouve que
d(0,[p,roql,B) = d(0,[p,~p],B) = (-1)" = -1 ,

ce qui est contradictoire.

Achevons maintenant la démonstration du théoréme.

Soit K = T(B) » alors d'aprés le lemme 3.3. de la partie III.1., pour tout

n > 1 il existe une application continue Wn : K 5E telle que :
1 . i
¥x €K, Wn(x) - X € B(O’E) et ﬂn(K) So1t contenu dans un sous—espace

de dimension finie impaire En (rajouter au besoin un vecteur).
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On prendra n z_no ol n_ est défini tel que B(O,i—ﬁ NT) =9
- ~ o
Nocons Fn la restriction de T a B En 4 valeur dans K et considérons la

~

multi-application T e Tn 5 pour n Z-no > T e Fn vérifie 1les hypothéses

du lemme et donc il existe An #0 et x € SN E tels que :

)\an E TTn o Fn(xn)

Soit Anxn = ﬂn(yn) avec y_ e T(xn)

Comme ﬂn(K)}: K + B(0,1), la suite Anxn est bornée et donc Xn est bornée

dans IR . On peut donc trouver une sous-suite An et une sous-suite Yok

IN

telles que Y TV et Ank > X

+y d'ol X 7 L y = x (Puisque O ¢ T(S) on a A # 0).
A

Or on a Y ok € F(xnk) et donc & la limite y € T(x), soit Ax € T(x)

alors knkxnk

(x € S puisque S est fermée et X € S).
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