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COMMENTAIRES

L'algorithme proposé par Tison pour la recherche de la base compléte
d'une fonction booléenne [KUNTZMANN 1] est abordé, dans la premieére partie,
d’un point de vue algébrique assez général, ce qui permet différentes appli-

cations en particulier en démonstration automatique.

La deuxiéme partie présente un point de vue assez géométrique, pour
1'étude de guelques gquestions classiques d’'algdbre de Boole ; 1'algorithme
d'exclusion, dans sa version booléenne, y trouve en particulier une démons-

tration directe.

Note - La formulation de 1'algorithme de Tison remonte & 1964 [TISDN] et
les différentes démonstrations qui en furent données étaient au moins incom-
plétes. La rédaction de la premiére partie est une amélioration de la pre-
miére validation compléte [LABDRDE 1] . La validation purement booléenne

de la deuxiéme partie est originale.

LES QUATRE CHAPITRES DE LA PREMIERE PARTIE

Le chapitre I expose le cadre algébrique, donne les hypothéses
(axiomes) de la structure dans laguelle on s'est placé pour établir le

théoreme de convergence de 1'algorithme d'exclusion.

Le chapitre II s'intéresse aux .hypothéses faites au chapitre I : il
en fournit des versions plus fortes (moins générales) mais plus faciles &
vérifier ; par le jeu de contre-exemples on montre, d'autre part, gque si

1'on affaiblit les hypothéses du I, la convergence n'est plus assurée.
Au chapitre III sont exposéesles applications

- en algébre de Boole (recherche de la base compl&te d'une fonction).

- dans une "structure & consensus” sur un produit quelcongue de treillis

distributifs.



Le chapitre IV est entiérement consacré au théoréme de Herbrand
[FR@fSSE] et & la démonstration automatigue fondée sur la méthode du ré-

solvant [ROBINSON] .

On montre gue dans un ensemble de clauses, 1'opération multivogue
de résolvant vérifie les hypotheses du I ; la démonstration d'un théoréme

consistant & montrer qu'un certain ensemble de clauses est insatisfaisable

on obtient:

dans le cas ol l'ensemble de clauses est insatisfaisable, la démons-
tration automatique du théoreme ;
dans le cas contraire, la description de 1l’ensemble des réalisa-

tions.

On démontre, d'autre part, un thécreme d'algebre de Boole gqui s'avere

gtre "1'ame” du théoréme d'Herbrand.

Note - En restreignant le cadre précédent du calcul des prédicats a celui

das propositions, on retrouve la situation booléenne exposée au II.

LES CINQ CHAPITRES DE LA DEUXIEME PARTIE

Le chapitre I présente la structure affine métrigue de ( ZZ/ZJn et
les définitions "géométriques” de notions classiques d'algébre de Boole qui
constituent le support de 1’ensemble des chapitres suivants. On démontre
einsi un théoreme [LABDRDE 2] parallele & celui de 1'inégalité triangulaire

ce la structure euclidienne habituelle de ”?n et qui sera utilisé au IV.

Au chapitre II sont abordés les liens entre la notion de décomposi-
tion irréductible de colit maximum d’'une fonction booléenne [KUNTZMANN 2] et

celle de couplage maximal de cardinalité minimum du n-cube [FORCADE] .

La question dans [KUNTZMANN 2] sur le colt maximum est résolue ; un
certain nombre de normes et de développementsasymptotiguessont démontrés ou

zonjecturés.



Le chapitfe III présente une conjecture, du genre de celle de [ULAM]
pour 1'isomorphisme de deux graphes qui, elle, concerne la reconnaissance du
type d'une fonction booléenne. [LABDRDE‘Q] permet une vérification pour n < 4

et le théoréme exposé au I fournit une contribution & la résolution.

Le chapitre IV présente, & 1'aide des notians du I, différents théo-
remes classiques d'algébre de Boole,dont une démonstration partant,unique-
ment booléenne, de la convergence de 1'algorithme de Tison. Un nouvel algo-

rithme pour la recherche de la base compl&te est, aussi, donné.

Annexe -

En annexe est donné un catalogue des 402 types de fonctions booléennes
de quatre variables, classés lexicographiquement selon la croissance du nom-
bre de points, du nombre de mondmes premiers, de la dimension des mondmes et

représentés sous une forme la plus "lisible” possible.

A la suite de ce catalogue on trouve la liste des 216 codes des

fonctions booléennes & examiner (cf. 2éme partie, III, 2).

& 1'aide d'un traceur Benson, en particulier le catologue des

fonctions.



1)

CHAPITRE I

L'ALGORITHME D'EXCLUSION

1.1) Notations.

1.2) Probleme.

2) Formulation du processus algorithmigue sous forme

3]

d'une suite double.

Hypothéses.

. 3.1) Préliminaires : rappels et définitions.

3.2) Une série d'hypothéses.

-(I) de compatibilité de 1'ordre et des opérations
-(II) de distributivité généralisée
-(III) d'absorption
-(IV) de finitude.
3.3) 2 lemmes, 1 corollaire.

3.4) Le théoréme de convergence.



I - L'ALGORITHME D'EXCLUSION

1) - Notations,probléme

1.1) - Notations

Soit ‘ft= (A, €, {f} )] une structure algébrique ordonnée dont A
lierl
désigne le support, € la relation d'ordre et % les opérations d'une famille
i

indexée par I.

Scit P ¢ A.
On note P la plus petite (pour 1'inclusion) partie de A, contenant P
et stable pour les {»} : c’est 1’ensemble des valeurs des formules bien
i .
ie I

formées sur le vocabulaire

Pull vYulU {6
jeIl 2

On note Max P 1'ensemble des éléments maximaux de P.
1.2) - Probléme

Etant donné PC A, trouver Max P.

2) Formulation du processus algorithmique

Définition d'une suite récurrente double [En,Fn] sur &C(ﬁj.

;Z (P) dédignant 1'ensemble des parties libres de P, on suppose gue
1'on dispose d’une fonction &ﬁ(ﬁj ~+ P associant a toute partie x non vide de
P un élément de x, et 1'on appelera pointage une telle fonction.

(On rappelle qu'une partie libre L dans un ordonné E est définie par

LCE, L libre & V{x,y} cL X =y ou x et y incomparables])



- terme initial (EO.FO) = (@, Max P)

- itération (n > 0)

en définissant E’ = E_ () Max(E U F )
n n n n

F
n

F N Max(E_uUF ),
n n n

si F! =0 (B i1-F ey’ =fEn,¢] et la suite stationne

sinon en désignant l'éiément pointé de Fé par f et par }qF] 1'ensem -
ble des valeurs des formules de hauteur 1 sur F admettant au moins

une feuille étiquetée par

(E F ) =1(er v i}, Fr-{f} u T[F’JJ.
n n n

n+l’ n+l

Exemple - Dans le cas d'opérations univoques, binaires, totales, commutatives

et en nombre fini m, si (E',F) = ({e ,.ve.e } ,{f ,....F }) ot si F* "pointe”
n" ' n ) r ) s n

sur f
0

(E__.,F

el n+l] = [{eo,-..,‘er,-FO} , 1f

1....1°Sn°0-)1(-+‘ seeenfy % f REINTI RS

3) - Hypothéses sur P

3.1) Préliminaires

3.1.1) Ordre o sur ;i(ﬁj

Sur CF%A) définissons une relation « par

PxXx@ & VxeP 3yel x<gy.

al) Sur ?(A] & est un préodre. En effet, d'une part P o« P

(réflexivité) et, d'autre part, pour x élément guelcongque de P, si P &X

dyeqg xgvy
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or pour cet y si Q & R

3z ¢R y € z d'ot, finalement
Vx €P 3z e R x £ z (transitivité).

b) Proposition 1 - P & B et Q % P et P #Q =P n'est pas libre.

En effet, de P # Q on déduit 3dx ¢ P x g Q, or de P &« § on tire

Jy eQ x<vy

et comme x € B, x # yd'oll x <y ; de § % P on tire

1z ¢ P y £ z

d'old on déduit que P contient deux é&léments x et y vérifiant x < y. P' n'est

donc pas libre, par symétrie Q non plus, c'est que

COROLLAIRE - o est un ordre sur &C[A] et sa restriction & P (encore notée )

est un ordre sur ;i(ﬁj.

Remargue - Max P est alors la plus grande (selon &) des parties libres de P.

n,
3.1.2) - Rappels sur 1l'ensemble noté @ des formules bien

formées et définies sur @

a) On peut admettre ici gu'il est possible de faire correspondre bi-
Jjectivement & tout élément x de cet ensemble un espalier X, dont les noeuds
(sommets différents d'une feuille) sont étiquetés par des ¥ et les feuilles

i
par des éléments de Q. Dans un tel espalier, le E-degré extérieur d’'un noeud

2
étiqueté par ¥ est égal & 1'"arité” de 1'opération % .
i i
Remarque - Si la structure algébrique est commutative on cublie dans chaqué

espalier l'ordre transverse (ordre total sur les successeurs de chague noeud)

1'espalier devient alors une arborescence.
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1
asx (bxc) —— a/ \

2 A
/N
et dans le cas d'opérations non forcément binaires
*
/ 1\\
* * %* |
2.\ //3\ /4\ ‘
a b c d e f *

N\

g

? (;[a,b], *(c,d,e), ®(f,»xg)) —

On définit sur un espalier

- la hauteur d’un sommet (feuille ou noeud) par la longueur de la chaine

Joignant la racine (unique sommet sans prédécesseur) 3 ce sommet, calculée
. . - 1 < P

en faisant abstraction, dans cette chaine, des sommets de = degré extérieur

2
(vers ces feuilles) égal & 1.

- la hauteur h(x) d'un espalier x par la hauteur maximale d’'une feuille.

- la "profondeur de voisinage” d'une feuille x, différente de la racine,
comme la hauteur de 1'espalier terminal issu du prédécesseur de x (doré-

navant on ne parlera seulement que de profondeur];

-

Exemple - p(a)

p(d}
p(b)
plc)

1]

I}
4 — N w

b C

et si x est aussi racine p(x) = 0.
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b} Valeurs et définition d'une formule bien formée

En partant des feuilles d'un noeud, si 1'opération représentée par
1'étiquette du noeud est définie pour le jeu d'arguments représentés par
les étiquettes des feuilles, on peut associer & ce noeud la valeur ( € P)
de cette opération selon ces arguments (ou,éventuellement 1'ensemble des va-

leurs, si 1'opération n'est pas univoque).
De proche en proche, si 1'on peut associer & la racine d'une arbo-
rescence associée & une formule x un ensemble de valeurs v(x]), on dira gue

cette arborescence est définie et gque v(x) est son ensemble de valeurs.

"
c) Préordre sur A, l'ensemble des formules bien formées et définies

sur A

n
On peut prolonger & A 1'ordre défini sur A par un préordre encore
noté <

Ff<g & vif) X vig)

en effet, réflexivité f £ f (immédiat)
g

transitivité f < ou g<h = F <h (immédiat).

3.2) Une série d'Hypothéses

3.2.1) Hypothése (I) de compatibilité de 1'ordre et

des opérations

Etant donnés une formule x sur P et un ensemble ¢ majorant selon
o les feuilles de x (et minimal pour 1'inclusion), il existe une formule y

~

a feuilles dans @ veérifiant

x £y avec hix} € hiy)
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* *
______ /1\ majorée par /1\ ou b ou c si cC > a
c b

a b

Remarque : cette hypothése est moins forte gue 1'isotonie.

3.2.2) Hypothéses (II) de distributivits généralisée

- forme (II) f : Toute formule x sur P, admettant une feuille d'étiquette a,
est majorée par une formule y dont les feuilles ont des étiquettes prises
parmi celles de x et telle qu'aucune feuille d'étiguette a ne soit de pro-

fondeur > 1.

Exemple -

—————— /\ majorée par /\ /\
/A ALY

b a o] majorée par

- Une forme plus forte notée (II)F peut dtre obtenue en imposant ure con-

dition de hauteur.
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Toute formule « « « + + ¢ « & & de profondeur > 1 et vérifiant
hiy} £ h[x];et si x admet une feuille de hauteur 1, étiquetée par a, y vérifie
ha(yJ < h{x), ol pour déterminer ha[y], les noeuds de y admettant une feuille

d'étiquette a, sont considérés comme des feuilles.

On dira dans ce dernier cas que l'on "distribue” a sur son facteur.

Exemple -
majorée par //\\\\n'est pas acceptable, seuls sont

a . cC

b C b

acceptables les majorants de la forme

ou / ou //A\ ou //W\ ou b ou a.
c //<; a b ‘b C
b C a b a c

3.2.3) - Hypothase (III) d'absorption

Toute formule x sur P de hauteur 2, dont une feuille de hauteur 1 est
étiquetée par a, ainsi que 1'une de ses feuilles de hauteur 2, est majorée
par a ou par l'un des noeuds (de hauteur 1) admettant un successeur étigueté

par a.

majorée par a ou ///R\\\\
a b

b a c
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3.2.4]) - Hypothése (IV) de finitude

P est supérieurement fini.

On rappelle gqu’un ensemble ordonné E est supérieurement fini
dgnifie :

- toute chaine de E, possédant un élément minimal est finie (ou

toute suite croissante est stationnaire).

- toute partie libre de E est finie.

Remarque générale & toutes les hypothéses formulées

‘ces hypothéses ne sont pas supposées etre vérifiées uniformément en P.

3.3) - Démonstration de deux Lemmes efun corollaire

3.3.1) - LEMME 1 (f) -
Sous la seule hypothése (II) faible

_ ~ /—\_/
VFc P Vx ¢F FJye{sluFr-4f} U FF) v > x o  est 1'élément

point® de F.

En effet, cette proposition est équivalente & (II) faible.
LEMME 1 (F) -

Sous 1'hypothése (II) forte

_ " /\__/
VFcP Vxer Fy e {f}u F-{r} U F(F) v > x
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avec hly) < h(x) et si x admet une feuille de hauteur 1, étiquetée par f

rgy] < hix).

En effet, cette proposition est équivalente & (II) forte.

3.3.2) LEMME 2
Vi nv
VnelN Verr"UF;] ayGEr’]UFr'] y > X

On dira d'une formule y obtenue par distribution de a sur son facteur,

gqu'elle est dominée par a si elle satisfait & 1'hypothese {III). On a 1la

Propriété 1 - Si une formule x est dominée par a, 1'itération de la distri-

bution & 1'intérieur de x, de a, conduit alers en un nombre fini d’'étapes

(par diminuticn de la hauteur) & une formule stable pour la distribution de

a (gui ne peut donc &tre que a ou une formule sans occurren_ce de al.

Soit alors une formule sur Eé U Fé’ on aura développé les feuilles
sur Fo’ par distribution successive des différents noeuds représentant des
ococurrences d'éléments de Eé et réécriture & 1'aide du lemme 1. On obtient
une formule maximale pour 1'inclusion de ses sous-formules dominées par des
gléments de E% (en nombre finil). La propriété 1 permet alors d'affirmer qu'on
obtient en un nombre fini d'étapes une formule stable pour la distribution
des é&léments de Eé, c'est-a-dire un élément de E% ocu une formule sans occur-

rence dans E%, c'est-a-dire sur Fa.

Remarque sur des questions de hauteurs. Considérons en algebre de Boole

et avec pour seule operation ? celle de consensus, la suite (En,Fn]

1 B3 Fi
O ax\/cx' Bc!' b'd
1 ax jcx' bec' b'd / ac
2 ax cx!|bc' b'd ac / bx'
3 ax cx' bx'lbe' b'd ac / dx'
R
4 ax cx' bx' bc!|p'd ac dx’' / c'd ab
5 ax cx' bx' bx' b'djac dx' c'd ab / ad
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Au rang 3, la formule // \\ n'est majorée que par une formule de
’ ax dx'
hauteur au moins 2 sur Fé

/ﬁd
ab \E’d
bc’ ac

Ceci montre que dans 1'énoncé du lemme 2 il est probablement difficile

d’'obtenir une econdition de hauteur intéressante.

3.3.3) - COROLLAIRE 1 (du lemme 1 et du lemme 2)-

Y n Max P ¢ Enu Fn

On raisonne par récurrence sur n en appelant Mn la propriété au

rang n.

. Mo est satisfaite puisque ED U Fg = Max P et que par (I)

Max P = Max Max Pc Max P

>
Supposons alors Mn (n > 0) et montrons Mn+1

Sans tenir compte des questicns de longueur, le lemme 2 permet d'affirmer gue

(compte-tenu de (I))
_ _ _ N
Max PCE UF = Max Pc E' y F' ;
n n n n

le lemme 1(f) permet d'affirmer alors

-

U F ce gqui établit 1la

Max PC E'’ UF’ = Max Pc E
n n n n+l

+1

proposition.

3.4} - Théoréme de convergence de (En,Fn] -

Selon la topologie discréte

et sous 1'hypothése IV on a de plus 1im (En,Fn] = (Max P,@).
n
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Jémonstration - Si In Fn =@,

~

la suite (En,Fn) converge (stationne & partir d’un certain rangl) et, d’'apres

le corollaire, ce ne peut étre gue vers (Max P, B).

Etablissons donc gue

Raisonnons par 1'absurde et considérons la suite de parties libres
P y . . .
Gn = EnLJ F;. On va montrer gu’on peut en extraire une sous-suite strictement

croissante (pour &} G¢[n):

1) Gn o Gn en effet si x € Gn - G alors il existe un majorant

+1 n+1l

d i j .
e x dans Gn et si x ¢ anW Gn+1 s X € Gn+l est un majorant de X

+1

2) ¥Yn dm > n Gn # Gm, en effet dans le cas contraire Gn serait

stationnaire, ce qui est impossible si Vn Fn .

On définit alors une suite de suites croissantes sur P.

Soit X5 ¢ GO X est choisi dans G¢[n+l] comme un majorant de

n+l,o

G . D'apré i 3 ir d’ i .
xn,oé ¢ (n) D'apres (IV) X0 o stationne & partir d'un certain r_

i
La (m+1)° suite est alors définie de la fagon suivante (ol Ri =X er:

Si X0 m converge vers x en stationnant & partir de T il existe un

» 3

élément dans G¢[R )

incomparable & chacun des éléments de Gm(R )’ soit
m+1 m

X .
o,m+1

xn+1,m+1 est alors choisi dans G¢[Rm+n+1]

comme un majorant de
X .
n,m+1

Le fait que {x_ .} est une partie libre infinie contredit (IV].
©,1 . N
1€



CHAPITRE II

DISCUSSION DES HYPOTHESES

.1) _Conditions d'existence d'un algorithme.

2)

1.1) Condition A.

1.2) Condition suffisante de A.

18.

1.3) Différents jeux d'hypothéses assurant (I), (II), III) ou (IV]).

Tentatives d'affaiblissement des conditions suffisantes.

2.1} Sur (I).

2.2} Sur (II) - Cas d'un produit de treillis (non distributifs).
2.3) Sur (III}.

2.4) Sur (IV) - Définition de 1a notion de pointage "systématique”

et un autre théoréme de convergence.
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I[ - DISCUSSION DES HYPOTHESES

1) Existence et conditions d'existence d’un algorithme pour résoudre

le probléme de la détermination de Max P, connaissant P.

1.1) - Le théoréme d’'algébre précédent n'est pas suffisant pour
assurer l'existence d’un algorithme. En effet, il est nécessaire de s'assu-
rer qu'a chague itération du processus défini en I, il est possible de

n'avoir qu'a effectuer un nombre fini d’opérations é€lémentaires.

Cela implique, en particulier, qu'a chague itération En,Fn soient

finis (ceci est d'ailleurs assuré par 1'hypothése IV).

Cela implique qu'il soit possible de n’envisager, pour passer de

Fé a Fn+1 gu’un nombre fini d'opérations de {} (condition A}, dont
iier:

on doit supposer qu'elles sont d’”arité” finie et gque pour un jeu d'argu-

ments elles ne fournissent qu'un ensemble fini de valeurs.

I1 est immédiat que si ces conditions sont satisfaites, alors il

correspond bien au processus du I, un algorithme.

1.2) - Condition suffisante pour assurer la condition A.

Introduisons la notion de partie "suffisante” de 1l'ensemble I, in-

dex ant 1'ensemble des opérations {x}

1iel
Définition - J C I est dite suffisante si, quels gue soient les arguments
xl,xz,....xr dans P, des ?-pour iel,
Ik e {1,....,r} ?(xl,.... x ) £ Xy
ou 33 e J E{yl,...,ys} Ci{xl,...,xr} x{xl,....xrl S xiyl,..,ys).

1 J
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Les opérations indexées dans I-J sont alors dites "inutiles” car,

avec des notations évidentes, et compte-tenu de (I)
Pl o 7

et Max ﬁI = Max FJ -

On peut alors formuler une condition B, suffisante de A:

Condition B (suffisante de A), il existe dans I, une partie suffisante finie.

Remargue - Dans la suite, les hypothéses du 1.1) autresque la Condition A,

seront toujours supposées satisfaites.

1.3) - Différents jeux d’hypothéses assurant (I), (II), (III) ou (IV).

1.3.1) Sur (I) -

Montrons que pour (I) il suffit gue (I) soit vraie pour les formules
de hauteur 1. Raisonnons par induction sur la hauteur d'une formule guelconque
X , en appelant (I]h la'propriété (I) pour les formules de hauteur h. Pour

x atomique (I]O est immédiate.

Supposons la propriété établie pour h < H (H > 1) et établissons
[IJH. X non atomique peut &tre considérée comme une formule de hauteur 1,
dont les feuilles sont étiguetées par des formules de hauteur < H , majo-
rées par des formules de hauteur¢H dont les étiguettes des feullles sont

prises dans @. [I]l permet alors d'affirmer [I]H .
On a donc (I) & [I]l.

Montrons alors que (I]1 = (1) ou (I]1 1 est la propriété

1,1
II]l vraie pour les seuls x et § tels gue l'ensemble des feuilles de x

et ¢ ne différent que d'un é&lément au plus.
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On raisonne de méme par induction sur i pour établir bﬁ.[I]l 5
soit (I]l.
6???%???%?? " Dans une structure a opérations binaires, totales, commuta-

tives {I) est conséquence de la seule hypothése d'isotonie :
Yi V¥Vx Vy Vz X<y => xx%z £ yxz
1.3.2) - Sur (II)-

Comme pour (I) on peut démontrer, moyennant (I) et (III).

(II]F & [II]F2

Démonstration de (II)F &= [II)F moyennant (I) et (III}.
> .
On raisonne par induction sur la longueur d'une formule guelconque
x. Pour x atomigue [II]F est immédiate,

et (IIJF {hypothése].

de méme [II)F
1 2

Supposons alors [II]Fh établie pour h < H (H > 3) et établissons

(11)
FH

x de hauteur au moins 3 peut &tre considérée comme une formule de
hauteur 1 dont les feuilles sont étiguetées par des formules de hauteur < H .
Si chacun des majorants de ses feuilles, intervenant dans la formule fournie
par (I}, est différente de f, le probléme est résolu;sinon le probleme est
ramené & celui portant sur une formule de longueur au plus H et admettant

une feuille de hauteur 1 étiquetée par f.

A une telle formule (dans le cas ol elle est de hauteur > 1 sinon

le probléme est résolu) on peut appliguer (II)F en la considérant comme
2
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une formule de hauteur 2 dont les feuilles sont étiquetées par des formules
de hauteur < H (en fait < H-1). On obtient aprés application de [II]F puis
de (I), soit une formule de hauteur { H, soit une formule donnant une 2 solu-

tion, & moins gue 1'un des majorants fournis par (II]F ne soit f.
h <H

par (I]Fh puis (I) : si X=XlX2 et
par (II]F
h
X Y z u f X f z F
o a] 0 o
%,!,dee hauteur < H F xl f
D'aprés (III) cette dernidre formule, domirée par ¥,

est majorée par une formule ne contenant des occurrences de f gu'au

plus de profondeur 1 et satisfaisant les conditions de hauteur.

Application au cas d'opérations totales, binaires, commutatives.

(II) F, s'écrit

2
Vx Yy Vz x*(yx%z) majorée par 1'un des &léments suivants
_ - X
h =0 -y
-z
X

- X * y mis pour {xxx,xxy, xxz}

z
h =1
y
-y % z
- zZ%z y
X z
h =3 - (x = {y) *
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On montrera en algéebre de Boole gue le consensus s'inscrit bien

dans ces possibilités car,

x % (y»z) est majoré,dans le cas ol » représente 1'opération de

consensus entre deux mondmes par 1'un des gléments de

{z, xwy , xxz , (xwy)*z , (xxy) s (xez)}
1.3.3) Sur (III) -
Dans le cas d'opérations totales binaires, commutatives, (III)
s'écrit
¥V x Yy x 3 (xx#y) majorée par  x»y ou X.

1.3.4) - Sur (IV) -

On a la propriété

Dans une structure algébrique, l’associativité et la commutativité

simple dimpliguent (IV) si (III) (immédiat).

2) Tentatives d'affaiblissement des conditions suiffisantes

2.1) Sur (I) -

On ne peut pas supprimer toute hypothése sur la compatibilite de

1'ordre et des opérations.

En effet, considérons E = {~1,0,1} avec -1<0<1 et la loi

commutative idempotente définie par (et notée multiplicativement)
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Soit A = E x E muni de 1'ordre et de la loi produit T

T est commutative idempotente.

T ne vérifie pas (I) on a -1 < Q et en multipliant par 1 on

aurait 1 < 0 alors que 1 > 0.

T vérifie [IIJFpuisque T est associative,

en effet, considérons alb c)

si 1'un des a, bouc est nul alors albxc) = 0 ={axblc
1 = (1xblc
bc = (-1xblc

sinon si a=1 1xbc

1]

et pour a=1 ~1xbe

T vérifie (III)

en effet alab) = (aa)b = ab

T vérifie (IV) puisque A est fini (ou encore en remarguant

gqu'ici (III) = (IV)).

Pour P = {(1,00 , (0,-1) , (-1,1)} comme(1,0) > (0,-1)
Max P = {(1,0) , (-1,1)}

(ELF) = (&, {(1,00 , (-1,11})
(E).F,) = 1,00, {-1,1) ,{(-1,m} )
(E],F13 = {(1,0%}, {(-1,1)p

(E2,F5) = ({(1,00 , (-1,1)} , &)

»1) =(0,1) > (-1,1) .

2.2) - Sur (II) -

On a vu [II]F & [II]F2

al Montrons que (II]2 n'est pas suffisante.

Soit A = {a,b,c,a,T} muni de 1'ordre strict vide et d’'uns opération



binaire, notée multiplicativement, commutative, définie par sa table :

a b ¢ o 7T

a a a C ™ m

a o o ™
C c o ™
[0 o ™
i ™

(I) est bien vérifié puisque 1'ocrdre strict est vide.

. Pour vérifier [II)2 il suffit de vérifier que x(yz) peut s'écrire

comme une formule ol la profondeur de x n'est pas > 1.

Pour x = ¢ 11 vient x(yz) = 7 = x

Pour y ou z valant 7, il vient x(yz) = xm = 7 = yz
On peut donc se limiter 3 {x,y,z} < {a,b,c,a} .

Pour x = o il vient x(yz) = a = x & moins que yz ne vaille 1 ou a.

Oans le premier cas x(yz} = 7 = yz.
Dans le deuxiéme, on a les éventualités

0 aa = T = ¢a
x(yz) =4 aab = oa
o bb

AN
7

Pour y ou z valant o , par exemple, y = a il vient
x(yz) = x(uz) = xa = xy
& moins gue z ne vaille 7 ou o

Le premier cas a déja été envisagé, dans le deuxiéme

x(aa) = xw

n
3
[
Q
o
il
<
N
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On peut donc, finalement, se limiter aux seules vérifications corres-

pondant & {x,y,z} < {a,b,c} .

Les différentes possibilités correspondent alors, a

® alad) = a b aa = a cC aa = ca
® alab) = a b abh = ab c ab = ca
@ afac) = ac b ac = bc ® Ccac = cc = cC
a bb = a ® bbb =a-=hbb c bbb =ca = ¢
AN
a bc =1T=/a\ /OL ® b bc=bod=0=bc ® ¢cbc=rca=20=hc
b b b\\c
a cc = ac b cc = bc ® ccc =cC

[II)F n'est pas vérifiée, pour albc), par exemple ;

le monlrent
(ITI) est vérifiée, comme“les précédentes égalités (précédées

du signe ®), ainsi que W(Mx) =T

et ofax) =0 3 moins que x = T ou x = a

dans le premier cas  a(om)

I
Q
3

dans le deuxiéme cas a(da) = aT = T = Qa

(IV) est vérifiée puisque A est fini.

Pour P = {a,b,c} 1le processus algorithmigue donne

=& =
abec o {i;‘ gﬁi

abrca {aa
=

On a écrit dans le prolongement des lignes, une formule de valeur 7 ,

tant que cela a été possible.
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b} Cas d'un produit de treillis -

Pour les opérations de consensus de Quine sur un produit de treillis,
le distributivité des % est éguivalente & celles de chacun des treillis (voir

i
structure de consensus sur un produit de treillis).

Montrons gue si,pour un treillis du produit, seule la modularité est

acsurée, le processus ne fournit plus Max F.
u
1
a///\;\\\c /// \\\
Scit A = Tlez avec T1 = \\\\///// et T2 = {\\ x!
8]

2

(I) et (IV) sont vérifiées (immédiat).

Vérifions (III), on a

»* = =

u - (UTV] (ul v [u1 v vlJ s Uy n [u2 A v2]] UTV

u % [u%v) = (ul v (ul A vl] > Uy A (uz v v2]) = (ul,uz) = u
1 2

u ? (UTV] = Uy A [u1 v vll s Uy v [uz A v2] = [ul,uz] = u

Pour P = {bx', cx, ax} 1le processus algorithmigue donne

bx' cx ax

bx' ex ax ul zl g 27
x5 | ok 1 21 ux 24 g8 ok oK 2

bx' zl ux y&/zl

or bx' 2 (cx®¥ax]) = bx' % ux = bl
2 1 2

et {zl, ux , } est libre.
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2.3) Sur (III) -

Montrons qu'on ne peut pas supprimer toute hypothése d’'absorption.

Soit A = Tx X Ty X TZ X Tt le produit des-quatre treillis distributifs
isomorphes ol TX est le treillis de Boole & 2 atomes x et x', et muni de

1'ordre produit.Sur A, soient les deux opérations % et ?—dé?iniespar
1

(a b c d) ?-[d BYS8)=(avoa,byB,caY,dad)

(abcd);—(OLBYCS] lava,baB,cuyuyY,dad)

Les hypothéses (I), [II]F, (IV) sont vérifiées comme conséguence d’un résul-
tat plus général (voir structure de consensus sur un produit de treillis

distributifs)

Soit P = {a,b} avec a = x yvzt, b=x'y'z't’.

(IIT) n'est pas vérifié, par exemple c a ?-[afb) = a é—(llOO] = 1lyz0

1010.

n

Oor a*a = a%a = a, axb = 1100 et axb
2 1 2

Le processus algorithmique donne

xyzt x'y'z't!
xyzt x'y'z't' 1100 1010
xyzt x'y'z't' 1100 1010 1100 1y'00 1y'z'0 1010
_ xyzt x'y'z't’' 1100 1016 1y'z'OD 1100 1010 1100 1y'z'0
xyzt x'y'z't' 1100 1010 ly’z'0
xyzt x'y'z't 1100 1010 1y'z’0

or {a,b,1100,1010,1y'z'0,[1yz0} est libre.

vergence de l'algorithme d'exclusion, due & Fichat] . En effet, les



hypothéses faites pour assurer la démonstration, sont satisfaites dans
1’exemple précédent, sans entrainer toujours, comme on le voit, la conver-

gence de l'algorithme vers (Max P, @).

2.4} - Sur (IV) -

a) Montrons que toute chaine & élément minimal est finie, n'est pas consé-
quence de toute partie libre de P est finie, méme compte tenu de Max P fi-

ni, (IJ, (II)F et (IIIJ.
Soit f¥= (N, €, (xxy) = Wf(x,yl+1 . Sont vérifiés

(I): de x £ y on déduit infix,z) € Infly,z) soit xxz < yxz ,

~

[II]F:Considérons x % (yxz)

siy >z y%z = zx%z = z+1 £ vy
d'oll x % (y»z]) < xxy ;
sinon y £ z et yxz = y+l
X 3% (yxz) = x 3 (y+1)
-six >y x % [y+1} = y+2 £ x+1 = x%x

- sinon x £y et x ¥ {y+1] = x+1 = xx%x ;

et (III):pour x =y il vient

si x > z X 3 (x%z) € x%x

sinon x € z et x » [(x»z) < xex

Pour P = {0} , P =N une partie libre non-vide est un singleton,donc finie,
et il existe pourtant une chaine & élément minimal, non finie

0< 1< 2....n< n+l....
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u
abis) - Soit alors T&le treillis booléen & deux atomes x/// \\\x' R

et jT-+33 la structure de \\\\///

z

- support : somme (union disjointe) S des supports de f% et 53 .
- ordre : union des relations d'ordre avec en plus Vn e IN n<u.

- opération : union des ensembles de triplets de 3%'et ﬁB

(1'opération ainsi définie est partielle).

(1}, [IIJF et (III) étant vérifiées séparément dans j%\et ?3 , elles le sont
aussi dans j%‘+ 35 puisque 1'adjonction de couples a l'’ordre ne pourrait &tre

que "favorable" & la satisfaction de ces hypotheéses.

Pour P S, P = {0,x,x'} , Max P = {0,x,x'}, uve P, Max P = {u}.
Max P # & est fini, or pourtant, il existe une chaine & élément minimal in-
finie, dans P : ™ (ici les parties libres non vides sont les singletons de
N, ainsi gue {z,n},{x,n},{x",n} et {x,x",n} guel que soit n e™N ). On

remarque ainsi que l'affirmation du &) subsiste méme si 1'on suppose Max P # &.

b) Montrons que Max P fini , n'est pas conséguence de
toute chaine & élément minimal est finie, méme compte-tenu de

Max P fini, (IJ, [II]F et (ITI).

soit U = ( ™N, ordre strict vide, xy =1inf(x,y)+1). Sont vérifiées

- (I):de x £ y (soit x = y) on déduit x z Ly z;
(IT):si x(yz) défini,alors x = y+1 = z+1 et x{yz] = x+1 = xx ;
et (III):x(xy) n'est jamais défini, donc (ITI) est vérifiée.

I1 vient pour P = {0} Max P = {0} P =N Max P = ™
Max P est infini bien_qu'il n'existe pas de chaine infinie puisqu’une chaine

maximale ne peut &tre gu'un singleton.
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¢) Donnons un cas oG (I3, [II]F, (ITI) sorit satisfaites, ol Max P et Max P

cont fini< et ol toute chaine & élément minimal est finie, bien gqu'il

existe une partie libre infinie.

On considére U+ j% ol 1'cpératicn + est la méme gu’en abis), pour
j%‘+ j% . Ici, pour P = {0,%x,x’} , Max P = {0,x,x’} , Max P = {u} , ™ est
une partie libre infinie et si 1'on définit un pointage, choisissant dans
une partie de P d’intersection non vide avec IN , un des éléments de N ,

le processus algorithmique ne converge pas

Ixx'
1 xx'2
12 xx'3
12 n xx'n+]

d) Notion de pointage systématique ; le pointage naturel.

On peut cependant amélicrer le résultat duIS], en restreignant la
classe des pointages. Un pointage sera dit systématique (notion non uniforme)
s'il assure gue tout &lément apparaissant dans Fn finit par en 2tre "exclu”.

C’'est le cas du peointage "naturel” défini de la maniere suivante

on écrit les éléments de Fn en file, ceux de Fa sont écrits en

r2spectant 1'ordre de Fn, F est alors une file dont les premiers éléments

n+l
sint ceux de Fé hormis FO glément de téte de Fé et sur lequel "pointe” Fé.

Pour un pointage systématigue, démantrons alors le

COROLLAIRE 2 - (des Lemmes 1 et 2, compte-tenu de (I}, (II]F, (I1I) et[lv)I ).

Soit n arbitraire et pour x ¢ Max P, x arbitraire, une formule y de
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valeur x, alors

hiy) >0=> 3Im>n 3z ¢ Em ) %m viz) = x et h(z) < h(y)

On raisonne par induction sur la hauteur de y en appeilant DQ la propriété

pour les x admettant une formule de hauteur % {(propriété universelle sur n).

Pour h = 1: Au cours de réductions de Fr a F; {(r 2 n) si une des
étiquettes des feuilles de y est &liminée par un élément de Eé alors le pro-
bléme est résolu d'aprés le lemme 2. Si 1'une des feuilles est exclue le

probléme est encore résolu.

Compte-tenu que tout &lément apparaissant dans un Fr finit par gtre
exclu (hypothése sur le pointage), 1'hypothése qu'il n'existe pas de rang ol
y soit majorée par un atome de Fr (r > n} implique qu’'il existe au moins une

chaine & élément minimal (x) infinie, ce qui est contraire & 1’hypotheése

de finitude de [IV)I.
Supposons DQ établie pour £ < L (L > 1).

y peut s'écrire comme une formule de hauteur 1 3 feuilles
ﬁ_ i:1,n_ p , de hauteur < L. D'Q pour £ < L fournit des formules de
hauteur < L-1 sur En pour m = Max { mi}, et finalement par (I)onabien DL'
: i=1,...P
De ce corollaire on déduit gque tout &lément maximal de P, finit par
figurer dans un Fn' Max P étant alors supposé &tre fini , il existe donc un

rang tel gue Max E-C:En et, par conséguent, Max P = Eé.

Remarguons que si un ordonné E vérifie 1la propriété des suites
crolssantes, tout &lément admet un majorant dans Max E {gui n'est donc pas
vide} puisgue si x € E n’est pas maximal, x est majoré par y > x, y lui-
méme jouant alors le r8le x on en déduirait une suite croissante non sta-

tionnaire.
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Si P vérifie la lére partie de IV si Max Pc En on a donc, nécessai-

rement Fé = . On a donc établi le

THEOREME - Si P satisfait

- (D), (I1), (III)
- Max P et Max P finis
[M{

- toute suite croissante de P est stationnaire

alcrs, pour un pointage systématique

lim (En,Fn] = (Max P,®)

Application a 1l'exemple du 3).

Pour le pointage naturel, le processus esst un algorithme, les

étases successives en sont

1 x x'
1 X x' 2
XX | x'2u

U

Remarque générale aux contre-exemples 1 bis] et 3).

Les opérations envisagées n'étaient que partielles; ceci n'est pas

une hypothése pour assurer 1l'existence de ces contre-exemples.

En effet, on peut toujours, dans le cas d’opérations partielles sur

f}, associer a f% s &{’ une structure & opérations totales définie par :

- support A' = A LJ{A}; 1'é1ément {A} (¢ A) sera noté O.

- 1'ordre sur A' est celul de A auguel on adjoint les couples de
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{o} x A",

-1 ensemble des multiplets correspondants aux opérations »' est
celui de Ceux correspondant aux *- auguel on adjoint leé multi-
plets de la forme (symbole operatolre, arguments, résultats)
[?’,m,ﬂ) si ¥ n'est pas défini pour m € A, ou si O figure parmi

i
les arguments.

Si f% vérifie 1'une des hypothéses (I), [II]f, [II]F, (1113, [IV]~F

ou (IV)X, il en est de méme de d%’ et réciproquement.

D'autre part, pour P # {0} les deux suites (En'Fn]ff et [En’FnafV

sont égales.
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CHAPITRE III

STRUCTURE A CONSENSUS

1) L'algorithme de Tison en algéebre booléenne.

1.1) Rappel d'un théoréeme .
1.2) Vérification des hypothéses.

1.3) Exemple.

2) Structure générale de consensus.

2.1) Présentation du cadre : un produit de treillis distributifs.

2.2} Conditions suffisantes pour satisfaire (III).
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III - STRUCTURE A CONSENSUS

1)-Algorithme de Tison pour déterminer les mondmes premiers d'une fonction

boocléenne {un mondme premier est un mon3me maximal pour 1'ordre sur les

fonctions booléennes].
1.1) - Rappel d'un théoreéme d'algébre booléenne.

g ~ P L -~
On note m le maondme m "effectud” Sur Blensemble des mondmes boo-
léens, ordonné par la restriction de 1’ordre sur les fonctions booléennes,

on définit une opération binaire partielle, commutative

m¥n = consensus de m et de n, si il existe.

On rappelle une CNS d’'existence du consensus de m et n
il existe une et une seule lettre a apparaissant sous une forme dans
m et sous la forme complémentée dans n : le consensus est alors le produit

des lettres de m et n, en omettant la lettre a.

On démontre en algébre booléenne, le

* p
THEOREME - Max {ml,mz,....mp} = {MonBmes premiers de f = L mi}
1

1.2) - Vérification des hypotheéses (I}, (II]F, {(1v].

- {I) Soit, m,n et p, supposés effectués, vérifiant

m<n {c'est-a-dire m = un)

et mx¥p défini (m et p admettant un consensus suivant a 2> m)

si a figure dans n on peut écrire mxp = Ulnxpl < n¥p

. m
sinon mp $—5~$ n

d'oll 1'on déduit que (I) est bien vérifiée.
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- (II]F Soit, m,n et p supposés effectués, vérifiant

m % (nwp) défini (m et nxp consensus suivant a 2 m,

n et p suivant b 2 nJl.

Suivant que a' figure dans n et p ou dans 1'un des deux seulement
{et, dans ce cas, quitte & un changement de notation, on peut supposer qu'il
s'agit de n} et gque b ou b' ou ni 1'un ni 1l'autre figure dans m, on a les

six possibilités suivantes

N

I
b 2m
b > m II
Vo>
a =n ni b ni b' dans m I
a''2p
a'zn b >m Iv
—w(a' Zp
b* > m v
ni b ni b' dans m VI

- Si Yy, v, T représentent des mondmes ne contenant ni a ou b, ni
a' ou b', et respectivement diviseurs maximaux de m, n, p pour cette

propriété, on peut schématiser les différentes possibilités par
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a b < bUv  =men
b a' b’ L DUV =mxp
m_.np b’ a’ 1 = uum  =[(m¥n)®¥(m*p)
= — —¥=) x = ’ L = x <
mx(n¥p) m *[\)*Tr] HuT =afl a(-[a b 1 b ] WVT =4, ~HVIES by =mxn
b ' S
b 1 b g<b'm =p
1 1 1 = uvrm  ={m¥n)xp

-~ (IIT) est immédiatement vérifié puisgu'une formule x % {xxy) n'est
Jjamais définie.
- (IV) Pour Max P fini soit V l1l'ensemble {(fini) des lettres primées

ou non, apparaissant dans les monfmes de Max P.

De Card P < Card CF%V] on déduit que P est fini.

1.3) Exemple d'application de 1'algorithme

abc abd’ acde bed bed’
abc abd' acde bed bed'
abc abd’ acde bed  bed’ / abe ap€
abc abd'acde bed bod' / abce
apt abd'acde bed begd' / be

abd' acde bc

2) - Structure générale de consensus

2.1) - Etant donné un produit non vide de treillis T = il Ti‘
ie I
ordinné par 1'ordre produit, considérons un ensemble d'opérations binaires,

totales, univoques, défini par une famille @ d’'éléments de 5(1) selon :

a tout Je & (J «cI) on associe

Xy = [Zi]-

avec z, = si 1 €J alors x..y Y, sinon X, A V..
3 iel i i i i

1
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Les [§] sont commutatives, associatives, idempotentes, isotones :
J€Q

cela découle immédiatement de la structure de treillis des Ti'

Proposition 1 - La distributivité des Ti impligue celle des §~.

En effet, soit x » (yxz) = (t.)
J K tier

il vient t, = si i€ K-J alors x; Ny vozgd s [xi IR VIR E SIUN zi]

sinon

D ie J-
si i € J-K alors X5V (yi A‘Zi] [xi WV yiJ A\[Xi v zi)

sinon

si i€ JNK alors X,V (y:.L v zi] [xi v yiJ v [Xi v yi]

sinon X A [yi A zi] [xi A yi) A (xi A yi].

Or (x»y) % (x¥z) = () avec
J K J 1y €I

T; = s5i i € K-J alors (xi A yi] v [xi A Zi]
sinon
si i € J-K alors [xi \/yi] p\(xi v zi)
sinon

s . n

si i &€ JNK alors (xi\v yi] v [xi v zi]

sinon [xi A yiJ A (xi A zi].

On a donc bien Viel ti=‘21 1es-§ sont des distributives.

f-or,

IN

,{ﬁ} ] vérifie donc (I) et [II]F {uniformément en P pour PC TJ.
Jed
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2.2) - Probleme - Sous guelles conditions surt@, (IITI) est-elle

satisfaite ?

Soit x-?~[xzy] = (Zi)i €1’ il vient

z, =sii € K-J alors XA [xi~v yi] = Xy
sinon
si i € J-K alors X5V [xi A yi] = Xy

sinon

. . n : =
si i¢eJ K alors Xg v [xi v yi) X;V Yy

sinon Xs N [xi A yi] =X A Yy

Or. en déduit deux conditions suffisantes, pour que (III)

*CS, VvV {1,k}cd JsK ou JNK =9

En effet, il vient alors

our J = K x ¥ [x¥y) = x¥
P 5 3 i
our J # K x ¥ (xxy) £ X
p \ 3 Ky N

Cas particulier ol CS, est satisfaite YJe¢ @ J = {3}

1

( J* est alors une structure &, au plus, T+1 opération).

. CS, V{i,klced IJ0K=0 ou JUKeD

en effet, il vient alors, si JN K #¢,X9J6[x2y) £ X ¥y

JuK

sinon x ¥ (x®y) £ x
J K

En remarquant que l'ensemble des éléments maximaux (pour 1'inclusion) de ¢>

es’

une partie suffisante, on se raméne & une seule condition
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CS 1'ensemble des éléments maximaux de @ vérifie la
condition d'intersection vide 2 & 2 (prépartition

de I).

2.3) - Si on définit le support d'un élément de T, comme 1'ensemble

des indices tel que X4 ne soit pas maximal dans Ti’ on a la

Proposition 2 -

P vérifie Max P est un ensemble fini d’éléments & support fini =>Cond.B.
En effet, une partie suffisante finie est formée par la réunion

(finie) des supports des éléments de Max P.

Finalement, grace a Vv (IV)

Dans T, si Max P est un ensemble fini d’'éléments a support
fini, on peut appliguer l'algorithme d’'exclusion pour trouver
Max P, dés que

- 1'ensemble des éléments maximaux de ¢>Forment une

prépartition de I.




—
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CHAPITRE IV

1) LA DEMONSTRATION AUTOMATIQUE FONDEE SUR UNE FORME DU THEOREME DE HERBRAND

1.1) Le cadre du calcul des prédicats du ler ordre.
1.2) La mise d’un probléme sous forme clausale.

1.3) Le principe de résolution [ROBINSON].

2) UNE AUTRE PRESENTATION DU THEOREME DE RESOLUTION

.0) Rappels.

.1) Etude de la subsomption en tant gue preéordre .

.2) Une caractérisatian du préordre 1ié 3 la subsomption.
.3) Décomposition du préordre.

.4) Un principe dual de 1la subsomption.

NN NN NN

.5) Définition de 1'opération de résolution et le théoréme de
- R
résolution sous la forme:S insatisfaisable {01} =Max 5.

2.8) Mise en oeuvre de 1'algorithme d'exclusion pour calculer Max S

3) INTERPRETATION BOOLEENNE DU THEOREME DE HERBRAND ET UN NOUVEL ALGORITHME
DE DEMONSTRATION AUTOMATIQUE

3.0) Un théoréme de compacité en algébre de Boole et son corollaire.
3.1) Le théoréme de Herbrand .

3.2) Retour sur la subsomption.

3.3) Un nouvel algorithme de démonstration automatique .

3.4) Conjugaison de la méthode d’exclusion avec celle du support.

Exemple.

Remarque préliminaire - Ce chapitre est divisé en trois parties

la premiére, intitulée "la démonstration automatigue fondée sur le théoréme

de Herbrand”, présente le cadre général de la majorité des méthodes modernes
utilisées en démonstration automatigue. On n'y trouvera rien de trés nouveau
par rapport & d'autres exposés, et elle ne sert que de référence a la deuxiéme
partie, intituée "une autre présentation du théoréme de résolution”. Il est
donc possible, pour le lecteur familiarisé avec la démonstration automatique,

de se rendre directement en tédte de la deuxiéme partie.
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1) LA DEMONSTRATION AUTOMATIQUE FONDEE SUR UNE FORME DU THEOREME DE HERBRAND,
LE THEOREME DE RESOLUTION DJ AROBINSON (1865)

1.1) On a 1'habitude de considérer qu'un théor2me (de mathématique) se
présente sous la forme d'un énoncé affirmant que, sous un certain nombre

1’ hypothéses, on est assuré de telle ou telle propriété.

fExemple - Un théoréme d'algébre, élémentaire par les notions gqui le sous-

zendent, mais pas forcément facile & démontrer ...

Supposons que dans une structure algébrique & une opération binaire associa-
tive les équations {en x)} ux = v et xu = v admettent chacune une solu-
tion, alors nécessairement 1'opération admet au moins un élément neutre, &

droite par exemple.

Le langage des prédicats du ler ordre permet de for-
muler un grand nombre de probléemes sous la forme

{(Fl.FpensF = F

20 F et les Fi sont des formules du calcul des prédicats du ler ordre et ol

le symbolisme A — B veut dire et se 1lit, B est cons&guence syntaxigue de

En introduisant la notion (sémantique) de modele,on dira qu’une for-
nule F.oo (du CP1] est conséquence logigue d’'un ensemble de formules

1
{Fl.F

2,-..,FJ11J et 1'on écrira

{Fl,Fz,...,Fp}r:F

si toute réalisation satisfaisant(ou modélelde 1'ensemble de formules

F F

yewoasF satisfait aussi F.
1" 2 p

() 55 cet ensemble est vide, l'écriture ¢ = A (ou k= A) signifiera donc
que A est satisfaite dans toute réalisation, on dira alors que A est valide

et, dans le cas contraire, on dira que A est insatisfaisable.
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On a les{meta)théorémes

=5 th. de consistance _ facile

—F & =F {¢= th. de complétude _ difficile:Gédel (1935)

On a aussi pour un ensemble de formules Fl’FZ""Fp

Fl'FZ""Fp = F ¢;»Fl A F2A.n..AFp ~ VF insatisfaisable.
Compte-tenu de ces (meta)théora&mes, on peut ramener le probléme de 1la
démonstration (au sens classique de ce mot) de nombreuses propriétés mathéma-
tigues au probleme de prouver gu'une formule du CPl (calcul des prédicats du

ler ordre) est insatisfaisable.

On montre encore qu'une formule guelcongue F peut &tre transformée
algorithmiquement en une formule équivalente F'{!] F' g'écrivant
lel szz...prpF

ol les symboles Qi sont & remplacer par VvV ou 3 et ol F" est une formule

sans guantificateur. F' est alors dite une forme prénexe de F.

D'autre part, et guitte & augmenter l'ensemble des symboles fonction-
nels du langage correspondant & une formule F, d'un certain nombre(fini)
d'éléments appelés "fonctions de Skolem”, on peut transformer algorithmique-
ment la formule F, supposée prénexe, en une formule F' ne contenant, au plus,

gue des quantificateurs universels, telle que
F est insatisfaisable si et seulement si F' insatisfaisable.

Remarquons enfin gue toute formule peut &tre transformée algorithmi-

() C'est—ad-dire que F et F' sont simultanément satisfaites ou nown dans toute

réalisation ou encore —F v F'.
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guement en une formule de forme normale conjonctive, c'est-a-dire du type

Clv[\ C2[\ e /\Cp

ol chacun des Ci' appelés clauses, s'écrit

ol les Lj’ appelés littéraux, sont des formules atomigues ou la négation de

telles formules.

En définitive, la majeure partie des problémes peut donc se ramener
a montrer qu'un ensemble de clauses n'admet pas de modéle (de réalisation les

satisfaisant toutes) ol finalement, on peut considérer que :

[ )P 1z
~ une clause est un ensemble)flnl de litteraux;
- un littéral est un atome ou la négation d’un atome,

-un atome est un prédicat suivi de n-termes si le prédicat est a

@)
n-places

-un terme est soit une variable, soit une fonction suivie de n termes

. . s (1)
si la fonction est & n places.
3

-1 'alphabet d'un probleme est un ensemble (généralement fini)

e symboles de

variables : u, v, W, X, ¥, Z ssees

fonctions : a, b, c, f, g, h v.oeu

{4 chaque symbole de fonction est attaché un entier

son nombre de places) ;

prédicats : P, Q, R .....

(3 chaque symbole de prédicat est attaché un entier

son nombre de places]) ;

et négation : 1 .

1 - .
) Conformément 4 l'usage concernant les notations, on se permet, S1 aucune
confusion n'est & craindre, de supprimer les parenthéses et virgules dans

1'éoriture des clauses, littéraux, prédicats et termes.
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On dira que deux littéraux de la forme P et — P constituent une paire complé-

mentaire.

12} On montre que, dans ce cadre, la notion générale de modéle peut Btre

tres simplifiée.

Tout d'abord, comme ensemble de base d'une réalisation, il suffit

de ne considérer que la base constituée de 1'ensemble des termes constants,

Cet ensemble dit"univers de Herbrand” ne devant pas &tre vide, on ajoute une
constante (fonction & O place) arbitraire, au vocabulaire de tout probléme

gui n’en comprendrait pas déja.
La notion de modéle peut alors se ramener aux notions suivantes

Un modele d’'un ensemble I de clauses constantes (ne faisant pas
intervenir de symboles de variables) est simplement un ensemble M, de litté-

raux constants, ne contenant pas de paire complémentaire et tel gue

YCe L L e M LecC

(un modeéle d'un ensemble non vide de clausesne peut donc &tre vide).

Un modele d'un ensemble de clauses I gquelconques sera un modéle de
1'ensemble des clauses de I , rendues constantes en substituant de toutes
les fagons possibles les symboles de variables par les éléments de 1'uni-

vers de Herbrand de I

(dans une méme clause on fait évidemment correspondre & deux occurrences

d'une méme variable, le méme terme de l’univers de Herbrand).

Exemple - Considérons 1'ensemble {Cl’ C2} = {P(x) Q(a), = P(x) R(b)}.

L'univers de Herbrand associé est {a,b} . On peut déterminer 1'ensemble des

modeles minimaux en développant selon des locis immédiates
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(Pg + 00 (P + 00 (P + R (P + R )

) PanRb ¥ Qa-.‘Paij ¥ E]aRb

soit trois modeéles minimaux

{P._»P(b),R(b}} {TP(a),TP(1),Q(a)}  {0Q(a), R(b)}

(a)

- Considérons un ensemble de clauses contenant la clause vide (celle

qui ne contient aucun littéral), souvent notée O

D'apres la relation VC € £ 3L ¢ M L€ C, appliquée 3 C =0

on voit que

un ensemble de clauses contenant la clause vide n'admet pas de modele.

Dans le cas du théoréme d'algébre indigué plus haut, le passage du

probleme & sa forme clausale peut se faire de 1la fagon suivante

On introduit le prédicat & trois places
Pix,y,z) qui signifie que z est un produit de x et y.
Il feut alors traduire les hypothéses concernant la structure algébrigque 3

une cpération binaire, ainsi que la conclusior qu’il existe un élément neu-

tre & droite.

On peut exprimer 1'associmtivité du produit par

4

Fl:VxVszVquVw (Plx,y,u)l A Ply,z,v)) = (P{x,v,w) ™~ P(u,z,w))
[si ugfxy} et vefyz} alors we (yz)}) & we{(xy]z}] .

On peut exprimer 1'existence des sclutions des équations de division

par
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F, Vx Vy 3g Plg,x,y) (solution & gauche)

Fq s Vx Vy 3d P(x,d, y) (solution & droite) .

La conclusion peut s'’écrire

F4 : dx Vk P(k,x,k)

Le probleme revient donc & montrer qu’est insatisfaisable la formule
1 < a4 . . . _
F1 A F2 A FB’\ F4 ol 1'on a pris soin de changer les noms des variables com

munes aux différents Fi.

La partie sans quantificateur de F1 se transforme suivant

—‘nyu\’ —1P o P } A (PUZWD vaw]:l

yzv V [(vaw uzw

(=P )

P P P P
xgu ¥ Tyzv Y T Txuw VO Lzw F)yzw v Puzw Vo xvw

et apparait comme la conjonction de deux clauses (le travail avance vite!).
La "skolem i sation” de F2 donne ¥V x Yy Plglx,y),x,y)

et de méme F3 donne ¥Yx Yy Pix,d(x,y),y) .
La négation de F4 s'écrit ¥ x 3k 4 P(k,x,k) dont la skolémisée est

Vx = Plk(x),x,k(x)]) .

La forme clausale du théoréme est donc

Cl = { 4 Pix,y,u) , = Ply,z,v) , =2 P(x,v,w) , P(u,z,w)}
C, = { 2 Plx,y,u) , =Ply,z,v) , 2 P(u,z,w) , Plx,v,w)}
C, = { Plglx,y) , x, N}

C, { Pix,dix,y), y)}

Ce = { 9 Pk(x) , x, K(x)}

sant dans deux clauses différentes ne représentent pas le méme objet ; on

pourrait dire gue dans chague clause il y a mutification des variables.
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Le théoréme d'Herbrand peut s'énoncer:

Si S est ensemble (fini) de clauses, H son univers de Herbrand, alors
S est insatisfaisable & 3Pc H P fini tel gue 1'ensemble des clauses de S

rendues constantes sur P est insatisfai-

sable.

5i 1'on sait énumérer l'univers de Herbrand (ce qui est immédiat) on
dispose donc d’'une procédure semi-décidable en ce qui concerne 1'insatisfaisa-

bilité de S.

Les tentatives de Gilmore (1960} et Davis-Putman (1960) relévent de

cette derniere idée.

Mais la croissance trés rapide du nombre de développements & calculer,
en vue de determiner les modéles sur les différentes parties finies de H, ne
permet pas d’envisager la démonstration automatique de théorémes autres que
vraiment treés simples, beaucoup plus simples que celui auguel on vient de

s'intéresser.

1.3) Une autre version du théoréme de Herbrand, die & Robinson, est fondée

sur le principe de résclution.

L'opération Résolution de deux clauses.

La définition suivante de 1'opération de résolution , et que 1'on
trouve actuellement 1le plus souvent, [Chang et Lee] est différente de celle

initialement proposée par Robinson mais lui est équivalente.

Noticn d'Unification d'un ensemble de littéraux.

On dira gu’'un ensemble {Ll, ..... ,Lp} gst unifiable,s’il existe une

substitution 0 de variables en termes telle que
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o est alors un unificateur de {Ll,...Lp}.

Exemple - {P(x,t,x) , P(fly) , t, z) , P(x,y,f(t)}
est unifiable par la substitution
X —> F(t)

Y — t

z —> f(t)
le résultat commun est P(f(t) , t , F(t)).

Un unificateur de A, ¢ sera dit plus général que o' s'il existe une substitu-

tion ¢" telle gue pour chacun des littéraux L de A.

O-HOGL = GI L

I1 est facile de montrer, en exhibant un algorithme d’unification, qu'il
existe un unificateur maximal pour cette propriété gui sera plus grand uni-

ficateur (p.g.u.).

Notion de facteur d'une clause.

Si une partie d'une clause C posséde un plus grand unificateur ¢ alors
la clause oC est dite facteur de C (ou obtenue par factorisation de C]. Le nom-

bre des facteurs d'une clause est évidemment fini.

Exemple - Pla,x,y) 1 P(a,b,y) Ply,b,y) Q(x) ainsi gue
P(a,b,a) 7 P(a,b,a) Q(b) sont des facteurs de
Pla,x,y) 4 P{z,b,t) P(t,b,t) Q(x).

Remargue - Dans le dernier exemple, la clause initiale possede des facteurs

l 4 » Va . » », -~ . *
() Dans la littérateure spécialisée c'est plutdt le symbolisme Lo qui est

employé pour désigner le résultat de la substitution ¢ sur le littéral L .
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: constante
présentant une paire complémentaire? Une telle clause sera appelée une tauto-

logie et 1'on montre facilement gue si une clause T d'un probleme S est une

tautologie

S insatisfaisable & S-T insatisfaisable.

Résolvants binaires qE deux clauses Cl EE CZ.

En supposant gue les variables de Cl sont xl’XZ""xp

et celles de Cz yl,yz,...yq s

si Clét 82 possédentune paire de littéraux complémentairesLl c Cl etv——yL1 c C

unifiable par un p.g.u.,9, alors la clause

21

- Gre - . . . )
[Clﬁpﬁl U [C2 {WLJ) sera dite résolvant binaire de Cl et C2 (sur Lll

Deux clauses peuvent présenter 0,1 ou plusieurs (en nombre fini) résol-

vants binaires.

Résolvants de deux clauses.

L'ensemble des résolvants de deux clauses Cl et C2 sera alors 1'ensem-

ble (éventuellement vide) des résoclvants binaires des facteurs de Cl avec ceux

de Cz.

On peut alors énoncer le théoréme de Résolution (Robinson 1985),

S est insatisfaisable = QO appartient & la fermeture de S

pour 1'opération de résolution.
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Dans 1'exemple du probléme cité plus haut
(i}
C4=P(x,d(x,y],y] = Ply.z,y)

CS=-1 Plk(x),x,k(x)) — Ply,z,y)P(u,z,u)

N

Cl = Plxy,u) 5 Ply,z,v) 4 PI(x,v,w)P(u,z,w) 3 = Plglx,y),x,y)

Commentaires -

v Py

s C, se factorise en

1

Par la substitution {
W ou

- Plx,y,u) 5 Ply,z,y) P(u,z,u)
dont un résolvant avec C3 est — Ply,z,y) Plu,z,ul.
Le théoréme d’'algébre admet la démonstration directe suivante, en

désignant par E 1l’'ensemble support de la structure & une opération binaire :

si E n'est pas vidg,soit a € Eet x tel gue xa=a.

Alors V¢ ac = (xa) ¢ = x(ac)
d'ol 1'on déduit gue x est neutre sur aF.
Or @E = E puisque Vb 3 x ax = b
Une analyse plus fine de la démonstration obtenue & 1'aide de 1a

forme clausale montre gue le théoréme démon“r? est plus général que celui

gu'on avait annoncé : ona,en fait, trés exactement démontré
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Si une opération bimaire sur un ensemble non vide, pas forcément

univoque ni méme partout définie (hypergroupoide [Lévy-Bruhl] ) vérifie
- 1'axiome des guotients, & gauche et & droite
- la semi-associativité a droite

{xty 2)} C:{(xy]z}(lj,

alors il existe un élément neutre a droite.

(ll{x(y z)} désigne 1'ensemble des résultats de x composé avec l'ensemble

des résultats de y composé avec z.



57.

2} UNE AUTRE PRESENTATION DU THEOREME DE RESOLUTION

Le théoréme d'Herbrand, en indiquant qu'il existe, dés qu'un ensemble
fini de clauses est insatisfaisable, un ensemble fini de leurs instances mnstantes
insatisfaisable, fournit une procédure pour la semi-décidabilité du CPl. Dans
la réalité, quand on essaye "d’implémenter” un algorithme relevant directement
du théoréeme de Herbrand, on s'apergoit qu’'il mangue un'démon de la p:r‘euve'J
qui serait d'abord chargé de déterminer en un temps raisonnable un des fameux

ensembles finis dont le théoreéme d'Herbrand affirme 1'existence.

Be ce point de vue, Robinson fait remarquer que le théoréme de résolu-
LAY
tion qui dérive de celui de Herbrand, nous dispense des services du démon de

J
la preuve.

Nous allons, maintenant, donner une démonstration directe du theoréme
de résolution (généralisé & un ensemble dénombrable de clauses) dont on verra

que le théoreme de Herbrand est un corcllaire.

Pour cela, nous allons travailler non pas sur des clauses, mais sur
des classes d'ensembles de clauses pour une certaine relation d'équivalence,
et introduire une autre opération de résolution dont on mentrera gu'elle est

éguivalente & celle de Robinson.
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Considérons un ensemble dénombrable r de clauses.

2.0) Rappels - On définit 1'”univers de Herbrand” de I »H, comme 1'en-
semble des schémas fonctionnels(ll sur le vocabulaire (dénombrable) des sym-
boles fonctionnels apparaissant dans £ (si I ne comporte pas de symboles

fonctionnels & O place on en ajoute 1 arbitraire).

Cet ensemble de termes constants est encore dénombrable puisgue borné
en cardinal par le cardinal de 1'ensemble des suites finies sur un ensemble au

plus dénombrable.

On appellera instance d'une clause, le résultat de la substitution aux

mémes symboles de variable de cette clause, des mémes termes.

On appelle modéle d'un ensemble de clause S —

tout ensemble M de littéraux constants, ne contenant pas de littéraux
2
complémentaires[ ], et&hpedans toute instance constante d’'une clause de S

on puissetrouver un littéral qui soit aussi dans M

¥V C € HI(S) 3L e M L € C

ol H(S) désigne 1l’ensemble des instances constantes des clauses de S.

2.1) Etude de la subsomption en tant que préordre -

3
Définition - On dira, de la fagon habituelle, gue la clause C est subsumée(

par la clause D et 1'on écrira CsD s'il existe une instance de D, ob c C.

(IJSur la définition de 1'ensemble des schémas fonetionnels, voir par exemple

[kreisel Krivine].
(

2 . .
)Deux littéraux sont dits complémentaires et forment alors ume paire complé-

mentaire st l'un est la négation de l'autre, i.e obtenu en le faisant précéder
du symbole |

(2] Du latin subsumere, prendre parmi d'autres.
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On peut noter par le symbole S la relation duale :

CsDe DSC et nous lirons indifféremment C s Dou B S C
C est subsumée (ou sous-impliguée) par D

D subsume (ou sous-implique) C

Propriété - La relation de subsomption (sous-implication) est un préordre

sur l'ensemble des instances des clauses de I

En effet, il est évident que X s X puisgue Xc X
et, de plus, X s Y et Y s Z dimplique X s Z
puisgue Y < X et 6'Zc Y implique 0.0’ Z c X.

n'en soit jamais fait un usage explicite en tant gue préordre.

Exemples - P(alQ(a) s P(alP(xJQ(x) s P(a)Q(x) s P(x)Q(y)

mais P(alQ(x) et P(x)Q(x) sont incomparables selon s.

2.2} Une caractérisation du préordre s - Soit deux clauses telles gue X s V.

Corsidérons un modéle M, d'une clause Y. M contient un littéral de toute clause

constante de X, puisgu'une telle clause est aussi une clause constante de Y.

On en déduit 1le



THEDOREME 2 — X s Y = tout modéle de Y est un modéle de X.

Nous allons nous intéresser a la réciprogue. Tout d’abord, on remargue
gu'une condition nécessaire pour assurer la réciproque est que H soit infini
puisgue, par exemple pour H = {a}, P(a) et P(x) ont méme ensemble de modéles

(i.e. {P(a)}) bien que P(a) ne subsume pas P(x)].

Avant d’énoncer et de démontrer la réciprogue dans le cas ol H est

infini, démontrons le

LEMME 2- Soit deux clauses dont 1'une C est obtenue & partir de 1'autre D,
par instanciation d'un ensemble D'<c D, de littéraux sur une partie D" < D.

Alcrs C et D ont méme ensemble de modéles.

Exemple - C = P(al)@(a)P{y) et D = P(a)P{x)Q(a)R(xIR(z)
verifient les conditions du Lemme ;
C = P{a)@alR{y) et D = P(a)P({x)Q(z}R(z)

ne les vérifient pas.

En effet, il est immédiat (cf. dernier théoreme) gue tout modéle de
B est un modeéle de C puisque C s D. D'autre part, si M est un modéle de C,
comme toute clause constante de D est une clause constante de C, M est aussi
un modéle de D, ce qui finit d'établir le lemme.

Nous allons, maintenant, démontrer la RECIPROQUE DU THEOREME 2.

Si H est infini, alors

tout modele de Y est un modéle de X = X s Y

Démonstration - Tout d'abord, remplagons éventuellement Y par Y'< Y, Y

minimal pour 1'inclusion et telle que Y' et Y vérifient les conditions du

lemine précédent ; d'aprés ce lemme Y' et Y ont méme ensemble de modéles.



61.

1
Soit alors P un symbole de littéraI[ J de Y’ et 1'on désignera par

P(xl,...,xn] une de ses occurrences dont les symboles de variables sont

1Pt X
M = {P(tl"""tn]}(tl,.-.-,tn] e 1" ©st un modele minimal de Y ;
toute clause constante de X contient 1'un des P(t ,....tn]. Le symbole P

1
apparalt donc dans X.

Supposons qu’aucune de ses occurrences dans X ne soit sous forme d’une
instance GP(xl,...xn]. Alors il existe, puisqgue H est infini et gue le nombre
d'occurrences de P dans X est fini, au moins une instance constante de P

dont M n'est pas un mod&le, non plus gque de X.

Pour tout littéral de Y' i1 existe donc dans X une instance de ce

littéral.

Nous allons montrer gue les différentes substitutions correspondant
aux différents littéraux de Y' sont compatibles, c'est-a-dire qu'il n’existe
pas deux de ces substitutions transformant, 1'une 1le symbole x vers le terme
tl et 1l'autre vers t2 # tl. En effet, dans ce cas, supposons gue la transposi-
tion x +— tl corresponde @ Pl...,X,...) et x> t2 aQ0...,%,...) (il n'est

pas impossible que P = Q).

Un peut alors construire un modale minimal de Y' contenant

{P[.....,tz,....

ne contenant pas {P[..”ty..],Q[...,tz,...J} qui ne sera donc pas un modéle
de X.
(Exemple, supposons Y = P(x)Q(x) et X = P(a) Qb) , {P(b),Qla)} est

un modéle de Y et pas de XJ.

H) On appellera symbole de littéral, la quantité P (resp. — P),s% le littéral

est une formule atomique (resp. la négation d') commengant par P.



2.3) Décomposition du préordre (éguivalence et ordre sur les classes).

On dispose maintenant des outils nécessaires a la décomposition du

préordre en une relation d’'équivalence et un ordre sur ses classes.

En effet, considérons la relation d'égquivalence
Xeg¥Y & Xs Y et Y s X

{
Dans le cas H in?ini"lj, XsY et Y s X s’exprime gréce 3 la

caractérisation en termes de modé&le, par

X et Y ont méme ensemble de modéles.

Cette relation d'égquivalence induit sur les parties de 1'ensemble des
‘instances de clauses de I , une relation qui n'est autre gue 1'équivalence

v puisque 1'on a

S et S’ ont méme ensemble de modélese= S N S’[ZJ.

On désignera par A la classe de A.

On peut encore énoncer la propriété :

S et S' ont méme ensemble de clauses constantes & S v 3?7,
En effet, la définition d’un modéle fait,d'un modéle de S, un modéle de ses

clauses constantes.

Exemple - En particulier {A(x)} ~ {A[i]}j c H

L1) Dorénavant, nous supposerons H infini comme implicite, sauf indication con-
traire ; dans le cas contraire, on se raméne factilement,en fait,du calcul des
prédicats au calcul propositionnel, i.e.d une structure isomorphe & 1'algébre

de Boole.

f2) Tet, <1 conviendrait de remplacer S ev S' par les formules du CP, qui leur

correspondent, st L'on tient & conserver le méme symbole ~v .
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La réciproque, dans le cas ol S est satisfaisable, s'obtient par

1’absurde en utilisant la caractérisation de la subsomption

THEOREME - Si S est satisfaisable, alors SV S' & S et S’ ont méme ensemble

de clauses constantes.

L'ordre sur les classes est défini par

A S‘B &3 A s B
On a encore les

Propriété 1 - Soit S un ensemble de clauses (parmi les instances des clauses

de 2 ), alors
Yces csal®,

la clause vide est un é&lément maximum ou encore un &élément universel. (Démons-

tration évidente car VX & c X).

Propriété 2 - Si T est une tautologie, c’est-a-dire une clause contenant une

paire complémentaire (ici constante ou non)

C
YCe s T et C sont Comparables-} Tt

C non tautologigue

On peut considérer gue cette proprigté "rapproche” les tautologies du

statut d’'éléments minimaux de l'ensemble des clauses non tautologigues.

Ces deux propriétés sont & rapprocher de ce qu’'en algebre de Boole

-
- le mondme 1 (rdle dual de O & cause de 1la correspondance c’+ f )

majore tous les mondmes, il est "universel”.

[IJLe symbole O désigne la clause vide (l'ensemble vide), de méme que 0

est aussi une autre éceriture de @ .
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- un mondme contenant le produit xx' est le mondme nul, gui est un

"zérao".
Remarquons, d’'aprés la démonstration du théoréme 2 et du lemme 2
que si C s D, C est aussi subsumée par les clauses D', ayant mBme modele que

D et telles que D et D' satisfassent les conditions de ce lemme.

Ceci nous conduit & envisager

2.4) Un principe dual de la subsomption.

Le principe de subsomption, utilisé au moins partiellement par de
nombreuses méthodes de démonstration automatique, consiste & ne retenir, d'un
ensemble de clauses, que celles qui ne sont pas subsumées par d’autres (le théo-
réme ¢ fournit une justification & ce principel.

Ce principe revient & ne conserver que les clauses, en un certain sens

les plus générales : on préfére P(x)Q(y) & P(x}Q(x) a P(alQlal.

En revanche, d'aprés le lemme € deux clauses C et D, dont 1'une, C

est obtenue & partir de D par instanciation d'un ensemble D'c D, de litteé-

raux sur une partie D” < D, admettent le méme ensemble de modeles.

On peut donc, pour déterminer 1l'ensemble des modéles d'un ensemble
de clauses, remplacer une clause C par une clause D, telle que C et D véri-
fient les conditions du lemme. Ce remplacement revient, sous certaines condi-
tions, & ne conserver 3 1'intérieur d'une clause, gque les littéraux les
moins généraux : on préfere P(a) & P(a) P{x}. Ce principe est donc dual du

principe de subsomption, nous l'appelerons principe de simplification des

clauses.

On peut énoncer le
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THEOREME - Toute clause C est équivalente & une clause simplifiée, minimale

pour 1'inclusion, unigue et donc minimum.

La partie existence est évidente, seule pose probléme, 1'unicité. Or
cette derniére résulte de ce que si D est une solution minimale, tout autre
solution minimale D' contient une instance de tout littéral de D. Si cette
instance est strictetl), D contient elle-méme une instence stricte d'un de
ces littéraux. On en déduit que D n’ est pas minimale, en considérant
1'ensemble des littéraux de D' affectés par 1l'instanciation telle que

cDc D'.

D'un point de vue algorithmigue on peut donc, en vue de trouver la
version la plus simplifiée d'une clause, utiliser n’'importe quelle construc-
tion exhaustive, par exemple, par fermeture progressive d’'un ensemble D” <« DO,

lequel peut s’instancier une partie de D, D'> D”.

Exemple - P(alP(bIP(x)Q(x,y,z)Q(a,t,t)Q(b,u,v)

Si 1'on essaie x » a

nécessairement Q(x,y,z)] » Qla,t,t)
par y = t
zw t

Reste P(alP(bl@Qla,t,t)R(b,u,v) minimal.

Si 1'on essaie x = b il vient de mBme nécessairement
yt—)U
Z v

et il reste la mé@me clause.

(1) . . , . . ,
On appellera instance stricte, une instimce qui ne sott pas une simple

vartante, c'est-d-dire obtenue par une substitution ne fatsant intervenir

que des symboles de variables.
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2.5) - Définition de 1’opération résolution de deux clauses

2.5.1) - On définit tout d'abord, de la facon habituelle, un résol-

vant de deux clauses constantes C et D, comme une clause s'écrivant

(c-{LHh u (b-{MhH

dans le cas ol C et D contiennent les deux littéraux complémentaires L et M.

L'opération de résolution fait alors correspondre & deux clauses

guelcongues 1'ensemble des résolvants de leurs instances constantes.

Pix,yl@(x)
b} P[X,a)R(b]

Exemple 1 - C
D

Pour chaque 1eH, P(i,a)0(i) et 4 P(i,a)R(b) sont deux instances constantes

de C et D, admettant Q{i)R(b) pour résoclvant.

La résolution de C et D fournit donc 1'ensemble de clauses

{Q(i]R(b]}i . égquivalent au singleton {Q(x)R(b)}.

H

Exemple 2 - C = Pix,y)Aly)

— Ply,a) qP(b,2)

L'ensemble des instances constantes de C et D peut &tre décrit comme

{P[i.j)ﬁl[j)}[i e H2 U{qPii,a) —,P(b,j]}(

,3) i,5) € He

L'ensemble des résclvants de C et D est donc

{Qa) P[b,j]}j e H U {9 —1P[i,a)}(i HZU {Qay}

,j) e

éguivalent a

{Qa), Qa) 4 Plb,y) , Q(x) 7 Ply,al} .
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P{alQ(b)RA(c) et —Pla) 4 Q(bJR(d) peuvent &tre résclus en

Qlb) - Q(b)Q(cIR(d) et P(a) 4 P(a)Q(cIR(d) ; mais on montre fa-
cilement gue si deux clauses constantes admettent plusieurs résolvants,

chacun d'entre eux est, en fait, une tautologie.
Démontrons alors le

LEMME - Soit S un ensemble de clauses, contenant les clauses C et D, dont

R(C,D) désigne 1'ensemble des résolvants, alors

M est un modéle de S ¢ M est un modéle de S U R(C,D)
La partie (&3 est évidente puisque Sc (S U R(C,D})

Etablissons la partie (= ).

Pour cela, considérans un élément (constant) R de R(C,D) résolvant les ins-

tances C' et D' de C et D

Supposons donc gque R = (C'-{L}) U (D'-{M}) o0 L et M sont complé-
mentaires. Puisque M est un modéle de S, 1'un des deux littéraux L ou M,
n'appartient pas & M ; supposons que ce soit L. L'un des littéraux de C“{L}
appartient donc & M, ce qui prouve que M est aussi un modéle de R donc

de S U {R} et finalement de S U R(C,D).

On peut alors énoncer le

2.5.2) - THEOREME DE RESOLUTION

Soit S un ensemble (dénombrable) de clauses, on peut écrire

gl

—1 =
S insatisfaisable &= 0O €S ol O désigne la clause vide et Sq’désigne la

fermeture de S pour 1'opération de résolution.
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En effet ( &) résulte du lemme précédent. Pour établir (= ] nous
R =R
allons montrer, en adaptant 1'idée de [Robinson], quesiD¢52 SJ est satis-

=95
faisable ainsi, donc, que SC S .

R
S ffet OeS t it A = (A, 1 mble
upposons en effet gue ¢ et soi ( l]ierN gnse
des formules atomigues intervenant dans les instances constantes de S. Nous
—R P
allons construire un modéle de S réécrit, éventuellement, sous forme équi-

valente de clauses constantes.

Considérons pour cela la suite récurrente

= @
o

M
Mg = MU iAd

a8 moins gu'il existe une clause de 54{ dont tous les littéraux solent

complémentaires de littérauxck.MiU{Ai}, augquel cas

Mivq MiU{ —-\Ai} .
Soit alors m=UJ My
iem

M est un modéle de Sﬂ' ; en effet, dans le cas contraire, il existerait un
plus petit entier j > O tel qu'une certaine clause C ne posséde que des
littéraux complémentaires de ceux de Mj (car une clause constante est un

ensemble fini de littéraux).

Mj doit donc s'écrire Mj_l\J { —\Ai} et comme j est minimal C
contient Ai' I1 existe d'aprésla Formecij une autre clause, D, ne possé-
dant gue des littéraux complémentaires de Mj_lkJ {Ai} . Si D ne contenait
pas _‘Ai , j-1 serait lui-méme un entier tel gu’une clause (& savoir D) ne

posséde que des littéraux complémentaires de ceux de Mj- Comme J est mi-

1t
nimal pour cette propriété D contient _‘Ai

La clause [C-{Ai}l LJ(D-{—1Ai}) ne posséde que des littéraux complé-
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mentaires de littéraux de Mj—l’ a moins gu'elle ne soit vide. Or le premier
R

cas est exclu puisgue j est minimal, de méme que le deuxiéme puisque []gﬁlg

2.5.3) - Equivalence des deux définitions de 1'opération de résolution

La définition de 1l'opération de résolution donnée par Robinson fait
intervenir la notion de clé triple et se préte assez mal & une manipulation
abstraite. On reppelle que la définition de 1'ensemble des résclvants, comme
1'ensemble des résolvants binaires de facteurs des clauses parents (veir

p. 54 , plus haut), lui est éguivalente

Appelons RR(C,D] 1’ensemble des résolvants de deux clauses C et D
selon la définition de Robinson, RF[C,D) selon la définition & 1’aide de la

notion de facteurs d'une clause, et RE(C,D] selon la définition donnée ici.

On a bien
RE[C,D) v R-(C,D) (=R, (C,D)) (E)

puisque l'ensemble des instances constantes de RF[C,D] est justement

RE(C,D].

Compte tenu de ce théoréme de résolution et du théoréme caractérisant

la subsompticn,

1'ensemble des modéles d'une famille (dénombrable) S

de clauses est caractérisé par

Max 5°v (1)

(1] A proprement parler, cette notation reléve d'un abus de langage, puisque

L'opérateur Max est relatif 4 l'ordre des classes et non au préordre sur les

clauses.



et en particulier

S est insatisfaisable < { A} = Max S

Enfin, la relation (E) devient Max R(C,D) = RF(C,D].De ces deux

derniéres relations on déduit immédiatement le théoreme d'Herbrand sous sa

forme classique:

S insatisfaisable & 1l existe une partie finie de H, sur laquelle

S est insatisfaisable.

Remargue sur 1'élimination des tautologies.

En remarguant gue si T < S est une tautologie, on peut toujours

prolonger un modéle de S-T en un modele de S,on peut

- dans le cas oll 1'on cherche effectivement & déterminer Max S
abandonner les tautologies (d'origine ou produites par résolu-

tion), 3 condition d'en conserver cependant une liste.

- dans le cas ol 1'on cherche seulement & montrer gue 1'on peut
effectivement générer la clause vide, alors on peut tout sim-

plement é&liminer toutes les tautologies.

2.5.4) - on a intérét, pour éviter de retarder 1'apparition de
certaines clauses, & prendre pour ensemble de résolvants, 1'ensemble de

leurs éventuels simplifiés

Exemple - Dans S = {P(x) 1 Qly) , P(a)0(b)-, —P(n)}

la clause P(a) ne peut s'écrire a 1'aide du résolvant classigue gque comme

formule de hauteur au moins 2 sur S
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Pix) 1 Qy) TP(b) P(a]Q({J P(x) 19y}
/ \ /
1Qey) P(a)Q(b) ou P(a)P(x) ////////:1P[b]
P(a) Pra)

tandis qu'a 1'aide de résolvant "réduit” P(a) est une formule de hauteur 1

P(a)Q(b) P(x) 1Qy)

N

PlalP(x) ~ P(a)

Remargue - La condition OC' < C dans la définition est indispensable. Consi-

dérons en effet P(a,x)P(y,b). Cette clause n'a pas le méme ensemble de mo-

deles, par exemple sur l'univers {a,b} que P(a,b).

En effet, 1'ensemble des instances constantes est

Pla,alP(a,b)
Pla,alP(b,a)
P(a,b)

P(a,b)P(b,a)

dont les modéles minimaux sont :

{P(a,a)P(a,b) , P(a,b)Ab,a)}

alors que P(a,b) admet pour seul modéle minimal {P(a,b)}.
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2.68) - Application de 1'algorithme d'exclusion pour calculer Max B

{y compris dans le cas S dénombrable].

2.6.1) - Vérification des hypotheses

Hypothése de compatibilité de 1'ordre avec 1'opération de

résolution
Spit C et D, 2 clauses admettant un résolvant R, et une clause
C' > C. Pour assurer 1l'hypothése (1), il est suffisant de montrer que si
C' et D sont résolubles, ils admettent un résolvant R’ > R.

Or ceci est une conségquence presqu’immédiate du

LEMME de relevement (p.- 85, Chang et Lee, Symbolic Logic and Mechanical

Theorem Provingl:

51 Ci et Cé sant des instances de Cl et C2 respectivement et si C'

est un résolvant de Ci et Cé alors il existe un résoclvant C de Cl et CZ’

dont C’' est une instance.

Hypothése de distributivité.

En regardant 1'ensemble des résolvants comme 1'ensemble des résol-
vants de leurs instances constantes, on vérifie immédiatement gque 1’opéra-
tion de résolvant satisfait aux mémes conditions gue le consensus en alge-
bre de Boole (veir p. 40 ), permettant de transformer toute formule

en une formule de hauteur au plué 2 et n'admettant pas de feuille

A étiquetée par A, de profondeur 1.

Hypothese d’absorption.

Contrairement au cas booléen il arrive gu’une formule
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puisse &tre définie, comme par exemple

0

N

P(x) 1p(a)
P(x) pa) TP(b)

formule qui ne peut pas s'écrire comme formule de hauteur 1 au plus, sur les

feuilles {P(x) , IP(a) “Tp(b)}.

I1 est possible de tourner 1la difficulté en modifiant la définition
sans changer les propriétés précédentes, on peut remplacer 1'ensemble initial

des résolvants par la famille des résolvants itérés.
Pour cette version de la définition de 1'opération de résolution
on a

Max R(P(x) , TTP(a) TPb))= { O }

Hypothése de finitude

Dans le cas de 1'insatisfaisabilita, en reprenant la notion de

pointage systématique introduite au IT.2), i1 vient

Max §@L ={ 0} (hypothése d'insatisfaisabilité)
=
Pour tout pointage systématique 1im [En.Fn] = (0 ,a
n'-)m

En effet, d’apres le corcllaire 2, pour un pointage systématique, tout

—R
élément maximal de S, finit par figurer dans un Frl soit
In (ErFn - e, O
n n n
soit (E _..F =08 ,@

n+l” n+1

Dans le cas ol 1'on ne sait rien de l'insatisfaisabilité, en général, on ne



=R
sait pas vérifier la propriété 5 supérieurement fini : on ne sait pas si

1’algorithme converge (se "termine”);ceci correspond bien & la notion de

procédure de semi-décision pour le calcul des prédicats du ler ordre.
Remarques-

Dans le cas ol l'ensemble de clauses initiales serait infini dénom-
brable, on peut toujours, au moins théoriquement, développer 1l'algorithme
successivement sur chacune des parties finies de S : nous retrouvons une
situation ol un "démon de la preuve” serait apprécié pour fournir, dans le
cas de 1'insatisfaisabilité, en un temps raisonnable, une des parties finies

insatisfaisables (dont on sait gu’elles existent]).

Dans 1le cas ol l“opération de résolution, modifiée en son ensemble
d’'itérées, conduirait & une infinité de résolvants, on peut toujours, au
moins théoriquement, se ramener & un cas fini, en développant 1l'algorithme
successivement sur des ensembles de clauses dont on borne {(par une suite

croissante) le degré d’imbrication.
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3) Interprétation booléenne du théoreme de Herbrand et un nouvel

algorithme de démonstration automatique

3.0) Un théoréme de compacité en algebre de Boole

Une partie de ce gui va suivre utilise certaines notions ou
résultats qui ne seront exXposés qu'au premier chapitre de la deuxiéme
partie. Pour des raisons d’unité de 1'exposé touchant a la logigue, nous

avens préféré ne pas reporter cette partie.

Considérons F = 11 (ZZ/Z]i et soit A C F une partie quelcongue
ieN
de F, pas forcément finie comme en algébre de Boole habituelle.

On peut, de la méme facon qu'en 2,1 (p.96 ) introduire les no-
tions de structure affine, de mondmes, mondmes premiers, de consensus.

On va démontrer le

THEOREME

Si une famille de mondmes (Mi]i € TN admet un mondme premier
m, dont tous les points sont couverts au moins par un mondme de longueur
1
Finie( ], alors m appartient & la fermeture des Mi pour l'opération de

consensus.

Ce théoréme énonce donc une propriété de compacité en ce sens
qu'il exprime que de tout recouvrement d'une partie (infinie) de IjJZVZJi,
ie

par des mondmes (de longueur finie) on peut déduire un recouvrement fini.

() On appellera longueur d'un mondme, Lle nombre de lettres (éventuellement

infini) correspondant & son dcriture (i.e intervenant dans le systéme

d'équations le définissant).
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Remarquons ensuite gue 1'énoncé de ce théoréme, dans le cas ol I est une
partie finie, se ramene & un résultat bien classique d'algébre de Boole
gue, d'ailleurs, la convergence de 1'algorithme d'exclusion, dans le

cas booléen classique, se trouve 8établir.

Il est immédiat gue ce théoréme admet le

COROLLAIRE - Si la fermeture,pour 1'opération de consensus,d'une famille

(dénombrable) de mondmes de longueur finie, n'est pas son enveloppe con-
vexe (i.e.contient plus d'l élément), c'est qu'il existe des points de

cette enveloppe gqui ne sont pas couverts par la famille.

On établit la contra-posée du théoréme, c’est-a-dire gu'en sup-
posant gue m n'appartienne pas & la fermeture, nous allons construire un

point de m gul n'est couvert par aucun des mondmes de la famille.

L
On suppose que N est la famille d’indices indexant les lettres
1
{ai} . () correspondant aux différentes directions de m ; m est donc
ie N

représenté par le produit des lettres qui ne sont pas dans {ai}ieﬁf

Nous allons construire un point (i.e un mondme de dimension zéro,
c'est-a-dire contenant toutes les lettres sous une seule de leurs deux

formes) n'appartenant pas & la fermeture de la famille, a fortiori & la

famille.

Partant du monbme

m_ = m on construit par récurrence

m, =m, . a. (i > 0) 3 moins qu'il ri'existe
i+l i i+1 - 9 ' =

(1 . . . o . .
) Le cas ou cette famille est finie correspond évidemment au cas ou il ne

s'agtt, en fait, que d'algébre booléenne Finie.
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un monbme de la fermeture qui contienne m,o. a; auguel cas

+1
=m, . a)
Mi+1 i i+l
p = me. représente un point de m .
ieN T
+
m,l: a-l
3> ma: allaa
g mB: a‘l 8233 »
81

Mantrons gue n'appartient & aucun mondme de la fermeture.
g P p

Dans le cas contraire il existerait un mondme de la fermeture

1
et pas mi ; solt alors, 1 le plus petit entier tel gue mi n'est pas inclus

(dont chague mondme présente un nombre fini de lettres), contenant m

dans un mondme de la fermeture et que mi+ le soit (i.e soit inclus dars

1
. S P> (4 . ’ .
U ) ; par hypothése i > 1. mi+l s'écrit m:.L . ai+1 et U contient la lettre
a!' (car 1 est minimal). Si m. =m, . a! il existe un mondme V conte-
i+1 i+] i i+l
nant mi . ailet V contient la lettre ailsinon i ne serait pas minimal (i-1

conviendrait relativement a v).

Le consensus de U et V ne devant alors contenir que des lettres
de m. . contrairement au fait gue i est minimal, c'est gue 1 = 0 contrai-

rement & 1'hypothése ; ce qui établit donc la propriété.

Remargue 1 -

Les éléments de la fermeture étant de longueur finie, il se trouve
gue 1’'on a établi qu'il n'est donc pas possible gu'une famille quelconque
de mondmes de longueur finie admette un mondme premier de longueur infinie ;

résultat loin d'&tre, a priori, évident.

Remarque 2 -

On notera le parallele de cette démonstration avec celle de la p.68 .
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J'al vainement recherché une démonstration "géométrigque” du théoreme
ou de son corollaire, s’appuyant sur la caractérisation[donnée D. 98)
de 1'opération de consensus. Si cette démonstration pouvait &tre trouvée,
on obtiendrasit finalement une démonstration "purement géométrigue” de ce

qu'on montrera &tre 1'"ame” du théoréme de Herbrand.

Remargue 3 -

I1 est évident gue c'est bien la propriété de longueur finie gui

est & 1'origine de la propriété exprimée par le théoréme ou son corollaire.

En effet, considérons la famille des

et pour i 21 m., = a!’ .
p z i i

Tous les points sont couverts par m, OU un des m, . Pourtant 1lsa
fermeture, qui ne contient enplus des {mi}iehﬂ que des mondmes. présen-

tant un nombre infini de lettres, ne contient pa~ le mondme 1.

3.1) Le théoréme de Herbrand

Etant donné un ensemble (dénombrable] de clauses S et son univers

de Herbrand, considérons 1l'ensemble dénombrable

A = {Ai}ie PciN

des atomes intervenant dans 1'ensemble SC des instances constantes (sur H)

des clauses de S.

A une clause constante, on fait correspondre un mondme booléen

de longueur finie dans

1

n (Z/2),
€ A *
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suivant C = {L,}, . +——> T A ol A, =A sil, =A
i"ieI (fini) i€ N i i
A = Ai si Li =T1A

A une clause guelcongue faisons correspondre lknﬁnmledes mondmes repré-
sentant ses instances constantes. Rappelons gu'un modéle de S est un modele
de SC c'est-3-dire un ensemble de littéraux constants sans paire complémen-
taire, contenant un littéral de chague clause de Sc' I1 vient alors immé-
diatement, si 1'on fait correspondre & S 1'union des mondmes représentant

ses clauses

Propriété 1 - Un modele d'un ensemble de clauses S est représenté par un
multiple d'un mondme premier de la fonction duale de celle représentant S,

et réciproguement.
En effet, cela découle

- de la définition d’un modele, gu’on vient de rappeler ;
- de la propriété du produit de deux monbmes premiers de
fonctions booléennes, d'&tre multiple d’'un mondme premier

du produit des deux fonctions.

Exemple - S = {P(x) Qfe), @B} , H = {a,n}
A = {P(a),P(B), Q(a), Q(B)}
8. * {P(a) Qta), P(b) Qlal), QiB)}

Les modeles de S sont obtenus en développant

[Pa+Qa](Pb+QaJQb B PanQb ¥ QaQb
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S est représenté par: 2t ses modeles minimaux par
Q=) EY
\\ //
~ \\ ~ //
~ ~
Qb) Qb
b) ol LS
7, SN 9 ~No
7 AN 7 AY
’
r’ N 4 AN
> p(ay P@)

Il vient alors

Propriété 2 - Un ensemble (dénombrable] de clasuses S est insatisfaisable

(n'admet pas de modeles) &

La fonction gui le représente est le fonction 1.
La duale de cette function est alors, en effet, la fonction nulle.
D'aprés le corollaire p.?6, la fermeture des mondmes représentant S,

pour l'opération de consensus, contient la fonction 1 (qui représente 1a

clause videl et 1'on & donc

S insatisfaisable
&= 11 existe une génération finie de la fonrtion 1 & partir
d'un ensemble fini de mondnes, représantant des clauses
constantes de S.
& 11 existe une partie finie de H sur laguelle S est insa-
tisfaisable (les termes constants intervenant dans 1l'en-

semble, ci-dessus, de clanses constantes).

Le dernier énoncé est 1'une des formes du théoreéme de Herbrand.
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Remarque - La méthode, ci-dessus, fournit donc le théoréme de Herbrand,
dans le cas habituel o0 S est fini, ce qui correspond 3 une formule initia-
le du CPl, elle-méme finie, mais aussi dans le cas ol la formule initiale
mise sous forme prénexe normale conjonctive, purement universelle par
"skolémisation” serait infinie, & la seule condition gu'aucune de ses
sous-formules sans symbole A ne soit de longueur infinie (ce qui impligue,

en particulier, qu'une telle sous-formule ne contient gu'un nombre fini

de y et ne contient pas non plus de termes de longueur infinie).

Cette condition sur les symboles v est d'ailleurs nécessaire,

comme le montre 1'exemple suivant

¢ =VxTP(x) Vo P(FIF(F...  F(a)...)
1elN A

i fois
Son univers de Herbrand est H = {a,f(a),ffa... e R - S T,

¢ est évidemment insatisfaisable, bien gue sur toute partie finie Pc H,

et avec des nctations évidentes, ¢(P) ne soit pas une antithése.

Remargue_1 sur le théoréme d’interpoclation (de Craig) -

On a donné p.75 l'énoncé d’'un théoréme d'algébre de Boole et non pas
seulement son corollaire qui &tait suffisant pour démontrer le théoreme de
Herbrand. En effet, le théoréme lui-méme, traduit au moins une partie du

théoreme de Craig

Pour une certaine classe de formule du CPl, la relation A D B se
traduit par le fait gue l'ensemble représentatif A' de A contient B', celui

de B.

Une formule d'interpolaticn entre A et B peut alors &tre obtenue
tau probléme des gquantificateurs prés) par ure formule correspondant &

1’ensemble des monBmes premiers de A' d'intersection nmon-vide avec ceux de
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B', mondmes qui ne contiennent que des symboles de prédicats communs &

A et B.

Remargue 2 - Partant d'une formule du CPy valide (en symbole = A), la
N
formule 1A est insatisfaisable, de méme que 1A la formule purement uni-

verselle associée.

N\
Si VA s'écrit scus forme clausale

N\

A - c

Cl A C2 At Cn

alors, en remarguant gue la résolution correspond & un modus ponens, il

vient

Cl,....,Cn — F (F désigne la constante "Faux")
et par le thécréme de déduction

Cooennl g p—’lcnv F

soit —1C;y 1Couenn y 10y F
A
soit — T1(7TA)  F
A\
soit F—— T({TA) ;

% v
c'est-a-dire, finalement k= A implique }— A ol A désigne la formule

du CF,| purement existentielle associée a A.

3.2) Retour sur la subsomption

Dans le formalisme actuel, C est subsumée par 0, s'écrit tout
simplzament

1'z2nsemble représentatif de C est inclus dans celui qui représente D.
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Exemple - en prenant H = {a,b}, voici 1a représentation de quatre clauses
croissantes
Qfa) 4
\ \ \
\ \ \
\\ \ \\ \\ \\
Qlb)
gy L7
g RS K 4 N 7 e
7 7 X 7 N 7 N
\\ 7/ \ /4 \ l/ \
R3)
P(a)Q(a) Plalff )} P(a]ﬂ(a? P(a)0{a)
. PlalP(x)Q(x] P(a)lO(x) P(b)O(a)
PlalP(blQ(b) P(al0(b) P{x)0y)
FlalQ(b)
\ P{b)A({b)
\
~
N
et
gui n'est pas comparable aux deux précédentes .
V) ~4
// \\
F(alQ(a)
F)
P(DJQ(D]} G x]

On obtient donc immédiatement le résultat déja indiqué p.62

C subsume D

et D subsume C} < C et D ont méme ensemble de modéles.

3.3) Un nouvel algorithme de démonstration automatique

Etant donné un ensemble de clauses insatisfaisable, considérans
une des parties finies, P de H, dont le thécréme de Herbrand affirme

l'existence et telle gue

S(P) soit insatisfaisable.
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S{P) couvre donc tous les points de 1'hypercube de dimension finie, dont
les directions sont indexées par les atomes (en nombre fini) intervenant

dans S(P).

Sans enlever la propriété de couvrir 1'unité (i.e tous les points
de 1'hypercube) on peut remplacer dans S(°) une clause constante non vide
Z, par 1l'ensemble des consensus selon une direction arbitraire représentée
sar une lettre de C gu'’elle admet avec les autres éléments de S(P), ( opé-

ration €).

En effet, ceci n'est autre qu'une conségquence du fait que le con-
sensus de deux monlmes est 1'union des ar2tes réalisant leur distance 1
31 donc un point P’ n'est couvert que par m, soit O un point & distance 1
de P suivant la direction choisie et gqui ne soit pas dans m (il en existe,
4 moins gue m ne couvre 1'unité lui-mémel). Q appartient donc & un autre
mondme m' # m et l'aréte PQ (a fortiori le point PJ), appartient au consen-

(1)

sus de m et m’ .

La répétition de 1’opération E, en ne conservant & chague étape
que des éléments incomparables 2 8 2 (pour 1'inclusion) finit par produire
en un nombre fini d'étapes, la clause vide, puisgue sinon, il devrait exis-

ter une infinité de monbmes distincts possédant un nombre fini de lettres(Z].

Gréce au lemme de relévement assurant gue si deux clauses,C et b,
sont des instances de C' et D’ et admettent un résolvant E, alors il existe
un résolvant de C' et D', dont E est une _nstance, nous déduisons un algo-
rithme, différent de celui de la page 7?3 , et surtout plus facile & mettre

en oeuvre.

(1) s P T . . , .
Cette propriété est déjd indiquée dane [TISOW] avec une démonsgtration

rlas longue.

(2) . . , . , . . e e
Cec? constitue, dans le cas particulier de 1'inmsatisfaisabilité, une

adinonstration divecte de la convergence de ['algorithme d'exclusion.
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51 S est un ensemble de clauses insatisfaisable, 1'ensemble S’
ol l'on a remplacé une clause C par l'ensemble de ses résolvants avec
les autres clauses de S sur un méme littéral de C, est encore insatisfai-
sable, du moins s’'il n'existe pas de possibilité de réscudre C avec les

clauses de S' ou avec C elle-méme suivant ce mdme littéral.

En effet, chague point d’un mondme représentant une clause cons-
tante C est encore couvert apreés le remplacement (1l'exclusion) de la
clause gui a généré C, du moins si les points & distance 1 sont couverts
par certaines clauses constantes ne provenant pas de C.

derniére

Dans cette situation, deux cas peuvent se produire suivant que

la suite des itérées de la résolution de C avec une clause est infinie

ou non, que l'on peut distinguer grace au

LEMME - Si une clause C admet une infinité de résolvantsitérés avec une

autre clause D, alors C est autorésolvable.

Démonstration - Les littéraux de D étant en nombre fini, 1'existence d'une

suite infinie implique gue certaines résolutions se fassent sur un 1litté-

ral L &€ C et 7IL € C.

¢ D

gC

T T L J

T TGl
nea
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I1 s'ensuit 1l'algorithme suivant, semi-décidable,

pour~ le probléme de 1'insatisfaisibilité d'un ensemble de clauses:

Etant donné un ensemble de clauses S, insatisfaisable, la
répétition de 1'opération d’exclusion suivante, & condition
qu’'a terme elle porte successivement sur chacune des clauses
initiales (de 3) ou nouvellement produites, engendre la

clause vide

dans 1l'ensemble S' de clauses, obtenues aprés un certain

nombre d'étapes, considérant une clause C

- si elle est autorésolvable, on remplace S' par
son union avec l'ensemble des résolvants,{suivant un
littéral arbitraire de CJ), de C ave: les autres clauses
de S';

- sinon on remplace dans S', C par 1'ensemble
(fini) de ses résolvants itérés suivant 1'un de ses lit-

téraux avec les autres clauses de $°'.

Enfin, il est toujours possible de remplacer tout ensem-
ble de clauses par l'ensemble de ses éléments maximaux,
selon le préordre asscocié & la subsomption et de suppri-

mer les tautologies.

- le principe de pureté selon lequel on peut toujours supprimer
une clause gui contiendrait un littéral pur L, c’est-a-dire

telle qu'aucune résolution ne puisse se faire sur lui.

- le principe d'instanciation permettant de remplacer une clause C,
qui contiendrait un littéral unifiable avec un nombre fini de
littéraux complémentaires, suivant les unifications

0]

1rrees0. s par {Olc"""OpC}'
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3.4) Conjugaison de la méthode d'exclusion avec celle du support

Rappelons que la méthode du support consiste & utiliser un ensemble
T c S tel que S-T soit un ensemble de clauses satisfaisables et & ne consi-
dérer de résolvants qu'entre des clauses dont 1'une, au moins, "a le sup-
port” et ol la propriété "avoir le support” signifie pour une clause C :
Ces ’
ou C est un résolvant de 2 clauses dont 1'une, au moins, "a le

support”.

Cette méthode est bien connue. Donnons-en cependant, une justifi-
cation trés facile. Pour cela, il suffit de montrer qu'un point guelcongue
de 1'hypercube fini correspondant au théoréme de Herbrand, finit, au cours

du calcul de la fermeture, par appartenir 3 un mondme "ayant le support”:

Validation de la métheode du support -

En effet, soit P un point qui n'aurait pas cette propriété, il est
a distance minimale d, d’un point "ayant le support". La distance d ne peut
étre que 1, sinon d ne serait pas minimale ; ceci implique que P appartient
au consensus de deux mon8mes dont 1'un "a le support” contrairement & 1'hy-
pothese faite.

0.E.D.

Considérons alors le processus algorithmique suivant, consistant 2

conjuguer la méthode du support et la méthode de 1'exclusion selon

a une étape donnée, seule est susceptible d'&tre considérée pour une opéra-

tion d'exclusion,une clause ayant le support.

Pour montrer gue ce processus engendre la clause vide, il suffit
de remarguer que toute clause initiale de S-T, finit par disparaitre (par
subsomption) ; or ce dernier point est immédiat d'spres la validation de

la méthode du support.
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Remarque - I1 n'est pas possible d'envisager la combinaison brutale des

deux méthodes, gui reviendrait & &liminer "d'entrée”, purement et simple-

ment, les clauses & distance >1 du support.

Exemale -

s={7p Ng, PR, P 19, PR}t avec T ={PQ}

On serait conduit & remplacer S insatisfaisable, par

{Pg , P 71Q , PR} qui lui, est satisfaisable.

w
1]
~—
]
O
]

C.} (voir page 51 )

T = {c.}

T1 vient successivement les ensembles de clauses 3

S
C,C,C, CzCy = {TPxy kx’ 7P yx'v TP xv kx'} = {CQ}
6163[:4 CaCy = { } CaCy = { Cq = TPV X'V,ees } CxC, =

C.CC. ....CxC. CxC c§c4={D}

(On a souligné les clauses (ou ensemble de)"ayant le support”].

{...
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I - QUELQUES NOTIONS GEOMETRIQUES EN ALGEBRE DE BOOLE

1) - Structure affine métrigque sur | [ (ZZ/2]i

famille

ieN

1.1} - Une norme

On considére 1'espace vectoriel sur le corps 22/2, somme d'une

indéxée par N d'exemplaires de ZZ/Q ;5 ainsi gue sa structure

affine naturelle

-
4 (x,y) € ExE correspond l'opérateur z = z = y-x
>
a (x,y) ExE correspond alors x+; = Xty
o] =0 e R"
Z /2 est un corps valué par{ .
[1] =1 € R

En effet - x = 0 = ’xl =0 et |x| =0=x-=20

Ixeyl o= IxlL Iyl
i1 suffit de vérifier,si x = 0, 0 = O.]y|
sinon x =1 , lyl = Iyl

.
3

- Ix+yl < U]+ ]y

11 suffit de vérifier

IN

si x+y =0 O |x| + |yl

sinon x+y = 1 et |x| + |y| 2 1 puisque 1'un des deux x

ou y n'est pas nul.

I1 s'agit d'ailleurs de la seule valuation de ZZ/Z ,» car du

deuxiéme axiome pour x = y = 1 on tire |1( = |1|.|llqui n'admet dans MR °
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que les solutions |1| = 0 ou |1| = 1, 1a premigére solution conduisant & 1 = O.

On peut énoncer le

THEOREME - L'application %Z% ( 21/2)i + Rixesl|lx|] == |><il(1 ol les
X sont les composantes de x dans la base canonigue est une norme.
En effet - x = 0 & Vi x; = 0 e ||x]| =0
- Paxdl = zhas b= 2 Il = Iz g )= il
eyl = B ey, | €2 Il + vy | Il + iyl
Remarque - Comme dans le cas des espaces vectoriels réels IR, on pourrait

montrer qu'en dimension finie toutes les normes sont éguivalentes. (En effet,
la sphére unité, finie, est certainement compactel. En dimension infinie elles

ne le sont pas

[ g B

la suite u_ = &y vérifie 1im||unH = © glors lim N[un) =1

i=1 e n—>oo

ol N(x) désigne la norme du sup.
Bien que cette norme ne se déduise pas d'un produit scalaire, on va
n . . . .
montrer que, comme dans le cas ﬁ{ espace vectoriel sur [R, toute isométrie

de € est une application linéaire.

Montrons d'abord que la norme ne se déduit pas d'un produit scalaire.

Pour cela on va utiliser le lemme connu

LEMME - Si une norme d'un espace vectoriel V sur le corps valué K, se

déduit d'un produit scalaire, 1l'ensemble

{m,mev |lmall = lims]l?

1 . .. . 272
(1) Le symbole I représente une sommation finie puisqu'un élément de la somme

des espaces Z./2 , ne comporte qu'un nombre fini de composantes non nulles.
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o0 A et B sont deux points distincts de V est de codimension 1.

Démonstration - en introduisant 1'origine O il vient

Mo «+ DAH2 = ||Mo + osl[2

soit |[mo]|? + 2 Mo.oa + [joa |% = ||mo || + 2 mo.oB + |loB |2

omag - 9B l% - |[oa || QED .
Z

soit

Or ici, par exemple, pour A = 0 et B = e, {ler vecteur de la base canonique)

|MA||=||MBI|} = Q§ n'est certainement pas de codimension 1.

M,

1.2) - La linéarité des isométries

Considérons maintenant la forme:ExE - [R

X, Bo<x,y> = L Ix,|.|V.
(x,y]) y l 1| Iyll
C'est une forme bilinéaire symétrique pour laguelle le systéme oons-
titué de la base canonigue vérifie <ei,ej> = §,. ce gui permet d'écrire
13
si x = L x.e,
i1
Ix.| = <x,e,> puisque <I x.e.,e.> = I x, <e.,e,> = Ix, |
i i Jii 3 Jgi i

Soit alors une isométrie u. Le systéme des u(ei] vérifie encore

<ule,) , ule.)> =8, , ;
i J ij
pour l'établir il suffit de remarguer qu'une isométrie est injective et que
1’image par u, d'un vecteur de la base canonique, ne peut &tre qu'un vecteur
de cette base (ce sont les seuls vecteurs de norme 1). De

ule,} = ule,) © e, = e, on déduit alors <ufe.), ufe.}> = 6§ . .
1 J 1 J 1 J 1]
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On peut donc écrire ul(x) = & ' u(ei) ol Iyi] = <ulx]), u(ei]>.

Reste donc & démontrer, pour établir le théoréme annoncé, que

<u(x), u[ei]> = <x,ei> car 1'on aura alors

ulx) = Z Xs u(ei] ce qul établit 1la Z/z linéarité.

Démcnstration de <u(x], u(ei]> = <X.ei> .

Supposons d'abord <x,ei> = 0, c'est donc que x est dans 1l'espace

e dré 1 N .
ngendré par les {eJ}JerN {el}

Or, si 1'on avait <u{x], u(ei]> #0, ulx) =+ u(ei] serait dans 1l'espace
engendré par {u(ej]hem - {u(ei]} , ce qui est impossible puisgue pour x = 0

on acrait |Julx)]| > 1.

De la méme facgon, on démontre par 1'absurde que si <x,ei> =1

alors <u(x), u(ei)> = 1.

On peut donc énoncer le

THEOREME - Toute isométrie de L—l- ( Z /7)), poaur la norme ||x|| =2 |x.|
—_—— ieM i i

est Z/2-1inéaire.

COROLLAIRE - Les isométriesde %Z%( ZZ/2]i sont représentées par les
matr.ces de permutations des axes (un 1 et un seul 1 dans chaque ligne et
chaque colonne, les autres coefficients étant nuls). Ceci est, en effet,
une conségquence immédiate de la remarque ayant servi a établir

<ule.), ule,)> =4§...
i 3 ij

1.3) - Un probleme

On peut cependant se poser la gquestion de savoir (en dimensien finie)
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guelles sont les matrices orthogonales au sens

t
= < . > = [~ ?

Si V est un vecteur ne comportant que des 1, il vient

(VtV + I]t = VtV + 1

d’'oift pour la matrice A = VtV + 1

t

AtA = (viveTyvtuery = vEE

vie viueyty w1
| S —

v

]
et si la dimension de V est paire, VVt est le scalaire nul d'ol

AtA =0 x VtV + I =1

On peut donc générer par ce procédé une famille de solutions, & 1'aide de

de
vecteurs dimension paire et de la matrice unité.

Par exemple pour V = on peut obtenir

T

— -

—~—
.
<
N
1

—

=

(’ol———_‘]
o |
1
1
0111
1011
1101
11120

[
o

(=]

_

Toutes les soluticns sont-elles de ce type ?
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2) - Structure affine métrigue et mondmes premiers

On peut considérer une fonction bocléenne comme la donnée d'une
partie finie de E = %2%1[ ZZ/Z]i. I1 existe alors, étant donnée une fonc-
n
tion booléenne, un plus petit procduit 1 ( Z /2]i ~ (7 /2]n contenant la

i=1
partie finie représentative de la fonction et la guantité n est son nombre

de variables.

2.1) - Représentation des fonctions booléennes

Si F est une fonction, on peut la "décomposer” au sens de 1'union,
en une famille finie de variétés affines de E. Or, parmi ces variétés, 1l

1
en existe de remarquables ; ce sont les variétés d'étendue( ) ggale a 1,

qu'on appellera mondmes.

Propriété - Toute fonction booléenne admet une décomposition (appelée hase)

en un nombre fini de mondmes.

Immédiat : un point est un monbme et une fonction F peut toujours
s'écrire F = U {x} .
x € F
De facon habituelle, on définit aussi une base premieére comme une décompo-
sition en mondmes premiers, c'est-a-dire maximaux pour 1'inclusion dans F ;
une base irrédondante comme une base F = U Mi satisfaisant
iel
Vi F# U Mj
jel-{i}

la base compléte comme la base formée de tous les mondmes premiers.

1 .. . cay s .
() On peut, par exemple, définir l'étendue d'une variété comme le produtt

Min H||xi|| o les Xy forment une base de la variété :en ce sens, les
points, correspondant & un produit vide, seront considérés eux aussi comme
étant d'étendue 1. L'étenduecﬂaﬁiij est alors Min {1x2, 1x3} = 2 ; l'éten-
due de la clé de parité 4 3 variables est Min {2x2} = 4.
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2.2) - Représentation des mondmes

On établit facilement qu'un mondme peut s’écrire comme intersection
d2 mondmes de dimensions supérieures et, en particulier, comme intersection

die mondmes de codimension 1.

On peut donc représenter un monbme comme un systéme d’éguation
{xj = Ai} ol Xé:Z:/z gue l'on codera par le produit des noms des
ier
variables indéxées par I, sous forme directe si ki = 1 et scus forme accen-

tuée si A. = 0.
i

Exemple - Pour les variables (xl, X

Zﬂ’/ représenté sur la figure correspond aux équations

x3] = (x, y, z) le mondme

x =0 et z =1 qgue 1'on représente par x’'z.

2.3) - Un probléme important en algébre de Boole, la recherche de

la base complete

2.3.1) - Définition d'une opération de consensus général

d'un ensemble des mondmes.

3§nérzl
. - ~ P
Si M est un ensemble de mondmes, le consensus de M est dé&fini comme

1'ersemble des mondmes premiers de la fonctiosn représentée par M diminué

de 1 lui-méme.

Exemple -

Consensus Gen({xy',yz}) = {xy’',yz,xz} - {xy',yz} = {xz}
Lonsensus Gen{&xy',yz,xz’}) :{Tx}

On a, évidemment

M + Consensus Gen[1oBase compléte de M.




Aspect géométrique de cette définition, dans le cas de deux mondmes.

On va montrer le

THEOREME - Si m et n sont deux mondmes, pour qu’'ils admettent un consensus

P . . . . . . \ s s (1)
général non vide, il est nécessaire et suffisant gu'ils soient & distance
1 ; leur consensus est alors constitué d'un seul mondme, 1'union des arétes

réalisant la distance 1.

Exemple - -
A ) r'
. < -
. ‘\ A} '/”
? . A
m = xX'u )—F_‘
n 1 en MW les deux arétes,
n=xyC
m y 2 SN constituant un mondme
A 4 ", de dimension 2.
N
SV
X
Démonstration -
e

ks
Une condition nécessaire pourCG({m,n}] ne soit pas vide est que
m U n contienne des variétés d'étendue 1, en particulier des arétes,qui ne

soient pas incluses dans m ou n. La distance de m & n est donc £ 1.

Si cette distance est nulle, considérons l'intersection alors non
vide de m et n qui, elle aussi, est d'étendue 1. Si a ¢ m et b &€ n sont
deux points, on peut toujours réaliser leur distance par un chemin passant
par 1'intersection de m et n. Deux tels points, s'ils vérifient a ¢ n et
bé& n sont donc nécessairement & distance au moins 2 et m yu n ne peut
admettre d’autres mondmes gue des monBmes inclus dans m ou n, c'est-a-dire

qu’alors CG{{m,n}) = & .

1 . . N .. .
(1) La distance de deux variétés (mondmes) est le minimum de la distance

de deux points dont l'un appartient d la premiére variété (mondme) et

L'autre ¢ la seconde.
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Bans le cas ol la distance de m & n vaul 1
montrons gque 1l’union des arétes réalisant cette distance est une variété

d’étendue 1, ce gui finira d'établir le théorame.

Soit @ € m et b € n une paire de points réalisant la distance 1,
m est engendréepar une famille (ai]i_l D de vecteurs unitaires issus de

a et de méme n par une famille (b,], .
i“i=l...q

-

Considérons alors les vecteurs {ai} correspondant & 1'intersection
des vecteurs libres associés aux ai et aux bi 5 ON pourra supposer gue ce

sont les r-premiers

On établit facilement que les extrémités de toutes les combinaisons linéaires

homologues de vecteurs de {a,}, et de {b, 1}, sont des couples
i“i=1l,...,r i“i=1,...,r

de points réalisant la distance 1 et gue ce sont les seuls.

Cette famille de couples étant une variété affine d'origine a, en-
gendré par les {ai}i=1 r et ab, d'étendue 1, on a bien établi le
théoreme.

2.3.2) - Relations de cette noticn avec celle de consensus

On rappelle gu’on peut définir [Kuntzmann 5] le
consensus de deux mondmes m et n, s'il existe une variable v figurant sous
formes opposées dans m et n, comme le produit des lettres de m et n, diffé-
rentes de v ou v' ; le consensus d'un ensemble de mondmes est alors, s’'il

existe, le résultat de la composition de plusieurs opérations de consensus
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portant sur deux mondmes et utilisant, au total, tous les mondmes initiaux

{on montre qu’un tel consensus, s5'il existe, est unigue).

Démontrons alors 1la

Propriété 1 -

Si m et n sont deux mondmes
Consensus Ben({m,n}) = {Consensus(m,nl}

cette écriture sous-entenoant que le cas ol le consensus ordinaire de m et n

n'existe pas, correspond &

Consensus Gen({m,n}) = @ .

- Inclusion D

Celle-ci est immédiate si le consensus de m et n n'existe pas. S'il
existe, on démontre gque c'est un mondme premier de la fonction m+n, ce gui

gtablit 1'inclusion.

- Inclusion C

Si le consensus général est vide , c'est gue m+n n'admet pas d'au-

tres mondmes premiers que m et n et qu'alors le consensus ordinaire n'existe

pas.

Sinon, en se référant au théoréme précédent, la direction des arétes
réalisant la distance 1, correspond & une variable figurant sous une forme

dans m et sous la forme opposée dans n. m peut donc s'écrire
m = PQx

de méme n = PRx', en représentant par P 1'ensemble des lettres communes a

m et n, par Q celles de m qui ne sont pas dans n, et par R celles de n non
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aans m.

Selon chacune des deux définitions, le consensus sera
{POR} et PGR ce qui établit la propriété.
On démontrerait facilement,de méme, la

Propriété 2 -

Si M, ensemble de mondmes, admet un consensus, alors

Consensus Gen(M) D {Consensus (M)}

n

r_/7' M= {xy' , yz' , yz}

% | Consensus (M) = x = Consensus (xy', Consensus (yz',yz})
x Consensusbe(M) = {y,x}
Exemple 2 -
z M={y'z", xz, x'y}
Yy Le consensus ordinaire de M n’existe pas et 1’on a

Consensusben(M) = {xy’ , x'z' , yz}

—> %

2.4) - Un théoréme classique d'algdbre de Boole, sur les mondmes

premiers d'un produit :; la méthode de la double duale.

On montre en algébre de Boole que

THEJREME - On obtient les monBmes premiers d'un produit en faisant le pro-
duit des mondmes premiers des facteurs, avec suppression éventuelle des mul-

tiples.
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Pour cela, il suffit de montrer qu'aucun consensus ne peut donner

de résultats nouveaux [Kuntzmann 3] .

Avec la définition de mondme premier que nous avons adoptée, le
théoreme est absolument immédiat et 1'on rappelle qu’il en découle la mé-
thode de la double duale pour obtenir la base complete d'une fonction :

en effet, dans une écriture

p 9
T (2 a..)
i=1 1

chague décomposition Z aij constitue une décomposition suivant la base
compléte de I a,,.
1]

De nombreux theorémes d’'algébre de Boole peuvent ainsi s'obtenir

trés facilement ; on verra d'autres exemples au chapitre IV.

3) - L'inégalité triangulaire dans | ZZ/z)n ; ses conséguences .

Le probleme qui va nous intéresser dans ce paragraphe est le

suivant :

Quels sont les graphes des distances d’un bipoint, d’un triangle,
d’un tétraédre, qui correspondent effectivement & un bipoint, un triangle,
un tétraédre de (Z /2]n pour la distance correspondant & la norme X Iﬁl?

On montrera, en particulier, que

pour que le graphe des distances d’un tétraédre corresponde & un tétraedre
de (Z /2)”, il est nécessaire et suffisant gue les gquatre sous-graphes

triangulaires correspondent & un triangle de [ZZ./Z]n, théoréme qui

n'admet pas d'équivalent dans le cas réel (i.e. espace sur [R).

3.1) - Cas du bipoint

Ce cas est évident, on peut écrire le
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THEOREME 1 - a entier est la longueur d’'un bipoint inscrit dans un
(1)

n-cube a < n.

3.2) - Cas du triangle

On va démontrer 1le

THEOREME 2 - a, b, c, guantités entiéres, sont les longueurs des cBtés d’'un

triangle inscrit dans un n-cube

|b-c] g<a < bc (1)
a+b+c pair
& (0 Sup (a,b,c) < n

a+b+c £ 2Zn

a £ b+c
les trois relations symétriques (II) b £ a+c
c £ atb
[b—c] £ a
ou méme (III) lc-al < b
Ia—b[ £c
En effet, si b > c, ce qu’on peut toujours supposer, [b—c[ = b-c

et de b-t £ a £ b*c on déduit b g a+c
et 2b-c ¢ a+b
soit 2(b-c) + c € a+b

d'ol c £ a+b

ce qui établit entiérement (I) = (II) .

(I)Le terme n-cube sera souvent employé pour désigner {Z /2]”, en particu-

lier lorsque l'on n'a pas précisé d'origine rarticuliére.
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b £ a+c ' b-c £ a
De on déduit soit |b—c| < a
c £ atb c-b a

N

ce qui établit par symétrie (II) = (III).

De la-bl £ c on déduit en particulier a-b £ c, ce qui, avec lb-cl £ a

établit (III) = (I].

3.2.1) - Etablissons maintenant la partie " = " du théoréme

(condition nécessairel.

3i a,b,c sont les longueurs des cdtés d'un triangle, il existe trois

> > > -> > >
vecteurs a,b,c de normes a,b,c tels que a = b+c.

> > >

On a donc||a|| < ”b[l + HCII soit a < b+c

i > > > > > . . .

et Hb+c—c|| < ”b+c|| + Hc|[ = a+c soit b-c £ a ; on établirait de
méme c-b < a ce qui donne finalement (I). Le n-cube ne possédant gue des
cycles de longueur paire, la quantité a+b+c doit nécessairement &tre paire.

Par le théoréme 1, il est aussi nécessaire gu'on ait sup(a,b,c) € n.

Enfin, soit vy 1l’ensemble des directions communes & a et b,

B 1'ensemble des directions de a non dans b,

o l'ensemble des directions de b non dans a.

a I1 vient a=v + B
b=Yy+a
6 cg<B+a

d'ol a+b+c < 2(a+B+y) < 2n.

3.2.2) - Reste & établir la partie "&"

Soit a,b,c, trois entiers vérifiant les conditions (0) et supposons,
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par exemple, a 2 b 2 c.

Considérons alors, dans le n-cube, deux points B et C, & distance a,

et une chaine de a arétes de directionsdistinctes reliant B a C.

B ANANAN- NN C

Puisque ¢ < a, on peut trouver un point A & distance C de B, de différentes
fagons

AO sur la chaine BC avec AOC = a-c ;

A a distance 1 d'un point de la chaine, lui-m@me & distance C-1 de B

avec A.C = a-c+2.
1 5

distance c-i de B

2l

A a distance 1 d’'un point de la chaine, lui-méme

avec AiC a~c+21;

et ceci est possible tant que i £

B A \/ﬁ@ WA O

¢ %
% A4
M————~—~v___.____/
[+
S— ——
a

L’application f : [D,...,n—a} > N
i > f1) = [acll

est strictement croissante de a-c & a-c+2n-2a = 2n-(a+c) et ceci de 2 en 2.
Comme b = a-c (modulo 2) et que a-c € b € 2n-(a+c) on en déduit gu'il existe

un triangle ABC admettant des cbtés de longueur a,b,c.
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-Remargue_1 - dans le cas a = n il vient b+c 2 a = n ainsi que b*c £ 2n-n = n

d'ol b+c = n.

Remargue 2 - La démonstration du théoréme précédent montre, de plus, gu’a

une isométrie prés, le triangle ABC est unigue, ce gui n'avait, a priori,

rien d'évident : 1'homologue de cette propriété dans R" s’'appelle le 3% cas

d’'égalité des triangles.

3.,3) - Cas du tétraedre

On va démontrer le théoreme

Pour que le graphe des distances d’un tétraddre représente effective-
ment un tétraédre du n-cube, il est nécessaire et suffisant que chacun
des duatre graphes triangulaires représente effectivement un triangle

du n-cube.

La condition nécessaire est évidente.

3.3.1) - Démonstration de la condition suffisante

Soit A’,B',C',D’ les sommets d'un graphe des distances tel que les
triangles A'B'C' , A'B'D' , A'C'D®' , B'C'D' correspondent aux triangles
ABC, ABD , ACD , BCD d'un n-cube

Soit al, Bl,Y le nombre de directions communes a AB et AC, BA et BC,

CA et CB, on a
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_ btc-a
a1+81 =c al = >
a1+'y = b d’ol 81 - a+;—b
B1+ Y =2 a+b-c

Y = >

Considérons(ci-dessus)un point D réalisant le triangle ABD conformément au
graphe des distances A'B'D’'. On va montrer que parmi tous les choix possi-
bles de D il en existe au moins un tel gue la distance DC soit Z. Pour cela

celculons les distances réalisables minimale et maximale de C & D.

a) Distance minimale

Soit a, et 82 les quantités homologues & o, et 81, mais relativement

a ABD. On peut toujours » quitte & échanger les noms de A et B, sup-

poser o, < al. La distance minimale est alors
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_ b+c-a _ x#*c-y _ b-x y-a
1 2 2 2 2 2

Or, dans le triangle A'C'D', b-x ¢ z et de méme dans B'C'D’ y-a <z

b) Distance maximale

Elle est obtenue en rendant la distance 0 de D & la chaine de direc-

tions du triangle ABD, aussi grandeque possible. Or, cette distance est au

plus S = n—al—Bl—y+a ol ¢ est le nombre de directions communes & cette

chaine et & la chaine joignant C & la chalne AB dans le triangle ABC.

On a donc, en supposant par exemple 62 < 0y

e g (n-al—B~y] + (Bl+82] + {y-g)

BC g Z(H'd1‘81] + 81+82-Y-6
a+c-b ., y*c-x  c-a
2 2 2 2

DC € 2n-b-c+a-a-~c+b+

DC £ 2n-b-x

Dans le cas ol 1l'on n'aurait pas 82 < o, c'est gque oy < Bl’ en

1

remplacgant Bl+ 62 par o+ o, il vient

2 1

DC £ Zn-a-y

Or dans le triangle A'D'C' b+x+z £ 2n, et de méme dans B'C'D’ a+y+z ¢ 2n.
On en déduit que z € [DCMin' DCMax ]. I1 y a deux fagons de faire varier la
distance C, soit en modifiant ¢ , soit en modifiant la chaine AB correspon-
dant au triangle ABD. Dans un cas comme dant 1’autre, la variation est de 2.
En remarquant que x+b+z = 0 (mod.2)} = =z = 2n-b-x (mod. 2} et donc, de méme

z = 2n-a-y (mod. 2}, on finit d’établir le théoréme.
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Exemple -

3 triangles peuvent é&tre construits dans ( 22/2]3, les triangles de cdtés

(2,2,2), (3,2,1) et (3,2,1) puisque la somme de leurs cdtés vaut § = 2x3.
Le dernier (3,3,2) de somme 'B ne peut &tre construit qu’au moins dans ZZ/2)4.
La figure suivante donne une réalisation du tétraddre dans ( Z /2)4:

3.3.2) Contre-exemple dans ﬂ%n

Considérons le graphe

. - . 2 . s .
Les quatre triangles peuvent &tre construits dans [R“. Considérons la réa-

ligsation des deux triangles[3,4,5]selon la figure

La distance maximale de D & C sera obtenue en rendant les deux triangles

A3 et ADB coplanaires. Dans ce cas
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Ce qui rend impoésible la réalisation du tétraedre dansZZ@?, du moins selon

la norme euclidienne.

3.3.3)Y - Définition -

Nous appellerons périmeétre d'une partie de -%% ZZ/Z , la somme éven-

tuellement infinie des longueurs de ses bipoints.

On a vu gque le périmetre p d'un triangle de ( ZZ/ZJn vérifie p g 2n.

On en déduit la propriété

n
Propriété - Le périmetre p d'un tétraddre de ( ZZ/5) vérifie p < 4n.

En effet, si 1'on considére le tétraedre représenté par la figure

atb+c Z2n

2n
2n

N
a+y+z £ 2n
x+b+z £
- Xtyte g

d’ol 2p £ 4x2n .

On peut remplir certaines cases du tableau suivant, donnant en fonc-
tion de la dimension de 1l'espace et du nombre de points d'une partie, la va-

leur maximale des différents périmetres

1 2 3 4 5 6 7 8

Dimension
n
¥
0 I
1 0 1 - - - - - -
2 0 2 4 8 - - - -
3 0 3 B 12 18 27 38 48
4 0 4 8 16 24 36 48 64
Formule 0 n 2n 4n  Bn? 9n? 12n7? 16n7
On notera les conjectures Max p(5) = Bn , Max p(6) = 9n,

Max p(7) 12n et Max p(8) = 16n
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Sur les valeurs du tableau des "périmétres généralisés”

Le chapitre sur 1'inégalité triangulaire et ses conséquences, fournit

les formules générales 1 (1)=0 , Hn(2)=n, Hn[3]=2n, II(4)=4n.
On établit d'autre part facilement

I (2" - [Zn(n+282+...+nCn) Y
n n n 2 . n

NI

et encore

1

T (2"-1) - 1—[c1(n29i11 + c2(n2D3 J+...+c”[n2961]]
n 2 n n. n

S A C A D BN SEPL L TS ;
e méme
n 1 1 nsl p¢ _~n-1 n-1 n-1
m_(27-2) =-§['Cn(n2—l ~(n-1)) +...c] [nz-p-(n-pﬂ+...cn [ n2 -fn-1)—1}]
= 2" My 21y - el
et =nfin
mo2"y = 12" T aeac? 4.l 2pe®P kL) = pp2(072)
n 2 n n 3
soit Hn(Zn) - 12 2(n-1)
M2 = 2" R - e { 1 - iR ]
_ 2..n_ Iz
I (2"-2) = nzf1h? - Tl2-1)
n 2{n-1)
n2
n
I (2n l) - n22(n-2]= Iz
n 4
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on détermine enfin :

'ITB[S] = 18 pour les fonctions

\\ 7
~ \ A
TT4(5) = 24 par exemple pour ~
74 T
- // \
\
AN /
~
TT4(B] = 36 par exemple pour = -
~
Vd 2\ ~
v’ \
\\ 7
, J_3 7.
'TT4f7] = 48 par exemple pour \E/
/. ~
L A\

Les conjectures de la page 110. s'inscrivent dans les deux
formules générales, compatibles avec celles de la page précedente

ppair TI(PRE n

p impair TI(pl=



Enfin on peut démontrer 1le
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THEDREME - Deux tétragdres. non isomorphes (isométriques) de graphe de
distances données sont de dimensions différentes, ol la dimension d'un
tétraédre est le plus petit entier n tel que ce tétraédre soit inclus

dans une partie isomorphe & ( Zi/z]n.

[ e —— —

En effet, en revenant & la figurep.107, deux tétraddres non iso-
morphes, correspondent & des valeurs de ¢ différentes. Le théoréme est
alors établi si l’on remarque que la dimension d'un tétraédre est le nom-
ore de directions différentes intervenant dans une décomposition du type

de celles de la figure

2
Exemple 1 -
2
5 Considérons la décomposition de 1'un des
triangles
A
Y
rAe .
x
B

Or obtient deux décompositions différentes de ABCD guil sont

A
t\<zc ‘
B

D — A
zh y

dimension 4
DA X B

dimension 3
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‘5 Voici les trois décompositions non isomorphes
7 des tétraedres admettant le graphe de dis-
‘ 7 tances ci-contre.
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CHAPITRE 1II

UNE QUESTION D'ALGEBRE DE BOOLE SUR LES FONCTIONS IRREDUCTIBLES
ET LE COUPLAGE MIN-MAX DU N-CUBE

1) - Présentation du probléme.

1.1) Une guestion d'algébre de Boole.

1.2) Ses relations avec le couplage du n-cube.

2) - Quelgues résultats sur le couplage du n-cube.

3} - Un encadrement de In et ses conséguences.

4) ~ Sur 1'existence d'un 23-couplage du B-cube (conséquence de la conjecture

Cl de Forcade).

4.1) Couplages maximaux vérif. Cl.

4.2) Un programme de recherche des couplages maximaux.
4.3) Sur les stables complémentaires.

4.4) Résultats en dimension B.

- non-existence d'un 23-cauplage et infirmation de C1.

4.5) Résultats en dimension 5 - Notion de type réduit de couplage
indécomposable.
- existence de 9 types réduits de couplage & 12 ar&tes et

indécomposables.

3M
5) - Sur la possibilité de resserrer 1'encadrement 1+ %F <-—EE < 1+\W%H +OFLJ
2 yn

5.1) Etude du gain possible. 3

5.2) Proposition de la conjecture —2 = 1+ N 0011
: SN 3n n
Annexes -
n n+l
i 4 1 1
1 - .Z c 55 = (1+ >an €) avec 0 < g < —5 (pour ny3) .
i=0 3V mn 5n

: 3k+1 .
2 et 3 - un majorant de CSE+3 et le calcul d'une perturbation

4 - Sur les groupes d’automorphismes de certains couplages.



IT - UNE CONJECTURE D'ALGEBRE DE BOOLE SUR LES FONCTIONS IRREDUCTIBLES
ET LE COUPLAGE MIN-MAX DU N-CUBE |

1)} - Présentation du probléme

1.1) Une question d'Algeébre de Boole

Considérons une décomposition § d'une fonction booléenne f de n-

variables, c’est-a-dire un ensemble de mondmes, tel gue

—~—

z m, = f avec ViVvj m.m. = 8}
0<igp J

{Dans une telle décomposition les hyperfaces représentatives,dans le n-cube

des différents mondmes sont 2 & 2 disjoints]).

Une décomposition est dite irréductible si elle ne comporte pas
d' hyperfaces paralleles, de méme dimension, et & distance 1 [i.e. ssi.

on ne peut pas effectuer de réduction du type ma + ma'+—> m }

A

Xy' + xy + yz ,

xy' + xy + x'yz en est une décomposition,

x + x'yz en est une décomposition irréductible.

Remarque - Partant d'une fonction booléenne mise sous une forme guelcongue, -

on peut en déduire une décomposition(disjointe} en itérant le processus (non

déterministe) suivant
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si ml et m,, sont deux mondmes non-disjoints et en supposant

dim m, > dim m

1 2

1)
{ml,mz} par ‘{ml, mi—mz}

Oe méme, on peut passer d'une décomposition quelconque & une décomposition

irréductible en effectuant toutes les "réductions”possibles.

Le probléme [KuntzmannZ]se pose alors, ne serait-ce gque pour déterminer

1'encombrement de certains algorithmes, de connaitre

I = Max Cardd Dn : ensemble des décomposition irréducti-
S¢ Dn bles de fonctions booléennes de n-

variables.

C'est le nombre maximum de mondmes entrant dans une décomposition irréduc-

tible d'une fonction booléenne de n-variables.

n=0 ®
n=1 *—© ou *—o

On détermine facilement I =1, I.=1, I.=2, I_=5

oo 2 I [

n=2 ou

On connait 1la conjecture
-

ny3 I_=s52"? 7

correspondant, pour n=3 & la décomposition de la fonction 1 donnée plus

haut, et en général, & la décomposition

»reyX ] =P (x

1(a.b.e.x, n-3 n-3'%17"

“ g X J x ( abc+a'b’c’+ac'+cb’+ba’)
n-3 . o
Décomposition

(o)

3% _5) x (abc’+a’b’c+be+c’a’+ab’)

ol Pm représente la fonction dite clé de parité de m variables (points

d’affixe paire).

Remargue - Il existe des décompositions irréductibles de cardinal 5x2n_3 sans,

pour autant, couvrir tous les points de HCn. Par exemple, en dimension 8

) mrmg représente la différence ensembliste de 1'ensemble des points de

ms et de g
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/7 /
N
\ i A \ 4 ,/
S S N
\Q /. \\
~ ~
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/ A
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Y
\\ - < 7 \\ \ N
\\\ / ‘ ~
~ ~
- ¥ Z —
z D A v AVATANR S Vi \
s X s N
S, °

Les arétes de la décomposi-

7 tion sont en traits
m— (directions 1,2,3,4)
- I~ —— (directions 5,5,7,8)
{ ~{ 4 points (marqués [ )
/. ~ '\ ne sont pas couverts.
/
v
N\ /7
\ 7
hN // ~ v
\\ %
Z S
L ~N / \
- ™
// N,

Décomposition irréductible d'une fonction de 8 variables

différente de la fonction 1, et présentant 5x2n-3= 180 composarits:

64+4 points et B4+16+12 arétes
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1.2) - Relation avec le probléme du couplage min-max du n-cube

Associons & toute décomposition irréductible, une décomposition
éventuellement non-irréductible, en remplacgant toute hyperface de dimension

2 2 par un couplage parfaith) de cette hyperface.

En définissant Ié de fagon analogue a3 In, mais relativement & des
décompositions selon des hyperfaces de dimension au plus un (points ou
aretes) et irréductibles seulement en ce qui concerne les points, on a,
évidemment,

I £1

n> n
On peut supposer qu'une telle décomposition couvre tous les points de HCn
car, si un point n'est pas couvert, en l'ajoutant on ne peut diminuer le
cardinal de la décomposition, car 1'ajout du point, soit impligue une ré-

duction, mais le cardinal ne change pas, soit augmente le cardinal de 1.

L'ensemble des ar2tes d'une telle décomposition est alors un coupla-

ge maximal de HCn.

Soit i% le cardinal d’une décomposition et m_ le cardinal du cou-

plage maximal, on doit avoir

o= mo+ (2™2m ) = 2"-m
n n n n

Nn a donc I £1 = 2n—Mn
n n
ol Mn est le cardinal minimum d’un couplage maximal de HCn.
Rappel - Dans un graphe , un couplage est un ensemble d'arétes disjoin-

tes ;5 un couplage parfait est un couplage couwvrant tous les points. Iei, on
identifie une hyperface H d son graphe d'ensemble de sommets, ceux de H, d'en-
semble d'arétes, celles de H (les hyperfaces de dimension 1). Une hyperface

admet toujours un couplage parfait trivial.



2) - Quelgues résultats sur le couplage du n-cube

Forcade, en 1972, a publié le résultat suivant :[FURCADE]
M 1
lim —%-= 3 et proposé deux conjectures
e 2
(1}
_ non
“1 "y = [2 3n-1 ]
2p+]
= o _n _1+2
C, M =2 5=y pour n de la forme n = 3 (peM)
Remargue - On établit facilement
2p+l
n n 1+2
€MN = = ==L
2 33 &< n=0 ou n 3 avec p €N
En effet, 2" 2= &N & 32 n2" = (3n-1)¢
Or, n et 3n-1 sont premiers entre eux puisqgue 3(n)} - (3n-1) =1, d'ol n

divise £ , soit £ = pn. I1 vient alors , sin#0 2" = (3n-1)p , i.e.

3n-1 = 2k. La propriété.sera donc établie si 1'on é&tablit 2K+150 éékEl.(ﬂ

3 2

1) Etablissons 1'implication =
Si 1'on suppose k = 2p (p > D), en écrivant

2p+1 = 4 x [22(D—D+

2 1) - 3 et avec 1'hypothése que cette guantité

est multiple de 3, on arriverait a 20+1 multiple de 3.

~ 2) Etablissons 1'implication &=

Si 1'cn suppose k = 2p+1 (p > 0}, 1'écriture

2p+l,0 o, (p2(Pr1)%l

+1) - 3 permet de déduire gue 2k+1ED
3

2

puisque 21+1 = 3=0.
3

(1) 7 symbolisme [x]| désigne 1'entier immédiatement superieur ou égal 4 Xx.

(2) Le symbolisme xSy est mis pour x-y multiple de n (x=y modulo nJ.
n
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l.a conjecture C, est vraie, évidemment, pour n € {0,1,2} car m=0,

1
M.=1, M_=2. Pour n € {3,4,5} 1la décomposition (D) confirme encore la con-

1 2
Jjecture (M3=3, M,=6, M5=12].

4

Pour n=6 (D) donne un couplage & 24 arétes et Cl affirme M6=235 1’exis-
tence ou non d'un couplage 23 arétes du cube de dimension 6 confirmerait

3
ou infirmerait C.. Quant & C

1 5 ON n'est assuré de sa jusgesse gue pour
+2 .
5> € {o,1} correspondant a n=1 et n=3 : dés p=2, n = 13 = 11:1e probleme
2st ouvert.
" 1
2.1) Amélioration du résultat 1lim —% =3 {1}
e 2
Forcade établit (1) & 1’aide de trois lemmes
lemme 1 M £ 2M
n+l n
n n
>
lemme 2 Mn 2 2 Sn-1
—_— 28n —
lemme 3 1lim M $ — {lim mis pour limite superieure)
o0 Bn 3

On peut donner une démonstration beaucoup plus courte que celle de

Forcade, du lemme 2.

En effet, il suffit de remarquer que par une ardéte d’'un couplage
maximal passent, au plus, n-1 faces carrées contenant un point non couvert.

En décomptant de 2 fagons ces points non couverts, on établit

m (n-1) > nt2"-m )
n n

n n
soit m =2
n~ 3n-1

Four établir son troisiéme lemme, Forcade exhibe un couplage de HCBn

dont il majore le cardinal par une quantité admettant 28n pour partie

principale. Nous allons reprendre cette idée en améliorgnt le dééompte.

Une origine de HCn étant choisie, considérons les TD(D <$p<n)
ensemble des points de HCn a distance p de son origine. Un point de Tp est

relié & n-p points T chacun d'eux &tant relié & p+l points de Tp' Pour
prl o 4

n-p

du théoreme de Hall, un couplage de Tp vers T

+1°
< » 801t Z2p £ n-1 , il existe donc d’aprés un corcllaire bien connu

p+l’
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Partant de p=1 et successivement pour chacun des p égaux & 1 modulo

3, on construit un couplage de Tp vers T ainsi que son symétrigue par

ool
rapport au centre du cube, tant gue c'est possible. On obtient ainsi un
couplage de HCn saturant certains Tp. On le rend alors maximal par ad-

Jjonction de nouvelles arétes.

En dimension 3, on trouve le couplage bien connu "demi-tour du

cube” Pour n multiple de 6, on obtient, par exemple, un
Ta . couplage gue 1'on peut ”"schématiser” ainsi
T]_ ’
=

Ta

(’UJE[[”}EU)\W‘f et on a la majoration

Tak-2
B AR <o o e 2
Tax { Bk > Bk Bk Bk .

Tek-1 WAL
TG k .

Calcul de s, = 2[C§k +-C§k P Cg:_l]

2.2} Une réduction combinatoire -

On peut écrire, pour k) 1

2 3i+2  _3k-1_ 1 2 3i+1 _3i+ 3k-2_ _3k-1
ok’ CokCok T Cok-1"Cek-1" " Cek-1"Cak-1" " Cak-1"CaK-1

2 3i+2 3k-1, .0 3 3i 3k-3 _ 26K—l-1 _ -Bk-2

ek *Cok" " *Cak  *Cok-1"Cek-1""""Cek-1"" " *Cok-1 * =2
de méme la deuxiéme partie du premier membre
o 31 3k-3 1 3i+1 3k-2 _ .B6k-3 1 ~3k-1

- -1l
Cok-1""Fek-1"Cok-1"Cok-2"" " *Cor-2" "+ **Cgx-2 = 2 > Bk-2
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et successivement

1 3k-2 2 3k-4 _ _Bk-4
Copopterennes * Cg-2 * Cgrog Tereeieat Cgg =2
2 3k-4 o ' 3k-3 _ _Bk-5 1 _3k-2
“k-3" "  * Coieg ¥ Cgrog *omveoet Cgyg = 2 2 “ok-4
o 3k-3 1 3k-5 _ _8k-B
Cok-a"- - " Cok-4 * Cpk-s *e-v---t Cpeg = 2
1 3k-5 2 3k-4 _ _Bk-7 _ 1 _3k-3
Cok-5"- - +-- * Cguog * Couog *-vve - oo * Llok-g = 2 7 Cek-5
On en déduit la récurrence linéaire
) _ Bk-6, _Bk-5 _ Bk-1 . 3k-3  3k-2  _3k-2  3k-1
Sk T S-1 72 2 reeet 2 * Csk-8 * Csk-6 * Cgk-4 * Cgk-2
6
_ _ _Bk-12 (-2)°-1 3k-5 3k-5 3k-4
Sk-1 T Sk T 2 2 -1 ¥ Cek-12 * Cek-10 * Cekes
251 12
avec s, =0+ 2° =+ cg * €y + Cp puisque 30 = D+21+1+2+6
soit, finalement
B 3k-1 _i
s =271 oo, .+2E(k 3 v ¢ by
K 3 .
i=0
6o Pk 3k-1
Sk T T3 5. " % Ch o o
2% 1=0
. ,Bk_ ) Bkgl i
k 3 . 21
i=0
Remarque - On établirait de méme, & 1'aide des égalités
1 3k+1 2 3k-1 _ _Bk+1 1 3k+l
Cokeg *rreees ' Cekez * Cppez Toroo* Chean = 2 * 7 Cokez
_ _ 0 1
et 2C;=6=3+0C0+C) ,
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2 [Cl o3kl ] = ZEE:EIl + Bkgl cl
Bk+3 """ Bk+3 3 . 2i 3
i=0
ainsi qu’'a l’aide de
2 3k-1 o 3 3k _Bk+l 1 _3k+l
Cokea™ " " Cokaz® Coren® Cpkez™ oo * Copen = 2 % Cgkez
6
/ 2 3 2°-1 1.2 3 4
et 2 Cg =72 =3+ 2 c C,-Cp-Ci-Cyp 3
2 ( C2 + + Cak_l ): --————28k+3+1 - 3k;1 Cl N
Bk+#3 "ttt Bk+3 3 iop 2

2.3) Une borne supérieure pour Mn et un encadrement -

n ., n+l

A 1'aide de la relation I ci, = & (1+ 1 +€) avec 0 < € < 1 {

5120 21 \/__ 24n 5n2
3Ymn

(voir calcul annexe 1), il vient

n>9)

28K 43k 1
S T 73 * U+ Z3Een 8
3 \[TT(BK—l]
ol e < __1_2. .
5(3k-1)
+ €
soit 2 12(8k 2) .
Bk 3 TTB \/
(
IVln+l Mn V
En remarguant alors (lemme 1 de Forcade) gue ) i—n , on peut écrire
2 2
- oBki 12[8k 2 ‘
0<£i<6 _ .
8K+1 3 ﬂ(8k+1J >
\/ 8k+1 \/1 "~ Bk
()

Pour cela 71 suffit de plonger un couplage maximal de HCn’ dans ch+1 et

de le compléter par le couplage symétrique par rapport au centre de ch+1 »

pour obtenir un couplage maximal de ch+1 .
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L'inégalité

1 4
I 52 2
5(6k-2) ., ., SéiB valable dés k=3, permet donc
1 - 5 l_i
Bk+5 Bk
d'écrire

n
Vnsis Mo<E elfEre)on e <fEx 2= o
n 3 N ™ n n ’

1'inégalité 1 + —l-< 1+ 1. oo fournit alors 1'encadrement annoncé
3n 3n-1 3n-1
3M P
1+ 2 < ”<1+\/2_+ ol .
3n ~»h m™Tn n

3) Un encadrement de In

3.1) Considérons le couplage proposé au début de ce chapitre, dans
le cas particulier n = 3.
B

Un tel couplage constitue une décomposition disjointe, pas forcé-
telle
ment irréductible. Nous allons mantrer qu'en fait, uneYdécomposition n'est

que "peu” réductible. On utilise, pour cela, le

EMME - Une hyperface de dimension p intercepte exactement p+l1 ensembles

) . . . < i< .
Ti consécutifs : Ti+j 0L ji<sp

Ce lemme s'établit immédiatement par récurrence.

I1 est vrai pour les hyperfaces de dimension O : les points.
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Supposons-le vrai en dimension p < n et considérons une hyperface F de
dimension p+1l, immergée dans HDn . En tant qu'’ensemble de points Fest la
réunion de 6 et H de dimension p, on va montrer que H et G n'interceptent

pas les mémes p ensembles Ti'

En effet, soit A un point de G réalisant le minimum de la distance
des points de G & 1l'origine de HC. L'aréte joignant A au point B de H, sui-
vant la direction supplémentaire de F, ne peut Btre
incluse dans un Ti car les points d'un méme Ti sont

a des distances paires. L'extrémité de cette aréte

ou de sa symétrique, par rapport au centre de F,

=

fournit alors uéupoint B de H appartenant & un en-

semble Tk, différent de ceux interceptés par G.

D'autre part, si F interceptait plus de p+2 ensembles TK, il exis-
terait alors dans F deux points & distance au moins p+2, ce qui est impossi-

ble puisgue dim F = p+1,

On peut, pour n = 3 supposer que le couplage est symétrique par
B
rapport au centre de HCn et donc ne s'intéresser gu’a la configuration

correspondant aux Ti avec 0 £ 1 £ 3k+2. Le lemme permet d’affirmer que les
réductions ne peuvent produire, au plus, gue des
carrés. On obtient alors la minoration suivante,

du nombre jn des éléments non ponctuels d'une dé-

- composition disjointe irréductible maximale de
HC  (pour n = 3)
n
6
1 4 3k-2 3k+1
2 ez Cokes®™ " r Coxaa’ * Coraz < Jgkes
. . Bk+3 _ .
Or lgkss = Jgres * (2 2m8k+3] et finalement
. 1 4 3k-2 3k+1  _Bk+3
> av e m -
fees ” 2(C6kea * Cgpaz * * Cokea) * Cgren ¥ 2 2 Mgr+3
)

Un tel point est unique, mais ici, cela importe peu.



. ) 2 3k-1 3k+1
00 Mgreg = 2 (Cguq ¥ * Coxes) * Cgrez

Un calcul analogue & celui de s, permet d'écrire

k
' Bk+3 3k+1

1 4 3k+l, _ 207 %41 i
?Coe3 * Cokag *ror* Cgpag) = =5+ iED C21

et de méme

Bk+3_ 3k+1

2 5 3k-1, _ 2 1 i
2(Coks3 * Copag *+-+-* Corus) = =3 LGy
i=0
ce qui conduit &
g 520 L 5 ekl skes 2 (,BK+3, 1), o
Ek+3 3 & Fo3 7 Lgkes 3 .
i=0 i=0
3k+1
2 . _Bk+3 i 3k*1
> = - - .
S Ca DR N R S SN
i=0
3k+1 | 3k+2 Bk+3
T (1 s 0y 22 2V o,

]:
i=0 “t 3y[m(eken) k 3 \[T(6k+3) K

2i

2C
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3k+1
Ek+3

CgE:; - oBk+*3 2 (1 + DélJ) (Calculs annexes 1 etZ);
m(Bk+3)

- Skl 3k+1 28k*3 5 0(1)
d’ou 2 G " Cokes =~ 3 (1=
i=0 T(Bk+3)
) 2 _Bk+3 3 1 1 o
1 > = 2 [ l - —— s O[-—-] ] car — —m—m
Bk#3 3 \/ 2T (Bk+3) k VFE_ K
et finalement, comme 1 - E-(1 + —l-J = Z-[l——l-l
’ 3 3n 3 Bn
31
pour n=3 1- 3. o(d) < nfl < 1- éL
6 27N n 2 n
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3.2) Au lieu d'un calcul asymptotique on peut écrire (cf calculs

annexes let2) :

3k+1 :
1 3kel 2 6ke3) [ 2 1 __Bk+3,[ 2 5
ifoCZi “eke3 73 7 mekr2) (Mt Za(aReTy) 2 T CORNATTOR

Bk+3
N 2 V 2 (2+ 7 -3 15 )

3 Mek+3) < B(BK+3) * FTere3)

oBk*3 139
\/n(sk+31 Z2(6Kk+3)

T Bk+3(1_____3 (1- 238 )
Bk+3 3 VE;;TEE:57 42 (Bk+3)

On peut donc affirmer que la conjecture initiale est certainement infirmée

au moins pour k vérifiant :

2 _Bk+3 3 139 5 _Bk+3
£ 2% (1 - (1- ] >2 oo
3 [2nieke3) 4 (BK+3) 8

soit 16 - —28 (1o 133y o 5

[2nteies)  2EKE3)
139 V27 (Bk+3]

<

oy vy 28

Or, la plus petite valeur satisfaisant la derniére inégalité est k = 60. La

conjecture est au moins infirmée pour n = 363.

. 3.3) Il ne semble pas facile de démontrer gue E% soit une fonction
croissante (pour autant que cette propriété soit vraie) ; ceci empéche de
conclure directement quant & un encadrement du type précédent quelque soit n.
On est alors conduit a reprendre le méme principe de calcul pour les valeurs

. de n s'écrivant Bk+l, Bk+2, Bk+4, Bk+5, Bk+B.



T3k+8

—- M /N D D 0 %
SN VO S I A A AN

Reprencns alors la représentation schématique des couplages:

Bk+1 Bk+2 Bk+3 bk+4 Bk+5 Bk+8

. P . . - -

T -
EE:% SwM %HMI }HIJH% W B W
T T

EN e ]o5 couches Tk saturées

en =—-—-—=1'hyperplan de symétrie

Le calcul donne alors les minorations suivantes

1 3k+1 3k+1  3k-2 .
21 Chper) T 2 Cg] - Gl € Take1
2% sookoly o3k

128.
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3k+1

2(cék+2+....+c8k+2] -2 C:E:; - SE;S < Jgran
Mgkz S 2(C§k+2+""+cgt—l) * Cg:+l ;
2(C5 a* = *Copra) = 2 Cored < dgina
Mgkeg S 2(Cék+4+""+cg::i] 2 Cgt+1 3
Z[Cék+5* --*Cg::é) ) CSEIE $ Jpkss
Mgkes5 S 2[C§k+5 """"" i Cgtigl 3
ek g - L
Merp S 2[CZK+6+"" et CEEIEJ )
I1 vient alors, par in = ‘jn + (2”-2mn]

L2 ey |2 g2 +3-2-2(145-3)|/ —2—— + o(3)
Bk+1 3 e [ T(BK+1) aogus | T(Bk+1) gt | T (B +1) k
et pour les valeurs suivantes, en évaluant les guantités placées au-dessus

dES S—mnp— %

i8k+2 = . {2+1) -3 (1+4-3)
i8k+3 = _(240) —— —_ -3 {1+3-3)
i8k+4 = {2-1) -6 (1+2-0)
i8k+5 = - (2-2) -3 (1+1-0)

= (2-3) -3 (1+0-0)

16k+6
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Soit

r =22 (-0 L2 o)
Tgk+1 T3 2 V-5 Feen o)

TBKk+2

T6k+3

1Bk +4

16k+5

16k+6

On peut donc affirmer ¥

~

4) Sur l'existence d’un couplage & 23 arBtes du cube de dimension §

Nous rappelons gu'une conséguence de la conjecture Cl serait
1'existence d'un tel couplage alors que les seuls couplages connus possé-

dent 24 argtes, en particulier ceux fournis par la décomposition (D).

I1 faut se rendre compte gue ce probleme est extrémement‘%xplosif?

En supposant qu’il n'existe gue peu de ces couplages et en considérant

)

Le calcul précédent montre pourquot nous avions choisi

n=0 pour le calcul deM;Z
6

et n=3 pour le calcul de Iﬂ.
6 4
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gu'un couplage est équivalent au choix d'un certain ensemble d’argtes, on

. - N . N . 23 c iz
peut considérer que le probleme revient 'a examiner les 0192 extrémités d'un
certain arbre de choix.

23 1 192 169 192 23 192 28
On a C > —=— === - === > 3.22 10 .
192 EEF 168 3 23.1689

En examinant plus d'un million de cas & la seconde, il faudrait cependant
un temps de 1016 années, soit 2 millions de fois 1'Age de la terre, ou

encore 4000 fois 1'dge de la terre en fixant d'office trois argtes.

En conséquence, i1l est tout & fait exclu d'espérer conclure, sans

utiliser des propriétés réduisant puissemment 1l'ordre de choix.

4,1) Une propriété des couplages maximaux vérifiant Cl.

Soit un couplage maximal du n-cube, nous allons distinguer les
arétes du cube gui ne sont pas dans le couplage. Celles-ci sont, en effet,
de deux types, suivant qu'elles touchent le couplage en 1 cu 2 points.
Celles du deuxiéme type peuvant encore se séparer en trois catégories selon

le schéma suivant

- QO représente 1 point non
@ @ touchg par le couplage
® représente 1 puint touché
nl n20 nzl nz22 par le couplage.

{(le symbole n, représentera aussi bien le nom dhntype gue son cardinal).
Les ardétes paralléles a distance 1, conduisant & des réductions, sont du
type Mg

On peut écrire :
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)
+
)
+
3
+
3
I

nx2 T - m {en décomptant l'ensemble des

arétes]) ,

]
n

n(2n—2mn) (en décomptant les points exté-
rieurs au couplage, & l'aide des
arétes du ler type]l ;
-_ n_ £ ) ’_
Ny * 2n22 = n(2 Zmn] (en décomptant les points exté
rieurs au couplage a 1'aide des

arétes du 2e type).

(C'est la 3° égalité gui traduit la maximalité du couplage].

I1 vient, par la combinaison linéaire 2, -2, -1

—_ r] —_ — -
2n2O + N,y =N 2 (1-2-1) + q4 2+4n+2n)

soit e _ n,
= 2(:2n l)mn n 2 (1)

2Nog* Moy

De méme, par la combinaison -1, 1, +1

n = 3n 2n—1 - [4n-1)mn+n

52 (117 .

20

{I) est intéressante car elle donne en particulier une borne pour Nog

n
NHa < (3n-1Impy-n 2

pour les premieres valeurs de n et en admettant C1l

@l . s .y
YCotte quantité devant @tre positive, on retrouve m,> i Séij .
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n max N, min noo (min n2£1
3

1 0 0 0

2 2 -2 (= n20=2) 0

3 0 3 1

4 2 B 2

5 8 12 4

B 7 47 18

7 4

8 22

9 20

10 26

11 0

12 23

On établit ainsi la propriété

n n n 2n-1
Moo= fz =1 =23

n 37T - 306n avec 0 ¢ DJ,l[

On démontre aussi gu'une solution possede au plus,
en dimension 4, 1 carré (2 arétes paralléles & distance 1)
en dimension 5, 4 carrés

en dimension 6, 3 carrés.

En dimension B, un couplage & 23 arétes ne peut donc contenir un sous-

couplage parfait du cube

ou , qui nécessite au moins 8 arétes du
type HZD
(II) fournit des indications sur la présence dans un couplage de " %-tours
du cube”, ou plutat de sous-couplage du cube selon le couplage minimal

du3cube :

@ figure X v

o
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En aoffet, la présence d'un tel couplage nécessite que 1'application canoni-
gue des arétes de type N,5s SUT les couples de points & distance 3, exte-

rieurs au couplage, ne soit pas injective.

n
On en déduit une borne inférieure fmin —%21 du nombre de couples

de points & distance 3 du complémentaire d'un couplage (contrainte CT).

De méme 1'absence de la configuratian de la figure x dans un couplage,

imaligque la présence d'au moins min n couples & distance trois dans son
22 !

complémentaire.

En dimension 4, on peut facilement décompter le nombre maximum de

couples & distance 3 des différents types de 4-stables (au nombre de 8}:

\ Y / v
- \ 4 \\ / \\ //
N ’5’ >N ~C
Nombre de couples de points
~ . ~| N
a distance 3 %t N / < 3 . N
s 4 \ s \ 2 \
des différents stables .
4 couples 0 couple 3 couples
\ . \ 4 y
AN . N 4 \\ z
\\ . \\ \\
D)
\\ . ¢ \\ \\
7 X 7 7
0 couple 0O couple 0 couple

Ce nombre vaut 4 < 6 : un couplage minimal du 4-cube admet donc au moins
une configuration du type de la figurex,(Ce résultat , vrali aussi en dimen-

sicn 3, mais c'est alors évident, ne 1'était pas tout & fait en dimension 4).

En dimension 5, on ne peut pas établir un tel résultat ; et, pour

caLse, comme le montrera la fin du chepitre .
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En dimension B, 11 existe "malheureusement” un (et, du reste, un seul)

18-stable du 6-cube, possédant au moins 47 (ici 48) couples de points & dis-

tance 3, ce qui empéche, du moins & ce niveau, de conclure sur la nécessité

de la présence d'une configuration du type de la figure dans un 23-couplage.

\ V4 \ /7
\ % \ Z
~ N // ~ N /r
O
l] ™~ I~
7 Ve
/4 \\ , \\
\ 7 \ Y4
AN / G AN / 7/
~ § 13, ~ § A
-
ot
~ ~
A N N
7 7
4 \\ - \\
©

Stable de 18 points du cube de dimension 6

présentant 48 couples de points a distance 3.

4.2) Un programme de recherche des couplages minimaux

L'étude précédente permet d'écrire un programme d'ordinateur, re-

cherchant exhaustivement les couplages a 23 arétes du 6-cube.

On emploie une méthode de back-tracking ; 1’exploration de 1'’arbre de

soit guand la guantité 2n20+n21 atteint la valeur

choix étant interrompue,

14, soit aprés le choix d'une 20% araéte.

Remarque : on ne construit pas les couplages décomposables, cu

décomposable, un couplage du n-cube, qui  est L’ unton de

1'on appelle
deux couplages du n-I1-cube. En dimension 3, le é—tour du cube est indécompo-

sables en dimension 4, les couplages sont tous décomposables.
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Ce programme a effectivement été écrit, malheureusement 1’évelutian
dt calcul, au début de 1'exécution, ne permet pas d'envisager son déroulement

complet en moins de plusieurs milliers d’'hsures !

Il est bien évident que 1'échec d'un tel programme provient, pour
l'essentiel, de la grande symétrie du n-cube, alors que le programme n'éli-

mine pas les différentes constructiocns isomorphes gqu’il génére.

4.3) Introduction du stable complémentaire d'un couplage

Pour prendre en compte la motion d’isomorphisme, un moyen détourné
censiste, puisque le complémentaire d'un couplage est un stable, & détermi-
ner 1'ensemble des types&] de couplages a ZH—ZWhpoints, et ensuite, pour
chague type, & tenter de construire un couplage dont on connait le complé-

mentaire en tenant compte des mémes principes que plus haut.

On aurait pu espérer gue le stable complémentaire d'un couplage

minimal soit un stable maximal, comme c'est le cas en dimension 3 et 4:

/
\\ s
N
ﬁ ~
P~
4
4 \\

0 2 stables sont du méme type s'il existe un isomorphisme de HCn appliquant

I'un sur 1'autre.
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En dimension 5 il existe, en revanche, un contre-exemple:

/
\ N /,
A\ £ \\\ /I/
~ N4 4
~
~
v AN
/4 e \
a /4
\\ \l

couplage minimal (12 ar&tes) dont le complémentaire n'est pas un stable

maximal (points marqués d'une fléchel.
Pour déterminer les stables & 18 points du B-cube, on remarque gue
le 6-cube doit contenir un stable du 5-cube &, au moins, 8 points, lui-méme

contenant un stable du 4-cube &, au moins, 5 points.

Ces derniers sont, en type[il , au nombre de 7 dont

\ Y4 \ Y, \ Y]
AN AN /
\\ fj, \\ \\
Y
3 de 5 points : L
Vs ~ » & S Y, & >k
7 7 7
4 \\ 4 N 4 N
\ Y \ /
. \ 4 \
L 4 ~k 2
P
2 de 6 points : §
@ Sn . & i
7 7
4 \\ /s \\

()

Pour cela, on peut consulter un catalogue des types de fonction booléenne

g 4 variables. (voir 1° Annexe )
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\\ s
~
P~
1 de 7 points : ’ D N
/d \\
\
\ //
R pr. 4
. A %
et 1 de 8 points
\\
\

v ' 3 13 .
Un premier programme détermine combinatoirement en partant successi-
vement de chacun des sept types de stables & au moins cing points, les sta-

bles du 5-cube & au moins 9 pointss

4.4) Résultats

\
On peut donher le tableau statistZgque suivant

*

Nombre total de points du stable du 5-cube

—

9 _ 10 11 12 13 14 |15} 16
nombre de
stables 5 12(51) 1
contenant
& 24(89) 19(110) 5{36) 2{5}

des stables

cu 4-cube d’ 7 11(32) 18(62) 20(78) 12(41) 4(10)

au plus p 8l 1 2 2 4 2 21 1] 1
points
Total 48 40 27 18 5 2 1 1] 1743

Répartition cardinale des types de stables du 5-cube & au moins

9 points (entre ( ) sont indiqués les nombres avant réduction

par isomorphisme).
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Un deuxiéme programme treés semblable au premier détermine alors les
stables & 18 points du B-cube, satisfaisant & la contrainte [CTJH). Ces sta-
les sont alors fournis en données & un troisiéme programme qui tente de cons-

truire un couplage dans le complémentaire de chacun des stables.

Le résultat définitif est le suivant, obtenu pour un total de calcul
d'une vingtaine de minutes sur un programme de 2200 cartes,

(FORTRAN IBM 360):

Il n'existe pas de couplage du G6-cube, & 23 arétes.

En dimension 4, le programme retrouve les 2 types de couplages, gue

1'on pouvait facilement obtenir "& la main”, et gui correspondent au méme

4-stable

Vi
/4 \\ /,
. N 74
4 a4 > I~ /3
N\ N\
\ \‘

2 types de B-couplage du 4-cube, décomposables et de méme type

réduit (cf. plus loin).

J . . . :
Ces stables, nombreux, sont pourtant difficiles 4 fabriquer "4 la main'.
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4.5) Résultats en dimension 5 - Notion de type réduit de couplage

indécomposable

En dimension 5, le programme de génération des stables fournit
E1 stables vérifiant la contrainte ﬁTL que 1l'on réduit,par isomorphisme,

g 17,

Le programme de génération des couplages fournit, pour quatre d'entre

eux, respectivement 56, 80, 60 et 60 couplages indécomposables.

Chacun de ces ensembles de soluticns est alors divisé par 1'équi-
valence relative & 1'isomorphisme, aprés détermination du groupe d’auto-
morphisme de chacun des stables. On obtiert ainsi, respectivement, 18, 7, 7

et S types de couplages.

Introduisons enfin la notion de "type réduit” de couplage. Deux
couplages sont de méme type réduit, si 1l'on peut passer de 1'un & 1'autre
par une suite (finie, évidemment) de permutations selon des %—tours du cube,

. sz 1 . .
consistant a éechanger un E-tour du cube avec son complémentaire.

Echange de deux % tours du cube complémentaires.

4
\ / / \ \- /
Z/ \ / \ 2 i
i« 7
T nz*e-rf—H—H"“') —
/. ~ ~
z - z \_T / \
4 /
4 v 2

Exemple de 3 couplages du y
N 7
5-cube, non_isomorphes \ -

mais de méme type réduit

{(en emmm et m+1)les tours T N

du cube concernés). s \ 3
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I1 est immédiat que cette relation est une relation d'équivalence, stable
pour la notion d;indécomposabilité.

Si 1’'on divise & nouveau l'ensemble des types de couplages par cette rela-
tion, on obtient 3, 2, 2 et 2 types réduits, soit au total 9 types ré-

duits, de couplages indécomposables (cf. calcul annexe 4) :

Ce faible nombre (9) montre sans doute qu’'il n'est pas &tonnant de ne pas
avoir trouvé de solution au probléme du 23-couplage du B-cube. On constate,
d'autre part, qu’il existe en dimension 5, guatre 12-couplages ne contenant

pas de %—tour du cube (et donc, nécessairement, indécomposables]).
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5) Sur la possibilité de resserrer 1'encadrement

3aM
1+ %— <« < 1+\/—2— + oL (111)
n 5N ™ o
5.1) On rappelle qu’'un couplagelrepose sur la construction d’un

couplage d'un T Vers Tp, puis la saturation des points de Tp par des

p-1(p>1)
arétes reliant T_a 7T
P p+l

Pour décompter les arétes du couplage, on a alors majoré le nombre
de points de T_ atteints par des arétgs du couplage, par le cardinal de Tp.
En fait, on peut certainement "s'arranger” pour ne pas couvrir tous les
points de Tp. Nous allons déterminer le minimum des points couverts de Tp

par un couplage

Toa Soit x le nombre de points de Tp non
T couverts. Les images de ces points
P L ————4 Lo————— . .
X \\ l[&/ n-p {par la relation du graphe) doivent

Tf-l gtre couvertes ; on peut donc écrire

X . 7P X + Cp_l < Cp
n n
()

en remarquant que lesdemi-degrésextérieur et intérieur des points de Tp

suont n-p et p.

I1 vient alors

p-1
p p “n ptl p p ptl
-x > -(1- —— = -(1- ==
Chrx 2 Cn{ 1-a cP ) n+1 ] Cn [1 (1 n—p+1) n+1 ]
n

-~

La construction la plus avantageuse conduirait donc & remplacer dans le

calcul de mn chacun des

(n-2p+1) (p+1)
{n-p+1) (n+1)

p p ~ = 71—
Cn par Cn ¢n[p3 ol ¢n[p) =1

1) . . . . . . . .
Pour une orientation du graphe suivant les distances 4 l'origine,croissantes.
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5.2) Etude du gain qu'il est ainsi possible de réaliser

[ Posons p= k_zn_ k € [0,1]

1 ' - ’ (1-K+-%)D% + %J
- -2 ¢, (K1=¢_(p)=1- — T
0,83 | l (1- = + =) (1+ =)

2 n n

au voisinage de 0 il vient

P - 1o L _ K 1
cpn(k) =1 = > + O(n]+°(K]
o] v N et at voisinage de 1 :
o PEPAYE k=1 &
p=0z1 ~ 1 1 2
2— - = —_— — —_— — _Z.i—
<bn(1 u) 1 - u+0(n] f gt

Au voisinage de « (pour n),&)admet une tangente horizontale pour

_d (1-K)k

- 0 soit (1-2K)(1- & « (1-k) £ - 0 et done kK%-4k+2 = O
3K 1. K 2 2
2

ot finalement k = 2- Z,et 1'ona ¢ (2- {2) ~ 20)/2-1) = 0,8284.

Nous allons chercher une approximation de

2 5 3k-1

- Cgy b5 (2) * Cop gy (5)*eenn * Cg 9 (31
2 5 3k-1
Cq + Loy feaaan + Cop

-

5.3) Par une méthode(ﬂ qui rappelle l’approximation de la fonction
de répartition de la loi normale par celle d'une loi bindmiale, on montre
gue

2
mek

1
+ OLE]

mcf. caleul annexe 3 .
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On obtient alors pour les couplages du type (T]

3m
_n <(1+ 2, [l]][l_ _2_+D(l)]
n - m n
2
Smn 1
coit — <1 + 0=
on n

Ce résultat, éliminant remarquablement la quantité \f%% , permet

c'envisager la construction d’un couplage du type{l)assurant la conjecture

3M :
_D. = 1 + _J;_ + O[.}.]
2n 3n n

proposée en remplacement de celle de Forcade et qui correspond, en ce qui

concerne les fonctions irréductibles, a
[ ]

3I
i\ PR BPRS §
2n+1 Bn n
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1) Une

ANNEXE

DU CHAPITRE II

2) Une

n
gévaluation de u, = r C

3k+1
Bk+3

3) Une

majoration de C

2 5
CBK¢BK(2)+C8K¢BK(5]+...

.+C

3k-1
Bk

¢

BK

(3k

gvaluation de K = 5 3

4) Sur

Csk  * Cak

.+C

3k-1
Bk

les groupes d'automorphismes de 4 stables du 5-cube.

-1)
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n
1) Une évaluation de u_ = L C

~

Evaluons d'abord cl a8 1'aide de la formule de Stirling

2n
nt = (D" \fzmn (1 lén +€) 0< e < —1
288n
I1 vient 2n 1
2n 1+ —— *t€
<! <g <
n _ (2n)! _ s 2T2n 24n 1 4" 0<€) 2
C = =- = K 288x4n
2n 2 n,2n 27N 1 2
(n!) (=) {1+ + €_) \/ﬂn
e 12n 2 1
O<e < 2
288n
ol
-2
1 1 1 1 1 1,2
{1+ =) (1+ —— + ) < K < (1+ - +e. ) (1- + )
24 .
n 12n 288n2 24n 1 12n 144 2 2
or 1 > 1- éL +-——£7§ s
2 n
[1+1;n+ 12) 1
288n
d’sl
1 1 1 1 1 1 1 1
1- 25 <K < (1% 5+ y(1- 5 ¢ - G+ )]
8n 24n 4x288n2 6n 48n2 144n3 5] 144n
soit
1 1 1 1 1 1
- <K < 1- =/ + — - —=) -¢ €E_>0.
1- g <=1 8n+n2 (5588 ~ Bx24 tas) €3 avec &3 70
Finalement
n 4" 1 2 17 1
> = - — € < < <
Vinzl G \7n—n—[1 an T € B0 ESgoE w2
Remargue - Le calcul asymptotique conduirait, en ce gui concerne le terme
en —l-é S . On montre, d'autre part, que le Facteur~—QEL—
n2 128n2 9x128

est le meilleur possible si 1'on ne suppose rien de plus sur

El et 82.
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Pour évaluer u_ nous allons

déterminer deux suites décroissantes
kn et kr'1' vérifiant

k<0 <k (1)
n n n n
4
On peut écrire :
n 4n+1 1 n+1 4n n+l

1 1

Kn : * (1- 8[n+1]]<un+1zun+c2n+2<kr'1 n * - (1- 8(n+1) ¥ 2) :
\Vmn \/ m{n+1) 'l \/ T{n+1) 28(n+1)

Pour assurer (1), il est donc suffisant que

1 : 1 1
K < 511 [n+1 N ! 8n+1< Varl o o Eﬂ n+l I Bl ZB(n+ 132 < K
ned 4\[ n Vi antl o+l 4 n ,——TT S one”
La premigdre inégalité donne
o1
4{\/“;1 + 4______8[n+1] et comme l+% >1 +_2_1r_1_-_—12
k N 8n"~
N+l
1 1
st —3 < l-75*3
1+ =
il vient:
1 1 1
Al gt T2 T 3
8n 8n
Km1<
3V m(l- 8—1[_1'*'—;—2]
24n
4 1 11 1 1
—_— {1 = - - )
S
n VT Bn 6n an 24n2 8n3
soit
4 1 . 1 1
k < {1+ ) pour n 2> 4 puisque, alors > b e—
T 2 3
n > 3\T 24n 12n 8n 24(n+1)n
La derniére inégalité, de méme, permet d'écrire
1 1
1- +
n+1 8{n+1)

2
4 3 v 4 2800+1)° v comme \/1¢ £ < 16 = et —— > 1 - L
n n 2n n+l n n2
Kr'1 il
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1 4[1_é_+82+282]
4 > 1+ 5t n n
Kn\/ T
1- -l_ + 1
, 4 8n 6n2
kn 2 1
3 1 - —BF
3y Bn 36n"x11
4 1 1 1 1 1 1 1
K' > (1+ + + - - + + )
" T %M 6 33n? 48n 3x33n°  38n°  Bx33n”
, 4 1 1,1, 1 1 7 1
Ko 2 [“ 2an * 2% 35 T 38 mano 24><33)]
3\ n
soit k' 3 — (14 —2 1,
n ~ — 24n 2
3\/’n 5n
Finalement on peut écrire :
n+1
pour n > 9§ CO+C1+. +00 = 4 (1+ ! *el) avec 0 < ¢ ¢«
o 2 Zn 24n 2
3 \Vmn

car, a partir de n=8 :

1 1 n+1 1 1 1
+ IR + 3(1- + ] € 401+
24n 5n2 n 8(n+1) B4(n+1]2 24(n+1)

59 < 1

384 5

5[n+1]2
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2) Détermination d’'un majorant de kel
6k+3
[6K+3J8k+3 (14 e )
3kl = \/ 27 (Bk+3) T13TeKke3) © &3
Bk+3
3k+1 3k+2 1 1
3k+1 3k+2 2T(3k+1)2T(3k+2 — —_—
(221 (=25 ( 12M(3k+2) (B gy &) (o527 * &)
avec 0<eg, < ! 5
1 288(Bk+1)
On obtient : 1 1
Bk+3 A VICTT 7
3ReL (Bk+3) Bk+3 288 (6k+3)
Bk+3 5113 a2y 32\ o\ (31D (3K+2) 1 1
(1+ ) (1+ )
12(3k+1) 12(3k+2)
1 1 1
< 5 = x8 =20 | s x A xe
2m(6Kk+3)  (3k+1,3k+ 3 (3k+2 3k+ 5
Bk+3 Bk+3
1 1
: A CICTTE 2
ol A = ! 5 X 1 . et 8- 288(6k+3)
1 3k+ = 1 . 3k+ = 1 1 ’
(1- ) 2 (1+ ) 2 I 1
Bk+3 Bk+3 1 soeT MY 2ee)
_ Bk+*3 1 Bk+3 1 _ 1
pour k >3 : 4nB = 5 n(l1- Bk+3] - =5 Ln(1+ m) An(l+ 6k+3]
1
An < 5&;3 (— 72 1 3 - T §L+3+ 2
(Bk+3) 2(6k+3)" 1- —— 2(Bk+3)
(6k+3)
1 1 1 217
T 2(6Rr+3) 5> v ==
2(Bk+3) 214-1
x2 1
et par ex<1+><+—2
X
3
1 1 41 1 1
B < 1- " X o= + X
206k43)  rgre3n? 40 oxareke3)” a1 1 41
BOBK*3) ¢ (pragy2 90
e
1 1 51 N
< 1. 51, >1
B< 1 s © 7 B0

{(Bk+3)
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En posant n = Bk+3 (pour n > 21)
2
L < L <12y
B6n 2 z 2 n
1+ __ﬂl 1+ 1 (1+ 1 ) Bn B n
12 .3k+1}) 6(6k+3} Bk+3
1 5 2 1 4,3
L 1- =— - + + < ] - = - 2 3
Bn 62n2 82n2 4 6N 38n2
2
L < 1 < 1- 1. P S
Bn Bn
F— 1+ = (1- ) on
2(3k+2]} Bn
< L'EL * 72 B 23 t—=7 < L'El ¥ 72 ;
" 3pn 36n N 38n
soit
1 1 1 1 4,8 7 1 1 .4,9 7 1 7%x4,9
A< (Lot + - S22 2 Ly L &S 7y 1 7,
12n 288n2 3n 2 36 36 36 n3 83 83 4 64
) (- g e <1 b, D081
" 288n 36n n n
enfin ¢
3 1 51 1 1 51 0,0621 1 51x0,0621
< - = - - = iy GO - ’ _— e
AB < 1- 75+ 2 ( 0,0821+ 25 + g+ 320 I 4780
3 1 61 3 1
< 1. -2 & = ok -2 = v ,
AB < 1o g+ =5 [ 0,0621+ 23) < 1- =+ = 0,825
n n
or
3 0,82 5
-7 ﬁ 2 < - z = - 21r + 28 x 0,825 < - 20n
so.t n > 23,1 .
ce qui établit, guitte & vérifier
10 21 2 5
C21 = 352716 < 352720 < 2 m {1 7;,2—1‘]

k3 3k+1
% C8K+3

Bk+3 2 5
<2 \[7tri3T 1 Tiekesy)

N . 5
Remargue - la valeur asymptotigue correspond a %- au lieu de 5
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2 5 3k-1
3) Evaluation de ,  Cok%k (2" Cak gk (21 o Cg Py (31D
K =
CZ . CS . . CBK~1
Bk Bk e Bk
En prolongeant CE défini sur IC N par Ci = I(n+1) défini sur [D,nJCﬂQ
F(x+1)T(n-x+1)
considérons
n
n 1 n
2 (- ) 2
5 (11h n] [e] ™
Cn =
n 1 n 1
=(1-7—) =(1+ )
D___lZlnn_n_»_1_2lnn\/7£_l n.. 1
[28(11n nq [26[1+h1nn 2”2[1 lnn]2W2[l¥h1n)
n+1l
N2 1
27Tn A 1
n 1 n(l+ /)
(1~ —) = Inn
N B 1.2 Inn 1,2
ol A (1 .l-——nn) [l+1 )
n 1 1 1 1 1 1
= —- -] - —— —— - [ [o]
In A 21nn[ 21nn+1thrl 21nn+1r1r1+ [lnn]J
_n 1
—'é‘ [1+O[1]]
In n
d’ ol Neq- 1 )
Vryo L4020 Innl o]y (1)
n+l n r
2 n
(1) permet donc d’écrire
3k-1
) 1 i
. 3k(1- —=)| C_, ¢_ (i)
Vry 0 K- i l_ lnBKJ 6k "6k {1+ o[_;r_]] (2)
3k-1 5 K
z C

LSk[l———l—]J Bk

- In Bk
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Bk
2 3k-1, 2 V[ 2 1
Or, dans le calcul de 2(CBK+....CBK ] = ~5 {1+ TBR + OCE))

Gk-1 /
2 3k-1,_ 2 2 1
et de Z(Csk_l'*....'*'csk_l]— 3 (1+2 TIBK=-17 + o[k]]

on peut interpréter le remplacement de 1'indice Bk par 1'indice Bk-1 comme

la nultiplication de

P P . P
CBK par (1- EK] pour obtenir CBk—l

En ososant 1-u = EE il vient 1- Ji

1
=] - = +
Bk Bk 2

=% (1+4)

3

N

d'ol, finalement, 1'apparition d'une "fonction de correction”

¢ (1-u) = %{1+u], alors gque dans le probléme initial
> 1 1 2u2
- = - o(— - .
¢n(l u) 1 - (n] Ut o
La correction suivant ¢' s’est traduite par le Facteur~l(l+ 2 + D[EJ]-
2 m{Bk) k™7’
celle suivant 5n se traduira gréce a (2), par
2
(1-/=2+ o) 1+ 2 01 o0 Jo,if
Bk k InBk(1+ —%)
1nBk

soii:, finalement

\/ 2 1
K—l—m"’O(K]
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Sur les groupes d'automorphisme de 4 parmi les 8-stables du 5-cube

/\
|~

/
V4
N >
N N
77 ~
'I £
/ A}
v
N\
3, /,
\\ /
~
V4 \‘
7
4 \l
\\ ,/
\\\ .
7, ~
V4 \‘
s
4 \
\\ //
\\\ o
P, ~
£ \‘
4 \
\

\
fe-S R -
REE="
Y,
P2, Q-
yd A
. v\\
pa
v \
N ,
7z,
3
/a Ve ~
yd A
AY
4 \

Si X représente l'automorphismgkxy]y’u'
frelativement au systeme d’axes indiqué
sur la figure) et Y 1'automorphisme
x' z' t' alors le groupe des automor-
phismes du stable ci-contre admet la
présentati nQE

X,Y3XT,YT,XY = YXZ
c'est le groupe commutatif & quétre
gléments, dit de Klein.

Be la méme fagon, le groupe du stable
ci-contre, est engendré par les trois
automorphismes

X=x"'u'

Y=(yz) v

Z=x'y't' et admet 1la présentation
<X,Y,Z:X2,Y2,22,XY=YX,XZ=7X,YZYZ=2YZY> ;
c’'est un groupe non commutatif de 16
éléments.

{1,Y,Z,YZ,2Y,YZY,ZYZ,YIYZ, X, XY, XZ,XYZ,XZY,XYZY ,XZYZ,XYZYZ}.

\\ Y,
N \ A
~
/. SN
- *
4 \\
\
\
N \ A
~
/. ~
yd c
b \

(X est dans le centre]) .

Les deux derniers groupes admettent cha-
cun, 4 générateurs X=(y'z')

Y=(zx)

Z=(x'y")
plus Tl=x’y’z't'u' pour le ler et
To=x'y’'z'(t'u’') pour le 2e ; ils ont
la méme pr%segta%iog :
<X, YL,Z, T X7, Y L,Z27, T, XT=TX,YT=TY,ZT7=TZ,
XY=YZ=7ZX,YX=XZ=2Y> ;il s'agit d’un grou-
pe non commutatif de 12 éléments
{1,X,Y,Z,XY,¥YX, T,TX,TY,TZ,TXY,TYX}

(T est dans le centre) .

0y

Y Pour les notations voir Algébre de Boole, [KUNTZMANN 4]

@yoir, par exemple, [MAGNUS, KARRASS, SOLITAR]
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CHAPITRE III

PRESENTATION ET RESOLUTION PARTIELLE

D'UNE CONJECTURE SUR LE TYPE DES FONCTIONS BOOLEENNES

1) Présentation de la conjecture.

2) Les fonctions d’au plus quatre variables.

2.1) 1 variable.
2.2) 2 variables.
2.3) 3 variables.

2.4) 4 variables : 216 cas & examiner.

3) Les fonctions d'au plus quatre points.

(ou d’au moins Zn—4 points].

3.1) au plus 1 point.
3.2) 2 points .
3.3) 3 points.
3.4) 4 points
a) aucun {triangle, point} dans le code

b) au moins un {triangle, point} dans le code.
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IIT - PRESENTATION ET RESOLUTION PARTIELLE D'UNE OONJECTURE SUR LE
TYPE DES FONCTIONS BOOLEENNES

1) Présentation du probléeme

On se place dans Lz,
} iemN 1
A une fonction booléenne de n > 1 variables, considérée comme une partie de

muni de sa structure affine métrique.

n . . . . . . -
(Z/2)" on associe les n-paires de fonctions de n-1 variables, déterminées
par intersection avec les n-paires d'hyperplans coordonnées

(x, =0 oux, =1pouri=1,...,nl).
i i

e
Ceci détermine une application (: j (Z/3"  » q;/ ol G’Test
1'ensemble des parties & au plus n é€léments pris parmi les paires de fonc-

tions booléennes de n-1 variables.

(1)
Rappelons que s'il existe une isométrie transformant une fonction f
en une fonction g on dit que f et g sont du méme type, ce qui détermine une

relation d'éguivalence.

Considérons 1'injection t qui, & une fonction booléenne, associe
son type et 1l'application naturelle T gui en découle sur Tf , telle qu'on

ait
%"({al,bl}, ..... {a .0 }1 = {{tla),tlb )}, on  {tla ), 00 )}

L'application C "passe" aux ensembles de types,en ce sens,qu'il existe une

application C rendant commutatif le diagramme

?[Z/ZJ” _t, f/
<

K

2
T - Tn (T

1 . . , . .. p .
au lieu d'isometries, on pourait parler ici de déplacements (espace affine)

et de rotations (espace vectoriel), puisque dans 22/2 P -1 =1
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ou Tn désigne 1l'ensemble des types de fonctions de n variables, 33i(Tn_l)
désigne 1'ensemble des parties d'au plus n-&léments pris parmi les paires

de types de foncticns de n-1 variables.

En effet, & deux fonctions f st g de meme type t(f) = t(g), %jOC

associe le méme élément.

Exemple - Si tD ou méme O désigne le type de la fonction vide & 2 veriables,
et si, de fagon générale, 0, 1, 21, 22, 1', 0' sont les six types de fonc-

tions & deux variables suivant

0 HHE type de [:]

1 = type de t:]
21 = type de
22 1= type de
1" = type de
gr ::= type de
Cot | [A 4 ] ={122.1).01,22). (1,22} = {{1,221)
Cot [ [ ) - HL1L{0,22) {01 ) = {{0.22} , {11})

Le probleme est, alors, le sulvant

L’application 6? esz-elle injective ?

ou encore, en termes de reconstruction

Est-il possible, étant donné un ensemble de n-paires de
fonctions booléennes, correspondant & ses intersections
avec les hyperplans-coordcnnées, de reconstruire de plu-
sieurs fagons non-isomorphes (isométriques) une fonction

initiale ?
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Sous cette forme, le probléme s'apparente donc au probléme de la

reconstruction d'un graphe & partir de ses n-1 sous-graphes de n-1 points.

La conjecture d’[Ulam] affirme que la reconstruction, & un iscmorphisme

preés, est unigue dés que n > 2. {Les deux graphes e—e et e o admettent

la méme "déconstruction” i {e,8} }.

La conjecture proposée porte sur 1'affirmation de 1'injectivité

de 1'application 51 . Si 1'on se permet de "compliguer” 1'ensemble d'arrivée,

en conservant davantage d'informations, on obtient des formes plus faibles

de la conjecture. C'est le cas, par exemple, si 1'on conserve le fait que,

dans une "déconstruction”, telle paire apparait plusieurs fois ou méme,

exactement,“tanf’de fois.

L ’

code pour
booléenne
fonctions
mitifs. On
mettre en

ainsi que

injectivité de € permettrait de considérer gu’elle constitue un

le type d'une fonction, en exprimant le type d’une fonction

par composition de fonctions ﬁqeten considérant les types de

3 3 (B types) ou 2 (3 types) variables, comme des termes pri-
disposerait alors, & l'aide de ce code, d'un algorithme facile a
oeuvre et ef?icace(l) pour la reconnaissance du type d'une fonction

pour le probléme de 1'éguivalence en type de deux fonctions.

On va démontrer la conjecture dans deux cas particuliers

- les fonctions de moins de 5 variables
- les fonctions ayant un ensemble représentatif de moins

de 5 points (ou complémentaires da'-J.

(1) En effet, en travaillant sur la fonction elle-méme, si la fonection est

plutdt "creuse", ou son complémentaire, si elle est plutdt "vleine", on

obtient rapidement, parmi 1'ensemble des paires, des fonctions vides ou

presque vides et donc facilement reconnaissables.
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2} Les fonctions d'au plus 4 variables

2.1) Fonctions d'l variable

I1 existe 3 types de fonctionsd'’l variable dont les codes, suivant

les 2 types de fonctionsde O variable, snnt tous distincts

€ (e—o ) = {0,0} = {0} type O
€ eo ) = {1,0} type m
C ( e ) = {1,1} = {1} type 2

2.2) Fonctions de 2 variables

I1 existe 6 types de fonctions ce 2 variables dont les codes, sui-

vant les 3 types de fonctions de 2 variables, sont tous distincts

E ] ]y- tto.0) 00,0} = {{0}}  type O
€] - tlone = 1,00} type
€ Q ) = {{2,0},{1,.1}1} type 21
€ m ) = {{1,1},{1,1}} = {{1}} type 22 .

les deux types suivants s’obtiennent par passage au CDMplémentaire

et seront désignés par 0' = t [I:I] et 1' = t fD].

2.3) Fonctions de 3 variables

I1 existe 22 types de fonctions de 3 variables, mais on peut se
limiter gréce & la complémentarité aux 14 types de fonctions d'au plus
4 variables, et méme, parmi ceux-ci, aux seuls 8 types propres (types de
fonctions non incluses dans un hyperplan-coordonnée ou, encore, dépendant

effectivement de 1l'ensemble des variables).
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¢l ) = {{22,1}}
Type impropre O Type 33
(compl. 0") (compl.33')
Type impropre 1 type impropre 41
(compl. 1’3
—
& ) ={{21}, {221}
Tyne impropre 21 Type 42
(compl. 21')
i - (10,1
Type impropre 22 { ) % 1 ;é
(compl. 227') ype
Tl ) = {1} £ ) ={{22}}
Type 23 Type 44
{compl.23’)
& ) = {{21}.{1",1}}
Type impropre 31 Type 45
’ (compl. 31}
™ = {{21,1},{22.1}} o ) ={{21,22},{1"1}}
(compl.32") Tyne 46

2.4) Fonctions de 4 variables

Par les mBmes limitations gu’en dimension trois, on est amengé a
1
examiner les codes de 216 types propres (t] sur les 380 types propres

(pour un total de 402 types].

On trouvera en annexe un catalogue des 402 types de fonctions boo-
léennes de 4 variables, écrit pour 1'occasion,ale suiteduguel sont indigués

les 216 codes distincts des 216 types propres & examiner, classés lexico-
graphiquement.

Remargue - A 5 variables, c'est plus de 600 000 types propres (sur un total
de 1228 158 types) qu'il faudrait examiner . Il semble qu'un tel examen soit
possible en un temps raisonnable & 1’aide d'un ordinateur et d'un programme
écrit en LISP, par exemple, gui se préte bien au traitement des listes im-

briquées gue constituent les codes.

() Ce nombre 216 est obtenu, comme la somme des nombres de types d moins
de 8 points, soit 1+1+4+6+19+27+50+56+74 diminué du nombre de types de

fonetions de 3 variables d'au plus 8 points, c'est-d-dire du nombre de types

de fonctions de 3 variables, soit 22.
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3) Les fonctions d'au plus 4 points dans leur ensemble représentatif

3.1} Fonctions d’au plus 1 point

Dans ces deux cas, fonction vide ou réduite a 1 point, la propriété

est évidente..

3.2) Fonction de 2 points

Par récurrence sur le nombre n de variables.
S1i la distance des deux points est a < n, on est ramené 3 un plus
petit nombre de variables puisque le bi-point est inclus dans un certain

fiyperplan et 1'on est assuré, d'autre part, de la propriété pour n=1.

Sinon, la distance est n, le bi-point est alors constitué d’un

couple de points opposés dans le n-cube, ce qui établit la propriété.

3.3) Fonction de 3 points, constituant un triangle de cdtés a,b,c.

OUn raisonne encore par récurrence.

51 le triangle est inclus dans un hyperplan, on est ramené & un
Flus petit nombre de variables, sinon 1'un des cbtés, 3 par exemple, est

ce longueur n.

Les 2 autres cBtés vérifient alors b < n et ¢ < n.

Un autre triangle de méme code, s'il est différent, ne peut
cue correspondre & la répétition de 1'un des cdtés <n du triangle initial,
rar exemple b
b b

[ C
triangle initial triangle reconstruit .
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Or, de btc = n (théoréme du I.4) et b < n, on déduit 2b+c < 2n.
De plus, 2b+c devant étre pair (théoreme du I.4), 2b+c £ 2(n-1), le
triangle reconstruit est donc inclus dans un hyperplan et ne peut donc

avoir le méme code que le triangle initial.

3.4) Fonction de 4 points

On utilise encore un raisonnement par récurrence et les résultats

n
obtenus au chapitre I sur les tétraédres de (Z/2) .

I1 suffit d’examiner le cas d'un tétraedre non inclus dans un
hyperplan et 1'on trouvera ci-dessous 1'ensemble des différents cas & en-
visager, divisé en deux catégories principales, suivant qu’'il existe ou

non dans le tétraedre initial un triangle inclus dans un hyperplan.

Remargue - [Simoes Pereira] a étudié une conjecture apparentée a celle
proposée ici,gqui consiste a envisager la décomposition d’une fonction
suivant ses intersections avec les hyperplans-coordonnées, mais suivant

ses différentes projections.

Nous pensons gue leAcodage proposé ici est plus "séparateur” que

celui suivant les projections.
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On raisonne par récurrence sur la dimension du n-cube, et on va montrer
tque deux tétraédres ayant méme code, ont méme graphe des distances, ce qui

eétablit bien, d'aprés le théoréme p-113, la propriété annoncée.
Le propriété est trivialement vérifiée pour n=0.

a) Supposons d'abord qu'il n'existe aucune direction découpant la

Yonction suivant un triangle et un point. C'est gue les couples intervenant

dans le code sont de la forme alx , bly et clz, ol a, par exemple, représente
la fonction constituée de deux points & distance a (on ne suppose pas forcé-
nent alx # bly , a[x # clz). Le graphe des distances correspondant ne peut

étre, a une renotation éventuelle prés, gue

Jui ne sont distincts qu'au moins si c # z.

Cn peut supposer z = c+h et il vient

a+b+c Xty+te L n N
m"‘m < 4n d'ol D<hS2-

Jr h 0 d’'ol la seule possibilité h = 2.

N it

De méme, si a = xoub =y, ily a isemorphisme . Restent donc
& eétudier les cas a # x et b # y. On peut supposer a < x ce gui conduit 3
x = a+Z. Nous allons montrer gue dans les deux cas y <bouy>hb, 1l'exis-

tence des deux graphes de distances n'est pas simultanément possible.
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o De y < b on déduit encore b = y+2

il vient 2(a+y+c) + 6 < 4n or, aty+c > 2n-1

e Dans le cas y > b on est conduit &

2(a+b+c) + B £ 4n  avec a+b+c > 2n-1

b) Reste donc & étudier le cas ol il existe une décomposition du

tétraedre en un triangle (par exemple de cdtés a,b,c) et un point.

Remarquons d’'abord que si deux tétraédres sont isomorphes et qu’un
triangle du premier est isomorphe & un triangle du second, alors ilexiste un

isomorphisme des deux triangles se prolongeantenun isomorphisme des deux té-

traedres.
Cette propriété reléve d'un énoncé plus général, & savoir
ue,
q (de graphe
lemme pour n 2 1, s'il existe un isomorphisme’marqué) de Gygraphe

marqué de suppart Kn’ sur H graphe marqué de m@me support
et gue l’'on connaisse un isomorphisme d'une partie G'c G
de support Kn 1’ sur H' < H, alors il existe un isomorphis-

me de G sur H, appliquant G' sur H'.

La propriété est immédiate pour n=1. Supposons-la établie pour

n <N (N2 1) et établissons-1la pour N+1.
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Dans l’isomorphisme 1:G + H, si i(G') = H' alors le résultat est

immédiat ; sinon c'est gqu'il existe dans H' deux poins x

et y tels que

i(G) H’
. 7 x € 1(6") et x ¢H
y € H’ et y¢&i(G")
/KN—Z - i(G' est un graphe margué de support KN
H’ est un graphe margqué de support KN

- 1(G’) et H' sont isomorphes (au sens des graphes marqués)

- 11 existe un isomorphisme (1'identité) de

i{G") N H Cil(G') sur i(G')Y M H ¢ H' ;

il existe donc un isomorphisme de i(G') sur H’') conservant globale-

ment 1(G') M H' (de support K J. Cet isomorphisme ne peut

N-2
donc qu'échanger x et y, ce gqui fournit, par composition, un
isomorphisme de G sur H, appliguant G' sur H'.
§.E.0.
Montrons alors gque la reconstruction d'un tétraédre dont le
coce comporte un triangle, est unigue. En effet, deux reconstructions éven-
tuelles sont isomorphes, au moins en ce qui concerne le triangle (a,b,c) et

le théoréme p. 113 sur la décomposition des tétraédres T et T' utilisant

toutes les directions du n-cube , montre qu'elles sont alors isomorphes

compte tenu de leurs décompositons (cf. page 107.) relativement au

triangle (a,b,c).






CHAPITRE IV

PRESENTATION GEOMETRIQUE DE DIFFERENTS

ALGORITHMES D'ALGEBRE DE BOOLE

1) L'algorithme d'exclusion en algébre de Boole

{une démonstration directe de) -

1.1) Un lemme.

1.2) Le théoreme de convergence.

2) Conséguences en ce qul concerne deux algorithmes classigues

de recherche de la base compléte d'une fonction.

2.2) L'algorithme & tour de consensus.

2.3) Un autre algorithme [Kuntzmann 3 ].

3) Un nouvel algorithme de recherche de la base compléte.

- Exemplesen dimension 3 et 4.
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1} L'algorithme d'exclusion en algébre de Boole

On se reportera & la lére partie pour le cadre et les notations

propres a cette guestion.

Démontrons d'abord le

1.1) LEMME

Si au rang n, un mondme premier m est couvert par des mondmes de

la partie droite [Fn], il en est de méme au rang n+l [Fé+ }J, & moins que

1

m ne figure parmi les mondmes de la partie gauche (Eé+1).

alors m est couvert par des Fi(i > 1) c'est-a&-dire par des éléments de

n+l’

Sinon, & moins gue FO ne soit m lui-m@me, auquel cas le probleme
est résclu, les consensus de ¥, avec les fi(i_i 1), et éventuellement
certains fi[i > 1) contiennent (dans leur ensemble) toute ardte de m
issue d’'un point de fD(W m et ceci grace au théoreme du chapitre 1 p.98

indiguant qu'un consensus est une union d’arétes réalisant les distances 1.

areles £Nm
de m

Si en chacun des points de ?O(W m ce nesont pas toutes les arétes de m

gul sont absorbées dans la simplification transformant Fn+1 en Fé+1, alors

le probleme est résolu.
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Supposons donc gu'il existe un point a & fOfW m, tel gue chacune
des arétes de m, issues de a, soit absorbée et gue, de plus, aucun des
{i’ i > 1 ne couvre a. Alors, & ce stade, c'est qu’au moins un majorant

(déja exclu) de 1'une de ces arétes est indispensable pour construire m.

I1 existe donc un premier mondme exclu u , d'intersection non
vide avec m, dont la présence sera indispensable & la construction de m,

au cours des étapes ultérieures du processus d’exclusion.

Nous allons montrer qu’en fait y n'est pas indispensable, ce qui

entrainera une contradiction et donc la non existence d'un point tel que a.

m N fofw U4 n'est pas vide puisque u contient au moins un point
tel que a. Les arétes issues des points de m /11 ne sont certainement
pas absorbées par des mon@mes déja exclus, d’'aprés le caractére minimal
de u - Or, ces arétes ou certains de leur consensus, aprés exclusion,
couvrent chacun des points de p rTF, au cours de toutes les étapes ulté-
rieures, & moins gque 1'on en vienne & exclure m lui-méme ; ce qui fait

gue U ne saurait &tre indispensable.

exclusion, n’'est certainement pas indispensable & la construction d'un

monfme premier, n'est pas sans rappeler la propriété d'absorption du

-~

consensus (cf. I°'° partie, II]):

non défini ou plutdt,de fagon générale,

majoré par x ou par //A\\ .

X y
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On peut alors énoncer le théoréeme suivant

1.2) THEOREME

Selon la topologie discrete,

iim (E ,F ) = (Ensemble des mondmes premiers de F_,@)
o n 0

5
c’est-a-dire la copnvergence de l'algorithme de Tison
{en un nombre fini de pas) vers 1'ensemble des mondmes premiers de la

fonction représentée par lesmondmes de la partie droite initiale.

En effet, au rang 0, tout monbme premier est bien couvert par des
mondmes de la partie droite. B'autre part, en un nombre fini de pas on
arrive a Fn = &, sinon cela nécessiterait 1'existence d'un nombre infini
de montmes distincts dans le cube {22/2]1‘00 r est le nombre de variables

intervenant dans les montmes de FD.
2) De ce théoréme on déduit le, trés classique,

COROLLAIRE - L'ensemble des éléments maximaux (pour l'inclusion) de la
fermeture d'un ensemble de mondmes F pour 1'opération de consensus binaire,
est constitué de 1'ensemble des mondbmes premiers de la fonction représentée

par F.

Considérons en effet 1'algorithme des tours de consensus

D(untzmann ﬂ

FO = Max F
F. = Max F U &f[F )
1 s 2 0
F o, = Mex F U KZ(FHJ

alb CiZ(A] représente 1'ensemble des consensus binaires de mondmes pris

dans A. !

Les EnLJ Fn de 1'algorithme d’exclusion sont, en effet, tous in-

clus dans certains des Fi de 1'algorithme d'exclusion, ce gquil &tablit
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d'une part

- la convergence de 1'algorithme des tours de consensus vers

1'ensemble des mondmes premiers ;

d'autre part
p
- 1le corollaire annoncé.
De 1la méme fagon, par référence a l'algorithme d'exclusion, on

établit la convergence vers 1'ensemble des mondmes premiers de 1'algo-

rithme intéressant, suivant [KuntzmannEﬂ:

F =Tax F ,
0
i > = s .
et pour i > 0, en posant Fi (mo, My Mo, mJ]
si j <1 Fi stationne
: (1)
sinon Fiel = Max (Fi ® E%%consensus (mk,mi+1l] .

1 . .. . . .
( Dans cette notation @ désigne Te symbole de concaténation de files

et Max désigne 1'opérateur de file, transformant une file en la file de

ses dSléments maximaux & la méme place, dans le méme ordre.



172.

3) Un nouvel algorithme de recherche de la base compléete

Etant donnéesune fonction booléenne f et a, 1’une de ses variables,

les mondmes premiers de f sont de 3 types

- ceux qui sont dans a=1 {multiples de a)
- ceux qui sont dans a=0 (multiples de a')

~ les autres, gqui sont 1'union d’'un certain nombre d'arétes de
direction a, l'intersection des mondmes premiers de f(a=0)
{1

avec ceux de fla=1).

On peut donc définir, pour déterminer la base com-

plete d'une fonction, 1'algorithme récursif suivant :

Etant donnée une fonction de n variables parmi lesquelles a, on dé-
termine les bases complétes B de f(a=1) et B'def(a=0), fonctions de n-1 va-

riables ; la base compléte de f est alors représentée schématiquement par

(BN B') uaBu a'B’

3
avec la condition initiale : la base compléte d’'une fonction de O varia-

ble est réduite a 1'ensemble vide ou au mondme unitaire, suivant que la

fonction est nulle ou non.

- exemple & trois variables

f = xy' + x'yz' + x'y'z + xXyz

2

o

[I]Le symbolisme F(a=1), par exemple, représente la fonction booléenne f

o l'on a remplacé a par 1.
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X=1 J'+yz y=1 z 1
z+y’
y=0 1
xz+xy'+y'z+x'yz'’
X=0 yzray'z z=1 Y.
y ’ Z+yzl
z=0 M

Sur une méme verticale sont représentés des niveaux de récursion de
méme profondeur ; 1'ensemble des mondmes premiers figure (sous forme

de somme) & 1'extréme droite.

- exemple a 4 variables ol la fonction couvre 1'units

f = ad'c’ + ad + ac + a'b + a'b'c + a'b’'c’'d + a'b'c’'d’
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a=1 d’c’+d+c

b=1

d'c’+d+c c=1

a=0 b+b'ctb'c'd+b’'c’'d’

b=1

b=0 c+c'd+c’d’

1 -l
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ANNEXE

Catalogue des 402 types de fonctions booléennes de guatre variables.

- 3 chague changement du nombre de points (N:=N+1), on indique, par

une suite de la forme

X Xy evesnn
1Yy 2 ¥,
- le nombre [Yi] de types de fonctions de Xi mondmes premiers presen-

tant N+1 points.

- les variations dans les intervalles entre les différents 4-cube,
correspondent en général & une séparation entre classesd’équiva-

lences différentes pour le préordre adopte

croissance . du nombre ce points
.« du nombre de mondmes premiers

e de la dimensiocn des mondmes.
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" TYPES DES FONCTIONS BOOLEENNES DE 4 UARIABLES

CLASSES SELON LE PREORDRE LEXICOGRAPHIQUE DE LA CROLSSANCE
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Liste de 216 codes de fonctions de 4 variables.

Les codes sont donnés selon 1'ordre lexicographique n ¢ n+l... «n'.

Un exposant indique un facteur de répétition (dont on a fait abstraction
dars le classement) , s'il vaut 1 ou 4 il n'est pas indiqué.

Enfin, 1'dindication A_C signifie que le code de la méme ligne correspond

& la Ce fonction du

1
1217 123

{1 22

1228 (1238

1312 (1328

1318 (132 21.22)

(1 31)% (21 238

132)% (1.33) (21.20)

(13218 (91 2192

(132 (21.2212 122 23)

(1321°% (21.23) 22

(1 331

(1.338 228

{1331 (92 238

(1412 (21 328

(1421 (21.318 122 32)

1 421 (21 3218 (22 33)

{1 43

(1431 (L 452 (21 31)

{143} (1 46) (22 3112

(1431 (23 312

(1 44) (92 32)°

1441 (92 33

(1 45) (1 46) (21 32) (22 31)
1452 (21 318

(143} (2132] {22 31) (23 31)
(1 46) (5131 (21 322
{14872 (21 338

(1461 (21331 (22 31} (22 32)
(146) (22 3218 128 31)

11 13180

(11 (31 319341 43}

t11°) (31 31"} (41 4518

{11 (41 460°

(1 211 (21 31°) (31 41) (31 45)
(121 (21 313131 43)

(121"} (32 41 (31 46)

(1221 (22 31') {31 43)%

(1221 (22 31') (31.45)3
11220 (31 4518 (32 41)

1221 (31 4613 (33 41)

(1 23°) (3143) (314508
(123') (31 460

(1311 (21 41) (21 45)®
(13112 (21 4388

(1319 (21 45) (22 41) (31 32)
(1312 (21 451 31

(1311 (23 41) (31 32)3
(1312 318

(132" (2143) (22 45} 31

catalogue,de A points et B mondmes premiers.

25 3 (1.32% (21.45% 122 43) 65 20
3 2 (132} (2145) 31. (3182 65 19
33 3 (1.32") (21460 (31 33) 65 1%
33 2 (1.32°) (22 46) (31 32)° 65 18
43 6 (1.32') (31.321° (31 33) 65 16
43 % (133"} (22.43° 65 9
43 5 (133 (22 45 (31 32) 65 13
43 2 (1.33') (22 461 (31 33)° 65 6
45 3 (1.33") (31 32P 6; 6
43 3 21® 23 4o 2
é3 1 (21312 (21 321 (23 32) 53 3
44 3 (21 3212 (22 a2/ 53 2
4y & (21 331 (22 3212 (23 33) 5, 2
4y 2 (21 4112 (21.42) (32 32) 65 1
55 1 (21 42) (2145) (22 46) (31321 6, 9
53 4 (21 42° 33 63 4
53 1 (21 431 (22 46) (31 3212 6, 7
5, 14 (21.44) (22 481 132 33) 65 3
5, 15 (21452 (23 451 31 65 22
S, 13 (21 451 (31 32°% 32 6, 8
5, 12 (21.46) 6, 14
5, 1 (21 46) (22 42) 3132) (3233) 6, 4
S5 1 (21 4612 (22 451° 65 15
S, 9 (21 46) (22 451 (23 43) 65 12
S, 1% (21 46°% 31 32 6, 13
5, 10 (21 219%31 312 83 4
83 3 {21211 (31 32'1 (32 31') (41 45) 8§, 12
S, 7 (21212 41 45 83 5
5, 6 (2121 (41 428 46 83 3
5, 8 21 2110 43 83 6
8, 15 (21 22') (22 21') (31 31) (43 45) 8, 11
8, 14 (21 229 (31 313432 31) 83 3
8, 13 (21 22" (31 3293133 31" 85 16
8, 4 (21 22°) (31 32'1 141 46) (45 46) 85 15
13 4 (21 23') (31 312 45 8z 9
I3 5 (21 23') (31 32" 12143 46) 8g 5
93 1 (21 1) 75 1
1, 9 (21 91') (21 329 (22 311 (31 45) ¥, 183
3, 10 (21 31') (21 32') (31 41} (32 45)  F4 14
1 1 (21 31" (23 31°) (31 458 1, 12
9, 4 (21 31°1 (31 42) 32 41) (32 46) T3 3
3 3 (21 321) (22 32') 131 431 (32 43) g 16
32 (21 32'1 (31 42)% (33 46} 15 3
63 6 (21 32°) (31 45) (31 46) (32 45) 95 21
63 7 (21 321331 461° 75 20
63 3 (21 329333 43° I 15
63 8 (21 331 (22 3113132 43) 1, 3
63 2. (21331 (22 32°) (31 46) (33 45) 75 9
63 9 (21 33') (31 46)% (32 46) 15 6
65 21 2a 4 S
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202 23?
(22 3118 (22 328
(22 318 (23 321°
(22 32} (22 331 (23 32)°
(22 33)
(22 418 32°
192 421 (22 44) 328
122 4212 31°
(122 431 (22 461 (31 33)
(22 43) (23 4512 (31 32)
122 442 33
(22 45) (23 46) (31 33) 32
122 4518 (31 320°
122 4612 (23 45) 32
(122 46) (31321 32
(22 46) (31 331 (32 33)°
122 21') {31 31'1¥(31 32")
(22 21') (31 33") (32 31')°
(22 21') (32 31') (41 46) (43 46}
(22 22') (31 32') (32 31') 45
(22 22') (31 33') (33 31') (43 46)
(22 22°) (41 421 45°
122 22°) (41 44)  46°
122 22112143 451°
(22 22'18 45°
(22 23°) (31 32"} (43 4518
(22 23°) (31 33') 145 461°
(22 31') (23 31') (31 46) (32 45)
(22 31'13(31 461
(2 31'2 (32 41) (32 451
(22 31°). (32 4618 (33 41)
(22 327) (22 33') (32 45)%
(22 32') (31 42) (31 450°
(22 32'13(31 431

(22 32°) (31 441 (32 461
(22 32} (31 46) (32 431 (33 45)
(22 32°) (31 4B) (32 45) (32 4B}
(22 33') (31 421 (32 4518
122 33'} (31 44) (33 461°

(23 33)

23 420 318 32
(23 421 328 33
(23 431

123 44) (32 33°

123 461% (32 337°

(23 21'1 (31 318 45
(23 21°) (32 31'1%143 46)
123 22') (32 31') {43 45)°
(23 22°) (33 31"} (45 46)°
(23 23"') 43 458
(23 23" 46°

(23 31'°3(32 437°

(23 32') (31 43) (31 45) (32 45)
123 32') (32 4518 133 43)
123 32') (32 4618 (33 46)
123 33') (22 43°

(23 33') (32 46) (33 45)°
122 331833 431°

(12
(/3]
._\mgm.-swmmam

-

(2
141
Dol
~

1]
~
Amjgmwwmm

»N

o0
¢ ©
E\’Amu.am;\a\)m.-\

-1

(8]
ol b
. 4N 0

312 3z
(31 4118 (32 428
(31 43) (31 46} (32 46)°
131 45) (31 46) 132 42) (32 46)
131 4512 (32 45P°
131 4612 (33 421°
(31 31') (31 32') (32 31"} (32 32")
131 31') {31 32') (32 31') (45 46)
(31 31') (32 32'1%141 43)
(31 31°) {32 32') (41 45) (42 45)
(31 31') (41 4B) (42 4B)°
(31 32"
131 32°) (31 33') (32 32') (45 46)
(31 32°12(33 32°) (42 43)
131 32'13(42 45) 46
(31 321143 44)
131 328 45°
(31 33333 32'°
(31 33'® 46°
328 (32 33°
32 (33 31'1® 46
{132 42) (32 45) (32 46) (33 46)
(32 421° (33 44)
(32 43) (32 451% (32 46}
(32 44) (32 461° (33 421
(32 4412 (33 46)°
{32 46}
132 4618 (33 451°
(32 31')
(32 31') (32 32') (33 31') (45 461}
132 31') (32 331342 43)
132 311342 45) 46
132 318 45°
(32 32') (32 33') {33 32') (45 46)
(32 32'13(33 33')
(32 321) (33 33') 142 451°
(32 32') (42 461% 144 46)
(32 32'1% 468
(32 32°) (43 451 (45 4618
(132 32'1%(43 461 45
(32 33'13(33 31'°
(32 33°) (33 32°) (44 45) 4B
(32 33') (42 461 (45 4618
(32 33'13(43 461°
33
{33 44}
133 44) (33 469°
(33 32°) (42 46) 145 461
(33 321843 461
(133 33' P43 44)
(33 33') (46 461°

412 428
42 43 462
22 44
142 448 468
43 46°
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