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Le survel de la table des matiéres de cette thése donnera sans dou-
te au lecteur 1'impression d'un travail hétérogéne. En effet, si la plus gran-
de partie a trait 3 1a Théorie des Graphes, on trouve un chapitre qui devrait
Se rattacher 3 la Théorie des Automatés et méme, en annexe, quelques résultats
d'Algébre de Boole.

Pourtant, si les sujets traités apparaissent comme différents, les
manieéres de raisonner sous-jacentes sont en fait trés semblables. On retrouve-
ra, en effet, les types de raisonnement que 1'on rencontre habituellement dans
ce que 1'on appelle 1a combinatoire. Mais qu'est-ce que la combinatoire ? Ou
plutdt qu'est ce que "faire de la combinatoire", car ce qui compte pour le
chercheur, plus que les objets qu'il manipule, c'est la facon dont il les mani-
pule, c'est i dire le rapport qu'il a avec ces objets.

Au dela de telle ou telle classification mathématique, faire de la
combinatoire, n'est-ce pas, par exemple, aborder la Théorie des Graphes sans
s§avoir ce qu'est une relation, travailler en Théorie des Automates en ignorant
ce qu'est un langage, ou faire de la recherche en Algeébre de Boole sans connaji-
tre ce qu'est une algébre(T).

Ayant une formation d'ingénieur plus que de mathématicien, c'est un
peu ce que j'ai fait, sans doute plus par nécessité que par choix.

Certains aiment s'amuser avec des machines tres compliquées, d'au-
tres préférent utiliser des outils simples et en tirer le maximum. Le combina-
tricien me semble &tre de ces derniers.

Mais le degré de sophistication des outils ne suffit pas a détermi-
ner les objets traités ou fabriqués. Ainsi le fait que je ne posséde comme ou-
tils que quelques rudiments de Théorie des Ensembles (plus peut-&tre une certai-
ne intuition diie 4 1'étude de 1a mécanique, de la physique, etc ...) ne suffit
pas a expliquer que Je me sois tourné vers la Combinatoire. I1 ne suffit pas,
en particulier, 3 expliquer 1'apparente Contradiction qu'il Y a entre la nature
concréte de ma formation (et sans doute aussi de mon "'caractére'') et 1'aspect
considéré en général comme abstrait de la Combinatoire.

(1) Ni a plus forte raison qui était M. Boole (remarque de M. Nguyen Huy Xuong)



Or, si les résultats de la Combinatoire (méme si elle s'est dévelop-
pée A partir de problémes pratiques) sont actuellement principalement des ré-
sultats théoriques, la démarche du chercheur en Combinatoire me semble &tre au
contraire trés concréte. Beaucoup plus que celle, par exemple du chercheur en

informatique traitant un probléme dit réel(z).

Voyons quels objets manipule le chercheur en Combinatoire. Des rela-
tions, des fonctions, des langages. Oui, bien sir ... Mais, réellement ? Regar-
dez ses brouillons (et non pas ses articles). Ce sont des graphes, des hyper-
Cubes, des '"diagrammes de transition" ... C'est a dire des petits dessins ; donc
des objets réels que 1'on manipule directement, sur lesquels on fait des expérien-
ces. Des objets beaucoup plus proches du chercheur en Combinatoire que par exem-
ple la piéce mécanique fabriquée-automatiquement-par-une machine-commandée-par-
un programme, ne 1'est du chercheur en Informatique qui a élaboré un métalanga-
g¢ permettant de concevoir des systémes de commande de machines outils.

Cette proximité des objets traités implique pour les gens qui font de
la Combinatoire une manidre de raisonner commune, maniére de raisonner oi ini-
tialement 1'intuition (l1a naiveté) tient une place trés importante.

Cette matérialisation des concepts par des petits dessins, en redon-
nant toute sa valeur 2 1'expérience pratique, 3 1'appréhension sensible, per-
met a 1'intérieur méme du raisonnement, de redonner vie 3 1a dialectique thé-

~

orie-pratique nécessaire 3 toute démarche créatrice.

Vue sous cet angle, la combinatoire peut apparaltre ainsi comme un
des instruments capables de réconcilier, dans une certaine mesure, 1'ingénieur
et le mathématicien et, peut~&tre, au dela, 1'homme et le scientifique. (... ap-
plaudissements.)

Je vais arréter 13 ce type de discours assez mystificateur sur le rap-
port du chercheur 3 sa recherche. Car ce qul compte c'est davantage le rapport
de la recherche 3 la réalité sociale et en particulier le rapport de la prati-
que scientifique du chercheur 3 1a premicre des réalités qui lui est accessible :
son vécu. Et c'est 13 qu'interviennent, en particulier, les relations du cher-
cheur avec les persomnes avec qui (ou 3 c6té de qui, ou contre qui) il travail-
le. '

(2)

sous-entendu "utile" ... mais 3 qui ?



- Que 1'on se rassure, je n'ai pas la prétention de vouloir analyser
ici les relations sociales dans le milieu chercheur. Je voudrais simplement
;remercier un certain nombre de personnes, non pas pour m'avoir permis d'abor-
der telle ou telle discipline, ou tel ou tel probléme, mais surtout pour m'a-
voir donné 1'occasion de modifier ma facon de travailler, de vivre autrement

mon métier(s) de chercheur.

Je voudrais en particulier remercier André Bouchet, Michel Sakarovitch,
Joseph Sifakis, et tous ceux de 1'équipe Algebre, Logique et Combinatoire, prin-
cipalement Frangois Jaeger, et Nguyen Huy Xuong, qui m'ont permis quelques
temps de ne pas travailler compl&tement isolé, qui m'ont aidé A me débarrasser

de 1'angoissede la compétition, de 1'absurdité du ""trouvera-trouvera-pas'.

Ces différentes collaborations ont malheureusement &té interrompues ,
Ou tout au moins fortement perturbées,par la "nécessité" de réaliser une thése,

thése que l'on ne sait pas concevoir autrement qu'individuelle.

Que 1'on me pardonne de dévier des problémes ''scientifiques''. Mais
dans le développement méme des sciences, les conditions-&conomiques,politi-
ques et surtout idéologiques-dans lesquelles elles s'exercent ne sont-elles
pas, tout au moins dans la phase actuelle, plus importantes que les "idées"
strictement scientifiques.

Avant d'&tre algébriste, statisticien, normalien ou bourbakiste ...
(ou rien de tout ¢a) un chercheur ne représente-t-il pas un certain type de
rapport a la réalité, une certaine position sociale, un certain pouvoir (ou
absence de pouvoir). Et c'est cet aspect de la réalité du chercheur qul déter-
mine le type de rapport qu'il a avec les objects qu'il traite, et aussi, 1'a-
nalyse qu'il fait de ces rapports. Ainsi, par exemple, un chercheur sans pri-

se avec la réalité aura tendance 3 surévaluer 1'aspect concret des objets

qu'il traite (cf. 18re partie de cet avant-propos).

J'espére que 1'on voudra bien excuser la longueur de cet avant-pro-
pos. Mais les problémes que j'effleure ici, de facon maladroite, sont peut-&-
tre plus importants que le fait de savoir s'il existe deux stables maximaux
disjoints dans les graphes réguliers (cf. Chapitre IV) ou méme que la résolu-

(4)

une gloire et une considération sociale telles qu'elles le dispenseraient sans

[

tion de tel ou tel probléme célébre'’’, résolution qui vaudrait 3 son auteur

(3) pardon, j'aurais dfi dire '"vocation" : le métier de chercheur n'est pas en-
core reconnu.

(4) leur nombre vient semble-t-il de diminuer d'une unité.



doute de toute réflexion (et de toute acticn) sur le rdle de sa pratique

scientifique dans 1la société(s) et dans sa propre vie.

Je ne voudrais pas terminer cet avant-propos sans exprimer ma re-

connaissance 3

Monsieur le Professeur J. KUNTZMANN qui a bien voulu m'accueillir
dans.son laboratoire et me fait 1'honneur de présider le jury de

cette thése.

Monsieur R. PERRET, Professeur i 1'Institut National Polytechni-
que de Grenoble, qui a guidé mes premiers pas dans la recherche.

Monsieur C. BENZAKEN, Professeur a 1'Université de Grenoble, pour
1'animation cordiale de 1'Equipe 1'Algébre, Logique et Combinatoire.

Monsieur A. BOUCHET, Maitre de Conférences au Centre Universitaire
du Mans.

Monsieur M. LAS VERGNAS, Chargé de recherches au C.N.R.S.

Monsieur M. SAKAROVITCH, Maitre de Conférences 3 1'Université Scien-

tifique et Médicale de Grenoble.

qui ont bien voulu accepter de faire partie de ce jury.

Je remercie également Mme DIAZ qui malgré une charge de travail im-
portante a effectué avec compétence et amabilité la frappe de cette thdse -
frappe a4 laquelle ont €galement participé Mmes NEUMANN et HERVET.

Je remercie enfin les membres du service tirage pour 1'excellente

qualité de leur travail et surtout pour leur accueil toujours chaleureux.

(5) C'est a dire d'abord 1a microsociété(groupe de travail, équipe, labora-

toire ) et ensuite la société globale.
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7.

8.

5.1. Définition
5.2. Borne supérieure de B(G+H)
5.3. Borne inférieure de BR(G+H)

Une inégalité du type Nordhaus. Gaddum
(8(G). B(G) < n(G))

Quelques bornes supérieures du nombre d'absorption

Quelques extensions de la notion d'absorption

CHAPITRE III ENSEMBLES CYCLIQUEMENT STABLES ET GRAPHES CUBIQUES

1.

6.
7.

Ensembles cycliquement stables et absorbants transitifs

dans les graphes réguliers.

. Ensembles cycliquement stables et coarbres.

. Borne supérieure de oy (G)

- Valeur de o, (G) dans le cas des graphes représentatifs

des ar@tes de graphes cubiques.

. Borne inférieure de a1 (G) pour les multigraphes cubi-

ques.

Ensemble cycliquement stable et coloration acyclique.

Remargue.

CHAPITRE IV COUVERTURE PAR DES ENSEMBLLES MINIMAUX

0.
1.

Enoncé de conjectures

Couverture des arétes d'un graphe par des couvertures

minimales partielles

P - Couplages

- Couverture des arétes d'un graphe par des couvertures

minimales

. Couverture par des transversaux minimaux partiels

Couplage de stables maximaux partiels
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CHAPITRE V
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5.7. Graphes réguliers
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SUR UNE CLASSE DE COUPLES D'HYPERGRAPHES

. Introduction
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1.2. Une classe de couples d'hypergraphes

Formulation du probléme en temmes de Théorie des Graphes
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3.2. Une famille de cliques de G.
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. Applications
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0. Introduction
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1.2. Identification non adaptative par comparaison

des sorties.

2. Pseudo-test universel non adaptatif

2.1. Définitions

2.2. Propriétés

2.3. Bornes de la longueur d'un pseudo test.

2.4. Construction de séquences particulidres (n,m) visiteurs
et (n,m) promeneurs.

2.5. Calcul de la puissance d'un langage.

3. Conclusion

ANNEXE 1. DIMONSTRATION DE B(G). 8(G) < n

ANNEXE II ENSEMBLES CYCLIQUEMENT STABLES: DANS LES GRAPHES CUBIQUES
CYCLIQUEMENT QUATRE ARETES COMNNEXES.

1. Nombre de stabilité cyclique des graphes cubiques cycli-
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stables
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Les problémes de couverture et de couwplage constituent une part
importante des études faites en Combinatoire. (Rappelons qu'une couverture
d'un ensenble est wne famille de parties dont 1'union est cet ensemble, et
un couplage wun ensemble de parties deux i deux disjointes).

Naturellement, on a été d'abord amené i rechercher les plus petites
couvertures et les plus grands couplages.

-~

L'étude de situations critiques a amené les gens a s'intéresser
aux couvertures minimales (pour 1'inclusion) et aux couplages maximaux. Et
1'on a vu ainsi apparaitre des problémes tels que la recherche d'une plus
grande couverture minimale ou d'wn plus petit couplage maximal.

Au lieu de s'intéresser a4 la couverture d'un ensemble par une sous-
famille d'une famille donnée explicitement, on peut chercher wne couverture
d'un ensemble par des sous-ensembles possédant une certaine propriété P,par
exemple héréditaire pour 1'inclusion. On recherchera ainsi, soit la plus petite
couverture par des ensembles ayant la propriété P, soit la plus grande couver-
ture minimale par des ensembles maximaux pour la propriété P.

Si 1'on considére maintenant des ensembles possédant une propriété P
filtrante (pour 1'inclusion), le probléme de couverture n'a de sens que si 1'on
prend comme €léments de couverture des ensenbles minimaux pour une telle pro-

pPriété.

On est ainsi amené a distinguer deux catégories de problémes.
Un probléme de couverture ou de couplage sera dit de premiére catégorie
lorsque les notions de minimalité ou de maximalité de la couverture ou du
couplage, ou des €léments de couverture ou de couplage n'interviennent pas
dans le probléme.
Un probléme sera dit de deuxiéme catdégorie dans le cas contraire.

Exemle :

. : -
- Rechercher wne couverture de cardinal minimm est wn probléme de 18re catégorie.

- Rechercher wne couverture minimale de cardinal maximum est wn probléme de

2eme caté€gorie.




- Rechercher un couplage de cardinal maximm est un probléme de 1&re catégorie.
- Rechercher wn couplage maximal de cardinal minimum est un probléme de

2eme catégorie.
(Voir en particulier ce probléme pour le n-cube [147], [32]).

- Rechercher une couverture de cardinal minimm par des ensembles possédant
une propriété hériditaire est un probléme de 1&re catégorie.

- Rechercher wne couverture de cardinal maximum par des ensembles minimaux

pour une propriété filtrante est wn probléme de 28me catégorie.
- Rechercher mn cowlage maximum d'ensembles possédant une propriété filtrante

est un probléme de 1ére catégorie.
- Rechercher un couplage maximm d'ensembles maximaux pour wune propriété
héréditaire est un probléme de 28&me catdgorie.

En Théorie des Graphes, seuls sont vraiment &tudiés les problémes
de 1€ére catégorie (nombre de stabilité, nombre d'absorption, nombre chroma-

tique, ...)»

Ces problémes peuvent en général se définir par des propriétés

locales. Ils sont trés souvent plus faciles 3 résoudre que les problémes de

2éme catégorie.

Aux chapitres II et III de cette thése sont €tudiés des problémes
de lére catégorie (nombre d'absorption, aombre de stabilité cyclique).

Les chapitres IV et V présentent certains problémes de 2&me catégorie.

On verra que ceux-ci n'ont été résolus que lorsqu'on a pu les ramener i des

probleémes de 1ére catégorie.

On rencontre parfois d'autres types de problémes plus complexes,
ol ce ne sont plus seulement les €léments de couverture ou de couplage qui
possédent certaines propriétés, mais la couverture elle-méme ou le couplage
lui-méme. De tels problémes que 1'on peut informellement placer dans wne
3eéme catégorie se rencontrent principalement en Théorie des Automates.
(Par exemple : recherche de partitions cu recouvrements stables sur un
automate en vue de sa décomposition. Cf. Hartmanis [23]). Nous avons ren-
contré des problémes de ce type lors de la minimisation des automates non

déterministes [46]. On verra apparaitre wn tel probléme au chapitre VI.
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1.1

Les définitions et notations utilisées dans cette thése sont en général
celles de C.BERGE [3 ]. Nous allons simplement ici rappeler les principales
en essayant d'en donner une interprétation en terme de couverture ou de

couplage.

Un probléme particulier de couverture sera ensuite nrésenté.

1. RAPPELS

1.1. Couverture

Soit X un ensemble fini.

Une couverture de X est une famille de parties E dont 1'union est X.

Une couverture E sera dite minimale si VEie E E - Ei n'est pas une cou-
ture.

Une couverture partielle de X est une couverture d'un sous-ensemble YcX,
c'est-a-dire une famille de narties dont 1'union contient Y.

Une couverture minimale partielle de X est une couverture minimale de Y<X.

Pour un ensemble de parties, la propriété d'étre une couverture minimale

partielle est une propriété héréditaire pour 1'inclusion.

1.2. Couplage
Soit X un ensemble fini et E une famille de parties de X.
Un couplage est un ensemble de parties CcE deux 3 deux disjointes
Un couplage sera dit mawximal si ¥ FcE tel que F;p, F n'est pas un counlage.

Un ensemble de parties de X aqui est a la fois une couverture et un couplage

est apnelé partition.

1.3. Hypergranhe
Un hypergraphe H est un couple (X,E) ol E est une couverture de X.

les é1éments de X sont appelés sommets,

les €léments de E sont appelés arétes.
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Si £ est un ensemble, 1'hypergraphe H est dit simple.

SiV E., EjeE Ei:Ej=€>Ei = Ej 1'hypergraphe est dit de Spermer.

Le rang h d'un hypergraphe H est le cardinal de la plus grande aréte.

Un hypergraphe oli toutes les arétes ont le méme cardinal est dit untforme.

L'hypergraphe partiel de H=(X,E) engendré par FeE est 1" hypergraphe
H. = X.,F) ot X, = u E..
F F> F E ¢f 1
i
Le sous-hypergraphe de H=(X,E) engendré par YeX est 1'hpergraphe HY=(Y,EY)

o B, = {E; nY | E. ek ; EjnYy ?}

L'hypergraphe dual d'un hypergraphe H=(X,E)

ol X = {x1, Xos +ue xn}
E = {E1, EZ’ - Eml
est 1'hypergraphe H= (Y,F)
cu Y = {y1, Yos «n ym}
F = {F1, Fz, . Fn}
dont les sommets Y{s> Yp» -+ ¥, Teprésentent les arétes E1, EZ, - B de H
et dont les arétes F1, FZ’ - Fn représentent les sommets X1y Xoy ens X,

de H et tel que ¥j €1,2,...n

Fj = {Yi, ie{1,2,...m}, Xj € Ei}.

Une couverture d'un hypergraphe est un ensemble d'arétes dont 1'union est X.

Un couplage d'un hypergraphe est un ensemble d'arétes deux 3 deux disjointes.

On voit qu'une couverture de 1'hypergraphe H* dual de H est un ensemble de
sommets qui ''traverse' toutes les arétes: on dit que c'est un transversal
de H ; le complémentaire d'un transversal est donc un ensemble de sommets

qui ne contient aucune aréte. Cet ensemble est anpelé stable.

Un couplage de H* est un ensemble de somnets de H tel que deux sommets
distincts de cet ensemble n'appartiennent pas 4 la méme aréte. C(C'est un
stable fort de H.
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Comme pour les couvertures, on peut définir 1les transversauxr minimaux
et les transversaux minimaux partiels et ainsi, les stables maximaux et les

stables maximaux partiels.

1.4. Graphe.Multigraphe

Un multigraphe G = (X,E) est un hypergraphe de rang 2.

On étendra cette notion au cas ol E n'est pas une couverture de X, les

sommets non couverts seront dits Zsolés.

Un multigraphe peut ainsi se représenter comme un ensemble de points et
un ensemble de lignes soit reliant deux points, soit formant une boucle sur

un point.

Deux sommets appartenant a la méme aréte seront ainsi dits reliéds ou adjacents
ou wvotsins ; un sommet appartenant a une aréte sera appelé extrémitg de cette
aréte ; un ensemble d'arétes égales (c'est-a-dire de mémes extrémités) sera

appelé aréte multiple.

Dans toute cette thése on ne s'intéressera qu'aux multigraphes sans boucle
et, le plus souvent, sans aréte multiple. Un multigraphe sans boucles ni

artes multiples est appelé graphe simple ou plus simplement graphe.

Un graphe sont 1'ensemble des sommets est union de deux stubles est dit

biparti.

A tout hypergranhe H=(X,E) on peut associer un graphe bimarti sans sommets
isolés G=(XuE,E) ou {x;y}eE si et seulement si xeX, yeE et Xey. L'une

des classes (stables) de sommets de G représente les sommets de 1'hyper-
graphe, 1'autre représente les arétes. En échangeant le nom des classes
des sommets de G on obtient le gravhe biparti associé 3 1'hypergraphe

dual H*.

Réciproquement, tout graphe biparti sans sommets isolés renrésente soit
un hypergraphe H, soit 1'hypergraphe dual H* suivant la signification que
. - [

1'on donne i chacune des classes de sommets.
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Ainsi la notion d'hypergraphe, plus générale que celle de gravhe,

peut en un certain sens apparaitre comme plus particuliére.

Cette représentation d'hypergraphe sous forme de graphe biparti met
bien en évidence les dualités couverture-transversal, couplage-stable
fort.

Pour un multigraphe sans boucles, les notions de stable et de stable
fort se confondent. Ainsi rechercher un stable d'un multigraphe sans
boucle G revient a rechercher un couplage de 1'hyvergraphe dual G*.

Les problémes de stabilité peuvent ainsi &tre vus soit comme des pro-
blémes de couverture, soit comme des problémes de couplage.

Remargue:

Un hypergraphe dual de multigraphe sans boucles est tel que le complé-
mentaire d'un counlage est une couverture et le complémentaire d'une
couverture un couplage. Cette propriété est fausse pour les hypergra-

phes en général.
On montre facilement le résultat suivant:

Proposition I.1.

Pour un hypergraphe H le complémentaire de tout couplage est une

couverture et le complémentaire de toute couverture est un counlage

si et seulement si son dual H” est de 1a forme (X,EuF) ol E est

1'ensemble des arétes d'un multigraphe sans boucles G=(X,E) et ol

F est un ensemble de cliques ce G.
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Pour un multigraphe G=(X,E) on voit facilement qu'un stable maximal
partiel est un ensemble AcX tel que ¥xeX-a, }aeA|{a,x}¢E.

Un tel ensemble A est appelé absorbant.

La notion de stable maximal partiel est une maniére de généraliser aux
hypergraphes la notion d'absorbant. Ce n'est pas ce point de vue que
nous adopterons au chapitre I ol nous utiliserons la notion de

stable fort maximal partiel.

Un absorbant d'un graphe G=(X,E) est le transversal d'un certain hyper-

graphe associé 3 G.

¥xeX soit x 1'image compléte de x, c'est-a-dire 1'ensemble formé de x

et de ses voisins.

Soit I(G) L'hypergraphe des images complétes de G
I(G) = (X,F) ol F = {x*|xeX}

Un absorbant de G est un transversal de I(G) et réciproquement.

A chacune des notions introduites, on peut associer des paramétres dont
1'étude se présente comme des problémes de premiére ou de deuxidme caté-

gorie.

Ainsi, pour un hypergraphe H on peut définir
p(H) cardinal de la plus petite couverture (probléme de 1° catégorie)

p'(H) cardinal de la plu grande couverture minimale (probléme de

2° catégorie)

C(H) cardinal du plus grand couplage (1° catégorie)
C'(H) cardinal du plus petit couplage maximal (2° catégorie)

T(H) cardinal du plus petit transversal (1° catégorie)
7' (H) cardinal du plus grand transversal minimal (1° catégorie)

a(H) cardinal du plus grand stable (1° catégorie)
a'(H) cardinal du plus petit stable maximal (2° catégorie)
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B(H) cardinal du plus petit absorbant (1° catégorie)
B'(H) cardinal du plus grand absorbant minimal (2° catégorie)

Y(H) cardinal de la plus petite couverture des sommets de H
par des stables (nombrechromatique) (1 catégorie)
y'(H) cardinal de la plus grande couverture minimale par des stables
maximaux (notion différente de celle du nombre achromatique )
- (2° catégorie)
etc...

On peut se rendre compte que parmi ces problémes, seuls sont vraiment

€tudiés ceux de premiére catégorie.

Nous allons maintenant &tudier un probléme particulier de couverture,
probléme de premiére catégorie qui permettra de résoudre, on le verra

au chapitre IV, un probléme de deuxiéme catégorie.

2. COUVERTURE DES ARETES D'UN GRAPHE CUBIQUE PAR DES COUPLAGES
ET DES COUPLAGES FORTS

Soit G=(X,E) un graphe simple.

L'indice chromatique q(Glest lecardinal de la plus petite couverture
des arétes de G par des couplages. Si A(G) désigne le degré maximum
de G.VIZING a montré [69]que q(G)< A(G)+1. On a donc deux classes de
graphes, ceux pour lesquels 4(G)=A(G) et ceux pour lesquels q(G)=A(G)+1.

Peut-on améliorer ce résultat? Ne serait-il pas possible de couvrir
les artes d'un graphe par A(G) couplage et un couplage qui aurait des

propriétés particuliéres?

Nous appellerons couplage fort d'un graphe G=(X,E) un ensemble d'arétes
disjointes deux 3 deux tel que le sous graphe engendré par les sommets

de ces ar@tes ne contienne aucune autre aréte.

[
Peut-on couvrir les sommets d'un graphe G par A(G) couplage et un

couplage fort?
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Ceci est faux en général dé&s que A(G)>4 (par exemple pour les- graphes
complets K2D+1pourp32)LNcns allons démontrer que les graphes de degré
maximum inférieur ou égal a 3 ont cette pronriétd[62].

Proposition II.2.

Soit G=(X,E) un graphe de degré maximum A(G)g3. On peut colorier

ses arétes en 4 couleurs 1, 2, 3 et C de sorte que:

. ¥ie{1,2,3}, 1'ensemble des arétes de couleur i est un couplage,

. l'ensemble des arétes de couleur C est un couplage fort,

. les sommets de degré inférieur ou égal 3 2 n'appartiennent i aucune

aréte de couleur C.

Démonstration

Soit G=(X,E) tel que A(G)<3, qui ne possé&de pas cette propriété, et
minimal (par inclusion sur les arétes et les sommets) .

1°/ Si G n'est pas cubique

Soit eune aréte adjacente 3 un sommet de degré inférieur ou égal 3 2.

G'=(X,E-{e}) que nous noterons G-e a la nropriété(propriété que nous

appellerons P).

Soit une coloration de G-e en 4 couleurs 1, 2, 3 et C avec un nombre

minimm d'arétes de couleur C.

Puisque G n'a pas la propriété P, 1'ar€te e est adjacente a 3 arétes
colorées 1, 2, 3.
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La chaine formée var les arétes de couleur 1 et 3 ayant pour extrémité
X a y pour autre extrémité ; sinon une permutation des couleurs 1 et 3

le long de cette chalne permettrait de colorier e en 1.

De méme la chaine formée par les arétes de couleur 2 et 3 ayant X pour

extrémité a y pour autre extrémité.

Supposons qu'aucune aréte adjacente 3 z ne soit de couleur 1: la chaine
formée par les arétes de couleur 1-3 d'extrémité z est distincte de la
chaine 1-3 d'extrémités x et y (z4(x,y}). '

On peut donc en échangeant 1 et 3 le long de cette chaine d'extrémité

z colorier {xz} en 3 et{xy}en 2. On aboutit & une contradiction.

Le sommet z est donc un sommet de dsgré 3 dont les arétes incidentes

sont colorées 1, 2 et 3.
De méme pour le sommet t, par raison de symétrie.

Soient u et v les voisins de z distincts de x.




Si ni u, ni v n'ont d'arétes incidentes de couleur c on peut colorier

{x,z} en c et {xy} en 2.
On arrive ainsi 3 une contradiction.

Donc, soit u, soit v appartient 3 une aréte de couleur c.

ler cas: u est incident & une aréte de couleur c

soit {u,w} cette aréte

u est donc un sommet de degré 3. I1 existe donc une chaine formée d'a-
rétes de couleur 2 et 3 d'extrémité u. Puisque ué{x,ylcette chaine est

distincte de la chafne 2-3 d'extrémités x et y.



Un échange des couleurs 2 et 3 le long de cette chaine d'extrémité u

ne change pas la coloration des arétes adjacentes 3 e. On peut donc
supposer que u est adjacent 3 une arétg de couleur 3.

On a vu que dans G-e 1la chaine formée par les arétes de couleurs 1 et 3
d'extrémité x avait y pour autre extrémité. Dans G-e-{uz}, la chaine
formée par les ar€tes de couleur 1 et 3 d'extrémité x a pour autre

extrémité
a/ soit vy,
b/ soit u (et dans ce cas il existe une chaine 1-3 d'extrémités

zety),
¢/ soit z (et dans ce cas il existe une chaine 1-3 d'extrémités

uety).

Dans ces deux derniers cas (b et c) le sommet v est incident 3 des

arétes de couleur 1, 2 et 3.

cas_a: chalne 1-3 d'extrémités x et y dans G-e<{ u,z} . Echangeons

1 et 3 le long de cette chaine

On colorie fu,z} en 2, {x,z} en 1 et par suite e en 2.
On aboutit ainsi 3 une contradiction.
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cas_b: Dans G-e-{u,z} , chaines 1-3 d'extrémités x, u et z, vy.

Echangeons 1 et 3 le long de la chafne x u.
On peut ainsi colorier {u,z} en 2
{x,z} en 1

et {x,y} en 2

Et 1'on arrive encore 3 une contradiction.

cas ¢ : Dans G-e-{u,z! chaines 1-3 d'extrémités x,z et u,y.

Puisque G-e est coloré avec un nombre minimum d'arétes c, le sommet w est
incident a une aréte de couleur 2 et 3 une aréte de couleur 1 ou 3.

I1 existe donc dans G-e une chaine de couleurs 1-3, d'extrémité w.

Cette chalne est distincte de la chaine 1-3 (dans G-e) d'extrémité x et y

(puisque w ¢ {x,y}.



Donc cette chaine 1-3 d'extrémité w ne passe ni par u ni par z.

On peut donc supposer que w est ad-acent 3 des arétes de couleurs 1 et 2.

Dans G-e-{u,z} , échangeons 1 et 3 1le long de la chaine 1-3 d'extrémités

uetyvy.
Colorions {u,w} en 3
{u,z} en ¢ : ceci est possible car aucun des sommets voisins

de u, ni de z ne sont adjacents a des ardtes de couleur c.

Colorions {x,z} en 2 et par suite {X,y} en 3. Dans ce cas aussi on arrive

a une coloration de G, donc 3 un contradiction.

u n'est donc pas incident 3 une sréte de couleur c.
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2éme cas: v est incident A une aréte de couleur c

Puisqu'il existe une chalne 2-3 d'extrémités x et y, le sommet v est

adjacent a des arétes de couleurs 2 et 3.

I1 existe donc une chaine formée d'arétes de couleurs 1 et 3, d'extrémité
v. Cette chalne est distincte de la chalne 1-3 d'extrémités x ct y

(v £ix,yH).

En échangeant les couleurs 1 et 3 le long de cette chaine d'extrémité v
on ne change pas la coloration des arétes adjacentes i ['aréte e.

On est ainsi ramené au premier cas.

(le sommet v joue le rble du sommet u).

Ceci achéve la démonstration dans le cas des graphes non cubiques.



2°/ G est un graphe cubique

G ne peut pas &tre colorié en 1, 2, 3, ¢ dans les conditions de la

proposition.

VYecE, G-e est coloriable en 1, 2, 3, ¢ de manidre 3 ce que aucune aréte

adjacente 3 e ne soit de couleur c.

Soit une telle coloration de G-e avec un nombre minimum d'arétes de

couleur c.

A une permutation prés sur {1,2,3} on a la coloration suivante:

La chaine formée par les arétes de couleur 2 et 3 d'extrémitd x a pour
autre extrémité y. (sinon une permutation des couleurs 2 et 3 le long

de cette chaine permettrait de colorier {x,y} en 2.

Si aucun des sommets z, z', t, t' n'aopartenait d une aréte de couleur c,

on pourrait colorier {x,y} en ¢ (contradiction).
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ler cas: z appartient 3 une aréte ( u,z ) de couleur c

Puisque le nombre d'arétes de couleur c est minimum, u est adjacent

a une aréte de couleur 1.

I1 existe donc une chaine de couleurs 2,3, d'extrémité u. Puisque
ué{x,y} cette chaine est distincte de la chaine 2-3 d'extrémités x et y.
Un échange des couleurs 2 et 3 le long de cette chaine d'extrémité u ne

change donc pas les couleurs des arétes incidentes a X, vet z.

On peut donc supposer que u appartient 3 des arétes de couleurs 1 et 2.
I1 existe une chaine 1-3 d'extrémité z. Cette chafne a pour autre extré-
mité u, sinon en échangeant 1 et 3 le long de cette chaine on pourrait
colorier 1'aréte {u,z} en 3 et ainsi trouver une coloration de G-e avec

une aréte de couleur c de moins,ce qui est impossible.

Echangeons 1 et 3 le long de la chaine 1-3 d'extrémités z et u.



On peut ainsi colorier {x,z} en 3 et {x,y} en 2.
On obtient ainsi une coloration de G ce qui est en contradiction avec

1'hypothése.

On peut donc maintenant suproser que ni z, ni z' par raison de symétrie,

ne sont incidents i des arétes de couleur c.

2eme cas: t (ou t') appartient 3 une aréte de couleur c

Soit {t',s} cette aréte.

I1 existe une chalne 2-3 d'extrémité t'.



Cette chalne est distincte de la chalne 2-3 d'extrémités x et y
(t' #{x,y}). L'échange de 2 et 3 le long de cette chalne d'extrémité t'
ne charnge pas les couleurs des arétes adjacentes 3 1'aréte e. On peut

donc supposer que t' est adjacent 3 des arétes de couleurs 1 et 3.

L'aréte {y,t'} pouvant ainsi &tre coloriée indifféremment en | ou en 2,
on en déduit que s appartient a des arétes de couleur | et 2. (minimalité

du nombre d'arétes de coitleur ¢).

De plus, dans G-{x,v} - tyt'}, les chaines 1-3 et 2-3 d'extrémité t'

ont s pour autre extrémité.

Si s ¢ {x,y,z,u,v,w!
t' £ {x,y,z,u,v,wt
les chalnes 1-3 (ou 2-3) de G-{x,v} - {y,t'} d'extrémités appartenant
a 1'ensemble{x,y,z,u,v,w; sont toutes distinctes des chaines 1-3 (ou 2-3)

d'extrémités s et t'.



On peut donc, en reprenant le raisormement fait dans le cas des graphes
non cubiques, par des permutations de couleur le long de ces chaines,
arriver @ une coloration de G-{yt'}. Une permutation éventuelle le long
de la chaine 1-3 ou de la chaine 2-3 d'extrémités s et t' permet ensuite

de colorier 1'aréte {y,t'}.
On aboutit donc 4 une contradiction.

On peut voir que s, t' ¢{x,y,z,v} (x,v,z et v sont sur une chaine 2-3

-~

d'extrémité x et y contrairement a s et t').

I1 reste donc 3 examiner le cas:

sSs=u et w=1t"'.

On a la configuration suivante:

I1 existe une chaine 1-3 d'extrémité x et y dans G-e-{y,w)
I1 existe une chaine 2-3 d'extrémité x et y dans G-e
I1 existe une chalne 2-3 d'extrémité u et w dans G-{u,w}
(minimalité du nombre d'arétes de couleur ¢ dans G~e).

Ces chaines sont distinctes.



Considérons le graphe partiel G-[fx,y},{y,w},{w,u},{u,z},{z,x}}

-Permutons 1 et 3 le long de la chaine d'extrémités x et y.
Permutons 2 et 3 le long de la chainé d'extrémitéds u et w.

On obtient ainsi:

Ce qui permet de colorier les arétes {x,y},{y,w},{w,u},{u,z},{z,x}

respectivement en 2, 3, 1, 2, 1.
On arrive ainsi 3 une coloration du graphe G et donc 3 un contradiction.

Ceci achéve la démonstration de la pronosition. 0






2.1

Les premiers paragraphes de ce chapitre traitent de propriétés générales
des absorbants dans les graphes et les hypergraphes, et relient la notion

d'absorption & celle de couverture. La plupart des résultats sont le
fruit d'une collaboration avec F. JAEGER [50]{511.

Ensuite, nous donnons des résultats plus quantitatifs sur le nombre

d'absorption. [54]

Enfin, quelques extensions de la notion d'absorbant sont présentées.

1.- NOMBRE D'ABSORPTION D'UN HYPERGRAPHE

1.1. Définition

Soit H = (X;E) un hypergraphe. A c X sera dit absorbant de H si, et seule-
ment si, ¥x ¢ X dac¢ A, Ec¢E t x e Eet ac E. Le nombre d'absorption

de H, noté B(H),est le cardinal minimum d'un absorbant de H.
Toute partie de X contenant un absorbant de H est un absorbant de H. On
désignera par B'(H) le cardinal maximum d'un absorbant de H, minimal par

inclusion (appelé absorbant minimal).

Cette définition généralise la définition des absorbants d'un graphe

simple sans sommets isolés.

1.2. Couvertures et absorbants

a) soit A un absorbant de 1'hypergraphe H = (X;E). Soit C 1'ensemble des

arétes de H qui contiennent au moins un sommet de A.

¥x e X 3Jae A, Ecc : xeEetace¢E. Donc¥xeX, JEeC:x¢eE.

C est donc une couverture de H. s

Soit 1'hypergraphe K = (X;C); VE e C, An E # @ ; donc A est un transversal
de K.



2.2.

En résumé, €tant donné un absorbant A de H, il existe une couverture ¢ de
H telle que A est transversal de 1'hypergraphe K = (X,().

b) soit C une couverture de H, 1'hypergraphe K = (X;C) et A un transversal
de K.
¥WeX 3JE € ¢ : xeE
En outre
ja ¢ A : acekE
Donc ¥x ¢ X Jae A, Ec¢E :XeFataceE. A est donc un absorbant
de H.

En résumé, étant donnée une couverture C de H, tout transversal de
1"hypergraphe K = (X;C) est un absorbant de H.

c) soit A(H) 1'ensemble des absorbants de H = (X;E)
soit B(H) = {Y|Y ¢ X, 3IC couverture de H:
Y est transversal de K = (X,C)}
Nous venons de démontrer que A(H) = B(H)
soit B'(H) = {Y'|Y' ¢ X, 3C' couverture minimale de H:
Y' est transversal de K = (X;C")}
I1 est clair que B'(H) = B(H)
Donc A(H) = B'(H).

1.3. Application au calcul de B(H) et de B'(H)

a) D'aprés 1'inégalité précédente:

min |A| = min |Y| tel que Y soit transversal de (X;C)
pour A ¢ A(H) et pour C couverture mninimale de H.

On a donc:

Proposition I1.1

B(H) = min T1(X;()

pour C couverture minimale de H s
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b) Etant donné un absorbant A de H, il existe une couverture minimale (

de H telle que H est transversal minimal de 1'hypergraphe K = (X;C)

On a donc:

B'MH) < max 1' (X;C)

pour C couverture minimale de H

En général on n'a pas €galité puisqu'un transversal minimal d'une couver-
ture minimale de H n'est pas nécessairement un absorbant minimal de H.
fon peut le voir par exemple pour le cycle de longueur 5, c'est-a-dire
pour H = ({1, 2, 3, 4, 5} ; {12, 23, 34, 45, 51}).

Dans toute la suite, nous nous limiterons au cas des hypergraphes sans

arétes d'ordre 1.

Soit H = (X;E) un tel hypergraphe.
Soit € une couverture minimale de H.
' (X50) < |[C]

Or toute aréte E de C contient au moins un point x tel que x ¢ E et
E' ¢ C, E' 2z E =>x ¢ E'".

(sinon C - {E} serait encore une couverture de H)
A chaque aréte de E on peut ainsi associer un tel point que nous noterons Xg-

soit T = {XE : Ee C}

T est un transversal minimal de (X;C) de cardinal |[C| . On en déduit que
' (X;0) = |C]

Donc B'(H) < max |C|
pour C couverture minimale de H
C'est-a-dire
g' (H) < o' (H)
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D'autre part T est un stable de (X;C) de cardinal [C|
Donc [C] < a(X;0)

C'est-a-dire t(X;C) < |X| - |C]|

Donc min 1(X;C) < |[X| - max |[C|
pour C couverture minimale de H.

En posant |X| = n(H) on a :

Proposition II.2 B(H) < n(H) - p'(H)

2.- APPLICATION AU CAS DES GRAPHES

Tout absorbant d'un graphe contenant nécessairement tous les sommets
isolés, nous nous limiterons au cas des graphes sans sommets isolés, pour

lesquels les résultats précédents peuvent s'appliquer.

2.1. Relations entre absorbants et couvertures

Toute couverture minimale C d'un graphe G = (X;E) est un graphe simple

sans sommets isolés dont toute ar€te contient un sommet de degré 1 ; ses
composantes connexes sont donc de nombre de transversalité 1 (nous appelle-
rons "étoiles" les graphes simples de ce type ; on peut les caractériser

comme &tant les arbres de diamé&tre 1 ou 2).

On voit que dans ce cas
(X0 = |X] - [C]
On a donc

(8(6) = (@) - 0'©)

————————— : Cette €galité est encore valable si G admet des sommets isolés.

-o—==dos-s : Chaque sommet d'un absorbant est le transversal d'une "étoile"
de C. Chaque étoile de C a au plus A(G)+1 sommets (A(G)
désigne le degré maximum de G). On a donc:
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n(G)

Proposition I1.3 R(G) <
A(G) + 1

On a ainsi ramené le calcul du nombre d'absorption d'un graphe simple

au calcul du cardinal maximal d'une couverture minimale.
Or ceci est un probléme de 'deuxiéme catégorie'.

Nous allons maintenant montrer que le cardinal maximal p' d'une couver-
ture minimale est €gal au cardinal maximal p'" d'une couverture minimale
partielle, c'est-a-dire au cardinal maximal d'un ensemble d'arétes tel
que 3 arétes quelconques de cet ensemble ne forment ni une chaine élémen-
taire de longueur 3 ni un triangle. Calculer p" est un probléme de

"premiére catégorie'.

p"" est le nombre de stabilité «(H) de 1'hypergraphe H = (E;F) dont
1'ensemble des sommets E est 1'ensemble des arétes du graphe G = (X;E)
et dont 1'ensemble des arétes F est 1'ensemble des chaines de longueur 3

et des triangles.

Démonstration de p'(G) = p"(G)

Une couverture minimale de G est une couverture minimale partielle de G ;
donc p"(G) > p'(G).

Nous allons montrer qu'étant donnée une couverture minimale partielle C de
G couvrant un ensemble de sommets S(C) tel cue S(C)ex, il existe une cou-
verture minimale partielle C' de G couvrant un ensemble de sommets S(C')
telle que ‘

S(C) = S(C") <X avec [C| < |C]
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Soit donc C couverture minimale partielle de G = (X;E) telle que
S(C)<X. Soit x e X - S{C) et e €« E avec x ¢ e (donc e £ C).

a) siecX~-S8(C), C' =Cu {e} est une couverture minimale
partielle telle que S(C') = S(C) v e

b) sinon e = {x y} avec y ¢ S(C) ;
soit z ¢ S(C) avec {yz} ¢ C.
o) si z appartient & une seule ar8te de C,cette aréte est {y, z}
C' = Cu {e} est une couverture minimale partielle avec
S(C') = S(C) u e = S(C) u {x}

~

B) si z appartient 4 au moins deux arétes de C, C' = (C -{x,y}) u{e}
est une couverture minimale partielle avec S(C') = S(C) ue = S(C)u{x}

Dans tous les cas, nous avons construit une couverture minimale partielle
de G avec S(C) < S(C") et |C| < |C'|

Donc  p"(G) < p' (G)
et finalement p'"(G) = p'(G), ce qui donne:

Proposition II.4 B(G) = n(G) - p"(G)

Pour un hypergraphe H (sans arétesd'ordre 1) on a simplement:

BH) < n(H) - o"(H)
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2.2. Application
On a p(G) < p"(G).

Or on sait que [16] [381 : n(G) - p(G) = c(G).

(Rappelons que c(G) désigne le cardinal maximal d'un couplage de G supposé
sans sommets isolés)

On a donc B(G) < c(G) avec 1'égalité si toutes les couvertures
minimales de G ont le méme cardinal ; (dans ce cas 1'algorithme de recher-
che d'une couverture de cardinal minimum de G est trivial).

n(G)
L == |

Ceci donne en particulier, puisque c(G) <

Proposition II.5 BG) < | E%QA.J

sb74

( [x] désigne le plus grand entier inférieur ou 8gal 3 x

[x] désigne le plus petit entier supérieur ou égal i x)

Si n(G) est pair, 1'égalité est atteinte si, et seulement si, toutes les

couvertures minimales de G sont des couplages parfaits.

Dans ce cas (G est supposé connexe),
- soit G est un cycle de longueur 4,

- soit G admet E§§l ar€tes contenant au moins un sommet de degré 1

et formant un couplage parfait de G).
En effet:

ler cas n(G) > 6.

Une aréte sera dite pendante si, et seulement si, elle contient un sommet

de degré 1.

Soit C une couverture minimale (c'est un couplage parfait) et e une aréte



de C non pendante (e = {x,y})
x est adjacent 4 x' # y et y est adjacent 3 y' # x
x' e ey aréte de C et y' ¢ ey, aréte de C

€y #e et ey, #e.

a) exf # ey'

X
e e| Iey, l
y y!

(C-{eh) v {x,x'} v {y,¥'} est une couverture minimale de G de

-~

cardinal |C| + 1. On aboutit & une contradiction.

b) e = ey,

Nous noterons e' cette aréte. Supposons d'abord que x' # y'.

>

Puisque G est connexe et que n(G) > 6, il existe un point de {x,y,x',y'}

par exemple X qui est ajacent 3 un point z extérieur 3 cet ensemble.

Soite_ e C:zce .
z z

x! X z
e' e
y' y

(C - {e}) u {yy'} v {x,z} est une couverture minimale de G de cardinal

IC| + 1 : on aboutit & une contradiction.
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Supposons donc maintenant que X' = z' ; nous noterons z ce sommet.
z X
e' e
Y

(C - {e}) u {z,x} v {z,y} est une couverture minimale de G cardinal [C| + 1

on aboutit encore & une contradiction.

En résumé, (si n(G) > 6), &tant donnée une couverture minimale C, toutes

ses ar€tes sont pendantes ; réciproquement une aréte pendante est dans

toute couverture minimale.

Donc 11 existe une seule couverture minimale: c'est 1'ensemble des arétes

pendantes qui constituent un couplage parfait.
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zéme cas  n(G) < 4

On vérifie immédiatement que les seuls graphes connexes avec n(G) < 4,

pair tels que B(G) = 2%@1 sont:

Ils sont, sauf le dernier (cycle de longueur 4), du type des graphes

caractérisé précédemment.

2.3. Nombre d'absorption et carré d'un graphe

2.3.1. définitions

Soit un hypergraphe H = (X;E)
(x1 E1 X, EZ Xg oo Xo Ei Xipq o0 & Ek x1)

est un cycle de H si, et seulement si:

- les X, (=1, ...k sont des €léments distincts de X (sommets du cycle

- les Ej (j 1, ... k) sont des €léments distincts de E(arétes du cycle)

-V¥ie {1, ...k}, X; e Ei et X; 4 « Ei (en posant Xpe1 = x]).

Un hypergraphe H = (X;E) est dit gquilibré si tout cycle impair (x1 E. x

172
E, ... E X,;) de H utilise une ar8te E. contenant trois des sommets x.
2 2p+1 1 i J

de ce cycle.

Soit un G = (X;E) un gravhe simple, nous désignerons par ¢
a(G) le cardinal minimum d'une couverture des sommetsde G par des cliques

(sous graphes complets)



2.10

y(G) le nombre chromatique

w(G) le nombre maximum de sommets qui forment une clique.

Un graphe G est dit parfair si, et seulement si, pour tout sous graphe

a(GA) = G(GA)

ou,ce qui est équivalent [L.LOVASZ 35]
Y(GA) = w(GA)

Un graphe G est dit triangulé si et seulement si tout cycle &lémentaire
de longueur >3 admet une corde (c'est-a-dire une aréte reliant deux sommets

non consécutifs du cycle).

HAJNAL, SURANYI [ 21] et BERGE ont démontré qu'un graphe triangulé est
parfait.

2.3.2. nombre d'absorption d'un graphe et nombre de stabilité de

scn carré

Soit G = (X;E) un graphe simple et I(G) = (X;F) 1'hypergraphe des images

complétes de G.

n a vu que (x] » Xoy e XD) est un absorbant de G si et seulement si

¢'est un transversal de I(G).

Donc B(G) =11[(G)].
On a vu aussi que (x], Xoy +oo XQ) est un stable de G2 si et seulement si
(IxT,va,...IXQ)est un coup.age de I(G). Donc u(Gz) = V[I(G)]. Puisque pour

tout hypergraphe H, t(H) >v(H) on a:

3

Proposition I1.6 Pour tout graphe simple G , B(G) > a(Gz)
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Proposition II.6 Pour tout graphe simple G, |8(G) z_u(GZ)

Pour tout graphe simple G = (X;E) on a:

8(6) > 8(GY) > a(GH)

En effet, soit un absorbant A de G de cardinal B(G), transversal minimal
d'une couverture minimale C de G. Chaque composante connexe du graphe
GC = (X;C) est une clique de GZ. On obtient ainsi une partition des

sommets de G en B(G) cliques de GZ.

Théoréme

(BERGE, LAS VERGNAS. [571 )

Si H est un hypergraphe équilibré T(H) = v(H)

Corollaire

Tout graphe G dont 1'hypergraphe I(G) des images completes est équilibré
est tel que B(G) = a(GZ).

exemple:

Graphes de circonférence inférieure ou €gale a 3. (la circonférence d'un

graphe est la longueur maximum d'un cycle €lémentaire).

Soit G un tel graphe.
Soit (x1 E1 2
qu'il n'existe pas d'arétes Ej de ce cycle contenant 3 sommets de ce cycle.

X E2 cee Xp Ek x1) un cycle impair 1'hypergraphe I(G) tel

I1 est clair qu'il lui correspond dans G un cycle €lementaire auquel appar-

tiemnent les sommets x s Xy donc un cycle €lémentaire de longueur

1> %0 -
supérieure ou égale a k.

Puisque G est de circonférence inférieure ou égale 3 3, on a dans G un

cycle €lémentaire x

Xz et dans I(G) un cycle (x1 E1 X, E2 Xz E3 x1).

X
172
Puisque Xg ¢ E1 , E] = I(y) avec y ¢ {x1, X5, XS} .



11 existe donc dans G un cycle €lémentaire XY X, Xg de longueur 4 ce qui

est impossible.

L'hypergraphe des images complétes de G, graphe de circonférence <3 est

donc équilibré et par suite on a dans ce cas a(GZ) = 8(G).

Dans ce cas on a évidemment a(GZ) = e(Gz) puisque B(G) 3_8(62) i_u(Gz)

En fait, le carré d'un gravhe de circondérence <5 est triangulé donc parfait.

En effet: soit G =(X;E) un graphe de circonférence <5.

Soit C un cycle élémentaire de G2 de longueur supérieure ou égale 3 4

et sans corde.

Partitionnons les arétes de ce cycle en A1 = 1'ensemble des arétes du
cycle qui appartiennent d G

et A2 = 1'ensemble des arétes du cycle qui appartiennent & Gz mais pas a G.

Puisque C est sans cordes, il est claire que A1 est un couplage.
C
Donc A, > |5] .
Al > 15
A toute aréte a. « A2 on peut associer un sommet Xj associé aux deux extré-

mités de cette aréte.

Puisque C est sans cordes, tous ces sommets Xj sont extérieurs au cycle et
distincts. On obtient ainsi un cycle élémentaire C' de G de cardinal

[C'] > |C| + I%J = %v]C[ , donc de cardinal |C'| > 6. Il y a donc contra-
diction.

Ainsi tout cycle de G2 de longueur >4 admet une corde et par suite GZ est

triangulé.



3.- QUATRE RELATIONS ENTRE CERTAINS NOMBRES DE COUVERTURE ET NOMBRE DE
COUPLAGE dans 1'étude des absorbants

3.1. Définitions
Graphe subdivisé d'un_graphe simple
Soit G = (X;E).
Le graphe subdivisé de G est le graphe

G, = XuE; F)

avec {x,e}eF <=>x ¢ X, e ¢ E, x ¢ e.

Autrement dit GS est le graphe obtenu & partir de G en rajoutant un

sommet sur chaque aréte.

Graphe représentatif des arétes (line graph)

N . v i - - - ——— - ——— _— — —

Soit G = (X;E)

Le graphe représentatif des arétes de G est le graphe
G = (E:X)
avec {e,, e,} e K <=> e;ne, #9

Autrement dit, G est la 2-section de 1'hypergraphe G* dual de G, privée

de ses arétes d'ordre 1.

3.2. Quatre relations

On a vu qu'a un absorbant de G on pouvait faire correspondre une couver-
ture de 1'hypergraphe I(G) des images complétes de G, et qu'd un stable de
G on pouvait faire correspondre un couplage de ce méme hypergraphe I(G).

De méme aux absorbants de G, graphe représentatif des arétes de G, et aux

stables de EZ on peut faire correspondre, respectivement, des couvertures

et des couplages de 1'hypergraphe des images complétes de 6, I(G) que nous
[3

noterons J(G).



On a donc
B(G) = p[I(B)]
a(6%) = c[1(6)]
B(G) = p[J(6)]
a@®) = crI(G)]

Ainsi le nombre de stabilité d'un graphe apparait comme un nombre de
couverture et le nombre de stabilité de son carré comme un nombre de

couplage.

Nous allons présenter quatre relations entre des nombres du premier type

et des nombres du deuxiéme type.
Soit G = (X;E) un graphe.

~2 .2
Nous noterons GS le graphe ((Gs)) .

(Les opérations de subdivision (s), passage au graphe représentatif des
arétes (7), élévation au carré (2) seront toujours effectudes dans 1'ordre

) O A9

Proposition II.7

On a les relations suivantes:

DB+ aC) =n@]  soit: | oL@+ cIE)] = (O
2 |8® +a©) =n@)  soit: [ o371+ cl1(6)] - n(®
N |86 +a@=n©)|  soit: [ o161+ 1@ = n(®)
) BE) + a(6D=n©)|  soit: | PG+ cl1(@)] = n(o)

Ce que 1'on peut symboliquement écrire de la maniére condensée suivante:
_ I q

P[HK)T + c[H'(K")] = n(G)




avec

{H, H"} {I, J}

{K, K'}

{G, G}

la deuxiéme relation est dfie & GUPTA [20 ]

Nous allons démontrer les trois autres.

3.2.7. démonstration de 1'égalité g(G) + a(C2) = n(G)

Nous avons vu que B(G) + p"(G) = n(G).
I1 nous suffit donc de démontrer

N2y _ "
@ = o

Nous allons en fait démontrer cette égalité dans le cas plus général

des hypergraphes.

Rappelons que le graphe subdivisé HS d'un hypergraphe H est le graphe

biparti d'incidence sommets-arétes associé.

soit H =(X;E) wun hypergraphe et HS son graphe subdivisé.
Soit C c E une couverture minimale partielle de H. C couvre un ensemble
de sommets Y < X.

VE € C, C - {E} n'est pas une couverture de Y. Donc VE C, 3xeE:
E' ¢ C, x e E' => E' = E.

Nous pouvons donc associer de maniére bijective 3 chaque aréte E ¢ C un
sommet que nous noterons Xp de Y tel que E est la seule ardte de C conte-

nant XE'

Soit Z = {xy, E} [ EeC

Z est un ensemble d'arétes de H, vérifiant les propriétés suivanteg:

- deux ar€tes quelconques de Z sont non incidentes,

- aucune aréte de HS n'est incidente a deux arétes distinctes de Z.
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Z est donc un stable du graphe ((ﬁs))z, que nous noterons ﬁg .

2
o

Soit C={Ec E| 3 xe X : {x, E} ¢ Z}
¥ E e C soit Xg le sommet unique tel que {xE, E} e Z

Réciproquement, soit Z un stable de f

Xp e E et E' ¢ C, Xg € E' => E = E' (car Z est un stable de ﬁz).

Posons Y = g C Ei .. C couwre Y de fagon minimale car V E, Xg

E.
i

n'appartient 3 aune aréte de C - {E}.
Donc C est une couverture minimale partielle de H.

En conclusion a toute couverture minimale partielle de H on sait associer

un stable de ﬁg de méme cardinal et réciproquement.

On a donc: o"(H = «o ﬁi

Ainsi le calcul de la plus grande couverture minimale partielle d'un
hypergraphe se raméne au calcul du nombre de stabilité d'un graphe. Ceci
nous a permis,avec F.JAEGER, de résoudre le probléme du nombre maximal
d'arétes d'un hypergraphe T critioue de rang h. (cf.chapitre V)

Pour tout graphe simple G on a ainsi démontré:

30 + o) = n(©)

Cette €galité raméne le calcul du nombre d'absorption d'un graphe au

calcul du nombre de stabilité d'un certain graphe associé.



Application de cette égalité

On a vu que B(G) z‘a(Gz) (Proposition II.6)
Donc en particulier B(és) z_a(ag)

On en déduit donc:

Proposition II.8 B(G) + a(G)) > n(6G)

-

On vérifie que 1'égalité est obtenue en particulier pour les couplages

et les cycles de longueur 3.

On a vu précédemment que:

B(G) = n(G) - o"(G)
et que p"(G) = a[K(G)] ot K(G) = (E;F) est 1'hypergraphe de cha?nes
de longueur 3 et des triangles de G = (X;E)

Autrement dit : B(G) = n(G) - a[K(G)]
c'est-a-dire : B(G) = n(G) - m(G) + T[K(G)]
Ce qui donne, si v[K(G)1 désigne le cardinal maximal d'un couplage de K(G):

]

]

B(G) > n(G) - m(G) + v[K(G)]

D'autre part, si G est un graphe sans arétes pendantes a(ﬁg) est le cardi-
nal d'un couplage maximum d'arétes de GS de la forme:

(eq, €1p - B e Eix, ¥y e x)

Or, @ un tel couplage on peut faire correspondre un couplage de chafne
de longueur 3 de Gs. On a donc a(ﬁi) f_v[K(GS)]

puisque GS est un graphe sans triangle.



On a ainsi:
B(69) > n(Gy) - mGy) + a(®)

puisque u(@i) = n - B(G)

et sachant que: :
n(GS) = n(G) + m(G)
m(Gs) = 2 m(G)

On trouve :

Proposition I1.9 -E(G) = B(GS) > 2 n(G) - m(G)

pour tout graphe simple G sans arétes pendantes.

L'€galité est obtenue pour les cycles de longueur multiple de 3.

- Si § désigne le degré minimumm de G on a:

a@®) < zn® | avon

2 m(G)

Proposition II.10 B(G) > n(G) - 57

3.2.2. démonstration de 1'égalité B(Gs) + a(ﬁz) = n(G)

Rappelons qu'un couplage fort - d'un graphe simple G est un ensemble
d'ar@tes disjointes (c'est-a-dire un couplage) tel que deux sommets
quelconques appartenant 3 deux arétes différentes de cet ensemble sont

non adjacents.

Proposition:

L'ensemble des stables de ﬁz est égal 3 1'ensemble des couplages forts
de G.

: u(ﬁz) représente donc la cardinalité maximum d'un couplage fort de G.



¥ A c X nous appellerons pseudo déficience de A la quantité:

dA) = S| - |

Autrement dit, c'est la différence entre le nombre de sommets non isolés

de GA et le nombre d'arétes de GA’

Nous poserons d(G) = max d(A)
AcX

c) lemme u(ﬁz) = d(G)

En effet:
a) soit A c X avec d(A) = d(G) et comportant un nombre minimum de

sommets pour cette propriété.

]
>

- 11 est clair que GA ne comporte pas de sommets isolés: S(EA)

- supposons que t a e A de degré supérieur ou égal 3 2 dans GA'

Soit a' ¢ A adjacent 3 a dans GA’

Si a' est de degré 1 dans Gy posons A’ = A - {a'} d'on Eyr = By - {(a.

S(EA,) = S(EA) - {a'} puisque a est de degré supérieur ou égal a 2.

On a donc d(A') = d(A) = d(G).

a')l

La minimalit€ de A pour la propriété d(A) = d(G) entraine une contradiction.

Donc tous les sommets adjacents a a dans GA sont de degré supérieur ou

€gal 3 2 dans GA.

Posons alors A' = A - {a}
On a alors IEA,I < [EAI -2 et S(E,,) = S(E) - {a}



On en déduit que d(A') > d(A) = d(G) ce qui est en contradiction avec
la définition de d(G).

Donc GA n'admet ni sommets isolés, ni sommets de degré supérieur ou égal
4 2. E, est donc un couplage fort C et 1'on a ISEY] - ]EA] = |c].

I1 existe donc un couplage fort C de G tel que [C| = d(G).

B) Réciproquement, soit Cam couplage fort de G. Soit A = S(C).

Ey = C; S(E) =S(C) =A; |A] =2 [C|
Donc d(A) = |C|

On a donc [C| < d(G).

d) liaison avec la subdivision de G = (X;E)

a) Soit Z un stable maximal de GS'
Z=AUuF avec AcX, FcE, AnS(F) =9

-S13be[X-S (FI-A, Z'=72y {b} est un stable de GS et 1'on
aboutit 4 une contradiction. On a donc A =YX - § (F.

.sid3e ES(F) -F, 72" =17y {e} est un stable de G, et 1'on aboutit

a une contradiction. Donc F = ES(F)'
En conclusion Z = [X - S (F)] u ES(F)
Posons B = S(F)

On a Z=[X - S(EB)] u E

B

B) Réciproquement soit B e X
Posons Z = [X - S(EB)] U EB
Z est un stable de GS qui est évidemment maximal.
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Y) Donc 1'ensemble des stables maximaux de Gs est €gal 3 1'ensemble des
parties de la forme
X - S(EB)] U EB oi BcX.
8) En particulier si O“(Gs) désigne le cardinal minimum d'un stable
maximal de GS:
O(Gy) = min  (|X - S(Ep| + |Ey))
BcX

X| - max (]S - [E
IX] Bm;xx (s@Ep | - 15D

IX] - d(®)

On a donc finalement:

A (Gy) = n(G) - @)

1]

€) €tude du nombre d'absorption de G

Soit G = (X;E) un graphe simple et Gg = (X v E;F) sa subdivision.
Supposons que 8(GS) < 0“(GS)

Soit A 1'ensemble des absorbants de GS de cardinal minimum B(Gs).

Soit Ay € A tel que |F, | = min |F,! = p,” c'est-a-dire tel que le graphe
AO AcA
GS engendré par Ao comporte un nombre minimum d'arétes.
A
)

Puisque B(Gs) < u'(GS) onap>1T1. Soit donc {x, e} (x ¢ X, e « E) une
aréte de G

s
Ay

Puisque A0 est un absorbant minimal de GS, 1 y € X absorbé uniquement par e.

Soit A'O = AO - {e} u {y}.

I1 est clair que A'0 est un absorbant de Gs de cardinal 3(GS). Le graphe
G5 engendré par Aé comporte p-1 aréte. On aboutit ainsi a upe contra-
A!
o}

diction. Donc pour tout graphe G : | B(Gs) = a'(Gs)
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f) conclusion

On obtient finalement 1'égalité

B(G) + a@®) = n(G)

3.2.3. démonstration de 1'égalité Bdﬁs) + a(GZ) = n(G)

GUPTA a démontré (cité dans [22] page 97)
B® = o' (@©

I1 nous suffit donc de démontrer:

o' (6 + a6?) = n(©)

a'(ﬁs) est le cardinal minimum d'un stable maximal de @S. C'est donc le

cardinal minimum d'un couplage maximal de GS.

a) Soit S < X un stable de G2 de cardinal maximum.
Soit C le couplage de GS ainsi défini:

C= {t,e} | e ={s, t} eE, seS§

Vo

Ce couplage C est inclus dans un couplage maximal C' tel que ¥ c ¢ C',
cnS=0Q. '
On a donc |C'| < [X-S]

Dol a' (G)) + a(G%) < n(G) .
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b) Soit maintenant C un couplage maximal de GS de cardinal minimum.
Soit S={seX | ¥eeckE, {s, e} ¢C}

On a [S] = [X] -c| = n(6) -o' (@)

Or S est un stable de Gz.

En effet, soit s, t ¢ S.

- {s, t} =e ¢E sinon Cu {s, e} serait un couplage ce qui

est impossible car C est un couplage maximal.

e € E

0

~ #ue X tel que {s, u}
et {t, ul = fekE
sinon soit {u, e} ¢ C, soit {u, f} ¢ C
par exemple {u, e} ¢ C
Par suite C v {s, e} serait un couplage, ce qui est impossible.

- S est donc un stable de G2 ; et par suite
a(G) > [8| = n(@) - (G

c) En conclusion a'(ﬁs) + a(GZ) = n(G)

soit B(E) + «(GY) = n(G)
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4.- GRAPHES B - PARFAIT

Nous avons vu que pour un graphe G, B(G) < a'(G).

D'autre part, nous avons trouvé deux classes de graphes (1.
sentatifs des ar€tes de graphes et les graphes subdivisés)
le nombre d'absorption g est égal au cardinal minimal o' d'

maximal.

Par analogie avec les graphes o ou y - parfait défini par (
on peut définir les graphes 8- parfait.

Définition
Un graphe G = (X;E) sera dit B - parfeit si et seulement si ¥ A ¢ X :
- 1
B(Gy) = a'(Gy).

On peut démontrer le résultat suivant:

Soit les graphes G1, GZ’ G3, G4, G5, G6:
G1 GZ CS
| G G G

4 5 6
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Proposition II.11

T - S1 un graphe G n'a pas de sous-graphe isomorphe 3 G1, GZ’ GS’

G4 Gy Gg

il est B-parfait.

2 - Si un graphe B est B-parfait il n'a pas de sous-graphe isomorphe

a G1, GZ’ GS’ G6'

Corollaire:

Les graphes subdivisés et les graphes sans sous-graphe isomorphe a Ky z =
3
(x, v, z, t ; xy, xz, xt) sont B-parfait.
[z}
BEINEKE Ayant caractérisé les graphes représentatifs des arétes de graphes
par 9 sous-graphes exclus dont K, |37 on peut en déduire que les graphes

représentatifs des arétes de graphes sont B-parfait.

Le résultat précédent peut &tre amélioré sensiblement mais pas, toutefois,
de maniére déterminante: il semble en effet que 1'on ne puisse pas caracté-

riser les graphes B-parfait par un nombre fini de sous-graphes exclus.
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5.- SUR UNE CONJECTURE DE VIZING CONCERNANT LE NOMBRE D'ABSORPTION

DE LA SOMME CARTESIENNE DE DEUX GRAPHES

5.1. Définition

On appelle summe cartesienne de deux graphes G = (X3E) et H = (Y;F) le graphe
G + H dont 1'ensemble des sommets est le produit cartésien X x Y et oli deux

sommets Xy et x' y' ¢ X x Y sont adjacents si et seulement si:

x=x"et{y,y'}ec¢F) ou (v-= y' et {x, x'} ¢ E).

5.2. Borne supérieure de g(G + H)

Soit {x1, X xn} un absorbant minimum A de G, 1'ensemble

TIREE
{x; v; | X; e Aet vie Y}  est un absorbant de G + H.

On a donc [ 68 ]

B(G +H) < B(G) . n(H)

| A

et de méme

B(G + 1)

I A

n(G) . B(H)

5.3. Borne inférieure de B(G + H)

B(G + H) > min (n(G), n(H))

En effet,
Soit A= {xi yj} un absorbant de G + H

Supposons que {yj |3 Xy yj - A} #Y , c'est-a-dire que 3 Yy < Y tel que
Ak X ¥y € A. ¥ x X , XY € X x Y ne peut étre absorbé que par un
sommet X y e A tel que {y, Yq! € F-

Donc  {x; |3 Xs Y; cA} = X.

De plus, { Y3 |3 X; yj ¢ A} est un absorbant de H et par suite:

- Proposition II.12

B(G + H) > min {max(n(G), 8(H)), max (8(G), n(H))}
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VIZING a conjecturé [ 68 ]:

B(G + H) > 8(6) . B(H)

Nous avons vu précédemment (propositions II.3 et II.6) deux bornes infé-
rieures pour le nombre d'absorption d'un graphe simple G:

n(G)

2
a(G™) et IO

oli A(G) désigne le degré maximum du graphe G.

On peut donc conjecturer:

B(G + H) > a(GY) . 8(H)
X ©
B(G+ H) > 1oy - B(H)

C'est ce que nous allons démontrer maintenant.

Soit A = {xi yi} un absorbant de G + H, de cardinal minimal.

Soit x ¢ X.
Soit x* = {x' ¢ X | {xx'} ¢ E} v {x} 1'image compléte de x;
. _ *
Soit B, = {yj €Y | x; Y5 € A et X; ex} B, est un absorbant de H.

En effet,
V’yi e Y, X Y € X x Y ne peut &tre absorbé dans G + H que par x yj

avec {yi, yj} e Fou yj = ¥; ou par x' y; avec {x, x'}e E donc x' ¢ x".

Soit S un ensemble maximum d'images complétes disjointes (au sens des sommets)

dans G.

S| . 8D, or, |S| = a(G7).

Ona B(G+H >
On a donc: R(G + H) z_a(Gz) . B(H) et par
synétrie: B(G + H) > 8(G) . a(H)

C'est-a-dire:

.Bzgposition 11.13 B(G+H) > max {u(GZ) . B(H), B(G) . a(HZ)
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Si 1'un des deux graphes, G ou H, est tel que son nombre d'absorption est
égal au nombre de stabilité de son carré, la somme cartésienne G + H

vérifie la conjecture de VIZING.

C'est le cas, on 1'a vu, des graphes de circonférence inférieure ou égale

a 3.

. Soit A = {xi yj} un absorbant du graphe G + H de cardinal minimal.
A chaque sommet x < X associons comme précédemment

B = {yj | X, yj e A et X € x*} ({BX| > B(H))

X
¥ x ¢ X, x appartient 2 ]x*] = dX + 1 images complétes de G (dx est le
degré de x dans G), or, dX + 1 <A(G) + 1
On a donc: . 5 < IBXI

Al >
- AG) + 1
n(G) . B(H)
BGH2 “FervT
et par symétrie:
H G
86 + ) » D08

ce qui donne bien:

~ Proposition I1.14

B(G + H) > max [K(’(E—)(% 8 , 80 - gl
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6.- UNE INEGALITE DU TYPE NORDHAUS-GADDUM

Soit G = (X;E) un graphe simple.
Soit PZ(X) 1'ensemble des pérties de X de cardinal 2.

Nous appellerons graphe complémentaire de G le graphe simple G = (X;E)
ol E = P,(X) - E.

Soit p un paramétre d'un gravhe G: par exemple nombre de stabilité, nombre

chromatique, diamétre, etc...

Une relation donnant des bornes de p(G) + p(G) ou p(G). p(G) sera dite
du type NORDHAUS-GADDUM. (cf. [8 ] et [37] )

Si la conjecture de VIZING est vérifiée on a:
B(G) . B(G) < B(G + G) pour tout graphe simple G.

I1 est facile de vérifier que B(G + G) = n(G).

I1 est donc logique de conjecturer:

B{G) B(G) < n(G)

Avec F.JAEGER nous avons démontré une proposition plus forte [cf. Annexe 1]

Proposition I1.15 [50]
"On peut partitionner les sommets d'un graphe simple G

en B(G) absorbants de G. (Et donc en B(G) absorbants de ).
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7. QUELQUES BORNES SUPERIEURES DU NOMBRE D'ABSORPTION [54]

Soit G = (X;E) un graphe simple.

Nous noterons: n = [X| ; m = |E|
§ =min [Tx| ; A = max Tl )
XeX XeX

c(G) désignera le cardinal maximal d'un couplage du graphe G.

On a pour B(G) un certain nombre de bornes supérieures évidentes:

B(G) < a'(G) ; B(G) < c(6)

VIZING a montré que [707:
B(G) <n(G) + 1 - /T + Zm(G).

Mais cette derniére borne n'est atteinte. si B(G) > 2, que pour les
s que p

graphes ayant des sommets isolés.
Elle est donc assez mauvaise pour des graphes réguliers ou presque réguliers.

Au paragraphe précédent, nous venons de voir que B(G) . B(G)< n (proposi-
tion II.15).

Cette borne est atteinte ¥n pour B(G) (ou B(G)) = 1 ou 2. Mais 1'est-elle
si B(G) > 2 et B(G) > 27

On peut montrer que Vk et & entiers, il existe un graphe G tel que B(G) = k

et 8(G) = & : G est formé d'un stable a (2-1) .k sommet, d'une clique 2

2
C sommets. Chaque sommet de la clique étant relié aux 2-1 sommets
(2-1).k

d'une (&-1) partie du stable.

- Mais pour un tel graphe G le nombre de sommets est tros grand devant k..
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L'objet de ce paragraphe est de domner en fonction de certains paramétres
(n, 8, 4, c), des bornes supérieures pour B(G), B(G) et pour certaines
fonctions de B8(G), B(G).

L'étude de B(G).B(G) et de mintB(G),B(C)] nous a été suggérée par ERDOS[I1].

Proposition I1.16

Soit G = (X;E) un graphe simple tel que B8(G) >2. et B(G) > 2. On a:

B(G) < c(G).

Démonstration

Soit A = {a1, Byy wens aB} un absorbant mi