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Dans l'analyse des travaux de recherche sur les graphes, on constate
une forte corrélation entre le type de probléme étudié et le champ d'applica-

tion de 1'étude, défini par les particularités des graphes que l'on considére.

Le développement de la théorie des graphes explique assez bien la
prolifération de nombreuses catégories de graphes ayant telle ou telle parti-
cularité : & un développement endogéne rapide de cette discipline, a toujours
été associée une forte croissance exogéne liée 3 la grande facilité de modéliser
une situation concréte par un graphe. Cependant, la plupart de ces applications
ont nécessité, soit la définition d'une nouvelle variété de graphes, soit 1'ex-

tension de la définition antérieure.

Jusqu'd présent la solution, consistant 3 partir d'une définition assez
vaste pour contenir toutes les variétés possibles de graphes, n'a été que peu
suivie (a l'exception de J. KUNTZMANN dans son livre '"Théorie des Réseaux"),
et il faut bien reconnaltre qu'au deld du caractére universel des définitions,

on ne parvient qu'artificiellement & unifier la problématique,
A problémes particuliers, donc, graphes particuliers. Et réciproquement.

Si 1'on cherche @ favoriser le développement exogéne de la théorie des
graphes on s'intéressera aux problémes extérieurs dont les objets sont suscep-
tibles de se modéliser par des graphes, on définira la variété de graphes la
plus adaptée au traitement d'un tel probléme et on étudiera les &léments re-

marquables dont la détermination constitue la solution du probléme posé.

Si, au contraire, on est plus attentif au développement endogéne de la
théorie, l'effort portera sur les résultats susceptibles de préciser les rela-
tions existant entre les divers éléments (invariants, parties remarquables,

etc..) déja définis et étudiés par ailleurs.

Nous avons eu l'occasion, lors d'études, dans les graphes sans circuits,
d'invariants issus de problémes d'informatique, de pratiquer la premiére ap-
proche décrite ci-dessus et de contribuer d enrichir ce que F. Harary appele

L'alphabet grec de la théorie des graphes.

Pour notre travail de theése, nous avons pensé qu'une démarche contri-
buant au développement endogéne de la théorie des graphes était plus apte a
produire un ensemble cohérent de réflexions et, pour renforcer encore cette

cohésion, nous avons adopté un point de vue plus radical dans la maniére de



considérer les éléments d'un graphe : au lieu d'entreprendre une &tude analy-
tique des relations entre €léments, nous avons privilégié le point de vue
synthétique en étudiant globalement les éléments (ici, les invariants) qui
sont en relation avec un élément (invariant) donné.

Ce point de vue n'est pas nouveau. Fn 1947, déja, la mise en dvidence
par W. Tutte d'un "anneau en théorie des graphes" permettait la définition
globale d'une classe d'invariants associés aux nombres de colorations d'un
graphe. La généralisation de cette construction aux matroldes (H. Crapo) per-
mettait & T. Brylawski d'expliciter en 1972 une théorie générale de ce type
de construction.

Notre travail est conforme 3 cet &tat d'esprit, Dans un premier temps,
nous montrons 1'existence, dans les graphes 4—réguliers,degroupeset d'anneaux
d'invariants 1iés au nombre de cycles eulériens et nous les interprétbns dans
la théorie de Brylawski. Dans une seconde étape, nous poursuivons la recherche
de structures associées 3 des invariants énumératifs dans des graphes eulériens
Plus généraux et nos résultats nous conduisent a proposerlune extension de la
modélisation de Brylawski qui rende compte 3 la fois des anciennes et des

nouvelles structures.

On trouvera, ci-aprés, un exposé des problémes traités dans cette thése,
dans 1'ordre logique dans lequel ils se font jour; la table des matiéres qui
suit cette présentation précisant 1'ordre adopté pour 1'exposé de leur réso-

lution.

~0=0~0=0—

Trois constations sur les énumérations eulériennes dans les multi-
graphes constituent le point de départ des résultats établis dans cette thése.
Tout d'abord, on observe que le dénombrement des cycles eulériens dans les
multigraphes peut se résoudre par la définition et 1la justification d'un
algorithme récursif fondé sur deux opérateurs : la réduction et la décompo-
sition. Puis on trouve que l'application de cet algorithme aux graphes
Y-réguliers permet la définition d'un polyndme énumérateur en une variable :
P(G,xz). Enfin, se référant 3 un travail théorique effectué par T.H. Brylawski,
on établit que P(G,x) est un exemple d'invariant universel canoniquement as-
socié au processus résursif de dénombrement et appelé par cet auteur

"invariant de Tutte-Grothendieck".



Ces trois é&léments servent de base & l'ensemble des travaux que nous
présentons. Dans un premier temps on établit que la possibilité d'identifier
notre polyndme d un invariant de Tutte-Grothendieck dépend des propriétés
structurelles des deux opérateurs qui définissent l'algorithme et que, parmi
ces propriétés, certaines sont vérifiées sur l'ensemble des graphes eulériens
(raffinabilité de la décomposition et distributivité de la décomposition par
rapport 3 la réduction), tandis qu'une autre (la raffinabilité de la& réduction)

a un champ d'application plius restreint.

Puis, sans quitter les graphes 4-réguliers, on cherche a étendre les
résultats précédents aux dénombrements de sous-ensembles de cycles eulériens
définis par des conditions locales. Les cycles unicursaux des représentations
sphériques des graphes 4-réguliers planaires et, de fagon plus générale, les
cycles correspondant aux circuits d'une orientation pseudo-symétrique d'un
graphe 4-régulier constituent des sous-ensembles pour lesquels il est possible
de définir un polyndme qui soit un invariant de Tutte-Grothendieck. Le premier
cas, qui n'est qu'un cas particulier du second, présente 1'intérét d'établir
une corrélation instructive entre les polyndmes que nous définissons dans cette
thése et le polyndme dichromatique de W.T. Tutte. Poursuivant cette générali-
sation, on établit qu'il n'existe pas d'invariant de Tutte-Grothendieck dans
le cas du dénombrement d'un sous-ensemble quelconque de cycles eulériens dé-
finis par des conditions locales, bien que 1'extension des méthodes précédentes
permette de définir un polyndme intrinséque. Cette propriété négative provient
de ce que la réduction n'est pas raffinable dans la totalité ded cas considérés.
On conclut alors cette étude en établissant que la propriété de raffinabilité

n'est vérifiée que dans les trois cas particuliers précédemment étudiés.

D'autres problémes surgissent avec 1'étude des graphes réguliers de
degré supérieur d 4. Il est possible de les résoudre et d'établir i'existence
d'un polyndme invariant pour les graphes réguliers de degré 6. De plus, ce
polyndme conduit 3 réaliser une extension de la théorie de Brylawski ou 1l'on
est amené a considérer une réduction formée de réductions partielles définies
d 1l'aide d'opérateurs externes et prenant leurs valeurs dans un module ou une
algébre. Cette construction semble &tre d'une grande généralité puisqu'elle
permet non seulement d'interpréter le polyndme relatif au dénombrement total
des cycles eulériens dans les graphes 6-réguliers et le polyndme relatif aux
dénombrements quelconques cans les graphes 4-réguliers, mais encore de poser
des conditions nécessaires & 1'existence d'un polyndme relatif aux graphes
eulériens quelconques et d'interpréter un invariant des graphes bipartis que

nous avons étudié par ailleurs.
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L'ensemble de ces résultats est générateur d'un grand nombre de ques-
tions ouvertes que nous avons annexées J cet-e thése. Parmi ces questions,
certaines visent d prolonger les résultats ocbtenus dans un sens théorique, les
autres 3 exploiter ces résultats pour une meilleure connaissance pratique des

graphes eulériens.

Les références bibliographiques et les indications de 1l'exposé précédent
ne donnent pas une idée exacte des échanges - mathématiques et personnels -
dort l'auteur se sent particulidrement redevable. Qu'il lui soit permis ici

de combler cette lacune.

Mon séjour - trop bref - au département de mathématiques du Mans m'a
valu d'avoir pu participer, en juin 1971, av Séminaire de Mathématiques
Supérieures de 1'Université de Montréal, consacré cette année-13 aux aspects
algébriques de la Combinatoire et de la Théorie des Graphes. G-C. Rota en
était 1'un des conférenciers; il eéxposa, avec la remarquable clarté dont il
est coutumier, sa vision de la Combinatoire et les grands résultats auxquéls
il &tait parvenu avec ses &ldves au M.I.T. (T.Brylawski, H. Crapo, C. Greene,
etc..). De ce séminaire naquirent les premiers résultats du présent travail.
C'est a M. Las Vergnas, qui fut un moment mon condisciple sur les bancs de
Montréal, que je dois de m'dtre penché plus précisément sur le travail de
Brylawski publié 1'année suivante. J'ai mentionné, ci-dessus, tout ce qui en
avait résulté pour 1'avancement de mes recherches. L'impulsion suivante fut
donnée par A. Bouchet, avec lequel j'eus 1'occasion de travailler quelques mois
avant de quitter définitivement Le Mans; il me suggéra les idées sur les k

partitions eulériennes et la définition du polyndme (|G| ,x).

Ensuite, 1'évolution de mon travail se fit davantage en fonction d'une
dynamique interne de recherche et les échanges personnels prirent le pas sur
les influences plus directement scientifiques. Outre les membres des deux
équipes de recherche qui m'ont jusqu'ici hébergé (celle du Mans et celle de
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CHAPITRE I

ALGORITHME D'ENUMERATION DES CYCLES FULERIENS DANS LES MULTIGRAPHES Finis






Le dénombrement des cheminements eulériens dans les graphes finis consiste

essentiellement en 1l'un des deux problémes suivants :

- dénombrement des circuits eulériens dans les graphes orientés pseudo-
P4 .
symetriques,
- dénombrement des cycles eulériens dans les graphes non orientés (ou

orientés).

La premiére question a été résolue, d'une part, par le théoréme suivant dd 3
VAN AARDENNE-EHRENFEST & N.J.DE BRUIJN [1951] .

"Le nombre de circuits eulériens dans un graphe orienté pseudo-symétrique
G = (X,U) est égal a

+ 1
A - ngx(d (x) - 1)

0
ol A, désigne le nombre d'arborescences maximales dont l'origine est un sommet X

donné de G et d¥(x) désigne le demi-degré extérieur du sommet X."

Ce résultat a été, par ailleurs, complété par une formule due d& R. BOTT &

J.P. MAYBERRY [1954], établissant que la valeur de A, est égale au déterminant

0
d'une matrice déduite de la matrice d'adjacence de G.

(1)

De l'ensemble de ces deux résultats se déduit un algorithme polynomial de

dénombrement des circuits eulériens.

En revanche, 1l n'existe pas dans la littérature de solution 3 la seconde

question. Le résultat précédent suggére néanmoins 1'approche suivante :

Pour un graphe eulérien, le nombre de cycles eulériens est la somme des
nombres de circuits eulériens des graphes pseudo-symétriques déduits du graphe
initial par orientation convenable des aretes. Malheureusement, cette solution
impose 1'énumération des orientations pseudo-symétriques d'un graphe eulérien et

(1)

il s'en déduit un algorithme non polynomial .

L'algorithme que nous proposons est également non polynomial(l). I1 présente
l'avantage sur le précédent d'etre a la fois un algorithme d'énumération et un
algorithme de dénombrement. De plus, les opérations que cet algorithme impose de
définir sur les graphes eulériens révélent avoir des propriétés intéressantes qui
sont établies & la fin de ce chapitre et seront fréquemment utilisées dans les

chapitres ultérieurs.

(1) L'annexe 2 est consacrée au rappel de quelques définitions élémentaires sur la
polynomialité des algorithmes et & la justification de ces affirmations.
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Pour la majorité des termes utilisés dans cette thése,nous adoptons la termi
nologie de C. BERGE [197d] et renvoyons d son ouvrage pour les définitions clas
siques de théorie des graphes. Cependant, il nous a paru préférable d'adopter 1
point de vue de W.T. TUTTE BQB&] en ce qui concerne la connectivité dans les
graphes. Les définitions tirées de ce livre sont rappelées au § 1. Le § 2 établ:
une définition "opérationnelle" d'un cycle eulérien dans les multigraphes finis
connexes. L'algorithme de dénombrement proposé se fonde sur deux opérations défji
nies dans les graphes eulériens : 1a réduction en un sommet réductible et la
déccmposition selon un cocycie de cardinal 2. Ces opérations sont respectivement
décrites aux § 3 et 4. L'existence d'une décomposition canonique d'un graphe eu-
lérien d'indice de connexité 2 en composantes eulériennes d'indice de connexité
fait 1'objet du § 5. Enfin, le § 6 énonce‘et justifie l'algorithme de dénombreme

des cycles eulériens d'un graphe fini.



1. DEFINITIONS

Les termes de théorie des graphes employés ici sans que leur définition soit
rappelée sont empruntés au livre de C. BERGE [19701. Les rappels ci-aprés précisent
la traduction de la terminologie de W.T. TUTTE [1966] relative 3 la connectivité

dans les (multi)graphes.

1.1.
Soit G = (X,E) un graphe fini. n(G) et m(G) désignent respectivement le

cardinal de X et celui de E.

Un sous—graphe partiel H = (Y,F) de G est défini par un sous-ensemble Y de
X et un sous-ensemble F de E, tels que tout sommet incident 3 une aréte de F ap-
partienne a Y.

En particulier, le sous-graphe G[Y] est défini par un ensemble Y de sommets
et l'ensemble F des arétes dont les deux extrémités appartiennent a Y.

Si H = (Y,F) est un sous-graphe partiel de G = (X,E), dH(x), pour X appar-
tenant a Y, représente le degré partiel de X dans H. Les sommets d'attachement du
sous-graphe partiel H sont les éléments de Y qui ont un degré partiel dans H stric-
tement inférieur & leur degré dans G. L'ensemble qu'ils forment est désigné par

W(G,H).

1.2.

Par intersection (resp. union) de deux sous-graphes partiels d'un graphe G,
nous entendons le sous-graphe partiel de G défini par l'intersection (resp. 1'union)
des deux ensembles de sommets et 1l'intersection (resp. l'union) des deux ensembles
d'aretes. Par ailleurs, le complément H d'un sous-graphe partiel H = (Y,F) de
G = (X,E) est le sous-graphe partiel de G défini par 1'ensemble E-F d'arétes et
l'ensemble X-(Y-(W(G,H))) de sommets.

On définit deux sous-graphes partiels particuliers, relatifs & un sous-en-
semble F des arétes du graphe G(X,E). G:F est le graphe partiel (X,F) et G.F est
la réduction de G & F, que 1'on peut définir par E??E c'est encore le graphe obtenu

a partir de G:F par suppression des smmets isolés.

1.3.

Considérons un graphe G = (X,E) et un sous-ensemble J de X. Par gbus
d'éeriture, nous désignerons également par J le sous-graphe partiel de G sans arete

et dont l'ensemble des sommets est J.
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Un sous-graphe partiel H de G est dit détaché mod.J (ou J-détaché) si ses
sommets d'attachement appartiennent 3 J. Remarquons, en particulier, que G,

d et tous les sous-graphes de J sont J~détachés.

Soit D(J) l'ensemble des Sous-graphes partiels de G détachés mod.J et non

[1:2
L}

inclus dans J. On définit les composantes mod.J (ou J-composantes) comme les &1

ments minimaux de D(J) au sens de 1l'inclusion des sous-graphes partiels.

On démontre que les J-composantes d'un graphe G = (X,E) donné réalisent
une partition de E.

Ces définitions se généralisent au cas od J e€st un sous-graphe partiel quel
conque de G (TUTTE [1966]). Seul le cas particulier ci~dessus nous sera utile danes

la suijite.

1.4,

Un graphe G est dit k-séparé s'il contient un sous-graphe partiel H tel que

(1) Min {m(H), m(H)} 3 k,

(ii) [W(G,H)| = k.

La connectivité A(Q) du graphe G est le plus petit entier, s'il existe, te
que G soit k-séparé. Si cet entier n'existe pas, G est de connectivitd infinie.

Pour toute valeur entidre p, inférieure ou égale 3 A(G), G est dit p-connexe.

Remarquons que, selon ces définitions, un graphe connexe de plus de un som-
met et possédant une boucle est de connectivité 1. Pap ailleurs, un graphe de plus
de deux sommets et comportant des ar@tes mulv:iples est 2-séparé. Ainsi un graphe

3-connexe d'ordre supérieur ou égal A 3 est nécessairement un graphe simple.

C. BERGE [1970 p.158] donne une définition différente de la connectivité
dans les graphes. Cependant, pour les graphes simples, la définition de C. BERGE

est équivalente 3 celle que nous avons présentée icji.

On désigne par Pb,;);l, et on appelle polygone de p arétes ("p-gon" dans la
terminologie anglo-saxonne) le graphe connexe composé de p sommets de degré 2. En
particulier, le graphe Pl est composé d'un sommet et d'une boucle incidente 3 ce
sommet. Fp, ou fuseau de p arétes ("P~bond"), est, pour p supérieur ou égal 3 1,
le graphe d'ordre 2 composé de p arétes en paralléle. Enfin, Cp, graphe-chaine de p
aretes ("p-chain") est, pour tout indice p positif ou nul, le graphe partiel de P

ptl

obtenu par su ression d'une aréte uelconque.
q q
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Les graphes Cp sont de connectivité 1 pour p 3 2; Pp et F_ sont de connec-
tivité 2 pour p supérieur ou égal 3 4. En revanche, Cy» Fq (ou Cy), Fy(ou Py),

P3 et P3 sont de connectivité infinie.

2. DEFINITION DES CYCLES EULERIENS DANS LES MULTIGRAPHES

2.1,

La plupart des définitions des cycles eulédriens, bien que suffisantes
pour en caractériser 1'existence, se révélent incapables de décider si deux
cycles eulériens sont distincts ou non. Elles ne sont donc d'aucune utilité

pour effectuer des dénombrements.

Il est nécessaire de préciser le contenu de la définition, ce que nous
avons fait en choisissant les trois idées suivantes :
1) Un cycle eulérien est un cheminement simple qui utilise toutes les
arétes du graphe.
2) Deux cheminements déduits 1l'un de 1'autre par une permutation circu-
laire sur les ar@tes représentent le méme cycle eulérien.
3) Deux cheminements déduits 1l'un de 1l'autre par inversion de 1l'ordre

des arétes représentent également le méme cycle eulédrien.

Ces choix conduisent & une définition équivalente 3 celle de P. ROSENTIEHL
[1973]; ils n'ont cependant rien d'universel puisque W.T. TUTTE [1966 p.36}
effectue des dénombrements de cycles 3 partir d'une définition fondée sur 1),

2) et non 3).

Le contenu de cette définition étant fixé, reste 3 préciser sa formula-
tion. Nous avons opté pour une présentation "statique", c'est-a-dire une pré-
sentation qui élimine toute notion de succession d'arétes, et qui se révéle
particuliérement adaptée aux opérations récursives que nous décrivons dans la
suite de ce chapitre. Cette définition s'inspire des notions introduites par

A. KOTZIG [1968].

2.2.

Soit G = (X,E) un multigraphe sans boucle. On appelle transition relative
au sommet X de G un couple (X,{a,b}) composé du sommet X et d'un ensemble de deux

de ses aretes incidentes.

Définition : Un cycle simple du graphe G = (X,E) est un ensemble de transitions de

G vérifiant les trois conditions suivantes

(1) Chaque aréte de E apparait 0 ou 2 fois dans l'ensemble des transitions,
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(ii) Si une ar@te apparait deux fois, elle apparait dans deux transitions

relatives a des sommets différents,

(1ii) La relation binaire symétrique induite sur E par ces transitions est
connexe (c'est-3-dire que le graphe associé ayant E pour ensemble de

sommets est un graphe connexe -Cf.infra 2.3).

Un cycle eulérien est un cycle simple pour lequel chaque ar&te apparait de

fois dans l'ensemble des transitions.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un graphe possdde un cycle
eulérien est connue depuis L. EULER [@736] : le graphe doit &tre connexe et tous
Ses sommets doivent étre de degré pair. Un tel graphe est appelé dans la suite
graphe eulérien.

2.3.

Nous illustrerons ces définitions en donnant des définitions équivalentes

sur le graphe adjoint associé au graphe G.

Le graphe adjoint ("line-graph") du graphe G sans boucle, est un 2-graphe
noté L(G). Ses sommets sont en bijection avec les arétes de G; entre deux sommets
de L(G) 1l existe autant d'arétes qu'il y a de sommets communs entre les arétes co:

respondantes de G. Les arétes de L(G) sont ainsi en ‘bijection avec les transitions
de G.

Soit G un graphe eulérien et L(G) son graphe adjoint. Par 1a bijection préc:
dente, l'ensemble des transitions d'un cycle simple (resp. eulérien) définit un

cycle élémentaire (resp. hamiltonien) de L(G).

De plus, pour un sommet quelconque X de G, désignons par E l'ensemble des
arétes incidentes 3 X. Les arétes du cycle élémentaire (resp. hamlltonien) de L(G)
qui correspondent aux transitions, relatives au sommet X »d'un cycle simple (resp.
eulérien) de G,déterminent un couplage (resp. un couplage parfait) dans le sous-
graphe L(G)[E ]

On appelera séparation en X un ensemble de transitions relatives au sommet X
qui réalise une partition des arétes incidentes a X, c'est-3-dire un couplage par-
fait dans L(G)[E ]. Se donner un systéme de G consiste 3 se donner une séparation

en chacun des sommets de G. Un tel systéme est dit transitif s'il correspond 3 un

cycle eulérien de G.
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La définition d'un cycle eulérien qui vient d'&tre donnée ne peut s'appliquer
aux graphes avec boucles. On peut y remédier de deux fagons, soit en modifiant la
condition (ii) de cette définition, soit en transformant les bouclas. C'est ce

deuxiéme parti que nous adoptons ici.

Soit G un graphe avec boucles; on désigne par 8 le graphe sans boucles dé-~
duit de G en remplagant tout sous-graphe partiel de G composé d'une boucle et de
son sommet d'incidence par un sous-graphe isomorphe a F2 et de méme sommet d'atta-
chement. Par définition, 1l'ensemble des cycles eulériens de G est mis en bijection
avec l'ensemble des cycles eulériens deZ§; on désignera indifféremment son cardinal
par N(G) ou N@G).

Le parti qui est adopté ici revient, en quelque sorte, a distinguer deux
"sens de parcours" dans une boucle. Ce choix n'est pas original : c'est celui qui
résulte également des définitions de W.T. TUTTE et P. ROSENSTIEHL mentionnées pré-
cédemment.

Remarquons que si 1'on refuse une telle convention, il convient simplement
de considérer que la valeur de N(a)'-que nous allons calculer dans la suite - est

~

non pas égale a N(G) mais 3 Qb.N(G) (ol b désigne le nombre de boucles de G).

Un sommet de degré 2 ne permet la définition que d'une transition et donc
d'une séparation unique. Si un tel sommet est adjacent d deux sommets distincts,
il peut &tre supprimé sans inconvénient de 1la fagon suivante. On appelle branche
(C. BERGE [1970 p.28]) d'un graphe G un sous-graphe partiel maximal de G isomorphe
3 un graphe chaine d'au moins deux arétes et dont les seuls sommets d'attachement
dans G sont les extrémités de la chalne. Un graphe eulérien est dit normalisé s'il
ne posséde ni boucle ni branche. A partir d'un graphe eulérien sans boucle, G, on
construit un graphe normalisé G0 en remplacant chaque branche de G par une aréte
de mémes extrémités (on se convaine aisément que le graphe G, obtenu est indépen-
dant de l'ordre des remplacements effectués). Dans un tel graphe, les seuls sommets

de degré 2 ont un cocycle composé de deux arétes en paralléle.

Dans un graphe eulérien normalisé G = (X,E), on appelle noeud tout sommet
de degré supérieur ou égal 3 4. L'ensemble des noeuds de G est désigné par N; son
complémentaire dans X (c'est-a-dire 1'ensemble des sommets de degré 2) est désigné

par Z. Par abus de langage, nous définissons I'ordre de G comme le cardinal de N.
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Soit G = (X,E) un graphe eulérien normalisé et X, Y deux noeuds de ce

graphe; on désigne par K(X,y),

- soit le graphe isomorphe 3 Fl et d'extrémités X et y, si ces deux noeuds
sont distincts,
- soit, dans le cas contraire, le graphe isomorphe 3 F2 dont 1'un des deux
sommets est X et dont l'autre est un sommet Z n'appartenant pas a X.
Dans chacun des deux cas, les ardtes de K(X,Y) sont, par définition,
distinctes de celles de G.

La suite de ce chapitre est consacrée au dénombrement des systémes transi-

tifs d'un graphe eulérien normalisé - appelé dorénavant graphe normalisé - d'ordre i

3. OPERATION DE REDUCTION

3.1.

Rappelons qu'un point d'articulation d'un graphe G quelconque est un sommet
X qui détermine plusieurs {Xx}-composantes. Par ailleurs, toute {X}-composante
d'un graphe eulérien est un graphe eulérien. Aussi, motivé par le fait que seuls
les graphes normalisés sont 1'objet de notre étude, nous désignerons par
{X}-composante d'un graphe normalisé, non pas la {X}-composante elle-méme, mais
le graphe normalisé qui s'en déduit.

~

Soit G = (X,E) un graphe normalisé d'ordre supérieur ou égal 3 2 et N
l'ensemble de ses noeuds. Considérons un sommet Z de X-N et le noeud X auquel il
est adjacent. Le sous-graphe G[{x,z}]est une {X}-composante de G. Une telle compo~
sante, déterminée par un sommet de X-N, est - improprement - appelée boucle. Les
{X}-composantes qui ne sont pas des boucles, contiennent nécessairement un noeud
différent de leur sommet d'attachement; elles sont appelées composantes propres
de G.

Une articulation essentielle de G est un point d'articulation X qui définit
au moins deux {X}-composantes propres. Les autres points d'articulation sont ap-

pelés articulations boucldes.

Enfin, les noeuds qui ne sont pas des points d'articulation constituent les
sommets réguliers de G,

La suite de ce paragraphe décrit une réduction récurrente des graphes nor-
malisés; la récurrence porte sur .'ordre de G, c'est-d-dire sur le cardinal de

l'ensemble des noeuds.
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3.2. Reéduction_en_un_ sommet ndgulien

Nous définissons tout d'abord une opération de réduction en tout sommet
régulier d'un graphe normalisé d'ordre supérieur ou égal 3 2. Cette définition

sera ensuite &tendue (Cf. 2.4.) aux articulations boucldes.

Soient X, de degré 2 (p3z2), un sommet régulier d'un graphe normalisé
G = (X,E) d'ordre n(n : 2%, {ez,ez,..., e2p} 1l'ensemble de ses arétes incidentes
et{xz,x2,...,X2p}la famille des sommets adjacents 3 X; Xj étant ad‘acent 3 X par
l'arete ej.

Considérons 1l'ensemble A ={§ ,62,...,5h} des séparations en X. Pour une

2 . . N .o Z
separation §. donnée, on associe i chacune de ses transitions, T = (x,{er,es}),
7
= K{(xX ,X
le graphe Hk ( o s)

On pose

- p 7
¢, = ax-x] P, u

Un tel graphe est un graphe normalisé d'ordre (n-1)- on vérifiera en parti-
culier qu'il est connexe. La famille {Gi/l.si.sh} est la famille des graphes réduits
de G en X.

Sotent G un graphe normalisé d'ordre supérieur ou égal d 2, X un sommet régu-
lier de G et {Gi/ls'is‘h} la famille des graphes réduits de G en X; on vérifie

_ A
Ne) = 57N

o N(H) désigne le nombre de cycles eulériens du graphe H.

Preuve : Un systéme transitif de G détermine une séparation 6i en X et un

systéme transitif du graphe Gi associé. Et réciproquement. /

Par ailleurs, le nombre des séparations en un sommet régulier X de degré 2p
est, comme nous l'avons remarqué, le nombre de couplages parfaits du graphe complet
1 =x_A3 .
K2p’ c'est-a-dire :
ho= (2p)1/2P | pr= (2p-1)11

Considérons un graphe G et un sommet bouclé X de ce graphe. Supposons que X
soit de degré 2g dans G et que le nombre de boucles attachées au sommet x soit
égal a k (1sksqg-1). Désignons par H le graphe normalisé déduit de 1l'unique compo-

sante propre déterminée par X.
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I1 est clair que tout cycle eulérien de G détermine un cycle eulérien de

obtenu en "shuntant" les boucles attachées au sommet X.

Inversement, on montre par récurrence sur le nombre k de boucles au somme
X qu'un cycle eulérien de H est 1'image de 2k. (g-1)1/(g-k-1)! cycles eulériens
de G.

Si k est différent de (g-1), X est un sommet régulier de H. Pap définition
les graphes réduits de G en une telle articulation bouclée X, sont les graphes

réduits en X de la {X} ~composante propre H de G.

La propriété suivante fait la synthése de la propriété 3.3. et des

remarques ci-dessus.

Sotent G un graphe normalisé d'ordre n supérieur ou égal a 2, x, de
degré 2q, une articulation bouclée de G, H le graphe normalisé déduit de 1q {X}-

composante propre que cette articulation détermine et k le nombre de boucles de X.

51 k = q-1, H est d'ordre (n-1) et on vérifie

k

N(G) = 2" . kr . N(H) .

Pour k € q-2, posons d,(X) = 2p; appelons {GJ’Gg""’Gh} la famille des
graphes réduits de G en X, alors

N©) = 2 L gm0/ -] 2 NE,), avee B = (2p-1) 11 .y

On peut tirer des propriétés 3.3. et 3.5. un algorithme de dénombrement
vdes cycles eulériens dans-les graphes normalisés. Néanmoins, 1'opération de
décomposition décrite dans le paragraphe suivant permet d'améliorer cet algo-
rithme (Cf. § 6). De plus, cette opération a un intérét théorique important qui

sera mis en évidence dans les chapitres ultérieurs.
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4. OPERATION DE DECOMPOSITION

4.1.

L'opération de décomposition décrite ci-aprés est définie pour les graphes
normalisés d'indice de connexité 2 (C. BERGE [1970 p.174]). Nous considérerons
donc dans la suite un graphe normalisé G = (X,E) dans lequel il existe une parti-
tion de X en deux ensembles A et B, tels que leur cocycle commun, noté w, soit de
cardinal 2. Afin d'exclure des éventualités dénuées d'intérét, nous imposons de

surcroit que A et B soient de cardinal supérieur ou égal 3 2.

Désignons par [U,VJ et [u',v'] les deux ardtes du éocycle w, avec U,Uu'c A
et V,v'¢ B. On définit
G' = G[A] U K(u,u")
et G" =G[B] Y K(v,v')  (Cf. 2.6.)

Les deux graphes G' et G" sont les graphes décomposés de G selon w. Ce sont
des graphes normalisés tels que l'ordre de G (au sens ol nous 1'avons défini en

2.5.) est la somme de leurs ordres.

Soit G un graphe normalisé et w un cocycle de G de cardinal 2. Si G' et G"

sont les graphes décomposés de G selon w, la relation suivante est vérifiée :

N(G) = N(G") . N(G"™) .

Preuve : La réunion d'un systéme transitif de G' et d'un systéme transitif

de G" détermine un systéme transitif de G et réciproquement. /

Considérons le cas particulier d'un graphe normalisé d'ordre supérieur ou

égal 4 2, qui comprend un noeud X de degré 2k, auquel sont attachées (k-1) boucles.
Le nombre de cycles eulériens de ce graphe peut s'évaluer de deux maniéres.

a) X est une articulation bouclée de G : en effet, ce sommet détermine k

{X}-composantes dont une seule est une composante propre. On désigne par H le graphe

~

normalisé correspondant 3 cette composante. Par réduction de G en X, on obtient
1'équation suivante

NGG) = 2K2

. (k-1)! N(H) .
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b) Les deux arétes incidentes i X qui n'appartiennent pas i des boucles
constituent un cocycle de cardinal 2 de G. Les graphes décomposés de G selon ce
cocycle sont, d'une part, un graphe d'ordre ., G', composé de k boucles inéidentes

au sommet X, et d'autre part, le graphe H. Par décomposition de G, on obtient
N@G) = N(e') . N(w)
De cette double évaluation de N(G), on déduit le résultat suivant.

Propniéxe : Le graphe normalisé Bk, d'ordre 1, composé de k boucles vérifie :

NEKY = KT (ke1)r = (2ke2) 11 .

Les notations de cette section sont les mémes que celles des sections pré-
cédentes. Nous supposons que le graphe normalisé G contient un sommet réductible X
(c'est-d~dire un sommet régulier ou une articulation bouclée) et un cocycle w de
cardinal 2 qui n'est pas inclus dans celui da {X}(Q). Soit G' = G[A](}K(u,u') celu

des deux graphes décomposés de G selon w qui contient le sommet X.

PropniBte : Si X est un sommet régulier de dagré 2p dans G, c'est également un som

met régulier de degré 2p dans G'; si, dans G, X est une articulation bouclée de

degré 2q d laquelle sont attachées k boucles (ksq-1), 21 en est de méme dans G'.

Preuve : Nous allons montrer ce résultat en établissant une bijection
entre les {X}-composantes de G et celles de G!'.

Tout d'abord constatons que toute {x}-composante de G qui ne contient pas
de sommet de B = X-A est également une {X}-composante de G' disjointe de K(u,u')
et réciproquement.

Soit & présent une {X}-composante C de G qui contient un sommet y de B,
Puisque W(G,C) = {Xx} et que G[B] est connexe, cette composante contient 3 la fois

tous les sommets de B et les deux arétes du cocycle w; C est donc unique.

Etablissons que le sous-graphe partiel C' = (Cf]G[}])lJK(u,u'), de G' est
une {X}-composante de G'. En effet, d'une part {X} est bien le seul sommet d'atta-
chement de C' dans G'; supposons d'autre part, que ce sous-graphe partiel soit la

réunion de deux sous-graphes partiels H et H' de G' tels que

W(G',H) = W(G',H')
et HN H

{x}
{x}.

(2) La situation exclue par cette hypothése est celle analysée par la section pré-
cédente : celle ol X est une articulation bouclée 3 laquelle est incident un
cocycle de cardinal 2.
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De fagon évidente, le sous-graphe partiel K(U,u') serait alors nécessaire-
ment contenu dans l'un des graphes précédents (H, par exemple). H' serait alors
inclus dans GEA] et H' contiendrait une {X}-composante C' de G' dont 1'intersection
avec K(U,u') est vide. D'aprés la premidre remarque de cette preuve, C' serait
alors également une {X}-composante de G, distincte (et donc disjointe) de C. L'hy-
pothése de 1l'existence de H et H' constitue donc une contradiction puisque par
ailleurs G' doit &tre un sous-graphe partiel de H' et que nous avons supposé H'

inclus dans C.

Ainsi, (Cf\G[}]) U K(u,u') est une {X}-composante de G'. C'est nécessaire-

ment une composante propre, sinon w serait inclus dans w({X}). /

Poursuivons 1l'analyse de la section précédente. Considérons le graphe réduit
de G qui correspond a la séparation Gi au sommet X (Gi)' Le sous-graphe B = X-A
est contenu dans l'ensemble des sommets de Gi et détermine dans ce graphe un co-
cycle de cardinal 2. Par décomposition selon ce cocycle on obtient, ainsi qu'il
est facile de le vérifier, deux graphes décomposés dont l'un est G" et dont 1'autre

est le graphe réduit de G' au sommet X associé & la séparation 8

Nous écrivons G = Gl + G2 tou0. + Gh pour exprimer que {Gl’ G2,...,Gh}est
la famille des graphes réduits de G en un sommet réductible X. Le fait que (G',G")
soient les deux graphes décomposés de G, selon un cocycle de cardinal 2, est traduit

par G = G'.G".
Les remarques des deux dernidres sections peuvent se résurer ainsi

cle de G de cardinal 2, non inclus dans w({X}); supposons que la réduction de G en
X et la décomposition de G selon w s'éerivent respectivement :
G = G1 t+ Gy, +... + G
et G =G' ., G"

h

et que X appartienne au sous—ensemble de sommets de G qui définit G'. X est alors

un sommet réductible dans G' et, st l'on déerit cette réduction par G' = Gi+... + G,
on vérifie
G = (B] +... ¥ G) . 6" = (B .G") +.... + (6. G")./
Le paragraphe suivant est consacré 3 la commutativité de 1'opérateur de

~

- 3 . [ . Pd
décomposition et & 1'existence d'une décomposition ultime d'un graphe normalisé en

composantes qui sont des graphes normalisés 4-aréte-connexes.
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I

5. DECOMPOSITION D'UN GRAPHE NORMALISE D' NDICE DE CONNEXITE 2 EN COMPOSANTES
NORMALISEES 4-ARETE-CONNEXES

On rappelle qu'un graphe normalisé est un graphe eulérien particulier et
que, de ce fait, il est connexe. Tout cocycle, w, de cardinal 2 d'un tel graphe
est minimal et les deux composantes du graphe partiel G.(E-w) sont les deux sous-
graphes G[A] et GEX—A], ol A est un des deux ensembles de sommets dont le cocycle
est w. De plus, l'on exclut, comme dans le paragraphe précédent, le cas dans lequel

A ou X-A est de cardinal 1.

Etablissons tout d'abord le résultat élémentaire contenu dans le lemme
suivant. Dans 1l'énoncé de ce lemme, 1'expression "{X}-composante d'un graphe G
normalisé" désigne la notion définie au § 1.3., et non pas la particularisation

qui en a été faite au § 3.1..

Lemme : Soit G un graphe normalisé. Pour toute articulation essentielle X de G et

tout cocycle w de cardinal 2 de G, il existe une {X}-composante de G qui contient y

Preuve : Au sens du § 1.3., 1l'ensemble des {X}-composantes de G, pour une

articulation X donnée, réalise une partition des arétes de G.

Soit H une {X}-composante de G contenant, au moins, une aréte de w; E(H)Nw
est un cocycle de H. Or, H est un graphe eulérien (non nécessairement normalisé),

donc tout cocycle de H est de cardinal pair : E(H) contient donc w. /

Déginition : Un cocycle primitif d'un graphe ncrmalisé G = (X,E) est un cocycle de

G, de cardinal 2, tel que l'un au moins des deux sous-graphes G[ﬁ] ou G[}-A] soit

2-ardte-connexe.
Etablissons quelques propriétés élémentaires de ces cocycles primitifs,

Propiiete : Toute aréte d'un graphe normalisé appartenant & un cocycle de cardinal &

~

appartient d un cocycle primitif de ce graphe.

Preuve : Soit G = (X,E) un graphe normalisé et w(A) = {e,e'} un cocycle de
cardinal 2 de G. Considérons le sous-graphe H = G[A]. Si H est 2-ar@te-connexe, w
est un cocycle primitif. Sinon, il existe une aréte @ qui estunisthme de H et une
partition de A en deux ensembles B et C tels que, dans H, w(B) = w(C) = {a}. Dans
G, les cocycles de B et C sont chacun contenus dans {a,e,e'}, Or, comme ils doivent
€tre de cardinal pair, que chacun d'eux doit contenir @ et qu'ils ne peuvent conte-
nir simultanément l'aréte € (resp. €'), l'un d'eux est nécessairement égal a {a,e}

et l'autre a {@, €'}, Supposons w(B) = {a,e}.
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Ainsi, il existe dans G un ensemble B, strictement contenu dans A, qui dé-
termine un cocycle de cardinal 2 auquel appartient €. La discussior. se poursuit
selon que G[B] est 2-aréte-connexe ou non. On considdre ainsi une suite d'ensembles
strictement inclus les uns dans les autres, qui déterminent tous un cocycle de car-
dinal 2 auquel appartient l'aréte €. Au bout d'un nombre fini d'étapes, on aboutit

soit 3 un sous-ensemble D tel que(SEﬂ soit 2-aréte-connexe, soit & un sous-ensemble

de cardinal 1.

La seconde éventualité est impossible. En effet, si tel était le cas, le
sommet Z constituant cet ensemble de cardinal 1 serait de degré 2 et, puisqu'il
appartient 4 un graphe normalisé, il serait adjacent 3 un noeud X par une arete
double (Cf. 3.1.). Le sous-graphe G[{X,Z}] serait alors une {X}-conposante de G
(aussi bien au sens du § 1.3. que du § 3.1.). L'aréte e, incidente & Z n'appar-
tiendrait alors & aucun cocycle de cardinal 2 de G en vertu, d'une part du lemme
précédent qui affirme que ce cocycle devrait &tre inclus dans G[IX,Z}] et, d'autre
part du fait que nous ne considérons pas comme cocycle d'un graphe normalisé un

cocycle composé des arétes incidentes 3 un sommet de degré 2.

Cette conclusion est en contradiction avec les hypothéses faites sur e.
On déduit de cette contradiction qu'il existe dans G = (X,E) un sous-ensemble D

de X tel que w(D) soit un cocycle primitif de G qui contienne e. /

Cet argument prouve également le résultat suivant

Y

Corollaine : Si une aréte d'un graphe normalisé G appartient d un zocycle de car-

dinal 2 non primitif, cette aréte appartient d deux cocycles primitifs de G.

Preuve : L'analyse précédente peut en effet &tre faite 3 1la fois pour G[A]
et G[x-A]. /

Une aréte d'un graphe normalisé G = (X,E) ne peut appartenir & plus de 2

cocycles primitifs de ce graphe.

Preuve : Soient w, w' et w" trois cocycleé primitifs distincts contenant
l'aréte e. Désignons par a, b, C respectivement la seconde aréte de ces cocycles
et par A, B, C respectivement les sous-ensembles de X dont les cocycles sont w,

w' et w" et tels que GI:A], G[B:I et G[C] soient 2-aréte-connexes.

Supposons que AA B soit non vide, alors le cocycle w(ANB), inclus dans
w(A)V w(B), c'est-a-dire dans {e,a,b}, serait également non vide. Par construction,
ni €, ni @ n'appartiennent 3 G[}J, donc dans ce sous-graphe, le cocycle w(Af} B)
serait de cardinal au plus 1. On en déduirait que G[}] ne peut pas &tre 2-aréte-

connexe, ce qul est contraire 3 nos hypothéses.
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I1 en résulte que les trois ensembles A, B et C sont nécessairement deux
d deux disjoints. Or, ils doivent chacun contenir une extremité de 1l'aréte e, ce
qui conduit 3 une nouvelle contradiction de laquelle on déduit 1'impossibilité de

l'existence de trois cocycles primitifs contenant 1l'aréte e. /

Conolhaine : Soit M(G) le graphe simple dont les sommets sont les avdtes du graphe
normalisé G = (X,E) et dont les aqrétes Jotgnent tout couple d'éléments de E qui
constitue un cocycle primitif de G. Les composantes connexes de M(G) sont isomorphe

N N N 5 3).
soit 4 K5 soit g Ky, soit a Pk(k )

Preuve : D'aprés la propriété précédente, le degré maximum de M(G) est deux
Suppcsons, par ailleurs, qu'il existe dans M(G) une chaine (ouverte) de longueur
égale a 2: {a,b,c}. {a,b} et {b,c} constituent des cocycles primitifs de G donc i1
existe, en vertu de l'argument de la propriété précédente, deux sous-ensembles dis-
joints, A et C, de X tels que w(A) = {a,b}, w(¢) = {b,c} et qQue chacun de ces sous-

ensembles contienne une extrémité de 1'arste b,
Il en résulte que Ay C contient les deux extrémités de b. Or,

w(AVC) <€ w(A) U w(C)
c {a,b,c}

Mais, b n'appartient pas au cocycle de AUC (d'aprds ce qui précéde), donc
w(AUC) = {a,c} . {a,c} est ainsi un cocycle, pas nécessairement primitif,
de G. Si ce cocycle est primitif, c'est-3-dire si G[?—(Alle] est 2-aréte-connexe
la chalne considérée appartient a une composante connexe isomorphe a P3. Dans le
cas contraire, a appartient & un cocycle non primitif de G et donc 3 deux cocycles
primitifs de G (corollaire 5.1.). I1 en résulte que, dans M(G), tout sommet adja-
cent d un sommet de degré 2 est lui-méme de degré 2, et que les composantes connexes

de plus de trois sommets sont isomorphes 3 des polygones. /

Enfin, on peut énoncer un dernier résul-at relatif aux cocycles de cardinal

2 non primitifs.

Dans un graphe normalisé G = (X,E), tout cocycle de cardinal 2 non primitif
est constitué de deux éléments de E correspondant & deux sommets non adjacents

d'une méme composante connexe de M(G); et récivroquement.

Preuve : Considérons un cocycle {a,b} non primitif de G et désignons par A
un des deux sous-ensembles de X tels que y(A) = {a,b}. Nous savons, d'aprés la
preuve de la propriété 5. 1. qu'il existe un sous~ensemble B de A et une ardte € de

G[}] tels que y(B) = {a,C} et que G[E] soit 2-aréte~connexe.
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Considérons A-B

w(A-B) C w(A) U w(B)
C {a,b,c} .

Or, @ n'est incidente d aicun sommet de A-B, donc w(A-B) = {a,c}.

Si G[A-B] est 2-aréte-connexe, [a,c] et [C,tﬂ sont deux arites de M(G) et
la proposition directe est démontrée. Sinon, on a mis en évidence un sous-ensemble
strict de A, dont le cocycle est non primitif et qui contient b. Ea répétant le
procédé précédent, on obtient finalement un cocycle.primitif contenant b; les cons-
tructions successives qui aboutissent 3 ce résultat déterminent une chaine de M(G)

liant a et b.

Réciproquement, considérons une composante connexe de M(G) et deux sommets
a8 et b non adjacents de cette composante (nécessairement, cette composante doit
étre d'ordre supérieur ou &gal & 4). Considérons une chaine liant a et b dans M(G);
chéque aréte de cette chaine correspond 3 un cocycle primitif de G et & chacun de
ces cocycles primitifs correspond un (et un seul) sous-ensemble de sommets de G,
réalisant un sous-graphe 2-aréte-connexe, et dont le cocycle est ce cocycle primitif,
Ces sous-ensembles sont de plus deux 3 deux disjoints. La réunion de ces sous-en-

sembles a pour cocycle {a,b}, ce qui montre 1la proposition réciproque./

Considérons un graphe normalisé G = (X,E) et posons [E] = m. Dans la suite

nous identifierons les sous-ensembles de E 3 des éléments de (ZZ/QZZ)m.

Soit M le sous-module de (Z/22Z)" engendré par les cocycles de cardinal 2
de G. Nous savons, d'aprds la propriété précédente, qu'il est possible de trouver

une base de M exclusivement composée de cocycles primitifs.

On nomme indice de décomposabilité de G et on dénote par k(G) le cardinal
d'une base de M. C'est encore, comme nous le montrerons dans la partie C de la

preuve ci-dessous, le nombre cocyclomatique de M(G).

Propnixe : Sotent G= (X,E) un graphe normalisé, B un ensemble de cceycles primitifs

de G constituant une base du module des cocycles de cardinal 2, w vn élément de B

et G', G" les deux graphes décomposés de G selon w. On vérifie :

k(G) = k(G') +k(G") + 1.
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Preuve : Nous allons construire un ensemble de cocycles primitifs de G!
(resp. de G") formant une base du module des cocycles de cardinal 2 de G' (resp.

de G") ainsi qu'une bijection entre la réunicn de ces deux ensembles et B-w.
q J

La démonstration, un peu longue, s'articule en trois parties
A - Définition de B' et B" (construction de cocycles primitifs de G' et G

images de ceux de B-uw),
B - Bijection entre B-uw et B'U B",

C - Indépendance linéaire de B' et B",

A - Définition de B' et B" : Posonsw = {e1,€3: et désignons par A 1'un des deux

Sous-ensembles de X dont le cocycle est w. Soit w' = w(B) un cocycle de B-y.

a) Supposons que w et w' soient disioints, et choisissons A et B de telle
sorte que AN B soit non vide. De 1'inclusion w(AMB)g wlw' et du fait qu'un
cocycle d'un graphe normalisé est de cardinzl pair, on tire que w" = w(AAB) est

de cardinal 2 ou 4.

% Si w" est de cardinal 4, le graphe G peut €tre schématisé de 1la fagon suivante

6IB]
—

-

—— . G[ANB]

G [X-A] w GIX~-B]

Fig. 1.
* Si w" est de cardinal 2, trois éventualités sont possibles a priori
a) w" = w, ce qui implique AN B = A; on aboutit i la disposition suivante
c[B]

6[A)=G[ANB) G[X-B]
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B) w" = w', qui conduit 3 la configuration suivante

~
v -
G[X-A] w 6[AnB]=6[B]
N
7
Y) Ju"n w| = |w" N w'| = 1. Considérons AUB; son cocycle comprend exac-

tement les arétes de w U w' qui n'appartiennent pas 3 w". Ce cocycle
n'étant pas vide, X-(AUB) n'est pas vide. On peut alors représenter G

selon le schéma de la figure 4.
GIA]

GI[X-(AuB)]

Fig. 4,

Cette derniére configuration est incompatible avec 1'hypothdse selon la-

quelle w et w' sont primitifs. Il en résulte que l'éventualité y) est impossible.

Nous ne devons donc poursuivre l'analyse que pour les trois premiers cas
(Fig. 1, 2, 3). Ces trois cas ne différent que par les notations; adoptons celles
de la figure 1, dans laquelle ' est inclus dans G[}]. Les sommets d'attachement
de G[A] dans G ne peuvent appartenir 3 X-B et ainsi y' est également un cocycle de
cardinal 2 dans G'. On montre trivialement que ce cocycle, primitif dans G, est

également primitif dans G'.
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b) Si w et w' ne sont pas disjoints, leur intersection est de cardinal 1
et on peut poser w' ={e;,a}, (a#ey). Sans perte de généralité, il est loisible de
supposer que & appartient 3 G[ﬁ] et que €, appartient 3 G[B]. Considérons ANB.
Ce sous-ensemble de X est non vide, car B con:ient les deux extrémités de e, et A
contient exactement l'une d'entre elles. En vertu de ce méme argument, le cocycle

de ANB contient €2; on montre de fagon similaire qu'il contient a. Par ailleurs,
w(ANB) € w(A) U w(B)

Or, tout cocycle d'un graphe normalisé est pair, donc, dans G,
w(ANB) = {a,e,} et, dans G[A], w(ANB) = {a}.

Par ailleurs, désignons par X (resp. ¥) le sommet de A incident 3 ey (resp.
d ). X ne peut appartenir 3 A B. En effet, e; n'appartient pas au cocycle de
ANB, et, si X appartenait a ANB, €] serait contenu dans G[AI\B] et donc dans G[A];
ceci serait contradictoire avec le fait que &, appartient au cocycle de A. Donc, X
n'appartient pas 3 ANB; il en résulte que X et Yy sont distincts et que le graphe
décomposé G' = G[A] UK(X,y) est formé en ajoutant l'aréte f =[X,y] a G[}].

Or, puisque {a} est un cocycle de G[h], {a,f} est un cocycle de G' et,
comme G' est un graphe normalisé, c'est un cocycle minimal. C'estvce cocycle w que
nous considérons comme 1l'image de w' dans B' | B". On montre en effet, trivialement
que si w n'était pas primitif dans G', w' ne serait pas non plus primitif dans G.

Or, il l'est par hypothése et w 1'est donc aussi.

Ainsi, a partir de B-w, on a constitié un ensemble B' U B" de cocycles

primitifs de G' ou G".

B -~ §éjgg§égg_g@§@g_@:Q_gé_ﬁijg_gf ¢ 51 un cocycle de B' est obtenu par la rigle

A-a) précédente, c'est &galement un cocycle primitif de G et par construction il

appartient & B.

Considérons l'autre régle de construction : soit w = {a,f}, (f = [},yﬂ),un
cocycle de G' = G[}]l)K(x,y) obtenu par la régle A-b) ci-dessus. De fagon évidente,
si e; et e, sont les deux arétes du cocycle w, {e;,a}l et {ey,a} sont également des
.cocycles de G. L'un d'entre eux est sirement primitif (Cf. A-b). Si un seul de ces
cocycles est primitif, ce cocycle est l'antZcédent de w. Supposons a contrario, que
{e;,a} et {es,a} soient tous deux des cocycies primitifs. G peut alors &tre sché-
matisé de la maniére suivante (Fig. 5.) avez des sous-graphes G[P], G[Q] et G[R]

2~arete -connexes.
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Fig. 5.
Or, nous savons que w appartient & B par hypothdse; puisque B est une base,
seul l'un des deux autres cocycles {ej,a} ou {e,,a} appartient 3 B. C'est ce co-

cycle qui est mis en bijection avec w.

c - Z@@épgg@g@gg_@égég@@g_gg_§1_g§_§f : Si on identifie les cocycles primitifs de
G aux aretes de M(G),B s'interpréte alors comme une partie libre makimale de 1l'en-
semble des arétes de M(G), c'est-a-dire une forét maximale de ce graphe (ce qui

justifie notre affirmatior antérieure selon laquelle k(G) est égal au nombre cocy-

clomatique de M(G)).

Dans la suite nous ne considérons que les composantes coniexes non triviales

(d'ordre supérieur ou égal 3 2) de M(G).

Nous avons montré dans ce qui précdde que toute composante connexe de M(G),

hormis celle qui contient w, a une image isomorphe dans M(G') ou M(G").
Soit L la composante connexe qui contient w.

a) Si L = K, Ln'a d'image ni dans M(G') ni dans M(G"). En particulier,
si w est constitué de deux arétes incidentes 3 une articulation essentielle X,
celui des deux graphes décomposés qui contient X, admet une boucle en X. Les deux
arétes de cette boucle ne forment pas un cocycle, au sens ou nous 1l'entendons dans

ce paragraphe,

b) Si L=P;, il lui correspond dans un des deux graphesAM(G') ou M(G")
- et dans l'un seulement - une composante L' isomorphe & K,. On vérifie que

[BAEL| =2 et [(B'y BONEWLD] = 13,

(3) E(H) désigne l'ensemble des aretes du graphe H.
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c) Si L = Pk’
M(G') ou M(G") une composante L' isomorphe 3 Pk—l’ et on vérifie : ]Bf\ E(L)I = k-1
et I(B'LJB”) f\E(L')] = k-2. '

k 2 4, i1 lui correspond dans l'un seulement des deux graphes

Ainsi B' et B" forment également des foréts maximales dans M(G') et M(G")
respectivement; ce sont donc des bases du module des cocycles de cardinal 2 de G'

et G" respectivement. De plus,

1Bl = |B'| + |B"] + 1./

Propri@te : Soient G un graphe normalisé, B une base du module des cocycles de car-
dincl 2 de G constituée de cocycles primitifs et w, w' deux éléments de cette base.
Désignons par 3 (resp. 3') l'opération de décomposition de G selon w (resp. w')
sutvie de la décomposition selon w' (resp. w) du graphe décomposé de G qui contient
L'image de w' (resp. w). 8 et 3' donment de '3 deux familles identiques de trois

graphes décomposés.

Preuve : Si w et w' sont disjoints, le résultat est trivial et, reprenant
les notations de la preuve de la propridté 5.u4. (A,a), G[X—A] s G[AﬂB] , et G[X-B]

sont les trois graphes décomposés obtenus.

Dans le ecas contraire, c'est-d-dire dans le cas ol w et w' ont une aréte
en commun, la propriété découle de l'analyse faite dans la partie A-b) de la preuve

précédente. GI:X-A__I, G[X—B__] et G[AI\B] sont les trois graphes décomposés obtenus. /

Théongme : Soit G un graphe normalisé d'indice de décomposabilité k et B une base
du module des cocycles de cardinal 2, composée de cocycles primitifs. La décompo-
sttion de G selon les cocycles de B détermine une famille de (k+1) graphes norma-

lisés 4-aréte-connexes.Cette famille est indépendante de la base B choisie.

Preuve : La propriété précédente montre que, pour une base donnée, 1'ordre
des décompositions n'intervient pas dans la famille obtenue. Les graphes décomposés

de cette famille sont 4-ar@te connexesen vertu de la propriété 5. ..

Considérons, 3 présent, deux bases distinctes E et B'. Elles ne peuvent
€tre distinctes que s'il existe dans M(G) des composantes connexes d'ordre supé-
rieur ou égal 3 3. Soit L une telle composante, d'ordre p»> dont 1l'intersection
avec B et B' respectivement est constituée par deux sous-ensembles distincts de

cardinal p-1.
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A tout cocycle primitif ws;, appartenant d L, est associé un et un seul
sous-ensemble Ai tel que, dans G, m(Ai) = w. et que GEA; soit 2-aréte-connexe.
La décomposition de G selon les cocycles de B (resp. de B') qui appartiennent 3
L détermine p graphes décomposés qui sont les graphes Gi = G[}i] L,K(ui’vi)

-~ selon la notation de 4.1.

Ces décompositions produisent donc des résultats identiques. Répétant ce
raisonnement pour chaque composante connexe de M(G) d'ordre supérieur ou égal 3 3,

on achéve de démontrer la propriété. /

5.7.

En nous limitant & la considération de cocycles primitifs, nous sommes
parvenus 3 définir une décomposition intrinséque des graphes normalisés d'indice
de connexité 2. Les composantes 4-aréte-connexes ainsi définies peuvent bien évi-
demment étre obtenues par décomposition selon des cocycles de cardinal 2 quelcon-

ques; la propriété suivante en apporte la preuve.

Propriete : Soit G un graphe normalisé d'indice de conmmexité 2 et d'indice de dé-
composabilité k (kz1l). Pour tout cocycle w de cardinal 2 de G, la décomposition
de G selon w détermine deux graphes décomposés dont la somme des indices de dé-
composabilité est (k-1); de plus, 1'ensemble de ces deux graphes détermine les

mémes composantes 4d-aréte—connexes que G.

Preuve : Cette propriété n'est non triviale que si w n'est pas un cocycle
primitif de G. Soit L la composante connexe de M(G) qui contient les deux éléments

de ce cocycle (Cf. 5.3.); 1l'ordre p de L est nécessairement supfrieur ou égal 3 4.

Soit {wj / J = 1s...,p} 1l'ensemble des cocycles primitifs de G déterminé
par la composante L. D'aprés les propriétés antérieurement établies au cours de ce
paragraphe, a chacun de ces cocycles est associé un (unique) sous-ensemble Xj de X
dont le cocycle est wj et tel que G[}j] soit 2-aréte-connexe. Dans ces conditions,

{Xj / 1 £J sp} réalise une partition de X.

Soient G' et G" les deux graphes décomposés de G selon y. Les composantes
de M(G) distinctes de L ont une image isomorphe dans M(G') ou M(G"). De plus, L
est transformée en deux composantes (dont 1l'une appartient 3 M(C') et l'autre a
M(G")). Ces deux composantes sont telles que la somme de leurs crdres est ps par
conséquent, la somme de leurs nombres cocyclomatiques est (p-2), ce qui établit la

premiére partie de la proposition.
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La décomposition de G produit par ailleurs une partition de {Xj /15 Jgpl
en deux classes de sous-ensembles qui forment respectivement les ensembles de som-
mets de G' et G". De plus, si Xj est contenu dans G', G'[}i] est 2-ar&te-connexe
et le cocycle de Xj dans G' est de cardinal 2. De la similitude de cette situation

avec celle existant dans G, on dérive la seconde partie de la proposition ci-dessus./

€. ALGORITHME DE DENOMBREMENT

6.1.

L'algorithme de dénombrement des cycles eulériens dans les graphes norma-
lisés, que nous avons mis en évidence au cours de ce chapitre, peut se formaliser

de la fagon suivante

1) Si le graphe G, ou l'un des graphes obtenus par application de 1l'algorithme, a
un indice de décomposabilité non nul, le décomdoser en ses composantes

Y~ar8te-connexes (en utilisant la propriété 5.7) et appliquer la formule 4.2.

2) Réduire chacun des graphes obtenus en un scmet réductible et appliquer la for-

mule 3.3 ou 3.5.

3) Répéter l'ensemble des deux opérations précédentes jusqu'd l'obtention de graphes

d'ordre 1.

Nous avons précédemment montré que l'application de 1l'une quelconque des
deux premiéres opérations contribuait & faire dfcroitre l'ordre des graphes consi-
dérés. De plus, le nombre de cycles eulériens des graphes d'ordre 1 a été calculé
au § 4.3. Il ne reste plus qu'd montrer qu'au moins une de ces opérations est

applicable a tout graphe normalisé d'ordre supérieur ou égal 3 2.

Tout graphe normalisé d'ordre supérie.r ou égal & 2 posséde au moins un

sommet réductible.

Preuve : Soit G un graphe normalisé d'ordre »n (n 3 2). Appelons Gy le graphe
obtenu par suppression des boucles de G. Les pcints d'articulation de Gy sont exac-
tement les articulations essentielles de G. Cornstruisons le graphe simple (Go)S
obtenu 4 partir de Gy en remplagant tout ensemble d'aretes en paralléle par une
seule aréte. Tout point d'articulation de Gy est un pont d'articulation de (GO)S,
de sorte que tout sommet qui n'est pas un point d'articulation de (Go)S correspond
d un sommet réductible de G. Or, des sommets réguliers existent dans un graphe

simple (H. RAYNAUD [19651), ce qui prouve notre assertion. /



CHAPITRE I

INVARIANT EuLERIEN DANS LES GRAPHES 4-REGULIERS
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Dans ce deuxiéme chapitre, nous étudions le cas particulier des graphes
4-réguliers. Nous établissons que, sur ces graphes, l'on peut associer au
processus de dénombrement du chapitre précédent un polyndme énumérateur en

une variable.

Cet invariant polynomial s'interpréte dans la théorie des anneaux de
Tutte-Grothendieck due & T. Brylaswki [1972 a] comme l'invariant canonique-
ment déterminé par les opérateurs de réduction et de décomposition décrits

au chapitre I. L'existence de cet invariant est 1iée & une propriété de raf-

finabilité vérifiée par la réduction sur les graphes 4-réguliers.

L'existence et 1'interprétation de ce polyndme énumérateur constituent

les deux résultats essentiels de ce chapitre.

Nous commengons par rappeler les travaux de Brylawski relatifs aux
"bidécompositions distributives" et aux anneaux de Tutte-Grothendieck (§1).
Le §2 de ce chapitre est consacré d la preuve de l'existence de 1l'invariant
annoncé : le polyndme P(G,x).hL‘interprétation de ce polyndme comme &lément
d'un anneau de Tutte-Grothendieck associé a une '"bidécomposition eulérienne"
est présentée au §3. Enfin, les résultats énumératifs essentiels relatifs

au polyndme invariant sont é&tablis au §4 et concluent ce chapitre.
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1. BIDECOMPOSITIONS DISTRIBUTIVES

Les notions définies dans ce paragraphe sont extraites de T.H. Brylawski
[19724].

1.1.
On appelle "multiset" sur un ensemble S une application f de S dans N
et on définit le support d'un multiset f comme le sous-ensemble des &léments S
de S tels que f(S) soit strictement positif. Dans 1la suite, nous ne nous intéres-
sons qu'aux multisets de support fini; le cardinal d'un tel multiset f est défini

par |f] = % f(s).

SeS
L'ensemble des multisets sur S est muni d'une opération interne associa-
tive et commutative, appelée somme disjointe, qui n'est autre que la somme des

applications correspondant aux multisets considérés.

Ainsi, l'ensemble des multisets de support fini sur S, M(S), est-il iso-
morphe au monoide commutatif libre engendré par S. La justification de 1'utilisa-

tion de la notation additive -inhabituelle- apparaitra ultérieurement.

Par abus d'écriture, on désignera par la méme lettre S, 1'élément de S

et le multiset de cardinal 1 correspondant.

Définition : On appelle décomposition sur S un couple (M'(S), ==<) ou M'(S)
est inclus dans M(S) - {g}, ol =< est un ord-e partiel sur M'(S) et qui
vérifie les deux conditions suivantes (ol f et g désignent des éléments quel-

coniques de M'(G)).

1) f—=y = |f] <]|g| ot —= est l'ordre strict associé 3 =

ii) == admet une relation de couverture(l), notée JL<, telle que

VKEM(G) : £+ k€ M(C), (F"<g<=>g+k €M(G) et £+k =< g+ k).

Une telle décomposition sur S est notée D(S).

Il résulte de 1l'axiome i) que les éléments de S (considérés comme multisets
de cardinal 1) appartenant & D(S) sont des éléments minimaux de la décomposition.
Nous supposerons dans la suite que l'ensemble des &léments minimaux de D(S) est
constitué -exclusivement - de tous les &léments de S. Par ailleurs, l'axiome ii)
implique que la donnée des multisets qui couvrent chacun des é€léments minimaux

est suffisante pour déterminer 1'ordre lui-méme.

(1) La relation de couverture < d'une relation d'ordre < sur un ensemble R
peut se définir ainsi : va, bR, a<b <=> a<b et ¥C € R Wa<c<b),

on dit dans ce cas que b couvre a.



-33-

On définit un élément irréductible de D(S) comme un multiset de cardinal
et maximal pour l'ordre=«. On vérifie aisément que tout élément maximal est somme

disjointe d'éléments irréductibles.

Nous supposons enfin que les décompositions qui sont considérées dans la

suite vérifient en outre les deux propriétés suivantes

- @tre localement finies (c'est-3a-dire que toute chaine de l'ordre partie

est de longueur finie),
- &tre raffinables, ce qui s'exprime par

¥f, g, heM'(S), faxg g =]

f—h

} =>]j € M'(S) tel que {
h=j.

Dans de telles décompositions, tout multiset est nécessairement majoré pa:
un unique élément maximal. Pour cette raison, ces décompositions sont dénommées
unitaires ("unique decomposition", dans la terminologie anglo-saxonne de T.H.
Brylawski).

n
=1
D-décomposition totale de s, ou décomposition de S en éléments irréductibles.

Si Si est l'unique majorant maximal de S, ce multiset est appelé

Un invariant de la décomposition D(S) -ou D-Znvariant- est une applicatior

¢ de S dans un groupe abélien Q tel que pour toute relation S=5ZZ_ s; dans D(s),
on vérifie o(s) = 1I'__  #(s.).
1=1 1

1

Remarque : D'aprés la définition d'une décomposition (axiome ii)), la condition
précédente est vérifide dans D(S) dés qu'elle est vérifiée pour la relation de

couverture qui définit 1'ordre =.

Theoreme : (T. Brylawski 3.2) : Soit D(S) une décomposition unitaive. Il existe
un groupe abélien Q, appelé groupe de Tutte-Grothendieck de la décomposition D(S),
et un D-invariant t de S dans Q tels que pout tout groupe abélien Q' et tout
D-tnvariant ¢ de S dans Q', i1 existe un unique homomorphisme h de Q dans Q' tel

que le diagramme suivant commute.

QI
De plus, Q est isomorphe au groupe abélien libre dont les générateurs sont

les éléments irréductibles de D(S)./



-34-

Solent Dl et 02 deux décompositions unitaires sup un méme ensemble S. En
principe, nous devrions désigner par des symboles différents les relations d'ord
relatives 3 Dl et D2. Cependant, il sera préférable d'adopter les notations sui-
vantes. On écrira f .. XZ=1 g;> si le second membre représente, en notation mul-
tiplicative, un multiset majorant f dans 1g décomposition Dl’ et on conservera
la notation habituelle pour représenter une inéquation relative 3 D2
h==s2§=l kj' Les éléments de S maximaux dans Dl et 02 seront respectivement appe:

indécomposables et irréductibles.

Ure bidécomposition distributive B(S) est un ensemble de deux décompositic

unitaires Dl et D2 sur un méme ensemble S vérifiant les deux conditions suivantes

a) si S==€KZ=1 S; et si chaque élément S, est irréductible (dans D2), S

est irréductible.

b) (axiome de distributivité) siS:@KZ_l fi et s'il existe un entier % de
[l,n] tel que fk==‘2?=l hj’ dans la décomposition D2, il existe alors m multisets

gj (1s js m) tels que Sa%”__’l gj (dans DQ) et pour chaque j¢ [:l,m] s gj=<hj X-(Xi¢kf<

De l'axiome de distributivité, il résulte que si S est décomposable dans
Dl (S:sxzzl fi)’ 1l'existence d'une DQ—décomposition non triviale d'un des &lémen

f. implique 1'existence d'une DQ-décomposition non triviale de s.

Un invariant de la bidécomposition B(S) - ou B~invariant- est une applica-

tion ¢ de S dans un anneau commutatif A telle que pour toute relation

s=X S; (dans D)), o(s) = 1 o(s..)
et s=2, s (dans D,), o(s) = 3 @(sJ.).

On remarquera qu'il suffit, pour obtenir un B-invariant, d'exiger que ¢
soit D2-invariant et que la premiére relation soit vérifiée pour Dl—décomposition

totale d'un élément D2-indécomposable.

Theoneme : (T. Brylawski 3.4) : Soi¢ B(S) une bidécomposition distributive, i1
existe un anneau commutatif A, appelé anneau de Tutte-Grothendieck associé & 1lq
bidécomposition B(S), et un B-tnvariant v de S dans A tels que pout tout anneaqu
commutatif A' et tout B-imvariant ¢ de S dans A', il existe un unique morphisme

d'anneau h tel que le diagramme suivant commute.
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(95]
2
o -

A|

De plus, A est isomorphe 4 l'anneau commutatif libre engendré par les

éléments irréductibles et indécomposables de B(S)./

1.6. Proposition : (T. Brylawski 3.5) : Soit B(DJ’DZ) une bidécomposition

distributive sur un ensemble S, la commutativitd du diagramme suivant est vérifide:

S, t;
A

diagramme dans lequel Q désigne le groupe de Tutte-Grothendieck associé 4 la

décomposition unitaire Dg, A l'anneau de Tutte-Grothendieck de la bidécomposition
B et h un morphisme de groupe tel que h(s) =S, pour tout élément s Dg-indécom—

posable dont la Dl—décomposition totale est X Si'/

1.7. Exempte : Le polyndme dichromatique défini sur les multigraphes
(W.T. Tutte DQSM]) est un exemple d'invariant de Tutte-Grothendieck.

Considérons l'ensemble S des classes d'isomorphie des multigraphes finis
connexes. On détermine sur S une décomposition unitaire Dl par les inéquations
G-*)(Gi > pour tout graphe G de S, toute articulation X de G et tout ensemble {Gi}
de sous-graphes partiels{x}-détachés de G, réalisant une partition des arétes de G.

Les éléments indécomposables de S sont donc les classes des graphes inarticulés.

Si G est un élément de S et e une ardte réguliére de G (ardte qui n'est ni
un isthme ni une boucle), G/e désigne le graphe contracté de G selon e (obtenu par
suppression de € et identification de ses deux extrémités) et G\e désigne le graphe

obtenu par suppression de e. Les inéquations

G~ G/e + G\e,

pour tout graphe G de S et toute aréte régulidre e de G, engendrent une décompo-

sition unitaire D2.

B(Dl,DQ) est une bidécomposition distributive dont les éléments irréduc-
tibles et indécomposables sont le graphe-boucle Pl et le graphe-isthme Fl (CFf.I-1.5)
T. Brylawski montre ‘que 1l'invariant de Tutte-Grothendieck associé 3 cette bidécom-
position est précisément le polyndme dichromatique en deux variables, x(G,xr,z) oi

x est la variable associée 3 Pl et z la variable associée 3 Fl.
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Les principales propriétés de cet invariant sont énoncées dans T.H.

Bryalwski [i972§ﬂ

Nous utiliserons le polyndme dichromatique au paragraphe III-1; mention

~ -~ e LI ” .
nons des a présent une propriété dont nous aurons besoin

Propnieté : Si G est un multigrarhe planaire dont & est un graphe topol

giquement dual, on vérifie x(G x,2) = x(G,z,x)./

2. UN INVARIANT DES GRAPHES 4-REGULIERS

Dans la fin de ce chapitre, nous désignons par graphe 4Y4-régulier un graj
normalisé (donc commexze) dont tous les noeuds sont de degré 4 (Cf. I-2.5). Rap-

pelons que l'ordre d'un tel graphe est le cardinal de 1'ensemble de ses noeuds.

Soit Q 1'anneau commutatif libre uritaire engendré par 1'ensemble G
des graphes u4-réguliers finis dont les noeuds appartiennent 3 un ensemble
dénombrable X : c'est 1'anneau des polynomes & coefficient dans Z dont les

variables sont les éléments de G .

Soit X un élément de X et H un élément de G contenant le noeud X; on

définit le graphe dérivé H' de H par raprort 3 X de la maniére suivante

a) Si H est le graphe (X) composé du seul sommet X et de deux boucles

incidentes,
H' = H = (X)

b) Si H est d'ordre n, supérieur ou égal 3 2, et si X est un sommet

régulier de H,

-—
H' = Hl + H2 + H3

somme des trois graphes 4-réguliers d'ordre (n-1) obtenus par réduction de

H en x (Cf. 1I-3.2).

c) Si H est d'ordre n, supérieur ou égal 3 2, et si X est une articu-
lation bouclée, on désigne par H, la {X}-composante non triviale de H et on

pose :

L
H (x) . H .
d) Enfin, si X est une articulation essentielle de H, désignons par

I et J les deux{X}composantes de H; on pose dans ce cas

H' = (x) 1.J.
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A tout élément x; de X, on associe une application partielle Di de Q dans
Q. Di est définie pour tout élément q du sous-ensemble Q' de Q tel que chaque

mondme de G contienne exactement un facteur - c'est-d-dire un graphe - auquel ap-

partient le noeudxi.Un tel élément Q peut se noter ainsi

9 :Zs %s Hs' Ht Gst

ol Hs (resp. Gst) désigne un graphe contenant (resp. ne contenant pas) le noeud X«

Par définition on pose
- 1
Di (Q) = Zg Ots(Hs)‘zi_' Iy Cgpo
ol (Hs)i est le graphe dérivé de H_ par rapport au noeud X..

1) Notons par ¢ le graphe vide (sans sommet ni aréte). Dans la suite on
écrira le graphe dérivé de H par rapport 3 X
H' = (X) . I. J,
dans tous les cas ol 1l'expression définissant H' aura été obtenue par 1'une des
régles a, c ou d ci-dessus; dans le cas a ou ¢, I et/ou J sera identifié 3 d&.

Ce graphe ¢'est considéré comme 1'élément neutre multiplicatif de Q.

2) On vérifie par ailleurs que 1l'expression définie en ¢ fait intervenir
un graphe résultant de la décomposition de G selon un cocycle de cardinal 2 inci-
dent & X . De méme, l'expression définie en d fait intervenir deux graphes résul-
tant des décompositions selon les deux cocycles minimaux de cardinal 2, incidents

a X et disjoints.

Considérons un graphe G de Gu et un ordre total ¢ = (Xl,X2,...,Xn) sur

l'ensemble de ses noeuds. L'expression

D () =D _D . 5 D@

0 neo n-120°""
est un polyndme en (Xl)’ (XZ)""’ (Xn).

Soit = la relation d'équivalence induite dans Q par la relation d'isomor-
phisme sur les graphes. On désigne par [DO (G)] 1'é1ément de Q/= correspondant

a DO(G) et par x la classe d'équivalence des graphes 4-réguliers d'ordre 1.
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Lemme : P(G,xz) = E) Usﬂ est un polyndme en une variable T, sans terme constar
et d coefficients positifs. Ce polyndme est de plus indépendant de I'ordre o
choist.

Preuve : Ce lemme se démontre de fagon récursive. Pour un graphe de G

d'ordre 1, les deux éléments de la proposition se vérifient 1mmed1atement

Supposons donc ces propriétés vérifiées pour tous les éléments de Gu

d'ordre  inférieur ou égal 3 (n-1).

Pour tout graphe G de G d'ordre n et tout ordre total ¢ sur 1'ensemble
de ses noeuds, 1la premlere partle de la proposition découle trivialement de 1'h

pothése de récursivité.

Compte tenu de cette hypothése, il suffit, pour démontrer la deuxiéme

partie, de montrer que .
b, @] = [D,.c)]

pour deux ordres ¢ et 0' déduits 1'un de 1'autre par transposition des deux pre-
miers é€léments. Plus précisément, nous allons comparer
D o D_(6)
et D' Di"Dj(G)’

pour un couple arbitraire (xi,xj) de noeuds de G.

11

Distinguons plusieurs cas selon la nature des sommets X. et XJ dans G.

a) X. et Xj sont des articulations de G. Dans ce cas, D et D' sont des
produits de graphes obtenus par décomposition selon des cocycles particuliers
de G. Or, il résulte des propriétés du § -3 que cet opérateur de décomposition

est commutatif; ainsi dans ce cas,

D=0D".

b) L'un des deux noeuds, » X ou Xj, st un sommet régulier de G et 1'autre
est une articulation. La propriété de dlstrLbut1V1te établie en I-Uu.5 prouve,

dans ce cas également, que

D=0D'.

c) Enfin Supposons que Xz et X, soient des sommets réguliers de G. Dési-
gnons par Gk,k = 1,2,3, (resp. GZ’ 1=1,2,3) les trois graphes réduits de G en

(resp. en x.).
P Jd

1) Supposons d'abord que Xj soit un sommet »égulier dans chacun des trois graphes
réduits de G en Xi et que Xi soit un sommet régulier dans chacun des trois graphe

réduits de G en Xj. Dans ce cas,



_ T\J

D=z, . 1,2,3 (&%
7 =1,2,3

' J\Z

et D'= ZZ - 1,2,3 (GZ)k'
k= 1,2,3

En considérant les différents cas possibles, on vérifie que
7z
k 2

ce qui prouve encore que D = D'.

(Gi)‘g = (G‘%) k,1€{1,2,3}

2) Dans 1l'hypothése ol X . est une articulation dans 1'un des graphes réduits de G
en Xi’ chacune des {Xj}—composantes de ce graphe réduit provient d'un sous-graphe

partiel {Xi,xj}-détaché de G, dans lequel X, et Xj ont un degré partiel égal a 2.

Réciproquement 1'existence, dans G, d'un tel sous-graphe partiel assure a
la fois que Xj est une articulation dans un des graphes réduits de G en Xi et que

Xi est une articulation dans un des graphes réduits de G en Xj'

C'est donc la seule hypothése qu'il nous reste a étudier.
Intéressons-nous aux nombres possibles de {Xi,xj}—composantes de G et aux
degrés partiels de chacun des sommets Xi et Xj dans ces composantes. Les con-

traintes suivantes doivent étre vérifides

- Puisque Xi et Xj ne sont pas des articulations de G, aucun des degrés

partiels n'est égal 4 0 ou n'est plus grand que 3.

- Les degrés partiels de ces sommets dans une méme {Xi,xj}—composante

doivent étre de méme parité.

- On doit, enfin, vérifier la propriété ci-dessus : l'existence dans G
d'un sous-graphe partiel {Xi,xj}—détaché dans lequel X, et Xj sont de

degré partiel 2.

L'ensemble des situations possibles peut &tre résumé par le tableau suivant.
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Nombre de Dégrés partiels dans la composante...
Cas composantes
C1 C2 Cq Cu
, d(xi) =2 a(x.) = 2
a(x.) = 2 da(x.) =2
( J) ( J)
o
; d(Xi) =2 d(xi) =1 d(Xi) =1
X.) =2 d(x.) =1 d(x.) = 1
d(J) (J) J)
) . d(xi) =1 d(xi) =1 d(xi) =1 d(xi) =1
X.) =1 d(x.) =1 d(x.) =1 d(x,) = 1
d(J) (J) (g) g
Figure 1.

Nous examinerons pour finir les deux cas que 1l'on peut tirer de 1l'analyse

de ce tableau.

Cas a : les situations décrites par les deux premidéres lignes du tableau précédent
peuvent se traiter de la méme maniére. Nous fposons Cé = 02 lorsqu'il n'y a que
deux composantes, et Cé = C2 V) C3 lorsqu'il y a trois composantes. Si C2 et C3
sont des composantes ne comportant qu'une seule aréte, Cé ne comprend aucun noeud

et on 1'identifie éﬂ.

Lors de la réduction de G en X; (resp. en Xj), le sommet Xj (resp. Xi)
n'est une articulation que dans un seul des trois graphes réduits. Désignons par
1'indice 1 la séparation en X (resp. en Xj) qui définit un graphe réduit articulé

X. . .).
en g (resp. en Xt)
D et D' se calculent de la fagon suivante :

_ ' z\J i z\J
D = (xj) . cl . 02 + ((;2)1 + (Gs)l + I (Gk)

- . i \Z z
D' = (x) . c; . ch+ ()] + (@) 4+
I1 est aisé de vérifier que
T\J _ ,~dN\T
(6)) = (&) Lk, 1 € (2,3}

De plus, si C) =’5, les quatre graphes (Gé)j ’ (Gg){, (Gg)i et (Gg)i
sont identiques 3 C,. Sinon, considérons 1l'un d'entre eux, (Gé){ par exemple. Les
arétes ajoutées a G[k—{xi}]lors de la réduction de G en X, forment dans (G;)i un
cocycle de cardinal 2; les deux graphes décomposés de ce graphe selon ce cocycle

sont exactement C1 et Cé.
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Mais (G;)i est d'ordre (n-2) et 1l'hypothése de récursivité s'applique.
Choisissant un ordre total sur les sommets de ce graphe tel que tous les noeuds
de Cl précédent ceux de Cé, on montre que

.7 _ .

(Gy)y =¢Cq + C}

Par un raisonnement semblable, on montre que

@l =@t =) =c, .

1 2
Ainsi, {D] = [D", ce qui achéve la démonstration dans le cas a.
Cas B : posons Cij = Ci U Cj pour Z,j¢€ {1,2,3,4} et ¢ < J, avec la convention
que Cij = ¢ si et seulement si chacune des composantes Ci et Cj ne comporte qu'une¢

seule aréte. Avec ces notations, on peut écrire

D = (x5) . [012 . Cgy tCig v Coy +Cp . Coo] et

D= (x;) . [og, -y + Cig » Coy + Cpy - Coals

Ce qui permet, encore une fois, d'affirmer que [D] = [D']. Ce dernier cas

achéve la démonstration du lemme./

La figure 2( %eprésente le schéma de calcul de P(Ks,x). Les opérations
de dérivation sont faites selon l'ordre ¢ = (1,2,3,4,5) sur l'ensemble des som-
mets de KS'

On établit ainsi que DO(K5)=3(X3).(X5) + l?(xu).(xs) + 36(X5); et donc

P(K5,x) = 15 2% + 36 x.

Soit G un graphe de G’4 dont 1'ensemble des noeuds est X = {Xl, Xpsenns xn}
On appelle arborescence de décomposition de G une arborescence A dont les sommets
sont étiquetés par des mondmes de Q et dont chaque arc est étiqueté par un élé-

ment de X. Cette arborescence obéit aux conditions suivantes

- la racine de l'arborescence est le mondme G,

- la séquence des arcs représentant un chemin maximal de 1'arborescence
A constitue une permutation sur X.

- si q est 1'étiguette d'un sommet de 1l'arborescence et {qj/lsjsp}
l'ensemble des &tiquettes des successeurs de ce sommet dans A, il

existe un noeud X de X tel que tous les arcs issus du sommet étiqueté
p

par q soient étiquetés par X. et que Di(q) =EJ=1 q..

(1) Page suivante
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B
2 3

4 5

= X OB

5 4

N\

(x5) (xs) (x4L(x5)

Do(Ks) = 3(X3).(X5) +12(X4)-(X5) + 36(X5)

Figure 2.
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Une telle arborescence est notée A(G).

En utilisant 1l'argument du lemme précédent, on montre que

k "
P C.x) = |I
( ’ ) - Z’Z::l L ’L:I,

od {Li/lsisk}désigne la famille des mondmes qui étiquettent les puits de 1l'ar-

borescence A(G).

Dans la suite, cn utilisera des arborescences réguliéres de G, arbores-
cences dans lesquelles un sommet de demi-degré extérieur 3 n'est précédé que de
sommets de demi-degré extérieur 3. En d'autres termes, de telles arborescences
représentent un calcul dans lequel on effectue d'abord les réductions aux som-

mets réguliers.

3. BIDECOMPOSITION EULERIENNE

Nous montrons dans ce paragraphe que l'invariant polynomial dont 1'exis-
tence vient d'&tre établie est un invariant de Tutte-Grothendieck. La bidécompo-
sition distributive & laquelle correspond cet invariant -et que nous appelons
bidécomposition eulérierne -est celle qui est constituéepar la réduction et la

décomposition du chapitre I.

3.1.

Appelens R l'ensemble quotient de GH par la relation d'isomorphie des
graphes. Soit Dl la décomposition sur R pour laquelle tout graphe 2-connexe est
indécomposable et définie,en outre, par les relations G-2«G'. G" pour tout graphe
articulé G de R et tout couple (G', G") de graphes décomposés de G selon un co-

cycle de cardinal 2 Zneident & une articulation de G.

Cette décomposition est unitaire. D'une part, en effet, tout graphe
articulé se décompose de fagon intrinséque en blocs 2-connexes (W.T. Tutte[1966,
p.86—96]), ce qui montre que Dl est raffinable. Par ailleurs, les autres propri-
étés nécessaires pour prouver le caractdre unitaire de Dl se vérifient triviale-
ment.

En revanche, nous devons prendre quelques précautions pour définir une
décomposition additive unitaire qui forme avec Dl une bidécomposition distributive
En effet, la décomposition D2 définie paf les relations

c;—i«;l +6, + 6,

ol G est un élément quelconque de R possédant un sommet régulier et {G G

62963}
la famille des graphes réduits de G en un sommet régulier arbitraire n'est pas

une décomposition raffinable. Les figures suivantes en apportent la preuve.
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Légende : on a représenté ci-contre deux décompositions d'un méme graphe
G selon Dz. On obtient deux majorants irréductibles et distincts de G : d'une
part, A + 6B (Fig.a) et, d'autre part, C + 6B (Fig.b); ce qui prouve que 02

n'est pas une décomposition raffinable.

Pour pallier la difficulté soulignée dans la section précédente, nous
définissons sur 1'ensemble R des classes d'isomorphie de Gq la relation d'équi-
valence v ci-apreés. Deux éléments de R sont équivalents si, et seulement si, ce
sont des graphes compiétement articulés (c'est-i-dire sans sommet régulier) et
de méme ordre. Dans l'ensemble quotient, S = R/v, la classe d'équivalence des

graphes complétement articulés d'ordre p est notée Ap.

Les décompositions définies sur S et déduites de Dl et 02 sont également

désignées par Dl et DZ'

élément irréductible et indécomposable est le graphe A,

Preuve : La deuxiéme partie de la proposition est évidente; de plus,
1'ensemble des éléments irréductibles (selon DQ) est l'ensemble 0 des classes

de graphes complétement articulés.

D'aprés la définition 1.4, nous devons montrer que :

a) Dl et DQ.sont des décompositions unitaires,

b) Dans toute Dl décomposition d'un élément de S - O, i1 existe au moins

un élément de S - 0,
c) Enfin, que la propriété de distributivité entre Dl et 02 est vérifiée.

La proposition c) est le corollaire d'un résultat plus général qui a été

prouvé au premier chapitre (I-4.5).

La proposition b) se vérifie immédiatement. On vérifie, par ailleurs,
que la Dl—décomposition totale de 1'élément Ap est (Al)p, et que Dl est une dé-

composition raffinable sur 0.

Comme un élément de S-0 est défini & partir d'un unique élément de R,
et que, comme nous l'avons souligné précédemment, Dl est raffinable sur R, il

en résulte que Dl est raffinable sur S.

I1 ne reste plus qu'd montrer que 02 est une décomposition raffinable

et donc unitaire.



-46-

Soit G un élément de S. On peut construire une arborescence régulidre
A(G) par récurrence a partir de la racine (Cf. 2.5). Si un graphe G_ attaché
d un des sommets de l'arborescence possdde un sommet régulier X, on construit
trois arcs issus de GO étiquetés par X, et dont les extrémités terminales ont
respectivement pour étiquette les trois graphes réduits de Go en X. Si GO ne
posséde pas de sommet régulier, il est compldtement articuld et on achdve 1'ar-

borescence de décomposition de maniére arbitraire.

Appelons T l'ensemble des sommets de A(G) qui possddent les deux pro-
priétés suivantes :
- ces sommets n'ont qu'un seul successeur dans 1'arborescence,

- leur prédécesseur a un demi-degré extérieur égal 3 3.

Désignons par T la famille des étiquettes des éléments de T. De fagon
évidente, tout élément H de T est constitué d'un seul facteur qui est un élément
de 0; de plus, G::ﬁz%{e.r H est une D2—déccmposition totale de G. Or, un élément
de T égal a Ap apporte, dans P(G,x), une contribution égale 3 & . Réciproque-
ment, tout mondme af)deP(G,x) provient d'un élément Ap dans toute D2—décomposi—
tion totale de G. Puisque le polyndme P(G,x) est intrinséque, cette DQ—décompo—

sition totale 1l'est également et D2 est raffinable. /

3.3. ThZoneme

L'anneau de Tutte-Grothendieck associé d la bidécomposition eulérienne
(01: DZ) sur S est isomorphe A l'anneau des polyndmes sur Z en une variable.
Cette variable x représente le graphe irrédictible et indécomposable de la
bidécomposition : A, -

De plus, 1l'invariant de Tutte-Grothendieck relatif d cette bidécom-
position associe d tout élément G de S le polyndme sans terme constant et

d coefficients positifs ou nuls, P(G,x), défini au paragraphe précédent.

Preuve : La premiére assertion de cet énoncé découle directement de
résultats antérieurs : en vertu du théoréme précédent, la bidécomposition eu-
lérienne est une bidécomposition distributive; 1'existence et la caractérisation

de l'anneau de Tutte-Grothendieck associé résultent du théoréme 1.5.
Soit par ailleurs J 1'idéal de 2 engendré par les relations suivantes :
- G-G' =0, si Get G' vérifient la relation ~ dans R.

-G - (G1+G2+Gs) = 0, si G est un é€lément de R possédant un sommet ré-
gulier et {Gl,GQ,G3} la famille des trois graphes réduits de G en un

sommet régulier quelconque.
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-G -(G'.G") = 0, si G est un graphe articulé d'ordre supérieur ou égal
3 2 et G', G" les deux graphes décomposés de G selon un cocycle de

cardinal 2 incident 3 une articulation de G.

D'aprés le théorédme 1.5, cité précédemment, 1'anneau de Tutte-
Grothendieck est 1'anneau quotient de Q par J. Or, par construction, G est
congruent & P(G,x) modulo cet idéal. P(G,x) est donc bien 1'invariant de Tutte-

Grothendieck correspondant d la bidécomposition eulérienne./

3.4. Conollaire

Le groupe de Tutte-Grothendieck associé ad la décomposition unitaire DQ(S)
est isomorphe au groupe abélien libre engendré par les éléments {Ap/pzl}. Pour
un graphe G de S, l'invariant de Tutte—Grothendieck relatif 4 cette décompositior

est obtenu d partir de P(G,x) en substituant au mondme & la variable Ap'

Preuve : Ce corollaire est une simple application de la propriété 1.6
qui détermine le groupe de Tutte-Grothendieck associé 3 la seconde décomposition
d'une bidécomposition distributive, en fonction de 1l'anneau de Tutte-Grothendieck

associé a celle-ci./

3.5. Géndratlsation

Soit Di la décomposition sur S définie par les relations G-2«G'. G" pour
tout graphe G de S d'indice de connexité 2 et toute décomposition (G',G") de G
selon un guelconque de ses cocycles. Le résultat établi en I-5.7 prouve que Di
est une décomposition raffinable; on é&tablit sans peine que c'est également une
décomposition unitaire et qﬁ'elle constitue, avec DQ, une bidécomposition dis-
tributive.

On peut démontrer que cette nouvelle bidécomposition sur S définit le
méme élément irréductible et indécomposable et le méme invariant de Tutte-

Grothendieck que (DL’DQ)'

4. PROPRIETES NUMERIQUES DE P(G,x)

Si G est un graphe 4-régulier d'ordre n, P(G,3) = 3",

Preuve : Cette propriété est vraie pour un graphe complétement articulé

puisque P(Ap,x) = xp; en particulier elle est vraie pour le graphe d'ordre 1, Al
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Si G posséde un sommet régulier, considérons la famille {Gl’GQ’GS} des graphes

réduits de G en ce sommet,

P(G,3) = £3

=1 P(Gi’s)

Chacun des graphes réduits de G est d'ordre (n-1) et la propriété en

découle par récurrence sur #n. /

4.2.Thson2me

51 G est un graphe 4-régulier, lz nombre de ses cycles eulériens est

N(G) = P(G,2).

Preuve : D'aprés les formules de récurrence I-3.3 et I-4.2 établies
au premier chapitre, il résulte que N(3) est un B-invariant de 1'ensemble S.
Le morphisme d'anneau de P[z] dans Z dort le théoréme 1.5 assure 1'existence
est entiérement déterminé par 1l'image de x dans cette application. Or, le graphe

Ay posséde deux cycles eulériens distincts, donc N(G) = P(G,2)./

4 3. k-Parntitions eulérniennes

On appelle k-partition eulérienne d'un graphe 4-régulier un ensemble de

k cycles simples qui réalisent une partition des arétes de ce graphe.

Pour un entier k donné, supérieur ou égal & 1, on note Zk(G) 1'ensemble
des k-partitions eulériennes d'un graphe G 4-régulier. La réunion des ensembles
Zk(G)’ k 2 1, est désignée par Z(G) et on vérifie que Z(G) est en bijection avec

l'ensemble des systémes de G (I-2.4).

Theéoneme : Si H(G) désigne Ll'invariant de Tutte-Grothendieck dont 1'existence

a été établie au corollaire 3.4, le nomore de k-partitions eulériennes de G

est égal a la valeur de H(G)pour Ap = 2P, (kel).

Preuve : Soit G un graphe 4-régulier, X un sommet régulier de G et
{Gl’GQ’G3} les trois graphes réduits de G, respectivement associés aux sépara-
tions 61,62,63 en X. Un systéme de G associé d un é&lément de Zk(G)-c'est—é—dire
d une k-partition eulérienne de G -et comportant la séparation Gi en X, induit,
par restriction aux sommets de Gi’ un systéme de Gi correspondant d un élément
de Zk(Gi)' Réciproquement, un élément de Zk(Gi) détermine un é&lément de Zk(G)

dont le systéme associé comporte la séparation Gi en X.

Ainsi, le nombre de k-partitions eulériennes est un Dz-invariant dans S.

Le calcul de cet invariant pour les &léments irréductibles de DQ,
- p
IZk(Ap)[ PGP,

achéve d'établir cette propriété. /



CHAPITRE III

POLYNOMES ASSOCIES A DES DENOMBREMENTS EULERIENS PARTIELS
DaNS LES GRAPHES 4-REGULIERS
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La méthode énumérative décrite au chapitre I peut s'appliquer non seule-
ment au dénombrement de 1l'ensemble des cycles eulériens d'un graphe, mais
également au dénombrement de certains de ses sous-ensembles. Cette extension
peut &tre réalisée pour des sous-ensembles déterminés par des restrictions
locales : les cycles eulériens qui appartiennent 3 un tel sous-ensemble sont

ceux dont le systéme transitif associé ne contient aucune séparation "interdite".

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux propriétés de ce type de
dénombrements partiels dans les graphes 4-réguliers. Comme dans le précédent
chapitre, nous mettons l'accent sur la possibilité d'associer un polyndme
énumératif 3 de tels dénombrements
un graphe G étant donné, ainsi qu'un ensemble A de séparations aux sommets
de G, on cherche s'il existe un polyndme P(G,A) canoniquement déterminé par
l'ensemble des cycles eulériens de G dont les systémes transitifs n'utilisent

que des séparations appartenant & A.

On résoudra ce probléme général dans 1'avant dernier paragraphe du présent
chapitre (§ 6) : on montrera qu'il existe un polyndme en une variable qui
constitue 1'unique solution du probléme précédent. Cependant, ce polyndme ne

pourra pas, en général, &tre identifié & un invariant de Tutte-Grothendieck.

Auparavant, nous traiterons plus en détail deux cas particuliers remar-

quables, ou l'ensemble A comprend exactement 2 séparations par sommet.

Le premier cas concerne les graphes 4-réguliers planaires; les deux
séparations autorisées en chaque sommet sont définies par des considérations
topologiques relatives aux représentations du graphe dans le plan. La démarche
adoptée pour exposer cet exemple différe de celle précédemment utilisée
un polyndme I(|G|,xr) est défini a priori sur chaque représentation sphérique
|G| d'un graphe G u-régulier planaire (§ 1), puis on montre que ce polyndme
ne dépend en fait que du graphe G et pas de la représentation sphérique
choisie (§ 2) et ce n'est qu'ensuite que 1l'on établit, d'une part que Il est
1l'invariant de Tutte-Grothendieck associé & une 'o-bidécomposition" sur les
graphes 4-réguliers planaires et, d'autre part que le nombre de o-cycles

d'une représentation sphérique |G| de G est égal i TN(|G|,1).
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Le second cas concerne le dénombrement des circuits eulériens dans les
graphes 4-réguliers pseudo-symétriques. On aboutit &galement 3 un polyndme
canonique en une variable qui est un invariant de Tutte-Grothendieck et on
cherche & préciser jusqu'd quel point ce second polyndme est une générali-
sation du premier (§ 4). On établit au paragraphe 5 une valuation commune

aux polyndmes correspondant 3 ces deux cas particuliers.

Dans le paragraphe suivant, nous établissons l'existence d'un polyndme
énumérateur pour tous les couples (G,A) - €léments que nous appelons graphes
fléchés . Contrairement aux exemples précédents, ce polyndme ne correspond
pas d une bidécomposition eulérienne intrinsdque. Pour préciser ce résultat
négatif, nous caractérisons (§ 7) le sous-snsemble des graphes fléchés sur
lequel la bidécomposition eulérienne est intrinsdque : a quelques exceptions
prés, ce sous-ensemble peut €tre engendré par les éléments correspondant

aux cas particuliers étudiés au cours des chapitres II et III.

Dans ce chapitre nous continuons 3 considérer les graphes L4-réguliers
sous leur forme normalisée. Ceci n'est pas absolument nécessaire lors de

1'étude des deux cas particuliers mentionnds ci-dessus. En effet, le fait

de représenter une boucle sur une surface - aussi bien que le fait de lui ;
donner une orientation - suffit pour distinguer sans équivoque les deux

"sens de parcours" dont nous avons requis 1'existence au chapitre I (I-2.4).
Cependant - et c'est ce qui explique notre choix - la considération de

graphes normalisés nous permet d'utiliser les résultats acquis dans les

chapitres antérieurs. En outre, cette décision s'avére de nouveau pleinement

justifiée dans les deux derniers paragraphes (III-6& 7).
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1. POLYNOME ni(|G|,z)

Nous nous proposons dans ce paragraphe de définir le polyndme

M(|G|,x) et d'établir deux relations récursives auxquelles il satisfait.

Dans les trois premiers paragraphes de ce chapitre, on considére des
multigraphes 4-réguliers normalisés planaires (Cf. II-1) - expression qui
sera abrégée en "graphes U4-réguliers planaires" - et les représentations

de ces graphes sur une sphére.

Ainsi que cela a été signalé dans 1'introduction de ce chapitre,
le fait de représenter une boucle, au sens usuel, sur une surface orientable
permet de distinguer dans cette boucle deux "sens de parcours". 11 est donc
loisible de représenter une "boucle'" - sous-graphe d'un graphe normalisé
composé de deux sommets et de deux arétes (I-3.1) - par une boucle topolo-
gique usuelle. Nous emploierons 1'abréviation R.S. pour désigner une repré-

sentation sphérique conforme 3 cet usage.

1.2. Lemme : Le graphe dual 6* d'une R.5. |G| d'un graphe 4-régulier
g

planaire G est bichromatique

Preuve : Cette propriété est bien connue; nous en présentons une
démonstration qui met en évidence le caractdre nécessaire de 1'hypothése
de planarité.

A la représentation IGI de G est canoniquement associbe sur la
sphére une représentation IG*I de G*. Cette représentation est constituée
de faces qui sont toutes de longueur 4. La planarité de c* fait que les
cycles qui bordent ces faces constituent un ensemble générateur du module
des cycles de G*. Ainsi ce module n'est constitué que de cycles de longueur

paire et G* est bichromatique. /

REMARQUE : cette propriété n'est plus vraie pour des représentations sur
des surfaces de genre non nul. Ainsi, parmi les 6 représentations de K5

sur le tore, une seule admet un dual bichromatique (Fig. lc).

L'énumération des représentations toriques du graphe Ky est due a
I.N. Kagno [1937]. Cependant, cet auteur s'est surtout intéressé aux sé-
quences des longueurs de faces de ces représentations, ce qui 1'a conduit
3 considérer les représentations a) et b) de la figure 1 comme identiques

et donc 3 trouver un- total de 5 représentations de K¢ sur le tore.



a)

c)

e)
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33338 33338
d)

/

33347 33446
f)

33455 | 44444

Figure 1. Représentations toriques de K5

(Les séquences numériques représentent les séquences de longueurs de faces)
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Le tore a &té représenté ci-contre selon un rectangle avec la
convention que les 4 sommets de ce rectangle doivent &tre identifiés 3 un
seul point du tore et que les vecteurs de bord, a et B, doivent &tre iden-

tifiés selon le schéma suivant :

Signalons par ailleurs qu'il existe des représentations bichromatiques
de K5 sur une surface de genre 2 : 1l'une d'entre elles sera présentée au
Su.6.

Le résultat du lemme précédent est a 1'origine de la construction

de deux graphes croisés (I‘l et T',) associés a la R.S. |G| de G.

Supposons que les faces de la représentation |G| aient été colorées
en 2 couleurs (nommées 1 et 2). Le graphe r (resp. F2) a un ensemble de
sommets en bijection avec les faces de couleur 1 (resp. 2) de |Gl et un
ensemble d'ar&tes en bijection avéc les sommets de degré 4 de G. L'aréte
de Fl (resp. F2) correspondant au sommet X de G est incidente aux sommets
de ry (resp. F2) images des faces de couleur 1 (resp. 2) 3 la frontidre

desquelles X appartient.

Cette définition abstraite de Fl et P2 peut &tre prolongée par une
définition topologique. On peut obtenir une R.S. de Fl de la fagon suivante
placer un sommet de Fl dans chacune des faces de couleur 1 de |G[. Pour tout

couple de sommets adjacents (r,S) de T il existe un sommet X de G qui est

19
sur la frontiére des faces fr et fs correspondant 4 I et S; construire un
arc de Jordan (U) dont les extrémités sont ' et S, qui passe par X et qui

n'a aucun autre point hors des faces fr et fS.

On désigne par |Fl| et |F2| les représentations topologiques de Ty
et F2 obtenues par la construction précédente. Une vérification simple
permet de se convaincre que IFlI et IFQI constituent deux représentations

sphériques topologiquement duales (Yajima et Kinoshita [1957]).
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1.4. Reconstruction

Etant donné un graphe planaire connexe I', et une de ses R.S. ]Fl,
on peut reconstruire un graphe 4-régulier planaire G dont I' est un graphe
croisé. Cette construction est décrite par 0. Ore (1967 p.28] qui appelle

G le médial de T; on peut la résumer de la fagon suivante

1) Placer un sommet de |G| au milieu de chaque aréte de IT|.

2) Pour chaque face de |T|, construire & 1'intérieur de celle-ci
un polygone joignant ceux des sommets précédents qui sont consécutifs sur
la frontiére de cette face.

L'ensemble des sommets et des aré@tes précédentes constitue alors

une R.S. du graphe 4-régulier connexe et planaire demandé.

Rappelons que nous avons défini au paragraphe I1I1-1.7 1le polyndme
dichromatique x(T,x,z) d'un multigraphe fini I'. Nous avions notamment énoncé

le résultat suivant, relatif 3 tout couple (P,F*) de graphes planaires duaux

*®
x(I'",x,2) = x(I,z,2).

Définition : Désignons par |G| une R.S. d'un graphe u-régulier planaire G

et par I 1'un des deux graphes croisés définis par |G|. On pose

nclel,x) = x(r,z,x).

Nous avons établi précédemment que les deux graphes croisés d'une
représentation sphérique de G étaient duaux l'un de l'autre (1.3). Le résultat
rappelé ci-dessus assure donc que la définition précédente ne dépend pas du

graphe croisé choisi.

Les deux derniéres sections sont consacrées 3 1'énoncé et 3 la

démonstration de deux formules récursives auxquelles satisfait le polyndme II.

Soit G = (X,E) un graphe 4-régulier planaire, |G| 1'une de ses R.S.
et X un sommet régulier de G. Désignons par e, e, e, e (resp. fl’ f2,
f3, fu) les 4 arétes (resp. les 4 faces) incidentes & X dans |G|, de telle

sorte que fi soit adjacente a e, et e, (mod. 4) et que (el, €, €5 eu)

1
représente 1l'ordre de succession des arétes autour de X dans 1'ordre tri-
gonométrique (comme le“Sommet X est régulier, les 4 ar@tes d'une part et

les 4 faces d'autre part sont 2 & 2 distinctes).
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Considérons les 3 graphes réduits de G en X. Ces graphes réduits sont

déterminés 3 partir des partitions suivantes

G, : {{el,ez}, {ea,eu}}
G, : {{el,eu}, {e2,e3}}
G3 : {{el,e3}, {e2,e4}}

Compte tenu de la disposition des arétes dans IGI, les deux graphes
réduits G, et G, admettent, contrairement & G,, des R.S. lGll et |G2| trivia-

lement déduites de |G| (Fig. 3).

De ce fait, G, et G, (resp. |G1| et |G2|) seront appelés graphes
réduits (resp. représentations réduites) de |G| obtenus par éclatement

planaire au sommet X.

Désignons par T le graphe croisé de IG[ dont deux des sommets sont
définis par les faces fl et f3. Soit U 1l'aréte de T qui correspond 3 X. On
vérifie (Cf. Fig. 3) que I'\U (graphe obtenu par suppression de U) est un
graphe croisé de lGll et que I'/u (obtenu par contraction de U) est un graphe

croisé de |G2|.

La propriété suivante découle alors des propriétés du polyndme ¥X.

Proprilte : Soit |G| une R.S. d'un graphe 4-régulier planaire G, X un sommet

régulier de G et |G1[, IGQI les représentations réduites de |G| obtenues par

éclatement planaire au sommet X; on vérifie :

n(|e|,x) = mcje, [z + H(]GQI,x). /

Considérons un graphe 4-régulier planaire G possédant un cocycle w
de cardinal 2. Les graphes décomposés de G selon w (I-4.1), G' et G", sont
4-réguliers et planaires. De fagon évidente, cette opération de décomposition
(sur les graphes) peut &tre transposée en une opération de décomposition sur

les R.S. des graphes 4-réguliers.

A une R.S. |G| de G et 3 un cocyzle de G de cardinal 2 (w), on

associe ainsi deux R.S. |G'| et |G"| appelées R.S. décomposées de |G| selon w.



-57-

Figure 3. Graphes réduits obtenus par éclatement planaire en X de la R.S. |G|

de la figure 2 a.



Dans toute R.S. |G| de G; les deux arétes du cocycle w sont adjacentes
aix deux mémes faces. Dans toute bicoloraticn des faces de |G|, ces deux faces
particuliéres sont de couleurs distinctes. Considérons l'une d'entre elles;
le sommet V qui lui est associé dans le graphe croisé correspondant est un
point d'articulation de ce graphe. La figure 4 donne une bonne intuition de
la fagon dont on obtient les graphes croisés des R.S. décomposées de la| :

ce sont deux graphes complémentaires, {V}-détachés de T.
Utilisant les propriétés du polynéme X, on obtient :

Propnilte : Soit |G| une représentation sphérique d'un graphe G 4-régulier

planaire dans lequel il existe un cocycle w de cardinal 2. Si |G'| et Xelly

sont les deux R.S. décomposées de |G| selon w,

n(l|el,z) = n(je'|,x) . m(je"|,x) ./
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2. INVARIANCE TOPOLOGIQUE DE nclel,x)

2.1.
La définition du polyndme I(|G|,x) donnée dans le premier paragraphe
de ce chapitre fait explicitement intervenir la représentation sphérique |G|
du graphe 4-régulier planaire G. En fait, et c'est ce que nous allons montrer

dans le présent paragraphe, le polyndme 1 ne dépend que du graphe G.

La preuve de cette invariance topologique nécessite la connaissance
d'une caractérisation de 1'ensemble des représentations sphériques d'un
graphe planaire. Si le graphe est 3-connexe, cet ensemble est de cardinal 1.
Par ailleurs, on sait construire toute R.S. d'un graphe de connectivité 1 a
partir de ses composantes 2-connexes (blocs) - H. Whitney [1933]. Ces deux
cas ne présentent donc pas de difficultés particuliéres. En revanche, nous
croyons nécessaire d'expliciter une caractérisation de 1l'ensemble des R.S.
d'un graphe planaire dans le cas des graphes de connectivité 2, bien que
cette caractérisation ne soit pas inédite (Cf. 2.3): c'est l'objet des deux

prochaines sections.

On appelle charniére(l) d'un graphe G 2-connexe un sous-ensemble
{x,y} de sommets de G définissant une {X,y} - composante C de ce graphe
telle que :

i) Min {m(C),m(C)} 3 2, ol m(H) désigne le nombre d'arétes de H et

C le complémentaire de C dans G,

ii) au moins 1'un des deux sous-graphes partiels, C ou C, est
2-connexe(2)
Une 3-composante d'un graphe G de connectivité 2 est une {X,y}-

composante de ce graphe telle que {X,y} soit une charniére.

(1) Traduction de 1'anglais "hinge" (W.T. Tutte [1966 - ch. ll}).

(2) Une charniére est donc une articulation d'ordre 2 particuliére. Les
charniéres jouent vis-d-vis de ces articulations d'ordre 2 le méme
role que les cocycles primitifs vis-3-vis des cocycles de cardinal 2

dans un graphe eulérien (Cf. I-5).
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Soit |G| une R.S. particuliére de G. Considérons une charniére
{X,y} de G et désignons par C3(x,y) 1l'ensemble des 3-composantes de G
définies par {X,Y¥}. L'ordre de succession de ces composantes autour du
sommet X (resp. y) dans |G| définit une permutation circulaire de C3(x;y)
et ces deux permutations circulaires sont inverses l'une de 1l'autre. On
appelle faisceau de p composantes contigﬁes(S) tout sous-graphe de G composé
de 1'union de p {X,¥}-composantes qui constituent dans l'une - ou l'autre -

de ces deux permutations circulaires, une séquence d'éléments consécutifs.

Ces faisceaux permettent de définir des opérateurs de transformation

sur l'ensemble des R.S. d'un graphe planaire G.

Considérons une charniére {X,y} de G qui détermine q {X,y}-composantes.
Soit, par ailleurs, une R.S. |G| de G et, relativement 3 lg| et & {X,y}, un
faisceau I' de p composantes contiglies, avec v $¢q/2. On désigne par T le complé-
mentaire de F et par |F|, |F| respectivement les représentations sphériques de
F, F déduites de la R.S. |G|. Inversement, |3j est déterminé par les représen-

tations des deux sous-graphes complémentaires F et F et on peut noter
le] = [F|UIF]|

Si on désigne par IF[X 1'image mircir de |F| obtenue par symétrie plan,
on définit
6] = Ir[*y [T

et on appelle retournement d'ordre p la transformation |G| - |G]'.

sphériques de G se déduisent l'une de l'autre par application d'un produit fini

de retournements d'ordre inférieur ou égal ¢ 2./

~

La paternité exacte du théoréme précédent semble difficile 3 &établir.
J.C. Fournier [1976] considdre ce résultat corme une simple conséquence de la
caractérisation des graphes isocycliques de H. Whitney [1933]. Cependant, 1l'uti-
lisation de ce théoréme de Whitney ne permet pas de limiter les retournements

nécessaires 3 ceux d'ordre inférieur ou égal i 2.

(3) Nous nous permettons d'anticiper sur les innovations de la 9e édition
du Dicticnnaire de 1'Académie officialisant le fait que, dans ce cas,
"le tréma... se placera désormais, non plus sur le ¢ muet avec lequel
il n'a rien a faire, mais sur 1l'u dont il commande la prononciation".

(J. Mistler, le Monde de 1'Education, 13 (1876), 15).
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Par ailleurs, les théorémes 9 et 10 de S. Mac Lane [1937] permettent
de retrouver le théoréme de retournement de maniére plus analytique : ces
théorémes établissent une caractérisation de toutes les R.S. d'un graphe pla-
naire 2-connexe a partir des R.S. de ses atomes (qui sont des graphes déduits
des 3-composantes que nous avons définies). Le théoréme de retournement s'en
déduit en montrant que cette caractérisation permet de définir un groupe de
transformation sur 1l'ensemble des R.S. de G et en établissant que les retour-
nements d'ordre inférieur ou égal & 2 forment un ensemble générateur de ce
groupe.

Enfin, le chapitre 11 de W.T. Tutte ESG@] apporte une contribution
intéressante 4 cette question en établissant 1'existence d'une décomposition
intrinséque des graphes 2-connexes en unités de clivage ('cleavage units").

Ce résultat compléte et explicite les travaux de S. Mac Lane relatifs aux

atomes.

L'ensemble de ces travaux résoud le probléme de la détermination de
1'ensemble des R.S. d'un graphe planaire dans le cas des graphes de connec-
tivité 2 de fagon aussi satisfaisante que le réalisait le résultat de

H. Whitney [}933] dans le cas des graphes articulés(u).

D'aprés la définition du § 2.2, un retournement est caractérisé par
une charniére {X,y} et par un faisceau relatif 3 cette charnidre. Cependant,

compte tenu des notations de ce paragraphe, on constate que
=% *
[e[ U IFI® = (el "7,

. . . FS .
c'est-a-dire, puisque les représentations |G|' et (]6]")* sont considérées
comme &quivalentes, qu'un retournement est plus précisément caractérisé par

un couple (F,F) de faisceaux complémentaires dans le graphe.

Par ailleurs, on convient de définir le type d'un retournement par
les degrés partiels des scmmets d'attachement dans le faisceau considéré.
En vertu de la remarque précédente, on caractérisera donc le type d'un retour-

nement, relatif 3 une charniére {X,Y} par les deux paires

{dF(X), df(.X)} , {dF(y), d?(y)}.

(4) Nous comptons relater la filiation qui lie ces différents articles dans
une note intitulée " de H. Whitney et S. Mac Lane & W.T. Tutte, histoire

d'une formalisation".
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Dans le cas particulier des graphes 4-réguliers, les situations
possibles sont en nombre trés réduit. Le tableau 1 donne la liste des confi-

gurations présentées par les articulations de cardinal 2 d'un graphe 4-régulier.

Remarquons tout d'abord que la configuration décrite par la premiére
ligne de ce tableau ne correspond pas au cas d'une charniére : en effet, les
deux composantes définies par cette articulation de cardinal 2 sont l'une et

l'autre de connectivité 1.

De l'observation des autres lignes du tableau, on tire la conclusion
que, dans toute 3-composante d'un graphe 4-régulier, les sommets formant la
charniére ont des degrés partiels égaux. Dans ce cas, l'on peut donc limiter la
caractérisation du type d'un retournement & la seule donnée de {dF(X), df(x)},

qui n'est autre qu'une partition de l'entier 4 en deux entiers non nuls.

Ainsi, dans les graphes 4-réguliers, 1l'on peut définir deux types

de retournements, caractérisés respectivemernt par les paires {1,3} et {2,2}.

A titre d'exemple, la configuration décrite dans la derniére ligne
du tableau permet de définir quatre retournements d'ordre 1 et de type {1,3}

et deux retournements non équivalents d'ordre 2 et de type {2,2}.
En résumé

Proprnieté : Les retournements définis sur wun graphe d-régulier planaire de
connectivité 2 sont d'ordre inférieur ou égal a 2 et appartiennent tous & 1'un
des deux types suivants

Type (1,3} : retournement d'une composante dont les sommets d'attache-
ment ont des degrés partiels égaux A 1;

Type {2,2} : retournement d'une ccmposante (ou d'un fatsceau de
deuxr composantes contigiies) dont les sommets d'attachement ont des degrés

partiels égaux & 2./
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Ligne Nombre de Legrés partiels des sommets d'attachement dans
Composantes
Cl C2 C3 Cu
] d(x) = 3 d(x) = 1
dly) = 1 acy) = 3
5 5 d(x) = 3 . d(x) = 1
d(y) = 3 ay) = 1
3 d(X) =2 d(X) = 2
dly) = 2 d(y) = 2
L 5 d(x) = 2 d(x) =1 d(x) =1
day) = 2 aly) = 1 dly) =1
; X d(x) = 1 a(x) = 1 d(x) = 1 a(x) = 1
d(y) = 1 dly) = 1 d(y) = 1 dly) = 1

Tableau 1.

2.5. Theonéme d'invariance

Thioneme : Le polyndme T(|G|,x)est invariant sur L'ensemble des représentations

sphériques d'un graphe G 4-régulier planaire.

Preuve : L'argumentation de cette preuve différe selon la connexité
du graphe G considéré.

S1 G est 3-connexe, la propriété est trivialement vérifiée puisque la

représentation de G est unique.

Lorsque G est de connectivité 2, le théoréme de retournement (2.2)

permet de restreindre la vérification de 1'égalité
1l = 1(Js] o)

d un couple de représentations (|G|, lG!l) déduites 1'une de 1'autre par
retournement. Le résultat de la section précédente (2.4) nous conduit 3 con-

sidérer les deux cas suivants.
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Soit tout d'abord deux R.S. de G déduites l'une de 1'autre par re-
tournement de type {1,3}. L'objet du retcurnement est une composante C.dont
les sommets d'attachement ont des degrés partiels égaux 3 1. Les deux ardtes
de C incidentes & ces sommets d'attachemen® constituent un cocycle w de cardinal
2 de G. Parmi les deux graphes décomposés de G selon w, désignons par G' celui
qui correspond & C et par G" celui qui correspond & C. Le lecteur vérifiera
sur un petit dessin dont la réalisation est laissée 3 son initiative, que si

|c'| et |G"| sont les R.S. décomposées de |G| selon w, |G'|X et |G"| sont les

R.S. décomposées de |G|l selon w. Or, d'aprés 1.7,

H(|G|,x) = n(|c'|,x). n(lemi,z)
et n(l6| @) = n(6'*x) . n(je"],x).

Ix sont des R.S. équivalentes et ont donc méme polyndme II.

Mais |G'| et |G!

I1 s'en déduit que Mest un invariant par retournement de type {1,3}.

Considérons & présent un retournsment de type {2,2} autour d'une char-
niére {X,y}. Ce retournement détermine une partition des {X,y}-composantes de
G en deux faisceaux F et F tels qu'il existe dans la représentation |G| deux
faces de méme couleur (couleur 1) bordées 3 la fois par des &léments de F et
de F. Le graphe croisé de |G| associé i la seconde couleur (F2) a la propriété

z

de rester invariant par le retournement considéré. Il en résulte que
nel,e) = (el o) = x(r, e,
ce qui achéve 1'étude des graphes de connectivitéd 2.

Dans le cas des graphes de connectivité 1, nous savons qu'ils peuvent
étre décomposés de fagon intrinséque en blocs et que cette opération cor-
respond a des décompositions successives selon des cocycles de cardinal 2
incidents a des points d'articulation. Le polyndme I s'obtient dans ce cas
comme produit des polyndmes relatifs aux blocs. Chacun de ces facteurs est

intrinséque puisque les blocs sont des graphes 2-connexes et que l'on peut

par conséquent leur appliquer les arguments précédents.

Cette derniére remarque achdve d'établir 1'ensemble de la propriété. /

Dans la suite cet invariant sera désigné par N(G,x).
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3. o-BIDECOMPOSITIONS ET o-CYCLES

Nous définissons dans ce paragraphe deux bidécompositions dont le poly-
ndme I est un invariant. Ce polyndme est ensuite utilisé pour dénombrer les
o-cycles d'une représentation sphérique d'un graphe 4-régulier planaire et

résoudre quelques questions connexes.

Ces o-bidécompositions sont définies sur un sous-ensemble S' de 1'en-
semble S décrit en II-3.2. Rappelons que S est 1'ensemble quotient de 1'ensemble
des graphes 4-réguliers (dont les sommets appartiennent 3 un ensemble dénom-
brable X) obtenu en considérant tous les graphes complétement articulés et de

- 4 -
meme ordre comme équivalents.

L'ensemble S' utilisé ici est la restriction de S aux graphes planaires.

De méme que dans 1I-3.2, AP désignera "le" graphe complétement articulé d'ordre p.

Nous définissons sur cet ensemble S' deux bidécompositions B = (Dl’DQ)

et B' = (Di, DQ) construites a partir des trois décompositions suivantes.

Dl et Di sont les restrictions des décompositions analogues définies
sur S : D1 (resp. Di) est la décomposition dont la relation de couverture est
définie par toutes les inéquations

GX@a' . @"
pour tout graphe G articulé (resp. d'aréte-connexité 2) de S' et toute décompo-
sition (G', G") de G sélon un cocycle de cardinal 2 incident 3 une articulation

de G (resp. selon un cocycle quelconque de G).

02 est la décomposition de S' dont la relation de couverture est définie
par toutes les inéquations
A
<G, +
G G1 62

pour tout triplet (G’Gl’Gg) pour lequel il existe des R.S. IGI, lG, |, et |G2|

1
des graphes G, Gl’ G2 respectivement et un sommet régulier X de G tels que

IGlI et ]GQ| soient les R.S. réduites de |G| par éclatement planaire au sommet X.

On appelle bidécompositions équivalentes deux bidécompositions dis-
tributives sur un méme ensemble S telles que pour tout multiset sur S, l'unique
majorant maximal (pour 1l'énsemble des deux décompositions) est identique dans

ces deux bidécompositions.
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équivalentes sur S'. Leur unique élément irréductible et indécomposable est

A.. De plus, N(G,x) est l'invariant de Tutte-Grothendieck correspondant d

1
l'une ou l'autre de ces bidécompositions.

Preuve : les éléments irréductilles selon D2 forment 1'ensemble
{Ap/p > 1}; le seul élément de S' a& la fois irréductible et indécomposable

pour B = (Dl’DQ) - et pour B' = (D',DQ) - est A,.

Par ailleurs, par décomposition selon Dl ou Di, un é&lément (D2)_
irréductible donne un multiset d'éléments irréductibles. De plus, on vérifie
trivialement que Dl et Di sont des décompositions unitaires, en se souvenant
qu'elles sont les restrictions de décompositions elles-mémes unitaires. En

ce qui concerne D considérons un élément G de S', et une D2-décomposition

5
totale Z de G. D'aprés les formules de récurrence de 1.6 et 1.7, il y a
bijection entre les éléments du support du rultiset Z et les mondmes du
polyndme N(G,x) : & 1'élément A_ de Z d'ordre de multiplicité a_, correspond
dans N(G,x) le mondme a . Or, le polyndme II est intrinséque : gl en

résulte que la DQ—décomposition totale Z de G est unique et ainsi que D2 est
raffinable sur S'. On é&tablit alors trivialement le caractére unitaire de
cette décomposition. Enfin, s'inspirant de I-4.5, on démontre que les décom-

positions Dl et Di sont distributives par rapport apD ce qui achéve de

2!
prouver que B et B' sont des bidécompositions distributives.

Cependant, les formules de récurrence du paragraphe précédent mon-
trent que II(G,x) est un B-invariant (resp. un B'-invariant) sur S'. Or,
1l'invariant de Tutte-Grothendieck de la bidécomposition B (resp. B') est,
d'aprés le théoréme II-1.5,é&lément d'un anneau isomorphe a l'anneau (com-

mutatif) libre engendré par A.. De plus, cet invariant particulier est ca-

1
ractérisé, parmi les B-invariants (resp. les B'-invariants), par le fait

que l'image de A, est 1'élémentgénéraceur de l'anneau de Tutte-Grothendieck

1
de la bidécomposition. Il résulte de cette caractérisation que Tl est 1'inva-

riant de Tutte-Grothendieck des bidécompositions B et B', de ce fait, que

B et B' sont équivalentes./”

Conollaine : Le groupe de Tutte-Grothendieck associé d la décomposition uni-

taire DQ(S') est isomorphe au groupe atélien libre engendré par les éléments

A > 1}.
{ p/p z 1}

Preuve : Pour un élément G de S', en effet, 1'invariant de Tutte-

Grothendieck relatif 3 la décomposition D, (S') est obtenu a partir de

2
N(G,x) en substituant la variable Ap au mondme & (Cf. 11-1.6)./
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On désignera par HO(G,Ap) 1'invariant de Tutte-Grothendieck associé

d cette décomposition unitaire DQ.

Considérons une R.S. IGI d'un graphe 4-régulier planaire G et un
sommet X de G. La représentation topologique |G| détermine sur l'ensemble
des arétes incidentes 4 X une permutation circulaire (el,e2,e3,e”) qui

représente l'ordre de succession des aré@tes dans le sens trigonométrique.

En ce qui concerne les séparations définies en X, on peut en dis-
tinguer deux sortes suivant que les arétes qui constituent une transition
de la séparation sont consécutives ou non dans la permutation circulaire
précédente : ainsi, on dira que les séparations construites 3 partir des

partitions {{61,82}, {63,64}} et {{el,eq}, {62,63}}sont de type o tandis que

celle déterminée par {{el,es}, {62,94}} est de type v.

Définition (A. Kotzig [1968]) : un o-cycle d'une R.S. |G| d'un graphe

4-régulier planaire G est un cycle eulérien de G qui détermine un systéme

transitif ol toutes les séparations sont, dans |G|, de type o (1)

3.4. Theorzme

Soit G un graphe 4-régulier planaire. Le nombre de o~cyela v(|G|)
d'une de ses R.S.|G| est indépendant de la R.S. choisie; il est égal a
n(G,1). '

Preuve : Il faut d'abord montrer que v(|G|) est un B'-invariant.
D'aprés la construction des représentations réduites |G1| et |G2| de |G|
par éclatement planaire en un sommet régulier de G, on vérifie que
v(|G]) = v(|Gl|) + v(|G2|). De méme, si G est un graphe possédant un cocycle
de cardinal 2, et si 1'on désigne par [G'| et |G"| les R.S. décomposées de

|G| selon ce cocycle, v(|Gl) = v(|a']). v(]e"]).

On peut dans ces conditions appliquer le théorime I1-1.%; le résultat

annoncé découle alors du fait que v(IAlI) =1./

Conoflaine (A. Kotzig [1968]) : v(|G|) est égal au nombre d'arbres maximaux

du graphe T correspondant & 1'une des représentations croisées de |G|.

Preuve : En effet, par définition N(|G|,1) = x(I,1,1) et x(Tr,1,1)
est le nombre d'arbres maximaux de T(T.H. Brylawski [;972 B]).//

- (1) Ces cycles sont appelés unicursaux par C. Smith et W.T. Tutte [1941].
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Par analogie avec le chapitre précédent, nous définissons une
k-partition eulérienne de type o d'une R.S. |G| d'un graphe 4-régulier
planaire G comme une partition des arétes de G en X cycles déterminant: un

systéme pour lequel toutes les séparaticns sont, dans |G|, de type o.

eulériennes de type o, vk(IGl), d'une de ses R.S. |G| est indépendant de la

R . N . - (P
R.S. choisie; il est égal d la valeur deI:O(G,Ap)pour Ap = (k—l)'

Preuve : Il est clair que si |G| est une R.S. d'un graphe 4-régulier
et (IGlI, |G2|) sont deux représentations réduites de |G| par éclatement pla-
naire en un sommet régulier de G, on a vk(IGI) = vk(|G1|) + vk(|GQI); il en
résulte que vk(IGl) est un DQ—invariant.

Considérons A_; c'est un graphe irréductible selon D2. Parmi les 2F

systémes de IApl composés de séparations de type o, (kel) d'entre eux cor-

respondent 3 des k-partitions eulériennes de type o. La propriété en résulte. /

4. DENOMBREMENT DES CIRCUITS EULERIENS DANS LES GRAPHES 4-REGULIERS PSEUDO-
SYMETRIQUES

Dans tout ce paragraphe nous considérons des multigraphes - avec boucles
éventuellement - orientés, finis, connexes et dont les demi-degrés intérieurs
et extérieurs en chaque sommet sont égcux & 2. On désigne un tel graphe par un
symbole majuscule surmonté d'une fléche (E, par exemple). La suppression de
l'orientation des avcs de G définit un multigraphe symétrique 4-régulier nor-

malisé qui sera noté G.

Considérons un graphe 4-régulier planaire G (connexe et fini) et soit
|G| une de ses représentations sphéricues. Désignons par 1 et 2 les couleurs
qui servent d colorer les faces de |G|. On construit un graphe G en orientant
les arétes de G de telle sorte que, dans son sens de parcours, tout arc de E
ait, dans |G|, une face de couleur 1 d sa gauche. Le graphe G ainsi obtenu est

pseudo-symétrique.

D;aprés la construction de E, il est clair que tout circuit eulérien
de G détermine un o-cycle de |G| et réciproquemené§)Ainsi, tout ce qui a été
établi dans ce chapitre pour les o-cycles des R.S. des graphes u-réguliers
planaires est également valable pour les circuits eulériens de certaines

orientations pseudo-symétriques de ces graphes.

(5) Cette équivalence est due a C. Smitn et W. Tutte [19u1].
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Le but de ce paragraphe est de montrer que les résultats précédents
s'appliquent également aux circuits eulériens de toute orientation pseudo~

symétrique de tout graphe 4-régulier.

Nous étudions ici comment s'adaptent les opérations de réduction et

de décomposition aux graphes pseudo-symétriques.

Considérons un graphe 4-régulier pseudo-symétrique G et désignons par
G le graphe non-orienté correspondant. Supposons qu'il existe dans G un sommet
régulier X (I-4.1) et considérons les trois graphes réduits correspondants.
Parmi ces trois graphes, deux (Gl’GQ) peuvent &tre orientés de facon pseudo-
symétrique, de telle sorte que 1'orientation des arétes communes 3 G et

. . ~ -> -> . » 2> >
Gi(z = 1,2) soit la méme dans G et Gi' Ces deux graphes orientés G, et G

1 2
sont obtenus & partir des deux séparations en X qui associent dans chaque
- . . . >
transition un arc entrant et un arc sortant incidents & X dans G. Ces deux

P e =
graphes seront nommés graphes orientés réduits de G au sommet X (ou : en X).

Par ailleurs, tout cocycle d'un graphe orienté pseudo-symétrique est
constitué d'autant d'arcs entrants que d'arcs sortants. De ce fait, si un
graphe G posséde un cocycle de cardinal 2, w, i1 est facile de donner aux
graphes décomposés G' et G" de G selon le cocycle w une orientation pseudo-
sym2trique compatible. Les deux graphes orientés correspondants, &' et G"

7’ . rd » » +
sont appelés graphes orientés décomposés de G selon w.

4.3. Derivation
Considérons 1'ensemble éu des multigraphes u4-réguliers pseudo-
symétriquesfinis dont les sommets appartiennent 3 un ensemble dénombrable X.

Désignons par Q 1'anneau commutatif libre engendré sur Z par 34.
Nous allons définir sur Q des opérateurs partiels Di (Z€ N ) indexés
Pd ” . - ” —>
par les éléments X (ZeN) de X. Considérons tout d'abord un graphe H de éq
—
qui contient le sommet X . Nous définissons 1'expression dérivée H'(Z) de
+ ” . . - P
H relativement au sommet Xi; la formulation de cette définition dépend de la

nature du sommet Xi dans H.

. P e ~ .
a) Si H est d'ordre supérieur ou egal & 2, et si Xi est un sommet

régulier de H,
ﬁ'(i) =H, +H
1 2°

>

l’

o

~ > - P 4 . >
ou H2 sont les deux graphes orientés réduits de H en Xi'
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> e . v - ~ . 0
b) si H est d'ordre supérieur ou égai 3 2, et si Xi est une articu-
lation essentielle de H,
——? -
H'(Z) = (Xi) . H' . H', ,
> > . z .
ou (Xi)’ H' et H" sont les graphes orientés obtenus en décomposant succesi-

_> . 3 13
vement H selon chacun des deux cocycles élémentaires incidents a X

+ P4 . P -~ . L]
c) si H est d'ordre supérieur ou égal a 2, et si Xi est une articula-
tion bouclée de H,
. >
H'(Z) = (Xi) . H' ,
_) 4 ’z Pd _>
ol (xi) et H' sont les graphes orientés décomposés de H selon le cocycle
incident a X
_—

L) . 3 + d 3 . rd
d) Enfin, on pose H'(Z) = (Xi) si H est le graphe i-régulier orienté

d'ordre 1 dont l'ensemble des sommets est {Xi}'

L'opérateur D, sur Q est défini pour tout élément g de Q dont chaque
nondme contient exactement un facteur -c'est-d-dire un graphe - auquel
appartient le sommet Xi. Si on note

- —p
Q= I agHg - My Gy
> Lme s
(ou Hs désigne un graphe contenant le sommet Xi)’ on pose par définition

—
- \ 1 ;
Dy (@)=2, o5 H g1 - Iy gy

Cette présentation ressemble fort d czlle qui a été faite au §II-2.1.
Le théoréme qui suit est l'analogue du lemme II-2.3. Dans la preuve que nous
donnons ci-aprés, nous nous contentons de détailler les circonstances qui

différent d'une démonstration 3 1l'autre.

4.4. Existence de 1(3,x)

Pour tout graphe ¢ devé et tout ordre total 0= (Xl’x2""’xn) sur

y
l'ensemble de ses sommets, l'expression
DN(G) =D o D (%)
0 T "m o Tp-1 07770 71
est un polyndme en (Xl)’ (XQ), e (Xn).
Soit = la relation d'équivalence induite dans Q par la relation
d'isomorphisme des graphes orientés. On i1ésigne par [bo(éil 1'élément de
Q/= correspondant a DO(E) et par x la ciasse d'équivalence des graphes

4-réguliers pseudo-symétriques d'ordre 1.

[

Q4 coefficients positifs. Ce polyndme est de plus indépendant de l'ordre 0

chotst.
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Preuve : l'ensemble de ce théoréme se montre par récurrence sur

+ ” - Pl . .
l'ordre n du graphe G. Seule la propriété d'indépendance n'est pas triviale.

Pour établir cette indépendance, nous comparons les expressions
>
D = Dj o D(G)
et _ >
D'z D, DL(C) ,

>
pour un couple arbitraire (Xi’xj) de sommets de G.

Nous sommes amenés 4 distinguer plusieurs cas selon la nature des

sommets X. et X. dans G.
7z )

a) Si X, et Xj sont des articulations de G, 1'égalité D = D' découle

de la commutativité de la décomposition des graphes u4-réguliers (I-5.5).

b) Si 1'un des sommets est une articulation et 1'autre un sommet
régulier, la propriété de distributivité de la décomposition par rapport

d la réduction entraine &galement que D = D'.

c¢) Lorsque X, et Xj sont des sommets réguliers de G, il fazt s'in-
terréger sur la nature de Xi dans les graphes orientés riduits de G en Xj
et sur celle de Xj dans les graphes orientés réduits de G en X - Si ces
sommets sont dans tous les cas des sommets réguliers, D et D' sont chacun la
somme de 4 graphes orientés réduits d'ordre (n-2) qui peuvent 8tre iden-

tifiés terme 3 terme [cas c¢) - 1 de la démonstration Ii-2.§].

A contrario, supposons que Xi soit une articulation de 1'un des
graphes réduits de € en xj. Chacune des {Xi}—composantes de ce graphe
réduit provient d'un sous-graphe partiel {xi,xj}-détaché de E, dans lequel
X, et Xj ont chacun un demi-degré intérieur partiel et un demi-degré ex-

térieur partiel égal 3 1.

£ . . % .
Réciproquement l'existence, dans G,d'un tel sous-graphe partiel
assure d la fois que Xj est une articulation dans un des graphes orientés
b4 . > 3 .
réduits de G en Xi et que Xi est une articulation dans un des graphes

P z . -2
orientés réduits de G en Xj'

C'est donc la seule hypothdse qu'il nous reste a étudier.

Intéressons-nous aux nombres possibles de {Xi,xj}-composantes de E
et aux demi-degrés partiels de chacun des sommets Xi et Xj dans ces compo-
santes. Les contraintes suivantes doivent &tre vérifiées

- Puisque X, et Xj ne sont pas des articulations de C, aucun des

degrés partiels n'est égal 4 0 ou n'est plus grand que 3.
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- Le cocycle des sommets formant chaque {xi,xj}-composante doit

8tre constitué d'autant d'arcs entrants que d'arcs sortants.

- On doit, enfin, vérifier la prcpriété ci-dessus : l'existence
dans G d'un sous-graphe partiel {xi,xj}—détaché dans lequel Xi et xj
ont un demi-degré intérieur partiel et un demi-degré extérieur partiel
égaux chacun a 1.

L'ensemble des situations possibles peut &tre résumé par le

tableau suivant.

Degrés partiels dans la composante...
Cas Nombre de Cl C2 C3 Cu
composantes
at(x.)=1 at(x.y=1
1 1
5 d (xi)zl d (xi):l
at(x,)=1 at(x.)=1
J dJd
d‘(xJ.):l d (x.)=1
o + + +
d (xi):l d (Xﬂ)=l d (xi):o
. d (Xi):l d (Xi)=0 d (Xi)zl
+ + +
d (x.)=1 d (x.)=0 d (x.)=1
) J) ( J)
d (x.)=1 d {x.)=1 d (x.)=0
J J J)
+ _ + _ + _ + _
d (xi)—l d (Xi)'o d (xi)—l d (xi)-o
. . d (xi)zo d in)=1 d (xi)zo d (Xi)=l
+ + + +
d (x.)=0 d {x.)=1 d (x.)=0 d (x.)=1
J) | J) J) ( J)
d (x.)=1 d (%.,)=0 d (X.,)=1 d (x.)=0
J J) J) J)
Tableau 2.

L'analyse de ce tableau se poursuit alors en distinguant les cas a
et B; elle est tout & fait semblable & celle effectuée & la fin de la dé-
monstration 1I-2.3 et nous l'omettons.

I1 résulte de cette analyse que l'on peut conclure dans tout les

cas 3 l'invariance de l'expression D-(E) .
P 0 /

. ->
Cette expression sera dorénavant notée N(G,x).
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On sait que toutes les orientations pseudo-symétriques de K5 sont
isomorphes. Pour une quelconque de ces orientations, on obtient

H(ﬁs,x) = 5x2 + bx .
®
6
couplage parfait. Ce graphe est planaire; il ne poss@&de qu'une seule repré-

Soit K. le graphe 4-régulier obtenu 3 partir de K6 en supprimant un

sentation sphérique (dont toutes les faces =ont de longueur 3) : IKEI.

On peut dénombrer 4 orientations pseudo-symétriques non isomorphes
de KZ. Chacune de ces orientations peut &tre caractérisée par sa configuration
topologique sur |K§| : si on désigne par s le nombre de sommets de Kz qui,
pour une orientation pseudo-symétrique donnée, présentent sur |KZ| une alter-
nance d'arcs entrants et sortants, on vérifie que seules les valeurse = 0,2,3,¢
sont possibles et qu'd chacune de ces valeurs ne correspond qu'un seul graphe

pseudo-symétrique (Fig. 5).

On obtient les gquatre polyndmes suivants
2
s =0, 11 x +10x

s = 2, xS + 9 x2 +10x

s = 3, x3 + 10 x2 + 8x

s =6, 2 x3 + 10 x2 + 4 x

On remarque que ce dernier polyndme est HdKzLx), puisque l'orientation
pseudo-symétrique considérée est celle qui est canoniquement associée & la R.S.

de K: par la méthode de § 4.1.

Il n'apparait pas nécessaire de développer complétement les consé-
>
quences théoriques de l'existence de II(G,x). Nous nous contenterons d'énoncer

les principaux résultats.

>
Soit § 1l'ensemble des classes d'isomorphie des multigraphes finis
P . P . 6 . P . . . »
connexes H-réguliers pseudo—symetrlqueéz Cn appelle bidécomposition orientée
. P . . + . e P . . . P4 ‘_>
la bidécomposition sur S constituée par le décomposition orientee Dl et la

—+ -z . .
réduction orientée D, définies par les opérations décrites en 4.2.

Theoneme : La bidécomposition orientée B = (31,32) sur § est une bidécompo-
sition distributive dont le seul élément irréductible et indécomposable est
' le graphe d'ordre 1 composé de deux boucles orientées. Pour un élément ¢ de
3 s L'invariant de Tutte-Grothendieck de cette bidécomposition est le polyndme

H(E,x)défini dans la section précédente.

(6) On considére encore une fois les grzphes complétement articulés et de
méme ordre comme équivalents.
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Figure 5.

|
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Conollaine 1 : Pour tout graphe 4-régulier rseudo-symétrique E, le nombre
grap g 4 Y q

. . e >
de ses circuits eulériens est N(G,1). /

Soit H(E,Ap) le polyndme obtenu en remplacant oL par Ap dans 1(G,x).

symétrique G en k circuits est égal a la valeur de H(E,Ap) pour Ap = (kel). /

Au début de ce chapitre, nous avons céfini le polyndme II(G,x) des
graphes planaires par référence au polyndme dichromatique de graphes croisés.
Le polyndme H(E,x) a été défini de maniére toute différente, mais il apparait
néanmoins comme une généralisation du précédent. Dans ces conditions, est-il
pcssible d'établir dans le cas de H(E,x) ur.e correspondance semblable d celle
qui a servi de définition pour NM(G,x). Nous esquissons dans la suite deux
tentatives de solution de cette question. La premiére tentative (§ 4.7), de
nature combinatoire, se solde par une réponsz négative; quant & la seconde

(§ 4.8), de nature topologique, elle pose un probléme que nous avons di laisser

ouvert.

4.7, Géneralisation combinatoine

Nous avons rappelé au § 3.4 un résultat di & A. Kotzig et qui s'énonce
ainsi : le nombre de o-cyclesd'un graphe u4-régulier planaire est égal au
nombre d'arbres maximaux d'un graphe croisé T' d'une R.S. de G. Cette égalité
résulte, dans la présentation que nous avcas adoptée, de la définition et
des propriétés de Il et de x. Cependant, la preuve initiale de A. Kotzig est
plus précise : elle établit une bijection '"naturelle'" entre 1l'ensemble des

o-cycles de IG| et l'ensemble des arbres maximaux de T.

C'est cette bijection que nous cherzhons 3 généraliser.
Plus précisément, un graphe 4-régrlier pseudo-symétrique @ étant
donné, existe-t-il un matrolde M construit. sur l'ensemble des sommets de
G tel que
H(a,x) = x(M,x,x),
ot x(M,x,z) est le polyndme de Tutte du matroide M et tel qu'il existe une

- . . . 3 . P . _).
bijection "naturelle" entre les circuits euvlériens de G et les bases de M ?

Il est possible de trouver une solution de ce probléme dans certains

cas particuliers. Considérons, par exemple, le graphe orienté.suivant.
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Figure 6.

> - > . .
Ce graphe G a pour polyndme I(G,x) = 2 % + 4 x et i1 est possible

de trouver un matroide répondant 3 1'interrogation posée ci-dessus : le
matroide M est le matroide sur un ensemble E de 4 éléments dont les bases

sont toutes les parties de E de cardinal 2. Le polyndme de Tutte de M est
2 2
x(M,x,2) =2 + 2° + 22+ 2 z

. o . - . . > Pd . _>
Cependant, les bijections qui existent entre les circuits eulériens de G

et les bases de M sont des plus arbitraires.

Dans le cas général, on est cependant obligé de convenir que le
probléme posé n'a pas de solution. Considérons en effet une orientation
pseudo-symétrique quelconque de K5. Le matroide que 1l'on devrait lui as-
socier serait un matroide sur 5 éléments qui devrait avoir 11 bases
(H(Ks,l) = 11). Or il n'est pas possible de trouver plus de (2) = 10 bases

dans un matroide sur 5 éléments.

La réponse 3 la question posée est donc négative en général. Une
autre possibilité de généralisation est offerte par des considérations

topologiques.
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Cette généralisation s'appuie d'une part sur la constatation faite

au § 4.1 et d'autre part sur les remarques du § 1.2.

Certaines orientations pseudo-symétriques de graphes 4-réguliers
sont représentables sur la sphére, de telle sorte que deux arcs successifs
de méme sens appartiennent au pourtour d'une méme face (c'est-d-dire,de
fagon équivalente, que chaque face de la représentation IGI constitue un

. 3 -}
circult de G).

Une voie de généralisation possible consiste 3 s'affranchir de la
contrainte portant sur le genre de la surface ol l'on représente G : quel
que soit le graphe 4-régulier pseudo-symétrique E, existe-t-11 une surface
orientable telle que l'on puisse représenter G (selon |G]) de telle sorte
que chaque face de |G| soit bordée par un circuit de G

La réponse est positive et, d'ailleurs, la solution n'est pas néces-
sairement unique. Considérons un sommet X de G et soit a, b (resp. ¢, d)
les deux arcs entrants (resp. sortants) en X. Pour que IGI réponde 3 la con-
dition précédente, il est nécessaire et suffisant que la permutation des arcs
autour de X soit, dans |G|, fa,c,b,d) ou (a,d,b,c). Si 1'on choisit pour
chaque sommet de G l'une des deux permutations autorisées, on se trouve en
présence d'un ensemble de conditions qui, d'aprds le fameux résultat de
J. Edmonds [196@], détermine de fagon unique la représentation |Gl. Une telle
représentation |G| est dite gssocide 3 G.

Exemple : Considérons une orientation pseudo-symétrique de Kg et dénommons

les arcs et les sommets de ce graphe de telle sorte que la séquence d'arcs

(1,2,3,4,5) représente le circuit (a,b,c,d,e,a) et que la séquence (6,7,8,9,10)
représente (a,c,e,b,d,a).
Si nous choisissons les permutations circulaires suivantes
a: (1,5,6,10)
(2,1,9,8)
(2,7,6,3)
(9,4,3,10)
(4,8,7,5)

o o o o

on obtient une représentation de K5 sur le surface orientée de genre 2

("Bretzel") : Fig. 7 (page suivante).
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Figure 7.

Le surface orientée de genre 2 peut &tre représentée sur le plan par un
octogone dont les huit sommets sont identifiés 3 un point de la surface;
les bords de ce polygone doivent &tre identifiés selon les indications
portées sur la figure. |

Cette représentation comprend 3 faces, 1'une de longueur 10, les deux
autres de longueur 5.

Remarquons enfin qu'un autre choix de permutations circulaires parmi les
permutations autorisées aurait conduit, par exemple, 3 la représentation

c) de la figure 1.

Lorsque 1l'on a construit une telle représentation |G| associde 3 un
graphe 4-régulier pseudo-symétrique E, on peut définir deux représentations
croisées de |G|. En effet, les faces de |G| peuvent &tre colorides en 2
couleurs de la fagon suivante : chaque face de IGI détermine un circuit de G
et on colorie de la méme couleur toutes les faces dont les circuits "tournent"

dans le méme sens (direct ou inverse) sur la surface orientée.
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Chacun des graphes croisés est construit sur 1l'ensemble des faces de |G|

d'une couleur donnée, selon la méthode décrite en 1.3.

Le probléme se pose alors en ces termes : é&tant donné un graphe
Pd - + -~ 3 . 7
4-régulier pseudo-symétrique G et une représentation associée IG[ sur une
surface de genre g, quellesrelations peut-con établir entre les polyndmes

bichromatiques des graphes croisés I' et T, de IGI, le genre g et le poly-

1
> > - - P - P ~ .
ndme N(G,x); en particulier, N(G,xr) peut-il &tre déterminé 3 partir des

autres éléments ?

Malheureusement, nous n'avons pas pu trouver de réponse 3 cette
question. A titre d'exemple, voici les termes du probléme pour les deux

(1)

7z ” .
cas évoqués ci-dessus.

1) Représentation de K; sur le tore

X(Fl,x,z) =zt + z° + x°z

x(T,,x,2) = xs + 2x2 + 22z + 32 + &+ 3
29
g=1

5x2 + 6x

H(Ks,x)

2) Représentation de K. sur le double tore

5
x(Fl,x,z) = x5
x(FQ,x,z) = xu + x3 + x2_+ x + z
g= 2
H(Ks,x) = 5x2 + 6x

5. VALUATION REMARQUABLE DES POLYNOMES 1(G,x)

Depuis quelques années, ont été publiées plusieurs études sur des
cheminements particuliers des graphes orientés : les antichemins (terme
tiré de 1'expression "antidirected paths" inventée par B. Grunbaum [i97i]).
Ce qui va nous intéresser dans la suite sont des cheminements dérivés des
antichemins, les anticircuits. Un antieircuit est un cycle d'un graphe orienté
tel que deux arcs empruntés successivement par le cycle aient méme extrémité

ou méme origine.

(1) Utilisant la notion de Polyndme de Tutie d'un morphisme, introduite par
M. Las Vergnas, nous avons conjointement pu poser une conjecture qui résou-
drait cette question lorsque la représentation associde peut se faire sur une
surface de genre 1.
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Dans le cas particulier des graphes 4-réguliers pseudo-symétriques,
il passe exactement un anticircuit par tout arc donné et les anticircuits

d'un tel graphe réalisent une partition de 1l'ensemble de ses arcs.

Nous allons montrer que le nombre des anticircuits d'un graphe 4

4-régulier pseudo-symétrique s'obtient trés facilement 3 partir de H(E,x).

5.2. ThZoneme
Soit h(8) le nombre d'anticircuits d'un graphe G 4-régulier pseudo-
symétrique d'ordre n(E), on vérifie :

> >
1&,-1) = (-1)y"E) | (p)(E)-1

Preuve : D'aprés les théordmes généraux sur les invariants de
Tutte-Grothendieck (II—léS); il suffit de démontrer que l'expression
% n(G h(G)-1
g = (-1®) | (MO

P > s e e ) .
orientée B définie en 4.6 et que la valeur de cette expression pour le

+ . 3 . - L]
est un B-invariant de la bidécomposition

graphe EO d'ordre 1 composé de 2 boucles est (-1).

z P . . >
Cette seconde propriété est triviale car le graphe GO admet une
décomposition en un unique anticircuit de longueur 2, d'ou :

q(Eo) = (-1) . (-2)% = -1

Quant 3 la premiére propriété, elle s'établit en prouvant que q(a) est 3 la
fois un 3l-invariant et un BQ—invariant (avec B = (31,32)). Pour prouver

>
la premiére assertion, on remarque que la décomposition d'un graphe G selon
un cocycle de cardinal 2 détermine deux graphes orientés décomposés, El et 62,
tels que

> > ->
n(Q) = h(Gl) + h(G2) -1,

” - Pl . 3 - . + -). + . 3
Cette égalité, jointe au fait que n(G) = n(Gl) + n(Gz), implique que q(E)

+ . .
est un Dl—lnvarlant.

La preuve de l'invariance de q(a) par réduction nécessite de dis-
tinguer deux cas selon que le sommet régulier en lequel se fait la réduction
est traversé par un seul anticircuit ou par deux anticircuits distincts. Dans
le premier cas, l'anticircuit qui passe par X est conservé dans 1'un des deux
graphes orientés réduits de G en X (soit El) tandis que dans 1l'autre (62),

cet anticircuit se décompose en deux.

D'ol : A(B) = h(ﬁl) = h(EQ) -1. I1 s'en déduit que

> > >
q(8)) + q(G,) (-1)yH(@=1 [y (L5yr(E)-T]

n(€)-1 n(&p)-1

- (-1)
q(g)

(-2)
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Ce gqui achéve 1'étude du premier cas. Dans le second cas, celui ol deux
articircuits distincts passent par X, ces deux anticircuits se trouvent
P - % PR
réunis en un seul dans chacun des graphes réduits Gl et GQ; et on vérifie
4 + '_> _> LY . . ~ 7z
également q(Gl) + q(GQ) = gq(G). Cette dernidre affirmation achéve la dé-

mcnstration de ce théoréme. /

Considérons un graphe E 4-régulier pseudo-symétrique auquel cor-
respond une représentation sphérique |G| telle que les circuits eulériens
du premier soient en bijection avec les o-cyzles de la seconde selon le
procédé du § u4.1.

Aux anticircuits de E'correspondenf‘des cycles particuliers de |G|
appelés ficelles (ou diagonales par P. Rosenstiehl [1975]) : une ficelle
de IGI est un cycle du graphe G tel que les arétes de ce cycle aient 3 leur
gauche, dans un sens de parcours donné, alternativement des faces de couleur

1 et 2 de |G].

Propriete : Soit G un graphe 4~régulier planaire. Il existe un invariant ¢(G)
du graphe G qui représente le nombre de ficelles d'une quelconque représen-
tation sphérique de ce graphe. De plus; si l'ordre de G est noté n(G), on a :

N(G,-1) = (-1)*(€) | (Lp)0(6)-1

Preuve : C'est une conséquence immédiate du théoréme d'invariance

2.5 et du théoréme précédent. /

Comme la définition du polyndme N(|G|,r) fait appel au polyndme
dichromatique d'un des graphes croisés de |G|, on peut déduire de la propriété

précédente le résultat ci-dessous

Propni8te : Pour tout multigraphe planaire T de m arétes,

x(T3-1,-1) = (-1)" . (-2)F,

ou 0 s ksm/2. De plus, si T est conmnexe, » = k+1 représente le nombre de
ficelles du graphe médial correspondant & ure quelconque représentation
sphérique de T. /

Nous avons publié ce résultat dans P. Martin [i976].

Par ailleurs, P. Rosentiehl & R.C. Read [;97@] ont trouvé une inter-
prétation non topologique de 1'invariant k, ce qui leur a permis d'étendre 1le

résultat précédent au cas des graphes non >lanaires.
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6. DENOMBREMENT DE SOUS-ENSEMBLES DE CYCLES EULERIENS DEFINIS PAR
CONDITIONS LOCALES

Nous prouvons, dans ce paragraphe, 1l'existence d'un polyndme é&numé-
rateur pour tous les sous-ensembles de cycles eulériens définis, dans les
graphes 4-réguliers, par des conditions locales. Cependant, au contraire des
polynOmes que nous avons rencontrés, celui-ci ne correspond pas a un inva-
riant de Tutte-Grothendieck car la bidécomposition eulérienne dont on s'ins-

. . - ~ P4 Pl
pire pour construire ce polyndme ne posséde pas, dans ce cas général, les

propriétés requises.

Les graphes considérés dans ce paragraphes sont des graphes

4-réguliers normalisés.

Un graphe G = (X,E) 4-régulier d'ordre n étant donné, on définit
un ensemble A comme une réunion d'ensembles non vides de séparations en
chaque sommet de G : A = L&EX Ay. On appelle graphe fléché le couple (G,A)
ainsi obtenu, le support et le fléchage de ce graphe fléché &tant respecti-

vement G et A.

On se pose le probléme suivant : peut-on définir un polyndme intrinséque
(c'est-3-dire dépendant uniquement de G et de A) relatif au dénombrement des

~

cycles eulériens de G n'utilisant que des séparations appartenant & A?

Des opérateurs de réduction et de décomposition peuvent &tre as-
sociés 3 ce dénombrement; ces opérateurs agissent sur 1l'ensemble, noté I,
des graphes fléchés (G,A). Une opération de décomposition associe & un graphe
fléché (G,A) dont le support est d'indice de connexité 2 et i un cocycle de
cardinal 2 de G, un ensemble de deux graphes fléchés (G',A') et (G",A") ot
G', G" sont les deux graphes décomposés de G selon ce cocycle et ol A' et A"
sont respectivement les restrictions de A 3 l'ensemble des sommets de G' et
G". Une opération de réduction est définie pour un graphe fléché (G,A) et
pour un sommet régulier X de G par [AX]couples (Gi,X), ou les graphes Gi
sont les graphes réduits de G définis par les séparations appartenant a AX’

'\I -
et A est la restriction de A & X-{x}.

Dans 1l'ensemble I, les opérateurs de réduction et de décomposition
définissent cinq éléments primitifs (c'est-d-dire irréductibles et indécom-
posables). Ces éléments sont des graphes fléchés (HO,A) dont le support est

le graphe 4-régulier d'ordre 1, HO, et dont le fléchage est un ensemble de
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séparations définies au sommet X de H Ces séparations appartiennent 3 un

0"
ensemble de cardinal 3. L'un des &léments d= cet ensemble joue un rdle par-

ticulier : celui qui réalise la partition dzs quatre branches incidentes a

X selon les boucles qu'elles forment dans H,. On désigne cette séparation

a°
par Gl; les deux autres sont désignées par 62 et 63. Compte tenu de ces no-

‘tations, les cing éléments primitifs sont les suivants

Pl : (Hy, {51, 8y 63}),

P2 : (HO, {51, 52}) ou (HO, {csl, 53}),
P, ¢ (Hy, {5, 8,10, |
Pq : (Hy, {s, 1,

Po + (Hy, {8,1) ou (Hy, {8,1).

A ces cing éléments primitifs, on associe cing variables distinctes
(xl, Loy Toy &), x5) et on cherche d& former un polyndme P(G, A; xi) sur ces
cing variables qui soit un invariant de la bidécomposition formée’ par la ré-

duction et la décomposition précédentes.

L'analyse de 1l'existence de ce polyndme invariant comprend notam-
ment 1'étude du cas qui s'est révélé crucial dans les théorémes d'existence
antérieurs : celui d'un graphe 4-régulier de connexité 2 possédant une
charniére {X, X'} et tel que par réduction en 1'un ou 1'autre de ces deux

soummets, on obtienne un graphe articulé.
Précisons les notations par le schéma de la page suivante.

Soit G = (X,E) le graphe représenté ci-aprds. Dans cette figure

Y, et vy, désignent des sous-ensembles de X tels que X = Y. + v, + {x, X'},

1
U désignant une des huit ardtes représentdes sur la figure, X(u) dénotera

1'extrémité de 1'aPete U qui appartient 3 Y. ou Y.. On pose
qui app N ) D

c, =6 [v]u K[x{ai), x(b:)] v K[x(a}), x(b1)] (2 = 1,2)

(Cf. définition I.2.6).

Ces deux graphes sont 4-réguliers et normalisés. Les trois sépa-
rations (61, 8,5 63) en X sont dénommées de telle sorte qu'elles corres-
pondent respectivement aux partitions suivantes : {{al, bl}, {a2,b2}},

{{al, a2}, {bl’ b2}} et {{al, b2}, {62, bl}}. Une dénomination analogue
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Figure 8.

est utilisée pour les séparations §!, 65 et Gé en x'.

Dans 1'étude de ce cas on doit distinguer plusieurs situations
selon la composition du fléghage en X et en X'. Pour certains fléchages on
constate que 1'invariance d& polyndme implique l'existence de relations entre
les variables L1s Ty Tys Ly, et T« En effet, considérons le cas particulier
ot Ay = {61, 62} et Ay ={65}. La comparaison des expressions obtenues pour
le polyndme P(G, A;xi) en considérant le couple (X, X') dans cet ordre ou
dans 1l'ordre inverse impose 1'égalité suivante (ol P(G,A;xi) est abrégé en
P(G)) ‘

X, x! X' X X' x4 (1
zg . P(C) . p(ey) + 2[6)*] = [y ) ] v p el 1.

Or le premier terme du membre de droite correspond a un graphe d'indice de
connexité 2; son polyndme est égal 3 P(Cl) . P(CQ). De plus, les seconds

termes de chaque membre sont égaux. Il en résulte que Zy doit &tre pris égal a 1.

- e 17 - - | 1
De la méme fagon, en considérant A, = {61, 62} et Ay, = {52, 63},
on obtient la relation Ty = 2.
Par ailleurs, le méme raisonnement mené pour A = {61, 8,5 63} et
= ! ! = = = !
A {61, 6} donne x; = x,+1l et pour A, = {8, §,, 8,1}, Ay {61} donne
x = xu+2.

(1) La notation employée pour les graphes réduits de G est semblable 3 celle

déja utilisée au cours du lemme II-2.3.
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Cette analyse conduit & énoncer le théoréme suivant.

6.2.

ThEondme : Soit G = (X,E) un graphe 4-régulier et b un ensemble de séparations
formant ensemble un graphe fléché (G,A). Il 2xiste un polyndme P(G,A;x) en une
vartable tel que pour toute réduction (G,A) - kGi,Xi}en un sommet régulier X
de G,

4y
P(G,Ayx) = L P(Gi,A;x),
et pour toute décomposition (G,A) ~ (G',A'), (G",A") de selon un de ses
cocycles de cardinal 2, '
P(G,A3x) = P(G',A';x) . P(G",A";z).

Ce polyndme prend les valeurs suivantes pour les éléments primitifs

P(Pl;x) x , P(PQ;x) = x-1, P(P3;x) =2, P(qux) = x-2, et

P(P5;x) 1

Preuve : Nous ne donnons que des indications sommaires sur cette
preuve qui est tout § fait semblable 3 celles des §II-2.3 et ITI-4.4.
On commence par &tablir 1'équivalence entre les régles récursives précé-
dentes et des régles récursives portant sur tous les sommets du graphe
(sommets réguliers et articulations). L'existence d'un polyndme 1ié 3 ce
second processus se démontre par récurrence sur 1'ordre du support de (G,A)
et on est conduit a comparer les expressions polynomiales obtenues en ap-
pliquant, dans 1'un et 1l'autre ordre déterminé par les sommets X et X', le

processus au graphe fléché (G,A).

La discussion se subdivise alors en fonction de la nature des
sommets X et X' dans G. Le point délicat de cette discussion est précisément
celui qui correspond 3 la situation que nous avons étudiée dans la section
précédente. On vérifiera facilement que cette étude couvre l'ensemble des

~ . 2 . s ~
Cds que nous avons & envisager pour établir notre théoréme./

REMARQUE : Les polyndmes dont l'existence a été établie aux § II-2 et ITI-4
sont bien évidemment:des cas particuliers de celui-ci. Dans le second cas,
il convient, pour retrouver les notations du présent paragraphe;, d'effectuer

le changement de variable x - x-1.
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Conollaine : Pour tout graphe G 4-régulier et tout ensemble A = U A de

séparations définies sur G, on a

P(G,A33) nx|Ax| et

P(G,A;2) N(G,n),

o N(G,4) désigne le nombre de cycles eulériens de G dont les systémes

n'utilisent que des séparations appartenant 4 A.

Preuve : Par récurrence./

e e e e e e e 4 e e e - ——— e 2o b G e e o o 7o o

La possibilité de considérer un couple de deux décompositions sur
un méme ensemble comme une bidécomposition distributive sur cet ensemble
repose sur la vérification de trois propriétés essentielles : la raffinabi-
lité de chacune des décompositions et la distributivité de 1'une par rapport

d l'autre.

Dans le cas de la bidécomposition eulérienne sur les graphes fléchés

[Wirg

support 4-régulier, deux de ces propriétés découlent de résuitats analogues

W

ceux établis au premier chapitre. Le lecteur vérifiera en effet que la pro-
priété de raffinabilité de la décomposition des graphes fléchés et que la
propriété de distributivité de la décomposition par rapport 3 la réduction se
déduisent trivialement des propriétés analogues établies pour les graphes,

respectivement en I-5.7 et I-4.5.

En revanche, la réduction aux sommets réguliers ne constitue pas,

sur I, une décomposition raffinable.

L'exemple suivant en apporte la preuve : on a représenté ci-contre
trois réductions d'un méme graphe fléché (G,A). Le graphe G est celui repré-
senté sur la figure; quant a4 1l'ensemble A, il est défini sur G de la fagon
suivante : AX est l'ensemble des trois séparations possibles en X, Ay et AZ
sont composées, chacune, des deux séparations de type ¢ relatives 3 cette

représentation planaire de G (Cf. III-2.3).

Les trois arborescences de réduction présentées sur la figure dé-

terminent trois réductions complétes de (G,A) en trois multisets distincts
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A+ 3P2 + P3,
B+2P, + P,

B + 2Pl.

Ces trois multisets correspondent évidemment au méme polyndme

P(G,A3x) = x2-+ x.

Nous avons déja rencontré des situations ol la réduction n'était
pas raffinable (II-3, III-3 et III-4). Cependant, dans chacun de ces cas,
la bidécomposition totale de tout élément était intrinsdque et il était pos-
sible de rendre cette réduction raffinable par passage 3 un ensemble quotient

de 1l'ensemble de définition.

Cette possibilité est d'ailleurs trés générale, comme l'atteste la

propriété triviale suivante.

Proprniete : Pour tout sous-ensemble Ly de I sur lequel la bidécomposition
eulérienne totale de tout élément est intrinséque, on peut définir un en-
semble quotient de L, sur ZeQueZ la bidécomposition eulérienne soit une
bidécomposition distributive; de plus, la relation d'équivalence qui dé-
finit cet ensemble quotient ne rend équivalents que des éléments irréductibles

de I dont les décompositions totales sont identiques./

A l'inverse, si le caractére de la bidécomposition totale n'est
pas assuré, il est évidemment impossible de lui associer un invariant cano-

nique.

L'exemple présent correspond d cette dernidre situation. En effet,
on vérifie que les graphes fléchés A et B de la figure précédente ont respec-
tivement pour décompositicn totale Pg et Pl P2 et que Pg + 3 P2 + Pa,

Pl P2 + 2 P2 + P3 et Pl P2 + 2 Pl sont trois bidécompositions totales dis-
tinctes de (G,A).

I1 en résulte que le polyndme P(G,A;r) ne peut en aucun cas &tre
interprété comme un invariant de Tutte-Grothendieck, au sens restreint de
la théorie de T. Brylawski. Nous verrons au cours du chapitre IV quels amé-
nagements il faut apporter a cette théorie pour pouvoir interpréter ce poly-

ndme invariant.
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7. GRAPHES FLECHES AYANT UNE BIDECOMPOSITION EULERIENNE TOTALE INTRINSEQUE

Nous considérons dans ce paragrapte l'ensemble I des graphes flé-
chés 3 support 4-régulier sur lequel nous avons défini deux décompositions
la réduction en un sommet régulier du support et la décomposition selon un
cocycle de cardinal 2; l'ensemble de ces deux décompositions est -rappelons-le -
appelé bidécomposition eulérienne. Nous cherchons 3 déterminer le sous-ensemble
L' des graphes fléchés de I possédant la propriété P suivante : avoir une bi-

décomposition eulérienne totale intrinséque.

L'importance de cette question provient des considérations dévelop-
pées dans le paragraphe précédent : la vérification de la propriété P condi-

tionne la possibilité de définir un invariant de Tutte-Grothendieck.

Nous savons d'ores et déja que P n'est pas vérifié sur tout I,
mais qu'elle est vérifiée dans les cas particuliers de graphes fléchés étudiés
au chapitre II et au § 4. Nous allons établir qu'ad quelques exceptions

mineures prés, ces deux cas particuliers permettent d'engendrer I' (cf. 7.5).

Définissons sur I les deux relations d'ordre suivantes : < (resp. <)
est la relation engendrée par les inéquations (G,A) < (Gl,X)
(resp. (G,A) < (G',A')) pout tout couple de graphes fléchés tels que (Gl,X)
soit un graphe fléché réduit de (G,A) (resp. (G',A') soit un graphe fléché
décomposé de (G,A)).

I1 est clair que la propriété P west une propriété héréditaire su-
périeurement dans (Z,<) et dans (L,<).

Dans le cas de la décomposition, on peut établir un résultat plus

précis.

posséde la propriété P est que chacune de ses composantes de support

4-aréte-connexe posséde cette propriété.

Preuve : Ceci résulte de la propriété de distributivité de la

décomposition./

On peut ainsi ramener la détermination de X' 3 celle de sa restric-

tion aux graphes L-aréte-connexes (notée I'').
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Au sujet des graphes 4-aréte-connexes, on peut établir le lemme

suivant.

G, tl existe au plus un graphe réduit de G en X qui ne soit pas

4-aréte—connexe.

Preuve : Considérons un graphe G = (X,E) 4-régulier 4-ar&te-connexe
et un sommet X de G dont les quatre arétes incidentes sont el, e2, e3, eu et
les quatre sommets adjacents respectivement xl’ x2, x3, Xu. Nous allons rai-
sonner par 1'absurde et supposer 1l'existence de deux séparations en X,

6, = {{e ,e )}, {ej,e,}} et 3, :‘Hel’es}’ {82,64}}, dont les gréphes réduits
associés Gl et G2 possédent chacun un cocycle de cardinal 2. Ces cocycles sont
respectivement notés w, (A) = {Cl,dl} et mQ(B) = {C2,d2} - on vérifiera

qu'aucune de ces arétes ne peut &tre incidente 3 X.

Considérons le graphe G et essayons de déterminer les cocycles de

certains sous-ensembles de X.

Tout d'abord, nous laissons au lecteur le soin de vérifier que

w(A) (resp. w(B)) est de cardinal 4, qu'il contient C, et dl (resp. c, et d2)

1
ainsi que deux arétes appartenant a {el, 92, s, eu} et formant une transi-
tion de la séparation 61 (resp. 62). Il est alors possible d'effectuer une
renumérotation des ar@tes incidentes 3 X, compatible avec la définition de

§, et 62 et telle que

1
w(A) = {cl’dl’el’e2} et

w(B)

{c2,d2,el,e3}.'

I1 résulte de ces égalités que, parmi les quatre sommets adjacents

d X, A contient exclusivement X, et X,, tandis que B contient exclusivement

1 2?
et X,. Par conséquent, A A B n'est pas vide.

X 3

Considérons w(A A B). Il est assurément contenu dans la réunion
de w(A) et w(B), c'est-a-dire dans {Cl, dl’ Cys d2, e, €,, e3}. Or, comme
un seul des quatre sommets adjacents 3 X, Xl, appartient 3 A N B et que,
par ailleurs, X n'est pas un élément de A n B, les deux arétes €, et €. ne

2 3
peuvent appartenir 3 w(AnB).



Compte tenu de son appartenance d un graphe sulérien H4-aréte-connexe, ce
cocycle est alors nécessairement de cardinal 4. En d'autres termes, parmi
les quatre éléments (Cl, dl’ C,s d2) exactement trois appartiennent &

w(A n B). Les rdles joués par C, et dl (resp. C, et d2) étant symétriques,

1
il suffit de considérer les deux hypohtéses exclusives suivantes.

a) c, & w(A n B). Considérons dans ce cas w(B-(A N B)) : ce
cocycle est nécessairement inclus dans w(B) U w(A N B), c'est-d-dire dans
{dl’ Cyo d2, e, eS}‘ Or, puisque C, appartient d w(AnNn B), 1l'un des sommets
incidents & C, est un €lément de A N B, et docnc un élément de A. Comme c,
n'appartient pas d w(A), c'est que ses deux extrémités appartiennent a A.
Ces deux extrémités ne peuvent donc appartehir d B-(A n B) et ainsi c,
n'est pas un élément de w(B-(A N B)). Le méme raisonnement s'applique a d2

et on en déduit que

w(B-(A n B)) {dl,el,e3},

ce qui est impossible dans un graphe 4-aréte-connexe.

b) ¢, & w(A n B). En procédant comme ci-dessus, on met en évidence
1'absurdité des hypothéses posées au départ en montrant qu'elles impliquent

que w(A-(A N B)) < {d2,el,92}.

Ainsi montre-t-on l'absurdité de 1l'existence de deux graphes réduits

de G possédant chacun un cocycle de cardinal 2 et la propriété s'en déduit./

Observons qu'il découle de ce lemme un résultat important con-

cernant les polyndmes P et 1.

Conollaine : Une condition nécessaire et suffisante pour que les polyndmes

P(G,x) et H(E,x) atent un degré minimum égai. 4 1 est que G goit un graphe

4-qréte-connexe.

Preuve : Par récurrence sur l'ordre du graphe G./

REMARQUE : Il est 3 noter que l'application du lemme précédent aux graphes

croisés des graphes 4-réguliers planaires conduit au résultat suivant

Pour tout graphe planaire inarticulé T et toute aréte e de ce
graphe, les deux graphes T\e et T/e ne pevvent pas Etre simultanément

articulés.

Ce résultat est l'application aux graphes planaires d'une propriété

#tablie dans W.T. Tutte [1974 b] pour les multigraphes quelconques.
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La condition nécessaire que nous allons établir se démontre par
récurrence sur l'ordre du graphe considéré. Pour initialiser cette 1récup-
rence, nous allons étudier en détail les diverses situations possibles con-
cernant l'unique graphe 4-régulier Y-aréte-connexe d'ordre 2 : celui qui
est constitué de quatre ar&tes en paralldle (F‘+ dans la terminologie du
§ I-1.5). ’

Les notations sont les suivantes : X et Y désignent les deux som-
mets de ce graphe; (a,b,c,d) les quatre arétes. Les séparations §, (en X)
et Gi (en y) sont construites sur la partition suivante : {{a,b} , {c,d}},
de méme 8, et §) sur {{a,c},{b,d}} et 85, 83 sur {{a,d}, {b,c}}. Les dif-
férentes configurations possibles pour Ax et Ay conduisent aux résultats

mentionnés dans le tableau 10, page ci-contre.

Exemple d'interprétation de ce tableau : lorsque Ax = {63} et
Ay = {6',65} la réduction en X donne le multiset PS’ tandis que la réduction
en Yy donne 2P5(P1, P2, P3, PL+ et P5 désignant les éléments primitifs définis
en 6.1).

I1 résulte de 1l'examen de ce tableau que, dans ce cas, la bidécom-
position eulérienne n'est pas intrinsdque d&s que |Ax| b4 lAyl. C'est cette

propriété que nous allons généraliser.

Proprniete : Tout graphe fléché (G,A) de 1" dont le support est d'ordre supérieur

d 2, posséde un fléchage régulier (i.e.son fléchage comprend le méme nombre

de séparations en chaque sommet).

Preuve : Observons qu'un critére simple pour établir le caractére
non intrinséque de la bidécomposition eulérienne d'un graphe fléché donné
est l'existence, pour ce graphe fléché, de deux réductions totales constituées
de multisets de cardinaux distincts. En effet, 1'existence de ces deux réduc-
tions totales est en contradiction avec la propriété nécessaire vérifibe sur

les sous-ensembles de I ou la bidécomposition eulérienne est intrinséque (6.3).

Fort de ce critére, nous allons montrer, par récurrence sur 1l'ordre
du support G = (X,E) du graphe fléché (G,A), que si A n'est pas régulier, la
réduction totale de (G,A) conduit 3 au moins deux multisets de cardinaux

distincts.



{5i}

{63}

-93-

{éé}

obtient un multiset de cardinal 1.

Tableau 10

Supposons tout d'abord qu'il existe dans G un sommet X tel que
]AXL > 1 et que |Ay| ne soit pas constant sur X-{X}. Dans ce cas, parmi les
graphes fléchés réduits de (G,A) en X, il en existe un dont le support est
4-ar@te-connexe (en vertu du lemme précédent) et dont le fléchage n'est pas
régulier. L'hypothése de récurrence s'applique 3 ce graphe fléché; 3 cause
du caractére héréditaire de la propriété P dans (Z,5), il en résulte que (G,A)

denne par réduction au moins deux multisets de cardinaux distincts.

Pour examiner la totalité des éventualités, il nous faut maintenant
considérer 1'hypothése opposée 3 celle que nous avons faite précédemment
dems G il existe un seul sommet X tel que !AXI soit plus grand que 1. Si 1'on
procéde d la réduction totale de (G,A) en commengant par le sommet X, on
obtient un multiset de cardinal IAXI. Au contraire, si 1'on réduit (G,A)

en n'utilisant que des sommets y tels que

1, ce qui est possible, on
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La propriété s'en déduit par induction & partir de 1'étude de F,

que nous avons présenté ci-dessus. /

Notre analyse se poursuit en envisageant les divers cas qQui se déga-

gent de cette condition nécessaire. Le premier cas, le fléchage 3-régulier,

est celui que nous avons traité en détail au chapitre II. Les fléchages

2-réguliers et l-réguliers font respectivement 1l'objet des deux sections

suivantes.

Nous allons montrer qu'un graphe fléché dont le support est 4-aréte-

connexe et dont le fléchage est 2-régulier appartient 3 I" si, et seulement si,

il appartient & 1'un des deux sous-ensembles S ou T décrits ci-apreés.

Le sous-ensemble S de I est 1'ensemble des graphes fléchés (G,A)

>
tels qu'il existe une orientation pseudo-symétrique G du support G dont les

circuits eulériens soient en bijection avec les cycles eulériens de (G,A).

appelons torsades et que nous définissons comme suit

Le sous-ensemble T de I est constitué des graphes fléchés que nous

il existe une seule

trosade d'ordre 7 et son support est le bipolygone 2Pn (c'est-3-dire le po-

lygone Pn dont chaque ar@te a &té doublée); le fléchage de cette tcrsade

d'ordre n peut &tre partitionné en deux sous-ensembles de n séparations, les

n premiéres séparations réalisent en chaque sommet le couplage des ar@tes en

paralléle; quant aux 27 transitions qui déterminent les » autres séparations,

elles constituent sur 1'ensemble des arétes de 2Pn une relation binaire géné-

ratrice d'une seule classe d'équivalence.

Exemple de fLa tonsade d'ondre 4 : Si 1'on adopte les notations du schéma ci-

contre,

le fléchage de la torsade d'ordre 4 peut se décrire ainsi :

X
y
z
t

-

{{1,2},{7,8}}
{{1,2},{3,4}}
{{3,4},{5,6}}
{{5,6},{7,8}}

et {{1,8},{2,7}}
et {{1,3},{2,4}}
et {{3,5},{4,6}}
et {{5,7} {6,8}}.



Figure 11

Considérons un des éléments (G,A) de T. Il n'est pas possible de
trouver une orientation pseudo-symétrique E de G qul mette en correspondance
bijective les circuits de E et les cycles d= (G,A). En effet, d cause des n
premiéres séparations de A, les deux arétes qul forment un couple d'arétes
paralléles devralent &tre de sens opposés. Cette condition induit alors une
partition des arétes en deux circuits hamitolniens, ce qui est incompatible

avec la définition des 7 autres séparations ce A. Ainsi T est-il disjoint de S.

Cependant, T est inclus dans I". Ln effet, la bidécomposition to-

tale de la torsade d'ordre n est égale &

Ainsi, les éléments de T, 3 cause de la remarque précédente, et
ceux des éléments de S qui ont un support 4-ar@te-connexe, grdce au résultat
du § 4., appartiennent & I". Pour démontrer la propriété corrélative - c'est-
d-dire que I" est inclus dans 1l'union de S et de T -, nous avons besoin
d'établir les deux lemmes suivants.

v

Lemme (a) : Soit (G,A) un élément de L dont le fléchage est 2-régulier. Si

(G,A) n'appartient pas a4 S, L'un au moins de ses graphes fléchés réduits en

X n'appartient pas 4 S, pour tout sommet régulier X de G.
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Preuve : Ce lemme se démontre par 1'absurde. Nous considérons un
élément (G,A) dont le fléchage est 2-régulier et qui possdde un sommet régu-
lier X. On désigne par (Gl,X) et (GQ,X) les graphes fléchés réduits de (G,A)
en X et on suppose l'existence d'une orientation pseudo-symétrique El
(resp. 52) mettant en bijection les cycles de (Gl:x) (resp. (GQJX)) avec

. . -> >
les circuits de 6, (resp. G2).

On se souvient que Gl et G, ont pour graphe partiel commun G[X—{x}]
et possédent en plus deux arétes formant un couplage des sommets Xl,x2,X3,,xL+
adjacents & X dans G. Par ailleurs, on observe qu'en inversant l'orientation
des arcs de El on obtient également une orientation pseudo-symétrique dont

. . . . - . > .
les circuits sont évidemment en bijection avec ceux de G Il est donc loi-

1
sible de supposer que dans El et dans EQ 1'unique arc incident a X, et ne
correspondant pas 3 une aréte de G[X-{Xx}] ait son origine en X,. En pro-
cédant de proche en proche sur les arétes de G[X-{X}] - qui est connexe -,
on établit que toutes les ar@tes de ce graphe ont méme orientation dans El
et dans 62, et ce fait permet d'induire sans ambiguité une orientation
pseudo-symétrique [¢ sur G. Or, les circuits de cette orientation seraient de
fagon évidente en bijection avec les cycles de (G,A), ce qui est contradic-
toire avec nos hypothéses. De cette contradiction découle le lemme que

nous voulions prouver./

Des arguments analogues permettent également de prouver le résultat

suivant.

Lemme (b) : Soit (G, D) un élément de I dont le fléchage est 2-régulier. Si

(G,A) n'appartient pas d S, L'une au moins de ses composantes fléchées
194 p mp

d-aréte~connexes n'appartient pas a S./

Nous sommes maintenant en mesure d'établir la propriété annoncée,
c'est-a-dire de montrer que I" est inclus dans S u T. Pour cela, nous allons
considérer un graphe fléché dont le fléchage est 2-régulier, dont le support
est 4-ar@te-connexe et qui n'appartient ni 3 S ni & T, et &tablir qu'un tel

élément posséde au moins deux bidécompositions totales distinctes.

Cette propriété s'établit par récurrence sur 1l'ordre du support du
graphe fléché considéré. Nous initialisons cette récurrence pour les ordres
inférieurs ou égaux a trois. Cette vérification est longue mais sans diffi-

cultés particuliéres; nous en présentons seulement les résultats.
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I1 existe deux (resp. cing) graphes fléchés de fléchage 2-régulier,
de support 4-aréte-connexe et d'ordre 2 (resp. d'ordre 3). Parmi les deux
premiers &léments, l'un appartient & S, l'autre & T. Parmi les cing derniers
éléments, deux appartiennent & S et un appartient & T; les deux autres peuvent

8tre définis 3 1'aide des notations du schémra suivant.

Figure 12

Si 1l'on désigne par A, 1l'ensemble de séparations suivant

1

x @ {{1,3},{2,4}} et {{1,4},{2,2}} ;5 ¥y : {{3,4},{5,6}} et
{{3,5},{u,6}} 5 z : {{1,2},{5,6}} et {{1,5},{2,6}}, le graphe fléché (2P3,Al)
admet aussi bien pour bidécomposition totale 3P2 + P3 que 92 P3 + P2 + P3.
Par ailleurs, le graphe fléché (2P3,A2).construit sur les séparations sui-
vantes : X : {{1,2},{3,u4}} et {{1,3},{2,4}} ; ¥y : {{3,5},{u,6}} et
{{3,6},{4,5}} ;z: {{1,5},{2,6}} et {{1,6},{2,5}}, se décompose totalement en
2(P2 + P3) ou en Pg + 2P2.

L'étude du cas général ol (G,A) a un support de cardinal n (n 3 4)
se subdivise en plusieurs cas et sous-cas, auxquels correspond, pour chacun,
une argumentation particuliére. La premiére subdivision concerne la connexité
des graphes fléchés réduits de (G,A) et leur appartenance & S ou T. Compte
tenu des lemmes 7.1 et 7.3.a, on peut, dans un premier temps, effectuer une

segmentation en trois classes.
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a) Il existe un graphe fléché réduit de (G,A) dont le support est

4-ar&te-connexe et qui n'appartient ni 3 S ni 3 T.

b) Tous les graphes fléchés réduits de support Y-aréte-connexe de

(G,A) appartiennent & S ou & T, et 1'un d'entre eux au moins appartient a T.

c) Pour tout sommet X de G, 1'un des deux graphes fléchés réduits
de (G,A) est de support 4-ar@te-connexe et appartient & S tandis que l'autre

n'appartient pas 4 S et a un support d'indice de connexité 2.

Les subdivisions ultérieures seront indiquées au cours de 1'analyse

de ces trois cas.

v . f\’ P4 z ” .
Cas a) : Désignons par (Gl,A) le graphe fléché réduit de support
4-ar@te-connexe et qui n'appartient ni & S ni & T. L'hypothdse de récurrence
~ ,\’ ~ ” e - - . .
s'applique a (Gl,A) et le caractére héréditaire de P sur (I,<) implique la

non-appartenance de (G,A) 3 I'.

Cas b) : Nous allons considérer le graphe fléché réduit (Gl,X) de
(G,A) qui appartient & T et mettre en évidence une contradiction au sein de
1l'ensemble des hypothéses que nous faisons. Distinguons deux cas suivant la
nature des ardtesajoutées 3 G[X-{X}] pour construire G-
1) Si ces deux arétes ajoutées sont deux arétes paralléles de Gy
le graphe G est isomorphe au support de la torsade d'ordre n. Mais, comme
par hypothése (G,A) n'appartient pas 3 T, c'est que la seconde séparation de
Ay (celle qui détermine (GQ,K)) n'est pas celle qui réalise la partition des
arétes incidentes a X selon les couples d'arétes paralldles. G, est donc iso-
morphe a G, et on vérifie que (GQ,X) appartient & S. Mais, en effectuant la
réduction de (G,A) en tout sommet distinct de X, on obtient d'une part un
graphe fléché dont le support est complétement articulé et d'autre part un
graphe fléché dont le support est isomorphe 3 G, (donc 4-aréte-connexe) mais
qui n'appartient ni 4 S ni 3 T, ce qui est en contradiction avec 1l'une des

hypothéses du cas b).

2) Lorsque les deux arétes qui ont créé G, a partir de G[X—{X}J,

1
ne sont pas deux arétes en paralléle, le graphe G a alors l'allure suivante
(Fig. 13), ol nous avons représenté le cas dans lequel les deux arétes ne

sont pas incidentes).
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FPigure 13

Il est clair que par réduction en y, on obtient deux graphes fléchés
réduits correspondant 3 des supports dont 1'un possdde un cocycle de cardinal 2
(incident & z) et dont 1'autre est L-aréte-connexe. Cependant, ce second graphe
fléché n'appartient ni 3 S ni 3 T, ce qui est encore une fois en contradiction

avec les hypothéses du cas b).

Cas ¢) : Il correspond d la situation oll pour chaque sommet X de G,
les graphes fléchés réduits de (G,A) en X sont 1'un de support 4-aréte-connexe
et appartenant a S, 1l'autre n'appaftenant pas & S et ayant un support d'indice
de connexité 2. Pour un sommet X donné de G, césignons respectivement par
(Gl,X) et (GQ,K) les deux graphes fléchés réduits de (G,A) en X. Intéressons-
nous aux composantes fléchées 4-ar8te-connexes de (G2,X). En vertu du lemme
(b) précédent, nous sommes assurés que 1l'ensemble Y formé par celles de ces

composantes qui n'appartiennent pas 3 S est non vide. Nous allons distinguer

alors trois cas selon la nature des éléments de V.

1) L'une des composantes de Y n'aprartient pas & T (et, donc, & un

support d'ordre supérieur ou égal d 3).

2) Toutes les composantes de Y dont le support est d'ordre supé-

rieur ou égal 3 2 appartiennent & T.

3) Toutes les composantes de Y ont un support d'ordre 1.
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Lorsque la condition 1 est vérifiée, on applique 1'hypothise de ré-
currence 3 une des composantes de Y qui n'appartient pas & T. Le caractére
héréditaire de P dans (Z,s) - puis dans (£,5) - assure alors que (GQ,K)

- puis (G,A) - n'appartient pas a I'.

Par ailleurs, 1'hypothése 2 est impossible. En effet, 1'existence
’\J - ~ . .
dans (GQ,A) d'une composante 4-aréte-connexe appartenant 3 T est incompatible
’\J ~ P ~ . -
avec le fait que (Gl,A) posseéde un fléchage correspondant 3 une orientation

pseudo-symétrique; on peut aisément s'en rendre compte constructivement.

Dans 1'hypothése 3 on aboutit également 3 une contradiction. Le
fait qu'une composante 4-aréte-connexe de (GQ,X) soit d'ordre 1 et n'appar-
tienne pas a S permet de déterminer les deux séparations autorisées en 1'uni-
que sommet Y de cette composante. On en déduit les deux graphes
fléchés réduits de (G,A) en Y et on vérifie alors trivialement qu'ils sont
tous deux de support Y-ap€te-connexe, ce qui est en contradiction avec les

hypothéses du cas c).

Ainsi s'achéve 1'étude des fléchages 2-réguliers.

Propriete : Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un graphe fléché
dont le support est 4d-aréte-comnexe et dont le fléchage est 2-régulier ap-
partienne a I" est qu'il appartienne, soit & 1'ensemble des torsades,soit d
L'ensemble S des graphes fléchés déterminant une orientation pseudr-symétrique

de leur support./

Dans le cas du fléchage 1-régulier, l'ensemble A des séparations
d'un graphe fléché (G,A) détermine sur son support une partition des ardtes
en cycles. Nous allons distinguer deux cas selon que cette partition comprend

une ou plusieurs classes.

Dans la premiére hypothése, nous construisons le graphe d'enche-
vétrement T = (X,E) associé au couple (G,A). Ce graphe d'enchev@trement est
un graphe simple construit sur 1l'ensemble de sommets de G; deux sommets X
et Y sont adjacents dans I' si, et seulement si, chacun des deux sous-cycles
du cycle eulérien déterminé par A et dont les extrémités sont confondues en

X passe par Y (on vérifiera que cette définition constitue bien une relation
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symétrique en X et ¥). Dans ce graphe d'enchev@trement, toute composante con-
nexe correspond biunivoquement & une composante 4-aréte-connexe de G et par

conséquent les sommets isolés de T sont les articulations de G.

Par ailleurs, 1l'opération de réduction en un sommet régulier X,

correspond, pour les graphes d'enchev&trement, & 1'opération T = I'|X-{x}].

Par réduction totale de (G,A) on obtient un graphe compldtement
articulé (c'est-a-dire dont le graphe d'enchev&trement est constitué de som-
mets isolés). Le nombre de sommets de ce graphe est assurément compris entre
1 et n-—ra(F) ol Ta(F) est le cardinal minimum d'un transversal des arétes
de T.

On vérifie que ces deux valeurs extr@mes (1 et n-—ra(F)) peuvent
€tre atteintes et il en résulte que, sur les graphes fléchés que nous &tu-
dions, la réduction n'est une opération raffinable que si ra(r) est égal a
n~-1, c'est-a-dire lorsque I' est un graphe complet. Ce cas correspond & 1'hy-
pothése ol le support G est isomorphe au support d'une trosade et 3 un choix
de A tel que le cycle eulérien déterminé soit composé de deux cycles hamil-

toniens semblables. Nous appelerons cordeliére un tel graphe fléché.

Dans 1'hypothése ou (G,A) détermine une partition des arétes de G

en k cycles (k>1), on vérifie que

P(G,A32) = (z-2)K 7T

On peut classer les sommets de G en deux classes : la classe Xl des
sommets par lesquels ne passe qu'un seul cycle de la partition précédente et

la classe X, des sommets par lesquels passenrt deux cycles distincts.

Si 1'on cherche d réduire (G,A) selon les sommets de X2, on obtient,
quel que soit le mode de réduction, un graphe fléché (GO,AO) dont le support
posséde k-1 sommets d'articulation correspondant 3 des &léments primitifs Pu
et tel qu'en tous les autres sommets ne passe qu'un seul des cycles déterminés
par A. La discussion devient alors semblable i celle du cas précédent. Il ne
~ reste plus qu'd vérifier que lorsque Xl est vide et lorsque chaque composante
L-ar@te-connexe du graphe (GO,AO) est une cordeliére, on obtient bien une
seule réduction totale de (G,A), ce dont nous laissons au soin du lecteur.
Dans ces deux derniers cas, on dira que (G,A) est un enchevdtrement de cor-

deliéres. it
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7.5.

intrinséque est l'ensemble des graphes fléchés dont chacune des composantes

fléchées 4-aréte-connexes (G, A) posséde l'une des propriétés suivantes :

- A est l'ensemble de toutes les séparations de G,

A comprend deux séparations en chaque sommet et l'ensemble des cycles
de (G,A) peut étre mis en bijection avec les circuits d'une orien—
tation pseudo-symétrique de G (ensemble S),

- (G,A) est une torsade, .

(G,A) est une cordeliére ou un enchevétrement de cordeliéres,

- Gestd'ordre 1./

I1 résulte de ce théoréme et de la propriété 6.3 qu'en considérant
comme &quivalents les graphes fléchés de support compl&tement articulé et de
méme décomposition totale, la bidécomposition eulérienne est une bidécomposi-
tion distributive sur I' dont les éléments irréductibles et indécomposables

sont les cing éléments primitifs Pl’ P2, P3, Pq et P5 définis en 6.1.



CHAPITRE IV

A Propos DE L'ENUMERATION DES CYCLES EULERIENS DANS
LES GRAPHES 6-REGULIERS

GENERALISATION DES INVARIANTS DE TUTTE-GROTHENDIECK AUX MODULES ET AUX ALGEBRES
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La bidécomposition eulérienne, appliquée aux graphes 6-réguliers,
n'est pas une bidécomposition distributive. Cependant, 1'introduction d'un
nouvel opérateur et de relations scalaires entre cet opérateur et 1'opérateur
classique de réduction permet de parvenir 3 la définition d'un invariant. Ces
aménagements incitent 3 induire une extension de la théorie des invariants de

Tutte-Grothendieck dans laquelle ce dernier invariant s'interpréte.

Cette extension, qui procéde & la construction de 1'algdbre de
Tutte-Grothendieck, permet d'interpréter non seulement les polyndmes P(G,x),
H(E,x) et le présent invariant, mais encore le polyndme P(G,A;x) défini sur
les graphes fléchés et un invariant des graphes orientés bipartis. On l'utilise
également pour poser une conjecture concernant l'existence d'un polyndme

énumératif des cycles eulériens dans tous les graphes eulériens.
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1. DENOMBREMENT DES CYCLES EULERIENS DANS LES GRAPHES 6-REGULIERS

La construction d'un polyndme qui rende compte de 1'énumération des
cycles eulériens dans les graphes réguliers d'ordre supérieur 3 4 se heurte

a une difficulté qui n'existait pas pour les graphes 4-réguliers.

D'ol provient cette difficulté ?

Principalement de ce que les sommets bouclés de degré supérieur
ou égal 3 6 présentent une configuration inconnue dans les graphes Y-réguliers.
En effet, lorsque 1l'on considére, dans un tel graphe, un sommet bouclé X,
ce sommet est nécessairement incident 3 un cocycle w de cardinal 2. Il est
possible, dans ces conditions d'esquiver les difficultés propres aux sommets

bouclés puisque 1l'on peut &liminer le sommet X en décomposant le graphe selon w.

On ne dispose plus d'une telle latitude pour les graphes d'ordre
supérieur 3 4. On s'apergoit alors de la nécessité d'introduire, en plus des
deux opérateurs fondamentaux - la réduction aux sommets réguliers et la dé-

. - Pd .
composition - de nouveaux opérateurs concernant la suppression des boucles.

Rappelons que dans le cas d'un sommet bouclé de degré 2q portant
k boucles, la formule de récurrence qui donne le nombre de cycles euldriens
est

NGe) = 29X . [(a-1)1/(q,-1)1] . T NC3)),

ot {Gi} est la famille des graphes réduits de G en ce sommet bouclé (I-3.u4).
Ces opérateurs de suppression de boucles on= ainsi un caractdre hybride :

d'une part, comme pour la réduction en un sommet régulier, il s'agit de dé-
compositiors de type additif, mais de plus DP est en présence, pour chacune

des décompositions, d'un scalaire intervenant multiplicativement.

C'est de ce double caractére que tiendra compte la construction
‘des algdbres de Tutte-Grothendieck, d'une part en considérant une multidécom-
~ position additive faite de plusieurs décompositions partielles et, d'autre

part, en utilisant un opérateur externe (Cf. § 2).

Pour 1l'heure, nous allons nous contenter de constater 1'insuffi-
sance des opérateurs classiques (11) avant d'énoncer la forme sous laquelle

nous allons rechercher le polyndme énumératzur (12). Puis, nous é&tablirons
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une relation nécessaire 3 l'existence du polyndme (13) et vérifierons que
cette condition est suffisante (14). Enfin, nous énoncerons quelques pro-

priétés numériques de cet iavariant (15).

1.1. Insufgisance de La_bidEcomposition eulérienne

it kR L R it ghapug Ao

L'extension naturelle des techniques utilisées dans le chapitre II
conduit a définir sur 1l'ensemble des graphes 6-réguliers une bidéccmposition
formée de la réduction aux sommets réguliers et de la décomposition selon les
cocycles de cardinal 2. Nous allons constater que cette bidécomposition est
insuffisante en établissant sur un exemple que 1l'unicité de la réduction-

décomposition totale n'est pas assurée.

On constate tout d'abord que les éléments irréductibles et indécom-
posables de la bidécomposition précédente sont les graphes 6-réguliers obtenus
d partir d'un graphe 4-régulier 4-ar8te-connexe en ajoutant une boucle en
chaque sommet (il en résulte d'ailleurs que 1'ensemble des éléments irréduc—

tibles et indécomposables est de cardinal infini).

Considérons le graphe G de la figurel., qui ne posséde qie deux
sommets réguliers : X et Y. Par réduction en X, on obtient 12 graphes pour
lesquels y est un sommet régulier; les trois autres graphes réduits (repré-
sentés sur la figure 2.) ne possddent aucun sommet régulier et sont donc
irréductibles. Par réduction de G en y, on obtient également trois graphes
irréductibles (Figure 3.), et on vérifie aisément que ces graphes forment

une famille différente de la précédente.

Cette premiére constatation implique que la réduction aur sommets
réguliers n'est pas une décomposition unitaire sur 1'ensemble des graphes

6~réguliers.

De plus, on vérifie que, parmi les graphes précédents, A, B, D et E
sont également indécomposables. Les trois derniers de ces quatre graphes sont
isomorphes, cependant que A n'est isomorphe 3 aucun d'eux. Or, A appartient
d toute bidécomposition totale qui commence par une réduction en X et & aucune
bidécomposition totale qui commence par une réduction en y; la bidécomposition

'oat . Y
n'est pas intrinséque.
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Figure 1.

B

Figure 2.

Figure 3.

-
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Dans ce cas, donc, le caractére non unitaire de la réduction entraine
irrévocablement la non-unicité de la bidécomposition eulérienne sur les graphes

6-réguliers.

En réponse a l'insuffisance constatée dans la section précédente,
on fait appel & une opération décrite dans le premier chapitre et inutilisée

depuis : la réduction en un sommet bouclé.

Soit P(G,z,%) un polyndme défini sur les graphes 6-réguliers de la

maniére récursive suivante.

a) Si X est un sommet régulier de G,
15

P(G,z,t) = %.

i1 P(Gi,z,t)

od {Gi/lsislS} est la famille des graphes réduits de G en X.

b) Si X est une articulation de G définissant 2 {X}-composantes,
on vérifie que les degrés partiels de X dans ces composantes sont néces-
sairement 4 et 2. Respectivement, ces composantes sont désignées par H, et

1
HQ. Si H2 est une composante propre, les deux arétes de H2 incidentes a X
constituent un cocycle de cardinal 2 de G; on désigne par G' et G" les deux
graphes décomposés de G selon ce cocycle (avec.la convention que X appartient

d G'). 8i, au contraire, H2 est une boucle, on pose G' = G et G" = ¢.

Soit {G% /15i53} la famille des graphes réduits de G' en X (X &tant
dans ce graphe une articulation bouclée portant une seule boucle); on pose

3

P(G,z,t) = t. P(G",5,t) . Zizl

P(Gé,z,t).
c) Si X est une articulation définissant 3 {X}-composantes dans G,
X a dans chacune de ces composantes un degré partiel égal 3 2 et, par trois
P4 . . . . 3
décompositions successives, on obtient d'une part le graphe B”, d'ordre 1
et composé de 3 boucles (I-4.3), et d'autre part trois autres graphes décom-

2

posés Gl, e et & (éventuellement égaux 3 ¥ s'ils correspondent 3 une boucle

de G en X); on pose
I3

P(G,5,8) = &. i) P(GY,z,t).

. \ N 3
Ce cas comprend, en particulier, le cas ol G = B".
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d) Enfin, on pose P(@,z,t) = 1.

Le polynCme défini 4 1l'aide des 4 relations récurrentes ci-dessus
n'est pas intrinséque. En effet, considérors un graphe 6-régulier G qui pos-
séde un sous-graphe isomorphe 3 celui dessiné en traits continus sur la

figure suivante.

Figure 4.

|
Dans le graphe G, les sommets adjacents & X ou ¥ (a,b,c,t) ne sont

pas forcément tous distincts. On remarquera que ni X ni Y ne peuvent &étre

des articulations essentielles de G.

Trois graphes réduits du graphe G, G5 Gy, G4, vont nous intéresser
dans la suite : ils sont formés a partir du sous-graphe G[X*{X,y}] en ajoutant

respectivement les arétes [T,a] et [b,c], [T;,b] et [a,c], [T,C] et [a,b].
i

Nous allons calculer P(G) = P(G,z,t) de deux manidres différentes.

a) D'aprés les formules de récurrerce ci-dessus, l'application suc-
cessive de la reégle b) au sommet X puis au scmmet Y, conduit a

_ 2 .3
P(G) =3 t°. I .

P(G.).

B) Appliquant la régle a) au sommet Y de G, on est conduit 3 con-
sidérer 15 graphes réduits. Dans 5ix d'entrs eux (Hl’ H2,... H6)’ le sommet
X est 1ié par une aré@te simple aux 4 sommets T, 8, b et c. Les neuf graphes
réduits restants sont 3 3 3 identiques : dans chacun d'eux X porte deux

boucles et est respectivement adjacent 3 T et a, T et b, 1 etec.
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A 1'un quelconque des six premiers graphes, on peut appliquer.la
régle b) en X. Chacune de ces réductions conduit & 1l'expression suivante
3 .
.) =T, X, . < .
P(HJ) t Zz:l P(Gz) lsgses
Appliquant la régle c) aux neuf graphes restants, on obtient les polyndmes
)
z . P(Gl)’ z . P(G2), z . I(G3).

Ainsi, P(G) = (6t + 3z). zf_l P(Gi).

Pour que P(G) soit un invariant il est nécessaire que les deux
formules donnant P(G) soient égales. C'est-d-dire 3¢2 = 6t + 3z
ou encore :

g2 = t(t - 2).

1.4. Théoneme d'existence

Theoneme : Le polyndme Q(G,t) défini sur 1'ensemble des graphes 6-réguliers
et obtenu Q partir du polyndme P(G,z »t) précédent en spécialisant z par
t(t-2) est un polyndme er. une variable d a coefficients entiers sans terme
constant. De plus, ce polyndme est indépendant de L'ordre dans lequel on a

déterminé P(G,z,t).

Preuve : On procéde par récurrence sur 1'ordre du graphe G consi-
déré. La premidre partie de ce théoréme est triviale et on s'attache unique-
ment 3 démontrer la seconde. Utilisant un argument déja présenté pour de
semblables preuves d'invariance, on constate qu'il suffit de comparer les
expressions donnant Q(G,t) aprés application du processus récursif aux
couples de sommets (X X ) et (X JX . ), pour toute paire {X X } de sommets
de G. La discussion se subd1v1se en plu31eurs cas selon la nature des som-~
mets Xi et Xj dans G. Utilisant la classification des sommets dérinie dans

la section précédente (1.3), on peut dresser le tableau ci-contre.
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a b c

a 6 5 1

\\\
b N 2

NNNE

Subdivisions de la discussion du théoréme 1.4.

Les entrées gauches du tableau (lignes) font référence 3 la nature
du sommet X,; les entrées supérieures (colonnes) 3 la nature de xj. La symé-

trie des rdles joués par X, et Xj permet de limiter le nombre des cas ad 6.

Z
La numérotation indiquée ci-dessus est reprise dans la discussion qui suit;

elle a été choisie pour rendre cette discussion la plus claire possible.
Figure 5.

Nous étudions successivement les 6 cas qui viennent d'8tre mis en
évidence.

Cas 1 : Si Xj est une articulatisn déterminant 3 composantes
(3—articulation), tandis que X. est un sommet régulier, le processus de dé-
termination récursive du polyndme P fait appel, dans le premier cas (Xj)’ a
la décomposition de G selon des cocycles de cardinal 2 et, dans le second
cas (Xi)’ d une réduction de G en 15 graphes réduits. L'invariance du poly-
nome P résulte de la propriété de distributivité établie en I-4.5 et en-

traine celle du polyndme Q.

Cas 2 : Lorsque le sommet Xi est une articulation déterminant
2-composantes (2-articulation), le processus de calcul de P conduit 3 consi-
dérer d'abord, éventuellement, une décomposition de G puis en tout état de
cause, une réduction en un sommet bouclé. Par ailleurs, puisque xj est tou-
jours une 3-articulation, il faut égalemert considérer les décompositions
correspondantes. La permutation entre les premiéres opérations et les se-
condes est possible en vertu, d'une part de la propriété de distributivité
rappelée ci-dessus et, d'autre part, de la propriété de commutativité de

L'opérateur de décomposition.

C'est également cette propriété de commutativité qui assure 1'in-
variance des polyndmes P et Q dans le cas 3, puisque, dans ce cas, les som-

mets Xi et Xj sont tous deux des 3-articuleations.
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~

L'étude du cas 4 est exactement semblable & celle qui a été menée
lors du § ¢) du lemme II-2.3. Le résultat est donc acquis dans cette &ventu-
alité. '

Le cas 5 présente une petite particularité lorsque le sommet Xj
est une articulation essentielle. On doit dans ce cas considérer en premier
lieu une décomposition selon le cocycle de cardinal 2 incident & Xj' L'exis-
tence de cette décomposition ne crée pas de difficulté, car celle-ci est
distributive par rapport aux réductions que 1l'on doit considérer par ailleurs.
On peut donc ramener 1l'étude des cas 5 & 6, aux seules circonstances ol Xi

et Xj sont des sommets réductibles.

La discussion se subdivise alors en deux alinéas suivant que les
! . - .
réductions en 1l'un de ces deux sommets fait apparaitre, ou non, une articu-

lation en l'autre sommet.

1) Tout d'abord, si Xj est un sommet réductible de méme type
- a) ou b) - dans G et dans chacun des graphes réduits de G en X, et si X
est un sommet régulier dans les graphes réduits de G en Xj, la situation est
simple : quel que soit l'ordre dans lequel s'opérent les réductions aux
sommets X. et Xj on est amené 3 considérer deux familles Zdentiques de U5
graphes (dans le cas &) et de 225 graphes (dans le cas 6). L'invariance de

Q(G,t) est donc assurée.

2) Lorsque la condition précédente n'est pas remplie, on est as-
suré qu'il existe dans le graphe G un sous-graphe partiel {Xi,xj}~détaché
pour lequel les degrés partiels de X; et Xj sont pairs. L'analyse des dif-
férents cas possibles est ici bien plus complexe gue lors des discussions
des §§ I1-2.3 & III-4.4. Cette analyse peut se résumer par un tableau. Pour
plus de clarté, les deux hypothéses, cas 5 et cas 6, ont fait 1l'objet de

tableaux séparés.

La résolution compléte de toutes les possibilités recensées dans
ces deux tableaux serait fastidieuse. Nous nous contentons d'exposer 1'étude

détaillée des situations de type a désignées dans le tableau 7 ci-aprés.

On peut, en effet, réunir en une seule étude les situations dé-
crites par les trois premiéres lignes du tableau 7 : ces situations pré-
sentent des particularités communes qui se trouvent renforcées par 1'adoption

des notations suivantes
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Valeur des degrés partiels
Cas
Cl c2 c3 cL+ c5 c6
d(x.) Yy 2
1
d(xj) 4 2
¥
d(x.) 4 1 1
7
a(x.) i 1 1 -
J !
1
d(x.) y 2
1
a(x.) 2 4
J 8
d(x.) 4 1 1
1
d(x.) 2 3 1
J
da(x.) 3 2 1
1
¥
d(x.) 3 2 1
dJd
a(x.) 3 1 1 1
1
€
a(x.) 3 1 1 i
dJ
da(x.) 3 2 1
1
y
d(x.) 1 2 3
Jd
a(x.) 3 1 1 1
7’ 7
d(x.) 1 3 1 1 iy
J
d(x.) 2 2 2
1
a(x.) 2 2 2
dJ
n
da(x.) 2 2 1 1
7
a(x.) 2 2 1 1
dJ
d(xi) 2 1 1 1 1
0
d(x.) 2 1 1 1 1
J
d(xi) 1 1 1 1 o1 1
K
d(Xj) 1 1 1 1 1 1

Degrés partiels des {Xi,Xj}—composantes lorsque Xi et X. sont de type a): cas 6.
) )
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Valeur des degrés partiels
Cas
Cl C2 C3 Cq
d(Xi) L 2
alx. 2 2
J) o
1
d(xi) b 1 1
d(X . 2 1 1
J)
d(Xi) 2 3 1
d(x) 2 1 1
J ~
d(Xi) 3 1 1 1 .
d(xj) 1 1 1 1

Degrés partiels des {Xi,xj}—composantes lorsque X. est de type a)

et Xj de type b): cas 5.

Figure 7.
- Pour la ligne 1, D = Cl ; D' = CQ,
- Pour la ligne 2, D = Cl ; D' = CQUCS;
- 1 = . 1 =
Pour la ligne 3, D C2UC3, D Cl.

Les degrés partiels delxi et Xj dans D et D' sont ainsi respecti-
vement (4,2) et (2,2). On désigne par Hl’ H, et Hy les trois graphes norma-

lisés réduits de D en X, et par K' le graphe normalisé correspondant a D'.

Parmi les 15 séparations définies par G en X il en existe 3 pour
lesquelles les deux arétes de D' appartiennent & une mé&me transition; dési-

gnons par 1, 2et 3 les indices de ces séparations.

Aprds suppression de la boucle portée par Xj’ il existe 3 sépara-
tions de G en Xj. Pour l'une d'entre elles, les 2 aré@tes de D' appartiennent

3 la méme transition; cette séparation sera désignée par 1l'indice 1.

Dans ces conditions, les réductions en X puis en xj conduisent

3 la formule suivante

3
k=1

15 i\J 15 .3 i\J
Qy,t)+t 52, ey e+ ¢ 52, 1 oftep)? 2]

Q(G,t) = t(£-2) Q(K':t)- I k=4 “71=2



-115-

Les réductions effectuées dans l'ordre inverse conduisent 3 :

Ly o \ 3 3 .3 2 3 15 iz
QC,t) = t[;.Q(K ). I QL) +oEr B Qe el 52, olte]) k,t]].

Ces deux expressions sont égales. I1 suffit, pour s'en rendre compte,

de constater d'une part que
I i \T .
(Gk) ; (G?) % pour 251 sgs3etlusgkcsgli,
, S Sy
et d'autre part que les graphes (Gk) 79 4 < k g 15 et ( 1) % 2<1¢g3,

1 £ k £ 3, sont d'indice de connexité 2 et que, par conséquent, le second

terme de la premiére expression s'écrit
3
4 ¢ Q(K',2). zkzl Q(Hk,t),
tandis que le second terme de la seconde expression est égal a

' 3
2 QUK',E). T, Q(Hy,t).

Ainsi se présente 1'étude des situations de type o. Nous aurons &té
tout a fait complet dans cette é&tude si nous mentionnons que le graphe K' soit
étre pris égal 3 0 lorsque la situation est celle décrite dans la deuxidme
ligne du tableau 7., et que seule la composante Cl est une composante propre
(c'est-a-dire que C, et C, sont des boucles). Cette convention permet de faire

2 3
coincider 1'étude de ce cas particulier avac 1'étude générale./

Propriete : Pour tout graphe G 6-régulier,

Q(G,0) = Q(G,2) = 0,
Q(G,5) = 157, on n est 1'ordre de G,
et Q(G,4) = N(G), nombre de cycles eulériens de G.

Preuve : Ces quatre égalités s'établissent par récurrence sur

1l'ordre n de G./
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2. MODULES ET ALGEBRES DE TUTTE-GROTHENDIECK

T. Brylawski [1972a] a établi les conditions d'existence d'inva-
riants de Tutte-Grothendieck appartenant & un groupe ou d un anneav. Le
polyndme établi au paragraphe précédent suggére d'étendre la théorie dans
deux directions. Tout d'abcrd, il apparalt nécessaire de considérer qu'une
décomposition (en 1l'occurrence, la décomposition additive) puisse &tre la
réunion de deux ou plusieurs décompositions partielles. De plus, ces dé-
compositions partielles font intervenir une opération multiplicative ex-
terne qui impose de définir les invariants, non plus dans un groupe ou dans

un anneau, mals dans un module ou une algébre.

La modélisation que nous présentons dans ce paragraphe explicite

la généralisation effectuée dans chacune de ces directions.

Nous définissons tout d'abord les A-décompositions sur un ensemble
S puis nous indiquons les conditions qui font de la réunion de plusieurs

A-décompositions sur un méme ensemble S une A-multidécomposition unitaire.

Les objets que nous allons considérer sont des applications 3 sup-
port fini de S dans A, anneau commutatif unitaire, dont 1l'ensemble est noté

(s .
A ). Nous observons que, a cause du caractére unitaire de A, l'ensemble des

(s)

multisets & support fini sur S peut &tre identifié 3 un sous-ensemble de A

- en particulier, S lui-méme peut &tre considéré comme inclus darns cet ensemble.

Déginition_(a) : On appelle A-décomposition sur S un couple (N, =5) formé d'un
(s)

sous-ensemble N de A et d'un ordre partiel =< sur N vérifiant ies quatre

conditions suivantes (ol f et g désignent deux €léments quelconques de N) :

i) L'ordre =g admet une relation de couverture, notée A< .

ii) Il existe un scalaire A de A et un entier Xk 2 1 tels que les
relations de couverture de tout &lément S de S soient de la
forme

si<>\zk._ s, (1)
J=1 g
iii)VhEA(S) f+h€N(f—A<g<=>g+h€Netf+h—A-<g+h).

iv) ¥u €A : uf € N (f <g <= ug € N et pf & g).

(1) Note page suivante.
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Une telle décomposition est notée DA(S); A et k constituent ses
parameétres.

Les éléments trréductibles de DA(S) sont les &léments de S maximaux
dans (N,=<). Si 1'on note I le sous-ensemble de S composé de ces éléments ir-
réductibles, il est clair que tous les éléments maximaux de (N, <) appartien-

y A1)

nent 4 A

Définition_(b) : Considérons un ensemble fini {Dl(S)/l.s1Isp} de p
A-décompositions sur un méme ensemble S, on note A etk (7i)les paramétres de
la décomposition D (8) = (Ni’—"') {D (8)/1g7 <p} constitue une
A—multpdccomposztton sur S si les condltnons suivantes sont vérifiées

1N, =N 152<J<p,

ii) Il existe une fonction entiére ¢ de S dans N telle que

¢(s) > ¢(s_), sk(Z),
. A k(Z)
pour toute relation de couverture S—<L Az ZJ -1 S. entrant dans
la définition d'une quelccnjue des A-décompositions D (S)(Q),

iii) Les éléments {Ai/l.siisp} forment un ensemble générateur de

1'anneau A.

Une telle A-multidécompositior est notée DmA(S).

(1) Outre les différences nécessitées par l'introduction de l'anneau A,
cette définition différe de celle relative aux décompositions (II-1.2)

par l'absence ici d'un équivalent de la condition (i) de II-1.2. Il aurait
été possible de trouver un équivalent en imposant des conditions sur A et k
(par exemple [A# 1 (dans A) ou k > i] ) mais ceci conduirait & exclure
certains types de A-décompositions dont nous nous servirons dans la suite.
L'absence d'une telle condition ne riscue pas d'engendrer de difficultés.
En effet, l'appartenance d'une A-décomposition 3 une A-multidécomposition

- plus précisément l'existence de la fonction ¢ de la définition ci-aprés -

permet d'éviter les décompositions de type "stationnaire".

(2) Cette condition est équivalente & .a condition de stricte finitude im-

posée par T. Brylawski [1972 a, 2.4].
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REMARQUES
1) Soit 0 = GU; la fermeture transitive de 1'union des ordres as-
sociés aux A-décompositions DZ(S). La condition (ii) précédente implique

que 0 est une relation antisymétrique; c'est donc un ordre partiel.

2) L'intersection de la famille des ensembles d'&léments irréduc-
tibles pour chacun des ordres Oi est non vide (en effet, cette intersection
contient les €léments qui réalisent le minimum de la fonction ¢ sur S); les
éléments de cette intersection sont dits Zrréductibles pour la A-multidécom-

position.

Déginition {c) : Une A-multidécomposition est (globalement) raffinable si,

et seulement si,

j et h=<j].

0

¥f, g, h€N, [f<getf=h= jeN:g

On constate que, d'aprés la définition (b), toute multidécomposi-
tion est localement finie; de ce fait, une A-multidécomposition raffinable

P Pl AT .
sera également nommée wrizZtaire.
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2.2, Module de Tutte-Grothendieck

Un invariant de la A-multidécomposition DmA(S)- ou[mk(s)—invapiant-est
un couple (t,y) composéd'une application t de S dans un B-moduleM et d'un morphisme
surjectif § de A sur B tels que pout toute relation de couverture d'une quel-
conque des A-décompositions qui forment DmA(S), on ait

k()

k(1) ]
iy Sy =) = v T

it %=1

t(sj)

Theoneme : S DmA(S) est une A-multidécompcsition sur S, il existe un unique
A-module MO, appelé module de Tutte-Grotherdieck de la multidécomposition
DmA(S) et un unique DmA(S)—invariant (to,l) de (S,A) dans MO tel que pour
tout B-module M et tout DmA(S)—invariant (t,¢) de (S,A) dans M, 71 existe
un unique morphisme h du A-module MO dans le B-module M, sous—tendu par

le morphisme y de A sur B et tel que le diagramme suivante commute :

(t ,1)
(S,A) ° > M

2 A

De plus, ce module de Tutte-Grothendieck est isomorphe au module commutatif

sur A librement engendré par les éléments irréductibles de DmA(S).

Preuve : Considérons le A-module commutatif libre engendré par S
Mf(s). Désignons par N le sous-module engendré par tous les éléments
S - Ai z Sj correspondant d toutes les relations de couverture Slk,i Ai Zsj
qui définissent la multidécomposition DmA(S). Le module quotient Mf(s)/N est
noté Mo' L'injection canonique de S dans Mﬁ(S) se prolonge en une injection
to dans le module quotient Mo et le couple (to,l) constitue ainsi un
DmA—invariant puisque toutes les relations qu'il est nécessaire de vérifier
pour cela sont imposées par construction de Mo' Considérons & présent un
B-module M, et un couple (t,y) composé d'une application de S dans M et d'un

morphisme surjectif de A sur B tels que (t,y) soit un[km§s)—invariant.



- =120~

Comme Mf(s) est un module libre, il est possible d'étendre 1'application t
de S dans M en un morphisme kw de Mf(S) dans M, sous-tendu par le morphisme

surjectif ¥ de A sur B. Le noyau de K, est un sous-module de MA(S) qui con-

v

tient N, par constructicn de N. I1 en résulte que k détermine un morphisme

1

h¢ de MO dans M et que la commutativité du diagramme suivant est assurée.

IM (s
1/11/,12’
(to,1) » i
Pd o
w) ,;]'
v A-// v
M

De plus, l'existence de deux DmA(S)—invariants universels, c'est-a-dire

(S,4)

d'invariants qui permettent de factoriser tout autre invariant, est impos-
sible. En effet, cette hypothése implique la commutativité du diagramme
suivant

M

St ,1)
° (t,1)

(t.,1

(S,A)

'x\‘/f

Le morphisme composé kl o hl ‘est alors nécessairement le morphisme identité
sur Mo’ ce qui établit que chacun des morphismes kl et hl est un isomorphisme

et, par conséquent, l'unicité de 1'invariant universel.

Enfin, il reste & &tablir la dernilre partie de la proposition :
1'isomorphisme entre M et HE(I) A tout element S de S, on peut faire cor-

~ (S)

respondre un unique majorant maximal Zj 3 uj appartenant a . Comme cet
élément maximal a son support inclus dans I, il correspond d& un élément de
Mf(I) qui est également noté Zj o uj. On.désigne par t' la fonction de S
dans M:%I) résultant de la composition des deux correspondances précédentes.

Or, (t',1) est un DqéS)—invariant, en effet, pour toute relation de couverture

on peut désigner par'Zj %k ujk 1'unique majorant maximal de Sk (1gksk(2)),

1'unicité du majorant maximal de S assure alors que
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_ k(Z)
ZJ aj Uj = Az Zk‘l Zj aJk ujk .
~ . - k(i) 1
clest-d-dire t'(s) = Ai Zk:l t (Sk).

L'existence des éléments du diagramme suivant est ainsi assurée

(S, A (too1)

M
(t',1) ©

/ W

(D)

A

Dans ce diagramme, W est un morphisme de A-modules. Comme 1'image réciproque
dans cette application d'un élément quelconque U de I est réduit 3 un seul
€lément et que Mﬁ(l) est un module libre engendré par I, le morphisme W est

donc un isomorphisme. Ceci achéve d'établir la propriété annoncée./

Une A-bimultidécomposition sur un ensemble S est constituée par
un ensemble de A-décompositiors formant une multidécomposition, cet ensemble
étant partitionné en deux A-multidécompositions Dmi(s) et Dmi(S). Pour la

(s)

commodité des notations, tout &lément de A intervenant dans une inéqua-
tion relative a la premiére multidécomposition sera noté multiplicativement
(ex : S A<; uj )9 51) tandis que l'on conservera les notations antérieures
pour Dmi(s%. Par ailleurs, les éléments irréductibles de DMi(S) seront ap-

pelés indécomposables. Une telle multidécomposition sera noté BmA(S) = (Dml,DmQ).

Deginition : Une A-bimultidécomposition distributive est une A-bimultidécom-

position BmA(S) = (Dml,Dm2) dont les deux A-multidécompositions Dm! et Dm?

sont unitaires et qui vérifie les deux axiomes corrélatifs suivants

a) Si ngl 81 $; est un majorant de S dans Dml et si chacun des

éléments S, est irréductible selon Dm2, S est irréductible.

b) Axiome de distributivité : Si § est majoré (dans Dmt) par
X?zl BZ f] et si 1'un des éléments du support de ce majorant, disonsfp, est
majoré dans Dm? par ZZ:l a hk’ alors S admet dans Dm° un majorant de la
forme suivante

m
S —< Zkzl vy 8> avec, pour chaque k (1gk sm),vk g <% hk X (%§¢p 81 f]).
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Etant donnés une A-bimultidécomposition sur S, BmA(S) = (Dml,DmZ),
distributive, une algébre A sur un anneau B et un morphisme surjectif ¢ de

A sur B, on appelle BmA(S)—invariant une application t de S dans A vérifiant :

i) Pour toute relation de couverture de Dml S A<j T X?_l Sl,

m d
t(s) = w(uj) lel t(SJ).
ii) Pour toute relation de couverture de Dm2 S A<i Ai ZZ:l k>
_ n
t(s) = w(ki) Zk:l t(sk).

On notera, comme précédemment, que des égalités analogues sont

alors vérifiées pour toutes les relations de Dm! et Dm?.

unique A-algébre AO, appelée algébre de Tutte~Grothendieck de la bimulti-
décomposition BmA(S) et un BmA(S)—invariant (to,l) de (S,A) dans Ao tel
que pour toute B-algébre A et tout BmA(S)—invariant (to,¢)dé(S,A) dans A,
il existe un unique morphisme de la A-algébre AO dans la B-algébre A, sous-

tendu par le morphisme y de A dans B et tel que le diagramme suivant commute :

(t,,1)
(s,A) 2 —> Ao
. (t,v)
h
A/w
De plus, cette algébre de Tutte-Grothendieck est isomorphe d l'algébre des

polyndmes sur A dont les variables indépendantes sont les éléments irréduc-

tibles et indécomposables de BmA(S).

La démonstration de cette propriété ne contient aucune originalité
par rapport & celles coacernant les groupes, les anneaux et les modules de

Tutte-Grothendieck. Aussi n'apparait-il pas nécessaire de la transcrire ici./
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Soit S l'ensemble constitué des zraphes 6-réguliers (dont les som-
mets appartiennent & un ensemble dénombrakble donné) et du graphe vide ¢
(sans sommet ni ar@te). L'anneau A est 1'anneau des polyndmes sur 7 en une
variable : P[t]. Dans toute la suite, on considérera que @ est 1'élément
neutre multiplicatif de AA(S), algébre commutative sur A librement engendrée
par S. En conséquence, 1'image de cet &lément dans tout BmA(S)—invariant
devra &tre 1'élément neutre multiplicatif de 1'algébre considérée.

(s)

On munit A des quatre décompcsitions suivantes.

A, dont la relation de couverture est composée des inégalités
el . G", ol G est un graphe 6-régulier d'indice de connexité 2 et
(G', G") les deux graphes décomposés de G selon un de ses cocycles de
cardinal 2.

Do correspond a 1'opérateur de réduction en un sommet régulier
15

i=1 %

ol {Gi/l.si £ 15} est la famille des graphes réduits de G en un sommet régulier.

. . .z 7 A
ga relation de couverture est constituée par les inégalités G-—<zI

Dl correspond 3 l'opérateur de réduction en un sommet portant une
boucle : sa relation de couverture est constituée par les relationsde la forme
et .23 G, .

J=1 g

Enfin, 02 correspond & des réductions en des sommets portant deux
boucles. Les relations correspondantes sont de la forme G-2< ¢(£-2) . G', ou
G' est un graphe décomposé de G selon un cocycle incident 3 une articulation
portant deux boucles. La relation B3—i:t(t-2) . @, ou B3 désigne le graphe
6-régulier d'ordre 1, appartient également a D2.

En considérant comme fonction ¢ la fonction "ordre du graphe", on
vérifie aisément que ces quatre décompositions forment une A-multidécompo-
sition. Il est clair, par ailleurs, que A prise isolément constitue, 3 elle-
seule, une multidécomposition unitaire (le caractdre unitaire étant assuré
par la propriété I-5.7). Cependant, si 1l'on considére la multidécomposition
(Do’Dl’DQ)’ elle définit un unique é1lément irréductible : le graphe @. Par
décomposition totale d'un élément de S selon (Do’Dl’DQ)’ on obtient précisé-

ment le polyndme Q(G,t) et, grdce au théordme 1.4, on établit que cette




=124~

multidécomposition est unitaire. Enfin, en utilisant la propriété de distri-
butivité I-4.5, on achéve d'établir qu'il s'agit bien d'une bimultidécompo-

sition distributive.

L'algeébre de Tutte-Grothendieck engendrée par cette bimultidécom-
position est isomorphe & 1'algdbre commutative engendrée sur A par @. @
étant 1'élément neutre multiplicatif de Aﬁ(S), cette algébre est isomorphe
d A. Ainsi, 1l'invariant de Tutte-Grothendieck associé 3 cette bimultidé-

composition est-il précisément le polyndme Q(G,%).

REMARQUE : Ce polyndme peut en fait s'interpréter de plusieurs maniéres

comme un polyndme de Tutte-Grothendieck. Voici deux autres possibilités.

a) Si 1'on considére B' = (4, A';DO,D ), oi A' est la décomposi-
tion formée de la seule relation B° A< t(¢-2). @, on obtient également une
bimultidécomposition distributive sur un ensemble dérivé de S en considérant
comme équivalents tous les graphes de méme ordre dont tous les sommets sont

des articulations définissant trois {X}-composantes.

b) Si 1'on considére Dm = (Do’Dl’Dé) sur l'ensemble S-{¢} (ol Dé
différe de D2 en supprimant la relation concernant BS), on obtient une multi-
décomposition dont le module de Tutte-Grothendieck est le module commutatif
sur A librement engendré par {BB}; 1'invariant correspondant étant obtenu

d partir de Q(G,t) en remplagant un’ facteur t(t-2) par B3.

On peut réaliser cette interprétation 3 1'aide d'un opérateur ex-
terne prenant un de ses cpérandes dans 1'anneau des polyndmes sur Z en une
variable : A = P[x]. L'ensemble de base de la bimultidécomposition dont
P(G,A;x) est 1'invariant est l'ensemble £' = Zu {@} : T est 1'ensemble des
graphes fléchés (G,A) pour tous les graphes 4-réguliers G et tous les en-
sembles A de séparations contenant au moins une séparation en chaque sommet
de G; @ est 1'élément vide correspondant au graphe vide. Comme dans 1'in-
terprétation précédente, cet élément vide doit 8tre considéré comme 1'&lément
neutre multiplicatif de Aﬁ(Z'), 1'algébre commutative sur A librement engen-

drée par I'.
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Sur cet ensemble I', on ne définit pas moins de neuf décompositions.
Selon 1'habitude, chacune d'elles sera simplement définie par 1'opérateur
qui permet de déterminer la restriction de la relation de couverture aux
éléments de I'. Do correspond d 1l'opérateur de décomposition selon un co-

cycle de cardinal 2 (Cf. III-6.1).

Les décompositions Drl, Dr2 et DY‘,3 correspondent & la réduction
en un sommet régulier. Ces trois décompositicns se distinguent selon le
nombre de séparations autorisées au sommet ccnsidéré : une réduction au

sommet X tel que lAXI = 7 donne naissance & tne relation de Dri'

Les cing derniéres décompositions, Dbl’ Db2, Dba, Db14 et DbS’
correspondant d des réductions en un sommet bouclé. Considérant un graphe G
qui posséde un sommet bouclé X, la décomposition de (G,A) selon le cocycle

de cardinal 2 incident & X détermine d'une part l'un des cing graphes fléchés
primitifs, Pj’ et d'autre part un graphe fléché (G',A') d'ordre n-1. A cette
décomposition correspond une inéquation de la relation de la couverture de
Dbj qui s'écrit

<

(G,A)A<P(PJ-;3C) . (G',a"),

ot P(Pj,x) est la valeur du polyndme P pour 1'élément primitif Pj’ telle que
définie par 1'énoncé du théordme III-6.2. La décomposition Dbj(ls J<5) con-

tient en outre 1'inégalité Pj—L<P(Pj;x).

Les propriétés que 1l'on peut vérifier trivialement sur ces décom-
positions sont les suivantes : l'ensemble de ces décompositions constitue
une A-multidécomposition; {DO} est une A-multidécomposition raffinable, la
multidécomposition constituée par les huit autres décompositions (Drl,DrQ,
DrS’Dbl""’DbS) admet pour seul élément irréductible @¢. Il s'en déduit que
l'image de 1'élément (G,A) par multidécomposition additive totale est pré-
cisément P(G,Ajx), et ainsi cette multidécomposition est-elle raffinable.
I1 ne reste plus alors qu'a vérifier que la propriété de distributivité
établie en I-4.5 s'étend aux graphes fléchés pour achever de se convaincre

que (DO;DPl,Dr2,...,Db5) est une A-bimultidécomposition distributive sur I'.

L'algeébre de Tutte-Grothendieck de cette décomposition est celle
engendrée sur A par {@} - c'est-d-dire une algébre isomorphe 3 A; 1'inva-

riant canonique correspondant étant le polynime P(G,A;x).
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Le cadre théorique que nous avons établi permet d'entreprendre la
construction d'un polyndme énumératif pour tous les graphes eulériens. La
méthode est la suivante : on définit un ensemble de décompositions indicées
par deux paramétres q et k; la décomposition Dqk opére sur les graphes pos-—
sédant un sommet réductible de degré 2q auquel sont attachées k boucles
et admet comme élément couvrant d'un graphe G répondant 3 cette condition,
1'expression h

" ti= O o

zqk
ot {6 /1 s © g h=[2(qg-k)-1] 11} est la famille des graphes réduits de G au
sommet considéré (Cf. I-3.5). Pour obtenir une multidécomposition unitaire,
et donc un polyndme invariant, il est nécessaire d'assurer la raffinabilité
de l'ensemble des décompositions Dqk' En étudiant les conséquences de cette
exigence sur des cas particuliers inspirés de celui du § 1.3 - c'est-a-dire
des graphes dont deux sommets sont 1iés par plus de deux arétes et portent
des boucles en nombres différents - on obtient un ensemble de relations
liant nécessairement les variables zqk ; nous conjecturons dans 1'énoncé

ci-dessous que cet ensemble constitue une condition suffisante d'existence

d'un polyndme intrinséque.

Conjectune : Dans L'ensemble des graphes eulériens, désignons par

Dqk( gz 1l; 05k < q) la décomposition pour laquelle 1l'expression

n;f;é [+ 20¢-)] . 1h e @

est un élément couvrant de G lorsque G posséde un sommet réductible de
degré 2q portant k boucles et tel que {Gi/l sish =[2(gk)-1] 11} soit

la famille des graphes réduits de G en ce sommet. L'ensemble de ces décom—
positions forme une P[iﬂ-multidécomposition raffinable dont 1'invariant est

un polyndme en une variable P(G,x).

Ce polyndme donne, pour x = 2 , le nombre de cycles eulériens du

graphe G./

Si notre conjecture est exacte, le polyndme P(G,xr) du chapitre II
serait un cas particulier de celui dont nous supposons 1l'existence. On

vérifierait également P(G,x) = Q(G,x+2), ol Q est le polyndme du § 1.

(3) Lorsque k = q, cette somme doit &tre remplacée par @.
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3. Z-MULTIDECOMPOSITION DANS LES GRAPHES BIPARTIS

On considére l'ensemble S des graphes bipartis sans sommets isolés

et on définit sur cet ensemble les deux décompesitions suivantes.

a) Dl dont les éléments irréductibles sont d'une part le graphe C,
(graphe-chaine d'ordre 3 -Cf. I-1.5) et d'autre part les graphes de S sans
sommets de degré 1. Pour un graphe biparti différent de C, et possédant un
sommet X de degré 1, on désigne par X le sommet adjacent X _ et par
{xl,xz,...,xp} les sommets de degré 1 adjacents 3 X et distincts de XO. On

pose

o,xl,...,xp}]

G A< (p+1) ¢, + G[X-{x,x
(on vérifiera que le membre de droite de cette inégalité est bien un multiset
d support dans S). L'ensemble de ces inégalités pour tout élément G de S et
tout sommet X de G adjacent d un sommet de degré 1 constitue la relation de

couverture de Dl dans S.

b) 02 est définie par les inéquations

A
G2, + G[x-1z}],
ol G est un graphe de S distinct de C2 et possédant un couple de sommets
(X,X') ayant méme ensemble de sommets adjacents (ces sommets sont appelés

Jumeanx) .

Ces deux décompositions constituent une multidécomposition sz(s).
Nous indiquerons & la fin de la section suivante comment, & partir du ré-
sultat démontré dans G. Chaty et al [1976], on établit que cette multidécom-

position est unitaire.

Pour un graphe orienté sans circuit, G = (X,U), on désigne par
2(G) l'ensemble des ordres totaux sur X compatibles avec la structure
d'ordre partiel déterminée par G. A tout élémert 1t de Q(G), on associe la
valeur s(G,t) qui désigne le nombre de couples (X,X') d'éléments de X tels
que X et X' soient consécutifs dans 1'ordre T alors qu'ils sont incompara-

bles dans l'ordre partiel engendré par G. On pose
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s(G) = Mi s(G,T)

I e a(e)

et on appelle cette valeur nombre de sauts de G. On trouvera l'essentiel des
propriétés de cet invariant dans M. Chein § P. Martin £1972] et G. Chaty

et aZ.[l974]. En particulier, on établit que ce nombre de sauts est indé-
pendant.des arcs de transitivité de G (c'est-d-dire des arcs [x,yﬂ tels
gu'il existe un chemin de longueur supérieure ou égale 3 2 dont X et ¥ sont
les extrémités). Par ailleurs, si 1'on désigne par G 1e graphe obtenu a

- . Pd . . <
partir de G en inversant le sens de chacun des arcs, on vérifie s(G) = s(G).

Nous avons complétement résolu le probléme de la détermination de
s(G) pour les graphes sans cycles (M. Chein & P. Martin [1972]) et cherchons
une solution aussi satisfaisante pour les graphes orientés bipartis (graphes

dont tout sommet est source ou puits).

Compte tenu de la remarque précédente sur l'orientation des arétes,
on peut assimiler pour ce probléme précis les graphes orientés bipartis aux
graphes bipartis non orientés, c'est-3a-dire aux éléments de l'ensemble S de

la section précédente.

Nous avons établi les trois résultats suivants (G. Chaty et al.
[1976])

a) Si G et G' sont deux graphes de S tels que ek c, + G soit

une relation de couverture de la décomposition Dl’ on vérifie s(G) = k + s(G").

b) Si un graphe G distinct de C2 posséde deux sommets jumeaux X
et X', on vérifie
s(G) = 1 +s(6[X-{x}]).

c) Par applications successives des décompositions Dl et DQ, toute

décomposition totale d'un graphe G de S est de la forme
(1) 6=k C,
ou (2) Gk C, + G (G' £ 02).

Nous avons établi que s'il existait une décomposition totale de G de la
seconde forme, toute décomposition totale de G était de cette forme et que

le graphe G' était caractéristique de G.
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Des deux premiers résultats on tire que s(G) est un invariant de
le multidécompositimnDmZ(S). Ceci permet d'évaluer k dans les formules (1)
et (2)
(1) => k = s(G),
(2) => k = s(G)~s(G")

et de prouver le caractére intrinséque de toute décomposition totale d'un
€lément G de S. Il s'en déduit queD@z(S) est une multidécomposition unitaire.
Les formules (1) et (2) déterminent la valeur de 1'invariant associé 3 cette
multidécomposition. Dans le cas ol G est majoré par une expression telle que

(2), G' est appelé graphe irréductible assccié 3 G.
b b

Ce résultat constitue une premiére approche de la détermination
de s(G) dans les graphes bipartis. En effet, et ceci est +tout 3 fait dif-
férent de la situation rencontrée pour les autres invariants, la détermi-
nation de s{G) sur les graphes irréductibles de DmZZ(S> n'est nullement
triviale. D'autres formules récursives sont nécessaires pour achever cette
détermination. Il est possible que ces formules donnent lieu 3 de nouvelles
décompositions permettant de définir, avec celles que nous connaissons déja,

une multidécomposition plus opérationnelle dont s(G) serait un invariant.
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CONCLUSION

3 ~
Résoudre des problémes de dénombrement, associer & chacune de ces
résolutions un polyndme énumérateur, interpréter ces polyndmes comme solutions

de problémes universels, telles sont les trois démarches de cette thése.

Précisons quelques-unes des connexions quil existent entre ces trois
attitudes.

A chaque dénombrement a été assoclée la construction d'un polyndme
énumérateur, dont l'une des conséquences =st évidemment la solution du dé-
nombrement. Il est erroné, cependant, de présenter le polyndOme énumérateur
comme constituant cette solution puisque sa construction nécessite 1l'existence
préliminaire d'un algorithme récursif de dénombrement. Il est donec plus exact
de considérer le cardinal de 1'ensemble & énumérer et le polyndme invariant
associé comme deux conséquences, l'une immédiate, 1'autre plus €laborée,
d'un méme processus algorithmique de résolution. L'intérét des polyndmes
invariants construits dans cette thése ne réside pas dans leur capacité 3
déncmbrer des cycles eulériens, mais plutdt dans le fait qu'ils sont une
traduction - non seulement élaborée mais fiddle - des processus algorithmiques :

leur interprétation comme solution d'un rrobléme universel en apporte la preuve.

Ainsi, peut-on substituer 1'étude du polyndme & celle du processus et
porter au crédit de celui-ci les résultats obtenus sur celui-13. Les propriétés
du polyndme H(E,x), par exemple, attestent de 1'intérét des opérateurs de
réduction et de décomposition dans les graphes 4-réguliers pseudo-symétriques.
En effet, ces deux opérateurs permettent 3 la fois de rendre compte, du nombre
de circuits eulériens, du nombre de partitions des arcs en k circuits, du
nombre d'anticircuits et méme, en vertu du zorollaire III1.7.1., de 1l'indice de

connexité d'un graphe 4-régulier pseudo-symétrique.

Ceci constitue, bien évidemment, une impérieuse motivation pour entre-
prendre 1'étude approfondie des polyndmes construits dans cette thdse et mettre
en évidence leurs propriétés et leurs limites. On trouvera ci-aprés (sous le
titre "problémes ouverts'") un exposé de quelques vcies de recherche sur ce

sujet.
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On peut considérer que les résultats présentés dans cette thése ap-
portent une solution parfaitement satisfaisante des problémes soulevés pour
les graphes 4-réguliers : la détermination de l'extension maximale de la
propriété de raffinabilité de la réduction et 1'interprétation du polyndme
P(G, A;x) dans une conception élargie de la théorie des invariants de
Tutte-Grothendieck sont les deux résultats principaux qui justifient cette
affirmation. En ce qui concerne l'ensemble des graphes eulériens - ou mé€me
1l'ensemble des graphes 2 p-réguliers - les résultats demanderaient a étre
complétés.

Enfin, du point de wvue des invariants de Tutte-~Grothendieck, notre
extension du champ d'application de la théorie aux modules et aux algebres
ne doit &tre considérée que comme la premiére étape d'une généralisation
plus radicale au sujet de laquelle nous proposons quelques suggestions dans

les pages suivantes.
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PROBLEMES OUVERTS

Le bilan présenté dans la conclusion précédente nous conduit a diviser
cette rubrique en deux parties : problémes concernant les polynOmes construits

dans cette thése et problémes concernant _es invariants de Tutte-Grothendieck.

1. PROBLEMES CONCERNANT LES POLYNOMES P(G,z), T(C,x) et Q(G,t)

On peut résumer en une seule question l'ensemble des résultats que
l'on cherche 3 é&tablir sur ces invariants polynomiaux : un polyndme R en
une variable étant donné, peut-on caractériser le ou les graphes G tels que

P(G,z) = R(x), N1(8,z) = R(x) ou Q(G,t) = R(£) ?

C'est précisément parce que la réponse d cette question semble pour
l'instant inaccessible que nous sommes amenés a fractionner cette question

en plusieurs problémes que nous espérons plus abordables.

a) L'interrogation générale comprend en particulier le probléme de
1l'existence de graphes correspondant d& un polyndme donné - c'est-a-dire le

probléme de la caractérisation des polyndmes P, II et Q.

Nous avons de bonnes raisons de suspecter que ce probléme soit éga- i
lement trés difficile. Pour prendre 1'exsmple du polyndme I(G,x) des graphes
4-réguliers planaires, le probléme de la caractérisation de ce polyndme est
logiquement contenu dans celuil de la caractérisation du polyndme dichromatique
des graphes planaires et, croyons-nous, est en fait du méme ordre de diffi-
culté. Or, cette derniére caractérisaticn permettrait de savoir si pour tout
polyndme dichromatique x(G,x,2) d'un graphe planaire, x(G,-3,0) est non nul,

(1)

ce qui constituerait la preuve de la conjecture des quatre couleurs

I1 semble donc qu'il faille s'intéresser dans un premier temps &
des problémes plus limités gue la caraczérisation. Observons que nous con-
naissons déja quelques conditions nécessalrement vérifiées par les polyndmes
P, T et G. Dans le cas du polyndme II doat les résultats sont les plus complets,
nous savons que H(E,x) est 3 coefficients entiers non négatifs, sans terme
constant et qu'il existe deux entiers #n et ksn/2 tels que

H(E,Q) =2 et H(E,—l) = (-1 (—2)k.

(1) L'existence récente d'une solution au probléme des U-couleurs ne permet
malheureusement pas d'atténuer le caractére pessimiste de notre pronostic.
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Dans le domaine des conjectures, on pourrait s'inspirer des nombreux
travaux relatifs aux coefficients du polyndme chromatique simple (Cf.
R.C. Read [1968] et B. Eisenberg [1971], G. Meredith [1972], H. Wilf [1973] etc),

pour établir des relations concernant les coefficients de nos polyndmes.

Précisons deux conjectures de ce type. Si 1l'on désigng par fonction
caractéristique d'un polyndme en une variable P(x) = ZZ:O aixz, la fonction
de N dans & qui de 7 donne a., nous conjecturons que les fonctions caracté-
ristiques des polyndmes P, I et Q n'ont qu'un seul maximum et que, pour un
méme graphe 4-régulier planaire G, les fonctions caractéristiques de P(G,x)
et NM(G,r) ont méme suppcrt (l'inclusion du second dans le premier étant

d'ailleurs évidente).

b) Au probléme de l'existence d'un graphe ayant un polyndme donné,
est associé le probléme de 1'unicité d'un tel graphe (Cf. les travaux de
R. Bari [197u] 3 propos du polyndme chromatique et de W.T. Tutte [19741
d propos du polvndme dichromatique). Les résultats de l'article de Tutte
sont transposables au polyndme II : de cette transposition on déduit
l'existence d'une famille infinie de couples de graphes 4-réguliers
4-aréte - connexes planaires non isomorphes ayant méme polyndme II. Le probléme
analogue pour P et Q est un probléme ouvert, ainsi naturellement que toute

interrogation plus précise 3 ce sujet.

c) Enfin, on peut s'interroger sur les rapports qu'entretiennent nos
polyndmes invariants avec les autres invariants des graphes eulériens. Le
corollaire III.7.1 nous donne un exemple de rapport particuliérement étroit
de ce type : il établit, en effet, que 1'indice de connexité d'un graphe
4-régulier peut &tre déterminé & partir du degré minimum du polyndme P(G,x).

Sans que les polyndmes permettent dans tous les cas une caractérisation,
il est vraisemblable que 1l'on puisse obtenir un grand nombre de propriétés
associant un des polyndmes énumérateurs et d'autres invariants structurels des
graphes eulériens. A titre d'exemple, on pourrait essayer de relier le degré
maximum de P(Gjx) la connectivité et la longueur du plus court cycle d'un

graphe 4-régulier G.
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2. PROBLEMES CONCERNANT LES INVARIANTS DE TUTTE-GROTHENDIECK

Dans ce domaine, les résultats que ce travail nous a permis d'établir

sont tous susceptibles d'extension.

Mentionnons, tout d'abord, la conjecture que nous avons énoncée sur
1'existence d'un polyndme invariant pour l'ensemble des graphes eulériens
(IV.2.7). Dans une généralisation ultérieure, 11 apparaitrait intéressant
d'effectuer la synthése des chapitres IIT & TV, c'est-3-dire d'énoncer et
de démontrer un théoréme relatif & l'existence d'un polyndme associé aux

dénombrements partiels quelconques de graphes eulériens quelconques.

Par ailleurs, le résultat établi & propos des modules et des algébres
de Tutte-Grothendieck peut également &tre &tendu & d'autres structures algé-
griques; l'extension aux semi-anneaux et aux semi-algébres semble particulié-

rement intéressante et susceptible d'applications immédiates.

Ces extensions soulévent d'autre part un probléme quant & la nature
des invariants qu'elles permettent d'interpréter. Il est clair que nous avons
construit les modules et les algébres de Tutte-Grothendieck pour pouvoir
rendre compte de la construction d'invariants pour lesquels un groupe ou un
anneau était insuffisant. Cependant, nous ne savons pas si cette constatation
autorise a effectuer une classification ezntre les divers invariants polynomiaux
dont nous avons rendu compte, soit avec la théorie de Brylawski, solt avec
notre extension. Il est clair que, si cette classification est fondée, elle
doit nécessairement regrouper,dans une catégorie & part, tous les invariants
qui ne peuvent &tre interprétés sans l'aide d'un opérateur externe, c'est-d-dire
ceux dont les variables représentent des paramétres et non des graphes. Cette
constatatation et les autres éléments dont nous disposons sont, en tout état

de cause, insuffisants pour trancher ce débat.
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ANNEXE 1

VALEURS DES POLYNOMES P ET ; POUR LES GRAPHES D'ORDRE INFERIEUR

0U EGAL A 6

Les valeurs prises par ces polyndmes sont indiquées dans la liste sui-
vante. A partir de 1l'ordre 4, nous n'avons représenté que les graphes
4-aréte-connexes; dans les autres cas, nous avons fait figurer les expres-
sions des polyndmes P et I sans leur faire correspondre les multiples gra-

phes auxquels ils sont attachés.

On remarquera, pour # = 6, l'existence de deux graphes 4-ar@te-connexes

distincts dont les polyndmes Ii(resp.P) sont identiques.

n=1 Tr P
x X |
n=2 :
|
2X 33X
n=3

:

x2 42X x2 +6X




n=5
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2x3
x3+2x2
4x2

x3+x242x

3x242x

x5
2x4
x*+2x3
x4+ x34+2x2
4x3
3x342x2

2x3+4x2

x*ax34x242x

2x34+3x242x

x3+5x24+2x

X4
3x3
x3+6x2
9x?2

x34+2x2 4142

5x2 4+ 12x

x5
3x4
x4+6x3
x*+2x3412x2
9x3
5x3 +12x2
3x3+18x2

x442x34+4x2 4 24x

3x3410x24 24x

x3+16x2424x

12x2 436X
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n=6 x6 x6
2x5 2x>
x5+2x4 x5 +6x4
x5 4+x44+2x3 x5 +2x%+12x3
xS+ x4+ x3+2x2 x3+2x%+4x3+24x2
4x4 ox4
3x4+2x3 5x4+12x3
2x4+4x3 3x4+18x3
2x4+3x342x2 3x%+10x3+24x2
2x4+2x3+4x2 3x%+6x3+36x2
x4+5x3+2x2 x3+16x34+24x2
x4+4x3+4x2 x4 +12x3+36x2
8x3 27x3
6x3+4x2
15x3 +36x2
@ xSax*ax34x242x x5+2x%4+4x3 +8x24+48x
@ 2x%+2x3 4+ 3x2 42 3x%+6x3420X2 + 48
@ x*+3x34+5%x242x x*4+8x3432x2 +48x




g
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Xt+2x34+7x242x

5x3+5x2 +2x

4x3 4+ 7x24+ 2x

2x34+10x2+4x

x*+4x34+44x2448x

11x3 4+ 32x2 4 48x

7x3 4+ 44x2 4 48x

5x34+42x2,72x

2x34+47x24+84x
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ANNEXE 11

POLYNOMIALITE DES ALGORITHMES DE DENOMBREMENT MENTIONNES AU CHAPITRE I

Nous allons justifier, dans cette annexe, les affirmations contenues

dans l'introduction du premier chapitre.

Un algorithme de détermination d'un invariant sur une classe C de
graphes est dit polynomial s'il existe un polyndme ¢ tel que pour tout
graphe d'ordre n de C la détermination de 1l'invariant par cet algorithme
puisse s'effectuer en un nombre d'opérations majoré par @(n)(l).

C'est ainsi que les résultats rappelés au premier chapitre permettent
d'établir un algorithme polynomial de déterminartion du nombre de circuits
eulériens d'un graphe pseudo-symétrique G. Ce nombre est en effet égal,
d'aprés le théoréme de Van Aardenne-Ehrenfest et de Bruijn &

A erx(d+(x) - 1)! et AO, nombre d'arborescences maximales de G ayant
une origine donnée, peut &tre calculé comme le déterminant d'une matrice
d'ordre n-1 (si G est d'ordre n). Or, nous savons que le déterminant d'une
matrice d'ordre n s'obtient, avec les algorithmes donnant les meilleurs
résultats asymtotiques, en un nombre d'opératiors proportionnel a nlogz 7.
Le reste des calculs peut s'effectuer en un nombre d'opérations siirement
majoré par un polyndme du second degré en n. Et, ainsi, 1'utilisation d'un

"bon" algorithme de calcul de déterminant rend polynomial la détermination

du nombre de circuits eulériens d'un graphe pseudo-symétrique.

11 n'en va pas de méme pour les autres algorithmes mentionnés au
chapitre I. Ceci tient au fait que ces algorithmes sont non seulement des
algorithmes de dénombrement, mais aussi des algorithmes d'énumération et
que, corélativement, les objets énumérés sont en nombre non polynomial.

C'est ce second point que nous allons établir dans chaque cas.

1) Cette définition, tout & fait adaptée au but que nous poursuivons ici,
se révele insuffisante pour développer des considérations plus pro-
fondes sur la complexité des algorithmes. On s'en rendra compte en
consultant a ce sujet l'article de J.C. Ardit-i [1976].
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Proprilie : Les algorithmes de détermination des polyndmes P et I par le

procédé récursif du paragraphe I-6.1 sont non polynomiaux.

Nous commengons par &tablir un lemme di & T. Walsh (R. Cori [1974]).

Lemme : Le nombre d'arbres maximaux des graphes planaires d'ordre n n'est

majoré, lorsque n n'est par bormé, par aucune fonction polynomiale en n.

Preuve : Soit Gn le graphe planaire d'ordre n suivant

Xy

x

X2
Figure 1.

Considérons les arbres maximaux de Gn dans lesquels le sommet z, est
de degré 1. Les sous-graphes correspondants, obtenus par suppression du
sommet xn, sont des arbres maximaux de Gn_z; inversement tout arbre maximal
de Gn—] donne naissance & trois arbres maximaux de Gn dans lesquels x, est

de degré 1. Ainsi, si Tn désigne le nombre d'arbres maximaux de Gn’

T3 =3
et T >3 .T .
n n—1
Lo s A n-2 . . . . .
On en déduit que Tn z 3 » ce qui rend impossible la majoration par

une fonction polynomiale.;

Ce lemme nous permet d'établir & présent la propriété ci-dessus. En
effet, 1'algorithme de détermination du polyndme I par la méthode récursive
du I-6.1 consiste en la construction d'une arborescence de décomposition,
ce qui nécessite un nombre d'opérations au moins égal au nombre de puits de
cette arborescence. Pour un graphe G donné, cette derniére valeur est égale
a 1(G,1), ce qui est le nombre d'arbres maximaux de tout graphe croisé de

G (III-3.4).

Or tout graphe pleraire peut €tre considéré comme le graphe croisé
d'un graphe Y-régulier planaire; il résulte alors du lemme précédent que
n(G,1) ne peut étre.majcré par une fonction polynomiale du nicmbre de sommets
du graphe. Et, airnsi, l'algorithme -"naturel” de détermiratizr ne il ect-il

non polynomial.
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I1 en est de méme pour l'algorithme de détermination de P car, pour un
méme graphe planaire, la détermination récursive de P(G,x) nécessite la
considération d'une famille de graphes totaiement réduits qui contient celle

nécessaire pour déterminer N(G,x)./

Ces résultats ne préjugent en rien de la polynomialité de la détermina-
tion de P et II. En effet, pulsque nous savons possible la détermination
de N(G,1) par un algorithme polynomial (c'est ce que nous avons établi au
début de cette annexe), rien n'empéche 1'existence d'un algorithme polyno-
mial de détermination des coefficients de N{G,x) (ainsi, d'ailleurs, que la

détermination de ceux de P(G,x)).

La derniére affirmation que nous entendons établir concerne 1'énuméra-
tion des orientations pseudo-symétriques d'un graphe eulérien. Nous allons
montrer que, dans le cas des graphes 4-réguliers (et ceci s'étend naturel-

lement & tous les graphes eulériens), cette énumération est non polynomiale.

On ne considére, dans ce qui suit, que des orientations pseudo-symétriques
non équivalentes : c'est-a-dire des orientations qui ne se déduisent pas
1'une de l'autre par inversion du sens de cnaque arc. Pour un graphe G
4-régulier, on désigne par 0(G) 1l'ensemble de ses orientations non équiva-
lentes; nous allons établir, par récurrence sur l'ordre n du graphe G que

loe)] = (3/2)".

La propriété est vérifiée pour tout les graphes 4-réguliers complétement

articulés, puisque dans ce cas
lo(e)| = N(a) = 2n, pour G d'ordre n.

En particulier, ceci est vrai pour le graphe 4-régulier d'ordre 1, ce

qui constitue 1'initialisation de la récurrence.

Considérons a présent un graphe d'ordre n possédant un sommet régulier X.
La dénomination des sommets adjacents 3 X est fixée par la figure suivante
dans laquelle on a, par ailleurs, décrit une partition de 0(G) en 3 sous-
ensembles déterminés, selon l'orientation prise par les arétes incidentes &
X (pour ne considérer que des orientations noa équivalentes, on a choisi

dans tous les cas l'aréte [X,Xl] orientée de X, vers X).
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Oi 02 03
Désignons par Gl’ G2, G3 les graphes réduits de G en X (avec

Gy = G [X-{x}] u K(X ;%) u K(x4,X,),

%)
1]

, =G [x-{x}] v K(X15%,) U K(X,,X,) et

]
"

G [x-{x}] v K(x;,x3) ¥ K(X,,%,))

1°%3 4

On choisit, pour assurer la compatibilité avec 1'hypothése posée pour G,
de considérer comme ensemble d'orientations non équivalentes de Gl (resp. GQ,
resp. G3) 1l'ensemble des orientations qui contiennent 1'arc (Xl’xz)

(resp. (Xl’xu)’ resp.(xl,x3)) et on partitionne O(Gi) -7=1,2,3 - selon
l'orientation de la seconde aréte de Gi construite sur les sommets adjacents

a X (figure ci-contre).

I1 est clair, compte-tenu de ces notations, qde Ol (resp. 02, resp. 03)

peut €tre mis en bijection avec Oi

On peut donc écrire les égalités suivantes

2 1 2 1 1
et O, (resp. 0] et 0,, resp. O2 et 03).

lote)] =jot| + J0?| + |0d]

2 2 1 2 1 1
172([o7] + fog|) + 1/2¢for| + [o3]) + 120z + oz

1/2(foce)| + locc)| + [0 1);

Le résultat annoncé s'ensuit par récurrence.
P
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Xo X3 X
X, X4 X,
o(g,) = o U 02
4 1 4
Xp X3 Xp

Xy Xq Xy
o(6,) = 0 U o3
X2 X3 X2
X, X4 X4

Figure 3.
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INDEX

A(@) ¢ arborescence de décomposition du graphe G .

Aﬁ(s) : algdbre commutative sur A librement engendrfe par 5.

Adjoint (graphe =)

Algébre de Tutte-Grothendieck d'une bimultidécompositien
distributive

Algorithme de dénombrement des cycles euldriens dans les
multigraphes

Anneau de Tutle-Grothendieck d'une bidécomposition distributive

Anticireuit ¢'un graphe orienté

Arboressence de décomposition

drborescence régulidére de décomposition

Aréte-comneze (graphe k=)

Aréte réguliére d'un multigraphe

Articulation bouclée d'un graphe normalisé

Articulation essentielle d'un graphe normalisé

Articulé {graphe compldtement -}

Bk : graphe normalisé d'ordre 1 composé de k boucles
qu{s} ¢ A-bimultidécomposition sur 5

B(3) : bidécomposition sur §

Bidécomposition

o~bidécompoeition

Bedécomposition distributive

Bidécomposition eulérienme sur les graphes Y-péguliers
Bidécomposition euldrienne sur les graphes f£léchés
Bidécomposition orientée

A-bimultidéeomposition

A-bimultidécomposition distributive

boucle d'un graphe normalisé

bouclée (articulation =)

boucles (graphes avec ~)

branche

- 12,8

A SR

I=2.%

Iv-2.u

I-6.1
II-1.%
I1I-5.1
11~2.%
I1-2.5%
I-5.1
I1-31.7
i-3.1
i-3.1
1I-3.2

I-4.3
v-2.3

Ii-1.4
II-1.4
Ti1-3.1
II-1.4
11-3,2
111~-8.3
I1I~-4.%
1v-2.3
TV-2.13
I-3.1
I-3.1
I-2.4
-2.%
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Cp : graphe-chaine de p arétes
ca(x,y)

charniére {Xx,y}

: ensemble des 3-composantes définies par la

Charniére

Cocycle primitif d'un graphe normalisé
Commutativité de 1'opérateur de décomposition
Complément d'un sous-graphe partiel
3—-composante (ou composunte)

Composante mod. J

Composante propre d'un graphe normalisé
Connectivité
p—connexe (graphe -)
Connexité (indice de -)
Cordeliére

Cordeliéres (enchevétrement de -)
o-cycle d'une R.S

Cycle eulérien

Cycle simple

DA(S) : A-décomposition sur S

dH(x) degré partiel de X dans le sous-graphe partiel H
DmA(s) : A-multidécomposition sur S

(Dml,DmQ) : bimultidécomposition formée des multidécompo-

sitions Dm' et Dm?
D(s)
(Dl’DQ)
Décomposabilité (indice de -)

décomposition sur S

: bidécomposition formée des décompositions D1 et

Décomposées (R.S.-)
Décomposés (graphes -)
Décomposés (graphes fléchés -)
Décomposés (graphes orientés -)
Décomposition (opérateur de -)
Décomposition (opération de -)
Décomposition sur S
Décomposition localement finie
Décomposition raffinable

Décomposition totale d'un graphe normalisé

I-1.

II1-2.
III-2.
I-5.
I-5.
I-1.
ITI-2.
I-1.
I-3.
I-1.
I-1.
I-4.
I11-7,
ITI-7.
III-3.
I-2.
I-2.

Iv-2.

Iv-2,

Iv-2.

IT1-1.

D II-1.
I-5.

III-1.

2

III-6.
III-4.,
I-5.
I-4,
II-1.
IT-1.
II-1.
I-5.
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D-aécomposition totale _
Détaché mod. J (sous-graphe partiel - )
Distributive (bidécomposition -)

Distributivité de la décomposition par rapport d la réduction

E : ensemble des arétes du graphe G = (X,E)

EX : ensemble des arétes incidentes au sommet X

Enchevétrement (graphe d' - )
Enchevétrement de cordeliéres
Essentielle (articulation -)
Eulérien (cycle -)

Eulérien (graphe -)

F? : fuseau de p arétes

Faisceau de p composantes contigiies
Fléchage d'un graphe fléché
Fléchage régulier

Fléché (graphe -)

Ficelle d'une R.S.

Fuseau

c* . dual topologique de G

|G| : représentation sphérique (R.S.) du graphe planaire G

G, : ensemble des graphes 4-réguliers finis dont les noeuds
appartiennent 3 un ensemble dénombrable X

¢ : ensemble des grapﬁes Y-réguliers pseudo-symétriques
finis dont les sommets appartiennent & un ensemble
dénombrable X

G/e : graphe contracté de G selon e

G\e : graphe obtenu par suppression de e dans G

G.F : réduction de G 3 F

G:F : graphe partiel de G déterminé par les arétes de F

G[Y] : sous-graphe déterminé par Y

Graphe adjoint d'un graphe sans boucle

Graphe-chaine

Graphe complétement articuléd

Graphe d'enchevétrement associé 3 (G,A)

I1-1.2
I-1.3
II-1.4
I-4.5

ITI-7.4
IT1-7.4
I-3.1
I-2.2
I-2.2

I11-2.2
I11-6.1
I11-7.2
I11-6.1

III-5.3

I-1.5

IT1-1.2
I11-1.1

I1-2.1

ITI-4.3
I1-1.7
I1-1.7

I-1.2
I-1.2
I-1.1
I-2.3
I-1.5
I1-3.2
III-7.4
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Graphe eulérien

Graphe fléché

Graphe normalisé

Graphe partiel

Graphe 4-régulier

Graphes croisés associés a une R.S. d'un graphe 4-régulier planaire
Graphes décomposés de G selon un cocycle de cardinal 2
Graphes fléchés décomposés de (G,A) selon

Graphe(s) fléché(s) réduit(s) de (G,A) en

Graphes orientés décomposés de ¢ selon

Graphes orientés réduits de G en

Graphes réduits de G en

Graphes réduits obtenus par éclatement planaire en

Groupe de Tutte-Grothendieck d'une décomposition unitaire

H(G,A ) : invariant de Tutte-Grothendieck de la réduction sur
ﬁes graphes 4-réguliers

HO(G,Ap) : invariant de‘Tutte-Grothendieck de la réduction
par éclatement planaire dans les graphes 4-réguliers

H(E,Ap) : invariant de Tutte-Grothendieck de la réduction

sur les graphes 4-réguliers pseudo-symétriques

Indécomposable (élément - d'une A-multidécomposition notée
multiplicativement)

Indécomposable (élément - d'une décomposition notée
multiplicativement

Indice de connexité

Indice de décomposabilité d'un graphe normalisé

Intersection de deux sous-graphes partiels

B-invariant

BmA—invariant

D-invariant

DmA—invariant

Invariant de Tutte-Grothendieck d'une A-bimultidécomposition
distributive

Invariant de Tutte-Grothendieck d'une A-multidécomposition

unitaire

I-2.
ITI-6.
I-2.
I-1.

I1-2

ITI-1.
I-4.
III-6.
ITI-6.
ITI-4.
ITI-4.
I-3.
ITI-1.
II-1.

IT-4.

ITI-3.

ITI-4.

Iv-2.

I1-1.
I-4,
I-5.
I-1.

I1-1.

Iv-2.

II-1.
Iv-2.

Iv-2.

Iv-2.

N O = N

w NNNN W W =W

£ 00 NN F o= F

w



-155-

Invariant de Tutte—-Grothendieck d'une bicécomposition distributive
Invariant de Tutte-Grothendieck d'une décomposition unitaire
Invariant d'une A-bimultidécomposition

Invariant d'une A-multidécomposition

Invariant d'une bidécomposition

Invariant d'une décomposition

Irréductible (&élément - d'une A-décomposition)

Irréductible (élément - d'une A-multidécomposition)

Irréductible (élément - d'une décomposition)
Jumeaux (sommets - d'un graphe biparti)

k(G) : indice de décomposabilité d'un graphe normalisé G
Kn : graphe complet d'ordre n
K(x,y)

L(G) : graphe adjoint d'un graphe sans houcle

Localement finie (Décomposition -)

m(G) : cardinal de l'ensemble des arétes de G
M(G) : graphe des cocycles primitifs du graphe normalisé G

M : module des cocycles de cardinal 2 d'un graphe normalisé

£

MA(S) : module commutatif sur A librement engendré par S

Module de Tutte-Grothendieck d'une A-multidécomposition unitaire
A-multidécomposition

A-multidécomposition raffinable

A-multidécomposition unitaire

multiset sur un ensemble S

N : ensemble des entiers naturels -

n(G) : ordre de G

N(G) : nombre de cycles eulériens de G

N(G,A) : nombre de cycles eulériens du graphe fléché (G,A)
Noeud ¢'un graphe normalisé

Normalisé (graphe -)

Normalisé (graphe eulérien - )

Ordre d'un graphe normalisé

IT-1.
II-1.
Iv-2.
Iv-2.
II-1.
II-1.
Iv-2.
Iv-2.
II-1.

Iv-3.

I-5.
I1-2.

I-2.

I-2.
I1-1.

Iv-2.
IvV-2.
Iv-2.
Iv-2.
Iv-2.
II-1.

I-1.
I-2.
I1I-6.
I-2.
I-2.
I-2.
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~

Pl’ P2, P3’ Pu, P5 : éléments primitifs de %

Pp : polygone de p arétes
P(G,x) : polyndme invariant des graphes 4-réguliers
et invariant de Tutte-Grothendieck de la bidécomposition
eulérienne sur les graphes 4-réguliers
P(G,2,t) : polyndme défini sur les graphes 6-réguliers
P(G,A3;x) : polyndme invariant des graphes fléchés i support
Y-régulier
et invariant de Tutte-Grothendieck de la
P Dﬂ -multidécomposition définie sur les graphes fléchés
P[x] : anneau des polyndmes sur Z en une variable x
Paramétres d'une A-décomposition
k-partition eulérienne d'un graphe 4-régulier
k-partition eulérienne de type o d'une R.S.
polygone
polyndme dichromatique
primitif (cocycle -)

propre (composante -)

Q(G,t) : polyndme invariant des graphes 6-réguliers
et invariant de Tutte-Grothendieck de la P[t]—bimultidécom—

position définie sur les graphes 6-réguliers

Raffinable (décomposition -)

Raffinable (A-multidécomposition -)

Réductible (sommet -)

Réduction de G 4 F

Réduction (opération dz - en un sommet régulier)
Réduction (opération dz - en une articulation bouclée)

Réduction (opération de - par éclatement planaire en un sommet

régulier)
Réduits (graphes-de G en ...) I-3.
Réduits (graphes - obtenus par éclatement planaire en ...)

Réduits (graphes fléchés -de (G,N) en ...)
Réduits (graphes orientés-de G en ...)
Réduites (représentation - obtenues par éclatement planaire

de Gen ...)

I1I-6.

I-1.
I1-2.

II-3.
Iv-1.

III-6.

Iv-2.
IT-4.
ITI-3.
I-1.
II-1.
I-5.
I-3.

Iv-1.

Iv-2.

I1-1.
Iv-2.
I-4,
I-1.
I-3.
I-3.

III-1.
& I-3.
III-1.
ITI-6.
I1I-4.

ITI-1.
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Régulier (sommet -)

Réguliére (aréte - d'un multigraphe)

Y-régulier (graphe - )

Représentation sphérique d'un graphe planaire

R.5. d'un graphe 4-régulier planaire

R.S. décomposées de G selon

R.S. réduites de G obtenues par éclatement planaire en

Retournement d'ordre p d'une R.S. d'un graphe 4-régulier

s(G) : nombre de sauts d'un graphe orienté sans circuit
Sauts (nombre de - )

Séparation en un sommet

Somme disjointe de multisets

Sommets d'attachement d'un sous-graphe partiel
Sommets jumeaux dans un graphe biparti

Sommet réductible d'un graphe normalisé

Sommet régulier d'un graphe normalisé
Sous—graphe d'un graphe

Sous-graphe partiel d'un graphe

Support d'un graphe fléché

Systeme d'un graphe eulérien

Systéme transitif d'un graphe eulérien

Torsade
Transttif (systéme- d'un graphe eulérien)
Transitton 4'un multigraphe sans boucle

Type d'un retournement

Union de sous-graphes partiels
Unitaire (décomposition -)

Unitaire (A-multidécomposition -)
W(G,H) : sommets d'attachement de H dans G

Z : ensemble des entiers relatifs

Z(G) : UkElN 2, (6)

Zk(G) : ensemble des k-partitions eulériennes de G

I-3.
I1-1.
II-2.

IIT-1.
ITI-1.
IT1I-1.
ITI-1.
III-2.

Iv-3.
Iv-3.
1-2.
II-1.
I-1.
IV-3.
I-4,
I-3.
I-1.
I-1.
ITI-6.
I-2.
I-2.

ITI-7.
I-2.
I-2.

I1I1-2.

I-1.
IT1-1.
Iv-2.

II-4,

II-4.
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8 séparation en un sommet
A : ensemble de séparations sur un graphe
Ay ensemble de séparations en X

O : sous-ensemble des graphes 4-réguliers complétement articulés

A(G) : connectivité de G

v(|6]) : nombre de cycles de la R.S.|G|

(G,x) : invariant des graphes 4-réguliers planaires
et invariant de Tutte-Grothendieck de la o-bidécomposition

n(|G|,x) : invariant des R.S. 4-réguliéres

H(E,x) . invariant des graphes 4-réguliers pseudo-symétriques
et invariant de Tutte-Grothendieck de la bidécomposition
orientée

£ : ensemble des graphes fléchés d support u-régulier

L' : ensemble des graphes fléchés ayant une bidécomposition
totale intrinséque

" : restriction de I' zux graphes 4-ar@te-connexes

T = (x,{a,b}) : transition relative au sommet X

x(G,x,2) : polyndme dichromatique du graphe G

w(A) : cocycle de A

¢ : graphe vide (sans sommet ni aréte)

I-2.
III-6.
I-3.
I1-3.
I-1.
I11-3.
III-2.
ITI-3.
ITI-1.
III-4.

ITI-4.
III-6.

IT1-7.
I11-7.
I-2.
I1-1.
I-4.

I1-2.
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