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INTRODUCTTION

En cherchant 3 résoudre le probléme fondamental de la Topologie, 3 sa-
voir la classification des espaces topologiques, les topologues se sont inté-
ressés aux espaces décomposables en agrégats simples. C'est ainsi que, 1'abs-

traction aidant, le concept de complexe simplicial fut introduit.

Un n-complexe consiste en la donnée d'un ensemble fini V de sommets et
d'une collection K de sous-ensembles de V, appelés simplexes, de cardinalité
< n+ 1 tel que tout sous-ensemble d'un simplexe est encore ur simplexe. La
structure combinatoire de K est mise en évidence par les relations d'inciden-

ce, naturellement définies, entre ses &léments.

Probablement, la notion premiére des graphes, tels qu'on les é&tudie ac-
tuellement, est celle d'un 1 - complexe. I1 n'est donc pas surpremant que, de-
puls ses origines, la théorie des graphes a constitué le cadre d'une rencontre
fructueuse entre Algébre, Combinatoire et Topologie. D'autant plus que la cé-
lébre conjecture des quatre couleurs (1850 ?) et la conjecture (récemment dé-
montrée) de Heawood (1890) ont mis 1'accent sur 1'aspect géométrique des gra-

phes.

En effet, le point commun de ces deux conjectures consiste en la déter-
mination du nombre minimum de couleurs nécessaires 3 la coloration des régions
délimitées par un graphe quand celui-ci est dessiné sur une surface. Par des-
sin, on entend une rdalisation obtenue en prenant pour sommets des points dis-
tincts de la surface, pour arétes des courbes simples, deux arétes ne se cou-
pant pas en dehors des sommets qu'elles peuvent avoir en commun. Ainsi, 1 ors-
qu'on peut le dessiner sur une surface, le graphe est dit immergeable dans la
surface. La nature topologique du support sur lequel on réalise le dessin con-

duit a la notion de "graphe topologique".

Les premiéres caractérisations combinatoires des graphes immergeables
dans la sphére sont dlles respectivement d Kuratowski, Whitney et Mac Lane, qui,
avec Euler, semblert étre les pionniers de la théorie des graphes topologiques.
Nombre de travaux sont consacrés aux généralisations de ces résultats, d'au-

tant plus que démontrer la conjecture de Heawood consiste 3 prouver 1'existen-



ce d'une immersion du graphe complet Kn (n > 4) dans une surface orientable

de genre Y, = {ﬁﬂléliéﬁlgl} (11 s'agit de la partie entidre supérieure).

Indépendamment de ces préoccupaticns théoriques, 1'apparition des cir-
cuilts intégrés augmente 1'intérdt porté aux graphes topologiques. En effet,
dans les systémes logiques actuels, la ratérialisation des cormexions entre
€léments intégrés se fait par circuits inprimés sur une plaquette isolante.
La possibilité de réaliser de tels "mascues” est sous-jacente aux problémes

généraux exposés plus haut.

Pour ces raisons, le contenu de cekte thése refléte dans une large me-
sure mon intérét pour le probléme de 1'irmersion d'un graphe dans une surface.
Plus précisément, 1'objet de ce travail est d'apporter une contribution 3 1'é-
tude de certains types d'immersion. L'esprit général est le suivant : pour un
type donné, nous cherchons 3 caractériser les graphes admettant une immersion
de ce type et, dans le cas ol la caractérisation n'est pas classique, nous dé-
terminerons des classes de graphes ayant des propriétés simples (le plus. sou-
vent relatives § la connectivité) et satisfaisant aux théorémes de caractéri-

sation.

Le chapitre I présente une formalisation combiratoire du probléme de
1'immersion d'un graphe dans une surface. Pensant que 1'une des difficultés
principales du probléme réside dans la d&finition trop générale d'une surfa-
ce - c'est-a-dire - un espace topologique séparé, compact, localement hom&o-
morphe & R? - nous nous limitons aux suraces admettant une décomposition cel-
lulaire pour nous intéresser aux polyedres, encore que ces derniers, débarras-
s€s de leur structure topologique nous donnent Zes complexes cellulaires com-
binatoires (en abrégé C.C). Dans cet esprit, il nous importe peu que les sur-
faces sous-jacentes aux c.c &quivalents (par subsdivisions et réductions com-
binatoires) ne soient pas, 2 priori, hodomorphes.

-~

* Clest ainsi Que la premiére partie est consacré 3 une &tude &lémentaire et
autonome des c.c. ol 1l'accent est mis sur la construction de leur squelette
qui est un graphe. L'algorithme de constuction met en évidence 1'importante
notion de rotation d'un sommet : il s'agit d'une permutation circulaire des

arétes incidentes 3 ce sommet.

* . . .o . - . .
Ceci dit, dans la deuxiéme partie, nous posons le probléme de 1'immersion



non pas au niveau des surfaces mais au niveau des c.c qui les recouvrent.
Nous introduisons pour cela la définition d'une réalisation d'un graphe
dans un c.c : un graphe est dit réalisable dans un c.c.K lorsqu'il est &-
quivalent (par subdivision et réduction) 3 un sous graphe partiel du sque-
lette de K. L'intérét de cette notion réside dans la nature carbinatoire
du probléme de la réalisation car il s'agit, en fait, d'un protléme d'ho-
momorphisme de graphes. I1 en résulte une importante conséquence : aucune
démonstration ne fait appel aux notions topologiques. Aprds avoir remar-
qué que tout graphe est réalisable dans 1 c.c nous démontrons le résultat
suivant : Tout graphe réalisable dans 1 c.c.K est réalisable comme graphe
partiel du squelette d'un c.c équivalent & X ; ce qui permet une optimi-
sation trés fructueuse de la taille de la réalisation. Nous dégageons en-
suite le concept de réalisation squelettique : un graphe G admet 1 réali-
sation squelettique dans K lorsque G est isomorphe au squeletts= de K. Le
résultat principal s'énonce : Si G est réalisable dans K mais non dans un
c.c de caractéristique supérieur 3 celle de K alors G admet une réalisa-

tion squelettique dans 1 c.c équivalent 3 K.

* Enfin, 3 la troisiéme partie, nous définissons une <mmersion d'un gra-
phe G dans une surface S comme étant un triplet (G,K,S) ol G est réalisa-
ble dans K recouvrant S. Comme nous le voyons, 1'introduction de cette no-
tion a seulement pour but d'énoncer de maniére plus globale les résultats
ayant trait 3 la réalisation. Signalons toutefois la notion de graphe Znf-
immergeable dans une surface : G est dit inf-immergeable dans S lorsque G
n'est immergeable dans aucune surface de caractéristique supérieur 3 celui

de S. Les résultats suivant sont obtenus :

Toute immersion de G dans G est inf-immergeable

S orientable est squelet- &=v(G) = y(S) =3 dans S' tel que
tique ' x (8") =2 x (8)

Toute immersion de G dans@G est inf-immergea-
S non-orientable est sque- ble dans S :;f? (G) =% (S)
lettique

G est inf-immergeable dans = 0<Y(G) - 2y(S)<1

S orientable



(ot v(G) (resp. ¥(G)) représente le genre orientable (resp. non - orientable)
de G).

Des deux premiéres équivalences on déduit le théoréme de caractérisa -
tion des immersions 2-cellulaires de Yourgs. Le troisidme résultat constitue
un point de départ de la notion de genre mazimem d'un graphe introduit au
chapitre 1IV.

Nous terminons cette partie en énorcant 1'algorithme de construction
des immersions squelettiques dans une surface orientable (dii & Heffter et
Edmonds). Il s'agit d'une conséquence immédiate de la notion de rotation in-

troduite dans la premiére partie.

Le deuxiéme chapitre est consacré i 1'étude d'un des probldmes posés
par 1l'implantation d'un réseau dans une plaquette.
" Aprés une bréve introduction, la premiére partie présente une forma-
lisation du probléme en reprenant la notion de graphe de boites et d'étoiles
die 3 Kuntzmann. Nous sammes amends 3 dé7inir une nouvelle classe d'objets:

les B-graphes : c'est un. couple (G, (pb)beB) ol G est un graphe biparti

dont 1'ensemble des sommets se compose d= boites (représentant les &léments

intégrés) et d'étoiles (images des &quipotentielles) ; (pb)bEB est une famil-

le de rotations (chap. I) des boites. Ccmme nous le voyons, le probléme, tout
en verant se ranger de lui-méme dans le cadre préparé au premier chapitre, gé-

néralise celui de la réalisation.

La deuxiéme partie propose une preridre caractérisation de la famille
(pb)b€B pour que G soit immergeable dans la plaquette. Aprés avoir fait re-

marquer que le résultat obtenu est efficsce, dans la pratique, si le nombre
d'arétes de G est proche de celui d'un graphe maximal, nous démontrons, 3 la

troisiéme partie, une deuxi®me caractérisation de la famille (pb) I1

beB’
s'ensuit un algorithme applicable aux grephes ayant peu d'arétes.
L'obtention des résultats précédents n'a pu se faire que grice au théo-
réme de Mac Lane caractérisant les graphes plamaires. De plus, 1l'hypothése de
connectivité de G joue un rdle non négligeable.
Nous concluons ce chapitre par une bréve discussion sur la décomposition

en couches d'un B-graphe non planaire.



Le troisiéme chapitre est composé de deux parties : la premiére est consa-

crée 3 une généralisation du théoréme de Mac Lane, et la deuxiéme, mettant

d profit les résultats obterus dans la premidre, présente une caractérisa-

tion des graphes de genre 1 - c¢c. 4 d. immergeables dans le toré et non dans
la sphére.

* Ainsi, aprés une bréve analyse du théoréme de Mac Lane ol-nous tentons de
discerner différentes directions de généralisation possibles, le concept
d'immersion réguliére est introduite. Un graphe G est dit régulidrement im-
mergeable dans une surface S lorsque G admet une immersion squelettique dans
S telle que le bord de chaque face est un cycle &lémentaire de 3. Le fait
remarquable est que tout graphe plamaire 2 - comnexe est régulisrement im-
mergeable dans la sphére, d'ol une nouvelle démonstration trés simple du thé-
oréme de Mac Lane. Dans cet esprit, une généralisation s'obtient presque im-
médiatement.

La notion d'immersion réguliére entraine naturellement la définition
suivante : une immersion est dite simpliciale si elle est réguliére et si les
bords de deux faces distinctes ont au plus une aréte en commun. Ces deux no-
tions posent d'intéressants problémes quand on se borne aux graches cubiques.
Ainsi, une conjecture de Grunbalin, englobant celle des quatre couleurs, peut
s'énoncer de la maniére suivante : "Si un graphe cubique 3 - connexe admet
une immersion simpliciale dans une surface orientable alors son indice chro-
matique est égal & 3". Cette conjecture est 3 rapprochée d'un résultat de
Tutte : "Tout graphe cubique 2-comnexe d'indice chromatique3 est régulidre-
ment immergeable dans une surface orientable".

* A la Deuxiéme partie nous cherchons des corditions suffisantes pour qu'un
graphe soit réguliérement immergeable dans le tore car, le cas général sem-
ble difficile.

~Apreés avoir défini les singularités d'une immersion - un samet (ou
une aréte) est singulier lorsqu'il apparait plus d'une fois dans le bord d'une
face - nous établissons le résultat suivant : Toute immersion scuelettique
d'un graphe 3 - connexe dans le tore admet au plus une face singulidre con-
tenant au plus deux singularités non équivalentes.

Nous terminons la deuxiéme partie en donnant deux théordmes de carac-

térisation des graphes réguliérement immergeable dans le tore, en terme de



décomposition en sous graphes planaires.

Le quatriéme chapitre est une contribution aux récents travaux sur

1'étude du genre (orientable) maximum d'un graphe.

* Pour mieux situer le probléme traité, rous commengons par rappeler un ré-
sultat de Duke qui s'énonce : Si un grapne G a immersion squelettique dans
deux surfaces orientables de gernre vi et v2 (y1 < v2) alors G admet une im-
mersion squelettique dans toute surface orientable de genre y tel que

Y1 € ¥2 € Y2. Nous 1'étendrons ensuite aux surfaces non orientables. Il en
résulte 1'existence d'un intervalle d'immersion Iy, YM] pour tout graphe G :
G admet une immersion squelettique dans une surface de genre g si et seule-
ment siy <g < Yy Yy est appelé genre maximum de G, y étant évidemment le

genre de G tel qu'il a été défini au ler chapitre.

* Ia deuxieme partie consiste en ureétude de quelques propriétés de YM(G) re-

lativement aux opérations sur les graphes.

* . .o . - ~ - . .
La troisieme partie est consacrée 3 la d&termination de YM(G), en nous
intéressant aux surfaces orientables car, comme nous allons le voir plus

loin, le cas non orientable se traite plus facilement.

Pour ce faire, nous avons introduit une nouvelle technique d'immersion
et d'un nouvel invariant. Pour tout graphe connexe G, nous définissons la

Déficience de Betti de G comme :

£ (G) =min {§ (C) | & ﬁC) = nombre de composantesconnexes }
CCG impaires d'un coarbre CcG

(par composante connexe impaire nous entendons celle qui contient un nombre
impair d'arétes). Nous établissons la formule
_1 .
Yy @ =3 (BG) - & (@)

Par contre : ?M (G) = 8 (G) (il s'agit du genre maximum non orientable)

* A la quatriéme partie, nous mettons & profit les résultats précédents pour
présenter plusieurs conséquences. Elles concernent les graphes tels que

£ (G) < 1 et les graphes satisfaisant i la propriété d'additivité du genre
maximum. En particulier, la plupart des conjectures ayant trait au sujet

sont résolues.
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I - OBJET DU CHAPITRE

Intuitivement, immerger un graphe G dans une surface 3 c'est réaliser
un dessin de G dans S de sorte que les sommets soient des points distincts, les
arétes des courbes simples et que deux arétes ne se rencontrent pas en dehors
de leurs extrémités.

Formellement, il s'agit de trouver un homBomorphisme de |G|, une
représentation géométrique de G dans R3, dans un sous-ensemble de S. Posé
en ces termes, le probléme, par sa nature topologique, semble difficile.

D'autre part, & 1'image des cartes gfographique, un dessin de G
dans S divise cette demidre en plusieurs régions, lesquelles ont entre elles
un certain nombre de relations. En faisant abstraction de leur structure
topologique, ces régions, munies de leurs relations mutuelles, “orment un
objet (combinatoire) dont la cormaissance permettrait de reconstituer le
dessin initial.

C'est cette constatation pratique qui nous a amend 3 proposer une

formalisation combinatoire du probléme d'immersion de graphes desns les surfaces.

Nous commengons done par d&finir une classe d'objets combinatoires,
appelés complexes cellulaires, dont la structure porte intrinséouement un
graphe. Certes, la théorie des variétés a consacré 3 ces objets des &tudes
détaillées. Mais, encore une fois, il s'agissait de préoccupations topolo-
giques. Par conséquent, nous préférons rester sur le plan combiratoire en
présentant un formalisme &lémentaire qui a 1l'avantage d'é€tre un tout autonome.
Cette partie ne contient pas de résultats nouveaux. Ainsi, en se référant aux
démonstrations existantes (et directement adaptables 3 notre formalisma)
certaines propositions ont-elles &t& admises. D'autres, par contre, sont
données avec démonstrations corplétes, d&s qu'elles nous semblaient &tre
des versions nouvelles.

La deuxiéme partie formalise le probléme de 1'immersicn d'un graphe
dans une surface en le présentant comme un probléme classique de la Théorie
des Graphes, 3 savoir celul de la recherche des isomorphismes de deux graphes.
Dans cette optique, deux des résultats fondamentaux connus, celui de Youngs [13]
concemant les immersions 2-cellulaires et celui de Heffter Edmonds [6] four-
nissant un algorithme d'immersion dans le cas des surfaces orientables, sont
dmontrés d'une manidre tout A fait nouvelle. D'autres résultats plus précis

que ceux présentés dans [13) sont aussi obtenus.
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IT - GRAPHE

1.1 - DEFINITIONS. NOTATIONS

Un graphe est un couple G = (¥,E) ol X(G) est un ensemble fini
non vide appelé ensemble des sommets de 13 et ofil E(G) est une famille finie
de parties 4 deux éléments (non nécessairement distincts) de X(G). E{G)
est l'ensenmble des arétes de G. En gfnéral, nous utiliserons les lettres

minuscules X, y, 2z, ... pour ddsigner le:s sommets de G, tandis que les

lettres majuscules A, B, C, ... représenseront les arétes de G. Nous pose-
‘rons
ny = Card(X(G))
n, = Card(E(G))

Pour d'autres définitions classiques concernant les graphes, se reporter

a [3].

1.2 = SUBDIVISION. REDUCT!ON. EQUIVALENCE

moyen d'un nouveau sommet z, une certaine aréte A = {x,y} par deux nouvelles
arétes A1 = {x,z} et Ay = {z,y}.

L'opération inverse, qui s'effectue quand le graphe a wn sommet de

degré 2, s'appelle réduction élémentaire.

Deux graphes sont dits équivalents quand 1'on peut passer de 1'un
d 1'autre par 1l'application d'une suite finie de subdivisions et de réductions
élémentaires.

I'1.3 = INVARIANTS

La caractéristique d'un graphe 3 ayant N, sommets et ny arétes est

définie par :
x(G) = nyny

Le nombre_de Betti de G, quand 3 est connexe, est donné par :
B(Q) = n,-ny+1
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Evidemment :
x(@) = 1-8(@)

On vérifie aisément que x(G) et B(G) sont des invariants de 1a
classe d'équivalence de @G.

IIT - COMPLEXE CELLULAIRE

I'11.1 - RAPPELS

de A est une suite d'éléments de A index&s par Z/k. Nous le notons par :

o=a1a2...ak

O =@y a g ... 88,
Quand a; £ aj dés que 1 # j (mod k) nous assimilons ¢ 3 une permu-

tation circulaire de A.

Enfin, nous désignerons pas S(A) 1l'ensenble des mots circulaires
de A.

b) Etant donné une permutation o de A, on appelle équivalence de o la relation
Ra définie par
_ A
a; Ru aj <> 3 de N tel que aj = (ai)
La restriction de a 3 une des classes définies par Ra est une permutation

circulaire [B]. On a 1'hebitude d'dcrire o comme un produit de ses permuta-
tions circulaires :

o = (a1a2...ak)(ak+1...)... R U

Par abus de langage, l'ensenmble quotient A/Ru s'appellera ensenble des
orbites de a.
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I11.2 - DEFINITIONS. NOTAT}ONS

On appelle complexe cellulaire tout triplet K = (%,3,%) ol :

-I= {ai,a sess ++o} est un ensemb’z fini non vide dont les &l&ments
sont nommés arcs. Dans I est donnée une iavolution (sans point fixe) notée
a—a' (avec (a')' = a). Les deux arcs a =t a' sont dits opposés.

-& = {fl’fz”" ...} est un enserible fini non vide dont les éléments

£ > ' (avec (f')' = £). £ et ' sont dits opposés.
- 3 est une application de ® dans S(Z), l'ensenble des mots circulaires
de £(3(f) est le bord de f). |

Ces données vBrifient les 3 conditions suivantes :
o 3 - ty = gt ot 1ot
C1. 81 3(f) = a; a, ... a alors 3(f') aray 4 ... 3585 (k21)
{acg;) | £;e0}.
C3. K ne peut pas s'exprimer comme union disjointe de deux complexes

~ cellulaires.

Remarques : — On appelle aréte de K toute paire d'arcs opposés et 1l'on note
A = {a,a’'}. Nous désignerons par E(K) 1'ensemble des arétes
de K.
- Toute paire de facettes opposées, désignées par F = {f,f'},
eonstitue wne face de K.
- Dans la famille des bords, on peut échanger a et a' d condition
que l'échange s'effectue partout ou ils figurent.

Fl1.3 = EXEMPLES

Dans les exemples qui suivent nous ne domnerons que la moitié
]

des bords. L'autre moitié s'en déduit par passage 3 1'opposé.

- Exemple la
z = {a,a'}
¢ = {f,f'}

()

aa'
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Z={1,1",2,2",... ...,6,6'}
¢ = {f,f",g,2',h,h'}
3(f) = 1234 ; 3(g) = 1'536 ; 3(h) = 2'6'45

- Exemple la
L= {1,1",2,2",... ...,9,9"
¢ = {f,f",g,g',h,h'}

Q
—~~
&)
~
il

12'39 5 3(g) = 456'9' ; 3(h) = 1'68'274131851 7!

1.4 - SQUELEFTE D'UN COMPLEXE CELLULAIRE

IIT.4.1 - Sommets d'un complexe cellulaire

Efant donné un mot circulaire 8y 85 +v. Ay

rappelons que le successeur de a5 est a.:.L+1 (mod k).

8541 0 Yy (k> 1),

D'apres C2 (III1.2), dans la famille des bords des facettes d'un
complexe cellulaire K, chague arc admet deux successeurs qui, ensenble,

e e e e 5 . S . e e o e o o

Un mot circulaire 8 By eve 8y 4085 8r 0y e

est dit admissible si, pour tout i, la paire de successeurs de a; est

- & appartenant 3 3(%)

1 t 3 A 1 - 1
{ai—l’ai+1} (i1 peut arriver que al,q =al_ .
Dl'aprés C1 (III.2) si 848y «vv a est admissible, alors son
. . :
inverse ak ak+1 e a2 a1 1'est aussi.

admissibles dont 1'un est 1'inverse de 1'autre. On note :
X = {a1a2"'ak’ak§k—1"‘a1}

Nous désignerons par Ko 1l'ensemble des sommets de K.
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I11.4.2 - Algorithme de construction des sommets

1. Choisir un arc de I, mettons a,. Poser oy = a

1° 1°
2. Si les deux successeurs de &y ont leurs opposés figurant dans

p; alors aller 34,

3. Soit a{+ un successeur de a, dont 1'opposé a;,q ne figure pas

1 )
dans ps- Poser Pisq = P Bi4q Aller 3 2.

boox = {p5,0:}-

5. Fin.
Justification

Considérons pq = 2y Soit {b,c} sa paire de successeurs. Si b = a!
alors il existe une facette f dont le bord est de la forme 3(f) = ... aiai...
D'aprés C1 (III.2) le bord de la facette ', l'opposée de f, s'éerit
a(fr) = ... alai... . Par conséquent, on a aussi ¢ = a{. Donec x = {ai,ai}.

. Supposons alors b # a{ (done ¢ # a{ aussi, d'apr@s ce qui précéde).

3 - - 1 ) = =
En posant a, = b! (a2 = ¢') on obtient Py = 2y 8 (WZ a1d2).

Considérons alors p; = 3y 8y en (Tj = a1a2...aj) G>2.
Je dis que aj_l (aj—i) est un successeur de aj. En effet, par construction,

al est un successeur de aj—l’ c'est 4 dire qu'il existe une facette f dont le

bord est de la forme 3(f) = ... a.J.__1 aj .++ « Le bord de la facette opposée
s'écrit donc 3(f') = ... as aj_l oo » Ausrement dit, aj_i est un successeur

de aj. Par conséquent, dans 1l'algorithme précédent, le choix de 8541 (aj+1)

est unique dés que J > 2.

Soit alors i le plus petit entler tel que 1'opposé du successeur
de a; (ui) figure dans pg (Wi). Autrement: dit, dans

a. a.

P: =@, 85 +o. A s_q 84

i 172 5-1 85 Fjeg o
(Y. = a, O eo. Os , O, O ees O, , O.)
1 172 J-1 7] “J+1 1-1 1

toutes les lettres sont distinctes deux 4 deux, et il existe un indice j

(1< Jj<i) tel que :

8141 7 8

(oti+1 = OLJ-)

~ ' - :
ol a. (ai+1) est 1'opposé du successeur de a; (ai).

i+1
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Je dis que J = 1. En effet, par construction, la paire de successeurs
far 1 ' 1 2 ' . "
de 3 (uj) est,{aj_l,a.+1} ({uj—l’uj+1})' De méme, la paire de successeurs de
. A : =gl e vs .
as (ai) est {ai—i’ai+1 aJ} qal_l,al+1 uj}) Ce qui implique qu'il existe
trois facettes f,, f

12 oo fé telles que :
o(f)) = ... 254 aj ces (qj_laj)
o(f}) ... 2549 aj cee (uj+1uj)
B(f%) = ...y aj ce (uiaj)

Comme chaque arc ne figure que deux fois dans la famille des bords (d'aprds
2, ITI1.2), on doit donc avoir :

a; = as 4 (0 =a; )
)

Ce qui contredit la d&finition de i si j > 1. Donec j = 1.

ou a5 = aj+1 <ui = 0‘j+1

Comme a, = b! (a2 = ¢'), on a alors a, = c! (ai =b').

Finaiement, on vérifie sans difficulté que s = Wi.

Ce qui achéve la démonstration de 1'algorithme. [J

De la justification de 1'algorithme de recherche des sormets de K,

nous pouvons tirer deux résultats, 3 savoir :

Proposition 1 : Tout mot circulaire admissible de S(Z) est une permutation

circulaire de 7%,

Proposition 2 : Tout arc est entrant dans un sommet unique.

Ce qui permet d'introduire la :

IIT.4.3 - Definition du squelette d'un complexe cellulaire

Soit K = (£,9,%) un complexe cellulaire. Désignons par KO 1'ensemble

des sommets de K, et E 1'ensemble des arétes de K.

K, = (K
4 =«
ol une aréte A = {a,a'} est incidente 3 un sommet x si et seulement si a ou a'

est 'un arc entrant dans x.

D'aprés la Proposition 2 (III.4.2), chague aréte est incidente i
deux sommets (non nécessairement distincts) exactement. K1 est bien un graphe.



Soit le complexe cellulaire de l'exemple la. On a :

K, = {x,y} 3 E = {A} ou :
x ={a}, y = {a'} ; A = {a,a'}

K1 est donc le graphe x 0———~5L—-—0 y

Soit le complexe cellulaire de 1l'exemnple 2a. On a :

K, = {x,y} ; E = {A,B} ol :
x = {aa'b',b'a'al, y = {b} ; A = {a,a'}, B = {b,b'}

K1 est donc le graphe
B
ye X )A

Soit le complexe cellulaire de 1'exemple 3a. On a :

K, = {x,y,2z,t} 3 E = {A,B,C,D,E,F} ol :
= {12'6,62'1}, y = {1'45',5"41'}, 2z = {34'6',6'4'3}, t = {23'5,53'2}

~
[

=
1"

{1’1‘}, B = {2,2'}: C = {3,3'}3 D = {4:)‘“}3 E = {5:5'}: F = {6:6'}

K1 est donc le graphe :
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- Exemple 4b
Soit le complexe cellulaire de 1'exemple Ua., On a :
= {x ,x2,...,x6} = {a g3hoseeny 9} ol :

{127', 7'21}, X, = {1'6'9,96'1'}, x3,={685,586}, X, = {457,754},
,{39114"[“913}’ X6 = {213181’8l3|21}

Ay = {4,i'} (1<i<9)

K1 est donc le graphe biparti :

X2 | X4 X6

Dans les exemples préc8dents > On peut remarquer que le squelette
d'un complexe cellulaire est toujours wn graphe connexe. Ceci est une pro-
pPriété générale:

Theorame 1 [1] [5] : Un complexe cellulaire est comexe si et seulement si
son squelette est comnexe.

II1.4.4 - Remarques

a) Soit Ki le squelette d'un complexe cellulaire K. Considdrons un
sommet x = {a 81850048y, @ ce858y }. Sur chaque aréte A = {a ,a } incidente
d x, mettons une fld&che dlrlgee vers X si ay est sous fome dlrecte s en
convenant que la fléche cpposée portera l'et_lquette ai.

La proposition 2 (III.L.2) assure 1a cohérence de cette orientation.



Ainsi, nous obtenons un graphe orienté que nous notons par Kl'

Par exemple, le graphe 3b devient :

Comme dans la d&finition d'un complexe cellulaire ol les arcs
opposés sont interchangeables, on peut, dans l'orientation donnée ci-
dessus, changer le sens de toutes les fléches. En particulier, inverser
le sens d'une fléche revient 3 remplacer son &tiquette par celle opposée.
D'autre part, remarquons aussi que 1l'orientation de Kl définie précédemment

b) Considérons le complexe cellulaire de l'exemple 3a et son squelette
orientd illustré en a). On constate que le bord de chaque face est wn
circuit (ou un anti-circuit) de Ki‘ Ceci est une propriété générale dont

la démonstration ne présente pas de difficultés.

¢) la proposition 1 (II.4.2) signifie que tout mot circulaire admissibhle
est e permutation circulaire des arcs entrant dans un sommet du graphe Kl'
Ce résultat a d'importantes conséquences (voir III.6).

_ d) Pour tout complexe cellulaire K, nous avons défini son squelette K1
qui est un graphe. Inversement, &tant donné un graphe G, peut-on le cansidérer
comme le squelette d'un certain complexe cellulaire ? La réponse & cette

importante question sera dormée dans le paragraphe VI de ce chapitre.



P11.5 - COMPLEXES CELLULAIRES PARTICULIERS. TRIANGULAT ION

Un complexe cellulaire est dit simple lorsque son squelatte est
un graphe simple (c'est & dire, sans boucle ni arédte multiple). Le complexe
cellulaire donné dans 1'exemple 1a est simple, tandis que celui de 1'exemple
2a ne 1l'est pas.

Un complexe cellulaire est dit régulier lorsque le bord de chaque
facette est wn cycle élémentaire de son squelette (voir III.4.4p). L'étude
des squelettes des complexes cellulaires réguliers fera l'objet du chapitre III.

Enfin, on appelle triangulation (ou complexe simplicial) tout

complexe cellulaire simple dont le bord de chaque facette est de longueur 3.

I11.6 -~ ORIENTABILITE DES COMPLEXES CELLULAIRES. DUALITE

II1.6.1 - Définition

Soit un complexe cellulaire X = (£,3,4). Une orientaticn de K est

tout arc apparalt exactement une fois dans 1'ensemble des bords figurant
en premiére position de chaque cowple. Eviderment, 1'ensemble des bords
opposés des précédents pcsséde aussi la propriété. Par conséquent, quand K

est orientable, il poss&de exactement deux orientations qui sont dites opposées.

Considérons, pour le complexe cellulaire de l'exemple Z2a, la liste :
Q= {(1234,4r312111), (1'536,6'3'5'1), (2'6'45,514162)}

On s'apergoit que quel que soit la manidre d'ordonner les couples du second
membre, il existe toujours wn are qui figure deux fois. Le complexe cellulaire

considéré n'est donc pas orientable.

Considérons, pour le complexe cellulaire de 1l'exemple 4a, 1'orien-
tation :
@ = {(12'39,9'3'21"), (456'9',9654),‘(1'68'274'3'85'7',758'347'2'86'1)}

Dans 1'ensenble des bords figurant en premiére position de chague couple, chaque
arc apparalt exactement une fois. Ie complexe cellulaire considéré est donc
orientable.
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I11.6.2 - Deuxiéme définition des complex2s cellulaires orientables

Considérons un complexe cellulaire orientable K = (£,9,4). Par

définition, il existe un ensemble Q, de bords dans lequel chague arc de K

1
figure exactement we fois. Par conséquen:, chague bord appartenant 3 Q 1
représente une permutation circulaire de £. D'aprés III.1, le produit de
toutes ces permutations circulaires constitue une permutation de Z. Nous

désignerons cette derniére par ¢ et nous &zrivons :

Ainsi, @ tout complexe cellulaire orientable, nous venons d'associer une

permutation de 1l'ensemble de ses arcs.

Inversenment, soit £ un ensemble fini muni d'une involution sans
point fixe a (on notera a(a) = a' et a(a', = a). Considrons alors une permu-
tationg de I dont la décomposition en produit de permutations circulaires

gtécrit :
® = H@Pi)

A chague P faisons correspondre la permuation ¢ i qui s'obtient en

remplagant dans c;i (1'inverse de cpi) chaque lettre par son opposée.

Enfin, 3 tout couple (Cpi,Cpi), csocions un couple (fi’f:!L) dont les
€lénents appartierment 3 un ensenble ¢ muri d'une involution f - f'. On posera :

B(fi) =%
o(f}) =}

I1 est apparent que le triplet X = (£,3,¢) VE€rifie tous les axiomes
d'un complexe cellulaire sauf, peut-€tre, celui définissant la connexité. Nous
anticipons (voir III.6.3) en affirmant que K est connexe si et seulement si
le groupe engendré par® et o opére transitivement dans I. A partir de main-

tenant, nous supposons cette condition rerplie.

Ceci étant, il est évident que le complexe cellulaire K défini ci-

dessus est, par construction, orientable.

Nous avons alors le :

Théoréme 2 : La donnée d'un complexe cellulaire orientable équivaut i la
donnée d'un triplet C = (Z,aH) ol o est wne involution et ¢

e permutation de I.

C'est dans [8] que le triplet C = (Z,a p) céfini plus haut a &té introduit

pour la premiére fois.



II1.6.3 - Dual d'un complexe cellulaire orientable

Considérons un complexe cellulaire (orientable ou non) K = (%,3,0).
Nous sawons, d'aprés la proposition 1 (III.4.2) que tout mot adndssible
définissant un sommet du squelette est une permutation circulaire. D'autre
part, la proposition 2 (III.4.2) assure que tout arc est entrant dans un
sommet unique. |

Supposons maintenant K orientable et prenons sa deuxiéme définition,
c'est & dire C = (Z,a4). Appliquons & C 1'algorithme de recherche des sommets
(IIT.4.2). On s'apercevra que, pour tout sommet X, 11 existe une permutation
circulaire des arcs enftrant dans x, formant une orbite de 1a permutation
P “ap de Z. De plus, cette correspondance est biunivoque, ce qui inplique
en particulier que Ko e3t isomorphe 3 Z/Rp (voir III.1).

Ce qui précé&d: justifie 1la :

Définition : Etant donné un complexe cellulalre orientable C = (T ot,q)), on

appelle dual de C le coaplexe cellulaire C = (Z,a,p= o)

Eviderment C* est orientable et 1'on a (C9Y¥ = ¢ carap = a2e

{a est wne involution, rappelons-le).

D'aprés la construction précédente, nous avons la double bijection :
face de C €==> sommet de Ck

bord d'une face de C €==» permutation circulaire des arcs entrant dans wun

sommet de C’E

Considérons le complexe cellulaire de 1'exemple Ub. I1 est orientable

(d'aprés 1'exemple 4c). On a done :

= (12'39) (L56'9") (1168274131851 7")
p=0a®= (127")(1'6'9)(685) (U5'7)(39'4")(2'3'8")

Revenons maintenant 3 la connexité de C = (Z,asp ). Nous savons,
d'aprés le théoréme 1 (III.U4.3) que K est commexe si et seulemnt si son
squelette est comexe. Or le squelette de C est déterminé par o eta ¢, d'é?.pl"és
ce qui précé&de. D'autre part, un circuit du squelette est une orbite de oclcpj.
Par conséquent, le squelette est connexe si et seulement si le groupe engendré
par ¢ et o opére transitivement dans I. Ce qul justifie 1l'affirmation admse
en 111.6.2.



Rem__a_rgues N

a) Etant donmé wn complexe cellulaire K = (£,3,9), 11 exiete wn

b)

algorithme simple pour reccmnaftre son orientabilité. En effet :

- Chotgir un bordcp1 conternant 1l'are a;. St dans P figurent
deux lettres identiques, alore K n'est pas orientable.

- Soit a, wn arc decpl dont 1'opposé a2' n'y apparaft pas (a2
exigte, sinon, ou bien K n'a qu'we face et dans ce cas il
est orientable, ou bien K n'est pas connexe). Soitcpz le bord
(#Cpl') contenant ag.

- 5'71 existe wne lettre commme dcpl etcpz, alors K n'east pas
orientable, sinon continuer.

Dans le cas ol tous les berds ont été examinés quand 1'algorithme

8'arréte, le complewe cellulairve est orientable.

Le formalieme définissant wn complexe cellulaire tel que nous

le présentons ici ne permet pas de définir wn dual pour wn com
plexe cellulaire non orientable. L'impossibilité est clairement
montrée par la définition du squelette ol un sommet est défini
par wne permutation cireulaire tandis que le bord d'une facette
ne l'est pas foroément.

Par conséquent, pour avoir une théorie générale de la dualité,
on ne doit considérer que les complexes simples et réguliers
(voir III.5) et cela, pour powvoir représenter chaque bord
comme une permutation cirzulaire des arcs. Ceci étant, wne autre
difficulté subsiste, d savoir la répétition des arcs identiques
dane wn ensemble de bord (voir III.6.1). Cette éventualitd
disparatt en convenant de représenter chaque bord par une permu-
est bien entendu wne permutation cireulaire des sommets qui

lut sont adjacents.

C'est cette présentation que la plupart des auteure des ouvrages
classiques ont adoptées [17], (1], [z2].

[11.7 - SUBDIVISION, REDUCTION, EQUIVALENCE, CLASSIFICATION DES COMPLEXES

CELLULAIRES

IIT.7.1 - Définitions

Etant donné un complexe cellulaire, rappelons qu'une face est une

paire de facettes opposées F = {f,f'}. Supposons que 3 (f) = 84850 e85 008y
et 3(f') = alfc‘ ..ai...aéai. Considérons slors les deux opérations suivantes :
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S1. Remplacer dans tous les bords ol ils apparaissent a; et ai' par

b.c. et c!b! respectivement (b.,b!,c.,c! sont des nouv .
11 1b: P (1, {s¢5,0! uveaux ares)

S2. Remplacer wne face F = {f,f'} par deux nouvelles races
Fy = {f,,£1} et F, = {fz,fé} en introduisant 2 nouveaux arcs opposés b, b'.
Si le bord de £ (f') est de la forme donnée plus haut, on posera
= . ') =b'ral...ala!) e =b'la:,, ...
B(fl) 2485+ .85 (8(f1) bral azal) et 8(f2) b'a; . & 1%

1y = ottt t
(8(f2) alal .. .ai+1b) .
Nous désignerons par Rl et R2 les oprations inverses (quand cela
est possible) de S1 et S2 respectivement.

S1 et S2 sont nommés subdivisions &lémentaires.

Remarques : a) Quand on applique S1 (R1) & un complexe cellulaive K, on obtient
wn nouveau conplexe cellulaire dont le squelette est wne sub-

division (réduction) de celui de K (voir II.2).

~

b) Quand on applique 52 (R2) 4 wn complexe cellula’re K, on obtient
wn nouveau complexe cellulaire dont le squeletts est celui de

K auquel on ajoute (enléve) we aréte.

e) On dit qu'un complexe cellulaire est wne subdivision d'un autre
lorsque le premier s'obtient & partir du second par L'applica-
tion d'une suite finie de subdivisions élémentaires. La propo-

sition suivante est souvent fort utile :

Proposition 3 : Tout complexe cellulaire admet wne subdivision qui est wn

complexe cellulaire simple et régulier. En particulier tout
complexe cellulaire a une subdivision qui constitue une
triangulation.

Pour we démonstration, voir ['_'10]

d) L'orientabilité est conservée par les opérations de subdivisions

et de réductions élémentaires.

IT1.7.2 - Equivalence et classification des complexes cellulaires

passer de 1'un 2 1'autre par 1'application d'une suite finie de subdivisions

et de réductions élémentaires.



Par invariants_ combinaboires, nous entendons les invariants de
chaque classe d'équivalence. Leur recherche constitue un des objets de 1'étude

qui suit.
Avant d'énoncer le théoréme de classification des complexes

cellulaires, nous allons définir un enserble de complexes cellulaires remar-
quables qui serviront de modéle pour chacue classe d'équivalence.

= Complexe cellulaire Mo

L, F {a,a'}
b = {£:£')
3(f) = aa!

- Complexe cellulaire Mg (ge N-{0})

zg = {al,a'l, ces ,ag,aé,bl,bi,. . .,bg,bé}
d)g = {f’f'}
= h! 1 tht
() alblalb 1 a.2b2a2b2 cen agbgagbg

Mg a donc Ug arcs, une face. Manifestement Mg est orientable.

- Complexe cellulaire N, (heN -{oh

Iy = {cl,ci,cz,cé,...,ch,cﬂ}
8y, = (5,17)

3(f)

0101 0202 coe ChCh

Nh a donc 2h arcs, une face. Manifestement Nh est non-orientable.

Le théoréme suivant constitue un résultat remarquable:

Théoréme 3 : Tout complexe cellulaire orientable est équivalent a wn Mg (g >0
Tout complexe cellulaire noi-orientable est équivalent 3 wn

N, (h>0).

Pour wne dmonstration, voir [4] ou [11].
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I11.8 - CARACTERISTIQUE J'EULER

Etant donné un complexe cellulaire K, d&signons par :

ng le norbre de ses sommets (no = card (Ko))
n, le nonbre de ses arétes (r11 = % Card (I))
n, le nombre de ses faces (n2 z -;— Card (¢))
On appelle caractéristique d'Euler de K la somme
x(K) = n,-n, +r,

Proposition 4 : La caractéristique d'Euler est wn invariant combinatoire.

effectue des opérations de subdivisions et de réductions &lémentaires.

Or : S1 (R1) augmente (diminue) n, de 1, n, de 1 et laisse inchangé

S2 (R2) augmente (diminue) n, de 1, n, d 1 et laisse inchangé

2

La proposition est donc démontrée. [J

On vérifie aisément que :

xM) = 2-2g (g > 0)

XN,)

2-h (h > 0)

Ce qui montre que les Mg ne sont pas équivalents deux 3 deux. Méme
conclusion pour les Nh’ Par conséquent, on peut affirmer que le théoréme 3
constitue une classification compléte des complexes cellulaires.

Enfin, remarquons que si K est orientable, son dual k* a 1a mme

caractéristique. K et k¥ sont donc équivalents.

111.9 ~ HOMOLOGIE

111.9.1 - Complexe cellulaire orienté

Jusqu'd mairtenant les &léments opposés (arcs, facettes, ...) d'wn
complexe cellulaire jouent un rGle parfaitement symétrique de sorte qu'une
lettre, a par exemple, désigne aussi bien un arc que son opposé. Nous allons
briser cette symétrie en introduisant la :



1l'ensenble des arcs (facettes) I(¢), la ritié de ses Eléments sera choisie
come arcs (facettes) directs (1l'autre moiti& contiendra des €léments dits

opposés) .

De plus, lorsque K est orientable, le choix sera tel que dans
1'ensenble des bords des facettes direct:s, chaque arc apparait une fois et

une seule.

II1.9.2 - Chafines d'un complexe cellulaire

Convention : Dans la suite, 1l s'agit de construire un certain
nombre d'espaces vectoriels attachés & w. complexe cellulaire K. Lorsque K

est orientable, le corps de base sera R. 5i K est non orientable, on prendra
“e corps 3 deux éléments {0,1}. Pour raizons d'économie, nous présentons la

théorie de 1'homologie seulement dans le cas ol K est orientable.

Etant donné un complexe cellulaire K, notons par :

XpsXys oo esXy les sommets de K

o)
a,,8-,...,a8  les arcs directs de K
1772 ngoo o TS
f’l,fz, ..., les facettes directes de K.
n, TTT U SSEERs=S

Par définition :

- CO(K), espace des O-chailnes de K, est 1'espcae vectoriel engendré par les

Xs - lLa dimension de CO(K) est done n,- Ure O-chalne s'écrit formellement :

Co = INX

- Cl(K)’ espace des 1-chaines de K, est 1'espace vectoriel engendré par les

&s - La dimension de Cl(K) est done n,. 0on a :

Cp = Iway

- C2(K), espace des 2-chalnes de K, est 1'espace vectoriel engendré par les

I’i. la dimension de Cz(K) est done n,. On a :

02 = Zvifi

Quand i1 n'y a pas de confusion possible, nous cessons de faire

référence a K en parlant de 1'espace des i-chaines.



IT1.9.3 - Les opérations 81. (i =0,1,2,3)

- 80 : c'est 1'homomorphisme trivial de Co dans O.

- 81 ! c'est un homomorphisme de 01 dans Co défini de la manidre suivante :
Soit a; wn ar: (direct par DEfinition) entrant dans un sommet Xj'

Désignons par X le sommet dans lequel entre al (1'opposé de ai). Nous pose-

rons :

31(ag) = %, - x
3y s'obtiendra par linéarité.
- 82 ! c'est un homomorphisme de C2 dans C1 défini de la maniére suivante :

Soit fj wne facette (directe donc). Désignons par 5152...5k son
bord (avec 8. = a, ou a!). Posons :
i i 1

k
82(f3) = i €y
ol : €. =1 si a. = a.
i i 1
€, = -1 si éi = ai

32 s'étendra par lindarité.

- 83 ! c'est 1l'homomorphisme trivial de O dans Cz.

Souvent on appelle ai opération de bord.

IIT.9.4 - Groupe d'homo’logie

Les données preécédentes peuvent se résumer dans le diagramme:

0->¢c, 20, -5 c S0
2 1 o)
On nome :
Zi = Ker ai = espace des i-cycles
Bi = Im ai+1 = espace des 1l-bords

Les relations entre les Ci’ Zi’ Bi seront données par _.es lemmes

suivants :
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Pour i = O et 1 = 2, c'est vErifié. Pour i = 1, il suffit de vérifier
que, pour toute facette f, on a :

9, 8,(f) =0
Ce qui est vrai car 82(f) est une 1-chaine dont les arcs constituent un cir-

cuit (ou un anticircuit) de K, (voir ITT.4.4).0

Par conséquent, on a :

B, 2, i = 0,1,2)

On peut donc définir 1'espace quotient :

Hi = Zi/Bi

Evidemment Hi est un espace vectoriel mais, dans la pratique, on
ne retiert que sa structure de groupe. Nous nous conformons 3 1'usage en ap-

pelant Hi le iéme grouwpe d'homologie de X.

On dira que deux i-cycles sont homologues lorsque leur différence

est un i-bord. En particulier, un i-bord est homologue 3 zéro.

Lemme 2 : dim(Zz) 1

En effet, considérons la 2-chaline

f.

Yo = i

z
1
Cl'est un 2-cycle (clest 3 dire 82(Y2) = 0) car, d'aprés la construc-
tion, dans l'ensenble {B(fi) | 1= 1,2,.u.,n2} chaque arc figure exactement
une fois (autrement dit une lettre y figure une fois sous forme directe une

fois sous forme opposée) (voir III.9.1).
Soit alors un 2-cycle quelcongue :
Co =2 X I3
Démontrons que A1 = A2 = ... = ), CE QUL entralnera que C2 = A Yoo

En effet, si n,
1l existe un arc 51 figurant dans 32(f1) dont 1'opposé (51)' n'y apparait pas

= 1, la propriité est démontrée. Donc pour n, > 1,

(sinon K ne serait pas connexe). Désignons par £y 1'unique facette dont le
bord contient (51)'. Corme 82(02) = 0 on a bien Al = A2. Le processus se

poursuit pour donner 11 = A2 = iee T A

En conclusion tout 2-cycle est un multiple de Y, Done dim(Z2) = 1.0
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D'autre part, on a :

Done :

Ceci étant, étudions H = Z /B = C /B
o oo o o

Je dis que toute O-chaTne est homologue 3 un multiple de la O-chailne
Yo T % En effet, soit
Co =2 >‘i %
une O-chaine avec I ).j = n. Considérons :
(1) CO -y o= by )‘i(Xi_X‘_l)
Or K est connexe, doric ﬁl commexe. Par conséquent, pour tout couple (Xi’Xi)

il existe wne 1-chaine Ci commengant en x, et terminant en X - Par suite :

_ i
X; T Xy 7 Di(Ci)
(1) devient alors :
i i
- =5 =
Cq ny =2 )\i 31(01) 81(2)\i01)e Bo
Autrement dit CO est homologue 3 fy -

Ce qui montre que :

.U |

Détermination de R1 e dim(Hl)

Par @&finition Zi est un sous-espace vectoriel de (')i 5 11 existe
donc un espace D; tel que [9] :

= 7
Ci Di @ 25
Comme Zi est isomorphe 3 Bi ® Hi on peut done écrire

Ci Di B Bi ® Hi

R

Comme

By = Imdy,y
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Di+1 est donec isomorphe 3 Bi' Ce qui pernet d'écrire :

C. = B, ® B. & H.
1 1-1 1 1

En désignant par ry la dimension de 1l'espace Bi nous avons
R TR B ]

D'ol, en sommant pour i = 0, 1, 2 :

n -n,+n,. =2 -~R

o] 1 2 1
car
R,=R, =1
rq= dim(Im 80) =0
r, = dim(Im 83) =0
En résumé, en rapprochant de III.8 :
fi(_@";i;_:_r_ll_ +n, =2 '-_Erﬁfif'lﬂ

e e e e v )

En rappelant que la caractéristique d'Euler d'un complexe cellulaire
est wn Invariant combinatoire, nous avons la :

" 'Proposition 5 : Les groupés d'homologie d'un complexe cellulaire sont des

invariants conbinatoires. -

ITI1.9.5 - Remarques

a) Dans la @monstration du lemme 2, nous avons utilisé 1'orientabilité

)

f., est, en fait,

du complexe -cellulaire pour affirmer que la 2-chaine Y, = s

X
1
un 2-cycle. Cette propriété n'existe pas pour les complexes cellulaires non
orientables si les coefficients de Y, sant considérés comme des ré€els (car
i1 existe toujours un arc qui apparait dsux fois dans le bord de Y2) . Ce qui
permet de dire que pour un complexe cellulaire non orientable :

Rz(mod 2) =1 et Rz(réel) =3

Ce résultat implique deux consZquences :
- Premiérement : la dimension (sur R) du 2&me groupe d'homologie caractérise
1'orientabilité.

- Deuxiémement : 1'étude des groupes d'hcmologie d'un complexe cellulaire
dépend de la nature du corps de base.



I-23

b) Nous avons vu que la caractéristique d'Euler d'un complexs cellulaire
peut s'écrire sous deux formes. Par exenple, quand K est orientarle :

X(K) =n - n, + n,=2-2g=2-R, (g > 0)

(ou xK) =2 -h-=2- R1 (h > 1) quand X n'est pas orientable).

i

Ce qui montre que R1 = 0 si et seulement si g = 0, autrement dit K doit &tre
orientable et &quivalent a MO. Or R1 = 0 signifie que tout i-cycle de K, donc
tout cycle de son squelette, est homologue 3 z8ro. Nous venons de retrouver
le célébre :

Théoréme de Jordan : Tout cycle du squelette d'un complexe cellulaire K est

homlogue a z€ro si et seulement si K est équivalent 2 Mo'

IV - POLYEDRE

Etant domé un complexe cellulaire K, rappelons qu'une face de K est
une paire de facettes opposées 3 laquelie est associée une paire de bords opposés
A48 .8y, a&a&_i...ai ol k est la longueur de la face. A chagie face de K
associons, dans le plan orienté, un polygone convexe de k cBtés. Choisissons
un bord, alag...ak par exenple. Parcourons le polygone dans un sens quelconque
en étiquetant, dans l'oprdre, ses cOtés par les arcs 845 855 05 3 €N convenant
que, quand le polygone est orienté dans le sens opposé, les mémes cOtés porte-

ront respectivement les &tiquettes a!, ads vy ).

k
Nous obtenons ainsi un ensemble de n, polygones orientés, deux 3
deux disjoints. Dans cet ensemble, identifions, au sens de la topologie ana-

lytique, les cOtés portant les mémes &tiquettes de manidre 3 ce que leurs

sommets initiaux et ternminaux se correspondent.

Dans K , 1'inage du squelette K1 de K, notée K1 , constitue le
squelette de |K]|.

Considérons le complexe cellulaire donné dans 1'exemple 3a. On a :

3(f) = 1234, 3(g) = 1'536, a(h) = 2'6'45
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Les polygones correspondants sont :

6
- T g . )

ﬂ
| )
o
-

s >— -
S 5

~4

En identifiant les arcs portant 1'étiquette 1 et aussi ceux portant
1'étiquette 2, nous obtenons le polygone :

4

6/

fig.1

Dans le complexe cellulaire, considérons les opérations de réduction
€lémentaire qui consistent 3 supprimer les ares 1 et 2 (et leur opposé). Nous
obtenons alors un nouveay complexe cellulaire ayant une seule face. La réduc-
tion est parfaitement illustrée par le polygone de la figure 1 auquel on a
enlevé les arcs 1 et 2. Le bord du nouveau polygone 3U5266'45 représente &vider
ment le bord de la face unique du conplexe cellulaire réduit.

» Au point de vue topologique, les polygones sous-jacents respectivemer
au complexe cellulaire et son réduit sont, en tant qu'ensemble de points, hongé-
omorphes. Il est donc naturel d'introduire 1a :
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laires qui les recouvrent sont &quivalents (voir III.7).

V - SURFACE

Vo1 = DEFINITION
On appelle surface toute classe de poly&dres &quivalents.

Considérons un poly&dre K dans une classe d'équivalerice notée S.
Par abus de langage, nous dirons que la surface S est sous-jacente au complexe
cellulaire K, lequel recdUvre S. '

D'aprés le théoréme de classification des complexes cellulaires
(III.7.2) et la définition des poly&dres &quivalents, une surface est parfaite-
ment déterminée par son orientabilité et sa caractéristique d'Ewler (ou, pour

abréger, caractéristique’. On posera :

X(S)
X(S)

2 - 2g lorsque S est orientable

2 -h lorsque S n'est pas orientable

Par définition le genre orientable (non orientable) de S est 1l'entier

g(h). On remarquera que, pour toute surface, sa caractéristique cst wun entier
relatif inférieur ou &gnl 3 2.

V.2 - REMARQUE

Nous venons de définir une classe d'objets appel@s sur“aces.
Apparemment, ces objets font partie des variétés compactes de dimension 2
(c'est & dire des espaces topologiques compacts et localement homéomorphes
a R2). En réalité, la Topologie Algébrique &tablit 1'identitéd de ces deux

classes. La démonstration se fait au moyen de deux théorémes clés :

- Le premier, appel? théoréme de 1l'approximation simpliciale, montre
que toute application continue d'un polyddre dans un autre peut &tre approchée
par des applications "linéaires par morceaux" (intuitivement) définies sur des
subdivisions assez fines des polyddres donnés (voir [7], [11]).

- Le deuxieéme affirme que toute variété compacte de dimension 2 est sous-
Jacente 3 une triangulation (voir [2]).

Les résultats précédents impliquent donc que les invariants conbi-
natoires définis maintenant sont aussi des invariants topologiques.
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VI - REALISATION D'UN GRAPHE DANS UN COMPLEXE CELLULAIRE

Dans le paragraphe IIT.4.3 de ce chapitre, nous avons construit 3
partir d'un complexe cellulaire donné, un graphe appelé squelette du complexe
cellulaire. Il se pose alors la question de savoir si un graphe peut étre cons
déré come le squelette d'un certain complexe cellulaire. Ie but de ce paragre

-~

est de donner une réponse i cette question.

Dans toute la suite, par graphs nous entendrons toujours graphe

ast équivalent i un sous-graphe partiel du squelette K1 de K.

L'image de K dans K1 constitue une réalisation de G dans K. Souvent
on confond G avec sa réalisation.

Une réalisation est dite squelettique lorsque G est isomorphe 2 K-

V1.2 - RESULTATS GENERAUX

Les propositions que nous alloas établir permettent de répondre
formellement 3 la question posée au débu: du paragraphe. Elles constituent
Jne introduction au paragraphes suivant.

Théoréme 4 : Pour tout graphe G, il exisue un complexe cellulaire orientable
et un complexe cellulaire nim orientable dans lesquels G est
réalisable.

Démonstration

Nous allons raisonner par récurrence sur le nombre d'arétes nl(G).
La proposition est triviale si G est un sommet (nl(G) = 0).

Supposons done la propriété vraie pour n. Considérons alors un graphe
ayant n+l arétes. Deux cas peuvent se prisenter :

a) G a wn sommet pendant y adjacent 3 un sommet x. Par hypothése de

récurrence, le graphe G = G- {x,y}, qui est comnexe, est réalisable dans



I-27

un complexe cellulaire. Soit 3(f) = aiaz...aiai+1. L le bord d'une facette
f‘J. ot a; est un arc entrant dans x. Posons :

9,(f ) =9(f) our tout p £ j

(£ =35) )

= '
ai(fj) CIEPRE .aibb CHPER -8y

On vérifie facilement que le squeie’cte du nouveau conmplexe cellulaire
(2,81,¢) contient G.

b) G posséde une ar3te B qui n'est pas un isthme. Par hypothése de récur-
rence le graphe G1 = G - {B}, qui est cormexe, est réalisable dans wn complexe
cellulaire. Désignons par x et y les extrémités de B. (Dans la suite , hous
dirons qu'un sommet_est_dans_un bord s'il existe un arc du bord entrant dans

le sommet considéré).

Si x et y sont dans un meme bord alors on peut subdiviser la facette
en deux facettes nouvellss en ajoutant B = {b,b'} (voir figure 2).

X F\
B = Ib b’L
//
y .
fig. 2
Sinon, soient f et g (f # get f' # g') deux facettes dont les bords
9(f) = 8485 .08;..0ay b d(g) = apap+1...aj. ..aq contiemnent les arcs a; et a;

entrant respectivement dans x et y. Remplagons les deux facettes f et g par
la facette h dont le bord est (voir fig . 3) :

- 1
a(h) = a,8,.. 'aibaj+1’ . .aqap. . .aJ.b 85417+

OO
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Dans les deux cas, on peut vérifier que le nouveau complexe cellulair
dont le squelette contient le graphe G donné, est orientable si et seulement si
le complexe cellulaire dans lequel on rézlise G1 est orientable.

Ce qui achéve la démonstration. O

Remarques :

a) Dané la derniére partie de la démonstration du théoréme 4, nous avons
défint we nouvelle opération qui est différente des subdivisions et réductions
é1émentaires. Elle consiste d remplacer deux facettes différentes (et non
opposées l'une & l'autre) par wie nouvellie facette en ajoutant wn nouvel arc.
Géométriquement, cette opération signifie l'adjonction d'wne "anse" au complexe

cellulaire.

b) La démonstration montre aqussi que : si la réalisation de G, est
squelettique, alors celle de G l'est aussi. Par conséquent, il suffit de
modifier légérement les hypoth@ses pour avoir un résultat plus précis que
le théoréme 4.

En effet :
- 57 G est réduit 4 wne aréte, alors il est igsomorphe au squelette de M, s
- 81 G est wne boucle, alors 11l est isororphe au squelette de v, Il constitue

aussi le squelette du complexe cellulaire orientable d fini par :

z ={a,a'}

¢ {f:f'.sg:g'}
3(f) =a et 3(g) =a'

Un ratsonnement par récurrence identique d celut donné dans la

démonstration du théoréme 4 permet d'éncncer le :

Théoréme 5 : Tout graphe dont le nombre d'arftes est > 1 admet wne r€alisation
squelettique dans wn complexe cellulaire oriéntable.
Tout graphe dont le nombre de Betti est > 1 admet wne rdalisation
squelettique dans wn complexé cellulaire non orientable.
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VI.3 - ETUDE DES REALISATIONS SQUELETT IQUES

Les réalisaticns squelettiques jouent un rdle fondamental dans la
recherche des réalisations d'un graphe dans un complexe cellulaire. Nous leur
consacrons une étude détaillée.

Lemme 3 : Si wn graphe G est réalisable dans wn complexe cellulaire K de
caractéristique y, alors il existe un complexe cellulaire K1 de
caractéristique x-1 et wn complexe cellulaire K de caractéristique x-2
dans lesguels G est réalisable. De plus, on peut toujours choisir K1 et

K2 pour que :
1_ .2
Kb = KO = KO'
DEmonstration

Considérons dans K une facette f dont le bord s'écrit :

() = a1a2...aia,i+1...ak

Le complexe K s'obtient & partir de K en remplagant la facette f par
une facette f1 dont le bord s'écrit :

1y _

a(f) = a1a2‘“'aibbai+1"'ak
ol b est un nouvel arc.

De méme, on construit K2 en remplagant f par f2 dont le bord est
défini par :

- 131

3(f2) = a1a2..“aicdc d B0y
Ol ¢ et d sont deux nouveaux arcs.

On vérifie facilement que :

x&h

x(Kz)

D'autre part, la construction de K1 et de K2 ne fait pas apparaitre

x(K) - 1
x(K) -~ 2

de nouveau sommet. Par conséquent, on a bien :

1
o

- ke -
K = KO = KO

Finalement, or. peut remarquer que K1 est non orientable. Par contre :
K2 est orientable si et seulement si K 1'est.



GEomEtriquement, K1 (K2) s'obtient 3 partir de K en ajoutant un trou
projectif (une anse).[

Lemme 4 : Si wn graphe G est réalisable dans un complexe cellulaire K, alors
il existe wn complexe cellulaire H équivalent 3 K dans lequel G est
réalisable comme graphe partiel du squelette de H.

Démonstration

Nous raisonnons par récurrence sur la caractéristique en supposant
que G a au moins deux sommets car le lemme est trivialement vérifié si G n'en

posséde qu'un.

équivalent 3 K et irréductible (au sens des opérations de réduction d&finies
dans IIT.7.1) dans lequel G est réalisable. Désignons par Ho 1'ensemble des
sommets de H. Supposons que X(G) # H, (sachant que X(G) = HJ).

I1 existe alors un sommet Yo € HCl - X(G) adjacent 3 un sommet X € X(@).

Désignons par a o W arc sortant de y o et entrant dans X Soit fo une
facette de H dont le bord B(fo) contient a, :

B(fo) = adas...ay
Je dis que aé ne peut pas figurer dans le bord d'une facette f1 telle

que £, # £ et £, # . En effet, l'existence de f,
de réduire H en remplacant fo et f1 par la rouvelle facette dont la construction

permettrait 3 1'opération R,

est illustrée par la fig. 4 ; ce qui est impossible car H est irréductible.

e -0 Xo Xo
-~
Ik
Ya,
Ay = =
fo f4 Yo Yo

fig.4
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En conclusion, le bord de fb s'éerit :

= a 3 = a =a'
a(fo) = aoa1a2...ao...ak (aO a_ ou &, ao)

Supposons maintenant Yo adjacent 3 un sommet Yqs lui non plus n'ap-
partenant pas X(G). Le méme raisonnement que précédemment montre que si un arc

(a, = a, ou

a, sortant de Y, et entrant dans Yq figure dans a(f ) alors a 1 1

1
51 ) y apparait aussi.

Désignons par C(y ) la comp:ssante cormexe du graphe H1 - E(G) contenant
Y.+ D'apreés ce qui précéde, tout arc_de C(y ) figure_deux fois_dans_d(f ) (soit

sous la méme forme, soit sous les formes opposees)

b) Envisageons le cas ou le bord de fb est de la forme :

B(fb) = ag348,. .88 80 10y

Je dis que :
- a, # a, car le contraire signifierait que X, =Y, (c'est 3 dire A = {ao,aé}
est une boucle).

- A, £ aj car a; ., =a, signifierait que deg(y ) = 2 (done réductible).

Renplagons la facette f par deux nouvelles facettes f et f2 dont les
bords s ecrlvent respectivement :
B(fb) = a8y

o1
8(f2) =aa. 1...ak

construction) ayant une face de plus que H. On peut vérifier que :

- le squelette de ﬁ est isomorphe 3 cz2lui de H (par conséquent, G est réalisable
dans ﬁ).

- X(H) = x(H) + 1 (par conséquent x(H) < x(ﬁ)).

du théoréme 6 plus loin), tandis que H est non-orientable.

¢) Supposons maintenant a(fb) de la forme :

-~ ]
3(f6) = aoal...ao...ak

Je dis que :
-a, £ aé car le contraire signifierait que deg(yo) = 1 (donc réductible).

_ ; e ot i s . B} . -
a, £ al car a =al signifierait que deg(xo) 1 dans H1 (donc isolé& dans ()

Par conséquent, la facette fo est de longueur > 4.
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Nous pouvons alors remplace: f par 8, et h dont la construction
est illustrée par la fig. 5 :

fig. 5

Autrement dit, on vient de scinder f en deux en supprimant 1l'ardte
AO = {a ,a'} On vérifie facilement qu'on obtlent ainsi un nouveau complexe

cellulalre, noté Hi, dont la_comnexité n'est pas assurée.

Envisageons donc deux cas :

ler cas : H1 est comnexe. Alors :

ng®Y =0y + 0@ =0 () - (1, (0)-1) + (ny@D4D)

~
3]

X(i1) + 2

Autrerent dit : y(H) < X(Hl)

2eme_cas : o nrest pas comnexe. En particulier (e, ) ne contient aucun somme*
de G. D'apres ce qui précé&de, tous les arcs de Cly,) sont dans B(g ). Autrenent
dit &, est l'unlgue face d'un complesxe cellulaire G° dont Yo est un sommet,.

De31gnons par e le complexe cellulaire dont h est une face On peut vérifier

que :
H = 1% u ¢®
XE) = (0 (W) (67) = (n (H)-n, (6)-1) + n, ()
(i) = [, (D=, ()40, ()] - [(n_(67)n (67)+1] + 2
UHO) = yill) - x(GO) + 2

Autrement dit x(H) < x(HO) car la caractéristique est toujours < 2.
L'€galité aura lieu si et seulement si );(GO) = 2 (c'est 3 dire, n° équivalent
a MO) .
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D'autre part, il est apparent que, dans le premier cas, le graphe G
est réalisable dans H1 et que, dans le deuxiéme cas, G est réalisable dans H°.

Par conséquent, dans le deuxidme cas, 1'égalité X(H®) = x(H) ne pour-
rait pas avoir lieu, sinon H° serait wn conplexe cellulaire équivalent 3 H (donc
d K), ayant moins de sommets que H et dans lequel G serait réalisable. Ce qui

contredit la définition de H.

Enfin, on peut remarquer que H1 (resp. HO) est oriern ot - 1 o0 -

ment si H 1'est. Dans la suite, nous désignons H (resp. H°) par Il

d) En résumé, l'hypothdse x(G) # H implique 1l'existence d'un complexe cel-
lulaire H (avec n, () <n (H)) dans lequel G est réalisable et donit lu caracté-
ristique est strlctement supérieure 3 celle de H. De plus, on u

H orientable => H orientable.

-e) Démontrons que le lemme est vrai si 1a caractéristique de K est égale 3
2. Sinon, d'aprés ce qui précdde, on aurait trouvé un conplexe cellulaire H tel
que :
x(H) > x(H) = x(K) =
Ce qui est absurde.

f) Le lemme sera démontré dans le cas général ‘en raisonnant par récurrence
sur la caractéristique de K et en utilisant le lemme 3. En effet, d'aprés e, la
propriété est vraie quand x(K) = 2. Supposons donc X(K) < 2. Définissons H comme
précédemment. Je dis que :

X(Q) =

Sinon, d'aprés d, on trouverait un H avec les propriétés suivantes :
1 - G est réalisable dans H.
2 - x(H) < x(H)
3 ~ H orientable => H orientable.

L'hypothése de récurrence, jointe aux propriétés 1 et 2, montre que G
est réalisable dans ud/cbmplexe cellulaire ayant no(G) sormets et équivalent 3
H. Evidemment :

n (G) < no(ﬁ) < n (H)

Si no(G) < nO(H) alors, d'aprds le lemme 3, on peut construire un

conplexe cellulaire :



Kan
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- dans lequel G est réalisable ;
- avecun nonbre de sommets égal 3 nO(G) < nO(H)

- équivalent 3 K (car il suffit d'ajouter des anses (des trous projectifs)

quand X est orientable (non orientable)).

Ce qui est absurde car H est, par é&finition, le complexe cellulaire

ayant le minimum de sommets et satisfaisant aux conditions précédentes.[]

Théoréme 6 : Soit G wn graphe réalisable dans wn complexe cellulaire K de
caractéristique x. Si G n'est réalisable dans aucun complexe
cellulaire de caractdristique >x alors G est le squelette d'wn

complexe cellulaire équivalent a K.

Démonstration

Evitons le cas trivial en supposart que G a au moins une aréte.

D'aprds le lemme 4, il existe un complexe cellulaire &quivalent & K

dans lequel G est réalisable comme graphe partiel du squelette.

Désignons alors par H un tel complexe cellulaire et dont le nonbre d'arétes

est minimum. Je dis que :

E(G) = E(H) (E désigne 1'ensemble des arétes)

Raisonnons par 1l'absurde en supposant qu'il existe une aréte A = {ao,aé}

du squelette de H n'appartenant pas & 2(G).

Alors les mémes arguments que ceux de la partie a) du lemme 4 montrent
que H posséde une facette fo dont le bord est de 1l'une des deux formes illus-
trées dans la fig. 6.

dy

fig. 6 Ao
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Remarquons que, dans les deux cas, les deux arcs considérés ne sont

pas consécutifs sur le bord de fo' Sinon :

- dans le premier cas : G posséderait un sommet isolé ;

- dans le deuxiéme cas : G serait réalisable dans un complexe cellulaire
de caractéristique y+1 > x obtenu a partir de H en supprimant le trou projec-—
tif a8,

Ceci étant, considérons deux cas :

ler cas : B(fo) est de la premiére forme

Remplacons fo par U4 nouvelles facettes dont la construction est
illustrée par la fig. 7.

GEomEtriquement cela consiste 3 "séparer" une anse en deux :
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Le nouveau complexe cellulaire, noté par H2, est connexe car son
squelette admet un graphe partiel connexe, G précisément. On a :

no(H2) nO(H) + 2
n () = n (H) + 3

ny(8) = n,(H) + 3

Dtou :

XE) =0 (1) -~ n () + ny(F) = x(® + 2 > x(H)

28me cas B(fb) est de la deuxiéme forre

Renmplacons fo par 4 nouvelles facettes dont la construction est

fig. 8

Le nouveau complexe cellulaire, désigné par Hl, est évidemment

illustrée par la fig. 8.
by b,

QO

b, by

connexe (les U4 nouvelles faces ont un sommet, nouveau, en commn). On a :

ng, (H ) = nO(H) + 1

nl(H ) nl(H) + 3

ny () = n,(H) + 3

D'ou :

XHD = xH) + 1> xH)
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En résumé, dans les deux cas, on a trouvé un complexe cellulaire H
dans lequel G est réalisable et dont la caractéristique est strictement supé-

rieure 3 celle de K. C'est donc contraire 3 1'hypothése exprimée dans 1'énoncé

du théoréme.
Par conséquent 1'hypothése E(G) # E(H) est absurde.

Ce qui achéve la preuve. D

Remg__zgue N

Au cours de la démonstration du théoréme 6, nous avons introduit wne
opération qui transforme wn complexe cellulaire en wn autre de caractéristique

strictement plus grand.

Plus précisément, lorsque le bord de la facette fo est de la premiére
forme (en particulier lorsque le complewe cellulaive initial est orientable),
le nouveau complexe cellulaire a pour caractéristique x+2. La transformation
considérée montre que l'ancien et le nouwveau complexe cellulairve sont de méme

type, c'est d dire orientable ou non-orientable en méme temps.

Par contre, lorsque le bord de la facette f, est de la deuxiéme forme
(en particulier : le complexe cellulaire initial est non—orientable), le nou-

veau complexe cellulaire, de caractéristique x+1, peut Etre orientable comme

le montre 1l'exemple suivant :

Soit G le graphe

fig.9
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G admet wne réalisation (non squelettique) dans wn complexe cellu-
laire non orientable de caractéristique 1 dont les facettes ont pour bords :
a'’c'd, gd'e'f', ch'e, ifhb'iga’

et leurs opposés respectifs.

On vérifie immédiatement que le squelette de ce complexe cellulaire

est isomorphe au graphe ¢* (fig. 9).

Effectuons la transformation définie dans le 2éme cas ofl la facette
shoisie a pour bord ifhb'iga' et 1'aréte considérée est i. Nous obtenons un
complexe cellulaire de caractéristique ¥+1 = 2, done orientable, dont le

squelette est isomorphe au graphe (fig. 10).

b
—
¢
g 4 h
Ae
f
P
fig.10

Dans la suite, cette éventualité complique quelque peu 1'étude des

irmersions d'wn graphe dans wne surface non orientable.

Corollaire 1 : Si un graphe G est réalisable dans un complexe cellulaire de

caractéristique 2, alors G est le squelette d'un complexe cel-

lulaire de méme caractéristique.

En effet, voir Lemme 4, partie b.



VIT - IMMERSION D'UN GRAPHE DANS UNF SURFACE

VIl.1 - DEFINITIONS

~

dans toute surface de caractéristique strictement supérieure 3 celle de S.

D'apreés le lemme 4 (IV.2), si G est réalisable dans K alors G est
réalisable dans un complexe cellulaire &quivalent 3 K et ayant le méme nombre
de sommets que G. Par ccnséquent, pour toute immersion (G,K,S), il est loisible
de supposer que K est irréductible pour la propriété considérée, autrement dit,
K posséde un nonbre minimum d'arétes et satisfaisant aux deux propriétés sui-

vantes : primo, K recouvie S, secundo, G est réalisable dans K.

VI1.2 - RESULTATS GENERAUX

Les propositions suivantes sont des cons@quences directes des

théorémes 4, 5 et du lemme 3% du paragraphe VI.

Proposition 6 : Pour tout graphe G, il existe une surface orientable et wne

surface non orientable dans lesquelles G est immerpeable.

Proposition 7 : Tout graphe G dont le nombre d'arétes est > 1 admet wne

immersion squelettique dans une surface orientable.
Tout graphe © dont le nombre de Betti est > 1 admet une
immersion squelettique dans une surface non orientable.

Proposition 8 : Si wn graphe G est immergeable dans wne surface de carac-

téristique X alors G est immergeable dans toute surface de

caractéristique < x.

La derniére proposition montre que dans la recherche des immersions
d'un graphe dans une surface, il suffit de s'intéresser 3 celles dans une sur-

face de caractéristique maximum.
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VIT.3 - CARACTERISATION DES IMMERSIONS D'UN GRAPHE INF-|MMERGEABLE ]

Théoréme 7 : Un graphe G est inf-immergezble dans ume surface S de caracté- l
ristique ¥ si et seulement si : (
(1) il existe une immersion squelettique de 6 dans S, 3
(2) i1 n'existe pas d'immevsion squelettique de G dans une surface
de caractéristiqué X' > X

Démonstration

a) La_condition est nécessaire

La condition (1) résulte du théoréme 6. La condition (2) provient

de la définition de G.

b) La condition est suffisante

Raisonnons par 1l'absurde en supposant que G n'est pas inf-immergeable
dans S. D'aprés la proposition 8 et la condition (1), il existe une surface S!'
de caractéristique X' > X dans laguelle ¢ est inf-immergeable. Alors, la condi-
tion nécessaire prouve 1'existence d'une immersion squelettique de G dans S'.

Ce qui contredit la condition (2).

Ie théoréme est démontré.[]

Proposition 9 : Si un graphe G est inf-immergeable dans une surface S, alors

toute immersion de G dans S est squelettique.

DEmonstration

Soit x la caractéristique de S.. Supposons que G admette une immersion
non squelettigue dans S. D'aprés la démcnstration du théoréme 6, G serait im-
mergeable dans une surface de caractéristique x + € (¢ = 1 ou 2). Ce qui est
impossible.[]

Du théoréme 7 et de la proposition 9 nous déduisons le :

Corollaire 2 (théoréme de Youngs [13])
Un graphe G est inf-immereeable dans une surface S de caracté-
ristique X si et seulement si :
(1) Toute immersion de G dans S est squelettique.
(2) G n'admet pas d'immersion squelettique dans wne surface de
caractéristique ' > .
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Remaggues K

a) Le théoréme 7 et le corollaire 2 justifient 1'intérét que nous portons

aux immersions squelettiques.

b) La condition eaprimée dans la proposition 9 n'est pas suffisante comme

nous allons le voir dwms lg suite.

e) Géométriquement, quand wn graphe a wne immersion squelettique dans wne
surface, t1 divise cette derniére en plusieurs régions, lesquelles sont homé-
omorphes & wn disque owvert. Par conséquent, dans la 1ittérature classique, on
parle de "immersion 2-cellulaire". Youngs, dans [13], a été le premier 4 s'in-
téresser qux immersions 2-cellulairves minimales (c'est L'équivalent topologique
de la notion de graphe inf—immergeable que nous avons introduite en VII.1).

Le théoréme 7 et la proposition 9 comstituent des versioms nowvelles des prin-
cipaux résultats énoncds dans [13]. Il est vral que notre démarche (combinatoire

est entidrement différente de celle (topologique) de Youngs.

d) Quand G est inf-immergeable dans wne surface de caractéristique maximum,
le nombre de faces de 1'immersion est aussi maximum d'aprés la formule d'Fuler.

'inverse est dvidemment vraie, d'aprés le corollaire 2.

VI1.4 - GENRE D'UN GRAPHE

Jusqu'3d maintenant nous avons étudié les immersions d'un graphe
dans une surface indépendamment de 1'orientabilité de cette dernidre. Mais,
déja la démonstration du théordme 6 laisse entrevoir une différence de com-
portement de ces immersions lorsqu'on tient compte de 1'orientabilité de la
surface. De plus, la non-suffisance de la condition exprimée par la proposi-
tion 9, exige une étude plus poussée des immersions squelettiques. C'est ce

que nous allons faire en introduisant la :

Définition : On appelle genre du graphe G, noté y(G), le plus petit entier > O

les surfaces considérées sont non-orientables.

Théoréme 8 : 'In graphe G est de genre v si et seulement si toute immersion

de G dans une surface orientable de genre y est squelettique.
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Démonstration

a) La_condition_est nécessaire

Nous raisonnons par 1'absurde. S'il existait une immersion (G,K,S)
qui n'est pas squelettique, alors le méme raisonnement que celui du
théoréme 6 montre que K devrait avoir une face f_ dont le bord B(fo) est de
la premidre forme de la fig. 6 (VI.3). Dane ce cas, la transformation définie
dans le théoréme 6 permet d'immerger G dane une surface orientable de genre

v-1. Ce qui est impossible, vue la définition de v.

b) La condition est suffisante

Nous raisonnons encore par l'absurde en supposant que G est de genre
v' < y. Alors, d'aprds la condition nécessaire, il existe un complexe cellulaire
K', orientable et de genre y', dans lequel G admet une réalisation squelettique.
Considérons un complexe cellulaire K, orientable et de genre vy, obtenu 3 partir
de K' en lui adjoignant successivement des anses (voir Lemme 3 - VI.3). I1 est

apparent que 1'immersion (G,K,3) n'est pas squelettique.

Le théoréme est démontrée.[]

Cela Btant, remarguons que, dans _a justification de la condition
suffisante du théoréme 8, si nous rerplagons orientable par non-orientable
et si nous adjoignons 3 K' des plans projectifs (voir Lemme 3 - VI.3) au lieu

des anses, le résultat est encore valable. Par conséquent, nous avons la :

Proposition 10 : Une condition suffisante pour qu'in praphe G soit de eenre non

orientable ¥ est que toute immersion de G dans une surface non

orientable de penre y soi* squelettique.

Cette proposition compléte utilement la proposition 9.

D'autre part, concernant le genre non-orientable, la condition donnée

plus haut n'est pas nécessaire et cela, Dour plusieurs raisons :

- Premidrement : il se peut qu'un graphe de genre non orientable Y n'admette au
atcune immersion squelettique dans une surfece de genre 7. Fxerple : wn arbre,
de genre non-orientable 1, n'admet aucune ‘mmersion squelettique dans une sur-

face non orientable de caractéristique 1 (veoir Théoréme 5).
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- Deuxiémement : il se peut que certaines immersions d'un graphe de genre non
orientable y dans une surface non orientable de genre Y soient squelettique
tandis que d'autres ne le soient pas.

Exemple : Tout graphe planaire (c'est & dire immergeable dans une surface de

caractéristique 1.

Ceci dit, nous allons néanmoins déterminer la classe des graphes pour
lesquels un théoréme de caractérisation du genre non orientable, comparable au

théoréme 8, peut &tre obtenu. Pour cela, nous avons besoin du :

Lemme 5/} Si un graphe G admet une immersion squelettique avec au moins deux
- faces dans une surface (orientable ou non) de caractéristique X alors
G a une immersion squelettique dans une surface non-orientable de

caractéristique x-1.

Démonstration

Par hypothése, (i est réalisable comme le squelette d'un complexe
cellulaire K dont le nombre de faces est > 2. Par conséquent, il existe dans
1
K deux facette £, et £, (f1 # £, et £, # f2) et un arc a

a<f1) = a2a3...apa1

= gt
8(f2) a1b1b2...bq

1 tels que :

En effet, si ays fl’ fé n'existaient pas, K serait non connexe ou

bien K ne posséderait qu'une seule face.
Consi&rors alors le complexe cellulaire H obteru d partir de K en

remplagant f, et fb par la nouvelle facette f dont le bord s'Zcrit :

1 1
2a__ﬁ...apalbq...b2b a

(i1 n'est pas exclu que p ou q soi

9(f) = a 4

!
1
égal 3 1).

On vérifie sans difficulté que :
- le squelectte de H est isomoprhe & G.

- H est non orientable (3 cause de 3(f) ou l'arc a, figure deux fois sous

la méme forme).

- x(H) = x(K) - 1 (car H a une face de moins que K).
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Ce qui montre que G a une imrersion squelettique dans une surface
non orientable de caractéristique y-1.[]

Corollaire 3 : Si un graphe G est inf-immergeable dans une surface orien-

table de genre y, alors

0<Y(G - 2y(G) < 1
(Voir la démonstration du thécréme 9 donnée plus loin).

Remarques :
a) Nous avons introduit la notion de graphe inf-immergeable dans une
surface (voilr VII.1). Le lemme 5 constituera le point de départ d'une Zimpor-

tante notion, celle de graphe sup-immergeable dans wne surface, qui fera 1'ob-

Jjet du chapitre IV.

b) En raison de 1'importance du lerme 5, nous allons illustrer sa démons-—
tration par wn exemple :

Soit G le graphe complet d 4 sommets :

Considérons wne immersion scuelettique de G dans wne surface orien
table de caractéristique 2 dont les faces ont pour bords :

abe, e'de, b'f'd’', e'fa’

Désignons par fl et f‘2 les fuces dont les bords respectifs sont
abe, c¢'de. Remplagons f] et f2 par la face f en faisant jouer d l'arc ¢ le
rdle de a, dans la démomstration du lemme 5. Nous obtenons un nouveau com—

plexe cellulaire dont le systéme des hords contient :
abece'A'e, b'f!A', e'fa'
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Dans ce noweau conplexe cellulaire (non orientable, de caracté-
ristique 1) effectucrs encore la méme transformation en choisissant 1'ave f
et les dewr faces dont les bords le contiemnent. On obtient alors :
abece'd’e, d'b'f'eaf’

Il s'agit d'wn complexe cellulaire non orientable de caractéristique O.
Nous sommes maintenant en mesure de d&montrer le :

Théoréme 9 : Un graphe G de nombre de Betti > 1 est de génre non orientable
Y si et seulement si v est le plus petit entier > 1 pour lequel
G admette wne immersion squelettique dans wne surface non orien-
table de genre Y. ‘

Démonstration

Si G est inf-immergeable dans une surface non orientable de genre y

alors le théoréme n'est rien d*autre qu'une version particuliére du théoraeme 7.

Sinon, c'est que G est inf-immergeable dans une surface S orientable,
de caractéristique x > 2-y. Or nous d&montrerons au chapitre IV que 1'hypothdse
B(G) > 1 inplique 1'existence d'une immersion squelettique avec au moins deux
faces de G dans S. Par conséquent, nous pouvons appliquer le lemme 5 pour
montrer que :

-X=3-Y
- G a une immersion squelettique dans une surface non orientable de

caractéristique x-1 = 2-y, donc de genre non orientable Y.

Ceci achéve la dmonstration du théoréme.[]

Remarques :

a) Le théoréme 9 est plus faible que le théoréme 8, mais on ne peut pas
espérer de l'améliorer. En effet :
— un arbre (donc de nombre de Betti nul) n'au aucwne immersion squelettique
dans une surface non orientable.
- wn graphe planaire de nombre de Betti > 1 admet des immersions non

squelettiques dans toute surface non orientable.

b) Le théoréme 8 qui downe la caractéristique maximum (orientable) d'une
surface orientable dans laquelle wn graphe est immergeable ne permet pas de
squoilr si ce maximum est aqussi celui dans le cas général. Parfois, c'est méme

faux : par exemple, lesgraphes de Kuratowski (K5 et K3 3) qut sont de genre 1
. ]
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(done immergeable dans 1 surface orientable de caractéristique 0) sont en
réqlité inf-immergeable dans wne surface non orientable de caractéristique 1.

La derniére remargue nous améns 3 démontrer le :

Théoréme 10 : Un graphe G est ianimmérgeable dans une surface non-orientable
S si et seulement si toute immersion de G dans S est squelettique

Dénon§§§§tion
a) La condition nécessaire résulte du corellaire 2.
b) La condition est suffisante:

Nous raisonnons par l'absurde en supposant que G est inf-immergeable
a celle de S. D'aprés le théoréme 7, G admet une immersion squelettique dans S!
Autrement dit G est r€alisable comme le squelette d'un complexe cellulaire XK'
qui recouvre S'. En adjoignant 3 K' des plans projectifs (voir Lemme 3) nous

sion (G,K,S) n'est pas squelettique. Ce qui constitue une contradiction. [

Conclusidi]

Les résultats précédents peuvent se résumer comme suit :

Toute immersion de G dans S G est inf-immergeable dans S'

= y(G) =v(S) =

orientable est squelettique tel que x(S') > x(S)
Toute 1mmersion de G dans S G =2st inf-immergeable dans —_ V(G) - ?KS)

non-orientable est squelettique S non-orientable

VIil.5 - OBTENTION DES IMMERSIONS SQUELETTIQUES DANS UNE SURFACE ORIENTABLE

Définition : Soit G un graphe. Construisons un graphe orienté G en mettant une
fléche sur chaque aréte de G. A chaque arc Ai de G faisons correspondre une

paire d'étiquettes {ai,ai} avec les conventions suivantes :

- la correspondance est biunivoque ;
- si a; est 1'étiquette de 1l'arc parcouru dans le sens de la fléche, alors

ai sera celle du méme arc parcouru dans le sens opposé.
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Dans la suite, nous désignerons par :

- X : l'ensenble des as ai. Par abus de langage I sera appelé ensemble

des arcs.
- o : l'application a; < ai. o est une involution dans ¥.

que chaque orbite de p est une permutation circulaire des arcs entrant dans

un sormet de G (voir [12]).

Yd

p = (ab'c)(b)(cd'eh) (dfg'g)(a'f'e'h') AQ

i |
ca:

Nous poserons :
—¢@ =0ap (donc p = ap car a® = Id)
- [l | = nombre d'orbites de ¢

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer le :

Théorame 11 (Heffter-Edmonds [6] [12]) :
Un graphe G a wne immersion squelettique dans une surface orien-
table de genre v si et seulement si G admet une rotation p telle
que
ng,-n, o+ loap || =2 - 2y

Démonstration

Supposons que G ait une immersion squelettique dans une surface
orientable de genre v.Donc G est réalisable domme le squelette d'un complexe
cellulaire orientable K qui recouvre la surface. D'aprés le théoréme 2 (III.6.2),
K est représentabie par le triplet (Z,0,¢). L'algorithme de construction des
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sommets du squelette de K (IIT.4.2) montre que 0 =o ¢ est la rotation cherchée.
L'égalité figurée dans le théoréme n'est rien d'autre que la définition de la

caractéristique de K.

b) La condition est suffisante

Ceci résulte directement de la définition du dual d'un complexe
cellulaire orientable (III.6.%).[J
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Chapitre IT

SUR LA PLANARITE D'UNE CLASSE DE GRAPHES BIPARTIS :

LES GRAPHES DE BOITES ET D'ETOILES
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I - POSITION DU PROBLEME.

Dans les systémes logiques actuels, construits avec des
technologies intégrées, on utilise des composants (il s'agit de cir-
cuits intégrés réalisant un certain nombre de fonctions logiques) qui
se présentent sous formes de boitiers munis de pattes de sortie répar-
ties sur la périphérie. Ces boltiers seront disposés sur des plaquet-
tes et on réunira leurs pattes de sortie par des équipotentielles réa-
lis€es par circuits imprimés (dépot d'une mince couche de métal). Cet-
te technologie entraine que deux équipotentielles ne peuvent pas se
couper sur un méme plan

e |
]
R +—!
—— %
T
I
3 4
T L

A cette étape particuliére de 1l'implantation du réseau lo-
gique on voit donc se poser deux problémes :

1) Peut-on réaliser un tracé des connexions entre boftiers
sur une méme plaquette ?

2) Dans 1l'affirmative, comment disposer les bolitiers sur
la plaquette de maniére 3 satisfaire aux contraintes &lectroniques et
techniques (par exemple : emplacement des connexions convoyant les si-
gnaux rapides, disposition relative des &léments intégrés suivant leur

nature, longueur du cdblage ... etc) ?
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Si le deuxiéme probléme est; trop complexe pour pouvoir se
formuler d'une maniére simple (voir [1] et [7]), le premier probléme
n'est autre que celui de 1'immergeabilité du réseau logique dans le plan
(donc dans la sphére).

Dans ce chapitre, nous nous proposons d'étudier un tel pro-
bléme en tenant compte des données partizuliéres exposées plus haut.

II - UNE FORMALISATION DU PROBLEME.

I'1.1. LES GRAPHES DE BOITES ET D'ETOILES (OU B-GRAPHES)

Considérons un réseau logique formé de boitiers (considérés
comme plats) et d'équipotentielles réunissant les pattes de sortie. On

peut représenter ce réseau par un graphe biparti en associant 3 chaque

1'équipotentielle considérée par une patte de sortie du boitier. D'autre
part, en supposant qu'on ne puisse pas retourner ce dernier, la disposi-
tion des pattes de sortie sur sa périphérie exige que les arétes inciden-
tes 4 une boite soient rangées dans un certain ordre.

Les considérations précédentes justifient donc 1'introduc-

tion de la

B-graphe) tout couple H = (G, (o) pep) OU :

- G est un graphe biparti dont 1'ensemble des sommets est
partitionné en deux sous ensembles : celui, noté B, des boltes et celui,
noté E, des étoiles. '

- Chaque P, €st une permutation circulaire des arétes inci-
dentes 3 la boite be B.

On peut remarquer que la nction de B-graphe est trés généra-
le puisqu'elle pourrait englober celles d'aypergraphe, graphe et graphe 3
rotation (voir VII.5 du chapitre I et aussi [3]).

Dans la suite, nous utiliserons :

- les lettres minuscules a, b, ¢ ... pour désigner les bol-

tes
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- les chiffres 1, 2, 3 ... pour désigner les &toiles
- les lettres majuscules A, B, C ... pour désigner les aré-
tes.

Dans 1'exemple ci-dessous, nous représentons une boite par
un rond noir et une étoile par un rond blanc.

LA b c 2 ¢
A 5
o TE; |
5 P
ol | — 3
E 1L
oo d

®y, = ABC ; @ g = DE ; ete ...

1.2, Soit p = (123...n) une permutation circulaire de n objets. Nous di-
. . . . . g .
rons que p est inscrit dans une permutation circulaire p de m objets

(m > n) lorsque
8 = (1aib; ... 2azb; ... 3asbs ... na, by ...)

Par exemple, (1234) est inscrit dans (15267384)

I1.3. IMMERSION D'UN B-GRAPHE DANS UNE SURFACE ORIENTABLE

Considérons un B-graphe H = (G, (pb)beB) et une surface o-
rientable S. Suppcsons qu'il existe une immersion (G,K,S) de G dans S
(voir VII.1 du chapitre I). Alors, d'aprés l'algorithme de recherche des
sommets de K (voir III.4.2 chapitre I), on peut associer 2 chaque sommet
S du squelette une permutation circulaire, notée BS, des arétes inciden-
tes 3 s.

Nous dirons que le B-graphe H = G, (pb)beB) est immergea-

ble dans S lorsqu'il existe une immersion (G,X,3) de G dans 3 telle que,
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pour tout beB,pb est inscrit dans Bb cii b est considéré comme un som-
met du squelette de K.
Dans ce chapitre nous ncus intéressons aux conditions que

geable dans la sphére.

IIT - ETUDE DU PROBLEME DANS DEUX CAS EXTREMES

[11.1. PLANARITE D'UN R-GRAPHE

o s v e

geable dans la sphére (donc dans le plan).
Soit H = (G, (pb)bEB ) un B-graphe. Supposons que toutes les
étoiles_soient de degré 2. Dans ce cas, il est inutile de considérer G com-

me un graphe biparti. Alors la famille (pb)beB détermine une rotation
0 :bgB(pb) de G (voir VII.5 du chapitre I). Couramment, le couple H =(G,p)
est appelé R-graphe (ou graphe de boites et de fils dans [3]).

L'étude des immersions sguelettiques d'un R-graphe est don-
née par le théoréme de Heffter-Edmonds (Eﬂ 3 pour une démonstration voir
VII.5 du chapitre I).

Sachant que toute immersion d'un graphe dans la sphére est
squelettique (Corollaire 1, chapitre I) nous avons donc :

Théoréme I : Pour qu'un R-graphe H = (C,p) soit planaire il faut et il suf-
fit que Jap || =1 + B (G).

[11.2, PLANARITE D'UN GRAPHE QUELCONQUE

Soit H = (G, (pb)beB) un B-graphe. Supposons que toutes les
boites soient de degré 2. Dans ce cas, il est inutile de considérer G com-

me un graphe biparti. D'autre part, la donnée de la famille (pb)beB est
superflue, en ce sens qu'elle ne fournit aucune information supplémentaire
sur G. Autrement dit, 1l'étude de la p.anarité de H n'est soumise & aucune
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contrainte, c.3.d, H est planaire si et seulement si G 1'est.
I1 existe de nombreuses caractérisations des graphes planai-

res. Dans le cas qui nous intéresse, la forme appropriée semble &tre le

Théoréme de Mac Lane ([4])

Pour qu'un graphe non séparable G soit planaire, il faut et
il suffit que G contienne un ensemble de 1 + B(G) cycles &-
lémentaires, minimal pour la propriété : toute aréte de G
y figure exactement deux fois.

Dans la suite, un ensemble de cycles possédant les propriétés
énoncées plus haut est appelé systéme complet.

Nous rappelons aussi que :

- un graphe est dit non-séparable s'il ne peut &tre discon-
necté par 1'élimination d'un sommet.

- un cycle est dit &lémentaire quand on ne rencontre qu'une
fois le méme sommet en parcourant le cycle.

Enfin, d'aprés la définition d'un polyddre (voir IV, chapi-
tre I) et grice au théoréme de Mac Lane, quand un graphe est planaire, on
peut le tracer dans le plan. Un tel tracé s'appellera une carte planaire

du graphe.
IV - ETUDE DU PROBLEME DANS LE CAS GENERAL

Une solution du probléme dans le cas général peut s'obtenir
en appllquant le théoréme 1.
En effet, connaissant la famille (pb) beB il suffit de trou-

ver une famille (pe)eEE;telle que la rotation p H(pb) H(pe) vérifie la
b€B egE

condition exprimée dans le théoréme 1.

Inversement, si le graphe G admet une rotation dont une dé-
composition en orbites a la forme précédente, alors le B-graphe sera pla-
naire.

Mais, cette solution est pratiquement inapplicable car nous
aurons 3 étudieregéde~1)! permutations circulaires (de = degré de 1'étoile
e).

Nbﬁs allons donc chercher des conditions plus simples.
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IV.1. HYPOTHESES SIMPLIFICATRICES

Sans perdre la généralité, nous pouvons supposer que le
graphe G est simple et non-séparable. La simplicité de G entraine une
importante conséquence : on peut ramplacer chague Py Par une permuta-
tion circulaire des &toiles adjacentes 3 la boite b. C'est ce que nous
faisons dorénavant, mais en gardant toujours la méme notation. I1 est

intéressant de noter que P, s'apparente @ la représentation d'un cycle
€lémentaire d'un graphe simple,

IV.2. PREMIERE SOLUTION

Iv.2.1. Graphe biparti planaire maximal

Un graphe biparti simple et planaire est dit maximal lors-
que toutes ses cartes planaires ont des faces de longueur 4 (voir [6] ).
Autrement dit, c'est un graphe qui a un nombre maximum d'arétes. On a,
pour un tel graphe :

n =2n_ -~ 4

IV.2.2. Graphe radial

te. Un graphe V = (X(V), E(V)) est dit graphe radial associé 3 U lorsque :

X (V) = X(U) UF
EW)={{x, f} | x X U), feF, xed (F)}
Du fait de la non-sZparabilité de U, on peut remarquer que

Dans [6] il a été démontrée la propriété suivante :

Propostion 1 : Tout graphe radial associé a un graphe planaire est bipar-
ti planaire maximal et inversement, tout graphe biparti

planaire maximal peut &tre considéré comme graphe radial

associ€ & un graphe planaire.
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Dans 1l'exemple suivant, U est tracé en trait pointillé, et
V en trait plein.

D'aprés la construction précédente, on voit que la corres-
pondance graphe + graphe radial n'est pas biunivogue. Ce qui nous améne
d démontrer quelques propriétés supplémentaires avant de donner une solu-
tion au probléme posé.

Propri€té 1 : Tout graphe biparti simple et planaire est graphe partiel

d'un graphe biparti, simple, planaire et maximal.

Démonstration

Soit V un graphe biparti, simple, planaire. Il existe au
moins un graphe biparti planaire maximal qui admet U comme graphe par-
tiel. Désignons par ¥ un tel graphe dont le nombre d'arétes multiples
est minimum. Je dis que ce nombre est égal 3 zéro, ce qui entrainera
que % est simple.

En effet, supposons le contraire et considérons une carte
de V.

Soient A; et A2 deux arétes de % qui ont mémes extrémités.
Comme toutes les faces de la carte sont de longueur 4 nous avons donc la
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figure suivante :

y

A2
En remplagant Ai par A': comne indique la figure ci-dessus,
n,
nous obtenons un graphe possédant les mémes propriétés que V mais dont le
nombre d'arétes multiples est plus petit que celui de ¥ . ce qui contredit

la définition de ce dernier.d

Remargue K

La propriété 1 n'est pas vérifiée par les graphes de genre >O.

La démonstration en donmne clairement la raison.

n

D'aprés la proposition 1, il existe un graphe U qui admet V

comme graphe radial associé. En généra., U n'est pas simple (on dit que U
est un multigraphe). C'est pourquoi nous introduisons la :

[(3]) un ensemble de deux samets appartenant 3 une méme classe et tel que

1'élimination disconnecte V.

Avec les mémes notations cue précédemment nous avons la :

av
Propriété 2 : U est un multigraphe =V z une 2-fracture .

Démonstration

Soient a et b deux sommets de U qui sont reliés par deux

arétes distinctes A; et Az. Dans une carte planaire de U, le cycle
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Y
af1bA2 partage le plan en deux composantes connexes. Chaque partie de V si-
tuée dans chacune de ces composantes ne comunique avec "l'extérieur" que
par a et b. Ce qui fallait démontrer [].

IV.2.3. Premiére caractérisation des B-graphes planaires

Notation : Soit S = (C ) T Une famille de cycles. On appelle longueur de

S la somme igll(Ci) ol 1 (Ci) est la longueur de Cs.

Théoréme 2 : Pour qu'un B-graphe H = (G’(pb)beB) (ot G est simple et sans
2-fracture formée de deux €toiles) Soit planaire il faut et
il suffit qu'il existe un systéme complet (Bf)beB de longueur
2 nO(G)—4 tel que, pour tout be:B,pb est inscrit dans Bb.

Démonstration

a) La condition est_nécessaire

Supposons que H soit planaire, donc G 1l'est aussi. Corme G
n
est simple, il est graphe partiel d'un graphe G biparti, simple, planaire
et maximal, d'aprés la propriété 1. Par conséquent :

n n
@) = en, (G) - 4 = en, (@) - 4

Par hypothése, G est sans 2-fracture formée de deux étoiles,
done G possede aussi la méme propriété. Par conséquent, d'aprés la proprié-
té 2, G peut étre considéré comme un graphe radial associé 3 un graphe sim-
ple et planaire U. De plus G, est non-séparable du fait que G est simple. On
pourra remarquer, d'autre part, que l'ensemble des sommets de U est celui
des étoiles de G.

D'aprés le théoréme de Mac Lane, U admet un systéme bomplets
circulaire des étoiles y appartenant. La construction d'un graphe radial
montre qu'il y a autant de ovoites de G que de cycles du systeme complet. On

peut donc représenter ce dernier par (pb)beB' Nous avons :

nombre d'étoiles de G

n (U)
o

n, (U) = nombre de faces d'une carte planaire de U

nombre de boites de G
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La formule d'BEuler nous donne alors :
m (U) = n, @) -2

Ce qui confirme que la lungueur du systéme (Bb)beB est égal
a2m (U) = 2n, (G) = 4 car toute aréte de U y figurs exactement deux fois.

Enfin, comme G est graphe partiel de G, nous avons bien,
pour tout beB ; p,, est inscrit dans 35.

Ce qui achéve la démonstration de la condition nécessaire.

b. La condition est suffisante

Supposons qu'il existe un systéme complet (?)’b)bEB satisfai-
sant aux propriétés énoncées dans la partie précédente. D'aprés le théore-
me de Mac Lane, chaque Bb est le bord d'une face d'une carte planaire d'un
certain graphe planaire U dont 1l'ensemble de sommets est celui des étoiles
de G. Désignons par 8 un graphe radial associé & U, Comme, pour tout be€B,
P est inscrit dans 35, G est un graphe partiel de E. Ce qui éguivaut 3 di-
re que le B-graphe H = (G, (pb)beB) est plamaire .0

Corollaire 1 : Soit H = (G, (py)y, p) un B-graphe tel que mi(G) = 2n (G)-4.

Alors H est planaire si et seulement si (pb)b€B est un sys-
téme complet. |

Remarque Dans la pratique, la recherche du systéme (Bb)beB peut se
faire de la maniére suivante :

Considérons le systéme (pb) La longueur de ce systéme

beB’
n'est autre que la somme des degrée des boites dans le gra-

phe G. Comme G est biparti, on a done :

ny (G) = EB d(b) = bEB Z(pb)

b
St (B%)beB existe, il doit étre de longueur 2n0(G)—4, e d d,
2(nombre de boites + nombre d'étoiles)-4. Etant donné que,
pout tout b, 8 est imscrit dans Bb’ on doit done "intercaler"
dans le systéme (pb)beB un nombre d'éléments égal a

ZnO(G)—nl (G) - 4, pour atteindre la longueur voulue. D'a-

prés la démonstration du théoréme, les sommets du graphe engendré
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par (Bz)beB sont des étoiles de G. Par conséquent, les éléments
a &tre '"intercalés"dans (Py)y.p Ttgurent dans 1'ensemble des
étoiles de G. Evidemment, en effectuant cette opération, on doit
se rappeler que toute aréte apparait exactement deux fois dans

le systéme final.

Exemgle 1

Soit G le graphe biparti dont 1'ensemble des sommets est :
X@) = {a, b, ¢, 4, 1,2,3,4,5}

On se donne :
oa=123;pb=142;pc=1524;pd=253

Les données précédentes définissent un B-graphe planaire.

En effet, on a :
m (G) =d (a) + d(b) + d(e) + d@@) = 13

2n0 (G) =4 =2 (445) - 4 = 14

Par conséquent, on doit intercaler une &toile (car
2nO (G) - % - m(G) = 1) dans 1'un des p. Sachant d'autre part que l'aréte
{1,5} ne figure qu'une fois dans 1'ensemble des p, on peut donc essayer
d'intercaler 1'étoile 1 dans Pg = 253. Ce qui donne :
N

by = 123 5 By = 142 5 B, = 1524 ; By = 2513,

I1 s'agit bien d'un systéme complet : d'oll la planarité.
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Exengle 2

Avec les mémes notations que précédemment, on se donne :
X(@) = {a, b, ¢, d, 1,2,3,4,5,6}
Py = 1235 5 py = 1524 5 p, = 5362 ; py = 2U63.
Le B-graphe correspondant n'est pas plaraire. En effet :
n (G) = 16 = 2r. (G) -4
Or le systéme des p données n'est pas ccmplet car les arétes {4,5}, {2,6} ,
{4,6} , {2,5} n'y figurent qu'une seule fois.

V. 3. DEUXIEME SOLUTION

Iv.3.1. Introduction

Les conditions fix8es par le théor&me 2 (IV.2.3.) limitent
le champ d'application d'un algorithlme tasé sur ce résultat.

En effet, comme le montrent les exemples 1 et 2 ci—dessus,
la détermination du systéme (3b)b€E3n'est rapide que si le nombre d'arétes
du graphe est assez grand et méme, si possible, assez proche de celui d'un
- graphe maximal. Remarquons néarmoins qu'il s'agit d'une bonne condition
dans la mesure ol plus un graphe a d'arétes plus 1'étude de sa planarité est
complexe. ‘

Ceci &tant, nous allons proposer une deuxidme solution qui
peut s'appliquer aux cas oll le nombre d'arétes du graphe n'est pas trop
grard.

=

IV.3.2._Graphe des étoiles associé & un B-graphe

Soit un B-graphe H = (G, (pb)beB)‘ Comme dans la premiére so-

lution, G est supposé simple, non-séparable et sans 2-fracture formée de deux
étoiles.
simple et orienté G tel que :
=~ les sommets de G sont les étoiles de G.
- On relie e; 3 e; par un arc si et seulement si e; et e; sont
consécutifs dans un P, unigue. L'arc sera dirigé de ey vers e;
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si Py (ei) = e, de e: vers e. sinon

i J
Exemgle 3
Py = 4zq
Py = 124
p, = 685
Py = 758
Pe = 3486
Pe = 4278
Dg = 3672
Le graphe des étoiles associé est de la forme
3 5
Le *8
2 1 7 6

IV.3.3. Deuxiéme caractérisation des B-graphes planaires

Théoréme 3 : Pour qu'un B-graphe H = (G’(pb)heB) (ot G est simple,non-
séparable et sans 2-fracture formée de deux €toiles) soit
planaire il faut et il suffit que le graphe des étoiles
associ€ admette une partition en 1 + B(G) --% (n1 (G)-n1 (G™))
circuits élémentaires dont 1'union avec (pb)beB forme un
systéme complet.

Démonstration

a - La_condition est nécessaire

Supposons que H soit planaire. Considérons alors une carte

planaire de G. Dans toute face de la carte, joignons e; a e; 5'il existe une
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boite be B telle que les arétes {e;, b} et {b, ej} sont consécutives

sur le bord de la face (voir figure)

Nous obtenons ainsi un graphe U dont 1l'ensemble des sommets
est celui des étoiles de G. Comme ce dernier est cornexe et non-sépara-
ble, U posséde donc les mémes propriétés. Sachant, d'autre part, que G
est sans 2-fracture formée de deux étoiles, les mémes arguments que ceux

n, (U) = nonbre d'étoiles de G = |E]

n; (U)

5 (m @ +m (G)

En effet, le déncmbrament des arétes de U peut se faire de
la maniére suivante : si deux étoiles e; et ey sont tels que e g et
e; e figurent dans le systéme (pb)beB alors l1l'aréte {ei, ej} est comp-
tée deux fois dans U. Sinon, c'est que {ei, ej} est une aréte de G* par

définition. D'ou le résultat .

e
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U étant planaire, la formule d'Euler donne donc :
(1) n,(U) = ni(U) + n2(U) = 2

Considérons alors un graphe radial associ& 3 U : c'est un
graphe biparti. Il est apparent que le bord d'une face du graphe ra-
dial est soit un &lément de (pb)beB soit un circuit élémentaire (car le

graphe considéré est non-séparable) de G*.

On en déduit que G* admet une partition en circuits &lémen-
taires. D8signons par p(G”) le nombre d'éléments d'une telle partition.
On a, d'aprés ce qui précéde :

n, (U) = |B| + p(G*)

En remplagant nO(U), n; (U), n,(U) respectivement par leur
valeur, (1) devient :

Bl -5 @) + m @) + [B] + plG*) = 2

Sachant que :

|E| + |B| = n, (G)
m(G) - n (G) +1 = B(&)

Nous avons done :
PE) = 1+ 8(6) - 2 m(C) - ny(G¥)
Comme le systéme (pb)beB’ joint aux p(G*) circuits &lémen-

taires de G*, constitue les bords des faces du graphe radial, leur u-
nion donne bien un systdme complet,

La démonstration est achevée.

b - La condition est suffisante

En effet, le systéme dorné étant complet, il engerdre donc
-un graphe planaire U dont 1'ensemble des sommets est celui des étoiles
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de G. Sachant, d'autre part, que tout Py, est le bord d'une face de U,
G est donc un sous graphe d'une graphe radial associé 3 U.

Ce qui achéve la démorstration du théordme []

Corollaire 2 : Si le graphe des étciles associé n'est pas eulerien a-
lors le B-graphe n'est pas planaire.

En effet :

Si le B-graphe est planaire alors, d'aprés le théoréme 2,
le graphe des étoiles associé admet une partition en circuits &lémen-
taires. Ce qui equivaut 2 dire qu'il est eulerien.l]

Exemple 3'
Le B-graphe défini dans l'exemple 3 est planaire. Fn effet :
B(G) =mi(G) - (|IB| + |E]) + 1 = 24-(7+8) + 1 = 10
m(G) -m(@G® =24 -6 =18
Par conséquent :
p(G*) =2
Les deux circuits 13z et 657 répondent 3 la question.
Exemple 4

Le B-graphe défini par

Py = 1234 5 oy = U356 ; o, = 6517 ;5 p,

a 7824 Pe = 8U46

n'est pas planaire. En effet, construisons le graphe des
Ctoiles :
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Ce n'est pas un graphe eulerien.

V - UNE DECOMPOSITION D'UN B-GRAPHE EN COUCHES PLANAIRES

Comme rious 1'avons fait remarquer dans 1'introduction de
ce chapitre, les équipotentielles d'un réseau logique ne peuvent se
réaliser que sur un méme plan (celui de la plaquette dans laquelle
les €léments intégrés sont rangds). D'autre part, la complexité des
réseaux 3 utiliser entraine le plus souvent la non planarité du B-
graphe correspondant 3 ces réseaux. On est donc conduit 3 répartir les
équipotentielles en couches de sorte que les graphes engendrés soient
planaires (car les seules possibilités de contacts électriques entre
couches sont constituées par les boitiers).

Ainsi, se pose le probléme de la décomposition d'un B-
graphe en un nombre minimum de B-graphes planaires. Dans la pratique,
méme si une telle décomposition existait, le probléme n'est pas réso-
lu pour autant car, en général, le tracé des connexions est encore

soumis aux différentes contraintes (voir [1], [3], [7]).
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Dans ce paragraphe, nous nous intéressons 3 une décomposi-
tion d'un B-graphe en couches planaires, sans tenir compte ni de la mi-
nimalité du nombre de couches, ni de la réalisation effective des con-

nexions.

Définition

Etant dorné un B-graphe H = (G (pb) on appelle sous

, beB)’
graphe partiel de H, tout B-graphe H' = (G', (p'b')b'eB') tel que :

- G' est un sous graphe partiel de G(donc B'c B)
- pour tout b'< B', p'b, est inscrit dans Py

Un algorithme heuristique

Soit 3 décamposer un B-grarhe H = (G, (pb)beB) en sous
graphes partiels planaires.
Enlevons, si c'est nécessaire, des arétes d G de maniére

que les étoiles du graphe partiel, noté F' = (G', (p'b)beB)’ soient de
degré 2. H' est un R-graphe (voir III.1). D'aprés le théoréme de Heffter
et Edmonds (voir théordme 11, chapitre I), il existe une surface orien-
table de genre g dans laquelle H' admet une immersion squelettique uni-
que. Au chapitre IIT, nous proposerons ur algorithme de décamposition
de H' en t sous graphes partiels planaires, avec t < g + 1. Posons :

H'=U Hy

1<i<t

Considérons une aréte {bj’ ek} qui a été enlevée. S'il e-

-

xiste un H; tel que 1'on peut joindre planairement bj a e, tout en res-

pectant Py alors le nombre de couches néczessaires est égal 3 celui de
J

H'. Sinon, on ajoute une nouvelle couche opour tracer {bj’ ek}
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INTRODUCTION

Corane nous 1'avons dé€ji signalé au chapitre II, Mac Lane,
aprés Kuratowski [10] et Whitney (191, proposa, dans [12], une nouvelle
caractérisation des graphes planaires. Cette caractérisation repose sur
1l'existence d'un ensemble de cycles du graphe satisfaisant i certaiies
conditions. Naturellement, on est tenté de généraliser ce résultat aux
graphes immergeables dans une surface autre que la sphére. A ce propos,
différentes directions sont offertes, suivant la nature des conditions
imposées 3 1'ensemble des cycles du graphe. Par exemple, Boland dans [4],
[5],usant de 1'homologie et de 1'homotopie, présenta une ccndition pure-
ment algébrique.

En ce qui nous concerne, s'agissant deAgraphes 2-connexes,
nous voyons dans le résultat de Mac Lane deux particularités : premiére-
ment, la propriété d'étre &lémentaire des cycles considérés, deuxidmement,
la nature combinatoire des conditions auxquelles satisfont ces cycles.
Nous sommes alors uamenés 3 introduire, dans la Premidre Partie de ce cha-
pitre, le concept d'irmersion réguliére dont 1'étude constituerait un ca-
dre approprié a une généralisation du théordme de Mac Lane. Dans cet opti-
que, la Deuxiéme Partie est consacrée 3 1la recherche, ol seule intervient
la cornexité, de graphes régulidrement immergeables. Les résultats concer-
nant les graphes de genre 1 sont 3 rapprochés du théoréme de Steinitz
(pour une démonstration voir [71) qui donne une caractérisation du squelet-
te d'un 3-polytope (ou poly&dre convexe).
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- Premiére partie

UNE CARACTERISATION DES GRAPHES REGULIEREMENT IMMERGEABLES

I - COMPLEXE CELLULAIRE REGULIER
.1, DEFINITIONS

a - Efant donné un complexe cellulaire K = (&, 3, ¢), dési-
gnons par K; son squelette. Comme nous 1l'avons fait lors de sa définition,
une aréte de K; est une paire d'arcs apposés, soit A = {a, a'}. En parti-
culier, par cycle de Ki, nous enterdons uhe séquence circulaire d'arcs
dans laquelle le sommet terminal d'un arc coIncide avec le sommet initial
de son successeur. L orsqu'en parcourant la séquence on ne rencontre qu'une

T s e e e e s e

D'autre part, il a été remarqué que le bord de toute facette
de K est un cycle de K; (chapitre I, IIT.4.4).

cettes a pour bord un zycle &lémentaire de K;.

Remargue

En théorie des graphes, l'adjectif "régulier" a une autre si-
gnification que celle donnée plus haut. Ici, notre choix est
dicté par la terminologie couramment utilisée en Topologie

Algébrique.

b - Soit une facette £ ¢ ¢ dont le bord est noté 3 (f). Nous
dirons que 1'aréte A = {a, a'} figure dans o (f) lorsque a ou a' y appa-
rait. Dans ce cas, si x est un sommet de A, alors la facette f est dite in-

cidente 3 x. Evidemment la facette f'', opposée 3 f, le sera aussi.

Nous avons alors le résultat suivant :

Proposition 1 : Etant donné un complexe cellulaire K = (%, 3, $), i1 exis-
te un sous ensemble Q@ < ¢ tel que toute aréte du squelet-

te de K figure exactement deux fois dans 1'ensemble 3 )

des bords correspondants.
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Démonstration :

a - Remarquons d'aberd que, si © existe, on peut‘toujours en
choisir un tel que dans 9 (Q) tous les bords sont différents. En effet,
désignons par Q = {f;, f,, ... fp} (p 2 2) un ensemble possédant la pro-
priété ammoncée et tel que dans 3 (Q) le nombre d'égalité 3(f3) = B(fj)
$01t minimum. Je dis que, nécessairement, ce nombre est &gal 3 O. Sinon,
supposons que 9 (fy) = 3(f2), donc 9(f1) # 3(f'2). Comme chaque aréte fi-
gure exactement deux fois dans 3(Q), on é 9(f'2) ¢ 3(Q). Considérons alors :

Q' =, £, Lo, £))

C'est un ensemble qui vérifie encore la propriété exigée.
Dans 3(Q') le nombre d'égalité B(fi) = B(fj) est celul de 3(Q) diminué de

-

1. C'est donc absurde, vu la définition de Q.

b - Démontrons maintenant 1'existence de  qui, en plus de la
propriété exigée, vérifie la condition suivante : si £ ¢ Q alors f' & Q.
Nous raisonnons par récurrence sur le nombre de faces de K.

Si nz(K) = 1 alors les propriétés précédentes sont vérifiées.

Supposons n, (K) > 1. Comme le squelette est comnexe, il exis-

te donc un arc a et deux facettes distinctes f et g (avec £ =z g') tels que :

a(f) ab; b ... Db

p
a' cy c2 ... cq

3(g)

En enlevant 1'aréte A = {a, a'}, nous obtenons un nouveau com-
plexe cellulaire, noté K', dont le nombre de faces est n2 (K) - 1 (c'est 1'o-
pération de réduction définie au chapitre I). Dans K', soit h la facette dont

le bord s'écrit :

p(h) = bi1.b, ... bp Ci1 C2 ... Cy

D'aprés 1l'hypothése de récurrence, il existe dans K' un ensem-
ble Q' possédant les propriétés annoncées et contenant h ou h'. Supposons

que ce soit h. On‘prendra alors :
Q=0 v {f} v {g}

Ce qui achéve la démonstration. [
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Lorsque K est orientable nous avons de plus la proposition sui-

vante :

Proposition 2 : K est orientable si et seulement s'il existe un ensemble

2 tel que toute ar@te du squelette de X figure exactement
deux fois dans 3(Q), une fois dans chaque sens.

Démonstration

Cela résulte directement de la définition de 1'orientabilité
d'un complexe cellulaire. En effet, dire que K est orientable &quivaut 3
dire qu'il existe un ensemble de bords dans lequel chaque arc de r appa-
rait exactement une fois. Ce qui signifie que toute aréte A = {a, a'l y
figure une fois sous la forme a et une fois sous la forme a'. []

Dans la suite, un ensemble Q vérifiant la propriété énoncée

dans la proposition 1 (respectivement dans la proposition 2 quand le com-
plexe cellulaire est orientable) sera nommé systéme complet de faces,

plet de bords. D'aprds la démonstration de la proposition 1, il est loisi-

ble de confondre un systéme complet de faces avec celui ces bords. Par con-
séquent, nous utilisons souvent la méme notation pour les désigner.

l.2. CARACTERISATION DU SQUELETTE D'UN COMPLEXE CELLULAIRE REGULIER

Dans ce paragraphe, nous cherchons une condition nécessaire
et suffisante pour qu'un graphe soit réalisable comme le squelette d'un

complexe cellulaire régulier.

I.2.1. Base des cycles d'un graphe [3]

Soit G un graphe connexe ayant n; (G) arétes. Donnons une o-
rientation 3 G en mettant une fldche sur Chaque aréte. A tout cycle u de

G on peut faire correspordre un vecteur de R™ tel que :

= (r veey I
M (—1, ra, > l’ll)
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avec :
r; = 0 si y ne passe pas par 1'Aréte Ai
r; = 1 si Ai est orienté dans le sens du parcours
r; = - 1 sincn

On remarquera que la correspondance précédente est compatible
avec la définition d'un cycle du squelette d'un complexe cellulaire.

Ainsi définis, les vecteurs u engendrent un sous espace vec-—
toriel de]Rnl. La dimension de cet espace est précisément le nombre de Betti

de G, défini par :
B (@) = m(G) =n (@) +1

Dans la suite, par relaticns entre cycles de G, nous entendons

les relations vectorielles dans]RB entre les vecteurs correspondants.

Ceci étant, considérons le squetette Ki d'un complexe cellulai-
re K. Au chapitre I (III.9), & propos ce 1l'homologie de K, nous avons défini
l'espace Zi des 1-cycles de K. Il est conru que Zi est isomorphe 3 1'espace
des cycles de Ka précédemment défini [1]. Par conséquent, nous confondons les
l-cycles d'un complexe cellulaire et zvec les cycles de son squelette.

1.2.2. Voisinage d'un sommet dans un ensemble de cycles

Soit, dans un graphe G, un ensemble de cycles noté
Q= {a, p2 .. Hp }. On appelle voisinage du sommet x dans 9, 1'ensemble des
arétes du graphe et des cycles de Q passant par x. Nous désignons par V(x)
le voisinage de x.

Deux cycles de  sont dits adjacents s'ils ont en commun une

aréte incidente 3 x.
V(x) est dit connexe si, pour toute paire de cycles y apparte-

nant, on peut passer de l'un 3 1l'autre par une suite de cycles adjacents.
Considérons maintenant le squelette Ki du complexe cellulaire
K, dahs lequel on a choisi un systéme complet de bords. Nous avons alors

le résultat suivant :
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Propriété 1 : Dans un systéme complet de bords d'un complexe cellulaire ré-
gulier, tout sommet du squelette a un voisinage connexe.

Démonstration

a ~ Rotation en un sommet : Considérons un sommet X. D'aprés
l'algorittme de recherche des sommets de X (chap. I, IIT.4.2. ), on peut dé-
finir en x deux permutations circulaires, inverse 1'une de 1'autre, des arcs

entrant dans x. Soit :

|
jsV]
—
[
n
0]
oY)

p(x) =

1
[\

B(X) vee 2 Q)

q aq-n

b - Permutation circulaire des arétes et_des_cycles passant par

Soit @ = {u1, pz2, ..., up} un systéme complet de bords du com-
blexe cellulaire K, supposé régulier. Par conséquent, quel que soit i, My

est un cycle &lémentaire.

Considércns 1l'arc a; entrant dans le sommet x. On peut tou-
Jjours supposer qu'il existe un cycle de passant par ai, soit u;. Par dé-
finition de 2, w1 doit avoir 1'une des deux formes :

1 = a3 a',

ou : M = a; a!

Supposons que u; soit de la premiére forme et dans ce cas,
choisissons la rotation p(x). D'aprds la propriété de 2, i1 existe un cy-
cle, mettons u,, de 1z forme :

H2 = az a's
ou : M2 = a3z a'2 ...
Puisque 1i: et u, sont €lémentaires, on a donc

Hi # U2



IIT - 7

En poursuivant le méme raisomnement, on met donc en &vidence

une permutation circulaire oll alternent les arcs et les cycles passant
par x. Autrement dit, le voisinage de x dans 0 s'éerit :

V(x) = (a1, U1, Q25 M2 ... 8y “r)

D'autre part, d'aprés 1'algorithme de construction de X, on
doit avoir r = q. Ce qui &tablit la connexité de V(x), car dans V(x), My

et p;,, sont adjacents.[

Remar%es K

1 - Lorsque K n'est pas régulier, V(x) n'est pas une permuta-
tation circulaire car il peut arriver que My soit égal
a My pour N

2 ~ Sott, dans un graphe G, un systéme de cycles dans lequel
toute aréte apparait exactement deux fois. Alors, d 'aprés
la démonstration précédente, le voisinage de tout sommet

dans ce systéme est formé de plusieurs composantes connexes.

Chaque composante est de La forme V(x).

I.2.3. Connectivité du squelette d'un complexe cellulaire régulier

Rappelons qu'un graphe est dit k- connexe s'il ne peut étre
disconnecté par la suppression de k - 1 sommets [3]. On a le résultat sui-
vant :

Propriété 2 : Le squelette d'un complexe cellulaire régulier est 2-connexe

Démonstration :

On sait qu'un graphe est 2-cormexe si et seulement si par
deux arétes adjacentes il passe toujours un cycle &lémentaire [3].

Soient donec Ax = {ai, a'1} et Ay = {ai, a’i} deux arétes de
Ky adjacentes 3 x. Si a; et a; sont deux arcs successifs dans une rota-
tion de x, alors, d'aprds la propriété 1, il existe un cycle Elémentaire
eppartenant & un systéme complet de bords et passant par a; et a',. Si-
non, la connexité de V {x) montre qu'on peut passer de a; et a; par une
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suite ai, U1, A2, U2, «u., Mio s 85 ol tous les u; sont &lémentaires et

différents. On peut done construire un cycle €lémentaire passant par ai
et a;. Ce qu'il faut démontrer. [

I.2.4. Realisation squelettique d'un graphe dans un complexe cellulaire

régulier orientable.

Soit K un complexe cellulaire orientable, de caractéristique y.

On a : ‘
X(K) = n (K) - m(X) + n2(K) =2 -2¢ (g2 0)

En désignant par K, le squelette de K, on sait que :

n_ (X)

n, (K1) 5

n (K1) = n; (XK)

De plus, lorsque K est régulier, Ki est 2-connexe d'aprés la
propriété 2. On a alors le théoréme de caractérisation suivant :

Théoréme 1  Pour qu'un graphe 2-connexe de nombre de Betti B soit réali-
sable comme le squelette d'un complexe cellulaire régulier,
orientable et de caractéristique 2 - 2g, il est nécessaire
et suffisant que ce graphe contienne un ensemble
Q= {uo, Hly «eou, uB-zg} de 1 + B - 2g cycles élémentaires,
tel que :

(1) Toute aréte du graphe figure exactement dans deux cycles
- de Q.

(2) Tout sommet du graphe admet dans Q un voisinage connexe

(3) @ est un systéme dépendant minimal, en ce sens que :

Démonstration

a - Conditions nécessaires

Supposons que G soit isomorphe au squelette Ki d'un complexe
cellulaire régulier, orientable et de caractéristique 2 - 2g. D'aprés la

proposition 1, K contient un syst@me complet de hords, noté .
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C'est aussi un ensemble de cycles de K;. D'aprés sa construc-
tion, @ vérifie les conditions (1) et (2). D'autre part, le nombre de cy-
cles de @ est égal au nombre de faces de K, c'est 3 dire n2(X).

Par conséquent :

Card ()

X(K) + (n; (K) - nO(K)) = 2-2g + (m1 (Ky) - no(Kl))
1+ BKa) - 2g
1+ 8(G) - 2g

Enfin, la cordition (3) résulte de la proposition 2 et de la

comexité du squelette.

b - Corditions suffisantes.

Soit G un graphe contenant un ensemble Q = {uo, Blseon, “B—zg}

de cycles élémentaires satisfaisant aux corditions (1) (2) et (3).
A chaque aréte A de G, assncions une paire d'arcs {a, a'}.

Les conditions (1) et (3) expriment que tout arc de G figure exactement une

fois dans Q.
Considérons en un sommet x l'ensemble {ai, az ... ap} des arcs

qui y entrent. Il existe alors dans Q un cycle unique, U1 par exemple, qui

passe par a;. Comme u, est €lémentaire, il est donc de la forme :
1 = a1 a'a ...

En poursuivant le raisonnemsnt et en utilisant la connexité du
volsinage de x dans @ (cordition (2)) on obtient done une permutation cir-

culaire unigue qui s'écrit :
v (x) = (8‘13 His 825 U2, +uu,y ap, Up)

avec :

My =a; a'y (mod p)

1 1 +1

Ceci étant, désignons par & 1l'ensemble des arcs de G. Posons :

bl }

¢ = {fo, f'o’ fi, £'1 ... fB-zg’ B-2g

En définissant :
a(fi)

a(£75)

1
=

1
=
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on obtient un triplet K = (%, 3, ¢). C'est un complexe cellulaire orienta-
ble d'aprés les conditions (1) et (3). La comnexité de K résuite de 1a mi~
nimalité de Q.

Démontrons que G est isomorphe au squelette de K. Considérons
donc l'arc ai et cherchons les arcs qui ont méme samet termiral que a1 en
appliquant 1'algorithme de recherche des sommets de K. On s'apercevra que
ce sommet est déterminé par les deux permutations circulaires :

Ay a2 ... a.p_j a.p

PEapa, ... a

Alors, l'application

p

x > V(x) »~ {p, p}
constitue un isamorphisme entre G et le squelette de K.
Calculons 1z caractéristique de K. On a :

x(K) = N, (K) -m (K) + n2 (K)

n, (K1) -m (K1) + Card (Q)

n, (@) - n; G) +B-2g+1

2 - 2g

Ce qui achéve la démonstration du théorime f.

I.2.5. Réalisation squelettique d'un graphe dans un complexe cellulaire

régulier non-orientable

Soit K un complexe cellulaire non-orientable. Au chapitre I,
nous avons déterminé la dimension des espaces Hj, Hi, H2 en prenant {0,1}
comme corps de base. Comme nous avons construit 1'espace des cycles du
Squelette en prenant R comme corps de base, nous allons donner une houvel-
le détermination de dim (Hi)‘ Nous savons que :

dim (Hy, mod 2) = dim (H_, R)

dim (Hz2, mod 2)
dim (H2, R)

1
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Par conséquent :

x(K)

H

n, () - m(K) + ne(X)

dim (H,) - &in (H)) + dim (H)
1 - dim (H1, R)
2-h (h = 1)

d'ol :
dim (HJ,R) =n-=-1

Ceci &tant, considérons un systéme camplet Q={ui, H2,... ,up}
de bords de K. Comme K est non-orientable, il existe donc au moins un arc
qui figure dans deux cycles différents. Par conséquent :

E)\iui=0¢¢1\_i=0pourtout1

Autrement dit, @ est un systéme de cycles indéperdants.
Les considérations précédentes, jointes 3 une démonstration
semblable 3 celle du théoréme 1, nous donnent alors le :

Théoréme 2 : Pour qu'un graphe 2-connex:z de nombre de Betti B soit réalisa-
ble comme le squelette d'un complexe cellulaire régulier, non-
orientable et de caractéristique 2-h, il est nécessaire et suf-
fisant que ce graphe contienne un ensemble Q={uo,u1,...,u8_h}
de 1 + B - h cycles €lémentaires, tel que :

(1) Toute aréte du graphe figure exactement dans deux cycles
de @ _

(2) Tout sommet du graphe admet dans Q un voisinage connexe

(3') Q est un systéme indé&pendant.

I1 - GRAPHES REGULIEREMENT IMMERGEABLES DANS UNE SURFACE
I'l.1. DEFINITION

Etant domnmé un graphe G et une surface S, nous dirons que G

“que (G, K, S) telle que K soit un complaxe cellulaire régulier.
I1 résulte imm&diatement des théorémes 1 et 2 précédents le ré-
sultat suivant :
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Théoréme de Mac Lane généralisé

Pour qu'un graphe 2-connexe de nombre de Betti 8 soit régulie-
rement immergeable dans une surface orientable (resp. non-orien-
table) de caractéristique 2-2g (resp. 2-h), il est nécessaire et
suffisant que ce graphe contienne un ensemble Q de 1 + 8 - 2g
(resp. 1 + B - h) cycles élémentaires tels que :

(1) Toute ar&te du graphe figure exactement dans deux cycles
de Q.

(2) Tout sommet du graphe admet dans © un voisinage connexe .

(3) @ est un systeme dépendant minimal.

(3') (resp. Q est un systéme indépendant)

I'1.2. REMARQUES

a - Dans 1'étude des immersions réguliéres, on ne considére que
les graphes 2-connexes. Cette condition n'est pas trop restrictive, dans la
mesure ol Battle, Harary, Kodama et Youngs ont démontré, dans (2] , que le
genre d'un graphe est Sgal 3 la somme des genres de ses blocs. Par consé-
quent, dans la pratique, on n'étudie que les immersions d‘'un graphe 2-con-
nexe.

b - Dans 1'énoncé du théor@me de Mac Lane, la condition (2) est
la plus difficile 3 satisfaire. En effet, 3 tout graphe G, associons un
graphe noté 25, qui s'obtient 3 partir de G en dédoublant chaque aréte de
G. Si on veut &tudier les immersions de G dans une surface orientable, les
arétes dédoublées seront transformées en arcs opposés. Sinon, certaines
arétes dédoublées seront orientées dans le mé@me sens. Supposons que G soit
réguliérement immergeable dans une surface S, alors l'ensemble Q n'est rien
d'autre qu'un -circuit éulerien(ie 2& (nous dirons, au chapitre IV, que Q

est un circuit_bi-euleriende G). Si la recherche des circuits eureliens

d'un graphe orienté symétrique ne présente pas trop de difficultés, on ne
connait pas, par contre, d'algorithmes qui déterminent ceux répordant 3 la
condition (2). L'exemple suivant constitue une illustration de cette diffi-
culté :

Soit G le squelette du "pseudo-polyddre" de la fig. 1a.



IIT - 13

X1
X0
X2
Fig.1a | | Fig.1b

L'ensemble des cycles bordant les faces du pseudo-polyédre pos-
séde bien les propriétés (1) et (3). I1 détermine alors un complexe cellu-
laire dont le polyédre sous-jacent est représenté par la Fig. 1b. G n'est
pas isomorphe au‘squelette de ce polyé&dre, précisement parce que la con-

dition (2) n'est pas satisfaite au sommet x,.
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(1.3, EXEMPLES

a - Le graphe complet 3 4 zommets K4 ne posséde aucune immer-
sion régulifre dans le tore (surface orientable de genre 1). En effet, d'a-
prés la formule d'Buler, toute immersion squelettique de K), dans le tore
posséde 2 faces. Si le bord de chaque face &tait un cycle &lémentaire, a-
lors sa longueur serait inférieure ou égale 3 4. Comme chaque aréte de Ky
doit apparaitre exactement deux fois dans 1'ensemble des deux cycles, le
ncmbre d'arétes de K) serait au maximin 4. Ce qui est absurde.

b - Le graphe biparti, complet, 8 6 sommets Kj 3 posséde une
3

immersion régulidre dans le tore (et aussi une qui ne 1'est pas).

I'1.4. CARACTERISATION DES GRAPHES PLANAIRES

A proprement parler, la d2monstration du théoréme de carsctéd-
risation proposée par Mac Lane dans [12] ne s'applique qu'aux graphes im-
mergeables dans le plan. Lefschetz, dans [11], a &té le premier 3 faire
remarquer que la démonstration du théoréme de Mac Lane gagnerait 3 &tre
faite pour les immersions dans la sphdre. Nous lui devons 1'idée principa-

le de la preuve du résultat suivant:
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Lemme 1 : Soit Q = {uo, Hiy eony uB} un ensemble de B + 1 cycles élémen-

taires d'un graphe 2-connexe de nombre de Betti B. Si Q vérifie
les conditions (1) et (3) du théoréme 1, alors il posséde aussi
la propriété (2).

Démonstration

~

Nous raisonnons par 1l'absurde. Soit G un graphe Z2-comnexe de
nombre de Betti B8 et contenant 1'ensemble  défini ci-dessus.

a - Puisque Q vérifie la condition (3), il forme donc un en-
semble de dépendance minimale. Autrement dit, tout sous-ensemble propre de
Q est un systéme de cycles indéperdants.

b - Puisque Q vérifie la condition (1), d'aprés la démonstra-
tion de la propriété 1 (I.2.2), le voisinage dans  d'un samet x de G est
de la forme :

V() =V x) UV, (x) ... UVp(x) (p=1)

ol chaque Vi(x) est une permutation circulaire dans laquelle alternent les
arcs entrant dans x et les cyles de Q passant par X.

¢ - Supposons que G posséde un sommet unique X, ol la cordition
(2) n'est pas vérifiée., D'aprés la démonstation du théoréme 1 (partie b)
1'ensemble Q engendre un complexe cellulaire orientable K. Le squelette Ka
de K est connexe car, d'aprés 1l'algorithme de construction des sommets, Ki
s'obtient & partir de G (2-comnexe) en "éclatant" X, €n p samets od p > 1
est le nombre de composantes connexes de V (xo). Par conséquent, K est con-

nexe. Calculons sa caractéristique :

X (K =n () -m (K) +n (K

n, (G) + (p-1) - m (G) + Card (9)

-B+p+1+ 8
p+t+1>2

C'est donc absurde.

d - Supposons que G posséde plusieurs sommets ol la cordition
(2) n'est pas vérifiée. Le méme raisonnement fait dans ¢ - s'applique enco-

re pow’ mettre en &vidence un complexe cellulaire orientable K. Si ¥; é&lait
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connexe alors, comme dans ¢ -, x(K) serait > 2. Donc, Ki n'est pas connexe
et 1'on a :

K=K UK?® ... UKP (p > 1)
ol chaque Ki posséde un systéme camplet de bords ol vérifiant les trois
conditions (1), (2) et (3), d'aprés les propositions 1, 2 et 1la propriété 1.
Evidemment :

ot c @

C

7
I .u, =0

]._,lJ.te J

Ce qui contredit la minimalité de @, d'aprés a.

La proposition est démontrée . []

D'autre part, nous savons que :
(1) Si un graphe est immergeable dans la sphére alors toutes ses immersions

sont squelettiques (corollaire 1, chagitre I)

(ii) Si un graphe 2-comnexe est immergeable dans la sphére alors toutes ses
immersions sont régulidres (voir [161).
I1 en résulte alors le théoréme suivant :

Théoréme de Mac Lane ([11], [121)

Un graphe 2-connexe de ncmbre de Betti 8 est immergeable dans
la sphére si et seulement s'il contient un ensemble
Q= {uo, Uiy ese,y us} de T + B cycles &lémentaires tel que :

(1) Toute aréte du graphe figure exactement dans deux cyles de

(3) Q est un systéme dépendant minimal, c'est 3 dire :

I1.5. IMMERSION D'UN GRAPHE DANS LE ~LAN PROJECTIF

Boland, dans [4] , a présenté une caractérisation des graphes
immergeables dans le plan projectif (= surface non orientable de caracté-

ristique 1). Sa démonstration, assez longue et difficile, s'appuie sur des
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considérations purement topologiques qui ne se prétent pas aux généralisa-
tions. Nous allons voir que son résultat principal est une conséquence di-
recte du théoréme de Mac Lane généralisé. En effet :

Lemme 2 : Soit @ = {u;, w2, v, uB} un ensemble de B cycles élémentaires

d'un graphe 2-connexe de nombre de Betti B. S1 Q vérifie les con-
ditions (1) et (3') du théoréme 2, alors il posséde aussi la pro-
priété (2).

Démonstration

Le raisornement utilisé dans le lemme 1 s'applique encore ici,
avec quelques modifications. En effet :

Désignons par K le complexe cellulaire engendré par Q (condi-
tion (1). K'est non orientable car Q vérifie la cordition (3'). Supposons
que Q@ ne vérifie pas la condition (2). Il existe donc, dans G, p sommets

X1y X235 soes xp (p 2 1) dont le voisinage n'est pas connexe. Pour les rai-

sons exposées dans la démonstration du lemme 1, le squelette K; de K s'ob-
tient 3 partir de G en éclatant chaque sommet X3 (1 <1 <p)enp; somets
ol p; est le nombre de composantes connexes de V(xi).

3i K est comnexe, alors :
x (K) =n (K1) -m (K1) + Card ()
>n  (G) -m (G) +8=1
Ce qui est impossible car la caractéristique d'un complexe cellulaire non-
orientable est toujours < 1 .
On doit donc avoir :
K=X'UKU... K& (q=z2)

Chaque complexe cellulaire Kt posséde un systéme complet de
bords Qb tel que :

(E) Q=0'uvn?...uvd

ol ned -0 G £ 3)
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Comme @ forme un systéme indéperndant, il en est donc de méme
pour chagque ot (1 <1 < q). Par conséquent, pour tout i, O vérifie les

trois conditions (1), (2) et (3') du théoréme 2. D'ol :

(1) X&) <1 (1<1is<aq)

D'aprés 1'égalité (E), on a

o} . o} . . .
Card (2) = £ Card (%) = = [y (KY) +n (K%) - n, (k1)1
1 1
q . q s q .
= I x )+ fm (&)~ In (K
1 1 1
Sachant que :
q i - .
I x(K°) £q (d'aprés (I))
1
q i
Z nm (K7) =n: (@)
1
d i
z n, (K) = n, (G) + g (car G est 2-connexe)
1
On a donc :

B=Card () <q+n (@) - n, (G) -q=n (G) - nO(G) < B

On aboutit encore i une contradiction.
Le lemme est donc démontré (]
D'autre part, dans [4], Boland a prouvé que : si un graphe

2-connexe, non planaire, est immergeable dans le plan projectif alors toutes

ses immersions y sont régulidres. D'ol :
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Pour qu'un graphe non planaire, 2-connexe et de riombre de

Betti B soit immergeable dans le plan projectif, il est né-

cessaire et suffisant que ce graphe contienne un ensemble

Q= {u1, 2y voe, uB} de B cycles élémentaires tel que :

(1) Toute ar@te du graphe figure exactement dans deux cycles de

Q.

(3') @ est une base des cycles du graphe.

1 -

Dans son article [4], Boland a aussi démontré le résultat
sutvant : Si un graphe est immergeable dans le plan projec—
tif, alors il posséde au plus un bloc (c.d.d un sous gra-
phe maximal pour la propriété d'étre 2-connexe) non planai-
re. Combiné au théoréme de Mac Lane pour les jyraphes pla-
naires, ce résultat permet & Boland de donner une caracté-

risation des graphes imﬁergeables dans le plan projectif.

Les démonstrations du lemme 1 et du lemme 2 montrent que
les trois conditions (1), (2) et (3) (resp. (3') sont indé-
pendantes dés que le caractéristique de la surface est < 0,
ou, de maniére équivalente, dés que la cardiralité du
systéme complet est < B - 1. D'ailleurs, Z'exeﬁple donné
dans la remarque II.2 constitue une illustration coneréte

de cette affirmatioﬁ.

IIT - IMMERSION DES GRAPHES CUBIQUES. IMMERSIONS SIMPLICIALES

Les

graphes cubiques font 1'ébjet de nombreux travaux, tant au

point de vue combinatoire qu'au point de vue topologique, en raison du ré-

le important qu'ils jouent dans 1'étude de la conjecture des quatre couleurs.

Dans cette section, nous examinons les immersions régulidres des

graphes cubiques. Nous verrons, en général, qu'on peut exprimer. de ‘maniére

purement combinatoire les théorémes d'existence.
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frr.1 - IMMERSION REGULIERE DES GRAPHES CUBIQUES

Comme nous l'avons fait remarquer dans la section précédente,
parmi les corditions imposé€es par le théoréme de Mac Lane généralisé, la
plus difficile 3 satisfaire est celle concernant la commexité du voisinage
de chaque sommet. En ne considérant que des graphes cubiques (c.3.d des
graphes dont le degré de tout sommet est &gal 3 3), cette condition est

trivialement vérifiée comme nous allons voir. En effet :

Lemme 3 : Soit Q un ensemble de cycles élémentaires d'un graphe cubique
2-connexe. Si toute aré€te du graphe figure exactement dans deux
cycles de @ alors tout sommet du graphe admet dans @ un voisi-

nage connexe.

Démonstration

Puisque le graphe est 2-connexe, il est sans boucle, Dé&signons
par ai, a, as les trois arcs (distincts) entrant dans un sommet x. On peut

toujours supposer qu'il existe un cycle i de Q passant par a; tel que
H1 = aa a'? ves

Comme u; est Elémentaire, a; et a',; n'y figurent qu'une fois.
Pour la méme raison, a; n'apparait pas dans pi. Par hypothése, il existe

dans © un cycle (unique) p2 contenant 1'aréte A». On doit donc avoir :
H2 = az a's ... ou Uz = a'> as ...

car, si le successeur de a, (resp. a',) dans p. était a'y (resp. a,) alors
Q contiendrait un cycle non €lémentaire passant parl'aréte As. En supposant
que Y2 sSo0it de la premiére forme, le cy:le us passant par 1l'aréte A; est

obligatoirement de 1'une des deux formes :

U3 = asz a'a ... ouus = a's a3
Ce qui montre bien que
V(x) = (a1, U1, az, Mz, as, M3)

est connexe [

On en déduit alors le :
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Théoréme 4 : Pour qu'un graphe cubique, 2-connexe, de nombre de Betti B
soit réguliérement immergeable dans une surface orientable
(resp. non-orientable) de caractéristique 2-2g (resp. 2-h),
i1 est nécessaire et suffisant que ce graphe contienne un
ensemble @ de 1+B-2g (resp. 1+B-h) cycles élémeniaires tel
que :
(1) Toute ar&te du graphe figure exactement dans deux cy-

cles de @

(3) @ est un systéme dépendant minimal
(resp. (3') Q est un systéme inépendant).

P11.2. INDICE CHROMATIQUE ET IMMERSION REGUL |ERE

Dans la suite, nous ne considérons que des graphes cubiques
simples et sans boucles.

On appelle indice chromatigue q(G) d'un graphe G “e plus pe-
tit entier q qui a la propriété suivante : il est possible avec g cou-
leurs de colorier les arétes de G de sorte que deux ardétes adjacentes ne
soient pas de la mé@me couleur. Si G est cubique alors, d'aprés le théors-

me de Vizing [31, on a :
3<q(@) <4

En relation avec la conjecture des quatre couleurs, Tutte, dans
[151, a &t& amend i &tudier le probléme de la coloration des faces d'une
immersion d'un graphe cubique dans une surface orientable, et cela 3 1l'aide
de la théorie des flots. Quoique Tutte n'utilise pas le concept d'immersion
réguliére, une des cohséquences des résultats contenus dans [15] peut s'ex-
primer de la manidre suivante :

Théoréme 5 (Tutte, [15]) Tout graphe cubique 2-connexe d'indice chromatique

3 admet une immersion régulidre dans une surface orientable.

Dans le méme but, Szekeres, dans [14], a introduit le concept
de décomposition polyedrale d'un graphe cubique, assez voisine de la notion
d'immersion régulidre : un ensemble Q de cycles d'un graphe cubique est une
décomposition polyedrale lorsque Q satisfait 3 la premiére condition du théo-

réme 4. A ce propos, Szekeres a fait remarquer que le graphe de Petersen,
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d'indice chromatique 4, est réguliéremsnt immergeable dans le tore. Ce qui
montre que la corndition exprimée dans le théoréme 5 est suffisante mails non

nécessaire pour assurer 1l'existence d'une immersion réguliére.

I11.3. IMMERSION SIMPLICIALE

Soit, dans un graphe 2-comrexe, un systéme complet @ de cycles
€lémentaires (c.a.d Q vérifie les deux premiéres corditions du théoréme de

Mac Lane (généralisé). Considérons le voisinage dans £ d'un sommet x :

V(x) = (a1, U1, @25 H2y «ons ay Up)

graphe appartenant 3 V(x) et ne passant pas par x, définit un cycle élé&men-
taire unique (3 1l'orientation prés). Nous désignons ce dernier par A(x) et

présente sous la forme :

Ceci étant, considérons un graphe réguliérement immergeable

et o e e o e
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systeme complet de bords dans lequel tout sommet a un voisinage simplicial.
De maniére &quivalente, une immersion régulidre est simpliciale si et seu-
lement si les bords de deux faces distinctes ont au plus une aréte en com-
mun.

L'introduction de 1a notionvd'immersion simpliciale est moti-
vée par une conjecturs formulée par Griinbaum. En effet, dans {81, Griinbaum
propose la :

Conjecture C1 : On peut colorer les ardtes du squelette d'une triangulation

d'une surface orientable avec trois couleurs de sorte que les trois arétes
constituant le bord d'une face soient de couleur différente.

Sous cette forme, on voit que la conjecture C1 est plus forte
que la conjecture des quatre couleurs car elle 1la généralise.

Considérons maintenant le squelette du complexe cellulaire dual
d'une triangulation d'une surface orientable. C'est un graphe cubique qui
admet trivialement une immersion simpliciale dans la méme surface. Si C1 est
vrai alors 1l'indice chromatique du graphe cubique défini plus haut sera &-
gal 3 3,

D'autre part, il est apparent que la connectivité d'un graphe
cubique simplicialement immergeable dans une surface est > 3. La conjectu-
re C1 peut donc se fermuler de maniére &quivalente sous la forme suivante :

Conjecture C2 : Si un graphe cubique, S-comnexe, admet une immersion simpli-

ciale dans une surface orientable alors son indice chromatique est 3.

Szekeres a prouvé, dans [14], que 1e graphe de Petersen d'irdice
chromatique 4, est simplicialement immergeable dans le plan projectif. Ce
qui montre que 1'hypothése de 1'orientabilité de la surface est nécessaire
dans la formulation des conjectures C1 et C2.
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Deuxiéme partie

GRAPHES REGULIEREMENT IMMERGEABLES DANS LE TORE

I - POSITION DU PROBLEME

Nous avons vu, dans la preniére partie de ce chapitre, que tout
graphe 2-comnexe inf-immergeable dans la sphire ou dans le plan projectif y
admet une immersion régulidre. Ce qui raméne le probléme de 1'immersion au
probléme, théoriquement résolu par le théoréme de Mac Lane généralisé, de
1'existence d'une immersion régulidre

Naturellement, la méme question peut se poser aux graphes im-
mergeables ‘dans d'autres surfaces, en particulier aux graphes de genre > O.
Dans cette deuxi®me partie, nous cherchons une corndition suffisante simple,
c.d.d faisant intervenir seulement la connectivité, pour qu'un graphe soit
réguliérement immergeable dans le tore.

IT - GENRE ET EPAISSEUR

Cette section est consacrée 3 1'étude d'une technique permet-
tant de ramener 1'étude d'un graphe réalisable dans un canplexe cellulaire
de genre‘g 4 celle d'un graphe réalisslile dans un complexe cellulaire de

‘genre < g - 1,

1.1 - COUPE D'UN COMPLEXE CELLULAIRE ORIENTABLE

I1.1. 1- Dé&finition
- Soit, dans un complexe cellulaire orientable K, un cycle &1é&-
mentaire u = (215 @25 «vn., ap). A tout arc a; €U faisons correspondre un.
. ' ) . A . ' ' . - -~
couple d'arcs nouveaux (ail’ aig). Le couple (a 11> @ i2) sera associé 3

'
8.1.
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Dans la famille des bords de K, remplagons partout ot ils fi-

gurent a; et a'i (1 £ 1< p) par a;q et a'i2 respectivement. Au cycle u

on fera correspordre deux nouveaux cycles :

Uy = a1 @21 Q31 sveess ap, (avec pu*; = a’ ... a'21 a'i1)

Pl

812 822 eeeensonn a, (avec u'z = a'p2 .. a'22 a'12)

U2

On peut vérifier (voir [1] par exemple) que cette nouvelle fa-
mille constitue les bords d'un complexe cellulaire orientable, mais non né-

cessairement connexe, que nous désignons par Ku. Dans la suite Ku sera ap-

pelé coupe de K suivant u

Soit le complexe cellulaire orientable dont les bords sont ;
2356 ; UBT75' ; 16'7'92'1'4131gr g

Considérons la coupe u = (1,2,3,4). Remplacons 1,1',2,2',3,3",4,4",

respectivement par ai, a‘',, b1, b'2, c1, ¢'2, di1, d'2. Les bords de KM sté-

crivent alors :
by ¢1 56 3 d;875' ;3 a16' 7T'9 b'2 a', d', ¢'2 9 8' 3 d'ic'y b'ia'y 3 asbaced:

Les deux derniers bords proviennent de yu.

IT.1. 2- Relation entre les squelettes de K et Ku' Morphisme d'identification

Corme K est supposé orientable, il existe donc une orientation
qui induit une rotation unique en chaque sommet du squelette. Dans le cycle

U= (81, G2y oees ap), désignons par X5 le sommet dans lequel entrent a;

et a'i+1. Considérons la rotation en X4

p(Xi) = ads; 01 Oz ...

1
i Op-1 2441 % =++ &
Le cycle u &tant &lé&mentaire, les arcs a sont donc différents
des arcs de u. En coupant K suivant u et en appliquant 1l'algorithme de recher-

che des sommets de Ku’ on obtient deux rotations :
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Tout se passe camne si on avait fait une partition des arcs en-
trant dans x., aprés avoir dédoublé a; et a'i+1. Le résultat de 1'opération

consiste donc en un &clatement du sonmet X5 en deux sommets Xi1 et Xi2.

Dans [18], Tutte utilise cette technique pour &tudier la comnectivité des
graphes.

Pour les sommets ne situsnt pas sur u, leur rotation dans K et
dans K.}J sont identiques.

En supposant que Kp soit connexe, on peut donc affirmer qu'il

existe un morphisme du squelette de K,u sur le squelette de K. Ce morphisme

identifie les deux bords u'; = a' a'a; a'yy et y2 = a12 az2 ... a

pl 2fo e p2 .
Géométriquement, lorsque u n'est pas homologue 3 zéro, une coupe suivant

u sépare une anse de K comme le montre la figure :
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Les propriétés suivantes sont faciles 3 vérifier :

(1) Kﬁ est cormnexe si et seulement si u n'est pas homologue 3 zéro dans

Ket 1l'on a :

X(K)=X(Ku)-2

(2) Si p est homologue i zéro alors Kﬁ est union de deux complexes cellu-

laires cornexes :

avec
x (K) = x <Klp) + X (sz) -2

Lorsque la caractéristique de Klu ou de K2U est &gal 3 2 on
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I't.2 - DECOMPOSITION EN GRAPHES PLANAIR:S

La notion d'épaisseur d'un graphe, défini comme &tant le nombre
minimum de graphes partiels planaires dont 1'union est &gale au graphe, a
été introduite pour Tutte dans [17]. Dans ce paragraphe, nous démontrons
1'existence d'une décomposition d'un graphe de genre g > O en graphes par-
tiels de genre < g ~ 1. Il s'ensuivra une relation entre 6 (G), 1'épaisseur
de G, et vy (G), le genre de G.

Lemme 1 : Toute triangulation d'une surface orientable de genre g > O
contient deux cycles élémentaires u et v tels que :
(1) u et v ne sont pas homologues a zéro.
(2) petwv sont homotopes

(3) 1 et v ont au plus un scmmet un commun.

Démonstration

a = Soit T un complexe cellulaire triangulant une surface orien-
table de genre g > O. Camme la dimensZon de l'espace H; (T) (voir chap. I)
est égal 3 2g > O, T contient donc un'cycle non homologue a zéro. D'autre
part, une same de cycles homologues & zéro est, elle aussi, homologue & z&-

b - Désignons par Xi, X2s e.., xp les sommets de p. Considérons
le voisinage V(xi) dans T (V(Xi) est simplicial car T est une triangulation)

X: .
-1 Xj41 V(Xi)=(ai, His Q1peesly, a'i+1,... ul)
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Posons :
+
14 (xi) = (ai, His 035 «ees Uy a'i+1)

et nous appelons Al (xi) demi voisinage de x.. Il existe alors un demi~

io
voisinage unique V' (x;,1) tel que :

V+ (x.

1+1> = (ai: U'k, 0")

A 1'orientation des cycles prés, on a :

+ + _
vEg) a7 (Rg,0) Ty

car, d'aprés la définition d'un complexe cellulaire orientable, chague arc

se trouve exactement sur deux cycles.

*‘En poursuivant le raisonnement, on obtient un ensemble de cycles
distincts deux a4 deux de la forme :

Xp X1

————— ——1——'

Al

I\

I \

| \

|\

I \

| \

| \

| \

| \

|

¢+
I

|

|

|
.
*—’

Y4 ) Yq b

Dans la suite nous désignerons par Al (1) cet ensemble de cy-

-cles. Nous noterons par v le cycle dont les sommets sont yi, V2 e yq.
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¢ - Démontrons que, pour tout i, X5 ¢ v. Comme la numérotation

est cyclique, il suffit donc de vérifier que xa ¢ v. Raisonnons par 1'absur-

de en supposant que X1 = yj

X4 X2 Xp X4
- -~— 9
! § -0 ®

Y1 Y1

Désignons par pa, M2, u3 les cycles &lémenentaires dont les en-

sembles de sommets sont respectivement ‘31, X2, ..., Xi}, {x1, Xes oevs xp},

{Xi, X410 v X Xi}' Par constructicn, us est homotope i zéro. Il en ré-

sulte que p est homologue & uy + up. Comme u n'est pas homologue 3 zéro,

1'un au moins des deux cycles u; et u, ezt non homologue 3 zéro. Ce qui est

absurde car, par hypothése, u est de longueur minimale.

d - Supposons que v soit un zycle &lémentaire. D'aprds ce qui
précéde : u et v n'ont aucun sommet en commun. Posons :

Q=v" (@ uutu v

On vérifie facilement que @ e¢st un ensemble de cycles &lémentai-
res satisfaisant au théoréme de Mac Lane dans le cas planaire. Autrement dit,

1 et v sont homotopes dans T. GEométriquement, on a la figure suivante :



IIT - 31

e - Supposons que v ne soit pas &lémentaire. I1 s'exprime donc
comme une same de cycles €lémentaires, Comme v n'est pas homologue 3 zéro
(car v et p sont homologues), il existe donc un cycle élémentaire non homo-

logue a zéro dont 1'ensemble des somets est de la forme {yj, yj+1,...,yk}.

X X|

> —— el -

Yj1 Y] N Y Vesr2

Le raisonnement fait dans d. montre que les cycles p;, et vi,

dont les ensembles de sommets sont respectivement {Xi, X190 X9 yj}
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et {yj, Yi4q2 cvva yk}, possé&dent les propriétés annoncées.

Géométriquement, on a la figure :

On en déduit alors le résultat suivant :

Théoréme 1 : Tout graphe G de genre y (G) contient un sous graphe partiel
planaire H tel que :

y (G-H) = v (G)-1

Démonstration

Tout graphe de genre y peut €tre considéré comme un sous graphe
partiel du squelette d'un complexe cellulaire triangulant une surface de
genre y. Il suffit donc de démontrer le théoréme pour le squelette d'une
triangulation T.

D'apreés le leme 1, T; contient deux cycles &lémentaires p et v
ayant au plus un sommet en commun. Nous avons aussi démontré Que
o =v' (1) v {u'} v {v} constitue un systéme complet de bords d'un graphe
planaire.
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Désignons par H le graphe constitué par 1'ensemble des arétes
ayant un sommet dans u et l'autre sommet dans v. C'est un artre. D'autre

part, notons par Tuv la complexe cellulaire obtenu 3 partir ée T en cou-

pant suivant p puis suivant v. Comme p et v sont homotopes, on a done

Y (D) =y (D -1

On vérifie facilement que :

- 8ipunv=0alors le graphe G-H est immergeable dans Tuv

-sipnwv {xo} alors le graphe G - H' ol :
[ -
H' =Hvu T (XO)

(T (XO) désigne 1'ensemble des arétes adjacentes i xo) est irmergeable dans
Tuv' Comme H et H' sont des graphes planaires par construction, le théordéme

est donc démontré.[]

Corollaire 1 : Pour tout graphe G, on a :

8(G) < Y(G) + 1

sachant que 1'épaisseur d'un graphe planaire est 1.[]
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Corollaire 2 : Tout graphe de genre 1 est d'é€paisseur 2.

le genre est 1, alors 1'égalité doit avoir lieu, d'aprés le corollaire 1.0

Remarque
Malgré le corollaire 2, nouc pensons que l'inégalité
8(G) < Y(G) + 1 n'est pas tris bonne. L'étude du genre et de
1'épaisseur des graphes complets renforce 1'idée suivante :
pour Y suffisamment grand, €(G) < C vy (GY ou C est une cons—

constante.
IIT - SINGULARITE D'UNE IMMERSION SQUELETTIQUE

Dans cette section, nous &tuilions les immersions non réguliéres

en introduisant le concept de singularité.

bEl.1 - SUBDIVISION BARYCENTRIQUE

Soit K = (L, 9, ¢) un complexe cellulaire (supposé orientable
pour simplifier). Une fois l'orientatior. de K fixée, on peut confondre de
manidre unique une face avec une facette. Bien entendu, le bord d'une face
est celui de la facette correspondante.

Considérons alors une face I de bord :

3 (F) =a; az ... a,

A F associons un nouveau sommet, appelé centre de F et noté C?(F).

De méme, subdivisons toute aréte Ay = {ai, a'i} par un nouveau sommet C! {Ai)
souvent nommé milieu de A;.

On appelle subdivision bary:entrique de la face F, le remplace-

ment de F par les faces dont la construcztion est illustrée par la figure :
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clA) (A,

En appliquant 1'op&ration précédente A toutes les faces de K,
on obtient un nouveau complexe cellulaire (&quivalent 3 K, par définition)
appelé subdivision barycentrique de K et nous notons Sb (K). Dans [16],
Tutte utilise une opération semblable, pour les graphes planaires.

v
I1'1.2 = SINGULARITE

I11.2.1- Définitions et notations

Soit (G, K, 8) une immersion squelettique de G dans S orienta-
ble. Lorsque 1'immersion n'est pas régulidre, il existe une face dont le
bord n'est pas un cycle &€lémentaire de G. Deux &ventualités peuvent donc

se produire :

:)

- le cycle traverse deux fois (et deux exactement) une aréte Ay = (ai, a'l

~- le cycle passe plusieurs fois par un méme sommet X3
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nous entendons soit une aréte double, soit un sommet singulier. Enfin, une

face est dite singuliére lorsque son bcid contient une singulérité.

I11.2.2 - Classification des singularités

Soit F une face singuliére et considérons sa subdivision bary-

centrique.

c'(A)
.

y

e
cYA)

Supposons que s soit un scammet singulier de F. Par définition,
1'ordre de s dans F, noté W (s), est le nombre d'arcs partant de s pour

-~

aboutir & C* (F). Dans la suite, nous associons 3 s la permutation circu-

laire p; P2 «.. P, des arcs précédents.

Lorsque A est une aréte dcouble, son centre C!(A) est un sommet
singulier d'ordre 2 dans F.

Dans une immersion, 1l'ordre d'une singularité s est défini par :

(s) = max (w,(s))
w = U)‘ljS
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Considérons les deux permutations circulaires p, Pz «.. D et

1 Q2 «.. @ associées respectivement aux deux singularités s et t. Nous

dirons que s et t sont équivalentes lorsqu'il existe un couple (pl, p ) et

un couple (qk, ql) tels que les deux cycles (pys P’ ) et (ay, q'7) 501ent

homologues.

Ceci &tant, nous savons que tout point d'articulation constitue
une singularité dans toute immersion squelettique. Evidemment, 1'inverse
n'est pas vraie. Le résultat suivant s'avérera utile dans la suite :

o

Proposition 1 : Une condition suffisante pour qu'une singularité s soit un

point d'articulation est qu'il existe deux arcs p; et pj

-~

tels que le cycle (pi, p'j) soit homologue & zéro.

Démonstration

Soit (G, K, S) une immersion squelettique non régulidre. Suppo-
sons que s soit une singularité dont la permutation circulaire contient
deux arcs p; et pj tels que le cycle p = (pi, p'j) soit homologue 3 zéro.
Coupons K suivant u, nous obtenons (d'aprés II. 1.2) :

K, = Kl11 u Kzu

L'immersion &tant squelettique, G se décompose donc en deux
composantes correspondantes aux squelettes de Klu et Kzu. Par construction,

elles ont juste s en commun. Ce qui achdve la démonstration.[]

Remargue

La condition précédente n'est pas nécessaire, comme nous allons

voir dans plusieurs exemples donnés plus loin.

IV - ETUDE DES IMMERSIONS DANS LE TORE

Cette section a pour but de montrer que tout graphe de genre 1
suffisamment connexe admet une immersion régulidre dans le tore (dans la

suite, nous parlerons d'immersion torique).
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V.1 - SINGULARITE D'UNE IMMERSION TORIQUE

Lemme 2 : Si un graphe G a une immersion torique avec une singularité s
d'ordre > 4 alors s est un point d'articulation de G.

Démonstration

Par hypothése, il existe une face singuliére contenant s dont

1'ordre est > 4,

S'il existe i et j tels que le cycle (p s P! ) solt homologue
g zéro alors s est un point d'articulation de G, d'apres la proposition 1.
On peut donc supposer que,pour tout i1 # J,(pl, p'! ) soit non homclogue 3
zéro. En coupant suivant le cycle y = P1, p's) on obtient un complexe cel-
lulaire connexe de genre O (d'aprés I7.1.2) : autrement dit on a une sphé-
re. Par conséquent le squelette de K est un graphe planaire. Nous le

désignons par G .

D'aprés la construction (roir IT.1. 2), G s'obtient & partir de
G en dédoublant le cycle u = (p1, p's). Dans cette operatlon, c? et s sont
éclatés respectivement en c?2 15 ¢%2, s1, s2.

Etudions les rotations de ces sommmets, en remarquant que p don-

ne naissance a deux cycles faciaux (c.3.d bordant deux faces) pour le gra-

phe Gu' Soient u'i = (ps1, p'11) et uz2 = (D12, P'32). On a :
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I

p (C*1) = p11 pz P'aa

p (sz) P12 P32 e+ Dy owe

p'11 P31

p (s1)

p (52) =p's2 P12 ....

c Ci
c
Pa1 P12 P32 Py Py P34
. -
S S1
Cas 1 Cas 2

Considérons la rotation en C?;. Deux cas peuvent se produire :
1% cas : pz2 est un arc sortant de s, (voir figure : Cas 1)
2™ cas p2 est un arc sortant de s, (voir figure : Cas 2)
(On fera aussi le méme raisonnement pour 1l'arc p., entrant dans C22).

Le premier cas ne peut pas se produire, sinon 1'un des deux cy-
cles (pi1, p'2) et (p2, P'31) serait homologue 3 zéro (d'aprés le théordme

de Jordan). Par conséquent, les arcs p, et p, sortent respectivement de s»

et s;.

En considérant le cycle (p11, P'2, P32, P's) on obtient alors :

G =G' uG?
o e Ty
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Gl n G2 = S S }
{ 1, 2

Comme G s'obtient 3 partir de G}J par un morphisme identifiant

51 et s2, le lame est démontré 0.

Remargues

1 - Géométriquement, on a lc figure :

S

s s

2 - L'exemple précédent montre que la condition exprimée dans

la proposition 1 n'est pas nécessaire,

Lemme 3 : Si un graphe 2-connexe admet une immersion tofique ayant une sin-
gulariteé d'ordre 3 alors ce graphe est planaire. '

Démonstration

Soit s un sommet singulier d'ordre 3. Considérons la permutation
circulaire des arcs entrant dans s : P1 P2 ps. Comme le graphe est 2-connexe,
pour tout i # j, le cycle (pi, p'J-) n'est pas homologue 3 zéro, d'aprés la
proposition 1. En coupant le camplexe cellulaire suivant le cycle u =(p1, p'2)
on obtient Ku de genre O. En utilisant les arguments du lemme 2, on arrive

au résultat annoncé.[]
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Géométriquement, on a la figure suivante :

S

G

Lemme 4 : SQient s et t deux singularités distinctes d'une immersion torique
d'un graphe G. Si s et t appartiennent 4 deux faces distinctes a-
lors G posséde un ensemble d'articulations de cardinalité < 2.

Démonstration

Comme dans les. lammes précédents, on consid@rera une subdivision
barycentrique des faces F1 et F, auxquelles appartiemnent s et t. Soient les
deux cycles u = (p1, p'2) et v = (@1, Q'2), respectivement associés 3 s et t.
Par hypothése u n v = @.

Sip o' v est homologue 3 zéro alors G possé&de un point d'arti-
culation, d'aprés la proposition 1.

Supposons donc p et v soient tous deux non homologues 3 zéro.
Dans ce cas, il est connu que u et v sont homotopes (voir par exemple [61).
I1 suffit alors de répéter le raisonnement fait dans la démonstration du
théoréme 1 (II.2) pour prouver que 1l'ensemble {s,t} déconnecte G.[J

Lemme 5 : Soit s une singularité d'ordre 2 d'une immersion torique d'un
graphe G. Si s appartient 3 deux faces singuliéres distinctes
alors 1'une au moins des deux conditions suivantes est vérifiée :
(1) s est un point d'articulation de G.

(2) G est planaire.
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Démonstration

a - Soient F; et F2 deux faces singulidres auxquelles appar-
tient s. Leur subdivision barycentrique associe les cycles u = (p1, p'2)

et v = (ql, q'2) & s,

b ~ Si y ou v est homologue 3 zéro alors s est un point d'ar-

ticulation de @, d'aprés 1la propositior 1.

¢ - Dans la suite, supposors donc et v ne sont pas homologues
d zéro. Alors si u et v sont homologues, ils seront homotopes (voir [6]).
On appliquera le raisonnement du thécrisme 1 pour montrer que s est un point
d'articulation de G.

d ~ Il reste donc 3 envisager le cas oi u et v ne sont pas ho-
mologues. Par hypoth8se 1'immersion de 3 dans le tore est squelettique, par

conséquent il existe des cycles de G non homologues a zéro. Démontrons que

tous ces cycles doivent passer par s.

En effet, u et v forment ure base pour l'espace H; du tore (car
dim (H;) = 2). D'autre part, il est cormu que tout cycle disjoint de u et
de v est homologue & zéro (voir [61). Comme le seul sommet de G appartenant
duetvests, tout cycle de G non homologue 3 zéro passe donc par s.

Considérons alors le graphe G-s. I1 admet une immersion torique

telle qu'aucun de ses cycles n'est homclogue a zéro. I1 en résulte alors deux

conséquences :

(1) G-s est planaire (d'aprés le théordme 8,VII.4. Chapitre I)

(ii) En coupant suivant U, on obtient un complexe cellulaire
dont le squelette est un graphe planaire (II.1.2) de la for-
me :




11T - 43

Par conséguent, tous les sommets adjacents i s se :rouvent sur

un cycle facial de G-s. D'oll la planarité de G. [J
Lemme 6 : Soit F une face singuliére d'une immersion torique d'un graphe G,
Si F contient trois singularités distinctes non équivalentes alors

G est planaire.

Démonstration

On raisonnera comme dans la preuve du lemme 5.0
Des lemmes 2,3,4,5 et 6 on déduit le résultat suivant :

Théoréme 2 : Toute immersion torique d'un graphe 3-connexe de genre 1 admet
au plus une face singuliére contenant au plus deux singularités
non équivalentes.

IV.2 - CLASSIF ICATION DES IMMERSIONS TORIQUES

Soit G un graphe 3-connexe de gerre 1. D'aprés le théoréme précé-
dent G se trouve dans une des classes suivantes :

- Classe_S8S0 : camposée de graphes dont toutes les immersions toriques sont
réguliéres.

- Classe S1 : celle des graphes admettant une immersion torique avec exacte-
ment une singularité. Celle-ci peut &tre, soit une aréte dou-

ble, soit un sommet singulier d‘ordre 2.

- Classe S2 : C'est 1'ensemble des graphes admettant une immersion torique
avec exactement deux singularités non équivalentes se trou-
vant sur une méme face. Les deux singularit8s peuvent étre,
soit deux arétes doubles, soit une arédte double et un sommet

singulier, soit deux sammets singuliers.

I1 est facile de vérifier que S1 et S2 ne sont pas disjoints
(exemple : Ks). D'autre part, SO est disjoint de S1 et de S2. Par conséquent,
1'étude des graphes 3-~connexes de genre 1 réguliérement immergeables dans le
tore se raméne 3 1'étude de S1 et de S2. A ce propos, nous avons les résul-

tats suivants :
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Théoréme 3 : Un graphe G est de la classe S1 (ol la singularité est une aré-
te double) si et seulement s'il existe un graphe H planaire 2-

connexe tel que :
G=Huv {4}

ot A est une arte joignant deux sommets appartenant 3 deux cy-
cles faciaux disjoints d'une immersion planaire de H.

Démonstration

a - Corndition nécessaire.

Considérons une immersion torique de G. On a, d'aprés la formule
d'Euler :
n, G) -m (G)+n, =2-22=0
Par conséquent, le nombre de faces de 1'immersion s'écrit :
n, =g (G) -1
Par hypothése, il existe ure seule face singulidre F telle que :
3(F) = a1 az ... a; 8 85,4 - ay a'
Notons A = {a,a'}l et considérons le graphe
H=0G - {A}
Soit @ 1'ensemble formé de 1 = a; @, ... a
de bords différents de 3 (F). On a :
Card (@) = (n2 - 1) + 2 = B(G) = 1 + B(H)

D'autre part, tous les cycles de Q sont &lémentaires (car F est
1'unique face singulidre). Par conséquent, d'aprés le théoréme de Mac Lane,
 constitue un systéme complet de bords 3'une immersion planaire réguliére
de H. Autrement dit H est un graphe planaire 2-connexe. Par construction,

U et v sont deux cycles faciaux disjoints (car F ne posséde qu'une seule sin-
gulariteé), contenant chacun une extrémité de A. D'oll la condition nécessaire.

b - Cordition suffisante

Supposons la condition précédlente remplie. Comme H est 2-connexe,
toutes les faces d'immersion planaire de H sont régulidres. Désignons par
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U = a; az ces a; et v = ai+1 e ap les deux cycles faciaux auxquels appar-
tiennent les extrémités de A = {a, a'}. Remplagons u et v par a; az ... a
1
885, «.. a2l
On vérifie immédiatement que G a une immersion torique dont les

faces réguliéres sont celles de H (# u et v) et dont 1l'unique face singuliére
a précisément pour bord le cycle remplacant u et v.

1

Ce qui achéve la démonstration.[]

Remargue

Géometriquement, une itmmersion torique de G est de la forme :

Corollaire Un graphe G est de la classe S1 (ou la singularité est un sommet)
si et seulement s'il existe un graphe planaire 2-comnexe H tel
que G s'obtient 3 partir de H en identifiant deux sommets apparte-

nant a deux cycles faciaux disjoints d'une immersion planaire de H.

Exemple Soit H le graphe : X
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En identifiant x et y on cbtient Ks.

Ceci étant, 1'étude des graphes de S2 est grandement facilitée
par le théoréme de caractérisation suivante : ‘

Théoréme 4 Un graphe G est de la classe S2 (oi il existe deux arétes dou-
bles non équivalentes) si et seulement s'il est de la forme :

G =Hvu {A} v {B}
avec :
- H est un graphe planaire 2-connexe
- A et B sont deux arétes non adjacentes dont les extrémités

appartiennent 3 un méme cycle facial d'une immersion planai-
re de H.

Démonstration

a - Condition nécessaire

Soit G un graphe admettant une immersion torique avec une seule
face singuliére F oll les deux singularit8s sont deux arétes doubles non équi-
valentes. Désignons par A = {a, a'} et B = {b, b'} ces deux arétes. On a :

8(F) =11 a uzvb us a' us b

Nécessairement, A et B sort disjoints car il n'existe pas de sin-
gularité d'ordre 3. De plus les N (1 <1< U4) sont des cycles &lémentaires

deux a deux disjoints car F ne contiert que deux singularités non équivalen-
tes,

Désignons par Q 1'ensemble des bords (# 3(F)), auquel on adjoint
M = u1 p2 s pe {(qui est encore un cycle Elémentaire). Le mé@me calcul que
celui fait dans la démonstration du théorsme 3 montre que la cardinalité de
Q est B (G) - 1. D'aprds le théordme de Mac Lane, Q constitue un systéme com-
plet de bords d'un graphe H planaire, 2- connexe. Par construction :

G = Hvu {A} v {B}

ou les extrémités de A et de B appartienmnent qu cycle facial .
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b - Condition suffisante

On applique la mé@me technique de construction d'une immersion to-
rique de G que celle exposée dans le théoréme 3.[J

Exemple

Soit H le graphe :

A
u
. B
\Y% .
H G= K3,3

Ks,3 admet une immersion torique de la forme :
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Les corollaires du théoréme U

Comme précédemment, soit G un graphe de la classe S2. Pour avoir
une irmersion torique avec une aréte doudle et un sommet singulier d'ordre 2,
on identifiera les sommets x et y de H rce qul revient 3 contracter suivant
1'aréte A graphe 5 = Hu {A} v {B} défini dans le théoréme ). De méme, une
immersion avec deux sammets singuliers s'obtient en contractant suivant les

arétes A et B (ou, ce qui revient au méns, en identifiant x 3 y et u 3 v).

IV.3 - GRAPHES REGULIEREMENT IMMERGEABLES DANS LE TORE

Ce paragraphe a pour objet 1'étude des conditions pour gu'un
graphe 3-cornnexe de genre 1 admette une immersion torique réguliére. D'aprés
ce qui précéde, il suffit de s'intéresser aux deux classes S1 et S2.

IV.3. 1- Une condition suffisante

Proposition 2 Une condition suffisante pour qu'un graphe G soit réguliérement

immergeable dans le tore eost qu'il existe deux graphes planaires
2-connexes, H; et H, tels que :

G=H1UH2

avec
Hi n H2 = {u} v (v}

ot u et v sont deux cycles faciaux disjoints des immersions pla-
naires de H; et de H,.

Démonstration

On a : B (G) =B (Hy) + B (Hy) - 1

Hy et H» étant plamaires, 2-connexes, leurs immersions planaires
sont donc réguliéres. Pour H;, désignons par 9, 1'ensemble des bords diffé-
rents de u et de v. D'autre part, en raison de 1'orientabilité de la sphdre,
11 existe une orientation pour laguelle u' et v' sont des cycles faciaux

d'une immersion planaire de H.. Notons par 22 1l'ensemble des bords différents
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de u' et de v'. Posons :

On a :
Card (Q)

Card (R;) + Card (Q2) - U

1+B(H)+1+ 8 (Hy) - 4
B (@) -1

D'aprés le théoréme de Mac Lane généralisé, Q constitue un
systéme complet de bords d'une immersion régulidre de G dans le tore. Ce
qui termine la démonstration [J

Remargues

1 - Géomeétriquement, les deux cycles u et vV partagent le tore en

deux sphéres :

2 = A titre d'exemple, considérons le graphe suivant, de classe
52 :
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Il est réguliérement imrergeable dans le tore ear on la dé-

composition :

Hy ~ H,

3 = En général, la condition précédente n'est pas nécessaire,
En effet, considérons 12s deux graphes de Kuratowski Ks et
K3,3 . Ils sont tous deux réguliérement immergeables dans
le tore (voir II.3 Premiére Partie et aussi [91). D'autre
part, ils n'admettent pas de cycles disjoints (car Ks n'a
que & sommets et K3, 3, étant biparti, n'admet que des cy-
cles paires de longuewr > 4). A fortiori, aucune immersion
torique de Ks et Kis,3 ne contient deux cycles u et v ré-

pondant & la condition suffisante domnée plus haut.

IV.3. 2 - Connectivité et immersion réguliére

En nous restreignant 3 la classe des graphes 3-connexes, nous
avons pu caractériser les graphes admettant une immersion non réguliére dans
le tore. Il reste donc 3 &tudier les graphes possédant un ensemble &'articu-

lation de cardinalité 2. Malheureusement;, comme nous allons le voir, la si-
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tuation est loin d'&tre simple. En effet, on aurait pu, en s'inspirant de

1'étude des graphes planaires 2-connexes (voir [19]1 et [201), tenter de dé-

camposer un graphe non planaire en composantes 3-connexes pour pouvoir ap-

pliquer les résultats obtenus précédemment. Or une telle décomposition peut

aboutir a plusieurs solutions. En effet, soit G un graphe de genre 1 admet-

tant un enseamble d'articulation de cardinalité 2. Posons :

avec

G =Gy u G2

Gi n Gz = {x1, x2}

I1 peut arriver que :
- G1 et G, soient tous deux planaires.
- G1 non planaire et G2 planaire.
- G1 et G2 soient tous deux de genre 1 (ce qui est
assez étormant !)

-~

Par suite, n'ayant pas 3 notre disposition un théoréme compara-

ble au théoréme d'unicité de 1'immersion des graphes planaires (voir [201),

1'étude des immersions de G (en particulier celles.qui sont réguliéres) a

partir de celles de (1 et de G2 risque d'aboutir 3 1'examen d'un nombre de

cas prohibitif.

Dans la suite, nous allons donner deux exemples, l'un corres-

pord au cas ol G, et G, sont tous les deux planaires, 1'autre correspond au

cas ol G; et

G2 sont non planaires tous les deux.

Exemple 1
Soit G le graphe :
c’ c
3 3
1/
a a
b’ 2 2 b
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Nous voyons que G s'obtien: en connectant deux graphes planaires.
D'autre part, considérons G; auquel on ajoute la chaine a a' 1' p' 3' 3!
c'est un graphe &quivalent 3 Ks, 3 que rous notons &1 . '

al a exactement deux immer:ions toriques (voir [91) : 1'une ré-
guliére, 1'autre non. Démontrons que, pour toute immersion torique de G, &1
doit avoir une immersion non régulisre, Sinon, la chaine a a' 1' b' 3' 3 ge-
rait une aréte régulidre et, par consécuent, on ne pourrait pas joindre
c' 3 2':
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Par contre, nous pouvons montrer qQue G admet une immersion régu-

liere dans_une_surface_orientable de genre 2 (le double tore). Il suffit pour
cela de considérer le systéme complet de bords formé de 3 cycles Elé&mentaires

suivants :
(3b 1a 2c)

(e1b2aa'2'm'1'c'3'3)
(1c2b33'b'2'c'1'a'a)

— L'étude des immersions de Ky (régulirement immergeable dans la
sphére mais n'admet aucune immersion régulidre dans une surface de genre > 0)
et 1'exemple précédent montrent que le probléme de 1'existence des immersions

réguliéres ne dépend pas du genre du graphe.

Exemple 2
Soit G le graphe :

X1

X2

I1 s'agit de deux graphes équivalents & Ks accolés aux sammets

X1 et x2. G admet une immersion réguliére dans le tore :
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5’ 2 X1 4 5/
r T 1
T 1
e 12
3 3’
L ] B ,
5/ 2/ X4 L’ 5

Démontrons que cette immersion est » en fait, unique. En effet, on sait
(91 que Ks posséde 5 immersions toriques. D'autre part, G, &tant non pla-
naire, dans toute immersion torique de G, G; doit avoir une immersion tel-
le que les deux chaines 2x; 4 et 1x, % soient sur une méme face singuliére.
Par conséquent, 1'unique immersion de thh qui convient est celle correspon-
dante aux 4 faces de longueur 3 et une face de longueur 12. G; et G, jouent
le méme rdle, d'ol 1'unicité.
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Chapitre IV

GENRE MAXIMUM D'UN GRAPHE
GRAPHES SUP-IMMERGEABLES



I - PRESENTATION DU PROBLEME

Etant donné un graphe‘connexe G, on appelle genre maximum
orientable de G, YM(G), le maximum du genre des surfaces orientables

dans lesquelles G admet une immersion squelettique (chapitre I). De 1la
méme manid&re, on peut définir y M(G), le genre maximum non-orientable,

lorsque les surfaces considérées sont non—orientables.
I1 semblerait que 1'étudz de YM(G) a été abordée pour la

premiére fols par Nordhauss et al. dans [11]. Dans le méme esprit,
Ringel, dans [171, a soulevé le prob_éme de la recherche des graphes
admettant une immersion squelettique dont le nombre de faces est < 2.

Ce chapitre a pour but la détermination de YM(G) (resp.
YM(G)) pour tout graphe G. Pour cela, nous définirons un nouvel inva-

riant combinatoire que nous nommeron: déficience de Betti.Nous tire-

rons ensuite de ce résultat de nombreuses conséquences. Entre autres,
nous répondrons au probléme posé plus haut et aux différentes conjec-
tures formulées dans [14] et [16].

IT - INTERVALLES D'IMMERSION D'UN GRAPHE. GRAPHES SUP-IMMERGEABLES,

Soient G un graphe (supposé connexe dans toute la suite)
et S une surface (orientable ou non) de caractéristique x(S). Si G
admet une immersion squelettique dars S alors on a, d'aprés la formu-
le d'Euler :
no(G) = n(G) + ny = x(S)
Comme le nombre de faces n, est > 1 on a done :
B(G) + x(S) = nyr@) - nO(G) + 1+ %(S) =np, +1 22
Par conséquent, lorsque S est orientable :
X(8) =2~ 2y(3) 2 2 - B(@)
Autrement dit :

y,(@) < B3

c



ol [r] désigne le plus grand entier inférieur ou &gal au réel r.

De la méme maniére, on a :
Yy(@) s B(@G)

Un graphe G sera dit sup-immergeable (orientable) lorsque :

@) = B8

Ce concept est dl & Nordhauss et al. [11, 1971]. Dans le mé-
me ordre d'idée, nous étudierons les graphes pour lesquels ?M(G) = B(G).

Cela étant, 1'introduction du paramétre Yy Dermet, griace a

—— e S ey s ot ey e

de N possédant la propriété suivante : G admet une immersion squelettique
dans une surface orientable de genre y si et seulement si y ¢ I(G).

En effec, dans [3], en utilisant la technique d'immersion
dans les surfaces orientables diie 3 Heffter et Edmonds (voir chapitre I,
théoréme 11), Duke a demontré que si un graphe G admet des imnersions
squelettiques dans les surféces orientables de genre m et n alors, pour
tout entier g tel quem < g < n, il existe une immersion squelettique de
G dans une surface orientable de genre g. Compte tenue de la caractérisa-
tion du genre de G, y(G) (chapitre I, théoréme 8) et de la définition du
genre maximum de G, YM(G), ona :

I(G) = [v(@), Yy (@)1

I(G) sera appelé intervalle d'immersion orientable de G

De méme, grice au lemme 5, corollaire 3, et le théordme 9 du
premier chapitre, nous démontrerons, 3 la section VI de ce chapitre, que
le résultat de Duke est encore valable pour les immersions non-orientables
d'un graphe de nombre de Betti 2 1. Ce qui nous permettra de définir :

J@) = V(@) ¥y(G)]

appelé intervalle d!immersion non-orientable de G. Comme précédemment, la
- propriété caractéristique de J(G) est la suivante : il existe une immer-
sion squelettique de G dans une surface non-orientable de gerre Y si et

seulament si v e J(G).



IIT - CIRCUIT BI-EULERIEN ORIENTABLE

Soit I un ensemble fini muni d'une involution sans point fi-
xe 7. On appelle circuit bi-eulerien orientable tout triplet ¢ = (I, T, )
ou ¢ est une permutation circulaire de &. En rapprochant cette définition

de celle d'un complexe cellulaire orierftable (voir théoréme 2, chapitre I)
on voit qu'un circuit bi-eulerien oriertable (en abrégé C.B.E.O) n'est
rien d'autre qu'un complexe cellulaire orientable (connexe) dont le nom-

bre de face est égal 3 1.

Pour cette raison, les 8léments de I seront appelés arcs et
nous utiliserons les mirnuscules a, B, y ... pour les désigner. De méme,
1'image de o par m sera notée a'. Comme dans le cas d'un complexe cellu-
laire orientable, nous associons 3 tout C.B.E.O C son squelette, noté GC'

- L'ensemble des sommets de GC est isomorphe 3 1'ensemble des orbites de 1la
permutation p = P 7. L'ensemble des ar@#ses de GC est isomorphe 3 1'ensem-
ble des orbites de m (une aréte sera donc notée A = {ay, a'}). Remarquons

aussi que GC est un R-graphe (chapitre IT) : pour tout sommet ¥ de GC’ la

rotation en x, Py est précisément 1'orbite de p correspondant 3 x. Enfin,
nous désignerons par S, la surface orisntable sous-jacente i C.

{oa, o'y B, B", v, ¥', 6, 6'}
(oa') (BB') (yy') (88")
(aBa'yy's'i3's)

=Qm = (ay8') (a'B8B8') (y')

n

z
)
¢
Y

Dans la suite, nous représsnterons souvent ¢ = (%, T, Q) par
un polygone convexe de 2p cBtés et nous le parcourons dans le sens des ai-
guilles d'une montre. La rotation en chaque sommet de GC sera une permuta-

tion circulaire des ares entrant dans ¢z sommet :



C B
p
M A D
5
X
c
Cc
Z

On a :
Py = (oy8")
Py = {0'BSB")
p, = (v")

Caleulons la caractéristique de la surface SC :
X (SC) = N, (GC) -m (GC) +1=3=-4+1=0
Autrement dit, SC est un tore (surface orientable de genre 1)

Ceci étant, considérons le graphe orienté symétrique, noté
'2@0, construit 3 partir de GC en remplagant chaque aréte’par un couple

d'arcs opposés.



On voit que € n'est rien d'autre qu'un circuit eulerien de

2§b (d'ol la justification de la terminologie choisie).

IV - CARACTERISATIONS DES GRAPHES SUP-IMMERGEABLES,

Cette section est consacriée 3 la recherche des conditions
nécessaires et suffisantes pour qu'un graphe soit sup-immergeable (en a-
brégé s. i) dans une surface orientable.

IV. 1 - INTRODUCT ION

Considérons une immersion squelettique d'un graphe G dans

une surface orientable de genre y. On a :
nO(G) - (G) +ny, =2 = 2y

D'od :

2y = m (@) - n,(G) +1 - (n2 = 1) = (G) - (np - 1)
Par conséquent :

- Quard B(G) est pair : YM(G) = §é92.¢=> n, =1



- Quand B(G) est impair : YM(G) =,§Qi%;;j;¢=> nz =2

Autrement dit, un graphe de nombre de Betti pair (resp, im-
pair) est s. i si et seulement s'il admet.une immersion squelettique o-
rientable avec une (resp. deux) face (s).

D'une maniére plus précise, nous avons la :

Proposition 1 : Pour qu'un graphe G = (X,E) soit sup-immergeable il faut

et 11 suffit qu'il existe un C.B.E.O C tel que le squelet-
te GC soit isomorphe 3 G (si B(G) est pair) ou 3 G - {A}

(A e E; siB(G) est impair).

Démonstration

a - La condition est nécessaire

Soit G un graphe s.i. Lorsque B(G) est pair, G est réalisa-
ble comme le squelette d'un camplexe cellulaire orientable ayant une seu-
le face. C'est donc un C.B.E.O dont le squelette est isomorphe 3 G. Sup-
posons maintenant B(G) impair. Par hypothése, G est réalisable comme le
squelette d'un complexe cellulaire orientable ayant deux faces, désignées
par f; et f2. Came G est comnexe, il existe donc une aréte A = {a, o'}
telle que :

3 (f1)

8 (f2)

001 02 o0 O
p

a' B1 B2 ... Bq

Alors le C.B.E.O défini par <p= (01 a2 ... ap B1 B2 ... B.)

posséde un squelette isomorphe 3 G - {A}.

b - La condition suffisante

provient de la définition d'un graphe s.i O

IV. 2 - GENERATIONS DES GRAPHES SUP-|MMERGEABLES

Dans tout ce paragraphe, nous désignons par G un graphe s.i



dont le nombre de Betti B(G) est pair. D'aprds la proposition 1, il exis-
te donc un C.B.E.O (€ tel que le squelette GC soit isomorphe 3 G. Dans la

-~

suite, nous dirons que C_est_associé 3 G. De plus, nous représenterons C
comme un circuit de 26, c'est & dire, par une séquence circulaire d'arcs
et de somets de G. De cette maniére, le C.B.E.O domné dans la section III

se note € = (xayByo.'xyzY'xS'yB'ys).

Notre tut, dans ce paragraphe, est de construire, 3 partir de
G, d'autres graphes s. i. Nous avons besoin pour cela d'une nouvelle défi-
nition : ‘
Définition :

Soit ¢ un C.B.E.O associé & G. Nous dirons que les paires
(non ordonnées) d'arcs (de G) {a, B} et {y, 8} se séparent sur C lorsqu'en
parcourant C on trouve ... o ... Y ... B ... § ... (évidemment, il s'agit
d'un"ordre" cyclique). Nous dé&finissons de la méme manidre les paires de
sommets (non_nécessairement distinets) qui se séparent sur C :

Nous avons alors les résultats suivants :



Lemme 1 : Soient {x, y} et {z, t} deux paires de sammets qui se¢ séparent
sur un C.B.E.O associé a G. Alors le graphe H = GU {A, B} ol A

et B sont deux nouvelles ar8tes ayant pour extr@mités {x, y} et
{z, t} respectivement est aussi s.i. E

Démonstration

Soit € = (xC1 2C2yCs t Cy) unC. B. E. O associé 3 G (les
¢ sont des suites d'arcs et de sommets de G). On peut vérifier que le cir-
cuit D = (xC1 zB' tCuwxa'yCs t BzC2ya)estunC. B. E. O associé
a H..D'aprés la proposition 1, H est donc un graphe s.i

On remarquera que A = {a, a'} et B = {8, B'} O

Remarque : Dans les applications du lemme précédent, il peut arriver que
xz, Yy, 3, t ne sotent pas différents deux 4 deux. De plus, 1l

n'est pas exelu que x cotneide avec z sur C. Dans ce cas, on



a la figure :

Le circuit D s'derira alors
D=(xCiyaxBR't(Csxal y €2 t B)

Lemme 2 : Si le graphe G est s. i alors le graphe H=G | {xo, yi}
1<i<3

(ot X, est un nouveau sommet de degré 3 et Ai = {xo, yi} (1=i<3)

est une nouvelle ar€te ayant pour extrémités X, et yi) est aussi
S.i

Démonstration

D'aprés la proposition 1, il existe un C.B.E.0 ¢ associé 3
G. Supposons que Y1, y2, ys3 . figurent dans cet ordre sur C. Autrement dit,
¢ est de la forme € = (y1 C1 y, C» Vs C3). En posant A1 = {a, a'l,
A2 = {B, B'}, A5 = {y, y'}, on peut vérifier que
D = {XO @ y1 €y y2 B X Y ys Cs3 3ot %y BY¥2C2¥s Y'} estunC. B. E. O

associé 3 H.
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On remarquera que la rotation en Xq s'écrit : (o' B! Y').[J

Remargues N

1 -~ Lorsque y1 coincide avec y, sur C on a :

L = (xo o y1 B' X, ¥ ysC2 y1al Xo B y1 C1 y3 ¥")
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2 = Lorsque les trois sommets yi, y2, ys3 sont confondus sur

y

C alors :

D = (xO ay B Xo Yy o' X, By Ciyxy')

3 = Du lemme 1 et du lemme 2 on peut déduire le résultat sui-
vant : 8l le graphe G est 8.7 alors le graphe
H= G U {xo, y,}
1 <2<2d+1
(ot x, est un nouwveau sommet de degré 2d + 1) est aus-

37 8.7,

Lemme 3 : Soit G un graphe s.i de nombre de Betti B(G) = 2k > 0. Alors,
il existe dans'G deux arétes A et B adjacentes telles que le
graphe H = G - {A, B} soit encore s.i.

Démonstration
Nous allons démontrer un résultat légérement plus fort. En
effet :

a - Sans perdre la généralité, on peut toujours supposer que
G ne_contient pas de samets pendants. Car, en supprimant ces sommets, s'ils

existent, on obtient encore un graphe s.i (non_vide car son nombre de Betti
est > 0).

b - Désignons par ¢ un C. B. E. O associé 3 G. Soient a et af
deux arcs opposés tels que, sur C, la_longueur de 1'une des chaines

——— e e ot W o g e e

aCya'oua'C, a sQit _minimale., Mettons que ce soit a @) a'.



Je dis que C1 # @. En effet, si ¢, &tait vide, a et o' se-
raient consécutifs sur C. Ils détermineraient alors un somet de degwé 1,
ce qui est impossible d'aprés a.

Par conséquent, €1 ne contient aucune paire d'arcs Opposés.
Désignons par B le successeur de a sur ¢ (B « Ci). D'aprés ce qui précé-
de, B' figure dans C». Autrement dit les deux paires {a, a'} et {B, B'}
se séparent sur C.

Posons A = {a, a'} et B = {8, B'}, Désignons par x, y et X,

—— s

sont adjacentes.

¢ - Considérons la transformation suivante :

X y X

fig. 3
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La fig. 1 représente ¢ ou, de manidre équivalente, un com-
plexe cellulaire orientable ayant une face et dont le squelette est G.
La figure 2 cbrrespond d une immersion squelettique du graphe G - {A}
dans un complexe cellulaire orientasle ayant deux faces. Enfin, la fi-
gure 3 représente les trois faces d'une immersion de G ol :

- A et B sont deux ardtes adjacentes, chacune appartient
aux bords de deux faces différentes (autrement dit, A
et B sont réguliéres (chap. III)).

- Le sommet x appartient aux bords des trois faces.

d - Puisque G admet une irmersion ayant 3 faces, le graphe
H =G - {A, B} admet une immersion avec exactement une face, car les a-
rétes A et B sont régulidres (c'est 1'opération de réduction définie au

chap. I).

Ce qui termine la d@monstration LJ

IV. 3 ~ THEOREMES DE CARACTERISATION

De ce qui précéde ncus allons déduire trois caractérisa-
tions des graphes s.i.

Théoréme 1 : Pour qu'un graphe G de nombre de Betti g (G) = 2(k+1) > 0O
soit s.i, il est nécessaire et suffisant que ce graphe ad-
mette une immersion squelettique, dans une surface de gen-
re k, telle qu'au moins un sommet appartienne aux bords de
trois faces distinctes.

Pour les raisons exposées dans a. du lemme 3, on peut tou-

Jjours supposer que G ne posséde pas de sommets pendants.

a - Condition nécessaire

Par hypothése, G est s.i, donc
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vy (@ = B8 -y 4 g
D'aprés le lame 3, G admet une immersion squelettique avec
exactement trois faces dans une surface orientable S. Alors, la formule
d'Euler s'écrit :
X(8) =ny (G) -m (G) +3 =-8(G) +U=2-2y()

D'ol :
Y(S) =%— (B(@) -2) =k
D'autre part, d'aprés c. de la démonstration du lemme 3, il
existe une Immersion de G dans S telle qu'un sonmet X appartienne aux

bords des trois faces de S.

b - Condition suffisante

Si ¢ est immergeable dans S de genre k alors cette immersion
posséde trois faces, d'aprés la formule d'Euler. Désignons par X un som-
met appartenant aux bords de ces trois faces., Par conséquent, il existe
deux arétes A = {a, a'} et B = {B, B'} incidentes 3 x et réguliéres. Deux

cas peuvent se présenter :

Cas1 Cas 2

D'ailleurs, le premier cas peut se ramener au deuxiéme cas
-en changeant la rotation en x pour que o deviernne le successeur de B'.

I1 nous reste donc 3 transformer 1'immersion correspondant au deuxieme



v - 15

cas pour obtenir un C. B. E. 0. Ce qui est immé&diat en permutant, dans
la rotation en x, les deux arcs o et B' (voir aussi la remarque du lem-

me 1) :

X

Remarque :
La démonstration de la condition suffisante du théoréme 1 per-—
met de retrouver les résultats (d'ailleurs 1iés) suivants :
=~ 57 un graphe admet une immersion, dans une surface orientable
de genre Y, telle qu'un scmmet apparait dans les pords de trois
faces distinectes,alors ce graphe est immergeable dans une sur-

face orientable de genre vy — 1 (Théoréme 1, Duke [31).

- Soit G un graphe vérifiant la condition précédente. Alors

Y (G) < YM(G) (Théoreme 3, Nordhauss et al. [12]).

Comme nous voyons, le théoréme 1 ne fournit pratiquement au-
cune information d'ordre combinatoire sur les graphes s.i. Par conséquent,
nous allons chercher des conditions faisant intervenir la structure méme

de ces graphes.

Soit alors G = (X(G), E(G)) un graphe quelconque. Dans ce qui
suit, par sous graphe partiel de G nous enterdons la donnée d'un sous en-

semble d'arétes de G. Considérons alors H = (Y, F) avec F < E. Notons par

P, = (Xi, Ei) les composantes connexes du graphe G - F. A chaque P;, nous

- associons l'entier :

w (Pi) = Card (Ei) + Card (Xi -Y)
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Nous dirons que P; est pair si et seulement si w(P;) est
pair.

Un cas particuliérement important est celui ol H est un ar-
taire (au sens des arétes bien entendu) d'un arbre maximal. Dans ce cas,
si Pi est une composante connexe d'un co-arbre alors w(Pi) n'est rien

d'autre que le nombre d'arétes de P,.

Avant de démontrer le principal théoréme de caractérisation
des graphes s.i (dans le cas orientable) nous avons besoin du résultat
suivant :

Lemme : Dans tout graphe connexe G ayant au moins deux ar8tes, il existe
deux ar&tes adjacentes A et B tel que G - {A, B} soit encore con-

nexe (aux sommets isolés prés).

Démonstration

Le résultat est évident si G ne possdde que deux arétes. On
peut donc raisonner par récurrence sur le nombre d'arétes de G.
En efflet, soit C une aréte telle que
G =G - {C}

reste connexe (& un sommet isolé prés) (si G n'est pas un arbre une tel-
le aréte existe slirement ; si G est un arbre on prendra pour C une aréte
pendante).

tes A et B telles que G, = G1 - {A, B} soit comnexe (aux sommets isolés

prés). Considérons :
G' =G2 U {C}

Si G' est connexe (aux sommets isolés prés) alors le leame

est démontré. Sinon, c'est que G est de la forme
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N

Dans ce cas, on enlévera les arétes A et C (par exemple) .

Ce qu'il fallait démontrer O

Nous sommes maintenant en mesure d'énoacer le :

Théoréme 2 : Pour qu'un graphe connexe soit s.i, il faut et il suffit
qu'il contienne un co-arbre dont toutes les composantes con-

nexes, sauf une au plus, sont paires.

Démonstration

Le nombre d'arétes d'un arbre maximal d'un graphe G conne-
xe est nO(G) - 1. Par conséquent, le rombre d'arétes d'un co-arbre de G
est égal & m, (G) - (no(G) - 1) = B(G). Autrement dit, la parité du nom-
bre de composantes impaires de tout cc-arbre est celle de B(G).

Nous allons démontrer le théoréme en deux étapes, suivant
la parité de B(G).

ler cas : B(G) est pair

a - Condition nécessaire

I1 s'agit de démontrer que si G est s.i alors il contient
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f
un co-arbre dont toutes les composantes connexes sont paires. Posons

B(G) = 2k. Nous allons procéder par récurrence sur k.

Si k = 0, alors G est un arbre et le résultat est immé-
diat.
2k > O. D'aprés le lemme 3, G con-

Supposons alors B(G)
tient deux ar@tes adjacentes A et B telles que H = G - {A, B} soit en-
core s.1. Comme B(H) = B(G) - 2 =2 (k- 1) 2 O (car H est connexe), H
contient donc, par hypothése de récurrence, un co-arbre D dont toutes
les composantes soné paires. Par construction , H -~ D est aussi un ar-
bre de G. Il en résulte que C =D v A u B est un co-arbre de G. L'ad-
Jacence de A et B assure que la camposante connexe 3 laquelle elles ap-

partiennent reste paire. D'oll la conclusion.

b - Condition suffisante

Supposons que G contienne un co-arbre C = G - T tel que,
pour tout i, w(Pi) = 2p; 2 0.

S1 C = @ alors G est un arbre qui est &videmment s.i (rap-
pelons que tout arbre admet une immersion squelettique dans la sphére),

Supposons alors C # @, c'est 3 dire, w (Pi) >0 (1 <1 <q).
I1 suffit alors de démontrer que Gi1 = T u P; est s.i car le résultat gé-
néral s'obtiendra par récurrence sur le nombre de composantes connexes

de C, en posant Gi+1 = Gi U Pi+1'

Pour prouver que Gi = T v Py est s.i, on raisonne par ré-
currence sur le nombre d'arétes de P;. En effet, si w(P,) = 2 alors,
d'aprés le lemme 1, G; est s.i. Supposons que w(P;) = 2p1 > 2. Comme

le lemme 1, le graphe T' = Ty A u B est s.i. Come G; =T u Py =T' v P!
avec w (P') = 2p; - 2, le résultat est done démontré:

2eme cas : B(G) est impair

I1 s'agit de vérifier que G est s.i si et seulement s'il
contient un co-arbre ayant exactement une composante cormexe impaire,

Pour justifier la cordition nécessaire, on remarquera que
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G contient une aréte A telle que le graphe G' = G - A soit s.i, d'aprés
la proposition 1. Comme B(G') = 8(G) - 1 = 2k, on est donc ramenéd au cas
précédent. En ajoutant 1l'aréte A au co-arbre C' de G', on obtient alors
un co-arbre de G avec exactement une composante connexe impaire (il s'a-
git de celle qui contient A).

La condition suffisante est immédiate. En effet, désignons
par P la composante connexe impaire. Puisque P est commexe, il contient
donc une aréte A telle que P - A reste connexe (ou vide). Comme précé-
demment, on est ramené au ler cas en coasidérant le graphe G' = G-A. Le
résultat final résultera de la proposition 1.

Nous avons examiné tous les cas, le théoréme est donc dé-

montré O

Au cours de la démonstration de la condition suffisante,
nous nous sames servis du fait que T est un graphe partiel s.i et non
pas du fait que T est un arbre. Par conséquent, nous avons en réalité
démontré une version 18gdrement différente du théordme 2

Théoréme 3 : Pour qu'un graphe connexe G soit s.1, il faut et il suf-
fit qu'il contienne un graphe partiel connexe H tel que :

(1) H est s.i avec une seule face
(2) Les composantes connexes de G-H, sauf une au plus, sont
paires.

Remargue s

Dans la pratique,les arbres maximaux mis & part, il est dif-
fieile de trowver un graphe partiel s.i. On a done intérdt g
se servir du lemme 2 pour construire de proche en proche des

sous_graphes partiels s.i. En effet, désignons par H un sous-

graphe partiel s.i. Soit P une composante connexe de G-H. On
peut générer, & partir de H, 4'autres graphes s.i contenant
plus de sommets que H, lorsque :

= P est une'étoile” de degré impair, ou

- tl existe dans P un sommet x (x ¢ H) d'oun partent trois

chaines disjointes Ci, Ca, C3 (allant de = & H) telles que
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les composantes connexes de P - {C1 u C2 u C3} soient tou—

tes paires,

V - DETERMINATION DU GENRE MAXIMUM (ORIENTABLE)

Grice aux théorémes de caractérisation démontrés dans la
section précédente, nous sommes en mesure d'établir une formule permet-
tant de calculer le genre maximum (orientable) d'un graphe quelcongue.
Pour cela, nous avons besoin d'une nouvelle définition

V. 1 = DEFINITION

A tout co-arbre C d'un graphe G nous associons le nombre :
£(C) = nombre de composantes connexes impaires
de C.

Nous appellerons déficience de Betti de G 1'entier d&fini

£(G@) = min  £(C)
CcaG
V. 2 - FORMULE

Soit G un graphe connexe de nombre de Betti £(G). Nous a-
vons le résultat suivant :

Théoréme 4 : Y © =3 (B - £(6))

Démonstration

Notons d'abord, comme nous 1'avons fait dans la démonstration
du théoréme 2, que B(G) et £(G) sont toujours de méme parité. Le secord
membre a donc un sens. Ceci étant, nous allons procéder en plusieurs é-

tapes :

a) Désignons par n, le nombre de faces d'une immersion sque-

lettique de G dans une surface orientable de genre YM(G). D'aprés la for-
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mule d'Euler, il suffit de vérifier que :
nz =1 + £(Q)
D'autre part, sachant que YM(G) est le genre maximum de G,

N représente le nombre minimum de faces dans la classe des immersions

squelettiques de G.

b) Désignons par H un graphe'partiel s.1 avec une seule fa-
ce (de tels graphes existent, par exemple : les arbres maximaux). Soit
w(G-H) le nombre d'arétes de G-H. Fn adjoignant successivement 3 H les
arétes de G-H, on obtient une immersion squelettique de G dont le nom-
bre de faces est au plus 1 + w(G-H) car, 3 chaque opération, le nombre
de faces augmente au plus d'une unité. Compte tenue de la remarque fai-

te en a) on a done :
n, <1+ w (G-H)
¢) Dans G, choisissoris un arbre T tel que le co~arbre
C =G - T admette P;, Py, ... PE(G\ composantes impaires. A chaque Pi’

enlevons une arete A; de maniére que P, - {Ai} soit connexe ou vide.
Posons H = G - {A1, Az, ..., AE(G)}' D'aprés le théoréme 2, H est s.i
avec une seule face. De b) il résulte que :
n <1+ wG-H) =1+ £(G)
d) Considérons une immersion squelettique de G dans une
surface orientable de genre YM(G). Désignons par Fi, Fa2, ..., Fn2 les
faces de 1'immersion. I1 existe alors n, - 1 ardtes réguliéres

Ay Agy ouu, An2—1 telles que :

B(Fi) n o3 (Fi+1) = {Ai} (1<dis<n -1)
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On remarquera que 1'ensemble {A1, A, ..., A } est un

No -1
couplage (d'aprés le lame 1). D'autre part, il résulte de la proposi-
tion 1 que le graphe H = G -~ {A;, Az, ...y Anz—l} est s.1 avec une seu-

le face. Par conséquent, du théoréme 2 on déduit que H contient un co-

arbre D dont toutes les composantes sont paires. Comme

C=Duvu{A1, A2y, ..., Anz—l} est un co-arbre de G, on a donc :
E(C) < n2 -1
d'ou :
£(G) <&(C) <ny -1

cl'est i dire ;
£(G) + 1 < n

e) La formule est démontrée []

VI - DETERMINATION DU GENRE MAXIMUM (NON-ORIENTABLE)

Dans cette section, nous abordons 1'étude des inmersions

squelettiques d'un graphe dans des surfaces non-orientables. En parti-

culier, nous établissons, comme dans le cas des immersions orientables,
Texistence d'un intervalle d'immersion que nous avons désigné par J(G)
dans la section II ce chapitre. Nous déterminerons ensuite le genre ma-

ximum non-orientable pour un graphe gquelconque.

Au chapitre I (paragraphe VII.4) nous avons obtenu le ré-

sultat suivant :

Lemme 4 : Si un graphe G admet une immersion squelettique ayant au moins
deux faces dans une surface (orientable ou non) de caractéris-
tique x alors G a une immersion squelettique dans une surface
non-orientable de caractéristique x - 1.

Rappelons qu'au cours de la démonstration de ce lerme, nous

avons construit effectivement, 3 partir de 1'immersion donnée, une nou-
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velle immersion dans une surface non orientable de caractéristique
immédiatement inférieure.
D'autre part, sachant que le nombre de faces d'une im-

mersion squelettique varie dans le sens inverse du genre de la sur-
face, nous pouvons déduire du lemme 4 la :

Proposition 2 : Si un graphe G admet des ijmmersijons squelettiques

dans les surfaces non-orientables de genre m et n
alors, pour tout entier g tel quem < g < n, G ad-
met une immersion squelettique dans une surface
non-orientable de genre g.

Ceci &tant, le lemme U n'est applicable qu'aux graphes
admettant une immersion squelettique avec au moins deux faces. Or de
tels graphes ont été caractérisés par Duke (du moins dans le cas o-
rientable, voir [31). En effet :

Lemme 5 [Duke]
Le nombre maximum de faces d'une immersion squelet-
tique orientable est égal & 1 si et seulement si le
graphe est un arbre.

En réalité, le résultat précédent est une conséquence
immédiate d'une propriété plus zénérale découverte par Nordhauss et
al [12], propriété dont nous donnons urle nouvelle démonstration tres
simple au paragraphe VII.2 de ce chapitre, D'autre part, le lemme 5
est & rapprocher de la démonstration (chapitre I, paragraphe VII.U)
de 1l'existence d'une immersion squelettique pour tout graphe de nom-
bre de Betti = 1.

De la proposition 2 et du lame 5 on peut déduire la :

Proposition 3 : A tout graphe G de nombre de Betti > 1 on peut fai-
faire correspondre un intervalle J(G) = [Y(G),VM(G)]

tel que G admet une immersion squelettique dans une
surface non-orientable de genre ¥ si et seulement si
Y ¢ J(G).
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Enfin, du lame 4 et du leme 5, il résulte le :

Théoréme 5 : Pour tout graphe G connexe, de nombre de Betti B(G) = 1
on a :

Autrement dit, dans le cas non-orientable, tout graphe
différent d'un arbre est sup-immergeable.

VIT - CONSEQUENCES

De nombreux travaux ont &té consacrés 3 1'étude de Yy o
aux graphes s.i et aux questions amnexes ([31, [111, [121, [14], [15],
[161). Dans cette section, nous utilisons les théordmes 1, 2, 3 et 4
pour, d'une part, retrouver, de manidre simple et nouvelle, la plupart
des résultats intéressants conrus, d'autre part, en dorner de nouveaux
et, enfin, résoudre certains probldmes encore ouverts ayant trait au

sujet.

VIt - 1. EFFET DE LA SUPPRESSION ET DE LA CONTRACTION D'UNE ARETE SUR
LE GENRE MAXIMUM,

L'utilisation, en théorie des graphes, des opérations de
suppression et de contraction d‘une aréte, est devenue courante pour

diverses raisons. Dans ce paragraphe, nous allons utiliser la formule

Y (@) =5 (8G) - £(G))

pour déterminer le genre maximum des graphes G - {A} et G/A définis ci-

dessous.

VIT - 1.1. Suppression d'une aréte

. Considérons, dans un graphe connexe G, une aréte A qui
n'est pas un isthme. On désigne par G - {A} le graphe obteru en sup-
primant 1'aréte A. Pour calculer le genre maximum de G - {A}, 11 suf-
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fit de déterminer sa déficience de Betti car B(G - {A}) = B(G) -~ 1.

Soit alors, dans G, un arbre T et désignons par C le co-
arbre associ&. Supposons que A ¢ T. Dans ce cas, T est encore un ar-
bre de G - {A} dont C - {A} est le co-arbre associé. En choisissant T

tel que £(C) = £(G), on a :
E(G - {A}) < E(C - {A}) <€ (@) + 1

Supposons maintenant: A €T, Comme A n'est pas un isthme,
il existe donc une ar8te B e C telle que U = T U {B} - {A} soit un ar-
bre de G - {A}. Evidemment, D = ¢ - {B} est un co-arbre. Le résultat

précédent reste encore valable,

Inversement, soit D un co-arbre de G - {A} tel que
& (D) =& (D - {A}). En adjoignant A & D on obtient un co-arbre de G.
D'ol :
g(G) <& (D uiA}) <&€@G - {a}) +1

Par conséquent ;
€G) ~1< & (G-1{A}) <€ @) +1

Du théoréme 4 on peut donc déduire la :

Proposition 4 : Pour tout graphe connexe G, on a :

0 < vy (6) - Yy (G - {A}) <1

Ce résultat est a rapporcher de la double inégalité
0 <v(G) -y (G- {A) < 1 d&ja ramarquée par Fournier dans [L4].

VII - 1.2. Contraction d'une aréte

Soit A une aréte dont les extrémités sont notées x et y.
On désigne par G/A le graphe obteru en contractant A, c'est-d-dire, on
- remplace X et y par un nouveau sammet auquel sont incidentes les aretes
passant par x et par y (sauf l'aréte A). En général, G/A posséde des
arétes multiples, d'aprés cette construction. On remarquera que

B (G/A) = B(G).

L'opération inverse de la contraction est 1'&clatement d'-

un somet en deux nouveaux sommets adjacents (et on opérera une parti-
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tion de 1'ensemble des arétes incidentes au sommet initial).

Comme précédemment, nous allons é&tudier £ (G/A).

En contractant A, on ne peut que diminuer le nombre de compo-
santes connexes impaires. D'ol :

£ (G/A) < &£ (@)

Par contre, en &clatant un sammet, on peut créer 2 composan-

tes impaires 3 partir d'une composante paire. Par conséquent :
£ (G) <& (G/A) + 2

On déduit du théoréme 4 1a

Proposition 5 : Pour tout graphe connexe G, on a :

! 0 < vy G/A) - vyG) =1
|

Remargues s

1 - Concernant l'effet de la contraction d'une aréte sur le gen-—
re d'un graphe G, Fournier, dans [41, a démontré que, st Ll'on
a encore 0 <y (G) - y(G/A), pour tout entier p > 1, il exis-

te un graphe G avec une aréte A telle que :

Y (G) -y (G/A) = p

2 ~ L'opération de contraction d'une aréte est bien connue en
Topologie Algébrique (voir par exemple Artin et Braun : In-
troduction To Algebraic Topology). Elle permet de démontrer
que tout graphe connexe est homotope & une "rose & B(G) pé-
tales" (c. da. d : a B (G) cercles ayant 1 seul point en com—

mun) .,

On remarquera que cette "rose" s'obtient 3 partir de G en
contractant toutes les arétes de G. Elle constitue aussi le squelette d'un

_ . G .
complexe cellulaire orientable de genre g = Dgiil] (autrement dit, en con-
: 2
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tractant suffisamment d'arétes, on peut obtenir un graphe s.i.).

VI1 - 2. UNE CARACTERISATION DES GRAPHES DE GENRE MAXIMUM NUL

Nordhauss, Ringeisen, Stewarrt et White ont caractérisé, dans
(121, les graphes dont le genre maximum est nul. Leur démonstration, basée
essentiellement sur la technique des rotations, est assez longue. Dans ce
paragraphe, nous allons utiliser les théorémes de caractérisation des gra-

hes s.1 pour retrouver, d'une maniére nouvelle, ce résultat.
-] 3

Théoréme 6 (Nordhauss et al, [12])

Soit G un graphe connexe. Les conditions suivantes sont &quiva-
lentes :

(1 YM Gy =0

(2) G est un cactus dont les cycles sont deux 3 deux disjoints
(3) Y(G) = vy (6)

Démonstration

Rappelons qu'un cactus est un graphe connexe dont toute aré-

te appartient & un cycle Elémentaire au plus,

Dire que Yy (G) = O équivaut 3 dire que £(G) = B(G). Autre-
ment dit G contient un arbre dont le co-arbre associé posséde
B(G) = ma (@) - n, (@) + 1 composantes conrexes impaires. Nécessairement,
chaque composante est une aréte. Désignons var up et ug (A # B, A et B ap-
partiennent au co-arbre) deux cycles &l&mentaires obterus en ajoutant les
arétes.A et B 4 1'arbre. On doit avoir My N oM = @, sinon il existerait un
co~arbre avec une composante connexe de cardinalité > 2. Ce qui entraine-
rait £(G) < B(G), donc absurde.

21.==(3)
Si G est un cactus alors £(G) = B(G). Donc YM(G) = 0. D'au-

tre part, G est plamaire car il ne contient aucun © - graphe (donc, i for-
tiori, ni K5 ni K3>3). Par conséquent, d'aprés le théoréme de Kuratowski,

on a :
v¥(G) = Ym(G) =0
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Ql=>(1)
I1 s'agit de démontrer que si l'on a v(G) = YM(G) alors
YM(G) = 0 ou, ce qui revient au méme, £(G) = R(G).

En effet, supposons que £(G) < B8(G) (car on a toujours

£(G) < B(G). D'aprés le théordme 2, 11 existe £(G) arétes A1, Az, ... AE(G)

telles que le graphe . = G - {A;, 4,, ... AE(G)} soit s.1 avec une seule
face. Comme B(Fa) = B(G) - £(G) > O, H, contient donc deux ardtes adjacen-

tes A et B telles que le graphe Ho = Hh - {A, B} admette un C.B.E.O notd
C. Posons H = Ho v {A1, Az, ..., AE(G)}‘

le_bord d'une face. Par construction, les extrémités de A et de B figurent
dans C.

Désignons par n,(H) le nombre de faces de 1'immersion définie
ci-dessus. Alors le graphe G = H u {A, B} admet deux immersions sgue-

trement dit, il existe un entier y tel que G est immergeable dans deux sur-

faces orientables de genre y et y+1 respectivement. En résumé :
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Yy(G) > 0= E(G) < B(G)=>v(G) < vy(G)

Ce qui achéve la démonstration O

Remarque : On peut vérifier qu'un graphe connexe est un cactus si et seu-
lement s'il ne contient pas de sous graphe équivalent a L'un

des deux graphes suivants :

VIl - 3. SUR QUELQUES CLASSES DE GRAPHES SiP-IMMERGEABLES

Dans ce paragraphe, notre but est de chercher des classes de
graphes, aussi larges que possible, qui ont une structure assez simple et
qui satisfont, en outre, i la cordition surfisante du théoréme 2.

VII - 3.1. Graphes 4 - aréte-connexes

Rappelons qu'un graphe connexe est dit k-aréte-connexe s'il

ne peut étre disconnecté par 1'élimination de moins de k arétes.

A propos des graphes 4-ardte-connexes, Jaeger [5] et Kundu [6]
cnt, indéperdamment, démontré la propriété suivante :
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Proposition 6 [Jaeger, Kundu]

Tout graphe 4-ar@te-connexe camporte deux arbres maximaux

disjoints.,

On en déduit immédiatement ; Tout graphe 4-ar@te-connexe
contient un co-arbre connexe. Autrement dit, si G est un tel graphe, a-
lors £(G) = O quand B(G) est pair et £(G) = 1 quand B(G) est impair, D'ou,

d'aprés le théoréme 2 :

Théoréme 7 : Tout graphe 4-aréte-connexe est sup-immergeable

VIT - 3.2. Graphes cubiques

Concernant les graphes cubiques, on peut obtenir un résul-
tat plus précis que précédemment.

En effet, Jaeger [5], Payan et Sakarovitch [13], ont conjoin-
tement €tudié les ensembles cycliquement stables dans un graphe. Soit

pellera nombre _de stabilité cyclique s(G) le cardinal maximum d'un ensem-

ble cycliquement stable.

En d2signant respectivement par n,, 4, 8§ le nombre de som-

mets, le degré maximum, le degré minimum du graphe G, on a ([51, [131) ;

(2A-8) n_ -2
s (@) <T A |
2 (A-1)

D'ou, si G est un graphe cubique (A = § = 3)

3no -2

S(G)S[——T—]

’ Bno -2
stable de cardinel! [———1.

4
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Jaeger, dans [5], a donné une caractérisation de tels gra-

phes

Proposition 7 [Jaeger]

Un graphe cubique G = (X, E) est s-maximum si et seulement

s'il contient un sous ensemble S ¢ X tel que :

2 (mod 4), S engendre un arbre et

(1) dans le cas ol n,

X - S est un stable de G,
(ii) dans le cas ou n, = O-(mod 4) :
- Soit S engendre un arbre et X - S contient exactement
une aréte,
- Soit S engendre une forét de deux arbres et X - S est
un stable de G,

Grace 3 ce résultat, nous obtenons une deuxieéme classe de

graphes s.i sous la forme du théoréme siivant :
Théoreme 8 : Tout graphe cubique s-maximum est sup-immergeable

Démonstration

Soit G un graphe cubique comportant nO(G) samets. On a :

3n_(3) n (@)

8@ =m(@) - n (G) +1=——-n (@) +1=

> +1

ler cas : n_(G) = U4p + 2

A%

Dans ce cas R(G) = 2 (p+1), Démontrons que G est s.1 avec une
seule face. En effet, le graphe engercré par S, G(S), est un arbre, donc
s.i. D'aprés la proposition 7, X-S est un stable, Autrement dit, pour tout
X € X-S, il existe 3 arétes joignant x a G(S). On est dans les conditions

d'application du lemme 2 : d'ol le résultat.
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28me cas : nO(G) = Up

Dans ce cas B(G) = 2p + 1, Démontrons que G est s.i avec exac-
tement deux faces.

Supposons que G(S) soit un arbre, Posons
X-8S={x, 9, X1, X2, +.., xk} ol x et y sont reliés par une aréte et
(X1, Xas vy xk} est un stable. D'aprés la démonstration du ler cas, le

graphe H = G - {x, y} est s,1.

Désignons par A une aréte joignant y 3 H, Alors, d'aprés le
lemme 2, le graphe G - {A} est s.i, car il s'obtient 3 partir de H, s.i, en
lui adjoignant le sommet x de degré 3., Par conséquent, G est s,i avec deux

faces.

I1 reste donc 3 examiner le cas ol G(S) est composé de deux

arbres et X - S est un stable
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Posons G(S) =Ty u T2 et X - S = {x,, %3, ..., Xy}, Comme

G est comnexe, il existe donc un somret de X « S, X, par exemple, d'ol par-
tent vers T1 v T2 trois arétes A, B, et C. Le graphe H = T1.u T2 u {A,B}
est un arbre, donc s.i. Par conséquent, d'aprés le ler cas, le graphe

G-1C} =Huvu {x,, x25 +.., Xk} est s.i avec une seule face. Autrement dit,
G est s.i avec deux faces.
Ce qui achéve la démonstration du théoréme [

D'autre part, dans [1%], Payan et Sakarovitch ont prouvé
que tout graphe cubique cycliquement UY-aréte-comnexe est s-maximum. D'oU :

Corollaire 1 : Tout graphe cubique cycliquement 4-ar&te-connexe est s.i.

Rappelons qu'un graphe est dit cycliquement k-aréte-connexe
lorsque le cardinal de tout cocycle séparant le graphe en composantes com-
portant des cycles est = k.

Remarque : Les conditions suffisantes données plus haut ne sont pas néces—
saires comme nous pourrons voir dans les exemples qui suivront.
D'autre part, dans [14], Ringeisen conjecturait que tout graphe
3-aréte-connexe est s.i. On peut montrer que cette conjecture
soit en utilisant une construction diie & Bouchet [ 2].
En effet, appelons A - graphe, tout graphe cubique obtenu en rem-

plagant tout sommet d'un graphe cubique par un tpiangle :
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Bouchet a démontré, dans [2], que si G est un A - graphe
alors : n (@)

(@) = 1+ 52—

I1 est facile de voir qu'en construisant un A - graphe 3
partir d'un graphe cubique 3-aréte-connexe, on obtient un graphe cubique
cycliquement 3-aréte-connexe. Ce résultat prouve que, premiérement, la
conjecture de Ringeisen [14] est fausse et que, deuxieémement, la condi-
tion suffisante donnée par le corollaire 1 est la meilleure possible con-

cernant 1'aréte connectiviteé,

VII - 3.3. Somme cartésienne de deux graphes.

Etant donnés deux graphes connexes G, = (X, E;) et
Gy = (X2,E2) (pour simplifier 1'écriture, nous supposerons G; et G, sim-

ples), on appelle some cartdsienne de ces graphes le graphe G = G;+G,=(X,E)

défini par :
X=X xX%,
(a.= x2 et {y1, y,} ¢ Ep)
{(x1, y1)5 (%2, ¥2))} ¢ E == ou
(¥1 = y2 et {x1, x2} € E1)

Ce paragraphe a pour but de démontrer que la somme cartésien-
ne de deux graphes est un graphe sup~immergeable, Nous avons besoin pour ce-
la du résultat suivant :

Proposition 8 : La somme cartésienne de deux graphes admet un co-arbre con-

nexe.

Démonstration

Solent Gi et G, deux graphes connexes dont la somme cartésien-
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ne est notée G. Désignons par x1, Xa, ..., X (n=>2) et Vi, Y25 «uus yp

(p 2 2) les sommets de Gy et de G, respectivement.

Choisissons dans G; un arbre maximal A dont {x1, X2}est une

arete pendante (on supposera que, dans A, le degré de x, est 1).

De méme, dans G,, considérons un arbre maximal B ol {y1,y2}

est une aréte perdante (on supposera que, dans B, y1 a pour degré 1)

a - Construction d'un arbre maximal de G = G; + G2

Posons :
I=1{1,2,...,p}
J=1{1,2, ,.., n}
Comme {x1, X2} (resp. {y1, y2}) est une ardte pendante de A

(resp. de B), A" = A - {xa, X2} (resp. B' = B - {y,, v2}) est un arbre de
Ga (resp. de G2).

Posons :
A

i A+ (yl) (i e I)
{ Ai

ol la notation (yi) désigne le graphe sans aréte ayant pour y; 1'unique som-

A (y) e

met. On remarquera que Ai est un arbre de G couvrant les samets (xj, yi)
(jg < J).
De méme, soient :

B.
J

B'.
1

I

(Xj) + B Jed)

(x5) + B (G e d)
avec les mémes significations que Hrécédemment.

Dans Gi, considérons le co-arbre associé 3 A, Choisissons,
dans chacune de ses composantes connexes, un somet. I1 est loisible de
Supposer que X; ne sera pas choisi. Debplus si x, a été pris, on 1l'exclu-
ra de 1'ensemble des sommets choisis. Dans la suite, nous désignerons par
J' 1'ensemble des indices de ces scmmets. On remarquera que J'g J, 1 ¢ J°'
et 2 4/ J.
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Dans G2, considérons le co-arbre associé & B. Prenons dans
chacune de ses composantes connexes un sonmet., Nous noterons par I' 1'en-
semble de leur indice, On peut toujours supposer que 1 ¢ I!',

Ceci étant, posons :

F=yU Bj
Jjed=J!*
3>
- ',
Fts B
Jed!

Soit alors :
F* = A uBRMuF UM

On remarquera que F* est une forét de G.

X1 X2 X

2 . | (L

By
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D'autre part, F* couvre tous les sommets de G, sauf ceux de
la forme (x., Y3 ) (e I). Con51derons done un sommet (x,, i ). Sidi>1
et 1 e I - I alors ajoutons i F* 1'aréte { (%, Y3 ) (X2, Y3 )}

31 1 e I'" alors il existe un indice k « I -1I"tel que {y, } e E

i Jx 2°
Dans ce cas, on peut couvrir le point (x., yi) (ieI') enajoutant a F*

1taréte {(x2, yi), (x2, yk)}.

En opérant ainsi, on obtient une for&t couvrant tous les
sommets de G. Par construction, cette fcrét deviendra un arbre maximal

Si on peut connecter les B' (J € J') 3 la composante connexe formée

{ X15%1) <:>

x
N

-——————.—- —— e — an— —

(XUYZ_) Lo —e (XJ')yZ)
(x27Yk) B'
J
MX25Y; )

\_/ | | \_/

de A1, Bi, F et les arétes couvrant les scrmets (%2, I3 ) (i € I). Consi-

dérons donc un arbre B'J (J € dJ). B'j contient le sommet (XJ, y2). Com-

me X appartient & une composante comnexe du co-arbre associé § A, i1 exis-~
te donc un sommet X3 (1 e J-J') tel que {Xj, X1} € E1. Sachant que le som-~

met (Xl’ Y2) appartient 3 la composante connexe définie plus haut, 1'adjonc-

vion de 1l'aréte {(xj, V2D, (Xl’ v2)} permet donc de comnecter B'j 3 la com-
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=)

posante considérée,

Ce qui achéve la construction d'un arbre maximal de G.

b - G admet un co-arbre connexe

Nous allons démontrer que le co-arbre associé 3 1'arbre pré-

cédaemment construit est connexe. En effet, posons :
= LR
D Ua 3
iel
i>1
Evidemment, D est une forét de G.
Considérons alors :
C* =Bz uD
Il est apparent que :
- C* est un arbre
- C* est disjoint (au sens des arétes) de 1'arbre maximal
considéré,
D'autre part, C* couvre tous les sammets de G, sauf ceux de

la forme (Xj’ vi) (J € J) et (xa, yi) (1eI).

. AN . Xl

~
,
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Considérons donc un sommet (Xj’ yi) ol j € J'. Par construc-

tion, l'ardte {(xj,'yl), (x5, y2)} n'appartient pas 3 1'arbre maximal. Par

conséquent, on peut adjoindre 3 C* les arBtes de la forme {(xj, i),
(Xj’ V2)} oll j € J'. De la méme maniére, on peut ajouter i C* les arstes

de la forme {(x1, yi), (x2, yi)} ou i e I'. Nous désignerons par C le nou-

vel arbre ainsi construit.

Prenons un samet de la rorme (Xl, Vi)oul #2et 1 ¢ J.
Si Xy appartient 3 une composante cormnexes du co-arbre associé 3 A, alors

il existe une chaine y joignant X & X; ol j e J', Par suite, la chaine

I' =y + (y;)(somme de la chaine Yy et du graphe se réduisant au sommet y;)

reliera le sommet (%7, ¥1) au sommet (X:, ¥1) qui, 1ui, appartient 3 1'ar-
bre C, d'aprés ce qui précéde.
Le méme raisormement monire que tout sommet de la forme

(%1, yi) ol s appartient d une composanrte connexe du co-arbre associé 3
B peut étre connecté 3 C.

11 nous reste enfin 3 examiner les sommets de la forme
(Xj, y1) ol le degré de X; est déja saturé dans i'arbre maximal A mais ce-
lui de y1 ne 1'est pas encore dans B. Dans ce cas, on peut affirmer qu'il
existe un sammet Vi tel que 1l'aréte {y,, yi} appartiemne au co-arbre asso-
cié & B. Par conséquent, on peut couvrir (Xj, V1) en ajoutant 3 C 1'aréte

{(Xj’ Vi), <Xj’ yi)} car, d'aprés la construction de C, le sommet (xj, yi)

¥y appartient.

Bien entendu, le méme raisonnement peut s'appliquer aux
sormets de la forme (x;, yi) avec degg (yi) = degG2 (yi) et

deg, (x1) < deg;Gl (x1)

Ce qui achéve la démonstration de 1a propositimn[]

Remarque : Dans la construction précédente, <l n'est pas interdit que I'

ou J' soit vide (c. a. d 1l peut arriver que Gi ou G2 soit un

arbre).
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Ekemgle
G4 G2
X1 X2 X3 X, Y1 Y2 Y3 Y, Y5 V¥g
Pour Gi, l'arbre A est dessiné en trait épais. On prendra
Jr = {4}
Pour G,, 1'arbre B est dessiné en trait épais. On prendra
I' = {3,6}

La construction exposée précédemment donne 1'arbre maximal
suivant pour G = G; + G,

X1 X2 X3 X4
Y T | -
Y2 7\- % /
y3 ¢ - Aﬂ ¢
Y, ¢ $ 4
5. 1 * 1 1
Yo l .
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Le co-arbre associé contient un arbre de la forme

& ¢ 2 d

La proposition précédente, jointe au théoréme 2, permet

d'énoncer le :

Corollaire 2 : La somme cartésienne de deux graphes est s.i.

VII - 3.4. Produit cartésien de deux graphes

Etant domnés deux graphes comnexes G; = (X;, Ei1) et
G2 = (X2, E) on appelle produit cart8sien de ces graphes le graphe
G = Gy x G2 = (X,E) défini par :

X =X5 x Xp

{(x1, v1), (X2, v2)} €E¢>({X1, X2} ¢ E; et {yl, y2} € Eu)
On remarquera, d'aprés cette définition, que :

degg ((x, ¥)) = degg (x) x degg, (¥)
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D'autre part, on a aussi :
- {(x1, y1)s (X2, ¥2)} e Ee>{(x1, y2), (X2, y1)} € E

Dans la suite, nous dirons que ces deux arétes sont symé-

triques.

- {(x3, y1), (%25 y2)} € E et {x2, X3} € Ey=» {(x2, y1), (X3, y2)} ¢ E
Dans la suite, nous dirons que ces deux arétes sont trans-
latées 1'une de l'autre.

Ceci étant, nous allons étudier le genre maximum de
G = Ga x G2. Nous avons besoin pour cela du résultat suivant ;

Proposition 9 : Soit G1 un graphe connexe sans sommet pendant. Si G2 est

un graphe comnexe admettant un cycle impair alors le pro-
duit cartésien G = Gy x G, posséde un co-arbre connexe.

Démonstration

a - On peut vérifier facilement que G = Gi X G2 est connexe
si et seulement si 1'un des facteurs admet un cycle impair. Par conséquent,

1'hypothése portant sur G, est nécessaire pour assurer la connexité de G.

b - Construction d'un arbre maximal de G

DEsignons par X1, X2 sess X, (n22) et Jis Y25 «ves Yp
(p 2 2) les samets de Gi et de G, respectivment.

Dans G;, prenons un arbre maximal A tel que X; soit un som-
met pendant. Nous transformerons A en arborescence en choisissant x; comme

racine.

Dans G,, considérons une arborescence maximale B ayant y,

come racine. Si I = {1, 2, ..., p} alors I' désignera 1'ensemble des in-
dices des sommets d distance impaire de yi: dans B. Il est loisible de sup-

poser que p ¢ I' et que {yi1, yp} ¢ E2 - B (autrement dit 1'aréte {YI:yp}
se trouve sur un cycle impair de G;).

Enfin, si J = {1, 2, 3, ..., n} est 1l'ensemble des indices
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des sommets de Gi, nous noterons par <! c J 1l'ensemble des indices des som-

mets perdants de A.

Soit {Xj’ %, } une ar8te de A. La notation :

Tjk = {Xj, xk} x B
désigne le produit cartésien de 1'ardte {Xj, xk} par llarbre B. Il est ap-

parent que Tjk est une forét composée de deux arbres symétriques Bjk et
Cjk‘ On peut supposer que Bjk couvre tous les sommets de la forme (xj, ;)

(ieI-I') ou (Xk, yl) (1 € I'). Dans ce cas Cjk couvre tous les sommets

de la forme (Xk’ yi) (i e I-I') ou (xj, yl) LeI")

(xj9yp)

d
( Xk,)’»])

On remarquera que :

(Xj’ yl) e B

<> (xk, yi) € Cjk

ik
D'autre part, si besoin est, on peut connecter Cjk a Bjk

en ajoutant 1'aréte {(Xj’ yp), (Xk’ v1)} ou 1l'aréte symétrique.

Ceci &tant, considérons une chaine (orient&e) de 1'arbores-
cence A : (X1, X2, «uu, xm) (on peut prendre par exemple une chaine diamé-
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trale). A cette chaine, faisons correspondre la forét :

u B

Fl = B12 U Bzg U ese U m-i,m'

B. - o e

JsJ+l

On peut vérifier sans difficulté que Bj 341 s'obtient & par-
?

tir de Bj-i 3 par translation. De plus, sachant que {y,, yp} € Eo on
2>

transformera F1 en un arbre T1 en ajoutant les arétes {(xj,yp), (thi’YI)}

(=1, 2, vorp m2)

(X15¥1) A Xm-1y W)

/
/
/

/

Par construction, T; couvre les sommets suivants :
(Xj’ yi) (2 j<m1;1el)

(k15 7)) (1 e T-T1)
(xm, yi) (ie I")
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Supposons qu'il existe une chaine (Xj’ Xy s «ees) COMMEN-—
cant en X5 (1 <Jj <m), Comme précédemrent, on lui associera 1'arbre ;.

Comme T3 v Tj est comnexe, il contient donc un arbre (lequel peut s'obte-

nir en enlevant, si besoin est, des arétes appartenant 3 Bjk)'

En poursuivant cette corstruction, on obtient un arbre T*

de G couvrant tous les scrmets sauf ceux de la forme :
(Xl, yi) (i € I')
(Xj’ yi) (J#1,Jed',ieI-1I")
En utilisant le fait que Gi1 ne possdde pas de sommets pen-
dants nous pouvons couvrir les sommets précédents en ajoutant des arétes
a 1'arbre T",
En effet, considérons un somet de la forme (x1, yi) (ieI').

Conme degGJ (x2) 2 2, il existe un sommet X3 tel que {Xlﬁxj) e E; - A.

Deux cas sont 3 examiner :

ler cas : X; n'est pas un sommet perdant de A (c.a.d. j £ J') : on ajoute-

ra 3 T" des arétes de Clj

2éme cas : X5 est un sommet perdant de A (c.3.d. j ¢ J') : on ajoutera 3
T" des arétes de Clj u {(x1, y1), (Xj’ yp)} (on sait que (x1, yi) « ).
Finalement, il nous reste 3 couvrir les sommets de la for-

me (Xj, yi) (GJ#21, 3 e«d" 3 ieI-I'). Come précédemment, deux &ventua-

lités peuvent se produire suivant que.Xﬁ est relié (dans G, -~ A) 3 un som-

met x;. pendant ou non (dans A) :

-~

-k ¢ J' : on ajoutera & T des arétes de ij

- ked' (k #1) : on ajoutera & T des ardtes de Ty

Ainsi, nous venons de construire un arbre maximal T de
G =Gy x G,.
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¢ - Le co-arbre associé 3 T est connexe

Désignons par C* le symétrique de T* défini précédement,
Bien entendu, c* appartient au co-arbre associé i T. De plus, c* couvre
tous les sommets de G sauf ceux de la forme
(x1, y3) (i e I-I")

(XJ-: yi) (J #1,jeJ',isI')

Nous allons démontrer qu'on peut &tendre C* de manidre 3
couvrir ceux des sommets précédents qui ne sbnt pas encore saturés par 1'ar-
bre maximal T.

I1 suffit, en effet, d'appliquer le méme procé&dé exposé
dans la dernidre partie de b - permettant d'étendre T 3 T (en remplacant

3 !
Cij et ij respectlvement par Blj et Bkj)' On s'apercevra que seuls les
sommets de la forme (Xj’ yi) (#1, jed',ieI') ol {Xj, xk} ¢ Fa-A (a-

vec 1 # k € J') risquent de ne pas &tre couverts (car pour passer de T &
T on a utilisé Tjk)' Considérons donc un tel samet non encore saturé par

T. Deux cas peuvent avoir lieu :
- degg (xj) >3 (j €J") : dans ce cas, il existe un som-

met x,, # X, tel que {Xj’ X} € Er - A. On ajoutera & Cc* des arétes de By';

- degGl (Xj) =2 (j e J") : dans ce cas, il existe un som-
met yq (1 € I) tel que {yi, yl} ¢ E; -~ B car le sommet (xj, yi) n'est pas en-
core saturé par T. Il suffit alors d'ajouter 3 c* 1'ardte {(xj, yi), (ij yl)}
ol X35 désigne le sommet précédant X3 dans 1l'arborescence A (j' # 1 sinon

(Xj’ yi) serait déja couvert par Blj)

d - La proposition est démontrée []

lous venons, dans la derniére partie de la dé&monstration de
la proposition 9, de justifier le résultat suivant :
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Proposition 9 bis : Soit Gi un graphe comnexe de degré minimum > 3. Si
G2 est un graphe connexe admettant un cycle impair
alors le produit cartésien G = Gy x G, possdde deux

arbres maximaux disjoints,

D'autre part, comme coaséquence du théordme 2 et de 1a

proposition 9 nous avons le :

Corollaire 3 : Soit G; un graphe comnexe sans sommet pendant. Si G, est
un graphe connexe possédant un cycle impair alors le pro-
duit cartésien G = G1 x G2 est sup-immergeable.

Remarque : La proposition 9 et le corcilaire 3 sont faux lorsque le gra-

phe Gy posséde des sommets vendants. En effet, soient :

Gy

G2
Q RN

On peut vérifier que G = Gi x G2 est de lg forme :
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D'autre part, il est apparent que :

£(G) = 3

VIl = 4, SUR L'ADDITIVITE DU GENRE MAXI[MUM

Rappelons que, dans un graphe connexe, un bloc est un sous-
graphe maximal pour la propriété d'étre sans point d'articulation (en parti-
culier, un graphe 2-connexe est aussi appelé un bloc)

Dans 1'étude du genre d'un graphe, Battle, Harary, Kodama
et Youngs ont, dans [1], démontré que le genre d'un graphe connexe est égal
3 la somme des genres de ses blocs. Depuis, ce résultat constitue ce qu'on
appelle 1'additivité du genre.

Concernant le gerre maximum, une telle propriété n'existe
pas en général ([111, [14]). L'effort a donc &té orienté vers la recherche
des classes de graphes vérifiant 1'additivité. A ce sujet, de nombreux pro-
blémes restaient encore ouverts. Dans ce paragraphe, nous allons, en nous
servant des théorémes de caractérisation des graphes s.i, apporter des répon-

ses 34 ces problémes.

VII - 4.1, Graphes admettant des isthmes

Soit G un graphe possédant un isthme A. Symboliquement, nous
notons :
G =G; + {A} + G2

On a :

B(G) = B(G1) + B(Gz2)

D'autre part, un isthme appartient i tout arbre maximal, Par
conséquent, tout co-arbre de G est union disjointe d'un co-arbre de Gi. et
d'un co-arbre de G,. D'ol '

£(G) = €(G1) + £(G2)
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(B=£), on peut donec &crire :

N

Sachant que Yy =
(@) = vy (Ga) + vy, (G2)

Autrement dit

Proposition 10 : Tout graphe comportant un isthme vérifie la propriété
d'additivité du genre maximum.

Ce résultat a &té anncn:é dans [12].

VIT - 4.2, Graphes admettant des points d'articulation

Dans tout ce paragraphe, nous considérons un graphe G
2-aréte connexe (c.i.d. sans isthme). Supposons que G admette un point

d'articulation Xo- Symboliquement, nous posons :

G:G1+{XO}+G2
Quand on étudie le gerire maximum de G, deux problémes-sge
posent :

- Dans quelles conditions, YM(G) posséde la propriété d'ad-
ditivité ¢

- Dans quelles conditions G est s.i. ?

Pour répordre 3 ces deux questions, nous allons é&tablir

un résultat préliminaire.

Proposition 11 : Soit G un graphe 2-aréte connexe possédant un point d'ar-

ticulation x,. En posant G = Gy + {x,} + G2, on a ;

MM(Gi) *+ wy(G2) < vy(6) < vy(G ) + vy(Gy) + 1

Démonstration

Notons que :

B(G) = 8(G1) + B(G2)



Tout arbre de G s'obtient en accolant en X, un arbre de

G, & un arbre de G,. Par conséquent :

0 < g(G1) + £(G2) - (@) =2

Le résultat s'en déduit en utilisant la formule du genre
maximum [] .

Avant d'aller plus loin, nous avons besoin d'une nouvelle
définition :

Définition : Soient G un graphe et S une surface orientable de gernre y. On

tique de G dans S telle que A appartierme aux bords de deux faces distinc-
tes de 1'immersion. De méme, un sommet est dit y-régulier S'il est inci-

dent & une aréte y-réguliére. Dans le cas contraire, on dira qu'ils sont
~singuliers.

Le résultat suivant s'avérera utile dans la suive :

Proposition 12 : Soit G un graphe de genre maximum YM(G). Une condition
nécessaire et suffisante pour qu'une aréte A de G soit
YM(G) - réguliére est que :

YM(G - {A}) = YM(G)

Démonstration

a - Cordition nécessaire

Coﬁsidérons, dans une surface orientable de genre yM(G),

une immersion squelettique de G telle que A soit régulidre. Si n, est le

nombre de faces de cette immersion alors, dans la méme surface, le graphe
G - {A} admet une immersion squelettique evec n, - 1 faces. Par conséquent :

Yy (@ = (A1) = v,(@)

Démontrons qu'en réalité 1'égalité doit avoir lieu. Sinon

G - {A} possé&derait une immersion squelettique avec au plus n, - 3 faces
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(la parité du nombre de faces est inchang€e). Ce qui prouverait qu'il exis-
te une immersion squelettique de G aysnt un nombre de faces < n2 - 2 < n.

tiques de G.

b - Condition suffisante

Supposons qu'on ait :
Le graphe G - {A} admet donc une immersion squelettique

o s e

dans une surface de genre YM(G). Je cis que, dans toutes ces immersions,
les extrémités de A doivent se trouver sur le bord d'une méme face. Car,
sinon, G admettrait une immersion squelettique dans une surface orientable
de genre YM(G) + 1> YM(G) (voir le lemme 1). Ce qui contredit la d&fini-

tion de YM(G).

On a donc une immersion de la forme :
/V/X\(\
|
|

™\

\

ﬁ

\
/[
\
o

¢
>
(@)

La proposition est démontrée D

Dans la pratique, i. est préférable d'avoir une autre ver—

sion du résultat précédent. C'est ce que nous allons faire en démontrant
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le :

e

Corollaire 4 : Soit G un graphe de genre maximum Yy Une aré€te A de G est

YM-réguliére si et seulement si elle appartient 3 une com-
posante impaire P d'un co-arbre C tel que :
1) €(C) = £(G)

2) P -~ {A} ne comporte pas de composantes impaires.

Démonstration

Nous allons démontrer que :

(1) et (2)e=> Yy(G - {A}) = Yy (@)

Et le résultat se déduira de la proposition 12.

a = vy (G- {A) = vy(6) => (1) et (2)

Sachant que B(G - {A}) = B(G) - 1, on peut écrire, d'a-
prés la formule du genre maximum :

g(G - {A}) =8 (@) -1

Soit D un co-arbre de G - {A} tel que £(D) = & (G - {A}).
En posant C = D v {A} on obtient un co-arbre de G. Si A reliait deux compo-

santes impaires de D alors on aurait :

E(C) = &) -1=¢@G) -2<&@)

Ce qui est impossible. D'od la conclusion.

Remarquons d'abord que le graphe G - {A} est connexe car
A appartient 3 un co-arbre C de G. Evidemment C - {A} est un co-arbre de
G - {A} et 1'on a :

g(C-{a}) = g(C) -1 = g_(G) -1
D'ou :

£(@G - {A}) < £@G) -1



IV - 53

Vérifions que 1'8galité doit avoir lieu. Sinon, il exis-
terait un co-arbre D de G - {A} tel que :

£ D =@ -3

car la parité de £ est inchangée. Comme C = D u {A} est un co-arbre de G,
on aurait : .

£(G) < £(C) < g(D) + 1< &(G) - 2 < £(G)

C'est donc absurde. Par conséquent :

G- = BOW - COD) 2O —E@) |

Ce qu'il fallait dé@nontrer []

Le résultat précédent permet de caractériser trés simple-
ment les sommets réguliers. En effet :

Corollaire 5 : Soit G un graphe de genre maximum Y- Un sommet x de G est

YM-régulier si et seulement s'il appartient 3 une composan-
te impaire d'un co-arbre C de G tel que £(C) = £(C).

Démonstration

Direvque X est yMurégulier équivaut & dire qu'il est in-
cident 3 une aréte YM—réguliére. Par conséquent, la condition nécessaire
résulte immédiatement du corollaire Y.

Il nous reste donz 3 vérifier que la condition est suffi-
sante en raisonnant par 1'absurde. Fn effet, désignons par P 1a composante
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avec : Card (Pi) = 2p; + 1 (1 <1 < k) ol k désigne le degré de x dans P.

D'ol :

Card (P) =

R ™MK

k
Card (P.) + k = X 2p,; + 2k = pair
i 1 i

Ce qui contredit la parité de Card (P). Il existe donc
une aréte A passant par x tel que P - {A} ne comporte pas de composantes
impaires. D'aprés le corollaire 2, A est YM—réguliére. D'ou la régulari-

té de x.[J

Lorsque G est s.i, on a la propriété suivante :

Proposition 13 : Si G est un graphe 4-aréte-connexe de nombre de Betti

B(G) impair alors tout sommet de G est [Eégl] - régu-

lier.

Démonstration

En effet, G est s.1 car il est 4-aréte-connexe (théordme
7). Autrement dit G admet une immersion squelettique avec deux faces (car

B(G) est impair) dans une surface orientable de genre [éég)].

D'autre part, d'aprés la proposition 6, G comporte deux
arbres maximaux disjoints. Par conséquent, G admet un co-arbre connexe
passant par tous les sommets de G. Evidemment, vu la parité de B(G), ce
co-arbre contient un nombre impair d'aréteé. I1 résulte alors du corollai-

re précédent que tout sommet de G est [Eégl] - régulier.[]

Concernant la régularité des arétes, on peut énoncer le
résultat suivant :

Proposition 14 : Si G est un graphe 5 - aréte - connexe de nombre de Betti B(G)

impair alors toute aréte de G (donc tout sommet de G)

est [ﬁéﬁlj - régulicre.
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Démonstration

Soit A une aréte quelconque de G. Puisque G est 5-aréte-
comnexe, le graphe G - {A} est 4-arite-connexe. D'aprés le théordme 7,
G - {A} est s.i et 1'on a :

Yy(G-(a}) = v @) = BQ-L . (248);

Ce qui prouve qu'il existe une immersion squelettique
de G dans une surface orientable de genre [%q)] ol A est régulidre O

Grdce 3 ces résultats, nous pouvons maintenant étudier
le genre maximum de G = G, + {xo} + Gz2. Pour simplifier 1'écriture, nous

posons :
w @ =y
YW @) =v;  (d=1,2)
£ (@) = g
£@) =&  (1=12)
BG) =8
B (G;) =8, (i =1,2)

Lemme 5 : Lorsque 8, B,, B, sont pairs alors

E=09E, =, =0y =17, + v,

Démonstration

On sait que (voir proposition 9) :
€1 + &2 - E =0o0u?
Par conséquent :
€1 =& = 0= =0

Supposons maintensant £ = 0. Comme B:1 et B2 sont pairs, il
en est donc de méme pour £, et £,. En séparant en X, un co-arbre C de G tel
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que £(C) = £ = 0, on obtient deux co-arbres, chacun ayant au pius une com-
bosante connexe impaire. Vu la parité de €1 et de £,, nécessairement

€1 =2 =0

Si cette condition est remplie alors :

B1 + B2 B1 B2
Tt TtTemity

’Y:

o[

Ce qu'il fallait démontrer L]

Lemmne 6 : Lorsque 8 est pair et B, et B2 sont impairs, alors £ = 0 si et

seulement si les deux conditions suivantes sont remplies :
(1) &1 =¢, =1

(2) X, est yi—régulier pour Gi (i =1,2).
Dénonstration

a - Conditions nécessaires

On a :
€r + & -&=0ou 2

Puisqua2 £ = O alors €; + £, = 2 car ils sont impairs. D'ol :
€y = &2 =1

Par conséquent, en séparant en X, Un co-arbre sans compo-
santes impaires, on obtient deux co-arbres, chacun ayant exactement une com-

posante impaire passant par X, D'aprés le corcllaire 3, X, est Yi-régulier

pour Gi (i =1,2)

b - Corditions suffisantes

Supposons les conditions (1) et (2) remplies. Il existe
alors dans chaque Gi un co-arbre Ci avec exactement une composante impaire

contenant Xy Bien entendu, C = C; v C, constitue un co-arbre (de G) sans

composante impaire. D'ol : £ = Q.
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¢ - Non-additivité du genre maximum

S1 & =0et & =¢&; =1 alors, d'aprés la formle du genre
maximum :
Y = Y1 by + 1

Autrement dit, on n'a pas la propriété d'additivité.

Lemme 7 : Lorsque B et B, sont impairs et B» est pair, soient les 5 propo-
sitions suivantes :

W =0
(2) €1 =1
(3) €2 =0
(4) 82 =2
(5) X, est yi-régulier pour Gi (i =1,2)
On a les équivalences suivantes :
(1) == (2) et (3) == v =v1 + v,
ou (1) => (2),(4) et (5)=y = v, + v, + 1
Démonstration :

On sait que :
€1 + & - & =0o0u?2

D'autre part, £ et &, sont impairs et £, est pair, d'aprés
les hypothéses portant sur les nombres de Betti. Par conséquent, lorsque

= O nécessairement &, = &; - 1 ou &, €1 + 1. Moyennant ces ramarques,

on peut vérifier que :
(1)e=$(2) et (3) =>y = y; + v, se démontre come le lame 5
(1y=>(2),(4) et (5)9y= v1 + vy, + 1 se démontre come le leme 6 []

Quard on s'intéresse uniquement aux conditions pour que G

soit s.i, 1'ensemble des trois lemmes 5, 6 et 7 donne le résultat suivant :
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Proposition 15 : Le graphe G = G; + {xo} + Gz est s.i. si et seulement si

les conditions suivantes sont vérifiées :

(1) G; est s.i. (c.q.d. &1 < 1)
(2) 0 <Egy 52
(3) si &1 €2 = 1 alors X, est)&—régulier pour G; (i =1,2)

Si 1'cn veut étudier la propriété d'additivité du genre
maximum, on utilisera le résultat ci-dessous qui résulte directement des
lemmes 5,6 et 7 :

Proposition 16 : Soit G = G; + {xo} + G2 un graphe s.i. Alors y = vy, + v,

si et seulement si O < &, + &, < 1.

Remarque : Dans [14], Kingeisen a conjecturé qu'un graphe sans isthme for-
mé de deux blocs s.i est s.i. La proposition 15 fourmit toutes
les indications nécessaires pour montrer que cette conjecture

est fausse.

En effet, considérons les graphes suivants :
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Xo
/
“
2. %0 Y3
61:62 G= G1+[X°]+GZ

Les traits épais représentent des co-arbres.

On peut vérifier que H; n'est pas s.i, grice 3 sa struc-
ture trés simple et bien symétrique. De méme Hy n'est pas s.i car il ad-
met un isthme dont 1'élimination dorme deux blocs de nombre de Betti im-

pair (autrement dit, £ (H,) =1 + 1 = 2 d'aprés la proposition 8).

Par contre, le graphe G, est s.i avec 2 faces. On peut

vérifier que Yy (G1) = 2. Démontrons que le sommet x, est 2-singulier. En
effet, si X, était 2-régulier alors l’qne au moins des deux arétes (xo,yl)
ou (XO, y2) devrait &tre 2-régulidre. Or c'est impossible, car :

G - {(x,5 ¥1)} » H; non s.i.

G - {(x_, y2)} v H, ron s.i.

Par conséquent, d'aprés 1la proposition 15, le graphe

G =G + {x,} + G2 n'est pas s.i.
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Dans ce qui précéde, la recherche des conditions pour que
le graphe G = G; + {xo} + G2 soit s.i constituait notre objectif principal.

Dans ce paragraphe ncus nous intéressons surtout a 1'étude de la propriété
d'additivité du genre maximum. A ce propos, nous disposons des résultats

suivants :

Proposition 17 : Soient G; et G, deux graphes tels que &; £, > O. Alors le
graphe G = G1 + {xo} + G2 vérifie la propriété d'additivi-

té du genre maximum si et seulement si x, est yi-singulier

pour au moins une valeur de 1i.

Démonstration

Rappelons que B = B; + B2. Par conséquent, d'aprés le thé-

oréme 4, vy = y; + v, si et seulement si £ = &1 + E,.

a - Condition nécessaire

Supposons que Y = vy + Yz2. On a, d'aprés la formule du genre
maximim
£ =81 +6&

Puisque &, et &£, sont > 1, G; et G, admettent des co-ar-
bres camportant des composantes impaires. Si X, était yi—régulier pour

Gy (i = 1,2) alors G poss@derait un co-arbre avec £, + £, - 2 = £ - 2 < £

composantes Impaires. Ce qui est absurde.

b - Condition suffisante

On sait que :

E1 + & -&E=0o0u?2



v - 61

Si & + & - & =2 alors il existerait dans chaque Gi un

Ce qui contredit

co-arbre ayant gi canposantes impaires st passant par Xy

1'hypothése de singularité portant sur X5+ On doit donc avoir &1 + &, = &.

Autrement dit vy = y; + v,. D

Proposition 18 : Soit G = G; + {xo} + G2. S1 Gy est s.i avec une face alors

G vérifie la propriéts d'additivité du genre maximum.

Démonstration

En effet :

Gy s.1 avec une faces»&; = 0= & = £; + E2¢PY = v1 + Y2 O

Remarque : Dans [16], Ringeisen a formulé la conjecture suivante : Si G,
et G2 sont s.7. alors Y = vy, + Y2 si et seulement si x, est
YT singulier pour au moins une valeur de 7. Etant un cas trés

particulier des propositionz 17 et 18,cette conjecture est done
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