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INTRODUCTION

Considérons, pour commencer, un systdme d'8quations lindaires :
Ax = b (1)
avec A G/Znn(m) et be R".

Aux méthodes itératives de Jacobi et de Gauss-Seidel appliquées 3 la
résolution de ce systdme linaire correspondent les matrices bien connues
(21

I-D 1 Matrice de Jacobi

oy
"

(I—L)—lU Matrice de Gauss-Seidel

o]
1

avec :
D diagonale (supposée non singulidre de A )

L et U matrices de JAQ:rKSJR) respectivement triangulaire inférieure

stricte et triangulaire supérieure de J .

Ces méthodes itératives convergent si et seulement si les rayons spectraux
p(J) et p(G) des matrices associes sont strictement inférieurs 3 1 .
De plus, leurs vitesses de convergence augmentent avec la petitesse de ces
rayons.
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En effectuant une permutation des lignes de la matrice A , on

considére le systéme égquivalent :
QAx = @b (2)
Q #&tant une matrice de permutation de Mm(IR) .

Ce systéme est équivalent 3 (1) mais la matrice de Jacobi JQ ainsi
définie n'aura pas forcément méme rayon spectral que la précédente.

A titre indicatif, pour n=2 considérons le systéme :

ax + by = b1
;
cx + dy = b2
alors
0 -b/a
3, = < et o) = /IE
-c/d 0
En faisant une permutation sur (1') nous obtenons
cx + dy = b2
(2')
ax + by = b

avec

. 0 -d/c ’
J=< ) AR



_3_

Dans ce cas limite (n=2) on en conclut que :

D(Jl) <1 = D(JZ) > 1
p(Jl) =1 = p(J2) = 1 mais la matrice A est singulidre.
p(I) >1 = p(Jy) <1.

Donc, pour n=2 , lofsque A est inversible, une permutation de lignes
effectue sur un systéme linfaire rend convergente la méthode de Jacobi
qui ne 1'était pas auparavant.

Peut-on ainsi, dans Le cas général, par un choix astucieux de Q nendre
p(JQ) infernieurn strnictement & 1 et méme Le plus petit possible ?

Ce probléme parait n'avoir jamais &té abordé et semble d'ailleurs diffi-
cile & formaliser.

Par contre, plagons nous dans le cas ol la matrice de Jacobi J
associ€e a (1) est nonnégative et de rayon spectral strictement inférieur

-~

4 1 (c'est en fait le cas ol A est une M matrice 31 ».

Une permutation simultanée de lignes et de colonnes correspondantes

effectuée sur la matrice A (de manidre 3 conserver les &léments diago-

~

naux) nous améne i considérer le systéme :
PTAP(PTx) = Plb (3)
avec P matrice de permutation de quggn(ﬂi)

Les matrices de Jacobi et de Gauss-Seidel associBes 3 ce systéme équiva-
lent & (1) seront alors :



1
]

pP~Jp

[]
1t

-1
p = (ILp) “Up

avec Lp et Up matrices respectivement triangulaire inférieure stricte

et triangulaire supérieure de JP .

La méthode de Jacobi appliquée 3 la résolution de (1) ol (3) aura méme

vitesse de convergence car p(JP) = p(PTJP) = po(J) .

Mais il n'en est pas nécessairement de méme pour la méthode de Gauss-Seidel :

on sait seulement qu'elle sera convergente (théoréme de Stein-Rosenberg).

Peut-on, alons, par une peumutation de Lignes et colonnes sur Le systeme
Lindaine (1), trnouvern une sinatégie iténative de Gauss-Seidel convergeant
Le plus hapidement possible ? ,
Cette question posée par Stein et Rosenberg en 1948 [U4] est a La base de
nothe travail.

Notre premiére démarche a été d'en justifier 1'importance pratique.
Pour ce faire, on donnera des exemples ol le choix d'une bonne permutation
permet de multiplier d'une manidre spectaculaire (dans certains cas par un
facteur 13 et méme 16) la vitesse de convergence de la méthode de Gauss-—
Seidel.

En abordant de plusieurs maniéres le probléme du choix de la

stratégie optimale notre but a été d'abord de mieux l'expliciter.
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Une approche possible de ce probléme consiste & remarquer que
p((I—LP)_lUP) est point fixe de 1'application monotone :

f, o 1] » m*

a > p(aLP+UP)

Car PTJP est nonnégative, LP et UP en sont respectivement la trian-
gulaire inférieure stricte ét la triangulaire supérieure.

Pour chaque permutation P considérée 1'étude de 1'application fP
permet alors de tracer le graphe suivant :

4

4
e® L

§e

e(®)

La permutation m recherchée est celle pour laguelle le graphe de
1'application f1T coupe la premiére bissectrice le plus bas possible.

Bien que le probléme de base n'ait pu &tre résolu par cette méthode,
celle~ci a impliqué 1'étude des relations qui lient p(A+B) 3 p(A) et
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p(B) lorsque A et B sont deux matrices nonnégatives de /%:IH#]R) R
et ce faisant, nous permet de proposer un tour d'horizon et une synthése
des résultats comnus dans ce domaine, complétée par deux résultats per-

sonnels (chapitre I).

La notion de contraction en nonme vectornielle permet de considénern Le
probleme initial comme un cas parnticulier de necherche de fLa stratégie
chaotique optimale pour £a nésofution d'équations non-Linaines de point

, n
gixe sun TR : c'est dans ce contexte que nous nous placerons.

Tour d'abord, nous limiterons dans certains cas l'emploi de ces straté-
gies chaotiques en proposant de nouvelles bornes aux rayons spectraux
des matrices qui leurs sont associées (chapitre II).

Une seconde approche permet de domner une formule de calcul
explicite des &léments de [(I—LP)_lUP]m pour m € IN. On posera alors
le probléme initial sous une forme combinatoire dont le lien avec des
problémes connus (surtout pour leur difficulté : probléme du voyageur de

commerce) en illustrera la complexité (chapitre III).

L'introduction d'une hypothése notée H généralement vérifiée numérique-
ment simplifie le probléme de base en le ramenant 3 la maximisation de la
trace de (I—LP)—lUP par le choix d'une matrice de permutation P
(chapitre 1V). ‘

Maximiser numériquement la trace de (I—LP)-iUP par le choix
d'une borme permutation serait réalisable numériquement par un algorithme
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fini qui (sous 1'hypothése H) résoudrait donec le probléme. Malheureuse~
ment, cet algorithme serait beaucoup trop onéreux.

C'est pourquoi on a cherché une voie différente, qui nous a conduit 3 la
construction de £La matrice d'incidence du probleme 3 pour un probléme de
taille n donné, chaque €lément de cette matrice d'incidence représente
le nombre de fois que 1'€lément correspondant de la matrice A est appelé
dans le calcul de la trace. Cette matrice d'incidence est trds simple 3
construire (chapitre IV).

La trace de (I—LP)_lUP étant une fonction croissante des &léments de A R
an va alors nechercher une permutation qui maximise Le nombre d'appels

des "grands" eléments de A (et par conséquent qui minimise celui des
"petits" €léments de A ) : il s'agit donc d'une idée simple permettant
1l'approche de la stratégie optimale.

De fait, cette idée se confirme tout & fait sur des exemples bien choisis
construits i partir de la matrice d'incidence du probléme ol la vitesse
de convergence peut étre augmentée de fagon spectaculaire (au facteur 13
voir 16) : cette notion de matrice d'incidence apporte donc, nous semble-
t-i1, une compréhension plus approfondie du probléme.

A titre indicatif, on a d'ailleurs expérimenté un algorithme heuristique

€lémentaire de Aspinall [ 1] mettant en oceuvre 1'idée exposée ci-dessus.

Sur différents exemples, cet algorithme parvient déja a multiplier 1a
vitesse de convergence par un facteur de 1'ordre de 2 . Malheureusement,
le colit de calcul de la stratégie efficace trouvée reste encore trop

élevé pour la résolution d'un seul probléme de point fixe (3 noter que la
stratégie optimale cherchée est la méme pour fous les problémes de méme
matrice A ). -






CHAPITRE I

APPROCHE : UNE ATTAQUE PAR p(al+l)
ET SES RETOMBEES




L'étude faite par Stein et Rosenberg du rayon spectral de la
matrice G = (I—L)_lU de Gauss-Seidel associée 3 la résolution d'un
systéme linfaire Ax = b a domné lieu au théoréme classique de compa-
raison des méthodes de Gauss-Seidel et de Jacobi appliquées 3 la réso-
lution de ce systéme.

L'idée de base de la démonstration originale [19] consiste & montrer
que le rayon spectral de (I-L)—lU est point fixe de 1'application
suivante :

- IR
(L,U > 0)
a > f(a) = p(al+U)

I1 est naturel de penser qu'une tentative de minimisation de p((I-L)_lU)
d partir de permutations sur le systéme Ax = b peut étre éclairée par
1'étude de 1'application f .

Deux matrices A et B nonnégatives &tant domndes, il s'agit done
d'étudier les relations qui lient le rayon spectral de A + B 3§ ceux

de A et de B . Plus génfralement, nous retrouvons le probléme de
1'étude du spectre de A + B en fonction de celui de A et de B .

Une littérature abondante traite de ce sujet et on peut citer en parti-
culier les travaux de Frobénius (1896) puis plus tard ceux de McCoy (1938)
et Taussky (1952).

Dans ce chapitre, nous proposons un tour d'horizon de résultats choisis
dans ce domaine, complétés par des résultats personnels [1].

Quoique notre démarche n'ait pas abouti au résultat escompté, elle nous
a permis d'unifier et de compl&ter un ensemble de résultats épars dans
la littérature.
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§ 1 - UNE SERIE DE RESULTATS

Frobénius en 1896 a montré que tout polynome f(A,B) de deux
matrices commtatives A et B d'ordre n , dont les valeurs propres
sont Xi(A) et Ai(B) pour i=1 3 n , a pour valeurs propres
f(xi(A),Ai(B)) (1'ordre dans lequel on prend les valeurs propres étant
bien choisi). Cette propriété est cormue sous le nom de P propriété ;
plus tard McCoy en 1938 [10] a montré que la condition suffisante de
commutativité de A et B nfétait pas nécessaire. Williamson [23]
donne des caractérisations de la P propriété. Plus récemment Motzkin
et Taussky [13] considérent une propriété plus restreinte, le fait que
M + yB ait pour valeurs propres A Ai(A) +q Ai(B) pour i=1 dn ,
qu'ils appellent L propriété, et recherchent des classes de matrices
vérifiant cette L propriété et oli éventuellement la I propriété
entrainerait la P propriété.

Les théorémes les plus généraux sont :

THEOREME

Soient A et B deux matrices normales (i.e. : AAT = ATA)

(vrai en particulier pour les matrices symétriques) alors :

p(A+B) < p(A) + p(B).

Preuve
A normale est de la forme A = dTDQ

avec Q' = Q1 et D diagonale [47 ,

D'oll  ATA = Q'DQ'DQ = Q'D2q = D%

et Ai(ATA) = (A;(A)* pour i=1 &n
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alors en utilisant la norme %p [41
22
) =v o(ata) = p(a)
%szpz

Mais P(A+B) < Scpr‘cpz(A+B) < %zCPz(A)--" Sl‘pchz(B) = p(A) + p(B) .

C.Q.F.D.

Plus génfralement, ® &tant une norme sur R" s tout couple de
matrices A et B satisfaisant 3 %(A) = p(A) et Stp:p(B) = p(B)

satisfait 3 ce théoréme que Householder &nonee en appelant cette caté-
gorie de matrices les M matrices [7] .

THEOREME

Soient A et B deux matrices qui commitent alors :
A; (A+B) = A () + A;(B) pour i=13n

et donc p(A+B) < p(A) + p(B) .

Preuve

Si deux matrices A et B commutent, dans la base de Jordan
de A, B se met sous forme triangulaire supérieure, une démonstration
dans le cas o A et B sont diagonalisables est faite dans [22] .

Pour simplifier la démonstration dans le cas général, considérons seule-
ment le cas ou A est unicellulaire [6] .

Dans la base de Jordan {Xl’x2’ .. .,Xn} 1l'opérateur associd 3 A se met

sous la forme :
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A 1\\\0

A = <T \\\\\\ 1
0 A

'{xi,XZ,...,xn} est une base de Ker (A-AI)" qui est invariant par B

car (A—AI)n et B commutent.

n
Done soit B Xy = L o. X. (1)

A Xq= A X4 dtod ABX1 = BAX1 = A BX1

javlg

en remplagant B x4 1'aide de (1) dans A(Bxi) A Bx, nous avons :

n n
jil o A X5 = A j§1 G Xs
Mais A Xj = A Xj + XJ._1 pour j=1 dn avec Xg =0
.o n ©n N
d'olt jii o5 A x; = jil aj(kxj f Xj—l) = A jii o; X; d'aprés (1)
. n
soit done : jii o Xj—i =0

Mais {Xl""’xn-l} étant une famille libre cela implique que a, =0

1=2 3 et do B = X .
pour 1=2 d n ne x1 al 4

n
Le méme raisommement sur B x1 = ¥ vy. X. montrera que Yy = u1 et

Yy = O pour i=3 dn ,

et finalement B x = 61 X, * 82 Xy * et dn—l X 1 *n
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~

Donc dans la base ’ {xi,x o .,xn} 1'opérateur associé & B est repré-
senté par

231
831
1

Par suite on voit que si A ¢ %m(IR) s'écrit dans {x1 ,x2,...,xn}

& A, 1
At = ‘. avec 62 = '
0 s 0 a
p ..
)\2,
pour 2=1 3 p
Alors B dans {Xi’XZ’“"Xn} s'écrira :
Al o
. 0 Yoo
B' = ‘. avec Aﬂ =
0 0]
Ap “2
: pour %=1 3 p
et on en déduit immédiatement le théoréme.
C.Q.F.D.

THEOREME  (KAHAN)
Toute matrice A de /7 nn((z) d spectre réel vérifie

p(A-A¥) < p(a+A¥) (Log, n + 0,038) .
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La démonstration [8]1 s'appuie sur la décomposition de Schur

-1

T*AT = 7 triangulaire supérieure avec ™ =7 , cette décomposition

laissant invariant %pﬂpz(A—Ax) on fait une estimation de

Bn = max §pﬂp2(Z-Zx) sur les Z triangulaires supérieures aux diago-

nales réelles telles que §$2¢2(2+Zi) =1.

Les deux pringipaux outils d'étude sont, comme le montrent ces
démonstrations, les normes et les propriétés des sous-espaces invariants.
Une approche du probléme semble étre 1'étude du tenseur X A + ﬁ B en
particulier le calcul de son rang ce qui dans le cas général est un pro-
bléme ouvert [5].

§ 2 - MATRICES NONNEGATIVES

Le cas particulier des matrices nonnégatives a été &tudié récem-
ment par Levinger, Fiedler, Friedland, Karlin et on trouve une application
de ces recherches i des problémgs d'état d'équilibre dans des systémes
physiques et biologiques [3].

2. THECREME de LEVINGER-FIEDLER

Soit A une matrice nomnégative et f 1'application suivante :

£ : [01] ~ RT

a > f(a) = p((1-0)A+ AT)

alors f est croissante dans [O %J
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Dans le cas oi A est irréductible :
f(a) = £(0)

T

si et seulement si A et A" ontleméme vecteur propre correspondant

3 la plus grande valeur propre p(A) .

Ce théoréme est dormé sans démonstration dans [11] [9].

Marek 1'étend au cas d'un opérateur linéaire conservant le cdne positif,

-~

démarche analogue 3 celle de Vandergraft [20] [18] congernant le théoréme
de Stein-Rosenberg.

On peut montrer assez simplement un résultat plus faible [1].

3. PROPOSITION
Soit A une matrice nonnégative

p(ah + (1-0)A) > p(A)  pour o€ [0 1]

PREUVE

La démonstration se fait 3 partir d'une propriété du rayon spectral
d'une matrice nornégative, dite théoréme de Birkhoff. Varga (1958) [21] dans
le cas irréductible et qui s'étend au cas quelconque [6]. Ce théordme est le
suivant :

T T
(1) e() =infswp B (2)  p(a) = sup int L AX

>0 x>0 y'x x>0 y>0 y'x

La borne inférieure pour (1) est atteinte pour y vecteur propre de A
La borne supérieure pour (2) est atteinte pour y vecteur propre de AT .
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Soit a€ [0 1] , c A + (1—a)AT est nornégative et donc en
appliquant cette proposition on a :

sup ine Y (oAr(-a)a")

o(cht(1-0)AT) ™
x>0 y>0 yx

T T,T
sup inf (o LEX + (1-0) LAX)
x>0 y>0 ¥y X yx

Pour u vecteur de Perronde A soit u> 0 tel que Au = p(A)u

on aura :
: T 3 TATu
plart(1-0)A") > ap(a) + inf (1-a) L2 (3)
y>0 yu
T XTATX
Mais p(A7) = sup inf T et cette inégalité est atteinte pour u
x>0 >0 yx

vecteur propre de (AT)rII = A et done :

TT
p(AT)' = J’nfy——é—u
>0 yu

par suite (3) devient :
plah+(1-0)AT) > ap(a) + (1-u)p(aT) = p(a) .

C.Q.F.D.

On en déduit imm&diatement :
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4. COROLLAIRE
Soient M une matrice nonnégative et o > 0 , B > 0 alors
T
p(oM + B M) > (a+B)p(M) .

PREUVE

avec & >0 et >0 en supposant a +B# O .

T\ _ o B T,
p(aM+BM™) = (o+B) (WMJ'WM)

o O\l
(OH-B)D(FB- M+ (1 - a—+§)M )

Soit en posant k = o:f—e nous aurons ke [0 1] et :

p(aM+RMT) = (o+B)p (KM (1-I)ML) > (a+B)p(M) .

C.Q.F.D.

L]

De plus, si M et M commtent on avu que (§ 1) :
o (aM+BMT) < (o#8)p (M)

d'ol la proposition suivante :
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5. COROLLAIRE
Soit M une matrice normale nonnégative

o(aah) = (o+B) p(M)

Le théoréme de Levinger-Fiedler est & rapprocher du résultat suivant :

6. THEOREME [2U4]

Soient A une matrice nonmnégative et f 1'application suivante :

£ : 10 11 » m' |
a + fla) = p(oA + %?AT
y

{
b

)

alors f est décroissante et fx

i

o(a+AT) < p(cA + %AT) 5% (a + -i—)p(A*FAT)

7. PROPOSITION [1]

Soit A une matrice nonnégative et soit D une matrice diagonale

nonnégative alors :

p(A+D) < p(A) + p(D)

PREWVE A+D<A+p(D)I

A+D et A+p(D)I sont des matrices normégatives donc d'aprés le

théoréme de Perron-Frobénius

p(A+D) < p(A+p(D)I) = p(A) + p(D).

C.Q.F.D.



_19...

L'étude de p(AD) avec A nornégative et D nomndgative

diagonale est plus complexe. Ce probléme est traité en particulier
par Friedland et Karlin et donne lieu 3 un certain nombre de résultats [3].

8. PROPOSITION [1]

Soit A une matrice diagonalisable 3 valeurs propres nomnégatives.
Si représenté dans la base des vecteurs propres de A 1'opérateur associé
4 B est nomnégatif on aura :

p(A+B) < p(A) + p(B) .

PREUVE

Par hypothése il existe P ¢ ﬁzm(IR ) telle que :

PP = aiag (A,(A)) 20 avec PUBP >0

done :

0(A+B) = p(P L(A+B)P) = o(® 1ap+p71pp) = p(Diag(Ai(A))+P'1BP)

et nous avons vu précédemment (proposition 6) que cette quantité est
inférieure 3 :

‘

p(Diag(r; (A)) + p(P'BP)) = p(A) + p(B) .

C.Q.F.D.

Le fait de domner des conditions pour qu'un opérateur J& sur R"

soit représentable dans une certaine base par une matrice nonnégative est
trés intéressant car on pourrait appliquer 3 (7& les résultats de la
théorie des matrices nommégatives, on peut citer 3 ce propos les travaux de
Ciarlet [2].
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Les fortes conditions imposées 3 A et B sont dues au fait
que 1l'on ne sait rien en général de p(A+D) avec D diagonale et
Ae %(m) ce qui rejoint le probléme inverse de valeur propre [12].

En s'appuyant sur le théoréme de Perron-Frobénius et les ré-
sultats comus sur les M matrices [17] on peut donner les résuitats
théoriques suivants [1].

9. PROPOSTITION

Soient A,B deux matrices nomnégatives et u,v,t les vecteurs
de Perron-de A,B et A+B notés

T _ T _ T _
u = (ul,u2,...,un) v o= (v1,v2,...,vn) et t° = (ti’tz’"'tn)

Soient oy et Bi. tels que u; = o ti et v, = Bi ti pour 1i=1 d n

Si i1 existe k tel que o = Bk=1 on a :

1/ Slajiaket Bj_<_8kpourtout1et3
appartenant 4 {1,...n}

p(A+B) > p(A) + p(B) -

2/ Si aj_>_aket BJ.szpourtoutletJ
appartenant & {1,...,n}
p(A+B) < p(A) + p(B) .
PREUVE

Au = p(A)u , Bu = p(B)u , (A+B)t = p(A+B)t .

n n n
Soit I a.u. =p(A)u. et I b.v. = p(A)v. et ¥ (a.tb.)t. = t.
p(R) L Dbsv p(R)vy j=1(JJJ 5

'rempla(;ons U‘j par o.t. et VJ- par Bjtj nous aurons :
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n

n
T a.a.t. = p(A)a.t. et % B.b.t. = p(B) B.t. .
j=1a333 p()ll j=1BJJJ p()ESll

En écrivant le rapport de ces quantités on obtient :

n
z .A.+R.b.)t. .p(A)+B.po(B

B (0LJ : BJ J) 5 alp( ) Blp( ) o

5 = powr 1i=1 3 n ,
z (a,+b.)t, p(A+B)

j=1 Jd J J

et en particulier pour i=k

_ n
A) + p(B L {o.a.+B.b.)t.
p(A) + p(B) 5h (osa,; BJ J) 3
T n
p(A+B) T (a.+b,)t.
j=1 J J°J

L'étude de ce rapport en fonction des ocj et Bj nous donne la propo-

sitian.
C.Q.F.D.

Remarquohs que lorsque A et B sont irréductiblesil existe
toujours k tel que o = Bk =1,

T1 existe deux théorémes permettant de comparer le rayon spectral
d'une matrice normégative A avec un nombre o positif fixé [17].
10. THEOREME

Soient A une matrice nonnégative et o € R . Si il existe

un vecteur x € R nonnégative et nonnul tel que Ax > ax alors
p(A) > o .
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11. THEOREME

Soient A une matrice nonnégative et a € RY . Si i1 existe
un vecteur x € IR® strictement positif tel que Ax < ox alors p(A) <o .

C'est le théordme 10 que nous généralisons de la maniére sulvante :

12. THEOREME [1]

Soient A unesmatrice nomnégative et a € RrRY . Si i1 existe
un vecteur x € R avec au moins une composante négative tel que

Ax < ox alors o < p(A) .

Cela généralise bien le théoréme 10 car si il existe x € r"
non nul et nonnégatif, x a au moins une composante strietement positif
et est tel que Ax > ax . En prenant y = -x nous aurons y avec au

moins une composante négative tel que A(-x) < a(-x) soit Ay < ay et
~ done q < p(a) .

DEMONSTRATION
Par 1'absurde :
Si o > p(A) alors p;A) <1 (le cas oll & = O est trivial car O < p(A))

et donc (I - -ﬁ-) admettrait une inverse nonnégative qui s'écrirait :
o}
A.-
r &= a-H1
r=0 © o
On sait que Ax < ox soit donc ox - Ax > O et par suite (I - i\‘-)x >0

et par prémultiplication par (I - %)-1 nous aurons x > O ce qui est

. absurde car X a un moins une composante négative.

C.Q.F.D.
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C'est la méme technique de démonstration que celle du théordme 10
[171.
13. PROPOSTTION
Soient A et B deux matrices nomnégatives, si il existe
n . 2 e
x € IR avec au moins une composante négative tel que

(A+B)x < (p(A)+p(B))x alors p(A+B) > p(A) + p(B) .

PREUVE

T1 suffit d'appliquer le théoréme 12 en posant

o = p(A) + o(B) > 0 .

Stein et Rosenberg en &tudiant 1'application o + p(ol+U) ont
su comparer dans le cas nomnégatif la méthode de Gauss-Seidel et de Jacobi
de la maniére suivante :

THEOREME DE STEIN-ROSENBERG [19] [17]

Soient L+ et U deux matrices nonnégatives (n,n)
1°/ Si p(I#4U) = 0 alors (I-L) Ly existe, est nonnégative et p((I—L)—lU)=0

2°/ S8i 0O < p(I+U) < 1 alors (I-L)_lU existe, est nonnégative et

0 < p((I-L) ) < p(L4U) < 1 .

3°/ 51 p(I#+U) =1 et si p(L) <1, alors (I—L)_lU existe ,

est nonnégative et o((I-L) lu) = 1 .

bo/ Si p(L+U) > 1 et si p(L) <1, alors (I-L) MU existe ,

est nonnégative et 1 < p(I+U) S_p((I-L)_iU) .
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Young [24] de la méme manidre arrive & raffiner la comparaison
pour une certaine classe de matriees.
Nous terminons ce paragraphe en citant quelques uns de ces principaux

résultats.

D'aprés Stein et Rosenberg on sait que si A est une M matrice
les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel pour résoudre le systéme linéaire
Ax = b sont convergentes, la seconde convergeant au moins aussi vite que
la premiére.

Si de plus A est une M matrice symétrique (matrice de Stieljes)
on peut énoncer le résultat suivant [17]

14, THEOREME

Soit A une matrice de Stieljes. Alors J = 14U et G = (I—L)—iU
étant les matrices de Jacobi et de Gauss-Seidel associées on a :

p(L+U)

p(L+0)? < o((T-1) W) < B8

Young dégage des classes de matrices ol la méthode de Gauss-Seidel
va deux fois plus vite que celle de Jacobi, nous retrouvons les matrices
triples diagonales.

DEFINITTION

Soit Aeﬂm(]R) ; A ='(a_iJ.) les entiers i et j seront

dits associés relativement & A si aij # 0 ou aji £ 0.
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DEFINITION

Ae J’zm(IR) est "consistenly ordered” (logiquement ordonné)

si pour t € IN il existe des sous-ensembles disjoints 81’82"' PN
de {1,2,...,n} tels que '

t
L 8 ={1,2,...,n} et tels que J€S,, st j>1 e jes
k=1

si1 j <i lorsque Sk est le sous-ensemble contenant i .

Il existe un programme reconmaissant le fait que A est ol
n'est pas logiquement ordonné. Une classe importante de telles matrices
est la suivante : '

Soit A une matrice bloc tri-diagonale.

D, H, O . 0
Ky Dy Hp :
O K, D, :
A= . . .
0 n-1
o .... J Kn-1 D,

Si les Dy (i=1 & n) sont des matrices carrées diagonales

. A est une matrice logiquement ordonnée.

15. THEOREME

Soit A une matrice logiquement ordonnéee slors
1
o(al#U) = a? p(L+U)

et p((TLY M) = p1av)2
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Ainsi donc pour toute matrice logiquement ordonnée si la méthode
de Jacobi converge, la méthode de Gauss—-Seidel convergera deux fois plus

vite.

'§ 3 - A PROPOS DU THEORBME DE STEIN-ROSENBERG

Le théordme de Stein-Rosenberg régle, dans le cas nonnégatif la
comparaison des rayons spectraux des matrices associées aux méthodes de
Jacobi et Gauss-Seidel pour la résolution d'un systéme linéaire.

Robert [18] présente un "théoréme de Stéin—Rosenberg tronqué" et une appli-
cation concernant les méthodes itératives tronquées pour des équations
non-linéaires de point fixe dans en Dans ce paragraphe est présentée une

généralisation du théoréme de Stein-Rosenberg tronqué [15].

Soient L et U deux matrices de J’Z;n(IR) 3 &léments non
négatifs. La condition p(L) < 1 est alors nécessaire et suffisante pour

que la matrice (I—L)_1 existe et soit aussi 3 €lEments nonnégatifs (d'ou
1'existence et la nomnégativité de (1-L)"U). On a alors :

THEOREME DE STEIN-ROSENBERG TRONQUE

PR

Soient L et U deux matrices carrées i €léments nonnégatifs,

on considére la récurrence suivante :

Tk+1 =L Tk + U avec TO =T

de sorte que :

T =L+U et T = [T+l+...+IX usrk

1 . (k=1,2,...)

et 1'on pose Py = p(Tk) alors :
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* Si pi=0 alors ¥k>1 pk=O
. k v
x 31 0« <1 alors ¥k>1 0 < p” < < <1
Py ors z PyEeln,
x Si b, = 1 alors ¥k : pk"= 1
x S8ip, >1 alors ¥k>1 1<p, <p <ok
1 - 1—-—"k—"1

Ainsi le théoréme de Stein-Rosenberg classique peut &tre obtenu
par passage 4 la limite dans ce théor@me. En effet T = L+U et lorsque
k tend vers 1'infini, & condition que po(L) < 1 , T, converge vers
(1) .

Par continuité du rayon spectral on obtient la comparaison cherchée entre
p(LAU) et p((I-L) Tu) .

Dans ce théoréme on compare le rayon spectral des Tk au rayon
spectral de Ty ; il se pose donc le probléme de 1'étude des rayons spec-
traux des Tk les uns par rapport aux autres.

On peut compléter ainsi le résultat précédent en utilisant la méme techni-

que de démonstration.

THEOREME

En utilisant les imémes notations que ci-dessus,

Soit n un entier quelconque

x Si on=O alors ¥Vk>1 pnk=0

x Si 0<p <1 alors ¥k>1 o<p§_<_pnk_<_pn<1
% Si Py = 1 alors ¥k P =1

x Si pn>1 alors ¥Vk>1 1<pn§_pnk§_p§

On retrouve le théoréme précédent pour n=1 .
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DEMONSTRATION

Soit n un entier fixé et soit :

T = (Tt 4" Dy + 1P = s

n

Considérons la sous-suite suivante de (Tk)kEBQ

_++n n-1
S, =L Sk-l + (T+L+...+L° )U

En effet ceci est vrai pour k=1 ; S; = Tn . Supposons que cela soit

vral pour k-1, § 4 = Tn(k—i) alors :

n-1

_n

S = L Tn(k—l) + (I+L+...+L° U
= 10T, A PO Dy Ry ey
= ™™ Ny 2y (e Py

done p(S, ) et  p(S;) = pn .

Pour tout € > O il existe puisque S; est nonnégatif u, > 0 dans IR"
tel que :

Slue < (pn+ )U.e

d'autre part soit € > O un vecteur propre de S; attaché 3 la valeur

propre pn . Sy w = pn W
1/ 81 e, =0 . Limitons € dans 10 1] et montrons que
¥ k ¥Yee 10 1] Sk U <€ U

Ce résultat est vrai pour k=1 , supposons le vrai pour k il vient :
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_ n n-1 n n-1
Sk+1 u. = L Sku€ + (I+L+.,..+L )UuE <elL u, + (I+L+.. .41 )Uu€

n n-1 _
< (L+(T+4L+. . . +L )U)uE = Siue <€ u_

et par récurrence le résultat est &tabli. Il en résulte que

0 :_p(bk) = P f-TSk<u€) <€

avec [17] pour une matrice nonnégative A

t,(w) =inf {Be R , 8 >0/ Au < pu}

et “A(u) =sur {Be R ,B>0/ Au > Bu}
ainsi pour tout k et tout e€¢ JO 1] 0 i-pnk < e d'ou il résulte
que ¥ k pnk =0 .

2/ Si O0<p <1 .
n

Limitons € 3 &tre tel gue ptE< 1 . Montrons alors que pour tout k
<
S u < (pn+€)u8

k

Ce résultat est vrai pour k=1 . Il se démontre par récurrence pour tout k

de la méme maniére que précédemment grice aux inégalités
Spaqle = LnskuE + (I+L+...+Ln_1)Uu8 f_(pn+€)Lnu€ + (I+L+...+Ln_1)UuE
f_(Ln+(I+L+...+Ln_1)U)uE = 81 u, i_(pn+&)u&
Montrons d'autre par que pour tout k
O < 5 v

Ce résultat est vrai pour k=1 , le supposant vrai pour F il vient :
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n-1

n n-1 n
%ﬁleL%w+(BUu“ﬂ: mwzé?w+(ﬂﬁh“ﬂg YWw
> pll’{l (Ln+(I+L+. . .+Ln—1)U)u) = pﬁsi w > p},{:lw

I1 en résulte que pour tout k et tout e >0 assez petit
bk < (w) < < 14 (W) < t e
n —-USk =Pk = Sk = Py

d'ou ﬁi_g Pk < P et le résultat est établi.

2/ 3i pn=1

Montrons que pour tout k et tout ¢ >0

k
S U 2 (1+e) u
vrai pour k=1 . Ce résultat se démontre par récurrence griace aux inégalités

n—l)

S = LnSku £ (T+L+ AP Hoe < (14e) T+ (TeLa. . 41 Doy
c € g — €

k14

< (1+e)k(Ln+(I+L+...+Ln_1)U)u€ = (1+€)k51ug < (1+)KHy

Montrons aussi que pour tout k , S w

k w

Ceci est vrai pour k=0 . Ce résultat se démontre par récurrence grace aux

inégalités :

Syaq® = Lnskw # (T#Lt. A Doy = @ (T LA He

81 w=w

w est donc le vecteur propre commun i tous les Sk attaché 3 l1a valeur

propre commune 1 .
I1 en résulte que pour tout k et tout ¢ > O

1 g_usk(w) < Prk g_rsk(m) 5_(1+€)k

et donc pour tout k =1

Prk



_31_
47 si o, > 1.
Montrons que pour tout k et tout € > 0O
k.
S, U f_(pn+e) U,

Ce résultat vrai pour k=1 se démontre par récurrence grice aux inégalités.

- n n-1 k,.n n-1
Sppq¥e = LSpu + (Talt. . +L Y, _ (pn+€) (L7 (I+L+. . . +L )U)uE

k k+1
< (pn+€) Sw < (pn+€) U

Montrons de plus que pour tout k , p.w< S w

n k

Ceci est vrai pour k=1 et se démontre par récurrence griace aux inégalités.
Sepq © 7 LIS w + (T+lr. . 41w > p. L% + (T+L+.. 4L Dyuw

> (Ln+(I+L+...+Ln-1)U)w = S1w > o, w

et donc pour tout k .

1< Pn < P f_pﬁ et le point 4 est montré.

C.Q.F.D.

On peut représenter par une matrice A 1les pk que 1'on peut
comparer en donnant 3 aij la valeur 1 lorsque 1'on sait comparer pi
et pj par les résultats précédents et la valeur 0 lorsque 1'on ne le

sait pas. La matrice A sera évidemment symétrique.

Pour n=20 par exemple nous aurons (en représentant seulement la
triangulaire supérieure stricte de A)
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Le probléme qui se pose est de "remplir de 1" cette matrice
solt de pouvoir comparer entre eux tous les rayons spectraux.
On n'a pas trouvé d'exemples numériques prouvant que la suite Py
n'est pas monotone. Le probléme est ouvert. )
Toutefois on peut y répondre en imposant des corditions supplémentaires
sur L+U .

PROPOSTTTON

Avec les notations précédentes
¥ Si p{l+U) >1 et Diag(L+U) > 1

alors ¥k >1 car T, .4 >T

Prsq 2 Py = %k

£ Si p(L+U) > 1 et si de plus Tk+1 a un vecteur propre

X strictement positif tel que (U+L-I)x > 0 alors

FRz1 o ey 20

* Si p(I#U) <1 et sipour x vecteur propre de Tk

(L+U)x < x alors

T, = (I+L+...+Lk"1)U + 1K

T (T+L+. . .+15Y0 + X2

k+1

k,

T (Tk—Lk+Lk+1+LU

k+1

k
Tesq Tk + LY(U+L~I) . | (1)
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1/ Si p(I+U) >1 et Diag(l+U) >1 .

Alors (L+U-I) > O soit donc LX(U+L-1) > d'ou d'aprés (1) Tp,.4 > T,

et Tk et 'I‘k+1

Frobénius on en conclut gque PLaq Z_pk .

étant nonnégatives d'aprés le théoréme de Perron-

2/ Soit x > O vecteur propre de Tk+1 alors

Typ1X = PppqX = TkX + Lk(U+L—I)x d'aprés (1)

Mais (U+L-I) > O par hypothése done
LE(U+L-T)x > 0 alors pour x >0

x > T x donc dlaprés (11,2)

Prs1 K P £ Pypq

3/ Pour x >0 vecteur propre de Tk

T x + Lk(U+L-I)x d'aprés (1)

Tye1x = Ty

1]

o X + X (UsL-T)x

Mais (U+L-I)x < O donc L¥ &tant nonnégative

Lk(U+L—I)x < 0 soit donc

< >
Tk+1X < p X avec X __O

On en déduit d'aprés (10,2)

<
Pre1 = Px

C.Q.F.D.

Signalons pour terminer ce tour d'horizon un théoréme de Stein
Rosenberg booléen utilisé pour 1l'étude de la convergence de processus
itératifs 3 plusieurs variables sur des ensembles finis [16] et un théo-
réme de Stein Rosenberg "chaotique" que nous utiliserons plus tard ; ce
dernier résultat du i Charnay et Musy [14] donne des bornes au rayon

spectral de la matrice associée 3 une itération chaotique pour la réso-

lution d'une équation de point fixe 3 plusieurs variables.
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CHAPITRE II

PRESENTATION ET LIMITATION DES METHODES CHAOTIQUES
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Le probléme posé en 1948 par Stein et Rosenberg [15] rentre dans
la catégorie de ceux posés ultérieurement par le choix des stratégies
chaotiques efficaces (sinon optimales) pour la résolution d'un systéme
d'équations depoint fixe & plusieurs variables.

Une présentation de ces méthodes sera faite dans ce chapitre.
Elles ont &té principalement &tudies par Ostrowski [10] , Chazan et
Miranker [4] , Robert [11] , Charnay [2] , Miellou [9 1 , Lwong [7]1 ,
Jacquemard [5] , Mahjoub [8]

Ia notion de contraction en norme vectorielle (i.e. : une norme
3 valeur dans un espace vectoriel ordonné) qui est de base pour cette
étude [11] permet la construction d'une matrice nonnégative dont le rayon
spectral est représentatif de la vitesse de convergence de la stratégie

d'itération choisie [2] .

Un théordme de Stein-Rosenberg chaotique, dli 4 Charnay et Musy [3]
donne des bornes i ce rayon spectral. I1 sera proposé de nouvelles
bornes [1] dont 1'intérét consistera en 1'€liminatinn directe de toute une
catégorie de stratégies n'apportant 3 priori aucune amélioration sensible

de la vitesse de convergence de 1'itération.

Une utilisation de ces bornes sera montrée sur un exemple pratique.

L'examen d'une catégorie particuliére de ces stratégies qui seront
appelées "Strat8gies permutées de Gauss-Seidel" permettra de retrouver le
probléme posé par Stein et Rosenberg auguel il sera possible de domner plu-

sieurs formulations équivalentes.
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§ 1 - ITERATIONS CHAOTIQUES

L'utilisation de la notion de contraction en norme vectorielle
(due 3 Kantorovitch [6] ) permet de dormer pour un opérateur F sur un
produit d'espaces de Banach, un théoréme de point fixe.

1. Norme vectorielle - Contraction [11]

Soient k espaces de Banach Xi (par exemple Xi = R pour

i=1 3 k) de norme notée ” “i (i=1 3 k).
k

Congidérons le produit topologique X = I Xi . Ainsi tout x e X
i=1

'/ 1 - : LI - . .= 3 -
s'écrit comme k-uple x (Xl’XE’ ,Xk) avec Xs € X1 pour 1i=1 3 k

Soit p 1'application suivante :

p X > IRk
x > p(x) = (||X1||1,||x2u2,...,llxKHk)T

p sera appelée noume vectorielle canonique sur X .

EXEMPLE
La norme vectorielle type sur RrR"

x > [x] = p(x)
ol |x| désigne le vecteur de R® obtenu en remplagant dans x toutes

les composantes par leur valeur absolue : C'est une norme vectorielle de
taille n sur IR"
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k
Soit F un opérateur sur X = 1T X.
i=1 7
F : XX
x>y = f(x)
avec en détaillant F :
vy = fl(xl’XZ""’Xk)
v, = f2(x1,x2,...,xk) Vs € Xi et Xs € Xi

yk = fk(xl’x2""’xk)

DEFINITTION

F sera dit p-Lipchitzien si il existe une matrice nonnégative
Ae€ J’Zkk(ﬂﬁ+) telle que ¥x ,y€X

p(F(x)-F(y)) < Ap(x-y)
A sera appelée matrice de Lipechitz pour F (elle n'est pas unique).
Si F est p-Lipchitzien sur X de matrice A telle que p(A) <1,
alors F sera dit p-contractant sur X et A sera appelée matrice de

contraction pour F (elle n'est pas unique).

Le théoréme classique dans ce contexte (on remplace la constante

de Lipchitz par une matrice non négative) est le suivant :
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1. THEOREME

Si F est p-contractant sur X , de matrice de contraction A ,

alors :

1) F admet un point fixe unique £ = F(£) dans X .
2) ¥ x° € X , 1a méthode des approximations successives
r+l r -
X = F(x) r=0,1,2,...
convergé vers §

3) On a alors 1'estimation suivante sur 1'approximation de (3

r
par x :

p(E-x") < AT(I-A) " 1p(xx°)

§ 2  ITERATIONS CHAOTIQUES - DEFINITION - VITESSE

n

Soit F un opérateur p-contractant sur X = 1 Xi de matrice
i=1

de contraction A et d'unique point fixe £ dans X . Pour approcher §
par un procédé itératif, divers raisons (théoriques et pratiques) amdnent

d considérer la classe des méthodes d'itérations chaotiques.

Soient K = {1,2,...,n} et J une partie non-vide de X .
A partir de F et de J définissons 1'opérateur Fb sur X par

y = FJ(X) avec
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~On a FK = F . D'autre part F é&tant p-contractant de matrice de contrac-

“tion A, Fﬁ sera p-Lipchitzien de matrice de Lipchitz AJ définie par :

AJ a méme i™ ligne que 1'unité si i ¢ J
A; a meme jeme ligne que A si ieJd

EXEMPLE
n=4 , X=1R" , p la norme vectorielle type sur R* .

Soient F p-contractant de matrice de contraction A = (aij) et
J = {1,3} alors :

F; = RrR* > R"

x>y = Fi(x)

avec ¥y = f1(x1’X2’X3’Xu)

=X

<
no
|

2
¥z = f3(X1,X2,x3,Xu)
Iy = %y

Fb sera p-Lipchitzien de matrice de Lipchitz

811 842 843 84y

0O 1 0 0
A; =

831 30 B33 %5

0o 0o 0 1

Notons que le rayon spectral de AJ esSt égal & 1 pour J strictement
inclus dans {1,2,...,n} (si J = {1,2,...,n} , FJ =F et A;= A).
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Ces définitions étant posées, une itération chaotique (pour calculer £ )
est alors définie par :

1) Un vecteur de départ x° dans X .

2) Une suite S = Jl’J2"‘°’Jr"" de parties non vides de
{1,2,...,n}

D'ou 1'algorithme

r=0,1,2,...

Robert, Charnay et Musy en généralisant un résultat di i Ostrowski [10]
donnent des conditions suffisantes de convergence de ces itérations [13] ,

1'idée &tant de ne jamais abandommer une composante au cours de 1'itération.

L'étude de la vitesse de convergence sera faite dans le cas oii F est un
opérateur dont on approche le point fixe & par une itération chaotique
cyelique définie par :

1) Un vecteur x° dans X .
2) Une suite s = J1,J2,...,Jr de parties non-vides de {1,2,...,n}.
D'ou 1'algorithme :
X = Fy (x7) 2=0,1,2,...

et J5L+1 ) Js(modulO'r)A

avec s e {1,2,...,n}

La condition suffisante de convergence (dite du résiduel maximal [13] )
devient dans ce cas :
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1. THEOREME

Soit F un opérateur p-contractant, toute itération chaotique
cyclique définie par une suite s = J1,J2,...,Jr de parties non-vides
de S ={1,2,...,n} dont 1l'union redonne S converge, quelque soit x° ,

vers 1l'unique point fixe & de F dans X .

Un algorithme défini initialement par Schroeder [14] dans le cas
de la norme vectorielle type sur R et repris [13] dans le contexte
‘d'itérations chaotiques permet le controle de leurs convergences.

2. THEOREME  [13]

Soit F un opérateur p-contractant de matrice de contraction A .
L'itération chaotique cyclique définie par une suite s = Jl’J2""’Jr
de parties non vides de {1,2,...,n} dont 1'union redonne {1,2,...,n}
converge, quelque soit x° , vers l'unique point fixe & de F dans X ;

de plus soient :

K =A X A X X A
Jr Jﬂ‘l Ji
et z, € RY tel que Z, = (I—K)-lp(xr—x°)
alors ¥Yk>1 p(E-Xkr) f_Kk z

Un résultat donné par Varga [16] dans le cas linfaire et repris
dans le cadre plus général des itérations chaotiques [2] montre que la
stratégie d'itération efficace définie par une suite s = Jl’JZ""’Jr

est celle qui minimise

n
(I Card J;) x p(A; x A X ... X A_)
i=1 r r-1 1
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§ 3 - LIMITATION

Donner des bornes & p(A., x A X ... X A_ ) nous permet
Jr Jr-l Jl

d'évaluer de combien on peut améliorer la vitesse d'une itération .
Charnay et Musy ont donné les bornes suivantes :

1. THECREME [ 3]

Soit A e J%Znn(IR+) matrice de contraction aveec p(A) < 1 .

Soit Jl’J2""’Jr une séquence de parties non-vides de {1,2,...,n}
dont 1'union redorme {1,2,...,n} . On pose K = Ay Ay cee Ay,
r r-1 1

alors on a :

0<pA) < p(XK) < p(A) <1 .

Ceci est une extension "chaotique" du théoréme de Stein-Rosenberg
car une étude des stratégies particulidres qui sera faite plus loin montre-
ra que O &tant une permutation de {1,2,...,n} . Ce thépréme appliqué 2
la suite s = Jy3955.4050,  telle que Js = {0(i)} pour i=1 3 n redonne
le théoreme de Stein-Rosenberg classique (I, § 2).

Il apparait immédiatement que les bornes dormées par ce théordme
en fonction de la stratégie choisie dépendent uniquement du nombre de par-
ties de {1,2,...,n} considérées. De nouvelles bornes tenant compte de la

composition de ces parties dépendront plus de la stratégie choisie.
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2. THEOREME [11]

Soit Ae/’zm(m") avec P(A) <1 . Soit J,,0,,...,,

une séquence de parties non-vides de {1,2,...,n} dont 1'union redonne

{1,2,...,n} alors :

r.
1

0< mx a;y<p(A; xA X oo X Ap ) <p(A) <1

i=1 3 n r r-1 1

avec a.. (pour i=1 3 n) é&léments diagonaux de A = (aij) et r

nonbre de fois que 1l'on trouve 1 dans la séquence Jl’J2""’Jr

DEMONSTRATION

Soit s = J:l’J2’ . ’Jr' considérons s' = 81,82, ces ’Sk construite

i partir de s de la maniére suivante :

£+Carde

Card(S.) =1 pour i=1 3k et J. = T S pour j=1ar
1 _ k=2 k

EXEMPLE
n=5 s = {1,2} {2,3,5} {4,5}

alors  s' = {1}{2H2}{3}{5}{4}{5}

s' &tant plus fineque s ona [5]

p(A, X A X (oo X AL ) <p(A, X ... XA_)
Sk Skt S0, Iq
Le nombre de fois ol 1'indice 1 apparait dans s é&tant le méme que
celui ol il apparait dans s' 1la démonstration est 3 faire pour une
suite s = S15855+44,8, de parties de {1,2,...,n} ol Card Si =1
pour tout 1 .
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Par définition :

1 0 ) 0
o 1
A, =
1 851 y ii y in
) 1
0 0 1

en notant €5 le ;™ vecteur de la base canonique de TR” on a
T ..
A: e; =e. pour i#j (1)

Notons Si le premier €lément de s tel que Si = {i}

alors AT X ... X AT e. = e, d'aprés (1) et les A. é&tant
S. S, 71 i i
i+1 K
nonnégatives on a :
21
T T T T 2io
AS AS X 00 XA, e. = AS e. = . >a
i Sin % 18 i1
%in

Soit S. . 1'élément suivant dans S tel que S; . = {i} alors de 1a
méme maniére :

Agi—r+1 X ... X Agi—l Ag; X ... X Agk ei z'AiiAgi—r+1 X c.. X Agi_lei =
et

i1 %41
Agi_r‘*gi_rﬂ X X AgKei 2 aiiAgi_rel kS 2855
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En réitérant le processus les r. fois que 1 apparait dans s nous

T T T3
aurons A81 X L. % ASKei >asy e - (2)

Les Ai étant nonnégatives et ey étant un vecteur nonnégatif le
théoréme (10, § 2, I) appliqué & (2) domne :

r T i
as. <p(Ag % ..o XAy ) = p(Ag X oo X Ag )
11 Sy Sg Sk Sq

La démonstration restant vraie pour tout i appartenant & {1,2,...,n}

on a :

max 8. f-p(AS X ooo X Ag ) _<__p(AJ X oo X Ay )
] 1 r 1

C.Q.F.D.

On va donner un moyen théorique de comparaison de ces deux

bornes en utilisant le théoréme (12, § 2, I) .

Sur un exemple pratique sera illustré 1'intérét de la seconde
borne qui consistera en 1'élimination directe de toute une catégorie de
stratégie n'apportant 3 priori aucune amélioration sensible de la vitesse

de convergence de 1'itération.

PROPOSITION

Avec les notations que précédemment, si il existe un vecteur y

n . P .
de IR avec au moins une composante négative tel que :

r.
r
Ay < max a.t x y
- s - 11
i=1 an
Ty r
alors max a.. < p(d)
. ii —
i=z1 dan

PREUVE r

— . i . . .

I1 suffit de poser max a;; =aet d'appliquer le théoréme (12, §2, I)
_pour - AY
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EXEMPLE PRATIQUE

Soit & résoudre le systéme affine de point fixe Xx = F(xx)
avec F(x) = Ax+b tel que A e\ﬁzm(m) et be R" dormd par :

08 12 2i-j 2,]
£y %yseesx ) = = ( XJ RS iEJ 219 5 ) +

pour i=1 3 n .

p étant le norme vectorielle type sur R™ . F est p Lipchitzien de
matrice de Lipchiptz K= (kij) suivante

Qié pour i=j

1,2 Ja2i-j]

= 1<
ij n 21+] pour 1]
L2 [25-1] 0 oo
n 21+]

Supposons que n=§0 alors p(K) = 0,824173 < 1
Alors, pour n=30 , F est p-contractant de matrice de contraction X .
Considérons 1'ensemble des stratégies chaotiques s donné par
={Ses/S-= {01},...,{030}} avec O € S permutation de {1,2,...,30}
notée o(i) = g; pour i=1 3 30 .

Nous avons {01} U {02} Uu...u {030} = {1,2,...,30} et donc d'aprds le

théoréme (§2,1) toutes ces stratégies convergent vers x> point fixe
de F . De plus leur vitesse de convergence est liée 3

o(K x K X ... XK ).
930 029 %4
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D'aprés 1'inégalité de Charnay-Musy nous avons
O(K)BO.§ p(K X ... xK_ ) < o(K)
%30 °1

soit 0,003 < o(K_ x ... xK_) <0,82 (1)
%30 09

La deuxiéme inégalité nous domne puisque r, = 1 pour tout S de s
et tout i de {1,2,...,n}

max k.. < p(K x ... xK ) < p(K)
j=tan ™ %30 01
soit 0,8 < p(K x ... xK ) <0,82 (2)
%20 9

Donc quelque soit la stratégie S prise dans 1l'ensemble s
Contrairement i ce que (1) pouvait nous faire espérer on ne peux avoir
d'aprés (2) un rayon spectral de K X «e. x K inférieur 3 0,8 .

930 91
Donc a4 la simple vue des €léments diagonaux de la matrice de contraction K
nous concluons directement § 1'inutilité de rechercher dans s , que nous
appellerons ensemble des stratégies permutées de Gauss-Seidel, une méthode

itérative efficace.

Considérons maintenant une itération chaotique engendrée par une suite

S = Jl’J2""’Jr avec r > n
Supposons gue J1 = {1}
J2 = {2}
J3 = {2}
. avec r. > 1
. i
J2+ri = {2} pour 1i=13 29 .
J2+r1+1 = {3}



Ainsi nous itérons une fois sur la premidre composante, r, fois sur la

1

secorde, r, fois sur la troisidme et comme cela r29 fois sur la
trenticéme .

L'inégalité de Charnay-Musy nous donne en supposant que r = 50 .

0,00004 < p(K, x ... xK_) < 0,82 (3)
_— J]_" J:l -—

La deuxiéme inégalité nous donne :

0,8 < p(K, x ... xK_)<0,82 )
- dJ J, = .
r 1
Fi
Car max kii = 0,8 puisque la composante 1 n'apparait qu'une seule
i=1 & n

fois dans la suite S et que k., = 0,8 .

11

Alars que (3) peut faire espérer un rayon spectral assez petit, on déduit

de (b) que toutes les stratégies ne touchant qu'une seule fois la premidre

composante a chaque cycle ne peuvent donner un rayon spectral inférieur

i 0,8 et sont donc 3 &liminer au méme titre que les stratégies données par

les permutations de {1,2,...,30}.

-~

I1 nous reste donc 3 considérer toutes les stratégies touchant la premidre

composante plus d'une fois.

Nous obtenons le tableau suivant pour différentes tailles de n en appli-

quant les stratégies
S = {1} {a} {1} {1} {1} {1} {2} {3} ... {n}
ol nous avons d'aprds la deuxidme inégalité

0,4 g_p(Kh X ... %xK
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' 6
Nous notons Kj = Kn X .. K1 R

suite S et V 1le gain en vitesse par rapport & 1'itération de Gauss-

p = NS le nombre d'éléments dans la

Seidel. Par exemple V = 2 : la nouvelle stratégie va deux fois plus vite

que celle de Gauss-Seidel.

Nombre gain en 2
N NS Séquence |d'opé- p(KJ) opéra- i p(Kj)p
rations tion

10 1 —10 640 10,825

10 325 3,03 | 0,576
15 16 — 10 315 0,432
15 1 —15 960 {0,824

15 - -— -— 560 2,4 0,542
20 16 - 15 4hoo |o,uL2
20 1 —20 1280 |0,822

20 - - --{ 805 2,7 0,519
5 | 1% -2 | 75 |o,1m0
25 1 —25 1600 0,820

25 e —em——| 1030 2,8 0,502
0 | 1°-25 | s70 |O,437
30 1 — 30 1890 (0,819

30 s 8 Rt 1225 2,84 | 0,489
35 | 1% —-30 | 665 |o,u31
40 1 —10 2600 10,816

o | /0 e e 1790 3,20 { 0,471
15 | 1®—u0 | 810 |o,429
50 1 —50 3150 |0,814

50 | /@ |mmmm—mmpmm e it 2160 3,18 | 0,458
55 | 1 —50 | 990 |o,uol
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Le tableau de comparaison des deux bornes pour différentes tailles de n

est le suivant :
Pour S = {01}{02}...{0n} avec 0, =1 pour i=1an

Soit la méthode d'itération de Gauss-Seidel

N M (21 oK =KD oK)
10 | 0,157 0,8 0,82 0,83
15 | 0,66 0,8 0,82 0,83
20 | 0,02 0,8 0,81 0,82
25 | 0,008 0,8 0,81 0,82
30 | 0,003 0,8 0,81 0,82
40 | 0,0003 0,8 0,81 0,82
50 | 0,00004 0,8 0,81 0,81
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Pour S = {1} {2} {2} {1} {2} {2} {2} {3} ... {n} nous obtenons

N cM [2] p(K;) p (K)
10 0,062 0,4 0,43 0,83
15 0,024 0,4 0,4l 0,83
20 0,009 0,4 0,44 0,82
25 0,003 0,4 0,43 0,82
30 | 0,001 0,4 0,43 0,82
40 0,001 0,4 0,43 0,82
50 0,0001 0,4 0,42 0,81

On constate donc 1'imprécision dans 1'approximation du rayon spectral
par 1'inégalité de Charnay-Musy dans ce cas.

Cette imprécision augmente avec n et cela est dd au fait que :

lim p(K)* =0 car 0,8 < p(K) <1

oo

Nous venons de voir sur un exemple pratique 1'intérét de cette nouvelle
borne qui se déduit directement des €léments diagonaux.

Elle indique (lorsqu‘telle est meilleure que celle de Charnay-Musy) dans
quelle catégorie se trouve la stratégie la plus efficace mais ne la dorne

pas explicitement.

Les différentes manidres de poser le probléme du choix de la stratégiee
chaotique optimale d'itération en particulier pour les stratégies permu-
tées de Gauss-Seidel permettent de faire le lien avec le probléme initial

de Stein-Rosenberg.
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§ 4 - LES PERMUTEES DE GAUSS-SEIDEL

Les paragraphes 1, 2, 3 montrent que le probléme du choix de la
stratégie optimale d'itération de point fixe se raméne au probléme matri-

ciel suivant :

Soit A e Jvzgn(I{+) une matrice nonnégative de rayon spectral

strictement inférieure 3 1 (A est une matrice de contraction).

I1 s'agit de trouver la suite Ji’J2""’Jr de parties de {1,2,...,n}
dont 1'union redonne {1,2,...,n} qui minimise
n
(T Card J.) x p(A. A cee A
i=1 * Ip Jpeg I

Une proposition due i Charnay-Musy permet de mettre sous certaines condi-

tions sur la suite Jl’ 2,...,Jr la matrice AJr X o.. X AJl Sous une

forme rappelant celle de la matrice de Gauss-Seidel associée 3 la résolu-

tion d'un systéme linfaire Bx =d .

1. PROPOSITION [ 3]

Soit A€ J% m(]R+) une matrice nonnégative.

Soit Jl’Jz""’Jr une séquence de parties non vides de {1,2,...

formant une partition de {1,2,...,n} .

r

u J. = {1,2,...,n} et J. N J. =0 pour i#j

. 1 1 J

1=1

Soit X = AJ X ... X AJ . On peut alors construire deux matrices
r 1

L>0 et U>0 telles que :

A=L+0UT

(I-L)XK = U

et come (L) = O K = (I—L)—lU >0
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Une application dans le cadre des stratégies permutées de Gauss

Seidel permet une construction trés simple des matrices L et U .

DEFINITION

Scoit o € Sn une permutation de {1,2,...,n}. On appellera
stratégie permutée de Gauss-Seidel la stratégie associée 3 la suite

5 = J,5J5,...,0, telle que I = {Oi} pour i=1 an .

A la permutation o seront associées deux matrices LO et U0

ainsi définies.

DEFINITION
. . . +
Soit o€ S une permutation de {1,2,...,n}. Soit A € JWQ (R)

o définit une découpe de A = (aij) en L, et U, dela maniére suivante

_ + +
A = L+U, avec Loe%m(IR) et er/rgm(IR)

~

aij J=og i:cs+1,...,orl s=1 an
et (Lc)ij =
0 sinon
EXEMPLES
n=4 A = (aij)
01 : {1:2,3:}"} > {1,2,3;4}
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0 0 0 0
a 0 0 0
I = 21 et U
1 a31 a32 0] 0
ay1 By 8z O
0, = {1,2,3,4} -~ {2,1,%3,4}
7,
A =
A Y
A2,
777, |/
AL
0 a4, 0 0
0 0 0 0
L, = et U
2 a31 8.32 0 a3u
aul au2 0 0]

La proposition 1 devient

11

859
0

0]

@5

0

0

8o3 8oy
33 %34
0 aua




2. PROPOSITION

Soit A E‘IZTnn(IR+) . 0 é&tant une permutation de {1,2,...,n}
soient {01},...,{on} la stratégie permutée de Gauss-Seidel associée et

LG et Uc la découpe de A correspondante. On a :

_1 _
(I_Lo) U0 = Ac AO X ... X A0
n n-1 1

Une matrice nonnégative de rayon spectral inférieur strictement
a4 1 étant donnée le probléme du choix de la stratégie optimale d'itération

Jl’J2""’Jr ne consiste pas uniquementven la minimisation de
Q(AJ X ... X A_ ) car dans ce cas le minimum est atteind de manidre tri-

r Jl

viale par la suite s = Jl""’Jn telle que Ji = {1,2,...,n} pour

iz1dn . Eneffet A, = A ¥ice¢ {1,2,...,n} par définition, ainsi
. , Ji
p(AJ X ... X AJ ) = o(A™) = p(A)? et 1a borne inférieure de Charnay-Musy
n 1
pour p(A ,...,AJ ) est atteinte. Il faut donc tenir compte du nombre
n 1
n
d'activation a chaque cyele soit £ Card Ji'.
i=1

Dans le cas du choix de la stratégie optimale parmi les stratégies permutées

n
de Gauss-Seidel § Card Ji = n est constant et ainsi le probléme devient
i=1
Trouver La permutation o qud minimise p(AO AO X ... X AO )
n n-1 1

ou bien en appliquant la proposition 2

Trouver La permutation o qui minimise p((I-LG)_lUO)
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Le lien avec le probléme posé par Stein et Rosenberg se fait
de la maniére suivante :

3. PROPOSITION

Soient Ae‘/.gm(IR) et creS s L0 et U la découpe de A

associée & ¢ alors il existe une matrlce de permutatlon P correspon-~
dante & o telle que :

Pg L0 P0 = L triangulaire inférieure stricte
Pg Uy Py = U triangulaire supérieure
et de plus :

L p((TL) Y) = p((1-1) v

2. Pour o et o' appartenant 3 Sn . Les €léments diagonaux de
Uo sont les mémes que ceux de U, et A.
3. p(Uy) = mx  a.. et p(Ly) =
1=1 an
PREUVE

On vérifie aisément que la matrice P0 ainsi définie

1 si j=o(i)
(P )., =

o’ij
0 sinon
est telle que Pg L0 P0 et Pg U0 P0 = U avee L triangulaire inférieure

stricte et U triangulaire supérieure.
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1. (-1) Y = % P, P )Py p
0o 000 oo o
P. =P car P0 est une matrice de permutation donc
1 _ ol ~1,-1

(1) 7' = (N1 )P )R U P

R S FE R -1

= P0 (I Lo) UoPc d'ol o((I-L) "U) = p((I Lo) Uo)
2.3. Par définition Uo a mémes éléments diagonaux que ceux de A ,
Pc conservant la diagonale 3 un réarrangement prés les €léments diagonaux

de U seront ceux de U0 s deplus L et U étant des matrices trian-

gulaires

max a.
i=1 & n

p(U) = p(U)

n
o

p(L).

o(Lc)
C.Q.F.D.

Ainsi donc soit A e\/%:nn(li+) la matrice de contraction d'un opé-
n

rateur linéaire F sur X = 1T X. espace de Banach muni d'une norme

i=g 1
vectorielle p . Le probléme du choix de la stratégie optimale parmi les

permutées de Gauss-Seidel est celui du choix de la matrice de permutation
Po telle que la matrice de Gauss-Seidel associée & la découpe de PEAPO
en L triangulaire supérieure stricte et U triangulaire inférieure ait

un rayon spectral p((I—L)—lU) minimim.

Dans le cas ou A est la matrice de Jacobl associée 3 la résolu-
tion d'un systéme linéaire B x = d , on retrouve le probléme posé par
Stein et Rosenberg du choix de la permutation P qui donnerait le
pé(I—L)"lU) minimm avee (I-L) U matrice de Gauss-Seidel associée 3
P=Jp .
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En résumé, A &tant une matrice nomnégative de rayon spectral
strictement inférieur & 1 , il s'agit de trouver la permutation

g de Sn qui vérifie ces trois propositions équivalentes :

1/ e((I-Ly) 1U ) = min p((I-L; )—1U6,)

IGS
2/ p(A_ A X oooxA ) =min (A, A_, X ooo x A )
% %n-1 9 o'es,  “n “n 9
3/ La matrice de permutation P(j associée a o est celle pour

laguelle le rayon spectral o((I-L)" U) de la matrice de Gauss

~

Seidel associée i PGAP0 est minimum.

Dans le cadre de ces stratégies permutées de Gauss-Seidel les bornes don-
nées par Charnay-Musy deviennent :

4. THEOREME

Soit A erm(m- +) telle que p(A) <1 . Soit © une permu-
tation de {1,2,...,n} on a :

p(A) < p(A_ A X ... xA ) <p(A) .
% %n-1 %1 ~

Ainsi on peut voir dans le borne donnée par Charnay et Musy une extension
chaotique du théoréme de Stein-Rosenberg. En effet i o € Sn correspond %
une matrice de permutation P telle que la découpe de Gauss-Seidel de
PAP en L et U vérifie A A x...xa = ()
0} (0}
%h %n-1 1

L étant triangulaire inférieure stricte, I = O . Par suite

(T-1) 20 = (T4L#. . 417Dy + 10 = A, A e A

n n-1 o

1

En posant avec les notations du théoréme de Stein-Rosenberg tronqué
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(I, §3)
(T, ALV Dy + 11 = T
Nous avons d'aprés ce théoréme puisque p(L+U) = p(PgAPO) = p(A) <1
p(L+U)™ < p(T ) < p(L+D)
et ainsi

n
p(A) < p(A, A, X ..oxA ) <p(A)<1.

n n-1 1

De la borne (3,2) on tire le corollaire suivant :

5. COROLLAIRE

Soient A € qu;n(IR+) et o une pernutation de {1,2,...,n}
alors si p(A) < 1

ag; < p((T-L)7U) < p(A)

.
1]
iy
o
3

REMARQUE
Cela peutaussi se montrer facilement du théoréme de Perron en

remarquant que (I—LG)_j‘U0 est supérieure 3 U, et que d'aprés (4,3)

:

.. »

p(UG) = T

1=

N
s

Cette borne inférieure est atteinte lorsque o est telle que L0 =0

Car alors (I—LO)_lUU = U mais dans ce cas nous aurons :
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6. PROPOSTTION

Soit A eg/zzgn(]R+) avec p(A) <1 alors si il existe

- 7yl -
o€ Sn telle que L0 =0 , p((I LO) Uc) = i:?ag . ass - et de plus

pour tout o' € Sn

:

a

...1 _
PTg) Vg = max 2y,

1=

[aN
7

Donc toutes les découpes se valent et il est inutile d'étudier ce cas

puisque toutes les découpes auront méme vitesse de convergence,

PREUVE

Considérons o' € Sn alors

-1
is1 3 n ail i p((I'Lo.y) UO") _<_ D(A) (1)

-~

mais il existe une matrice de permutation P0 associée 4 0 telle que
PAP =L +U =U_d'od |
o o o o o :

ol
P(A) = p(PLAP ) = p(U) = max a,.
o ¢ ' o i=1 3n
et (1) devient p((I-L ,)_1U y) = max  a..
o o .4 x ii
1=l an

C.Q.F.D.
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CHAPITRE III

APPROCHE : CALCUL EXPLICITE DE [(I-LG)_luo]m




A étant une matrice nonnégative de rayon spectral inférieur
strictement & 1 il s'agit donc de choisir la permutation ¢ de
{1,2,...,n} qui minimise le rayon spectral de

A A x ...x A = (I-L) g , matrices définies dans le
o, "0 4 o, o o

chapitre II.
A ce propos, il sera donné dans ce chapitre une formule explicite des
€léments de [(I-—LG)_lUO]k pour k € N dans le but d'approcher

(cfs chapitreIV) les quantités p((I-LO)_1U6) et Trace [(I—LO)_lUO] .

On pourra alors dommer une condition suffisante de comparaison de deux

découpes différent d'une substitution.

I - CALCUL EXPLICITE DE [(I—LO)—lUd]k

1. DEFINITION

On notera de maniére classique Eij € J%Znn(IR) avec
. . . T
i,j € {1,2,...,n} 1a matrice Eij = e5e]
et on a Eij Ekl = 6jk Eil

avec 6jk symbole de Kronecker

1 si  j=k

jk
O si j#k
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2. DEFINITION
Soit A une famille de parties de IN , par exemple
A = {a¥{b}{c,d} avec a,b,c,d € IN et soit e e IN

on notera {e x A} 1'ensemble B = {e,a}{e,b}{e,c,d} .

EXEMPLE
¢ = { 2}{3,4,5H2,4,3}

alors {10 x C} = {10,2}{10,3,4,5}{10,2,4,3}

3. DEFINITICN
A une permutation o de {1,2,...,n}
o: {1,2,...,n} > {01,02,...,0n}

11 sera associé une suite g; s f; seens f s définie par la relation
1 2 n

de récurrence suivante :

}{cj « & } ... {oj x ggi}{oj}

ag. j"‘2

J 1

¢ : {cj x g"j-

pour j=2 a n et € - {0}.

o] 1 1
La formule de calcul explicite de (I—Lo)"lU0 qui sera donnée repose
essentiellement sur la construction de cette suilte.

EXEMPLE

n=4 o: {1,2,3,4} » {01,02,03,04}

alors :



CE; = {o,}

01 1
- (o, x 501}{02} = {0,,0,} {0}
€, = (o> €, oy = 4 o Yo3)

= {03,02,01}{03iq2}{03,01}{03}

€, = o €, Hoy x € 1oy » &, Moy

= {04,03,02,01}{%,03,02}{%,03,01}{%,03}{%,02,01}{0“,02}
La suite gc pour k=1 & n se construit donc sans difficulté et

n

d'une maniére tout i fait automatique.

4. DEFINITION

Soit C une partie de {1,2,...,n} par exemple ‘
C = {bl’bz"”’br} avec r € IN et bi € {1,2,...,n} pour 1<i<r.

Soit K€ J’Znn(m) notée K = (k;;) , on définit :

Q= .

k = X X .. X x . pour j€ {1,...,n}.
kb1b2 kb2b3 kbr'—lbr kbr"] ’ ’

EXEMPLE
En reprenant 1'exemple donné poeur illustrer la définition 3

on a :

003 = {03,02,01} € 2?;3

Soit K = (kij) GJ'ZBB(IR) on aura :
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2

Nk =%k x k x k 5

c 0302 0201 01

%3

et ainsi en considérant tout 8?(3 nous aurons :
3
2 2 2 2 2

x mTk= m k + M k+ I[k-i-_nk

COBGEUB 003 {03.,02,01} {03,02} {03,01} {03}

=k k k + k k + k k + k

070, ~ 0y04 012 020, 022 0304 012 2

%
Ces définitions &tant posées, Soit A une matrice nonnégative de

taille n et ¢ une permutation de {1,2,...,n} ; une formule explicite
de calcul de .(I—Lc)_lU0 est la suivante [1]

1. THEOREME

Soient A une matrice nonnégative de taille n et ¢ une
permutation de {1,2,...,n} . Solent Uo’ Lo’ A0 pour i=1 3 n les
i
matrices associées (IT ,2).

Posons K = A - I avec les définitions et notations précédentes on a :

- n J n J
(I-L ) U _=I+ z( = TKE .+ 1 ( z I XE .
o o j=ic €@ ¢ % j=1c e ¢ Op-1J
On %1 On On-1 On-1 %n-1
n J n J
t...+ L ( ¢ TKE .+...+ ¢ ( 3 1 KE_ .
j=1c e® c, 9gJ j=1c_ e¥ ¢ 04J
OQ’ 02, I3 01 0’1 0’gl
DEMONSTRATION
Elle se fait par récurrence sur A A seessh = (I-L )-1U
Gn On—l 0'1 o [0}

Par définition de A et K pour i=1 an
Oi Oi



n
AU =TI+ Z 5.3 Eg.s
i j=1 %3 94J
et ainsi pour i=1
n
A =TI+ 2 k .E_.
9 j=1 919 94

Par définition f G ° {01} et (1) est donc bien égal 3

1
n J n j
I+ Z( Z Tk)=I+ Z (I K)E_.
j=ic e€ c, j=1{o} %2
' 1 1 1

La formule est donc vraie pour 1 , supposons la vraie pour n-1

R

Soit done :
n J
A A X ..o XA =TI+ I ( z I kE
-1 %n-2 94 j=1c, €€ ¢ 5 919
n-1 n-1 "n-1
n J n J
R I ¢ ) TKE_ .+ ...+ % ( z T k)E
jstc e o, %W jsic,e& c, °
2 2 T4 1 1 1
Alors
n
A A X xA =(I+ I E_.)A A
0n Gn—l 01 j=1 O ohq On—l 0n—2
n

Calculons (I k_ . .
j=1 Opd 9y n-1

(1)

(3)



En remplacant A0 A0 X ... X A0 par sa valeur donnée par hypothese
n-1 n-2 1

de récurrence (3) devient :

Evaluons pour £=1,2,...,n-1 l'expression

n
(Zk

n J
2Ky jE )L 2 (2 I k)E0 .
j=1 n

. ]
% j=1c e¥. ¢ 29

o 02 02

L

elle est égale a

n n J
Tk .z ( =z TKE .E ] )
=1 %0 m=1C_e € C Ipd  OgM

% % 9%

par définition des Eij chaque terme de cette somme est nul sauf pour

j=f et nous aurons

n J
(4) =k r( I I KE_ .
0O O . (0]
n gj=s1c_e@_ ¢ 2
62 02 02
n J
=% ( = k T K)E_ .
j=1 ¢ e& % c Gpd
02 2 og

Ainsi



n J
.+ (o Hk)E.+
aiceif Opd
2,
J
Par définition nous avons k I
0.0
n-g C
o
n n J
posons Tk -E .= % ( IKkE

n J
(I KE_ .+ I ( I kE .t
. g J . Tphqd
j=t {o .} "n* j=1c_ e€¥  {oxG } %n-1
n Oy o, _ n" o,
n J n
oo v+ T (X g’ 1 k )E02j+...+ vy ( ¢ ¢ i k) E0 ;
j=1 C_¢ {ox&_ 1} j=1C € {o.xC 1} 1
oy 02 n aQ gq Toq D 01
Ce qui revient en regroupant le sommation sur les j 3 :
: (j ) G ) T 1
r (o KE_ .+ I {I K)E oot I kK)E
i=t {op} n' Cefox € 1€ n-1J CG{ox o ) 91
o
n-1
Par définition €. = {o_x € Mo x € <& o}
Oy n Op-1 0 0pp 04 n

et ainsi 1'expression (5) devient :

n

J
T ( b ( 1mkE
j=1C_e¥_ ¢ n’
n O'l’l On

En remplacant ceci dans (2) on obtient la formule cherchée.

j=1 % %) g=1 o} On

, (3) devient :

L

C.Q.F.D.

J
T I k)E +..
o
G&? n-1
0n n-1
n Jj
oo+t 2 (T Kk Hk)E.
j=1 ¢ et%“"ic 9,
01
J
k = I k et si de plus nous
{ox € 1}

. (5)
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Malgne sa complexité apparente, cetie formule de caleul explicite de
(I-L c)_]‘UO est en fait tres simple car elle fait uniquement appel a

La géneration de La suite (% )

k152,000

- EXEMPLE
n=k , Aeg MM(IR) notée aij et K=4A-1 (kij)

Soit o : {1,2,3,4} » {4,2,1,3}
Ainsi o=k 5, o,=2 o =1 , 0y =3
Générons la suite ‘601 = f , ‘602 = "_62 s ‘503 = %1 s cgcu = €3 .

Nous aurons par définition :

€, = W

S

2 x &, M2} = (2,42}

€, - 1 x €y by
= {1,2,4}{1,2}{1,4H{1)
€, = 3 €5 <813 xE03)

{3,1,2,413,1,2}{3,1,4}1{3,11{3,2,4}{3,2}{3,4}{3}

Calculons par exemple 1'élément en position (1,1) de (TL—LO)—lU(j noté

(slu)11 . D'aprés le théoréme :
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1
() =1+ ) Ik
11
ce& c
1 1 1 1
=1 + I k + I k + I k+ 10 k

{1,2,4} {1,2}  {1,4} {1}

T4k, Ky Ky + ko kg + Ky Ky + kg

En remplacant kij lorsque i#j et par ass - 1 lorsque i=j puisque
K=A-1 on obtient :

(Qulgq =1+ aj,ay ayy + a5, 8pg +ayy 8y +a, -

=849 Y 8pap) tagy ay tag, ay ay,

Ce qui est bien le résultat qu'on obfient en calculant ABAiAZAM direc-

tement.

Avec la méme technique de démonstration que celle du théoréme 1, le
résultat peut s'étendre i un produit quelconque de matrices

Ab Ab X io. X Ab ol re N et b, e {1,2,...,n} pour 1<ic<r,
1 — —
r r-1 1

les Ab étant définies 3 partir d'une matrice nonnégative A de
i

taille n :

5. DEFINITION

{bl’b2""’br} étant un ensenble d'éléments de {1,2,...,n}

b

avec r € N 1l lui sera asscecié une suite ‘gb "gb ,...,f définie
1 2 r

comme suit

€, -ox & RIS

J j LR 3 gbl}{bj}

j-2
avec fbl = {bl}

Avec les notations et définitions précédentes on a :
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2. THEOREME

Soit A une matrice nonnégative de taille n et soit

{bl’b2""’br} un ensemble d'éléments de '{1,2%,..,n} avec re N.
En posant K=A -1 ona : _ “Z
n J
A, A X t.e XA =T+ Z( % I k) .+
by g 2 js1c €€, ¢ "o,
r r r

n J n J
T ( z TKE . +...+ I ( z 1 k)Eb.

j=ic_e¥ ¢ 2J j=ic_eg. ¢ 19

bg b2 b% bl b1 b1

DEMONSTRATTION

Elle se fait de la méme manidre que précédemment. Supposons

en effet que :

n 3
X ... =TI+ >: ( % I k)
Abr—1 Abr—2 Ab =1 ¢, e‘gb C, Ebr—iJ
r-1 -1 r-1
n J
.+ T (% T KE,
j=1c e ¢ 19
b= 7by by

alors :

n

X .. X = (I+ & . ) ( X ooo X A )
Abr Abr-l Abl j=1ker Eer Abr-l Abr—2 b
et i1 s'agit d'évaluer :

J
(E kaEb )(in C, ezi? cn By j)
bg” by by

n J
o (o

1 Ppd j=1c e
by~ 7by by

0
TN

J
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Ceci est égal de la méme manidre que dans le théordme 1 3 :

n

J

z ( z I k) .

J=1 Cb € ‘eb kbrbl Cb Eer
L L '3

n

=T ( z i KE .
. C J
j=1 Cbzeebz oy, = b} T

en regroupant tous les termes {br X if; } de par la définition de
£

ng nous trouvons la formule cherchée.
T

C.Q.F.D.

La similitude dans la démonstration est possible car dans celle
du théoréme 1 nous n'avons pas utilisé le fait que o est une permu-
tation de {1,2,...,n} 3 savoir que Card {01,02,...,0n} = n

et o, # o5 pour i#j avec 1 et je {1,2,...,n}

Soit m un entier fixé, grce 3 1'extension du théordme 1 3 une suite

quelconque d'entier pris dans {1,2,...,n} il est possible de donner,

o étant une permutation de {1,2,...,n} s une formule explicite de
-1, m

[(T Lo) Uc] .

6. DEFINITION

Soit 0 une permutation de {1,2,...,n}

o : {1,2,...,n} ~» {01,02,...,0n}

Soit k un entier quelconque alors o, sera défini ainsi

o = Oj pour 1<j<n <= k=3 (n) (k congru 3 j modulo n)

par exemple 0n+1 = 01 0n+2 = 02 ete...



7. DEFINITION

Soit m un entier quelconque non rnul, o &tant une permuta-
tion de {1,2,...,n} et o;  pour 1< j<m défini comme précédemment
Au couple (m,n) sera associée une suite définie comme suit :

?0 = {Uj X f _1}{03' X g;‘j_‘?} ...{O'J- xg }{OJ}

. 0. o
J J 1
pour j =2 & mn avec 15; = {01}
1
11 vient :
3. THEOREME

Soient A une matrice nomnégative de taille n et 0 une

permutation de {1,2,...,n} . Soient Uo’ L0 et A0 pour 1i=1 d n
i

les matrices associées. m é&tant un entier quelconque différent de zéro,
enposant K=A -1 ona:

[(1-L ) tu 1™ z ( i ) z ( T 10
I-L) Ul =I+ £( % KE_ .+ I 5 T k)E CE L.
¢ o j=tce€ ¢ °‘m’ j:10c¥ ¢ ‘m-1
m -1
n ]
4 (T TRE
' ,j=1cesgclc 1

En posant m=1 on retrouve évidemment le résultat du théordme 1.

DEMONSTRATTION
Elle se déduit directement du théoréme 2 en considérant que la

suite {br""’bl} est la suite {Omn’omn-i’cmn—2"'

avons mn = r et Oj € {1,...,n} pour 1< j<m de par la définition
de o.
J

.,01} et ainsi nous

Comme pour le calcul de (I—Lo)-lUG celui de [(I—LO)—lUO]m ne nécessite
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que la génération de la suite g . qui se fait de maniére automatique.
En effet :

1 % %
- €, - (2}
fog =€ = (1,241
f% =€, = 3,1,2}3,1}3,213)
75;4 ::1:31 =ﬁﬁz ='{2,3,1,2}{2,3,1}{2,3,2}{2,3}{2,1,2}{2,1}{2,2}{2}
ﬁgLS =1f;;==t?; = {1,2,3,1,21{1,2,3,1}{1,2,3,2}{1,2,3}{1,2,1,2}{1,2,1}

{1,2,2H{1,2H1,3,1,2}{1,3,1H1,3,2}{1,3}{1,1,2}{1,1}
{1,2}{1}

2526 :152; = t?% = {3,1,2,3,1,2}{3,1,2,3,1}{3,1,2,3,213,1,2,3}{3,1,2,1,2}
{3,1,2,143,1,2,213,1,2}{3,1,3,1,2}{3,1,3,1}{3,1,3,2}
{3,1,313,1,1,2H3,1,1H3,1,2H3,2,3,1,213,2,3,1}
(3,2,3,213,2,3}{3,2,1,2}{3,2,1}{3,2,2}{3,2}{3,3,1,2}

{3,3,11{3,3,2}{3,3}{3,1,2}{3,1}{3,2}{3}
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~

Ainsi supposons avoir 3 &valuer 1'é@lément en position (2,1) de

_ -1 2 - 2
[[I Lc] Uo] que nous noterons 2u21

Par définition puisque fc = ‘gé nous aurons :

b

Lu k

Q=
+
™~

Q=

~

2 = T
21 Oeiééu

1 1 1 1 1 1
z I k + I k+ I k+ T k+ T k+ I k+
{2,3,1,2} {2,3,1} {2,3,2} {2,3} {2,1,2} {2,1}

1 1 1
I k+ I k+ I k
(2,2} {2} {2}

+

= Koz Kgg Kyo Koy + Kopg Ky Kyg + Ko kg Ky + Koz kgg Koy Kyo Ky 4

k

1tk

211{11+1/c k.. +k

* ks oo Kog ¥ Kyy Ky

En remplacant ki' par a..

5 13 si i#j et aii—i si di=j on obtient :

2 _ .
Mpy = 8ng 8g9 8y5 Bpg + 853 834(80471) + 855 85, 8y + a5 84 ¥

tayy 8y, 8y *ag(a)yml) + (agmlay, + 28y, =
853 83 845 8oy F 853 8gq 84y F 85 855 85 F 859 845 8y

T8y 899 F 8y 8y

Ce qui est bien le méme résultat que 1'on obtient en calculant (A3A1A2)2

et en explicitant 1'élément en position (2,1) .

Dans ces formules de calcul, l'introduction de la matrice K= A « T
introduit des termes diagonaux éventuellement négatifs mais en fait ceux-ei
s'éliminent automatiquement comme le montre par exemple une seconde démons-
tration du théoréme (II ,2).
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4, THEOREME
Soit A E\/Z (IR) nonmnégative et soit {bl’ 53+ br} un
ensemble d'éléments de {1,2,...,n} avec r € IN. Alors
%
max  a.; < p( X v x A )
setan 1S Ry "o,

avec
a, nombre de fois qu'apparait la composante i dans {bl’ o3¢ ,b }

PREUVE

Cela revient d montrer pour al1 par exenple en notant pour
simplifier oy =m que :

11—“% oy “'X%J

Notons aussi pour simplifier 1'&criture dl’d2 5. dm (par ordre
d'apparition) les bj pour j=1 a r tels que b = {1} . Ainsi d‘aprés

le théoréme 2 nous aurons :

1 1 1
( X .. X ),, = r Tx+ X Ik+t.,..+ I Hk+1
Abr Abr—l Ab1 11 Ceqfd C Cef% C CE'gd
m ~1

La matrice Ab Ab X .. 0% Ab produit de matrices nonnégatives est
r : 1

nonnégative, d'apr'és le théoréme de Perron en montrant que
11 < (Ab Ab ee. X Abi) 41 hous aurons le résultat cherché.

Evaluons les termes qui s'écrivent comme puissance de k11 dans
( X ... X ) S
Ao, fo_, A, 11

Ceux sont tous les termes de la forme {1,1,...,1} dans ¢ ,‘fd ,..,‘éd
1 2

Par construction de 1la suite f cela revient & évaluer tous les termes
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de la forme {1,1,...,1} dans une suite é,f ,...,q construite
ainsi :

€, - w

et €, =t x €_11x€ .0 <€

pour Jj=2 am.

En effet pour cela nous avons €liminé tous les singletons différents

de {1} intervenant dans le passage de \fd 3 gd pour i=1 3 m-1
_ i i+1

et qui ne donnent pas les termes cherchés.

Montrons par récurrence sur m que le nonbre d'éléments de la forme

{1,1,...,1} p fois est CII; .

Ceci est vral pour m=1 en effet il n'y a que {1}

Supposons le vrai pour m-1 .

Alors le nombre d'éléments de la forme {1,...,1} p fois dans

f 5ee .,@m sera le nombre d'éléments 4 p termes dans € seees t;x—l
auquel on ajoute le nombre d'éléments i p-1 termes de €, ,. fm 1
puisque par construction de ‘ém ils se transformeront en &léments 2
p termes.

Ainsi nous aurons :

p-l p Cp 2]

or o

1 1 _ 1 1
1+ ¥ 0nOkteeot T TNk<<14+ I mIkt,..+ L Ik

g c kg T wg kg C
m
1

Notons qu'a {1,...,1} p fois =T correspond 1 k = k.il et ainsi :
T 1
1 1 m
- P.P _ m
1+ Y nMTkt.oot T _ Nk= T ka11 (1+k )

cel, c e C p=0
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. - _ m _
Mais k11 = a4 1 et donc (1 + kli) a

et nous avons bien :

ap < [(Ab - Abl)lil

Cette démonstration montre bien que les &léments k 11 négatifs lorsque
a,;, <1 s'éliminent dans la formule de [(IéL ) U m
C.Q.F.D.

m

Cette manidre de construire [(I-LO)—iU " pour me W a

été motivée par les théorémes suivants :

5. THEOREME [2]

801t Ae J@Z (IR) une matrice nonnégative et irréductible,
en notant a.n 33 le terme en position (i,j) de A™ 41 vient :

Dans le cas o A n'est pas irréductible il est possible d'établir le
lien entre les termes de A" et p(A) de la maniére suivante :

6. THEOREME [4]

Soient A e,/%gnn(IR) une matrice nomnégative et € une
constante positive quelconque :

1

lim [Tr{a+eI)™1™ = p(a) + €
m—)OO
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DEMONSTRATION
Soit )\1 = p(M+€I) = p(M) + € valeur propre de A + €l
d'aprés le théoréme de Perron.

Soient >‘1’)‘2""’)‘n les valeurs propres de A + €I nous aurons

n : A
Te(areD)™ = Z AT = Ak + I (DM
i=1 LA 1
1
k étant I'ordre de multiplicité de Al .

Or 7\1 > )‘i powr i=2 & n car )‘1 est rayon spectral d'ol :

A, 1
1im Mk + &z (B = =pa) +e .
Mmoo 1 Ai#)\l 'X; 1

C.Q.F.D.

Soit o une permnutation de {1,2,...,n} 1le théoréme 3 permet
le calcul explicite du terme en position (n,1) de ((I—Lc,)“j'UG)m pour
tout m de 1IN . En effet :

7. PROPOSITION

Soient A une matrice nonnégative et o une permutation de
{1,2,...,n} alors :

1 1 1
-1 m
([(I-. ) "U 1) ., = b Tk+ X Mk+...+ X Tk
o g n1 CE?O, C Cegc C Cego C
m (n-1)n n

Notons f(t:m, ec(’m_ Dn*e e ,gg) cette expression.

PREUVE

I1 suffit d'appliquer le théoréme 3.

Supposons que pour toute permutation o de Sn’ (I—Lc,)_lU(I soit irré-
ductible (par exemple dans le cas ou A > O ) alors en appliquant le
théoréme U nous obtenons la :
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8. PROPOSTTION

Avec les notations précédentes
1

. o o Oy _ -1
Un 0088 g yne e BT = o1 )

Ainsi le choix de la meilleure stratégie chaotique parmi les permutées
de Gauss-Seidel se raméne au probléme combinatoire suivant :

Parmi toutes les permutations o de {1,2,...,n} trouver celle qui

minimise

1
. o o m
i?? [f(g?mn’ (mri)n""’%gg)]

-~

Pour situer la difficulté de ce probléme, on peut le comparer a celui,

bien connu, du voyageur de commerce [3] qui se pose comme suit :
A o permutation de {1,2,...,n} est associée une fonction

F(Pc) -
J

d(o.,o0

1n ™Mz

Jj+1
ou d(oj,0j+1) est la distance entre les points Oj et Gj+1 pour

j=1 a n-1 .

Ainsi =n supposant que oj est une ville et d(oj,cj+1) est la distance
entre deux villes, F(Po) représente le trajet parcouru par un voyageur
de commerce qui passe par toutes les villes. Il s'agit de trouver le
trajet le plus court soit :

Trouver o permutation de {1,2,...,n} qui minimise F(Po)
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En dehors du cas 3 huit ou neuf &léments, aucune réponse totale n'a été

donnée i ce probléme et l'approche de la permutation optimale ne peut se
faire que par 1l'emploi d'algorithmes heuristiques.

Notons que le probléme combinatoire issu du choix de la meilleure straté-
gle itérative de résolution d'un probléme de point fixe il s'agit de mini-
miser une fonction qui est elle-méme limite d'autres fonctions ce qui
augmente encore la difficulté du probléme.

La nésolution parntielle que nous proposerons ultérnieurement consistera
en fait en une simplification de ce probleme combinatoire que nous rame-
nerons 4 un probfeme bien connu auquel il est possible d'appliquer des
algonithmes hewristiques permettant L'approche de La sofution (c'est-a-
dine £'obtention d'une stratégie efficace sinon opiimale).

Dans le cas ou Oé est définie d partir d'une substitution de 9 soit :

Q
|

1 = 10950550550 0050, 450, ) -
oy = {01,02,......,on,0n_1}
On peut donner une condition suffisante de comparaison de ces deux découpes.

PROPOSTITION :

Soit A une matrice normégative de rayon spectral inférieur
strictement 4 1 .

o, et o, étant les deux découpes précédentes, une condition suffisante

pour que
- -1
(1L ) 1%1) < P((-L, )7, )
est que f(CI ) < f(C2 )

o
n’> n-1 n-1°"n
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en notant C! tous les termes de la suite (61 pour m=1,2,...
“n>%n-1 mnt+1

contenant on et cn_ 1"

PREUVE

Considérons le terme (1,2) de [(I—LO)FlUO]m.

Son calcul se fait en &valuant £( fncm 410" ,g cir)

Les résultats différents donnés par oy et a, viennent de tous les

o)
nan 3 1
Ccn’cn—i contenant 01501 et 4 chaque C . correspond un

o
n’ n-1

c:2

o ol 1l'on remplace g, par g
n-1°""n

1 €t 0,4 bar o, les autres

" termes demeurant les mémes.

Alors f‘(C(lj ¢ ) f(Cg o ) impliquera que
] - )
n’* n-1 n-i’'n
f(f&mﬂ,...,'gi) < f('géml,...,gi) pour tout me N et d'aprds la

proposition 8 nous obtenons le résultat cherché.
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CHAPITRE 1V

RESOLUTION PARTIELLE




Soit A une matrice nonnégative de rayon spectral inférieur
strictement 3 1 . Sn étant 1l'ensamble des permutations de {1,2,...,n}
il s'agit donc de trouver la permutation ¢ de Sn qui vérifie 1'une

de ces trois conditions équivalentes :

oyl oy s 41
1.0 p((T Lo) Uc) = ,mln p((T Lo') Uo')
o] eSn ‘

2. p(A_ A oo A )= minop(A_, A, oo AL )
On On—i 01 o’esn o n o n-1 o 1

.3. La matrice de Gauss-Seidel Go associée 3 la matrice PE;APCy
est telle que

o(Gc) = min p(G
o'esn

o')

L'intérét théorique de ce probléme et surtout son intdrét pratique mis
en évidence par Stein et Rosenberg [14] en 1947 dans le cas de la ré&so-
lution d'un systéme linéaire et repris plus tard dans le contexte d'équa-
tions non-linfaires de pnint fixe 3 plusieurs variables a suscité de
nombreuses approches.

I1 sera dormé un résumé des différents résultats obtenus [3] [6] [9]
dans ce domaine ; cependant cette question n'a (3 notre connaissance) pas
encore regu de réponse totale.

Le résultat principal de ce travail consiste, 3 partir des différentes
formulations du probléme, a donner une réponse partielle 3 la question de
caractérisation de la découpe optimale.
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Cette réponse, totale dans le cas limite de matrices (3,3), est vraie
dans le cas général sous une hypothése H dont on donnera des conditions
de réalisation qui semblent &tre généralement vérifiées du point de vue

pratique comme en témoignent les résultats numériques qui seront donnés.

Cette caractérisation permet de poser le probléme sous un angle plus aisé
d aborder, celui de la maximisation d'une trace par permutation.

I1 sera donné une premiére approche de ce nouveau probléme basée sur le
calcul explicite de (I"Lc,)_lU(I et sur la notion de matrice d'incidence
qui en découle. L'abord de ce probléme sous une forme combinatoire bien
connue [7] [10] permettra de reprendre des algorithmes heuristiques [2]
dans ce nouveau contexte.

§ 1 - RESULTATS CONNUS

Stein et Rosenberg [14] en posant le probléme de la meilleure
découpe dans le cadre de la résolution du systéme linéaire C x =d (1)
ont donné un résultat qui permet sous d'assez fortes conditions sur la
matrice de Jacobi A associée 34 (1) de comparer deux permutations parti-
culiéres de Sn . En effet : '

L

THEOREME

Soit A € Jtzhn(]RqF) avec p(A) <1 telle que :

a..>a,. pour quelques i et j tels que i > j

1j ji
a.. = a.. = 0 pour les autres
1] Ji

Soit P (respectivement Q) le plus petit (respectivement : le plus grand)

a. .
des rapports 24 avec :
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1
(m-1)
P> (%)§ pour m dimpair
1
(m-2)
p> (D2 pour m pair

Alors en notant :

g, ¢ {1,2,...,n} > {1,2,...,n} 1la découpe de Gauss-Seidel

o, : {1,2,...,n} » {n,n-1,...,1} 1la découpe inverse

On a :

p((T-L, )7 ) < o((T-L, )Yy )

1 1 2 2

La démonstration est. basée sur le fait que a = p((_I—L)—lU) est point
fixe de 1l'application f : o - f(a) = p(al+U) lorsque I+U = A est
normégative. Les fortes conditions imposées 3 A assurent que pour les

découpes U +L =U_ +L =A ona:
9% 9 9% 9%

Tr(al.  +U )m<Tr(OLL wu )M pour tout me W
9 9" ~ 9 9

Pour conclure les auteurs utilisent le fait d&ja cité (IIT 6) que
1

lim [Tre(al_ +U_ Y™™ = par,_ +U_ )
e 91 94 %1 91

lbrsque oL +U est irréductible.
i o 0y

Le prolongement 3 oL,y +U; nonnégative quelconque se fait par continuité.
1 "1
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Ce probleme de comparaison de rayons spectraux se repose dans le cadre
des itérations chaotiques sur un produit d'espaces métriques.
Charnay [3] aborde le probléme de la maniére suivante :

Soit A une matrice de contraction de taille n . Considérons 1'ensemble
des stratégies & r é€léments

s ={S/ 8 =5(1),8(2)5...,8(r)}
oid les s{i) pour i=1 3 r sont des parties de {1,2,...,n}

Soit AL = Agcy Ajgy oo+ Ager) | (IT ,2)

Charnay et Musy montrent que (II ,3)
p(A") < p(A.) < p(A)

Le probléme posé est de chercher la stratégie s de S qui, assurent
p(Ar) = D(Ar) soit la meilleure des stratégies & r E&léments. Dans
le cas des permutées de Gauss-Seidel il faudrait trouver o € Sn telle

que p((T-L ) 10,) = o(a)".
Charnay propose un résultat d'un intérét purement théorique mais qui
8claire la difficulté du probléme.

i

THEOREME (31

Soit A une matrice de taille (n,n) positive telle que
p(A) <1 . Soit Ar la matrice (positive) engendrée par les parties
s(1), s(2),...,s(r) de {1,2,...,n}

Ar = As(r) As(r—i) ce As(1)
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Soient w et w* les vecteurs propres (positifs) de A et Ar associés

respectivement 4 p(A) et p(Ar) . On a alors le résultat suivant

Une condition nécessaire et suffisante pour que p(Ar) = p(A)r est que
les deux conditions suivantes soient réalisées

20/ oA )w = AW = (ATw)

En utilisant la notion de "suite pius fine" introduite par Robert [12]
dans le cadre des automates cellulaires, Jacquemard [6] arrive 3 comparer
deux stratégies, 1l'une étant plus fine que 1l'autre, ceci en appliquant le
théoréme de Stein-Rosenberg chaotique de Charnay-Musy [31.

Ce résultat a été utilisé (IT , 3) pour donner de nouvelles bornes 3

p(Ar) et Jacquemard en 1l'appliquant sur un exemple précis dégage une stra-
tégie d'itération allant 12 fois plus vite que la stratégie de Gauss-Seidel
Mais le probléme du choix de la découpe optimale reste toujours ouvert.

En s'inspirant de la technique de travail introduite par Southwell en 1946
dont la méthode itérative bien connue [13] est en fait une mdthode itérative
non-cyclique, Mahjoub [9] met & profit les moyens informatiques dont nous
disposons (systéme visuel et conversationnel) pour proposer une série
d'algorithmes ol la stratégie de résolution est induite par 1'évolution de
1'itération et 1'expérience mumérique.

En particulier, les gains obtenus en itérations et en temps par le choix
de telles stratégies prouvent leur intérét pratique.
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§ 2 - RESOLUTION PARTIELLE

Pour une matrice de contraction (n,n) une partie de la
complexité du probléme vient du fait qu'il y a un grand nombre de dé-
coupes 3 comparer. '

1. PROPOSITION

Soit A e‘/’z (R*) telle que p(A) <1, ilya (n-l)'
découpes différentes de A en L et U au sens de p((I-L)~ U)

PREUVE

Il y a en fait n! permutations de {1,2,...,n} mais 3 toute
permutation o' qui est une rotation de ¢ il correspond un
D((I—Lc,)_j‘UO,) égal a p((I_Lo)_on) ce qui permet de réduire le nom-
bre de découpes 3 comparer & (n=1)! . En effet :

(I—Lc)”iUc =A A ... A, et grice au fait que A et B GStant

c’n c’n—l 1

deux matrices dommées p(AB) = p(BA) [8] une suite de rotations sur

Ao' Ao' ves Ao‘ ne changeant rien au rayon spectral la mettra sous
n n-1 1 :

la forme A Ao ...Ac

n %n-1 1

C.Q.F.D.
EXEMPLE
+ . . .
ae S, @ o ¢ {1,250 > {1,2,3,4)

o, ¢ {1,2,3,1 » {3,4,1,2}

alors :

p((TL )70 ) = p(AAMA) = o(AAAA) = 0(BAAA) = p((T-L_ )% >
02 02 2740 1432 11321
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1. Cas od A eJQ333(12+)

Le cas ol A € /)233(]}?+) est done le plus simple 3 é&tudier
car il n'y a que deux découpes particulidres 3 comparer.

o : {1,2,3} » {1,2,3}
o' : {1,2,3} » {1,3,2}
et on a :

1. THEOREME

Soit A e./'ZSB(m+) telle que p(A) <1 on a avec les deux
découpes 0 et o' préc&dentes :

-1 -1
p((I-L ,) U_,) >p((I-L.) "U.) <=>a r 18,4, 2, , Za a a
o (s - (o} (e} — 00~ 0/0, 0,0
0302 00, 0103 32 72717173

PREUVE

_ I SRt S
Calculons fg(k) = det ((I Lo) U0 AI) et

) -1
et f,(A) =det ((I-L,)7U_,-AI)

d'aprés les définitions de II,4 on a :

0 0 0 a4 a5 a13
Lo =1 ay 0 0 U o = 0 855 az3
a31 a32 0 0 0 a33
0 0 0 a1 1 2 a13
Lo = | 8y O 2y Ugy = 0 a,, O
a31 0 0 0 a32 a33



_92_
Par suite

£ = (all—l)(a22—k)(a33—k) - Ma~Ma Magz-1)a

23732 ~ 12%21

+ A a a.a

* A ays8548 13830801 ~ Magyllajgag

£ = (all—l)(a22-k)(a33-X) - K(all-l)a23a32 - >\(6133—>\)5L12&121

2 - -
AT agB0g8y + A ayLanay - Aay, e say

Soit done :

- 2
fo(x) = P(A) + A a12a23a31 + ) a13a32a21

- 2
fc,(x) = P(A) + A a12a23a31 + A a13a21a32

en notant

P (A) = (all-k)(a22—k)(a33—A) - A(all—k)a A(a 3_x)a

0z83p T Mag 10%01

- Mag,1ay 484

On voit donc que vfG(O) = fG,(O) et fg(l) = fc,(i)

-1 _ 1
Notons  p, = P((I-Ly) “U) et o, = p((I-L ) U )

-1

D'aprés le théoreéme de Perron-Frobénius [11] (I—Lg)_lUG et (I—LO,) U

gt
étant nomnégatives fb(l) et fo,(k) ont leurs plus grandes racines en
modules réelles et positives et i droite de ces racines ils gardent un
signe constant qui est celui de f&(i) et fg,(l) = det (A-I) puisque
d'aprés le théoréme de Stein-Rosenberg (I, 3)

o < p(A) <1 et Py < p(A) <1 d'autre part le signe de det (A-I)

dtant celui de (-1)" donc négatif f&(x) et fo,(x) sont négatives 3
droites de 0, et o, .
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De plus fo(x) - fU,(x) étant au plus de degré deux il ne peut admettre
d'autres racines que O et 1 .

Toutes ces remarques nous permettent de tracer le graphe de fc(l)
et £ ,(3)

Une propriété des polyndmes permet de dire en examinant les pentes en 1
de fc(x) et fo'(X) que :

Py 2Py <= f, (1) SF (1)
Soit donc en reprenant les expressions de fU(A) et fo,(A)

P'(1) + 2a_.a.-a_, + a

1
1083834 <P'(1) +a,.a..a, . +2a..a.a

8r1835 < 12%03%31 1373091

13
812825731 X 24383580
C.Q.F.D.

La comparaison de deux rayons spectraux est donc ramenée a 1'étude de
deux produits, voici donc un moyen rapide de caractériser dans un probléme
de taille 3 la meilleure découpe (bien entendu ce cas est "limite" .
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L'extension de cette méthode d'étude au probléme de taille n est quasi

impossible car il s'agirait de calculer (n-1) ! déterminants de taille n.
Néanmoins 1'examen des courbes fg(k) ainsi que des racines de

fc(x) - fo,(l) sera de base dans la résolution partielle qui sera propo-
sée [1] .

2. Résolution partielle

Soient o et o' appartenant a Sn deux permutations de
{1,2,...,n} on notera Pc(x) (respectivement PU‘(X)) le polyndme

caractéristique de (I—LO)_lU0 (respectivement (I-LG')_lUg,) soit done :

P_(x) = det((I-LG)_iUG -xT) .

1. DEFINTITION

On dira que o et o' vérifient 1'hypothése H si Pg(x) # PO,(X)
pour tout x positif sauf pour x =0 et x =1 . (ol PO et Pol
premnent la méme valeur).

Le fait que deux permutations vérifient 1'hypothése H va nous permettre
de donner une caractérisation de la meilleure découpe, ce qui est le ré-
sultat principal de ce travail.

2. THEOREME

Soit A e‘/%gnn(ﬂR+) telle que p(A) <1 . Soient o et o
deux permutations de {1,2,...,n} vérifiant 1l'hypothése H alors :

o ((TT) ) < o((TL ) M,,) <= T((TL) ™10 > T ((T-1,,) U ,)
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De plus, pour A e./%:33(DR+) avec p(A) < 1 quelles que soient
o,0' € Sn

PUTLY ™) < o((TT )N, <= (1L N > (x0T )

DEMONSTRATION

Soit P_(x) = (-1 + alxn-1+...+qn = det ((I-L)7'U_,)xT)
- -1 _
alors a, = det ((I—LO) Ub) = P (0)
et (-1)Ma taqt.. . 4a = det ((I—Lo)fluo-l) = P_(1)

d'aprés IT ,4 il existe une matrice de permutation Po E;/%znn(ﬂﬁ) telle
que PELGP0 soit triangulaire inférieure stricte d'ol :

- —pl =
det (I—LU) = det (I PULUPO) =1.

Alors a, det ((I—Lc)_lUb) = det (I-Lé) det ((I—Lo)-lUc)

n
| - —
d'ou an = det U0 = 'H aii
i=1
Car det U_ = det PAUP_ d'aprds IT ,I et PUP = U
o (oo o] 2 s fomle]

U triangulaire supérieure a pour &léments diagonaux ceux de A .

Nous aurons de méme :
-1 _ oy I
det ((I LG) Uc I) = det (I Lo) et ((T Lo) U0 1)
= det (UO+L0—I) = det (A-I)
et par suite

(-1)n+a1+a2+...+an = det (A-I)
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On sait d'aprés le théoréme de Perron-Frobénius appliqué 3 la matrice
nonnégative (I—LU)_lU0 que Po(x) a sa plus grande racine en modute
réelle et positive.

Soit M (respectivement “1) cette racine pour Po(x) (respectivement
Pg,(x)) . Done :

PR ¢ 1 ¢! n-1 :
Pc(x) = (-1)'x *a X +...+an
_ (_ayLn n-1
et Pc'(X) = (1) X b, x Fooutb
n n :
sont tels que I a. = I b, et a_=Db_avec leurs plus grandes
i=1 t i=m noon

racines en module réelles et positives.

Nous supposerons sans nuire 3 la généralité que n = 2p (la démonstra-
tion est la méme pour n = 2p+l).

Pc(x) et PG,(X) gtant positifs & droite de leur plus grande‘racine A

[B5Y

et u, car du signe de (-1 = (-1)% > 0 et de plus P (x) et
PO,(X) ne se recoupant d'aprés H qu'en zéro et un pour les x positifs
leur graphe est le suivant :

"L e
T ()
€ g'(‘”:)

der(h-T) <

R4
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et il apparait que :

1
O

A1 f-ul <= Po(xl) Z-Pc(ui) -
<=> PO(X) 2_P0,(x) pour x € [0 1]
car les courbes de PU(X) et PO'(X) ne se recoupent pas entre zéro et un

<=> P (x) -P,(x) >0 pour x€ [0 1] (1)

ILe signe de Pc(x) - PO,(X) entre zéro et un est opposé 3 celui de
Pc(x) - PG,(x) pour x > 1 car ce polynome a une seule racine stricte-

ment positive qui est un.

P(x) - P_,(x) = (2,70 )% " + (2,0 ) % 4.+ (2o )x

done sgn (PG(X)-PO'(X)) = sgn (al—bl) pour x > 1,
et par suite

sgn (Po(x) - Po,(x)) = sgn (bl_al) pour O0<x< 1
et d'aprés (1)

>a (2)

A 1

<=> sgn (bl_al) >0 <=> b

1 =¥ 1

D'apres les formules de Newton [5 ] qui donnent les coefficients du poly-

nlme' caractéristique soient :

S, = Tr((I—LO)'luO) et 8] = Tr((I-LO.)_on.)

alors a1 + S1 =0 = a1 = - S1
L = = - !
b1 + 81 0 > b1 S1

d'oll d'aprés (2)
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. it 41 e -1 P
Soit avec Ai = p((T Lc) Uo) et u, = o(I Lo') Uo') le théoréme

Dans le cas ol n = 3 1'hypothése H est vérifiée pour tout couple de
permutations o et o' car Po(x) - PO'(X) est un polyndme au plus
de degré 2 qui admet deux racines zéro et un et ne peut donc en avoir
d'autres.

C.Q.F.D.

Cette caractérisation de la meilleure découpe comme &tant celle qui
maximise la trace nécessite la véracité de 1'hypothése H .

Cette hypothése semble étre réaliste comme nous allons le montrer sur
des exemples numériques. On va donner des conditions entrainant sa

véracité.

Soient PO(x) et PU,(X) les polynOmes caractéristiques associés 3 o©
et o' . H signifie que (PO(X)—PG'(X)) / x(x-1) n'a aucune racine
réelle strictement positive.

D'aprés le procé&dé de Horner et sous les notations précédentes

+a_-b_-b )xn—u+...

Qx) = <P0<x>—Pg,§x>> / x(x-1) = (ai—b1>xn'3+<a1 50,70,

n-2
Lo+ I (a.-b.) .
=1 7

Donner des conditions nécessaires et suffisantes pour que les racines
d'une égquation algébrique se trouvent dans le demi plan gauche a une
grande signification dans les problémes de stabilité des syst@mes méca-
niques et électriques dont 1'étude commence avec Maxwell en 1818. Le
théoréme de Routh-Hurwitz [4] donne une condition nécessaire et suffi-

sante de vérifieation de H qui est la suivante :
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. _ n n-1 n-2 n-3%
Soit f(z) = a_z + boz + alz + blz + ... avec a_ #0

Considérons H € Mm(]R) " telle que :

by by Py b1
8, 8 8 ) an—l
0 bo bl bn—2
. 0 a, a a 5
° % bn—3
: - n
‘avec a = O pour k> [2
_ n-1
b, =0 pour k> (=1

Notons Ai les déterminants des mineurs principaux successifs de H
(déterminants de Hurwitz) et V(xi,x2,. ..,xn) le nombre de changements

de signe dans la suite X15%ns e ne X o

Théoréme de Routh-Hurwitz

Avec les notations précédentes une condition nécessaire et

suffisante pour que f(Z) n'admette pas de racine strictement positive
est que :

V(aO’Al’A2"") + V(l’Ag’Au”") =0
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On a donc ainsi une condition nécessaire et suffisante pour que le poly-
ndme Q(x) vérifie 1l'hypothdse H , mais cela impose le calcul d'une
quantité impressionnante de déterminants.

Une condition suffisante plus simple s'obtient en appliquant la régle de
Descartes.

THEOREME
. _ TN M _ (3N n-1
Soient Po(x) = det ((I Lc) 1UG xI) = (-1)'x + a,x TH...ta,
-1, nn n-1 :
et PO,(X) = det ((I—LO,) UG,—XI) = (-1)'x o X 4. 4b

Une condition suffisante pour que ¢ et o' vérifient 1'hypoth@se H
est que :
k k

|2 2 -

2 obg| > ey byl - k=1,2,...,073
1=1 1=1 '

PREUVE

Une condition suffisante pour que

14

_ n n-1
fi(x) = a X +an

¥ t...ta ) avec les a; € R et a, Z0
n'ait aucun zéro strictement positif est que sgn (ai) = Constant

pour i=1 3 n .

En effet, supposons qu'il existe un & > O tel que f(g) = 0 alors
puisque les signe des a; est constant (supposoms le positif sans nuire
a la généralité) et & é&tant strictement positif f(&) = an£n+...+ao
sera strictement positif ce qui est absurde.
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Appliquons cela au polynime

_ n-2
Ax) = (2, b )X P & ..+ 3 (a,~b,) il faudrait donc que
171 3=1 171
j j - 3
sign ( Z a. - I b,) = constante pour j = 1 Jjusqu'd n-2 d'ol le
i=1 t d4=1 %
théoréme.

C.Q.F.D.
D'aprés les formules de Newton et en notant
Si = 'I‘r((I-Lc)_lUU):L pour 1i=13n ona d'aprés [5]

_ _ .\
a1+aoS1 =0 avec a, = (-1)

"
o

2a2+a181 + a082

et ainsi jusqu'a :

nan+an_1S1 et asS

dtou
k a a a a
_ 1 % ax_q ° ST o
i§1 ai‘Si[ao+2—+'3—+ .. + k]+S2[7+...+-—-2—] +...+T Sk
- 1
et el T T Tt 1Syt ag qSote et S ]

Ce qui domne une condition suffisante pour que o et o' vérifient
1'hypothése H
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a, a
[Si(ao+—%+... axi) +S( ---+81K<——2+.--+—%-
b b
) 1 v bK_2 v
Sl(bo+_2'v+'“ )—S (T foort =75) - ——gsk]

_>_—11- |8K81+...+aOSK+1-bKSi —aee- bosl'(i-il pour k=1 jusqu'a n-3

On n'a pas pu dégager des conditions plus simples sur les Si ni trouver
des classes de matrices A vérifiant automatiquement 1'hypothése H .

Un probléme ouvert est donc le suivant : Trouver des classes de matrices
A Emm(m“') telles que ¢ et o' é&tant deux permutations de {1,2,...,n}

det (oL +U —aI) # det {al: ,+U ,-al)
o o o' o
pour ¢a>0 et a#1

le théoréme 15 (I ,2) du 3 Young sur les matrices "logiquement ordonnées”
(consistently ordered) s'appuie sur un résultat du méme type.

THEOREME  [15]

Soit A une matrice logiquement ordomnée en notant D la diago-
nale de A .

c; : la triangulaire inférieure stricte de A

CU : la triangulaire supérieure stricte de A

-1
det ((ntCL +a CU kD)

est indéperdant de o pour o #0 et de k.
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La démonstration se fait en calculant explicitement le terme général

du déterminant qui grice a la propriété de la matrice d'étre logique-
ment ordonnée est indéperdant de o et de k .

3. Retombée sur le cas (3,3)

Nous avons vu que dans le cas oi A € 33(]R+) s 04
et o, étant les deux découpes particuliéres de A on a :

-1 -1 _ N 11
p((I-L01> Ucl)ip((I—ch) Uog) <=> Tp((I Lol) Ucl)z'lb((l Lo2) Uog)

Ceci est bien équivalent au résultat (1,1) car :

PROPOSTTION
01 : {1,2,3} > {1,2’3}

02 H {1’233} > {133’2}

étant les deux découpes différentes d'une matrice A Eg/%333(13+) telle
que p(A) <1 ona :

—1 - _
(g )7 2 TlIL, ) 1002) ST BafingBy3 2 Bxx8nq3y;

PREUVE
I1 suffit de calculer les traces par la formule indigquée dans IIT
iPQUr oy {1,2,3} » {1,2,3} on aura
= {1}
{21} {2}

{321} {32} {31} {3}

]

N2 I
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d'oll en notant Tr, = Tr((I-—LO )-100 ) on aura :

1 i
Try = 85851897 ¥ 835855 + 854813 + 833 + 859815 F 8y 8y (1)
Pbur 0’2 . {1,2,3} > {1:392}

€ - w

{31} {3}

S8

{2,351} {23} {21} {2}

58

d'oll en notant Tr, = Tr ((I-L YLy )
) )

Tr2 = a23a31a12 + a23a32 + 854845 F 855 + 839743 + azz +agq (2)
d'old d'aprés (1) et (2)

Trp 2 Try <=> 835851817 2 853839815

C.Q.F.D.

§ 3 - EXPERIENCES NUMERIQUES

Tous les calculs ont &té effectués en double précision sur
IBM 360/67 du C.I.C.G.

-1- La premiére partie illustre le fait que le rayon spectral &volue

d'une maniére inverse i celle de la trace (théorémelIV,2,2).

La colonne des "rapports de vitesse" indique la vitesse d'une

itération Oj par rapport & o (Gauss-Seidel).

13

Ceci est en fait un rapport de vitesse théorique (trés proche du rapport

.de vitesse réel comme le montrent les autres expériences) qui se calcule
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de la maniére suivante :

oj va x fois plus vite que o avec :

13
Log p,
J
X & —
Log p13

ol p‘j est le rayon spectral de (I—L0 )-':LU(j
J J

a) L'expérience est faite sur A' € (/’Z (IR)

maniere suivante :

20,20

construite de la

A* = A/ p(A) x 1,2 ainsi p(A') = 0,833

avec A= (aij) ngO,gO(]R) telle que :

0 si i=7

4574 zaos S1 1<

si 1>

Les découpes étudiées sont :
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]20]19]18]17[16]15]14[13]12|11]10[9[8]”6]5]4]3'2]1]

1
o, = |19]20]17]18]16]15]13|14]12]10{12|9]|7|8|5]6{14]3]|2|1]
oy = |20]17]16]18}19]13]15]14]12]11]9]10]8|6]7|5]|3]1]|2|4]
oy = I516]4]7]3|812]9]1]10]19]20]18]|17]16]15]14]|13]12]11]
o5 = |10}1]20]2]19]|3]18|u4]17]5]16]6]15]7]14]8]13]9]12]11]
og = l1[2]4]3l6]5]7|9]8]10]20]19]17]18]15}16]14]13]12]11]
o, = l1]2]3]4]516]7]8]10]9]20]19]18]17|16]15]14]|13]12|11]
og = |2o|19]18]16]17]1!2|3|4|15114[5|6|7|8]9|10|11112|13|
oy = |20|19|18|16|17]1|2[3[hl15]1u|5|6|7|8|9|10|11|12|13|
Oy = |4]1]3]2]6]5]8]7]11]10]12]9]13]|14{15]19]18]17]| 16|20}
Oyq = [1]4]2]316]5|7]8]11]10|12]9]13]14]15]19]18]17]16]20]
Oy = [1]2]4]3]5]6]7]8]10]11|12]{9]|1k]13]19]|15{17]|18]20}16]
043 = [1]2]3]4]5]6]7]8]9]10}11]12|13|14]15]16]17|18]19]|20]
Tableau a

o Rayon Trace Rappgzestsigz

o4 0,5889163 0,5377679 1,97

9, 0,6212799 0, 4884609 1,77

oz 0,6432114 0,4531301 1,64

o, 0,6647855 0,4167899 1,52

O 0,7047781 0,3423210 1,3

% 0,7100452 0,3361295 1,27

oy 0,7122409 0,3343530 1,26

og 0,7212406 0,3153018 1,21

ag 0,7381967 0,2871063 1,13

910 0,73884371 0,2883557 1,13

04 | 0,7470027 0,2738576 1,08

o045 | 0,748940 0,2694050 1,07

013 | O0,7646607 0,2465621 1
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b) On considére la matrice A' définie en a .

Pour différentes tailles de A' on résoud le systéme affine de point
fixe '
x * .
F(x™) = x avec F(x) =A'x+h

he R" est tel que h =nx (1,1,...,1)

Le vecteur de départ X de 1'itération est tel que xz = (1,1,...,1)

En notant X;+1 et X, deux 1itérés successifs le test d'arrét de

Xr'+1-—X
1'algorithme est I'-—g-?—-l <

On méne 1'itération de point fixe avec deux découpes extrémales dont on

€ .

compare les traces, les rayons spectraux. On donmne le rapport de vitesse
en temps et en itération ainsi que le rapport de vitesse théorique. On
entend par itérations le nombre de pas de 1'algorithme.

COMMENTAIRE

On constate que la découpe qui maximise la trace minimise le
rayon spectral.

Les rapports de vitesse en temps et en itérations sont voisins du rapport
de vitesse théorique défini i partir des rayons spectraux.

Dans le cas n = 40 un bon choix de la stratégie multiplie par 2,5 1la

vitesse de 1'itération.
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Tableau b

SOPUOO8S~-0OJOTW & SO

6he = & oh JARSTAR ) T¢0L66H O 9HeT625°0 T °** 6% Of
162 - T
¢z =1I 00T 86722087 G20GLGTC0 ¢OTRO8L O o gzt
2‘c = & _:: ¢GQ1882 Q162225 0 9¢90£95°0 T **°Q2 62 0%
A *S*H
Qe = I 96 ¢GT0Ge9 26hLs02°0 624G2LLCO g "¢zt
26°T = 1| 8f RECISHT 619LL£G°0 ¢9T688S0 | T "t°gT 6T 02
16T _
6+ _ . - P ¢ 'S
16°T = T 26 6920082 129499420 L09949.L°0 0z ‘ezt
o 9G°T = I 74 88894h 892L095°0 9¢K2629°0 T 6 O
n.ﬁ oy
JG°T = I| <8 656669 L62TECEE0 HECTRNLEO §°0 -
$9S893TA M%M,Mowwm .mzo_”pmh Sl
mwv. B33 T P |mwwm© mQMMB 208, uokey adnoog(
4 qa0ddey aaqu np| o
sqaoddey
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¢c) On fait une expérience du méme type que celle du tableau a)

avec une matrice B' € J'Z

10,1O(IR) , telle que :

B' =B/ 1,2 x p(B)

de maniére 3 ce que p(BD <1 . p(B)=0,833

Be 10’10(]12) est telle que :

0 si i=j
1 . e s

.. ——— >
le 143 s1 1]
i+j si i<

Les découpes comparées sont :

o, = [10]9]8[7]6]5]4]3]2]1]
o, = |5]2]413]1[8]7[6]10]9]
o5 = [10]1]9]2(8]3]7]4]6]5]
oy = [1]5[3]6]72[1{8]9]10]
o5 = |1]7]2(8]3]9]4]5]6}10]
og = |1]2[4]|3]5]7]6|8]|9]10]
o, = |1]2]3]4]5]6|7]8]9]10| G.S.
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Tableau c
_ Rapport
Découpe Rayon ~ Trace des
vitesses
94 0,5067015 0,4963025 2,78
02 0,6602845 0,2417910 1,7
03 0,6767452 0,2412170 1,6
o 0,740l4950 0,1596646 1,23
05 0,7410420 0,1563659 1,22
og 0,7650234 0,1266855 1,09
07 0,7835117 0,1079534 1

d) Avec la matrice B! considérée en ¢ dont ont fait varier la taille

on résoud le systéme affine de point fixe F(xx) = xx avec :
F(x) =B'x +h
he RY ‘est tel que h = (1,1,...,1) xn

Le vecteur de départ de 1'itération est X, = (1,1,...,1)

| Xi""’:l _XI’ l

r

Le test d'arrét est e lorsque X et X,

4] désignent

éme eme ., . -
le ri+1 et ler itéré.

Le tableau d donne les mémes renseignements que le tableau b.
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Tableau d
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COMMENTAIRE

Les traces étant plus séparées les rayons spectraux le sont
aussi et on peut trouver une stratégie permutée allant dans le cas
n =4 , ecing fois plus vite que 1l'algorithme de Gauss-Seidel.
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e) On va illustrer le fait que 1l'hypoth@se H est vérifiée, ceci sur
une matrice de taille § .

0 0,176869  0,1179127 0,8843L451  0,07074761
0,U4716507 0 0,08843451 0,07074761 0,05895634
A = | 0,5306071 0,4244857 0 0,5895634  0,05053401
0,5659809  0,U4716507  0O,h40L42721 0 0,04421726
0,5895634  0,5053401  0,4421726  0,3930423 0
01 = 1,2,3,“,5
02 = 1,3,2,”,5
03 = 1,”,2,3,5

oy = 53“:3:2’1
5 = 5,3,”,1,2
06 = )4,3,2,5,1

Rappelons que si :

_ n n+l _ n n-1
Pc(x) =ax tax t...ta et Pc,(x) = b X" + byx to.ot b
c et o' véfifient 1'hypothése H si :
k
Ii§1 (ai—bi)l Z_Iak+1—bk+1| pour k=1 i n-3 (1)

Ces calculs ont été fait pour comparer les différentes découpes entre

elle et on obtient : (le signe > est entendu avec les valeurs absolues)



a,7by

a1+a2-b1-b2

a1+a2+a3-b1—b2-—b3

a,+a,*by~b,

a1+a2+a3—b1—b2—b3

0'3,0')4

a;7by

a,*a,=by=b,

a1+a2+a3+b1—b2—b3

0')4,0'5

a17by

a+a,=b,=b,

a1+a2+a3—b1—b2—b3

05 ,06

al_bl

a1+a2-b1—b2

- agtayta b b, by
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0,0483664
0,00369378
0,000068221

0,0184221
0,00144846

0,000017681

0,0812558
0,025545
0,002140693

- 0,0803082
- 0,02L41793
- 0,0803082

0,0398131
0,0096141
0,000405087

v

v v

[v

Iv v

[v

v

|v

0,0446762

0,003625559
6,821231

0,013973614
0,001430779
1,75832

0,0557108
0,023404307

0,00151701

0,0561289

- 0,022081633

0,0020867980

- 0,030199
- 0,009209043
- 0,000373643

1072

107

837bg

a)by

ay™b,

83705

a)~by
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On obtient le tableau suivant :

o Rayon Trace Vi?eije
o, 0,6628 0,587 1,3
o, 0,6850 0,539 1,18
03 0,6914 0,5236 | 1,16
05 0,6925 0,5226 1,15
og | 057099 0,4828 1,07
o), 0,7275 0,44733 1

On voit donc que la condition (1), par conséquent 1'hypothdse H est
réalisée.
On vérifie que la condition (1) est plus restrictive d'un point de vue

numérique que l'hypoth@se H qu'elle entraine.

§ 4 - MAXIMISATION DE LA TRACE

L'hypothése H supposée vraie pour tout couple de permutation
de {1,2,...,n} , le probléme du choix de la stratégie permutée de Gauss
Seidel optimale se repose donc comme suit :

I1 s'agit de trouver o € Sn telle que :

U_,)

Tr((T-1,) '0,) = max T ((I-L_,) 77U

o'eSn o

En adoptant les notations du chapitre III,une application du théoréme 1

nous donne une formule de calcul explicite de cette trace :
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1. THEOREME

Soient A € u@gnh(ﬂ%+) telle que p(A) <1 et g une permu-
tation de {1,2,...,n} alors :

-1 % %n-1 01
Tr((I-L ) U ) = b3 n a+ T a +...+ a
o o c e¥¢ cC c el 4 c e & ¢
h % -1 %n-1 %1 o 01 0

PREUVE

En sommant les €léments diagonaux dans la formule explicite de
(I—LO)—lU0 donnée par (IM,1) il vient :

1 % ‘ -1 91
Tr((I-LO) Uc) = Tpl+ I mk+ T T k+...+ ) I k
C e@. c e€ c €@ ¢
On "% On %n-1  %n-1 %n-1 o1 "01 04

Les éléments kij de A-I peuvent &tre remplacés dans cette formule par
ceux de A car k..
ii i
sément dans Ci = {1} € %?i et ainsi dans la somme nous aurons
n

T a;; - n le (-n) disparait car TrI - n = 0 d'ou la formule.
i=1

=a. - 1 n'intervient que dans ‘G:i. et plus préci-

C.Q.F.D.

EXEMPLE
n=»4 , soit a calculer Tr((I—Lo)—lUG) pour

o {1,2,3,43} » {01,02,03,04}

On génére la suite Sfi; pour i=1 3 4

1
$§9 = {01}

1
*602 {o,}Ho0,,0,)
g?;} {03,02,01}{03,02}{03,01}{03}

t?Ou {OM’CB’Uz’Oi}{OM’03’02}{°M’03’01}{04’03}{0u’02}{°M’02’°1}{°M’01}{0H}
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On voit donc que ka 5. bour i=1 3 4 n'intervient qu'une seule fois
il
par 1l'intermédiaire des singletons {oi} et le calcul de la trace se

fait comme indiqué dans la formule avec par exemple :

I1 s'agit donc de maximiser, par le choix d'une perrmtation ¢ , une
expression contenant des sommes et des produits d'éléments aij de la
matrice nonnégative A .

Une approche de ce probléme consiste 3 remarquer qu'un &lément aij étant
fixé, le nombre de fois qu'il intervient dans 1'expression de la trace

de (I-LG)_lU0 n'est pas fixe et dépend de la permutation o considérée.
Ce nombre, que nous appellerons nombre d'incidences noté N(aij) est le
suivant :

2. PROPOSITION

Soient A € oaznn(3%+) et oe€ Sn on aura :

T e e
N(ac.o.) = 1'_._1 si i=j
J 1 Pl si  i>j
PREUVE
On va d'abord évaluer le cardinal de 2?0 pour j=1 & n .
J
(On entend par Card %f; le nombre de parties C0 qu'il y a dans Sg?o )
J J J

Par définition

€, = o x ‘fgj_l}{oj <€, 1o ‘501} (o}

J Jj-2
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dtou :

Card fc = Card fc +Cardg +oo.t Card€ + 1
j j %5-2 %1

-1

pour j=2 dn .

Soit i évaluer la suite pJ. = 1 p; + 1 avec py = 1.
i=1

On montre par récurrence que pJ. = 2 -1 . En effet :

D, = ol=2 car 'fo = {05,041 {02}
2 .
n-1

Supposons que P, = 2

I -2 TP S )

alors Prst

mais pn=2n_2+2n_3+...+2+1+1

d'oi 2pn=2n'1+2n'2+...+22+2+1+1
.. _ . _.n

et ainsi 2pn “Ppyq T 0 soit Prtq = 2

a/ i=j : Le terme - vient de f 5 et correspond au singleton

i1 i
{o.} . I1 n'intervient donc qu'une seule fois . N(a_. _) =1 .
1 O'iO'i

b/ i<j : Le terme a n'apparait pas dans ? Zf veo f

—= cjoi oy g, Oj—l

Car il n'y a aucun élément contenant oJ.

I1 apparait dans fc avec {cJ. x ‘60 } = A, puis dans C(fo
J i j+l

><A}=A2 dans on

avec {OJ.+1 1

. avec {°j+2 X A2} {°j+2 X Al} = A3
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et enfin dans gc avee {og An-j} {o, x A _.

. 3 } ... {o XA1}=A

-1° ° n n-j+1
n-j+1 '

dorne N(ao.c ) = % Card A

ji k=1 k

Cette somme se calcule de la méme maniére que celle des Qf avec cette

fois comme terme de départ Card A1 = Card Ci = 21_1 et on obtient :

_ ,i-1,.n-j, _ nti-j-1
N(acjci)-2 (2.)—2 :

c/ 3> : Ce sont tous les termes se terminant par o. dans fc .
— J i
I1 faut donc tous les ensembles se terminant par OJ. dans fc pour k
k

variant de j 3 i ; soit :

fo = {GJ.}

J
! = . .

(g i1 {0J+1,03}

€ =10..,€ Yo .6 1
Oj+2 J+2 O'J. +1 J+2 oJ.

s
o

EERCHN LD I N U
1 1-1 Jj

et de la méme maniére qu'en b/ nous aurons :

_ Si-j-1
N(ao.o.) =2
ji

C.Q.F.D.
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Un probléme de taille n é&tant dorné. On peut lui faire correspondre
une matrice, que 1'on appellera matrice d'incidence notée Nn , qui
donne les nombres d'incidences des &léments aij de la matrice de
contraction A associée au probléme considéré.

EXEMPLES =6
0y Oy O3 0y Oy Og
o |21|1f2|3]8]1s6
95 16| 1{1{24 |8
_ o 816 {1 {1214
N6 = 3
gy 8416111112
05 2 h 8 {16 1 1

Soit o: {1,2,3,4,5,6} » {6,4,3,1,2,5}

On 1it immédiatement sur 'N6 le nombre d'incidence d'un élément

quelconque aij de A . Par exemple :

N(a64) = N(a ) =1

172
N(a65) = N(a0106) = 16
N(a ) = N(aGUOS) =8
N(a23) =N(a; ;) =8
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Pour différentes tailles de n 1la matrice d'incidence N(A) sera :

n=10
1 1 2 y 8 16 | 32 | 64 | 128 | 256
256 1 1 2 4 8 16 32 6l 128
128 | 256 1 1 2 4 8 16 32 64
64 | 128 | 256 | 1 1 2 | 8 | 16 32
32 64 | 128 | 156 1 1 2 4 8 16
16 32 6l | 128 256 1 1 2 y | 8
8 16 22 64 | 128 256 1 1 2 u-
4 8 16 32 64 128 256 1 1 2
2 4 8 16 32 64 128 256 1 1
1 2 4 8 16 32 64 128 256 ;f—

Ainsi donc en prenant la permutation o = id (soit la méthode de Causs

intervient 256 fois tandis que a inter-

Seidel) le terme a 10

110
vient une seule fois.
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n=20

ete...

avec 218 = 262144 217 = 131072 , 216 = 65536

T T 10 Tor? i I Je? 1o i o 1€ |8 | 21 | | ]| ¢ °

T T (58 |52 |92 |or 1wi? 16 e |18 o€ | & | @ | 2| 2 | @ | o2 | & | & | ©
I I P O e P e Pl Pl P sl IS I VR I - I R I
Z | S T T (g [11° |t (60 |mC e |er€ |uiC |or® | 6% | g% | 48| o° | ° | o | <
| 22| 2] T T lgie [11C Lo |a1C |m© |ax® a1 |mn® |oi% | 6% | 6% | 28| o° | &€ | o°
:m € | 22 c T T gre L3¢ 91 ¢t [41° |¢1° 21¢ 111¢ 1ot | 6% | ¢° | 1° o° cC
Z @l @8] 2] ¥ 7 lgr | |orf |aif i€ | |an® [m€ |or® | 6 | &F | L8| o°
@ ||| ] T Fle® [uf |orf |aif | e [en® |m |or® | 6% | 6% | u°
Bl @@€2 2] V] 7 le |uf o€ | [us© | [ [11f |or® | 6° | ¢
IRl @ 2l 2 2] 2] T | F ef [0F [of |6 @ |af (ef |uif | | 6
6 | 12|l ¢ | ¢ la€ | [or° (@ | |a1° |er© |mi€ |or®
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1% [13% o1 | 62 | € | 48| o° | & | ¢ | S| | ¢ P | F |s° |L1° [or° |ai€ |m© |o©
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De cette maniére, a4 chaque probléme de taille n on sait associer une
matrice d'incidence N, . Une permutation o de {1,2,...,n} étant
donnée, en notant oy 1a i1 ligne et cj la ™ colomne de Nn s
No 5. sera le nombre de fois qu'intervient aij dans 1'expression de
iJ

la trace de (I—Lc) 1U0 (avec A = LO+UU) .

REMARQUE

Au vu du grand nombre d'appels des €léments de A nécessaires
a 1'évaluation de (I-LO)_lUo on conclut qu'un programme calculant
trace (I—LG)—iU0 a partir de la formule explicite qui a &té domnée
(chapitre TII) sera plus colteux que celui qui effectue les produits des
matrices K, pour i=1 & n . La formule de calcul de [(I—LO)_iUO]m
i
pour mé€ IN n'a d'ailleurs pas &té domnée dans ce but.

Une méthode empirique de maximisation de cette trace par permutation
peut consister i chercher une permutation o qui aux élémenﬁs aij
les plus grands (respectivement : les plus petits) de A associe les
Ny 5. 1es plus grands (respectivement : les plus petits).

1J

Un cas limite illustrant cette approche du probléme est le suivant :

3. Expériences faites sur la matrices d'incidence

a) Considérons A E(/%;n(IR) construite ainsi :
A= Nn / D(Nn) x 1,2
avec Nn matrices d'incidence définie plus haut.

A sera donc une matrice nonnégative, de rayon spectral inférieur stricte-
ment & 1 (p(A) = 0,833...).
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Considérons la découpe de Gauss-Seidel de A donnée par la permuta-
tion o, = {1,2,...,n}
Chaque élément a.. de A interviendra Nij fois dans 1'expression

gl _1 P = ~ R
de la trace de (I Lcl) Ubl , Or aij étant égal a Nijv/ p(Nn) x 1,2

tous les éléments de A interviendront de la maniére souhaitée pour maxi-

miser la trace.

Par contre la découpe inverse o, : {1,2,...,n} > {n,n-1,...,1}

pour les mémes raisons fera intervenir les aij de A d'une maniére

défavorable 3 la maximisation de la trace.

L'expérience a été faite pour n=6 et n = 30

Permu- Rapport
N tation Trace Rayon de
vitesse
o, 0,1765701 0,77
6 2,21
o, 2,8 x 1077 0,822
30 13,31

On constate done pour les deux découpes un grand écart entre les traces
des deux matrices qui entraine une diminution trés sensible du rayon

spectral par le choix de la permutation o -

Alnsd La strhatégie issue de 9y employde & La nésolution d'un systeme
de point fixe de taille 30 4ra 13 fois plus vite que celle issue

de 02 .
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Avec la méme matrice A € J%gnn(IR+)

b) Considérons le systéme affine de point fixe F(x*) = *

avec F(x) =Ax+h ol h” = (1,1,...,1)

On résoud ce systéme pour différentes tailles de A avec les deux
découpes oy et 9, précédemment définies.

Le vecteur de départ sera (xo)T = (xg,...,xg) avec xg =i
Xp1 p

Le test d'arrét de 1'algorithme sera |—=—=| < e en notant X5
r

le i itars.

Dans le tableau suivant on compare le nombre d'itérations ainsi que le
temps d'exécution des deux méthodes.

rapports
~ des nbres|rapport
N e De Temps en Nombre dtitéra- | des
coupe mers d'itérations tions vitessesk
temps de
calcul
-8 o5 5883990 2670 I-=28,9
30 10 8,5
01 678600 300 T = 8,6
02 17617275 4800 I = 13,7
50 / 13,5
0y 1321060 450 T = 13,3
02 26429039 5940 I=16,5
60 / 16
01 1617928 260 T = 16,2
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Ce tableau confirme 1'expérience a) : le choix de la découpe o, qui
aux €léments 855 les plus grands (respectivement : les plus petits)
associe les Nij les plus grands (respectivement : les plus petits)
maximise la trace et diminue le rayon spectral ce qui diminue le temps
d'exéeution et le nombre d'itération de 1'algorithme de résolution du

probldme de point fixe. Le gain augmente avec La taille du problLeme.

Pour un probleme de taille 60 £'algornithme mene avec £a

permutation o, va 16 fois plus vite que celul mene avec O

1 2

Des expériences du méme type ont &té faites avec une matrice trés voi-
sine de la matrice d'incidence.

c) Soit Be J?nn(m +) telle que :

211 % (n-j+1) si  i<j

b.., = o=l si  i>j
ij

1 si i=j

Ainsi pour n=6 ;3 B s'écrira :

N W = U
=~ O ©o
[N
N
[y
N
N

Considérons les systémes affine de point fixe F(Xx) = X avec

F(x) = (B/ p(B) *1,2)x +h
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ainsi (B / p(B) x 1,2) = 0,833 < 1

he = (1,1,...,1)

Pour différents n

Avec le vecteur de départ et le test d'arrét précédent on méne 1'algo-
rithme de résolution avec les deux découpes 02 et 9

Dans un premier tableau nous comparons les traces et les payons spectraux

associés aux deux méthodes

N Découpe Trace Rayon Vitessuj,=
o, 0,00157 0,8051

20 5,12
9 0,329 0,3289
o, 1,33 107 0,8118

30 6,8
o, 0,2414017 0,2414
o, 7,69 1078 0,8154
o, 0,1877 0,1877

Le deuxiéme tableau concerne le temps d'exécution et le nombre

d'itérations des deux algorithmes :

2 Temps en Normbre Vitesse .
N € Decoupe mers d'itérations t, 1 Vitesse

o 6 o, 12044929 5310 I = 6,32 _

30 10 6
o] 1 1900028 840 T = 6,33
-11 02 14722084 5160 I = 7,16

40 10 7
' o 1 2022094 720 T = 7,28
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_ Cette nouvelle expénience confimme £'intérét qu'il y a a
chodisin une pemutation o qui fait intervenin un maximum (respecti-
vement : un minimum) de fois Les grands (nespectivement : Les petits)
éléments de La matrnice de contraction.

Considérons, d ce propos, deux permutations différant d'une

substitution
oy = {1,2,...,n-1,n}
0y = {1,25...,nn,n-1}
PROPOSTITION

Une condition suffisante pour que

-1 -1
tr((I—Lce) U02) > ’IT((I-Lcl) U"i)

PREUVE

D'aprés la formule explicite de la trace , on a :

1 : n 1

Tr((I-L, ) U ) = I MTa+...+ I I a

- 1 1 Cef C cegi ¢

Dans les deux formules fé et gé sont identiques pour Jj=1 i n-2 .
J J

La différence des traces viendra donc de ({; et fo qui sont :
n-1 n
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a

{n-1, f

n-1 n-

5} e {n—l,Zfl}{n-l}

8

{n,n-1, %1—2} . {n,n—l,fl}{n,n—l}

m, ‘é}_z} ... {n, fl}{n}

s

™€ ) m B yn)

{n-1,n, {;1_2} ... {N-1,n q}{n-l,n}
’ {n—1,‘fn_2} o e {n-l,ﬁl}
| alors

_1 - _
‘IT((I—LOQ)_ U°2) - 'IT((I—LOi) lUGl) = {n—1,n,zén_2} {n—1,n,f1}

{n-1,n} - {n,n-l,\él_z} ces T {n,n-l,fl} - {n,n-1}

Développons cette expression en notant ‘ej les produits communs

= a a ‘6

+a
Mm-1n n n-2

) .
n-2 a1'1—2 n-1 Foee n-1 n a'n 12 n-1

- ' 1 -— -
8 n-1 @n-1 n-2 gn—Z h-2n T %M n1%11%n

et ainsi a > a
n-1n — nn-1

a1 2 aJ. n pour J=1 & n-2
a, j > a4 j pour Jj=1 a n-2
impliquent

Te((I-L. )20 ) -Te((T-L Y ) > o
02 02 01 o1 =

C.Q.F.D.
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Supposons que a, fait intervenir un maximum (respectivement : un
minimm) de fois les grands (respectivement : les petits) €léments

de A alors

_1 —
Te((I-L_) U _) > Tr((T-L_) 100 )

2 2 1 1
PREUVE
Dans l'expression de la Tr((I-L )_1U ),
a. o
2 2
an_1 n? aj n-1 ° arl n interviemment un plus grand nombre de fols que
a n-1 > aj a et a1 i par conséquent i cause de la propriéteé
vérifiée par G, TOus aurons
an—l n 2 an n-1
aj -1 2 aj n pour Jj=1 a n-2
% J 2% J

Ce qui d'aprés la proposition précédente implique

u_) .
o

Tr((I-L y g
92 1

s Tr((1-1 )71
- a.

)
O 1

C.Q.F.D.

Nous avons donc pu, dans le cas de substitutions, montrer la validité

du critére employé.

Dans le cas général nous avons 4 maximiser :

On On-1 01
(o) = )3 I a+ ) N a+...+ b3 I a
Ce C Ce C Ce C
e, € g,

Les aij étant des nombres positifs, en remplagant dans cette expression
OJ' OJ-

les produits par des sommes ( T par £ ) une approche de la solution

. : C C .
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-~

consiste alors & chercher la permutation qui maximise :

o o
n n-1
f1(g) = I Iat+ b} I a+...+ I
Ceg, ¢ Ce¥ ¢ Ce \fgl

o}

1

I a

C
Nous retrouvons le méme critére que précédemment que nous pouvons
formaliser de la maniére suivante :

Un systeme d'équations de matrnice de contraction A € u&?;n(IR+)

etant donné, on construit La matrnice d'incidence. Une approche
de La permutation optimale consiste alons & :

Cherchen La permutation o de {1,2,...,n}
qui nBalise
n n n n

I I a..N = mx I I a.,.N
i=1i=1 W 9% gles i=1 j=1 1 9{9)
n

Nous sommes donc en définitive ramenés i un probléme classique d'affecta-
tion ([21[71[101) . |

Ce probléme a été largement étudié, par exemple en informatique dans le
cas d'une affectation de donnés i des disques magnétiques (Cylinder
Allocation Problem [2]).

Pour ce type de problémes, il existe de nombreux algorithmes heuristiques,
dont 1l'efficacité dépend essentiellement des prix qu'on accepte d'investir
(2 1a limite le probléme est entidrement résolu en balayant toutes les
(n-1) ! permutations !!).

L'idée générale de ces méthodes consiste a chercher la permutation optimale
BUr un sous-ensemble de l'ensemble des permutations de {1,2,...,n} (par
exemple : l'ensemble des substitutions). Cette permutation peut alors
constituer finalement une stratégie efficace.
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A titre indicatif nous proposons en annexe 1'expérimentation de deux de

ces algorithmes connus (Aspinall [2]) sur différents exemples.

Notons, en conclusion de ce chapitre, que la résolution partielle du
probléme initial s'étend sans difficulté aux méthodes d'itérations chao-

r
tiques issues d'une suite s = Ji""’Jr tel que N Ji = Q.
, i=1
Les matrices L et U construites de maniére 3 ce que
(I-L)—iU =K. x ... xK_ [3] vérifient les mémes propriétés que celles

Jf Jl

de L0 et U0 considérées dans ce chapitre.
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ANNEXE

Dans le premier algorithme on considére le sous
des substitutions de {1,2,...,n} .

—ensemble

Le second considére le sous-ensemble des permutations de
{1,2,...,n} gEnéré i partir de permutatiorsde trois €léments successifs.

Les programmes (en algol W) de calcul 4
pour la résolution 4!

alors les suivants :

une découpe efficace
un systéme de point fixe 3 plusieurs variables sont
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Procédure 1

It COMMELT RESOUD LE SYSTEME LIMEAIRE DE FOIMT
FI1JXE AX+l' POUR DEUX DECOUPES DCMT L'UNF
MARIMISE LA TRACE ;
PROCEDURE CHOIX(INTECGER VALUE M,K ; LOMC REAL ARRAY A,L1(%*,*) ;
ILTEGER ARRAY D,W(=*)) ;
BEGIN LONG REAL S§,S1,S2 ;
S:=0L ;
FOR 1:=1 UNTIL ' DO
BECIN
Se=S+A(K, 1)*HI(DC(K),DCI))+ACT, KY*MI(DCE),E(K))
Se=S+A(K+1,1)*P1(D(K+1), P(I))+I(I,K+1)*
LICDCL), D(K+1)) ;

' END
sle=
FOR f: 1 UPTEL M DO W) :=R(1) ;
W(K):=D(K+1) ;
V(K+1) :=D(K) ;

S:=0L ; ,

FOR 1:=1 UNTIL ¥ DO

BECIY
C'~S+A(K,I)*Nl(H(K),H(l))M(I,K)*Fl(W(l),H(K)) ;
Se=S+A(K+1, 1)*MI(WCK+L),W(1))+/7() , K+1)*
MICWCL)Y,W(K+1))

llD ;

e

&

LFG
FOR
158 I RIS

|F K=t=1 THEV
EECIY
FOR |

+ =5 -
IF 51<S82 THEL
M
l:=1 URTIL © PC (1) e=ti(l)

LrTll #opo NG =0C1)

FOR b:=1 UMTIL V' CO

FEGIY S:=S+AC1, 1)=11(D(L), DY)+, 1)*I1(D(I L))

Se=C+ A1, 1) PICDCE) DO+ 01, )+ 100, R (L))
LED

Sl:= C ;

Gi=il

FOR I: 1 erTie + KO
LEGIT S:=8+4(1, )*rl(h(l),u(I))+h(|,1)*ﬂ1(w(l),H(l)) ;

S =u+/(P,I)*Fl(H(P),W(I))+A(I,r)*N1(W(I),H(r)) ;
EHD _

2:=8 ;

IF S1<82 TEEE

BECI M

FOR D=1 UFTIL & PO T(1):=7(H)

A
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Procédure IT :

:ﬂROCEDURE CHOIX(INTEGER VALUE 1',K ; LOMG REAL ARRAY 2,M1(*,x)
INTEGER ARRAY P,w(*))
BEGI N LOFC REAL S,c1,82 ;
=0L ;
"FOR J:=K QTEP 2 UNTIL ¥+2 DO
FOR 1:=1 UMTIL I' DO

.
’
-
,

- BEGIN o
- S1=S+A(J, D) *ML(D(D),D(1)) ;
Lz S:=S+A(1, 1)+ (D(1),0(N) ;
= EMD ;
-2 81:=§ ;
= FOR 1:=1 UMTIL " DO W(I1):=D(1)
2= CWOK) e =D(K+2) 3
CTIW(K+2):=D(K) ;
=-81=0L ;
~ 7 FOR J:=K STEP 2 UMTIL ¥+2 DO
FOR 1:=1 UKTIL " ro

.
,

B S:=S+A(J, 1) =NI(W(I),HW(1)) ;

= - S:=S+AC1,J)*1(W(1),¥H(J)) H

. EMD

‘§2:=§

- IF $1<S82 Tprd
EEGIM
EOR Pi=1 UNTIL 1 PG DCE)e=W(1)
1D

E:D

Taille du systéme

Matrice de contraction

N

A

NI : Matrice d'incidence
D Découpe initiale

W

Découpe choisie.

 Activation : I FOR K:=1 UNTIL N-1 DO
CHOIX(N,K,A,Ni ,D,W) 3

IT FOR K:=1 UNTIL N-2 DO
CHOIX(N,K,A,N, ,D,W) ;
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Voici quelques expérimentations de ces algorithmes sur différents pro-

blémes linéaires :

1°) Résolution du systéme affine de point fixe F(xx) = e avec
F(x) =Ax +h .

A=A/ p(At) x 1,2

avec :
1/2 x (i+j-1) pour j > 1

(A1) =30 pour i = j

J J/i+] “pour J < i

T

he R” est tel que h™ = (1,1;...,1)

Le vecteur de départ de 1'itération est :

T . .
(x°)" = (Xi,xo,...,xi) avec Xg =i pour 1i=1 4 n .
1

Le test d'arrét de 1'itération est :

X -X
[EE < e

X —
r

L'algorithme I est appelé trois fois i partir de la découpe
D, = {n,n-1,...,1} , 1l'algorithme II une fois.

Les découpes choisies seront notées respectivement oy et Oy -

Le gain en itération par le choix de ces stratégies par rapport a Dy

sont pour différentes tailles de n .

N e gain en gain en
itération I | itération II
20 1078 10 % 12 %
-8
30 10 5 % 8 %
-8
Lo 10 4 q 6%
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Les découpes choisies sont :

Pour n=20 :

|17]16]15]14|13]12]11|10]9]8]7(6]5]18]|19]20]1]2|3|4]

Q
[}

1

o, = |18]17]16]15]14[19]12]11]10[9]8]7]6]5]4]13]20]1]2]3]

Pour n=30 :

o, = |27]26]25]24]23|22|21]20]19]18|17]16]15] 14| 13] 12| 11 10|
[918]7]6]28|29]30]|2]1]3]4]s5]

o, = |28|27|26]25|24]29]22]21[21]20]19]18]17|16|15|14]13]12]11]

[10]9]8]7]6]5]30]3]2|1|4]23]

Pour n=40 :

Q
n

|37]36|35[3u|33|32|31|3o]29|28|27|26|25|2u|23]22|
|21]20]19]18]17]|16|15]14]13]12]11]10|9]8]7]38]39]|40|3|2]1|1]5]6]

138137136135]34139]32| 31130 29] 28| 27] 26| 25| 24| 23] 22| 21] 20| 19| 18|

Q
i

|17116]15]14]13]12]11] 10] 91871 6133]4]3] 40| 1]2[5]
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2°) Expérience semblable avec la matrice :

1/2i+J pour j > 1
(A')J.i =<0 pour i = J
i+ pour Jj < i

La découpe initiale est D, = {1,2,...,n} , découpe de Gauss-Seidel.

Les gains en itérations sont alors :

gain en gain en
N € itération itération
algorithme T | algorithme IT|
10 1078 45 ¢ Lo %
20 1078 27 % 31 4
-8
30 10 18 % 14 %

Les découpes choisies sont :

Pour n=10 :

Q
1

1 = [41516]7]3]2|1]10]9]8|

|314]512]7]8[1]10]9]6]

Q
I

2
Pour n=20 :

o, = |4]5]6]7]8]|9]10]11|12]13]|14|15|3|2]1|19]20|18]|17]16]
o, = |3|4|5|é]7|8|9|1o|11|12]13]14[15]16[17[6]1|20|19|18|
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Pour n=30 :

Q
]

, = |4[516|718|9]10]11}12]13 |14 |15|16]17|18[19|20|21|22| 23|24 | 25|

|3]2]1]29]30|28]|27]26]

Q
[

[3[4]5]2[7]8]9[10]11|12]13[14]15|16]17]18]19]|20|21]22| 23| 24]

[25]6]27]28]|1]|30]29]26]

3°) Méme expérience avec la matrice d'incidence

onti-g-1 pour i< j
! = i =
(A )J-i 1i_ g pour 1
ot™J pour i >

La découpe initiale est {n,n-1,...,1}.

Pour différentes tailles de n 1les gains en itérations sont :

gain en gain en l

N > itération itération
algorithme I | algorithme II

10 10'8 100 % 27 %

70 10710 100 % 23 9

40 10712

100 % 31 %

Les découpes choisies sont :

Pour n=10 :

1413]2]218]7]6]20]9]

1]

181916]7]4]2]3]10]1]
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Pour n=30 :

[4]3]2]1]8]|7]6]5]|12]11]10|9]16]15]14]13]|20]|19]18]17] 24|

Q
I

1
|23]22]|21]28]|27]26]25|30}29]

o, = |28]29|26|27|2L|25[22]23|20]21]18]19]16] 17|14 15| 13| 10|
11118]9]6]7[4]5]2]3]30]1]|

Pour n=40 : )

o, = |4|312|1|8l7l6|5l12111I10I9|16l1511#!13!20|19I18117124|23|22V|21!
|28]27]26]25]32|31]| 30| 29|36 35| 34|33 | 40| 39| 38| 37|

o, = |38]39]36]37|34|35|32]|33] 30| 31|28 |29] 26| 27| 2k | 25] 22| 23} 20| 21] 18|

|19]16]17]14]15]|12]13]10]11|8]9]6|7|4]5]2]| 3|40 1]
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COMMENTAIRE

Sur les exemples numériques testés on constate toujours un gain
en nombre d'itérations mails pas nécessairement en temps. A ce propos
1'algorithme I qui domne de meilleurs résultats que II (cf. expérience 3)

est plus coliteux en temps.

Le gain augmente avec la disproportion qui peut exister entre

les él8ments de la matrice de contraction.

Pour un probléme non-linéaire de point fixe le gain d'une ité-
ration représente un gain important en temps. Ceci est Al au fait que
1'évaluation de fonctions non-linéaires nécessite un grand nombre d'opé-
rations élémentaires (cf. expériences mumériques faites par Z. Mahjoub [9]).

De plus, le temps mis i calculer une découpe efficace peut étre
compensé en appliquant cette découpe 3 la résolution d'un grand nombre de
systémes de point fixe ayant méme matrice de contraction.

En ce sens, les gains en itération obtenus en appliquant ces
algorithmes heuristiques justifient les diverses simplifications apportées

au probléme de base au cours de ce travail.
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CONCLUSION

Nous sommes donc partis du probléme de la détermination de la

meilleure méthode de Gauss-Seidel que 1'on peut obtenir par permutation

des lignes et des colomnes d'un systéme linfaire ; 1'étude faite s'applique
en fait 3 des systémes d'équations non-linéaires de point fixe contractants

en norme vectorielle.

Notre contribution personnelle nous parait reposer sur les points suivants :

1°)

2°)

3°)

o)

Evaluation d'une nouvelle borne permettant é&ventuellement de limiter

d priori une telle recherche.

Calcul formel explicite des &léments de la matrice [(I—Lp)_lUP]m
pour mée& IN 3 partir de ceux de LP+UP et par la méme formule
explicite pour la trace de (I—LP)'iUP .

Mise en évidence du fait que sous une hypothése H (largement véri-
fiée numériquement) minimiser le rayon spectral de la matrice de

Gauss-Seidel revient 3 maximiser sa trace.

Introduction de la notion de matrice d'incidence du probléme de point
fixe considéré,trés simple 3 construire, ce qui permet alors d'établir

le critére final suivant :

Une approche de La permutation optimale cherchée
consiste a necherchern La permutation qui dans

(C) L'expression de La trace, maximise Le nombre d'appels
des grands éLéments de La matrice de contraction

(cg. matrnice d'incidence du ppobleme).

Ainsi, la trace de la matrice de Gauss-Seidel apparait dans cette &tude

comme un indicateur utile pour la recherche de la stratégie optimale.
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Des exemples probants montrent effectivement 1'intérét de cette analyse.

Toutefois, nous sommes ramenés par la démarche précédente 3 la résolution

d'un probléme d'affectation bien connu et bien €tudié pour lequel n'existe

que des algorithmes heuristiques. Nous en avons expérimentés quelques-uns.

En conclusion, voicl les recommandations que 1'on pourrait faire si 1'on

essaye d'améliorer la convergence de Gauss-Seidel par permutation de lignes

et de colonnes du systéme

1°)

2°)

3°)

Au vu des €léments diagonaux de la matrice de contraction du systéme,

essayer de voir si 1l'on peut espérer une amélioration (cf. chapitre II).

Si oui, observer la variation en ordre de grandeur des &léments de
cette matrice. Une grande disproportion des &éléments entraine une
variation importante des traces et par conséquent des rayons spectraux
des metrices de Gauss-Seidel.

Appliquer un des algorithmes heuristiques de résolution de (C)

L'intérét serait évidemment d'autant plus grand si :

-~

Nous avions i résoudre plusieurs systémes de point fixe ayant méme
matrice de contraction. La stratégie efficace de résolution est alors
commne i tous ces systémes.

Nous avions d résoudre un systéme non-linéaire de point fixe : le
gain en nonbre d'itérations représente alors un gain élevé en temps

d'exécution i cause du temps pris par 1'évaluation de fonctions non-

linéaires des composantes des itérés successifs.
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