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-1 -
INTRODUCTION

Pris au sens large, le choix d'un réseau optimal comprend la détermination
des voies nouvelles i créer, des améliorations 4 apporter au réseau existant, et des dates
auxquelles ces divers investissements doivent &tre réalisés. Le probléme, dans toute sa
généralité, est trés complexe. Il fait intervenir les lois de demande de trafic sur les rela-
tions & desservir, les coftsdes divers investissements envisageables, les techniques
d'exploitation, 1'influence du débit sur le temps de parcours, les valeurs données au temps
et aux vies humaines, les avantages indirects, le budget disponible, etc... Il faut de plus
tenir compte de 1'évolution future de ces divers parameétres, les investissements effectués
ayant généralemient des répercussions sur de longues périodes. Ceci conduit i des modéles

mathématiques généralement complexes qu'on ne peut guére résoudre de facon rigoureuse.

En fait les recherches ont porté sur la résolution de modeéles simplifiés
qui sont loin de prendre en compte tous les éléments ci-dessus. Ces modeéles sont sommai-
rement décrits Chapitre I. Certains d'entre eux s'intéressent surtout aux aménagements de
voies existantes. La prise en compte de voies nouvelles i choisir complique le probléme.
En effet on se trouve alors en présence de discontinuités : existence ou non existence de
chacune de ces voies nouvelles (c'est un cas particulier de probléme de ''charge fixe"). Ceci
interdit 1'emploi de méthodes de programmation convexe. Or, dés que l'on a quelques
dizaines d'investissements possibles, on ne peut envisager de considérer toutes les combinai-
sons. L'on doit alors utiliser une méthode adaptée aux problémes combinatoires. I s'agit
presque toujours d'une méthode SEP (Séparation et Evaluation Progressive). Ces méthodes
permettent d'obtenir 1'optimum sans étre obligé de considérer toutes les combinaisons. On
peut aussi les utiliser sans aller Jusqu'a la solution optimale de facon & réduire le temps
machine. On obtient alors une "bonne solution" et une borne supérieure de 1'écart avec la
solution optimale. I1 semble toutefois que les méthodes proposées conduisent & des durées
de calcul prohibitives lorsque le nombre de voies nouvelles envisagées atteint quelques

dizaines.

Ces procédés ne parafssent guére avoir été utilisés dans les études appli-

quées. Ces dernidres se rattachent plutét 4 1'une des deux situations suivantes -

- comparaison précise d'un petit nombre de solutions concurrentes,

- méthodes assez empiriques permettant d'améliorer une solution initiale.
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La présente note a pour objet de traiter la situation
suivante. Un nombre assez élevé (par exemple une centaine)
d'investissements nouveaux sont possibles ;3 il s'agit soit de
voies nouvelles, soit d'améliorations substantielles des voies
actuelles. Ces investissements ne sont pas indépendants -les
avantages apportés par l'un gquelconque d'entre eux dépend de 1la
réalisation ou de la non-réalisation de divers autres. Une
demande de trafic donnée doit é&tre satisfaite. Les investisse-
-ments doivent &tre choisis de fagon & miniser le cofit global
(infrastructure plus exploitation).

Pour résoudre ce probléme, un modéle simplifié concerna
les colits a du étre adopté : & chaque arc du réseau est associd
‘un cofit fixe (1lié & l'existence de l'arc) et un cofit proportion
~-nel au trafic supporté.

Ce type de probleéeme peut facilement se mettre sous form
de programme linéaire a variables mixtes, résoluble par une
procédure SEP : le programme linéaire continu obtenu en oublian
les contraintes d'intégrité fournit un minorant de la valeur de
la solution recherchée.

L' originalité de la méthode proposée ici consiste dans
le choix du programme lindaire : nous nous sommes efforcés
d'introduire le plus grand nombre possible de contraintes sim-
-ples. La formulation ainsi obtenue présente l'avantage suivant
la solution du programme continu est souvent entiere, et, lors-
-qu'elle ne l'est pas, elle fournit généralement un bon minoran
de la valeur optimale du programme en variables mixtes. Un nomb
faible d'étapes dans la procédure SEP sera alors suffisant (sou
-vent une seule).

Mais cette formulation présente aussi un inconvénient
le programme continu qui est de grande taille est difficile &
résoudre. Une partie importante du travail présenté ici consist
& rechercher, compte tenu des particularités du programme, une
méthode pour obtenir rapidement,si possible la solution optimal
ou du moins un bon minorant ; en effet dans le cadre de 1la
procédure SEP il est souhaitable, mais non indispensable, d'avo:
la solution optimale.

Cette démarche est semblable & celle que Held et Karp,
en ref.[13], ont adopté pour 1'étude du probleme du voyageur de
commerce, et qui leur a permis d'aboutir & une procédure effi-
~cace. Mukendi, ref.[18), a adopté une démarche analogue pour
traiter le probléme de m-centre (implantation optimale d'équipe-
-ments), probléme qui peut d'ailleurs &tre considéré comme un
cas particulier de celui traité ici (voir Annexe II ).Il est
problable que ce type d'approche convienne pour un certain
nombre de problémes combinatoires.



Précisons toutefois que la méthode proposée ici
n'est, semble-t-il, efficace que si le réseau étudié ressemble
4 1'idée que 1l'on peut se faire d'un réseau de transport. Pour
un graphe et des coflts quelconques, la résolution peut &tre
laborieuse. Ceci nlest bas surprenant si on remarque que, dansg
son formalisme, le problime traité contient des problémes combi-
-natoires réputés difficiles : en ref.[18), il est rappeld que le
proiuléme de m-centre, cas particuliler de notre probléme, incluk
la recherche d'un ensemble stable minimal dans un graphe, et plus
généralement le recouvrement minimal 4'un hyperszraphe par des
arétes.

Ce travail comprend huit chapitres et deux annexes.

Aprés une anslyse bibliographique (Chapitre I), 1le
modele est décrit, et sa portée et ses possibilités d'application
sont discutées (Chapitre II).

Le chapitreﬂbontient un rappel sur la procédure SEP
et précise les modalités d'application au probléme traité ici.

Le chapitre IV présente le programme lindaire en
variables mixtes équivalent & notre probléme, et le programme
linéaire continu obtenu en négligeant les contraintes d'intégrite.
L'étude du dual de ce dernier conduit a intred.ire des "péages"
associés aux arcs du réseau et aux liaisons qui les utilisent.

Le chapitre V montre que la résolution de notre
probléme peut se ramener & 1'établissement 4'un "bon systéme
de péages" & chaque dtape de 1la procédure SEP, et que le nombre de
s étapes sera généralement Tfaible et a des chances e se réduire
a un.

Le chapitre VI propose une méthode de «étermination
d'un bon syst.me de pésges.

Le chapitre VII récapitule l'ensemble de la méthode.
Il suffit, en principe, pour le lire, de connaftre le paragraphe
II.1 (description du probléme), mais il ne contient aucune justi-
~fication.

Enfin le chapitre IX rend compte des tests effectuds
sur ordinateur.

En annexe I est présenté une approximation du program=-
-me linéaire mentionné plus haut, par un pro.ramze convexe soluble
par un algorithme relativement simple. C'est cette dtude qui a
conduit & la méthode de détermination d'un systéme de péages du
chapitre VI. Elle a é&té rejetée en annexe parce qu'elle n'est
pas indispensable & 1la compréhension du texto principal, mais
paralt suffisamment intéressante pour étre exposée.



L'annexe II traite d'extensions possibles de 1a
méthode, soit & des situations plus générales que celles du
modele, soit & des problémes a priori différents de celui traitd
ici, mais pouvant s'y ramener.

Pour un apercgu rapide du conitenu de cette note, on
pourra se contenter de lire les paragraphes suivants :II1.1 et 2,
IIT.4, IV.1l, introduction de V, V.5, VI.2b, et VII.
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CHAPITRE I

ANALYSE BIBL IOGRAPHIQUE

Nous allons effectuer une analyse rapide de diverses études concernant la
détermination d'un réseau optimal. Toutefois, nous ne prendrons pas en considération les
diverses méthodes de comparaison d'un petit nombre de réseaux définis 4 1'avance. Nous
nous intéresserons seulement aux méthodes permettant de choisir parmi les combinaisons
possibles de créations d'arcs nouveaux et d'améliorations des arcs existants, lorsque ces

combinaisons sont trop nombreuses pour étre étudiées individuellement.

De nombreuses méthodes utilisent une procédure SEP (Séparation et
Evaluation Progressive, en anglais "Branch and Bound"). De telles procédures s'appliquent
principalement & des problémes combinatoires, consistant & chercher dans un ensemble fini
(mais de grande taille) de solutions possibles celle (ou une de celles) qui minimise une
fonction donnée. Nous en rappelons sommairement le principe. L'ensemble des solutions
" possibles est .découpée progressivement en sous-ensembleé de plus en plus fins (c'est la
"séparation'). Pour chacun de ces sous-ensembles on calcule un minorant de la valeur
prise par la fonction dans ce sous-ensemble (c'est 1""évaluation"). Ceci permet d'éliminer
les sous-ensembles dont le minorant est supérieur i toute valeur prise par ailleurs par
la fonction. Cette procédure peut étre poursuivie jusqu'a obtention soit d'une solution op-
timale, soit simplement d'une "bonne" solution. La réalisation pratique comprend, bien slr,
de nombreuses variantes. On trouvera une étude générale de ces procédures en réf. [19] et

'23)et une formulation Plus particuliére au chapitre III ci-dessous.

Les méthodes de détermination de réseau optimal seront classées, un peu
arbitrairement, en modéles simplifiés, modéles généraux, et méthodes heuristiques. Les
méthodes heuristiques sont celles qui ne permettent pas d'atteindre l'optimum, mais doivent
fournir une "bonne'" solution. Les modéles seront dits "généraux" lorsqu'ils prennent en
compte l'importance relative des diverses liaisons i desservir, et considérent i la fois les
colits d'investissement, et ceux liés au déplacements proprement dits (en particulier le

temps passé). Les autres seront dits "particuliers".

1 - Modéles particuliers

Bien qu'ils ne répondent pas vraiment & l'objectif poursuivi dans cette note,
il a paru intéressant de passer rapidement en revue ces modéles qui peuvent étre appliqués

dans certains cas particuliers.
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SCOTT, Y8f. [24], en 1969 et HOANG HAI HOC, réf. [151, en 1973 ont
proposé des méthodes SEP pour résoudre le probléme suivant : €tant donné un en-
senble d'arcs possibles, trouver ceux qui forment le réseau minimisant la somme
des distances entre chaque couple de sommets, la longueur totale du réseau res-
tant inférieure & une limite domnée. Cette formulation ne tient pas compte de
1'importance relative de divers courants, et, de plus, ne peut guere €tre appli-

quée pour 1l'amélioration d'un réseau existant.

Fn 1967 ICHBIAH, réf. [171, a introduit la notion de "connectivité
d'un réseau définie comme suit : 3 chaque couple de sommets i,j, on associe
une Valeur17ij, et la connectivité est la somme des(fij, €tendue 3 tous les
couples connectés par un réseau dommé. I1 a proposé umne procédure SEP pour
déterminer, 4 partir d'un ensemble d'arcs possibles, le réseau qui maximise ce

cette connectivité.

A 1a différence de la précédente, cette formalisation tient compte de
1'importance relative des liaisons. Mais elle néglige les temps de parcours entre
sommets, s'intéressant seulement au fait qu'ils soient ou non connectés. Son do-
maine d'application potentiel parait 1limité aux situations pour lesquelles les
cofits d'investissement sont tout 3 fait prépondérants, et ol 1'on accepte de
satisfaire wne partie seulement de la demande (le choix de lignes de "métros"

en zone urbaine pourrait satisfaire approximativement ces conditions).

c) Investissements de_capacité

—— ————— — S — — " " o T o ——

Dans les études ci-dessus, 1a capacité des arcs n'était pas prise en
compte. D'autres auteurs, au contraire, ont centré leurs recherches sur les in-
vestissements de capacité, sans se préoccuper des colits d'écoulement du flot.
Les études ont d'abord concerné le cas du flot entre une source et un puits.

FULKERSON en 1969, réf. 1101, et HU en 1970, réf. 161, ont traité
le probléme suivant. On suppose que le cofit pour accroitre d'une quantité Yij
la capacité d'un arc quelconque (i,j) est égal & 24 5 yij’ aij étant un coeffi-
cient caractdristique de 1'arc. On cherche a répartir un budget donné b
entre les divers arcs de fagon 3 maximiser la capacité entre la source et le

puits considérés. Ce probléme peut se mettre sous la forme d'un programme



linéaire en &crivant les équations de conservations du flot, les contraintes de

capacité, et la contrainte budgétaire = aij yij < b.
ij

En 1974, CHRISTOFIDES et BROOKER, réf. [ 5], ont traité le probléme ob-
tenu 2 partir du précédent en supposant que les accroissements possibles de tapa-

cité sont discontinus, en nombre fini, chacun ayant son cofit. I1ls ont proposé
pour le résoudre une procédure SEP.

Par ailleurs, en 1968 DOUILLEZ, réf. [9], a traité un probléme plus
général en recherchant une séquénce optimale d'investissements dans le temps. On
se donne un flot croissant dans le temps entre wune source et un puits, et wne
méthode SEP permet de trouver une séquence d'investissement minimisant le cofit
global (investissements et exploitation), avec une contrainte de fiabilité : il
faut pouvoir supporter wne panne sur wn arc.

Le domaine d'application de ces modeles est limité du fait que 1'on ne
considére qu'un couple source-puits. I1 est, bien s{ir, possible de lier par des
arcs fictifs la source aux ldlverses orlglnes et le puits aux diverses destinations,
mais en général ceci modlfl’e le probléme. Cependant dans certains cas, lorsqu'on
étudie le trafic le long d')un axe, cette procédure est sans doute acceptable. Fn
1972, CHARTFKER et MACULAN, réf. [4], ont généralisé le probléme de FULKERSON au
cas de plusieurs couples s@urces-puits et de plusieurs périodes. Ceci les a con-
duit 3 des programmes linéaires de grande dimension pour lesquels ils ont proposé
des méthodes de résolution; I1 ne semble pas qu'ils aient testé ces méthodes au-
trement qué sur des exenplsies trés sinplés, du moins au moment de leur publication.

2 - Modéles généraux

En 1958, GARRISQN et MARBLE, réf. [11], ont présenté la formulation
suivante. Le colit d'usage de chaque arc est constant, et le cofit d'investissement
croit linéairement avec la capacité. L'objectif est de minimiser la somme des
colits d'investissement et d'usage, avec des contraintes exprlmant la conserva-

tion des flux aux sommets, la capacité des arcs, et le budget total.

CARTER et STOWERS, réf. [31, en 1963, ont proposé, dans la formulation
précédente, de représenter chaque arc réel par deux arcs fictifs, 1'un correspon-
dant 3 une circulation normale, 1'autre 3 une situation de saturation (il aurait
donc wn cofit d'usage plus élevé). Le rapport des capacités de ces deux arcs reste
constant lorsque les capacités sont améliroées par des investissements. En 1966,
MORLOCK et CHARNES , véf. [12]1, ont présenté un modéle semblable avec deux modes

de transport.
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Ces modéles parafssent intéressants parleur simplicité de formulation.
Toutefois, ne prenant pas en compte de charges fixes pour la création d'arcs nouveaux, on

ne peut guére envisager de les employer que pour 1'amélioration d'arcs existants.

En 1968 RIDLEY, réf. (7-0], a cherché le réseau minimisant la somme des
colts d'investissements et des colts d'écoulement du trafic, en admettant que ces derniers
diminuent lorsque 1'investissement augmente, et en négligeant les contraintes de capacité.
Soient :

- Pij le colt unitaire sur l'arc (i,}J)

- kij’ ajj des constantes, caractéristiques de l'arc (i, j)

- x;: investissement sur l'arc (i, j)

1
-~ bij borne supérieure de Xi;
- tij trafic sur l'arc (i, j) somme des trafics des diverses liaisons
-Q budget disponible
On a x5 £ bij > 123 xj $Q Py = kij - ajjxj; ainsi que les
contraintes de conservation des flux et on cherche une solut1on mlmmlsant ‘
Z tIJ pij = % tij (kij - ajj Xij) Ce programme n'est pas convexe. La méthode de résolutior
proposee est une procédure SEP, dans laquelle on suppose que les colts d'investissements

ne varient pas de facon absolument continue, et restent des multiples entiers d'une certaine

unité.

La philosophie de ce modéle est trés différente de celle des modeéles présenté
au paragraphe a) ci~-dessus. Au paragraphe a), le but des investissements était d'augmenter
des capacités, et le trafic d'une liaison pouvait se répartir entre des itinéraires concurrent:
de facon & utiliser au mieux ces capacités ; le modéle pouvait difficilement &tre utilisé pour!
choix dés arcs nouveaux. Ici, le but des investissements est de réduire les temps de par-
cours, on admet implicitement que les arcs fonctionnent en-dessous de leurs capacités, et

chaque liaison utilise uniquement son itinéraire le meilleur.

Le phénoméne pris . en compte par RIDLEY est celui du "rendemen