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Introduction

Ce mémoire décrit les grandes lignes de mon activité de recherche depuis ma thése, sans
toutefois revenir sur ce qui était déja traité dans celle-ci. Pour garder un ensemble cohérent,
j’ai choisi de laisser certaines choses de coté. De plus, pour ne pas charger I'exposé, j’ai
préféré (en général) ne rien dire sur les preuves des résultats énoncés. Pour cela, je renvoie
le lecteur intéressé aux articles originaux, tous téléchargeables depuis ma page personnelle,
et dont la liste exhaustive est donnée dans la section suivante.

Les thémes que j’ai abordés sont tous (plus ou moins) reliés a l'objet central de ce
mémoire qu’est le mouvement brownien fractionnaire. Mais, en fait, ce processus m’a le
plus souvent servi de guide pour développer une théorie plus générale.

Détaillons maintenant le contenu de chaque chapitre :

— Le chapitre 1 est principalement consacré au comportement asymptotique des varia-
tions & poids du mouvement brownien fractionnaire. Tout d’abord, aprés avoir motivé
I'intérét d’une telle étude et rappelé la situation “sans poids”, nous verrons que dans
certains cas (en fonction de la valeur de I'indice de Hurst H), la situation “avec poids”
peut étre trés différente. Ensuite, nous nous intéresserons plus particuliérement au
cas ou H vaut !/4, et nous ferons le lien avec une conjecture récente par (Burdzy et)
Swanson [61] concernant la possibilité d’écrire une formule d’It6 pour la solution de
I’équation de la chaleur stochastique dirigée par un bruit blanc espace-temps. Enfin,
nous traiterons le cas du mouvement brownien itéré, en faisant apparaitre a la limite
une version a poids du mouvement brownien en scéne aléaoire introduit par Kesten
et Spitzer |35] dans les années 70.

— Le chapitre 2 présente des théorémes limites abstraits (principalement valables pour
une suite (F,) d’intégrales multiples par rapport & un processus gaussien isonormal
X) sous des hypothéses concernant la dérivée de Malliavin de F;,. Nous y exposons
notamment une nouvelle méthode donnant (de maniére étonnament simple) une esti-
mation de type Berry-Esséen quand la suite (F},) converge en loi vers une gaussienne.
En particulier, cette méthode permet d’estimer la vitesse de convergence dans le
classique théoréme de Breuer et Major [7]. Notons que les outils présentés dans ce
chapitre sont a la base des résultats obtenus dans le premier chapitre.



— Le chapitre 3 est consacré a mes travaux relatifs a la théorie de I'intégration contre
des “chemins rugueux” (rough paths en anglais). Tout d’abord, nous ferons un lien
avec l'intégration par régularisation a la Russo-Vallois [57|. Ensuite, nous étudierons
un probléme de contréle optimal. Enfin, nous exploiterons I’'intégration algébrique
récemment introduite par Gubinelli [28] pour calculer le développement asympto-
tique de la “loi” de la solution d’une équation différentielle stochastique dirigée par
un brownien fractionnaire d’une part, et pour étudier les équations différentielles avec
retard dirigées par un chemin rugueux d’autre part.

— Enfin, dans le chapitre 4, nous définirons et étudierons un nouvel objet, appelé
“dérivée stochastique”. Puis, nous illustrerons certains phénoménes généraux en ap-
pliquant cette théorie au cas du mouvement brownien fractionnaire avec dérive.
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NOTA. La numérotation que j’ai utilisée respecte I'ordre chronologique, et pas I'ordre de
parution. Par ailleurs, tous mes travaux sont téléchargeables a partir de ma page person-
nelle http://www.proba. jussieu.fr/pageperso/nourdin
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14 CHAPITRE 1. VARIATIONS A POIDS DES PROCESSUS AUTOSIMILAIRES

1.2 Introduction

Soit Z = (Z;)i>0 un processus autosimilaire d’indice H € (0, 1), et & accroissements
stationnaires. Le principal exemple que nous avons en téte est le mouvement brownien
fractionnaire, c’est-a-dire le processus gaussien centré B = (B;):>o de fonction de covariance

1
E(B;B;) = 5<S2H 4 2H It — S|2H)'

Mais nous parlerons aussi du mouvement brownien itéré, c’est-a-dire du processus Z =
(Z4)1>0 défini par Z, = X(Y;) pour X et Y deux mouvements browniens indépendants, et
qui est autosimilaire d’indice 1/4.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au comportement asymptotique des quantités
(appelées variations a poids) du type

3
—

0

b
Il

pour k > 2 entier et f: R — R suffisamment réguliére. Pour simplifier, dans la suite nous
notons AZy/,, au lieu de Z;1)/n — Zj/n. Avant de donner des résultats précis (dont certains

plutot inattendus) concernant Vn(”)( f), disons un mot sur I'intérét d’une telle étude.

1.3 Lien avec les schémas d’approximation

Supposons que Z = B soit un mouvement brownien fractionnaire d’indice H > 1l/2,
et notons X l'unique solution (dans I’ensemble des processus a trajectoires holdériennes
d’indice «, pour un réel o donné strictement compris entre 1 — H et H) de

t
X, = 70 +/ X,dB,, telo,1], (1.3.2)
0

I'intégrale contre B étant au sens de Young. L’équation (1.3.2) étant linéaire, elle se résoud
explicitement en
Xy =1 eXp(Bt)a te [07 1]

Considérons le schéma d’Euler X ™ associé & (1.3.2). Toujours car I'équation (1.3.2) est

trés simple, on a une formule explicite pour X 1(”), a savoir

n—1

k=0

En particulier, ’étude de la convergence de )A(I(") vers X, est aisée. En effet, en utilisant
. . 2 .
I'approximation In(1 4 x) ~ x — % valable pour z proche de 0, on en déduit que

2
k=0

n—1
“(n 1
X{" ~ wgexp <31 -5 Z(ABk/n)2> (1.3.3)
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(nous renvoyons a [NN-10] pour une étude rigoureuse sans “~”). Ainsi, la vitesse de
convergence (et donc en particulier la convergence) de Xl(”) vers X; peut étre déduite du
résultat classique suivant, qui concerne la variation quadratique de B : quand n — oo, on
a

n—1
n?71N (AByy)? 25 1 (1.3.4)
k=0

En effet, on déduit facilement de (1.3.4) que

X

n2TH (XMW - X)) 25— 71 0.
Par contre, quand on considére la solution X de
t
X, = a0+ / o(XJ)dB,, te0,1]. (1.3.5)
0

pour une fonction o : R — R générale, une formule du type (1.3.3) n’est plus si facile a
obtenir. Toutefois, supposons que o soit suffisamment réguliére et bornée et introduisons
le flot ¢ : R?> — R de o, a savoir I'unique solution de

o(z,y) =a+ /Oy o(p(x,2))dz, x,y€R. (1.3.6)

Remarquons alors que la solution X de (1.3.5) est donnée par
Xt = ¢(.Z'0,Bt), t e [0, 1]
De plus, le flot ¢ vérifie la propriété, dite de “semi-groupe”, suivante :

Ve,y,z € R, o(o(z,y),2) = o(x,y + 2).

En utilisant cette propriété, et aprés avoir effectué quelques développements limités (voir
[N-8] et [GN-17] pour la méthode), on aboutit a ’analogue suivant de (1.3.3) :

Xl(n) ~ ¢ <x0’ By — %VH(Q) (0./ o ¢(x07 ))) . (137)

)

Ainsi, I’étude de la (vitesse de) convergence de Xl(” vers X; se raméne a 1’étude du com-

portement asymptotique de Vn(2)(f) pour f = o’ o ¢(xy,-).
Considérons maintenant une situation légérement plus compliquée. Au lieu du schéma
d’Euler X™ associé a (1.3.5), introduisons le schéma de type Milstein X (™ suivant :

> (n v (n v (n v (n 1 v (n
Xg" =0 et Xy = X0 +0 (X AByut 500" (X)) (ABya)®, k=0,....n—1.
(1.3.8)
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Dans ce cas, on peut montrer (cf. [GN-17]) que 'analogue de (1.3.7) est de la forme

),Zl(n) ~ d) (‘7;07 Bl + Vn(g)(f)) )

pour une certaine fonction f dépendant (de maniére explicite) de ¢ et o) pour j = 0,1, 2.
Ainsi, c’est ici ’étude du comportement asymptotique de Vn(3)( f) qui joue un role clé.

En fait, plus généralement, on obtient une formule de type (1.3.7) avec v, (k > 2) au
lieu de Vn(z) quand on considére des schémas de taille k — 1 (étant entendu que le schéma
d’Euler est de taille 1, que le schéma de Milstein (1.3.8) est de taille 2, etc.). Nous renvoyons
a [GIN-17] pour étude précise.

Avant de revenir a notre probléme initial, ¢’est-a-dire I’étude du comportement asymp-
totique de Vn(”)( f) pour tout entier k > 2 et toute fonction f : R — R suffisamment
réguliére, signalons que la vitesse de convergence du schéma d’Euler pour I’équation avec
dérive . .

X; = x +/ o(X;)dBs +/ b(X,)ds, te]0,1],
0 0

est donnée (cf. [NN-10]), quand H > 1/2, par
n2=1 ()?1(”) - 22 —/ DX 0'(X;)ds, (1.3.9)

ol D désigne la dérivée de Malliavin par rapport & B. Ce résultat est un peu surprenant
quand on le compare a son analogue brownien (H = 1/2), obtenu par Kurtz et Protter [38|
en 1991. On a en effet, dans ce cas,

V(XM - x,) 2% ——1/1/ oo (X,) Y. dW,, (1.3.10)

ol Y est solution d’une équation différentielle ordinaire aléatoire et ot W désigne un
mouvement brownien standard, indépendant de B.

1.4 Cas du brownien fractionnaire

Revenons maintenant a I’étude des Vn(“)( f) (avec k > 2 et f : R — R suffisamment
réguliére) quand Z = B est un mouvement brownien fractionnaire d’indice H quelconque
dans l'intervalle (0,1). Commengons par donner une bréve description des résultats déja
connus. Tout d’abord, intéressons-nous au cas ou  est pair. On a alors, si f est continue :

KJH IV n) / f

ol fi,, désigne le moment d’ordre x d’une variable aléatoire de loi .47(0,1). Cette conver-
gence n’est pas trés difficile & démontrer et s’apparente & un résultat de type “loi des grands
nombres” (ou “théoréme ergodique”). Quand « est impair, ou quand « est pair mais qu’on
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recentre Vn(”)( f), le comportement asymptotique est plus difficile & obtenir. Commengons
déja par le cas ot la fonction f est identiquement égale a 1. Il est alors bien connu, depuis
les travaux de Breuer et Major [7], Dobrushin et Major [19], Giraitis et Surgailis [27] ou
encore Taqqu [62, 64], qu’on a, suivant la parité de et la valeur de H :

kpair  H <31 = /(™ V9(1) - pu,) Lo, N(0,0% ) (1.4.11)

Rpair 8 H =31 = [ (0O 1) = ) 5 4 (0,03,,)
nn ’

kpair § H >34 — nH(n“H’1Vé“)(1) — ) RN (1.4.12)
) impair & H <1/ — n=3 V(1) RN N(0,0%,.) (1.4.13)

k impair & H > 12 = pDHEyE)(]) = J/(OaU?{,n)‘

Ici, Z, désigne la valeur au temps 1 du processus de Rosenblatt.

Revenons maintenant au cas général concernant f. Quand H = 1/2 (c’est-a~dire quand B
est un mouvement brownien standard), 1’étude du comportement asymptotique de Vn(n)( f)
(pour f continue) fait apparaitre, a la limite, un nouveau mouvement brownien standard W
indépendant de B. Plus précisément, dans [NP-23] (voir aussi [GN-4] pour une deuxiéme
démonstration utilisant le théoréme de Knight asymptotique, et Jacod [33|, ou un résultat
valable dans un cadre plus général est énoncé), il est prouvé qu’on a, lorsque n — 0o :

|
—

n

F(Bup ) (VBB = 1) 2 Vi = 2 [ p(B)aw

. 1
K pair — —
VIS
(1.4.14)
n—1
o 1 e Lo,
K 1lmpalrr — % f(Bk‘/n)(\/ﬁABk/n - / f Mok — :unJrldW + :U’f-c—l—ldB )
k=0
(1.4.15)

Retournons maintenant au cas fractionnaire (c’est-a-dire au cas ou H # 1/2). Dans le
récent travail de Leon et Ludenia [41] (voir aussi [13| pour des résultats du méme type,
concernant les p-variations d’intégrales stochastiques par rapport & un mouvement brow-
nien fractionnaire), il est montré, quand f et ses dérivées vérifient une hypothése de type
“croissance au plus exponentielle”, qu’on a :

. n—1

K pair & 1 " K Loi

H € (s, 3a) }:> Jn D B (" ABy)"™ = ) == UHn/ /(B

k=0
(1.4.16)

oll, encore une fois, W désigne un mouvement brownien standard indépendant de B. Au-
trement dit, (1.4.16) montre un comportement similaire a (1.4.14). La restriction H < 3/4
dans (1.4.16) s’explique par (1.4.11) et (1.4.12). Par contre, la restriction H > 1/2 est de
nature purement technique, comme nous I’expliquons maintenant.
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Dans [NNT — 22| et [NR — 27], nous résolvons complétement le probléme du com-
portement asymptotique des variations & poids du mouvement brownien fractionnaire. Il
se trouve que le bon cadre pour mener & bien cette étude est d’utiliser les polynomes
d’Hermite. En effet, avec David Nualart et Ciprian Tudor d’une part et Anthony Réveillac
d’autre part, nous avons montré le résultat suivant :

Théoréme 1.4.1. Soient q un entier > 2, et f : R — R une fonction vérifiant
(Hy) [ € %% et, pour tous p € (0,00) et 0 <i < 2q : SUDsefo,1) & {|f(")(Bt)\p} < 00.
On pose

SD(f) =" f(Bin) Hy(n" AByy)

ou H, est le ¢ polynome d’Hermite défini par :

Hyfa) = (~1)e~% (7).

dxz?

1. On suppose 0 < H < l/2q. Alors, quand n — oo,
1
qH—17/(q) o (=17 (@)

2. On suppose H = 1/2q. Alors, quand n — oo,

1 L01
— vy

ou W est un mouvement brownien standard indépendant de B, et cip,, 4 une constante
(explicite) dépendant seulement de q.

s)ds + cl/2qq/ f(B

3. On suppose /2g < H < 1 — 1/2q. Alors, quand n — oo,

1 Loi
— V — c
N ’“/ fB
ot W est un mouvement brownien standard indépendant de B, et cy 4 une constante
(explicite) dépendant seulement de q et H.

4. On suppose H =1 —1/2q. Alors, quand n — oo,

1 Loi !
— VO =5 o / B,)dW,
\/W n (f> €1 /24,9 0 f(

ou W est un mouvement brownien standard indépendant de B, et c1_1/,, , une constante
(explicite) dépendant seulement de q.
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5. On suppose H > 1 — /2q. Alors, quand n — oo,

nd(1—H)—1 n BN / f(B dz(q

o Z9 est le processus d’Hermite d’ordre q construit & partir de B.

Finalement, en décomposant le monome x" dans la base des polynémes d’Hermite, on
obtient le résultat suivant, qui est & comparer avec (1.4.14), (1.4.15) et (1.4.16) :

Corollaire 1.4.2. Soit k > 1 un entier, et f: R — R une fonction vérifiant (H,). Alors,
pour n — oo :

1. Quand H < 1/2 et k est impair,

n—1 ) 1
07N F(Bign) (0T AByj)® = — ““2“ / #'(B,)ds. (1.4.17)
k=0 0

2. Quand H > 1/2 et k est impair,

n—1 L2 1 By

WS F(Buyn) 0 B i [ S(BIAB = s [ (e

o 0 0
3. Quand H < /4 et k est pair,

2H—1 — H K 2 1k ! "

PN F(Byya) [0 8B = u] 2 (5 ) s / F"(B.)ds

0

k=0

4. Quand H = /4 et K est pair,

-1
Z Bk/n n ABk/n)K_,un} LOI < )Mn 2/ f// d8+0-1/4n/ f
k:
(1.4.18)

pour oy, une constante explicite et W un mouvement brownien standard mdepen—
dant de B.

5. Quand /1 < H < 3/1 et k est pair,

[y

n—

(Bk/n)[(nHABk/n)”— . ﬂwmm/ f(B (1.4.19)

WM

pour oy, une constante explicite et W un mouvement brownien standard indépendant

de B.
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6. Quand H =3/1 et k est pair,

n—1

1 Ol
W Z f(Bk/n) [(nHABk/n) - Mn - 03 4 / f(B
k=0

pour s/, une constante explicite et W un mouvement brownien standard indépen-
dant de B.

7. Quand H > 3/4 et K est pair,

n—1

n'” QHZf Bin) [(n" ABuyu)* = pa] = i 2( )/ S

pour Z?) le processus de Rosenblatt construit & partir de B.

1.5 Cas du brownien fractionnaire d’indice /4, et d’autres
processus quartiques

Dans le théoréme 1.4.1, le cas ¢ = 2 et H = 1/4 est trés fortement relié & une conjec-
ture récente par (Burdzy et) Swanson [61] concernant le comportement asymptotique des
variations & poids pour la solution de 1’équation de la chaleur stochastique dirigée par un
bruit blanc espace-temps. Plus précisément, notons u = u(t, z) la solution de I’équation

1 .
Up = 5l +Wi(t,z), t>0,z€eR, (1.5.20)
avec condition initiale u(0,z) = 0. Fixons z € R et considérons le processus F' = (F});>o
défini par F; = u(t, ) pour t > 0. Alors F' est gaussien, et a pour fonction de covariance

]_ 1 1
E(FF) = —((t+s)2 — |t —s|2).
Ainsi, F est un processus gaussien autosimilaire d’indice 1/4 avec une fonction de covariance
trés proche de celle du brownien fractionnaire d’indice /4. Dans son article [61], Swanson
conjecture que F' vérifie la régle de changement de variable suivante. Pour ¢ : R — R

réguliére et t > 0,

t t
(Conjecture) g(F;) = g(0) +/ g'(Fy)dF, + c/ g"(Fs)dWs, (1.5.21)
0 0

oll ¢ est une certaine constante universelle (donnée explicitement), et ou W désigne un mou-
vement brownien standard indépendant de F'. Comme ’explique Swanson dans son article
[61], “la” maniére naturelle de montrer (1.5.21) est d’analyser le comportement asympto-
tique de certaines variations a poids (signées) du type (1.2.1) pour Z = F. Dans [NR — 27|,
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nous combinons cette idée avec nos récentes avancées sur I’étude des variations & poids du
brownien fractionnaire. Cela nous permet de montrer la conjecture de Swanson quand,
au lieu de F', nous considérons le cas d’'un mouvement brownien fractionnaire d’indice /4
(toutefois, la méme approche permettrait de montrer la “vraie” conjecture, c’est-a-dire celle
concernant la solution de 1’équation de la chaleur stochastique). Notons enfin que, dans un
travail en cours avec A. Réveillac et J. Swanson, nous sommes en train de faire une étude
similaire dans le cas H = 1/s. Cette fois, nous montrons, pour g : R — R réguliére et ¢t > 0,

t t
9(By) = g(0) + / §(B)I B, + ¢ / g"(B,)dW,,
0 0

avec, encore une fois, W un mouvement brownien standard, indépendant de B et ¢ une
constante universelle.

Profitons-en aussi pour signaler qu’il existe, pour u donné par (1.5.20), d’autres for-
mules de type Itd que celle donnée par (1.5.21) (mais elles sont moins “amusantes” car
plus conventionnelles, c’est-a-dire sans le terme additif en loi). Par exemple, avec Samy
Tindel et Mihai Gradinaru [GNT-5], nous en avons obtenu une (ainsi qu'une formule de
Tanaka) en prenant comme point de départ une représentation de type Volterra (contre le
mouvement brownien cylindrique) pour u(t,-), et en adaptant & ce contexte infinidimen-
sionnel I'article d’Alos, Mazet et Nualart [1]. Il existe aussi d’autres approches possibles :
voir par exemple Denis [17] (par processus de Dirichlet), Lanconelli [40] (par S-transform)
ou encore Zambotti [67] (par régularisation).

Intéressons-nous maintenant au cas ou, pour Z, on choisit le mouvement brownien
itéré. Ce processus, introduit par Burdzy [8] et défini par 7, = X(Y;) ou X et Y sont
deux mouvement browniens indépendants (le premier défini sur R, Pautre sur R,), est
lui aussi, en un certain sens, trés proche du mouvement brownien fractionnaire d’indice
/4. Car, comme lui, il est & accroissements stationnaires et il est autosimilaire d’indice
1/4. Pourtant, ’analyse du comportement asymptotique de ses variations a poids a mis en
évidence des limites complétement différentes par rapport au cas fractionnaire (1.4.18). En
effet, dans le travail [NP-23] en collaboration avec Giovanni Peccati, nous montrons, en
reprenant ’approche de Khoshnevisan et Lewis [36], que la variation quadratique & poids
(correctement renormalisée) du mouvement brownien itéré converge en loi vers une version
a poids du célébre mouvement brownien en scéne aléatoire introduit par Kesten et Spitzer
[35] dans les années 70. Plus précisément, nous obtenu cette fois comme limite

V2 / F(X)LA(Y)dB,, (1.5.22)

ou X, Y et B sont trois mouvements browniens indépendants et ot L{(Y") désigne le temps
local passé par Y au point 2z jusqu’a l'instant final 1.
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1.6 Quelques perspectives de recherche

(a)

Dans [N-19], nous montrons la convergence suivante : quand H € (0, /s) et f € 62,
on a, lorsque n — o0,

3
—

5 1
(B0 DB+ 57 By ] 25 =2 [ pr(Byds. (1629
0

B
Il

0

L’intérét est que (1.6.23) donne un terme de plus par rapport a (1.4.17) dans le
développement asymptotique de Vn(?’)( f)- En général, ceci suggére que plus H est
proche de 0, plus on peut donner de termes dans le développement asymptotique de
Vn(”)( f) (sachant qu’on est évidemment obligé de s’arréter dés qu’on tombe sur une
convergence en loi). Dans mes prochains travaux, j’aimerais préciser ce point.

Nous avons complétement compris le comportement asymptotique des variations a
poids (1.2.1) quand Z est un brownien fractionnaire d’indice H quelconque dans
I'intervalle (0,1). En particulier, dans le cas des puissances paires, nous avons vu
apparaitre trois régimes différents suivant la position de H par rapport a /4 et 3/4. Est-
ce un phénomeéne général ? Par exemple, si on choisit pour Z un processus d’Hermite
(qui est aussi autosimilaire et 4 accroissements stationnaires), observe-t-on la méme
chose? D’autre part, que se passe-t-il quand on regarde des accroissements d’ordre
supérieur, par exemple

Z(k+1)/n -2 Zk/n + Z(kfl)/n au lieu de Z(kJrl)/n — Zk/n?

D’autres poids ?

Dans le théoréme 1.4.1, hormis pour les cas critiques, on peut observer une sorte de
“symétrie” par rapport & H = 1/2 (qu'on ne pouvait pas observer dans le cas sans
poids). En effet, quand on change H en 1 — H, on remarque que les vitesses sont
correctes et que le type de convergence (L? ou en loi) est le méme. Seule la limite
n’est pas la méme (mais on pourrait imaginer une dualité entre la dérivée g-iéme de
f et le processus d’Hermite d’ordre ¢). Peut-on 'expliquer 7 Y’a-t-il un lien avec la
formule suivante, démontrée récemment par Jost [34] :

pH Loi 2H /t(t _ g)2H1g Rl
! L(2H)T(3 —2H) J, °

(évidemment, ici, B — resp. B'™# — désigne un mouvement brownien fractionnaire
d’indice H — resp. 1 — H).

Dans la section 1.3, nous avons étudié la vitesse de convergence de schémas d’ap-
proximation associés & une équation différentielle dirigée par le brownien fraction-

naire. L’approche que nous avons suivie n’est en fait pas trés classique. En effet, il
est plus courant de chercher des vitesses dites faibles. Ceci veut dire que plutot que
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de chercher la vitesse de convergence de Xl(") vers X; comme nous l'avons fait (on

parle alors de vitesse forte), on préfére en général évaluer I’erreur commise en rempla-
cant £ [gb()?l(”))] par E[¢(X1)], et ce pour une classe suffisamment large de fonctions
¢ : R — R. Dans le cas brownien (H = 1/2), il est bien connu que si la vitesse de
convergence forte est en général en 1/yn (voir (1.3.10)), lerreur faible est plutot en
1/n. Par contre, quand H > 1/2, les erreurs forte et faible sont les mémes, comme on
le voit aisément en combinant (1.3.9) avec un argument de type convergence domi-
née'. Comme projet futur, j’aimerais mieux comprendre ce type de phénoméne. Par
exemple, intéressons-nous au “paradoxe” apparent suivant. Dans ce qui suit, B dé-
signe un mouvement brownien standard. En utilisant [50] et [54], on peut rapidement
montrer que la limite en loi suivante a lieu : quand ¢ — 0,

((Bt)te[o,l}; %(/0 %du - 1)) —= ((By)teo: G), (1.6.24)
ou G désigne une v.a. de loi .#(0,2) indépendante de B. D’autre part, par continuité
du produit de Wick par rapport aux opérations standard, on a

1 ! o2 () ! 1 \o2
— [ (Buye — BJ)*du— [ (B,)*du. (1.6.25)
€ Jo 0

Ici, (.*) désigne l'espace des distributions d’Hida, ¢ le produit de Wick et B’ la
dérivée (au sens d’Hida) de B. (Nous renvoyons a [29] pour la définition de toutes
ces notions.) Or, il est élémentaire, en revenant a la définition du produit de Wick,

de prouver que
(Buye — Bu)®? = (Byje — Bu)* —¢.

Ainsi, les vitesses de convergence données dans (1.6.24) et (1.6.25) semblent contra-
dictoires. Mais, en y regardant de plus prés, il n’en est rien. En effet, la convergence
(1.6.25) est grosso modo équivalente a dire que, pour “toute” v.a. Z mesurable par
rapport & (By)sc[0,1], on a

E{Zé(/olwdu—l)} — E{Z /OI(B;)QQdu},

tandis qu’on déduit de (1.6.24) :

1 2

E{Zi(/ Bure = Bu) 1)} — E(ZG) = E(Z)E(G) =0.
Vet Jo €

Il n’y a donc pas de contradiction! Au contraire, (1.6.25) donne la vitesse de conver-

gence faible, tandis que (1.6.24) donne la vitesse forte. Avec Sébastien Darses, nous

avons comme projet futur de mieux comprendre ce phénoméne quand on travaille

cette fois avec le mouvement brownien fractionnaire.

IMeéme si I'article [45] affirme et “prouve” le contraire...
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Chapitre 2

Théorémes limites a ’aide du calcul de
Malliavin

2.1 Reéférences en jeu

[NN-10] A. Neuenkirch et I. Nourdin (2007) : Ezact rate of convergence of some approrima-
tion schemes associated to SDEs driven by a fractional Brownian motion. Journal of
Theoretical Probability 20 (4), 871-899.

[NP-21] I. Nourdin et G. Peccati (2007) : Non-central convergence of multiple integrals. Pre-
print.
[NINT-22] I Nourdin, D. Nualart et C.A. Tudor (2007) : Central and non-central limit theorems
for weighted power variations of fractional Brownian motion. Preprint.

[NP-23] I. Nourdin et G. Peccati (2008) : Weighted power variations of iterated Brownian
motion. Electronic Journal of Probability, , & paraitre.

[NP-25] I. Nourdin et G. Peccati (2008) : Stein’s method on Wiener chaos. Probability Theory
and Related Fields, a paraitre.

[NN-26] I. Nourdin et D. Nualart (2008) : Central limit theorems for multiple Skorohod inte-
grals. Preprint.

[NP-28] I. Nourdin et G. Peccati (2008) : Stein’s method and exact Berry-Esséen asymptotics
for functionals of Gaussian fields. Preprint.

[NPR-29] I. Nourdin, G. Peccati et A. Réveillac (2008) : Multivariate normal approzimation
using Stein’s method and Malliavin calculus. Preprint.

[BN-30] J.-C. Breton et I. Nourdin (2008) : Error bounds on the non-normal approzimation
of Hermite power variations of fractional Brownian motion. Preprint.

2.2 La méthode des moments

Dans le chapitre précédent, nous avons rappelé quelques résultats classiques des an-
nées 70-80 par Breuer et Major [7], Dobrushin et Major [19], Giraitis et Surgailis [27] ou

25
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encore Taqqu [62, 64]. Revenons un instant sur la méthode utilisée & I’époque (et encore
malheureusement — voir pourquoi aprés — trés a la mode aujourd’hui, notamment chez les
statisticiens) pour démontrer, par exemple, la convergence (1.4.11) quand x = 2 (cas de la
variation quadratique). Déja, il faut comprendre pourquoi on renormalise par 1/,/n. Pour
cela, il est classique et naturel de chercher le comportement asymptotique de la variance.
Ici, quand H < 3/4 et en reprenant les notations du chapitre précédent, on a

(nzl n" ABy)” — 1) _ S [((nHABk/n)2 - 1) ((nHABg/n)Q . 1)]

k=0 k,4=0

R zHZ (ABiyn AByn))’
k=0

n—1
= 23 (k= €+ 1P+ |k — €= 17 — 2]k — (")
k,0=0
+oo

2n 3 (Ir+ 1P 4 |r = 127 — 20rPH)* =i nod .

r=—00

Q

Pour (*), on a utilisé la formule classique suivante (on rappelle que le 2*¢ polynoéme d’Her-
mite est Ho(z) = 22 — 1) : si (U, V) est un processus gaussien normalisé! et si p,q € N*
alors

_ 0 sip#q
EH,(U)H, (V)] = { PE[UV]? Sip—q (2.2.1)
A T’aide de ce calcul de variance, on comprend donc pourquoi il faut renormaliser par 1/ya,
et comment on obtient la valeur de oy 2. Mais pourquoi la limite est-elle gaussienne ? La
réponse historique consiste a utiliser la méthode des moments. 11 s’agit alors de montrer, si
on note

F, = %:2::: (" ABw)* = 1) (2.2.2)

que tous les moments de F,, convergent vers ceux de la loi .47(0, 0%172). Pour ce faire, on
peut utiliser une formule plus générale que (2.2.1), prouvée par Taqqu [63], & savoir : si
(Gy,...,G,) est un vecteur gaussien normalisé et si on note r;; = E(G;G,), on a, pour
tous kq, ..., k, € N¥,

k1l kp! . _
E[H,(Gy) ... Hy (Gpﬂ:{ S 2 T iy 81 2L ki = 2qavec 0< ki < g

sinon

ou ), est une somme sur les indices i1, ji, . . ., i, j, qui satisfont
a) i1, J1,- -0, Jg € {1,2,...,p}
leest-a-dire si E(U) = E(V)=0et E(U?)=E(V?) =1
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b) Z.l #jl?“‘?iq#‘jq
c) ily a k; indices 1, ..., k, indices p.

En spécialisant cette formule combinatoire au cas oll p = k avec les k; tous égaux a 2, on
peut, pour tout x« > 3, calculer la limite du moment d’ordre x de Fj, et conclure quant &
la validité de (1.4.11).

Mais, en fait, on sait depuis peu que tout ceci est inutile! En effet, on peut (devrait)
maintenant plutot utiliser un résultat fondamental découvert récemment par Nualart et
Peccati [50]. Avant de ’énoncer et d’en proposer des généralisations, nous devons introduire
quelques notations classiques concernant les processus gaussiens isonormaux, ce que nous
faisons maintenant.

2.3 Théoréme central limite pour une suite d’intégrales

multiples
Soit $ un espace de Hilbert réel séparable et, pour ¢ > 1, notons $H%? (resp. H%) la
¢*°™€ puissance tensorielle (resp. symétrique) de $). Dans la suite, nous considérons

X ={X(h): he 9},

un processus centré gaussien isonormal sur ). Pour chaque ¢ > 1, nous notons /, I'isométrie
entre H®? (muni de la norme /q!|| - || 2¢) et le chaos de Wiener d’ordre ¢ de X. Rappelons
que si $) est muni d’'une mesure o-finie sans atome, alors chaque variable aléaoire I,(h),
pour h € H% a la forme d’une intégrale multiple d’ordre ¢ de Wiener-It6. Pour p,q > 1,
feN>? geHo et r=0,...,pAq, nous notons par f ®, g € HZPTI2) et fR,.g €
HOWP+a=2)  respectivement, la contraction (resp. symétrique) d’ordre r de f et g. Aussi,
dans la suite, nous notons D l'opérateur dérivée de Malliavin, tandis que ¢ est 'opérateur
divergence associé. Pour des définitions et des propriétés plus précises, nous renvoyons au
livre de Nualart [48].
Maintenant, nous pouvons énoncer le résultat fondamental suivant :

Théoréme 2.3.1. Fizons un entier ¢ > 2 et une suite { f,}n>1 C 9 telle que
lim ¢!l full3es = lim E[L(f,)*] = 1. (2.3.3)
n—oo n—oo

Alors, les quatre assertions suivantes sont équivalentes :
(1) quand n — oo, la suite {1,(fn)}n>1 converge en loi vers A°(0,1);
(i) Tim e B, ()] = 3
(iii) pour tout r =1,...,q — 1, lim,_o || o @r fullge2(-r = 0;
(iv) limy, oo [|[D[L(fo)]ll% = q dans L.



28 CHAPITRE 2. THEOREMES LIMITES A L’AIDE DU CALCUL DE MALLIAVIN

L’équivalence entre (i), (ii) et (iii) a été prouvée par Nualart et Peccati [50] en 2005
a l’aide du théoréme de Dambis, Dubins et Schwarz. L’équivalence avec (iv) a ensuite été
prouvée par Nualart et Ortiz-Latorre [49], en utilisant exclusivement les outils du calcul
de Malliavin.

En particulier, le théoréme 2.3.1 implique que la convergence en loi d’une suite d’inté-
grales multiples (par exemple, la suite des F,, définis par (2.2.2)) vers une variable aléatoire
gaussienne n’est obtenue qu’en analysant le comportement asymptotique des deuxiéme et
quatriéme moments. En tant que tel, le théoréme 2.3.1 peut étre vu comme une simplifi-
cation drastique de la méthode des moments dont nous avons dit un mot plus haut.

Peu de temps aprés I’apparition du théoréme 2.3.1, Peccati et Tudor [54| ont montré la
version multidimensionnelle suivante :

Théoréme 2.3.2. Pour un entier d > 2 donné, firons d entiers 1 < ¢ < ... < qq.
Considérons une suite de vecteurs aléatoires de la forme

F” = (Ith(fi)v c .,qu(fg))

ot chaque f appartient & H°%. Pour chaque 1 < 1,5 < d, supposons que
nlLIEOE[IQj (fr]z)jqz(frlz)} = 517'7

ot 0;; désigne le symbole de Kronecker. Alors les deuz assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) quand n — oo, la suite {F,},>1 converge en loi vers un vecteur aléatoire gaussien
standard (0, 1) (15 est la matrice identité d x d),

(ii) pour chaque j =1,...,d, quand n — oo, la suite {1,,(f)}n>1 converge en loi vers la
variable aléatoire gaussienne standard A (0,1).

Une conséquence immédiate (mais souvent trés importante pour les applications) du
théoréme 2.3.2 est qu’on a, en fait, automatiquement convergence “stable” dans le théoréme
2.3.1:

Proposition 2.3.3. Soit ¢ un entier > 2, et soit {1,(f,)}n>1 une suite d’intégrales mul-
tiples vérifiant (2.3.3) d’une part et une des quatre conditions (i)-(iv) du théoréeme 2.3.1
d’autre part. Alors, pour tout h € §, quand n — oo, le couple (Iq(fn),X(h)) converge en
loi vers (N, X(h)), ot N ~ A#(0,1) est indépendante de X (h).

Comme exemples récents d’applications des théorémes 2.3.1 et 2.3.2, on peut citer,
en vrac, I’étude des : p-variations d’intégrales stochastiques fractionnaires (Corcuera et
al. [13]), fonctionnelles quadratiques de processus gaussien bivariés (Deheuvels et al. [16]),
temps local d’auto-intersection du mouvement brownien fractionnaire (Hu et Nualart [32]),
schémas d’approximation pour les équations différentielles stochastiques scalaires [NN-10],
théorémes limites haute-fréquence pour les champs aléatoires sur des espaces homogénes
(Marinucci et Peccati [43, 44], et Peccati [51]), analyse par ondelettes sur la sphére (Baldi
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et al. [2]), estimation de I'indice d’autosimilarité (Tudor et Viens [65]), variations a poids
du mouvement brownien fractionnaire [NIN'T-22], variations a poids du mouvement brow-
nien itéré [NP-23|, variations puissances pour des processus gaussiens a accroissements
stationnaires (Barndorff-Nielsen et al. [3]), etc.

2.4 Meéthode de Stein et calcul de Malliavin

2.4.1 Exemples d’énoncés obtenus

Avec Giovanni Peccati (voir [NP-25] et [NP-28]), nous nous sommes trés récemment
apercus que la condition (iv) dans le Théoréme 2.3.1 se combinait a merveille avec la
méthode de Stein (voir plus bas) et permettait, par exemple, d’obtenir (d’une maniére
étonnament simple) des énoncés du type suivant :

Théoréme 2.4.1. Considérons une suite (Z,)n>1 de la forme Z, = L(f,), avec f, € 92,

2

et notons k, ', r > 1, les cumulants de Z,. Supposons que /<¢2”) — 1 quand n — oo. Alors,

quand n — oo, on a que Z, RN AN N(0,1) si et seulement si /ii") — 0. Dans ce cas,

on a méme automatiquement mieux, G SAVOIT :

(n)
sup |P(Z, < 2)— P(Z <2)| < \/% + (kY —1)2.
z€R

Si, de plus, on a, quand n — oo,

(n) (n)

) e (_)1 — 0, — & —a et . 7 —0
B T (4 + 1)
alors
P(Z,<z2)—P(Z< 22
( = Z) ( = Z) N @ (1 — 22)677, quand n — 00. (244)

(n) \/
\/li4 + (Ii(n) . 1)2 6 27'('

2

z€R o o 6

Concernant le classique théoréme de Breuer et Major (1.4.11), on peut alors énoncer
le résultat suivant qui, & notre connaissance, constitue le premier résultat associant une
borne de type Berry-Esséen a (1.4.11) :
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Théoréme 2.4.2. Fizons q > 2. Soit B un mouvement brownien fractionnaire d’indice
H € (0, 2"2—;1), et soit (Z,)n>1 la suite définie par :

n—1

1
Zn = O'H\/ﬁ ;Hq(Bk—i—l - Bk)7

ou H, désigne le G polyndme d’Hermite défini par
I ‘ 22 d? 22 -
z)=(—1)ez e 2, xelR,
(@) = (15 L

et ou

1
o = 57 D (It + 12+ [t — 12— 2t ).
teZ

Alors, quand n — oo, Z, Loz~ A(0,1). De plus, il existe une constante ¢,y (dépen-

dant seulement de q et H) telle que, pour tout n > 1 :

(e si H € (0, 5]
sup |P(Z, < z)—P(Z <2z)| < conm X nH-1 st H € [%, %]
z€R
H—q+1 . 2g—3 2¢—1
\ ndHi—at3 si H € [23—72’%—11)

Remarquons que lorsque H = 1/2, on retrouve évidemment la méme borne qu’on obtien-
drait en appliquant a la place le théoréme de Berry-Esséen, dont nous rappelons I’énoncé :

Théoréme 2.4.3. (Berry-Esséen) Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires indé-
pendantes identiquement distribuées, telles que E(|X1]?) = p < +oo, E(X;) = 0 et

E(X?) = o2 Alors Z,, = )(14;7\/%%1 Lo 7~ A(0,1) quand n — oo et, de plus :

3p
sup|P(Z, <z)— P(Z<z)| < i
up | P(Zn < 2) = P(Z < )\_03\/5
Signalons également, qu’en utilisant une technique complétement différente (i.e. pas du

tout liée & la méthode de Stein), nous avons aussi traité, avec Jean-Christophe Breton (voir
[BN — 30]), le cas ou H > 1 — 1/2¢. Plus précisément, nous avons obtenu :

Théoréme 2.4.4. Fizons ¢ > 2. Soit B un mouvement brownien fractionnaire d’indice

He (%, 1), et soit (Z,)n>1 la suite définie par :

n—1

Zn — n‘](l_H)_l Z Hq (Bk-+1 — Bk),

k=0
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ot H, désigne le qiéme polynome d’Hermite défini par
g 22 dl a2
H,(x) = (—1)%> ¢ ) TE€ R.

Loi . . . .
Alors, quand n — oo, Z, — Z ~ “Hermite random variable”. De plus, il existe une

constante c, iy (dépendant seulement de q et H) telle que, pour tout n > 1 :

sup |P(Z, < z) — P(Z < 2)] < cqun' 2 1.
z€R

Enfin, notons que [NP-25] et [NP-28] contiennent d’autres exemples d’applications
de la méthode de Stein (décrite dans la section 2.4.3 juste aprés) que celle concernant
la recherche de vitesses dans le théoréme de Breuer et Major. Par exemple, dans [NP-
28], nous nous intéressons aussi aux fonctionnelles quadratiques dites de Toeplitz. Ou
encore, dans [NP-25], nous expliquons comment retrouver un résultat technique prouvé
récemment par Chatterjee [11], et qui lui sert & associer des bornes a des théorémes limites
pour des matrices aléatoires (voir la section 2.4.3 juste aprés).

2.4.2 Description de la méthode de Stein “classique”

Sans rentrer dans les détails trop techniques, expliquons maintenant en quelques mots
en quoi consiste la méthode de Stein. Cette théorie a été initiée par Charles Stein [58], et
ensuite développée dans le livre [59]. Nous renvoyons aussi a [10], [12], |55] et [56] pour
d’autres références et développements intéressants.

Soit Z ~ A47(0,1), et considérons une fonction i : R — R telle que l'espérance E(h(Z))
soit bien définie. L’équation de Stein (d’inconnue f) associée & h et Z est donnée par

h(z) — E(h(Z)) = f'(z) —xf(z), x€R. (2.4.5)
On a alors le lemme fondamental suivant, di & Stein [58] :

Lemme 2.4.5. (i) Soit W une variable aléatoire. Alors, W EX/AN A(0,1) si et seule-
ment st
E[f'(W) =W fW)]=0 (2.4.6)
pour tout fonction f continue et €' par morceauz vérifiant de plus E|f'(Z)] < oc.
1) St h(x) = 1), 2 € R, alors (2.4.5) admet une solution [ quz est bornée par
i) Si h(z) = 1(—oo R, alors (2.4.5) ad luti | est borné
V2m /4, €' par morceauz et telle que || '] < 1.

Observons que le point (ii) implique la borne suivante entre la loi de Z et celle de
n’importe quelle variable aléatoire Y :

sup [P(Y < 2) = P(Z < 2)| < sup | E(J(Y) ~ Y (V)] (2.4.7)

z€R fez
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ou .Z désigne l'ensemble des fonctions bornées et €' par morceaux, telles que ||f|lo <
Var/4 et ||fl < 1.

L’inégalité (2.4.7) est le point de départ de la “méthode de Stein”. Car, maintenant, le
point crucial est comment estimer le membre de droite de (2.4.7) pour un choix donné de
Y. Depuis la contribution initiale de Stein [58], une impressionnante panoplie de techniques
ont été développées en fonction de la forme particuliére imposée a Y. Ici, nous allons voir
que lorsqu’on travaille avec des fonctionnelles de processus gaussiens, on peut estimer le
membre de droite de (2.4.7) a 'aide de techniques issues du calcul de Malliavin.

2.4.3 Description de notre approche

On reprend les notations de la section 2.3. On commence par observer que, grace a
(2.4.6),0n a E[X(h)f(X(h))] = E[f'(X(h))] pour toute fonction h € ) telle que ||hl|s =1
et toute fonction f : R — R suffisamment réguliére. Notre observation clé est que cette
derniére relation est en fait un cas trés particulier de la célébre formule d’intégration par
parties du calcul de Malliavin, & savoir : pour toute variable aléatoire Y € D2 centrée, on
a

E[Y f(Y)] = E[(DY, -DL™'Y)s f'(Y)], (2.4.8)

ou lopérateur linéaire L', défini pour les variables centrées de L?(X) et a valeurs dans
D?2, est 'inverse du générateur du semi-groupe d’Orstein-Uhlenbeck, noté L. Il suit que,
pour tout Y € D2, lexpression apparaissant dans le membre de droite de (2.4.7) peut
étre évaluée en remplagant tout d’abord Y f(Y) par (DY, —DL™'Y)sf(Y) a I'intérieur de
’espérance, et ensuite en évaluant la distance (au sens L?) entre 1 et (DY, —DL 'Y ). En
général, on peut (doit) mener ce calcul en développant (DY, —DL™ 1Y) en chaos. En effet,
quand Y est de la forme [,(g) pour un certain entier ¢ > 2 et une certaine fonction g € H,
alors (DY, —DL™'Y)g = ¢ '||[DY||. En particulier, en utilisant cette derniére relation, on
peut déduire des bornes pour (2.4.7) qui sont intimement reliées au point (iv) du théoréme
central limite 2.3.1. C’est cette approche qui permet de démontrer les majorations dans les
théorémes 2.4.1 et 2.4.2, voir [NP-25] pour les détails. Par contre, pour obtenir (2.4.4),
il faut revenir & (2.4.8) et faire une étude plus fine. Nous renvoyons cette fois & [NP-28]
pour les détails.

Avant de terminer cette section, illustrons la puissance de notre méthode en montrant
comment elle permet de retrouver rapidement le résultat suivant démontré trés récemment
par Chatterjee [11]. (Notons également qu’une autre démonstration du résultat de Chat-
terjee consiste a appliquer la formule d’It6, voir par exemple [30, 31]. Je remercie Christian
Houdré de m’avoir fait remarquer ce point.) Soit Y = g(V4,...,V,), ou V = (V1,...,V,,) est
un vecteur gaussien .4 (0, I,,) et g : R" — R une fonction réguliére telle que : (i) g et ses déri-
vées ont une croissance sous-exponentielle a I'infini, (ii) E(g(V)) = 0, et (iii) F(g(V)?) = 1.
Alors, pour toute fonction lipschitzienne f, on a que E[Y f(Y)] = E[S(V)f(Y)], o, pour
tout v = (vq,...,v,) € R",

I R TPy
S(v)—/o 2\/¥E LZl 8vi(v)8vi(\/gv+ 1 —tV)| dt. (2.4.9)
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Observons tout d’abord que, sans perte de généralité, on peut supposer que V; = X (h;),
ou X est un processus gaussien isonormal construit a partir d'un espace de Hilbert de la
forme $ = L*(A, &, 1) et ou {hy,...,h,} est une base orthonormale de §. Vu (2.4.8), il

s’agit de montrer que

S(V)=(DY,-DL'Y)g. (2.4.10)
Puisque Y = ¢(V4,...,V,), on a DY = Y ", g—gi(V)hi(a). D’autre part, puisque Y

est centrée et de carré intégrable, elle admet une décomposition en chaos de la forme
Y =35 Iq(¢q) Ceci implique en particulier que D,Y = >~ ., ¢/;-1(¥4(a, -)). De plus
—L7Y =3 2 o) dott =D, LY =37 o I;-1(¥y(a, ). Maintenant, soit T, z > 0,
le semi-groupe d’Orstein-Uhlenbeck, dont I’action sur les variables aléatoires F' € L?(X)
est donnée par T,(F) = >_ e % J,(F). En particulier, on peut écrire

! > 1
—=1T, D,)Y)dt = / e “T,(D,Y)dz = —J—1(DY
| 5o Baana @yt = [T DY = 30 2 (1Y)

q>1

= Y I a(t(a,)) = =D, LY.

q>1
Finalement, en utilisant la formule de Mehler (voir [48, formula (1.54)]), ¢’est-a-dire
T.(f(V)) = E[f(e v+ V1—e2V)]| .

on obtient

/0123[ Ty (DaY )t = Zh /012\1[ [a (\/l_fv—l—\/l— tV)ldt |,_,.

Par conséquent,

(DY, —~DL7'Y)y = < Vhi, (Vtv+V1I—tV)]at >
o = (Savmy [ o )
= S(V).

2.5 Deux autres extensions du théoréme de Nualart et
Peccati

Depuis les travaux de Nualart et Peccati [50] puis Peccati et Tudor [54], et vu le nombre
d’applications qu’ils ont engendrées (voir la liste non exhaustive donnée a la fin de la sec-
tion 2.3), de nombreux efforts ont été produits pour trouver un énoncé similaire, mais dans
le cas ou la limite n’est plus forcément gaussienne. Dans cette direction, je vais maintenant
détailler les résultats de deux articles réalisés conjointement 1’'un avec Giovanni Peccati
[NP-21], autre avec David Nualart [NIN-26].

(1) Dans [NP-21], nous prouvons I'extension suivante du théoréme 2.3.1 :
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Théoréme 2.5.1. Fizonsv > 0, et soit R, une vartable aléatoire réelle ayant pour fonction
caractéristique

—iX v
E (M) — (‘3’7) . AeER 2.5.11
) === (25.11)
Fizons un entier pair ¢ > 2, et posons
1 4
Cq = = 5

—11\2
(@/2!(J )" (@/2)1(,%)
Alors, pour toute suite { f,}n>1 C H vérifiant
Jim ¢! fallser = Jim B1(f)°] = 2v,

les siz assertions sutvantes sont équivalentes :
(1) quand n — oo, la suite {1,(f,)}n>1 converge en loi vers R, ;
) limy, oo E[1,(f)%] = E[R}] =8v et lim, . E[I,(fn)*] = E[R}] = 48v + 1202 ;
(iil) limy, oo E[I,(f0)*Y] — 12E[1,(f,)?] = 120% — 48v;
)

lim,, o H.fn®q/2fn —Cq X anfj‘X"l =0 et lim,_. an@rfn"ﬁ@%qfr) - 0’ pour Chaque
r=1,..,q—1 tel quer # q/2;

(V) iy, —oo | Fu@q/2fn = Cg X fullgea =0 et lim, o || fo @ fallge2a—r = 0, pour chaque
r=1,...,q—1tel quer # q/2;

(vi) quand n — oo, ||D[I(fu)lll3 — 2¢14(fn) — 2nv dans L2

Observons que la variable aléatoire limite R, apparaissant dans la formule (2.5.11) est
telle que R, e Gyj2 — v, oit Gy )9 est de loi Gamma de paramétre v/2, c’est-a-dire que
G, /2 admet

pour densité, oul I' est la fonction Gamma usuelle. Ainsi, quand v > 1 est un entier, R, est
un x? centré avec v degrés de liberté.

Signalons également que, dans [NP-25], nous associons au théoréme 2.5.1 une vitesse
de convergence (voir aussi la section 2.4) en utilisant la méthode de Stein.

(2) Supposons maintenant que (F},) soit une suite de variables aléatoires de la forme
F, = 6%(uy,), ou les u, sont des variables aléatoires & valeurs dans $) et mesurables par
rapport & X, et ou ¢ > 1 est un entier fixé. Peut-on mettre en évidence des conditions
sur la dérivée de Malliavin de F,, assurant que F,, converge (disons stablement) vers un
mélange de variables aléatoires gaussiennes ?

Avant de donner des éléments de réponses, faisons le lien avec deux travaux récents
par Peccati et Taqqu [52, 53|. Dans ces deux articles, les auteurs proposent des conditions
suffisantes assurant qu’une suite donnée d’intégrales multiples converge stablement vers
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une telle loi. Plus précisément, le probléme suivant est étudié dans [52] : soit Y > 0
une variable aléatoire non constante admettant une représentation chaotique (finie) de
la forme Y = 1+ L(fs) + ... 4+ Izg—2(foq—2), soit N ~ .47(0,1) une variable aléatoire
indépendante de Y, et supposons que la suite I,(f,,) satisfasse des conditions adéquates
de normalisation ; est-il possible d’associer & chaque f, et a chaque »r =1,...,q¢ — 1 deux
contractions généralisées, disons f,®;_, fn et [, @77, fn, de telle sorte que les deux relations

fn®zfrfn ——n—occ J2r €t fn®;irfn—>n—>oooa Vr=1,...,q—1,

impliquent que I,(f,) converge stablement vers /Y x N ? Le travail [52] donne des résultats
dans cette direction, en construisant les deux noyaux f, ®;_, f, et f, ®* . f, a l'aide de
“résolutions de I'identité” et d’une formule de Clark-Ocone abstraite. Nous renvoyons aussi
a [53] pour une preuve alternative de ces résultats a ’aide du “principe du conditionnement”.

De mon coté, dans [NN-26] (collaboration avec David Nualart), je montre le résultat
suivant :

Théoréme 2.5.2. Soit F,, une suite de variables aléatoires de la forme F,, = 6%(u,), ou
les u,, sont des variables aléatoires a valeurs dans $) et sont mesurables par rapport a X, et
ot ¢ > 1 est un entier fivé. Supposons de plus que la suite F,, est bornée dans L', et que :

(i) (un, (DF,)®"®@...@(DI1F,)® 1@ fi®. .. @fr>ﬁ®q converge vers zéro dans L', pour
tous entiers v ky, ..., kg—1 > 0 tels que ky +2ko + ...+ (¢ — 1)k,—1 +1r = q, et toutes
fonctions fi,...,f. € 9;

(i) (tn, DIF, ) s, converge dans L' vers une variable aléatoire positive S*.

Alors F,, converge stablement vers une variable aléatoire ayant pour fonction caractéristique
_A2g2
E (e e )

Pour illustrer comment on peut utiliser le théoréme 2.5.2 en pratique, dans [NN-26],
nous décrivons en détail deux exemples :

— On retrouve la preuve de I'implication (iv)—(i) dans le théoréme 2.3.1.

— Nous donnons une nouvelle preuve de la convergence (1.4.19) quand H € (1/4,1/2).

2.6 Quelques perspectives de recherche

(a) Dans [NP-25], nous décrivons (entre autres) une méthode originale permettant d’as-
socier des bornes de type Berry-Esséen a la convergence de certaines intégrales mul-
tiples. Nous pensons que cette méthode est trés prometteuse. En particulier, nous
comptons, dans un futur proche, montrer comment ’appliquer a certains (ou a tous
les) résultats de convergence obtenus dans le premier chapitre. Nous avons aussi beau-
coup d’autres exemples en téte, par exemple associer des bornes aux convergences en
loi démontrées par Fox et Taqqu [24] dans les années 80.

(b) Le théoréme 2.5.1 étend le théoréme 2.3.1 au cas ou la limite est une variable Gamma
centrée de paramétre donné. Peut-on proposer des extensions du théoréme 2.3.1 &
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d’autres lois que la loi Gamma ? (évidemment, la question est posée un peu naivement
ici; on ne peut comprendre pourquoi on s’est “restreint” & la loi Gamma qu’en lisant
la preuve du résultat principal de [NP-21]!)

En combinant les théorémes 2.3.1 et 2.3.2, on a un bon cadre pour démontrer des
théorémes fonctionnels concernant des suites d’intégrales multiples. Mais peut-on
énoncer, en terme de contractions ou de dérivées de Malliavin, des conditions suffi-
santes assurant directement un tel résultat ? (un peu comme le théoréme de Donsker
évite d’utiliser la version multidimensionnelle du théoréme central limite classique
pour démontrer des résultats fonctionnels)



Chapitre 3

Equations différentielles et chemin
rugueux

3.1 Reéférences en jeu

[N-8] I. Nourdin (2007) : A simple theory for the study of SDEs driven by a fractional
Brownian motion, in dimension one. Séminaire de Probabilités XLI, & paraitre.
[NS-11] I. Nourdin et T. Simon (2007) : Correcting Newton-Cotes integrals by Lévy areas.
Bernoulli 13 (3), 695-711.
[MN-12] L. Mazliak et I. Nourdin (2008) : Optimal control for rough differential equations.

Stochastic and Dynamics, a paraitre (volume en I’honneur des 70 ans de Ludwig
Arnold).

[NNRT-14] A. Neuenkirch, I. Nourdin, A. Rokler et S. Tindel (2008) : Trees and asymptotic
developments for fractional stochastic differential equations. Annales de I'Institut
Henri Poincaré (B), Probabilités et Statistiques, a paraitre.

[DN-18] S. Darses et I. Nourdin (2007) : Asymptotic developments at any time for fractional
SDEs of Hurst index H > 1/2. Bernoulli, & paraitre.

[NT-20] I. Nourdin et S. Tindel (2007) : Weak approzimation of a fractional SDE. Preprint.

[NNT-24] A. Neuenkirch, I. Nourdin et S. Tindel (2007) : Delay equations driven by rough paths.
Preprint.

3.2 Introduction

L’étude des équations différentielles dirigées par un mouvement brownien fractionnaire
a connu un réel essor ces derniéres années, sous deux effets conjugués. D’une part la théo-
rie des trajectoires rugueuses, ainsi que certaines de ses variantes, ont permis d’avancer
considérablement dans la compréhension de ces objets mathématiques complexes, en fai-
sant appel a des méthodes sophistiquées d’intégration et a des notions avancées d’analyse

37
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Ag

Ys

Yr

F1G. 3.1 — Relation algébrique satisfaite par ’aire de Lévy associée a I’

stochastique (on pourra consulter a ce propos les articles de Lyons [42], Nualart [47] ou en-
core Russo-Vallois [57]). D’autre part, les demandes concernant les équations différentielles
fractionnaires (EDf) provenant du monde de l'ingénierie affluent depuis peu & un rythme
soutenu, ainsi que l’attestent par exemple |5, 6| (ot la quantité de pluie est modélisée par
une EDf), [37] (ou la dite sous-diffusion d’une molécule de protéine est modélisée avec
succés par une EDf de type Langevin), ou encore [18] (o on modélise par une EDf le bruit
1/f dans les circuits électroniques).

Dans la suite, quand k,d € N* ~ € (0,k) et V est un espace de Banach, on note
C/([a,b]; V) Vensemble des fonctions g : [a,b]* — V holdériennes d’indice v et vérifiant
Gt,.1, = 0 dés que t; = t;.; pour au moins un 7 (cette derniére condition est évidemment
immatérielle quand k = 1).

3.3 Intégration par régularisation ¢ [ Russo-Vallois

Mon premier intérét pour la théorie des trajectoires rugueuses s’est manifesté quand,
avec Thomas Simon [NS-11], nous avons cherché a faire un lien avec la théorie de l'inté-
gration par régularisation & la Russo-Vallois [57]. Pour simplifier I'’exposition de ce travail,
je ne vais considérer ici que le cas ou H € (1/3,1), bien que notre étude soit en fait valable
pour tout H € (0,1). Tout d’abord, nous avons introduit la définition suivante :

Définition 3.3.1. Soient x,g € C/([0,1];R) avec v > 1/3. Pour tout t € [0, 1], on note T,
le couple (x4, ;). On dit que A € C37([0,1];R) est une aire de Lévy associée & (z,g) s,
pour tous r,s,t € [0,1], on a

Ars + Ast + Atr = —aire(Tmt), (331)
ot T,s désigne le triangle (orienté) de sommets T, T's et T'.

Cette définition est motivée par 'observation suivante. Si = et g sont réguliéres (disons
de classe €*), alors 'aire du domaine D,; délimité par la trajectoire I'([s,]) et la corde
affine de I'y a T'; est bien définie et vérifie (3.3.1) avec v = 1 (c¢f. figure 3.1). On a alors le
théoréme suivant :
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Théoréme 3.3.2. Soient x,g € C7([0,1];R) avec v > Y3, et A € C37([0,1];R) une aire
de Lévy associée a T = (x,g). Pour toute fonction f : R — R de classe € et tout € > 0,

définissons
1 — 4 1 /1
0 2 € € Jo

Alors la famille {I.(f), € > 0} converge quand € | 0. Sa limite est notée fol f(z,)d*"g, et
s’appelle Vintégrale de f(z) par rapport a g corrigée par A.

[’intérét du Théoréme 3.3.2 est qu’on a maintenant un bon cadre pour étudier les
équations différentielles (unidimensionnelles) de la forme

¢ ¢
T = Xg +/ o(xs)dgs +/ b(zs)ds, te|0,1], (3.3.2)
0 0

ou 0,b : R — R (réguliéres) et g € C/([0,1];R) (avec v > 1/3) sont données. En effet, on
peut poser la :
Définition 3.3.3. Une solution de (3.3.2) est un couple (x, A) vérifiant :
i) zeC/([0,1R),
ii) AeCy(0,1];R) est une aire de Lévy associée a T' = (z,g),
iii) Pour tout t € [0,1], on a x; = 7 + fo o(xs)d>?g, + fo x,)ds.

Dans cette définition, on voit que le sens donné & fo (z5)dgs est contenu dans le
concept de solution. Par rapport & [N-8] ou j’avais été obligé d’imposer a priori une
forme particuliére & la solution = pour pouvoir résoudre (3.3.2), nous pouvons ici résoudre
classiquement (3.3.2) par un théoréme de point fixe. Nous obtenons :

Théoréme 3.3.4. Fizons v > /3 et g une fonction de C]([0,1];R). Considérons aussi
o:R — R (resp. b: R — R) une fonction de classe €* (resp. lipschitzienne). Supposons
enfin que o, o', o et b soient bornées. Alors I’équation (3.3.2) admet une unique solution
(x, A) au sens de la définition 3.3.3.

De plus, nous pouvons démontrer que la solution donnée par le théoréme précédent
coincide avec la solution donnée par la méthode de Doss [20] et Sussmann [60] :

Proposition 3.3.5. Sous les hypothéses du théoréeme (3.3.4), la solution (x, A) se repré-
sente de la maniére suivante. La fonction x : [0,1] — R est donnée par x; = ¢(as, g;) ot ¢
est le flot défini par (1.5.6) et on a : [0,1] — R Punique solution de l’équation différentielle
ordinaire

t a¢ -1
=t [{5eaa)} bostangids, te )
o 0da
La fonction A est donnée, pour 0 < s <t <1 :

@ Sy IS
Ast = q)(atugt) - q)(asugs) - (3 (auagu)a du ¢(at’gt) _g d)(a g )(g

t_gs)7

ot ® est telle que G (a g) = ¢(a, g).
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3.4 Un probléme de controle optimal

Avec Laurent Mazliak [MIN-12], je me suis ensuite intéressé & un probléme de controle
optimal associé a 1’équation

t t
xy =z} +/ o (s, us, v¥)dgs +/ b(s,us, xd)ds, te€0,1], (3.4.3)
0 0

ou, encore une fois, la fonction g est seulement supposée appartenir a C{ ([0, 1]; R) (mais
cette fois, on suppose que 7 > 1/2, c’est-a-dire que notre intégrale est de type Young). De
son coté, le controle u : [0,1] — R est supposé appartenir a un ensemble U de controles
dits admissibles.

Voici le probléme de controle que nous avons considéré :

Probléme : “Une fonction de cotit J : U/ — R étant donnée, est-il possible de montrer
'existence de u* € U réalisant inf, ey J(u) ?”
(3.4.4)

Bien entendu, plus ’ensemble U/ contient de controles admissibles, plus il est difficile de
répondre a cette question (par exemple, si 'ensemble I/ est fini, la réponse est évidemment
positive!).

Pour résoudre (3.4.4), il est classique de chercher des conditions assurant que U est
compact pour une certaine topologie sous laquelle J est continue. Ici, puisque I'obtention
d’une solution & (3.4.3) requiert de la régularité sur les coefficients, nous avons séparé notre
étude en deux cas :

(1) Si le coefficient de dg; ne dépend pas du controle u, i.e.

¢ ¢
xy = xy +/O o(s,z¥)dgs +/0 b(s,us, xd)ds, te€0,1], (3.4.5)

on peut étendre littéralement la situation déterministe, c’est-a-dire prouver un théoréme
d’existence pour une trés large classe U de controles, a savoir la classe des controles dit
relazés. On utilise pour cela la classique méthode de compactification, qui a été développée
dans les années 60 pour les problémes de controles déterministes (voir [26, 66]) puis dans les
années 70 pour les problémes de controéles stochastiques (voir |23, 21]). Plus précisément,
fixons un sous-ensemble U de R et définissons :

Définition 3.4.1. Un controle relaxé est une mesure q sur U x [0, 1] telle que la projection
de q sur [0, 1] est la mesure de Lebesgue. On note V ’ensemble des controles relaxés.

Un controle relaxé peut étre décomposé a I'aide d’un noyau mesurable : ¢(da,dt) =
q:(da)dt ou t — ¢, est une fonction mesurable de R* dans ’espace des mesures de pro-
babilités sur U. Il y a une injection naturelle de I’espace des controles (non relaxés) dans
I’espace des controles relaxés : g est un controle non-relaxé si, & chaque temps ¢, ¢; est
concentrée en un unique point u;. En d’autres termes, on assimile le controle (u;):cjo,1] avec
le controle relaxé ¢,,dt ou o, désigne la mesure de Dirac en z. On note V' 'espace des
controles non relaxés. Le résultat suivant est fondamental pour la suite :
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Proposition 3.4.2. On suppose que U est compact. Alors ’espace V' des contriles relazés,
munt de la topologie vague, est compact.

Quand g € V est un controdle relaxé, ’analogue de ’équation (3.4.5) devient

rf =xd + / o(r,x!)dg, + / / r,x a)q,(da)dr. (3.4.6)

Sous des hypothéses classiques sur o et b, & savoir que o est €12 avec des dérivées bornées
et que b est bornée et globallement lipschitzienne (uniformément en x € R par rapport a
(t,u) € [0,1] x R), on montre I’existence d’une unique solution continue z7 et, de plus, que
q — 27 est continue de V dans %°.

Considérons maintenant un coit intégral de la forme suivante : pour un controle wu,
prenant ses valeurs dans U (supposé compact), on pose

1
= / O(r,xy, u,)dr
0

ou ¢ est une fonction bornée et continue par rapport a (r,z,u). Notons que la définition
de J peut immédiatement étre étendue au cas des controles relaxés : si ¢ est un controle

relaxé de V,
/ / (r, 2%, a)q.(da)dr.

En utilisant la propriété de continuité de 29 par rapport a ¢ dans (3.4.6) et la Proposition
3.4.2, on aboutit au résultat suivant :

Proposition 3.4.3. Sous les hypothéses précédentes sur o et b, il existe ¢* € V tel que

J(q") = inf J(q).

q€eV

Pour finir, remarquons que nous n’avons pas changé notre probléme initial en considé-
rant des controles relaxés. En effet, on a :

Proposition 3.4.4. Sous les hypothéses précédentes sur o et b, on a

inf J(q) = inf J(q).

qev qeV’

(2) Comme nous 'avons déja souligné, le cas ou u apparait dans le coefficient de dg;
est beaucoup plus compliqué. La raison est que nous ne sommes pas capables, & I'heure
actuelle, d’intégrer par rapport a g des fonctions moins réguliéres qu’holdériennes (par
exemple, seulement mesurables bornées). C’est pourquoi nous avons été obligés de res-
treindre fortement notre ensemble de controles admissibles, et de ne considérer que des
controles u ayant une régularité holdérienne. La résolution du probléme (3.4.4) se fait
alors principalement en utilisant un résultat de compacité dans les espaces holdériens di
a Lamperti [39]. Nous renvoyons a [MN-12] pour les détails techniques.
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3.5 Intégration algébrique d /o Gubinelli

Enfin, avec Andreas Neuenkirch et Samy Tindel, nous avons récemment démarré un
projet plus ambitieux. En effet, nous avons entrepris d’analyser et d’exploiter une simpli-
fication de la théorie des trajectoires rugueuses due a Massimiliano Gubinelli [28| (appelée
intégration algébrique par la suite), afin d’étudier les propriétés des processus définis comme
solutions d’équations différentielles dirigées par un mouvement brownien fractionnaire (EDf
dans la suite). Un premier travail dans cette direction est I'article [NNRT-14]. Nous y
utilisons ce formalisme simplifié, ainsi qu'un codage des dérivations par des arbres, pour
étudier un développement asymptotique de la loi de tels processus. Un deuxiéme est [N'T-
20] ot nous montrons un résultat d’approximation-diffusion pour une EDf quand H > 1/3.
Un troisiéme est [NNT-24] ol nous étudions l'existence et 'unicité dans les équations
différentielles avec retard.

3.5.1 Approche heuristique

Tout d’abord, tentons d’expliquer la démarche (différente de celle que j’ai utilisée avec
Thomas Simon dans [NS-11], voir plus haut) que nous avons suivie dans [NNRT-14]
pour résoudre une EDf, quand le paramétre de Hurst est compris entre 1/3 et 1/2. Bien que
notre approche soit valable en toute dimension, on se place pour I'instant en dimension un,
ceci afin d’en simplifier I'exposition (mais insistons sur le fait que ce n’est, contrairement
a [NS-11], qu'une hypothése simplificatrice). Considérons ’équation

¢
Ty =a +/ o(xs)dgs, te€]0,1],
0

ol 0 : R — R est supposée de classe €' et bornée ainsi que sa dérivée, et oll g appartient
a C/([0,1];R), pour un certain v > 1/3 (fixé une fois pour toute). Supposons, pour le
moment, que 'intégrale contre g est bien définie et qu’elle vérifie les propriétés usuelles
qu’on a envie d’avoir a disposition quand on manipule une intégrale. Alors, aprés avoir
noté (0x)sg = x; — x5, nous devrions avoir, pour 0 < s <t < 1:

60 = [ olds,
= olw)(@g)at [ (o) - o)) do

= Cs((;g)st + Tst,

avec (s = o(xs) borné et appartenant a C]([0,1];R). De plus, on peut raisonnablement
supposer que 7y = fst (O‘(ZEU) — a(xs))dgv appartient lui a C57([0,1]; R). Réciproquement,
soit maintenant z : [0, 1] — R une fonction de la forme

(62)5t = Gs(9)st + 7, avec ¢ € CT ([0, 1 R) et 7 € Cy7([0, 1]; R).
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Une telle fonction sera dite contrélée (par g) dans la suite. Essayons de définir son intégrale
contre g. Formellement, on peut écrire :

t t
(5/ng) :/ Zvdgv = Zs(ég)st+/ (52)svdgv
st S S

t t
- Zs(ég)st_}_gs/(ég)svdgv_}_/ Tsvdg'u

t
= Zs(5g>st + Cs gszt +/ rsvdgva
s

avec g2 = fst(ég)svdgv. Ainsi, pour donner un sens a fst 2,dgy, on voit :

- d’une part qu’on doit savoir donner un sens a l'intégrale fst rsdg,. Mais, ceci est en
fait aisé car, par hypothése, on sait que r € CJ7([0, 1];R), que g € C7([0,1];R) et que
3y > 1. Ainsi, f; rsvdg, est une intégrale de type Young et la définir ne pose pas de
probléme.

- d’autre part, qu’on doit avoir & disposition une aire de Lévy g2 pour g.
Résumons notre approche heuristique ci-dessus en formulant un théoréme précis. Nous

revenons au cas de la dimension quelconque. Tout d’abord, faisons I’hypothése suivante :

Hypothése 1. La fonction g € CJ([0,1];R?) admet une aire de Lévy, c’est-a-dire une
fonction g% € C37([0,1]; R%?) satisfaisant

5g2 = 59 ® 597 e [(5g2)sut] (Z>j) = [5gl]su[5gj]ut> S>u>t € [07 1]7 7’7] € {17 ce d}>

ou, pour une fonction h & deuz variables, on note (6h)s; = hg — hy, — hy, tandis que
pour une fonction f & une variable, on note (6f)s = fi — fs-

On peut alors démontrer le résultat suivant (voir [28]) :

Théoréme 3.5.1. Soit g € C]([0,1];RY) une fonction vérifiant I’Hypotheése 1 avec v > 1/3.
On se donne une valeur initiale a € R™, et deuz fonctions b : R® — R" et o : R® — R™4
de classe €*. On suppose de plus que o et b sont bornées, ainsi que leurs dérivées. Alors
I’équation différentielle

t t
Ty =a-+ / o(xs)dgs + / b(xs)ds, pour te€]0,1], (3.5.7)
0 0

est bien définie et admet une unique solution dans l’espace des fonctions contrélées. De
plus, Uapplication (a,g,g?) — x est continue de R™ x C]([0,1]; R%) x ng([O, 1]; R4?) dans
I’espace des fonctions controlées.
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3.5.2 Deéveloppement asymptotique

Le théoréeme 3.5.1 s’applique en particulier quand, pour ¢, on choisit une trajectoire
d’un mouvement brownien fractionnaire d’indice de Hurst H > 1/3. Il est alors intéressant
d’étudier les propriétés de la solution X* obtenue.

Dans [NNRT-14], nous nous intéressons au probléme suivant. Définissons

Pf(a) = E(f(X{)). pour t €[0,1], a € R, f € G (R"R).

Quand la solution est dirigée par un mouvement brownien standard (c’est-a-dire quand
H = 1/2), on sait que (P;) est un semi-groupe de Feller et son développement asymptotique
(pour a et f fixés) par rapport a t est connu. Quand H # /2, il est naturel de se demander
quelles sont les propriétés vérifiées par (P;). Le premier travail dans cette direction est di &
Baudoin et Coutin. En effet, dans [4], ils étudient le cas de I’équation (3.5.7) sans dérive, et
donnent un développement asymptotique de P, f(a) (pour a et f fixés) valable quand t tend
vers zéro. Avec notre approche, nous traitons le cas avec dérive et en temps ¢ quelconque.
De plus, nous codons les coefficients obtenus dans le développement asymptotique a ’aide
d’arbres enracinés.

Signalons également, que dans le cas ou H > 1/2 et d = 1, avec Sébastien Darses [DN-
18] nous avons poussé ’étude précédente plus a fond en utilisant les outils du calcul de
Malliavin. Nous renvoyons a la section 4.5 pour plus de détails.

3.5.3 Equation différentielle avec retard

Dans [NINT-24], nous illustrons la fléxibilité de l'intégration algébrique en analysant
existence et 'unicité dans des équations différentielles avec retard. A la différence de notre
étude précédente (dont le point de départ était le papier de Baudoin et Coutin [4]), il semble
ici qu’il soit plus compliqué de mener a bien ce projet en utilisant la théorie classique des
trajectoires rugueuses de Lyons. Il faut en effet changer la définition de Iaire de Lévy (et
travailler avec des aires de Lévy retardées), ce qui est plutdt aisé avec notre formalisme
algébrique mais qui semble plus difficile avec I’approche par discrétisation de Lyons.

Plus précisément, nous considérons I’équation suivante : :

t
{ =8+ [y 0(Ts, Tepys o Toy,)dgs, t€[0,1], (3.5.8)

Ty =&, te [_Tk’ O]'
Ici, les retards (discrets) satisfont 7o = 0 < 7 < ... < rp < 00, la condition initiale £ est

une fonction de [—74, 0] dans R™, la fonction o : R™**1 — R™? est réguliére, et la fonction
g est supposée appartenir a C{ ([0, 1]; R?) (avec vy > 1/3) et vérifier :

Hypothése 2. La fonction g admet une aire de Lévy retardée, c’est-a-dire, pour tout
v € {1, ..., —7ro}, une fonction g2(v) € C37([0,1]; R4 satisfaisant

6g*(v) = 69" @ dy,
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c’est-a-dire
[(6g2(v))sut] - [6gi]s+v,u+v[6gj]ut7 S, U, te [07 1]7 Zuj € {17 R d}

Dans la formule précédente, on a noté (0h)g, = hy —hy, —hy pour une fonction h a deuz
variables, (8f)st = fi — fs pour une fonction f & une variable, et g0 = gsi, la trajectoire
“shiftée”.

Notre résultat principal est alors comme suit :

Théoréme 3.5.2. Soit g € C]([0,1];RY) une fonction vérifiant I’Hypotheése 2 avec v > 1/s.
On se donne une condition initiale & € C.Y([—rg, 0;R™), et une fonction o € C3(R™F+1; R™4),
On suppose de plus que o est bornée, ainsi que ses dérivées. Alors [’equation retardée
(8.5.8) est bien définie et admet une unique solution dans l’espace des fonctions controlées.
De plus, Uapplication (£, 9,8*(—7x),...,8%(—r0)) — « est continue de C([~rk, 0];R™) x
CY([0,1];RY) x (€37 ([0,1]; R:) 41 dans I’espace des fonctions controlées.

3.6 Quelques perspectives de recherche

(a) Dans la section 3.5.2, nous avons proposé un développement asymptotique de P, f(a) =
E(f(X})) en les puissances fractionnaires de t, quand a et f sont fixés. Une problé-
matique assez proche serait de regarder ce qu’on peut dire vis-a-vis de Uerreur (faible)
qu’on introduit quand on remplace E(¢(X?)) par E(¢(X;)), quand X désigne un
schéma d’approximation (par exemple celui d’Euler) associé a X® Avec Andreas
Neuenkirch et Samy Tindel, nous comptons aborder ce genre de probléme dans un
futur proche.

(b) A I’heure actuelle, on ne sait construire une aire de Lévy pour le brownien fraction-
naire que lorsque son indice de Hurst est strictement supérieur a /4. En effet, depuis
le travail de Coutin et Qian [14], personne n’a réussi & faire mieux! (A ce propos,
mentionnons I'article de Feyel et de La Pradelle [22] ou la valeur critique /4 est re-
trouvée comme obstacle & un prolongement analytique, ou encore la prépublication
récente de Friz et Victoir [25].) Par ailleurs, nous nous sommes intéressés, dans le
premier chapitre de ce mémoire, au mouvement brownien itéré car son comportement
est, par certains aspects, trés proche de celui du brownien fractionnaire d’indice 1/4.
L’aire de Lévy du mouvement brownien itéré existe-t-elle ? Si on savait répondre par
I’affirmative & cette question, on aurait en quelque sorte réussi pour la premiére fois a
franchir la barriére 1/2! A mon avis, la technique employée par Khoshnevisan et Lewis
[36] pour construire un calcul stochastique pour le brownien itéré pourrait s’avérer
trés utile dans cette étude.
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Chapitre 4

Dérivées stochastiques

4.1 Reéférences en jeu

[DN-13] S. Darses et I. Nourdin (2007) : Stochastic derivatives for fractional diffusions. The
Annals of Probability 35 (5), 1998-2020.

[DNP-16] S. Darses, I. Nourdin et G. Peccati (2007) : Differentiating o-fields for Gaussian and
shifted Gaussian processes. Stochastics, en révision (mineure).

[DIN-18] S. Darses et I. Nourdin (2007) : Asymptotic developments at any time for fractional
SDEs of Hurst index H > 1/2. Bernoulli, & paraitre.

4.2 Introduction

Soit X la solution de I’équation différentielle stochastique
t t
X = Xo —|—/ o(Xs)dB; +/ b(Xs)ds, te]0,1],
0 0

ou 0,b : R — R sont des fonctions suffisamment bornées et réguliéres, et ou B est un
mouvement brownien standard. Notons 2% la tribu engendrée par {X,, s € [0,¢]}. Il est
bien connu que la quantité

1

=B [f(Xean) = F(X0)| 2] (4.2.1)

converge (en probabilité et quand h | 0) pour toute fonction f : R — R suffisamment
réguliére et bornée. Ce résultat d’existence est la clé pour définir un des opérateurs centraux
dans la théorie des processus de diffusion, a savoir le générateur infinitésimal £ de X donné
par :
1
Zf(@) = b(x)f'(x) + 5o ()" f'(x).

Notons que la quantité dans (4.2.1) est prise conditionnellement au passé de X avant ¢.
Toutefois, vu la propriété de Markov forte vérifiée par X, on aurait pu tout aussi bien

47



48 CHAPITRE 4. DERIVEES STOCHASTIQUES

remplacer 2 par le présent de X en ¢, c’est-a-dire la tribu 0{X;} engendrée par X;.
D’autre part, si on choisit f = Idg dans (4.2.1), alors la limite existe sous des conditions
faibles sur b et o, et coincide avec la notion de “vitesse moyenne” de X en ¢ (nous renvoyons
a la célébre théorie dynamique des diffusions browniennes de Nelson [46] pour des résultats
plus précis dans cette direction — voir aussi le récent survol par Carlen [9]).

Maintenant, intéressons-nous a la question suivante : est-il possible d’obtenir ’existence,
et d’étudier la nature, d’une limite analogue a (4.2.1) quand X n’est plus un processus de
Markov ou une semimartingale ? Dans la suite, nous allons en fait principalement nous
focaliser sur le cas ou X est un processus gaussien (éventuellement avec une dérive) et
f = Idgr (Uinvestigation du cas o X n’est pas gaussien avec dérive fait partie de nos projets
futurs). Pour mieux apprécier la subtilité du probléme, décrivons un exemple. Considérons
un mouvement brownien fractionnaire B d’indice de Hurst H > !/2 (on rappelle que B
n’est ni un processus de Markov, ni une semimartingale). Il est immédiat, par régression

linéaire, que la quantité
1
7 E[Biyy — Bi| Bi]

converge dans L? (quand h | 0). A I'opposé, la quantité

1
EE[Bt-I—h — Bi| 2P
n’admet méme pas de limite en probabilité. Ce fait, troublant, a été remarqué la premiére
fois par Darses et Saussereau [15], et est le point de départ des travaux [DN-13] et [DNP-
16], que nous allons détailler maintenant.

4.3 Quelques définitions

Avant toute chose, nous devons déja poser un certain nombre de définitions. Dans toute
la suite, Z désigne un processus défini sur un espace de probabilité (€2, %, P), et qui vérifie
en outre que Z; € L? pour tout ¢.

Définition 4.3.1. On dira qu’une tribu & C .F dérive (ou est dérivante pour) Z en t si
le tauz d’accroissement

1
LB (Z — 219 (4.3.2)

converge dans L?, quand h tend vers 0. Quand elle existe, la limite est alors notée DY Z,,
et est appelée la dérivée stochastique de Z en t par rapport 4 9.

En général, la tribu initiale . n’est pas dérivante (elle ’est, grosso modo, si et seulement
si les trajectoires de Z sont dérivables) mais la tribu triviale {0, Q} lest (elle lest si et
seulement si t — F/(Z;) est dérivable). Qu’en est-il entre les deux ? Quand une sous-tribu
¢ de .7 n’est pas dérivante, on peut imaginer (au moins) deux stratégies pour forcer la
quantité (4.3.2) a converger : soit on remplace ¢ par un tribu encore plus petite 7, soit
on remplace 1/n par !/ne pour un certain 0 < o < 1. L’inconvénient de la seconde stratégie
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est qu'on perd l'interprétation physique de notre dérivée stochastique, & savoir qu’elle
est définie comme la limite d’un taux d’accroissement (et représente donc une notion de
vitesse). Nous allons toutefois voir qu’on ne peut pas toujours s’en passer, car il se peut que
la premiére stratégie soit toujours en défaut (voir plus loin le cas du brownien fractionnaire
d’indice H < /2, et plus particuliérement la proposition 4.4.2). D’autre part, I'inconvénient
de la premiére stratégie est qu’a trop appauvrir ¢, il se peut qu’on obtienne quelque chose
de dégénéré a la limite. C’est pourquoi on pose la :

Définition 4.3.2. On dira qu’une tribu G C % dégénére Z ent si G dérive Z en t avec
Var(D?Z,) = 0. On dira qu’une tribu ¢ C .F ne dérive vraiment pas Z ent si 9 ne dérive
pas Z ent et si de plus, pour toute sous-tribu J C &, soit F ne dérive pas Z en t, soit
FC dégénére Z en t.

On a donc défini, en quelque sorte, trois “régimes” possibles pour une sous-tribu ¢ de
F vis-a-vis de Z en t : soit ‘pas dérivante’, soit ‘dérivante’, soit ‘dégénérée’ (le dernier ‘soit’
n’est pas exclusif!). Pour la plupart des processus qu’on a 1’habitude de manipuler, il se
passe typiquement la chose suivante : la tribu pleine .# n’est pas dérivante ; en ’affaiblis-
sant, on espére tomber sur une tribu dérivante, disons ¢ (ce n’est pas toujours possible,
voir plus loin); mais si on ’affaiblit trop, on peut tomber sur une tribu dégénérée (le cas
le plus mauvais étant {(), 2}). Un lien entre ces trois régimes est le suivant :

Lemme 4.3.3. (projection) Si Y dérive Z ent et si F est une sous-tribu de G alors F
dérive Z en't et
D Z, = E[D? Z,| 7).

Nous allons maintenant détailler des exemples, principalement construits a 1’aide du
mouvement brownien fractionnaire.

4.4 Dérivées stochastiques et changement de probabilité

Dans toute cette section, on considére un processus Z et une sous-tribu 4 C % qui
dérive Z en un temps t fixé. Nous aimerions, pour une classe suffisamment large de Z
et de ¢, donner des conditions qui assurent que ¢ dérive encore Z aprés un changement
de probabilité équivalente (phénoméne d’invariance). En fait, nous allons nous contenter
dans cette section d’étudier la dérivée stochastique d’un processus gaussien avec dérive, en
commencant par éliminer cette derniére a I'aide du transformation de type Girsanov. De
plus, nous nous concentrerons dans la suite sur les tribus engendrées par une seule variable
aléatoire.

A partir de maintenant, on suppose que Z = (Zt)ico,r) est un processus stochastique
défini sur un espace probabilité (€2,.%#,P). On suppose aussi que, sous une probabilité
équivalente Q ~ P, le processus Z est un processus gaussien centré (en particulier, on a
automatiquement que Z; € L?(P)NL*(Q) pour tout ¢). Notons H,(Z,Q) = {Z(h),h € H} le
premier chaos de Wiener associé a Z sous Q (ce qui signifie que la fermeture est vis-a-vis de
la norme sur L?(Q)), représenté canoniquement comme un processus gaussien isonormal
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par rapport a un espace de Hilbert séparable (), (-, )s). En particulier : (i) l'espace $
contient ’ensemble £ des fonctions étagées sur [0,77], (ii) la fonction de covariance de Z
sous Q est donnée par pg(s,t) = (1o, L), et (iii) le produit scalaire (-, -)q vérifie la
relation générale :

VhheH (hh)g=EYZ)ZH).
Enfin, notons simplement par D la dérivée de Malliavin associée au processus Z sous Q.
On a alors le résultat suivant :

Théoréme 4.4.1. Fizonst € (0,T), et choisissons g € 9 tel que (1j4, g)s # 0. Ecrivonsn
pour indiquer la dérivée de Radon-Nikodym de Q par rapport ¢ P (c’est-a-dire dQ = ndP),
et supposons que 1 est de la forme n = cexp(—(), pour une certaine variable aléatoire
pour laquelle D( existe. Supposons enfin que

= }llir% h_1<1[t,t+h]a D()g existe dans L°.

Alors 0{Z(g)}, la tribu engendrée par Z(g), dérive Z en t sous P si et seulement si elle
dérive Z en t sous Q.
De plus,

1. dans ce cas, on a

9% E¥[Z: — (1109, DO) 5| Z(g)]
Z(g) (9, 1[0,t}>5§

2. sinon, on a que & C 0{Z(g)} dérive Z en t par rapport o P si et seulement si

Pl g, _ DF* Z, + BF || 2 (g)).

E"[Z, — (1), D() | 5] = 0.
Dans ce cas, D Z, = EF [u,| ).

Comme application de ce théoréme, regardons le cas particulier du brownien fraction-
naire d’indice H € (0,1/2) U (1/2,1). Plus précisément, soit Ty l’ensemble des browniens
fractionnaires avec dérive Z = (Z;)icpo,r) de la forme

t
Zy = 1o + By +/ bsds, te[0,T], (4.4.3)
0

ou b parcourt l’ensemble des processus adaptés (pour la filtration naturelle de B) ayant
des trajectoires intégrables.

On a alors :
Proposition 4.4.2. Soient Z € Ty et s,t € (0,7T).

1. Si H > Y2 alors o{Zs} dérive Z en t.

2. Si H <12 alors o{Z} ne dérive vraiment pas Z en t. Toutefois, on a que

1}%1 h*E[Z, 1 — Z)| Z,) existe dans L2.
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4.5 Développement asymptotique

Soit Z un processus de la forme (4.4.3). Quand H > 1/2, une conséquence de la propo-
sition 4.4.2 juste ci-dessus (en choisissant s = t) est que la quantité
1
7 E[Zisn — Zi| Z4]
converge dans L? (quand % | 0). Peut-on dire mieux et méme donner un développement
asymptotique, pour f : R — R réguliére, de

E[f(Zisn) — [(Ze) | Z4]?

(voir aussi (4.2.1))

Dans [DN-18], qui est un travail en collaboration avec Sébastien Darses, nous ré-
pondons par l'affirmative & cette question. Précisément, a l'aide des outils du calcul de
Malliavin et en utilisant des techniques similaires a celles utilisées dans [DN-13], nous
montrons le résultat suivant :

Théoréme 4.5.1. Soient un tempst > 0, et f : R — R une fonction de classe €°° bornée
ainsi que toutes ses dérivées. Notons N pour N?\ {(0,0)}. Pour (p,q) € N, posons

Joprrig = {(m,n) € N': 2mH +n < 2pH + ¢}.

Alors il existe une famille { Zommin}mnyen de variables aléatoires mesurables par rapport
a X telles que, pour tout (p,q) € N :

Blf(Zewn) = F(Z)Z) = > Zomuen K™ 4 o(BP1F9),

(m’n)€J2pH+q

Remarquons que le cas ou ¢ = 0 a déja été traité dans la section 3.5.2, dans le cas
plus général ou H > 1/3 et en dimension quelconque. D’autre part, le premier terme dans
ce développement asymptotique est évidemment le terme f'(Z,) D%} Z, h, ou D%} 7,
désigne la dérivée stochastique de Z en t par rapport a son présent o{Z,;}.

4.6 Quelques perspectives de recherche

Dans les sections 4.4 et 4.5, nous avons choisi de travailler exclusivement avec des
processus gaussiens avec dérive. Mais il existe d’autres familles de processus qui pourraient
étre intéressante a regarder, et que 'on pourrait sans doute traiter avec des méthodes
similaires. Par exemple, que peut-on dire quand, a la place de Z défini par (4.4.3), on
choisit Z; = §(uljoy) pour u un processus vérifiant des conditions adéquates, et ol 6 désigne
I'intégrale de Skorohod par rapport a un processus gaussien donné? Plus généralement,
peut-on énoncer un principe d’invariance dans un cadre non gaussien et/ou pour des tribus
plus générales que celles engendrées par une seule (en fait un nombre fini de) variable(s)
aléatoire(s), comme dans la section 4.4 7
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