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(9��
Z = (Zt)t≥0

�� )�9 *����� ���9��> �+���� 	 	��	�*�
H ∈ (0, 1)

L �� � �**�9����> ����
�����9������� F M� )���*�)�+ �N�>)+� =�� �9�� ��9�� �� ���� ��� +� & SV�U& UbT <PS,b[Ub
( PQ\T[SbbQ[PUL * 	������	 ��� +� )�9*����� X������� *�����

B = (Bt)t≥0

	� E9�*��9� 	� *9������*�

E(BsBt) =
1

2

(
s2H + t2H − |t− s|2H

)
.

���� �9�� )��+��9�� ����� 	� & SV�U& UbT <PS,b[Ub [T_P_L * 	������	 ��� 	� )�9*�����
Z =

(Zt)t≥0
	���� )��

Zt = X(Yt)
)9��

X
��
Y

	��N >9���>���� <�9������ ��	�) ��	���� L ��
=�� ��� ���9��> �+���� 	 	��	�*�

1/4
F

� ��� *� *G�)���� L �9�� �9�� ��������9�� �� *9>)9���> ��� ��D>)�9��=�� 	�� =��������
I�)) �+��� �QP[QT[Sb` 8 R S[a`K 	� �D)�

V (κ)
n (f) =

n−1∑

k=0

f(Zk/n)(Z(k+1)/n − Zk/n)
κ I?FA F?K

)9��
κ ≥ 2

������ ��
f : R → R

��� ��>>��� ��X�+�
�� F 
9�� ��>)+���� L 	��� +� ����� �9��
�9�9��

∆Zk/n

�� +��� 	�
Z(k+1)/n−Zk/n

F J���� 	� 	9���� 	�� ����+���� )��*�� I	9�� *�������
)+���� �������	��K *9�*������

V
(κ)
n (f)

L 	 ��9�� �� >9� ��� + 	������� 	 	��� ��++� ���	� F

�� � %�� #��� !�� ���;�#� � "#�� �� %� #�%��

(�))9�9�� =��
Z = B

�9�� �� >9���>��� <�9����� E��*��9������ 	 	��	�*�
H > 1/2

L
�� �9�9��

X
+ 	���=�� �9+���9� I	��� + 	����><+� 	�� )�9*����� � ���@ �*�9���� G� +	��������

	 	��	�*�
α
L ) 9�� �� ���+

α
	9��� ����*��> ��� *9>)��� �����

1 −H
��
H
K 	�

Xt = x0 +

∫ t

0

XsdBs, t ∈ [0, 1],
I?F� FAK

+ 	����X��+� *9����
B

����� �� ���� 	� �9��X F M 	�=����9� I?F� FAK ����� +������� L �++� �� ���9�	
�N)+�*���> ��� ��

Xt = x0 exp(Bt), t ∈ [0, 1].
�9���	��9�� +� �*G�> � 	 	��+��

X̂(n) ���9*�� � I?F� FAK F O9�@ 9��� *�� + 	�=����9� I?F� FAK ���
��
� ��> )+� L 9� � ��� E9�>�+� �N)+�*��� ) 9��

X̂
(n)
1

L � ���9��

X̂
(n)
1 = x0

n−1∏

k=0

(
1 + ∆Bk/n

)
.

�� )����*�+��� L + 	���	� 	� +� *9����X��*� 	�
X̂

(n)
1

����
X1

��� ����� F �� �� �� L �� ���+�����
+ 	�))�9N �> ���9�

ln(1 + x) ≈ x− x2

2

��+�<+� )9��
x
)�9 *G� 	�

0
L 9� �� 	�	��� =��

X̂
(n)
1 ≈ x0 exp

(
B1 −

1

2

n−1∑

k=0

(∆Bk/n)2

)
I?F� F�K
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X̂
(n)
1

����
X1

)��� ���� 	�	���� 	�
����+��� *+����=�� ������� L =�� *9�*���� +� �������9� =��	����=�� 	�

B
, =���	

n→ ∞ L 9�
�

n2H−1

n−1∑

k=0

(∆Bk/n)2 p.s.−→ 1.
I?F� F� K

�� �� �� L 9� 	�	��� E�*�+�> ��� 	� I?F� F� K =��

n2H−1
(
X̂

(n)
1 −X1

) p.s.−→ − X1

2
6= 0.


�� *9���� L =���	 9� *9���	
�� +� �9+���9�
X

	�

Xt = x0 +

∫ t

0

σ(Xs)dBs, t ∈ [0, 1],
I?F� F%K

)9�� ��� E9�*��9�
σ : R → R

X�����+� L ��� E9�>�+� 	� �D) � I?F� F�K � 	��� )+�� �� E�*�+� �
9<����� F O9���E9�� L ��))9�9�� =��

σ
�9�� ��� ��>>��� ��X�+�
�� �� < 9���� �� ����9	���9��

+� �9�
φ : R2 → R

	�
σ
L � ���9�� + 	���=�� �9+���9� 	�

φ(x, y) = x+

∫ y

0

σ(φ(x, z))dz, x, y ∈ R.
I?F� F^K

� �> ��=�9�� �+9�� =�� +� �9+���9�
X

	� I?F� F%K ��� 	9���� )��

Xt = φ(x0, Bt), t ∈ [0, 1].

� � )+�� L +� �9�
φ
������ +� )�9)����� L 	 ��� 	� ���> ��X�9�) �� L �� ������ ,

∀x, y, z ∈ R, φ(φ(x, y), z) = φ(x, y + z).

�� ���+����� *���� )�9)����� L �� �)�
� ��9�� ���*��� =��+=��� 	���+9))�>���� +�> ���� I�9��
�! ".# �� � !" 
H# )9�� +� > ��G9	�K L 9� �<9���� � + 	���+9X�� ������� 	� I?F� F�K ,

X̂
(n)
1 ≈ φ

(
x0, B1 −

1

2
V (2)

n

(
σ′ ◦ φ(x0, ·)

))
.

I?F� F&K

J ���� L + 	���	� 	� +� I������� 	�K *9����X��*� 	�
X̂

(n)
1

����
X1

�� ��> 
�� � + 	���	� 	� *9> �
)9���> ��� ��D>)�9��=�� 	�

V
(2)
n (f)

)9��
f = σ′ ◦ φ(x0, ·)

F
�9���	��9�� > ��������� ��� �������9� +�X
��> ��� )+�� *9>)+�=��� F J� +��� 	� �*G�> �

	 	��+��
X̂(n) ���9 *�� � I?F� F%K L ����9	���9�� +� �*G�> � 	� �D)� � �+�����

X̃(n) ������� ,

X̃
(n)
0 = x0

��
X̃

(n)
(k+1)/n = X̃

(n)
k/n +σ(X̃

(n)
k/n)∆Bk/n +

1

2
σσ′(X̃(n)

k/n)(∆Bk/n)2, k = 0, . . . , n− 1
F

I?F� FCK
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X̃
(n)
1 ≈ φ

(
x0, B1 + V (3)

n (f)
)
,

)9�� ��� *������� E9�*��9�
f
	�)��	��� I	� > ���
�� �N)+�*���K 	�

φ
��
σ(j)

)9��
j = 0, 1, 2

F
J ���� L * 	��� �*� + 	���	� 	� *9>)9���> ��� ��D>)�9��=�� 	�

V
(3)
n (f)

=�� @ 9�� �� �� +� *+� F
�� E��� L ) +�� X�����+�> ��� L 9� 9<����� ��� E9�>�+� 	� �D) � I?F� F&K ���*

V
(κ)
n

I
κ ≥ 2

K ��
+��� 	�

V
(2)
n

=���	 9� *9���	
�� 	�� �*G�> �� 	� ���++�
κ− 1

I����� �����	� =�� +� �*G�> �
	 	��+�� ��� 	� ���++� ?L =�� +� �*G�> � 	� � �+����� I?F� FCK ��� 	� ���++� A L ��* FK F 89�� ����9D9��
� � !"
H# )9�� ���	� )��*��� F

J���� 	� ������� � �9��� )�9<+
>� ������+ L * 	������	 ��� + 	���	� 	� *9>)9���> ��� ��D>)�
�9��=�� 	�

V
(κ)
n (f)

)9�� �9�� ������
κ ≥ 2

�� �9��� E9�*��9�
f : R → R

��� ��>>���
��X�+�
�� L ��X��+9�� =�� +� ������� 	� *9����X��*� 	� �*G�> � 	 	��+�� )9�� + 	�=����9� Q�U\
a_P[�U

Xt = x0 +

∫ t

0

σ(Xs)dBs +

∫ t

0

b(Xs)ds, t ∈ [0, 1],

��� 	9���� I*E F �!!"
=#K L =���	
H > 1/2

L )��

n2H−1
(
X̂

(n)
1 −X1

) p.s.−→ − 1

2

∫ 1

0

DsX1σ
′(Xs)ds,

I?F� FKK

9�
D

	���X�� +� 	������ 	� ��++����� )�� ��))9�� �
B
F �� ����+��� ��� �� ) �� ���)������

=���	 9� +� *9>)��� � �9� ���+9X�� <�9����� I
H = 1/2

K L 9<���� )�� $���Y �� 
�9���� ��C�
�� ?KK?F �� � �� �� �� L 	��� *� *�� L

√
n
(
X̂

(n)
1 −X1

) Loi−→ − 1√
2
Y1

∫ 1

0

σσ′(Xs)Y
−1
s dWs,

I?F� F?BK

9�
Y

��� �9+���9� 	 	��� �=����9� 	���������++� 9�	������ �+���9��� �� 9�
W

	���X�� ��
>9���> ��� <�9����� ����	��	 L ��	�) ��	��� 	�

B
F

��� :#� �� $ ���%�� 	 #��%���#% �

� ����9�� > ��������� � + 	���	� 	��
V

(κ)
n (f)

I���*
κ ≥ 2

��
f : R → R

��� ��>>���
��X�+�
��K =���	

Z = B
��� �� >9���>��� <�9����� E��*��9������ 	 	��	�*�

H
=��+*9�=��

	��� + 	�������++�
(0, 1)

F �9>>���9�� )�� 	9���� ��� <�
�� 	��*��)��9� 	�� ����+���� 	�@ �
*9���� F O9�� 	 	�<9�	 L ��������9����9�� �� *�� 9�
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x2

2

)
.

� - Fb `VRR S` U
0 < H < 1/2q

- $ *SP`L 9VQba
n→ ∞L

nqH−1 V (q)
n (f)

L2

−→ (−1)q

2q

∫ 1

0

f (q)(Bs)ds.

� - Fb `VRR S` U
H = 1/2q

- $ *SP`L 9VQba
n→ ∞L

1√
n
V (q)

n (f)
Loi−→ (−1)q

2q

∫ 1

0

f (q)(Bs)ds+ c1/2q,q

∫ 1

0

f(Bs)dWs,

S�
W

U`T Vb & SV�U& UbT <PS,b[Ub `TQbaQPa [ba_R UbaQbT aU
B
L UT

c1/2q,q

Vb U \Sb`TQbTU
�U%R *[\[TU� a_R UbaQbT ` UV *U& UbT aU

q
-

� - Fb `VRR S` U
1/2q < H < 1 − 1/2q

- $ *SP`L 9VQba
n→ ∞L

1√
n
V (q)

n (f)
Loi−→ cH,q

∫ 1

0

f(Bs)dWs,

S�
W

U`T Vb & SV�U& UbT <PS,b[Ub `TQbaQPa [ba_R UbaQbT aU
B
L UT

cH,q

Vb U \Sb`TQbTU
�U%R *[\[TU� a_R UbaQbT ` UV *U& UbT aU

q
UT
H
-

� - Fb `VRR S` U
H = 1 − 1/2q

- $ *SP`L 9VQba
n→ ∞L

1√
n log n

V (q)
n (f)

Loi−→ c1−1/2q,q

∫ 1

0

f(Bs)dWs,

S�
W

U`T Vb & SV�U& UbT <PS,b[Ub `TQbaQPa [ba_R UbaQbT aU
B
L UT

c1−1/2q,q

Vb U \Sb`TQbTU
�U%R *[\[TU� a_R UbaQbT ` UV *U& UbT aU

q
-



��� � ��� � 	 �
��� ��� �
���������
� ?K

� - Fb `VRR S` U
H > 1 − 1/2q

- $ *SP`L 9VQba
n→ ∞L

nq(1−H)−1 V (q)
n (f)

L2

−→
∫ 1

0

f(Bs)dZ
(q)
s ,

S�
Z(q) U`T *U R PS\U``V` a 46 UP& [TU a 4SPaPU

q
\Sb`TPV[T 8 RQPT[P aU

B
-

� ���+�> ��� L �� 	�*9>)9���� +� >9��>�
xκ 	��� +� <��� 	�� )9+D��>�� 	 	H��> ��� L 9�

9<����� +� ����+��� ������� L =�� ��� � *9>)���� ���* I?F� F?�K L I?F� F?%K �� I?F� F?^K ,

��	���.3	6 
 ?� ?' ? 7 S[T
κ ≥ 1

Vb UbT[UPL UT
f : R → R

Vb U ( Sb \T[Sb �_P[' QbT
(Hκ)

- $ *SP`L
R SVP

n→ ∞ >
� - �VQba

H < 1/2
UT
κ
U`T [&RQ[PL

nH−1

n−1∑

k=0

f(Bk/n)(n
H∆Bk/n)κ L2

−→ − µκ+1

2

∫ 1

0

f ′(Bs)ds.
I?F� F?&K

� - �VQba
H > 1/2

UT
κ
U`T [&RQ[PL

n−H
n−1∑

k=0

f(Bk/n)(nH∆Bk/n)κ L2

−→ κµκ−1

∫ 1

0

f(Bs)dBs = κµκ−1

∫ B1

0

f(x)dx.

� - �VQba
H < 1/4

UT
κ
U`T RQ[PL

n2H−1
n−1∑

k=0

f(Bk/n)
[
(nH∆Bk/n)κ − µκ

] L2

−→ 1

4

(
κ

2

)
µκ−2

∫ 1

0

f ′′(Bs)ds.

� - �VQba
H = 1/4

UT
κ
U`T RQ[PL

1√
n

n−1∑

k=0

f(Bk/n)
[
(nH∆Bk/n)κ−µκ

] Loi−→ 1

4

(
κ

2

)
µκ−2

∫ 1

0

f ′′(Bs)ds+σ1/4,κ

∫ 1

0

f(Bs)dWs,

I?F� F?CK
R SVP

σ1/4,κ

Vb U \Sb`TQbTU U%R *[\[TU UT
W

Vb & SV�U& UbT <PS,b[Ub `TQbaQPa [ba_R Ub )aQbT aU
B
-

� - �VQba
1/4 < H < 3/4

UT
κ
U`T RQ[PL

1√
n

n−1∑

k=0

f(Bk/n)
[
(nH∆Bk/n)κ − µκ

] Loi−→ σH,κ

∫ 1

0

f(Bs)dWs,
I?F� F?KK

R SVP
σH,κ

Vb U \Sb`TQbTU U%R *[\[TU UT
W

Vb & SV�U& UbT <PS,b[Ub `TQbaQPa [ba_R UbaQbT
aU
B
-



AB ���� � �
� �� ��
������� � ����� ��� �
����� 	� � 	���������
��

�- �VQba
H = 3/4

UT
κ
U`T RQ[PL

1√
n log n

n−1∑

k=0

f(Bk/n)
[
(nH∆Bk/n)κ − µκ

] Loi−→ σ 3
4
,κ

∫ 1

0

f(Bs)dWs,

R SVP
σ3/4,κ

Vb U \Sb`TQbTU U%R *[\[TU UT
W

Vb & SV�U& UbT <PS,b[Ub `TQbaQPa [ba_R Ub )aQbT aU
B
-

�- �VQba
H > 3/4

UT
κ
U`T RQ[PL

n1−2H
n−1∑

k=0

f(Bk/n)
[
(nH∆Bk/n)κ − µκ

] L2

−→ µκ−2

(
κ

2

)∫ 1

0

f(Bs)dZ
(2)
s ,

R SVP
Z(2) *U R PS\U``V` aU �S` Ub<*QTT \Sb`TPV[T 8 RQPT[P aU B -

��� :#� �� $ ���%�� 	 #��%���#% � � "%��%��
1/4 �

�� � "#�� ��
� ������� ��# �%����

� ��� +� �G�9�
>� ?F� F? L +� *��
q = 2

��
H = 1/4

��� ��
� E9���> ��� ��+�� � ��� *9�@ �*�
���� ��*���� )�� IZ��	YD ��K (����9� �^ ?� *9�*������ +� *9>)9���> ��� ��D>)�9��=�� 	��
�������9�� � )9�	� ) 9�� +� �9+���9� 	� + 	�=����9� 	� +� *G�+��� ��9*G����=�� 	���X�� )�� ��
<���� <+��* ��)�*����>)� F 
 +�� )��*���> ��� L �9�9��

u = u(t, x)
+� �9+���9� 	� + 	�=����9�

ut =
1

2
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1/4

F 
9������ L + 	���+D�� 	� *9>)9���> ��� ��D>)�9��=�� 	� ��� �������9�� � )9�	� � > �� ��
���	��*� 	�� +�> ���� *9>)+���> ��� 	�� ������� )�� ��))9�� �� *�� E��*��9������ I?F� F?CK F ��
���� L 	��� +� ������+ �!� "'�# �� *9++�<9����9� ���* � �9����� 
�**��� L �9�� >9���9�� L ��
��)������ + 	�))�9*G� 	� $G9�G������� �� M�� �� ��^� L =�� +� �������9� =��	����=�� � )9�	�
I*9���*��> ��� ���9�> �+����K 	� >9���>��� <�9����� ����� *9����X� �� +9� ���� ��� �����9�
� )9�	� 	� *�+
<�� & SV�U& UbT <PS,b[Ub Ub ` \�bU Q *_QTS[PU ����9	��� )�� $ ����� �� ()��Y��
��%� 	��� +�� ������ &B F 
+�� )��*���> ��� L �9�� 9<���� *���� E9�� *9>>� +�> ���

√
2

∫

R

f(Xz)L
z
1(Y )dBz,

I?F% FAAK

9�
X
L
Y

��
B

�9�� ��9�� > 9���>���� <�9������ ��	�) ��	���� �� 9�
Lz

1(Y )
	���X�� +� ��>)�

+9 *�+ )���� )��
Y

�� )9���
z
@ ��=� 	� + 	������� ���+

1
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P# L �9�� > 9���9�� +� *9����X��*� �������� , =���	
H ∈ (0, 1/6)

��
f ∈ C 3

b

L
9� � L +9��=��

n→ ∞ L

n−1∑

k=0

[
f(Bk/n)(nH∆Bk/n)3 +

3

2
f ′(Bk/n)n−H

] L2

−→ − 1

8

∫ 1

0

f ′′′(Bs)ds.
I?F^ FA�K

M 	������� ��� =�� I?F^ FA�K 	9��� �� ���> � 	� )+�� )�� ��))9�� � I?F� F?&K 	��� +�
	���+9))�>��� ��D>)�9��=�� 	�

V
(3)
n (f)

F �� X�����+ L *�*� ��XX
�� =�� )+��
H

���
)�9 *G� 	� B L )+�� 9� )��� 	9���� 	� ���> �� 	��� +� 	���+9))�>��� ��D>)�9��=�� 	�
V

(κ)
n (f)

I��*G��� =� 	9� ��� ���	�>>��� 9<+�X� 	� � 	������� 	
� =� 	9� �9><� ��� ���
*9����X��*� �� +9�K F ���� > �� )�9*G���� ������N L @ 	��> ����� )��*���� *� )9��� F

I<K 89�� ��9�� *9>)+���> ��� *9>)��� +� *9>)9���> ��� ��D>)�9��=�� 	�� �������9�� �
)9�	� I?FA F?K =���	

Z
��� �� <�9����� E��*��9������ 	 	��	�*�

H
=��+*9�=�� 	���

+ 	�������++�
(0, 1)

F �� )����*�+��� L 	��� +� *�� 	�� )������*�� )����� L �9�� ��9�� ��
�))��� ��� ��9�� ��X�> �� 	�� ������ ������� +� )9����9� 	�

H
)�� ��))9�� �

1/4
��

3/4
F � ���

*� �� )G��9> 
�� X�����+ � 
�� �N�>)+� L �� 9� *G9���� )9��
Z

�� )�9*����� 	 	H��> ���
I=�� ��� ����� ���9��> �+���� �� � �**�9����> ���� �����9�������K L 9<��������9� +� > �>�
*G9�� � � 	����� )��� L =�� �� )��������+ =���	 9� ��X��	� 	�� �**�9����> ���� 	 	9�	��
��) ������ L )�� �N�>)+�

Z(k+1)/n − 2Zk/n + Z(k−1)/n

�� +��� 	�
Z(k+1)/n − Zk/n?

� 	������ )9�	� �
I*K � ��� +� �G�9�
>� ?F� F? L G9�> �� )9�� +�� *�� *����=��� L 9� )��� 9<������ ��� �9��� 	�

��D> ������ )�� ��))9�� �
H = 1/2

I=� 	9� �� )9����� )�� 9<������ 	��� +� *�� `Qb`
R S[a`K F �� ���� L =���	 9� *G��X�

H
��

1 − H
L 9� ��> ��=�� =�� +�� � ������� �9��

*9���*��� �� =�� +� �D) � 	� *9����X��*� I
L2 9� �� +9�K ��� +� > �>� F (��+� +� +�> ���

� 	��� )�� +� > �>� I>��� 9� )9������ �> �X���� ��� 	��+��� ����� +� 	������
q
��
>� 	�

f
�� +� )�9*����� 	 	H��> ��� 	 	9�	��

q
K F 
����9� + 	�N)+�=��� � � 	�����+ �� +��� ���* +�

E9�>�+� �������� L 	�>9����� ��*�>>��� )�� �9�� ��� � ,

BH
t

Loi
=

√
2H

Γ(2H)Γ(3 − 2H)

∫ t

0

(t− s)2H−1dB1−H
s ?

I���	�>>��� L �*� L
BH � ���) F

B1−H � 	���X�� �� >9���>��� <�9����� E��*��9������
	 	��	�*�

H � ���) F
1 −H

K F
I	K � ��� +� ��*��9� ?F� L �9�� ��9�� ���	�� +� ������� 	� *9����X��*� 	� �*G�> �� 	 	�)�

)�9N �> ���9� ���9*��� � ��� �=����9� 	�� �������++� 	���X�� )�� +� <�9����� E��*��9��
����� F M 	�))�9*G� =�� �9�� ��9�� ���� �� � 	��� �� E��� )�� ��
� *+����=�� F �� ���� L �+
��� )+�� *9����� 	� *G��*G�� 	�� �������� 	���� ( Q[<*U`F ��*� ���� 	��� =�� )+���� =��
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	� *G��*G�� +� � ������ 	� *9����X��*� 	�
X̂

(n)
1

����
X1

*9>>� �9�� + 	��9�� E��� I9�
)��+� �+9�� 	� � ������ ( SPTUK L 9� )��E
�� �� X�����+ ���+��� + 	������ *9>> ��� �� ��>)+��
����

E[φ(X̂
(n)
1 )]

)��
E[φ(X1)]

L �� *� )9�� ��� *+���� ��� ��>>��� +��X� 	� E9�*��9��
φ : R → R

F ���� +� *�� <�9����� I
H = 1/2

K L �+ ��� <��� *9��� =�� �� +� ������� 	�
*9����X��*� E9��� ��� �� X�����+ ��

1/√n
I�9�� I?F� F?BKK L + 	������ E��<+� ��� )+���� ��

1/n
F 
�� *9���� L =���	

H > 1/2
L +�� ������� E9��� �� E��< +� �9�� +�� > �>�� L *9>>� 9�

+� �9�� ����> ��� �� *9><����� I?F� FKK ���* �� ��X�>��� 	� �D) � *9����X��*� 	9> ��
��� � F �9>>� )�9@ �� E���� L @ 	��> ����� > ���N *9>)���	�� *� �D) � 	� )G��9> 
�� F 
��
�N�>)+� L ��������9����9�� �� �)���	9N�� �))����� ������� F ���� *� =�� ���� L

B
	��

��X�� �� >9���>��� <�9����� ����	��	 F �� ���+����� �%B� �� �%� � L 9� ) ��� ��)�	�> ���
>9����� =�� +� +�> ��� �� +9� �������� � +��� , =���	

ε→ 0
L

(
(Bt)t∈[0,1];

1√
ε

( ∫ 1

0

(Bu+ε − Bu)
2

ε
du− 1

)) Loi−→
(
(Bt)t∈[0,1] ;G

)
,

I?F^ FA� K

9�
G

	���X�� ��� � F� F 	� +9�
N (0, 2)

��	�) ��	���� 	�
B
F � 	����� )��� L )�� *9��������

	� )�9	��� 	� � �*W )�� ��))9�� ��N 9)�����9�� ����	��	 L 9� �

1

ε2

∫ 1

0

(Bu+ε −Bu)
�2du

(S ∗)−→
∫ 1

0

(B′
u)

�2du.
I?F^ FA%K

*� L
(S ∗)

	���X�� + 	��)�*� 	�� 	�����<���9�� 	 	H�	� L � +� )�9	��� 	� � �*W ��
B′ +�

	������ I�� ���� 	 	H�	�K 	�
B
F I89�� ����9D9�� � �AK� )9�� +� 	������9� 	� �9����

*�� �9��9�� FK � � L �+ ��� �+�> ������� L �� �������� � +� 	������9� 	� )�9	��� 	� � �*W L
	� )�9���� =��

(Bu+ε −Bu)
�2 = (Bu+ε − Bu)

2 − ε.
J���� L +�� � ������� 	� *9����X��*� 	9����� 	��� I?F^ FA� K �� I?F^ FA%K ��><+��� *9�����
	�*�9���� F � ��� L �� D ��X��	��� 	� )+�� )�
� L �+ � 	�� ��� ���� F �� ���� L +� *9����X��*�
I?F^ FA%K ��� X�9��9 > 9	9 �=����+���� � 	��� =�� L ) 9�� ��9���� � F� F

Z
>�����<+� )��

��))9�� �
(Bt)t∈[0,1]

L 9� �

E

{
Z

1

ε

( ∫ 1

0

(Bu+ε − Bu)
2

ε
du− 1

)}
−→ E

{
Z

∫ 1

0

(B′
u)

�2du

}
,

���	�� =� 	9� 	�	��� 	� I?F^ FA�K ,

E

{
Z

1√
ε

( ∫ 1

0

(Bu+ε −Bu)
2

ε
du− 1

)}
−→ E

(
Z G

)
= E(Z)E(G) = 0.

+ � 	D � 	9�* )�� 	� *9����	�*��9� � J� *9������� L I?F^ FA%K 	9��� +� ������� 	� *9�����
X��*� E��< +� L ���	�� =�� I?F^ FA� K 	9��� +� ������� E9��� F J��* (�<������ � ����� L �9��
��9�� *9>>� )�9@ �� E���� 	� > ���N *9>)���	�� *� )G��9> 
�� =���	 9� ������++�
*���� E9�� ���* +� > 9���> ��� <�9����� E��*��9������ F

�� ��� �	 
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��*9�� O�==� �^A L ^� � F � ����9�� �� ������� ��� +� > ��G9	� ���+���� � + 	�)9=�� I�� ��*9��
& Q *� UVPUV` U& UbT � �9�� ) 9��=�9� �)�
� � ��
� � +� >9	� ��@ 9��	 	G�� L �9��>>��� *G�Y +��
��������*����K )9�� 	�>9����� L )�� �N�>)+� L +� *9����X��*� I?F� F??K =���	

κ = 2
I*�� 	� +�

�������9� =��	����=��K F � �@ � L �+ E��� *9>)���	�� )9��=�9� 9� ���9�> �+��� )��
1/√n

F 
9��
*�+� L �+ ��� *+����=�� �� ������+ 	� *G��*G�� +� *9>)9���> ��� ��D>)�9��=�� 	� +� ������*� F
*� L =���	

H < 3/4
�� �� ��)������ +�� �9����9�� 	� *G�)���� )��*�	��� L 9� �

E



(

n−1∑

k=0

(
nH∆Bk/n

)2 − 1

)2

 =

n−1∑

k,`=0

E
[((

nH∆Bk/n

)2 − 1
)((

nH∆B`/n

)2 − 1
)]

(∗)
= 2n2H

n−1∑

k,`=0

(
E(∆Bk/n ∆B`/n)

)2

= 2
n−1∑

k,`=0

(
|k − `+ 1|2H + |k − `− 1|2H − 2|k − `|2H

)2

≈ 2n
+∞∑

r=−∞

(
|r + 1|2H + |r − 1|2H − 2|r|2H

)2
=: nσ2

2,H .


9�� I�K L 9� � ���+��� +� E9�>�+� *+����=�� �������� I9� ��))�++� =�� +�
2��

)9+D��>� 	 	H���
> ��� ���

H2(x) = x2 − 1
K , ��

(U, V )
��� �� )�9*����� X������� �9�> �+��� � �� ��

p, q ∈ N∗
�+9��

E[Hp(U)Hq(V )] =

{
0

��
p 6= q

p!E[UV ]p
��
p = q

.
IA FA F?K

� + 	��	� 	� *� *�+*�+ 	� ������*� L 9� *9>)���	 	9�* )9��=�9� �+ E��� ���9�> �+���� )��
1/√n

L
�� *9>>��� 9� 9<����� +� ��+��� 	�

σH,2

F � ��� ) 9��=�9� +� +�> ��� �����++� X��������� � M�
��) 9��� G���9��=�� *9������ � ���+���� +� & _T� SaU aU` & S& UbT`F + � 	�X�� �+9�� 	� >9����� L ��
9� �9��

Fn =
1√
n

n−1∑

k=0

((
nH∆Bk/n

)2 − 1
)
,

IA FA FAK

=�� �9�� +�� >9> ���� 	�
Fn

*9����X��� ���� *��N 	� +� +9�
N (0, σ2

H,2)
F 
9�� *� E���� L 9�

)��� ���+���� ��� E9�>�+� )+�� X�����+� =�� IA FA F?K L )�9���� )�� O�==� �^�� L � ���9�� , ��
(G1, . . . , Gp)

��� �� ��*���� X������� �9�> �+��� �� �� 9� �9��
rij = E(GiGj)

L 9� � L ) 9��
�9��

k1, . . . , kp ∈ N∗ L

E[Hk1(G1) . . .Hkp
(Gp)] =

{ k1!...kp!
2q q!

∑
1 ri1j1 . . . riqjq

�� ∑p
i=1 ki = 2q

���*
0 ≤ ki ≤ q

0
���9�

9� ∑
1

��� ��� �9>>� ��� +�� ��	�*��
i1, j1, . . . , iq, jq

=�� �����E9��
�K

i1, j1, . . . , iq, jq ∈ {1, 2, . . . , p}
�� �������� 	� �	

E(U) = E(V ) = 0
��

E(U2) = E(V 2) = 1
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i1 6= j1, . . . , iq 6= jq*K �+ D �

k1

��	�*��
1
L
. . .

L
kp

��	�*��
p
F

�� �) �*��+����� *���� E9�>�+� *9><����9��� �� *�� 9�
p = κ

���* +��
ki

�9�� �X��N � A L 9�
)��� L )9�� �9��

κ ≥ 3
L *�+*�+�� +� +�> ��� 	� >9> ��� 	 	9�	��

κ
	�

Fn
�� *9�*+��� =���� �
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� ��� L �� E��� L 9� ���� 	�)��� ) �� =�� �9�� *�*� ��� �����+� � �� ���� L 9� )��� I	������K
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Iq(h)
L

) 9��
h ∈ H�q L � +� E9�> � 	 	��� ����X��+� >�+��) +� 	 	9�	��

q
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n), . . . , Iqd
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\Sb�UP� U Ub *S[ �UP` Vb �U\TUVP Q *_QTS[PU �QV``[Ub
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Zn = I2(fn)

L Q�U\
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UT b STSb`
κ

(n)
r
L
r ≥ 1

L *U` \V& V *QbT` aU
Zn

- 7VRR S`Sb` 9VU
κ

(n)
2 −→ 1

9VQba
n→ ∞ - $ *SP`L

9VQba
n→ ∞L Sb Q 9V U

Zn
Loi−→ Z ∼ N (0, 1)

`[ UT ` UV *U& UbT `[
κ

(n)
4 −→ 0

- I Qb` \U \Q`L
Sb Q & �& U QVTS& QT[9VU& UbT & [UV% L 8 `Q�S[P >

sup
z∈R

|P (Zn ≤ z) − P (Z ≤ z)| ≤

√
κ

(n)
4

6
+ (κ

(n)
2 − 1)2.
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n→ ∞L
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(n)
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κ
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(n)
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κ
(n)
4
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(n)
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√

2π
(1 − z2)e−
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n→ ∞.
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t∈Z

(|t+ 1|2H + |t− 1|2H − 2|t|2H)q.

$ *SP`L 9VQba
n → ∞L

Zn
Loi−→ Z ∼ N (0, 1)

- I U R *V`L [* U% [`TU Vb U \Sb`TQbTU
cq,H

�a_R Ub )aQbT ` UV *U& UbT aU
q
UT
H

� TU* *U 9VUL R SVP TSVT
n ≥ 1

>

sup
z∈R

|P (Zn ≤ z) − P (Z ≤ z)| ≤ cq,H ×
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E(X1) = 0
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σ
√

n
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z∈R
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√
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Bk+1 − Bk
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Hq(x) = (−1)qe
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dq
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2 , x ∈ R.
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Z
�� *�++� 	�

� 	�>)9��� =��++� �����<+� �+���9���
Y

,

sup
z∈R

|P (Y ≤ z) − P (Z ≤ z)| ≤ sup
f∈F

|E(f ′(Y ) − Y f(Y ))| IA F� F&K
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C 1
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2π/4

�� ‖f ′‖∞ ≤ 1
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Y
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IA F� F^K L 9� �
E[X(h)f(X(h))] = E[f ′(X(h))]

)9�� �9��� E9�*��9�
h ∈ H

��++� =�� ‖h‖H = 1�� �9��� E9�*��9�
f : R → R

��� ��>>��� ��X�+�
�� F 89��� 9<�������9� *+� ��� =�� *����
	����
�� ��+���9� ��� �� E��� �� *�� ��
� )����*�+��� 	� +� *�+
<�� E9�>�+� 	 	����X����9� )��
)������ 	� *�+*�+ 	� ��++��� �� L � ���9�� , ) 9�� �9��� �����<+� �+���9���

Y ∈ D1,2 *������ L 9�
�

E[Y f(Y )] = E[〈DY,−DL−1Y 〉Hf ′(Y )],
IA F� FCK

9� + 	9)������� +�������
L−1 L 	���� )9�� +�� �����<+�� *������� 	�

L2(X)
�� � ��+���� 	���

D2,2 L ��� + 	������� 	� X��������� 	� ��> ��X�9�) � 	 	� ��������G+��<�*W L �9��
L
F + �� �� =�� L

)9�� �9��
Y ∈ D1,2 L + 	�N)�����9� �))��������� 	��� +� > �><�� 	� 	�9��� 	� IA F� F&K ) ���

���� ���+��� �� ��>)+����� �9�� 	 	�<9�	
Y f(Y )

)�� 〈DY,−DL−1Y 〉Hf ′(Y )
� + 	��������� 	�

+ 	��) ����*� L �� ������� �� ���+���� +� 	�����*� I�� ����
L2K ����� 1

�� 〈DY,−DL−1Y 〉H
F ��

X�����+ L 9� ) ��� I	9��K > ���� *� *�+*�+ �� 	���+9))��� 〈DY,−DL−1Y 〉H
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Y

��� 	� +� E9�> �
Iq(g)

)9�� �� *������ ������
q ≥ 2

�� ��� *������� E9�*��9�
g ∈ H�q L

�+9�� 〈DY,−DL−1Y 〉H = q−1‖DY ‖2
H

F �� )����*�+��� L �� ���+����� *���� 	����
�� ��+���9� L 9�
)��� 	�	���� 	�� <9���� ) 9�� IA F� F&K =�� �9�� ����> �>��� ��+���� �� )9��� I�� K 	� �G�9�
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)�� �G�����@ �� �??� F I89�9�� �X�+�> ��� =� 	��� ����� 	�>9�������9� 	� ����+��� 	� �G���
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H9�	�� 	� > 	��9�� E��� ��> ��=��� *� ) 9��� FK (9��

Y = g(V1, ..., Vn)
L 9�

V = (V1, ..., Vn)
���

�� ��*���� X�������
N (0, In)
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g : Rn → R

��� E9�*��9� ��X�+�
�� ��++� =�� , I�K
g
�� ��� 	����

���� 9�� ��� *�9�����*� �9����N) 9������++� � + 	����� L I��K
E(g(V )) = 0

L �� I���K
E(g(V )2) = 1

F
J +9�� L ) 9�� �9��� E9�*��9� +�)�*G��Y�����

f
L 9� � =��

E[Y f(Y )] = E[S(V )f ′(Y )]
L 9� L ) 9��

�9��
v = (v1, ..., vn) ∈ Rn L

S(v) =

∫ 1

0

1

2
√
t
E

[
n∑

i=1

∂g

∂vi
(v)

∂g

∂vi
(
√
tv +

√
1 − tV )

]
dt.
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Vi = X(hi)

L
9�

X
��� �� )�9*����� X������� ��9�9�> �+ *9������� � )����� 	 	�� ��)�*� 	� H �+< ��� 	� +�

E9�> �
H = L2(A,A , µ)

�� 9� {h1, ..., hn}
��� ��� <��� 9��G9�9�> �+� 	�

H
F �� IA F� FCK L �+

� 	�X�� 	� > 9����� =��
S(V ) = 〈DY,−DL−1Y 〉H.

IA F� F?BK

���=��

Y = g(V1, . . . , Vn)
L 9� �

DaY =
∑n

i=1
∂g
∂xi

(V )hi(a)
F � 	����� )��� L )���=��

Y��� *������ �� 	� *���� ����X��<+� L �++� �	>�� ��� 	�*9>)9����9� �� *G�9� 	� +� E9�> �
Y =

∑
q≥1 Iq(ψq)

F ��*� �>)+�=�� �� )����*�+��� =��
DaY =

∑
q≥1 qIq−1(ψq(a, ·))

F � � )+��
−L−1Y =

∑
q≥1

1
q
Iq(ψq)

	 	9� −DaL
−1Y =

∑
q≥1 Iq−1(ψq(a, ·))

F � ��������� L �9��
Tz

L
z ≥ 0

L
+� ��> ��X�9�)� 	 	� ��������G+��< �*W L 	9�� + 	�*��9� ��� +�� �����<+�� �+���9����

F ∈ L2(X)��� 	9���� )��
Tz(F ) =

∑
q≥0 e−qzJq(F )

F �� )����*�+��� L 9� )��� �*����
∫ 1

0

1

2
√
t
Tln(1/

√
t)(DaY )dt =

∫ ∞

0

e−zTz(DaY )dz =
∑

q≥1

1

q
Jq−1(DaY )

=
∑

q≥1

Iq−1(ψq(a, ·)) = −DaL
−1Y.

� ���+�> ��� L �� ���+����� +� E9�>�+� 	� ��G+�� I�9�� ��C L E9�>�+� I?F%� K�K L * 	������	 ���

Tz(f(V )) = E
[
f(e−zv +

√
1 − e−2zV )

]∣∣
v=V

,
9� 9<�����

∫ 1

0

1

2
√
t
Tln(1/

√
t)(DaY )dt =

n∑

i=1

hi(a)

∫ 1

0

1

2
√
t
E
[ ∂g
∂xi

(
√
t v +

√
1 − t V )

]
dt
∣∣
v=V

.


�� *9���=���� L

〈DY,−DL−1Y 〉H =

〈
n∑

i=1

∂g

∂xi
(V )hi,

n∑

i=1

∫ 1

0

1

2
√
t
E
[ ∂g
∂xi

(
√
t v +

√
1 − t V )

]
dt
∣∣
v=V

hi

〉

H

= S(V ).
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ν > 0

L UT ` S[T
Rν

Vb U �QP[Q<*U Q *_QTS[PU P_U* *U QdQbT R SVP ( Sb \T[Sb
\QPQ\T_P[`T[9V U

E
(
eiλRν

)
=

(
e−iλ

√
1 − 2iλ

)ν

, λ ∈ R.
IA F% F??K

� [% Sb` Vb UbT[UP )���
q ≥ 2

L UT R S`Sb`

cq :=
1

(q/2)!
(

q−1
q/2−1

)2 =
4

(q/2)!
(

q
q/2

)2 .

$ *SP`L R SVP TSVTU `V[TU {fn}n≥1 ⊂ H�q �_P[' QbT

lim
n→∞

q!‖fn‖2
H⊗q = lim

n→∞
E
[
Iq(fn)2

]
= 2ν,

*U` `[% Q`` UPT[Sb` `V[�QbTU` ` SbT _9V[�Q *UbTU` >
I�K 9VQba

n→ ∞L *Q `V[TU {Iq(fn)}n≥1

\Sb�UP� U Ub *S[ �UP`
Rν

5
I��K

limn→∞E[Iq(fn)3] = E[R3
ν ] = 8ν

UT
limn→∞E[Iq(fn)4] = E[R4

ν ] = 48ν + 12ν2 5
I���K

limn→∞E[Iq(fn)4] − 12E[Iq(fn)3] = 12ν2 − 48ν
5

I�� K
limn→∞ ‖fn⊗̃q/2fn − cq × fn‖H⊗q = 0

UT
limn→∞ ‖fn⊗̃rfn‖H⊗2(q−r) = 0

L R SVP \�Q9VU
r = 1, ..., q − 1

TU* 9VU
r 6= q/2

5
I� K

limn→∞ ‖fn⊗̃q/2fn − cq × fn‖H⊗q = 0
UT

limn→∞ ‖fn ⊗r fn‖H⊗2(q−r) = 0
L R SVP \�Q9VU

r = 1, ..., q − 1
TU* 9VU

r 6= q/2
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I� �K 9VQba
n→ ∞L ‖D[Iq(fn)]‖2

H − 2qIq(fn) −→ 2nν
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Rν
Loi
= 2Gν/2 − ν
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ν/2

L * 	������	 ��� =��
Gν/2

�	> ��

g(x) =
x

ν
2
−1e−x

Γ(ν/2)
1(0,∞)(x)
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Γ
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ν ≥ 1
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Fn = δq(un)
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un
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H
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X
L �� 9�

q ≥ 1
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Fn
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Fn

*9����X� I	��9�� ���<+�> ���K ���� ��
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+� E9�> �
Y = 1 + I2(f2) + . . . + I2q−2(f2q−2)

L �9��
N ∼ N (0, 1)

��� �����<+� �+���9���
��	�) ��	���� 	�

Y
L �� ��))9�9�� =�� +� �����

Iq(fn)
�����E���� 	�� *9�	���9�� �	�=�����

	� �9�> �+�����9� � �����+ ) 9���< +� 	 	���9 *��� � *G�=��
fn

�� � *G�=��
r = 1, . . . , q − 1

	��N
*9����*��9�� X�����+����� L 	 ��9��

fn⊗∗
q−rfn

��
fn⊗∗∗

q−rfn

L 	� ��++� �9��� =�� +�� 	��N ��+���9��

fn ⊗∗
q−r fn −→n→∞ g2r

��
fn ⊗∗∗

q−r fn −→n→∞ 0, ∀r = 1, . . . , q − 1,

�>)+�=���� =��
Iq(fn)

*9����X� ���<+�> ��� ���� √
Y ×N � M� ������+ �%A� 	9��� 	�� ����+����
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fn ⊗∗
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��
fn ⊗∗∗
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Vb U `V[TU aU �QP[Q<*U` Q *_QTS[PU` aU *Q ( SP& U
Fn = δq(un)

L S�
*U`

un

` SbT aU` �QP[Q<*U` Q *_QTS[PU` 8 �Q *UVP` aQb`
H

UT ` SbT & U`VPQ<*U` RQP PQRR SPT 8
X
L UT

S�
q ≥ 1

U`T Vb UbT[UP ' % _- 7VRR S`Sb` aU R *V` 9V U *Q `V[TU
Fn

U`T <SPb _U aQb`
L1 L UT 9VU >

�[� 〈
un, (DFn)⊗k1⊗̃ . . . ⊗̃(Dq−1Fn)⊗kq−1⊗̃f1⊗̃ . . . ⊗̃fr

〉
H⊗q

\Sb�UP� U �UP` 1 _PS aQb`
L1 L R SVP

TSV` UbT[UP`
r, k1, . . . , kq−1 ≥ 0

TU*` 9V U
k1 + 2k2 + . . .+ (q− 1)kq−1 + r = q

L UT TSVTU`
( Sb \T[Sb`

f1, . . . , fr ∈ H
5

�[[� 〈un, D
qFn 〉

H⊗q

\Sb�UP� U aQb`
L1 �UP` Vb U �QP[Q<*U Q *_QTS[PU R S`[T[�U

S2 -
$ *SP`

Fn

\Sb�UP� U `TQ<*U& UbT �UP` Vb U �QP[Q<*U Q *_QTS[PU QdQbT R SVP ( Sb \T[Sb \QPQ\T_P[`T[9VU
E
(
e−

λ2

2
S2)
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F O9�� 	 	�<9�	 L �9�� ��9�� ����9	��� +� 	������9� �������� ,
� 1
� 3/3�� � ?� ?
 ? 7 S[UbT

x, g ∈ Cγ
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L Sb bSTU
Γt*U \SVR *U
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- Fb a[T 9V U
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2 ([0, 1]; R)
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C 1 UT TSVT
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Iε(f) =

∫ 1
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2
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ε
du+

1

ε
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f ′(xu)Au,u+εdu.
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xt = x0 +

∫ t

0
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∫ t

0

b(xs)ds, t ∈ [0, 1],
I� F� FAK
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δut
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∫ t

0

σ(r, xq
r)dgr +

∫ t

0

∫

U

b(r, xq
r, a)qr(da)dr.
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σ
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U
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J
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q
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0

∫
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`(r, xq
r, a)qr(da)dr.
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J(q∗) = inf
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q∈V
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# L �9�� )+�� G���K =�� �9�� ��9�� ���� �� 	��� �!!/@" 
� #
)9�� ���9�	�� ��� �� E L =���	 +� )���> 
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1/2
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xt = a+

∫ t

0

σ(xs)dgs, t ∈ [0, 1],

9�
σ : R → R

��� ��))9��� 	� *+����
C 1 �� <9���� ����� =�� �� 	������ L �� 9�

g
�))�������

� Cγ
1 ([0, 1]; R)

L ) 9�� �� *������
γ > 1/3

I�N� ��� E9�� )9�� �9���K F (�))9�9�� L )9�� +�
>9> ��� L =�� + 	����X��+� *9����

g
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=� 	9� � ��� �� 	 	��9�� � 	��)9����9� =���	 9� >���)�+� ��� ����X��+� F J +9�� L �)�
� ��9��
�9��

(δx)st = xt − xs

L �9�� 	����9�� ��9�� L ) 9��
0 ≤ s < t ≤ 1

,

(δx)st =

∫ t

s

σ(xv)dgv

= σ(xs)(δg)st +

∫ t

s

(
σ(xv) − σ(xs)

)
dgv

= ζs(δg)st + rst,

���*
ζs = σ(xs)

<9��� �� �))�������� � Cγ
1 ([0, 1]; R)

F � � )+�� L 9� )��� ����9���<+�> ���
��))9��� =��

rst =
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s

(
σ(xv) − σ(xs)

)
dgv

�))������� +� � � C2γ
2 ([0, 1]; R)

F � �*�)�9=��>��� L
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z : [0, 1] → R
��� E9�*��9� 	� +� E9�> �

(δz)st = ζs(δg)st + rst,
���*

ζ ∈ Cγ
1 ([0, 1]; R)

��
r ∈ C2γ

2 ([0, 1]; R).
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δ

∫
zdg

)

st
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∫ t

s

zvdgv = zs(δg)st +

∫ t

s

(δz)svdgv

= zs(δg)st + ζs

∫ t

s

(δg)svdgv +

∫ t

s

rsvdgv

= zs(δg)st + ζs g2
st +

∫ t

s

rsvdgv,

���*
g2
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s
(δg)svdgv
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zvdgv

L 9� �9�� ,
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δg2 = δg ⊗ δg,
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(δg2)sut

]
(i, j) = [δgi]su[δg

j]ut, s, u, t ∈ [0, 1], i, j ∈ {1, . . . , d},
S�L R SVP Vb U ( Sb \T[Sb

h
8 aUV% �QP[Q<*U`L Sb bSTU

(δh)sut = hst − hsu − hut
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f
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(δf)st = ft − fs
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xt = ξ0 +

∫ t
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σ(xs, xs−r1, . . . , xs−rk

)dgs, t ∈ [0, 1],
xt = ξt, t ∈ [−rk, 0].
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ξ
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L Vb U ( Sb \T[Sb
g2(v) ∈ C2γ
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δg2(v) = δgv ⊗ δg,
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j]ut, s, u, t ∈ [0, 1], i, j ∈ {1, . . . , d}.
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