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INTRODUCTION






I - LES OBJECTIFS

Notre travail se situe dans le domaine de recherche que constitue
1'étude des comportements heuristiques. C'est a dire 1'étude des comportements
mis en jeu lors de la résolution de problémes, en considérant ce dernier mot

avec son acception 1a plus large.
On peut considérer dans ce domaine deux grands types de travaux :

- Ceux dont 1a finalité est la découverte, 1a description et
1'explication des mécanismes intellectuels et de leurs articulations dans la
démarche qui conduit un individu a 1a solution d‘'un probléme.

- Ceux dont la finalité est de proposer des méthodes qui permettent
de résoudre des problémes, soit pour les diffuser, soit pour les utiliser a
la démonstration automatique.

Nos préoccupations sont celles d'un enseignant, et nous rattachons notre travail
au premier type. Cela ne signifie pas que nous perdions de vue les applications,
mais nous pensons que la connaissance approfondie du fonctionnement intellectuel
de 1'éléve est un préalable nécessaire & une conception scientifique de

1'enseignement.

IT - LES PRINCIPALES APPROCHES

Nous avons abordé cette recherche par un tour d'horizon des méthodes
utilisées dans les travaux historiques ou contemporains [ 4 1. Outre les
finalités, nous distinguons deux facteurs discriminants : la méthode et le choix
du modéle sous-jacent aux interprétations. Nous ne cherchons pas, dans les pages
qui suivent, a faire une étude exhaustive mais a dégager les principaux
courants de recherche en les illustrant par les travaux les plus importants.



II-1. L'introspection

Historiquement 1'introspection caractérise les premiéres approches.
A 1'image de DESCARTES [ 14 ] dans "fLe discourns de La méthode", il s'agit de
recherches poursuivies par des scientifiques se préoccupant du fonctionnement
de leur propre pensée. Un exemple célébre est la conférence de POINCARE 3 1la
Société de Psychologie de PARIS en 1908 (voir [ 46 1).Plus tard HADAMARD essaie
une étude plus générale, en s'appuyant en particulier sur une "Enquéte sun
Les méthodes de travail des mathématiciens". Cependant 1'analyse qu'il fait
reste largement introspective, et cela délibérément car les approches dites
objectives ol 1'expérimentateur est différent du penseur, ol 1'observation et
la pensée n'interférent pas, lui semblent donner "des nenseignements indirects
dont on ne déchiffre pas facilement La signification” (22] pl4).

Certains travaux contemporains font encore une large part &
1'instrospection, ils sont dominés par 1'oeuvre de Georges POLYA (171, (381, [491).
A la différence de ses prédécesseurs que nous pouvons rattacher au premier type
- de finalité, le souci de POLYA est d'abord pédagogique : proposer des moyens
d'enseigner 1a résolution de problémes, permettre 1'amélioration des aptitudes
dans ce domaine. I1 ne résiste cependant pas 3 la tentation de donner un modéle
du "comment nous pensons", et de proposer un schéma pour Tequel i1 a la prudence
d'avertir qu'il faut le "prendre pour ce qu' (i) vaut" ([48] p247) :
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POLYA n'explique pas sur quoi i1 fonde sa description. En fait i1 nous livre

les résultats "d'une Longue et sénieuse dtude des méthodes de nésolution” centrée
sur son expérience personnelle de la résolution des problémes. On ne peut
considérer qu'il décrit autre chose que son propre "comportement mental” ((4g p 255)

II-2. Les méthodes de type expérimental

Les travaux les plus récents ont pour la plupart abandonné
T'introspection pour 1'étude des comportements heuristiques au profit de méthodes
de type expérimental. Il1s sont caractérisés, bien sir, par la dissociation de
1'observateur et de 1'observé, mais surtout par la dialectique expérimentale :
construction d'hypothéses / expérimentation vérificatrice. Ces méthodes exigent
du chercheur une réflexion préalable sur 1'objet de son étude et la définition
d'une problématique car "une bonne expérience n'est jamais institube que pour
népondre & une question, et pour qu'une question soit bien poste il gaut pouvoir
La situer dans un ensemble de probLemes" (PIAGET [151).

L'élaboration d'une problématique est fortement 1iée au choix d'un
modéle, éventuellement révisable au fil de la recherche, qui sera sous-jacent
a 1'interprétation des faits observés. Les différences dans les choix du modéle
sont de ce fait aussi fondamentales que les différences méthodologiques. C'est
relativement a ces deux caractéres que nous nous intéressons aux approches
suivantes qui nous paraissent caractéristiques et illustrant bien les principaux

courants contemporains.

II-2.1. Les travaux soviétiques

Les travaux soviétiques, dont nous avons pris connaissance
essentiellement par les "Soviet Studies in the psychology of Learning and teaching
mathematics” ([601, [611, [62]) se rattachent a deux types de méthodes. Les
méthodes expérimentales classiques ol 1'expérience se déroule sans intervention
de 1'expérimentateur, en utilisant des groupes expérimentaux et des groupes
témoins (BRUSHLINSKII [9 1).



L'autre type de méthode consiste en des interrogations individuelles des éléves
au cours desquelles 1'interrogateur intervient dans le but de répondre a des
questions précises qu'il s'est fixé & 1'avance (TALYZINA [ 541). L'existence d'un
modéle sous-jacent & ces recherches n'est pas toujours évidente, TALYZINA conduit
“sa recherche pour répondre & des questions qu‘elle s'est posée & la suite d'une
observation préliminaire des difficultés de trois étudiants a résoudre des
probiémes de géométrie. D'autres approches explicitent des principes théoriques
a priori, par exemple sur les conditions du développement de 1'enfant
(SHCHEDROVITSKII-YAKOBSON [ 521), nous avons &té particuliérement intéressés par
BRUSHLINSKIT qui pose les bases d'un modéle des activités de la pensée ; la
“résolution d'un probléme est le produit d'un processus intellectuel dont les
opérations élémentaires doivent &tre conjecturées a partir de faits observables
tors de la résolution (£91). Le matériel expérimental (les probiémes choisis)
“est en général de type scolaire.

Les travaux de V.A. KRUTETSKII [33 ] se distinguent a la fois par la
diversité des méthodes utilisées et 1°'approche historico-critique du sujet.
L'objet de son &tude est plus vaste que celui qui nous intéresse ici puisqu'il
s‘agit d'aptitudes aux mathématiques. L'originalité de son approche est le
doublement d'une méthode expérimentale classique par des &tudes ou observations
non expérimentales : questionnaires adressés a des enseignants et a des
mathématiciens professionnels afin de relever Teur point de vue sur ce que
peut @tre une aptitude aux mathématiques, analyse des biographies de
mathématiciens et physiciens fameux. La population scolaire sur laquelle porte
1'étude est composée de trois sous populations dont les individus sont
respectivement : les bons en mathématiques (capable pupils), les moyens en
mathématiques (average pupiis), les mauvais en mathématiques (incapable pupils).
A ces éléves sur lesquels porte 1'étude expérimentale, KRUTETSKII ajoute des
€léves présentant des talents particuliers en mathématiques (mathematically
gifted pupils) avec lesquels i1 poursuit des entretiens a partir du méme matériel
expérimental. Ce matériel expérimental est constitué de problémes dont la forme
est analogue & ceux que les &léves peuvent rencontrer d 1'école. Ces problémes
ont &té congus non pour mesurer des aptitudes mais pour en analyser les structures,
pour mettre en évidence les aspects qualitatifs de 1a solution. L'attention est
centrée sur la description du processus de résolution. ([331 p97).



Le deuxiéme aspect important de cette approche est 1'analyse historico-critique
qui a précédé 1'investigation et lui sert de base. A partir de cette analyse,
KRUTETSKII décompose 1'aptitude aux mathématiques en aptitudes é&lémentaires

(£331 pp 87-88 ) telles que : 1'aptitude & isoler la forme du contenu, 1'aptitude

a opérer sur des symboles,etc...
Pour 1'essentiel ses objectifs sont de dégager les différentes formes de

1'aptitude aux mathématiques (structures of abilities) et 1'évolution de leurs
manifestations aux différents niveaux scolaires depuis le pré-élémentaire.

I1-2.2. PIAGET et 1'approche génétique

La méthode clinique, dont 1'application & la psychologie est 1'oeuvre
de PIAGET, refuse de "s'astrneindre & présenten des problemes standarndisés, des
questions au vocabulaine §4xé une fois pour toutes, et (préfene) au contiaire,

a partin d'idées directrices prnécises, adapten Les expressions et au bescin

Les situations elles-memes aux réponses, aux attitudes et au vocabulaire méme

du sujet". (L571 p 68 ). Par son questionnement PIAGET cherche & "découvnin
quelque chose sur Les processus de naisonnement qui se (trouvent) dewridne Les
néponses justes, avec un inténét particulier poun ceux que {cachent) Les

néponses sausses” (1) "{C')est une mise en question systématique des afgirmations
du sujet, non pour mesurer La solLidité de ses convictions, mais pour saisin son
activite Logique profonde, non pas seulement ses penfonmances fonctionnelles et
ses choyances spontanées, mais La sthucture caractérnistique d'un centain stede

de développement". (2)

Le questionnement, bien qu'il n'ait pas été programmé a 1'avance, n'est
pas le fruit de spéculations arbitraires de 1'observateur. I1 est fondé sur un
modéle. La pensée est opératoire et ses opérations ne sont pas isolées mais
constituent un ensemble structuré, un systéme.

(1) (111 p7 3 (2) (571 p 75



L'idée centrale des travaux de PIAGET, et qui constitue 1'essence de la
psychologie génétique, est que la connaissance de la construction de cette
structure au cours du développement de 1'enfant permet celle de son état final,
“la pensée adulte. Cette approche a conduit PIAGET a mettre en évidence des
plateaux (ou stades), correspondant a des états de stabilité dans 1°'évolution
de 1a pensée. Il ne faut pas voir 1a un modéle statique, en effet 1'évolution
de 1'enfant est un processus dynamique, les stades ne sont que des points de
‘repére dans ce processus qui, en fait, conduit "de centa.ns états

d'équilibre approché a d'autres, qualitativement différents, en passant pan de
multiples déséquilibres et nééquilibrations" (4371 p9).

Ainsi pour les psychologues de 1'école genevoise le probléme est
d'établir les lois réelles des opérations de la pensée et de les expliquer,
~c'est-a-dire non pas les fonder (au sens d'analyser leur validité formelle)
mais exclusivement de comprendre et de reconstituer génétiquement. Les travaux
--de PIAGET portent moins sur 1'étude des comportements heuristiques que sur la
nature des opérations logiques et leur structure d'ensemble, ils prouvent
1'existence d'une logique du sujet.

I1-2.3. NEWELL et SIMON, et 1'intelligence artificielle.

Les travaux de NEWELL et SIMON sont centrés sur 1'étude de 1a

* résolution de problémes par des adultes. Leur développement est trés fortement
1ié & celui de 1'informatique et en particulier d celui de 1'intelligence
artificielle. Ainsi le support théorique de ces travaux est-il fondé sur
1'hypothése que, du point,de vue de ses activités intellectuelles, 1'homme

est un systéme de traitement de 1'information. L'essentiel du modéle ainsi

‘déterminé peut se résumer dans les propositions suivantes (L381 p 789 ).

-Seule une petite partie des caractéristiques générales du STI* humain
est invariante d'une tdche & 1'autre, d‘un chercheur a 1‘autre.

* Systéme de traitement de 1'information.



- Ces caractéristiques sont suffisantes pour déterminer que
1'environnement de la tdche est représenté comme un espace probléme et que
la résolution a lieu dans cet espace probléme.

- Les structures de 1'environnement de la tdche déterminent les
structures possibles de 1'espace probléme.

- La structure de 1'espace probléme détermine les programmes quib

peuvent étre utilisés pour la résolution.

Cette approche informatique détermine le matériel expérimental, il
s'agit de problémes de type combinatoire bien adaptésau traitement automatique :
les puzzles arithmétiques, ou cryptarithmétiques, parmi lesquels le fameux
DONALD + GERALD = ROBERT dont on trouvera une &tude trés fouillée dans les
travaux de GROSSEL [21] ; le calcul des propositions ; les problémes d'échec.

NEWELL et SIMON confrontent leur théorie a la réalité, s'efforgant
de mesurer et cataloguer les comparaisons. Le processus de validation est moins
expérimental qu'empirique, le modéle est conféré a 1'analyse de protocoles
verbaux. Cette technique, affirment-ils, est le label (hallmark) d'une approche
par les systémes de traitement de 1'information (information processing approach).(l)

Pour cette école américaine, expliquer le comportement heuristigue
d'un sujet c'est décrire les manipulations d'information & un niveau tel qu'un
simple interpréteur (au sens informatique) puisse transformer cette description

en un processus effectif de réso]ution.(l)

(1) [38] pp 11-12



ITT - NOTRE ANALYSE ET SES CONSEQUENCES

III-1. Le choix d'un contexte

Nous avons, au paragraphe I, indiqué a quel type d'objectif nous
rattachions notre travail. En fait, et le paragraphe II le montre, cela est
insuffisant pour nous situer. Dire que 1'on veut contribuer a une explication
des mécanismes intellectuels, suppose que 1'on a donné un sens déterminé au
substantif "explication". Si nous prenons le dictionnaire, expliquer c'est
"faine connaitre £a naison" (Larousse), plus précisément expliquer "une néalité
quefeonque (...) c'est montren qu'elle est nécessaine” ([451p7).

En ce sens la théorie proposée par NEWELL et SIMON ne nous parait pas
étre explicative des comportements heuristiques, car elle n'en dégage pas le
caractére de nécessité. Elle est par contre descriptive, dans un sens trés fort
puisqu'ils exigent que 1a description soit suffisante pour la reconstitution
opérationnelle du processus qu'elle recouvre. Cette théorie est actuellement
incapable de fournir un modale explicatif, en effet elle devrait pour cela étre
déductive c'est-a-dire &tre définie a partir d'objetset de régies de construction.
Or, si les objets (espace probléme, programmes) sont définis, Tes régles de
construction (détermination de 1'espace probléme, mécanisme de sélection ou
de construction des programmes de résolution) ne le sont pas, seule leur
existence est affirmée. ([38] p 790). L‘ekposé de Human Problem Solving n'est
pas une explication mais une description des comportements de résolution,
particuliérement adéquate aux types de problémes que les auteurs ont choisis

d'étudier.

L'approche'génétique fournit, au contraire, un contexte théorique qui
permettra de construire un modéle explicatif des comportements heuristiques.
Nous justifions cette affirmation en relevant deux traits fondamentaux de
cette approche. Les comportements intellectuels de 1'adulte ne sont pas
envisagés directement, ou comme une entité propre, mais comme conséquents du
développement de 1'enfant ; ainsi 1a nécessité génétique confére le
caractére explicatif.



Le deuxiéme trait, qui en fait est un corollaire du précédent, est que le
modéle ainsi construit décrira Tes comportements de résolution relativement
a une logique du sujet et non & une théorie logique déterminée a priori,

qui fournit un vocabulaire de description, mais qui lui est &trangére.

De 1'approche de KRUTETSKII nous ne retiendrons pas le principe d'une
étude, pour ainsi dire orthogonale & 1'approche génétique puisqu'elle cherche
a dégager les caractéres d'une aptitude aux mathématiques dans la comparaison
des démarches d'éléves d'une méme tranche d'dge mais réputés forts, moyens ou
faiblesdans cette discipline. Rappelons que ce travail débouche sur 1'hypothase
de 1'existence d'une boite noire ("an acceptor of a mathématical opération")
qui serait le noeud de 1'aptitude & résoudre des problémes ; cette boite noire,
produit d'une pensée mathématique généralisée, serait bien développée chez les
€leves bons en mathématique et quasiment absente chez ceux qui sont plus faibles.
KRUTETSKII exprime enfin son projet de découvrir les conditions de formation
de cette boite noire et d'en exhiber le contenu et le fonctionnement.
N'est-ce pas 1a, en fait, un projet d'étude de la formation des connaissances
mathématiques et de leur structuration ?

Dans 1'immédiat, nous retiendrons de ces travaux la diversité des
approches, et 1'é€laboration d'un matériel expérimental de type scolaire.

Nous allons dans la suite préciser 1'objet de notre travail et
décrire 1'outil que nous avons congu pour 1'&tude des raisonnements naturels.

IIT-2. Précisions sur 1'objet de notre étude

I11-2.1. Etudier des résolutions de problémes mathématiques...

Les situations problématiques ne sont pas le privilége d'un domaine
particulier, on est susceptible d'en rencontrer 3 tout instant de la vie
quotidienne.



La résolution de problémes fait partie de 1a pédagogie de Ta plupart des
disciplines et le choix des mathématiques vient de notre participation
a leur enseignement et du rdle essentiel qu'y joue cette activité.

Cependant nous n'envisagerons pas n'importe quel type de problémes
mathématiques. En particulier nous nous défions des problémes qui présentent
des situations familiéres, ou se rapprochant du réel, et qui ajoutent aux
difficultés proprement mathématiques des difficultés dues 3 la modélisation,
ou simplement la difficulté d saisir la réalité qui est présentée, comme
en témoigne une anecdote rapportée par J. ADDA ([ 17 p 18).

"Des colfegues de Bretagne m'ont raconté qu’ils ont fait £'expénience
de prnésenter deux problemes "analogues" (au sens de : mémes valeurs numérniques,
méme structure Ayntaxique des questions) sur La numération : dans Le premien
exercice, (£ 5'agissait d'appartements negroupés par immeubles, blocs, HLM,
dans £'autre d'antichauts reghoupés pan cageots, palettes, camions. Ces deux
problemes ont été présentés d'une parnt d des enfants d'une zone urbaine de
"grands ensembles" et d'autre part, dans une écofe rurale d'une négion
productrice d'antichauts dans chaque cas Les enfants ont quasiment tous
népondu correctement au probleme dont Les donndes Leun étaient familizrnes et

-~

n'ont "nien compais" d celui qui traitait d'objets inconnus”.

Nous nous limiterons donc aux problémes énoncés dans le langage des
mathématiques que les &léves apprennent au cours de leur scolarité. Nous
veillerons aussi & ce que la formulation soit assez claire pour que 1'on soit
sir que 1'étude porte sur une activité de 1‘esprit liée a la résolution du

proQIéme proprement mathématique.

Nous allons préciser encore les types de probiémes mathématiques que
nous distinguons, non par leur contenu mais par leur forme et leur situation
relativement aux connaissances de 1‘éiéve.

10.



11.

- Les problémes pour lesqueis1'@léve connait une solution type. ou pour

Tesquels un algorithme de résolution a été enseigné.

Par exemple trouver 1'inverse, si il existe, de telle matrice 3.
coefficients réels, pour des étudiants de 1'université ; ou encore trouver
la solution d'une équation du second degré pour des éléves du deuxidme cycle
du second degré. En terme d'activité intellectuelle, ce type de probléme ne
renvoie qu'a 1'exécution d'un calcul bien déterminé, non & un raisonnement.

- Les problémes, que POLYA appelle "a démontrern", pour lesquels
1'éléve ne posséde pas de modéle, ou d'algorithme de résolution. I1 s'agit de
confirmer ou de réfuter une affirmation a partir d'un certain nombre d'é&noncés
que 1'on appelle les données du probléme. Les énoncés de ces problémes sont le

plus souvent de la forme : montrer que si...alors... — par exemﬁ]e .

Montrer que si une partie du plan admet deux centres de symétries

distincts, alors elle admet une infinité de centres de symétrie.
Parfois les données sont implicites comme dans 1'é&noncé suivant :

Montrer qu'il y a une infinité de nombres premiers.

En fait on peut toujours ramener ce type d'énoncé au précédent au
sacrifice du style, en dégageant les données (E est 1'ensemble des nombres

premiers) et la conclusion (E est infini).

- Les problémes, que POLYA appelle "a nésoudre", pour lesquels 1'éléve
ne connait pas a 1'avance la marche & suivre pour découvrir 1'inconnue qui

peut &tre un énoncé ou un objet mathématique. C'est souvent le cas des problémes

de lieu géométrique. Ce type de probléme exige de 1'éléve a la fois 1'intuition
de la solution et un raisonnement afin de fonder la solution avancée.



12.

I1 est bien clair que nous n'utiliserons pas les probiémes du
premier type qui réduisent 1'activité de pensée a 1'exécution d'un calcul,
parmi ceux qui requiérent 1'élaboration d'un raisonnement nous nous Timiterons
aux problémes dits "a démontren”. En effet la démarche intellectuelle 1iée aux
problémes du troisiéme type est double : d'une part conjecturer la solution a
partir d'indices éventuellement mis en évidence par une activité raisonnante,
d'autre part établir le raisonnement qui fonde ce que 1'intuition n'a fait que
rendre probable. De plus, on peut imaginer qu‘au sein de 1a pensée ces deux
activités agissent 1'une sur 1'autre : le raisonnement infirme la solution
pressentie mais, par les défauts mémes mis en évidence, donne des indices
pour une autre voie ; ou 1'intuition d'une solution contient en méme temps
1’intuition de la preuve sans que 1'on puisse faire la part de 1'une et de 1'autre.

Aussi, il nous semble plus prudent, actuellement, de ne se préoccuper
que .des problémes & démontrer ne mettant en jeu que la construction d'un
raisonnement mathématique, cheminement d'une famille d'énoncés vers un énoncé
donné. Ceci ne signifie pas que 1'intuition est &cartée de 1'activité de
pensée étudiée, elle est en fait étroitement liée au raisonnement "A.inon
comient auwradit-on su chodisdin, a chaque pas, parmi toutes Les constructions
symboliques permises, La construction pertinente ?" (BLANCHE [5]1 p 37)

Pour résumer :

Les problémes dont nous observerons 1a résolution, seront la demande
clairement formulée & 1'@léve d'établir 1a vérité ou la fausseté d'un énoncé
mathématique a partir d'un ensemble (éventuellement vide) d'énoncés que nous
appeilerons données du probléme.
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I11-2.2. ...Par des personnes parvenues au stade hypothétice-déductif...

Dés le début de sa scolarisation tout individu est susceptible de
rencontrer des problémes mathématiques. Cependant, nous ne remonterons pas
jusque 1a, en effet nous savons aujourd'hui [40] que les processus intellectuels
mis en jeu pour les résoudre ne sont pas de la méme nature chez 1'enfant de
1'école primaire et chez 1'adolescent, et donc a fortiori chez 1'adulte.

Les mots utilisés par PIAGET pour les désigner sont assez clairs : "pensde
operatoine concrete" pour 1'enfant, "pensée gformelle” pour 1'adolescent.

Plus précisément 1'enfant du niveau concret correspond a la tranche d'age

de 7-8 & 11-12 ans, la tranche d'dge 12 & 14-15 ans est marquée par la mise en
place d'un systéme de pensée formelle. Ce systéme se caractérise selon PIAGET
par le fait de porter non plus sur des objets mais sur des propositions, d'étre
combinatoire, de constituer "un systéme d'opérations a La seconde puLAbance"(l)
et enfin de subordonner le réel au possible ([3gl, troisiéme partie). Nous ne
nous attacherons pas au dernier aspect, étant donné la nature des problémes que
nous utiliserons, nous conserverons les autres et dirons en résumé que la pensée
formelle se caractérise par la construction d'un systéme hypothético-déductif sur
les propositions. Notre but étant d'étudier des comportements heuristiques lors
d'activités mathématiques abstraites, nous nous plagons au-dela de la genése

de la pensée formelle en prenant nos échantillons dans la population des éléves
du deuxiéme cycle du second deqré, ou a 1'université. ‘

ITI-2.3. ...exprimées par un discours.

La constitution de corpus pour 1'étude de comportements heuristiques
semble é&tre, actuellement, en butte a une certaine surenchére quant au choix
des observables. Ce peut &tre aussi bien des attitudes que des productions :
déplacement de 1'oeil au cours de la lecture des données, film des expressions
corporelles au cours de la recherche, enregistrement de sons, enfin des
brouillons (traces écrites) ou des rédactions.

(1) "Les operations concrites sont des opérations a La premidre puissance en ce
sens qu'elles porntent dirnectement sun Les objets : telle est pmn exemple La
construction des nelations entrne éLéments donnés.... Les opdrations internphoposi-
tionnelles portent sun des enoncés dont Le contenu intrhapropositionnel consiste
en operations de classes et de nelations". ([4Q p 222-223)
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Autrement dit des faits et des discours. A notre avis les informations du
premier groupe : les faits, ne peuvent jouer qu'un rdle d'informateurs
complémentaires. Par exemple, toute manifestation factuelle (il sursaute)

fie pourra prendre de signification qu'accompagnée d'un discours écrit ou

oral (i1 énonce une proposition) et c'est 1'étude de ce discours qui primera
ie fait dans 1'analyse de la pensée. Par ailleurs, il nous semble que la prise
en compte de 1'expression corporelle spontanée risque de conduire a 1'analyse
de faits plus liés a la personnalité de 1'individu qu'a la nature de sa pensée.
Pour résumer nous reprendrons 1'affirmation de R. BLANCHE ({5] p220) :

"Un travail de pensée que £'on croit reconnaitre dewiidne un comportement ne
prend La forme d'un naisonnement qu'une fois traduit, tant bien que maf, en
un discouns, en un fLangage". 1

Alors que pour 1'étude de la genése de la pensée logique, le recours
au seul langage est fondamentalement inadéquat, de par la réalité des stades
pré-opératoires et opératoires concrets, au-deld i1 ne devient plus que
techniquement imparfait. En effet, 1a pensée formelle se caractérise (entre autres)
par une combinatoire sur les propositions et non sur les objets, i1 est alors
naturel en se plagant & quelques temps de sa genése d'aborder son observation
par le biais du discours.

L'étude des comportements heuristiques au travers du langage est une étude au
travers d'un écran, dont on peut essayer d'estimer 1‘opacité. En tout état de
cause on peut envisager de le neutraliser, mais sirement pas espérer le
supprimer.

IV - PRESENTATION D'UN OUTIL POUR L'ANALYSE DE DEMONSTRATIONS NATURELLES

IV-1. Logique formelle et raisonnement.

Rappelons, de fagon rapide, ce qu'est un systéme formel :

a) i1 a pour objet de manipuler des configurations de signes construites

-

suivant des régles bien définies a 1‘avance.
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b) i1 permet de passer d'une configuration de signes a une autre en
utilisant des régles préalablement définies, sans considérer autre chose que
des signes.

Ce qui caractérise donc un systéme formel c'est la manipulation de
signes, oude configurations de signes, en tant qu'objets et non en tant que
signifiants. Par opposition on dit d'un systéme dans lequel on considére, dans
une certaine mesure, la signification des symboles, qu'il est naif. C'est dans
ce sens que nous dirons de la logique des éléves qu'‘elle est naive. Notons
que ceci ne signifie pas qu'elle ne soit pas abstraite ou (et) symbolique.

Nous avons dit plus haut que la pensée formelle se caractérise, entre autres,

par la constitution d'un systéme hypothético-déductif sur des propositions, ou
plutét des énoncés verbaux. La Togique qui se constitue ainsi est une logique
naive, en effet le passage d'une proposition & une autre ne se fait pas par
1'application aveugle d'une régle ; c'est bien le contenu significatif des
énoncés qui permet de pronostiquer un énoncé successeur, la régle servant

a eétablir ce que 1'intuition a annoncé. La pensée formelle ne recouvre donc pas
un systeme formel, mais un systéme abstrait permettant la manipulation de symboies
ou de groupes de symboles exprimés par un énoncé. Une inférence consistant &
passer d'un énoncé ou un groupe d'énoncés a un autre, raisonner c'est

articuler les inférences. Exprimé dans un discours, le raisonnement apparait
comme un calcul sur les énoncés, "et, 54 ce caleul demeure L{Z au Langage courant
dans La pensée des sujets, iL peut &trne exprimé symboliquement grdce & £'algebnre
de La Logique des p&opoéitionb".(l)

La traduction des énoncés verbaux dans Te langage du calcul des
propositions est un peu schématique, celle dans le langage des prédicats du
premier ordre ne prend plus les &noncés comme des atomes, des blocs que 1'on ne
pénétre pas, mais permet d'en analyser les termes et d'exprimer les expressions
"pour tout" et "LL existe" qui sont bien indispensables d&s que 1'on veut
énoncer certaines propriétés d'ensembles dont on ne peut envisager d'énumérer
les éléments. Le calcul des prédicats du premier ordre est un systéme formel
logistique, tout énoncé syntaxiquement correct de la langue naturelle peut
y étre traduit et aussi le raisonnement, en traduisant 1'inférence par la
déduction logique.

(1) PIAGET @Q) p 270
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Cette traduction du discours dans le langage du calcul des prédicats
n'est pas gratuite, sa premiére richesse est "son efficacité indubitable
Lonsqu'il 8'agit de contrnoler La connection d'un argument queﬁconque".(l)

Ceci constitue déja un outil important pour 1'étude des résolutions de
problémes mathématiques, nous allons montrer quel parti on peut en tirer encore
et en particulier en quoi le calcul des prédicats du premier ordre peut &tre
considéré comme un modéle.

Dans 1a suite, selon un usage établi, nous désignerons le calcul des
prédicats du premier ordre par CPI.

IV-1.1. Le CP1, premier outil de comparaison des raisonnements.

Les raisonnements des éléves, pour des problémes mathématiques, ont
pour véhicule un langage dans Tequel on trouve des expressions relevant du
/

formalisme mathématique. ¢

2

(i) ¥x (x e R = x" 2 0)
ou des textes en francais :

(é) Tout triangle qui a deux angles &gaux est isocéle.

(:) - 5271 est un entier naturel.
ou méme des expressions mélangeant les deux types d'expression :

(:) "Pour toute application § de E dans F nous avons L'équivalence
sudvante :

§ est Awtjec,ti_vé = [(¥b e F) L'équation §(X) = b a au moins
une solution1"(?) |

Ces énoncés peuvent &tre traduits dans le langage du calcul des
-prédicats. Par exemple :

(:) " Soit P(x) le prédicat : x est un réel, et Q(x) le prédicat
est positif ou nul, alors 1'énoncé se traduit par : Wx [P(x) = Q(x)]

(1) KLEENE.BO) p 69 - (2) QUEYSANNE-REVUZ manuel de 2e CT, tome 1 p 84.
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(:) Soit A(x) le prédicat : x a deux angles égaux, et I(x) le
prédicat : x est isocéle, alors 1'énoncé se traduit par : ¥x [A(x) = I(x)]

<:> Soit N(x) le prédicat : x est un entier naturel, alors 1'énoncé
se traduit par : N(5271)

Soient : M

x) le prédicat : x est une application de E dans F,
S(x
E
F

(
(x) le prédicat : x est surjective,
(x,y) le prédicat d'égalité : x =y,
(x) le prédicat : x ¢ F.
alors 1'énoncé cité en exemple sera traduit par :

¥f (M(f) o (S(f) ~ ¥b (F(b) o3 x E(f(x),b))))

Certes comme 1'exemple 4-4' le montre, dans cette traduction nous
perdons la compréhension immédiate de 1'é@noncé d'origine et cela par la nature
méme du systéme formel. I1 faut tenir & jour un petit dictionnaire de version
pour pouvoir a nouveau interpréter le prédicat. D'ailleurs, pour faciliter
ce retour au langage source on s'autorise d'ordinaire a ne pas désigner certains
prédicats par leur nom, mais & les exprimer par leur traduction dans un
strict formalisme mathématique. (i.e. en refusant les recours a la langue
naturelle).

Par exemple E(x,y) devient x = y, F(b) devient b ¢ F, et
Q(x) sera x2 > 0. Ainsi le dernier exemple, si on note FE 1'ensemble des
applications de E dans F, devient :

¥f (f ¢ FE 5 (S(f) ~¥b (be F >3 x f(x) = b)))

Ceci est une entorse & la définition d'un systéme formel, cependant
elle est considérée simplement comme un abus nécessaire par les logiciens
eux-mémes.

Les éléves, ainsi que la plupart des mathématiciens professionnels,
expriment leurs raisonnements dans un langage ot se mélent le formalisme
mathématique et la langue courante.
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Les modalités d'apparition d'un type d'expression ou de 1'autre, de leur
mélange, ne sont fixées par aucune régle universelle. Bien qu'il s'agisse

de ce que 1'on appelle habituellement le style, les variations d'un éléve a
1'autre peuvent étre telles que nous considérerons qu‘ils n‘utilisent pas
le méme langage ; et plus : qu'un méme &léve est susceptible de changer de
langage, pour un méme raisonnement, d'un discours a 1'autre. La condition
premiére pour comparer deux raisonnements est de pouvoir discerner si deux
énoncés sont en fait synonymes. Pour cela nous utilisons le langage des
prédicats comme moyen terme, deux énoncés seront dits Ayronymes s*ils ont

la méme traduction dans le langage du CP1. Ainsi(:) est synonyme de 1'énoncé :
le carré de tout nombre réel est positif ou nul, qui a aussi pour traduction
dans le CP1 : ¥x [P(x) > Q(x)1.

I1 reste un probléme que nous n'avons pas soulevé ici et que nous

reprendrons plus loin (Partie B), c'est celui du passage du langage des &léves
au langage du CP1.

IV-1.2. Le CP1, modéle pour 1'étude des raisonnements.

Un modéle au sens mathématique est une représentation de la réalite
. @ 1'intérieur de laquelle on peut exécuter des calculs, faire des prévisions.
L'adéquation du modéle & 1a réalité qu'il représente se juge & la pertinence
des prévisions qu'il permet.

En ce sens le CP1 constitue un modéle de 1a pensée formelle. Certes,
et parce qu'il n'est qu'une représentation, c'est une réduction de la réalita.
On perd en la représentant ainsi, ce qui fait de Ta pensée formelle une pensée
intelligente : la possibilité de comprendre, de saisir globalement et
éventuellement de facon instantanée. Cependant i1 n'est pas possible de
V'atteindre dans sa stricte réalité, i1 faut se résoudre a un certain
réductionnisme sans s'y abandonner. En effet, par sa nature méme, puisqu'il
n'est pas la réalité, un modéle n'est pas définitif. Nous n'attendons donc pas
du CP1 qu'il soit la pensée formelle, mais qu'il soit adéquat a 1a représenter.
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De méme que tout raisonnement, exprimé dans un discours, peut étre
traduit par une déduction du CP1l, toute déduction du CPl peut &tre racontée
dans un discours qui peut &tre considéré comme 1'expression d'un raisonnement.
C'est en cela que le CP1 est un modéle adéquat, et non par le fait que le
discours ainsi construit soit 1'expression d'un raisonnement effectivement di

4 un individu existant.

A propos de 1'ensemble des 16 opérations binaires élémentaires,
PIAGET se pose la question de savoir si le sujet (pour nous : 1'éléve) a
conscience de 1'existence du systéme des opérations propositionnelles en
tant que systéme . Bt i1 répond :

" Sun Le terrain de cette Logique en actes qu'est celle de
L'adolescent et qui n'a encore nien & voin avee La Logique formulée du Logicien,
nous entendrons donc par conscience du systeme La mise en connexions voulue
et nechenchée poun efle-méme des divenses opénations possibles de L'ensemble :
en ce cas, il semble clain que, apn2s une phase de construction progressive
et encore peu orndonnée, dunanflge sous-stade 11T A, Les sujets du niveau 111 B

"

ont consclence du systeme. .

et il ajoute en note : On peut naturellement avoir conscience d'un AyAtémé
operatoine sans savoirn Le thadwine en symboles algébriques..."

Rappelons que nous nous situons au-deld de la genése de la pensée
formelle, dans le cadre des mathématiques dont 1'enseignement contient un
peu de logique (en particulier 1'introduction des quantificateurs et leur
usage). Nous sommes alors fondés a affirmer que si une déduction logique n'est
pas la traduction d'un raisonnement effectivement di & un individu existant,
elle correspond cependant a un raisonnement qu'il aurait pu faire. Cette
éventualité recouvre deux réalités bien différentes :

- 1'éléve a eu 1'intuition de ce raisonnement ou méme 1'a fait, mais
il ne 1'a pas exprimé ; nous dirons alors de ce raisonnement qu'il est
maten Lellement pOAAible(z) puisque 1'éléve aurait pu effectivement 1'E@noncer.

- 1'éléve n'a pas eu conscience de pouvoir faire ce raisonnement,
nous dirons alors qu'il est structuralement possible.

(1) PIAGET @01 p 268.
(2) Nous empruntons ce vocabulaire a Jean PIAGET, avec la méme signification.

in B01 p 228.
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Nous arrivons ici & la qualité majeure du calcul des prédicats du
premier ordre relativement 3 1'@tude des comportements heuristiques. La
démonstration automatique, branche récente 3 la fois des mathématiques et de
1*informatique, nous fournit les techniques pour exhiber tout ou une partie
des déductions possibles & partir d'une famille de prédicats. Elle est, de ce
fait, un outil essentiel pour élaborer tout ou une partie des raisonnements

structuralement possibles pour un probléme donné.

IV-2. Graphes et raisonnements

IV-2.1. Les graphes, images de 1a structure d'un raisonnement.

Le raisonnement exprimé par un discours apparait comme une file
d'énoncés, pour cela, et parce que 1'on veut éviter des lourdeurs de style
ou d'écriture (i1 faudrait trouver un moyen de conserver a chaque étape
un résultat susceptible d'étre encore utilisé), un énoncé n'est pas en
général le conséquent de celui (ceux) qui le précéde(nt) immédiatement dans
le discours. Ou encore, le prédecesseur dans le temps (discours oral) ou dans
1'espace (discours écrit) d'un énoncé n'est pas en général son antécédent au
regard de la logique. Prenons par exemple la démonstration du théoréme

d'algébre suivant :

Si u et v sont deux endomorphismes d’un espace vectoriel E tels que
Ugv = vou et E = Ker {v) ® Ker {u) alors Im(u) < Ker(v).

Démonstration :

Soit un é€lément quelconque x de Im{u} ; il existe y tel que x = ulyl.
E

Ker{v} ® Ker(u) donc i1 existe Y, € Ker{u) et i1 existe Y, € Ker{v) tels que
V=Y, ty, Alors uly) = u(y1 vy, )}, et u est linéaire donc uly) = u[y1) + u(yz)
et uly) = u[y2] puisque Yy € Kerf{ul. On a enfin v(x) = vou(y2] soit
vix) = uov(yzl par hypotheése et Yy, € Ker(v) donc vix) = u(s) et vix) = o

Ou encore x € Ker{v) ; et : Im(u) € Ker(v).

=

Ce texte, bien qu'il convienne & tout lecteur mathématicien, masque
par son caractére littéraire la structure profonde de Ta démonstration,
c'est-a-dire 1'articulation des énoncés.
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Cette structure peut étre mise en évidence en représentant la
démonstration par un graphe orienté de noeuds et d'étoi]es(l), dont les
noeuds correspondront aux énoncés et les étoiles aux inférences; ainsi
pour 1'exemple précédent on obtient le graphe suivant :

x € Im(u) E = Ker(u) ® Ker(v)

;

i1 existe y ¢ E tel que x = u(y) 11 existe Y, € Ker(u)et i1 existe Y, € Ker(\
tels que y = y t Yy

u est linéaire u(y) = u(yr + yz)
\?/
u(y) = uly,) + u(y,) y, € Ker(u)
\/
u(y) = uly,)
Vol = UoV v(x) = vou(y,)
—
v(x) = uov(y,) Y, € Ker (v)

(1) Voir J. KUNTZMANN 311 p 59
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D'emblée le graphe parait beaucoup plus “parlant" que le discours relativement
d la structure du raisonnement.

Nous n'avons représenté que les inférences explicitement indiquées dans la
~rédaction et nous constatons que le graphe est constitué de deux morceaux
bien distincts. Ceci n'est pas mis en évidence au niveau du discours, en fait
certaines de ces liaisons sont implicites et nous verrons plus loin (Partie B)
comment nous pouvons parfois les prendre en compte. C'est donc par cette
représentation que nous aborderons 1'étude des raisonnements.

IV-2.2. Utilisations actuelles des graphes de démonstration

Dans 1'enseignement des mathématiques, les graphes de démonstration
ne sont pas trés utilisés, du moins en France, cependant on les voit apparaitre
dans quelques ouvrages. C'est en fait une conséquence du développement de 1a
présence de 1'informatique, en particulier dans 1'univers scolaire.

Dans la pratique pédagogique la fonction du graphe de démonstration
est celle d'un langage, qui permet en particulier une visualisation de 1la
structure de la démonstration. Autrement dit le graphe est un mode d'écriture

du raisonnement. Ce 1anga§e n‘est pas trés fixé et on peut noter diverses
tentatives.

Dans 1'exemple polonais que nous donne S. TURNAU [557, -1'écriture se
rapproche assez de celle que nous avons adoptée plus haut, en voici un exemple
o il s'agit de montrer qu'une fonction f est continue en un point a sachant
que: (1) P est une période de f, (2) f* est la restriction de f a fa, a + P1,
{3) f est continue sur [a, a + P31, (4) a + P = b.
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En France ce sont plutdt des Logigrammes, schémas de boites et de
fléches, inspirés du langage des organigrammes développé par 1'informatique.
Le graphisme, par 1'utilisation de boites d'aspects différents, est plus
sophistiqué.

Dans 1'exemple suivant, qui représente 1'étude dans R x R du systeme
d'équationsa coefficients réels :

]
[}

ax + by
S{

dx + ey

"
-+

des boites de formes différentes et méme des arcs de dessins différents sont
utilisés pour distinguer les hypothéses des énoncés fabriqués au cours du
calcul proprement dit. Par exemple :

>
eV
=+
1]
=V
o+t

‘M/\NV\NV\/\AN\/W\Ct est orthogonal a a)

signifie :

X. 0 = w. t est déduit de x(u. T) = w. t sous

1'hypothése : t est orthogonal & 4.

23.
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(Galion 3e [el fiche 12')

Ce type de représentation ne permet pas seulement d‘exposer une
démonstration, mais aussi de construire des exercices d'un type nouveau ;

par exemple :

compliéter le contenu des boites, ou découvrir les boites

manquantes, ou justifier des inférences, comme dans 1‘exemple suivant :

>
u
rapporté a

composantes (a‘,b’).

I1 s'agit d’'étudier la démonstration de :

si det(z,zl = o alors E st 3 sont colinéaires.

et v sont deux vecteurs d'un espace vectoriel E de dimension 2,

la base [1.3), U a pour composantes (a,b) et v a pour
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Hypothése: det(;), V) ==0

Etudie Porganigramme et justifie chaque stade:

ba’ == 0
/ "
Si a-0 ! a0 %) v(°
| b 5 bl

— —>
uetyv

det(?, 7) =0 »[ab’ -z ba’ sont

colinéaires

3
¥
—_— a’ d >,
b’ ::lba’ v = —(ai + b})
a a
¥
4
—_ a/ —
Vo= —
a

——P‘——*)“. -‘_"'Pﬂ —— . » -
det(u, v )= Ob———(u et v sont colinéaires)

(Galion 3e [e] fiche 16)

Parmi les tentatives dans cette direction, nous notons particuliérement
les propositions d'enseignants de mathématiques (I.R.E.M. de Toulouse [263]) pour
fixer ce type de représentation. I1 s'agit en fait d'utiliser des graphes de
noeuds et d'étoiles, les noeuds sont marqués par des énoncés mathématiques et
les étoiles représentent les inférences.

Au niveau du dessin les noeuds sont des boites de formes différentes
suivant la catégorie de 1'énoncé associé : un cadre double pour les hypothéses,
un cercle pour les théorémes utilisés, un cadre simple pour les &noncés produits
par 1e raisonnement. Exemple :

Le graphe suivant donne une solution du probiéme de géométrie :

"Soit un trniangle ABC ; sodent A' Le milieu de (B,C) et B' Le milieu
de (C,A) ; sodent E Le symétrnique de A par napport a A' et F Le symétrnique de B
par happornt a A.

Démontren que E, B' et F sont alignes".

(IREM de TOULOUSE [26] pp 191 - 192)
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(D : Définition de 1a symétrie centrale ;
@et @ : "XVIT est un parallelogramme”

est synonyme de "XV = TZ" et de " (X,2) et (T,Y)
ont Le méme milieu" ;(Det(® : transitivite de
1'égalité ; (6)Deux points et Teur milieu sont
sur une méme droite.

F est le symétrique de
B par rapport a A

E est le symétrique de A
par rapport & A’

VPR
est le milieu de (B.C)I

Aest

le milicu de (E,A)

AF = EC

©

-(A,C) el (E,F) ont le méme milieu { B est le milieu de (A,0)]

I

B’ est le milieu de (E,F)

=5

A

E, B’ et F sont alignés

= ©
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Ces utilisations des graphes de démonstration ont pour objectif de
visualiser un raisonnement et méme, pour le dernier exemple, de fournir un

langage pour 1'exprimer.

La seule utilisation de ces graphes pour appréhender les mécanismes
sous~-jacents au raisonnement, nous 1'avons trouvéechez POLYA, dans #8]
chapitre 7 : "Représentation géométrique du processus de nésofution". Nous
reproduisons ci-dessous cette représentation a propos du pfob]éme

"Trouver Le volume V d'un thonc de pyramide droite de base carnrée.
On donne La hauteuwr h du trhone, fa Longueur a du c6té de La base supérieure, et
La Longuewr b du coté de La base inférnieurne”.

3
3
/AR
f ! \ \ ;;;mm.}i
E / 7 5‘
/A
¥ b ¥ :
<, SUUI 1 Cersnconoocss sossmpasassovonns
)
v ; ;
[} 4

o o o o o) o o o
a h b a b a
- _a’x _62(!+h) X .3
V=B—4 ’ A=5% B=—3— x+h b
Que désirez Que possédez Probléme lié Comment pouvez Obtenez-la Le plan est complet !
-vous ¢ -vous ¢ -vous obtenir de la méme fagon!  Travail des données
cette sorte de chose 2 vers les inconnues
Fi1G. 7.8. — Progression simultanée a quatre niveaux.

En fait le graphe est utilisé comme un dessin, les images successives
illustrent le processus que POLYA conseille pour résoudre ce type de probléme
trouver un moyen pour se rapprocher de 1'inconnue. Lorsque 1'on parvient a la
derniére image on ne s'intéresse plus au graphe obtenu puisque le probléme est
résolu. Mais la différence la plus fondamentale avec les exemples précédents,
et notre approche, c'est qu'il ne s'agit pas d'un graphe de démonstration.
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En effet les arcs ne marquent pas des inférences mais tout autre
chose : les sommets correspondent 3 des variables

et la situation ci-contre signifie que B

1'on sait exprimer B & partir de x, h et b.

1V-2.3. Les graphes, outil pour 1'analyse des raisonnements.

Nous nous proposons d'utiliser les graphes de démonstration non
seulement comme un langage pour exprimer un raisonnement, mais comme un outil
peur en étudier les structures, ou comparer les raisonnements entre eux.

La premiére idée pour représenter une démonstration, est de lui associer
un graphe dont les sommets sont les énoncés qu'elle met en jeu. En fait ceci est
un peu rapide car, parmi ces énoncés, il en est qui peuvent avoir des statuts
différents a des endro1ts dlfferents du d1scours 3 par exemple dans la
démonstration de f~ (A nB)=f (A) n f (B) oi f est une application et,

A et B deux ensembles : 1'énoncé x ¢ f (A n B) est une hypothése dans la
démonstration de f'l(A nB) c f’l(A) n f-l(B) par contre i1 est obtenu en
derniére inférence dans celle de f'l(A) n f"l(B) c f_l(A n B). Pour rendre
compte de cette différence importante et la conserver au niveau de la
représentation, nous repérons les hypothéses en donnant & chacune un nom
distinct. Ainsi un méme &noncé é&tant posé deux fois comme hypothése correspond
a deux noms différents.

Le graphe de noeuds et d'étoiles associé & une démonstration a donc
pour noeuds les énoncés et les noms d'hypothéses qu'elle met en jeu.

Les étoiles représentent les inférences. Une branche d'une étoile
est appelée entrde si elle est orientée vers 1'intérieur de 1'étoile, et
sontie dans le cas contraire. Un énoncé, ou nom d'hypothése, E et un énoncé F
seront respectivement attachés & une entrée et une sortie d‘une méme étoile si,
dans la démonstration, F est explicitement un conséquent direct d'une famille
d'énoncés dans laquelle figure E.



IT nous sera utile par la suite d'avoir une définition plus formeile
de la représentation d'une démonstration. En particulier nous préférons
considérer les énoncés comme les étiquettes des noeuds d'un graphe plutdt

que comme les noeuds eux-mémes.

Nous notons (X,A) le graphe d'ensemble de noeuds (ou de sommets) X,
et d'ensemble d'étoiles (ou d'arcs) A. Soit © le discours exprimant un certain
raisonnement, c'est une file d'énoncés. Nous notons%ig]'ensemb]e des énonceés
de D qui ne sont pas des hypothéses, et des noms d'hypothéses.

Le graphe de noeuds et d'étoiles (X,A)
nepdsente D si et seulement si :

i) i1 existe une bijection ¢ de Zis sur X

ii) i1 existe une étoile reliée en entrée aux

noeuds {xl, cees xn} et en sortie aux noeuds

{yl, e yp} si et seu]emen} si le discouti D
(xl), cees 0 (x)3

a pour conséquent direct la famille

-1 -
{o "(yy)s --es 0 1(yp)}

explicite que la famille {¢~

On vérifie aisément que le graphe qui satisfait la définition
précédente a les mémes propriétés topologiques que le graphe (X',A') d'ensemble

29.

de sommets X', et d'ensemble d'arcs A', vérifiant les deux conditons suivantes :

i) i1 existe une bijection ¢ deiig;sur X!

ii) i1 existe un arc d'un sommet x vers un sommet y si et seulement
-1
si le d1scours$§enqnﬁme que ¢ (y) est un conséquent direct d'une famille

-1
d'énoncés qui contient ¢ (x).

Ainsi lorsque 1'on ne s'intéressera qu'aux propriétés topologiques
de la représentation, on retiendra cette seconde définition qui est plus aisée

a manipuler.
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Pour illustrer ceci, si le graphe de
noeuds et d'@toiles que nous représentons
ci-contre, est celui d‘une certaine cC D E
démonstration, pour étudier ses propriétés
topologiques nous lui substituons le graphe
au sens ordinaire représentéd par le dessin F

’\//9\\
C D E

\i//

C'est ce que nous ferons en particulier pour la partie A de

ci-dessous :

ce travail.

Notre premier objectif est d'utiliser 1'objet mathématique qu'est
le graphe pour caractériser des structures du raisonnement.

Une premiére réalisation est illustrée dans le paragraphe I-3 de
la partie C, nous montrons les liens qu'il peut y avoir entre certaines
propriétés topologiques du graphe de démonstration et certaines structures
du raisonnement qu'il représente.

Notre second objectif est de permettre une comparaison des
démonstrations. Cet objectif est partiellement atteint dés que nous savons
associer un graphe au discours exprimant un raisonnement ; en effet chaque
discours est associé & un seul graphe, mais un méme graphe peut étre la
représentation de plusieurs discours différents, on 3 ainsi un premier
élément de comparaison. Des discours qui ne sont pas associés a un méme graphe
de représentation ne sont pas nécessairement radicalement différents. Il
est utile de pouvoir apprécier, si possible quantifier 1a proximité de deux
démonstrations. Cela permet en particulier d'envisager une classification
des démonstrations proposées par des individus. Les paragraphes 1-4 et III-2

de la partie C sont des tentatives dans ce sens.
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LES GRANDES SECTIONS DE

CET EXPOSE

Notre étude actuelle porte sur des documents écrits, le plan

adopté pour exposer ce travail est le suivant :

Partie A : Graphe d'une démonstration formelle.

Nous eétablissons essentiellement un résultat sur le type du graphe
que 1'on peut associer a une démonstration formelle.

Partie B : De la rédaction au graphe de démonstration.

Nous tentons de fixer un protocole pour traduire le discours exprimant
un raisonnement par écrit, par un graphe.

Partie C : Application & 1'&tude des résolutions d'un probléme
d'algébre.

I1 s'agit, en 1'illustrant par un exemple, de montrer les possibilités
de 1'outil que nous proposons.

Remarque : Dans toute Ta suite, pour simplifier les figures nous représentons
1'étoile & deux branches —»-O- par un arc simple ——






PARTIE A

GRAPHE D'UNE

DEMONSTRATION FORMELLE






I - GRAPHE DE DEMONSTRATION

I1 existe plusieurs présentations possibles de la logique formelle
(CHURCH [121, KLEENE 3@, etc...) elles différent entre elles par le choix
des axiomes et (ou) des régles de dérivation ; toutes sont définies sur le

langage des prédicats du premier ordre.

IT faut donc faire un choix, nous suivrons S. C. KLEENE & partir
du livre "LOGIQUE MATHEMATIQUE" (301, et adopterons en général les notations
de cet ouvrage. Avant de définir la notion de démonstration relativement
a une théorie mathématique, nous allons préciser ce que nous entendons par
S-axiome et rappeler les régles de déduction dérivées du systéme de KLEENE;
Pour 1'utilisation que nous désirons faire d'un systéme formel nous avons
intérét a considérer un ensemble de régles de déduction plus riche que celui
réduit au seul modus-ponens.

I-1. S-axiome

Parmi les énoncés présentés dans le cours de mathématique nous pouvons
distinguer essentiellement : les axiomes de la théorie développée et les
théorémes qui en sont déduits. I1 y a de plus les définitions. La distinction
entre axiome et théoréme n'est pas définitive ; tel donné comme axiome dans
une présentation (axiome de thalés en classe de 4e, 1971) sera obtenu comme
théoréme dans une autre présentation (théoréme de thalés en classe de 2e, 1958).
De méme un énoncé peut étre considéré comme une définition, et dans un cadre

différent comme un théoréme. Considérons les énoncés :

E1 : Une partie H de G est un sous groupe du groupe (G,.)
si et seulement si c'est une partie non vide de G qui a une structure de
groupe pour la loi induite par (G,.).

E2 : Une partie H de G est un sous groupe du groupe (G,.)
si et seulement si c'est une partie non vide de G et si pour

tout x ¢ H et pour tout y ¢ H : xy.1 e H.
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~ Suivant les présentations on peut choisir de prendre E1 pour définition
d'un sous-groupe et de déduire E2, qui sera donc un théoréme ; ou de prendre E2
pour définition et déduire El'

Aussi nous appellerons indifféremment S-ax.iomes les axiomes, théordmes

ou définitions, rencontrés dans une présentation d‘une théorie mathématique
donnée.

I-2. Régles de déduction

La liste de régles dérivées que nous allons donner est &tablie a
partir de celle proposée par S. C. KLEENE. (3@ p 52)

Nous étendrons certaines d'entre elles a des familles finies de
formules, les justifications sont immédiates dans le systéme logique de KLEENE,
nous ne les donnerons pas ici. Par ailleurs nous ne retiendrons pas les régles
dites de déduction subsidiaire, nous pensons qu'elles ont un caractére différent
et qu'elles sont sous-jacentes a des procédures de preuve. Nous les retrouverons
plus loin (§ II). r étant une famille finie de formules et C une formule
nous noterons —%— la régle, si elle existe, qui permet de déduire C de r.

Nous nommerons xe (respectivement : xi) 1a régle d'élimination
(respectivement : introduction) du symbole logique ».

A, B, Al”'”’ An désignent des formules du langage des prédicats :

A, A>B

se —5 (modu ponens)
Ars Agseeas A
&i 1° 72 n
A & A2°"& An
&e Quelle que soit la partie non vide {il,..., ik} de {1,...,n} :
A1 & A2"°& An
A, &A;, ...& A,
T % K
A, &A,...& A
Si k =1 on a la régle : 1 2 n
A,



A
¥i et A € {Al, v An}
Al v A2 . V An
1 TIA A, T1A
e
A B
A-B,BoA
~i
A~B
A~B A~B
~e P —— P —
A>-B B-A

Nous ajouterons la régle suivante, qui ne figure pas parmi les
régles dérivées proposées par KLEENE mais qui est d'un usage courant et
sera utile a la description des démonstrations :

A. oA,, AL oA

1 2° 72 3

> A

régle du syllogisme :

A

1 3

Et enfin les régles dérivées, propres au calcul des prédicats, qui
portent sur 1'introduction et 1'élimination de quantificateurs (B30] p 125)

x et r désignant deux variables quelconques non nécessairement
distinctes, A(r) est le résultat de la substitution de r aux occurences
libres de x dans A(x).

¥e r étant libre pour x dans A(x) :
¥x A(x)
Ar)

3i r étant libre pour x dans A(x) :
A(r)
3x A(x)

34.
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I-3. Démonstration relativement & une théorie mathématique

Soit ¥ une théorie mathématique,,# un ensemble éventuellement vide
d'énoncés que nous appellerons données et € un énoncé. Nous appellerons
démonstration de € a partir des¥ relativement 3 G, une file d'énoncés
A1 cee An telle que An soit identique a € et, pour tout i ¢ {1, ..., n},

Ai satisfait 1'une exactement des propositions suivantes :

- Ai est un S-axiome de Q.
- Ai est un élément de ..

- I1 existe une partie {il, cees ik} de {1, ..., n} vérifiant pour
tout j ¢ (1, ..., k} ¢ ij < i, et, Ai est déduit de Ai cee Ai 3 1'aide d'une
régle de déduction. 1 k

I-4. Commentaire sur cette définition

Un énoncé Ai ne peut étre a la fois une donnée et un axiome, et
si Ai est obtenu grace & 1'application d‘une régle de déduction ce ne peut
&tre ni une donnée ni un axiome. Autrement dit 1'ensemble des données ne
doit pas étre trop riche,ou redondant.

I-5. Remarque sur le vocabulaire

Losqu'il n'y a pas d'ambiguité on parlera simplement de 1a démonstration
de ©a partir de ¥ .

Les logiciens ont 1'habitude de réserver la dénomination "démonstration”
pour le cas oa ¥ est vide, et "déduction" dans le cas contraire. N'ayant pas
besoin de disfinguer clairement ces deux cas nous ne retenons qu‘une seule
de ces deux appellations et sacrifiant & 1'usage banal nous avons choisi 1a
premiére.



I-6. Démonstration minimale

I-6.1. Définitions.

Soit D: AL -e-

An une démonstration d'un énonce € a partir d'un
ensemble £ de donnaes.

i) nous dirons que 1'énoncé Ai est antZcédent de 1'énonceé AJ. si
i < j et 1'une des propositions suivantes est vérifiée :

- Aj est déduite de A1. par application d'uredes régles de déduction.

- I1 existe un sous-ensemble {1’1, cees ik} de {1, ..., n} tel que

pour touvt pe {1, ..., k} : ip < J, et, A]. est déduit de Ai’ A_i s ""Ai en
utilisant 1'une des régles de déduction. 1 K

ii) nous dirons qu'un énoncé Ai’ i=n, est nutile si il n'est

antécédent d'aucun énoncé de 9.

ii1) nous dirons que Dest redondante si il existe deux énoncés
Aj et Ay, i = §, identiques. '

[-6.2. Suppression des redondances.

Soit D : A1 ... A_une démonstration de 1'énoncé & a partir de
1'ensemble de données c¥. Si® est redondante, et, Ai et Ak les deux énoncés
identiques (i < k < n) alors la file &' : A, ... A . A .., ... A est encore

1 k-1 “k+1 n
une démonstration de € i partir de %‘

Si k =n, la file D" : A1 Ai est encore une démonstration de &
a partir de 12" .

1-6.3. Suppression des énoncés inutiles.

Soit D : A An une démonstration deg a partir de %{'

1 -

36.
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Si A; est un énoncé inutile de D, alors @' : A, ... Ay A
est encore une démonstration de & a partir de %&

1-6.4. Démonstration minimale.

Soient un ensemb]e:Z?de données, et un énoncé & . Nous dirons que &
est une démonstration minimalede & a partir deo¥'si et seulement si elle
n'‘est pas redondante et aucun de ses énoncés n‘est inutile.

Remanque :

A partir de toute démonstration ® on peut construire une démonstration
minimale ®'. On pourra utiliser pour le réaliser effectivement, des algorithmes
sur les files : recherche d'éléments d'une file vérifiant une propriété,
suppression d'éléments d'une file.

I-7. Représentation d'une démonstration minimale

Soient un ensemb]eﬂ‘de données et un énoncé € .
Soit ¥ A, ... A une démonstration minimale de & & partir de AF. Nous pouvons
tui associer un graphe G = (X,A) d'ensemble de sommets X = (Xy5 o-es xn} et

d'ensemble d'arcs A défini de la facon suivante :

1'ensemble Ey des énoncés de 1a démonstration B a exactement n &éléments
car ® est minimale, soit alors la bijection ¢ de!%a sur X définie par :
pour tout i ¢ {1, ..., n} ¢(Ai) = X5 3
A estll‘ensemb1e des couples (xi, xj) tels que i < j et(b'l(xi) est antécédent
de ¢ (xj).

I-8. Exemple de représentation

Nous choisissons un exemple simple en prenant pourvzfi'ensemb]e
{A> (B>c), A& B} et pour & 1'énoncé c. La démonstration est donnée en
écrivant les énoncés les uns en dessous des autres. Nous justifions dans la
colonne de droite chaque pas de calcul.
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1 A&B Donnée

2 A ge, 1

3 A> (B> c) Donnée

4 Bo>c se, 2 -3
5 B &e, 1

6 o e, 4 -5

C'est bien une démonstration minimale de G a partir deﬂc.
8_5 est un ensemble a six éléments {Al’ cens AG}’ ou Ai désigne 1'énonce
de la ligne i dans la démonstration ci-dessus. Soit X = {Xl’ Xos X35 Xgs Xgs x6}
et ¢ Ta bijection de59 sur X qui vérifie pour tout i ¢ {1, ..., 6} :¢(Ai) = Xy

Le graphe dont nous donnons ici un dessin est la représentation de 1la

démonstration de & a partir de &2°

//)(1\\
X
X3 Xo 5
X4
X
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1-9. Rappel de définitions

Afin de préciser notre vocabulaire, nous rappelons ici quelques
définitions classiques de 1a théorie des graphes :

Soit G = (X,A) un graphe orienté. x ¢ X, on appelle degné inténiewrde x, noté
di(x), le nombre d'arcs d'extrémité terminale x ; le degné exténieun de x,
noté de(x), est Te nombre d'arcs d'origine x.

Si de(x)
si di(x)

0, x est appelé puits.
0, x est appelé sounrce.

On appelle hignanchie un graphe orienté sans circuit.

I-10. Théoréme 1 de représentation

Soient%un ensemble de données et ¥ un énoncé.
Si G désigne Te graphe associé a une démonstration minimale ® de& a partir
deo%f, alors les propositions suivantes sont vraies :

i) G est connexe.
ii) G est une hiérarchie.
iii) G posséde un seul puits.

Preuve :

G = (X,A),on notera Ezal‘ensemble des énoncés de D, et ¢ 1a bijection
deE%gsur X définie au § I-7.

i1) Supposons que G contienne un circuit. Soit Xj owee Xy la file
obtenue en énumérant les sommets en parcourant le circuit 1 k
a partir de ¥ dans le sens indiqué par 1‘'orientation des arcs.

En particuiierlil Y a un arc de X; vers x. .
k 1
On a par construction du graphe G, pour tout j € {1, ..., k-1}

¢'1(xi.) est antécédent de ¢'1(xi ) dans , donc d'aprés la définition de la

: j+1 _
biject%on L ij < ij+1° Par conséquent : il < ik et ¢ l(xi ) antécédent de
1
b 1(Xik), ce qui est contraire & 1'existence d'un arc de x].k vers X .
1
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Donc G ne contient pas de circuit, ce graphe est une hiérarchie.

ii1) L'@noncé € n'est 1'antécédent d‘'aucun autre énoncé de la
démonstration &, donc par construction de G on a de@>Q3)) = 0.

Soit un autre sommet x ¢ X, tel que de(x) = 0. Alors ¢-1(x) est un
énoncé inutile, or & est minimale.

¢ (E) est 1'unique puits de G.
i) Soit ¢ le nombre de composantes connexes de G. Chaque composante

est une hiérarchie puisque G en est une. Il y a alors au moins autant de puits
que de composantes. G a un seul puits donc ¢ = 1 c'est-a-dire G est connexe.

IT - R-DEMONSTRATION : DEFINITION ET REPRESENTATION

Revenons a la distinction de S. C. KLEENE entre les régles dérivées
qu'il appelle "negles dinectes" et celles qu'il appelle "negles de déduction
AubALdiaLne".(l) Citons ce qu'il écrit pour ces derniéres ((30] p 60) :

"[ELLes] nous autonisent, a partin de £'existence d'une ou de deux
'deductions données' ou 'déductions subsidiaines', a inférnen £'existence d'une
autrhe déduction (La 'déduction résultante')”.

Nous appelons preuve d.irecte la démonstration d'un énoncé(f a partir
d'un ensemble de donnéeSo%f. Nous pouvons reprendre en d'autres termes le
texte de KLEENE en disant que les régles de déductions subsidiaires énoncent
en fait des procédures de preuve qui permettent de substituer a une preuve
directe, une ou plusieurs autres preuves diréttes éventuellement plus simples.
Par exemple le remplacement d'une preuve directe de A > B & partir deozlpar
une preuve directe de B a partir deé%f {A} ; ou encore le remplacement d'une
preuve directe de' € a partir deoQF {A B} par une preuve directe de Ca partir
de 535 {A} et une autre a partir deuQF {B}

(1) Nous donnons en annexe la liste des régles dérivées retenues de S. C. KLEENE.
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II-1. Notation

Si &91 et §§2 sont deux files d'énoncés, nous notons 451‘¥?2 1a file
obtenue en les concaténant.

Si 291 est une file d'énoncés etchu\enonce, nous notons O f?la
file obtenue en ajoutant Cila droite de la file 4251.

I11-2 Preuve minimale

Cas 1 ;

SoitoSS : Al ... A une preuve directe de 1'énoncé € et o92 une autre
preuve directe de €, on appe]le preuve minimale de ‘€ associéea 49 45 la file
&' d'énoncés obtenue en renumérotant de gauche a droite & partir de A1 les
énoncés de Aﬁ'lééz (avec D'; : Ay ... A,_1) et en supprimant les
redondances (§ 1-6.2) et les énoncés inutiles (§ 1-6.3 ).

Cas 2

Soit:éﬁl_une preuve directe et € un énoncé, on appelle preuve min.aale
associée a ébfﬁ la file 8" d'énoncés obtenue en considérant que 1'énoncé €
dérive du dernier énoncé de 451 et en supprimant Tes redondances et les énoncés
“inutiles.

I1-3. Représentation d'une preuve minimale, cas 2.

Nous devons distinquer, pour la représentation de 1a preuve minimale 9
associée & 49{8, deux cas :

a)t figure dans la file é51, alors &' est en fait une preuve directe
de ¢, et nous savons lui associer un graphe qui est une hiérarchie connexe a
un seul puits.

b) € ne figure pas dans la file ® 1° alors &' est exactement 45‘8
caréalest une preuve directe donc minimale.
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Soit G le graphe que nous savons associer
ad 1» hous associons & &' le graphe G' obtenu
en ajoutant & G un sommet qui sera 1'image de '€

et un arc de son unique puits vers ce nouveau An
sommet (fig. 1). I1 est clair que le graphe e
obtenu est encore une hiérarchie connexe & un

seul puits. - fig 1 -

Résumons : dans tous les cas nous savons représenter &' par un graphe
qui est une hiérarchie connexe a un seul puits.

Les procédures de preuve que nous allons énumérer ne sont pas
obligatoirement de fagon immédiate la traduction de régles dérivées, par
exemple pour la procédure de preuve par 1'absurde. Dans cette énumération
A, B, C... désignerons des énoncés et .&un ensemble de données.

IT1-4. Procédure de preuve-o i

Soit & une preuve directe de B a partir de yZi{A}, alors la preuve
minimale &' associée & D(A > B) est une preuve-> i de A > B a partir deai?{

[1-5. Procédure de preuve par 1'absurde

Soit & une preuve directe de A & 1A a partir dea&?ﬁ {78}, alors la
preuve minimale ®' associée a DB est une preuve par 1'absurde de B & partir de &

I1-6. Procédure de preuve-¥i

Soit & une preuve directe de A(x) & partir de u%F, si x ne figure
libre dans aucun é&noncé de <& alors 1la preuve minimale ' associée
a @ (¥x A(x)) est une preuve—V¥i de ¥x A(x) a partir de A
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I1-7. Remarque (généralisation)

Nous préférerons en général la dénomination "procédure de généralisation”
a "procédure de preuve V4", car il s'agit bien d'une généralisation de A(x)
pourvu que sa preuve 3 partir de o%gsatisfasse la condition énoncée.

I1-8. Représentation

Mous pouvons associer & une preuve-oi, - par 1'absurde, ou preuve-¥i
un graphe qui est une hiérarchie connexe a un seul puits.

Ceci est une conséquence directe de 1a définition de ces preuves et
des résultats du § II.3.

11-9. Remarque (hypothése)

Jusqu'ici les graphes de preuve (directe) d'un énoncé C a partir de»%g
avaient pour seules sources les images des éléments de aQ?fdonnées) ou les
images de S-axiomes. Nous pouvons maintenant avoir une autre origine a ces
sommets, par exemple pour le graphe représentant la preuve--i .: A n‘est pas en
général un élément de 024 s i un S-axiome, cependant son image dans ie graphe
est une source ; nous dirons que A est une hypothése.

I1-10. Procédure de preuve par cas

I1-10.1. Définition.
Soient 551 une preuve directe de C & partir de éZﬂ{A},et 452 une

preuve directe de C & partir de oZFu{B}, alors la preuve minimale O ' associée
a 451 ©, est une preuve par cas de C & partir de JEL{A , Bl

I1-10.2. Représentation.

Nous reprenons ici les notations de § II-2.



Nous allons montrer que -9' a les propriétés d'une preuve directe,
en effet éa'l §§2 est une démonstration de C a partir de 2 U{A, B} :

- Le dernier énoncé de é?'l {52 est C car 452 est une preuve directe
de C a partir deoi¥;{8}.

- Soit E un énoncé de 49'1 &52, en particulier c'est un énoncé de 45'1
(ou 452) qui est une preuve directe, donc c'est soit un S-axiome, soit un
élément de in{A} (OULQFU{B}) donc de Jzi{A, B}, soit i1 est obtenu par

1'application d'une régle de dérivation & une famille d'énoncés qui le précéde
dans 45'1 (ou & ») donc dans B

H' est donc en fait la démonstration minimale de C & partir de
a%f;{A, B} construite a partir de la démonstration B', é§2.
On sait lui associer un graphe qui sera la représentation de la preuve par cas

-

et qui est une hiérarchie connexe & un seul puits.

I1I-11. Procédure de preuve-Je

IT1-11.1. Définition.
Soit o2 une preuve directe de C & partir de Vgi{A(X)}, si x ne figure

1ibre dans aucun énoncé de u%i{c} alors @ est une preuve-Jde de C a partir

de %‘U{ax A(x)}.

IT1-11.2. Représentation.

D est d'abord une preuve directe de C & partir de &2§U{A(x)}, nous
savons donc lui associer un graphe qui est une hiérarchie connexe & un seul
puits.

I11-12. R-démonstration : définition

Nous désignons ici par éél, ...,éﬁn des files d'énoncés et parfig
1'ensemble des énoncés d'une file 8 . Al’ cees An sont des énoncés alors :

44,



45,

On appellera R-démonstration de 1'énoncé € 3 partir de 1‘ensemble de
connées & , soit :

i) une file d'énoncés B; A, ... 8 A, telle que :
0. - pour tout i ¢ {1, ..., n}, déi Ai est une preuve directe, par 1‘absurde,
par cas, une preuve->i, une preuve-¥i ou une preuve-Je de Ai a partir
de & (A / k< i},
1. - pour tout i € {1, ..., n}, si un énoncé n'est ni un S-axiome, ni une donnée,
ni une hypothése de 4§i Ai alors, s'il apparait dans 49k Ak avec k < i il ne

peut en étre qu'‘une hypothése.

2. - pour tout i e {1, ..., n -1}, il existe je (i +1, ..., n} tel que Ai
soit un énoncé de 4§j.

3. - A, est identique a Ee.

i1) une file d'énoncés ayant une des formes suivantes :

1. - H(A>B) si € est 1'énoncé A > B, et & est une R-démonstration de B
a partir deV?fQ {A}.

2. -BE si & est une R-démonstration de A & 1A a partir de :/E‘U ey
3. -8CE si € est 1'énoncé ¥x A(x), si x ne figure 1ibre dans aucun
énoncé de ¢&°, et D est une R-démonstration de A(x)
partir de 036

4. - 51 02328 si o = V'E'U{A v Bl et, o91€ est une R-démonstration de ©©
a partir de LX"U{A}, et, ,828 une R-démonstration de &
a partir de %'U{B}.

5. - 3E si K= r«?f‘u{ax A(x)} et x ne figure 1ibre dans aucun énoncé
de %‘U {€}, et HE est une R-démonstration de & a partir
de ;&'U{A(x)}.
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ii1) une file d'énoncés 8, A, ... & A telle que :

0. - pour tout i ¢ {1, ..., n}, &, A, est une R-démonstration de A; a partir
de ﬂfU{AJ. /i < i}

1. - elle posséde les trois propriétés i-1, i-2, i-3.

1I-12.1. Remarque.
Nous avons donné le nom de R-démonstration & 1'objet que nous venons

de définir car il nous servira effectivement de référence pour étudier les
résolutions proposées par les éléves.

I1-12-2. Commentaires sur la définition.

Le paragraphe ii) de la définition est une généralisation des notions
de procédure de preuve—»i, par 1'absurde, généralisation par cas et de.

Une R-démonstration apparait comme une file d'énoncés 491 A1 ...één An’

ou chaque 551 Ai est la R-démonstration d'un résultat intermédiaire : Ai'
Les régles o permettent d'établir un résultat intermédiaire en utilisant ceux

déja démontrés. La régle i-1 interdit de redémontrer un énoncé E. Cependant la
régle o suffit pour affirmer que 1'on ne démontre pas une donnée (propriété 1)
ou un S-axiome, E peut seulement avoir été utilisé comme hypothé&se (voir aussi
la remarque § II-9.). Enfin la régle i-2 garantit qu'il n'y a pas de résultats
intermédiaires inutiles, et la régle i-3 que @ est bien une R-démonstration

de €.

11-12.3. Niveau d'une R-démonstration.

La définition d'une R-démonstration est récursive et nous nommerons
R-démonstrhation eLementaire une file Aél Ay ...ébn Ah répondant exactement
a la partie i) de cette définition. Nous appellerons expansiond'une
R-démonstration non &lémentaire le remplacement simultané de toutes les
R-démonstrations non &lémentaires qui la composent par les files qui les
définissent.
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Le niveau d'une R-démonstration est le nombre minimum d‘expansions
nécessaires pour qu‘elle ne comporte que des R-démonstrations élémentaires.

11-12.4. Propriété 1.

Soit o8 une R-démonstration de € a partir de .%, aucun énoncé de 9
n'est antécédent d'un &lément de J¥.

Preuve :

I1 est bien clair que cette propriété est vérifiée par les
démonstrations (§ 1-3) donc par les démonstrations minimales (§ 1-6.4.), ou
encore les preuves directes, donc aussi par toutes les preuves définies aux
paragraphes I1I-4. & 1I-11. Nous allons démontrer, par récurrence sur leur
niveau que c'est aussi une propriété des R-démonstrations.

Soit B : I, N ...Aﬁn A, de niveau 1.

Soit F un énoncé d'antécédent E. I1 existe k ¢ {1, ..., n} tel que E
et F soient des énoncés de & K Ak’ or & K Ak est une preuve de Ay a partir
de JEi(Ai, i <k} donc F n'appartient pas a cet ensemble, et en particulier

F ¢

Supposons la propriété vérifiée pour toute R-démonstration de niveau
au plus p-1 alors :

Soit & : 451 Ay ...8, A de niveau p.

Soit & nouveau un énoncé F d'antécédent E. Il existe k ¢ {1, ..., n} tel
que E et F soient des énoncés de éﬁl(, ord K est une. R-démonstration de niveau

au plus égal & p-1 donc F n'appartient pas a son ensemble de données ou
encore : F (onU{Ai, i <k}, et en particulier F ¢ .

La propriété est donc vérifiée par toute R-démonstration.
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I1-12.5. Propriété 2.

Soit une R-démonstration 8 : éﬁl A1 ...Aén An’ pour tout énoncé E de &
différent de An il existe k tel que E apparaisse dans & K et y soit 1'antécédent
d'un énoncé qui, s'il apparait dans % 0’ p < k, n'y soit qu'une hypothése.

Preuve :

Nous allons démontrer cette propriété par récurrence sur le niveau
de &, Kdésigne 1'ensemble des données de & .

& est de niveau 1 :

Soit E un énoncé de & différent de An’ il existe k tel que E soit un
énoncé de:25k, £§k est une preuve minimale donc il existe un énoncé F dont E
est 1'antécédent et d'aprés i-1 de la définition d'une R-démonstration si F
apparait dans D p, p < k, i1 n'en est qu'une hypothése.

Supposons la propriété vérifiée par toute R-démonstration de niveau

au nlus g-1.

Soit & de niveau g, et E un énoncé de B différent de An alors il
existe k tel que E soit un énoncé de é§|< - (si E est un Ai il existe k > 1
tel que E soit un énoncé de éél(, i-2 de la définition).
‘sk :.8§'A§ ...45; Ag et éék est de niveau au plus g-1 ; donc i1 existe q tel que
E apparaisse dans 8 E et y soit 1'antécédent d'un énoncé F. Donc en fait E est
1'antécédent d'un énoncé F de §5k qui d'aprés iii-1 (i-2) s'il apparait dans
D p, p <k, n'y est qu'une hypothése.

La propriété est donc vérifiée par toute R-démonstration.

I1-12.6. Exemple de R-démonstration.

Nous nous placons dans le cadre de la théorie des ensembles, pour
, B =A)~ (A <B), ou encore en revenant & la définition de 1'égalité
et de 1'inclusion de deux ensembles : ¥x (x ¢ A G, B~ xehA)~ ¥x (xe A> xe B).

montrer (A
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Pour plus de clarté nous donnons, Torsqu'il y a plusieurs pas de calcul,
les R-démonstrations en colonne avec & droite des numéros qui repérent les
énoncés et a gauche la justification du pas de calcul correspondant.

Soit &91 le calcul :

1 X e A . Hypothése
2 ¥x (x ¢ A n B~ xeA) Hypothése
3 X e A n B~xeA ¥e, 2

4 XEADXeAnB ~a, 3

5 XEAnB e, 4-1
6 ¥x (x e A a B~ (xeA&xeB)) S-axiome
7 XEAnB"‘(XGA&XEB) Ve, 6

8 XEAnBD(XGA&XEB) ~e, 7

g xe Ak xeB -e, 8-5
10 XxeB &e, 9

B, &91 (x e A>x eB) est une preuve—>i de (x ¢ A > x ¢ B) a
partir de V¥x(x ¢ A aB~Xe A) let :452 (¥x (x ¢ A > x € B)) est une R-démonstration
de ¥x (x e A> x ¢ B) & partir de ¥x (x ¢ A 0 B~xeA) [ii, 3].

Soit .2)3 la file :

(¥x (x e A _B~xecA)) oD, (¥x (x « A>x cB))
alors la file :

.,853[Vx(xeAnB~xeA):Vx(xeADXEB)J
&st une R-démonstration de son dernier énoncé [ii, 1] que nous désignons par A3.

Soit éﬁ‘l la file d'énoncés donnée ci-dessous en colonne :

1 X e A 0 B Hypothése
2 ¥x (x ¢ A n B~(xeA&xeB)) S-axiome
3 X e A . B~ (x e A& x eB) Ve, 2

4 XeAnBD(XEI\&XeB) ~e, 3

5 xe Al xeB ce, 1-4

6 X e A ke, 5

et la file &5'1 (x e A B >xeA) est une preuve—>i de x ¢ A B > x e A,
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Soit $'2 la file d'énoncés :

1 x e A Hypothése
2 ¥x (x ¢ Ao x ¢ B) Hypothése
3 Xxe A>xeB Ve, 2

4 x € B se, 1-3

5 ¥x (x ¢ A " B~ (xeA&xeB)) S-axiome
6 X e A 0 B~ (xeA&XxceB) Y¥e, 5

7 (XeA&xeB)DXGAnB ~e, b

8 xe A& xeB &, 1-4

9 xe A B -e, 8-7

alors éé'z (x e A>xecA B) est une preuve-oi de (x e A> x e A B)
a partir de ¥x (x ¢ A > x € B)

et la file :

é§4 P B (xe A BoxeA)@y(xeA>xehA B) (xeA B~xeh)
est une R-démonstration de son dernier énoncé a partir de ¥x(x ¢ A > x ¢ B). [iiil.

De méme, d'aprés [ii-3] :

By (¥x (x e A B~ x e A))
Soit :

B 1 (¥x (x e Ao x e B)) °94(\/x(x e A _B~xec M) alors d'aprés
[ii-1] la file suivante :

455 (¥x (x e A>xeB)> ¥x (xehA B~xcAh))

est une R-démonstration de son dernier énoncé, que nous désignons par AS'

Enfin d'aprés [i1i] 1a file suivante est la R-démonstration annoncée :

$3 Ay B Ap (Wx (x e A B~xeh) ~¥x (xehA>xeB)).



I1-13. R-démonstration : représentation

11-13.1. Remarque et vocabulaire.

I1 y a quatre sortes d'énoncés dans une R-démonstration : les énoncés
obtenus par une déduction, les données, les S-axiomes et enfin les hypothéses.
Dans une méme file un €noncé peut apparaitre comme une hypothése, puis comme
un énoncé déduit.

C'est le cas, par exemple, pour établir une équivalence en utilisant
deux fois la procédure de preuve--i. Un tel énoncé tient aussi deux rdles
intrinséquement différents, aussi nous allons modifier la définition de Eaa
-jusqu'ici ensemble des énoncés de & - pour pouvoir en tenir compte au niveau
de la représentation.

Soit H, ... Hq la file obtenue en odtant de & tout énoncé qui n'est
pas une hypothése, nous donnons & chaque énoncé Hi un nom différent et nous
appelons 6 1'ensemble de ces noms. Si £ est 1'ensemble des énoncés de &
qui ne sont pas des hypothéses nous notons E_g 1'ensemble EUZG.

Remarquons que si 1a R-démonstration ne recourt pas a des hypothéses
alors E;s est exactement 1'ensemble de ses &noncés.

Si G = (X, A) représente la R-démonstration & et si ¢ désigne la

bijection 1iée & cette représentation, pour tout sommet x de G, ¢'1(x) est
soit un énoncé de «®, soit le nom d'une hypothése.

I11-13.2. Lemme.

Soit une R-démonstration O : Oy AL oo B AL ST pour tout i€ (1, ...

51.

, n}

il existe un graphe Gi = (Xi’ ;) qui est une hiérarchie connexe a un seul puits

qui représente &ﬁi Ai’ alors on peut associer & @ une hiérarchie connexe a un
seul puits qui la représente.
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Preuve :

Rappelons que "GL neprisente ééi AL" signifie qu'il existe une bijection

A i Vs i i
¢i‘de E:$i Aj Sur Xi = {xl,...., XPi} et qu'il y a un arc de x, vers Xg si et

. seulement si ¢'¥ (x‘) est un antécédent, ou le nom d'un antécédent, de
10\ dans & A
¢ 3 (XB ans DA,

Dans la suite nous noterons E?i 1'ensemble des énoncés de 451 Ai qui ne
sont pas des hypothéses, et‘ﬁfi 1'ensemble des noms d'hypothéses de & ; Ai'

Nous nous assurons que si i # j alors 331 nJ& j© 9 -ceci est toujours
réalisable-
i=n
La relation binaire R définie sur ¥ = U Xi par :
i=1 '

xL R xg“si et seulement si ¢_%(XL) est identique & ¢'§ (xg) est une

relation d'équivalence. I1 est bien clair que si.¢-} (XL) est une hypothése
alors il y a un seul élément dans la classe de xL.

Pour chaque classe d'équivalence C nous prendrons comme représentant

X, tel que : si xg e Calors j = 1.

Soit X 1'ensemble des représentants de Y/R et ¥ 1'application canonique
de Y sur X :

L'application ¢ :Eza——4 x définie par :
i
est une bijection.
¢ est injective, en effet si ¢(E) = o(E') avec o(E) = ¥ o ¢1(E) et
¢ (E') =v , ¢j (E') cela signifie que ¢1(E) et ¢j(E') sont dans la méme classe
d'équivalence modulo R, et donc que E = E'
¢ est surjective, en effet soit x; e Xona :

073 () = %]
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Nous associons & & le graphe G = (X, T ) défini de la fagon suivante :
(1) est te graphe G, de 451 Al
G(i+1) = (X(i+1), I‘(i+1))est obtenu & partir de G(i) = (X(i), r (i)):

_ ) ) e
X = X ¢
- U ( 'ai+1'qi+1)

- il y a un arc de xg vers x; quand

(MDkececi+l,jcit+tl et x';xjeestun arc de r(‘)

(2) k< i+1,5=1+1 etilexiste Ec&y . E identique &

. A.
~1, k . i+l i+l
¢ “(x,) et ¢i+1(E) xigest un arc de T i+l
(3)k=1i+1,j=1+1 et xizl x‘Elest un arc de T i 41

Si G(l) est une hiérarchie alors

G(1+1) est une hiérarchie.

I1 suffit de montrer que la construction n'ajoute pas de circuit. Pour
cela remarquons que les nouveaux arcs ajoutés le sont entre un sommet de G(i)
et un nouveau sommet, et toujours orientés vers le nouveau sommet (réglé (2)),
et d'autre part le sous graphe dont Tes sommets sont de Ta forme xlzl
non plus de circuit car Gi+1 n‘en a pas.

n'a pas

L dessin ci-dessous illustre la construction de G(‘+l) a partir
de 6¢1),
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Conséquence :

G(l) est une hiérarchie donc le graphe G(n), c'est a dire G, est

une hiérarchie.

G(n)_a au moins un puits qui est le sommet ¢ (&). Montrons que
s'il existe x; tel que de(x;) = 0 alors ¢_1(x;) est identique a .

En effet supposons ¢-1(x;) non identique a An’ alors d'aprés
la propriété 2 il existe k tel que ¢"1(x;) soit 1'antécédent, ou le nom de
1'antécédent, d'un énoncé F de é5k. Si F apparait dans éﬁp, p <k, il n'en
est donc qu'une hypothése, d'ol ¢ (F) = xg .

Par ailleurs, par construction de X, i < k donc quand on est passé
k)

de 6{41) 5 gl
si i<k, et laréegle 3 sii=k. _
donc ¢_1(x;) est identique & A, ou encore & £ et :

on a ajouté l'arc x; XE » grace & la régle 2 de construction

¢ () est 1'unique puits de G.

Chaque composante connexe de G est une hiérarchie, donc G a au moins
autant de puits que de composantes connexes.‘.

G a un seul puits donc :

G est un graphe connexe.

Montrons enfin que ce graphe G qui est une hiérarchie connexe a un seul
puits représente bien 9.

11 existe bien une bijection ¢ de E‘g sur X :

_ Supposons que x; x% soit un arc de T alors par construction du graphe :

b xd).

® -1 (x;) est antécadent de ¢

R&ciproguement soient deux énoncés E et F de O tels que E soit
antécédent de F ; alors il existe i ¢ {1, ..., n} tel que E et F soient des
énoncés de 451 Ai'



D'aprés la propriété 2 si F apparait dans dp, p < i alors il ne peut
en étre qu'une hypothése d'ot : ¢(F) = xL.

§i E est une hypothése de 4§i Ai soit NE son nom et @ (NE) = xk, sinon

¢ (E) = x% avec j < i ; dans tous les cas nous avons construit un arc

x% xL, ou xk.x&, soit grace & 1a régle 2, soit grdce 3 la régie 3, en passant
de 61171 5 61,

11-13.3. Théoréme 2 de représentation.

SoitoQFun ensemble de données et & un énoncé. On pourra représenter
une R-démonstration B de € a partir de rafpar‘ un graphe qui est une hiérarchie

connexe a un seul puits.
Prneuve :

Nous allons donner une démonstration de ce théoréme a 1'aide d'une
récurrence sur le niveau de & . Nous noterons dans la suite :
ézi 1'ensemble é?i {Ai / i<k},

D est de niveau 1 :

£§:‘91 Al ... A, pour tout i€ , ..., n} 451 A, est une preuve
de Ai a partir de i d laquelle on sait associer une hiérarchie connexe a un
seul puits (§1I-7, II-3 & 11) donc en appliquant le Temme nous pouvons

représenter B par une hiérarchie connexe & un seul puits.

Supposons la propriété vérifiée par toute R-démonstration de niveau
au plus p-1, soit Dune R-démonstration de niveau p-

Nous allons distinguer plusieurs cas :

J satisfait aux paragraphes ii-1, ii-2 ou ii-3 de la définition.
C'est-a-dire est de 1a forme ¢, o BH' est une R-démonstration de niveau
au plus p-1. D'aprés 1'hypothése de récurrence on sait représenter D par un

graphe G' = (X', A*) qui est une hiérarchie connexe a un seul puits x'.

55.
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On représentera & par la hiérarchie connexe & un seul puits obtenue &
partir de G' en Tui ajoutant un sommet marqué y tel gue y ¢ X' et y soit 1'image
de E, et un arc de x' vers y.

D satisfait au paragraphe ii-4 de la définition.

C'est-a-dire B est de 1a forme -5 a& €, oi & € et @ 8 sont des
R-démonstrations de & de niveau au plus p- 1 donc representab]es par des

hiérarchies connexes a un seul puits.
soit : 6; = (Xl’ Al)’ G2 : (X2,‘A2) et, x; et X, les puits respectifs.

On suppose X1 " X2 = $#, ce qui est toujours possible puisque les
graphes sont marqués.

Soit X = X \ {x } 2, en notant xy un arc de x vers y :
A=A \{yxllyeX} yleyxleA}
alors G = (X, A) est une représentation de ~é et c'est une hiérarchie connexe
a un seul puits : 1'image de L.

& satisfait au paragraphe iii de la définition.

’85'.8 Ay -.. B A, et pour tout ic {1, ..., n}, ,9 A, est une
R-démonstration de mveau au p]us égal a p-1 et d'aprés 1' hypothese de récurrence
on sait la représenter par une hiérarchie connexe i un seul puits. Donc d'aprés
le lemme, on peut représenterog par une hiérarchie connexe a un seul puits.

Si B satisfait au paragraphe ii-5 de la définition, c'est en fait
une R-démonstration qui a une des formes précisées aux autres paragraphes de la
définition, et donc rentre dans 1'un des cas précédents.

Conclusion :

Toutes Tes R-démonstrations ont 1a propriété annoncée.
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I11-13.4. Exemple de représentation.

Nous allons construire le graphe de représentation de la
R-démonstration du paragraphe 11-12.6.

Pour cela nous commengons par construire les graphes associés aux
R-démonstrations de niveau le plus bas, c'est-a-dire éﬁl(x e A> xe B),
4§°l(x e A . B2xeAh), et }§'z(x e A>xe A B). Nous désignons par
Eqr &' et Ei'z leur ensemble d'énoncés respectifs.

Nous donnons dans la colonne de gauche la liste des éléments de E;I H
les deux premiers sont des noms d'hypothéses, respectivement (x ¢ A) et
¥x (x ¢ A 0 B~ x e A).

Dans 1a colonne de droite nous donnons pour chaque élément de E;I’
le nom du sommet associé dans la représentation :

Hy X1
H2 Xo
XEAnB~X€A X3
XGADXGAHB X4
XEAnB -
Vx(x e A _ B~ (xeA&xe B))

n X6
XeAnB~(XeA&X€B) X,
xeA . B> (x e A& x e B) Xg
Xe A& xeB X

9
Xe B

*10
Xe A>oxeB %

11

Nous appellerons 9 la bijection correspondante. Nous donnons ci-dessous
le dessin du graphe Gl de représentation de é51(x e A> x e B).
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De 1a méme fagon nous donnons ci-dessous E'l et le graphe G'l de
la représentation de Bﬁ‘l(x e A o B2 x e A), puis 8'2 et le graphe G'2 de la
représentation de F',(x ¢ Ao x ¢ A . B

HYy v

¥x(x € A B~ (xeh&xeB)) Yy Y2

xeAnB~(st&xeB) Y3

xeAnBa(xeA&xeB) Y ¥y

xe A& xeB Yg

X e A y6

xeAnBDxeA \2 91 Y
H'1 est le nom d'hypothése x € A . B. Nous \/
appelons ¢, la bijection de 3'1 sur les sonmets de G';. 15



¥x(x e A
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Z, zg
Y

H‘2 )
H'y z, %1 73 26
xe A>xe B 24 \\*\\//’// Y
xeB 24 Y /a 77
¥x(x e A B~ (xe A& xe B)) z,
xeA B~ (xeAd xeB) z¢ Zg
(xe AbxeB)>xeh B Zq
xe A& xeB ' zg
xe A 0 B zq Zg
Xxe A> iA€ A a B Z10

210

H'2 et H'3 sont respectivement les noms des hypothéses x ¢ A et
> X € B).

Nous appelons ¢3 1a bijection de EL'Z sur les sommets de G’Z.

Pour représenter :

_o&d:b'l(XeAnBDXeA)S'Z(XeADXeAnB) (xe A B~xeh).

Nous n'allons pas reprendre dans le détail la construction indiquée

dans le lemme, nous pouvons dire de fagon plus imagée que 1'on rapproche
G°1 et G'2 en fusionnant les sommets qui représentent des énoncés identiques, ici :

¢3-1(25) = ¢2-1(YZ) et ¢3_1(26) = ¢2-1(Y3)-

Nous des1gnons par ay le sommet associé & x ¢ A B~ x e A quiest

déduit de ¢2 (y7) et ¢3 (z 0) en app11quant 1a regle der1vee-~1

454 est alors représentéepar le graphe ci-dessous. 11 suffit ensuite

de suivre Ta construction indiquée dans la preuve du théoréme 2 de représentation
pour obtenir successivement les graphes de représentation deaig A5 etoﬂg A3.
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iiz ;2
Y Z7 Z

On obtient enfin le graphe de représentation de 453 A3 &bs A5
en rapprochant les graphes ainsi obtenus. Notons la fusion des sommets Xg» X3 Xg

avec respectivement Yos Y35 ¥y puisque :

¢1-1(X6) 4 ¢2—1(.Y2) 5 ¢1_1(X7) = ¢2-1(Y3) et ¢1_1(X8) = ¢2-1(.V4)'

Nous donnons ci-dessous les derniers noms de sommets et les énoncés

qu'ils représentent.

¥x(x ¢ A > x e B)

¥x(x
¥x(x
¥x(x
¥x(x

€

€

€

[

2
A a B~xeA)o>¥{xeAo>xeB) a3
A n B~ x e A) 3
ADXEB)DVX(XEAnB~XeA) ag
A

[+3}

3XeB)~VX(XeAnB~XeA) a



\( ‘!
210

10 Yy
Y
X1 4
v Y
a, a,
Y 4
vs

%

Remarque : Dans la suite, pour que les graphes soient plus aisés
d déchiffrer, nous marquerons les sommets directement par les énoncés.
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PARTIE B

DE LA REDACTION
AU GRAPHE DE REPRESENTATION
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Nous avons signalé (introduction § IV-1.1) qu'un énoncé mathématique
pouvait apparaitre dans le discours exprimant un raisonnement sous différents
-aspects allant du formalisme mathématique & la langue courante, en passant par
des mélanges de ces langages utilisant tous les dosages possibles. Nous avons

gardé sous silence la présence éventuelle dans ces discours d'énoncés
non-mathématiques, mais qui sont des réflexions de 1'auteur sur sa propre
activité ou sur son discours. Nous dirons de ces énoncés, qui ne font pas partie
du raisonnement mais souvent expriment un propos sur ce raisonnement, qu'iis
sont méta-mathématiques. Prenons 1'exemple suivant extrait d'une copie d'un
éléve de gquatriéme année d'université. (1'énoncé du probléme importe peu, il
s'agit de théorie des langages).

1 "Montrer que A' ecst bien un automate fini déterministe
2 AY = [VT, Q/R, [q1], Fro u')
3 ot F' = {[gl, g ¢ F}
4 et p' est définie par p' (X, [g1) = [uix, )] ;
5 d'abord notons que Q/R est bien fini car on aura
B au plus autant de classes que d'états de §, et @
7 est fini ; méme chose pour Fh
8 Maintenant il faut montrer que u' est bien définie.
9 On montrera alors gue guel que soit le représentant
10 g' que 1'on prend dans la classe de g on a :
11 p' (x, [g]) = [ (x, g")]
12 On sait que u' (x, [gl) = [u(x, g)] , mais q' ¢ [ql
3 donc g RF q' et u {x, g} Ru (x, g'l.
== [ulx, )] = [ulx, g")1]
5 = p'(x, [q]) = [plx, g0)]. "

Les énoncés des lignes 8 - 9 - 10 - 11 sont des énoncés méta-mathématiques
qui annoncent le but de la démonstration et la stratégie utilisée ; de méme
les énoncés des lignes 1 a 4, qui sont un rappel de 1‘'énoncé. Les lignes 5 a 7
expriment un raisonnement dans la langue courante, alors que les lignes 12 & 15
décrivent un raisonnement en utilisant pour les énoncés le formalisme mathématique.



La structure du raisonnement est indiquée par des mots :

"On sait que " (ligne 12), "mais" (ligne 12), "donc” (ligne 13)
ou par des signes : n==p1 (1igne 14) ; d'autres mots indiquent des énoncés
mata-mathématiques comme "On montrena que ..." (ligne 9).

Nous appellerons avertisseurs les mots du discours utilisés pour
signifier au lecteur :

- qu'un énoncé est méta-mathématique.
- la relation entre des énoncés mathématiques.

Parmi ces derniers nous distinguerons :

Les aventisseuns d'ingénence
a) ascendant
b} descendant

Les averntisseuns de traduction
Les averntisseuns de construction
Les aventisseuns de nattachement.

Analyser une copie consistera donc & discerner les avertisseurs,
repérer les énoncés.

0.1 Remargue.‘

Nous ne ferons pas ici une étude de 1'utilisation des avertisseurs
du point de vue linguistique, ceci est fait dans d'autres travaux.
Nous &énumérerons quelques-uns d'entre eux,qui nous semblent les plus courants.
Les pages qui suivent ne constituent pas une étude exhaustive, mais fixent les
idées sur la fagon dont nous avons procédé pour passer d'une rédaction & sa
représentation par un graphe. Elles permettent de faire face aux situations
les plus courantes, mais les libertés de rédaction des éléves sont telles qu'il
peut se présenter des situations que nous n‘avons pas envisagées. Dans ce cas
nous essayons simplement de comprendre ce que le texte tente d'expliciter.
Nous ne définirons donc pas & 1'issue de ces pages un automate permettant de

-

passer du texte a sa représentation. (Lire & ce sujet le paragraphe Iv).
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I - LES AVERTISSEURS

I-1. Les avertisseurs d'inférence

Les avertisseuns d'injénence ont pour fonction d'indiquer une relation
de dépendance entre deux listes d'énoncés, soit en stipulant les antécédents
(ou péres), soit en stipulant les conséquents (ou fils). Nous dirons de
1'avertisseur d'inférence qu'il est ascendant dans le premier cas, et qu'il
est descendant dans le second cas. Soientcﬁfl et é?é les deux listes d'énoncés,
le schéma d'utilisation des avertisseurs est

Y4

| < avertisseur d'inférence > u%‘z.

Pour énumérer les avertisseurs que nous avons relevés nous considérons
des listes réduites a un énoncé, nous envisagerons le cas général ensuite.

I-1.1. Les avertisseurs d'inférence ascendants.

Ce sont les mots ou groupes de mots synonymes de "Can", nous
conserverons ce mot pour les désigner. A1 et A2 étant deux énoncés A1 car A2
signifie que A2 est le pére de Al’ ce que nous traduisons par le graphe
ci-contre. Nous avons relevé dans les rédactions les
synonymes suivants

82
. en effet ...
puisque ...
... d'aprés ... Al
par

Prenons comme exemple la démonstration du théoréme de Gauss : Si un
nombre a divise le produit bc et s'il est premier avec b, alors i1 divise c :

1 Puisque a et b sont premiers entre eux
2 d'aprés le théoréme de Bezout il existe deux entiers relatifs
3 x et y tels que

4 ax + by = 1
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5 Multiplions par c les deux membres de cette égalité :
6 acx + bcy = ¢

7 Or, a divise ac et, par hypothése, a divise bc

8 donc a divise acx et bcy, donc leur somme

9 acx + bcy, donc a divise c.

Le mot "par", ligne 7, est utilisé pour renvoyer & 1'hypothése,
soulignons qu'on le rencontre aussi souvent pour renvoyer a une définition :
"... pan définition de ..."

par exemple :

La somme de deux fonctions paires, f et g, est paire :

1 (f + g)(-x) = F(-x) + g{-x) par définition de f + g
2 Fl-x) + gl-x} = f(x) + g(x) {(f et g sont paires)

3 fix) + glx) = (f + g)(x) par définition de f + g
4 donc (f + g)l{=x)} = (f + g}(x)

On rencontre assez souvent dans les rédactions, comme a la ligne 2

de ce dernier exemple, un renvoi & un énoncé en le mettant simpiement en marge
du calcul et entre des parenthéses :

A (A

9)

cela correspond au désir de rappeler 1'énoncé antécédent sans vouloir
insister trop, c‘est un premier exemple oi 1'inférence est stipulée sans
utiliser des mots de 1a langue courante.

I-1.2. Les avertisseurs d'inférence descendants.

Ce sont les mots, ou groupes de mots, synonymes de "donc", nous
utiliserons ce mot pour les désigner. A1 et A2 étant deux énoncés, 1
A1 donc A2 signifie que A1 est le pére de AZ’ ce que nous
traduisons par le graphe ci-contre.
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Nous avons relevé dans les rédactions les synonymes suivants

.. on en déduit ... ... par conséquent ...
. donne ... ... puis
devient ... ... alors

Prenons par exemple la démonstration de la régularité dans un
groupe (G, *), e désigne 1'élément neutre

1 Soit 1'égalité : b x a = ¢ * a,
2 multiplions les deux membres par l'inverse a‘q de a
- -1

3 (b = a) *a 1. (c * a) *a

. ok . . -1 -1
4 La loi * est associative donc b * (a*a ) =c * {a*a )

-1 N . <4z .
5 a* a = e par définition de 1’inverse, d'ol 1'égalité prece-
B dente devient : b x e = ¢ * e, par définition de
7 1'élément neutre : b = c.

L'inférence descendante n'est pas toujours stipulée par des mots, on

utilise souvent des signes d'origine mathématique :
=p 00U —»

ou méme la ponctuation, par exemple ligne 7 ; parfois la ponctuation est
associée a des mots, par exemple

. en conclusion
enfin: ...

Dans certaines rédactions 1'inférence est implicite, seul un retour
i la ligne permet de la saisir, nous reviendrons plus loin sur cet avertisseur
qui présente quelques singularités. (§ I-1.7)

A, et A, désignant des énoncés il y a encore les assemblages :

1 2

si A1 on a A2 -
si A1 alors A2 e

Nous y reviendrons, car ils présentent quelques ambiguités (§ I-1.8).
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I-1.3. Remarque.

Notons que le choix de 1'utilisation d'un avertisseur d'inférence
ascendant ou descendant est essentiellement 1ié au style du rédacteur.
Les plus souvent utilisés sont "donc”, "car”, et les signes "==>" ou i AN
les autres apparaissent en général lorsque le rédacteur a le souci d‘une
démonstration plus agréable a lire.

I-1.4. Avertisseur d'inférence liant plusieurs énoncés.

En général 1'avertisseur d'inférence se trouve entre deux listes
d'énoncés, dont une au moins est réduite & un seul énoncé, par exemple :

X -+ est une fanction continue sur R- {o}

A
X
et x + sin x est continue sur R, et, la fonction

composée de deux fonctions continues est continue

donc x + sin 1 est continue sur R- {o}.
X

ou encore :

La relation "... est paralléle a ..." sur l'ensemble des

droites du plan est une relation d'équivalence
car une droite est paralléle 3 elle-méme, si

une droite D est paralléle & une droite D° alors
D’ est paralléle & D, et deux droites paralléles

a3 une méme troisiéme sont paralleles entre elles.

Une énumération d'énoncés est donc une file d'énoncés séparés par

,% ou ";" ou le mot "et’ou un avertisseur de rattachement (voir § I-2.).

Siuafi est une énumération des énoncés Al’ R An : et¢4f; une
énumération des énoncés A“l, ...s A’ _nous représenterons o%?_donc é%%, et de
méme Jﬁ; car'ézf, par une étoile & n + p branches : n entrées et p sorties, dont
les entrées sont adjacentes aux sommets marqués Al’ cees An et les sorties sont

adjacentes aux sommets marqués A'l, ey A'p.
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n102?é ne sont réduites a un seul

ponnons enfin un exemple ol nin? s

énonce.

est définie sur 1'intervalle

La fonction f : x—» X sin X
[0, 11 et elley est continue donc elle est bornée,

elle atteint ses bornes et elle prend toutes valeurs

entre ses bornes.

F . x—>x sin X est f : Xb>»X sin x est

continue sur [o,11

dafinie sur [0,11

F i x+—>x sin X prend

f 1 x> X sin x atteint

£ ¢ Xx—> X sin x est
ses bornes sur 0,11 toutes valeurs entre

bornée sur {0,113
ses bornes.
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1-1.5. Problémes 1iés aux relations transitives.

I-1.5.1. Cas généra].

Les deux textes qui suivent sont les rédactions proposées par
deux éléves de premiére année de faculté, pour montrer qu'un ensemble non vide
sur lequel est définieune loi de composition interne associative pour laquelle
les équations en x : ax = b et xa = b ont toujours une solution, posséde pour
cette 1oi un élément neutre & droite. (Partie C § 0.2)

1A Nowd vadons Fuut pour butee Cel g bt Le 6 /,'f’cmsfg,mé ¢ L‘Jywe axzh

wh oS "'/M ax = o

2A  nows f.,..»/ows ‘(”""',b‘«ffﬁ% web o
- ’341” AN o =a J,M-c. LO«.'L’X,:IDOL

3A . ar= & o Lax;&a. b= LQ)‘-x—:
4A porvr wfon Lu.’ta...‘)ng pt’ . Iy r “J:AL “.'JA"'LZ%
k“(’-".}gb& c(u.c. e S JW%:@?—Mte[ch ne
5A
(Deug A 11)
18 R = o e ¢ &
| , .
28 \ﬂ: *x O -—=>\/ae_: )t‘O.Q = X (x.‘:\o
38 L .dJDU-L e a_,;)\ «L\ Q»Lﬂ 4 thwx R M\iQ
\ : .
(Deug A 3)

Nous ne ferons pas de commentaires approfondis sur ces solutions ; dans
V'exemple 1 1'étudiant utilise a tort une propriété de régularité et semble
ignorer la définition d'un &lément neutre ; dans 1'exemple 2 il manque
certaines précisions (en particulier les quantificateurs), cependant le lecteur
averti y reconnait le squelette d'une solution correcte.

Si nous citons ici ces exemples c'est pour en retenir les lignes 3A et 2B.
Ces phrases ne sont pas . correctes du point de vue de la syntaxe des mathématiques;
cependant elles sont courantes dans les rédactions des éléves & la place d'une
suite d'énoncés p = q Torsque * est le symbole d'une relation transitive.



Nous ne considérerons pas la chaine P1 * P2 X L.l * Pn comme un
seul énoncé, nous 1'interpréterons de la fagcon suivante :

P, = P

Py x Pos Pyx Pas e

P > Pn-2 * Pn-l * Pn donc p,; * Pn

1*

Ou encore nous représenterons cette chaine par le graphe :

n-1

Pl * Pn

On en déduit que la phrase P1 * ... % Pn donc A, est interprétée

comme <

P1 * P2, .

ou encore le graphe :

s Proo * Pn-l et Py * P donc Py « Pn donc A

On interprétera de la méme facon la phrase A car P1 X .. % Pn

On rencontre encore les phrases suivantes :

A donc 9y * Gy --- * Q (1)
Gy * Gy * ... % q car A (2)
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Nous conviendrons de traduire ces phrases par les graphes suivants :

(1)

* b1
——
nNy
S
e 5

Ainsi la ligne 3A sera traduite par le graphe suivant (le mot or
indique un rattachement, 1a régle de représentation qui s'y attache est
précisée au § 1-2).

ax = a<> bax = ba bax = ba <> baxx = bax

\/

ax = a<= baxx = bax

R

baxx =

Les lignes 2B et 3B sont représentées par le graphe suivant :
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e est élément neutre a droite

I-1.5.2. Cas de 1'égaliteé.

Donnons un nouvel exemple pris dans le méme é&chantillon que

le précédent :

1 "Supposons 1le cas ol il existe x € G tel gque ax = t)C)
B . o~ . ax = b
2 on pose a = b d(njC)dBVlent {bx = 3
3 considérons a = bx = (ax) x = a car b = ax
4 comme la loi est interne on aura (ax) x = a<$3 alxx) = a

n
v}

5 donc on trouve 1 €lément y tel que ay

Si nous appliquons les régles énoncées au paragraphe précédent le
premier énoncé de la ligne 3 est interprété comme :

a = bx, bx = (ax)x et (ax)x = a donc a = a

IT est bien évident que ceci est trés différent de ce que le rédacteur
a voulu indiquer, il ne s'attache qu'a la derniére égalité pour la suite de son
calcul. Cette situation est assez fréquente pour gue nous fixions la traduction

par une régle.

La chaine Py = -ev = Pps Si Py et Py sont identiques est lue

comme p, _ .
1=... Pp-1
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Nous obtenons pour la ligne 3 la traduction suivante :

ax

cmtfrmmsnaes [}

a = bx bx = (ax) x

a = (ax) x

Nous généralisons cette régle au cas d'une chaine Py * «-- * Py
ol + est le symbole d‘une relation d'équivalence classique

(<>, //—... est paralléle & ...—, =— ... est congru & ...—, etc...)
ou encore le symbole d'une relation dont 1'éléve a établi explicitement que

c'est une relation d'équivalence ; pour ces relations la :

Si A1 est identique a An’ alors A1 IR An est
interprété comme A; x ... * A1

1-1.5.3. Quelques autres situations et leur réglement.

Lorsque nous affirmons que le discours qui décrit un raisonnement
est une file d'énoncés, nous énongons une proposition qui est souvent fausse
pour les documents &crits par les &léves ; ils utilisent souvent les deux
dimensions de 1a page, en particulier pour justifier certains pas de calcul
dans une chaine Al * A2 ces X An. Les moyens utilisés sont trés divers mais
toujours explicites, sur le modéle :

¥

1 * e Ai * Ai+1 * ... x A

1

B

n

que nous traduirons comme :

A, » A

1 93 +ees Ai * Aj+1 car B, ... et An-l * An donc A1 * A

n



et par le graphe :

B
Ap* Ay Ay > A An-1 * A
Al * An

Nous donnons ci-dessous deux exemples et les graphes qui les
traduisent, ces exemples sont issus du méme corpus que les précédents
(solutions du probléme utilisé dans la partie C) et nous ne citons que
les phrases qui sont utiles pour illustrer ce paragraphe.

s
ouw»leolw,l(' w= fexix = a (xx) =a

CIUL {q,lpadm}moo;g«&hk

(Deug A 9)

[y I h = (= N \'r_::
a =Y G—\.L\”Li_,)'l b =y B (gD

oy e TS MY

(Licence 26)

(Deug A 9) La loi est associative

1]

a = (ax) x (ax) x = a(xx)

a(xx)
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(Licence 26)

Loi associative

|

ax = b<> (by) x = b (by) x = b<> b(yx) = b

ax = b<>b(yx) = b

I-1.6. Donc, nremier mot d'une rédaction.

Nous pourrions, dans ce cas, qualifier "Donc" d'avertisseur d'inférence
flou ; cette liberté est prise & cause du consensus existant entre le rédacteur
et 1e lecteur, et on trouve cette licence essentiellement dans les rédactions
scolaires. L'éléve indique ainsi que 1'antécédent est une donnée du probléme
mais i1 ne 1'explicite pas.

Ce cas de figure est fréquent et nous décidons d'adopter 1'attitude

suivante :
]

L'interprétation est faite en complétant la phrase de fagon a obtenir
une inférence correcte s'il n'y a pas d'ambiquité, c'est-a-dire si il n'existe
pas deux données susceptibles de convenir. Dans les autres cas, on traduit
comme si le mot "Donc” ne figurait pas.

I-1.7. Le retour @ la ligne.

Dans le texte suivant e désigne 1'é@lément neutre a droite d'un
mono‘ide, ce texte est issu d'une solution au probiéme du § I-1.5.1.

\(o»&to . e g;)r J,,n‘;qu& . . : N
Esuﬁﬁaabtij; gﬁ;;fiﬂ ¥ ot ¢ Yl Que , f.c =9
| ' (anéheei&”&ye

Q.(Q.EGCW = Q(e'e ) i
\’2 . e= € -
e - €.€

(Deug A 4)




76.

Pour 1e lecteur mathématicien i1 n'y a aucune ambiguité sur la
signification de ce texte, le retour a la ligne tient lieu d'avertisseur
d'inférence descendant. Les lignes 3, 4 et 5 peuvent étre traduites par :

3 "donc (ae') e' = (ae) e’
4 donc ale'e'} = alee')
5! donc e'2 = ge’ »

Plus généralement, = étant un symbole de relation,

A, » A
si il n'y a pas d'ambiguité sur la signification de la 1 2
succession de lignes : +
A, x A
3 4
AI*AZ +
A3*A4 :
. Nous 1'interprétons par le graphe : i
|
A * A *
-1
n n A . A
n-1 n

Cette situation se présente souvent dans la rédaction de calculs
algébriques (» est =, ou <, ou <et Ai est une expression arithmétique).

I1 peut se greffer sur une telle succession de lignes d'autres énoncés,
mais seulement par des avertisseurs d'inférence ascendants. Et :

A, x A
1 2
t
]
! B
A1 * Ai+1 car B est traduit par le graphe:
: A = A
An—1 * An



Donnons 1'exemple de la représentation du calcul suivant, oi

ao(f)(x) = fg ¢(t) f(t) dt avec ¢ et f éléments deij; (RY :

" X
g (f1 + le[xl fD ¢ (t)(f1 + le(t) dt

X6 (6) [F (8) + £ (£)] at par définition
de la somme des applications.

i

f; ¢ (£) £,(t) dt + f:; § (£) £, (£) dt car
) [t][f1[t] + fz(t]) = ¢ (t) f1 (t) + ¢ (t) Fz {t)

et gréce a la linéarité de 1'intégrale simple.

=0 (f1)[x) + g [le[x) {définition deo )

= (0 [f1) + O (lel(x] par définition de 1a somme des
applications.”
([c] p 24)

La partie gauéhe de chaque égalifé est & compléter par © (f1 + fz)(x)
dont le rédacteur a, fait 1'économie de 1a répétition ; on obtient le graphe
suivant :

77.
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o (F + F)(X) = £y ¢ (E)(Fy + F,)(t) dt

Définition de 1a somme des

applications.

O (Fy + fo)(x) = 7p ¢ (8) [f () + fo(t)] dt

1
¢ (t)(fl(t) + (1)) v Linéarité de 1'intégrale simple
= ¢ (t) fi(t) + ¢ (t) (1)

O (F) + F)(x) = 7y ¢ (L) F1(t) + 15 ¢ (t) F,(t) dt

dafinition de o

O (F) + F,)(x) = 0 (F)(x) + O (F,)(x)

O (f) + F,)(x) = (o(F)) + o (f,))(x)

I-1.8. Si ... ona ..., Si ... alors ...

%%r}‘cgmﬁ t,w o2 O_MA:O’IL/ CAN e OLFL‘LQJ A e - A

(Deug A 9)

(Deug A 9)
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)

Lllqj;; éﬁ. Cu16CcVAuxr yTe

7 7 . .
u‘e'/’eg L Aa Co: (M-,/M/V\e

= ~An A 044/1;¢ oy .
ax = b 4isa MOUD /\0’3 ong a 6’ ¢

’p e A | 7u\ Mr {7 t’/thI/ ,ww,// a t[zgq'/o./ /WL /a—gt
Al , @E=FT=(E s :

(Deug A 7)

¢ e Qx C. C
Q"V\ C’Ll WN""V\ . L& Q/DQA’\\[‘{ Q. /Vz/Q CVA.L O = &
Dmk . \Jw Ca G C\ & Mc}n\{ clu\«L e \‘{Q °\f’\k

o € =

(Deug A 18)

Nous constatons que 1'expression”si... alors..." peut correspondre
3 des comportements complétement différents, qui peuvent &tre hypothético-déductifs
(c*est le cas des exemples 1 et 2), ou déductifs (c'est le cas des exemples 3 et 4).
I1 faut essayer au niveau de la représentation de conserver cette distinction.
L"éxpression "s{ A alons B" lorsqu'elle traduit un comportement hypothético-
déductif sera représentée comme :

A(?) donc B ; ol (?) concaténé & 1'énoncé A marque son caractére
hypothétique.

L'expression "si A alons B" est utilisée pour indiquer que 1'on se
place dans un cas particulier, elle se présente dans la rédaction sur le modéle

Al’ si A2 alors A3
ou:

- soit A1 indique une affectation (un choix arbitraire) et A3 est
obtenu en appliquant a Az les transformations indiquées par Al'

- Soit A1 indique un changement de variable, et A3 est une instance
de A,.
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1 2
Et nous donnons de cette situation
la représentation ci-contre.
Ay
Exemple 2 : Exemple 4 :
e existe (?) pour le couple (a,a) Définition
Xe = X I1 existe x tel que ax = a

¥ a e G il existe e tel que ae = a

I-1.9. Si ... alors ... sinon

L'utilisation de "44... alors... sdnon..." correspond & une étude
par cas, et en général "alons" et "sinon" introduisent non pas un seul énoncé
mais la rédaction d'une démonstration. En fait nous pourrions remplacer cette

expression par :
. A, si A est vrai alors &, sinon &, ...

A désignant 1'énoncé sur la vérité duquel porte 1'alternative,
491 et &, les rédactions de deux démonstrations.

De par la syntaxe du frangais "A est vaai" (resp. "A est faux)
infére le premier énoncé de é§1 (resp.é52), a moins d'un effet de style, mais

on sait sans ambiguité rétablir 1'ordre dans ce cas.

Nous adopterons la représentation suivante dh(:)et(:)sont des symboles

réservés, et ol les "patates" représentent les démonstrations &91 et Jaz :



Appliquons cette régle de représentation & 1'exemple suivant.

On étudie la suite de terme général u_ = 8  avec a > o.
1+ a

Si a < 1alors 1im 4a" = 1et lim #a" = 1, donc limu_ = 1,
4o -+ . N+ n
sinon si a = 1 alors {un} ast la suite stationnaire sur o

sinon on définﬁ:un par : u_ = (1/an -1/ [1/an + 1)

or lim (1/an -1 = -41car a > 1, pour la méme raison
n+q“

1im ( 7a" + 1) = 1, donc Mmu_ = -1

- +o n+e n

Demonstration & laquelle nous associons le graphe suivant :

81.



a <1
F
Y
Tim 1-a"=1 Tim 1+a"=1 a=1
-+ >+
V
Tim u_=1
N>+
{u} est la suite u = @E - Ad s
n n an an
stationnaire
sur o
a>1
. 1 . 1
1im (5 -1)=-1 Tim (5 +1)=+1
note D nrdw D
Tim un = -1

82.
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1-2. Les avertisseurs de rattachement

Nous regroupons dans cette catégorie des mots ou des expressions
comme les suivants

... mais ... .. 0r ... ... comme ...
... nous savons par ailleurs que ...
... NOUS S$avons que ...

En fait toutes les expressions construites autour du verbe "savoin" ont pour
fonction d'indiquer un rattachement ; nous n'en faisons pas une liste
exhaustive. Nous en avons d&j& rencontré dans des exemples cités ici

(§ o ligne 12, § I-1.1 Tigne 7 du premier exemple).

Par 1'indicateur de rattachement le rédacteur signifie que 1'énoncé
qui suit est issu

- soit des informations fournies par 1'énoncé du probléme ou des
informations construites au cours de la résolution du probléme. (c'est souvent
le cas des rattachements indiqués par ... or ...)

- soit de connaissances extérieures & 1'énoncé du probléme et & sa
résolution, c'est & dire en général apportées par 1'apprentissage des
mathématiques. (c'est souvent le cas des rattachements indiqués par des
expressions construites autour du verbe savoir).

En fait ces indicateurs, au niveau de la structure de la rédaction jouent
le méme rdle que "ot" ou "," dans une énumération d'énoncés, la différence
tient & leur fort contenu sémantique : ils insistent sur le rattachement ou
mettent en évidence un énoncé d'une Tiste ; ainsi la phrase suivante :

(1) 3 divise 5m or 3 est premier avec 5 donc 3 divise m
a& la méme structure logique, mais est entendue de fagon différente
de la phrase :

3 °divise 5m et 3 est premier avec 5 donc 3 divise m.

Nous conviendrons de traduire ces indications par "E£" en nous
ramenant ainsi & 1a représentation des 1istes d'énoncés.



[ohs I

Et 1'exemple précédent se traduit par le graphe :

3 divise &m 3 est premier avec 5

i
3 divise m

I-3. Les avertisseurs de traduction

Ce sont des mots ou groupes de mots du type suivant

ot encovre ... .. &n d'autres termes ... ... c'est a dire ..
ce qui signifie ... ... Ce qui s'écrit ...

par exemple

—

3 ¢ btel me ¥xe B: xe = x, c'est &*dire e est

élément neutre de G.

Ces avertisseurs présentent 1'intérét particulier de pouvoir indiquer
un changement de champ de résolution, par exemple le passage de la géométrie
classigue a la géométrie analytique.

C est le cercle de centre o et de rayon 5, ou encore dans un repére

orthonormé d'origine o

C={Mx,y) / x% & 3? = 25}

Dans le cas ol les deux énoncés A et B, d'une expression du type
"... A ou encore B ...", ne sont pas synonymes relativement au calcul des
prédicats du premier ordre nous traduiscns cette phrase par le
graphe ci-contre. Sinon les deux énoncés seront représentés par

S

le m@me sommet du graphe associé & la rédaction.

w
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I-4. Les avertisseurs de construction

Nous rangeons dans cette catégorie les mots tels que :

. soit ... ... en remplagant ... par ... ... Supposons ..
. pour ... ... considérons ...
... on prend ... ... ON pose ...

et les avertisseurs de désignation [* ] :

appeler ... ‘crire ... noter ...
désigne ... représenter ...
lire ... nommer ...

Donnons 1'exemple de la résolution du petit exercice de géométrie

analytique suivant :

On donne une parabole de foyer F et de directrice D. Une droite
variable passant par F coupe 1a parabole en M et M'. Démontrer que le cercle
de diamétre MM' est tangent a la directrice.

"Soit le cercle de diamétre MM ‘’. Si nous désignons
par O le centre de C, donc le milieu de M M°, par
H, H', h les projections de M, M ', O sur la

directrice, alors h est le milieu de HH', et :

MH + M'H’
2

MF + M'F car MF = MH, M'F = M'H'
2

Oh =

(propriétés d'une parabole)
-
2
= 0N
ou encore oh est égal au rayon de C, donc le cercle de C est

tangent & la directrice”,

(Lc] p 243)

Un exemple de désignation :

R+ désigne 1'ensemble des réels privés de o.

. e T T AR wn - WD A - or S D - A S A S D R G G W e S W A e g D P G M e D e 0 A - G D . e e G G e e W fe v G M we

* C. LABORDE 1les avertisseurs de désignation, document non publié
GRENOBLE U.S.M.G.
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Ces avertisseurs introduisent dans la rédaction des énoncés qui
n'ont pas d'antécédents logiques, ou encore qui marquent des sommets sources
du graphe de représentation. L'avertisseur nous permet de distinguer parmi
les énoncés sans antécédents logiques ceux qui correspondent a une construction,
ou & une désignation de ceux qui sont des S-axiomes, des données ou des
hypothéses. Si nous n'avons pas autrement séparé les avertisseurs de
désignation des avertisseurs de construction, c'est que souvent les deux fonctions
sont étroitement mélées. C'est ainsi que dans la phrase :

Soit D la droite perpendiculaire au plan 7w passant par le point

Mde .

IT y a a la fois la construction d'un nouvel élément et une
désignation : celle du nouvel objet introduit.

Donnons 1e graphe représentant la démonstration ci-dessus :

C est le cercle de 0 le centre de C H est 1a pro- H' est 1a pro- h est la
diamétre MM' jection de M jection de M' 5208825;01
¢ sur la direc- sur la direc- directrice

0 est le milieu de MM' trice. trice.

Propriété de la parabole h est 1e milieu de HH'

MUF=M'H! MF=MH Oh=1/2 (MH + M'H")

re, e

Oh = 1/2 (MF + M'F"')

Y

Oh = MM'
-

Y
Oh = OM

Y

Le cercle C est tangent a la directrice.
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En fait lorsqu'un énoncé, qui a été introduit par une désignation,
reste sans descendance on convient de ne pas le faire figurer dans le graphe,
mais de le conserver comme élément d'un dictionnaire pour comprendre les autres
érioncés ; puisque c'est bien cette fonction que ie rédacteur lui assigne.

I-4. Enchissement d'un avertisseur

I1 est fréquent, lorsque la rédaction est faite en utilisant
essentiellement 1a langue frangaise, que 1'avertisseur ne se trouve pas avant
1'énoncé qu'il introduit, mais en apposition au verbe autour duquel s'articule
la phrase.

Par exemple :

3 divise 5m et 3 est premier avec 5, 3 divise donc m

ou encore :

pour tout x € Gon a xe = x, e est pat conséquent

élément neutre a droite de G

On rétablit la forme standard en rejetant 1'avertisseur en téte
de 1'énoncé, ainsi le dernier exemple devient :

pour tout x € Gon a xe = x, pat conséquent e est élément

neutre a droite de &

IT - LES ENONCES

I1 y a lieu de distinguer parmi les énoncés que 1'on rencontre
dans une rédaction, les énoncés mathématiques et les énoncés méta-mathématiques.
Nous allons essayer dans cette partie de distinguer différents types parmi
ces derniers , et d'aborder le probléme de.la traduction dans le langage du
CP1, des premiers.
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I11-1. Les énoncés méta-mathématiques

I1 s'agit de mots, d'expressions, de phrases par lesquels le rédacteur

exprime un commentaire
- soit sur sa rédaction,

- soit sur son attitude vis a vis de 1a résolution du probléme, du
probléme lui-méme, ou de ce qu'il propose comme rédaction,

- soit enfin sur un sujet complétement étranger au probléme et sa

résolution.

IT est difficile de cerner le caractére méta-mathématique d'un énoncé
autrement que par sa sémantique, cependant lorsque le propos tenu est assez
prés de la rédaction, i1 y a parfois la possibilité de décider sur la forme.

II-1.1. Les indicateurs de démonstration.

Nous appelons indicateur de démonstration une expression construite
sur les verbes "démontren", "montren”, ou un de leurs synonymes. Les phrases
introduites par ces indicateurs contiennent un texte mathématique,qui est le
groupe complément du verbe sur lequel est construit 1'indicateur,et par ailleurs
des énoncés méta-mathématiques. Donnons quelques exemples

Maintenant il faut montrer que u' est bien définie.

(§ 0 1igne 8)

Mntrons que e est uniqgue.

(§ 1-1.7 ligne 1)

Ces phrases peuvent comme dans 1'exemple ci-dessus annoncer
une démonstration, en indiquant 1'&noncé qui va étre établi. Elles peuvent
aussi présenter le principe d'une démonstration :

"Nous allons montrer par récurrence sur l'ordre de la substitution

que toute substitution est un produit de transpositions”.

(Extrait d'un cours sur les

athstitutionst.
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Ces phrases peuvent aller plus loin et anticiper en donnant une

-

déduction d'un énoncé & partir de prémisses qui ne seront établies qu'ensuite :

I1 s'agit d'établir la continuité d'une fonction f obtenue comme limite

d'une suite de fonctions {fn}n N

"Nous allons montrer que pour tout n e N, fn est continue et que la

suite converge unifermément vers f, on aura donc que f est continue®”

(un éléve de maitrise de math&matique)

Ces phrases peuvent toutes se ramener & 1'une des formes :

(1) "Nous alfons démontrnen que E "
(2) "Nous atlfons démontren que £ on awra B "

ot & est un énoncé, ou une énumération d'énoncés, et Dest une déduction

de prémisse(s)E . Nous transformons le texte de la fagon suivante : on enléve

cette phrase et si elle était effectivement suivie par la démonstration de £ :

Cas (1) : Si & -ou un synonyme- ne figure pas a la fin de 1la

démonstration on la conclut par "donc & "

Cas (2) : Si & -ou un synonyme- ne figure pas a la fin de la

démonstration on la conclut par "donc & ,® ". Si & -ou un synonyme figure

d la fin de la démonstration, mais pas.® , on la conclut par "@".

Par exemple le texte des lignes 8 & 15 de 1'exemple du § O devient :

8!

gv

10°

17

129

13°

On sait que u'(x,[q)) = [u(x,q)]), mais q' € [q]
donc Rf q' et u (x,q) Ru (x,q')

=> [ulx,q) = [n (x,q')]

=» u'l(x,[q]) = [ulx,q"')]

donc ¥ q' € [q) u'(x,[q]) = [u (x,q")]

donc yu' est bien définie



II-1.2. Les arguments de procédure.

Les arguments de procédure sont utilisés chaque fois que le rédacteur
ne désire pas donner le texte explicite d'une démonstration. On en rencontre

de deux types :

II-1.2.1. Ceux qui évacuent la démonstration.

Ce sont les arguments de procédure du type : "twivial !" ou
" est euident que ...". L'auteur ne fournit pas de démonstration en estimant
que le lecteur la trouvera, lui aussi, évidente. Nous pensons, qu'en général,
dans le cadre scolaire, il peut étre délicat d'accepter ce type d'arguments.
Aussi nous les considérerons comme strictement méta-mathématiques. C'est a dire
que lors de la traduction de la démonstration ils disparaitront, et les énoncés
qu'ils introduisent apparaitront ainsi sans filiation explicite.

I[11-1.2.2. Ceux qui rappellent une procédure.

Les arguments gqui renvoient effectivement a une procédure explicitée
ailleurs sont de deux types que 1'on peut illustrer par les expressions :
(a) "... on démontne de La méeme gacon que ..."
(b) "... on {fait exactement La méme démonsiration en
nemplagant ... par ..."

a) ce premier argument de procédure ne renvoie pas au texte d'une
démonstration tel qu'il peut apparaitre dans la rédaction, mais au principe,
a la stratégie sous-jacente a cette démonstration. I1 peut y avoir entre la
démonstration qui n'est pas explicitée et celle & laquelle on renvoie toutes
les nuances de parenté : de 1'identité, au nom des objets prés, a 1'analogie.
Aussi décidons nous d'avoir dans ce cas la méme attitude qu'au paragraphe
précédent. Dans le graphe de représentation 1'énoncé ainsi introduit apparaitra
sans filiation.

b) dans ce second cas la situation est tout a fait comparable a celle
que 1'on rencontre lors des appels de procédure dans un langage de
programmation.

90.
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En effet cet argument exprime que 1a procédure qui n'est pas
explicitée ne différe de celle & laquelle on renvoie que par le nom des
objets manipulés. Au niveau de la représentation si E est 1'énoncé
effectivement &tabli et F celui introduit par 1'argument de procédure
nous aurons :

m

-

Remarque :

Les expressions (a) et (b) illustrent les deux types d'arguments de
procédure mais elles ne les caractérisent pas. I1 peut se faire en effet que
dans certains contextes "... on démontre de méme que ..." signifie "... on fait
exactement £a méme démonstration en nemplagant ... par ...".

En effet supposons que 1'on ait dans une rédaction la situation
suivante :

E (x,‘. sees Xos B ees ap)

b
p)

On démontre de méme que F [y1. cees Yoo b,‘. cves

00 {x;} , 1, ....n (resp. ly;} 1, .. n) est 1'ensemble des
varnab]es de E (resp F) et {as} i=1, . (resp (b } i=1,
est 1'ensemble des constantes de E (resp F) et 11 exvste deux
bijections :¢ : {xi}h*[yi} et ¥ : {ai} - [bi}

telles que E(¢(x1), cens ¢(xn) ¥ (al), cees w(ap))

soit identique a F(yl, sees Yoo bl’ eees b

Y

P)'

Alors dans ce cas 1'expression "on démontre de méme que ..." doit
étre reconnue comme un argument de procédure du type (b).
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"I1-1.3. Les énoncés introduits par un verbe indiquant une action.

I1 s'agit de verbes utilisés soit avec 1'auteur comme sujet, soit
sous une forme impersonnelle, soit sous une forme passive, et qui expriment
une action sur des objets mathématiques.

Par exemple :

"Soit 1'égalité : bx a = ¢ * a,
multiplions les deux membres par 1'inverse a - de a :

(b*a]*a_1=[c*a)*a—1"

(§ I-1.2. Lignes 1 & 3 de 1l'exemple)

II-1.4. Expressions conditionnelles.

I1 s'agit d'expressions, d'énoncés de caractére essentiellement
hypothétique et qui ne peuvent se ranger parmi les expressions si ... alors ...
des paragraphes 1-1.8 et I-1.9. Comme par exemple la derniére phrase de
1'exemple suivant :

s ¢ Lo ek pranin o douolGe poan il And

V‘LE‘:Q‘. O..0_ — O,

G}%gwcx ‘vio. b Q_a
A= =b

M ne = 2 i G dacck eWw’r
Ar(.:\/\.,, ' . '}\/eﬂfu___

(Deug A 15)
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11-1.5. Les phrases interrogatives.

Ces phrases seront considérées comme des énoncés méta-mathématiques ;
pour certaines d'entres elles nous adopterons un traitement particulier. Ces
phrases sont utilisées par le rédacteur pour se poser "3 haute voix" des
questions qui nous permettent de comprendre sa démarche. Elles sont rares dans
les rédactions émanant d'éiéves, cependant on en rencontre :

' : i . - - b
[Arns’ame‘e @ At V'ae&‘&bt‘&, 3z ¢t '/f“”
aubﬁ' C(tlv'( vdlﬁ[’allt r Cin éc C O oM: a :L ,
o obtiint afen a x:a oy ik mefe e
ook la defomtion e € Pement monkie i drocte | Maw ¢ areibie o cirede

-

-1 Ge mane e towt i letnent de G 4 wi ~<'t"um27u«-‘ 7

(Deug A 8)
Nous traiterons d'une fagon sbéciale les phrases interrogatives
qui portent sur un énoncé mathématique et qui correspondent au schéma de
rédaction suivant : |
est-ce que E ? oui, car ...
que nous rétablirons sous 1a fprme affirmative :
E car ...
De méme le schéma de rédgction :
est-ce que £ ? non, car ...

sera remplacé par la forme affirmative :

I car ...
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Par exemple

ce texte

det M(a,b) = a2 + 3ab + 5b2
Supposons b fixé, existe-t'il alors a € R tel gue det M(a,b) = o ?
non, car b2[9 - 20) < o donc 1'équation n'a pas de racine

réelle. Par conséquent la matrice M (a,b) est inversible.

devient :

det M(a,b) = a2 + 3ab + 5b2
Pour tout a ¢ R ¢+ det M (a,b) # o car b2[9 - 20) < o donc

1'équation n'a pas de racine réelle.

Par conséquent la matrice M(a,b) est inversible.

IT1-1.6. Quelques remarques supplémentaires.

II-1.6.1. Présence de mots méta-mathématiques dans un énoncé

mathématique.

A 1'intérieur méme d'un énoncé mathématique lorsqu'il est exprimé

dans 1a langue francaise, en rencontre parfois des mots dont 1a fonction est
étrangére au contenu mathématique. Un de ces mots est souvent utilisé : "Bien",

que 1'on

trouve en apposition au verbe qui est au centre de 1'énoncé.
I1 permet de souligner cet énoncé pour le lecteur, ou d'exprimer a

cet endroit l1a conviction du rédacteur :

Dans un livre d'exercices corrigés a la fin d'une démonstration pour

établir qu'un endomorphisme d'espace vectoriel est une transformation

orthogonale :

> >
"... Donc |IV'i] = {IV]I|, donc f conserve bien la norme”

(fclp 07)
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11-1.6.2. Indications pour Ta lecture, et confidences.

Signalons, pour finir, la présence éventuelle dans une rédaction
d'énoncés méta-mathématiques dont 1a fonction est de faciliter la lecture de
1a rédaction. Comme par exemple cette indication sur la mise en page :

La figure se trouve sur une feuille séparée

ou

Les justifications des résultats numériques se trouvent en derniére

page.

Parfois ces énoncés méta-mathématiques sont une confidence du rédacteur
au lecteur sur son comportement au cours de la résolution du probléme, ou son
opinion sur cette résolution. Ce dernier cas peut se rencontrer dans des rédactions
a des fins pédagogiques, on en trouvera de nombreux exempies dans POLYA
("Sotutions des exercices" in [8] et [91). On en rencontre beaucoup moins dans
les rédactions d'origine scolaire, oil parfois le discours sur un raisonnement
se réduit au seul énoncé méta-mathématique :

Je ne sais pas faire

I1-2. Les énoncés mathématiaues

Nous 1'avons déja souligné dans 1‘'introduction (§ IV 1.1.), parce
que les éléves mélent 1a langue courante et le formalisme mathématique, un
méme énoncé peut se présenter sous des formes différentes et cependant avoir
le méme contenu mathématique. Pour cela nous traduirons tous les &noncés dans
un méme langage : celui du calcul des prédicats. Ainsi deux énoncés seront
considérés comme synonymes s'ils ont 1a méme traduction dans le langage du CPl.

Nous construirons notre dictionnaire de théme & partir de celui
proposé par S.C. KLEENE dans (301.

§ 14 Applications au langage usuel : analyse d'arguments.
§ 27 Applications au langage usuel : compléments sur la traduction des mots
par des symboles.
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Nous n'en retiendrons que les formes susceptibles d‘apparaitre dans

Ta rédaction d'un texte mathématique.

I1I-2.1. Traduction des phrases contenant les connecteurs ET, QU,

Nous ne considérerons, dans une rédaction, que les connecteurs ET et OU
sont les connecteurs logiques, que lorsque par un moyen quelconque 1'auteur
signifie que 1'énoncé qui les contient est bien un seul énoncé. Dans les autres
cas nous les considérerons par leur fonction grammaticale.

Pour signifier qu'il s'agit d'un seul énoncé 1'auteur utilise des
séparateurs : saut a la ligne, ":" , ";" , "." , qui Te délimitent.

Par exemple :

f est dérivable ar [0, 1] donec : ¥ est continue et atteint ses

bornes sur [0, 1]

sera traduit par le graphe :

f est dérivable sur [0,1]

f est continue et atteint ses bornes sur [0,1]

Par contre :

f est dérivable sur [0,1] donc elle est continue et atteint ses

bornes sur [0,1].

est représenté par :
f est dérivable sur [0,1]

f est continue sur [0,1] f atteint ses bornes sur [0,1]
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11-2.2. L'avertisseur d'inférence descendant et 1'implication logique.

Nous adopterons 1a méme attitude qu‘au paragraphe précédent.

Une phrase contenant un avertisseur d'inférence descendant ne sera
considérée comme une implication, c'est & dire un énoncé du type A > B, que si
1'auteur signifie par un moyen quelconque (en général un séparateur) qu'il s'agit
d'un seul énoncé. Cette régle de conduite est indispensable étant donné
1*ambiguité qu'il y a sur le rdle du symbole "=p".

De méme nous considérerons que 1'expression "S{ ... alors ..."
traduit une implication si elle est délimitée comme un &noncé unique.

I11-2.3. Le symbole < .

La traduction d'é&noncés contenant ce symbole se heurte aux mémes
difficultés que celles rencontrées pour traduire les énoncés ou figurent

Et, Ou,= . En effet le symbole < peut &tre interprété comme un symbole
relationnel ou comme un élément du méta-langage qui marque & la fois une
inférence et sa réciproque.

Nous avons pu constater deux cas :

- soit le rédacteur développe une chaine d'équivalence pour parvenir
d un résultat qui s'exprime Tui aussi comme 1‘'équivalence de deux énoncés,
comme dans la phrase suivante :

"d(7,V') = o<=nlV-v') = 0<>V-v' =0 {d’'apres N1)

> >
<= v = v' donc D1 est vérifiee”

(Analyse, Terminales CDE [a])

(ot n désigne une norme sur un espace vectoriel, d est définie par
d(?;?') = n(VJG'), N1 et D1 sont les propriétés de séparation respectivement
d'une norme et d'une distance).
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- soit a la suite d'une équivalence ou d'une chaine d'équivalences,

le rédacteur ne retient qu'une des inférences sous-jacentes, alors la deuxiéme

interprétation fait apparaitre des voies inutiles qui proviennent du fait que

1'équivalence est trop riche et non du fait que ces voies aient &té suivies par

le rédacteur.

I1 semble donc raisonnable de retenir la premiére interprétation, ainsi

1'exemple précédent a pour traduction :

de celui
a gauche

> >, > > > >, >
div,v')= o <4>nl(v v v-v' = 0

)

H
]
-
pu

>

-v') = o>
>

v

i

d'aprés N ' donc

—>~—->' _
1 et v~v' = g <>
+

> > >, R L
dlv,v') = o> v = v' d'oll D, est vérifiée.

I1-2.4. La traduction des mots par des symboles.

Le dictionnaire de théme que nous donnons ici est établi a partir

proposé par S.C. KLEENE. A droite figurent les écritures symboliques

des traductions possibles dans la langue courante.

A si et seulement si B A ssi B [abréviationl
A siB, etBsiA A est équivalent a B

Si A alors B et réciproquement
A est condition nécessaire et suffisante de B
Pour que A il faut et i1 suffit que B

Si A alors B B siA A seulement si B

A donc B B lorsque A A seulement lorsque B
A est condition suffisante de B

B est condition nécessaire de A

A implique B A entraine B
AetB
A ou B, ou les deux AouB soit A, soit B

A ou B mais pas les deux
ni A, ni B

Non A [ce que 1'on obtient en transformant A en un
énoncé négatif 1.

{

A&B

A, B

A, B & (A &B)
(A, B)
1A & 73

1A
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Pour tout x, A(x) Pour chaque x, A(x)
Pour un x arbitraire A(x) Pour un x quelconque, A(x) ¥x A(x)

Quel que soit x, A(x) On a toujours A(x)

Pour quelques x, A(x) Pour un x approprié A(x)
IT existe un x tel que A(x) IT y a un x tel que A(x) dx A(x)

I1 y a des x tels que A(x)

Non pour tout x, A(x) A(x) n'est pas toujours vrai T¥x A(x)

A(x) n'est pas vrai pour tout x
Pour tout x, non A(x) A(x) est toujours faux ¥x TA(x)

IT n'existe pas de x tel que A(x)
I n'existe pas un x tel que A(x) Tdx A(x)

IT n'existe aucun x tel que A(x)

Pour quelque x, non A(x) 3Ix TA(x)
Si S(x) pour un x, alors P Ix S(x) o P
St S, alors pour tout x, P(x) S o> ¥x P(x)

IIT - DE LA REDACTION A SA REPRESENTATION PAR UN GRAPHE

Le passage du discours exprimant la résolution d'un probléme au graphe
qui le représente se fera en trois étapes que nous allons détailler : la
suppression des énoncés méta-mathématiques, la traduction des &noncés
mathématiques dans le langage du CP1, et enfin la construction du graphe
de représentation.

111-1. La suppression des énoncés méta-mathématiques

Nous ne pouvons énoncer de régles syntaxiques qui permettent de déter-
miner si un énoncé est mathématique ou méta-mathématique.
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Nous les reconnaissons & leur signification lors de la lecture de
1a démonstration. Si, par nature méme, un énoncé méta-mathématique ne fait pas
partie de la démonstration, i1 peut cependant é&tre indispensable & la compréhension
C'est Te cas des indicateurs de démonstration (§ II-1.1), de certains arguments
de procédure (§ II-1.2.2.) et de certaines phrases de tournure interrogative
(§ II-1.5). Aussi notre conduite ne sera pas la méme pour tous les énoncés
méta-mathématiques. Nous transformerons le texte de la facon indiquée dans les
paragraphes correspondants, pour les indicateurs de démonstration et les phrases

interrogatives.

Aprés cette opération nous enléverons du texte les mots, les phrases,

les expressions méta-mathématiques & 1'exclusion des arguments de procédure
qui n'évacuent pas une démonstration.

Le texte est alors un ensemble structuré (ou non) d'avertisseurs,
d'arguments de procédure et d'énoncés mathématiques.

II1-2. La traduction dans le langage du calcul des prédicats

I1I-2.1. La traduction des énoncés.

Losqu'un énoncé mathématique est rédigé en respectant les régles
d'écriture du formalisme mathématique, nous le conservons tel qu'il se présente.

Lorsqu'il est rédigé dans la langue courante nous le traduisons dans
le langage du CP1, en exprimant les prédicats eux mémes dans le formalisme
mathématique. Ainsi le théoréme suivant d'algébre :

-5 >
Pour que deux vecteurs V et V'soient paralléles, il
faut et il suffit qu'il existe au moins un systéme de nombres A, A',
—}
non simultanément nuls et réalisant 1'égalité AW a'V =3

devient :

VYV (VA ~ Ix 3 (r =0 2 A =0) & AV + AU’ = 2)))
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Pour certains prédicats il n'existe pas de symbole classique pour les
exprimer dans le formalisme mathématique. Dans ce cas nous utilisons des noms
de prédicats, i1 convient alors de tenir & jour un dictionnaire que 1'on
adjoint & celui du paragraphe 11-2.3.

Ainsi pour 1'énoncé de géométrie :
Une application f de 7 dans w est une homothétie de centre o si,
et seulement si : 1 f(o) = o ; 2° Pour toute droite D, f(D) est une
droite parallgle a D.
On désigne par HOM le prédicat :
HOM (x,y) : x est une homothétie de centre y.

1'énoncé devient :

HOM (f,0) ~ (£(0) = 0 & (¥D f(D) // D))

[11-2.2. Portée des quantificateurs et des désignations.

I11-2.2.1. Comment la question se pose.

Nous allons donner, pour illustrer ce paragraphe et les suivants,
une démonstration de Ta propriété ci-dessous.

Soit G un ensemble non vide muni d’une loi
de composition interne partout définie et associative

telle que :

Je  vx X.8 = X
P Ix' x.x' = e

alors (G,.) est un groupe.

| Si cette démonstration ne parait pas trés naturelle, cela tient & ce
que nous avons voulu y rassembler divers types d'expressions que 1'on rencontre
dans les rédactions.



Sa structure est un peu sophistiquée, mais cela nous sera utile pour
illustrer les paragraphes suivants. Pour fixer les idées :

Les Tignes 1 a 11 sont la démonstration de (¥x ex = e @ x = e)

Les lignes 13 a 23 établissent 1'existence d'un méme inverse a& gauche
et & droite (et utilisent le résultat précédent)

La ligne 24 est la preuve que e est élément neutre.

Ces résultats préliminaires étant établis, les lignes 25, 26 et 27
démontrent que (G,.) est un groupe.

1 Soit x tel que e.x = e,

2 Ix' tel que x.x' = e donc :

3 (e.x}).x" = e.x’

4 e.(x.x') = e.x' {(associativité)

5 2.e = e.x'

5 e = e.x’

7 d'ot x.(e.x') = x.e

8 {x.e).x’ = x.e {(associativité)

9 X.x' = x? (e est neutre & droite)
10 e = x

11 donc ¥x e.x = e> x =@ (1N

12

13 Soit xe O Ex' t x.x' =eet, Ix" : x'.x" =g

14 et nous pouvens écrire :

15 g.(x".x") = {(x.x") J(x".x') = (x.(x'.x")).x" = (x.€).%"
B = XexX' =&

7 donc d'aprés (1) : x".x' = e

18 On en déduit : x".x' = x.x'

19 {(x".x"}.x" = {x.x'}.x"

20 x". (x'.x") Xe(x"ax")

i

21 X".e = x.e

22 X" = x
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23 donc ¥x Jx' x.x' = x'.x = e (2)

24 et d’autre part : x = x.2 = x.{x".x) = (X.X').x = €.% (3)
25 {3) et (2) expriment que e est €lément neutre et que

26 tout élément a un inverse, donc :

27 G est un groupe pour la loi.

Dans cette rédaction, & part dans les lignes 25, 26 et 27, les é&noncés
sont écrits en utilisant Te formalisme mathématique, et méme le langage du CPl
(ligne 11). Ces énoncés sont des assemblages de lettres et de symboles. Les
lettres servent & nommer les individus pour pouvoir les manipuler, les symboles
expriment des relations entre individus ou des quantifications. Ainsi a
plusieurs endroits de ce texte on rencontre des individus s‘appelant e, x, x' etc..
Un méme individu peut se trouver quantifié & un endroit du texte (tel x' 3 la
ligne 2) et ne pas 1'&tre & un autre endroit (le méme x' & la ligne 3), et

-

étre quantifié a nouveau plus Toin (x' & l1a Vigne 13).

Les questions que nous nous posons sont celles de savoir : si un méme
nom (x') & des endroits différents (ligne 2, 6, 15, 23) désigne un méme
individu ou des.individus différents ? Quelle est, dans le texte, la portée
d'un quantificateur ?

I11-2.2.2. Structure de la rédaction.

Avant de répondre & ces questions i1 nous faut préciser la
structure de Ta rédaction d'une démonstration.

- A la lecture de copies d'éléves, ou d'ouvrages de mathématique,
nous constatons que 1a rédaction ne déroule pas, en général, une suite continue
d'inférences des données vers ia conclusion. Elle est en fait un assemblage
de morceaux dont 1'origine est essentiellement, dans le cadre scolaire, le
découpage de 1'énoncé en questions ; plus généralement, la nécessité d'établir
des résultats intermédiaires ou complémentaires. Nous allons, dans ce
paragraphe, préciser comment de ce point de vue est structurée la raédaction
d'une démonstration.
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Auparavant, examinons 1'exemple précédent, nous pouvons représenter
sa structure par le schéma suivant. Le trait de gauche remplace la liste des

inférences d'une démonstration :

(1)1 (4

(3)] ¥x Ix' x.x' = x'x = e

Xe

>
i

ex

G est un groupe pour la loi.

Nous remarquons sur ce schéma que la position relative de deux

traits est : ou : mais pas :

Dans notre description nous faisons un emprunt au vocabulaire
informatique en appelant bfoc la démonstration d'un énoncé A, ainsi un bloc
est représenté par la figure ci-contre. Et la
remarque précédente peut se traduire par : deux blocs
sont adjacents ((2) - (3) ou (4) - (5)) ; ou emboités
((1) - (2), (3) - (4), etc ...), mais pas enchevétrés.
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En fait aucune rédaction de démonstration ne peut se présenter comme
un couple de blocs enchevétrés, en effet supposons que 1'on ait la situation
suivante :

0 Elle ne peut correspondre au découpage du texte,

car le découpage d'un texte ne peut se faire qu'en
paragraphes adjacents ou emboités. Si on 1'interpréte
(1) au niveau de la structure logique, elle signifie que

les premiers énoncés de (2) sont identiques aux derniers
(2) de (1), et que A et B sont des énoncés qu'il est

A nécessaire d'établir.

pour la suite, 1a représentation adéquate (et la rédaction correcte)

est :
]
E Et nous conclurons en &nongant :
Pour toute rédaction d‘'une démonstration on peut mettre
en évidence une structure de bloc telle que :
A
-chaque bloc est lui-méme une démonstration
- deux blocs ne peuvent &tre qu‘adjacents ou emboités,
B mais jamais enchevétrés.
AAB
A
B

@ o e e

Nous appellerons bloc &fémentaire, un bloc qui ne peut étre décomposé
en blocs adjacents ou emboités, et par extension nous dirons qu'une (rédaction de)
démonstration est élémentaire si Te bloc associé est élémentaire.
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I1T-2.2.3. Remarque sur le répérage des blocs.

Nous avons déja rencontré&, sans la nommer, la notion de bloc
au paragraphe I-1.9, 1'expression "s{ ... alons ... Adnon ..." provoquant
éventuellement la création de deux blocs adjacents. D'autres expressions,
méta-mathématiques, permettent de repérer dans une démonstration la création
d'un bloc : les indicateurs de démonstration (§ 11-1.1), les phrases de
tournure interrogative (§ II-1.5) (parfois) ; et enfin tous les mots, tournures
ou procédés de mise en page qui servent ordinairement 3 mettre en évidence des
paragraphes dans la rédaction d'un texte.

III1-2.2.4. Réponse a la question.

La désignation joue sensiblement le méme rdle dans la rédaction
d'une démonstration que la déclaration de variable dans 1'écriture d'un programme
dans un langage de programmation.

Une désignation est valable pour toutes les lignes d'un bloc,
a partir de la ligne ou elle a été faite , et dans les blocs qui y sont
emboités. Dans le cas d'un conflit, le réglement se fait au profit de la
derniére désignation. Pour illustrer ces régles voici quelques cas de figure :

Dans 1'exemple. ci-contre, a la ligne 6 x est 1'élément
X de E désigné a la ligne 2. Par contre x a la ligne 1 n'est

. pas cet élément car il se trouve avant la désignation dans
soit x ¢ E

ce bloc. A la ligne 3, x est encore 1'élément désigné a
la ligne 2 bien qu'il se trouve dans un bloc emboité, par
X contre a 1a ligne 5 ce n'est plus le méme &lément mais
éoit X e F celui qui est désigné a la ligne 4 dans le méme bloc.
X
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Dans 1a situation ci-contre, x a@ 1a ligne 2 ne peut
Soit x ¢ E renvoyer qu'ad une désignation dans le bloc englobant,
ou pius haut dans le bloc courant mais pas & celle de
1a Tigne 1 qui se trouve dans un bloc adjacent. A la
ligne 4 x est le nom d'un élément de E déterminé 3 la
ligne 3, il s'agit donc d'un &lément différent de celui
X nommé x & la ligne 2, de ceux nommés x dans le bloc
: englobant et aussi, bien sir, dans Te bloc adjacent.

soit x ¢ E

X

Dans 1a rédaction d'une démonstration, désignation et quantification
sont implicitement Tiées ; par exemple :

"Soit x un éfément de E..." c'est & la fois prendre un élément
quelconque de 1'ensemble E et 'le désigner du nom "x".

"Ix' tel que x.x' = edone ..." (ligne 2 de 1'exemple), en fait 3
est utilisé ici comme un signe de sténographie pour "if existe”, il y a en
méme temps la désignation d'un élément par le nom"x'" et la marque du
quantificateur existentie1,

IT y a une exception, nous n'avons jamais constaté que le symbole
de quantification ¥ soit accompagné implicitement d'une désignation (1).

Avant d'énoncer une régle sur la portée des quantificateurs examinons
ia réécriture suivante des lignes 7 & 10 de 1'exemple :

7° d'oti e.(e.x'}) = x.e

8’ (x.e).x’ = x.e (¥Yx ¥x® ¥x” (Xex")ox" = X.(x".%x"]))
9* xux' = x - (¥x x.e = x)

10° e = x

T o I o 0 0 2 =% el = e € 00 0 it 1 om B L S B W e AP W % T S P G G SNG4 S G W R R D SV S SR WP S S R SR R Sm G TE W M e e S e e

(1) Ceci est assez aisément compréhensible, en &crivant ¥x P(x) le rédacteur
n'envisage pas un &lément mais une classe d'éléments tels que P(x).
§'il désire continuer son raisonnement sur un élément de cette classe il le

désignera explicitement "soit x tel que P(x),.."
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Y-a-t'il un conflit de désignation ou de quantification di aux
individus introduits dans 1'expression entre parenthéses de la ligne 8',
ou de la ligne 9' ? Une question analogue se poserait si la ligne 13 était
rédigée de la fagon suivante :

13! Soit x € G 3Ix' : x.x' = e et, 3Ix" : xX'x" = e car ¥x 3Ix' X.x' = e

La réponse est qu'il n'y a pas de conflit parce que les quantificateurs
dans les énoncés en question ne sont pas associés a une désignation, autrement
dit nous pouvons donner n'importe quels noms aux variables qui y apparaissent
1iées par un quantificateur. Ainsi les lignes 8', 9' et 13' peuvent étre
respectivement remplacées par les lignes 8“, 9" et 13" sans que la
démonstration soit modifiée du point de vue logique.

gr {(x.2). X' = X.e (Va ¥b ¥c (a.b).c = a.{b.c))
gn X.X' = X (Ma a.e = a)
13" Spit x € G 3Ix' : x.x' =e et, Ix" : x'x" = e car VYa Ja' a.a' = e

Et nous énoncerons 1a régle suivante sur la portée des quantificateurs :
Un quantificateur n'a une portée supérieure a 1'énoncé ou il apparait

que s'il y est associé a une désignation. Dans ce cas il a une portée identique
a celle de la désignation & laqueile il est 1ié.

[1I1-2.3. La traduction de la démonstration.

III-2.3.1. Phase 1 : traduction des énoncés et réglement des

conflits de désignation.

La premiére phase de cette traduction consiste a traduire tous
les énoncés dans le langage du CP1. Ensuite i1 faut régler tous les conflits
de désignation, pour cela on modifie les désignations de telle fagon qu'un
méme nom ne provienne pas de deux désignations distinctes. Enfin on met
en évidence la portée des quantificateurs et des désignations ; et comme

il n'y a plus de risque de conflit de désignation seuls les quantificateurs

sont expliciteés.
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Ceci étant,il ne reste plus dans le texte que des énoncés mathématiques,
des symboles logiques, des arguments de procédure et des avertisseurs que nous
limiterons aux deux mots "donc" et “can" pour ies inférences, "oa" pour les
rattachements, "ou encone” pour les traductions.

Nous donnons & la page suivante la traduction de 1'exemple.
GR(x,y) est Te prédicat : x est un groupe pour la loi y.

Les traits pieins sont utilisés pour marquer les blocs et la portée
des quantificateurs, les traits discontinus sont utilisés pour marquer
dans un bloc Ta portée d'un quantificateur. Les quantificateurs et le nom des
variables qu'ils rég1eni sont notés sur 1a gauche des traits qui leur
correspondent.



¥x e.X =

Yu 3u’ u.u' =
3ull

¥x  3Ix!
(*)

[¥x e.x

¥x  dx' x.x' = x'.x

et ¥x e.x = x.e = X

donc

GR(G,. )

x.x' = e donc

o
—
>
>
—
i
™
x

donc x.(e.x') = x.e

(x.e).x' = x.e

u'.u" = e
e.(u".u') = (u.u').

u.u' =

= (u.e).u'

donc u".u' = e

"
[o¥]
—

o
(9]
~—

car ¥a ¥b ¥c (a.b).c

car ¥a ¥b ¥c (a.b).c = a.(b.c)

car ¥a a.e = a

(u'.u') = (u.(u'.u")).u'
o

car Vae.a=eooa=e¢e

donc u".u' = u.u'
(u*.u').u" = (u.u').u"
u'.(u'.u") = u.(u'.u")
u'.e = u.e

u" = u

X. X' = x'.x = e

1}
x
(17

i
>
o)

n
[12]

110.
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Faisons quelques remarques sur cette traduction :

Nous avons remplacé le rattachement de la ligne 17 par une inférence
ascendante en expliicitant 1'énoncé ¥x e.x = e > x = e

De méme pour les renvois de la ligne 25, par ailleurs les énoncés
¥x 3Ix' x.x' = x'.x = e et ¥x x.e = e.x = x sont synonymes respectivement
de "tout élément a un symiinique” et "e est &Lément neutrne” donc les
avertisseurs de traduction et les énoncés qu'ils introduisent disparaissent (§ I-3)

Le bloc que nous notons (*) est explicitement ouvert par "d'autre
parit..." ligne 24 qui introduit un nouveau paragraphe. Le prédicat qui le
conclut est noté entre des crochets car il n'est pas explicite dans 1la
rédaction, mais seulement indiqué par la référence (3) et 4 la ligne 26 son
explicitation par 1'énoncé "tout éLément a un .Hvense”.

I11-2.3.2. Phase 2 : suppression de certains quantificateurs.

La premiére phase étant achevée, nous allons en développer une
autre dont le but est de nous affranchir dans toute la mesure du possible
des quantificateurs. Pour cela nous normalisons 1‘écriture de la .
démonstration en adoptant une convention analogue & 1'écriture de Skolem
pour une formule préhexe. C'est & dire que si E est 1a formule :
¥x dy ¥z 3Ju A(x,y,z,u), ol A est une formule sans variables liées dont
les seules variables sont les variables distinctes x, y, z, u. Soit D
un domaine d'interprétation de E, i1 existe a : D+D et 8 : D x D »D telles
que si E est valide alors ¥x Vy A(x,a (x), y,‘B(x, y)) est aussi valide

et réciproquement.

Pour limiter le parenthésage, parfois un peu lourd, nous noterons
@y By y au Tieu de a(x), B (x,y). Et si y est le nom d'une fonction de
Skolem & zéro place d‘arqument (fonction constante sur D) nous 1a notons y,-

En utilisant ainsi les fonctions de Skolem, il ne reste plus dans le
texte de la démonstration que les quantificateurs universels. Mais dans la
mesure ol il n'y a aucune variable 1ibre dans 1a démonstration et oii tous les
conflits de désignations ont &té réglés dans la phase précédente de traduction,
nous pouvons abandonner les quantificateurs universels.
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Voici ce que nous obtenons dans le cas de 1'exemple :

Nous notons e, la fonction de Skolem pourle prédicat Je ¥x Xx.e = x
et dX celle pour le prédicat ¥x Ix' x.x' = e.

(]

[}

x
"

€ Or

X
€. (X dx) = @, dX car (a.b).c = a.(b.c)
€0.80 = €4 dX
€, = €,.d
X

donc x.(eo.dx) = X. €

(x.eo).dX = X.€p car (a.b).c = a.(b.c)
x.dX = X car a.e = a
€ = X

e°-x=e(;3x=e°

u.du = e,
du ddu = @6
€o.(d, . d) = (u.d ).(d, .dy) = (u.(d, .d, )).d
du u u dn du u du u
= (u.eo).du = u.du = e,

donc dd .du = €, Car €,.a = €, D a = e,
u

donc dd .du = u.du

u
(d, .d ).d, = (u.d ).d
du u du u du
dd '(du’dd ) = u.(du.dd )
u u

dd ‘Bo = U.8g
u
d =y
du
u.du = du.u = g,

U= u.e = u.(du.u) (u.du).u = .U

[ue, = ul

|
D
[)
<

L}

x.d =d .x =
X x dx X = @o

et eo.X = X.8, = €,

donc

GR(G,.)
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S'i1 y a des variables libres nous devons conserver les quantificateurs,
et méme les expliciter pour chaque énoncé en vue de la représentation de la
démonstration par un graphe.

IT1-3. Association d'un graphe & une rédaction

Rappelons que deux énoncés sont synonymes si leurs traductions dans
le langage du CP1 sont identiques au nom des variables prés. Notons par ailleurs
que les énoncés E(?) et E ne sont pas synonymes (§ 1-1.8). Il est alors bien
clair que sur un ensemble d'énoncés non vide 1a relation binaire définie par
le lien verbal "... est synonyme de ..." est une relation d'équivalence.

Pour 1a rédaction @ d'une démonstration nous noteronstibl'ensemble
constitué d'un systéme complet et exact de représentants du quotient de
1'ensemble des énoncés de & qui ne sont pas des hypothéses, et des noms
d'hypothéses.

On associe alors 54§lu\graphe de noeuds et d'étoiles tel qu'il est
défini au paragraphe IV-2.3 de 1‘'introduction. C'est-d~dire que ce graphe a pour
ordre le cardinal de%%bﬁﬁbqu'une étoile a en entrée les noeuds x;, ..., X et en

P
sortie les noeuds Yis wees Yy si et seulement si les é&noncés que représentent
Yyo coes ¥y sont, dans 45, déduits directement des énoncés que représentent
le 00 9 Xpo

Les filiations et les paternités sont établies suivant les régles
d'interprétation que nous avons énoncées aux paragraphes I et 1I-1.2.

On trouvera & la page suivante, pour notre exemple, 1‘'ensemble E? R
avec pour chaque élément ses filiations et paternités. Pour plus de facilite,
chaque énoncé est repéré par un numéro. L'énoncé numéro 2 est en fait une
hypothése, comme il n'y a pas d'ambiguité nous le désignons par lui-méme.



N° ENONCE FILS PERE
1 a.e = a 30

2 €6.X = €6 4

3 x.dX = @ 4 - 19

4 (eo.x) dx = e°'dx 6

5 (a.b).c = a.(b.c)

6 €o (x.dx) = eo.dx 7 5
7 €5.65 = € dX 8

8 € = €p dx 9

9 X.8o = x.(eo,dx) 10

10 (x.e5).d_ = x.e¢ 11 5
11 x.dX = X 12 1
12 € = X 13

13 €6.X = €, 2 X = @

14 du.ddu = €,

15 eo (ddu'du) = (u'du)'(ddu’du) 19

16 (u du).(ddu.d ) (u'(du‘ddu))'du 19

17 (u (du ddu)).du = (u.eo).du 19

18 (u.ep).d =u du 19

19 eo.(ddu. u) = €, 20

20 ddu‘du = €, 21 13
21 ddu.du = u.du 22

22 (ddu.du).dd = (u du)'ddu 23

23 ddu.(du.d ) = u'(du‘ddu) 24

u
24 dd ., = U.8 25
u

25 ddu = u 26

26 u.du = g, et du.u = €, 32

27 u.e, = u.(du.u) 30

28 u (du.u) = (u du) u 30

29 (u du).u = @5.U 30

30 u=e,.u 31
31 u.e, *uet e, u=uy 33

32 cRIE
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Commenta.ines surn £'exemple

Les énoncés 15 d 18 sont obtenus par décomposition de la chaine
d'égalités de 1a ligne 15 de 1a rédaction, en appliquant la régle énoncée
au paragraphe I-1.5.1., qui fournit par ailleurs 1‘'énoncé 19.

De méme les énoncés 27 a 30 sont issus de la chaine d'égalités de
la ligne 24 de la rédaction.

Par contre en accord avec les usages de 1'enseignement de 1‘'algébre
nous traduisons la chaine d'égalités u.du = du.u = @, par u.du = e, et duu = €o,
car elle provient d'un écart de langage (mathématique) dans 1'énoncé de la
définition du symétrique d'un &lément d'un groupe. De méme u.eo, = €,.4 = u est
traduit par u.e, = u et e,.u = u.

Le dessin qui suit est celui du graphe de noeuds et d'étoiles
représentant la rédaction prise en exemple.



d .d

= e
u °

du
®
e°.(ddu.du) a (u.du).(ddu.du)

(u.du).(ddu.du) = (u.(du.ddu)).du
(u.(du.dd )).du 2 (u.eo).du
u

(u.e.,).du = u.d

u

eo.(d, .d ) = e
du u

€0 .X = €

(ea.x).dX = e;,.dX

a.(b.c)

eo.(x.dx) = eo.dx

€,.8, = €,.d

X

e, = &,.4d

X.€ = x.(eo.dx)

X.86 = (x.e,).dx

&=

€o.X = €5 2 X = &

{}v {a.b}.c

d, .{d .d,)=u.(d.d )
du u du u du
Y
d, .e; = u.e,
du
d, =u
du
4
u.du = g, et du.u = e, u.e, = u et e,.u = U

GR(G,.)
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IV - DISCUSSION SUR L'EVENTUALITE D'UN TRAITEMENT AUTOMATIQUE

Il est tentant aprés avoir énuméré toutes ces régles pour passer de la
rédaction d'une démonstration au graphe qui la représente, d'envisager
d'automatiser cette transformation. D'emblée, on peut affirmer qu'il n’est pas
envisageable de traiter 1a rédaction lorsqu'elle comprend encore des énoncés
méta-mathématiques. Le texte étant écrit dans un langage mélangeant largement
1a langue courante et le formalisme mathématique i1 n'y a pas de moyens
syntaxiques de Tes discerner. C'est donc une lecture intelligente qui est
nécessaire, c'est a dire une lecture qui permet de s'attacher non seulement
a la forme d'un énoncé mais aussi, et surtout 3 son contenu. Les transformations
que nous faisons subir a certains énoncés méta-mathématiques ne se font pas
sur un critére syntaxique mais sur un critére sémantique ; c'est moins ce qui
est écrit qui conditionne 1'application d'une régle de transformation que ce
que cela signifie. Certes nous avons essayé de donner des tournures liges de
fagon caractéristique a certains contenus, mais ces mémes tournures dans un
contexte particulier peuvent se trouver recouvrir un autre contenu (par exemple
c'est le contexte qui permet de classer "... de méme on démontre qe ..."
au § T1-1.2.2) ; et si ce sont elles que 1'on rencontre le plus souvent dans
les rédactions, elles peuvent fort bien y étre remplacées par une tournure
synonyme ou une périphrase que nous traduirons dans la mesure oil nous saurons
la comprendre, 1'interpréter. Pour résumer, les &noncés méta-mathématiques sont
rédigés dans la langue courante et Teur forme dépend du style du rédacteur.
Pour un méme contenu, comme 1'a montré R. QUENEAU , Ta forme de 1'énoncé peut
varier de fagon quasiment arbitraire.

Si maintenant on envisage une rédaction dépourvue d'énoncés méta-
mathématiques ? Nous pensons, qu'é@tant donnée 1'allure des rédactions que les
eléves proposent, on ne peut toujours pas envisager un traitement automatique. La
rédaction n'est plus composée que d'énoncés mathématiques et d'expressions
qui expriment les inférences. Mais Te langage naif qui est utilisé est un
mélange de langue naturelle et de formalisme mathématique. Ce qui nous

oblige encore a appliquer les régles énoncées aux paragraphes 1 et I1-2.
sur des critéres sémantiques et non absolument syntaxiques.

Par exemple nous avons énoncé une régle pour décider de considérer
ET comme e connecteur logique, ou comme la conjonction de coordination, cette
régle a pour fondement le fait que le rédacteur signifie explicitement ou non
que ce qu'il énonce forme un tout.
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I1 n'existe pas de régle syntaxique pour réaliser ceci, tout au plus
des usages et la décision sera prise sur notre compréhension du texte. Nous
avonsmontré plus haut, de fagon assez évidente que 1'application des régles
ne se fait pas sur des critéres syntaxiques aveugles du contenu, quant au
§ III-3.2 dans le traitement de 1'exemple nous avons traduit "x.e= ex = x"
par "xe = x et ex = x" et non par "xe = ex et ex = x donc xe = x" comme
1'indique la régle énoncée au § I-1.5, car cette écriture est consacrée par
1'usage.

Enfin, méme dans une rédaction (c'est & dire un document destiné a
d'autres personnes que 1'auteur), on trouve,ajouté au mélange de la langue
naturelle et du formalisme mathématique 1'utilisation de la page comme une
surface qui a effectivement deux dimensions. Nous en donnons ci-dessous un
exemple tiré d'un ouvrage d'exercices corrigés (L[c] p 17)

"... Sodent o, B,y , § quatrhe rnéels tels que

o (1,8) + 8lo,7) +y (0,7) + &lo,B) = &

t
(o,0) + (0,8 + (o,vf) + lo,8h) . vectewr nul de E
(a‘) Bz +Y? + 6E) (0,3)

a =0

atons (a, BL+y§ + 6k = (0,8)e § N
BL+ yf + Sk = 0

8= a= 8 =0
fcarn (4,7,R) est une base de Rs)"

Si on adopte ces écritures toutes les combinaisons sont possibles
et on ne peut envisager un traitement automatique de la rédaction.

Peut-on trouver un moyen qui permettrait un traitement automatique
de la rédaction ? I1 existe des tentatives pour fournir des. langages adéquats
a 1'expression de démonstrations mathématiques. On en trouvera un exemple dans [3 1.



Il nous semble que ce type de langage ne peut pas étre appris par des
mathématiciens débutants, et de toutes fagons on ne pourrait 1'utiliser pour
1’étude de raisonnements qu‘aprés s'étre assuré que le langage est assimilé
de facon a ne pas &tre une source principale de difficultés. Il peut étre
intéressant de faire une expérience dans cette direction, par exemple avec
des étudiants en mathématiques.

Pour conclure nous ne regretterons pas que 1'éléve puisse s'exprimer
dans un langage naif, car i1 peut trouver dans 1a souplesse de ce langage
e moyen de mieux exprimer sa pensée. Nous préférons pour 1'instant qu'il y
ait des difficultés de lecture du coté de 1'observateur, plutdt que des
contraintes de syntaxe du coté de 1'observé,qui seraient 1iées non pas &
1'objet étudié mais aux moyens de son étude.
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PARTIE C

APPLICATION A L’ETUDE

D'UN PROBLEME D’ALGEBRE
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0-1 Avertissement

Ce qui va suivre constitue moins une étude des comportements heuristiques
qu'une illustration de 1'approche que nous proposons.

Dans cette illustration nous utilisons des copies, c'est a dire le
résultat final du raisonnement de 1'&tudiant. Nous sommes bien conscients qu'une
bonne part de la démarche n'y est pas explicitée et qu'il y a par 1a méme une
limitation & notre observation. Cependant il nous a semblé suffisant pour un
exemple de nous limiter a ce type de discours, 1a méthode employée étant la

méme pour des corpus plus élaborés.

Cela ne signifie pas que cette observation soit sans intérét pour notre
étude des comportements, elle en constitue au contraire le point de départ
comme nous le verrons en conclusion de ce travail.

0-2 Le probléme

Nous avons choisi un probléme d'algébre, qui est effectivement un
probléme a démontrer. I1 est classique et demande peu de connaissances
mathématiques, tout au plus de vocabulaire. Nous avons choisi une formulation
qui est celle ordinairement rencontréepar les étudiants :

"So.4it G un ensemble non vide sur Lequel on définit une Lod de
composition mtenrne notée multiplicatement, qui a Les pPrLoriBLEA

Audvantes

- c'est une Lod associative

- Quels que sodent a € G et b e G i existe x € G £el qe ax = b
et 4L existe x' tel que x'a = b.

Demontnen que G posséde poun cette Lol un éLément neutne a droite".

0-3 L'échantillon

L'échantillon est constitué d'une part d'étudiants de premiére
année a 1'université scientifique et médicale de Grenoble (DEUG A) et d'étudiants

mathématiciens de troisiéme année (Licence de Mathématique).
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Nous désignerons. dans toute la suite, ces deux échantillons
respectivement par DEUG et LICENCE. L'épreuve a eu lieu & Ta fin du premier
trimestre de 1'année scolaire. I1 nous a été rendu trois copies blan;hes pour
les premiers et une pour les seconds ; 1'observation porte respectivement sur
37 et 38 copies sur lesquelles un texte est effectivement rédigeé.

G-4 Les conditions de 1 'observation

Les étudiants ont eu & wrdsoudre ce probléme en temps limité
(une demi-heure) dans leur cadre scolaire habituel, sans consignes particuliéres,
et c'est Teur enseignant habituel qui leur a fait subir cette épreuve, il
était autorisé & leur en révéler le but. |

0-5 Le traitement des observations
A chaque rédaction est substitué un graphe qui la représente. Le

traitement des données ainsi constituées est fait par des moyens informatiques
que nous explicitons dans 1'annexe 2.

0-6 Les principaux paragraphes de cette étude

L'analyse qui suit est décomposée en trois parties :
Le néel : Etude des démonstrations proposées par les étudiants.

Le sthucturalement possible : Les solutions de ce probléme par le
calcul des prédicats du premier ordre.

Le maténiellement possible : dans cette partie nous étudierons les
rapports du réel au structuralement possible ; c'est dans cette direction que
nous pensons rencontrer le matériellement possible, c'est 3 dire ce qui est
effectivement & la portée de 1'étudiant, consciemment ou non.



I - LE REEL

I-1. Traduction des rédactions,le champ de résolution

Nous avons traité chaque rédaction ainsi que nous 1'avons indiqué
plus haut en la mettant sous une forme directement traduisible par un graphe ;

c'est & dire une Tiste d'énoncés accompagnés de leurs filiations et paternités.

Les indicateurs de démonstration sont pratiquement les seuls &noncés
méta-mathématiques que nous ayons rencontrés ; les seuls énoncés exprimant une
opinion sur la solution proposée sont ceux que nous avons cités aux
paragraphes I-1.4 et I-1.5 de la paffie précédente.

Nous appellerons champ de démonstration d'un groupe d'individus
1'ensemble des énoncés qu'on rencontre dans leur rédaction. Le champ de
démonstration de 1'ensemble de nos deux échantillons est trés vaste puisqu'il
compte 130 énoncés, la contribution de chaque échantillon est trés différente,
nous 1'illustrons dans le diagramme suivant :

DEUG LICENCE

122.

L'intersection des deux champs de démonstration contient en particulier

les énoncés directement issus de 1'&noncé du probléme, c'est a dire les données :

G est non vide, 1a loi est interne, la loi est associative,
¥Va ¥b 3JIx ax =b, ¥a ¥b IAx xa = b

et Ta conclusion : Je Va ae = a.
Devant une telle différence d'importance on peut se demander si les

rédactions d'un &chantillon ne produisent pas plus d'énoncés que celles de
1'autre.
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Or il n'en est rien, puisque le nombre moyen d'énoncés par copie
pour DEUG est de 6,67 et pour LICENCE de 5,63 (les écarts types sont aussi
assez voisins, respectivement 3,24 et 2,53). En fait la raison est & chercher
dans une plus grande diversité des &noncés rencontrés dans les rédactions de
DEUG, que de ceux rencontrés dans les rédactions de LICENCE. Ceci est confirmé
par la fréquence moyenne d'apparition d'un énoncé :

2,44 pour DEUG
4,45 pour LICENCE

Et en effet pour Te premier échantillon il y a 79 % des énoncés qui

apparaissent dans une seule rédaction, pour le second échantillon ce taux est
de 67 %. Nous constatons cependant qu‘’il reste assez éleveé.

[-2. Premiére analyse des contenus

[-2.1. ... notée multiplicativement ...

Nous nous sommes efforcés de proposer aux étudiants un énoncé de
probléme clair et dépourvu de piéges. Nous avions pris & ce sujet 1‘'avis de
quelques collégues enseignants et tous nous étions d'accord sur la formulation
proposée. Cependant la phrase "... on déginit une Lod de compos ition .interne
notée multiplicativement ..." a conduit quelques étudiants a une interprétation
malheureuse : les objets sont des nombres, cette loi est la multiplication.

On rencontre cette attitude surtout chez les étudiants de DEUG, 7 cas contre 2
seulement pour LICENCE. C'est vraisemblablement cette confusion qui fait que
11 étudiants de DEUG et 1 de LICENCE utilisent les propriétés de régularité :

Va ¥b ¥c (a = 0 A a.b

a.c) o (b
c.a) > (b

c)
c)

¥a ¥b ¥c (a = 0 A b.a

Pour 1a méme raison 3 étudiants de DEUG et 1 de LICENCE tentent de
montrer que 1 est é&lément neutre.

Voici deux exemples de ces démonstrations :



a e G
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I-2.2. Essai de classification des stratégies.

Pour unensemble G non vide et muni d'une loi de composition interne
notée » la définition de 1°'é@lément neutre d droite est Je ¥x x r e = x,
or il semble que dans Tleur esprit les étudiants substituent a cette définition

le moule :
1+ -3

Dans les termes de cette représentation on peut dénombrer trois
types de stratégies :

I : on fixe e contenu de(:)et on cherche & montrer que pour un contenu
arbitraire delJ1'égalité est vérifiée.

IT : exhiber une expression conforme au moule.

IIT : ayant mis en évidence deux expressions conformes au moule,
montrer que Tes contenus de () sont égaux.

Si Tes quantificateurs sont implicitement considérés par ceux qui
utilisent la stratégie I, i1 n'en est pas de méme pour les autres stratégies
et en particulier II.

A 1'intérieur du type II nous distinguerons deux sous-catégories, les
démonstrations du type ci-dessous (II-A) et les autres (II-B).

[} I o)
W - n{ S e J.. o8 BTN *
'\;:“‘_,; '.'\ ‘.‘-i"::).ta‘ v \v?l v ¥ h"é {“ﬁ ‘ ,',U ;'-"(:i c}‘”.g ¢

VoG, bet "Bm&&/cﬁcb

/ v
. N AT 1 o EDL W RN SR 4 W0 P
('L./gv‘",‘-‘\*""‘“ ok ’}: k‘} . ('h\"-“..)&t\‘:.!-:,;\.;..‘-:l-& 'u ) Wi Y% k'\‘k " - wq&- L bow Voud
- '-‘k,‘ " ‘,). *, R
::‘L‘ ‘;"'»-V L‘;L ‘_:‘ Cegd
- . \. . ‘a:;..\‘h .f','; Qif}‘:‘
YAy R 2 x.\f’ Amunad QoL G AL
- - L LS N L P

° ")

LIRS W A VLY ARV S S A Y, 2

t t> (7 / L Lg\e 'ﬂ'z_‘:n‘ﬁ S‘ “Lt?' °

(LICENCE 21)
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De méme on peut distinguer deux catégories a 1'intérieur du
type IIl:ceux qui démontrent : si ae = a et ae' = a alors e = e', et ceux
qui démontrent : si ae = a et be' = b alors e = e'. Dans les deux cas ils
déduisent 1'existence d'un neutre & droite, et dans les deux cas 1'accent est
mis sur 1'unicité ; la quantification uniVersel]e n‘est implicite que pour les
seconds. Nous désignerons par III-A et III-B respectivement ces deux sous-
catégories.

Notons enfin que nous n'avons pu classer de cette fagon deux rédactions
de LICENCE (2 et 36) et une rédaction de DEUG (28), car les calculs trés peu
avancés ne permettent pas de prendre une décision. De méme une rédaction de
DEUG échappe @ notre classification, i1 s'agit de Deug A 25 (que nous avons
reproduite plus haut). | B

Dans le tableau qui suit, i1 n'apparait que les rédactions classées :

I 5 T B II 318 IT1
DEUG 91 11j10| 21 |3 |2 5
LICENCE 15 1161 3|19 {1 |1 2

soit : 35 rédactions pour DEUG et 36 pour LICENCE.

Les individus de la catégorie II-B sont ceux qui ne s'intéressent pas
a la proposition ¥a 3dx ax = a, et on peut constater que cela constitue 30,5%
des effectifs de DEUG (on a rajouté Deug A 25 pour ce calcul !) et seulement
8,3 % des effectifs de LICENCE. Nous donnons dans le tableau suivant les
proportions de ceux qui se sont intéressés a cette proposition, dans
1'ensemble des rédactions classées.

I I1-A I1I

‘DEUG 0,25 | 0,31 0,14

‘LICENCE 0,41 | 0,34 0,05
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Sachant que les stratégies du type II-A et III sont vouées a 1'échec,
nous proposons d'interpréter ces résultats comme d'une part un potentiel de
réussite plus important pour LICENCE (nous n'avons pas dit que les individus
qui optent pour la stratégie I parviennent & résoudre le probléme) et d'autre
part 1a concentration des échecs autour d'une cause unique : le manque d'attention
nortée aux quantificateurs (qui caractérise les résolutions du groupe II-A).

Ce manque d'attention ne signifie pas que 1'étudiant ignore la
définition correcte d'un élément neutre a droite comme le montre 1'exemple
suivant : '

0\~\"-—O\~ aﬂ-b‘\q.(_.,'

defG , Va ¢ 6. ae=a 7

a

O a6 3% €6, amxb
In' 6/ alash

61-/ Q/W-f-—oyw /D‘b;("»Qﬂ-LG«.rQE Ca,.b)dl.-cnt en a u«.nd(n.o.h,ec;m

A.n s ﬁz‘, e f:ﬁni;;u.eié« /wfn4~ Le, ¢4,ufib‘ aV~QJLLR$d7ﬁno de gt A
)D‘al’u- (_ﬁ,q) 6~ O -t V\MQ)QLM ?p‘u—ewp& G, al-cu._,-

]

V'C‘\,‘l)é 6" ,; 3 ~ €6 / a-n =z a
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(DEUG A 32)

[-3. Structure des démonstrations : étude des graphes de représentation

Les propriétés de structure d'un graphe sont directement liées & la
forme de la démonstration qu'il représente. Certaines sont caractéristiques,
d'autres ne le sont pas ; en voici deux exemples :

- Le graphe de représentation n‘est pas une hiérarchie si et seulement
si dans la démonstration un énoncé fait partie de ses propres antécédents.



- Si le graphe de représentation n'est pas connexe alors dans la
rédaction de la démonstration certaines déductions ne sont pas explicites,
mais la réciproque est fausse.

- Aux données du probléme sont associés des sommets sources du graphe,
et a sa conclusion est associé un puits, mais ce ne sont pas les seuls et nous
envisagerons les diverses éventualiteés.

Enfin nous pourrons observer si une démonstration a la structure d'une

R-démonstration, c'est & dire si son graphe est une hiérarchie connexe i un
seul puits.

I-3.1. Circuit et cercle vicieux.

I-3.1.1. Test de la présence de circuits dans un graphe.

Pour tester la présence de circuits dans un graphe nous
utilisons un algorithme classique : la méthode de Rosalind-Marimont dont
on trouvera une description dans [131 ; cet algorithme a sa justification
dans le théoréme suivant :

Soit G un graphe non vide fini
1) Si G n'a ni source, ni puits alors i1 posséde un circuit.

2) Le sous-graphe de G obtenu en supprimant une source, ou un puits,
a les mémes circuits que G.

I-3.1.2. Application.

Sans vouloir moraliser nous pouvons affirmer que la présence
d'un cercle vicieux dans une démonstration est un fait grave. Dans le cas de
notre exemple, tous les graphes de représentation des rédactions de LICENCE
sont des hiérarchies. Par contre 5 rédactions de DEUG, soit une proportion
de 0,13, ont un graphe de représentation qui contient un circuit. En revenant
sur ces textes nous constatons que cela provient dans tous les cas de ce que
1'étudiant prend comme hypothése 1'existence de 1'&lément neutre a droite pour
la démontrer. |
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Nous donnons ci-dessous un exemple typique de cette attitude :

S L"/ . 4 "e':““"‘"f}wdh‘ o_w./;l'a-\l; ol -2 = O-. V acs

(S-xrl‘(g“,gm oo o QA’A"-’J,L;/' CAN o~ CLPUW) A e. - A
P()';a.wz A= e CA icfa fvﬂ'wffu;c an = b. 14 &‘%x ¢ C")v
‘::{2.3 Q}_ ‘.')l) e = b Consn @R ép(;w’ hew\a .
=[> < Cm c_) = b Cen 4o B ek ar ctdend G

N OGN o OhBhx k) d el ;e = oo

dea e .8 c.-.;&fe: broar 2er efducentin e lic o clrv.\k )GJM ol pv“ .

(Deug A 9)

A cette rédaction nous associons 1e graphe :

¥a ¥b ¥c (ab)c = a(bc)

n
[~

it
[

Va ¥b ¥x ax = b

{

YVa ¥bdx ax = b

[-3.1.3. Propriéte

=

La présence d'un circuit dans le graphe associé & une rédaction
. est caractéristique de la présence d'un cercle vicieux.



I-3.2. Connexité et déductions explicites.

1-3.2.1. Test de 1a connexité d'un graphe.

Pour tester la connexité d'un graphe nous ne tenons plus compte
du fait qu'il est orienté, et dire que x et y sont joints signifie qu'il
existe 1'arc xy ou 1'arc yx ; ou encore que y est le fils ou le pére de Xx.

Nous utilisons 1'algorithme suivant :

Début

Choisir un sommet et le marquer ;

Tant qu'il y a un sommet marqué joint & un sommet non marqué faire :
marquer tous les sommets joints @ un sommet marqué ;

Si tous les sommets sont marqués alors G est un graphe connexe,
sinon G n'est pas un graphe connexe ;

Fin.

Notons que dans le cas oit G n'est pas un graphe connexe pour
énumérer toutes les composantes il suffit :

- d'énumérer les sommets marqués, qui constituent une composante,
- de supprimer les sommets marqués,

- d*appliquer 1'algorithme de test de la connexité sur le nouveau
graphe obtenu.

Au bout d'un nombre fini d'applications des trois actions précédentes
on parvient a un graphe vide et on a énuméré toutes les composantes connexes
du graphe initial.

[-3.2.2. Application.
Nous constatons que les rédactions associées & un graphe non

connexe sont assez nombreuses, et que leur proportion est sensiblement plus
importante dans LICENCE (0,42) que dans DEUG (0,29).
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Nous avons pensé qu'il y avait un rapport entre 1'ordre d'un graphe
et sa connexité ; nous pouvons affirmer qu'il n'en est rien pour 1'échantillon
DEUG, en effet le coefficient de corrélation trés faible entre ces variables :
p = -0,089 montre qu‘elles sont indépendantes. Par contre pour LICENCE de par
la petitesse de notre échantillon, le coefficient de corrélation que nous
trouvons : -0,561, ne permet pas de conclure. Il nous conduit cependant a
formuler une hypothése : la tendance & ne pas expliciter des déductions croit,
avec le nombre d'énoncés manipulés dans la démonstration.

Si nous regardons de plus prés les composantes connexes de ces graphes,
nous constatons qu'on ne peut les considérer toutes de la méme fagon. I1 est
des composantes dont 1'ordre est 1, c'est & dire qu'elles sont 1'image d'un
énoncé. I1 est facile de reconnaitre si cet énoncé est une donnée, si ce n'est
pas le cas il nous faut retourner a la rédaction car il peut s‘agir d'un
énoncé inutile ou d'une déduction non explicitée. Lorsque 1'ordre d'une
composante connexe est supérieur a 1, nous distinguons encore deux types de
composantes en fonction de leur origine : des déductions ne sont pas explicitées,
un changement de direction dans la résolution du probléme (tous les énoncés
d'une composante sont alors des énoncés inutiles). Voici Ta répartition des
graphes non connexes suivant ces différents types, pour chacun des échantillons,
1e nombre d’'individus étant assez faible nous donnons directement les effectifs
dans ce tableau :

Nombre total] Composante d'ordre Conposante d'ordre
1 supérieur ou égal a 1
de graphes énoncé déduction | changement
non connexes| donnée non de
inutile explicite | direction
OEUG i1 ) 3 3 1
LICENCE 15 4 - 5 8 0
(1) (2)

Une composante connexe réduite @ une donnée a été comptée dans la
colonne "donnZe" seulement dans le cas ou elle est aussi un énoncé inutile,
sinon elle est comptée dans la colonne (1).
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Remarquons que pour DEUG un quart des composantes connexes ont pour
origine des déductions non explicitées et que cette proportion est portée
d 0,47 pour LICENCE. Ceci semble refléter un caractére plus brouillon des
rédactions de DEUG.

Nous donnons ci-dessous deux exemples de graphes de démonstration
non connexes. Le premier illustre la colonne (1), Te second est celui qui est
compté dans la colonne (2), nous le donnons avec la rédaction qu'il représente
pour plus de clarté.

Dans 1a mesure ou il n'y a pas de variables libres nous utilisons
dans le graphe ci-dessous la forme prénexe de Skolem, d et g sont les fonctions
a deux places d'arguments respectivement associées & la division & droite
et Ta division & gauche.

(Licence 32)

Nous avons représenté en traits pleins les déductions qui sont explicites
dans la rédaction, en trait pointillé la déduction qui permet de retrouver la
connexite,
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Notons sur cet exemple que le lien omis entre les deux composantes
connexes ne figure pas (comme on aurait pu s'y attendre) entre un puits de
1tune et une source de 1'autre ; ici une composante connexe a pour puits
un énoncé inutile, nous pouvons 1'associer & un changement de direction dans
la résolution. C'est cependant le fait qu'une déduction n'est pas explicitée

qui prévaut dans notre classement.

M)w}r\u V‘&&-CO “"’&G

*—te—eaclovsc)s ba,

(%05)4&;_55. 1) O.:\;{,

D'k‘.‘l ax.zsbh oste 6.
™ o, &x:ulazﬁh

20)a,
2 st Apel~ .
LM“) | ’ ’QQ;}'::;‘MM
( &&po—ah .

(Deug A 30)
YVa¥b3Ix ax =b Xx'=e
ax = x'a xe = X

Notons que cet étudiant & (vraisemblablement) trouvé une issue en
reconnaissant une convention d'écriture familiére aux algébristes :
"s0it a' £'iwense de a ...". D'autre part nous avons interprété "ax = x'a = b"
comme "ax = x'a", énoncé manifestement issu du rapprochement de (V¥a Vb 3x ax = b)
et de (Va ¥b 3x' x'a = b). Le "= b" dans 1'énoncé formulé par 1'é@tudiant &tant un
résidu de ce rapprochement. L'interprétation :

"ax = x'a et x'a = b donc ax = b" nous semble franchement étrangére
a ce que peut étre 1a réalite.
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[-3.2.3. Propriéte.

Nous pouvons énoncer : si le graphe associé & une rédaction n'est
pas connexe alors soit cette rédaction contient des énoncés inutiles, soit
certaines des déductions ne sont pas explicitées. La réciproque est fausse,
en effet un graphe peut étre connexe et représenter une rédaction contenart
des énoncés inutiles, c'est ce qui se produit si on rétablit dans Licence 32
la déduction "adaa = a donc gab(adaa) = gaba". Ou encore le graphe peut étre
connexe et représenter une rédaction dans laquelle certaines déductions ne
sont pas explicites, nous pouvons en donner un exemple en modifiant un peu
Licence 32 :

adab = b
¥
9,2 = b ad, = 2
bdaa - (gaba)daa (gaba)daa gab(adaa) gab(adaa) 9ap?

bdaa =b

Ce graphe connexe peut étre associé a la rédaction suivante :

Ya ¥bdx : ax = b

en particulier pour un a fixé il existe Xg tel que ax, = a
Or ¥a ¥b Ix' x'a = b donc

bx, = (x a)xa = X (axa) = x'a car ax, = a

donc bxa = b quel que soit b.

et on peut constater que la déduction "bxa = x'a et x'a = b done
bxa = b" n'est pas explicite dans la rédaction.

I-3.3. Sources et puits du graphe de représentation.

Il est facile de tester (voir annexe 2) sur la représentation interne
si un sommet du graphe est une source ou un puits.
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Une source peut étre 1'image d'une donnée, d'un S-axiome, d'une
hypothése ou dfun énoncé sans justification explicite. Un puits peut étre 1'image
de 1a conclusion du probléme, d'un énoncé inutile ou d'un énoncé dont on
n'explicite pas les conséquents.

Dans le cas de notre observation nous nous sommes intéressés aux
apparitions des données et de 1'énoncé solution ; pour ce qui est de 1'utili-
sation des données nous constatons des situations trés voisines pour DEUG
et pour LICENCE (dont, nous le rappelons, les effectifs sont trés voisins,
respectivement 37 et 38 individus) ; le tableau

ci-contre donne le résultat DEUG LICENCE

. Si h .
brut. Si nous nous attachons Ne mentionnent qu‘une

- . ‘s
aux fréquences d'apparition seule donnée 25 25

de chacune des données dont
Utilisent toutes Tes

1'étudiant déduit explicite- 3 9
ment un énoncé nous obtenons données
le tableau ci-dessous : Ne mentionnent aucune
donnée 2 4
DEUG LICENCE
G est non vide 0 0
La Yoi de composi-
tion est interne 0,08 0,02
Vavbix ax = b 0,75 0,73
Va¥bdx xa = b 0,27 0,23
Va V¥b ¥c (ab)c=a(bc) | 0,27 ' 0,23

De ces tableaux nous concluons que géu]es les données : division
a gauche et 3 droite, et 1'associativité sont utilisées largement , et
particuliérement ¥a ¥b 3x ax = b.
On peut penser que la plupart des étudiants ont "vu" le rdle déterminant de
cette donnée pour la mise en évidence de 1'élément neutre 3 droite. Lorsqu'ils
ne mentionnent qu'une seule donnée, dans les trois quartsdes cas, pour les
deux échantillons, c'est celle-ci qui figure.
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Par ailleurs les deux derniéres lignes du dernier tableau suggérent un
rapport entre les occurences de deux données, or ¥a ¥b 3x xa = b est accompagnée
de 1'associativité (et réciproquement) dans 40 % de ses occurences pour
1'échantillon DEUG, et 44 % de ses occurences pour 1'échantillon LICENCE. Il n'y —
a donc pas de cause commune & leur apparition simultanée, ou non.

La conclusion du probléme est associée a un puits que 1'on identifie
aisément et dont la fréquence d'apparition est de 0,86 pour DEUG et de 0,79 pour
LICENCE. La fréquence pour DEUG est un peu plus forte que celle pour LICENCE,
mais nous pouvons mettre en évidence ce phénoméne de facon plus significative.
En dehors de Licence 18-28-29 qui en sont
un sous-graphe, les graphes associés

aux stratégies de II-A correspondent adab =b
au dessin ci-contre, ils ont le sommet {
associé a la conclusion : 3e ¥Ya ae = a,
pour unique puits. Nous observons qu'en adaa -
ne retenant de chaque échantillon que ¥
les graphes associés a des résolutions

ae, = a

qui ne sont pas du type II-A, la

fréquence d'apparition de 1'énoncé

solution reste trés forte pour DEUG :

0,80 et qu'elle baisse sensiblement pour LICENCE : 0,50.

I-3.4. Rédactions ayant la structure d'une R-démonstration.

Une R-démonstration du probléme proposé est représentée par un graphe
qui est une hiérarchie connexe & un seul puits. Dans quelle mesure cette
structure est-elle celle des démonstrations des &tudiants ? Les deux
échantillons donnent des résultats assez voisins que nous résumons dans le
tableau suivant. I1 est remarquable que les rédactions ayant la structure d'une
R-démonstration de Je Va ae = a sont toutes du type II-A pour LICENCE et pour
DEUG sont pour les trois quartsde ce type. Une raison essentielle pour laquelle
une rédaction n'a pas la structure d'une R-démonstration est que la condition
de connexité n'est pas satisfaite.
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Hiérarchies connexes

Dont 1'unique puits

A un seul puits est 9o Va ae = a

DEUG 21 16 15

LICENCE 22 22 16

(Les effectifs de DEUG et LICENCE sont respectivement 37 et 38)

[-3.5. Dimensions d'une démonstration.

A partir de son graphe de représentation nous avons pu définir des
dimensions d'une démonstration. Si le graphe est une hiérarchie connexe on
appellera largeur de la démonstration le nombre maximum d'énoncés sur une
couche, et profondeur 1a plus grande distance”entre une source et un puits.
Ces notions n'ont de sens que pour une hiérarchie connexe, cependant nous
pouvons parfois les étendre, en particulier lorsque seule la connexité
manque et qu'il est possible de la rétablir de facon assez naturelle, ainsi
sur le premier exemple du paragraphe 1-3.2.2. il n'y a pas d‘ambiguité sur le
Tien & rétablir, la profondeur est trois, 1a largeur est deux. ’

Nous avons, dans cette illustration, plus particuliérement étudié 1la
profondeur. Les démonstrations sont assez peu profondes, 1a moyenne est de
3,38 pour DEUG et de 2,18 pour LICENCE et elles s'écartent assez peu de ces
moyennes (les écarts types sont respectivement de 1,7 et 1,1). Comme on peut
s'y attendre, la profondeur d'une démonstration est fortement corrélée avec
1'ordre du graphe qui 1a représente : les coefficients de corrélation sont
positifs et assez forts : 0,884 pour DEUG et 0,860 pour LICENCE.

* - . . - .
nombre d'étoiles ou d'arcs suivant la représentation retenue.
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I-4. Ressemblance de deux démonstrations et classement

Les raisons pour lesquelles le graphe asssocié & une rédaction est
non connexe sont trés variées ; en particulier les graphes associés a deux
rédactions distinctes peuvent comporter un sommet isolé étiqueté de la méme
facon et:que dans un cas i1 s'agisse d'un énoncé inutile,et que dans 1'autre
i1 s'agisse d'une déduction non explicite. Aussi nous parait-il plus pertinent,
pour comparer deux démonstrations, de ne s'intéresser qu'aux déductions
explicites, ou encore aux énoncés comme élémentsd'un couple ancétre-conséquent ;
ce qui revient & regarder la représentation d'une démonstration du point de
vue de son ensemble d'arcs. Nous considérerons que deux démonstrations sont
identiques lorsque les graphes associés ont méme ensemble d'arcs et qu'elles
sontéiﬁangéne4 1orsque les graphes associés ont des ensembles d'arcs disjoints.
Mais entre ces deux extrémes peuvent se présenter toutes les éventualités, nous
allons définir un indice de ressemblance pour &valuer la proximité de deux
démonstrations.

I-4.1. Indice de ressemblance.

Soient (XI’AI) et (XZ’A?) les graphes associés aux rédactions
de deux démonstrationsd@l.et Abz. Nous appelons: 4nddice de nessemblance de
D, et 492 le nombre noté R( 8, D ,) et defini par :

card (A1 n A2)

card (A1 y Az)

R(el’ @2) =

Nous constatons qu'on a : R( 9 1’45 2) =1 si et seulement si les
démonstrations sont identiques et R( D 1,49 2) = 0 si et seulement si elles
sont étrangéres.

Cet indice de ressemblance est un indice de similarité au sens des
statisticiens (c.f. [ 71 p 41 définition 1) ; en effet,placons nous dans le
champ de démonstration d'un échantillon, les individus &tant les rédactions
de démonstration, et appelons caractére d'un individu le lien entre deux
énonces.
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Soient n Te nombre de caractéres commurs a 451 et déz, n'1 (resp n'z)
le nombre de caractéres de 461 (resp 432) qui ne sont pas des caractéres de
eﬂz (resp 431) alors :

R( .sl,aoz) =

n

n"l + n'2 +n

Et 1'on a bien :

- Pour toute paire d'individus 491,.49 o tR(D B, =R, 3 )

n
- La fonction (n'l, n'z, n) F—» est croissante
n'1 + n'2 +n

par rapport a@ n, décroissante par rapport a n'1 et a n'2.

I-4.2. Exemple, et homogénéité d'un &chantillon.

Pour donner un exemple et éviter des figures supplémentaires, soit
491 la démonstration de Licence 32 (au § 1-3.2.2) et 492 la démonstration
donnée en exemplie au paragraphe [-3.2.3, nous avons :
n=5,n"; =2 etn', =1d'uR(DH,, ®,) = 0,625. Une telle valeur permet
de conjecturer une ressemblance assez nette entre les deux démonstrations.
I1 est difficile de fixer un seuil a priori, au-dela duquel nous considérons
un indice comme significatif d'une ressemblance.

Nous appellerons .indice d’homogéné.ité d'une population la moyenne
des indices de ressemblance de toutes les rédactions prises deux a deux.
Pans le cas de nos échantillons, nous trouvons un indice d'homogénéité trés
faible pour DEUG : 0,076, et pour LICENCE : 0,165, ce qui est sensiblement
plus élevé. Nous pouvons affirmer une trés grande diversité des démonstrations,
et tout particuliérement pour 1'échantillon DEUG. Dans ce contexte 1'indice
trouvé plus haut pour 8 1 et 492 serait considéré comme significatif d'une
ressemblance entre les deux démonstrations.

Pour T'illustrer nous donnons ci-dessous le tableau des indices de
ressemblance des démonstrations que nous avons classées comme stratégies de
type I au § 1-2.2, pour chacun des échantillons. Ces deux tableaux montrent
que pour DEUG on peut considérer que chaque étudiant a proposé une démonstration
originale, pour LICENCE i1 y a encore une grande diversité mais les démonstrations

-
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10

11

14

15

19

22

25

30

31

32

34

DEUG

Homogénéité de cette

sous population :

0,003

0

0,33

0,25

0,22

0,4

0,20

0,14

0,12

0,25

0,22

0,07

0,18

0,16

0,25

LICENCE

Homogénéité de cette
sous population :

0,14

0,22 0 0,27 0,18 0,3 0,20 0,36 30
0,80 6o 0,71 0,10 0,83 0 0,30 0,33 31
0,50 0 0,5 0,7 0,55 0,18 0,20 0,50 0,62

0 0 0 -0 0 0,28 0 0,22 0

140.

32

0,2
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Par exemple on peut rapprocher les individus 10-14-19-31, 1'homogénéité
de ce groupe est 0,69. La formation de classes d'individus & partir d'un indice
de ressemblance, et en recherchant la meilleure homogénéité,est 1'objet de
la classification hiérarchique.

I1-4.3. Classification des démonstrations.

Nous avons utilisé pour la classification des démonstrations un
programme d‘analyse hiérarchique : John-Johnson hierarchical clustering program,
dont nous donnons les références dans 1'index bibliographique.

I-4.3.1. Classification pour 1'échantillion DEUG.

Voici le résuitat rendu par Te programme d'analyse hiérarchique :
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END OF MFTHAD

Dés le quatriéme pas de calcul, 1'homogénéité des classes formées
n'‘est plus que de 0,2 ; ce coefficient est assez faible et, on peutvérifier
que la parenté des démonstrations rapprochées est peu significative. En
retenant une homogénéité supérieure ou égale a 0,4, on obtient 1a
classification suivante :
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(11)
’ . )
0,4 ° 1 1

L'homogénéité de chaque classe est notée prés du trait qui la

délimite.
La classe d'homogénéité 0,7 correspond aux stratégies du type II-A.

Seulement deux individus s'en trouvent écartés :
— Deug A 7 .dont la rédaction est :

A
j> ’ ‘ /a c(ewja'p,:;u /za/pt‘e’ffé d Az Co -(M,/M/(/\é_’
av/Leﬂ )
4 @ = A/ D O/é/g% £y
ax = y

% 2 =€y 7%( Mr [/ e,/é/,u«w// /Auo/ga (Z (zéz(;{K /044’1_ P l(}(
A‘M//om , T £}

die nOUD /'\0/3 o ng

Son graphe est étranger au graphe qui caractérise le groupe II-A (c.f. § 1-3.3)
— Deug A 18 qui laisse apparaitre au niveau'de sa rédaction un changement!de
de direction dans la résolution du probléme, ce qui a pour effet de baisser son
indice de ressemblance avec les .autres démonstrations du type II-A.

Donc la classe d'homogénéité 0,4, notée (I) sur le dessin, correspond

a un individu prés 3 la stratégie II-A.

Quant 3 Ta classe notée II sur le dessin, on y retrouve Deug A 9 dont
nous avons donné le graphe de représentation au § 1-3.1.2. Pour Deug A 22 nous
donnons le graphe ci-dessous :

Ya ¥b 3x ax = b (ay = b) & (y = xe) ¥a ¥b ¥c (ab)c = a(bc)
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On retrouve ainsi dans la méme classe deux rédactions dont la différence
essentielle est qu'une dérivation (notée en trait pointillé sur le dessin
ci-dessus) est explicite dans 1'une et pas dans 1'autre. Si on rétablit ce
lien le coefficient de ressemﬁlance devient : 0,50.

Notons enfin que 1a trés grande disparité des solutions proposées par
les individus de DEUG, conduit & une classification pertinente du tiers
seulement de ces étudiants.

1-4.3.2. Classification pour 1'échantillon LICENCE.

Le programme d'analyse hiérarchique nous donne le résultat

suivant :
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De méme que pour DEUG nous nous intéressons aux classes dont 1’homogénéité

est supérieure ou égale & 0,4. Nous les représentons ci-dessous :
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—

16 17 20 21 27
23 33 35 38
1
1
: a,7
: 1

Nous voyons apparaitre deux classes importantes, celle que nous
marquons II et qui ne regroupe que des stratégies II-A, et celle que nous
marquons I sur le schéma. Les démonstrations qui constituent cette classe, sont
toutes du type I ; si nous les analysons plus avant, elle font apparaitre un
noyau commun que représente le graphe suivant. Il correspond dans les rédactions
a 1'énoncé :

bdaa - (gaba)daa = gab(adaa) - gaba = b

Pdaa = (gaba)daa gab(adaa) = Jap? (9952045, = 95p(3da,)

9ap2 = b

Ces démonstrations différent par la présence ou 1'absence de
justifications explicites, particuliérement 1'associativité ; parfois
1'indice de ressemblance est abaissé par la persistance dans la rédaction
d'une autre direction de recherche (c'est le cas par exemple de Licence 32).



Les individus regroupés dans cette classe, ont sans nul doute compris
1a démonstration, et ils se distinguent par 1a forme synthétique adoptée pour
1'exprimer.

Les deux démonstrations de la classe {9,26} ont pour noyau commun
la totalité de Ta démonstration Licence 26, dont nous reproduisons le graphe
ci-dessous :

(bdyy)dyp, = b albe) = (ab)c

b(dbadab) = b

Cette classe correspond exactement au groupé de stratégiesii-B.

Les rédactions des classes {3,18,34} et (4,29} ne sont en fait que
des ébauches de démonstration que le contexte méta-mathématique nous a fait
classer I pour 3,4 et 34, I1-A pour 18 et 29.

Enfin la classe (25,30} est constituée de deux rédactions dont nous
donnons ci-dessous le graphe du noyau commun. Cette classe est & rapprocher
de celle notée I sur le schéma, les noyaux se distinguent essentiellement,
par 1'absence de 1'énoncé (gaba)daa = gab(adaa) pour Ta classe (25,30} dont

la rédaction s'articule autour de :
gaba =b

b = gaba donc bdaa = (gaba)daa = gaba =b

(9530455 = 9gp? bd,, = (953)d,4

bd, =b

145.
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Bien que les noyaux soient assez comparables et que 1'analyse
hiérarchique découpe nettement la classe {25,301} U {10,14,19,31,32}, nous
continuons a distinguer les deux sous classes. Une premiére raison est 1'indice
d'homogénéité faible de cette classe, i1 est égal & 0,2 ; et une autre est
la facon dont 1'é&noncé (gaba)daa = 9p2 qui ne figure pas dans les démonstrations
de la classe {10,14,19,31,32} est obtenu par Licence 25 et Licence 30 (voir
plus loin § III-2.2).

L'analyse hiérarchique nous permét de classer de fagon pertinente
prés de deux tiers des rédactions. Les classes mises en évidence correspondent
pour 1'essentiel, sauf {3,18,34}, aux groupes de stratégiesque nous avons
relevésau paragraphe 1-2.2. |

IT - LE STRUCTURALEMENT PQSSIBLE

L'ensemble des démonstrations structuralement possibles, que nous
appellerons plus briévement le "structuralement poss.ibLe" est constitué de
démonstrations formelles du probléme 3 résoudre. On considére le prédicat a
trois places d'argument P(x,y,z) qui signifie xy = z, on utilise d'autre part

et g -

la forme prénexe de Skdlem en introduisant les fonctions dx y X,y

respectivement pour ¥x ¥y 3z P(x,z,y) et ¥x ¥y 3z P(z,x,y) qui

expriment la division & droite et la division & gauche, et la fonction e, a
zéro place d'argument pour Je ¥x P (x,e,x). Comme i1 ne figure aucune variable
libre, nous pouvons sans ambiguité supprimer les quantificateurs universels,
le probléme consiste alors d montrer :

P(xsd, 59)s P(g,ys%5)s (P(Xsy5u) | P(¥s2,v)) > (P(x,v,W) ~ P(u,z,w))

Xy

— P(x,e0,X)

Il existe de nombreux algorithmes de démonstration automatique,
nous avons utilisé, pour nous guider, 1'algorithme d'exclusion [ 34 ]
qui nécessite que les données soient exprimées sous forme clausale (conjonctions
de disjonctions).On adjoint aux données la négation de la conclusion, et on
montre que le systéme obtenu est contradictoire. Ces démonstrations sont
intrinséquement par 1'absurde ; mais en fait, de celles qui n'utilisent
la contradiction de 1a conclusion qu'au dernier pas de calcul, on peut
extraire les démonstrations directes en considérant tous les pas de calcul,
sauf le dernier.
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I1-1. Champ de référence

Nous appellerons champ de né4énence 1'ensemble des énoncés du

structuralement possible.

Contrairement au champ de résolution d'un échantilion quelconque,
le champ de référence est fortement structuré par les relations logiques entre
ses énoncés. Ces relations sont établies lors de la recherche des démonstrations.

Dans le cas de notre exemple nous ne considérons pas tout le
structuralement possible mais seulement sa restriction aux démonstrations
directes. Que ce soit dans nos échantillons, ou dans des sondages parmi les
enseignants nous n‘avons jamais rencontré de démonstrations par 1'absurde, nous
analysons plus Toin (§ I1-2.3) les raisons de cette absence. Par ailleurs nous
n'allons pas énumérer les démonstrations en laissant les &noncés sous forme
clausale, dans la mesure oii cela est possible ici, nous les exprimons dans
ie formalisme mathématique, en conservant les fonctions de Skdolem a deux places
d'argument d et g que nous avons définies plus haut. Les données du problémes
sont :

adab =b

9ap? ~
(ab)c = a(bc)

Le graphe de noeuds et d'étoiles qui suit représente le champ de
référence avec sa structure. Pour simplifier le dessin nous avons noté —<—~0)
un arc ayant bdbb = b pour premigre extrémité, et —<—@)un arc ayant gbub =4
pour premiére extrémité.

On trouve dans les pages suivantes les huit démonstrations qui
constituent, pour notre exemple, le structuralement possible.

Dans 1a suite nous appelons graphe de né4énace le graphe de
représentation d‘une démonstration structuralement possible.

Souvent nous écrirons pour abréger : R-graphe.
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ad =0 (ab)c = a(bc) IpyP = U

bdbb = b (ab)dbb = a(bdbb) (gbub)c = gbu(bc) \

ud. .

[}
-
=
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(ab)c = a(bc)

(gaba)daa = gab(adaa) b =

R-graphe 2

ad_, = b (ab)c = a(bc)

ad__ = a (ba)daa = b(adaa)
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R-graphe 3
adab =b a(bc) = (ab)c
adaa = a
Y
(gaba)daa B gab(adaa) Jab? = b
R-graphe 4

ad,, = gpa(bdyy) (9paP)dpy = 9p,(bdyp)




R-graphe 5 ’ gy,b = 2 1.

adaa
3d3a = IpaP (ab)cf= a(bc)
adaa B gba(bdbb) . (gbab)dbb = gba(bdbb)
3d3a = (gbab)dbb
a= adbb
R-graphe 6
adab*& b
adaa =@ gbab = a

(ab)c = a(bc)

(9,0)dpp = 9pa(bdyp) @ = g (bdy )

a = (g b)d,



R-graphe 7

adab = b a(bc) = a(bc)
adaa = a Y

bdaa =b

R-graphe 8

152.
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I1-2. Quelques commentaires

Nous savons a priori qu'il n'y a pas dans le structuralement possible
deux démonstrations identiques, autrement dit que 1'indice de ressemblance de
deux démonstrations quelconques est inférieur & 1. Mais il n'y a aucune raison
pour qu‘elles soient deux & deux étrangéres, ainsi 1'indice d'homogénéité du
structuralement possible pour notre exemple est de 0,21. I1 correspond aux
indices de ressemblance :

i A partir de ce tableau nous
pouvons regrouper les
démonstrations en classes, en
recherchant pour chaque classe
1'indice d'homogénéité le plus
élevé possible.

0,12 0,2

0,13 0,14 0,41 0,05 0,1 Dans le schéma ci-dessous

O N OV BsWwN

chaque classe est entourée

d'un trait le long duquel
on a marqué son indice d'homogénéité. A 1'intérieur de chaque classe on a relié
deux & deux les numéros des R-graphes, par un trait le long duquel est marqué
1'indice de ressembiance du couple :

0,37
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Soit :

Ref 1 = {R-graphe 1, R-graphe 4, R-graphe 5, R-graphe 6}
Ref 2 = {R-graphe 2, R-graphe 71}

Ref-3 = {R-graphe 3, R-graphe 8}

En revenant aux démonstrations on peut apprécier, autrement que par
les indices qui nous y ont conduit, ce qui les rapproche et commenter cette
classification. On peut distinguer les démonstrations qui partent du
rapprochement de adaa = a et 92 = b, de celles qui partent de 1'associativiteé.

Les premiéres ont en commun les déductions :

adab =b
*+ gbab = a
adaa = a

b (ab)c = a(bc)

3d3a = (gbab)dbb

Les démonstrations de graphe R-graphe 4 et R-graphe 5 ont en commun

tout ce noyau. Elles différent, lors du passage de adaa = b)dbb a ad

Ipha bb = 2

par 1'ordre du calcul de adaa et gbab'

La démonstration du graphe R-graphe 6 n'a de ce noyau que les
dérivations marquées d'une étoile. Par le calcul de adaa elle fait passer
de 1'énoncé adaa = gba(bdbb) aa-s= gba(bdbb),les premiéres dérivations
paraissent alors inutiles, on rejoint ici la démonstration représentée par
R-graphe 1 qui déduit des deux énoncés rapprochés non pas adaa = gbab mais

a= gba(bdbb).
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On peut commenter ainsi Ref 1 : ce sont les démonstrations dont
le point de départ est le rapprochement des énoncés adaa = a et 952 = b. On
peut considérer que R-graphe 1 est une version plus élégante que R-graphe 6,
cependant c'est ce dernier qui a permis de le rattacher a Ref 1.

Les démonstrations qui ont pour point de départ 1'associativite,
reviennent & s'intéresser en premier lieu & la possibilité de calculer une

des expressions entre parenthéses de (ab)c = a(bc). Le schéma suivant montre

les déductions possibies :

(ab)c = a(bc)

(ab)d,, = a(bd, ) (ad_,)c = a(d_ c) (9pable = gy (bc)  (ag )c = a(g . c)

(1) (2) (3) (4)

Les énoncés (2) et (4) ne permettent pas d'aller jusqu'a la solution.
Pour (2), 1a seule dérivation encore possible est le calcul de daac qui conduit
3.1'identité : add b = add b
aa aa
Pour (4) la seule dérivation encore possible est le calcul de ag;, qui
gg ub, et cet énoncé restera inutilisé car b apparait parmi
cb les arguments de 1a fonction de Skilem g.

conduit 3 uc

Seules les voies (1) et (3) ne sont pas des culs-de-sac, leur choix
caractérise respectivement les démonstrations représentées par les graphes de
Ref 2 et Ref 3. ' ‘



Si nous appelons ASS, DIVD et DIVG respectivement les données
(ab)c = a(bc), adab = b, 9ap? = b, i1 est possible d'illustrer par le schéma
suivant la classification des démonstrations (directes) structuralement

possibles :
Y
L
Rapprochement Rapprochement Rapprochement
DIVD - DIVG ASSOC - DIVD ASSOC - DIVG !
v ¥ ¥
Ref 1 Ref 2 Ref 3

IIT - LE MATERIELLEMENT POSSIBLE

III-1. Comparaison des champs de résolution et du champ de référence

=

Dans une certaine mesure nous nous sommes déja intéressés a cette
comparaison en étudiant au paragraphe I-3.3. les sources et les puits d'un
graphe de représentation. Le champ de référence est constitué de 19 énoncés,
en dehors des données peu d'entre eux se retrouvent dans les rédactions. Ceci
est illustré par le diagramme ci-dessous :

DEUG Référence LICENCE Référence

, La proportion d'énoncés du champ de référence, en dehors des données
ou de Ta conclusion, dans les champs de résolution est trés faible : 0,06 pour
DEUG et 0,10 pour LICENCE.

156.
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Nous obtenons ainsi une information "toutes démonstrations confondues",
et 1'image peut ne pas étre fidéle car le champ de résolution d'un &chantillon
peut paraitre se distinguer du champ de référence du fait de quelques individus
donnant des rédactions longues en dehors de ce champ. Pour rendre compte de la
situation au niveau individuel nous avons défini pour une rédaction son
coefficient de correction : rapport du nombre de ses énoncés qui sont dans le
champ de référence au nombre total d'énoncés qu'elle met en oeuvre. Les nuages
de points suivants montrent 1a relation entre 1‘indice de correction et 1'ordre

d'une démonstration.

4 Ordr
15 . Ordre 15 $ r *e
® -
'Y
X
10 ® % 10 ]
bt ¥ ¥z 1‘
¥ ¥ + o x
g,:l o X a ) l“‘
b « L "
5 4 " e = : 5 . " a
% ::” n ;{‘:"::
A ﬂ:x ‘ﬂ;
A
0 Ingice de 0 Indice de
0,5 1 correction 0,5 1 correction
- DEUG - - LICENCE -

Nous notons que le nhage de LICENCE est plus rond que celui de DEUG,
d'autre part on peut s'attendre a ce qu'il se déplace vers Ta zone hachurée
qui correspond au structuralement possible dont les démonstrations ont de 7 & 10

énoncés (et qui ont un coefficient de correction égal a 1 1)

Le rapport entre un champ de démonstration et le champ de référence
sera mieux décrit par 1'indice de corrélation entre 1'indice de correction des
démonstrations et le nombre de leurs énoncés : si les démonstrations
mettent en jeu essentiellement des énoncés du champ de référence
ce coefficient doit étre voisin de zéro, sinon on doit trouver une corrélation
négative qui vient de ce que les rédactions courtes reprenant en général les
données du probléme ont un bon indice de correction.
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Dans 1e cas de notre jillustration nous trouvons un coefficient
fortement négatif pour DEUG : -0,820, et une tendance encore tré&s marquée pour
LICENCE : -0,579.

L'étude de la fréquence d'apparition des énoncés du champ de référence
dans les rédactions met en évidence de facon spectaculaire un énoncé :
¥a dx ax = a, dont la fréquence est de 0,59 pour DEUG et passe a 0,92 pour
LICENCE. Cet énoncé apparait soit sans antécédents explicites, soit dans la
dérivation : ¥a ¥b 3x ax = b donc ¥a dx ax = a. (77 % des apparitions en DEUG,
62 % en LICENCE). L'opportunité de cet énoncé dans la résolution de ce probléme
est donc apparue & la plupart des étudiants de LICENCE, pas nécessairement pour
en faire bon usage puisque pas loin de la moitié (0,45) de ces individus
constitue la classe II-A.

I11-2. Confrontation du réel et du structuralement possible

La comparaison des champs de résolution et de référence est insuffisante,
car les énoncés sont considérés sans leurs liens logiques éventuels. Les
démonstrations du structuralement possible étant, comme celles du réel,
représentées par des graphes, nous allons utiliser 1'indice de ressemblance
pour apprécier-le rapport du réel au possible en se placant du point de vue
de leur structure. Nous illustrons cette approche avec 1'étude successivement
des &chantillons DEUG et LICENCE.

I11-2.1. Echantillon DEUG.

Pour chaque démonstration nous avons déterminé la démonstration
formelle avec laquelle elle a le meilleur indice de ressemblance.

Dans le tableau suivant nous donnons pour chaque individu, repéré
. par son numéro, 1'indice de ressemblance et le numéro du R-graphe associé
ainsi déterminé. Dans le cas ol 1'indice est zéro il n'y a bien sir aucun
R-graphe indiqué. Les démonstrations de la classe II-A ne figurent pas dans
ce tableau, elles ont pour meilleur indice de ressemblance 0,16 avec
R-graphe 4.
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Individu | Ind. de | N° du R- Individu | Ind. de | N° du R-
N° Ress. graphe N° Ress. graphe
1 0,09 7 22 0 -

5 0,11 4 23 0 -

6 0 - 24 0 -

8 0,10 4 25 0 -

9 0 - 26 0,12 7
11 0,07 7 27 o | -
12 0 - 28 0 -
13 0 - | 29 0 -
14 0 - 30 0 -
15 0,14 7 31 0,10 7
16 0 - 33 0 -
18 0,14 4 35 0,09 7
20 0 - 38 0,08 7

Ces tableaux montrent de fagon trés explicite que 1a plupart des
démonstrations sont étrangéres au structuralement possiblie, et que celles qui ne
le sont pas ont un indice trés faible. Cet indice est trop faible pour étre
significatif d'une ressemblance ; si nous prenons le cas d'une démonstration
du groupe II-A son meilleur indice est de 0,16 avec R-graphe 4 et cependant
1'intersection est réduite a : ad,, = b donc ad . = a (1)

La contribution d'une seule dérivation a 1'indice de ressemblance
peut donc étre assez importante, du fait que les démonstrations comportent
s5eu de déductions. En particulier la dérivation (1) est trés fréquente ,
aussi nous allons reprendre le calcul de 1'indice en 1'enlevant des démonstrations,
y compris les démonstrations formelles, lorsqu'elle y apparait. Avec ce nouveau
calcul 1'indice des individus du groupe II-A est nul, et nous ne donnons dans
le tableau suivant que les individus dont les indices sont non nuls :
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Individus | Indice R-graphe
N° modifié N°
5 0,11 4
8 0,05 4
18 0,07 4
26 0,14 7

Ce nouvel indice reste trés faible, on peut affirmer que les
démonstrations proposées par les étudiants de DEUG sont é&trangéres au
structuralement possible. Cependant Deug A 5 et Deug A 26 ayant des
coefficients trés sensiblement plus fortsque les autres individus de
1'échantillon, nous reproduisons ici leur rédaction :
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Cette démonstration est classée dans le groupe de stratégies III.
L'étudiant utilise la régqularité de Ta loi par rapport & 1'addition, et ne
remarque pas a la ligne® 1'égalité yb = (yb)e2 qui Tui permettrait de

conclure correctement.

Vo & 6),3\)66—) er V=L
N e EE(?} Ab e Gé-l)c:*i» = b ou

QLLO\C’QR\):; b ey = bea =44

=) kf o. & (S;.) a V= oL

(Deug A 26)

IT semble que 1'associativité soit comprise comme : "fes parenthises
sont inutiles" ; par ailleurs il y a trés peu de dérivations explicitées, et
si on peut estimer que 1'étudiant a trouvé la solution, c'est grace a une lecture
entre les lignes.

Ces deux derniers exemples ne peuvent empécher de conclure sans
nuances, que les démonstrations de DEUG sont étrangéres au structuralement
possible. '

IT1-2.2. Echantillon LICENCE.

Le calcul de 1'indice de ressemblance nous conduit aux mémes
constatations que pour 1'échantillon DEUG : Tes indices sont faibles et la
contribution d'une dérivation est importante. Nous donnons directement le
tableau avec Te meilleur indice de ressemblance obtenu en supprimant dans les
démonstrations, réelles et possib1es, la déduction : adab = a donc adaa a.
Cette déduction figure dans plus de 1a moitié (0,58) des rédactions de
LICENCE.

Ce tableau donne 1a liste des individus dont 1'indice modifié est
non nul. (rappelons qu‘en particulier pour ceux du groupe II-A 1'indice est nul).
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Individu | Indice de Indice ‘R-graphe
N° ressemblance| modifié N°
5 0,33 0,25 2

10 0,11 0,12 7
11 0,10 0,11 1
14 0,18 0,20 7
15 0,20 0,22 7
19 0,09 0,10 7
25 0,36 0,40 | 2
30 0,30 0,22 7
31 0,10 0,11 7
32 0,16 0,09 - 7

Nous retrouvons toute la classe {10,14,19,31,32} dont les rapports
avec R-graphe 7 ne sont pas significatifs ; la valeur trouvée pour 1'indice
de ressemblance est, pour 1'essentiel, due & la présence dans tous les cas
d'un arc de 9.p2 = b vers bdaa = b.

Les indices les plus élevés marquent la ressemblance des démonstrations
réelles avec Ref 2 ; Tes différences peuvent étre de détail et nous pourrons
considérer R-graphe 2 et R-graphe 7 comme des modéles de ces démonstrations,
ou ces différences peuvent étre fondamentales et signifier une distance
importante entre le réel et le possible. Nous analysons plus en détail les
rapports entre ces démonstrations, et nous représentons ci-dessous sur un
méme dessin le graphe de la démonstration et le R-graphe associé.

Nous convenons de représenter par un trait double les arcs qui se
trouvent & la fois dans le graphe de démonstration et le R-graphe, par un
trait simple ceux qui ne figurent que dans le R-graphe, par un pointillé ceux

qui ne figurent que dans la démonstration réelle.
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Licence 25 - R-graphe 2
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(95c2)d55 = 952 9ac2 = €

Licence 5 - R-graphe 2

La différence essentielle de démarche entre les démonstrations réelles
et possibles réside dans la construction dans les premiéres de 1'&noncé
b(adaa) = ba obtenu & partir de adaa = a en multipliant a gauche chaque membre
de 1'égalité par b. Bien que chaque étudiant explicite 1'énoncé
(ba)daa = b(adaa)’ il n'effectue pas le calcul de adaa mais rapproche cet
énoncé de celui obtenu par multiplication pour déduire (gaba)daa = 9.2

La méme technique est utilisée par Licence 25 pour obtenir ¢ = cd
aa

Nous retrouvons ceci pour les deux démonstrations rattachées 3
R-graphe 7 :



(gaba)daa = 9ap?
Licence 15 - R-graphe 7
bd . =b
aa
adab = b
(ab)c
ad = a
aa
(955245, = gab(adaa),/”
V4

Licence 30 - R-graphe 7

| RS

a(bc)
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Nous remarquons,pour ces deux derniers graphes,un arc qui va directement

de (ab)c = a(bc) a 1'énoncé (gaba)d a.

aa -~ Yab
Cela nous conduit & 1'hypothése suivante : 1'associativité n'est pas
comprise comme une proposition, ainsi que les autres données, mais comme une
régle : la régle de déplacement des parenthéses. Cette hypothése, si elle
était vérifiée, permettrait de comprendre la construction d'énoncés par
multiplication (& gauche ou 3 droite) des deux membres d'une &galité.

IT reste,dans le tableau des ressemblances,Licence 11 pour lequel nous
donnons ci-dessous la représentation simultanée du graphe de représentation et
du R-graphe associé. La faiblesse de 1'indice de ressemblance (0,1) est due aux
raccourcis importants de Licence 11, mais du point de vue des stratégies employées
ces démonstrations sont les mémes. I1 est probable que 1'associativité est prise
ici comme une régle de déplacement des parenthéses, cependant les raccourcis
sont d'une telle importance qu‘on ne peut rien affirmer sur ce que la rédaction
sous-entend.

(ab)c = a(bc) b = daba
\ *
\
\
Voo (gpab)dpy = gy, (bdyy) b = bdy, u=9g,,.b
\

Licence 11 - R-graphe 1 , \




167.

I11-2.3. Les démonstrations par 1'absurde.

Le principe est d'ajouter aux données la négation de 1a conclusion
qui est : ¥x dy xy = x, nous désignerons par k la fonction de Skdlem a une
place d'argument associée a cette proposition qui s'écrit alors : xkX z X, -
I1 faut alors montrer que 1'ensemble de prédicats ainsi construit est
contradictoire. Nous distinguons deux types de démonstrations, celles qui
conduisent & 1a contradiction de adab = b, ou 9ap? = b, d'une part et celles
qui conduisent 3 Ta contradiction de 1‘associativité d'autre part.

Le premier type oblige & exprimer 1'associativité sous une forme .

qui n'est pas habituelie :
¥x Vy ¥z Vu Vv ¥w (xy = u & yz = v) o (XV = W ~ Uz = W)

I1 est fortement probable que c'est pour cette raison qu'on ne
rencontre jamais ce type de démonstration ; nous en citons une comme exemple,
elle conduit @ la contradiction de 9,2 = b.



(Xy =u &yz=v) > (xv=w~uz=w)
Xy # U, yz =V XV =W v Uz =w dey =y
¥ f
xyxuvydyyzyvxyxuvudyy=u ydyy=y
d =u
XYy zu_ u vy
kxxxkx xy:kd de dyy=kd
yy yy Yy
xy = k
{d)’)’
gykd y = kdyy gxzx =2z
yy
gykd y = kdl & gykd y = kd
Yy vy Yy Yy
"|(kXX¢kX)

Le second type de démonstration par 1'absurde ne nécessite pas une
telle expression de 1'associativité, et si on ne le rencontre pas parmi Tes
démonstrations proposées c'est vraisemblablement parce qu'il faut comprendre
1'associativité comme une proposition et non comme une régle syntaxique.
Nous donnons ci-dessous le graphe d'une démonstration de ce type :
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Gy =¥
gykx.y = kX kXX z kX
(9 ¥)x 2 9.,y xd,, =¥
X X
Yy y
Xy)z = x(yz d = d
(xy) (yz) (gykdy e, Ik, (vd )
} y yy
d d
(9 ) )d, Iyky (yd )
yy Yy Y

d = d )& d d
(gykd d, Iy, (vd ) (gykd yld, = Iyk, (vd )
yy o yy yy
kX = k)

1V - CONCLUSION

» La lecture naive des rédactions de DEUG -c'est & dire avec les
tolérances habituelles du lecteur mathématicien- montre que seuls trois
individus (sur les 34) ont donné une solution valable, pour LICENCE nous
en trouvons neuf (sur les 38).

169.



170.

Ces deux nombres sont faibles, la plupart des &tudiants ne sont pas
parvenus a résoudre ce probléme.

Notre analyse met en évidence, pour chaque population, un comportement
bien différent face & ces difficultés. L'indice d'homogénaité trés faible de
DEUG et le fait que 32 résolutions parviennent & 1'énoncé Je ¥x xe = x,
indiquent que les étudiants ont cherchéd la solution dans des directions
trés diversifiées. Dans de nombreux cas 1'étudiant prend pour hypothése ce
qu'il veut démontrer ou interpréte incorrectement 1'énoncé ; ceci peut
provenir d'une détermination & apporter une réponse, provoquée par les
conditions du déroulement de 1'épreuve. Ce phénoméne disparait presque totalement

dans LICENCE.

L'étude de la connexité des graphes de représentation différencie
nettement les deux populations. Les composantes connexes se partagent en
deux types : celles qui correspondent & la persistance de voies de
résolutions différentes et celles qui proviennent de déductions non
explicitées. L'absence de connexité est moins fréquente pour DEUG que pour
LICENCE, et les composantes connexes y sont pour la plus grande part du
premier type, ce qui souligne un caractére plus brouillon des rédactions de
DEUG.

Dans la suite de notre travail nous tenterons d'éclaircir les raisons
de 1'absence de connexité d‘un graphe de résolution. Dans quelle mesure la
tendance a ne pas expliciter des déductions est 1iée au nombre d'é&noncés
manipulés dans la rédaction ? Comment intervient le niveau du rédacteur ?

Quel est Ta nature des déductions ou méme des raisonnements qui ne sont pas
explicités ?

A partir de 1'indice de ressemblance nous avons réalisé une
classification des rédactions. Cette classification ne donne pas de résultats
intéressants pour DEUG, car 1‘'homogénéité de cet échantillon est trés faible.
Pour LICENCE par contre nous parvenons a regrouper prés de deux tiers des
individus ou des classes dont 1'homogénéité (supérieure ou &gale a 0,4) est
significative d'une ressemblance. Pour juger de la pertinence d'une telle
classification nous la rapprochons de celle que nous avions déduite de

1'analyse naive des stratégies.



Les classes constituées les plus importantes correspondent
effectivement & des types de stratégiesdistincts, celles qui se partagent
entre deux types correspondent & des graphes d'ordre un ou deux et les
résolutions avaient été classées d‘'aprés les intentions explicitées par
1'éléve. Le classement selon 1'indice de ressemblance est méme ici plus fin
puisqu'il nous a conduit & des distinctions a 1'intérieur des stratégies
du type I.

La confrontation du réel au structuralement possible compléte 1'image
que nous avons du comportement des étudiants de DEUG, en montrant que non
‘seulement les résolutions sont trés diverses mais aussi que les cheminements
sont trés éloignés de ceux déduits de la Togique formelle. Mais cette
confrontation a pour conséquence bien plus fondamentale la formulation de
1'hypothése suivante :

L'associativité est comprise comme une régle syntaxique et non
comme une proposition.

Nous avons pu constater deux acceptions de 1'associativité comme
régle syntaxique : régle de suppression des parenthéses {c'est le cas des
trois solutions valables de DEUG), régle de déplacement des parenthéses.

Le role joué par les stratégies multiplicatives et 1'absence de démonstrations
par 1'absurde nous font supposer que cette hypothése devrait étre vérifiée,
cette étude sera le premier prolongement de notre travail.
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CONCLUSION.

L'outil que nous venons de présenter est une extension de 1'utilisation
des graphes de démonstration. I1s n'étaient jusqu'ici qu'un langage, non fixé,
pour exprimer une démonstration. Nous avons développé leur utilisation dans deux
directions :

- Permettre une description précise du raisonnement exprimé par un
discours. D'une part en traduisant les énoncés mathématiques dans le langage
du CP1, & partir de quoi nous caractérisons les é&noncés synonymes ; d'autre
part en décrivant la structure du discours par un graphe, dans la mesure ol
Ta dépendance des énoncés mathématiques est assez explicite. Certaines propriétés
du raisonnement sont décelables dans le discours et peuvent &tre traduites par
des propriétés mathématiques du graphe qui le représente. La mise en évidence
de ces propriétés est alors le résultat d'un calcul sur le graphe. (recherche
de circuits, test de la connexité...)

Cette démarche ne présente d'intérét que si 1'on peut garantir
T'objectivité de la description, ou au moins délimiter la part d'interprétation
subjective de facon précise. Une partie de notre travail, la partie B, va dans
ce sens. Nous y développons un protocole pour le passage d'une démonstration & un
graphe qui la représente, i1 précise des régles de traduction dont nous ne
garantissons pas le caractére déterministe. I1 reste & les soumettre & 1'épreuve
de divers traducteurs et de divers contenus. Une telle recherche est
indispensable pour le développement de notre outil ; elle présenterait un
intérét dans d'autres domaines, en particu]ier la docimologie dans laquelle
1'interprétation de textes mathématiques émanant d'éléves joue un rdle central.

- Donner, pour 1'analyse des comportements heuristiques et des
stratégies, le moyen de comparer de fagon quantitative deux démonstrations.
Ainsi nous avons construit un indice de ressemblance pour deux graphes de
démonstration et nous en avons déduit un indice d'homogénéité qui permet
d'apprécier globalement une population. A partir de cet indice de
ressemblance nous pouvons réaliser une classification des raisonnements, selon
leur structure explicite, qui a un sens pourvu que 1'homogénéité de
1'échantillon ne soit pas trop faible, et que d'autre partle discours exprimant
le raisonnement ne soit pas significatif seulement par son contenu méta-
mathématique.
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A partir de cette analyse nous pourrons, pour un probléme particulier,
faire ressortir quels types de raisonnements, valables ou non, sont utilisés
par les éléves. Est-il possible, pour les démonstrations qui ne sont pas
valables, de caractériser les fautes ? Quels types de stratégies sous-tendent
les démonstrations correctes ?

En outre, nous proposons une autre facon d'analyser et de classer les
démonstrations qui les situe dans 1'ensemble des démonstrations
structuralement possibles. Dans le cas de notre illustration 1a démonstration
automatique a été efficace pour construire cet ensemble. En fait, on ne peut pas
dans tous les cas, actuellement, espérer définir cet ensemble en extension -en
particulier pour la plupart des problémes de géométrie- Les algorithmes de
démonstration automatique sont de nature combinatoire, l1a recherche des solutions
est Timitée par le nombre des propositions que 1'on peut effectivement manipuler
en un temps raisonnable. Lorsque cela sera possible nous essaierons de
construire une partie du structuralement possible, mais i1 faudra chercher sur
quel critére pertinent elle peut &tre déterminée (limiter les S-axiomes
utilisés, lTimiter le champ de résolution...)
On peut aussi envisager de Tui substituer un ensemble de démonstrations
possibles au sens du mathématicien. En particulier on peut considérer les
démonstrations proposées par les manuels. Notre analyse peut faire apparaitre
celles qui présentent des difficultés pour les éléves, ou les types de
raisonnements qu'ils retiennent plus volontiers.

I1 nous semble avantageux pour 1'analyse des comportements heuristiques,
de projeter les démonstrations des éléves dans un ensemble de référence.
La construction d'un tel ensemble, reste pour nous un probléme ouvert.
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Annexe 1

Nous rappelons ici les régles de déduction dérivées du systéeme logique
de KLEENE, pour plus de précision sur ce systéme, on se reportera a [30]
premiére partie.

r désigne une liste finie quelconque de zéro (ou plus de zéro) formule(s)
et A, B, C des formules quelconques :

Introduction Elimination
> sir, Ar—B alors T+—A > B A, A> BB
& A, B3—A&B  A&BIA
A&BHrHB
v A—A B sir, Ar—Cetr, B+—C
B—A B atorsr, A, Br—C
7] sir,A—Betr, AvB 17TA A
alors 1 —"A A, 1A +—B
~ A>B,B>oA—A~B A~B—A>B
A~BH—A>-B

Soit x une variable quelconque, A(x) une formule quelconque, r une
variable quelconque non nécessairement distincte de x, et A(r) Te résultat
de la substitution de r aux occurences libres de x dans A(x). Alors les régles
suivantes sont logiquement correctes pourvu que :

(A) pour ¥-&limination et J-introduction, r soit libre pour x dans A(x)
(B) pour ¥-introduction et J-élimination, x ne figure pas libre dansr
(C) pour J-élimination, x ne figure pas libre dans C.

Introduction Elimination
¥ sir —A(x) alorsT —¥x A(x) ¥x A(x) —A(r)

3 A(r)— 3x A(x) si r, A(x)—C alors r, Ix A(x) —C
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Annexe 2

Le traitement informatique des graphes de démonstration.

I - STRUCTURE DES DONNEES

A chaque rédaction est substitué un graphe qui la représente. La
donnée est donc constituée d'une liste de graphes, éventuellement réduite
a un seul élément. Un graphe est défini par la liste de ses sommets et pour
chaque sommet les listes des péres et fils en indiquant les jumeaux
éventuels. Nous repérons les sommets par un numéro, le marquage des sommets
par un énoncé est conservé dans une table de correspondance.

Nous précisons complétement la structure de ces données par la
grammaire de type Backus suivante :

- les deux premiers termes de la définition de <définition du graphe>
viennent de la conventiod : le nombre des sommets est 0 si le graphe est vide,
il est -1 si la rédaction correspondante n'a pas été représentée par un graphe.

- Nous travaillons avec le langage ALGOL W, ce choix n'est pas guidé
par un souci d'efficacité (temps-encombrement) mais par le fait qu'il est pour
une part un langage de référence et qu'il permet un traitement de listes.

Par contre les chaines de caractéres ne sont pas d'une utilisation trés souple
(leur longueur n'est pas dynamique), aussi nous avons codé les sommets du
graphe par des entiers et pour avoir une donnée de type homogéne -ce qui
facilite Ta lecture- nous avons utilisé O comme séparateur. Ainsi pour
<sommet> aprés son code on trouve la Tiste de ses péres et celle de ses fils
encadrée par 0, 0 ponctue la donnée d'un sommet. Comme on ne descend pas au
dela d'une génération ce marquage est suffisant.

- Le symbole $ signifie le saut a 1a ligne.
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<liste de graphes> :: = " x " | <graphe> | <graphe> $ <liste de graphes>
<graphe> :: = <étiquette> <numéro du graphe> $ <définition du graphe>
<définition du graphe> :: = 0$0 | -1$0l<nombre de sommets> $

<liste de sommets> $ O
<liste de sommets> :: = <sommet> l<sommet> $ <}iste de sommets>
<sommet> :: = <puméro de sommet> 0 <liste de fils> 00 <liste de péres> 00

<liste de fils> :: = <liste de péres>

<liste de péres> :: = <numéro de sommet> | 0 <liste de jumeaux> 0 |
<puméro de sommet> <liste de péres> | 0 <liste de jumeaux> O
<liste de péres>

<liste de jumeaux> :: = <numéro de sommet>|<numéro de sommet>
<liste de jumeaux>

<numéro du graphe> :: = <entier>

<numéro de sommet> :: = <entier>

<étiquette> :: = <constante chaine (au sens du langage Algol W)>
<nombre de sommets> :: = <entier>

Ci-dessous nous donnons le dessin d'un graphe de noeuds et
d'étoiles (quelconque) & gauche, et la donnée qui lui correspond, a droite.

: "QUELCONQUE" 1

11

4 10400060
20450000
3050000

6 40600012000

506700023000

2 3
////x///i

7

8 9 6011004500
! 70089000500
801000700

///”{//;0 ‘
1

901000700
1001100089000
1100061000

1 :
0
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IT - REPRESENTATION INTERNE DES GRAPHES

Pour la représentation interne des graphes nous utilisons soit leur
matrice d'incidence, soit une structure analogue i celle de la donnée :

Les sommets des graphes sont représentés comme les éléments d'une
classe d'enregistrements de nom ENONCE dont les champs sont :

CODE : numéro du sommet représenté.

MARC : champ utilitaire pour divers algorithmes, i1 est de type ENTIER.
FILS, PERE, FRERE sont des références & des éléments de la classe ENONCE.

/ CODE | MARC 0 I T
l FRERE

ENONCE PERE

FILS

Un graphe sera représenté par un tableau 3 une dimension dont la taille
sera le nombre de sommets du graphe, et les &léments des références a la classe
d'enregistrement ENONCE.

On remarquera qu'un élément X du tableau est un puits si et seulement si
FILS (X) = NULL, c'est une source si et seulement si PERE(X) = NULL.

On utilise un enregistrement de code nul pour représenter des jumeaux,
1a liste des jumeaux est représentée comme une 1iste de fréres du fils de cet
enregistrement. Les schémas ci-dessous expliquent plus clairement la situation :

Nous reprenons 1'exemple de I, le graphe est associé & un tableau T
de dimension un et de taille 11, nous illustrons ce que sont Tes éléments
T(5) et T(10).

|

el AAT—3] 1A

EZj représente la
référence a

[ TUT—GET 7 1'enregistrenent

NULL.

T() — !
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T 0)

Suivant les calculs que nous désirons faire sur les graphes nous
utiliserons 1'une ou 1'autre de ces deux représentations.

IIT - QUELQUES PROCEDURES UTILISEES

Pour traiter les graphes de démonstration nous avons écrit quelques
procédures Algol W, certaines pour passer des données & leur représentation
interne ou d'une représentation interne d une autre, d'autres pour faire des
calculs sur les graphes ; nous donnons ici CONNEXE que nous avons utilisée
pour tester la connexité, CIRCUIT que nous avons utilisée pour tester la
présence de circuits, et TOUTESOL qui énumére Jes démonstrations du
structuralement possible.

III-1. Test de la connexité

La procédure utilisée est directement issue de 1'algorithme cité
au § 1-3.2.1 de la partie C, le calcul est réalisé & partir de 1a matrice
d'incidence du graphe.

Marquer un sommet est traduit par remplacer les 1 par des 2 dans
sa ligne et sa colonne. Un sommet est non marqué s'il existe des 1 dans sa
ligne ou sa colonne. 11 a au moins un fils marqué s'il a au moins un 2 dans
sa ligne, au moins un pére marqué s'il a au moins un 2 dans sa colonne.



LOGICAL PROCEDURE COMMEX(INTEGER APRAY T(=*,*); IN'TEGER M);

BEGIN INTEGER 1I;

LOGICAL L1;

INTEGER ARRAY CON(1::N,1::N);

FOR 1:=1 UNTIL N DO
FOR J:=1 UNTIL N DO
COH(1,d) :=T(1+1,J+1);

FOR J:=1 UNTIL N DO
BEGIM IF CON(1,J)=1 THEH CON(1,J):=2;
IF CON(J,1)=1 THEN CON(J,1):=2;

END;
L1:=TRUE;

WHILE L1 DO
BEGIN 1:=2;

L1:=FALSE;
THILE 1<=N DO

BEGIN

END;
END;
L1:=TRUE;
l:=1;

IF (LLYA(2,M,COMCE,*)) AND 1LYAQL N, COM(T,*)))
OR (ILYA(2,N,COM(*,1)) AN 1IYA(I, M, COM(%,1)))
ORCILYA(2,N,CONCE,*))AMD 1LYA(T M, CON(*,1)))
ORCILYA(L,N,COHCY, *))AND [1YA(2,M,COM(%,1Y)) THFM
BEGIM L1:=TRUE;

FOR J:=1 UNTIL N DO

BEGIN IF CON(1,J)=1 THEM CON(1,J):=2;

IF COM(J, 1)=1 THFN CON(J,1):=2;

END;
END;
Pe=1+1;

VHILE L1 AND (1<=N) DO

BEGIN L1:="1LYA(1,N,CON(CI,*))

AND (ILYA(2,N,CON(CI,*))OR ILYA(2,N,COM(*,1)));
P:=1+1;

END;
L1
END CONNEX;

IT1I-2. Test de la présence de circuits

Nous utilisons 1a méthode de ROSALIND-MARIMONT (voir [131), le graphe
est représenté par sa matrice d'incidence. Un puits est caractérisé par une
ligne qui ne contient que des zéros, pour le marquer on remplace dans sa
colonne les 1 par des 2. On traite un sommet dont tous les fils sont marqués

comme un puits.
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LOGICAL PROCEDURE CIRCUIT(INTEGER ARRAY T(x,#);: INTEGER M);
BEGIN LOGICAL L;

INTEGER ARRAY CIR(1::H,1::N);

INTEGER 1;

FOR §:=1 UNTIL N PO
FOR J:=1 UNTIL N O
CIR(i,J) :=T(1+1,4d+1);

FOR fz=1 UNTIL N DO
IF “ILYA(1,N,CIRCI,*)) THEN
FOR J:=1 UNTIL N DO

IF CIR(J, )=1 THEN CIRCJ,1):=2;

L:=TRUL;
WILE L DO
BEGIN L:=FALSE; .
FOR 1:=1 UMTIL N [0
IF TILYA(L,N,CIR(CE, %)) AND ILYA(1,N,CIR(*, 1)) THEN
BEGIN FOR J:=1 UNTIL N DO
IF CIR(J,1)=1 THEN CIR(J,1):=2;
L:=TRUE;
EHD;
END;
L:=TRUE;
f:=1;
THILE L AND (i<=N) DO
BEGIN IF ILYA(1,H,CIR(i,*)) THEM L:=FALSE;
fe=141;
END;
L
EHD CIRCUIT;

IT11-3. Enumération des démonstrations structuralement possibles

Lors de 1a construction du structuralement possible on ne fait pas une
recherche de chaque démonstration, en fait elles sont toutes conduites
parallelement et on parvient & un graphe du type de celui que 1'on trouve
au paragraphe II-1 de 1a partie C. I1 reste & en dégager les démonstrations
qui nous intéressent, c'est ce que nous obtenons avec la procédure Algol W :
TOUTESOL 5 on utilise 1a représentation semi-liste des graphes de démonstration.

L'algorithme utilisé consiste, en partant du sommet image de 1'énoncé
démontré -donc un puits-, & remohter dans le graphe SRESOL de toutes les
solutions. Lorsqu'un sommet a plusieurs antécédents possibles on crée autant
de graphe SSGRAF qu'il est nécessaire et on les empile. La recherche des

solutions contenues dans SRESOL se termine lorsque cette pile est vide.



De facon analogue lorsqu'un sommet a des ascendants jumeaux on les
empile dans PILE, lorsque 1'on est parvenu d un sommet source et que cette
pile est vide on a terminé la construction du graphe SSGRAF courant.

PROCEDURE TOUTESOL(REFERENCE (ENONCE)ARRAY SSGRAF(*,%);
REFERENCE (ENONCE)ARRAY SRESOL (#); INTEGER 1);
BEGIN REFERENCE(ENONCE)PX,AUX;
REFERENCE (ENONCE )ARRAY PILE(1::N,1::N);
LOGICAL TEST;
INTEGER 1,J,K,M,P;
LOGICAL DRA;

COMMENT ETANT DONNE UN ENREGISTREMENT X CETTE
PROCEDURE FOURNIT UN ENREGISTREMEMT Y

IDENTIQUE;

REFERENCE ( ENONCE ) PROCENURE COPIE(REFFRTNCE (FNOMCE)X);
BEGIN REFERENCE (EMONCE)Y,AUX1,AUX2;
Y : =FNONCE (CODE(X), 0, NULL, NULE , NULL);
IF CODE(X)=0 THEN
BEGIN AUX1:=FILS(X);
FILS(Y):=ENONCE(CODE(AUX1),O,NHLL,NULL,NHIL);
AUX1:=FRERE (AUX1);
AUX2:=FILS(Y);
WHILE AUXIT=NULL DO
BEGIN FRERE (AUX2) :=EMONCE (CODE (AUX3), N, NULL, NULE,MULL)
;AUX2 :=FRERE (AUX2);
AUX1 :=FRERE (AUX1);
END;
END;
Y
EHD COPIE;

COMMENT LES GRAPHES CHERCHES SERONT COMSTRUITS
DANS UN TABLEAU ''SSGRAF'' DONT CHAQUE
COLONNE REPRESENTE UN GRAPHE DE

DEMONSTRAT ION
~-INITIALISATION DE SSGRAF ET DE PILE ;

FOR 1:=1 UNTIL N DO
FOR J :=1 UNTIL N DO
BEGIN
SSGRAF ( 1,J) :=ENONCE(0,0,NULL, NULL,NULL);
PILE(1,J) :=ENONCE(0,0,NULL, MULL, NULL) ;
END;
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COMMENT RECHERCHE DU PUITS DE SRESOL ET INITIALISATION
DES VARIABLES
=PX EST LE SOHIET COURANT
-M REPERE LE SOMFET DE PILE ;

Je=1;
WHILE FILS(SRESOL(1))7=tULL DO 1:=1+1;

PX:=SRESOL(1);
l:=d:=K:=1;
1:=0;

COMMENT LA RECHERCHE DES GRAPHES DE DEMONSTRATION SE
OURSUIT TANT QU IL Y_A ENCORE DES GRAPHES
PORPHLT 24T, povk LE GRABIE COURAT :?/4{
CONSTITUTION SE POURSUIT TANT QUE LF SOMMET
COURMNT M'EST PAS UMNE SOURCE (PX™=HULL) ;

TEST:=TRUE;

PRA:=FALSE;

WILE TEST DO

BEGIN 1\MILE PX™=NULL PO

COMENT 51 PX A DES FRERES OM I"ITIALISE AUTANT DE
GRAPHES QUE CELA EST NECESSAIRE ;

BEGI!! 1F FRERE(PX)™=NULL THEN
BEGIN AUX:=FRERE(PX);

WHILE AUXT"=NULL DO

BEGIN J:=J+1;

P:=1;

WHILE CODE(SSGRAF(P,1))"=0 DO

BEGIN CODE(SSGRAF(P,J)) +=CODE (SSGRAF (P, 1));
{F PERE(SSGRAF(P,1))™=NULL THEN
PERE(SSGRAF(P,J) ) :=COP {E {PERE (SSGPAF(P, 1)
)); Pi=P+l;

END;

PERE (SSGRAF(P-1,4)):=COPIE(AIX);

IF M~=0 THEN

BEGIN

FOR P:=1 (MTIL M PO PH.E(P,J):=COPIF(PH.E(P,i))

sMARC(PILE(], J)) s=M;

END;

AIX :=FRERE (AUX) 3

END;

EMD;

COMENT S§ PX A DES FRERES JUMEAUX 0 LES MET DANS
PILE, ET OH L°AJOUTE AU GRAPHE COURAMT EM
DISTINGUANT DEUX CAS: PX EST PEJA DANS LE
GRAPHE (DRA=TRUE) OU PX N'Y EST PAS ENCOPF
(DR\=FALSE) ;
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COMMENT

IF CODE(PX)™=0 THEN
BEGIN
IF K=1 THEN CODE(SSGRAF(K,1)):=CODE(PX)
ELSE BEGIN PERE(SSGRAF(K-1,1)):=ENONCE(
CODE (PX),0,NULL, NULL, MULL) ;
IE DEJA(PX,SSGRAF(*, 1)) THEN MPA:=TRUE
ELSE CODE(SSGRAF(K, 1)) :=CONE(PX);

END
END
ELSE
BEGIN PERE (SSGRAE(K-1, 1)) :=COPIE(PX);
PX:=FILS(PX);
DRA :=DEJA(PX, SSGPAF(*,1));
YHILE DRA AMD (PX7=NULL) DO
BEGIN
PX:=FRERE(PX);
IF PX"=NULL THEM

M B X ¥X,S5S6G ’
END; DRA:=DEJA(PX,SSGRAF(=*,1));

' IF PXT=MULL THEN CODE(SSGRAF(K, 1)) :=COPE(PY);
AUX:=I1F PX7™=NULL THEMN FRERE(PX) ELSE MULL;
WHILE (AUXT=NULL)AHD(DEJA(AUY.,, SSGRAF(*,1))) MO
AUX:=FRERE (AUX);

WHILE (AUX™=NULL) DO

BEGIN M:=M+1;
PILE(M, | ) :=EMOMCE (CODE (AUX),0,MULL MILL,
NULL);
AUX :=FRERE (AUX);
WHILE (AUX™=NULL)AND(DEJA(AUX, SSGRAF(=*, |

})) DO AUX:=FRERE(AUX);
END;
END;

S1 PX ETAIT DEJA DANS LE GRAPHE COURANT OM

ARRETE LA REMONTEE DANS SRESOL ET ON CHERCHE

DANS PILE UN SOMMET QUI N'EST PAS DEJA DANS

LE GRAPHE CCURANT POUR PNURSHIVRE SA COMSTRIICTIOM;

IF 7DPRA THEN

BEGIN

P:=1;

YHILE CODE(SRESOL(P))™=COPE(PY) NO P:=P+1;
PX:=PERE(SRESOL(P));

END

ELSE PX:=NULL;

WHILE (PX=NULL) AND (M™=0) PO
BEGIN K:=IF "DRA THEN K+1 ELSE ¥;;
DRA:=DEJA(PILE(M, I),SSGRAF(*,1));

{F "DRA THEN
BEGIN
SSGRAF (K, 1) :=PILE(M, 1);
P:=1;
WHILE CODE(SRESOL(P))™=CODE(SSGRAF(K, 1)) MO
P:=P+1;
PX :=PERE{(SRESOL(P));
END;
Mi=M=1;
END;
K:=K+1;

DRA:=FALSE;
END;
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fe=1+1;
iF (CODE(SSGRAF(1,1))=0)0R(1>N) THFH
TEST:=FALSE
ELSE REGIM P:=1;
WHILE CONE(SSGRAF{P,1))7=0 PO P:=P+];
PX:=PERE (SSGRAF(P-1,1));
Ke=P;
M:=tWFC(PILE(1,1));
MARC(PILE(1, 1)) :=0;
END;
END;
END TOUTESOL;
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