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INTRODUCTION

51 f est une fonction numérique réelle définie sur un intervalle
[a,b], on s'intéresse aux deux problémes suivants :

a= max fx)}"
xela,b]

(1) "Prouver E = {x ¢ [a,b]/ f(x)

(1T) "Trouver E = {x ¢ [a,b}/ £(x) = 0}".
Pour tout e positif, on considére le probléme suivant associé § 1'un
ou l'autre des problémes (I) ou (II).

(I11) "Trouver Le, réunion finie d'intervalles, tel que (E\Lé)s e " (%)

En général les méthodes existantes, qui permettent de résoudre III,
‘consistent & construire une suite de localisations {Ih}, n >0 telle que

EELDHSLn quelque soit n ¢ WN.

Mis & part les méthodes concernant les fonctions polynamiales et certaine
concernant les fonctions lipshitzs continues, toutes les méthodes font, de
fagon explicite ou non, 1'hypoth&se que E ne contient qu'un seul point.

Par exemple, 1°unicité intervient dans la constructibilité de la suite
{Ln}, n >0, dans la méthode de dichotomie, celle de GROSS et JOHNSCN [14]
(localisation de racines), du nanbre d'or, de la suite de Fibonnaci de
KIEFER [19],[20], de BERMAN [2] (maximum de fonctions unimodales). Une autre
méthode particulidrement sinple et performante a &té proposée par CEA [5]
dans le cadre du choix du pas dans les méthodes de descente (minimum des
fonctions convexes) .

(%) (E\LE) désigne la mesure de l'ensenble différence de E et LE°




Par ailleurs, 1'hypothé@se d'unicité est nécessaire pour garantir la
convergence des méthodes de MICHELLI et MIRANKER [22] et celle de éERNOUSKO [
(localisation de racines de fonctions lipshitzs-continues monotones) .

I1 existe &galement des méthodes qui sans 1'hypothése d*unicité
calculent un point x, appartenant i [a,b], tel que f(x) approche le maximum
global & e-prés mais qui ne localisent pas l'ensemble solution (cf. prabléme
ITI). De telles méthodes ont &té développées par BRENT [3],[4] et EVTUSHENKO
[9] (maximum global de fonctions lipshitz-continues) .

Dans le cas des polynGmes 1'intérét s'est porté vers la localisation
des racines dans le plan camplexe et les méthodes sont souvent employées en
conjonction avec un procédé de deflation. Suivant une idée de WEYL [34], les
algorithmes proposés sant basés sur un test, appelés test d'exclusion par
HENRICI et GARGANTINI [18] ou de proximité par HENRICI [15], lequel peut &tre
appliqué a un polyndme et une certaine région du plan camplexe. les régions
pour lesquelles le test est positif sont des régions dont on peut assurer
qu'elles ne contiennent aucun zéro du polyndme. les algorithmes consistent 3
partager a chague pas wune région qui contient toutes les racines et a tester
chacune de ses parties pour détecter les ensenbles susceptibles d'en contenir
une. La premiére de ces méthodes a &té proposée par LEHMER [21] en utilisant
came test 1'algorithme de SCHUR-COHN [32],[7] sur des cercles, puis généralis
par HENRICI [15] pour d'autres types de tests.HENRICI et GARGANTINI [18] ont
étudié des méthodes pour des carrés et TOURNIER [33] a proposé une méthode qui
utilise des rectangles et un test basé sur la théorie des caractéristiques de
Kronecker. Cette derniére méthode a été programée en langage formel.
GARGANTINI et HENRICI [12] et HENRICI [16] ont &tudié la question d'accéléra-
tion de la convergence dss localisations une fois qu'une partie ou la totalité
des racines du polyndme ont &té isolées dans des cercles. Finalement s HENRICI
[15] et FRIEDLI [10] ont &tudié des stratégies de recouvrement optimal qui
minimisent le namwbre de tests nécessaires pour atteindre une précision donnée.
Pour une revue des principales méthodes et références additionnelles on peut
consulter HENRICT [17].

Dans le cas des fonctions lipshitz-continues, une méthode a &té
développée par PIYAVSKII [26] et par SHUBERT [28]. Cette méthode, qui utilise
la connaissance d'une constante de Lipshitz de la fonction, ne fait pas

1'hypothése d'unicité.




.3.

Nous nous proposons d'étudier une classe de méthodes de localisation
pour résoudre le probléme III et pour lesquelles aucune hypothdse d'unicité
n'’est nécessaire.

En supposant que la fonction appartienne 3 1'espace de Sovolev
Hq(a,b) »- nOus utiliserons sa semi-nomme pour déterminer des majorants et des
minorants 3 1l'aide desquels nous construirons une suite d'ensenbles permettant
de résoudre le probléme III.

Dans le chapitre I, aprds avoir proposé un formalisme général pour
les méthodes de localisation basées sur des suites de majorants et de minorants,
nous &tudiaons la méthode de Shubert~Piyavskii [28], [26]. Nous donnons ensuite
une méthode pour majorer et minorer une fonction de Hq(a,b) sur un intervalle
fermé I de [a,b] et nous &tudions son camportement lorsque la mesure de I
converge vers zéro. Finalement, nous utilisons ces majorants et minorants
pour définir des méthodes de localisation permettant de résoudre le praobléme III.

Au chapitre II nous &tudions ces méthodes du point de vue de sa mise
en oeuvre en machine. Nous nous restreignons aux cas q = 1 et q= 2. Dans le
cas g = 2 nous introduisons une lé&g@re modification afin de faciliter les
calculs. Motiv8s par une certaine instabilité numérique cbservée dans les
essals numériques nous proposons une méthode de correction de. certaines valeurs
calculées en machine. Pour cela nous utilisons les régles des opérations ari-
thmétiques en virgule flottante en machine (WILKINSON [35], PICHAT [25]).

Au chapitre IIT nous utilisans les méthodes &tudiées pour la locali-
sation du maximm global et des racines d“une fanction sur un intervalle donné.
Le cawportement des méthodes est étudié pour différentes fonctians présentant
différentes difficultés. Pour le prcbléme de localisation du maximm glabal
nous camparons les résultats avec la méthode de Shubert-Piyavskii.

Finalement, des conclusions sont &tablies et certaines lignes de développement
possibles sont proposées. '







I - INTRODUCTION

Nous allons &tudier dans ce chapitre une classe de méthodes de loca-
lisation, pour résoudre le probléme III, basées sur des majorants et des minorants
de la fonction. Au paragraphe 2 nous proposans un formalisme général pour cette
classe de méthodes.

Au paragraphe 3, nous utilisons ce contexte pour décrire la méthode
de SHUBERT-PIYAVSKII [28],[26] pour la localisation du maximum global.

Au paragraphe 4 nous donnons une fagon de construire des majorants
et des minorants d'une fonction appartenant 3 Hq(a,b) sSur un sous-intervalle
de [a,b] et nous &tudions son camportement lorsque la mesure de 1'intervalle
converge vers zéro.

Finalement, au paragraphe 5, nous proposons une méthode de construction
des suites des majorants et des minorants qui convergent ponctuellement vers
la fonction dans [a,b]. A partir de ces majorants et minorants nous définis-
sons deux classes de méthodes, une premidre qui utilise les racines des majo-
rants et minorants et une deuxi@me basée sur un test qui est appliqué a des
sous~-intervalles de [a,b]l. La convergence de ces deux classes de méthodés
découle des résultats généraux du paragraphe 2




IT - METHODES DE LOCALISATION PAR MAJORATION ET MINORATION DE LA FONCTION

Soit £ ¢ C(a,b) et k la limite canmmme de deux suites de nonbres
réels {k;l} et {k;} n >0, tels que

H.1" k sk ¥neN @)tk sk; ¥n ¢ N
H.2)”  lim k_ =k @27 limkf =k
e D e D

et cansidérons le probléme de la localisation de 1'ensemble des solutions

de 1l'équatiaon :
(1.1) fx) =k sur [a,b]

Si la quantité k est connue explicitement, le probléme est danc un
probléme de localisation des racines de g(x) = £(x)-k dans [a,b]. Par ocontre,
si k est le maximum gldbal de f dans [a,b] on a le prabléme de localisation
du maximum global.

Soit E 1l'ensemble des solutions du probléme (1.1)

E =1{x ¢ [a,bl/ £(x) = k}

De fagon évidente 1'ensemble E peut s'écrire camme

E=E nK
avec

E' = {x ¢ [a,b]/ £(x) 2k}
et

E ={x ¢ [a,bl/ £(x) <k}

Il suffit donc d'étudier une technique de localisation de 1'ensemble
E+ laquelle, avec certaines modifications, sera valable pour l'ensemble E .




Soit {F:} une suite de fonctions telle que

H.3) F;:(x) > £(x) ¥x ¢ [a,b]
H.4) LImF (x) = £(x) ¥x ¢ [a,b]
e B

Il est é&vident que 1l'ensemble

= {x ¢ [a,bI/F () 2K}

est une localisation de 1'ensemble E' car ¥x ¢ [a,b] F x) 2k zk
L'ensemble B est indiqué schématiquement éans la figure ci—dessous s

§

|
e 13
a  jee— b"’ b

PROPOGITION 1.1
Sous les hypoth&ses (H.1) , (H.2) , (H.3) et (H.4) la suite d'ensembles

= {a,b]
+ + + -
Lnﬂ-{x ‘Ln/Fn(x) zkn} nx=0
et telle que
+ + _ 4
L@- ! Ln—E

nxo




Démonstration :

1°)

sik > max f(x) alorsE+=2)
xela,b]

siL:;é,(Z), ilexistexeL:telquexcL; ¥n ¢ IN, d'ol

+ -
Fn(x) zkn ¥n ¢ N

ce qui entraine d'aprds (H.2) et (H.4)

ce qui est impossible et montre donc que L: =@ =E.

2°)

Soit x ¢

f(x) 2k

+

Soit k < max f(x) et soit {B:}, n >0 la suite d'ensenbles :

Xf[arb]
B; = [a,b]
B; = {x ¢ [a,bl/ F;:(x) 2k} naz1

n BY , alors x ¢ B quelque soit n ¢ N, d'od
no " n

+ -
Fn(x) > kr1 Yn ¢ N

D'aprés les hypothéses (H.2) et (H.4) cela entraine

donc X ¢

f(x) 2k
E+.
Inversement si x ¢ E+, d'aprés les hypothéses (H.1) et (H.3) on a

+ -
Fn(x) >f(x) 2k zkn n ¢ N
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d‘oi xeB; ¥n ¢ N
On a donc
E+= an+
nxp
+_ 0y +
Finalenent,oam\el.h= n Bm Ih\ Ih_ln et I, = O—[ab],ona
n=0
]
E= nB=np (nB)=nrt
nxo mx0 n=0 mx0

m
"
Ht

Eviderment, on peut démontrer une proposition similaire par rapport
a 1°ensetrb1e E, le praobléme & la localisation de 1l'ensenble E se réduit donc
a la construction des suites {Fn}, {Fn}, {kn} et {kn}. En particulier, pour
le probléme de localisation des racines de f on peut prendre k;; =k = k: = 0.

Nous allons décrire dans cette section une méthode de localisation qui
utilise une constante de Lipshitz L de la fonction. Cette méthode est 3 notre
connaissance la seule capable de résoudre le probléme posé dans 1'introduction
(probléme III) pour des fonctions qui ne soient pas des polynfmes et sans
1'hypoth@se d'unicit8. Elle a &t& développée indépendamment par SHUBERT [28]
et par PIYAVSKII [26] bien que ce dermier 1‘ait fait dans un cadre wn peu plus
général. Nous décrirons d‘abord la méthode telle qu'elle a &t& proposée par
Shubert et nous indiquerons ensuite les différences avec la présentation faite
par Piyavskii.

Ia méthode de Shubert consiste 3 construire une suite {xn}, n>=0
X, arbitraire, le passage de la nidme & la (n+l)&me itération &tant dé&finie par :




1°) F, () = min (£ () 4L x4 )
3=0,..,n
o +
2°) M = max Fn(x)
xela,bl
o . - . . .
3%) ¥n+1 ©St U0 point tel que F (X ,,) =M (il peut y avoir plusieurs)

tH
]
]

Si 1'on @éfinit la suite {k;}, f 2 O par

i) k; = £(x)

ii) k . . =max {k;, f(x

n+l n+l) }

Shubert établit les propriétés de convergence suivantes

a) k +k= max f£f(x)
xela,b]

b) l\%w}k

c) Inf [x—%l +~0 avecE = {x ¢ [a,bl/f(x) =k}
X

La suite d'ensembles B: {x e [a,b]/F;(x) > kr—x} est telle que
E SB; pour tout n > O. L'ensemble B: = N B; différe de 1'ensemble E, au pl
en une quantité dénambrable de points isBiSs ([28]).

La suite de majorants {F:;} est donc construite en ajoutant un nouveau
point & chague pas. la fonction Frt’ que nous schématisons ci-aprés, est une
fonction linaire par morceaux qui interpole £ sur l'ensemble de points
{xj, j =0,...,n}. Chague morceau de droite est tracé 3 partir du point
(xj, f(xj)) avec une pente égale ad +L ou -L.
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D'aprés les propriétés (a) et (b), le mntant k du maximm global
est encadré par k; sk <M . Shubert &tudle le probléme de 1'cptimalits sous
1'angle de la minimisation, en n &valuations de f, de la quantité Mn—k;,
sur la classe de fonctions qui ont la m@m= constante de Lipshitz. Il démontre
que si f(xj) =y,=cte (j=0,...,n), alors Mh—k; est de 1'ordre de L§ /2
avec Gn la distance maximale entre deux points consécutifs de 1'ensemble

{xj} (3 = 0y...,n). En particulier si 8§, = (b-a)/n, alors Mn—kn est de
1'ordre de L(b-a)/n.

La question d'optimalité pour des méthodes de localisation qui utili-
sent wne constante de Lipshitz a &té &tudiée par SUKHAREV [29],[30],(31].

PIYAVSKII [26] pour sa part se place dans le cas d'une fonction définie
sur un campact X d'un espace métrique et il d6finit cette fois des minorants
de £ & 1'aide d'une fonction g : X2 + R telle que

1°)  gix,y) < £(x) WX,y ¢ X

2°)  g(x,x) = £(x) ¥x e X

Ie minorant est maintenant défini par la donnée d'un ensenble de
points {ng j = 0sco0pn} X par
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G(x/y reee ¥y ) = max g(x,yj)
3=0,...,n

Le reste suit le développement fait par Shubert dont sa méthode
devient un cas particulier en prenant la fonction g(x,y) = £({y)-L|x-y|
qui est, d'ailleurs, le seul exemple de choix de g donné dans ce papier.

Nous avons programmé cette méthode et nous ferons au chapitre III,
la camparaison avec la méthode que nous allons proposer.

IV - UNE CLASSE DE MAJORANTS ET DE MINORANTS

La possibilité de pouvoir déterminer effectivement la localisation
Lt de la proposition 1.1 réside fondamentalement dans le choix du majorant
F - Il faut le choisir de sorte que 1l'on puisse calculer les racines de
1'équation : F:; (x) = kr—1 et de sorte que L:; puisse &tre exprimé en fonction

de ces racines.

D'autre part la "vitesse de convergence" de la méthode dépendra
de la convergence de F vers £ sur [a,b]. Ces deux facteurs nous aménent 3
chercher des majorants qui soient simples et qui convergent "rapidement®

vers f.

Camme nous 1'avons dit dans 1'introduction, nous allons faire
1'hypothése
(H5) f ¢ Hi(a,b)

et on supposera que 1'on connait la semi-norme de £

b
HE =J (£ D (532 as

a

Au paragraphe 4 du chapitre II nous analyserons cette hypothése en
détail et au chapitre III nous la canparerons avec 1'hypothése faite par
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Shubert et Piyavskii.
Pour toute fonction (10 € Hq(a,b) on peut é&crire :

-1
g-1 , i b (x-s)2
(1.2) oo = 15013‘-1—";"—- ¢ (a) *Ja‘ﬁtﬁ‘r‘f’(q) (s) ds

et en utilisant 1'inégalité de Schwartz on cbtient :

29-2
T eat o) P 2
()~ T e @] < (J ds)
ly RN T | a @D 112 <l
Ou encore
-1
q—l i -&_
(1.3) lpoa- z BB W) o)) < o(xa) 2
1=0
avec
c=—1%]
(29-1) ¥4 (q-1) 1

51 1'on prend § = f—Pa, avec Pa polyndme de degré inférieur ou &gal i q,

(1.4) P_(x) g ( )i
. X) = a, (x-a)~,
a {=0 i

et s1 1°'on choisit ay (1 =0,...,9-1) tels que
pi3 a) = £0) (g (3 = 0yu.0,q-1)

autrement dit, si 1°on choisit ay 1 =0,...,9~1) came

ig (i =Oiooayq{-1)

{1.5) ay

alors 1°&gquation (1.3) s'écrit :
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2 -
==, =%

(x-a)
(2g-1) 1/2

(1.6) lf(x)—Pa(x)] <
(@-1)!

avec

lee 2 = [

1£9D gy q1a_32as
5 q

Camme nous voulons construire des majorants lesplus "fins" possibles,
on a intérét i choisir aq de fagon a dbtenir le "plus petit" majorant dans
1'&quation (1.6), autrement dit, on choisira oy qui minimise J£-P_|. Cela est
assuré si 1'on prend

q (b-a)q!

Avec ce choix de aq on a

(g-1) (g-1) 2
{f (b)-f (a)}
|£-2,1 = Jg|>- = St

Remarque - Il en résulte jue Pa est la projection orthogonale de f sur la
variété linéaire affine des polynémes de degré inférieur ou €égal a g qui
interpolent f et ses dérivées jusqu'a l'ordre (g-1) en a, et cela dans Hq(a,b)
muni de la norme

gl = Il + %2 g e
f i=0

1
It!
i

Nous avons donc obtenu la majoration

29-1
f(x) < F;(x) = Pa (X)W (x~a) 2 ¥X ¢ [a,b]

avec
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9 i
Pa(x) = 3 & (x~a)
i=0

(1)
£ (a)
b W I

(i = O'ODO'q-l)

wn <

W 25T )T )
q (b~a)q!

g2 297 &) £ ()2
- a

w2 >
(2g-1) {(g-1)! ]

Dans [1] nous avions déj3 trouvé cette majoration en utilisant
les propriétés d'un espace de Hilbert a noyau reproduisant qui avait été
préalablement étudié par M. DUC-JACQUET [8] . Il faut remarquer que l'utili-
sation des propriétés du noyau, ainsi que les exemples numériques que nous
avons développés dans [1], nous ont servi 3 mieux carprendre le prcobléme,
bien que, comme i1 découle de la construction que nous venons de faire, 1'uti-
lisation du noyau de 1'espace n'était pas essentiel (au moins dans le cas
a une dimension).

D'une fagon analogue, en partant de la relation

T et ) P 63! (@
(x) = £ =20 (b)+] = Y (s) as
g R v ¢ SV
on cbtient wne nouvelle majoration
@-l

£(x) < F;; (x) =B ()4 (b-x)

avec
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( = T b, Gen?
Pox) = I B; (x~b)

i=0
(1)
(1.8) { By = f~il—(—b—)- (i=0,...,q1)
N BTy

et W défini comme dans (1.7)

Finalement on peut définir un majorant unique de f sur [a,b] par

(1.9) F'(x) = min@E: (), F, (%)

D'aprés la construction de F et Fb s le majorant F+ interpole la
fonction f et ses dérivées jusqu'a 1' ordre (g-1) aux points a et b mais il
n'appartient pas nécessairement 3 Hq(a,b) .

Considérons maintenant un ensemble ordonné de po;mts {x } ¢ [a,b]
(j=0.,.. ,nt1) a—xo<x1< e <X
construit sur 1'intervalle [Xj’xj+1] (3 =0,...,n) su.lzant la fonmule (1.9).
Alors la fonction définie sur [a,b] qui coiIncide avec Fj sur le j-iéme
intervalle est encore un majorant de f£. Pour pouvoir utiliser ce majorant
dans la proposition 1.1 il faut montrer qu'il satisfait 1'hypoth&se H.4,

autrement dit, il faut montrer qu'il converge panctuellement vers f dans [a,b].

= b et soit FJ le majorant de f

Nous allons étudier cette convergence quand 1'ensemble {x } (j 2 0)
devient dense dans [a,b]. Cela nous am@ne & étudier le comportenent de FJ
quand xj +1_Xj converge vers zéro. Piur ne pas ocampliquer les notations nous
allons étudier le camportement de F' défini par (1.9) quand (b-a) converge
vers Z&ro mals auparavant nous allons calculer une borne supérieure de
A (x) =F" (x)-f£(x) dans [a,b].
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PROPOSITION 1.2

+ b-a,q-1/2 1 1
A (x) = {1} ¢ +
2 Il At (2q-1)Y?g-n1

}+W1} ¥xe¢([ab]

Démonstration :

Soit A;(x) = F;(x)-f(x). D'aprés les formules (1.7); on a

2171
A; (x) = P_(x)~£ (x) W (x-a)

a1 i =1
8Y ) =a_(xaN I o, (x-a) i-F () W (x-a)
a q 1=0 i
+ q-1 i &2“'1'
6, %) < |a | ()Y |z a, (x-a) "-f (x) [+ (x-a) vx ¢ [a,b]
- q 1=0

Nous allons majorer chacun des temmes sur [a, %2] pour obtenir une

borne en fonction de (b-a)/2.

9D )£ @ )
(bra)g!

ot | x-a)9

(g-1) 5.\ _(g-1) _ ~
- £ (b’qf (@ | &2 (x-a) %!

d’odx

|glat) )t 97 (@) | ray-1 ath
i

lmq[(x.--a)q £ 5) vx ¢ [a, -]

D'autre part comme gla-b ¢ H(a,b) on a s

|f(q_1) (b)"f(q—l) (a) ! < (b—a) 1/2 Ifl
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d'ol
lo_|(x~a)9 < el Ez3)a-1/2 vx ¢ [a, 32
q V2 gq! 2 2

Pour majorer le deuxiéme terme on utilise 1'&quation (1.3) avec ¢=f
et campte tenu de la définition des coefficients oy (1=0,.0.,9-1) (eg. 1.5)
on cbtient :

q-1 : -3 g-
| = oy (x~a)'-£(x) | < 'fl|/2 i'(bza)q 172 vx ¢ [a, 359;

i=0 (29-1) 7 " (g-1) !

Finalement pour le troisi&me terme de la majoration de A; on a :

29-1

2 < W(E.;E) q-1/2 atb

W(x-a) ¥x ¢ [a, 5

En remplagant ces trois majorations on obtient la borne suivante de A;

@ < EHTVZ g Ly 1 W} Vxe [a, &

q! (29-1) 1/2 (g~-1)! 2

De fagon analogue on montre que la fonction A (x) = F (x)-£(x) est

bornée par cette méme quantité mais sur: [—+-2, bl , d'oti le resultat énonce.

m
1t
Hi

Dans 1'expression de A" interviemnent les quantités W et |f|. Comre L
semi-norme de f est calculée sur 1'intervalle [a,b], elle converge vers zéro
quand (b-a) + O. De méme, la constante W définie par 1'équation (1.9) converge
vers zéro quand (b-a) + O car camme f(q 1) H (a,b) oan a (cf. [8]).
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=0
b-a»0 b-a

Nous avons donc établi le théoréme de convergence suivant :

PROPOSITION 1.3

Soit f ¢ Hq(x'i,xz) et soit F' le majorant de f sur [a,b] cix
défini par 1'équation (1.9). Alcrs

llle

tim ELR-£6) _
b-a+0 (b-a) q-1/2
Z

it
m
1]

Si 1'on fait 1'hypoth&se additicnnelle que f ¢ A (xl,xz) alors

I£]2 < m-a) max  |£9D (x) |2
xela,b]

et comme
W < |£]?

alors |f] et W convergent vers zéro avec (b-a) /2 31ca 1a proposition.

PROPOSITION 1.4

Soit f ¢ Cq(xl,xz) et solt F+ la majorant de f sur [a,b] ¢ [xl,x
défini par 1'&quation (1.9) Alors :

2]

Fr-£00 = o((53Y
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Nous allons utiliser la proposition 1.3 pour construire une suite de
majorants de f convergeant vers f sur [a,b]. Nous définissons chaque majorant
F en fonction d'une famille T de sous-intervalles de [a,b] et nous démontre-
rons que si la suite {T }, n> O satisfait certaines hypothéses, la suite des
majorants {F } converge ponctuellement vers f sur [a,b].

PROPOSITION 1.5

Soit £ ;Hq(a b) et soitT {I n, 3’ Jj = ,,“,m 1, m eN, n>1,

une famille de sous-intervalles fermes de [a,b] tels que 1'intersection de
deux intervalles quelcongies de la famille est au plus réduite 3 un point.

Soit S l)' I et A = max mes(I_ .).
n,Jj n ._ n,Jj
j=1 J_l""mn

Soit F:; i le majorant de f construit sur In 3 et soit F:; définie par
14

’

f(x) si x £ Sn

+ —
F (x) =
F_ . G 2
n,J(x) sixel, s
Alors, sous les hypothéses
1°) s s Vn >1

n+l =

2°)  lima_=0
n

n»>«

la suite {F:}, n 2O converge ponctuellement vers f dans [a,b].

Démonstration

Remarquons d abord que la fonction F est bien définie et continue
car chaque fonction F n,3 interpole f aux extremltes de 1'intervalle In .

[4

Soit S_ = n Sn, alors quelque soit x ¢ [a,b] on a deux cas possibles
no0
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a) si x 4 S_ , alors, &tant donnéques
n;N telquex,és ¥n >n, d'ol

¥n 20, i1 existe

Fr(0) = £(x) Vn >n
b} sixesm,alorsxcsn ¥n > 0 et pour chague n il existe un
intervalle In j contenant le point x d‘oi
[
n
+ _ ot
F (x) = Fn, jn {x) ¥n 20
Daprés la proposition 1.3 ona sur I .
niJn
mes(I_ .}
Nedy q-1/2
IF (RN-£(x)| = | (x)-f(x)l ——) 0(1) ¥n 20
d‘ol A
IFl-£00 | < (HTY2 o) Vo 20

ce que, d'aprés 1'hypothdse (2°), montre la convergence de F;(x) vers f£(x).

1]
"
it

Ie cas le plus simple d'une suite {Tn} satisfaisant les hypothéses de
la proposition 1.5 est sans doute le cas o 'I‘n est défini par un recouvrement
de [a,b] par n sous-intervalles d'égale mesure (b-a) /n. Néanmoins ce cas ne
présente aucun int8rét pratique car chagque majorant est indépendant des autres.

Dans la proposition i. Smsq)pose la suite {T } n > 0 donnée et sur
chaque famille T on construit le majorant F . Néannoins la suite {T }n2>0
peut &tre construite récursivement en utilisant T et F dans la détennination
de T ¢ Au paragraphe suivant, nous définirons plus précisément un tel procéds.
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V - METHODES DE LOCALISATION DANS H(a,b)

La proposition 1.5 donne un moyen de construire une suite de majorar
convergeants vers f sur [a,b]. Nous allons construire dans ce paragraphe deux
types de méthodes de localisation dont la convergence découlera de la proposit:
1.5 et de la proposition générale 1.1 Dans la premiére classe de méthodes, les
extrémités des intervalles de la famille T e Sont déterminés en fonction de F
tandis que dans la deuxiéime classe ils seront choisis dans une suite @' ab501sse
dense dans [a,b], préalablement fixa.

V.1 - PREMIERE CIASSE DE METHODES

La méthode que nous allons proposer est basée sur 1'application
itérée d'un procédé de base permettant de définir une suite T de familles de
sous—ensembles satisfaisant aux hypothéses de la proposition 1 5. Le procédé
est défini par la donnée d'un nambre entier r > 2 et wn narbre réel 6 arbi-
traire et il est tel qu'appliqué 3 une famille T de sous-intervalles d'un in-
tervalle [a,b] il produit une nouvelle famille 'I‘

PROCEDE DE BASE P.B.

Soit £ ¢ H(a,b) et soit T = {I50 3 = 1,...,m} we famille de sous-
intervalles de [a,b] tel que

max {x ¢ Ij} <min {x ¢ Ijﬂ} (j =1,...,m-1).

Soit F; le majorant de f canstruit sur Ij (3 =1,...,m et soit F+
défini par :

m
£(x) si x ¢ U J:J
F+(x) - =1

F+(x) sixel
j 75
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Etant donné 6 ¢ IR, chaqueensenbleLJ -{er /F (x) = o}
est formé par un narbre minimal m, 5 d'intervalles deoints éventuellement
réduits & un point. Nous obtenans ainsi p = z m. intervalles et on définit
la nouvelle famille T comme la famille @g° intgrvalles cbtenue en recouvrant
chac‘t:m des p intervalles“par r sous-intervalles d'égale lcngueur. Il est clair

que T est donc formé de m = p.r intervalles. Nous noterons T = PBf (T,0,x).

Nous avons supposé les mj intervalles constituant Lj disjoints,
mais camme les intervalles de la famille T peuvent se toucher en un point il

se peut que le sous-intervalle de IJ le plus & droite touche le sous-intervalle
le plus 3 gauche de I j +1.Nous ne raccordons pas _ces intervalles de sorte que
si 1°on note I i= 1,.“,m) les intervalles de T = PB, (T,8,r) an aura toujours
que chaque mterva'i'ie I € T sera compiétement inclus dans un intervalle de

jeT etonalarelatim:

- mes(I.) - -
—
mes(Ii) < = VIiEIj, Ii €T, Ij €T
1°&galité n'ayant lieu que si Ij =
Nous cbtenons donc 1la relation
T = 1 A
(1.10) A= max . nes(Ii) <7 max mes (I.) =T
i=l,..m j=1,..,m J

Le procédé PB nous assure donc, pour r > 2, que la mesure des
intervalles de PB(T) est toujours inférieure & 1a moitié de Ta mesure des inter-
valles de T.




.23.

Dans la figure ci-dessous, nous schématisons, pour r = 2 le ré&sultat
du procédé PB dans le cas de deux intervalles qui se touchent.

£69

pr o o - -

i* I, I, —f -

Ie nambre entier r > 2 et le nambre réel g étant arbitraires, nous
pouvans construire 3 partir d'une famille Tl une suite {Tn} n >1 de familles
d'intervalles par itération du procédé P.B en associant 3 chaque Tn un entier
r, =0 et un nawbre réel 8, Plus précisément nous pouvans construire une suite
{Tn}, d partir d'une suite de nawbres entiers {rn}, r, =z 2 et d'une suite de

nanbres réels {en}, n > O par l'algorithme simple.

1°) '.I'l = {I1 50 j=l,.,.ro} avec I1 S, ,x, 0], x
r l

57 %541 =a, xj=xl+jh, h=

1
(1.11)

2°)y T = PB (Tnen,rn) {1 .(j=1,...,m )}

n+1 n+1,j +1

Nous allons montrer que la suite {T } satisfait aux hypothéses de
la proposition 1.5 et alors la suite {F } de fonctlans associées a {T } sera
une suite convergente de majorants de f
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PROPOSITION 1.6

La suite {Tn} définie par 1'algorithme 1.11 satisfait aux hypothéses
de la proposition 1.5 quelque soit {rn}, r = 2 r, e N et quelque soit
{en}l 6 f ]R', n 2 1-

n
Démonstration
Soit T, = {1 g G = 1,..,,mn)} et soit
m
Sn= lP Inij
j=1
AL = max mes(I .)
n
J=1'aoo'“‘1 n'J

La condition Sn+1 c Sn ¥n > 1 est satisfaite par construction de

Tn+1 a partir de T,s car chaque intervalle de Tn+1 est inclus dans un intervalle

de Tne

Quant 3 la condition 1im A, = O nous avons d'aprds (1.10) que

N
A A, A
A s-—r_x-ls-_{)i_];s

1
— Yn > 2
n rn 2n

A g (—=) Vn =1
d'ol

Nous pouvons donc utiliser la proposition 1.5 pour démontrer finalement
la proposition ¢
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PROPOSITION 1.7

Soit f ¢ 12 (a,b), {rn}, r = 2 une suite de nambres entiers et soit

{6} une suite de nambres réels. Soit {T_} la suite définie par 1'algorithme
1.11, T, = {In 57 (3 = l,...,mn)}. Alors la suite de fonctions

1

m
£(x) sixg U1

j=1 nl j

F;(X) =

Fn,j(x) si X ¢ In,j

converge ponctuellement vers f dans [a,b] indépendamment du choix des suites
{r Jet {o 1.

1
11!
i

Si 1'on dispose d'une suite {k-} satisfaisant aux hypothése (H. 1)—
et (H.2) nous pouvons construire une sulte convergente de localisations {L }
et 1'ensemble E' = {x ¢ [a,b]/ £(x) 2k} en utilisant la proposition 1.1
En principe la suite {e } qui sert a définir le procédé P. Bf peut &tre choisie
indépendante de 1a su1te {k } mais cela entra1nera1t un doubBle calcul, d'abord
avec k pour déterminer la 1oca]1sat1on Lt n+l et puis avec 6, pour déterminer
la nouve]]e famille T +1° En prenant comme {e } prec1sement la suite {k }
nous déterminons- s1mu]tanement la 1oca11sat1on LF n+l et 1a nouvelle fam]]le T +1

Il faut remarquer, neanmoms, que l'ensemble S, qui est la réunion des
intervalles de T peut différer de I_.n car dans la constructlon de T nous avons
délaissé les eventuels points isolés qui apparaissent.

Ces points isolés peuvent &tre repérés 3 condition que dans chaque
intervalle In 3 € Tn on puisse expliciter 1'ensemble {x ¢ I ,/F (x) = k }
14

n,J3"n,j
en fonction des racines de 1'équation

+ _ -_—
Fn,j (x) = kn




S5i 1'on suppose que le procédé P.B appliqué & 1'ensemble T,, permet
de déteminer en plus de la nouvelle famille d'intervalles T les points
isolés, alors la localisation Ih peut étre parfaitement définie. Canme L
sera la réunion & 5, et de 1'ensemble de points isol&s provenant de 1'ité—
ration précédente, an aura en général :

+ :

(1.12) L =S, Uty 3=1,...,p} p, 20

et
+ + - n, _+,.n -
Ln+1 = (X ¢ Sl"l / Fn(X) > kl’l} U {tj / Fn(tj) 2 kn}

ce qui campte tenu que F:(x) = f(x) pour x 4 Sn s'écrit

+ + - n n -
LM_1 ={x € Sn / Fn(x) >.kn} u {tj / f(tj) zkn}

Nous savons donc que les points isolés de LY . seront 1les points

n+l

isolés de L qui "passent le test" : f(t j = k et les nouveaux points isolés

qui apparaitront dans le passage de T 5 ¥ N+l

Tout ce que nous avons dit relativement 3 E+ peut étre facilement
répété pour l'ensenble E . Si 1'an veut, come c'est notre cas, localiser
l'ensemble E = E' NE , le procédé de base PB, doit &tre redsfini pour tenir
ocapte de la présence des minorants et de la nouvelle suite {k+} Cela se
fait facilement, en oonsidérant pour chagque intervalle I nj € T , au lieu de
l'ensenble {x ¢ I / F J(x) > k. }, son intersection avec l'ensemble
{x ¢ In,]/Fn j(x) sk }e

Nous pouvons ainsi définir 1'algorithme suivant :
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ALGORITHME 1

Etant donné {r te r, = 2, r, € N et deux suites {k } et {k }
satisfaisant aux hypothe.,es (H.1) et (H.2) on construit une suite {L } de

localisaticn de E = {x ¢ [a,b]/f(x) =k} par l'algorithme suivant :

O) Initialisatian : L, = [a,b]

1
_ . b-a
T1 = {[x 1 X +1]’ =a,, xi=xl+ih(1=0,..,ro), h= ro}
n=1
DTy =Ly =2
2) Pour chague intervalle In j € T, faire
?
+ -
2.1) Calculer F' . et F .
n,Jj n,j
2.2) Déte L I . X k et F k et
) rminer el | = {X ¢ ,J/Fn,:]() > (X) <k }

n +1,3 famille d'intervalles dbtenues en xecouvrant chaque intervalle
14

propre de L (non réduit & un point) par T, intervalles d'égale

n+l,j
lorgueur.
2.3) Faire L . =L . U 1,5 8 Ther = Th UThe,j

3) Test d'arrét : si le test est positif aller & (5)

4) n := ntl ;

5) Arrét.

i
1]
i




- +
1LES SUITES {kn} ET {kn}

Nous avons montré dans la proposition 1.7 que la suite de majorants
{F } converge vers f dans [a,b] indépendamnent du choix de la suite {e }
qui sert & définir T, (n 2 0). Dans le cas od k est connu nous prendrons
évidemment k = k = k ¥n 2 0. D'autre part, il se peut que les suites
soient le résultat d'une autre méthode qui sert 3 calculer itérativement 1a
valeur k et dans ce cas l'algorithme 1 neprésente, en conjonction avec 1‘al-
gorithme qui sert 3 encadrer k, k- <k < k ¥n > 0, une méthode doublement
infinie et convergente, Cette méthode peut étre particuliérement intéressante
pour le calcul, avec une précision donnée, des racines de f(x) = k sur {a,b]
quand chaque itération pour encadrer k est d'un cofit tras élevée,

Dans le probléme de localisatim du maximum glabal, le probléme se
réduit 3 la localisation de E' et par conséquence 11 suffit de déterminer la
suite {kn} Nous pouvons calculer la suite {kn} récursivement en prenant

k, = max £(x;) et, une fois la famille T détermine, d&finir k_
j=1,..,r +1 I no n
came le des nonbres k.1 et le maximm discret de f pris aux extré-

mités des intervalles de T, et aux points isolés de L;;o Cette fagon de procéder
ne demande aucune &valuation additionnelle de la fonction car toutes ces valeurs
servent dans la détermination de L:Ho

Defagmexplicite, si,T = {1 J“[ (1) (2)] ¢ J—leowlm}
0

et Ih = S U{t e J = 1,0.,,p } (eq., .12), on definit la suite {k } par

ko—-"
{1.13)
K- = max(k_ max £y, max  £(tY3
n n-1’ =1 m xn ! =1 3
Sloeo My j= a“rpn
i=1,2

Nous allons démontrer que cette suite converge en croissant vers k.
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PROPOSITION 1.8

La suite {kr—l} définie par 1'é&quation (1.13) est telle que

lj.mfk;;== = max f(x)
n-o xela,b]

Démonstration

La suite {k—} est une suite monotone et bomée par k ; elle converge
donc vers une lJ.mJ.te k < k. En utilisant l'algorlthne 1 la suite {L } est
telle que n Lt + = {x ¢ [a, b]/f(x) >k}, Soit x ¢ a,b un point tel

n=
quef(x)-—ﬁalorsx ,d'ouxeLn ¥n > 0.

Si pour n, e N, X est un point isolé de L on a, d'aprés la définit
1.13, que k =ketk =k ¥n>n. %o
o
Si X n'est point: isolé d'aucune des localisations L' n? alors pour chaq
n €N il existe un intervalle I n,j. € Tn tel que x ¢ In,j C n .Notons
[a ,B 1 1l'intervalle In,jn' alors ° n

kn > max {f(an), f(Bn)}

et camme mes (In 5 ) = Bn-an converge vers z&ro quand n> on a
1
n

k = lin k= lim max (£(x), £(8_))= £(R) =

n» N

k.

i

d'od k > k ce qui démontre que k
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V.2 - DEUXIEME CIASSE DE METHODES DE LOCALISATICN

La méthode définie par 1'algorithme 1 repose sur la détermination
pratique des ensembles du type {x ¢ [a,B]/F+(X) =0} oa F' est un majorant
de f construit sur ([a,b] qui dépend des valeurs de f et de certaines de ses
dérivées en a et B . En général, telle qu'a &t& définie la méthode, les
points a et B ne sont pas nécessairement extrémités des nouveaux intervalles
de sorte que une fois L:; calculée, les valeurs de f et ses dérivées aux points
ol elles ont &t& &valuées ne servent plus dans la détermination des loca-
lisations suivantes.

D'autre part, dans certains prablémes f et ses dérivées peuvent &tre
dannées au moyen d'une table. Nous aurions donc intérdt 3 construire une
méthode qui n'utilise que des abscisses fix8es 3 1'avance et dans laquelle
au moins une partie des &valuations de f et ses dérivées puisse &tre réutilisée.

Nous oconstruirons une telle méthode par une modification de celle
que nous avons développées au paragraphe précédent. L'idée de cette nouvelle
classe de méthodes est simple : si une partie d'un des intervalles de T,
appartient a Lt n4] O gardera 1'intervalle tout entier. Cela revient i tester
chacun des intervalles de Tn et 3 garder ceux qui sont suspects de contenir
la solution. Cette technique a &té employ&e, camme nous 1‘'avons remarqué
dans 1'introduction, pour la localisation des racines de polynémes dans le
plan camplexe.

Le test sur chaque intervalle est défini en utilisant le maximum du
majorant sur 1'intervalle de sorte que si ce maximum est plus petit que k
on est assuré que le maximum n'appartient pas & cet intervalle. Dans le cas
contraire on n'est pas assuré que le maximum glcbal soit atteint dans 1'in-
tervalle, lequel n'est que suspect de le contenir. Il s'agit donc, avec la
namenclature employée par HENRICI et GARGANTINI [8] d'un test d'exclusion.

Dans la méme ligne d'idée de la méthode de la section précédente
nous construirons une suite {Tn} de familles d'intervalles de sorte que chaque
intervalie de T N+l soit camplétement inclus dans un intervalle de Ty
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Soit f ¢ Hq(a,b) et soit I un intervalle contenu dans [a,b]. Nous
noterons M;(I) la quantité

(1.14) M (I) = max Fr (x)
xel

ol F est le majorant de f construit sur I (méme définition pour M (I) en
changeant F par F ).

Considérons le prabléme de localiser l'ensemble E+ = {x ¢ [a,D])/f (%)
et deflnlssons, quelque soit 6 < k et pour tout intervalle I cla,b] le test

M (I) = o . si l'intervalle I "ne passe pas" le test, autrenent dit
si Mf(I) <6 on est assuré, d'aprés la définition 1.14, que I nE = @ car

f(x) sF+(x) sM;(I) <9 <k VX e I

Considérons maintenant une suite {k;} satisfaisant les hypothéses
(H.1) et (H.2) et soit {xj} j = 0, une suite d'abscisses dense dans [a,b]
et telle que x = a, X, = b, xi;'éxj si i # j. Pour chague entier n > 2
on notera {P;.I}E., -0 1'ensemble ordonné qui coincide avec les n+l premiers terme
de la suite {xj}, j = 0. Etant donné une suite {rn}, n > O de nambres entiers,

T4y > Iy nous définissons une suite {Tn} de familles d'intervalles par

\
r,
1° .
) {[p -1’ pJ °] j= 1,...,ro }
[e] = — r o
29) Etant donné Tn = {In,j’ j= l,...,xrh} on construit Tn+1 par le > 1.

pProcédé suivant :
m + _
: ' = i
2.1 On oconstruit l'ensemble Sn+l jg; {In,j/Mf(In,j) > kn}

r
_ - n+l n+l
22 T = T, = Py Py

n+1 ]J=1,...,r /I

n+l,j s Sn+l} J

m
1
I




Ie procédé consiste doc 3 tester chaque ensemble In ;€ T,, et recouvrir
[
les intervalles qui “passent le test" par des sous-intervalles formdes 3 partir
bs
des points de {pjn+1} (j = 0,.,..,rn+1) qui appartiennent 3 1l'intervalle testé

positivement.

Ie procédé est bien défini car les extrémités de chaque intervalle
be
I . sont des abscisses de {pjn} (3 = 0,...,rn) et

n,j
r X r
n+l, _ n n+l

Camme les points de {xj} j 20 qui sont en dehors de S 11 n'intervien~
nent plus dans la construction des Tj' j = ntl, il suffit de définir la suite
{xj}, J 20 au fur et i mesure, si elle n'est pas donnée 3 1'avance, par exem-
ple en recouvxrantchaque intervalle In,j € Tn qui passe le test, par un certain
nabre de sous-intervalles d'égale longueur.

Dans ce procddé, il n'y a pas de points isolés et la localisation

+ tof )
Ln+1 ocoincide avec 1l'ensenble SrrH" On a donc

(1.16) Lt

- + -
ner = U0, 5 €T, /Mo ) 2k}

Nous allons démontrer que cette suite de localisation converge vers

PROPOSITION 2.9

Soit £ ¢ Hl(a,b), {k } une suite satisfaisant les hypothdses (H.1)"
et (H.2) , {xj} J = O une suite d'abscisses dense dans [a,b], X, =a, x; = b,
X, 7 Xy si i #]Jet {r,} me suite de narbres entiers tel que r_ ., > r o
Alors la suite d'ensembles définie par 1.15 et 1.16 est une suite convergente

de localisations de E+o
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Démonstration
1°) Soit x ¢ L: N L . Alors ¥n >0, il existe Jp, tel que
no
X I . ¥Yn >0
€ n, ]n
et
+ -
Mf (In,j.n) > kn

D'aprés la proposition 1.3, si F; 3 est le majorant de f construit
’
sur I . ana: n

'35
mes(In 3 )
4 —
F; . () =1 2 o1 + £
=N
[ ]
d'od mes(In 3 )
— 4 -
Ko <M L) = max F L s ———299"20(1)+ max
In el . 1Jp tel
n, 3, n

Camme {xj} J 2O est dense dans [a,b], la mes(In 3 ) converge vers
4

zéro quand n+» et came lim k; =k, on cbtient ; "

n>e

k=lim k_ < lim max £(t)
I~ ny>e tel |,
n,J,

Finalenment, caume f ;Hq(a,b), g=letx "Inj ¥n >Oon a
14
n

lim max f(t) = £f(x)
n-o tgfIn’jn

d'od £(x) =2k cequientxaineer+
on adonc : I, cE.

2°) So:theE,aloxsxeL = [a,b]. Supposonsquex.:Ln n =21 et soit

Irl 5 S cL un intervalle le cantenant., Camme £f(x) >k on a :
1

+ + -
Mf(In,j) >‘Fn,j(x) >f(x) 2k 2kn
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L'intervalle In j contenant x passe dac le test et on a

’

X € In,j E;Ih+1

°

Alors, pour tout n ;N,xelg, d'oﬂxeL: ce qui montre que

E ckL

-— OO

" La suite de localisation ”‘h} n » O définie par 1'&quation 1.15
est donc une suite qui converge vers E Ci-dessous nous dannons 1'algorithme

qui permet la construction de cette suite.

ALGORTTHME 2

0) Initialisation L; = [a,b]

x r

To = {py2r P71 5 = Leenyx)

n =0

2} Pour chague intervalle In 5 € 'I"n faire

[4

+
2.1) Calculer Mf(In j)

&
+ -
2.2) si Mf (In, j) > kn alors faire

=57 U1

221)L +1 nt+l N, Jj

- Tntl Tn+l
2,2.2) T 41 = T U[Inﬂk[pk_l, V4

n+l

I

ntl,k < In, 3

k=1,..r

n+1}
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3) Test d'arxét : si le test est positif aller a (5)

4) n :=n+l et aller 3 (1)

5) arrét

1"
]
It

Remarque

Si la suite {x.}, ] 2 0 n'est pas donnée a 1'avance, on peut la
construire en recouvrant chaque intervalle I par r, intervalles d'égale
longueur. Cela modifie le point 2.2.2 de l'algorlthme mais ne change pas la
convergence de la méthode car on préserve la convergence de mes (In j) vers

7
Z&ro.

Hi
tn
1]

Les algorithmes 1 et 2 demeurent théoriques. La mise en oeuvre
requiert encore la résolution de plusieurs problémes comme par exemple 1la
"détermination” des ensembles du type {x ¢ [a,s]/F+(x) >0}, le calcul
de M+(I) ou le calcul de la semi-norme de f intervenant dans 1'expression
de F'. Nous ne pouvons pas donner une réponse a ces problémes dans le cadre
général des espaces Hq, mais nous le pouvons dans le cas de g = 1 et avec
certaines modifications dans le cas q =

L'étude de la mise en oeuvre effective des algorithmes que nous
avons décrits dans ces deux cas sera 1l'dcbjet du prochain chapitre.

IA SUITE {kr_l}

Les remarques que nous avons faites a propos des suites {kr—l} et {k;}
restent évidemment valables pour le nouvel algorithme & 1'exception du calcul
de la suite {k;} dans le cas du probléme du calcul du maximum global.
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Dans ce cas nous définissans pour chaque n ¢ N

k. = max £(x.)
n j=0,.,°,rn J

et camme la sulte {xj}, j 2 O devient dense dans [a,b] on a

lim # k; =k = max f£(x)
N xela,b]

Cette fagon de construire la suite {k } ne sera intéressante que si
pour le calcul de kn on peut se restreindne aux points x:j (5 = O,...,r )
qul appartiennent & la localisation I‘h et cela est établie dans la proposition
suivante :

PROPOSITION 1.11

- +
k_ = max {E(x.) / x. eL }
n j=0poeprn J J Ih

Démonstration

Nous allons démontrer par induction que pour tout x ¢ [a,b] tel
quex,éL:onaf(x) <k;.

Pour n = 1 soit x 4 Ly, alors il existe j, tel que x ¢ I
et 1l'intervalle I, ;] ne passe pas le test d'od
’
1

. T
1,]1 €

£(x) st(Ile) < k1

Supposons que si x 4 Ln alors f(x) < k et soit x £ L 17 alors ou
bienxiL d'od £(x) <k sk +17 ou bien ilexiste ] e N '&:elq\.ermj eTn
4
et 1° intervalle In 5 ne passe pas le test, d'ol n
14
n

£(x) SMf(In,jn) < kn < an
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ENCADREMENT DU MONTANT DU MAXIMUM GLORAI

Dans le prabléms de localisation du maximum glohal, 1'algorithme 2,
et avec un petit calcul additionnel 1'algorithme 1, fournissent un moyen
simple d'encadrer le montant o = max f(x).

xe[a,b]

En effet, si dans 1'algorithme 1, on calcule 3 chagque itération

PR
la quantité M (In,j) , On a

PROPOSITION 1,12

Soit A+ = max M+(I .), alors
n . £ n,]j
j—l,..mn

- +
k
HSas)\n

n
Hi
1H




CHAPITRE - 1]

- o

Dans le chapitre I nous avons donné un procédé pour, &tant donné une
fonction f ¢ Hq(a,b) » construire un majorant et un minorant de £ sur un
sous-intervalle donné de [a,b]. L'utilisation de ces majorants et minorants
et d'un procé&dé de base PB. permettant la construction d'une suite {T } de
familles de sous-intervalles de [a,b] nous a permis de construire deux
méthodes de localisation (algorithmes 1 et 2).

La mise en oeuvre de ces deux algorithmes repose sur la question préa-
lable de pouvoir construire les majorants et minorants de f£ sur un intervalle
donn€, et cela dépend, d'aprds les fornmules 1.8, 1.3 et 1.7, de la connaissance
des valeurs de £ et ses dérivées jusqu'a 1'ordre g-1 aux extrémités de 1'in-
tervalle donné mais surtout, de la connaissance explicite de la constante W
ou d'une majoration de cette constante. Nous analyserons cette hypothé@se dans

le paragraphe 4 de ce chapitre.

En supposant connue la constante W, la mise en oeuvre de 1'algorithme 1,
dépend de la possibilité de pouvoir codifier en mémoire de 1'ordinateur les
ensembles du type it = {x ¢ [a,b]/F+(x) > k}. Nous dirons qu'un ensemblie Lt
est "calculé” ou "déterminé” si 1'on peut mettre en évidence les points
extrémes des intervalles qui le composent et 1'ensembie de points isolés
qui éventuellement Tui appartiennent.
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Quant a l'algorithme 2, sa mise en oeuvre requiert le calcul de la cons-
tante M (I) associée a 1'intervalle I donné, ou une majoration de cette cons-
tante. Etant donné la construction du majorant F constru1t sur un 1ntervalle
donné I, la "détermination" des ensenbles de type de L' et le calcul de M (1)
ne sont’'simples que pour g = 1 et q = 2, et méme dans ce deuxiéme cas il
faudra faire quelques modifications.

Dans le paragraphe 2, nous étudierons le prabléme du "calcul" de L et de
la constante M (I) pour le cas q = 1. Ie cas q = 2 sera 1'aobjet de la troisiém

section.

- METHODE TF LOCAL ISATION DANS KL
Soit f ¢ Hl (a,B) et soit I = [a,b] c la,B]. Au chapitre I nous avons
construit des majorants de f sur [a,b] et nous avons remarqué que la construc-—
tion des minorants pouvait se faire de fagon analogue. D'aprés les &quations
1.7, 1.8 et 1.9 et en considérant les relations correspondantes aux minorants

nous avons

Pa (x) W (x-a) 1/2 = F; (x) < fx) < F; (x) = Pa (x)+HW (x~a) 1/2

Il

P_ (x) - (b-x) /2 Fo00 €60 sFp() < P_(o+i(b-x) Y/

avec

2
lflp_ {f(b) f(a)} 'f'z % (b-a)

Ces relations nous permettent de définir le majorant et le minorant

pour f£:
- - - N + +
F (x) = max{Fa(x), Fb(x)} < f (%) smln{Fa(x), Fb(x)} =F (x).

P, (x) est la droite qui interpole f aux noeuds a et b (points M et N du
graphe ci- joint ). Les fonctions F et F sont les branches de la parabole
P, i (yP_(x) )2 = W2 (x~a) tandis que Fg et Fb sont les branches de la parabole
P, : (y—P‘_J1 (x))2 = W2 (b~x)
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£(x)

Ia droite AM est tangente i la parabole P1 en M et MN est la direction
conjuguée. De méme, BN est tangente 3 P2 en N et MN est aussi la direction
conjuguée de la direction BN.

La constante W2 définit "1'ouverture" des deux paraboles et elle est
telle que toutes les fonctions de H!(a,b) qui passent par M et N et qui ont
une semi-nome inférieure ou &gale & [£| ont leur graphe entidrement situé
dans la région hachurée.

Si mmtes_c:é%b-mvérifieque s
N

Fa(x) = Fb(x)

+ + -
Fa(x) st(x) ¥x ¢ [a,x]

Fa(x) 2 F, (x) vx ¢ [x,b]
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d'ol
{ F;(x) si x ¢ [a,x]°
(2.6) F(x) =
Fy (x) six e [%.b]

Des relations semblables peuvent &tre &tablies pour F .

Soit k ¢ IR. Nous allons expliciter 1l'ensemble L' = {x ¢ [a,b]/F' (x) » k.
en fonction des racines de 1'équation F+ (x) =k et nous allons en méme temps
déterminer la quantité :

M+= max F+(x)

Xf[alb]

Il faut distinguer les trois cas oy > 0, a, = 0 et ay < 0.

Nous ne développerans que le premier cas,les autres cas &tant semblables.

Si @, > O, alors comme

W

+
F)'(x) = a +
a 1 2 (x-a) 1/2
la fonction F; est strictement monotone croissante pour x = a.

D'autre part :

W

) ) = e - —L
2 (b-x)
alors, F;; a un maximum au point.

= b - (N2
Z, =b (20‘1)

Selon la position relative de Zb par rapport au point X on peut distingue
deux cas : si X < Zb' alors F; atteint son maximum dans [;c,b] : si
Zb < }—c, F; atteint son maximum en dehors de [;c,b] et elle est donc strictement
monotone décroissante dans [x,b]. Dans le premier cas F atteint son maximum

au point Zb et dans le deuxiéme cas elle 1l'atteint au point X. Ies deux cas
possibles sont schématisés dans la figure ci-aprés :
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Ia constante M est donc donnée par
F, (%) i X <2
b Zb Sl x <2
L el S .=
Fa(x) = Fb(x) six > Zb

Ou encore explicitant les valeurs des fonctions

w2 .=
F(b) + _Ll—q_ six < Z,
M =
f(a);rf(b) + W‘('b;a) 1/2 siz s %

Quant & 1'ensenble L+, il est vide si k > M et il est toujours réduit
a un seul intervalle si k < M+ Pour k = M 1l'intervalle est redl.ut au point
Zb si X < Zb et au point x si Zb < x. Pour expliciter 1'ensemble L nous auran:
d résoudre les équations :

(2.7) F; (x) =k

i
o

(2.8) F, (%)

ou plus précisément les équations

i
O

(2.9) o, (x-a) 240 (x-a)+f(a) - k

(2.10) o, (x-b) 2-W(x-b)+£(b) - k = 0
Notons (x+)- et (x+)+ les racines de (2.9) et (xb) ! x;) les racines de
2.10 avec, si elles sont réelles, (x ) = (x ) et (xb) < (Xb)+' L'&quation
2.7 a une seule racine réelle pour k > f(a) et elle est (x )" tandis que
1'équation 2.9 peut avoir une, deux ou aucune racine réelle suivant k < f(b) ,

f(b) <k < max Pb (x) ouk > max Fb (x) . Avec cette relation 1'ensemble L
Xela,b] x<la,b]
s'exprime selon les cas comme :
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1°) k < £(a), alors L' = [a,b]

° + = -

2°) f(x) <k <f(b)ralors L' = max{(x)) , (x) 1},b]
3°) K > £0) alors L' = [max( ()7, ()71, H*r®

oll 1'étoile doit s'interpréter dans le sens que si (xb) < (x )" ou si
(x;;f et (xb) sont des nambres conplexes alors L' = 2.

Camme nous avons dit, les autres cas, @, = Oeta, <O s'analysent de
fagon analogue. Le résultat complet camprenant tous les cas possibles aussi
bien pour le calcul de M ocanne par celui de ¥ st résumés dans les deux

propositions suivantes

PROPOSTTION 2.1

Soit f ¢ Hl{a,B), I = [a,b] c [a,8] et F' 1e maJorant de f construit

sur I. Alors, la cmstanteM -M (I) = nmax F (x) s'exprime :
xe¢ [a,b]

si 2 u%(b-a) < W2 alors _f__@_)_;_;ﬂhl + W (?b—?-) 1/2

f(a) - 401 Sj. 43 <0
sinm

£(b) + 5~ si a, >0

Remarque :

Nous avians déja trouvé ce résultat antérieurement, voir [1], mais en
utilisant des propriétés d'un certain espace de Hilbert 3 noyau reproduisant
préalablement étudié par M. DUC-JACQUET [8]. L'ewpression de M" a &t& 1&gerement
modifiée pour des raisons de programmation, campte tenu du fait que la quantité
a% (b-a) est une valeur intermédiaire dans le calcul de W2.

1]
]
[}
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PROPOSITION 2.2

Soit f ¢ Hl(a,B), I = [a,b] ela,B] et F+ le majorant de f construit

sur I. Soient :
D = W2-4a_ (£ (a)~k)
a 1
+ 2
Db =W +4(11 (F (b)-k)
Alors 1'ensemble L' = {x ¢ [a,b]/F+(x) = kls'écrit
1°) si @, >0 alors
1.1 si k < £(a) alors L' = [a,b]
. + +, - +, -
1.2 si f(a) <k < £(b) alors L' = [max{ (xa) ’ (Xb) },bl
+ + %

1.3 si k > f(a) alors l% >0 V= [max{ (x;)f, (xg)_}, (xb) ]

sinon L+ =0

2°) si a, < O alors
2.1 sik < f(®b) alors LJr = [a,b]
2.2 si£() <k < f(a) alors L' = [a, min{ ()", ) )]
+ +. %

, .+ + +.- +. +
2.3 sik >f() alors si Da >0 L = [(xa) ’ mln{(xa) ,(Xb) 11

sinon L+ =g
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3°) si a, = O alors

3.1 sik <£(a) alors L' = [a,b]

3.2 stk > £() alors L' = (¢f, e}
+ _ k-£ (a) — 1 k£ (b)
avec t_ =a +(~——W——)2 et § = b—(-—-‘,—\r—---)2

Nous rappellons que dans cette proposition (x;)t et (x;)ir sont des
racines des &quations 2.9 et 2,10 respectivement et qu 'un intervalle avec
une &toile est un intervalle qui doit &tre considéré camme 1'ensemble vide
si 1'urede ses bornes n'est pas définie (min ou max d'un nanbre canplexe)
ou si 1’ordre des extrémités est inversé.

Les propositions que nous venons d'énoncer n'ont qu'un intérét théorique
car, camme il est bien connu (N. GASTINEL [13]), il n'existe pas de méthode
effective pour déterminer dans laquelle des situations de la proposition 2.2
ou 2.1 an se trouve (m8me en considérant que a, est un nabre calculable).
Néammoins, les formules sont stables dans le sens que aussi bien la valeur
de M+ que les extr@mités des intervalles changent cohtinuellement en passant
d'une situation & 1l'autre ( @) < o, a, = o, ay > 0) dans les propositions
2.1 et 2,2,

Ies formules données dans les deux propositions précédentes servent a
localiser 1'ensenble E+ = {x ¢ [a,bl/E(x) > k}. Pour localiser 1'ensenble
E = {x ¢ {a,b]/£(x) = k} nous devons utiliser, en plus de M+, 1la quantité

M = M; (I) = max F (x) dans un cas et savoir “calculer" ensembles du type

xf[al ] -
L={x ¢ [a,b] /F (%) zkl,, F (x) < kz} pour k, <k < k2° les résultats

correspondants sont donnés dans les deux propositions suivantes.
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PROPOSITION 2.3

Soit £ ¢ H (3,8),I = [a,b] ¢ [a,8] et F le minorant de f canstruit sur I
alors, la constante M = Mj-:. (I) = min F (x) s'exprime :

XF[alb]
( si Za%(b-a) <W?2 alors _f_(_a_)__g_jllz)_ (b a)1/2

2
f(a)—% si a1>0
1

f(b)+-21!2— si a, <O
\ %1

sinon

1t
i
{1

PROPOSITION 2.4

Soit £ ¢ H!'(a,8), I =[a,b] ¢ [a,8] et F', F le majorant et le minorant
de f construits sur I. Scient :

* o w2 -
Da = W 4a1{f(a) kl}
2 —
Da =W 4al{f(a) k2}

+ = -
D = W2+4a1{f(b) kl}

b, = W2+4al{f (b) —k2}

/2,
(D)
+. + . .
(Xa) =a+ ( 20‘1 ) 2 si o #0
1/2 =
( )
(x;;)i =b - Dbza )2 si o #0
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kl-f(a) R
ta = atf 7 )
k,-f (b)
+ _ 1
ty, = b= ()2
- 1/2
(D) + W
=t _ a 2
(Xa) = at( 201 ) si ay #0
s (D;)VZI W
(Xb) = b-( e )2 si al#o

Alors, l’ensemble
={x ¢ [é,b]/F+(x) > kl et F (¥ < k2} s'écrit :

1°) si ay > 0 alors

L1) sik, < £(a) alors 81 D, 20 L =[G, min()*, 6)*)*
sinon L = @
1.2) s k< @ < k, < £(b) alors L = [a,min{ ()", 6)*1]
1.3) si k,<£(a) < £(b) sk2 alors L = [a,b]
1.4) st £@@) <k <k, < £(b) alors L = [max( ()7, (x) 7} ,min{ ()%, 65)111%
1.5) si £(a) < k; < £(b) sk, alors L = [max{ ()7, (<) 7} b]

tmax( ()™, (6) 7}, ()t

1.6) st £(b) sk, alors s1 ) 20 L

sinonL =g




2°) si

G.l<

0 alors

3°) si

.2) si

H.

.3) si

.4) si

.5) si

-

.6) si

kl <sfd) <k
kl < f) < f
f (b) <kl <k

£f(b)< kl < f
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sinon

2

(a) <k

2

(a) < k2 alors L

‘D) siky s £() alors si O 20 L= [max( ()7, )7}, ()]

< f(a) alors L
5 alors L

- == . ++ , +
< f(a) alors L =[max{ (xa) ,(xb) },min{ (xa) ,(Xb)

x

L=g

Il

[max{ (xa) ' (Xb) },bl

[a,b]
!

[a,min{ ()7, ) F} 1

£(a) <k, alors si D} 20, L=[(x)7, min{(xh¥, (H**

0 alors

.1) si

.2) si

.3) si

kl < f(a) <k
f(a) <k1

k2 < f(a)

. +
Les quantités (xa) '
équations :

sinon

2

alors L

alors L

() *, )

L=g

alors L = [a,b]

et (xl-))i sont les racines des
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it
o

( oy (x-a) 24W (x-a) +f (a) —k1

i
@]

oy (x-b) 2-W (x-b) +f (b) -k 1

(2.11) 4

a, (x-a) 2-W(x-a)+£ (a) %, =0

@y (x~b) 24W (x-b) +£ (b) --k2 =0

et elles sont telles que (x) < (x) ’ (xb) < (x;')+ etc... dans le cas ol

elles sont réelles. De méne t o t:; P t et tb sont les racines de ces &quations

dans le cas od le discrimlnant est nul

Si k = k2 =k, cas qui arrive si le nambre k est connu explicitement,
+

les formules peuvent se simplifier en remarquant que D = D et que O = Db
d'ol
R
(x:)}r = x)" =x
()7 = ()7 = x
(2.12) <
+ -+ +
)" =x)" = X
tf=t =t
a a a
+ -
L "% %

D' autre part, si kl = k2 =k, les cas 1.3, 1.5, 2.3, 2.5 de la propo-
sition 2.4 ne peuvent pas avoir lieu tandis que les cas du (3°) se réduisent
au cas f(a) = k et f(a) # k. Avec ces simplifications, nous cbtenons le cas
particulier important :
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PROPOSITION 2.5

1°)

2°)

3°)

si a
—_ 1

Soit f ¢ Hl(a,e) + I =[ab] cla,B] et F+, F le majorant et le
minorant de f construit sur I. Alors 1'ensemnble I, = {x ¢ [a,b]/F; <k < F;(x)}
s'écrit, en fonction des quantités définies par 1'équation 2.12 avec k]_ = k2 =

> 0 alors

1.1) si k < f(a) alors si D, =20

sinan

1.2) si f(a) < k < f(b) alors

1.3) si £(b) <k alors si Db 20

sinon

si ay < O alors

2.1)

sinon

2.2) si f(®) <k < f(a) alors
2.3) si

sinon

si oy = 0 alors

3.1) 8i f(a) =k alors L

3.2) sif(a) #kalors L =

sik < f(b) alors si D =0

f(a) <k alors si Da =20

[a,b]

L = [x, min {x,x}1*

L=g

L = [max{x_,x}, min{x},x'}1*
L = [max({x_,%},%1*

L=g

*
[t,,t,]
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D'aprés les propositions 1.2 et 1.3, le majorant pour des fonctions de

H! converge vers la fonction ponctuellement, mals cette canvergence est de
1'ordre de (b-a) 1/ 2. Dfautre part, le majorant construit a une dérivée non
bornée au voisinage des points d'évaluations de la fonction. Nous allons

étudier la majoration correspondante & H? qui bien que valable dans une classe

Plus restreinte de fonctions, a 1'avantage de converger avec wn ordre
(b-a) 3/2 et d'avoir une dériv&e bornée.

Soit £ ¢ H2(a,8) et soit I = [a,b] c [a,8]. Soit F' le majorant de £

construit sur I suivant les fornules du chapitre I, paragraphe 4.
Les expressions de F: et F; s'&crivent (équations 1.7 et 1.9) camme :

avec

et

F; (x) = ay (x-a) 24£* (a) (x-a) +£ (a) W (x-a) 3/2
f‘; {x) = ay (x~b) 24£* (b) (x~b)+£ (b) +W (b~x) 3/2
. = £ 0)-F (a)

2 2(b-a

W2 = 3 {)£]?-a2 (b-a)}

Nous avons vu dans la section précédente, que pour pouvoir expliciter

1'ensemble L' = {x e [a,b]/F+(x) 2 k} 11 faut calculer les racines des

&quations

+ +
Fa(x) =k = Fb(x)
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Dans le cas présent, cela consiste 3 résoudre les équations polynamiale:
de degré 4. Pour rendre les calculs plus aisés nous allons définir des nou-
veaux majorants, un peu plus "laches", en utilisant les relations :

W(x~a) 3/2 < W(b-a) 1/2 (x=a) ¥x ¢ [a,b]

(2.13)

3/2 1/2

W (b—-x) < W(b-a) (b~-x) ¥x ¢ [a,b]

Nous allons encore noter par W la nouvelle constante W(b-a) 1/2 et de
méme nous noterons encore F; et F; les nouveaux majorants.Avec ces conventions
nous obtenons :

F; (%) = o, (x-a) 2+{£" (a) W} (x-a) +£ (a)
F; () =a, (=x) 2+H{W~£" (b) } (b-x) +£ (b)
(2.14) avec

_ £' ()£ (a)

% 2 (b-a)
et
b-a
W= = {E)2-0d (b-a) }

Ces formules remplacent celles données par les équations 1.7 et 1.8
dans le cas q = 2. Comme nous avons seulement fait wne majoration de W,
tout en préservant son camportement par rapport @ (b-a), toutes les propo-
sitions que nous avons démontrées en utilisant 1.7 et 1.8 restent valables.

ILe nouveau majorant F+ (x) = min (F; (x), Fg (x)), différe de celui
cbtenu en utilisant 1.7 et 1.8. Il n'interpole plus la dérivée f' aux points
a et b. Ia majoration 2.13 introduit une perturbation car (F+) '(a) = f'(a)+W
et (F+) "(b) = £' (b)-W. Néanmoins, quand (b-a) converge vers zéro, la constante




W converge vers zéro (proposition 1.3) et (F‘+) ‘ interpole “asymptotiquement"
f' en a et b.

Ies fanctions F: et F:; sont toutes les deux soient concaves, soient
convexes. L'équation F: (x) = Fﬁ (x) aune seule racine réelle %' qul se
trouve dans [a,b]

=t _ath  b-a fb)-f(a) _ £'(a)+f'(b)
X =5ty B ) }

Ci-dessous, nous montrons schématiquement un des cas possibles quand

a, >0

2

§(x)

pr oo x> ey

X fmm = - =
cF —————
v

Ie calcul de la constante M' ainsi que la "détermination" de 1l'ensemble
L+ ne sant plus aisés et nous ne donnerons que quelques idées sur la fagon
dont les calculs ont ét& menés pour donner ensuite, comme dans le cas q=1,

les résultats sans démonstration.,
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Pour le calcul de la canstante M+ et de l'ensenble L+ il faut considérer
came dans q = 1, les trois cas ay > o, ay < 0O et a, = O. Pour le calcul

+ a1z . .
de M nous cansidérons les signes de

(F1)' (@) = £' @)+
(F;) '"(b) = £ (b)+W

t' (a)-w

(F)" (@)

+ 3] R
(F) ' b) = £ (b)-W

La camparaison des quatre quantités f£'(a), £'(b), W et -W nous conduit
d six cas pour ay > 0, six cas pour a, < O et trois cas pour a2=0
(car a, = O entraine que f'(a) = £f'(b)). Au total il faut donc analyser

15 situations possibles.

Dans le cas @y > 0, les majorants F; et F; sant convexes, ce qui
entraine une convexité par morceaux de F+. Ie maximum M est donc atteint en

un des trois points a,b ou x.
Dans le cas ay < 0, les majorants sont concaves et il faut tenir

canpte de la positicn relative des maxima de F;, F; et du point x.
Nous donnons a continuation les résultats relatifs 3 M+ et a M.

PROPOSITION 2.6

Soit £ ¢ Hz(oc,B), I =[ab]l cla,B] et F+ le majorant de £ construit

sur I. Soit :
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3=, ba (FO)-fla) _ £ (@) &)

b-a

+ _ _ £ (a)w
xa = max {a,a __.2.&_2_._}
+ _ W-£* (b)
xb = min{b,b+ '—-2—0-2——}

Alors, M+ = max F+(x) s'exprime
Xel

F; (min {5':33%})

+ 4
F, (xa)

HY
HI
]

PROPOSITION 2.7

3 }
si GZ#O

si a2740

+ =
sl x. < x
a

Soit £ ¢ H?(a,8), I = [a,b] c[a,8] et F_ le minorant de £ construit

sur I. Soient :

2 - =2ab _b-a {f(b)—f(a) _ f'(a)+£? (b)}
T2 2 b-a 2

x;=max{a, a+!%%—-@-} si az;éo

- WHE' (b)

xl) = min {bp b- -—_——2(1 } si az # 0

2

Alors M = min F (x) s'Scrit
xel
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Fk-)(x;) six =x

( F;(min {x, x;}) si x; <X

Pour le "calcul” de 1'ensemble LT = {xe¢ [a,b]/F+(x) >k}, nous
devons résoudre les équations :

F;(x) =k
(2.15)
F;(x) =k

avec F; et F; donnés par les formules 2.14.

Si a, < o, F; et F; sant concaves et on démontre que L est réduit
au seul intervalle L+ = [xl, 2] avec Xy et x exprimés en fonction des
racines des équations 2.15.

Pour étudier le cas ay > o, ccrrme F et Fb sont maintenant convexes,
on détermine separerent les ensembles L {x €l a,b]/F (x) <k} et
L;; {x ¢ [a, b]/Fb (x) >k} et on calcule L canme L n Lb Ie résultat est
donné comme quatre intervalles dont au moins un est toujours vide.

Ie cas a, = O est le plus simple car F; et F;; sont linéaires.

Pour le calcul de L+ dans H! nous avons utilisé le fait que 1l'ordre des
rac1nes dans les &quations 2.11 (&quations qui servent a calculer (x;)+ et
(x ) ) était indépendant du signe de a;. Malheureusement, dans le cas pré-
sent, cet ordre dépend du signe de a, de sorte que les formules pour le
calcul de (x+) et (xg) * doivent étre €laborées dans les deux cas a, <O
et a2 > O. Nous donnons par le suite les propositions relatives au calcul
de L et de L.
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PROPOSITION 2.8.

Soit f ¢ H2 (a,8), I = [a,b] cla,B8] et soient F; et F; les majorants
de f donnés par 1'é&quation 2.14. Soient (x:)+ et (x;)_ les racines de 1'é&qua-
tion

+
Fa(x) =k

avec (x;)- < (x;)+ quand elles sont réelles. Soient (x:;)- et (x:;)+ les
racines de 1'équation

F}’; x) =k

avec (x;)_ < (x;)+ quand elles sont réelles.

Soient D;’ (£' (a) +40) >~4a, (£ (a) %)

+ 0 _
D, = W£ (b))2-4u2(f(b) k)

alors 1'ensemble L'={x ¢ [a,b]/F (%) = min (F:(x), F;(x)) > k} est défini par :

1°)§_:_l_ ¢, < O alors

2

' + + +
1.1) iiDa<Ooqu<0abrsL =0

1.2) si D:, D:; > 0 alors L' = [max{a, (x;)-, (x:)-},min{b, (x;)+, ()cl+))+}]’E

2°) s1_a, > 0 alors
2‘,1);S_i_D:<0ethanlors -

L' = [a, imin b, (5) 11 U [max (a, ) *1,b1%
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2.2) _S__i_D; >0 et D; < O alors

L' = [a, (min b, ()73 U [max(a, o)y, p1*

2.3) Si D;, D; > 0 alors
- - - %
L* = [amintb, ()7, () 1% U Imaxta, () ") mintb, ()7}

Umax{a, () "},mintb, () 731* U maxta, 67, 66)*3,b1%
2.4) Si D;, D; < 0 alors L+ =@

3°) Si a, =0 alors, avec

2L %

ta=a-—f'-ETW— sif'(a)+W;£O
+ _ fb)-k . '
tD—b+$m si W-f (b)#O

3.1) si £'(a) > Walors L' = [max{a, t, £ },b1*

3.2) si £'(a) =W alors si k < £(b) alors LT = [max{a, t7b]*
sinon =g

3.3) gi W< £'(a) < W alors L' = [max(a,t}}, min{b, £ }1%

3.4) si £'(a) = -W alors si k < £(a) alors L' = [a, min{b,tg}]"

sinon L =g

je

3.5) si £'(a) < -W alors Lt [a, min {b,t:,t:;}]:E

1




Pour le calcul de L nous aurons besoin de F et Fb lesquelles sont

définies comme F et Fb mais en changeant W par —W dans les formules 2. 14

PROPOSITION 2.9

Soit £ € H? (a,b), I = [a,b] c[q,B8], F et Fb les majorants de f et

F et F les minorants, construits sur [a,b]. Soient

(07, ()" les racines de Fl.(x) = Ky (67 < o st ()7, ()t
007, 05)" les racines de Ky G0 =k, ()7 < )Y st 6H7, Gh*
&7, 6t L ines de F_(x) =k,, (x) < ()7 si x}7, )7F
X) X ) les racines e F_(x) =k,, (x) < x) s x) o (x)

()7 05)" les racines de Fo00 =k (6)7 = ()Y st ()7, ) ¢ m

+ 0 - _
Solent : D_ = (Wf'(a))? 4oy (£(a)~k )
B = (£ (b)) 24, (£ (b) k)
D = (W' (a)) 2~4a, (£ (a) k)
D, = (WL’ (b)) 2-4a, (£ (b) k,)

alors l'ensemble L = {x ¢ Ea,b]/F+(x) > kl et F (%) < kz} s'exprime :
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1°) Si ay < O soient

+,. -

T

i
]
—~—

2
5

|

, + o+ o+
min {L, (xa) ,(xb)}
-+

P, = max {(xb) ,xl}
Py = min {ix)",x,}
= max {(x)",x.}
p3—ma.x Xa ,Xl
p4=min{(xb) ,x3}
alors si
1.1) DT <o ' < 0 al =
. < oqu< ors L=¢g
1.2) si D;, Dg =20 alors
1.2.1) si D_ <0, B 20 alors L = [x,,p,1* U [p.,x.1%
it 1Dy <0 by 1'P4d Ppe%y
1.2.2) si D_ 20, D_ < O alors L = [x,,p,1* U[p.,x.1*
-2 a 201 Dy < = [%,/p, P3iX,
1.2.3) si Da’ Db = O alors

L = [x) min{py,p 1 1*Up, 2,1 *Ulpy,p, 1¥imax(p, by}

1.2.4) si Da’ Db < Oalors L= [Xl’XZ]

2°) si a. < O soient

X, = max{a, (x;)-, (X;)-}

X, = min{b, (x;)+, (Xg)+}
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+ +
p; = max{ (xb) ,xl}
= min{ (x'} ",x,}
py = min{(x} ,x,
_ +, +
Py = max({ (xa) ,xz}
+ -
p4 = min{ (xb) pxz}
alors si
2.1) D; <00uD;)<0alorsL=¢
2.2) D;, D;) > 0 alors
+ + _ % %
2,21) si Da < O et Db 20 alars L = [xl,p4] U [pl,xzj.
+ + _ % %
2.2.2) si Da 20 et D <0 alors L = [xlypzl U [p3,x2]
2.2.3) si D;, Dz 2 O alors

L =) min{pyrp 1 U, 12,1 Ul p, 1 Unax(p, 104 ) 1%

2.2.4) 51D}, B < 0 alors L = [x,,%,]
3°) si a, = 0 soient

+ f(a) -kl :

ta=a-m si £f'@)+W # 0O

+ f(b)-'k1

tb=b+m si WE°(b) #0

_ £la)-k,

- O era—— [’ )

ta—a @ si £f°a)-W#O

f(a)—k2

tb=b“'m siw+f°(b)#0




alors si
3.1) £'(a) > W alors L = [max{a,t’,t }, min{b,t_ “1*
. ’ a'tb v ’ altb
3.2) f'(a) = W alors si f(a) > k2 ou f{b)< k1 alors L =g
. + . - %
sinon L = [max{a,ta}, mln{b,tb}]
. + - . + .- %
3.3) W< f'(a) <Walors L. = [max{a,ta,ta}, mn{b'tb’tb}]
3.4) f'(a) = -W alors si f(a) < k1 ou f (b) > k2 alors L = @
*

sinon L = [max{a,t,}, min{b,t/}]

3.5) f'(@) < Walors L = [max{a,t;,t;}, min{b,t;,t;}]x

t
n
Hi

Remarcue

Dans la proposition précédente les calculs du max et du min sont défini
formellement. Si 1'un de ses arguments est un nambre camplexe, alors l'inter-—
valle correspondant doit &tre considéré camme &tant vide.

Toutes les formules données dans cette section ainsi que dans la précé-
dente, ont &té programmées et utilisées pour la mise en oeuvre des algorithme
1 et 2 du chapitre I (paragraphe 5.1 et 5.2 respectivement). Des résultats
nunériques seront présentés dans le prochain chapitre.

IV - CALCUL DE LA CONSTANTE W

Le prcbléme du calcul de MY, M et de la "détermination” de 1! et I &ta
résolus, il reste camme dernier obstacle 3 la mise en oeuvre des algorithmes
de localisation développés au deuxi@me chapitre, le calcul de la constante W.




Pour g = 1 la constante W est donnée par 1'&quation 1.7 tandis que
pour g = 2 il faut considérer la formule 2.14. Ies deux cas peuvent s'exprimer
comre 3

q
(2.16) ( {lflz-a?- b-a)} q=1,2

Le calcul de W2est donc 118 au prabléme du calcul des quantités

b
(2.17) Te@b) = Jef2 = [ 129 (s 1208
a
et
(g-1) (g~1) 2
(2.18) Sglab) = o? b-a) = (£ (g?_af (a)}

Les algorithmes que nous avons développés reposent essentiellement sur
la détemination d'un majorant de f sur [a,b]. Nous avons pu remarquer sur
quelques exenples que le calcul de W2 présente une instabilits numérique.

La quantité W2 &tant fortement sensible aux erreurs d'arrondis, sa valeur en
machine peut &tre sensiblement inférieure au valeur théorique et devenir
méme négative quand (b-a) devient petit (du fait de la différence entre

les valeurs machine de 2.17 et 2.18, valeurs elles-mimes trds sensibles

aux erreurs de calcul.).

Cette instabilité dont nous montrerons des exemples dans le chapitre III,
produit,soit une erreur d'ex&cution du programme (W2 < O) soit, ce qui est
plus grave une falsification des ré&sultats.

Dans cette section, nous étudierons le probléme du calcul de Ie (a,b)
d'une part et nous analyserons le probléme des erreurs générées et prcpagées
sur 1'ordinateur d’autre part. Cette analyse des erreurs nous permettra
d'introduire une correction de la valeur calculée de W de fagon & garantir
une majoration effective de f.
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IV.1l - CALCUL DE If(a,b)

S5i 1'on connait une primitive

* @
(2.19) If(x) = J [£'Y (s) 1%ds,

0]
on pourrait cbtenir, en théorie, la quantité If (a,b) camme
(2.20) Ic(a,b) = If(b)-If(a)

Malheureusement, quand b-a devient petit, la valeur machine de I (a,b)
calculée par 2.20, 1l'est avec une erreur relative de plus en plus grande

La question est donc de savoir quand on peut dire que (b-a) est petit
et rend alors inutilisable 2.20. Pour pouvoir répondre & cette question, il
nous faut un moyen "numériquement stir® pour calculer I (a,b) . Nous allons
utiliser ici la théorie d'intervalles de MOORE [23] pour étudier les insta-
bilités numériques de la formule 2.20.

Ia théorie des intervalles de Moore fournit un moyen d'encadrer 1'intéq
définie d'une fonction rationnelle sur un intervalle donné. Came cet
encadrement peut &tre rendu aussi fin que 1'on désire, nous pourrons déter-
miner la valeur de (b-a) pour laquelle la valeur-machine de I £ (a,b) sort de
cet encadrement. Par ailleurs, la bore supérieure de 1'encadrement nous
fournit une majoration de I (a,b).

IV.1.1 - Encadrement de If(alb)

R.E. MOORE [23] a développé une arithmétique d'intervalles qui permet
d'expliciter des intervalles contenant les valeurs d'une fonction rationnelle
quand la variable indépendante parcourt un damaine donné.

L'arithmétique d'intervalles est définie pour les op€rations arithmétiqu
usuelles par :
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[a,b] % [c,dl ={xxy/xelablety elc,dl} x¢ {+, =, ., ¢}

Ie résultat d'une opération entre deux intervalles est toujours un
nouvel intervalle, lequel peut &tre défini explicitement en fonction des
extrémités a, b, c et d des opérandes par des opérations arithmétiques
réelles. Cette arithmétique est consistante avec 1'arithmétique réelle si
1'on considére des intervalles de la forme [x,x]. Nous renvoyons le lecteur
au livre de Moore pour une &tude approfondie du sujet.

Nous nous contenterons de rappeler ici qu'étant donné une fonction
rationnelle définie sur [a,b], une fonction F définie sur la famille I
de sous~intervalles femés de [a,b] et 3 valeur dans I[]R est une
extension par intervalles de f si elle satisfait les canditions :

fa;b]

a)} F([x,x1) = £(x) ¥x ¢ [a,b]

b) £, x ¢ I F(I) VI ¢ I,

A partir d'une extension par intervalles d'une fonction rationnelle £
on peut construire des intervalles contenant les valeurs de 1'inté&grale
définie de f sur [a,b]. Cette proposition découle de la relation &vidente

b
(2.21) }7 f(s)ds ¢ F(la,b]).[b~a, b-a]
a

qui n'est qu'une conséguence du théoréme de la moyenne.

n
De fagon générale si [a,b] = U [ai"bi] avec a, = a, a g, = bi

s 1
1=100.,n~1 bn = b, on chtient islrelatim

b n
{2.22) Ja f(s)ds ¢ iil F([ai'bi})°[bi-ai” bi_aj.]

et on peut démontrer (MOORE [23]), qu‘il existe un nambre réel positif K,
indépendant de n, tel que :
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n )2
mes (iil F(la;,b;1) .[b;-a;, b;-a,]) <K ib-%)—

ce qui montre que la formule 2.22 est une méthode d'encadrement de premier
ordre. Si (b-a) n‘est pas petit, cette méthode a besoin d'un tras grand
nombre de sous-intervalles, donc d'évaluations de f, pour pouvoir borner
raisonnablement 1°'intégrale.

Sif e Ck [a,b] est une fonction rationnelle et si F(J) est une extensic
par intervalles de f(j) (3 =0,...,k), alors on peut définir une méthode de
quadrature par intervalles par la formule :

n k-1 7 (Tay_;.a, ;1)

_ a3
(2.23) T = E jf@ T (bs-a;) =" +
S W 5 S ) (b.ea) Kt
(SN [a;rb; 1) (bj-ay

MOORE, STROTHER et YAND [24] ont démontré que quelque soit n,k > 1 on a

b
j f(s)ds ¢ In,

k
a

et que pour chaque k > 1 il existe une constante Ck’ indépendante de n, tel
que

+
mes(In k) < Ck max (bi—ai)k 1
’ i=l,..,n

La méthode 2.23 est particulidrement intéressante car MOORE [23] donne
une fagon de déteminer F(JH) wme fois connues F(o) p F(J) dont le coilit est
linéaire avec j.

La formule 2.23 fournit une méthode pour encadrer une intégrale définie
d'une fonction rationnelle qui peut servir 3 borner 1'inté&grale I f(a,b) .
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Cela pourrait &tre utilisé pour majorer la constante W 2en utilisant seulement
des valeurs ponctuelles de f et ses dérivées.

L'application de ce type de méthodes est restreinte aux fonctions
rationnelles. Cette hypoth&se n'est qu'une limitation apparente car sur
1'ordinateur on n°utilise que des approximations rationnelles.

Il existe néanmoins une limitation pratique importante qui est la
nécessité d'un langage orienté vers des opérations dfintervalles. Un tel
langage a ét& développé, par exemple, par REITER [27] a 1‘'Universits de
Wisconsin (USA). Nous nous proposons d'étudier dans le futur 1‘utilisation
de ces méthodes de quadrature camme une réponse globale 3§ la question du
calcul de la constante W?, et par conséquent, au probléme de la validité
de la méthode de localisation que nous proposons.

Nous nous limiterons ici 3 1°utilisation de cette technique pour mettre
en évidence 1'instabilité du calcul de If (a,b) (&quation 2.20) sur wn
exanple concret. Pour se placer dans le cadre réel d'utilisation de la quan-~
tité Ie (a,b), dans les algorithmes 1 et 2, nous allons simuler wne suite Tnp
en prenant une suite emboitée d’intervalles [an,bn]o

Soit £ le polyndme

£(x) = 1009 %5-278.7 x"+282.5 x3-1280 x2+25.0 x

et définissons la sulte d'intervalles par les relations :

= 3
HO =1
a, = 0.,5-Hn/2
? n =0
bn = 0°5+Hn/2
Hn+1 = Hn/m J




La suite d'intervalles est centrée en x = 0.5, et la simulation corresp
donc a ce qui se passerait approximativement si 1'cn utilisait une méthode
de localisation dans H! pour localiser les racines de f£(x) = £(0.5) dans [O,1

Pour chague intervalle [an'bn] n = O nous avans calculé If(a}o)selcn
la formule 2.20 et nous avons calculé un encadrement par intervalles. Dans
le tableau ci-dessous, on montre les résultats cbtenus avec la formule de
premier ordre 2.21. Dans la premiére colonne on donne le pas Hn’ n >0, dans
la deuxiéme et quatrime colonne les bornes inférieures et supérieures dbte-
nues avec la méthode de quadrature par intervalles (équation 2.20) et fina-
lement dans la troisi&me colonne la valeur de 1’intégrale en utilisant la

primitive.
APPROCHE DE LA SEMI-NORME PAR INTERVALLES

H BORNE INF. DEFINITICN BCRNE SuP,
1.0000'+00 ~-3.,0720'+(5 272451401 3.80071*+05
1.0000'-C1 -7.1500°+CT 1.C468'-C1 1.2319'+(01
1.00001'-02 ~6.05G67V-02 . le115C*-C2 1.3809'-01}
1.0000'-03 62215~ C4 l1.1157'=C2 1.7516'-03
1.00001'-04 1.05691-(C4 l.1157%-C4 1.1729¢=04
1.0000'-05 l.1100°'-C5 1.1157-(C5 1.1213'-05
1.0000'~-06 1s1151'-C6 la1157%Ce 1.1162'-06
1.0000'-07 1.1156-C7 1.1157-(C7 1.1157'-07
1.0000'-G3 1.1157v-(C38 "1le11571'-C8 l1.11571'-(08
1.0000'-09 1.1157'-¢9 1.1151'-Cs 1.1157'-09
1.0000°'-10 1.1157'-10 1.12C¢'~-10 1.1157-10
1.0000'-11 le1157'-11 1,826 1-11 1.1157v-11
1.0000'-12 1o11570-]2 G.6476'—-12 1.1157%'-12
1.0000'-13 1.1157¢-13 =~4.61E5'-14 l.1157'~13
1.0000'-14 1.1157'-14 lel1688'=12 1.1157'-14
1.0000°*-15 161157%-15 -2.£26C'-12 1.11571'-15
1.0000'-16 1.1157'-16 6.2883'-113 1.1157'—-16

On peut remarquer que pour de grandes valeurs de H 1'encadrement est
grossier. Il ne devient du,mé&me ordre que l'intégrale,que pour des pas
inférieurs 5.Kf3.
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Pour des pas inférieurs a 10“9 la valeur de I (a,b) n'est plus dans
1'intervalle obtenu avec 1'équation 2.21.

Dans le calcul des bornes on utilise des valeurs de [£f'(x)]2 aux
extrémités de 1'intervalle [ah,b J tandis que le calcul de I (a,b) entraine
une différence entre deux navbres assez proches et différents de zéro. Nous
en concluons que la valeur de I (a,b) n'a plus de signification pour des pas
inférieurs 3 10 9

En résumé, nous pouvons conclure 3 partir de cet exemple que 1'on ne
peut pas utiliser la primitive de 1'intégrale (équation 2.20) pour des pas
"trop petits” et d‘autre part, qu'il n'est pas convenable d‘utiliser la
méthode d’intervalles pour des pas “trop grands” (au moins la méthode du
premier oxrdre). Evidemment, les notions de "trop petit® et "trop gr
sant liées au probléme particulier.

Ies résultats présentés suggérent, &videmment, 1'amploi d'une stratégie

mixte, mais laquelle devrait se faire toutefols avec les formules de quadra-
ture par intervalle d'ordre supérieur.

IV.1.2 - Quadrature approchée de Ifja,b)

Si 1'on ne dispose pas de la primitive I (x) , on peut penser i utiliser
une méthode de guadrature approchée. Néamoins,, le fait de remplacer I (a,b)
par une approximation, si bonne soit-elle, peut se traduire en une sous—esti—
mation de la semi-norme If (a,b) avec la conséquence d'wme perte de fiabilité
de la méthode.

Néanmoins, dans la pratique on peut délaisser la condition d'avoir
une majoration de W quand la mesure de la localisation et la valeur de I (a,b)
sont encore grands, & condition de pouvoir assurer des majorations effectives
quand 1'une ou 1'autre deviennent petites, Cela tient au fait que pour de
grands intervalles, ou pour de grandes valeurs de I (a,b) , le majorant F+
est sufflsanment exagéré pour absorber 1'erreur ccnmise et ce n'est que
lorsque F (x) s'approche de f(x) que la sous-estimation de I (a,b) peut fausser
le résultat.
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Nous pouvons utiliser, dans la pratique, n'importe quelle formule de
quadrature approchée 3 condition qu'elle soit convergente et 4 condition
qu'elle ne souffre pas de 1'instabilité de 1'&quation 2.20,0u encore &
condition de pouvoir effectuer une correction pour dbtenir asymptotiquement
des majoratiaons qui ne soient pas trop grossiéres.

Nous avans employé une méthode de quadrature assez simple qui a 1'avan-
tage de ne pas sortir du cadre, que nous nous sames imposé, de travailler
dans HY,

Etant dommé f ¢ Hq[a,b] et une sous-division de [a,b]
@ =Py <Py <eee< P, = b, nous allons approcher If(a,b) par

R n {f(q_l) (p.)_f(q_l) (p._l) }2
(2.24) I.(ab) = 1 .. i

( -
£ j=1 PyPim

Cette formule converge vers |£]2 quand ma,x(pj +1_pj) converge vers zéro.
En considérant que f(q-l) € Hl(a,b) » la convergence découle du fait que I £
est la semi-nome de la fonction linéaire par morceaux qui interpole a

£9D 2k points P (DUC-JACQUET [8]).
Cette méthode est particulidrement intéressante dans le cas de 1'al-

gorithme 2 puisque quelques unes des quantités qui apparaissent dans la samme
pourront &tre réutilisées dans les itérations suivantes.

Iv.2 - CI)RREC'I'ICNDEW‘2 EN MACHINE

Nous avons constaté sur un exemple, que le calcul de If (a,b) est trés
instable quand (b-a) devient petit. Cette instabilité est aussi présente dans
le calcul de Se (a,b) (équation 2.18). Nous allons essayer de borner cette
erreur de calcul en fonction de la précision de la machine, de sorte 3 pouvoir
introduire une correction dans la valeur de w2, correction qui nous pemmette
d'cbtenir une majoration de la vraie valeur de W2 Nous étudierons en méme
temps cette correction pour le cas o If(a,b) est approché par if (a,b).




Suivant la notation employée par WILKINSON [35], on notera fl (y) la
valeur machine du narbre réel y en arithmétique 3 virgule flottante.
Si y # O, la valeur fl(y) est associée & la valeur exacte Y, par une rela-
tion du type

(2.25) fl(y) = y(l+9}) Yy#O

Si 1'on note %, 1'ensemble des nambres-machine pratiquement tous les
systémes d’'arrondi en arithmétique 3 virgule flottante utilisés 3 1’heure
actuelle, peuvent &tre approximés par les &quations suivantes :

(WILKINSON [35]) .

( flxty) = x(l+el) + y(1+ez)
(2.26) < £1 {xy) = Xy (1+e) X,y G%
fl(x/y) = (x/y) (1+¢)

et les quantités e, e, et ¢, st bornes par une quantits E, |e|, Iell,lezi <E,

qui dépend de la base de représentation des nambres et de 1'ari thmétique
employée. Une &tude approfondie du sujet et des différents systémes arith-
métiques employés a &té faite par PICHAT [25]

Pour le calcul de W?, nous devons calculer les quantités I.(a,b)

(ou I (a,b) dans le cas approché) et la quantité Sf {a,b) . Nous allons borner

ces quantités en fonction des erreurs relatives des quantités

£ @y, £169Y 1)), £10-a), £1(I (a)), £1(I (b)) et de la précision

machine E.
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Iv.2.1 - Correction de Sf (a,b)

Pour simplifier les notatians, soient

xy = £ )
(2.27)
< X4 = f(q_l) (a)

X = b-a

alors S¢ (a,b) donné par 1l'équation 2.18, s'écrit

(x57%,) 2

(2.28) Sf(a,b) = —

5

Supposons qu'au mament de commencer le calcul de Sf(a,b) on dispose,
en machine, de quantités fl(xj) (J = 3,4,5) qui satisfont les relations :

(2.29) £1(x;) = x;(1+0,) (j = 3,4,5)

Les valeurs 6. sont le résultat d'une série d'erreurs successives.
D'abord, si f(q-l) est une fonction non-rationnelle. On camence par 1'appro-
cher par une fonction rationnelle féq_l) . Cette fonction dépendra d'un ensem-—
ble de coefficients a; (=1,...,N). Pour &valuer £} dans w point x,
on approche x et les coefficients aj par des narbres machines f1(x) et
f1 (aj) et on exécute ensuite un programme P qui donne en sortie la valeur
f1 (xj) . L'exécution du programme P ajoute les erreurs générées par la machine
du fait de 1l'utilisation d'une arithmétique 3 virgule flottante.

En suivant les régles de 1'arithmétique & virgule flottante données
par les équations 2.26, le calcul de Sf (a,b) se fait en machine de la facaon
suivante (quand X, fl (x5 #0).
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(x57%,) 2
fl(Sf(a,b)) = flG—;Q;———%

_ £1((x5-%,) 2)
T UfI(x

(1+e,)
5) 1

_ flz(x3-x4)(1+el)(l+e2)
- £1 (xs)

{fl(x3)(l+63)-fl(x4)(1+e4)}2(1+el)(1+22)
£l (xs)

Renmplacant les valeurs de fl(xj) G = 3,4,5) données par 2.29 on
obtient :

{33 (1403) (T+e ) =%, (140,) (L4¢,) 12 (I4e) (Le,)

f1(s_(a,b) =
£ X (1+95)

qui peut s’exprimer camme

(2°30) fl(sf(aeb)) = X,
5
avec r
Ing = (1+63) 2 (e ) 2(I4e,) (1te ) (148)
{2.31) < 1+n2 = (1+e3) (1+e4) (1+s3) (1+e4) (1+e2) (1+el) (1+48)
Iing = (1+8,) 2 (14e,) 2(14e,) (Ite,) (1+8)
L 1+8 1

1+85

Avec ces définitions on obtient 3
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-2x3x 4r12+x

X

4"3

3 %"1
(2.32) £1(Sg(a,b)) = Sc(a,b) +
5

Cette relation exprime donc la relation entre la valeur exacte Sf(a,b)
et la valeur fl (Sf (a,b)) calculée en machine avec une arithmétique 3 virgule
flottante & partir des valeurs fl(xj) (3 = 3,4,5) quand fl(xs), X # 0.

Came les quantités ej (3 =3,4,5 ete. (3=1,...,4) peuvent étre

positives négatives ou nulles, il en est de mgme pour les quantités nj

(j =1,2,3). Donc, il est possible que fl(Sf(a,b)) soit supérieur, inférieur
ou égal a Sf (a,b) . En particulier, quand Xy = b-a converge vers zéro, la
quantité théorique Sf (a,b) converge vers zéro tandis que fl(Sf (a,b)) peut
rester nan bornée,

Nous avons déjd insisté sur la nécessité d'avoir des majorations de
W2, donc d'avoir une minoration de Sf(a,b) (équations 2.16 et 2,18). Pour
obtenir un minarant nous allons borner |fl(Sf (@/b))-8.(a,b) | dans 2.32

2 ny 4215 %, ny 52 n,|
IXS'

|£1(sc(a,b))-S. (a,b) | <

avec égalité si les signes des ny (3 = 3,4,5) sont choisis de fagon approprié

Soit E; = max {[e3l,|e4[_,|esl}, Camme lsjl <E (j=1,...,4, alors,
d'aprés les équations 2.14, on peut &crire

(1—Ef) 2(1-E) “ (1+Ef) 2(1+ESY

45 <l+mny < T-E; (3

=1,2,3)
£

Nous allons supposer 1'erreur Ef sup€rieure d E, hypothése raisonnable
si 1'on considére qu'elle résulte d'une série d'erreurs , en particulier, aux
produits par les opérations arithmétiques du programme qui évalue f(q_l) . Nou
pouvons donc faire la majoration :
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(1-Ef)5 (1+Ef)5

—_——— g 1. L ——— j =1,2,3
d’oin

1—5Ef+0(E§) < 1+nj s 1+5Ef+0(E%) (3 =1,2,3)
et finalement

'ﬂjl = 5Ef+O(E%) (J = 1,2,3)

Avec cette borne nous cbtenons
(Uxyl+lxgh2

(2.33) lfl(sf(a,b))—sf(a,b)] <5 %] Eg+0(E2)

Si nous remplagons xj par fl(x j) nous introduisans, d'aprés les équa-
tions 2.25, une erreur qui est encore de deuxisme ordre, d'ol}, si Xg o fl(xS) #0
on cbtient ¢

(J£1(x3) [+|£2 () |)2
(2.34) |£1(S¢(a,b) )-Sg(a,b)| <5

Loy | E+O(EZ)

Si les valeurs de |fl (xy)] et |£1(x,) [sont grandes, 1a borme dannée
par 1'équation 2.34 peut &tre trop exagérée. Nous allons &viter cette restric-
tion en calculant une majoration altermative qui pemmette de remplacer la
bomme 2.34 quand [£1(x;)| et [fl(x4)I sont grands.

Il faut remarquer que les quantités ej qui apparaissent dans les calculs
précédents dépendent de 1'ordre dans lequel sont exécutées les opérations.
Néanmoins, la borne 2.34 est indépendante de cet ordre.

Définissons les nouwvelles variables :
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23 = X3"a
(2. 35)
Z4 = X4"‘(l
alors on a :
(z,-2.,)2
(2.36) S¢(ab) = —3

et la fomule 2.34 reste encore valable en remplacant Ef par Efy borne de
4 €t Xgo Or, il faut considérer aussi que
f1 (Sf (a,b)) représente le résultat de 1'évaluation numérique de Sf (a,b) sous

cette nouvelle forme. L'équation 2.33 s'écrit donc :

1l'erreur relative de Z3s 2

(xgal+lxal2 . .
%] Eg+0(Eg)

(2.37) |£1 (Sg(a,b))-8:(ab) | <5

Pour déterminer Ef nous allons considérer les nouvelles opérations
arithmétiques introduites. En supposant que :

£f1(o) = a(1+r)
et
fl(zj) = zj(l+yj) (3 = 3,4)

on obtient d'aprés la définition des zj (équations 2.35) et selon les régles
du calcul en virgule flottante :

fl(zj) = xj (1+6j) (l+el)—a(1+r) (1+ az) (5 = 3,4)
fl(Zj) = zj+xj (6j+el+elej)-a (r+€2+r82) (j = 3,4)
1
d'od X. (8 .+e_+e.8.)—a(r+te. +re.)
-3 31717173 2772 .
Y. = si X, #a
3 X~ |
J

ou encore

a6 .+el+z»:16j-r—52—r52)

X.—a

vy = (ej+€1+elej) +
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Soit E, = max{|e3|,|e4|,|rl} et T = min {|x;-o] |x4-a|}, alors pour
T#0on a: '

a 2 _ o
iyj] < 2(1+2 -I—.ITL) E, + O(Ez) = Eg

Remplagant cette valeur de Ef dans 2.37, on peut démontrer que la

borne est minimale pour o = X34 ot X3 # X;. Pour cette valeur de « nous
pouvons maintenant expliciter éz

F1{x.+x,)
£1 (a) =-——%—i- (1+¢,)
£1(x,) (I+e ) +£L (%) (14c )
fl =—3—3 4 4 g
X, (148,) (1+e,)+x, (1+0,) (1+e,)
1w = 3% 3 . 4 (140, 4 (1t )

d’ol en supposant toujours Eg 2 E on obtient

mind 3] ||}

< 3(1+2 E
Ix3+x4] .

fl{a)-
|| =] Stlekey

Comme cette quantité est plus grande que Eg, on obtient pour Ez
Y’expression

min{ |x,], |x,]}

E, =max {|o;],]e,]dr|)}= 3242 T, JE,

Pour ce choix de ¢ on a

X ~X

T = |z4]
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et

En remplagant ces valeurs dans 1'équation 3.37 on cbtient

(2.38)

|£L(5, (a,0)) -5, (2,5 [ 30 |%5m%, 12 (142 |x3+x4| s mm{|x3|:| l})E o)
a a 7
= Tl %373, %3%%, £t

Cette nouvelle barne doit étre camwparée 3 celle donnée par 1l'équatic
2.33, pour obtenir une condition permettant de décider laquelle des deux
utiliser.

En supposant que |x | < |x3| et en effectuant la comparaison cn
trouve que si

*4
(2.39) 21—t
X

3

avec t la racine unique dans [0,1] de 1'é&quation

(2.40) 19t3-102t2+108t-8 = O, (t = 0.08...)

-

alors, la borne donnée par la relation 2.38 est meilleure que celle de 1'équa
tion 2.33. Evidemment, la situation inverse se produit si _;_i.‘l < 1-t et les

deux bornes sont égales si ;_31 = 1-t. 3
4

Ce résultat permet de choisir la borne appropriée dans la résolution
du probléme de localisation des racines de 1'équation f(x) = k sur [a,bl.

Pour g = 1, en considérant un intervalle [a,b] c [a,B] suffisamment
petit contenant une solution de 1'égquation, on a pour le cas k > O que
X, = min {f(a), f(b)} et X3 = max {f(a), £(b)}. Alors le quotient % conver
vers +1 quand la localisation devient petite.
Noug+devons donc utiliser dans ce cas la borne 2.38. Cela sera le cas -
également lorsque k < O. Si (b-a) est trop grand il se peut néanmoins que —4

soit plus petit que 1-t, mais camme la correction ne se fait sentir que 3

quand b-a devient petit, 1'importance relative de la correction par rapport




afl (Sf (a,b)} sera négligeable aussi longtemps que (b-a) reste grand..

Si k = O et la racine contenue dans [a,b] est d‘ordre impaire,

alors f(a) et £(b) auront des signes différents quand b-a devient petit et par
conséquent le quotient .';cll/x3 deviendra négatif. Nous devons donc dans ce cas

utiliser la borne 2.33.

Une analyse du méme type peut &tre faite pour le cas q = 2. Néanmoins

nous pensons qu'il est pré&férable de choisir la borne 3 employer de fagon

automatique en camparant pour chague intervalle & 1'&tude le rapport }(4/x3
Cela rend le programme plus “flexible” et c'est ainsi que nous avons program-

mé les algorithmes.

Si fl(x3) # £l (x4) et si f1 (x5) # O nous pouvons remplacer les valeurs
X3, X, et X dans 1'équation 2.38 par ses valeurs approchées fl(x3) 0 fl(x4) et

fl (xs) en introduisant une erreur qui est encore de deuxiéme ordre.

Dans le cas ol fl(xs) = 0, nous avons évidemment atteint le point

limite de 1‘'algorithme.

Si fl(x5) # 0 mals fl(x3) = fl(x4), alors f.l(Sf(a,b)} = 0 et pour
borner Sf (a,b) on peut partir directement de la relation

fl(x3) = x3(1+e3) = x4(1+94) = fl(x4)

d'od X~X, = X.08,~%X_6

374 474 7373

o= 2
(x3 x4) _

- 2
(x494 x383)

S.(a,b)
£ x5

{ (x4-x3) 94+x3(64—e3) }2

It

S_(a,b)
£ x5

- y24a2 - -
(x4 x3) 64 2x3(x4 :(3)634(64 )

2(g —n 32
x3(64 93)

Sf {a,b) = % +




5819

. ( (x4—x3)2 ) {x3||x4-x3| , x% ,
fa,b) S—I_X__r,-l-_-_—Ef+4T Ef+4T§5_r Ef
et came
|x3-x,| < (IX3I+IX4I)Ef
an a
(2.41) Sc-(a,b) < 4 3 EZ2+0(E3)
£ Txg] £ f

En remplacant les valeurs de xj par leur approximations f1 (xj)
(3 = 3,4,5) dans les équations 2.38 et 2.41 nous cbtenans le résultat :

(2.42)  |£l(S (b)) =S¢ (ab) [ <

(Sg(a,b)Ef-lO(E%) si £10xy) # £1(x,)

Sg(a,b)E?fm(E%) si £l(x,) = £1(x,)

min{ | £1(x,) |, |:

\
(2.43)
( | £1(x)-£1(x,) | | £1 () +£1(x,) |
PTEGT M EeyEey ] 42 [ETG) FEL ()
avec S?(a,b)= < si fl(x3) # fl(x4)
2
fl(x3)
i £1 = f1
\ 4lmx—5-rl—- S1 (X3) (X4)

Nous retiendrons donc les résultats 2.34 a utiliser quand

x4/x3 < 1-t et le résultat 2.42 et 2.43 a utiliser quand x4/x3 > 1-t (en sup-
posant |x4| < |x3|) avec t la racine unique dans [0,1] de 1'équation 2.40.

1
m
mn




Pour pouvoir utiliser les expressions que nous venons de développer,
i1 faut pouvoir donner une estimation de Ef en tenant campte que Ef est une
borne de 1'erreur relative des quantités f1 (x3) s fl(x4) et fl(xs) . Autrement
dit, E; est une borne de 1'erreur relative des quantités f1(f (q=1) (@),
g1 @D (b)) et fl(b-a) par rapport aux valeurs exactes £ d~1 @, £V (b)
et b-a respectivement.

La précision relative de £1(£'TY (a)) et de £1('9Y (1)) est 1ie, com
nous l'avons dit, & la précision de 1'approximation raticnnelle flgq—l) de
£ o 4y programme qui 1'&value. En général si £ @~V @ et £@ (b)
sont différents de zéro, on peut espérer que 1'&valuation en machine de ces
quantités aura une erreur relative raisonnablement petite.

si gla 1) (a) = 0, mais gla-l) (b) # 0, an peut démontrer que les
majorations trouvées restent encore valables mais avec Ef définie cette fois
en rewplagant 1'erreur relative de fi(f (a-1) (a)) par la valeur absolue de
£1(£ TV (a,

Si f(q-l) (a) = f(q-'l) (b) = 0, alors la valeur théorique Sf (a,b) est
2éro et n'importe quelle valeur de Eg donnera une bome.

Quand Xy converge vers zéro, la valeur Sf(a,b) converge elle aussi
vers z€ro et une sous-estimation de E; est campensée par la quantité 1/ |£1 (x5)|
qui elle devient de plus en plus grande.

L'analyse que nous venons de faire montre qu’une estimation de Ef
raisonnable pour le cas "normal® ou £~V (x) # O sert aussi dans les autres
cas. Nos expériences numériques montrent que des valeurs de 1'ordre de
107 P2 o 159 pour une machine 2 p-digits servent largement pour des
fonctions qui ne présentent pas d'instabilités numériques dans leur &valuation
en machine. Néanmoins, le choix de Ef reste toujours un probléme ouvert qui
doit &tre résolu dans chaque cas particulier en tenant campte des propriétés
de la fonction f.
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Pour finir cette section, nous allons montrer sur un exemple le
camportement des bornes que nous avans calculées. En prenant encore la
simulation qui nous a servi pour 1'&tude de la stabilité dans le calcul
de If(a,b) (paragraphe IV.1.1 p. 68 ), nous cbtenons les résultats

suivants :
COMPARAISON DES BCORNES CE S(A,B)

H FLI{S(A,B)) Cl c2
1.0000'+00 2.8900'+C0O 2.89CC*+CO 28900'+00
1.0000°-01 1.0005'-C1 1.C0C5-C1 1.0005'—01
1.0000'-C2 la1145%-02 1.1145%02 1.1145°°—02
1.0000'-03 1.1157¢*-(C3 1,1157*C3 1.1157'-03
1.0000'-04 1.1157¢-C4 1,1157'C4 1.1157°°-04
1.0000'-05 l.1157'-C5 10116105 1.1157 —(Q5
1.00C0'-06 1.1157'-C6 1.1625%-(C¢ 1.11571'-06
1.0000'-07 1.1157-C7 56013 1-(C7 1,1157=07
1.0000'-08 11157'~C8 4.79€8'-0¢ 1.1157°*-08
1.0000'-(09 l1.1157'-(CS 4.7858'-(05 1.1161'-09
1.0000'-10 1.1157'-10 4.185€6%—C4 1.1196'-10
1.0000'-11 1.11574-11 4.,7856'—-C3 1.1549¢-11
1.0000°'-12 1.1152'-12 4.785€%(C2 1.5073-12
1.0000'~13 1.1031%-13 4,7856'-C1 5.0022'-13
1.0000'-14 9.1163'-15 4.7856°4C0 3.6358'-13
1.0000*-15 1.2326'-15 4.78C€'+(C1 4.1340'-13
1.0000'-16 4.9304'~16 44,785614C2 8.2483'—13

La colonne C1 correspond & une majoration de Sf(a,b) selon la formul
2.34, tandis que la colonne C2 correspond i la formule 2.42. Dans cet _
exemple a et b convergent vers 0.5 et £(0.5) est de 1'ordre de 1.5, danc
le rapport x4/x3 converge vers +1 et c'est, d'aprés ce que nous avons montré,
la formule 2.42 (colonne C2) qui donne asymptotiquement le meilleur résultat.

On constate en effet qu'a partir de H = (b-a) = 10_5 les valeurs
dans Cl commencent & donner une borne de plus en plus mauvaise arrivant 3
étre prés de 1015 fois la valeur de C2. D'autre part, les valeurs de la
colonne C2 coincident avec fl(Sf(a,b)), pour les digits imprimés, jusqu‘a
un pas de l'ordre de IO:B et elle n'est que plus grande que fl(Sf(a,b)) par




un facteur de 1'ordre de 103 pour H = 10'.16. Dans cet exemple, nous avons
pris E; = 10713,

Cet exemple montre donc 1'intérét que 1'on a i choisir la correction
de Sf (a,b) selon les critéres que nous avons développés.

Iv.2.2. - Correction de If(alb) et de If(aibl

Dans la section précédente, nous avons donné une méthode pour corriger
en machine la quantité S¢ {a,b} et cela avec le but de corriger le calcul de la
constante W2 qui nous 1l'avons vu, est fortement instable quand (b-a) converge
a 2zéro.

Pour la méme raison nous devons corriger la valeur calculée en machine

de If(a,b) ou celle de If(a,b) sl 1'on approche 1'intégrale par la méthode
proposée dans la sectionIV.1.2 (équation 2.24).

Correction de If {a,b)

Supposons que 1°on connaisse explicitement la fonction
X
I (%) =j 1£D (s) 12as
0]
et que 1°'on veuille calculer, en machine, la quantité
If(a,b) = If(b)-If(a).,

En utilisant un programme P qui &value Iz, ou une approximation ration-
nelle de I £ si 1 g ©st non-rationnel, on peut disposer en machine des valeurs s

fl (If (b)) I (b) (1+61)

fl(If(a)) If(a)(1+62)
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d'on fl (If (a,b)) = If (b) (1+61) (l+sl) -If (a) (1+62) (1+52)

Soit E. = max {lell,lezl} , alors

|fl(If(a,b))—If(a,b) | < 2(]1,(a) |+|If(b) |)EI+0(E:2[)

Remplacant les valeurs exactes par ces approximations en virgule
flottante, on dbtient finalement :

(2.44) Ifl(If(a,b))-If(a,b)I <2 {]fl(If(a))|+|fl(If(b))I}EI+O(E%)

Malheureusement dans ce cas une modification comme celle que nous
avons introduite dans le cas du calcul de S¢ (a,b) n'a pas d'effet.
Pour l'estimation de la borne EI les cammentaires que nous fait

a propos de E. restent valables.

Correction de I £ (a,b)

Dans la sectionIV.1.2 nous avons analysé la possibilité d'approcher
I £ (a,b) et nous avions proposé une formule adaptée 3 la classe des fonctions
€tudiées autrement dit, une formule qui pour f ¢ Hq(a,b) n'utilise que des
valeurs de £ (a-1) - Nous reprendrons ici cette approche, pour &tudier une corr
tion de cette formule pour tenir campte des erreurs générées et prcopagées

en machine,

La méthode proposée (é&quation 2.24) utilise un ensemble

{pj} (3 =0,...,n) de points de [a,b], a=p, <P} <..< p =b

X n (£ @)@V )y
I.(ab) = = pJ'-p J
31 3 P31




Pour simplifier les notations nous allons d&finir les quantités

(g-1) —¢lg-1) 2
{f (pj) £ (pj_l)}

P'-

s
(2.45) Sg = -
J "1

et la formule s'écrit de facon abrégée

=

(2. 46) if(a,b) = 3 sg
j=1

Chacune des quantités S% est de la méme forme que Sf {a,b) et nous
pouvons donc écrire pour chacune d'elles une relation du type

(2.47) [£1(sp)-s)| < B (3 =1,c..,n)

avec les Bg calculés suivant les formules développées dans la section IV 2.1.

Pour barner la quantité 2.46 nous aurons besoin du lemme sulvant

A — n

Soit §= tu, , d,=fl(u)-u, (J =1,...,n) et soit E une
j=1 J J J ]

borne des erreurs relatives aux opérations arithmétiques en virgule flottante.
Alors

n n
[£1(s)-8| =( = j |flu)IE+ 1z |a,]
31 ’ =1

1]
m
]

La déronstration se fait facilement en utilisant les régles de
1’arithmétique & virgule flottante (&quation 2.26).

En utilisant le lemme avec uj = Sg, S = If et en prenant campte du

fait que idjﬁ < Bg on cbtient




- - n . n .
(2.48)  [fl1(I (ab) I (ab)| = (1 j|E1(s) DB+ = B

J=1 =1
n .
Evidemment, on peut arranger la same 3 S% de fagon @ minimiser
la borme 2.48. =1

La formule 2.48 permet de calculer une majoration de i £ (a,b).
Nous allons étudier, sur la simulation que nous avons enployée dans les secti
précédentes, la variation de 1'écart de cette majoration par rapport & 1'inté
grale exacte quand (b-a) converge vers zéro. D'aprés le résultat de la sectic
V1.1 nous considérerons camme valeur exacte la quantité I £ (a,b) pour des
grandes valeurs de h et la valeur calculée avec une quadrature par intervalle
pour les h petits.

Dans la table suivante, nous avons recopié, par camodité, les valeu
de I £ (a,b) dans la deuxiéme colonne et ceux de la borne supérieure de la méth
de quadrature par intervalles dans la troisi®me. Dans la colanne 4 , sous le
titre Cl, nous avond donné les valeurs cbtenues en corrigeant la valeur de
If (a,b) & 1'ordinateur (équatioil 2.44) et dans la cinquidme colonne nous avon
listé les valeurs corrigées de If (a,b) (&quation 2.48) pour n = 2. Dans tous

les cas nous avons pris Ep = E =

1071,

ETUDE CCMPARATIVE DES CIFFERENTES APPRCCHES CE LA SEMI-NORME

H DEFINITION BORNE SupP, c1 c2
1.0000'+00 2.7249'+01 3.ECCT+05 2.7245'+01 408325'+Q0
1.00C00'-01 1.0498'-01 1o221S°+4C1 1.C4G€'-01 1.0358'-01
1.0000'-02 1.1150'-02 «38C67-01 1.115C %02 l.1148'-02
1.0000'-03 1.1157*-03 1.751¢%~-03 1.1157'=03 1.1157%-03
1.0000'-04 1.1157'-04 1.1725'-C4 1.1157'=04 1.1157'-04
1.0000'-05 1.1157'-05 1.1213'-C5 1.1157'-05 1.1157°'-05
1.0000%-06 1.1157'-06 le11€2¢-C6 1.1157'=06 1.1157'-06
1.0000%*-07 1.1157¢-07 1.1157'-C7 1.1157%-07 1.1157'-07
1.0000'~-(C8 1.1157¢-08 le1157'-C8 1.115€'-08 l1.1158'-08
1.0000°'-09 l1.1151'-09 l.1157'-C9 1.11€1'-09 1.1172'-09
1.0000'~10 1.1206'-10 1.1157'-1¢C 1e121C*-10 l.1314'-10
1.0000'-11 1.0839%-11 1.1157-11 lel€7€°=11 1.2726°°-11
1.0000'~12 9.9476'~-13 l.1157%~12 2.021¢'-12 2,68431'-12
1.0000'~13 |-4.6185%-14 l1.1157-13 S5.5C67'~13 1. 6700°%-12
1.0000'- 14 1.1688%-12 1. 1157~ 14 2.2C57%-12 1.4270%'-12
1.0000'-15 |-2.6290'-13 1.1157*-15 1712G¢€'-13 2.5729%-12
1.0000%-16 6.2883'-13 1.1157'-16 1.6€57'-12 24244111
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Nous pouvons remarquer que les valeurs de I (a, b) (colonne 2) et
de sa bome Cl coincident pour des pas h inférieurs a 10 (au moins dans les
5 premiers digits) et qu‘a partir de h = 8 la borne C1 camence 3 s‘é&carter.
Elle reste néanmoins du méme ordre que la valeur "exacte" calculée en utilisant
une technique d'intervalles jusqu'd h = 10-12 aprés quoi, elle croft jusqu'a
devenirlgglus grande que la borne supérieure par un facteur de 104 pour
h =10

Ce phénoméne de croissance pour des pas inférieurs 3 10712
est dlie, camme nous 1‘'avons remarqué au facteur 1/fl (b~a) qui apparait dans
les corrections. IT aura comme résultat un ralentissement de la convergence
des méthodes de Tocalisation mais empéchera 1'apparition des instabilités
de calcul qui apparaissent dans la valeur de If(a,b) d partir de h = 10'93

Quant 3 la valeur approchée C2, on voit que, camne on pouvait s'y
attendre, elle sous-estime lé valeur de la semi-norme quand h est trop grand
et ne devient du méme ordre que pour des pas h de 1'ordre de 10_2w A partir
de h = 10"9 elle commence aussi 3 crofitre mais la croissance est moins
importante que celle de Cl.

Nous reviendrons sur ces résultats & 1'occasion de 1'analyse de
quelques exemples numériques d‘'application des méthodes de localisation,
que nous ferons dans le prochain chapitre. Pour 1'instant, nous nous conten-
terons de remarquer que 1l'emploi des corrections des valeurs numériques
cbtenues en machine est tr2s important, si 1'on veut atteindre des locali-
sations de mesure suffisamment petite.

IV.2.3 -~ Correction de WZ

D'aprés les résultats des sections précédentes, nous sames main-
tenant en mesure de corriger la valeur machine de w2 Pour cela il suffit
de rassembler les résultats concemnant I (a,b) {ou 1‘ {a,b)) et S {a,b) et
de tenir compte de 1a d&finition de W, En utilisant les definitims de

Ig(a,b), Scfa,b) et 1%quation 2.16 qui définit W2 on a
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(2.49) (——)q 1 {I.(a,b)-S.(a,b) }

ou bien, si 1'on utilise une quadrature approchée pour le calcul de la
semi-nome

(2.50) W2 = (——-)q 1 {I (a,b) =S, (a,b) }

La partie la plus importante de 1l'erreur dans le calcul de W2 (ou
de W2) est produite par la différence I.(a,b)-Sc(a,b) (ou I ¢£(@b)=Sc(a,b))
car, camme nous l'avons vu, quand (b-a) dev1ent petit, 1'erreur relatlve
de I (a,b) et de S¢ (a,b) croit de fagon trés sensible. En négligeant 1'erreur

de f1[ (———)q l] par rapport a l'erreur de la différence, quand g = 2, on peut

ecrlre H
(2.51) £1(W2) = (b—;-"“—)q'1 £1{I, (a,b) -S (a,b) }
(2.52) f162) = 3Tl £1{I(a,b) -5 (a,b) }

Prenons d'abord 1'équation 2.51 et développons les calculs suivant
les régles de 1'arithmétique en virgule flottante

£1(W?) = (—)q 1 {fl(I (a,b)) (1+e ) fl(S (a,b)) (1+¢ )}

£1(W2) = (’9—;3>q'1{f1(1f<a,b))—fl(sf<a,b))+el £1(I (b))
~c, £1(S,(a,b))}

Soit C

£1(I.(a,b)) ~Ig (a,b)

et

Q
il

f1 (Sf (alb) ) -Sf (a,b)

alors
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AT NI, (a,b)-5 (ab) 40, Cyte, £1(1,(a, b)) ¢, £1(5, (a,b)))

fl1w?) =
d'ol
£1W2) = w2+(9’5§)q‘1 (©Cyte; £1(I;(ab)) e, £1(S,(a,b))}

et finalement

(2.53)  |£1(W2)-w?| < (‘l;—"%)q‘l{[clj+|02]+(|f1(1f(a,b))[+|f1(sf(a,b))I)E}

Etant donné les définitions de C, et Czp on peut bormer 1'expression
2.53 en utilisant les bornes de |f1(I.(a,b))| et de |£1 (S¢(a,b) =S¢ (a,b) |
que nous avons calculées dans les paragraphes IN2.2 et V2.1 respectivement.
Dans le cas de | C,l, sa borne doit &tre calculée suivant les critlres donnés
a8 la section IV 2.1 soit par 1'expression 2.34, soit par 1l'expression 2.42,
2.43.

Un développement tout & fait analogue peut &tre fait pour 1°&quation
2.52, et avec

-~

C; = fl(If (a,b))-If(aab)
on obtient 1’expression

(2.54)  |£1(W2)-W2] < (4’%@-;‘3‘1{iéli+[czj+(if1(if(a,b))g+gf1(sf(a,b)>|m}

Dans ce cas la quantité |C,| doit &tre bornée en utilisant la relation
2.48,

Pour finir, remarquons que 1'analyse d'erreur que nous vencns de
faire permet d'améliorer le camportement des mé&thodes par rapport aux erreurs
générées et propagées par la machine. Néanmoins, le probléme fondamental de
1'emploi de fonctions machine 3 la place des fonctions de HY reste non résolu.
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I - INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous allons &tudier sur quelques exemples les
problémes de localisation du maximum global et celui de la localisation des
racines d'une fonction sur un intervalle. Dans le cas du maximum global,
Nous camparerans nos résultats avec ceux de la méthode de SHUBERT-PIYAVSKIT
([28],126]), que nous avons briévement décrite au paragraphe 3 du premier

chapitre,

Nous avons considéré les méthodes correspondantes aux algorithmes
let2pourqg =1etqg =2 et des versians approchées qui utilisent 1°approche
de la semi-norme &tudie au paragrapheIV,1.2. du chapitre II. Ci-dessous,
nous définissans la notation que nous allons employer par la suite.

ALGORITHME 1 ‘ ALGORITHME 2
SEMI-NORME | SEMI-NORME | SEMI-NORME | SEMI-NORME
EXACTE APPROCHEE EXACTE APPROCHEE
g=1 M1 - M3 A3
g=2 M2 A2 M4 -

[}

Toutes les méthodes ant &t& &laboréesen utilisant la valeur corrigée
de la constante W (chapitre II). Pour cela il faut définir, en entrée de
chaque programme, un paramdtre E, estimation de 1'erreur relative des valeurs

calculées de £, f' et If,
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Quant aux suites {Tn} de familles d'intervalles nous avons pris en
général 1'intervalle tout entier au départ pour les méthodes exactes et un
découpage en 4 intervalles pour les méthodes approchées.

A chague itération la famille Tn+1 a été construite en doublant le
nanbre d'intervalles ce qui correspond & prendre r = 2 dans le procédé de
base P.B. (cf. paragrapheV.l, chapitre I) et i prendre la suite

{Xi} = {a,b,a+(b-a)/2, at(b-a)/4, a+3(b-a)/4,...} dans 1'algorithme 2.

IT - LOCALISATION DU MAXIMIM GlLOBA

Soit f ¢ iel [a,b] (g = 1,2) et considérans le probléme (I) du
chapitre I,

"Trouver E = {x ¢ [a,bl/f(X) =a= max £fi{x) 1"
x‘[alb]

Pour € > O nous cherchons 3 construire un ensemble LE, localisation
de E, tel que mes (E—LE)< € et un intervalle I , localisation de a , tel que
o € Ia'

Par abus de langage nous dirons que L est une localisation du maxima
global et nous réserverans 1'expression "encadrenent du montant” pour I,

Camme nous 1'avons remarqué i la fin du premier chapitre (Prop. 1.12)
1'encadrement du montant est fait par le montant discret k et le maximum
global du majorant, noté A n! © ‘est-a-dire :

) _ =t
Nous allons présenter d'abord un exemple qui nous permettra de décrir

les caractéristiques générales des différentes méthodes pour &tudier ensuite

d'autres exemples présentant quelques aspects particuliers qui différent de

ce comportement général.
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EXEMPIE n® 1 £(x) = (-3x+1.4) sin (18x) sur [0,1]

I1 s’agit d'une fonction dont le maximum glabal

a= 1,48907253868961

est atteint en un seul point

%, = 0.966085803826851

De plus, les autres maxima locaux sont assez é8loignés de %) et leur

montant est nettement plus petit que o .

o

NWXB=(ﬂ.¢—3#XD°SIN(!8°XI

i

0.8

4

~0, 4

0. ( /qv/os\

~0.8

-1,

*
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Pour camparer les méthodes entre elles nous avons représenté d'une
part la mesure de la localisation (MES.LOCX) et d'autre part la mesure de
1'encadrement du montant (MES.LOCF) en fonction du temps. Le tenmps est mesuré
en secondes correspond au temps d'exécution sur un ordinateur IBM 360/67,
le langage employé étant Algol W.

QES.LDC.F

£E-14

E-10

E-8 _——————--—————————-—-—‘———————;1—-._

E-6

EQ

0.5 0.8 0.7 0.8 “T(SEC)

M
E-10 —

EQ

0.8 T{SEC)
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Sur chaque courbe on peut distinguer ue premiére ré&gion de crois-
sance lente. Cette situation &tant plus marquée dans les mdthodes M2 et M4.
Ce camportement est dfi au fait que les majorants sont encore trop exagérés,

Aprés avoir franchi cette premidre région et quand la mesure des
intervalles de la famille 'I‘n devient suffisament petite (donc les majorants
suffisamment fins ), on rentre dans une région de croissance rapide. La pente
de la courbe dans cette région est fonction du cofit d'évaluation de £, f°
et If, de 1'espace Hd utilise et de la fome de la courbe autour du maximum.
Nous analyserans ce dernier facteur dans 1'exemple n® 3 de cette sectiaon.

Dans les méthodes M1 et M3 et dans une moindre mesure dans M4,
il apparait une troisiéme région de ralentissement de la convergence. Ce
ralentissement apparait précisément au mament ol cammence 3 se faire sentir
une instabilité dans le calcul de W. La correction que nous avans &té amendé
8 introduire (paragraphe IV.2 chapitre II) a pour résultat que la majoration
devient relativement de plus en plus grossiére quand la mesure de la loca-
lisation devient petite. Le phénaméne est moins marqué pour les méthodes
M2 et M4 du fait du facteur (b-a)/3 qui apparaft dans le calcul de W
{cf. eq. 2.14).

I1 faut remarquer que si 1'on n'utilise pas la correction de la
constante wz, ou bien elle devient négative produisant wne erreur dans le
programme, ou bien la localisation est fausse car elle ne contient plus lia
solution.

En pratique, le ralentissement de la convergence apparait sous la
fome d‘une croissance du nambre d'intervalles appartenant & la famille T
Cawre chaque nouvelle localisation est construite en évaluant f et ZiIf aux
extrémes de ces intervalles (et £f° s°il s’agit de M2 et M4) chague itératiomn
devient de plus en plus colteuse.
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Nous utiliserons par la suite le nambre d'intervalles de Tn came Une
mesure de la vitesse de convergence des méthodes. Camme chaque localisation
est une réunion des intervalles de T, (et éventuellement de points isolés)
et came ces intervalles peuvent &tre contigiis (cf. procddé de base P.B.,
pagraphe V.1, chapitre I), le narbre d'intervalles disjoints camposant la
localisation sera toujours inférieur ou égal au nambre d'intervalles de la
famille Tn' Quand il n'y aura pas de confusion possible, nous employerons
le teme "intervalles de la localisation" pour nous référer aux éléments
de Tn.

Dans le cas de la méthode M2, malgré la correction de W, il subsiste
une certaine instabilité pour des localisations de petite mesure. Cette ins-
tabilité est dlie aux erreurs dans le calcul des racines des &quations qui
définissent la localisation (cf. proposition 2.9). Ces erreurs peuvent inverse
1l'ordre des racines et certains intervalles sont &liminés 3 tort. Pour éviter
cette erreur, nous avons arrété l'algorithme dés que la mesure relative de la
localisation est inférieure 3 10_7.

Cette instabilité pourrait &tre cantrdlée par une étude de 1l'erreur
semblable d celui que nous avons faite pour la constante W ou bien par 1'uti-
lisation d'une méthode itérative pour le calcul des racines qui tire partie
du fait qu'il s'agit d'équations de deuxi@me degré pour déterminer une loca-
lisation un peu €largie. Dans une méthode proposée par BRENT [3], [4] pour
le calcul du montant & e-prés, on utilise une canstante de Lipshitz de £
et ce méme type d'instabilité apparait. Elle a &té surmontée précisément
par une analyse d'‘erreur.

Un autre aspect dont il faut tenir campte est une limitation
intrinséque a toutes les méthodes qui cherchent le maximum global, en utilisar
les valeurs de f. Si Oy désigne le montant-machine et fM la fonction-machine,
alors 1'ensemble EM des nambres-machine tels que fM x) = Oy est en général
beaucoup plus large que l'ensemble solution E. Dans le cas présent, 1l'ensemble
EM contient 1'intervalle de nawbres-machine [0.966085798, 0.966085808], c'est

a-dire E:M est plus large qu'un intervalle de longueur 10_8.,
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Dans les courbes correspondantes 3 1'encadrement du montant, on peut
observer le méme camportement que dans celles de la localisation du maximum,
Néanmoins, la précision atteinte est dans ce cas pPlus grande. D'autre part,
on dbserve, spécialement pour M4, des paliers dans les courbes qui sont diis
au camnportement de k; qui peut &tre le méme d'wne itération 3 wne autre.

Ci-dessous nous donnans quelques résultats pour chacune des méthodes.
Les algorithmes ont &t8 arrdtés soit parce que la mesure relative est inférieure
3 la précision demandse (107’ pour M2 et A2 et 1012 pour les autres), soit
par un dépassement du nambre maximal d°intervalles appartenant & T, (300) .
Les deux premiéres lignes dans chaque mé&thode correspondent, 3 peu prés
aux itérations limitant la région de convergence rapide tandis que la troi-
siéme correspond 3 la demiére itération. Dans la deuxidme colonne (INT)
nous donnons le nambre d'intervalles (de la famille T )oarposant la locali-
sation et dans les trois colonnes suivantes le ndrbre d’évaluations de 1la
fanction £ (NEF), de 1a dérivée f° (NED) et de la primitive If (NEI).

IT | INT | NEF | NED [NEI | TEMPS MES.LCCX | MESLLOCF
5 2 23 - 23 10,072 | 20615°=¢2 | 1.B80°~02

ML i1 2 56 - 56 | Co183 | 2,769-¢5 4.49°-08
20 1174 | 818 - €18 | 1514 | 4.42°-C6 | 2,68%-09
M2 4 1 23 23 23 00,084 | 7,229-C2 | 1.18°+00
9 i 38 38 38 10158 | 3,C2°-(C9 | 5.42%~]12
A2 2 1 11 19 | - 0-035 | 7.27°-C2 | 1.21°400
6 1 23 39 | - CoCS1 | 9oC5°~(8 | €.26°-09
5 2 9 - 9 ] 0,050 | 1.25°~C1 { 3.,36'-01
M3 16 2 31 - 31 | ColG63 | €¢o1C*~C5 | 7.96%-08
26 | 217 | 348 - 348 | 1374 | 6.41°~C6 | 2.60°-09
3 1 17 - - 0:042 | 6.25°~C2 | GoB29~02
A3 15 2 53 - - €Co206 | 3.C5°~C5 | 2,797-08
24 | 173 {561 - - 1.594 | 5.169~C6 | 1.63°~09
5 2 11 i1 L1 10.075 | 1.25°~¢C1 | 2.07°-01
Mée 30 2 6l 61 61 | Co470 | 2,72°-C9 | skedenis
40 B4 1 125 1125 [ 125 | €CoB856 | 2,550-1]1 | 98 oebsx
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Dans la méthode M4 1'encadrement du montant est réduit 3 un seul point
d partir de IT = 27, c'est-d-dire le montant a été calculé avec certitude
d la précision machine. Cela est représents par les étoiles qui apparaissent
dans la table.

Dans la méthode M1 le maximum global a été isolé 3 la cinquiéme itératio
Puis jusqu'a IT = 11, la localisation est réduite 3 un seul intervalle campos
soit par wn, soit par deux intervalles contigiis de Tn‘ On dbserve en général
que le montant discret kn est une meilleure approximation du montant o que
le maximm A’ du majorant. A partir de IT = 12 le nambre d'intervalles de la
localisation (éléments de Tn) camence d croitre rapidement jusqu'd IT = 20 o
on a 174 intervalles. Ces intervalles sont disjoints 3 1'exception de deux
d'entre eux (forcément contigili) dont sa réunion contient précisément le
maximum glcbal. L'extr@me cammmn de ces deux intervalles est précisement
un point dant la valeur de f définit le montant discret k;. Ie fait que les
autres intervalles soient disjoints s'explique parce que la dérivée du majora:
est non-bornée dans tout voisinage des paints extr@mes des intervalles de T,
qui servent & définir la nouvelle localisation. Cette situation est schéma—
tisée dans la figure ci-dessous :

x ¥
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La méthode M2 a un démarrage plus lent que Ml car, le majorant dans H2
est plus grand que celul de Hl quand 1'intervalle est grand. Ainsi pour IT = 3
la Jocalisation est camposée de quatre intervalles disjoints correspondant
au quatre maximm locaux de £ et la mesure totale est 0.44. A partir de
IT = 4 le maximum global est isolé et la localisation est réduite 3 wn seul
intervalle. Dans cette méthode ne se produit pas la croissance du nambre
d'intervalles ocamposant la localisation car la convergence de la suite de
majorants vers f est suffisamment rapide, et surtout, parce que dans ce
cas on a aussi une convergence de la dérivée du majorant vers la dérivée de
la fonction. Pour IT = 9 la mesure de 1'encadrement du montant est de
5.42°-12 mais le montant discret k; coincide avec le montant a 3 la précision
machine.

La méthode A2 converge plus rapidement que M2 car, la semi-norme &tant
approchée par défaut, le majorant est plus petit que celul de M2.

ILa méthode M3 congue 3 partir d'un test sur chaque intervalle de T,
a 1'avantage par rapport 3 Ml d'effectuer wne sorte de "fermeture" de la
localisation en remplissant les trous entre les intervalles cantiglis de T
ce qui a pour résultat wne diminution du natbre d'évaluation. Oor, la loca—
lisation étant plus large, elle converge moins rapidement. D'autre part,
la localisation contient dans le meilleur des cas deux intervalles de T
et comme 1‘algorithme opére par sous-division des intervalles, son campor-
tement optimal ne peut &tre que dichotamique. ILe rapport entre Ml et M3
dépend donc de la vitesse de convergence de Ml (celle de M3 étant limitée)
et du colit d'évaluation de la fonction £ et la primitive I £ Dans 1'exemple
cansidéré, la localisation obtenue avec M3 est toujours réduite & un seul
intervalle (camposé de plusieurs intervalles contigiis de Tn) « Pour IT = 1},
M3 a fait 21 évaluations contre 56 de MI mais la mesure de la localisation est
de 1.95°-03 contre 2.79°-05 de Mi. Pour IT = 21 la m&thode M3 a fait 54
évaluations et la mesure est de 1.53°-05 (donc l&gérement inférieure 3 celle
de Ml pour IT = 11). Par ailleurs, sur les courbes de la page 94 , on voit
que ces deux méthodes sont, pour cet exemple, conparables.

La conduite de A3 par rapport 3 M3 est semblable 3 celle de A2 par
rapport 4 M2. Du fait de la sous-estimation de la semi~-norme, elle converge
légérement plus vite. Cette méthode, n'utilise que des valeurs de la fonction
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mais par contre, elle n'est pas capable d'assurer une localisation effective
de la solution du mament et 1'on n'est pas assuré d'avoir un majorant.
Néanmoins, dans cet exemple ainsi que dans presque tous ceux que nous avons
étudiés, cette méthode réussit bien.

La méthode de M4 est du méme type que M3, mais cette fois les majorants
utilisés sont ceux construits dans H2° La conduite est donc liée au camporte-
ment de M2 et 4 celle de M3. Came pour M2, cette méthode a wn démarrage
lent, accentué par la propriété de fermeture, ce qui fait que pour IT = 3,
la localisation est encore 1'intervalle {0,1]. A partir de IT = 5, elle
développe sa vitesse de convergence maximale, c'est-i-dire chaque locali-
sation est camposée de deux intervalles aontigiis de Tn., A partir de IT = 27
1'encadrement du montant est réduit 3 un seul point. A partir de IT = 31
il se produit une croissance du nambre d'intervalles de T, camposants la
localisation, mais il est nettement moins accentué que celui dbservé dans
Ml ou M3,

Pour finir avec 1'analyse de cet exemple, nous allons canparer la
méthode M1 avec la méthode de Shubert-Piyavskii. Ci-dessous on montre le
graphe de la mesure de la localisation en fonction du temps pour ces deux
méthodes.

FES.LOC. X

M1

E-S

------------------------ s.e
T Y O S

i

EQ

0. 0.2 0.4 0.8 0.8 1.0 1.2 1.4 1.8 1.8~ TISEC)
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On peut cbserver qu‘au début la m&thode de Shubert-Piyabskii a un
léger avantage par rapport & Ml. Cela est du au fait que notre majorant
a une dérivée non-bornée aux extrémitss des intervalles. Néamnmoins, a
partir d'une mesure de 1'ordre de 0.1, la méthode de Shubert-Piyabskii
camence d fléchir, ne pouvant atteindre que des mesures de 1'ordre de
10 %, Cela est du au falt que dans la méthode de Shubert-Piyabskii on
utilise la méme constante de Lipshitz tout au long de 1‘algorithme,
tandis que nous recalculons notre constante W sur chague nouvelle loca-
lisation. L'effet de croissance du nambre d'intervalles que nous avons
remarqué dans Ml se produit aussi dans la m&thode de Shubert-Piyavskii,
mais dans ce cas, il apparait beaucouwp plus tdt.

Dans la table ci~dessous, nous donnons quelques résultats cbtenus
avec la méthode de Shubert-Piyavskii. Dans cette méthode, le nombre
d'évaluations de la fonction coincide avec le narbre ditSrations. Ia
constante de Lipshitz a &été calculée en majorant la dérivée de £ sur
[0,1] et entrée comme une donnée du programme. Les tenps d'exécution ne
considérent donc pas le tenps de calcul de cette comstante.

METHODE DE SEUBERT-PIYAVSKY]
IT | INT | TEMPS | MES. LOCX MES.LCCF
20 7 0,04 | 1.08°°-01{ 2,28°-01
40 21 0.09 | 4,81¢=-C2 1 2.86%~¢2
60 31 0,20 | 2.09%=C2 | 1.C1°%-02
80 41 0032 10230"(:2 5a20“'C3
100 53 0049 | Ss51°9-~C3 | 2,02°%-C2
500 § 317 | 1186 | 2,35%~(C3 $c27°%=(C5

Telle qu'elle a &té proposée par Shubert-Piyabskii, la méthode est
fortement dépendante du fait de 1°utilisation d'une mdme constante de
Lipshitz. Dautre part, un &ventuel calcul d"une nouvelle constante de
Lipshitz & chague itération apparaft difficile pour une fonction quelconque.
Nous discuterons cette possibilité dans le cas des polynémes dans 1'exenple

suivant,
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5

EXEMPIE h° 2 f(x) = £ a,x- sur [0,1]
. i
i=0
avec a_ = 0.0, a; = 25.0, a, = -128.0, a; = 282.5, a, = -278.7
et a5 = 100.9
/((X)
©
@
c>o 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 “X

Cette fonction a trois maximum locaux dans [0,1] dont les montants sont voisin
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x | f(x)
0, 189168220683086 1.72866096364692
0.689273618554688 1.72080674452856
1.0 : 1.7

Nous donnans ci—dessou.s quelques résultats des diverses méthodes.
1a premiére ligne de chaque méthode correspond & l'itSration 3 partir de
laquelle le maximum global a &t& isolé. La deuxiéme ligne de M1, M3, A3
et M4 correspond & la dermidre iﬁération avant que ne camence la crois-
sance du nambre d'intervalles, c'est-3-dire, au moment ou la courbe de
la mesure de la localisation en fonction du temps cammence 3 fléchir.
Pour M2 et A2 la deuxi&me ligne correspond 3 la dermni&re itération (mesure
relative inférieure & 10 /). Pour M1, M3 et A3 la troisiéme ligne de la
table correspond & la dernidre itération avant de dépasser 300 intervalles
dans T,» tandis que pour M4 elle correspond au nambre maximal d'itérations
qui avait été prévu. '

IT | INT | NEF | NED | NEI | TEMPS | MES.LCCX MES.LOCF

5 2 31 - 31 1 0eC77 | 165C*~C2 | 2.819-03

Mi 10 2 56 - 56 | Col54 | Bo22°=(C5 | 2,569-08
19 ) 182 { 908 - 08 | Lo7CS | 1.26°~C05 | 2,1&¢-09

M2 4 2 21 20 20 | 0,069 | ¢.C19~C2 2960°=01
10 1 41 40 40 | 0o153 | 2.€€°-CS | 2.00°-14

A2 3 i 21 34 | = 0063 § 1.12°-C2 | 1.939-02
7 i 33 ] - CollS | So269-C9 | 1.74°~10

5 2 12 - 12 1 0.058 § 1.25°~-C1 | 1.189-02

M3 i5 2 32 - 32 1 0181 | 1.22%-C4 | 1.51°-07
24 | 184 ] 300 - 300 ] 1.C71 | 2.20°~(5 | 2.47°-09

3 2 23 - = 0.058 | 1.25%-C1 | 8,767-03

A3 13 2 55 - - 00200 | 1022°~C4 | 6.49%-08
22 | 218 | 687 - - 1oS15 | 20€C-C5 | 3,519-09

5 2 i1 11 11 ] 0.067 | 1.25°~C1 | 2.40%-03

M4 28 2 57 57 57 § 00401 | 1.46°-C8 | #4ksskng
40 6§ 104 | 104 | 106 | 0676 | 1oCS®=11 | t%0nexks
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le camportement des méthodes est semblable & celui de 1'exemple précdden:
La méthode M4 permet le calcul du montant avec certitude, 3 la précision
machine, a partir de IT = 23. Cela est exprimé sur la table par les &toiles

dans la derniére colaonne.

Dans la table ci-dessous, on donne les résultats cbtenus avec la méthode
de shubert-Piyavskii. Ici encore la constante de Lipshitz a &té introduite
came une donnée (L = 25.0).

METHODE DE SFUBERT-PIYAVSKII

IT | INT | TEMPS | MES.LOCX | MES.LCCF
20 19 0.C5 0.55 S.16°-01
40 39 0.14 0.S4 4.2€'-C1
60 59 0.28 C. <4 2.42'-C1
80 79 0045 0.4 le72'-C1
1¢0 87 C.78 0. €0 l.12'-C1
200 | 147 2,172 « 54 2.40*-C2
300 ] 195 567 0623 1.52¢-C2
400 1] 191 9.58 Cel6 «£5°%-C2
500 | 203} 14.12 0. 14 2,74°-C3

La méthode de Shubert-Piyavskii est plus cofiteuse en temps et en narbre
d'évaluations de la fonction que les méthodes que nous proposons. En plus,
au moins dans le cas des polyndmes, le calcul de la semi-norme de la fonction
est trés simple, tandis que le‘calcul de la constante de Lipshitz est plus
canpliqué,GANSHIN. [11] a étudié le prabléme du calcul de la constante de
Lipshitz dans des méthodes qui permettent le calcul du montant 3 e-preés,
notamment pour la méthode de EVIUSHENKO [9]. Pour le cas des polyndmes,

il propose l'utilisation d'une décamposition en deux polyntmes monotones,
pour sur-estimer la constante de Lipshitz. En particulier, Ganshin &tudie
une stratégie "presque-optimale" pour fixer le nambre d'évaluations du
polyndme (points équidistants), qu'il convient de faire pour le calcul d'une
constante de Lipshitz de fagon & minimiser les évaluations du polyndme
nécessaires pour approcher le montant & e-prés.
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Suivant Ganshin, si 1'on note P le polyndme et si R et Q sont deux
polyntmes a coefficients positifs tels que P(x} = R(x)-Q(x), alors on peut
calculer une constante de Lipshitz en évaluant P dans (K+1) points équi-
distants par la formuile ¢

L = max {vi /1=1,...,k}

vy =max R (£,)-Q° (t;_,) .| R (g, )-Q"(£) |}

ti = ti_1+(b—a)/l< i = lgoaogk
t =a

o

Dans la table ci-dessous, nous donnons les valeurs de la constante L
pour différentes valeurs de K.

ESTIMATION DE L

K L

50 76.79
100 40.72
150 28.71
170 25.89
180 25.03
190 25.02
240 25.01

I1 faudrait donc de 1'ordre de 180 évaluations du polyndme pour cbtenir

une bonne estimation de L. Malheureusement, la structure de la méthode de

Shubert-Piyabskii ne permet pas 1°utilisation de ces &valuations par la suite,

sauf évidemment, pour avoir une premidre approximation du montant discret.
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Par contre, la méthode que nous proposons est trés adaptée pour 1°uti-
lisation de n'importe quel majorant M'; a condition qu’il satisfasse une
condition du type

lim max {M;(x)-f(x) }= 0
b+a»0 xe¢la,bl]

Came évidemment, le majorant utilisé par Shubert-Piyavskii satisfait
cette condition, on pourrait utiliser notre méthode avec des majorants
construits & partir d'une constante de Lipshitz calculée sur chaque inter-
valle de la famille de Tn en suivant le procédé proposé par Ganshin.

Nous pensons qu'une telle méthode pourrait &liminer le principal désavan-—
tage de la méthode de Shubert-Piyavskii qui est 1'utilisation de la cons-
tante de Lipshitz calculée sur toﬁt 1'intervalle.

Nous remarquerons pour terminer, que Ganshin généralise cette facon
de sur-estimer la constante de Lipshitz & d'autres types de fonctians,
mais cette généralisation n'est utilisable que pour une classe trop res-
treinte de fonctions, car elle suppose une décomposition de la fonction

en des fonctions dont on peut calculer facilement les racines.

"
HI
"

EXEMPIE n° 3

Il s'agit du méme polyntme que dans l'exemple précédent 4 1'exception
du coefficient ag qui est changé en ag = 101.0. Cette modification renverse
1'ordre des maximms locaux, le maximum &tant atteint maintenant au point

Xx = 1,0 avec £(1.0) = 1.8.

Ie comportement des méthodes M1, M3 et A3 est semblable & celui dbservé
dans l'exemple 2, sauf que maintenant, dés que le maximm glcbal est isolé,
il 1'est dans une localisation camposée par un seul intervalle. Dfautre part,
la croissance du nawbre d'intervalles est dans ce cas beaucoup moins impor-
tante ce qui permet d'atteindre une meilleure précision.
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Dans les méthodes M2 et A2 on cbtient la solution camme wun point
isolé en 4 et 2.itfrations respectivement. Cela s'explique par le fait que
pour W suffisamment petit, le majorant devient convexe par morceaux sur la

localisation.

Dans la méthode + M4 se produit & partir de IT = 27 une croissance
rapide du nawbre d'intervalles de la localisation. Cette croissance, que
1'on n'avait pas dans les examples précédents, est dlle & une convergence
plus lente du majorant car la dérivée n'est pas nulle dans le maximum.

IT | INT | NEF | NEO | NET | TEMPS MES oL CCX

3¢ 1 it - 11§ 06031 | 1,95%-0]

M1 8l 1 26 | - 26 | GoCET | 2.4¢€%=11
13 7 53| - 83 | Col87 | 3.7€%~12

41 1 7] = 7] €eC28 | 1.259~01

M3 | 36| 1 39 - 36| Co32S | 2.91%-11
40| 4 471 - 47 Co277 | 7.28¢-12

21 1 13| - - ] €.C28 | 1,259-01

A3 | 33§ 1 15| - - | Ce37¢ | 5.82%-11
39{ 9 {13} - - | 0.511 ] €.15%-12

41 1 8l 8 g8 | C.C55 ) 1,289-01

M& | 261 1 30130 | 3C {0.272] 2.96'-08
40 1 123 1 311 § 311 ) 311 1515 | 2.42°-10

La méthode de Shubert-Piyavskii, dont nous donnons quelques résultats
ci-dessous, converge d’abord lentement jusqu'3 IT = 140, puis trés rapidement
jusqu'd localiser le maximum 3 précision machine pour IT = 280. Ce campor—
tement est di au fait que le maximm de f° est atteint précisément dans
x=1.0.

METHODE DE SHUBERT-PIYAVSKI]

IT j INT | TEMPS | MES.LOCX

20 19 €.05 | Ga43°-C1l
140 213 le44 §} 1.10°-C1
260 S 1.80 | 2,70¢~12
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EXEMPLE n° 4 £(x) = —b— , R =
1+[A (x-x) 12

sur [0,1]

|

Nous avons étudié le camportement des différentes méthodes en fanction
du paramétre A. Pour des petites valeurs de A on dbtient une fonction de
plus en plus plate de sorte que pour A = 10 ° 1'approximation machine de f
est presque la fonction constante &gale & 1. Pour des grandes valeurs de A
on obtient une fonction présentant un pic autour de x de plus en plus

accusé,

Dans la table ci~-aprés, nous donnons les résultats cbtenus, dans un

méne nambre d'itérations, pour A = 10_4, 1let 104.
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NED

I7 A INT: NEF NEI | TEMPS | PBES.LCCX | MES.LOCF
Ie '~ 4 82: 4365 - 436 ] OoT€€ e 55902 | 2410°-12
11 [ 1e%+0 2 49 - 4G | 0.154 | 20.12°-05 | 9.31°-11
1a%¢4 2 73, - 73 0el€2 | 1c674%-03 { 1.59'+00
M1
: 1o =54 + ¢ + + 4 4 4
20 § 1740 127} 673 €73 | 102%5€ | 200806 | 1o41%~12
1o%4¢4 2 j i21 - 121 | 0.31S | 2o4€%~08 1030°~08‘
1. 9-4 1 14 iz 12 | 0oC4€ | 4,219-12 %
4 | 1o240- 1 12 12 12 ] 00C45 [ 2,€2%04 | 2,37%-04%
e ¥¢4 8 20 20 20 | 0oC75 | 1oCC+00 | 1.96 404
M2
1c9-4 * * ® * ] # *
18 | 1.%+40 * * * ] # ) %
let¢4 i 420 | 420 | 420 | 1,257 | 2oC3%11 | 2,50%=07
1.4 1 i4 24 - Q0oC4E JE,GT"-12 | #kdihkx
4 1 1.%+0 i 14 2% - 0,085C | 3.51'-08 | 2, 14°~08
la%+4 1 i7 25 - 0.0¢2 | 2.€1%=02 {1}
A2
1.9-4 * * * 3 ) * ¥
14 | 1920 & * ' % # ] *
1o "%4 1 50 84 - 002C4 | 5 717°=09 | 4,96 ~05
1-=4 | 147 | 254 - 254 1 0.7SS | 3.59%~02 | 1.54¢-12
13 ] o940 P 25 - 25 ) 0e336 | 4,8E%04 | 2,10%-08
1o %44 2 33 - 33§ 0.1%8 | 40.88°%04 | 8,28°%~-01
M3
1,94 + % ¢ + ¢ + 4
27 | 1.%+0 ! 2051 379 - 379 | 1247 | 2.C5%06 | 1o04] =12
100‘9'4 2 61 - 61 00318 2058“"08 30399"09
o4 ] 256 ] 513 - 16325 1 1.0C'+00 | 4., 84°~07
T 1.%40 2 29 - - 0.CS5 | 71.81%03 | 1,73°=06
Ie%¢4 2 29 - 0.C5¢ | 1.81%=03 1)
A3
le -4 ¢ + - - 4 + +
19 | 1,940 | 182 | 567 - - 1¢4GS1 | 107404 | Te56 =09
1.%44 2 6S - - 0272 | 151%=0¢ | 1.C2°=05
le -4 3 i3 i3 13)] 0,066 | 4,€6°%°~02 | 7.00°-15
T 140 2 13 13 13] 0.CS2 | 2.13%=02 | 4,82~05
lo%44 ) 64 6% 65 €71 00254 | 1.CC°+00 | Bo 655402
M4
lo 9=¢ & # ¢ 4 '3 4 %
251 1%+0 1] 13 - 65 €51 €5 00425 | 7103507 | 1.00°=15
1o%4¢4 2 162 ‘R63 1é3 ;00166 16 139=07 | 7.01°~08

Dans cette table, ie signe + indique que 1°on a dépassé dans une itération
précédente, les 300 intervalles dans la localisation. Ie symbole # indique
que la précision demandée a été atteinte dans une itération précédente.
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Le symbole smisss: indique que le montant a été encadré 3 la précision machine
Finalement, les valeurs marquées (1) correspondent 3 des instabilités numé-
rique dans le calcul du maximum du majorant qui emp&chent le calcul de 1'en—
cadrement du montant.

A mesure que A devient petit, les méthodes de Hl ont de plus en plus
de difficulté a réduire la mesure de la localisation, tandis que le montant
est encadré de fagon de plus en plus précise. Pour A inférieur a 10-8 elles
ne sont méme pas capable de réduire la localisation initiale [0,1].

A 1'inverse, les méthodes M2 et A2 n'ont aucune difficulté &:localiser
la solution méme pour A = 10-12., Ces deux camportements différents sont &viden
ment dis 4 la convergence de la dérivée du majorant dans ce deuxiéme type

de méthodes.

La méthode M4, si bien elle utilise les majorants en H2, est limitée par
1'utilisation d'un test sur chague intervalle, de sorte que son comportement
est semblable & la méthode M3.

Pour des grandes valeurs de A, les méthodes Ml et M3 convergent de
plus en plus vite, mais le montant est encadré cette fois avec plus de dif-
ficulté. Néanmoins, pour des valeurs de A trop grandes (plus grande que 108)
on retrouve a nouveau un ralentissement dfi a ce que la semi-norme, et donc

0'!'8

le majorant, est exagérément grand. Par exemple, pour A = 1 et pour des

intervalles de longueur de 1l'ordre de 10_'3 autour du maximum glcbal, le mon-

tant du majorant est de 1l'ordre de 5.5 x 102.

Les méthodes M2 et M4 ont un camportement irrégulier pour de grandes
valeurs de A. D'abord, elles convergent tréds lentement avec une croissance
du nambre d'intervalles camposant la localisation, puis, dés que les inter-
valles sont suffisament petits, elles retrouvent leur canvergence rapide.

En réalité, cela n'est autre chose qu‘une amplification du phénaméne cbservé
dans 1l'exemple n° 1 ol ces méthodes avaient un démarrage lent (premiére
région de la courbe) & cause d'un majorant trop grand.
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Pour des valeurs de A supérieures 3 108 il apparait une instabilité dans

M2 qui fait disparaitre la localisation, tandis que M4 atteint plus de 300
intervalles dans la localisation, sans pouvoir sortir de la premidre phase
de convergence lente.

Quant aux méthodes approchées, elles ont une tendance 3 trop sous-estimer
la semi~nomme quand A devient grand. Cela est d0 au fait qu'en utilisant trop
peu de points dans le calcul de la semi-norme, ces méthodes "sautent” le pic.
Ie maximum du majorant est par conséquent inférieur au montant du masximum
global dans les premiéres itérations ce qui fait perdre toute signification
d 1'encadrement du montant (d'cld les valeurs marquées (1) dans la table).

Une fois la mesure des intervalles devenue suffisament petite pour "attraper
le pic, tout rendre dans 1'ordre et ces méthodes réussissent 3 localiser la

solution méme pour A = 108,.

[
1
tn

La méthode de Shubert-Piyavskii pour sa part, d une tendance & rejoindre
le campartement de Ml pour des petites valeurs de A, tout en restant plus
coliteuse, tandis que pour de grandes valeurs de A sa convergence se ralenti
rapidement. Ainsi par exemple pour A = 1043 avec 500 évaluations de la fonction
et 16.42 secondes d’exécution, la mesure de localisation est de
0.999995967.

5
EXEMPIE n® 5 £(x) = & k sin{(k+1)xtk} = sur {=10,10]
k=1

Cet exemple sert & &tudier le cas de fonctions dont le maximum est
atteint en plusieurs points et en méme temps, 11 sert & &tudier le camporte-
ment des méthodes pour des fonctians tr@s oscillantes.

Ie maximum global (machine) de cette fonction est

a = 12.0312494421671

et il est atteint en trois points ¢
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= -6.77457614343890

e
i

1
X, = -0,491390836259315
Xy = 5.79179447092027

Comme on peut le voir dans la figure ci-dessous, cette fonction a
seize autres maximum locaux dont trois d'un montant supérieur a 9.0

AL A AL

-8.

=12,
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ILa méthode M1 isole les trois maximm en sept itérations dans 1la locali-
sation de mesure 2.95°-02, 9.01'-02 et 2.77'-02 tandis gue le montant est
encadré dans un intervalle de longueur O.4. Ie tenps est de 0.821 secondes
et il a fallu 116 évaluations (de f et de If)- fprés le camportement par
rapport & chaque maximum est le méme et il correspond étant donné la forme
du maximm, & celuil que nous avons cbservé dans 1’'exemple précédent pour
A> 1.

1a méthode M2 isole les trois maximum, elle aussi, en sept itérations
dans des intervalles de mesure 5.82°-02, 5.73'~02 et 6.01°~02. Ie naubre
d'évaluations est aussi égal 3 celui de Ml mais il faut y ajouter les &va-
luations de £° ce qui produit wn tamps d'exécution un peu plus gran& s
1.019 secondes. Le comportement relatif de M2 par rapport d Ml ainsi que les
résultats obtenus 3 partir de IT= 8 sont conséquent avec ceux que nous avons
remarqués dans 1'exemple précédent.

La méthode M3 a aussi un camportement conséquent avec lés cbservations
de 1'exemple précédent, Ie seul fait qu’il faut.- remarguer est que cette
fois elle est plus efficace que Ml ainsi pour IT = 22 cette méthode produit
des localisations du méme ordre que celles produites par Mi pour IT = 13
(9.54'-05, 5.72°~05 et 8.58°-05) mais elle fait 130 &valuations contre 197
de Ml et elle emploie 1.184 secondes contre 1.409 de Mi.

Ie seul fait remarquable dans la mSthode M4 est 1’apparition d'une
instabilité & la 31-&me it&ration qui fait disparaitre les localisaticns
de x, et Xy ne laissant que celle de ). Cette instabilité est dle 3 wne
mauvaise estimation de 1’erreur E que nous avons prise &gale 3 10 12,
En prenant E = 10'109 1a méthode reprend sa conduite normale avec croissance _

d'intervalles & partir de IT = 27.

Quant aux méthodes approchées A2 et A3, elles ne localisent pas la
solution si 1'on prend 4 intervalles au départ, & cause de la sous-&valua-
tion de la semi-nomme. En prenant 40 intervalles au départ, elles réussissent
d localiser la solution, mais pour AZ i1 a fallu aussi prendre E = 10”10
pour éviter des instabilités numériques.
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Finalement, la méthode de Shubert-Piyavskii a un camporterent semblable
a celui du premier exemple, de sorte que, avec 500 évaluations de £, on
cbtient une localisation de mesure totale 0.089 en 10.69 secandes.

ITT - LOCALISATION DE RACINES

Etant donné f ¢ Hq(a,b) » 9 = 1,2, nous considérerons dans ce paragraphe
le probléme :

(IT) "Trouver E = {x ¢ [a,bl/f(x) = O}"

En particulier, &tant donné ¢ positif, nous cherchons une localisation
LE, réunion d'intervalles, telle que mes (E—Le) < €

Evidemment, il faut maintenant utiliser aussi une suite de minorants
et nous allons prendre k; = k; = 0 dans les algorithmes 1 et-2. Remarquons
néanmoins, que telle que les méthodes ont été développées, an peut aussi
envisager le probléme de localisation des racines de 1'éguation f£(x) =k,

a condition de disposer de deux suites {k;} et {k;} satisfaisant aux hypo-
thése (H.1) et .2) du paragraphe 2 du premier chapitre.

5 .
EXEMPIE n° 6 f(x) = I a.x

. i

i=0
avec a_ = -1.6, a = 25.0, a, = -128.0, ay = 282.5, a, = -278,7
et ag = 100.9

I1 s'agit de la méme fonction que dans 1'exemple n° 2, mais translatée
en 1.6 (graphe page 102 ). Ce polyn@me a ses cing racines dans [0,1] et il
nous sert a caractériser le cawportement typique des différentes méthodes.

D'une fagon générale, le camportement abservé dans cet example est
semblable au camportement des méthodes dans le calcul du maximum glcbal.
Nous nous contenterans donc de donner quelques fésultats et de remarquer
les aspects dans lesquels on a pu cbserver quelques différences.
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M1

METHCODE

IT

NEF

NED

TEMPS

MES, TOT.

MES.LCCX

=z

23

23

0.057

1.%8%=01

E.l1°-C2
lecC?®-C2
5.22%-(3
lez€4-(C2
Ba74'-(2

P e et

98

28

0.17¢

1.21°%=09

£.CE'-1C
beb7%-11
4.3C°~11
20.51°-11
€.S1%-10

et b gt s Pt

ii

155

0.316

3.36°-11

20620"12
Gel4t-12
1e15°-1]1
TeCC*~32
20879']2

N WSS e

On peut observer que les mesures atteintes par Ml sont maintenant plus
petites que celles produites par la méme méthode dans le calcul du maximum
global. Cela est dfi au fait que 1'ensemble des solutions-machine est dans ce

cas beaucoup plus petit que dans e cas du maximum giobal.

Le narbre d'intervalles camposant la localisation est pour la méme
raison plus petit dans 1'autre cas. Remarquons néanmoins que les intervalles

sont maintenant tous disjoints.

Nous profiterons de cet examwple pour mettre en relief 1'importance de
la correction de la constante W2 Pour cela nous avons programmé une version
. Cette version s’arréte au cours de IT = 6
car W devient négatif. Pour IT = 5 la mesure de chague localisation est
l&gérement inférieure 3 celle de la méthode avec correction (une différence

de M1 sans correction de W

de 1'ordre de 10 1Y), 1a mesure totale de la localisation est, pour la méthode

sans correction, de 2.45101'-02 et celle de Mi est de 2.45102°~02,




0116‘

Nous pouvons donc conclure que 1'utilisation de la correction de w2
ne change pas, de maniére importante, les résultats au cours des premiéres
itérations. D'autre part, cette correction permet @ la méthode d'atteindre
des précisions beaucoup plus grandes. Dans 1l'exemple présent, la mesure

totale de la localisation continue i décroitre jusqu'a atteindre 1.38'-11
pour IT = 15,

METHGLCE M3

S ————————————

IT | NEF | NED | NET | TEMPS | MES<TOT. | MESLLEGCX | INT

le2®'-C1
€ecSt'-(2
5 15 - 15 | 0.066 | 3.75'-C1 | €.2E5'-(C2
€e2tt-C2
6e2t'-C2

P DN

’ 2.22¢-10
Z2.32°'-10
33| 156 - 156 | 0.600 | 1s1€'-CS | 2.22'-10
2.22'-10
26227'-1C

Pt et et e

7.25'_1.2
2.18'-11
38 | 192 - 152 | 0730 | Se 4611} 3.€4°-11
Z.18'-11
TecE-12

=W N W

Dans la méthode M3 cn cbserve aussi un gain dans la précision qui
peut &tre par rappart au calcul du maximun global, 3 1a différence du cas
du maximum global ol les résultats de M2 &taient camparables § ceux de M1,
ici on dbserve une trés nette supériorité de Mi aussi bien dans le nambre
d'évaluation que dans le temps d'exécution.
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METHOCE A2

IT | NEF | NED | NEI | TEMPS MESaTOTs | MES.LCCX | INT
1056"(2 l
1e8€%~-(2 1
5 49 - - 00125 | T.€19=02 | 1,5€69=-(2 i
1e8¢%-C2 1
1.5¢€%-(2
1.78'~10 3
2.51°~10 5
33 § 377 - - 1c057 | 1.16°-05 | 3.45~10 6
2o33%-1]Q 4
1el€%=-10 2
2.727-]1 15
4072%-11 26
38 | 821 - - 20895 | 2.(5%=10 | 5.4¢%-11 30
4o,729-11 26
2:53%=11 16

Dans la table ci-dessus, nous donnons les résultats cbtenus avec A3
pour les mémes valeurs de IT présentées pour M3. On peut cbserver que le
natbre d'intervalles croft beaucoup plus vite en canparaison avec M3.

Cela entraine un plus grand nawbre d'évaluations (si bien que 1'on n'évalue
que la fonction) donnant un temps d'exécution qui est pour IT = 38 trois
fals celui de M3, Cette situation est le résultat d'une plus grande instabi-
1ité numérique de ][f par rapport a3 I ce qui produit une correction de w2

plus importante (et donc une magoration plus grossiére).

Ia méthode A3 ne dmdentcxnpétﬁivegmm'nxmxmtéiﬂB«mzasi le colit
d’&valuation de £° est beaucoup plus important que celui de £ (ce qui n'est

pas le cas dans cet exenple).
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METHCLCE Mz

IT | NEF | NED | NEI | TEMPS | MESeTOTo | MESSLCCX | INT

1068"‘(2
4.CC'-C¢
4 23 23 23] 0,063 | 3.¢4'-02 ] 5.CC*'-(C4
1.6C'-(2
4,15'-C3

ot et et pod Pt

2019.‘(:6
1.78°-15
5 38 33 38| 06151 | 2.€5'-06 | 1.€1'-10
2eSEY-(T
1.€6°-C7

Pt b et et

T.4€'-15
EEEEREERE.
6 41 47 4T | 0,189 | 1,61 %10 | ##84%%%x
€eS541'-17
1.250-1¢

ol K

Les méthodes ont été programmées de sorte que dés qu'un intervalle
atteint la mesure relative désirée (10-7 pour M2 et A2) il n'est plus
analysé. Dans la table ci-dessus, nous avons marqué par des étoiles les
intervalles qui ont atteint la précision demandée dans 1'itération précé-
dente. On peut cbserver que certaines solutions sont localisées, pour une
méme nambre d'itérations, avec plus de précision que d'autres. Cela tient
d'une part 3 la position des racines par rapport aux points oil on &value
la fonction et d'autre part & la forme de la courbe autour de la racine.

Pour finir nous donnons les résultats des méthodes A2 et M4. La méthode
A2 converge un peu plus vite que M2 pour les raisons que nous avons déja
analysées tandis que M4 a une conduite semblable 3 celle cbservée dans le
calcul du maximum glabal.




-119,

METHCCE Az

IT

NEF

NED

NE T

TEMPS

MES$. 10T,

MESHLCCX

g
<
o

17

29

00673

3.31¢-02

1023°“C2
4.71C°-(5
3011°-C4
le4S%-(C2
5.88~C3

[ T S

32

0.122

3, E6'-06

2.2€%-(¢
1.47°-12
1¢14'-12
1.7€8°-C8

eEéO-CT

oo pub et et pumt

41

€9

0.161

2o2bix=}2

4.45°-14
LEEEEERE
EREER T R R
2.40°-15
1.8€9~15

boo gt P P e

METHCCE M4

7

RNEF

NED

NE I

TEMPS

MESoTOT,

MES.LCCX

INT

14

14

14

0.08%

3.129-01

6e25%-C2
€edSo-(2
6.25°-C2
€ed5°-C2
€o25-C2

[ e s fd )

25

L4

114

114

0.65E

2058°°07

£e5€°-(8

£oCE€°-(8 -

5.5€7-(8
5a€é°-C8
£.5€°%~(8

(o o ot > o

30

153

153

153

0.873

2,19°-08

1.EE¢~(S
79459°(9
9031°°C9
2,7129-¢9
508¢9~(9

B BN R S e
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EXEMPLE n° 7

Afin d'étudier le camportement des méthodes face & un grand nambre
de racines nous avons étudié la fonction de 1'exemple n° 4 sur 1'interval-
le[~10,10] ol cette fanction 3 38 racines. Ies méthodes approchées A2 et
A3 ont du &tre initialises avec au moins 40 intervalles pour pouvoir loca-
liser toutes les racines. Toutes les méthodes ont réussi la localisation
des racines a la précision demandée (mesure relative). Une fois les racines
isolées, le camportement des méthodes par rapport a chaque racine a été
senblable & celui dbservé dans 1'exemple précédent.

Nous donnans les résultats obtenus avec M1 pour IT = 10 et ceux de
M2 pour IT = 9. Dans le cas de M2 cela représente la derniére itératicn

car la précision exigée &tait de 10-7. Pour M1, cela correspond a la
derniére itération avant que ne camence la croissance du nambre d'inter—

valles.
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METHOCE M1

11 ¢ 10

NEF ¢ E3g9

NEI ¢ 529
TEMPS: 2,614
MESTo2 4.56°%=CF¢

LOCALISATION

~-9,.78823€698882441°+0C
-9, 26755441611623°+00
-84 765417654775360° 400
~8.33822¢€78534708°+00
~7.737951717642028%+00
-7.06930503302036° +00
~604258778£394295%+00
=5.9307209C315153°°¢00
~5.46149514815877°%+00
~4.94553518087226°+00
~%.4E736735050422'+00
-3,97613C04856327°+00
=3.50505168169165°400
~3.01436510878907%+00
-2451099424042985° +00
=2.055041417691008"' +00
~1.45476€46904591 +00
~7.86119725840803'+01
=1.46692556765786° +01

3.52464404224142'-01"

8.21690159121771"-01
1.337650128753327-00
1. 76581795695393¢%~00
2.3C700525865718°~00
2.77813362554097°-00
3.26881€19881765°-00
3.7721910€799960°-00
4$.22814383007154°-00
%.82841€83802234°-00
5.45706558133664°-00
6013649275030200°-00
6.62564571138714°-00
7.1048754€626116¢-00
7.6¢083543393728°-00
8.07500326325819¢-00
B8.56019C5€¢572394°~-00
9.06131€93263820°-00
9.55200150594102°-00

-6, 78E2365LE636E3°+(C
~602G155441488445°4C0
~8o7941765446558594(0
~Ec33E226T7E423CC°+(0
~1.7375511756C57¢°+4(0
-1 06S305C3201145°+C0
-€c42SETT1BE2BREET Y4 (O
~5.93C72090273524°+(0
=£.4614551479€31€%4(0
~4,94£53517462245°+4C0
-4.48 736734S31CCC°+CO
~3.97€1ECC4E4T4LT°4CO
-2.505051681468C2°%+(0
-3.0143651078524€°+4C0
-2.51C05542377C838%4(C0
-2.055041472486C7%+(C0
-1.4547€646€E6321C+(0
~7.86116725E38C8G°%+¢C1
~1e46€9255669€542'4(1

3.524€4404271C5S-C1
8.21€601591478%8°'~(1
1.33765C13C0€ES1°~(0
1. 7658175754426 °-C0
2.3070C525E7CEC2*~CO
2.77€133262%618326°-C0
2.26€81619883C71°~(C0
3.7721610€8217CS*~CO
4,22€1438248€25C%-((C
4.82841883€659S71°~C0
5.4970€8581341€1°=-(C0
6.13€45275C5€516°~(C0
€.635£49711442SS5°-(0
To104ET7546€33CEE-(C
1.62(8354362234117-C0
8.075003265657¢4°~C0
E.56C1505€564324%~((
5.06121€92292822°-((
5.5520C15060128%°-(0

MES. LOCX

1.85°%-10
1.23%=C9
3.05°=09
6.G62%=-(C9
8.15°%=10
8o91%=12
5041911
%016°~-10
1.96%=10
60250"09
10199"09
8.92°%=11
2e¢24°-10
8.96'-10
212%=C9
4.24%-09
4.14°~10
2o71%-12
6.92°%=11
4069‘-11
2061°%=11
1.32°-09
5.90°'~10
5.18%'-11
TeT4 =11
1e31%=11
2.17%=10
4.81 "‘09
6.,38°'-10
51612
20.83'=10
5.59¢%=11
6.97°=11
5.23%=09
2.40%~09
2.19%=10
20:97%=10
To18%=11
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METFODE M2

IT

NEF
NED
NEI
TEMPS:
MEST.:

0% ee 80 oe

€
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£H O
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ISATION

-9.78823698878319'+00
=94 25755441553830'+00
-84754175658140290'+00
-8.32822€93630428'+00
~7.73795177853634" +00
~7.0€69305033049421+00
~6.42587787051988"'+00
-5.930721108036247+00
~5.46149514804366'+00
-4.94553543998184'+00
~4.48736734993341'+00
~3.97618C04849310°' +00
-3.50505168160361*+00
-3.0143651€835859'+00
~2.51099423915206" +00
-2.05504147469190"* +00
-1.45476641541873'+00
-7.86119731033094'~01
-1.46692555059553'-01
3.52464404247960'-01
8.21690156135928'~-01
1.33765C12940897'-00
1. 76581 795724617'-00
2.30700525868649°-00
2.77813362557599'-00
3.26881£16882101'~00
3.7721910£€810563'~00
4022814383248769'-00
4.82841883439652'-00
5.45706558113784'-00
6.12649274532728'-00
6.635€495<481770°~-00
7.10487534751072'~-00
7. 62083543658855'~00
8.079003264425717'-00
8.56019C5¢€586606'-00
9.06131893053833'-00
9.55200119120536"~00

~G.T78E23€SBETE21G'+CO
~5e2971554415528C2'+(0
-€.79417545708472%+(0
-E.33E22€5465C1z8°+CO
~1.737551771478322%4(0
- 1.06%3C5C32S735274(0
-€.42SET785615111'+4(C0
~%493C072C622633¢(C'+(0
—£.461456148042€€6%+C0
~4.4955349665251C*+(0
—4.48713€73459324C*+C0
-3.97€18CC484521C*+ (O
~2.5050516816C35S%+(0
-2.,01436510€3585¢'+(0
~2.51055423893172+(0
-2.0550414746S1¢C*+(0
~1.45471€€45€5C1€44CO
~1.86115722744C€5'-(1
~1e46€52554C877€5-C1
3.524644042475€1°'-C1
8.21€5C1591356z26¢~(C1
1.237€65C12¢4C8571+C0
1. 7928176572462C'+CO
2.3070C0525€6€€45'+4C0
2.77E1336255171555'+4(C0
2.2€€816158821C1'+(C0
3.7721S10€81C5£6224C0
4.2281438324E7€G'+C0
4.82£41884482284'+4(C0
544970€5581462€5'+C0
€e13€46275393€5574(0
€. 635645865645577+4(C
1.10487562C2€152'+(C
1.62(8B2E43€58E55%+(C
8.0750032€442577'+(0
8.59C19C5€£586€(8'+(0
9.061318G368384€'+4(0
G«5520C1G673S1C45'+(CC

MES. LOCX

2,89'=15
2.71'=-13
8.43'-(8
3.89'-(C7
7.06'-09
7.59'=11
l.14'-08
4.85'-(07
2.00'=15
4.,73'-C7
lell-14
6.66'=16
le64°'=14
2.81'-14
2.20'=10
lell'=15
1.89'-(8
8.29'-09
5.0C0'=09
4.02'=-16
6.25%=16
6.66"-16
2:47'~14
2444'=15
2444°~15
2,22°'~16
1.33¢=15
6a66'~-16
1.04'-08
3.24'-10
8.61'-09
2.75'-(C7
2.73°'=C7
3.11'-15
4.00'-15
2.26." 14
6.30'-C9
1.29'-C7
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d
EXEMPIE n°® 8 PX) = 1 (x—xj) sur [a,b]
j=1

Nous allons &tudier différents . exemples de polyn@mes donnés par ces
racines et pour divers intervalles ia,bl,

Pour des polyntmes de d° < 5 avec ses racines suffisamment séparés,
le camportement des méthodes est semblable 3 celui de 1'exenple n°® 6.

Pour localiser toutes les racines réelles d'un polynéme quand on ne
dispose pas d'une localisation initiale, on peut localiser d'abord les
racines dans [-1,1] et ensuite, en inversant 1‘'ordre des coefficients,
déterminer les valeurs réciproques des racines sur ce nfme intervalle, ce

qui revient 3 calculer les racines dans (==,~1] U [1,+=). Nous avons utilisé

cette technique pour le polynime de d° = 5 de racines X, =-10%, x, = ~10,
X3 =1, x; = 102 et %; = 10", dont voici les résultats obtenus pour IT = 7

et IT = 14 avec Mil.

METHOCE M1
et s T ————

T
NEF €é

NEE 56
TEMPS: Q0,128
MEST. s ts%8s%d9

7

€0 60 oe

LOCALISATION MES.LOCX
= B ek 0k ok R oK e o =5.9527225748€S8594(2 LR T2 F P

-1.00128653810983¢+01 ~5-565741C21€8454£°400 1.55°%-02
1.0000000€000000°+00 1.00(CCC00000026°+C0 2:59%=13
9.481683984242599+01 1. 26S91156£1124E0°4C2 3.22%4(C2
8.19399¢37762289°402 B4 00000899000 00% 9% TRk gk




. 124.

METHOCE M1

17 : 14

NEF @ 13]

NEI : 131

TEMPS : 0.288

MEST.: 5.,22%(S
LOCALISATION

-1.00000000000048+03
-1.0000000C000039*+01
9499999699398 7641-01
9.96699699999778%+01
9.959995999996461 +03

Pour IT = 7 la localisation est encore de mesure infinie mais déja
les trois racines de module le plus petit ont &té isolées. n a pu cbserver
que les racines atteignaient la précision exigée dans 1'ordre des valeurs

= CeGGSGCGGGGGCRELIVH (2
~Ge996555G9G9SESE+(D
l.0CcCcCcco0COCCSEer+CO
l.00CCcCoOCOCCTIE +(2
l.00(CCCO0COCCCS +C4

MES.LOCX

6.20%'-10
6.90'~12
2420'-12
9.81’-11
44491~09

absolues. Ainsi X, est localisé a la précision demandée pour IT = 7,
X, pour IT = 10, X, pour IT =12, X, pour IT = 14 et finalement X pour

IT = 15.

Nous avons aussi utilisé la forme directe sur 1l'intervalle

[-15.000, +15.000] et les résultats cbtenus (ci-dessous) sont trés voisins

de ceux obtenus en renversant les coefficients.

-1.00000000000040" +03
-1.0C0C0C0C000024*+01
1.0C000000000000* +00
9.96999999999267* +01
9.9€659699999038*' +03

METHOLCE M1
I7 s 14
NEF : 116
NEI s 119
TEMPS: 0.272

MEST.: 2.29'-CE

=€.G66GS5G9G6GCE12 +(2
~9.66¢SSG65G56G64€1°%+C0
l.C0COCCOCCOCC24+CO
l.CCCCCCCCCOCCZC+C2
1.00C0CC00C0OC1244C4

1.91¢-10
B.25%-12
245913
S5.30'~-11
2.20°'~-08
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Dans cet exemple, la méthode M2 est lég@rement plus lente que Mi,
tandis que les autres méthodes, en particulier M3 et M4 » sont nettement
pPlus lentes. L'avantage de Ml par rapport & M2 est sans doute 1ié 3 la
valeur plus réduite de la semi-nomme dans H! que celle de H2 quand 1'inter-
valle est grand.

Pour 1°utilisation du polyndme P dans nos programmes, nous avons
déteminé d'abord ses coefficients ce qui introduit wne erreur qui, pour °
des polyn@mes de d° > 6, peut &tre assez importante. Par exenple, pour
le polyntme de d° = 7, et de racines X, = 0.03, %, = 21.15, X3 = 47.8,

X, = 66.5, Xg = 131.7, Xe = 221.0, xy = 288.8, la localisation de ses
racines sur [0,300] présente quelques difficult8s si on utilise
camme estimation de l'erreur E = 1.0%-12. Avec cette valeur, la méthode
ML s'arréte car W devient négative 3 la machine et les méthodes A2, M3
et A3 ne localisent qu‘une partie des racines. les méthodes M2 et M4
par contre, ne présentent pas de difficultés.

Si on prend E = 1,0°-10, alors toutes les methodes, 3 1‘'exception
de A2, réussissent la localisation de toutes les racines. ILa méthode A2
ne localise que les trois racines les plus grandes et cela depuis la
premiére itération, ce qui montre qu‘il ne s'agit plus d'un probléme
d’estimation de 1'erreur mais du prcbléme, déja analysé, de sous-esti-
mation de la semi-nomme.

Nous avons étudié ensuite le polynéme de d° = 20 et de racines
X = i (i=1,...,20). Dans ce cas, méme avec E = 10"'10 seulement la
méthode A3 a réussi Ta localisation de toutes les racines. Les méthodes
Ml, M2 et M4 s'arrétent car w2 devient négative tandis que A2 et M3 ne
localisent qu’une partie des solutions. Ce mauvais canportement semblerait
étre 1i€, non pas aux erreurs dans le calcul des coefficients . mais & une
semi-norme beaucoup trop grande. La méthode A3 serait capable de localiser
la solution gréce 3 la sous-&valuation de la semi-nrome au début de 1’algo-
rithme,




Ci-dessous, nous donnons les résultats de A3 cbtenus 3 la onziéme

itération.

.126.

METHCCE A3
IT : 11
NEF @ 1359
TEMPS: 1,083
MEST.: 1.,28'-Cl1
LOCALISATION MESLLCCX
0.99487 l.0CCs 8 6.1C*=02
1.99585 2.€0155 €.1C%*-02
2499683 3.€C293 €.10'-02
3.99780 4.CC291 €.1C*'-02
4.99878 £.C0488 €.1C°-02
5699976 €.C0t8¢ €.1C0°-02
6099463 1.CCCT73 €.10%-02
7099561 €.C0171 €.1C°-02
899658 S.C0266 €.1C*-02
9.99756 1C.C0z6¢€ €.1C'-02
10,99243 1C.SSE54 €-.10'-03
11.99951 12.C0¢%¢2 €.1C'-02
12.99438 12.00C45¢ €.1C'-02
13,99536 14.C014¢€ €.1C'-03
14.99023 18.CC244 1.22'-07¢
15,99731 1€.C03242 €.10'-02
16.,99829 17.00436 €.1C'-02
17.99927 18.C0£37 €.10'-03
18.,99414 16.00(C24 é€.1C'-02
19.99512 2€.CC122 €.1C'-02

Remarquons que la ll-&me localisation ne contient pas en effet la
racine X1 Cela est du prdbablement, au fait que les racines du polyntme
ont été perburbées dans 1'étape d'évaluation des coefficients.

Or, 1l'analyse d'erreur que nous avons faite en utilisant 1'estimation
de l'erreur totale entre les valeurs théoriques et les valeurs machine
(cf. eq. 2.2.9) de sorte que les racines devraient, en principe, &tre bien
localisées, malgré 1l'erreur des coefficients, en utilisant une estimation
correcte de E.
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Cette contradiction pourrait s'’expliquer par le fait que nous n‘avons
considéré 1'erreur d'évaluation que dans le calcul de W2 Cependant, quand
1'erreur devient plus importante, camme dans le cas présent, il perturbe
aussi les autres calculs. Il faudrait donc considérer dans ces cas que 1'on
a une erreur dans les valeurs de f, f' et If dans tous les calculs. Une
étude plus approfandie de cette question devrait cansidérée des intervalles
d'incertitude [£l(y)-E, fl(y)+E] pour les valeurs de f de f' et de If.

Dans chague calcul on utiliserait soit la borne supérieure soit la borme
inférieure de sorte & assurer une localisation effective.

H
m
ui

Finalement, nous avons considéré le cas de racines groupées, en
particulier le cas de racines de multiples supérieurs & 1. Pour des racines
de multiplicité 2, le camportement des m&thodes est senblable & celul cbservé
dans le calcul du maximum global. Pour des racines de multiplicité supérieure
d deux, on observe un ralentissement général de toutes les méthodes et les
précisions que 1'on peut atteindre sont inversement proportionnelles 3 la
multiplicité de la racine.

Ci-dessous, nous donnons les résultats de Ml et M2 correspondant & la
onziéme itération pour les cas d = 3, 4, 5, 6 et X, = 59 (1 =1,...,d)

a 3 4 5 6

M} § 2.35°-03 | 1.26'-02 | 3.22°-02 | 6.04"-02

M2 | 1.69°-04 | 1.90°-03 | 8.44°-03 | 2.14'-02

Dans cet exemple, & 1°exception de M2 pour d = 3 qui atteint une mesure
de 1.24°-07 dans 21 itérations, les autres localisations ne décroissent pas
significativement dans les itérations suivantes.




. 128.

Dans le cas d'un groupement de racines, si elles sont proches les
unes des autres, la méthode se conduit camme s'il s'agissait d'une racine
multiple. L'éclatement de la localisation ne se produit que si les racines
1= 0.4441,

X, = 0.4442, X3 = 0.4443, X, = 0.4444 la localisation dbtenue sur M3
pour IT = 15 est : [0.4387, 0.4498]. Par contre, pour les racines

sont suffisamment &loignées. Par exemple pour les racines x

X, = 0.52, X, = 0.53, X3 = 0.54, Xy = 0.55 on cbtient une localisation
pour chaque racine : [0.5197, 0.5203], [0.5291, 0.5310], {0.5390, 0.5409]
et [0.5497, 0.5503], dans le méme nambre d'itérations.

IV - CONCLUSIONS ET DEVELOPPEMENTS POSSIBIES

Dans ce travail nous avons présenté des méthodes de localisation qui
utilisent des majorants et des minorants d'une fonction. La formulaticn
générale pour cette classe de méthodes données au paragraphe 2 du premier
chapitre nous a pemis de traiter simultanément les problémes de la locali-
sation du maximum global et celui de la localisation des racines d'une
fonction sur un intervalle,

L'idée de base pour la construction des suites de majorants et des
minorants a &té 1'utilisation d'une suite Tn de familles d'intervalles en
conjonction avec un procédé de majoratiaon et de minoration d'une fonction
sur un intervalle donné.

Nous avons développé un procédé de majoration et de minoration pour
des fonctions de HY et nous avons rappelé un autre exemple de tel type de
procédé pour le cas des fonctions de Lipshitz continues (Shubert-Piyavskii) .

Si 1'on dispose d'un procédé que pour une fonction dannée f (apparte-
nant 3 une certaine classe) permet de construire, pour tout intervalle
I, un. majorant Mf,I' alors la méthode que nous avons développée peut &tre
généralisée & condition que Mf,I soit tel que




° 1290

lim max {Mf I(x)-f(x)} =0
mes(I)-0 xe¢I y

La construction d'un majorant tel que Mf 1 utilise nécessairement une
[
certaine infarmation globale relative 3 la fonction sur 1'intervalle I.

En général, on a employé jusqu'ici une constante de Lipshitz.

Nous avans, pour notre part, employé la semi-norme de la fonction.
Dans les deux cas, cela suppose implicitement qu‘on se place dans wne classe
particuliére de fonctions. L'utilisation de classes plus restreintes de
fanctions, telle que les polyndmes par exemple, pourrait permettre 1'utili-~
sation d'wne information globale plus particuliére et le développement de
méthodes plus précises.

Liutilisation d’une constante de Lipshitz ou de la semi~norme présente
des limitations dans le sens du calcul pratique de cette information. Nous
pensons néanmoins que la connaissance de la semi-norme est dans beaucoup de
cas plus aisée que celle d'wme constante de Lipshitz. Des efforts doivent
8tre faits pour développer des méthodes pemmettant le calcul numérique de la
semi~-nomme ou 1°cbtention de bonnes majorations. La technique des intervalles
de MOORE pourrait &tre dans ce sens une gpproche intéressante,

Une généralisation de cette classe de mSthodes au cas de plusieurs
variables parait difficile. Néanmoins, dans certains cas particuliers, o
peut penser & décamposer le prcbléme en une suite de prablémes de locali-
sation & une variable. Ainsi par exenple, dans le cas des racines complexes
d'un polynéme, 1'étude des racines de sa partie réelle et de sa partie
imaginaire sur la frontiére du damaine &tudié peut fournir un test qui,
utilisé en conjonction avec une technique de recouvrement, nous donnerait
une méthode du méme type que celles qu’d &tudié HENRICI, .
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Dans le cas particulier des méthodes que nous avaons développées, il
faudra approfondir 1'étude des instabilités numériques, spécialement pour
les méthodes de H2 Dans ce sens, l'utilisation d'une méthode itérative
pour le calcul des racines des majorants et des minorants telle que nous
1'avons suggérée dans l'analyse de 1'exenple n° 1 pourrait fournir une
solution. Cette méme idée pourrait &tre intéressante (3 condition d'avoir
une majoration effective) pour le développement de méthodes d'ordre supérieur
(pour q supérieur 3§ 2).
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