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G RIARR

Bientdt vieux de 200 ans, le probléme de 1l'agrégation
des opinions demeure un défi. Alors qu'd 1'origine il ne re-
levait que de la politique, il est déjd passé sous la loupe
des mathématiciens, psychologues et économistes du monde en-
tier, qui lui ont dédié une bibliographie abondante. [Riker
1961) est un excellent historique du probléme et plus récemment
(Niemi et Riker 19761 1le présente d'une fagon accessible au
non-initié. Le débat est cependant loin d'étre clos. Les
résultats sont nombreux, certes, mais 1'essentiel du probléme

demeure non résolu.

Qu'est-ce donc le probléme de 1l'agrégation des opinions?
Une collectivité démocratique veut choisir devant un ensemble
dtobjets. Chacun des individus composant la collectivité ex-
prime ses préférences au moyen d'un vote, vote qui sera pris
en compte d'une fagon ou d'une autre dans la determination de

1'opinion collective (*).

Or ce vote peut revétir plusieurs formes. La plus
simple cansiste 4 indiquer uniquement 1'objet préféré, ce qui
permet de former une opinion collective en appliquant le prin-
cipe de 1la majorité simple. Bien que ce systéme paraisse
raisonnable, il peut étre contesté: en effet, les individus
n'ont indiqué sur leurs votes qu'un objet, alors qu'il faudrait
tenir compte de leurs préférences sur les objets restants, si

on veut que le choix collectif soit plus "juste"

(*) Par opinion collective nous entendons non seulement 1l'objet
préféré collectivement, mais un ordre sur 1'ensemble des objets
Cet ordre permet de prévoir le cas ol le choix ne peut pas étre

appliqué, par exemple, 1a démission du président élu.

v
.




Dans une forme de vote moins simple chaque individu
exprime ses préférences en indiquant un ordre total sur l'en-
semble des objets. Ceci conduit au probléme devenu par la
suite classique: Quelle méthode d'agrégation des ordres doit-on

utiliser pour former 1'opinion collective?

D&jd en 1781 Condorcet proposait sa '""Méthode majori-
taire'", méthode qui parailt trés "juste'", mais qui présente un
défaut capital; 1lorsqu'on l'applique il pourrait en résulter
des incohérences(*) empé&chant la détermination d'une opinion

collective.

Le défaut majeur de la méthode majoritaire mit les
chercheurs en quéte de '"meilleurs'" méthodes d'agrégation.
Cette recherche s'est arrétée lorsqu'en 1948 J.K. Arrow dé-
montra par son célébre théoréme 1'impossibilité de 1l'existence

des méthodes d'agrégation '"démocratiques'" et '"'raisonnables' (#).

Le résultat d'Arrow éleva le débat. Les uns contes-
taient les définitions de '"raisonnable' proposées par Arrow,
pendant que d'autres les acceptaient avec leurs lourdes consé-
quences et par suite, résignés, se mettaient 4 chercher des
conditions restrictives au prix desquelles la méthode majori-

taire était transitive. '

1
e

I1 en résulte que depuis lors, nombre de conditions ont
été proposées, les unes trés restrictives, les autres moins.
On est cependant en droit de se demander dans quelle mesure

ces conditions sont naturelles et propres & l'homme; en effet,

(*) Ces'incohérences sont connues sous le nom "d'effet Condor-
cet'. Lorsqu'elles en résultent on dit que la méthode majori-
taire n'est paé "transitive'.

(#) On trouve dans [Arrow1974] une bonne traduction frangaise

de 1'ouvrage de base "Social Choice and Individual Values'.



bien que du point de vue théorique 1'effet Condorcet puisse
toujours apparaitre, est-il 4 craindre dans les choix collec-
tifs réels? en d'autres termes, n'y aurait-il pas de condi-
tions auxquelles les collectivités se plieraient spontanément?
Dans 1a négatiVeg faut-il abandoner le principe de liberté et
exiger des collectivités qu'elles expriment leurs choix en

respectant des conditions particuliéres?

Dans ce travail nous avons voulu rassembler des résul-
tats variés - pour la plupart originaux 4 notre connaissance -
au sujet des conditions algébriques de transitivité de la me -
thode majoritaire. Ces résultats appartiennent a unc de 4

catégories suivantes:

1) La formulation de nouvelles conditions, auxquelles

on peut donner une interprétation psychologique.

2) L'établissement de rapports (du point du vue ensem-

bliste) entre les différentes conditions.

3) Le développement de procédures permettant de décider
rapidement si un ensemble d'ordres (votes) donné satisfait ou
non telle ou telle condition. C(es procédures pourraient étre
applicables principalement en psycho-sociologie. Il est ma-
nifeste qd'il serait intéressant d'analyser les votes des
collectivités les plus diverses, afin de dégager des régles
générales sur 1'applicabilité des conditions et méme d'en

imaginer des nouvelles, plus performantes.

4) Le rapprochement de 1la condition d'unimodalité avec
des probiémes, en apparence fort dissemblables, d'optimisation
combinatoire. Ce rapprochement ouvre une voie de recherche:
les conditions n'auraient-elles pas une interprétation dans

d'autres domaines que les choix collectifs?



Le chapitre 1 contient une exposition succinte du

probléme de 1'agrégation des opinions.

La condition d'unimodalité semble €tre la plus impor-
tante de toutes les conditions connues. Elle est traitée au
chapitre 2, ainsi qu'une procédure pour vérifier si un en-

semble d'ordres quelconque obé&it ou non 4 cette condition.

Le chapitre 3 a pour but 1'établissement des liens
entre la condition d'unimodalité et quelques problémes d'op-
timisation combinatoire, tel le probléme de 1l'arbre de poids

minimum.

Deux conditions apparentées a 1'unimodalité: 1la
quasi-unimodalité et la pseudo-unimodalité font 1'objet du
chapitre 4. La quasi-unimodalité, A notre connaissance, est
proposée ici pour 1la premiére fois. La pseudo-unimodalité

a été souvent confondue, a tort, avec 1'unimodaliteé.

La condition de ramification qui, a notre connaissance,
n'a jamais été proposée, est une des généralisations de la
fameuse condition de Coombs. Les deux sont dtudiées dans le

chapitre 5.

1
e

Ensuite, le chapitre 6 est dédié aux conditions de
consistance multidimensionnelle et d'étoilement, cette der-
niére étant, des conditions présentées dans ce travail, la
plus large dans un certain sens. Nous développons dans ce
chapitre des procélures efficaces pour vérifier si un en-
semble d'ordres quelconque obéit ou non 4 l'une ou 1l'autre
de ces conditions.

Finalement, dans le chapitre 7 nous faisons quelques
généralisations des conditions étudiées dans les chapitres 2
4 6. En particulier nous discutons les deux conditions

d'Inada et la condition de Ward.



Ceci dit, il ne nous reste qu'd inviter le lecteur
A nous accompagner dans les domaines qui nous ont passionés

tout au long de ce travail.

'
IRE




CHAPITRE 1

POSITTION D

U

PROBLEME

INTRODUCT ION

L'AGREGATION DES OPINIONS
LA METHODE MAJORITAIRE

LE THEOREME D'ARROW

LES CONDITIONS DE TRANSITIVITE
DE LA METHODE MAJORITAIRE

page
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1.1.- INTRODUCTION.- Dans ce chapitre, aprés une exposi-

tion succinte du probléme de l1'agrégation des opinions (§1.2)
et de celle de la méthode majoritaire (§1.3), nous rappellerons
le Théoréme d'Arrow (§1.4). Finalement (§1.5), nous présente-
rons sommairement les conditions de transitivité de la méthode

majoritaire qui seront étudiées du 2éme au 7eme chapitre.

1.2.- L'AGREGATION DES OPINIONS.- Soit V un ensemble

d'individus (votants) et A un ensemble d'objets (candidats).

Si chaque individu émet son opinion individuelle (vote) en
classant tous les éléments de A, c'est-a-dire, cn indiquant

un ordre total sur A (*), quel ordre sur A peut étre considéré
comme issu de 1'agrégation des ordres individuels? D'une
fagon plus générale, quelle est la '"meilleure" maniére d'agré-
ger les opinions individuelles pour former une opinion collec-

tive?

Beaucoup de méthodes d'agrigation d'ordres ont eté
suggérées, de Borda (en 1781) a [KBhler 19761, en passant par
toutes celles présentées entre autres dans {Jacquet-Lagreéze
19731, [Black 1971], [Niemi et Riker 1976], dont la célébre

méthode majoritaire due au Marquis de Condorcet.

1.3.- LA METHODE MAJORITAIRE.- S'il y a dans V plus

d'individus préférant 1l'objet a 4 1'objet b, que d'individus

(") Nous ne considérons dans ce travail que des ordres totaux

stricts. Dans beaucoup de cas les résultats ici énoncés peuvent

Etre généralisés facilement aux préordres. Si A={a1,az,...,an},
le classement : a, est préféré a a,, a, est préféré A Ags v

P o - -~ Oll
a__q est préférée a a , sera noté a1>a2>33>...>an_1>an,

(31’ Asy cees an_1,_an). Quand on aura seulement deux objets

a et b, "a est préféré A b" sera noté ad>b.



préférant b a a, alors dans 1'ordre collectif de V, a sera
préféré a b. Telle est la régle d'agrégation de la méthode
majoritaire. Hélas, méme si cette méthode est "démocratique"
et semble '""raisonnable', son application conduit, comme le
montre Condorcet lui-méme, au paradoxe suivant(*): elle ne
donne pas nécessairement naissance 4 un ordre collectif.
Exemple [Kreweras 1963]: A={a, b, c}, V=11, 2, ..., 60},
ordres individuels: (a,b,c) pour 23 des votants, (b,a,c) pour
2 des votants, (b,c,a) pour 17 votants, (c,a,b) pour 10 des
votants, (c,b,a) pour 8 des votants. Dans 1'ordre collectif
de V on devra donc préférer: a a4 b (par 33 vs. 27), b & ¢

(par 42 vs. 18), c 4 a (par 35 vs. 25).

1.4.- LE THEOREME D'ARROW.- Ce théoréme ayant été for-

mulé pour le cas général des préordres, nous n'en énongons ici

qu'une forme trés simplifiée.

Théoréme.- I1 n'existe pas de méthode d'agrégation

d'ordres qui satisfasse les axiomes suivants:

A.1) La méthode peut s'appliquer a4 des données compre-
nant au moins 3 ordres a agréger et au moins 3 objets.
A.2) Liberté des individus.- Tous les ordres individuels

sont admissibles. On n'impose aucune restriction aux votants.

A.3) Souveraineté de la collectivité.- La méthode ne
doit exclure & priori aucun ordre collectif; en d'autres termes
1'application cherchée doit étre surjective.

A.4) Loyauté.- Si la méthode A partir d'un certain en-
semble de votes conduit 4 ce que dans 1l'ordre collectif, on

préfére a 4 b, et si dans un nouvel ensemble de votes tous

(*) Ce paradoxe est connu dans la littérature frangaise sous

le nom d'effet Condorcet ou d'intransitivité de la méthode

majoritaire.
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ceux qui individuellement préférajent a 4 b continuent a Ffaire
de méme, alors la méthode d partir de ce nouvel ensemble doit
encore conduire & un ordre collectif dans lequel on préfere
aab.

A.5) Démocratie (non-dictature).- La méthode ne doit
privilégier aucun individu particulier en définissant 1'ordre
collectif comme étant précisément celui de cet individu, sans

tenir aucun compte des autres.

A.6) L'opinion collective est toujours un ordre total.

1.5.- LES CONDITIONS DE TRANSITIVITE DE LA METHODE MA-
JORITAIRE.- Le résultat d'Arrow provoqua deux types de réactions

Chez les uns, ne voulant pas accepter les décourageantes con-
clusions du théoréme, on conteste vivement les axidmes et le
débat se poursuit aujourd'hui(*); chez les autres, auxquels
nous nous assimilons, on accepte les conclusions et, essayant
de revendiquer la méthode majoritaire, on cherche & quelle
condition elle pourrait étre appliquée sans que l'on ait 2
craindre 1'apparition de l'effet Condorcet; en d'autres termes,
on cherche les '"conditions de transitivité de la méthode majo-
ritaire'" (CTMM). ’

C'est ainsi que dans les années 40 D. Black ouvre le
feu en proposant la condition d'unimodalité ("single-peakedness"”
qui fut suivie de 1la condition de Coombs, de deux conditions
d'Inada ("single-cavedness'" et "bipartition') et de la condi-
tion de Ward ("sans carré latin'). Plus tard [Sen 1966} établit
une condition plus générale qui traitait le cas des préordres.

Récemment J.M. Blin a suggéré la condition de ''consistance

(*) Voir, par exemple, la rubrique "Letters' dans Scientific

American d'octobre 1976.
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multidimensionnelle": cas particulier de 1a condition de
Ward. Par la suite E. Terrier a généralisé la condition de
consistance multidimensionnelle au moyen de la condition
"d'étoilement". A cette liste nous ajoutons deux nouvelles
conditions: '"ramification" et "quasi-unimodalité'", qui sont

un complément de la condition d'unimodalité.
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"Les savants exhumaient, dans les faubourgs

de Mexico, la pyramide aux serpents et

découvraient que ce n'était pas une

pyramide, mais huit -un oignon de pierre

aux multiples pelures..."

C.W.Ceram, dans "Des dieux, des tombeaux,

des savants''.



2.1.- INTRODUCTION.- La condition d'unimodalité est une

CTMM. Cette condition peut €tre considérée comme la plus im-

portante de celles qui ont pu &dtre imaginées. Tout d'abord parce
qu'elle a montré, la premiére, qu'il existe des situations de
choix collectifs dans lesquelles 1la méthode majoritaire est
toujours efficacement appliquée, et de ce fait elle a €té un
guide et un modéle des CTMM qui 1l'ont suivie. Ensuite, comme
nous le verrons au $2.2, parce qu'elle demeure la condition 1la
plus chargée de sens psychologique et économique (voir par
exemple [Coombs et al 1970], [Luce et Galanter 19653}). Entre
autres, [Coombs 1964], [Degenne 1972] et [Parlebas 1972], font
remarquer que dans la plupart des situations de choix 1l est
important de savoir, du point de vue psychologique, si 1'en-
semble d'ordres considéré obéit 4 la condition d'unimodalité.
Dans 1'affirmative, on peut s'aventurer A faire 1l'hypothése
suivante: il existe une dimension ou caractéristique selon
laquelle les objets sont quantifiés, explicitement ou impli-
citement, d'une fagon tacite et de la m@me maniére par tous les
votants. Ainsi, ce chapitre est animé, presque intégralement,
par le désir de répondre a la question: un ens—emble d'ordres
quelconque, obéit-il 4 1a condition, d'unimodalité?

Au $2.3 nous traitons quelques aspects algébriques de
1'unimodalité, laquelle dépend tonjours de 1'existence d'un
"ordre de référence" sur l'ensemble des objets. Au §2.4 nous
présentons une procédure pour tester si un ensemble d'ordres
obéit A la condition d'unimodalit? par rapport & un ordre de
référence donné. Ensuite (§2.5) aous introduisons les con-
cepts de "serpent' et de "pyramide", lesquels, tout en nous per-
mettant de voir la condition d'unimodalité d'un point de vue
nouveau, nous conduisent directement A une procédure efficace
(§2.6) pour tester 1'unimodalité lorsque 1'ordre de référence
est inconnu. Nous finissons le chapitre en ajoutant quelques

remarques ($2.7) 4 propos de cette condition.
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2.2.- PRESENTATION INTUITIVE DE L'UNIMODALITE.- Nous

prions le lecteur de bien vouloir classer les objets:

= 0 sandwiches,

H
—

sandwich,

1]
Do

sandwiches,

Il
w

sandwiches,

OO R P

1
2
3
4
g ° 4 sandwiches,
ag = plus de 4 sandwiches,

par ordre décroissant de préférence selon sa faim au moment ou

il lira ces lignes. Nous pouvons espérer, intuitivement, que

le classement fourni ne saurait €tre quelconque. Par exemple,

si le lecteur vient de faire un copieux repas, son classement
sera vraisemblablement (31’32’33’34’35’36); si, par contre, il

a une faim de loup, son classement probable sera l'ordre inverse
(36’35’34’33’32’31)‘ Entre ces deux situations extrémes, nous
pouvons imaginer des ventres plus ou moins pleins, ce qui donnera
aux classements une allure particuliére. Plus précisément, en
supposant que 1'objet préféré est ag, alors celui qui le suit
immédiatement (par ordre décroissant de préférence) ne peut pas
étre que a, ou a,; en supposant que ce soit a,, alors 1'objet
classé en 3ieéme place devrait &tre soit a,, soi§ ags et ainsi de
suite, 1'objet classé en (i*1)-igme place devant étre "voisin"

de 1'ensemble & i objets déja classég dans les i premiéres

places.

0
B

Nous pouvons imaginer facilement de nombreuses situations
de choix similaires. En effet, au lieu des sandwiches, les
objets auraient pu 2tre le nombre d'enfants désirés dans le
mariage, ou les budgets a prévoir pour la construction d'un
nouvel hépitgl. Ces situations ont toutes un trait commun:

il existe un ordre privilégié sur 1l'ensemble des objets, appelé
"ordre de référence'" (dans 1'exemple 1l'ordre (31,a2,a3,a4,a5,a6)),
par rapport auquel on espére que les classements fournis pré-
senteront une certaine '"régularité'", formalisée sous le nom
d'unimodalité. Le nom d'unimodalité, au premier abord exotique,
provient de la comparaison d'un ordre unimodal & 1'ordre de

référence; si 1'on.place le premier en abscisse, et le second



‘.15=
en ordonnée, on voit apparafitre une disposition unimodale.

Exemple_2.1,- L'ordre (b,c,d,a,e) est unimodal par
rapport a4 l'ordre (a,b,c,d,e) et l'ordre (d,b,a,e,c) n'est

pas unimodal par rapport a 1l'ordre (a,b,e,c,d). Voir fig.

2.1a et 2.1b, respectivement.

! ‘

|
!
i
i
i
i
i

S R U R <

Q
——, w—-—_
Q
~ )
o
®

S FIGURE 2.1

ST TRITITS (Y ST

D. Black analyse cette condition dans plusieurs publi-
cations (qui ont été réunies et systématiquement présentées
dans [Black 1971]). 11 démontre que '1a satisfaction de cette
condition est contradictoire avec 1l'apparition de 1'effet Con-
dorcet lorsqu‘'on applique 1la méthode majoritaire, autrement

dit, 1'unimodalité est une CTMM.

Comme le fait remarquer [Inada 1964], i1 n'y a pas une
mais deux conditions d'unimodalité: 17une gvidente, l'autre
cachée. La condition évidente est celle que Black et Arrow
ont voulu proposer, clest-a-dire, 1la forme d'unimodalité pré-

cédemment introduite. La condition cachée, que nous appelerons
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la condition de "pseudo-unimodalité", est formulée d'une fagon
implicite dans les démonstrations d'Arrow. Nous donnerons une
définition formelle de la pseudo-unimodalité au chapitre 4.
Pour le moment nous nous contentons de dire qu'elle contient
1'unimodalité et que, & commencer par Arrow lui-méme, de nom-
breux auteurs ont a tort confondu les deux conditions en une

seule.

2.3%3.- DEFINITIONS ET PROPRIETES DE L'UNIMODALITE.-Soient

V un ensemble fini de votants et A un ensemble fini de n objets.

Chaque votant émet son opinion individuelle en indiquant un
ordre total sur A. L'ensemble des opinions individuelles ex-
primées est appelé "état de 1'opinion". Dans un effort de
simplification et de clarté, nous nous sommes restreints dans
ce chapitre aux états de 1'opinion dont les ordres sont tous
différents. Si le lecteur le désire, il pourra étendre facile-
ment les concepts et résultats au cas général des états de
1'opinion comprenant des ordres individuels identiques.
Définition_2.1.- Soit x=(a1,az,...,an) un ordre quelconque
sur A, et soient as, aj, Ay trois objets quelconques, avec
i<j<k. Tout ordre z sur A est dit "unimodal'(*) par rapport &
1'ordre de référence x si, sur z, l'objet aj n'est jamais sur-

classé par a; et a simultanément.

Exemple 2.2.- Soit A={a,b,c,d} et soit x=(a,b,c,d)

1'ordre de référence. Sont unimodaux par rapport a x: (a,b,c,d)
(b,a,c,d), (b,c,a,d), (b,c,d,a). Ne sont pas unimodaux par
rapport a4 x: (a,c,b,d) car b est suyclassé par a et par c;

(d,a,b,c) car c est surclassé par a et par d.

nécessaire et suffisante pour qu'un ordre z soit unimodal par
rapport a un ordre de référence x est que, pour tout triplet
{a,b,c} de x (avec adb>c), si les objetsa et c sont contigus

dans z alors l'objet b se trouve placé dans z avant euX.

(*¥*) Certains auteurs utilisent le mot "blackien".
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Démonstration.- La condition est nécessaire car si les
objets a et ¢ sont contigus sur z, lorsque 2 est unimodal par
rapport & x, l'objet b ne peut étre que plaéé avant eux (voir
définition 2.1). La condition est suffisante: si, lorsque a
et ¢ sont contigus sur z, b se trouve placé avant eux, z est
unimodal par rapport a X puisque l'ordre de ces objets sur z
est (b,c,a) ou (b,a,c). (Cette proposition ne suppose aucune-
ment que a et ¢ se trouvent, dans x, séparés par le seul objet
b. De ce fait, tous les objets situés dans x entre a et c se
trouvent, dans z, piacés avant euX)

C. Q. F. D.

Définition_2.2.- Un état de 1'opinion E est dit obéir a
la condition d'unimodalité ou étre unimodal, s'il existe un
ordre de référence par rapport auquel tous les ordres appar-

tenant a E sont unimodaux.

(d,a,b,c), z=(b,c,a,d)} est unimodal car les ordres x, y, Z
sont tous unimodaux par rapport i 1'ordre (c,b,a,d). Par
contre, 1'état de 1l'opinion F = {n=(a,b,c,d), v=(b,c,d,a), w=
(c,d,a,b)} n'est pas unimodal, car il n'existe pas d'ordre sur
1'ensemble {a,b,c,d} par rapport auquel u, v, W soient unimo-
daux.

'

4
t

Proposition_2.2.- Il y a 2"

-------------

1 .
ordres unimodaux par

T
rapport 4 un ordre de référence donné sur n objets.

Démonstration (LDesplas 1967]1).- En queue d'un ordre
unimodal z se trouve nécessairement soit le premier objet de
1'ordre de référence, soit le dernier: (2 possibilités); 1'avant
dernier objet de z ne peut 8tre qu'une des deux extrémités de
1'ordre de référence amputé du dernier objet de z (2 possibi-
1ités); etc. On a ainsi & chaque étape deux possibilités et
en tout (n-1) étapes entrainant un choix car la derniére possi-
bilité est fixée. Au total, il y a donc 2“ﬂ1 ordres unimodaux

sur n objets.
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Exemple 2.4.- Il y a 2471.8 ordres unimodaux par rapport

A 1'ordre (a,b,c,d), & savoir: (a,b,c,d), (b,a,c,d), (b,c,a,d),
(b,c,d,a), (c,b,a,d), (c,b,d,a), (c,d,b,a), (d,c,b,a).

- e - D e e m o =

x disons, est unimodal par rapport 4 1'ordre y, alors y est
aussi unimodal par rapport a x. Pourtant il n'en est rien,

comme le prouve 1'exemple suivant: x=(b,c,a), y=(a,b,c).

Proposition_2.3.: La condition d'unimodalité est une

CTMM.

Démonstration ([Desplas 1967)) .- Nous raisonnerons par
1'absurde, en supposant qu'un état de 1'opinion E est unimodal
et que pourtant l'aprlication de la méthode majoritaire dans E
conduise A 1'effet Condorcet. Si on a 1'effet Condorcet, alors
i1 existe trois objets a, b, c tels qu'une majorité préfére a

3 b, une autre b a c, une derniére enfin c a a.

On ne peut avoir dans 1l'ordre de référence que 1'un des
six cas suilvants:

a>b>c ou c>bra (b entre a et c),

b>ad>c ou cdarb (a entre b et c),

aj>cyb. ou brc>a (c entre a et b).

Puisque a>b pour une majorité et bd>c pour une autre
majorité, alors dans E 1l existe un ordre ol adb>c, ce qui
exclut (d'aprés la définition 2.1) que dans 1'ordre de réfé-

rence c soit entre a et b.

¥

Puisque b>c pour une majorité et c)>a pour une autre
majorité, alors dans E il existe un ordre ol bycya, ce qui

exclut que dans 1'ordre de référence a soit entre b et c.

Puisque c>a pour une majorité et a>b pour une autre
majorité, alors dans E il existe un ordre ol c>a>b, ce qui

exclut que dans 1'ordre de référence b soit entre a et C.



- 19 -

I1 ne peut donc pas y avoir d'ordre de référence tel
que trois majorités se dégagent pour les préférences alb,
b>c, cra.

2.4.- TEST DE L'UNIMODALITE PAR RAPPORT A UN ORDRE DE
REFERENCE CONNU, - Pour déterminer si un état de 1'opinion

quelconque E est unimodal par rapport & un ordre de référence
donné x=(x1,x2,,..,xn), on peut appliquer la procédure sui-

vante pour tout ordre z appartenant a E.

Procédure 2.1.: Soit z=(zy,25,...52,)-

0) i=1; j=%k-=n.

I

1) Si Zy T X alors i i+ 1, aller en (3);

sinon aller en (2).

t

j - 1, aller en (3);

sinon 1'ordre z n'est pas unimodal par rapport a

2) Si Zy = Xj alors j
1'ordre x, stop.

3) k=%k - 1;

‘ si k> 0 aller en (1); sinon l'ordre z est unimodal
par rapport a 1l'ordre x, stop.

Cette procédure découle de la démonstration de la propo-

sition 2.2.

2.5.- SERPENTS ET PYRAMIDES.- Dans ce paragraphe 1l'en-

semble d'objets considéré sera l'ensemble des n premiers entiers

bleau pyramidal de la fig. 2.2, ol le contenu tjj de la case



FIGURE 2.2

(i,j) est définl comme suit (pour 1sisn et i£js2n+1-1)

Si (i+j) est pair alors tij = (i+§)/2 ... (1),

Si (i+j) est impair alors tij = (j-i+1)/2 ..... (11).

N. B.- Deux définitions intuitives de Tn peuvent étre

données avec les méthodes constructives suivantes:
Méthode I.
Pas 1.- On dessine les bords de la pyramide.

Pas 2.- On met les chiffres 1, 1, 2, 2, ...»

n, n sur toute la premiére ligne de Tn.

Pas 3.- Le premier (respectivement deuxiéme)



Méthode IT.
Pas

Pgs

Pas
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chiffre de tout couple de chiffres

égaux sur la premiére ligne, se pro-
page vers sa gauche (respectivement
droite) tout au long de la diagonale

qui le contient.

On dessine les bords de la pyramide.

En partant du bas (respectivement du
haut) de Tn on inscrit les chiffres
1, 2, ..., n dans les cases du bord

gauche (respectivement droit) de Tn'

Les chiffres des bords se propagent
vers le bas de Tn tout au long des

diagonales qui les contiennent.

Exemple_2.5.- La pyramide Tg de la fig. 2.3.

- - - - e -

81}

N Eanian
6l1]7(2(8|3
5l1(6|2|7(3(81!4
a1|5|2/6|8|7|4|8|5
3|1|4|2(5(3[6]|4]7]|5|8]|6
2(1(3(2/4|3|5/4/6|5,7,6[87
11&_?_3344556677 8

FIGURE 2.3




. t,: ceey £
-------------- 1347 232’ nj
(51, Sos v sn) est appelée ''serpent' sur Tn si pour tout

 agig eeins bilo- il < .
i (14i%n-1) on vérifie: B}, Jl+1| T et s, # Si4q-
N. B.- Un serpent peut étre construit comme suit:

Pas 1.- On choisit dans Tn une case quelconque sur la

premiére ligne.

Pas 2.- Tant qu'on n'est pas arrivé au sommet de Tn’
on se place dans la ligne immédiatement supérieure, et on
choisit sur elle une case qui:

a) Soit contigul a la derniére case choisie,
et b) contienne un chiffre différent du contenu

de la derniére case choisie.

On remarquera que ce procédé ne se bloque que lorsque

1'on arrive au sommet de Tn' Le serpent est alors terminé.

Exemple 2.6.: Les suites (3,2,4,5,6,7,8,1), (4,5,3,6,
2,7,1,8) et (6,5,4,3,2,1,7,8) sont des serpents sur T8 (voir
fig. 2.3).

’

Etgpgéigggg_glglz Pour tout serpent (51’52""’51""’Sn)

i (1si%n- : . -S. = ou i.
sur Tn’ pour tout i (1%1%n 1), on a |s1 51+1| 1 ou

Démonstration.- Le tableau ci-dessous (page suivante)
analyse tous les cas possibles a 1l'aide des formules (I) et

(II1) de la définition 2.3.
' " C. Q. F. D.

Notons Bn 1'ensemble des ordres unimodaux par rapport

a 1'ordre x=(1,2,...,0).

Notons Dn 1'ensemble des ordres z=(t1,t2,...,tn) sur

1'ensemble des n premiers entiers tels que, pour tout i




Valeur de Si=tij Valeur de 5141 S57Si41
Si Si+1=ti+1,j+1’ alors (i+1) +
(j+1) est pair, en conséquence -1
si+1=(i+j+2)/2°
Si (i+j) est pairjSi Si+1=ti+1,j’ alors (i+1)+]j
alors s;=(i*j)/2.|est impair, d'ou s..q=(i-1)/2. i
Si Si+1=ti+1,j=1’ alors (i+1)+ 0(zéro).
(j-1) est impair, d'ou N.B.- Ces
P deux cas
Si+1—(143)/2° ne sont
\r ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ pas
(, possibles
car, par
Si Sipq=t alors (i+1)+ [définition

Si (i+j) est

impair, alors
si=(j=i4~1)/2°

it1,j+1°
(j+1) est impair,

si+1=[j-i+1)/2.

{d'ou

5155497501, 5

est pair, d'ou si+1=(i+j+1)/2.

alors (i+1)+]

Siosi 1™ty 5-10
(j-1) est impair, d'ou

si,=(G-i-1)/2.

alors (i+1)+

N

des
serpents:

S.FS. 4
i7ie1

.............




(1€isn-1) on vérifie de maniére disjonctive:

oC)Iti"t 1:

i+1
ou p) |ti - ti+1| = 1 et (t1""’ti-1) est une permuta-
tion des entiers r tels que:

min{ti,ti+1} <T < max{ti,ti+1}.

N. B.- Dans les paragraphes suivants nous ferons souvent

allusion & ces deux conditions.

Démonstration.- Raisonnons par 1'absurde, en supposant
que y=(t1,...,tn) € Dn et y ¢ Bn' Siy & Bn il existe alors
(voir proposition 2.1) un triplet {p,q,r} d'entiers, avec
1%p<q<r<n, tel que, p et r étant contigus sur y, q se trouve

placé sur y aprés eux.

D'autre part |p-r| >1 et siy € Dn’ la condition P
ci-dessus est satisfaite, q se trouve donc placé sur y avant

p et r.

L'entier q ne peut pas se trouver simultanément avant

et aprés'p et r, d'ot la contradiction.

C. Q. F. D
Théoréme 2.1.- L'ensemble S, des serpents sur T est
identique & 1l'ensemble B .
Démonstration (par récurreﬁce).- Pour n=1: Bn={(1)}=8n,
le théoréme est vrai. Pour n=2:
T2= 9
11122

d'ol S, = {cz,H, (1,2)} = B » et le théoréme est encore vrai.




FIGURE 2.4

Supposons que le théoreéme soit vrai pour n=k, c'est-a-
dire, Sk=Bk, et démontrons qu'alors il est vrai pour n=k+1.
Dans la fig. 2.4 nous avons représenté T, et Ty 4 simultaneé-
ment. La zone hachurde correspond 3, ce qu'il faut ajouter a

Ty pour qu'elle devienne Ty .

Soit e=(51,¢..,sk+1) un serpent sur Tk+1' En tenant
compte de la définition du serpent, on voit qu'une fois que
ce dernier rentre dans la zone hachurée, il ne peut plus 1la
quitter; en conséquence, il existe un indice g (1%g%k+1) tel
que (51,,.,,sg_1) soit entiérement sur Tk et (Sg”""5k+1)

sur la zone hachurge de Tk+1'

Si pour tout i (1<isk), le serpent e satisfait la con-
dition e ou la condition f alors Sk+1(: Dk+1’ et de la pro-

position 2.5 on pourra conclure Sk+1ci Byyq-

tl



Découpons le domaine de variation de i en quatre

intervalles:

i) Si 1€i%g-2, les conditions oc et 3 sont vérifiées
car le serpent f=(s1,...,sg_1,k+1—g,k+1-g-1,
k+1-g-2,...,1) sur Tk est un ordre unimodal par
hypothése inductive.

N. B.- Puisque f est une permutation des k pre-
miers entiers, (51""’Sg—1) est une permutation
d'entiers r tels que k+2-gsrs<k.

ii) Si i=g-1, on a deux cas & envisager:
ii1) Si Isg_1-sg|=1, alors la condition oc est
vérifiée.
ii2) Sinon lsg_1—sg|=g-1 (proposition 2.4). Par

construction de T on a sg=k+1, ce qui

k+1

g-1 et en conséquence sg_1-sg=
-(g-1). En substituant la valeur de sg on

implique sg)s

arrive finalement a: sg_1=k+2—g. Du N.B. de
(i) on déduit que (51""’Sg-2) est une
permutation d'entiers r tels que k+3-g<rsk,

et en conséquence la condition g est vérifiée.

’

iii) Si+i=g on a Isg-s |=g (proposition 2.4) et on

g+
peut conclure que, tenant compte du N.B. de (i),

)

la condition f est vérifiée (en effet, (51,...,sg_1
est une permutation des entiers r tels que

S =k+1—g<k+2—g£r£k<k+1=sg).

g+1
iv) Si g+1=isk, on voit immédiatement que la condition

o« est.-vérifiée.

En conséquence Sk+1 Cka+1 et on peut conclure que
Sk+1 C Bk+1 .......................... (II1).
Maintenant, en observant Tk+1’ nous voyons que pour

n'importe quel serpent e=(s1,..”sk+]), Sy +1 Peut étre choisi
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de deux fagons différentes; une fois‘ce choix effectué S1 peut
aussi étre choisi de deux fagons différentes; et ainsi de suite,
sauf Sy qui ne peut étre choisi que d'une seule fagon. Ceci
peut clairement é&tre argumenté a partir de la démonstration de

k

la proposition 2.4. Nous avons donc: |Sk+1|=2 et de la pro-

position 2.2 on tire: |Sk+1|=|Bk+1| ............... (IV).

Finalement, en tenant compte de (III) et (IV), on a
Sk+1EBk+1’ et la démonstration par récurrence est complété.
C. Q. F. D.

Les concepts de pyramide et de serpent nous permettent
de représenter d'une fagon visuelle harmonieuse 1'ensemble des
ordres unimodaux par rapport A un ordre donné. De plus, comme
nous allons le voir maintenant, ces concepts permettent d'ima-
giner une procédure pour tester 1l'unimodalité d'un état de

1'opinion quelconque, lorsque 1l'ordre de référence est inconnu.

2.6.-TEST DE L'UNIMODALITE SANS ORDRE DE REFERENCE CONNU.

Comme nous 1'avons indiqué dans 1'introduction 4 ce chapitre,

dans certaines situations de choix il est intéressant de ré-
pondre a4 la question: Pour un état de 1'opinion quelconque,
existe-t-il un ordre de référence x fel que E soit unimodal
par rapp&rt 4 x? On pourrait résoudre le probléme a 1'aide
de 1a procédure 2.1 du paragraphe 2.4, en prenant comme ordre
de référence, un 4 un, tous les ordres sur n objets. Cette

solution, bien évidemment, ne serait pas opérationnelle.

Nous avons donc développé dans ce paragraphe une pro-
cédure qui décrit -d'une fagon efficace- 1'ensemble des ordres

par rapport auxquels E est unimodal.

Soit E={x1,x2,..,,xm} un état de 1'opinion. Soit Pi
1'ensemble (éventuellement vide) des ordres de référence par
rapport auxquels 1'ensemble {x1,x?,..u,xi] est unimodal. Il

2 avi - - D
est évident que 113Pi3P330,;3Pm
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Intuitivement, la procédure que nous suggérons, consiste
4 construire successivement et d'une fagon implicite, les en-
sembles Pi’ en commengant par P1, puis PZ’ et ainsi de suite
jusqu'a Pm' S'il existe un indice io(1<io.<m) tel que Pio=¢,
alors Pi=¢ pour io.<ism, et dans ce cas E n'est pas unimodal;

si par contre Pm#m, alors E est unimodal.

Soit la pyramide Tnz{tij} et d une bijection de 1l'en-

semble des n premiers entiers sur n'importe quel ensemble A.

e T S = R e ST

¥ - 3 [ =4 A 1 -
T! la pyramide d'éléments tij 5(ti.).

J
Remargue 2.2.- Il est évident qu'un état de l'opinion
{x1,x2,...,xi} est unimodal si et seulement s'il existe une
configuration pyramidale dans laquelle Xy (k=1,...,1) soit

un serpent.

On utilisera le concept de configuration pyramidale
pour la construction des ensembles Pi‘ En effet, si Q. =
{ 6 l les ordres XiaKyseeohXy sont des serpents dans la con-
figuration pyramidale 6}, alors la cqnstruction de Pi revient
a celle defli ; chaque élément de Pi est obtenu en lisant, du
bas vers le haut, les cases du bord gauche de chaque élément
de Iﬁ.

n, est donc 1'ensemble des configurations pyramidales
tel que 1l'ordre x1=(a1,a2,...,an) solt un serpent de chacune

\ P . : =11 =4 ! =
d'elles. Alo?s, pour tout élément de Nyt soit a tn,n tn—],n+1
t! = soit a_=t' =t

=...=t! =t! ' =t! =,
n-2,n+2 2,2n-1 "1,2n° n n,nt+l "n-1,n n-2,n-1
=ti’2=ti,1. Autrement dit; les configurations solution ont
soit la forme de la fig. 2.5, soit celle de la :fig. 2.6.
Cette double possibilité peut &tre résumé en ne prenant qu'une
d'elles (par exemple celle de la fig. 2.5) et en la munissant
d'un "pivot" P, qui "pend du plafond', autour duquel la pyra-

mide peut "tourner (pivoter) de 180°" (voir fig. 2.7). Si
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nous considérons maintenant dans X4 1'objet a _q» cet objet
doit occuper dans la pyramide de la fig. 2.7 une des deux
cases marquées d'un astérisque. Nous avons indiqué a la fig.
2.8 et a 1a fig. 2.9 (page 32) les deux cas possibles; ils
peuvent &tre résumés en ne prenant qu'un d'eux (par exemple
celui de la fig. 2.9), et en insérant un pivot p,.q» autour
duquel, et indépendament de la position du pivot P> la py-
ramide plus petite peut tourner de 180° (voir fig. 2.10).

Si une analyse ultérieure venait & €liminer une des deux
possibilités, par exemple celle de la fig. 2.8, alors la
petite pyramide de la fig. 2.10 tournerait de 180°, le pivot
Pp-1 n-1
dans la case té’z (propagation vers l'extérieur). Le résultat

disparaitrait et finalement on insérerait 1'objet a
de ces manoeuvres est bien la pyramide de la fig. 2.9.

Pour le reste des objets, c'est-a-dire, Ay Ay, ey
a_ _,s nous répétons lia procédure dans 1l'ordre a ., a3
ay, ce qui produit une suite de n pyramides, comme un oignon
4 n pelures, les unes emboitées dans les autres et reliées
au moyen de n pivots. Voir par exemple, la fig. 2.11 pour
n =7,

Nous pouvons remarquer que la considération de P n'est
pas nécessaire puisque ses deux positions produisent le méme
effet. Nous effagons donc Py et propageons a, Vers la pyra-
mide immédiatement supérieure, ce qui donne comme résultat
la fig. 2.12.

Etant donné qu'on a deux positions pour chaque pivot,
il est évident que |n1l =21 on décrit 1'ensemble 0, en
combinant sur la fig. 2.12 les deux positions possibles de
chacun des n-1 pivots. Pour avoir donc un é€lément den1 on
effectue d'abord sur la fig. 2.12 une des combinaisons possi-
bles, et ensuite on remplit les cases vides de la fig. 2.12

en propageant en diagonale les &1léments des cases non-vides.
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n, est bien évidemment le sous-ensemble de fH tel que
X, soit un serpent de chaque élément de f,,. D'une maniére
générale, nj+1 est le sous-ensemble de IH tel que xi+1 soilt

un serpent de chaque élément de ﬂi.
Décrivons la procédure en détail a 1'aide d'un exemple.

Exemple 2.7.- Déterminer si 1'état de 1'opinion E =

{ X‘] = (C)d)lik’a,e’t))i’j,f’h’g)’ xz = (C’d)llk,a!e)i’b)j)f)h)g))

x; = (1,d,k,c,a,e,b,i,f,h,g,j), X4 = (d,1,c,k,a,e,b,f,i,h,j,g) }
est unimodal. Dans le cas affirmatif, énumérer les ordres par

rapport auxquels il 1'est.

Procédure.- En prenant 1l'ordre X, nous construisons tout
d'abord la pyramide de la fig. 2.13 (page 35), ce qui nous
fournit DW' Passons 4 1'ordre X, et, le lisant "a 1'envers",
essayons de ''descendre'" du haut de la pyramide de 1la fig. 2.13.
Nous pouvons remarquer que pour les quatre derniers objets de
X, cela est faisable, mais qu'il n'en est pas de méme pour le
cinquiéme objet de X, (b # i). On est donc obligé d'inscrire
un ""'b'" A cété du ”i” au sommet de Té; ceci fait disparaitre P
(voir fig. 2.14 page 35). Nous voyons qu'ensuite on peut
descendre jusqu'a la premiére ligne avec le restant de x, et
affirmer que pour la construction de 1l'ensemble n, 11 suffit
de considérer sur la fig. 2.14 les deux positions de chaque
pivot. Puisqu'on a 10 pivots (p7 a été effacé), alors
la,l = 210,

Considérons maintenant 1'ordre X; et essayons de descendre
du haut de la fig. 2.14 en le lisant 2 1'envers. Voyant que le
dernier objet d"x3 n'est pas g, mais j, on inscrit ce dernier
a coté de g, c'est-a-dire qu'on fait ti2’13 = j. Dans la fig.
2.14 on a t!

11,12
configurations pyramidales nous devons avoir t{z 13 = ti1 12
b 3

= h, tandis que d'aprés la définition des

Pour résoudre ce probléme nous disposons d'un atout: nous
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pouvons pivoter autour de pyq pour ensuite faire t{1 12 © i,
té 23 = h et finalement faire disparaitre Pyqs ce qui donne

la fig. 2.15; dans celle-ci, nous pouvons constater que nos

déboires ne sont pas encore finis: en effet, on a tig 11 ° f,
et 1'on doit avoir également ti; 1 = tiq 12 = tip 13 = J-

Nous répétons donc la manoeuvre précédente, ce qui nous méne
a la fig. 2.16.

Revenons sur x; et essayons (fig. 2.16) de poursuivre
la descente initiée avec j: elle est faisable jusqu'd 1'objet
a inclus; puis nous sommes obligés d'insérer le c & c6té du k,
et contraints 24 quelques pivotements pour obtenir finalement
la fig. 2.17 (page 38). Les objets suivant de 1l'ordre X4

permettent de descendre jusqu'a la premilre ligne.

Lorsque, lisant X4 d l'envers, on est obligé de faire
té 12 °© i, il s'en suit un pivotement et la disparition du
pivot , ce qui donne finalement la fig. 2.18.

Pg q

Pour énumérer maintenant 1l'ensemble P4, c'est-a-dire,
l'ensemble des ordres par rapport auxquels E est unimodal, il
suffit de combiner sur la fig. 2.18 les deux positions de
chacun des 4 pivots. Pour chaque combinaison on remplit les
cases vides d'une maniére unique, ce qui détermine 1'ordre
de référence qui peut &tre lu sur le bord gauche de la confi-
guration pyramidale du bas vers le haut.

Les 2% = 16 ordres de référence ainsi trouvés sont les
suivants:

(j,i,c,d,1,k,a,e,b,f,h,g), (g,h,f,b,e,a,k,1,d,c,i,j),

(j,i,k,1,d,c,a,e,b,f,h,g), (g,h,f,b,e,a,c,d,1,k,i,j),

(j,i,a,c,d,1,k,e,b,f,h,g), (g,h,f,b,e,k,1,d,c,a,i,]),

(j,i,a,k,1,d,c,e,b,f,h,g), (g,h,f,b,e,c,d,1,k,a,i,]),

(j,i,e,c,d,1,k,a,b,f,h,g), (g,h,f,b,a,k,1,d,c,e,i,]),

(j,i,e,k,1,d,c,a,b,f,h,g), (g,h,f,b,a,c,d,1,k,e,i,j),

(j,i,e,a,c,d,1,k,b,f,h,g), (g,h,f,b,k,1,d,c,a,e,i,j),

(j,i,e,a,k,1,d,c,b,f,h,g), (g,h,f,b,c,d,1,k,a,e,i,j).
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Si a4 n'importe quel moment de la procédure on était
arrivé 3 la nécessité d'affecter deux objets différents a la
méme case, alors on aurait pu en conclure que E n'était pas

unimodal.

Cette procédure est trés efficace. En effet, elle
utilise une seule fois, au maximum, chaque objet dans chaque
ordre de E (ce qui fait m x n comparaisons), et elle ne re-
garde qu'une seule fois, au maximum, les cases de la confi-
guration pyramidale (ce qui fait n2 + n comparaisons). D'autre
part, les pivotements autour des pivots Py et py n'ayant pas

de sens, on effectue, au maximum, n - 2 pivotements.

2.7 .- REMARQUES DIVERSES. - Dans ce paragraphe nous

continuons de développer le theme unimodalité. Nous commen-

gons par proposer une conjecture pour ensuite montrer comment
les "tables d'inversions' peuvent aider a dévoiler les

secrets de 1'unimodalité.

Quel est le nombre maximum n d'ordres sur n objets par
rapport auxquels un ensemble de m ordres différents est uni-
modal? Si m = 1 on peut facilement constater (voir la fig.
2.12) que le nombre de pivots est ééal a n -1, d'on

i= 2T, Si, d'autre part, m>2nm1, de la proposition 2.2

on tire fi = 0. Pour m=2,35,...,2n'1

nous appliquerons le
raisonnement suivant: fi s'obtientlorsque 1'ensemble de m
ordres est tel qu'en lui appliquant la procédure du §2.6,

le nombre de pivots effacés est minimum.

lorsqu'on applique la procédure du paragraphe 2.6 4 un en-

semble de m (m=2,3,,,n,2n'j) ordres différents est tel que

AL 2", autrement dit, f = rlogz ml.
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Pour m=2 et m=2n~1 la conjecture s'avére vraie. En
effet, si on applique la procédure du §2.6 3 1'ensemble
{(a1,a2,a3,...,an), (az,a1,a3,...,an)} , on n'efface que le
pivot P (voir par exemple la fig. 2.12), c'est-a-dire, fA=1.
D'autre part, si on applique la dite procédure 2 un ensemble
E a m=2n—1 ordres unimodaux, on efface tous les pivots sauf
P » car on peut faire une bijection entre E et 1'ensemble
des serpents dans la pyramide. On a donc fi=n-1.

I1 reste donc 2 prouver la conjecture pour les valeurs

intermédiaires de m.

Si la conjecture 2.1 s'avere vraie, alors pour m=2,3,..

2n—1 . f o= p0th 2n-flog2 m].
Proposition 2.6.- Si z=(t1,t2,...,tn) € B, alors pour
tout i (1 £ i £n-1) on a lti -ty b= 1 0u i

Démonstration.- Elle est immédiate & partir de la pro-
position 2.4 et du théoréme 2.1.
C. Q. F. D.

Notons cependant, que 1'inverse n'est pas vrai, c'est-
a-dire, que tout ordre z=(t1,t2,...,tn) sur 1l'ensemble des n
premiers entiers, dans lequel on a lti - ti+1l =1 ou i
(i=1,...,n-1), n'est pas nécessairement unimodal par rapport

a l'ordre x=(1,...,n).

-------- t_i,ﬂl )
1 ou i (i=1,...n-1) et pourtant il n'est pas unimodal par

rapport 3 1l'ordre (1,2,3,4).

pour qu'un ordre z=(t1,...,tn) sur l'ensemble des n premiers
entiers soit unimodal par rapport 3 1l'ordre x=(1,...,n), est
que pour tout i (14i%n-1) on vérifie de maniére disjonctive:



H
(a3

i =1,

A

g,
o) e, i+

oo}
i

ou /3) Eti -t

i1 i et (t1,.qn,ti_1) est une permutation

des entiers r tels que min{t;,t;,q} <1 < max {t.,t;,

Démonstration.- La condition suffisante est 1'objet de la
proposition 2.5. La condition nécessaire découle immédiatement
des résultats du théor2me 2.1, a savoir: Sn(Z Dn et Sn = Bn
implique Bn C'Dn‘

C. Q. F. D.

Le concept de table d'inversion est associé a une per-
mutation (ou 2 un ordre) de 1'ensemble {1y2,...,n}. Plusicurs
sortes de tables d'inversions peuvent étre définies, par exemple
1a table d'inversions a=(al,...,an) de 1la permutation t=
(t1,.,,,tn) est obtenue en failsant a. édgal au nombre d'éléments

de t A gauche de i qui sont plus grands que 1i.

Exemple 2.9.- La table d'inversions a de la permutation

(5,1,8,2,6,4,7,3) est (1,2,5,3,0,1,1,0), car 5 est A gauche
de 1; 5 et 8 sont a gauche de 2; etc.

(Knuth 1973] souligne 1'importance des tables d'inver-
sions, en montrant que ''une table d%inversions détermine d'une
fagon unique' la permutation correspondante'; de ce fait, nous
pouvons traduire un probléme posé en termes de permutations
sous la forme d'un probléme de tables d'inversions, et ce

dernier peut &tre plus facile & résoudre.
D'autres tables d'inversions sont les suivantes:

- b=(b1,°°,?bn), ol bi est égal au nombre d'éléments de

t 2 droite de i qui sont plus petits que i.

- c=(c1,.oo,cn), ol s est égal au nombre d'éléments de
t 4 gauche de ty qui sont plus grands que tos c'est-a-dire,

c, = @a o
t.
. 1
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- d=(d1,...dn) oll di est égal au nombre d'é1éments de
t 4 droite de ts qui sont plus petits que te, c'est-a-dire,

d;j = by .
1

Exemple 2.10.- Si t=(5,1,8,2,6,4,7,3), alors b=(0,0,0,

1,4,2,1,5), c=(0,1,0,2,1,3,1,5) et d=(4,0,5,0,2,1,1,0).

On peut établir d'intéressantes relations entre les
différentes tables d'inversions, comme par exemple ([Knuth

: =i +d. - c..
1973]): ts i+ d; g
d'unimodalité, nous montrerons au moyen du lemme suivant,

En ce qui concerne la condition

comment les tables d'inversions d permettent de caractériser
d'une fagon élégante les ordres unimodaux par rapport a
I'ordre (1,2,...,n), et comment devient trivial, lorsqu'il
est posé en termes de tables d'inversions d, le probleme de

la vérification de 1'unimodalité par rapport a un ordre donné.

Soit Jn 1'ensemble de permutations z telles que pour
i=1,...,n-1, on ait 0 < di - di-1 S 1.

Lemme 2.1.- B = J .,
----------- n n
Démonstration.- Nous démontrons tout d'abord que si
. t - 3
z € Bn’ alors z € Jn’ c'est-a-dire, Bn(: Jn. En effet, z € Bn
= (voir prgposition 2.7) pour tout i (i=1,...,n-1):

(X) Iti - ti+1l = ?’ .
ou /3) lti - ti+1l = 1 et (t1""’ti-1) est une permutation

d'entiers r tels que min{ti,ti+1} <r< max{t.,ti+1}.

i
Si lti - ti+1| = 1, alors on doit envisager deux cas:
A) t, > ti¥1:: di+1 = di -1 :>di - di+1 = 1,
B) ty < ti+1‘: d1+1 B d1 :>di i d1+1 =0
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Si Eti - ti+1! = i et (t1""’ti~1) est une permutation

des entiers r tels que min{ti,t } < r < max{t;,t;,,}, on doit

i+1
aussi envisager deux cas:

C) ti > ti+1:$’ﬁ j > i+1 tel que ti+1 < tj < ti, donc
di+] = di - 1, ce qui implique di - di+1 = 1.

D) t, < tiyg :>E j > i+1 tel que t, < tj < ti,qo donc
di+1 = di” ce qui implique di - di+1 = 0.

On peut donc conclure Bn(I Jn ............ (D).

Démontrons maintenant que 1la cardinalité de Jn n'est pas

P n-1 .
supérieure a 2 . En effet, nous avons dn=0 pour n'importe
quelle permutation; en conséquence, pour toute permutation
z € J onad 0 ou d = |, c'est-a-dire, deux possi-

n n-1 n-1 ’ ’ !

bilités. d__; étant choisi, pour 1, ., nous avons encore deux

possibilités: «celle qui donne dn_1 - dn_2 = 0, et celle qui

donne d__; - d _, = 1. Et ainsi de suite, d,,, étant choisi,

pour d. nous avons deux possibilités; d'ou |J_| < Zn_1uo,(II).
i : n

Finalement, de (I) et (II) on tire Bn = Jn.
’ C. Q. F. D.

¢
B

Nous finissons ce paragraphe et ce chapitre en posant
un probléme qui n'est pas nouveau. Soit E un état de l'opinion
sur n objets, et soit x un ordre de référence. Si nous éta-
blissons une mesure du degré d'unimodalité de E par rapport a
X, quel est 1'ordre sur les objets qui maximise cette mesure?
La mesure peut étre, par exemple, le quotient AMIE], ol A
est le nombre d'ordres de E qui sont unimodaux par rapport 2
x. [Degenne 1972] utilise une mesure un peu plus compliquée
appelée "coefficient d'ajustement”. On ne s'intéresse évidem-
ment qu'a des procédures qui fourniraient une réponse en un

temps économique (ou polynomial si 1l'on veut).
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35.1.- INTRODUCTION. - L'étude des ordres unimodaux n'a

ité motivée, & notre connaissance, que par le probléme de
1'agrégation des opinions, et par quelques expériences psycho-

sociologiques.

Du fait de son interprétation psychologique et économique,
la condition d'unimodalité ne pourrait-elle pas &étre utile dans
d'autres domaines? Dans ce chapitre nous établissons quelques
résultats qui pourraient aider a la compréhension de la struc-
ture de certains problémes combinatoires de recherche d'un
optimum, en mettant en &vidence l1'existence d'un lien entre
leur vésolution et la théorie des ordres unimodaux. Méme si
ces résultats sont sans int@ret pratique immédiat, ils nous
semblent révélateurs, et ébauchent une réponse a la question

que nous venons de poser.

Nous développons tout d'abord (§3.2) quelques résultats
concernant les arbres qui seront utiles dans les paragraphes
qui suivront. Ensuite, nous présentons (§3.3) quatre problémes
combinatoires de recherche d'un optimum, pour lesquels nous
§tablissons (§3.4,33.5,93.6,33.7) des liens avec 1'identifi-

cation des &tats de 1'opinion unimodaux.

3.2.- L'OMBRE D'UN ARBRE.- Un arbre est un graphe non

0rienté, connexe, sans cycle. Dessinons un arbre quelconque

de fagon 2 ce que ses n sommets se trouvent espaceés réguliére-
Ment sur une ligne droite. Soit par exemple 1'arbre de la
fig 3.1(a) de 1a page 46. Aprés l'avoir dessiné, re-numérotcns

Ses sommets de 1 4 n de la gauche vers la droite.

Imaginons maintenant qu‘une source lumineuse lointaine

Projette 1'ombre de notre arbre, comme dans la fig. 3.1(b),

on :
nous pouvons remarquer que, par exemple, 1l'ombre de l1'aré<=

(6,8) est 1a méme que celle des arétes (6,8) et (7,8) prises
€nsembie,
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En considérant qu'une aréte joignant deux sommets consé-
cutifs sur la droite, (i,i+1), projette une ombre de longueur
unitaire, la cardinalité d'un sous-ensemble quelconque d'arétes
de 1l'arbre est-elle inférieure, égale ou supérieure a la lop-
gueur totale de 1'ombre qu'elles projettent sur la corde?

En théorie des graphes il existe plusieurs fagons fort

A AN,

— /
—

ombre des aretes ombre des aretes ombre de l'arete

(1;3) et (2.4) (6,8) et (7,8) (9,11)

| S

———\s

'ombre de lt'arbre

FIGURE 31
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simples de caractériser les arbres; par exemple, un graphe non
orienté A n sommets est un arbre si et seulement s'il est
connexe et posséde (n-1) ar&tes. Ci-dessous nous proposons

une caractérisation originale des arbres qui, bien qu'étant
moins simple, fournit une réponse 2 la question que nous venons

de poser et s'avére utile pour les résultats du paragraphe 3.4.

Soit G=(X,E) un graphe connexe non orienté & n sommets

et x=(x1, Xoy eoes xn) un ordre sur X. Dans le graphe H=(X,EUF
ol F={(xk,xk+1) | 1 sk < n}, nous considérons les ensembles
d'arétes:

¢ 0xg %)= (0o xp ) Imin i, jlskemax {3, 5} ) Wix,,x;)ek.

e) = Wete) V¥pCh.
e€ed

Théoréme 3.1.- G est un arbre si et seulement si

Io| < [¢m)] ¥ cE.

Démonstration. -

a) La condition est suffisante. Nous raisonnerons par
1'absurde. Supposons donc que G étant un arbre, il existe un
D CE tel que I8l > |ed)] .

Notons £(xi,x.)u{xk|min{i,j}SkSmax{i,j}} %f(xi,xj)eﬁ,
et E(D)=Jg(e) ﬁD C E.

eeD

Considérons le graphe G'=( £(D), B Ug@d) ) et faisons une
.o . ' k
partition de g _ lv)ﬁi telle que les sous-graphes
i=1
Gi=( E,(ﬁi)9 b, Ll?(ﬁi) ) soient les composantes connexes de G'.

Dessinons "linéairement" le graphe G”=(X,ﬁ) selon 1'ordre x

(voir fig. 3.2 A& la page 48).



FIGURE 3.2

FIGURE 33




La fig. 3.3 (page 48) nous permet de constater que i

pour i=1,...,k : J

(9B = TEBDT - 1 e (1) |

Nous avons: &(D,) N z(ﬁj) =0 =>¢b) N ?(Bj) -9, §
d'otr  |g(M) 1| = j%%l?(ﬁi)l ..................... (11).

D'autre part |Bl = E§%|ﬁil e (111).

Par hypothese |Dl > l¢(D)| , alors de (II) et (III) on
déduit qu'il existe un indice i (1#1%2k) tel que lD |>|?(D )I

mais de (I) on a !?(ﬁi)l = IE(ﬁi)l -1 |ﬁi|>|a(ﬁi)|~1;3
|D‘| Iﬁ(ﬁ ){. Alors le graphe partiel é = (é(ﬁ,) ﬁ,)

possederalt un cycle, ce qui est impossible puisque G est un

arbre.

b) La condition est nécessaire. Supposons, en raisonnant
par 1'absurde, que ID! |?(DN pour tout D C E, et que G

posséde un cycle. Alors, G étant connexe, on a n<l|El.

D'autre part, pour D=E, |E| < hf(E)l Comme ¢(E)=F,
l¢(E)| = |F| =n - 1. D'ou 1'on tire n < |El = |¢E) = |FI
n-1, qu1 est impossible.

C. Q. F. D

La cardinalité d'un sous-ensemble quelconque d'arétes
d'un arbre est donc toujours inférieure ou égale a la longueur

totale de 1'ombre que ce sous-ensemble projette.

3.3.-QUATRE PROBLEMES D'OPTIMISATION COMBINATOIRE. - Soit
un ensemble B de n objets {1,2,...,n}. On se donne pour tout
couple d'objets i, j, un poids a; ;€ R* (alJ Jl) Les poids
ne structurent pas nécessairement B comme un espace métrique.
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La matrice A=(aij) peut €tre considérée comme la matrice
d'incidence généralisée d'un graphe non-orienté G dont les
aré€tes seront valuées par les a... Nous considérons sur ce

1]
graphe les problémes suivants:

- L'arbre de_poids_minimum,- Trouver un arbre dans G tel

que la somme des poids des aré&tes de cet arbre soit minimale.

- La_chaline hamiltonienne minimale.- Trouver une chaine
hamiltonienne (c'est-a-dire, qui passe par tous les sommets
du graphe) telle que la somme des poids des aré&tes de cette

chaine soit minimale.

- L'agrégation_typologique_linéaire.- En considérant 253
comme 1'indice de dissemblance entre les objets i et j, aligner
les objets de fagon A grouper le plus possible ceux qui se
ressemblent le plus (qui sont le moins dissemblants). Ce pro-
bléme, ainsi défini, reste ambigu. En effet, comment mesurer
ce '"plus possible'? Maintes fagons peuvent &tre envisagées;

nous en avons retenu une, et le probléme peut &tre formulé

comme suit: trouver une permutation o=(t1,t2,...,tn) sur B
telle que > (i-j)-a, , ~ soit maximal.
15i<j<n 1]

’

- La _minimisation du_temps d'accés.- En considérant les
objets comme des modules de programmation, et aij comme le
nombre de fois que 1'exécution du module j suit 1'exécution
du module i, trouver une affectation des modules aux cylindres
d'un disque (un module par cylindre) de fagon 2 minimiser 1le
temps moyen d'accés. Il faut remarquer que ce probléme est
défini sur une matrice A qui n'est pas forcément symétrique.

Les trois premiers problémes n'ont pas en général la
méme solution optimale quand ils sont définis sur la méme ma-
trice d'incidence. Par exemple, dans la fig. 3.5 (page 51)
nous indiquons les solutions optimales (toutes différentes)
des trois premiers problémes définis sur la matrice de la
fig. 3.4.
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LES ORDRES UNIMODAUX ET L'ARBRE DE POIDS MINIMUM.

Soit X un ensemble de n villes.
matrice A du paragraphe 3.

les villes 1 et j.

. i
peut fournir un classement o

de 1a

3 représentent les distances entre

Imaginons que les aij

Un voyageur se trouvant dans la ville i

(ordre strict si on suppose

toutes les distances différentes) des n villes par ordre

croissant d'é&loignement.

1'état de 1'opinion formé
voyageur lorsque celui-ci
chacune des villes. Soit

complet valué a4 n sommets

Remarque.- A tout ordre o=(t1,t2,.

Nous noterons f(A)={o1,02,...,on}
par 1l'ensemble des classements du
prend comme poste d'observation
G=(X,E,a) le graphe symétrique

associé 4 la matrice A.

..,tn) sur X nous

pouvons associer trivialement la chaine hamiltonienne (t1,t2,

...,tn). Dans la suite nous identifierons les deux.

(1,2,...,n) si et seulement si pour tout quadruplet d'indices

{i,j,k,l} avec 1s5k<i<j<ls<n 15k<isj<l=sn, on a a; .

ou j < akl.

Intuitivement, (i<j) de l1la matrice A
(voir fig. 3.6 3 la page 53) est plus petit que n'importe
quel élément de la zone 38 hachures verticales mmmm (et plus

un élément a..
1]

grand que n'importe quel &€lément de la zone A hachures hori-

zontales E%E%).
Démonstration. -

a) La condition est suffisante. p(A) est unimodal par

rapport a 1'ordre (1,2,...,n), donc ol (i=1,...,n) est aussi

unimodal par rapport 2 1'ordre (1,2,...,n), ce qui entraine:

a;; < ai,i+1 < ai,i+2 <...< By e (D)
et azs < a5 51 <a; i, I PRI (IT)
De (I): a.. < a (i$§<1) o it i (I1D)




FIGURE 3.6
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De (II), étant donné que la matrice A est symétrique:

i <...<agy = a..<akj (k<i<sj) ..... (IV).

a.. < a.
i- i ij

a.
ii < i-2

1’i ’

11 suffit maintenant de combiner les équations (III) et

(1IV), pour en déduire le résultat cherché:

a pour 1£k<€i<j<1lsn ou pour 1£k<isj<lsn.

ij < %1

b) La condition est nécessaire. La matrice A vérifie
aij<akl pour 15k<i<j<l<n et pour 1£k<i<j<lsn, d'ol, pour
tout 1i:

a.. £ a

.. <o oK B teiee s r et
1i i,i+1 <a a V)

i,1+2 in

et a.. < a. < a

. <...<a,. . Or cette derniere ex-
ii i-1,1 11

i-2,1

pression, étant donné que la matrice A est symétrique, en-

traine: a,. < a; §.1<35 52 SRR T R R (VI).
Finalement de (V) et (VI) on déduit que 1'ordre oi doit bien
&8tre unimodal par rapport 2 1l'ordre (1,2,...,n).

C. Q. F. D.

1'ordre (1,2,...,n), alors pour tout quadruplet d'indices
{i,j,k,l} avec 1<k<$isj<l€sn on a aij < apq-

Démonstration.- Evidente & partir de lemme 3.1 et du
fait que si k=i et j=1, alors aij=ak1’

Théoréme _3.2.- S'il existe un ordre 6=(t1,t2,...,tn)
sur X tel que’ p(A) soit unimodal par rapport a 6, alors la
chaine associée 2 6 est une solution optimale au probléme de

l'arbre de poids minimum défini sur G.

Démonstration.- Nous appellerons 'enchainée" (respect.
"déchainée") toute aréte de G qui appartient (respect. n'appar-
tient pas) a la chaine 6. Soit R (respect. P) 1l'ensemble
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d'arétes enchainées (respect. déchainées). Exemple: dans la
fig. 3.7 nous avons indiqué en traits épais les arétes en-
chaindes et en traits minces les arétes déchainées.

Soit e l'aréte (ti,tj)GE; pour plus de clarté dans 1la

démonstration, nous noterons le poids de 1'aréte e par a(e)

N
0= (ttytahts)

FIGURE 3.7

au lieu de a .

Associons 3 toute aréte (ti’tj) de G 1'ensemble des arétes

enchainées:

Plts,ts) = {(tystyeq) |ty gaq)€R et min {i,j}<kemaxfi,j}}.... (D).




I1 est évident que ?(r)=r pour tout reR et donc

a(r) = a(¢@(r)) pour tout re€R ............. (11).

Comme pP(A) est unimodal par rapport 4 8 alors du lemme
3.1 on tire:

a(tk,tk+1)<a(tk,tk+2)<. . .<a(tk,tn) 1¢k<n-1 ..... (ITD)
et a(tk’tk+1)<a(tk-1’tk+1)<"'<a(t1’tk+1) 1<k<n-1...(1IV).
De ce couple d'expressions on déduit:

a(ti’tj)>a(tk’tk+1) pour tout (tk,tk+1)e?(ti,tj) et pour
tout (ti,tj)ep ........................ vy,

autrement dit, la longueur d'une aréte déchainée quelconque

~

est strictement supérieure i celles des ardtes enchainées qui
lui sont associées par ¢. En effet:

si i=k, alors j>k+1 et de (III) on tire a(tk’tk+1)<a(ti’tj);
si j=k+1, alors i<k et de (IV) on tire a(tk’tk+1)<a(ti’tj);
si i<k et j>k+1, alors de (III) et (IV), on tire a(tk,tk+1)<

a(tk’tj)<a(¢i’ti)’

Nous démontrerons le théoréme par 1'absurde, en supposant
qu'il existe un ensemble d'arétes Q, formant un arbre de poids
total inférieur A celui de 8.

Notons Qp = P 1 Q, Qg = R naQq ; il est &vident que

Soit le graphe biparti H=(6,ﬁ,?), ol les ensembles de
sommets Q et R représentent les ensembles d'arétes Q et R res-
pectivement, et 9 désigne 1l'application multivoque (I).
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Q forme un arbre dans G et en conséquence, du théoréme
3.1 on tire: pour tout Y C Q Iyl € |@(Y)|, d'ou pour tout

Y cq |?| < I?(?)I. Or, d'aprés le théor2me de Koenig-Hall(*)

on peut affirmer qu'il existe un couplage W de § sur R.

Soit un arc (4,7)eW, qeQ, reR. Si quR, alors d'apreés
(I1): a(q)=a(r). Si qEQP alors, d'aprés (V): a(q)>a(r).
L'ensemble QP n'étant pas vide (éq. (VI)), le poids total de
Q est forcément plus grand que celui de 0, d'ol la contra-
diction.

De ce théoréme nous déduisons les corollaires suivants:

Corollaire_3.2.- La chaine associée a 0 est unique dans
ce sens qu'elle est solution optimale du probléme de 1'arbre
de poids minimum (si les aij sont différents pour tous les

couples (i,j) avec i<j).

Démonstration.- Supposons, en raisonnant par 1'absurde,
qu'il existe une solution optimale différente de 6. Si elle
est différente de 6, elle a au moins une aréfte déchainée, et
d'aprés le théoréme 3.2 le poids total de cette solution est
supériéur au poids de la chaine associée 3 6, ce qui est en
contradiction avec 1'hypothese.

C. Q. F. D.

il g G R

par rapport 3 un seul ordre (#) &.

Démonstration.- Si pP(A) était unimodal par rapport i

(*) Théoréme de Koenig-Hall.- Etant donn& un graphe biparti
G=(Y,Y',l"), on peut coupler Y sur Y' si et seulement si pour
tout ACY : |A] £ lr(n)].

! : ' = ~
(#) A 1'ordre inverse &8 (tn’tn-1""’t1) preés.
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plusieurs ordres, ils seraient tous des solutions optimales du

probléme de l'arbre de poids minimum, ce qui est en contradic-

tion avec l'unicité de la solution optimale (corollaire 3.1).
C. Q. F. D.

Le fait que le probléme de 1'arbre de poids minimum ait
comme solution optimale une chaine, implique-t-il 1'unimoda-

lité de P(A)? La réponse est négative, et le contrexemple de

FIGURE 38

la fig. 3.8 le prouve: 1'arbre de poids minimum sur ce graphe
est la chaine (a,b,c,d), et on peut constater que pP(A)=
{(a,b,d,c), (b,a,c,d), (c,d,b,a), (d,c,é,b)} n'est pas uni-
modal, puisque les quatre objets différents a, b, ¢, d, se
trouvent placés en dernier -place qui ne peut, dans un état

de 1'opinion unimodal, étre‘prise que par deux objets différents

au plus.
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3.5.- LES ORDRES UNIMODAUX ET LA CHAINE HAMILTONIENNE
MINIMALE.- Des résultats du paragraphe 3.4, et d'une fagon

immédiate, nous déduisons maintenant un lien entre les ordres

unimodaux et le probléme de la chaine hamiltonienne minimale.

P(A) soit unimodal par rapport 3 &, alors 6 est une solution
optimale au probléme de la chaine hamiltonienne minimale dé-

fini sur G.

Démonstration.- Evidente a4 partir du théoréme 3.2 et du
fait que: si la solution optimale du probléme de l'arbre de
poids minimum défini sur le graphe G est une chaine, alors
cette chafne est solution optimale de probléme de la chaine

hamiltonienne défini sur le méme graphe.

3.6.- LES ORDRES UNIMODAUX ET L'AGREGATION TYPOLOGIQUE
LINEAIRE.- Un &tudiant veut ranger n livres c6te-a-cdte sur

une seule étagdre (voir fig. 3.9 a la page 60), et cela d'une
fagon '"logique', c'est-a-dire, de manidre a grouper le plus

possible les livres qui se ressemblent le plus

Supposons qu'il existe des nombres aij susceptibles de
mesurer le degré de dissemblence =ntre les livres i et j.
Soucjeux d'atteindre son but au moyen d'une méthode '"exacte",
1'étudiant forme tout d'abord la matrice A={aij}(qui est,

évidemment, symétrique par rapport a la diagonale principale)

et, décidant de mesurer la 'valeur" d'un rangement o=(t1,...,tn)
quelconque par la quantité > (G-1)ra,  » il cherche le
| , R .t
1£i<j%n i)

rangement qui la maximise.

quatre livre, 3 savoir: Astronomie, Biologie, Géometrie et
Topologie. Si les degrés de dissemblence sont ceux du tableau




FIGURE 39
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de la fig. 3.10, alors la valeur du rangement (A,B,G,T) est
égale a: 8x1 + 4x2 + 5x3 + 6x1 + 7x2 + 2x1 = 53. Le range-
ment (A,G,T,B) qui semble '"meilleur" a, en effet, une valeur
supérieure: 4x1 + 5x2 + 8x3 + 2x1 + 6x2 + 7x1 = 59.

Lorsque n est quelconque, le probléme que se pose 1'étu-
diant est un probléme classé '"difficile" par les chercheurs
opérationnels; on ne connait pas d'algorithme capable de
fournir une solution exacte en un temps polynomial. La dis-
cussion d'un tel algorithme est un sujet qui tombe hors du |
domaine de ce travail. Nous nous contentons d'établir dans
ce paragraphe quelques résultats (ui montrent un lien avec la
théorie des préférences unimodales et donnent une condition
suffisante pour la résolution du probléme en un temps poly-

nomial.

Pour clore la discussion nous proposerons une conjecture

FIGURE 3.10
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qui généralise nos résultats lorsque la fonction a maximiser

a une forme particuliére.

Soit G=(X,E) 1le graphe symétrique complet valué a n
sommets (n22), associé & la matrice A={aij}.
Soit o=(x1,...,x€_1,xg,xg+1,...,xn) un ordre sur X.
! =
Notons o(f) 1l'ordre (t1""’tn-1) (x1,...,x£_1,xg+1,...,xn),
restriction de o & l'ensemble X-{ng.

Proposition_3.2.- Si 1l'ordre o=(x1,...,xn) est unimodal

par rapport a 1'ordre 6=(i1,...,in), alors o(i) est unimodal
X

Démonstration.- Par 1'absurde. Nous supposons que o est
unimodal par rapport a 6 et qu'il existe un couple d'indices
i, j, avec xi=i., tel que o(i) n'est pas unimodal par rapport
a 6(j).

Comme o(i) n'est pas unimodal par rapport a 6(j), alors
(voir définition 2.1 & la page 16) il'existe dans l'ensemble
X—{ij§ un'triplet if, ig, ih (f<g<h) tel que, sur o(i), ig
est surclassé simultanément par if et ig. On déduit que, sur
o, ig est aussi surclassé simultanément par if et ih, ce qui
implique que o n'est pas unimodal par rapport a 6, d'on la
contradiction.

C. Q. F. D.

Soit X'C X, }X'|=n': A tout ordre 0=(ty,...,t ) sur
X' on peut associer le multigraphe valué HO=(X,EO), ou chaque

} . i ol ] .
ar@te entre t. et tJ a le poids atitj et entre t, et tJ

on place exactement |j-if arétes.
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Exemple 3.3.- Si le graphe G est celui de la fig. 3.11,
0=(t1,tz,ts,t4,t5)=(3,5,2,1,4) et £=4, alors o0(&)=(3,5,2,4).
Ho et Ho( sont donc les multigraphes des figures 3.12 et
3.13 (page 64), respectivement. Dans un souci de clarté nous
dessinerons toujours en ligne les sommets du graphe HO, et

nous omettrons, sauf exception, les poids sur les arétes.

Associons 3 o(() le multigraphe valué Jo(gf(x’Eo‘Eo(g))‘

Autrement dit, Jo(E) est le sous-graphe de HO obtenu lorsque
1'on enléve de HO les aré@tes appartenant a HO(E)'

Exemple_3.4.- Pour les données de 1'exemple 3.3, Jo(d)

est représenté a la fig. 3.14 (page 65).

On voit que 1l'ensemble des arétes de JO(E) peut €tre

construit comme suit:

FIGURE 3.11
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1) De chaque sommet x, tel que i<% on fait partir une
aréte vers chacun des sommets X tels que j>¢.

2) Du sommet Xg on fait partir exactement |€-i| arétes
vers chacun des sommets X; (i#£E).

Remarque.- Si £=n' ou 1, alors toutes les aré@tes de

Jo(g) passent par le sommet Xg.

Définition_3.1.- Soient deux multigraphes valués H1=(X1

et H2=(X2,Bz). Nous dirons qu'on peut sous-coupler H1 sur H2
s'il existe un couplage de E1 sur EZ tel que chaque aréte de
E] soit couplée 3 une aréte de E2 de poids supérieur ou égal.

Tout comme dans le paragraphe 3.4 nous formons d partir

.} si 1'on veut) 1'état de

du graphe G (ou de la matrice A={aiJ

l'opinion P(A).

FIGURE 314._Jow)

yEq

‘] .




- 66 -

Nous énongons et démontrons maintenant un lemme qui nous

sera utile par la suite.

Lemme 3.2.- S'il existe un ordre 6=(?1,§2,...,§n) sur X
tel que P(A) soit unimodal par rapport a 8, alors pour tout
ordre o=(x1,x2,...,xn) sur X on peut sous-coupler Jo(n) sur

JG(E)’ avec §;=xn

Démonstration.- Puisque toutes les arétes de Jo(n) passent
par xn=?g (voir remarque plus haut), nous pouvons noter i les

arétes (xi,xg)eEo-Bo(n); i sera toujours différent de &.

Associons a4 toute aréte i de Jo(n) 1'ensemble d'arétes de

Js ey’

?(i) = {(Rg’ih)I(ig’xh)EEﬁ_Ea(E) et gémin{i,g}, hémax{i,{}}.
Si 1<&, alors ?(i) est constitué par les arétes de JS(E)
qui ont une extrémité dans {§1,§2,...,§i§ et 1'autre extrémité

dans {ig,...,ﬁn}.

Si i»¢, alors q{i) est constitud par les arétes de JG(E)

qui ont une extrémité dans{§1,iz,...,ﬁé} et l'autre extrémité
A, A [} A
dans {xi,xi+1,...,xnf.
f(a) étant unimodal par rapport d 1'ordre 6=(i1,§2,...,in),

puisque pour toute aréte r=(?g,ih)€?(i) on vérifie gsmin{i,t}<
max{i,{fsh, alors en vertu du corollaire au lemme 3.1 (page 54)
on déduit: a.<a  pour tout rE?(i) ................. (I).

1

On pose ?(P)=§zigxi),pour tout PCI{arétes de Jo(n)}'

Nous allons montrer que |P|=p£[?(P)|, pour tout P C
{arétes de Jo(n)}' Soit (d1,...,dp) un classement des arétes
i€P par ordre non-décroissant des indices i. Quel que soit P

on se trouve nécessairement ddns 1'un des trois cas suivants:




Xg
(8) Cas(1)

Xg
(b) Cas(2)

(C) Cas(3)

FIGURE 315
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1) 4, <&,

2) d1>>£,

3) d,< & et dp>§.

1
Si nous dessinons le graphe Jo(n) avec ses sommets dans
l'ordre 6=(ﬁ1,...,§n) nous verrons que le cas (1) correspond a:
"toutes les arétes de P sont a gauche de ig" (voir fig. 3.15(a)
a la page 67), le cas (2) correspond a: "toutes les ar&tes de P
sont a droite de X¢" (voir fig. 3.15(b)), le cas (3) correspond
a: "les arétes de P sont d droite et 3 gauche de ig” (voir fig.

3.15(c)). Nous envisageons les trois cas successivement.

Cas(1).- Soient k=(§k,ﬁg) et l=(21,§£) deux arétes de P.
Formons les ensembles ?(k) et ?(1):

?(k):{(xg,?h)l(xg,xh)eEa-Ea(g) et gsk<gsh},
= ~ A ~ ~ R é
De ces expressions il résulte que si k<1, alors toute
ar@te appartenant a ¢(k) appartient aussi & ¢(1), ce qui en-

traine: ¢p(k) & (1), d'ob il devient &vident que $(d;)E
d.)< ... € ¢(d ), et finalement:
P(d,) P(d;), e

(P) = U R IC R R (11).
¥ j=1,---,P? ) Y P

or I?(P)|=|?(dp)| peut &tre calculé. En effet:

' £-1 ;

lo(a )] = d m-E) + 2 v e (I111).
y p S v=g-d 5
P |
Exemple 3.5.- Soient n=7, §=4, dp=2. Nous avons indiqué ’

T(dp) dans la fig. 3.16. dp-(n-g) donne le nombre d'arétes
dessinées au-dessus et| E-1

2 v| donne le nombre d'arétes dessi-
v=£-dp
nées en-dessous.
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D'autre part, en tenant compte de la formule
s T
= W= (ST)(TH1) * BBV e (1v)y,
W=§-T v=1
et en faisant s=§-1, r=dp-1, de 1'équation (III) on tire:
d_ -1 p
I(P)ld(nE)+(€d)d*'r')é'V (n-d )-d_ + & v
= . - - . I~ n... . .
b P p P V=1| p P v=1
Encore 4 1'aide de la formule (IV) et en faisant s=n-1,
r=dp-1, de cette derniére expression on tire:
n-1
[9(P)] = & W oo V).
w=n-d
P
Calculons maintenant la cardinalité maximum de 1l'ensemble
P; elle est égale au nombre maximum d'arétes qui peuvent étre

adjacentes 2 1'ensemble de sommets: {i1,ﬁ2,...,?d } . Ce nombre

S et

dp sommets n~& sommets

FIGURE 316
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est atteint lorsque (n-1) arétes sont incidentes 3 un de ces
sommets, (n-2) aré@tes sont incidentes 4 un autre sommet, ..., et

(n-dp) arétes sont incidentes au dernier sommet (voir plus haut

la fagon dont on peut construire 1'ensemble des arétes de JO(E))'
Plus précisément: 'Pl < (n-1)+(n—2)+...+(n-dp) =

n-1

= w, etde (V) on tire: [Pl< |Q®)] ............... (VI).
w=n—dp

Cas (2).-Etant donné que ce cas, Par symétrie, se ramdne
au cas (1) étudié plus haut, on peut en déduire:

PP) = 9(dy) oo e e (ViI),
n-1

ly®)| = = w ... e e (VIII),
w=d1—1

lp| = K835 (IX).

i sommets (n+1-J)sommets

FIGURE 3.7




%
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Cas (3).- Dans ce cas nous pouvons partitioner P en deux
parties P' et P'" de fagon 3 ce que P' soit entiérement 3 gauche
de QE et P" entiérement 3 droite de ?E.

Calculons tout d'abord [p(i)M¢(j)] lorsque ieP' et
je€P". Le calcul est facile quand on regarde la fig. 3.17 (page
70). En effet, I?(i)r\y(j)l = i.(nt1-j) ... Xy.

or |¢®)] = le®")] + [9@®@"M] - |¢®YNeE™)|. si
p'=[P'|, des équations (II) et (VII) on tire: Y(P')=y(d _,) et

PPI=9(d 1, ) s et Lo®)] =lpcd Il +lgca, ] - FICRLEIC I

En considérant les équations (V), (VIII) et (X) on a:

n-1 n-1
lg®)] = =& w+ = w-d,-(ri-d ).
w=n-d_, w=d_,,,-1 p P
p p'+1

Pour alléger les notations posons dp,=j et d k.

pre1”
En développant:

,tf(p)l = (nét)_n - (n'1"3)2(n'.]) + (n'?:1)n - (k~2)2(k~u - jn-j+jk.
2, . . . .2, 2 2 . . .
e (m-Dn-n"+nj+n-j*+nj-j "+n"-n-k"+k+2k-2-2jn-2j+2jk
2 14
PN 2 . .2 . .
- (n-1)n - k® + jk + 2k + jk - §° - 27 + k - § - 2
2
= (n-n - (g-j-1)(k-j-2)
n-1 k-j-2 n-1
= W - 2w=: & W
w=1 w=1 w=k-j-1
S n -1
soit  |pP)| = = W e (XI).
w=dp|+1'dp"1
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D'autre part, pour dp, et d D'+ quelconques, la cardina-
1ité maximum de 1'ensemble P est egale au nombre maximum d'arétes
qui peuvent &tre adjacentes a4 l'ensemble de sommets: {21, 22,

ol 2 2 e} < .

. xdp'_1, xdp', Xdp'+1’ xdp'+1+1,..., xn} ; Or ce nombre est
atteint lorsqu'on place (n-1) arétes dans un de ces sommets,
puis (n-2) arétes dans un autre, et ainsi de suite jusqu'au

dernier sommet. Plus précisement:

n-1
|P| £ (n-1)+(n-2)+.. Ay qmdimT) o E_d L
p|+1 p|
et de (XI) on tire: [Pl < @) ...ooiiiiii..... (XII).

Nous avons donc étudié les trois cas possibles, pour
lesquels nous avons déterminé en (VI), (IX) et (XII) que pour
tout P, ]Pl < IQ(P)I. A nouveau, nous utilisons le théoréme
de Koenig-Hall (page 57) pour en déduire qu'on peut toujours
coupler les arétes de J o(n) sur celles de J. 5(2)° et en vertu
de 1'expression (I) nous concluons qu'on peut sous-coupler
J sur J

o(n) 6(8)° C. Q. F.

Lemme 3.3.- S'il existe un ordre 8=(21,iz,...,2n) sur

X tel que P(A) soit unimodal par rapport 4 &, alors pour tout

ordre o=(x1,x .,xn) sur X on peut sous-coupler HO sur HG'

PIEE
Démonstration.- Par récurrence. Pour n=1,2 le lemme est

trivialement vrai. A titre d'exemple et pour entrainer 1'in-

tuition, considérons le cas n=3; soient a,b, c les sommets de G.

L' ensemble d'ordres sur X est {o =(a,b,c), o —(a c,b), o —(b a,c),

0 —(c b,a), 0 —(b c,a), o —(c a, b)} A la fig. 3.18 (page 73)

nous avons represente les multigraphes H01=H04, H02=H05,

H03=H06.

En supposant que (A) est unimodal par rapport a 01, le

lemme 3.1 implique: a, <4 et a .<a

ac ac’




-~ 73 -

Nous pouvons sous-coupler HOZ et HOS sur Ho1 (voir fig.

"3.19 a4 la page 74), nous pouvons sous-coupler HOS et H06 sur

Ho1 (voir fig. 3.20), et nous pouvons trivialement sous-coupler
H01 et HO4 sur H01; donc le lemme est vrai pour n=3 puisque

a, b et ¢ désignent des objets quelconques.

Supposons le lemme vrai pour n=k et démontrons qu'alors

il est vrai pour n=k+1.

Soient 6=(i1,i2,...,ik,ik+1), 0= (XqsXysen s XX q) €t &
1'indice tel que Rg= SR

1) p(A) étant unimodal par rapport 4 6, de la proposition
3.2 on tire: 1'état de 1'opinion sur 1'ensemble X-{%.} est
aussi unimodal par rapport d 6(¢). Comme par hypothése le

lemme est vrai pour n=k, alors on peut sous-coupler Ho(k+1)

FIGURE 318




FIGURE 319

FIGURE 320




sur ”6(5)‘

2) Du lemme 3.2 on tire: on peut sous-coupler Jo(k+1)

sur JG({)'

L'ensemble des arétes de Ho (respect. de ”0) peut étre
partitionné en deux sous-ensembles: 1'ensemble des arétes de
1 ~
Ho(k+1) (respect. de HG(C)) et l'ensemble des arétes de Jo(k+1)
(respect. de JG(E))‘ Donc, en vertu de ce que nous venons
d'établir, on peut sous-coupler "o sur H0 pour n=k+1 sommets.
C. Q. F. D.

Les résultats développés dans ce paragraphe nous per-
mettent d'établir ensuite un lien entre la condition d'unimo-
dalité et le probléme de 1'agrégation typologique linéaire, ce

dernier pouvant étre formalisé comme suit:

Si nous associons d@ tout ordre o=(x1,...,xn) sur X le
nombre

V(o) = _:E (j-i)-a, . » trouver un ordre 6 sur X tel

1€i1<j<n i%j

que V(8) 2 V(o) pour tout ordre o sur X.

Théorédme 3.3.- S'il existe un ofdre 6=(21,...,in) sur X
tel que pP(A) soit unimodal par rapport 2 8, alors 0 est une
solution optimale au probléme de 1l'agrégation typologique

linéaire.

Démonstration.- Par 1'absurde. Nous supposons que, p(A)
étant unimodal par rapport & 6, il existe un ordre o tel que
V(o) > V(8). '

Si nous considérons les multigraphes HO=(X,EO) et H6=
(X,Eg), il est évident que V(o)= == a, et V(®)=2 a,

eeEo e€E6

Du lemme 3.3 on tire qu'on peut sous-coupler H, sur "6
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A

et en conséquence = a_ £ = a, » V(o) =V(8), d'ot 1a
e€Eo eEEa

contradiction avec 1'hypothése.
C. Q. F. D.

Lorsque dans le probléme de 1'agrégation typologique 1i-

néaire la fonction 3 maximiser a la forme:
W) = = G-,
14i<j4n 1)
ol f21, nous conjecturons que le théoréme 3.3 reste vrai:
S'il existe un ordre 6=(i1,...,2n) sur X, tel que p(A)

soit unimodal par rapport a4 8, alors W(6) 2 W(o) pour tout

ordre o sur X.

3.7.-LES ORDRES UNIMODAUX ET LA MINIMISATION DU TEMPS
D'ACCES.- Un informaticien veut placer un ensemble de n modules

de programmation dans une unité périphérique d'un ordinateur;
cette unité peut &tre soit un disque magnétique @ n cylindres,
ol chaque module doit occuper un cylindre, soit une bande magné-
tique pouvant avancer aussi bien en avant qu'en arriére, et ol
chaque mqdule doit occuper un enregistrement physique. L'in-
formaticien connait le nombre de fois bij que 1l'exécution de
module j suit 1'exécution du module i dans une période donnée
(bii=0)’ et son probléme est de trouver le rangement (ordre)
des modules dans 1'unité périphérique qui minimise le temps
total d'acce@s. Ce probléme est posé dans [Ramamoorty et Bevins
1971] et dans [Aspinall 1972]. Le temps total d'accds pour un
rangement quelconque o=(x1,...,xn) des modules est

ij xixj

n n .
T = w2  # t..'b e (1)
j=1 i=1

ol t.. est le temps d'accés du cylindre i au cylindre j du

disque (ou de 1'enregistrement pysique i a l'enregistrement
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physique j de la bande magnétique), et peut 8tre calculé comme

suit:

tij = K + dij/v R
otu: K est égal a la somme du temps de démarrage du cylindre i
plus le temps d'arrét au cylindre j, qui est une constante; \'
est la vitesse de déplacement de la pointe de lecture; dij est
la distance entre les cylindres i et j et est égale 3 li-il,
donc dij=dji'

Alors de (1):

n n
T = =& (x + Li-jl 7 v) = b
j=1 i=1 - i%j
n n n n
K = =2 b f N - = bi-j1 - b
X XX,
j=1 i=1 i™) j=1 i=1 i™j
n n
= <2 b étant une constante, comme K et V, le
S . XX,
j=1 i=1 i) n n
rangement qui minimise T' = p= :Eli-jl‘bx x. =
j=1 i=1 i%j
= (j-i)-(b, b o ) minimise aussi bien T.
1€i<jsn X% %5%% :
Sia'. =b.. *+b.., alors T'= (j-i)-a! .
1) 1] J1 1si.<'éjsn X%
Finalement en posant a..=d-a!., ol 4 = max {a!.},
1 e 12i<jsn- M)
le rangement.qui maximise T" = - (j-i)-ax x minimise T'.
1£1<j<n i%j

Nous voyons donc que le probléme de la minimisation du
temps d'accds est équivalent 3 celui de 1'agrégation typolo-
gique linéaire du paragraphe précédent. Le lien avec les ordres

unimodaux est immédiat: nous formons 1'état de 1'opinion pP(A)
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et le théoréme 3.3 peut s'appliquer. A remarquer que pP(A) peut:
aussi bien &tre construit 3 partir de la matrice B. En effet,
dans 1'ordre o' le module g précéde le module h si et seulement

h+bi<bi + b_..

si bi g gi

h
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4.1.- INTRODUCTION.- Dans ce chapitre nous présentons et

discutons deux CTMM fortements aparentées & 1la condition d'uni-

modalité.

1) La pseudo-unimodalité, aussi vieille que 1'unimodalité,
puisqu'elle est née dans les démonstrations d'Arrow au sujet

de 1'unimodalité, sera présentée au paragraphe 4.2.

2) La quasi-unimodalité, intermédiaire de deux conditions
précédentes, et dont 1'intéret découle du sens psychologique
qu'on peut lui donner. A notre connaissance elle n'a jamais
été étudiée nulle part. Le paragraphe 4.3 a pour but de pré-
senter des modales de choix utiles a 1la compréhension de cette
condition de quasi-unimodalité, laquelle fera 1'objet du pa-

ragraphe 4.4.

4.2.- LA CONDITION DE PSEUDQ-UNIMODALITE.- Comme nous

1'avons indiqué plus haut, dans les démonstrations d'Arrow,

d'une fagon implicite, se trouve formulée une CTMM moins forte
que 1'unimodalité. Depuis lors, elle a gardé a tort dans la
littérature anglo-saxone le nom de "single-peaked condition",
ce qui a induit en erreur les chercheurs qui 1'ont souvent
confondue avec 1'unimodalité. Nous avons pris la liberté de
1'appeler la "condition de pseudo-unimodalité". Elle peut étre

définie comme suit:

A d'objets obéit 3 la condition de pseudo-unimodalité ou est
pseudo-unimodal, si pour tout triplet d'objets de A il existe
un objet qui n'est surclassé par les deux autres dans aucun

des ordres de E.
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Notons W 1'ensembie des états de 1'opinion unimodaux et
P celui des &tats de 1l'opinion pseudo-unimodaux.

Démonstration.- Nous démontrerons d'abord que | Jaut P
En effet, soit x=(x1,...,xn) un ordre de référence par rapport
auquel un état de 1'opinion E est unimodal (Eel]). Soient trois’
objets quelconques Xs xj, X tels que i<j<k; alors de par 1la .
définition 2.1 (page 16) on sait que, sur E, x. n'est jamais
classé en queue, et en conséquence E ¢ P. ’

D'autre part, 1'état de 1'opinion F={(a,d,b,c),(b,d,c,a),
(c,d,b,a)}, qui n'est pas unimodal, appartient a l], puisque
pour tout triplet d'objets il.y a un objet qui n'est jamais

classé en queue:

triplet objet _jamais_classé_en_queue
a,b,c b

a,b,d d

a,c,d d -

b,c,d d

piip=-ipeoygnayhad I U

condition de pseudo-unimodalité, alors deux objets différents
au plus peuvent constituer le dernier objet de tout ordre de E.

Démonstration.- En raisonnant par 1'absurde, supposons
qu'il y ait trois objets différents a, b, c, occupant la der-
niére place dans trois ordres de E. Alors dans le triplet

{a, b, c} tout objet, sur E, se trouve au moins une fois classé
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en dernier; E n'appartient donc pas a ", ce qui est en contra-
diction avec 1'hypothése.
C. Q. F. D.

A propos de cette condition, plusieurs questions viennent
naturelliement 3 1'esprit: quelle est 1la cardinalité maximale
d'un état de 1'opinion (avec tous les ordres différents) pseudo-
unimodal? Comment tester au moyen d'un algorithme efficace 1la
présence de la condition de pseudo-unimodalité? A-t-elle une

interprétation psychologique et économique?

En ce qui concerne les deux premiéres questions, nous ne
connaissons pas de réponse d ce jour. Voulant répondre a la
derniére question, nous sommes parvenus 3 formuler des condi-
tions qui poss&dent une claire interprétation psychologique et
économique, mais qui, hélas! sont plus fortes que la condition
de pseudo-unimodalité. Les conditions mentionnées sont la
condition de "ramification" qui sera présentée au chapitre 5,
et celle de '"quasi-unimodalité'", dont nous allons parler main-
tenant et qui est plus générale que la condition d'unimoda-

lité.

4.3.- MODELES COMPENSATOIRES ET NON -COMPENSATOIRES DE
CHOIX.- I1 existe des situations de choix qui ne peuvent étre

approchées que par des modéles "compensatoires", modeles qui
supposent des interactions entre les caractéristiques d'un
objet donné, la valeur d'une caractéristique compensant la
valeur d'une autre. Un moddle compensatoire typique est celui
de la programmation linéaire. En effet, chaque objet (chaque
solution réalisable) est valué en faisant la somme pondérée
des valeurs des caractéristiques (variables); ainsi la faible
valeur d'une variable peut-elle Etre compensée 3 1'optimum

par la forte valeur d'une autre.

D'autres situations de choix sont plus fidelement repré-

sentées par des mod&les "non-compensatoires" (voir par exemple
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[Einhorn 1970]), des modé&les qui supposent 1l'absence d'inter-
action entre les caractéristiques d'un objet, la valeur d'une
caractéristique ne compensant pas la valeur d'une autre. Les
mod&les maximin, minimax, maximax, minimin, sont des exemples
de modéles '"non-compensatoires'". Le mod&le maximin en parti-
culier est applicable lorsque la performance globale d'un ob-
jet est déterminée par sa caractéristique la plus faible; par
exemple, la résistance d'une chaine 4 la tension est détermi-
née par la résistance de son maillon le plus faible, indépen-
damment de la résistance des autres maillons. Nous pouvons
aussi rencontrer naturellement des modéles non-compensatoires
en Biologie: 1a mort d'un €tre vivant, ne dépend-elle pas de
1'état de santé de l'organe vital le plus faible?

Nous avons présenté ici des exemples idéalisés, alors

que dans la plupart des situations de choix réelles on pressent

un mélange du “compensatoire' et du '"non-compensatoire'’

4.4.- LA CONDITION DE QUASI-UNIMODALITE.- Cette condition

implique que les votants possédent des mécanismes de choix non-

compensatoires du type maximin. Nous montrerons que 1'unimoda-
1ité en est un cas particulier. La quasi-unimodalité, 2 son
tour, apparaitra comme un cas particﬁlier de la pseudo-unimo-
dalité.

Nous introduirons le concept de la quasi-unimodalité &

1'aide d'un exemple.

Imaglnons qu'un ensemble de n malades sé&journe dans un
h6épital. Le cardiologue fait un classement Xx= (x1,...,x ) des
malades d'aprds 1'état de santé de leur coeur: pour tout i=

1,...,n-1, le malade X a un coeur moins sain que le malade

i+1
X4 D'une fagon analogue, un urologue fait un classement
y=(y1,...,y ) des malades, d'aprés 1' édtat de santé de leurs
reins. En supposant que 1'état de santé global de ces malades

puisse €tre déterminé uniquement en fonction de 1'état des 2
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organes mentionnés, nous demandons 3 plusieurs médecins de
1'h6pital de classer les malades d'aprds leur état de santé
global. Plus précisément, chaque médecin classera en dernier
le malade qui lui semble le plus gravement malade, en avant
dernier celui qui, 2 1l'exclusion du dernier classé, lui semble

le plus gravement malade, et ainsi de suite.

Si chaque médecin estime que la proximité de la mort
dépend de la santé de 1'organe vital le plus faible (mécanisme
de choix maximin), on peut raisonnablement espérer que, lorsqu'il

connait les classements x et Yy, dans son propre classement:

1) Le dernier classé z,» sera soit X soit Yo* selon son
appréciation personnelle de la gravité d'un coeur malade rela-

tive i celle des reins malades.

2) L'avant-dernier classé z _,, Sera un des deux malades
se trouvant en queuc des classements X et y amputés de Zho etc.,
pour tout k=1,2,...,n-1, le malade z) sera un des deux malades
se trouvant en queue des classements X et Yy amputés des malades
Zpe1r Zpa2’ ccr o

Les médecins ayant en général des appréciations diffé-

rentes, ils fournissent des classements différents.

N '

I1 est évident que cet exemple peut se généraliser 2

d'autres situations de choix similaires dans lesquelles:

- Le classement des objets ne dépend que de deux carac-
téristiques ou dimensions indépendantes (dans 1'exemple, le

coeur et les reins).

- Chaque classement est formé en tenant compte (3 la ma-
niére indiquée dans 1'exemple) des deux ordres de référence
(x et y). Chaque ordre de référence est construit en consi-

dérant une seule des caractéristiques.
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Nous dirons que les classements individuels sont "quasi-

unimodaux" par rapport aux ordres de référence x et y.

Plus formellement, soit x=(x1,...,xn) un ordre sur un
ensemble A de n objets. Soit BC A. Nous noterons x|B 1'ordre
sur 1l'ensemble A-B, qui résulte de la suppression des objets B

' i A= =
dans l'ordre x. Par exemple, si A {x1,x2,x3,x4,x5}, B {x1,x3,x4}
et x=(x1,x2,x3,x4,x5), alors x|B=(x2,x5).

Notons Q(x) le dernier objet de 1l'ordre x. Soit y=(y,,.
yn) un ordre sur A (y peut étre égal a x).

Définition 4.2.- Un ordre z= (z ...,zn) est quasi-uni-

modal par rapport aux ordres de reference X et y, si

9(x) ou O,

N
n

et z; = O(x|{zj41125495++ 22 }) OU O 1 {z547125497 - +22,})
pour i=1,...,n-1.

Définition_4.3.- Un &tat de l'opinion E est quasi-unimodal
s'il existe deux ordres x et y tels que tout élément de E soit
quasi-unimodal par rapport d& x et d y.

Notons ll 1'ensemble de tous les états de l'opinion

quasi-unimodaux.

Lemme 4.1.-ll§‘:l]_C,._1P | a

Démonstration.-

I) llé; u. si E€ll alors il existe un ordre x=(x1,...,xn)
par rapport auquel E est unimodal, ce qui implique qu'il existe
deux ordres x=(x1,...,x ) et y= (x s e e aXy ), par rapport auxquels
il est unimodal. I1 nous est malntenant possible de déduire de

la définition 4.2 qu'il existe deux ordres, x et Yy, par rapport %

auxquels E est quasi-unimodal = Een.
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L'inclusion étant démontrée, nous démontrons 1'inclusion
stricte au moyen d'un exemple. En effet, on peut constater que
1'état de 1'opinion E={(a,b,c,d),(d,b,c,a)} est quasi-unimodal
par rapport a x=(a,b,c,d) et & y=(d,b,c,a), et 1'on vérifie
rapidement qu'il n'est pas unimodal.

La condition d'unimodalité se confond donc avec la con-
dition de quasi-unimodalité lorsque les ordres de référence

sont inverse 1'un de 1'autre.

11) " S P. soit EG[L Nous démontrerons que sur E,
pour tout triplet d'objets, il y en a un qui n'est jamais classé
en queue, et en conséquence E€P(voir définition 4.1 & la page
80) .

Comme Eell, alors il existe deux ordres x=(x1,...,xn) et
y=(y‘,...,yn) tels que E est quasi-unimodal par rapport i eux.
Soient 3 objets Xi xj, X tels que i<j<k . Ces trois objets
figurent dans y dans un des 3! ordres possibles sur 3 objets.
Le tableau de la fig. 4.1 montre que, pour chaque possibilité,
il y a au moins un objet qui n'est jamais classé en queue dans

aucun des ordres de E.

Si les objets X,, xj, X1 Alors ces objets né
figurent dans y dans se trouvent jamais
l1'ordre en queue.

X5 xj, Xy , X5 xj
' Xis Xpo Xj ' Xs

X Xis Xp X4 xj

xJ, Xy Xy X3

X0 Xir Xy Xy

Yo X530 Fi *j L

FIGURE 4.1
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L'inclusion étant démontrée, nous démontrons 1'inclusion
stricte 3 1'aide d'un exemple: en effet, on peut constater que
1'état de 1'opinion F={(a,b,c,d),(c,b,d,a),(d,b,c,a)}:

a) Est pseudo-unimodal, car pour tout triplet d'objets il

y en a un qui n'est jamais classé en queue.

b) N'est pas quasi-unimodal parce que: 1) Dans F, le der-
nier objet &tant soit a soit d, ces objets se trouvent forcé-
ment classds derniers dans les deux ordres de référence x=(x1,
xz,xs,x4) et y=(y1,y2,y3,y4), autrement dit, X, =a et y4=d.

2) L'ordre (a,b,c,d)eF implique yz=c et 1'ordre (d,b,c,a)eF
implique Xz=C. Finalement, on voit qu'il est impos sible que
1'ordre (c,b,d,a)€F soit quasi-unimodal par rapport aux ordres

x et y, quels que soient X1s Xo5 Y YVp-
C. Q. F. D.

La fig. 4.2 représente le lemme 4.1.

pseudo-qnimOdau
x

ensembles

unimodauX

FIGURE 4.2.




- 88 -

Remarque.- Si les ordres de référence x et y sont égaux,
alors tous les ordres quasi-unimodaux par rapport a x et y sont

égaux a x.

Le test de la condition de quasi-unimodalité par rapport
3 deux ordres de référence x et y connus est trivial. Moins
trivial nous semble le probl2me de l'existence et de la déter-
mination des ordres de référence par rapport auxquels un état
de 1'opinion quelconque pourrait 8tre quasi-unimodal. Nous
laissons donc ouvert ce probléme dont la résolution pourrait

8tre utile en psychologie du choix.

I1 est évident, d'autre part, que la généralisation de
la condition de quasi-unimodalité par rapport d un ensemble de
p ordres (p>2) peut @tre applicable dans le domaine psycholo-
gique. Nous nous sommes bornés cependant, au cas de p=2, parce
que c'est le seul qui garantisse la transitivité de la méthode
majoritaire, et de ce fait, ctest le seul qui rentre dans le
cadre de ce travail. En effet, lorsqu'il y a au moins trois
ordres de référence, si ceux-ci sont quelconques, trois objets
a, b, ¢, différents peuvents figurer en queue de ces ordres;
un état de 1'opinion du genre {(...,a,b,c),(...,b,c,a),
(...,c,a,b)} conduit A 1'effet Condo?cet tout en pouvant satis-

faire la condition de quasi-unimodalité a 3 dimensions.
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5.1.- INTRODUCTION.- Dans ce chapitre nous présentons et

discutons deux CTMM apparentées 2 1l'unimodalité: la condition
de Coombs et la condition de ramification. La condition de
Coombs (§5.2) est moins générale que 1'unimodalité et en con-
séquence elle a peu d'int@ret du point de vue de la transiti-
vité de la méthode majoritaire, mais elle n'en est pas moins
intéressante pour d'autres raisons. En premier lieu par 1'in-
terprétation psychologique qu'on peut en donner, et en second
lieu parce qu'elle conduit & une généralisation naturelle: la
condition de ramification (§5.3), 2 laquelle on peut également
donner une interprétation psychologique. (§5.4).

5 2.- LA CONDITION DE COOMBS.- Imaginons que dans 1'hyper-

espace mk se trouvent placés un ensemble de m hyper-chats et

un ensemble de n hyper-souris . Etant donné que les hyper-
souris sont aussi grasses les unes que les autres, chaque
hyper- chat prefere, de deux hyper-souris quelconques, celle

qui est le plus prés de lui. Chaque hyper-chat fournit donc un
classement des n hyper-souris par ordre de préférence (ordre
strict si 1'on suppose toutes les distances différentes) et
1'ensemble des classements constitue un état de l'opinion..

¢

Cette image peut €tre formalisée de la fagon suivante:

Soient V={v],v2,...,vm} et A={a1,az,...,anl deux ensem-
bles de points dans R°. Les éléments de V seront appelés
"'points votants" et ceux de A seront appelés "points objets"
Notons d(x,y) la distance euclidienne entre les points x et y
et associons a4 V et A 1'€tat de 1! oplnlon M{V A)= { 1,02,...,0m}
sur 1'ensemble A, ol l'ordre o =(t1,.. ,y ) est tel que
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d(vi,t;) < d(vi,ti) si et seulement si g<h. Nous supposons
qu'aucun point votant n'est 4 équidistance de deux points ob-
jets; en conséquence u(V,A) est formé d'ordres stricts.

Nous énongons maintenant les probl&mes suivants:

(1) Etant donné un entier k et un état de 1'opinion E
sur l'ensemble B, trouver dans Rk deux ensembles de points V
et A, en bijection avec E et B, respectivement, tels que
M(V,A)ZE.

(2) Etant donné un état de 1l'opinion E, existe-t-il un

entier k tel que le probléme (1) puisse &tre résolu?

(3) Quel est le plus petit entier ko pour lequel le
probléme (1) a une solution?

Si ko=2, par exemple, lorsqu'en pingant le plan au point
votant correspondant 3 e€E, on le souldve comme s'il s'agissait
d'un mouchoir, et ensuite on réduit le mouchoir 3 une ligne,

1'ordre des points objets sur cette ligne est égal a e.

[Coombs 1964] traite ces problémes en montrant leur in-
térét psychalogique, qui vient du fait que chacune des dimen-
sions de 1'espace mko peut 8tre considérée comme représenta-
tive d'une caractéristique des objets de A. Les états de
1l'opinion tels que k0=1 méritent une attention particuliére;
dans ce cas, les objets et les votants peuvent &tre représen-
tés simultanément par des points sur une ligne droite. Cette
représentation est souvent appelée ''modéle unidimensionnel de
Coombs".

la condition de Coombs si ko=1.

Notons MK 1'ensemble de tous les états de 1'opinion obéis-

sant 3 la condition de Coombs.
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Proposition_5.1.: ([Coombs 1964]) Si un état de 1'opinion

E sur n objets obéit 4 la condition de Coombs et si tous les

é1éments de E sont différents, alors |E] < Ci

+ 1.
Démonstration.- Si Ec K alors les ensembles de votants et

d'objets peuvent &tre représentés par des points sur une ligne

droite, sur laquelle on peut choisir une origine arbitraire.

0 a4 Aned

& o e
< -

S
>

Considérons deux points objets a, et a, quelconques. Si
nous découpons la ligne au point médian amed=(a1+az)/2, nous
obtenons deux zones. Il est évident que tous les votants dont
les point représentatifs se trouvent A gauche de a.d (respec-
tivement 3 droite de amed) préférent ay :| a, (respectivement
a, a a]).

Nous pouvons déterminer le point médian de toute paire de
points objets. L'ensemble des points médians (en nombre égal 2
C ) nous permet de découper R en un nombre de zones inférieur
ou égal A C2 + 1 (le cas "inférieur" se présente si deux points
médians coinc1dent). Si les ordres de deux votants sont diffé-
rents, alors leurs points votants correspondants doivent se
trouver sur des zones différentes. Puisque le nombre maximum
d'ordres différents est égal au nombre de zones, |E| < Ci+1.

Q. F. D.

Propggigigg_§_g__ L'ensemble K des états de 1'opinion

obe1ssant Y 1a condition de Coombs est inclus strictement: dans

l‘ensemble I} des états de 1'opinion unimodaux. Autrement dit

K& 1.

Démonstration.- Nous démontrons d'abord "C:ll. si Eelf
alors les ensembles de votants et d'objets sont représentés
par des points sur une ligne droite. Si on prend comme ordre
de référence 1'ordre x des points objets lus de gauche A droite
sur la ligne, on voit alors que pour tout point votant et pour
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tout triplet de points objets a, b, c, figurant dans 1l'ordre
(a,b,c) sur x, le point objet b n'est pas surclassé par a et c
simultanément. De la définition 2.1 (page 16) nous déduisons
que eell.

Nous démontrons 1'inclusion stricte d l'aide des proposi-
tions 5.1 (page 92) et 2.2 (page 17). En effet, pour un ordre
de référence donné nous pouvons former un état de 1l'opinion

n-1 o rdres différents. Comme pour n24 on a

unimodal 3 2
Ci + 1 < 2n-1’ alors cet état de l'opinion ne peut pas obéir i
la condition de Coombs.

C. Q. F. D.

Corollaire_5.1.- La condition de Coombs est une CTMM.
Dans les conditions de Coombs et d'unimodalité il existe
un ordre de référence sous-jacent. La différence fondamentale

de ces deux conditions peut &tre imagée de la fagon suivante:

Sur un objet rigide, une régle en bois par exemple, nous
plagons des hyper-chats et des hyper-souris. L'ordre des hyper-
souris sur la régle est 1l'ordre de référence. L'état de 1'opi-
nion fourni par les hyper-chats obéira 3 la condition de Coombs
et, nécessairement, a4 la condition d*unimodalité.

Si maintenant la régle n'est plus rigide, mais ultra-
élastique (caoutchouc), et si chaque hyper-chat a le pouvoir de
déformer 3 son gré la régle (il pourrait rallonger certaines
parties de la régle en méme temps qu'il en raccourcirait
d'autres), avant de faire son classemeht, alors 1'état de 1'opi-
nion formé par les hyper-chats pourra ne plus obéir 3 la con-
dition de Coombs, mais ilyobéira toujours d la condition d'uni-

modalité.

Lorsqu'on passe du modéle unidimensionnel (ko=1) au mo-
déle multidimensionnel (kOZZ), la propriété de transitivité-de

la méthode majoritaire n'est, malheureusement, plus garantie.
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W‘
”
b °® °y
x °c
(.
ao 2z
FIGURE 5.1

Par exemple, pour k0=2, si les hyper-souris a, b, c, et les
hyper-chats x, y, z, sont placés de la fagon indiquée a 1la
fig. 5.1, 1'état de l'opinion formé est {(a,b,c), (b,c,a),
(c,a,b)}, et 1'effet Condorcet apparait lorsqu‘on applique la

méthode majoritaire.

Les problémes (1), (2) et (3) mentionnés a la page 91
ont été résolus (voir [Coombs 1964]). Nous pouvons cependant
poser 3 nouveaux problémes, (1'), (2') et (3'), dont 1'énoncé
serait identique d celui des problémes'(I), (2) et (3), res-
pectivement, a la seule différence prés que, dans Rk la dis-
tance entre deux points n'est pas euclidienne, mais rectangu-

laire(*). L'importance de ces problémes a été signalée dans

(*) La distance rectangulaire entre deux points x, y de mk est

; sk
égale a = Ix,-y.l, ol X{s X5, v+ X sONt les coordonnées
i=1 0t

du point x et Yq» Yogre-e» Y celles du point y.
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[Coombs 1964] et, 3 notre connaissance ils n'ont pas encore
6té résolus. Dans les paragraphes suivants, tout en traitant
une nouvelle CTMM, nous apportons quelques réponses aux pro-

blémes mentionnés.

5.3.- LA CONDITION DE RAMIFICATION.- Dans le paragraphe

précédent et afin de développer 1'intuition au sujet des con-

ditions de Coombs et d'unimodalité, nous avons fait promener
des hyper-chats et des hyper-souris sur des régles en bois et
en caoutchouc. Que se passe-t-il si nous les laissons mainte-
nant promener sur un arbre (voir fig. 5.2) ? Nous considérons
que la distance entre une hyper-souris et un hyper-chat est
égale 3 la longueur du chemin unique (1'épaisseur des bran-
ches est négligeable) que 1'hyper-chat doit parcourir pour

1'atteindre (les hyper-chats ne peuvent ni sauter ni voler).

FIGURE 5.2
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Cette image, comme nous le verrons, donne naissance 3 une nou-

velle CTMM: 1l1la condition de ramification.

Soit G=(X,U) un arbre, dont les arétes seront valuées par
des réels positifs (longueur d'une aréte). La "distance"
entre deux sommets quelconques de 1l'arbre sera égale 4 la lon-
gueur du chemin unique qui les relie. Soient ACX et VCX
quelconques et formons un état de 1'opinion sur A de la fagon
suivante: pour chaque veV les &léments de A sont classés par
ordre croissant de leur distance a v. L'état de 1'opinion
ainsi formé sera noté m(G,A,V).

Remarque.- Nous supposons qu'aucun élément de V n'est 2
gquidistance de deux €léments de A, en conséquence les éléments

de m(G,A,V) sont des ordres stricts.

Définition_5.2.- Un &tat de 1l'opinion E est dit obéir a

la condition de ramification, s'il existe un triplet (G,A,V)
tel que E=M(G,A,V).

Notons B} 1'ensemble de tous les états de 1'opinion

obéissant 3 la condition de ramification.

obéit 2 la coﬁdition de ramification, et si tous les ordres de
E sont différents, alors |E| £ Cﬁ + 1.

Démonstration.- Si el alors il existe un triplet (G,A,V)
tel que E=m(G,A,V). Considérons dans la fig. 5.3 (page 97)
deux élément§ de A: xy et X,. Si nous découpons 1l'arbre au
point médian de x, et x, nous obtiendrons deux zones; on voit
facilement que tous. les éléments de V qui se trouvent sur la
zone gauche (respect. droite) préférent x, a X, (respect. X,
a x1),

Nous pouvons déterminer le point médian de toute paire
d'&18ments de A. L'ensemble de points médians (en nombre égal




point médian
de X, et X,

FIGURE 5.3

~

2 P -
a Cn) nous permet de découper l'arbre en un nombre de zones in-
oo ; 2 PP . .
férieur ou égal 2 Cn + 1 (le cas "inférieur'" se présente si

deux points médians coincident).

Si deux ordres de E sont différents, alors leurs sommets
représentatifs doivent se trouver sur deux zones différentes.
Puisque le nombre maximum d'ordres différents est égal au nombre
de zones, |E| € Ci + 1, '

C. Q. F. D.

Comment la condition de ramification est-elle placée par
rapport aux CTMM déja présentées au lecteur? Nous répondons a
cette question au moyen du lemme 5.1 et des propositions 5.4 @
5.10, dont les résultats seront résumés par la fig. 5.10 (page
105). Rappelons tout d'abord les notations des chapitres pré’

cédents:




FIGURE 5.4

Ensemble des états de 1'opinion Symbole

obéissant 3 la condition de

unimodalité 1]
pseudo-unimodalité P
quasi-unimodalité , “
eCooﬁbs K

Demonstratlon - Nous démontrons d' abord I‘C: “ Ceci est
trivial puisqu'on peut considérer qu'une ligne droite est un

arbre sans "fourche'" (dont les sommets sont au plus de degré 2).

Nous démontrons 1'inclusion stricte 3 1'aide d'un exemple.
Soit 1'état de 1'opinion E= {(d b,a,c),(b,a,c,d),(b,c, a,d)} Sur
la fig. 5.4 nous avons représenté un graphe G, avec V= {d b e]
A= {a b,c d} tel que m(G,A,V)=E, et en conséquence Ee . Nous



- 99 <

voyons d'autre part, 4 l'aide des pyramides (voir chapitre 2),
que E n'est pas unimodal et en vertu de la proposition 5.2
(page 92) on tire ¢ h.

C. Q. F. D.

Lemme 5.1.- HC-;P

Démonstration.- Démontrons d'abord R C P. soit E eR;
si le nombre d'objets est égal & 1 ou 2 on a trivialement I'CZF,
Dans le cas ol le nombre d'objets est supérieur 3 2, nous démon-
trerons que, pour tout triplet d'objets (x,y,z), il y en a un
qui, dans E, n'est jamais classé en queue; et en vertu de la
définition 4.1 (page 80): R C P.

Deux cas sont 4 analyser: soit un des trois objets se
trouve sur le chemin unique qui relie les deux autres, soit

aucun objet ne se trouve sur le chemin qui relie les deux autres.

Premier cas.- Soit y 1'objet se trouvant sur le chemin
qui relie les objets x et z (voir fig. 5.5). Nous coupons
l'arbre en deux points: au point médian de x et y, et au point
médian de y et z. Comme résultat de cette opération on obtient

3 morceaux d'arbre: le morceau /X/ qui contient x, /Y/ qui

r —

)
/x/ : 1Y/ BT,
- : >~ } *~——
X | Yy : z
' .

FIGURE 5.5
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contient y et /Z/ qui contient z. Or, tous les votants se
trouvant en /X/ placent z en queue, les votants se trouvant
en /Y/ placent y en téte et les votants se trouvant en /t/

placent X en queuc. En conséquence, l'objet ¥y n'est jamais

classé en queue.

Deuxiéme cas.- Aucun objet ne se trouve sur le chemin
qui relie les deux autres. G étant un arbre, il existe un
sommet unique w qui se trouve Sur les chemins (x,y), (x,z) et
(y,z) simultanément (voir fig. 5.6). Soient dxw’ dyw’ dzw
les distances de W a X, Y, Z» respectivement. Supposons que
dyw < dxw’ dzw' Nous coupons encore l'arbre en deux points:
au point médian de x et Y, et au point médian de y et z. On
obtient encore 3 morceaux d'arbre: /X/ qui contient X, /Y/
qui contient y et /Z/ qui contient z. Or, les votants se trou-
vant en /X/ placent z en queue, les votants se trouvant en /Y/
placent y en téte et les votants se trouvant €en /7/ placent Xx
en queue. En conséquence, l'objet y n'est jamais classé en

queue.

L'inclusion stricte se démontre 3 1'aide des propositions
2.2 (page 17) et 5.3 (page 96). En effet, nous pouvons former
un état de 1'opinion rell 3 2" ordres différents; comme

’

/L]

N @

FIGURE 5.6
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U<P aiors FeP. D'autre part, pour n24 on a Ci + 1 < -1
»
et en conséquence F ne peut pas appartenir a R.
C. Q. F. D.

Démonstration.- Démontrons d'abord ﬂ URCP. ceci
est immédiat 3 partir des lemmes 4.1 (page 85) et 5.1 (page 99),

L'inclusion stricte est démontrée 4 1'aide d'un exemple.
Soit 1'état de 1l'opinion E={(b,c,f,d,e), (c,b,f,d,e), (c,f,b,d,e),
(c,f,d,b,e), (c,f,d,e,b), (f,d,e,c,b), (d,f,e,c,b), (e,f,d,c,b),
(f,c,b,d,e), (f,c,d,b,e), (f,c,d,e,b), (f,d,c,e,b)}.

(1) Cet état de l'opinion est pseudo-unimodal (Eél‘),

comme on peut le constater:

triplet objet jamais en queue
b,c,d c
b,c,e c
b,c,f c
b,d,e d
b,d,f f
b,e,f f
c,d,e d
c,d,f f
c,e,f £
d,e,f f
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(2) Le lecteur peut voir sans. peine qu'il est impossible
de construire deux ordres de référence par rapport auxquels E
serait quasi-unimodal, et en conséquence Eéll .

(3) Puisque |E|=12, de la proposition 5.3 (page 96) on
tire E¢ R .
C. Q. F. D.

Démonstration.- Soit 1'état de 1'opinion F={(a,b,c,d),
(d,b,c,a), (c,b,d,a)}. A la fig. 5.7 nous avons représenté& un
graphe G avec V={a,c,d}, A={a,b,c,d}, tel que w(G,A,V)=F, et

en conséquence F € n.

D'autre part, F n'est pas quasi-unimodal.(voir deuxiéme
partie de la démonstration du lemme 4.1 4 la page 86). En

conséquence Fé']-“ .
C. Q. F. D.

Proposition_ 5.7.: W - R#o.

Démonstration.- I1 suffit de considérer un état de 1'opi-

nion Eell sur.plus de 3 objets et A 20

la proposition 5.3 on tire Eﬁl] et en conséquence Eell-ll.
C. Q. F. D.

ordres différents. De

FIGURE
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Proposition 5.8.- ] - (HWUR) # 0.

- - - et e e o om o e

Démonstration.- Il est facile de constater que 1'état de
1'opinion F= {(a,e,b,c,d), (e,a,b,c,d), (e,b,a,c,d), (be,a,c,g,
(e,b,c,a,d), (b,e,c,a,d), (d,b,e,c,a), (b,d,e,c,a), (e,b,d,c,a),
(b,e,d,c,a), (b,e,c,d,a), (e,b,c,d,a) } est quasi-unimodal par
rapport aux ordres de référence (a,e,b,c,d) et (d,b,e,c,a),
donc F € u

A 1'aide des pyramides (chapitre 2) on vérifie aisément
qu'il n'est pas unimodal, donc Fe¢l} et vu que IFI=12>C§+1=11,
de la proposition 5.3 (page 96) on tire FgR .

| C. Q. F. D.

Démonstration.- L'état de 1'opinion E={(a,b,c,d),
(d,b,c,a) } est quasi-unimodal par rapport aux ordres (a,b,c,d)
et (d,b,c,a), donc Eéill. A 1'aide des pyramides on vérifie
aisément qu'il n'est pas unimodal, donc EEEﬂ - . Finalement
il obéit a la condition de ramification (voir fig. 5.7, avec

v={a,d} ). Dp'oii: EeRNcO-U).

Démonstration (cette démonstration est due a M. E. Mazert
de 1'Université de Grenoble).- Démontrons tout d'abord
kc UHNR. Ceci est immédiat A partir des propositions 5.2
(page 92) et SA4 (page 98).

L'inclusion stricte est démontrée a 1'aide d'un exemple.
Soit 1'état de 1'opinion E={(c,b,a,d),(b,c,d,a),(d,c,b,a)}.
Nous démontrerons qu'il appartient i (U N R - K.

(1) L'on vérifie facilement que E est unimodal par

rapport & 1'ordre (a,b,c,d). Eell.




- 104 -

FIGURE 5.8

(2) A 1a fig. 5.8 nous avons représenté un graphe G avec
V={b,d,e}, A=1a,b,c,d}, tel que m(G,A,V)=E, et en conséquence

tell.

(3) Puisque tous les ordres de E finissent soit par d
soit par a alors, sur la droite de Coombs, ces objets se trou-
vent forcément premier et dernier. Vu que 1'ordre (d,c,b,a)
appartient 2 E, on déduit que 1'ordre des objets sur la droite
de Coombs est (a,b,c,d) (ou (d,c,b,a) si 1fon veut).

Nous considérons maintenant tous les cas possibles pour

le placement des.objets b et c sur le segment de droite ad.

- Si le point médian my, de b et c est 2 droite du point

~

médian m. de a et d (voir dans la fig. 5.9(I) a la page 105

2
les deux cas possibles), alors 1'ordre (c,b,a,d) ne peut pas
appartenir a'E et donc si E appartient a l‘,ml doit se trouver

a gauche de m, .
- Si le point médian my est 3 gauche de m, (voir dans la
fig. 5.9(II) les deux cas possibles), alors l'ordre (b,c,d,a)

ne peut pas appartenir a E.

On conclut donc que ¢ i .
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!
b m, c b m, c

a m., o 3 " ' ﬁz |

b mp] c b mqy c
o———q——o———{-——o—a - + + Py
a m, | a mz d

(1) | (I1)

FIGURE 5.9

Nous résumons:les résultats de la proposition 5.2, des
lemmes 4.1 et 5.1 et des propositions 5.4 a 5.10, dans la fig.

5.10, ol toutes les zones indiquées sont non-vides.

FIGURE &.10




T
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Dans le chapitre 7 nous présenterons des conditions !

"duales'" (conditions '"miroir") des CTMM re résentées sur la
P
fig. 5.10, ce qui nous permettera de généraliser les résultats

obtenus dans ce chapitre.

Malgré 1'établissement des conditions de quasi-unimoda-
1ité et de ramification, les états de 1'opinion pseudo-unimo -
daux, dans leur ensemble, demeurent sans interprétation psy-
chologique. Autrement dit, un &tat de 1'opinion appartenant a
P -« u U R ), a-t-il un sens psychologique? Cette question

reste ouverte.

§.4.- UN SENS PSYCHOLOGIQUE POUR LA CONDITION DE
RAMIFICATION.- |[Coombs 1964 ] suggére que certains mécanismes

neurologiques pourraient &tre représentés par des modéles
utilisant une métrique non pas euclidienne mais "rectangu-
laire" ("city-block" model). De ce fait la résolution des
problémes (1'), (2'), (3") mentionnés A la fin du paragraphe
5.2 pourrait &tre utile dans la psychologie du choix.

Dans ce paragraphe:

- Nous fournissons une réponse au probléme (2') lorsque
1'état de'1'opinion considéré obéit 2 la condition de ramifi-
cation. Ce résultat permet de donner un sens psychologique a |

la condition de ramification.

- Nous proposons une conjecture au sujet du probleme
(3') lorsque 1'état de 1'opinion considéré obéit a la condi-

tion de ramification.

Soit un arbre G=(X,U), avec [X|23. A tout sous-ensemble
non-vide Y de X nous associons le sous-arbre de G: GYz(XY’UY)’
tel que Y € X, et |Xy| est minimum. Autrement dit, Gy est

Y
le "plus petit" sous-arbre de G qui “"contient' Y.




G GY 7

FIGURE 5.1

Exemple.- La fig. 5.11 représente les arbres G, GY et GZ,
avec Y={x5,x10} et Z={x1,x3,x6,x8}.

Remarques:
a) Comme G est un arbre, alérs G, est unique.
Y
(b) Si xeXy et Y C Iy alors xeX,.
Y Z

(c) Si |Yl=2, alors Gy formeé une chaine.

(d) Pour tout x,y€Y, si z se trouve sur le chemin uniqueé

qui relie x et y, alors z€Xy -

Notons X 1'ensemble des sommets pendants de 1'arbre
G=(X,U).
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-

il existe Y°={x°,y°§(§ X, tel que XYo(W XY-Y° = @, alors:

I) Pour tout xGXYo le degré de x dans G est inférieur

I1) I1 existe dans xY° un sommet unique tel que, dans G,

son degré soit égal 3 3.
Démonstration. -

I) Pour tout xeXYo le degré de x dans G est inférieur 2
4. En raisonnant par 1'absurde, supposons qu'il existe un
sommet ieXYo tel que son degré soit supérieur ou égal a 4.
Or,de 1'ensemble d'arétes incidentes 3 X, une d'elles méne 2
x°, une autre méne a y° et le reste (au moins 2) méne 2
1'ensemble X - Y°. Ce qui veut dire qu'il existe deux sommets
dans X - Y° tels que x se trouve sur le chemin unique qui les
relie. De la remarque (d) on tire iexi_Yo, ce qui entraine
Xyo M Xz yo # 0, d'oll la contradiction.

IT) I1 existe dans XYo un sommet unique tel que, dans G,
son degré soit égal 4 3. En raisonnant par 1'absurde, supposons:
a) qu'il n'exi§te aucun sommet dans X{o tel que, dans G, son
degré soit égal a4 3, ou b) qu'il existe dans XYo deux sommets

v et w, tels que, dans G, leur degré soit égal d 3.

Si (a), alors le degré,dans G, de tous les sommets ap-
partenant 3 Xyo est égal 3 1 ou 2. Comme Gyo forme une
chaine (remarque (c) ), on déduit que G n'est pas connexe,

d'od la contradiction.

Si (b) alors v a trois voisihs dont deux appartiennent
a Xyo et un n'appartient pas a Xyos soit v' ce dernier sommet.
Le sommet w a aussi trois voisins dont deux appartiennent a
XYO et un n'appartient pas a XYO; soit w' ce dernier sommet

(voir fig. 5.12 2 la page 109).
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FIGURE §5.12

I1 existe donc un sommet v' (v'" pourrait se confondre
avec v') appartenant 4 X - Y° tel que v' se trouve sur le
chemin qui relie v et v'. D'une fagon analogue, il existe un
sommet w' (w" pourrait se confondre avec w') appartenant a
X - Y° tel que w' se trouve sur le chemin qui relie w et w'".
Alors v se trouve sur le chemin unique qui relie v'" et w';
de 1la remarque (d) on tire v € Xf_Yo, ce qui entraine
Xyo M Xg_yo# @, d'od la contradiction.

C. Q. F. D.

il existe Y*={X*,Y*}‘: X tel que XY*n Xf—Y* 7 0.

Démonstration.- En raisonnant par 1l'absurde, supposons
qu'il existe un arbre G=(X,U), avec |X|24, tel que pour tout

sous-ensemble Y=fk,y}(:li, on ait XY r‘XXZY = 0.

Considérons un sous-ensemble Y°={x°;y°}(1 X.
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FIGURE &5.13
I ﬂ

De la proposition 5.12 et de la remarque (c) Xyo forme

une chatne (voir fig. 5.13) d'au moins 3 sommets dont un, le

sommet v, a exactement 3 voisins dans G.

Comme |X|24, alors |X - Y°|=2. Soit x*=x° et y* un’
lément de X-Y°, Y*={x*,y*}. En conséquence, v appartient &

é
Xyr €t V appartient aussi a Xz ya» ce qui entraine
X

Y*‘W XY-Y* # @, d'oll 1a contradiction.
) C. Q. F. D.

Soit un état de l'opinion Eecl et soit G=(X,U) un arbre

tel que M(G,A,V)=E. On pose |xl=z.



peut 8tre résolu avec k=[1X1/2], ot X est 1'ensemble des
sommets pendants de G. Nous dirons alors que G peut &tre

"plongé'" dans m*.

’

Démonstration.- Par récurrence sur la cardinalité de X.

Pour |X|=2 alors k=[2/2]= 1. En effet, il suffit de
dessiner 1'arbre (qui en fait est une chaine)} sur une ligne

droite que nous plagons en R‘.

Pour |X|=3 (voir fig. 5.14(a)) alors k=[3/21=1,51=2.
En effet, il suffit de choisir deux des sommets pendants de G
(par exemple les sommets a et f dans 1l'arbre de la fig. 5.14(a))
dont 1'un (par exemple a) sera placé d l'origine O et 1'autre
sur l'axe x de m? 3 une distance égale 3 la longueur du chemin

unique qui les relie sur 1l'arbre (voir fig. 5.14(b)). Tous 1e€S$



FIGURE 5.15

sommets de G se trouvant sur ce chemin seront également placés
sur l'axe x. Finalement, nous plagons les sommets restants
(g et h) sur la verticale qui passe par le sommet d. Donc le

lemme est vrai pour |X|=3.

Suppesons le lemme vrai pour | X|=q et démontrons qu'alors
il est vrai pour |f|=q+2. Soit donc un graphe a |Y'=q+224
sommets pendants. De la proposition 5.12 on peut affirmer
qu'il existe Y={x,y] € X tel que Xy N Xgy =V # @ (voir fig.
5.15).

V. =X V, ‘et soient x'€eV tel que,

Notons VX=XVU{M—V’ y VU{y}—
des &léments de V, x' est le plus proche de x; y'eV tel que,
des éléments de V, y' est le plus proche de y. Remarque:

x' et y' pourraient se confondre.

Le sous-arbre G'z(xf-Y’UY-Y) posséde lfl-2=q sommets
pendants et par hypothése il peut €tre plongé dans m.Q/z.'
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Pour tout zeX—

X-y hous noterons (21,22,-.-,Z[a/21) ses

coordonnées dans R rq/Z‘l.

En particulier (xi,xé,...,x?h/ﬂ)
et (yi,yé,...,ywa/Z]) sont les coordonnées, respectivement,

des sommets x' et y'.
Nous plongeons G dans m'h/21*‘ de la fagon suivante:

- Pour tout 2€Xy_ y les coordonnées seront (21,22,..,,

% fq/7] »0) -

- pour tout zer les coordonnées seront (xi,x',...,
xTh/Z],—d(x',z)), o d(x',z) est 1la distance, sur 1'arbre,
entre les sommets x' et z.

- Pour tout zeV_ les coordonnées seront (yi,yé,...,
ykh/il,d(y',z)), ol d(y',z) est la distance, sur l'arbre,
entre les sommets y' et z.

I1 est facile de vérifier que, pour tout couple de
sommets de G, la distance rectangulaire dans R[h/z +1
r [(a+2)/2]
conséquence le lemme est vrai pour |[X'| =q+2.
C. Q. F. D.

est la méme que la distance sur 1'arbre, et en

Soit Eel‘ et soit JLE l'ensemble d'arbres G=(X,U) tel
que m(G,A,V)=E. Un arbre G*=(X*,U*) sera appelé '"réduit"
si |x*| <€ lXI pour tout G=(X,U) appartenant 2 J{E.

pendants appartiennent i A.

Démoﬁstration.- Par 1'absurde. Supposons qu'il existe
un arbre G° réduit tel qu'un de ses sommets pendants n'appar-
tienne pas 4 A. Soit x ce sommet pendant. Si xéV alors il
est évident que lorsqu'on enléve x 4 G° le sous-arbre restant
appartient 3 J%E et en conséquence G° n'est pas réduit. Si
d'autre part xeV, lorsque nous enlevons x d G° (ainsi qu'a V)
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et puis nous ajoutons le sommet y ( y est le sommet adjacent
3 x dans G° ) 4 V, le nouvel arbre appartient aussi a JLE
tout en ayant un sommet en moins; en conséquence G° n'est pas
réduit. D'oll 1a contradiction.

C. Q. F. D.

appartenant a J{E possédent le méme nombre %E de sommets pen-

dants.

condition de ramification, alors dans le probléme (3') de
Coombs kO=PxE/2].

Nous venons de voir pourquoi 1'étude de la condition de
ramification pourrait étre utile en psychologie, mais pour
cela il faudrait, tout d'abord, disposer d'une procédure
efficace pour tester sa présence. Nous n'avons pas réussi
A trouver une telle procédure, mais nous ne pensons pas pour

autant qu'il s'agisse 13 d'une tdche trés difficile.

Nous finissons ce chapitre en ouvrant une question:
existe-t-il un lien entre les &tats de 1'opinion obéissant a
la condition de ramification et certains problémes d'optimi-

sation combinatoire?
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"Les gens ont des étoiles qui ne sont pas
les mémes. Pour les uns, qui voyagent, les
étoiles sont des guides. Pour d'autres
elles ne sont rien que de petites lumiéres.
Pour d'autres qui sont des savants elles
sont des problames..."

A. de Saint-Exupéry, dans 'Le petit prince"
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6.1.- INTRODUCTION.- Les conditions de consistance multi-
dimensionnelle ([Blin 19731) et d'étoilement ([Terrier 1976])

sont nées du concept de "permutod&dre', lequel s'est avéré

guider fructueusement 1'intuition en offrant une représentation

visuelle.

Le permutodédre est un graphe amplement étudié dans 1la
littérature. On peut en trouver de bonnes présentations dans
[Barbut et Frey 1971], [Guilbaud et Rosenstiehl 1963], et
[Jacquet—Lagréze 1973].

Aprés avoir rappelé quelques:propriétés et définitions
relatives au permutoéddre (§6.2), ﬁous-présentons (§6.3) 1a
condition de consistance multidimensionnelle, ainsi qu'une
procédure performante permettant de décider si un état de
1'opinion quelconque obéit ou non 2 cette condition. Le
paragraphe 6.4 est dédié a la condition d'étoilement dont nous
explicitons quelques propriétés et proposons une procédure
de test.

Par souci de clarté nous ne considérons dans ce chapitré
que des états de 1'opinion dont tous les ordres sont diffé-
rents. Si l'on veut, les résultats ici énoncés peuvent sans

difficulté &tre étendus au cas général.

6.2.- LE PERMUTOEDRE. -

Définition 6.1.- Soit A un ensemble de n objets. On appelle

ol f gl

permutoddre le graphe P(X,U), ol X est 1'ensemble des sommets
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F M
niveau
abcd

0

1 bacd achd abdc

,  bcad cabd adc acdb adbc

3 cda bdac dabcg

bad cadb adchb
4 cbda bdc bac ach
dab
5 cdba dbca dcab
6 Jcba
FIGURE G&.1

du graphe qui correspond bijectivement a 1'ensemble des ordres
totaux sur A (on a [Xl=n!), et ueU, u=(x,y), xeX, yeX, si et
seulement .si les ordres (sommets) x et y sont égaux a une

transposition de deux objets voisins prés.
Le permutoédre sur n objets sera aussi noté Pn.

.- Le permutoddre associé a A={a,b,c,d§ se

trouve représenté a la fig. 6.1.
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Un état de l'opinion sur A dans lequel tous les ordres
sont différents, correspond donc & un sous-ensemble de X.

1'opinion dans le permutoddre de la fig. 6.1 les ensembles:
5. {(,a,c,d)}, {(b,c,d,a), (a,b,c,d), (b,a,c,d)f, X.

d(x,y) entre les sommets xeX et y€X est le nombre minimum
d'arétes d'une chaine du permutoédre d'extrémités x et y.

et dont la longueur est égale d d(x,y) est dite chaine tendue

de x 3 y. On la note f(x,y).

(b,a,c,d), (b,c,a,d), (c,b,a,d) ) et ( (a,b,c,d), (a,c,b,d),
(c,a,b,d), (c,b,a,d) ) sont des chaines tendues, tandis que
les chaines ( ga,b,c,d), (a,b,d,c), (b,a,d,c), (b,a,c,d) ) et
( (b,c,a,d), (b,c,d,a), (b,d,c,a}, (b,d,a,c), (b,a,d,c) ) ne

le sont pas.

Définition 6.4.- Soit E C X, |Ef22. Le sommet XxeE est

dit périphérique dans E s'il existe up sommet ¢ dans E tel que
d(x,t) 2 d(y,z) pour tout yeE, zeE.

Définition_6.5,- Soit Mf(x,y) l'ensemble des sommets se

trouvant sur une chaine tendue f(x,y). Mf(x v) est appelé le
’
chatnoide de f(x,y) et poss&de les:trois propriétés suivantes:

Propriété 1.- Il contient exactement deux sommets péri-

phériques (x et y).

Propriété 2.- On peut ordonner l'ensemble Mf(x v) par la
’
relation d'ordre stricte définie par xi<x5 &S d(x1,xi)¢d(x1,xj)

(i<j), avec x,=x et Xy =y
‘ Me o, y)!



- 119 -

Propriété 3.- Si IMf(x y)l > 3, alors pour tout trio
(xi,xj,§k)CZ Mf(x,y)’ avec i<j<k: d(xi’xk)=d(xi’xj)+d(xj’Xk)-

La propriété 3 ci-dessus découle de 1'application du
principe d'optimalité de Bellman & la chaine f(x,y).

Remarque. - Tout sous-ensemble de Mf(x ¥) posséde les 3
propriétés énoncées.. :

Proposition_6.1.- Soient x=(a1,...,an) et y=(b1,...,bn)
deux ordres sur n objets. Si y#x alors il existe sur y un couple

1 1 1 3 = = 3
d'objets voisins bi’ b (bi aj, bi+1 ak) tel que k < j.

i+1

Démonstration (par 1l'absurde).- Supposons y#x et pour
o . . A .

tout couple d'objets voisins dans y: b., b.1+1 (bi a5, b1+1 ak)

on ait j<k. Si nous essayons de construire l'ordre x en res-

pectant cette condition on arrive, par transitivité, a x=y,

d'ot la contradiction.

C. Q. F. D.

Définition 6.6.- Soit xeX. Le sommet x*eX est dit opposé

a x si d(x,x*)>d(x,y) pour tout yeX.

Remarque.- On peut voir facilement que pour tout xeX
x* est unique et d(x,x*)=Ci=n-(n-1)/2.

(a,b,c,d) dans le permutoddre de la fig. 6.1.

Soit x€X. Associons 3 x la partition de X: {X(O), ¥(1),
cees J(Ci)}, od ¥(i) est 1l'ensemble des sommets & tels que

d(x,8)=i. ¥0)={x}, ¥ecly={x.

fX(O), Y(1),..., X(n-(n-1)/2)}. Pour tout yed(i), si i#0 et
i#n:(n-1)/2, alors il existe toujours Yy'€X tel que (d(y,y")=1
et (y'€e¥(i-1) ou y'€¥(i+1)).
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Démonstration.- Comme y#x, alors de la proposition 6.1
il existe un couple d'objets voisins sur y qui, selon x et Yy,
sont dans des ordres différents. Si ce couple est inversé sur
y, on obtient un ordre y' pour lequel d(y,y'")=1 et d(x,y")=
d(x,y) - d(y,y') = d(x,y) - 1. En conséq uence yley(i-1).

Comme y#x* alors de la proposition 6.1 il existe un
couple d'objets voisins sur y qui, selon x* et y, sont dans
des ordres différents, ou mieux, qui selon x et y ont le méme
ordre. Si ce couple est inversé sur y, on obtient un ordre y°
pour lequel d(y,y')=1 et d(x,y")=d(x,y)+d(y,y")=d(x,y)*+1. En
conséquence y'€ y(i+1).

C. Q. F. D.

tendue f(x,x*) tel que yer(x x*)
]

Démonstration.- Soit i tel que yed(i). Par la proposi-
tion 6.2 nous pouvons toujours construire une chaine R allant
de y vers x* de longueur (n-(n-1)/2)-i; et aussi une chaine S
allant de y vers x de longueur i. Puisque la longueur de 1la
chatne Q obtenue par 1'union des chaines R et S est égale 2
(n-(n-1)/2) - i + i = h-(n-1)/2, il s'agit (voir définition
6.6 2 la page 119) d'une chaine tendue f(x,x*) passant, par

construction, par Yy.
C. Q. F. D.

6.3.- LA CONDITION DE CONSISTANCE MULTIDIMENSIONNELLE. -

Définition 6.7 ([Blin 1973]).- Soit E € X et soit xeX.

E est dit obéir a4 la condition de consistance multidimensionnelle

s'il existe une chaine tendue f(x,x*) tel que E C:Mf(x x*) "

Nous désignérons par L 1'ensemble de tous les états de
1'opinion qui obéissent 4 la condition de consi stance multi-

dimensionnelle.
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hogibergiiangiigm g I N

. 2
A . *) = =
Démonstration,- Nous avons d(x,x*)=C_, donc ‘Mf(x,x*)l"

Cﬁ + 1 pour tout chainoide Mf(x X*Y Par hypothése E el
ce qui entraine, de 1a définition 6.7: |E| < ‘Mf(x X*)=Ci+1‘

C. Q. F. D.

La ressemblance entre les propositions 6.4 et 5.3 (page
96) est frappante. Ainsi, nous proposons la conjecture sui-

vante.

“r

dition de Coombs si et seulement si E obé&it aux conditions
d'unimodalité et de consistance multidimensionnelle simulta-

nément.

Proposition _6.5.: Soient xeX et yeX, x#y. Si 1l'objet a
est préféré 4 1'objet b dans x et aussi dans y, alors pour
toute chaine tendue f(x,y) et tout z appartenant au chafnoide

correspondant M a est préféré a3 b dans z.
f(x

Y)’

Démonstration.- Soit a>b dans x et dans y, et supposons,
en raisonnant par 1'absurde, qu'il existe un Z&Mf(x,y) tel
que a<b dans z. '

Soit f(x,y) une chaine tendue passant par z, et soit 1la
chatne tendue f(x,z) contenue dans f(x,y). Il existe alors
un couple de sommets voisins {x',x"} C Mgy, 2) tels que deux
objets a et b soient voisins sur x' et x'", et tels que a>b

dans x' et b>a dans x'".

Des deux sommets x' et x'", le dernier est le plus é1oigné
de x, d'on: a(x,x")=d(x,x')+1. Des deux sommets x' et x'", le
dernier est le plus 8loigné de y, d'ou: d(y,x")=d(y,x")+1.

En faisant 1'addition de ces deux équations: d(x,x")+d(y,x")*
d(x,x'")+d(y,x")+2.

D'autre part, x" € Mf(x v) implique: d(x,x")+d(y,x")=
3
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d(x,y), et x'E€ Mf(x,y) implique: d(x,x")+d(y,x")=d(x,y).

En conséquence: d(x,y)=d(x,y)+2, d'od la contradiction
qui nous fait rejeter 1'existence de z od b serait préféré a a.
C. Q. F. D,

soit Eelh. 11 existe donc deux sommets opposés x et x*

tels que tous les ordres de E appartiennent a Mf(x x*) "

Définition 6.8.- Nous appellerons ordre médian dans E,

1'ordre de E tel que, si Ex=fe€E|d(x,e)id(X,Omed)},

o
med’

B =feeE |d(x*,e)fd(x* 0., )}, alors [E]=]E*"] (i1 y a autant

d'é1éments de E "dun cB8té de omed" que de 1lfautre).

Proposition 6.6.: (B1in 1973) Soit E un état de l'opinion

appartenant a [.. soit ¢ la régle majoritaire. Si |E| est
impair alors 1'image par ¢ de E est 1'ordre médian Oned"

Démonstration.- [Terrier 1976] Choisissons deux objets
a et b tels que a soit placé avant b dans o ;- Nous savons
que soit dans x, soit dans x* a est préféré 3 b. Admettons
que ce soit dans x. Nous pouvons alors affirmer (proposition
6.5) que, pour tout y de E tel que d(x,y)sd(x,omed), a sera
préféré a.b dans y. Si nous notons Eab 1'ensemble des ordres
y de E tels que a soit préféré a b dans y, nous pouvons écrire
B3P > [gX| « 1 =((lE)-1)/2) + 1 = (IEI+1)/2.

La rdgle majoritaire donne donc la préférence de la col-
lectivité 2 a sur b, L'argument &tant valable quelque soient
les objets a.et b, tels que a est préféré 4 b dans o 4, ON

eut ~ 2 =
p conclure que Wﬁh) Oned”
C. Q. F. D,
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(c,a,b,d) (a,c,b,d) (a,b,d,c) Cb,a,d,qz)
x=(c,a,d,b) (a’bicid) t X*=(b,d,a,c)
“ned

FIGURE 6.2

I_i)_(grpple 6,5.- E= {(C,a,b .d) 9(a)C1b)d) ,(a,b,d,c) ’(b,a’d,c),

= S

(b,d,a,c)}. ¢(E)=o__,=(a,b,d,c). Voir fig, 6.2,

Proposition_6,7.- Soit E € X. Si |E|=1 ou 2, alors

Eell.

Démonstration.- Elle est triviale.
C. Q. F. D.

I_,gllll_]_]f_}_‘é:_l_.: Soit E CX, IEl=m23. EG[: si et seulement Si,
dans E, les trois conditions suivantes sont vérifides simul-
tanément:

a) Il existe uniquement deux sommets x1€E et xmeE péri-

phériques dans E.

b) La relation < définie par xi<xj si et seulement si

. E~
d(x1,xi)<d(x1,xj), est un ordre total strict X <X, <L <X suT

c) Pour tout trio {xi,xj,xk} C E avec i<j<k, on a
d(xi,xk)=d(xi,xj)+d(xj,xk).

Démonstration, -

I) La condition est nécessaire. Si Eelh alors il existe
une chaine f(x,x*) telle que E C:Mf(x X%y * Comme E posséde les
’
trois propriétés du chainoide Mf(x Xk 2 alors E satisfait aux
’

trois conditions du lemme.
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IT) La condition est suffisante. Si E satisfait les
conditions (a) et (b) du lemme, on peut former 1'ordre
x1<...<xm, xieE (i=1,...,m). 8Si de plus, 1la condition (c)

. . DU m- .
est satisfaite, on vérifie que d(XI’xm)= :Ei=1 d(Xi.Xi+1) ;
en conséquence, il existe une chaine tendue f°(x1,xm) telle
que E C M., .

f (x1,xm)
Soit maintenant R(xl,x?) 1'ensemble des chatnes tendues
® f
reliant xy et X7 et passant par X (cet ensemble n'est pas
vide de par 1a proposition 6,3, page 120). On voit aisément
Que toute chaine tendue entre x et Y peut etre prolongée en
une chaine tendue entre x et x*, I1 existe donc une chaftne

* *
tendue f(x1,x1) € R(xl,x1) telle que Mfo(xl'xm) CZMf(x,,x?)'
Nous pouvons donc conclure E C:Mf(x],x?)'
C. Q. F, D,

Corollaire 6.1.- {x,y,z}é[:cn:yromed si et seulement si

el R e e T~ R S A A

d(x,y)+d(y,z)=d(x,z).

Le lemme 6.1 fournit un moyen de déterminer si un &tat
de 1'opinion quelconque sur n objets obéit 2 la condition de
consistance multidimensionnelle. En effet, il suffit de cal-
Culer au préalable les distances entre tout couple de sommets
de E, puis de vérifier les trois conditions du lemme. Cepen-
dant, puisque le nombre de distances 3 calculer est égal 4
m.(m-1)/2, 1a procédure indiquée pourrait s'avérer longue
lorsque m est grand. Le théordme suivant suggére une procé-

dure beaucoup plus rapide,

Théoréme 6.1.- Soit E=[x1,...,xmf (m22) un état de 1'opi-
nion obéissant 3 1la conditjon de consistance multidimension-
nelle. L'é8tat de 1'6pinioﬁ EU{z} (z¢X-E) obéit i 1a condition
de consistance multidimensionnelle si et seulement si une des

trois conditions suivantes est vérifide:

oc) d(xl’xm) + d(xm,z) = d(xi,z).
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P) d(x1,xm) + d(x1,z) = d(xm,z).

¥) d(xq,2) * d(z,x;) = d(xq,x;) et il existe un indice j

(1£i<m) tel que:
<

d(x1,xi) d(x1,z) < d(x1,xi+1)

et d(xi,xi+1) = d(xi,z) + d(z,xi+1).

Démonstration. -

I} La condition est suffisante., Nous démontrons que si
1'état de 1'opinion E U{z} satisfait 1'une des 3 conditions
du théordme, alors les trois conditions du lemme 6.1 sont
vérifiées et en conséquence E L){zﬁelz.

Ia) Si E U {z} satisfait la condition (=€), d(xy,x ) *
d(xm,z) = d(x1,z) entraine:

- Les sommets x, et z sont périphériques dans E U {z},

- On peut former 1l'ordre x1<x2<...<xm<z, car Eell et
d(x1,z)>d(x1,xm).

- Pe d(x1,xm_1)+d(xm_1,xm)+d(xm,z)=d(x,z) on déduit
d(xm;1,xm)+d(xm,z)=d(x1,z)-d(x1,xm_1) e e (M

Mais de 1'inégalité triangulaire on tire:
d0x,_1h2) €Al o) * A7) weeenn. e (2)
et d(xy,2) € dlxq,xy_q) * A(X, 152) ceennn e (3)
De (1) et (2) oh tire: d(xm_1,z)$d(x1,z)-d(x1,xm_1).-.(4)
De (3): d(x1,z)-d(x1,xm_1)5d(xm_1,z) ...... .. (5)

De (4) et (5): d(xm_1,z)=d(x1,z)-d(x1,xm_1) ....... (6)
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De (6) et (1): d(xm_1,z)=d(xm_1,xm)+d(xm,z) et on
peut conclure E Ufzlelh .

Ib) Si E L){z} satisfait la condition () la démonstration
est semblable a (Ia).

Ic) Si E U {z} satisfait la condition (§), d(x,,z) *

d(z,xm) = d(x1,xm) entraine:
- Les sommets x; et X sont périphériques dans E L){z}.

- On peut former 1l'ordre x1<x2<...<xi<z<xi+1<...<xm,
car d(x],z)<d(x1,xm) et en plus il existe i tel que d(x1,xi)<
d(x1,z)<d(x1,xi+1).

- Enfin d(xi,z)+d(z,xi+1)=d(xi,xi*1) implique la condi-
tion (c) du lemme 6.1 et on conclut E U {z} clb.

I1) La condition est nécessaire, Soit E U {z}él:. Deux

cas sont a traiter:

ITa) Si z est périphérique dans E U {z} il est évident
qu'une des deux conditions (a) ou (b) du lemme 6.1 sera satis-
faite,

IIb) Sinon 1la condition (c) du lemme 6.1 entraine la

condition (¥) du théoréme.

Les sommets de X qui appartiennent a4 E L){z} sont en
effet le long d'une chafne tendue et les sommets périphériques
de E U {z} sont nécessairement le premier et le dernier sommet
dans 1'ordre qu'il est possible de construire selon la méthode
habituelle. |

Cc. Q. F, D.

Du théoréme 6.1 on déduit immédiatement une procédure

pour vérifier si un état de 1'opinion quelconque E obéit a la
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condition de consistance multidimensionnelle:

0) si |g|s2 fin: E€ll.

Sinon on choisit deux sommets quelconques X1, X, € E,
V={x1,xm}, m=|{E|-2.

1) Si pour un sommet z€E-V:

- la condition (<) du théordme 6,1 est vérifiée, alors
X =2, aller en (2);

- la condition (ﬁ) du théoréme 6.1 est vérifiée, alors

X152, aller en (2);

- 1la condition (¥) du théoréme 6.1 est vérifiée, alors
aller en (2).

Sinon fin: Eé[:.

2) m =m - 1;
si m=0 alors fin: Ee[:,
sinon V=VU{z}, aller en (1).
On voit facilement que le nombre de distances qu'il faut
calculer pour finir la procédure est borné supérieurement par

4m,

En revenant a4 la condition de Coombs, si la conjecture
6.1 (page 121) s'avérait vraie, pour vérifier si un état de
1'opinion quelconque ob&it a cette condition il suffirait
d'utiliser, l'une aprds 1'autre, les procé&dures de test de
1'unimodalité (baragraphe 2.6) et de consistance multidimen-

sionnelle (ci-dessus).
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6.4.- LA CONDITION D'ETOILEMENT.- En s'appuyant sur 1la
notion de consistance multidimensionnelle, E. Terrier a pro-

posé la condition d'étoilement qui est, des CTMM présentées
dans ce travail, la plus large dans un certain sens.

est dit obéir a la condition d'étoilement, s'il existe x°€E,

tel que E-{x°} puisse &tre partitionné en p sous-ensembles

E E

19 Egs aees Ep tels que pour tout i (i=1,...,p):

1 E; U{x} e k.
2) x° est médian dans E; U {x°}.

Lorsque E obéit a4 la condition d'étoilement on dit que

E est une étoile et x° est appelé 'centre de 1'étoile".

Notons L 1'ensemble de tous les états de 1'opinion

obdissant 4 la condition d'étoilement,

Proposition_6,8_([Terrier 1976]).- Soit ¥ la régle ma-

joritaire. Si un &tat de 1'opinion E appartient a E, alors
1'image par ¢ de E est le centre de 1'étoile x°.

. Démonstration.- Soient |E|=m et |E1|=mi pour i=1,...,p.
m=:Elni+1. Soient a et b deux objets tels que a soit préféré
1=1

a b dans x°. Pour tout i, E; U {x°] obéit & la condition de
consistance multidimensionnelle. La proposition 6.6 (page 122)
nous permet d'affirmer que, dans E, U {x°} (i=1,...,p), il
existe au moins (mi/2)+1 ordres dans lesquels a est préféré a
b. Le nombre total dordres dans lesquels a est préféré a b

est donc au moins égal &
p
1+ & mg/2) =1+ (m-1)/2 = (m+1)/2.
i=1

La régle majoritaire donne donc la préférence de la col-

lectivité 3 a sur b. L'argument étant valable quelque soient
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(a,d,c,b)

a,c,d,b)

FIGURE 6.3 J

les objets a et b, tels que a soit préféré 4 b dans x°, on

peut conclure %(E)=x°.
C. Q. F. D,

(a,d,c,b),(a,c,d,b),(b,c,a,d),(b,c,d,a),(a,b,c,d)} est une
étoile dont le centre x° est (a,b,c,d). En effet, on peut
partitionner E-{x°} en (voir fig. 6.3) : E1={(c,a,b,d),
(b,a,d,c)} et E,={(a,d,c,b),(a,c,d,b), (b,c,a,d),(b,c,d,a)},
avec E1€[: et Eze[: et (E)=(a,b,c,d)=x".

De 1la probositioh 6.8 on déduit les corollaires suivants:

Corollaire 6.2.- La condition d'étoilement est une CTMM.

----------------
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Démonstration.- Puisque |E] est impair, alors il existe
un ordre médian o . En faisant x°= :
n € " %hned nt ®med

- B-Ix*h u {x°}=E e L.

- x° est médian dans (E-{x°}) U [x°} .

appartenant a E, tel que E'=E-{x°] puisse 8tre partitionné en
|E'l /2=p sous-ensembles E;, gz,...,gﬂ, tels que pour tout
i=1,...,p:

1 B, U lx} e k.
2) x° est médian dans E, U {x°}.

Démonstration.- La condition est évidemment nécessaire

de 1a définition 6.9.

La condition est suffisante. Supposons, en raisonnant par
1'absurde, qu'il existe un état de 1l'opinion EcE tel que
E-[x°} ne puisse pas &tre partitionné en p=(lEf-1)/2 sous-
ensembles 51,...,§R, tels que pour tout i, i=1,...,p:

1 E; U xf e b,

2) x° est médian dans E, U {x°}.

I1 est évident que pour tout i, i=1,...,p: |§il=2. eeck
implique, de 1la définition 6.9, que E-{x°} peut €tre partitio-
né en p sous-ensembles E1,O.O,Epv tels que pour tout i, i=1,

.sP:
1) EiU [x°| € L.

2) x° est médian dans E; U {x°}.
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Comme p#p par hypothése et d'autre part IEiIZZ, i=1,...,p’
on tire p<p et il existe donc un indice E (14%<p) tel que
|E§|>2. Soient xp et yg les sommets périphériques dans E,.
Nous pouvons former une nouvelle partition de E-{x°} €n p'=p+]

sous-ensembles E;,...,EL,, en faisant

Ei = Ei pour i#E,p',

E}

]

EE - {XE:Y;},

Bpr = {xg.7i}.

Cette nouvelle partition satisfait clairement:
* [+]

1) B} U {x}el.

2) x° est médian dans E} U {x°].

La valeur de p' peut 8tre: soit égale d p, soit infé-
rieure & p. p'=p &tant en contradiction avec 1'hypothése,
p' est strictement inférieur 3 p. Dans ce cas on peut;réappli-
quer le raisonnement ci-dessus afin d'obtenir, successivement,
des nouvelles partitions a p*, p?, ee., pK éléments, avec

I)l.'-1 = pl + 1’ i=.1,'tl,k-1, j“ls(ll“l"":\l Ce que pk=E’ Ce qui nous

méne 3 une, contradiction.
| C. Q. F. D.

Des corollaires 6.1 et 6.4, et de la proposition 6.9, on
déduit facilement une procédure pour vérifier si un état de
1'opinion quelconque E obé&it ou non i 1la condition d'étoile-
ment:

1) Déterminer x°=w(E).

Si x° ¢ E, alors E ¢ E, fin;

sinon aller en (2).
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2) Soit E' = E - {x°}.

Soit A la cardinalité d'un couplage maximal dans le
graphe H=(E',U), ol (x,y)eU si et seulement si
d(x,x°)+d(x°,y)=d(x,y).

Aller en (3).
3) Si A=|E'l /2, alors Ee[, sinon EéE, fin.

En effet, si A=|E'l/2, alors un couplage maximal sature
tous les sommets de H. Chaque aréte d'un couplage maximal cor-
respond donc 3 un élément d'une partition de E' et en consé-

quence E est une étoile.

Si d'autre part A<|E'| /2, alors on déduit que E n'est

pas une étoile.

[Christofides 1975] présente un algorithme efficace (poly-
nomial) pour trouver un couplage maximal dans un graphe quel-

conque.

Au moyen de la proposition qui suit, E. Terrier a montré
que, de toutes les CTMM étudiées dans ce travail et dans un
certain sens, la condition d'étoilement est celle qui autorise

la plus grande diversité des opinions.

1) Un état de 1'opinion composé de (n! - 1) sommets du

permutoddre est une étoile.

2) 11 n'y a pas d'état de 1'opinion contenant plus de
(n! - 1) ordres différents et dans lequel la méthode majoritaire

donnerait naissance 3 un ordre collectif.
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Démonstration. -

- On démontre d'abord (2). Tout état de l'opinion (conp-
tenant des ordres différents entre eux) de cardinal supérieur
i (n! - 1) est de cardinal n! . Cet état de l'opinion est

“donc représenté par tout le permutoédre Pn’

A tout sommet x=(a1,a2,...,an) de Prl correspond un sommet
opposé x*=(an,an_1
d'objets a., as, i#j, il y a autant d'ordres dans lesquels a,

i

,...,a1) unique. Donc pour toute paire

précéde aj que d'ordres on aj précéde as. La régle majoritaire
ne peut donc pas trancher entre les décisions “ai précéde aj
dans 1'ordre collectif" et "aj précéde a; dans 1l'ordre collec-
tif". D'old le résultat (2).

- On démontre maintenant (1). Soit x° un sommet quel-’

" conque de Pn. Soit E 1'état de 1'opinion formé par tous les

sommets de Pn moins x°*, sommet opposé a x°. E=X-{x°*} en-
traine |El=n'-1. Notons E'=E-{x°}. |E'l=n!-2. A tout x de E,

x#x°, associons x*, sommet opposé a x. Soit Ex={x,x*}. ‘EXI=2.

Pour montrer que E est une étoile il nous suffit de

montrer:

I) L"ensemble {Ex% forme une partition de E',

x€E'

et II) Pour tout x€E', x° est médian dans E Ll{x°}.

1) En effet, si x1#x2, alors x?#x*, donc x1#x2 entraine
E_L ME, = 0. '
X1 *2

D'autre part ‘{EX}XEE"= (n!'-2)/2 donc

|

. e .
{Ex}er, forme donc bien une partition de E'.

U Ex|= = |5 |= ((nt-2)/2)-2 = nt-2 = e} .

x€¢E' xeR"!
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II) Tout d'abord la proposition 6.3 (page 120) nous permet
d'affirmer que pour tout x#x°, il existe une chaine tendue
f(x,x*) telle que x°er(x x*) " Donc Ex Ll{x°}€(:. D'autre

9
part, puisque E'=X-{xﬂ-{x°*}, pour tout x€E', x° ne peut jamais
atre confondu avec x*, sommet opposé 3 x; d'ol l'on tire (voir
*
dé6finition 6.8 4 la page 122): Ex={x} et EX ={x*}, ce qui
- X I x*| o P R
entraine |EX|=lE¥" 1. x°est donc médian dans E U {x°}.

C. Q. F. D.
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"Pourquoi un miroir provoque-t-il une
inversion de droite a gauche et non

pas de bas en haut?"

M. Gardner, dans "L'univers ambidextre''.
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7.1.- INTRODUCTION.- Dans ce chapitre nous faisons quel-
ques généralisations des CTMM étudiées dans les chapitres pré-

cédents.

Premidrement, au §7.2, nous introduisons le concept de
"condition miroir', qui nous méne a des nouvelles CTMM, comme
par exemple, 4 la condition "single-troughed'" présentée dans
[Vickrey 1960] et appelée 'ordres co-blackiens'" dans [Barbut
et Frey 1971], et 4 la premiére condition d'Inada, appelée
"single-caved'" dans [Inada 1964].

Nous présentons ensuite (paragraphe 7.3), la deuxieéme
condition d'Inada, appelée condition de "bipartition'" dans
[ 1nada 1964] et qui peut &tre considérée comme intermédiaire
des conditions de pseudo-unimodalité et de la premiére con-

dition d'Inada.

Finalement, au paragraphe 7.4 nhous traitons la condition
de Ward,'qui‘a la propriété d'englober toutes les CTMM étudiées

dans ce travail, exceptée la condition d'étoilement.

7.2.- LES CONDITIONS MIROIR.- Nous notons comme dans 1le

chapitre 6, x* 1'ordre inverse (ou opposé) de i‘ordre x. Soit

E un état de 1'opinion quelconque. Notons E* 1'état de l'opi-
nion formé en inversant les ordres de E. Par exemple, si E=
{a, b, ..., Y, z}, alors E*=ta*, b, ..., Y*, z*l.

=g i g e ]

Démonstration.- Triviale.
C. Q. F. D.
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pegieagengyhngimudi R - Sy

si et seulement si P(E*)=x*,

Démonstration.- Triviale,
C. Q. F, D.

Soit A={E1,E2,...,Es} un ensemble d'états de 1l'opinion.

L'ensemble {E'{,E’E,...,Eg} sera noté A*.

Soit & une CTMM quelconque et soit X 1'ensemble d'états

de 1'opinion qui obéissent a cette condition.

est une CTMM,

Démonstration.- Immédiate a partir de la proposition 7.2.
C. Q. F. D.

Nous rappelons ici les notations des chapitres précédents:

+

Ensemble d'états de 1'opinion obéissant Symbole

a la condition de

Unimodalité
Pseudo-unimodalité
Quasi-unimodalité
Coombs
Ramification

Consistance multidimensionnelle

g B - B~ T O — By - B —

Etoilement
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Définition 7.2.- Un état de 1'opinion est dit obéir a la

puiegieniibediybaiegiugiin gl iRl

La condition miroir de 1'unimodalité a été proposée
dans [Vickrey 1960] sous le nom de "single-troughed'" et, tout
comme pour 1l'unimodalité, on peut lui trouver une interpréta-
tion "psychologique': il existe un ordre de référence sous-
jacent §=(x1,.,.,xn), et chaque votant choisit comme premier
objet soit Xxj soit X, (une des extrémités de 1'ordre X);
comme deuxiéme objet une des extrémités de 1'ordre X amputé

du premier objet choisi; et ainsi de suite.
L4

Supposons par exemple, qu'id une altitude de 3,5 kms les
turhulences de 1'air soient assez fortes et que, au-dela et
en-dega de cette altitude les turbulences diminuent progres-
sivement. Si on demande A un ensemble d'aviateurs de classer
les altitudes 1 km, 2 kms, ..., 8 kms, par ordre décroissant
de préférence lorsqu'ils considérent un vol Paris-Mexico,
1'état de 1'opinion ainsi formé obéira vraisemblablement a
la condition miroir de 1'unimodalité par rapport a l'ordre
(1 km, 2 kms, ..., 8 kms).

Des situations semblables, dans lesquelles la condition
miroir de 1'unimodalité serait présente, peuvent &tre imaginées
sans difficulté. Aussi, il n'est pas déraisonnable d'espérer
que des états de 1'opinion variés obéissent A cette condition.
L'identification d'un ordre de référence par rapport auquel
un état de 1'opinion donné obéirait a4 la condition miroir de

1'unimodalité, pourrait avoir un intéret psychologique.

Pour tester la présence de cette condition dans un état
de 1'opinion E, nous proposons d'utiliser 1'algorithme de
test de 1'unimodalité (voir paragraphe 2.6), ceci prés que
les ordres de E ne seront pas testés en les lisant du dernier
objet vers le premier objet, mais dans le sens opposé, c'est-a-

dire, du premier vers le dernier.
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Au paragraphe 4.3 nous avons introduit le concept de
'"'modéle non-compensatoire" de choix, dont le mod&le minimax,
qui nous a permi de donner une interprétation 3 la condition
de quasi-unimodalité. En contraste avec ce modele, le mod2le
maximax (également non-compensatoire) est applicable lorsque
la performance globale d'un objet est déterminée par sa carac-
téristique la plus forte. Par exemple, pour former une &quipe
de basket-ball, les jbueurs peuvent &tre selectionnés sur 1la
base d'une seule aptitude: défenseur, meneur de jeu, faiseur

de points.

Définition 7.3.- Un état de 1'opinion est dit obéir a 1la

- e o m o w e w mm w w w-

condition "miroir de la quasi-unimodalité' si E appartient a

0

Tout comme la quasi-unimodalité, on peut aussi donner a
sa condition miroir une interprétation psychologique (& savoir:
les votants possé&dent des mécanismes de choix ''non-compensa-

toires'" du type maximax).

Supposons par exemple, qu'un bureau de traductions
veuille engager un bon interpréte, soit en grec, soit en ja-
ponais. Dans un premier temps, on fait deux classements des
candidats: dans le classement x=(x1,x2,...,xn) les candidats
sont classés d'aprés leurs connaissances en grec, dans le clas-
sement y=(y1,y2,...,yn) ils sont classéds d'apr&s leurs connais-
sances en japonais. Dans un deuxilme temps, les responsables
du bureau classent les candidats, globalement, par ordre de
préférence. Nous supposons que chaque candidat n'est consi-
déré qu'en fonction de ses connaissances dans une de ces deux

langues.

On peut eépérer que, lorsqu'un responsable connalt les

classements x et y, dans son propre classement:

1) le premier classé zq, sera soit Xq5 soit Yqs selon sOnN
appréciation personnelle des connaissances de grec relatives

aux connaissances de japonais.
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2) le deuxiéme classé z,, Sera un des deux candidats se

trouvant en téte des classements x ety amputés de Zq-

3) en général, le candidat Zy (k=2,...,n) sera un des
deux candidats se trouvant en t8te des classements x et Yy

amputés des candidats 21""’Zk-1'

Les responsables ayant des appréciations différents,
dans le cas général ils fournissent des classements aussi

différents.

I1 est évident que cet exemple peut se généraliser @

d'autres situations de choix similaires dans lesquelles:

- Le classement des objets ne dépend que de DEUX carac-
téristiques ou dimensions indépendantes (dans 1'exemple, le

grec et le japonais).

- Chaque classement est formé en tenant compte (3 la
manidre indiquée dans 1'exemple et d'une fagon implicite ou
explicite) des deux ordres de référence (x et y). Chaque
ordre de référence est formé en considérant une seule des
caractéristiques.

Nous faisons remarquer maintenant que tous les résultats
du paragraphe 4.4 concernant 1a condition de quasi-unimodalité

peuvent ctre généralisés trivialement A sa condition miroir.

Définition 7.4.- Un état de 1'opinion E est dit obéir a

la condition'miroir de la seudo-unimodalité'" si E appartient
p

a P,

La condition miroir de 1a pseudo-unimodalité a été pro-
posée dans [Inada 19647 sous le nom de "single-cavedness" et
tout comme la condition de pseudo'unimodalité (§4.2), elle a

gardé 3 tort ce nom. Sq formulation originale est la suivante:
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Définition_ 7.5.- ([Sen 1966) et [Jacquet-Lagréze 1973])
Un état de 1'opinion E est dit "single-caved" si pour tout
triplet d'objets et sur tout ordre de E, 1'un des trois objets

ne surclasse jamais simultanément les deux autres,

Les résultats du paragraphe 4.2, concernant la pseudo-
unimodalité peuvent etre trivialement généralisés A sa condi-
tion miroir. Nous ne connaissons pas d'interprétation psycho-

logique pour cette condition.
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Définition_7,7,- Un état de 1'opinion E est dit obdir 3

la "condition miroir de la ramification" sji E appartient a Eﬁ*.

En ce qui concerne ces deux derniéres conditions nous
pouvons généraliser trivialement les résultats du chapitre 5.
A la fig. 7.1 (page 142) nous avons représenté la "figure
miroir" de la fig. 5.10(page 105). '

En appliquant le concept de condition miroir i certaines
CTMM connues nous avons fait jaillir des nouvelles CTMM. Cepen-
dant ceci n'est pas une régle; nous démontrerons que le dit
concepf appliqué aux conditions: de bipartition (§7.3), de
Ward (§7.4) et de consistance multidimensionnelle (ci-apreés),
ne permet pas de créer des nouvelles CTMM.

est €gale A la distance entre les ordres inverses respectifs.
d(x,y) = d(x*,y*).

Démonstration.- d(x*,y*) = d(x*,x) - d(y*,x) = d(x*,x) -
(dlrsy*) - d(x,y)]. Comme d(x*,x) = d(y*,y), alors d(x*,y*) =

d(x,y).
C. Q. F. D.
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L~

i)

Proposition 7.5.: K

Démonstration.- I1 suffit de démontrer que si cela,
alors E*els. Supposons, en raisonnant par 1'absurde, qu'il
existe un état de 1l'opinion e°ell tel que g°r¢ll. En vertu
de la proposition 7.4, la matrice de distances des éléments
de E°* est identique a celle des éléments de E°. Du théoréme

6.1 nous concluons que E°*€l;, d'ou la contradiction.
C. Q. F. D.

-

7.3.- LA CONDITION DE BIPARTITION.- Cette CTMM a &té

FIGURE 7.1,
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établie dans [Inada 1964] et peut 8tre formulée comme suit:

Définition_7.8.- Un &état de l'opinion E est dit obé&ir 3
la condition de bipartition si pour tout triplet d'objets et sur
tout ordre de E, 1'un des trois objets ne se trouve jamais

entre les deux autres.

Notons B 1'ensemble d'états de 1'opinion obé&issant &

la condition de bipartition.

Proposition_ 7.6.: B = B*.
Démonstration.- Soit un état de 1l'opinion EcB. Dans E,
pour tout triplet d'objets 11 y en a un qui n'est jamais entre
les deux autres. Quand nous formons 1'état de 1'opinion E* en
inversant tous les ordres de E, il est &vident que la condition

est respectée, et en conséquence e .

Nous ne connaissons ni une interprétation psychologique
pour cette condition, ni une procédure pour tester sa présence

d'une fagon efficace.

Si nous considérons cette condition ainsi que celles de
pseudo-unimodalité et sa condition miroir, nous remarquons
comment elles sont apparentées. Ces trois conditions seront

généralisées dans le paragraphe suivant.

7.4.- LA CONDITION DE WARD.- Cette condition (appelée

"sans-carré-latin") est citée dans [Sen 1966] comme un article

"3} paraftre', et peut &tre &tablie comme suit:

Définition_7.9.- Un état de l'opinion E obéit a la con-
dition de Ward si pour tout triplet d'objets {a, b, c} on ne
peut jamais trouver dans E trois ordres sur lesquels le triplet

{a, b, c} serait disposé en carré latin:
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a<b «<c
c <a<b
b <c <« a

Ce carré latin n'est pas forcément formé par des objets

contigus.

P

(a,d,b,c),(d,c,a,b)} n'obéit pas 4 la condition de Ward puisqu'a-
vec le triplet {a,b,c} on peut former un carré latin sur les
ordres (b,c,d,a), (a,b,d,c), (d,c,a,b):

b>c>a

c >a>b

a>b>c.

Notons W 1'ensemble des états de 1'opinion qui obéissent
A la condition de Ward.

Démonstration.- Nous raisonnerons par 1'absurde, en sup-
posant qu'il existe un état de 1'opinion E°eW dans lequel
1'effet Condorcet se présente. Si l'effet Condorcet se pré-
sente, alors il existe un triplet d'dbjets {a,b,c} tel que a
est préféré 2 b par une majorité, b est préféré a c par una ma-
jorité, et c est préféré 2 a par une majorité. Notons E(a,b),
E(b,c) et E(c,a) les ensembles de votants qui ont placé a
avant b, b avant c, et ¢ avant a, respectivement. On a
lE(a,b)|>|E°1 /2, |E(M,c)|>1E°l/2, [|E(c,a)|>|E°}/2, ce qui
implique E(a,b)tﬁ E(b,c) # @, E(b,c) N E(c,a) # @, E(c,a)N
E(a,b) # 0.

En conséquence il existe dans E° un ordre tel que a>b>c,
un ordre tel que b>c>a, et un ordre tel que c>a>b. Les objets
a, b, ¢, forment donc un carré latin sur ces ordres, d'ol 1la
contradiction.
C. Q. F. D. ‘
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Proposition 7.8.- W= W=.
Démonstration.- I1 est bien évident que si dans un état
de 1l'opinion E on ne peut pas former de carré latin, alors dans
1'état de 1'opinion E* non plus.
C. Q. F. D.

Donc 1le concept de condition miroir ne permet pas de
créer une nouvelle CTMM lorsqu'il est appliqué a 1la condition
de Ward.

Quels sont les rapports de la condition de Ward avec les
conditions étudiédes précédemment? Cette question est résolue
dans les propositions 7.9 a 7.11, qui €tablissent que la cop-
dition de Ward a 1la propriété d'englober toutes les conditions
de transitivité de 1la méthode majoritaire étudiées dans ce
travail, exceptée la condition d'€toilement. Ces résultats
bpeuvent 8tre visualisés 3 1'aide des figs. 7.2 1 7.4.

Démonstration. - Supposons qu'il existe un état de 1'opi-
nion Eelb te1 que E¢W.

Si Eé‘”, alors il existe un triplet d'ordres T={x,y,z}(f
E dans 1eQue1'1e triplet d'objets {a,b,c} peut &tre organisé de
fagon A former un carré latin. On a alors:

X = ...2>a>...0b>..00ce>. ..

Y = ...>C>...>a>. . . ob>. ..

Z = ...5b>...>¢c>...>a>. ..

Comme Eel:, alors Tel:, ce qui implique, d'aprés le

lemme 6.1 (page 123), qu'il existe dans T exactement deux sommets

périphériques. Trois cas sont 3 envisager:
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FIGURE 7.2,

L _ .

1) Si x et z sont les sommets périphériques dans T, alors

de la proposition 6.6 on tire que, sur y, b est préféré a c,

d'olu l1la contradiction.

2) Si x et y sont les sommets périphériques dans T, alors
d'une fagon analogue on tire que, sur z, 4 est préféré 2 b,

d'ou la contradiction.

3) Si y et z sont les sommets périphériques dans T, alors
on tire aussi que, aur x, c est préféré 2 a, d'ol la contra-
diction.

C. Q. F. D.

Proposition 7.10.: EEW, W& E, ENW # 0.

- e e am e ms we we e s e e S0

Démonstration.- I1 suffit de trouver trois états de
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FIGURE 7.3.

1 7 tels que: E1€E et E16§w, E2€w et
EZGEE, ESGE et E3€ . En effet: E1={(a,b,c,d), (a,d,c,b),
(b,a,d,c), (c,a,b,d), (b,c,a,d)} est étoilé (centre de 1'étoile:
(a,b,c,d) ) et d'autre part E1¢W“ﬁuisqu'on peut former un carré

l1'opinion E EZ’ E

latin avec les objets a, b, c. E2={(a,b,d,c), (a,c,b,d),
(b,a,c,d)} appartient a VV, car on ne peut pas former de carré
latin; d'autre part, lorsqu'on applique la méthode majoritaire
on trouve (a,b,c,d) comme ordre collectif; (a,b,c,d) n'appar-
tient pas a E, et en conséquence Ezélz. E3={(a,b,c,d)§ appar-
tient a E N .

' C. Q. F. D.

Démonstration.- Nous démontrons d'abord que PUPR*U
BULCW. e effet, si un état de l'opinion appartient
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PUPUR UL

FIGURE 7.4.

soit a '], soit 2 [’*, soit 2 I], il est impossible de former
un carré latin; et si d'autre part il appartient a [;, de 1la
proposition 7.9 (page 145) on tire qu'il appartient forcément

a W.

L'inclusion stricte est démontrée 2 1l'aide d'un exemple.
On peut vérifier que 1'état de 1'opinion E={(a,b,c,d), (c,b,a,d),
(c,b,d,a), (d,c,b,a), (d,b,c,a)} obéit 2 la condition de Ward;
mais £ & P car pour le triplet {b, c, dl tous les objets se |
trouvent en queue, E € P* car pour le triplet {a,b,c} tous 1les objets
se trouvent en téte, L ¢ !l car pour le triplet {a,b,df tous les
5bjets se trouvent au milieu, finalement E € L car 1les ordres



149

(a,b,c,d), (c,b,d,a), (d,b,c,a) ne sont pas "en ligne" (voir

le permutoddre de la fig. 6.1 a la page 117).

C. Q. F. D.

Nous avons donc placé la condition de Ward par rapport

aux autres CTMM; mais comment est structuré 1l'ensemble
PUP*UBUL? Le tableau suivant nous permet de répon-

dre a la question.

Aucun des sous-ensembles indiqués 3 1a

fig. 7.5 (page 150) n'est vide.
Etat de 1'opinion E | E appartient a| E n'appartient| E est un
pas a €lément
de la zond
(b C’d’a)’(clb)d’a)’
(c,b,a,d), (b,a,c,d), p P, B, L
(d,c,b,a)
(d,c,b,a),cc,d,b.a),3 « B
{(c,b,d,a),(b,c,d.a) P, L P,
(a,b,c),(a,c,b) x A
{(biaic)’ T P, L.P B 222227
{(a,bsc)d)} Py [:, P*,B - /,‘;4/‘:;(?
b,c,d,a),(c,b,d,a SLESE =N
a0 coomt '}| P.L.B P e
:(:) dNIEEE
(a,b C,d),(dea) Y i‘-)‘x*’()::'
{(c,bid,a)-,(d:bicia) r.B L. P A E ek
x XX x
(a’b’c)d),(a)dacgb) B P [: P* ;”;X)‘Xw);;:x‘
(b)C,d»a))(dnC)b)a) ’ ’ "”‘ b Yxr:;
«~ X% 3K X X
[ T e = el
(a.b,c,d),(b,c,d.a)} e
{(b,d,c,a),(d,c,b,a) B’ !: P ? P m
(a,b,c,d), (a,c,b,d) ————
(C:b,a’d),(cyb:d’a) [_-: B’ P, P*g
(d,c,b,a) ==
(a,b,c,d),(a,b,d,c) "
{(a,d,b,c),(aid,cib) L. P 8. F
(a,b,c,d), (a,d,c,b) %
[(a,dibic) B L. P B F
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Nous finissons ce chapitre en posant deux questions:
existe-t-il une interprétation psychologique ou économique
de la condition de Ward? Comment tester la présence de cette
condition d'une fagon efficace?
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partie entiére supérieure du nombre a.
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cardinalité de 1'ensemble A.
appartenant a.

n'appartenant pas a.

paragraphe.

ensemble vide.

ensemble des réels.

ensemble des réels positifs.
sous-ensemble.

sous-ensemble strict.

pour tout.

il existe.

il n'existe pas.

l1'objet a est préféré a 1'objet b.
sommation.

union.

intersection.
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