N
N

N

HAL

open science

Les Types génériques: propositions pour un mécanisme
d’abstraction dans les langages de programmation

Paul Jacquet

» To cite this version:

Paul Jacquet. Les Types génériques: propositions pour un mécanisme d’abstraction dans les langages
de programmation. Modélisation et simulation. Institut National Polytechnique de Grenoble - INPG;

Université Joseph-Fourier - Grenoble I, 1978. Frangais. NNT: . tel-00288243

HAL Id: tel-00288243
https://theses.hal.science/tel-00288243
Submitted on 16 Jun 2008

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00288243
https://hal.archives-ouvertes.fr

[H[BE ; -
-»'ou;..::,.-_«_:‘_

4 ERQiTst
R

présentée a

Université Scientifique et Médicale de Grenoble

Institut National Polytechnique de Grenoble

pour obtenir le grade de
DOCTEUR DE 3éme CYCLE

informatique

par

Paul JACQUET

6da
LES TYPES GENERIQUES

PROPOSITIONS POUR UN MECANISME D’ABSTRACTION
DANS LES LANGAGES DE PROGRAMMATION.

OpG

Thése soutenue le 25 septembre 1978 devant la Commission d’Examen':

Président : L. BOLLIET

Examinateurs : J.C. BOUSSARD
P. JORRAND
G. VEILLON






UNIVERSITE SCIENTIFIQUE ET

Monsieur Gabriel CAU
Monsieur Joseph KLEIN

MEDICALE DE GRENOBLE

: Président
: Vice-Président

WMEMBRES DU CORPS ENSEIGNANT DE L'US.M.G.

PROFESSEURS TITULAIRES

MM. AMBLARD Pierre
ARNAUD Paul
ARVIEU Robert
AUBERT Guy
AYANT Yves

Mme BARBIER Marie-Jeanne

MM. BARBIER Jean-Claude
BARBIER Reynold
BARJON Robert
BARNQOUD Fernand
BARRA Jean-René
BARRIE Joseph

. BEAUDOING André

BELORIZKY Elie
BARNARD Alain

Mme BERTRANDIAS Frangoise

MM. BERTRANDIAS Jean-Paul
BEZES Henri
BLAMBERT Maurice
BOLLIET Louis
BONNET Jean-Louis
BONNET-EYMARD Joseph

Mme BONNIER Marie-Jeanne

MM. BOUCHERLE André
BOUCHEZ Robert
BOUSSARD Jean-Claude
BOUTET DE MONVEL Louis
BRAVARD Yves
CABANEL Guy
CALAS Frangois
CARLIER Georges
CARRAZ Gilbert

Clinique de dermatologie

Chimie

I.S.N.

Physique

Physique approfondie

Electrochimie

Physique expérimentate

Géologie appliquée

Physique nucléaire

Biosynthése de la cellulose
Statistiques

Clinique chirurgicale A

Clinique de pédiatrie et puériculture
Physique

Mathématiques pures

Mathématiques pures

Mathématiques pures

Clinique chirurgicate et traumatologie
Mathématiques pures

Informatique (1.U.T. B)

Clinique ophtalmologie

Clinique hépato-gastro-entérologie
Chimie générale

Chimie et toxicologie

Physique nucléaire

Mathématiques appliquées
Mathématiques pures

Géographie

Clinique rhumatologique et hydrologique
Anatomie

Biologie végétale

Biologie animale et pharmacodynamie



MM.

Mme
MM.

CAU Gabriel
CAUQUIS Georges
CHABAUTY Claude
CHARACHON Robert
CHATEAU Robert
CHIBON Pierre
COEUR André
COUDERC Pierre
DEBELMAS Jacques
DEGRANGE Charles
DELORMAS Pierre
DEPORTES Charles
DESRE Pierre

DODU Jacques
DOLIQUE Jean-Michel
DREYFUS Bernard
DUCROS Pierre
FONTAINE Jean-Marc
GAGNAIRE Didier
GALVANI! Octave
GASTINEL Noél
GAVEND Michel
GEINDRE Michel
GERBER Robert
GERMAIN Jean-Pierre
GIRAUD Pierre
JANIN Bernard
KAHANE André
KLEIN Joseph
KOSZUL. Jean-Louis
KRAVTCHENKO Julien
LACAZE Albert
LACHARME Jean
LAJZEROWICZ Janine
LAJZEROWICZ Joseph
LATREILLE René
LATURAZE Jean
LAURENT Pierre
LEDRU Jean

LE ROY Philippe

Médecine légale et toxicologie
Chimie organique
Mathématiques pures

Clinique ot-rhino-laryngologique
Clinique de neurologie
Biologie animale

Pharmacie chimique et chimie analytique
Anatomie pathologique
Géologie générale

Zoologie

Pneumophtisiologie

Chimie minérale

Métallurgie

Mécanique appliquée (1.U.T. 1)
Physique des plasmas
Thermodynamique
Cristaliographie

Mathématiques pures

Chimie physique
Mathématiques pures

Analyse numérique
Pharmacologie

Electroradiologie

Mathématiques pures
Mécanique “
Géalogie

Géographie

Physique générale
Mathématiques pures
Mathématiques pures
Mécanique
Thermodynamique
Biologie végétale
Physique

Physique

Chirurgie générale
Biochimie pharmaceutique
Mathématiques appliquées
Cliniqgue médicale B
Mécanique (.L.U.T. 1)



MM.

Mtile
MM.

Mme
MM.

LLIBOUTRY Louis
LOISEAUX Jean-Marie
LONGEQUEUE Jean-Pierre
LOUP Jean

LUTZ Elisabeth
MALINAS Yves
MARTIN-NOEL Pierre
MAYNARD Roger
MAZARE Yves
MICHEL Robert
MICOUD Max
MOURIQUAND Claude
MOUSSA André
NEGRE Robert
NOZIERES Philippe
OZENDA Paul

PAYAN Jean-Jacques
PEBAY-PEYROULA Jean-Claude
PERRET Jean
RASSAT André
RENARD Michel
REVOL Michel
RINALD! Renaud

DE ROUGEMONT Jacques
SARRAZIN Roger
SEIGNEURIN Raymond
SENGEL Philippe
SIBILLE Robert
SOUTIF Michel
TANCHE Maurice
VAILLANT Frangois
VALENTIN Jacques
VERAIN Alice
VERAIN André
VEYRET Paul
VIGNAIS Pierre

Géophysique

Sciences nucléaires
Physique nucléaire
Géographie

Mathématiques pures
Clinique obstétricale
Clinique cardiologique
Physique du solide
Clinique Médicale A
Minéralogie et pétrographie
Clinique maladies infectieuses
Histologie

Chimie nucléaire
Mécanique

Spectrométrie physique
Botanique

Mathématiques pures
Physique

Séméiologie médicale (neurologie)
Chimie systématique
Thermodynamigue

Urologie |
Physique

Neuro-Chirurgie

Clinique chirurgicale B
Microbiologie et hygiéne
Zoologie

Construction mécanique (LU.T. 1)
Physique générale
Physiologie

Zoologie

Physique nucléaire
Pharmacie galénique
Physique biophysique
Géographie

Biochimie médicale



PROFESSEURS ASSOCIES

MM,

CRABBE Pierre
SUNIER Jules

PROFESSEURS SANS CHAIRE

Mile

MM,

MM.

Mme

AGNIUS-DELORS Claudine
ALARY Josette
AMBROISE-THOMAS Pierre
ARMAND Gilbert
BENZAKEN Claude
BIAREZ Jean-Pierre
BILLET Jean

BOUCHET Yves

BRUGEL Lucien

BUISSON René

BUTEL Jean
COHEN-ADDAD Jean-Pierre
COLOMB Maurice

CONTE René

DELOBEL Claude
DEPASSEL Roger
GAUTRON René

GIDON Paul

‘GLENAT René

GROULADE Joseph
HACQUES Gérard
HOLLARD Daniel
HUGONOT Robert
IDELMAN Simon
JOLY Jean-René
JULLIEN Pierre
KAHANE Josette
KRAKOWIACK Sacha
KUHN Gerard

LUU DUC Cuong
MICHOULIER Jean
MINIER Colette

CERMO
Physique

Physique pharmaceutique
Chimie analytique
Parasitologie

Gég gaphie
Mathématiques appliquées
Mécanique

Géographie

Anatomie

Energétique (1.U.T. 1)
Physique (LU.T. 1)
Orthopédie

Spectrométrie physique
Biochimie médicale
Physique (L.U.T. 1)
M.L.A.G.

Mécanique des fluides
Chimie

Géologie et minéralogie
Chimie organique
Biochimie médicale
Calcul numérique
Hématologie

Hygiéne et médecine préventive
Physiologie animale
Mathématiques pures
Mathématiques appliquées
Physique

Mathématiques appliquées
Physique (LLU.T. I)
Chimie organique - pharmacie
Physique (1.U.T. 1)
Physique (LU.T. 1)



MM. PELMONT Jean Biochimie
PERRIAUX Jean-Jacques Géologie et minéralogie
PFISTER Jean-Claude Physique du solide
Mile PIERY Yvette Physiologie animale
MM. RAYNAUD Hervé M.LA.G.
REBECQ Jacques Biologie (CUS)
REYMOND Jean-Charles Chirurgie générale
RICHARD Lucien Biologie végétale
Mme RINAUDO Marguerite Chimie macromoléculaire
MM. SARROT-REYNAULD Jean Géologie
SIROT Louis Chirurgie générale
Mme SOUTIF Jeanne Physique générale
MM. STIEGLITZ Paul Anesthésiologie
VIALON Pierre Géologie
VAN CUTSEM Bemarq‘ Mathématiques appliquées

MAITRES DE CONFERENCES ET MAITRES DE CONFERENCES AGREGES

MM. ARMAND Yves Chimie (1.U.T. 1)
BACHELOT Yvan Endocrinologie
BARGE Michel Neuro-chirurgie
BEGUIN Claude Chimie organique
Mme BERIEL Héléne Pharmacodynamie
MM. BOST Michel Pédiatrie
BOUCHARLAT Jacques Psychiatrie adultes
Mme BOUCHE Liane Mathématiques {CUS)
MM. BRODEAU Frangois Mathématiques (1.U.T. B) (Personne étrangére
habilitée & étre directeur de thése)
BERNARD Pierre Gynécologie
CHAMBAZ Edmond Biochimie médicale
CHAMPETIER Jean Anatomie et organogénése
CHARDON Michel Géographie
CHERADAME Hervé Chimie papetiére
CHIAVERINA Jean Biologie appliquée (EFP)
COLIN DE VERDIERE Yves Mathématiques pures
CONTAMIN Charles Chirurgie thoracique et cardio-vasculaire
CORDONNER Daniel Néphrologie
COULOMB Max Radiologie
CROUZET Guy Radiologie



MM.

Mme
MM,

Mme
MM.

CYROT Michel

DENIS Bernard

DOUCE Roland
DUSSAUD René
ETERRADOSSI Jacqueline
FAURE Jacques

FAURE Gilbert
GAUTIER Robert
GIDON Maurice

GROS Yves

GUIGNIER Michel
GUITTON Jacques
HICTER Pierre
JALBERT Pierre
JUNIEN-LAVILLAVROY Claude
KOLODIE Lucien

LE NOC Pierre

MACHE Régis

MAGNIN Robert
MALLION Jean-Michel
MARECHAL Jean
MARTIN-BOUYER Michel
MASSOT Christian
NEMOZ Alain
NOUGARET Marcel
PARAMELLE Bernard
PECCOUD Frangois

PEFFEN René
PERRIER Guy
PHELIP Xavier
RACHALL Michel
RACINET Claude
RAMBAUD Pierre
RAPHAEL Bernard
RENAUDET Jacqueline
ROBERT Jean-Bernard
ROMIER Guy

SAKAROVITCH Michel

Physique du solide
Cardiologie

Physiologie végétale
Mathématiques (CUS)
Physiologie

Médecine légale

Urologie

Chirurgie générale

Géologie

Physique (L.U.T. I)
Thérapeutique

Chimie

Chimie

Histologie

O.R.L.

Hématologie
Bactériologie-virologie
Physiologie végétale

Hygiéne et médecine préventive
Médecine du travail

Mécanique (L.U.T. I)

Chimie (CUS)

Médecine interne
Thermodynamique
Automatique (1.U.T. 1)
Pneumologie

Analyse (I.LU.T. B) (Personnalité étrangére
habilitée & étre directeur de thése)

Métallurgie (1.U.T. 1)

Géophysique-glaciologie
Rhumatologie

Médecine interne
Gynécologie et obstétrique
Pédiatrie

Stomatologie

Bactériologie (pharmacie)
Chimie-physique

Mathématiques (L.U.T. B) (Personnalité étrangére

habilitée & étre directeur de thése)
Mathématiques appliquées



MM. SCHAERER René Cancérologie

Mme SEIGLE-MURANDI Frangoise Crytogamie

MM. STOEBNER Pierre Anatomie pathologie
STUTZ Pierre Mécanique
VROUSOS Constantin Radiologie

MAITRES DE CONFERENCES ASSOCIES

MM. ' DEVINE Roderick Spectro Physique
KANEKO Akira Mathématiques pures
JOHNSON Thomas Mathématiques appliquées
RAY Tuhina Physique

MAITRE DE CONFERENCES DELEGUE

M. : ROCHAT Jacques Hygiéne et hydrologie {pharmacie)

Fait 3 Saint Martin d’Héres, novembre 1977






INSTITUT NATIONAL POLYTECHNIQUE DE GRENOBLE
Année universitaire 1978-1977

Président : M. Philippe TRAYNARD

Vice-présidents : M. René PAUTHENET
M. Georges LESPINARD

PROFESSEURS TITULAIRES

MM. BENOIT Jean Electronique - automatique
BESSON Jean Chimie minérale
BLOCH Daniel Physique du solide - cristallographie

BONNETAIN Lucien
BONNIER Etienne
BOUDQURIS Georges
BRISSONNEAU Pierre
BUYLE-BODIN Maurice
COUMES André
DURAND Francis
FELICI Noel
FOULARD Claude
LANCIA Roland
LONGEQUEUE Jean-Pierre
LESPINARD Georges
MOREAU René
PARIAUD Jean-Charles
PAUTHENET René
PERRET René
POLOUJADOFF Michel
TRAYNARD Philippe
VEILLON Gérard

* en congé pour études

PROFESSEURS SANS CHAIRE

MM.

BLIMAN Samuél
BOUVARD Maurice
COHEN Joseph
GUYOT Pierre
LACOUME Jean-Louis
JOUBERT Jean-Claude

Génie chimique

Métallurgie

Electronique - automatique
Physique du solide - cristallographie
Electronique - automatigque
Electronique - automatique
Métallurgie

Electronique - automatique
Electronique - automatique
Electronique - automatique
Physique nucléaire corpusculaire
Mécanique

Mécanique

Chimie - physique

Electronique - automatique
Electronique - automatique
Electronique - automatique
Chimie - physique

informatique fondamentale et appliquée

Electronique - automatique

Génie mécanique

Electronique - automatique
Métallurgie physique

Electronique - automatique
Physique du solide - cristallographie



MM. ROBERT André Chimie appliquée et des matériaux
'ROBERT Frangois Analyse numérique
ZADWORNY Frangois Electronique - automatique

MAITRES DE CONFERENCES

MM. ANCEAU Frangois Informatique fondamentale et appliquée
CHARTIER Germain Electronique - automatique
CHIAVERINA Jean Biologie, biochimie, agronomie
IVANES Marcel Electronique - automatique
LESIEUR Marcel Mécanique
MORET Roger Physique nucléaire - corpusculaire
PIAU Jean-Michel Mécanique
PIERRARD Jean-Marie Mécanique
SABONNADIERE Jean-Claude Informatique fondamentale et appliquée

Mme SAUCIER Gabrielle Informatique fondamentale et appliquée

M. SOHM Jean-Claude Chimie Physique

CHERCHEURS DU C.N.R.S. (Directeur et Maitres de Recherche)

M. FRUCHART Robert Directeur de Recherche

MM. ANSARA lbrahim Mafitre de Recherche
BRONOEL Guy Maitre de Recherche
CARRE René Mafitre de Recherche
DAVID itené Maitre de Recherche
DRIOLE Jean Mafitre de Recherche
KLEITZ Michel Maitre de Recherche
LANDAU loan-Doré Maitre de Recherche
MATHIEU Jean-Claude Maitre de Recherche
MERMET Jean Maitre de Recherche
MUNIER Jacques Maftre de Recherche

Personnalités habilitées & diriger des travaux de recherche (décision du Conseil Scientifique)

E.N.S.E.E.G.

MM. BISCONDI Michel Ecole des Mines St. Etienne {(dépt. Métallurgie)
BOOS Jean-Yves Ecole des Mines St. Etienne (Métallurgie)
DRIVER Julian Ecole des Mines St. Etienne (Métallurgie)

ol ..



MM. KOBYLANSKI André Ecole des Mines St. Etienne (Métallurgie)
LE ‘COZE Jean Ecole des Mines St. Etienne (Métallurgie)
LESBATS Pierre Ecole des Mines St. Etienne (Métallurgie)
LEVY Jacques Ecole des Mines St. Etienne (Métallurgie)
RIEU Jean Ecole des Mines St. Etienne (Métallurgie)
SAINFORT C.E.N. Grenoble (Métallurgie)
SOQUQUET U.S.M.G.
CAILLET Marcel Ecole des Mines St. Etienne (Chim. Min. Ph.)
COULON Michel Ecole des Mines St. Etienne (Chim. Min. Ph.)
GUILHOT Bernard Ecole des Mines St. Etienne (Chim. Min. Ph.)
LALAUZE René Ecole des Mines St. Etienne (Chim. Min. Ph.)
LANCELOT Francis Ecole des Mines St. Etienne (Chim. Min. Ph.)
SARRAZIN Pierre Ecole des Mines St. Etienne (Chim. Min. Ph.)
SOUSTELLE Michel Ecole des Mines St. Etienne {Chim. Min. Ph.)
THEVENOT Frangois Ecole des Mines St. Etienne (Chim. Min. Ph.)
THOMAS Gérard Ecole des Mines St. Etienne (Chim. Min. Ph.)
TOUZAIN Philippe Ecole des Mines St. Etienne (Chim. Min. Ph.)
TRAN MINH Canh Ecole des Mines St. Etienne (Chim. Min. Ph.)

E.N.S.E.R.G.

MM. BOREL Centre d'études nucléaires de Grenoble

KAMARINOS Centre national recherche scientifique
E.N.S.E.G.P.

M. BORNARD - Centre national recherche scientifique

Mme CHERUY Centre national recherche scientifique

MM. DAVID Centre national recherche scientifique

DESCHIZEAUX Centre national recherche scientifique






Je tiens a remercier Monsieur le Professeur BOLLIET, directeur
du département Informatique de 1'I.U.T. de Grenoble, qui a bien voulu
s'intéresser d mon travail. dJe suis particuliérement sensible & 1'honneur

qu'il m'a fait en acceptant de présider le jury.

Je remercie Monsieur Jean—-Claude BOUSSARD, professeur 4 1'Université
de Nice, d'avoir bien voulu accepter de faire partie du jury de cette thése.
Il sut me communiquer, alors qu'il enseignait d Grenoble, sowntintdrdt pour

tout ce qui touche aux langages de programmation.

Je remercie tout particuliérement Philippe JORRAND, mattre de
recherches au C.N.R.S., pour la confiance qu'il m'a témoignée en m'acceptant
dans son équipe. L'ambiance amicale qu'il a su créer, allide a sa compétence
dans le domaine des langages de programmation, sont pour une large part

responsables de 1'aboutissement de ce travail.

Je remercie également Monsieur Gérard VEILLON, professeur d 1'Institut
National Polytechnique de Grenoble, qui a bien voulu s'intéresser d mon

travail et a accepté de le juger.

Les principaux résultats de cette thése sont le fruit d'une collabo-
ration étroite avec Didier BERT. Il a su me faire profiter de sa grande
expérience, et son apput, autant moral que technique, a toujours été

précieux, qu'il en soit ici trés sincérement remercid.

Je ne voudrais pas dissocier de ces remerciements tous mes collégues

du Laboratoire avec qui j'ai souvent eu de fructueuses discussions.

Madame DIAZ a dactylographié ce manuscrit aveec patience et
compétence, je la remercie ainsi que tout le personnel du Service de
reproduction qui a assuré, dans un temps record, la réalisation matérielle

de cette 1hése.

Paul JACQUET






LES TYPES GENERIQUES

PROPOSITIONS POUR UN MECANISME
D' ABSTRACTION DANS LES LANGAGES DE PROGRAMMATION






Chapitre 1
LES TYPES

1.1, INTRODUCTION-=nnnmmm=mmmsmmmsmmcmmmmmmsosomoosoomoo oo oo oo o
1.2. QUELQUES NOTIONS DE BASE-=-mmmmmm=momommmmommmmommmmsoomoomomn o

1.3. LANGAGES AUX TYPES FINIS--=mmemmmmmmmmmmmomm s mommmmmommmmm oo
1.3.1. ENSEMBLE DE TYPES FINI + VERIFICATIONS STATIQUES = ALGOL 60,...-
1.3.2. ENSEMBLES DE TYPES FINI + VERIFICATIONS DYNAMIQUES = LISP------

1.4. EXTENSIBILITE DES OBJETS======cm==omm=mmmmmmmm= oo mmmmooom o omom o
[.4.1. EXTENSION DES OBJETS + VERIFICATIONS DYNAMIQUES = EL/1---------
1.4.2. EXTENSION DES OBJETS + VERIFICATIONS STATIQUES = ALGOL 68------

Chapitre I1I
LES TYPES ABSTRAITS

11.1. INTRODUCTION-===-mmmmmmmmmmmmmmm o oo mm oo mmmmmm e m oo oo m e o m
11.1.1. LES MOTIVATIONS==mmmmmmmmmm=mmmmmmmmmmmmmmmm oo mmo oo

11.1.2. L'EVOLUTION==mmcmmmmmmmmmmmmmmmmm oo mmmmmmmmmmm oo o o

11.2. PRESENTATION DE QUELQUES LANGAGES DE TYPES ABSTRAITS--~---=-=----
[11.2.1. CLU =---emmmmmmcm e cem e e m i m e s o m o m o m s
11.2.2. ALPHARD =====me-mecmmememme e me o m e e m—mm—m oo oo o e oo
11.2.3. LES SPECIFICATIONS ALGEBRIQUES ~-------==-e=mmemmomommmmmmmme=

11.3. CONCLUSION =-=mmmmommmmmmmmmmmmmmmmmmm o mmmmmmmmmmm oo oo omm e

10
10
13

14
15
16

21
21
23

25
25
29
34

36



Chapi

tre I11]

LES TYPES ABSTRAITS GENERIQUES

ITT.1.2. LA GENERICITE DES OBJETS
IIT.1.2.1. Les constructeurs --

IT1.1.2.2. Les types abstraits
I11.1.2.2.1. définition ---
I11.1.2.2.2. exemple: la pi

IIT1.2. LES PROPRIETES =-==--mmemeue

IIT.2.1. CARACTERISATION DE CLASSE

I11.2.2. DEFINITION DES PROPRIETES
[11.2.2.1. Fonctions fondamenta

- a e e e e - . . - - e = = - -

gENeriques =----eemooooememe el

L

S DE TYPES =---mmmmmmmmmm oo

les et fonctions dérijvées ----------

I11.2.2.2. Inclusion de propri@t@s ===me=e-meooommomommo .

II1.2.2.3. Définition de types

I11.2.3. LIAISONS DES APPELS FORME
[11.2.3.1. Liaisons implicites
[I1.2.3.2. Liaisons explicites

génériques avec propriétés ---------

LS === e e

- o e e e R G W G e -t - -

- G e P P e L G = e e . e S G e =

41

42

44
46
48
50

51
52
55
56
59

62
63

69
71
73
75

76
77
79



I11.3. LES PR

111.3.1. DEF
I11.3.1.1
I11.3.1.2
111.3.1.3
1171.3.1.4

I11.3.2. RES
I11.3.2.1
111.3.2.2

111.3.2.3

I11.3.2.4

I11.3.2.5

I11.3.2.6.

I1T.3.3. INF
I11.3.3.1
111.3.3.2
111.3.3.3
111.3.3.4
I11.3.3.5

ITI.4. LA MULT

OBLEMES DE VERIFICATION --m--mmcmmmmmmmmmmmmmmmomommmmoee

INITIONS

. Caractérisation du langage T --------------m-mmmmmnmooo
. Substitutions -=---=-------moeocmmmcem oo
. Relations dans T ------------omm-mocommmmommm e oo
. Fonctionnalité -------------ommmmomom oo oo e

OLUTION DES APPELS EXPLICITES ----=--mememmem e
. Appels explicites ---------~- e m e oo oo
. Non ambiguité des appels explicites T
. Notion de PGSFC-~==wmmommmmmm e e e e
. Calcul de la PGSFC -=-=-=-=--m-omomommmmm oo e
. Caractérisation d'un ensemble de types déterministe

par rapport aux appels ------------~---- B el
Type du résultat d'un appel explicite -~--=-----omoommm

INITE DYNAMIQUE DE TYPES ------m-eeom o mm e oo e
. Appels formels et implicites --------------ccoomomuonn-
. Le probléme --------mmcmm e e e
. Définition des relations d'appel ----=-----v-cm-cenonn
. Récursivité propre, récursivité infinie ---------------
. Compilation d'un appel de fonction -------v-veneu-coum-

IREPRESENTATION === o= oo mmmm oo oo

IT1.8.1. EXEMPLE ~m=mmmmmmm s mmme o mmmmm e oo oo

I1T.4.1.1
I11.4.1.2

I11.4.2. APP

I11.5. CONCLU

CONCLUSION ---

BIBLIOGRAPHIE

. Approche sans conversion ===-===---------eooceoomooomn
. Approche avec conversion ---------------mcosoemoommmooo

ROCHE GENERIQUE ===-==m=mmmmm oo oo oo

SION == == mmmmmmmmm o mo oo oo

- - - - . " - - . e = S = W SR P = G am em Y A= = s G W e mm ew G e e o R e e e o . e e

- mn o e - - - " . W = B S e e e P G A e AR S e e e e e e o e e e e e e W -

81

82
83
85
86

88
88
89
90
90

91
93

95
95
97
99
104
109

112

114
117
119

121

124

128

133






CHAPITRE 1

LES TYPES



I.1. INTRODUCTION

La notion de type a été introduite dans les langapes de programmation pour
représenter les propriétés fondamentales associées aux ensembles de valeurs
manipuldes [NAU 60]. Cette définition, bien qu'assez vague, a néanmoins 1'a-
vantage de la concision, ce chapitre va tenter d'en développer les différents

aspects,

L'énoncé précédent associe 3 un type un ensemble de valeurs qu'il représente,

cette approche discriminatoire trouve ses racines dans la théorie logique des

types. Cette théorie a été é€laborée par Russel [RUS 08] pour éviter la forma-
tion de certains paradoxes, c'est-a-dire des énoncés de propositions qui,

quelle que soit la valeur qu'on leur attribue, conduisent & une antinomie.

L'exemple célébre d'un tel paradoxe est le suivant:
Considérons la classe R de toutes les classes qui ne sont pasvmembres d'elles-
mémes, pour une classe X quelcongue on peut énoncer 1'équivalence suivante:

x e Rz 7(x e x)

et donc R ¢ R (R € R)

H

Si bien que la proposition ReR est éguivalente & son propre contraire, donc

si elle est vraie alors elle est également fausse et vice versa.

Le principe de base de la théorie des types est que les notions logiques
(individus, propositions, fonctions propositionnelles) sont classifiées en une
hiérarchie de types et qu'une fonction ne peut prendre comme arguments que des
notions qui la précedent dans la hiérarchie. Un énoncé du genre xex devient
done incorrect (les deux arguments du symbole d'appartenance étant du méme type)

ce qui du méme coup interdit la formation du paradoxe précédent.

Ceci suggere qu'en lopique la notion de type est essentiellement syntaxique,
c’est-a-dire que pour toute proposition on est capable d’associer un type et un
seul a toutes les notions qui la composent et de vérifier la cohérence de 1l'en-

semble, ceci indépendamment de toute interprétation ultérieure.

L'analogie avec nos préoccupations s'arréte 1a, en effet le caractére dynamique
d'un programme et le fait qu’il doit s'exécuter sur ure machine introduisent de

nouvelles contraintes que nous allons examiner dans le paragraphe suivant.



I.2. QUELQUES NOTIONS DE BASE

L'utilisation des ressources d'un ordinateur se fait presque toujours via

un langage de programmation contenant les primitives nécessaires & la descrip-
tion des objets manipulés et des solutions élaborées pour un programme donné.
La notion de type est fortement reliée au premier aspect ; son insertion dans
les langages de haut niveau répond essentiellement & deux besoins. D’une part,
fournir au programmeur un niveau de machine abstraite supérieur & celui de la
machine reelle en ce qui concerne les objets et les opérations qui leur sont
applicables, D'autre part, assurer & ce niveau d’abstraction les vérifications
de cohérence dans leur utilisation., Nous allons essayer, dans ce gui suit,

de fournir une justification "a contrario” de la notion de type en utilisant
le langage machine qui est trés pauvre relativement aux deux aspects évoqués

plus haut.

Dans la mémoiie d'une machine rien ne permet d’attacher, & une séquence de

bits quelconque, une signification particuliére. Seules certaines instructions
appliquées a cette séquence permettront de la considérer comme: un nombre entier
une suite de caractéres, une adresse etc... En fait.le seul moyen dont dispose
le programmeur, travaillant au niveau de la machine, pour décrire les objets
qu'il manipule est leur représentation exprimée en terme d'unité de mémoire

adressable (octet, mot, ete...).

Ainsi, s'il veut décrire une structure comportant: une chaine de caractéres

(32 octets), un entier (4 octets), deux réels (8 octets) et une adresse (4 oc-
tets]) il devra réserver une zone mémoire de 48 octets indépendamment de toute
signification particuliére (la réservation serait la méme pour une séquence de
12 entiers) et toutes les références & la structure et aux éléments qui la
composent se ferontpar une adresse et éventuellement des déplacements.Ce dernier
point prend toute son importance si le programmeur veut écrire un.sous-programme
opérant un traitement particulier sur une telle structure. Il n'aura en fait
aucun moyen de spécifier que 1'adresse transmise au spus-programme doit néces-
sairement &tre celle d'une structure comportant les champs chaine de caractére,
entier, réel, réel, adresse et ce sous-programme s'exécutera quelle que soit

1’adresse qu'on lui fournira en interprétant les 48 octets comme une structure.



Ceci peut étre & 1'origine d'erreurs, détectées a 1'exécution, particulierement

difficiles 3 corriger.

Les difficultés précédentes résultent de la pauvreté des moyens de specifica-
tion (limités a la taille de la mémoire utilisée) du langage machine. Examinons
sur un nouvel exemple les conséquences que cela entraine quant aux possibilités

de vérifications de cohérence.

La machine que nous considérons a comme plus petite unité de mémoire adressable
1'octet. Nous supposons d'autre part qu'il existe une opération (cdblée ou

non) nolée SUCC permettant d'ajouter 1 & un octet donné.

Considérons la valeur hexadécimale particuliére D7 d'un octet, cette valeur
peut représenter:

- 1'entier 215,

- le caractére "P" en code EBCDIC,

- le code de 1‘'opération "ou exclusif” du systeme 360.

Supposons maintenant que nous appliquions 1'opération SUCC & cet octet, la
nouvelle valeur représente:

- 1’entier 216,

-~ l1le ecaractére "f" en code EBCDIC,

- ce n'est la représentation d'aucun code opération existant.

Les deux premiers exemples donnent bien pour 1'entier 215 son successeur 216

et pour le caractére "P" son successeur "(" dans 1'ordre alphabétique. Bien
qu'on puisse toujours trouver un ordre arbitraire sur les opérations, 1'appli-
cation de 1’opération SUCC & la représentation d'un code opération n'a pas de
sens, il manque en fait un moyen de restreindre 1'ensemble des opérations appli-

cables a une représentation de code opération.

Poursuivant cet exemple, on peut appliguer deux fois de suite 1'opération

SUCC & 1'octet D8. La nouvelle valeur DA représente 1l'entier 218 qui est bien
le successeur du successeur de 216, cette valeur n'est, par contre plus le
code d'un caractére, en particulier ce n'est pas le code de "S”. On voit donc
qu‘on aura & redéfinir 1'opération SUCC sur les représentations de caractéres

et que, pour un octet donné, on aura



a choisir éventuellement parmi deux interprétations possibles de cette

opération.

Les deux exemples que 1'on vient d'évoquer vont nous permettre d'esguisser
une premiére approche de la notion de type, cette approche volontairement incom-
plete permettra de dégager les points importants que 1'on retrouvera tout au

long des chapitres suivants.

L'objectif de tout programme est de s'exécuter sur une machine, par la méme
toutes les valeurs manipulées par ce programme devront donc &tre représentées
dans la mémoire de cette machine. Comme on 1'a vu précédemment, une représen-
tation peut &tre la méme pour des valeurs de nature tout & fait différentes,
elle ne peut donc constituer un critére permettant de distinguer les dif=
férentes sortes de valeurs. La donnée d'une représentation ne peut donc cons-
tituer,en aucun cas,la donnée d’'un type au sens o on 1'a vu dans 1'introduc--
tion. Par contre, comme on le verra par la suite, la donnée d’un type doit
étre, entre autres, celle d’une représentation qui reste une propriété fondamen-

tale attachée & 1'ensemble des valeurs.

La caractéristique 1a plus importante d'un type est 1’ensemble des fonctions
applicables & ses objets ; ce sont elles qui permettent, a des degrés divers,
de dégager le programmeur des contraintes de la machine. C'est a travers ces
fonctions que le programmeur va manipuler les objets du type s c'est a partir
d'elles qu'il va donc élaborer ses solutions. Lle niveau de machine abstraite
défini par 1'ensemble des fonctions est directement 1ié & la difficults d'éla-
boration des programmes, c'est pourquoi les langages de programmation offrent

des mécanismes de définition de types de plus en plus sophistiqués.
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Cette facilité d'expression ne serait rien sans le mécanisme de vérification
qui la sous-tend. Il est en effet essentiel de s'assurer, a la compilation,
du bon usage de ces fonctions. A cette fin, il faut pouvoir répondre aux
deux questions:
. 1a fonction est-elle définie sur les objets du type?
. si oui, quelle est son interprétation?
Ces deux questions recouvrent, comme nous le verrons dans les chapitres 1T et I1I

plusieurs aspects que nous déetaillerons.

I1 ressort de ces quelques remarques gue 1'ensemble des fonctions définies
sur les objets d'un type est la propriété la plus fondamentale, c'est elle qui,

du point de vue de 1'utilisateur, caractérise complétement le type.

1.3. LANGAGES AUX TYPES FINIS

1.3.1. Ensemble de types fini + Vérifications statiques = Algol 60, Alaol w
(1imité au sous-ensemble équivalent a Algol 60), Fortran

Ces lanpgages proposent, en ce qui concerne les valeurs, un niveau d'abstraction
relativement rudimentaire. 11 comprend essentiellement trois types de bases
qui sont: les entiers, les réels et les booléens auxquels sont associés impli-
citement, d'une part une représentation et d'autre part, un ensemble d'opérateur:
(arithmétiques et lopiques) permettant de construire des expressionsa partir
d'objets simples (variables, constantes). La possibilité de structurer un en-
semble de valeurs d'un méme type est également fournie par le constructeur ta-
bleau qui permet de regrouper sous un méme nom cet ensemble et qui fournit,

par son mécanisme d'indexation, le moyen d'accéder séparément & ces valeurs.

L'association d'un tvpe & un objet simple se fait au moven d'une déclaration
pour les variables et d’une notation pour les constantes. Contrairement & leur
homologue Fortran, Algol 6o et Algol W imposent que toutes les variables soient
déclarées en évitant ainsi certaines erreurs dues aux déclarations implicites
qui attribuent un type & une variable en fonction de la premiére lettre de son
identification. En ce gqui concerne les constantes, la notation étant uninue

pour un type de base, il n'y a pas d’ambiguité possible.
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L'association d'un type & une expression se fait au moyen d'une évaluation
abstraite, c'est-&-dire une évaluation ol 1les opérandes ne sont pas les va-
leurs d'un type (comme dans une exécution) mais les types eux-mémes. On dis-
pose, pour chaque opérateur, du type du résultat en fonction du type des opé-
randes (les types ainsi que les opérateurs étant en nombre fini et prédéfini

cette association est elle-méme prédéfinie).

exemple: aprés les déclarations

entier 1,7 ; réel x ;
le type de 1l'expression: 7*2+j*x sera déterminé en propageant dans 1'arbre
de 1l’expression type (connu grace aux déclarations et aux dénotations) des

feuilles, ceci au moyen des régles d’évaluation abstraite:

entxent~ent
entxréel>réel
entt+réelrréel
+ réel
ent */////// réel *
7 2 J x
ent ent ent réel

Notons gue le + entre entier et réel, délivrant un résultat réel, nécessitera
la conversion de la représentation de 1'entier (résultat de la multiplication
de i par 2) en la représentation réelle correspondante pour pouvoir exécuter
1'instruction machine correspondante (& moins évidemment gue cette derniére ne

soit cablée).

Toutefois, cette évaluation statigue des types n'est pas toujours possible
dans certains cas pathologiques ; ainsi 1'expression: <Mt o0 Z et n sont

entiers, est de type réel si n est negatif et de type entier sinon.
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Dans ce cas la,une erreur de type pourra étre détectée & 1'exécution si on utilise

cette expression pour indexer un tableau et si n est négatif.

Les choses deviennent plus graves en ce qui concerne la correspon-

dance entre parameires formels et parameétres effectifs des procédures, cet aspect
est fondamental pour valider les appels de procédures. En ALGOL 60 et en ALGOL W
lors d'une déclaration de procédure, les paramétres ne sont pas eux-mémes décla-
rés mais spécifiés (c'est-a-dire qu'il y manque certaines propriétés addition-
nelles comme les dimensions (en ALGOL 60), les bornes (en ALGOL W), de tableaux
ol la description compléte {comprenant celle des paraméires) du type des procé-
dures formelles. Ceci accroit évidemment la souplesse du langage mais au détri-
ment des possibilités de vérifications comme nous allons le voir dans 1'exemple

suivant:

Cet exemple a été écrit en ALGOL W,
begin
integer array a,b (1::5);

integer 11,12 ;

integer procédure car (integer ) ; a(i) ;
tnteger procédure cdr (integer ©) ; b(i) ;

integer procédure applique (integer procédure f, arg) ; flarg) ;

a(1):=30 ; a(2):=10 ; a(3):=2 ; a(4):=-1 ; a(5):=20 ;
b(1):=0 ; b(2):=5 ; b(3):=0 ; b(4):=3 ; b(5):=1 ;
11:=2 ; 12:=4 ;

write (applique(car,Pl)) ;

write (applique(edr, applique(edr,P2))) ;
write (applique(car,cdr)) ;

write (applique(applique,car)) ;

end,

On peut, sur ce petit exemple, faire un certain nombre de remarques pour le
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moins curieuses. Tout d'’abord,il a été compilé sans gu’aucune erreur n'ait

eté detectée. Or les deux premiers appels sont, syntaxiquement, incorrects

(le deuxiéme paramétre de applique n'est pas du type spécifié, integer procédure)
pour les admettre le compilateur a dd convertir la variable entiére PI d'une par
et 1l'appel de la procédure entiére applique d’autre part, en une procédure en-
tiére. La preniére de ces conversions, bien "qu'allant de soit”, n'est hulle
part décrite dans le rapport de définition du langage (en 1'occurrence sa vali-
dité ne tient qu'au fait que arg est employé sans paramétre dans le corps de
applique). Ces appels s'exécutent tout & fait correctement et délivrent bien

les valeurs attendues, 10 et 0O, respectivement.

Les deux appels suivants, syntaxiquement corrects (les deux parametres de
applique sont dans les deux cas du type spécifié integer procédure, vont eux !
par contre, & 1'exécution, provoquer un message d'erreur pour des raisons évi-

dentes.

Nous verrons donc dans un prochain paragraphe comment ALGOL 68 remédie & ce

prochléme.

[.3.2. Ensemble de types fini + vérification dynamique = LISP

L'apparition de LISP dans ce chapitre consacré aux types peut sembler hors de

propos puisque ses auteurs assurent qu’une de ses caractéristiques essentielles
est justement qu’il n'est pas typé. Le but de ce paragraphe est de montrer que,
tout au contraire, la notion de type est sous-jacente dans ce langage, du moins

sous certains de ses aspects,

Une des originalités de LISP est que données et programmes ont la méme structure
externe et interne, c'est celle des S-expressions que 1'on peut assimiler 3 des
listes construites & partir d'atemes. Un symbole atomique étant lui-méme un
identificateur ou un nombre. Certaines fonctions du systéme LISP(comme PLUS)
n'admettent que des arguments atomiques et, plus précisément, des nombres.

I1 est donc nécessaire de tester, préalablement & 1'interprétation de la fonctior

le type de ses paramétres ; ceci se fait au moyen d'un prédicat (NUMBER) qui
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délivre la valeur vraie sison argument est un nombre. Ce genre de validation
se retrouve au niveau de EVAL, fonction de base de l'interpréteur LISP, puis-
gue 1'évaluation d'un atome est différente selon qu'il s'agit d'un nombre ou

pas.

Le caractére dynamique des vérifications est 1ié au Tait que LISP n'est pas

un langage déclaratif et qu'un méme identificateur peut, au cours de 1'interpre-
tation d'un programme, &tre 1ié & une valeur atomique, & un nombre ou a une
S-expression plus élaborée, voire 3 une fonction. Cette souplesse de fonction-
nement permet, entre autres, de générer dynamiquement des fonctions directement
interprétables ; cette facilité n'est évidemment possible qu'au détriment de toutc

vérification statique.

I.4. EXTENSIBILITE DES OBJETS

Une des caractéristiques des langages que nous venons de voir est qu’ils offrent
un répertoire fini de types prédéfinis. Le programmeur ne pourra donc décrire
des objets complexes qu'a partir de ces types primitifs. De la méme fagon que,
dans une langue naturelle pauvre en vocabulaire, on est obligé d'avoir recours
a la périphrase pour décrire, souvent partiellement, de nouveaux concepts. C'est
pour pallier cette difficulté ainsi que la prolifération de langages ad'hoc qu’

ont été introduits les langages extensibles.

{'extensibllité a porté, dans un premier temps, essentiellement sur la syntaxe
du langage, [JOR 727, [BER 73], nous ne nous attarderons pas sur cet aspect

qui a donné lieu & de nombreux développements [CHE 66], [JOR 753, [VID 74]. Tre:
vite la nécessité d’appliquer les mécanismes d'extension aux objets manipulés
dans le langage est apparue [STA 67], c'est ce gqu'on désigne sous le terme géné-

ral d’extension sémantique.

I1 est maintenant classique de distinguer la sémantique statique de la sémantigque
dynamique [GRI 73]} (bien que la frontiére entre les deux devienne moins nette
{Cou 75]). La premiére traite des caractéristiques contextuelles du langage
(essentiellement vérification des types), elle permet de passer de 1'arbre d'ana:

ly'se d'un programme & une nouvelle représentation, 1'arbre abstrait, débarrassé
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des contraintes, de la syntaxe originale et des propriétés contextuelles.

I1 reste maintenant & passer de l'arbre abstrait du programme & un programme
exécutable sur une machine, c'est la sémantique dynamique qui permet cette

transformation en définissant le répertoire d'opérations de cette machine.

L’extension des objets que nous allons veoir sur les deux exemples suivants
concerne la sémantigue statique, c'est-a-dire la possibilité de définir de
nouveaux objets en spécifiant leur configuration et éventuellement certaines
regles de leur utilisation. L'extension de la sémantique dynamique sera étudige

pPlus en détail dans le second chapitre.

I.4,1, Extension des objets + vérifications dynamiques = EL/1

EL/1 est un langage extensible [WEG 70] dont une des originalités est le traite-
ment dynamique des modes. Dans ce langage, de la méme fagon qgue 28 est de mode
int, TRUE de mode bool, le mode d'un type est mode. C'est dire qu'en EL/1 il

est possible de manipuler des valeurs de mode.

exemple:

DECL m1:MODE; ...m1<INT...BEGIN DECL J:m1 3 ... END

la declaration de m1 indique que cette variable peut prendre n'importe quelle
valeur de mode et &tre utilisée partout ol un mode peut 1'&tre. Dans le bloc
interne J est une variable entiére puisque m1 a la valeur INT & l'entrée de ce

bloc.

La détermination du type d'une variable n'est cependant pas toujours aussi
simple, ainsi dans 1'exemple:

DECL m1:MODE;...[I<0 = m1<INT ; m1«BOOL] ...BEGIN DECL Jim1;...END
Tout ce qu'on peut dire a la compilation c'est que J est soit de mode INT soit
de mode BOOL ; le choix entre les deux, dépendant de la valeur de I, ne pourra

~

se faire qu'a 1'exécution.
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Cet aspect dynamique de la notion de mode rend impossible toute vérification
statigue. Cependant en EL/1 la séparation classique: compilation, chargement
et exécution n'est pas clairement établie, un programme est d'abord interprété
afin de déterminer les valeurs constantes, en particulier les valeurs de modes,
leur connaissance permet alors une compilation partielle du programme, qui sera

de nouveau interprété avec les tests dynamiques qui subsistent.

Une des particularités de EL/1 est de permettre la définition de fonctions géné-
riques, c'est-a-dire de fonctions qui plutdt que de convertir leurs arguments
vers un type fixe, exécutent des actions différentes selon le type de leurs

arguments, 1'opérateur + d’ALGOL 60 est bien générique dans ce sens.

Les appels & de telles fonctions peuvent étre:

- soit compilés: le choix de 1’alternative se faisant sur la base du type des
arguments connus statiquement ;

- soit interprétés: le choix de 1l'alternative se faisant sur la méme base mais

dynamiquement.

1.4.2. Extension des objets + vérifications statiques = ALGOL 68

ALGOL BB est un langage qui a généralisé et systématisé un grand nombre d’'idées
existant dans les langages de programmation {wWI 77] . Le but de ce paragraphe
n'étant pas de faire ure revue détaillee de ce travail de synthése, nous nous can-
tonnerons aux aspects qui nous intéressent, a4 savoir le traitement des types,

rebaptisés modes en ALGOL 68.

11 existe dans ce langage (comme en EL/1) un certain nombre de modes de base:

int, real, bool, char, format... auxquels sont associés une représentation, une

notation et un ensemble de fonctions qui leur sont applicables. Lles facilités

d*extension sont fournies par les constructeurs qui, prenant un ou plusieurs modet

en paramétre, délivrent un nouveau mode auquel sont associés une représentation,

une notation et un ensemble de fonctions d'acces.

Les constructeurs sont au nombre de cinq: row ; struet, proc, union et ref.



17 .

Les nouveaux modes, définis 3 partir de ces constructeurs, se voient attribuer
un ensemble de fonctions caractéristiques du constructeur ou de la composition
des constructeurs (dans ce cas les fonctions associées sont elles-mémes obtenues
par composition des fonctions de base) . Par exemple, tous les modes construits
avec row disposent des fonctions d'accés utilisant le mécanisme d’'indexation et

ce indépendamment du type des é&léments.

ALGOL 68 étant un langage d'expression, chaque construction possede une valeur

donc un mode. Nous prendrons 1'exemple des procédures pour illustrer cet aspect

En ALGOL B8 une rootine est une valeur dont le mode est déduit de celui de ses
paramétres et de son résultat. Si M1s H2seeug et y sont les modes, le mode

d’une routine aura 1'une des guatre formes suivantes:

Qgggful,UZ,...un)u les paramétres sont de mode pl,uz,...un et le
resultat de mode y.

Qgggful,UZ,...un)neutre idem et la
procédure ne délivre pas de résultat.

_proc u procédure sans paramétre & résultat de mode U,

proc neutre procédure sans paramétre ne délivrant pas de
résultat.

Une des raisons de considérer les procédures comme des valeurs est que, par
exemple, elles peuvent &tre utilisées comme parametres d'autres procédures et

~

benéficier de ce fait d'une vérification complete des types & la compilation.
Nous allons illustrer ce point & 1'’aide du petit exemple déj& écrit en ALGOL W
et dont voici une version en ALGOL B68.

[1:5] int a:=(30,10,-2,-1,20), b:=(0,5,0,3,1);

int 11:52, 12:=4 ;

proc car = (int 7) int:al7];

roc edr = (int 7) int:blZ]1;

proc applique = (proc(int)int f, proc int arglint:flarg) ;
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print(applique(car,int:11) ;
print (applique(edr,applique(cdr,int:12))) ; :

print(applique(car,cdr)) ;

print(applique(applique,car)) ;
gﬂg
Les guatre premiéres lignes différent assez peu de leurs homologues du programme
ALGOL w (aux initialisations prés) ainsi d'ailleurs que les quatre derniéres.
Par contre en ce qui concerne la déclaration de la procédure applique on peut
noter un certain nombre de changements. En ALGOL W la spécification du premier
paramétre f précisait uniquement qu’il s’agissait d’'une fonction procédure déli-
vrant un résultat entier et ce, indépendamment du nombre et du type de ses para-
métres. En ALGOL 68. on précise que la procédure f délivre un résultat entier
et qu’elle n'a qu'un paramétre lui-méme de type entier. Cette information per-
mettra, en particulier, d'invalider a la compilation le quatrieme appel de

applique.

En ce qui concerne le deuxiéme paramétre, nous avions vu que le compilateur
ALGOL w prenait la liberté de considérer de la méme fagon, du point de vue syn-
taxique, un entier et une procédure délivrant un résultat entier. En ALGOL 68,
par contre, il n'existe pas de conversion implicite d'un objet de mode m en un
objet de mode proc m, 11 conviendra donc dans les deux premiers appels de appli-

que de convertir explicitement les objets 11 et 12 de mode int en objets de mode

proc int au moyen de la notation de routine (int:P1].

Le corps de la fonction quant & lui reste inchangé. 1I1 est clair maintenant que
les deux premiers appels de applique sont syntaxiquement corrects et que le

troisiéme est lui incorrect, cdr étant une procédure & un parametre. L'écriture
des paramétres de applique ainsi que des deux premiers appels peut paraitre un
peu lourde, cet inconvénient est cependant largement compensé par un gain de ri-

gueur, donc de sireté, dans la programmation.

D'une facgon générale ALGOL 68 se distingue par la formalisation trés poussée des
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vérifications statiques de compatibilités des modes. Comme dans les langages

du type ALGOL 60 ou ALGOL W, 1l'association d'un mode & un objet se fait au

moyen d’une déclaration pour les variables et d'une notation pour les constantes
(possibilité étendue aux tableaux comme le montre 1'exemple précédent). En ce
qui concerne les expressions,nous avons vu qu'en ALGOL 60 leur type est le résul
tat de ce que nous avions appelé une évaluation abstraite. Les regles de cette
évaluation sont décrites en anglais dans 1le rapport de définition, ceci parce
qu'elles traduisent des propriétés contextuelles du langage. Le mécanisme des
W-grammaires adopté pour la définition d'ALGOL 68 permet de prendre en compte
syntaxiquement ces propriétés contextuelles. De plus, toutes les constructions
du langage possédant un mode, ces propriétés seront souvent présentes dans la
grammaire. Ainsi la régle concernant 1'affectation:

REF to MODE asstgnation: REF to MODE destination, becomes token, MODE source.
traduit le fait que dans une affectation le mode de la partie gauche doit é&tre
le méme (regle de substitution uniforme de la méta-notion. MODE) que celui de
la partie droite & un niveau de référence prés. Ce mode est lui-méme celui
de 1'instruction d'affectation, afin de permettre des affectations multi-
ples. Les conversions, aspect sur lequel nous ne nous étendrons pas, sont éga-

lement traitées au niveau syntaxique par le formalisme des W-grammaires.

Nous conclurons ce chapitre d’introduction en méme temps que le paragraphe
consacré & ALGOL 88. Ce langage a poussé trés loin la formalisation et le

champ d'application des vérifications statiques de cohérence, cependant il est
également clair que les possibilités de définitions de nouveaux modes restent
treés liées a la représentation des objets dans la mémoire de la machine. Le
second chapitre étudie plus particuliérement ce dernier point et décrit guelques

propositions de langages postérieurs & ALGOL 68.






CHAPITRE 11

LES TYPES ABSTRAITS
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IT.1. INTRODUCTION

Comme c'est souvent le cas en informatique, une idée, déja existante, peut
étre réactualisée tout en étant approfondie et généralisée. Il en est ainsi
de la notion de type abstrait qul se trouve au carrefour des préoccupations
linguistiques que nous avons évoquées dans le premier chapitre, mais aussi des
problémes de protection dans les systemes informatiques ainsi que des courants
actuels portant sur la méthodologie de la programmation. L'originalité réside

donc essentiellement dans 1'unification des concepts.

I1.1.1. Les motivations

Le courant méthodologicue en programmation s'est développé vers la fin des
années 60, il traduisait 1'effort d'un ensemble de chercheurs (pour la plupart
enseignants) vers une tentative de définition de ce que devrait étre "la bonne
progrémmation". Le but visé était double, d'une part il s'agissait de trouver
les regles a respecter pour faciliter les preuves de programmes, et d'autre
part on essayait de dégager les concepts qui deviendraient la base d'un ensei-
gnement cohérent de la programmation. Cet effort de synthése s'élevait,

entre autres, contre la prolifération des langages (cause de la dispersion et
quelquefois méme de la dissimulation des idées fondamentales) et 1le fait que,
trées souvent, 1'enseignement de la programmation se résumait & 1'apprentissage

.

d'un langage particulier.

Paradoxalement, l'idée de s'abstraire d'un langage donné conduisit a dégager
les composants de ce que devrait étre un langage d'expression d'algorithme.
C’est-a-dire un langage définissant un niveau de machine qui permet de s'abs-

traire de la plupart des contraintes inhérentes a une machine réelle, pour ne

s'intéresser qu'a la résolution algorithmique du probléme que 1'on s'est posé.

L'effort porta donc, dans un premier temps, sur 1l'expression du contrdle de
cette machine abstraite. La spécification des structures de contrdle fondamen-

tales [BOH 66] conduisit, en outre, 3 la maintenant fameuse querelle du "goto”
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sur laquelle je ne m'attarderai pas en renvoyant le lecteur & 1'abondante
littérature qui la documente [DIJ 68], [KNU 713, [KNU 747. 11 ne faudrait
cependant pas croire que l'apport de cette réflexion se limita & ce débat guelque

peu dogmatiqgue.

Un des points importants, reflété d'ailleurs dans la plupart des langages de
programmation, est de disposer d'un mécanisme d'abstraction fonctionnelle: c'est
1'idée de sous-programme, procédure... A partir d'un ensemble d'actions &1&-
mentaires et des primitives de composition (enchainement séquentiel, condition-
nel, itératif) on peut nommer et paramétrer un groupe d’actions pour en disposer
par la suite comme d'une action élémentaire. Une partie de la méthodologie ré-
side alors dans la reconnaissance, a priori (et non pas a postériori comme
c'était souvent le cas) des abstractions fonctionnelles utileé. On débouche

donc sur une approche descendante de la solution qui peut, dans un premier temps,
eétre décrite en termes de ces abstractions dont 1'é1ab0rétion est alors repoussée
Le processus-s’applique recursivement jusqu'a 1’cbtention de 1'algorithme final.
L'idée n'est évidemment pas neuve (DES 37), de plus, la quasi totalité des lan-
gages de programmation disposant d'un tel mécanisme, on peut penser qu'il
suffisait de le dire. Les choses ne sont cependant pas aussi simples si on
considére maintenant les objets sur lesguels s'appliquent les abstractions

fonctionnelles.

En effet, bon nombre de langages n'offrent qu'un répertoire figé d'objets de
types différents, si bien que les contraintes de représentation peuvent inter-
venir tres tdt dans le processus de décomposition introduisant ainsi un désé-
guilibre entre 1'abstraction réalisée au niveau fonctionnel et le caractére

eminemment concret (souvent tré&s proche de la machine) des objets.

En fait, il manuuait & la plupart des langages d'étendre, au niveau des cbjets,
les facilités offertes au niveau fonctionnel. C'est-a-dire la possibilité de
définir complétement (fonctions + objets) une machine abstraite adaptée a la

résolution d'un probléme particulier.
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Des langages comme FORTRAN, COBOL,... congus il y a maintenant une vingtaine
d'années se prétent difficilement & ce genre de définition. Il est cependant
clair que, pour des raisons diverses, le nombre de leurs utilisateurs est de
plus en plus importént. 11 devient alors nécessaire de disposer d'outils
supplémentaires (dissociés du langage) qui permettent d'exprimer clairement les

algorithmes [COU 743, [HUC 77].

L'approche complémentaire tente d'intégrer aux langages ces possibilités, on
peut citer & ce sujet PASCAL et ALGOL 68 [WIR 747, [vWI 771. L'outil qu'est
le langage de programmation s'adapte de plus en plus a la méthodologie déve-
loppée.  La frontiére entre les deux devenant de moins en moins nette, on

peut raisonnablement penser qu'a la limite ils se confondront, l'apprentissage

du langage supportant alors l'acquisition de la méthodologie.

11.1.2. L'évolution

De la discussion du chapitre I et du paragraphe précédent, il ressort que la
notion de type, en ce qui concerne 1l'utilisateur, se dégage de plus en plus de
la représentation des objets pour s'intéresser au répertoire de fonctions (ou
gérations) primitives. Ceci traduit le fait qu 'en programmation il est piUS‘
important de savoir ce que 1'on peut faire des objets d'un type plutdt

que de connaitre la maniére dont ils sont construits. Ce point prend toute son
importance si 1'on veut qu’un changement dans la représentation des objets d'un
tyde n'entraine pas la modification de tous les programmes utilisant ces objets

[GoL 731.

De ce point de vue, il est clair qu’ALGOL 68 ne correspond pas entiérement a
cette approche dans la mesure ol la construction de nouveaux types se fait sur
la base de leur représentation en mémoire, représentation qui est toujours acces-
sible au programmeur par le biais des fonctions d'accés associées aux construc-
teurs utilisés. En fait, les seuls moyens d’abstraction dont on dispose sont la

procédure et la possibilité de créer de nouveaux opérateurs.
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Les approches des langages extensibles postérieures a ALGOL 68, ainsi
que les études portant sur les mécanismes de protection dans les systémes
ont apporté un début de réponse & ces problémes. Les solutions encore incom-
pletes suggérent une séparation marquée entre 1la représentation des objets et
les fonctions (ou opérations) qui leur sont applicables [PAR 71]. Ainsi dans
le mécanisme des classes proposé par Jorrand et Bert [JOR 72], [BER 73], [JOR 7571
on distingue le langage de base, dans lequel sont exprimées les représentations,
du mécanisme d'exension proprement dit gui permet d'ajouter une classe (un
nouveau typel) dans le graphe des classes en la reliant aux classes existantes
par des arcs de fonctions ou de conversions. L'idée de voir un type comme un
ensemble de fonctions était donc bien isolée et mise en évidence, toutefois
un probleme subsistait dans 1'association d’une classe & sa représentation.
Cette liaison s'opérait implicitement par le biais des fonctions qui manipu-
laient la représentation. Mais, le langage de base n'é&tant pas typé, il devenait

impossible d’assurer la cohérence de 1’ensemble.

Une ébauche de solution a été proposée dans ALEPH [FIS73], 1'idée est de
disposer d'un niveau de représentation typé, un lien explicite (les fonctions
REP et MAKE) existant entre un nouveau type T et le type t qui le représente.
La fonction REP permet de considérer un objet de type T comme un objet de type
t (concrétisation), la fonction MAKE assurant elle, le passage d'un cbjet de
type t & un objet de type T (abstraction). Toutes les fonctions d’acces et de
construction de T sont décrites par 1'utilisateur au moyen de REP, MAKE et des
fonctions associées au type t, si bien que toutes les manipulations d'objets de
T se feront en ignorant complétement la représentation sous-jacente, tout en
garantissant la cohérence d'utilisation des fonctions opérant sur cette

représentation.

Cependant,une critique subsiste a cette approche. En effet, bien gue rendant
explicite tout accés & la représentation (fonction REP),elle n'assure pas
1'intégrité de cette derniére. La protection contre des accés non prévus par
le programmeur n'est pas garantie, il fallut attendre les travaux de Liskov
pour avoir une premiére idée (encore incompl&te) de ce que devait &tre un

langage de types abstraits.



11.2. Présentation de quelques langaaes de types abstraits

Avant toute chose, i1 convient de rappeler que SIMULA [DAHE8 ], langage congu

en 1967, contenait déja les prémices des idées que 1'on retrouve actuellement.
11 admet comme langage noyau ALGOL 60 et fournit, grace au mécanisme des
classes, une approche que tous les nouveaux langages ont plus ou moins reprise.
L'idée est de regrouper dans une méme unité syntaxique, baptisée classe, une
collection d'ebjets avec les fonctions qui les manipulent. La classe deviendra
le cluster de CLU [LIS 751, 1a form d'ALPHARD [WUL75] et les objets auront en
fait la représentation associée au type que 1'on définit. Notons cependant
que, contrairement & SIMULA, tous les langages de types abstraits assurent la
protection de la représentation: on entend par 1la que toute manipulation de

cette représentation ne peut se faire qu'ad travers les fonctions du type.

Les paragraphes suivants présentent trois approches différentes de ce que peut
élire un langage supportant un mécanisme d'abstraction au niveau des objets.
Un méme exemple sera traité dans les trois cas, celui de la definition du type
ensemble d'entiers pour lequel on aura, entre autre, & définir les fonctions:
. insert : qui ajoute, s'il n'y est pas déja, un &lément & un ensemble,
remove : qui enléve un é€lément a un ensemble,
has : qui teste si un élément appartient ou non & un ensemble.
Nous ne considérerons pas les opérations entre ensembles (union, intersection,

...) qui compliqueraient inutilement 1'exemple.

I1.2.1. CLY

CLU est un langage développé au MIT par B.LISKOV et son équipe. C'est la pre-
mieére tentative de définition et d'implantation d'un langage fournissant un
mécanisme d'abstraction au niveau des objets. I1 admet PASCAL comme langage de

représentation, les abstractions sont implantées par des modules appelés clusters
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pour les objets et procédure pour les fonctions. La séparation entre les

différents modules illustre le fait gqu'ils supportent différentes abstractions

Le langage est fortement typé afin de vérifier les interfaces entre modules et
d'assurer la vérification des types 3 la compilation {(ceci n'est cependant pas
toujours le cas comme nous le verrons dans la seconde partie).

Il n'y a

de ce fait,que trois facons d'utiliser un ocbjet abstrait:

»

1/ 11 peut &tre opérande des opérations qui définissent son type abstrait,

2/ il peut &tre passé en paramétre d'une procédure (il doit alors y avoir
identité entre le type du paramétre formel et celui du parametre effectif);

3/ 11 peut étre affecté & unevariable du méme type (ce cas est & rapprocher du
premier dans la mesure ol 1'affectation est une opération, définie implici-
tement sur tous les types, mais qui n'a cependant pas le méme statut que les

autres, nous le verrons en abordant le probléme des parametres).

L'appel & une fonction définie dans un type se fait en utilisant un nom
composé: la premiére partie est constituée par le nom du type auquel appartient
la fonction, la seconde identifie la fonction (les deux sont séparées par le

symbole $).



Exemple ensemble d'entiers:

(1) intset = cluster is create, insert, remove, has,equal ,copy;

(2) rep = array of int;

(3)' create = oper( )returns cvt;

(4) r:rep:=rep $ create(0);

(5) : return r

(6) end create;

(7) insert = oper(s:evt,i:int);

(8) if search(s,t) <rep $ high(s)then return;

(9) rep $ extendh(s,?);

(10) return

(11) end insert,

(12) search = oper(s:rep,i:int)returns int;

(13) for j:int:=rep § low(s) to rep $ high(s)by 1 do
(14) i1f 1=s[d] then return j;

(15) return r_gp_$ high(s)+1

(16) end search;

(17) remove = oper(s:cvt,i:int);

(18) ' drint:=search(s,t);

(19) if J <rep $ high(s)then

(20) begin

(21) sljl:=slrep $ high(s)1;

(22) rep $ retrachth(s)

(23) end;

(24) return

(25) end remove;

(26) has = oper(s:cvt,i:int) returns boolean;

(27) if search(s,t1) < rep $ high(s)

(28) then return true

(29) else return false

(30) end has;

(31) equal=oper(s,t:cvt)returns boolean

(32) if rep $size (s)#rep $ size(t)then return false;
(33) Ffor i:int:=rep $ low(s)to rep $ high(s) by 1 do
(34) if search (t,s[i]) zrep $ high(t) then return fals
(35) return true

(36) end equal;

(37) copy = oper(s:cvt) returns cvt;

(38) . return rep § copy(s)

(39) end copy

(40) end intset



28

Une definition de cluster comprend essentiellement trois parties. Tout

d'abord (ligne 1) la donnée du nom du cluster (intset) associée & celle de
1'interface elle-méme constituéede la liste des fonctions (ou opérateurs)

gui définissent le type. Seules ces fonctions seront, dans un programme donné,
applicables aux objets du type. Cette propriété sera vérifiée statiguement

par le compilateur.

La deuxiéme partie (ligne 2) fournit 1la représentation des objets, il s'agit
dans 1'exemple du type tableau d'entier gui est prédéfini dans le langage de
représentation. Afin de raccourcir 1'ecriture, le type de représentatiocn (qui
peut &tre complexe) sera dénoté rep dans le module (c'est ce que traduit 1la

déclaration d’identité rep = array of tnt). La représentation n’'étant pas

accessible de 1'extérieur du module, c’est seulement a 1'intérieur de ce dernier
que 1'on pourra utiliser les fonctions définies sur les objets du type rep.’
Par exemple (ligne 9) 1’appel rep $ extendh(s,7), qui ajoute un &lément au tableay

S en y rangeant 1l'entier i.

La troisiéme partie comprend les définitions de fonctions (celles de 1'interface
plus celles locales au module). Ces fonctions regoivent comme parametres, entre
autre, des objets du type Zntset, mais operent, telles qu'elles sont définies
dans le type, :sur des tableaux d'entiers ; ce fait se traduit par la déclaration
du parametre s:cvt ligne 7) qui indique que 1'ocbjet de type intset, passé en
~parametre, devra &tre converti vers le type de larreprésentation. Cette spéci-
fication de conversion est utilisée egalement pour les fonctions retournant un
objet du type intset (ligne 37). On peut noter que la fonction search, locale
a la définition (son nom n'apparait pas dans 1'interface) posséde un paramétre de
type rep. La plupart des langages déclaratifs fournissent un exemplaire de
1'objet au moment de 1la déclaration, ce n'est pas le cas en CLU, ol les deux
fonctions sont obligatoirement dissociées 35 on peut déclarer une variable:

st : intset ;
et créer ensuite un cbjet de type intset qu’'on lui affecte:

st := intset $ create( );
On peut alors appliquer & s les fonctions du type <iIntset:

intset $ insert(si,1);
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Aprés ces quelques considérations sur la forme externe du langage, nous
allons essayer d'aborder quelques problémes touchant plus particuliérement la

sémantique. :

La derniére remarque indique clairement la séparation entre le concept de
variable et celui d'objet. En CLU, les objets existent dans un univers compa-
rable au tas d'ALGOL 68. Les variables quant 3 elles, dénotent ces objets:
concrétement ce sont des pointeurs vers les objets du tas. Dans cette optique,
1'affectation entre variables devient une affectation de pointeurs, les deux
variables partagent alors le méme objet. L'obtention d'un nouvel exemplaire de
1'objet ne peut se faire que par 1'invocation de la fonction copy qui doit donc

gtre fournie dans toute déclaration de type.

Poursuivant la méme idée, le passage de paramétre se fait par référence, le
paramétre effectif est affecté au paramétre formel. Une différence fondamentale
existe cependant avec le passage par référence classique, car toute affectation
au paramétre formel ne modifie pas le paramétre effectif (le parameétre formel
pointe simplement vers un nouvel objet, le parametre effectif n'est alors plus
accessible). Les seuls effets de bords possibles le sont via les fonctions

d*accés détinies dans le type du parametre.

11.2.2. ALPHARD

ALPHARD est un langage dont la définition et le développement sont le fruit
d*une collaboration interuniversitaire aux Etats-Unis [wuL75]). Cet important
projet vise & réaliser la synthése entre, d'une part les idées actuelles sur

la méthodologie de la programmation et,d'autre part, les techniques de vérifi-
cations de programmes. L'idée est de proposer un lanpage gui permette d’amélio-

rer la qualité de la programmation tout en réduisant son codt.

La base du mécanisme d'abstraction en ALPHARD est la form. Comme le cluster de
ClLU, elle permet de regrouper dans une méme unité syntaxique les éléments signi-
ficatifs d'une abstraction. Ces éléments sont divisés en trois parties

distinctes:
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- la partie spécification:

00 1'on trouve les informations nécessaires 2 1'utilisateur de la form.
Contrairement & 1'interface de CLU, qui rappelons-le, ne contient que les noms
des fonctions du type, cette partie fournit des renseignements plus formels
sur les objets abstraits ainsi que sur les fonctions qui les manipulent. Ces
renseignements sont essentiellement la donnée d'un prédicat caractérisant,

par extension, les objets abstraits ainsi que les pré et post conditions [HOAB9].

- la partie vreprésentation:

Elle fournit la représentation concréte des objets abstraits, cet ensemble
d'objets concrets est lui-méme défini par un prédicat. La correspondance entre
un objet concret et 1’objet abstrait qu'il représente est exprimée par une

fonction de représentation notée rep.

- la partie Zmplémentation:

C'est 1a que 1'on trouve les définitions des fonctions opérant directement
sur la représentation ainsi que les pré et post conditions concrétes qui leur

sont attachées.

On voit donc qu'en ALPHARD, les objets définis par une form sont spécifiés a

deux niveaux. Ils sont, dans un premier temps, caractérisés formellement pat
des prédicats, eux-mémes exprimés en fonction d'entités mathématiques supposées
prédéfinies (entier, booléen, séquence...). Ce sont ces spécifications qui
permettent de vérifier les utilisations de 1la form. L'autre niveau qui nous est
maintenant plus familier est celui de 1la représentation des chjets qui exige

lui aussi un ensemble de vérifications internes & la form pour assurer la validit
de la représentation. Cette séparation entre la preuve des programmes utilisant
une abstraction et la preuve de 1'implantation de cette abstraction constituent
un des points importants du langage. Le programme principal sera vérifié par 1la
methode traditionnelle des assertions [FLO67] en considérant les objets abstraits
et leurs opérations comme primitifs. Quant aux form, on vérifiera que la repré-
sentation concréte est cohérente avec les spécifications (ceci conduisant & des

vérifications de programmes analogues & celles du programme principal).

Voyons comment s'écrit notre exemple en ALPHARD:



w
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form smallintset (mawsize:integer)
beginform
spectfications
requtres maxsize = 0;
let smallintset = {...x7...} where xi ts integer;
Tnvariant cardinality (smallintset) <maxsize;

3 g

tnittally smalintset={ };
function
insert(s:smallintset,x:integer)
pre cardinality({x}us) <maxsize
post s=s'u{x}
remove (s:smallintset,x:integer)
post s=s'-{x}
has (s:smallintset,x:integer)returns(b:boolean)
ost b=xes'
representation
uniane v:vector(integer,l,maxsize) ,m:integer tnit m< 03
rep(v,m) = {vl<l]|iell..ml};
“Tnvariant 0 <m <maxsize A (¥i,diell..m]) (v[Z1=vlil>i=7));
implementation
body insert in (3iell..s.mlst x=s.v[Z] V s.m <maxsize)
out (¥ie[l..s.m'} (s.v[Z] = s.v'TZ1)A
(iel1..8.m] st s.v[il=x))=
first p:upto(1,s8.m) suchthat s.vipl=x
else (s.m<s.m+l ; s.vfs.ml<x);
body remove out (¥jell..s.m](s.vlil#x) A (Well..8.m'] jef1..8.m]
(s.v'[11fx>s.v[i)=s.v'[Z]1))) =
first p:upto(1,s.m) suchthat s.vlpl=x
then (s.v[pl<«s.vls.ml; s.m<s.m-1);
body has out (b= (diell..s.m] st s.v[Z])=x) A
s.w'=s.vAs.m'=s.m) =
first p:upto (1,s.m) suchthat s.vlipl=x
then b+« true else b+ false;

endform

Quelques remarques sur les notations utilisees:

- 1'abréviation st, utilisée dans les pré et post conditions, signifie such that.
- la notation abrégée s.m désigne 1'entier marsize associé & l'ensemble s.

- la notation primée s.v’[7] par exemple désigne la valeur du symbole (s.v[1])

avant exécution de l°opération, elle est utilisée essentiellement dans les

post-conditions.

- 1'instruction first est un itérateur, elle permet d‘énumérer, dans notre cas,

les éléments d’un intervalle d'entiers.
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On retrouve sur cet exemple les trois parties évoquées plus haut. La spé-
cification donne (Zng..) 1'équivalent formel du type que 1'on est en train

de définir. 1I1 s’agit dans notre cas d'ensembles d’entiers, restreints, a

1'aide de 1'invariant abstrait, & la classe des ensembles d’entiers dont le
cardinal est inférieur au paramétre maxsize. Les fonctions quant & elles, sont
définies par leur nom et leur fonctionnalité (spécification syntaxique des para-
meétres et du résultat) ainsi que la donnée des pré et post conditions gul portent
sur les objets formels. C'est au niveau suivant que l'on trouve la représen-
tation des objets du type smallintset, il s'agira dans notre cas de vecteurs

d'entiers, la fonction rep permettant de passer d'un vecteur v & 1'objet formel

qu'il représente.

De la méme fagon qu'au niveau abstrait, la classe des représentations valides
est définie par extension de 1'invariant concret (c’'est-a-dire 1'invariant de
la représentation). C'est dans la partie implémentation que 1'on commence a
programmer, on trouve la, en effet, le corps des fonctions, spécifiées plus
haut,auxquels on ajoute les assertions concrétes d'entrée et de sortie.
Confronté & une telle spécification, le systéme va entreprendre un certain

nombre de vérifications.

I1 devra tout d'abord s'assurer de la validité de la représentation, c’est-a-
dire vérifier que si une représentation respecte l'invariant concret, alors
1'application de la fonction rep a cette représentation respecte elle, 1'inva-

riant abstrait.

Dans notre cas:

0 <m<maxsize N (¥i,jel1..m] (v[il=v[j] >27=7)) >

cardinality ({v(Z1|Z e [1..m1}) <maxsize

I1 vérifiera ensuite que 1'initialisation des objets est faite correctement, et
que, pour chaque fonction 1'implémentation est correcte. C'est-a-dire que si

1'assertion concréte d’entrée est vérifide ainsi que 1l'invariant concret [IC),
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de sortie et 1'invariant concret sont vérifiés.

Dans le cas de la fonction insert de 1l'exemple, la formule & vérifier
serait:

(Yicl'l..s.m) st x=s.v(21V s.m<maxsize) A Ic{first p:upto(1,s.m)suchthat
s.vlpl=x else (s.m «s.m+l;s.v[s.ml«x} (Fell..s.m'] (s.vl2d=s.v'[21) A
(3jel1..6.m1 st s.vljl=z)) AT,

Ceci peut se décomposer en deux parties correspondant aux deux alternatives

de 1'instruction first.
Pour la premiére alternative, on doit vérifier:

(}iel1..5.m3 st x=s.v[£] V s.m <maxsize) A Ic A(¥kell..p-1] (s.v[k]l#x)) A
s.vo[pl=x {}¥iell..8.m"] (Fell..8.m] st s.wltl=s.v'TZ1IA
(icf1..8.m) st s.v[jl=x) Alc

Cette alternative ne modifiant pas 1'exemple, il est clair que la formule

sera vérifiée en choisissant j=p.
Examinors maintenant la deuxiéme alternative:

(ILef2..8.m] st z=s.0[21V s.m<maxsize) N Ic A(V¥kel1..s.m] (s.v[kiZx))
{s.mes.m+] ; s.vl[s.mlezx)¥iell..s.m'] (s.v[Z]=s.v'[Z]) A

(3jel1..8.m} st s.vlil=x) Ale

Le premier terme de la conjonction est vrai du fait que s.m>s.m' (s.m'
désignant la valeur de s.m avant 1'exécution de ta fonction), pour le
second i1 suffit de prendre j=s.m. Le premier terme de 1'invariant concret
Ie , est vrai car le terme Wkel[1..s.m} (s.v(klZx) impose gue s.m <maxstze
est vrai dans 1'hypothése ; le second terme de 1'invariant concret est

véerifié de facon évidente.
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I1 reste maintenant & vérifier la cohérence entre les spécifications
abstraites et les spécifications concrétes, c'est-a-dire gue chaque

fois que la pré-condition abstraite est vraie, alors l'assertion d'entrée
de 1’opération concréte est vérifiée. De méme, toutes les fois que les
conditions d’'applications de 1'opération concréte sont vérifiées, alors
1'assertion de sortie est suffisamment forte pour impliquer 1la post-condi-
tion abstraite. Le lecteur pourra vérifier 1'exactitude de ces relations
sur 1l'exemple de la fonction insert, on donne ci-dessous les formules &

vérifier:

1) I A cardinality ({x}us) <maxsize

(¥ ell..s.m1st x=s.0[£]1 Vv s.m <maxsize)

2) I, ncardinality ({zlurep(v',s.m')) <maxsize
AN(¥ ell..sm'] (s.v[Z)s.v'[Z])
A ell..s.m] st s.v[jkx)) ns=s'y {x}

I1.2.3. Les spécifications alaébriques

Lt 'idée de considérer un type comme un ensemble de valeurs construit 3
partir d'opérateurs a conduit & ce genre de spécifications dont les princi-
paux développements sont décrits dans[ZIL75],[GDG75],[GUT76&],[GUT76b]. Un
des avantages de cette méthode est de fournir une description compléte du

type abstrait qui soit indépendante de toute représentation:

La spécification est divisée en deux, une partie syntaxique {déja vue

dans les langages précédents) définit les noms des fonctions associées aux
types abstraits ainsi que leur domaine et leur co-domaine. La partie
sémantique contient un ensemble d’axiomes qui décrivent les relations entre
les expressions formelles du type. Les deux spécifications sont suffisante:
pour décrire 1'ensemble des expressions valides que 1’on peut construire

a 1'aide des opérations.
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Ainsi pour notre exemple, on aurait:

1/ EMPTY: -+ SMALLINTSET

2/ INSERT: SAMLLINTSET x INTEGER - SMALLINISET
3/ REMOVE: SMALLINTSET x INTEGER - SMALLINTSET
4/ HAS: SMALLINTSET x INTEGER - BOOLEAN

a/ HAS(EMPTY,I) = FALSE
b/ HAS(INSERT(S,I),J) = IF EQ(I,J) THEN TRUE
' ELSE HAS(S,)
¢/ REMOVE(EMPTY, I) = EMPTY
d/ REMOVE(INSERT(S,T),d) = IF EQ (I,J) THEN REMOVE(S,J)
ELSE INSERT(REMOVE(S,J),I)

La difficulté avec ce genre de spécification est de savoir si les
axiomes construits décrivent bien 1'ensemble de valeurs auguel on s'in-
téresse et rien que cet ensemble. On retrouve d'ailleurs ce genre de
probléme avec les spécifications logiques d'ALPHARD {la post-condition
d'une fonction est-elle suffisamment forte pour en décrire 1'effet?).

La réponse & ces questions est, évidemment, qu’il est impossible d'en
avoir une certitude formelle ; il faudrait en effet disposer d’'une spéci-

fication de la spécification pour laquelle se poserait le méme probléme.

Ainsi, dans 1’exemple que nous avons donné, les quatre axiomes décrivent

tous les ensembles possibles d'entiers.
11 est possible de rajouter 1'axiome suivant:

e/ INSERT (INSERT(S,I)J) = IF EQ(I1,J) THEN INSERT(S,I)
ELSE INSERT(INSERT(S,J),I)

qui permet de considérer les trois expressions:
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INSERT (INSERT(EMPTY,1),2)
INSERT (INSERT(EMPTY,2),1)
INSERT (INSERT(INSERT(EMTHT,Z),2),2)

comme etant trois notaticns d'un méme ensemble.

1]
Un point trés important est de savoir si 1’ensemble d'axiomes est non
contradictoire, gquestion en général indécidable. Ainsi si on ajoute

1'axiome:

f/ HAS(REMOVE(S,I),J) = HAS(S,J)
aux quatre premiers axiomes.
Il existe des valeurs du type SMALLINTSET pour lesquelles on peut
démontrer HAS(S,I) = TRUE et HAS(S,T)=FALSE selon les axiomes gu'on
choisit d'utiliser. (Il suffit de considérer 1'expression HAS(REMOVE
(INSERT(EMPTY,1),1),1) & laquelle on "applique” 1'axiome (f) ou

1'axiome (d)}.

Dernier aspect enfin, celui de 1a validité de la représentation choisie,
I1 s’agit en fait de montrer gu'elle est une image isomorphe du type
abstrait défini, c'est-a-dire qu'elle vérifie les axiomes énoncés. La
théorie des catégories fournit un support mathématique & ce genre de vé-
fications , son application & 1la théorie des types en programmation est

étudiée dans [F0S77]1, [G0G73].

I1.3. Conclusion

BDans ce chapitre consacré aux types abstraits, les trois langages évoqués
correspondent & trois approches du concept d'abstraction & la fois diffé-
rentes (en ce qui concerne le niveau de spécification),mais aussi complé-

mentaires,si on considére leur champ d’application. A 1'heure actuelle;il
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existe bon nombre de langages qui reprennent, en les approfondissant,

certaines des idées exposées.

On peut citer EUCLID [LAM77], langage plus orienté vers 1'écriture de
systémes olr 1'on retrouve certaines techniques de vérifiéations de pro-
grammes développées dans ALPHARD, ainsi qu'un approfondissement des
notions de portée, de visibilité visant a gliminer les effets de bords.
Les SUHEMES [MIT77] de Mitchell et Webreit gqui apportent une réponse
partielle aux problémes de paramétrisation des définitions, nous aurons
1'occasion de revenir en détail sur ce point dans le chapitre suivant.
MODULA [WIR76] extension du langage PASCAL en vue de 1'écriture de sys-
témes sur mini-calculateurs. GYPSY [AMB76] orienté vers 1'écriture de
programmes "vérifiables” pour les systémes de communication.

La majorité de ces langages constituent a 1'heurz actuelle des voies de
recherche, ils ont été pour la plupart, implantés de maniére expérimentale.
A ce sujet, il convient de citer un important projet dont le Département
de 1a Défense des USA a été 1'instigateur. Son objet est de définir un
langage qui deviendra le langage de programmation utilisé dans tous les
organismes qui dépendent de lui. 11 est intéressant de noter que dans
les spécifications [IRD77] du projet, une large part a été consacrée aux
possibilités d'abstractions et aux mécanismes de protections associés,
certains des contractants ont méme proposé des solutions relativement
originales pour un langage & vocation "industrielle”. En France, on peut
citer les projets; LEST[BET77], SOC[ BAN78], HELOISE[ROU77] et MEF TA[ CUN787]
qui tous proposent un mécanisme d'abstraction des objets au service d'ap-
plications variées: écriture de systémes, rétention d'objets typés, spé-

cifications de programmes, etc...

l.a plupart des langages évoqués s'’appuient sur PASCAL dont ils constituent
des extensions plus ou moins importantes, on peut alors se poser la ques-

tion de savoir en quoli ce langage n'est pas alapté au concept d*abstraction?
Pour ce faire, voyons comment traiter, en PASCAL, notre exemple d’'ensemble

d'entiers.
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Le type lui-méme peut &tre défini de 1a fagon suivante:

(1) type smallintset = array[l..m] of integer
avec par exemple, 1'en-té&te de procédure:

procedure insert (s:smallintset ; L:integer) ;

Afin de montrer 1'insuffisance de ce langage & imposer et par 13 méme
a supporter 1'idée d'abstraction, il convient de revenir en guelgues

mots sur cette derniére.

I1 est clair maintenant qu’une abstraction est un concept recouvrant plu-
sieurs réalisations et, qu’en ce sens, un type défini par un utilisateur
est une abstraction & la fois de 1la représentation et des fonctions qui
la manipulent. Un point important est evidemment de savoir comment les
langages de programmation favorisent 1'expression de ces abstractions.
I1 ressort de ce que nous avons vu dans ce chapitre que le support lin-
guistique commun est la "modularisation”. Elle permet de regrouper, dans
une méme unité syntaxique, tous les traits caractéristiques d'une abstrac-
tion, en favorisant 1'utilisation de méthodologies de programmation.
En ce qui concerne les spécifications et les preuves gqui en découlent,
la modulurisation permet de les localiser et de les "atomiser”, ce point
prend toute son importance lorsqu'on sait que la complexité d'une preuve
croit de facon exponentielle en fonction de la taille du programme.
Dernier point enfin, le module permet de protéger la représentation contre
tout accés anarchique (en dehors des fonctions du module). C'est a ce
niveau que 1l'insuffisance de PASCAL apparait, elle est principalement due
au fait que la définition (1) ne constitue qu'une abréviation (smallintset)
du type de la représentation (array(l..m] of integer .Dans la procédure
sulvante: '

procedure f(smallintset:s ; i,J:<integer)
des accés comme g[Z] sont tout & fait valides, bien que f ne soit pas

une fonction caractéristique du type smallintset.

C'est pour toutes ces raisons que des langages comme PASCAL, voire méme,
ALGOL 68 ne permettent pas de considérer correctement des objets de fagon

abstraite. Réciproquement, on pourrait maintenant se demander si tous les
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langages évoqués permettent d'exprimer dans sa totalité 1'idée d'abs-
traction dont une des composantes essentielles, que nous n'avons pas
encore évoquée, est la paramétrisation. C'est le but du chapitre suivant

d’étudier ce probleme.
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CHAPITRE 111

LES TYPES ABSTRAITS GENERIQUES



INTRODUCTION

L'exemple, utilisé dans le chapitre précédent pour illustrer les différents
langages étudiés, met en relief une lacune importante dans le choix de
1'extension. Il parait en effet surprenant de définir un type abstrait
"onsemble d'entiers” muni des fonctions insérer, enlever, appartient, et
redéfinir par la suite un type 'ensemble de réeld, disposant des mémes fonctions
(dont 1'écriture sera vraisemblablement identique & celle des précédentes mais
auxquelles on devra éventuellement donner un nom différent) et, muni proba-
blement de la méme représentation pour les objets (tableau, liste, ...}.
11 parait souhaitable de pouvoir définir un type abstrait "ensemble de
n'importe quoi’ c'est-a-dire paramétrer la définition du type ensemble par le
type de ses éléments afin de décrire en une seule fois la représentation
(commune et donc elle-méme paramétrée par le type des éléments) des objets

ainsi que les fonctions qui définissent le type.

Les types abstraits, qui ne devaient jusqu'a maintenant leur qualificatif
qu’'a 1'abstraction de la représentation des objets qu'ils réalisaient, sont
alors munis d'un mécanisme qui augmente notablement leur capacite

d'abstraction dans le sens ot il permet de définir toute une classe de types.

Ce chapitre constitue la partie principale de cette these, il présente
les résultats essentiels de nos travaux concernant la paramétrisation

des types abstraits par des types.
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IIT.1. LA GENERICITE

Avant d'aborder plus en détail 1a paramétrisation des types abstraits et
les problémes techniques qu’elle pose, il est nécessaire de revenir en
quelques mots sur la notion de généricité qui joue un réle important, sinon

essentiel, en informatique.

A ce sujet, il convient de rappeler que 1'ordinateur en constitue un

exemple fondamental. En effet, cette machine & calculer, 3 partir du programme
qu'on lui soumet en entrée, se spécialise pour effectuer un traitement parti-
culier dont le résultat dépend lui-méme des données fournies. L'analogie avec
la notion de fonctions en mathématiques est évidente, elle traduit la dépen-
dance de 1l'évaluation d’une expression a la valeur d'un certain nombre de

variables appelées param&tres en programmation.

Des 1865, Landin [LANB5] assimile un programme a 1'expression d'une fonction,
et, entre les diverses théories de 1a calculabilité édifiées par les logiciens,
c'est celle du lambda-calcul de Church [CHU41] qu'il choisit afin de traduire
tout programme sous forme de A-expression, c'est-a-dire un notation de fonction
dans la théorie. Ce dernier point est précisément essentiel, 1'exemple

suivant fait apparaitre la nécessité de disposer d'une notation particulieére

pour les fonctions.

Considérons 1'expression 2x2 + 3xy, appliguée aux arguments (2,3), par
exemple, elle constitue une notation ambigiie dont la valeur peut étre

26 ou 36 .,

Par contre la fonction Axy. (2x2% + 3xy) appliquée aux arguments (2,3) prend

la valeur unique 26.

Parmi les trois régles de formation des A-expressions, c'est la regle
d'abstraction qui permet de passer de la notation d'une expression a celle

de la fonction correspondante en isolant un certain nombre de variables.



C'est-a-dire que si E est une A-expressions bien formée et x,y des
variables libres dans E alors (Axy.E) est la notation de fonction corres-
pondante. On voit donc que paramétrer une expression revient, dans la théorie,

a définir une fonction.
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ITT.1.1. LA GENERICITE DES FONCTIONS

Nous avons déja évoqué dans le chapitre II les possibilités d’abstraction
fonctionnelle offertes par les langages qui permettent la définition de
procédures (fonctions, sous-programmes). Le passage de la notation de
programme a la notation de procédure consiste, 13 aussi, & isocler un
ensemble de variables, qui deviennent les parametres, et & nommer la

procédure afin de pouvoir s'y référer par la suite.

Considéraons la notation de programme suivante, écrite dans un langage de

type ALGOL:

(1) début
entier s ;
s :=0 ;
pour 7:=1 jusqua n fdaire s:=s+a(i) ;

fin

Ce programme calcule la somme des éléments d'un tableau d'entiers a une
dimension. Les variables libres de cette notation sont, évidemment, le tableau
d'entiers, noté a, et la borne supérieure de 1la dimension, notée n. Ces

variables seront donc les paramétres de la notation de fonction:

(2) fonction Reduc (entier tableau alx),entier n) retourne entier ;
début

entier s ;
8:=0 ;

pour 7:=1 jusqua n faire s:=s+a(i) ;

8

fin Reduc ;

Nous voyons sur cet exemple que les parametres de la fonction sont contraints
par la donnée de leur type. Cette spécification, du point de vue de 1'utili-

sateur, sert & valider les différents appels de la fonction en vérifiant la



compatibilité entre le type des paramétres effectifs et celui des
paramétres formels. C'est en fait un moyen de restreindre le domaine

de la fonction.

Si on se place maintenant du point de vue du compilateur (c'est-a-dire de
1'implanteur) ou tout simplement de 1'interpréte du programme, la donnée

du type va permettre, entre autres, de lever un certain nombre d'ambiguités
de 1a notation. 11 est évident que la construction pour ... jusgqua ... faire
posséde une interprétation, donc une traduction standard et, de ce fait,

ne pose pas de probléme particulier. Ce n'est, par contre, pas le cas de

1'affectation. Définie sur tous les types simples du langage (entier, réel,

booléen...) elle dispose de plusieurs interprétations prédéfinies parmi les-
quelles 1'interprete (le compilateur dans notre cas) devra choisir la bonne.
C'est bien évidemment la connaissance du type des argumehts qui va guider
son choix. Le mémeprobléme se pose pour 1'addition, definie aussi sur les

réels et possédant également la méme notation (+).

Tout se passe comme si := et + étaient des notations formelles utilisées chacune
pour désignher une classe de fonctions {1a classe des fonctions d'affectation,
celle d'addition) et que la donnée du type des paramétres, sur lesquels

opérent ces fonctions dans la proceédure suffit pour choisir la bonne interpré-
tation. De tels opérateurs (ou fonctions) sont qualifiés de générigues,

ils possédent plusieurs interprétations dont le choix se fait en fonction

du type de leurs arguments. Leur utilisation, dans les langages de programmation,
permet une notation synthétique en ce sens gqu’'ils réalisent 1’abstraction

d*un ensemble de fonctions. On peut se demander alors s'il n'est pas possible
de donner au programmeur la possibilité de deéfinir ses propres procédures

(ou fonctions) génériqgues puisque ce mécanisme offre une dimension nouvelle

a 1'abstraction fonctionnelle.
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ITT.1.1.1. La généricité incrémentale

Le probléme est de savoir de quelle fagon ce mécanisme sera mis en oeuvre
dans un langage particulier. Nous en distinguerons deux. Le premier, gque

nous baptiserons généricité incrémentale consiste & redéfinir un opérateur

(ou une fonction) sur de nouveaux types de fagon & disposer de plusieurs

interprétations différentes.

Par exemple, 1la fonction Reduc, définie sur les tableaux d'entiers peut &tre

redéfinie sur les booléens:

(3) fonetion Reduc(booléen tableau a(*),entier n) retourne booléen 3

début

booléen s ;
s:=faux ;

pour ©:=1 jusqua n faire s:=s ou al(t) ;

8

fin Reduc ;
puis sur les réels:
(4) fonetion Reduc (véel tableau alx),entier n) retourne réel 3

début

réel s ;

s:=0. ,

our 1:=1 jusqua n faire s:=s+a(%) H

s

fin Reduc ;

Cn dispose alors de trois interprétations de Reduc dont le choix, pour un
appel particulier, se fera sur la base du type des arguments;
Ainsi apres les déclarations suivantes:

booléen b ;

booléen tableau bt (1::10) N

(5) b:=Reduc(bt,10) ;

Le compilateur choisira 1'interprétation (3) pour 1'appel (5) de la fonction Reduc
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Cette fagon de mettre en oeuvre la généricité a été adoptée dans plusieurs
langages (vWI77), (IR0D77). On peut en trouver une étude assez compléte

dans (SCI75), le choix de 1'interprétation étant guidé par 1'évaluation

d'un prédicat attaché a chague membre de la fonction. Dans le cas le plus simple
ce prédicat est simplement un test de types sur les opérandes (approche

MGOL 68), mais le mécanisme peut s'étendre en considérant des prédicats

testant (dynamiquement?) la valeur des arguments, le probleme du choix
déterministe de la "bonne®” interprétation se pose alors. La solution envisagée
consiste a considérer un ordre sur ces prédicats (ordre induit par 1'inclusion
des ensembles gui en sont les extensions), en cas d'ambiguité on choisira

alors le plus petit.

LLe probléme se trouve maintenant déplacé, il s'agit en effet de valider un
ensemble de prédicats attachés aux différents membres d'une fonction générique.
Cette validation consiste & montrer que les ensembles associés sont, soit
inclus proprement, soit disjoints (si deux prédicats sont vrais en méme temps,
alors 1'un est toujours "plus petit” que 1'autre), ce genre de vérification

{en dehors du cas simple des types, qui sont disjoints par nature} semble
particuligrement difficile & réaliser, qui plus est, dans cette approche

i1 est clair que c'est le nom des différentes fonctions qui est privilégié ;

c'est la seule spécification qu'elles ont en commun.

Nous pensons que ce mécanisme est la porte ouverte a de nombreuses erreurs
dues en particulier & ce que 1'on peut redefinir la fonction avec un nombre
de paramétres différents, mais aussi que certaines interprétations sont
complétement différentes de la signification initiale. A la limite, ce
mécanisme peut s’utiliser simplement pour faire 1'économie d'un nouvel

identificateur en perdant complétement 1'idée d'abstraction sous-jacente.
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ITTI.1.1.2. La généricité structurale

Au-dela de ces critiques, 1'exemple gue nous avons traité conduit &

faire une remarque intéressante. On peut en effet noter gue les différents
corps de fonctions que nous avons écrits sont quasiment "semblables”.

A la limite, la version (2) et la version (4) possedent la méme notation

de programme, la seule différence réside dans le type des éléments du

tableau passé en paramétre (ceci est da au fait que 1'opérateur + est
générique sur les entiers et les réels et que 0 est une notation de constante
entiére convertible automatiquement en une valeur réelle). En poursuivant

la démarche adoptée pour 1la définition d’abstractions fonctionnelles, on

est tenté de faire du type des &léments du tableau, un parameétre de 1a

fonction, ce qui conduit & 1'écriture sulvante de Reduc:

(8) fonction Reduc (type t, t tableau al*), entier n) retourne t
début
ts;

s :=0 ;

pour <:=1 jusqua n fairve s:=s+a(<i)

s
fin Reduc ;

En premiére approximation, on peut considérer cette définition comme une
macro qui permet d'engendrer autant de fonctions [dlfferentes] qu’'il y a

d'appels avec des types différents dans un programme donné.

Nous appellerons généricité structurale cette deuxiéme mise en oeuvre de

la généricité, elle a fait 1’objet d'un certain nombre d'études (LIN),
(BO0O76) et a é&té implantée avec plus ou moins de réussite dans quelques

langages (WUL76),(LIS75).
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Contrairement & 1'approche précédente, les différentes interprétations de

la fonction Reduc ne partagent plus seulement le nom mais aussi les

paramétres ainsi gu'une notation de programme dans laguelle subsiste un

certain nombre d'éléments indéterminés. En effet, le choix de 1'interprétation
de := (s:=0), s:=s+ali)) et de + ne pourra pas se faire & la compilation

de la définition de Reduc, ce choix dépend du type t passé en parametre

(i1 en est de méme pour la constante 0 qui initialise la variable s}.

Par contre au moment de 1‘'appel, il devra &tre possible de lever 1'ambiguité,

le type L étant alors connu.

La généricité de la fonction Reduc dépend donc essentiellement de celle
des opérateurs := et + sur l'ensemble des types t susceptibles d'étre

paramétres eftectifs d'un appel de Reduc.

Le probléme est maintenant de caracteriser cetle classe de types afin de
valider statigyuement les appels de Reduc et de fournir une notation formelle
pour 1l'upérateur + de la définition qui sera 1ié & un opérateur effectif
lors d'un appel (on a vu en effet que pour la définition de Reduc sur les
booléens, c'est }'opérateur ou qui est utilisé a la place de +).

Par contre en ce qui concerne 1'affectation on peut admettre que la

notation := est utilisée pour tous les types du langage.

Nous vervons (cf. IIT.2) une nouvelle notion, la propriété, qui permet,
4 la fuis de caractériser une classe de type par 1l'ensemble minimum de
fonctions qu'il doit implanter, et également de lier, lors d'un appel,
les éléments (opérateurs, constantes) formels de la définition aux

éléments effectifs correspondants du type passé en paramétre.
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ITT.1.1.3. Discussion

Les deux mécanismes de mise en oeuvre de la génériciteé évoqués dans

ce paragraphe appellent quelques remarques:

- Le premier, nous 1'avons vu, consiste & lier & un méme identificateur
(le nom de la fonction), plusieurs définitions complétes (fonctionalité +
notation de programme) de fonctions. Cet identificateur constitue

alors la seule spécification Commune aux différents membres.

- Le second consiste & écrire un programme qui utilise des opérateurs
ou des fonctions eux-mémes génériques au sens incrémental, ce qui
revient & faire duy type de certains objets un paramétre de 1a fonction.
Il v a donc partage, entre les différentes interprétations d'une fonction
générique, d'une méme notation de programme ; ceci nous parait fondamental

pour deux raisons:

a/ on conserve la notiaon d’'abstraction fonctionnelle (une méme notation

de programme paramétrée) ;

b/ on peut compiler les definiticns de fonctions génériques, tout en
conservant les possibilités de liaisons et de vérifications statiques

lors d'un appel.

I1 faut cependant noter que la généricité structurale n'est possible que
s'il existe des fonctions génériques au sens incrémental. I1 convient

donc de donner un cadre de définition pour ces derniéres qui réponde aux
critiques formulées (cf. IT1.1.1.1.). Nous verrons comment la notion de

propriété (cf. III.2.) résoud elégamment ce probléme.
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[11.1.2. LA GENERICITE DES OBJETS

La généricité structurale pour les fonctions consiste, nous 1'avons

vu, a passer un {(ou plusieurs) types(s) en paramétre.

On peut noter & ce propos-que le type en question est celui d'éléments
d'une siructure élaborée comme celle de tableau dans 1'exemple de Reduc.
11 est facile de voir que cette forme de généricité, en général, est

trés liée a celle des structures de données manipulées par ces fonctions.

Ce paragraphe a pour but de présenter les types abstraits géneriques,
notion qui va permettre d'étendre notablement les possibilités des types
abstraits et qui servira de cadre naturel a la définition de fonctions

génériques au sens structural.
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ITI1.1.2.1. Les constructeurs

L'idée de paramétrer des définitions de types par d'autres types n'est
pas neuve. Des langages comme ALGOL 68 ou PASCAL en donnent une premiére
approche au moyen des constructeurs, mécanisme d'extension dont les

caractéristiques principales sont:

1/ Les constructeurs de base sont en nombre fini:

par exemple en ALGOL 68: row, struct, proc, union, ref.

Leur choix traduit 1'influence de grands groupes d'usagers, et reste, dans

le cas d'ALGOL 68, trés 1ié aux contraintes de représentation en machine.

2/ Le mécanisme des constructeurs procéde de fagon strictement
hiérarchique: on construit un type & partir d'autres types eux-mémes
construits a partir d'autres types, etc... Jusqu'’aux types de base:

exemple en ALGOL 68:

mode département = struct (ent no, nb arrondissement,

L1:7]) struct (chatne cheflieu, ent population) arrondissement) ;

Le mode départment est construit par composition des constructeurs struct

et row paramétrés par les modes de base ent et chaine.

3/ Le répertoire d'opérations s’appliquant aux objets d'un type
défini & 1'aide de constructeur est figé et complétement déterming par
le ou les constructeurs utilisés.
exemple: apres la déclaration

département isére ;
on peut écrire

(arrondissement de isére) [1] := ("grenoble",350 000) ;



L'accés au premier élément du tableau qui est le deuxieme champ
de la structure repérée par isére se fait par composition, des fonctions
d'acces aux structures (sélecteur de champs) et des fonctions d'acces

aux tableaux (indexation).

Notons au passage que ces fonctions d’accés sont génériques au sens
gue nous avons defini précédemment (II11.1.1.2. La généricité structuralel.
L'ipdexation des tableaux, par exemple, est paramétrée par le type des

éléments du tableau.

4/ Réciproguement, dans un langage comme PASCAL, la seule opération
exigée sur les types passés en parametres d’un constructeur est 1’'affectation
(contrairement & ALGOL 68 ol cette opération est associée au constructeur ref).
Ceci découle du fait que les seules opérations associées aux constructeurs
sont des accés & la structure gue 1'on définit.
Nous allons développer ce qui précede en considérant le constructeur tableau.
Ce constructeur permet de regrouper sous un méme nom une collection d'objets
de méme type tout en autorisant un acces direct aux éléments gréce au

mécanisme d'indexation.

Traditionnellement, le répertoire d’actions disponibles pour les objets

de type tableau est un peu noyé dans le "sucre syntaxique”, reflet de la
notation mathématigue utilisée pour les vecteurs, les matrices, et, plus
généralement, pour les séquences. On peut cependant isoler un accés privilégié,
1* indexation, qui permet de repérer un glément de tableau pour, soit

en modifier la valeur, soit simplement vy accéder.

De plus, si on autorise que les gléments d'un tableau puissent étre
eux-mémes des tableaux, i1 est alors nécessaire (remarque 4 précédente) de

définir 1'affectation entre tableaux.
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Ces deux fonctions (indexation et affectation) sont prédéfinies dans
le langage, il en est d'ailleurs de méme pour 1la représentation qui reste
complétement cachée & 1l'utilisateur ; ceci impose évidemment gque leurs

définitions soient paramétrées.

Ainsi la fonction d’indexation effectue un calcul bien défini pour fournir

un repere d'élément, ce calcul est paramétré par, le tableau, la taille de
ses éléments, les bornes inférieure et supérieures et évidemment la valeur
de 1l'index. Il est bien clair que, du point de vue de 1'utilisateur seul

le tableau et la valeur de 1'index sont significatifs (ce que traduit,
d'ailleurs, la notation T(I)) , les autres paramétres sont "superflus”" et
n'ont pas & &tre fournis & 1'appel de la fonction. Ceci n'est rendu possible
que si la donnée du tableau contient implicitement tous ces attributs.

Cette facilité de notation pour les fonctions générigues au sens structural

va étre approfondie dans le paragraphe suivant.



[11.1.2.2. Les types abstraits génériques

Un des points important qui ressort du paragraphe consacré aux constructeurs
est que ces derniers sont, dans un langage. donné, en nombre fini.
C'est dire que si des mécanismes d'extension existent dans le langage, ils

ne peuvent en aucun cas s'appliquer aux constructeurs.

Nous avons vu également la forte analogie existant entre la notion de
constructeur et celle de type abstrait, en mettant en évidence la nécessité

pour ces derniers d'admettre des paramétres qui puissent étre des types.

Pisposant d'un tel mécanisme, il devient alors possible d'étendre les
constructeurs d'un langage, non pas en les composant de fagon hiérarchique,

mais en créant de nouveaux constructeurs définis par un ensemble de fonctions

d'acces originales.
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I11.1.2.2.1. Définition

Nous appellerons types abstraits génériques [BER77al un type abstrait

admettant un ou plusieurs types comme paramétres de sa définition. Une
telle spécification définit en fait toute une famille de types dont chaque

membre est caractérisé, dans une occurrence de définition , par la donnée

de son nom générique et celle de ses paramétres effectifs. De la méme
fagon qu'un constructeur, un type abstrait générique est un générateur

de types. Nous donnons ci-dessous l'exemple d'une telle spécification, la
syntaxe du langage utilisé n'étant pas définitivement fixée, on reconnaitra
des traits particuliers 3 PASCAL et ALGOL 68, cependant, chague fois qu'une

construction nouvelle est introduite, nous en expliquons 1la signification.

Nous reprenons 1'exemple utilisé dans le chapitre II, en faisant du type

des éléments de l'’ensemble, un paramétre de la spécification.

(1) type petitensemble (type t) ;

(2) rep [1:1001 t finrep ;

(3) fonction insérer (petitensemble (t) pe , t elem) ;

(4) fonction enlever (petitensemble (t) pe, t elem) ;

(5) fonction appartient (petitensemble (t) pe, t elem)retourne bool ;

(6)  fintype ;

Une définition de type abstrait génerique est donc contenue dans un module

délimité par les mots clefs type et fintype. L'en-téte de définition {ligne 1)
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donne le nom genérique, petitensemble, ainsi que la liste des parametres
formels, ici le seul parametre formel est t,type des éléments de 1'ensemble.
Nous trouvons ensuite (ligne 2) la représentation des objets du type que
1'on définit; dans notre cas 11 s'agit d'un tableau de 100 éléments,
avidemment tous de type t la représentation est inscrite entre les mots-

clefs rep et finrep. Comme dans les langages du chapitre 1I, cette repré-

sentation n'est connue qu'd 1l'intérieur du module de définition et inaccessible

de 1'extérieur. Viennent ensuite les fonctions (ligres 3, 4 et 5) associées
au type, nous n'en avons donné que 1'en-téte 00 1'on retrouve, bien sir, le
type t des éléments. Ces fonctions sont génériques au sens structural, leur

définition est partagée par toute une classe de type .

Ainsi, aprés 1'occurrence de définition:

petitensemble (ent) st ;

La liaison des parametres détermine complétement la fonction insérer, par
exemple:

fonetion insérer (petitensemble (ent) pe, ent elem ;

Cette liaison, afin d’assurer 1a vérification des types évlg_compilation

(ce qui est rappelons le, le but que nous poursuivons] doit étre entiérement
statique. C'est-a-dire qu’'on s'interdit de considérer un type comme une
valeur a part entiere du langage, en fait jes seules expressions de types
gue 1'on se permet de manipuler sont des constantes qui apparaitront dans

les occurrences de définition comme parametres effectifs de ces dernieres.

D'autre part, il est important de noter, qu'aprés cette liaison, les
fonctions générigues du type en question sont complétement déterminées.

pPar exemple, aprés les occurrences de définition:

petitensemble (ent) st ;

petitensemble (bool) sb ;
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On disposera d'abord de deux représentations ( [1:100Jent et [1:100] bool),
mais aussi de deux interprétations différentes de la fonction appartient,

respectivement associées aux types petitensemble(ent) et petitensemble(bool].

Ces deux interprétations ne différeront, en fait, gque par les fonctions
qu'elles utilisent sur les objets de type ent ou bool, c'est-a-dire les

objets du type formel t de la défipition générique.

On touehe 1a un des points importants concernant les types abstraits

géneriques, celui de la compatibilité d’un type, paramétre effectif d'une
occurrence de définition avec les fonctions définissant le type générique.

Afin d'illustrer schématiquement ce point, revenons sur 1l'exemple de 1la

fonction appartient. Cette fonction, afin d'assurer 1'appartenance d'un

objet & un ensemble, devra tester 1'égalité de cet objet avec les éléments de 1l'e
semble.Ceci impose que 1'opération d’'égalité soit définie entre deux objfjets dutyp
Nous reviendrons de fagon plus détaillée sur ce probléme dans la suite de ce
chapitre, pour le moment nous nous intéresserons uniquement aux types abstraits

considérés comme extension de la notion de constructeur.

Nous avons vu (cf. IIT.1.2.1.} gue la seule contrainte imposée sur les types
passés en paramétre de constructeurs est qu'ils implantent une opération
d'affectation, de la méme fagon les seules opérations introduites par un

constructeur sont des opérations d'accés & la structure gue 1'on définit.

Nous allons voir dans le paragraphe suivant un exemple complet de définition

d'un nouveau constructeur, via les types abstraits génériques.
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I11.1.2.2.2. Exemple: la pile

Cet exemple, désormais classique dans la littérature consacrée aux types
abstraits, va nous permettre d’esquisser une premiére approche de 1la généricité

des types.

Tout d'abord,il convient de remarguer qu'une pile est seulement un moyen
particulier de structurer un ensemble d'objets et d'y acceder ; ceci correspond
donc tout & fait a 1'idée d'extension de constructeurs telle que nous 1'avons

développée précédenment.

Les fonctions primitives associées aux piles sont bien connues, nous choisirons
d'implanter: empiler, dépiler, sommet qui délivre la valeur de 1'élément du
sommet de pile et le prédicat pilevide. En ce qui concerne la représentation,
plusieurs possibilités sont envisageables (tableau, liste, ...J), cependant

npous supposerons que dans le langage utilisé, 1'objet composé de base est

la séquence de longueur variable. Nous en donnons ci-dessous une spécification
semblable & celle des types abstraits génériques sans toutefois y inclure la
 représentation des objets ni le corps des fonctions puisqu’il s'agit d'un

constructeur primitif.

type seq (type t) ;

fonction bsup (seq(t)s) retourne ent ;

co valeur de l'indice maximum de la séquence, initialement zéro co

fonetion ote (seq(t)s, ent 1) ;

co enléve, s'tl existe, le iéme élément de s co

fonction ajoute (seq(t)s, tel;

co ajoute l'élément e en bout de séquence co

fonction elem (seq(t)s, ent i) retourne t ;

co délivre lua valeur du iéme élément de s, s'il existe co

fonction range (seq(t)s, ent ©, t e) ;

co range la valeur e dans le iéme élément de s, s'il existe co

fintype ;
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Nous pouvons maintenant donner la définition du type abstrait générique pile.

type pile (type t) ;
(1) rep seq(t) finrep ;

(2] fonction empiler (pile(t)p, t val) ;
(3) ajoute (rep:p, val) ;

(4) fonction dépiler (pile(t)p) retourne t ;
t
v:=elem (rep:p, bsup(rep:p)) ;
ote (rep:p, bsup(rep:p)) ;
v

fin dépiler ;
(53, fonction sommet (pile(t)p) retourne t ;
elem (rep:p, bsup(rep:p)) ;
(6) fonction pilevide (pile(t)p) retourne bool ;

bsup (rep:p) = 0 ;
fintype ;

La représentation des objets de type pile est définie ligne (1).

L'utilisation du constructeur seg assure la généricité de cette représentation
via le parametre t. Les fonctions associées a la pile (lignes 2, 4, 5 et 6)
sont spécifiées a partir des fonctions définies sur les séquences de longueur

variable.

On peut noter {ligne 3), 1l'utilisation du forceur {au sens ALGOL 68) rep: ,
en effet les fonctions empiler, dépiler, sommet et pilevide seront utilisées,
a l'extérieur ou & l1'intérieur du module, (on pourrait par exemple utiliser
pilevide pour valider 1'appel de dépiler), c'est bien ce que spécifient

les entétes (2), (4}, (5} et (8).

Par contre, le corps de ces fonctions utilise, en général, des opérateurs gui
s'appliguent sur la représentation, c'est cette conversion, de 1'objet

abstrait vers sa représentation, gu’indique le forceur rep :



(et exemple de la pile est une premiére approche de 1'extension des

constructeurs via les types abstraits génériques.
Le nouveau constructeur est défini en restreignant 1’'ensemble des acces
possibles & la représentation (les opérations propres a la représentation

ne peuvent pas 8tre appligquées directement aux objets du type pilel.

La généricité ne pose pas de probléme particulier, le constructeur utilise

pour la représentation étant lui-méme générique.
txemple:

pile (ent) is ;
pile (ptle (ent)) iss ;

empiler (iss, is) ;

dépiler (sommet (iss)) ;

On voit donc gue cet exemple, qui a fait couler beaucoup d'encre, se traite

de facon simple et naturelle dans le cadre des types abstraits génériques.
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I1T.2. LES PROPRIETES

Le mécanisme de définition des types abstraits génériques, proposé pour
étendre la notion de constructeur dans les langages de programmation, conduit,
comme nous l'avons vu, a spécifier un ensemble de fonctions elles-m@mes
génériques. Nous prendrons comme exemple, pour illustrer notre propos,

la définition d'un type T dans laguelle les fonctions ne sont caractérisées

que par la donnée du type de leurs parametres et celui de leur résultat:

type T (type t) ;

fonction F1: T(t) x int »~ t
fonction F2: T(t) x T(t) > T(t)

fintype ;

Les fonctions F1 et FZ sont génériques au sens structural. Epn effet, leur
définition est paramétrée par le type t qui est le paramétre de la définition

de T. Il a éte etabli, dans le paragraphe précédent(II.1.1.3},que passer un type
en parametre d'une fonction revenait & passer, de maniére explicite ou implicite,
un ensemble de fonctions définies sur t.(ici, implicitement, il s'’agit des

fonctions de t utilisées dans les définitions de F1 et F2).

A priori, n'importe quel type peut remplacer t dans une occurrence de
définition, les notations formelles de fonctions utilisées dans F1 et F2 sont
alors remplacées par leurs homologues du type effectif. Il est alors clair
que ces notations formelles de fonctions sont génériques au sens incrémental
(elles peuvent de plus &tre génériques au sens structural si le type passé
en parametre est lui-méme générique, mais cette distinction n'est pas fonda-

mentale).

Cette partie a pour but de proposer un mécanisme permettant de résocudre
les problémes de liaison des fonctions (génériques au sens incrémental)

passées en paramétres de fonctions générigues au sens structural.



I11.2.1. CARACTERISATION DE CLASSES DE TYPES

En considérant un ensemble de définitions de types abstraits génériques
on pourra reconnaitre des types qui ne sont que des constructeurs obtenus
a partir des constructeurs de hase (nous avons vu 1'exemple de la pile, il

y en a bien d'autres: liste(t), gueue(t), ...). Lla caractéristique essentielle

de ces types est que les fonctions qui les définissent sont toutes des
fonctions d'accés a la nouvelle structure, obtenues par composition des
fonctions d'accés & la représentation. Dans la mesure ot cette représentation
peut toujours étre ramenée & une composition des constructeurs de base du

langage, n'importe quel type peut remplacer le type formel.

11 existe cependant des définitions de types pour lesquelles:

- les fonctions utilisent, sur les objets du type passé en parametre,
des opérations qui ne sont pas des acces. Dans 1l'exemple,F2 est
probablement une de ces fonctions, définissant une composition interne,

dans T elle utilise certainement une composition interne dans t.

- du méme coup, n'importe quel type ne peut pas étre substitué au

parametre formel.

Ce qui revient & dire que les fonctions définies dans un type abstrait
générique ne seront valides que si les types, substitués aux parametres formels
dans une occurrence de définition, appartiennent & un certain sous-ensemble

de types.

Afin de clarifier ce dernier point, nous allons examiner quelques exemples:
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1/ Considérons le type liste dont les objets sont des listes linéaires

ol le type des éléments est quelconque.

type liste (type t) ;
Supposons qu'on veuille ajouter & la définition un prédicat qui teste 1'ap-

partenance d'un élément & une liste.

fonetion existe (liste(t) 1, t elem) retourne bool N

L’algorithme de cette fonction utilise une opération d'égalité sur les

objets de type t.

2/ Soit le type vecteur, parametré par le type de ses éléments. On veut

pouvoir définir 1'addition entre deux vecteurs.

fonetion vt(vecteur(t) vl, v2) retourne vecteur (t) ;

I1 est clair que 1'addition entre vecteurs est définie & partir de 1'addition
entre ses é€léments. Le type t doit donc disposer d'une opération "d’addition”.
On peut noter que v+ dépend du + défini sur t. §5'il s’agit de vecteur
d’entiers, c'est 1'addition entre entiers qui est utilisée ; 81, par contre
il s'agit de vecteurs de chaines de caractéeres, c'est, par exemple, la

concaténation.

3/ On peut définir, & 1'aide de ce formalisme, des constructeurs

déj% existants dans le langage

type tableau (type t1, t2) ;

t1 est ici le type de 1'index, t2 le type des é&léments.

t1 est en général un intervalle d'entiers, mais ce peut &tre également
un intervalle construit sur un type discret ordonné, ou encore un produit
cartésien d’intervalles. En suivant 1la terminologie de PASCAL nous dirons

que t1 doit étre "scalaire” pour que le type tableau soit lui-méme défini.
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Les exemples précédents montrent gue les conditions de validations

exprimées sur les types formels sont de natures trés diverses, il s'agit de:

- relations (égalités dans les listes),
- opérations internes,reflets d'une structure algébrique particuliére
{addition des vecteurs]),

- existence de fonctions particuligéres (index de tableaux].

En informatigue, ol tout est calculé, ces conditions se traduisent en fait

par 1l'existence de fonctions définies dans le type effectif. C'est ainsi que

la relation d'égalité se traduira par 1'existence d'une fonction & deux
paramétres et a résultat booleéen. Cette caractérisation syntaxique est
¢évidemment insuffisante pour déterminer, dans un type particulier, quelle

est la fonction qui implante le calcul de la relation d'égalité (la relation
d'ordre par exemple est implantée par une fonction de fonctionnalité identique).

Ceci nous a amends & définir un cadre pour des déclarations plus précises.
L'idée informelle est la suivante:

- les conditions imposées aux types formels sont appelées des

propriétés et sont caractérisées par un nom.

- une propriété est constituée essentiellement d’un ensemble de fonctions

dont la fonctionnalité dépend d'un type formel.

- un type particulier posséde la propriété p si sa définition.contient

les fonctions implantant celles de la propriéteé p.

- un type peut &tre substitué a un type formel s'il posséde au moins

les propriétés exigées pour le type formel.
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Reprenons l'exemple de la liste et de la fonction existe gu'on voulait

lui ajouter.

type liste (type t) ;

fonction existe (liste(t) 1, t elem) retourne bool 3

exige t : égalité (=) ;

premier y dans 1 tel que x=y

alors vrai

stnon faux
fin existe ;

fin type

existe est définie au moyen de 1'itérateur "premier” qui énumére un & un
les éléments de la liste et s'’arréte sur 1'alternative alors dés que la
condition est vérifiée et sur sinon lorsque tous les éléments de la liste

ont été énumérés.

La condition exigée sur I est 1'égalité, la notation pour 1'opérateur formel
est "=", sa fonctionnalité, prédéfinie pour 1'égalité est: t x t » bool.
Cette fonctionnalité pour les opérateurs ou fonctions des propriétés permet

de faire la vérification des types dans les fonctions générigues.

Sachant que pour le type standard ent, 1'égalité est implantée, on peut
écrire:

liste (ent) 17 ;

.
.
.

st existe (1i,4) alors ...
par contre avec:

liste (liste(ent)) 117 ;

1'instruction:

st existe (117,17) alors
bien que correcte du point de vue syntaxique n'est pas valide puisque le type
liste (t) n’a pas la propriété d’égalité. Pour remédier 3 cet inconvénient,il

faut définir liste de la maniére suivante:
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type liste (type t) : égalité (eq-liste) ;
ol eq-liste est la fonction, définie dans le type, gui implante la relation
d'égalité pour les objets de type liste.

fonetion eq-liste (liste(t) 11,12) retourne bool ;

premier y dans 11 telque Tewiste(12,y)
acors faux

sinon premier z dans 12 telque ~ existe (11,2)

alors faux

sinon vrat ;

On peut noter que la fonction "existe” utilisée dans eg-liste exige la
propriété d'égalité pour t, qui sera donc exigeée également pour eq-liste.
Cette propapation des propriétés est faite automatiquement par le compilateur.
L'instruction

st existe (11i,17) alors ...

est maintenant correcte.

Arrivés a ce stade on peut d'ores et déja dégager deux points de vue complémen-

taires concernant les types génériques et les propriétés:

- un type générique définit une famille de types abstraits,

c'est-a-dire des familles de fonctions génériques au sens structural.

- ung propriété définit une famille de types (génériques ou non},

c'est-a-dire des familles de fonctions génériques au sens incrémental.

- un type caractérise un ensemble d'objets pouvant étre parametres

de certaines fonctions.

- une propriété p caractérise une classe de types pouvant étre

paramétre de types dans les fonctions qui exigent p.
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Avant de continuer, on peut citer les travaux les plus récents ayant

pressenti la nécessité des propriétés sous 1'un ou 1'autre de ces aspects:

On trouve dans [B0O076] 1'idée de fournir localement, c’est-a-dire dans la
fonction que 1'on écrit, une spécification syntaxique des opérateurs formels
associés & un type passé en paramétre, ceci afin d'accroitre la souplesse

du langage tout en permettant au compilateur d'effectuer un minimum de

vérifications statiques.

Parallélement & nas premiers travaux [BER77al, Tennent [TEN77] proposait
une extension au langage PASCAL en considérant trois grandes catégories

prédéfinies de types:

- les class caractérisent les types dont la représentation peut &tre
quelcongue, étant entendu qu'aucune fonction de cette derniere n'est

héritée par le nouveau type.

- les data dont les éléments disposent d’une représentation qui posséde

1'affectation (et cette opération est transmise au nouveau type).

- les index, la représentation posséde 1'indexation qui est, 1a aussi,

transmise au nouveau type.

Comme on le voit, 1'idée de propriété est, dans cette approche, tres liée
a la caractérisation du "degré” de transmission des fonctions d’une repré-

sentation vers le type qu'elles représentent.

Avec ces travaux, on peut citer également [LAM777, [MIT773, [IRO77] qui
tous, et a des degrés divers, reprennent ces idées de paramétrisation sans

toutefois assurer les veérifications des définitions génériques.
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I11.2.2. DEFINITION DES PROPRIETES

La définition des propriétés a, comme nous allons le voir, de tres fortes
analogies avec la définition des types abstraits génériques. Une propriété
est caractérisée par son nom, un type formel et des spécifications de

fonctionnalités.

Par exemple, la propriété d'égalité, déja évoquée, sera définie de la
maniere suivante:
prop égalité (type t) ;
opérateur =: t x t » bool ;
[finprop ;
et la propriété monoide:
prop monoide (type t) ;
o'érateur +:txt>t;
constante 0 : > t

finprop ;

On a défini dans ces deux propriétés des opérateurs, qui, dans un type
possédant cette propriété, pourront étre implantés par des fonctions,

la distinction entre les deux étant purement syntaxique (notation infixée
dans un cas, fonctionnelle dans 1'autre). La constante O de la propriété
monoide est considérée comme une fonction (ou un opérateur) sans parametre

et a résultat dans le type formel t.

L'analogie avec la définition des types abstraits génériques nous oblige

4 donner quelques précisions. L'objectif des propriétés n'étant pas,

comme pour les types, de définir des ensembles d'objets, la notion de repré-
sentation n"intervient évidemment pas. La définition des fonctions se limite
donc a la donnée de leur fonctionnalité. D’autre part, 1'idée de protection,
fondamentale dans la définition des types abstraits génériques, disparait

au niveau des propriétés. Un type peut trés bien posséder une propriété et
donc implanter toutes les fonctions de celle-ci, mais il peut également en

implanter bien d'autres.
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En d'autres termes les fonctions attachées au type pile par exemple ne
peuvent pas constituer une définition de propriété. S'il en était ainsi
le type liste pourrait alors (comme n'importe quel autre type) posséder
cette propriété et donc implanter les fonctions empiler, dépiler, sommet
et pilevide ; mais, disposant également de fonctions propres aux listes
telles que insérer, enlever qui peuvent opérer directement dans la liste,

1’intégrité des accés & la pile ne serait pas assurée.

On peut donc dire que si toute propriété, moyennant la donnée d'une repré-
sentation et des corps de fonctions, peut &tre considérée comme un type
abstrait générique ; l'inverse n'est pas toujours vrai. Ce qui traduit

bien le fait que dans un cas (celui des types), on s'intéresse & la spécifi-
cation d'un ensemble d'objets caractérisés par les fonctions qui les manipu-
lent, alors que dans 1'autre cas {celui des propriétés) on s'intéresse a la

spécification d'un ensemble de fonctions caractérisant une classe de types.

Ainsi le fait pour un ensemble d'objets d'&tre considéré comme "scalaire"
est plus une propriété attachée & un type, qu'un type lui-méme. Le fait

d'étre scalaire indépendamment de toute représentation, est caractérisé
par un ensemble minimum de fonctions comme le traduit la définition de

propriété suivante:

prop scalaire (type t) ;
constante prem : + t ;

.
5

fo+ |+

constante der : ~
fonction suc : t > t ;

fonction pred : t > t ;

constante card : -+ ent ;

fonetion ord : t - intervalle(ent,1,card) ;

finprop ;
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111.2.2.1. Fonctions fondamentales et fonctions dérivées

L'idée de n'avoir a spécifier, dans une propriété, qu'un ensemble minimum

de fonctions, améne & penser que de nouvelles fonctions peuvent étre cons-
truites 3 partir de cet ensemble minimum. Ces définitions complétes appa-
raissant dans une propriété p sont valables pour tous les types qui implantent
p sans avoir & &tre redéfinies pour chaque type. Les fonctions qui doivent

obligatoirement &tre définies dans le type sont appelées fonctions fondamentales ;

les fonctions qui peuvent étre définies entiérement dans les propriétés sont

appelées fonctions dérivées.

Par exemple, & 1'aide de la spécification de 1°’opérateur = de la propriété

-

d'égalite (cf. I11.2.2.) on est capable de définir un opérateur = par:

opérateur ~ = (t x,y) retourne bool ; T (x=y) ;

Cétte dérivation est évidemment trés simple, voyons maintenant un exemple
complet de définition de propriétés avec les fonctions fondamentales et les

fonctions dérivées:

prop ordre total (type t)
opérateur <= : t > t -+ bool ;

derive
opérateur > (t x,y) retourne bool ; T(x <=yl

opérateur = (t x,y) retourne bool ; (x<=y) et (y<=x) ;

opérateur >= (t x,y) retourne bool ; (x>y) ou (x =y) ;

opérateur < (t z,y) retourne bool ; ~ (x>=y) ;

o

opérateur "= (t x,y) retourne bool ; " (x =y) ;
finprop ;
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Si le type date par exemple, doit posséder la propriété ordre-total avec
les fonctions antérieur, postérieur-strict, méme-jour, postérieur,

Jour-différent, il suffit dans ce type d'implanter la fonction:

fonction antérieur (date di1,d2) vetourne bool 3

pour que les autres fonctions soient automatiquement dérivées.

Par souci d'efficacité, on peut redéfinir certaines fonctions dérivées pour
un type donné ; la nouvelle définition remplace alors la fonction dérivée

standard.

La possibilité d'avoir des fonctions fondamentales de propriétés et des fonc-
tions dérivées pose un probléme de choix gqul n'est pas simple. En effet, on
n'a, en général, aucun moyen formel de décider quelles fonctions sont fonda-
mentales et quelles fonctions sont dérivées puisque 1'ensemble fondamental

peut ne pas &tre unigue pour une propriéte.

Ce probleme est & rapprocher de celui de la définition d'un ensemble de
fonctions & 1'intérieur d’un type abstrait générique. On doit,dans ce cas,
définir un ensemble “"de base” a partir duquel, dans un programme donné, on
définira des actions plus complexes. De la méme maniére on supposera gue
1'on est capable, pour chague propriété, de décider quel est 1'ensemble de
fonctions fondamentales (resp : dérivées) "le plus naturel”, étant entendu

que 1l'on aura toujours une seule fagon de dériver une fonction donnée.

Ceci implique gque si 1'con définit 1'opérateur “= comme dérivé de <= par

la formule:

opérateur "= (t x,y) retourne bool ; (z <y)viy<z) ;

on ne peut avoir le méme opérateur a partir de = par” (x=y). Dans ce cas,
il faudrait avoir recours & 1la démonstration formelle pour s'assurer gue
les deux définitions sont équivalentes. Le méme raiscnnement conduit 3
interdire d'avoir une méme fonction formelle définie dans deux propriétés
distinctes (ex.: 1’opérateur = dans les propriétés d’égalité et d'ordre

total). Le paragraphe suivant ébauche une solution & ce probléme.
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111.2.2.2. Inclusion de propriétés

Pour résoudre le dernier probléme évoqgué et permettre les liaisons des
appels formels en conservant une certaine souplesse au langage, il est
nécessaire d'introduire la notion d’inclusion de propriété.
Définition:
Seient p1 et p? deux propriétés, on dira que p1 est incluse dans p2
(noté p1cp?) si et seulement si toutes les fonctions de p1 sont

définies dans p2.

Dans cette définition il peut s'agir des fonctions fondamentales ou dérivées
de p2. Par exemple:

égalité(=, ~=) cordre_total (<=, >, =, >=, <, T=)
La position des fonctions est importante dans cette notation, une autre
maniére d’'écrire est:

égalité(1,2) < ordre_total(,,1,,,2)
La relation d'inclusion est évidemment transitive, elle peut se définir

3 1’aide de schémas d'inclusion portant sur les noms des fonctions comme le

montre 1'exemple ci-dessous:

anneau (f1,f2,f3,14,f5)
groupe (f1,f2,f3)

n

corps(f1,f2,f8,f4,f5)
corps (,,, f1,f2,f3)

n

diotde (f1,f2,13,f4) c anneau (f1,f2, ,f3,f4,)
groupe (f1,f2,f3) c anneau (f1,f2,f3,,)
monotde (f1,f2) c groupe (f1,f2,)
monotde(f1,fa) c diotde (f1,f2,,)
monotde(f1,,72) c diotde ( ,,f1,f2).

A 1'aide de ces schémas d'inclusion on est capable de déterminer toutes
les propriétés introduites par la déclaration:

corps (+, 0, =, *, 1, /)



Sous forme de diagramme on a:

corps{+,0,-,%,1,/)

T

anneau(+,0, groupe(x,1,/)
groupel+,0, ///////// dloldef+ 0,*,1)
\\\\\\\\\\Eﬁn01de[+ 0) \\\\\\\\\\\;Bh01de[*,1]

De maniere intuitive, ce schéma peut s'interpréter de la facon suivante:
quand dans une définition de type abstrait générique on exige pour le
paramétre de type d'avoir la propriété diocide, on peut passer en paramétre
effectif un type ayant cette propriété ou une propriété plus forte

{anneau, corps).

Dans le cas o0 on exige la propriété monoide et qgue c'est un dioide qui
est paramétre effectif, on peut alors le considérer comme monoide de deux
fagons. Nous verrons dans le paragraphe sur la liaison des appels formels

comment lever cette ambiguite.

Si on veut pouvoir disposer de la souplesse offerte par ce mécanisme, il
convient donc lors de la définition de nouvelles propriétés (et si ecela

est nécessaire), de les combiner par des schémas d'inclusion aux propriétés
déja existantes. Les seules vérifications que peut faire alors le compilateur

sont d’ordre syntaxique (identité des fonctionnalités).
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111.2.2.3. Définition de types avec propriétés

Afin gu'une propriété puisse caractériser une classe de types, il est
nécessaire lors de la définition d'un nouveau type, d’'associer a celui-ci une
ou plusieurs propriétés.

Comme nous 1'avons vu, le type doit, pour posséder la propriete, implanter
les fonctions fondamentales de cette derniére. Le lien entre les fonctions

du type et celles de la propriété se fait de la maniére suivante:

Soit la propriété p, contenant n fonctions

prop p (type t)
fonction f1 : 1 (t) =~ ¢
fonction f2 :  ¢2(t) > ¢

.
°
.

r
fonetion fn : & (£) > ¢
finprop ;
¢i(£] désigne le type des parametres (dont un, au moins, dépend du type formel
t), ¢2(E} désigne le type du résultat qui dépend en général lui aussi de t,

mais qui peut également &tre un type de base (bool pour 1'épgalité par

exemple).

Si le type abstrait générique T doit posséderla propriété p, on le définira

par:

type t...) : p(g, 9,5 gn) ;

.
°

fonetion g (¢,(1(...))) retourne o

LN

o

fonetion g (¢, (1(...))) retourne ¢;
fintype ;
On peut noter que c'est le nom des fonctions de T qui apparalt dans la liste
de p, le lien avec les fonctions de p se fait donc de maniére positionnelle.
Cette facilité permet une plus grande souplesse pour les noms des fonctions de
propriété, par exemple 1'opérateur + de la propriété monoide s'appellera bien +

peur les entiers mais gu pour les booléens et conc pour les chaines de caractéres.
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I11.2.3. LIAISONS DES APPELS FORMELS

Soit une fonction f définie dans un type abstrait générique 1(t), dans
laquellle on souhaite utiliser une fonction sur t. Cette fonction doit
obligatoirement &tre caractérisée par une propriété p, dans la liste de
fonctions de laquelle elle apparait (les autres fonctions étant ou non

utilisées, dans +).

exemple: plg)

L'appel de g dans f sera qualifié de formel dans la mesure ol g, au moment
de la définition de ¥ dans T(t), n'est connue qu'au travers de la propriété
p. f n'est alors définie que pour les objets 1(t]) dans lesquels t posséde

au moins la propriété p.

Par exemple, on demande 3 un type formel d'é&tre scalaire si 1'on a besoin
de considérer les valeurs de ce type comme une suite finie ordonnée.
C’'est ce que traduira 1'emploi de certaines fonctions comme premier, dernier,

successeur, etc...

BDe méme, si dans le type matrice(t) on veut définir le produit de deux
matrices, on exigera, pour t, d’avoir la propriété minimale dioide
puisqu'on utilisera les opérations + et % avec éventuellement leurs

€léments neutres respectifs.

Les conditions sur les paramétres formels sont décrites par des instructions

exige (cf. III.2.1.) qui ont essentiellement trois fonctions:

caractériser 1'ensemble des types qui peuvent 8tre 1iés 3 t,

déclarer les noms de fonctions qui seront utilisés dans les appels

formels,

permettre de lier les noms de fonctions des appels formels aux

fonctions effectives d’un type particulier possédant la propriété p.
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I11.2.3.1. Liaisons implicites

Reprenons 1'exemple du type liste {(cf.111.2.1.) pour compiler 1'expression:
st existe(lli,1i) alors ...
On voit que le domaine de 1'’appel de existe est:

¢appel: liste (liste(ent)) x liste (ent)

a/ existe est définie dans le type liste avec la fonctionnalité:

liste(t) x t ~ bool

Le résultat de 1'appel de existe est donc de type bool et le parametre

formel t est substitue par liste{ent).

b/ on exige pour t (liste (ent)} 1la propriété d'égalité avec 1'opérateun
noté = . Or le type liste(t) a la propriéte égalité avec la fonction

notée eq-liste. L'appel formel de = (dans existe) est donc 1ié 3 1'appel

de la fonction eg-liste.

c/ eq-liste a la fonctionnalité
liste(t') x liste(t') > bool
et elle est appelée avec

listelent) x liste(ent)

Son résultat est donc de type bool et t' est substitué par ent.

d/ eq-liste appelle existe de fonctionnalité d'appel liste(t) x t ou t
est substitué par ent. L*instruction exige est satisfaite puisque ent
a la propriété d'égalité dont 1'opérateur est standard (il n'appeile aucune
autre fonction). L‘appel formel de = est maintenant 1ié a cette opération

sur les entiers.

Le paragraphe suivant (III.3.) détaille le mécanisme de liaison entre
un appel formel et une fonction particuliére via les propriétés ; il étudie

en particulier les conditions sous lesquelles cette liaison est possible.
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On peut noter ici, que la définition de la fonction existe est utilisée récursi-
vement & cause du paramétre dont le type est lui-méme construilt récursivement

(liste (liste (...))) et gue, d'autre part, la validation de la propriété

est aussi récursive. En effet, c'est parceque ent a la propriété égalité

(=) gue liste(ent) a la propriété égalité {eg-liste).

La liaison entre = et eqg-liste se fait parce que la propriété du type liste
et celle exigée pour L est la méme (1'égalité). Cette liaison peut se
faire également si la propriété exige est incluse dans la propriété du

type passé en parametre.
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[11.2.3.2. Liaisons explicites

Lorsque, dans un programme, on appelle explicitement une fonction dans
laquelle sont écrits des appels formels, on peut vouloir forcer les

liaisons pour une des trois raisons suivantes:

a/ modifier le résultat attendu de la liaison implicite ;
b/ définir une nouvelle liaison ;

H

o/ lever une ambiguité introduite par 1'inelusion de propriéte.

Considérons le type vecteur(t,m) auquel on veut ajouter une ‘opération
d’addition. La structure minimum requise pour le type formel t est celle de

monoide, il est en effet nécessaire de disposer, d'une opération d'addition

sur les éléments, et d'un élément neutre.

Soit v+ la fonction:

fonction v+ (vecteur(t,m)vl,v2) retourne vecteur (i) ;

extge t : monoide (+,0) ;

début

vecteur (t,m) v ;

our 1:=1 jusqua m

faire ranger(v,i,acces(vl,i) + acces(v2,i)) finfaire ;
v

fin v+ ;

Soit maintenant la déclaration

vecteur (réel, 30) vx, vy ;

1'expression v+ (vx,vy) n'est pas définie puisque & partir du corps des
réels i1 y a deux monoides possibles, donc deux opérations, definies sur

les réels qui peuvent étre liées & +.

L’instruction permettant de forcer les liaisons a la forme suivante:
<appel> avec <type> : <nom de propriété>(<liste de fonctions définies

dans <type>>)
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Pour que 1’'appel précédent soit correct, on peut écrire:
vt (ve,vy) avec réel : monoide (+,0) ;
ou encore:

vt (ve,vy) avec réel : monoide (x,1) ;

Toutefois cette forme de 1'instruction d'appel peut également servir a
redéfinir les fonctions qui conférent & un type donné une proprieété

particuliére.

Considérons le type matrice utilisé dans un contexte de traitement de
graphes de relations:

type matrice (type t ; ent n) ;

Dans cette définition nous trouvons, par exemple, la fonction Warshall,
qui calcule la fermeture transitive de la relation
fonction Warshall (matrice (t,mim) ;
exige t : trelllis-distributif (+,b,%,v) ;

(b est 1'élément neutre de +, absorbant paur *; v est 1’'élément neutre de * ).

Considérons les déclarations:

matrice (bool,n) mb ;

matrice (réel,n) mr ;

od mb(i,j) = vrai signifie qu’il existe un chemin entre x et y et ob 1la

longueur de ce chemin est mr(i,j).

On peut alors écrire:
Warshall (mb) ;
Warshall (mr) avec réel : treillis distributif

(fonction (réel a,b) retourme réel ;

8t a<=b alors a sinon b finsi ,

maxréel |,

fonction (réel a,b) retourne réel;

st (a = maxréel) ou (b = maxrdel)
alors maxréel  sinon a+b finsi ,
0.) ;

Ce dernier appel est un exemple de caractérisation de la propriété d'un

type donné au moment de 1’appel d'une fonction.
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111.3. LES PROBLEMES DE VERIFICATION

Dans le premier paragraphe de ce chapitre, la présentation des types
abstraits génériques a été faite de fagon relativement informelle.
Cette démarche convenait pour exprimer un certain nombre d'idées dans le

cadre d'une définition "intuitive” de langage.

En abordant les problémes de vérification inhérents au mécanisme, 1la
nécessité de préciser de maniére plus formelle 1'ensemble engendré par
les types abstraits génériques se fait sentir. C'est le but de 1la
premiére partie de ce paragraphe de donner les définitions nécessaires et
de montrer que les types abstraits génériques forment un systeme de
production assimilable aux langages de premier ordre. Notre but n'est

gvidemment pas d'étudier en détail ce langage.

Nous nous cantonnerons & introduire les notions nécessaires, d'une part
3 sa caractérisation et d'autre part aux manipulations utilisées dans
les algorithmes de vérification gue nous étudierons dans la suite.

Le formalisme utilisé s'inspire largement de celui que 1'on trouve

dans [HUE76].
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I11.3.1. Définitions
IT1.3.1.1. Caractérisation du langage T
Nous considérerons deux ensembles primitifs:

- 1'ensemble TF des types formels (notés .t Lt ,...,Ei] introduit

par les définitions génériques ; il constitue un ensemble de variables.

- 1'ensemble NT des noms de types qui est assimilé & un ensemble de

symboles de fonctions constantes. Chaque élément de NT est affecté

d'une arité n positive ou nulle. On notera olt) 1'arité de T élément

de NT. Les types de base: ent, bool, ... ont évidemment une arité nulle.

Chague définition de type abstrait générique ajoute donc un élément dans NT

et un ou plusieurs éléments dans TF.
Si on note T ce langage:

1/ TF T
2/Quelque soient 81,82,...,ea(T] €léments de T et T eNT

alors 1le;,ez,.. T

"ea(T]]E
Ce,langage contient donc tous les types gue 1'on peut construire 3 partir
des définitions de types abstraits genériques et des types de base (on ne
prend pas en compte les contraintes, imposées par les propriétés, qui

évidemment restreignent T).
Nous appellerons termes les éléments de T.

Nous noterons V(e) 1’ensemble des variables d'un terme e, et v(e) le

nombre de ces variables (v(e) = |V(e)|).

Si v(e)=0 on dit que le terme e est fermé. Un terme fermé correspond & un
type complétement déterminé. En particulier, les types utilisés dans des
déclarations de variables (en dehors des definitions de types abstraits

génériques) doivent &tre des termes fermés de T.
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111.3.1.2. Substitutions

Nous avons besoin, dans la suite de 1°exposé, de caractériser la substitution
d'un ou plusieurs types formels (&léments de TF) par un ou plusieurs types
effectifs (termes de T). Dans ce paragraphe nous définissons cette notion

comme une application de TF dans T égale a 1'identité presque partout [HUE76].

On appelle composante de substitution une paire <t,e> ou te TF et ee T.

Une substitution est un ensemble fini de composantes de substitutions se

rapportant a des variables distinctes.
o={<t.,e>|1<i<n} Wvi,j<n t.,=t.=>1i=j et Visn e /t,
—i"71 —i =] i =i
Soit o une substitution. On définit pour tout t dans TF, Ot par:

ot = e st <t,e> € O

- t sinon
Cette application est étendue & T par les regles suivantes:

01{...,3{,9..) = 1/...,0ei,...) ¥ 1eT

exemple:
si liste € NT et liste(t:)eT
et st 0 = {<t,,table(ent,t2)>}

alors o liste(t,) = liste(table(ent,t2))

La composition de deux substitutions 0,, 0, notée 01 02 est définie comme la
substitution:

o1 0p={<t, 01(0z (£))> ]t e TF}

La composition des substitutions est associative,mais non commutative ;1la

substitution vide en est 1'élément neutre.
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Une substitution dans laguelle tous les e appartiennent a8 TF est une
substitution formelle, son application & un terme e de T consiste uniquement

& rencmmer certaines variables.

Enfin la restriction de 0 & un ensemble F de types formels (F cTF) est

définie par:

o F=1{<t,,e.> | t.eF)
—1 1 —1
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111.3.1.3. Relations dans T

Egalite:
Deux types e; et e, , éléments de T, sont égaux (ey=ey) si et

seulement si les deux chaines qui les représentent sont égales.

Pré-ordre:
Soient ey et e, deux éléments de T. On dit que e est plus générique
que e (noté e; >e;) si et seulement si il existe une substitution o

telle que 0Oe; = €2.

Equivalence:
Deux types e; et e; sont équivalents (e} Zep) si et seulement si
ey >e; et ex>e.

Remarqgue:

Si e; et e, sont équivalents,alors i1 existe deux substitutions formelles

g. et o', telles que: ey =0

f £ e, et 92‘-‘-0'{_.81.

..F
Ordre partiel:
La relation > est un préordre dans T, elle détermine un ordre

partiel (noté >) dans 1'ensemble quotient de T par la relation =.

exemples:

pile (ty) 2 ptle(ent)
ensemble(ty) > ensemble(liste(ty)) > ensemble(liste(table(int,t3)))
ty 2 bool

matrice (ts) = matrice(te)

Dans la suite c'est 1'ensemble (T/=) qui désignera 1'ensemble des types et

an considérera donc, sauf indication contraire, la relation 2.
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IIT.3.1.4. Fonctionnalité

L'ensemble T, tel que nous 1'avons défini, ne suffit pas pour caractériser
les fonctions génériques. Nous allons &tre amenés & nous intéresser &
1'ensemble des fonctionnalités, noté F , construit a partir de T de la

maniére suivante:

1/ quelque soit ec¢ T, alors ecF.

2/ si 0eF et ec T, alors (e>d) e F.

Remarque: On note e; X @2 X ... X B, 7 B4 1'expression
(el-*(eg—>[...(en-+en+1]...] obtenue par applications successives
de la régle 2.

Le point important, & souligner dans cette définition séparée de T et F ,

est gue les variables apparaissant dans les &léments de F, prennent leurs

valeurs dans T, c'est-a-dire que F, considéré comme langage algébrique,

reste du premier ordre.

Soit f une fonction générique, la fonctionnalité de définition de f,

notée ¢ est une expression e; x e2 X ... X € _+e ol e1,€2,...,6€
de.F(.F]' p 1 2 n n+,]: 1,2, 1 n

désignent les types des paramétres et i1 celui du résultat.

On notera ¢domaine[f) 1'expression e; x 82 X ... X e, et QPBS(F] le terme
e .
n+1
On a donc:
9

def(f) ~ Qdomaine(FJ > Qres(f)

Remarque: Les types formels apparaissant dans les fonctionnalités de deux

fonctions distinctes doivent 8tre considérés comme distincts

{au besocin on les renommera).

Par extension, et abus de langage, on dira que QdeF(F) est le type de

définition de T.
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Soit f[xl,xZ,...,xn] un appel de la fonction f et €1,82, ¢+ 1€ les types
des parametres:

Bl X B2 X ... X € est noté ¢appel(f)

Les substitutions et les relations introduites sur T et sur (1/=)

peuvent étre étendues a F de maniére évidente:

Soit ¢ (el—*(eg->(...(en->e J...))) un élément de F

n+1
‘alors

ogd

]

(ce; *(0e; +{...l0e_~0e Jo.oo N
n n+1
et si &, et ¢, appartiennent & F alors:
®; > &, si et seulement si il existe une substitution o (non formelle

ni videltelle que o®, = ¢, .
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IT1.3.2. Résolution des appels explicites
IT1.3.2.1. Appels explicites

Definition:

Soit f[xl,xZ,...,xn) un appel de fonction dont le type des parametres

est @ = 21 X B2 X ... X e, . F(xl,xz,...,xn] est un appel

appel(f)
explicite si et seulement si il existe une définition de fonction de méme

nom f dans un type T et de fonctionnalité telle gue

® . 2 B] X 22 X .. X €
domaine () 1 2 n

Exemple:

Soit pile(t) un type générique dans lequel il existe une fonction "empiler"

telle que @ = [pile(t)xt].

def (empiler)

1/ Avec les déclarations suivantes:
»

pile(liste(t,)) x ;
liste(t1) y ;
1'appel empiler (x,y) est un appel explicite puisque

[pile(t)x t1 = [pile(liste(t,)) x liste(t,)]

2/ Par contre, avec les déclarations:

ty agy

liste(ts)b ;

empiler (a,b) ne constitue pas un appel explicite.
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111.3.2.2. Non ambiguité des appels explicites

pDéfinition:

L'appel explicite d'une fonction f, avec le type ¢appel[f] des parametres

est ambigu s'il existe au moins deux définitions distinctes de fonctions

ayant le méme nom ¥ et les domaines de définition ®; et 9, tels que

¢y, = q)appel(f] et ¢22¢

appel(f)
Ceci correspond au cas d'une fonction générique au sens incrémental

pour laquelle certaines fonctionnalités d'appel ne permettent pas de
déterminer une interprétation.
Définition:
Un ensemble de définitions de types abstraits génériques est déterministe
par rapport aux appels si et seulement si tout appel possible de fonctions

est non ambigue.

Remarqgue:

Une régle suffisante pour qu’un ensemble de définitions de types

soit déterministe par rapport aux appels est que tout nom de fonction
soit unique. Cette solution nous semble cependant trop contraignante
dans la mesure ou elle interdit toute possibilité de généricité
incrémentale. La solution apportée par CLU (préfixer le nom de la
fonction par le nom du type ol elle est définie) nous semble lourde

et de toute maniére pas adaptée & la généricité qui impose 1*homonymie

de facgon naturelle.
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I11.3.2.3. Notion de PGSFC

Definition:
Soient 9; et &, deux éléments de ¥, La Plus Grande Scous Fonctionnalité
Commune de ®; et &, , notée PGSFC(®;,%5) est définie par les deux propriétés

suivantes:

1/ PGSFC (0,,%,) <®, et PGSFC(@l,q)g]S@z
2/ ¥ ¢' telle que o’ <®, et ' <®, alors ¢* < PGSFC(®;,%5)

PGSFC(®;,%,) n'est évidemment pas definie pour tout couple O, &,
et, tous les éléments de la classe PGSFC(®,,%,) sont des PGSFC

particuliéres et équivalentes.

IT1.3.2.4. Calcul de 1a PGSFC

Si on reprend la définition de 1'extension de la relation < aux
fonctionnalités, les deux propriétés de la PGSFC s'expriment de la

maniére suivante:

]

1/ Il existe une substitution o telle que ¢, = oo, PGSFC{®,,®,)

It

2/ Quelle que soit la substitution o telle que 019, 01% alors il

existe une substitution o, telle gue 0 = 00y

On reconnait 13 la définition du plus grand unificateur de deux termes
dans un langage algébrique. Une version rapide de cet algorithme a é&té

établie dans [HUE76] pour les langages du premier ordre.
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111.3.2.5. Caractérisation d'un ensemble de types déterministe
par rapport aux appels

Théoreéme 1:

Un ensemble de définitions de types abstraits génériques T est détermministe
par rapport aux appels si pour tout couple de fonctions de méme nom
et de fonctionnalités respectives ®, et @, il n'’existe pas de plus grande

sous-fonctionnalité commune a &, et ¢, .

Démonstration:

On a vu précédemment que si T n'est pas déterministe par rapport aux
appels alors il existe un appel explicite 3 une fonction f qui est ambigu.
Donc il existe au moins deux définitions de f de fonctionnalités respectives

$,,%, telle que la fonctionnalité ® de 1'appel explicite de f vérifie:
¢y 29 et b, 29

dest donc sous-fonctionnalité commune 3 ¢; et &, ce qui implique 1'existence

de PGSFC(®,.P,2) avec PGSFC(9,,92) 2¢ cqgfd

Ce théoréme assure gue 1'on peut vérifier le caractére déterministe
(par rapport aux appels) d'un ensemble de types génériques et surtout que
cette vérification peut étre faite statiquement & 1'introduction de nouveaux

types dans 1'ensemble T .

Exemple:

Soient les deux fonctionnalités ¢, et &, correspondant & deux définitions

d'une fonction f générique au sens incrémental

1/ &,
3]

[ent x t1 x T1 (T2(t2))]
[ta X I_]_(t3) X I_]_[tn]]

Alors il existe 0= {<tj,ent>,<t;,T1;(ent)>, <t,,T) (t2)>} telle que

0(!)1= U¢2= PGSFC (@],@2]
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2/ ,«"Dl =[T_1_(t1] X t1] H @2 = [tz X 'Lz_(tz]]

Aucune substitution ne peut unifier ces deux types, donc aucun appel

explicite de f ne peut &tre ambigu.
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111.3.2.6. Type du résultat d'un appel explicite

Soit f(xl,Xz.--.,xn) un appel explicite tel que @ = [B] X @2 X..uX en].

appel(f)
Dans un ensemble de types déterministe par rapport aux appels, il existe une
seule définition f et une seule substitution O telles que:

= g

¢appel[f] domaine(f)

Si le type du résultat de f, dans la foncticnnalité de définition, est

L) alors le type du résultat de 1'appel est od

res(f) res(f)’

Exemple:

Soient les définitions de fonctions:

chercher : de fonctionnalité: table(ti,tz) xty » T2
elem : de fonctionnalité: matrice(t;) xent xent > t3
et les déclarations:

table(ty, matrice(ty)) tab ;

Ly x5

Alors 1'affectation x := elem(chercher(tab, x},1,2) est correcte du point
de vue des types car: A

(bappel(chepchep) = [_@_b__zf.(;t_'i.-’ m_a_g’i_ce_(_t_-,)) Xﬁ]

¢appel(chercher) = <t 20>, <££9matrice(§£}>}

donc
(Ddomai ne (chercher)

Le type du résultat de chercher est donc matrice(ts])

(Dappe Llelem) ~ [matrice(ty) x ent x ent]
qui est en fait
{<fggfi?}¢domaine(elem)

le type du résultat de élément est donc t.
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REGLES

On peut toujours déterminer le type d'une expression & partir du type

de ses composants si les deux conditions suivantes sont remplies:

1/ Quelleque soit la fonction générique f:

" omaine ()’ = V()

c'est-a-dire que tous les types formels d'une fonctionnalité apparaissent

au moins une fois dans @ . .
domaine(f)

Exemple:

fonction fa (11 (t1,t2)) retourne ta
Par contre
fonction fy (11 (1)) retourne 1, (t,)

est interdite.

2/ Les constantes, c'est-a-dire les fonctions sans parametre, doivent

étre typées:

- so0it par leur notation:

” 113

ex.: 5 ou "a" pour les entiers ou les caractéres

- soit en les préfixant par leur type:

ex.: vecteur(ent) : (1,9,5,7)
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111.3.3. Infinité dynamique de types
111.3.3.1. Appels formels et implicites

Dans le paragraphe consacré aux propriétés nous avons évoqué le mécanisme
de liaison implicite (I11.2.3.1.) des fonctions dans le cas d'appels formels.
L'exemple, rappelons-le, concernait 1’appel de la fonction existe définie
sur les listes: ) ‘

si existe(11i,1i) alors ...
ou

¢ = [liste(listelent)) x liste(ent)]

appel (existe)

~

On a vu que 1°'appel formel de = dans existe était 1ié & la fonction eqg-liste
parce que la propriété du type liste et celle exigée pour t {type formel de

la définition de liste) était la méme & savoir 1'égalite.

Nous prenons la notation Lp(h,0)=g pour exprimer qu'un appel formel h dans
une fonction exigeant la propriété p, avec la substitution O, est résolu

par 1'appel implicite de g.

Dans notre exemple:

Legarive(=-{<t.1listelentP>}) = eq-liste
Le type formel de 1'appel de g dépend lui-méme d'une substitution og de la

maniére suivante:

® = ¥ & ingé :
appel(g) Og ¢def(g] ou Og est déterminée de la fagon suivante

Soit t{t),tz,;...) 1le type abstrait générique dans lequel g est définie, Eh

le type formel, dans la fonction appelante, qui est suppose avoir la propriéte

p et 0 la substitution associée a 1’appel formel, on a:

{<t_, 1(ty,t2,...)>} 0O = t
t, Tty 1>} g Or{~g}
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Bans 1l'exemple précédent la substitution de 1'appel formel est:

{<t,liste(ent)>}, celle de 1’'appel implicite est {<t’,ent>} et on a:

{<t!,liste(t)>} {<t’,ent>} = {<t,listelent)>}

Si le type T n'est pas générique, la substitution de 1'appel implicite est

alors vide. Par exemple pour la liaison:

(=, <t,ent>) = = 3
- ent

pégalité

ou ent est la notation de 1'opérateur d'égalité sur les entiers.

{<t,ent>} { } =-{<t,ent>}

i & I ) = :
ce qui est cohérent avec appel (= ) 0.4 Qdomalne(= )
ent ent
La résolution des appels formels doit &tre faite 3 la compilation. Mais
ceci n'est possible que si le nombre de fonctions distinctes appelées
dynamiquement est borné ; ce qui équivaut & avoir un nombre fini de

types.
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111.3.3.2. Le probléme:

Une fonction générique, au sens structural, peut étre définie de facgon
récursive, elle peut épgalement étre appelée récursivement par une chaine
d'appels explicites ou implicites. Pour un appel explicite, cette récursion
générique peut &tre une récursion "simple” pour chague membre de la famille

générique.

Exemple:
fonction f (ILE)X] 3
sic alors a
sinon flg{x))
finsi
ou
Qdef(g] = EEIEL]*IJEL)]

~

Pour chaque type effectif substitué & t dans une occurrence de définition,

la fonction f est récursive au sens habituel:

f : 1(ent) appelle f : T(ent) etc...
Mais la récursion générique peut conduire & une séquence d'appels de fonctions
distinctes a 1'intérieur de la famille générique. Cette famille étant poten-
tiellement infinie, le nombre de fonctions distinctes appelées peut également

gtre infini.

Exemple:

fonction flt{t}x) ;
Tonctlon ¥R1%2
début
T(r(t))y
si ¢ alors o
sinon y:=f ; fly)
finsi ;

fin ;



Pour un appel particulier: f(a) ol a est par exemple de type 1(ent), on

a potentiellement la séquence d'appels:

f: Tlent) » f: T(rlent)) » f: T(tlrlent))) > ...

GRIES et GEHANI [GRI77] ont posé le probléme en termes d!infinité de

types, nous parlerons plut8t du nombre de fonctions distinctes appelées.
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111.3.3.3. Définition des relations d'appel

Le paragraphe précédenl suggére : pour détecter statiguement la possibilite
d’avoir a 1'exécution une infinité de types, il est nécessaire de connaitre,
pour chaque fonction, les différents appels possibles qu’elle effectue

{explicites ou implicites) et de disposer des substitutions associées.

A cette fin, nnus allons nous intéresser & des relations binaires renseignéeé.
Les renseignements appartiennent & un ensemble S d'ensembles de substitutions.
L'absence de relation est notée par 1'ensemble vide PB. Nous définissons

deux opérations sur S:

1/ ¥V S1, S2¢ S S1uS2¢S c’est 1'union au sens ensembliste

2/ ¥ S1, S2€S S1052¢S ou S1052={0,0,}0; € S1 et 0, € 52}

Nous notons f—-g 1'appel explicite de g par f (f>g n'existe gue s’'il y a

au moins un appel de g dans f).

Relation E:

{o]o } si frg

= gb
appellg) domainelg)
E(f,g} =

B sinon

Cette relation ne considére que les appels explicites, nous allons 1'étendre

en une relation R qui prend en compte les appels implicites.

C'est-a-dire nue si une substitution o appartient a R(f,g) alors 1l'une des

deux assertions suivantes est vraie:

1/ oeE(F,g)
2/ 11 y a un appel formel dans une fonction appelée par f qui
est résolu par 1'appel implicite de g.

Et dans les deux cas on a:

o}
®appel[g] ¢domaine(g)
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Relation R

* 1}
R(f,g) = {o|[(fg) v (( I h formel) (£%>n) ou ®appel(h)~0 Qdomaine(h]

ALp(h,O') = g)l A (& )}

appel(g) =o¢domaine(g)

Remarques:

- La notation f »>g signifie R(f,g)#B8, la relation R est donc
definie de maniére récursive. Nous proposons un algorithme

itératif (A1) pour calculer R.

- Les types formels de la définition de g sont les variables des
substitutions de R(f,g) dont les termes dépendent des types formels

de la définition de f.

Dans toutes les substitutions o', de la définition de R(f,h), il existe une
seule composante dont la variable est le type formel de h et dont le terme,
dépendant des formels de f va permettre de résoudre 1'appel formel de h
(L _(h,0") = g).

D g

I1 est donc nécessaire de faire le lien entre le formel de f et le formel de
1'appel de h, c'’est-a-dire propager le formel de f tout au long des appels
qui aboutissent & h sans ajouter de nouveaux termes daps la substitution.

Pour cela nous définissons la relation suivante, notée RF.

RF(f,g) = {<tz,t:>} si et seulement si: (Jo) o €R(f,g) dans laguelle
le type formel t) de la définition de f remplace le type formel

2 de la définition de g. ( <t2,t3>c0).
La composition:

RF(f,g) e RF(g,h) = RF2(f,h)

posséde le renseignement {<ts,t;>}.
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Avant de décrire complétement 1'algorithme qui permet de celculer R, nous

allons donner par un exemple, le principe de son fonctionnement:

, R R R
£ x —e X T X TmoToo s x == x h
~~. RF RF RF’,—’
RF .
liaison

R

f x - X B

R

Ce diagramme résume le calcul de R(f,g). La relation R existe entre f et g’,
c'est-a-dire que f appelle g' avec une substitution o dont une des composantes

(non formelle) est déterminante pour la liaison de g a h.

Une cascade d’appels existe éventuellement entre g’ et 1'appel formel h.
Toutes ces fonctions sont reliées entre elles par la relation R. Dans toutes
les substitutions associées on ne s’intéresse en fait qu'aux composantes
formelles (relation RF), n'introduisant pas de nouveaux types, elles:ne
modifient pas la liaison. On peut alors calculer la fermeture transitive

de RF ce qui va permettre de propager le formel de g', et d'effectuer la

liaison en définissant la substitution associée & R(f,g).

L’algorithme suivant résume ces opérations.
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Algorithme Al pour le calcul de la relation R

(1) (¥f,g) Relf,g) « E(F,g)
i<«0 ;
allera (2) ;
{2) V(F,g)
Ri+1(F,g] + Ri(F,g] u

{o] (3 h formel) (3 g") tac'eRi(f,g'l) tel que

RF ’ = {<t_,t ,>
; (8,0 {thtg }

A{<tg,, ;r_(tgl,...)>}0 =G'N_t___g_'}

AL (h,{<t_,T(t 1,t 2,...)>}0) = f
o heZltg1st 2 } gl

allera (3) ;

(3) si VI(F,g) Ri+l[f,g] = Ri(f,g)
alors stop
sinon 1<« 1i+1 ; allera (2)

finsi

tgl'tgz"" sont les types formels de la définition de T dans lequel 1la

fonction g est déclarée, th est le type formel de 1'appel de h, il possede

=

la propriété p. tg' désigﬁé le formel de g’ & propager jusqu'a 1'appel de h

. -_—
[RFi (g :h] - {<tthg ,>}]-

I1 est évidemment essentiel que cet algorithme itératif s’arréte ; nous

en donnons une preuve dans [BER78b]. L'idée de la démonstration repose

sur le fait que au pas (2) la "taille” de la substitution o (c'est-a-dire

le degré d'imbrication de ses termes) est inférieure & celle de 0', et que
dans un ensemble de types abstraits générigues un type formel d'une définition

de fonction ne peut se substituer qu’ad un nombre borné de formels différents.
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Nous considérons un ensemble: {f, g1, g2, g3} de noms de fonctions dont

nous donnons ci-dessous la fonctionnalité de définition ainsi que les

différents appels avec les fonctionnalités d’appel associées.

f: or(t) » h:t

Ceci signifie que la fonction f, de fonctionnalité de définition T(t),

appelle la fonction h avec la fonctionnalite t (il s'agit donc 13 d'un

appel formel).

g1 s Tl[tl)

g2 @ T2{t2)
g3 ¢+ T3l{ts)

v

3 T(Tz(t1])
+ 3 T[t1]
+ f1 7l{Tylt2(t2}})

+ g o Tltaltl))

On suppose que h peut étre 1ié a g, g2 ou gz. La relation R est alors:

Rigy,f)

Rigo,f)

Rigs,g1)
Rigi,g2)
Rigz,g1)
Rigs,g3)
R(g2,82)

fl

1

{{<t, 12 (t1)>}, {<t, t1>}}
{{<t,T1(12(£2))>}}
{{<t1,13(t3)>}}
{{<t2,t1>}}
{{<ty,12(t2)>}}

{o,}

{o, 4}
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IT1.3.3.4. Récursivité propre, récursivité infinie

Definition:

+
Une fonction f est récursive (on note Rec(f)) si et seulement si £ >> f.
A chague fonction récursive f, on associe une information L (f) de la

fagon suivante.

Soit s une séquence d'appels:
= ey = = el 2,n- . AVYi#£j, . .
s (f1,T2, Fn] telle que (f f]A[Fn F]A(V1€[2 n 1]F1#f Yi#j FI%FJ]

avec Viel1,n-1] R(Fi,Fi+1) D

Oy = ROF_LF VoR(F _,F _ Jo...oR(f,F2)

alors IL(F) =L;(js pour toutes les séquences s de f & f.

Dans 1'exemple précédent, on a:

Reclg;) et I(g;)
Recl(gs) et E(gy)
Rec(gy) et X(gj3)

{{<ty,12(t1>}}
{{<ta,12(t2)>} , { }}
{1

Définition:

Une substitution o est stable si et seulement si:

(In, card(o) 2n>0) (3Ip, card(o) 2p>0) tels que

(card(o) est la notation pour le cardinal de ).

Nous donnons ci-dessous un algorithme qui calcule si une substitution donnée

est stable ou non.

Algorithme A2 pour déterminer si un substitution est stable
Soit une substitution o.

1/ On considére la relation d’équivalence (notée =) sur les variables de G

ti = tj si et seulement si <t,,t.> ou <tj'ti> appartiennent & o

et ce pour i#j

et t, = t, sii=j.

v
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La premiére étape de 1'algorithme consiste a calculer les classes

d'équivalences de cette relation (on note [ti] la classe de ti].

2/ On calcule ensuite la relation 3 entre classes.

[t.73[t.] si et seulement si <t ,1(...,t.,...)> €0
1 4 1 - J

Si le graphe obtenu est acyclique,alors la substitution initiale est stable.

On trouvera dans [BER78b] une preuve compléte de cet algorithme. On peut
toutefois faire 1'analogie entre ce probléme et celui du langage infini
pour les langages hors-contexte [vAau70l. En considérant les variables de ©
comme les noms de classe d'une grammaire dont 1l'ensemble des terminaux

est constitué par: les symboles (","”)", ", ", auxquels s'ajoutent les noms
de types. 11 est alors facile de voir que 1'existence d'un cycle dans le
graphe est équivalent a 1l'existence d'un symbole aﬁto~imbriqué dans 1la

grammaire (condition nécessaire et suffisante pour que le langagea soit infini).

Exemple:
Considérons la substitution:

Ol = {<tl:t2?n<t2)tl>' t3rTl(tb]>n <tth2(tl.t5)>, <t5;T3(t2)>}

le graphe associé est:

[ts]

[tlntz]' [tlo]

[ts]

Ce graphe étant sans cycle, la substitution 0; est stable, en effet:

3 342
Oy = 0y
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Par contre:

g2 = {<t1,T(t3,t2)>, <t21t3>1 <t3:T[t2]>}
a le graphe associé suivant:

[t.] S::)[tz;tsj

qui posséde un cycle, g, n'est donc pas stable,
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Définition:

On dit qu'une fonction est récursive propre si et seulement si

Rec(f) et ¥ 0eL(f), o est stable. Une fonction f est récursive infinie

{on note Rec (f)) si et seulement si Rec(f) et (Jo € I(f)) telle que 0 n’est

pas stable.
. [0¢] [ee]
Dans 1'exemple précédent,on a Rec (g;) et Rec (g2).

Théoreme 2:

Etant donné un ensemble T de types abstraits génériques, une condition
nécessaire et suffisante pour qu'aucun programme ne produise un nombre non
borné d'appels & des fonctiens distinctes (n’engendre un nombre non borné

de types]) est que:
. o0
Vf définie dans T —y Rec (f).

Preuve:

1/ La condition est nécessaire. Soit f une fonction telle gue Rec (f), alors
Jo e L(f) telle que on'est pas stable ; il existe donc un appel a f de

fonctionnalité o; ¢ ) qui conduira dynamiquement, & une suite d'appels

domaine(f

d'un nombre infini de fonctions distinctes:

f 07 @ ; f: o0y & P eee 3 0n01 ¢

.
H e e 0

domaine(f) domaine(f) domaine(f)

2/ La condition est suffisante. Supposons qu'il existe un appel a une
fonction f, qui dynamiquement produise un nombre non borné d'appels a des
fonctions distinctes avec la substitution o, sur les formels de la définition
de f. Nous divisons la ségquence de fonctions appelées explicitement ou
implicitement en sous-séguences & 1'intérieur desquelles la derniere fonction
fi appelle une fonction formelle h qui est 1liée & la premiére fonction fi+1
de la séquence suivante & 1'aide d’un type de la substitution initiale 0,.
Les termes de 0; étant bornés, le nombre de sous-séquences est borné, il

existe donc au moins une sous-ségquence s, de longueur infinie.
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Pour chaque liaison d’une fonction g de s 3 un appel formel, il existe
une fonction k dans s telle que R (k,g). En effet, les liaisons d'appels
formels avec la substitution initiale ont tous servi & diviser la
séquence d'appels en sous-séguences. Un des deux cas suivants est alors

possible dans s.

Soit le nombre d'appels explicites est infini, soit le nombre d'appels

implicites est infini.

Mais dans les deux cas on peut extraire de s une séguence s’ telle que

Vi R[Fi,fi+1) et s' est infinie. Comme le nombre de définitions de
fonctions est borné dans 1'ensemble T, il existe une fonetion f' dans s°'
telle que Rec(f'). De plus, si F' = {f'es’ |Rec[F']} , 11 existe au moins
une fonction f" e F' telle que Recm[F"], sinon le nombre de fonctions

distinctes appelées serait borné, ce gui contredit 1'hypothése.

Remarques:

1/ Lorsque toute fonction récursive est récursive propre, le nombre de
fonctions distinctes appelées est toujours borné méme s'il y a
séquence infinie d'appels, il en est de méme pour le nombre de types

engendreés.

2/ Si pour toute fonction f définie dans T ¢ T on a — Rec(f), il est
guand méme possible d'avoir des fonctions appelées récursivement par
le jeu des liaisons d'appels formels ; ces fonctions sont appelées

avec des fonctionnalités distinctes, mais en nombre fini.
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111.3.3.5. Compilation d'un appel de fonction

Spit T un ensemble de types pénérigques satisfaisant a la propriété:
(Vf définie dans T)-,Recw[F}. Pour toute fonction ¥, on peut déterminer
d'aprés le graphe de la relation R, 1'arbre des fonctions appelées avec

leur fonctionnalité.
Les feuilles de cet arbre sont de trois types:

- Ce sont des fonctions terminales (notées "T") qui n'appellent aucune
autre fonction.

- Ce sont des appels formels (notés "F") dépendant , aprés substitution,
d'un type formel de la fonction f.

- Ce sont des appels récursifs propres {(notés "R"} & une fonction

déja rencontrée dans l'arbre.

Pour un appel particulier a f avec une substitution o,, il suffit de
considérer 1'arbre d'appels de la fonction et de remplacer chaqgue feuille
"f£" par 1'arbre d'appels de la fonction qui est liée a cet appel formel

3 1'aide de la substitution 0,, et ainsi de suite jusgu'a épuisement des
feuilles "f". Le processus est évidemment fini puisque les termes des
composantes de 0, sont tous de longueur finie. Dans le cas ot il y a
récursivité, cette derniére peut apparaitre d’une maniére anticipée dans

1'arbre d'un appel particulier.

Exemple:

Soient les définitions de fonctions et les appels suivants:

f : T(t) + h:t (formel)
g1 T lt) » f: i)

g+ T’
g2t Taltz) » F: 1lt2)

h peut étre liée a g, g, ou g, ; d'aprés R, on a Reclgi].



Les arbres d'appels de g, et g, sont:

w81 2 Talh) g2 i Ta(ta)
r// / \
P f o Tl (e ) T: <g : 1T'> f T(ty)
|
|
]
] liaison h : g,
i
I
i
: ,
R< gy : 1 (t)> F<h o+ tp>

Les arbres des appels g2 : T2(T;(T')) et gp : To(T2{T')) sont:

g2 ¢ TalTyltT')) g2 : Taltp(1'))
S Tlralr')) foor ol (')
I
// lliaison h : g2 liaison h : g,
4
/
P - T (1) g2 3 T2(T')
I,
7
7
J f Tlt’)
/
II
R<f @ tlry(T’))> T<g:1'> liaison h : g
1
(récursivité anticipée) T<g:T'

B'un arbre d'appel particulier il est possible d'extraire les adresses des
fonctions qui devront &tre liées aux appels formels (c'est un arbre d'adresses],
A 1'exécution un pointeur détermine & tout moment quelle est la prochaine
adresse de fonction appelée par appel formel ; un appel formel est donc

traduit par un branchement indirect a ce pointeur, suivi de 1'avancement de

ce pointeur dans 1'’arbre. La suite des appels explicites détermine éven-
tuellement le choix des branches & suivre et une récursivité conduit &

repositionner le pointeur & une adresse antérieure.



Remargue:

Une étude détaillée ainsi qu'une mise en oeuvre expérimentale

des algorithmes présentés dans cette partie se trouvent dans

[soL78].



ITT.4. MULTIREPRESENTATION

Dans les exemples présentés Jjusqgu'a maintenant, nous avons toujours considéré
que les objets d'un type abstrait disposaient d'une seule représentation.
Notons cependant que, pour les types abstraits génériques, la représentation
étant elle-méme générique, chaque occurrence de definition d’un type de

la famille engendrait une cccurrence de definition de la représentation.

La multireprésentation 3 laquelle nous nous intéressons dans cette partie

est de nature différente.

Il arrive souvent que certaines caractéristiques propres aux objets d’'un
type abstrait (éventuellement générique) font qu'une représentation parti-
culiére offre un gain appréciable, soit du point de vue de 1'encombrement
mémoire, soit, du fait que certaines fonctions peuvent &tre implantées

de maniére plus efficace. Dans ce cas,il est souhaitable que ces différentes
représentations puissent coexister dans un programme particulier sans que
1'écriture de ce dernier dépende d'un choix particulier. TI1 n'en reste

pas moins que le choix initial doit etre fait par le programmeur sur

la base de la nature de 1'objet et du sous-ensemble de fonctions qui lui
sont appliquées. Ce n'est donc pas la donnée explicite d’une représentation
particuliére (qui reste donc cachée) mais plutdt celle d'un ensemble de

propriétés qui guideront 1le compilateur dans son choix.

La définition modulaire des types abstraits fournit une premiere approche
de la solution. En effet, 1la représentation étant cachée 3 1'utilisateur,
seul l'ensemble des fonctions définissant le type doit étre concerné par
d'éventuelles représentations multiples, ceci afin que toute modificatiocn
dans la, ou les représentations, ainsi que dans les fonctions qui vy
accedent, n'entraine pas de modification dans les programmes utilisant

le type (et réciproguement d'ailleurs). Il faut cependant noter: cette
remarque ne fait que repousser le probléme au niveau de la définition du

type et en particulier des fonctions qui le caractérisent puisque ce sont



113

elles qui doivent alors prendre en charge les diverses représentations.

Nous allons essayer de préciser le probléme sur un exemple et examiner
deux solutions possibles avant de proposer un mécanisme compatible avec

la généricité.



I1T.4.1. Exemple

Nous avons choisi comme exemple la spécification paramétrée du type

abstrait matrice.

type matrice (type t, ent n) : diotde (add, mnul, mult, munit)

rep [1:n, 1:nl t finrep ;
fonction ranger (matrice (t,n)m, ent 1,4, val) ;

8t (£21)A (12 <n)A(j21)A(F<n) alors rep:m (i,7) := val sinon erreur finsi
fonction select (matrice (t,n)m, ent i,j) retourne t
st (zI)A(2sm)A(j21) A (j<n) alors rep:m(i,J) sinon erreur finsi ;

constante m nul retourne matrice (t,m) ;

extge t : monoide (+,0) ;
début
matrice (t,n)m ;
pour © de I an faive pour i de 1 an faire rep:m(i,j):=0 fait fait ;
m
fin ;

constante munit retourne matrice (t,n)

exige t : diotde (+,0,%,1) ;
matrice (t,n) m;
pour © de I an faive pour j de 1 a n faire rep:m(i,j):=0 fait
rep:m(i,2) := 1 fait ;
. m
fin ;
fonction add (matrice(t,n) ml,m2) retourne matrice (t,m) ;
extge t : monotde (+,0) ;
début
matrice (t,n) m ;
pour t de 1 an faire pour j de 1 an faire
rep:m(ij) := vep:ml (,5) + rep:m2(i,j) fait fait ;

fin ;



fonction mult (matrice (t,n) ml,m2) retourne matrice (t,n) ;

exige t : diolde (+,0,%,1) ;

matrice (t,n)m ; t s ;

pour © de 1 am faire pour j de 1 a n faire s:=0 ;
pour k de 1 a n faire s:=s+pep:ml(i,k) « rep:m2(k,j) fait ;
rep : m(i,j) := s fait fait ;

m

fin ;
fintype

La représentation par un tableau bidimensionnel peut ne pas convenir
dans le cas de matrices creuses. On souhaite alors disposer d'une
représentation en liste chainée qui permet d'optimiser 1'occupation

mémoire.

11 semble & peu prés évident que le choix de la représentation doit se faire

au moment de la déclaration de 1°objet. Cecl va & 1°’encontre de la philosophie
des types abstraits {transparence compléte de la représentation), mais

comme on ne dispose pas de moyens automatiques pour choisir, parmi les
représentations possibles, la meilleure,c’est au programmeur d'en décider,
étant entendu que dans la suite du programme il n'aura plus a en tenir

compte.



On peut alors faire de la représentation un param@tre du type matrice

type repmat = (pleine, creuse) ;
type matrice (type t, ent n, repmat rm) ;
rep cas rm dans

(pleine) : [(1:mn , 1:n] t |
(creuse) : type elem = struct (ent lye,t val) ;

liste (elem) ;
fineas
finrep ;

Le paramétre de représentation est d'un type scalaire, si sa valeur est
connue & la compilation {dans une occurrence de définition) le choix de
la représentation est fait statiguement sinon sa valeur est connue au

moment de 1'élaboration de la déclaration & 1'exécution.

Notons que dans le cas de matrices creuses, on a choisi pour représentation

un type abstrait déja défini (liste).
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111.4.1.1. Approche sans conversion

La multireprésentation qui vient d’étre introduite va évidemment avoir
un certain nombre de répercussions sur les fonctions du type matrice.
Nous allons nous intéresser dans un premier temps aux fonctions d'accés

en réécrivant la fonection ranger par exemple:

fonctton ranger (matrice(t,n,m) mat, ent 1,d,t v) ;
exige t : monoide (+,0) ;
st (t21)a(isn)a(jz1)A(j<n) alors
(pleine): rep : mat(i,j) := v |
(creuse): elem x := (i,§,v) ;
st trouve (rep:mat,i,j) alors
st v =0
alors val de element (rep:mat,i,j):=v
sinon oter(rep:mat,z,j)

stnon

st v =0
alors ajouter (rep:mat,x)
fincas

sinon erreur st

On retrouve, bien entendu, la discrimination sur le paramétre de représentation
pour spécifier les deux acces. Notons que ranger est dans ce cas une

fonction d'accés qui exige, elle aussi, pour t une propriété de monoide.

I1 est en effet nécessaire dans le cas de matrices creuses de disposer

d'une notation formelle pour 1'élément neutre. Les fonctions d'accés aux
listes ont été réécrites pour les éléments particuliers utilisés ici, seule

ajouter reste identique.

Derniére Bmarque enfin, le forceur rep n'est défini qu'a 1'intérieur
d’un bloc ol le parametre de représentation est connu.



Le cas de la fonction select se traite de maniére analogue et ne pose pas
de probléme particulier. Voyons maintenant ce qu'il en est des deux

fonctions add et mult.

Ces deux fonctions ont ceci de particulier, gu'elles admettent deux
opérandes de type matrice et délivrent un résultat du méme type. Si

on adopte pour add et mult la méme démarche que pour ranger et select

on sera conduit a écrire, pour add par exemple, autant de fonctions gu’il
y a de combinaisons possibles entre les représentations des opérandes et

du résultat.

add : pleine, pleine - pleine
add : pleine, pleine ~ creuse

add : creuse, creuse ~ pleine
add : creuse, creuse - creuse
add : pletne, creuse - pleine
add : pleine, creuse - creuse
add : creuse, pleine ~ pleine

add : creuse, pleine - creuse

Ce qui fait au total 8 membres pour la fonction add, autant pour la
fonction mult auxquels s’'ajoutent les deux membres de ranger et select,

ce qui en tout fait 20 fonctions pour implanter les 4 fonctions initiales,
ceci n'est évidemment pas trés réaliste surtout si on ajoute une
troisiéeme représentation ... ou si on écrit des foncticns avec 3, 4 ou

5 matrices en paramétres ...
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111.4.1.2. Approche avec conversion

Nous avons vu que 1'approche précédente conduisait a une croissance
exponentielle du nombre de fonctions 3 écrire dans le cas de représentation
multiple. Une solution & ce probléme est de disposer de fonctions de
conversion de représentation (dans le cas des matrices, deux fonctions,

1'une transformant une matrice pleine en matrice creuse et 1'autre inversement).

Un compromis doit &tre alors réalisé entre le nombre de fonctions a écrire,
dans une définition de type, et le nombre de conversions & effectuer dans

un programme particulier.

On pourrait par exemple, n'écrire les fonctions ranger, select, add et
mult que sur la représentation en tableau. Le programme utilisant ces
fonctions sur ces matrices creuses passerait alors la majeure partie de
son temps d'exécution a effectuer des conversions et en plus consommerait

une place mémoire importante.

Une solution qui semble raiscnnable, consiste a écrire les fonctions d'acces
(ranger et select) sur les diverses représentations {pleine et creusel.

11 est en effet absurde de devoir convertir une matrice creuse en matrice

pleine simplement pour accéder a un élément.

Quant aux autres fonctions, on peut ne les écrire que pour des combinaisons

particuliéres de représentation des opérandes et du résultat.
Par exemple, pour la fonction add on peut envisager deux algorithmes:

1/ add : pleine x pleine -+ pleine

2/ add : ereuse x creuse > creuse

qui tiennent compte des représentations particulieres. Ainsi (1) s'écrit:
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fonction add (matrice(t,m,pleine)ml,m2)retourne matrice(t,m;pleine) ;
exige t : monoide (+,0) ;
debut
matrice (t,n,pleine)m? ;

our ©:=1 jusqua n faire

pour j:=1 jusqua n faire
rep:ma(i,J) := rep:ml(i,j) + rep:m2(i,J) ;
fait fait ;

ma

fin ;

Dans le cas ot les représentations des opérandes et du résultat sont
différentes, le compilateur va déterminer, dans 1'arbre abstrait d'une

expression, l'emplacement des conversions.

Cette approche n'est toutefois pas entiérement satisfaisante. En effet
1'algorithme qui localise les conversions [BER77b] a comme seul critére
d'en engendrer un nombre minimum. Ce critére n'est pas toujours compatible
avec les contraintes d'cccupation mémoire. Ceci nous conduit & proposer

une troisieme approche.



121

111.4.2. Approche générique

Le paragraphe précédent suggére une assez forte analogie entre la
généricité des types dont nous avons déja parlé et la génericité de la
représentation. Cn effet, il est clair que les fonctions d'acces, telles
que nous les avens définies, sont génériques au sens incrémental sur la
représentation. Deés lors on peut se demander s'il n'est pas possible de
définir les autres fonctions (add et mult) de fagon générique, mais au sens
structural cette fois, en laissant aux fonctions d'acces utilisées le soin

de jouer le rdle des conversions.

La seule contrainte imposant les conversions dans 1'approche précédente

est que la représentation doit &étre la méme pour les opérandes et le résultat
des fonctions add et mult. Si on décide que cette représentation ne fait
plus partie du type mais devient simplement un attribut qui doit étre fixe
une fois pour toutes & la déclaration, il est alors possible d’envisager

des fonctions dont les opérandes sont de représentations différentes, les

fonctions d'accés étant elles définies sur chaque représentation’
Add s'écrit alors:

fonetion add (matrice(t,n)ml,m2) retourne matrice (t,n)

exige t : monoide (+,0) ;
matrice (t,n)mr ;
pour i de 1 d n faire
pour j de 1 a n faire
ranger(mr,i,j,select(ml,t,j)+select(m2,t,5))

fait fait ;
fin ;

La seule différence avec l'écriture précédente est que la spécification

du type des opérandes et du résultat ne contient plus 1'attribut de
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représentation, si bien que les deux appels de select qui opéraient avant
sur la méme représentation peuvent maintenant travailler chacun sur une
représentation différente. Pour un appel particulier de add les opéreandes
disposeront d'une représentation connue et le compilateur pourra choisir

les corps de fonctions d'acceés associés.

Un probléme subsiste toutefois en ce gui concerne la détermination de la
représentation du résultat. Dans les foncticns génériques évoquées précé-
demment le type du résultat se déduisait par substitution uniforme

(cf. II1.3.2.6.) du ou des formels de la définition, cette régle ne peut pas

s'appliquer ici. Deux soclutions sont cependant envisageables:

1/ 11 est possible de donner, a priori, des réegles permettant de déterminer
la représentation du résultat & partir de celles des opérandes.
add : pleine x pleine ~ pleine
add : pleine x creuse »~ pleine
Cette spécification supplémentaire ne semble pas tres intéressante,
d'autant que dans certain cas elle conduit & des conversions superflues

que permet d’éviter la deuxiéme solution.

2/ On peut en effet faire que la représentation du résultat soit imposée par
le contexte. Par exemple considérons 1'instruction suivante:
A := add(B,C)
ol A, B et C sont des matrices.
Si ces objets ne sont pas des parametres de procédure, ils ont, lors de
leur déclaration, regu une représentation fixe, par exemple, A et C sont

pleines, B est creuse.

Dans 1l'arbre abstrait de cette instructicn, il est alors possible, statiquement,
de propager la représentation de A, qui doit &tre celle du résultat de add,

cecl afin d’éviter 1'éventuelle conversion lors de 1'affectation & A.
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pleine A

creuse B € pleine

mr lors de sa déclaration dans add aura la représentation "pleine” et

le compilateur choisira le corps de ranger correspondant.

Notons que cette possibilité, si elle permet d'éviter bon nombre de

conversions, ne les supprime cependant pas toutes.

exemple: A =8 ;

Si maintenant les opérandes sont les parametres d'une procédure f

il est évidemment impossible de choisir, lors de la compilation de f, la
représentation des résultats comme il est d*'ailleurs impossible de choisir
les corps des fonctions d'accés opérant sur les paramétres de f.

11 faudra attendre les appels particuliers de la procédure pour déterminer
ces inconnues. Cette compilation partielle rappelle évidemment celle

des fonctions paramétrées par des types, a la différence toutefois que les
parametres, en ce qui concerne la multireprésentation, ne sont soumis

3 aucune contrainte, si ce n'est 1'appartenance a un type, éventuellement

générique, et que 1°'éventail de choix reste relativement restreint.
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ITT.5. CONCLUSION

Arrivés au terme de ce chapitre, nous allons essayer de faire le point
sur les diverses propositions évoquées en indiquant guelles sont les

directions de nos futurs travaux.

I1 est maintenant clair, du moins je 1'espére, qu'un type doit &tre
considéré comme un ensemble de fonctions. La trés forte analogie entre

la généricité, telle que nous 1'avons vue (cf.III.1, III.2, III.3) et

la multireprésentation (cf.III.4) nous a conduits & proposer trois niveaux

de spécification de fonctions.

1/ Les propriétés

On y trouve des fonctions génériques au sens incrémental, elles permettent

- de caractériser toute une classe de types. La spécification, purement
syntaxique exigée & ce niveau permet d'effectuer un minimum de vérifications
statiques et de lier les appels formels (cf.III.3). Les développements
récents des spécifications algébriques (cf.I) [KRI7Z8], permettent de penser
éu'on pourra les utiliser pour enrichir et compléter les spécifications de

ce niveau, c'est une.des voies de nos recherches actuelles.

2/ Les types abstraits génériques

La séparation déja évoquée (cf.III.1) en deux classes des fonctions de ce

niveau nous conduit & spécifier:

- de maniére purement syntaxique les fonctions d'accés associées au type,
elles sont générigues au sens incrémental sur les différentes représen-

tations ;

- completement les autres fonctions du type qui sont, elles, génériques au
sens structural. Elles utilisent des fonctions définies sur les types
passés en paramétre, mais aussi les fonctions d'acces. définies sur la ou

les représentations.
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3/ Les modules de représentation

De la méme facon qu'un type abstrait générique implante les fonctions

d‘une propriété, un module de représentation, nou seulement fournit une
représentation aux objets d'un type, mais encore implante les fonctions d'acces
spécifiées dans ce type. Cette séparation, qui n'avait pas été faite jusqu'a
maintenant, nous semble justifiée au point de vue méthodologique. En effet,
dans une approche descendante, il semble important de pouvoir spécifier un

type abstrait générique, et éventuellement d'écrire des algorithmes qui
1'utilisent, sans aveoir fourni de représentation. Enfin, dernier point, ces
modules de représentation sont le cadre naturel de définition des fonctions

de conversion.

Cette séparation en trois niveaux est illustrée sur 1'exemple des matrices.

prop monoide (type t) ;
operateur + : txt~>1t

constante 0 : +t

finprop

prop dioide (type t) ;
operateur + : txt+t ;
constante 0 :+1t ;
operateur *: txt>t ;

constante 1 it

fingrog
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type matrice(type t,ent n,repmat m) : diotde(add, mnul,mult,mmnit) 3

acces:
fonction ranger : matrice(t,n) x ent x ent x t + neutre R

fonetion select : matrﬁce(t n)><ent><ent-*t
finacces ;

constante mnul retourne matrice(t,n) ;

exige t : monotde (+,0)
debut
matrice(t,n)m ;

Qou z de 1 an faire pour j de 1 a n faire ranger(m,<,J,0) fait fait
fin N

constante munit retourne matrice (t,n) ;

exitge t : dioide (+,0,*,1) ;
debut
matrice(t,n)m ;
pour % de 1 an faire pour Jdelan faire ranger(m,i,7,0) fait
ranger(m ,7,7,1) - f@%

m

fin ;

fonction add (matrice(t,n)ml,m2) vetourne matrice(t,n) ;

extge t : monoide (+,0) ;
debut
matrice(t,n)mr ;
pour 7 de 1 a n fatre pour j de 1 an faire
“ranger(mr, i, i,J,8elect(ml,i,j) + select(m?, 1,d)) fait fait

fin ;

fonetion mult(matrice(t,n)ml,m2) retourme matrice(t,n)

extge t : dioide (+,0,*,1) ;

debut
matrice(t,n)mr ;
ts ; -
E 2 de 1an faire E Jde1lan f@zre §:=0 ;
Dour "k de 1 an fat = s+ select(ml,< k)*select(m2 k,i) fait
ranger(mr,<,],s ) azt art
ma
fin ;

fintype ;
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repmodule matpl implante matrice (t,n,pleine) ;
rep [1:n, 1:n] t finrep ;

fonetion ranger(matrice(t,n,pleine)m, ent t, j, t val) ;

st (221) A (Z<sn) A (G21) A (jsn) alors rep:m(i,d) := val sinon erreur finst ;
fonction select(matrice(t,n,pleine)m, ent 7,7) retourne t ;
st (121) A (i<n) A (j21) A (j<n) alors rep:m(i,j) sinon erreur finst ;

finrepmodule ;

repmodule matcr implante matrice(t,n,creuse) ;

rep: type elem = struct (ent 1l,c,t val) ;

liste (elem) finrep ;

fonction ranger (matrice(t,n,creuse)m, ent i,j,t val) ;
exige t : monotde(+,0) ;
8t (121) A (isn) A (G21)A(jsn) alors elem x := (i,j,val) ;
st trouve(rep:m,i,j) alors
st val =0

alors val de element (rep:m,i,i) := v

sinon oter (rep:m,i,Jj)
finst
SLnon
st val =0
alors ajouter(rep:mat,x)
fins<
finst

sinon erreur finst ;

fonction select(matrice(t,n,creuse)m,ent i,j) retourne t ;
exige t : monotde (+,0) ;
st (121)a(i<n) A (F21) A (jsn) alors
8t trouve (rep:m,i,j) alors val de element(rep:m,i,J)
stnon 0
n

stnon erreur finsi ;

finrepmodule ;




128

CONCLUSION
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CONCLUSION

11 n'est pas sir au terme de cette étude, que 1'on puisse répondre a la
question: "Qu'est-ce qu'un type?”. Cependant les trois niveaux de spé-
cifications gue nous avons proposeés (cf.II1.5.) permettent de dégager

ce qui a notre sens constitue les trois composantes fondamentales de la

notion de type.

- Le niveau des propriétés permet de structurer 1'espace des types sur la
base de propriétés abstraites communes aux différents types. Si l'ortho-
gonalité de la composition est souhaitable, sinon indispensable, au
niveau des constructeurs du langage de représentation, il n’en est plus
de méme au niveau des types abstraits génériques. Les propriétés appa-
raissent comme le moyen de restreindre les compositions de types, un peu

comme ces derniers restreignent les paramétres possibles d’une procédure.

- Au niveau des types abstraits génériques, on trouve toute 1'information
concernant le comportement des objets. Par les définitions de types (et
les définitions de fonctions associées) le programmeur se définit une

machine abstraite au niveau de laquelle il exprimera ses solutions.

- C’est seulement au niveau de la représentation que sont traiteés les
problémes de 1'implantation des objets et des fonctions qui les manipulent.
Ce niveau est évidemment caché a 1°utilisateur d'une abstraction, 1'inter-
face étant, comme nous 1'avons vu, constitué de 1'ensemble des fonctions

d’acces.

Cette caractérisation des types abstraits génériques nous amene a insister
dans cette conclusion sur deux points importants, 1'un concerne 1'aspect
"systéme de programmation” d’un langage disposant d'un tel mécanisme, 1’autre

les possibilités méthodologiques[JAC78], [PEY78] offertes.
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Aspect "systéme de programmation"

A 1'heure actueile,il ne viendrait & 1'idée de personne de contester 1a
nécessité des bibliothéques de Sous-programmes. Leur treés large utilisation,
aussi bien dans le domaine du calcul scientifique gue dans celui de 1a
gestion, est prouvée de longue date. 11 est en effet trés rare, & 1'heure
actuelle, que 1'on réécrive un programme de résolution de systéme linéaire

ou de tri de bande. Le systéme que nous nous proposons d'implanter transpose

cette méme idée au niveau des types.

Pour qu'’un type "mérite” d'&tre inclu dans une bibliotheque de ce genre

il est évidemment nécessaire que sa définition dispose d'un degré de para-
métrisation assez poussé, ceci de fagon & toucher le maximum d'utilisateurs.
Les types génériques répondent & cette contrainte tout en assurant un maximum

de traitement statique.

En effet, les fonctions d'ﬁn type générique catalogué en bibliothéque,
seront compilées partiellement, les indéterminées (dépendant du ou des types
passés en paramétre) seront localisées et résolues dans un programme parti-
culier par 1'intermédiaire des propriétés. D'autre part, la cohérence
globale d'une telle bibliothéque (non-ambiguité des appels, non-infinité
dynamique de type, cf.III.3) peut &tre assurée au moment de sa création

(ou de sa modification).

Parallelement 3 1'approfondissement des notions présentées dans cette these,
la prochaine étape de notre travail va consister a implanter une version

expérimentale, facilement transportable [BER78c] de ce systéme.

Impact méthodologique

En reprenant la discussicn entamée dans le chapitre IT, nous allons essayer
de montrer sur un exemple, 1'apport de 1a généricité en ce qui concerne

la méthodologie de programmation.
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Considérons la structure de donnée "arbre binaire”, il est clair qu'une

telle structure va étre décrite par un type abstrait générique:

type arbrebin (type t) ;

o0 t est le type des valeurs associées aux noeuds.

Dans un premier temps on ne s'intéresse évidemment pas a4 la nature de t,
ni méme a la représentation d'un objet arbre. L'utilisation de arbrebin

se fait par les fonctions d'accés génériques:

fils droit : arbrebin(t) - arbrebin(t)
fils gauche : arbrebin(t) -+ arbrebin(t)

existe fils droit : arbrebin(t) + bool

existe fils gauche: arbrebin(t) - bool
t

¥

valeur courante : arbrebin(t)

|'effet de ces fonctions étant défini, méme de maniere informelle, il sera
alors possible d'écrire, par exemple, les algorithmes des différents parcours

de 1'arbre: postfixé, infixé, préfixe.

Si maintenant on s'intéresse & la construction d’un arbre binaire ordonné,

i1 est alors nécessaire de disposer des fonctions d’insertion d'un élément:

insérer droit : arbrebin(t) x t + neutre

insérer gauche : arbrebin(t) x t + neutre

Mais on s'apergoit également que t ne peut pas étre quelconque puisqu’il
doit satisfaire la propriété d'étre ordonné, c'est ce gue traduira
1’instruction:

exige t : ordretotal (<) ;

C'est seulement plus tard, dans un programme particulier de construction

d'un arbre binaire ordonné ol le type t est, par exemple, un couple
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(entier, chaine) que le programmeur devra se préoccuper de définir

1'ordre sur ce type effectif.

Aprés les spécifications fonctionnelles de arbrebin le programmeur peut
choisir une {ou plusieurs) représentation(s) pour les objets ; il écrira
alors toutes les fonctions d'acces qui manipulent cette (ou ces) repreé-

sentation (s).

L'intérét d'une telle démarche est évident aussi bien dans 1'activité de
programmation que dans son enseignement. Elle permet de décomposer 1'acqui-
sition de concepts complexes en etapes comportant chacune un nombre
minimum de problémes & résoudre. Le fait que le langage permette non
seulement d'exprimer clairement 3 chague niveau les solutions élaborées

mais en plus guide la décomposition, nous semble fondamental.
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