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Abstract

Studying demography in a historical perspective can help understand evolutionary processes.
Through their genealogical and mutational history, population samples at genetic markers re-
cord —with loss of information— this demographic history. This potential and the increasing
ease of genotyping have recently motivated development of new statistical tools aimed at ex-
tracting demographic information from raw molecular data [55].

In this thesis, the Bayesian inference method proposed in 1999 by M. Beaumont [6] is exten-
ded to more general demographic and mutational models. As the original method, the extended
one (i) is based on Kingman’s coalescent with variable population size [75], (ii) uses Metropolis-
Hastings algorithm [62] to sample from the posterior distribution of parameters of interest, and
(iii) allows to analyse genetic data at several unliked microsatellite loci. The demographic model
underlying the extended version is that of a sudden size change, immediately followed by an
exponential size change until sampling time —instead of a monotonic size change. The muta-
tional model supposed is a two-phase model [31]. It is the first time a fully-probabilistic method
allows microsatellite mutations with amplitude greater than one.

The demographic and mutational model is explored. Simulated data sets are used to compare
the posterior distribution of the parameters, for several historical scenarios : e.g. a stable size
history, an exponential increase for a time period and a founder-flush history. A typology is
proposed for posterior distribution. Advice is given about the sampling and genotyping effort
in empirical studies that aim at using the method : a unique microsatellite marker can lead to a
strongly structured posterior distribution. However, with monolocus samples, highest posterior
density domains always comprise scenarios of several kinds (e.g. not only founder-flush, but
also exponential decline or increase). A sample of moderate size (50 haploid genomes typed at
5 microsatellite markers), were shown to strongly support a founder-flush history (99% of the
posterior sample), with parameter values used to simulate the data in the 95% highest posterior
density domain. Consequences of the violation of some hypothesis underlying the method are
discussed : the shape of the demographic explosion is shown to be especially important. It is
established that simplifying a TPM mutation process by a SMM model can lead to the detection
of a false genetic disequilibrium. Interestingly, the modelisation of the TPM allows to erase this
false signal.

The method is succinctly applied to the study of two founder-flush histories : the introduction
of cat Felis catus on the Kerguelen archipelago, and the introduction of the brown rat Rattus
norvegicus on Brittany islands. It is first shown that the frequentist method of Cornuet and
Luikart [24] does not detect any significant departure from mutation-drift equilibrium, despite
the strong founder events these populations experienced. This is probably due to cancelling
effects of the founder and flush, on the summary statistics the method is based on. Probably
for the same reason, the Bayesian method does not detect any disequilibrium signal if a step-like
size change is supposed. The foundation and subsequent explosion become both detectable if
they are parameterized. However, correlations between parameters make it impossible to infer
a single parameter with precision less than several orders of magnitude. Prior information on
some parameters (e.g. the time of the foundation) considerably constraint the possible values
of others (e.g. the mutation rate). This confirms the potential of populations with documented
history, to indirectly estimate the parameters of a mutational model for microsatellite markers.






Résumé

L’étude de la démographie dans une perspective historique participe a la compréhension
des processus évolutifs. Les données de diversité génétique sont potentiellement informatives
quant au passé démographique des populations : en effet, ce passé est enregistré avec perte
d’information par les marqueurs moléculaires, par I'intermédiaire de leur histoire généalogique
et mutationnelle. L’acquisition de données de diversité génétique est de plus en plus rapide
et aisée, et concerne potentiellement n’importe quel organisme d’intérét. D’otl un effort dans
la derniére décennie pour développer les outils statistiques permettant d’extraire I'information
démographique des données de typage génétique [55].

La présente thése propose une extension de la méthode d’inférence bayésienne développée en
1999 par M. Beaumont [6]. Comme la méthode originale, (i) elle est basée sur le coalescent de
Kingman avec variations d’effectif [75], (ii) elle utilise I’algorithme de Metropolis-Hastings [62]
pour échantillonner selon la loi a posteriori des paramétres d’intérét et (iii) elle permet de traiter
des données de typage a un ou plusieurs microsatellites indépendants. La version étendue géné-
ralise les modéles démographique et mutationnel supposés dans la méthode initiale : elle permet
d’inférer les paramétres d’'un modéle de fondation-explosion pour la population échantillonnée
et d’'un modéle mutationnel a deux phases [31], pour les marqueurs microsatellites typés. C’est
la premiére fois qu'une méthode probabiliste exacte incorpore pour les microsatellites un modéle
mutationnel autorisant des sauts.

Le modéle démographique et mutationnel est exploré. L’analyse de jeux de données simulés
permet d’illustrer et de comparer la loi a posteriori des paramétres pour des scénarios histo-
riques : par exemple une stabilité démographique, une croissance exponentielle et une fondation-
explosion. Une typologie des lois a posterior: est proposée. Des recommandations sur 1'effort
de typage dans les études empiriques sont données : un unique marqueur microsatellite peut
conduire & une loi a posteriori trés structurée. Toutefois, les zones de forte densité a posteriori
représentent des scénarios de différents types. 50 génomes haploides typés & 5 marqueurs mi-
crosatellites suffisent en revanche a détecter avec certitude (99% de la probabilité a posteriori)
une histoire de fondation-explosion tranchée (figure page 2). Les conséquences de la violation
des hypothéses du modéle démographique sont discutées, ainsi que les interactions entre pro-
cessus et modéle mutationnel. En particulier, il est établi que le fait de supposer un processus
mutationnel conforme au modéle SMM, alors que ce processus est de type TPM, peut générer
un faux signal de déséquilibre génétique. La modélisation des sauts mutationnels permet de
supprimer ce faux signal.

La méthode est succinctement appliquée a 1’étude de deux histoires de fondation-explosion :
I'introduction du chat Felis catus sur les iles Kerguelen et celle du surmulot Rattus norvegi-
cus sur les iles du large de la Bretagne. Il est d’abord montré que la méthode fréquentiste
développée par Cornuet et Luikart (1996) ne permet pas de détecter les fondations récentes et
drastiques qu’ont connu ces populations. Cela est vraisemblablement da a des effets contraires
de la fondation et de I'explosion, sur les statistiques utilisées dans cette méthode. La méthode
bayésienne ne détecte pas non plus la fondation si I'on force une histoire démographique en
marche d’escalier, pour la méme raison. La fondation et I’explosion deviennent détectables si le
modéle démographique les autorise. Toutefois, les dépendances entre les paramétres du modele
empéchent de les inférer marginalement avec précision. Toute information a prior: sur un pa-
ramétre contraint fortement les valeurs des autres paramétres. Ce constat confirme le potentiel
de populations d’histoire documentée pour ’estimation indirecte des paramétres d’un modéle
de mutation des marqueurs.
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Introduction

L’histoire du vivant est une succession de spéciations, de colonisations, d’invasions, de rem-
placements d’espéces par d’autres, d’extinctions [111]. La démographie des espéces, c’est a dire
les variations de leurs effectifs, est au coeur de cette histoire, et de son interprétation en termes
d’évolution. La théorie darwinienne de 1’évolution repose en effet sur le fait que le vivant a
une tendance intrinseéque a la croissance démographique alors que les ressources sont limitées,
avec pour conséquence directe la sélection naturelle [27, 158|. Dans la théorie synthétique de
I’évolution, les effectifs déterminent l'intensité de la force de tri neutre qu’est la dérive [61].

La compréhension des mécanismes de 1’évolution suppose de considérer les espéces au sein
des écosystémes, et en particulier au sein des communautés d’espéces. La mise en place des
communautés et leurs changements de composition, spatiaux et temporels, ont en effet des
conséquences évolutives importantes [1]. La question de la dynamique des communautés est
de plus motivée par des préoccupations de gestion de la diversité biologique. En effet, les éco-
logues sont fortement sollicités pour prédire les conséquences d’introductions ou de disparition
d’espéces dans les écosystémes [1], dans un contexte de forte pression humaine sur I’environne-
ment. Des études théoriques permettent d’explorer les conséquences possibles des changements
de composition des communautés. Des études empiriques permettent ensuite d’identifier, parmi
les effets possibles, ceux qui effectivement se produisent dans les populations naturelles. Les
questions posées dans ces études empiriques sont de nature historique : comment se sont mises
en place les relations entre espéces? Quelles ont été les conséquences de la disparition de cer-
tains maillons des réseaux trophiques ? Les processus coévolutifs ont-il joué un réle majeur dans
I’établissement des communautés ? La démographie est de nouveau un élément de réponse clef :
les effectifs des espéces en présence sont en effet des facteurs qui déterminent les pressions sé-
lectives au sein des écosystémes. Les conséquences de ’ajout ou du retrait d’'une espéce sur les
autres espéces d’'une communauté sont de nature démographique (modification de leurs effectifs
relatifs et absolus). Enfin, les effectifs sont le matériau sur lequel agissent les forces évolutives
qui modélent les communautés (mutation, dérive, sélection, migration).

L’étude de la démographie dans une perspective historique participe donc a la compréhension
des processus évolutifs. Les milieux insulaires sont un laboratoire de 1’évolution tout désigné
pour la partie empirique de cette étude |3, 44, 11, 12|. Plusieurs caractéristiques qui leur sont
propres peuvent en effet étre mises a profit : (i) Les iles sont des espaces bien délimités, parfois
de petite taille et d’habitat relativement homogene. (ii) Du fait de leur faible surface et de leur
isolement, elles abritent des communautés simplifiées, plus faciles & modéliser. (iii) Les milieux
insulaires connaissent des introductions volontaires ou fortuites d’espéces, qui souvent peuvent
étre datées et localisées. (iv) Ces introductions se soldent parfois par des événements d’invasion
explosifs, et une évolution rapide des communautés. (v) Enfin, la richesse des communautés in-
sulaires en espéces endémiques motive des tentatives de controle voire d’éradication des espéces
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invasives, qui constituent des expériences grandeur nature.

Trois espéces du genre Rattus ont été introduites par ’homme dans plus de 80% des iles
du monde, avec des conséquences souvent importantes sur les écosystémes insulaires [3|. Para-
doxalement, on sait peu de choses sur la dynamique de ces invasions, et sur les modalités de
perturbation des écosystémes. Pourtant, la diversité des types d’écosystémes colonisés par ces
rats et la présence dans le genre Rattus de plusieurs espéces invasives et non invasives, devrait
permettre par une approche comparative d’identifier des facteurs qui favorisent I’invasion.

Lors de mon DEA, je me suis intéressée aux populations introduites du surmulot Rattus
norvegicus dans des iles bretonnes, parmi lesquelles des réserves naturelles. Les questions po-
sées étaient les suivantes. Depuis quand R. norvegicus est-il présent sur ces iles ? Quelles ont
été les modalités d’introduction ? Les introductions ont-elles coincidé avec le déclin d’espéces
autochtones ? Répondre a ces questions nécessite de croiser les résultats d’approches variées : le
fonctionnement actuel des communautés doit étre étudié ; les rares témoignages doivent étre en-
tendus; les signatures des événements passés doivent étre recherchées : restes fossiles éventuels,
perturbations de la faune parasitaire, signatures génétiques des variations d’effectif passées. Un
travail préliminaire a consisté & caractériser génétiquement les populations. La différenciation
d’une ile & 'autre & des marqueurs microsatellites s’est avérée extrémement forte, et la diversité
sur la plupart des iles trés réduite. De ces informations génétiques, il a été possible de déduire
que les populations insulaires ont vraisemblablement été fondées indépendamment par un petit
nombre d’individus, sans migrations ultérieures efficaces. I’éradication du surmulot program-
meée sur certaines iles avait donc de bonnes chances d’étre durable, en I’absence de recolonisation
depuis les iles voisines.

Toutefois, I’étude de structuration génétique ne permettait pas d’exclure que la faible diver-
sité et la différenciation observées soit dues a une dérive génétique post-fondation. Seule une
modélisation de ’histoire généalogique des génes pouvait permettre de trancher et de quantifier
les effets relatifs sur la diversité génétique (i) de la diversité dans les populations sources, (ii) du
nombre de fondateurs et (iii) de la forme de la reprise démographique. La variabilité génétique
observée dans une population est potentiellement trés informative car elle enregistre —avec
perte d’information— I’histoire démographique de la population (variations d’effectif passées,
migrations, événements sélectifs), son fonctionnement (systémes de reproduction, cycle de vie
de l'espéce) et 'histoire mutationnelle des marqueurs moléculaires.

On peut reconstituer plus précisément une histoire démographique si l’on dispose d’informa-
tions sur le processus mutationnel. A I'inverse, les populations dont I’histoire démographique est
bien connue peuvent nous informer sur le processus mutationnel. En ce qui concerne les popu-
lations insulaires bretonnes du surmulot, les données démographiques non génétiques sont plus
ou moins complétes. La date de I'introduction et 1’effectif précis au moment de 1’échantillonnage
sont tous deux connus pour 1'ile Trielen. Cela suggére la possibilité d’inférer les paramétres d’un
modéle mutationnel d’aprés la population de rats de Trielen, puis d’utiliser cette information
pour mener des inférences démographiques sur les autres iles, avec des motivations de biologie
de la conservation.

Pour cela, une méthode statistique autorisant ’incorporation des informations a priori, et
des incertitudes sur ces informations, est nécessaire. Les méthodes bayésiennes, dont le principe
fondateur est ancien (Bayes, 1701-1761; Laplace 1749-1827) sont toutes désignées pour cela.
Au début de ma thése, ces méthodes commencaient tout juste & faire leur apparition dans
le domaine de l'inférence démographique. J’avais été particuliérement marquée pendant mon
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DEA par un article de 1998 de I. Wilson et D. Balding [154], qui traitait de populations
stables, de microsatellites liés, mais me semblait faire des choix intéressants du point de vue
de la méthodologie statistique. Un an plus tard, un article de M. Beaumont [6] présentait une
méthode proche, mais permettant le traitement de loci microsatellites indépendants, avec un
modéle démographique autorisant une variation d’effectif. Cette méthode, implémentée dans
le programme msvar0.4.2b.c, était inutilisable en ’état sur mes données, car elle supposait
un modéle de variation d’effectif monotone, alors que les populations insulaires du rat ont
manifestement connu un fort effet fondateur avant 1'invasion.

Le probléme de l'estimation des paramétres d’une fondation-explosion n’est pas spécifique
aux cas discutés ci-dessus. Il se pose fréequemment dans la littérature d’écologie évolutive |24,
83, 86, 122, 146], en particulier en biologie de la conservation. L’objectif de cette thése est
de contribuer a I’étude de ce probléme général, en proposant une méthode pour I'inférence de
variations d’effectif de type fondation-explosion dans les populations, & partir de données de
typage a des marqueurs trés utilisés, les microsatellites. Cette méthode est une extension de
celle proposée en 1999 par M. Beaumont [6]. Les conséquences des fondation-explosion sur la
diversité des microsatellites y sont étudiées, et les limites liées aux jeux de données et aux
modéles démographique et mutationnel y sont envisagées. La méthode y est appliquée a ’étude
de deux histoires de fondation-explosion documentées : 'introduction du chat sur I’archipel des
Kerguelen et celle du rat dans les iles du plateau continental breton.
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Premiére partie

Motivations et outils pour I’étude des
fondation-explosion
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Une fondation-explosion consiste en une diminution d’effectif (ou fondation, ou crash), suivie
d’une explosion démographique (ou flush). Une fondation-explosion se produit chaque fois que
quelques particules infectieuses colonisent un hote et s’y multiplient, quand une nouvelle aire
géographique est colonisée avec succés par un petit groupe d’individus, ou encore lorsque les
conditions extérieures ramener temporairement, les effectifs d’une population & quasiment zéro.
L’effondrement peut ainsi étre lié a des contraintes environnementales, & des interactions entre
especes ou a des mouvements migratoires. La reprise démographique est une tendance intrin-
seque des espéces placées dans un milieu favorable. Selon les espéces, les fondation-explosion
peuvent étre des accidents isolés, ou au contraire étre la régle dans un cycle vital (voir encarts
page 25). Dans le chapitre 1, nous développerons les motivations pour I’étude de la génétique
des fondation-explosion : ces événements sont fréquents dans I’histoire du vivant, et peuvent
avoir des conséquences évolutives importantes.

L’étude de la génétique des fondation-explosion peut emprunter deux grandes voies. L’une
est exploratoire, visant & comprendre les effets des variations d’effectif sur la diversité génétique
et sa distribution ; I'autre est inférentielle, visant & déterminer d’aprés la diversité quelle a été
I'histoire des variations d’effectif des populations (figure 4).

Approche exploratoire

Forces évolutives Diversité génétique
Dérive Fréquences alléliques
Sélection
Migration Hétérozygotie
Mutation Nombre d’alléles

Approche inférentielle

Fi1G. 4: Approches exploratoire et inférentielle pour étudier les relations entre forces évolutives et di-
versité biologique. Dans l’approche exploratoire, on quantifie les conséquences génétiques de différents
régimes de forces évolutives. Dans [’approche inférentielle, on cherche a déduire les forces évolutives de
l’observation de la diversité.

Les études exploratoires (voir [83] et références incluses) ont montré que des caractéristiques
importantes de la fondation sont la diversité dans la population d’origine des fondateurs, le
nombre d’individus fondateurs et la forme de la reprise démographique, dont dépend in fine la
constitution génétique de la population fondée. Lorsqu’il s’agit d’inférer les paramétres d’une
fondation-explosion & partir de données de diversité génétique, des problémes se posent. Premié-
rement, dans quelle mesure peut-on distinguer les effets génétiques d’une fondation-explosion,
de ceux d’autres événements réducteurs de diversité comme les événements sélectifs ? Le choix de
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plusieurs marqueurs moléculaires neutres, bien répartis dans le génome, permet d’augmenter la
probabilité que les événements détectés soient bien de nature démographique [46]. Deuxiément,
une fondation-explosion est la concaténation de variations d’effectif en sens contraire; dans
quelle mesure les signatures génétiques des deux événements interférent-elles? Un jeu de don-
nées de taille moyenne contient-il assez d’information pour permettre des inférences précises
sur les différentes phases d’une fondation-explosion? Avant d’aborder ces questions dans la
partie 11, nous rappellerons dans le chapitre 2 le lien généalogique entre variations d’effectif et
diversité génétique, lien qui fonde les méthodes d’inférence démogénétique. Nous présenterons
au chapitre 3 les outils et méthodes actuellement disponibles, pour I’étude du lien entre diversité
génétique et variations d’effectif.
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Introductions en série chez le crapaud Bufo marinus

Le crapaud géant Bufo marinus est autochtone en Amérique équatoriale. Pour des motivations de
lutte biologique, il a été introduit volontairement dans des iles tropicales, dés le début du 191me
siécle. 11 est actuellement invasif sur le continent australien, ou il est parvenu au terme d’une
histoire d’introductions en série remarquablement bien documentée [33]. Des individus originaires
des Guyanes frangaise et anglaise ont été introduits successivement aux iles Barbades (1833), a
la Jamaique (1844), puis & Puerto Rico (1923), sur les iles Hawai (1932), et enfin au nord de
I’Australie en 1935.

A chaque événement d’introduction, quelques dizaines d’individus sont concernés (e.g. 40 & Puerto-
Rico, 150 sur Hawai). Les quelques 10000 oeufs pondus annuellement par chaque femelle alimentent
les premiéres générations, les plus nombreuses. Puis la population se stabilise & un effectif moindre.
Une introduction comporte donc une fondation, une explosion extrémement rapide, puis une sta-
bilisation de la population & un effectif intermédiaire.

Les translocations d’espéces dues aux activités humaines sont une cause majeure de perturbation
des écosystémes [153, 123]. Il est donc important de comprendre la dynamique des invasions,
et pour cela, de disposer de méthodes d’inférence sur le processus d’invasion (lire [39] pour une
application au cas spécifique de Bufo marinus). Les paramétres intéressants a inférer peuvent étre
la date de l'introduction, le nombre d’individus fondateurs ou encore la dynamique de la reprise
démographique [123].

Fondation-explosion et passage de I’hiver chez le puceron Pemphigus bursarius

Cette espéce de puceron des régions tempérées, responsable de la galle du peuplier, connait un cycle
annuel synchronisé sur les saisons, avec des variations d’effectif importantes. Au début du prin-
temps, ’espéce n’existe que sous la forme d’oeufs qui ont passé ’hiver sous 1’écorce des peupliers.
Cette forme de résistance éclét en autant de femelles fondatrices. Chacune injecte dans une feuille
de peuplier un facteur de croissance qui entraine la formation d’une galle. La fondatrice y met
au monde par parthénogenése de l'ordre de 200 filles ailées. Une fois adultes, celles-ci s’envolent,
colonisent des champs de laitue, et continuent la reproduction parthénogénétique en produisant
des femelles aptéres et souterraines. En quelques générations, la population souterraine atteint des
effectifs trés importants. A la fin de ’été, la derniére génération sort de terre et développe des ailes,
ce qui lui permet de rejoindre les peupliers. Elle produit parthénogénétiquement une génération
d’individus maéles et femelles. C’est le seul stade du cycle annuel o les méales apparaissent. Aprés
fécondation, chaque femelle dépose un unique oeuf sous I’écorce d’un peuplier, ce qui permettra le
passage de la mauvaise saison.

Cette espéce de puceron connait donc annuellement des expansions clonales par parthénogenése
pendant la période de végétation, puis des goulots d’étranglement démographique pendant I’hiver.
La compréhension des traits d’histoire de vie des espéces (e.g. alternance de la reproduction sexuée
et asexuée dans ce cas) en relation avec les conditions de ’environnement nécessite une connaissance
de leurs variations d’effectif.
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Chapitre 1

Importance biologique des
fondation-explosion

Les fondation-explosion sont intéressantes d’un point de vue théorique, car il s’agit événe-
ments démographiques aux conséquences génétiques plus complexes que des changements mono-
tones d’effectif. Comprendre les conséquences génétiques des fondation-explosion a de plus des
applications dans le domaine de la théorie de la spéciation et en biologie de la conservation. En-
fin les populations ayant connu une fondation-explosion documentée fournissent I’opportunité
d’estimer les paramétres de modéles mutationnels, & partir de données génétiques population-
nelles.

1.1 Fondation-explosion et cladogenése

On distingue classiquement deux types de processus évolutifs : ’anagenése, qui correspond
a I’évolution le long des lignées phylétiques, et la cladogenése, ou bifurcation d’une seule lignée
phylétique en plusieurs (typiquement deux). La cladogenése, ou spéciation, donne par définition
naissance a de nouvelles espéces. De nombreux modéles de spéciation, non exclusifs, ont été
proposés (figure 1.1). Trés schématiquement, on distingue [92, 100] des modéles qui mettent en
jeu la disjonction entre les aires de répartition des futures espéces (modéles de spéciation allo-
patrique) et des modéles qui envisagent la cladogenése sans séparation géographique (modéles
de spéciation sympatrique). Dans tous les cas, les flux de génes efficaces entre deux groupes
doivent étre interrompus pour donner des lignées définitivement divergentes. L’importance re-
lative des deux grandes familles de spéciations dans la genése de la biodiversité est difficilement
évaluable, mais le mode allopatrique est plus facile a appréhender.

En allopatrie, le temps joue en faveur de la spéciation : par le jeu de la mutation, de la
dérive et de la sélection, les groupes d’individus séparés divergent génétiquement sur ’ensemble
de leurs caractéres, et en particulier sur ceux qui déterminent la compatibilité reproductrice
(comportement, morphologie, organisation du génome). L’isolement reproducteur est donc un
sous-produit de la divergence. Les variations d’effectif déterminent la vitesse de la dérive, et
le potentiel d’action de la sélection naturelle. C’est sur cette base qu’ont été proposées des
précisions du modéle de spéciation allopatrique. Certaines supposent que les populations en
cours de spéciation sont toutes deux de grande taille, & tous les instants de leur séparation
jusqu’a la spéciation accomplie (modéles en “haltére”, terme qui traduit I’équivalence entre
les deux nouvelles espéces). La validité des modéles de spéciation allopatrique en haltére fait
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I'unanimité, et le mécanisme en jeu est principalement la divergence adaptative [100]. Les
données empiriques abondent sur des spéciations de ce type —les spéciations écologiques—,
suite a la formation de barriéres géographiques. Des modéles plus controversés supposent que
I’'une au moins des deux populations a subi une réduction d’effectif, transitoire mais drastique
(modéles de spéciation par fondation-explosion). Des mécanismes de spéciation rapide faisant
intervenir une ou plusieurs fondations ont été proposés successivement par E. Mayr [91, 93],
H. Carson [19, 20| ou encore A. Templeton (e.g. [147]). Dans les modéles envisagés, un petit
nombre d’individus fondateurs sont géographiquement isolés de leur population d’origine, de
grande taille et d’évolution lente. Le groupe fondateur connait une explosion démographique
dans son aire géographique d’accueil. Effet d’échantillonnage initial et intensité (supposée) de
la dérive génétique dans le groupe fondateur conduisent & une forte différenciation entre le
groupe source et le groupe fondé. Des effets sélectifs peuvent provoquer une transition de pic
adaptatif dans la population fondée, avec pour résultat l’isolement reproducteur. Un lien a
été proposé entre la spéciation par fondation-explosion (a partir d’isolats périphériques d’une
grande population) et la théorie des équilibres ponctués ([34, 54|, mais [|). Les périodes de stase
et les ponctuations observées dans certains registres fossiles pourraient en effet correspondre
au remplacement périodique d’une espéce de large effectif par une nouvelle espéce, fondée en
périphérie par un petit groupe issu de 'espéce initiale, puis invasive. Barton [5] a pointé des
faiblesses des modéles de spéciation par fondation-explosion tels que formulés par Mayr, Carson
et Templeton, qui selon lui rendent ces modéles peu plausibles. Dans ces modéles, I’accent est le
plus souvent mis sur les conséquences génétiques de la fondation-explosion : en particulier, les
changements de pressions sélectives sont vus par E. Mayr comme résultant de 'augmentation
d’homozygotie, par H. Carson comme dus a I’explosion démographique, et par A. Templeton
comme des conséquences de la consanguinité. Le possible role de la sélection divergente par
Ienvironnement a été négligé par les différents auteurs |21].

La question de savoir si les fondation-explosion, par leurs effets génétiques ou écologiques,
favorisent la spéciation est une question ouverte. Pragmatiquement, déterminer la pertinence
des modéles de fondation-explosion pour la formation de nouvelles espéces nécessite (i) une
analyse théorique, (ii) des études expérimentales en laboratoire et (iii) des études empiriques
dans des populations naturelles en cours de spéciation.

(i) Les modéles de spéciation par fondation-explosion cités précédemment manquent de ri-
gueur [5], mais en 1996, M. Slatkin [133]| a défendu dans un article théorique le principe selon
lequel les fondation-explosion peuvent accélérer la spéciation. Pour cela, il a formulé dans des
termes de génétique des populations classique les processus génétiques dans une population
en croissance rapide, initialement fondée par un petit nombre d’individus. Il a montré qu’une
fondation-explosion crée des conditions favorables a une évolution rapide de la population fon-
dée, et donc éventuellement & la spéciation. La base de son raisonnement est la suivante. A la
fondation, la dérive génétique est la force évolutive majeure, et rend invisibles les différences
sélectives entre génotypes. Dans la phase de croissance, la dérive est au contraire relativement
faible, méme si D'effectif initial de la population est petit. En conséquence, la sélection sera
fortement opérante pendant la croissance démographique. Des alléles ou des combinaisons d’al-
léles en faible fréquence initiale peuvent étre fixés par sélection plus efficacement et rapidement
qu’ils ne le seraient dans une population de taille constante (quelle que soit cette taille d’ailleurs,
petite ou grande). Pour peu que la population post-fondation soit dans le domaine d’attrac-
tion d’un pic adaptatif différent de celui de la population source (par effet d’échantillonnage), la
croissance démographique augmentera la probabilité de rejoindre effectivement ce pic adaptatif.
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Spéciation allopatrique en haltére

Espéece 1

Espéce 2

Spéciation allopatrique avec fondation
Espéce 1

Espece 2

@

Spéciation sympatrique

Espece 1 Espéce 2

Fi1G. 1.1: Principaur modéles de spéciation. Dans la spéciation allopatrique en haltére, l'aire de répar-
tition d’une espéce se trouve disjointe par une barriére géographique. Au moment de la séparation, les
deuz groupes ont des compositions génétiques proches. La dérive et la divergence adaptative conduisent
avec le temps o une différenciation des deux futures espéces. Dans les modéles de spéciation allopatrique
avec effet fondateur, un groupe de faible effectif est séparé du reste de [’espéce, et reste éventuellement
en périphérie de son aire de répartition (spéciation péripatrique). Le groupe fondé est d’emblée géné-
tiguement différencié de l’espéce d’origine. La sélection et la dérive accentuent cette différenciation.
Une fois la spéciation accomplie, ’espéce dont Ueffectif est demeuré important a peu divergé de l’espéce
ancétre, au contraire de l’espéce qui a connu [’effet fondateur. Dans les modéles de spéciation sympa-
trique, l'isolement reproducteur s’installe sans séparation géographique entre les deux futures espéces.
Cet isolement peut étre pré-zygotique (dates de floraison différentes, modifications du comportement de
cour) ou post-zygotique (remaniements chromosomiques, changements de ploidie).
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(ii) Les résultats expérimentaux (listés dans [121]), réalisés essentiellement sur la drosophile
ne permettent pas de conclure clairement sur I’existence d’une relation entre fondation-explosion
et spéciation.

(iii) La derniére section de I’article de M. Slatkin [133] donne ’idée d’un test pour la détection
de séquences démographiques de type fondation-explosion. La méthode proposée utilise le fait
que la fondation crée un fort déséquilibre de liaison entre positions du génome ayant des alléles
rares dans la population source. La phase de croissance préserve ce déséquilibre, d’autant plus
longtemps que la recombinaison entre sites est faible. Il est donc théoriquement possible de
tester une histoire de fondation-explosion, par calcul du déséquilibre de liaison a des sites liés
(idéalement les sites variables le long d’'une méme séquence). Toutefois, une comparaison avec
la population source est nécessaire pour déterminer si les positions en déséquilibre y portent
effectivement des alléles rares, ce qui rend le test inutilisable dans la plupart des cas. Comme
annoncé, la partie II du présent document propose une méthode de détection des fondation-
explosion qui exploite des données de comptage allélique a des marqueurs microsatellites non
liés. Cette méthode pourrait servir a tester si des espéces en formation ont connu une fondation-
explosion récente.

Au dela de I’étude des fondation-explosion, les progrés méthodologiques dans le domaine de
I’inférence démographique permettent d’aborder des modéles de plus en plus proches de modéles
de spéciation (notamment des modéles de fission de population, e.g. [98]). L’application récente
de ces méthodes a des données empiriques a permis de faire le lien entre les relations phylogéné-
tiques —a I’échelle interspécifique— et les relations généalogiques entre copies physiques d’'un
marqueur moléculaire —a toutes les échelles de 'intrapopulationnel & I'interspécifique |18, 79|.

1.2 Fondation-explosion et biologie de la conservation

Les patrons de variation a des marqueurs moléculaires sont influencés par des facteurs démo-
graphiques importants pour le gestionnaire et le généticien de la conservation [82, 94|, comme
Peffectif efficace, les variations d’effectif et les flux migratoires. Les marqueurs génétiques sont
donc potentiellement informatifs sur 'histoire et le fonctionnement des populations, intégrés sur
le moyen et le long terme. Exploiter cette information nécessite le développement de méthodes
d’inférence adaptées aux questions de biologie de la conservation. S’agissant par exemple des
déclins de populations, les plus importants a détecter pour un généticien de la conservation
sont les plus drastiques et les plus récents. En effet, ils sont les plus susceptibles de poser des
problémes génétiques aux populations concernées, notamment par mise & ’état homozygote
d’alléles délétéres récessifs. Si de tels déclins sont détectés & temps. des mesures d’amélioration
de I’habitat ou I'apport d’immigrants peuvent encore étre efficaces, pour éviter une trop forte
perte d’hétérozygotie et de variation quantitative.

J.-M. Cornuet et G. Luikart [24] ont développé des tests pour I'identification de populations
ayant connu un déclin. Ces tests sont implémentés dans le programme BOTTLENECK [105]. Ils
utilisent le fait que suite & un déclin d’effectif, des alléles rares sont perdus, plus rapidement que
les alléles fréquents [88, 89|, ce qui conduit & un excés transitoire d’hétérozygotie par rapport a
ce qu'impliquerait le nombre d’alléles dans une population & ’équilibre démographique et géné-
tique. Ces tests ont été évalués sur des jeux de données simulés [24] et sur des données provenant
de populations naturelles dont le déclin est documenté [86]. Leur puissance est bonne, et méme
trés bonne pour les déclins intenses et relativement récents. Une méthode graphique, d’usage
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élémentaire, a été proposée pour le méme objectif [85]. Cette méthode se base sur la forme de la
distribution de fréquences alléliques : dans une population & I’équilibre mutation-dérive, la ma-
jorité des alléles sont en faible fréquence. Dans une population ayant connu un déclin marqué,
le mode de la distribution est déplacé vers une classe de fréquence intermédiaire. On dispose
donc d’outils relativement efficaces et simples d’usage pour la détection de déclins. Cette effica-
cité dépend toutefois fortement du processus mutationnel des marqueurs moléculaires utilisés,
et de la forme de la courbe démographique historique. Par exemple, lorsque un bottleneck est
transitoire, la phase d’explosion qui suit le déclin risque d’effacer les signatures de ce déclin
(e.g. [83] et résultats non-publiés de J.-F. Cosson). Or le conservateur peut souhaiter savoir si
une population passe par des goulots d’effectif pendant lesquels le risque d’extinction pour des
raisons démographiques est fort. La méthode présentée dans la partie II permet de détecter
des bottlenecks méme suivis de reprise démographique, et d’en inférer les caractéristiques (voir
aussi [39]).

1.3 Fondation-explosion et information mutationnelle

L’étude des conséquences génétiques des variations d’effectif (ou plus généralement, des forces
de tri de I’évolution), ne peut étre séparée de celle de la mutation, source de la variation sur
laquelle s’effectue le tri. La pertinence de bien des méthodes utilisées en génétique des popula-
tions dépend de la facon dont est modélisé le processus mutationnel. Malheureusement, celui-ci
est difficile d’accés. On peut chercher & observer directement les mutations, par exemple par
typage de paires mére-enfant ou par typage dans des lignées maintenues selon des modalités de
croisement controlées [26, 130, 148]. Ces méthodes sont extrémement lourdes. En effet, pour un
marqueur de taux de mutation 1075, le typage de 10° paires mére-enfant conduira a I’observa-
tion de seulement 10 événements mutationnels en espérance, bénéfice bien maigre lorsqu’il s’agit
de se faire une idée de la distribution des types de mutations |36, 157, 149, 63|. Les potentia-
lités d’approches indirectes, populationnelles, pour s’informer sur le processus mutationnel des
marqueurs, ont été tot remarquées [66]. Elles sont particuliérement prometteuses dans les cas
ou I'histoire démographique des populations est connue, tout simplement parce que la diversité
neutre dépend de la démographie et de la mutation, et que la connaissance de 1'un réduit la
variance des estimateurs de l'autre.

Les fondation-explosion sont doublement intéressantes dans ce contexte. Premiérement, elles
font partie des histoires démographiques pour lesquelles on dispose de cas documentés (es-
peéces introduites et invasives en milieu insulaire, réintroductions d’espéces protégées remarqua-
blement bien suivies du point de vue démographique, avec parfois des prélévements réguliers
d’échantillons). Deuxiémement, leur démographie est beaucoup plus contraignante qu’une his-
toire d’effectif stable, du fait de la réduction de diversité au moment de la fondation. Une
question se pose toutefois : dans quelle mesure les incertitudes sur la constitution de la popula-
tion ancestrale, et sur les modalités de reprise démographique suite a la fondation minent-elles
cet espoir de tirer de données populationnelles des informations sur les modalités de mutation
des marqueurs ?
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Chapitre 2

Approche démogénétique pour I’étude des
fondation-explosion

2.1 Cadre conceptuel de la démogénétique

Les pionniers de la génétique des populations se sont d’emblée interessés au lien entre démo-
graphie et diversité génétique [88, 89]. Les conséquences génétiques des modes de reproduction,
des variations d’effectif, ou de la structuration des populations ont été explorées et continuent de
I’étre. Toutefois, du simple fait de la complexité des études hors équilibre [57], ’essentiel des ré-
sultats de génétique des populations classique repose sur I’hypothése d’un équilibre dynamique
entre forces évolutives.

La construction par J.F.C. Kingman d’un objet mathématique qui décrit les généalogies
de génes —le coalescent standard, ou n-coalescent—, a considérablement simplifié I’étude des
déséquilibres génétiques, d’un point de vue analytique aussi bien que numérique. L’approche
par coalescence, qui considére I’histoire d’un échantillon de génes en remontant dans le temps, a
permis la réinterprétation simple de résultats obtenus & grand peine par des approches classiques
(Pexemple d’usage est la réinterprétation de la formule d’échantillonnage de Ewens [61]). Le
coalescent a relancé 1’étude des relations entre le passé démographique des populations et leur
diversité génétique, et a fondé la démogénétique moderne.

Jusqu’a présent, en démogénétique, la modélisation démographique est toujours restée simple
(des démographes diraient méme simpliste) : on n’inclut généralement pas explicitement des
caractéristiques telles que la structuration en classes d’age ou le sexe. La raison de cette sim-
plification est double. (i) Dans ses débuts, une discipline comme la démogénétique traite préfé-
rentiellement de situations simples. Leur bonne compréhension fournit une base de travail et de
comparaison pour des modéles plus réalistes. (ii) L’intégration des subtilités démographiques
autrement que par l'usage de paramétres synthétiques est techniquement délicate. Elle est pos-
sible dans le domaine exploratoire (lire par exemple les théses de F. Austerlitz [4] et de A. Sibert
[132]), mais reste hors de portée dans les approches inférentielles qui nous concernent, pour des
raisons —liées au calcul de vraisemblance— qui seront explicitées plus loin.
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2.1.1 L’approche par coalescence, un changement de perspective
La génétique des populations, traditionnellement prospective

La génétique des populations classique pose des questions de type prospectif : quelle di-
versité peut-on attendre dans une population sous un régime de reproduction donné, pour un
modéle de mutation, de migration, de sélection donné? On s’est d’abord intéressé a la genése
de la variabilité génétique dans les populations en considérant la transmission du génome de
parents a descendants. Cette approche respecte 1’écoulement du temps dans le sens usuel, et
permet de modéliser plus ou moins explicitement la reproduction. Le plus célébre et le plus
répandu des modéles démographiques utilisés pour modéliser 1’évolution des populations est
le modéle de Wright-Fisher (encart page 32). Ce modéle fait partie de la grande famille des
modéles échangeables [76], pour lesquels tous les individus sont équivalents. L’approximation
du comportement de ces modéles, notamment par I'usage de la théorie de la diffusion, a donné
des résultats remarquables (travaux de ’école de Kimura; voir aussi le livre de référence de
Ewens [40]). Il faut distinguer les résultats qui concernent les populations dans leur ensemble,
et les résultats qui concernent des échantillons tirés de ces populations. Ces derniers sont géné-
ralement plus délicats & obtenir, mais plus directement utilisables pour comprendre la diversité
telle qu’on 'observe dans des échantillons de populations.

Le modéle de Wright-Fisher

La génétique des populations est une théorie mathématique de 1’évolution, qui permet de quantifier les
effets de forces évolutives sur la diversité des populations naturelles. Elle procéde par la modélisation de
ces forces évolutives, dans des populations théoriques nécessairement simplifiées, et par la comparaison des
prédictions de ces modéles avec des données empiriques.

Le modéle de base de la génétique des populations, appelé modéle de Wright-Fisher, considére une po-
pulation idéale aux caractéristiques suivantes : elle comporte un nombre N constant d’individus diploides
(ce qui correspond & 2N copies de chaque génes). Les générations ne sont pas chevauchantes, et chacune
est générée selon des croisements pangamiques. Cela revient a ce que le géne parent de chaque géne de la
génération (n + 1) soit tiré uniformément avec remise parmi les génes de la population n. La population
est close (elle ne recoit pas de migrants) et tous les individus ont la méme espérance de reproduction (il
n’y a pas de sélection naturelle).

[0OQ 00000 Q 0000 QO0 00 90 | génération parente n

[ OO0 000000 000340 D OO 0O | génération descendante n + 1

Le modéle de Wright-Fisher fournit une base de comparaison pour des modéles plus réalistes, incluant
une spatialisation par exemple. Ce modéle standard peut-étre approché, lorsque N tend vers o0, par des
modéles en temps continu : modéles de diffusion [156, 72] et coalescent de Kingman [77]. Dans ces deux
limites du modéle de Wright-Fisher, 'unité de temps naturelle est 2NV générations.
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Le processus de coalescence, réinterprétation des modéles prospectifs discrets

Les travaux de Kingman au début des années 80 ont déclenché un véritable changement de
point de vue de la génétique des populations, de prospectif a rétrospectif (voir [78, 144] pour
un commentaire historique). Nous illustrons ici ce changement de perspective en réinterprétant
le modéle prospectif de Wright-Fisher dans la logique coalescente.

Considérons une population de 2N génes transmis de génération en génération conformément
au modele de Wright-Fisher. Chaque génération est formée par échantillonnage uniforme avec
remise de 2N génes parents a la génération précédente (encart page 32). Le nombre de génes
qui proviennent d’un géne particulier de la génération ancétre est donc distribué selon une loi
binomiale & 2N répétitions d’un événement de probabilité 1/2N, ce qui mathématiquement
équivaut a dire que la loi jointe du nombre de descendants produits par chacun des 2N génes
ancétres est une loi multinomiale symétrique (|67], cité par [132]). Considérons maintenant les
relations généalogiques obtenues par la répétition de ce processus sur plusieurs générations.
De facon prospective, on observe la bifurcation des lignées lorsqu’un géne a strictement plus
d’un descendant a la génération suivante, et I'extinction des lignées lorsqu’un géne ne laisse
aucun descendant. Au bout d’'un nombre suffisant de générations, seul un gene de la génération
considérée au départ conserve des descendants. Cela correspond au processus de dérive. De
fagon rétrospective, la dérive revient a une fusion (ou coalescence) des lignées ancestrales de
deux ou plusieurs génes lorsqu’ils ont le méme géne ancétre (figure 2.1 page 34). Le nombre de
lignées ancestrales d’un échantillon de n génes ne peut donc que diminuer lorsqu’on remonte
dans le temps, jusqu’a finalement atteindre 1, & partir de la génération de ’ancétre commun le
plus récent (MRCA) de I’échantillon.

Ajoutons & cette vision rétrospective du modéle de Wright-Fisher deux remarques et leurs
conséquences méthodologiques. (i) Des variants neutres & un locus ont, par définition, le méme
succés reproducteur (en espérance) que les autres alléles a ce locus. On peut donc manipuler
les arbres généalogiques a un locus dont les variants sont neutres sans se préoccuper des états
alléliques le long des généalogies. L’affectation d’états alléliques peut se faire dans un second
temps, par surimposition sur des généalogies vierges, selon un modéle mutationnel pertinent
pour le type de marqueurs considéré. (ii) Seuls comptent, dans I’histoire de la population, les
génes qui ont effectivement eu des descendants dans ’échantillon que I’on considére. Les autres
n’interviennent qu’en constituant les effectifs passés de la population, effectifs dont dépend tout
de méme la probabilité pour deux génes d’avoir un ancétre commun a la génération précédente.
Ces deux remarques sont particuliérement importantes si ’on s’intéresse & la simulation de
jeux de données. Une simulation selon le modéle de Wright-Fisher prospectif nécessite a chaque
génération le tirage aléatoire de la totalité des individus a la génération suivante. Les individus
héritent de la classe allélique de leurs ancétres, éventuellement avec mutation, et on ne peut
guére conserver les relations de parenté —sauf pour de petites populations—, pour des questions
de limitation de mémoire. Une modélisation a rebours ne nécessite que le tirage des ancétres de
I’échantillon. Plus la taille de ’échantillon est faible, plus la taille de la population est grande,
et meilleur est le gain. Toutefois, il est nécessaire de mémoriser les relations généalogiques
lorsque I’on simule le processus de coalescence. En effet, les classes alléliques dans I’échantillon
dépendent de la classe allélique de I’ancétre, et des mutations éventuelles le long des généalogies.
On a donc besoin des relations de parenté jusqu’au MRCA pour déterminer les classes alléliques
dans un échantillon simulé.

33



%\\ génération MRCA

/ génération —(n + 1)
génération —n

<\ génération —1

génération 0

Temps naturel

FiG. 2.1: Le modéle de Wright-Fisher décrit la transmission des génes meutres de génération en gé-
nération dans une population idéale. Dans le sens naturel de [’écoulement du temps, le phénoméne
de dérive conduit inéluctablement a Uextinction des lignées descendantes d’un géne donné. Considérée
a rebours du temps naturel, la dérive correspond au fait que toute la population de génes partage un

ancétre commun (MRCA). Les lignées descendantes des génes contemporains de 'ancétre commun se
sont éteintes successivement.
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2.1.2 Le coalescent standard, une approximation en temps continu

Le processus de coalescence tel que nous ’avons présenté a partir du modéle de Wright-
Fisher est un processus discret, dans lequel des coalescences simultanées et multiples sont tout
a fait possibles (figure 2.1). Ce n’est généralement pas sous cette forme que l'on décrit le
processus de coalescence, mais sous une forme en temps continu, qui s’obtient comme limite
de la forme discréte lorsque la taille de population tend vers 4+oo : le coalescent standard ou
n-coalescent. Une infime partie des propriétés connues du coalescent standard sera utilisée dans
la méthode inférentielle présentée dans la partie II, et nous introduisons seulement les notions
indispensables.

La généalogie d’un échantillon de génes a deux composantes : sa topologie, c’est a dire
la position relative des branches de la généalogies, et la date des événements de coalescence
successifs. La topologie est simple & modéliser dans le cas neutre qui nous intéresse (figure 2.2).
En effet, si la loi du nombre de descendants est la méme pour tous les génes, alors toutes les
lignées sont équivalentes et ont la méme probabilité de coalescer.

LT

Fi1G. 2.2: Deuz topologies possibles de larbre généalogique d’un échantillon de taille 10 génes : a gauche,
une topologie déséquilibrée —sous-arbres descendants en poupées russes—, a droite, une topologie mieux
équilibrée. Pour un échantillon de n génes, le nombre de topologies possibles est donné par []i—, C2.
L’application numérique pour n = 10 donne 2571912000 topologies. Dans le coalescent standard, toutes
les lignées non encore coalescées ont equiprobabilité de fusionner a chaque événement de coalescence, si
bien que toutes les topologies sont equiprobables.

La loi du temps d’attente entre deux coalescences successives dans le coalescent standard
s’obtient par une approximation en temps continu de la loi du temps d’attente dans la version
discréte. Considérons deux génes dans une population de taille 2/V génes, se reproduisant selon
le modéle de Wright-Fisher. La probabilité pour que les lignées ancestrales de ces deux génes
coalescent a la génération précédente est 1/(2NN), et la probabilité pour qu’elles coalescent
exactement k£ > 0 générations dans le passé (aprés £ — 1 générations de non coalescence), est

1 1 1\ 5!

2N 2N '
Le nombre de générations avant coalescence des deux lignées considérées est donc une variable
aléatoire qui suit une loi géométrique de paramétre 1/2N, de moyenne 2N. Si 2N est grand, cette
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loi géométrique peut, aprés renormalisation de 1’échelle des temps en unités de 2NV générations,
étre approchée par une loi exponentielle (encarts pages 38 et suivantes) de moyenne 1, appelée
T'(2). La loi approchée du temps d’attente T'(k) avant la coalescence de 2 parmi k lignées peut
étre déduite de cette loi exponentielle comme la loi du plus petit parmi C? temps d’attente
tirés indépendamment selon 7°(2). On montre que cette loi du temps 7'(k) pendant lequel on a
k lignées ancestrales (avec 0 < k < n) est la loi exponentielle de paramétre k(k — 1)/2, et la
moyenne du temps d’attente entre deux coalescences successives est 2/[k(k — 1)]. Partant d’un
échantillon de taille n, on devra attendre de plus en plus longtemps en espérance ’occurrence
des coalescences successives. L’allure des coalescents standards a effectif constant est illustrée
a la figure 2.5 page 50 (voir aussi [99]). On gardera a I’esprit que le temps d’attente 7°(2) avant
la derniére coalescence est en moyenne plus long que la somme de tous les temps d’attente
précédents, et que la variance de la durée totale du coalescent est du méme ordre de grandeur
que cette durée, et principalement due a la variance de T'(2).

Pour résumer, le coalescent standard donne la loi de la généalogie d’un échantillon de n
génes pris a un locus particulier, c’est a dire d’une part la loi discréte de la topologie de la
généalogie, et d’autre part (indépendemment de la topologie) la loi continue des temps d’attente
T(n), T(n—1)...T(2) entre coalescences successives, le tout préalablement a l’observation des
états alléliques dans ’échantillon. Remarquons que les coalescences multiples et les coalescences
simultanées sont négligeables dans I’approximation continue, si bien que le nombre de lignées
ancestrales de 1’échantillon est décrémenté de 1 & des dates relatives qui sont des variables
aléatoires exponentiellement distribuées, mutuellement indépendantes.

L’une des forces du n-coalescent réside dans le fait que, pour une large classe de modeles
ayant en commun l’équivalence entre individus et une taille constante de la population de
génes, la structure stochastique de la généalogie d’un échantillon ne dépend pas des détails du
mécanisme de reproduction [75, 76, 77|. Le modéle de Wright-Fisher n’est que I'un des modéles
populationnels dont le processus de coalescence est approché par le coalescent standard. Bien des
subtilités démographiques (I’existence de générations chevauchantes, de sexes séparés) semblent
pouvoir étre incorporées indirectement dans les approches ‘par coalescence’, au moyen d’un
changement de I’échelle des temps dans le coalescent [99]. Le coalescent standard est en ce sens
une approximation robuste du processus de coalescence discret, dans les cas neutres. L’avantage
de cette robustesse est que les approches par coalescence peuvent étre utilisées pour I’étude de
données concernant des organismes variés, quelle que soit ’organisation de leur cycle de vie.
Le revers de la médaille est que ’approche par coalescence ne donne pas d’informations sur
les paramétres directement mesurables dans les populations (les paramétres naturels), mais sur
des combinaisons de ces parameétres. Le retour aux paramétres naturels nécessite I’incorporation
d’informations extérieures (par exemple par ’adoption d’une approche bayésienne [145, 139]).

2.1.3 Le coalescent avec variations d’effectif

Les variations d’effectif déterministes dans les populations sont I'un des phénoménes biolo-
giques dont I'influence sur le processus de coalescence peut étre exprimée par un changement
d’échelle temporelle dans le coalescent standard [32]. Le processus discret peut étre traité comme
précédemment, & ceci prés que N est fonction de la génération ¢ considérée. Plus le nombre de
parents possibles a une génération est élevé, moindre est la probabilité de coalescence de deux
lignées a cette génération. L’approximation continue d’un tel processus de coalescence est un
coalescent dont 1’échelle temporelle est déformée, et refléte le taux instantané de coalescence.
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L’approximation est valable a la limite lorsque la taille de population N(¢t = 0) a la date
d’échantillonnage tend vers +oo et pour peu que tous les rapports N(¢)/N(0) aient une limite
finie. Dans le coalescent standard, ¢ générations dans le passé correspondent a ¢/(2/N) unités de
temps de coalescence, et 7 unités de temps de coalescence correspondent & |2N7| générations,
oul |z] est la partie entiére de z. Quand la taille de population change [55], ¢ générations dans
le passé correspondent cette fois & ¢g(t) unités de temps de coalescence et 7 unités de temps de
coalescence correpondent a |g~1(7)] générations, avec g ! la fonction inverse de g et

1
o) =2 IN(i)’

=1

On peut remarquer que c’est la moyenne harmonique de la taille de population qui est déter-
minante pour le temps de coalescence.

Un tirage selon le coalescent avec des variations d’effectif particuliéres peut étre trés sim-
plement obtenu par application de la fonction ¢! aux temps de coalescence d’un tirage selon
le coalescent standard. L’expression précise de g(t) et de ¢g~'(7) dépend du modéle de varia-
tions d’effectif considéré. Une représentation visuelle de coalescents avec variations d’effectif
sera donnée au paragraphe 2.3.2.

37



Temps d’attente d’un événement : loi géométrique et loi exponentielle

Un événement e peut survenir inopinément et se répéter fortuitement. La désintégration d’un
composé radioactif est 'exemple d’usage. On s’intéresse au temps d’attente, aléatoire, avant la
prochaine manifestation de e.

Heuristique du probléme et modélisation continue

Hypothése 1 : On considére que le phénoméne est homogéne dans le temps, c’est & dire qu’il n’a
pas plus de chances de se produire dans un petit intervalle de temps que dans un autre de
méme durée.

Hypothése 2 : On suppose que le phénomeéne est sans mémoire, c’est & dire que sa probabilité
d’occurrence est indépendante de ce qui s’est produit avant.

Hypothése 3 : On impose que e soit un événement rare & 1’échelle de temps considérée, i.e. qu’il
ne se produise pas deux fois presque en méme temps.

En supposant que les dates d’occurrence possibles sont dans ]0; +o00[, cela s’exprime :

hypothéses 1 et 2 : la probabilité d’occurrence de e dans 'intervalle |¢; ¢+ §t] ne dépend que de
dt. On note cette probabilité p(dt).

hypothése 3 : p(dt) tend vers At lorsque 0t tend vers 0, avec A > 0.

)

hypothése 2 : si |t1;t2] et ]t3;t4] sont disjoints, les événements “e se produit dans |t1;te]” et “e

se produit dans |ts;t4]” sont indépendants.

Soit E la variable aléatoire “temps d’attente de la prochaine occurrence de e”. Les hypothéses ci-
dessus suffisent & résoudre la question de la loi de E. Nous allons toutefois commencer par montrer
que cette loi s’obtient aussi, naturellement, comme limite de la loi obtenue pour un modéle discret.

Modélisation discréte du temps d’attente et loi géométrique

On fait une observation par unité de temps ¢ pour voir si e s’est produit. Les instants d’observation
sont notés 1,2,...,k—1,k,...,T. Pour tout ¢ > 0, la probabilité de ’événement “e se produit entre
ket k417 vaut p(dt) = p (hypothése 1), et I’événement contraire a pour probabilité 1 — p. Soit G
la variable aléatoire “temps d’attente discrétisé de e”. La probabilité P(G = k) de I’événement “e
se produit pour la premiére fois entre k — 1 et k” s’exprime

P(G =k) =p(1—p)*!

car ’occurrence de e sur chacun des pas de temps est indépendante de I’occurrence sur les autres
pas de temps, et que kK — 1 pas de temps sans observation de e ont précédé I'observation de e au
k™€ pas de temps. La loi du temps d’attente discret G' est appelée loi géométrique de paramétre
p.

On vérifie facilement que cette loi & valeurs entiéres strictement positives est une probabilité
(sommation & 1 des probabilités élémentaires) et on calcule I’espérance 1/p de la variable aléatoire
G, qui est le nombre moyens de pas de temps qu’il faut attendre jusqu’a ’observation de la premiére
occurrence de e.

Nous sommes directement préoccupés par l’occurrence de mutations et de coalescences dans une
généalogie de gémes. Le temps d’attente des mutations se conforme bien aux modéles discret et
continus proposés. Le temps d’attente des coalescences est plus subtil en ce sens que le paramétre de
sa loi change & chaque coalescence (en population de taille constante) voire entre deuz coalescences
(cas de populations d’effectif variable).
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Convergence de la loi géométrique vers la loi exponentielle

On rapproche les temps d’observation, effectués a des instants multiples de la fraction 1/n d’unité
de temps. La probabilité d’occurrence de e dans un intervalle de temps de durée 6t = 1/n vaut
p(1/n) = A/n (hypothése 3 et formalisation correspondante).

Soit E la variable aléatoire continue du temps d’attente de e, et Fr sa fonction de répartition,
définie par Fg(t) = P(E < t). Selon le théoréme des accroissements finis, si Fg est continue et
dérivable de dérivée fg, on a :

pG<E§H%)=&<H%>—&®=%XFHﬂ=%XMﬁ%

1
avect <717 <t+ —.
n

D’aprés le paragraphe modélisation discréte, la loi de la variable aléatoire G,, “nombre de fractions
d’unité de temps a attendre la premiére occurrence de e” est géométrique de paramétre p(1/n) = p.
Supposons que e se produise pour la premiére fois entre les instants (k, — 1)/n et kyp/n.

-1 k

k
Si G, = k,, alors — <E<2

n n
1 1 -1
etP<k" <E§k_n) =P(Gy, = ky) = — x fr(m) ol Fn <Tn<k—n-
n n " " "

1 1))
On obtient donc fr(m,) =n X p (-) <1 —p (_>> .
n n

k
Lorsque n tend vers +o0o, 7, et — tendent vers t , d’ott fg(m,) — fr(t).

n
1 1 1
Dans le second membre, n X p (;) tend vers A et comme n X log (1 —p (ﬁ)) ~n (—p (;))

tend vers —\, on obtient

1 kn—1 1 nXx(kn—1)/n
(oG =) e
n n

La loi de E est donc fg(t) = Ae ™, appelée loi exponentielle de paramétre A. Son espérance est
1/ et sa fonction de répartition s’exprime Fg(t) = 1 — e .
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Obtention directe de la loi exponentielle a partir du modéle continu

Reprenons la variable E “temps d’attente continu”. On cherche F telle que sa fonction de répartition
Fg soit continue, dérivable, et vérifie

Fp(t) =P(E<t) ,E>0.

La fonction ¢t — g(t) = 1 — Fg(t) = P(E > t) est une fonction décroissante telle que g(0) = 1.
g(t + s) est la probabilité pour que e ne se produise ni avant ¢, ni entre ¢ et ¢ + s. Ces deux
événements sont indépendants puisque |0;¢] et |¢;¢ + s] sont disjoints.

L’événement “e ne se produit pas entre t et t + s” a pour probabilité
1-Pt<E<t+s)=1—p(s)=g(s)

(d’apres ’hypothése 1 d’homogénéité).

On obtient donc, pour tous t et s positifs,

g(t+s) = g(t) x g(s), (2.1)

relation fonctionnelle qui permet de déterminer la fonction g. Comme on a supposé Fg continue
dérivable, g I’est aussi. En dérivant I’égalité 2.1 par rapport a s (& ¢t constant), on peut écrire que
pour tout £ > 0 et s > 0,

g'(t+s) =g(t) x g'(s).

Lorsque s — 0, g étant supposée continue, ¢'(t) = g(t) x ¢’(0). En posant ¢’(0) = —X > 0 et
sachant que g(0) = 1, il vient g(#) = e~*. On retrouve donc la fonction de répartition de la loi de
E, Fr(t) =1— e pout t > 0. Sa densité fr(t) = Ae™* s’obtient par dérivation de Fg.
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Nombre d’occurrences dans un intervalle de temps et loi de Poisson
De la loi exponentielle du temps d’attente d’un événement, on peut déduire (c’est loin d’étre

immédiat) la loi du nombre N d’évéments qui se produisent entre les instants 0 et 7" donnés :

k
0T o,

p(N =k) =

C’est la loi de Poisson de paramétre AT, notée P(AT'). Son espérance et sa variance sont toutes
deux égales a \T'.

Logiquement, le modéle discret doit lui aussi permettre de retrouver que la loi du nombre d’occur-
rences dans un intervalle de temps donné est une loi de Poisson. On part des mémes hypothéses
que précédemment, et on étudie le phénomene e sur l'intervalle de temps [0; 7] fixé. On cherche la
loi du nombre N d’occurrences de e dans cet intervalle.

On discrétise le probléme en découpant [0;7] en n intervalles de durée 6t = 7/n. La probabilité
pour que e apparaisse dans I'un quelconque de ces intervalles est

_ AT
_TL

p(dt) = At

Pour chaque intervalle, ’apparition de e réalise une épreuve de Bernoulli de paramétre p. Les
épreuves correspondant aux différents intervalles de temps sont indépendantes (hypothése 3), et
I'événement N = k est réalisé si e apparait dans exactement k£ parmi les n intervalles de temps
possibles. Autrement dit, N suit une loi binomiale & n répétitions d’un événement de probabilité

p, notée B(n,p) :
I1x(1-14)...(1-&L)

p(N =k) = Cpp"(1 —p)" * = 5 n = x nfpP(1—p)h.

L’entier k étant fixé, lorsque n — +00, le numérateur tend vers 1 et np — A7, et comme
nek AT
log [(1=p)" ] ~ (n = k) x (=p) ~ (n = k) x - — —7,

il vient

Ak
X x e,

c’est & dire que N suit une loi de Poisson P(AT'), comme espéré.

p(N =Fk) =

Une application directe nous dit que si u est le nombre moyen de mutations par génération et par
copie physique du géne considéré, le nombre de mutations sur une lignée de durée ot est une variable
aléatoire de loi de Poisson P(udt). Comme évoqué page 38, la loi du temps d’attente change entre
coalescences successives, si bien que le nombre de coalescences sur un intervalle de temps donné
ne peut s’exprimer simplement par une loi de Poisson.
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2.2 Microsatellites et inférence démographique

Les données génétiques a interpréter en termes d’histoire démographique concernent des
échantillons de population, caractérisés & un ou plusieurs marqueurs moléculaires. La mise
en oeuvre de ’approche démogénétique nécessite une modélisation du processus mutationnel
de ces marqueurs. Un marqueur idéal pour 'inférence démographique enregistrerait ’histoire
mutationnelle sans perte d’information (c’est le cas pour les séquences qui se conforment au
modéle & nombre infini de sites), son typage serait suffisamment simple pour que plusieurs loci
indépendants puissent étre étudiés (c’est le cas des microsatellites et des SNPs), et son processus
mutationnel serait bien connu. Dans le contexte de la détection d’événements qui réduisent la
diversité, un fort taux de mutation est de plus souhaitable. Les microsatellites constituent un
bon compromis entre ces quatre conditions.

2.2.1 Processus et modéles mutationnels pour les microsatellites

Les microsatellites consistent en la répétition en tandem d’un court motif d’ADN (générale-
ment de moins de 5 paires de bases), comme par exemple (AC), ou (TATC),, ou n est le nombre
de répétitions du motif (ouvrage de référence [51|). Ils ont été détectés dans les génomes euca-
ryotes dans les années 70, puis se sont révélés truffer ces génomes [143|. Avec la généralisation
de I'emploi de la PCR [109, 124, les microsatellites sont devenus des marqueurs mendéliens de
choix, alliant codominance, neutralité, et facilité de typage [66]. Ils sont couramment utilisés en
médecine légale, en cartographie génomique, et en biologie des populations pour des études de
parenté ou de structuration des populations.

Le polymorphisme des microsatellites consiste essentiellement en des variations du nombre
de répétitions du motif constitutif. C’est en tout cas la part du polymorphisme que la grande
majorité des études empiriques considére (mais lire e.g. [38]). Les données expérimentales di-
rectes [127] suggérent que la grande majorité des mutations sont des pertes ou des gains d’un
seul motif (mutations d’amplitude 1), et que les rares mutations sauts sont le plus souvent
d’amplitude 2 [26, 36, 63]. Ces observations ont été prises en compte dans la proposition de
modéles mutationnels (définis dans I’encart page 44), ensuite incorporés dans les outils logiciels
adaptés au traitement de données microsatellites [87].

Des études théoriques (de type exploratoire) ont permis de prédire la distribution des fré-
quences alléliques, d’abord pour le modéle SMM (encart page 44) [131, 150]. Congu initialement
pour modéliser les mutations des isoenzymes, ce modéle s’est révélé une bonne approximation
du processus mutationnel des microsatellites, et le couple IAM/SMM encadre les modéles plus
réalistes. Les études directes et populationnelles ont peu & peu conduit a complexifier le mo-
déle SMM (par exemple sous la forme d’un modéle a deux phases, ou TPM [31]), et ont mis
en évidence par exemple des biais directionnels ([120, 23, 28, 149, 157|, mais |35, 9]) ou des
contraintes de taille [47]. Des études théoriques |95, 43, 159] ont étudié les conséquences des
simplifications des modéles. Il est apparu particuliérement important |30, 2, 53] de tenir compte
de I'hétérogénéité du processus mutationnel entre loci microsatellites mise en évidence par les
études directes [36, 130, 128]. Un compromis entre simplicité et pouvoir descriptif est de consi-
dérer un modéle de type TPM (ou GSM) a taux de mutation variable d’un locus & un autre
[107, 39].
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2.2.2 Intérét des microsatellites pour 'inférence démographique
Neutralité et indépendance entre généalogie et mutation

Les microsatellites sont, en premiére approximation, considérés comme des marqueurs dont
les variants sont neutres [51]. Cette neutralité permet de modéliser les généalogies de microsatel-
lites par le coalescent de Kingman, dans lequel le taux de coalescence et le taux de mutation sont
indépendants [104]. La diversité allélique dans un échantillon est la mémorisation —avec perte
d’information— de la généalogie de cet échantillon, laquelle est une réalisation d’un processus
stochastique qui ne dépend que de 'histoire démographique de la population.

Certains loci trinucléotides trés instables sont associés & des maladies génétiques graves (ma-
ladie du X fragile, chorée de Huntington) et ont des alléles fortement délétéres [51]|. Ces loci
a I’évidence non neutres ne sont pas utilisés comme marqueurs moléculaires. Les dinucléotides
et tétranucléotides sont probablement bien plus proches de la neutralité, mais ils peuvent étre
soumis a des effets d’auto-stop ou de balayage sélectif, qui indirectement modifient leurs généa-
logies [129]. Plus un génome est compact et moins il recombine, plus les écarts a la neutralité
des microsatellites risquent de se manifester.

Jeux de données multilocus et qualité des inférences

Comme nous venons de le signaler, un locus marqueur peut étre fortement lié & un locus
soumis a sélection. Une généalogie courte pour un marqueur microsatellite supposé neutre
peut ainsi étre due a un effet sélectif, et non pas a I’histoire démographique, et une méthode
inférentielle risque d’étre abusée. La bonne répartition des microsatellites le long des différents
chromosomes d’un génome, et leur facilité de typage, permettent de travailler sur des jeux de
données de plusieurs loci indépendants. L’effort de typage est alors réparti entre plusieurs loci
dont la probabilité individuelle de présence dans la zone d’auto-stop d’un locus récemment
soumis & un effet sélectif est faible [46]. Idéalement, les méthodes inférentielles développées
doivent étre robustes a la contamination d’un jeu de données par une petite proportion de
loci sélectionnés. Méme en 'absence de loci qui dévient des hypothéses de travail, le fait de
disposer de plusieurs loci indépendants est plus informatif sur les processus démographique et
mutationnel. En effet, méme pour une histoire démographique trés contraignante, la diversité
des généalogies et des histoires mutationnelles possibles reste considérable [99], et plusieurs
réalisations du processus stochastique a l'origine des données permettent de se faire une idée
bien plus précise de ce processus stochastique. Une analogie avec un processus stochastique
élémentaire permettra de s’en convaincre (encart page 45).

La majorité des méthodes d’inférence démographique disponibles traitent les données d’une
unique séquence ou d’un jeu de microsatellites liés [154, 155]. Dans les deux cas, il y a risque
de sélection directe ou indirecte (en particulier pour des séquences & transmission monoparen-
tale, non recombinantes), et on a un probléme d’inférence & partir d’une seule réalisation d’un
processus stochastique complexe. La méthode publiée en 1999 par M. Beaumont, implémentée
dans les versions successives du programme MSVAR, traite de données a des microsatellites non
liés, et évite donc ces deux écueils (nous verrons a I'usage qu’elle pose des problémes plus terre
a terre).
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Modéles mutationnels pour les microsatellites

Les microsatellites sont des répétitions en tandem d’un court motif d’ADN, présents dans les
génomes eucaryotes. Les microsatellites purs sont entiérement caractérisés par le nombre n de
répétitions du motif, par exemple (AC),. Ils sont les plus utilisés en cartographie du génome.
Des microsatellites interrompus comme (AC),C(AC),, ou composés comme (AC),(GT),, sont
également fréquents dans les génomes, et sont utilisés comme marqueurs, en mélange avec des
microsatellites purs dans beaucoup d’études populationnelles.

Les modeéles mutationnels ignorent généralement ces subtilités, et considérent que le polymor-
phisme des microsatellites est réductible & un nombre de répétitions du motif de base, directement
déductible de ’observation de la longueur de produits PCR incluant les marqueurs. Les mutations
d’un microsatellite peuvent alors étre modélisées comme des déplacements sur 'axe des entiers
naturels, la position sur cet axe représentant le nombre de répétitions du motif. On appelle am-
plitude d’une mutation le nombre d’unités de répétitions perdues ou ajoutées au marqueur, et on
précise le sens de déplacement par ’ajout d’un signe + ou —.

I I I I \ I nombre de répétitions
! ! ! ! ! J du motif constitutif

n—3 n—1 n+1 n+2

Dans ce contexte, un modéle mutationnel doit spécifier la probabilité p de mutation du marqueur
(par copie physique du marqueur et par génération, cf. encarts page 38 et suivantes), et la loi
de 'amplitude des mutations. Les principaux modéles rencontrés dans la littérature sont décrits
ci-dessous [37]. Leur réalisme et leur facilité de traitement sont rapidement discutés dans le texte
principal :
Le modeéle TAM (Infinite Allele Model) considére que toute mutation atterrit & une position jusque
14 inoccupée sur l'axe des entiers, indépendante de la position du géne parent.

Le modéele KAM (K Allele Model) restreint le modéle IAM & un nombre fini K d’alléles, atteints
uniformément et indépendamment de 1’alléle parent.

Le modeéle SMM (Stepwise Mutation Model) donne équiprobabilité 1/2 aux mutations +1 et —1.

Le modéle AMM (Admixture Mutation Model) considére une probabilité p de mutations d’ampli-
tude 1 et une probabilité 1 —p de mutations d’amplitude a > 1, a fixé [|. Il est donc spécifié
par deux parameétres.

Le modeéle GSM (Generalised Stepwise Model) donne & 1’amplitude des mutations une distribution
arbitraire, le plus souvent une loi géométrique, spécifiée par un seul paramétre (e.g. sa
variance ou sa moyenne).

Le modeéle TPM (Two-Phase Model) donne une probabilité p de suivre le SMM et une probabilité
1 — p de suivre le GSM de type géométrique.

Des subtilités (biologiquement fondées) peuvent étre incorporées a ces modeéles. Par exemple, les
modéles dissymétriques affectent une probabilité différente aux mutations de méme amplitude mais
de directions opposées. Les modéles avec taille-dépendance donnent une loi de 'amplitude qui varie
avec le nombre de répétitions du gene parent.
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Inférences sur un processus stochastique

On souhaite inférer le nombre n de bus desservant une ville, d’aprés la liste des numéros des bus
que l’on voit passer. Les bus sont numerotés de 1 & n, et on suppose que lorsqu’un bus passe, il
peut s’agir de n’importe lequel de facon équiprobable.

Si la liste des bus observés ne comporte qu'un numéro (on n’a croisé qu’un bus), mettons 37,
on ne pourra que faire 'inférence suivante : au moins 37 bus desservent la ville. Si la liste des
données s’allonge, le plus grand des nombres obtenus donne la borne inférieure du nombre de bus,
lequel se rapproche peu & peu de n. Par exemple, si les numéros successivement observés sont
{37,12,4,39,4,12,45,1,23,32,44,51}, on pourra dire a l'issue des 4 premiers tirages qu'il y a au
moins 39 bus, & l'issue du 7€, qu’il y en a au moins 45 bus, et on révisera notre position a issue
du 12€m€ tirage, pour dire que la ville est desservie par au moins 51 bus.

Quand on commence & avoir une distribution qui ressemble & quelque chose d’uniforme sur 1...n,
avec un grand nombre d’observations de chaque bus, on est convaincu de connaitre le véritable
nombre n de bus (et on a sans doute raison).

Moralité : plus on observe de réalisations d’un processus stochastique, mieuz il est cerné. Le pro-
cessus stochastique qui nous intéresse présentement, et qui géneére les données de diversité géné-
tique, est autrement plus complexe, avec sa superposition de topologies, de dates de coalescence, de
nombres, positions et types de mutations. L’information que l'on a sur lui est trés indirecte, et ne
croit que treés lentement lorsque la taille des jeur de données augmente. Le temps de calcul, lui, a
la mauvaise idée d’exploser avec la quantité de données.

2.3 Variations d’effectif : modélisation et signatures

Lorsque les fluctuations d’effectif dans une population sont réguliéres et de faible ampleur,
le modéle de Wright-Fisher peut rester adéquat pour décrire la diversité génétique. L’effec-
tif pertinent est alors I'effectif efficace, c’est & dire 'effectif que devrait avoir une population
idéale théorique pour que la dérive génétique y soit de méme intensité que dans la population
d’intérét. Différentes mesures de l'intensité de la dérive coexistent [156, 73, 61|, plus ou moins
adaptées pour quantifier différents types d’écarts a la situation idéale (variations d’effectif, sex-
ratio, chevauchement entre générations). Lorsque les variations d’effectif correspondent a des
événements démographiques ponctuels de forte ampleur, on est toutefois amené & les modéliser
explicitement de fagon schématique. Dans la pratique, on incorpore les fluctuations d’effectif et
les caractéristiques du systéme de reproduction sous la forme d’un effectif efficace instantané,
pour se concentrer sur les variations d’effectif paramétrées dans le modéle. Dans la partie II,
tous les effectifs seront des effectifs efficaces instantanés.

2.3.1 Modéles démographiques avec variations d’effectif

Nous ne présenterons ici que les modéles les plus couramment utilisés en génétique des popu-
lations, pour traduire les variations d’effectif dans une population unique, close et panmictique.
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Nous déciderons a cette occasion d’une terminologie parfois en désaccord avec celle de la lit-
térature, mais qui évitera toute confusion. Nous décrirons les variations d’effectif en prenant
t = 0 pour la date la plus récente (typiquement la date de I’échantillonnage d’une population)
et t < 0 pour les dates antérieures. Autrement dit, le sens naturel de ’écoulement du temps
sera, conserve.

Une premiére fagon de modéliser des variations d’effectif —qui a I’avantage de la simplicité—
est de supposer que la taille de la population est constante par morceaux (figure 2.3). On
obtient ainsi une famille de modéles dont les plus simples sont 1’ ezpansion en marche d’escalier
[70, 74, 114] ou le déclin en marche d’escalier [89], pour lesquels on n’a qu’une discontinuité au
temps m dans le passé. Dans les deux cas, N(t) = N; pour ¢ dans | — oo; —m/[ et N(t) = Ny
pour t dans [—m; 0]. L’ordre de Ny et N; détermine si ’on a affaire a une expansion (N; < Ny)
ou & un déclin (V7 > Np). Remarquons que le déclin en marche d’escalier correspond a ce que
lon désigne usuellement sous le terme de bottleneck [85]. Toute la famille peut étre générée
par combinaison de marches d’escalier, montantes ou descendantes, & des dates données. Le
bottleneck transitoire |114] est ainsi obtenu par la concaténation d’un déclin et d’une expansion,
a des dates respectives m et n, avec m < n < 0. Nous éviterons soigneusement d’utiliser le terme
de bottleneck pour désigner un bottleneck transitoire (cette acception est malheureusement
présente dans la littérature [88, 41]). Notons que le déclin en marche d’escalier n’est pas toujours
modélisé explicitement, mais parfois en supposant une variabilité faible ou nulle au début de
I'intervalle de temps considéré [71, 88].

Les variations d’effectif sur de courtes durées sont classiquement modélisées comme exponen-
tielles [117]. La variation décrite peut étre un déclin ou une expansion (figure 2.4). Dans la pra-
tique, la phase exponentielle est tronquée en considérant une situation ancestrale stable, et un
début de variation a une date t, dans le passé [6, 70, 74, 152], par exemple selon N (t) = Nor—*/t.
Si Deffectif ancestral stable Ny est différent de D'effectif N; au début de la phase exponentielle,
on peut décrire une variété de courbes démographiques, en fonction des valeurs relatives de Ny,
Ni et N,. En particulier, si Ny > N; < Ny, on a affaire a une fondation-explosion, ou crash-flush
tel que modélisé dans la partie IT [71].

I1 a parfois été considéré des modéles logistiques de croissance de population [96], dans les-
quels le taux de croissance dépend de I'effectif. Ces modéles sont plus réalistes que les précédents
pour des questions d’inférence démographique, en ce sens qu’une croissance exponentielle de
population ne peut étre soutenue sur le long terme. Malheureusement, la loi des temps de
coalescence pour un modéle logistique ne peut étre calculée analytiquement (on ne peut pas
inverser g(t) = Y.'_, 1 / 2N (i) dans le cas logistique, voir page 37). Pour les approches par coa-
lescence, on est donc amené & approcher la variation logistique par une exponentielle tronquée.
Plus généralement, n’importe quelle forme de variation d’effectif peut étre remplacée par des
morceaux exponentiels, linéaires ou par des marches d’escalier. Chaque jonction pose toutefois
des problémes analytiques, et on doit chercher & saisir ’essence des variations d’effectif avec
un nombre minimal de morceaux continus, dérivables et —pour les applications utilisant le
coalescent— intégrables.

Pour conclure, la modélisation des variations d’effectif et ’échelle de temps considérée doivent
étre adaptées a la question posée. Par exemple, si I’on s’intéresse aux effets d’échantillonnage lors
d’une fondation, on peut choisir un modéle de déclin en marche d’escalier, et ignorer la croissance
ultérieure et les mutations qui se produisent pendant cette phase [89]. Si 'on s’intéresse a la
facon dont la diversité retrouve son niveau d’équilibre a la suite d’'un événement réducteur de
diversité, il est indispensable de modéliser la phase de croissance, alors que la perte de diversité
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FiG. 2.8: Modéles de variations d’effectif constants par morceaux. Les plus simples sont le déclin en
marche d’escalier (G gauche) et l’expansion en marche d’escalier (a droite) dont la concaténation dans
cet ordre donne le goulot démographique transitoire (au centre). Ces modeéles sont spécifiés par les
dates des événements et par les effectifs avant et aprés (Ny, N1, Na). Le bottleneck transitoire est
ainsi caractérisé par 5 parameétres. On peut en abandonner un premier en supposant que la population
revient a son effectif initial aprés le goulot transitoire (Ny = Na), et un second en remplagant No/Nq
et (e — d) par un unique paramétre de sévérité , pour peu que la mutation puisse étre ignorée pendant
le bottleneck transitoire [46]. Dans le cas de marqueurs microsatellites, on ne peut ignorer la mutation
que sur quelques générations [13].

NO
croissance exponentielle
N1
declin exponentiel
N1
N0
I I I g
d e t=0 temps

FiG. 2.4: Modéles de variation d’effectif exponentielle. La période de croissance ou de décroissance
exponentielle est généralement tronquée o une date passée, et raccordée & une phase d’effectif stable. Il
faut alors 3 paramétres pour spécifier le modele, Ueffectif de la population ancestrale (N1 resp. Ni), la
date du début de variation exponentielle (d resp. e), et Ueffectif a t =0 (Ny resp. Nj).
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peut étre supposée sans modélisation explicite [88]. Dans tous les cas, les modeéles cherchent
a saisir 'essence de complexes variations d’effectif dans les populations naturelles [83, 90]. Ils
peuvent étre utilisés pour étudier les conséquences génétiques des variations d’effectif, et pour
construire des méthodes de détection et d’inférence a partir de données empiriques.

2.3.2 Signatures génétiques des variations d’effectif

Les différences entre deux copies d’'un marqueur moléculaire qui divergent depuis une date T’
résultent de ’accumulation de mutations sur les deux branches de longueur 7' qui les séparent de
la copie ancestrale. Si la mutation est un événement rare a I’échelle T, le nombre de mutations
accumulées est distribué selon une loi de Poisson de moyenne 247" ou i est le taux de mutation
instantané. La moyenne du nombre de mutations qui se sont produites est donc proportionnelle
a la date de divergence. Si ’on considére non pas deux copies, mais un échantillon de n copies
d’un marqueur, on peut généraliser ce résultat en considérant la généalogie de I’échantillon :
les n copies du marqueur sont reliées par une généalogie, caractérisée par sa topologie datée.
Les effectifs des différentes classes alléliques dans I’échantillon dépendent de la topologie datée
par I'intermédiaire des mutations qui s’accumulent en nombre d’espérance proportionnelle a la
longueur des branches.

L’étude des signatures génétiques des variations d’effectif se fera donc au travers de celle des
variations de forme et de longueur des généalogies. Deux questions indépendantes dans le cas
de marqueurs neutres sont de savoir d’une part comment les variations d’effectif influent sur
la forme et la longueur des généalogies et d’autre part comment la forme et la longueur des
généalogies influe sur la diversité allélique.

Variations d’effectif et forme des généalogies

On illustre la forme des généalogies en population stable, ce qui correspond a la référence du
coalescent standard. On compare a cette référence les généalogies obtenues pour des scénarios
a la fois classiques et utilisés dans la partie II : une croissance exponentielle de la population
—dans le sens naturel de 1’écoulement du temps— et pour une histoire démographique de
fondation-explosion.

Dans une population d’effectif stable, la densité de probabilité de coalescence pour une paire
de lignées est une constante. A chaque coalescence, le nombre de lignées ancestrales de I’échan-
tillon est décrémenté, et avec lui le nombre de paires de lignées pouvant coalescer. Pour un
échantillon de taille 20 par exemple, extrait d’'une population de taille constante Ny génomes
haploides, la loi du temps d’attente de la premiére coalescence est exponentielle de moyenne
1/C%,, en unité de N, générations. La loi du temps d’attente de la seconde coalescence est
exponentielle de moyenne légérement supérieure 1/C%, et ainsi de suite jusqu’a la loi du temps
d’attente de la coalescence des deux derniéres lignées, exponentielle de moyenne 1/C% = 1. La
figure 2.5 schématise trois réalisations du coalescent pour un échantillon de taille 20 en popu-
lation stable (méthode de simulation décrite au paragraphe 5.1). La moyenne et la variance
théoriques de la date de la derniére coalescence sont respectivement E(tpyrca) = 2(1 — 1/n)
soit 1.9 pour un échantillon de taille n = 20, et V(tyrrca) = 1.16.

Dans une population en croissance exponentielle, le taux de coalescence entre paires de
génes décroit exponentiellement dans le sens naturel de ’écoulement du temps. Par rapport
a une population de taille constante Ny génes, une population de méme taille & ¢ = 0, mais
en croissance exponentielle, a des temps de coalescence plus courts entre paires de génes. Les
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généalogies d’échantillons s’en trouvent distordues (figure 2.7), et au lieu d’étre de plus en plus
longs, les temps d’attente entre coalescences successives en remontant dans le passé sont de
plus en plus courts. La date du MRCA est fortement réduite par rapport au cas stable, et sa
variance ’est plus encore (figure 2.7). A I'extréme, on peut obtenir des généalogies en étoile,
dans lesquelles toutes les coalescences sont concentrées dans un intervalle de temps négligeable
au regard du temps de coalescence global pour I’échantillon.

Lorsqu’une population connait un déclin en marche d’escalier, le taux de coalescence est
diminué brutalement & la date du déclin (en remontant dans le passé). De ce fait, les lignées
n’ayant pas coalescé a cette date peuvent coalescer a une date trés ancienne (figure 2.9).

Enfin, lorsqu’un déclin et une explosion démographique sont concaténés, les signatures des
deux événements se superposent, et les généalogies sont de type exponentiel jusqu’a une certaine
date dans le passé, date au dela de laquelle les derniéres lignées peuvent survivre fort longtemps
avant de coalescer (figure 2.9). Dans ces deux derniers cas, la durée totale des généalogies
correspond principalement a la durée de leur partie antérieure au déclin (et de méme pour la
variance de tyrroa)-

Forme des généalogies et distribution de fréquences alléliques

La forme des généalogies détermine de fagon probabiliste le nombre et la position des mu-
tations. On a bien siir en espérance moins de mutations sur une généalogie courte que sur une
généalogie longue, et donc une moindre diversité allélique dans le premier cas. A somme des
longueurs de branches égale, on s’attend a un méme nombre de mutations quelle que soit la
longueur relative des branches. Mais le nombre de génes de 1’échantillon touchés par ces muta-
tions dépend de la profondeur des branches affectées : les mutations sur les branches terminales
des généalogies ne concernent qu’un géne, alors que les mutations sur les branches profondes
affectent tout un sous-arbre descendant. En population stable, les branches les plus longues sont
les deux plus profondes, et on s’attend donc a ce que beaucoup de mutations les affectent. Ces
mutations donnent des haplotypes fréquents dans ’échantillon. En croissance exponentielle, les
branches les plus longues —les plus touchées par les mutations— sont au contraire les branches
peu profondes, dont les sous-arbres descendants sont petits, si bien que beaucoup de mutations
ne concernent qu’une petite part de I’échantillon. Les fondation-explosion donnent des situations
hybrides, dans lesquelles les branches profondes sont longues, & condition que le MRCA date
d’avant la fondation. Dans le cas de marqueurs microsatellites mutant selon un modéle SMM,
ces différences se traduisent par des changements du nombre et de ’espacement des modes de
distribution des fréquences alléliques (figures 2.6, 2.8 et 2.10). Les distributions sont le plus
souvent bimodales ou trimodales en population stable, et tous les alléles intermédiaires sont
en général présents. Lorsque les généalogies dépendent d’une phase de croissance exponentielle,
les distributions sont plus fréquemment monomodales. Enfin, suite & une fondation-explosion,
et lorsque les derniéres coalescences sont plus anciennes que la fondation, on peut obtenir une
distribution avec deux modes distants, séparés par des classes non représentées.
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FiGc. 2.5: Généalogies de génes en population stable. Le temps est mesuré en unités de Ny générations
(g/No), o Ny est Ueffectif de la population de génes au temps t = 0. Trois réalisations indépendantes
du coalescent standard pour un échantillon de taille 20 génes sont représentées. Le temps moyen de
coalescence de 'échantillon est E(tyrrca) = 1.899 et la variance de ce temps est V(tyroa) = 1.156
(valeurs empiriques calculées sur 10000 coalescents, proches des valeurs théoriquesde 1.9 et 1.16). En
population stable, l’écart-type de la date du MRCA vaut plus de la moitié de sa moyenne. La forte va-
riance sur taprroa résulte principalement de celle du temps d’attente des coalescences les plus profondes
(i.e. les plus proches du MRCA).
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FiG. 2.6: Distribution de comptages alléliqgues dans des échantillons de taille 100 simulés en supposant
un effectif stable, a des marqueurs microsatellites suivant un processus mutationnel SMM de taux 0 =

2Nou = 10. Pour cette valeur de 8, on a typiquement une dizaine d’alléles avec un, deux ou trois modes
de fréquence.
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FiG. 2.7: Généalogies de génes dans une population en croissance exponentielle. Le temps est mesuré
en unité de Ny générations, ot Ny est Ueffectif de la population de génes au temps t = 0. Trois
réalisations indépendantes du coalescent pour un échantillon de taille n = 20 sont représentées pour
un profil démographique tel que la taille de population soit constante et 100 fois inférieure & Ny pour
t < —0.05, et varie exponentiellement entre t = —0.05 et t = 0 pour atteindre Ny a cet instant. Les
généalogies sont courtes, mais structurées (il ne s’agit pas de généalogies en étoile) : bien que rapide,
la croissance erponentielle s’accompagne d’une certaine dérive génétique. Dans les deux cas, les rares
lignées qui survivent au dela de t = —0.05 coalescent rapidement dans la population ancestrale de faible
effectif. Le temps moyen de coalescence E(tyrca) = 0.058 de ’échantillon est considérablement plus
court qu’en population stable de méme effectif Ny et la variance est réduite a V (tprrea) = 0.00011
(valeur empiriques calculées sur 10000 coalescents).
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Fi1G. 2.8: Distributions de comptages alléliques dans des échantillons de taille 100 simulés en supposant
une croissance exponentielle avec 1 = a = 100, depuis une date ty = —0.05, a des marqueurs microsa-
tellites suivant un processus mutationnel SMM de taux 0 = 2Ngu = 10. Pour cette valeur de 0, on a
typiquement 3 ou 4 alléles de tailles consécutives. Les signes * indiquent la classe allélique des lignées
non coalescées aty = —0.05. On constate que la dérive peut distordre assez fortement la configuration a
ty : les alleles fondateurs ne correspondent pas nécessairement auz alléles fréquents dans ’échantillon.
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F1G. 2.9: Généalogies de génes dans une population ayant connu une fondation-explosion. Le temps est
mesuré en unité de Ny générations comme précédemment. Deux réalisations indépendantes du coalescent
sont représentées pour un profil démographique tel que la taille de population soit constante et égale a Ny
pour t < —0.05. A cette date, la taille de population est instantanément divisée par 100, puis elle varie
exponentiellement & partir de t = —0.05 pour atteindre No a t = 0. Les lignées qui survivent au dela
de t = —0.05 mettent un certain temps & coalescer dans la population ancestrale d’effectif important,
si bien que le temps moyen de coalescence de I’échantillon est élevé E(tprrca) = 0.99 ainsi que ’écart
type o(tyrrea) = 1.09 (valeurs empiriques calculées sur 10000 coalescents).
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FiG. 2.10: Distribution de comptages alléliques dans des échantillons de taille 100 simulés en supposant
une histoire de fondation-explosion avec r = 100 et a = 1 a4 une date t; = —0.05, a des marqueurs
microsatellites suivant un processus mutationnel SMM de taur @ = 2Nou = 10. Pour cette valeur de 0,
on a typiquement 5 ou 6 alléles de tailles parfois fortement disjointes. Les signes * indiquent la classe
allélique des lignées non coalescées a ty = —0.05 —c’est a dire des génes fondateurs. Comme pour le
scénario exponentiel, du fait de la dérive, les classes alléliques des génes fondateurs ne correspondent
pas toujours aux classes les plus féquentes dans ’échantillon.
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Pour un jeu de valeurs des paramétres démographiques et mutationnels, on peut obtenir des
configurations de types trés différents, par la superposition de plusieurs processus aléatoires
modélisés. La topologie de la généalogie est aléatoire, et peut étre plus ou moins déséquili-
brée : pour les généalogies neutres, toutes les répartitions de I’échantillon en sous-arbres sont
équiprobables. Les dates relatives des coalescences sont des variables aléatoires dont la somme
a un écart-type du méme ordre de grandeur que sa valeur. Le nombre, la position et le type
des mutations, qui déterminent in fine la configuration allélique de I’échantillon ajoutent aux
aléas, méme s’ils dépendent de la durée des différentes branches de la généalogie. La détection
des variations d’effectif repose sur la distorsion des distributions de fréquences alléliques par
rapport au cas stable, avec des méthodologies et des philosophies illustrées au chapitre suivant.
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Chapitre 3

Méthodologie pour la détection des
variations d’effectif

Les signatures génétiques des variations d’effectif peuvent potentiellement permettre d’infé-
rer ces variations, d’aprés des données de typage dans des populations. Cette perspective est
rendue particuliéerement intéressante par les progrés dans 1’acquisition de données population-
nelles (notamment grace a I'utilisation de la méthode d’amplification de ’ADN par PCR). Mais
extraire 'information démographique des données de typage est techniquement délicat, du fait
que la diversité génétique dans un échantillon est modélisée comme résultant d’une histoire gé-
néalogique et mutationnelle de nature stochastique. Les données empiriques dont I'information
démographique peut étre extraite concernent des marqueurs dont le processus mutationnel est
modélisable, c’est a dire principalement des données de séquence, ou des données de typage a
des marqueurs microsatellites. On ignorera dans la suite 'information génotypique et haploty-
pique, pour ne considérer que 'information sur les comptages alléliques, c’est a dire I'effectif de
chaque classe allélique dans 1’échantillon.

Aprés avoir donné le principe des méthodes statistiques classiques, nous montrerons que les
méthodes probabilistes constituent une alternative généralement cotiteuse en temps (de calcul
et de développement), mais bien plus puissante.

3.1 Meéthodes statistiques basées sur le calcul de moments

L’information de comptage allélique peut étre résumée par le calcul de statistiques som-
maires. Des statistiques communément choisies sont le nombre de classes alléliques dans I’échan-
tillon et ’homozygotie calculée (i.e. la somme des carrés des fréquences alléliques). Pour des
données de séquences on utilise aussi le nombre moyen de différences entre paires de séquences
[140] ou encore le nombre de sites variables dans ’échantillon de séquences [151]. Pour des don-
nées microsatellites, on peut caractériser la distribution de taille allélique par des moments de
cette distribution (variance, skewness, kurtosis, dans e.g. [52, 114]). Prises isolément, ces statis-
tiques laissent de coté une grande partie de I'information contenue dans les données brutes. Par
exemple, la statistique du nombre d’alléles peut prendre la méme valeur pour des configurations
pourtant trés différentes de I’échantillon : dans un échantillon microsatellite comportant 4 classes
alléliques, les 4 classes peuvent avoir des effectifs comparables ou déséquilibrés, les nombres de
répétitions peuvent étre consécutifs ou dispersés. Plusieurs statistiques choisies pour saisir des
caractéristiques différentes du jeu de données permettent de mieux le caractériser [24, 114].

o7



La facon a prior: la plus simple de détecter des variations d’effectif consisterait & utiliser
comme statistique une mesure de la diversité allélique (nombre d’alléles, hétérozygotie calculée),
puisque cette diversité est influencée par des variations d’effectif (cf. figures 2.6, 2.8 et 2.10).
Malheureusement, la valeur de statistiques exprimant la diversité n’est exploitable que par
comparaison avec les valeurs observées pour les mémes marqueurs dans la méme espéce, a
effectif stable, ce qui est rarement possible. En effet, & quel niveau de diversité s’attendre sans
ce point de comparaison (ce qui nous manque est en fait la connaissance du taux de mutation) ?

Il est apparu plus informatif et plus robuste (car plus indépendant du niveau de diversité)
de s'intéresser a effet différentiel des variations d’effectif sur plusieurs statistiques [141, 45].
Considérons par exemple [89, 24] le couple de statistiques (A, P) oi A est le nombre d’alléles et
P T’homozygotie calculée). Lorsqu’une population connait un déclin, des alléles sont d’emblée
perdus. Ce sont majoritairement des alléles qui étaient en faible fréquence dans la population,
et qui contribuaient peu a I’hétérozygotie [89]. Un déclin a donc pour conséquence un exces
transitoire de I’hétérozygotie, comparée a sa distribution attendue a léquilibre mutation-dérive
conditionnellement & la valeur du nombre d’alléles. Exactement de la méme facon, lors d’un
accroissement de taille, les mutations apportent des alléles neufs qui comptent pour un, alors
qu’ils ne participent que trés peu a I’hétérozygotie, d’ou un déficit d’hétérozygotie calculée
[24]. Ces propriétés ont été exploitées par J.M. Cornuet et G. Luikart dans une série d’articles
a Dorigine du logiciel BOTTLENECK [24, 105]. L’encart page 59 définit une autre mesure de
déséquilibre basée sur ce principe de rupture de relations entre statistiques, utilisable sur des
données microsatellites (indice de déséquilibre 8 de Kimmel).

On peut construire des méthodes d’inférence basées sur le calcul de statistiques (souvent
des moments de distributions, d’ou I’appellation collective de méthodes des moments). Les plus
récentes de ces méthodes tirent parti des avantages de la simulation du processus de coalescence,
et consistent a chercher les valeurs des paramétres d’un modéle qui minimisent la distance entre
les valeurs espérées des statistiques et leurs valeurs observées.

Pour des données de séquence, la distribution la plus couramment utilisée est celle du nombre
de différences entre paires de séquences (‘mismatch distribution’). On trouvera une présentation
de méthodes des moments utilisant cette distribution, appliquée a I’étude des populations hu-
maines, dans des articles de A. Rogers [117, 119, 60, 118]. Pour les microsatellites, des approches
équivalentes ont été basées sur la distribution du nombre de répétitions du motif constitutif.
D. Goldstein et al. utilisent par exemple la variance et la kurtosis de cette distribution [52].
A. Renwick et al. se servent de trois statistiques, I’hétérozygotie calculée, la variance et une
mesure apparentée a la skewness [114]. Méme ainsi, I’analyse d’un jeu de données humaines gi-
gantesque (5800 loci microsatellites, 20 individus minimum par locus) ne permet pas de choisir
entre une histoire d’effectif stable, d’expansion en marche d’escalier ou de bottleneck transitoire
[114]. Pour peu que I’on considére une variabilité du taux de mutation entre loci et un modeéle
mutationnel avec sauts, une bonne adéquation avec les données peut étre obtenue pour n’im-
porte lequel des trois scénarios démographiques envisagés [114]. Les données et/ou la méthode
ne sont donc pas trés discriminants quant a I’histoire des variations d’effectif.
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Index de déséquilibre de Kimmel

Dans un article de 1998, Kimmel et al. [71] introduisent un index B pour la détection de dés-
équilibres génétiques d’aprés des données microsatellites. Cet index mesure le rapport entre deux
estimateurs a I'équilibre génétique du taux de mutation renormalisé 6. Le premier est 'estimateur
9 de la variance de taille. Si I’on note X; le nombre de répétitions du motif pour le i*™€ géne d’un
échantillon de taille n,

0=V = o S (K= %) = Y = (K~ B(X0)”
i i=n

Le second est I’estimateur de ’homozygotie, qui s’exprime

= /P -1 avec P = —nzzzlpi -1

=" 1 ou les pi sont les fréquences des alléles.
n —

Dans une population & ’équilibre mutation-dérive, sous le modéle SMM strict, E =V / P=1en
espérance, pour chaque locus. Les deux estimateurs de GAréagissent différemment & des variations
d’effectif, d’ott un écart potentiellement détectable de 8 par rapport & 1. Un tel écart est plus
généralement le signe d’un déséquilibre génétique, ou d’une violation du modéle de mutation SMM.
Pratiquement, 8 peut étre estimé de plusieurs facons. Si L est le nombre de loci (indexés par )
dans I’échantillon, un premier estimateur est le rapport des moyennes,

L
A_Zz 102
r = ’

a6

un autre est la moyenne des rapports,

L .
~ 1 0
-i5()
=1 P

A Téquilibre génétique, les deux ‘estimateurs ont des distributions en cloche, mais comme le
remarquent les auteurs, alors que ﬂr ne dépend que des distributions empiriques marginales de
9 et de Hp, ﬂm dépend de leur distribution jointe. Pour des jeux de données de taille importante
(60 loci, 40 individus dans [74]), la puissance des tests basés sur I'estimation de 8 est bonne pour
détecter des croissances exponentielles [74|. Avec (B, la puissance s’effondre toutefois lorsque le
taux de mutation différe fortement entre loci. La puissance est meilleure, pour tous les cas illustrés
dans [74], que celle de tests basés sur la forme de la distribution de taille allélique [113], ou sur la
variance entre loci de I'un des estimateurs de 6 [113].
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3.2 Approches probabilistes basées sur la vraisemblance

Des avancées de la génétique théorique, de la méthodologie statistique et les progrés des
matériels informatiques ont rendu possible, depuis une petite dizaine d’années |56, 55|, le dé-
veloppement et la mise en pratique de méthodes probabilistes pour le traitement des données
génétiques. Trés généralement, les méthodes d’inférence probabilistes dont nous allons parler
sont basées sur la construction d’un modéle d’histoire et de fonctionnement des populations,
spécifié par des paramétres. Le vecteur ¢ de paramétres, a valeurs dans un espace ®, est ce
que l'on souhaite inférer au vu d’un jeu de données D. Pour cela, on traite les données comme
étant une réalisation d’un processus aléatoire défini par le modéle, et on calcule la probabilité
p(D|¢) d’obtention d’une réalisation identique a I’observation, pour une valeur fixée de ¢. Vue
comme une fonction de ¢, cette probabilité est appelée la vraisemblance L(¢) = p(D|¢). Cette
approche rend possible 1'utilisation des données sous leur forme brute et compléte : les données
que ’on considére sont tout simplement les comptages alléliques a des marqueurs moléculaires.

Avant de montrer comment calculer la vraisemblance, nous allons présenter deux logiques
différentes pour en tirer des inférences : la méthode du maximum de vraisemblance et les
approches bayésiennes. Les facteurs qui déterminent le choix de I'approche & utiliser sont mul-
tiples : présence ou absence d’informations auxiliaires, préférences méthodologiques, faisabilité
des calculs, taille de I’échantillon, risque accepté ...

3.2.1 Maximum de vraisemblance versus approche bayésienne

Dans I’approche par mazimum de vraisemblance, on estime un parameétre o par la valeur
a de plus grande vraisemblance, c’est a dire par la valeur qui donne la plus forte probabilité
a I’événement de configuration identique & celle du jeu de données. L’incertitude sur @ est
typiquement représentée par un intervalle de confiance d’interprétation fréquentiste [22, 59, 137].
L’approche par maximum de vraisemblance est extrémement efficace lorsque la distribution de
Pestimateur d’un paramétre converge (quand la quantité de données tend vers +00) vers une
distribution normale de moyenne la vraie valeur de a. Dans ce cas, la théorie asymptotique
s’applique, et la distribution de la statistique —2 log[L(«,)/L(@)] converge vers une distribution
du x?, avec a, la vraie valeur du paramétre. Cela fournit un moyen simple de déterminer les
bornes d’'un intervalle de confiance au seuil 95% pour « : ces bornes sont données par les
valeurs de vraisemblance 100 fois plus petite que le maximum de vraisemblance. L’application
de la théorie asymptotique en génétique des populations est rarement valide [137, 97]. En
effet, les observations & un locus ne sont pas, comme le demande la théorie asymptotique,
indépendantes, mais corrélées par leur généalogie commune. Une fois n > 30 individus typés
a un locus, 'effort qui consiste & en typer d’autres est pratiquement inutile. La plupart de
I’information potentiellement disponible est déja présente dans le premier sous-échantillon. Les
modéles biologiquement réalistes sont fréquemment spécifiés par plus d’un paramétre, ce qui
rend les choses plus délicates encore. Des solutions peuvent &tre obtenues numériquement [97,
98], par exemple par des méthodes de reéchantillonnage. La demande en temps de calcul et
I’'usage délicat de ces solutions diminuent considérablement I’attrait de ’approche par maximum
de vraisemblance, dans les applications de génétique des populations, et notamment lorsque les
modéles sont spécifiés par un grand nombre de paramétres.

Les méthodes d’inférence bayésienne utilisent elles aussi la surface de vraisemblance (éven-
tuellement multiparamétrée), mais P'exploitent d’une facon différente. En effet, ces méthodes
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expriment les inférences en termes de loi de probabilité sur I’espace ® des paramétres (ou loi a
posteriori). Cela nécessite de formaliser I’ensemble du modéle dans un langage probabiliste, et
en particulier de se donner une loi de probabilité a priori (avant la révélation des données) sur ®.
L’effet du jeu de données est alors de permettre une mise a jour de ces a priori (les a priori sont
modifiés par ’observation des données). De facon équivalente, la vraisemblance est pondérée par
la loi a priori pour donner la loi a posteriori. Sur le principe, I’approche bayésienne est tout a
fait simple (voire triviale). Elle repose sur la formule d’inversion de Bayes, qui relie la probabilité
jointe de deux événements a leurs probabilités conditionnelles respectives. Si les deux variables
aléatoires sont les données D et les paramétres ¢, on a p(D|¢)p(¢) = p(D, ¢) = p(¢|D)p(D), et

donc

p(DIé)p(¢)
p(D)
L’encart page 62 applique la formule d’inversion de Bayes dans un cas élémentaire tiré de
la génétique des pedigree. On retiendra l'idée que la loi a posteriori p(¢|D) a forte densité
pour des valeurs a la fois vraisemblables (compatibles avec les données) et compatibles avec
I'information a priori, extérieure aux données. La loi a posterior: en tant que telle représente
la loi des paramétres conditionnellement aux observations, et exprime nos incertitudes sur les
valeurs des paramétres. A aucun moment la définition des intervalles de plus forte densité
a posteriori —qui sont l'analogue bayésien des intervalles de confiance— ne repose sur des
hypothéses concernant la forme de la distribution a posteriori : peu importe dans les approches
bayésiennes que la théorie asymptotique ne s’applique pas.

Des critiques sont souvent émises, concernant la subjectivité des approches bayésiennes. Il est
vrai que des a priori différents vont conduire a des inférences différentes, pour un méme modéle
démographique et mutationnel, et pour un méme jeu de données. La loi a prior: sur I'espace
des paramétres n’est toutefois que I'une des manifestations du statisticien, avec la spécification
du modéle stochastique a l'origine des données. Si 'on englobe le choix des lois a prior: sous
le terme de modéle, il devient tout a fait normal que des modéles différents conduisent, pour
un méme jeu de données, & des inférences différentes. I’accusation de subjectivité qui est faite
parfois aux approches bayésiennes vaut tout autant pour les autres approches, qui nécessitent
elles aussi la spécification subjective d’un modéle. Une vraie question, pertinente, est celle de
savoir si un jeu de données contient suffisamment d’information pour une question d’inférence.
Par une analyse de sensibilité des résultats aux lois a priori, I’approche bayésienne permet
d’aborder cette question de facon rigoureuse. Une autre question est la définition de lois a
priort utilisables lorsqu’on ne dispose pas d’informations a priori.

p(9]D) = (3.1)
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Formule d’inversion de Bayes appliquée a la génétique des pedigree

L’hémophilie est une maladie récessive liée au chromosome X. Considérons une femme F' et son
frére M atteint par la maladie. Leur mére, non malade, est donc porteuse hétérozygote du géne
esponsable de la maladie. Sachant que leur pére n’est pas hémophile, F' a une probabilité 0.5 d’étre
porteuse saine du géne de I’hémophilie. La quantité ¢ qui nous intéresse est 1’état de F', qui peut
étre porteuse (¢ = 1) ou non (¢ = 0) de l’alléle déficient. La synthése des informations familiales
disponibles permet de proposer les a priori suivants pour ¢ : les probabilités des deux états sont
égales p(¢ =0) =p(¢p =1) =0.5.

Pour mettre & jour ces a priori, on utilise une nouvelle information : 'affection d; des fils 7 de
F par I’hémophilie. Supposons que F' a deux fils (non jumeaux) qui ne sont pas hémophiles.
Conditionnellement & ¢, dy et do sont indépendants. En négligeant la probabilité d’apparition de
I'alléle responsable de I’hémophilie par mutation, la vraisemblance est donnée par

p(di =dy =0/p=1) = 0.5 x 0.5 = 0.25 ,

p(d1:d220|(]§:0):1><1:1.

La formule d’inversion de Bayes permet de combiner l'information a priori et les données, pour
calculer la probabilité a posteriori que F' soit porteuse :

_pld =dy =0J¢p = 1)p(¢ = 1)
p(di = dy = 0)
_ pldi = dy = 0[¢ = 1)p(¢p = 1)
p(di=dy =0[¢ =1)p(¢ = 1) + p(d1 = dp = 0|¢ = 0)p(¢ = 0)

B 0.25 x 0.5 _ 0125
C025%x054+1x05  0.625

p(p=1ldy =dy =0)

0.2

Intuitivement, le fait de savoir que les fils de F sont sains diminue la probabilité conditionnelle
qu’elle soit porteuse, et la formule d’inversion de Bayes permet de calculer cette probabilité. Un as-
pect clé des approches bayésiennes est la facilité d’incorporation de nouvelles données. Par exemple,
si F' a un troisiéme fils, sain lui aussi, on peut utiliser comme information a priorila loi a posteriori
obtenue pour deux fils sains :

0.5 x0.2

=1ldy =dy = d3 = 0) = =0.111.
p(¢ =1ld = dy = d3 = 0) 05%x02+1x08 "

p(¢ = 1) diminue au fur et & mesure que le nombre de fils sains de F' augmente, et le premier fils
hémophile qui nait impose brutalement p(¢ = 1) = 1 (toujours si l'on ignore la mutation).

Cet exemple élémentaire (tiré de [48]) ne doit pas cacher la difficulté de mise en oeuvre des
approches bayésiennes, lorsque les variables aléatoires d’intérét sont multiples et continues. Mais
il illustre le principe trés simple de la formule d’inversion de Bayes, principe qui reste valable dans
les cas complexes.
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Inférence bayésienne et inférence par maximum de vraisemblance

On souhaite inférer le nombre n de bus desservant une ville, d’aprés la liste des numéros des bus
que 'on voit passer (les hypothéses sont les mémes qu’a ’encart de la page 45).

Supposons pour commencer que l’on ne voie passer qu’un bus numéroté k£ pendant le temps de
I’expérience. Il est bien slir impossible que k soit strictement plus grand que n. Pour kK < n en
revanche, il y a probabilité 1/n d’observer le bus k. Pour chaque n, on a donc une loi de probabilité
P, sur l'espace {1,2,...} des observations possibles : P, (k) = (1x<p)/n-

L’approche par mazimum de vraisemblance conduit & inférer pour n la valeur 7 qui maximise la
probabilité P, (k) de I’observation & : en 'occurrence, 'estimateur du maximum de vraisemblance
de n est n = k. Dans l'approche bayésienne, on se donne une loi a priori pour le paramétre
n, soit p(n), et on considére P, comme une probabilité conditionnelle : P,(k) = P(k|n) est la
probabilité d’observer le bus k sachant que le paramétre est n. On cherche alors a déterminer
la loi conditionnelle de n, sachant que ’on a effectué 'observation k; cette loi est dite loi a
posteriori. Notons P(-|k) cette probabilité conditionnelle. Par application des régles élémentaires
de calcul des probabilités, on trouve P(n|k) = P(k|n)p(n)/P(k). Le terme P(k) peut se calculer
par décomposition selon un systéme complet d’événements pour n, P(k) = > P(kln)p(n). Un
choix naturel de loi a priori consisterait & utiliser pour p la distribution du nombre de bus dans
des villes de méme taille pour lesquelles ce nombre est connu.

Les résultats donnés par les deux méthodes ne sont pas de méme nature : I’estimateur de maximum
de vraisemblance propose une valeur, tandis que I’approche bayésienne propose une loi (dans le
cas présent, toutes les valeurs de n supérieures & k vont avoir une probabilité non nulle, pourvu
qu’on ne les ait pas exclues a priori). Pour en déduire une valeur estimée, on peut calculer la valeur
moyenne de n sous cette loi, ou bien la valeur de n qui maximise la loi (le mode).

Dans cet exemple, le maximum de vraisemblance 7 donne en moyenne un trés mauvais résultat :
si n est le véritable nombre de bus, la valeur moyenne observée est n/2, ce qui est aussi la valeur
moyenne de 7. L’estimateur est donc fortement biaisé. Un autre exemple montrera comment un
choix “absurde” de loi a priori méne & un résultat peu significatif par la méthode bayésienne.
Partant d’une loi a priori de Poisson de paramétre A, on trouve que le maximum de la loi a
posteriori est obtenu pour n = k, ce qui rejoint l'estimateur du maximum de vraisemblance. La
valeur moyenne de n conditionnellement & 1’observation tend vers k£ quand A tend vers 0, mais est
asymptotiquement équivalente & A quand A tend vers l'infini : dans ce régime, c’est la loi a priori
qui impose la moyenne. Il faut bien sir prendre garde & cet écueil quand on emploie une méthode
bayésienne. On note que la distribution est extrémement étalée pour A grand, puisque le mode est
en k et la moyenne proche de A : il s’agit 14 d’un indice du peu de précision de I'inférence.

La différence entre les approches par maximum de vraisemblance et bayésienne persiste-t-elle
lorsque les données sont plus nombreuses, et que la liste des numéros des bus converge vers une
distribution uniforme sur [1;n] ? La réponse par maximum de vraisemblance demeure le plus grand
numéro de bus observé, ce qui avec probabilité 1 converge vers la bonne réponse quand le nombre
de bus observés tend vers +00. La réponse bayésienne tend également vers la bonne valeur de n, car
les valeurs de n qui ont du poids a priori mais qui sont supérieures au plus grand numéro observé
correspondent & des termes P(ky,...k;...|n) dont la probabilité tend vers 0. Les deux méthodes se
réconcilient donc dans notre exemple, lorsque la quantité de données augmente.
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3.2.2 Coalescent et calcul de vraisemblance

Pratiquement, comment calcule-t-on la vraisemblance L(¢) = p(D|¢)? Le jeu de données D
est, comme nous l’avons dit, considéré comme une réalisation d’un processus stochastique qui
détermine sa généalogie et son histoire mutationnelle. Le calcul de la vraisemblance est basé sur
I’hypothese que la loi de la généalogie est donnée par un coalescent. Cela peut étre le coalescent
standard pour un modéle de population close, d’effectif stable, se reproduisant selon le modéle de
Wright-Fisher. Mais cela peut aussi étre un coalescent avec variations d’effectif, un coalescent
structuré, un coalescent avec sélection ou encore recombinaison, selon les complications du
modéle supposé (voir revue sur les extensions du coalescent standard dans [99]).

La généalogie de ’échantillon, dénotée par G, peut étre considérée comme une donnée man-
quante. On peut donc réécrire p(D|¢p) comme la somme des vraisemblances sur ’espace I' de
toutes les généalogies possibles :

p(D|g) = / p(D]6,G)p(GI#)IG (3.2)

ot p(D|p,G) est plus ou moins facilement calculable et p(G|¢) est donnée par la théorie de
la coalescence (application pratique au paragraphe 5.1). Le calcul de p(D|¢,G) dépend de ce
que ’on désigne précisément par G : G peut selon les méthodes étre I'histoire généalogique
et mutationnelle toute entiére, ou I'histoire généalogique seule. Dans le cas particulier ou le
choix de G détermine de facon unique la configuration en bouts de branches de la généalogie,
p(D|¢,G) est tout simplement une variable indicatrice, ¢’est a dire qu’elle prend les valeurs /0
selon que cette configuration est/n’est pas celle du jeu de données.

Une caractéristique importante des coalescents neutres est que la vraisemblance d’une gé-
néalogie ne dépend pas des détails de 'histoire : peu importe quelles lignées fusionnent dans
quel ordre, quelles branches sont affectées par les mutations. Seule compte la répartition des
événements de coalescence et de mutation le long de I’axe des temps (figure 4.2), c’est a dire
leurs types et leurs dates. Autrement dit, on peut projeter une généalogie sur I’axe des temps,
et la vraisemblance est tout simplement le produit des densités d’occurrence des événements
successifs aux dates successives. Plus précisément, si 'on appelle y(¢) la densité d’occurrence
des événements, la densité de probabilité conditionnelle p(t;41|t;) d’occurrence d’un quelconque
événement a la date t;,1, sachant que ’événement précédent a eu lieu & 'instant ¢;, est le pro-
duit du taux instantané y(¢;;1) et de la probabilité pour qu’aucun événement ne se soit produit
entre t; et t;,1 [55] :

p(ti+1|t:) = v(tiy1) exp (- /:H V(t)dt) -

Et si la généalogie considérée comporte card(€) événements, sa densité de probabilité est pro-
portionnelle au produit des probabilités p(e, t;11|t;) des événements particuliers :

card(€)—1

[T »letidit).

=0

Le nombre des topologies non datées possibles croit trés vite avec la taille de ’échantillon
(tableau 3.1), et ’espace des possibles pour les autres composantes de G (nombre, position et
type des mutations, dates des événements) n’est pas fini. L’espace I" des généalogies de génes est
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3 4 5 6 7 8 9 10
3 18 180 2700 56700 1587600 57153600 2571912000

2
1

~+ (3

TAB. 3.1: Relation entre la taille n d’un échantillon de génes et le nombre t de topologies possibles pour
la généalogie de léchantillon. t = [];_, C,% augmente trés rapidement avec m, ce qui rend impossible
Uexploration de toutes les généalogies.

donc de trés grande dimension, partiellement discret (topologie des généalogies), partiellement
continu (dates des événements).

On a donc a calculer une intégrale —une somme pour la composante discréte— en trés
grande dimension, ce qui rend inapplicables les méthodes numériques déterministes (méthodes
de Riemann et de Lagrange sl. ), dont le principe est de calculer la valeur de la fonction a
intégrer sur un maillage de ’espace des paramétres, et de calculer I'intégrale par interpolation.
Les méthodes de Monte Carlo —qui proceédent par tirages aléatoires dans cet espace— sont
le seul moyen pratique d’approcher l'intégrale de 1’équation 3.2, méme si, comme A. Sokal le
remarque en téte d’'une série de cours sur 'usage des méthodes de Monte Carlo en mécanique
statistique [135] :

“Monte Carlo is an extremely bad method. It should be used only when all alternative methods
are worse.”. En effet, les méthodes de Monte Carlo peuvent au mieux converger en O(1/4/n) [58].
De plus, tout biais dans les simulations se reporte sur les estimations, point particuliérement
délicat pour des modéles complexes —dont les problémes généalogiques qui nous intéressent.

3.3 Echantillonnage de Monte Carlo

Toutes les méthodes de Monte Carlo consistent a générer des tirages selon une loi de pro-
babilité f définie sur un espace F —dans le cas qui nous intéresse, f est la vraisemblance
L(¢) = p(D]¢) ou bien la loi p(¢|D), appelée loi a posteriori, proportionnelle & p(D|¢p)p(¢)
pour D donné. Deux grands types peuvent étre distingués, les méthodes de Monte Carlo sta-
tiques et dynamiques. Les méthodes statiques (Monte Carlo standard, échantillonnage pondéré)
fournissent une séquence de tirages indépendants selon f. Les méthodes dynamiques (Monte
Carlo par chaine de Markov) sont basées sur 'invention d’une marche aléatoire qui permette
d’explorer I’espace F', et qui ait pour unique distribution stationnaire la loi f. Les méthodes
dynamiques générent des tirages asymptotiquement distribués selon f, mais corrélés.

3.3.1 Meéthode de Monte Carlo standard

Une facon conceptuellement simple et de mise en oeuvre algorithmique rapide de calculer
L(¢) est d’approcher 3.2 en faisant la moyenne d’un nombre suffisamment grand de termes
correspondant chacun a un tirage selon p(G|¢) :

L(6) = p(D|g) = /

r

Ng,
p(D|, G)p(9]¢) dG ~ Nig S p(DI6,9) (3.3)
=1

Tirer des généalogies selon p(G|p) est aisé dans le cadre du coalescent (nous le ferons au
chapitre 5). Malheureusement, pour des jeux de données de dimension usuelle, la plupart des
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généalogies échantillonnées donnent une probabilité nulle (ou trés faible) d’obtenir la configura-
tion de ’échantillon (encart page 66). De ce fait, I’estimateur de Monte Carlo de L(¢) a une trés
grande variance, et I'obtention de résultats fiables nécessite d’estimer L(¢$) sur un trés grand
nombre Ng de généalogies (nombre inatteignable dans la pratique [138]). La méthode de Monte
Carlo standard devient alors totalement inefficace.

Limites de la méthode de Monte Carlo directe

La possibilité de calculer p(D|¢) par échantillonnage de Monte Carlo d’histoires généalogiques et
mutationnelles dépend de la probabilité de générer ainsi la configuration de D. Une série d’échan-
tillons de tailles n croissantes illustre cette probabilité (les détails de la méthode de Monte Carlo
utilisée seront donnés au chapitre 5.4). Ces échantillons ont tous été générés en population stable
avec un modéle mutationnel SMM, et 8 = 10. On s’interesse par exemple & la vraisemblance en
fonction de @ (les autres paramétres définissent une population stable et un modéle SMM). Cette
vraisemblance peut étre estimée par la méthode de Monte Carlo directe, pour chacun des échan-
tillons D, comme la proportion ¢ = f/S de simulations ou 1’échantillon cible est atteint, avec f le
nombre de fois ot léchantillon cible est simulé et S le nombre total de simulations. Dans le tableau
suivant, n est la taille des échantillons, D leurs configurations normalisées (encart page 78), et
cto(c) la proportion de fois ou léchantillon cible D est atteint, et ’écart-type de cette proportion
(le tout pour S = 100 000).

n D f cto(c)
2 {1,1} 28131 [ 2810 1+14103
3 {3} 6422 | 641072+ 7.8107*
41 {2,1,1} 4042 | 401072 +6.2107*
51 {2,1,2} 1810 | 1.81072 £ 4.3 1071
6 {2,2,1,1} 937 | 1.81072 +4.310~*
71 {2,0,2,3} 219 [ 9.4103+£3.110 ¢
10| {3,2,2,3} 107 | 11103 £1.010°*
15| {1,9,5} 45 [ 45107 £6.7107°
20 | {6,1,7,4,2} 3(3010°+1.710°°

Pour des tailles d’échantillon de plus d'une dizaine de génes, la méthode directe passe le plus clair
de son temps & générer des généalogies incompatibles avec I’échantillon, et estime la vraisemblance
du jeu de données avec une forte variance.

3.3.2 Echantillonnage d’importance

Une amélioration directe de la méthode de Monte Carlo standard —qui en conserve le
principe— consiste a concentrer les tirages selon p(G|¢) sur les termes pour lesquels p(D|¢, G)
est le plus grand, afin de réduire la variance des estimateurs. Une introduction aux méthodes
d’échantillonnage d’importance (IS), ou échantillonnage pondéré, peut étre trouvée dans I’ou-
vrage de référence de Ripley [115]. L’application a 'inférence a partir de données de diversité
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génétique est développée dans un article de fond de Stephens et Donnelly ([138], voir aussi
[137, 136)).

En quelques mots, on se donne une distribution de probabilité ¢(G|®) selon laquelle on sait
réaliser des tirages, et de densité non nulle pour les généalogies compatibles avec les données,
c’est a dire les généalogies telles que p(D,G) > 0. L(#) peut alors étre exprimé sous la forme

p(G|o)
q(G|9)

pwm=LMM¢m 4(G16) dg (3.4)

Le rapport p(G|#)/q(G|¢) est appelé rapport d’importance, et il est égal a la probabilité d’échan-
tillonner la généalogie G pour le modéle stochastique (le coalescent) divisée par la probabilité
d’échantillonner cette généalogie par tirage selon la fonction d’importance. L’estimateur de
p(D|¢) correspondant, obtenu en moyennant sur un grand nombre de généalogies G; indépen-
dantes, tirées selon la distribution ¢, est :

p(Dl6) ~ 53 p(DI6.G) (3.5)

=1

En général, on fait en sorte que toutes les généalogies G; échantillonnées soient compatibles
avec léchantillon, c’est a dire que p(D|¢, G;) = 1[55, 138] . La distribution ¢ idéale pour diminuer
la variance de Iestimateur de la vraisemblance serait ¢(G|¢) = p(G|D, ¢). En effet, dans ce cas,
chaque terme de la somme dans 3.5 vaut p(G;|¢)/p(Gi|D, ¢), qui en remarquant que p(G;, ¢) =
p(Gi, D, ¢) devient exactement la vraisemblance p(D|¢). La variance de l’estimateur est donc
nulle. Plus raisonnablement, il faut trouver un compromis entre les propriétés souhaitables
pour g, c’est & dire la facilité de simulation de tirages selon ¢, et la diminution de variance de
Pestimateur [138].

Dans la pratique, il est extrémement difficile de choisir une distribution ¢ efficace pour une
large gamme de valeurs des paramétres ([138, 137|. g est généralement construite a I’aide d’une
valeur pivot du paramétre, et n’échantillonne efficacement les généalogies importantes qu’a
proximité de cette valeur pivot. Lorsque la distribution d’importance ¢ utilisée est la méme
pour toutes les valeurs des paramétres, on sous-estime typiquement la vraisemblance pour les
valeurs des paramétres distantes de la valeur pivot, du fait que ¢ manque déchantillonner les
généalogies qui contribuent & la vraisemblance. Cela risque de donner la fausse impression que
la vraisemblance a un maximum proche de la valeur pivot, et de donner des intervalles de plus
forte vraisemblance plus étroits qu’ils ne devraient étre. Les méthodes dites de bridge-sampling
[42] et les méthodes d’échantillonnage groupé [137] cherchent a résoudre ce probléme.

De plus, 'approche par échantillonnage d’importance partage avec la méthode standard
I’inconvénient de nécessiter une estimation de la vraisemblance sur un maillage de ’espace des
paramétres démographiques et mutationnels. Cela reste gérable lorsque le nombre de paramétres
d’intérét est faible, mais explorer ce maillage devient une tache démesurée pour des modéles
spécifiés par plusieurs paramétres. Le modéle traité dans la partie II, qui comporte dans sa
forme compléte 4 paramétres de fondation-explosion et 3 paramétres pour spécifier le modéle
de mutation des marqueurs, serait par exemple difficile & traiter par importance sampling [46],
et les méthodes dynamiques semblent avoir I'avantage dans des systémes avec beaucoup de
degrés de liberté comme celui-1a [138].
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3.3.3 Echantillonnage de Monte Carlo par chaine de Markov

Dans les méthodes d’échantillonnage de Monte Carlo par Chaine de Markov (MCMC), on
invente un processus stochastique qui définisse une marche aléatoire sur F ayant pour unique
distribution stationnaire la loi f selon laquelle on souhaite échantillonner. La marche aléatoire
assure I’exploration de ’espace F, et sous des conditions assez générales, les positions successives
de la marche aléatoire dans F seront distribuées selon f. Notons dés a présent que le processus
stochastique est choisi de fagon & explorer F, et ne cherche en rien & mimer quelque phénoméne
biologique que ce soit. Dans la pratique, le processus stochastique est une chaine de Markov,
construite a partir d’un état initial arbitraire en suivant ’algorithme de Metropolis-Hastings.
Nous allons donc donner quelques éléments sur les chaines de Markov et sur 'algorithme de
Metropolis-Hastings (on se reportera pour plus de détails aux références [50, 48]).

Une chaine de Markov est, de fagon simple, une séquence Xy, X1,..., X, Xpt1,... de va-
riables aléatoires a valeurs dans F, telles que X, ;1 ne dépende que de X,,, de facon probabiliste.
Une chaine est définie par une distribution sur F pour la variable aléatoire initiale Xy, et par
un noyau de transition qui donne la probabilité p,_,, pour que X, prenne la valeur y sachant
que X, a pour valeur x. On dit qu'une chaine de Markov est irréductible si il est possible d’aller
de n’importe quel état = a n’importe quel état y (x, y dans F), en un nombre fini de pas (voir
|48, 142, 116] pour des définitions plus rigoureuses, tenant compte en particulier du caractére
continu de I'espace d’état). L’irréductibilité est nécessaire a I’exploration de I’espace des para-
métres a des fins d’échantillonnage. Une densité de probabilité f sur F est appelée distribution
stationnaire (ou invariante) d’une chaine de Markov si

fly)=>_ fl@)plz =),

zeF

pour tout y dans F. Remarquons que cette somme est plutdt une intégrale, pour la composante
continue de I'espace d’état.

Une chaine de Markov irréductible n’admet pas nécessairement de distribution stationnaire,
mais si elle en admet une, celle-ci est unique [116]. Si la chaine est apériodique (i.e. si pour
tout z, p(x — x) > 0), la chaine de Markov converge vers la distribution f, quelle que soit
la distribution initiale pour X, (la aussi, les choses sont plus complexes pour un espace d’état
continu). En théorie, pour tirer selon f par une méthode de Monte Carlo dynamique, il suffit
de se donner un noyau de transition p(x — y) qui satisfait aux conditions d’irréductibilité,
d’apériodicité et de stationarité pour f. On peut alors partir de n’importe quel état initial et
on a la garantie que le systéme converge vers la distribution stationnaire. Reste & déterminer
des noyaux de transition qui donnent une méthode de Monte Carlo non seulement correcte,
mais de plus efficace. La difficulté clé est que les états successifs de la chaine sont corrélés, si
bien que la variance des estimations produites par Monte Carlo dynamique risque d’étre plus
grande que par Monte Carlo statique. Une méthode de Monte Carlo dynamique est d’autant
plus efficace que la corrélation entre états successifs est faible.

L’algorithme de Metropolis-Hastings |62, 48, 80| fournit un moyen tout & fait général de
construire une chaine de Markov irréductible, apériodique, de distribution stationnaire f, lorsque
le rapport f(x)/f(y) des densités de probabilité a deux points = et y de I'espace F peut étre
calculé. Soit p(x — y) une noyau de proposition arbitraire défini sur F x F (les propositions
pourront étre rejetées, c’est pourquoi je parle de noyau de proposition et non pas de noyau de
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transition). Si x est la valeur de la variable aléatoire X,, de la chaine de Markov, I’algorithme
de Metropolis-Hastings définit la valeur de X,,,; de la fagon suivante : un état y est tiré selon
le noyau de proposition. Avec probabilité a, ol

— in f@ply — z)
o= (1’ @)ple = y>> (36)

létat y est accepté et X, 11 = y (éventuellement, y = x). Avec probabilité 1 — a, I’état y est
rejeté, et la chaine de Markov reste sur place avec X,,1 = z. A condition que la chaine de
Markov obtenue soit irréductible (ce qui dépend du choix de la matrice de proposition), elle a
pour distribution stationnaire f (encart page 70).

Chowx d’une matrice de proposition Deux écueils sont & éviter lors du choix d’une matrice
de proposition. Le premier est de proposer des positions qui ont une faible probabilité d’étre
acceptées. La chaine a alors tendance a rester sur place, au lieu d’explorer I'espace des para-
métres en repassant plus fréquemment dans les régions de forte vraisemblance. Le second est
de se déplacer avec lenteur dans ’espace. Méme avec un fort taux d’acceptation, on n’explore
pas non plus efficacement ’espace dans ces conditions. Malheureusement, le compromis entre
ces deux défauts est difficile & trouver. En effet, si ’on propose des positions trop éloignées
de la position initiale, il est difficile d’obtenir un fort taux d’acceptation. Et de toute facon,
il faut rester capable de calculer les probabilités de proposition g(x — y) et de proposition
inverse ¢(y — x) pour pouvoir implémenter 1’algorithme de Metropolis-Hastings. Si I’on mise
sur un fort taux d’acceptation, on ne peut guére se déplacer dans I’espace des paramétres que
par sauts de puce. Pour les modéles généalogiques traités dans [6] ou dans la présente thése, un
compromis raisonnable doit étre trouvé par essais-erreurs.

3.3.4 Méthode de Monte Carlo et choix du paradigme statistique

Si ¢ désigne les paramétres d’intérét d’'un modéle, la surface de vraisemblance L(¢) —calculée
ou approchée par des méthodes de Monte Carlo— peut étre utilisée pour estimer les paramétres
du modéle, et pour exprimer l'incertitude relative a ces inférences. Les méthodes de Monte Carlo
statiques et dynamiques donnent toutefois accés a la surface de vraisemblance par des chemins
différents. Dans la pratique le choix de la méthode d’échantillonnage oriente vers le traitement
par maximum de vraisemblance ou par les méthodes bayésiennes.

Plus précisément, les méthodes de type Importance Sampling fournissent la valeur de la vrai-
semblance en différents points de I’espace des paramétres. C’est donc un chemin direct si ’on
souhaite baser I'inférence sur le calcul du maximum de vraisemblance. En revanche, cela rend
difficile 1'usage de vraisemblances intégrées (marginales) [10], et si I'on adopte une approche
bayésienne, I’obtention de lois a posteriori demande un travail d’intégration supplémentaire.
Les méthodes de Monte Carlo dynamiques fournissent quant a elles des échantillons tirés selon
la distribution jointe a posteriori des paramétres. L’obtention de la surface de vraisemblance, ou
de lois a posteriori, nécessite un travail d’estimation de densité. Mais il est aussi simple d’obtenir
des lois marginales que des lois jointes : il suffit pour cela d’ignorer les paramétres par rapport
auxquels on souhaite intégrer, au moment de 1’estimation de densité. Pour résumer, I’échan-
tillonnage d’importance est surtout orienté vers 'inférence par maximum de vraisemblance dans
sa forme classique, alors que les méthodes qui utilisent 1’échantillonnage MCMC permettent en
plus I'usage de vraisemblances intégrées et dans une optique bayésienne, ’estimation de lois a
posteriort.
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Stationnarité d’une chaine de Markov pour la loi f

Soit une chaine de Markov définie par les variables aléatoires (X, X1, ... Xpn, Xp+1-..). On veut ici
montrer que si’algorithme de Metropolis-Hastings est appliqué pour déterminer les états successifs,
alors f est une distribution stationnaire pour la chaine de Markov. C’est & dire que si la loi £(X},)
de l’état X, est f, alors cela reste valable au rang suivant, £(X,11) = f.

On note p;_y la probabilité de transition d'un état X;,, = x a un état X, 41 = y, et on pose

) A Py—z M
p={ln s}

I’ensemble des couples (z,y) qui satisfont au critére de Metropolis-Hastings.
Soit £ un état donné. Evaluons la loi de X, +1 au point y, conditionnellement & X,, = x. La formule
exprimant p(X, 1 = y|X,, = z) comporte deux termes d’acceptation et un terme de rejet :

P(Xng1 = y|Xn =z)= pw—)ypy_m M ]I(:c,y)eD + Py H(w,y)gED
DPz—y (37)
% '
+ |1 — Dx—y’ yoo X f(y) ]I(:c,y’)eDdy, - /p$_>y/ ]I(z,yl)¢Ddyl 6$:y (37)
Dy’ f(.’L')

ou 05 désigne la masse de Dirac au point z, i.e. la mesure de probabilité définie par d;[A] = 1 si
x € A, et §[A] = 0. En outre on a noté I, la fonction valant 1 si e est vérifié, et 0 sinon.

La loi de X1, évaluée en un point gy, s’obtient en intégrant I’expression (3.7) contre la mesure
de probabilité f(x)dz : on trouve

L(Xn1)(y) = / py = ) f(y) Lizy)ends + / p(x = y) f(@) Lzyendz

+ fly) — / p(y' = ) () Ly yyepdy’ — / p(y =) f(y) Lyy¢pdy'.

Si on renomme 4’ en z, on obtient aprés regroupement

L(Xn+1)y) = fy) +/pyﬁwf(y)[]l(m,y)ED_]I(y,m)géD] dz — /Pz—wf(&?)[]l(y,z)ep — L y)¢p] d.

Cependant, les deux derniers termes se compensent, puisque

Tayyep = Lyz)¢n = Upassy f@)=py e f0)] = L)eD — Lizy)¢n-

On obtient donc
L(Xn+1)(y) = f(y)-

Dans la pratique, nous avons besoin pour notre échantillonneur de Metropolis-Hastings, en plus de
la stationnarité en f, d’une propriété de convergence (de quelque distribution que l’on parte pour
Xo, L(X,) — f lorsque n — +00) et d’une propriété d’ergodicité (on veut que les états successifs
d’une méme chaine soient distribués selon f, et non pas les états X,, de chaines paralléles).
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3.4 Meéthodes probabilistes exactes et approchées

Les méthodes probabilistes exactes dont nous avons parlé sont cotiteuses en temps de dé-
veloppement et de calcul. On peut gagner sur ces deux tableaux en choisissant des méthodes
probabilistes approchées [107, 137]. On manipule pour cela, au lieu des jeux de données bruts,
des jeux de données transformés par le calcul de statistiques sommaires. Par exemple, les mé-
thodes d’acceptation-rejet fonctionnent sur le méme principe que la méthode de Monte Carlo
standard, par simulation & répétition de coalescents indépendants. Mais le jeu de données cible
est considéré comme atteint lorsque les données simulées leur ressemblent et non pas lorsqu’elles
ont exactement la méme configuration. La ressemblance est typiquement définie comme une
fonction décroissante de la distance entre un vecteur de statistiques sommaires cible et simulé.
Les derniers développements de la méthode d’acceptation-rejet semblent montrer que 1'effort
de développement des méthodes exactes vaut la peine : un article sous presse de M. Beau-
mont et al. [8] illustre la perte d’information engendrée par I'usage de statistiques sommaires :
ce travail compare pour un modele démographique simple la méthode bayésienne de I. Wil-
son et D. Balding [154], qui utilise la configuration exacte de I’échantillon, avec des méthodes
bayésiennes approchées de type acceptation-rejet [145, 107, 39]. Les méthodes exactes sont bien
plus gourmandes en temps de calcul, mais 'usage de statistiques sommaires dans les méthodes
approchées engendre une perte d’information substantielle. Les méthodes probabilistes exactes
sont déja tout a fait utilisables pour le traitement d’un jeu de données de taille moyenne (une
dizaine de loci, quelques dizaines d’individus). En revanche, un gain de temps de calcul de
deux ordres de grandeur serait nécessaire pour que I’exploration des modéles sous-jacents soit
confortable et puisse étre compléte. La combinaison des progrés algorithmiques et de ceux des
matériels informatiques ne manqueront pas de rendre les méthodes exactes plus faciles d’usage.
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Deuxiéme partie

Inférence bayésienne des parameétres d’une
fondation-explosion
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On cherche & faire des inférences sur les variations d’effectif passées d’une population, d’aprés
I’observation de la diversité génétique actuelle dans cette population.

C’est I'existence d’une généalogie de ’échantillon qui permet de faire le lien entre diversité
génétique a un instant et variations d’effectif passées (paragraphe 2.3.2). La forme de la gé-
néalogie dépend en effet des effectifs et se trouve mémorisée —malheureusement avec perte
d’information— par le processus de mutation, sous la forme d’une distribution de comptages
alléliques. Pourtant, la plupart des méthodes d’inférence développées jusqu’a présent laissent de
cOté une partie de I'information démographique enregistrée dans les jeux de données : les mé-
thodes basées sur le calcul de moments de distributions [24], et les méthodes de type acceptation-
rejet [107] résument en effet le jeu de données par un petit nombre de statistiques. Les mémes
valeurs des statistiques peuvent étre obtenues pour des configurations différentes du jeu de
données, qui possiblement correspondent a des surfaces de vraisemblance assez éloignées.

L’histoire généalogique et mutationnelle précise est inconnue, et son enregistrement par un
marqueur ne nous informe que partiellement sur elle. Quand bien méme I’histoire exacte a un
locus serait connue, le scénario de variations d’effectif reste peu accessible. En effet, le lien
entre démographie et généalogie est probabiliste, si bien que des inférences précises nécessitent
I’observation de plusieurs réalisations indépendantes du processus aléatoire qui sous-tend les
données de diversité. Malgré ce fait notoire la majorité des méthodes probabilistes se base sur
une unique réalisation du processus stochastique a l'origine des données, c’est a dire sur 1'obser-
vation d’une seule séquence d’ADN [107, 154], ou d’un groupe de loci liés [154]. Cette limitation
n’est fatale ni pour les méthodes d’acceptation-rejet ni pour les méthodes probabilistes exactes
(voir par exemple [39, 6]), mais pour ces derniéres, le probléme est celui de la complexité d’im-
plémentation. Les méthodes des moments ont I’avantage apparent de pouvoir facilement traiter
des données multilocus. Ces données multilocus sont toutefois grossiérement compactées, par
exemple sous la forme d’un ou de quelques indices de déséquilibre génétique [71].

Enfin, on dispose souvent d’informations sur les valeurs de certains paramétres des modéles.
On sait par exemple que le taux de mutation des microsatellites est relativement élevé, quelque
part entre 1076 et 1072 par géne et par génération. On souhaiterait donc pouvoir incorporer a
la méthode d’inférence des a priori, et les incertitudes sur ces a priori. Cela est permis (en fait
requis) par les méthodes bayésiennes, que leur mise en oeuvre soit exacte [154] ou approchée
[107, 39].

On a donc le choix entre une diversité de méthodes d’inférence, qui différent par leur sou-
plesse, par la complexité de leur mise au point et de leur implémentation, par leur gourmandise
en temps de calcul et par leur précision. Le choix de I'une ou 'autre des méthodes dépend du
probléme et de contraintes techniques et humaines. Dispose-t-on du savoir-faire 7 Quel temps
peut-on allouer au développement de la méthode ? Disposera-t-on ensuite de ’équipement in-
formatique suffisant pour exploiter la méthode ?

Le probléme présentement posé est celui d’inférer conjointement les paramétres démogra-
phiques et mutationnels d’un modéle de fondation-explosion. Il est vraisemblable, d’aprés des
études sur des modéles proches [46, 6, 39|, que la fondation et ’explosion interférent, entre elles
et avec le processus mutationnel, et que I'information contenue dans un jeu de données est trés
limitée. Dans ce contexte peu favorable, j'ai opté pour une méthode probabiliste —par opposi-
tion aux méthodes des moments—, exacte —par opposition aux méthodes probabilistes basées
sur le calcul de statistiques sommaires. Afin de maximiser I’'information empirique utilisée, j’ai
souhaité une méthode pouvant exploiter des données multilocus. Face a I'extréme difficulté de
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développement et d’implémentation des méthodes probabilistes, il est naturel de partir d’une
méthode existante dont les modéles démographique et mutationnel sont plus simples. La mé-
thode de M. Beaumont, implémentée dans le programme MSVAR, était la plus proche de ce
que je recherchais [6]. Le chapitre 4 présente une extension de cette méthode, basée comme elle
sur de I’échantillonnage de Monte Carlo par Chaine de Markov. La méthode a I’avantage de
ne pas nécessiter de développements mathématiques importants (par rapport & une méthode
d’échantillonnage pondéré par exemple) : 'algorithme de Metropolis-Hastings peut en effet étre
utilisé pour des problémes extrémement variés, avec des adaptations relativement simples. La
médaille a un revers, 1'utilisation délicate de la méthode. Le chapitre 5.4 présente des outils
pour I’exploration du modéle de fondation-explosion, et pour ’exploitation des échantillons de
la loi a posterior: fournis par MSVAR. L’usage de ces outils est illustré sur ’exemple de la véri-
fication de I'implémentation. Le chapitre 6 explore le modéle de fondation-explosion, et discute
des améliorations possibles de MSVAR.

Effectif N(t)

processus
mutationnel

+sélection
+migration
+recombinaison...

généalogie de génes

Processus stochastique a I’origine des données

4

Modéle généalogique, démographique et mutationnel ‘ ‘ Données de comptages microsatellites
{1,0,3,18,8}
paramétres du modele:
{28,0,0,2}
loi a priori
{19,2,0,1,8}

loi a posteriori

F1G. 8.1: Dans la méthode d’inférence bayésienne présentée dans cette partie, on modélise le processus
stochastique & l'origine des données de diversité microsatellite. On incorpore les informations sur ce
processus stochastique et les incertitudes sur ces informations, sous la forme de la loi jointe a priori
des parameétres du modéle. Les données de diversité observées permettent de préciser les a priori. Les
inférences sont exprimées par la loi jointe des paramétres, sachant les données, ou loi a posteriori des
parameétres.

76



Chapitre 4

Principe de la méthode d’inférence
bayésienne

On dispose de données empiriques D sous la forme de comptages alléliques & un ou plusieurs
loci microsatellites (encart page 78), dans un échantillon d’une population supposée close, et
bien décrite par un modéle de Wright-Fisher pour lequel 'hypothése de stabilité de 1’effectif est
relachée, ou par tout autre modéle populationnel pour lequel le processus de coalescence discret
est correctement approché par le coalescent standard avec variations d’effectif [99, 132].

On se donne, outre le modéle généalogique du coalescent avec variations d’effectif :

— un modéle démographique pour la population échantillonnée,

— un modéle mutationnel pour les marqueurs microsatellites,

— une loi a priori p(¢) sur les valeurs des parameétres du modéle (démographique et muta-

tionnel).
On souhaite obtenir la loi a posterior: des paramétres du modéle, sachant la configuration exacte
du jeu de données, et les a priori. Cette loi a posteriori p(¢|D) est en principe simplement
obtenue selon la formule d’inversion de Bayes :

_ p(@)p(D[9)

On définit p(D) par décomposition selon un systéme complet d’événements pour ¢

p(D) = / p(D|)p(6)ds.

Le terme p(D) est donc une constante, pour des a priori fixés.

Dans la suite, nous travaillerons a cette constante prés, et nous considérerons simplement que
p(6|D) est proportionnel a p(¢)p(D|¢). Cela n’est pas génant du fait que nous obtiendrons des
échantillons tirés selon p(¢|D), et que la loi a posteriori p(¢|D) sera obtenue par estimation de
densité a partir de ces échantillons.

Reste donc a calculer p(¢)p(D|¢). Plusieurs options pour I’implémentation de cette solution
bayésienne sont possibles (¢f. 3.3). La méthode utilisée par M. Beaumont [6] et reprise par
C. Calmet et M. Beaumont (article en préparation annexé page 185) est basée sur de ’échan-
tillonnage de Monte Carlo par Chaine de Markov.
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Jeux de données microsatellites

Lorsque 'on type un organisme diploide & un locus microsatellite, on obtient en principe une in-
formation sur les deux copies génomiques de ce microsatellite, en termes de longueur de produits
de PCR. Le nombre de paires de bases du motif répété étant connu, on peut traduire le polymor-
phisme éventuel en termes de différences dans le nombre de répétitions du motif. Pour le modéle
démographique, généalogique et mutationnel utilisé dans la présente thése, on ignore I'information
génotypique pour considérer la distribution des comptages alléliques dans la population étudiée.
Considérons le jeu de données suivant & un locus dinucléotide, représenté au format GENE-
POP [112] :

Pop

indiv , 120120
indiv , 120122
indiv , 122122
indiv , 122126
indiv , 120120

La représentation normalisée des comptages alléliques dans ce jeu de données est {5,4,0,1}, ce qui
signifie qu'il comporte 5 copies d’une certaine longueur (produit de PCR de longueur 120, ce qui
correspond & un certain nombre de répétitions du motif dinucléotide constitutif), 4 copies d’une
unité plus longues (122), et une copie de deux unités plus longue encore (126). La classe allélique
124, non représentée dans 1’échantillon, est représentée par un 0 pour que soit codé I’écart de
taille entre les classes alléliques. Dans le sens inverse, une configuration de {1,0, 0,3} sous forme
normalisée peut par exemple correspondre & un échantillon de quatre génes donnant des amplifiats
de longueurs 100 et 106 pour un dinucléotide, ou de 203 et 215 pour un tétranucléotide. Ce codage
normalisé ne peut rendre compte des comptages alléliques a des loci microsatellites pour lesquels
on a des alleles hors échelle (par exemple, & un dinucléotide, des alleles donnant un produit de
PCR de parité différente des autres).

Un script perl est disponible sur demande pour le formattage des données pour MSVAR, depuis le
format GENEPOP
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4.1 Processus stochastique a ’origine des données

On suppose que les généalogies des génes échantillonnés sont obtenues par réalisation d’un
processus stochastique bien décrit par le coalescent standard avec variations d’effectif. Cela dé-
finit un modéle généalogique dont la pertinence doit étre discutée pour chaque cas d’application
(cf. chapitres 7 et 8 ). On précise ci-aprés le modeéle déterministe de variations d’effectif, et le
modeéle de mutation des marqueurs microsatellites qui ont enregistré ces variations d’effectif.

4.1.1 Modéle démographique

On considére une population close, panmictique, de N(t) génomes haploides. La taille de la
population a la date ¢ = 0 ou cette population est échantillonnée est notée Ny. On considére
que le temps croit lorsque 1’on remonte dans le passé, et on choisit pour unité de temps N
générations. N(t) est supposé varier exponentiellement pour atteindre la taille N; & une date
t;y > 0 (f comme fondation) dans le passé. Pour ¢t > ¢y, la taille de population ancestrale est
supposée constante de valeur No. Ny, N; et Ny peuvent étre ordonnés arbitrairement, si bien
que des variations d’effectif variées peuvent étre décrites avec le méme formalisme, avec ou sans
discontinuité d’effectif a ¢;. Le cas ot No > N; < Ny correspond a une histoire démographique
de type fondation-explosion (illustration figure 4.1), qui nous intéresse principalement. Si Ny >
N1 > Ny, on a un crash-déclin, si Ny < N7 < Ny un pic-explosion et enfin si No < N1 > Ny un
pic-déclin.

Effectif N(t)
6000 8000 10000
] ]

4000
|

2000

0
|

Temps en générations

Fi1G. 4.1: Modéle démographique de fondation-explosion. Une population de taille jusque-la constante
Ny = 8000 génes tombe brutalement a N1 = 100 génes, 80 générations avant d’étre échantillonnée. La
reprise démographique est immédiate et exponentielle et la population atteint leffectif de Ny = 10 000
génes a la date d’échantillonnage. Le modéle autorise n’importe quel ordre pour Ny, N1 et No, et peut
donc décrire des histoires démographiques variées. La seule contrainte est une variation d’effectif brutale
suivie immédiatement d’une variation exponentielle.
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Pour des raisons pratiques —le coalescent standard ne permet d’inférer que certaines com-
binaisons des paramétres naturels—, on exprime ’effectif N(¢) relativement a la taille Ny, par
v(t) = N(t)/Ny, ou t est supposé croitre quand on remonte dans le passé. Avec 7 = Ny/N; et
a = Ny/Ns, on obtient

_t
rtosi0<t<ty,

v(t) =< . d
. Slt>tf

On remarquera que ce modéle démographique n’autorise ni un délai entre la fondation et
la reprise démographique, ni une stabilisation de I'effectif avant I’échantillonnage, ce qui peut
limiter le nombre de cas d’application. Une variation d’effectif linéaire entre ¢f et ¢, est également
implémentée dans MSVAR. Cette possibilité n’a pas été explorée a I’heure actuelle et ne sera pas
décrite dans le texte en francais. Pour une description succinte, on se reportera a la publication
correspondante (annexe page 185).

4.1.2 Modéle mutationnel pour les microsatellites

Le modéle mutationnel considéré est un modéle a deux phases (TPM) [31]. Soit p la pro-
babilité de mutation d’une copie physique d’un marqueur microsatellite, & chaque génération.
Sous TPM, sachant qu’une mutation se produit, elle a probabilité p d’étre une mutation “pas”
(amplitude @ = 1, perte ou gain d’une unité de répétition), et (1 — p) d’étre une mutation
“saut”, d’amplitude définie par une loi géométrique de moyenne j > 1 (encart page 39). Pour
récapituler, la probabilité p(a) pour qu'une mutation soit d’amplitude a > 1 est donnée par

1 .
p+;(1—p) sia=1, W
p(a) = 1 Nt 4.1
(1—p)3<1—;> sia>1.

Le modéle TPM dégénére en SMM si p =1 et/ou j = 1, et en GSM si p = 0 (composante
géométrique seulement). L’encart page 81 illustre la distribution d’amplitude pour quelques
exemples de valeurs des paramétres du modéle TPM. Nous n’étudierons & aucun moment les
effets de biais directionnels, de contraintes de taille, ou de taille-dépendance. La possibilité
d’inclure un biais mutationnel est implémentée dans MSVAR (elle I’était déja dans la version que
m’a communiquée M. Beaumont). Les deux autres types d’extensions du modéle mutationnel
ne modifieraient que le calcul de vraisemblance, ce qui les rend tout a fait envisageables avec
des modifications localisées de 'implémentation.

4.2 Calcul de la vraisemblance d’une généalogie

Pour échantillonner selon la loi a posteriori p(¢| D) par I'algorithme de Metropolis-Hastings,
on a besoin de calculer la vraisemblance p(D|H, @), ou H est une histoire généalogique et
mutationnelle, entiérement spécifiée par les relations de parenté entre génes (topologie de la
généalogie), par la position et le type des mutations, par les dates des coalescences et des
mutations, et par la classe allélique du MRCA. Les propriétés du coalescent standard (et de ses
avatars avec variations d’effectif) permettent en fait de simplifier .
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Distribution de ’amplitude des mutations sous TPM

On appelle amplitude d’une mutation le nombre de répétitions du motif microsatellite qui est perdu
ou ajouté a l’alléle qui mute. La distribution de ’amplitude des mutations selon un modéle & deux
phases (TPM) est déterminée par deux paramétres : un parameétre p qui détermine la proportion de
la phase SMM (l'autre étant la phase géométrique), et un parameétre j qui correspond a la moyenne
de 'amplitude des mutations, pour la phase géométrique. D’autres auteurs préférent utiliser comme
paramétre de TPM la variance de ’amplitude pour la phase géométrique. Précisons pour faciliter la
comparaison entre méthodes que cette variance s’exprime j(j—1). Les mutations d’amplitude tirée
dans la phase géométrique peuvent avoir pour amplitude 1, avec probabilité 1/j. La proportion
totale s de mutations d’amplitude a > 1 n’est donc pas égale a1 —p, maisa s=1—p—(1—p)/j.
La moyenne d’amplitude m des mutations est inférieure a la moyenne j pour la phase géométrique,
et vaut m = p+ (1 —p)j. Le couple (s,m) suffit & caractériser un modele TPM, et la visualisation
de la distribution correspondant & un couple est plus aisée qu’avec (p, j) :

Distribution d’amplitude pour un modéle GSM avec p =0 et j = 2 soit (s,m) = (0.5,2)
%

100
80
60
40

20 12.5

63 31 16 0.8 0.4 0.2 0.1
' T T T ! !

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a

Distribution d’amplitude pour un modéle TPM avec p = 0.8 et j = 2 soit (s,m) = (0.1,1.2)
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Distribution d’amplitude pour un modéle TSM avec p = 0.7 et j = 1.5 soit (s,m) = (0.1,1.15)
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4.2.1 Notion de séquence d’événements

Etant fixée la taille ny de 1’échantillon, la probabilité de tirage d’une généalogie donnée,
selon le coalescent standard, et pour un taux de mutation constant, ne dépend que des dates
des événements de coalescence et de mutation successifs. En effet, dans le coalescent standard,
toutes les lignées ont équiprobabilité de coalescer et d’étre touchées par des mutations. On
peut donc remplacer la structure arborescente des généalogies, et la position des mutations sur
les branches, par une liste d’événements, chacun caractérisé par une date. Autrement dit, on
projette la généalogie dont on veut calculer la probabilité sur I’axe des temps, et on la réduit a
la séquence & des événements qui la caractérisent (figure 4.2).

T C
1 1-1 —1+
+1+ 1+l +1+
-1+ 1-1 1+
_ 1,, 4= 1 _ 1,,
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Fi1G. 4.2: La vraisemblance d’une histoire généalogique et mutationnelle compatible avec l’échantillon
ne dépend que des temps d’attente entre événements successifs, indépendamment de la topologie exacte.
Une histoire peut donc étre projetée sur Uaze des temps, et remplacée par une séquence d’événements,
pour le calcul de vraisemblance. Les deuz histoires représentées correspondent a une méme séquence
d’événements {—1,¢c,—1,¢c,c,—1,—1,41,—1,¢c}, ou c représente les coalescences et ou +/ — i désigne
une mutation d’amplitude i telle que le géne mutant soit plus long/court que le géne parent. Dans les
modéles mutationnels symétriques, on peut méme ignorer le sens des mutations.

4.2.2 Loi du temps d’attente entre deux événements

Dans le coalescent standard, lorsque les mutations sont neutres, il y a indépendance entre
I’occurrence de coalescences et de mutations. Les deux types d’événements se produisent alors
respectivement dans I’histoire d’un échantillon selon des taux c¢(t) et m(t). Le taux d’occurrence
des coalescences est proportionnel au nombre n;(n; —1)/2 de paires de lignées pouvant coalescer,
et inversement proportionnel & la taille de la population & I'instant ¢. Le taux d’occurrence
des mutations est proportionnel au nombre n; de lignées pouvant muter, et a la densité de
probabilité de mutation pour une lignée. Sil’on appelle v(#) le taux des événements (coalescences
et mutations confondus), on a [55] :

=S T (4.2)



le temps étant mesuré en unités de Ny générations. Le paramétre 6 = 2Nyu (ot p est la pro-
babilité de mutation de chaque géne a chaque génération) est appelé probabilité de mutation
renormalisée. [’additivité des taux est due a la loi exponentielle des taux d’ettente, et a 'indé-
pendance des événements de coalescence et de mutation dans le cas neutre qui nous intéresse.
Remarquons qu’il est tout a fait équivalent de simuler les dates des événements (i) en tirant
un temps d’attente selon le taux y(t), et en décidant si I’événement est une coalescence ou une
mutation proportionnellement aux valeurs de ¢(t) et de m(t), ou bien (ii) de tirer indépendam-
ment deux temps d’attente selon les taux c(t) et m(t), et de choisir le temps d’attente le plus
court des deux, et son type.

Si le taux +y était constant entre deux événements, cela correspondrait tout simplement a
un temps d’attente de loi exponentielle de paramétre v (encarts page 38 et suivantes). Du fait
des variations d’effectif selon v(t), () varie entre deux événements. La loi de la date ¢;;; d’un
nouvel événement, sachant que 1’événement précédent s’est produit a ¢; est donnée [55] par

tip1

pltzalt) =1(tr) exp (= [ 2(0)e). (43)
t;

Cela correspond a la densité d’occurrence de ’événement a la date ¢;,;, multipliée par la proba-

bilité pour qu’aucun événement n’ait eu lieu entre les dates ¢; et ;. 1. Sachant qu’un événement

s’est produit & 'instant ¢;,;, il a probabilité c(t)/v(t) d’étre une coalescence et probabilité

m(t)/~(t) d’étre une mutation.

De Pexpression de p(t;11]t;), de la probabilité pour qu’un événement soit une coalescence
ou une mutation et du modéle mutationnel considéré, on déduit la probabilité conditionnelle
p({e,tit1}|t;) d’occurrence d’un événement particulier e a la date ¢;;; sachant la date t; de
I’événement précédent :

— Si cet événement est une coalescence c entre deux lignées particuliéres parmi les n;(n;—1)/2

paires possibles,

exp (— t?“ ’y(t)dt)
v(?)

— Si ’événement est une mutation m d’amplitude a sur une lignée particuliére, dans une
direction particuliére,

p({e tipi Hti) =

pltmes e = oo (= [ awan) [p+ 200

sia=1,etsia>1,

ot = oo (= [ o) [(1 (-0 j]

Des probabilités conditionnelles de ces deux événements élémentaires, on peut déduire celle
d’événements composés (par exemple, celle d’une coalescence entre n’importe quelle paire de
lignées, ou celle d’un quelconque événement de coalescence ou de mutation) Ces expressions
peuvent étre intégrées explicitement pour le modéle considéré. L’appendice A de I’article annexé
page 185 donne les formes intégrées de p({e, t;11}|t;) pour ce modéle . Le texte en francais donne
les formes intégrées pour un modéle démographique plus complexe (paragraphe 6.3.2) qui se
réduit au présent modéle pour des valeurs particuliéres des paramétres.
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4.2.3 Vraisemblance d’une séquence d’événements

Les temps d’attente et les types des événements successifs sont indépendants. Pour étre plus
précis, ils sont conditionnellement indépendants : en effet, le taux de coalescence et le taux d’oc-
currence des mutations dépendent tout de méme du nombre de lignées non coalescées (donc du
nombre de coalescence déja réalisées), et des variations d’effectif depuis le dernier événement
(donc de la date de ce dernier événement). La vraisemblance d’une séquence d’événements est
donc le produit des densités élémentaires des événements et de la probabilité de 1’état ancestral.
Dans le modéle considéré, tous les états ancestraux sont équiprobables : les configurations sont
considérées comme identiques par translation. Comme la vraisemblance n’intervient dans la
méthode présentée —basée sur l'algorithme de Metropolis-Hastings— que sous forme de rap-
ports (ou plutot de différences entre des log-vraisemblances), on peut travailler & une constante
multiplicative pres, et ignorer le terme correspondant & la probabilité de ’état ancestral. La
vraisemblance L(€) d’une séquence d’événements est alors proportionnelle au seul produit des
p({€it1,tiv1}[ti). Sing est la taille de I’échantillon, D la configuration du jeu de données, £ la
séquence des événements et ¢ la valeur du vecteur de paramétres, on a donc :

card(€)—1
L(€) = p(D, E|ng, ¢) x p({eir1, tiy1}[ti) (4.4)

<

4.3 Echantillonnage MCMC selon la loi a posteriori p(¢|D)

L’échantillonnage MCMC selon la loi a posteriori p(¢p|D) o< p(D|¢)p(p) comporte plusieurs
étapes. La premiére est la définition d’'un état de départ dans 'espace d’échantillonnage, ici
I’espace des parameétres et des généalogies. La seconde est le choix d’un noyau de proposition,
qui permette d’explorer ’espace d’échantillonnage, et assure 'irréductibilité de la chaine de
Markov. La troisiéme est le calcul de la probabilité d’acceptation des propositions, qui permet
de définir les états successifs de la chaine de Markov. Nous allons donner des éléments de
compréhension du protocole adopté pour chacune de ces trois étapes. La seconde, I’exploration
de I’espace d’échantillonnage, détermine crucialement la corrélation entre états successifs de la
chaine de Markov —ou autocorrélation de la chaine— et donc la rapidité des simulations.

4.3.1 Construction d’un premier arbre compatible avec les données

L’échantillonnage selon la loi a posteriori p(¢|D), par MCMC, nécessite de partir d'un état
dans l'espace probabilisé des paramétres et des généalogies. L’utilisateur fournit des valeurs
initiales pour les paramétres démographiques et mutationnels Ny, Ny, No, t,, i, p et j (en réalité,
des combinaisons de ces paramétres naturels). En revanche, il ne donne pas de généalogie de
départ, mais seulement des données de comptage allélique & des loci microsatellites (supposons
un seul locus pour simplifier). Il faut donc construire une généalogie compatible avec le jeu de
données, pour pouvoir mettre en oeuvre 1’algorithme de Metropolis-Hastings. Un bon protocole
de construction de la premiére généalogie doit assurer de trouver un MRCA, et de partir d’une
généalogie qui aurait pu, avec une probabilité aussi grande que possible, étre tirée selon p(D|¢).

L’algorithme de la procédure de construction du premier arbre (repris sans modification de
[6]) permet de tirer les dates des coalescences et des mutations approximativement selon c¢(t)
et m(t). Il répéte les opérations suivantes jusqu’a trouver un MRCA pour I’échantillon :
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1. Tirage d’une date de coalescence conformément a c(t).
2. Tirage d’une date de mutation conformément & m(t) (loi exponentielle).
3. Comparaison des deux dates, et choix de la plus récente, et de son type.

4. Si I’événement choisi est une mutation, choisir uniformément un des génes patriarches!, faire
muter le géne, en direction de la moyenne de taille parmi les génes patriarches.

5. Si I’événement choisi est une coalescence, choisir deux lignées de méme état allélique, les faire
coalescer ; s’il n’existe pas de telle paire, faire a la place de la coalescence une mutation (il faut
étre pragmatique).

Ce schéma de construction du premier arbre est loin d’étre idéal, mais il assure de trouver un
MRCA, et essaie de tirer les temps d’attente selon leur distribution théorique. Le protocole de
construction de la chaine de Markov se chargera de modifier cet arbre. Pour des jeux de données
monolocus, la configuration initiale n’influence que trés peu le devenir de la chaine et sa vitesse
de convergence. Pour des jeux de données multilocus, la MCMC peut mettre longtemps a se
sevrer de la configuration initiale, et le biais d’initialisation doit étre supprimé en tronquant le
début de I’échantillon. Mais lorsque des problémes de biais d’initialisation se posent, cela va
généralement de pair avec des problémes d’autocorrélation (figure 5.1 page 99).

4.3.2 Exploration de ’espace des généalogies et des paramétres

La matrice de proposition utilisée doit permettre I’exploration de I’ensemble de 1’espace des
paramétres ® et de I'espace des généalogies, ainsi que le calcul de la probabilité d’acceptation
et de rejet de la proposition, conformément & I’algorithme de Metropolis-Hastings. Le protocole
choisi, de type ‘random-sweep’ [15] permet un déplacement désordonné dans I’espace d’échan-
tillonnage. Dans ce protocole, on se donne la probabilité de différents types de modifications,
et & chaque itération, un des types de modifications est tiré, indépendamment du type choisi a
I'itération précédente. Les probabilités ont été choisies par essais-erreurs afin de maximiser le
taux d’acceptation et de permettre un déplacement aussi rapide que possible dans I’espace des
généalogies. Elles sont données ci-dessous entre parentheéses :

(0.99) Modification de la généalogie d’un locus (nombre, ordre des événements).
(0.0095) Modification de certains paramétres dans ¢, et avec probabilité 0.5, des dates T :
(04) 07 D, j7 r, a, tfa
(0.05) 03 (0.025) p; (0.025) j; (0.1) 6, p, 5
(0.05) 7; (0.05) a; (0.05) ts; (0.1) 7, a, tg;
(0.05) 0, r; (0.05) 0, a; (0.05) 0, t;.
(0.0005) Modification des dates des événements, 7T

La probabilité de modifier seulement 6 et ¢; est par exemple égale a 0.0095 x 0.05 (et avec
probabilité 0.5, on modifie en méme temps les dates des événements).

Les génes patriarches sont les génes ancétres de I’échantillon localisés aux extrémités pas encore coalescées
de la généalogie.
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Modifications des paramétres et des dates des événements

Pour se déplacer dans I’espace ®, on modifie la valeur de certains paramétres par une dé-
viation aléatoire de loi donnée. Les modalités détaillées des modifications ont été choisies par
essais-erreurs au vu des résultats de la méthode. Les parameétres r, a, ty et p peuvent a priori
varier de zéro (exclu) a 400, et on s’interesse a leur ordre de grandeur : on n’espére pas savoir
si une population a été fondée il y a 100 ou 101 générations, mais plutot départager entre
10, 100 ou 1000 générations. Pour cette raison, on reporte aux points d’échantillonnage suc-
cessifs le logarithme décimal des paramétres. Afin d’explorer rapidement l'intervalle a priori
pour le logarithme décimal, on le modifie par ajout d’un tirage aléatoire dans une loi nor-
male centrée, d’écart-type o. On constate empiriquement que la convergence de la MCMC est
meilleure si 'on réduit cet écart-type lorsque le nombre ¢ de loci augmente. M. Beaumont a
observé que 'autocorrélation de la MCMC est sensiblement diminuée si o est augmenté lorsque
ts est le seul parameétre modifié. La synthése des observations empiriques conduit a proposer
o=1/ \ﬂﬁ), et 0 =5/ \ﬂﬁ) lorsque seul ¢; est modifié. Lorsque plusieurs paramétres sont
modifiés conjointement, la déviation est la méme en valeur absolue pour tous les parameétres,
mais afin d’augmenter le taux d’acceptation, son signe est inversé pour p (car p est inversement
corrélé aux autres paramétres). Le paramétre j du modéle TPM est forcément supérieur ou
égal a 1, mais on reporte aussi son logarithme décimal, et on modifie ce paramétre comme les
précédents. Le paramétre p qui spécifie la fraction de SMM a un statut un peu différent : il varie
potentiellement dans [0; 1], et les bornes —incluses— correspondent au SMM strict et au GSM.
On a donc choisi de reporter la valeur naturelle de p, et d’explorer 'intervalle [0;1] comme
on explore I'intervalle a prior: pour le logarithme décimal des autres paramétres. Autrement
dit, on modifie p (et non log;y(p)) en lui ajoutant un tirage selon une loi normale centrée. Un
écart-type de 0.05 permet une bonne exploration de [0; 1| par p. Lorsque les paramétres modifiés
sont hors de I'intervalle de densité a priori non nulle, la proposition sera bien siir rejetée —cela
n’est pas satisfaisant, et une version de MSVAR en développement intégrera des lois a priori et
des modalités d’exploration qui éviterons de telles troncatures.

Pour les modifications de T, de nouvelles dates sont tirées conformément aux valeurs des
taux de coalescence et de mutation c(t) et m(t), calculées d’aprés ’état de ¢, comme expliqué
dans le détail a la section 5.1, au sujet de la simulation de jeux de données.

Modifications des généalogies de génes

Le choix de la matrice de proposition pour la modification des généalogies de génes détermine
de fagon cruciale si 'unique distribution invariante de la MCMC est p(¢$|D), comme souhaité, et
donc si, sous réserve de convergence, les états successifs de la chaine seront des tirages corrélés
selon p(¢| D). Ce choix est du domaine technique, et n’a aucun fondement biologique. La chaine
de Markov spécifiée doit étre irréductible, c’est a dire que tout point de ’espace des parameétres
doit pouvoir étre atteint en un nombre fini de pas, depuis n’importe quel autre point. Une
contrainte majeure est qu’il faut étre capable de calculer la probabilité P; de proposition des
modifications, et de calculer la probabilité P, de la proposition inverse. Ces conditions sont
remplies pour des modéles de mutation des microsatellites autorisant des sauts (et donc en
particulier pour le modéle TPM présentement considéré), en rendant possibles des modifications
des 8 types suivants (figure 4.3). Les types 1, 2, 3, 4, 7 et 8 étaient déja utilisés dans [6]. Seuls
les types 5 et 6 ont été nouvellement implémentés, afin que puissent étre explorées les histoires
mutationnelles comportant des sauts, tels qu’autorisés par le modéle TPM. Le type 7 n’est

86



pas strictement nécessaire a l'irréductibilité de la chaine de Markov, mais diminue fortement
son autocorrélation. Bien entendu, les modifications donnent des histoires mutationnelle et
généalogique qui demeurent compatibles avec 1’échantillon :

1/2 : addition/retrait de 2 mutations pas (amplitude 1) en sens contraire, sur une lignée.
3/4 : addition/retrait de trois mutations s’annulant autour d’un noeud.

5/6 : fusion/fission de deux/une mutation(s) en une/deux.

7 : échange de I'ordre de deux événements successifs dans une séquence d’événements.

8 : échange des lignées ancestrales de deux événements successifs de méme état allélique.

La généalogie qui illustre les types de modifications (figure 4.3) a bien sir été choisie pour
pouvoir se préter a tous. Mais ce n’est pas le cas général : alors que les ajouts de mutations
(types 1 et 3) sont toujours possibles, quelle que soit la généalogie de départ, les autres types de
modifications ne sont pas toujours envisageables. Par exemple, on ne peut pas mettre en oeuvre
le type 2 s’il n’existe aucune lignée comportant deux mutations pas en sens contraire. On ne
peut pas appliquer le type 4 si aucun noeud n’est entouré de trois lignées ayant des triplets
annulables de mutations pas, soit respectivement des mutations +1, -1, -1 ou bien -1, +1, +1
pour les lignées mére, et les deux lignées filles. On ne peut pas appliquer le type 5 s’il n’existe pas
de lignée ayant une paire de mutations fusionnables, ni le type 6 s’il n’existe aucune mutation
d’amplitude a > 1 dans la généalogie. On ne peut pas appliquer le type 8, si par exemple il
n’existe pas de paires d’événements successifs qui soient de méme état allélique (il y a d’autres
contraintes), ni le type 7 s’il n’y a pas de paires d’événements successifs autres que “pére et fils
dont au moins une coalescence”. De ce fait, on se donne un jeu fixé de poids pour les 8 types de
modifications : (W1,..., Wg) = (0.15,0.15,0.15,0.15,0.1,0.1,0.1,0.1). L’état de la généalogie a
modifier détermine un jeu de valeurs binaires (By, ..., Bg) indiquant pour chaque type s’il est
possible (B; = 1) ou pas (B; = 0). La probabilité de proposer une modification de type i est
alors donnée par
P, = BU;/ Y B;U;.
J

Dans chaque classe, le calcul de la probabilité de la proposition directe? Py et de la proposition
inverse? P, doit correspondre parfaitement & ce que fait I’algorithme (par exemple, si I'on calcule
Py pour le type 1 en supposant que n’importe quelle paire de mutations pas s’annulant peut étre
choisie avec méme probabilité sur une lignée, il faut s’assurer que le programme permet bien de
choisir n’importe quelle paire de fagon équiprobable). Les détails des modalités d’exploration des
généalogies présentés ci-aprés sont une composante importante de 1’algorithme, qui déterminent,
son efficacité :

Ajout ou retrait d’une paire de mutations pas, sur une lignée : les types de modifi-
cations 1 et 2 sont l'inverse I'un de I'autre. Si Py est calculé selon le type 1, P, le sera selon le
type 2 et inversement.

Une modification de type 1 est spécifiée par le choix d’une lignée parmi les n, = 2(n., — 1)
lignées possibles —ot n, est le nombre de coalescences), et par le choix de dates pour les deux
mutations pas a ajouter. On gagne & pondérer le choix des lignées, non pas uniformément
(probabilité 1/n, d’étre choisie pour chaque lignée), mais proportionnellement au carré de leur
durée 6t. En effet, cela permet d’ajouter préférentiellement des mutations sur les lignées les plus

2Py pour forward
3P, pour reverse
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F1G. 4.8: Modifications élémentaires des histoires généalogique et mutationnelle d’un échantillon mono-
locus. L’arbre choisi peut se préter & chacun des 8 types de modifications implémentés : ajout et retrait
de deur mutations s’annulant sur une lignée (types 1 et 2), ajout et retrait d’un triplet de mutations
autour d’un événement de coalescence (types 3 et 4), fusion de mutations de méme direction (type 5)
et fission de mutations sauts (type 6), échange des dates de deux événements successifs sur des lignées
différentes ou de deur mutations successives sur une méme lignée (type 7) et échange des lignées ances-
trales de deur événements successifs de méme état allélique (type 8). Les 8 types sont suffisants pour
Uexploration de Uespace des histoires possibles de l’échantillon. Le type 7 est le seul qui ne soit pas
nécessaire, mais il améliore sensiblement la vitesse de convergence MCMC.
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susceptibles de les accueillir, et d’augmenter la probabilité d’acceptation de la proposition. Les
dates des deux mutations sont tirées uniformément et indépendamment sur la lignée choisie,
événement de densité 1/(5t)2. Le bilan est que la probabilité d’une modification particuliére de
type 1 est

Py
Z;lil (5tj)2.

Une modification de type 2 est spécifiée par le choix d’une lignée parmi les n, > 0 lignées
pouvant se préter & annulation de deux mutations pas, et par le choix d’une paire de telles
mutations. On choisit la lignées uniformément parmi celles qui comptent au moins une mutation
+1 et une mutation —1, et on choisit la paire de mutations parmi les n, > 0 paires possibles
sur cette lignée. Le nombre de paires n, le produit du nombre de mutations +1 et du nombre
de mutations —1 dans la lignée. La probabilité d’une modification particuliére de type 2 est
donc donnée par

Pr =

Py

neny

Py =

Dans les deux cas, suite a modification, les classes alléliques entre les mutations ajoutées
doivent étre mises a jour. Les états aux noeuds qui encadrent la lignée modifiée sont inchangés.

Ajout ou retrait d’un triplet de mutations pas, autour d’un noeud : ces deux types
de modifications (types 3 et 4) sont I'inverse I'un de I’autre. Si P; est calculé selon le type 3,
P, le sera selon le type 4 et inversement.

Une modification de type 3 est spécifiée par le choix d’un noeud parmi les n. que comporte
I’histoire, par le choix des dates pour les trois mutations pas a ajouter, et par le choix du
sens des mutations (remarquons que quand le noeud est le MRCA, seules les deux lignées filles
sont en fait concernées). Sur le méme principe que pour le type 1 (et pour les mémes raisons),
on pondére le choix des noeuds, proportionnellement au produit des durées des trois lignées
encadrantes (appelées m, g, d comme mére, fille gauche et fille droite). Les dates des mutations
sont tirées uniformément sur chacune de ces trois lignées. Les alternatives d’ajouter +1, —1
et —1 ou d’ajouter —1, +1 et +1 sont équiprobables. Le bilan est que la probabilité d’une
modification particuliére de type 3 est

2)07 Oty Oty Oty

Py

Une modification de type 4 est caractérisée par le choix d’un noeud parmi les n,, > 0 pouvant
se préter a annulation de trois mutations pas, et par le choix d’un triplet de telles mutations
parmi n; > 0 triplets. Un noeud peut étre choisi pour peu que la lignée ancestrale comporte
au moins une mutation +1 et ses deux lignées filles au moins une mutation —1 chacune, ou
le contraire. Le nombre n; de triplets est donné par le produit du nombre de mutations +1
dans la lignée meére et des nombres de mutations —1 dans chacune des deux lignées filles, plus
le produit des nombres de mutations pour la configuration —1, +1, +1. La probabilité d’une
modification particuliére de type 4 est donc donnée par

Py

NpNy

Py =

Dans les deux cas, suite & modification, les classes alléliques entre les mutations ajoutées
doivent étre mises a jour. L’état au noeud est incrémenté ou décrémenté de 1.
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Fusion ou fission de mutations existantes sur une lignée : ces deux types de modifi-
cations vont eux aussi par paire, I'un étant I'inverse de 1’autre.

Une modification de type 5 est spécifiée par le choix uniforme d’une lignée parmi les ny
lignées pouvant se préter a fusion de mutation, par le choix uniforme d’une paire de mutations
parmi les n, possibles, et par le choix de la date de la mutation obtenue par fusion, laquelle
a méme direction que les mutations fusionnées, et amplitude la somme de leurs amplitudes.
Une lignée peut donner lieu a fusion de mutations si elle comporte au moins deux mutations
de méme direction, dont 'une doit étre un pas. On aurait aussi bien pu autoriser la fusion
de sauts entre eux, mais ce ne serait pas trés utile, car les généalogies vraisemblables pour un
modéle mutationnel raisonnable comportent peu de mutations sauts, ce qui rend peu probable
qu’il y en ait plusieurs sur une méme lignée. En tout cas, dans I'implémentation actuelle, on
peut fusionner +3 et +1 en +4, ou alors -1 et -1 en -2, mais pas -2 et -2 en -4. Le calcul de n,
est donc simplement la somme des nombres de quatre types différents de paires : des paires +1
+1, des paires -1 -1, des paires +1 +a et des paires -1 -a, avec a¢ > 1. La mutation fusion est
placée de fagon équiprobable & I'une des deux dates des mutations fusionnées, ce qui donne la
probabilité de proposition suivante :

C 2nym,

Py

Une modification de type 6 est caractérisée par les choix uniformes d’une lignée parmi les n;
lignées comportant au moins une mutation saut (scindable) et d’une mutation saut parmi les n;
présentes sur cette lignée. On décrémente ’amplitude de la mutation saut de 1 en conservant sa
direction, on crée une mutation pas de méme direction (I’amplitude totale est donc inchangée),
on tire une date uniformément sur la lignée de longueur 6t¢;, et on y place I'une des deux
mutations résultant de la fission (avec méme probabilité), I’autre mutation restant a la date
initiale. Une subtilité peut échapper : si la mutation a scinder est d’amplitude ¢ = 2, on n’a
qu’'une configuration possible, une fois choisie la date de la mutation a ajouter. Si 'amplitude
est a > 2, on a un saut et un pas a placer, et donc deux configurations équiprobables pouvant
étre distinguées. De ce fait, la probabilité de proposition est, avec C = 1si a =2, et C = 0.5
siag>2:

P,
Pp=——°

= x C.
nsnjétz-

Echange de ’ordre de deux événements temporellement adjacents : on s’autorise &
intervertir I’ordre de deux événements temporellement adjacents, a la condition que ces deux
événements ne soient pas ancétre et descendant I'un de I’autre ou, s’ils le sont, que ce soient deux
mutations. Cette restriction est nécessaire pour que ce type de modification (type 7) donne des
topologies cohérentes. Un événement parmi les n, pouvant échanger leur date avec 1’événement
juste plus ancien dans la séquence est choisi uniformément. Les deux dates sont échangées, ce
qui donne a une modification du type 7 la probabilité
p=2

ne
La probabilité de proposer la modification retour est également calculée selon le type 7, qui est
son propre inverse.
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Echange des lignées ancestrales de deux événements temporellement adjacents :
on modifie la topologie des histoires généalogiques par échange des lignées ancestrales de deux
événements temporellement adjacents. Pour cela, on choisit uniformément un événement parmi
les n; qui ont méme classe allélique que 1’événement juste plus ancien dans la séquence, lequel
ne doit pas étre leur pére. Chacun des deux événements est alors branché, avec son sous-arbre
descendant, a I’ancétre de I'autre événement. Le type 8 est son propre inverse, et la probabilité
d’un échange particulier de lignées est calculé par

Py
n; ’

Py

4.3.3 Calcul de la probabilité d’acceptation des propositions

Pour que la procédure MCMC fournisse un échantillonnage selon la loi a posteriori p(¢|D),
il faut que, conformément a I’algorithme de Metropolis-Hastings, les propositions de passage de
la chaine de Markov d’un état & un autre de 'espace ® des parameétres soient acceptées avec

probabilité /
i (1’ p(¢ ID)PT)
p(¢|D) Py
ou Py est la probabilité de la proposition de passage de I'état 1 & 'état 2 (ce dernier étant
dénoté par des prime), et P, est la probabilité que ’on aurait de proposer le passage retour de
2al.

On réécrit p(¢|D) sous sa forme inversée par la formule de Bayes, p(D|¢)p(¢) a une constante
multiplicative prés (le dénominateur p(D) est omis). Comme précédemment, on remplace p(D|¢)
par p(D|¢,G)p(G|p). En choisissant pour G les séquences d’événements £ compatibles avec le
jeu de données, G = {D, £}, on a toujours p(D|¢,G) = 1.

En omettant D dans I’écriture, la probabilité d’acceptation devient

. p(5’\¢’)p(¢’)Pr>_ . ( Ly m &)
r“«prwmmﬂ b B

Dans cette formule, Ly/L; est le terme de rapport des vraisemblances, my /7 est le terme de
rapport des densités a priori, et P,/Py est le rapport des probabilités de proposition, ou terme
correctif de Hastings-Green [62]. Le terme Ly/L; s’exprime alors

Lo _ pl€18) | plo)

L p(Elg) = ple)

Puisque les paramétres modifiés sont la séquence d’événements £ et les paramétres de @, le
terme P, /Py est

P pE, &, )

Py p(&,¥NE, D)

Conclusion

La méthode qui vient d’étre présentée est implémentée dans le programme msvar0.5.0.c. Le
code commenté est disponible sur demande ainsi que des exécutables Unix-Linux et Windows.
Un fichier README donne des éléments sur 'implémentation de la méthode et sur son usage.
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Notons que la version utilisée dans la suite de cette thése, et conforme & ce qui a été décrit
précédemment, ne permet de supposer que des lois a priori en créneau. Comme nous allons
le voir, cela facilite la vérification de I'implémentation par comparaison avec une méthode de
Monte Carlo standard. Mais une version en développement permettra d’utiliser des lois a priori
plus pertinentes [139).
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Chapitre 5

Outils pour 'exploitation de MSVAR

Le programme MSVAR permet d’obtenir des échantillons de points de I'espace ® des para-
métres d’'un modéle démographique et mutationnel (annexe page ?7). Ces points sont tirés de
fagon corrélée selon la loi a posteriori sur ® pour des a priori p(¢) et un jeu de données D.
L’objectif de la méthode est inférentiel, mais des préalables a ce type d’utilisation consistent (i)
a en vérifier 'implémentation, (ii) & explorer la relation entre jeux de données, loi a priori et loi
a posteriori, (iii) & déterminer quelles tailles de jeux de données constituent un bon compromis
entre information démographique ou mutationnelle d’'une part, et temps de calcul pour obtenir
cette information d’autre part, (iv) a évaluer la robustesse de la méthode aux violations des
hypothéses sous-jacentes.

L’objectif (i) peut étre accompli en utilisant une méthode alternative pour le calcul de
vraisemblance, la méthode de Monte Carlo directe. Les objectifs (ii), (iii), (iv) nécessitent le
développement d’outils pour la simulation de jeux de données. La méthode de Monte Carlo
directe reposant elle-méme sur la simulation a répétition de jeux de données, nous présenterons
I’algorithme de simulation de données, puis la méthode de Monte Carlo directe. Les préalables
requiérent en outre, comme d’ailleurs I’objectif inférentiel, I’'usage de méthodes de traitement des
échantillons corrélés que nous aborderons ensuite, essentiellement pour le diagnostic de conver-
gence et pour l'estimation de densité. Les outils présentés seront en fin de chapitre appliqués a
la vérification de 'implémentation de MSVAR.

5.1 Simulation de jeux de données

Des données sont obtenues en simulant un coalescent standard avec variations d’effectif,
additionné de mutations neutres, selon I’algorithme de R. Hudson [64]. Cet algorithme a été
adapté par M. Beaumont pour la simulation de données microsatellites [6], puis par moi-méme
pour généraliser les modéles démographique et mutationnel, calculer des statistiques sommaires
sur les jeux de données simulés et permettre la genése d’échantillons corrélés.

On suppose que la taille de la population de génes est passée il y a t, générations de No
génes a N; génes, avant de varier de fagcon exponentielle pour atteindre Ny génes a la génération
actuelle. Cela correspond & des valeurs des paramétres r = No/Ny, a = Ny/N, et t; = t,/Np.
On souhaite simuler un jeu de données de taille n génes sous ce modéle démographique, pour un
marqueur microsatellite mutant selon le modéle TPM. Cela suppose de générer un coalescent
vierge de mutations pour n génes, d’affecter un état allélique au MRCA, et de tirer les nombres
et les types de mutations pour chacune des branches afin de déterminer les états alléliques dans
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I’échantillon.

5.1.1 Construction d’un n-coalescent
Rappelons que la taille de population relative a la taille & t = 0 est donnée par

_t
rrosi0 <t <ty,

v(t) =41 ,
— sit > ty.
a
Le taux de coalescence instantané s’exprime alors
. PR 1 t
) - =) =D so<i<y,
c(l) = ———=
i(n; — 1
2 v(t) L"; Vo sits t.

On souhaite simuler la date des événements de coalescence successifs, selon le taux c(t).
On résout pour cela en t I’équation C(t) = U ou U est un tirage selon une loi uniforme sur
[0;1] et C(t) est la fonction de répartition correspondant a c¢(t) (méthode tout a fait classique
d’inversion de la fonction de répartition de la loi & simuler [106], dont ’encart page 96 rappelle
le principe).

Selon les positions relatives de la date ¢; de la derniére coalescence et de la date t, de la
prochaine coalescence, par rapport a ¢¢, on obtient :

(¢ 1 1
Yy log (rtl/tf gy los) ) (108 ot <ty < t,

logr ni(n; — 1) t
log(U/) 1 177 . )
bp—2X — 5 X — = — rh/is $i0 <t <tf<ty,
o = 9 g ni(ni—1)  a  alog(r) (T " ) 1US 1 S 1p <12 (5.1)
log(U 1
ti_ZX&X_ sity <t <to.

ni(ni—1)  a

\
Dans la pratique, pour réaliser le tirage de la prochaine date de coalescence, on tire unifor-
mément selon U et on calcule le terme
log(U)
n; (nz — 1) ’
conformément au nombre n; de lignées ancestrales de ’échantillon. Pour ¢; < ¢y, la réalisation
de la condition ¢, < ¢y nécessite que

log(U) < (T . /rtl/tf) ty : (5.3)
n;(n; — 1) log(r)

ce qui décide du calcul de ?; selon la premiére ou la seconde expression du systéeme. Pour ¢; > ¢y,
to est calculé selon la troisiéme expression. On choisit uniformément une paire de génes parmi
les n;(n; — 1)/2 paires pouvant coalescer, et on les fusionne a la date t5. On répéte le processus
jusqu’a avoir fait coalescer les deux derniéres lignées a une date t3;rc4. On dispose donc d’un
n-coalescent, vierge de mutations, dont on a mémorisé la topologie (chaque noeud coalescent
connait son noeud coalescent ancétre et ses deux noeuds coalescents descendants) et les dates
(chaque noeud coalescent a une date absolue mesurée en unités de Ny générations).

—2 (5.2)

—2
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5.1.2 Affectation d’états alléliques a I’échantillon

Pour les modéles considérés, la classe allélique n’influence pas le processus mutationnel.
On affecte donc arbitrairement la taille 0 au MRCA, et on en déduit la taille des noeuds
coalescents descendants, jusqu’a I’échantillon, en nombre de répétitions de plus ou de moins
que le MRCA (méthode “allele dropping”). Un moyen simple de considérer toutes les branches
est de parcourir la liste des noeuds coalescents, du plus ancien (proche du MRCA) au plus
récent. La taille allélique du noeud ancétre est toujours connue, et il suffit de tirer le nombre
et le type des mutations sur chaque branche pour déterminer la classe allélique du noeud en
cours de traitement. Le nombre de mutations sur une branche de longueur 6t est tiré selon une
loi de Poisson de paramétre dt x 6/2. Les types de mutations sont tirés selon la distribution
d’amplitude voulue. Pour le modéle SMM symétrique, il y a équiprobabilité pour les mutations
gain et perte d’une unité de répétition. Pour un TPM, la distribution d’amplitude est déterminée
par les paramétres de probabilité de saut p et de moyenne d’amplitude des sauts j.

5.1.3 Simulation de généalogies corrélées

Le temps de simulation nécessaire pour estimer précisément la loi a posterior: des parameétres
par la méthode bayésienne empéche d’explorer le modéle de facon systématique. Par exemple,
si I’on souhaite savoir si supposer un modéle SMM alors que les marqueurs mutent selon TPM
nuit a l'inférence sur les paramétres démographiques. On pourrait simuler 100 jeux de données
sous SMM, 100 jeux de données sous TPM, pour un méme jeu de valeurs des paramétres
démographiques, et comparer I’erreur moyenne faite sur les inférences démographiques, dans
un cas et dans ’autre. Malheureusement, si 24 heures de calcul sont nécessaires pour chaque
jeu de données, il faut en tout 200 journées de calcul. On ne peut alors pas se permettre de
tatonner, et d’explorer plusieurs valeurs des paramétres.

Dans ce contexte délicat, il m’est apparu intéressant de pouvoir simuler des jeux de données
qui ne différent que par certaines des composantes du processus stochastique. Par exemple, on
peut vouloir fixer la topologie du n-coalescent et ne faire varier que les dates des coalescences,
et I'histoire mutationnelle. On peut vouloir fixer la topologie datée et modifier le nombre, la
position et le type des mutations, ou encore fixer en plus le nombre et la position de mutations,
voire leur sens et la valeur de la fonction de répartition de I'amplitude, et ne faire varier que
la distribution d’amplitude. Ces différentes possibilités sont implémentées, et leur usage sera
signalé au fur et & mesure de I’exploration du modéle.
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Simulation de tirages selon une loi de densité explicite

Deux grandes méthodes permettent de simuler des tirages pseudo-aléatoires selon une loi de densité
f, a partir d’'un générateur uniforme [134]. La premiére méthode est applicable dés lors que la
fonction de répartition F' de la loi peut étre inversée explicitement. Rappelons que la fonction de
répartition est continue & droite, croissante, et telle que F'(—oo) = 0 et F(+o00) = 1. L'inverse
généralisé de F sur [0; 1] défini par F~1(¢) = inf{z € R; F(z) > t} est également continu & droite,
et si U est une loi uniforme sur [0;1], F~1(i) a pour loi f.

1| F

0 y
X

La seconde méthode, plus générale, ne nécessite pas que F~! soit explicite (ni méme F d’ailleurs).
Elle consiste & réaliser un tirage uniforme en 2 dimensions, sous la courbe représentative de f, en
réalisant un tirage uniforme sur une surface incluant celle-ci, par la méthode précédente. Pour cela,
on choisit une fonction g définie sur le méme domaine que f, partout supérieure a elle, d’intégrale
finie A > 1 et pouvant étre explicitement inversée. On réalise par inversion de la primitive adéquate
un tirage d’une abscisse = (toutefois, le tirage uniforme est sur [0; A] et non pas sur [0; 1], ou A est
la valeur de la surface sous g), puis un tirage d’une ordonnée y, uniforme sur [0; g(x)]. Le point de
coordonnées (z,y) est alors tiré uniformément sous la courbe représentative de g. Si y < f(z) (et
on répéte le tirage jusqu’a ce que ce soit le cas), il est également tiré uniformément sous f, c’est
a dire que son abscisse x est tirée selon f. On a intérét & minimiser la probabilité de retirage, et
donc & choisir g de facon que A soit aussi proche de 1 que possible.

;S * acceptation

X
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5.2 Echantillonnage de Monte Carlo direct

Supposons fixé le vecteur de paramétres démographiques et mutationnels a une valeur ¢. La
vraisemblance de cette valeur est la probabilité d’observer une configuration identique & celle
du jeu de données, par simulation selon le processus stochastique déterminé par ¢. Ce pro-
cessus stochastique consiste en le coalescent avec variations d’effectif, additionné de mutations
distribuées uniformément sur le coalescent, et la vraisemblance peut étre estimée comme la
proportion de simulations du processus stochastique donnant la configuration de 1’échantillon,
comme illustré ci-aprés sur des exemples concrets.

Considérons un jeu de données de taille 5 génes et de configuration normalisée {1,3,0,1}
(encart page 78). Fixons tous les paramétres démographiques et mutationnels a des valeurs
simples, soit Ny = N; = N, (effectif stable, t; n’a alors aucune influence), et p = 0 (modéle
mutationnel SMM). Le processus stochastique est dans ce cas réduit au coalescent standard,
avec des mutations SMM.

Seul le taux de mutation renormalisé # sera dans notre exemple autorisé a varier, mais on
aurait aussi bien pu proposer un maillage multidimensionnel de ®. Fixons pour commencer €
a la valeur 10. Simulons avec ces valeurs des parameétres un grand nombre de 5-coalescents et
ajoutons-y des mutations uniformément, conformément a la valeur de #. Une premiére simula-
tion fournit par exemple un échantillon simulé de configuration {1, 1, 3}. Une seconde simulation
donne la configuration {3,2}. A la 78-iéme simulation, on obtient la configuration {1,3,0,1},
identique a celle de I’échantillon. Sur 1 million de simulations, on atteint 11097 fois la configura-
tion cible {1,3,0,1}. Sur un autre million de simulations, on I’atteint 11041 fois. Un estimateur
4 1075 prés de la vraisemblance de la valeur de paramétres ¢ = { Ny = N; = No;p = 0;60 = 10}
est donc 0.0110, pour la configuration d’échantillon {1, 3,0, 1}.

On peut estimer de la méme facon la vraisemblance des données pour une gamme de valeurs
de 6. Sur un million de simulations pour chaque valeur de 6 choisie, on a atteint la configuration
cible un nombre de fois reporté dans le tableau 5.1 (la variabilité intersimulation ne change pas
lordre de grandeur de ce nombre) :

6 0.1 0.5 1 3 ) 7 10 50 | 100 | 1000
108 x L(A) | 30 | 1807 | 5207 | 13215 | 14238 | 13167 | 11041 | 2180 | 766 | 10

TAB. 5.1: Estimation par échantillonnage de Monte Carlo direct de la vraisemblance des jeux de para-
métres ¢ = {Ny = N1 = No;p = 0;0}, pour un échantillon de configuration {1,3,0,1}. La valeur de 6
qui donne la plus forte probabilité au jeu de données est située o prozrimité de 6 = 5.

La méthode de Monte Carlo directe permet donc, pour de petites tailles d’échantillon, d’ob-
tenir des estimations de la valeur de L(f) —ou plus généralement de L(¢)—, pour différentes
valeurs de 6 —¢.

5.3 Traitement des échantillons MCMC

5.3.1 Diagnostic de convergence

Les méthodes fondées sur de I’échantillonnage par MCMC sont extrémement satisfaisantes
sur le papier, mais peuvent s’avérer trés difficiles d’utilisation. En effet, la MCMC est construite
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pour que sa distribution stationnaire soit la loi a posteriori recherchée. Mais les états successifs
de la MCMC sont des tirages corrélés selon cette loi, et non pas des tirages indépendants comme
dans les méthodes de Monte Carlo statiques. Si I’autocorrélation le long de la chaine de Markov
est trop forte (c’est le cas du fait de I'algorithme d’exploration des généalogies, qui procéde
par petites modifications), il est nécessaire d’espacer les points d’échantillonnage, afin qu’ils
fournissent une bonne représentation de la loi a posteriori, sans que leur nombre augmente trop
fortement.

Des critéres visuels permettent de se convaincre de la convergence d’une simulation MCMC.
Une premiére possibilité consiste a visualiser les variations des valeurs des paramétres d’intérét
en fonction du nombre d’itérations (figure 5.1). Lorsque le degré d’espacement (entre points
considérés pour 'estimation de densité a posteriori) est trop faible, les valeurs des paramétres
se modifient mollement avec le nombre d’itérations. Idéalement, ’espacement doit étre suffisant
pour que les points d’échantillonnage successifs soient indépendants. Malheureusement, avec des
jeux de données de taille raisonnable (quelques loci, quelques dizaines d’individus), 1’explosion
du temps de calcul empéche d’augmenter ’espacement suffisamment pour froler I'indépendance.
Un critére de convergence consiste alors & comparer les estimations de la loi a posteriori obtenues
d’aprés des simulations indépendantes. Ces simulations doivent étre caractérisées par des points
de départ dispersés dans ’espace des paramétres et des généalogies, afin d’éviter des corrélations
entre chaines prétendument indépendantes.

Une littérature abondante discute de moyens plus formels de vérification de la convergence
(e.g. [16]). Certains critéres sont implémentés dans le package CODA [14] utilisable dans R
[65]. CODA permet notamment de représenter ’autocorrélation d’une chaine de Markov, et de
calculer Iindice de convergence de Gelman-Rubin (encart 5.3.1). Tous les résultats de simulation
présentés dans cette thése ont fait 'objet d’un diagnostic de convergence, soit a 1'oeil (pour les
données simulées monolocus, peu problématiques), soit par le critére de Gelman-Rubin (pour
les données simulées multilocus et les données réelles).

Critéres de convergence MCMC

Deux critéres de convergence dominent la littérature MCMC. Le critére de Raftery-Lewis [110]
est basé sur la simulation d’une unique chaine surdimensionnée, et détermine le nombre d’itéra-
tions nécessaire pour estimer des quantiles des distributions a posteriori avec un degré de précision
donné. Le critére de Gelman-Rubin [48] utilise plusieurs chaines indépendantes plus courtes, et
compare la variabilité intra-chaine et inter-chaine pour les paramétres. La convergence est typi-
quement considérée comme satisfaisante lorsque pour chacun des paramétres d’intérét, la variance
interchaine Vj,4e de la moyenne représente moins de 5% de la moyenne des variances intra-chaine
Vintra, ce qui correspond & [49] :

Vintra + Vtinter

<11
Vz’ntra

Le critére de Raftery-Lewis est plus exigent que le critére de Gelman-Rubin, et il est difficile d’y
satisfaire dans la pratique, pour des MCMC basées sur le coalescent. Méme lorsque les critéres
visuels et le critére de Gelman-Rubin indiquent une convergence suffisante, le critére de Raftery-
Lewis n’est en général pas rempli.
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F1G. 5.1: Effet de l’espacement des points d’échantillonnage sur ’autocorrélation le long d’une MCMC.
Un jeu de données de 5 loci indépendants, de taille 50 génes par locus, a €té généré en supposant
une histoire de fondation-ezplosion avec v = 10 000, a = 1, t; = 0.001 et § = 100 (configuration
ezacte donnée dans le tableau 6.3). La loi a priori pour les paramétres r, a, et 0 a été choisie uniforme
pour leur logarithme en base 10, sur les intervalles respectifs [—6;8], [—5;5] et [—3;5]. La loi a priori
pour le parameétre ty est une masse de probabilité 1 pour la “vraie” valeur ty = 0.001. Les valeurs
d’initialisation de la simulation MCMC pour les paramétres sont communes aux 4 simulations (r =1,
a=1,60=0.1 et bien sir ty = 0.001) ainsi que la généalogie initiale. Le modele mutationnel supposé
est le SMM. Chaque cadre de la figure montre les variations du parameétre r en fonction du nombre de
points d’échantillonnage. L’espacement entre points (c’est a dire le nombre d’itérations non reportées
entre deuz points plus 1) vaut 100, 1000, 5000, 10 000 et 100 000 pour les cadres successifs. Chaque
simulation est donc résumée dans les premiéres itérations de la suivante (la zone répétée est limitée
a droite par un pointillé vertical). Pour une valeur d’espacement de 100 et 1000, la valeur de v auz
points d’échantillonnage est fortement influencée par les valeurs d’initialisation. Lorsque l’espacement
augmente, on s’affranchit des valeurs initiales, et la part de la simulation qui leur correspond se réduit
peu G peu. Dans le cas illustré un espacement de 10000 est suffisant a condition de tronquer les premiers
points d’échantillonnage (durée de simulation : ~ 1h sur un PC équipé d’un processeur 1GHz pour la
valeur d’espacement de 10 000).
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5.3.2 Estimation de densités a posteriori

On peut représenter une loi a posteriori, jointe ou marginale, par la collection des points
échantillonnés (par MCMC) selon cette loi. Nous le ferons abondamment dans le chapitre 6,
pour des représentations bivariées. Il peut toutefois étre pratique, pour faire la synthése de
résultats, d’estimer la loi a posteriori a partir de ’échantillon : cela permet de calculer des
modes, des quantiles ou des intervalles de densité a posteriori, sur lesquels on peut baser une
prise de décision (comparaison de modéles, sélection d’hypothéses). Les logiciels de traitement
statistique courants (R [65], Mathematica) implémentent des méthodes d’estimation de densité.
Une méthode standard consiste & sommer des noyaux affectés a chaque point. Les noyaux sont
de petites distributions continues (e.g. en créneau, gaussienne), centrés sur les points et plus
ou moins étalés autour d’eux. La densité est estimée comme la somme des noyaux (les noyaux
de points suffisamment proches se chevauchent). Le choix de la variance des noyaux détermine
a quel point on lisse la densité estimée : si la variance est trop faible, la densité estimée risque
de comporter du bruit; si elle est trop grande, on lisse trop et on risque de manquer des
caractéristiques importantes de la collection de points.

Dans la présente thése, les densités a posteriori sont estimées en utilisant un critére de
vraisemblance locale, implémenté dans le package LOCFIT [84] disponible pour R. LOCFIT
permet également de tracer des courbes de niveau de densité a posteriori, qui définissent des
domaines de probabilité a posteriori (ou intervalles HPD, pour Highest Posterior Density).

5.4 Application a la vérification de MSVAR

L’implémentation du programme MSVAR est extrémement complexe, et il est indispensable
de pouvoir en vérifier le bon fonctionnement. La méthode de Monte Carlo directe est trés utile
dans ce contexte (paragraphe 3.3.1). En effet, pour des jeux de données monolocus de configu-
ration D, d’au maximum une dizaine de génes, cette méthode permet de calculer p(D|¢). En
choisissant une loi a prior: rectangulaire pour chaque paramétre dans ®, on peut obtenir par la
méthode bayésienne par MCMC une loi a posterior: qui coincide avec la vraisemblance dans le
domaine de densité a priori uniforme (& une constante multiplicative prés). Une estimation de
la surface de vraisemblance dans le méme domaine, par échantillonnage de Monte Carlo direct
sur un maillage de cet espace, permet donc une vérification de la méthode bayésienne. Une véri-
fication supplémentaire consiste a comparer des caractéristiques des généalogies échantillonnées
par MC et par MCMC, cette fois tous paramétres fixés.

Des éléments de vérification de la version msvar0.4.1b.c du programme ayant déja été
publiés dans la référence [6], je ne détaillerai que la vérification des nouvelles implémentations.
Les extensions démographique et mutationnelle de |6] ont été validées séparément. D’une part,
la surface univariée de vraisemblance a été comparée entre MC et MCMC |, pour les paramétres
T, a, t5 et O successivement, les autres parameétres étant fixés et le modele mutationnel étant
réduit & un SMM strict. D’autre part, pour des valeurs fixées des paramétres démographiques
et un modele TPM, la distribution du nombre de mutations par généalogies, et la distribution
intergénéalogies des amplitudes des mutations ont été comparées entre les deux méthodes.
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5.4.1 Comparaison des inférences démographiques

Un échantillon cible de configuration {1,9} a été choisi arbitrairement. Sa taille n = 10
est suffisamment faible pour que la méthode de Monte Carlo directe estime efficacement la
vraisemblance. Les parameétres sont fixés aux valeurs 7 = 6 608, a = 1, ¢y = 0.00075, 6 = 40
(pour information, ces valeurs décrivent ’histoire documentée du chat introduit aux Kerguelen).
Les paramétres p et j sont tels que les mutations suivent le modéle SMM (p = 1 et j =
1 par exemple). Chaque cadran de la figure 5.2 correspond a l’estimation de la surface de
vraisemblance, conditionnellement aux valeurs des parameétres fixés, obtenue en faisant varier
un seul des paramétres 6, r, t; et a, & la fois (figure 5.2). Pour la méthode de Monte Carlo
directe, la vraisemblance est estimée pour des valeurs du paramétre variable réguliérement
espacées sur une échelle logarithmique. Pour la méthode de Monte Carlo par chaine de Markov,
seul ce parameétre est autorisé a varier d’une itération a la suivante. La surface sous la courbe
est normalisée entre les bornes d’exploration du parameétre qui varie, pour mettre les résultats
des deux méthodes & la méme échelle. La figure 5.2 montre la bonne adéquation entre les deux
méthodes, pour une estimation par MC et 5 estimations indépendantes par MCMC, & partir
de généalogies initiales différentes.

5.4.2 Comparaison de la distribution des mutations

Des échantillons cibles de configurations normalisées {2}, {3}, {4}, {1, 3,0,1} et {1,4,0,2,0, 3}
ont été successivement utilisés pour vérifier 'implémentation du modéle TPM. Un échantillon
trivial de deux génes identiques a d’abord permis de vérifier I'implémentation des probabilités
de transition pour les modifications généalogiques (en particulier pour les types 5 et 6 nou-
vellement implémentés). Une fois la MCMC ajustée a la MC pour cet échantillon minimal,
un échantillon de trois génes identiques a été utilisé, et ainsi de suite pour les échantillons de
quatre génes identiques, et les échantillons plus complexes {1,3,0,1} et {1,4,0,2,0,3}. Les
deux méthodes concordent bien pour toutes ces configurations d’échantillons (illustration fi-
gure 5.3 pour I’échantillon de configuration {1,3,0,1}). Les valeurs choises des paramétres sont
a=r=1,1,=0,0=1,p=0.5et j =2, ce qui correspond a une population d’effectif stable
Ny et de taux de mutation u tels que 8 = 2Ny = 1. Le modéle TPM est volontairement forcé,
avec 25% de mutations d’amplitude a > 1 et une amplitude moyenne des sauts de 1.5. Cela
permet une comparaison des deux méthodes meilleure qu’avec un TPM plus réaliste, pauvre
en mutations sauts. On notera que la vraisemblance du jeu de valeurs des paramétres est as-
sez élevée, de I'ordre de 6.10 2. L’innocuité des modifications successives du programme a été
vérifiée réguliérement sur la configuration {1, 3,0, 1}.

101



05 T T T 0.8

0.6

/ﬁk Ry
o // ,

0.2 -

0.4

0.3

02t f A% ]
/w %@%W%}n

J
01 /

logo(a)

FI1G. 5.2: Adéquation entre la vraisemblance conditionnelle des paramétres 0, r, ty et a, telles qu’es-
timées pour une configuration d’échantillon {1,9} par MCMC (5 itérations de 20 000 points avec un
espacement de 10000, traits pleins) et par MC (estimation sur 100000 itérations, points noirs). N.B. :
simulations et figure réalisées par M. Beaumont.
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Fic. 5.3: Adéquation entre la distribution du nombre de mutations par généalogie (& gauche) et la
distribution de 'amplitude des mutations toutes généalogies confondues (a droite), telles qu’estimées
pour une configuration d’échantillon {1,3,0,1} sur des généalogies échantillonnées respectivement par
MCMC (deuz estimations sur 20000 points chacune, triangles et triangles renversés) et par MC (esti-
mation sur 100000 itérations, points noirs). Le modéle démographique et mutationnel est défini par les
valeurs des paramétres a =r =1,1t; =0,0 =1, p=0.5 et j = 2, ce qui correspond a une population
d’effectif stable, typée a un marqueur mutant selon un modéle TPM.

Conclusion

L’échantillonnage de Monte Carlo direct, naif lorsqu’il s’agit de développer une méthode
d’inférence, s’avére extrémement utile pour vérifier I'implémentation de méthodes plus élabo-
rées, et en particulier celles basées sur un échantillonnage MCMC. Le tirage aléatoire des temps
d’attente entre événements est un outil commun aux deux méthodes, donc la comparaison ne
permet pas de détecter des erreurs sur 'implémentation de ces tirages (il faut pour cela vérifier
directement la distribution des temps d’attente simulés). La comparaison entre MC et MCMC
permet en revanche de détecter les erreurs de programmation dans les procédures d’exploration
des généalogies, qui constituent la part la plus délicate a programmer, et les erreurs dans le
calcul des probabilités de transition, point clé de I'algorithme de Metropolis-Hastings.
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Chapitre 6

Exploration du modéle de
fondation-explosion

Avant d’utiliser la méthode d’inférence sur des données de typage de populations réelles, on
explore le comportement du modéle et la précision de la méthode, sur des données simulées.
Ces données sont obtenues sous les modéles démographique et mutationnel supposés dans la
méthode, puis dans des conditions de violation de certaines des hypothéses de ces modéles.

6.1 Relation entre histoire démographique et vraisemblance

Notre objectif ici est de rechercher une relation entre histoire démographique et surface de
vraisemblance pour les paramétres démographiques et mutationnels. Le temps d’obtention a
l’aide de MSVAR d’un échantillon de 20 000 points représentatif de p(D|@) rend cette téche
difficile. Ce temps est en effet de I'ordre de la journée pour un échantillon monolocus de taille
100 sur un PC récent, et atteint facilement la semaine pour un échantillon multilocus. Une
dizaine de scénarios ont été partiellement explorés, et pour chacun plusieurs configurations
d’échantillons. Il apparait a posterior: que I’essentiel peut étre montré en considérant seulement
trois scénarios bien typés.

6.1.1 Scénarios démographiques et statistiques sommaires

Des jeux de données de taille 100 génes (i.e. 50 individus diploides) ont été simulés avec
6 = 2Nopu = 10 et p = 0 (modéle de mutation SMM). Trois histoires démographiques ont
été supposées (figure 6.1) par choix des valeurs de r = Ny/N;, de a = Ny/Ny et de la date
t; = t,/No. On rappelle que %, est un nombre de générations, que Ny est la taille de la population
—en nombre de génomes haploides— a la date ¢ = 0 de I’échantillonnage, que N; est la taille
de la population juste apres 'événement qui se produit & t;, et que Ny est la taille de la
population ancestrale, jusqu’a t;. (i) Avec a = r = 1, effectif de la population est stable; cette
situation peut par exemple correspondre & une population de taille 5 000 individus diploides
typés a des marqueurs microsatellites de taux de mutations 5.107%. (ii) Avec a = r = 100 et
t; = 0.05, on suppose un passé de croissance exponentielle pendant ¢; = 0.05 unités g/N, de
temps, avec un rapport d’effectif » = 100 entre le début de la croissance exponentielle et la date
d’échantillonnage. L’effectif avant ¢; est stable, et en continuité avec la phase de croissance
exponentielle. Cela correspond par exemple & une population de taille efficace 50 individus il y
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a 500 générations (et antérieurement) et 5000 individus au moment de ’échantillonnage, typée
a des marqueurs microsatellites de taux de mutations 5.107*. (iii) Avec a = 1 et r = 100, on
a le méme profil de croissance exponentielle, mais avec une discontinuité a ¢;, puisque 'effectif
de la population ancestrale est le méme que dans la population échantillonnée. Cela correspond
par exemple & une population de taille efficace stable 5000 individus, qui chute brutalement
a 50 individus il y a 500 générations et retrouve son effectif initial de 5 000 individus au
moment de ’échantillonnage, suite & une phase de croissance exponentielle. Le taux de mutation
des marqueurs microsatellites demeure 5.107%. Les trois scénarios sont donc bien tranchés, en
restant réalistes (taux de mutation des marqueurs standard, taux de croissance des populations
raisonnable).
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F1G. 6.1: Représentation de v(t) = N(t)/No pour chacun des trois scénarios démographiques considérés.
Le scénario de stabilité démographique (v(t) = 1, @ gauche), le scénario de croissance exponentielle
(v(t) = 100"/ It>—0.05 + 0.01 I;jc_g.05, au centre) et le scénario de fondation-explosion (v(t) =
100t/tf It>—0.05 + Li<—0.05, & droite) sont rendus comparables par le partage de Ueffectif a t = 0. Cela
se traduit par une méme valeur du taux de mutation renormalisé 0 = 2Nypu.

Ces histoires démographiques conduisent a des généalogies simulées du méme type que celles
représentées aux figures 2.6, 2.8 et 2.10 (les scénarios sont les mémes). Pour les deux scénarios
qui comportent une phase de croissance exponentielle avec 7 = 100 et § = 10, on a une dérive
notable dans les générations qui suivent la fondation, malgré la croissance exponentielle qui
débute immédiatement. Considérons pour le montrer uniquement la fraction des généalogies
plus récente que ¢y = 0.05. En I'absence de dérive, les généalogies seraient en étoile. Pour des
échantillons de taille n = 100, la longueur totale des généalogies serait donc n Xty = 5 unités de
temps, et le nombre espéré de mutations sur les généalogies n x t; x /2 = 25. Au lieu de cela,
les généalogies simulées ont des branches profondes de longueur non négligeable, sur lesquelles
des mutations peuvent se produire. Du fait de cette structure généalogique, la longueur totale
moyenne des généalogies est seulement 1.44 unités, et le nombre espéré de mutations est réduit
ar.2.

Il n’est pas innocent qu’en croissance exponentielle, le temps de coalescence de I’échantillon
soit distribué autour de la date ty. C’est en effet une situation dans laquelle les configurations
d’échantillons obtenues sont trés différentes selon que la croissance est précédée ou non d’une
fondation. La figure 6.2 montre l'effet des scénarios avec variation d’effectif sur le nombre d’al-
léles, la variance de taille allélique et I’homozygotie, estimées sur 10000 jeux de données simulés
pour chaque scénario. Les échantillons générés en croissance exponentielle ont des généalogies
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plus courtes, donc moins variables. Le scénario de fondation-explosion a une variabilité intermé-
diaire. La distribution jointe de statistiques sommaires distingue nettement les trois scénarios
(figure 6.3).
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Fi1G. 6.2: Distribution de statistiques sommaires obtenue & partir de 10 000 échantillons de taille 100
génes simulés sous SMM en population stable (r = a = 1, colonne de gauche), en supposant une
croissance exponentielle (r = a = 100, au milieu) et une histoire de fondation-explosion (r = 100 et
a =1, a droite) avec = 10 dans les trois cas. La premiére ligne donne la distribution du nombre A
d’alléles dans les échantillons : on a As = 8.0 £ 1.9 en population stable, Ae = 3.4 + 0.7 en régime de
croissance exponentielle et Ay = 4.3 & 1.2 suite a la fondation-explosion. La seconde et la troisieme
ligne donnent une discrétisation de la distribution de la variance de taille allélique, et de ’homozygotie
calculée respectivement. La distribution de la variance de taille est trés dissymétrique, avec des couples
(mode,moyenne) de (3,9.9), (0.20,0.45) et (0.2,4.0) pour les trois modéles.
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Fi1G. 6.3: Distribution jointe de statistigues sommaires obtenue & partir de 10000 échantillons de taille
100 génes simulés sous SMM en population stable (r = a = 1, en noir), en supposant une croissance
exponentielle (r = a = 100, en rouge) et une histoire de fondation-explosion (r =100 et a = 1, en vert)
avec 8 = 10 dans les trois cas. En haut, statistiques utilisées dans le programme BOTTLENECK [24, 105] :
le nombre d’alléles A et I’homozygotie calculée H. En bas, statistiques utilisées par Kimmel et al. pour
définir Uindex de déséquilibre B [71] : la variance de taille V et I’homozygotie calculée H.
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6.1.2 Typologie de la loi a posteriori des paramétres démographiques

Un grand nombre d’échantillons monolocus, tous simulés selon le modéle sous-jacent a la
méthode d’inférence, ont été traités avec le programme MSVAR qui implémente cette méthode.
Une observation attentive des surfaces de vraisemblance obtenues pour les paramétres démogra-
phiques et mutationnels a montré que toutes peuvent étre rattachées a 4 grands types. Certaines
correspondent vraiment a I'un de ces types, d’autres sont un peu hybrides entre deux types.
Afin d’illustrer et d’interpréter les 4 catégories de surfaces de vraisemblance, 4 configurations
d’échantillons de taille 100 génes ont été choisies. Chacune a été prélevée dans un pool simulé
en supposant I'un des trois scénarios démographiques précédents, et donne une beaucoup plus
forte vraisemblance a ce scénario qu’aux deux autres (illustration partielle au tableau 6.1). La
configuration S = {10, 8,12, 2, 53,11, 4}, simulée en supposant le scénario de stabilité, comporte
7 alléles et elle est trimodale, sans alléles manquants : tous les nombres de répétitions entre
les deux extrémes sont représentés. La configuration E = {1,981}, simulée en supposant le
scénario de croissance exponentielle, comporte un alléle fortement majoritaire, et deux alléles
contigus en une seule copie. Les deux alléles minoritaires ont été obtenus par mutation sur une
branche terminale de la généalogie. La configuration D = {37,0,63}, simulée en supposant le
scénario de fondation-explosion, comporte deux alléles fréquents, non consécutifs, qui tous deux
étaient présents a la fondation. Enfin, la configuration F = {55,1,0,0,0,0,1, 42,1} comporte
deux alléles fréquents non-consécutifs fondateurs, et 3 alléles contigus en faible fréquence, des
mutants post-fondation.

Configuration C pour le scénario
stable | exponentiel | fondation

S ={10,8,12,2,53,11,4} 0 0 0

E =1{1,98,1} 0 31190 11065

D ={37,0,63} 0 0 10

F ={55,1,0,0,0,0,1,42,1} 0 0 0

TAB. 6.1: La vraisemblance des échantillons de configurations S, E, D et F' est estimée par échantillon-
nage de Monte Carlo direct, pour trois scénarios démographiques tranchés : un scénario de stabilité
(a = r = 1), un scénario de croissance ezponentielle (a = r = 100, t; = 0.05) et un scénario de
fondation (a =1, r =100 et ty = 0.05). Pour cela, 107 échantillons de taille n = 100 ont été simulés
pour chacun des trois scénarios, et le nombre C de configurations identiques ¢ S, E, D et F a été
compté. Pour l’échantillon E, le scénario le plus vraisemblable est le scénario de croissance exponen-
tielle, et le scénario de fondation est seulement trois fois moins vraisemblable. Pour l’échantillon D,
seul le scénario de fondation a permis de simuler la configuration cible, et la vraisemblance est au moins
10 fois plus forte pour le scénario de fondation que pour les autres. Les échantillons S et F' n’ont été
simulés aucune fois sur 107 itérations (la méthode de Monte Carlo standard montre encore une fois ses
limites). On peut avancer que la configuration S a plus de chances d’étre simulée pour le scénario de
stabilité et la configuration F' plus de chances d’étre simulée pour le scénario de fondation, simplement
d’aprés le nombre d’alléles et l'espacement entre les modes. On pourrait le vérifier par échantillonnage
d’importance [55, 138], ou en utilisant une méthode d’acceptation-rejet [107, 39].

Loi a posterior: caractéristique d’une histoire de stabilité

La figure 6.6 illustre la loi a posteriori de type P; ici inférée a partir de 'échantillon S. A la
page suivante, cette figure est reproduite en affectant des couleurs aux points de 1’échantillon
MCMC, selon les valeurs de certains parameétres.
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La loi jointe de log,,(r) et log,y(a) (visible sur le cadran d) est approximativement uniforme,
sans méme une plus forte densité autour des valeurs utilisées pour simuler les données, c’est a
dire @ = r = 1. La considération du paramétre de date t; est plus informative (voir cadrans
a,b et c). Une valeur charniére est logio(tf) ~ 1 : grosso modo, pour t; plus grand que ce
seuil (zone A), le MRCA est plus récent que t; (en fait, la frontiére entre généalogies ayant 1
géne fondateur ou plus dépend de a et r, cf. coloration des points échantillonnés en fonction du
nombre de lignées fondatrices). La loi a posteriori donne plus de poids (probabilité 0.61) au cas
d’une seule lignée a t;, et donc a de grandes valeurs de ¢ (figure 6.4), puisque ¢y et le nombre
de lignées non coalescées a ty sont négativement corrélés. Pour ces points (zone A) , comme le
MRCA de I’échantillon est plus récent que ¢y, I’échantillon ne contient aucune information sur
la taille de la population ancestrale (c’est a dire sur a). Plus étonnant a premiére vue, on n’a
aucune information non plus sur la valeur de . On peut le comprendre en remarquant qu’une
date ¢; reculée correspond de toute fagon a une relative stabilité de la population depuis cette
date (méme pour les valeurs extrémes de r, la croissance ou la décroissance, qui sont étalées
sur une longue période, ne sont pas fortes). Cette pseudo-stabilité n’est compatible avec la
configuration de I’échantillon que pour un taux de mutation dans un intervalle étroit (zone A
sur le cadran c) : intervalle de plus forte densité a posteriori de probabilité 95% pour log,,(6)
est [0.23,1.10], conditionnellement au fait que log;,t; > 1 (figure 6.4). Cela correspond & une
probabilité de 95% pour que € soit dans l'intervalle [1.69, 12.6] (intervalle qui contient la valeur
utilisée pour la simulation, # = 10). Pour des dates de transition démographique suffisamment
récentes (log;o(tf) < 0, zone B), il y a une incompatibilité du jeu de données avec les valeurs
conjointement positives de r et de a, sauf pour les événements trés récents (trou de densité sur
les cadrans a et b). L’identification des points d’échantillonnage en fonction du signe de log,,(r),
de log,,(a), et de log,y(r) —log,y(a) permet d’identifier des corrélations. La plus marquante est
la relation linéaire entre log,y(a) et log;;(#), conditionnellement & log,,(¢;) < 0 (zone B sur
le cadran f. Intuitivement : pour obtenir la variabilité du jeu de données avec une population
ancestrale de petite taille, il faut un fort taux de mutation.

Nous I’avons vu, la majorité des points échantillonnés correspondent a un ¢y si ancien que la
généalogie de 1’échantillon ne refléte que la période plus récente que t; (zone A). Dans ce cas,
toute combinaison de a et de r conduit & des généalogies peu déformées par rapport au coalescent
standard. Le cas a ~ r ~ 1 correspond lui aussi & une stabilité, quelle que soit la valeur de
t; (C’est cette situation qui a servi a générer les données). Pourquoi alors la loi a posteriori
donne-t-elle plus de poids & la situation avec ¢y grand? La réponse vient de la considération
de la loi a priori. Cette loi a été choisie uniforme sur un domaine D, de dimension 4 : le log;,
de chacun des paramétres a, r, t; et 6 est a priori uniforme sur [—5,5]. Dans le domaine qui
définit une stabilité avec ¢ grand, a et r peuvent prendre n’importe quelle valeur, et 6 est dans
un intervalle restreint. Le sous-domaine de D, qui correspond a cette forme de stabilité a donc
deux dimensions complétes (r et a), une demi-dimension (¢; > 1) et un intervalle étroit pour la
dimension qui correspond a . Par comparaison, le domaine qui définit la stabilité avec a ~ 1
et 7 ~ 1 est petit : seul ¢; est libre de varier. La loi a prior: donne donc plus de poids a la
stabilité avec ¢; grand qu’a la stabilité avec a et r proches de 1, ce qui se répercute sur la loi a
posteriort.

In fine, pour le jeu de données monolocus S généré en population stable, la méthode donne
l’essentiel de la probabilité & une histoire de changement monotone sur le long terme, sans
préférence pour un déclin ou une croissance au long cours (zone A ).
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Pour un jeu de données de 5 loci simulés en supposant ce méme scénario de stabilité, les
points échantillonnés se distribuent selon deux zones, une zone avec ¢; grand et une seule lignée
ancestrale a ¢; (équivalente & la zone A), et une zone —qui se présente comme un secteur
angulaire sur la représentation de t; en fonction de r— avec t; petit et plus de 10 lignées
fondatrices (équivalente a la zone B). Ces deux zones sont séparées par des zones de densité
virtuellement nulle (aucun point échantillonné sur 20 000), et le seul raccordement correspond
a des généalogies avec 2 a 10 lignées fondatrices, obtenues avec r ~ a ~ 1. Ce sont donc des
généalogies peu déformées par rapport au cas stable. La proportion de points échantillonnés
avec t; grand et une seule lignée a ¢; est plus grande qu’avec ’échantillon monolocus S (76%
des points). Il serait intéressant de vérifier si cette tendance se vérifie sur un plus grand nombre
de jeux de données, et si cette proportion tend vers 1 lorsque le nombre de loci augmente.
Autrement dit, détecte-t-on de fagon certaine que le scénario ne comporte pas de transition
démographique, pour un grand jeu de données ?
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FIG. 6.4: A gauche : densité marginale a posteriori de logyyty, estimée a partir d’un échantillon MCMC
de 20 000 points. Prés de 65% des points de échantillon ont une valeur de logiyts positive. Les
points correspondant & des généalogies avec une seule lignée fondatrice sont tous avec logigty > 0,
et représentent 61% du total des points. A droite en traits pleins, densité marginale a posteriori de
logo(6). En traits pointillés, méme chose conditionnellement a logyo(tf) > 1.
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FIG. 6.5: A gauche : densité marginale a posteriori de logy, tr. 18% des points de I’échantillon ont une
valeur de logy tf) positive. A droite en traits pleins, densité marginale a posteriori de log;y(6). En
traits pointillés, méme chose conditionnellement & logio(ts) > 1.
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F1G. 6.6: Echantillon de 5000 points représentatif de la loi jointe a posteriori des paramétres r, a, iy
et 0, pour un jeu de données de configuration S = {10,8,12,2,53,11,4}. La loi a priori est uniforme
sur [—5; 5], pour le log,y de chacun des 4 paramétres, si bien que la loi jointe a posteriori coincide avec
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la vraisemblance sur le domaine de densité uniforme a priori.
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Fi1G. 6.7: Duplicata de la figure 6.6, avec une coloration différente des points échantillonnés, selon le
signe de logy(r) (& gauche) et de logy(a) (@ droite)
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FIG. 6.8: Duplicata de la figure 6.6. A gauche, coloration selon le signe de logyo(r) et de logyo(r) —
logy(a). A droite, coloration selon le nombre de lignées non coalescées aty (noir/rouge/vert/bleu/ciel :
1,/2/3/4-10/> 11 lignées fondatrices).
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Loi a posterior: caractéristique d’une histoire de croissance exponentielle

La figure 6.9 illustre la loi a posteriori de type P,, obtenue pour un échantillon de configura-
tion {1,98,1} généré en supposant le scénario d’explosion démographique. Comme dans le cas
stable et pour la méme raison, les valeurs de ¢; anciennes (log,y(t;) > 1) correspondent a des
valeurs quelconques et non corrélées de a et 7, et & un taux de mutation renormalisé # dans
un intervalle restreint (zone A sur les cadrans a, b et c¢). Par rapport a ce que ’'on a observé
pour I’échantillon S, l'intervalle de plus forte densité a posterior: est décalé vers les faibles
valeurs de 6 (probabilité 95% pour log,,(f) de se trouver dans [—1.16,0.27] soit [0.07,1.86]
pour ). Cela est di a la faible diversité de I’échantillon £ = {1,98,1}, comparée a celle de
S ={10,8,12,2,53,11,4}. La faible diversité s’explique en fait —on le sait pour avoir simulé
I’échantillon— par une taille de population ancestrale faible, et une explosion démographique
récente. Les histoires de stabilité définies par ¢y grand sont donc associées a des valeurs de
6 fortement sous-estimées (pour obtenir cette configuration quasi monomorphe en population
stable, il faudrait une faible valeur de 6). Les points d’échantillonnage pour lesquels log;(t7) < 0
(zones C et D) sont en proportion beaucoup plus grande que dans le cas stable (figure 6.5) :
I’échantillon E est fortement en faveur d’un événement démographique récent. Deux zones de
forte densité sont a distinguer pour log;y(t;) < 0. L'une (zone C) correspond & des valeurs de a
positives, et & n’importe quelle valeur de r, c’est & dire & des scénarios avec une population de
taille ancestrale faible. La valeur de log;,(#) pour les points échantillonnés dans cette zone rem-
plit I'intervalle [—1; 3] (zone C sur les cadrans e et f) , avec une forte corrélation négative entre
logyo(ts) et logyy(f) (zone C sur le cadran c) : plus 'augmentation de taille de population est
récente, plus fort doit étre le taux de mutation pour générer les deux alléles mutants. La seconde
zone remarquable (zone D) correspond a des fondation-explosion récentes. La aussi, le taux de
mutation est borné, dans [0; 2] pour le logarithme décimal. Dans la zone C, avec log;,(a) > 0
le nombre de lignées non coalescées a ¢y pouvait étre grand : les coalescences restant a faire
étaient en effet forcément tres concentrées juste avant ¢¢, du fait de la petite taille de population
ancestrale. Dans les cas des fondation-explosion (zone D), 'événement de fondation doit étre
suffisamment drastique pour que I’échantillon EF soit dérivé d’une seule lignée fondatrice, ou de
quelques-unes, sans doute de méme état allélique.

En conclusion, un échantillon généré en supposant une histoire de croissance exponentielle
soutient fortement des valeurs positives de a (zone C), c’est a dire des scenarios dans lesquels
la taille de la population ancestrale est beaucoup plus faible que celle de la population échan-
tillonnée. Toutefois, a peu prés n’importe quel scenario a ty est possible, tant que a est positif.



Loi a posterior: caractéristique d’une histoire de déclin

La figure 6.12 illustre la loi a posteriori de type P, ici pour un échantillon de configuration
D = {37,0,63} généré en supposant le scénario de fondation-explosion, mais sans mutations
post-fondation (on n’a donc que les signatures du déclin et pas celles de I’explosion). Comme
pour les échantillons S et E et pour la méme raison, les valeurs de ¢; anciennes (zone A)
correspondent & des valeurs quelconques et non corrélées de a et r, et & un taux de mutation
renormalisé § dans un intervalle restreint (¢; ancienne signifie toutefois ici log;(¢tf) > 1.5 et
non pas logy(ty) > 1 : le jeu de données donne du poids a l'existence de plusieurs lignées
fondatrices). Comme pour I’échantillon E, I’événement logy(t7) > 1.5 a une faible probabilité
a posteriori, et U'intervalle de plus forte densité a posteriori pour log,,(#), conditionnellement
a log(ty) > 1.5, sous-estime fortement la valeur de #. Chose nouvelle par rapport aux types
P, et P,, une bande de forte densité contenant 81% des points échantillonnés est observable sur
la représentation bivariée de r et ¢y, avec une corrélation négative entre ces deux parameétres
(zones E et F sur le cadran a). Schématiquement, pour les valeurs de log;,(r) < —2, les points
situés sur cette bande correspondent a des pic-déclin (zone E), puis pour —2 < log;,() < 0, on
a des crash-déclin, et enfin pour log;,(r) > 0, on a des fondation-explosion (zone F). Dans les
trois cas, on n’a pas de borne inférieure nette pour 6 (zones E et F sur le cadran c) : il n’y a
pas d’alléles mutants, et les deux alléles fondateurs sont de taille proches, ce qui, pour a petit,
peut avoir été obtenu avec un faible taux de mutation. On a en revanche une borne supérieure
pour 6. Cette borne supérieure est négativement corrélée a t; (zone F sur le cadran c).

L’échantillon D soutient donc fortement un déclin de population en marche d’escalier, suivi
ou non d’explosion.

Loi a posterior: caractéristique d’une histoire de fondation-explosion

Enfin, la figure 6.15 illustre la loi a posterior: de type Py obtenue pour un échantillon de confi-
guration F' = {55,1,0,0,0,0,1,42,1} généré en supposant le scénario de fondation-explosion.
La différence majeure avec le cas précédent concerne le poids relatif des pic-déclin et crash-déclin
d’une part (zone G), et des fondation-explosion d’autre part (zone H), au niveau de la bande de
forte densité observable sur le cadran a (loi bivariée de ¢; et de ) : les points d’échantillonnage
qui correspondent a une fondation-explosion (zone H) sont beaucoup plus nombreux (87% du
total des points). Dans le méme temps, les fondation-explosion sont associées a des valeurs de 6
dans une gamme restreinte, avec une corrélation négative entre ¢y d’une part, et 6 et r d’autre
part (zone H sur les cadrans c et e) : plus I’explosion a commencé récemment, plus la présence
de trois alléles mutants nécessite que 6 et r soit grands.

On notera que toutes les configurations d’échantillon donnant une loi a posteriori de type Py

ne sont pas si démonstratives, mais la configuration F illustre le fait qu’un unique échantillon
puisse étre trés fortement en faveur d’une fondation-explosion.
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FI1G. 6.9: Loi jointe a posteriori des parameétres r, a, t; et 8, inférée pour un jeu de données de
configuration {1,98,1}, simulé en supposant un scénario de croissance exponentielle, sous SMM, avec
0 =10, r =a =100 et t; = 0.05. La loi a priori est uniforme sur [—5;5], pour le logiy de chacun des

4 paramétres.
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FI1G. 6.12: Loi jointe a posteriori des parametres r, a, ty et 0, inférée pour un jeu de données de
configuration {37,0,63}, simulé en supposant un scénario de fondation-explosion, sous SMM, avec
6 =10, r = 100, a = 1 et ty = 0.05. La loi a priori est uniforme sur [—5;5], pour le logiy de chacun

des 4 parameétres.
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Fi1G. 6.14: Duplicata de la figure 6.12.
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FI1G. 6.15: Loi jointe a posteriori des parametres r, a, ty et 0, inférée pour un jeu de données de
configuration {55,1,0,0,0,0,1,42,1}, simulé en supposant un scénario de fondation-explosion, sous
SMM, avec 0 =10, r = 100, a = 1 et ty = 0.05. La loi a priori est uniforme sur [—5;5], pour le logig
de chacun des 4 paramétres.
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F1G. 6.16: Duplicata de la figure 6.15, avec une coloration différente des points échantillonnés, selon le
signe de logio(r) (G gauche) et de logip(a) (G droite)
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FIG. 6.17: Duplicata de la figure 6.15. A gauche, coloration selon le signe de logio(r) et de logio(r) —

logio(a). A droite, coloration selon le nombre de lignées non coalescées aty (noir/rouge/vert/bleu/ciel :
1,/2/3/4-10/> 11 lignées fondatrices).
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6.2 Précision des inférences sur une fondation-explosion

Afin de se faire une idée de la répartition optimale de l'effort de typage dans les études
empiriques, on compare la précision des inférences obtenue pour des gammes de variation de
certaines caractéristiques des jeux de données D, simulés sous le modéle démographique de
fondation-explosion. Le modéle mutationnel est SMM aussi bien pour la genése des données
que pour les inférences.

6.2.1 Effet de la taille d’échantillon monolocus

Un jeu de données monolocus généré par une histoire de fondation-explosion ne contient
d’information sur la fondation que si le MRCA de I’échantillon est antérieur & cet événement
(c’est & dire si 'on a au moins deux lignées fondatrices, non coalescées a la date t; de la
fondation). On peut se demander dans quelle mesure le fait d’élargir I’échantillon augmente
la probabilité pour que celui-ci soit dérivé d’au moins deux lignées fondatrices. Un résultat
analytique concernant le coalescent nous informe sur ce point [125] : la probabilité pour que le
MRCA d’un échantillon de taille n soit le MRCA de la population entiére est (n —1)/(n + 1).
Cette probabilité se rapproche trés rapidement de 1 lorsque n augmente, et varie donc peu en
fonction de n, dés que n dépasse quelques dizaines de génes. D’aprés ce résultat, rien ne sert
—pour détecter une fondation— de typer des échantillons de grande taille. En effet, comme
I'illustre la figure 6.18, la taille d’échantillon change trés peu la distribution du nombre de lignées
non coalescées a la fondation. Mieux vaut, pour augmenter ses chances de trouver les signatures
génétiques d’une éventuelle fondation, augmenter le nombre de loci, pour disposer de plusieurs
tirages selon la loi de la date du MRCA. Pour une histoire de fondation-explosion, on augmente
alors nos chances d’avoir des loci avec plusieurs lignées fondatrices, et donc potentiellement avec
plusieurs alléles fondateurs. Une grande taille d’échantillon augmente en revanche fortement la
probabilité d’observer des alléles en faible fréquence, obtenus par mutation post-fondation. La
figure 6.19 illustre ce point en montrant la distribution du nombre de mutations post-fondation,
pour des n-coalescents avec n croissant.

Dans la pratique, on est rapidement limité par le temps de calcul, et au dela d’une dizaine
de loci et d’une centaine de génes, on est confronté & de graves problémes de convergence de la
MCMC.

Pour illustrer 'effet de la taille d’échantillon sur la précision des inférences, on a simulé un jeu
de données de taille n = 200, dont on a extrait par tirage uniforme sans remise un échantillon
de chacune des tailles n = 100, 50, 30 et 10. Les 5 configurations obtenues sont données dans
le tableau 6.2. Les valeurs des paramétres utilisées pour la genése des données sont les mémes
que précédemment (r =100, a = 1, t; = 0.05, § = 10).

Les échantillons de taille n = 10 et 30, qui sont tout a fait du méme type que la configuration
D = {37,0,63}, avec deux alléles fondateurs non consécutifs, donnent logiquement des lois a
posteriori de type Py (seul le déclin a des signatures détectables dans les petits échantillons).
Les échantillons de taille n = 50, 100 (configuration F' illustrée précédemment) et 200, qui
comportent des mutations post-fondation, donnent tous les trois des lois a posteriori de type
P; (on a a la fois les signatures de la fondation —2 génes fondateurs distants— et celles de
I’explosion —des mutants post-fondation. Plus que de la taille d’échantillon, les inférences
semblent donc dépendre de la distribution des alléles fondateurs et mutants. Si cela est vrai, on
peut prédire qu'un échantillon de taille par exemple 30 ayant I’'un des alléles mutants devrait
conduire a une loi a posterior: de type Py. Pour le vérifier, de nouveaux échantillons de taille 30
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FiG. 6.18: Effet de la taille d’échantillon n sur le nombre de lignées fondatrices. Des coalescents sont
générés comme décrit au paragraphe 5.1, en supposant une histoire de fondation-ezplosion avec r = 100,
a=1ett; =0.05. On compare la distribution du nombre f de lignées ancestrales de l’échantillon encore
présentes a la date ty, pour des tailles d’échantillons croissantes (n = 10, 30, 50, 100, 200). Des tailles
de quelques dizaines d’individus typés sont suffisantes pour remonter auz coalescences les plus profondes
dans la généalogie de la population totale. Les inférences sur la taille de la population ancestrale doivent
donc assez peu dépendre de la taille d’échantillon.
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Fi1G. 6.19: Effet de la taille d’échantillon n sur le nombre de mutations post-fondation. Des coalescents
sont générés dans les mémes conditions qu’a la figure 6.18. On compare la distribution du nombre m de
mutations plus récentes que ty, pour des tailles d’échantillons croissantes (n = 10, 30, 50, 100, 200). Ce
nombre moyen augmente fortement avec n. On s’attend donc & pouvoir déterminer plus précisément
la phase de croissance exponentielle, pour n grand. Toutefois, quand le nombre de mutations post-
fondation croit, I’homoplasie entre alléles mutants est inévitable, surtout sous SMM. L’augmentation
de la taille d’échantillon est donc moins rentable au deld d’un seuil —50 génes suffisent pour le scénario

envisagé, a en juger par la loi a posteriori (figure 6.20).
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n configuration

200 | {112,2,0,0,0,0,3,79,4}
100 | {55,1,0,0,0,0,1,42,1}
50 | {27,0,0,0,0,0,1,21,1}
30 {20,0,0,0,0,0,0,10}
10 {5,0,0,0,0,0,0,5}

ool | w|wl B

NN NN+

TAB. 6.2: Un échantillon de taille n = 200 chromosomes a été simulé pour les valeurs des paramétres
r =100, a =1, t;y = 0.05 et 6 = 10, sous le modéle de mutation SMM. Des sous-échantillons de tailles
100, 50, 30 et 10 en ont été extraits indépendamment par tirage uniforme sans remise. L’échantillon
complet dérive de f = 2 lignées fondatrices et 6 événements mutationnels post-fondation ont fourni
m = 3 alléles nouveauz. Dans les sous-échantillons, les f = 2 lignées fondatrices sont —c’est le cas
le plus fréquent— toujours présentes, alors que le nombre d’alléles mutants est réduit a m = 2 dans
Uéchantillon de taille 50, puis a m = 0 dans les échantillons de tailles 30 et 10.

ont été extraits de I’échantillon de taille 200, par tirage sans remise, et le premier contenant au
moins un alléle mutant a été choisi. Sa configuration est {21, 1,0,0,0,0,0,8}. Comme attendu,
la loi a posteriori obtenue pour cet échantillon est nettement de type Pr. Ce qui différencie les
valeurs de n dans la gamme choisie est surtout la probabilité pour que les échantillons de cette
taille comportent effectivement au moins un alléle mutant (pour les tailles n = 10, 30, 50 et 100
tirés de notre échantillon-école de taille 200, cette probabilité vaut respectivement 0.38, 0.78,
0.93 et 0.99).

En conclusion, il semble suffisant de traiter des échantillons de quelques dizaines de génes
(50 a 100) par locus, pour saisir les signatures génétiques des variations d’effectif passées.

6.2.2 Effet du nombre de loci indépendants

Nous venons de voir que de petits sous-échantillons peuvent comporter 1’essentiel de ’infor-
mation sur une fondation-explosion apportée par des échantillons plus grands, si par chance ils
comportent des représentants des classes alléliques mutantes. En traitant en paralléle plusieurs
échantillons de petite taille & des loci différents, on augmente la probabilité que certains soient
typiques d’une fondation-explosion. La capacité de détecter une fondation-explosion dépendra
alors de la loi a posteriori pour I’échantillon multilocus : quand on a un mélange de loci qui
soutiennent une ezpansion —c’est le cas pour les loci dont le MRCA est plus récent que ¢;—,
un déclin —c’est le cas pour les loci ayant plusieurs alléles fondateurs de tailles distantes, mais
pas de classes alléliques mutantes—, ou une fondation-explosion —c’est le cas des loci ayant
a la fois plusieurs alléles distants et des mutants post-fondation—, que soutient 1’échantillon
multilocus ?

Pour aborder cette question, un jeu de données de 5 loci indépendants et de taille 50 chromo-
somes a été simulé pour les valeurs des paramétres de fondation-explosion suivantes : » = 10000,
a=1,t; =0.001, & = 100, sous SMM. Le tableau 6.3 donne les configurations normalisées pour
les 5 loci, et pour information, le nombre de lignées fondatrices (nombre de lignées non coa-
lescées & ts) et le nombre de mutations post-fondation dans I’arbre (mutations qui en principe
nous informent sur I’expansion de la population).

La figure 6.21 donne des représentations de la loi a posteriori des parameétres, pour une loi a
priori de (r,a,ts, ) uniforme sur [—6; 8] x [—5; 5] X [=7; 4] X [—5; 3] et une loi a priori ponctuelle
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Fi1G. 6.20: Les échantillons corrélés de configurations présentées au tableau 6.2 ont été utilisés pour
mettre a jour des a priori uniformes sur [—5;5|, pour le logig des 4 paramétres d’intérét. Une valeur
d’espacement de 10000 s’est avérée suffisante pour assurer une bonne convergence dans les 5 cas. Les
échantillons de taille 10 et 30 donnent des lois a posteriori de type Py et les échantillons de taille 50 et
200 donnent des lois a posteriori de type Py (interprétations dans le texte).
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nom configuration lignées fondatrices | mutations post-fondation | type
Ny {49,1} 1 1 P,
Ny |{47,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,3} 2 0 Py
Nj {14,0,0, 36} 2 0 Py
N, {1,22,1,1,24,1} 2 4 P
N5 {21,0,0,27,2} 2 1 Py

TAB. 6.3: Cing échantillons de taille 50 chromosomes ont été simulées indépendamment pour les valeurs
des parametres v = 10000, a = 1, t; = 0.001 et & = 100, sous le modele de mutation SMM. Cela
correspond a une fondation-explosion récente et drastique (crash d’un facteur 10000 et retour exponentiel
a la taille initiale en 0.001 X Ny générations. On indique la configuration normalisée pour les 5 loci, le
nombre de lignées fondatrices de l’échantillon, le nombre de mutations dans la partie de la généalogie
plus récente que la date ty de fondation, et le type —hybride pour Ny et N5— de la loi a posteriori.

pour les paramétres qui définissent le modéle mutationel SMM. Les inférences sont beaucoup
plus précises que pour des échantillons monolocus simulés sous le méme scenario (non-illustré,
car trés semblable aux figures 6.6, 6.9. 6.12 et 6.15), en ce sens qu’on a moins de points dispersés
hors des zones de forte densité. La vraie valeur du vecteur ¢ de paramétres se trouve dans la zone
de plus forte densité. Toutefois, les intervalles de plus forte densité marginale a posteriori restent
larges, en raison de I'étalement de la loi a posteriori, et de corrélations entre les paramétres.
Par exemple, la loi jointe posteriori de r et t; a une forte densité sur une tres fine bande, mais
cette bande couvre plusieurs ordres de grandeurs des valeurs marginales de r et ;. La légende
de la figure 6.21 discute le méme probléme pour le paramétre 6. Les données populationnelles
ne permettent donc pas d’inférer de valeurs précises pour I'un des paramétres en particulier.
En revanche, les données génétiques imposent des corrélations fortes entre parameétres, donc si
I’on a des informations a priori sur certains parameétres, on peut inférer précisément ceux qui
leur sont corrélés.

En conclusion, 'augmentation du nombre de loci concentre considérablement [’échantillon
MCMC dans de petites zones de [’espace des paramétres, sans toutefois permettre des inférences
a lordre de grandeur prés pour chaque parameétre.

6.2.3 Effets de l'intensité et de la date de la fondation-explosion

Dans les paragraphes précédents, deux jeux de valeurs des paramétres ont été utilisés pour
la genése des données. L’un correspond a une fondation-explosion violente (r = 10 000, a = 1,
ty = 0.001, 6 = 100, ce qui est assez proche de nos a priori concernant I'histoire de la population
de chats harets des Kerguelen, cf. chapitre 7). L’autre décrit une fondation-explosion moins
drastique et plus ancienne, avec r = 100, a = 1, ty = 0.05 et # = 10. Ces deux cas sont
en fait trés comparables en ce qu’ils placent ¢y & proximité du temps espéré de coalescence
en l'absence de I'événement de fondation (i.e. pour r = a = 10 000). On a donc, dans des
jeux de données multilocus, un mélange de loci ayant un alléle fondateur, et de loci ayant
deux ou trois alléles fondateurs, rarement plus. Dans les deux situations, 6 est tel qu’on a en
moyenne quelques mutations post-fondation, et parfois des alléles fondateurs assez distants (en
tout cas non consécutifs). La distribution jointe du nombre f de fondateurs et du nombre m de
mutations post-fondation est représentée sur la figure 6.22, pour les deux scénarios. Il semble,
d’aprés I'exploration que j’ai pu faire du modéle, que n’importe quel scénario de fondation-
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Fi1G. 6.21: Représentations de la loi a posteriori pour l’échantillon de 5 loci de configuration donnée
dans le tableau 6.3. Les wvaleurs utilisées pour la simulation des jeur de dommées sont indiquées en
traits pointillés pour les quatre représentations bivariées. Pour la loi bivariée de a et r, le secteur qui
correspond & une inférence de fondation-explosion (logo(r) > 0 et logo(r) > logg(a)) est délimité a
gauche par deux lignes discontinues. Les données sont fortement en faveur d’une histoire de fondation-
explosion : 99% des points de l’échantillon correspondent & des fondation-explosion, alors que leur
probabilité a priori est de 0.48). La densité marginale a posteriori pour @ est figurée pour chacun des
5 loci. Le mode est trés proche de la “vraie” valeur pour 3 des b loci, et il est légérement décalé pour
N3 vers les faibles valeurs de 6 et pour Ny vers les fortes valeurs de 0. Dans les b cas, 'intervalle de
plus forte densité a posteriori est trés large (intervalle HPDyg5 [—0.6,4.4] pour log;,(0) au locus Na,
qui donne lintervalle le plus restreint). Les données populationnelles ne permettent donc pas d’inférer
précisément le taur de mutation des marqueurs.
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explosion donnant une distribution jointe de ce type pour f et m a des signatures franches et
détectables.

Fi1G. 6.22: Distribution jointe du nombre f de lignées fondatrices et du nombre m de mutations post-
fondation, estimée sur 100000 simulations de jeux de données de taille n = 100 geénes, pour deuz
scénarios de fondation-explosion : a gauche, 7 = 10000, a = 1, t; = 0.001, & = 100 ; a droite, r = 100,
a=1,1t;=0.05 6 =10.

Il serait intéressant d’explorer dans quelle gamme de valeurs du nombre de lignées fondatrices
et du nombre de mutations post-fondation on reste capable de détecter une fondation-explosion.
Un rapide essai avec un scénario de fondation récente donnant un mode de 9 lignées fondatrices
a montré que le nombre de lignées ne change pas tellement le nombre d’alléles fondateurs.
Ce sont surtout les alléles fréquents dans la population source qui sont échantillonnés a la
fondation, éventuellement en plusieurs exemplaires. De fait, d’aprés un jeu de données de 5 loci
(avec n = 50), il semble que l'on reste capable de détecter la fondation (non illustré).

6.2.4 De la loi a posteriori jointe aux lois marginales

Nous avons jusqu’ici donné essentiellement des représentations bivariées de la loi a posterior:
des paramétres démographiques (seuls ¢ et 6 ont, a deux reprises, eu droit & des lois marginales).
Peut-on inférer les valeurs d’un seul des paramétres de facon assez précise, pour des jeux de
données d’un ou plusieurs loci et sans information a prior: particuliére sur les valeurs des
autres parameétres? L’échantillon monolocus de configuration F' donne une loi a posterior:
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assez propre (j’entends par 1a qu’il y a peu de points éparpillés hors des zones de forte densité).
En le considérant, nous nous plagons donc dans une situation favorable, pour l'estimation
de paramétres. Supposons par exemple que 1’on souhaite donner un intervalle de probabilité
a posteriori 0.95 pour logo(r) (HPDggs5, délimité par des points de méme densité, c’est a
dire situés sur une méme courbe de niveau de la surface de densité a posteriori. La bande de
forte densité a posterior: couvrant tout 'intervalle de densité a prior: uniforme, l'intervalle
HPDy g5 risque d’étre trés large. Effectivement, cet intervalle estimé a 1’aide de LOCFIT est de
la largeur du creneau de densité a priori uniforme (bornes —5 et 5). L’intervalle HPDg g5 ne
nous informe donc guére sur le signe de la variation d’effectif entre N; et Ny. L’imprécision des
lois a posteriori marginales pour a, t; et 6 est grande également (pour vous en rendre compte,
projetez virtuellement les points d’un cadran bivarié sur la dimension pour laquelle vous voulez
obtenir la loi marginale). En conclusion, un jeu de données monolocus peut contenir beaucoup
d’information démographique, comme illustré sur les cadrans bivariés, en ce sens que les lois
a posteriori sont concentrées sur un support étroit. Mais cette information ne permet pas
d’inférer précisément les valeurs individuelles des paramétres. La situation est meilleure pour
I’échantillon de 5 loci Ny & N5. Les représentations bivariées sont trés informatives, et les vraies
valeurs des paramétres tombent parfaitement dans les zones de forte densité a posteriori. 99%
des points de ’échantillon a posteriori correspondent a des fondation-explosion (pour un poids
a priori de 0.48). Cette précision se retrouve dans U'intervalle de plus forte densité a posteriori :
on obtient HPDg g5 = [2.5,7.4] pour log;y(r) qui était affecté d’une loi a priori uniforme sur
[—6; 8]. Cet intervalle contient la vraie valeur log,,(r) = 4. Des échantillons de petite taille (50
génes) a 5 loci permettent donc dans ce cas d’inférer clairement que 7 >> 1, méme si la largeur
de l'intervalle HPDg g5 correspond encore & 5 ordres de grandeur de variation pour r!

6.3 Violation des hypothéses du modéle démographique

Les hypothéses démographiques du modéle sont nombreuses, puisque 1’on suppose une po-
pulation close, pangamique, se reproduisant selon des modalités qui rendent pertinent 1'usage
du coalescent standard avec variations d’effectif. Les conséquences sur les inférences de la vio-
lation de chacune de ces hypothéses nécessite clarification. A ce jour, je n’ai exploré que les
conséquences de la violation de I’hypothése sur la forme de la courbe de variation d’effectif,
a 'aide d’un modéle de fondation-explosion avec délai, décrit ci-aprés. Quelles que soient les
données fournies & MSVAR, la méthode donne une loi a posteriori, qui bien str n’est perti-
nente que lorsque I'histoire de la population est raisonnablement bien décrite par le modéle.
Nous verrons que les écarts & ce modéle peuvent avoir des conséquences sensiblement sur I'infé-
rence, si ’on oublie que ce sont les paramétres du modéle que ’on infére, et non les paramétres
populationnels.

6.3.1 Modéle démographique avec délais pour la genése de données

On ajoute deux phases a la séquence démographique : un délai entre le crash et le début de la
reprise exponentielle, et un plateau entre la fin de la croissance exponentielle et I’échantillonnage.
Les paramétres naturels pour décrire le modéle de fondation-délai-explosion-plateau obtenu —
appelé ci-aprés modéle avec délais— sont comme précédemment les trois effectif Ny, Ny et Ns,
mais cette fois trois dates ¢y, ¢ et t; sont nécessaires au lieu d’une seule (¢f. figure 6.23).
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Exprimé relativement a la taille Ny, Deffectif v(t) = N(t)/Ny est, avec r = Ny/N; et a =
No/Ns et pour des valeurs de t croissantes quand on remonte dans le passé :

1 sity >t

roteTte site >t > 1y,
1/r  sity>t>t,
1/a sit>ty.

Cette modification permet des reprises démographiques beaucoup plus rapides pour une
méme valeur du paramétre r = Ny/Ny, si t, = t;. En effet, la croissance exponentielle est
seulement répartie entre les dates ¢ et ¢;. La dérive génétique dans les premicres générations
s’en trouve réduite. Au contraire, s’il y a un délai avant la reprise démographique, la dérive a
plus de temps pour éroder la diversité du groupe fondateur.

Effectif N(t)
6000 8000 10000
1 1 ]

4000
|

2000
|

-100 -80 —-60 -40 -20 0

Temps en générations

F1G. 6.23: Modéle démographique de fondation-explosion avec délai aprés la fondation et plateau entre
la fin de la croissance exponentielle et l’échantillonnage. Une population de taille jusque-la constante
Ny = 8000 génes tombe brutalement a N1 = 100 genes, 10 000 x t; = 80 générations avant d’étre
échantillonnée. La population reste o Ueffectif N1 pendant 20 générations, puis connait & partir de
10 000 x t, = 60 générations une reprise démographique exponentielle pour se stabiliser a leffectif de
Ny = 10000 génes, 10 000 x t = 40 générations avant l’échantillonnage.
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6.3.2 Simulation de coalescents pour le modéle avec délais

Comme explicité au paragraphe 4.2.2, la probabilité conditionnelle d’occurrence d’un événement
de coalescence au temps t;,1, sachant que la coalescence précédente a eu lieu au temps ?; est

tit1
p(c, tiyati) = c(ti1) exp (‘/ C(t)dt)
t;

o ¢(t) = ni(n; — 1)/(2v(t)) est le taux de coalescence instantané (on rappelle que n; est le
nombre de lignées pouvant coalescer).
La distribution cumulée correspondante D(t;,1|t;) est

tit1 tit1
/ p(c, tlt;)dt =1 — exp (—/ c(t)dt) :
t; ti

? 1

Pour le modéle de fondation-explosion avec délais, on obtient par intégration, et selon la date
relative de ¢; et ¢;;1 par rapport aux trois dates charniéres #, t. et ¢y,

IXm+ﬂm)=exp<—ﬂﬂﬁiiizﬁ) ot

2
(ti1 — i SLtg > tipr > 1,
te — g tit1—tg .
(tk — i) + rotest —1 site > tiy1 >t > 1,
logr
te — 1 .
(tk — tz) -+ iogrk (’I" — 1) -+ T(tﬂ_l — te) S1 tf Z ti—l—l > te Z tk 2 ti,
te — 1 .
(tr — ;) + ;OgT’“ (r—1)+r(t; —to) +altiss —t) it >tp >t >,
te — tk tit1—tg ti—tg .
r te—tp, — rte—tk S1 te 2 t2+1 > tl > tk;,
L=X logr
te — Tk %& .
log 7 r—rtet |+t —te) sity >ty >te >t > U,
te — Tk izt )
1 T — rte~tk +T(tf—te)+a,(ti+1 —tf) S1 i1 >tf >t >t > U,
ogr
T(ti—H — tz) si tf > tip1 >t > te
T(tf — tz) + a(tiH — tf) si tiv1 > tf > 1; > te,
\a(tiﬂ — tz) si tiv1 > T > tf
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Pour simuler les dates de coalescence successives dans 'histoire d’un échantillon, on résout
en t;,1 1'égalité D(t;11|t;) = U (ou de fagon équivalente, 1 — D(¢;11|t;) = U), ou U est une
réalisation d’un tirage uniforme sur [0; 1], et on obtient :

rti—2x% si by > tigr > b,
te + tio:g:k x log [1 4 tiof’;k (_2 x % — (tp — ti))] Site >t > te > ti,
t, —t tizty logl 1 .

tiv1 = < " iogrk 1>(<) IZ{g [rte_tf __i i nZ(Z?t_jz ’ teofzk] St 2 bt > 1 >t
te —2 X " m’(?i ) — :log: (r —r*;—*k) sity > tiqp1 >te 2>t > U,
ty—2x an:?siu_ 5~ i;lo_gt: ( —731332) - @ Sitigy <ty >te >t > b,
ti—2x% sitp > tiyn >t > te,
t—2x - n:(()f,.u_ 5o r(tfa_ ti) Sitigy >t; >t >t
;ti_2X% sitjp1 > t; > ty.

6.3.3 Effet d’une stabilisation de ’effectif avant I’échantillonnage

Le modéle démographique avec délais a été utilisé pour générer 5 échantillons indépendants
de taille n = 50, avec les valeurs des paramétres r = 1000, a = 0.1, ¢y = t, = 0.2, {, = 0.19 et
0 = 1. Ces valeurs de paramétres seraient par exemple obtenues pour une population de taille
stable Ny = 1000 génes depuis 190 genérations, fondée il y a 200 générations par 10 génes, a
partir d’une population ancestrale de taille 10 000 génes, avec un taux de mutation p = 5.107*
pour les marqueurs microsatellites échantillonnés. La phase de croissance exponentielle qui suit
la fondation est donc trés courte (5% du temps écoulé depuis la fondation).

Les échantillons simulés ont pour configurations {2, 48}, {5, 45}, {1,47,2}, {1,0,0,0,0, 2,47}
et {9,22,4,0, 2,13}, et individuellement conduisent, pour une loi a priori du logarithme décimal
de 7, a, t; et 6 uniforme sur [—5; 5%, & des lois a posteriori respectivement des types (hybrides
dans trois des cas) Py, Pse, Pe, Py et Py.

La figure 6.24 illustre la loi a posterior: pour ’échantillon de 5 loci. Cette loi a posterior:
est de type Py, tirant vers P;. L’échantillon de la loi a posteriori est plus diffus que pour les
autres échantillons de 5 loci étudiés (qui eux avaient été simulés sous le modéle supposé dans
MSVAR). Ce caractére diffus pourrait étre un signe de la mauvaise adéquation entre les données
et le modéle. In fine le jeu de données n’est que faiblement en faveur d’une fondation-explosion.
Les valeurs de paramétres utilisées dans les simulations sont-elles au moins dans une zone de
forte densité a posteriori? Manifestement non d’aprés la représentation bivariée de r et t;.
Par exemple si r est ajusté a la vraie valeur, la zone de forte densité donne ¢; de I'ordre de
10 fois trop récent. Je n’ai jamais rencontré de tel décalage pour des données simulées avec le
modéle démographique supposé dans MSVAR. Ce résultat, qui mériterait d’étre vérifié sur un
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plus grand nombre de jeux de données, indique que la méthode doit étre utilisée avec précaution
pour interpréter des jeux de données de populations invasives ayant atteint un effectif stable
bien avant I’échantillonnage. On risque alors d’inférer une date beaucoup trop récente pour le
début de I'invasion.

log10(tf)
0
log10(tf)

log10(r) log10(a)

log10(tf)
0
log10(a)

log10(6)

log10(8)
0

log10(6)
0

T T T T —
-4 -2 0 2 4

log10(r) log10(a)

Fi1G. 6.2/: Représentations bivariées de la loi a posteriori pour un échantillon de 5 loci simulé en
supposant une fondation-explosion avec saturation rapide de leffectif (configuration précisée dans le
texte). Pourlog,y(0), seules les valeurs obtenues pour l’échantillon {2,48} sont représentées. Les valeurs
des paramétres utilisées pour la simulation des jeur de données sont indiquées en traits pleins pour les
siz représentations bivariées. Le point correspondant aux vraies valeurs des parameétres se trouve hors
des zones de plus forte densité, conséquence de la violation des hypothéses sur l’histoire démographique.

En conclusion, la méthode d’inférence donne la loi a posteriori des paramétres du modeéle
sous-jacent : ce qu’elle permet de dire est que pour tel modéle et telles données, on obtient telle
loi a posteriori. Il faut étre extrémement prudent dans ['interprétation de cette loi a posteriori.
En particulier, il est erroné de transposer directement les valeurs des parameétres du modéle a
des valeurs censées décrire [’histoire des populations.
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6.3.4 Effet d’un délai avant reprise démographique

L’effet d'un délai avant reprise démographique est de faire coalescer les lignées qui, sans ce
délai, auraient été des lignées fondatrices candidates. L’effet du délai est donc d’augmenter la
proportion de loci donnant une loi a posterior: de type P, et de diminuer d’autant la proportion
de loci pour lesquels la loi a posteriori est de type Py ou Py. Une reprise démographique lente
empéche donc la détection de la phase de fondation. Seule la phase d’explosion peut rester
détectable.

6.4 Lol a posteriori du paramétre 6, sous SMM

La reconsidération des lois a posteriori de types Ps, P,, Py et P; permet de discuter des
potentialités des données populationnelles pour I'estimation du taux de mutation SMM de
marqueurs.

Lorsque la loi a posteriori est de type P;, ce qui est fréquent en population stable, I’hypothése
de quasi équilibre mutation-dérive permet de déterminer 6 de fagon précise (figure 6.6, zone
A sur le cadran c) en se basant sur la vraisemblance. Cela est di au fait que 6 est alors
indépendant de ¢, 7 et a. Si la population est effectivement a I’équilibre mutation-dérive, le
gain par rapport & une estimation de € a partir de statistiques sommaires n’est pas visible,
comme l'illustre M. Stephens (2001) [137]. En revanche, en cas d’événement démographique
récent, suffisamment faible pour étre indétectable par les approches fréquentistes (en ce sens
qu’il ne conduit pas au rejet de ’hypothése nulle d’équilibre démographique), I’estimation de
f a partir de statistiques sommaires conduira a une sous-estimation, alors que la méthode
bayésienne devrait montrer un poids équivalent pour les zones A et B (figure 6.6), et donc
rendre douteuse ’hypothése d’équilibre mutation-dérive.

Si les génes échantillonnés dérivent d’un unique géne fondateur, avec une généalogie carac-
téristique d’une croissance exponentielle, on a de fortes chances d’obtenir une loi a posteriori
de type P,. Dans ce cas, 0 est trés mal corrélé avec r et a, mais en revanche trés bien corrélé
avec la date ¢; de début de l’explosion démographique (figure 6.9, cadrans c, e et f.

Dans le cas ou la loi a posterior: est de type Py, la corrélation entre t; et 6 s’estompe :
pour t; donné, on a seulement une borne supérieure sur 6 (figure 6.12, cadran c). Une bonne
corrélation entre 0 et a apparait : 'espacement entre les alléles fondateurs nous informe sur
I’espacement des modes de la distribution dans la population ancestrale, et donc sur le taux de
mutation.

Enfin, dans le cas ot la loi a posteriori est de type Py, on observe & la fois une corrélation de 0
avec ¢y et avec r (figure 6.15, cadrans c et e), ce qui est favorable a I'estimation des paramétres
mutationnels, si I’on a des informations sur les paramétres démographiques.

En conclusion, les populations invasive depuis une date connue sont potentiellement trés
informatives sur le taux de mutation des marqueurs.

6.5 Interactions entre processus et modéle mutationnel

Les conséquences sur les inférences démographiques de mutations d’amplitude ¢ > 1 —ou
sauts— le long des généalogies de génes ont été succintement explorées avec un nombre minimal
de simulations —pour des raisons de limitation de la puissance de calcul. Pour cela, un scénario
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de stabilité (r = a = 1, § = 4) a été choisi et trois modéles mutationnels : un modéle SMM,
un modéle TPM; avec p = 0.8 et j = 3 (soit m = 1.4 et s = 0.13), et un modéle TPM, plus
riche en sauts de grande amplitude, avec p = 0.7 et j = 4 (soit m = 1.9 et s = 0.22). Les
configurations d’échantillons obtenues pour les 3 modéles, puis les inférences par MSVAR ont
été comparées.

6.5.1 Processus mutationnel et configuration des échantillons

TTTTTTTTITTTT T
0 3 6 9 12

Pour les 3 modéles mutationnels, la distribu-
tion du nombre de mutations dans des généa-
logies simulées est la méme, mais la distribu-
tion d’amplitude des mutations varie : on a ex-
clusivement des mutations d’amplitude 1 pour
le modéle SM M, et une proportion de muta-
tions d’amplitude ¢ > 1 de 0.13 et 0.22 pour
les modéles TPM; et TPM, respectivement (fi-
gure 6.25, ligne supérieure). Sous TPM, les mu-
tations produisent plus fréquemment des alléles
inexistants : on a une moindre homoplasie. Cela
se traduit par un plus grand nombre d’alléles (fi-
gure 6.25, ligne inférieure). Méme a nombre d’al-
léles égal, on obtient sous TPM des distributions
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avec une plus grande variance de taille allélique.
Par exemple, conditionnellement au nombre d’al-
leles 6, la moyenne de la variance empirique de
taille allélique est 4.4, 8.1 et 14.2 pour les trois
modéles, avec dans les trois cas le mode de la
distribution ~ 2 (non représenté). Cela corres-
pond tout simplement & la non-représentation
d’alléles de taille intermédiaire entre les extrémes
de I’échantillon : un processus TPM fait appa-

Fi1G. 6.25: Statistiques sommaires d’échantillons
de taille n = 100 pour un scénario de stabi-
lité démographique avec 6 = 4, et trois modéles
mutationnels. Premiére ligne : distribution du
nombre de mutations par généalogie —identique
pour les 3 modéles mutationnels— et distribution
du nombre de mutations “sauts” pour les modéles
TPM; et TPMy. Seconde ligne : distribution du
nombre d’alléles pour les 3 modéles.

raitre des “trous” dans les distributions de fré-
quences alléliques, qui deviennent disjointes.

Pour illustrer cet effet, on s’affranchit de la variabilité sur la topologie datée des généalogies
de génes, et sur la variabilité du nombre, de la position et du type des mutations. On simule
dans ce but des configurations corrélées pour les 3 modéles. Une généalogie commune est tirée
selon le coalescent standard, pour un échantillon de taille n = 100. Sur chaque branche de
cette généalogie on ajoute des mutations, en nombre tiré selon une loi de Poisson de moyenne
0dt/2, ou dt est la longueur de la branche mesurée en unités de N, générations, et avec 6 = 4.
La direction des mutations (perte ou gain de répétitions du motif) est décidée pour chaque
mutation. Enfin, un réel dans [0;1] est tiré uniformément pour chacune des mutations afin
de déterminer sa place dans la distribution d’amplitude des trois modéle (par inversion de
la fonction de répartition). Tout est donc commun a des triplets d’échantillons : la topologie
datée, le nombre, la position, le sens des mutations. Seule change I'amplitude des mutations,
et encore, cette amplitude correspond a une méme valeur de la fonction de répartition pour les
trois modéles. Le tableau 6.4 donne 5 triplets de configurations corrélées obtenues selon cette
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procédure et montre que certains alléles intermédiaires ne sont pas représentés.
Intuitivement, un processus mutationnel TPM risque donc de mimer une fondation.

SMM TPM; TPM,
{6,41,4,9,23,17} {7,49,27,6,0,0,0,11} {1,0,0,0,6,49,27,6,0,0,0,0,0,0, 11}
{4,18,75,3} {1,0,0,1,0,0,0,3, 18,74, 3} {1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0, 3,6, 12,74, 3}
{1,21,20,53,5} {1,22,19,9,1,0,0,0,44, 4} {5,3,19,17,7,1,0,0,0,0,0,42, 1,2, 3}

{3,7,44,37,9} | {3,2,0,0,0,18,10,1,0,5,26,27,8} | {3,2,0,0,0,0,0,0,0,18,10,1,0,0,0,0,0, 5, 26, 27, 8}
{1,9,25,22, 41,2} {1,6,3,0,2,18,7, 24,4, 35} {1,6,3,0,0,2,18,6,2,0, 1, 20,3, 15, 23}

TAB. 6.4: Triplets de configurations corrélées obtenus pour les modéles SMM, TPM; et TPMy (détails
dans le texte).

6.5.2 Processus TPM et inférence démographique sous SMM

Le premier triplet d’échantillons corrélés a été repris pour tester si un processus mutationnel
TPM abuse MSVAR quand un SMM est supposé. On rappelle que les configurations sont :
Mgy = {6,41,4,9,23,17} pour le processus mutationnel SMM,

Mrpy, = {7,49,27,6,0,0,0,11} pour le TPM; avec (m,s) = (1.4,0.13),

Mrpur, = {1,0,0,0,6,49,27,6,0,0,0,0,0,0,11} pour le TPM, avec (m, s) = (1.9,0.22).

On a 24 mutations en tout dans la généalogie, dont 0, 3 et 6 mutations d’amplitude a > 1
respectivement pour les trois modéles. Mgy est assez typique d’un échantillon généré en
population stable, avec 2 modes de fréquences alléliques, et sans alléles manquants entre les deux
classes extrémes. Mrpys, en différe essentiellement par trois alléeles manquants, et 1’échantillon
Mrpu, est encore plus étalé, avec 3 et 6 alléles manquants consécutifs. Le processus mutationnel
semble donc avoir généré un signal de déclin de population. Les figures 6.26 et 6.27 montrent
qu’en réalité, seul le TPM, avec le plus de sauts a suffisamment affecté la configuration de
I’échantillon pour modifier nettement la densité a posteriori, et produire un signal de déclin,
avec ou sans explosion ultérieure : la loi a posteriori passe du type P, & une forme intermédiaire
entre P; et P. Dans les trois cas, la loi a priori a été supposée uniforme pour le logarithme
décimal de 7, a, tf, et § sur [=5,5] x [=5,5] x [—4,4] x [-4, 5].

Un processus mutationnel de type TPM semble donc pouvoir mimer un signal de fondation.
Toutefois, sur 'exemple traité, ce TPM doit pour cela étre fortement éloigné d’un SMM. Des
conclusions plus définitives nécessitent un plus grand nombre de simulations.

6.5.3 Processus TPM supposé connu et inférences démographiques

Supposons connu le processus mutationnel —de type TPM— du marqueur. L’incorporation
de cette donnée a la méthode d’inférence conduit-elle & une loi a posteriori de type P;, pour des
échantillons qui, en supposant un modéle SMM, ont un signal de déséquilibre démographique ?
Pour cela, on reconsidére ’échantillon Crpy, = {1,0,0,0,6,49,27,6,0,0,0,0,0,0,11} dont on
rappelle qu’il a été simulé en supposant un TPM avec p = 0.7 et 7 = 4. On utilise MSVAR en
supposant une loi a priori rectangulaire [—5; 5]* pour le logarithme décimal des paramétres r,
a, 0 et ty, et —délit d’initié sur la nature du processus mutationnel-— une masse de probabilité
1 pour p = 0.7 et pour j = 4. La figure 6.28 montre que I'on retrouve une loi a posterior:i de
type P;.
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Le fait de connaitre précisément le processus mutationnel permet donc d’interpréter correc-
tement le jeu de données en termes d’histoire démographique : on supprime le fauz signal de
déclin obtenu si [’on suppose un modéle SMM alors que le processus est TPM.

6.5.4 Processus et modéle TPM, et inférences démographiques

Supposons enfin que 1’on ne connaisse pas exactement le processus mutationnel. On suppose
par exemple a priori que le paramétre p de fréquence des “pas” a une distribution uniforme sur
[0; 1], et que le logarithme décimal de la moyenne j d’amplitude des “sauts” a une distribution
uniforme sur [0; 1]. Cela correspond pour les paramétres plus intuitifs m et s a une loi a priori
dont 'expression analytique peut étre explicitée au moyen d’un changement de variable (encart
page 141). Cette loi a priori favorise fortement les valeurs de paramétres proches d’'un SMM
(figure 6.29). On fait donc ’a priori —conforme aux données de pedigrees— que le processus
mutationnel est un TPM qui avec forte probabilité est proche d’'un SMM (peu de sauts et
de faible amplitude). On s’intéresse & la loi a posteriori pour le méme échantillon Crpp, =
{1,0,0,0,6,49,27,6,0,0,0,0,0,0,11} que précédemment. La loi a posteriori marginale pour
les paramétres m et s est comparée a leur loi a priori (figure 6.29). Le jeu de données est en
faveur d’un TPM assez marqué, avec une amplitude moyenne des sauts proche de la “vraie”
valeur, mais une forte proportion de mutations d’amplitude a > 1. La loi a posteriori pour les
paramétres démographiques est nettement de type P, alors que 1’échantillon a un net signal de
déséquilibre démographique, si I’on suppose un modéle SMM strict.

On supprime donc le faux signal de déséquilibre, méme sans supposer les paramétres du TPM
connu —et bien que l’on se trompe de valeurs pour ces paramétres (figure 6.30).
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FiGg. 6.26: Loi a posteriori de type Ps pour deuzr échantillons corrélés de configurations
{6,41,4,9,23,17} (deuz colonnes de gauche) et {7,49,27,6,0,0,0,11} (deuz colonnes de droite) , si-
mulés en supposant une stabilité démographique avec 8 = 4, respectivement sous SMM et sous TPM
avec (m,s) = (1.4,0.13).
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FI1G. 6.27: Loi a posteriori intermédiaire entre les types Py et Py pour un échantillon de configuration
{1,0,0,0,6,49,27,6,0,0,0,0,0,0,11} simulé en supposant une stabilité démographique avec 8 = 4, sous
TPM avec (m,s) = (1.9,0.22)
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FiGc. 6.28: Loi a posteriori nettement de type Ps pour wun échantillon de configuration
{1,0,0,0,6,49,27,6,0,0,0,0,0,0,11} simulé en supposant une stabilité démographique avec 0 = 4,
sous TPM avec p = 0.7 et j = 4 (soit (m,s) = (1.9,0.22)). Pour les inférences, la loi a priori a été
supposée uniforme sur [—5;5]* pour log,(r), logio(a), logio(ts) et logio(0). Une masse de probabilité 1
a €té supposée pour les paramétres du modéle TPM, aux valeurs p = 0.7 et 7 = 4 ayant servi a simuler
le jeu de données.
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F1G. 6.29: Lois a priori (trait interrompu) et a posteriori (trait plein) comparées pour les paramétres
m et s caractérisant un TPM. Les valeurs de ces paramétres ayant servi o simuler le jeu de données
de configuration {1,0,0,0,6,49,27,6,0,0,0,0,0,0,11} sont indiquées (barres verticales en pointillé).
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FiGg. 6.30: Loi a posteriori nettement de type P, pour wun échantillon de configuration
{1,0,0,0,6,49,27,6,0,0,0,0,0,0,11} simulé en supposant une stabilité démographique avec 0 = 4,
sous TPM avec p = 0.7 et j = 4 (soit (m,s) = (1.9,0.22)). Pour les inférences, la loi a priori a été
supposée uniforme sur [—5;5* pour logo(r), logig(a), logio(ts) et logio(0), et uniforme sur [0;1] pour
les parameétres p et logy(j) du TPM .
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Changement de variable de (p,j) vers (m,s) et lois a priori

Dans MSVAR, le modéle TPM est paramétré par p, la probabilité pour que 'amplitude d’une
mutation soit calculée selon le modéle SM M, et par j, la moyenne de ’amplitude lorsqu’elle est
tirée selon la phase géométrique du modéle. Cette paramétrisation est conforme & la définition
du modéle TPM [31], et elle permet un calcul facile de la densité d’occurrence des événements.
Malheureusement, le lien entre p, 7 et la distribution d’amplitude est difficile & établir de téte, a
cause de la présence de mutations d’amplitude 1 dans la phase géométrique du modéle (encart
page 81). Une paramétrisation plus intuitive considére la moyenne m d’amplitude des mutations
et la proportion s de mutations d’amplitude a > 1 :

(m,s) =(p+ (1 —p)i;1-—p+{-1)/5).

On souhaite donc exprimer les inférences sur les paramétres du modéle TPM en fonction de (m, s),
et pouvoir comparer la loi a posteriori de (m,s) a leur loi a priori. Ci-dessous, nous établissons
cette loi a priori & partir de celle de (p, j) qui est utilisée dans MSVAR.

La densité a priori g(m,s) s’exprime en fonction de la densité a priori f(p,j) et de la valeur
absolue du déterminant de la matrice des dérivées partielles de (p,j) comme

atmss) = £.3)| 2o T

On s’est donné par définition (m,s) = (p+ (1 —p)j,1 —p+ (p—1)/j), et on en tire par inversion
(p,j) = (m —sm —1)/(m —s —1),(m — 1)/s) (bijection réciproque), ce qui permet de calculer
les dérivées partielles puis le déterminant de la matrice et d’obtenir

1—-m

g(m,s) = f(p j)m

Dans le cas particulier pour lequel la loi de p est uniforme sur [0, 1] ainsi que la loi de log;y(7),
la loi jointe a priori f(p,j) s’exprime f(p,j) = 1/(j log(10)) donc la loi jointe g(m, s) est, sur un
domaine D,

1—m 1

g(m, s) =f(p,j)3(s_m_|_1) - (m — s —1) log(10)

Le domaine rectangulaire (p, j) € [0,1] x [1,10] a pour image selon la bijection réciproque le sous-
domaine D de (m, s) € [1,10] x[0,9/10] dont les bornes sont définies par les conditions s < 1—1/m
et m<1+410s:

La loi marginale de s est donc donnée par

0.8

1+10s (m. ) dm — 2log(3) + log(s) — log(%)
/113 g log(2) + log(5)

valeur de s
0.4
T R B |

0.0

valeur de m et de méme la loi marginale de m est
L= 2log(3) — log(2) — log(5) + log(m — 1) — log((m_1)2)
g(m,s)ds = -
m—1 log(2) + log(5)
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6.6 Conclusion sur exploration du modéle

6.6.1 Précision des inférences démographiques

L’exploration du modéle a partir de données simulées a permis de montrer qu’un unique
marqueur microsatellite peut apporter un fort soutien au type de scénario démographique ayant
servi a le simuler. Cela est particuliérement vrai lorsque ce scénario est une fondation-explosion.
L’augmentation du nombre de loci indépendants permet de préciser les inférences, et avec
seulement 50 génes & 5 loci, simulés pour un scénario tranché (r = 10 000, a = 1, t; = 0.05,
6 = 100), on peut exclure les histoires paramétrisables qui ne sont pas des fondation-explosion
récentes. Un plus grand nombre de loci permettrait certainement de réduire la largeur des
intervalles HPD. Pour 10 loci et 50 génes, I’espacement entre points échantillonnés nécessaire
pour obtenir des estimations fiables de la loi a posteriori rend I'usage de la méthode assez
pénible. Dans la pratique, je n’ai pas pu avec la faible puissance de calcul et la patience dont
j’ai disposé (un unique PC équipé d’un processeur 1 GHz) mener & bout 5 runs indépendants
de longueur suffisante pour traiter des jeux de données de 10 loci. Une amélioration de derniére
minute de la méthode permet toutefois d’envisager son application sereinement, sur des jeux de
données de taille environ 10 loci et 50 genes : il s’agit d’une procédure de sauvegarde de I'état
final de la MCMC, qui permet, en cas de non convergence, de repartir de cet état, éventuellement
avec de nouvelles valeurs des parameétres, et en particulier du paramétre d’espacement entre
points d’échantillonnage MCMC.

6.6.2 Intérét des populations d’histoire documentée

Nous avons discuté de la corrélation entre paramétres du modéle, et expliqué que cette cor-
rélation empéche d’inférer trés précisément les paramétres considérés isolément. En revanche,
dans le cas ol I'on dispose d’information a priori —méme avec une incertitude— sur certains pa-
rameétres, on peut déduire trés précisément la valeur des paramétres qui lui sont corrélés. Ainsi,
la connaissance de la date ¢y d’une fondation permet d’inférer avec une faible incertitude la va-
leur du paranmétre d’explosion 7 (cf. figure 5.1 page 99). Cela est particuliérement intéressant
pour estimer le paramétre synthétique 6 : suite a une fondation-explosion, 6 est bien corrélé
(négativement) a t; et & r, si bien que les populations ayant connu une fondation-explosion
documentée peuvent permettre de ’estimer sur des données populationnelles.

6.6.3 Améliorations possibles de la méthode
Modéle de fondation-explosion avec délais

Nous avons constaté qu’un écart de I’histoire des variations d’effectif par rapport au modéle
conduit & fausser les corrélations entre paramétres. C’est en particulier le cas lorsque 'effectif
d’une population sature peu aprés la fondation au lieu de croitre jusqu’a la date d’échantillon-
nage. Cela n’est pas étonnant : la méthode échantillonne des valeurs pour les paramétres du
modéle quel que soit ’échantillon qu’on lui donne. La saturation d’effectif étant sans doute
assez courante dans les cas d’application possibles, et les inférences étant lourdement faussées
lorsqu’on l’ignore il faudrait paramétrer le plateau. Un délai avant la reprise démographique
a sans doute également des effets forts. On pourrait donc intégrer le modéle de simulation de
données avec délais & MSVAR).
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Modéle mutationnel

Les deux simplifications majeures du modéle mutationnel qui pourraient étre levées sont
I’hypothése d’une symétrie de la distribution des pertes et des gains de motif, et I’hypothése
d’une distribution d’amplitude indépendante de la taille. Avant d’implémenter ces possibilités,
il serait intéressant de vérifier si les simplifications conduisent & des biais importants dans les
inférences, sur des données simulées.

Utilisation de plusieurs échantillons

Les études populationnelles comportent souvent plusieurs échantillons prélevés a quelques
années d’intervalle. Il serait tout & fait possible d’ajouter des lignées a coalescer aux différentes
dates d’échantillonnage. Cela permettrait d’estimer la valeur de Ny et non pas seulement le
paramétre synthétique 6, comme cela est fait dans les méthodes temporelles d’estimation de la
taille efficace.

6.6.4 Comparaison avec les méthodes alternatives

Dans un avenir proche, je souhaite comparer les méthodes actuellement disponibles pour la
détection de déclins en marche d’escalier, de bottlenecks transitoires et de fondation-explosion.
Ces méthodes sont : (i) les approches fréquentistes basées sur la comparaison de statistiques
sommaires (e.g. BOTTLENECK [105], indice § de Kimmel [71]), (ii) les approches bayésiennes ap-
prochées basées sur de 1’échantillonnage par acceptation-rejet |39, 7]. Un début de comparaison
entre MSVAR et BOTTLENECK sera proposée au chapitre 7.
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Troisiéme partie

Etudes de fondations dans des
populations sauvages
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Il est crucial de vérifier le fonctionnement des méthodes inférentielles, non seulement sur des
données simulées, mais aussi en les mettant a I’épreuve sur des données réelles concernant des
populations d’histoire connue. En effet, les populations naturelles sont susceptibles de violer
certaines hypothses sous-jacentes aux méthodes, et tester les méthodes sur des données réelles
force & améliorer ces méthodes.

Deux histoires de fondation-explosion vont nous permettre de mettre en évidence les limites
des hypothéses sous-jacentes & MSVAR, et de proposer des améliorations de la méthode. Ces
améliorations seront nécessaires a I'utilisation de la méthode a de réelles fins d’inférence, dans
des cas d’applications semblables.

147



Chapitre 7

Déséquilibre génétique et inférence
mutationnelle :

le cas de la population de chats harets
(Felis catus) de Kerguelen

La population de chats harets de I’ile principale de ’archipel des Kerguelen a connu une
histoire de fondation-explosion documentée, décrite rapidement ci-dessous. Cette situation va
nous permettre de vérifier le fonctionnement de MSVAR dans un cas réel, et de comparer la
méthode probabiliste avec les méthodes fréquentistes alternatives (BOTTLENECK [24, 105]).
On discutera de l'intérét des informations historiques pour ’estimation des paramétres d’un
modele mutationnel pour les microsatellites marqueurs.

7.1 Contexte historique et biologique

Le chat Felis catus a été introduit volontairement par I’homme sur des iles sub-antarctiques,
fréquemment dans un but de contréle de populations invasives de rats. L’objectif était illusoire :
le prédateur s’est en effet reporté sur des colonies d’oiseaux, principalement des espéces nichant
dans des galeries souterraines, sans protection efficace contre la prédation par le chat [101, 69,
68]. Le rat a constitué une proie alternative, qui a permis au chat de survivre entre deux saisons
de nichage [68]. Le chat a été éradiqué avec succes d’iles de petite taille, mais le controle de ses
effectifs s’est avéré délicat sur les archipels isolés et de grande taille comme celui des Kerguelen.
Des études démographiques [126] et génétiques sont menées sur la population de chats de I'ile
principale des Kerguelen (6600 km?), afin de comprendre le fonctionnement de cette population
et d’établir des mesures de controle efficaces.

L’histoire de I'introduction du chat sur Kerguelen est bien documentée, et correspond a une
fondation localisée, suivie d’une explosion démographique avec extension de I'aire de répartition
[29, 101, 102]. Plus précisément, la population actuelle dérive au plus de quatre chats fondateurs.
Deux chats —en provenance de France— ont été introduits en 1951 a la station de recherche de
Port-aux-Frangais [102]. Ils ont disparu de la station, mais on ne peut affirmer qu’ils n’ont pas
donné de descendants harets. Un méle en provenance de Madagascar et une femelle de Cap Town
ont été de nouveau introduits a la station en 1956. Cette introduction a été suivie d’invasion,
et la population de chats harets était loin d’étre stabilisée a la fin des années 70 [29, 102]. On
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est donc en présence d’une histoire de fondation-explosion récente historiquement documentée,
qui correspond en premiére approximation au modeéle démographique supposé dans MSVAR.

7.2 Applicabilité des hypothéses sous-jacentes & MSVAR

D. Pontier (Laboratoire Biométrie et Biologive Evolutive, Université Lyon-1) m’a fourni un
jeu de données concernant 192 individus adultes capturés dans 4 localités étendues, et typés
a 9 loci microsatellites comme décrit dans l'article annexé page 189. On se reportera a cet
article pour une analyse génétique compléte. Je discute ici, sur la base de cette analyse et des
connaissances historiques, de la pertinence des hypothéses de MSVAR pour une application sur
la population de chats de Kerguelen. Ces hypothéses concernent 1’histoire démographique et le
fonctionnement de la population, donc le processus de coalescence des génes, et le processus
mutationnel des marqueurs microsatellites.

7.2.1 Forme de la courbe démographique

MSVAR suppose qu’une population close, panmictique, a ’équilibre mutation-dérive, connait
a une date t; dans le passé une variation brutale d’effectif, suivie d’une variation exponentielle
jusqu’a la date d’échantillonnage. Discutons ces hypothéses successivement.

La population actuelle dérive sans doute de chats en provenance de deux —voire trois— aires
géographiques continentales éloignées : I’Afrique du Sud, Madagascar et peut-étre la France. On
a donc eu un mélange a la fondation. Ce mélange peut étre responsable d’une diversité du groupe
fondateur supérieure a celle que I’on attendrait pour un groupe fondateur tiré d’une population
panmictique. En particulier, les fondateurs risquent de porter des alléles plus distants en taille
que ne sont distants les modes d’une distribution & I’équilibre mutation-dérive. Il faudra se
rappeler au moment de l'interprétation des résultats que 1’on infére la taille d’une population
idéale source de tous les fondateurs (conformément a ce qui est modélisé).

La réduction brutale d’effectif modélise I’événement de fondation, qui est équivalent & 1’échan-
tillonnage de quelques individus dans une grande population.

Les données historiques indiquent que I’invasion a été rapide, et qu’elle s’est poursuivie pen-
dant au moins deux décennies. L’hypothése de reprise immédiate de la croissance est donc
justifiée. L’hypothése d’un maintien de la croissance jusqu’a I’échantillonnage est plus discu-
table, mais la population invasive a connu un régime de croissance pendant au moins la moitié
du temps écoulé depuis l'introduction.

L’invasion de I’ile principale des Kerguelen par le chat s’est accompagnée d’une extension de
son aire de colonisation, et la population insulaire est nettement structurée. Cet aspect spatial
est ignoré dans MSVAR, qui suppose que la population se comporte comme une seule unité.

7.2.2 Modéle généalogique du coalescent standard

MSVAR suppose que le processus de coalescence des génes est bien décrit par le coalescent de
Kingman avec variations d’effectif. Dans une population d’effectif constant, on suppose valable
I’approximation continue du coalescent de Kingman dés lors que la taille d’échantillon ne dépasse
pas la racine carrée de Deffectif de la population [81]. Lorsque la population est de petite taille,
le processus de coalescence n’est plus indépendant d’un locus & un autre (on ne peut plus ignorer
que les génes sont portés par des individus). A un locus donné, le nombre de lignées ancestrales
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d’un échantillon n’est pas contraint, dans le coalescent standard, & étre inférieur au nombre
de génes présents dans la population, puisque le coalescent n’utilise ce nombre de génes que
pour renormaliser 1’échelle des temps. On risque donc d’échantillonner des généalogies ayant un
nombre de lignées fondatrices supérieur au nombre total de génes fondateurs (illustration au
paragraphe 7.3.2).

Il faudrait explorer les conséquences du petit effectif fondateur sur les inférences démo-
graphiques. Pour cela, on peut simuler des données selon le processus de coalescence discret
—génération par génération— et tester si MSVAR infére correctement les valeurs des paramétres
démographiques sur ces données.

7.2.3 Modéles mutationnels SMM et TPM

Nous avons montré dans la partie II que les données sur des marqueurs mutant selon un
TPM peuvent, si elles sont interprétées en supposant un SMM, comporter un faux signal de
déséquilibre démographique. Nous avons de plus montré que modéliser un TPM permet de
supprimer ce faux-signal. L’un des objectifs du traitement des données de diversité du chat des
Kerguelen est 'estimation des paramétres d’un modéle mutationnel pour les marqueurs. Cette
estimation ne peut étre précise que si le modéle démographique décrit correctement 1’histoire
démographique, et si le modeéle mutationnel saisit les caractéristiques importantes du processus
mutationnel.

Au vu des résultats de la partie II, il me semble important de paramétrer la saturation
d’effectif dans la population, pour que les informations démographiques a prior: soient transpo-
sables aux valeurs des parameétres du modéle démographique. C’est & cette condition que l'on
peut aborder la question de I'inférence populationnelle des paramétres de mutation.

7.3 Signatures génétiques de la fondation-explosion

7.3.1 Configuration des données de typage

La figure 7.1 représente la configuration normalisée aux 9 loci typés, tous individus regroupés
en un unique échantillon. Plusieurs loci montrent une distribution de comptages alléliques
trés disjointe (fca8, fca23, fcad3, fca78, fca90), ce qui sous SMM ou sous un TPM léger est
une signature de fondation (voir figure 2.10 page 55). Le tableau 7.1 indique les valeurs de
statistiques sommaires calculées pour chacun des 9 loci.

7.3.2 Simulation de données en utilisant I'information historique

La méthode de simulation du coalescent décrite au paragraphe 5.1 a été utilisée pour pro-
duire des jeux de données cherchant & mimer celles de la population de chats de Kerguelen.
Les valeurs des paramétres choisies sont le résultat d’une synthése des données historiques et
démographiques (|29, 101, 126]. Le taux de mutation choisi est = 10~ (pour un modéle SMM
ou un TPM avec p = 0.8 et j = 2.0), le nombre de génomes haploides respectivement pour
les populations source, fondée et échantillonnée est Ny = 20 000, N; = {4; 8} (hypothéses de 2
et 4 chats fondateurs), Ny = 20 000, et le nombre de générations depuis la fondation t, = 15.
Avec 0 = 2Nop, 7 = No/Ni, a = Ny/Ns et typ = t,/Ny, cela donnerait un jeux de paramétres
démographiques (0,r,a,tf) = (40,5 000,1,0.00075) pour ’hypothése basse de 2 fondateurs et
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Fia. 7.1: Comptages alléliques & 9 loci microsatellites, pour un échantillon de 192 chats capturés sur
l’ile Kerguelen. Pour chagque histogramme : en abscisse, nombre de répétitions normalisé, en ordonnée,
nombre de génomes haploides répertoriés pour chagque classe allélique.

locus | n | A % P

fca® | 374 | 11 | 8.21 | 0.20
fca23 | 374 | 9 | 6.26 | 0.35
fcad7 | 372 | 9 | 2.57 | 0.23
fcad3 | 370 | 8 | 7.09 | 0.20
fcadb | 376 | 6 | 0.88 | 0.32
fca77 | 380 | 6 | 2.33 | 0.23
fca78 | 384 | 5 | 2.66 | 0.55
fca90 | 380 | 8 | 29.41 | 0.26
fca96 | 380 | 4 | 1.68 | 0.44

TAB. 7.1: Statistiques sommaires calculées sur le jeu de données des chats de Kerguelen, pour chacun
des 9 loci typés. Les 192 individus de [’échantillon ont été regroupés en une seule population, et n
indique le nombre de génomes haploides typés avec succés pour chaque locus. A : nombre d’alléles dans
l’échantillon. V' : variance du nombre de répétitions. P : homozygotie calculée.
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de (0,7,a,ts) = (40,2500, 1,0.00075) pour I’hypothése haute de 4 fondateurs. Prés de 60% des
coalescents simulés avec r = 5000 ont plus de 4 lignées non coalescées a t; est , et le mode du
nombre de fondateurs est 5, déja supérieur au maximum souhaité de 4. Pour r = 2500, 50% des
généalogies ont plus de 8 lignées fondatrices (avec un mode a 8 lignées). Il serait intéressant se
savoir comment, cela se traduit en terme de nombre d’alléles fondateurs.

Afin de corriger partiellement I’approximation continue d’un processus de coalescence discret
en petite population, responsable de cet excés de fondateurs, M. Beaumont a suggéré de choisir
pour 7 une valeur telle que la moyenne harmonique de la taille de population, sur la durée de la
premieére génération, soit égale a 4 génomes haploides. Dans la pratique, cela revient & supposer
un effectif plus faible au moment de la fondation, afin que la taille efficace sur la durée de la
premiére génération soit la valeur cible (e.g. 4 individus). Le modéle de croissance exponentielle
supposé dans MSVAR donne N () = Nyr~*/* donc la moyenne harmonique my;, de N(t) entre
les temps t,/Ny et (t, — 1)/Np (considérés a rebours du temps naturel) est

ta—1 -1
o —(ta—1)/ta
= (_/ No 1N () dt) _No log(r) .

ta ta rl/ta—1

No

Avec t, = 15 générations et Ny = 20000 génomes haploides, la valeur de r pour laquelle m;, = 4
est 7 ~ 6 608, et la valeur de r pour laquelle m; = 8 est r ~ 4 350. Cela donne les jeux de
paramétres L (hypothése de 2 fondateurs) et H (4 fondateurs) donnés dans le tableau 7.2. Avec
la correction, 27% des coalescents simulés sous le scénario L ont plus de 4 lignées fondatrices
(ce sont pour les trois-quarts des coalescents avec 5 lignées fondatrices), et sous H, 1% des
coalescents simulés ont plus de 8 lignées fondatrices. La correction harmonique réduit donc
nettement la proportion de coalescents dans lesquels on a un excés de fondateurs, méme si cette
proportion reste forte pour le scenario L.

L’hypothése d’une saturation de I’effectif & mi-parcours entre I'introduction et I’échantillon-
nage a été prise en compte en utilisant le modéle démographique avec délais (paragraphe 6.3.1),
par les jeux de paramétres K, et Ky (tableau 7.2). Une telle saturation de leffectif est com-
patible avec les études démographiques de la population [126], et avec sa nette structuration.
Enfin, un scénario de stabilité démographique S a été considéré pour comparaison, sous SMM
uniquement (la diversité est déja bien plus forte que dans le jeu de données réel, et un TPM
empirerait cette situation). Les caractéristiques de données simulées en supposant ces trois
scénarios sont résumées dans le tableau 7.2.

7.3.3 Vraisemblance des données pour des scénarios de fondation

Afin de comparer les différents scénarios, on a calculé pour chacun la probabilité de si-
mulation d’'un jeu de données de 9 loci ressemblant au jeu de données des Kerguelen. Plus
précisément, le jeu de données est résumé par la distribution du nombre d’alléles, c’est & dire
Dy =(4,5,6,6,8,8,9,9,11) de I'homozygotie, ou par le logarithme népérien de la variance de
taille allélique, log(V'). L’homozygotie P a été arrondie a la valeur inférieure & 1072 prés ou
107! prés, et on a supprimé les décimales du logarithme de V :

Dp.19-2 = (0.20,0.20,0.23, 0.23, 0.26, 0.32, 0.35, 0.44, 0.55),
Dp.1p-1 =(0.2,0.2,0.2,0.2,0.2,0.3,0.3,0.4,0.5),
Diogvy = (0,0,0,0,0,1,1,2,3).

Des distributions théoriques de ces statistiques pour les trois scénarios ont été estimées sur

152



modéle | 0 | p | J r a f t A P
L® 40| 1 | — | 6608 | 1 | 0.00075 0 4.78 | 0.48
Lt 40 | 0.8 | 2.0 | 6608 | 1 | 0.00075 0 5.58 | 0.46
H° 40| 1 | — | 4350 | 1 | 0.00075 0 5.70 | 0.39
HT [40]0.8]2.0 4350 1]0.00075 0 6.76 | 0.36
K? 40| 1 | — | 6608 | 1 | 0.00075 | 0.00035 | 6.84 | 0.33
K} 140]0.8| 2 |[6608 |1 |0.00075 | 0.00035 || 10.10 | 0.24
Ky |40 | 1 | — [ 4350 | 1] 0.00075 | 0.00035 || 7.92 | 0.27
5% 40 1 | — 1 1 — — 16.08 | 0.11

TAB. 7.2: Jeux de valeurs des paramétres utilisées pour mimer ’histoire de la population de chats de
Kerguelen. L et H supposent une courbe démographique telle que la taille de population croisse expo-
nentiellement jusqu’a la date d’échantillonnage. L correspond & l’hypothése de 2 individus fondateurs
et H a celle de 4 individus fondateurs. Kr et Kg reprennent respectivement L et H et supposent
une saturation de Ueffectif a mi-temps entre la fondation et ’échantillonnage. L’exposant S ou T dis-
tingue ’hypothése d’un processus mutationnel SMM ouw TPM respectivement. S décrit une population
stable ayant la méme valeur de 6. La moyenne des statistiques A (nombre d’alléles), et P (homozygotie
calculée) a été calculée sur 100 000 jeux de données simulés de taille n = 380.

100 000 jeux de données simulés (de taille n = 380). La distribution continue de P a été dis-
crétisée par arrondi & la valeur inférieure a 1072 ou 10~! prés, et celle de log(V') a 'unité preés.
On appelle f; la fréquence théorique de la classe i (pour I'une des trois statistiques). Les distri-
butions Dy, Dp et Diogv) sont considérées comme obtenues par [ = 9 tirages indépendants 9
loci) selon les distributions théoriques, et les /; sont le nombre de loci placés dans la classe i. On
calcule alors la probabilité d’obtention de D4, Dp et Digy) comme ﬁ I1 fil", ol ﬁ doit étre
compris comme le nombre de permutations différenciables des loci (le nombre d’anagrammes
de Dy, Dp et Dlog(v)). Le tableau 7.3 récapitule les résultats.

modele | p(Da) | p(Dp.10-2) | p(Dp:10-1) | P(Diog(v))
L 4310719 29107 | 5310° | 461077
LT 1.3107% | 3.610 '3 26107* | 1.710°1
H? 831077 | 4110°'" | 4610 | 6.710°%
HT 8210°° | 1.810°° | 9210°% | 3.310° %3
K7 7410°° | 381071 | 121072 | 9.8107°
K; 23108 ] 1.610°" | 1.1107* | 2.7107%
Ky | 651077 | 20107 | 24107 | 2.61071°
S5 ~0 ~ ~0 5.7107%

TAB. 7.8: Probabilités p(Da) et p(Dp) et p(Diogvy) des distributions Da, Dp et Diggryy, pour les
scénarios de fondation-explosion L, H et K et pour un scénario de stabilité S, définis par le tableau
7.2. Les probabilités p(Dp) et p(Diog(v)) dépendent du niveau de discrétisation de la statistique. Les
résultats sont donnés pour un arrondi de P a 1072 et a 10~ prés, et pour un arrondi de log(V) a
Uentier prés. Pour le scénario de stabilité S, certaines classes observées dans le jeu de données réel
n’ont pas été atteintes une seule fois sur 100000 jeu de donnés simulés, d’ou la valeur ~ 0 pour les
probabilités p(Dy) et p(Dp).

Le scénario de stabilité S ne colle pas plus avec les observations génétiques qu’avec les
données historiques. Parmi les scénarios de fondation-explosion comparés, ceux qui donnent
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les plus fortes valeurs de p(D) sont K5 et H'. Le tableau 7.3 suggére deux remarques. La
premiére est que ce ne sont pas les mémes scénarios qui donnent la plus forte vraisemblance
aux observations des statistiques A, P et V. En particulier, tous les scénarios supposant un TPM
donnent en moyenne une trop forte variance de taille allélique, ce qui rend ces scénarios peu
vraisemblables. A I'inverse, le TPM permet de simuler des jeux de données plus ressemblants
avec les données réelles, pour ce qui est des statistiques A et P. La seconde remarque est que la
forme de la reprise démographique, le nombre de fondateurs et le modéle mutationnel interférent
fortement pour déterminer la variabilité génétique de la population, ce qui rend difficile de les
inférer. Par exemple, selon que 1’'on considére un modéle TPM et une reprise démographique
lente ou un modéle SMM et une reprise démographique rapide, les données en termes de A et
de P ne sont pas en accord avec le méme nombre de fondateurs (2 et 4 respectivement).

7.3.4 Détection d’un déséquilibre démographique par BOTTLENECK ?
Traitement du jeu de données réel

A l'aide du programme BOTTLENECK [24, 105], on a testé ’hypothése d’un excés ou d’un
déficit d’hétérozygotie calculée dans le jeu de données. Pour cela, I’hétérozygotie calculée a
été comparée avec sa distribution attendue sous TPM (70% de SMM, variance 30 pour la
paramétrisation utilisée dans le programme) conditionnellement au nombre d’alléles & chaque
locus, et sous I’hypothése d’un équilibre entre mutation et dérive. Le jeu de données complet
(192 individus typés a4 9 loci) a été traité, ainsi qu’'un sous-jeu de données de 100 individus.
Ces 100 chats ont tous été échantillonnés dans la méme localité (Port-aux-Francais) et avaient
été assignés & un méme cluster par la méthode d’assignation implémentée dans le programme
STRUCTURE [107]. Cela évite de forts écarts a I'hypothése de panmixie dans la population.

Ni le jeu de données complet, ni le sous-échantillon ne montrent d’écart significatif a ’équi-
libre mutation-dérive, selon un test du rang de Wilcoxon, au seuil 5%. Les P-values sont dans
les deux cas de 0.08, pour I'hypothése d’un excés d’hétérozygotie. On est donc proche de la
significativité, et un jeu de données de plus grande taille permettrait peut-étre de détecter un
tel excés, signature d’'un déclin.

Des observations similaires ont été faites sur un jeu de données provenant d’une population
de wallabies introduite en Nouvelle-Zélande [83]. Dans ce cas comme dans celui des chats, la
fondation-explosion est documentée sans grave erreur possible, et BOTTLENECK ne détecte pas
de déséquilibre démographique, en tout cas sous TPM. Les auteurs de cette étude signalent que
leurs distributions de fréquences alléliques présentent des lacunes (des alléles sont manquants
entre les deux extrémes). Nous avons vu que cela est assez caractéristique d’une fondation.

Une statistique simple & calculer sur les jeux de données, inutilisée dans BOTTLENECK, et qui
devrait permettre de détecter les fondation-explosion, est la variance de taille allélique. L’index
£ de Kimmel utilise I'information de variance de taille allélique. Toutefois, cette variance est
fortement dépendante du processus mutationnel, et un modéle TPM sans contraintes de taille
donne facilement des distributions fantaisistes, surtout pour un modéle de fondation-explosion
avec une grande taille de population ancestrale!. Il apparait donc difficile de tenir compte de

lon remarquera que MSVAR ne suppose pas non plus de contrainte de taille pour le modéle TPM. Cette
contrainte est en fait implicite, car les généalogies échantillonnées par MCMC sont toutes compatibles avec le
jeu de données, et que des mutations saut trop divergentes devraient étre compensées par un grand nombre
de pas, ce qui diminue la vraisemblance des généalogies. Théoriquement, le fait —éventuel— que les mutations
sauts soient préférentiellement dirigées vers la moyenne de taille allélique pourrait étre un résultat de MSVAR
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cette information dans les approches fréquentistes.

Traitement d’un jeu de données simulé plus important

Pour déterminer si la non-détection d’un déséquilibre est due & un trop petit nombre de
loci, des jeux de données mimant celui des Kerguelen, mais de plus grande taille (20 loci, 192
individus) ont été simulés. On a pour cela supposé les deux scénarios qui maximisent p(D,)
et p(Dp) (car A et P sont les deux statistiques utilisées dans BOTTLENECK), c’est & dire les
scénarios H” et K7. Pour le modéle H”, qui suppose un TPM, les P-values sont sous SMM de
0.06 pour I'hypothése d’un déficit d’hétérozygotie, et sous TPM de 0.04 pour I’hypothése d’un
excés d’hétérozygotie. Pour le modéle K2, qui suppose un SMM, les P-values sont sous SMM
de 0.001 pour ’hypothése d’un déficit d’hétérozygotie, et sous TPM de 0.08 pour I’hypothése
d’un excés d’hétérozygotie. Il est troublant que les résultats dépendent si fortement du modéle
mutationnel supposé dans BOTTLENECK, et surtout qu’il n’y ait pas de lien simple avec le
modéle mutationnel effectivement utilisé pour simuler les données. Si I'on considére seulement
les résultats de BOTTLENECK obtenus en supposant le bon modéle mutationnel, le jeu de
données H' permet de conclure & un excés d’hétérozygotie significatif, alors que le jeu de
données K7 permet de conclure a un déficit d’hétérozygotie significatif.

Conclusion

Une histoire de fondation-explosion parait difficile & détecter a ’aide de BOTTLENECK, qui a
été concu essentiellement pour détecter des déclins, et non pas des bottlenecks transitoires. Nous
allons chercher a déterminer si MSVAR, qui est basé sur la vraisemblance et peut paramétrer le
déclin et I’explosion, distingue les signatures de la fondation et de ’explosion.

7.3.5 Détection d’un déséquilibre démographique par MSVAR

L’usage de MSVAR demande un temps et une puissance de calcul importants. En conséquence,
pour une premiére exploration des données, on s’est limité & un sous-échantillon du jeu de
données complet de 9 loci et 192 individus. Cet échantillon ne comporte que 4 loci et 50 génes.
Il n’a pas été sélectionné au hasard, mais de facon a limiter les écarts aux hypothéses de
population close et panmictique sous-jacentes & MSVAR (cf. paragraphe suivant). Cela facilite
I'interprétation des résultats.

Différents modéles démographiques ont été supposés, afin d’essayer de différencier les signa-
tures de la fondation et de I’explosion démographique. (i) Un modéle de variation en marche
d’escalier (déclin ou expansion, cf. paragraphe 7.3.6). (ii) Un modéle de variation exponentielle
sans fondation initiale, identique & celui supposé dans la version initiale de MSVAR [6] (c¢f. para-
graphe 7.3.7). (iii) Un modéle complet avec fondation et explosion (cf. paragraphe 7.3.8). Pour
les trois types de familles de courbes démographiques, on a supposé soit un modéle mutationnel
SMM, soit un modéle mutationnel TPM de paramétres fixes (p = 0.8, j = 2).

Choix d’un sous-échantillon

Pritchard, Stephens et Donnelly (2000) [108] ont décrit une méthode bayésienne —basée sur
de I’échantillonnage MCMC— qui permet, & partir de génotypes a plusieurs loci non liés (don-
nées D), d’inférer un regroupement d’individus en populations, sans utiliser de regroupement a
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priori. Cette méthode est inférée dans le programme STRUCTURE. Le modéle suppose que les
loci sont & 1’équilibre de Hardy-Weinberg et a I’équilibre de liaison, et la fission de ’échantillon
complet en sous-échantillons est réalisée sur la base de ’écart a ces hypothéses. Les individus
sont assignés de facon probabiliste a I'un des groupes, ol a plusieurs si leurs génotypes in-
diquent qu’ils sont hybrides. On impose le nombre K de groupes & former, mais la méthode
permet de comparer la vraisemblance des données pour différentes valeurs de K (et assiste donc
'utilisateur dans le chois de K).

On a imposé & la méthode de construire 4 groupes, et on a calculé la probabilité d’appar-
tenance des individus & ces groupes, & partir de 1 000 000 itérations MCMC, et aprés 100 000
itérations non-reportées. Les groupes inférés correspondent bien aux 4 sites d’échantillonnage.
Seulement 13 individus sur les 192 (10 sur 126 de Port-aux-Francais, 1 sur 8 de Port-Couvreux
et 1 sur 37 de Ratmanoff, cf. carte de Kerguelen dans I’article correspondant) ne sont pas assi-
gnés a leur groupe d’échantillonnage avec une probabilité supérieure a 0.5. Dans ce cas, ils sont
identifiés comme migrants, et non pas comme descendants —hybrides— de migrants.

L’échantillon traité & ’aide de MSVAR correspond & 50 génes aux loci fca77, fca78, fca90
et fca96, choisis par tirage uniforme sans remise, parmi les génes des 116 individus assignés
avec forte probabilité a la population de Port-aux-Frangais. La configuration normalisée de cet
échantillon aux 4 loci est la suivante :
fca77 = {10,13,13,2,12}
fca78 = {41,0,0,7,2}
fca90 = {14,4,0,0,0,1,0,0,0,0,6,21,3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1}
fca96 = {11,0,8,30,1}

7.3.6 Histoire de variation d’effectif en marche d’escalier ?

On impose ici que l'histoire des variations d’effectif soit une marche d’escalier a une date
t; avant I’échantillonnage. Cela est permis dans MSVAR en fixant le parametre de variation
exponentielle 7 = Ny/N; a la valeur r = 1. Les paramétres 6, ¢y et a sont libres de varier entre
1075 et 10°, et on affecte une loi a priori uniforme sur [—5;5] & leur logarithme décimal. La
figure 7.2 montre la bonne convergence, pour un espacement de 50000 itérations entre positions
échantillonnées, et illustre la loi a posteriori du paramétre a.

De facon intéressante (et assez inattendue), il est clairement inféré que la discontinuité dé-
mographique a t; ne peut étre importante. Cette discontinuité est décrite par le parameétre a.
Si logio(a) vaut 0, on n’a un effectif constant, pour logip(a) > 0, on a a la date ¢; une expansion
en marche d’escalier, et si logjp(a) < 0, on a un déclin en marche d’escalier. La loi a posteriori
de @ a son maximum pour [og;p(a) = 0 —sous SMM aussi bien que sous TPM—, et 'intervalle
HPD de probabilité 0.95 est a peu prés [—0.7,0.7] (14 aussi pour les deux modéles). On a donc
le plus vraisemblablement une continuité de ’effectif a ¢, et avec probabilité 0.95, un rapport
plus petit que 5 (en valeur absolue) entre la taille avant et apres ;.

On en conclut que les données ne soutiennent absolument pas une histoire de déclin (ou
d’expansion) en marche d’escalier, mais pour le modéle démographique contraint par le choix
de r = 1, une histoire de stabilité.
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F1G. 7.2: Inférences démographiques pour un modéle en marche d’escalier défini parr = No/N1 =1.a :
représentation de a en fonction du nombre d’itérations, pour le modéle SMM. L’autocorrélation entre
points échantillonnés est faible pour un espacement de 50000 : la convergence semble satisfaisante. On
constate que a est distribué autour de la valeur 1 (logg(a) = 0). b : loi jointe a posteriori de a et ty,
pour le modéle SMM. Ces deur paramétres sont indépendants. c-d : loi marginale de a illustrée pour
le modéle SMM (c) et le modéle TPM avec p=0.8 et j =2 (d). Le mode de la distribution marginale
a posteriori est indiqué, ainsi que les bornes d’un intervalle de densité a posteriori 0.95 (HPDys).
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7.3.7 Histoire de variation exponentielle sans fondation initiale ?

On suppose ici une histoire de variation d’effectif exponentielle depuis une date ¢; avant
I’échantillonnage, en continuité avec la taille de population ancestrale. Cela est permis dans
MSVAR en imposant ¢ = r a chaque itération de la MCMC. Une loi a prior: uniforme sur
[—5;5] a été supposée pour log;,(8), log,o(r) et log;(ts).

La figure 7.3 montre la convergence insuffisante de la MCMC, pour un espacement de 50000
itérations entre positions échantillonnées. Les interprétations sur la loi a posterior: des para-
meétres démographiques sont soumises a la confirmation des résultats avec une valeur d’espace-
ment suffisamment grande pour assurer une meilleure convergence.
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Fia. 7.8: Inférences démographiques pour un modéle de variation exponentielle de Ueffectif défini par
a = r. a : représentation de r en fonction du nombre d’itérations, pour le modéle SMM. La convergence
n’est pas satisfaisante : la MCMC oscille entre deux régimes pour r. Néanmoins, v est en général
inférieur a 1. b : loi jointe a posteriori de r et ty, pour le modéle SMM. Ces deuxr paramétres sont
indépendants. c-d : loi marginale de r illustrée pour le modéle SMM (c) et le modéle TPM avec p = 0.8
et j =2 (d). Le mode de la distribution marginale a posteriori est indiqué, ainsi que les bornes d’un
intervalle de densité a posteriori 0.95 (HPDys ).

Lorsqu’un modéle de variation de taille exponentielle est supposé, la méthode probabiliste
permet d’inférer un déclin (I'intervalle HPDgs pour 7 ne contient que des valeurs inférieures a 1,
sous SMM aussi bien que sous TPM). Les valeurs inférées pour ¢; sont quasiment indépendantes
des valeurs inférées pour r, et sont proches de 1 (sous SMM aussi bien que sous TPM).

Les résultats obtenus pour le modéle en marche d’escalier et pour le modéle de variation ex-
ponentielle peuvent étre interprétés comme suit. La fondation est un échantillonnage instantané
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dans une distribution de fréquences alléliques caractéristique d’une grande population. La signa-
ture de cet échantillonnage —c’est a dire ’absence de certaines classes alléliques— est forte.
La croissance exponentielle a des signatures bien plus subtiles, qui sont la présence de classes
alléliques obtenues par mutation post-fondation. Cela peut expliquer que l’on infére un déclin
lorsque ’on suppose une variation de taille exponentielle. De facon intéressante, [’échantillon
est incompatible avec un déclin en marche d’escalier. Cela supposerait en effet une forte dérive
dans la population fondée, supposée de faible effectif, et donc un nombre d’alléles bien plus faible
que celui que l'on observe. Cette interprétation est insuffisante, car méme pour ty petit et/ou 6
fort, a reste proche de 1. Il y a sans doute trop d’alléles en faible fréquence pour une histoire de
déclin en marche d’escalier : la signature de [’explosion doit empécher de détecter le déclin.

7.3.8 Histoire de fondation-explosion ?

Détecte-t-on les deux événements, si ils sont
tous deux paramétrés? On utilise ici le modele
démographique complet, paramétré par a, r, ty
et 0, et on suppose une loi a prior: uniforme sur
[—5; 5] pour le logarithme décimal de chacun de v
ces parameétres.

La figure 7.4 montre la convergence insuffi- wd
sante de la MCMC, pour un espacement de 50000 '
itérations entre positions échantillonnées (pour § . |
le modéle TPM). Les interprétations sur laloi a
posteriori des paramétres démographiques sont o~
soumises a la confirmation des résultats avec une
valeur d’espacement suffisamment grande pour v

assurer une meilleure convergence. Du fait que la
proportion relative de points dans les différentes
zones est sujette a caution, je ne quantifierai pas
ces proportions, et resterai trés qualitative.
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La figure 7.5 montre que la loi a posteriori
obtenue pour ’échantillon de 50 génes a 4 loci
est nettement de type Py, pour le modéle TPM
(j'illustre celui-ci car la convergence est meilleure
que pour le SMM, mais sous SMM aussi, la loi

a posteriori est de type Fy). On peut pour com- loi a posteriori est nettement Py, ce qui ne chan-
paraison se reporter a la figure 6.12 page 118). gera vraisemblablement pas si l'on augmente [’es-
On aurait donc des signatures de déclin, suivi ou pacement. Seule la proportion relative des points
non d’explosion. Les valeurs des paramétres qui ¢chantillonnés dans les différentes zones de plus
précédemment avaient servi a4 définir le scénario forte densité de l’espace des paramét'res devrait
HT (hypothése de 4 fondateurs, sans saturation éventuellement changer.
de Peffectif, et sous TPM), sont indiquées sur la
figure 7.5. Ces valeurs sont effectivement dans des zones de forte de forte densité ou a leur
limite, mais on a bien d’autre scénarios vraisemblables.

Cela illustre un intérét des approches bayésiennes, qui est qu’elles permettent de comparer
un continuum de modéles. Dans une approche fréquentiste, on n’aurait sans doute méme pas

FiG. 7.4: Un espacement de 50000 ne permet pas
d’atteindre un suffisamment faible niveau d’au-
tocorrélation de la MCMC, pour la version mul-
tiparamétrée du modéle (illustration pour le mo-
dele TPM). Toutefois, on verra que le type de la
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cherché a savoir si des scénarios de pic-déclin donnent une forte vraisemblance aux données.
On pourra répondre que l’on sait que la population a connu une fondation-explosion, et qu’il est
inutile de rechercher des scénarios de pic-déclin par exemple. Ce choix, tout a fait justifiable,
peut parfaitement étre fait dans l’approche bayésienne, par le choix d’une loi a priori a support
dans le domaine des fondation-explosion.
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FiG. 7.5: Loi a posteriori de type P, obtenue & partir d’un échantillon de 50 génes et 4 loci, tiré du
jeu de données complet sur les chats des Kerguelen. Le modéle mutationnel supposé est un TPM avec
p = 0.8 et j = 2.0, et la loi a priori est uniforme sur [—5;5] pour le logarithme décimal de chacun
des parametres v, a, ty et 0. L’échantillon MCMC représenté comporte 5000 points. Les lignes rouges
indiquent les valeurs des paramétres qui précédemment ont servi a définir le scénario HT (hypothése
de 4 fondateurs, sans saturation de Ueffectif, et sous TPM).

S’il se confirme sur le jeu de données de 9 loci que la loi a posterior:i est de type Py, on ne
sera malheureusement pas dans une situation favorable pour I’estimation du taux de mutation
des marqueurs. En effet, méme connaissant la date de la fondation (figure 7.5, cadran c), on
aura seulement une borne supérieure pour le taux de mutation.
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7.4 Conclusion

Les analyses préliminaires présentées dans ce chapitre permettent de proposer des améliora-
tions de MSVAR, conditions de son utilisation & des fins inférentielles dans le cas de la population
de chats des Kerguelen (et de beaucoup de populations invasives). Il me parait important de
paramétrer plus précisément la forme de la reprise démographique, par ajout de paramétres
de délai avant reprise, et de saturation avant échantillonnage. En effet, méme sans cette para-
métrisation, la méthode permet d’inférer les paramétres du modéle. Mais la transposition des
résultats en termes de processus démographique et mutationnel nécessite une bonne adéquation
du modéle a la réalité.

Les analyses seront reprises, sur des jeux de données de plus grande taille, & I'aide d’une
version en développement de MSVAR, modélisée hiérarchiquement. Cette version permet de
manipuler directement les paramétres naturels (les effectifs, le nombre de générations depuis la
fondation, le taux de mutation), au lieu des combinaisons de ces paramétres naturels utilisées
dans la présente version. Elle permet en outre d’utiliser des lois a prior: autres que rectangu-
laires. Si la loi a posterior: montre une forte corrélation entre les paramétres démographiques et
les paramétres mutationnels, il sera possible de proposer une estimation du taux de mutation
des marqueurs, voir des paramétres du modeéle TPM.
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Chapitre 8

Interactions entre une espéce invasive et
une espéce autochtone :

le cas de Rattus norvegicus et Crocidura
suaveolens sur les iles bretonnes

Trois espéces du genre Rattus (R. norvegicus, R. rattus et R. erulans), commensales de
I’homme, ont été introduites par lui dans plus de 80% des archipels du monde [3]|. Les po-
pulations invasives de rats en milieu insulaire sont reconnues responsables de perturbations
majeures des écosystémes d’accueil (voir références citées par 'article [17], annexé page 187).
Des études sont menées sur des populations insulaires de ces espéces, dans différentes provinces
biogéographiques, afin de comprendre leur fonctionnement (thése de J. Abdelkrim).

On se pose la question de savoir si les signatures génétiques du passé démographique des po-
pulations peuvent permettre de mettre en évidence des interactions entre les espéces introduites
et des espéces autochtones (et plus généralement, entre deux espéces en interaction). Pour cela,
on s’intéresse a l'espéce invasive R. norvegicus et a 'espéce Crocidura suaveolens qui sont en
sympatrie sur certaines iles du plateau continental breton, et en allopatrie sur d’autres. Des
études de structuration génétique sont menées a 1’échelle régionale, et on cherchera a déterminer
si les données génétiques dans les populations des deux espéces portent la trace d’un déclin de
la musaraigne C. suaveolens, contemporain de I'invasion par R. norvegicus.

8.1 Hypothéses sur 'origine des populations

8.1.1 C'rocidura suaveolens, isolée au moment de I’insularisation ?

Deux musaraignes du genre Crocidura (C. russula et C. suaveolens) occupent un grand
nombre d’iles continentales des cotes de la Manche et de 1’Atlantique, en Europe de 'ouest
[25]|. La répartition de ces deux espéces sur les iles du Ponant, égrenées le long des cotes fran-
caises depuis le Cotentin jusqu’a 'estuaire de la Gironde, est trés imbriquée. Ces deux espéces
s’excluent mutuellement sur les iles, mais peuvent occuper des iles proches. La répartition et
I’abondance de ces deux espéces sur le continent est trés inégale. C. russula est abondante et
largement répandue sur tout le littoral ouest européen du Portugal aux Pays-Bas. Elle est no-
tamment abondante sur le littoral breton. C. suaveolens est beaucoup plus rare et présente une
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distribution trés sporadique le long des cotes atlantiques francaises. En Bretagne, elle n’est si-
gnalée que dans des pelotes de chouette effraie du Morbihan, en proportion extrémement faible
(moins de 1 pour 4000 proies).

J. F. Cosson et al. (1996) [25] discutent d’un scénario pouvant expliquer cette répartition.
Toutes les iles du plateau continental ouest européen se sont insularisées a partir de 12 000 BP,
a la fin du dernier épisode glaciaire. Les espéces vivant a I’époque dans ces régions —dont trés
vraisemblablement C. suaveolens— auraient été isolées par la montée des eaux pour former les
populations insulaires actuelles. C. russula, problablement originaire de la péninsule ibérique,
n’est arrivée sur les cotes de la Manche qu’autour de 6 000 BP et n’aurait pu atteindre que
les iles derniérement insularisées, ou elle aurait pris ’avantage sur C. suaveolens comme elle
I’a fait sur le continent. Des remaniements ultérieurs a l'insularisation pourraient expliquer la
présence de C. russula sur des iles insularisées précocément. Elles seraient dues a des migrations
spontanées ou & des introductions involontaires par I’homme.

Les populations insulaires de C. suaveolens seraient selon ce scénario des populations relic-
tuelles isolées des populations continentales par la derniére transgression post-glaciaire.

8.1.2 Rattus norvegicus, une espéce introduite

Rattus norvegicus et Rattus rattus sont des espéces continentales originaires du Moyen-Orient.
Commensales de I’homme, elles ont été dispersées efficacement par lui, et occupent actuellement
plus de 80% des archipels du monde. R. norvegicus, le surmulot, est le plus fréquent sur les iles
des cotes ouest européennes. En 1994, il était présent sur un grand nombre d’iles du Ponant,
notamment en Bretagne. Le surmulot a un fort impact sur la faune insulaire, et en particulier
sur l'avifaune a nidation sous-terraine. Cela a conduit a I’éradiquer d’un certain nombre d’iles,
en particulier des iles réserves. Une telle mesure nécessite au préalable d’apprécier le caractére
exogene de I'espéce, et les conséquences indésirables que sa disparition pourrait engendrer pour
son écosystéme d’accueil. Les plus anciennes traces du surmulot en Europe datent seulement
du 16"™e siécle, et ce n’est qu’au 18 siécle qu’il a envahi massivement 1’Europe de 1’ouest.
Cela est beaucoup plus tardif que I'insularisation des iles bretonnes. Le surmulot est donc un
occupant récent de ces iles, trés vraisemblablement introduit par I’homme (sauf peut-étre pour
les iles les plus proches du continent, qui peuvent avoir été colonisées a la nage). Les risques
écologiques liés a I’éradication sont apparus dérisoires par rapport aux dégats attribués au
surmulot dans la littérature [103|. R. norvegicus a donc été éliminé en 1994 de I’archipel des
Sept-iles (réserve ornithologique), et de I’archipel de Cancale. Puis en 1996 il a été éradiqué de
Trielen et de I'ile aux Chrétiens dans ’archipel de Moléne. Les éradications ont été durables,
sauf dans le cas de Cancale, extrémement proche du continent. Le typage d’individus capturés
cette année par 'ONC permettra certainement de déterminer si la population de surmulots
provient d’individus immigrants ou de rescapés de I'opération d’éradication.

8.2 Structuration génétique a 1’échelle régionale

L’article annexé page 187 présente les résultats d’une analyse de diversité génétique réalisée
au cours de mon DEA | sur les iles de la mer d’Iroise (Finistére, France). Une étude du méme type
est en cours de réalisation, a ’échelle régionale (thése de J. Abdelkrim). Ces études montrent une
différenciation extrémement forte entre les populations insulaires, a I’exception des populations
d’iles reliées & marée-basse, qui peuvent étre génétiquement proches. Certaines iles montrent une
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diversité génétique trés réduite par rapport a la diversité continentale. Cela peut s’interpréter
par un petit nombre d’individus fondateurs & ’origine des populations, et/ou par une dérive
génétique dans les populations insulaires qui sont isolées et de petite taille. Pour les populations
qui ont été éradiquées, on a une estimation précise du nombre d’individus au moment de
I’éradication. Cela doit permettre de différencier I’hypothése d’une perte de diversité par dérive
post-fondation, ol par échantillonnage & la fondation.

8.3 Inférences sur une fondation-explosion

Je vais montrer ici des analyses tout a fait préliminaires, réalisées avec MSVAR sur un jeu de
données de 48 surmulots (espéce R. norvegicus) capturés sur l'ile aux chevaux. Cet ilot localisé
entre le continent et Belle-ile présente une forte densité en surmulots. La population est trés
peu variable aux 8 loci typés. En effet, 5 loci sont monomorphes (configuration {48}), et 3
loci comportent deux alléles dans ’échantillon, selon les configurations {5, 0,43}, {20,0,24}
et {45,0,3}. La loi a posteriori pour cet échantillon de 8 loci a été obtenue en supposant un
modéle mutationnel SMM, et une loi a priori uniforme sur [—5; 5] pour le logarithme décimal
de 7, a, t; et 0 (figure 8.1). L’espacement entre points d’échantillonnage est de 100 000, ce
qui assure une convergence raisonnable (3 simulations indépendantes réalisées en partant de 3
valeurs initiales différentes du vecteur de paramétre ¢ ont donné des résultats semblables, méme
si a l'oeil, ’évolution des valeurs des paramétres en fonction du nombre d’itérations montre une
nette autocorrélation de la MCMC).

La loi a posteriori est nettement de type P, et soutient assez fortement un scénario de
fondation-explosion (73% des points de I’échantillon MCMC correspondent a des fondation-
explosion (points représentés en noir sur la figure 8.1). Ce résultat est encourageant, d’autant
qu’il semble valable également pour les autres iles traitées a ce jour (non-illustré pour des raisons
de convergence insuffisante).

Des simulations et des analyses plus poussées seront reprises lorsque les données de diversité
génétique régionales auront été traitées par les méthodes classiques d’analyse de la diversité gé-
nétique (thése de J. Abdelkrim). Comme dans le cas du chat, il sera au préalable nécessaire de
paramétrer la saturation de population, qui a sans doute eu lieu longtemps avant I’échantillon-
nage. En effet, si ’on extrapole aux populations naturelles le taux de croissance des populations
de laboratoire, une dizaine de générations de reproduction suffit, a partir d’'une femelle gestante,
pour atteindre les effectifs observés au moment de 1’éradication des populations (environ 200
individus par exemple sur 'lle Trielen), alors que quelques centaines de générations ont pu
s’écouler pour les iles les plus anciennement colonisées.
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Fi1G. 8.1: Loi a posteriori de type Py obtenue & partir d’un échantillon de 48 génes et 8 loci, pour
la populations de surmulots R. norvegicus de lile auz Chevaux (Bretagne). Le modéle mutationnel
supposé est un SMM, et la loi a priori est uniforme sur [—5;5] pour le logarithme décimal de chacun des
parameétres T, a, ty et 6. L’échantillon MCMC représenté comporte 5000 points. Les données soutiennent
assez fortement un scenario de fondation-explosion (73% des points de l’échantillon a posteriori).

165



8.4 Interactions entre C. suaveolens et R. norvegicus

Les populations insulaires de la musaraigne C. suaveolens ont été échantillonnées dans les
iles du plateau continental breton, en allopatrie ou en sympatrie avec le rat selon les iles.
Des marqueurs microsatellites ont été mis au point sur I’espéce, certains par amplification de
marqueurs définis chez 'espéce proche C. russula (3 marqueurs), d’autres par clonage chez
C. suaveolens (5 marqueurs). Le typage des populations insulaires est en cours, et montre
une diversité réduite (5 alléles au locus le plus variable), sur toutes les iles échantillonnées.
Il n’est donc pas certain que les populations, sans doute de petite taille, aient conservé des
signatures génétiques d’un éventuel déclin au moment de 'introduction du rat sur certaines
iles. En effet, si le temps de coalescence des génes est inférieur au temps écoulé depuis le déclin
de la musaraigne, les généalogies de génes ne remonteront pas jusqu’a ce déclin. La possibilité de
vérifier la synchronisation entre le déclin de la musaraigne et 'introduction du rat est soumise
a une coalescence des genes antérieure au déclin pour la musaraigne.

Conclusion

Il sera nécessaire de paramétrer la saturation de I'effectif des populations, pour un usage de
MSVAR a des fins inférentielles. On savait au début du développement de la méthode que les
populations de rats avaient di rapidement saturer. Pourquoi dans ces conditions ne pas avoir
directement paramétré le plateau, d’autant que supposer un plateau est simple pour ce qui est
du calcul de la vraisemblance (cf. modéle de fondation avec délais) ? Un modéle avec plateau
n’a pas été choisi d’emblée parce qu'un probléme se pose dans la gestion des lois a priori. En
effet, les dates de la fondation (), du début et de I’explosion (t.) et de la saturation (t;) sont
contraintes a rester ordonnées selon 'inégalité ¢ty < T, < T}, < 0. Les dates ne peuvent donc
varier que dans I'intervalle délimité par les autres dates. La loi a prior: d’'une des dates est donc
une fonction complexe, qui dépend de la loi a prior: des autres dates, et non pas un créneau. Il
sera plus facile de gérer cela avec la version hiérarchique —en développement— de la méthode,
qui permet de choisir des lois a priori de formes autres que des créneaux.
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Perspectives

Nous avons vu que I'application de MSVAR & des fin d’inférence dans des populations d’es-
péces invasives nécessite encore quelques améliorations, essentiellement la paramétrisation d’une
saturation de 'effectif des populations. Mais le présent travail apporte également une amélio-
ration importante du modéle mutationnel supposé : il permet de tenir compte de I’existence
de mutations sauts pour les microsatellites, grace & un modéle TPM. Il serait intéressant de
vérifier si des inférences réalisées précedemment en supposant un SMM sont remises en cause
si 'on suppose un TPM, modéle plus conforme a ce que ’on connait du processus mutationnel
des marqueurs microsatellites.

Sur le plan méthodologique, nous nous sommes heurtés a des problémes de convergence de
MCMC. Ces problémes sont intrinséques a la méthode. En effet, 'usage de [’algorithme de
Metropolis-Hastings nécessite d’effectuer de petits déplacements dans I’espace des généalogies
et des paramétres. Pour des jeux de données de grande taille, I’exploration de l’espace des
généalogies devient rapidement problématique.

Pourquoi ne pas utiliser, comme le suggérent M. Stephens et P. Donnelly [138|, un schéma
d’Importance Sampling (IS) pour échantillonner les généalogies de génes, et suppléer a la lenteur
de I'algorithme de Metropolis-Hastings pour cette tache ? On continuerait a utiliser I’algorithme
de Metropolis-Hastings pour se déplacer dans I’espace des paramétres démographiques et mu-
tationnels, et le critére de Metropolis-Hastings, pour accepter ou rejeter les déplacements dans
I’espace des généalogies et des paramétres. Ce critére assurerait la convergence de la loi a pos-
teriori obtenue par la méthode, vers la loi a posteriori exacte (ce qui n’est pas le cas pour les
méthodes IS non couplées au critére de Metropolis-Hastings). Une méthode hybride de ce type
a été proposée par M. Beaumont (article soumis, avec une application au probléme spécifique
de lestimation de la taille efficace dans les populations). Elle serait généralisable au modéle
étudié dans cette thése, et permettrait de s’affranchir des problémes de convergence, et donc
de traiter des échantillons de plus grande taille.
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