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➻✟✞➭➻➷➩✴➶❈➬ ➧❺➩➭➮♣➮♣➩➷➩➹➧✿✜✛➘✸➾♣➺➭➥❊➦❱➾♣➩➭➫❥➧✖➪❱➥❊➫❱➺■➪❱➩➭➮➲➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫❱➮❳➥✠✜➨➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮➲➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮➲➪✛➘✸➫❱➮❳➯r➩➅➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩■➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾❄▲
➮♣➬❋✏✖❮✄➺✸✃ ➩➭➮◗➧■➯➴➘✈➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫❵➪❱➩❀➶❈➬ ➧❺➩➭➮♣➮♣➩➱➪❱➩●✒❊➾♣➥❊➦❀✜☞➩✟✲❦♥➲➵✒➵ ✜☛➥❊➦❱➾✛♥❳➾♣➥❊➦❀✜❵➵✩➩➭➯➴➘❜✔❵➵✩➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫♦✵✤✖❙✸✘➩➭➺➭➬
➺➭➥❊➫❱➪❱➦❱➬ ➧✺✘✖➦❱➫Û➘✸➯ ➯r➥❊➫❀✒❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧❃➪❱➩✚➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫✛✘✖➯➴➘❳➮♣➥❊➾◗➧❺➬r➩ ➪❱➦❀➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➩➭➦❱➾✗✖❩❴●✃ ➸➹➧❺➦❱➪❱➩✩➪❱➩✚➺➭➩➹➧✘➩■❢✌➩➹➧✘➫❱➥❊➦❱➮
✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧♣➧❺➾❺➘➅➪❐✃ ➬r➫❥➧❺➾♣➥❈➪❱➦❱➬r➾♣➩✒➯r➩➭➮ ➫❱➥✸➧❺➬r➥❊➫❱➮✧➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩➭➮ ➘✸➦❈❒✂➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮✽✘➅➪❱➸➭➾♣➬ ➶❥➩➲➪❱➩✓✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➹➩✠✖

➤❈➥❊➬ ➧✚➦❱➫❱➩✴➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✂➯r➦❱➻➷➬r➫❱➩➭➦❱➮♣➩✿✜☞➥❊➯➴➘✸➾♣➬r➮♣➸➭➩➲➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➬r➾◗➩➭➻➷➩➭➫❥➧✚➮♣➩❅✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❊➩Ô➘✸➫❥➧✩➪✛➘✸➫❱➮✚➯➴➘■➪❱➬r➾♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫
z
✖③♠●➯r➯r➩❳➩➭➮◗➧✚➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮♣➸➭➩✩✧✛➪✛➘✸➫❱➮ ➯r➩✒➶❈➬r➪❱➩✩✧③✜✛➘✸➾✧➯r➩❳➺✤✪✛➘✸➻✹✜Ý➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩❳➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩

E(z, t) = A(z, t)ei(k0z−ω0t) ✲ ❊ ✖●❋❝✵



◆ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✏✑✌✍✎✠✎✝✑✏✒☎✁✓✔✏✕✝✠✟☛✝✑✖✗☞✕✘✙☎✛✚✜✡✕✝✑✢✣☞✜✤✥✟✠✂✧✦

➥✩★
k0 = k(ω0)

➩➭➮◗➧①➯r➩ ➻➷➥❈➪❱➦❱➯r➩✧➪❱➦❀➶❊➩➭➺➹➧❺➩➭➦❱➾✘➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✑✘✖➯➴➘✓✜❱➦❱➯r➮❺➘ ➧❺➬r➥❊➫➷➺➭➩➭➫❥➧❺➾❺➘✸➯r➩✩✧✞➪❱➩✩➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩✒➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩
Ẽ(z, ω)

✖
♠●➫

z = 0
✧①➺➭➩➹➧♣➧❺➩✠➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫ ✜☞➸➭➫❀❏➹➧❺➾♣➩✠➪✛➘✸➫❱➮✂➦❱➫↔➸➭➯r➸➭➻➷➩➭➫❥➧✂➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬❋✏✴➪❱➩✠➯ ➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾

L
✖P❴✵➘

➧❺➾❺➘Ô➶❊➩➭➾♣➮❺➸➹➩✚➪❱➩ ➺➭➩ ➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩✚➬r➫❥➧❺➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧✭➦❱➫➷➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮❺➘✩✒❊➩
φ(ω)

✖✮❂✆➥❊➦❱➾❃➦❱➫■➻➷➬r➯r➬ ➩➭➦➅➻❀➘ ➧❺➸➭➾♣➬r➩➭➯➨➪❱➬r➮❊✜☛➩➭➾♣➮♣➬❋✏✌➫❱➥❊➫
➘✸➼❱➮♣➥❊➾♣➼✛➘✸➫❥➧❜✧☞➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮♣➸❤✜✛➘✸➾✩➦❱➫✈➬r➫❱➪❱➬r➺➭➩✖➪❱➩✴➾♣➸■✏ ➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫

n(ω)
➾♣➸➭➩➭➯✆➩➹➧✒➪❱➸✗✜☛➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧❳➪❱➩✴➯➴➘✦✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✩✧

➥❊➫Ý➘
φ(ω) = ωn(ω)L/c

✖❀❱❨➯➴➘➽➮♣➥❊➾◗➧❺➬r➩✩✧❱➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫➱➘■➦❱➫Ý➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩✖➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩
Ẽout(ω) = Ẽ(0, ω)eiφ(ω),

✲ ❊ ✖ ➳✠✵
➩➹➧✚➦❱➫Ý➺✫✪✛➘✸➻✛✜✂➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩

Eout(t) =
1

2π

∫+∞

−∞
Ẽ(0, ω)eiφ(ω)e−iωtdω.

✲ ❊ ✖ ❏✮✵

❴❹➥❊➬r➫➲➪❱➩➭➮✆➼✛➘✸➫❱➪❱➩➭➮✆➪❐✃ ➘✸➼❱➮♣➥❊➾❊✜➨➧❺➬r➥❊➫✖➪❱➦✴➻➷➬ ➯r➬ ➩➭➦❍✧
φ(ω)

➶ ➘✸➾♣➬r➩❃➯r➩➭➫❥➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✧ï➩➹➧✄➮♣➬❥➯➴➘✧➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾❹➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩
∆ωp

➪❱➩✒➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫❀➩➭➮◗➧P✜☞➩➹➧❺➬ ➧❺➩✒➪❱➩❍➶✸➘✸➫❥➧ ➮❺➘✬✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩➲➺➭➩➭➫❥➧❺➾❺➘✸➯r➩
ω0

✧❱➥❊➫●✜☛➩➭➦➨➧ ➪❱➸➹➶❊➩➭➯r➥✠✜❀✜☞➩➭➾
φ(ω)

➩➭➫
➮♣➸➭➾♣➬r➩➲➪❱➩✿✼✆➘✕✔❈➯r➥❊➾ ➘✸➦➱➶❊➥❊➬r➮♣➬r➫✛➘✩✒❊➩❳➪❱➩

ω0

❮

φ(Ω) = φ0 + φ
(1)
0 Ω +

1

2
φ

(2)
0 Ω2 + ...

✲ ❊ ✖ ❑✮✵

➥✩★✂➯✢✃ ➥❊➫Ý➘➅➬r➫❥➧♠➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧
Ω = ω − ω0

✧
φ0 = φ(ω0)

➩➹➧
φ

(n)
0 = (dnφ/dωn)ω0

✖
❊ ➺➭➬❦✧✵➫❱➥❊➦❱➮✴➫❱➥❊➦❱➮✖➾♣➩➭➮◗➧❺➾♣➩➭➬✴✒❊➫❱➥❊➫❱➮✬✘Ý➯✢✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩■➪❱➩➭➦❈❒✯✧◆❈✞➦❱➬❃➮♣➩➭➾❺➘✈➯r➩✛✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜✛➘✸➯●➩■❢✌➩➹➧✬✘Ý➯✢✃ ➥❊➾♣➬✴✒❊➬ ➫❱➩■➪❱➩➭➮

✜❀✪❱➸➭➫❱➥❊➻✛❏➭➫❱➩➭➮✺✜❀✪✮✔❈➮♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮✺❈✞➦❱➩✩➫❱➥❊➦❱➮✯➪❱➸➭➺➭➾♣➬r➾♣➥❊➫❱➮✰✜✛➘✸➾❃➯➴➘❳➮♣➦❱➬ ➧❺➩✩✖❩❴●✃ ➩■❢✌➩➹➧✘➪❱➩➭➮✯➧❺➩➭➾♣➻➷➩➭➮❃➪❐✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩✚➮♣➦❀✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾
➩➭➮◗➧✚➸➹➧❺➦❱➪❱➬r➸➲➪✛➘✸➫❱➮ ➯➴➘✴➧❆✪❀❏➭➮♣➩✖➪❱➩❅♥✦✖♦✸✺✪❱➸➭➾♣➬➴➘✸➦❈❒ ✠ ➳❖❞✓☛❦✖

✸✘➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➥❊➫❱➮➅➦❱➫❱➩Û➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫▲➪❱➩✶✜❱➾♣➥✩✱✛➯✯➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯✰✒❥➘✸➦❱➮♣➮♣➬r➩➭➫❍✧✄➯r➬r➻➷➬ ➧❺➸➭➩✛✜✛➘✸➾✴➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩❀➪❱➩
❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✗✧➨➪❱➩➲➪❱➦❱➾♣➸➭➩

τ0

✖③♠●➯r➯r➩➲➘✦✜☛➥❊➦❱➾ ➺✫✪✛➘✸➻✛✜Ý➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩➅❮
Ein(t) = E(z = 0, t) = E0e

−Γ0t2e−iω0t ✲ ❊ ✖▼❍✠✵
➥✩★

Γ0 = 1/T 2
0 = 2 ln 2/τ 2

0

✧
T0

➸➹➧♠➘✸➫✞➧ ➯➴➘➅➪❱➩➭➻➷➬ ▲✰➯r➘✸➾❊✒❊➩➹➦❱➾P✘ ❋✶❵
e
➪❱➦Ý➺✫✪✛➘✸➻✛✜❍✖✥✚➫❱➩❳➧❺➩➭➯r➯r➩❳➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫➱➘■➦❱➫Ý➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩✖➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩■❮

Ẽin(Ω) = E0

√
π

Γ0

e−Ω2/4Γ0 .
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Ẽout(Ω) = E0

√
π

Γ0

e−Ω2/4Γei(φ0+φ
(1)
0 Ω) ✲ ❊ ✖▼❜✠✵

➥✩★
Γ
➩➭➮◗➧✚➪❱➥❊➫❱➫❱➸✿✜✛➘✸➾

1

Γ
=

1

Γ0

− 2iφ
(2)
0 .
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Eout(t) = E0

√
Γ

Γ0

e−Γ(t−φ
(1)
0 )2e−i(ω0t−φ0).
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Γ = 1/T 2

p + iα
✧✛➬r➯☞➶❈➬r➩➭➫✞➧➲❮

Γ

Γ0

=
T0

Tp

e−iϕ0 , tan ϕ0 = −αT 2
p = −2φ

(2)
0

T 2
0

.
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Eout(t) = E0

√
T0

Tp

e−[(t−φ
(1)
0 )/Tp]2

× e−i[ω0t+α(t−φ
(1)
0 )2−φ0+ϕ0/2] ✲ ❊ ✖●❋▲❋❝✵

➘Ô➶❥➩➭➺
Tp = T0

√
1 + (2φ

(2)
0 /T 2

0 )2
➩➹➧

α = 2φ
(2)
0 /[T 4

0 + (2φ
(2)
0 )2]

✖
❴❹➩✂➧❺➩➭➾♣➻➷➩✂➪❱➩❲✜❀✪✛➘✸➮♣➩Ý➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘✸➫✞➧

φ0

➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪ ➘✸➦❦➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮❺➘✩✒✸➩✈➪❱➩Ý➯✢✃ ➥❊➫❱➪❱➩✩✖
φ

(1)
0

➪❱➸➭➺➭➾♣➬ ➧❀➦❱➫
➪❱➸➭➺Ô➘✸➯➴➘✩✒❊➩✚➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯☞➪❱➩✒➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❀➪☛✡☎✘✴➯➴➘❤✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❥➘ ➧❺➬r➥❊➫❀➪❱➩✒➯✔✃ ➩➭➫✞➶❊➩➭➯r➥✠✜❀✜☞➩✑✘✴➯➴➘✖➶❈➬ ➧❺➩➭➮♣➮♣➩✒➪❱➩✑✒❊➾♣➥❊➦❀✜☞➩
vg(ω0)

✖ ✎ ➘ ➬r➮✚➯➴➘✹✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❥➘ ➧❺➬r➥❊➫Ý➘✛✜☞➥❊➦❱➾❑✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜✛➘✸➯❹➩■❢✌➩➹➧✩➪❐✃ ➘✸➯r➯r➥❊➫❀✒❊➩➭➾✧➯➴➘■➪❱➦❱➾♣➸➭➩✴➪❱➩✴➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✂➪❱➩
τ0✘

τp

✧

τp = τ0

√√√√√1 +


4 ln 2 φ

(2)
0

τ 2
0




2

,
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ω(t) = ω0 + 2αt.
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φ

(2)
0
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τp

➪❱➩Ý➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫❵➸➹➧❺➬r➾♣➸➭➩Ý➩➭➫ ✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫
➪❱➩■➯➴➘Û➪❱➦❱➾♣➸➭➩

τ0

➪❱➩■➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✏➯r➬r➻■➬ ➧❺➸➭➩✬✜✛➘✸➾✒➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩➅➪❱➩✤❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✗✧✯✜☞➥❊➦❱➾✒➧❺➾♣➥❊➬r➮✩➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾♣➮❳➪❱➩■➯➴➘
➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫⑤❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖ ✈ ➫❧➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘ ➧❺➩✦❈✞➦❱➩✦✜❱➯r➦❱➮✒➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫⑤✘Û➯✢✃ ➩➭➫❥➧❺➾♣➸➭➩➅➪❱➩➽➯✢✃ ➸➭➯r➸➭➻➷➩➭➫✞➧✒➪❱➬r➮❊✜☛➩➭➾♣➮♣➬❋✏
➩➭➮◗➧✚➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩✩✧❀✜❱➯r➦❱➮ ➯✢✃ ➩■❢✌➩➹➧ ➪❱➩➲➯➴➘➽➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫☎❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩➲➩➭➮◗➧✚➫❱➸✗✒❊➯r➬✴✒❊➩Ô➘✸➼❱➯r➩✹✲

τp ≃ τ0

✵✤✖
➤❈➬❹➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫➱➩➭➮◗➧ ➧❺➾❊❏➭➮✚➸➹➧❺➬r➾♣➸➭➩✛✲ ➬❦✖ ➩✩✖ |φ(2)

0 | ≫ τ 2
0

✵✤✧

τp ≃ 4 ln 2 |φ(2)
0 |

τ0

,
✲ ❊ ✖●❋✳❑✻✵

ω(t) ≃ ω0 +
1

φ
(2)
0

t.
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➪❱➬r➮❊✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏✵➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯❦✧❱➩➭➫Ý➺➭➥❊➻➷➻➷➩➭➫☛☞Ô➘✸➫❥➧P✜✛➘✸➾ ➯✢✃ ➥✸➮❺➺➹➬r➯r➯➴➘❅➧❺➩➭➦❱➾✗✖



■ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✏✑✌✍✎✠✎✝✑✏✒☎✁✓✔✏✕✝✠✟☛✝✑✖✗☞✕✘✙☎✛✚✜✡✕✝✑✢✣☞✜✤✥✟✠✂✧✦

�✂✁☎✄✝✆❁❊ ✖●❋ ✎✿♠✭➶❥➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫✖➪❱➩
τp

➩➭➫❅✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✖➪❱➩
τ0

✧❝✜☞➥❊➦❱➾✵➧❺➾♣➥❊➬r➮❹➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾♣➮✆➪❱➩✘➯➴➘ ➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫❅❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩❮
φ

(2)
0 =

❏✻❍✸➚❊➚❊➚✦✏ ➮
2
✲î➧❺➾❺➘✸➬ ➧❺➮✽✜❱➯r➩➭➬r➫❱➮✫✵✤✧

φ
(2)
0 =

❋✩■❊➚❊➚❊➚❊➚✬✏ ➮
2
✲î➧❺➬r➾♣➩➹➧❺➮✫✵✤✧

φ
(2)
0 =

❏▲◆❊➚❊➚❊➚❊➚✬✏ ➮
2
✲ ✜☞➥❊➬r➫❥➧❺➮✫✵✤✖♦❂✆➥❊➦❱➾

➦❱➫❱➩❳➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫❀➯r➬r➻■➬ ➧❺➸➭➩❨✜✛➘✸➾✘➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩✒➪❱➩ ❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✘➪❱➩✒➪❱➦❱➾♣➸➭➩
τ0 =

❋ï➚❊➚❅✏ ➮✗✧➨➺➭➩➭➮①➧❺➾♣➥❊➬r➮✯➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾♣➮①➪❱➩
φ(2)

➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪❱➩➭➫❥➧✩➾♣➩➭➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫✞➧❨✘■➦❱➫❱➩➲➪❱➦❱➾♣➸➭➩
τp

➪❱➩■❮✼❋✿✜❱➮✗✧✲❍❪✜❱➮ ➩➹➧✛❋ï➚✦✜❱➮✗✖

➍✁★✟✞ ➒ ✼✡✠✚✷❂❁❂❁ ✰✶✵✸❃✝✽ ✫ ✵✸✷ ✵ ✰✧✹❄❃✂☛ ✼❅✰✧✯✌☞❄✷❂✫
❴●✃ ➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➩➭➦❱➾✵➧❺➬ ➧♠➘✸➫❱➩✤▲✰➮❺➘✩✜❀✪❱➬r➾✆➩➭➮◗➧●➯r➩✘➺ ✡➲➦❱➾✭➪❱➩✧➫❱➥✸➧❺➾♣➩✘➮❊✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩①➯➴➘✸➮♣➩➭➾✗✖✠q✚➥❊➦❱➮✭➩➭➫➅➪❱➥❊➫❱➫❱➥❊➫❱➮●➬r➺➭➬❈➦❱➫❱➩

➪❱➩➭➮♣➺➭➾♣➬✴✜➨➧❺➬r➥❊➫✈➮♣➦❱➺➭➺➭➬r➫❥➧♠➩❪✖❍❂✄➥❊➦❱➾✩➯r➩❤✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜☞➩✩✧☛➥❊➫✳✜☛➥❊➦❱➾♣➾❺➘❀➮♣➩➽➾♣➸■✏ ➸➭➾♣➩➭➾✑✘❀➯➴➘➅➧✫✪❀❏➹➮❺➩➽➪❱➩✦✸❨✖✯❴❹➩✴➼❱➯➴➘✸➫❱➺ ✠ ➳❖■✓☛❦✧
✜☞➥❊➦❱➾✧➯r➩➭➮ ➪❱➸➹➧♠➘✸➬r➯ ➮✧➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬❋✏ ➮✽✘➅➫❱➥✸➧❺➾♣➩➲➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘❅➧❺➩➭➦❱➾✗✧➨➥❊➫Ý➮♣➩➲➾❺➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧❺➩➭➾❺➘✹✘➅➯➴➘➽➧❆✪❀❏➭➮♣➩✖➪❱➩❅✸❨✖♦q✚➬ ➺➭➥❊➯r➩✡✠ ❏❊➚✓☛❦✖

➵✒➘✸➫❱➮①➫❱➥✸➧❺➾♣➩✒➺Ô➘✸➮✗✧➨➬ ➯☞➾♣➩✗✜☞➥❊➮♣➩✒➮♣➦❱➾①➯r➩❑✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜☞➩✩➪❱➩✩➯✢✃ ➘✸➦➨➧❺➥❊➼❱➯r➥❈➺Ô➘✩✒❊➩ ➪❱➩✒➻➷➥❈➪❱➩➭➮✺✜✛➘✸➾✘➩■❢✌➩➹➧P✾❳➩➭➾♣➾✗✖▼❴❹➩
➻➷➬r➯ ➬ ➩➭➦■➘ ➻✛✜❱➯r➬❋✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾✄➩➭➮◗➧✯➦❱➫➅➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯❱➪❱➩✧➮❺➘✩✜❀✪❱➬r➾✭➪❱➥✠✜☞➸ ➘✸➦➽➧❺➬ ➧♠➘✸➫❱➩✧➘❜✔✞➘✸➫❥➧❃➪❱➩➭➦❈❒➅➼✛➘✸➫❱➪❱➩➭➮❃➪❐✃ ➘✸➼❱➮♣➥❊➾❊✜➨➧❺➬r➥❊➫
➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸➭➩➭➮✓✘ ❑✻■▲■■➩➹➧ ❍❖◆❊➚■➫❱➻❲✧☛➩➹➧✩➦❱➫✈➯➴➘✸➾❊✒❊➩➲➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩➽➪❐✃ ➸➭➻➷➬ ➮❺➮♣➬r➥✸➫Ý➺➭➩➭➫✞➧❺➾♣➸➲➶❥➩➭➾♣➮ ■❊➚❊➚■➫❱➻↕➩➹➧✩➮➭✃ ➸➹➧❺➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧
➪❱➩❃◆✻❍✸➚s✘ ❋▲❋ï➚✸➚➆➫❱➻❲✖ ❊ ➯➲➩➭➮◗➧♣✜❱➯➴➘✸➺➭➸❧➪✛➘✸➫❱➮Ý➦❱➫❱➩✠➺Ô➘Ô➶❈➬ ➧❺➸✠➘✸➮❯✔❈➻➷➸➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩❫✲ ✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ✖ ➳✠✵✤✧❡✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❱➫✛➘✸➫❥➧
➮♣➬r➻➽➦❱➯ ➧♠➘✸➫❱➸➭➻➷➩➭➫❥➧✆➮♣➦❱➾◆✜❱➯ ➦❱➮❺➬ ➩➭➦❱➾♣➮✄➻➷➥✞➪❱➩➭➮✗✖✩❴●✃ ➬r➫❥➶❊➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫✴➪❱➩✺✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘❅➧♠➬ ➥❊➫✖➩➭➮◗➧✭➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮♣➸➭➩✰✘✚➯✢✃ ➘✸➬r➪❱➩❃➪❐✃ ➦❱➫➽➯➴➘✸➮♣➩➭➾
➪❱➩P✜☞➥❊➻✛✜☞➩✺✚ ➧❺➥❊➦➨➧✯➮♣➥❊➯ ➬r➪❱➩✤✣✧➺➭➥❊➫❥➧❺➬r➫✞➦✛✜☞➥❊➻✛✜☛➸P✜✛➘✸➾❃➪❱➬r➥❈➪❱➩❤✲ ✎ ➬r➯r➯r➩➭➫❱➬r➘▼✧❥➤❩✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘❤❂❙✪✮✔❈➮❺➬ ➺➭➮✫✵■✧✞➪❱➸➭➯r➬ ➶❈➾❺➘✸➫❥➧❃➦❱➫❱➩
✜❱➦❱➬r➮♣➮❺➘✸➫❱➺➭➩➲➪❱➩◗❍✬❁ ✘ ❍❖❏❥➳➽➫❱➻❲✖

❴✵➘✶✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➩➅➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾✩➪❐✃ ➸➭➻➷➬r➮♣➮♣➬r➥❊➫✳➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩➅➪❱➦✳➧❺➬ ➧♠➘✸➫❱➩✤▲✰➮❺➘✩✜❀✪❱➬r➾✩➩➹➧➲➯r➩❤✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❱➫❱➩➭➻➷➩➭➫✞➧✒➻➅➦❱➯ ➧❺➬ ▲
➻➷➥❈➪❱➩➹➮➽➪❱➩❀➯➴➘Ý➺Ô➘Ô➶❈➬ ➧❺➸②✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧♣➧❺➩➭➫❥➧➅➪❱➩②✒❊➸➭➫❱➸➭➾♣➩➭➾➽➪❱➩➭➮➽➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮✖➦❱➯ ➧❺➾❺➘✸➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➩➭➮✗✖◆❂✆➥❊➦❱➾➽➺➹➩➭➯➴➘✈➥❊➫✍✏✔➘✸➬ ➧
➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯r➩➭➾ ➩➭➫✳✜❀✪✛➘✸➮♣➩✴➦❱➫✈➧❺➾❊❏➭➮✑✒❊➾❺➘✸➫❱➪✈➫❱➥❊➻➽➼❱➾♣➩✴➪❱➩✴➻➷➥✞➪❱➩➭➮✗✖❍✸✘➩➹➧♣➧❺➩➽➮❯✔❈➫❱➺✫✪❱➾♣➥❊➫❱➬r➮❺➘ ➧❺➬r➥❊➫s✲ ➥❊➦✈➼❱➯r➥❈➺Ô➘✩✒❊➩✕✵✧➪❱➩➭➮
➻➷➥❈➪❱➩➹➮✖➩➭➫❬✜❀✪✛➘✸➮♣➩❀➩➭➮◗➧✴➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➩②✜✛➘✸➾✴➘✸➦➨➧❺➥✩✏ ➥❈➺Ô➘✸➯ ➬r➮❺➘ ➧❺➬ ➥❊➫❧➪❱➦⑥✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦▲➯➴➘✸➮♣➩➭➾➲➪❱➦❱➩✶✘Ý➯➴➘➱➫❱➥❊➫❩▲✰➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➾♣➬ ➧❺➸
➪❱➩➅➯✢✃ ➬r➫❱➪❱➬r➺➭➩➽➪❱➩■➾♣➸■✏ ➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥✸➫❧➪❱➦❧➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯●➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾✗✖❍❂✆➥❊➦❱➾➲➦❱➫❧➺✫✪✛➘✸➻✛✜❧➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩➅➮♣➦✖✕➷➮❺➘✸➻➷➻➷➩➭➫❥➧
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➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➩✩✧✵➯✢✃ ➬r➫❱➪❱➬r➺➭➩➅➪❱➩➷➾♣➸■✏ ➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫✠➩➭➫▲➦❱➫⑥✜☞➥❊➬r➫❥➧
M

➪❱➦▲➻➷➬r➯ ➬ ➩➭➦❧➻❀➘ ➧❺➸➭➾♣➬r➩➭➯✭➶ ➘✸➾♣➬r➩➷➘Ô➶❥➩➭➺➷➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➬ ➧❺➸■➪❱➦
✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦

I(M, t)
➺➭➥✸➻➷➻➷➩

n(M, t) = n0 + n2I(M, t)
✲ ➩■❢✌➩➹➧❤✾❳➩➭➾♣➾✒➥✠✜➨➧❺➬✴❈✞➦❱➩✕✵✤✖❍❴❹➩➽➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯✄➮♣➩➅➺➭➥❊➻✦▲

✜☞➥❊➾◗➧❺➩✒➘✸➯r➥❊➾♣➮✯➺➭➥❊➻➷➻➷➩✚➦❱➫❱➩✒➯r➩➭➫✞➧❺➬r➯ ➯ ➩❨✘❅✒❊➾❺➘✸➪❱➬r➩➭➫❥➧✘➪❐✃ ➬r➫❱➪❱➬r➺➭➩✩✧❈➬r➫❱➪❱➦❱➬r➮❺➘✸➫❥➧①➦❱➫Û➾♣➸➹➧❺➾♣➸➭➺➭➬r➮♣➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧ ➪❱➦②✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦
➪❱➸✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧❳➪❱➩✴➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➬ ➧❺➸✿✜❱➾❊❏➭➮✩➪❱➦✳➻➷➬r➾♣➥❊➬ ➾✧➪❱➩✴➮♣➥❊➾◗➧❺➬r➩✖➪❱➩✴➯➴➘■➺Ô➘Ô➶❈➬ ➧❺➸●✲ ✜❱➯r➦❱➮✚➯r➩✿✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦✈➩➭➮◗➧✒➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➩✩✧
✜❱➯r➦❱➮➷➬r➯✧➩➭➮◗➧②✏ ➥❈➺Ô➘✸➯r➬r➮♣➸✕✵✤✖✙❴✵➘✟✏ ➩➭➫❥➧❺➩♣✜❱➯➴➘✸➺➭➸➭➩Ý➪❱➩➹➶ ➘✸➫✞➧Û➯r➩✂➻➷➬r➾♣➥❊➬ ➾➅➪❱➩✈➮♣➥❊➾◗➧❺➬r➩✩✧❃➪❱➩Ý➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾➷➬r➫▼✏ ➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾♣➩Ý➘✸➦
➪❱➬➴➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩✚➪❱➦Û➻➷➥✞➪❱➩❑✜❱➾♣➥✠✜❱➾♣➩✩➪❱➩✒➯➴➘➲➺Ô➘Ô➶❈➬ ➧❺➸✩➩➭➫Û➾♣➸✗✒❊➬r➻➷➩ ➺➭➥❊➫✞➧❺➬r➫✞➦❍✧✞➬r➫✞➧❺➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧✯➪❱➩➭➮❡✜☞➩➹➾♣➧❺➩➭➮✘➩➹➧✺✏✔➘Ô➶❥➥❊➾♣➬r➮♣➩✚➯➴➘
✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✧➯➴➘✓✜❱➯r➦❱➮❃➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➩✚➪❱➦✹✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦➷➘✸➦➷➪❱➸➹➧❺➾♣➬r➻➷➩➭➫✞➧❃➪❱➩ ➯➴➘❳➺➭➥❊➻✛✜☞➥❊➮❺➘✸➫❥➧❺➩ ➺➭➥❊➫❥➧❺➬r➫✞➦❱➩✩✖ ❊ ➯③✔■➘➲➪❱➥❊➫❱➺ ➺➭➾♣➸Ô➘❝▲
➧❺➬r➥❊➫✳➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❱➮✗✖ ✈ ➫⑤✜✛➘✸➮♣➮♣➩➅➪❱➦❧➻➷➥✞➪❱➩➽➺➭➥❊➫❥➧❺➬r➫✞➦❧➘✸➦✏➻➷➥❈➪❱➩✴➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❱➫❱➩➭➯✆➩➭➫❧➪❱➥❊➫❱➫✛➘✸➫❥➧❳➦❱➫✏➺➭➥❊➦❀✜
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deFente
sélection en longueur d’onde

et en largeur spectrale

en SF10

Paire de prismes

Miroir de

fin de cavité
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n2 > 0
✧➨➯r➩➹➮✺✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩➭➮ ➮♣➥❊➫✞➧✧➪❱➸➭➺Ô➘✸➯r➸➭➩➭➮✘➶❊➩➭➾♣➮✧➯r➩✒➾♣➥❊➦❀✒❊➩✩➮♣➦❱➾①➯r➩❨✏ ➾♣➥❊➫❥➧✧➘ï➶ ➘✸➫❥➧

➪❱➩✏➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯ ➮❺➬ ➥❊➫❦➩➹➧➱➶❊➩➭➾♣➮➱➯r➩✳➼❱➯r➩➭➦❜➮♣➦❱➾Û➯r➩♣✏ ➾♣➥❊➫❥➧✂➘✸➾♣➾♣➬✴❏➭➾♣➩✩✖❡✸✘➩➹➧✂➸➭➯➴➘✸➾❊✒❊➬r➮♣➮♣➩➭➻➷➩➭➫✞➧Û➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯✓✜☛➩➭➦➨➧ ✞➹➧❺➾♣➩
➻➷➬r➮✑✘✶✜❱➾♣➥✩✱❱➧✿✜☛➥❊➦❱➾❳➥❊➼➨➧❺➩➭➫❱➬r➾✒➪❱➩➭➮❳➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❱➮✑✜❱➯ ➦❱➮❳➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➩➭➮✗✖ ✎ ➘✸➬r➮❳➺➭➥✸➻➷➻➷➩➽➬r➯✄➮♣➩✦✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧✒➪✛➘✸➫❱➮❳➦❱➫
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➪❱➩✦❈✞➦❱➩➭➯✴❈✞➦❱➩➭➮➲➫♦❞✂➘ï➶❊➩➭➺■➦❱➫✏➧♠➘✸➦❈❒✏➪❱➩➅➾♣➸✗✜☞➸➹➧❺➬ ➧❺➬r➥❊➫✳➪❱➩✤❜❖◆ ✎ ❫❑❳➅➩➭➫❧➮♣➥❊➾◗➧❺➬r➩➽➪❱➩■➯✢✃ ➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯r➘❅➧❺➩➭➦❱➾✓✘Û➪❱➩➭➮➲➬r➻✦▲
✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❱➮✧➪❐✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬ ➩➲➪❱➩➲➯✢✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩❳➪❱➩❳❋➲➻✶❞■➘Ô➶❥➩➭➺➲➦❱➫✂➧♠➘✸➦❈❒➱➪❱➩➲➾♣➸✗✜☞➸➹➧❺➬ ➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➩ ❋✿❃❅❫❑❳✩✧✛➮♣➥❊➬ ➧✧➦❱➫❲✒❥➘✸➬r➫➱➪❱➩
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❴❹➩❅✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜☞➩✖➪❱➩✴➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯ ➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➬ ➥❊➫Ý➾♣➸✗✒❊➸➭➫❱➸➭➾❺➘ ➧❺➬ ➶❊➩✴➩➭➮◗➧❳➯r➩✖➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫✞➧✴❮☞➬r➯✵➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➮◗➧❺➩✬✘➷➬r➫❪★◗➩➭➺➹➧❺➩➭➾✗✧ ✜❱➦❱➬r➮
✘⑤✜❱➬r➸✗✒❊➩➭➾➅➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫s✘❧➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➩➭➾➽➪✛➘✸➫❱➮■➦❱➫✐➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘ ➧❺➩➭➦❱➾■➺➭➥❊➻✛✜☞➥❊➾◗➧♠➘✸➫❥➧➅➦❱➫✐➻➷➬r➯r➬ ➩➭➦➆➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾



✑✌✍✁� ✝ ✂✧✡✜✂ ✁✔✟✒✚✜✡✕✝✑✏✜✂ ✟☛✝ ✓✔✤✞✝ ☞✜✏ ✝✑✢ ☎ ✟ ✦✑✏✕✝ ✓ ✤ ✏ ❋▲❋

✜☞➥❊➻✛✜☛➸❧➥✠✜➨➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✖❡❱❑✱✛➫↔➪❐✃ ➩❍❒❈➧❺➾❺➘✸➬r➾♣➩❧➘✸➦↔➻➷➘❅❒➨➬r➻➅➦❱➻➜➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✏➮◗➧❺➥❈➺✫❃✸➸➭➩✠➪✛➘✸➫❱➮✂➯r➩✏➻➷➬r➯ ➬ ➩➭➦❪➘✸➻✦▲
✜❱➯r➬❋✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾✗✧✭➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❵➩■❢✌➩➭➺➹➧❺➦❱➩☎✜❱➯r➦❱➮♣➬r➩➭➦❱➾♣➮➷➘✸➯r➯r➩➭➾❄▲✰➾♣➩❍➧♠➥✸➦❱➾➽➪✛➘✸➫❱➮■➯➴➘✏➺Ô➘Ô➶❈➬ ➧❺➸✂➘ï➶ ➘✸➫❥➧➷➪❐✃ ✞➹➧❺➾♣➩✂➸❄★◗➩➭➺➹➧❺➸➭➩✩✖
✸✘➩✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧❜✧✄➘❪✱✛➫▲➪❱➩❀➾♣➩➭➮◗➧❺➩➭➾✴➘✸➦❩▲✰➪❱➩➭➮♣➮♣➥❊➦❱➮✴➪❱➦▲➮♣➩➭➦❱➬r➯❃➪❱➩❀➪❱➥❊➻➷➻❀➘❪✒❊➩■➪❱➦▲➻❀➘ ➧❺➸➭➾♣➬➴➘✸➦✠➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾➲➩➹➧
➪❱➩➭➮➲➘✸➦➨➧❺➾♣➩➭➮✒➸➭➯r➸➭➻➷➩➭➫❥➧❺➮✒➥✠✜➨➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮✒➪❱➩➽➯➴➘➷➺Ô➘ï➶❈➬ ➧❺➸✩✧☞➬r➯✆➩➭➮◗➧❳➫❱➸➭➺➭➩➭➮♣➮♠➘✸➬r➾♣➩➽➪❱➩➽➪❱➬r➻➷➬r➫✞➦❱➩➭➾❑✏ ➥❊➾◗➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧✒➯➴➘✛✜❱➦❱➬r➮❄▲
➮❺➘✸➫❱➺➭➩➅➺➭➾✜✞➹➧❺➩➅➪❱➩➭➮❳➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮✩➩➭➫✏➯r➩➭➮❳➘✸➯r➯r➥❊➫❀✒❊➩Ô➘✸➫❥➧✚➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯r➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧✒➘ï➶ ➘✸➫❥➧✖➘✸➻✹✜❱➯r➬❋✱✛➺Ô➘ ➧❺➬ ➥❊➫✈➩➹➧❳➪❱➩➅➯r➩➭➮
➾♣➩➭➺➭➥❊➻✛✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➩➭➾❀➘✩✜❱➾❊❏➭➮✗✖ ✥✚➫❱➩✂➪❱➩➭➮♣➺➭➾♣➬✴✜➨➧❺➬r➥❊➫➆➪❱➸➹➧♠➘✸➬r➯r➯ ➸➭➩➱➪❱➦❦➤❩✜❱➬ ➧❊✱✛➾♣➩✂➩➭➮◗➧✛✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➭➩Ý➪✛➘✸➫❱➮■➯✢✃ ➘✸➫❱➫❱➩❍❒➨➩♣✸❨✖
q✚➥❊➦❱➮✚➘Ô➶❥➥❊➫❱➮ ➾❺➘✸➮♣➮♣➩➭➻➽➼❱➯r➸➲➪✛➘✸➫❱➮ ➯r➩✒➧♠➘✸➼❱➯r➩Ô➘✸➦ ❊ ✖ ➳✦❈✞➦❱➩➭➯✴❈✞➦❱➩➭➮✚➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➩➭➮✚➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩➭➮P✘➅➺➭➩➹➧✒➘✩✜❀✜✛➘✸➾♣➩➭➬ ➯❦✖

❂●➦❱➬r➮♣➮❺➘✸➫❱➺➭➩✖➻➷➥✕✔❊➩➭➫❱➫❱➩ ❞✻❍✸➚➅➻❨❁
✼✄➘✸➦❈❒✂➪❱➩➲➾♣➸✗✜☞➸➹➧❺➬ ➧❺➬r➥❊➫ ❋✿❃❅❫❑❳
� ➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✿✜✛➘✸➾✧➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫ ❞✻❍✸➚

µJ❴❹➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾ ➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➲➺➭➩➭➫❥➧❺➾❺➘✸➯r➩ ❜❖❞❊➚❝▲ ■ ❋ï➚➽➫❱➻
❴✵➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾✧➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩ ∼ 8, 5 nm➵✩➦❱➾♣➸➭➩

τp ∼ 120 fs

✁✄✂✠☎ ✆❬❊ ✖ ➳ ✎●✸①➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮◗➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮ ➪❱➩➲➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯ ➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾✧➾♣➸✗✒❊➸➭➫❱➸➭➾❺➘ ➧❺➬❋✏●➤❩✜❱➬ ➧❆✱✛➾♣➩✩✖

➍✁★✄✂ ➔ ✰✶✫✁✰ ✠✏✵ ✟✌✫✮✷ ✼✸✰✶✵✸✷✪✭ ✹✔✺❄❃ ✼ ✷✪✿❀✯✱✽❄❁✪✼❅✷❂✭✴✹✻✼
➵✒➘✸➫❱➮➅➫❱➥✸➧❺➾♣➩➱➯➴➘✸➼☛➥❊➾❺➘ ➧❺➥❊➬ ➾♣➩✩✧✆➫❱➥❊➦❱➮➅➪❱➬r➮❊✜☛➥❊➮♣➥❊➫❱➮➅➪❱➩➱➪❱➩➭➦❈❒❵➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩➭➮✹✜☞➥❊➦❱➾➽➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮♣➩➭➾➽➯r➩➭➮➽➬r➻✦▲

✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❱➮❨✏ ➩➭➻✴➧❺➥❊➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❱➩➭➮➲➪❱➸➭➯r➬ ➶❈➾♣➸➭➩➭➮✑✜✛➘✸➾❳➯➴➘❀➺✫✪✛➘❪❥➴➫❱➩➽➯➴➘✸➮♣➩➭➾➽❮❐➦❱➫❧➘✸➦➨➧❺➥❈➺➭➥❊➾♣➾♣➸➭➯➴➘ ➧❺➩➭➦❱➾✒➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➬r➻➷➸➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩✩✧
✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧♣➧♠➘✸➫❥➧■➪❱➩➱➻➷➩➭➮♣➦❱➾♣➩➭➾■➯➴➘✳➪❱➦❱➾♣➸➭➩✂➪❱➩➭➮■➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮➽➬r➮♣➮♣➦❱➩➭➮■➪❱➩➱➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾➽➾♣➸✗✒❊➸➭➾❺➘ ➧❺➬❋✏✚➥❊➦➆➪❱➦
q ✈ ❂ ❱ ✲ ➺■✏❄✖✆➮♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫ ❊ ✖▼❍✠✵✡✠ ❏❥➳✒☛❦✧✵➩➹➧✴➦❱➫❵➤▼❂ ❊ ➵✑♠✙❵ ✠ ❏▲❏✓☛❨✲ ✜☞➥❊➦❱➾➽➤❩✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯✺❂❙✪✛➘✸➮♣➩ ❊ ➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➩➭➾♣➥❊➻➷➩➹➧❺➾❯✔⑤✏ ➥❊➾
➵✩➬r➾♣➩➭➺➹➧❤♠●➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬r➺★❝✄➬r➩➭➯r➪⑤❵ ➩➭➺➭➥❊➫❱➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➬r➥❊➫♦✵❨✜☞➩➭➾♣➻➷➩❍➧❺➧♠➘✸➫❥➧❳➪❱➩➅➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮♣➩➭➾❳➺➭➥❊➻✹✜❱➯✴❏➹➧❺➩➭➻➷➩➭➫✞➧✹✲ ✜❀✪✛➘✸➮♣➩■➩➹➧
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τ
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Ac(τ)
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délai  τ

l enti l l e f = 100

B B O  type I

f i l tre

photodiode

ω

2ω
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Ac(τ) =

∫+∞

−∞
dtIt(t)It(t − τ),
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It(t)
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τac
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It(t)
➪❱➩✩➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❍✖✮❴❹➩ ➧♠➘✸➼❱➯r➩Ô➘✸➦ ❊ ✖ ❏✖➾❺➘✸➮♣➮♣➩➭➻➽➼❱➯r➩✚➯r➩➭➮❃➶ ➘✸➯r➩➭➦❱➾♣➮✯➪❱➦Û➾❺➘✩✜❀✜☛➥❊➾◗➧

τac/τp

✜☞➥❊➦❱➾✯➯r➩➭➮
➪❱➩➭➦❈❒☎✏ ➥❊➾♣➻➷➩➭➮✧➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮①➯r➩➭➮P✜❱➯r➦❱➮✧➺➭➥❊➦❱➾❺➘✸➻➷➻➷➩➭➫❥➧ ➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➸➭➩➭➮✗✖

It(t) Ac(τ) τac/τp
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Tp
)2 √

2

➮♣➩➭➺✫✪ 2( t
Tp

)
3Tp

(
τ

Tp
cosh( τ

Tp
)−sinh( τ

Tp
)

)

sinh3( τ
Tp

)

❋✠✧▼❍❁❑✻❏

✁✄✂✠☎ ✆✶❊ ✖ ❏ ✎
It(t)

➩➭➮◗➧✆➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➬ ➧❺➸✭➧❺➩➭➻✛✜☛➥❊➾♣➩➭➯r➯r➩✭➪❱➩❃➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫❍✖
Ac(τ)

➩➭➮◗➧✆➯r➩●➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯❊➪❐✃ ➘✸➦➨➧❺➥✞➺➭➥❊➾♣➾♣➸➭➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫
➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➬r➻➷➸➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩✩✧❀✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫Ý➪❱➦✈➪❱➸➭➯➴➘✸➬

τ
➩➭➫❥➧❺➾♣➩✖➯r➩➭➮✚➪❱➩➭➦❈❒✈➾♣➸✗✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➩➭➮✚➪❱➩✖➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫❲✘■➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮♣➩➭➾✗✖

τac

➩➭➮◗➧✚➯➴➘ ❝❇❁ ❫ ✎ ➪❱➩
Ac(τ)

✖
τp

➩➭➮◗➧✚➯➴➘➽➪❱➦❱➾♣➸➭➩✖➪❱➩➲➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫⑥✲✮❝❇❁ ❫ ✎ ➪❱➩
It(t)

✵✤✖



✑✌✍✁� ✁✎✢ ☎✞✦✑✝ ✁ ✂ ✟✒☞✆✟ ✡ ✂ ✂✧✡✜✂✧✢✣✚✔✟☛✡✕✝✄✂☛✟ ☞ ✂ ☎✁✟☛✝✄✂☛✟ ☞ � ✓✔✤ ✄ ✁ ✓✔✦✑✝✑✤✞✚ ✂✧✝ ✡✌☞ ❋✩❏

τ fixe

Spectromètre

Etireur

E(t)

Ec(t)

Es(t)

χ(2)

Type II

�✂✁☎✄✝✆❬❊ ✖▼❍ ✎●❂●➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜☛➩❳➪❱➦✳➤▼❂ ❊ ➵✑♠✙❵✿✖

✞✆☎✞✝✟☎✆☎ ✌✞✝✳✞ ✂④✁❲�

❊ ➯☛➮➭✃ ➘✩✒❊➬ ➧❃➪❐✃ ➦❱➫❱➩✚➧❺➩➭➺✫✪❱➫❱➬✴❈✞➦❱➩✩➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➥❊➻➷➸➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩✧➼✛➘✸➮♣➸➭➩✚➮❺➦❱➾❃➯➴➘❳➧❺➾❺➘✸➫❱➮❊✜☛➥❊➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫➷➪✛➘ ➫❱➮✯➯r➩ ➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩
➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯❐➪❱➩➲➯✔✃ ➬r➫✞➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➥❊➻➷➸❍➧♠➾♣➬ ➩✩➮❊✜✛➘ ➧❺➬➴➘✸➯r➩✑✘➽➪❱➸➭➺Ô➘✸➯➴➘✩✒❊➩✡✠ ❏❖❑✓☛❦✧❱➪❱➸➹➶❊➩➭➯r➥✠✜❀✜☞➸➭➩➲➬r➫❱➬ ➧❺➬r➘✸➯ ➩➭➻➷➩➹➫✞➧❡✜✛➘✸➾ ❊ ✖▼❁ ➘✸➯r➻✦▲
➮♣➯r➩■✔ ✠ ❏▲❍✒☛❦✧♦✜❱➦❱➬r➮✚➩➭➫ ❝✛➾❺➘✸➫❱➺➭➩❤✜✛➘✸➾✑✸❨✖✌➵✩➥❊➾♣➾♣➩➭➾ ✠ ❏▲❏✓☛❦✖ ♠●➯r➯r➩➲➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➮◗➧❺➩❅✘➷➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➩➭➾✓✘■➯✢✃ ➘✸➬r➪❱➩➲➪❐✃ ➦❱➫✳➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➥❪▲
➻✛❏➹➧❺➾♣➩➷➯r➩➭➮✿✏ ➾❺➘✸➫❀✒❊➩➭➮✴➪❐✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮➽➩➭➫❥➧❺➾♣➩❀➪❱➩➭➦❈❒ ➾♣➸✗✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➩➭➮✖➪❱➩❀➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫⑥✘Ý➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮♣➩➭➾✗✧✆➯✢✃ ➦❱➫❱➩
➪❐✃ ➩➭➯r➯r➩➭➮❃➸➹➧♠➘✸➫❥➧✯➪❱➸➭➺Ô➘✸➯r➸➭➩ ➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧✯➪❱➩

δω
✜✛➘✸➾●➾❺➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧✺✘❳➯✢✃ ➘✸➦➨➧❺➾♣➩✩✖✮❱✩➬r➫❱➮♣➬❦✧❊➥❊➫➷➘✖➘✸➺➭➺✗❏➭➮✺✘➲➯➴➘✓❈✞➦✛➘✸➫❩▲

➧❺➬ ➧❺➸
∆φ(ω) = φ(ω + δω)−φ(ω)

✧❩✘✿✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➾●➪❱➩✚➯➴➘✩❈✞➦❱➩➭➯r➯r➩✧➥❊➫✛✜☞➩➭➦➨➧✰✏✔➘✸➺➭➬r➯r➩➭➻■➩➭➫✞➧❃➾♣➩➭➻➷➥❊➫❥➧❺➩➭➾✰✘➲➯➴➘✿✜❀✪❱➘✸➮♣➩
➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩

φ(ω)
✖✮❂✆➥❊➦❱➾●➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮♣➩➭➾✭➯r➩①➪❱➸➭➺Ô➘✸➯➴➘✩✒❊➩①➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯

δω
✧❊➥❊➫✦✜❱➾♣➥❈➺✗❏➭➪❱➩ ➪❱➩✧➯➴➘✩➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩①➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫✞➧❺➩❳❮✸➥❊➫

➺➭➾♣➸➭➩✴➪❱➩➭➦❈❒✈➾♣➸✗✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➩➹➮✚➪❱➩✴➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❍✧❱➮♣➸✗✜✛➘✸➾♣➸➭➩➭➮❨✜✛➘✸➾✚➦❱➫✈➪❱➸➭➯➴➘✸➬
τ
✱➨❒➨➩✩✧✌➘Ô➶❥➩➭➺✖➦❱➫✈➬r➫❥➧♠➩➹➾❊✏ ➸➹➾❺➥✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩➲➪❱➩

✎ ➬r➺✫✪❱➩➭➯r➮♣➥❊➫❍✖❐➵✴✃ ➘✸➦➨➧❺➾♣➩✬✜✛➘✸➾◗➧❜✧✯✘❀➯✢✃ ➘✸➬r➪❱➩✖➪❐✃ ➦❱➫✏➸➹➧❺➬r➾♣➩➭➦❱➾✑✘❀➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❈❒✯✧❐➥❊➫✳➺➭➾♣➸➭➩➽➦❱➫❱➩➽➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫☎✏ ➥❊➾◗➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧
➸➹➧❺➬r➾♣➸➭➩❀➪✛➘✸➫❱➮➽➯➴➘✩❈✞➦❱➩➭➯r➯r➩➷➬r➯✯➩❍❒➨➬r➮◗➧❺➩Û➦❱➫❱➩Û➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✠➼❱➬ ★◗➩➭➺➹➧❺➬ ➶❊➩Û➩➹➫✞➧❺➾♣➩❀➧❺➩➭➻✛✜❱➮✴➩➹➧✬✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩⑥✲

t = φ(2)ω
✵✤✖

❴●✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫❀➫❱➥❊➫❩▲✰➯r➬ ➫❱➸Ô➘✸➬r➾♣➩❅✲ ➮♣➥❊➻➷➻➷➩ ➪❱➩❑✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩❳➪✛➘✸➫❱➮✘➦❱➫Û➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯☞➫❱➥✸➫❩▲✰➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➬r➾♣➩✕✵✭➩➭➫❥➧❺➾♣➩✩➯r➩➭➮✘➪❱➩➭➦❈❒
➾♣➸✗✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➩➭➮ ➩➹➧✩➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫❲✘■➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩✖➪❱➩✿✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➹➩✬✒❊➸➭➫❀❏➭➾♣➩✴➘✸➯r➥❊➾♣➮✧➪❱➩➭➦❈❒✈➺✫✪✛➘✸➻✛✜❱➮ ➪❱➸➭➺Ô➘✸➯r➸➭➮✚➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩✤▲
➻➷➩➭➫❥➧✧➪❱➩

δω = τ/φ(2)
✧➨➪❱➥❊➫❥➧✧➯r➩➭➮①➬r➫✞➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮✧➮♣➥❊➫❥➧ ➩➭➫❱➮♣➦❱➬ ➧❺➩❳➘✸➫✛➘✸➯❋✔❈➮♣➸➭➩➭➮✽✜✛➘✸➾①➯r➩✒➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➻✛❏➹➧❺➾♣➩✩✖ ✥✚➫

➧❺➾❺➘✸➬ ➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧ ➫✞➦❱➻➷➸➭➾♣➬✴❈✞➦❱➩✿✜✛➘✸➾✧➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩❳➪❱➩✛❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✧➾❺➘✩✜❱➬r➪❱➩✩✧▼✱✛➯ ➧❺➾❺➘✩✒❊➩❳➩➹➧✚➺➭➥❊➫❱➺Ô➘ ➧❺➸➭➫✛➘ ➧❺➬r➥❊➫☎✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧
➘✸➯r➥❊➾♣➮ ➪❱➩✴➾♣➩➭➻➷➥❊➫✞➧❺➩➭➾❨✘➷➯➴➘✹✜❀✪✛➘✸➮♣➩✴➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩✴➩➹➧❳➘✸➦✈➺✫✪✛➘✸➻✛✜✈➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩

E(t)
✖ ❴❹➩✴➪❱➸➹➶❊➩➭➯r➥✠✜❀✜☞➩➭➻➷➩➹➫✞➧✒➪❱➩

➺➭➩➹➧■➬r➫❱➮◗➧❺➾♣➦❱➻➷➩➭➫❥➧➅➪✛➘✸➫❱➮➅➫❱➥✸➧❺➾♣➩➱➯➴➘✸➼☞➥❊➾❺➘ ➧❺➥❊➬ ➾♣➩Û➘✳➺➭➥❊➫❱➮◗➧❺➬ ➧❺➦❱➸Û➯r➩Û➮◗➧♠➘✩✒❊➩➱➪❱➩➱➪❱➩➭➦❈❒➨➬✴❏➭➻➷➩✂➘✸➫❱➫❱➸➭➩➱➪❱➩➱➯✢✃ ➸➭➺➭➥❊➯r➩
❂✆➥❊➯❋✔✞➧❺➩➭➺✤✪❱➫❱➬✴❈✞➦❱➩➲➪❱➩✿❱❅✖ ✎ ➥❊➫❱➻❀➘❜✔❈➾❺➘✸➫❥➧ ✠ ❏▲◆✓☛❦✖



❋✳❑ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✏✑✌✍✎✠✎✝✑✏✒☎✁✓✔✏✕✝✠✟☛✝✑✖✗☞✕✘✙☎✛✚✜✡✕✝✑✢✣☞✜✤✥✟✠✂✧✦

ω ω

ω

sp  

i

ωp  = ωs
+ ωiM ilieu  n on -linéa ire

P o m pe S ign al

Id le r     S ig na l 
(peu  in ten se)

�✂✁☎✄✝✆❬❊ ✖ ◆ ✎✶❂●➾❺➬ ➫❱➺➭➬✴✜☞➩❳➪❱➩➲➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➬ ➥❊➫●✜✛➘✸➾❺➘✸➻➷➸➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩✒➥✠✜➨➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖

➍✁★✁� ➉ ✿❀✯✻❁❂✷ ✠✌✰✶✵✸❃ ✽ ✫➌➎ ✰✶✫✁✰✧✿ ✟✌✵❅✫✮✷✄✂ ✽❄❃ ➒✣✯❄✵✸✷✄✂ ✽❄❃ ➋✗✭✴✹ ☛ ✠✚✭✧❁❂✷✪✹☛✟ ✰✳✷✪✫✮❃
✞✆☎✆☎✓☎✡✠ ✝ ✕✘✣✜✤✪✒✔✣✞✝ ★✠✟✪★ ✙☛✡✞✛✧✬☞✝ ✙✜✣✞✌ ✒✔✛✢✍✑✣✜✏✥✤✍✝ ✛✖✕✘✛✧✬✭✗✔✍✫✕✘✣✜✮✯☞✪★ ✏✎✝✟✍✑✣✜✮✯☞✪★

❱✵➶❥➩➭➺✏➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯ ➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾❀➾♣➸✗✒❊➸➭➫❱➸➭➾❺➘ ➧❺➬❋✏❄✧✯➫❱➥❊➦❱➮Û➪❱➬r➮❊✜☞➥❊➮♣➥❊➫❱➮Û➪❐✃ ➦❱➫❪➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩✏➯➴➘✸➮♣➩➭➾✛✱☛➘✸➼❱➯r➩✩✧✰✏✔➘✸➺➭➬r➯r➩♣✘
➻➷➩➹➧♣➧❺➾♣➩✚➩➭➫ ✡➲➦➨➶❈➾♣➩✩✧❈➪❱➸➭➯r➬ ➶❈➾❺➘✸➫❥➧✯➪❱➩➭➮①➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮❃➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧✯➬r➫✞➧❺➩➭➫❱➮♣➩➭➮✘➪❱➩✩➪❱➦❱➾♣➸➭➩✩➪❱➩✩➯✢✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩✚➪❱➩✛❋ï➚❊➚
✏ ➮✗✖ ✸✘➩✗✜☛➩➭➫❱➪✛➘✸➫✞➧✩➯➴➘➽➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾✧➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✖➪❱➩➭➮ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❱➮✧➫❐✃ ➩➭➮◗➧✩➘✸➺➭➺➭➥❊➾♣➪✛➘✸➼❱➯r➩✿❈✞➦❱➩➲➮♣➦❱➾ ➦❱➫❱➩✿✏✔➘✸➬r➼❱➯ ➩✓✜❱➯r➘✩✒❊➩
➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸➭➩❨✘ ■❊➚❊➚❳➫❱➻❲✧❊➺➭➩P❈✞➦❱➬✛➾♣➩➭➮◗➧❺➾♣➩➭➬r➫❥➧✰✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧✯➯r➩①➫❱➥❊➻➅➼❱➾♣➩✧➪❱➩ ➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩➭➮✰❈✞➦❱➩ ➯✢✃ ➥❊➫✹✜☛➩➭➦➨➧✘➸➹➧❺➦❱➪❱➬r➩➹➾❜✖
♠●➫❫✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➺➭➦❱➯r➬r➩➭➾■➯✢✃ ➸➹➧❺➦❱➪❱➩✈➪❱➩✳➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩➭➮✛✜☞➥❊➯ ✔✞➘ ➧❺➥❊➻➷➬❋❈✞➦❱➩➭➮❀➥❊➦ ➪❐✃ ➘✩✒❊➾♣➸✗✒❊➘ ➧❺➮Û➾♣➩✗❈✞➦❱➬ ➩➭➾◗➧➱➪❱➩➭➮Û➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾♣➮
➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➲➪✛➘✸➫❱➮ ➯r➩❳➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩✩➶❈➬r➮♣➬r➼❱➯r➩❳➩❍➧✚➯r➩✓✜❱➾♣➥❈➺✫✪❱➩✴✥✽❖✬✖

❴●✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾❑✜✛➘✸➾❺➘✸➻➷➸➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩➲➥✠✜➨➧❺➬✴❈✞➦❱➩✶✲ ✈ ❂ ❱✓✵ ➩➭➮◗➧✒➯r➩✖➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩✴➯r➩❤✜❱➯r➦❱➮✚➮♣➬r➻✛✜❱➯r➩➲➩➹➧✒➯r➩❤✜❱➯r➦❱➮
➾♣➸✗✜✛➘✸➫❱➪❱➦❧✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧♣➧♠➘✸➫❥➧➽➪❐✃ ➥❊➼➨➧❺➩➭➫❱➬r➾✴➪❱➩➭➮➽➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❱➮✿✏✔➘✸➺➭➬r➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧➽➘✸➺➭➺➭➥❊➾♣➪✛➘✸➼❱➯r➩➭➮✴➩➭➫❵➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾✴➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩
✘✶✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➾✒➪❐✃ ➦❱➫✠➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾✒➾♣➸✗✒❊➸➭➫❱➸➭➾❺➘ ➧❺➬❋✏❄✖ ❊ ➯✭➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➩➽➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯ ➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➬r➥✸➫✳✜✛➘✸➾❺➘✸➻➷➸➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩➽➥✠✜➨➧❺➬✴❈✞➦❱➩✦❈✞➦❱➬
➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➮◗➧❺➩✑✘✖➘✸➻✛✜❱➯r➬❋✱✛➩➭➾●➦❱➫❱➩✩➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫➷➯r➦❱➻➷➬ ➫❱➩➭➦❱➮♣➩✚➪❱➩P✏✔➘✸➬r➼❱➯r➩ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✩✧❈➘✩✜❀✜☞➩➭➯r➸➭➩✚➥❊➫❱➪❱➩✩➮♣➬✴✒❊➫✛➘ ➯❦✧❥➪❱➩❨✜❱➦❱➯ ▲
➮❺➘ ➧❺➬r➥❊➫

ωs

✜✛➘✸➾➲➬r➫✞➧❺➩➭➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥✸➫✠➘ï➶❊➩➭➺➷➦❱➫⑥✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦⑥✜☛➥❊➻✛✜☞➩■➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➩➷➪✛➘✸➫❱➮✖➦❱➫▲➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯●➫❱➥❊➫❩▲✰➯r➬ ➫❱➸Ô➘✸➬r➾♣➩➽➪❱➦
➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪▲➥❊➾♣➪❱➾♣➩ ✠ ❏✻❜✒☛❦✖✷❱✚➦▲➺➭➥❊➦❱➾♣➮➲➪❱➦⑥✜❱➾♣➥❈➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮✴➪❐✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫❍✧❐➬r➯◆✔❧➘Ý➘✸➼❱➮♣➥❊➾❊✜➨➧❺➬r➥❊➫❧➪❐✃ ➦❱➫⑥✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫✠➪❱➩
➯✢✃ ➥❊➫❱➪❱➩✑✜☛➥❊➻✛✜☞➩✒➪❱➩✓✜❱➦❱➯r➮❺➘ ➧❺➬r➥❊➫

ωp

✧❱➸➭➻➷➬r➮♣➮♣➬r➥❊➫Û➮◗➧❺➬r➻➽➦❱➯r➸➭➩✩➪❐✃ ➦❱➫☎✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫☎✘➽➯➴➘❅✜❱➦❱➯r➮❺➘ ➧❺➬r➥❊➫
ωs

➩➹➧✧➺➭➾♣➸Ô➘ ➧❺➬r➥❊➫
➪❐✃ ➦❱➫♣✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫♣✘➅➯➴➘✦✜❱➦❱➯r➮❺➘ ➧❺➬r➥❊➫

ωi = ωp − ωs

✜☞➥❊➦❱➾ ➮❺➘ ➧❺➬r➮❯✏✔➘✸➬r➾♣➩❳➯➴➘➽➺➭➥❊➫❱➮♣➩➭➾◗➶✸➘ ➧❺➬r➥❊➫Ý➪❱➩✖➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✩✖ ❊ ➯❍✔Ý➘
➪❱➥❊➫❱➺✚➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➬ ➥❊➫➅➪❱➩✧➯✢✃ ➥❊➫❱➪❱➩✧➮❺➬❋✒❊➫✛➘✸➯❱➩➹➧✰✒❊➸➭➫❱➸➭➾❺➘ ➧❺➬r➥❊➫➅➪❐✃ ➦❱➫❱➩✚➫❱➥❊➦➨➶❊➩➭➯r➯r➩✧➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✦✘➲➯➴➘✑✜❱➦❱➯r➮❺➘ ➧❺➬r➥❊➫

ωi➘✩✜❀✜☞➩➭➯ ➸➭➩❳➥❊➫❱➪❱➩❳➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➸➭➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➬r➾♣➩✚➥❊➦✂➬r➪❱➯r➩➭➾✓✲ ➺■✏❄✖❩✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ✖ ◆✮✵✤✖ ✈ ➫➱➶❊➥❊➬ ➧✧➪❱➥❊➫❱➺✓❈✞➦❱➩❳➯r➩✑✜❱➾♣➥✞➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮✚➪❐✃ ➘✸➻✦▲
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ωp = ωs +ωi
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θ

a.o.

pk

sk

ik

α

β
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α
✲ ➾♣➩➭➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫✞➧

β
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θ
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kp = ks + ki.
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λp = 400 nm
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➪❱➩➲➺➭➥❊➫❱➮♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺Ô➩✖➪❐✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬❋✱✛➩➭➾①➪❱➩➭➮✚➬ ➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❱➮①➦❱➯ ➧❺➾❺➘✸➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➩➭➮✗✖

✸✘➩➹➧♣➧❺➩✬✒❊➸➭➥❊➻➷➸➹➧❺➾♣➬r➩✖➫❱➥❊➫❩▲✰➺➭➥❊➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➬ ➾♣➩✶✲
α =

❏▼✧▼❜ ◦ ➩➹➧ θ =
❏ ❋✠✧ ➳ ◦ ✵✚➘❀➦❱➫✏➘✸➦➨➧❺➾♣➩➽➘ï➶ ➘✸➫✞➧♠➘✩✒❊➩❀❮☞➩➭➯r➯r➩✖➩➭➮◗➧➧❺➾❊❏➭➮✓✜❱➾♣➥✞➺✤✪❱➩➅➪❱➩➽➯➴➘✶✒❊➸➭➥❊➻■➸➹➧❺➾❺➬ ➩☎✲

α ≈ 4◦
✵❑✜☞➥❊➦❱➾✒➯➴➘✩❈✞➦❱➩➭➯r➯r➩✴➥❊➫✏➸➭➯r➬r➻➷➬ ➫❱➩✖➯✢✃ ➩■❢✌➩➹➧❳➪❱➩❅✚✁�①➘✸➯✴❃Ý➥✩❢◆✣✴➮❊✜✛➘ ➧❺➬➴➘✸➯

➩➭➫❥➧❺➾♣➩✧➯➴➘❨✜☞➥❊➻✛✜☞➩①➩➹➧●➯r➩①➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯❦✧ ➩■❢✌➩➹➧●➪☛✡✛✘✒➯✢✃ ➘✸➫❱➬r➮♣➥✸➧❺➾♣➥✠✜❱➬ ➩✘➪❱➦✛✥❡✥ ✈ ✖✠♠●➫■➩■❢✌➩➹➧❃➪✛➘✸➫❱➮●➦❱➫➅➻➷➬r➯r➬ ➩➭➦➽➦❱➫❱➬➴➘❅❒➨➩
➧❺➩➭➯✻❈✞➦❱➩✘➯r➩✰✥❡✥ ✈ ✧❅➯r➩●➶❊➩➭➺➹➧❺➩➭➦❱➾✭➪❱➩✺❂✆➥❝✔❈➫❥➧❺➬r➫❀✒

Sp

➪❱➩✯➯✢✃ ➥❊➫❱➪❱➩✰✜☛➥❊➻✛✜☞➩❨✲✔➥✸➫❱➪❱➩✘➩❍❒❈➧❺➾❺➘✸➥❊➾♣➪❱➬r➫✛➘✸➬r➾♣➩✕✵✌➮♣➩✺✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❊➩
➘Ô➶❊➩➭➺➷➦❱➫ ➘✸➫❀✒❊➯r➩

ρ
✲✔➘✸➫❀✒❊➯r➩➅➪❱➩■➪❱➥❊➦❱➼❱➯r➩■➾♣➸■✏ ➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫♦✵✤✧❹➪❱➸✗✜☛➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧➽➪❱➩

θ
✧✷✜✛➘✸➾➲➾❺➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧❤✘✂➮♣➥❊➫✠➶❊➩➭➺➹➧❺➩➭➦❱➾

➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩
kp

✧✸➘✸➯r➥❊➾♣➮❇❈✞➦❱➩
S
➩➹➧

k
➮♣➥❊➫✞➧✭➺➭➥❊➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➬r➾◗➩➭➮❇✜☞➥❊➦❱➾✄➯r➩✯➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯❈➩➹➧✭➯✢✃ ➬r➪❱➯ ➩➭➾✗✖❝❱✩➬r➫❱➮♣➬❦✧❝✜☛➥❊➦❱➾✄➦❱➫■➘✸➺➭➺➭➥❊➾♣➪➽➪❱➩

✜❀✪✛➘✸➮♣➩❳➺➭➥❊➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➬r➾◗➩✩➪❱➩✒➧✢✔❩✜☞➩ ❊ ✧➨➯r➩➭➮✺✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦❈❒✶✜☞➥❊➻✛✜☞➩✒➩➹➧✧➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯❦✧❈➪❱➩✒➪❱➬➴➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩✩➪❍✧➨➫❱➩❳➮♣➩❳➮♣➦❀✜☞➩➭➾❊✜☛➥❊➮♣➩➭➫✞➧
✜❱➯r➦❱➮①➘✸➦❩▲✰➪❱➩➭➯ ✘✴➪❐✃ ➦❱➫❱➩❳➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩

LE = d/ tan ρ
✧➨➺➭➩✑❈✞➦❱➬❐➫✞➦❱➬ ➧✽✘✴➯✢✃ ➩✘✕➷➺Ô➘✸➺➭➬ ➧❺➸✒➪❱➩✒➯✢✃ ➩■❢✌➩➹➧❡✜✛➘✸➾❺➘✸➻➷➸➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩✩✖

❱❑✱✛➫❧➪❐✃ ➘✸➦❀✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➩➭➾✒➯➴➘Û➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾✒➪❐✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫❍✧☞➥❊➫✟✜☛➩➭➦➨➧➲➦➨➧❺➬r➯r➬r➮♣➩➭➾✩➦❱➫❱➩✦✒❊➸➭➥❊➻➷➸➹➧❺➾♣➬r➩✴➫❱➥❊➫❩▲✰➺➭➥❊➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➬ ➾♣➩
➪✛➘✸➫❱➮✯➯➴➘✩❈✞➦❱➩➭➯r➯r➩①➯r➩➭➮❃➶❊➩➭➺➹➧❺➩➭➦❱➾♣➮✘➪❱➩❨❂✆➥✕✔❈➫✞➧❺➬r➫❀✒✖➪❱➩✚➯r➘✿✜☛➥❊➻✛✜☞➩ ➩➹➧✘➪❱➦➷➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✛➮♣➩❑✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❊➩➭➫❥➧✯➪✛➘✸➫❱➮✯➯➴➘❳➻✟✞➭➻➷➩
➪❱➬r➾♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫❍✧✛➬❦✖ ➩✩✖

ρ = α
✲ ➺■✏❄✖③✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ✖ ❞✮✵✤✖ ✈ ➫✈➻➷➥❊➫✞➧❺➾♣➩✖➘✸➯r➥❊➾♣➮❑❈✞➦❱➩❅✜☞➥❊➦❱➾✚➦❱➫✏➘✸➫❀✒❊➯r➩

α
✜❱➾♣➥❈➺✫✪❱➩✴➪❱➩◗❑ ◦ ➯➴➘➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾

LE

➪❱➩➹➶❈➬r➩➭➫❥➧❳➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧✩➮♣➦❀✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾♣➩☎✲ ∼ 6
➻➷➻✶✵P✘❀➯➴➘➷➯r➥✸➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾✩➪❱➩➭➮✒➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➦❈❒✈➩➭➻✛✜❱➯r➥✕✔❥➸➭➮

✪✛➘✸➼❱➬ ➧❺➦❱➩➭➯r➯r➩➭➻■➩➭➫✞➧■➪✛➘✸➫❱➮➷➯r➩➭➮ ✈ ❂ ❱➌➩➹➧❀➺➭➩➭➺➭➬❑❈✞➦❱➩➹➯r➯r➩❲❈✞➦❱➩Ý➮♣➥❊➬ ➧➷➯➴➘✏➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾■➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✈➪✛➘✸➫❱➮➷➯r➩➱➶❈➬r➮♣➬r➼❱➯r➩✩✖
✸✘➩✗✜☞➩➹➫❱➪✛➘✸➫✞➧❜✧✌➮♣➬✆➥❊➫❲✏✔➘Ô➶❥➥❊➾♣➬r➮♣➩✖➯r➩➲➾♣➩➭➺➭➥❊➦➨➶❈➾♣➩➭➻➷➩➭➫✞➧✒➮❊✜✛➘ ➧❺➬➴➘✸➯✵➪❱➩✴➯➴➘✹✜☞➥❊➻✛✜☛➩✖➩➹➧✒➪❱➦✳➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯❦✧✛➥❊➫✈➪❱➸■✏✔➘Ô➶❊➥❊➾♣➬r➮♣➩
➯r➩✴➾♣➩➭➺➭➥❊➦➨➶❈➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧➲➮❊✜✛➘ ➧❺➬➴➘✸➯✆➩➭➫✞➧❺➾♣➩➽➯➴➘②✜☞➥❊➻✛✜☛➩➽➩➹➧❳➯✢✃ ➬r➪❱➯r➩➭➾❑❈✞➦❱➬✄➩➭➮◗➧➲➻❀➘❅❒➨➬r➻❀➘✸➯❉✜☛➥❊➦❱➾

α = −3◦
✠ ❏▲■✓☛❦✖ ✈ ➫

✜☞➩➭➦➨➧①➘ ➯r➥❊➾♣➮❃➮♣➩✚➪❱➩➭➻❀➘✸➫❱➪❱➩➭➾✯➮➭✃ ➬r➯❱➶ ➘✸➦➨➧✘➻➷➬r➩➭➦❈❒➷➘Ô➶❊➥❊➬r➾●➦❱➫❱➩✩➯ ➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾
LE

➸➭➯ ➩➹➶❥➸➭➩❑✜☞➥❊➦❱➾❃➯r➩ ➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✛➥❊➦✛✜☞➥❊➦❱➾
➯✢✃ ➬r➪❱➯ ➩➭➾✗✧❱➥❊➦Ý➩➭➫❱➺➭➥❊➾♣➩✴➮➭✃ ➬r➯❹➩➭➮◗➧❨✜❱➾♣➸■✏ ➸➭➾❺➘✸➼❱➯r➩➲➪❱➩➲➧❺➾♣➥❊➦➨➶❊➩➭➾✚➦❱➫Ý➺➭➥❊➻✛✜❱➾♣➥❊➻➷➬r➮✧➩➭➫❥➧❺➾♣➩✖➯r➩➭➮ ➪❱➩➭➦❈❒✯✖✯❴✵➘■➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫
➫✞➦❱➻➷➸➭➾♣➬✴❈✞➦❱➩❀➪❱➩➭➮➽➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✴➪❱➩②✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❥➘ ➧❺➬r➥❊➫ ❊ ✖●❋✶❜♣✘ ❊ ✖●❋✳❞✈➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮♣➸➭➩✛✜✛➘✸➾✦♥➲➘✸➯r➩➷➩❍➧■➘✸➯❦✖✵➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧❺➩❀➦❱➫❱➩
➾♣➸✗✜☞➥❊➫❱➮♣➩✽✘✩➺➭➩➹➧♣➧❺➩❡❈✞➦❱➩➭➮◗➧♠➬ ➥❊➫❍✖✮✸✘➩➭➮●➮♣➬r➻➽➦❱➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮✆➻➷➥❊➫❥➧❺➾♣➩➭➫❥➧◗❈✞➦❱➩✧➯✢✃ ➥❊➫✴➥❊➼➨➧❺➬r➩➭➫❥➧✭➪❱➩➭➮◗✜❱➦❱➬r➮♣➮❺➘✸➫❱➺➭➩➭➮●➪❱➩①➮♣➥❊➾◗➧❺➬r➩
➪❱➦✂➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯☞➪❱➦✂➻✟✞➭➻➷➩✒➥❊➾♣➪❱➾♣➩✒➪❱➩✓✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➩➭➦❱➾✽✜☞➥❊➦❱➾

α = 3,7◦
➩➹➧

α = −3◦
✖③✸✘➩✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧✚➮♣➩➭➦❱➯❹➦❱➫Ý➘ ➫❀✒❊➯r➩

α = 3,7◦
✲✔➘✸➫❀✒❊➯r➩✦✏✔➘ï➶❊➥❊➾♣➬r➮❺➘✸➫❥➧✴➯r➩➷➾♣➩➭➺➭➥❊➦➨➶❈➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧➽➮❊✜✛➘ ➧❺➬➴➘✸➯❃➪❱➩❀➯➴➘☎✜☞➥❊➻✛✜☞➩➷➩➹➧➽➪❱➦▲➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯ ✵✑✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧✴➪❱➩

✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➾◗➶❊➩➭➾➅➦❱➫❱➩❀➼☞➥❊➫❱➫❱➩②❈✞➦✛➘✸➯r➬ ➧❺➸➷➮❊✜✛➘ ➧❺➬➴➘✸➯r➩✹✜☞➥❊➦❱➾✴➯r➩✹✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦ ➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯ ✠ ❏▲■✓☛❦✖ ✈ ➫❵➘✈➪❱➥❊➫❱➺❀➪❱➥❊➦❱➼❱➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧
➬r➫❥➧❺➸➭➾✜✞➹➧❑✘■➺✫✪❱➥❊➬r➮♣➬r➾

α = 3,7◦
✖

❵ ➩➭➮◗➧❺➩✶✘✂➾♣➸➭➮♣➥❊➦❱➪❱➾♣➩Û➯ ➩✛✜❱➾♣➥❊➼❱➯✴❏➭➻➷➩■➪❱➦▲➪❱➸➭➮❺➘✸➺➭➺➭➥❊➾♣➪ ➪❱➩➷➶❈➬ ➧❺➩➭➮♣➮♣➩❀➪❱➩✛✒❊➾♣➥❊➦❀✜☞➩➷➩➭➫❥➧❺➾♣➩❀➯➴➘●✜☞➥❊➻✛✜☞➩■➩➹➧
➯r➩Û➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯❦✖◆❴❉✘❧➘✸➦❱➮♣➮♣➬❦✧✭➦❱➫❱➩●✒❊➸➭➥❊➻➷➸➹➧❺➾♣➬r➩Û➫❱➥❊➫❩▲✰➺➭➥❊➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➬ ➾♣➩②✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧■➪❐✃ ➩➭➫✐➘ ➧♣➧❺➸➭➫❈➦❱➩➭➾➅➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾❺➘✸➼❱➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧
➯r➩➭➮✩➺➭➥❊➫❱➮♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫✛➺➭➩➭➮❜✖✷❂✄➥❊➦❱➾✩➯✢✃ ➥❊➫❱➪❱➩➽➮♣➬✴✒❊➫✛➘ ➯❇✜☞➥❊➯➴➘✸➾♣➬r➮♣➸➭➩✴➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫❥➧❳➯✢✃ ➘❅❒➨➩✴➥❊➾♣➪❱➬r➫✛➘✸➬r➾♣➩✖➪❱➦✏➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯❦✧☛➯➴➘➷➶❈➬ ➧❺➩➭➮♣➮♣➩



✑✌✍✁� ✁✎✢ ☎✞✦✑✝ ✁ ✂ ✟✒☞✆✟ ✡ ✂ ✂✧✡✜✂✧✢✣✚✔✟☛✡✕✝✄✂☛✟ ☞ ✂ ☎✁✟☛✝✄✂☛✟ ☞ � ✓✔✤ ✄ ✁ ✓✔✦✑✝✑✤✞✚ ✂✧✝ ✡✌☞ ❋✩❞
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V
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pkα ρ
�✂✁☎✄✝✆✾❊ ✖●❋ï➚ ✎❧♥❳➸➭➥✸➻➷➸➹➧❺➾♣➬r➩Û➫❱➥❊➫❩▲✰➺➭➥❊➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➬ ➾♣➩➷➶❈➬r➮❺➘✸➫❥➧✛✘✳➥✠✜➨➧❺➬r➻➷➬ ➮♣➩➭➾➽➯r➩Û➾♣➩➭➺➭➥❊➦➨➶❈➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧■➧❺➩➭➻✛✜☛➥❊➾♣➩➭➯①➪❱➩➱➯➴➘
✜☞➥❊➻✛✜☛➩②✲ ➾♣➩➭➺➹➧♠➘✸➫❀✒❊➯r➩❳➼❱➯➴➘✸➫❱➺✕✵✘➩➹➧✚➪❱➦Ý➮♣➬✴✒❊➫✛➘ ➯✙✲ ➾♣➩➭➺➹➧♠➘✸➫❀✒❊➯r➩✿✒❊➾♣➬r➮✫✵✤✖

➪❱➩✶✒❊➾♣➥❊➦❀✜☞➩❀➩➭➮◗➧➅➺➭➥❊➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➬r➾♣➩❀➘Ô➶❊➩➭➺Û➯r➩➷➶❥➩➭➺➹➧❺➩➭➦❱➾➅➪❐✃ ➥✸➫❱➪❱➩✩✖❙❂✄➘✸➾✴➺➭➥❊➫✞➧❺➾♣➩✶✜☛➥❊➦❱➾➽➯✢✃ ➥❊➫❱➪❱➩②✜☛➥❊➻✛✜☞➩②✜☞➥❊➯➴➘✸➾♣➬r➮♣➸➭➩
➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧ ➯✔✃ ➘❅❒➨➩❳➩❍❒❈➧❺➾❺➘✸➥❊➾♣➪❱➬r➫✛➘✸➬r➾♣➩✩➯➴➘✖➶❈➬ ➧❺➩➭➮♣➮♣➩➲➪❱➩✓✒❊➾♣➥❊➦❀✜☛➩❳➩➭➮◗➧ ➪✛➘✸➫❱➮✧➯➴➘➽➻✟✞➭➻➷➩✩➪❱➬r➾♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫●❈✞➦❱➩❳➯r➩✩➶❊➩➭➺➹➧❺➩➭➦❱➾
➪❱➩✛❂✆➥✕✔❈➫❥➧❺➬r➫❀✒✂➪❱➦⑤✏✔➘✸➬ ➧❳➪❱➩➅➯➴➘Û➪❱➥❊➦❱➼❱➯r➩➅➾♣➸■✏ ➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫❍✖❍♠●➫❧➮♣➩■➾♣➸■✏ ➸➭➾❺➘✸➫❥➧❅✘Û➯➴➘②✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ✖●❋ï➚➱➥❊➫✏➶❊➥❊➬ ➧✓❈✞➦❱➩■➯r➩
➻➷➩➭➬r➯r➯ ➩➭➦❱➾①➾♣➩➭➺➭➥❊➦➨➶❈➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✚➧❺➩➭➻✛✜☛➥❊➾♣➩➭➯❹➩➭➮◗➧✚➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❲✜☞➥❊➦❱➾

vg,s cos α = vg,p cos ρ,
✲ ❊ ✖ ➳❁❑✻✵

➮♣➥❊➬ ➧✓✜☞➥❊➦❱➾
6,6◦ ≤ α ≤ 8,5◦

➯ ➥❊➾♣➮❆❈✞➦❱➩
600 ≤ λs ≤ 700 nm

✖ ✈ ➫❧➩➭➮◗➧✖➘✸➯r➥❊➾♣➮❳➯ ➬r➻➷➬ ➧❺➸✴➮♣➩➭➦❱➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧❤✜✛➘✸➾
➯r➩❤✜❱➾♣➥❊➼❱➯✴❏➭➻➷➩➲➪❱➦✳➾♣➩➭➺➹➥❊➦➨➶❈➾♣➩➭➻➷➩➭➫✞➧✒➮❊✜✛➘ ➧❺➬➴➘✸➯❦✖ ✸✘➩✗✜☛➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧❜✧✯✜☞➥❊➦❱➾

α = 3,7◦
➯➴➘■➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾✚➪❐✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫

LGDM

➶ ➘✸➦➨➧❲✘❧✜☛➩➭➦ ✜❱➾❊❏➭➮ ❋❧➻➷➻❲✧✯➺✸✃ ➩➭➮◗➧❯▲❄✘❝▲✰➪❱➬r➾♣➩✳❈✞➦❐✃ ➩➭➯r➯r➩✳➩➭➮◗➧✂➪❱➦❪➻✟✞➭➻➷➩✳➥❊➾♣➪❱➾♣➩✏➪❱➩⑤✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➩➭➦❱➾●❈✞➦❱➩
➯✢✃ ➸✗✜✛➘✸➬r➮♣➮♣➩➭➦❱➾➲➪❱➦✠➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯✭➪❱➩②✥❡✥ ✈ ✧❐➺➭➩✛❈✞➦❱➬●➫❱➩➷➪❱➩➹➶❈➾❺➘✸➬ ➧✿✜✛➘✸➮❳➧❺➾♣➥✠✜✠➯r➬r➻■➬ ➧❺➩➭➾✒➯✢✃ ➩✘✕➷➺Ô➘✸➺➭➬ ➧❺➸■➪❱➦⑥✜❱➾♣➥❈➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮
✜✛➘✸➾❺➘✸➻➷➸➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩✩✖

♠●➫▲➺➭➥❊➫❱➺➭➯r➦❱➮♣➬r➥❊➫❍✧❹➥❊➫▲➾♣➩➹➧❺➬r➩➭➫❱➪❱➾❺➘✂➪❱➩➷➺➭➩➹➧♣➧❺➩②✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✹❈✞➦❱➩➷➮♣➬❃➯✢✃ ➥❊➫✠➪❱➸➭➮♣➬r➾♣➩➷➥❊➼➨➧❺➩➭➫❱➬r➾➲➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❧➯➴➘
✜❱➯r➦❱➮❀➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➩♣✜☞➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩❧✲ ➬❦✖ ➩❪✖✯➯➴➘✠➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾➷➪❱➩✈➼✛➘✸➫❱➪❱➩✏➘ ➻✛✜❱➯r➬❋✱✛➸➭➩Ý➯➴➘✟✜❱➯r➦❱➮②✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➩✕✵■➥❊➫ ➮♣➩✳✜❱➯➴➘✸➺➭➩➭➾❺➘✍✘
α = 3,7◦

✧❃➧♠➘✸➫❱➪❱➬r➮②❈✞➦❱➩✈➮♣➬✩➯✢✃ ➥❊➫❦➮♣➥❊➦❀✪✛➘✸➬ ➧❺➩Ý➦❱➫❱➩✳➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✐➾❺➘✸➬r➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➼❱➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧❀➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➩❧✲ ∼ 30
✏ ➮✫✵✤✧

➻❀➘✸➬r➮✓✜❱➯r➦❱➮➲➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩➷➥❊➫✠➮♣➩✛✜❱➯➴➘✸➺➭➩➭➾❺➘❲✘
α ≃ 7◦

✖✵➵✒➘✸➫❱➮➲➧❺➥❊➦❱➮✖➯r➩➭➮➲➺Ô➘✸➮✗✧✵➥❊➫✠➥❊➼➨➧❺➬r➩➭➫❥➧✖➩➭➫▲➮♣➥❊➾◗➧❺➬r➩➅➪❱➩
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➻❀➘✸➬r➮❤✜✛➘✸➮❅✏ ➥❊➾♣➺➭➸➭➻➷➩➭➫❥➧✴➧❺➾❊❏➭➮➽➬r➫✞➧❺➩➭➫❱➮♣➩➭➮☎✲ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩②✜✛➘✸➾➽➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫ ∼ ❋
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➘✸➪❱➥✠✜➨➧❺➸➲➦❱➫✈➻➷➥❊➫❥➧♠➘✩✒❊➩✖➘✸➫✛➘✸➯r➥✠✒❊➦❱➩✿✘■➺➭➩➭➯r➦❱➬❹➪❱➸➹➶❥➩➭➯r➥✩✜❀✜☞➸❅✜✛➘ ➾✩➵✩➩➽➤❈➬r➯ ➶❊➩➭➮◗➧❺➾♣➬❹➩➹➧✒➘✸➯❦✖ ✠ ❑✻◆✓☛❦✖ ✥✚➫Ý➧❺➩➭➯❹➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩
➩➭➮◗➧✶✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➺➭➦❱➯r➬✴❏➭➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧➷➼❱➬r➩➭➫❜➘✸➪✛➘❪✜➨➧♠➸❲✜☞➥❊➦❱➾❀➯✢✃ ➸➹➧❺➦❱➪❱➩♣✜☛➥❊➻✛✜☞➩✤▲✰➮♣➥❊➫❱➪❱➩✈➪❱➩✈➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩➭➮➷➥❊➾❊✒❥➘ ➫❱➬✴❈✞➦❱➩➭➮❀➩➭➫
✜❀✪✛➘✸➮♣➩✂➯r➬✴❈✞➦❱➬r➪❱➩❪✧✄➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩➭➮➷➫❱➩➱➫❱➸➭➺➭➩➭➮♣➮♣➬ ➧♠➘✸➫✞➧✹✜✛➘✸➮■➪❱➩➹➮■➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❱➮✴➧❺➾❊❏➭➮■➸➹➫❱➩➭➾❊✒❊➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮✗✧❃➩➹➧■➥✩★➆➯r➩➭➮
➪▼✔❈➫✛➘✸➻➷➬✴❈✞➦❱➩➭➮✧➮♣➥❊➫❥➧✧➩❍❒❈➧❺➾✜✞➭➻➷➩➭➻➷➩➭➫❥➧ ➾❺➘✩✜❱➬r➪❱➩➭➮✿✲ ∼ ➳✸➚❤✏ ➮✫✵ ✠ ❑✻❞✓☛❦✖❀q✚➥❊➦❱➮ ➘Ô➶❊➥❊➫❱➮✧➪❱➥❊➫❱➺❳➾♣➸Ô➘✸➯r➬ ➮❺➸✩➦❱➫➱➻➷➥❊➫✞➧♠➘✩✒❊➩
➫❐✃ ➦➨➧❺➬r➯r➬r➮❺➘✸➫❥➧✰❈✞➦❱➩✒➪❱➩➭➮✘➥✠✜➨➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮✘➾♣➸ ✥✛➩➭➺➹➧❺➬ ➶❥➩➭➮❡✜☞➥❊➦❱➾✯➺➭➥❊➯r➯r➬r➻➷➘ ➧❺➩➭➾❃➩➹➧✺✏ ➥✞➺Ô➘✸➯r➬r➮♣➩➭➾✯➯r➩✚➺➭➥❊➫❥➧❺➬r➫✞➦❱➦❱➻✥➪❱➩✩➯r➦❱➻➷➬✴❏➭➾♣➩
➼❱➯➴➘✸➫❱➺✫✪❱➩✖➘Ô➶✸➘✸➫❥➧✩➘✸➻✛✜❱➯r➬❋✱✛➺Ô➘ ➧❺➬ ➥❊➫❍✖▼❱✩➬r➫❱➮♣➬❦✧❱➥❊➫Ý➻➷➬r➫❱➬ ➻➷➬ ➮♣➩✒➯➴➘➅➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫✂➬r➫✞➧❺➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧❺➩❳➮♣➦❱➾✚➯r➩❳➺➭➥❊➫❥➧❺➬r➫✞➦❱➦❱➻❲✧
➩➹➧ ➥❊➫✶✏✔➘Ô➶❥➥❊➾♣➬r➮♣➩✒➯r➩✒➾♣➩➭➺➭➥❊➦➨➶❈➾♣➩➭➻➷➩➹➫✞➧✧➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯✌➪❐✃ ➦❱➫❱➩✿✜❱➯r➦❱➮①➯➴➘✸➾❊✒❊➩✑✜☛➥❊➾◗➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➦➱➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➲➪❱➦✂➺➭➥❊➫❥➧❺➬r➫❈➦❱➦❱➻
➘Ô➶❊➩➭➺➲➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫②✜☞➥❊➻✛✜☞➩✩✧➨➺➭➥❊➫❱➪❱➦❱➬r➮❺➘✸➫❥➧❑✘➽➦❱➫❱➩✑✜❱➯r➦❱➮✽✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➩✒➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾✘➪❱➩❳➼✛➘✸➫❱➪❱➩➲➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➸➭➩✩✧➨➩➹➧✧➪❱➥❊➫❱➺
✘➅➪❱➩➭➮✚➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫❱➮❡✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯r➯r➩➭➻■➩➭➫✞➧✽✜❱➯r➦❱➮✧➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➩➭➮✗✖
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L am e // à 4%

L am e λ/2

L am e   λ/2

dél ai

Pol ar i seur

D ensi tés

f =100

L am e saphi r  
              3 m m

f =25

V ue de dessus

f =250 f =250
800 nm

C onti nuum Signal
~ 5 µ J

1,5 µ J

60 µ J

(
(V ue de côté

6,4°400 nm
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➯➴➘☎✏ ➥❈➺Ô➘✸➯r➬r➮❺➘ ➧❺➬ ➥❊➫✠➪✛➘✸➫❱➮➽➯➴➘✈➯➴➘✸➻➷➩■➪❱➩Û➮❺➘✩✜❀✪❱➬r➾✴➩➭➮◗➧➅➼❱➬r➩➭➫❵➾♣➸✗✒❊➯ ➸➭➩✩✧✄➯r➩✛✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦❵➘✈➯✢✃ ➘✸➯r➯ ➦❱➾♣➩➷➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫✞➧❺➩✈❮✄➥❊➫
➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➩✘➦❱➫❱➩❃➧♠➘✸➺✤✪❱➩❃➯➴➘✸➬ ➧❺➩➭➦❱➮♣➩✯➘✸➦✖➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➩✩✧ ➩➭➫❥➧❺➥❊➦❱➾♣➸➭➩✘➪❐✃ ➦❱➫➽➘ ➫❱➫❱➩Ô➘✸➦✴➻❀➘✸➾♣➾♣➥❊➫❍✖❝❴✵➘ ➪❱➬ ➮❆✜☛➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫✖➬r➫✞➧❺➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧❺➩
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2
✘ ❜✸➚❊➚✏➫❱➻

★◗➦❱➮❊❈✞➦❐✃ ✘❃❋✶❜✸➚❊➚●✏ ➮
2
✘ ❍✸➚❊➚✂➫❱➻ ✠ ❑✻■✓☛❦✖✆➤❈➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧✴➯✢✃ ➩❍❒➨➩➭➻✛✜❱➯r➩■➪❱➩❀➵✩➩➱➤❈➬r➯ ➶❊➩➭➮◗➧❺➾♣➬●➩➹➧➽➘✸➯❦✖ ✠ ❑✻◆✓☛❦✧✵➥❊➫⑥✜☞➥❊➦❱➾♣➾❺➘✸➬ ➧

➘✸➦❱➮♣➮♣➬①➦➨➧❺➬r➯r➬r➮♣➩➭➾✴➦❱➫❱➩➱➯➴➘✸➻➷➩➷➪❱➩ ❋➱➻➷➻❲✧✆➺➭➩●❈✞➦❱➬✧➘✸➦❱➾❺➘✸➬ ➧✬✜☞➥❊➦❱➾➅➘ï➶ ➘✸➫❥➧♠➘✩✒❊➩➱➪❱➩Û➪❱➬r➻➷➬r➫✞➦❱➩➭➾✴➯➴➘✈➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫
❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖◗✸✯➩✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧❜✧✄➬r➯●➮➭✃ ➘ï➶✠❏➭➾♣➩②❈✞➦❐✃ ➘ï➶❊➩➭➺Û➦❱➫❱➩➷➯➴➘✸➻➷➩■➪❱➩➷➺➭➩➹➧♣➧❺➩❀➸✗✜✛➘✸➬r➮♣➮♣➩➭➦❱➾✴➯r➩■➺➭➥❊➫✞➧❺➬r➫✞➦❱➦❱➻❶➩➭➮◗➧
➼☞➩Ô➘✸➦❱➺➭➥❊➦❀✜❙➻■➥❊➬r➫❱➮✂➮◗➧♠➘✸➼❱➯r➩✩✖❑❴●✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➬ ➧❺➸❧➯r➦❱➻➷➬r➫❱➩➭➦❱➮♣➩❧➪✛➘✸➫❱➮Ý➯➴➘➆➯➴➘✸➻➷➩✏➩➭➮◗➧✳➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➸➭➩⑥✘✐➯✢✃ ➘✸➬r➪❱➩✏➪❐✃ ➦❱➫
➩➭➫❱➮♣➩➭➻➽➼❱➯r➩✳➺➭➥✸➫❱➮♣➧❺➬ ➧❺➦❱➸✈➪❐✃ ➦❱➫❱➩✳➯➴➘✸➻➷➩✂➪❱➩➭➻➷➬ ▲✰➥❊➫❱➪❱➩✩✧❃➪❐✃ ➦❱➫❫✜☞➥❊➯➴➘✸➾♣➬r➮♣➩➭➦❱➾➷➩➹➧Û➪❱➩✈➪❱➩➭➫❱➮♣➬ ➧❺➸➭➮Û➥✠✜➨➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮✗✧✘➺➭➩➭➺➭➬
➘❪✱✛➫✐➪❐✃ ➥❊➼➨➧❺➩➭➫❱➬r➾➅➦❱➫✐➺➭➥❊➫❥➧❺➬r➫❈➦❱➦❱➻ ➮◗➧♠➘✸➼❱➯r➩✂➩➹➧➷➻➷➥❊➫❱➥❪▲❣✱✛➯r➘✸➻■➩➭➫✞➧❜✖◗❴❹➩●✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦➆➸➭➻➷➩➭➾❊✒❊➩Ô➘✸➫❥➧➷➪❱➩✂➯➴➘✳➯➴➘✸➻➷➩
➪❱➩✏➮❺➘✩✜❀✪❱➬r➾Û➩➭➮◗➧✂➪❱➬ ➶❊➩➭➾❊✒❊➩➭➫❥➧✂➩❍➧☎✜☞➥❊➯➴➘✸➾♣➬ ➮❺➸❲✪❱➥❊➾♣➬✴❳➭➥❊➫✞➧♠➘✸➯r➩➭➻■➩➭➫✞➧❜✧❃➺✸✃ ➩➭➮◗➧♣✘ ➪❱➬r➾♣➩✈➮❺➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧✂➯✢✃ ➘❅❒➨➩✳➥❊➾♣➪❱➬r➫✛➘✸➬ ➾♣➩
➪❱➦ ➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯●➫❱➥❊➫❩▲✰➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➬r➾◗➩✩✖❇✸✘➩➭➯r➦❱➬ ▲✰➺➭➬●➩➭➮◗➧➽➦❱➫❧✥❡✥ ✈ ➪❱➩➷➧✢✔❩✜☞➩ ❊ ✧❹➧♠➘✸➬r➯r➯ ➸✛✘

29◦
✧✆➪❐✃ ➸✗✜✛➘✸➬r➮♣➮♣➩➭➦❱➾ ❋❀➻➷➻❲✖ ❊ ➯

➩➭➮◗➧➲➩➭➫❱➮♣➦❱➬ ➧❺➩■➘✸➻➷➩➭➫❱➸➽➩➹➧✑✏ ➥❈➺Ô➘✸➯r➬r➮♣➸✴➪✛➘✸➫❱➮❳➯r➩➽➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯✆➪❱➩✹✥❡✥ ✈ ✜✛➘✸➾❳➪❱➩➭➮❳➻➷➬r➾♣➥❊➬ ➾♣➮✒➘✸➾❊✒❊➩➭➫❥➧❺➮✗✖❅✥✚➫❱➩➽➯r➬✴✒❊➫❱➩✬✘
➾♣➩➹➧♠➘✸➾♣➪♣✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧✩➪❱➩✿✏✔➘✸➬r➾♣➩❳➶✸➘✸➾♣➬r➩➭➾ ➮♣➥❊➫✳➾♣➩➹➧♠➘✸➾♣➪♣✜✛➘✸➾ ➾❺➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧✑✘■➯➴➘✹✜☞➥❊➻✛✜☞➩✩✧✛➩➹➧✒➪❱➩✖➮♣➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫❱➫❱➩➭➾✗✧☞➘✸➬r➫❱➮♣➬❦✧
➯➴➘✈➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾✴➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➱➘✸➻✛✜❱➯r➬❋✱✛➸➭➩✩✖❇q✚➥✸➧❺➥❊➫❱➮✬❈✞➦❱➩➱➯➴➘✈➻❀➘❝★◗➩➭➦❱➾♣➩②✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩❀➪❱➩➭➮ ❋✠✧▼❍

µJ
➻➷➩➭➮♣➦❱➾♣➸➭➮➅➘✩✜❱➾❊❏➭➮➅➯➴➘

➯➴➘✸➻➷➩❀➪❱➩✂➮❺➘✩✜❀✪❱➬r➾✬✜❱➾♣➥❅➶❈➬r➩➭➫❥➧■➪❱➦❧✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦ ✘ ■❊➚❊➚✳➫❱➻❲✖❙❴●✃ ➘✸➦➨➧❺➾♣➩●✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩Û➪❱➦❧✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦s✜❱➾♣➥ï➶❥➩➭➫✛➘✸➫❥➧➷➪❱➦
❵✽♥✓❱✷➩➭➮◗➧➲➪❱➥❊➦❱➼❱➯r➸➭➩➅➪✛➘✸➫❱➮❳➦❱➫✠➺➹➾❺➬ ➮♣➧♠➘✸➯✄➪❱➩✹✥❡✥ ✈ ❊ ✧

θ = 29◦
✧❐➪❐✃ ➸✗✜✛➘✸➬r➮♣➮♣➩➭➦❱➾ ❋➅➻➷➻❲✖ ✥✚➫❱➩➅➯➴➘✸➻➷➩✴➪❱➩➭➻➷➬ ▲



➳❁❑ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✏✑✌✍✎✠✎✝✑✏✒☎✁✓✔✏✕✝✠✟☛✝✑✖✗☞✕✘✙☎✛✚✜✡✕✝✑✢✣☞✜✤✥✟✠✂✧✦

➥❊➫❱➪❱➩❨✜❱➯r➘✸➺➭➸➭➩✒➘Ô➶✸➘✸➫❥➧✘➯r➩✚➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯✛➪❱➥❊➦❱➼❱➯r➩➭➦❱➾✙✏✔➘✸➬ ➧✯➩➭➫Û➮♣➥❊➾◗➧❺➩❑❈✞➦❱➩✩➯➴➘➲➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❱➩✑✪✛➘✸➾♣➻➷➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩✚➮♣➥❊➬ ➧✰✜☞➥❊➯➴➘✸➾♣➬ ➮♣➸➭➩
➶❊➩➭➾◗➧❺➬r➺Ô➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧P✲✔➘❅❒➨➩✧➩❍❒❈➧❺➾❺➘✸➥❊➾♣➪❱➬r➫✛➘✸➬r➾♣➩✯➪❱➦✹✥❡✥ ✈ ✵✤✖✮✸✘➩❡✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦➽➩➭➮◗➧❃➩➭➫❱➮♣➦❱➬ ➧❺➩✺✏ ➥❈➺Ô➘✸➯r➬r➮♣➸✘➩❍➧❃➮♣➦❀✜☛➩➭➾❊✜☞➥❊➮♣➸✚➘✸➦
➺➭➥❊➫❥➧❺➬r➫✞➦❱➦❱➻➓➪❱➩❳➯r➦❱➻➷➬❋❏➭➾♣➩✚➼❱➯➴➘✸➫❱➺✤✪❱➩✒➪✛➘✸➫❱➮①➯r➩✩➻➷➬r➯ ➬r➩➹➦➱➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾①➘Ô➶❊➩➭➺❳➦❱➫➱➻➷➬r➾♣➥❊➬ ➾✘➘✸➾❊✒❊➩➭➫❥➧✧➪❱➩❨✏ ➥❈➺➭➘✸➯r➩
f = 250

➻➷➻❲✧✌➺➭➩✛❈✞➦❱➬●➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☛➥❊➫❱➪❬✘➱➦❱➫❱➩■➬r➫✞➧❺➩➭➫❱➮♣➬ ➧❺➸➅➪❱➩ ∼ 100
♥✑❁ ❵ ➺➭➻

2
➪✛➘✸➫❱➮✖➯r➩➽➺➭➾♣➬r➮◗➧❍➘ ➯ �✯✜☞➥❊➦❱➾

➪❱➩➭➮➽➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➬ ➧❺➸➭➮➽➮♣➦❀✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾♣➩➭➮✗✧✄➥❊➫❵➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➩➱➦❱➫❱➩Û➪❱➸➹➧❺➸➭➾♣➬r➥❊➾❺➘ ➧❺➬r➥❊➫✠➪❱➦❧✜❱➾♣➥✩✱✛➯✯➧❺➾❺➘✸➫❱➮◗➶❊➩➭➾♣➮♣➩➱➪❱➦❬✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦❍✖
q✚➥✸➧❺➥❊➫❱➮✚➘✸➦❱➮♣➮♣➬✷❈✞➦❱➩✖➯r➩➭➮✧➪❱➩➭➦❈❒☎✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦❈❒✂➮♣➥❊➫❥➧P✏ ➥❈➺Ô➘✸➯r➬r➮♣➸➭➮①➪❱➩➹➶✸➘✸➫❥➧✩➯r➩❳➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯❐➪❱➩❤✥❡✥ ✈ ✖♦❴●✃ ➸➭➺➭➯➴➘✸➬r➾♣➩➭➻■➩➭➫✞➧
➪❱➦❪➺➭➾♣➬r➮◗➧❍➘ ➯✒➪❱➩⑥✥❡✥ ✈ ✜✛➘✸➾➱➯r➩✳✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦❪➪❱➩✟✜☛➥❊➻✛✜☞➩⑤✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧✂➘✸➯r➥❊➾♣➮➱➦❱➫❱➩✳✏ ➥❊➾◗➧❺➩✏➮♣➦❀✜☞➩➭➾ ✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺Ô➩➭➫❱➺➭➩
✜✛➘✸➾❺➘✸➻➷➸➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩✳✪❱➥❊➾♣➮❄▲✰➪❐✃ ➘❅❒➨➩❧➪✛➘✸➫❱➮➱➯r➩✳➶❈➬r➮♣➬r➼❱➯r➩✳➮♣➥❊➦❱➮✂➯r➘✍✏ ➥❊➾♣➻➷➩✳➪❐✃ ➦❱➫↔➺✗✐❊➫❱➩❧➪❱➩✏➯r➦❱➻➷➬✴❏➭➾♣➩✳➪❱➥❊➫❥➧✂➯✢✃ ➘❅❒➨➩
➺➭➥✁� ➫❱➺➭➬r➪❱➩➲➘ï➶❊➩➭➺✖➯➴➘➽➪❱➬r➾♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫✂➪❱➩✿✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❥➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➩➲➯➴➘✦✜☞➥❊➻✛✜☛➩✩✖ ✸✘➩✖➺✗✐❊➫❱➩➲➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✳➘✸➦❈❒✂➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾♣➮
➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➲➮♣➬✴✒✸➫✛➘✸➯✌➶❊➸➭➾♣➬❋✱☛➘✸➫❥➧ ➯➴➘➽➺➭➥❊➫❱➪❱➬ ➧❺➬r➥❊➫Û➪❐✃ ➘✸➺➭➺➭➥❊➾♣➪Ý➪❱➩✓✜❀✪✛➘✸➮♣➩➲➫❱➥❊➫❩▲✰➺➭➥❊➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➬ ➾♣➩✩✖▼❴●✃ ➘✸➫❀✒❊➯r➩✒➪❱➩✛❏▼✧▼❜ ◦ ➩➭➫❥➧❺➾♣➩➯r➩✩➺➹➥❊➫✞➧❺➬r➫✞➦❱➦❱➻✥➪❱➩✒➯r➦❱➻➷➬✴❏➭➾♣➩✚➼❱➯➴➘✸➫❱➺✫✪❱➩✩➩➹➧✧➯➴➘❤✜☛➥❊➻✛✜☞➩✑✘✴➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾✯➪❱➦Û➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯☞➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪☎✘✴➦❱➫✂➘ ➫❀✒❊➯r➩
➪❱➩✹◆▼✧ ❑ ◦ ➪✛➘✸➫❱➮✄➯✢✃ ➘✸➬r➾✗✖❪❂✆➥❊➦❱➾✭➘❪★◗➦❱➮◗➧❺➩➭➾✄➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➺➹➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧●➺➭➩➹➧❃➘✸➫❀✒❊➯r➩✯➩➹➧●➯✢✃ ➥❊➾♣➬r➩➭➫❥➧♠➘ ➧❺➬ ➥❊➫✖➪❱➦➅➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯❦✧❅➥❊➫✬✜❱➾♣➥❈➺✗❏➹➪❱➩➪❱➩❀➯➴➘Ý➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩➷➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫✞➧❺➩✈❮✆➯r➩➷➺✗✐❊➫❱➩Û➪❱➩❀➮♣➦❀✜☞➩➭➾ ✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫✛➺➭➩➱➩➭➮◗➧➅➺➹➥❊➫❱➮◗➧♠➬ ➧♠➦❱➸❀➪❱➩②✜❱➯r➦❱➮♣➬r➩➭➦❱➾♣➮➽➘✸➫❱➫❱➩Ô➘✸➦❈❒
➺➭➥❊➫❱➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮✭➪❱➥❊➫❥➧✭➯➴➘ ➺➭➥❊➦❱➯r➩➭➦❱➾✵➶✸➘✚➪❱➦❑★♣➘✸➦❱➫❱➩✘➘✸➦➽➾♣➥❊➦❀✒✸➩✩✖✩♠●➫✴➧❺➥❊➦❱➾♣➫✛➘✸➫❥➧✄➯r➩✯➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯❦✧ï➥❊➫❅✜☞➩➭➦➨➧ ★◗➥❊➦❱➩➭➾✆➮♣➦❱➾
➯r➩➅➾♣➩➭➺➭➥❊➦➨➶❈➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✴➪❱➩■➺➭➩➭➮✖➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✖➘✸➫❱➫❱➩Ô➘✸➦❈❒✯✖❇❴❹➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➬r➯r➮❳➮♣➩■➺✤✪❱➩➹➶ ➘✸➦❱➺✤✪❱➩➭➫❥➧✴➧❺➥❊➦❱➮✗✧❹➯✢✃ ➘✸➫❀✒❊➯r➩➽➪❐✃ ➘✩✜☞➩❍❒
➪❱➦✏➺✗✐❊➫❱➩✴➪❱➩➽➮♣➦❀✜☞➩➭➾ ✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩Ô➫❱➺➭➩✛✘❀➯✢✃ ➩❍❒❈➧❺➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾✩➪❱➦✏➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯✵➶ ➘✸➦➨➧ ◆▼✧ ❑ ◦ ✖✯♠●➫❱➮♣➦❱➬ ➧❺➩✩✧✌➬r➯✆➫❐✃ ✔✳➘②✜❱➯r➦❱➮❨❈✞➦❐✃ ✘➮♣➦❀✜☞➩➭➾❊✜☛➥❊➮♣➩➭➾❃➯r➩✰✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦➅➪❱➩❡✜☞➥✸➻✛✜☞➩①➩➹➧●➯r➩✘➺➭➥❊➫❥➧❺➬r➫✞➦❱➦❱➻✻➪✛➘✸➫❱➮●➯r➩✘➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯❦✧❅➩➹➧●➯r➩①➺➭➥✸➫✞➧❺➬r➫✞➦❱➦❱➻✻➩➹➧●➯✢✃ ➘✸➫❱➫❱➩Ô➘✸➦
➪❱➩➅➮♣➦❀✜☛➩➭➾ ✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺Ô➩➭➫❱➺➭➩②✘Û➯✢✃ ➩❍❒❈➧❺➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾✗✖✷✸✘➩➹➧♣➧❺➩➅➻➷➸➹➧❆✪❱➥✞➪❱➩➅➫❱➥❊➦❱➮❳➘✸➮♣➮♣➦❱➾♣➩■➯✔✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➬ ➥❊➫✈➪❱➩➅➯➴➘❀➼✛➘✸➫❱➪❱➩
➯➴➘✦✜❱➯r➦❱➮✧➯➴➘✸➾❊✒❊➩✩✖☛➤❈➬❹➻❀➘✸➬r➫✞➧❺➩➭➫✛➘✸➫❥➧✧➥❊➫✂➶❥➩➭➦➨➧P✏✔➘ï➶❊➥❊➾♣➬r➮♣➩➭➾✧➯r➩✿✒❥➘✸➬r➫✂➘✸➦Ý➪❱➸➹➧❺➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧ ➪❱➩✖➯➴➘➅➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾①➮❆✜☛➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩✩✧
➬r➯✄➶✸➘✸➦➨➧✖➻➷➬r➩➭➦❈❒✟✜❱➾♣➥✞➺➭➸➭➪❱➩➭➾✖➪❱➩➷➯➴➘➱➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩➅➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧❺➩Ý❮❹➥❊➫▲➘✸➯r➬✴✒✸➫❱➩➅➯r➩➭➮➲➪❱➩➭➦❈❒✟✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦❈❒▲➘Ô➶❊➩➭➺➷➯✢✃ ➘✸➫❀✒❊➯r➩
➘✸➪❱➸✗❈✞➦✛➘ ➧❜✧③✜❱➦❱➬r➮ ➥✸➫✂➧❺➥❊➦❱➾♣➫❱➩➲➯r➩❳➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯❩★◗➦❱➮❊❈✞➦❐✃ ✘■➯✢✃ ➘✩✜❀✜✛➘✸➾♣➬ ➧❺➬ ➥❊➫➱➪❱➦Ý➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✙✲ ✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ✖●❋❅➳✠✵✤✖

♠●➫✂➮♣➥❊➾◗➧❺➬r➩✒➪❱➦☎q ✈ ❂ ❱✬➥❊➫➱➥❊➼➨➧❺➬r➩➭➫❥➧✧➪❱➩➭➮✧➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮①➘✸➺➭➺➭➥❊➾♣➪✛➘✸➼❱➯r➩➭➮✧➩➭➫❥➧❺➾♣➩✛❍❊➳✸➚✴➩➹➧ ◆❥➳✸➚✴➫❱➻❲✧❱➘Ô➶❥➩➭➺
➦❱➫❱➩✘➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✘➪❱➩✘➯✢✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩✯➪❱➩

4 µJ
✖❪❴✵➘❑✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ✖●❋✩❏❑✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➩❡✜❱➯r➦❱➮♣➬r➩➭➦❱➾♣➮✄➮❊✜☞➩➹➺➹➧❺➾❺➩➹➮●➺➭➥❊➦➨➶❈➾❺➘✸➫❥➧●➯✢✃ ➩➭➫❱➮♣➩➭➻➽➼❱➯r➩

➪❱➩➲➯➴➘✦✒❥➘✸➻➷➻■➩❳➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩✖➘✸➺➭➺➭➩➭➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩✩✖✯✸✘➥❊➻■➻➷➩❳➥❊➫❲✜☞➩➭➦➨➧✚➯r➩✒➶❊➥❊➬r➾✗✧❱➺➭➩➭➮✚➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➭➮✚➮♣➥❊➫✞➧ ➧❺➾❊❏➭➮ ➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➮✗✧❱➩➭➫
✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➺➭➦❱➯r➬ ➩➭➾P❈✞➦✛➘✸➫❱➪✳➥❊➫✈➮♣➩✴➪❱➸✗✜❱➯➴➘✸➺➭➩✖➶❊➩➭➾♣➮✩➯r➩➭➮❑✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➩➭➮✩➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾♣➮✚➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✩✧☞➩➹➧✒➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪❱➩➭➫❥➧✿✘➷➪❱➩➭➮
➪❱➦❱➾♣➸➭➩➭➮➽➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮➽➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❱➮✴➘✸➯r➯➴➘✸➫❥➧✴➪❱➩ ❋▲❋②✏ ➮✦✘ ❍❊➳▲❍Ý➫❱➻ ★◗➦❱➮❊❈✞➦❐✃ ✘ ❑❀✧▼❜☎✏ ➮✦✘ ◆❊➚✸➚✈➫❱➻❲✖◆❱❨✜❱➾❊❏➭➮
➯r➩■➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯●➪❱➩②✥❡✥ ✈ ✧✵➯r➩➭➮➲➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❱➮➲➘✸➻✛✜❱➯r➬❋✱✛➸➭➩➭➮➲➮♣➥❊➫❥➧✴➺➭➥❊➯r➯r➬ ➻❀➘❅➧❺➸➭➩➭➮✖➘Ô➶❥➩➭➺➷➦❱➫▲➻➷➬r➾♣➥❊➬ ➾❳➮❊✜❀✪❱➸➭➾♣➬✴❈✞➦❱➩➷➩➹➧
➩➭➫❥➶❊➥❝✔❊➸➭➩➭➮✒➪✛➘✸➫❱➮✚➦❱➫✈➺➭➥❊➻✛✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➩➭➦❱➾❨✘✛✜❱➾♣➬r➮♣➻➷➩➭➮ ➩➭➫✈➮♣➬r➯r➬r➺➭➩✑✏ ➥❊➫❱➪❱➦❱➩✖➩➭➫✈➪❱➥❊➦❱➼❱➯r➩✿✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩✩✖ ❴●✃ ➘✸➯r➬✴✒❊➫❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧
➪✛➘✸➫❱➮■➯r➩➱➺➭➥❊➻✛✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➩➭➦❱➾➷➩➭➮◗➧➷➥✠✜➨➧❺➬r➻➷➬ ➮♣➸✶✜☞➥❊➦❱➾➅➧❺➾❺➘Ô➶❊➩➭➾♣➮♣➩➭➾➷➯r➩➱➻➷➥❊➬r➫❱➮➽➪❱➩✂➮♣➬r➯r➬r➺➭➩✶✜☞➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩✩✧✭➺➭➩➭➺➭➬✚➘❝✱✛➫✐➪❱➩
➻➷➬r➫❱➬ ➻➷➬ ➮♣➩➭➾➽➯r➩➭➮■➥❊➾♣➪❱➾♣➩➭➮■➮♣➦❀✜☞➸➹➾❺➬ ➩➭➦❱➾♣➮➷➪❱➩✂➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫➆➬r➫✞➧❺➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧❺➮✦✜✛➘ ➾■➯r➩➭➮✦✜❱➾♣➬r➮♣➻➷➩➭➮✗✖✙❴❹➩●✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦➆➩➭➮◗➧
➩➭➫❱➮♣➦❱➬ ➧❺➩➷➩➭➫❥➶❊➥❝✔❊➸❀➪✛➘✸➫❱➮✖➦❱➫▲➘✸➦➨➧❺➥❈➺➭➥❊➾♣➾♣➸➭➯➴➘ ➧❺➩➭➦❱➾➲➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➬r➻➷➸➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩✩✧❹➘Ô➶❥➩➭➺➷➦❱➫▲➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯●➪❱➩②✥❡✥ ✈ ➪❱➩■➧✢✔❩✜☞➩
❊ ✧❐➪❐✃ ➸✗✜✛➘✸➬r➮♣➮♣➩➭➦❱➾✴➳✸➚

µ
➻❲✧✌➧♠➘✸➬r➯ ➯r➸✬✘✦◆❊➚ ◦ ✖✷❴✵➘②✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ✖●❋✳❑☎✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➩➷➯ ➩➅➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧➲➪❐✃ ➦❱➫✠➘✸➦➨➧❺➥❈➺➭➥❊➾♣➾♣➸➭➯➴➘ ➧❺➬r➥✸➫

✏✔➘✸➬ ➧❺➩✬✜☞➥❊➦❱➾
λs = 600 nm

✖✷❱✷➺➭➩➹➧♣➧❺➩■➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾❳➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✩✧❹➯r➩➅➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩❀➘➱➦❱➫❱➩■➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾
∆λp = 61 nm

✧
➺➭➩❤❈✞➦❱➬✵➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✳✘➷➦❱➫❱➩✖➪❱➦❱➾♣➸➭➩➲➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩

τ0 = 6 fs
✲ ✜❱➾♣➥✩✱✛➯❐➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯❹➪❱➩✖➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➬ ➧❺➸❳➩➭➫

sech2
✵✤✖

❴●✃ ➘✸➦➨➧❺➥❈➺➹➥❊➾♣➾❺➸➹➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✂➪❱➥❊➫❱➫❱➩✖➦❱➫❱➩✖➪❱➦❱➾♣➸➭➩
τp = 20 fs

✖✯✸✘➩➹➧✩➸➭➺Ô➘✸➾◗➧✒➘✹✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧✚➪❱➩➭➦❈❒Ý➥❊➾♣➬✴✒❊➬r➫❱➩➭➮❳❮☛➯r➘
➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫❀➬r➫✞➧❺➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧❺➩❑✜✛➘✸➾✘➯➴➘❤✜✛➘✸➬r➾♣➩✚➪❱➩✑✜❱➾♣➬r➮♣➻➷➩➭➮✘➩➹➧❜✧❈➪✛➘✸➫❱➮①➦❱➫❱➩✩➻➷➥❊➬r➫❱➪❱➾♣➩✚➻➷➩➭➮♣➦❱➾♣➩✩✧➨➯✢✃ ➬r➫❱➺➭➯r➬ ➫✛➘✸➬ ➮♣➥❊➫➷➪❱➦
✏ ➾♣➥❊➫❥➧➽➪❱➩Û➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✍✜☞➥❊➻✛✜☛➩②✜✛➘✸➾➽➾❺➘✩✜❀✜☛➥❊➾◗➧➅➘✸➦❬✏ ➾♣➥❊➫❥➧➽➪❱➩Û➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫▲➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯❃➪✛➘✸➫❱➮➽➯r➩❀➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯✯➪❱➩
✥❡✥ ✈ ✖❩✸✘➩✩➪❱➩➭➾♣➫❱➬r➩➭➾✙✜❀✪❱➸➭➫❱➥❊➻✛❏➭➫❱➩✩➬ ➫✞➧❺➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧❃➦❱➫✹✚✰➺✫✪❱➬r➾❊✜➷➮❊✜✛➘ ➧❺➬➴➘✸➯ ✣✧➪✛➘✸➫❱➮✯➯r➩P✜❱➾♣➥✩✱✛➯❱➧❺➾❺➘✸➫❱➮◗➶❥➩➭➾♣➮♣➩✩➪❱➩✚➯✢✃ ➥❊➫❱➪❱➩
➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯❦✧➨➺➭➩✓❈✞➦❱➬✷✜❱➾♣➥❅➶❊➥❩❈✞➦❱➩➲➦❱➫Ý➘✸➯r➯r➥❊➫❀✒❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧✧➪❱➩❳➯➴➘➽➪❱➦❱➾♣➸➭➩✖➪❱➩❳➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫ ✠ ❍✸➚✓☛❦✖ ✈ ➫☎✜☞➩➭➦➨➧✚➾♣➸➭➪❱➦❱➬r➾♣➩❳➯➴➘
♥➲➵✒➵❙➬r➫❥➧♠➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧❺➩❨✜✛➘✸➾✘➯r➩➭➮❡✜❱➾♣➬r➮♣➻➷➩➭➮①➪❱➦➱➺➭➥❊➻✛✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➩➭➦❱➾✧➩➭➫➱➦➨➧❺➬r➯r➬r➮❺➘✸➫❥➧✘➦❱➫➱➻➷➥❊➫✞➧♠➘✩✒❊➩✚➺➭➥❊➻✛✜☞➥❊➮♣➸✒➪❱➩✒➪❱➩➭➦❈❒
✜✛➘✸➬r➾♣➩➭➮●➪❱➩❑✜❱➾♣➬r➮♣➻➷➩➭➮●➪❱➩P✏✔➘✸➬ ➼❱➯r➩ ➘✸➫❀✒❊➯r➩ ➘ ➦➷➮♣➥❊➻➷➻➷➩➹➧❜✧❊➥❊➦➷➩➭➫❱➺➭➥❊➾♣➩✚➩➭➫➷➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮❺➘✸➫❥➧❃➪❱➩➭➮❃➻➷➬r➾♣➥❊➬ ➾♣➮✙✘❳➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫
➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➸➭➩✡✠ ❑✻■▼✧ ❑✻❞✓☛❦✧❱➺➭➩✿❈✞➦❱➩➲➫❱➥❊➦❱➮✚➘ï➶❊➥❊➫❱➮✽✏✔➘✸➬ ➧✽✜✛➘✸➾✧➯➴➘➽➮♣➦❱➬ ➧❺➩✩✖♦✇✒➦✛➘✸➫✞➧✚➘✸➦☎✜❱➾♣➥❊➼❱➯✴❏➭➻➷➩❳➪❐✃ ➬ ➫❱➺➭➯r➬r➫✛➘✸➬r➮♣➥❊➫Û➪❱➦
✏ ➾♣➥❊➫❥➧①➪❱➩✩➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❍✧✻✾✩➥❊➼✛➘❜✔❥➘✸➮❊✪❱➬☞➩➹➧✧➘✸➯❦✖✞➥❊➫✞➧✘➻➷➥❊➫❥➧♠➾♣➸❑❈✞➦❐✃ ➥❊➫✶✜☞➥❊➦➨➶ ➘✸➬ ➧①➯r➩✚➺➭➥❊➾♣➾♣➬✴✒❊➩➭➾✯➩➭➫Û➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♠➘ ➫✞➧✯➦❱➫❱➩
➺➭➥❊➻➽➼❱➬r➫✛➘✸➬r➮♣➥❊➫✬✏✔➘✸➬ ➧❺➩①➪❐✃ ➦❱➫✛✜❱➾♣➬r➮♣➻➷➩✧➩➹➧✯➪❐✃ ➦❱➫■➧❺➸➭➯r➩➭➮♣➺➭➥✠✜☛➩ ✠ ❍✸➚▼✧❀❍❅❋☞☛❦✧❊➻❀➘✸➬r➮●➘Ô➶❥➩➭➺ ➯✢✃ ➬r➫❱➺➭➥❊➫❥➶❥➸➭➫❱➬r➩➭➫❥➧❃➪❱➩ ➾♣➩➭➫❱➪❱➾♣➩
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�✂✁☎✄✝✆❈❊ ✖●❋✳❑ ✎②❱✚➦➨➧♠➥✞➺➭➥❊➾♣➾♣➸➭➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫Û➩➹➧ ➮❊✜☞➩➭➺❍➧♠➾♣➩➲➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☛➥❊➫❱➪✛➘✸➫✞➧ ➪❐✃ ➦❱➫❱➩➲➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫Û➬r➮♣➮♣➦❱➩❳➪❱➩❳➯➴➘❅✜❱➾♣➩➭➻➷➬✴❏➭➾♣➩
➶❊➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫Ý➪❱➦♣q ✈ ❂♦❱❅✖♦❴✵➘➅➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➲➩➭➫✂➧❺➾❺➘✸➬ ➧✽✜❱➯r➩➭➬r➫➱➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➩✴➦❱➫Ý➘❪★◗➦❱➮◗➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧✚➪❱➩➲➯r➘➅➺➭➥❊➦❱➾♣➼☛➩➲➪❐✃ ➘✸➦➨➧❺➥❪▲
➺➭➥❊➾♣➾♣➸➭➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➩➲➩➭➫✈➮♣➦❀✜❀✜☛➥❊➮❺➘✸➫✞➧✚➦❱➫❲✜❱➾♣➥✩✱✛➯❐➧❺➩➭➻✛✜☛➥❊➾♣➩➭➯❹➩➭➫Ý➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➬ ➧❺➸❳➪❱➩➲➯➴➘✬✏ ➥✸➾❺➻■➩

sech2
✖

➯✢✃ ➘✸➯r➬❋✒❊➫❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✧❱➘✸➬r➫❱➮♣➬❍❈✞➦❱➩✖➯✢✃ ➘✸➺➭➺➭➥❊➾♣➪✛➘✸➼❱➬r➯ ➬ ➧❺➸✒➪❱➦♣q ✈ ❂ ❱❛✜❱➯r➦❱➮✧➪❱➬ ✕➷➺➭➬r➯r➩ ✠ ◆❊➚✓☛❦✖
q✚➥❊➦❱➮■➘ï➶❊➥❊➫❱➮➅➩➭➫❱➮♣➦❱➬ ➧❺➩✂➘❝★◗➥❊➦➨➧❺➸➱➦❱➫❵➪❱➩➭➦❈❒➨➬✴❏➭➻➷➩➱➸➹➧♠➘✩✒❊➩✂➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾➽➘✸➦ q ✈ ❂ ❱↕➘❪✱✛➫➆➪❐✃ ➘Ô➶❥➥❊➬ ➾

✜❱➯r➦❱➮✆➪❐✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✰✜✛➘✸➾✆➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❍✖❝✸✘➩✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧❜✧✠✘✚➺Ô➘✸➦❱➮♣➩✘➪❱➩✯➯✢✃ ➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮❺➘ ➧❺➬ ➥❊➫➲➪❐✃ ➥✠✜➨➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮✄➾♣➸ ✥✛➩➭➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➮✄➮♣➦❱➾✄➯➴➘
➯r➬✴✒❊➫❱➩●➪❱➦✴➺➭➥❊➫❥➧❺➬r➫❈➦❱➦❱➻✬➩➹➧✆➪❱➦✴➺✤✪✛➘✸➫❀✒❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧✄➪❱➩✰✪✛➘✸➦➨➧❺➩➭➦❱➾✆➥✠✜☞➸➭➾♣➸✰✜✛➘✸➾✆➺➭➩✯➪❱➩➭➾♣➫❱➬r➩➭➾✗✧❅➯r➩❃➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩✘➪❱➩➭➻➷➩➭➦❱➾❺➘✸➬ ➧
➪❱➸➭➯r➬r➺Ô➘ ➧❇✘✩➘✸➯r➬✴✒✸➫❱➩➭➾✗✖✕q✚➥❊➦❱➮✄➘ï➶❊➥❊➫❱➮✆➪❱➥❊➫❱➺✯➪❱➸➭➺➭➬r➪❱➸✯➪❱➩✯➾♣➩➭➺➭➥❊➫❱➮◗➧❺➾♣➦❱➬r➾♣➩✯➯r➩✰q ✈ ❂ ❱✂✘ ➪❱➩➭➦❈❒✴➸➹➧♠➘✩✒❊➩➭➮✆➩➭➫✴➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮❺➘✸➫❥➧
➦❱➫❀➻➷➥❊➫❥➧♠➘✩✒❊➩P✜❱➯r➦❱➮✯➮♣➬r➻✹✜❱➯r➩ ➥✩★➷➯➴➘✿✪✛➘✸➦➨➧❺➩➭➦❱➾✯➪❱➦✛✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦❀➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➸✧➫❱➩✩➺✫✪✛➘✸➫❀✒❊➩❑✜✛➘✸➮✗✧❈➘ï➶❊➩➭➺✚➪❱➩➭➮✘➯r➩➭➫❥➧❺➬r➯r➯ ➩➭➮
✜☞➥❊➦❱➾Û➺➭➥❊➯r➯r➬ ➻❀➘❅➧❺➩➭➾❀➩➹➧✶✏ ➥❈➺Ô➘✸➯r➬r➮♣➩➭➾➷➯r➩✳➺➭➥❊➫❥➧❺➬r➫❈➦❱➦❱➻ ➪❱➩✳➯r➦❱➻➷➬✴❏➭➾♣➩✈➼❱➯➴➘✸➫❱➺✫✪❱➩✳➩➹➧✂➯r➩✈➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯❦✖❡✸✘➩✳➻➷➥❊➫✞➧♠➘✩✒❊➩✩✧
➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➱➮♣➦❱➾✴➯➴➘●✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ✖●❋✶❍✻✧✆➩➭➮◗➧➅➘✸➫✛➘✸➯r➥✠✒❊➦❱➩②✘Ý➺➭➩➭➯r➦❱➬✯➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➸✹✜✛➘✸➾✬❵ ➬r➩➭➪❱➯r➩■➩➹➧➅➘✸➯❦✖ ✠ ❍❖❏✓☛❦✧✵➩➹➧➅➘❲✜☞➥❊➦❱➾
✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜✛➘✸➯❃➘Ô➶✸➘✸➫❥➧♠➘✩✒❊➩❀➪❐✃ ✞➹➧❺➾♣➩✛✏✔➘✸➺➭➬r➯r➩✹✘✈➘✸➯r➬✴✒❊➫❱➩➭➾✗✧❹➪❱➩✹✚✰➺➭➥❊➫❱➮♣➥❊➻➷➻➷➩➭➾❄✣■➻➷➥❊➬r➫❱➮➲➪❐✃ ➥✠✜➨➧❺➬✴❈✞➦❱➩➷➩➹➧➽➮♣➦❱➾◗➧❺➥❊➦➨➧✴➪❱➩
✏ ➥❊➦❱➾♣➫❱➬r➾✯➪❱➩➭➮✧➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮❺➬ ➥❊➫❱➮✰✜❱➯r➦❱➮✘➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮✗✖♦✸✘➩✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧❜✧❱➯✢✃ ➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮❺➘ ➧❺➬ ➥❊➫➷➪❱➩✒➯r➩➭➫❥➧❺➬r➯r➯ ➩➭➮✘➬r➫❥➧❺➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧✯➦❱➫❱➩
➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩✳➪❱➩♣✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✏➮♣➦❀✜❀✜❱➯r➸➭➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➬r➾♣➩✈➮♣➦❱➾Û➯r➩✈➺➭➥❊➫❥➧❺➬r➫✞➦❱➦❱➻❲✧✯➺➭➩✳❈✞➦❱➬✒➘✍✜☞➥❊➦❱➾❀➩■❢✌➩➹➧➱➪❱➩✳➾♣➸➭➪❱➦❱➬r➾♣➩✈➯➴➘
➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾✧➪❱➩➲➼✛➘✸➫❱➪❱➩✖➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➸➭➩✩✖

❴✵➘✍✜☛➥❊➯➴➘✸➾♣➬r➮❺➘ ➧❺➬ ➥❊➫✐➪❱➦ ❵✽♥✓❱ ✘▲➯✢✃ ➩➭➫❥➧❺➾♣➸➭➩✈➪❱➦ q ✈ ❂ ❱ ➩➭➮◗➧✶✪❱➥❊➾♣➬✴❳➭➥❊➫❥➧♠➘✸➯r➩✩✧●➩➹➧Û➮♣➥❊➫ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩Ý➶✸➘✸➦➨➧
350µJ

✖❀❴❐➩❳➺➭➥❊➫❥➧❺➬r➫✞➦❱➦❱➻➓➪❱➩❳➯r➦❱➻➷➬❋❏➭➾♣➩✩➩➭➮◗➧✽✒❊➸➭➫❱➸➭➾♣➸❳➪✛➘✸➫❱➮①➦❱➫❱➩❳➯➴➘✸➻➷➩✚➪❱➩❳➮❺➘✩✜❀✪❱➬r➾✘➪❱➩ ❏✴➻➷➻➓➪❐✃ ➸■✜✛➘✸➬r➮♣➮♣➩➭➦❱➾✗✧
➺➭➥❊➻➷➻➷➩❤✜❱➾♣➸➭➺➭➸➭➪❱➩➭➻➷➻➷➩➭➫✞➧❜✖ ✎ ➘✸➬r➮✗✧☞➻❀➘✸➬r➫❥➧❺➩➭➫✛➘✸➫❥➧❜✧☛➯✢✃ ➬r➫✞➧❺➩➭➫❱➮♣➬ ➧❺➸✖➪❱➦♣✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦✳✏ ➥✞➺Ô➘✸➯r➬r➮♣➸✖➪✛➘✸➫❱➮✒➯➴➘➷➯➴➘✸➻➷➩✖➩➭➮◗➧
➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➸➭➩☎✜✛➘✸➾■➦❱➫❱➩✂➪❱➩➭➫❱➮♣➬ ➧❺➸Ý➫❱➩➭➦➨➧❺➾♣➩✂➶ ➘✸➾♣➬➴➘✸➼❱➯r➩✩✖ ✥✚➫s✱✛➯ ➧❺➾♣➩❲✸✺❱✑❴❯❝◗♠✁� � ✜❱➯➴➘✸➺➭➸Ý➘✩✜❱➾❊❏➭➮■➯➴➘✏➯➴➘✸➻➷➩Û➪❱➩
➮❺➘✩✜❀✪❱➬r➾❑✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧✩➪❐✃ ➸➭➯r➬r➻➷➬ ➫❱➩➭➾ ➯➴➘✹✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✖➪❱➦✈➺➭➥❊➫✞➧❺➬r➫✞➦❱➦❱➻↕➮♣➬ ➧❺➦❱➸➭➩➽➘✸➦❩▲✰➪❱➩➭➯ ✘■➪❱➩❳❜▲❍✸➚➷➫❱➻❲✖ ❴❹➩✖➺➭➥❊➫❥➧❺➬r➫❈➦❱➦❱➻
➩➭➮◗➧①➩➭➫❱➮♣➦❱➬ ➧❺➩❑✏ ➥❈➺Ô➘✸➯ ➬r➮♣➸✚➪✛➘ ➫❱➮✘➯r➩✚➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯☛➪❱➩✑✥❡✥ ✈ ✜✛➘✸➾✯➦❱➫❱➩✩➯r➩➭➫❥➧❺➬r➯r➯ ➩✩✖✻❴✵➘❤✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩ ➾♣➩➭➮◗➧♠➘✸➫❥➧❺➩✒➪❱➦✛✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦✶✘
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n o n -tra itée

L am e 3 0 %
v is ib le

d é la i

d é la i

f  = 1 5 0

f  = 7 5

f  = 1 0 0

f = 3 0 0   S M
f = 2 5 0

(
  S M  
f = 2 5 0

L am e sap h ir
3  m m

F iltre  co u p an t 
le  R G A

M H R
4 0 0

M H R 4 0 0

M H R 4 0 0

S M

S M
B B O  I, 1  m m

B B O  I, 1  m m

B B O  I, 1  m m

R���n

R���n

R���
�n

8 00  nm , 3 50  µ J

C o n tin u u m

4 00  nm

~ 2 0  µ J

~ 7 0  µ J

100-200 nJ

~  10 -12  µ J

D ensité
variab le

L am e 30 /70
v is ib le

V u e d e d essu s

(
V u e d e  cô té
(p rem ier e t 
d eu x ièm e p assag es)

6 ,4 °

4 0 0  n m

S ig n a l

B B O  I S F

�✂✁☎✄✝✆ ❊ ✖●❋✶❍ ✎Û➤❈➺✫✪❱➸➭➻❀➘➽➪❱➩✒➯➴➘✴➪❱➩➭➦❈❒➨➬✴❏➭➻➷➩✩➶❊➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫➱➪❱➩✒➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾✰✜✛➘✸➾❺➘✸➻➷➸➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩✩➫❱➥❊➫❩▲✰➺➭➥❊➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➬ ➾♣➩✩✖
✎ ❫❨❵ ❑❥➚❊➚✳❮✌➻➷➬r➾♣➥❊➬ ➾❑✪✛➘✸➦➨➧❺➩➅➾♣➸ ✥✛➩➭➺➹➧❺➬ ➶❈➬ ➧❺➸✹✘✢❑❥➚❊➚❀➫❱➻❲✖❹➤ ✎ ❮✌➻➷➬r➾♣➥❊➬ ➾✒➘✸➾❊✒❊➩➭➫❥➧❜✖❹➤ ❝❙❮❹➘✸➫❱➫❱➩Ô➘✸➦✏➪❱➩➅➮♣➦❀✜☞➩➭➾❄▲
✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩✩✖

■❊➚❊➚➽➫❱➻ ➩➭➮◗➧✚➪❱➥❊➦❱➼❱➯r➸➭➩✒➪✛➘✸➫❱➮ ➦❱➫✂➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯✌➪❱➩❤✥❡✥ ✈ ➘Ô➶❥➩➭➺➲➦❱➫❱➩❳➩✘✕➷➺Ô➘✸➺➭➬ ➧❺➸❳➪❱➩❳➯✢✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩✒➪❱➩✴➳▲❍ �✶✖❀♠●➫✞➶❈➬r➾♣➥❊➫
20 µJ

➪❱➦✟✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩➭➘✸➦✍✘ ❑❥➚❊➚Û➫❱➻➑➮♣➥❊➫❥➧✖➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➸✬✜☞➥❊➦❱➾✓✜☞➥❊➻✛✜☞➩➭➾❳➯r➩✬✜❱➾❺➩➹➻➷➬r➩➭➾❳➸➹➧♠➘✩✒❊➩➅➪❱➩■➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾✗✖
❴●✃ ➘✸➯r➬✴✒❊➫❱➩➭➻■➩➭➫✞➧✖➪❱➩➭➮➽➪❱➩➭➦❈❒✍✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦❈❒▲➩➹➧➅➯✢✃ ➥❊➾♣➬r➩➭➫❥➧♠➘ ➧❺➬ ➥❊➫✠➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➺➹➧❺➩Û➪❱➦ ➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯✘➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾✖➮♣➩②✏ ➥❊➫❥➧
➺➭➥❊➻➷➻➷➩✙✜❱➾♣➸➭➺➭➸➭➪❱➩➭➻➷➻➷➩➭➫❥➧❡✧❅➮♣➬✞➺➭➩✘➫❐✃ ➩➭➮◗➧◗❈✞➦❱➩✘➯r➩❙✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦✴➼❱➯r➩➭➦✴➩➭➮◗➧✄➻❀➘✸➬r➫✞➧❺➩➭➫✛➘✸➫❥➧❇✜☛➥❊➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❱➫❱➸✯➘✸➦❩▲✰➪❱➩➭➮♣➮♣➥❊➦❱➮
➪❱➦✈➺➭➥❊➫❥➧❺➬r➫✞➦❱➦❱➻ ✲ ➺■✏❄✖③✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ✖●❋✶❍✠✵✤✖ ❴●✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬ ➩✖➪❱➦✈➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✵➘✩✜❱➾❊❏➭➮✩➯r➩✿✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾✧➸➹➧♠➘✩✒❊➩✖➩➭➮◗➧✩➧✢✔❩✜❱➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧
➺➭➥❊➻✛✜❱➾♣➬r➮♣➩✘➩➭➫✞➧❺➾♣➩ ❋ï➚❊➚✩➩➹➧✯➳✸➚❊➚✒➫♦❞▼✖✮✸✘➩❡✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦➅➩➭➮◗➧❃➩➭➫❱➮♣➦❱➬ ➧❺➩❡✏ ➥❈➺Ô➘✸➯r➬ ➮♣➸✘➪✛➘✸➫❱➮●➯r➩①➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯➨➪❱➦➅➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪➷➸❍➧❍➘❪✒❊➩
➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾✑✜☞➥❊➻✛✜☞➸✦✜✛➘✸➾❳➯➴➘Û➯r➦❱➻➷➬✴❏➭➾♣➩➽➼❱➯r➩➭➦❱➩■➾♣➩➭➮◗➧♠➘✸➫❥➧❺➩♣✲ ∼ 70 µJ

✵✤✖❇✸✘➥❊➻➷➻➷➩✬✜❱➾♣➸➭➺➭➸➭➪❱➩➭➻➷➻➷➩➭➫❥➧❜✧❹➯r➩➭➮
➻➷➬r➾♣➥❊➬ ➾♣➮❡✏ ➥✞➺Ô➘✸➯r➬r➮❺➘✸➫❥➧ ➯r➩✓✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩➭➘✸➦Ý➪❱➩❤✜☞➥❊➻✛✜☛➩➲➥❊➫✞➧✚➸➹➧❺➸✖➺✫✪❱➥❊➬r➮♣➬r➮ ➘❪✱✛➫✈➪❐✃ ➘Ô➶❊➥❊➬r➾ ➦❱➫❱➩✖➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➬ ➧❺➸➲➪❱➩➲➯✢✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩
➪❱➩★❋ï➚❊➚✹♥✑❁ ❵ ➺➭➻

2
➪✛➘✸➫❱➮✧➯ ➩➭➮①➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➦❈❒✯✖ ✈ ➫➱➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘ ➧❺➩✓❈✞➦❱➩❳➮♣➦❱➾①➯r➩✑✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾✘➸➹➧♠➘✩✒❊➩✒➪❱➩✒➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾

➥❊➫➷➩➭➮◗➧✯➩➭➫❀➾♣➸✗✒❊➬r➻➷➩①➪❱➩✚➫❱➥❊➫➷➪❱➸✗✜❱➯r➸➹➧❺➬r➥❊➫■➪❱➩ ➯➴➘✓✜☞➥❊➻✛✜☛➩✩✧❥➺➭➩❑❈✞➦❱➬✛➫❐✃ ➩➭➮◗➧✺✜✛➘✸➮✯➯ ➩ ➺Ô➘✸➮✙✜☞➥❊➦❱➾❃➯r➩✧➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❀➸➹➧♠➘✩✒❊➩✩✖
♠●➫⑤✏✔➘✸➬ ➧❜✧☞➬r➯✆➩➭➮◗➧➲➬r➻✛✜☞➥❊➾◗➧♠➘✸➫❥➧✒➪❐✃ ➸➹➶❈➬ ➧❺➩➭➾✒➦❱➫❱➩➽➧❺➾♣➥✠✜⑤✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➩■➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➬r➥✸➫✳➮♣➦❱➾❳➯r➩✬✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾✩➸➹➧♠➘✩✒❊➩✩✧❐➺➭➩➹➺➭➬
➘❪✱✛➫✈➪❱➩❤✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➾◗➶❥➩➭➾✩➦❱➫❱➩✴➼☞➥❊➫❱➫❱➩❤❈✞➦✛➘✸➯r➬ ➧❺➸➲➮❊✜✛➘ ➧❺➬➴➘✸➯r➩❳➪❱➦♣✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦Ý➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯❇✘■➯➴➘■➮♣➥❊➾◗➧❺➬r➩➲➪❱➩✴➯✢✃ ✈ ❂ ❱❅✖☛➵✩➩➭➦❈❒
➯r➬✴✒❊➫❱➩➭➮❑✘➷➾♣➩➹➧♠➘✸➾♣➪♣✜❱➯➴➘✸➺➭➸➭➩➭➮✩➮♣➦❱➾✚➯r➩➲➧❺➾❺➘❝★◗➩➹➧✩➪❱➦❲✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦✈➼❱➯r➩➭➦♣✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧♣➧❺➩➭➫❥➧✒➪❐✃ ➘❝★◗➦❱➮◗➧❺➩➭➾✩➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➺➹➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧✒➯➴➘
➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾❹➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✘➘✸➻✛✜❱➯r➬❋✱✛➸➭➩❙✜✛➘✸➾✵➯r➩➭➮✵➪❱➩➭➦❈❒✖➸➹➧♠➘✩✒❊➩➭➮✗✖❪♠●➫✖➮♣➥❊➾◗➧❺➬r➩❃➪❱➦❅q ✈ ❂ ❱✐➥❊➫✖➥❊➼➨➧❺➬r➩➭➫❥➧✆➪❱➩➭➮✆➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮
➘✸➺➭➺➭➥❊➾♣➪✛➘✸➼❱➯r➩➭➮✆➩➭➫❥➧❺➾♣➩✹❍❅❋ï➚ ➩➹➧✾❜✸➚❊➚ ➫❱➻❲✧❅➘Ô➶❥➩➭➺✯➦❱➫❱➩✘➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✯➪❱➩✯➯✢✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩❃➪❱➩

10−12 µJ
➘ï➶ ➘✸➫✞➧✆➺➭➥❊➻✛✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫

➩➹➧✵➦❱➫❤✜❱➾♣➥✩✱✛➯✸➧❺➾❺➘✸➫❱➮◗➶❊➩➭➾♣➮♣➩✯➪❱➩❃➼☛➥❊➫❱➫❱➩✙❈✞➦✛➘✸➯r➬ ➧❺➸✩✖❜❂●➯r➦❱➮♣➬r➩➭➦❱➾♣➮❹➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➭➮✆➮♣➥❊➫❥➧✆➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➭➮✄➮♣➦❱➾❹➯➴➘✺✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ✖●❋✩◆▼✖



✑✌✍✁� ✁✎✢ ☎✞✦✑✝ ✁ ✂ ✟✒☞✆✟ ✡ ✂ ✂✧✡✜✂✧✢✣✚✔✟☛✡✕✝✄✂☛✟ ☞ ✂ ☎✁✟☛✝✄✂☛✟ ☞ � ✓✔✤ ✄ ✁ ✓✔✦✑✝✑✤✞✚ ✂✧✝ ✡✌☞ ➳▲❜
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➯r➩✿q ✈ ❂ ❱❅✧✛➯r➩➭➮ ➥✠✜➨➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮❑❈✞➦❱➬❹➮♣➦❱➬ ➶❊➩➭➫✞➧✚➩➹➧✚➯r➩➲➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯❐➪❱➥❊➦❱➼❱➯r➩➭➦❱➾✫✵✤✖ ✸✘➩➭➮✚➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮✧➥❊➫❥➧ ➧✢✔❩✜❱➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧
➦❱➫❱➩➅➪❱➦❱➾♣➸➭➩■➪❱➩➅➯✢✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩➽➪❱➩ ❏❊➚②✏ ➮✡✠ ◆ ❋☞☛❦✖✯❱✩➬r➫❱➮♣➬❦✧✯✜✛➘✸➾❳➪❱➥✸➦❱➼❱➯➴➘✩✒❊➩➽➪❱➩✬✏ ➾❺➸■❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩➷➥❊➫✟✜☛➩➭➦➨➧✖➺➹➥❊➦➨➶❈➾♣➬r➾✒➧❺➥❊➦➨➧
➯r➩✿✜❱➾♣➥❈➺✫✪❱➩✴✥P❖✬✧☛➩❍❒➨➺➭➩✗✜➨➧❺➸➽➩➭➫❥➧❺➾♣➩★❏✻❍ ➚➷➩➹➧ ❑❥➚❊➚■➫❱➻❲✖☞➵✒➘✸➫❱➮✚➺➭➩➹➧✩➬r➫✞➧❺➩➭➾◗➶ ➘✸➯r➯r➩❳➪❱➩✿✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩➽➥❊➫Ý➩➭➮◗➧✒➯r➬r➻■➬ ➧❺➸
✜✛➘✸➾✚➯r➩➭➮❑✜☛➩➭➾❯✏ ➥❊➾♣➻❀➘✸➫❱➺➭➩➭➮✩➪❱➦✳q ✈ ❂ ❱❅✖ ♠●➫✳➩■❢✌➩➹➧❜✧☛➯r➩✖➺➭➥❊➫❥➧❺➬r➫✞➦❱➦❱➻↕➪❱➩✴➯r➦❱➻➷➬✴❏➹➾❺➩❳➼❱➯➴➘✸➫❱➺✫✪❱➩✴➩➹➮♣➧❨✪✛➘✸➦➨➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧
➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➦❱➾♣➸✒➘✸➦➨➧❺➥❊➦❱➾✯➪❱➩✩➯➴➘✖➯r➥✸➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾✯➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✩➪❱➩❨✜☞➥❊➻✛✜☞➩✚➪❱➩ ■✸➚❊➚✖➫❱➻ ✠ ◆❊➚✓☛❦✖▼✸✘➩➭➺➭➬✌➩➹➮♣➧①➪☛✡✶✘✖➯➴➘❤✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❱➺➭➩
➪❐✃ ➘✸➦➨➧❺➥❊➻➷➥✞➪❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➲➪❱➩❡✜❀✪✛➘✸➮♣➩✘➯r➥❊➾♣➮✆➪❱➦✬✜❱➾♣➥❈➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮●➪❱➩✺✒❊➸➭➫❱➸➭➾❺➘ ➧❺➬r➥❊➫✴➪❱➦➽➺➭➥❊➫❥➧❺➬r➫❈➦❱➦❱➻❲✖✩✸✘➥✸➻➷➻➷➩✩✧❅➪❱➩❡✜❱➯r➦❱➮✗✧
➺➭➩➹➧♣➧❺➩②✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩■➪❱➦ ➺➭➥❊➫❥➧❺➬r➫✞➦❱➦❱➻ ✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➩Û➦❱➫❱➩✹✏ ➥❊➾◗➧❺➩➷➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩❀➪❱➩✛✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➹➫❱➺➭➩ ✠ ❑✻◆✒☛❦✧✵➬r➯❃➩➭➮◗➧✖➧♠➾❊❏➭➮✖➪❱➬ ✕➷➺➭➬r➯r➩
➪❱➩✖➯✢✃ ➦➨➧❺➬r➯ ➬ ➮♣➩➭➾P✜☞➥✸➦❱➾❑✒❊➸➭➫❱➸➭➾♣➩➭➾✩➪❱➩➭➮✚➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮✧➦❱➯ ➧❺➾♠➘ ➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➩➭➮✩➘✸➺➭➺➭➥❊➾♣➪✛➘✸➼❱➯r➩➭➮✗✖☞➵✩➥❊➫❱➺✩✧☛➮♣➬✵➯✢✃ ➥❊➫✂➶❊➩➭➦➨➧✒➺➭➥❊➻✦▲
➼❱➯r➩➭➾ ➺➭➩➹➧✩➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶✸➘✸➯ ➯r➩✩✧❱➥❊➫✈➘■➬r➫✞➧❺➸➭➾✜✞➹➧❨✘➅➧❺➾♣➥❊➦➨➶❊➩➭➾✚➦❱➫❱➩✖➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫Ý➘✸➦➨➧❺➾♣➩✿❈✞➦❱➩✖➯r➩➲➪❱➥❊➦❱➼❱➯➴➘✩✒❊➩➲➪❱➩✿✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✩✖✥✚➫❱➩②✜☞➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸■➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➮◗➧❺➩✶✘☎✏✔➘✸➬r➾♣➩■➬r➫✞➧❺➩➭➾❺➘✩✒❊➬r➾❳➪✛➘✸➫❱➮✴➦❱➫ ➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯❃➫❱➥❊➫❩▲✰➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➬ ➾♣➩■➦❱➫❱➩❀➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫✠➬r➮♣➮♣➦❱➩
➪❱➦❫q ✈ ❂ ❱ ➘Ô➶❥➩➭➺Ý➦❱➫❱➩✳➘✸➦➨➧❺➾♣➩Ý➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫s✜❱➾♣➥ï➶❊➩➭➫✛➘✸➫✞➧❀➪❱➦❫❵P♥✓❱➌➘❪✱✛➫❦➪❱➩❲✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬r➾♣➩✂➦❱➫❱➩✂➧❺➾♣➥❊➬r➮♣➬✴❏➭➻➷➩
➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❀➪✛➘✸➫❱➮✧➯✢✃ ✥P❖ ✜✛➘✸➾①➮♣➥❊➻➷➻❀➘ ➧❺➬ ➥❊➫❀➪❱➩✑✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩②✲✢➤❈➦❱➻ ❝✛➾♣➩✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺■✔❲♥❳➩➭➫❱➩➭➾❺➘ ➧❺➬r➥❊➫❍✧❱➤ ❝❇♥❤✵ ✠ ◆❥➳✒☛❦✖
➵✒➘✸➫❱➮✘➺➭➩❑❈✞➦❱➬☞➮♣➦❱➬ ➧❜✧❜★◗➩ ➶✸➘✸➬r➮✰✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➩➭➾✘➪❱➩➭➮✘➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮✘➾♣➩➭➯r➘ ➧❺➬❋✏ ➮✰✘✖➺➭➩ ➧❄✔❩✜☛➩✩➪❱➩✩➻➷➸➭➯➴➘✸➫❀✒❊➩ ➪❱➩P✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩➭➮❜✖
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R G A
1  k H z
7 7 2  n m
1  m J

f= 5 00

f= 20 0

d é la i

B B O  type  I
40°, 100  µ m  

N O P A

1 5 0  µ J

té lesco p e

P rism es en  S F 1 0

P o la risa tio n  
h o rizo n ta le

�✂✁☎✄✝✆✱❊ ✖●❋✶❜ ✎ ➵✩➬r➮❊✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏✚➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯✽✜☞➥❊➦❱➾■➯r➩➱➻➷➸➭➯➴➘✸➫❀✒❊➩Û➪❱➩☎✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩➭➮❀➩➭➫❥➧❺➾♣➩Ý➯r➩☎q ✈ ❂ ❱ ➩➹➧➷➯r➩
❵✽♥✓❱❅✖

✸✘➩➭➮✯➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮❃➥❊➫❥➧✯➸➹➧❺➸✚➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➮✯➯r➥❊➾♣➮●➪❐✃ ➦❱➫➷➮❺➸✢★◗➥❊➦❱➾✰❈✞➦❱➩❙★➹✃ ➘✸➬❱➩■❢✌➩➭➺➹➧❺➦❱➸✩➪✛➘✸➫❱➮❃➯r➩✽✒❊➾♣➥❊➦❀✜☞➩ ➪❱➦②❂●➾♣➥✩✏ ➩➭➮♣➮♣➩➭➦❱➾
♠✽✖♦❵ ➬r➩➭➪❱➯r➩✓✘ ✎ ➦❱➫❱➬r➺✫✪❍✖

❴❹➩❀➪❱➬r➮❊✜☛➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏①➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯✯➩➭➮◗➧✴➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➸Û➮♣➦❱➾✴➯r➘●✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ✖●❋✶❜❩✖ ✥✚➫▲➯➴➘✸➮♣➩➭➾
titane : saphir➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➸✬✲❦✸✘➯r➘✸➾❊❃✠▲ ✎ �✑❵ ✸❡❂ ❱P▲◗➳✸➚❊➚ ❋❝✵●➪❱➸➭➯r➬ ➶❈➾♣➩✚➪❱➩➭➮①➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫❱➮❃➪❱➩◗❋✩➻✶❞▼✧✞➪❱➩✩➪❱➦❱➾♣➸➭➩✒➪❱➩◗❋✩❏❊➚✓✏ ➮❜✧❩✘❳❜▲❜❊➳

➫❱➻❲✖ ✈ ➫✏➦➨➧❺➬r➯r➬r➮♣➩✴➩➭➫❥➶❈➬r➾♣➥❊➫
250µJ

✜☛➥❊➦❱➾✓✜☛➥❊➻✛✜☞➩➭➾✒➦❱➫⑥q ✈ ❂ ❱✷➩➹➧
150µJ

✜☞➥❊➦❱➾✒➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮♣➩➭➾✒➯r➩➽➻➷➸➭➯➴➘✸➫❀✒❊➩
➪❱➩②✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩➭➮✗✖✙❴❹➩✛✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦❵➮♣➥❊➾◗➧♠➘✸➫❥➧➽➪❱➦sq ✈ ❂ ❱ ➩➭➮◗➧■➺➭➥❊➯r➯r➬ ➻➷➘ ➧❺➸✛✜✛➘✸➾✴➦❱➫ ➧❺➸➭➯r➩➭➮♣➺➭➥✩✜☞➩➱➘ï➶ ➘✸➫✞➧➽➪❐✃ ✞➹➧❺➾♣➩
➺➭➥❊➻✛✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➸☎✜✛➘✸➾➅➦❱➫❱➩●✜✛➘✸➬r➾♣➩Û➪❱➩☎✜❱➾♣➬r➮♣➻➷➩➭➮➽➩➭➫ ➤ ❝ ❋Ô➚✏➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➸➭➩Û➩➭➫➆➪❱➥❊➦❱➼❱➯r➩●✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩✩✖✙❴❐➩➭➮■➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮
➥❊➫❥➧✴➘✸➯r➥❊➾♣➮➲➦❱➫❱➩➷➪❱➦❱➾♣➸➭➩➷➪❐✃ ➩➭➫❥➶❈➬r➾♣➥❊➫❵➳ ➚●✏ ➮✗✧✆➘Ô➶❊➩➭➺❀➦❱➫❱➩■➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩■➶ ➘✸➾♣➬➴➘✸➫✞➧➲➩➭➫❥➧❺➾♣➩Û➳❩✧▼❍➱➩➹➧

5 µJ
➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫✞➧✖➯➴➘

➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾ ➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✩✖♦❴❹➩➭➮✚➪❱➩➭➦❈❒☎✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦❈❒Ý➮♣➥❊➫❥➧✚➩➭➫❱➮♣➦❱➬ ➧❺➩✖➩➭➫❥➶❊➥❝✔❊➸➭➮✩➪✛➘✸➫❱➮✚➦❱➫Ý➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯❹➪❱➩❤✥❡✥ ✈ ➪❱➩➲➧✢✔❩✜☞➩
❊ ✧✵➪❐✃ ➸✗✜✛➘✸➬r➮♣➮♣➩➭➦❱➾

100µm
✧❐➧❍➘ ➬r➯r➯ ➸✛✘

40◦
✜☞➥❊➦❱➾➲➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮♣➩➭➾➲➯➴➘✂➮♣➥❊➻➷➻❀➘ ➧❺➬ ➥❊➫❧➪❱➩✹✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩➭➮❜✖✁✥ ➫❱➩❀➯r➬✴✒❊➫❱➩✹✘

➾♣➩➹➧♠➘✸➾♣➪❬✜❱➯➴➘✸➺➭➸➭➩❀➮♣➦❱➾✴➯r➩■➧❺➾❺➘❝★◗➩➹➧➽➪❱➦❧❵✽♥✓❱ ✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧✴➪❐✃ ➘❪★◗➦❱➮◗➧❺➩➭➾✴➯r➩➷➾♣➩➭➺➭➥❊➦➨➶❈➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧➽➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯❃➩➭➫✞➧❺➾♣➩❀➯r➩➭➮
➪❱➩➭➦❈❒✳➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮✗✖ ❴❹➩✬❵✽♥✓❱ ✲ ➾♣➩➭➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧❳➯r➩❅q ✈ ❂ ❱✓✵ ➩➭➮◗➧✑✏ ➥✞➺Ô➘✸➯r➬r➮♣➸❤✜✛➘✸➾✩➦❱➫❱➩✴➯r➩➭➫❥➧❺➬r➯r➯ ➩➲➩➭➫✳➮♣➬r➯r➬r➺➭➩
✏ ➥❊➫❱➪❱➦❱➩➲➪❱➩✓✏ ➥❈➺Ô➘✸➯r➩❨✏✄✂ ❍✸➚❊➚➅➻➷➻ ✲ ➾♣➩➭➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧❑✏✄✂➲➳✸➚❊➚➽➻➷➻✶✵✤✖

q✚➥❊➦❱➮➷➘Ô➶❊➥❊➫❱➮■➸➹➧❺➦❱➪❱➬r➸➱➯✢✃ ➩✘✕➷➺Ô➘✸➺➹➬ ➧❺➸➱➪❱➦s✜❱➾♣➥❈➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮➷➪❱➩➱➮♣➥❊➻➷➻❀➘ ➧❺➬r➥✸➫❵➪❱➩✶✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩➭➮✛✜☞➥❊➦❱➾➽➧❺➾♣➥❊➬r➮
➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾♣➮✚➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✴➪❱➦⑤q ✈ ❂ ❱➓❮ ◆▲❏❊➚▼✧✲❜✸➚❊➚➷➩➹➧ ❞✻❍✸➚➷➫❱➻❲✧☛➺➹➩❅❈✞➦❱➬✆➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪⑤✘➷➪❱➩➭➮✒➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫❱➮✝✥P❖
➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸➭➩➭➮✒➾♣➩➭➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➬ ➶❥➩➭➻➷➩➭➫❥➧✒➩➭➫

λUV = 347, 369
➩➹➧ ❑✞➳▲❍➅➫❱➻❲✖♦❂✆➥❊➦❱➾✚➺✫✪✛➘✩❈✞➦❱➩✴➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾ ➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✖➫❱➥❊➦❱➮

➘Ô➶❥➥❊➫❱➮✯➺✫✪❱➩➭➾♣➺✤✪❱➸✩➯r➩➭➮✯➺➭➥❊➫❱➪❱➬ ➧❺➬r➥❊➫❱➮❃➪❱➩P✏ ➥❈➺Ô➘✸➯r➬ ➮❺➘ ➧❺➬r➥❊➫■➪❱➦✶q ✈ ❂ ❱↔➩➹➧✘➪❱➦✶❵✽♥✓❱❪➻❀➘❅❒➨➬r➻➷➬ ➮❺➘✸➫✞➧❃➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩ ➪❱➩➭➮
➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮ ✥P❖④✒❊➸➭➫❱➸➭➾♣➸➭➩➭➮✗✖▼❂✆➥❊➦❱➾❃➺➭➩➭➯➴➘▼✧❥➥❊➫■➺➭➥❊➻➷➻➷➩➭➫❱➺➭➩P✜✛➘✸➾●➪❱➸✗✜❱➯➴➘✸➺➭➩➭➾❃➯r➩✧➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯✛➪❱➩❑✥❡✥ ✈ ★◗➦❱➮❆❈✞➦❐✃ ✘➲➺➭➩
❈✞➦❐✃ ➥❊➫✳➘✸➬ ➧✚➘ ➧♣➧❺➩➭➬r➫❥➧✚➯➴➘➅➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩❤✜☛➥❊➦❱➾✚➯➴➘✩❈✞➦❱➩➭➯r➯r➩✒➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫✻✥P❖❬➩➭➮◗➧✩➯➴➘✦✜❱➯r➦❱➮ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖ ❂●➦❱➬r➮✚➥❊➫
➘✸➪✛➘✩✜➨➧❺➩➲➯➴➘✬✏ ➥❈➺Ô➘✸➯r➬r➮❺➘ ➧❺➬ ➥❊➫➱➪❱➦❲✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦Ý➬r➮♣➮♣➦Ý➪❱➦✳❵✽♥✓❱✻➘❪✱✛➫Ý➪❐✃ ➘✸➺➭➺➭➾♣➥✩❥r➧❺➾♣➩➲➯✢✃ ➩✘✕➷➺Ô➘✸➺➭➬ ➧❺➸❳➪❱➩➽➤ ❝❇♥④★◗➦❱➮❊❈✞➦❐✃ ✘
➮♣➥❊➫❵➥✠✜➨➧❺➬r➻➽➦❱➻❲✖❇❴❹➩➭➮➽➻➷➩➭➬r➯r➯ ➩➭➦❱➾♣➮✖➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮➽➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➮➅➮♣➥❊➫❥➧➅➾❺➘✸➮♣➮♣➩➭➻➽➼❱➯r➸➭➮➽➪✛➘✸➫❱➮➅➯r➩➷➧♠➘✸➼❱➯r➩Ô➘✸➦ ❊ ✖▼❍❩✧✄➩➹➧➅➯r➩➭➮



❏❊➚ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✏✑✌✍✎✠✎✝✑✏✒☎✁✓✔✏✕✝✠✟☛✝✑✖✗☞✕✘✙☎✛✚✜✡✕✝✑✢✣☞✜✤✥✟✠✂✧✦

λNOPA (nm)
◆▲❏❊➚ ❜✸➚❊➚ ❞✻❍❁❑

WNOPA (µJ)
❑❀✧▼❜ ❑❀✧ ❞ ➳❩✧ ◆

λUV (nm)
❏❖❑❀❜ ❏▲◆▲❞ ❑✞➳▲❍

∆νp (THz)
➳❊➳ ➳❁❑ ❋✩◆

WUV (µJ)
➳ ➳❩✧ ❞ ➳❩✧●❋

ρmax = WUV/WNOPA

➚▼✧ ❑✞➳ ➚▼✧▼❍❖❞ ➚▼✧ ■❊➚
✁✄✂✠☎ ✆❈❊ ✖▼❍✍✎②❵ ➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮①➪❱➦●✜❱➾♣➥❈➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮ ➪❱➩❳➮♣➥❊➻➷➻❀➘ ➧❺➬ ➥❊➫❀➪❱➩✑✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✿✜☞➥❊➦❱➾✘➧❺➾♣➥❊➬r➮✘➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾♣➮①➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩
➪❱➦✦q ✈ ❂ ❱❅✖

λNOPA

➩➹➧ WNOPA

➮❺➥✸➫✞➧✄➾♣➩➭➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫✞➧✭➯➴➘ ➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾✆➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✘➺➭➩➭➫❥➧❺➾❺➘✸➯r➩✘➩➹➧✄➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✰✜✛➘✸➾
➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫➱➪❱➦♣q ✈ ❂ ❱❅✖☛➵✩➩✖➻✟✞➭➻➷➩

λUV

✧
∆νp

➩➹➧ WUV

➮♣➥❊➫❥➧✚➯➴➘➅➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾✧➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✖➺➭➩➭➫❥➧❺➾❺➘✸➯r➩✩✧✛➯➴➘➽➯➴➘✸➾❄▲
✒❊➩➭➦❱➾①➮❊✜☞➩➭➺❍➧♠➾❺➘✸➯ ➩❳➩➹➧✧➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✩➪❱➩➭➮①➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❱➮✌✥P❖✬➻❀➘❅❒➨➬r➻➷➬ ➮❺➘✸➫❥➧✘➯✢✃ ➩✘✕➷➺Ô➘✸➺➭➬ ➧❺➸

ρ
✖
ρmax

➩➹➮♣➧✧➯✢✃ ➩✘✕➷➺Ô➘✸➺➭➬ ➧❺➸
➻❀➘❅❒➨➬r➻❀➘ ➯r➩✩✖

➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➭➮➲➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☛➥❊➫❱➪✛➘✸➫✞➧❺➮❳➮♣➥❊➫✞➧❳➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➭➮✖➮♣➦❱➾❳➯➴➘✛✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ✖●❋✩■▼✧✌➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮➲➘✮✵✤✧✌➺✕✵✚➩➹➧➲➪♦✵✤✖❍❂●➾♣➩➭➻➷➬✴❏➭➾♣➩
➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫✐❮❹➧❺➥❊➦➨➧❺➩➭➮✴➯r➩➭➮✖➬ ➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❱➮✳✥P❖ ➥❊➼➨➧❺➩➭➫❈➦❱➩➭➮❅✜✛➘✸➾➽➤ ❝❇♥ ➥❊➫❥➧✴➦❱➫❱➩➷➪❱➦❱➾♣➸➭➩➷➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫✞➧
➬r➫▼✏ ➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾♣➩❲✘▲➳✸➚⑤✏ ➮✗✖✰♠●➫❱➮♣➦❱➬ ➧❺➩✩✧❃➥❊➫✐➾❺➩➹➻❀➘✸➾❊❈✞➦❱➩❲❈✞➦❱➩✈➯✢✃ ➩✘✕➷➺Ô➘✸➺➭➬ ➧❺➸✂➪❱➦✂✜❱➾♣➥❈➺➭➩➹➮❺➮♣➦❱➮❀➮➭✃ ➘✸➺➭➺➭➾♣➥✩❥r➧✛❈✞➦✛➘✸➫❱➪ ➯➴➘
➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾➲➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➷➪❱➦❬q ✈ ❂♦❱ ➘✸➦❀✒❊➻➷➩➭➫✞➧❺➩✹✜☞➥✸➦❱➾✴➘ ➧♣➧❺➩➭➬r➫❱➪❱➾♣➩■➯➴➘Û➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾➲➾♣➩➭➻❀➘✸➾❊❈✞➦✛➘✸➼❱➯r➩■➪❱➩ ■❊➚ � ✜☞➥❊➦❱➾
λNOPA = 950 nm

✖❍✸✘➩➹➧♣➧❺➩✴➧❺➩➭➫❱➪✛➘✸➫❱➺➭➩✬✜☞➩➭➦➨➧✒➮➭✃ ➩❍❒▼✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➩➭➾❨✜✛➘✸➾✩➯r➩✖➾❺➘✸➬r➮♣➥❊➫❱➫❱➩➭➻➷➩➭➫✞➧✩➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧➽❮☞➮♣➥❊➬ ➧
ηq =

NUV/NNOPA

➯r➩✖➾♣➩➭➫❱➪❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧✑❈✞➦✛➘✸➫✞➧❺➬✴❈✞➦❱➩✴➪❱➦♣✜❱➾♣➥❈➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮❳➪❱➩➅➤ ❝❇♥✦✧☛➺✸✃ ➩➭➮◗➧✓✘❀➪❱➬ ➾❺➩✖➯r➩➲➫❱➥❊➻➅➼❱➾♣➩
NUV

➪❱➩
✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮ ✥P❖ ✜❱➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧❺➮❡✜✛➘✸➾✘➾❺➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧✧➘✸➦Û➫❱➥❊➻➅➼❱➾♣➩

NNOPA

➪❱➩✑✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮①➬r➫❱➺➭➬r➪❱➩➹➫✞➧❺➮✘➬r➮♣➮♣➦❱➩✒➪❱➦☎q ✈ ❂ ❱❅✖
➤➨➘✸➺✫✪✛➘✸➫❥➧❑❈✞➦❱➩❅q

i = Wi/h̄ωi

✧❱➥❊➫❲✜☛➩➭➦➨➧✩➾♣➩➭➯r➬r➩➭➾
ηq

✘➅➯✢✃ ➩✘✕➷➺Ô➘✸➺➭➬ ➧❺➸
ρ
✜✛➘✸➾

ρ = ηq ×
λNOPA

λUV

.
✲ ❊ ✖ ➳▲❍✠✵

✎ ➘✸➬r➮✧➺➭➥❊➻➷➻➷➩
1/λUV = 1/λNOPA + 1/λRGA

✧✛➬r➯✌➶❈➬r➩➭➫❥➧

ρ = ηq ×
(

1 +
λNOPA

λRGA

)
.

✲ ❊ ✖ ➳❖◆✮✵
✈ ➫✂➶❊➥❊➬ ➧✚➪❱➥❊➫❱➺✿❈✞➦❐✃ ✘➷➾♣➩➭➫❱➪❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧❨❈✞➦✛➘✸➫❥➧❺➬✴❈✞➦❱➩✿✱➨❒➨➩✖➯✢✃ ➩✘✕➷➺Ô➘✸➺➭➬ ➧❺➸➲➪❱➦♣✜❱➾♣➥✞➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮✒➪❱➩✴➤ ❝❇♥❬➺➭➾♣➥✩❥r➧✚➘Ô➶❥➩➭➺✖➯➴➘
➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾✘➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩❳➪❱➦☎q ✈ ❂ ❱❅✖❱➵✩➩✓✜❱➯r➦❱➮✗✧➨➺➭➥❊➻➷➻➷➩✩➫❱➥❊➦❱➮✧➘ï➶❊➥❊➫❱➮①➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❥➸❳➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧❡❈✞➦❱➩❳➯r➩
➾♣➩➭➫❱➪❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧❨❈✞➦✛➘✸➫❥➧❺➬✴❈✞➦❱➩✖➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➮❺➘✸➬ ➧ ➘ï➶❊➩➭➺

λNOPA

✲
ηq = 36%

✘ ❞✻❍✸➚■➫❱➻ ➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➩➽➳❁❑✁� ✘✤◆▲❏❊➚➅➫❱➻✶✵✤✧✛➥❊➫
➺➭➥❊➻✛✜❱➾♣➩➭➫❱➪Ý➻➷➬r➩➹➦❈❒➱➯r➩✑✏✔➘✸➺➹➧❺➩➭➦❱➾✩➳➽➩❍❒➨➬r➮◗➧♠➘✸➫✞➧ ➩➭➫✞➧❺➾♣➩➲➯r➩➭➮✧➩✘✕➷➺Ô➘✸➺➭➬ ➧❺➸➭➮✚➪❱➩✴➤ ❝❇♥①✘ ◆▲❏❊➚➅➩➹➧ ❞✻❍✸➚➅➫❱➻❲✖

❴✵➘✹✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ✖●❋✩■➷➼♦✵P✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➩➽➯r➩✖➺Ô➘✸➮✩➬r➫❥➧❺➸➭➾♣➩➭➮♣➮♠➘ ➫✞➧✒➥✩★✈➯r➩✿✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦✈➪❱➦⑤❵✽♥✓❱✻➩➭➮◗➧❳➘✩✜❀✜❱➾♣➥ï❒➨➬r➻❀➘ ➧❺➬ ▲
➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧❑✏ ➥✞➺Ô➘✸➯r➬r➮♣➸❳➪✛➘✸➫❱➮ ➯r➩➲➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯❐➪❱➩❤✥❡✥ ✈ ✲ ∼ 1,5 cm

➪❱➩➹➶✸➘✸➫❥➧✩➯r➩❳➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯ ✵✰✜☞➥❊➦❱➾
λNOPA = 630 nm

✖
✈ ➫▲➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➩➱➘✸➯r➥❊➾♣➮➲➦❱➫ ➸➭➯➴➘✸➾❊✒❊➬r➮♣➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✖➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯✯➪❱➩❀➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫ ✥P❖ ➪☛✡❬✘Ý➪❱➩❀➯➴➘✂➻➷➥❈➪❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❧➪❱➩
✜❀✪✛➘✸➮♣➩➷➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➸➭➩✳✲❦✸✘➾♣➥❊➮♣➮❅❂❙✪✛➘✸➮♣➩ ✎ ➥❈➪❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❍✧ �✓❂ ✎ ✵✁�■➬r➫❱➪❱➦❱➬ ➧❺➩✦✜✛➘✸➾➲➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫✏➪❱➦❬❵✽♥✓❱✥➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➩
➮♣➦❱➾✘➯✢✃ ➬ ➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫ ✥P❖ ✠ ◆▲❏✓☛❦✖ ✥✚➫❀➧❺➩➭➯☛➩■❢✌➩➹➧✧➘✖➪❱➸❄★❊✘✖➸➹➧❺➸✩➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➸✒➯ ➥❊➾♣➮✯➪❱➩✚➯➴➘✿✒❊➸➭➫❱➸➭➾❺➘ ➧❺➬r➥❊➫❀➪❱➩✚➯➴➘❳➧❺➾♣➥❊➬r➮♣➬✴❏➭➻➷➩
✪✛➘✸➾♣➻➷➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩✘➪❐✃ ➦❱➫➷➘ ➻✛✜❱➯r➬❋✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾✆➾♣➸✗✒❊➸➭➫❱➸➭➾❺➘ ➧❺➬❋✏ ✜✛➘✸➾✭➪❱➬❋❢✌➸➹➾❺➩➹➫❱➺➭➩✧➪❱➩❡✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➹➫❱➺➭➩ ➪✛➘✸➫❱➮●➦❱➫❱➩✺✱✛➼❱➾❺➩①➺➭➾♣➩➭➦❱➮♣➩
➾♣➩➭➻✛✜❱➯r➬r➩➽➪❐✃ ➘✸➾❊✒❊➥✸➫❍✧❹➺➭➥❊➫❱➪❱➦❱➬r➮❺➘✸➫❥➧❤✘✂➪❱➩➭➮➲➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮✓✘Ý➳▲❜✸➚➱➫❱➻❲✧❹➘✩✜❀✜❀✜❱➾♣➥Ô❒➨➬r➻❀➘ ➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧❳➯r➬r➻➷➬ ➧❺➸➭➩✬✜✛➘✸➾
➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩✩➪❱➩ ❝❱➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✘➩➹➧✧➪❱➩✒➪❱➦❱➾♣➸➭➩❳➸✗✒❥➘✸➯r➩✑✘★■❅✏ ➮ ✠ ◆❖❑✑☛❦✖➨➵✒➘✸➫❱➮✧➫❱➥✸➧❺➾♣➩✒➺Ô➘✸➮✗✧➨➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫❀➩➭➮◗➧✧➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬ ▲
❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧✚➺➹➥❊➻✛✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩✺★◗➦❱➮❊❈✞➦❐✃ ✘➅➦❱➫❱➩➲➪❱➦❱➾♣➸➭➩❳➪❱➩❳❋ï➚✬✏ ➮✗✖♦✸✘➩✗✜☛➩➭➫❱➪✛➘✸➫✞➧❜✧✛➪❱➦●✏✔➘✸➬ ➧①➪❱➩❳➯➴➘❅✏ ➥❈➺Ô➘ ➯r➬r➮❺➘ ➧❺➬r➥✸➫Û➪❱➦
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q ✈ ❂ ❱❬❮❅◆▲❏❊➚▼✧ ❜✸➚❊➚✖➩➹➧ ❞✻❍❁❑✴➫❱➻❲✖❩❴✵➘✖➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩✩➼♦✵●➻➷➥❊➫✞➧❺➾♣➩ ➯r➩✚➺Ô➘✸➮✘➥✩★Û➯r➩✽✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦Û➪❱➦✶❵P♥✓❱❪➩➭➮◗➧✺✏ ➥❈➺Ô➘✸➯r➬r➮♣➸
➪✛➘✸➫❱➮ ➯r➩❳➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯❐➪❱➩❤✥❡✥ ✈ ✖ ✈ ➫✂➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❥➩✴➘✸➯r➥❊➾♣➮①➦❱➫Ý➸➭➯➴➘✸➾❊✒❊➬r➮♣➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧ ➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯❹➪❱➩➲➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫❄✥P❖✬✖
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✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩➲➘Ô➶❊➩➭➺✒➦❱➫➱➘✸➦➨➧❺➾♣➩❨q ✈ ❂ ❱❅✧❈➻❀➘✸➬r➮✙✜☞➥❊➦❱➾✘➪❱➩➭➮✘➾❺➘✸➬r➮♣➥❊➫❱➮✯➻❀➘ ➧❺➸➭➾♣➬r➩➭➯r➯ ➩➭➮✑✲ ➬r➯✛➫❐✃ ✔Û➘Ô➶ ➘✸➬ ➧✺✜✛➘✸➮✘➪❐✃ ➘✸➦➨➧❺➾♣➩➭➮
q ✈ ❂ ❱❬➪❱➬r➮❊✜☞➥❊➫❱➬r➼❱➯r➩➭➮✚➘✸➦✳➻➷➥❊➻➷➩➭➫❥➧✩➪❱➩✴➯✢✃ ➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩❜✵■✧☞➫❱➥❊➦❱➮✒➘ï➶❊➥❊➫❱➮✩➺➭➥❊➻✛✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➸➽➩➹➧✒➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮♣➸✴➯✢✃ ➬r➻✬▲
✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫●✘★❑✞➳▲❍✴➫❱➻ ✜✛➘✸➾✧➘✸➦➨➧❺➥✞➺➭➥❊➾♣➾♣➸➭➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❀➬r➫✞➧❺➩➭➫❱➮♣➬r➻➷➸➹➧❺➾♣➬❋❈✞➦❱➩❳➘Ô➶❊➩➭➺➲➦❱➫➱➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➯✌➪❱➩✿✥❡✥ ✈ ➧✢✔❩✜☞➩ ❊ ➪❱➩ ❍✸➚
µ
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✱✛➯✄➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯✭➪❱➩■➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➬ ➧❺➸➽➩➭➫

sech2
✖✷❴✵➘Û➺➭➥❊➻✛✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫❍✧❐➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮♣➸➭➩✹✘➱➯✢✃ ➘✸➬r➪❱➩✴➪❱➩✹✜❱➾♣➬r➮♣➻➷➩➭➮❳➩➭➫▲➤ ❝ ❋ï➚▼✧



❏❥➳ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✏✑✌✍✎✠✎✝✑✏✒☎✁✓✔✏✕✝✠✟☛✝✑✖✗☞✕✘✙☎✛✚✜✡✕✝✑✢✣☞✜✤✥✟✠✂✧✦

�✂✁☎✄✝✆✼❊ ✖●❋✩❞✟✎✏➤❩✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩■➩➹➧❳➧❺➾❺➘✸➺➭➩➅➪❐✃ ➘✸➦➨➧❺➥❈➺➭➥❊➾♣➾♣➸➭➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✳➪❐✃ ➦❱➫❱➩➅➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫✳➺➭➩➭➫✞➧❺➾♣➸➭➩■➩➭➫
λUV = 425 nm

✖
❴❹➩➽➻➷➩➭➬r➯ ➯r➩➭➦❱➾✩➘❝★◗➦❱➮◗➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧❳➪❱➩➽➯➴➘➷➧❺➾❺➘✸➺➭➩✴➪❐✃ ➘✸➦➨➧❺➥❈➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❧✲ ➩➭➫✏➮♣➦❀✜❀✜☛➥❊➮❺➘✸➫✞➧❳➦❱➫⑤✜❱➾♣➥✩✱✛➯✆➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯✆➪❱➩
➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➬ ➧❺➸✒➩➭➫

sech2
✵✘➩➭➮◗➧✚➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➸✖➩➭➫✂➧❺➾❺➘✸➬ ➧✽✜❱➯r➩➭➬r➫❍✖

✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧➲➪❐✃ ➘ ➧♣➧❺➩➭➬r➫❱➪❱➾♣➩■➦❱➫❱➩■➪❱➦❱➾♣➸➭➩➷➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫
τp = 36 fs

✖✷❴❹➩✹✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧➲➪❱➦❱➾♣➸➭➩✤▲✰➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾❳➪❱➩➷➼✛➘✸➫❱➪❱➩✩✧
τp∆νp

✧➨➶ ➘✸➦➨➧✚➚▼✧ ❏✻❍✴➬r➫❱➪❱➬✴❈✞➦✛➘✸➫❥➧✧➦❱➫❱➩❳➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫✛✚✢✜❱➾♣➥✠✜❱➾♣➩✤✣✫✧▼✜❱➾♣➥❈➺✫✪❱➩➲➪❱➩❳➯➴➘✴➯r➬r➻■➬ ➧❺➩❨✜✛➘✸➾①➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩✒➪❱➩
❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✗✖ ❊ ➯✆➩➭➮◗➧✑✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➯r➩❤❈✞➦❱➩➽➯✢✃ ➥❊➫Ý➧❺➾♣➥❊➦➨➶❥➩✴➪❱➩➭➮✒➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮✩➮♣➬r➻➷➬r➯r➘ ➬r➾◗➩➭➮❑✜☞➥❊➦❱➾✩➯r➩➭➮✩➘✸➦➨➧❺➾♣➩➭➮✒➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮
➪❱➩➲➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾♣➮✧➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮❑✜❱➯r➦❱➮❡✏✔➘✸➬r➼❱➯r➩➭➮✗✖

❱✩➬r➫❱➮♣➬❦✧❅➯✢✃ ➥❊➼➨➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➥❊➫✖➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❱➮✵➦❱➯ ➧❺➾❺➘✸➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➩➭➮✄➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧✄➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➩➭➮✭➩➹➧●➘✸➺➭➺➭➥❊➾♣➪✛➘✸➼❱➯r➩➭➮✄➩➭➫❥➧❺➾♣➩
❏✻❍✸➚✳➩➹➧❳❑❥➚❊➚✳➫❱➻ ✜✛➘✸➾➽➮♣➥❊➻➷➻❀➘ ➧❺➬r➥❊➫▲➪❱➩✶✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩Ý➪❐✃ ➦❱➫❱➩➱➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫ ➬r➮♣➮♣➦❱➩➱➪❐✃ ➦❱➫ q ✈ ❂ ❱↕➩➹➧■➪❐✃ ➦❱➫❱➩
➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫➱➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➩➲➬r➮♣➮♣➦❱➩➲➪❐✃ ➦❱➫♣❵P♥✓❱❙➮♣➩➭➻➅➼❱➯r➩ ✞➹➧❺➾♣➩➲➦❱➫❱➩❳➧❺➩➭➺✤✪❱➫❱➬✴❈✞➦❱➩✿✜❱➾♣➥❊➻➷➩➹➧♣➧❺➩➭➦❱➮♣➩✩✖
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� ✠ ✛✜☞✍✖✂✁ ✤ ✑ ✂☎✑ ☞✍✖ ✢☛✛ ✆✟✄✌☞✡✠ ✄✏✖✘✑✍✆
� ✠☎✄ ✕✗✖✘✑✗✛✜☞✡✆

❴❹➩Ý➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩➱➪❱➩Ý➯➴➘⑥❂❙✪✮✔❈➮♣➬✴❈✞➦❱➩⑤✇✒➦✛➘✸➫❥➧❺➬✴❈✞➦❱➩✂➶❈➬r➮❺➘✸➫❥➧②✘✠➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩➭➾■➯✢✃ ➸➹➶❊➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫❵➪❐✃ ➦❱➫ ➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩
➶❈➬➴➘➱➮♣➥❊➫▲➬ ➫✞➧❺➩➭➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫❧➘Ô➶❥➩➭➺■➯➴➘➱➯r➦❱➻➷➬✴❏➭➾♣➩➽➮➭✃ ➩➭➮◗➧❅✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➺➭➦❱➯r➬✴❏➭➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧❳➪❱➸➹➶❥➩➭➯r➥✠✜❀✜☛➸➷➺➭➩➭➮✖➪❱➬ ❒❧➪❱➩➭➾♣➫❱➬✴❏➭➾♣➩➭➮✖➘✸➫❩▲
➫❱➸➭➩➭➮ ✠ ◆✻❍✒☛❦✖ ❊ ➫❱➬ ➧❺➬➴➘✸➯ ➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✧❥➪❱➩➭➮✘➮♣➺✤✪❱➸➭➻❀➘✸➮✘➪❱➩✩➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✚➻➷➩➹➧♣➧♠➘✸➫❥➧✘➩➭➫❤★◗➩➭➦Û➪❱➩➭➮✘➮♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩Ô➮①➥❊➦Û➪❱➩➭➮✺✜✛➘✸➬r➾♣➩➭➮
➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❱➮❀➯r➦❱➻➷➬r➫❱➩➭➦❱➮♣➩➭➮Û➥✸➫✞➧Û➸➹➧❺➸⑤✜❱➾♣➥✠✜☞➥❊➮♣➸➭➮ ✠ ❋✘✎❀❏✓☛✒➩➹➧➱➻➷➬r➮❀➩➭➫ ✡➲➦➨➶❈➾♣➩✏➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫✞➧♠➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧✌✠ ◆▼✧
◆▲◆✒✎❀◆▲❞✓☛❦✖◆✸✘➩✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧❜✧◆✒❊➾❆✭✸➺➭➩Û➘✸➦❈❒▲➾♣➸➭➺➭➩➭➫❥➧❺➮✬✜❱➾♣➥✠✒❊➾❊❏➭➮❤✏✔➘✸➬ ➧❺➮➲➪✛➘✸➫❱➮✴➯r➩➷➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩■➪❱➩❀➯➴➘✂➻➷➬r➮♣➩➷➩➭➫✍✏ ➥❊➾♣➻➷➩
➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❱➮ ✠ ❋▲❋☞☛✦✧✧➬r➯✒➩➭➮◗➧Ý➻❀➘✸➬r➫❥➧❺➩➭➫✛➘✸➫✞➧●✜☞➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩✏➪❱➩✟✒❊➸➭➫❱➸➭➾♣➩➭➾Ý➪❱➩➭➮Ý➬ ➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❱➮Û➪❱➩⑤✏ ➥❊➾♣➻➷➩⑤✜❱➯r➦❱➮
➥❊➦✏➻➷➥❊➬r➫❱➮✒➺➹➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩✩✖❹➵✒➘✸➫❱➮❳➺➭➩➭➮➲➺➭➥❊➫❱➪❱➬ ➧❺➬r➥✸➫❱➮❜✧☞➯✢✃ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫✳➪❱➦✏➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩■➫❐✃ ➩➭➮◗➧✿✜❱➯r➦❱➮❳➯ ➬r➻➷➬ ➧❺➸➭➩✬✘Û➦❱➫❱➩
➮♣➬r➻✛✜❱➯r➩❀➮♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫✛➺➭➩➭➮➷➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❱➮✗✖◆❱✩➬ ➫❱➮❺➬r✧✄➬r➯✧➘✳➸➹➧❺➸☎✜☛➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩➱➪❱➩➱➺➭➥❊➫❥➧♠➾❊✐❊➯ ➩➭➾➅➦❱➫❱➩➱➯➴➘✸➾❊✒❊➩✶✒❥➘✸➻➷➻➷➩❀➪❱➩
✜❀✪❱➸➭➫❱➥❊➻✛❏➭➫❱➩➭➮✒➪✛➘✸➫❱➮✒➪❱➩➭➮✒➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩➭➮✩➶✸➘✸➾♣➬r➸➭➮✴❮☞➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫Ý➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯➴➘✸➬ ➾♣➩✟✠ ❋✳❑❀✧✟❜ ➚✓☛✺✧☛➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➩➭➾◗➧✒➪❱➩✬✜☛➥❪▲
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✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➩➭➮❳➪✛➘✸➫❱➮✩➯r➩✖➻➷➥❈➪❀❏➭➯r➩➲➪❱➩✬❴✵➘✸➫❱➪✛➘✸➦❩▲ t ➩➭➫❱➩➭➾ ✠ ■❥➳✒☛❦✖✯✸✘➩➭➮✩➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮ ➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➮✒➥❊➫❥➧✩➸➹➧❺➸✴➸➹➧❺➦❱➪❱➬r➸➭➮
➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧✒➩➹➧❳➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫✞➧♠➘✸➯r➩➭➻➷➩➹➫✞➧❜✧☛➩➹➧✒➺➭➥❊➫❱➮◗➧❺➬ ➧❺➦❱➩➭➫✞➧✒➦❱➫❱➩✬✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✖➪❱➦✳➧❺➾❺➘Ô➶ ➘✸➬r➯✵➪❱➩✴➧❆✪❀❏➭➮♣➩➽➪❱➩■➤❈➸✤▲
➼✛➘✸➮◗➧❺➬r➩➭➫ t ➘✸➻➷➬ ➧❆✪ ✠ ■▲❏✓☛❦✖❹➵✒➘✸➫❱➮➲➺➭➩➹➧♣➧❺➩➅➧❆✪❀❏➭➮♣➩✩✧✵➫❱➥❊➦❱➮✖➘✸➯r➯r➥✸➫❱➮✩➧❺➬r➾♣➩➭➾➲➘Ô➶✸➘✸➫❥➧♠➘✩✒❊➩➅➪❱➩➭➮➲➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❱➮✓✘➱➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩
➪❱➩❨✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✩✧✛➺➭➥❊➻➽➼❱➬r➫❱➸➭➩➭➮①➘ï➶❊➩➭➺✒➦❱➫❱➩❳➻➷➬r➮♣➩✚➩➭➫✶✏ ➥❊➾♣➻➷➩✩➩➭➫●✜❀✪✛➘✸➮♣➩✒➩➹➧✧➩➭➫✂➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✩➪❱➦Û➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✓✜☞➥❊➦❱➾
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➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩➭➾➽➯✢✃ ➸➹➶❥➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥✸➫ ➧❺➩➭➻✛✜☛➥❊➾♣➩➭➯r➯r➩Û➪❱➩➭➮➅➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮✴➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➮✗✖✙❂✄➥❊➦❱➾➅➺➭➩➭➯➴➘▼✧✄➫❱➥❊➦❱➮■➫❱➥❊➦❱➮■➘✩✜❀✜❱➦❱➬r➩✤▲
➾♣➥❊➫❱➮✧➮♣➦❱➾✽✜❱➯r➦❱➮♣➬r➩➭➦❱➾♣➮ ➘✸➫✛➘✸➯r➥✠✒❊➬ ➩➭➮✗✖▼✼✆➥❊➦➨➧ ➪❐✃ ➘✸➼☞➥❊➾♣➪❍✧❱➬r➯☞➩❍❒➨➬r➮◗➧❺➩✿✜☞➥❊➦❱➾①➪❱➩➭➮ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮✺✏ ➥❊➾◗➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧✧➸➹➧❺➬r➾♣➸➭➩➭➮✗✧
➦❱➫❱➩■➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✛➘✸➫❱➺➭➩✛✪❱➥❊➻➷➥✸➧❆✪❱➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩➅➩➭➫❥➧❺➾♣➩➷➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩✴➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯✭➩➹➧✖➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩❅✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯❦✖❉♠●➫✠➮♣➩
➼✛➘✸➮❺➘✸➫❥➧➽➮♣➦❱➾✴➺➭➩➹➧♣➧❺➩❀➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✛➘✸➫❱➺➭➩✩✧✄➫❱➥❊➦❱➮➽➻➷➥✸➫✞➧❺➾♣➩➭➾♣➥❊➫❱➮❤❈✞➦❐✃ ➦❱➫❵➮❺➘✸➦➨➧➽➪❱➩②✜❀✪✛➘✸➮♣➩❀➪✛➘✸➫❱➮✴➯r➩➷➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩
➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯✩➘✟✜☞➥❊➦❱➾➷➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❀➪❱➩✈➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮♣➩➭➾❀➯r➩➭➮➷➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥✸➫❱➮■➪❱➩➭➮➷➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮■➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✗✖❡♠●➫❱➮♣➦❱➬ ➧❺➩✩✧
➫❱➥❊➦❱➮➲➶❊➩➭➾♣➾♣➥❊➫❱➮❅❈✞➦❐✃ ➦❱➫▲➧❺➾♣➥❊➦✠➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯❃➩➭➫ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩➅➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸✶✘✂➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩❀➺➭➥❊➫❱➪❱➦❱➬ ➧❅✘Ý➯✢✃ ➘✩✜❀✜✛➘✸➾♣➬ ➧❺➬ ➥✸➫
➪❐✃ ➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮✭➮❯✔❈➻➷➸➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮✯➪✛➘✸➫❱➮✯➯r➩✧➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩①➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯❦✧❊➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘❅➧❺➬ ➥❊➫❱➮❙❈✞➦❱➩✚➯✢✃ ➥❊➫✹✜☞➩➭➦➨➧✘➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮♣➩➭➾✯➩➭➫
➘✩✜❀✜❱➯r➬r➺Ô➘✸➫❥➧●➦❱➫➷➮❺➘✸➦➨➧✯➪❱➩✽✜❀✪✛➘✸➮♣➩✩✖❩♠●➫➷➥❊➦➨➧❺➾♣➩✩✧❊➫❱➥❊➦❱➮❃➪❱➸➭➻➷➥❊➫✞➧❺➾♣➩➭➾♣➥❊➫❱➮●➺➭➥❊➻➷➻➷➩➭➫❥➧❃➺➭➾♣➸➭➩➭➾❃➯✢✃ ➸✗❈✞➦❱➬ ➶✸➘✸➯r➩➭➫❥➧❃➪❐✃ ➦❱➫❱➩
➯r➩➭➫❥➧❺➬r➯r➯ ➩✽✘✿❳➭➥❊➫❱➩➭➮❃➪❱➩ ❝✛➾♣➩➭➮♣➫❱➩➭➯✛➪✛➘✸➫❱➮✯➯r➩✧➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩✘➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯❹❮❊➧❺➥❊➦➨➧❃➺➭➥❊➻➷➻➷➩✧➩➭➫➷➥✠✜➨➧❺➬✴❈✞➦❱➩ ➪❱➩ ❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾●➥✩★
➯✢✃ ➥❊➫●✏ ➥✞➺Ô➘✸➯r➬r➮♣➩✒➦❱➫☎✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦Ý➯r➦❱➻➷➬ ➫❱➩➭➦❈❒➱➩➭➫Ý➼❱➯r➥❩❈✞➦✛➘✸➫❥➧ ➺➭➩➭➾◗➧♠➘✸➬r➫❱➩➭➮P✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➮✧➪❱➩✖➮♣➥❊➫☎✜❱➾♣➥✩✱✛➯❹➮❊✜✛➘ ➧❺➬➴➘✸➯❦✧➨➫❱➥❊➦❱➮
➪❱➸➭➺➭➥❊➦❀✜☛➥❊➫❱➮➲➯r➩✬✜❱➾♣➥✩✱✛➯✆➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯✄➪❱➩➅➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✈➸➹➧❺➬r➾♣➸➭➩✩✖ ✈ ➫✏➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➩➷➘✸➯r➥❊➾♣➮✗✧☞➮♣➩➭➯r➥❊➫✏➯r➩➭➮❳➺Ô➘ ➮❜✧✌➦❱➫✠➘✸➺✤▲
➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✘➥❊➦❀➦❱➫❱➩✩➪❱➬r➻➷➬ ➫❈➦➨➧❺➬ ➥❊➫■➪❱➩✚➯➴➘✿✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥✸➫■➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩✑✘➲➯➴➘✓✱✛➫❀➪❱➩✩➯✢✃ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧❍➘❅➧♠➬ ➥❊➫❍✖✞➵✩➩ ➧❺➩➭➯r➯r➩➭➮
➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➹➫❱➺➭➩➭➮ ➥❊➫✞➧①➪❱➸❄★❊✘➽➸➹➧❺➸❳➾♣➸Ô➘✸➯ ➬r➮♣➸➭➩➭➮①➪✛➘✸➫❱➮①➯r➩✒➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩✚➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯❹➘Ô➶❊➩➭➺❳➪❱➩➭➮✧➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫❱➮✺✘➽➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩✒➪❱➩
✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✛✜☞➥❊➦❱➾➲➺➭➾♣➸➭➩➭➾➲➪❱➩➭➮➲➯r➩➭➫✞➧❺➬r➯ ➯r➩➹➮❳➪❱➩✤❝✛➾♣➩➭➮♣➫❱➩➭➯ ✠ ■❖❑❀✧✼■✻❍✒☛❦✖❉❂✄➘✸➾➲➩❍❒➨➩➭➻✹✜❱➯r➩✩✧❹➦❱➫❱➩➅➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫✟✘➱➪❱➩➭➦❈❒
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❴●✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫ ➳✻✧✵➦❱➯ ➧❺➾❺➘✸➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➩➷➩➹➧✴➯r➬r➻➷➬ ➧❺➸➭➩✦✜✛➘✸➾➲➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩➷➪❱➩✢❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➹➾❜✧❹➮♣➥❊➫❱➪❱➩❀➯➴➘●✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❧➪❱➩
➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸✖➘✩✜❱➾❊❏➭➮ ➦❱➫Ý➪❱➸➭➯➴➘✸➬

τ
✖

➥✩★ E1(t)
➩➭➮◗➧✚➯r➩❳➺✫✪✛➘✸➻✛✜Ý➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩❳➪❱➥❊➫❱➫❱➸✿✜✛➘✸➾➲❮

E1(t) = E01

√
T01

Tp1

e−Γ1t2 e−i(ω01 t+ϕ0/2), tan ϕ0 = −α1T
2
p1

✲ ❊❭❊ ✖ ❏✮✵

➘Ô➶❥➩➭➺
Γ1 = 1/T 2

p1
+iα1

➩➹➧
Tp1

✲ ➾♣➩➭➮❊✜❍✖
T01

✵❐➪❱➩➭➻➷➬ ▲✰➯➴➘ ➾❊✒❊➩➭➦❱➾✷✘
1/e

➩➭➫✴➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩●➪❱➩❃➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫❳➸➹➧❺➬r➾♣➸➭➩
✲ ➾♣➩➭➮❊✜❍✖✆➯r➬ ➻➷➬ ➧❺➸➭➩✦✜✛➘✸➾➲➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩■➪❱➩ ❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✫✵✤✖

Tp1

➩➹➧✴➯r➩✹✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩
α1

✧✆➘✸➮♣➮♣➥❈➺➭➬r➸✛✘Ý➯➴➘➱➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩➷➪❱➩
✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✩➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➬ ➾♣➩✩✧❊➮♣➥❊➫❥➧✯➾♣➩➭➯r➬r➸➭➮✙✘➲➯➴➘✒➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫✛❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩

φ
(2)
1 (φ

(2)
1 = d2φ1/dω2

➩➭➫
ω = ω01)✜✛➘✸➾➲❮

Tp1 = T01

√√√√√1 +


2φ

(2)
1

T 2
01




2 ✲ ❊❭❊ ✖ ❑✻✵

➩➹➧

α1 =
2φ

(2)
1

T 4
01

+ (2φ
(2)
1 )2

.
✲ ❊❭❊ ✖▼❍✠✵

✸✘➩✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧❜✧✛➪✛➘✸➫❱➮①➺➭➩❳➺✫✪✛➘✩✜❱➬ ➧❺➾♣➩✩✧➨➫❱➥❊➦❱➮✧➫❱➥❊➦❱➮✧➺➭➥❊➫❱➺➭➩➹➫✞➧❺➾♣➩➭➾♣➥❊➫❱➮ ➮♣➦❱➾①➯r➩✒➺Ô➘✸➮①➥✩★➱➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫②✜☞➥❊➻✛✜☛➩✒➩➭➮◗➧
✏ ➥❊➾◗➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧ ➸➹➧❺➬r➾♣➸➭➩②✲ ➬❦✖ ➩✩✖ |φ(2)

1 | ≫ T 2
01

✵■✧❱➪❱➩❳➧❺➩➭➯r➯r➩✒➮♣➥❊➾◗➧❺➩✿❈✞➦❱➩
Tp1 ≃ 2|φ(2)

1 |/T01

➩➹➧
α1 ≃ 1/2φ

(2)
1

✖
➵✒➘✸➫❱➮❃➯✢✃ ➘✩✜❀✜❱➾♣➥ï❒➨➬r➻❀➘❅➧❺➬ ➥❊➫✦❈✞➦✛➘✸➮♣➬ ▲✰➾♣➸➭➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➫❥➧❺➩ ➥❊➦■➪❱➩ ➯✢✃ ➥❊➫❱➪❱➩①➧❺➥❊➦❱➾♣➫✛➘✸➫❥➧❺➩❤✲r❵✷❁⑤❱❜➩➭➫❀➘✸➫❀✒❊➯➴➘✸➬ ➮◗✜☞➥❊➦❱➾

❵ ➥✸➧♠➘ ➧❺➬r➫❀✒✬❁ ➘Ô➶❊➩❤❱❨✜❀✜❱➾♣➥Ô❒➨➬r➻❀➘ ➧❺➬r➥✸➫♦✵✚❮

E1(t) ≃
1

2
E1(t).

✲ ❊❪❊ ✖ ◆✠✵
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✸✘➥❊➻✛✜➨➧❺➩✒➧❺➩➭➫❈➦Ý➪❱➩➲➺➭➩✿❈✞➦❱➬✷✜❱➾♣➸➭➺✗❏➭➪❱➩✩✧☞➯✔✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✒➪❱➩✿✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧♣➸✒➪❱➩➲➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |e〉 ➶✸➘ ➦➨➧✖❮

ae(t) =
iµeg

2h̄
E01e

−i
ϕ0
2

√
T01

Tp1

∫ t

−∞
dt′e−Γ1t′2+i∆1t′ ,

✲ ❊❭❊ ✖▼❜✠✵

➥✩★
∆1 = ωeg − ω01

➩➭➮◗➧ ➯✢✃ ➸➭➺Ô➘✸➾◗➧P✘➽➯➴➘✴➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✖❬❝☛➘✸➬r➮♣➥❊➫❱➮✘➯r➩✒➺✫✪✛➘✸➫❀✒❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧ ➪❱➩✒➶ ➘✸➾♣➬➴➘✸➼❱➯r➩
t′′ = t− t′

✧
➬r➯✌➶❈➬r➩➭➫❥➧➲❮

ae(t) =
iµeg

2h̄
E01e

−i
ϕ0
2

√
T01

Tp1

e−Γ1t2+i∆1t

∫+∞

0

dt′′e−Γ1t′′2−γ1(t)t′′ ✲ ❊❭❊ ✖ ■✮✵

➩➭➫✶✜☛➥❊➮❺➘✸➫✞➧
γ1(t) = i∆1 − 2Γ1t

✖▼✸✘➩➹➧♣➧❺➩✩➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫❀➮➭✃ ➬r➫❥➧❆❏✗✒❊➾♣➩✩➩➹➫Û➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮❺➘✸➫✞➧❃➯r➩✚➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧✘➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫✞➧✓✲ ✠ ■▲◆✓☛
✜✛➘✩✒❊➩ ❏❊➚✻❜✠✵✩❮

∫+∞

0

dxe−
x2

4β
−γx =

√
πβeβγ2

[1 − ➩➭➾❯✏
(γ

√
β)],

❵ ➩
(β) > 0,

✲ ❊❭❊ ✖ ❞✮✵

➥✩★✂➩➭➾❯✏✭➩➭➮◗➧✚➯➴➘✬✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥✸➫✂➩➭➾♣➾♣➩➭➦❱➾ ➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩➲➪❱➸■✱✛➫❱➬r➩✓✜✛➘✸➾ ➩➭➾❯✏
(z) = 2√

π

∫z

0
dte−t2

➩➹➧✚➮❺➘✸➺✤✪✛➘✸➫❥➧❑❈✞➦❱➩■❮

Γ1 =
1

Tp1T01

e−iϕ0
✲ ❊❭❊ ✖●❋ï➚✮✵

❝✄➬r➫✛➘✸➯r➩➭➻■➩➭➫✞➧❜✧➨➥❊➫✂➥❊➼➨➧❺➬r➩➭➫✞➧➲❮

ae(t) =
iµeg

2h̄
Ẽ1(ωeg)

[
1 − ➩➭➾❯✏ ( γ1(t)

2
√

Γ1

)]
,

✲ ❊❭❊ ✖●❋▲❋❝✵

➘Ô➶❊➩➭➺
Ẽ1(ω)

➯➴➘✴➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩➲➪❱➩✛❝✛➥✸➦❱➾❺➬ ➩➭➾✧➪❱➦Ý➺✫✪✛➘✸➻✛✜❧❮

Ẽ1(ω) =
1

2
E01

√
π T01e

−(ω−ω01 )2T 2
01

/4eiφ
(2)
1 (ω−ω01 )2/2.

✲ ❊❭❊ ✖●❋❅➳✠✵
❴✵➘✦✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➩➲➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✧➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸

Pe(t)
➩➭➮◗➧✩➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➩✿✜✛➘✸➾ |ae(t)|2

✧❱➮♣➥❊➬ ➧➲❮

Pe(t) =
µ2

eg

4h̄2 |Ẽ1(ωeg)|2
∣∣∣∣∣1 − ➩➭➾❯✏ ( γ1(t)

2
√

Γ1

)∣∣∣∣∣

2

.
✲ ❊❭❊ ✖●❋✩❏✮✵

❴✵➘●✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫
Pe(+∞)

➧♠➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩✛✘✂➯➴➘②✱✛➫✠➪❱➩➷➯✢✃ ➩♠❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫✏➫❱➩■➪❱➸✗✜☞➩➭➫❱➪✍❈✞➦❱➩➷➪❱➦✠➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩
➪❱➩➱➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫❧✘✏➯➴➘❲✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩Ý➪❱➩✂➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✂➩➹➧✹✜✛➘✸➮■➪❱➩➱➯➴➘✳➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫❧❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✧❙✜❱➦❱➬r➮❊❈✞➦❱➩
Pe(+∞) = µ2

eg|Ẽ1(ωeg)|2/h̄2 ✧✛➺➭➥❊➫▼✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➻➷➩➹➫✞➧✚➘✸➦❈❒➱➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮ ➪❱➩➲➯➴➘✴➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬r➩➲➪❱➩➭➮P✜☞➩➭➾◗➧❺➦❱➾♣➼✛➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✗✖
❴❹➩➽➺➭➥❊➻✛✜☞➥❊➾◗➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧❳➪❱➩

ae(t)
✜☞➩➭➦➨➧✍✞➹➧❺➾♣➩✦✜❱➾♣➸➭➪❱➬ ➧✑❈✞➦✛➘✸➯r➬ ➧♠➘ ➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧✓✘✶✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➾✩➪❱➩➭➮❳➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫❱➮

❊❭❊ ✖▼❜➽➩➹➧ ❊❭❊ ✖●❋▲❋✠✖③❴✵➘✹✜❱➾♣➩➭➻➷➬✴❏➭➾♣➩❳➫❱➥❊➦❱➮ ➪❱➬ ➧✽❈✞➦❱➩➷❮

ae(t) ∝
∫ t

−∞
dt′e−(t′/Tp1 )2ei(∆1t′−α1t′2),

✲ ❊❭❊ ✖●❋✳❑✻✵

➩➭➯r➯r➩❑✏✔➘✸➬ ➧✧➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶❊➩➭➫❱➬r➾①➯r➩✑✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧✧➪❐✃ ➦❱➫❱➩➲➩➭➫❥➶❊➩➭➯r➥✠✜❀✜☞➩✓✒❥➘✸➦❱➮♣➮♣➬r➩➭➫❱➫❱➩➲➯r➩➭➫❥➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧✧➶ ➘✸➾♣➬➴➘✸➼❱➯r➩✒➩➹➧ ➪❐✃ ➦❱➫➱➧❺➩➭➾♣➻➷➩
➾❺➘✩✜❱➬r➪❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧✴➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘✸➫❥➧

eiϕ(t)
✧✄➘Ô➶❊➩➭➺

ϕ(t) = ∆1t − α1t
2
✖✄➵✴✃ ➘✩✜❱➾❊❏➭➮➽➯✢✃ ➘✩✜❀✜❱➾♣➥Ô❒➨➬r➻❀➘ ➧❺➬ ➥❊➫✠➪❱➩❀➯➴➘❲✜❀✪✛➘✸➮♣➩
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τp1 =

12,6
✜❱➮

, (τ01 = 110
✏ ➮

, φ
(2)
1 = −5.105

✏ ➮ 2) ➩➹➧✚➪❱➩✓✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✖➺➭➩➭➫❥➧❺➾❺➘✸➯r➩ ω01 = ωeg

✖

➮◗➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➫✛➘✸➬r➾♣➩✩✧✵➯➴➘❲✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜✛➘✸➯r➩➷➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❬✘✈➺➭➩➹➧♣➧❺➩Û➬r➫✞➧❺➸✗✒❊➾❺➘✸➯r➩➷➮♣➩✶✜❱➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧✬✜☞➥❊➦❱➾✴➯r➩➭➮✴➶ ➘✸➯r➩➭➦❱➾♣➮➽➪❱➩
t➘✸➫❱➫✞➦❱➯➴➘✸➫✞➧①➯➴➘✴➪❱➸➭➾♣➬ ➶❥➸➭➩❳➪❱➩✒➯➴➘❅✜❀✪✛➘✸➮♣➩

ϕ(t)
✧❱➮♣➥❊➬ ➧❡✜☞➥❊➦❱➾

t = t0 = ∆1

2α1
≃ (ωeg − ω01)φ

(2)
1

✖③✸✘➩➹➧♣➧❺➩❳➶ ➘✸➯r➩➭➦❱➾
➪❱➩

t
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➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩✓✲ ✠ ■✻❜✒☛▼✜❍✖❊➳❖❞▲❞✮✵❙✧ ➻➷➥❊➫❥➧❺➾♣➩✘➘✸➯r➥❊➾♣➮❇❈✞➦❱➩①➯➴➘P✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✖➪❱➩✘➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✄➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸✘➺➭➾♣➥✩❥r➧✄➾❺➘✩✜❱➬r➪❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧✄➮♣➦❱➾
➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶✸➘✸➯r➯ ➩✩➪❱➩✒➧❺➩➭➻✛✜❱➮

[t0 −
√

2|φ(2)
1 |, t0 +

√
2|φ(2)

1 |] ✲î➶✸➘ ➾❺➬r➘ ➧❺➬r➥❊➫Û➪❱➩ |ae(t)|/|ae(+∞)| ➪❱➩❳❋✩◆✦✘ ■❖❑
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Pe(+∞)
➩➭➫➷➮➭✃ ➘✸➻➷➥❊➾◗➧❺➬r➮♣➮❺➘✸➫❥➧ ❮❊➺➭➩ ➮♣➥❊➫✞➧❃➯r➩➭➮●➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮

➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✗✖ ❊ ➯r➮✧➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧❺➩➭➫❥➧✚➪❱➩➲➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩❳➩➭➫❥➧❺➾❺➩❳➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✒➪❱➩✿✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸✚➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩✖➪❱➩❳➻❀➘❝▲
➫❱➬✴❏➭➾♣➩✴➾♣➸➭➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➫✞➧❺➩➅➘✸➦✳➶❊➥❊➬r➮♣➬r➫✛➘✩✒❊➩✖➪❱➩➽➯✢✃ ➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫✞➧

t0
➩➹➧❳➺➭➩➭➯r➯r➩➲➧♠➾❺➘✸➫▼✏ ➸➹➾❺➸➹➩➽➪❱➩➅➻➷➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩✴➫❱➥❊➫✏➾♣➸➭➮♣➥❊➫❱➫✛➘ ➫✞➧❺➩

✘■➦❱➫Ý➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧
t
➦❱➯ ➧❺➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾✗✧❱➺➭➥❊➫❱➪❱➦❱➬r➮❺➘✸➫❥➧❨✘■➪❱➩➭➮ ➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮✧➘Ô➶❥➩➭➺➲➦❱➫❱➩❤✜❀✪✛➘✸➮♣➩➲➪❱➸✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧✩➪❱➦Ý➧❺➩➭➻✛✜❱➮

ψ(t) =
∫t

t0
[ω1(t

′)−ωeg]dt′ = α1(t− t0)
2
✧✞➮♣➥❊➬ ➧❃➦❱➫❱➩❑✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➹➫❱➺➭➩

ω1(t)−ωeg

➶✸➘✸➾♣➬➴➘✸➫❥➧✯➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➬ ➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✖
❴✵➘☎✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✏➪❱➩■➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧➲➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸■➬r➫❱➪❱➦❱➬ ➧❺➩✦✜✛➘✸➾❳➦❱➫❱➩■➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫⑤✜☞➥❊➻✛✜☞➩➅➾♣➸➭➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➫❥➧❺➩❀➘Ô➶❥➩➹➺➷➯➴➘

➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫
(ω01 = ωeg)

➩➭➮◗➧✯➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➭➩✚➮♣➦❱➾❃➯➴➘❨✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ➳❩✖✻✸✘➩➹➧♣➧❺➩ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫➅➩➭➮◗➧❃➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮♣➸➭➩P✜✛➘✸➾
➯r➩➭➮✿✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩➭➮❳➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧❺➮■❮

τ01 = 110
✏ ➮

, φ
(2)
1 = −5.105

✏ ➮ 2 ✧❐➮♣➥❊➬ ➧➲➦❱➫❱➩➷➪❱➦❱➾♣➸➭➩ τp1 = 12,6
✜❱➮❜✖❉❴❹➩➭➮

➧❺➩➭➻✛✜❱➮
t0 −

√
2|φ(2)

1 | ➩➹➧ t0 +
√

2|φ(2)
1 | ➮♣➥❊➫❥➧❤✱③✒❊➦❱➾♣➸➭➮❤✜✛➘✸➾➲➪❱➩➭➮✖➯r➬✴✒❊➫❱➩➭➮❳➶❊➩➭➾◗➧❺➬r➺Ô➘✸➯r➩➭➮✗✖❇✸✘➥❊➫▼✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➻➷➩➭➫❥➧✘ ➯✢✃ ➸➹➧❺➦❱➪❱➩✈➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩⑤✜❱➾♣➸➭➺➭➸➭➪❱➩➭➫❥➧❺➩✩✧✧➯➴➘❬✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫ ➪❱➩✳➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧➱➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➸✳➺➭➾♣➥✩❥r➧➱➯r➩➭➫❥➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧✂➘✸➦❜➪❱➸➭➼❱➦➨➧

➪❱➩■➯✢✃ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫❍✖❍❂●➦❱➬r➮➲➩➭➯r➯r➩■➘✸➦❀✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➩✦✏ ➥✸➾♣➧❺➩➭➻■➩➭➫✞➧➲➯r➥❊➾♣➮❳➪❱➦⑥✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩✛✜✛➘✸➾❳➯➴➘➱➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩❀➘✸➦➨➧❺➥❊➦❱➾❳➪❱➩
t = t0

✖❪♠●➫❱➮♣➦❱➬ ➧❺➩✘➩➭➯r➯r➩❃➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯r➩✯➘Ô➶❊➩➭➺✘➦❱➫❱➩✘➯➴➘✸➾❊✒❊➩✯➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✯➘✸➦➨➧❺➥❊➦❱➾✆➪❱➩ ❋✠✧❅➯➴➘P✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➹➫❱➺➭➩✧➪❱➩➭➮✄➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘❅➧❺➬ ➥❊➫❱➮
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�✂✁☎✄✝✆ ❊❪❊ ✖ ❏ ✎✟❱✩➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩■➪❱➩✶✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸■➪❱➩❀➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✴➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸Û➺➭➾♣➸➭➸➭➩✶✜✛➘✸➾✖➦❱➫❱➩Û➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫⑥✜☞➥❊➻✛✜☞➩➷➪❱➩
➪❱➦❱➾♣➸➭➩

τp1 = 12,6
✜❱➮

, (τ01 = 110
✏ ➮

, φ
(2)
1 = −5.105

✏ ➮ 2) ➩➹➧✚➪❱➩✓✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✖➺➭➩➭➫❥➧♠➾❺➘✸➯ ➩ ω01 = ωeg

✖

➘✸➦❀✒❊➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➫❥➧✚➘✸➦Ý➺➭➥❊➦❱➾♣➮ ➪❱➦✂➧❺➩➭➻✛✜❱➮✗✖
✈ ➫❫✜☛➩➭➦➨➧Û➩❍❒▼✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➩➭➾❀➯r➩➭➮■➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮➷➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮Û➪❐✃ ➦❱➫❱➩✳➘✸➦➨➧❺➾♣➩✈➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩✂➩➭➫ ➩❍❒❱➘✸➻➷➬r➫✛➘✸➫✞➧➷➯r➩

➺➭➥❊➻✛✜☛➥❊➾◗➧♠➩➹➻➷➩➭➫✞➧✖➪❱➩❀➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯ ➬ ➧❺➦❱➪❱➩■➪❱➩✛✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸■➪✛➘✸➫❱➮✖➯r➩✛✜❱➯➴➘✸➫✠➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩✩✖◆✸✩✃ ➩➭➮◗➧➽➺➭➩②❈✞➦❱➬❃➩➭➮◗➧❅✏✔➘✸➬ ➧
➮♣➦❱➾✧➯➴➘❤✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ❏▼✧❱➥✩★➱➫❱➥❊➦❱➮✚➘Ô➶❊➥❊➫❱➮①➧♠➾❺➘✸➺➹➸ ❊ ➻

[ae(t)/ae(+∞)]
➩➭➫●✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫Û➪❱➩✿❵ ➩

[ae(t)/ae(+∞)]
✖

✈ ➫✐➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➩✳➘✸➯r➥❊➾♣➮■➦❱➫❱➩Ý➮❊✜❱➬r➾❺➘✸➯ ➩Ý➘✸➫✛➘✸➯r➥✠✒✸➦❱➩❲✘❧➯➴➘✏➮❊✜❱➬r➾❺➘✸➯r➩➱➪❱➩✳✸✘➥❊➾♣➫✞➦❦➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➩Ý➯r➥❊➾♣➮■➪❱➩Ý➯✢✃ ➸➹➧❺➦❱➪❱➩✂➪❱➩
➯➴➘Û➪❱➬❋❢✌➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫✳➪✛➘✸➫❱➮➲➯✢✃ ➘✩✜❀✜❱➾♣➥Ô❒➨➬r➻❀➘ ➧❺➬ ➥❊➫✳➪❱➩✤❝✛➾♣➩➭➮♣➫❱➩➭➯❦✧❐➯➴➘●✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✳➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩■➪✛➘✸➫❱➮➲➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧❳➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸
➸➹➧♠➘✸➫❥➧✚➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➩✿✜✛➘✸➾ ➯r➩❳➺Ô➘✸➾♣➾♣➸➲➪❱➦✂➻➷➥❈➪❱➦❱➯r➩✒➪❱➦Ý➾❺➘✕✔❊➥❊➫➱➶❥➩➭➺➹➧❺➩➭➦❱➾

OM
✖

❂●➾♣➸➭➺➭➬r➮♣➥❊➫❱➮ ➺➭➩✿❈✞➦❱➩✖➫❱➥❊➦❱➮✧➶❊➩➭➫❱➥❊➫❱➮✚➪❱➩➲➪❱➬r➾♣➩❳➩➭➫Ý➪❱➸➭➺➭➥❊➻✛✜☛➥❊➮❺➘✸➫✞➧ ➩➭➫✂➧❺➾♣➥❊➬r➮✧➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮✧➯✢✃ ➘ ➻✛✜❱➯r➬ ▲
➧❺➦❱➪❱➩➲➪❱➩✿✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸➽❮

❂✆➥❊➦❱➾
t ∈ [−∞, t1 = t0 −

√
2|φ(2)

1 |] ✧

ae(t) = ae1(t) ∝
∫ t

−∞
dt′e−(t′/Tp1 )2ei(∆1t′−α1t′2).

✲ ❊❭❊ ✖●❋✶❍✠✵

✸✘➩➹➧♣➧❺➩✚➺➭➥❊➫✞➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫■➪❱➸➭➺➭➾♣➬ ➧✯➯➴➘✿✜❱➾♣➩➭➻➷➬✴❏➭➾♣➩ ➮❊✜❱➬r➾❺➘✸➯r➩✧➮➭✃ ➩➭➫❱➾♣➥❊➦❱➯➴➘✸➫❥➧①➘✸➦➨➧❺➥❊➦❱➾❃➪❱➦②✜☞➥❊➬r➫❥➧✯➥❊➾♣➬✴✒❊➬r➫❱➩ ✈ ➘Ô➶❥➩➭➺✚➦❱➫
➾❺➘❜✔❊➥❊➫➱➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➮❺➘✸➫✞➧①➩➹➧✧➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪❲✘✴➯➴➘❤✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➷➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩➲➘Ô➶✸➘✸➫❥➧✧➯r➩❨✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩✑✜✛➘✸➾①➯➴➘✖➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✖
❴✵➘❅✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸ ➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘✸➫✞➧❺➩✩➮➭✃ ➘✸➺➭➺➭➾♣➥✩❥r➧①➯r➩➭➫❥➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧①➩➹➧①➾♣➸✗✒❊➦❱➯r➬✴❏➭➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✖▼❴❐➩❨✏✔➘✸➬ ➧✺❈✞➦❱➩✒➺➭➩➹➧♣➧❺➩❳➘✸➦❀✒❊➻➷➩➭➫❥➧♠➘❝▲
➧❺➬r➥❊➫Ý➮♣➩❅✏✔➘✸➮♣➮♣➩✴➩➭➫✳➮❊✜❱➬r➾❺➘✸➯➴➘✸➫❥➧✚➩➭➮◗➧✒➪☛✡⑤✘➷➯➴➘➅➶✸➘✸➾♣➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✂➾♠➘❪✜❱➬r➪❱➩✖➪❱➩✴➯➴➘✛✜❀✪✛➘✸➮♣➩✴➩➭➫✳➪❱➩✗✪❱➥❊➾♣➮✩➪❱➩✴➯✢✃ ➬r➫✞➧❺➩➭➾◗➶ ➘✸➯r➯ ➩
➪❱➸■✱✛➫❱➬✷✜✛➘✸➾ ➯✢✃ ➘✩✜❀✜❱➾♣➥Ô❒➨➬r➻❀➘ ➧❺➬ ➥✸➫➱➪❱➩➲➯➴➘✦✜❀✪✛➘ ➮❺➩➲➮◗➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➫✛➘✸➬r➾♣➩✩✖
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❂✄➥❊➦❱➾
t ∈ [t1 = t0 −

√
2|φ(2)

1 |, t2 = t0 +
√

2|φ(2)
1 |] ✧

ae(t) = ae1(t1) + ae2(t),
✲ ❊❭❊ ✖●❋✩◆✮✵

➘Ô➶❥➩➭➺
ae2(t) ∝

∫t

t1
dt′e−(t′/Tp1 )2ei(∆1t′−α1t′2)

✖✮❴●✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩①➩➭➮◗➧✯➯➴➘✒➮♣➥❊➻➷➻➷➩①➪❱➩✧➪❱➩➭➦❈❒■➺➭➥❊➫✞➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮①❮
ae1(t1)

➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧❺➩❀➩➹➧
ae2(t)

➘✸➮♣➮♣➥✞➺➭➬r➸➭➩❀➘✸➦⑥✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩✛✜✛➘✸➾➲➯➴➘➱➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✧❉✏ ➥❊➦❱➾♣➫❱➬r➮♣➮❺➘✸➫❥➧✖➯➴➘●✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜✛➘✸➯r➩
➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❲✘➅➯➴➘✬✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➪✛➘✸➫❱➮ ➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸✩✖☛➵✒➘✸➫❱➮ ➯r➩✓✜❱➯➴➘✸➫✂➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩✩✧✛➺➭➩➭➯➴➘➅➮♣➩❳➧❺➾❺➘✸➪❱➦❱➬ ➧P✜✛➘✸➾
➦❱➫➆➘✸➺➭➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧➅➾❺➘✩✜❱➬r➪❱➩❀➪❱➩ |ae(t)|

➘✸➮♣➮♣➥❈➺➭➬r➸●✘✈➦❱➫❱➩●✜❀✪✛➘✸➮♣➩Û➮◗➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➫✛➘✸➬r➾♣➩✩✖❇❴❹➩✶✜☞➥❊➬r➫❥➧➽➪❐✃ ➬r➫✦✥✛➩❍❒➨➬r➥❊➫
➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✈➘✸➦☎✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩✿✜✛➘ ➾✧➯➴➘➽➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩

(t = t0)
✖♦❴❐➥❊➾♣➮❆❈✞➦❱➩➲➯✢✃ ➩❍❒➨➺➹➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➩➭➮◗➧ ➾♣➸➭➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➫✞➧❺➩✩✧✛➬r➯✌➾♣➩✤▲

✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➩✧➯r➩✘➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➩①➪❱➩①➮❯✔❈➻➷➸➹➧❺➾♣➬r➩✘➪❱➩✘➯➴➘P✱③✒❊➦❱➾♣➩①➩➹➧✭➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✹✘
ae(t0) = 1

2
ae(+∞)

✖✩❴✵➘❨✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫
➩➭➮◗➧✩➘✸➯r➥❊➾♣➮✧➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➩✿✜✛➘✸➾➲❮ |ae(t)|2 ≃ |ae2(t)|2

✖
❂✄➥❊➦❱➾

t > t2
✧

ae(t) = ae1(t1) + ae2(t2) + ae3(t),
✲ ❊❭❊ ✖●❋✶❜✠✵

➘Ô➶❥➩➭➺
ae3(t) ∝

∫t

t2
dt′e−(t′/Tp1 )2ei(∆1t′−α1t′2)

✖◆❱✩➦❈❒❵➪❱➩➭➦❈❒ ➧❺➩➭➾♣➻➷➩➭➮✬✜❱➾♣➸➭➺➭➸➭➪❱➩➭➫❥➧❺➮■➮➭✃ ➘❪★◗➥❊➦➨➧❺➩Û➦❱➫❱➩Û➧❺➾♣➥❊➬ ▲
➮♣➬✴❏➭➻➷➩▲➺➭➥✸➫✞➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫

ae3(t)
➺➭➥✸➾❺➾♣➩➭➮❊✜☛➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧❧➘✸➦❈❒➞➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮Ý➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✗✖✒➵✒➘✸➫❱➮✳➯r➩✍✜❱➯➴➘✸➫➞➺➭➥❊➻✦▲

✜❱➯r➩❍❒➨➩✩✧✘➩➭➯r➯r➩✈➮♣➩✈➧❺➾❺➘✸➪❱➦❱➬ ➧✶✜✛➘✸➾❀➦❱➫❱➩✳➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❱➩❧➮❊✜❱➬r➾❺➘✸➯r➩❲❈✞➦❱➬✩➮➭✃ ➩➭➫❱➾♣➥❊➦❱➯r➩✏➘✸➦➨➧❺➥❊➦❱➾Û➪❱➩✳➯➴➘❧➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾Û➘✸➮❯✔❈➻✛✜❩▲
➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩➷➪❱➩➷➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩➅➪❱➩②✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸✩✖❉✸✘➩➹➧♣➧❺➩❀➮❊✜❱➬r➾❺➘✸➯r➩✩✧❹➬r➪❱➩➭➫❥➧❺➬✴❈✞➦❱➩②✘Ý➯➴➘☎✜❱➾♣➩➭➻■➬✴❏➭➾♣➩✩✧❉✜❱➾♣➥ï➶❈➬r➩➭➫✞➧✖➪❱➩
➯➴➘❧✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫ ➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩▲➘✩✜❱➾❊❏➭➮✂➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✠➩➹➧Ý➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧❺➩✏➩➭➯r➯r➩❧➘✸➦❱➮♣➮♣➬➲➪❱➩❧➯➴➘▲➶✸➘✸➾♣➬➴➘ ➧❺➬r➥✸➫❜➾❺➘✩✜❱➬r➪❱➩✏➪❱➩
➯➴➘s✜❀✪✛➘✸➮♣➩✩✖❨✸✘➩✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧✳➺➭➩➹➧♣➧❺➩▲➮❊✜❱➬r➾❺➘✸➯r➩⑤✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧Ý➯r➩➭➮Ý➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯r➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮➱➪❱➩✠➯➴➘s✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥✸➫❪➪✛➘✸➫❱➮✈➯➴➘❵➾♣➸✤▲
✒❊➬r➥❊➫ ❊❭❊❭❊ ✧✘➺Ô➘✸➾❀➩➭➯r➯r➩Ý➮➭✃ ➩➭➫❱➾♣➥❊➦❱➯r➩✏➘✸➦➨➧❺➥❊➦❱➾❀➪❐✃ ➦❱➫❱➩✈➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾❀➫❱➥❊➫ ➫✞➦❱➯r➯r➩✩✖❡✸✘➩➭➺➭➬✩➩➭➮◗➧➱➸➹➶❈➬r➪❱➩➭➫✞➧Û➮♣➬✩➥❊➫ ➺➭➥❊➫❱➮♣➬ ▲
➪❀❏➭➾♣➩✈➯➴➘✟✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫

Pe(t)
➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➩✈➩➭➫ ➫❱➸✗✒❊➯r➬✴✒❊➩Ô➘✸➫❥➧➷➦❱➫❱➩❲✏ ➥❊➬ ➮➷➪❱➩❲✜❱➯r➦❱➮

ae1(t1)
➪❱➩➹➶ ➘✸➫✞➧

ae2(t2)
❮

Pe(t) ≃ |ae2(t2) + ae3(t)|2 = |ae2(t2)|2 + |ae3(t)|2 + 2
❵ ➩

[ae2(t2)a
∗
e3(t)]

✖❀✸✘➩➹➧♣➧❺➩✒➪❱➩➭➾♣➫❱➬✴❏➭➾♣➩✩➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮❄▲
➮♣➬r➥❊➫✛✏✔➘✸➬ ➧✘➘✩✜❀✜✛➘✸➾❺➘❪❥r➧❺➾♣➩ ➩❍❒▼✜❱➯r➬r➺➭➬ ➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧✯➯r➩ ➧❺➩➭➾♣➻➷➩✚➪❐✃ ➬r➫✞➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩

2
❵ ➩

[ae2(t2)a
∗
e3(t)]

➾♣➩➭➮❊✜☛➥❊➫❱➮❺➘✸➼❱➯r➩✒➪❱➩➭➮
➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮①➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➮✗✖

q✚➥❊➦❱➮✚➫❱➩➲➪❱➸➭➺➭➾♣➬r➾♣➥❊➫❱➮❑✜✛➘✸➮ ➯✢✃ ➩■❢✌➩➹➧✚➪❐✃ ➦❱➫Ý➸➭➺Ô➘✸➾◗➧✑✘■➯r➘➅➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✴➮♣➦❱➾ ➯r➩➭➮✧➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮✗✧❀✜☞➥❊➦❱➾P✜❱➯r➦❱➮
➪❱➩✧➪❱➸➹➧♠➘✸➬r➯r➮✆➥❊➫➅➮♣➩✧➾❺➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧❺➩➭➾❺➘✓✘✩➯➴➘✩➾♣➸■✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩ ✠ ■▲❏✓☛❦✖✠❂✄➘✸➾✭➯➴➘✩➮♣➦❱➬ ➧❺➩✩✧✸➫❱➥❊➦❱➮✭➫❱➩✧➫❱➥❊➦❱➮✭➬r➫✞➧❺➸➭➾♣➩➭➮♣➮♣➩➭➾♣➥❊➫❱➮❙❈✞➦❐✃ ➘✸➦
➺Ô➘✸➮➲➪❐✃ ➦❱➫❱➩➅➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫✳✜☞➥❊➻✛✜☞➩➽➾♣➸➭➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➫✞➧❺➩➷➘Ô➶❊➩➭➺■➯➴➘❀➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫ |g 〉 → |e〉 ➩➭➫✠➾♣➸✗✒❊➬ ➻➷➩➽➪❱➩➅➺✤✪✛➘✸➻✛✜✏✔➘✸➬r➼❱➯r➩✩✖

❱❑✱✛➫❧➪❱➩✹✜☛➥❊➦➨➶❥➥❊➬r➾✒➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➩➭➾➲➯r➩➭➮✒➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮✩➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✖➥✸➫❧➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➩➽➦❱➫❱➩➅➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❱➩➷➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫
➦❱➯ ➧❺➾❺➘✸➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➩✶✜☞➥✸➦❱➾➅➮♣➥❊➫❱➪❱➩➭➾➅➩➭➫❵➧❺➩➭➻✛✜❱➮➽➾♣➸➭➩➭➯①➯➴➘✳✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫ ➪❱➩➱➯✔✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |e〉 ✖✙✸✘➩➹➧♣➧❺➩➱➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❍✧✆➮♣➦▼✏ ▲✱✛➮❺➘✸➻➷➻➷➩➭➫❥➧➅➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➩✶✜☛➥❊➦❱➾➅➘ï➶❊➥❊➬r➾✴➦❱➫❱➩Û➼☞➥❊➫❱➫❱➩Û➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫▲➧❺➩➭➻✛✜☛➥❊➾♣➩➭➯r➯r➩✩✧✆➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➩Û➯r➩❀➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩Û➶❥➩➹➾❺➮➅➦❱➫
➧❺➾♣➥❊➬r➮♣➬✴❏➭➻➷➩✩➸➹➧♠➘ ➧ |f 〉 ✧❱➪❐✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩ h̄ωf

✖③q✚➥✸➦❱➮ ➮♣➦❀✜❀✜☛➥❊➮♣➩➭➾♣➥❊➫❱➮❑❈✞➦❐✃ ➬r➯✌➫❐✃ ✔➱➘✦✜✛➘✸➮①➪❱➩❳➾❺➩➹➺➭➥❊➦➨➶❈➾♣➩➭➻➷➩➭➫✞➧ ➮❊✜☞➩➭➺✤▲
➧❺➾❺➘✸➯☞➪❱➩➭➮✧➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮✰✜☞➥❊➻✛✜☞➩✩➩➹➧✧➮♣➥❊➫❱➪❱➩❳➪❱➩✒➮♣➥❊➾◗➧❺➩✑❈✞➦❱➩✒➯✢✃ ➥❊➫✶✜❱➦❱➬r➮♣➮♣➩❳➘✸➮♣➮♣➬✴✒❊➫❱➩➭➾①➦❱➫❱➩✒➮♣➩➭➦❱➯r➩✩➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫✶✘
➺✫✪✛➘✸➺➭➦❱➫❱➩✖➪❐✃ ➩➭➫❥➧♠➾♣➩➲➩➭➯r➯r➩➭➮✗✖

❴●✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩■➪❱➩❀➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫✠➪❱➩ |g 〉 ✘ |f 〉 ✲r✘ t → +∞)
➩➭➮◗➧➽➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➩✶✜✛➘✸➾✴➯➴➘✂➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬r➩➷➪❱➩➭➮

✜☞➩➭➾◗➧❺➦❱➾♣➼✛➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✧➪❱➸✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧✩➪❱➦✂➧❺➩➭➻✛✜❱➮✚➘✸➦✂➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪✈➥❊➾♣➪❱➾♣➩✡✠ ❏✻❜✒☛❃❮

af (τ) = − 1

h̄2µfeµeg

∫+∞

−∞
dtE2(t − τ)eiωfet

∫ t

−∞
dt′E1(t

′)eiωegt′ ,
✲ ❊❭❊ ✖●❋✩■✮✵

➥✩★
τ
➩➭➮◗➧✄➯r➩✯➪❱➸➭➯➴➘✸➬❥➩➭➫✞➧❺➾♣➩✰✜☞➥❊➻✛✜☞➩✯➩➹➧✄➮♣➥❊➫❱➪❱➩✘➩➹➧

E2(t) = 1
2
E2(t) = 1

2
A2(t)e

−iω02 t
➯r➩✯➺✫✪✛➘✸➻✛✜✴➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩

➪❱➩✚➯➴➘❳➮♣➥❊➫❱➪❱➩✚➪✛➘✸➫❱➮✯➯➴➘✿❵❍❁⑤❱❅✖ E2(t)
➩➭➮◗➧✘➯r➩ ➺✫✪✛➘✸➻✛✜➷➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩✚➘✸➮♣➮♣➥✞➺➭➬r➸❨✘➲➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫➅➮♣➥❊➫❱➪❱➩✩✧❈➩❍➧

A2(t)➮♣➥❊➫✈➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✛✲ ➺■✏❄✖✛➘✸➫❱➫❱➩❍❒➨➩❤❱✓✵✤✖
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✥✚➫❱➩Ý➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮❺➬r➥❊➫ ➘✸➫✛➘✸➯❋✔✞➧❺➬✴❈✞➦❱➩✂➪❱➦❦➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✽✜☞➥❊➻✛✜☞➩✤▲✰➮♣➥❊➫❱➪❱➩Ý➩➭➫ ✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫➆➪❱➩➭➮❀➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮②✜✛➘ ➾♠➘✕▲
➻✛❏➹➧❺➾♣➩➭➮■➪❱➩➭➮■➪❱➩➭➦❈❒✐➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫❱➮➽➩➭➮◗➧➷➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➩✂➪✛➘✸➫❱➮ ✠ ■▲❏✓☛❦✖✙❂✆➥❊➦❱➾➅➮❺➬ ➻✛✜❱➯r➬❋✱✛➩➭➾➽➫❱➥❊➦❱➮■➮♣➦❀✜❀✜☛➥❊➮♣➩➭➾♣➥❊➫❱➮②❈✞➦❱➩
➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❧➮♣➥❊➫❱➪❱➩➷➩➭➮◗➧✴➯r➬r➻➷➬ ➧❺➸➭➩✦✜✛➘✸➾❳➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩■➪❱➩ ❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾❳➩➹➧✴➾♣➸➭➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➫❥➧❺➩❀➘ï➶❊➩➭➺➷➯➴➘Û➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫
|e〉 → |f 〉 ✖✌➵✒➘✸➫❱➮❳➺➹➩➽➺Ô➘✸➮✒➯ ✘ ❊❭❊ ✖●❋✩■❀➪❱➩➹➶❈➬r➩➭➫❥➧❳➦❱➫❱➩➽➺➭➥❊➫❥➶❊➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫✈➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧♠➘✸➫❥➧➲➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯ ➬ ➧❺➦❱➪❱➩✖➪❱➩✬✜❱➾♣➥❪▲
➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸✒➪❱➩➲➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |e〉 ➶❈➦❱➩✿✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧✚➯➴➘➅➪❱➦❱➾♣➸➭➩➲➪❱➩➲➯➴➘➅➮♣➥❊➫❱➪❱➩■❮

af (τ) = − 1

2h̄2µfeµeg

∫+∞

−∞
dtA2(t − τ)ae(t),

✲ ❊❭❊ ✖●❋✩❞✮✵

➺➭➩❤❈✞➦❱➬✵➮♣➬✴✒❊➫❱➬❋✱✛➩✿❈✞➦❱➩✖➮♣➬✵➯➴➘■➮♣➥❊➫❱➪❱➩✖➩➭➮◗➧✩➮♣➦✖✕➷➮❺➘✸➻➷➻➷➩➭➫✞➧✚➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➩✩✧☛➯r➩➲➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✷✜☞➥❊➻✛✜☛➩✤▲✰➮♣➥❊➫❱➪❱➩✖➾♣➩✗✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧✚➯➴➘
➪▼✔❈➫✛➘✸➻➷➬✴❈✞➦❱➩❳➪❱➩➲➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸➲➩➭➫☎✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✂➪❱➦Ý➪❱➸➭➯r➘✸➬

τ
✖

✞❩✞✆☎✡✠✥☎ ☎ � ✗✚✩✫☞✪✙ ✍✑✛✢✍✑✩ ★✄✂ ✝ ✗ ✕✘✣✡✬✭★✚✤✧✍✑✛✥☞ ✂
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♠✄❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✧✛➫❱➥❊➦❱➮✩➘ï➶❊➥❊➫❱➮✚➸➹➧❺➦❱➪❱➬r➸✖➯r➩➭➮✧➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮ ➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✩➩➭➫✈➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘✸➫✞➧✚➯✢✃ ➘ ➧❺➥❊➻➷➩

➪❱➩➲➾♣➦❱➼❱➬r➪❱➬r➦❱➻❲✖❀❴❹➩✓✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜☞➩❳➪❱➩➲➯✢✃ ➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩➲➩➭➮◗➧✚➮♣➺✤✪❱➸➹➻❀➘ ➧❺➬r➮♣➸➲➮♣➦❱➾ ➯➴➘✬✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❪❊ ✖ ❑❀✖
❴●✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❫✜☛➥❊➻✛✜☞➩✳➸➹➧❺➬r➾♣➸➭➩✳➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➩✏➯➴➘✠➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫

5s 2S1/2 → 5p 2P1/2

✘ ❜❁❞✻❍▲➫❱➻❲✖✧➤➨➘
➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾✆➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩①➯r➬r➻■➬ ➧❺➩❃➯✢✃ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫✖➪❱➩①➯✢✃ ➘✸➦➨➧❺➾♣➩✯➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦➽➪❱➦➅➪❱➥❊➦❱➼❱➯r➩➹➧✄➪❱➩①➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➦❱➾♣➩✺✱✛➫❱➩

(5p 2P3/2)✘ ❜❖■❊➚❀➫❱➻❲✖♦❱❨✜❱➾❊❏➭➮❳➦❱➫✳➪❱➸➭➯➴➘✸➬
τ
➦❱➫❱➩➽➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❱➩➅➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❍✧☛➯r➬r➻■➬ ➧❺➸➭➩❤✜✛➘✸➾✚➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩✴➪❱➩❳❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✚➩➹➧

➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸➭➩❅✘ ◆❊➚✻❜➽➫❱➻❲✧➨➶❈➬r➩➭➫❥➧✚➮♣➥❊➫❱➪❱➩➭➾ ➯➴➘✬✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❀➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩✒➪❱➩➲➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸❳➶❈➬➴➘➅➯r➩➹➮✧➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❱➮
5p → ns, n′d

✖✵➤➨➘➱➪❱➦❱➾♣➸➭➩
(∼ 30

✏ ➮
)
➧❺➾❊❏➭➮➲➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➩✦✜✛➘✸➾❳➾❺➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧✿✘➱➺➭➩➭➯r➯r➩➽➪❱➩■➯➴➘✶✜☞➥✸➻✛✜☞➩❲✲ ➪❱➩ ❋ï➚☎✘Ý➳✸➚

✜❱➮✫✵❡✜☛➩➭➾♣➻➷➩➹➧✚➪❱➩➲➮♣➦❱➬ ➶❈➾♣➩➲➩➹➫✂➧❺➩➭➻✛✜❱➮ ➾♣➸➭➩➭➯❹➯✢✃ ➸➹➶❊➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➩❳➯➴➘✦✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➩➲➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧
5p 2P1/2

✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧
➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫●✜☞➥❊➻✛✜☛➩✩✖

❴❹➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾ ➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩ ➻➷➥❊➻➷➩➭➫✞➧✧➪❱➬✴✜☞➥❊➯➴➘✸➬ ➾♣➩ ✼✄➘✸➦❈❒✂➪❱➩
♠✭➧♠➘ ➧❺➮ ♠●➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩②✲ ➺➭➻ −1
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➶❊➩➭➾♣➮✖➯r➩✬✏ ➥❊➫❱➪✛➘✸➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯✭➶❈➬r➘✂➯✔✃ ➸➹➧♠➘ ➧

6p
✧❹➩➭➫✟✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❧➪❱➦✠➪❱➸➭➯➴➘✸➬

τ
✖◆♠●➯r➯r➩■➩➭➮◗➧➽➺➭➥❊➯ ➯r➩➭➺➹➧❺➸➭➩②✘Ý➯✢✃ ➘✸➬r➪❱➩■➪❐✃ ➦❱➫❬✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➻➽➦❱➯ ➧❺➬❋✜❱➯r➬ ➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾✗✖❉❴✵➘✂➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾✖➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩❀➪❱➩❀➯➴➘✂➮♣➥❊➫❱➪❱➩Û➘
➸➹➧❺➸➽➺✫✪❱➥❊➬r➮♣➬r➩➽➘❪✱✛➫✳➪❱➩➽➻❀➘❅❒➨➬r➻➷➬ ➮♣➩➭➾✚➯➴➘✛✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸✖➪❱➩✴➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫✂➶❥➩➭➾♣➮✒➯r➩➭➮✩➸➹➧♠➘ ➧❺➮

ns, n′d
➪❐✃ ➦❱➫❱➩✦✜✛➘✸➾◗➧❜✧

➩➹➧➲➯➴➘ ✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩➷➶❊➩➭➾♣➮✖➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧
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W

I m pulsion sonde
607 nm , 30 f s

Fluorescence
420 nm

I m pulsion 
éti rée
795 nm , 
8 nm

3 25P

Rb

1 25P

1 25S

6D, 8S
7D, 9S

8D,10S
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φ
(2)
1 = − Lλ3

01

πc2d2 cos3 θd

✲ ❊❭❊ ✖ ➳✸➚✮✵
➘Ô➶❥➩➭➺✩✧☛➪✛➘✸➫❱➮✚➫❱➥✸➧❺➾♣➩✖➺Ô➘✸➮✗✧

1/d = 1800
➧❺➾❺➘✸➬ ➧❺➮ ❵ ➻➷➻☎✧

θd = 38◦
✲ ➮♣➥❊➬ ➧ ➦❱➫✳➘✸➫❀✒❊➯r➩❳➪❐✃ ➬r➫❱➺➭➬r➪❱➩➭➫❱➺➭➩

θi = 55◦
✵

➩➹➧
L
➯➴➘➽➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩➲➩➭➫❥➧❺➾♣➩➲➯r➩➭➮ ➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❈❒✯✖
❴●✃ ➘✸➦➨➧❺➾♣➩✒➻➷➥❊➬ ➧❺➬ ➸✚➪❱➦✶✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩➭➘✸➦➱➮♣➩➭➾◗➧P✘❅✜☞➥❊➻✛✜☛➩➭➾✘➦❱➫✂➘✸➻✛✜❱➯r➬❋✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾✰✜✛➘✸➾❺➘✸➻➷➸➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩✚➥✠✜➨➧❺➬✴❈✞➦❱➩✒➫❱➥❊➫

➺➭➥❊➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➬r➾♣➩●✲rq ✈ ❂ ❱✓✵❨❈✞➦❱➬◆✏ ➥❊➦❱➾♣➫❱➬ ➧❳➪❱➩➭➮❳➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮✩➺➭➩➭➫✞➧❺➾♣➸➭➩➭➮❤✘ ◆❊➚✻❜❀➫❱➻❲✧✌➪❱➩➅➪❱➦❱➾♣➸➭➩➅➪❱➩ ❏❊➚②✏ ➮➲➘✩✜❱➾❊❏➭➮
➺➭➥❊➻✛✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫✬✜✛➘✸➾✭➪❱➩➭➮✭➻➷➬r➾♣➥❊➬ ➾♣➮◆✘✒➪❱➬r➮❊✜☛➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫➽➺➭➥❊➫✞➧❺➾❊✐❊➯r➸➭➩✓✲ ➻➷➬r➾♣➥❊➬ ➾♣➮✷✚✰➺✫✪❱➬r➾❊✜☞➸➭➮❄✣❯✵✵➩➹➧●➪❐✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩①➪❱➩①➯✢✃ ➥✸➾❺➪❱➾♣➩
➪❱➩

3 µ
❞▼✖
❴❹➩➭➮✒➪❱➩➭➦❈❒❲✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦❈❒✈➮♣➥❊➫❥➧✒➾♣➩➭➺➭➥❊➻➅➼❱➬r➫❱➸➭➮✚➪✛➘✸➫❱➮✩➯➴➘➷➺➭➩➭➯r➯r➦❱➯r➩➲➪❱➩✴➾♣➦❱➼❱➬r➪❱➬r➦❱➻ ➘Ô➶❊➩➭➺➽➦❱➫✳➯r➸✗✒✸➩➭➾✒➘✸➫❀✒❊➯r➩✩✧

➯r➩✴➪❱➸➭➯➴➘✸➬✄➩➭➫❥➧❺➾♣➩➅➯r➩➭➮✒➪❱➩➹➦❈❒❧➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫❱➮✚➸➹➧♠➘✸➫✞➧❳➻➷➥✞➪❱➬❋✱✛➸➽➘✸➦✏➻➷➥✕✔❊➩➭➫✏➪❐✃ ➦❱➫❱➩➅➯r➬✴✒❊➫❱➩✬✘❀➾♣➩➹➧♠➘✸➾♣➪⑤✜❱➯➴➘✸➺➭➸➭➩➽➮♣➦❱➾
➯r➩✒➧❺➾❺➘❝★◗➩➹➧✚➪❱➦☎✏✔➘✸➬ ➮❺➺➹➩Ô➘✸➦♣✘✤❜❖❞✻❍➽➫❱➻❲✖

❴✵➘✖➺➭➩➭➯r➯r➦❱➯r➩ ➪❱➩✩➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾ ■❊➚✖➻➷➻✷➩➭➮◗➧✺✏ ➩➭➾♣➻➷➸➭➩❨✜✛➘✸➾✯➪❱➩➭➮✺✏ ➩➭➫ ✞➹➧❺➾♣➩➭➮✯➧♠➘✸➬r➯r➯ ➸➭➩➭➮✺✘❅✥✘➾♣➩ � ➮◗➧❺➩➭➾✗✧➨➪❐✃ ➸✗✜✛➘✸➬r➮❄▲
➮♣➩➭➦❱➾ ❏❳➻➷➻❲✖✠♠●➯r➯r➩①➩➭➮◗➧✯➺➭➥❊➫❱➮◗➧❺➬ ➧❺➦❱➸➭➩ ➪❱➩ ➪❱➩➭➦❈❒✹✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➮✧❮❥➯ ➩✽❈✞➦❱➩➭➦❱➮♣➥✸➧❜✧✞➺➭➥❊➫❥➧❺➩➭➫✛➘✸➫❥➧✯➯r➩✧➾♣➦❱➼❱➬r➪❱➬r➦❱➻✻➮♣➥❊➯r➬r➪❱➩✩✧❊➩➹➧



❑✞➳ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✗✑ ✑✌✍ ✝ ✓✔✤✞✟☛✡✁� ✦ ☞ ✝ ☞ ✟☛✡✜✂✧✤ ✏✕✝✠✟✒✓✔✝✑✡✜☞✜✏ ✁ ✓✔�✞✚✜✡✌☞✜✤✞✟☛✏

osc illa teu r
T i:S a  

C P A

P M
N O P A

E tireu rL ign e à  
re ta rd

7 9 5  n m
9 0 0  PJ
1 2 0  fs

7 9 5  n m
1 0  PJ
1 0 -2 0  p s

6 0 7  n m
3  PJ
3 0  fs

�✂✁☎✄✝✆❈❊❭❊ ✖▼❍ ✎Û➵✩➬r➮❊✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏✆➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫✞➧♠➘✸➯❦✖

➯r➩✩➺➭➥❊➾❊✜❱➮①➪❱➩✒➯➴➘✴➺➭➩➭➯r➯r➦❱➯r➩✚➪✛➘✸➫❱➮①➯r➩✗❈✞➦❱➩➭➯✌➮♣➩✒➧❺➾♣➥❊➦➨➶❊➩✒➯r➩✩➾♣➦❱➼❱➬r➪❱➬r➦❱➻ ✒❥➘✩❳➭➩➭➦❈❒✯✖③❴✵➘❅✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫➱➪❱➩✩➶✸➘✩✜☞➩➭➦❱➾①➪✛➘✸➫❱➮
➯➴➘➱➺➭➩➭➯r➯r➦❱➯r➩➽➩➭➮◗➧✴➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➸➭➩✹✜✛➘✸➾❳➯➴➘Û➧❺➩➭➻✛✜☞➸➭➾❺➘ ➧❺➦❱➾♣➩■➪❱➦⑥❈✞➦❱➩➭➦❱➮♣➥✸➧☎✲

69◦
✸✑✧❹➮♣➥❊➬ ➧➲➦❱➫❱➩✛✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫✠➪❐✃ ➩➭➫❥➶❈➬r➾♣➥❊➫

2,67 10−3
❂✄➘✮✵✤✖ ✈ ➫✳➬r➻✛✜☞➥✸➮❺➩✖➦❱➫✳✒❊➾❺➘✸➪❱➬r➩➭➫✞➧✩➪❱➩✴➧❺➩➭➻✛✜☞➸➭➾❺➘ ➧❺➦❱➾♣➩✴➩➭➫❥➧❺➾♣➩➽➯r➩✴➺➭➥❊➾❊✜❱➮✹✲

83◦
✸✽✵ ➩➹➧❳➯r➩❤❈✞➦❱➩➭➦❱➮♣➥✸➧

✜☞➥❊➦❱➾✧➸➹➶❈➬ ➧❺➩➭➾ ➯r➩➭➮✧➪❱➸✗✜ ✐✸➧❺➮ ➪❱➩➲➾♣➦❱➼❱➬r➪❱➬r➦❱➻ ➮♣➦❱➾ ➯r➩➭➮❡✏ ➩➭➫ ✞➹➧❺➾♣➩➭➮✗✖
❴✵➘➽➯r➦❱➻➷➬✴❏➭➾♣➩✩➪❱➩☎✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩❅✘★❑✞➳✸➚➽➫❱➻➓➩➭➮◗➧✚➺➹➥❊➯r➯r➩➭➺➹➧❺➸➭➩✑✜✛➘✸➾✧➪❱➩➭➦❈❒➱➯r➩➭➫✞➧❺➬r➯ ➯ ➩➭➮①➪❱➩✓✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➩✒➥❊➦➨➶❊➩➭➾❄▲

➧❺➦❱➾♣➩✩✧☛➩➹➧❑✱✛➯ ➧❺➾♣➸➭➩✖➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧❨✜✛➘✸➾✚➦❱➫Ý➶❊➩➭➾♣➾♣➩✴➺➭➥❊➯r➥❊➾♣➸➭➩✩✖ ♠●➯r➯r➩➲➩➭➮◗➧✩➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➸➭➩✬✜✛➘✸➾✚➦❱➫♣✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➻➽➦❱➯ ➧❺➬✴✜❱➯ ➬ ▲
➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾✧➧✢✔❩✜☞➩❤❵P✸✺❱ ❊ ❂✯➳❖■➷➘✸➯r➬r➻■➩➭➫❥➧❺➸✓✜✛➘✸➾✧➦❱➫❱➩❳➧❺➩➭➫❱➮♣➬r➥❊➫Ý➪❱➩✛■❊➚❊➚✬❖❨➩➹➧✚➾♣➩➭➯r➬r➸✓✘■➦❱➫Ý➬r➫❥➧❺➸✗✒❊➾❺➘ ➧❺➩➭➦❱➾✗✖
✕✩✕✁�✮✪✂�☎✄✆�☎✄ ✚✢✽❅✭ ✚❱❇✵✴✩❆ ✴✶✭

➵✒➘✸➫❱➮❃➺➭➩✽✜✛➘✸➾❺➘✩✒❊➾❺➘✩✜❀✪❱➩✩✧✸➫❱➥❊➦❱➮❙✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➥❊➫❱➮❃➦❱➫❱➩✧➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩✧➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩①➥❊➼➨➧❺➩➭➫❈➦❱➩ ➘Ô➶❥➩➭➺✧➦❱➫■➯➴➘✸➮♣➩➭➾
➪❱➩❤✜☞➥❊➻✛✜☞➩➲➪❱➩✴➯r➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾ ➪❱➩✴➼✛➘✸➫❱➪❱➩

∆λp1 = 7,5
➫❱➻❲✧☛➮♣➥❊➬ ➧✩➦❱➫❱➩✖➪❱➦❱➾♣➸➭➩✴➪❱➩✤❋❅➳❁❑✹✏ ➮✗✧☛➩➹➧✒➦❱➫❱➩✖➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫

❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✘➬r➫✞➧❺➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧❺➩✰✜✛➘✸➾✄➯✢✃ ➸➹➧❺➬r➾♣➩➭➦❱➾✄➪❱➩ −8,72 105
✏ ➮ 2 ✧✸➺➭➩❡❈✞➦❱➬➨➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☛➥❊➫❱➪✛✘✩➦❱➫❱➩①➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩✘➪❱➩ ❜❩✧ ❑➺➭➻✻➩➭➫❥➧❺➾♣➩①➯r➩➭➮✄➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❈❒✯✖✠❱✵➶❊➩➭➺✧➦❱➫❱➩✘➧❺➩➭➯r➯r➩✯➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩✘➪❱➩✺✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✩✧❊➯➴➘✚➪❱➦❱➾♣➸➭➩✧➪❱➩✘➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫✖➸➹➧❺➬r➾♣➸➭➩✘➩➭➮◗➧●➪❱➩

❋✩❞▼✧▼❍✓✜❱➮✗✖✻❱❪➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✧❈➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✽✜✛➘✸➾❃➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫✹✜☞➥❊➻✹✜☞➩❅✲î➧❄✔❩✜❱➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧✯➪❱➩✚➯✢✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩ ➪❱➩
10 µ

❞❤✜☛➥❊➦❱➾
➦❱➫✟✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦✠➪❐✃ ➩➭➫❥➶❈➬r➾♣➥❊➫✔❋■➺➭➻❶➪❱➩➷➪❱➬➴➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩✕✵✩➩➹➮♣➧✖➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧➲➮♣➦✖✕➷➮❺➘✸➫✞➧❺➩✛✜☞➥❊➦❱➾✿❈✞➦❱➩➷➯✢✃ ➥❊➫❧➫❐✃ ➘✸➬ ➧✿✜✛➘✸➮
➼☞➩➭➮♣➥❊➬r➫✏➪❱➩❅✏ ➥❈➺Ô➘✸➯r➬r➮♣➩➭➾✩➯r➩➭➮❨✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦❈❒✳✜☞➥❊➻✛✜☞➩✴➩➹➧➲➮♣➥❊➫❱➪❱➩✩✖✷❴✵➘②✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ◆Û➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➩■➯r➩➭➮✩➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮
➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✴➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➮✖➪✛➘✸➫❱➮✖➺➭➩➭➮✖➺➭➥❊➫❱➪❱➬ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✗✧❹➘✸➬r➫❱➮♣➬◗❈✞➦❱➩➷➯➴➘➱➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩■➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩■➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➸➭➩✛✘●✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➾❳➪❱➩
➯✢✃ ➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫ ❊❭❊ ✖●❋✩❏▼✖❐➵✒➘✸➫❱➮❳➯r➩➭➮✒➪❱➩➭➦❈❒✏➺Ô➘✸➮✗✧❐➫❱➥❊➦❱➮❳➘ï➶❊➥❊➫❱➮❳➫❱➥❊➾♣➻❀➘✸➯r➬ ➮♣➸✴➯r➩➭➮✚➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾♣➮❳➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮❳➪❱➩➭➮
➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮✺✘❳➦❱➫❍✖❩✸✘➥❊➻➷➻➷➩✧➥❊➫✛✜☞➩➭➦➨➧✯➯r➩①➶❥➥❊➬r➾✗✧❊➬r➯▼✔■➘➲➦❱➫➷➩❍❒➨➺➭➩➭➯r➯r➩➭➫❥➧✘➘✸➺➭➺➭➥❊➾♣➪➷➩➭➫❥➧❺➾♣➩ ➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬r➩✧➩➹➧✯➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩✩✖

❂✆➥❊➦❱➾✘➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➩➭➾
Pe(τ)

✧❈➫❱➥❊➦❱➮✧➘Ô➶❊➥❊➫❱➮①➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➸✚➯➴➘✖➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾✯➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✒➺➭➩➭➫❥➧❺➾❺➘✸➯r➩✩➩➹➧①➯➴➘✖➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾✯➮❊✜☞➩➭➺✤▲
➧❺➾❺➘✸➯r➩➱➪❱➩Ý➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫s✜☞➥❊➻✛✜☛➩✂➪❱➸➭➪❱➦❱➬ ➧❺➩➭➮➷➪❱➩Ý➯✢✃ ➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩✩✖✘➤❈➩➭➦❱➯ ➯r➩☎✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩

φ
(2)
1

➩➭➮◗➧❀➯r➬r➼❱➾♣➩➱➪❱➩



✑ ✑✌✍✁� � ✡✜✂✧✤ ✏✕✝✠✟✒✓✔✝✑✡✌☞✜✏ ✁ ✓✔�✞✚✜✡✌☞✜✤✥✟☛✏ ❑✻❏

�✂✁☎✄✝✆❅❊❭❊ ✖ ◆ ✎✛✸✘➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮✘➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫✞➧♠➘✸➯r➩❅✲ ✜☛➥❊➬r➫✞➧❺➮✫✵✭➩➹➧✯➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩✬✲î➧❺➾❺➘✸➬ ➧✙✜❱➯r➩➭➬r➫♦✵✭➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➩➭➮❡✘➲➾❺➸➹➮❺➥✸➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✖
❴●✃ ➘❝★◗➦❱➮◗➧♠➩➹➻➷➩➭➫✞➧✚➫❱➥❊➦❱➮ ➪❱➥❊➫❱➫❱➩

φ
(2)
1théo

= −9,2 105
✏ ➮ 2 ✧❱➮♣➥❊➬ ➧ ➦❱➫❱➩➲➪❱➦❱➾♣➸➭➩✖➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫➱➪❱➩✴➳✸➚▼✧ ◆✦✜❱➮✗✖

➶✸➘✸➾♣➬r➩➭➾ ➘❪✱✛➫Ý➪❱➩❤✜☛➥❊➦➨➶❥➥❊➬r➾ ➘❪★◗➦❱➮◗➧❺➩➭➾ ➯r➩❳➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯❹➪❱➩☛✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩➅➘Ô➶❊➩➭➺✖➯➴➘➅➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➲➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩❪✖ ❴✵➘➅➶ ➘✸➯r➩➭➦❱➾
➪❱➩

φ
(2)
1

➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧✚➘✸➦Û➻➷➩➭➬r➯r➯ ➩➭➦❱➾✘➘❝★◗➦❱➮◗➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧①➶ ➘✸➦➨➧ −9,2 105
✏ ➮ 2 ➩➹➧①➪❱➬❋❢✯❏➭➾♣➩✒➪❱➩❨✜❱➾❊❏➭➮✧➪❱➩ 6%

✜✛➘✸➾
➾❺➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧❡✘✴➯➴➘❳➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾✯➪❱➸➭➪❱➦❱➬ ➧❺➩✩➪❱➩✒➯➴➘✿✒❊➸➭➥❊➻➷➸➹➧❺➾♣➬r➩✚➪❱➩✩➯✢✃ ➸➹➧❺➬r➾♣➩➭➦❱➾✗✖▼✸✘➩➹➧①➸➭➺Ô➘✸➾◗➧❡✜☞➩➭➦➨➧❡✜❱➾♣➥ï➶❥➩➭➫❱➬r➾✯➪❐✃ ➦❱➫❱➩✑✜✛➘✸➾◗➧
➪❱➩①➯➴➘✚➻➷➩➭➮♣➦❱➾♣➩✘➪❱➩①➯➴➘✚➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩✘➩➭➫❥➧❺➾❺➩✘➯r➩➭➮✄➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❈❒✯✧✠✜❱➾♣➸➭➺➭➬r➮♣➩✽✘✩➦❱➫➽➻➷➬r➯ ➯r➬ ➻✹❏➹➧❺➾♣➩✰✜❱➾❊❏➭➮✗✧✸➩➹➧✭➪❐✃ ➘✸➦➨➧❺➾♣➩✺✜✛➘✸➾◗➧✭➪❱➩
➯➴➘➲➪❱➬r➮❊✜☞➩➹➾❺➮♣➬r➥✸➫②❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✚➫❱➥❊➫❀➺➭➥❊➻✛✜☞➩➭➫❱➮♣➸➭➩✩➪✛➘✸➫❱➮✘➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯ ➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾❃➾♣➸✗✒❊➸➭➫❱➸➭➾❺➘ ➧❺➬❋✏❐➥❊➦❀➬r➫❥➧❺➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧❺➩✧➮♣➦❱➾
➯r➩ ➧❺➾❺➘❝★◗➩➹➧✘➪❱➦✛✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦❀➪❱➩❑✜☞➥❊➻✛✜☞➩❅✲ ✜✛➘✸➾✯➩❍❒➨➩➭➻✛✜❱➯r➩✩✧✻✜✛➘✸➾✯➦❱➫Û➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩✩➪❱➩✚➻➷➬r➮♣➩✚➩➭➫✛✏ ➥❊➾♣➻➷➩ ➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫
➬r➫✛➘✸➺➹➧❺➬❋✏✯➫❱➥❊➫⑤✱③✒❊➦❱➾♣➸■➬r➺➭➬ ✵✤✖❍❴✵➘➱➺➭➥❊➻✛✜✛➘✸➾❺➘✸➬r➮♣➥❊➫✏➩➭➫✞➧❺➾♣➩➅➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬r➩➅➩➹➧➲➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩➷➫❱➥❊➦❱➮✖➘➱➸✗✒❥➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫✞➧✓✜☞➩➭➾❄▲
➻➷➬r➮❃➪❱➩✩➪❱➸➹➧❺➩➭➾♣➻➷➬r➫❱➩➭➾✯➯✢✃ ➥❊➾♣➬✴✒❊➬ ➫❱➩ ➪❱➩➹➮✘➧❺➩➭➻✛✜❱➮✰✜☞➥❊➦❱➾✯➯r➩➭➮✘➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➩➭➮✘➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮✘➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩➭➮✯➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➩➭➮
➦❱➯ ➧❺➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✖

❴❹➩✽✏✔➘✸➬ ➧❙❈✞➦❱➩ ➫❱➥❊➦❱➮✯➘❜✔❊➥❊➫❱➮❃➦➨➧❺➬r➯r➬r➮♣➸ |ae(τ)|2 ➩➹➧✯➫❱➥❊➫✹✜✛➘✸➮ |af (τ)|2 ✜☛➥❊➦❱➾❃➾♣➩✗✜❱➾♣➥✞➪❱➦❱➬r➾♣➩ ➯r➩➭➮●➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➦❈❒✈➾♣➩✗✜☞➥❊➮♣➩✴➮♣➦❱➾✩➯✢✃ ✪✻✔❩✜☛➥✸➧❆✪❀❏➭➮♣➩✬❈✞➦❱➩➽➯r➘➷➪❱➦❱➾♣➸➭➩✴➪❱➩✴➯➴➘➷➮♣➥❊➫❱➪❱➩✴➩➭➮◗➧✒➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➩✴➪❱➩➹➶✸➘✸➫❥➧❳➯✢✃ ➸➭➺✫✪❱➩➭➯r➯r➩
➪❱➩■➧❺➩➭➻✛✜❱➮✖➪❱➩➭➮✖➶✸➘✸➾♣➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮❳➪❱➩❀➯➴➘●✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❧➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸➭➩✩✖✄➵✒➘✸➫❱➮✖➫❱➥✸➧❺➾♣➩➷➺Ô➘✸➮✗✧✆➥✩★▲➯✢✃ ➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯r➘❅➧❺➬ ➥❊➫❧➯➴➘☎✜❱➯r➦❱➮
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✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸❳➪❱➩✖➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✚➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸✖➩➭➫❲✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫Ý➪❱➩✖➺➭➩➭➯r➦❱➬ ▲✰➺➭➬❦✖③❂✆➥❊➦❱➾✚➺➭➩➭➯➴➘▼✧✛➫❱➥❊➦❱➮❑✜✛➘✸➾◗➧❺➥❊➫❱➮✚➪❱➩✖➯✢✃ ➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫
ae(t)
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ae(t) =
i

2h̄
µeg

∫ t

−∞
dt′E1(t

′)eiωegt′ .
✲ ❊❭❊ ✖ ➳❅❋❝✵

❴●✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩➅➪❱➩➅➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫⑤✜☛➩➭➦➨➧✖➮➭✃ ➸➭➺➭➾♣➬r➾♣➩➷➺➭➥❊➻➷➻➷➩➽➦❱➫⑥✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧➲➪❱➩■➺➭➥❊➫❥➶❊➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫❧➮♣➬●➥❊➫❧➬r➫✞➧❺➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧
➦❱➫❱➩✓✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✂➪❱➩✛❫✚➩Ô➘Ô➶❈➬r➮♣➬r➪❱➩

θ(t)
✠ ■▲■✓☛❦✧

ae(t) =
i

2h̄
µeg

∫+∞

−∞
dt′θ(t − t′)g(t′),

✲ ❊❭❊ ✖ ➳❊➳✠✵

➥✩★
g(t) = E1(t)e

iωegt
✖
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ãe(ω) =
i

2h̄
µegθ̃(ω)g̃(ω),

✲ ❊❪❊ ✖ ➳❖❏✮✵
➘Ô➶❊➩➭➺

g̃(ω) = Ẽ1(ω + ωeg)
✲ ❊❭❊ ✖ ➳❁❑✻✵

➩➹➧

θ̃(ω) = πδ(ω) + i
❂ (

1

ω

)
,

✲ ❊❭❊ ✖ ➳▲❍✠✵
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ae(t) =
i

2h̄
µeg

[
1

2
Ẽ1(ωeg) +

i

2π

❂ ∫+∞

−∞
dω′e−iω′t Ẽ1(ω

′ + ωeg)

ω′

]
,
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ω = ω′ + ωeg

✧✛➺➭➥❊➫❱➪❱➦❱➬ ➧❑✘

ae(t) =
i

2h̄
µeg

[
1

2
Ẽ1(ωeg) +

i

2π

❂ ∫+∞

−∞
dωe−i(ω−ωeg)t Ẽ1(ω)

ω − ωeg

]
.
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➪❱➩✚➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧

5P1/2

➩➭➮◗➧✧➘✸➺➭➺➭➾♣➦❱➩✚➩➭➫➱➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦✛➘✸➫❥➧✯➦❱➫❀➮❺➘✸➦➨➧✘➪❱➩❨✜❀✪✛➘✸➮♣➩✩➪❱➩
π
➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸✑✘✖➯➴➘❳➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✦✲ ✱③✒✸➦❱➾❺➩

➧❺➬r➾♣➸➭➩❳➪❱➩➲➯➴➘➅➾♣➸■✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩ ✠ ❋✶❜✒☛❦✖

❴❹➩✦✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾✒➧❺➩➭➾♣➻➷➩➽➪❱➩■➺➭➩➹➧♣➧❺➩■➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫✠➫❱➩■➪❱➸✗✜☛➩➭➫❱➪✍❈✞➦❱➩■➪❱➩➅➯➴➘Û➺➭➥❊➻✛✜☞➥❊➮❺➘✸➫❥➧❺➩➅➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩➅➪❱➩■➯✢✃ ➬r➻✬▲
✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫✹✘➲➯➴➘❨✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✚➪❱➩ ➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✚➩➹➧❃➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✶✘❳➯➴➘✒➻➷➥❊➬ ➧❺➬ ➸①➪❱➩ ➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯ ➬ ➧❺➦❱➪❱➩

ae(+∞)
➧❺➾❺➘✸➫❱➮❄▲

✏ ➸➭➾♣➸➭➩●✘✳➯➴➘☎✱✛➫❵➪❱➩➱➯✔✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫❍✧✆➘✸➯r➥❊➾♣➮❤❈✞➦❱➩➱➯r➩❀➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❵➧❺➩➭➾♣➻➷➩②✜❱➾❺➩➹➫❱➪➆➩➭➫❵➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩Û➯➴➘Ý➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫
➪❱➩❀➧❺➥❊➦➨➧❺➩➭➮✴➯r➩➭➮➽➘✸➦➨➧❺➾♣➩➭➮➽➺➭➥❊➻✛✜☛➥❊➮❺➘✸➫❥➧♠➩➹➮➽➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩➭➮✗✖ ❊ ➫❱➬ ➧❺➬➴➘✸➯ ➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✧✷✜☞➥❊➦❱➾

t → −∞ ✧✄➺➭➩➷➧❺➩➭➾♣➻➷➩➷➧❺➩➭➫❱➪
➶❊➩➭➾♣➮ −1

2
ae(+∞)

➩➹➧■➯➴➘♣✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✠➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩✂➩➭➮◗➧■➫✞➦❱➯r➯r➩✩✖❇❱↕➯✢✃ ➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧
t = 0

✧✭➬r➯✯➩➭➮◗➧■➸➹➶❈➬r➪❱➩➭➫✞➧✛✘
✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➾✯➪❱➩✩➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫ ❊❭❊ ✖ ➳▲❜❤❈✞➦❱➩✩➯✢✃ ➬r➫✞➧❺➸✗✒❊➾❺➘✸➫❱➪➷➪❱➩✒➺➭➩➹➧♣➧❺➩✩➺➭➥❊➫✞➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫✦✚✰➫❱➥❊➫Û➾♣➸➭➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➫❥➧❺➩✤✣✒➺✫✪✛➘✸➫❀✒❊➩✩➪❱➩
➮♣➬✴✒❊➫❱➩ ➘✸➦➨➧❺➥❊➦❱➾●➪❱➩ ➯➴➘❳➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✖❈➤❈➬✛➯r➩✧➮❊✜☞➩➹➺➹➧❺➾❺➩ ➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩ Ẽ1(ω)

➩➭➮◗➧✯➮❯✔❈➻➷➸➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩P✜✛➘✸➾●➾❺➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧✰✘
ωeg✲ ➺➭➩✛❈✞➦❱➬❃➩➭➮◗➧✴➯r➩■➺Ô➘✸➮❤✜☛➥❊➦❱➾✖➦❱➫❱➩➷➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫⑤✒❥➘✸➦❱➮♣➮♣➬r➩➭➫❱➫❱➩❀➪❱➩✦✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩Û➺➭➩➭➫❥➧❺➾❺➘✸➯r➩

ω01 = ωeg

➯r➬r➻■➬ ➧❺➸➭➩
✜✛➘✸➾✚➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩✖➪❱➩★❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✚➥❊➦♣✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧♠➘✸➫❥➧❳➦❱➫❱➩✴➪❱➸➭➾♣➬ ➶❥➩✴➪❱➩❤✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩➽➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➬r➾♣➩✕✵✧➘✸➯r➥❊➾♣➮✚➺➭➩✖➧❺➩➭➾♣➻➷➩
➩➭➮◗➧■➫✞➦❱➯❦✖◗♠●➫➆➩■❢✌➩❍➧✕✧✄➪❱➩➭➮➅➬r➫✞➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮➅➪❱➩➭➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➮■➮♣➥❊➫❥➧■➬r➫❱➪❱➦❱➬ ➧❺➩➭➮✴➩➭➫✞➧❺➾♣➩➱➯r➩➭➮✬✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➮✿✚✰➾♣➥❊➦❀✒❊➩✤✣Û➩➹➧
✚✰➼❱➯r➩➭➦❱➩✤✣✩➪❱➦➱➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩❳➩➹➧✧➯➴➘❤✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➷➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩✒➫❱➩❳➪❱➸✗✜☛➩➭➫❱➪☎❈✞➦❱➩❳➪❱➩✒➯➴➘✴➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫✹✚✰➾♣➸➭➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➫❩▲
➧❺➩✤✣✫✖✯✸✘➩✗✜☛➩➭➫❱➪✛➘✸➫✞➧❜✧❐➤❈➬r➯r➼☞➩➭➾♣➼☛➩➭➾❊✒➷➩➹➧✒➘✸➯ ✠ ❋✶❜✒☛✵➥❊➫✞➧✚➻➷➥❊➫❥➧❺➾❺➸❪✧☛➩➭➫✈➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘✸➫❥➧✩➯➴➘➅➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫

5S1/2 −→ 5P1/2➪❱➦❦➾♣➦❱➼❱➬r➪❱➬r➦❱➻✆✘❃❜❖❞✻❍✏➫❱➻❲✧❙❈✞➦❐✃ ➬r➯✧➸➹➧♠➘✸➬ ➧✛✜☛➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩✂➪❱➩Ý➺➭➥❊➻✛✜☞➩➭➫❱➮♣➩➭➾➷➯r➩✂➺✤✪✛➘✸➫❀✒❊➩➹➻➷➩➭➫✞➧❀➪❱➩Ý➮♣➬✴✒❊➫❱➩✂➪❱➩Ý➯➴➘
✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✑✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜✛➘✸➯r➩❨✜☛➥❊➦❱➾✧➦❱➫❱➩❳➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫Û➯r➬r➻■➬ ➧❺➸➭➩✑✜✛➘✸➾✘➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩✒➪❱➩ ❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✗✧➨➩➭➫Ý➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦✛➘✸➫❥➧✧➦❱➫
➮❺➘✸➦➨➧①➪❱➩❨✜❀✪✛➘✸➮♣➩✩➪❱➩

π
➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸✓✘✖➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✖ ✈ ➫❀➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➩❳➘✸➯r➥❊➾♣➮❃➦❱➫➱➘✸➺➭➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧①➪❱➩✩➯➴➘✿✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫

➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩✩➪✛➘✸➫❱➮✧➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✧➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸❳➪❐✃ ➦❱➫●✏✔➘✸➺➹➧❺➩➭➦❱➾ ➳❩✧▼❍✬✜✛➘✸➾①➾❺➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧ ➘✸➦➱➺Ô➘✸➮✧➥✩★✂➯✢✃ ➬ ➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫Û➩➭➮◗➧ ➯r➬r➻■➬ ➧❺➸➭➩



❑✻◆ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✗✑ ✑✌✍ ✝ ✓✔✤✞✟☛✡✁� ✦ ☞ ✝ ☞ ✟☛✡✜✂✧✤ ✏✕✝✠✟✒✓✔✝✑✡✜☞✜✏ ✁ ✓✔�✞✚✜✡✌☞✜✤✞✟☛✏

✜✛➘✸➾ ➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩✖➪❱➩◗❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾❅✲ ➺■✏◗✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖▼❜✠✵✤✖ ❂✆➥❊➦❱➾✚➯r➩➭➮ ➧♠➩➹➻✛✜❱➮❨✜☛➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏ ➮✗✧✛➺➭➩➭➮✒➪❱➩➭➦❈❒Ý➧❺➩➭➾♣➻➷➩➭➮✚➬r➫✞➧❺➩➭➾❄▲
✏ ❏➭➾♣➩➭➫❥➧✬✜☞➥❊➦❱➾✴➪❱➥❊➫❱➫❱➩➭➾✴➯r➩➭➮✖➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮➲➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➮✗✖◆❱ ➯➴➘●✱✛➫ ➪❱➩Û➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✠➯➴➘☎✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✛✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜✛➘✸➯r➩
➶ ➘✸➦➨➧✚➩❍❒❱➘✸➺➹➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧ 1

2
ae(+∞)

✖
✥✘➬r➩➭➫❬❈✞➦❱➩➱➫❱➥❊➦❱➮➅➘✕✔❊➥❊➫❱➮➽➩❍❒▼✜❱➾♣➬r➻➷➸Û➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯ ➬ ➧❺➦❱➪❱➩❀➪❱➩✶✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸➷➩➭➫❬✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫ ➪❱➦❵➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➱➪❱➩

➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❲✜☞➥❊➻✛✜☞➩✩✧☞➬r➯✵➩➭➮◗➧✒➩➭➫❱➺➭➥❊➾♣➩➽➪❱➬ ✕➷➺➭➬r➯r➩✖➪❱➩❅✜❱➾♣➸➭➪❱➬r➾♣➩✴➪❱➩✬❈✞➦❱➩➭➯r➯ ➩✴➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩✖➾♣➸Ô➘✩✒❊➬r➾♣➥❊➫❥➧✩➯r➩➭➮✚➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ▲
➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮✒➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮②✲ ✜❀✪❱➸➭➫❱➥❊➻✛❏➭➫❱➩➅➼❱➬ ➩➭➫❧➪❱➸➭➺➹➾❺➬ ➧➲➩➹➧❳➼❱➬r➩➭➫✏➺➭➥❊➻✛✜❱➾♣➬r➮✩➪✛➘✸➫❱➮❳➯r➩➽➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩✖➧❺➩➭➻✛✜☛➥❊➾♣➩➭➯ ✵❑✘Û➦❱➫
➺✫✪✛➘✸➫❀✒❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧①➪❱➦Û➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩✩✖ ✈ ➫✶✜☛➩➭➦➨➧ ✞➹➧❺➾♣➩✒➘✸➬r➪❱➸✚➩➭➫Û➺➭➩➭➯➴➘➲➮♣➬☞➥❊➫Û➺➭➥✸➫❱➮❺➬ ➪❀❏➭➾♣➩✩➪❱➩➭➮①➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮❙✏ ➥❊➾◗➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧
➸➹➧❺➬r➾♣➸➭➩➭➮✗✧☞➺Ô➘✸➾✚➬r➯❍✔✈➘❀➘✸➯ ➥❊➾♣➮✚➦❱➫❱➩❤✏ ➥✸➾♣➧❺➩➲➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✛➘✸➫❱➺➭➩➽➩➭➫❥➧❺➾♣➩✴➯r➩➭➮✚➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩➭➮✧➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯r➮✚➩❍➧❨✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❩▲
➧❺➬r➩➭➯r➮✗✖③✸✘➩➹➧♣➧❺➩✖➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✛➘✸➫❱➺➭➩✖➩➹➧✚➮♣➩➭➮ ➺➭➥❊➫❱➮♣➸✗❈✞➦❱➩Ô➫❱➺➭➩➭➮✩➮♣➥❊➫✞➧✧➧♠➾❺➘✸➬ ➧♠➸➹➩➭➮ ➪✛➘✸➫❱➮ ➯➴➘➽➮♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫Ý➮♣➦❱➬ ➶✸➘ ➫✞➧❺➩✩✖
✕✩✕✁�☎✄✆�✮✪✂�☎✄ �✑✰✲❂❃✰❈✴✶❨❯✽✻✴✶✬❙✸ ✴✩✸❅❂❃✯ ✭✂✁ ✷ ✿✶✽✰✘✛✚❯✸❅❄❱❲▲✸

✸✘➥❊➻➷➻➷➩✴➫❱➥❊➦❱➮❳➯✢✃ ➘Ô➶❥➥❊➫❱➮✩➶❈➦⑥✘Û➯➴➘❀➮♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫ ❊❭❊ ✖●❋✠✖●❋✠✧✌➯r➩➽➺➭➥❊➻✛✜☞➥✸➾♣➧❺➩➭➻■➩➭➫✞➧✒➪❱➩➅➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✴➪❱➩✬✜❱➾♣➥❪▲
➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸

ae(t)
➩➭➮◗➧❤✏ ➥❊➾◗➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧✖➯r➬r➸✹✘Ý➯➴➘●✜❀✪✛➘✸➮♣➩

Φ(t)
➪❱➦▲➺✫✪✛➘✸➻✛✜▲➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩■➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➩➭➦❱➾✗✖✆➵✩➥❊➫❱➺✩✧✆➩➭➫

➘✩✒❊➬r➮♣➮❺➘✸➫❥➧➽➮♣➦❱➾ E(t)
➥❊➫ ➮➭✃ ➘ ➧♣➧❺➩➭➫❱➪s✘♣✜☛➥❊➦➨➶❥➥❊➬r➾✖➻❀➘✸➫❱➬✴✜❱➦❱➯r➩➭➾➲➯r➩➭➮✖➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮✖➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✗✖✙✸✘➩✗✜☛➩➭➫❱➪✛➘✸➫✞➧❜✧

➪❐✃ ➦❱➫✍✜☞➥❊➬r➫❥➧➲➪❱➩■➶❈➦❱➩②✜❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✧❹➯➴➘➱➻❀➘✸➫❱➬✴✜❱➦❱➯➴➘ ➧♣➬r➥✸➫❧➪❱➦▲➺✫✪✛➘✸➻✛✜✠➪❱➩➷➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❧➮♣➦❱➾✖➦❱➫❱➩➷➸➭➺✫✪❱➩➭➯r➯r➩■➪❱➩
➧❺➩➭➻✛✜❱➮✘➪❱➩✒➯✢✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩✚➪❱➩✒➯➴➘✿✏ ➩➭➻✴➧❺➥❊➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❱➩✒➫❱➩✑✜☛➩➭➦➨➧✧➮♣➩❨✏✔➘✸➬r➾♣➩❑❈✞➦❐✃ ➩➭➫✂➘✩✒❊➬r➮♣➮❺➘✸➫✞➧✘➮♣➦❱➾①➮♣➥❊➫Û➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✩✖ ✈ ➫Û➩➭➮◗➧
➪❱➥❊➫❱➺✒➩➭➫➱➪❱➾♣➥❊➬ ➧①➪❱➩✒➮♣➩❳➪❱➩➭➻❀➘✸➫❱➪❱➩➭➾①➪✛➘✸➫❱➮❡❈✞➦❱➩➭➯r➯r➩✩➻➷➩➭➮♣➦❱➾♣➩❳➺➭➩✑❈✞➦❱➩❳➯✢✃ ➥❊➫②✏✔➘✸➬ ➧✘➪✛➘✸➫❱➮①➯r➩✒➪❱➥❊➻❀➘ ➬r➫❱➩✩➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯
➮♣➩❳➧❺➾❺➘✸➫❱➮❊✜☞➥❊➮♣➩➭➾❺➘■➪✛➘✸➫❱➮ ➯r➩❳➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩✩➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯❦✖

❂✆➥❊➦❱➾■➦❱➫❱➩✂➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫▲➧❺➾❊❏➭➮■➸➹➧❺➬r➾♣➸➭➩⑥✲ ➬❦✖ ➩✩✖ |φ(2)| ≫ τ 2
0

✵✤✧✭➬r➯✘➩❍❒➨➬r➮◗➧❺➩✂➦❱➫❱➩☎✪❱➥❊➻➷➥✸➧❆✪❱➸➹➧❺➬r➩Û➩➭➫❥➧❺➾♣➩✂➯r➩
➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩❳➧♠➩➹➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯✆➩➹➧✒➯r➩✴➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩➲➮❆✜☛➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯✭➘ï➶❊➩➭➺

t = φ(2)(ω − ω0)
✖✯❂✄➥❊➦❱➾✩➯r➩✖➺✤✪✛➘✸➻✛✜✳➸➭➯ ➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩

➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩ Ec(t)
➪❱➩Ý➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫s✘❧➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩Ý➪❱➩☎✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✩✧✯➺➭➩➭➯➴➘❧➮♣➩✂➧❺➾❺➘✸➪❱➦❱➬ ➧✹✜✛➘✸➾➷➯➴➘✏➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❵➮♣➦❱➬ ▲

➶ ➘✸➫✞➧❺➩✟✠ ■▲❞▼✧❈❞❊➚✓☛●❮

Ec(t) =

√
i

2πφ(2)
e
−i(ω0t+ t2

2φ(2)
)Ẽ(ω = ω0 +

t

φ(2)
),

✲ ❊❭❊ ✖ ➳❖■✮✵

➥✩★ Ẽ(ω)
➩➭➮◗➧✚➯r➩✒➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✖➪❱➦Ý➺✫✪✛➘✸➻✛✜✂➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩❳➪❱➩➲➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫➱➯r➬r➻■➬ ➧❺➸➭➩✑✜✛➘✸➾✧➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩❳➪❱➩ ❝✛➥❊➦❩▲

➾♣➬r➩➭➾✗✖ ❴❹➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➥❊➫✳➧❺➾❺➘ï➶ ➘✸➬r➯r➯ ➩✴➘Ô➶❥➩➭➺➽➪❱➩➭➮✒➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮✚➪❐✃ ➦❱➫❱➩➽➪❱➦❱➾♣➸➭➩➽➮♣➦❀✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾♣➩✦✘➱➳✸➚②✜❱➮✗✧✌➯✢✃ ✪❱➥❊➻➷➥✸➧❆✪❱➸➹➧❺➬ ➩
➧❺➩➭➻✛✜❱➮❄▲❣✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✘➩➭➮◗➧✭➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧✆➼❱➬r➩➭➫✖➶❊➸➭➾♣➬❋✱✛➸➭➩✩✖✠✸✘➩✗✜☛➩➭➫❱➪✛➘✸➫✞➧❜✧ ➥❊➫❅✜☞➩➭➦➨➧✄➮♣➩✘➪❱➩➭➻❀➘✸➫❱➪❱➩➭➾✆➪✛➘✸➫❱➮❇❈✞➦❱➩➭➯r➯r➩
➻➷➩➭➮♣➦❱➾♣➩➲➩➭➯r➯r➩✒➪❱➩➭➻➷➩➭➦❱➾♣➩❳➶ ➘✸➯➴➘✸➼❱➯r➩✒➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➥❊➫✈➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➩✓✘➅➦❱➫❱➩➲➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫☎✘➅➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩➲➪❱➩✓✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✖➦❱➫❱➩
✜☞➩➭➾◗➧❺➦❱➾♣➼✛➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➪✛➘✸➫❱➮✧➯r➩✒➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩✩➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯❦✖③♠●➫☎✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➺➭➦❱➯r➬r➩➭➾✗✧❈➦❱➫❱➩✓✜☞➩➭➾◗➧❺➦❱➾♣➼✛➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸➭➩➲➩➭➫

ωc

➩➭➮◗➧❯▲
➩➭➯r➯r➩✚➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸➭➩✒➩➭➫

tc = φ(2)(ωc −ω0) ✄ ✈ ➦Û➩➭➫❱➺➭➥✸➾❺➩❪✧➨➦❱➫❱➩✑✜☞➩➭➾◗➧❺➦❱➾♣➼✛➘ ➧❺➬r➥❊➫❀➯r➥❈➺Ô➘✸➯r➬ ➮♣➸➭➩✚➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧①➮♣➦❱➾➦❱➫❱➩➲➼✛➘✸➫❱➪❱➩➲➪❱➩➲➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾
δω
✧✛➯✢✃ ➩➹➮♣➧❯▲✰➩➭➯ ➯r➩❳➘✸➦❱➮♣➮♣➬✵➪✛➘✸➫❱➮ ➯r➩❳➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩✩➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯ ✄❱➓➯➴➘☎❈✞➦❱➩➭➮◗➧❺➬r➥❊➫▲➪❱➩➷➯➴➘✂➯r➥✞➺Ô➘✸➯r➬ ➮❺➘ ➧❺➬r➥✸➫❧➪❐✃ ➦❱➫❱➩②✜☞➩➭➾◗➧❺➦❱➾♣➼✛➘ ➧❺➬r➥❊➫✠➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩➷➪✛➘✸➫❱➮✖➯r➩■➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩➅➧❺➩➭➻✦▲

✜☞➥❊➾♣➩➭➯❦✧➨➥❊➫☎✜☛➩➭➦➨➧✩➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧❺➩➭➾✧➦❱➫❱➩❳➾♣➸✗✜☞➥❊➫❱➮♣➩❤✘✦✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➾✘➪❱➩➲➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾❺➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮❡❈✞➦✛➘✸➯r➬ ➧♠➘ ➧❺➬ ➶❥➩➭➮✗✖❀♠●➫Ý➩■❢✌➩❍➧✕✧❱➪✛➘✸➫❱➮
➯✢✃ ✪✮✔❩✜☞➥✸➧❆✪❀❏➭➮♣➩Û➥✩★ ➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✠➩➭➮◗➧➽➧❺➾❊❏➭➮➽➸➹➧❺➬r➾♣➸➭➩✩✧✆➦❱➫❱➩✶✜☞➩➭➾◗➧❺➦❱➾♣➼✛➘ ➧❺➬r➥❊➫▲➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩❀➪❱➩Û➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾✖➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸✤▲
➾♣➬r➮◗➧❺➬✴❈✞➦❱➩

δω
➮♣➩✴➧❺➾❺➘✸➪❱➦❱➬ ➧✒➮♣➦❱➾✒➯r➩✴➺✫✪✛➘✸➻✛✜✳➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩ E(t)

✜✛➘✸➾✩➦❱➫❱➩✬✜☞➩➭➾◗➧❺➦❱➾♣➼✛➘ ➧❺➬r➥❊➫✳➪❱➩➽➪❱➦❱➾♣➸➭➩
δt
➧❺➩➭➯r➯r➩

❈✞➦❱➩■❮

δt = φ(2)δω.
✲ ❊❭❊ ✖ ➳❖❞✮✵

✸✘➩✗✜☞➩➹➫❱➪✛➘✸➫✞➧❜✧❥➺➭➩➹➮❃➪❱➩➭➦❈❒✦✜☞➩➭➾◗➧❺➦❱➾♣➼✛➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✄➮♣➥❊➫✞➧❃➘✸➦❱➮♣➮♣➬❱➾♣➩➭➯r➬r➸➭➩➭➮✭➩➭➫❥➧❺➾♣➩✧➩➭➯r➯r➩➭➮◆✜✛➘✸➾✭➯➴➘✩➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✴➪❐✃ ➬r➫❱➺➭➩➭➾◗➧❺➬ ➧❺➦❱➪❱➩
➧❺➩➭➻✛✜❱➮❄▲❣✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩

δtδω ≥ 4 ln 2,
✲ ❊❪❊ ✖ ❏❊➚✮✵



✑ ✑✌✍ � ✝ ✓ ✤✥✟☛✡ �✔✦ ☞ ✝ ☞✜✏ ✟☛✡✜✂✧✤ ✏✕✝✠✟✒✓✔✝✑✡✌☞✜✏ ✁ ✓✔�✞✚✜✡✌☞✜✤✞✟☛✏ ❑❀❜

➺➭➩✙❈✞➦❱➬✠✱➨❒➨➩❃➯➴➘①➪❱➦❱➾♣➸➭➩❃➻➷➬ ➫❱➬r➻➷➘✸➯ ➩✭➪❱➩●➯➴➘❡✜☞➩➭➾◗➧❺➦❱➾♣➼✛➘ ➧❺➬r➥❊➫✒➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯r➯r➩
δt
➬r➫❱➪❱➦❱➬ ➧❺➩✭➮❺➦❱➾❹➯r➩●➺✫✪✛➘✸➻✛✜➲➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩

✘➱❮

δt ≥
√

4 ln 2|φ(2)|. ✲ ❊❭❊ ✖ ❏ ❋❝✵
✈ ➫❲✜☞➩➹➦➨➧✩➾♣➩➹➧❺➾♣➥❊➦➨➶❊➩➭➾ ➺➭➩➲➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❑✘✹✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➾①➪❐✃ ➦❱➫❱➩✖➘✩✜❀✜❱➾♣➥❈➺✫✪❱➩❤❈✞➦✛➘✸➫❥➧❺➬ ➧♠➘ ➧❺➬ ➶❊➩❳➪✛➘✸➫❱➮ ➯r➩❳➺Ô➘✸➮ ➪❐✃ ➬r➻✦▲

✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❱➮✽✒❥➘✸➦❱➮♣➮♣➬r➩➭➫❱➫❱➩➭➮✗✖♦❂✄➥❊➦❱➾✧➺➭➩➭➯➴➘▼✧❱➥❊➫✂➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❀❏➭➾♣➩➲➦❱➫❱➩➲➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫●✘➅➪❱➸➭➾♣➬ ➶❥➩❳➪❱➩✓✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✩✧☛➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸➭➩
➩➭➫

ω = ω0

✧❐➪❱➩➅➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➷➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩ Ẽc(ω)
➪✛➘✸➫❱➮❳➯➴➘✩❈✞➦❱➩➭➯r➯r➩➽➥❊➫❧➩■❢✌➩➭➺➹➧❺➦❱➩■➦❱➫❧➧❺➾♣➥❊➦✏➩➭➫▲➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩➽➪❱➩

✏ ➥❊➾♣➻➷➩❨✒❥➘✸➦❱➮♣➮♣➬r➩➭➫❱➫❱➩✩✧➨➪❱➩✑✜❱➾♣➥✩✏ ➥❊➫❱➪❱➩➭➦❱➾
b
➩➹➧✧➪❱➩✒➪❱➩➭➻➷➬ ▲✰➯r➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾✺✘

1/e
➸✗✒❥➘✸➯r➩❨✘

∆ω
✖❀✸✘➩✓❈✞➦❱➬✌➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☛➥❊➫❱➪

✘➅➦❱➫❱➩✖➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫●✘■➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩➲➪❱➩✓✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✖➪❱➩➲➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✖➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩ Ẽhole(ω)
➪❱➥❊➫❱➫❱➸✿✜✛➘✸➾

Ẽhole(ω) = Ẽc(ω)
(
1 − be−(ω−ω0)2/∆ω2

)
,

✲ ❊❭❊ ✖ ❏❥➳✠✵
➘Ô➶❥➩➭➺ Ẽc(ω) = e−(ω−ω0)2/4Γ

➩➹➧ 1
Γ

= T 2
0 − 2iφ(2)

✖✙❴❹➩Ý➺✫✪✛➘✸➻✛✜❵➧♠➩➹➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯ ➘✸➮♣➮♣➥❈➺➭➬r➸✂➮➭✃ ➥❊➼➨➧❺➬r➩➭➫❥➧✛✜✛➘✸➾
➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻❀➘ ➧❺➬r➥❊➫Û➪❱➩✛❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✧➬r➫❥➶❊➩➭➾♣➮♣➩✩✧☛➩➹➧✧➶✸➘✸➦➨➧

Ehole(t) = Ec(t) −
b√
π

1√
T ′Th

ei ϕ′

2 e−(t/Th)2 e−i(ω0t+α′t2),
✲ ❊❭❊ ✖ ❏▲❏✮✵

➘Ô➶❥➩➭➺
T ′ =

√
T 2

0 + ∆t2
✧✵➥✩★

∆t = 2/∆ω
➩➭➮◗➧✴➯➴➘➱➪❱➩➭➻➷➬ ▲✰➯➴➘ ➾❊✒❊➩➭➦❱➾✒➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯r➯r➩✦✘

1/e
➘ ➮❺➮♣➥✞➺➭➬r➸➭➩②✘✂➯➴➘

✜☞➩➭➾◗➧❺➦❱➾♣➼✛➘ ➧❺➬r➥❊➫✂➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩✩✧✛➩➹➧

Th = T ′
√

1 + (2φ(2)/T ′2)2,
✲ ❊❭❊ ✖ ❏❖❑✻✵

α′ = 2φ(2)/(T ′4 + (2φ(2))2),
✲ ❊❭❊ ✖ ❏✻❍✠✵

tan ϕ′ = 2φ(2)/T ′2.
✲ ❊❭❊ ✖ ❏▲◆✮✵

➤❈➬✒➯➴➘✍✜☞➩➭➾◗➧❺➦❱➾♣➼✛➘ ➧❺➬r➥❊➫❜➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩✏➩➭➮◗➧➱➧❺➾❊❏➭➮➱➸➹➧❺➾♣➥❊➬ ➧❺➩✳✜✛➘✸➾Û➾❺➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧☎✘ ➯➴➘▲➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾Û➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩✳➪❱➩
➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫❦➪❱➩✏➪❱➸✗✜✛➘✸➾◗➧⑥✲

δω ≪ ∆ωp

✧✘➘ï➶❊➩➭➺
δω = ∆ω

√
2 ln 2

❝❇❁ ❫ ✎ ➪❱➦❜➧❺➾♣➥❊➦❍✧✯➺✸✃ ➩➭➮◗➧❯▲❄✘❝▲✰➪❱➬r➾♣➩
∆t ≫ T0

✵✤✧☛➘✸➯r➥❊➾♣➮

Th = ∆t
√

1 + (2φ(2)/∆t2)2,
✲ ❊❭❊ ✖ ❏✻❜✠✵

α′ = 2φ(2)/(∆t4 + (2φ(2))2)
✲ ❊❭❊ ✖ ❏▲■✮✵

➺➭➩☎❈✞➦❱➬✧➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✂✘✏➦❱➫❱➩☎✜☞➩➭➾◗➧❺➦❱➾♣➼✛➘ ➧❺➬r➥❊➫ ➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯r➯r➩Û➪❱➩✂➪❱➦❱➾♣➸➭➩
δt ≥

√
4 ln 2|φ(2)| ✧❃➘Ô➶❊➩➭➺ δt =

Th

√
2 ln 2

✖❐➤❈➬✆➪❱➩✬✜❱➯r➦❱➮✗✧☞➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫Ý➩➭➮◗➧✒➧❺➾❊❏➭➮✩➸➹➧❺➬r➾♣➸➭➩✩✧☞➪❱➩➽➮♣➥❊➾◗➧❺➩❅❈✞➦❱➩ |φ(2)| ≫ ∆t2 ≫ T 2
0

✧☞➯✢✃ ✪❱➥❊➻➷➥❪▲
➧❆✪❱➸➹➧❺➬r➩✚➧❺➩➭➻✛✜❱➮❄▲❣✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩❳➾♣➩➭➮◗➧❺➩✒➮❺➘ ➧❺➬r➮❯✏✔➘✸➬ ➧❺➩✩✧✞➩➹➧①➯r➩✩➺✫✪✛➘✸➻✛✜Û➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩✩➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧✧➩➭➮◗➧✧➪❱➥❊➫❱➫❱➸✑✜✛➘✸➾
➯➴➘➽➾❺➩➹➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫ ❊❭❊ ✖ ➳❖■■➘ï➶❊➩➭➺

Ẽ(ω) = e−(ω−ω0)2T 2
0 /4

[
1 − be−(ω−ω0)2/∆ω2

]
.

✲ ❊❭❊ ✖ ❏▲❞✮✵
❱✩➬r➫❱➮♣➬❦✧✄➫❱➥✸➦❱➮■➘ï➶❊➥❊➫❱➮➅➻➷➥❊➫❥➧❺➾♣➸✶❈✞➦❱➩●✜☛➥❊➦❱➾➅➦❱➫❱➩➱➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫✠➧❺➾❊❏➭➮➅➸➹➧❺➬r➾♣➸➭➩✩✧✄➦❱➫❱➩●✜☞➩➭➾◗➧❺➦❱➾♣➼✛➘ ➧❺➬r➥❊➫ ➩➭➫

➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✖➪✛➘✸➫❱➮✩➯r➩✖➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩➲➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯✄➬r➫❱➪❱➦❱➬r➮❺➘✸➬ ➧ ➪✛➘✸➫❱➮✒➯r➩✖➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩❳➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯✵➦❱➫❱➩✬✜☛➩➭➾◗➧❺➦❱➾♣➼✛➘ ➧❺➬r➥❊➫
➮➭✃ ➸➹➧❺➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧✩➮♣➦❱➾ ➦❱➫Ý➬r➫✞➧❺➩➭➾◗➶ ➘✸➯r➯r➩✒➪❱➩❳➧❺➩➭➻✛✜❱➮ ➪❱➩➲➪❱➦❱➾♣➸➭➩➲➮♣➦❀✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾♣➩✖➥❊➦✂➸✗✒❥➘✸➯r➩✿✘ √

4 ln 2|φ(2)| ✧❱➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧➪❱➸❄★❊✘✏➺➭➥❊➫❱➫❈➦s✜✛➘✸➾■➘✸➬r➯r➯ ➩➭➦❱➾♣➮ ✠ ❞❥➳❩✧✾❞▲❏✓☛❦✖ ✈ ➫s✜☞➩➭➦➨➧■➮♣➩✂➪❱➩➭➻❀➘✸➫❱➪❱➩➭➾■➮♣➬①➺➭➩➭➺➭➬ ➩➭➮◗➧■➩➭➫❱➺➭➥❊➾♣➩➱➶❈➾❺➘✸➬✧➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❱➩➱➯➴➘
✜☞➩➭➾◗➧❺➦❱➾♣➼✛➘ ➧❺➬r➥❊➫❧➫❐✃ ➘❪❢✌➩➭➺➹➧❺➩✛✜❱➯r➦❱➮➲➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩➅➪❱➦✠➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✩✧✵➻❀➘✸➬r➮❳➮❺➘☎✜❀✪✛➘✸➮♣➩✩✖◆❂✆➥❊➦❱➾➲➺➭➩➭➯➴➘▼✧❹➫❱➥❊➦❱➮✖➘✸➯r➯r➥❊➫❱➮
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➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➩➭➾✘➯✢✃ ➩❍❒➨➩➭➻✛✜❱➯r➩✚➮♣➬r➻✛✜❱➯r➩ ➪❐✃ ➦❱➫❱➩✒➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✛✒❥➘✸➦❱➮♣➮♣➬r➩➭➫❱➫❱➩✑✘✴➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩✩➪❱➩❨✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➹➩✿✘✴➯➴➘✩❈✞➦❱➩➭➯r➯r➩ ➥❊➫
➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➩①➦❱➫➷➮❺➘✸➦➨➧✯➪❱➩✽✜❀✪✛➘✸➮♣➩✚➪❱➩

π
➪✛➘✸➫❱➮●➯r➩✧➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩①➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯❦✖✮q✚➥❊➦❱➮❃➻➷➥❈➪❱➸➭➯r➬ ➮♣➥❊➫❱➮●➯r➩①➮❺➘✸➦➨➧✯➪❱➩P✜❀✪✛➘✸➮♣➩

✜✛➘✸➾✧➯➴➘✬✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫
φstep(ω)

➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫✞➧❺➩■❮

φstep(ω) =

{
π

➮♣➬
ω < ωc

0
➮♣➬

ω ≥ ωc
.

✲ ❊❭❊ ✖ ❑❥➚✮✵
❴❹➩➲➺✫✪✛➘✸➻✛✜✂➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩➲➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥✸➫❱➪✛➘✸➫✞➧✚➩➭➮◗➧✚➪❱➥❊➫❱➫❱➸❤✜✛➘✸➾

Estep(t) =
1

2π

[
−

∫ωc

−∞
dωẼc(ω)e−iωt +

∫+∞

ωc

dωẼc(ω)e−iωt

]
,

✲ ❊❭❊ ✖ ❑ ❋❝✵

➘Ô➶❊➩➭➺ Ẽc(ω) = e−(ω−ω0)2/4Γ
➺➭➥❊➻➷➻➷➩✶✜❱➾♣➸➭➺➭➸➭➪❱➩➭➻➷➻➷➩➭➫❥➧❜✖✙❴●✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫ ❊❭❊ ✖ ❑ ❋✂➮➭✃ ➬r➫❥➧❆❏✗✒❊➾♣➩✶✏✔➘✸➺➭➬r➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧✹✘

➯✢✃ ➘✸➬r➪❱➩✒➪❱➩➲➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➸✗✒❊➾❺➘✸➯ ➩✒➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧❺➩②✲ ✠ ■▲◆✓☛✷✜✛➘✩✒❊➩ ❏❊➚✻❜✠✵✩❮
∫+∞

u

dxe−
x2

4β
−γx =

√
πβ eβγ2

[1 − ➩➭➾❯✏
(γ

√
β +

u

2
√

β
)],

✲ ❊❭❊ ✖ ❑✞➳✠✵
➘Ô➶❊➩➭➺❅❵ ➩

(β) > 0
➩➹➧

u ≥ 0
✖❬❝✄➬r➫✛➘✸➯r➩➭➻■➩➭➫✞➧❜✧➨➥❊➫✂➥❊➼➨➧❺➬r➩➭➫❥➧

Estep(t) = −
√

Γ

π
e−i(ω0t+Γt2) × ➩➭➾❯✏ (

it
√

Γ +
ωc − ω0

2
√

Γ

)
.

✲ ❊❭❊ ✖ ❑✻❏✮✵

❂✆➥❊➦❱➾ ➦❱➫❱➩➲➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫Û➧❺➾❊❏➭➮ ➸➹➧❺➬r➾♣➸➭➩✩✧✛➯✢✃ ➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫ ❊❪❊ ✖ ❑✻❏■➪❱➩➹➶❈➬r➩➭➫❥➧

Estep(t) = Ec(t) ×
➩➭➾❯✏ {1 + i

2

√
|φ(2)|

[
t

φ(2)
− (ωc − ω0)

]}
,

✲ ❊❭❊ ✖ ❑▲❑✻✵

➥✩★ Ec(t)
➩➭➮◗➧➲➪❱➥❊➫❱➫❱➸✹✜✛➘✸➾✒➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫ ❊❭❊ ✖ ➳❖■▼✖❹➵✩➥❊➫❱➺✩✧✷✜☛➥❊➦❱➾❳➦❱➫❱➩■➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✈➧❺➾❊❏➭➮➲➸➹➧❺➬r➾♣➸➭➩❪✧❐➦❱➫✠➮❺➘✸➦➨➧➲➪❱➩

✜❀✪✛➘✸➮♣➩Û➪❱➩
π
➺➭➩➭➫❥➧❺➾❺➸➹➩➱➩➭➫

ω = ωc

✧✆➺➭➥❊➫❱➪❱➦❱➬ ➧✦✘✈➦❱➫ ➺✫✪✛➘✸➻✛✜ ➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩➷➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯✯➸✗✒❥➘✸➯✘➘✸➦❬✜❱➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧
➪❱➦✐➺✤✪✛➘✸➻✛✜➆➩➭➫❦➯✢✃ ➘✸➼❱➮♣➩➭➫❱➺➭➩Ý➪❱➩Ý➮❺➘✸➦➨➧➷➪❱➩❲✜❀✪✛➘✸➮♣➩❲✜✛➘✸➾■➦❱➫❱➩☎✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫➆➩➭➾♣➾♣➩➭➦❱➾➷➺➭➥✸➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩✩✖✺✸✯➩➭➯r➯r➩✤▲✰➺➭➬✧➩➭➮◗➧
➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸➭➩✈➩➭➫

tc = (ωc − ω0)φ
(2)
✧❃➩➹➧❀➮❺➘✟✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✂➾♣➸➭➩➭➯r➯r➩☎✜✛➘✸➮♣➮♣➩✈➪❱➩Ý➯➴➘✳➶✸➘✸➯r➩➹➦❱➾❀➚▼✧ ❞▼✧❙✜☞➥❊➦❱➾

t < tc
✧✰✘

➯➴➘✈➶ ➘✸➯r➩➭➦❱➾ −0,9
✧◗✜☞➥❊➦❱➾

t > tc
✧✭➮♣➦❱➾■➦❱➫➆➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶✸➘✸➯r➯r➩

δt ≃ 3,6 ×
√
|φ(2)| ✖◗❱✩➬r➫❱➮♣➬❦✧✄➩➭➫✐➪❱➩✗✪❱➥❊➾♣➮■➪❐✃ ➦❱➫➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶✸➘✸➯r➯r➩①➪❱➩✧➧❺➩➭➻✛✜❱➮

δt ∝
√
|φ(2)| ✧❊➯✢✃ ➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫■➪❱➦➷➮❺➘✸➦➨➧✯➪❱➩P✜❀✪✛➘✸➮♣➩✚➪❱➩ π

➪✛➘✸➫❱➮❃➯r➩ ➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩①➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯☛➮♣➩
➧❺➾❺➘✸➫❱➮❊✜☞➥❊➮♣➩✒➪✛➘✸➫❱➮✧➯ ➩✒➪❱➥❊➻➷➘✸➬r➫❱➩✚➧❺➩➭➻✛✜☛➥❊➾♣➩➭➯✌➺➭➥❊➫▼✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➻➷➩➭➫❥➧✽✘✴➯✢✃ ✪❱➥❊➻➷➥✸➧❆✪❱➸➹➧❺➬r➩ ➧❺➩➭➻✛✜❱➮❄▲❣✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩❳➪❱➸■✱✛➫❱➬r➩
✜✛➘✸➾

t = φ(2)(ω − ω0)
✖

✸✘➥❊➻➷➻➷➩➽➯➴➘②✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✈➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩➅➪✛➘✸➫❱➮❳➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧❳➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸➅➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧❺➩➅➪❱➩➅➯✢✃ ➬r➫✞➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➽➩➭➫❥➧❺➾♣➩■➯r➩➭➮
➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➩➭➮➷➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮➅➪❱➦❦➺✫✪✛➘✸➻✛✜✐➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩✩✧●➦❱➫✐➮❺➘✸➦➨➧❀➪❱➩☎✜❀✪✛➘✸➮♣➩Ý➪❱➩

π
➮❺➥✸➦❱➮➷➯➴➘✏➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩

✲
ωc < ωeg

✵➷➪❱➩➹➶❈➾❺➘✸➬ ➧➱➺➭➥❊➫❱➪❱➦❱➬r➾♣➩✩✧❡✜☛➥❊➦❱➾Û➦❱➫❱➩✏➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫ ✘ ➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩✳➪❱➩✳✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩❧➫❱➸✗✒❥➘ ➧❺➬ ➶❊➩✩✧❡✘ ➦❱➫
➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮❺➘✩✒❊➩➲➪❱➩

π
➪❱➩❳➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯ ➬ ➧♣➦❱➪❱➩✒➪❱➩✓✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸✚➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩✖➘✩✜❱➾❊❏➭➮✽✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩✿✜✛➘✸➾①➯➴➘➽➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩➲➪❱➩

➯➴➘✛✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩■➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧♠➘✸➫❱➸➭➩✩✧✌➩➹➧❳➪❱➥❊➫❱➺✹✘Û➦❱➫✏➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮❺➘✩✒❊➩➅➪❱➩
π
➪❱➩➭➮❳➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮✩➥✸➼❱➮❺➩➹➾♣➶❊➸➭➩➭➮➲➪✛➘✸➫❱➮❳➯r➩➭➮

➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮❳➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✗✖◗✸✘➩➷➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮❺➘✩✒❊➩➷➮♣➩✛✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬r➾❺➘✂➘✩✜❱➾❊❏➭➮✖➦❱➫▲➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶ ➘✸➯r➯r➩➅➪❱➩■➧❺➩➭➻✛✜❱➮➲➪❱➩➷➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾
δt
➺➭➩➭➫✞➧❺➾♣➸➷➘✸➦➨➧❺➥❊➦❱➾❳➪❱➩

tc = φ(2)(ωc − ω0)
✖✷❂✆➥❊➦❱➾

t < t1 (t1 = tc − δt/2)
✧❐➮♣➩➭➦❱➯r➩➭➮✖➯r➩➭➮✑✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩➭➮

➮♣➦❀✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾♣➩➭➮✽✘
ωc

➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦❱➩➭➫❥➧❜✧➨➩➹➧①➯✢✃ ➥❊➫❀➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❥➩✒➯r➩➭➮✯➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮✯➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➮✰✚✰➫❱➥❊➾♣➻❀➘✸➦❈❒✻✣✫✖❩❂✆➩➭➫❱➪✛➘✸➫✞➧
δt

➯r➩➭➮②✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩➭➮✈➘✸➦❩▲✰➪❱➩➭➮♣➮♣➦❱➮✂➩➹➧Ý➘✸➦❩▲✰➪❱➩➭➮♣➮♣➥❊➦❱➮✂➪❱➩
ωc

➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦❱➩➭➫❥➧❲✘
ae

✧✘➻❀➘✸➬r➮➱➘Ô➶❊➩➭➺❧➪❱➩➭➮➱➮♣➬✴✒❊➫❱➩➭➮
➥✠✜❀✜☞➥❊➮♣➸➭➮■➺➹➥❊➫❱➪❱➦❱➬r➮❺➘✸➫✞➧✛✘✳➦❱➫❱➩☎✜☛➸➭➾♣➬r➥❈➪❱➩➱➪❱➩Û➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❍✖◆❂✆➥❊➦❱➾

t > t2 (t2 = tc + δt/2)
✧✭➮♣➩➭➦❱➯r➩➭➮➅➯r➩➭➮
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➪❱➩❑✜❀✪✛➘✸➮♣➩✩➪❱➩

π
➺➭➩➭➫✞➧❺➾♣➸✩➩➭➫

λc = 797,6
➫❱➻ ✲ ➯➴➘❳➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩➩➭➮◗➧✽✘★❜❖❞❖❑❀✧ ❞✻❜✒➫❱➻✶✵❙✜☛➥❊➦❱➾❃➧❺➾♣➥❊➬r➮●➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾♣➮✯➪❱➩

➯➴➘➽➪❱➬r➮❊✜☞➩➹➾❺➮♣➬r➥✸➫☎❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩➅❮❉✲✔➘✮✵
φ(2) = −50000

✏ ➮ 2 ✲
τp

✂ ❋▲❋❅➳❁❑✬✏ ➮✫✵✤✧❉✲ ➼♦✵
φ(2) = −490000

✏ ➮ 2 ✲
τp✂ ❋ï➚▼✧ ❞❅✜❱➮✫✵✤✧❉✲ ➺✕✵

φ(2) = −920000
✏ ➮ 2 ✲

τp

✂✻➳✸➚▼✧ ◆❅✜❱➮✫✵✤✖❈❝✄➬✴✒❊➦❱➾♣➩➭➫❥➧✧➘✸➦❱➮♣➮♣➬❐➯✢✃ ➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧
tc
➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧

➘✸➦Ý➮❺➘✸➦➨➧ ➪❱➩✿✜❀✪✛➘✸➮♣➩✖➪✛➘✸➫❱➮ ➯r➩❳➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩✒➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯❦✧❱➩➹➧
t1
➩➹➧

t2
➪❱➸■✱✛➫❱➬r➮ ➪✛➘✸➫❱➮ ➯r➩✒➧❺➩❍❒❈➧❺➩✩✖
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T i:S a  

C P A

P M
N O P A

E tireu r

L ign e à  re ta rd

L C  S L M
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✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩➭➮➅➘✸➦❩▲✰➪❱➩➭➮♣➮♣➥❊➦❱➮✴➪❱➩
ωc

➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦❱➩➭➫❥➧➽➘Ô➶❥➩➹➺❀➦❱➫▲➮♣➬✴✒❊➫❱➩■➥✠✜❀✜☞➥❊➮♣➸✛✜✛➘✸➾✖➾❺➘✩✜❀✜☛➥❊➾◗➧✬✘✂➯➴➘➱➮♣➬ ➧❺➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫
➬r➫❱➬ ➧❺➬r➘✸➯ ➩✩✧◗✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬r➮❺➘✸➫❥➧➷➪❱➩➭➮➷➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮➅➩➭➫✐➥✠✜❀✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫➆➪❱➩❲✜❀✪✛➘✸➮♣➩❲✜✛➘✸➾■➾❺➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧❀➘✸➦❈❒➆➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮
➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮➅➫❱➥❊➾♣➻❀➘✸➦❈❒✯✖◗✸✘➩➭➺➭➬①➩➭➮◗➧➅➬r➯r➯ ➦❱➮◗➧❺➾♣➸➷➮♣➦❱➾➽➯➴➘☎✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ■♣✜☞➥❊➦❱➾✴➦❱➫❱➩Û➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫ ➾♣➸➭➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➫❥➧❺➩Û➩➹➧
➧❺➾♣➥❊➬r➮❐➶ ➘✸➯r➩➭➦❱➾♣➮✵➪❱➦❤✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩

φ(2)
✖❝❴❹➩❃➮❺➘✸➦➨➧✆➪❱➩✙✜❀✪✛➘✸➮♣➩✩✧ï➺➭➩➭➫✞➧❺➾♣➸✰✘ ➯➴➘①➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾❹➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩

λc = 797,6
➫❱➻☎✧

➩➭➮◗➧✚➻➷➥❈➪❱➸➭➯r➬r➮♣➸✑✜✛➘✸➾✧➯➴➘✬✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➩✿✜❀✪✛➘✸➮♣➩

φstep (ω) =
π

2
{1 − ➧♠➘✸➫❀✪

[β (ω − ωc)]} ,
✲ ❊❭❊ ✖ ❑❀❍✠✵

➘Ô➶❊➩➭➺
β = 8589

✏ ➮✗✖ ➾❺➘✸➪ −1
✖◗q✚➥❊➦❱➮➅➘ï➶❊➥❊➫❱➮➅➘✸➦❱➮♣➮♣➬①➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➸➱➮♣➦❱➾➅➯r➩➭➮✴➧❺➾♣➥❊➬r➮❅✒❊➾❺➘✩✜❀✪❱➩➭➮➽➯✢✃ ➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧

tc =
φ(2)(ωc − ω0)

➥✩★✏➯r➩➽➮❺➘✸➦➨➧➲➪❱➩✬✜❀✪✛➘✸➮♣➩■➮♣➩✬✜❱➾❺➥✞➪❱➦❱➬ ➧❜✖✷✸✘➩➭➮✒➧❺➾♣➥❊➬r➮✒➺➭➥❊➦❱➾♣➼☛➩➭➮➲➺➭➥❊➫▼✱✛➾♣➻➷➩➭➫❥➧❳➼❱➬r➩➭➫✏➯r➩➽➾❺➘✸➬r➮♣➥❊➫❩▲
➫❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧✶❈✞➦❱➩✈➫❱➥❊➦❱➮Û➘Ô➶❊➥❊➫❱➮✛✏✔➘✸➬ ➧✛✜❱➾♣➸➭➺➭➸➭➪❱➩➭➻➷➻➷➩➭➫❥➧✳❮✰✜❱➯r➦❱➮➷➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✐➩➭➮◗➧Û➸➹➧❺➬r➾♣➸➭➩Ý➻➷➩➭➬r➯r➯ ➩➭➦❱➾♣➩✂➩➭➮◗➧Û➯➴➘
➧❺➾❺➘✸➫❱➮❊✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫Ý➪❱➦✈➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩➲➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯✄➘✸➦✳➪❱➥❊➻❀➘✸➬ ➫❱➩❳➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯❦✖♦❂✄➥❊➦❱➾✚➪❱➩➭➮✒➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫❱➮ ➪❱➩ ❋ï➚✹✜❱➮✩➩➹➧
✜❱➯r➦❱➮✗✧❃➥✸➫❦➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➩✳➼❱➬r➩➭➫✐➦❱➫❦➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮❺➘✩✒❊➩✈➪❱➩

π
➘✸➦❦➪❱➩➭➯ ✘❧➪❱➩

tc
➻✟✞➭➻➷➩✂➮♣➬ ➯r➩✂➮❺➘✸➦➨➧❀➪❱➩❲✜❀✪✛➘✸➮♣➩✈➪❱➩

π➺➭➥❊➻➷➻➷➩➭➫❱➺➭➩❨✘➽➘✸➯ ➧❺➸➭➾♣➩➭➾✯➯r➸✗✒✠❏➭➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✘➺➭➩✑❈✞➦❱➬☞➮♣➩✑✜✛➘✸➮♣➮♣➩✒➪✛➘✸➫❱➮✘➯r➩ ➶❊➥❊➬r➮♣➬r➫✛➘✩✒❊➩✚➬r➻➷➻■➸➭➪❱➬➴➘ ➧✯➪❱➩✩➯➴➘➲➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✖
q✚➥❊➦❱➮✩➶❊➩➭➾♣➾♣➥❊➫❱➮✓✜❱➯r➦❱➮✩➯r➥❊➬r➫❍✧☛➯r➥❊➾♣➮✩➪❱➩➽➯✢✃ ➸➹➧❺➦❱➪❱➩✴➮❊✔❈➮◗➧❺➸➭➻❀➘❅➧♠➬❋❈✞➦❱➩➅➪❱➩➽➯✢✃ ➩■❢✌➩➹➧✒➪❱➦✏➮❺➘✸➦➨➧❳➪❱➩✬✜❀✪✛➘✸➮♣➩✩✧✌➺➭➩✦❈✞➦❱➬✄➮♣➩
✜✛➘✸➮♣➮♣➩✖➮➭✃ ➬r➯❐➩➭➮◗➧✚➯r➥❈➺Ô➘✸➯r➬ ➮♣➸❳➘✩✜❱➾❊❏➭➮ ➯➴➘➅➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✖
✕✩✕✁�☎✄✆�✮✪✂� ❩ ✣✦✬✮✭✗✯✾✰✲✭✳✬✵✴✶✬❙✷ ✸✻✺✼✯✾✽❀✿❁✬✮❂❃✸❅❄✲✴✩❆❈❇

q✚➥❊➦❱➮ ➘Ô➶❊➥❊➫❱➮✧➪❱➥❊➫❱➺❳➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮♣➸✩➯✢✃ ➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩❳➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➮◗➧♠➘✸➫❥➧❑✘➽➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮♣➩➭➾✧➯r➩➭➮①➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮✘➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✗✖
✸✘➩➹➧♣➧❺➩❳➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩✩✧☛➘ ➬r➫❱➮♣➬✯❈✞➦❱➩❳➺➭➩➭➯r➯r➩➭➮❡❈✞➦❱➬❐➮♣➦❱➬ ➶❊➩➭➫✞➧❜✧➨➥❊➫✞➧✧➸➹➧❺➸❳➾♣➸Ô➘ ➯r➬r➮♣➸➭➩➭➮✽✘✬✼✆➥❊➦❱➯r➥❊➦❱➮♣➩❳➩➭➫➱➺➭➥❊➯r➯➴➘✸➼☞➥❊➾❺➘ ➧❺➬ ➥✸➫
➘Ô➶❊➩➭➺✒➯r➩❨✒❊➾♣➥❊➦❀✜☛➩✩➪❱➩ ✎ ➘✸➾♣➺➭➦❱➮ ✎ ➥✸➧❆❳✗❃✞➦❱➮①➪❱➦ ✎ ➘❅❒●❂●➯➴➘✸➫❱➺✫❃ ❊ ➫❱➮◗➧❺➬ ➧❺➦➨➧❺➩❑✏✁�❱➾✽✇✒➦✛➘✸➫❥➧❺➩➭➫❱➥✠✜➨➧❺➬✴❃✛✘✬♥➲➘✸➾♣➺✤✪❱➬r➫❀✒❀✖



✑ ✑✌✍ � ✝ ✓ ✤✥✟☛✡ �✔✦ ☞ ✝ ☞✜✏ ✟☛✡✜✂✧✤ ✏✕✝✠✟✒✓✔✝✑✡✌☞✜✏ ✁ ✓✔�✞✚✜✡✌☞✜✤✞✟☛✏ ❍❅❋

Plan de Fourier

f f f f

R1 R2
L 1 L 2

(F)

�✂✁☎✄✝✆❈❊❭❊ ✖●❋ï➚ ✎✶❴❹➬✴✒❊➫❱➩✿✘➅➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫✂➫✞➦❱➯r➯r➩✩✖

❴❹➩➷➪❱➬r➮❊✜☛➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏✘➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯❦✧❐➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➸❀➮♣➦❱➾✖➯➴➘✶✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ❞▼✧✵➩➹➮♣➧❅✜❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧✖➬r➪❱➩➭➫❥➧❺➬✴❈✞➦❱➩②✘✂➺➭➩✤▲
➯r➦❱➬✵➪❱➸➭➺➭➾♣➬ ➧✑✘❀➯➴➘■➮♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫ ❊❭❊ ✖●❋✠✖ ➳❩✖●❋✠✧☛➮♣➬✆➺➭➩➽➫❐✃ ➩➹➮♣➧✑❈✞➦❱➩➽➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❲✜☛➥❊➻✛✜☞➩❅✜✛➘ ➮❺➮♣➩✴➻❀➘✸➬r➫✞➧❺➩➭➫✛➘ ➫✞➧❑✜✛➘✸➾✩➦❱➫
➪❱➬r➮❊✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏✧➪❱➩➱➻➷➬r➮♣➩Û➩➭➫❧✏ ➥❊➾♣➻➷➩Û➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮●✲r❴❇✸➓➤▼❴ ✎ ✧❙❴❹➬✴❈✞➦❱➬r➪❩▲❯✸✘➾❯✔❈➮◗➧♠➘✸➯✧➤❩✜✛➘ ➧❺➬➴➘✸➯✺❴❹➬✴✒✠✪✞➧ ✎ ➥❈➪❱➦❩▲
➯➴➘ ➧❺➥❊➾✫✵✤✖✯❴❹➩➽➻➷➥❈➪❱➦❱➯➴➘ ➧❺➩➭➦❱➾✑✘Û➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➦❈❒✳➯r➬✴❈✞➦❱➬r➪❱➩➭➮✒➘Û➸➹➧❺➸■➘✩✜❀✜☛➥❊➾◗➧❺➸✦✜✛➘✸➾✒➯✢✃ ➸✗❈✞➦❱➬✴✜☛➩➽➪❱➩ ✎ ➥✸➧❆❳✗❃✞➦❱➮✗✖❇✸✘➥❊➻➷➻➷➩
➦❱➫✈➧❺➩➭➯✆➪❱➬r➮❊✜☛➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏✭➫❐✃ ➩➭➮◗➧✓✜✛➘ ➮✩➺Ô➘✩✜✛➘✸➼❱➯r➩✴➪❐✃ ➬r➫❥➧❺➾♣➥❈➪❱➦❱➬r➾♣➩➲➦❱➫❱➩✴➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫♣❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✴➮♣➦✖✕➷➮❺➘✸➫❥➧❺➩✬✜☞➥❊➦❱➾
❈✞➦❱➩➱➯✢✃ ➘✸➫✛➘ ➯r➥✠✒❊➬ ➩■➧❺➩➭➻✛✜❱➮❄▲❣✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩➱➮♣➥❊➬ ➧✴➶ ➘✸➯➴➘✸➼❱➯r➩✩✧✵➯➴➘♣✜❀✪✛➘✸➮♣➩Û➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩Û➾♣➩✗❈✞➦❱➬r➮♣➩✶✜☞➥❊➦❱➾✴➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮♣➩➭➾➅➯r➩➭➮
➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮❃➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮①➩➭➮◗➧✧➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➸➭➩✚➩➭➫Û➪❱➩➹➦❈❒Û➸➹➧♠➘✩✜☛➩➭➮✒❮✞➯r➩✚➮❺➘✸➦➨➧✘➪❱➩❨✜❀✪✛➘✸➮♣➩✩➪❱➩

π
➩➭➮◗➧①➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➸❑✜✛➘✸➾

➯r➩✖➤▼❴ ✎ ✧❱➧♠➘✸➫❱➪❱➬r➮✽❈✞➦❱➩✖➯r➩➭➮✧➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❈❒Ý➸➹➧❺➬r➾♣➩➭➫❥➧✚➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❅★◗➦❱➮❊❈✞➦❐✃ ✘❀➳✸➚▼✧ ◆✦✜❱➮
(φ

(2)
1 = −9,2 105

✏ ➮ 2) ✖
❴❹➩①➪❱➬r➮❊✜☛➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏❱➪❱➩①➻➷➬r➮♣➩✯➩➭➫✬✏ ➥❊➾♣➻➷➩✯➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮✆➩➭➮◗➧●➺➭➥❊➫❱➮◗➧❺➬ ➧❺➦❱➸✘➪❐✃ ➦❱➫❱➩①➯r➬✴✒❊➫❱➩✰✘✩➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫➽➫✞➦❱➯r➯r➩

➩➹➧➷➪❐✃ ➦❱➫➆➻❀➘✸➮❊❈✞➦❱➩❲✘✏➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➦❈❒❵➯r➬✴❈✞➦❱➬r➪❱➩➭➮➅➺➭➥✸➻✛✜☞➥❊➾◗➧♠➘✸➫❥➧■➪❱➩➭➦❈❒➆➼✛➘✸➾♣➩➹➧♣➧❺➩➭➮■➪❱➩ ❋❅➳❖■✳✜❱➬ ❒➨➩➭➯r➮ ✠ ❋▲❋✠✧✱❍❁❑✑☛❦✖❙❴✵➘
➯r➬✴✒❊➫❱➩✬✘Û➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫✏➫✞➦❱➯r➯r➩✩✧☞➥❊➦✏➯r➬✴✒❊➫❱➩
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✲ ➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❈❒③✵■➩➹➧Û➪❱➩Ý➪❱➩➭➦❈❒❦➻➷➬r➾♣➥❊➬ ➾♣➮■➺■✔❈➯r➬r➫❱➪❱➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮■➪❱➩❲✏ ➥✞➺Ô➘✸➯r➩
f
✧❃➦➨➧❺➬r➯r➬r➮♣➸➭➮✹✪❱➥❊➾♣➮➷➪❐✃ ➘❅❒➨➩✩✖✺❂✆➥❊➦❱➾✛✜❱➯r➦❱➮➷➪❱➩
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➪❱➩➷➯r➩➭➫✞➧❺➬r➯ ➯ ➩➭➮➲➪❱➩✹✏ ➥❈➺Ô➘✸➯r➩
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➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩➭➮✴➪❱➩❀➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✠➬ ➫❱➺➭➬r➪❱➩➭➫✞➧❺➩✩✖❇♠●➯r➯r➩➭➮✖➮♣➥❊➫❥➧✴➩➭➫❱➮♣➦❱➬ ➧❺➩✛✏ ➥❈➺Ô➘✸➯r➬r➮♣➸➭➩➭➮❤✜✛➘✸➾✖➯➴➘✂➯r➩➭➫❥➧❺➬r➯r➯ ➩✛❴✾❋✠✧❉✜❱➯➴➘✸➺➭➸➭➩
✘✏➦❱➫❱➩✂➪❱➬ ➮♣➧♠➘✸➫❱➺➹➩

f
✧✭➩➹➫✐➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✹✜☛➥❊➬r➫✞➧❺➮➽➪❱➦ ✜❱➯➴➘✸➫❬✏ ➥✞➺Ô➘✸➯①➬r➻❀➘✩✒❊➩⑤✲✮❝❙✵✤✖◗❱✩➬r➫❱➮♣➬❦✧✄➪✛➘✸➫❱➮■➯r➩✶✜❱➯➴➘✸➫ ✲✮❝❙✵✤✧

➘✩✜❀✜☞➩➭➯r➸❲✜❱➯➴➘✸➫✐➪❱➩ ❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✗✧●➯r➩➭➮➷➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➩➭➮❀➺➭➥❊➻✛✜☞➥❊➮❺➘✸➫❥➧❺➩➭➮❀➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩➭➮❀➪❱➦ ✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦❦➬r➫❱➺➭➬r➪❱➩➭➫✞➧➷➮♣➥❊➫✞➧
➮❊✜✛➘ ➧❺➬➴➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧✭➸➹➧♠➘✸➯r➸➭➩➭➮✭➩➹➧❙✏ ➥✞➺Ô➘✸➯r➬r➮♣➸➭➩➭➮✗✖▲❝✛➥❊➫❱➪✛➘✸➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✧ ➯r➩✘➾❊✐❊➯r➩①➪❱➩①➯➴➘✩➯r➩➭➫❥➧❺➬r➯r➯ ➩❡❴✾❋①➩➭➮◗➧❃➪❐✃ ➩■❢✌➩➭➺➹➧❺➦❱➩➭➾
➯➴➘❳➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻❀➘ ➧❺➬r➥✸➫■➪❱➩ ❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾❃➪❱➦②✜❱➾♣➥✩✱✛➯☛➮❊✜✛➘ ➧❺➬➴➘✸➯✛➪❱➩✚➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✧➪❱➩✩➯✢✃ ➥❊➫❱➪❱➩ ➪✛➘✸➫❱➮✘➮♣➥❊➫②✜❱➯➴➘✸➫➷➥❊➼▼★◗➩➹➧❜✖✥✚➫❱➩✈➯r➩➭➫❥➧❺➬r➯r➯ ➩❲❴✆➳❧➩➹➧Û➦❱➫ ➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❜➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦ ❵✩➳❩✧❃➮❊✔❈➻■➸➹➧❺➾❺➬❋❈✞➦❱➩➭➮Û➪❱➩✳❴✾❋✈➩➹➧●❵ ❋♣✜✛➘✸➾➷➾❺➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧Û➘✸➦❫✜❱➯➴➘✸➫
➪❱➩ ❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✗✧❉✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧♣➧❺➩➭➫❥➧➅➪❱➩Û➾♣➩➭➺➭➥❊➫❱➮◗➧❺➾♣➦❱➬r➾♣➩❀➦❱➫❬✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦ ➼❱➬r➩➭➫ ➺➭➥❊➯r➯r➬r➻➷➘ ➧❺➸■➩➭➫❵➮♣➥❊➾◗➧❺➬r➩❀➪❱➩Û➯➴➘Ý➯r➬✴✒❊➫❱➩②✘
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❋✳❑❥➚➷➻➷➻❲✖ ♠●➫✳➫❱➸✗✒❊➯r➬✴✒❊➩Ô➘✸➫❥➧✩➯r➩➭➮✒➘✸➼☞➩➭➾♣➾❺➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✚➬r➫❥➧❺➾❺➥✞➪❱➦❱➬ ➧❺➩➭➮❑✜✛➘✸➾✩➯✢✃ ➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮❺➘ ➧❺➬ ➥❊➫Ý➪❱➩➭➮✒➻➷➬r➾♣➥❊➬ ➾♣➮

➺■✔❈➯r➬r➫❱➪❱➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮✦✪❱➥❊➾♣➮■➪❐✃ ➘❅❒➨➩✩✧●➯r➩➱➾❺➘❜✔❊➥❊➫
w0

➘ ➧♣➧❺➩➭➫❱➪❱➦ ✜☛➥❊➦❱➾■➯r➩②✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦s✒❥➘✸➦❱➮♣➮♣➬r➩➭➫✐➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧♠➘✸➫❥➧❀➦❱➫❱➩



❍❊➳ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✗✑ ✑✌✍ ✝ ✓✔✤✞✟☛✡✁� ✦ ☞ ✝ ☞ ✟☛✡✜✂✧✤ ✏✕✝✠✟✒✓✔✝✑✡✜☞✜✏ ✁ ✓✔�✞✚✜✡✌☞✜✤✞✟☛✏

z

c
1

c
2

1c
x

y

w wp

+ 4 5 °

-4 5 °

�✂✁☎✄✝✆ ❊❪❊ ✖●❋▲❋ ✎ ✎ ➥❈➪❱➦❱➯➴➘ ➧❺➩➭➦❱➾✶✘ ➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➦❈❒ ➯r➬✴❈✞➦❱➬r➪❱➩➹➮❜✖
c1

➩➹➧
c2

➮♣➥❊➫❥➧➱➯r➩➭➮Û➪❱➬r➾♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫❱➮❀➪❐✃ ➘✸➫❱➺➭➾❺➘✩✒❊➩✳➪❱➩➭➮
➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩➭➮①➪❱➩➭➮✚➼✛➘✸➾♣➩➹➧♣➧❺➩➭➮ ❋➲➩➹➧✒➳➅➾♣➩➭➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫✞➧❜✖

➮♣➩➭➦❱➯r➩➲➺➭➥❊➻✛✜☛➥❊➮❺➘✸➫✞➧❺➩❳➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩➲➪✛➘✸➫❱➮ ➯r➩✓✜❱➯➴➘✸➫✂➪❱➩✛❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾①➩➭➮◗➧✚➪❱➥❊➫❱➫❱➸✿✜✛➘✸➾

w0 =
cos θi

cos θd

λ0f

πwin

,
✲ ❊❭❊ ✖ ❑✻◆✮✵

➥✩★
win

➩➭➮◗➧✭➯r➩✯➾❺➘✕✔❊➥❊➫✴➪❱➦❅✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦✬✘✚➯✢✃ ➩➭➫✞➧❺➾♣➸➭➩✯➪❱➦➽➪❱➬r➮❊✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏➨➪❱➩✘➻➷➬r➮♣➩✯➩➭➫❅✏ ➥❊➾♣➻➷➩❃➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❱➮✗✧ï➩➹➧
θi

➩➹➧
θd

➮♣➥❊➫❥➧✆➾♣➩➭➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➬ ➶❥➩➭➻➷➩➭➫❥➧✆➯r➩➭➮✵➘✸➫❀✒❊➯r➩➭➮❹➪❐✃ ➬r➫❱➺➭➬r➪❱➩➭➫❱➺➭➩❃➩➹➧✵➪❱➩❃➪❱➬❋❢✌➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫✒➪❱➦✿✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦❳➯➴➘✸➮♣➩➭➾❹➮♣➦❱➾✵➯r➩❙✜❱➾♣➩➭➻➷➬ ➩➭➾
➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❍✖❹➵✒➘✸➫❱➮❳➫❱➥✸➧❺➾♣➩➅➺Ô➘✸➮✗✧

w0 ≃ ❋✶❍
µ
➻☎✖ ✈ ➫✳➧❺➬r➾♣➩➅➘Ô➶✸➘✸➫❥➧♠➘✩✒❊➩➽➪❱➩➅➯➴➘②✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❱➺➭➩■➪❱➦✟✜❱➯➴➘✸➫✳➪❱➩ ❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾

✲✮❝❙✵✤✧❱➥✩★➱➯r➩➭➮✧➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➩➭➮✧➺➭➥❊➻✛✜☞➥❊➮❺➘✸➫❥➧❺➩➭➮ ➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩➭➮ ➮♣➥❊➫❥➧ ➮❊✜✛➘ ➧❺➬➴➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧✧➮♣➸✗✜✛➘✸➾♣➸➭➩➭➮✗✧♦✜☞➥❊➦❱➾✧➻➷➥✞➪❱➦❱➯r➩➭➾①➯r➩
➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✯➪❱➩✯➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✖➘Ô➶❊➩➭➺✯➦❱➫❱➩✯➼☞➥❊➫❱➫❱➩✯➾♣➸➭➮♣➥❊➯ ➦➨➧♠➬ ➥❊➫❍✖❝❂✆➥❊➦❱➾✵➺➭➩➭➯➴➘▼✧ï➥❊➫✿✔✿✜❱➯➴➘✸➺➭➩●➦❱➫✴➻❀➘✸➮❊❈✞➦❱➩✺✘✧➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➦❈❒
➯r➬✴❈✞➦❱➬r➪❱➩➭➮❅✲❦✸❡❵ ❊ ➤▼❴ ✎ ➳▲❍❖◆✮✵✤✧☛➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➽➮♣➦❱➾✩➯➴➘✹✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖●❋▲❋☎✲ ➸✗✜✛➘✸➬r➮♣➮♣➩➭➦❱➾✩➪❱➦✳➻❀➘✸➮❊❈✞➦❱➩✖➮❺➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧✒➯✢✃ ➘❅❒➨➩
z
✵✤✖❅✥✚➫❧➧❺➩➭➯●➻❀➘✸➮❊❈✞➦❱➩■➩➭➮◗➧❅✜❱➬ ❒➨➩➭➯r➯r➬ ➮♣➸✩✧❐➺✫✪✛➘✩❈✞➦❱➩✛✜❱➬ ❒➨➩➭➯❃➘❜✔❥➘✸➫❥➧✖➦❱➫❱➩➷➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾ �

p = 97µ
➻☎✖✵➵✩➩➭➦❈❒⑥✜❱➬ ❒➨➩➭➯r➮

➺➭➥❊➫❱➮♣➸➭➺➭➦➨➧❺➬❋✏ ➮➽➮♣➥❊➫✞➧➅➮♣➸✗✜✛➘✸➾♣➸➭➮✦✜✛➘✸➾✴➦❱➫❱➩➱➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩Û➪❱➩ ❏
µ
➻☎✖◗❴❹➩➭➮➽➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➦❈❒ ➯r➬✴❈✞➦❱➬r➪❱➩➭➮✴➮♣➥❊➫❥➧➅➺➭➥❊➫❱➮◗➧❺➬ ➧❺➦❱➸➭➮

➪❱➩Û➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩➭➮✖➩➭➫❬✏ ➥❊➾♣➻➷➩➷➪❱➩Û➼✛➘✸➾♣➾♣➩Ô➘✸➦❍✖◗❂✄➘✸➾❅✏✔➘✸➼❱➾♣➬r➺Ô➘ ➧❺➬r➥✸➫❍✧✵➩➭➯r➯r➩➭➮✴➮♣➥❊➫❥➧➅➥❊➾♣➬r➩➭➫❥➧❺➸➭➩➭➮➽➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫✞➧➽➦❱➫➆➘❅❒➨➩
c✲✔➘❅❒➨➩➅➪❐✃ ➘✸➫❱➺➭➾❺➘✩✒❊➩✕✵✒➪❱➦✟✜❱➯➴➘✸➫

x − y
✖✷♠●➯r➯r➩➭➮✩➧❺➩➭➫❱➪❱➩➭➫✞➧❅✘Û➮➭✃ ➘✸➯r➬✴✒❊➫❱➩➭➾❳➘Ô➶❥➩➭➺■➦❱➫❧➺✫✪✛➘✸➻✛✜❧➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩➅➺➭➾♣➸Ô➘✸➫❥➧

➘✸➬r➫❱➮♣➬❐➦❱➫❱➩✖➼❱➬r➾♣➸■✏ ➾♣➬r➫❀✒❊➩➭➫❱➺➭➩➲➪❱➸✗✜☛➩➭➫❱➪✛➘✸➫✞➧✩➪❱➩➲➯➴➘➽➧❺➩➭➫❱➮♣➬r➥❊➫✈➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➸➭➩✩✧✛➩➹➧❑❈✞➦❱➬❉✜☛➩➭➦➨➧ ✞➹➧❺➾♣➩✖➺➹➥❊➫✞➧❺➾❊✐❊➯r➸➭➩✓✜❱➬ ❒➨➩➭➯
✜✛➘✸➾❤✜❱➬ ❒➨➩➭➯❦✖❇❴❹➩➭➮✿✚✢✒❥➘✩✜❱➮❄✣➷➬r➫❥➧❺➩➭➾❄▲✢✜❱➬ ❒➨➩➭➯r➮➲➫❱➩❀➮♣➥❊➫✞➧❅✜✛➘✸➮✴➺➭➥❊➫✞➧❺➾❊✐❊➯➴➘✸➼❱➯r➩➹➮❜✖✵➵✒➘✸➫❱➮✴➺➭➩➭➮➽➾♣➸✗✒❊➬r➥❊➫❱➮✗✧✵➯r➩➭➮✖➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➦❈❒
➯r➬✴❈✞➦❱➬r➪❱➩➭➮●➮♣➩✚➺➹➥❊➻✛✜☞➥❊➾◗➧❺➩➭➫❥➧✯➺➭➥❊➻➷➻➷➩✧➮♣➬☞➘✸➦❱➺➹➦❱➫❀➺✫✪✛➘✸➻✛✜➷➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩ ➫❐✃ ➸➹➧♠➘✸➬ ➧✯➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➸✩✧❥➩➹➧✯➫❱➩P✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬r➮♣➩➭➫❥➧
➘✸➦❱➺➭➦❱➫❱➩❧➼❱➬r➾♣➸■✏ ➾♣➬r➫❀✒❊➩➭➫❱➺➭➩✄✠ ❋▲❋☞☛❦✖✽❴❹➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➦❱➫❱➩❧➧❺➩➭➫❱➮♣➬r➥❊➫

V
➩➭➮◗➧✈➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➸➭➩✟✘❵➦❱➫④✜❱➬ ❒➨➩➭➯❳➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫❥➧Ý➯✢✃ ➘❅❒➨➩

z
✧✄➯r➩➭➮➽➻➷➥✸➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩➭➮✴➮➭✃ ➥❊➾♣➬r➩➭➫✞➧❺➩➭➫❥➧➅➪❱➩➱➯✢✃ ➘❅❒➨➩

c
➶❊➩➭➾♣➮➅➯✢✃ ➘❅❒➨➩

z
➪✛➘✸➫❱➮➽➯r➩✶✜❱➯➴➘✸➫

c − z
✖◗❂✆➥❊➦❱➾➽➦❱➫❱➩➱➯r➦❱➻➷➬✴❏➹➾❺➩

➮♣➩✛✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❊➩Ô➘✸➫❥➧✖➪✛➘✸➫❱➮✖➯➴➘➱➪❱➬r➾♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫
z
➺➭➩➭➯➴➘☎✜❱➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧✖➦❱➫✠➬r➫❱➪❱➬r➺➭➩■➪❱➩■➾♣➸■✏ ➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫❧➶ ➘✸➾♣➬➴➘✸➼❱➯r➩➅➮♣➬❃➩➭➯r➯r➩➅➩➭➮◗➧

✜☞➥❊➯➴➘ ➾❺➬ ➮♣➸➭➩①➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧❃➯✢✃ ➘❅❒➨➩
c
➩➹➧❃➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧❃➮♣➬❱➩➭➯r➯r➩①➩➭➮◗➧✙✜☞➥❊➯➴➘✸➾♣➬r➮♣➸➭➩❡✜☛➩➭➾❊✜☞➩➭➫❱➪❱➬r➺➭➦❱➯➴➘✸➬r➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✙✘

c
✖✞➤❈➬❱➥❊➫➅➫❱➥✸➧❺➩

∆φ(V )
➯r➩✒➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮❺➘✩✒❊➩➲➩➭➫❥➧❺➾♣➩➲➺➹➩➭➮ ➪❱➩➭➦❈❒☎✜☞➥❊➯➴➘✸➾♣➬ ➮❺➘ ➧❺➬r➥✸➫❱➮①➥❊➾◗➧❆✪❱➥✠✒❊➥❊➫✛➘✸➯r➩➭➮✗✧❩✜☞➥❊➦❱➾①➦❱➫❱➩➲➯r➦❱➻➷➬❋❏➭➾♣➩✑✜☛➥❊➯➴➘✸➾♣➬r➮♣➸➭➩

➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫✞➧✧➯✔✃ ➘❅❒➨➩
c
✧❈➯r➩❨✜❱➬ ❒➨➩➭➯

n
➮♣➩❳➺➭➥❊➻✛✜☛➥❊➾◗➧❺➩✩➺➭➥❊➻➷➻➷➩✩➦❱➫➱➻❀➘✸➮❊❈✞➦❱➩✒➪❱➩✑✜❀✪✛➘✸➮♣➩✓✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬r➮❺➘✸➫❥➧①➦❱➫✶✱✛➯ ➧❺➾♣➩

Bn



✑ ✑✌✍ � ✝ ✓ ✤✥✟☛✡ �✔✦ ☞ ✝ ☞✜✏ ✟☛✡✜✂✧✤ ✏✕✝✠✟✒✓✔✝✑✡✌☞✜✏ ✁ ✓✔�✞✚✜✡✌☞✜✤✞✟☛✏ ❍❖❏

➪❱➥❊➫❱➫❱➸✿✜✛➘✸➾ ✠ ❞❖❑✑☛

Bn = exp [i∆φ (Vn)]
✲ ❊❭❊ ✖ ❑❀❜✠✵

✈ ➫✶✜☞➩➭➦➨➧❡✏✔➘✸➼❱➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➾✯➦❱➫➱➻❀➘✸➮❊❈✞➦❱➩✩➩➭➫●✜❀✪✛➘✸➮♣➩✩➩➹➧✧➩➭➫➱➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧♣➦❱➪❱➩✚➩➭➫➱➺➭➥❊➻➽➼❱➬r➫✛➘✸➫❥➧✘➪❱➩➭➦❈❒Û➼✛➘✸➾♣➾♣➩➹➧♣➧❺➩➭➮
➪❱➥❊➫❥➧✭➯r➩➭➮✆➻➷➥✸➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩➭➮✵➥❊➫✞➧✄➪❱➩➭➮✄➪❱➬r➾♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫❱➮✵➪❐✃ ➘✸➫❱➺➭➾❺➘✩✒❊➩❡✘ −45

➩➹➧
+45◦

➪❱➩✘➯➴➘ ➪❱➬r➾♣➩➭➺➹➧❺➬r➥✸➫✴➪❱➩✰✜☞➥❊➯➴➘✸➾♣➬r➮❺➘ ➧❺➬ ➥❊➫
e
➪❱➩✳➯➴➘▲➯r➦❱➻➷➬❋❏➭➾♣➩✈➬r➫❱➺➭➬r➪❱➩➭➫❥➧❺➩✩✧✯➮♣➦❱➬ ➶❈➬r➩➭➮Û➪❐✃ ➦❱➫④✜☛➥❊➯➴➘✸➾♣➬r➮♣➩➭➦❱➾②✜✛➘✸➾❺➘✸➯r➯❋❏➭➯r➩♣✘

e
✖❡✸✩✃ ➩➭➮◗➧✂➺➭➩⑤❈✞➦❱➩♣✏✔➘✸➬ ➧Û➫❱➥✸➧❺➾♣➩

➻❀➘✸➮❊❈✞➦❱➩✩✧❥➥✩★■➯➴➘✒➪❱➬r➾♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫➅➪❱➩P✜☞➥✸➯➴➘✸➾♣➬r➮❺➘ ➧❺➬r➥✸➫➅➪❱➩✧➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫➽➯r➦❱➻➷➬r➫❱➩➭➦❱➮♣➩①➺➭➥✁� ➫❱➺➭➬r➪❱➩ ➘ï➶❊➩➭➺ ➯✢✃ ➘❅❒➨➩
x
✲✮❝✄➬✴✒❀✖

❊❭❊ ✖●❋▲❋❝✵✤✖✛➵✒➘✸➫❱➮✚➺➭➩➲➺Ô➘✸➮✗✧✛➯r➩✑✱✛➯ ➧❺➾♣➩✓✜☞➥❊➦❱➾✧➯r➩✓✜❱➬ ❒➨➩➭➯
n
➩➭➮◗➧✚➪❱➥❊➫❱➫❱➸✿✜✛➘✸➾

Bn = ei[∆φ(1)+∆φ(2)]/2 cos
{
[∆φ(1) − ∆φ(2)]/2

}
,

✲ ❊❭❊ ✖ ❑✻■✮✵
➥✩★

∆φ(1)
➩➹➧

∆φ(2)
➮♣➥❊➫❥➧➽➯r➩➭➮✖➾♣➩➹➧♠➘✸➾♣➪❱➮✴➬r➫✞➧❺➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧❺➮❤✜✛➘✸➾✖➯r➩➭➮✴➼✛➘✸➾♣➾♣➩➹➧♣➧❺➩➭➮ ❋Û➩➹➧■➳✂➾♣➩➭➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✖◗❴✵➘

➪❱➸✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❱➺➭➩✖➪❱➩➭➮✚➾♣➩➹➧♠➘✸➾♣➪❱➮ ➩➭➫☎✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✂➪❱➩➭➮✧➧❺➩➭➫❱➮♣➬r➥❊➫❱➮
V (i)

n (i = 1, 2)
➘➅➸➹➧❺➸➲➥❊➻➷➬r➮♣➩✩✖

➵✩➦☎✏✔➘✸➬ ➧ ➪❱➩➲➯➴➘✬✜❱➬ ❒➨➩➭➯r➯r➬ ➮❺➘ ➧❺➬r➥✸➫❍✧➨➯r➩✑✱✛➯ ➧❺➾♣➩➲➘✸➮♣➮♣➥❈➺➭➬r➸✖➘✸➦✂➻❀➘✸➮❊❈✞➦❱➩➲➩➭➮◗➧✚➪❱➥❊➫❱➫❱➸✿✜✛➘✸➾

m(x) =

n= N
2
−1∑

n=−N
2

{
Bn

➾♣➩➭➺➹➧ [
x − xn

r
�

]
+ Bgn

➾♣➩➭➺➹➧ [
x − xgn

(1 − r)
�

]}
,

✲ ❊❭❊ ✖ ❑✻❞✮✵

➘Ô➶❥➩➭➺ �❙➯r➩✓✜✛➘✸➮ ➪❱➦✂➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦✈➪❱➩✿✜❱➬ ❒➨➩➭➯r➮✗✧
r =

�

p/
�✿✧

Bn

➯r➩✑✱✛➯ ➧❺➾♣➩✓✜☞➥❊➦❱➾✧➯r➩✓✜❱➬ ❒➨➩➭➯
n
✧
Bgn

➯r➩✑✱✛➯ ➧❺➾♣➩✓✜☞➥❊➦❱➾
➯r➩❨✚✢✒❥➘✩✜❩✣

n
✖③❴✵➘✬✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✂➾♣➩➭➺➹➧❝✲

x
✵①➩➭➮◗➧✩➪❱➸■✱✛➫❱➬ ➩✿✜✛➘✸➾

➾♣➩➭➺➹➧
(x) =

{
1

✜☛➥❊➦❱➾ |x| ≤ 1/2
0

✜☛➥❊➦❱➾ |x| > 1/2
.

✲ ❊❭❊ ✖▼❍✸➚✮✵
➤❈➬✄➥❊➫✳➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❀❏➭➾♣➩✦✘Û➯✢✃ ➩➭➫❥➧❺➾♣➸➭➩➽➪❱➦✳➪❱➬r➮❊✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏●➪❱➩➽➻➷➬r➮♣➩✖➩➭➫✳✏ ➥❊➾♣➻➷➩✴➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮✚➦❱➫✏➺✤✪✛➘ ➻✛✜✏➪❱➩✬✜❱➾♣➥✩✱✛➯
➧❺➾❺➘✸➫❱➮◗➶❊➩➭➾♣➮♣➩❅✒❥➘✸➦❱➮♣➮♣➬r➩➭➫✍✲ ➾♠➘❜✔❊➥❊➫Ý➪❱➦●✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦

win

✵✒❮

Ein(x, y, t) = Ain(t)e−iω0t × (2/πw2
in)1/2 exp[−

(
x2 + y2

)
/w2

in].
✲ ❊❭❊ ✖▼❍❅❋❝✵

❱✩➯r➥❊➾♣➮✗✧☞➩➭➫✏➧❺➩➭➫✛➘✸➫❥➧❳➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩➽➪❱➩➽➯➴➘②✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❥➘ ➧❺➬r➥❊➫✈➪❱➦✳✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦✏➪✛➘✸➫❱➮❳➯➴➘➷➯r➬✴✒❊➫❱➩✬✘❀➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫✏➫✞➦❱➯r➯r➩✴➩➹➧
➩➭➫Ý➫❱➸✗✒❊➯r➬✴✒❊➩Ô➘✸➫❥➧✧➯➴➘➅➪❱➬❋❢✌➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫➱➘✸➦Ý➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦Ý➪❱➦Ý➻❀➘✸➮❊❈✞➦❱➩✩✧✛➥❊➫Ý➘➅➩➭➫Ý➮♣➥❊➾◗➧♠➬ ➩❳➯r➩❳➺✤✪✛➘✸➻✛✜✂➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧ ✠ ❞❖❑✑☛❃❮

Eout(x, y, t) = {Ain (t) ∗ [M (−t/α) g (t)]} e−iω0t

× (2/πw2
in)1/2 exp[−

(
x2 + y2

)
/w2

in],
✲ ❊❭❊ ✖▼❍❊➳✠✵

➥✩★
M(k)

➩➹➮♣➧✚➯➴➘✴➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩❳➪❱➩✛❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✧➮❊✜✛➘ ➧❺➬➴➘✸➯r➩✒➪❱➩
m(x)

✖
g(t)

➩➭➮◗➧✩➪❱➥❊➫❱➫❱➸✿✜✛➘✸➾

g(t) = exp
(
−w2

0t
2/8a2

)
.

✲ ❊❭❊ ✖▼❍❖❏✮✵
❴❹➩P✜✛➘ ➾♠➘ ➻✛❏➹➧❺➾♣➩

a
➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮◗➧❺➬✴❈✞➦❱➩✧➪❱➩ ➯➴➘✒➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫■➪❱➩➭➮❃➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➩➭➮❃➺➭➥❊➻✛✜☞➥✸➮♠➘ ➫✞➧❺➩➭➮❃➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩➭➮❃➪✛➘✸➫❱➮

➯r➩✓✜❱➯➴➘✸➫✂➪❱➩✛❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾①➶✸➘ ➦➨➧
a = λ2

0f/2πcd cos θd
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➻❀➘✸➮❊❈✞➦❱➩✧➪❱➩ ➚▼✧ ➳❖◆✩➫❱➻✢❵❪✜❱➬ ❒➨➩➭➯✷✲ ➮♣➥❊➬ ➧●➦❱➫❱➩✧➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾✄➪❱➩✧➼✛➘✸➫❱➪❱➩✽✜✛➘✸➾◗✜❱➬ ❒➨➩➭➯

∆ωpixel = 7,75 10−4
➾❺➘✸➪❍✖ ✏ ➮ −1 ✵✤✖
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➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩①➪❱➩✧➯➴➘✩➻➷➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩✘➯➴➘❨✜❱➯r➦❱➮✭➾♣➬✴✒❊➥❊➦❱➾♣➩➭➦❱➮♣➩❡❈✞➦❱➬❱➮♣➥❊➬ ➧●➯r➩➭➮✭➩✤❢✌➩➹➧❺➮❃➪❱➩①➯➴➘✩➯r➬✴✒❊➫❱➩❡✘✩➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫➅➫✞➦❱➯r➯r➩✘➩➹➧❃➪❱➦
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➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩➱➪❱➩Ý➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫s✘❧➯➴➘✳✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✈➪❱➩Ý➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘ ➫❱➺➭➩✩✧✯➫❱➥❊➦❱➮❀➘Ô➶❊➥❊➫❱➮➷➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➸➱➯r➩✂➾♣➦❱➼❱➬r➪❱➬r➦❱➻ ➯r➦❱➬ ▲
➻✟✞➭➻➷➩✚➘❪✱✛➫❀➪❐✃ ➬ ➪❱➩➭➫✞➧❺➬❋✱✛➩➭➾✙✜❱➾♣➸➭➺➭➬r➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✘➯r➩P✜❱➬ ❒➨➩➭➯☛➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧✽✘➲➯➴➘➲➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✖❀✸✘➩➭➺➭➬☛➩➭➮◗➧✧➘✸➺➭➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➬
➩➭➫✠➘✸➫❱➫✞➦❱➯➴➘✸➫❥➧❳➯➴➘❀➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➻➷➬r➮♣➮♣➬r➥❊➫✳➪❱➦❧➻❀➘✸➮❊❈✞➦❱➩✬✜❱➬ ❒➨➩➭➯◗✜✛➘✸➾✓✜❱➬ ❒➨➩➭➯♦★◗➦❱➮❊❈✞➦❐✃ ✘✂➺➭➩✦❈✞➦❱➩➅➯➴➘❀➶ ➘✸➯r➩➭➦❱➾❳➻■➬r➫❱➬r➻➷➘✸➯ ➩
➪❱➩

ae(+∞)
➮♣➥❊➬ ➧✧➘ ➧♣➧❺➩➭➬r➫❥➧❺➩✩✖ ✈ ➫Û➥❊➼➨➧❺➬r➩➭➫✞➧①➘✸➬r➫❱➮♣➬☞➦❱➫❱➩✒➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩✒➪❐✃ ➩❍❒❈➧❺➬r➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫Û➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➭➩➲➮♣➦❱➾①➯➴➘✿✱③✒❊➦❱➾♣➩



✑ ✑✌✍ � ✝ ✓ ✤✥✟☛✡ �✔✦ ☞ ✝ ☞✜✏ ✟☛✡✜✂✧✤ ✏✕✝✠✟✒✓✔✝✑✡✌☞✜✏ ✁ ✓✔�✞✚✜✡✌☞✜✤✞✟☛✏ ❍▲❍

�✂✁☎✄✝✆▲❊❭❊ ✖●❋✩❏ ✎✬❵ ➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮✭➩❍❒▼✜☞➸➹➾❺➬ ➻➷➩➭➫✞➧♠➘✸➦❈❒➅➩➹➧✭➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮❑✲ ➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮●➫❱➥❊➬r➾♣➩➭➮✫✵✘❮ ➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮✄➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮
➫❱➥❊➾♣➻❀➘✸➦❈❒⑥✲ ➼❱➯r➩➭➦♦✵①➩➹➧✧➧♠➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬ ➾❺➩➹➮✧➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✩➘✩✜❱➾❊❏➭➮✩➘✩✜❀✜❱➯r➬r➺Ô➘ ➧❺➬ ➥❊➫➱➪❐✃ ➦❱➫Ý➮❺➘✸➦➨➧✚➪❱➩✿✜❀✪✛➘✸➮♣➩✖➪❱➩

π
➺➭➩➭➫✞➧❺➾♣➸

➩➭➫
λc = 795,23

➫❱➻ ✲ ➮♣➥❊➬ ➧❑✘■➚▼✧ ➳❖◆➅➫❱➻ ➪❱➩➲➯➴➘➽➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✕✵✤✖

❊❭❊ ✖●❋❅➳❩✖❩❴✵➘✖➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾✰✘✖➻➷➬ ▲✢✪✛➘✸➦➨➧❺➩➭➦❱➾●➪❱➩✩➺➭➩➹➧♣➧❺➩✩➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩✩➩➹➮♣➧✘➪❱➩✒➚▼✧ ❑✴➫❱➻❲✧❥➺➭➩❨❈✞➦❱➬☞➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪●✘✤❋✠✧▼❜✿✜❱➬ ❒➨➩➭➯❦✖
✸✘➩➹➧➅➸➭➺Ô➘✸➾◗➧✦✜✛➘✸➾➽➾❺➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧✦✘✳➯➴➘✂➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾✖➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩Û➪❱➩Û➦❱➫❧✜❱➬ ❒➨➩➭➯❦✧✆➮➭✃ ➩❍❒▼✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➩●✜✛➘✸➾✴➯➴➘Ý➧♠➘✸➬r➯r➯ ➩✹✱✛➫❱➬r➩Û➪❱➦
✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦❧➘✸➮♣➮♣➥❈➺➭➬r➸✹✘Û➯➴➘✛✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩■➪❱➩➅➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩■➪✛➘✸➫❱➮❳➯r➩✬✜❱➯➴➘✸➫✳➪❱➩ ❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✗✖✷✸✘➩➭➯ ➯r➩✤▲✰➺➭➬✄➪❱➸✗✜☞➩➭➫❱➪✠➫❱➥❊➫
➮♣➩➭➦❱➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧❀➪❱➩Ý➯➴➘✏➧♠➘✸➬r➯r➯ ➩➱➪❱➦ ✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦✐➪❱➬❋❢✌➾❺➘✸➺➹➧❺➸✂➪✛➘✸➫❱➮❀➯ ➩❲✜❱➯➴➘✸➫➆➪❱➩ ❝❱➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾♣✲ ➺■✏❄✖❃➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫ ❊❭❊ ✖ ❑✻◆✮✵✤✧
➻❀➘✸➬r➮✴➘✸➦❱➮♣➮♣➬①➪❱➩➭➮➅➘✸➼☞➩➭➾♣➾❺➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮❅✒❊➸➭➥❊➻➷➸➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮✴➪❱➩Û➯➴➘✈➯r➬✴✒❊➫❱➩

4f
✖◗♠●➫❵➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮❺➘✸➫❥➧✴➪❱➩➭➮➅➻➷➬r➾♣➥❊➬ ➾♣➮✖➪❱➩✶✜❱➯r➦❱➮

✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➩❤✏ ➥❈➺Ô➘✸➯r➩✖➩➹➧✒➪❱➩➭➮✒➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❈❒✳➻➷➥❊➬r➫❱➮✚➪❱➬r➮❊✜☛➩➭➾♣➮♣➬❋✏ ➮✗✧☞➥❊➫✳✜☞➥❊➦❱➾♣➾❺➘✸➬ ➧✚➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮♣➩➭➾✚➦❱➫✳➻➷➥❊➫✞➧♠➘✩✒❊➩✖➾♣➩✗✜❱➯ ➬r➸✴➘ï➶❊➩➭➺
➪❱➩➭➮✚➻➷➬r➾♣➥❊➬ ➾♣➮①➸➭➺➭➯➴➘✸➬r➾♣➸➭➮✧➮♣➦❱➾ ➯✢✃ ➘❅❒➨➩✩✧❀✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧♣➧♠➘✸➫❥➧✚➘✸➬r➫❱➮♣➬❐➪❱➩➲➾♣➸➭➪❱➦❱➬r➾♣➩➲➯r➩➭➮ ➘✸➼☞➩➭➾♣➾❺➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✽✒❊➸➭➥❊➻➷➸➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮✗✖

✥✚➫❱➩✽✏ ➥❊➬r➮✭➺➭➩➹➧♣➧❺➩✧➺Ô➘✸➯r➬r➼❱➾❺➘ ➧❺➬ ➥❊➫❅✏✔➘✸➬ ➧❺➩✩✧✸➫❱➥❊➦❱➮❃➘ï➶❊➥❊➫❱➮❃➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➸①➦❱➫➷➮❺➘✸➦➨➧❃➪❱➩✽✜❀✪✛➘✸➮♣➩ ➪❱➩
π
★◗➦❱➮◗➧❺➩ ➘✩✜❱➾❊❏➭➮

➯➴➘✚➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩❤✲ ✜☛➥❊➦❱➾
ω < ωc

✵✤✖✠✸✘➥❊➫▼✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➻➷➩➭➫❥➧❙✘✩➯✢✃ ➘✸➫✛➘✸➯❋✔❈➮♣➩✙✏✔➘✸➬ ➧❺➩✺✜❱➾♣➸➭➺➭➸➹➪❱➩➭➻➷➻➷➩➭➫✞➧●➪✛➘✸➫❱➮✭➯r➩✯➺➭➥❊➫❥➧♠➩♠❒❈➧♠➩
➪❱➩✯➯✢✃ ✪❱➥❊➻➷➥✸➧❆✪❱➸➹➧❺➬r➩✭➧❺➩➭➻✛✜❱➮❄▲❣✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✩✧✸➥❊➫✴➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➩✘➼❱➬r➩➭➫✴➦❱➫✴➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮❺➘✩✒❊➩✘➪❱➩

π
➪❱➩➭➮✄➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧♣➬r➥✸➫❱➮✵➺➭➥❊➻➷➻➷➩

➥❊➫⑤✜☞➩➭➦➨➧➲➯r➩✴➶❊➥❊➬r➾✒➮♣➦❱➾❳➯➴➘✛✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖●❋✩❏▼✖✷❴✵➘✶✜☛➥❊➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫✳➪❱➦❧➮❺➘✸➦➨➧❳➪❱➩✦✜❀✪✛➘✸➮♣➩■➩➭➮◗➧
λc = 795, 23

➫❱➻❲✧✌➮♣➥❊➬ ➧
➦❱➫❲✜❱➬ ❒➨➩➭➯✵➘✩✜❱➾❊❏➭➮ ➯➴➘➽➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✖

➵✒➘✸➫❱➮Û➺✫✪✛➘✩❈✞➦❱➩✳➺Ô➘✸➮✗✧✘➯r➩➭➮❀➺➭➥❊➦❱➾♣➼☛➩➭➮Û➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩➭➮❀➮♣➥❊➫❥➧➱➺➹➥❊➻✛✜✛➘✸➾♣➸➭➩➭➮➱➘Ô➶❊➩➭➺✳➦❱➫❱➩✳➬r➫❥➧❺➸✗✒❊➾❺➘ ➧❺➬r➥❊➫
➫✞➦❱➻➷➸➭➾♣➬✴❈✞➦❱➩✚➪❱➩ ➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫ ❊❭❊ ✖ ➳▲❜❩✖✻❴✵➘➲➺➭➥❊➻✛✜✛➘✸➾❺➘✸➬r➮♣➥❊➫■➪❱➩➭➮❃➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮●➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✘➫❱➥❊➾♣➻❀➘✸➦❈❒■➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➮
✜✛➘✸➾❳➯✢✃ ➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩➷➘Ô➶❥➩➭➺■➯➴➘❀➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬r➩■➘➱➸➹➧❺➸■➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➸➭➩✦✜☛➥❊➦❱➾✖➘❝★◗➦❱➮◗➧❺➩➭➾✗✧❹➦❱➫❱➩✦✏ ➥❊➬r➮✑✜☞➥❊➦❱➾❳➧❺➥❊➦➨➧❺➩➭➮✗✧❹➯✔✃ ➥❊➾♣➬✴✒❊➬ ➫❱➩
➪❱➩➭➮Û➧❺➩➭➻✛✜❱➮●✜☞➥❊➦❱➾Û➯r➩➭➮Û➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➩➭➮➱➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮✂➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩➭➮➱➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➩➭➮✗✧ ➘✸➬r➫❱➮♣➬❑❈✞➦❱➩❧➯➴➘✠➶ ➘✸➯r➩➭➦❱➾➱➪❱➦



❍❖◆ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✗✑ ✑✌✍ ✝ ✓✔✤✞✟☛✡✁� ✦ ☞ ✝ ☞ ✟☛✡✜✂✧✤ ✏✕✝✠✟✒✓✔✝✑✡✜☞✜✏ ✁ ✓✔�✞✚✜✡✌☞✜✤✞✟☛✏

�✂✁☎✄✝✆✲❊❪❊ ✖●❋✳❑✡✎●♠●➫✞➶❊➩➭➯r➥✠✜❀✜☛➩✴➪❱➦✈➺✫✪✛➘✸➻✛✜✈➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩➲➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧❳➘✸➦❈❒✂➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮✧➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➮✩➻➷➬r➮
➩➭➫✶✏ ➥❊➾♣➻➷➩✩➪❱➩✒➯➴➘✿✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖●❋✩❏❩✖❀❴❹➩✒➮❺➘✸➦➨➧✧➪❱➩✑✜❀✪✛➘✸➮♣➩✒➩➭➮◗➧✽✜❱➯➴➘✸➺➭➸✒➦❱➫●✜❱➬ ❒➨➩➹➯❐➘✩✜❱➾❊❏➭➮①➯➴➘✴➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✖③❴●✃ ➬r➫❱➮♣➩➭➾◗➧
➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➩✴➦❱➫✈➘✩✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➬r➮♣➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✚➪❱➩✖➯➴➘✬✜❀✪✛➘✸➮♣➩

Φ(t)
➪❱➦Ý➺✤✪✛➘✸➻✛✜Ý➘✸➦✂➶❥➥❊➬ ➮❺➬ ➫✛➘✩✒❊➩❳➪❱➩

tc
✖♦❂✆➥❊➦❱➾P✜❱➯r➦❱➮ ➪❱➩

➺➭➯➴➘✸➾◗➧❺➸✩✧❱➫❱➥❊➦❱➮✚➘Ô➶❥➥❊➫❱➮ ➾♣➩➹➧❺➬r➾♣➸❳➯r➩✒➧❺➩➭➾♣➻➷➩❳➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➬r➾♣➩
ω01t

✖

✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩
φ

(2)
1

➪❱➩■➯➴➘●✜☛➥❊➻✛✜☞➩✩✖✷❴❹➩■➮♣➩➭➦❱➯✙✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩■➘❝★◗➦❱➮◗➧❺➸✹✜☞➥❊➦❱➾❳➯r➩➭➮❳➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮✒➻➷➬r➮❳➩➭➫✟✏ ➥❊➾♣➻➷➩
➩➭➮◗➧✩➯➴➘■➾❺➘✸➬ ➪❱➩➭➦❱➾ ➪❱➦✈➮❺➘✸➦➨➧✩➪❱➩❤✜❀✪✛➘✸➮♣➩✴➪❱➩

π
✧③❈✞➦❱➬✵➩➭➮◗➧❨✱➨❒➨➸➭➩❤✜✛➘✸➾✚➯➴➘➅➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫✂➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩✖➪❱➦✈➪❱➬r➮❊✜☞➥✸➮❺➬ ➧♠➬ ✏

➪❱➩✖➻➷➬r➮♣➩✖➩➭➫❲✏ ➥❊➾♣➻➷➩➲➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❍✧❱➪❱➸✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘ ➫✞➧✒➪❱➩✴➯➴➘✬✏ ➥❊➾♣➻➷➩✖➪❱➩✖➯➴➘➅➧♠➘✸➺✫✪❱➩✴➪❱➩✖➪❱➬❋❢✌➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫Ý➘✸➦✈➫❱➬ ➶❥➩Ô➘✸➦
➪❱➦✳➤▼❴ ✎ ✖♦❴✵➘✬✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✂➪❱➩✿✜❀✪✛➘✸➮♣➩➲➩➭➮◗➧✚➻➷➥❈➪❱➸➭➯r➬r➮♣➸➭➩✑✜✛➘✸➾➲❮

φstep (ω) =
π

2
{1 − ➧♠➘✸➫❀✪

[β (ω − ωc)]} .
✲ ❊❭❊ ✖▼❍❁❑✻✵

❴❹➩✳➻➷➩➭➬r➯r➯ ➩➭➦❱➾Û➘❝★◗➦❱➮◗➧❺➩➭➻➷➩➭➫✞➧➱➩➭➫❥➧❺➾♣➩✳➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬r➩✳➩➹➧➱➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩❧➩➭➮◗➧✂➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦④✜☞➥❊➦❱➾
β = 8589

✏ ➮
.
➾❺➘✸➪ −1 ✧➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧✹✘✈➦❱➫❱➩②✜☞➩➭➫❥➧❺➩

β−1 ≃ ∆ωpixel/7
✖◆❂✄➥❊➦❱➾✴➺➭➩➹➧♣➧❺➩❀➶ ➘✸➯r➩➭➦❱➾✗✧✆➯✢✃ ➘✸➺➭➺➭➥❊➾♣➪ ➩➭➫❥➧❺➾♣➩❀➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬r➩➷➩➹➧

➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➹➫❱➺➭➩➲➩➭➮◗➧ ➩❍❒➨➺➭➩➭➯r➯r➩➭➫❥➧❜✧❱➺➭➥❊➻➷➻➷➩✩➥❊➫●✜☛➩➭➦➨➧ ➯r➩✩➶❊➥❊➬r➾✘➮♣➦❱➾✧➯➴➘❤✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖●❋✩❏▼✖❀❴❹➩❳➺➭➥❊➫❥➧❺➾❺➘✸➮◗➧❺➩✩✧✛➘✸➦❱➮♣➮♣➬❐➼❱➬r➩➭➫
❈✞➦❱➩✚➯r➩➭➮❃➪❱➸■✏ ➥❊➾♣➻❀➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮●➪❱➦❱➩➭➮✘➘✸➦➷➮❺➘✸➦➨➧✯➪❱➩❑✜❀✪✛➘✸➮♣➩✩✧✞➮♣➥❊➫✞➧✯➩❍❒❈➧❺➾✜✞➭➻➷➩➭➻➷➩➭➫❥➧✘➼❱➬r➩➭➫➷➾♣➩✗✜❱➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧❺➮❜✖ ✈ ➫➷➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➩
➸✗✒❥➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧➅➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶✸➘✸➯r➯ ➩❀➪❱➩Û➧❺➩➭➻✛✜❱➮

δt = t2 − t1
✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧■➯r➩✗❈✞➦❱➩➭➯①➯r➩➭➮➽➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮✴➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➮■➮♣➩

➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮♣➩➭➫❥➧❜✖❙❴❹➩Û➺✫✪✛➘✸➻✛✜ ➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩❀➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧✛✘✈➺➭➩➭➮✴➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮✖➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➮➅➻➷➬r➮✖➩➭➫❬✏ ➥❊➾♣➻➷➩
➩➭➮◗➧Û➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸✳➮♣➦❱➾❀➯➴➘⑤✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖●❋✳❑❀✖ ✈ ➫❦➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘ ➧❺➩♣❈✞➦❱➩✈➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩➱➪❱➦ ➺✫✪✛➘✸➻✛✜❦➩➭➮◗➧②✏ ➥❊➾◗➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧
➻➷➥❈➪❱➦❱➯ ➸➭➩✩✖❩✸✘➩➭➮✘➻➷➥✞➪❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥✸➫❱➮❃➘✩✜❀✜✛➘✸➾❺➘✸➬r➮♣➮♣➩➭➫✞➧✯➮♣➦❱➾◗➧❺➥❊➦➨➧✺✜☛➥❊➦❱➾✯➪❱➩➭➮❃➧❺➩➭➻✛✜❱➮✯➮♣➬ ➧❺➦❱➸➭➮✯➘ï➶ ➘✸➫✞➧✯➯r➩P✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩❑✜✛➘✸➾
➯➴➘❀➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✧❐➩➹➧➲➮➭✃ ➸➹➧❺➩➭➫❱➪❱➩➭➫❥➧✖➮❺➦❱➾✒➦❱➫❧➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶✸➘✸➯r➯ ➩✴➪❱➩➽➧❺➩➭➻✛✜❱➮✒➪❐✃ ➘✸➦➨➧♠➘✸➫❥➧✿✜❱➯r➦❱➮✑✒❊➾❺➘✸➫❱➪⑤❈✞➦❱➩➅➯r➩➽➮❺➘✸➦➨➧❳➪❱➩
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✜❀✪✛➘✸➮♣➩➅➩➭➮◗➧✿✜❱➯r➦❱➮✒➾❺➘✸➬r➪❱➩✩✖ ✈ ➫✏➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❥➩■➘✸➦❱➮♣➮♣➬●➦❱➫✳➧❺➾♣➥❊➦✏➩➭➫✠➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✴➯r➥❈➺Ô➘✸➯r➬ ➮♣➸➭➩✴➩➭➫
t = tc

✧❐➪❐✃ ➘✸➦➨➧♠➘✸➫❥➧
✜❱➯r➦❱➮P✜❱➾♣➥✩✏ ➥❊➫❱➪❲❈✞➦❱➩✖➯r➩❳➮❺➘✸➦➨➧✚➪❱➩❤✜❀✪✛➘✸➮♣➩➲➩➭➮◗➧✩➾❺➘✸➬r➪❱➩✩✖♦✇✒➦✛➘✸➫✞➧❨✘➅➯➴➘✦✜❀✪✛➘✸➮♣➩➲➧❺➩➭➻✛✜☛➥❊➾♣➩➭➯r➯r➩✩✧❱➩➭➯r➯r➩✓✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➩✴➦❱➫
➮❺➘✸➦➨➧✚➪❱➩✿✜❀✪✛➘✸➮♣➩➲➪❱➩
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➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧ ➪❱➥❊➦❈❒✂➩➭➫

t = tc
✖

q✚➥❊➦❱➮❃➘Ô➶❊➥❊➫❱➮✭➩➭➫❱➮♣➦❱➬ ➧❺➩✧➪❱➸➭➺Ô➘✸➯r➸✘➯➴➘❨✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫✴➪❱➦➅➮❺➘✸➦➨➧●➪❱➩❡✜❀✪✛➘✸➮♣➩✽✜❱➬ ❒➨➩➭➯▼✜✛➘✸➾◆✜❱➬ ❒➨➩➭➯❦✖ ✥✚➫➅➪❱➸➭➺Ô➘✸➯➴➘✩✒❊➩✘➪❱➩
➦❱➫✹✜❱➬ ❒➨➩➭➯❈➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➯➴➘ ➧❺➩①➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶✸➘✸➯r➯ ➩✘➪❱➩✘➧❺➩➭➻✛✜❱➮

[t1, t2]
➪❐✃ ➦❱➫❱➩P❈✞➦✛➘✸➫❥➧❺➬ ➧❺➸

∆tpixel

✧✸➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➩P✜✛➘✸➾✭➯✢✃ ✪❱➥❊➻➷➥✸➧❆✪❱➸✤▲
➧❺➬r➩➽➧❺➩➭➻✛✜❱➮❄▲❣✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩

∆tpixel = φ
(2)
1 ∆ωpixel ≃ 730

✏ ➮✗✧✷✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬r➮❺➘✸➫❥➧✖➦❱➫✠➺✫✪✛➘✸➫❀✒❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧✴➬r➻✛✜☛➥❊➾◗➧♠➘✸➫✞➧
➪✛➘✸➫❱➮✧➯✢✃ ➘✸➯r➯r➦❱➾♣➩✩➪❱➩➭➮✧➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮✘➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✗✧☛➺➭➥❊➻➷➻➷➩✒➥❊➫●✜☞➩➭➦➨➧ ➯r➩✒➶❊➥❊➬r➾①➮♣➦❱➾✧➯➴➘❅✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖●❋✶❍❩✖③♠●➫✂➺➭➥❊➻✦▲
✜✛➘✸➾❺➘✸➫❥➧➽➯r➩➭➮✴➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➩➭➮❅✏ ➥❊➾♣➻➷➩➭➮✖➪❱➩❀➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮✖➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮➅➩➭➫❀✒❊➩➭➫❱➪❱➾♣➸➭➩➭➮✦✜✛➘✸➾✴➯r➩❀➪❱➸✗✜❱➯➴➘✸➺➭➩➭➻➷➩➭➫❥➧➅➪❱➦
➮❺➘✸➦➨➧✧➪❱➩❨✜❀✪✛➘✸➮♣➩✒➪❱➩

π
✧❈➥❊➫Û➩➭➮◗➧✧➩➭➫➱➻➷➩➭➮♣➦❱➾♣➩✒➪❱➩✚➧❺➩➭➮◗➧❺➩➭➾①➯r➩❨✜☞➥❊➦➨➶❊➥❊➬r➾✘➪❱➩✩➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫❀➪❱➦➱➮❊✪✛➘✩✜☛➩➭➾✧➘ï➶❊➩➭➺✒➦❱➫❱➩

➮♣➩➭➫❱➮♣➬r➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸✒➘✸➺➭➺➭➾♣➦❱➩✿✜✛➘✸➾✧➾❺➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧❑✘➅➯✢✃ ➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩➲➪❐✃ ➩❍❒❈➧❺➬r➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✂➪❱➸➭➺➭➾♣➬ ➧❺➩❳➺➭➬ ▲✰➪❱➩➭➮♣➮♣➦❱➮✗✧✛➺➭➩➭➺➭➬❹➮♣➦❱➾P❈✞➦✛➘✸➮♣➬r➩✤▲
➻➷➩➭➫❥➧✧➧❺➥❊➦➨➧❺➩➲➯r➘➅➯r➘✸➾❊✒❊➦❱➩➭➦❱➾✧➪❱➩❳➼✛➘✸➫❱➪❱➩➲➪❱➦Ý➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩✖➪❱➩➲➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❍✖▼♠●➫Ý➩■❢✌➩➹➧❜✧✛➫❱➥❊➦❱➮ ➫❱➩❳➮♣➥❊➻➷➻➷➩➭➮✽✜❱➯r➦❱➮
➯r➬r➻➷➬ ➧❺➸➭➮✙✜✛➘✸➾✯➯➴➘❳➧♠➘✸➬r➯r➯ ➩✽✱✛➫❱➬r➩✚➪❱➦✛✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦Û➘✸➮♣➮♣➥❈➺➭➬r➸✑✘✖➺✫✪✛➘✩❈✞➦❱➩✒➺➭➥❊➻✹✜☞➥❊➮❺➘✸➫❥➧❺➩✩➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩✚➪✛➘✸➫❱➮✘➯r➩❑✜❱➯➴➘✸➫➷➪❱➩
❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✗✧❈➻❀➘✸➬r➮✺✜✛➘✸➾✧➯➴➘✖➧♠➘✸➬r➯r➯ ➩✩➪❱➩➭➮✽✜❱➬ ❒➨➩➭➯r➮①➪❱➦✂➻❀➘✸➮❊❈✞➦❱➩✩✖♦✸✘➩➹➧♣➧❺➩➲➪❱➬ ❢✌➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➲➪❱➩❳➮♣➩➭➫❱➮♣➬r➼❱➬r➯r➬ ➧♣➸✩➩➭➮◗➧ ➯r➬r➸➭➩✓✘➽➯➴➘
➫✛➘ ➧❺➦❱➾♣➩➲➪❱➩✖➯➴➘➽➻➷➩➭➮♣➦❱➾♣➩✖➩■❢✌➩➭➺➹➧❺➦❱➸➭➩➷❮✛➬r➫✞➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➥❊➻➷➸➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩✑✜☞➥❊➦❱➾ ➯r➩❳➮❺➘✸➦➨➧✩➪❱➩✿✜❀✪✛➘✸➮♣➩✖➪❱➩
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➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩✬✜☞➥✸➦❱➾✒➯✢✃ ➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩➅➪❐✃ ➩♠❒❈➧♠➬ ➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❍✧✌➺➭➩➹➧♣➧❺➩➅➪❱➩➭➾♣➫❱➬✴❏➭➾♣➩➽➫❱➩✬✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧♣➧♠➘✸➫❥➧❳➪❱➩✴➧❺➩➭➮◗➧❺➩➭➾✒➯➴➘❀➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫
➪❱➦✂➪❱➬r➮❊✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏✵➪❱➩❳➻➷➬r➮♣➩❳➩➭➫●✏ ➥❊➾♣➻➷➩✒➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❱➮❡❈✞➦❱➩✿✜✛➘✸➾✧➦❱➫❱➩❳➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩✖➮♣➩➭➫❱➮♣➬r➼❱➯r➩❳➦❱➫❱➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧❑✘
➯➴➘❅✏ ➾❺➸■❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✴➪❱➩➲➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✖

❱✩➬r➫❱➮♣➬❦✧☛➯✢✃ ➦➨➧❺➬r➯ ➬ ➮❺➘ ➧❺➬ ➥❊➫Ý➪❱➩➲➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮✚➺➭➥✩✪❱➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➮✒➻➷➬r➮ ➩➭➫❲✏ ➥❊➾♣➻➷➩❤✜✛➘✸➾✚➦❱➫✳➮❺➘✸➦➨➧✩➪❱➩❅✜❀✪✛➘✸➮♣➩✴➪❱➩
π➪✛➘✸➫❱➮✒➯r➩✴➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩✖➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯◆✜☞➥❊➦❱➾♣➾❺➘✸➬ ➧✩➺➭➥❊➫❱➮◗➧❺➬ ➧❺➦❱➩➭➾✒➦❱➫❱➩➽➼☞➥❊➫❱➫❱➩➽➻➷➸➹➧❆✪❱➥❈➪❱➩❅✜☞➥❊➦❱➾✚➧♠➩➹➮♣➧❺➩➭➾✒➪❱➩➭➮✒➪❱➬r➮❊✜☞➥❊➮♣➬ ▲

➧❺➬❋✏ ➮✴➪❱➩Û➻➷➬r➮♣➩❀➩➭➫❧✏ ➥❊➾♣➻➷➩❀➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫▲➪❱➩✶✜❱➯r➦❱➮✬✪✛➘✸➦➨➧❺➩Û➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫ ✠ ❞✻❍✒☛❦✖◗❴✵➘✈➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫ ➦❱➯ ➧❺➬r➻■➩➷➪❱➩
➺➭➩➹➧♣➧❺➩➅➻➷➸❍➧✫✪❱➥✞➪❱➩➽➸➹➧♠➘✸➫❥➧✑✱➨❒➨➸➭➩✦✜✛➘✸➾✩➯➴➘➷➪❱➦❱➾♣➸➭➩

τp2

➪❱➩➽➯➴➘➷➮♣➥❊➫❱➪❱➩➅➪❐✃ ➦❱➫❱➩✬✜✛➘✸➾◗➧❳➩➹➧❳➯r➩✴➾❺➘✩✜❀✜☛➥❊➾◗➧✒➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✆➮♣➦❱➾
➼❱➾♣➦❱➬ ➧➲➪❱➩➷➯✢✃ ➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩✩✖✄➤❈➬●➺➭➩➷➪❱➩➭➾♣➫❱➬r➩➭➾➲➩➭➮◗➧✖➪❱➩➷➯✢✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩➅➪❱➩■➦❱➫❍✧✆➘✸➯r➥❊➾♣➮❳➯✢✃ ➬r➫❱➺➭➩➭➾◗➧❺➬ ➧❺➦❱➪❱➩➽➮♣➦❱➾✖➯r➩➅➮❺➘✸➦➨➧✖➪❱➩
✜❀✪✛➘✸➮♣➩✴➪❱➩

π
➪✛➘✸➫❱➮✚➯r➩➲➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩❳➧❺➩➭➻✛✜☛➥❊➾♣➩➭➯✵➪❱➩➹➶❈➬r➩➭➫❥➧✩➪❱➦✳➻✟✞➭➻■➩✖➥❊➾♣➪❱➾♣➩➲➪❱➩❅✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➩➭➦❱➾❑❈✞➦❱➩✴➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶ ➘✸➯r➯ ➩

[t1, t2]
✧✵➮♣➥❊➬ ➧ ∼

√
|φ(2)

1 | ✖ ✈ ➫✠➫❱➩✛✜☛➩➭➦➨➧❅✜❱➯r➦❱➮✴➘✸➯ ➥❊➾♣➮➲➩❍❒❈➧❺➾❺➘✸➬r➾♣➩■➪❐✃ ➬r➫▼✏ ➥❊➾♣➻❀➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮❳➮♣➦❱➾➲➯➴➘➱➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫❧➪❱➦➪❱➬r➮❊✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏ ➪❱➩➱➻➷➬r➮♣➩➱➩➭➫❧✏ ➥❊➾♣➻➷➩Û➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❱➮✦✘✳✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➾➽➪❱➩➭➮➅➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮➽➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➮✗✖✰✸✘➩✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧❜✧
✜☞➥❊➦❱➾✧➦❱➫✂➾❺➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧ ➮♣➬✴✒❊➫✛➘ ➯❐➮♣➦❱➾✧➼❱➾♣➦❱➬ ➧ ➾❺➘✸➬r➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➼❱➯r➩✩✧❈➺➭➩➹➧♣➧❺➩➲➬r➫❱➺➭➩➭➾◗➧❺➬ ➧❺➦❱➪❱➩❳➩➭➮◗➧✚➪❐✃ ➩➭➫❥➶❈➬r➾♣➥❊➫ √

|φ(2)
1 |/10 (≃❋ï➚❊➚♣✏ ➮✫✵✤✖✭➵✒➘✸➫❱➮➅➯✢✃ ✪✻✔❩✜☛➥✸➧❆✪❀❏➭➮♣➩✂➥✩★❵➯✢✃ ➥❊➫ ➫❐✃ ➩➭➮◗➧✹✜✛➘✸➮➅➯r➬r➻➷➬ ➧❺➸✛✜✛➘✸➾➽➯➴➘✈➪❱➦❱➾♣➸➭➩✂➪❱➩Û➯➴➘✳➮♣➥❊➫❱➪❱➩✩✧✭➥❊➫ ➶❊➥❊➬ ➧✦❈✞➦❱➩

➯✢✃ ➥❊➫✛✜☞➩➭➦➨➧✘➧❺➬r➾♣➩➭➾❃➪❱➩✩➯✢✃ ➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩✩✧▼✘❤✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➾❃➪❐✃ ➦❱➫Û➺➭➩➭➾◗➧♠➘✸➬r➫❀➫❱➥❊➻➽➼❱➾♣➩✚➪❱➩❑✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩➭➮✘➺➭➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮◗➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮
➪❱➩➲➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫●✜☞➥✸➻✛✜☞➩②✲ ➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩➲➪❱➩✿✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✩✧♦✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➦✈➮❺➘✸➦➨➧✚➪❱➩✿✜❀✪✛➘✸➮♣➩✕✵✧➩➹➧✚➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯➴➘✸➼❱➯r➩➭➮✽✜✛➘✸➾
➯✢✃ ➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘ ➧❺➩➭➦❱➾✗✧➨➪❱➩➭➮ ➬r➫▼✏ ➥❊➾♣➻❀➘ ➧♣➬r➥✸➫❱➮①➮♣➦❱➾✧➯r➩➭➮①➯r➬r➻➷➬ ➧❺➩➭➮✘➪❱➦✂➪❱➬r➮❊✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏✵➪❱➩❳➻➷➬r➮♣➩✩➩➭➫☎✏ ➥❊➾♣➻➷➩✩➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ▲
➮♣➬r➥❊➫❍✖◆✸✘➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➥❊➫❱➮✴➻❀➘✸➬r➫❥➧❺➩➭➫✛➘✸➫❥➧✖➯r➩➭➮✖➩■❢✌➩➹➧❺➮➽➪❱➩➷➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫❧➮♣➥❊➫❱➪❱➩✩✖◆❂✄➥✸➦❱➾✴➩❍❒❈➧❺➾❺➘✸➬r➾♣➩➷➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➺➹➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧
➯➴➘➅➪▼✔❈➫✛➘✸➻➷➬❋❈✞➦❱➩➲➬r➫❱➪❱➦❱➬ ➧❺➩✓✜✛➘✸➾✧➯➴➘✦✜☛➥❊➻✛✜☞➩✩✧❱➬r➯❐➩➭➮◗➧✩➫❱➸➹➺➭➩➭➮♣➮♠➘✸➬r➾♣➩➲➪❱➩➲➼❱➬r➩➭➫Ý➺➭➥❊➫❱➫✛➘❪❥r➧❺➾♣➩❳➯r➩➭➮ ➺➭➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮◗➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮
➪❱➩✒➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫➷➮❺➥✸➫❱➪❱➩✩✖③♠●➫✶✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➺➭➦❱➯r➬r➩➭➾✗✧❥➬r➯♦✏✔➘✸➦➨➧❡❈✞➦❱➩✒➺➭➩➭➯r➯r➩✤▲✰➺➭➬☛➮♣➥❊➬ ➧①➮♣➦✖✕➷➮❺➘✸➻➷➻➷➩➭➫❥➧①➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➩✒➮♣➬✌➥✸➫Û➶❊➩➭➦➨➧
➾♣➸➭➮♣➥❊➦❱➪❱➾♣➩✩➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➺➹➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧①➯r➘❳➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫✹✜❱➾♣➸➭➺➭➸➭➪✛➘✸➫❥➧①➯r➩ ➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮❺➘✩✒❊➩✩➪❱➩

π
➪❱➩➭➮❃➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮❃➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✗✖

✸✘➩✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧❜✧✆➬r➯✭➩➭➮◗➧✖➧❺➥❊➦❪★◗➥❊➦❱➾♣➮✿✜☞➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩■➪❱➩■➪❱➸➭➪❱➦❱➬r➾♣➩➷➪❱➩➷➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➦❈❒✟✜☛➥❊➻✛✜☞➩✤▲✰➮♣➥❊➫❱➪❱➩■➪❱➩➭➮✴➬r➫▼✏ ➥❊➾♣➻❀➘❅➧❺➬ ➥❊➫❱➮
➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧✓✘➷➪❱➩➭➮✩➸➭➺✤✪❱➩➭➯r➯ ➩➭➮✩➪❱➩✖➧❺➩➭➻✛✜❱➮❑✜❱➯r➦❱➮✚➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➩➭➮❨❈✞➦❱➩✴➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫✂➮♣➥❊➫❱➪❱➩✬✘➷➺➭➥❊➫❱➪❱➬ ➧❺➬r➥❊➫❲❈✞➦❱➩
➺➭➩➭➯r➯r➩✤▲✰➺➭➬✭➮♣➥❊➬ ➧➲➮♣➦✖✕➷➮❺➘✸➻➷➻➷➩➹➫✞➧➲➼❱➬r➩➭➫✠➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮♣➸➭➩✹✜☞➥❊➦❱➾✓❈✞➦❱➩➷➯✢✃ ➥❊➫⑤✜❱➦❱➬r➮♣➮♣➩➷➩➹➫✠➧❺➩➭➫❱➬ ➾❳➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩■➪✛➘✸➫❱➮➲➯r➩➭➮
➮♣➬r➻➽➦❱➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮①➩➹➧ ➻➷➬r➫❱➬r➻■➬ ➮♣➩➭➾✧➘✸➬r➫❱➮♣➬❐➯➴➘✴➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➲➩➭➫❥➧❺➾♣➩➲➯r➩➭➮✧➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➦❈❒➱➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➦❈❒✂➩➹➧ ➯r➩➭➮✧➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮
➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩➷➘❝★◗➦❱➮◗➧❺➸➭➩➭➮✗✖◆✸✘➩➭➾◗➧♠➘✸➬r➫❱➮➲➘✸➦➨➧❺➩➭➦❱➾♣➮➲➥❊➫✞➧✿✜❱➦❍✧❹➘✸➬r➫❱➮♣➬❦✧❐➩♠❒❈➧♠➾❺➘✸➬ ➾❺➩➅➪❱➩➭➮➲➪❱➦❱➾♣➸➭➩➭➮✖➪❱➩➽➶❈➬r➩✦❋ï➚②✏ ➥❊➬r➮✓✜❱➯r➦❱➮
➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➩➭➮P❈✞➦❱➩✖➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫●✜☞➥❊➻✛✜☛➩➲➪✛➘✸➫❱➮ ➪❱➩➭➮ ➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩➭➮❑✜☞➥❊➻✛✜☞➩✤▲✰➮♣➥❊➫❱➪❱➩❳➮♣➦❱➾ ➪❱➩➭➮✚➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩➭➮❡✜☞➥❊➯❋✔✮▲
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➘Ô➶❥➩➭➺➷➯➴➘➱➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❧➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸➭➩✩✖◆❴✵➘❲✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫⑤✱✛➫✛➘✸➯r➩➷➩➭➮◗➧➽➘✸➯r➥❊➾♣➮➲➫✞➦❱➯r➯r➩✩✧❹➻❀➘✸➬r➮➲➥❊➫✠➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❥➩Û➘✸➯r➥❊➾♣➮➲➪❱➩➭➮
➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮➅➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮②✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧➷➧❺➥❊➦➨➧❺➩✂➯➴➘✏➪❱➦❱➾♣➸➭➩Ý➪❱➩Ý➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫❍✖◗❱✵➶❊➩➭➺✈➪❱➩➱➧❺➩➭➯r➯r➩➭➮■➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘❅➧❺➬ ➥❊➫❱➮✗✧
➬r➯①➩➭➮◗➧✛✜☛➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩➱➪❐✃ ➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➩➭➾➷➯✢✃ ➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫❵➪❐✃ ➦❱➫✐➮❺➘✸➦➨➧■➪❱➩☎✜❀✪✛➘✸➮♣➩✂➪❱➩

π
➮♣➦❱➾■➯✢✃ ➩➭➫❱➮♣➩➭➻➽➼❱➯r➩➱➪❱➦✐➮❊✜☞➩➹➺➹➧❺➾❺➩✂➪❱➩

➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫Û➘ï➶❊➩➭➺❳➯r➩✩➻✟✞➭➻➷➩✩➾❺➘✩✜❀✜☛➥❊➾◗➧✧➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯☞➮♣➦❱➾①➼❱➾♣➦❱➬ ➧❜✧❈➺➭➥❊➻➷➻➷➩✩➯r➩✩➻➷➥❊➫❥➧❺➾♣➩➭➫✞➧①➯r➩➭➮✘➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮①➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬ ▲
➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➦❈❒➷➪❱➩✚➯➴➘✓✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖●❋✶❜❩✖▼✸✘➩➭➮✘➪❱➩➭➦❈❒➷➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮✘➥❊➫❥➧✘➸➹➧❺➸✚➥❊➼➨➧❺➩➭➫❈➦❱➩➭➮✘➩➭➫❀➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮❺➘✸➫✞➧❃➦❱➫✛✱✛➯☛➪❱➩ ❏❊➚❊➚

µ
➻

✜❱➯➴➘✸➺➭➸✖➪❱➩➹➶✸➘✸➫❥➧✒➯r➩➲➻❀➘✸➮❊❈✞➦❱➩✬✘➷➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➦❈❒Ý➯r➬✴❈✞➦❱➬r➪❱➩➭➮✗✧☛➘❪✱✛➫✳➪❐✃ ➘ ➧♣➧❺➸➭➫✞➦❱➩➭➾✒➘✸➦✈➻❀➘❅❒➨➬r➻➽➦❱➻ ➯➴➘➅➶ ➘✸➯r➩➭➦❱➾✩➘✸➮❯✔❈➻✛✜❩▲
➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩➱➪❱➩✂➯➴➘✳✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫ ➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩✂➪✛➘✸➫❱➮➅➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧■➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸✩✖❙q✚➥✸➧❺➥❊➫❱➮✹❈✞➦❱➩☎✜☞➥❊➦❱➾➅➺➭➩➭➮■➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩➭➮✗✧



◆❊➚ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✗✑ ✑✌✍ ✝ ✓✔✤✞✟☛✡✁� ✦ ☞ ✝ ☞ ✟☛✡✜✂✧✤ ✏✕✝✠✟✒✓✔✝✑✡✜☞✜✏ ✁ ✓✔�✞✚✜✡✌☞✜✤✞✟☛✏

�✂✁☎✄✝✆✹❊❭❊ ✖●❋✶❜ ✎❫✼✵➾♠➘ ➫❱➮❺➬ ➧♠➥✸➬r➾♣➩➭➮➱➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➮✂➥❊➼➨➧❺➩➭➫❈➦❱➮✂➩➭➫↔➩■❢✌➩➭➺➹➧❺➦✛➘✸➫❥➧✈➦❱➫❜➧❺➾♣➥❊➦↔➪✛➘✸➫❱➮✂➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯ ➬ ➧❺➦❱➪❱➩✳➪❱➦
➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩②✲ ➺➭➥❊➦❱➾♣➼☛➩➲➫❱➥❊➬r➾♣➩✕✵✤✧▼✜❱➦❱➬r➮①➩➭➫●✏✔➘✸➬r➮❺➘✸➫❥➧✧➦❱➫➱➧❺➾♣➥❊➦➱➩➹➧ ➦❱➫✂➮❺➘✸➦➨➧ ➪❱➩✓✜❀✪✛➘✸➮♣➩➲➪❱➩

π
✲ ➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩✓✒❊➾♣➬r➮♣➩✕✵✤✖❀❴❹➩

➧❺➾♣➥❊➦❍✧✛➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮♣➸✿✘➅➯✢✃ ➘✸➬r➪❱➩❳➪❐✃ ➦❱➫☎✱✛➯❹➪❱➩◗❏❊➚❊➚
µ
➻ ✜❱➯➴➘✸➺➭➸❳➪❱➩➹➶✸➘✸➫❥➧✩➯r➩❳➻❀➘✸➮❊❈✞➦❱➩✩✧☛➩➭➮◗➧✚➺➭➩➭➫✞➧❺➾♣➸➲➩➭➫

λh =
❜❖❞❖❑❀✧ ◆❖❑

➫❱➻❲✖③❴❹➩➲➮❺➘✸➦➨➧✚➪❱➩✿✜❀✪✛➘✸➮♣➩➲➩➭➮◗➧✚➩➭➫
λc =

❜❖❞❖❑❀✧ ❞➅➫❱➻❲✖

➯➴➘✈➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫❧❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩Û➬r➫✞➧❺➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧❺➩②✜✛➘✸➾➽➯r➩➭➮➽➾❺➸➹➮❺➩➭➘✸➦❈❒➆➸➹➧♠➘✸➬ ➧➅➪❱➩
φ

(2)
1 = −470000

✏ ➮
2
✧✄➺➭➩●❈✞➦❱➬

➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪⑥✘➱➦❱➫❱➩➅➪❱➦❱➾♣➸➭➩
τp =

❋❅➳②✜❱➮✗✖✆➤❈➦❱➾❳➺➭➩➹➧♣➧❺➩✬✱③✒❊➦❱➾♣➩✩✧❐➥❊➫✟✜☞➩➭➦➨➧❳➶❊➥❊➬r➾✑❈✞➦❱➩■➯r➩➽➮❺➘✸➦➨➧➲➪❱➩✦✜❀✪✛➘✸➮♣➩➷➘
✜☞➥❊➦❱➾①➩■❢✌➩➹➧✚➪❱➩❳➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮♣➩➭➾ ➪❱➩

π
➯r➩➭➮①➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮✘➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➸➭➩➭➮❑✜☞➥❊➦❱➾

t > 0
✧❱➺➭➥✸➻➷➻➷➩✒➥❊➫✂➮➭✃ ✔✂➘ ➧♣➧❺➩➭➫❱➪❍✖③❴✵➘

✏ ➥❊➾♣➻➷➩■➪❱➩➭➮✖➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮❳➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➮➽➘✸➦✠➶❊➥❊➬r➮♣➬r➫✛➘✩✒❊➩■➪❱➩
t = 0

➩➭➮◗➧✖➧❄✔❩✜❱➬✴❈✞➦❱➩➷➪❐✃ ➦❱➫▲➧❺➾♣➥❊➦✠➮♣➬ ➧❺➦❱➸②✘Ý➦❱➫❱➩
➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾●➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✚➬r➫▼✏ ➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾♣➩P✘

λeg

✧✞➺➹➥❊➻➷➻➷➩✧➫❱➥❊➦❱➮✯➯r➩①➶❥➩➭➾♣➾♣➥❊➫❱➮✺✘❳➯➴➘❳➮♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫➷➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧❺➩✩✖❩✸✘➩➭➮✘➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮
➮♣➥❊➫❥➧✚➩➭➫Ý➺➭➥❊➦❱➾♣➮ ➪❐✃ ➘✸➫✛➘✸➯❋✔❈➮♣➩✩✖

✕✩✕✁�☎✄✆�✮✪✂� ❉ ✩ ✴✫✚❱❚❯✸ ✴✶❨❯✽❀✰❬✿❁✬✜✘✛✚❯✸ ✭ ☞❯✭ ✴✩✽❅❂❃❆ ✴✶✬✜✘✛✚❯✸ ❚❯✸ ❇✔✬ ✸ ✂✱✸✻✴✢❚✒✚ ✭✗❆ ✚✼✴✦❚❯✸ ✯ ❨❯❆❈✭✗✸ ❚❯✸
π
✸✻✴ ✁ ✰✤✚

❚✖✬✭✚❱❄✔✴✩✿✶✰✤✚✔✸❅❄☞❆❈❂❃✯ ❇✮✬✵✴✫✚❱❚❯✸
➵✒➘✸➫❱➮✩➺➭➩➹➧♣➧❺➩✖➮♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫❍✧☛➫❱➥❊➦❱➮✒➘✸➯r➯r➥✸➫❱➮ ➸➹➧❺➦❱➪❱➬r➩➭➾ ➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧✩➯✢✃ ➬r➫✦✥✛➦❱➩➭➫❱➺➭➩✖➪❱➩➭➮❑✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩➭➮✚➺Ô➘❝▲

➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮◗➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮✖➪❱➩➭➮✴➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➩➭➮✖➻➷➥❈➪❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮➲➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩➭➮❅❈✞➦❱➩❀➫❱➥❊➦❱➮✴➘ï➶❊➥❊➫❱➮✴➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➸➭➩➭➮❤✜☞➥❊➦❱➾✖➻❀➘✸➫❱➬ ▲
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➯➴➘☎✜☛➥❊➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫✠➪❱➦▲➮❺➘✸➦➨➧➽➪❱➩✛✜❀✪✛➘✸➮♣➩❀➪❱➩

π
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φstep(ω)

➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧✿✘❀➦❱➫✏➮❺➘✸➦➨➧✒➪❱➩✬✜❀✪✛➘✸➮♣➩➽➪❱➩
π
➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸

✘➷➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✧✌➪❱➩❅✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩
ε = 5∆ωpixel

✖◗✲ ➼♦✵ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✖➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩✴➪❐✃ ➦❱➫❱➩➽➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫Ý➻➷➬r➮♣➩➲➩➭➫
✏ ➥❊➾♣➻➷➩❳➩➭➫✈➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦✛➘✸➫❥➧✧➦❱➫✂➧❺➾♣➥❊➦Ý➺➭➩➹➫✞➧❺➾♣➸❤✘■➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✧☛➪❱➩➲➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾

∆ωh = 3∆ωpixel

✖

✜☞➥❊➻✛✜☛➩✿✜✛➘✸➾✧➯➴➘✬✏ ➥❊➫❱➺❍➧♠➬ ➥❊➫✂➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧❺➩■❮

φ(ω) =
1

2
φ

(2)
1 (ω − ω01)

2 + φstep(ω),
✲ ❊❭❊ ✖▼❍▲❍✠✵

➘Ô➶❥➩➭➺
φ

(2)
1 = −935000

✏ ➮
2
✧✛➩➹➧✚➥✩★

φstep(ω)
➯➴➘✬✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫Ý➘✸➮♣➮♣➥✞➺➭➬r➸➭➩✴➘ ➦Ý➮❺➘✸➦➨➧✚➪❱➩✿✜❀✪✛➘✸➮♣➩✖➪❱➩

π
✧✛➪❱➥❊➫❱➫❱➸➹➩

✜✛➘✸➾

φstep(ω) =





π
➮♣➬

ω ≤ ωc − ε

−π(ω−ωc)
2ε

+ π
2

➮♣➬
ωc − ε < ω < ωc + ε

0
➮♣➬

ω ≥ ωc + ε

.
✲ ❊❭❊ ✖▼❍❖◆✮✵

ωc

➩➭➮◗➧✴➯➴➘✶✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✶✘Ý➯r➘✩❈✞➦❱➩➭➯r➯r➩➅➩➭➮◗➧✴➺➭➩➭➫❥➧❺➾❺➸➷➯r➩■➮❺➘✸➦➨➧✖➪❱➩✛✜❀✪✛➘✸➮♣➩✩✧✆➩➹➧
ε
➩➭➮◗➧✴➦❱➫✍✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩➅➶ ➘✸➾♣➬➴➘✸➼❱➯r➩

✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧♣➧♠➘✸➫❥➧❀➪❱➩Ý➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩➭➾■➯➴➘❧➾❺➘✸➬r➪❱➩➭➦❱➾■➪❱➦❦➮♠➘ ➦➨➧✕✖✰❂✆➥❊➦❱➾➷➺➭➩➹➧♣➧❺➩✈➸➹➧❺➦❱➪❱➩✈➮❯✔❈➮◗➧❺➸➭➻❀➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✧❃➫❱➥❊➦❱➮Û➘Ô➶❊➥❊➫❱➮
➺✫✪❱➥❊➬r➮♣➬✧➪❱➩Ý➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➩➭➾❀➯➴➘⑤✜❀✪✛➘✸➮♣➩Ý➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩❲✜✛➘✸➾➅➺➭➩➹➧♣➧❺➩☎✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✐➪❱➸■✱✛➫❱➬r➩☎✜✛➘✸➾■➻➷➥❊➾♣➺➭➩Ô➘✸➦❈❒✐➘✸➦✐➯r➬r➩➭➦
➪❱➩✴➯➴➘✦✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✂➧♠➘✸➫❀✪❍✧☞➺Ô➘✸➾✚➩➭➯r➯r➩✿✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➩➽➯✢✃ ➬r➫❱➺➭➥❊➫❥➶❊➸➭➫❱➬r➩➭➫❥➧✩➪❱➩✴➫❐✃ ✞➹➧❺➾♣➩❅✜✛➘✸➮✩➮♣➦✖✕➷➮❺➘✸➻➷➻➷➩➭➫❥➧✩➾♠➘ ➬r➪❱➩✖➯r➥❊➾♣➮❄▲
❈✞➦❐✃ ➥❊➫Ý➮➭✃ ➸➭➯r➥❊➬✴✒❊➫❱➩✒➪❱➩➲➯➴➘❅✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✖➪❱➩❳➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❍✖❀❴●✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩

a(ω)
➪❱➦✂➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✖➩➭➮◗➧❑❈✞➦✛➘✸➫❥➧❨✘➅➩➭➯r➯r➩

➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➭➩❅✜✛➘✸➾

a(ω) = e−T 2
01

(ω−ω01 )2/4 ×
{
1 − be−[(ω−ωh)/ξ]10

}
,

✲ ❊❭❊ ✖▼❍▲❜✠✵



◆❥➳ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✗✑ ✑✌✍ ✝ ✓✔✤✞✟☛✡✁� ✦ ☞ ✝ ☞ ✟☛✡✜✂✧✤ ✏✕✝✠✟✒✓✔✝✑✡✜☞✜✏ ✁ ✓✔�✞✚✜✡✌☞✜✤✞✟☛✏

�✂✁☎✄✝✆✲❊❭❊ ✖●❋✩❞✡✎☎♠◗❢✌➩➹➧✒➪❱➩✴➯➴➘✛✜☛➩➭➫✞➧❺➩✴➪❱➦✳➮❺➘✸➦➨➧✒➪❱➩❅✜❀✪✛➘✸➮♣➩➽➮♣➦❱➾✩➯r➩➭➮ ➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮✚➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✗✖❍❴❹➩➭➮✑❈✞➦✛➘ ➧❺➾♣➩➭➮
➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮Û➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☛➥❊➫❱➪❱➩➭➫✞➧➱➾♣➩➭➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧☎✘❦❮

ε = ∆ωpixel

✲ ➧❺➾❺➘✸➬ ➧❺➮■➫❱➥❊➬r➾♣➮✫✵✤✧
ε = 0,5 × ∆ωpixel✲î➧❺➾❺➘✸➬ ➧❺➮✩➾♣➥❊➦❀✒❊➩➭➮✫✵✤✧

ε = 0,1 × ∆ωpixel

✲î➧❺➾❺➘✸➬ ➧❺➮✚➶❊➩➭➾◗➧❺➮✫✵✤✧
ε = 0,01 × ∆ωpixel

✲î➧❺➾❺➘✸➬ ➧❺➮✩➼❱➯r➩➭➦❱➮✫✵✤✖❍❴●✃ ➬r➫❱➮♣➩➭➾◗➧
➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➩✴➦❱➫✈➘❪✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➬r➮♣➮♣➩➭➻➷➩➭➫✞➧ ➪❱➩➭➮✚➥✸➮❺➺➹➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮✧➘✸➦❈❒➱➧❺➩➭➻✛✜❱➮ ➫❱➸✗✒❥➘ ➧❺➬❋✏ ➮✗✖

➥✩★
b
➩➭➮◗➧①➯➴➘✓✜❱➾♣➥✩✏ ➥❊➫❱➪❱➩➭➦❱➾✯➪❱➦❀➧❺➾♣➥❊➦➷➩➭➫➱➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✩✧

ωh

➮❺➘❤✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❍✧❊➩➹➧
ξ
➩➭➮◗➧✘➾♣➩➭➯r➬r➸❑✘➲➮♠➘◗❝❇❁ ❫ ✎

∆ωh✜✛➘✸➾
∆ωh = 2ξ(ln 2)1/10

✖
φstep(ω)

➩➹➧
a(ω)

➮♣➥❊➫❥➧✚➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧♠➸➭➮✚➮♣➦❱➾✚➯➴➘❅✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖●❋✩■▼✖
➵✒➘✸➫❱➮❃➺➭➩P❈✞➦❱➬✛➮♣➦❱➬ ➧❃➫❱➥❊➦❱➮❃➮♣➦❀✜❀✜☞➥❊➮♣➥❊➫❱➮✰❈✞➦❱➩ ➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✦✜☛➥❊➻✛✜☞➩✧➩➭➮◗➧✯➾♣➸➭➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➫❥➧♠➩✚➘Ô➶❊➩➭➺✚➯➴➘✩➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ▲

➧❺➬r➥❊➫✳✲ ➬❦✖ ➩✩✖
ωeg = ω01

✵✤✧✞➩➹➧❡✜☛➥❊➦❱➾✯➧❺➩➭➫❱➬r➾❃➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩✚➪❱➩✩➯➴➘✿✜❱➬ ❒➨➩➭➯r➯r➬ ➮❺➘ ➧❺➬ ➥❊➫➷➪❱➦❀➪❱➬r➮❊✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏✌➪❱➩✩➻➷➬r➮♣➩ ➩➭➫②✏ ➥❊➾♣➻➷➩
➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮✬✲ ➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾✚➪❱➩✴➼✛➘✸➫❱➪❱➩✬✜✛➘✸➾❨✜❱➬ ❒➨➩➭➯

∆ωpixel = 7, 75 10−4
➾❺➘✸➪❍✖ ✏ ➮ −1 ✵ ➫❱➥❊➦❱➮✑✜❱➾♣➩➭➫❱➥❊➫❱➮✑✜☞➥❊➦❱➾➯➴➘✬✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➦Ý➮❺➘✸➦➨➧✚➪❱➩✿✜❀✪✛➘✸➮♣➩

ωc = ωeg + k × ∆ωpixel,
✲ ❊❭❊ ✖▼❍❖■✮✵

✜☞➥❊➦❱➾✧➯➴➘➽➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾✧➪❱➦✂➧❺➾♣➥❊➦

∆ωh = l × ∆ωpixel,
✲ ❊❭❊ ✖▼❍❖❞✮✵
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❴✵➘✬✜☞➩➭➫❥➧❺➩➲➪❱➦✂➮❺➘✸➦➨➧ ➪❱➩✓✜❀✪✛➘✸➮♣➩➲➩➭➮◗➧ ➸✗✒❥➘✸➯r➩✓✘

∆ωpixel/5
✖③❴●✃ ➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➾✧➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬❋✏

k
➩➭➮◗➧✚➪❱➸■✱✛➫❱➬❍✜✛➘✸➾✧➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫

❊❭❊ ✖▼❍❖■▼✧❱➩➹➧✚➪❱➸➹➧❺➩➭➾♣➻➷➬r➫❱➩❳➯➴➘✦✜☛➥❊➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➦Ý➮❺➘✸➦➨➧✩➘Ô➶✸➘✸➫❥➧✬✲
k < 0

✵✘➥❊➦✈➘✩✜❱➾❊❏➭➮❅✲
k > 0

✵✘➯➴➘➽➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✖

➩➹➧❑✜☞➥❊➦❱➾✧➯➴➘✦✜☛➥❊➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➦✂➧❺➾♣➥❊➦
ωh = ωeg + m × ∆ωpixel,

✲ ❊❭❊ ✖ ◆❊➚✮✵
➘Ô➶❥➩➭➺

k
✧
l
➩➹➧

m
➧❺➾♣➥❊➬r➮✧➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➾♣➮ ➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬❋✏ ➮✗✖

✼✆➥❊➦➨➧✈➪❐✃ ➘✸➼☛➥❊➾♣➪❍✧ ➫❱➥❊➦❱➮✈➘Ô➶❊➥❊➫❱➮Ý➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➸✠➯✢✃ ➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫❜➪❱➦➞➮❺➘✸➦➨➧Ý➪❱➩⑥✜❀✪✛➘✸➮♣➩✠➮♣➩➭➦❱➯✶✲ ➮♣➥❊➬ ➧
b = 0

✵✤✖
➵✒➘✸➫❱➮✴➦❱➫❬✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾❳➧❺➩➭➻✛✜❱➮✗✧✆➫❱➥❊➦❱➮➽➘Ô➶❊➥❊➫❱➮✴➺➭➩➭➫✞➧❺➾♣➸❀➯r➩➷➮❺➘✸➦➨➧➽➪❱➩✛✜❀✪✛➘✸➮♣➩Û➦❱➫✍✜❱➬ ❒➨➩➭➯✘➘Ô➶✸➘✸➫❥➧✴➯➴➘Ý➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩
✲ ➬❦✖ ➩✩✖

ωc = ωeg − ∆ωpixel

✵✤✧❍✜❱➦❱➬r➮❳➫❱➥❊➦❱➮✖➘Ô➶❊➥❊➫❱➮✓✏✔➘✸➬ ➧✒➶ ➘✸➾♣➬r➩➭➾❳➮❺➘●✜☞➩➭➫❥➧❺➩✩✖❇❴❹➩➭➮➲➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮❳➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➮➲➮♣➥❊➫✞➧
➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➭➮✩➮♣➦❱➾✧➯➴➘❤✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖●❋✩❞▼✖✛➵✒➘✸➫❱➮✧➧❺➥❊➦❱➮✧➯r➩➭➮①➺Ô➘✸➮✗✧✛➥❊➫➱➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➩✖➯✢✃ ➘✩✜❀✜✛➘✸➾♣➬ ➧❺➬ ➥❊➫❀➪❐✃ ➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮①➘✸➦❈❒
➧❺➩➭➻✛✜❱➮❳➫❱➸✗✒❥➘ ➧❺➬❋✏ ➮✗✧✌➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘❅➧❺➬ ➥❊➫❱➮❨❈✞➦❱➩■➫❱➥❊➦❱➮❳➫❐✃ ➘Ô➶❥➥❊➫❱➮✓✜✛➘✸➮✒➶❈➦❱➩➭➮➲➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧❳➪❱➦⑤✏✔➘✸➬ ➧✒➪❱➩➅➯r➩➭➦❱➾
✏✔➘✸➬r➼❱➯r➩❳➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✩✧➨➩➹➧✚➪❱➦Ý➼❱➾♣➦❱➬ ➧P✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧✩➪✛➘✸➫❱➮ ➫❱➥❊➮ ➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩➭➮❜✖☞➵✩➩✿✜❱➯r➦❱➮✗✧✛➮♣➬❹➯➴➘✴➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➩✖➚✹✘
π
➮❺➩✓✏✔➘✸➬ ➧✧➮♣➦❱➾P✜❱➯r➦❱➮✧➪❐✃ ➦❱➫♣✜❱➬ ❒➨➩➭➯✙✲ ➺■✏❄✖✛➯➴➘➽➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➲➫❱➥❊➬r➾♣➩✕✵✘➥❊➫✂➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘ ➧❺➩❤❈✞➦❱➩➲➯r➩➭➮ ➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯r➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮①➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➸➭➩➭➮

✜☞➥❊➦❱➾
t < 0

➮❺➥✸➫✞➧✄➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮♣➸➭➩➭➮✭➪❱➩
π
✜✛➘✸➾✆➾❺➘✩✜❀✜☞➥✸➾♣➧✄➘✸➦❈❒✴➘✸➦➨➧❺➾♣➩➭➮✆➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮❹➻➷➬r➮✵➩➭➫❤✏ ➥❊➾♣➻➷➩✩✖❝♠●➫➽➪❱➩➭➮♣➮♣➥❊➦❱➮

➪❱➩
ε = 0,1 × ∆ωpixel

✧☛➯✢✃ ➘✸➯r➯ ➦❱➾❺➩➲➪❱➩➭➮✚➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮✚➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✒➺✫✪✛➘✸➫❀✒❊➩✬✜☛➩➭➦✏➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➥❊➫✳➘✸➦❀✒❊➻➷➩➭➫✞➧❺➩✖➯➴➘
➾❺➘✸➬r➪❱➩➭➦❱➾✆➪❱➦➅➮❺➘✸➦➨➧❜✖✠✸✘➩✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧❜✧✩❈✞➦✛➘✸➫❱➪➅➯r➩✯➮❺➘✸➦➨➧●➪❱➩✺✜❀✪✛➘✸➮♣➩①➩➭➮◗➧✭➧❺➾♣➥✠✜➽➘✸➼❱➾♣➦❀✜➨➧❜✧ ➥❊➫➽➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➩✧➯✢✃ ➘✩✜❀✜✛➘✸➾♣➬ ➧❺➬ ➥❊➫
➪❐✃ ➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮①➯r➩➭➫❥➧❺➩➭➮ ➪✛➘✸➫❱➮ ➯➴➘✦✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➩➲➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸✖➘✩✜❱➾❊❏➭➮P✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩✿✜✛➘✸➾✧➯➴➘➅➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✖
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l
➩➭➮◗➧①➪❱➸■✱✛➫❱➬✯✜✛➘✸➾✘➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫ ❊❪❊ ✖▼❍❖❞▼✧❈➩➹➧①➪❱➸➹➧❺➩➭➾♣➻➷➬r➫❱➩✩➯➴➘✖➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾

➪❱➦✂➧❺➾♣➥❊➦✂➩➭➫✈➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✩✖✛➵✒➘✸➫❱➮ ➺➭➩➭➮✚➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➮✗✧❱➬r➯✌➫❐✃ ✔Ý➘✦✜✛➘✸➮ ➪❱➩➲➮❺➘✸➦➨➧✚➪❱➩✿✜❀✪✛➘✸➮♣➩➲➪❱➩
π
✖

q✚➥❊➦❱➮✯➘Ô➶❥➥❊➫❱➮❃➩➭➫❱➮♣➦❱➬ ➧❺➩❡✱➨❒➨➸✚➯➴➘✑✜☞➩➭➫❥➧❺➩ ➪❱➦➷➮❺➘✸➦➨➧✯➪❱➩P✜❀✪✛➘✸➮♣➩❑✘
∆ωpixel/5

✲ ➮♣➥❊➬ ➧
ε = 0,1×∆ωpixel

✵✤✧
➶ ➘✸➯r➩➭➦❱➾✿✜❱➾♣➥❈➺✫✪❱➩➷➪❱➩■➯➴➘Û➶ ➘✸➯r➩➭➦❱➾➲➪❱➩

β
➧❺➾♣➥❊➦➨➶❊➸➭➩✛✜❱➾♣➸➭➺➭➸➭➪❱➩➭➻➷➻➷➩➭➫❥➧❜✧✵➩➹➧✖➫❱➥❊➦❱➮✖➘ï➶❊➥❊➫❱➮➲➪❱➸✗✜❱➯➴➘✸➺➭➸➷➯r➩➅➮❺➘✸➦➨➧✖➪❱➩

✜❀✪✛➘✸➮♣➩❤✜✛➘✸➾ ➾❺➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧❨✘■➯➴➘➅➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✖✯❴❹➩➭➮ ➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮✧➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘✸➫✞➧❺➮ ➮♣➥❊➫❥➧✩➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➭➮✒➮♣➦❱➾✚➯➴➘✬✱③✒❊➦❱➾♣➩
❊❭❊ ✖ ➳✸➚▼✖❝❴❹➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➥❊➫✴➮♣➩✯➪❱➸➭➺Ô➘✸➯r➩❃➶❊➩➭➾♣➮✄➯r➩➭➮❹➶ ➘✸➯r➩➭➦❱➾♣➮✆➪❱➩

ωc < ωeg

✧❅➥❊➫✖➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘ ➧❺➩✩✧❅➪❐✃ ➦❱➫❱➩✺✜✛➘✸➾◗➧❜✧ï➯➴➘✧➪❱➬r➮❊✜✛➘✸➾♣➬ ➧❺➬r➥✸➫
➪❱➩➭➮❤✜☞➩➹➧❺➬ ➧❺➩➭➮➲➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮❳➮♣➬ ➧❺➦❱➸➭➩➭➮✴➘Ô➶✸➘✸➫❥➧✖➯r➩✹✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩✛✜✛➘✸➾➲➯➴➘➱➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✧✆➩➹➧❜✧✵➪❐✃ ➘✸➦➨➧❺➾♣➩✹✜✛➘✸➾◗➧❜✧❉❈✞➦❱➩➷➯➴➘
✜☞➸➭➾♣➬r➥✞➪❱➩➅➪❱➩➽➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫♣✜❱➾♣➸➭➺➭➸➭➪✛➘✸➫❥➧✖➯r➩➽➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮❺➘✩✒❊➩➅➪❱➩

π
➪❱➩➭➮❳➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥✸➫❱➮✒➩➭➮◗➧➲➪❱➩➅➻➷➥❊➬r➫❱➮✩➩➭➫❧➻➷➥❊➬r➫❱➮

✜❱➾♣➥❊➫❱➥❊➫❱➺➭➸➭➩✩✖✷♠●➫✳✏✔➘✸➬ ➧❜✧☞➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➥❊➫✏➮➭✃ ➸➭➯r➥❊➬✴✒❊➫❱➩✴➪❱➩➽➯➴➘❀➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✧❐➺➭➩➭➮❳➪❱➩➭➦❈❒⑤✜❀✪❱➸➭➫❱➥❊➻✛❏➭➫❱➩➭➮❳➮♣➥❊➫✞➧❳➩➭➫❱➺➭➥❊➾♣➩
✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➮✗✧❱➻❀➘✸➬r➮❙✚✰➸➭➺➭➾❺➘✸➮♣➸➭➮❄✣✑✜✛➘✸➾✘➯➴➘❤✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➷➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩✓✘✴➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✑✜✛➘✸➾①➯➴➘❤✜❱➾♣➩➭➻➷➬✴❏➭➾♣➩✚➻➷➥❊➬ ➧❺➬ ➸✚➪❱➩
➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❍✖ ❴❹➥❊➾♣➮❊❈✞➦❱➩➅➯r➩✴➮❺➘✸➦➨➧➲➪❱➩✬✜❀✪✛➘✸➮♣➩➅➩➭➮◗➧❳➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸■➘ï➶ ➘✸➫❥➧❳➯r➩❅✜✛➘✸➮♣➮♠➘❪✒❊➩✦✜✛➘✸➾✒➯➴➘➷➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩❲✲

k = 6➮♣➦❱➾Û➯➴➘✟✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ➳✸➚✮✵✤✧✯➯r➩➭➮Û➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩➭➮➷➪❱➩✳✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧♣➸✂➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩➭➮☎✘▲➩➹➧✂➘✩✜❱➾❊❏➭➮Û➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✏➮♣➥❊➫❥➧
➧❺➥❊➦➨➧❺➩➭➮✒➪❱➩➭➦❈❒✳➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮♣➸➭➩➭➮➲➪❱➩

π
✧☞➩➹➧❳➬r➯✆➫❐✃ ✔✳➘❀➪❱➥❊➫❱➺✬✜✛➘✸➮✒➪❱➩➽➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮❺➘✩✒❊➩➽➪❱➩➭➮✩➧❺➾♠➘ ➫❱➮❺➬ ➧♠➥✸➬r➾♣➩➭➮✩➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✗✖

✈ ➫✂➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➩✖➩➭➫❱➺➭➥❊➾♣➩➲➯➴➘✬✜☞➸➭➾♣➬r➥✞➪❱➩❳➪❱➩❳➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❍✧➨➻➷➘✸➬r➮①➩➭➯r➯r➩✒➩➭➮◗➧❨✘✦✜☞➩➭➬r➫❱➩✒➶❈➬r➮♣➬r➼❱➯r➩✩✧➨➪❱➦●✏✔➘✸➬ ➧✧➪❱➦❲✜☛➩➭➦Ý➪❱➩
✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘❅➧♠➬ ➥❊➫Û➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩✴➘✸➦✂➻➷➥❊➻➷➩➭➫❥➧ ➪❱➦Ý➮❺➘✸➦➨➧ ➪❱➩❤✜❀✪✛➘✸➮♣➩✩✖

✸✘➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➥❊➫❱➮❳➻❀➘✸➬r➫❥➧❺➩➭➫✛➘✸➫✞➧✒➯r➩✴➺Ô➘✸➮❳➥✩★❧➯✢✃ ➥✸➫✏➩■❢✌➩➭➺➹➧❺➦❱➩■➦❱➫✳➧❺➾♣➥❊➦✏➩➭➫✠➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✴➪❱➩✬✜❱➾♣➥✩✏ ➥❊➫❱➪❱➩➭➦❱➾
➸✗✒❥➘✸➯r➩✳✘▲➦❱➫ ✲

b = 0
✵✤✧✯➮❺➘✸➫❱➮✂➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➩➭➾❀➪❱➩✳➮❺➘✸➦➨➧➱➪❱➩✳✜❀✪✛➘✸➮♣➩s✲

φstep(ω) = 0
✵✤✖①➵✒➘✸➫❱➮Û➦❱➫ ✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾

➧❺➩➭➻✛✜❱➮✗✧✭➫❱➥❊➦❱➮■➘ï➶❊➥❊➫❱➮➅➺➭➩➭➫✞➧❺➾♣➸➱➯r➩Û➧❺➾♣➥❊➦s✘✏➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✧●➩➹➧■➸➹➧❺➦❱➪❱➬r➸➱➯✢✃ ➬r➫✦✥✛➦❱➩➭➫❱➺➹➩➱➪❱➩✂➮❺➘✏➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾✴➮♣➦❱➾■➯r➩➭➮
➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮❀➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✗✖✽❂✄➥❊➦❱➾Û➺➭➩➭➯➴➘▼✧✯➫❱➥❊➦❱➮✂➘Ô➶❊➥❊➫❱➮➱➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➸✳➪❱➩➭➦❈❒❜➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾♣➮Û➪❱➩✈➧❺➾♣➥❊➦✬❮

∆ωh =



✑ ✑✌✍ � ✝ ✓ ✤✥✟☛✡ �✔✦ ☞ ✝ ☞✜✏ ✟☛✡✜✂✧✤ ✏✕✝✠✟✒✓✔✝✑✡✌☞✜✏ ✁ ✓✔�✞✚✜✡✌☞✜✤✞✟☛✏ ◆✻❍

�✂✁☎✄✝✆❈❊❭❊ ✖ ➳❊➳ ✎●✸✺✪✛➘✸➻✛✜❱➮✧➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮ ➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☛➥❊➫❱➪✛➘✸➫✞➧❺➮❑✘➅➦❱➫✂➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩❤✒❥➘✸➦❱➮♣➮♣➬r➩➭➫❍✧❱➮❺➘✸➫❱➮ ➮❺➘✸➦➨➧ ➪❱➩✿✜❀✪✛➘✸➮♣➩
➪❱➩

π
✧✌➪✛➘✸➫❱➮✒➯r➩✗❈✞➦❱➩➭➯✄➥❊➫✳➩■❢✌➩➭➺➹➧❺➦❱➩➅➦❱➫✳➧❺➾♣➥❊➦✳➪❱➩✬✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩➭➮➽❮❙✲✔➘✮✵

b = 1
✧
l = 1

✧
m = 0

✧❙✲ ➼♦✵
b = 1

✧
l = 3

✧
m = 0

✖ ✸✯➩➭➮✚➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➭➮✩➪❱➥❊➫❱➫❱➩➲➯r➩➭➮①➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮①➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➮✚➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➭➮✩➮♣➦❱➾ ➯➴➘❅✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ➳❅❋✠✖

∆ωpixel

➩➹➧
∆ωh = 3∆ωpixel

✖✠❴❹➩➭➮●➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮✭➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧❺➮❃➮♣➥❊➫❥➧❃➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➭➮✯➮♣➦❱➾✭➯➴➘❑✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ➳❅❋✠✖
✈ ➫➷➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘ ➧❺➩❑❈✞➦❱➩✚➯r➩✧➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯➨➧❺➩➭➫❱➪➷➶❊➩➭➾♣➮✰❳➭➸➭➾♣➥✖➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❱➩

t −→ +∞ ✧❥➺➭➥❊➫▼✏ ➥✸➾❺➻■➸➭➻➷➩➭➫✞➧✯➘✸➦➷➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❃➪❱➩✚➯➴➘
➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬r➩❳➪❱➩➭➮❑✜☛➩➭➾◗➧❺➦❱➾♣➼✛➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✗✖♦♠●➫Ý➮♣➦❀✜❀✜❱➾♣➬r➻❀➘✸➫❥➧✧➯➴➘➅➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✧☛➫❱➥❊➦❱➮✚➘Ô➶❊➥❊➫❱➮ ➮♣➦❀✜❀✜❱➾♣➬r➻➷➸❳➯➴➘✦✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜✛➘✸➯ ➩
➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫✛✘

ae(t)
➾♣➩➭➮❊✜☛➥❊➫❱➮❺➘✸➼❱➯r➩✚➪❱➩ ➯➴➘✒➪❱➬r➮♣➮❯✔❈➻➷➸➹➧❺➾♣➬r➩ ➪❱➩➭➮●➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮●➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✰✜✛➘✸➾❃➾❺➘✩✜❀✜☛➥❊➾◗➧✘➘✸➦

➧❺➩➭➻✛✜❱➮
t
✖✠❱✩➬r➫❱➮♣➬❦✧❊➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯ ➬ ➧❺➦❱➪❱➩①➪❱➩P✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸✘➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩✚➘ï➶ ➘✸➫❥➧✯➯r➩✽✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩P✜✛➘✸➾●➯➴➘✒➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✚➫❐✃ ➩➭➮◗➧



◆▲◆ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✗✑ ✑✌✍ ✝ ✓✔✤✞✟☛✡✁� ✦ ☞ ✝ ☞ ✟☛✡✜✂✧✤ ✏✕✝✠✟✒✓✔✝✑✡✜☞✜✏ ✁ ✓✔�✞✚✜✡✌☞✜✤✞✟☛✏

�✂✁☎✄✝✆ ❊❪❊ ✖ ➳❖❏✍✎✹♠✭➧❺➦❱➪❱➩✒➪❱➩➭➮✘➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮❃➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✧➩➭➫②✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❀➪❱➩✩➯➴➘✿✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫➷➪❱➦❀➧❺➾♣➥❊➦Û➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯✌➪❱➩
➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾❉✱➨❒➨➩✿✲

∆ωh = 3∆ωpixel

✵✤✖✩❴●✃ ➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➾✄➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬❋✏
m
➩➭➮◗➧●➪❱➸■✱✛➫❱➬▼✜✛➘✸➾✄➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫ ❊❪❊ ✖ ◆❊➚▼✧✸➩➹➧✭➪❱➸➹➧❺➩➭➾♣➻➷➬r➫❱➩

➯➴➘●✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❧➪❱➦❧➧♠➾♣➥❊➦✠➩➭➫ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✩✖✷❴✵➘✂➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➷➼❱➯r➩➭➦❱➩➷➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☛➥❊➫❱➪❵➘✸➦❈❒❧➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮❳➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮
➫❱➥❊➾♣➻❀➘✸➦❈❒✯✖

✜❱➯r➦❱➮✩➫❱➸✗✒❊➯r➬✴✒❊➩Ô➘✸➼❱➯r➩➲➪❱➩➹➶✸➘✸➫❥➧❳➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✖➪❱➩✬✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬ ➯r➬ ➧❺➸❳➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩➅➦❱➯ ➧❺➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✧☛➩➹➧❳➺➭➥❊➫❱➪❱➦❱➬ ➧✓✘
➪❱➩➭➮✖➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮➲➶❈➬r➮♣➬r➼❱➯r➩➭➮➲➘✸➦❈❒❧➧❺➩➭➻✛✜❱➮➲➫❱➸✗✒❥➘ ➧❺➬❋✏ ➮❳➮♣➦❱➾✖➯r➩➭➮➲➺➭➥❊➦❱➾♣➼☛➩➭➮✴➪❱➩■➯➴➘✶✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ➳❅❋✠✖❉❴❹➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➥❊➫
➸➭➯➴➘✸➾❊✒❊➬ ➧❃➯r➩✧➧❺➾♣➥❊➦❀➥❊➫❀➮♣➦❀✜❀✜❱➾♣➬r➻➷➩ ➪❱➩❨✜❱➯r➦❱➮✯➩➭➫②✜❱➯r➦❱➮✯➪❱➩P✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩➭➮ ➘✸➦➷➶❊➥❊➬r➮♣➬r➫✛➘✩✒❊➩ ➪❱➩

ωeg

✧✞➺➭➩❑❈✞➦❱➬✌➘❤✜☞➥❊➦❱➾
➩■❢✌➩➹➧➲➪❱➩➽➾♣➸➭➪❱➦❱➬r➾♣➩➅➩➹➫❱➺➭➥❊➾♣➩✹✜❱➯r➦❱➮✒➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯ ➬ ➧❺➦❱➪❱➩✴➪❱➩➭➮❳➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮✩➪✛➘✸➫❱➮

Pe(t)
✧✌➪❱➥❊➫✞➧❳➯➴➘✛✏ ➥❊➾♣➻➷➩✴➪❱➸✗✜☞➩➭➫❱➪

✏ ➥❊➾◗➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧✘➪❱➩✚➯➴➘➲➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾❃➪❱➦❀➧❺➾♣➥❊➦❍✖❩❴❹➩➭➮✯➺✤✪✛➘✸➻✛✜❱➮✯➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮✘➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☛➥❊➫❱➪✛➘✸➫✞➧❺➮①➘✸➦❈❒➷➮♣➬r➻➅➦❱➯➴➘ ➧♣➬r➥✸➫❱➮❃➪❱➩
➯➴➘❅✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ➳❅❋➲➮♣➥❊➫✞➧ ➾❺➩■✜❱➾❺➸➹➮❺➩➹➫✞➧❺➸➭➮✩➮♣➦❱➾ ➯➴➘❅✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ➳❊➳❩✖

q✚➥❊➦❱➮➅➘Ô➶❊➥❊➫❱➮➽➩➭➫❱➮♣➦❱➬ ➧❺➩Û➪❱➸✗✜❱➯➴➘✸➺➭➸❀➯r➩➷➧❺➾♣➥❊➦ ➪❱➩✶✜✛➘✸➾◗➧➽➩❍➧➅➪❐✃ ➘✸➦➨➧❺➾♣➩Û➪❱➩❀➯➴➘Ý➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩➱➩➭➫✍✱➨❒❱➘✸➫✞➧➽➮❺➘
➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾❉✘✧➧❺➾♣➥❊➬r➮✷✜❱➬ ❒➨➩➭➯r➮✗✖❪✸✘➩➭➮✆➮♣➬r➻➅➦❱➯➴➘❅➧❺➬r➥✸➫❱➮❹➮♣➥❊➫❥➧◆✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➭➩➭➮✭➮♣➦❱➾✵➯➴➘❡✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ➳❖❏▼✖❝❴●✃ ➸➹➶❊➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫➲➪❱➩

Pe(t)



✑ ✑✌✍ � ✝ ✓ ✤✥✟☛✡ �✔✦ ☞ ✝ ☞✜✏ ✟☛✡✜✂✧✤ ✏✕✝✠✟✒✓✔✝✑✡✌☞✜✏ ✁ ✓✔�✞✚✜✡✌☞✜✤✞✟☛✏ ◆✻❜

�✂✁☎✄✝✆ ❊❭❊ ✖ ➳❁❑✟✎☎❱✧➺➹➧❺➬r➥❊➫✳➮♣➬r➻➽➦❱➯ ➧♠➘✸➫❱➸➭➩✖➪❐✃ ➦❱➫✏➮❺➘✸➦➨➧✒➪❱➩✬✜❀✪✛➘✸➮♣➩➽➩➹➧❳➪❐✃ ➦❱➫✈➧❺➾♣➥❊➦✳➩➭➫❧➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✩✖ ❴❹➩➽➮❺➘✸➦➨➧✒➪❱➩
✜❀✪✛➘✸➮♣➩✂➩➭➮◗➧✹✱➨❒➨➩✩✧●➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸✂➩➭➫

ωc = ωeg − ∆ωpixel

✧●➪❱➩●✜☞➩➭➫❥➧❺➩
2ε = ∆ωpixel/5

✖❙❴✵➘✏➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾➽➩➹➧■➯➴➘
✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➦✂➧❺➾♣➥❊➦✂➮♣➥❊➫❥➧✚➪❱➸➹➧❺➩➭➾♣➻➷➬r➫❱➸➭➩➭➮P✜✛➘✸➾✧➯r➩➭➮ ➫❱➥❊➻➽➼❱➾♣➩➭➮

l
➩❍➧

m
➪❱➸■✱✛➫❱➬r➮P✜❱➾♣➸➭➺➭➸➭➪❱➩➭➻➷➻➷➩➭➫❥➧❜✖

➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧❅❈✞➦❱➩❀➯✢✃ ➥❊➫▲➪❱➸✗✜❱➯➴➘✸➺➭➩➷➯r➩■➧❺➾♣➥❊➦▲➪✛➘✸➫❱➮✖➯r➩➷➮♣➩➭➫❱➮➽➪❱➩➭➮
m
✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏ ➮➲➥❊➦▲➫❱➸✗✒❥➘ ➧❺➬❋✏ ➮➲➮➭✃ ➩❍❒▼✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➩②✜✛➘✸➾✖➯r➩

✏✔➘✸➬ ➧✺❈✞➦❱➩✒➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❱➩
m
✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏❹➘✸➦❀✒❊➻➷➩➭➫✞➧❺➩✩✧❈➥❊➫Û➮♣➦❀✜❀✜❱➾♣➬r➻➷➩✚➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✚➪❱➩❨✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸✩➘Ô➶✸➘✸➫❥➧❡✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩

✜✛➘✸➾①➯➴➘✴➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✖♦✸✘➥❊➻➷➻➷➩✩➺➭➩➹➧♣➧❺➩❳➪❱➩➭➾♣➫❱➬✴❏➭➾♣➩✒➺➭➥❊➫✞➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❀➩➭➮◗➧ ➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧✺✏✔➘✸➬r➼❱➯r➩✚➺➭➥❊➻✛✜✛➘✸➾♣➸➭➩✓✘➽➯➴➘
➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫✈➪❱➦❱➩✬✘❀➯➴➘➷➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✧✌➯➴➘✛✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫

Pe(t)
➧❺➩➭➫❱➪✏➾❺➘✩✜❱➬r➪❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧✚➶❥➩➭➾♣➮✒➯r➩➭➮✚➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮

➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮➽➫❱➥❊➾♣➻❀➘✸➦❈❒✯✧✵➺➭➩②❈✞➦❱➬✯➫❐✃ ➩➭➮◗➧✬✜✛➘✸➮✴➯r➩■➺Ô➘✸➮❅✜☞➥❊➦❱➾
m < 0

➥✩★▲➯✢✃ ➥❊➫▲➮♣➦❀✜❀✜❱➾♣➬r➻➷➩■➦❱➫❱➩②✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➷➪❱➩➭➮
➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮➽➪❱➦➆➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✂➪❱➩➱➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫❬✘

ae(t)
➘✩✜❱➾❊❏➭➮✹✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩●✜✛➘✸➾➅➯➴➘✈➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✖❃➵✒➘✸➫❱➮■➺➭➩

➺Ô➘✸➮✴➯ ✘▼✧
Pe(t)

➮♣➩➭➾❺➘✈➮♣➩➭➻➽➼❱➯➴➘✸➼❱➯r➩➷➘✸➦❈❒❧➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮➲➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➮✴➫❱➥❊➾♣➻❀➘✸➦❈❒⑥✜☞➥❊➦❱➾
m
✒❊➾❺➘✸➫❱➪▲➩➭➫▲➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾

➘✸➼❱➮♣➥❊➯r➦❱➩✩✧✌➺✸✃ ➩➭➮◗➧❤✘Û➪❱➬r➾♣➩✴➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❱➩➅➯r➩✖➧❺➾♣➥❊➦✏➮♣➩➭➾❺➘Û➮♣➬ ➧❺➦❱➸➅➘✸➦✏➼☞➥❊➾♣➪✏➪❱➦❧➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩✩✖ ❊ ➯✄➩➭➮◗➧❤✘Û➫❱➥✸➧❺➩➭➾✑❈✞➦❱➩➽➧♠➘✸➫❥➧
❈✞➦❱➩➅➯r➩✴➧❺➾♣➥❊➦✳➩➭➮◗➧➲➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸➅➩❍❒❱➘✸➺➹➧❺➩➭➻➷➩➭➫✞➧❤✘❀➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✧❹➯➴➘②✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✈➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩➅➪✛➘✸➫❱➮✒➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✒➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸



◆▲■ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✗✑ ✑✌✍ ✝ ✓✔✤✞✟☛✡✁� ✦ ☞ ✝ ☞ ✟☛✡✜✂✧✤ ✏✕✝✠✟✒✓✔✝✑✡✜☞✜✏ ✁ ✓✔�✞✚✜✡✌☞✜✤✞✟☛✏

�✂✁☎✄✝✆✻❊❭❊ ✖ ➳▲❍ ✎✬✸✘➥❊➻✛✜✛➘✸➾❺➘✸➬r➮♣➥❊➫➅➪❱➩➭➮●➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮✭➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✯➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➮❃➩➭➫❀➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦✛➘✸➫❥➧●➦❱➫➅➧❺➾♣➥❊➦♣✲ ➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩
➫❱➥❊➬r➾♣➩✕✵✤✧✌➥❊➦❧➦❱➫❧➧❺➾♣➥❊➦⑤✜❱➯r➦❱➮❳➦❱➫✠➮❺➘✸➦➨➧➲➪❱➩✦✜❀✪✛➘✸➮♣➩■➪❱➩

π
✲î➧❺➬r➾♣➩➹➧❺➮✫✵✩➘✸➦❧➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩■➪❱➩■➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❍✖❍❴❐➩➅➧❺➾♣➥❊➦

➩➹➧✧➯r➩✩➮❺➘✸➦➨➧①➪❱➩✑✜❀✪✛➘✸➮♣➩❳➮♣➥❊➫❥➧✧➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸➭➮✧➩➭➫
ωeg

✧❈➯r➩✚➧❺➾♣➥❊➦➱➩➭➮◗➧✧➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮♣➸✑✜✛➘✸➾✘➯r➩➭➮✺✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩➭➮①➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫✞➧❺➮✒❮
b = 1

➩➹➧
∆ωh = 3∆ωpixel

✖③❴❹➩✿✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩
ε
➪❱➦Ý➮❺➘✸➦➨➧✚➪❱➩✿✜❀✪✛➘✸➮♣➩❳➶✸➘✸➦➨➧

0,1∆ωpixel

✖

➩➭➮◗➧✚➮❯✔❈➻➷➸➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩✿✜✛➘✸➾✧➾♠➘❪✜❀✜☞➥❊➾◗➧❑✘
t = 0

✖
✸✘➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➥❊➫❱➮✒➻❀➘✸➬r➫❥➧❺➩➭➫✛➘✸➫❥➧✩➯✢✃ ➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫✈➮♣➬r➻➽➦❱➯ ➧♠➘✸➫❱➸➭➩✖➪❐✃ ➦❱➫✳➮❺➘✸➦➨➧❳➪❱➩❅✜❀✪✛➘✸➮♣➩❅✱➨❒➨➩✩✧✌➺➭➩➭➫✞➧❺➾♣➸➽➩➭➫

ωc =
ωeg − ∆ωpixel

✧❐➪❱➩✹✜☞➩➭➫❥➧❺➩
2ε = ∆ωpixel/5

✧❐➩➹➧✖➪❐✃ ➦❱➫❧➧❺➾♣➥❊➦❧➩➭➫▲➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩➽➪❱➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➪☛➘ ➫✞➧✬✘●❳➭➸➭➾♣➥❀✧❹➪❱➩
❝❇❁ ❫ ✎ ➸✗✒❥➘✸➯r➩☎✘

3∆ωpixel

➩➹➧➷➪❱➩❲✜☛➥❊➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❵➶ ➘✸➾♣➬➴➘✸➼❱➯r➩✩✖ ✈ ➫➆➶❊➥❊➬ ➧■➮♣➦❱➾■➯➴➘✳✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ➳❁❑⑥❈✞➦❱➩☎✜❱➯r➦❱➮■➯r➩
➧❺➾♣➥❊➦✏➩➭➮◗➧✖➸➭➯r➥❊➬✴✒❊➫❱➸✴➪❱➩■➯➴➘❀➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✧✷✜❱➯r➦❱➮❳➮♣➥❊➫❧➩■❢✌➩➹➧✖➮♣➦❱➾❳➯r➩➭➮✒➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮✩➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✖➩➭➮◗➧✓✏✔➘✸➬r➼❱➯r➩✩✖❐➤❈➬
➥❊➫✠➩➭➮◗➧✴➮♣➦✖✕➷➮❺➘✸➻➷➻➷➩➭➫❥➧✴➯r➥❊➬r➫✏➪❱➩➷➯➴➘➱➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✧✆➦❱➫✠➧❺➾♣➥❊➦❧➧❺➾❊❏➭➮✖➯➴➘✸➾❊✒❊➩❲✲

∆ωh = 10∆ωpixel

✵❑✚ ➧❺➦❱➩✤✣■➯r➩➭➮
➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮✗✧✯➻❀➘✸➬r➮✦✜✛➘✸➮■➯r➩➱➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➩➭➾◗➧➷➪❱➩❲✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❵➪✛➘✸➫❱➮➷➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧➷➩❍❒➨➺➹➬ ➧❺➸❬✲ ➺■✏❄✖❃➺➭➥❊➦❱➾♣➼☛➩❲✜☞➥❊➦❱➾❊✜❱➾♣➩
➮♣➦❱➾➅➯➴➘☎✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ➳❁❑✻✵✤✖●➤❈➬✘➯r➩❀➧❺➾♣➥❊➦ ➩➭➮◗➧■➺➭➩➭➫❥➧❺➾❺➸☎✘✈➾❺➸➹➮❺➥✸➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✧●➥❊➫ ➶❊➥❊➬ ➧■➘✩✜❀✜✛➘✸➾❺➘❪❥ ➧♠➾♣➩❀➪❱➩➭➮➅➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯r➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮
➮❯✔❈➻➷➸➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮✗✧①➺➭➥❊➻➷➻➷➩♣✜❱➾♣➸➭➺➭➸➭➪❱➩➭➻➷➻➷➩➭➫❥➧✂➩➭➫❜➯✢✃ ➘✸➼❱➮♣➩➭➫❱➺➭➩✏➪❱➩✳➮❺➘✸➦➨➧➱➪❱➩⑤✜❀✪✛➘✸➮♣➩ ✲ ➺➭➥❊➦❱➾♣➼☛➩✏➫❱➥❊➬r➾♣➩✈➮♣➦❱➾➱➯➴➘
✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ➳❖❏✮✵✤✖✙✸✘➩✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧❜✧✯➬r➯✘➩➭➮◗➧❀➪❱➬ ✕➷➺➭➬r➯r➩Û➪❱➩✂➪❱➬r➾♣➩➱➪✛➘✸➫❱➮✹❈✞➦❱➩➭➯r➯r➩➱➻➷➩➭➮♣➦❱➾♣➩Ý➯r➩Û➧❺➾♣➥❊➦➆➩➹➧➷➯r➩➱➮❺➘✸➦➨➧➷➪❱➩
✜❀✪✛➘✸➮♣➩➲➺➭➥❊➫✞➧❺➾♣➬r➼❱➦❱➩➭➫❥➧❑✘■➺➭➩➭➮ ➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮✗✖

❱❑✱✛➫➅➪❱➩✘➻➷➬r➩➭➦❈❒✖➺➭➩➭➾♣➫❱➩➭➾✭➯r➩✘➾❊✐❊➯r➩✷★◗➥❊➦❱➸✺✜✛➘✸➾✄➯r➩✯➮❺➘✸➦➨➧✭➪❱➩❡✜❀✪✛➘✸➮♣➩①➩➹➧✭➯r➩❃➧❺➾♣➥❊➦➽➩➭➫■➘✸➻✛✜❱➯ ➬ ➧❺➦❱➪❱➩✯➪✛➘✸➫❱➮✄➯✢✃ ➘✸➯ ▲
➯r➦❱➾♣➩➭➮✯➪❱➩➭➮✘➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮❃➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➸➭➩➭➮✧➯r➥✸➾❺➮❊❈✞➦❱➩✚➯r➩ ➧❺➾♣➥❊➦❀➸➹➧❺➩➭➬r➫❥➧✘➯➴➘➲➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✧➨➫❱➥❊➦❱➮①➘Ô➶❊➥❊➫❱➮✰✏✔➘✸➬ ➧✰❈✞➦❱➩➭➯✴❈✞➦❱➩➭➮



✑ ✑✌✍ � ✝ ✓ ✤✥✟☛✡ �✔✦ ☞ ✝ ☞✜✏ ✟☛✡✜✂✧✤ ✏✕✝✠✟✒✓✔✝✑✡✌☞✜✏ ✁ ✓✔�✞✚✜✡✌☞✜✤✞✟☛✏ ◆▲❞

�✂✁☎✄✝✆✻❊❭❊ ✖ ➳❖◆ ✎✦✸✘➥❊➻✛✜✛➘✸➾❺➘✸➬r➮♣➥❊➫➽➪❱➩➭➮●➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮✭➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➮❃➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➮❃➩➭➫❀➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦✛➘✸➫❥➧●➦❱➫■➧❺➾♣➥❊➦❲✲✔➺➹➥❊➦❱➾♣➼☞➩
➫❱➥❊➬r➾♣➩✕✵✤✧✌➥❊➦❧➦❱➫❧➧❺➾♣➥❊➦⑤✜❱➯r➦❱➮❳➦❱➫✠➮❺➘✸➦➨➧➲➪❱➩✹✜❀✪✛➘✸➮♣➩■➪❱➩

π
✲î➧❺➬r➾♣➩➹➧❺➮✫✵✩➘✸➦❧➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➷➪❱➩➅➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫❍✖❍❴❹➩➽➧❺➾♣➥❊➦

➩➹➧ ➯r➩✒➮❺➘✸➦➨➧✧➪❱➩✓✜❀✪✛➘✸➮♣➩❳➮♣➥❊➫✞➧✧➺➭➩➭➫✞➧❺➾♣➸➭➮ ➩➭➫
ωeg −∆ωpixel

✧❱➯r➩✩➧❺➾♣➥❊➦➱➩➭➮◗➧ ➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮♣➸✑✜✛➘✸➾✧➯r➩➭➮❡✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩➭➮
➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧❺➮➲❮

b = 1
➩➹➧

∆ωh = 3∆ωpixel

✖♦❴❹➩✿✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩
ε
➪❱➦Ý➮❺➘✸➦➨➧ ➪❱➩✿✜❀✪✛➘✸➮♣➩➲➶✸➘✸➦➨➧

0,1∆ωpixel

✖

➮♣➬r➻➽➦❱➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮✴➮♣➦❀✜❀✜❱➯r➸➭➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➬r➾♣➩➭➮✗✖❙♠●➫s✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾➽➯r➬r➩➹➦❍✧✄➫❱➥❊➦❱➮■➘Ô➶❥➥❊➫❱➮➅➺➭➥❊➻✛✜✛➘✸➾♣➸Û➯r➩➭➮✴➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮➽➺➭➥✠✪❱➸✤▲
➾♣➩➭➫❥➧❺➮ ➬r➫❱➪❱➦❱➬ ➧❺➮✺✜✛➘✸➾✧➦❱➫➱➧❺➾♣➥❊➦➱➩➭➫Ý➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧♣➦❱➪❱➩✒➪❱➩ ❏✬✜❱➬ ❒➨➩➭➯r➮①➪❱➩❳➯➴➘✸➾❊✒❊➩✩✧➨➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸➲➩➭➫

ωeg

✧✛➘✸➦❈❒Û➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮
➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✖➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘✸➫❥➧➲➪❱➩■➯✢✃ ➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫✏➮♣➬r➻➽➦❱➯ ➧♠➘✸➫❱➸➭➩➽➪❱➦❧➻✟✞➭➻➷➩➽➧❺➾♣➥❊➦❧➩➹➧➲➪❐✃ ➦❱➫✠➮❺➘✸➦➨➧➲➪❱➩✹✜❀✪✛➘✸➮♣➩✩✧❹➯r➦❱➬●➘✸➦❱➮♣➮♣➬
➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸②✘➱➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✖◆✸✘➩➭➮➲➪❱➩➭➦❈❒✠➺➭➥❊➦❱➾♣➼☛➩➭➮✖➮♣➥❊➫❥➧✖➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➭➩Ô➮✖➮❺➦❱➾❳➯➴➘✶✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ➳▲❍❩✖❍✼✆➥❊➦➨➧✖➪❐✃ ➘✸➼☞➥❊➾♣➪❍✧
➥❊➫✏➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘ ➧❺➩✦❈✞➦❱➩■➺➭➩➭➮❳➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮❳➮♣➥❊➫✞➧❳➮❯✔❈➻➷➸➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮✿✜✛➘✸➾✒➾❺➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧✿✘Û➯✢✃ ➥❊➾♣➬✴✒✸➬ ➫❱➩✴➪❱➩➭➮❳➧❺➩➭➻✛✜❱➮✗✖❍♠●➫❱➮♣➦❱➬ ➧❺➩✩✧
➥❊➫✏➮♣➩■➾♣➩➭➫❱➪❧➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩✬❈✞➦❱➩➅➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➥❊➫✠➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➩➽➯r➩➽➮❺➘✸➦➨➧❳➪❱➩✦✜❀✪✛➘✸➮♣➩♣✲î➧❺➬r➾♣➩➹➧❺➮✒➮♣➦❱➾❳➯➴➘✛✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ➳▲❍✠✵✤✧✌➯r➩➭➮
➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥✸➫❱➮◆✜☞➥❊➦❱➾

t > 0
➫❱➩①➮♣➥❊➫✞➧❙✜✛➘✸➮●➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮♣➸➭➩➭➮❃➪❱➩

π
✜✛➘✸➾✭➾❺➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧✙✘✒➺➭➩➭➯r➯r➩➭➮✭➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➩➭➮❃➘ï➶❊➩➭➺✧➯r➩✘➧❺➾♣➥❊➦

➮♣➩➭➦❱➯❦✖✷✸✘➩➅➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❳➫❐✃ ➩➭➮◗➧❤✜✛➘✸➮✒➮♣➦❱➾❊✜❱➾♣➩➭➫✛➘✸➫✞➧➲➮♣➬✭➥❊➫✏➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❀❏➭➾♣➩➅➯✢✃ ➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫ ❊❭❊ ✖ ➳❖◆Û➪❱➩➅➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯ ➬ ➧❺➦❱➪❱➩✴➪❱➩
✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸

ae(t)
✖❍❂✄➥❊➦❱➾✒➦❱➫❱➩➅➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫✈➪❱➩➅➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩■➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸➅➩➭➫

ωeg

➩➹➧❳➮❯✔❈➻➷➸➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩✦✜✛➘✸➾✒➾♠➘❪✜❀✜☞➥❊➾◗➧
✘❧➺➭➩➹➧♣➧❺➩☎✜❱➦❱➯r➮❺➘ ➧❺➬r➥❊➫❭✲ ➬❦✖ ➩✩✖ Ẽ(ω + ωeg) = Ẽ(−ω + ωeg)

✵✤✧●➦❱➫✐➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯①➮❺➬ ➻✛✜❱➯r➩➱➻➷➥❊➫❥➧❺➾♣➩●❈✞➦❐✃ ➦❱➫✐➧❺➾♣➥❊➦
➾♣➩➭➺➹➧♠➘✸➫❀✒❊➦❱➯➴➘✸➬r➾♣➩➅➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸❀➩➭➫

ωeg

✧❹➪❱➩➷➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾
∆ωh

✧❹➸➹➧❺➩➭➬✴✒❊➫✛➘✸➫❥➧✖➺➭➥❊➻✛✜❱➯✴❏➹➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧✖➯➴➘➱➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩➷➪❱➥❊➫❱➫❱➩
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�✂✁☎✄✝✆✻❊❭❊ ✖ ➳▲❜ ✎✬✸✘➥❊➻✛✜✛➘✸➾❺➘✸➬r➮♣➥❊➫➅➪❱➩➭➮●➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮✭➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✯➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➮❃➩➭➫❀➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦✛➘✸➫❥➧●➦❱➫➅➧❺➾♣➥❊➦♣✲ ➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩
➫❱➥❊➬r➾♣➩✕✵✤✧✌➥❊➦❧➦❱➫❧➧❺➾♣➥❊➦⑤✜❱➯r➦❱➮❳➦❱➫✠➮❺➘✸➦➨➧➲➪❱➩✦✜❀✪✛➘✸➮♣➩■➪❱➩

π
✲î➧❺➬r➾♣➩➹➧❺➮✫✵✩➘✸➦❧➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩■➪❱➩■➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❍✖❍❴❐➩➅➧❺➾♣➥❊➦

➩➹➧ ➯r➩✒➮❺➘✸➦➨➧✧➪❱➩✓✜❀✪✛➘✸➮♣➩➲➮♣➥❊➫❥➧ ➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸➭➮ ➩➭➫
ωeg + ∆ωpixel

✧❱➯r➩✩➧❺➾♣➥❊➦➱➩➭➮◗➧ ➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮♣➸✓✜✛➘✸➾①➯r➩➭➮✽✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩➭➮
➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫✞➧❺➮➲❮

b = 1
➩➹➧

∆ωh = 3∆ωpixel

✖♦❴❹➩✓✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩
ε
➪❱➦✂➮❺➘✸➦➨➧✚➪❱➩✿✜❀✪✛➘✸➮♣➩➲➶ ➘✸➦➨➧

0,1∆ωpixel

✖

➦❱➫❱➩✖➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩❳➪❱➩✿✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸✒➪❱➩❳➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫

ahole
e (t) =

1

π

∫+∞

∆ωh/2

dω′

ω′ Ẽ(ω′ + ωeg) sin ω′t.
✲ ❊❭❊ ✖ ◆ ❋❝✵

✼✄➘✸➫❱➪❱➬r➮✬❈✞➦❱➩✂➯r➩Û➻✟✞➭➻➷➩❀➧❺➾♣➥❊➦❵➺➭➥❊➻➅➼❱➬r➫❱➸Û➘ï➶❊➩➭➺➱➦❱➫➆➮♠➘ ➦➨➧■➪❱➩
π
➪❱➩●✜☞➩➭➫❥➧❺➩✂➬r➫▼✱✛➫❱➬r➩❀➺➭➩➭➫✞➧❺➾♣➸➱➯r➦❱➬①➘✸➦❱➮♣➮♣➬P✘

➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✖➪❱➥❊➫❱➫❱➩

ahole+step
e (t) =

i

π

∫+∞

∆ωh/2

dω′

ω′ Ẽ(ω′ + ωeg) cos ω′t.
✲ ❊❭❊ ✖ ◆❥➳✠✵

✸✘➩➭➮✴➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧♣➦❱➪❱➩➭➮➲➺➭➥❊➫❱➪❱➦❱➬r➮♣➩➭➫❥➧✖➧❺➥❊➦➨➧❺➩➭➮➲➪❱➩➭➦❈❒✍✘✂➦❱➫❱➩✛✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫
Pe(t)

➧❺➩➭➯r➯r➩✦❈✞➦❱➩
Pe(t) = Pe(−t)

✧
➺✸✃ ➩➭➮◗➧❯▲❄✘❝▲✰➪❱➬r➾♣➩✩➮❯✔❈➻➷➸➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩✓✜✛➘ ➾①➾❺➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧✽✘

t = 0
✧➨➺➭➩✑❈✞➦❱➬❩★◗➦❱➮◗➧❺➬❋✱✛➩✒➯✢✃ ➘✸➼❱➮♣➩➭➫❱➺➭➩✒➪❱➩❳➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮❺➘✩✒❊➩✒➪❱➩

π
➪❱➩➭➮

➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘❅➧❺➬ ➥❊➫❱➮✧➘✩✜❱➾❊❏➭➮✚➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩➲➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➥❊➫✈➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➩❳➯r➩❳➮❺➘✸➦➨➧ ➪❱➩❤✜❀✪✛➘✸➮♣➩✩✖
❂✄➘✸➾✯➺➭➥❊➫❥➧❺➾❺➩❪✧❈➮♣➬☛➥❊➫❀➪❱➸➭➺Ô➘✸➯r➩✚➪❱➩✚➯➴➘➲➻✟✞➭➻➷➩P❈✞➦✛➘✸➫❥➧❺➬ ➧❺➸✚➯r➩✧➧❺➾♣➥❊➦❀➩➹➧✘➯r➩ ➮❺➘✸➦➨➧✘➪❱➩❑✜❀✪✛➘✸➮♣➩❨✜✛➘✸➾✯➾❺➘✩✜❀✜☛➥❊➾◗➧❡✘

➯➴➘✖➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✧❱➥❊➫Û➾♣➩➹➧❺➾♣➥❊➦➨➶❥➩✒➯r➩✩➺➭➥❊➻✛✜☞➥✸➾♣➧❺➩➭➻■➩➭➫✞➧✧➘ ➧♣➧❺➩➭➫❱➪❱➦✶✜☞➥❊➦❱➾①➯r➩➭➮✯➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮✯➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➮✗✧❱➺➭➥❊➻➷➻➷➩



✑ ✑✌✍ � ✝ ✓ ✤✥✟☛✡ �✔✦ ☞ ✝ ☞✜✏ ✟☛✡✜✂✧✤ ✏✕✝✠✟✒✓✔✝✑✡✌☞✜✏ ✁ ✓✔�✞✚✜✡✌☞✜✤✞✟☛✏ ❜❅❋

�✂✁☎✄✝✆ ❊❭❊ ✖ ➳❖■ ✎②✸✺✪✛➘✸➻✛✜Û➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩✩➺➹➥❊➾♣➾❺➩➹➮❆✜☛➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧P✘✴➦❱➫Û➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✑✒❥➘✸➦❱➮♣➮♣➬r➩➭➫Û➪✛➘✸➫❱➮✘➯r➩✗❈✞➦❱➩➭➯✌➥❊➫❀➩■❢✌➩➭➺➹➧❺➦❱➩
➦❱➫➲➧❺➾♣➥❊➦➲➩➹➧✆➦❱➫✖➮❺➘✸➦➨➧✵➪❱➩✙✜❀✪✛➘✸➮♣➩✯➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸➭➮✆➩➭➫

ωeg−∆ωpixel

✧Ô➯r➩✭➧❺➾♣➥❊➦➲➩➭➮◗➧✄➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮♣➸❙✜✛➘✸➾✵➯r➩➭➮✷✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩➭➮
➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧❺➮✒❮

b = 1
➩➹➧

∆ωh = 3∆ωpixel

✖③✸✘➩✒➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩❳➪❱➥❊➫❱➫❱➩✒➯r➩➭➮✯➧❺➾♠➘ ➫❱➮❺➬ ➧♠➥✸➬r➾♣➩➭➮✘➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✧➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➭➮
➩➭➫Ý➾♣➥❊➦❀✒❊➩➲➮♣➦❱➾ ➯➴➘❅✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ➳❖◆▼✖

➯r➩❀➻➷➥❊➫❥➧❺➾♣➩➭➫❥➧➽➯r➩➭➮❅✱③✒❊➦❱➾♣➩➭➮ ❊❪❊ ✖ ➳❖◆✳➩➹➧ ❊❭❊ ✖ ➳▲❜✠❮◆✜☞➥❊➦❱➾✴➦❱➫ ➧❺➾♣➥❊➦ ➮♣➬ ➧❺➦❱➸❀➩➭➫❩▲✰➪❱➩➭➮♣➮♣➥❊➦❱➮➅➪❱➩Û➯➴➘Ý➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✧✭➺➭➩
➮♣➥❊➫❥➧✯➯r➩➭➮●➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧♣➬r➥✸➫❱➮●➘✸➦❈❒➅➧❺➩➭➻✛✜❱➮❙✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏ ➮◗❈✞➦❱➬✛➮♣➥❊➫❥➧✯➪❱➸✗✜❀✪✛➘ ➮❺➸➹➩➭➮✘➪❱➩

π
✜✛➘✸➾●➾❺➘✩✜❀✜☞➥✸➾♣➧❃➘✸➦❈❒➅➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮

➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✭➥❊➼➨➧❺➩➭➫❈➦❱➮✭➘ï➶❊➩➭➺①➯r➩❃➧❺➾♣➥❊➦✴➮♣➩➭➦❱➯❦✖❪✼✄➘✸➫❱➪❱➬r➮❇❈✞➦❱➩①➮♣➬❈➯r➩❃➧❺➾♣➥❊➦➽➩➭➮◗➧✭➮♣➬ ➧❺➦❱➸①➘✸➦❩▲✰➪❱➩➭➮♣➮♣➦❱➮✭➪❱➩✘➯➴➘ ➾❺➸➹➮❺➥✸➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✧
➥❊➫➲➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❥➩❃➯✢✃ ➩■❢✌➩➹➧✵➬r➫✞➶❊➩➭➾♣➮♣➩✩✖❅➵✒➘✸➫❱➮❹➧❺➥❊➦❱➮✵➯r➩➭➮❹➺Ô➘✸➮✗✧ï➺➭➩❃➮♣➥❊➫✞➧✵➯r➩➭➮❹➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮❹➘✸➮♣➮♣➥✞➺➭➬r➸➭➩➭➮◆✘✧➯➴➘①➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫
✘

ae(t)
➪❱➩✛✜☞➥❊➬r➪❱➮✖➯r➩✹✜❱➯r➦❱➮✓✏✔➘✸➬r➼❱➯r➩✦❈✞➦❱➬✯➮♣➥❊➫❥➧✴➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮♣➸➭➩➭➮➽➪❱➩
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✖ ✥✚➫❱➩✒➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❀➮♣➥❊➫❱➪❱➩✿✘➽➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩✒➪❱➩✑✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩

β
➩➭➮◗➧❀➩➭➫❱➮♣➦❱➬ ➧❺➩Ý➪❱➬❋❢✌➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➩☎✜✛➘✸➾■➺➭➩Ý➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❍✧✯➪❱➥❊➫❱➫✛➘✸➫❥➧➷➦❱➫❦➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✧➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮♣➸☎✜✛➘✸➾➷➯➴➘⑤✜☞➥❊➯➴➘ ➾❺➬ ➮❺➘ ➧❺➬r➥✸➫

➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫✞➧❺➩■❮

P (β, t) ∝
∫+∞

0

Λ(t′ − τ)eiπβ(t−t′)2dt′,
✲ ❊❭❊ ✖ ◆▲❏✮✵

➬r➫❥➧❺➸✗✒❊➾❺➘✸➯r➩❀➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧②✘✳➯➴➘✳➪❱➬❋❢✌➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫▲➪❱➩✑❝❱➾♣➩➭➮♣➫❱➩➭➯✧➪❐✃ ➦❱➫➆➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫▲➧❺➾♣➬➴➘✸➫❀✒❊➦❱➯➴➘✸➬ ➾♣➩
Λ(t′ − τ)✜✛➘✸➾✚➦❱➫✳➼☛➥❊➾♣➪✳➪❐✃ ➸➭➺➭➾❺➘✸➫✳➯r➥❈➺Ô➘✸➯r➬ ➮♣➸➲➩➭➫

t′ = 0
✖ ♠●➫✈➶ ➘✸➾♣➬➴➘✸➫✞➧✚➯r➩❤✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩

β
✧☞➬r➯r➮ ➥❊➫❥➧✩➻➷➬r➮ ➩➭➫✳➸➹➶❈➬r➪❱➩➭➫❱➺➭➩

➯✢✃ ➘✸➫✛➘✸➯r➥✠✒✸➦❱➩✒➧♠➩➹➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯✵➪❱➦❲✜✛➘✸➮♣➮♠➘❪✒❊➩✴➪❱➩✖➯➴➘➅➪❱➬❋❢✌➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫✂➪❱➩◗❝✛➾♣➩➭➮♣➫❱➩➭➯❇✘➷➯➴➘➅➪❱➬❋❢✌➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫✂➪❱➩◗❝✛➾❺➘✸➦❱➫❀✪❱➥✩✏ ➩➭➾✗✖
❴✵➘✒➪❱➸➭➻❀➘✸➾♣➺✤✪❱➩✽✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➭➩✚➪✛➘✸➫❱➮●➯➴➘✒➾♣➸■✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩ ✠ ■❖❑✑☛❱➩➭➮◗➧✯➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➩✩✧❊➺Ô➘✸➾●➩➭➯r➯r➩✘➮♣➩ ➮♣➬ ➧❺➦❱➩✧➪✛➘✸➫❱➮●➯r➩①➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩
➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯❦✖❍❴❹➩➭➮➲➘✸➦➨➧❺➩➭➦❱➾♣➮❳➮♣➥❊➦❱➯r➬✴✒✸➫❱➩➭➫✞➧✒➯✢✃ ➘✸➫✛➘✸➯r➥✠✒✸➬r➩✖➩❍❒➨➬r➮◗➧♠➘✸➫❥➧➲➩➹➫✞➧❺➾♣➩➅➯➴➘②✒❊➸➭➫❱➸➭➾❺➘ ➧❺➬r➥❊➫✳➪❱➩➅➯➴➘❀➮♣➩➭➺➭➥✸➫❱➪❱➩✹✪✛➘✸➾❄▲
➻➷➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩ ➪❐✃ ➦❱➫❱➩✩➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✛✘✖➪❱➸➭➾♣➬ ➶❥➩✚➪❱➩P✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✒➪❱➩✩➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✩➾♣➩➭➺➹➧♠➘✸➫❀✒❊➦❱➯➴➘✸➬r➾♣➩ ➩➹➧✘➯➴➘➲➪❱➬❋❢✌➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫■➪❱➩
❝✛➾♣➩➭➮♣➫❱➩➭➯❃➪❐✃ ➦❱➫❱➩❀➥❊➫❱➪❱➩✛✜❱➯➴➘✸➫❱➩✹✜✛➘✸➾✖➦❱➫⑥✏ ➩➭➫❥➧❺➩✩✖❇♠●➫ ➮➭✃ ➘✩✜❀✜❱➦▼✔❥➘✸➫❥➧➽➮♣➦❱➾✖➺➭➩➹➧♣➧❺➩Û➘✸➫✛➘✸➯r➥✠✒❊➬ ➩✩✧❐➬r➯r➮✒➧♠➾❺➘✸➫❱➮❊✜☛➥❊➮♣➩➭➫✞➧
➯➴➘✴➫❱➥✸➧❺➬r➥❊➫Û➪❱➩✓❳➭➥❊➫❱➩➭➮✧➪❱➩ ❝❱➾♣➩➭➮♣➫❱➩➭➯✵➘✸➦➱➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩✚➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯❦✧➨➺➭➩✓❈✞➦❱➬❐➯r➩➭➦❱➾❡✜☞➩➭➾♣➻➷➩❍➧ ➪❱➩✒➺➭➥❊➫❱➺➭➩➹➶❥➥❊➬r➾①➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬ ▲
➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧✘➦❱➫Û➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦✶❳➭➥❊➫❱➸✩➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯✌➘❪✱✛➫Û➪❱➩P✚❣✏ ➥❈➺Ô➘✸➯r➬ ➮♣➩➭➾❄✣ ➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✚➪❱➩✩➯➴➘➲➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❱➩✑✪✛➘✸➾♣➻➷➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩
➮♣➦❱➾ ➦❱➫❱➩➲➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾✧➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩➲➼☞➩Ô➘✸➦❱➺➭➥❊➦❀✜❲✜❱➯r➦❱➮P✜☞➩➹➧❺➬ ➧❺➩✓❈✞➦❱➩➲➺➭➩➭➯r➯r➩❳➪❱➩➲➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫✶✏ ➥❊➫❱➪✛➘✸➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩✩✖

❊ ➺➭➬❦✧✛➫❱➥❊➦❱➮✚➘✸➯r➯r➥❊➫❱➮✘➧❺➾❺➘✸➫❱➮❊✜☞➥❊➮♣➩➭➾✚➯➴➘➽➫❱➥✸➧❺➬r➥❊➫✂➪❱➩✿❳➭➥❊➫❱➩➭➮✚➪❱➩◗❝✛➾♣➩➭➮♣➫❱➩➭➯✵➘✸➦Ý➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩✒➧❺➩➭➻✛✜☛➥❊➾♣➩➭➯❦✖③q✚➥❊➦❱➮
➶❊➩➭➾♣➾♣➥❊➫❱➮✒➘✸➯r➥❊➾♣➮P❈✞➦❐✃ ➬r➯✆➩➭➮◗➧❨✜☞➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩✩✧☛➩➭➫✈➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬r➩✩✧✛➪❐✃ ➘✸➺➭➺➭➾♣➥✩❥r➧❺➾♣➩✖➯➴➘✹✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫●✱✛➫✛➘✸➯r➩➲➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩✴➪✛➘✸➫❱➮
➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➸❪✖ q✚➥❊➦❱➮✽✏ ➩➭➾♣➥❊➫❱➮ ➩➭➫❱➮♣➦❱➬ ➧❺➩➲➦❱➫❱➩➲➪❱➸➭➻➷➥❊➫❱➮◗➧❺➾❺➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩❳➪❱➩➲➺➭➩➹➧✚➩■❢✌➩➹➧❜✖
✕✩✕✁�☎✄✆�☎✄✆�✮✪ � ❄❯❆❈❇❙✰✏✟✲✬❙✸✑❆✁�✲✸❅❲✙❇❙❆ ❚❱✬ ✂✱✿✶❆❈❲❖✴✶✬❙✰✲❄✔❚❯✸ ✆✼✿✶✸❅✭✳❄❯✸❅❇

✈ ➦➨➧❺➾♣➩✯➯r➩➭➮✆➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✆➪❱➩ ✎ ➘❅❒ �✘➩➭➯r➯❦✧❅➯➴➘✽✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❥➘ ➧❺➬r➥❊➫➲➪❱➩➭➮✄➥❊➫❱➪❱➩➭➮✄➯r➦❱➻➷➬ ➫❱➩➭➦❱➮♣➩➭➮❇✜☞➩➭➦➨➧✚✞➹➧❺➾♣➩✯➪❱➸➭➺➭➾♣➬ ➧❺➩
✘✶✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➾✩➪❱➦✟✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜☞➩✴➪❱➩ ❫✚➦▼✔❩✒❊➩➭➫❱➮✗✖❇✸✘➩➹➧♣➧❺➩➷➘✩✜❀✜❱➾♣➥✞➺✤✪❱➩➅➬r➫❥➧❺➸✗✒❊➾❺➘✸➯r➩✴➩➭➮◗➧✿✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➺➭➦❱➯r➬✴❏➭➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✑✜❱➦❱➬r➮♣➮❺➘✸➫❥➧❺➩
✜☞➥❊➦❱➾✵➧❺➾❺➘✸➬ ➧❺➩➭➾✵➯r➩➭➮❇✜❀✪❱➸➭➫❱➥❊➻✛❏➭➫❱➩➭➮✄➪❱➩✘➪❱➬❋❢✌➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫❍✖ï➵✒➘✸➫❱➮✄➯✢✃ ➘✩✜❀✜❱➾♣➥Ô❒➨➬r➻❀➘ ➧❺➬ ➥❊➫➲➪❱➩ ❝✛➾♣➩➭➮♣➫❱➩➭➯❍✲✔➥✸➦➽➘✩✜❀✜❱➾♣➥ï❒➨➬r➻❀➘❝▲
➧❺➬r➥❊➫☎✜✛➘✸➾❺➘❅❒➨➬➴➘✸➯r➩✕✵✤✧➨➩➭➯r➯r➩✓✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧✚➪❱➩➲➪❱➸➹➧❺➩➭➾♣➻➷➬r➫❱➩➭➾ ➯➴➘✬✱③✒❊➦❱➾♣➩➲➪❱➩✖➪❱➬❋❢✌➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫☎✘■➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩➲➪❐✃ ➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶ ➘ ➧❺➬r➥❊➫
✱✛➫❱➬r➩✩✖➨➤❈➬☛➥❊➫❀➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❀❏➭➾♣➩✚➦❱➫❱➩✩➥❊➫❱➪❱➩✚➯r➦❱➻➷➬r➫❱➩➭➦❱➮♣➩✧➧❺➥❊➻➽➼✛➘✸➫✞➧✯➫❱➥❊➾♣➻❀➘✸➯r➩➭➻■➩➭➫❥➧✯➮♣➦❱➾✯➦❱➫Û➥✸➼▼★◗➩➹➧✘➪❱➬❋❢✌➾❺➘✸➺➹➧♠➘✸➫❥➧ D➺➭➥❊➫❥➧❺➩➭➫✞➦➷➪✛➘✸➫❱➮●➯r➩❡✜❱➯➴➘✸➫

x−y
✲✮❝✄➬✴✒❀✖ ❊❪❊ ✖ ➳❖❞✮✵✤✧❊➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯ ➬ ➧❺➦❱➪❱➩①➪❱➩✧➯✢✃ ➥❊➫❱➪❱➩①➪❱➬❋❢✌➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➩✧➩➭➫■➦❱➫✹✜☞➥❊➬r➫❥➧

P (X, z)➪❱➦❲✜❱➯➴➘✸➫➱➪❐✃ ➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶✸➘ ➧❺➬r➥❊➫Ý➩➭➮◗➧✚➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➩②✲❦✘➅➪❱➩➭➮✽✏✔➘✸➺➹➧❺➩➭➦❱➾♣➮ ➪❱➩✿✜❀✪✛➘✸➮♣➩❤✜❱➾❊❏➭➮✫✵❡✜✛➘✸➾ ✠ ❞✻❜✒☛

ψ(X, z) ∝
∫+∞

−∞
dxψ0(x)ei[(kX/z)x−(k/2z)x2],

✲ ❊❭❊ ✖ ◆❖❑✻✵

➥✩★
ψ0(x)

➩➭➮◗➧✧➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✚➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩✒➪❱➩✒➯✢✃ ➥❊➫❱➪❱➩✩➬r➫❱➺➭➬r➪❱➩➭➫❥➧♠➩✩➪✛➘✸➫❱➮①➯r➩❨✜❱➯➴➘✸➫
x− y

✏✔➘✸➬r➮❺➘✸➫✞➧✘➬r➫✞➧❺➩➭➾◗➶❊➩➭➫❱➬r➾
➯➴➘✦✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✂➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮◗➧❺➬✴❈✞➦❱➩✖➥❊➦Ý➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➻➷➬ ➧♣➧♠➘✸➫❱➺➭➩➲➪❱➩ D ✖ ❂✆➥❊➦❱➾✚➦❱➫❱➩✴➥❊➫❱➪❱➩❤✒❥➘✸➦❱➮♣➮♣➬r➩➭➫❱➫❱➩✴➸➭➺➭➯➴➘✸➬ ➾♠➘ ➫✞➧ ➦❱➫➼☞➥❊➾♣➪✂➪❐✃ ➸➭➺➭➾❺➘✸➫❍✧☛➩➹➧ ➪❱➥❊➫✞➧ ➯r➩ �①➘✸➬r➮◗➧✚➺➭➥✁� ➫❱➺➭➬r➪❱➩➲➘Ô➶❊➩➭➺✖➯r➩✓✜❱➯➴➘✸➫✂➪❱➩➲➯✢✃ ➥❊➼❩★◗➩➹➧ ➪❱➬❋❢✌➾❺➘✸➺➹➧♠➘✸➫❥➧❜✧

ψ0(x)
➶✸➘✸➦➨➧

ψ0(x) = θ(xe − x)e−(x/w0)2 ,
✲ ❊❭❊ ✖ ◆✻❍✠✵



✑ ✑✌✍ � ✝ ✓ ✤✥✟☛✡ �✔✦ ☞ ✝ ☞✜✏ ✟☛✡✜✂✧✤ ✏✕✝✠✟✒✓✔✝✑✡✌☞✜✏ ✁ ✓✔�✞✚✜✡✌☞✜✤✞✟☛✏ ❜❖❏

P M

x

x
x

X

e

z

�✂✁☎✄✝✆❱❊❪❊ ✖ ➳❁❞ ✎✏➵✩➬❋❢✌➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫❧➪❱➩✢❝❱➾♣➩➭➮♣➫❱➩➭➯✯➪❐✃ ➦❱➫⑥✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦✍✒❥➘✸➦❱➮♣➮♣➬r➩➭➫⑥✜✛➘✸➾✖➦❱➫▲➼☞➥❊➾♣➪✠➪❐✃ ➸➭➺➭➾❺➘✸➫❍✖❇❱✩➫✛➘✸➯r➥✠✒❊➬ ➩
➘Ô➶❥➩➭➺➲➯r➩➭➮✧➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮①➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✗✖

➥✩★
θ(xe − x)

➩➹➧
xe

➮♣➥❊➫✞➧ ➾♣➩➭➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫✞➧✚➯➴➘➽➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➻➷➬ ➧♣➧♠➘✸➫❱➺➭➩✒➩➹➧✚➯➴➘✦✜☛➥❊➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➦Ý➼☞➥❊➾♣➪✂➪❐✃ ➸➭➺➭➾❺➘✸➫❍✖
❴✵➘❀➺➭➥❊➻✛✜✛➘✸➾❺➘✸➬r➮♣➥❊➫Ý➪❱➩ ❊❪❊ ✖ ◆❖❑Û➩➹➧✒➪❱➩ ❊❭❊ ✖ ◆✻❍➷➘ï➶❊➩➭➺➽➯✢✃ ➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫ ❊❭❊ ✖ ➳❊➳➷➪❱➩✴➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯ ➬ ➧❺➦❱➪❱➩➲➪❱➩✬✜❱➾♣➥❊➼✛➘❝▲

➼❱➬r➯r➬ ➧♣➸✒➪❱➩➲➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸✓✏✔➘✸➬r➮❺➘✸➫❥➧ ➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶❊➩➭➫❱➬r➾✧➯➴➘✬✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➩✛❫✚➩Ô➘ï➶❈➬r➮♣➬r➪❱➩
θ(t)

❮

ae(t) ∝
∫+∞

−∞
dt′θ (t − t′) e−(t′/Tp1 )2ei(∆1t′−α1t′2),

✲ ❊❭❊ ✖ ◆▲◆✮✵

✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧①➪❐✃ ➸➹➧♠➘✸➼❱➯r➬r➾✯➯r➩➭➮①➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☛➥❊➫❱➪✛➘✸➫❱➺➭➩➭➮ ➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧❺➩➭➮①➩➭➫✞➧❺➾♣➩✒➯➴➘✖➪❱➬❋❢✌➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫❀➪❱➩ ❝✛➾♣➩➭➮♣➫❱➩➭➯✌➪❐✃ ➦❱➫✶✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦
✒❥➘✸➦❱➮♣➮♣➬r➩➭➫❲✜✛➘✸➾✧➦❱➫Ý➼☞➥❊➾♣➪✂➪❐✃ ➸➭➺➭➾❺➘✸➫✈➩➹➧✚➯ ➩➭➮✧➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮①➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➮✖❮

xe ←→ t

w0 ←→ Tp1

kX/z ←→ ∆1

k/2z ←→ α1.
✲ ❊❭❊ ✖ ◆✻❜✠✵

❴✵➘✶✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬r➥✸➫
X
➪❱➦✏➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➩➭➦❱➾➲➪✛➘✸➫❱➮✒➯r➩✬✜❱➯➴➘✸➫✳➪❐✃ ➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶✸➘ ➧❺➬r➥❊➫②★◗➥❊➦❱➩➽➯r➩➽➾❊✐❊➯ ➩➽➪❱➩➽➯✢✃ ➸➭➺Ô➘✸➾◗➧✿✘Û➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➹➩

∆1

✖✻♠✭➧✰✜☛➥❊➦❱➾❃➦❱➫❱➩ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫✴➧♠➾❊❏➭➮❃➸➹➧❺➬r➾♣➸➭➩P✜☛➥❊➦❱➾❃➯➴➘✩❈✞➦❱➩➭➯r➯r➩
α1 = 1/2φ

(2)
1

✧❥➯➴➘✒➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫✛❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩
φ

(2)
1

➩➭➮◗➧■➘✸➫✛➘✸➯r➥✠✒❊➦❱➩②✘✳➯➴➘Ý➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩Û➪❐✃ ➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶ ➘ ➧❺➬r➥❊➫
z
✖◆❴●✃ ➩➭➫❱➾♣➩✗✒❊➬r➮◗➧❺➾♣➩➭➻➷➩➭➫✞➧➽➪❱➩Û➯✢✃ ➬r➫✞➧❺➩➭➫❱➮♣➬ ➧❺➸➷➪❱➬❋❢✌➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➩

➩➭➫☎✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✂➪❱➩➲➯➴➘✬✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫
xe

➪❱➦Ý➼☛➥❊➾♣➪Ý➪❐✃ ➸➭➺➭➾❺➘✸➫Ý➾♣➩✗✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧✚➘✸➯r➥❊➾♣➮✧➯r➘✬✏ ➥❊➾♣➻➷➩❳➪❱➩➲➯➴➘✬✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫Û➪❱➩
➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸✩✖
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❂✄➥❊➦❱➾Û➬r➫✞➧❺➾♣➥✞➪❱➦❱➬r➾♣➩✈➯➴➘ ➫❱➥✸➧❺➬r➥✸➫❜➪❱➩⑤❳➭➥❊➫❱➩➭➮➱➪❱➩ ❝✛➾♣➩➭➮♣➫❱➩➭➯❦✧①➾♣➩➹➶❊➩➭➫❱➥❊➫❱➮Ý➘✸➦ ✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜☞➩✳➪❱➩ ❫✚➦▼✔❩✒❊➩➭➫❱➮❄▲
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➥❊➫✏➪❱➸➭➺➭➥✸➦❀✜☞➩➅➮♣➥❊➫⑤✜❱➾♣➥✩✱✛➯✆➧❺➩➭➻✛✜☛➥❊➾♣➩➭➯✭➘❪✱✛➫✳➪❱➩➽➫❱➩➽➯➴➘✸➬r➮♣➮♣➩➭➾✚➶❊➥❊➬r➾✑✘❀➯✢✃ ➘ ➧❺➥❊➻➷➩❤❈✞➦❱➩➽➯r➩➭➮✑✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➮✩➪❱➦✏➺✫✪✛➘✸➻✛✜
➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩❳➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦✛➘✸➫✞➧✧➪❱➩❳➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩✒➺➭➥❊➫❱➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➬ ➶❊➩❤✘➅➯➴➘❅✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸✒➪❐✃ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥✸➫✂➩➹➧✚➘Ô➶❊➥❊➬r➾✗✧❱➘✸➬r➫❱➮♣➬❦✧
➦❱➫✂➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➩➭➾◗➧✚➪❱➩✿✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫●✜❱➯r➦❱➮P✒❊➾❺➘✸➫❱➪❍✖

❴✵➘❅✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ❏ ❋❳➻➷➥❊➫❥➧❺➾♣➩✒➪❱➩➭➦❈❒✂➩❍❒➨➩➭➻✛✜❱➯ ➩➭➮✧➪❱➩❳➮♣➬r➻➅➦❱➯➴➘❅➧❺➬ ➥❊➫❱➮✘➪❱➩❳➺➭➩➹➧ ➩■❢✌➩➹➧P✜☞➥❊➦❱➾①➦❱➫❱➩❳➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫
❈✞➦✛➘✸➮♣➬ ▲✰➾♣➸➭➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➫❥➧❺➩☎✲

λ01 = 794, 4
➫❱➻✶✵✤✖✯❴✵➘②✜☞➥❊➻✛✜☛➩●✲ ➪❱➦❱➾♣➸➭➩➅➬r➫❱➬ ➧❺➬r➘✸➯ ➩

τ01 = 110
✏ ➮✫✵ ➩➭➮◗➧❳➸➹➧❺➬r➾♣➸➭➩❑★◗➦❱➮❄▲

❈✞➦❐✃ ✘ ❋❅➳❩✧ ➳❤✜❱➮❤✲
φ

(2)
1 = −490000

✏ ➮ 2 ✵✤✖❀❂✆➥❊➦❱➾①➺✤✪✛➘✩❈✞➦❱➩❳➺Ô➘✸➮✗✧❱➥❊➫✂➘➽➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➲➯✢✃ ➩➭➫✞➶❊➩➭➯r➥✠✜❀✜☞➩✩➧❺➩➭➻✛✜☞➥✸➾❺➩➹➯r➯r➩➪❱➦❵➺✫✪✛➘✸➻✛✜ ➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩✩✧✆➮♣➥❊➫❵➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➱➩➹➧➽➯➴➘❲✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧♣➸➷➪❐✃ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫❍✧❉✱③✒❊➦❱➾♣➩➭➫❥➧■➘✸➦❱➮♣➮♣➬✘➯r➩➭➮✴➻✟✞➭➻➷➩➭➮
✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➩➭➦❱➾♣➮➅➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➩➭➮■➩➭➫❵➯✢✃ ➘✸➼❱➮♣➩➭➫❱➺➭➩➱➪❱➩✶✱✛➯ ➧❺➾❺➘✩✒❊➩⑤✲ ➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮➅➫❱➥❊➬r➾♣➩➭➮✫✵✤✖❙✸✘➩➭➮➅➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮➽➥❊➫❥➧➅➸➹➧❺➸➱➥❊➼➨➧❺➩✤▲
➫✞➦❱➮✩➩➭➫✳➾♣➸➭➮♣➥❊➯ ➶ ➘✸➫✞➧✩➫✞➦❱➻➷➸➭➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧✩➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫Ý➪❱➩➽➤❈➺✤✪❱➾✜✛✞➪❱➬r➫❀✒❊➩➭➾✚➩➭➫✳➾♣➸✗✒❊➬r➻➷➩➲➪❱➩✖➺✫✪✛➘✸➻✛✜❲✏✔➘✸➬r➼❱➯r➩✩✖♦❴❹➩
➺✫✪✛➘✸➻✛✜✏➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩➽➩➭➮◗➧✖➘✸➫❱➫✞➦❱➯r➸✬✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧➲➦❱➫ ✲ ➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮❳➾♣➥❊➦❀✒❊➩➭➮✫✵✚➥❊➦✳➧❺➾♣➥❊➬r➮✦✲ ➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮❳➼❱➯r➩➭➦❱➩➭➮✫✵✩➬r➫❥➧❺➩➭➾❄▲
➶✸➘✸➯r➯r➩➭➮❳➪❱➩➅➧❺➩➭➻✛✜❱➮✖➺➭➥✸➾❺➾♣➩➭➮❊✜☛➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧✬✘✂➦❱➫❱➩➷➪❱➸➭➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➮❺➘✸➫❱➺➭➩➷➪❱➩➷➯➴➘✶✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✳➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩➷➪✛➘✸➫❱➮✖➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧
➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸✩✖ ✈ ➫❲✜☞➩➭➦➨➧✚➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘ ➧❺➩➭➾❑❈✞➦❱➩❳➧♠➘✸➫✞➧P❈✞➦❱➩✖➯r➩❳➺✫✪✛➘✸➻✛✜Ý➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩❳➫❐✃ ➩➭➮◗➧❨✜✛➘✸➮ ➺➭➥❊➦❀✜☞➸✩✧☛➯r➘✦✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫
➪❱➩➅➯✢✃ ➸❍➧❍➘❅➧❳➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸➽➫❐✃ ➩➭➮◗➧✿✜✛➘✸➮❳➘❪❢✌➩➭➺➹➧❺➸➭➩✩✖✷❂✭➘✸➾✒➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➩✩✧✌➪❀❏➭➮✓❈✞➦❱➩➅➯✢✃ ➥❊➫✏➘✸➫❱➫❈➦❱➯r➩✴➯r➩➽➺✫✪✛➘✸➻✛✜❍✧❐➘✩✜❱➾❊❏➭➮❳➯r➩❅✜❱➾♣➩✤▲
➻➷➬r➩➭➾①➻❀➘❅❒➨➬r➻➽➦❱➻☎✧➨➯➴➘✬✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➩➹➶❈➬r➩➭➫❥➧✚➮◗➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➫✛➘✸➬r➾♣➩✩✧❈➪❱➥❊➫❱➫✛➘✸➫✞➧ ➯r➬r➩➭➦☎✘➅➦❱➫☎✜❱➯➴➘ ➧❺➩Ô➘✸➦❍✖♦✸✘➩✿✜❱➯➴➘ ➧❺➩Ô➘✸➦
✜☞➩➭➾♣➪❱➦❱➾♣➩◗★◗➦❱➮❊❈✞➦❐✃ ✘✖➺➭➩P❈✞➦❱➩ ➯r➩✧➺✤✪✛➘✸➻✛✜■➾♣➩✗✜❱➾♣➩➭➫❱➫❱➩✚➦❱➫❱➩✧➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾●➫❱➥❊➫■➫❈➦❱➯r➯r➩✩✖✠❴✵➘✓✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➅➾♣➩➭➺➭➥❊➻➷➻➷➩➭➫❱➺➭➩
✘✖➘✸➦❀✒❊➻➷➩➭➫✞➧❺➩➭➾❃➩➭➫❀➩❍❒▼✪❱➬r➼✛➘✸➫❥➧✘➯r➩ ➻✟✞➭➻➷➩ ➺➭➥❊➻✹✜☞➥❊➾◗➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧✰❈✞➦❱➩✩➯r➩➭➮●➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮❃➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✙✚✰➫❱➥❊➾♣➻❀➘✸➦❈❒✁�❪✖
❱❙➯➴➘❤✱✛➫✂➪❱➩❳➯✢✃ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫❍✧✞➯➴➘❅✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❀➮➭✃ ➩➭➮◗➧✩➘✸➺➭➺➭➾♣➦❱➩✩✧❱➺➭➩➭➺➭➬❐➪❐✃ ➘✸➦➨➧♠➘✸➫✞➧✽✜❱➯r➦❱➮❡❈✞➦❱➩❳➯✢✃ ➥❊➫Û➮♣➦❀✜❀✜❱➾❺➬ ➻➷➩✒➪❱➩
✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➮✖➪❱➦ ➺✫✪✛➘✸➻✛✜▲➺➭➥❊➫✞➧❺➾♣➬r➼❱➦✛➘✸➫❥➧✴➪❱➩❀➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩■➪❱➩➭➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➬ ➶❊➩●✘

ae(t)
✖❇❴✵➘☎✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ❏❥➳☎✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➩Û➯➴➘

➮♣➬ ➧❺➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫❧➬r➫❥➶❊➩➭➾♣➮♣➩✩✧✆➥✩★✠➯✢✃ ➥❊➫▲➘✂➮♣➦❀✜❀✜❱➾♣➬r➻➷➸■➯➴➘●✜❱➾♣➩➭➻➷➬✴❏➭➾♣➩■➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❧➺➭➥❊➫❱➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➬ ➶❊➩✶✘✂➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯ ➬ ➧❺➦❱➪❱➩
➪❱➩✿✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸✒➪❱➩❳➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫✂➘✩✜❱➾❊❏➭➮P✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩✿✜✛➘✸➾ ➯➴➘➽➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✖

✸✘➥❊➻➷➻➷➩➅➥❊➫❧➧❺➾❺➘Ô➶✸➘✸➬r➯r➯ ➩➽➩➭➫✠➾♣➸✗✒❊➬r➻➷➩➅➪❱➩■➺✫✪✛➘✸➻✛✜✟✏✔➘✸➬r➼❱➯r➩✩✧✌➯➴➘●✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✳➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩②✘✂➯➴➘②✱✛➫✠➪❱➩
➯✢✃ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫❀➩➭➮◗➧ ➪❱➬r➾♣➩➭➺➹➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧✽✜❱➾♣➥✠✜☞➥❊➾◗➧❺➬r➥❊➫❱➫❱➩➭➯r➯ ➩✒➘✸➦➱➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩➲➪❱➩✒➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫✶✘➽➯➴➘✴➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾✘➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩
➪❱➩❳➯r➘✖➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❍✖❈➵✒➥✸➫❱➺❳➪✛➘✸➫❱➮✧➯r➩➹➮①➪❱➩➭➦❈❒➱➺Ô➘✸➮✧➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➸➭➮✧➬r➺➭➬❦✧✻✜☞➥❊➦❱➾❡❈✞➦❱➩❳➯➴➘❅✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✛✱✛➫✛➘✸➯r➩✩➶ ➘✸➾♣➬r➩✩✧
➬r➯❹➪❱➥❊➬ ➧❑✔Ý➘Ô➶❥➥❊➬r➾ ➾♣➩➭➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫✂➪❱➩➭➮❨✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➹➫❱➺➭➩Ô➮✒➪✛➘✸➫❱➮✩➯r➩➲➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➽➪❱➩✖➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫❍✖③♠●➫✳✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➺➭➦❱➯r➬ ➩➭➾✗✧
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➮♣➬r➥❊➫✓✜☞➥❊➻✛✜☞➩P✲

λ01 = 794, 4
➫❱➻❲✧

τ01 = 110
✏ ➮✗✧

φ
(2)
1 = −490000

✏ ➮ 2 ✵✌➩➭➮◗➧✵➪❱➸➭➺➭➥❊➦❀✜☞➸➭➩❃➧❺➩➭➻✛✜☛➥❊➾♣➩➭➯r➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧➘❪✱✛➫Û➪❐✃ ➘✸➺➭➺➭➾♣➥✩❥r➧❺➾♣➩✩➯➴➘❤✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫Û➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖▼❴❹➩➭➮✘➧❺➾♣➥❊➬r➮✰✒❊➾❺➘✩✜❀✪❱➩➭➮✘➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➩➭➫❥➧ ➾♣➩➭➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧
➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯ ➬ ➧❺➦❱➪❱➩■➪❱➦ ➺✫✪✛➘✸➻✛✜ ➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩➷➪❱➩❀➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫⑥✜☛➥❊➻✛✜☞➩✩✧✵➯➴➘❲✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✠➪❱➩❀➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✖➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸❀➩➭➫
✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫➷➪❱➦➷➧❺➩➭➻✛✜❱➮✯➩➹➧✘➯r➩ ➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✩➪❱➩✚➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫❍✖✮❴✵➘✖➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩✚➫❱➥❊➬r➾♣➩ ➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪➱➘✸➦❈❒■➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮
➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✴➫❱➥❊➫✠➻➷➥❈➪❱➬❋✱✛➸➭➮✗✧❹➯➴➘➱➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➷➾♣➥❊➦❀✒❊➩➷➘✸➦✠➺Ô➘✸➮✖➥✩★✠➯✢✃ ➥❊➫✠➘✂➮❺➦❀✜❀✜❱➾♣➬r➻■➸■➯➴➘☎✜❱➾♣➩➭➻➷➬✴❏➹➾❺➩➅➺➭➥❊➫❥➧❺➾❺➬ ➼❱➦❩▲
➧❺➬r➥❊➫➆➪❱➩➭➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➬ ➶❊➩♣✘

ae(t)
➩➹➧➷➯➴➘✏➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩✂➼❱➯r➩➭➦❦➘✸➦✐➺Ô➘✸➮■➥✩★✐➯✢✃ ➥❊➫✐➘✏➮♣➦❀✜❀✜❱➾♣➬r➻➷➸✂➯r➩➭➮➅➧❺➾♣➥❊➬r➮✬✜❱➾♣➩➭➻➷➬✴❏➭➾♣➩➭➮

➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮✧➪❱➩➭➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➮✗✖
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➮♣➬r➥❊➫✟✜☞➥❊➻✛✜☞➩❲✲ ➬r➪❱➩➭➫❥➧❺➬✴❈✞➦❱➩✛✘➱➺➭➩➭➯r➯r➩➅➪❱➩■➯➴➘②✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ❏ ❋❝✵✩➩➭➮◗➧✴➪❱➸➭➺➭➥❊➦❀✜☛➸➭➩➷➧❺➩➭➻✛✜☛➥❊➾♣➩➭➯r➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧➲➘❪✱✛➫✠➪❱➩■➪❱➬ ▲
➻➷➬r➫✞➦❱➩➭➾✯➯➴➘✿✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❀➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖❩❴✵➘✴➺➹➥❊➦❱➾♣➼☞➩✩➫❱➥❊➬r➾♣➩✚➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✂➘✸➦❈❒➷➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮❃➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮
➫❱➥❊➫❧➻➷➥✞➪❱➬❋✱✛➸➭➮✗✧✌➯➴➘Û➺➭➥❊➦❱➾♣➼☛➩■➩➭➫✟✜☞➥❊➬ ➫✞➧❺➬r➯ ➯ ➩➹➧❺➮❳➘ ➦❧➺Ô➘✸➮❳➥✩★❧➯✢✃ ➥✸➫❧➘Û➮♣➦❀✜❀✜❱➾❺➬ ➻➷➸➅➯➴➘②✜❱➾♣➩➭➻➷➬✴❏➭➾♣➩➽➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫
➺➭➥❊➫❱➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➬ ➶❊➩❅✘

ae(t)
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➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❍✖✻✸✩✃ ➩➭➮◗➧✧➩■❢✌➩➭➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧①➺➭➩❨❈✞➦❱➩✩➯✢✃ ➥❊➫❀➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➩✒➮♣➦❱➾✯➯r➩➭➮✯➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➭➮①➪❱➩➭➮✰✱③✒❊➦❱➾♣➩➭➮ ❊❪❊ ✖ ❏ ❋✩➩➹➧ ❊❭❊ ✖ ❏❥➳❩✖
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R =
[Pe(+∞)]theo

[Pe(+∞)]exp
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Rt =
[WD

WI

]

theo

,
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Re =
[WD

WI

]

exp
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CTEDN = CTED × R × Rt

Re
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➩➭➫➱➧♠➘✸➫✞➧✽❈✞➦❱➩➲➻➷➥❈➪❱➦❱➯➴➘ ➧❺➩➭➦❱➾✘➪❐✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✩➮♣➩➭➦❱➯r➩➭➻➷➩➭➫✞➧❜✧❱➯➴➘❅✜❀✪✛➘✸➮♣➩✿❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩❳➸➹➧♠➘✸➫✞➧ ➬r➫❥➧❺➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧❺➩❨✜✛➘✸➾
➯✢✃ ➸➹➧❺➬r➾♣➩➭➦❱➾✧➩➹➫✈➪❱➥❊➦❱➼❱➯r➩✓✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩✩✖

q✚➥✸➧❺➥❊➫❱➮❳➘✸➦❱➮♣➮♣➬◗❈✞➦❱➩➅➯r➩❅✏✔➘✸➬ ➧✩➪❱➩➅➪❱➸➭➺➹➥❊➦❀✜☞➩➭➾❳➪❱➩➅➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩➽➘✸➼❱➾♣➦❀✜➨➧❺➩➽➯r➩✴➺✤✪✛➘✸➻✛✜✳➪✛➘✸➫❱➮❳➯r➩✴➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩
➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯✵➘✛✜☛➥❊➦❱➾✚➩■❢✌➩➹➧✩➪❱➩✖➺➭➾♣➸➭➩➭➾✚➪❱➩➭➮❨✜❱➬r➺➭➮✚➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪✛➘✸➬r➾♣➩➭➮✚➪✛➘✸➫❱➮✚➯r➩➲➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✴➩➭➫✈➪❱➩✗✪❱➥❊➾♣➮✩➪❱➩✖➯➴➘✬✏ ➩➭➫ ✞➹➧❺➾♣➩
➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➭➩✂➮♣➦❱➾✴➯➴➘☎✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ❏ ❋✠✖✭➤❈➬✯➥❊➫ ➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❀❏➭➾♣➩❀➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩■➪❱➦❵➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩➱➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩ Ẽ(ω)

✧✆➯➴➘
✪✛➘✸➦➨➧❺➩➭➦❱➾❃➪❱➩✧➺➭➩➭➮✰✜❱➬r➺➹➮❃➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪✛➘✸➬r➾♣➩➭➮✗✧❊➧✢✔❩✜❱➬✴❈✞➦❱➩➭➮❃➪❐✃ ➦❱➫➷➮♣➬r➫✞➦❱➮❃➺Ô➘✸➾♣➪❱➬r➫✛➘✸➯❦✧ ➩➭➮◗➧✯➪❐✃ ➩➭➫❥➶❈➬r➾♣➥❊➫Û➳ �❨➪❱➩ ➯➴➘✩➶ ➘✸➯r➩➭➦❱➾
➻❀➘❅❒➨➬r➻❀➘✸➯ ➩✩✖✷✸✘➩➹➧✖➩■❢✌➩➹➧✖➸➹➧♠➘✸➫❥➧➲➪❱➬ ✕➷➺➭➬r➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧❳➾♣➩✗✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➺➹➧❺➬r➼❱➯r➩➅➩❍❒▼✜☞➸➹➾❺➬ ➻➷➩➭➫✞➧♠➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✧❐➫❱➥❊➦❱➮➲➫❱➩➅➯✢✃ ➘ï➶❊➥❊➫❱➮
✜✛➘✸➮❅✜❱➾♣➬r➮✴➩➭➫❵➺➭➥❊➻✹✜➨➧♠➩❪✖◆❴❹➩②✏✔➘✸➬ ➧✖➪❐✃ ➸➭➯r➬r➻➷➬ ➫❱➩➭➾✖➺➭➩➭➮✬✜❱➬r➺➭➮✴➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪✛➘✸➬r➾♣➩➭➮➽➺➭➥❊➫❱➪❱➦❱➬ ➧➽➘✸➯r➥❊➾♣➮❅✘✈➦❱➫❵➯r➬ ➮❺➮❺➘✩✒✸➩❀➪❱➦
➪❱➸➭➺➭➥❊➦❀✜✛➘✩✒❊➩➽➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯✘❮❐➯✢✃ ➘✸➫❱➫✞➦❱➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫✳➪❱➦✏➺✤✪✛➘✸➻✛✜✏➮♣➩✬✏✔➘✸➬ ➧✒➮♣➦❱➾❳➦❱➫❧➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶✸➘✸➯r➯ ➩✴➪❱➩➽➧❺➩➭➻✛✜❱➮❳➪❱➩➅➯✢✃ ➥✸➾❺➪❱➾♣➩
➪❱➩➲➯➴➘➽➪❱➦❱➾♣➸➭➩✖➪❱➩➲➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫➱➯r➬r➻■➬ ➧♣➸➭➩✓✜✛➘✸➾①➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩❳➪❱➩✛❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✗✖
✕✩✕✁�☎✄✆�☎✄✆�✁� ✚✢✽❅✭ ✚❱❇✵✴✩❆ ✴✶✭❳✸✻✺✼✯✾✽❀✿❁✬✮❂❃✸❅❄✲✴✩❆ ✚✼✺

❴✵➘✐➺➭➥❊➦❱➾♣➼☛➩▲➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫✞➧♠➘✸➯r➩❧➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➭➩ ➩➭➫➞➾♣➥❊➦❀✒❊➩❧➮♣➦❱➾✈➯➴➘❬✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ❏▲❏✸➼➞➺➭➥✸➾❺➾♣➩➭➮❊✜☛➥❊➫❱➪✬➘✸➦
➺Ô➘✸➮✂➥✩★↔➯✢✃ ➥❊➫❜➮♣➦❀✜❀✜❱➾♣➬r➻➷➩❧➯r➘❧✜❱➾♣➩➭➻➷➬✴❏➭➾♣➩✏➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❜➪❱➩➭➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➬ ➶❥➩⑥✘➆➯✢✃ ➘✸➻✹✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✳➪❱➩✟✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧♣➸
ae(t)

✖❃➵✒➘✸➫❱➮➷➺➭➩➹➧♣➧❺➩Ý➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩
λ01 = 794, 4

➫❱➻❲✧
∆λp1 = 8, 4

➫❱➻❲✧
φ

(2)
1 = −490000

✏ ➮ 2 ➮♣➥❊➬ ➧
τp1 = 12,4

✜❱➮❜✖✘➤❈➥❊➫✞➧Û➘✸➦❱➮♣➮♣➬✩➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➭➮➱➮❺➦❱➾❀➺➭➩➹➧♣➧❺➩❲✱③✒❊➦❱➾♣➩✈➯r➩Ý➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✈➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩✈➬r➪❱➸Ô➘✸➯❅✲ ➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩
➫❱➥❊➬r➾♣➩✏➪❱➩❧➯➴➘✍✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❪❊ ✖ ❏▲❏❊➘✮✵❀➩➹➧Ý➯r➩✏➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩✠➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮♣➸✏➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫✞➧♠➘✸➯r➩➹➻➷➩➭➫✞➧⑥✲ ➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩❧➾♣➥❊➦❀✒❊➩✕✵✤✖✽❂✄➥❊➦❱➾
➥❊➼➨➧❺➩➭➫❱➬r➾✖➺➭➩❀➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✩✧✄➫❱➥❊➦❱➮➽➘ï➶❊➥❊➫❱➮❅✜❱➾♣➥❈➺➭➸➭➪❱➸❀➪❱➩Û➯➴➘✂➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩■➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧❺➩✈❮✆➪✛➘✸➫❱➮✴➦❱➫❬✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾➲➧❺➩➭➻✛✜❱➮✗✧
➫❱➥❊➦❱➮➲➘Ô➶❥➥❊➫❱➮➲➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➸✴➪❱➬r➾♣➩➭➺➹➧❺➩➭➻➷➩➭➫✞➧➲➘✸➦✏➻❀➘✸➮❊❈✞➦❱➩➅➦❱➫❱➩➽➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➻➷➬ ➧♣➧♠➘✸➫❱➺➭➩➽➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧✖➘✸➦❧➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩
➬r➪❱➸Ô➘✸➯①➪❱➩➱➯➴➘♣✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❪❊ ✖ ❏▲❏✸➼❍✖✙❂●➦❱➬r➮✦✜☞➥❊➦❱➾➽➧❺➩➭➫❱➬r➾➽➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩➱➪❱➩✂➯➴➘♣✏ ➥❊➾♣➻➷➩Û➪❱➦✐➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩Ý➪❱➩➭➮■➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮
➬r➮♣➮♣➦❱➩➭➮■➪❱➩➱➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯ ➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾✴➾♣➸✗✒❊➸➭➫❱➸➭➾❺➘ ➧❺➬❋✏❄✧✄➫❱➥❊➦❱➮➷➘Ô➶❊➥❊➫❱➮■➘❪★◗➦❱➮◗➧❺➸☎✘✳➯➴➘✈➻❀➘✸➬r➫ ➯➴➘✈➧❺➩➭➫❱➮♣➬r➥✸➫✐➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➸➭➩●✘
➺✫✪✛➘✩❈✞➦❱➩❤✜❱➬ ❒➨➩➭➯✵➘❪✱✛➫✂➪❱➩✖➾♣➩✗✜❱➾♣➥✞➪❱➦❱➬r➾♣➩✖➘✸➦✂➻➷➬r➩➭➦❈❒➱➯r➩➭➮✽✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜✛➘✸➯r➩➭➮✧➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➦❱➾♣➩➭➮✚➪❱➦Ý➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩✖➬r➪❱➸Ô➘✸➯❦✖

❴❹➩➭➮❳➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮✩➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮➲➥❊➼➨➧❺➩➭➫❈➦❱➮❳➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧❳➮♣➥❊➫❥➧➲➾♣➩✗✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧❺➮✑✜✛➘✸➾❳➦❱➫❱➩➅➾♣➸➭➮♣➥❪▲
➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫▲➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩✟✲ ➺■✏❄✖◆✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ❏▲❏✸➼❵➧❺➾❺➘✸➬ ➧❺➮✴➫❱➥❊➬r➾♣➮✫✵✖➩❍❒❱➘✸➺➹➧❺➩➱➪❱➩➱➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫ ➪❱➩Ý➤❈➺✫✪❱➾✜✛❈➪❱➬r➫❀✒❊➩➭➾➽➪✛➘✸➫❱➮
➯✢✃ ➘✩✜❀✜❱➾♣➥Ô❒➨➬r➻❀➘ ➧❺➬ ➥❊➫⑤❈✞➦✛➘✸➮♣➬ ▲✰➾♣➸➭➮♣➥❊➫❱➫✛➘ ➫✞➧❺➩■➩➭➫✠➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮❺➘✸➫✞➧✓✜☛➥❊➦❱➾➲➺✫✪✛➘✸➻✛✜✠➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩

E1(t)
✧❐➯r➩■➺✫✪✛➘✸➻✛✜❧➥❊➼❩▲

➧❺➩➭➫✞➦♣✜✛➘✸➾①➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻❀➘ ➧❺➬r➥✸➫➱➪❱➩✛❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾①➬r➫✞➶❊➩➭➾♣➮♣➩➲➪❱➦Ý➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✖➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩❳➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧✖❮

Ẽ1(ω) =
√[

Ẽ1(ω)
]
exp

e−iφ1(ω),
✲ ❊❭❊ ✖▼❜❁❑✻✵

➥✩★ [
Ẽ1(ω)

]
exp

➩➭➮◗➧➷➯r➩Û➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩Ý➩♠❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯①➩➹➧
φ1(ω) = 1

2
φ

(2)
1 (ω − ω01)

2
✧
φ

(2)
1

➸➹➧♠➘✸➫❥➧■➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦
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➶ ➘✸➫✞➧❺➩■❮

|ψ(t)〉 = T exp

[
− i

h̄

∫ t

t0

dt′H(t′)

]
|ψ(t0)〉 ,

✲ ❊❭❊ ✖▼❜▲❍✠✵

➥✩★ |ψ(t)〉 ➩➭➮◗➧✖➯r➩✴➶❊➩➭➺➹➧❺➩➭➦❱➾✖➪❐✃ ➸➹➧♠➘ ➧➲➪❱➦✠➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩✛✘➱➯✢✃ ➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧ t
✧
H(t)

➮♣➥❊➫⑥✪✛➘✸➻➷➬r➯ ➧❺➥❊➫❱➬ ➩➭➫✏➪❱➸■✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧
➪❱➦➷➧❺➩➭➻✛✜❱➮✗✧ |ψ(t0)〉

➯r➩✧➶❊➩➭➺➹➧❺➩➭➦❱➾✘➪❐✃ ➸➹➧♠➘ ➧❡✘✖➯✢✃ ➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧✯➬r➫❱➬ ➧❺➬r➘✸➯
t0
➩➹➧ T ➯✢✃ ➥✠✜☛➸➭➾❺➘ ➧❺➩➭➦❱➾✯➪❐✃ ➥❊➾♣➪❱➥❊➫❱➫✛➘✸➫❱➺➭➩➭➻➷➩➭➫❥➧

➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯r✖✺❂✆➥❊➦❱➾Û➦❱➫ ➬r➫✞➧❺➩➭➾◗➶ ➘✸➯r➯r➩Ý➪❱➩Ý➧❺➩➭➻✛✜❱➮
∆t = t − t0

➮♣➦✖✕➷➮❺➘✸➻➷➻➷➩➭➫❥➧●✜☞➩➹➧❺➬ ➧❀➪❱➩➹➶✸➘✸➫❥➧➱➯✢✃ ➸➭➺✤✪❱➩➭➯r➯r➩
➪❱➩✈➧❺➩➭➻✛✜❱➮Û➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮◗➧❺➬✴❈✞➦❱➩✳➪❱➩➭➮Û➶ ➘✸➾♣➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮❀➪❱➩

H(t)
✧✘➺➭➩✏➪❱➩➭➾♣➫❱➬r➩➭➾②✜☞➩➭➦➨➧ ✞❍➧♠➾♣➩✳➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➸✳➺➭➥❊➻➷➻➷➩

➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧❜✧✛➩➹➧✚➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫ ❊❪❊ ✖▼❜▲❍➅➮♣➩➲➾♣➸➭➪❱➦❱➬ ➧❑✘✂❮

|ψ(t0 + ∆t)〉 = exp
[
− i

h̄
∆tH(t0)

]
|ψ(t0)〉 .

✲ ❊❭❊ ✖▼❜❖◆✮✵
✈ ➫▲➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯ ➩❀➘✸➯r➥✸➾❺➮❳➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✖➪❱➦▲➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩✶✘Ý➯✢✃ ➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧

t = t0 + n∆t
➩➭➫▲➬ ➧❺➸➭➾❺➘✸➫❥➧

n
✏ ➥❊➬r➮➲➯✢✃ ➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫

❊❭❊ ✖▼❜❖◆✔✠ ❋ï➚ ❋☞☛❦✖✄➵✒➘✸➫❱➮➽➫❱➥✸➧❺➾♣➩❀➺Ô➘✸➮✗✧
∆t
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❊❭❊ ✖▼❜❁❑❀✧❹➩➹➧➲➶✸➘✸➦➨➧
∆t = 2π/N∆ω

✧✵➘ï➶❊➩➭➺
∆ω
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Ẽ1(ω)
➩➹➧

N
➯r➩✖➫❱➥❊➻➅➼❱➾♣➩✖➪❱➩❅✜☞➥❊➬r➫❥➧❺➮✚➪❐✃ ➸➭➺✫✪✛➘✸➫✞➧❺➬r➯r➯r➥❊➫❱➫✛➘✩✒❊➩✩✖③❱❑✱✛➫✳➪❐✃ ➘Ô➶❊➥❊➬r➾

➦❱➫❀➫❱➥❊➻➽➼❱➾♣➩ ➪❱➩❑✜☞➥❊➬ ➫✞➧❺➮❃➮♣➦✖✕➷➮❺➘✸➫❥➧❡✜☛➥❊➦❱➾✯➼❱➬r➩➭➫➷➸➭➺✫✪✛➘✸➫❥➧❺➬r➯r➯r➥❊➫❱➫❱➩➭➾●➯r➩ ➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✚➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯❦✧❥➫❱➥❊➦❱➮✘➘Ô➶❊➥❊➫❱➮
➬r➫❥➧❺➩➭➾❊✜☞➥❊➯r➸✒➺➭➩✖➪❱➩➭➾♣➫❱➬r➩➭➾✗✖

✸✘➥❊➻➷➻➷➩➽➥❊➫✟✜☞➩➭➦➨➧➲➯r➩➽➶❊➥❊➬r➾✒➮♣➦❱➾➲➯➴➘②✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ❏▲❏✟✲✔➼♦✵✚➯✢✃ ➘✸➺➭➺➭➥❊➾♣➪❧➩➭➫❥➧❺➾♣➩■➯r➩➭➮❳➺➭➥❊➦❱➾♣➼☛➩➭➮➲➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❩▲
➧♠➘✸➯r➩➭➮✧➩➹➧ ➯r➩➭➮✧➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮ ➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➩➭➮✩➘Ô➶❊➩➭➺➲➫❱➥✸➧❺➾♣➩➲➘✩✜❀✜❱➾♣➥❈➺✫✪❱➩❳➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩❳➩➭➮◗➧✚➩❍❒➨➺➭➩➭➯r➯r➩➭➫❥➧❜✖♦❴❹➩❳➺➭➥❊➫❥➧❺➾❺➘✸➮◗➧❺➩➲➪❱➩➭➮
➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥✸➫❱➮①➩➹➧✚➯➴➘❅✏ ➥❊➾♣➻➷➩❳➪❱➦☎✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩✿✜✛➘✸➾ ➯➴➘➽➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩➲➮♣➥❊➫✞➧P✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➺➭➦❱➯r➬✴❏➭➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✧➼❱➬r➩➭➫✂➾♣➩✗✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧❺➮✗✖
❱❙➯✢✃ ➘ ➬r➪❱➩✚➪❱➩✒➮♣➬r➻➅➦❱➯➴➘❅➧❺➬ ➥❊➫❱➮✯➮♣➦❀✜❀✜❱➯r➸➭➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➬r➾♣➩➭➮✗✧➨➥❊➫✶✜☞➩➭➦➨➧✧➩❍❒▼✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➩➭➾✘➯r➩➭➮✺✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜✛➘✸➯r➩➭➮✯➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮✧➩➭➫❥➧❺➾♣➩
➯r➩➭➮➲➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮✖➘ ➧♣➧❺➩➭➫❱➪❱➦❱➮✶✲✮❝✄➬✴✒❀✖ ❊❭❊ ✖ ❏ ❋❝✵✒➩➹➧✖➯r➩➭➮➲➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮➲➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➮✶✲✮❝✄➬✴✒❀✖ ❊❭❊ ✖ ❏▲❏✮✵✤✖❇✸✘➥❊➻➷➻➷➩➅➥❊➫✠➮➭✃ ✔✠➘ ➧❯▲
➧❺➩➭➫❱➪✛➘✸➬ ➧①➯r➩➭➮①➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➦❱➾♣➩➭➮✧➯r➩➭➮✺✜❱➯r➦❱➮✺✱✛➫❱➩➭➮①➪❱➦➱➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✒➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩✒➥❊➫❥➧①➸➹➧❺➸❳➸➭➯r➬ ➻➷➬ ➫❱➸➭➩➭➮✺✜✛➘✸➾①➯➴➘✖➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫
➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩✚➯r➬r➻➷➬ ➧❺➸➭➩ ➪❱➦➱➤▼❴ ✎ ✖▼♠●➫②✏✔➘✸➬ ➧❜✧❥➺➭➩➭➮✺✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➮✙✏ ➥❊➾◗➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧✘➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➫✞➧❺➩➭➮❃➮♣➥❊➫❥➧①➪❱➦❱➩➭➮①➘✸➦❈❒➷➺➭➥❊➦❀✜❱➦❱➾♣➩➭➮
➘✸➼❱➾♣➦❀✜➨➧❺➩➭➮✚➩■❢✌➩➭➺➹➧❺➦❱➸➭➩➭➮✩➪✛➘✸➫❱➮✚➯r➩✓✜❱➾♣➥✩✱✛➯❹➧❺➩➭➻✛✜☛➥❊➾♣➩➭➯❹➪❱➩✖➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫●✜☞➥❊➻✛✜☞➩✩✧✛➩➹➧✚➫❐✃ ➥❊➫❥➧❑✜✛➘✸➮✚➦❱➫❱➩❤✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➩
➬r➻✛✜☞➥❊➾◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩✴➪❱➦⑤✜☞➥❊➬r➫❥➧❳➪❱➩✴➶❈➦❱➩➅➪❱➩➅➯➴➘②✜❀✪✮✔❈➮♣➬✴❈✞➦❱➩■➪❱➦✏➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩✩✖❇✸✘➥❊➻✛✜➨➧❺➩➭➫❥➧➲➘ï➶ ➘✸➫✞➧✒➧❺➥❊➦➨➧❳➯➴➘②✜☛➥❊➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫
➩➹➧ ➯➴➘✴➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾①➪❱➩➭➮ ➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯r➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮✘➯r➩➭➮✽✜❱➯r➦❱➮①➯r➩➭➫✞➧❺➩➭➮✗✧❱➺➭➥❊➻➷➻➷➩✩➯r➩✒➺➭➥❊➫▼✱✛➾♣➻➷➩❳➯r➩✒➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧✧➪❱➩❳➯➴➘➽➮♣➬r➻➽➦❱➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫
✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➭➩❤✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ❏❖❑❀✖

�✂✁☎✄✝✆✻❊❭❊ ✖ ❏❖❑ ✎❅♠◗❢✌➩➹➧✯➪❱➦■➯r➬r➮♣➮❺➘✩✒❊➩①➪❱➩✧➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✘➪❱➦➷➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩❑✜✛➘✸➾✭➯r➩✚➤▼❴ ✎ ✖✻✸✘➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮❃➼❱➯r➩➭➦❱➩➭➮ ❮❊➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩
➩➹➧ ➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮①➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✚➬r➪❱➸Ô➘✸➦❈❒✯✖♦✸✘➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮ ➾♣➥❊➦❀✒❊➩➭➮➲❮❱➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✖➯ ➬r➮♣➮❺➸✹✲ ➮♣➦❱➾ ❞❊➚✦✜☛➥❊➬r➫✞➧❺➮✫✵✯➩➹➧✚➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✌➪❱➩
✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩➽➘✸➮♣➮♣➥❈➺➭➬r➸✩✖

❂✆➥❊➦❱➾➷➯➴➘❧➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮♣➩➭➾✗✧●➫❱➥❊➦❱➮❀➘Ô➶❊➥❊➫❱➮❀➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦✐➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫✐➪❱➩✳➤❈➺✫✪❱➾✜✛❈➪❱➬r➫❀✒❊➩➭➾➷➺➭➥✸➻➷➻➷➩✂➺➭➬ ▲✰➪❱➩➭➮♣➮♣➦❱➮✗✧✯➻❀➘✸➬r➮➅➩➭➫
➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮❺➘✸➫✞➧✚➺➭➩➹➧♣➧❺➩❤✏ ➥❊➬r➮✚➺➭➥❊➻➷➻➷➩✖➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩➲➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩✩✧☞➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯ ➬ ➧❺➦❱➪❱➩✖➯r➬ ➮❺➮♣➸➭➩✖➪❱➦✳➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✴➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩✩✧☞➩➹➧
➺➭➥❊➻➷➻➷➩✬✜❀✪✛➘✸➮♣➩■➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩✩✧❹➯r➘✶✜❀✪✛➘✸➮♣➩➅➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩■➩❍❒❱➘✸➺➹➧❺➩♣✲ ✜❀✪✛➘✸➮♣➩✹❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✁�✷➧❺➩➭➾♣➻➷➩➅➾♣➸➭➮♣➬r➪❱➦❱➩➭➯ ✵✤✖
❴❹➩■➯r➬r➮♣➮❺➘✩✒❊➩➽➩➭➮◗➧✴➩✤❢✌➩➭➺➹➧❺➦❱➸➷➩➭➫✠➻➷➥❝✔❊➩➭➫❱➫✛➘✸➫❥➧✖➺✫✪✛➘✩❈✞➦❱➩✛✜☞➥❊➬r➫❥➧➲➪❱➦❧➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩■➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩■➮♣➦❱➾➲➯r➩➭➮ ❞❊➚●✜☞➥❊➬r➫❥➧❺➮



■❥➳ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✗✑ ✑✌✍ ✝ ✓✔✤✞✟☛✡✁� ✦ ☞ ✝ ☞ ✟☛✡✜✂✧✤ ✏✕✝✠✟✒✓✔✝✑✡✜☞✜✏ ✁ ✓✔�✞✚✜✡✌☞✜✤✞✟☛✏

➘✸➪❪★♣➘✸➺➭➩➭➫❥➧❺➮✗✖ ❊ ➯✯➘☎✜☞➥❊➦❱➾❤✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜✛➘✸➯✭➩■❢✌➩➹➧➽➪❐✃ ➘ ➯ ➧❺➸➭➾♣➩➭➾➲➧❺➾❊❏➭➮✖➯r➸✗✒✠❏➭➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✴➯r➩✹✜❱➯➴➘ ➧❺➩Ô➘✸➦⑥✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧➽➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❱➩➷➯r➩
➺✫✪✛➘✸➻✛✜▲➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩➷➩➭➮◗➧➽➫✞➦❱➯✯➩➹➧✴➪❱➩❀➪❱➬r➻■➬r➫✞➦❱➩➭➾➲➯➴➘☎✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫⑤✱✛➫✛➘✸➯r➩✩✧✵➺➭➥❊➻➷➻■➩➷➥❊➫✍✜☛➩➭➦➨➧➽➯r➩➅➶❥➥❊➬r➾➲➮♣➦❱➾
➯➴➘●✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ❏❖❑❀✖❇♠●➫✍✏✔➘✸➬ ➧❜✧❹➯r➩➭➮❤✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜✛➘✸➯r➩➭➮➲➪❱➬❋❢✌➸➹➾❺➩➹➫❱➺➭➩➭➮➽➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➸➭➩➭➮➅➩➭➫❥➧❺➾♣➩❀➯r➩➭➮✖➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮➲➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮
➩➹➧■➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➦❈❒❧✜❱➾♣➥ï➶❈➬r➩➭➫❱➫❱➩➭➫✞➧■➪❱➦❵➧❺➩➭➾♣➻➷➩➱➪❱➩●✜❀✪✛➘✸➮♣➩✂➾♣➸➭➮♣➬r➪❱➦❱➩➭➯❡❈✞➦❱➩✂➫❱➥❊➦❱➮➅➫❐✃ ➘ï➶❊➥❊➫❱➮✹✜✛➘ ➮✹✜❱➾♣➬r➮➽➩➭➫
➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩✩✧❱➺➭➥❊➻➷➻➷➩❳➥❊➫☎✜☞➩➭➦➨➧✚➯r➩✒➶❊➥❊➬r➾✧➮♣➦❱➾ ➯➴➘✬✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ❏✻❍❩✖

�✂✁☎✄✝✆❖❊❭❊ ✖ ❏✻❍ ✎❤♠◗❢✌➩➹➧●➪❱➩①➯➴➘❑✜❀✪✛➘✸➮♣➩①➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩①➮♣➦❱➾✭➯✢✃ ➘✸➯r➯ ➦❱➾♣➩❃➪❱➩➭➮✭➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮✆➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✗✖✻✸✘➥❊➦❱➾♣➼☞➩①➫❱➥❊➬r➾♣➩✩❮
➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮ ➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➮✒➻➷➬r➮ ➩➭➫✳✏ ➥❊➾♣➻➷➩✖➬r➪❱➸Ô➘ ➦❈❒✯✖❍✸✘➥❊➦❱➾♣➼☞➩➽➾♣➥❊➦❀✒❊➩➷❮☛➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮✚➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✒➥❊➼➨➧❺➩➭➫❈➦❱➮
➘Ô➶❊➩➭➺✏➦❱➫❪➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩❧➪❱➩✳➻✟✞➭➻➷➩✳➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧♣➦❱➪❱➩♣❈✞➦❱➩✏➯r➩✈➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩❧➪❱➥✸➫❱➫✛➘✸➫✞➧➱➯➴➘▲➺➭➥❊➦❱➾♣➼☛➩✏➫❱➥❊➬r➾♣➩❧✲ ➺■✏❄✖✰✱③✒❊➦❱➾♣➩
❊❭❊ ✖ ❏ ❋❝✵✤✧●➻❀➘✸➬r➮➽➪❱➩❲✜❀✪✛➘✸➮♣➩❲✜❱➦❱➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧②❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖✰✸✘➥❊➦❱➾♣➼☞➩Ý➩➭➫ ✜☞➥❊➬r➫❥➧❺➬r➯r➯ ➸✳❮●➩■❢✌➩➹➧❺➮➷➺➭➦❱➻➅➦❱➯r➸➭➮■➪❐✃ ➦❱➫❱➩
✜❀✪✛➘✸➮♣➩✿❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩➲➩➹➧✚➪❐✃ ➦❱➫Ý➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✖➯r➬r➮♣➮♣➸✛✲ ➯r➬r➮♣➮❺➘✩✒❊➩✒➮♣➦❱➾ ❞❊➚✦✜☞➥❊➬r➫❥➧❺➮✧➺➭➥❊➻➷➻➷➩✓✜☞➥❊➦❱➾✧➯➴➘✬✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❪❊ ✖ ❏❖❑✻✵✤✖

q✚➥❊➦❱➮❳➘ï➶❊➥❊➫❱➮✒➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➸➭➮➲➮♣➦❱➾✒➺➭➩➹➧♣➧❺➩✬✱③✒❊➦❱➾♣➩➽➯r➩➭➮✩➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮✚➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➮❳➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➮✓✜☞➥❊➦❱➾✚➧❺➾❺➥✸➬r➮
➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➭➮❀➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✂❮❃➯➴➘✏➺➭➥❊➦❱➾♣➼☛➩Ý➫❱➥❊➬r➾♣➩✂➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☛➥❊➫❱➪❜➘✸➦❈❒❵➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮➅➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮❀➻➷➬r➮➅➩➭➫ ✏ ➥❊➾♣➻➷➩
➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➮✩➪✛➘✸➫❱➮✩➯r➩✖➺Ô➘✸➮✚➬r➪❱➸Ô➘✸➯❦✧✛➺✸✃ ➩➭➮◗➧✓✘➷➪❱➬r➾♣➩✴➘Ô➶❊➩➭➺➽➯r➩➲➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➽➪❱➩✖➯➴➘✦✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❪❊ ✖ ❏❅❋☎✲ ➯➴➘✦✜❀✪✛➘✸➮♣➩➽➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩
➩➭➮◗➧✯➘✸➯r➥❊➾♣➮✭➯r➘✒➮♣➥❊➻➷➻➷➩✘➪❐✃ ➦❱➫❱➩P✜❀✪✛➘✸➮♣➩✽✜❱➦❱➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✙❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✧➩➹➧❃➪❐✃ ➦❱➫❱➩✽✜❀✪✛➘✸➮♣➩ ➾♣➸➭➮♣➬r➪❱➦❱➩➭➯r➯ ➩✕✵✤✖✠❴✵➘✒➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩
➾♣➥❊➦❀✒❊➩➷➘➱➸➹➧❺➸➷➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➩❀➘Ô➶❥➩➭➺➷➦❱➫✠➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➷➪❐✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩➽➬r➪❱➩➭➫✞➧❺➬✴❈✞➦❱➩✹✘✂➺➭➩➭➯r➯r➩➅➪❱➦✠➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩❀➬r➪❱➸Ô➘ ➯❦✧❐➻❀➘✸➬r➮
➘Ô➶❊➩➭➺➷➦❱➫❱➩✹✜❀✪✛➘✸➮♣➩➷➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩✹✜❱➦❱➾♣➩➭➻➷➩➭➫✞➧❤❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖✷♠●➫▼✱✛➫❍✧✵➯➴➘Û➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩■➩➭➫✍✜☛➥❊➬r➫✞➧❺➬r➯ ➯ ➸➽➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪
➘✸➦❈❒➲➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮❹➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✄➥❊➼➨➧❺➩➭➫❈➦❱➮✄➘Ô➶❥➩➭➺✯➦❱➫✴➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✘➪❐✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩❃➯ ➬r➮♣➮❺➸➹➩✰✜✛➘✸➾✵➾❺➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧✄➘✸➦✖➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩
➬r➪❱➸Ô➘✸➯❦✧✛➩➹➧✒➦❱➫❱➩❅✜❀✪✛➘✸➮♣➩❅✜❱➦❱➾♣➩➭➻➷➩➭➫✞➧✑❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖ ✈ ➫Ý➶❊➥❊➬ ➧❨❈✞➦❱➩➽➯r➩✖➮♣➬r➻✛✜❱➯r➩✓✏✔➘✸➬ ➧✚➪❱➩✴➫❱➸✗✒❊➯r➬✴✒❊➩➭➾ ➯r➩➲➧❺➩➭➾♣➻➷➩
➪❱➩✿✜❀✪✛➘✸➮♣➩✖➾♣➸➭➮♣➬r➪❱➦❱➩➭➯r➯r➩✒➺➭➥❊➫❱➪❱➦❱➬ ➧❨✘➅➯➴➘➅➪❱➬r➮❊✜✛➘✸➾♣➬ ➧❺➬ ➥❊➫➱➪❱➦❲✜❱➯➴➘ ➧❺➩Ô➘✸➦✂➩➹➧❨✘➅➯➴➘➅➻➷➥❈➪❱➬❋✱✛➺Ô➘ ➧❺➬ ➥❊➫➱➪❱➩➲➯➴➘✦✜☛➩➭➫✞➧❺➩➲➪❱➦
✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩✓✜✛➘✸➾✧➯➴➘✴➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✖♦❴❹➩❳➯r➬r➮♣➮❺➘✩✒❊➩✩➪❱➦✂➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✩✧✛➺➭➥❊➻➽➼❱➬r➫❱➸❳➘ï➶❊➩➭➺❳➦❱➫❱➩✿✜❀✪✛➘✸➮♣➩❳➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩✓❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘❝▲
➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✧✛➺➭➥✸➫❱➪❱➦❱➬ ➧✚➮♣➬r➻✛✜❱➯r➩➭➻■➩➭➫✞➧P✘➅➦❱➫❱➩➲➯r➸✗✒✠❏➭➾♣➩➲➪❱➬r➻➷➬ ➫❈➦➨➧❺➬ ➥❊➫➱➪❱➦➱➧❺➾♠➘ ➫❱➮❊✏ ➩➹➾♣➧ ➪❱➩✿✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❍✧➨➺➭➥❊➫▼✱✛➾♣➻❀➘✸➫❥➧



✑ ✑✌✍ � ✝ ✓ ✤✥✟☛✡ �✔✦ ☞ ✝ ☞✜✏ ✟☛✡✜✂✧✤ ✏✕✝✠✟✒✓✔✝✑✡✌☞✜✏ ✁ ✓✔�✞✚✜✡✌☞✜✤✞✟☛✏ ■▲❏

�✂✁☎✄✝✆❯❊❪❊ ✖ ❏▲◆ ✎⑤✸✺✪✛➘✸➻✛✜❧➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩■➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➸➅➩➹➫⑥✜❱➾♣➩➭➫✛➘✸➫✞➧✖➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯ ➬ ➧❺➦❱➪❱➩➽➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩■➪❱➩■➯➴➘②✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ❏▲❏
✲✔➘✮✵❳➩➹➧✴➦❱➫❱➩②✜❀✪✛➘✸➮♣➩✛✜❱➦❱➾♣➩➭➻➷➩➭➫✞➧❅❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖❇❴✵➘❲✜❀✪✛➘✸➮♣➩

Φ(t)
➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪❧✘Ý➯➴➘●✜❀✪✛➘✸➮♣➩❀➪❱➦ ➺✫✪✛➘✸➻✛✜

➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩❤✘➅➯➴➘✩❈✞➦❱➩➭➯r➯r➩✒➥❊➫Ý➘■➾♣➩➹➧❺➬r➾♣➸➭➩❳➯r➩✒➧❺➩➭➾♣➻➷➩❳➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➬r➾♣➩
ω0t

✖

➯r➩➭➮●➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮●➪❱➩ ➯➴➘❨✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❪❊ ✖ ❏❖❑❀✖✻❴❹➩✧➺✫✪✛➘✸➻✛✜■➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩✧➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➸✧➩➭➫✹✜❱➾♣➩➭➫✛➘✸➫✞➧❃➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩①➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩
➪❱➩➲➯➴➘❅✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ❏▲❏❲✲✔➘✮✵①➩➹➧ ➦❱➫❱➩✿✜❀✪✛➘✸➮♣➩❤✜❱➦❱➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧❑❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩➲➩➭➮◗➧✚➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸✴➮♣➦❱➾ ➯➴➘❅✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ❏▲◆▼✖
✸✘➩ ➺✫✪✛➘✸➻✛✜✹✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➩ ➼❱➬r➩➭➫■➦❱➫➅➧❺➾♣➥❊➦➷➘✸➦■➻✟✞➭➻➷➩①➩➭➫❱➪❱➾♣➥❊➬ ➧❙❈✞➦❱➩ ➯r➩①➺✫✪✛➘✸➻✛✜➅➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩✧➪❱➩✧➯➴➘❨✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ❏ ❋✠✧
➺➭➩✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧✖➬r➯✆➫❱➩➅➪❱➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➪⑥✜✛➘✸➮✺★◗➦❱➮❊❈✞➦❐✃ ✘●❳➭➸➭➾♣➥❀✧✷✘Û➺Ô➘✸➦❱➮♣➩➅➪❱➦❧➯r➬r➮♣➮❺➘✩✒❊➩✴➪❱➦✏➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩■➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻■➩➭➫✞➧♠➘✸➯◆✜✛➘✸➾
➾❺➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧ ➘✸➦✂➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩➲➧❆✪❱➸➭➥✸➾❺➬❋❈✞➦❱➩✩✧❱➩➹➧ ➪❱➩➲➯r➘✬✜❀✪✛➘✸➮♣➩➲➾♣➸➭➮♣➬r➪❱➦❱➩➹➯r➯r➩✒➪❱➥❊➫❥➧ ➫❱➥❊➦❱➮✧➫❐✃ ➘ï➶❊➥❊➫❱➮✽✜✛➘✸➮✧➧❺➩➭➫✞➦✂➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩
➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✖✺✸✘➩➭➮Û➪❱➩➭➦❈❒ ➩■❢✌➩➹➧❺➮❀➬r➫✞➧❺➾♣➥✞➪❱➦❱➬r➮♣➩➭➫✞➧Û➘✸➦❱➮♣➮♣➬✚➪❱➩➭➮Û➻➷➥✞➪❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥✸➫❱➮➷➮♣➦❀✜❀✜❱➯r➸➭➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➬r➾♣➩➭➮
➪✛➘✸➫❱➮ ➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✒➪❱➩➲➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❍✖

❂✄➥❊➦❱➾✧➧♠➩➹➾❺➻■➬r➫❱➩➭➾✗✧✛➫❱➥❊➦❱➮❑✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➥❊➫❱➮❑✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ❏✻❜➅➯r➩➭➮✚➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮✚➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➮✩➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➥❊➫Ý➮♣➦❀✜❀✜❱➾♣➬r➻➷➩
➯➴➘✬✜❱➾♣➩➭➻➷➬✴❏➭➾♣➩❳➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫➱➺➭➥❊➫❱➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➬ ➶❥➩❤✘

ae(t)
✖③❴❹➩➭➮ ➮♣➬r➻➅➦❱➯➴➘❅➧❺➬ ➥❊➫❱➮①➥❊➫❥➧✚➸➹➧❺➸➲➾♣➸Ô➘✸➯r➬ ➮❺➸➹➩➭➮ ➩➭➫Ý➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮❺➘✸➫❥➧

➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩■➪❱➦▲➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩Û➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯❃➩➹➧➽➦❱➫❱➩②✜❀✪✛➘✸➮♣➩②✜❱➦❱➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✬❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖◗✸✘➥❊➻➷➻➷➩✹✜❱➾♣➸➭➺➭➸✤▲
➪❱➩➭➻➷➻➷➩➭➫❥➧✘➯✢✃ ➘✸➺➭➺➭➥❊➾♣➪❀➩➭➫❥➧❺➾♣➩✚➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬r➩✚➩➹➧✘➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩✒➩➭➮◗➧①➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧✯➼☞➥❊➫❍✧✞➮❺➘✸➦▼✏✵➩➭➫Û➺➭➩❨❈✞➦❱➬☛➺➭➥❊➫❱➺➭➩➭➾♣➫❱➩
➯✢✃ ➘✸➯r➯ ➦❱➾♣➩❃➪❱➩✯➯➴➘ ➺➭➥❊➦❱➾♣➼☛➩①➘Ô➶✸➘✸➫❥➧✄➯r➩✙✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩✺✜✛➘✸➾✆➯r➘ ➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✘➩➹➧✄➯➴➘✧➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾✵➪❱➦✴➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➩➭➾◗➧✄➪❱➩✰✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫
✘➷➯➴➘✹✱✛➫✈➪❱➩✴➯✢✃ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫❍✖ ✸✘➥❊➻➷➻➷➩➲➥❊➫✳✜☛➩➭➦➨➧✒➯r➩➲➶❥➥✸➬r➾✚➮♣➦❱➾✩➯➴➘✦✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ❏✻❜❩✧☛➯r➩✖➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➽➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯
➫❱➩✖➮➭✃ ➘✸➺➭➺➭➥❊➾♣➪❱➩❅✜✛➘✸➮✩➘✸➦❱➮♣➮♣➬✵➼❱➬r➩➭➫❲❈✞➦❱➩❅✜❱➾♣➸➭➺➭➸➭➪❱➩➭➻➷➻➷➩➭➫❥➧✒➘ï➶❊➩➭➺✖➯r➩➲➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✖➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩✩✧☛➩➭➫♣✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➺➭➦❱➯r➬ ➩➭➾✧➥❊➫
➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➩✳➦❱➫❫✜❱➬r➺✂➪✛➘✸➫❱➮❀➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➬ ➧❺➸✂➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩♣✘⑥✒❥➘✸➦❱➺✤✪❱➩Ý➪❱➩✈➯➴➘❧➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✧①➘✸➯r➥❊➾♣➮✹❈✞➦❱➩✈➯r➩Ý➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩
➬r➪❱➸Ô➘✸➯①➺➭➥❊➻✛✜☞➥❊➾◗➧❺➩➱➦❱➫➆➧❺➾♣➥❊➦ ✘❧➺➭➩➹➧➷➩➭➫❱➪❱➾♣➥❊➬ ➧❜✖ ✎ ➘✸➯✴✒❊➾♣➸Û➧❺➥❊➦➨➧❜✧✭➯r➩➭➮➅➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮➽➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✛✜❱➾❺➸➹➮❺➩➹➫✞➧❺➩➭➫❥➧
➦❱➫✈➺➭➥❊➻✛✜☞➥❊➾◗➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧❑❈✞➦❱➬✵➩➭➮◗➧❨❈✞➦✛➘✸➯r➬ ➧♠➘ ➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧ ➩➭➫✳➘✸➺➭➺➭➥❊➾♣➪✳➘ï➶❊➩➭➺✖➺➭➩➭➯r➦❱➬✵➪❱➩➭➮✚➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮ ➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮✚➪❱➩
➯➴➘②✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ❏❥➳✻✖✷❴✵➘➱➼☛➥❊➮♣➮♣➩➷➘✸➦✏➶❊➥❊➬r➮♣➬r➫✛➘✩✒❊➩➽➪❱➩

t = 0
➩➭➮◗➧✖➪❱➦❱➩✦✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜✛➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧❳➘✸➦✏➧❺➩➭➾♣➻➷➩➽➪❱➩✹✜❀✪✛➘✸➮♣➩
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�✂✁☎✄✝✆✟❊❭❊ ✖ ❏✻❜✟✎✈➵✩➬r➻➷➬r➫✞➦➨➧❺➬ ➥❊➫✳➪❱➩➅➯➴➘②✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✈➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩✩✖✙✲✔➘✮✵✒➤❩✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩■➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➸●✲ ➫❱➥❊➬r➾✫✵✚➩➹➧❳➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩
➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮♣➸①➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧❨✲ ➾♣➥❊➦❀✒❊➩✕✵✤✖♦✲ ➼♦✵❃➤❈➬✴✒❊➫✛➘✸➦❈❒➅➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫✞➧♠➘✸➦❈❒■➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➮✯➘ï➶❊➩➭➺ ➦❱➫❱➩ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫
➻➷➬r➮♣➩✖➩➭➫✳✏ ➥❊➾♣➻➷➩✴➪❱➩✬✜❀✪✛➘✸➮♣➩➽➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩✬✜❱➦❱➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✓❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩●✲ ➾♣➥❊➦❀✒❊➩✕✵✚➩➹➧✒➦❱➫❱➩➽➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫✈➬r➫❱➬ ➧❺➬r➘✸➯ ➩
✲ ➼❱➯r➩➭➦♦✵✤✧✄➘✸➬r➫❱➮♣➬✰❈✞➦❱➩Û➯r➩➭➮✴➺➭➥❊➦❱➾♣➼☛➩➭➮➽➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮➽➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➩➭➮✹✘♣✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➾✖➪❱➩➭➮➽➮❊✜☞➩➹➺➹➧❺➾❺➩➹➮■➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫✞➧♠➘✸➦❈❒▲➩➹➧
➦❱➫❱➩✿✜❀✪✛➘✸➮♣➩✖➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩✿❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩②✲ ➫❱➥❊➬r➾✫✵✤✖

➾♣➸➭➮♣➬r➪❱➦❱➩➭➯r➯r➩✖➪❱➥❊➫❥➧❳➫❱➥✸➦❱➮✒➫❐✃ ➘Ô➶❥➥❊➫❱➮✑✜✛➘✸➮✚➧❺➩➭➫❈➦✳➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩✴➯r➥❊➾♣➮✩➪❱➩✴➫❱➥❊➮✒➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➹➫❱➺➭➩➭➮❜✖✷❴❹➩✴➪❱➸➭➮❺➘✸➺➭➺➭➥❊➾♣➪❧➩➭➫❥➧❺➾♣➩
➯r➩➭➮➷➮♣➬r➻➅➦❱➯r➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮■➩➹➧Û➯r➩➭➮➷➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮❀➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫✞➧♠➘✸➦❈❒❦➩➭➮◗➧✶✜☞➩➭➦➨➧❯▲ ✞➹➧❺➾♣➩✈➪☛✡❫✘▲➦❱➫❱➩✈➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫✐➬r➫❱➮♣➦✖✕✦▲
➮❺➘✸➫❥➧❺➩Ý➪❱➩Ý➫❱➥✸➧❺➾♣➩✂➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➻✛❏➹➧❺➾♣➩Ý➫❱➩❲✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧♣➧♠➘✸➫❥➧✛✜✛➘✸➮➷➪❱➩Ý➾♣➸➭➮♣➥❊➦❱➪❱➾♣➩Ý➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➺➹➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✧✙✜✛➘✸➾■➩❍❒➨➩➭➻✛✜❱➯r➩✩✧
➯r➩➷➧❺➾♣➥❊➦s✘✳➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✖✙✸✘➩➭➺➭➬①➩❍❒▼✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➩➭➾❺➘✸➬ ➧➅➘✸➯r➥❊➾♣➮✴➯➴➘✈➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩●❈✞➦❱➩➱➯✢✃ ➥❊➫ ➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➩✂➩➭➫❥➧❺➾♣➩➱➯r➩➭➮✴➪❱➩➭➦❈❒
➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮✑✘

t = +∞ ✧☛➺➭➩➭➯r➯r➩➭➮❄▲✰➺➭➬✵➸➹➧♠➘✸➫✞➧✩➪❱➬r➾♣➩➭➺➹➧❺➩➭➻➷➩➭➫✞➧❨✜❱➾♣➥✠✜☞➥❊➾◗➧❺➬r➥❊➫❱➫❱➩➭➯r➯ ➩➭➮❨✘➷➯➴➘➷➺➭➥❊➻✛✜☛➥❊➮❺➘✸➫✞➧❺➩✖➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩
➪❱➩➲➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫☎✘➅➯➴➘✬✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✖➪❱➩➲➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✖

q✚➥❊➦❱➮❳➘Ô➶❥➥❊➫❱➮✒➻➷➥❊➫❥➧❺➾♣➸✬✘❀➯➴➘✹✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊ ✖ ❏ ❋➽➦❱➫❱➩➅➮♣➬r➻➽➦❱➯➴➘ ➧❺➬ ➥✸➫✈➥✩★✏➯✢✃ ➥❊➫✈➮♣➦❀✜❀✜❱➾♣➬r➻❀➘✸➬ ➧✩➯r➩➭➮✚➧❺➾♣➥❊➬r➮❨✜❱➾♣➩✤▲
➻➷➬✴❏➭➾♣➩➭➮✚➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮✚➪❱➩➹➮♣➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➮✓✘➷➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩➲➪❱➩❅✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸➲➪❱➩✴➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✚➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸✩✖❍✸✘➥❊➻➷➻➷➩✖➥❊➫
✜☞➩➭➦➨➧✄➯r➩●➶❊➥❊➬r➾✵➮♣➦❱➾✆➺➭➩➹➧♣➧❺➩✰✱③✒❊➦❱➾♣➩✩✧❝✜❱➯r➦❱➮✵➥❊➫✴➮♣➦❀✜❀✜❱➾♣➬r➻➷➩❃➪❱➩✰✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➮✵➪❱➦✴➺✤✪✛➘✸➻✛✜✖➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩✩✧❝✜❱➯r➦❱➮✵➯r➩❃➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩
➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧➲➩➭➮◗➧➲➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➦❱➾♣➸✩✧❹➘Ô➶❥➩➭➺➅➪❱➩➭➮❳➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➦❱➾♣➩➭➮❳➪❱➩✦✜❱➯r➦❱➮✒➩➭➫⑤✜❱➯r➦❱➮❨✱✛➫❱➩➭➮✗✧❹➩➹➧❳➪❱➥❊➫❱➺➅➪❱➩✬✜❱➯r➦❱➮✒➩➭➫
✜❱➯r➦❱➮✩➪❱➬ ✕➷➺➭➬r➯r➩➭➮✑✘❀➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮♣➩➭➾✚➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✖✯♠✭➧♠➘✸➫❥➧❳➪❱➥❊➫❱➫❱➸➽➯➴➘➷➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫✈➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩➽➪❱➦✏➪❱➬r➮❊✜☛➥❪▲
➮♣➬ ➧❺➬❋✏✵➪❱➩❳➻➷➬r➮♣➩✒➫❱➩✑✏ ➥❊➾♣➻➷➩✩➪❱➥❊➫✞➧✧➫❱➥❊➦❱➮✧➪❱➬r➮❊✜☞➥❊➮♣➬r➥❊➫❱➮①➩➹➧ ➪❱➦☎✜☞➩➭➦✂➪❱➩✒➧❺➩➭➻✛✜❱➮✧➪❱➥❊➫❥➧ ➫❱➥❊➦❱➮✧➪❱➬r➮❊✜☞➥❊➮♣➬r➥❊➫❱➮❡✜☞➥❊➦❱➾
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➼❱➬✴✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩❃➪❐✃ ➦❱➫❱➩❃➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫➲➩➭➫✴➸➭➺✫✪❱➩➭➯r➥❊➫❅✜✛➘✸➾✵➦❱➫❱➩✯➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❤✘ ➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩✯➪❱➩✙✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✘➪❱➥❊➫❱➫❱➩✯➯r➬r➩➭➦
✘ ➪❱➩➭➮✄➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘❅➧❺➬ ➥❊➫❱➮❹➪✛➘✸➫❱➮✆➯➴➘P✜☞➥✩✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➲➪❱➩✯➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✆➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸✯➩➭➫❤✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫➲➪❱➩✯➯➴➘ ➪❱➬r➮❊✜☛➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫❅❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩
φ(2)

✖◗✸✘➩➭➮➅➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘❅➧❺➬ ➥❊➫❱➮✖➮♣➥❊➫❥➧➅➯➴➘Ý➮♣➬✴✒❊➫✛➘ ➧❺➦❱➾♣➩➷➪❱➩➭➮➽➬r➫✞➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮✬❈✞➦✛➘✸➫❥➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮➅➬r➫❥➧❺➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧❺➩➭➮✖➺➭➬ ▲✰➪❱➩➭➮♣➮♣➦❱➮✗✖
➵✩➩✒➧❺➩➭➯r➯r➩➭➮✘➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯r➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮✯➥❊➫✞➧①➪❱➸❄★❊✘➽➸➹➧❺➸✒➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❥➸➭➩➭➮ ➪✛➘✸➫❱➮①➯✢✃ ➸➭➺✫✪❱➩➭➯r➯r➩✑✘✴➧❺➾♣➥❊➬r➮✯➫❱➬ ➶❥➩Ô➘✸➦❈❒

5s −→ 5p −→ 5d➪❱➦❀➾♣➦❱➼❱➬r➪❱➬r➦❱➻ ✠ ➳❖❏✓☛❦✖✻♠●➫Û➺➭➩❑❈✞➦❱➬☞➫❱➥❊➦❱➮✯➺➭➥❊➫❱➺➭➩➭➾♣➫❱➩✩✧❈➫❱➥❊➦❱➮✘➘✸➯r➯r➥❊➫❱➮●➯r➩➭➮✯➸➹➧❺➦❱➪❱➬r➩➭➾✯➪✛➘✸➫❱➮✯➯✢✃ ➘ ➧❺➥❊➻➷➩✧➪❱➩✚➮♣➥❈➪❱➬r➦❱➻❲✧
➘Ô➶❥➩➭➺➲➪❱➩➭➦❈❒Ý➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮ ➬r➻✛✜☞➥❊➾◗➧♠➘✸➫❥➧❺➩➭➮✽✜✛➘✸➾✧➾❺➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧✚➘✸➦✂➾❺➦❱➼❱➬ ➪❱➬r➦❱➻ ❮

✎❜➬r➯♦✔Û➘✴➫❱➥❊➫●✜✛➘✸➮①➦❱➫❍✧❱➻➷➘✸➬r➮✘➪❱➩➭➦❈❒➱➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒Û➬r➫❥➧♠➩➹➾❺➻■➸➭➪❱➬➴➘✸➬r➾♣➩➭➮❃➧❺➾❊❏➭➮✽✜❱➾♣➥✞➺✤✪❱➩➭➮✗✧❱➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦✛➘✸➫❥➧✧➘ï➶❊➩➭➺
➦❱➫❱➩➅➬r➫✞➧❺➩➭➫❱➮♣➬ ➧❺➸➽➺➭➥❊➻✛✜✛➘✸➾❺➘✸➼❱➯r➩✦✘➱➯➴➘②✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✳➪❱➩■➯✢✃ ➸❍➧❍➘❅➧➲➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸✩✖✷q✚➥❊➦❱➮❳➶❊➩➭➾♣➾♣➥❊➫❱➮✖➘✸➯r➥❊➾♣➮✑❈✞➦❱➩
➯r➩➭➮✧➬r➫✞➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➹➩➭➮✚➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❥➸➭➩➭➮✚➮♣➥❊➫✞➧✚➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➹➾♠➘ ➼❱➯r➩➭➻➷➩➭➫✞➧P✜❱➯r➦❱➮✧➾♣➬r➺✫✪❱➩➭➮✗✖

✎❪➵✩➦❬✏✔➘✸➬ ➧✴➪❱➩Û➯➴➘♣✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➩Û➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾✖➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩Û➪❱➩Û➫❱➥❊➮➽➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❱➮✗✧✆➪❱➩➭➦❈❒ ➸➹➧♠➘ ➧❺➮✬✱✛➫✛➘✸➦❈❒ ➫❱➩➹➧❯▲
➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧➲➮♣➸✗✜✛➘✸➾♣➸➭➮✿✜☞➩➭➦➨➶❊➩➭➫❥➧ ✞➹➧❺➾♣➩■➘ ➧♣➧❺➩➭➬r➫❥➧❺➮➽❮❐➺➭➩➭➺➭➬●➺➭➥❊➫❱➪❱➦❱➬ ➧✿✘➱➯✢✃ ➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶ ➘ ➧❺➬r➥❊➫✏➪❐✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮
✜☞➥❊➦❱➾✖➦❱➫❱➩❀➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫✍❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩

φ(2)
✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬ ➶❊➩➷➩➹➧❛❵ ➥❊➦▲➫❱➸✗✒❥➘ ➧❺➬ ➶❊➩❀➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫✞➧✴➯➴➘✂➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾

➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➲➺➭➩➭➫❥➧❺➾❺➘✸➯r➩➲➪❱➩➲➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❍✖
✸✘➩➭➮✙✜❀✪❱➸➭➫❱➥❊➻✛❏➭➫❱➩➭➮❃➪❐✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮✙❈✞➦✛➘✸➫❥➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮❃➮♣➩➭➾♣➥❊➫❥➧❃➸➹➧❺➦❱➪❱➬r➸➭➮●➩➭➫➷➫❱➥❊➦❱➮●➮♣➩➭➾◗➶ ➘✸➫✞➧❃➪❱➩✧➯➴➘✒➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧♠➘❝▲
➧❺➬r➥❊➫➽➪❱➩✧➯✢✃ ➘ ➧❺➥❊➻➷➩✰✪✛➘✸➼❱➬r➯r➯r➸✩✖❪q✚➥❊➦❱➮✭➶❊➩➭➾♣➾♣➥❊➫❱➮❃➘✸➯r➥❊➾♣➮◗❈✞➦❱➩✧➯r➩✯➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➩➭➾◗➧❃➪❱➩❡✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❅✜☞➩➭➦➨➧ ✞➹➧❺➾♣➩ ➘✸➺➭➺➭➾♣➦➅➪❱➩
➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩❳➮♣➬✴✒✸➫❱➬❋✱✛➺Ô➘ ➧❺➬ ➶❥➩✑✜☞➥❊➦❱➾✧➦❱➫❱➩✖➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫●✘■➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩➲➪❱➩✓✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩❤✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬ ➶❊➩✩✖③q✚➥❊➦❱➮ ➮♣➩➭➾♣➥❊➫❱➮✩➘✸➦❱➮♣➮♣➬
➘✸➻➷➩➭➫❱➸➭➮✓✘✛✜❱➾♣➩➭➫❱➪❱➾♣➩➽➩➭➫✏➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩✴➯r➩➭➮✩➩■❢✌➩➹➧❺➮✒➪❱➩➭➮✩➧❺➩➭➾♣➻➷➩➭➮✩➪❱➩➽➪❱➬r➮❊✜☛➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫✳➪❐✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩✴➮♣➦❀✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾✓✘❀➪❱➩➭➦❈❒✯✖✥✚➫❱➩✬✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✖➪❱➩➽➺➭➩➹➧♣➧❺➩➽➸➹➧❺➦❱➪❱➩☎✲ ➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶ ➘ ➧❺➬r➥❊➫✳➪❱➩➭➮✑✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾♣➮✩➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➦❈❒♣✜☞➥❊➦❱➾✩➦❱➫❱➩➽➪❱➬r➮❊✜☛➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫✳❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘❝▲
➧❺➬✴❈✞➦❱➩✑✜☛➥❊➮♣➬ ➧❺➬ ➶❥➩❪✧❈➩➹➧✧➸➹➧❺➦❱➪❱➩✒➪❱➩✒➯✢✃ ➘✩✜❀✜❱➯r➬r➺Ô➘ ➧❺➬ ➥❊➫②✘✴➯✢✃ ➸➹➧❺➥❊➬r➯r➩✩➘✸➾◗➧❺➬❋✱✛➺➭➬r➩➭➯ ➯ ➩✕✵❃➘❤✏✔➘✸➬ ➧✘➯✢✃ ➥❊➼▼★◗➩➹➧✘➪❱➦✂➵✩➬✴✜❱➯r➥❊➻❀➘✸➾♣➼☛➩➭➬ ➧
➪❱➩✩➤➨➘✸➼❱➬r➫❱➩ ➤✞➧❺➥❈➺✫❃ ✠ ❋ï➚❥➳✒☛❦✖✮❂✆➥❊➦❱➾◗✱✛➫❱➬r➾✗✧❊➫❱➥❊➦❱➮✙✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➩➭➾♣➥❊➫❱➮✯➮♣➦❱➺➭➺➭➬r➫❱➺➹➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧✯➦❱➫❱➩✚➘✩✜❀✜❱➯r➬r➺Ô➘ ➧❺➬r➥✸➫✦✜☛➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩
✘➅➯✢✃ ➸➹➧❺➥❊➬r➯r➩✑✜☛➥❊➯❋✔❈➺✤✪❱➾♣➥❊➻➷➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩➲➘✸➾◗➧❺➬❋✱✛➺➭➬r➩➭➯r➯ ➩✩✖
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✘✖➪❱➩➭➦❈❒②✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮✯➪❱➦❀➪❱➥❊➦❱➼❱➯r➩➹➧✘➪❱➩✚➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➦❱➾♣➩❑✱✛➫❱➩

(4d3/2, 4d5/2)
✖✻❱✆➶❊➩➭➺✩➦❱➫❱➩✩➬ ➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫■➪❱➩✚➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾

➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩❀➺➭➩➭➫❥➧❺➾❺➘✸➯r➩
λ0 ≃ 579

➫❱➻❲✧✵➪❱➩❀➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾➲➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩
∆λp ≃ ➳▲❍✂➫❱➻❲✧✵➯r➩➭➮❤✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜✛➘✸➦❈❒✠➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒➬r➻✛✜❱➯ ➬✴❈✞➦❱➸➭➮✴➪✛➘✸➫❱➮➅➺➭➩➹➧♣➧❺➩Û➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫▲➮♣➥❊➫✞➧➱❮✄➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧➽➬r➫❱➬ ➧❺➬➴➘✸➯ ∣∣∣3s1/2

〉 ✧✭➯r➩➭➮➽➪❱➩➭➦❈❒❵➸➹➧♠➘ ➧❺➮➽➬r➫✞➧❺➩➭➾♣➻➷➸➭➪❱➬➴➘✸➬ ➾♣➩➭➮
∣∣∣3p1/2

〉 ➩➹➧ ∣∣∣3p3/2

〉 ✲ ➪❱➥❊➦❱➼❱➯r➩➹➧✯➪❱➩ ➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➦❱➾♣➩P✱✛➫❱➩✚➪❱➩ ➯➴➘❳➾❺➘✸➬ ➩ ➵✓✵●➩➹➧✯➯r➩➭➮●➪❱➩➭➦❈❒➷➩➹➧♠➘ ➧❺➮✙✱✛➫✛➘✸➯r➮ ∣∣∣4d3/2

〉 ➩➹➧
∣∣∣4d5/2

〉 ✖♦✼✆➥✸➦➨➧♠➩✖➯➴➘✦✜❀✪✮✔❈➮♣➬✴❈✞➦❱➩❅✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➭➩✴➪✛➘✸➫❱➮✚➯r➩➭➮✚➮♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫❱➮✚➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫❥➧♠➩➹➮❨✜☛➩➭➦➨➧ ✞➹➧❺➾♣➩✖➩❍❒▼✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➸➭➩✖➩➭➫✈➫❱➩
➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾❺➘✸➫❥➧❇❈✞➦❱➩✯➺➭➩➹➧♣➧❺➩❃➸➭➺✫✪❱➩➭➯r➯r➩❃➪❱➩❃➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒✿❈✞➦✛➘✸➮♣➬ ▲✢✪✛➘✸➾♣➻➷➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩✩✖❝✸✘➩✗✜☞➩➹➫❱➪✛➘✸➫✞➧❜✧❝✜☞➥❊➦❱➾✵➯ ➩➭➮✵➮♣➬r➻➽➦❱➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮
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➻➷➥❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮✧➪❱➬✴✜☞➥❊➯➴➘✸➬ ➾♣➩➭➮①➪❱➩❳➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫♦✵✯➩➭➮◗➧✚➾❺➘✸➮♣➮♣➩➭➻➽➼❱➯r➸➲➪✛➘✸➫❱➮ ➯r➩✒➧♠➘✸➼❱➯r➩Ô➘✸➦ ❊❪❊❭❊ ✖●❋✠✖

3s

589 nm

569 nm

498 nm

3p

4d

5d

5s

6s
515 nm

616 nm
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λ0 = 579
➫❱➻❲✖❍❴❹➩➭➮

➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾♣➮✧➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✚➬r➫❱➪❱➬✴❈✞➦❱➸➭➩➭➮ ➮♣➥❊➫❥➧✚➺➭➩➭➯r➯r➩➭➮✧➪❱➩➭➮✚➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➩➭➮✧➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✧➩♠❒➨➺➭➬ ➧❺➸➭➩➭➮✗✖
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➵✒➘✸➫❱➮✖➺➭➩➹➧♣➧❺➩➷➮♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫❍✧✵➫❱➥❊➦❱➮✴➘✸➯r➯r➥✸➫❱➮✓✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➩➭➾✖➩➭➫▲➪❱➸➹➧♠➘✸➬r➯●➯✢✃ ➥❊➾♣➬✴✒❊➬ ➫❱➩➽➪❱➩➭➮✴➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮✖➥❊➼❱➮♣➩➭➾❄▲
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♠●➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩ ✎ ➥❊➻➷➩➭➫❥➧
q✚➬ ➶❊➩Ô➘✸➦ ✲

cm−1
✵ ✼✵➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫ ❴❹➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾ ➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩ ➪❱➬✴✜☞➥❊➯➴➘✸➬ ➾♣➩

✲ ➫❱➻✶✵ ➪❱➩❳➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❉✲❦✸❨✖ ➻✶✵
3s1/2 0
3p1/2 16956, 17 3s1/2 → 3p1/2

❍❖■▲❞▼✧▼❜▲❍
1, 209 × 10−29

3p3/2 16973, 37 3s1/2 → 3p3/2

❍❖■▲❞▼✧●❋✩◆ −1, 710 × 10−29

5s1/2 33200, 68 3p1/2 → 5s1/2

◆ ❋✶❍❩✧▼❍❖❞ −2, 558 × 10−30

3p3/2 → 5s1/2

◆ ❋✩◆▼✧ ➳▲❍
3, 620 × 10−30

4d5/2 34548, 73 3p3/2 → 4d5/2

❍❖◆▲■▼✧ ❞▲■
6, 892 × 10−30

4d3/2 34548, 77 3p1/2 → 4d3/2

❍❖◆▲■▼✧ ❑✞➳ −6, 629 × 10−30

3p3/2 → 4d3/2

❍❖◆▲■▼✧ ❞▲■
9, 385 × 10−31

6s1/2 36372, 65 3p1/2 → 6s1/2

❍❅❋✶❍❩✧ ➚▲❏
1, 319 × 10−30

3p3/2 → 6s1/2

❍❅❋✶❍❩✧ ❑✻■
1, 866 × 10−30

5d5/2 37036, 78 3p3/2 → 5d5/2

❑✻❞▲■▼✧ ❑ ❋
3, 571 × 10−30

5d3/2 37036, 81 3p1/2 → 5d3/2

❑✻❞✻❜❩✧ ❞▲❞
3, 473 × 10−30

3p3/2 → 5d3/2

❑✻❞▲■▼✧ ❑ ❋
4, 860 × 10−31
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➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮✗✧③✜☞➥❊➦❱➾✧➦❱➫Ý➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩❅✘➅➪❱➩➭➦❈❒Ý➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒Ý➘ï➶ ➘✸➫✞➧ ➪❱➩➲➯✢✃ ➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➩➭➾✧➘✸➦Ý➮♣➥✞➪❱➬r➦❱➻❲✖

q✚➥✸➧❺➥❊➫❱➮ |g 〉 ➩➹➧ |e〉 ✧ ➯r➩➭➮✄➪❱➩➭➦❈❒➽➸➹➧♠➘ ➧❺➮✄➪❐✃ ➦❱➫➽➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩①➩➭➫➅➬r➫❥➧❺➩➭➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫✴➘ï➶❊➩➭➺①➦❱➫❱➩✘➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫✖➯r➦❱➻➷➬ ▲➫❱➩➭➦❱➮♣➩➲➪❱➩✓✜❱➦❱➯r➮❺➘ ➧❺➬r➥❊➫Û➺➭➩➭➫❥➧❺➾❺➘✸➯r➩
ω0

✧❀✜☛➥❊➯➴➘✸➾♣➬r➮♣➸➭➩✒➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➬ ➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧①➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧ ➯✢✃ ➘❅❒➨➩
e
✖③❴❐➩❳➺✤✪✛➘✸➻✹✜✂➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩

➪❱➩✴➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫
E(t) = E(t)e

➩➭➮◗➧✩➺➭➥❊➦❀✜❱➯r➸➽➘ ➦✳➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩❅✜✛➘✸➾✚➯✢✃ ➥✠✜☞➸➭➾❺➘ ➧❺➩➭➦❱➾✚➪❱➬✴✜☛➥❊➯➴➘✸➬ ➾♣➩➲➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩
D
✖

➵✒➘✸➫❱➮✩➯➴➘■➼✛➘✸➮♣➩✖➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩ {|g 〉 , |e〉} ✧☛➯✢✃ ❫✩➘✸➻➷➬ ➯ ➧❺➥❊➫❱➬ ➩➭➫Ý➪❱➩✖➯✢✃ ➘ ➧❺➥❊➻➷➩❳➪✛➘✸➫❱➮✩➯r➩➲➺✤✪✛➘✸➻✹✜✈➯➴➘✸➮♣➩➭➾✚➩❍❒❈➧❺➩➭➾♣➫❱➩➩➭➮◗➧✖❮
H(t) = H0 − D · E(t),

✲ ❊❪❊❭❊ ✖●❋❝✵
➥✩★

H0 = h̄ωg |g 〉 〈g| + h̄ωe |e〉 〈e|
✲ ❊❭❊❪❊ ✖ ➳✠✵
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➩➭➮◗➧✚➯✢✃ ❫✩➘✸➻➷➬ ➯ ➧♣➥❊➫❱➬r➩➭➫➱➪❱➦✂➮❊✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩❤✘■➪❱➩➭➦❈❒✂➫❱➬ ➶❥➩Ô➘ ➦❈❒✯✧☛➪❐✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩➭➮
h̄ωg

➩➹➧
h̄ωe (ωg < ωe)

✖
❴●✃ ➸➹➶❊➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫■➪❱➦❀➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩✩✧✞➬r➫❱➬ ➧❺➬r➘✸➯ ➩➭➻➷➩➭➫❥➧❃➪✛➘✸➫❱➮❃➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |g 〉 ✧❥➩➭➮◗➧✘➪❱➸➭➺➭➾♣➬ ➧❺➩P✜✛➘✸➾❃➯r➩①➶❥➩➹➺➹➧❺➩➭➦❱➾ |ψ(t)〉 ✧

|ψ(t)〉 = cg(t) |g 〉 + ce(t) |e〉 ,
✲ ❊❭❊❭❊ ✖ ❏✮✵
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ih̄
d

dt

[
cg

ce

]
=

[
h̄ωg V ∗

eg(t)
Veg(t) h̄ωe

] [
cg

ce

]
,

✲ ❊❭❊❪❊ ✖ ❑✻✵

➥✩★
Veg(t) = −〈e |D · e| g〉E(t) = −µegE(t)

✖
➵✒➘✸➫❱➮❃➯✢✃ ➘✩✜❀✜❱➾♣➥Ô❒➨➬r➻❀➘❅➧❺➬ ➥❊➫✬❈✞➦✛➘✸➮♣➬ ▲✰➾♣➸➭➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➫❥➧❺➩

(ω0 ≃ ωe−ωg)
✧❊➮♣➩➭➦❱➯r➮●➯r➩➭➮✭➧❺➩➭➾♣➻➷➩➭➮✭➪❱➩

Veg(t)
➪❱➥❊➫❩▲

➫✛➘✸➫❥➧✯➦❱➫❱➩ ➺➭➥❊➫✞➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫➅➯r➩➭➫❥➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧❃➶ ➘✸➾♣➬➴➘✸➼❱➯r➩P✘❳➯✢✃ ➸➹➶❊➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫➅➪❱➦➷➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩✚➮♣➥❊➫❥➧✘➺➭➥✸➫❱➮❺➩➹➾♣➶❊➸➭➮✗✖➨➵✒➘✸➫❱➮❃➺➭➩➭➮
➺➭➥❊➫❱➪❱➬ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✗✧☛➥❊➫✳✜☛➩➭➦➨➧✑✏✔➘✸➬r➾♣➩✖➦❱➫❱➩✖➧❺➾♠➘ ➫❱➮❊✏ ➥✸➾❺➻➷➘ ➧❺➬r➥❊➫Ý➦❱➫❱➬ ➧♠➘✸➬r➾♣➩❤✜☛➥❊➦❱➾❨✪✛➘✸➼❱➬r➯r➯r➩➭➾ ➯r➩➭➮✩➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒✳➘ ➧❺➥❊➻➷➬✴❈✞➦❱➩➭➮
➪❱➩➲➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩❳➪❱➩➭➮P✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮ ✠ ❋ï➚✻❍❩✧✟❋ï➚▲◆✓☛❦✖③❴●✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫✂➪❱➩✴➤❈➺✤✪❱➾✜✛✞➪❱➬r➫❀✒❊➩➭➾ ➮➭✃ ➸➭➺➭➾♣➬ ➧✚➘✸➯r➥❊➾♣➮

ih̄
d

dt

[
bg

be

]
=

[
h̄ωg + h̄ω(t) h̄Ω(t)/2

h̄Ω(t)/2 h̄ωe

] [
bg

be

]
,

✲ ❊❭❊❪❊ ✖▼❍✠✵

➥✩★
ω(t)

➩➭➮◗➧❃➯➴➘✑✜❱➦❱➯r➮❺➘ ➧❺➬r➥❊➫➽➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧♠➘✸➫❱➸➭➩✧➪❱➩✧➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫☎✲ ❈✞➦❱➬❀✜☞➩➭➦➨➧ ✞➹➧❺➾♣➩✧➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➩✧➪❱➩
ω0

➮♣➬❱➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ▲
➮♣➬r➥❊➫➲➫❐✃ ➩➭➮◗➧◆✜✛➘✸➮✵➯r➬r➻➷➬ ➧❺➸➭➩◗✜✛➘✸➾❹➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩●➪❱➩ ❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✫✵✤✧

A(t)
➮♣➥❊➫✴➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✭➩➹➧

Ω(t) = −µegA(t)/h̄➯➴➘✬✜❱➦❱➯r➮❺➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➩❤❵✚➘✸➼❱➬❦✖
✈ ➫ ✜☞➩➭➦➨➧Û➶❥➥❊➬r➾②❈✞➦❱➩✏➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✈➪❱➦❜➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❫✏ ➥❊➫❱➪✛➘✸➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯✒➘▲➸➹➧❺➸✏➪❱➸➭➺Ô➘✸➯r➸➭➩✳➪❱➩

h̄ω(t)
✧✘➺➭➩✳❈✞➦❱➬

➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✛✘❳➯✢✃ ➘✸➼❱➮♣➥❊➾❊✜➨➧❺➬r➥❊➫➽➪❐✃ ➦❱➫✛✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫✦✜☞➥❊➦❱➾❙✜✛➘✸➮♣➮♣➩➭➾❃➪❱➩✧➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |g 〉 ➶❥➩➭➾♣➮❃➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |e〉 ✖ ✈ ➫■➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘ ➧❺➩➘✸➦❱➮♣➮♣➬▼❈✞➦❱➩✩✧ ➪✛➘✸➫❱➮✭➺➭➩➹➧♣➧❺➩✘➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫❍✧ ➯r➩✰✜❱➾♣➥❊➼❱➯✴❏➭➻➷➩✯➪❱➩✘➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫✖➪❐✃ ➦❱➫❱➩✘➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫✖➯ ➦❱➻➷➬r➫❱➩➭➦❱➮♣➩
➘Ô➶❊➩➭➺✒➦❱➫➱➘ ➧❺➥❊➻➷➩ ➮♣➩✩➾❺➘✸➻✛❏➭➫❱➩✑✘✖➦❱➫✶✜❱➾♣➥❊➼❱➯✴❏➭➻➷➩ ➪❱➩✩➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧①➪❱➩✩➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒②✪✛➘✸➼❱➬r➯r➯ ➸➭➮❨✲ ➺■✏✷✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊❪❊ ✖ ➳✠✵✤✖
✸✘➩②✜❱➾♣➥❊➼❱➯✴❏➭➻➷➩✹✜☞➩➭➦➨➧ ✞➹➧❺➾♣➩➷➧❺➾❺➘✸➬ ➧❺➸■➪❱➩➷➪❱➩➭➦❈❒ ➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩➭➮➲➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➩➭➮❀❮✵➮♣➥❊➬ ➧✴➩➭➫▲➦➨➧❺➬r➯r➬r➮❺➘✸➫❥➧➲➯✢✃ ➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫
❊❭❊❪❊ ✖▼❍Ý➪❱➩❀➯✢✃ ❫✩➘✸➻➷➬ ➯ ➧❺➥❊➫❱➬ ➩➭➫✠➪✛➘✸➫❱➮✴➯➴➘✂➼✛➘✸➮♣➩❀➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✧✵➮♣➥❊➬ ➧✖➩➭➫▲➧❺➾❺➘ï➶ ➘✸➬r➯r➯r➘✸➫❥➧✖➪✛➘✸➫❱➮✴➯➴➘✂➼✛➘✸➮♣➩❀➪❱➩➭➮✴➸➹➧♠➘ ➧❺➮
✜❱➾♣➥✠✜❱➾♣➩➭➮➲➪❱➩■➯✢✃ ❫✚➘✸➻➷➬r➯ ➧❺➥❊➫❱➬ ➩➭➫

H(t)
✲ ➼✛➘✸➮♣➩➷➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✕✵ ✠ ➳❅❋✠✧ ❋ï➚▲◆✓☛❦✖❍❂✄➥❊➦❱➾❳➯✢✃ ❫✩➘✸➻➷➬ ➯ ➧❺➥❊➫❱➬ ➩➭➫ ❊❭❊❭❊ ✖▼❍❩✧❐➺➭➩➭➮

➸➹➧♠➘ ➧❺➮P✜❱➾♣➥✠✜❱➾♣➩➭➮ ➮♣➥❊➫❥➧✖❮

|ϕ+(t)〉 = sin θ(t) |g 〉 + cos θ(t) |e〉 ✲ ❊❭❊❭❊ ✖ ◆✮✵
|ϕ−(t)〉 = cos θ(t) |g 〉 − sin θ(t) |e〉 ,

✲ ❊❭❊❭❊ ✖▼❜✠✵
➪❐✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩➭➮P✜❱➾♣➥✠✜❱➾♣➩➭➮➲❮

E± = h̄

[
ωg + ω(t) +

∆(t)

2
± 1

2

√
Ω2(t) + ∆2(t)

]
,

✲ ❊❭❊❪❊ ✖ ■✮✵

➥✩★
θ(t)

➩➭➮◗➧✒➪❱➸■✱✛➫❱➬❉✜✛➘✸➾
tan 2θ(t) = Ω(t)/∆(t)

✧
∆(t) = ωeg − ω(t)

➸➹➧♠➘✸➫❥➧✩➯✢✃ ➸➭➺Ô➘✸➾◗➧❑✜✛➘✸➾ ➾❺➘✩✜❀✜☛➥❊➾◗➧✑✘
➯➴➘➽➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✖

➤❈➦❱➾ ➯➴➘❅✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊❭❊ ✖ ➳❀✲✔➘✮✵✤✧❱➫❱➥❊➦❱➮ ➘ï➶❊➥❊➫❱➮ ➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸✖➯r➩➭➮✧➫❱➬ ➶❥➩Ô➘ ➦❈❒☎✪✛➘✸➼❱➬r➯r➯r➸➭➮①➩➭➫✂➯✢✃ ➘✸➼❱➮♣➩➭➫❱➺➭➩➲➪❱➩➲➺➭➥❊➦❩▲
✜❱➯➴➘✩✒❊➩➱➘ï➶❊➩➭➺✂➯r➩➱➾❺➘❜✔❥➥❊➫❱➫❱➩➭➻➷➩➹➫✞➧➷➩➭➫❧✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫➆➪❱➩✂➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩Û➪❱➦ ✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❍✖ ❊ ➯r➮➅➮♣➩Ý➺➭➾♣➥❊➬ ➮❺➩➹➫✞➧■➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❱➩✂➯➴➘
✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩➲➪❱➦☎✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫➱➩➭➮◗➧ ➸✗✒❥➘✸➯r➩✓✘➽➯➴➘❤✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩➲➪❱➩❳➯➴➘✖➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❍✖▼❴❹➩➭➮✧➯r➬✴✒❊➫❱➩➭➮✘➩➭➫➱➧❺➾❺➘✸➬ ➧❺➮✺✜❱➯r➩➭➬r➫❱➮①➪❱➩
➯➴➘✛✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❪❊❭❊ ✖ ➳❀✲ ➼♦✵✩➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➩➭➫✞➧✖➺➭➩➭➮❳➻✟✞➭➻➷➩➭➮✒➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒✏➪❐✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩➭➮❳➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❱➩➅➯r➩✖➧❺➩➭➾♣➻➷➩➽➪❱➩➅➺➭➥❊➦❀✜❱➯➴➘✩✒❊➩
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❱✩➬r➫❱➮♣➬❦✧❈➮♣➬✌➯r➩✚➮❊✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩✒➩➭➮◗➧✧➬r➫❱➬ ➧❺➬➴➘ ➯r➩➭➻■➩➭➫❥➧✘➪✛➘✸➫❱➮①➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✧➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩ |ϕ−(t)〉 ✲ |ϕ−(−∞)〉 = |g 〉 ✵✤✧❈➩➹➧➸➹➶❊➥❊➯r➦❱➩❳➯r➩❳➯r➥❊➫❀✒➅➪❱➩❳➯➴➘➽➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩❳➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩✖➘✸➮♣➮♣➥❈➺➭➬r➸➭➩➲➘ï➶❊➩➭➺➲➺➭➩➹➧ ➸➹➧♠➘ ➧ ➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❱➩❳➯➴➘❅✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✖➪❱➦✂➯➴➘✸➮♣➩➭➾
➶✸➘✸➾♣➬r➩➲➘✸➦Ý➺➭➥❊➦❱➾♣➮✚➪❱➦Ý➧❺➩➭➻✛✜❱➮✗✧☛➘✸➯r➥❊➾♣➮✗✧♦✘➅➯➴➘✬✱✛➫✈➪❱➩✖➯✢✃ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫Û➧❺➥❊➦➨➧❺➩➲➯➴➘✦✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✂➘■➸➹➧❺➸➲➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩
➪✛➘✸➫❱➮ ➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |e〉 ✖❴✵➘■➺➭➥❊➫❱➪❱➬ ➧♠➬ ➥❊➫☎✜☛➥❊➦❱➾P❈✞➦❐✃ ➦❱➫♣✜✛➘ ➮❺➮❺➘✩✒✸➩✖➮♣➥❊➬ ➧ ➺➭➥❊➻✹✜❱➯✴❏➹➧❺➩➭➻➷➩➭➫✞➧ ➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩❳➩➭➮◗➧✚➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➩❤✜✛➘ ➾ ➯✢✃ ➬r➫❩▲
➸✗✒❥➘✸➯r➬ ➧❺➸✒➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧❺➩✟✠ ❋ï➚✻❜✒☛●❮

dθ

dt
≪

√
Ω2(t) + ∆2(t).

✲ ❊❭❊❭❊ ✖●❋ï➚✮✵



❞❥➳ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✗✑ ✑ ✑✌✍ ✑✒✤✥✟✒☞✜✡✕✖ ✚✜✡✌☞✜✤ ✁ ☞✜✏ ✝ ☞ ✁ �✞☞✜✢ ✝✑✤ ✏ ✂☛✟✙✂✧✤✥✟☛✝✄✂☛✟ ☞✜✏

❊❭❊❪❊ ✖●❋ï➚➷➮♣➩✴➮♣➬r➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➩❳➮♣➬✆➯✢✃ ➥❊➫Ý➮♣➦❀✜❀✜☛➥❊➮♣➩✬❈✞➦❱➩✖➯r➩❤✜❱➾♣➥✩✱✛➯❹➧❺➩➭➻✹✜☞➥❊➾♣➩➭➯✵➪❱➩✖➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫✂➩➭➮◗➧✒➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧✒➩➹➧❨❈✞➦❱➩
➯➴➘➽➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩➲➪❱➩✑✏ ➾❺➸■❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✴➩➭➮◗➧ ➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➬r➾♣➩✹✲

dω/dt =
➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘✸➫✞➧❺➩✕✵✗✲ ➻➷➥✞➪❀❏➭➯r➩❳➪❱➩❤❴✵➘✸➫❱➪✛➘✸➦❩▲ t ➩➭➫❱➩➭➾✍✠ ❋ï➚▲■✓☛ ✵✤✖③♠●➫

➥❊➦➨➧❺➾♣➩✩✧✄➺➭➥❊➻➷➻➷➩Û➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶✸➘✸➯r➯ ➩➷➪❱➩Û➧❺➩➭➻✛✜❱➮➅➮♣➬✴✒❊➫❱➬❋✱✛➺Ô➘ ➧❺➬❋✏✧➮♣➩➱➮♣➬ ➧❺➦❱➩➱➘✸➦❵➶❊➥❊➬r➮♣➬r➫✛➘✩✒❊➩❀➪❱➩➱➯➴➘✈➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✧●➬❦✖ ➩✩✖
∆(t) ≃ 0

✧✛➥❊➫✈➘■➘✸➯r➥❊➾♣➮
∣∣∣∣∣
dω

dt

∣∣∣∣∣ ≪ Ω2.
✲ ❊❭❊❭❊ ✖●❋▲❋❝✵

✸✘➩➹➧♣➧❺➩➷➬r➫❱➸✗✒❥➘✸➯r➬ ➧♣➸➅➬r➯r➯r➦❱➮◗➧❺➾♣➩➅➯r➩✦✏✔➘✸➬ ➧✿❈✞➦❐✃ ➦❱➫✍✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩❀➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩➅➾❺➩■❈✞➦❱➬r➩➭➾◗➧✴➦❱➫▲➺✫✪✛➘✸➻✛✜✠➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❥➩➭➻➷➩➭➫❥➧
✏ ➥❊➾◗➧❜✧❱➩➹➧✚➦❱➫❱➩➲➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩➲➪❱➩✓✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✴➮♣➦✖✕➷➮❺➘✸➻➷➻➷➩➹➫✞➧✚➯ ➩➭➫✞➧❺➩✩✖
✞❩✞✻✞✆☎✆☎✓☎✆☎ � ✕✘✣ ☎✥✣✜✤✪★✠✟✪★✚✩ ✣✜✤ ✍✑★ ✕ � ✗ ✕✘★✚✤✪✒✔★✚✩

❱❑✱✛➫✏➪❱➩➽➮♣➬r➻✛✜❱➯r➬❋✱✛➩➭➾✚➯✢✃ ➘✸➫✛➘✸➯❋✔❈➮♣➩✴➪❱➩➭➮✑✜❱➾♣➥❈➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮➲➻➷➬r➮✚➩➭➫✶★◗➩➭➦❍✧✌➫❱➥❊➦❱➮✒➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➥❊➫❱➮✒➪✛➘✸➫❱➮❳➦❱➫⑤✜❱➾♣➩✤▲
➻➷➬r➩➭➾①➧❺➩➭➻✛✜❱➮✩➦❱➫✈➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩✴➻➷➥❈➪❀❏➭➯r➩❤✘✹❈✞➦✛➘ ➧❺➾♣➩✴➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒✈➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸❅✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊❭❊ ✖ ❏③✲✔➘✮✵✤✧☛➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸❤✜✛➘✸➾✚➦❱➫❱➩
➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫②✘✴➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩✒➪❱➩❑✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩❳➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➬r➾♣➩✩✧✞➪❱➩❨✜❱➦❱➯r➮❺➘ ➧❺➬r➥❊➫❀➺➭➩➭➫❥➧❺➾❺➘✸➯r➩

ω0

✖❀q✚➥✸➦❱➮①➫❱➥✸➧❺➩➭➾♣➥❊➫❱➮ |g 〉 ➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧➬r➫❱➬ ➧❺➬r➘✸➯r✧ |k1 〉
✧ |k2 〉

➯r➩➭➮✭➪❱➩➭➦❈❒➅➸➹➧♠➘ ➧❺➮●➬r➫❥➧❺➩➭➾♣➻➷➸➭➪❱➬➴➘✸➬ ➾♣➩➭➮✄➩➹➧ |e〉 ➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧◆✱✛➫✛➘✸➯✷✲✔➺➹➥❊➾♣➾❺➩➹➮❆✜☛➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧✯➘✸➦❈❒➅➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒
3s1/2, 3p1/2, 3p3/2

➩➹➧
4d3/2

➪❱➦Û➮♣➥❈➪❱➬r➦❱➻✶✵✤✖✮❱↔➫❱➥✸➧❺➾♣➩✚➸➭➺✤✪❱➩➭➯r➯r➩✩✧✞➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧
4d5/2

➩➭➮◗➧❡❈✞➦✛➘✸➮♣➬ ▲✰➪❱➸✗✒❊➸➭➫❱➸➭➾♣➸✒➘Ô➶❥➩➭➺
➯r➩➽➫❱➬ ➶❥➩Ô➘✸➦

4d3/2

✖✵➤➨➘●✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❱➺➭➩❀➩➭➮◗➧❤✜❱➾♣➬r➮♣➩➅➩➭➫✠➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩➅➪✛➘✸➫❱➮❳➯r➩➅➻➷➥❈➪❀❏➭➯r➩➽➫✞➦❱➻➷➸➭➾♣➬✴❈✞➦❱➩✩✧❹➻❀➘✸➬ ➮✒➫❱➩■➻➷➥❪▲
➪❱➬❋✱✛➩●✜✛➘✸➮■➯r➩➭➮➅➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮✹❈✞➦✛➘✸➯r➬ ➧♠➘ ➧❺➬ ✏ ➮➽➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➮➷➺➭➬ ▲✰➪❱➩➭➮♣➮♣➥❊➦❱➮♣✲ ➺■✏❄✖●➯➴➘♣✱✛➫✐➪❱➩✂➺➭➩➹➧♣➧❺➩✂➮♣➥❊➦❱➮❄▲✰➮♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫♦✵✤✖✙❴✵➘
✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➩Ý➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾➅➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩Ý➪❱➩Ý➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫❧✏✔➘✸➬ ➧✹❈✞➦❱➩✈➯✢✃ ➥❊➫s✜☞➩➭➦➨➧Û➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➩➹➾❀➯✢✃ ➩➭➫❱➮♣➩➭➻➽➼❱➯r➩✂➪❱➩➭➮➷➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ▲
➧❺➬r➥❊➫❱➮✿✘✂➦❱➫⑥✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫✠➪❐✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩➭➮

h̄ωkig

➩➹➧
h̄ωeki

✧❹➩➹➧✖➪❱➥❊➫❱➺➷➘✸➦❱➮♣➮♣➬❃➯r➩➭➮❳➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✿✘➱➪❱➩➭➦❈❒⑥✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮
✲ ➪❐✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩➭➮✩➾♣➩➭➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➮

h̄ω1

➩➹➧
h̄ω2

✵✧➮❺➘ ➧❺➬r➮❯✏✔➘✸➬r➮❺➘✸➫✞➧❨✘❀➯➴➘■➺➭➥❊➫❱➪❱➬ ➧❺➬r➥❊➫✈➪❱➩✴➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩
ωeg = ω1 + ω2✲ ➪✛➘✸➫❱➮✚➺➭➩❤❈✞➦❱➬✵➮♣➦❱➬ ➧✚➫❱➥❊➦❱➮✚➮♣➦❀✜❀✜☞➥❊➮♣➩➭➾♣➥❊➫❱➮❨❈✞➦❱➩

ω0 ≃ ωeg/2
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➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➩➭➾◗➧❨✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯❐➪❱➩❤✜☞➥✩✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✂➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩❳➩➭➫❥➧❺➾♣➩✖➺➭➩➭➮✩➪❱➩➭➦❈❒Ý➸➹➧♠➘ ➧❺➮✗✖ ❴✵➘✹✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✂➾♣➩➭➮◗➧❺➸➭➩✖➪✛➘✸➫❱➮
➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✺✏ ➥❊➫❱➪✛➘✸➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯❐➘✩✜❱➾❊❏➭➮①➯r➩✑✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾✘➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✧➸➹➶❊➥❊➯r➦❱➩✒➩➭➫➱➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧✧➪❱➩➭➦❈❒➱➺✤✪❱➩➭➻➷➬r➫❱➮❡❈✞➦✛➘ ➫✞➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮
➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✈❮✯➯r➩Ý➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫❜➳✠➪❱➩✈➻✟✞➭➻➷➩Ý➫✛➘ ➧❺➦❱➾♣➩♣❈✞➦❱➩✈➯r➩Ý➺✤✪❱➩➭➻➷➬ ➫P❋❧✲î➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫✐➮♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯r➯r➩✕✵■➩➹➧❀➯r➩
➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫ ❏❤❈✞➦❱➬✛➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ❏➭➾♣➩✚➪❱➩✩➯➴➘✓✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫■➪❱➩✚➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧❃➬r➫❱➬ ➧❺➬➴➘ ➯➨➶❊➩➭➾♣➮✘➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✙✱✛➫✛➘✸➯✛➶❈➬➴➘➲➦❱➫❱➩ ➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫✛✘
➪❱➩➭➦❈❒♣✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮✚➪❱➬r➾♣➩➭➺➹➧❺➩✩✧☛➫❱➥❊➫❩▲✰➾♣➸➭➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➫❥➧❺➩✴➘ï➶❊➩➭➺✖➯r➩➭➮✚➸➹➧♠➘ ➧❺➮✚➬r➫❥➧❺➩➭➾♣➻➷➸➭➪❱➬➴➘✸➬ ➾♣➩➭➮✗✖ ✸✘➩✖➪❱➩➭➾♣➫❱➬r➩➭➾✚➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫Ý➩➭➮◗➧
✜☞➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩➅➼❱➬ ➩➭➫⑥❈✞➦❐✃ ➬ ➯●➫❐✃ ✔✏➘✸➬ ➧✓✜✛➘✸➮➲➪❱➩■➻➷➥❊➻➷➩➭➫❥➧❳➪❱➬✴✜☛➥❊➯➴➘✸➬r➾♣➩✴➺➭➥❊➦❀✜❱➯➴➘✸➫❥➧➲➪❱➬r➾♣➩➭➺➹➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧ |g 〉 ✘ |e〉 ✒❊➾❆✭✸➺➭➩➘✸➦Û➺➭➥❊➦❀✜❱➯➴➘✩✒❊➩✚➺➭➥❊➻➽➼❱➬r➫❱➸✚➩➭➫❥➧❺➾♣➩✒➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✰✏ ➥❊➫❱➪✛➘✸➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯☛➩➹➧①➯r➩✚➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦Û➬r➫❥➧❺➩➭➾♣➻➷➸➭➪❱➬➴➘✸➬r➾◗➩✩✧✞➩➹➧①➩➭➫❥➧❺➾♣➩✩➯r➩✩➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦
➬r➫❥➧❺➩➭➾♣➻➷➸➭➪❱➬➴➘✸➬r➾◗➩✒➩➹➧✚➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✽✱✛➫✛➘✸➯❦✖✥✚➫✏➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫

j
➶ ➘Û➪❱➥❊➫❱➫❱➩➭➾✒➦❱➫❱➩➽➺➭➥❊➫✞➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫✳✘❀➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✖➪❱➩✬✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸✖➪❱➩➽➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧❨✱✛➫✛➘✸➯

➪❱➩✒➯➴➘❤✏ ➥❊➾♣➻➷➩
aj e−iϕj

✧❈➥✩★
aj

➪❱➸✗✜☞➩➭➫❱➪✂➪❱➩✒➯➴➘❅✜❱➦❱➯r➮❺➘ ➧❺➬r➥❊➫❀➪❱➩✓❵✚➘✸➼❱➬✌➩➹➧✧➪❱➩✒➯➴➘✖➪❱➸➭➾♣➬ ➶❥➩✒➪❱➩❨✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩➲➘✸➦❈❒
✜☞➥❊➬r➫❥➧❺➮✖➪❱➩Û➺➹➾❺➥✸➬r➮♣➩➭➻➷➩➭➫✞➧❜✧✵➩➹➧

ϕj

➩➭➮◗➧➅➯r➩➷➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮❺➘✩✒❊➩Û➘✸➺➭➺➭➦❱➻➽➦❱➯r➸❀➯r➩➷➯r➥❊➫❀✒Ý➪❱➩❀➺➭➩Û➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫❍✖◆✸✘➥❊➻➷➻➷➩➷➯r➩➭➮
➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮✧➪❱➩✒➧❺➥❊➦❱➮ ➯r➩➭➮✧➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫❱➮✧➪❐✃ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➮Ô✃ ➘❝★◗➥❊➦➨➧❺➩➭➫❥➧✚➪❱➩❳➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩❳➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➩✩✧✛➯➴➘✬✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘❝▲
➧❺➬r➥❊➫●✱✛➫✛➘✸➯r➩❳➪✛➘✸➫❱➮ ➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✧➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸➲➮♣➩➭➾❺➘

Pe = P1 + P2 + P3 + 2
√

P1P2 cos ∆ϕ21 + 2
√

P2P3 cos ∆ϕ32 + 2
√

P1P3 cos ∆ϕ31,
✲ ❊❭❊❭❊ ✖●❋❅➳✠✵

➥✩★
Pj = |aj|2

➩➹➧
∆ϕji = ϕj − ϕi

➩➭➮◗➧❳➯➴➘➷➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➅➪❱➩❅✜❀✪✛➘✸➮♣➩■➘✸➺➭➺➭➦❱➻➽➦❱➯r➸➭➩➽➩➹➫✞➧❺➾♣➩➽➪❱➩➭➦❈❒✏➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫❱➮
➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✗✖☞➤❈➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧✚➯➴➘✴➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾✧➪❱➩➭➮

∆ϕji

✧✛➯r➩➭➮✧➧❺➩➭➾♣➻➷➩➭➮✧➪❐✃ ➬r➫✞➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮
cos ∆ϕji

➺➭➥❊➫✞➧❺➾♣➬r➼❱➦❱➩➭➾♣➥❊➫❥➧ ➪❱➩
➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩❳➺➭➥❊➫❱➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➬ ➶❥➩✖➥❊➦Ý➪❱➩➭➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➬ ➶❊➩✩✧☞➪❱➥❊➫❱➫✛➘✸➫❥➧✩➯r➬r➩➭➦❲✘■➪❱➩➭➮✚➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘❅➧❺➬ ➥❊➫❱➮✧➪✛➘✸➫❱➮✚➯➴➘✦✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➩
➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✰✱✛➫✛➘✸➯❦✖❩✇✒➦✛➘✸➫❱➪

∆ϕji

➮♣➩➭➾❺➘✴➸✗✒❥➘✸➯r➩❨✘✖➦❱➫Û➻➅➦❱➯ ➧❺➬❋✜❱➯ ➩ ➩➭➫❥➧♠➬ ➩➭➾✘➪❱➩
2π
✧❈➯r➩➭➮✯➺✤✪❱➩➭➻➷➬r➫❱➮

i
➩➹➧

j
➪❱➥❊➫❱➫❱➩➭➾♣➥❊➫❥➧

➦❱➫❱➩✂➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❵➻❀➘❅❒➨➬r➻❀➘✸➯ ➩●✘✏➯➴➘✳✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫▲➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩Ý➪✛➘✸➫❱➮■➯✔✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |e − h̄ω 〉 ✖ Pe

➩➭➮◗➧➷➪❱➥❊➫❱➺
➯➴➘Û➮♣➥❊➻➷➻➷➩➅➪❱➩➅➧❺➾♣➥❊➬r➮❳➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➥✠✒❊➾❺➘✸➻➷➻■➩➭➮➲➘Ô➶❊➩➭➺➷➪❱➩➭➮✿✜☞➸➭➾♣➬r➥❈➪❱➩➭➮➲➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➩➭➮✗✧✷✜☞➸➭➾♣➬r➥❈➪❱➩➹➮✿❈✞➦❱➩➷➯✢✃ ➥❊➫✟✜☛➩➭➦➨➧
➩➭➮◗➧❺➬r➻➷➩➭➾✚➮♣➬r➻✛✜❱➯r➩➭➻➷➩➹➫✞➧✚➪✛➘✸➫❱➮✩➯➴➘■➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫✳➪❱➩✴➯✢✃ ➘ ➧❺➥❊➻➷➩✓✪✛➘✸➼❱➬r➯r➯r➸✟✠ ➳❖❏✓☛❦✖✯✸✺✪✛➘✩❈✞➦❱➩➽➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫✈➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❄▲
✜☞➥❊➫❱➪✶✘✖➦❱➫Û➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦Û➪❐✃ ➸➹➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩❨✪✛➘✸➼❱➬r➯r➯ ➸

E(t)
✖❩❂✆➥❊➦❱➾✺✜✛➘✸➮♣➮♣➩➭➾✘➪❱➩✩➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✙✏ ➥❊➫❱➪✛➘✸➻➷➩➭➫✞➧♠➘✸➯♦✘✖➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✰✱✛➫✛➘ ➯☞➩➭➫

➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧✚➦❱➫Ý➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫Ý➩➭➫❲✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➺➭➦❱➯r➬r➩➹➾✧➯r➩❳➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮❺➘✩✒❊➩✴➘✸➺➭➺➭➦❱➻➽➦❱➯r➸❳➩➭➮◗➧✩➪❱➥❊➫❱➫❱➸✿✜✛➘✸➾
ϕ =

∫+∞
−∞ dtE(t)/h̄

✖
❴❹➩➲➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮❺➘✩✒❊➩

∆ϕji

➩➭➫❥➧❺➾♣➩➲➯r➩➭➮ ➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫❱➮
i
➩➹➧

j
➩➭➮◗➧✩➪❱➥✸➫❱➺

∆ϕji =
1

h̄

∫ t2

t1

dt (Ej(t) − Ei(t)) ,
✲ ❊❭❊❪❊ ✖●❋✳❏✮✵
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ωω ω

13S 23S
12S
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➘Ô➶❊➩➭➺
t1
➩➹➧

t2
➯r➩➭➮❀➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧❺➮❀➥✩★❦➯r➩➭➮❀➪❱➩➭➦❈❒ ➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫❱➮➷➮♣➩✳➮♣➸✗✜✛➘✸➾♣➩➭➫❥➧➱➩➹➧Û➮♣➩✈➾♣➩➭➺➭➥❊➻➽➼❱➬r➫❱➩➭➫✞➧❜✖✰❂✆➥❊➦❱➾❀➦❱➫❱➩

➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫♣✒❥➘✸➦❱➮♣➮♣➬r➩➭➫❱➫❱➩✹✘❀➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩➅➪❱➩❅✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩■➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➬ ➾♣➩✩✧☛➯➴➘✛✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩■➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧♠➘✸➫❱➸➭➩✦✘Û➯✢✃ ➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧
t➩➭➮◗➧✖❮

ω(t) = ω0 + 2αt
✧✛➺➭➩✿❈✞➦❱➬❹➪❱➥❊➫❱➫❱➩➲➩➭➫Ý➩■❢✌➩➭➺➹➧❺➦✛➘✸➫✞➧✚➦❱➫Ý➺✫✪✛➘✸➫❀✒❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧✚➪❱➩❳➶✸➘✸➾♣➬➴➘✸➼❱➯r➩✒➪✛➘✸➫❱➮ ❊❭❊❭❊ ✖●❋✩❏

∆ϕji =
1

2α

∫ω(t2)

ω(t1)

dω

h̄
(Ej(ω) − Ei(ω)) .
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➯✢✃ ➘✸➬r➾♣➩✘➪❱➩✧➯➴➘✩➮♣➦❱➾❯✏✔➘✸➺➭➩

Sij

➺➭➥❊➻✛✜❱➾♣➬r➮♣➩①➩➭➫✞➧❺➾♣➩✧➯r➩➭➮✭➺✤✪❱➩➭➻➷➬r➫❱➮
i
➩➹➧

j
➪❱➩✧➯➴➘❑✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊❭❊ ✖ ❏③✲ ➼♦✵✄➩➹➧❃➪❱➦✬✏✔➘✸➺➹➧❺➩➭➦❱➾

2α➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮◗➧❺➬✴❈✞➦❱➩✒➪❱➩❳➯➴➘✴➪❱➸➭➾♣➬ ➶❥➩✒➪❱➩✑✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✩✖ q✚➥❊➦❱➮ ➘Ô➶❊➥❊➫❱➮✧➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➸➲➮♣➦❱➾✧➯➴➘❤✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊❪❊ ✖ ❑■➯r➩➭➮✘➧❺➾❺➥✸➬r➮
➮♣➦❱➾❯✏✔➘✸➺➭➩➭➮❡✜☛➩➭➾◗➧❺➬r➫❱➩➭➫✞➧❺➩➭➮✘➪✛➘✸➫❱➮✘➫❱➥✸➧❺➾♣➩✚➻➷➥❈➪❀❏➭➯r➩❑✘❤❈✞➦✛➘ ➧❺➾♣➩✩➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒✯✖▼❴❹➩➭➮✘➪❱➩➭➦❈❒Û➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧❺➮

t1
➩➹➧

t2
➫❱➩✩➮♣➥❊➫❥➧

✜✛➘✸➮✚➶❈➾❺➘✸➬r➻➷➩➭➫❥➧✚➼❱➬r➩➭➫✈➪❱➸■✱✛➫❱➬r➮✗✧☞➺➭➩✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧❳➩➭➫✈➾♣➸✗✒❊➬r➻➷➩➲➪❱➩✴➺✤✪✛➘✸➻✛✜❲✏✔➘✸➬r➼❱➯ ➩✩✧✛➯r➩➭➮✚➫❱➬ ➶❥➩Ô➘✸➦❈❒✈➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮
➸➹➧♠➘✸➫❥➧✑✜❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧✩➺➭➥❊➫▼✏ ➥❊➫❱➪❱➦❱➮❳➘Ô➶❊➩➭➺➽➯r➩➭➮✚➫❱➬ ➶❥➩Ô➘✸➦❈❒✈➫❱➥❊➫♣✜☞➩➭➾◗➧❺➦❱➾♣➼☞➸➭➮✗✧✌➫❱➥❊➦❱➮✩➯r➩➭➮✩➬r➪❱➩➭➫❥➧❺➬❋✱✛➩➭➾♣➥❊➫❱➮✚➪❱➥❊➫❱➺
➘Ô➶❊➩➭➺✖➯r➩➭➮✧➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫✞➧❺➮✧➪❱➩➲➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✚➪❱➩➭➮ ➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒✂➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮✗✖

➤❈➦❱➾❯✏✔➘✸➺➭➩➭➮ ♠✄❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫✈➪❱➩
Sij

❖✯➘✸➯r➩➭➦❱➾✧➪❱➩
Sij

✲ ➮ −2
✵

φ
(2)
2π (ji)

✲ ✏ ➮
2
✵

➧❺➾♣➬➴➘✸➫❀✒❊➯r➩➲➤
13 δ2

k1
/4

❏▼✧▼❍❖❞▲❏ ×1027
❋✶❜❁❑✻❞✬✏ ➮

2➧❺➾♣➬➴➘✸➫❀✒❊➯r➩➲➤
23 δ2

k2
/4

❏▼✧ ➳❅❋✳❑ ×1027
❋✩❞✻❍▲❍❅✏ ➮

2➧❺➾❺➘✩✜ ❏✗❳➭➩✴➤
12

(
δ2
k1
− δ2

k2

)
/4

➚▼✧ ❏✻❜❖❞ ×1027
❋✩◆✻❍▲❜❖■❅✏ ➮

2

✁✄✂✠☎ ✆❅❊❭❊❭❊ ✖ ➳ ✎✹❂✆➸➭➾♣➬r➥❈➪❱➩➭➮✯➪❱➩➭➮❃➧❺➾♣➥❊➬r➮●➧❺➩➭➾♣➻➷➩➭➮❃➪❐✃ ➬r➫✞➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➹➩➭➮✘➾❺➸➹➮❺➦❱➯ ➧❍➘ ➫✞➧✯➪❱➩➭➮✯➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➮❃➺✤✪❱➩➭➻➷➬r➫❱➮❃➪❐✃ ➩❍❒✻▲
➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫✟✲î➶❥➥❊➬r➾✺✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊❭❊ ✖ ❑✻✵✤✖

❂✆➥❊➦❱➾✒➦❱➫❱➩➽➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫☎✏ ➥❊➾◗➧❺➩➭➻➷➩➭➫✞➧✒➸➹➧❺➬r➾♣➸➭➩
2α = 1/φ(2)

✲ ➺■✏❃➺✫✪✛➘✩✜❱➬ ➧❺➾♣➩ ❊ ✵✿✧☞➺➭➩✬❈✞➦❱➬✄➮♣➬✴✒❊➫❱➬❋✱✛➩❅❈✞➦❱➩
➺✫✪✛➘✩❈✞➦❱➩❳➧❺➩➭➾♣➻➷➩✒➪❐✃ ➬r➫✞➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮✧➶ ➘➅➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯r➩➭➾✘➩➭➫●✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫Û➪❱➩❳➯➴➘➽➪❱➬r➮❊✜☛➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫☎❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩

φ(2)
✧❱➘Ô➶❥➩➭➺

➦❱➫❱➩✿✜☞➸➭➾♣➬r➥✞➪❱➩

φ
(2)
2π (ji) =

2π

Sij

.
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φ(2)
✲ ✒❊➾❺➘✩✜❀✪❱➩✘➩✕✵❊✵✤✖ ✈ ➫❥➧❃➘✸➦❱➮♣➮♣➬➨➸➹➧❺➸✘➧❺➾❺➘✸➺➭➸➭➮✭➯r➩➭➮✆➧❺➾❺➥✸➬r➮✄➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮✭➘✮✵✤✧ ➼♦✵✵➩➹➧●➺✕✵◆✘✩➯➴➘❑✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫

➪❱➩➲➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸➲➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘✸➫❥➧ ➪❱➩➭➮✚➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮ ➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫❱➮P❈✞➦✛➘✸➫❥➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮❑✜❱➾♣➬r➮✧➪❱➩➭➦❈❒♣✘➅➪❱➩➭➦❈❒✯✖

q✚➥❊➦❱➮➷➘Ô➶❊➥❊➫❱➮■➾♣➩✗✒❊➾♣➥❊➦❀✜☞➸✂➪✛➘✸➫❱➮➅➯r➩Û➧♠➘✸➼❱➯r➩Ô➘✸➦ ❊❭❊❭❊ ✖ ➳✳➯r➩➭➮➅➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮❺➬r➥❊➫❱➮■➩➹➧➷➯r➩➭➮➽➶✸➘ ➯r➩➭➦❱➾♣➮■➫✞➦❱➻➷➸➭➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮■➪❱➩➭➮
➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➩➭➮✽❈✞➦✛➘✸➫❥➧❺➬ ➧❺➸➭➮✧➘✸➮♣➮♣➥✞➺➭➬r➸➭➩➭➮ ➘✸➦❈❒❀➧❺➾♣➥❊➬r➮✘➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➥✠✒❊➾❺➘✸➻➷➻■➩➭➮✩❮➨➘✸➬r➾♣➩➭➮

Sij

✧❩✜☞➸➭➾♣➬r➥❈➪❱➩➭➮
φ

(2)
2π (ji)

➘Ô➶❥➩➭➺
δk = ωe − 2ωk + ωg

✧❱➮♣➥❊➬ ➧P✜☞➥❊➦❱➾✧➯r➩❳➮♣➥❈➪❱➬r➦❱➻➑❮

δk1 = 1, 199 × 1014 ➾❺➘✸➪❍✖ ➮ −1

➩➹➧
δk2 = 1, 134 × 1014 ➾❺➘✸➪❍✖ ➮ −1.

❂✄➥❊➦❱➾✚➥❊➼➨➧❺➩➭➫❱➬r➾ ➯✢✃ ➘✸➯r➯r➦❱➾♣➩❳➪❱➩✴➯➴➘✹✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫Ý➪✛➘✸➫❱➮✚➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✩➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸✩✧☛➫❱➥❊➦❱➮✒➘Ô➶❥➥❊➫❱➮✚➮♣➥❊➻➷➻➷➸✖➯r➩➭➮ ➧❺➾♣➥❊➬r➮
➧❺➩➭➾♣➻➷➩➭➮➲➪❐✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮✶✲ ✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊❭❊ ✖▼❍✠✵✤✖✵➵✩➩➭➦❈❒✠➪❱➩■➺➭➩➭➮✖➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮✗✧❐➪❱➩✹✜☞➸➭➾♣➬r➥✞➪❱➩➭➮❳➧❺➾❊❏➭➮❤✜❱➾♣➥✞➺✤✪❱➩➭➮✗✧
➶❊➥❊➫✞➧✚➼✛➘ ➧♣➧❺➾♣➩✓✜☞➥❊➦❱➾✧➪❱➥❊➫❱➫❱➩➭➾✚➦❱➫✂➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯❐➪❱➩➲➯➴➘✬✏ ➥❊➾♣➻➷➩

2 cos
(

S13 + S23

2
φ(2)

)
cos

(
S13 − S23

2
φ(2)

)
,

✲ ❊❭❊❭❊ ✖●❋✩◆✮✵

➘❜✔✞➘✸➫❥➧✚➪❱➩➭➦❈❒✂➸➭➺✤✪❱➩➹➯r➯r➩➭➮ ➪❱➩❳➧❺➩➭➻✛✜❱➮ ➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮◗➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮➲❮✛➦❱➫❱➩✿✜☛➸➭➾♣➬r➥❈➪❱➩➲➺➭➥✸➦❱➾♣➧❺➩
4π

S13 + S23

= 1846
✏ ➮ 2, ✲ ❊❭❊❭❊ ✖●❋✶❜✠✵

➩➹➧✚➦❱➫❱➩✿✜☞➸➭➾♣➬r➥✞➪❱➩➲➪❱➩➲➼✛➘ ➧♣➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧
1

2
× 4π

S13 − S23

= 16578
✏ ➮ 2. ✲ ❊❭❊❭❊ ✖●❋✩■✮✵
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➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➬r➯r➮✄➮♣➥❊➫✞➧❃➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸➭➮❙✜✛➘✸➾●➦❱➫❱➩
➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✏➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸➭➩➷➩➭➫

λ0 =
❍▲❜❖❞➱➫❱➻❲✧❐➪❱➩■➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾❳➪❱➩■➼✛➘✸➫❱➪❱➩

∆λp =
➳▲❍Û➫❱➻❲✖❉✸✘➥❊➦❱➾♣➼☞➩■➩➭➫❧➧❺➾❺➘✸➬ ➧❺➮

✜❱➯r➩➭➬r➫❱➮①❮ ✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩❑✜❱➾♣➥ï➶❊➩➭➫✛➘✸➫✞➧❃➪❱➩✧➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧
4d3/2

✖✻✸✘➥❊➦❱➾♣➼☞➩✧➩➭➫✹✜☞➥❊➬r➫❥➧❺➬r➯r➯ ➸➭➮✘❮ ✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩❑✜❱➾♣➥ï➶❥➩➭➫✛➘✸➫❥➧
➪❱➩➲➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧

4d5/2

✖♦✸✘➥❊➦❱➾♣➼☞➩➲➩➭➫✂➧❺➬r➾♣➩➹➧❺➮❳❮✂✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩❅✜❱➾♣➥ï➶❥➩➭➫✛➘ ➫✞➧✚➪❱➩➭➮✚➪❱➩➭➦❈❒✂➸➹➧♠➘ ➧❺➮✗✖

✸✘➩✩➼✛➘❅➧❺➧❺➩➭➻■➩➭➫✞➧✯➮♣➩✩➮♣➦❀✜☞➩➭➾❊✜☛➥❊➮♣➩✓✘✖➯➴➘✒➧❺➾❺➥✸➬r➮♣➬✴❏➭➻➷➩ ➺➭➥✸➫✞➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫♣✲ ➪❱➦❱➩✒➘✸➦❈❒➷➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫❱➮ ❋✚➩➹➧ ➳✠✵✭➪❱➩❑✜☞➸➭➾♣➬r➥❈➪❱➩
➸✗✒❥➘✸➯r➩P✘✖➺➭➩➹➧♣➧❺➩❑✜☞➸➹➾❺➬ ➥❈➪❱➩ ➪❱➩✚➼✛➘ ➧♣➧❺➩➭➻➷➩➭➫✞➧✰✜☛➥❊➦❱➾✯➪❱➥❊➫❱➫❱➩➭➾✯➯r➩➭➮❃➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧♣➬r➥✸➫❱➮●➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➸➭➩➭➮①➩➭➫❀➼✛➘✸➮✰✘➲➪❱➾♣➥❊➬ ➧❺➩
➪❱➩➲➯➴➘❅✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊❭❊ ✖▼❍➽➩✕✵✤✖

q✚➥✸➧❺➥❊➫❱➮✺❈✞➦❐✃ ✘✴➦❱➫❱➩✒➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾✯➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✒➪❱➩ ❍▲❜❖❞✖➫❱➻❲✧✞➯r➩✩➯➴➘✸➮♣➩➭➾✯➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➩✒➘✸➦❱➮♣➮♣➬✌➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧
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➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✘➬r➫❥➧❺➩➭➾♣➻➷➸➭➪❱➬➴➘✸➬ ➾♣➩

3p1/2

✖❩❱✩➬r➫❱➮♣➬❦✧✞➯r➩✚➺✤✪❱➩➭➻➷➬ ➫ ❋✩➩➭➮◗➧✧➬r➫❥➧❺➩➭➾♣➪❱➬ ➧❜✖➨➤❈➩➭➦❱➯r➩✩➮♣➦❱➼❱➮♣➬r➮◗➧❺➩✒➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩✩➩➭➫❥➧❺➾♣➩
➯r➩➭➮✭➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫❱➮❃➳✒➩➹➧✱❏▼✧✸➪❱➥❊➫❱➫✛➘✸➫✞➧●➦❱➫❱➩✧➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥✸➫➽➾❺➘✩✜❱➬r➪❱➩✽✘✒➯➴➘❨✜☞➸➭➾♣➬r➥✞➪❱➩①➪❱➩ ❋✩❞✻❍▲❍P✏ ➮
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✖✻✸✘➩➹➧♣➧❺➩✽✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫

➶ ➘➅➪❱➥❊➫❱➫❱➩➭➾✧➮❺➘✦✜❱➾♣➥✠✜❱➾♣➩✒➺➭➥❊➫❥➧♠➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥✸➫➱➘✸➦✂➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯☞➪❱➩☎✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩✖➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➸➲➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✖❀❴✵➘
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λ0 =
❍▲❜❖❞❳➫❱➻❲✧❊➪❱➩ ➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾●➪❱➩ ➼✛➘✸➫❱➪❱➩

∆λp =
➳▲❍✒➫❱➻☎✖✻❴✵➘❳➻➷➸➹➧❆✪❱➥✞➪❱➩ ➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➸➭➩✽✜☞➥❊➦❱➾●➩■❢✌➩➭➺✤▲
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➘✚➘✸➯r➥❊➾♣➮✷✜☞➩➭➾♣➻➷➬r➮❹➪❱➩✯➪❱➸➹➧❺➩➭➾♣➻➷➬ ➫❱➩➭➾✵➯➴➘✽✜☞➸➭➾♣➬r➥✞➪❱➩❃➪❱➩➭➮✆➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮❐➩➭➫❤✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫➲➪❱➩✯➯➴➘✧➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩❃➪❱➩✙✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✩✖
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❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖

♠●➫ ➺✫✪✛➘✸➻✛✜ ✏✔➘✸➬r➼❱➯r➩✩✧●➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯ ➬ ➧❺➦❱➪❱➩✂➪❱➩♣✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸➱➪❱➩Ý➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫
ae(+∞)

➩➭➮◗➧Û➪❱➥✸➫❱➫❱➸➭➩✳✜✛➘✸➾
➯➴➘❧➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬r➩✈➪❱➩➭➮✶✜☛➩➭➾◗➧❺➦❱➾♣➼✛➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮❀➪❱➸✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧✂➪❱➦❦➧❺➩➭➻✛✜❱➮✗✖❡✸✘➥❊➻➷➻➷➩✈➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |e〉 ➩➭➮◗➧➱➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸✈➶❈➬➴➘✠➦❱➫❱➩➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫☎✘➅➪❱➩➭➦❈❒❲✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮✗✧✛➯r➩❳➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯❐➪❱➥❊➬ ➧ ✞➹➧❺➾♣➩✿✜☛➥❊➦❱➮♣➮❺➸❡★◗➦❱➮❊❈✞➦❐✃ ➘✸➦✈➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪✈➥❊➾♣➪❱➾♣➩✩✖ ✈ ➫Ý➘■➘✸➯r➥❊➾♣➮

ae(+∞) = − 1

h̄2

∑

k=k1, k2

µekµkg

∫+∞

−∞
dtE(t)eiωekt

∫ t

−∞
dt′E(t′)eiωkgt′ ,

✲ ❊❭❊❭❊ ✖●❋✩❞✮✵

➥✩★
µkg

✲ ➾♣➩➭➮❊✜❍✖
µek

✵❃➩➭➮◗➧ ➯r➩✩➻➷➥❊➻➷➩➭➫❥➧①➪❱➬✴✜☛➥❊➯➴➘✸➬r➾♣➩✚➪❱➩✒➯➴➘✖➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫ |g 〉 −→ |k 〉 ✲ ➾♣➩➭➮❊✜❍✖ |k 〉 −→ |e〉 ✵✤✧
ωij = ωi − ωj

✖③❴❹➩➭➮ ➺✤✪✛➘✸➫❀✒❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧❺➮ ➪❱➩❳➶✸➘✸➾♣➬➴➘✸➼❱➯r➩➭➮
t′′ = t − t′

✧❀✜❱➦❱➬r➮
t′ = t′′

✧✛➺➭➥❊➫❱➪❱➦❱➬r➮♣➩➭➫❥➧❨✘

ae(+∞) = − 1

h̄2

∑

k=k1, k2

µekµkg

∫+∞

−∞
dtE(t)eiωekt

×
∫+∞

0

dt′E(t − t′)eiωkg(t−t′).
✲ ❊❭❊❭❊ ✖ ➳✸➚✮✵

q✚➥❊➦❱➮■➮♣➦❀✜❀✜☞➥❊➮♣➩➭➾♣➥❊➫❱➮✛❈✞➦❱➩Ý➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❵➯r➦❱➻➷➬ ➫❱➩➭➦❱➮♣➩☎✘✏➪❱➸➭➾♣➬ ➶❥➩✂➪❱➩✶✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✈➩➭➮◗➧✛✒❥➘✸➦❱➮♣➮♣➬r➩➭➫❱➫❱➩✩✖
➵✒➘✸➫❱➮✚➯✔✃ ➘✩✜❀✜❱➾♣➥ï❒➨➬r➻❀➘❅➧❺➬ ➥❊➫●❈✞➦✛➘✸➮♣➬ ▲✰➾♣➸➭➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➫❥➧❺➩➲➮♣➥❊➫Ý➺✫✪✛➘✸➻✛✜Ý➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩

E(t)
➩➭➮◗➧✚➪❱➥❊➫❱➫❱➸✿✜✛➘✸➾❳❮

E(t) =
1

2
E0

√
Γ

Γ0

e−Γt2e−iω0t,
✲ ❊❭❊❭❊ ✖ ➳❅❋❝✵

➘Ô➶❥➩➭➺
1/Γ = 1/Γ0−2iφ(2)

✧
1/Γ0 = T 2

0

✲
T0

➪❱➩➭➻➷➬ ▲✰➯➴➘ ➾❊✒❊➩➭➦❱➾✷✘
1/e

➪❱➦➲➺✤✪✛➘✸➻✹✜➲➯r➬r➻➷➬ ➧❺➸◆✜✛➘✸➾❐➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩
➪❱➩✛❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✗✧

φ(2)
➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫☎❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩➲➩➭➫

ω = ω0

✵✤✖
♠●➫✖➬r➫❱➮♣➸➭➾❺➘✸➫❥➧✆➯✢✃ ➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫✿❱❅✖ ➳✧➪✛➘✸➫❱➮ ❊❪❊❭❊ ✖ ➳✸➚▼✧Ô➥❊➫✖➥❊➼➨➧❺➬r➩➭➫❥➧✆➘✩✜❱➾❊❏➭➮✵➪❱➸➹➶❊➩➭➯r➥✠✜❀✜☞➩➭➻➷➩➭➫❥➧✆➪❱➩➭➮✵➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧♠➮

➺Ô➘✸➾♣➾♣➸➭➮ ➩➹➧❑✜☞➩➭➾♣➻➽➦➨➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➩➭➮✚➬r➫❥➧❺➸✗✒❊➾❺➘✸➯r➩➭➮

ae(+∞) = − 1

h̄2

E2
0

4

Γ

Γ0

∑

k=k1, k2

µekµkg

∫+∞

0

dt′e−Γt′2−i∆
(k)
1 t′

×
∫+∞

−∞
dte

−2Γt2+

[
2Γt′+i

(
∆

(k)
1 +∆

(k)
2

)]
t
,

✲ ❊❭❊❭❊ ✖ ➳❊➳✠✵
➥✩★

∆
(k)
1 = ωkg −ω0

➩➹➧
∆

(k)
2 = ωek −ω0

➮♣➥❊➫✞➧①➯r➩➭➮①➸➭➺Ô➘ ➾♣➧❺➮✽✘✴➯➴➘✖➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩➲➘✸➮♣➮♣➥❈➺➭➬r➸➭➮✽✘✴➺✫✪✛➘✸➺➭➦❱➫❱➩❳➪❱➩➭➮
➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✗✖❀❴●✃ ➬r➫✞➧❺➸✗✒❊➾❺➘✸➯r➩✒➮♣➦❱➾

t
➩➭➮◗➧✩➸➹➶ ➘✸➯r➦❱➸➭➩➲➩➭➫Ý➦➨➧❺➬r➯r➬r➮❺➘✸➫❥➧✧➯➴➘➽➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫✞➧❺➩✟✠ ■▲◆✓☛●❮

∫+∞

−∞
dxe−

x2

4β
−γx = 2

√
πβ eβγ2

,
❵ ➩

(β) > 0.
✲ ❊❭❊❪❊ ✖ ➳❖❏✮✵



❞▲■ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✗✑ ✑ ✑✌✍ ✑✒✤✥✟✒☞✜✡✕✖ ✚✜✡✌☞✜✤ ✁ ☞✜✏ ✝ ☞ ✁ �✞☞✜✢ ✝✑✤ ✏ ✂☛✟✙✂✧✤✥✟☛✝✄✂☛✟ ☞✜✏

✸✘➩✿❈✞➦❱➬❹➪❱➥❊➫❱➫❱➩

ae(+∞) = − 1

h̄2

E2
0

4

Γ

Γ0

√
π

2Γ

∑

k=k1, k2

µekµkg e
−
(

∆
(k)
1 +∆

(k)
2

)2

/8Γ

×
∫+∞

0

dt′e
−Γ

2
t′2+i

(
∆

(k)
2 −∆

(k)
1

)
t′

2 .
✲ ❊❭❊❭❊ ✖ ➳❁❑✻✵

✸✘➩➹➧♣➧❺➩➲➪❱➩➭➾♣➫❱➬✴❏➭➾♣➩➲➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫☎✜☞➩➭➦➨➧✚➮➭✃ ➬r➫✞➧❺➸✗✒❊➾♣➩➭➾✧➩➭➫Ý➦➨➧❺➬r➯r➬r➮❺➘✸➫❥➧❤✲ ✠ ■▲◆✓☛✷✜✛➘✩✒❊➩✛❏❊➚✻❜✠✵
∫+∞

0

dxe−
x2

4β
−γx =

√
πβ eβγ2

[1 − ➩➭➾❯✏
(γ

√
β)],

❵ ➩
(β) > 0,

✲ ❊❭❊❭❊ ✖ ➳▲❍✠✵

➥✩★✂➩➭➾❯✏✭➩➭➮◗➧✚➯➴➘✬✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥✸➫✂➩➭➾♣➾♣➩➭➦❱➾ ➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩➲➪❱➸■✱✛➫❱➬r➩✓✜✛➘✸➾ ➩➭➾❯✏
(z) = 2√

π

∫z

0
dte−t2

✖
❝✄➬r➫✛➘✸➯r➩➭➻■➩➭➫✞➧✧➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯ ➬ ➧❺➦❱➪❱➩✒➪❱➩➲➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸➲➩➭➮◗➧✚➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➩❤✜✛➘✸➾❳❮

ae(+∞) = − 1

2h̄2

∑

k=k1, k2

µekµkgẼ(ωek)Ẽ(ωkg)

×

1 − ➩➭➾❯✏ i

∆
(k)
1 − ∆

(k)
2

2
√

2Γ





 ,

✲ ❊❭❊❭❊ ✖ ➳❖◆✮✵

➥✩★✂➯✢✃ ➥❊➫Ý➘➅➬r➫❥➧♠➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧✧➯r➩❳➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✖➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩
Ẽ(ω)

➪❱➩✖➯✔✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫✟✲✔➺✤✏✭➺✫✪✛➘✩✜❱➬ ➧❺➾♣➩ ❊ ✵✤✖
❴❹➩➽➺➭➥❊➫❥➧❺➩➭➫❈➦✟✜❀✪✮✔❈➮♣➬✴❈✞➦❱➩➅➪❱➩➽➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫ ❊❭❊❭❊ ✖ ➳❖◆Û➩➭➮◗➧❳➺➭➥❊➫▼✏ ➥❊➾♣➻➷➩✬✘Û➺➭➩✬❈✞➦❱➩➅➫❱➥❊➦❱➮➲➘Ô➶❊➥❊➫❱➮❳➪❱➬ ➧✑❈✞➦✛➘❝▲

➯r➬ ➧♠➘ ➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧➽➘✸➦❧✜✛➘✸➾❺➘✩✒❊➾❺➘✩✜❀✪❱➩ ❊❭❊❪❊ ✖ ➳❩✖ ➳❩✖ ✈ ➫❵➪❱➬r➮◗➧❺➬r➫❀✒❊➦❱➩➷➪❱➩➭➦❈❒❵➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮✬✘
ae(+∞)

➘✸➮♣➮♣➥✞➺➭➬r➸➭➩➭➮
➘✸➦❈❒❦➪❱➩➭➦❈❒ ➸➭➺✫✪❱➩➭➯r➯r➩➭➮❀➪❱➩✳➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒ |g 〉 −→ |k1 〉 −→ |e〉 ➩➹➧ |g 〉 −→ |k2 〉 −→ |e〉 ✧✯➺✫✪✛➘✸➺➭➦❱➫❱➩➘❜✔❥➘✸➫✞➧❳➦❱➫✟✜☞➥❊➬r➪❱➮✑✜❱➾♣➥✠✜☞➥❊➾◗➧❺➬r➥❊➫❱➫❱➩➭➯✭➘✸➦✟✜❱➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧❳➪❱➩➭➮➲➻➷➥❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮✒➪❱➩➽➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✩➩➹➧❤✘➱➯✔✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✴➪❱➦
➺✫✪✛➘✸➻✛✜➱➯r➦❱➻➷➬r➫❱➩➭➦❈❒Û➘✸➦❈❒✶✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩➭➮

ωek

➩➹➧
ωkg

✖③❂✆➥❊➦❱➾✧➺✫✪✛➘✩❈✞➦❱➩➲➸➭➺✫✪❱➩➭➯r➯r➩✩✧➨➯r➩➭➮✘➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✘➪❱➬r➾♣➩➭➺➹➧❺➩➭➮✧➩➹➧
➮♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯r➯r➩➭➮✧➘✩✜❀✜✛➘✸➾❺➘✸➬r➮♣➮♣➩➭➫✞➧✧➪✛➘✸➫❱➮①➯➴➘❅✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✩➩➭➫✞➧❺➾♣➩✒➺➭➾♣➥❈➺✫✪❱➩➹➧❜✧❱➮♣➥❊➦❱➮✧➯➴➘❤✏ ➥❊➾♣➻➷➩✩➪❐✃ ➦❱➫❱➩✑✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫Û➩➭➾♣➾♣➩➭➦❱➾
➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩✽✜☛➥❊➦❱➾●➯➴➘✑✜❱➾♣➩➭➻➷➬✴❏➭➾♣➩①➩➹➧❃➪❐✃ ➦❱➫■➧❺➩➭➾♣➻➷➩①➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘✸➫✞➧✙✜☞➥❊➦❱➾●➯➴➘✩➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❱➩✩✖❩❴✵➘❨✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫➅➩➭➾♣➾♣➩➭➦❱➾❃➺➭➥❊➻✦▲
✜❱➯r➩❍❒➨➩①➩➭➮◗➧❃➦❱➫❱➩✺✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫➽➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘✸➫❥➧❺➩✘➪❱➸✗✜☛➩➭➫❱➪✛➘✸➫✞➧❃➪❱➩➭➮❙✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩➭➮

δk = ∆
(k)
2 −∆

(k)
1 = ωe−2ωk +ωg➩➹➧

φ(2)
✖❩❴❹➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➥❊➫Û➸➭➯✴❏➹➶❊➩❳➘✸➦❀➺Ô➘✸➾♣➾♣➸✩➯r➩ ➻➷➥❈➪❱➦❱➯r➩ ➪❱➦❀➧❺➩➭➾♣➻➷➩✚➩➭➫✞➧❺➾♣➩✩➺➭➾♣➥✞➺✤✪❱➩➹➧❜✧❈➥❊➫❀➥❊➼➨➧❺➬r➩➭➫✞➧✘➦❱➫❱➩❑✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥✸➫

➪❱➩
φ(2)

➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘✸➫❥➧❺➩✩✧❐➪❱➩✛✜☞➸➭➾♣➬r➥❈➪❱➩
φ

(2)
2π (k) = 8π/δ2

k

✖◆✸✘➥❊➻■➻➷➩■➯➴➘●✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❧➪✛➘✸➫❱➮✖➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✓✱✛➫✛➘✸➯❃➩➭➮◗➧
➸✗✒❥➘✸➯r➩❲✘ |ae(+∞)|2 ✧●➩➭➯r➯r➩✂➺➭➥❊➫❥➧❺➬r➩➭➫❥➧➷➯r➩➭➮➷➪❱➥❊➦❱➼❱➯r➩➭➮✹✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧❺➮■➩➭➫❥➧❺➾♣➩Ý➺➭➩➭➮❀➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➩➭➮➷➺➭➥❊➫❥➧❺➾❺➬ ➼❱➦➨➧♠➬ ➥❊➫❱➮✗✧➮❯✔❈➫❱➥❊➫✮✔❈➻➷➩➭➮✚➪❐✃ ➬r➫✞➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮✚➩➭➫❥➧❺➾♣➩➲➯r➩➭➮ ➪❱➬❋❢✌➸➹➾❺➩➹➫✞➧❺➮ ➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫❱➮✽❈✞➦✛➘✸➫✞➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮ ➪❐✃ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫❍✖

❱✷➯✢✃ ➘✸➬r➪❱➩➽➪❱➩➅➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫ ❊❭❊❭❊ ✖ ➳❖◆▼✧❐➫❱➥❊➦❱➮✖➘Ô➶❊➥❊➫❱➮➲➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➷➮♣➦❱➾➲➯➴➘②✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊❭❊ ✖▼❜Û➯➴➘✶✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫
➪✛➘✸➫❱➮✩➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |e〉 ➩➭➫♣✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✈➪❱➩✴➯➴➘■➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫♣❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖❍✸✘➥❊➫▼✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➻➷➩➭➫❥➧✑✘➷➯✢✃ ➘✸➫✛➘✸➯❋✔❈➮♣➩❤❈✞➦✛➘✸➯r➬ ▲➧♠➘ ➧❺➬ ➶❊➩➲➪❱➦✳✜✛➘✸➾❺➘✩✒❊➾❺➘✩✜❀✪❱➩ ❊❭❊❭❊ ✖ ➳❩✖ ➳❩✧☛➥❊➫Ý➾♣➩➹➧❺➾♣➥❊➦➨➶❥➩✖➼❱➬r➩➭➫✈➯r➩➭➮✚➪❱➩➭➦❈❒✈➸➭➺✫✪❱➩➭➯r➯r➩➭➮✚➪❱➩➲➧❺➩➭➻✛✜❱➮✚➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮◗➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮✗✧
✘✠➮❺➘Ô➶❊➥❊➬r➾✑❋✶❜▲❍✸➚⑤✏ ➮

2
✜☛➥❊➦❱➾➷➯r➩➭➮✛✜☞➩➹➧❺➬ ➧❺➩➭➮➷➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮➅➩➹➧ ❋✩◆✻❍▲❜❁■⑤✏ ➮

2
✜☞➥❊➦❱➾➷➯r➩➭➮✛✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➩➭➮✗✖✘➵✩➩❲✜❱➯r➦❱➮✗✧❃➬r➯

➩➭➮◗➧✚➧❺➥❊➦➨➧✑✘✦✏✔➘✸➬ ➧ ➾♣➩➭➻❀➘✸➾❊❈✞➦✛➘✸➼❱➯r➩✿❈✞➦❱➩✴➯➴➘✦✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✂➘✸➦♣✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾ ➻❀➘❅❒➨➬r➻➽➦❱➻ ➪❱➩➭➮✚➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮✧➮♣➥❊➬ ➧❨✘
✜☞➩➭➦❬✜❱➾❊❏➭➮★❏▼✧▼❍●✏ ➥❊➬r➮➲➮♣➦❀✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾♣➩✶✘Ý➺➭➩➭➯r➯r➩➅➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩✶✜✛➘✸➾✖➦❱➫❱➩❀➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❧➯r➬r➻➷➬ ➧❺➸➭➩✹✜✛➘✸➾➲➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩
➪❱➩✑❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✗✧●➘✸➯r➥❊➾♣➮✦❈✞➦❱➩Ý➯➴➘⑤✜❱➦❱➬r➮♣➮❺➘✸➫❱➺➭➩Ý➺➭➾✜✞➹➧❺➩Ý➪❱➩Ý➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯ ➮❺➬ ➥❊➫➆➘❧➸➹➧❺➸✂➪❱➬ ➶❈➬r➮♣➸➭➩☎✜✛➘✸➾■➦❱➫ ✏✔➘✸➺➹➧❺➩➭➦❱➾ ❑❀✧▼❜❩✖
✸✘➩➹➧➽➩■❢✌➩➹➧➽➶❈➬r➩➭➫❥➧➽➺➭➥❊➫▼✱✛➾♣➻➷➩➭➾✴➪❐✃ ➘✸➦➨➧❺➾♣➩➭➮✴➸➹➧❺➦❱➪❱➩➭➮➽➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩➭➮✴➩➹➧✴➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮➽➻➷➥✸➫✞➧❺➾❺➘✸➫❥➧❅❈✞➦❱➩Û➪❱➩➭➮
➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮✚➯r➬r➻➷➬ ➧❺➸➭➩➭➮❑✜✛➘✸➾✩➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩✴➪❱➩❳❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✚➫❱➩➽➮♣➥❊➫❥➧✓✜✛➘✸➮✒➥✠✜➨➧❺➬r➻❀➘✸➯ ➩➭➮❑✜☞➥❊➦❱➾✩➯r➩➭➮✩➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❱➮
➻➽➦❱➯ ➧❺➬✴✜❀✪❱➥✸➧❺➥✸➫❱➬✴❈✞➦❱➩➭➮✧➾♣➸➭➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➫❥➧❺➩➭➮✩➘Ô➶❥➩➭➺➲➦❱➫Ý➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦Ý➬r➫❥➧❺➩➭➾♣➻➷➸➭➪❱➬➴➘✸➬ ➾♣➩ ✠ ➳▲❜✒☛❦✖
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〉 ➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➩✓✘❤✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➾✯➪❱➩✩➯➴➘✓✏ ➥❊➾♣➻➅➦❱➯r➩ ❊❭❊❪❊ ✖ ➳❖◆▼✖▼❴❹➩➭➮
✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩➭➮✒➪❱➩➅➯➴➘➷➮❺➬ ➻➅➦❱➯➴➘ ➧❺➬ ➥✸➫❱➮✩➮♣➥❊➫❥➧

λ0 = 579
➫❱➻❲✧

∆λp = 25
➫❱➻❲✧☞➪❱➬➴➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩✴➪❱➦⑤✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦ ❍✸➚❊➚

µ
➻❲✧ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✺✜✛➘✸➾✭➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫➽➚▼✧ ❏

µ
❞▼✖✩❴✵➘✑✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➽➘✸➦✦✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾✆➻❀➘❅❒➨➬r➻➽➦❱➻✬➪❱➩➭➮●➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧♣➬r➥✸➫❱➮✄➩➭➮◗➧✙✘

✜☞➩➭➦✛✜❱➾❊❏➭➮ ❏❩✧▼❍✑✏ ➥❊➬r➮◗✜❱➯r➦❱➮✙✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➩P❈✞➦❱➩ ➺➭➩➭➯r➯r➩①➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩P✜✛➘✸➾❃➦❱➫❱➩ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫➅➯r➬r➻■➬ ➧❺➸➭➩✽✜✛➘✸➾✭➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩
➪❱➩✛❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✗✧✛➘ ➯r➥❊➾♣➮✽❈✞➦❱➩➲➯➴➘✦✜❱➦❱➬r➮♣➮❺➘✸➫❱➺➭➩➲➺➭➾✜✞➹➧❺➩✖➪❱➩➲➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✂➘➅➸➹➧❺➸➲➪❱➬ ➶❈➬r➮♣➸➭➩✿✜✛➘✸➾✧➦❱➫☎✏✔➘✸➺➹➧❺➩➭➦❱➾ ❑❀✧▼❜❩✖

✞❩✞✻✞✆☎✆☎✓☎✞✝ ✌✓✣✡✬ ☞✪✙✜✛✢✍✑✣✜✏✥✤✪✩ ✤✯☞ ✬✭✗ ✕✘✣✜✮✯☞✪★✚✩

❂✄➥❊➦❱➾✘➧❺➾❺➘✸➬ ➧❺➩➭➾✯➺➭➩✓✜❱➾♣➥❊➼❱➯✴❏➭➻➷➩✚➪❐✃ ➬r➫✞➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮✧➪❱➩✒➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫❱➮❡❈✞➦✛➘✸➫❥➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮✗✧❱➫❱➥❊➦❱➮✧➘ï➶❊➥❊➫❱➮①➺✤✪❱➥❊➬r➮♣➬☞➪❱➩
➾♣➸➭➮♣➥❊➦❱➪❱➾♣➩✯➫❈➦❱➻➷➸➭➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧✆➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫➲➪❱➩✘➤❈➺✤✪❱➾✜✛✞➪❱➬r➫❀✒❊➩➭➾✆➩➹➫✴➬r➫❱➺➭➯r➦✛➘✸➫❥➧❹➧❺➥❊➦❱➮✆➯r➩➭➮✵➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒✖➮♣➦❱➮♣➺➭➩✗✜➨➧❺➬r➼❱➯r➩➭➮
➪❐✃ ✞➹➧❺➾♣➩➱➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸➭➮✬✜✛➘✸➾➽➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫▲➯➴➘✸➮♣➩➭➾☎✲ ✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❪❊❭❊ ✖●❋➱➩➹➧➽➧♠➘✸➼❱➯r➩Ô➘✸➦ ❊❭❊❭❊ ✖●❋❝✵✤✖◗❴❹➩✶✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜✛➘✸➯✯➬r➫❥➧❺➸➭➾✜✞➹➧➽➪❱➩
➺➭➩➹➧♣➧❺➩✩➘✩✜❀✜❱➾♣➥✞➺✤✪❱➩ ➩➭➮◗➧✺❈✞➦❐✃ ➩➭➯ ➯r➩ ➪❱➩➭➻➷➩➭➦❱➾♣➩✧➶✸➘✸➯➴➘✸➼❱➯r➩❡❈✞➦❱➩➭➯r➯r➩✽❈✞➦❱➩✚➮♣➥❊➬ ➧❃➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➬ ➧❺➸✧➪❱➦➷➯➴➘✸➮♣➩➭➾●➺➭➥❊➫✞➧❺➾❺➘✸➬r➾♣➩➭➻➷➩➹➫✞➧
✘ ➯✢✃ ➘✩✜❀✜❱➾♣➥❈➺✫✪❱➩✏➘✸➫✛➘✸➯❋✔✞➧❺➬✴❈✞➦❱➩✳✜☛➩➭➾◗➧❺➦❱➾♣➼✛➘ ➧❺➬ ➶❥➩✳✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➭➩✠➺➹➬ ▲✰➪❱➩➭➮♣➮♣➦❱➮❜✖✽q✚➥✸➧❺➥❊➫❱➮✶❈✞➦❐✃ ✘❵➯➴➘▲➮♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫ ❊❭❊❭❊ ✖ ❑❀✖ ➳
➥✩★❜➫❱➥❊➦❱➮✶✜❱➾♣➩➭➫❱➪❱➾♣➥❊➫❱➮➱➩➭➫❜➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩✈➧❺➥❊➦❱➮Û➯r➩➭➮Û➥❊➾♣➪❱➾♣➩➭➮Û➪❱➩✳➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫❍✧✘➫❱➥❊➦❱➮Û➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➩➭➾♣➥❊➫❱➮❀➦❱➫❱➩❧➘✸➦➨➧❺➾♣➩
➘✩✜❀✜❱➾♣➥❈➺✫✪❱➩✩✖✷❂✄➥❊➦❱➾✒➮♣➬r➻✛✜❱➯r➬❋✱✛➩➭➾✗✧☞➫❱➥❊➦❱➮❳➫✞➦❱➻➷➸➭➾♣➥✸➧❺➥❊➫❱➮✒➯r➩➭➮❳➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒❧➘ ➧❺➥❊➻➷➬✴❈✞➦❱➩➭➮✒➪❱➩ ❋✹✘ ❞⑥✲î➶❊➥❊➬r➾✩➧♠➘✸➼❱➯r➩Ô➘✸➦
❊❭❊❭❊ ✖ ❏✮✵✤✖

q✚➬ ➶❊➩Ô➘✸➦
3s1/2 3p1/2 3p3/2 5s1/2 4d5/2 4d3/2 6s1/2 5d5/2 5d3/2❴✵➘✸➼☛➩➭➯ ❋ ➳ ❏ ❑ ❍ ◆ ❜ ■ ❞

✁✄✂✠☎ ✆❬❊❭❊❭❊ ✖ ❏ ✎✶q✚➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒✂➪❱➦Ý➮♣➥❈➪❱➬r➦❱➻ ➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶❥➩➭➫✛➘✸➫❥➧✚➪✛➘✸➫❱➮ ➯r➩➭➮✧➮♣➬r➻➅➦❱➯➴➘❅➧❺➬ ➥❊➫❱➮①➫❈➦❱➻➷➸➭➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮✗✖

➵✒➘✸➫❱➮✚➯➴➘➽➼✛➘✸➮♣➩➲➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✧❱➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➩✴➤❈➺✤✪❱➾✜✛✞➪❱➬r➫❀✒❊➩➭➾ ➮➭✃ ➸➭➺➭➾♣➬ ➧✖❮

i
db1

dt
= [ω1 + ω(t)] b1 +

3∑

k=2

1

2
Ω1k(t)bk



❋ï➚❊➚ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✗✑ ✑ ✑✌✍ ✑✒✤✥✟✒☞✜✡✕✖ ✚✜✡✌☞✜✤ ✁ ☞✜✏ ✝ ☞ ✁ �✞☞✜✢ ✝✑✤ ✏ ✂☛✟✙✂✧✤✥✟☛✝✄✂☛✟ ☞✜✏

i
dbk

dt
=

1

2
Ω1k(t)b1 + ωkbk +

9∑

n=4

1

2
Ωkn(t)bn, k = 2, 3

✲ ❊❭❊❪❊ ✖ ➳▲❜✠✵

i
dbn

dt
=

3∑

k=2

1

2
Ωkn(t)bk + [ωn − ω(t)] bn, n = 4, ..., 9

➥✩★✠➯✢✃ ➥❊➫✠➘✂➬r➫❥➧❺➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧
ω(t)
➯➴➘✶✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩❀➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧♠➘✸➫❱➸➭➩■➪❱➩➷➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✟✘✂➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩➷➪❱➩✦✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✩✧✆➯➴➘

✜❱➦❱➯r➮❺➘ ➧❺➬r➥❊➫➲➪❱➩✺❵✚➘✸➼❱➬
Ωij(t) = −µijA(t)/h̄

✧❅➘ï➶❊➩➭➺
µij

➯r➩❃➻➷➥❊➻➷➩➭➫❥➧✆➪❱➬✴✜☞➥❊➯➴➘ ➬r➾♣➩●➪❱➩✯➯➴➘✧➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫
i −→ j➩➹➧

A(t)
➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯ ➬ ➧❺➦❱➪❱➩✑✒❥➘✸➦❱➮♣➮♣➬r➩➭➫❱➫❱➩➲➪❱➩➲➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫⑥✲î➶❊➥❊➬r➾✧➺✫✪✛➘✩✜❱➬ ➧❺➾♣➩ ❊ ✵✤✧

A(t) = E0

√
T0

Tp

e−(t/Tp)2 .
✲ ❊❭❊❭❊ ✖ ➳❖■✮✵

✈ ➫✶✜☞➩➭➦➨➧①➾♣➸➭➸➭➺➭➾♣➬r➾♣➩✩➯r➩➭➮✘➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮ ❊❭❊❭❊ ✖ ➳▲❜✖➪❐✃ ➦❱➫❱➩✒➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩❑✜❱➯r➦❱➮✯➺➭➥❊➫❱➺➭➬r➮♣➩✒➩➭➫Û➬r➫✞➧❺➾♣➥✞➪❱➦❱➬r➮❺➘✸➫✞➧✯➯➴➘✖➻❀➘ ➧❺➾♣➬r➺➭➩
➺➭➥❊➯r➥❊➫❱➫❱➩①➪❱➩➭➮❃➺➭➥❈➩✘✕➷➺➭➬r➩➭➫❥➧❺➮

bi

✲ ➫❱➥✸➧❺➸➭➩ B ✵✄➩➹➧❃➯➴➘✩➻❀➘ ➧❺➾♣➬r➺➭➩❡✪✛➘✸➻➷➬r➯ ➧❺➥❊➫❱➬ ➩➭➫❱➫❱➩ H ➪✛➘✸➫❱➮●➯➴➘✒➼✛➘✸➮♣➩✧➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✧➺➭➩✿❈✞➦❱➬❹➪❱➥❊➫❱➫❱➩

ih̄
dB
dt

= HB.
✲ ❊❭❊❪❊ ✖ ➳❖❞✮✵
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B(t) = T exp

[
− i

h̄

∫ t

t0

dt′H(t′)

]
B(t0),
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➥✩★

t0
➩➭➮◗➧✒➯✢✃ ➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫✞➧✚➬r➫❱➬ ➧❺➬r➘✸➯❹➩➹➧ T ➯✢✃ ➥✠✜☞➸➭➾❺➘ ➧❺➩➭➦❱➾✚➪❐✃ ➥❊➾♣➪❱➥❊➫❱➫✛➘✸➫❱➺➭➩➭➻➷➩➭➫❥➧✒➧❺➩➭➻✛✜☞➥✸➾❺➩➹➯❦✖ ❂✄➥✸➦❱➾✩➦❱➫✳➬r➫✞➧❺➩➭➾◗➶ ➘✸➯r➯r➩➪❱➩✴➧❺➩➭➻✛✜❱➮

∆t = t − t0
➮♣➦✖✕➷➮❺➘✸➻➷➻➷➩➭➫✞➧✓✜☞➩➹➧❺➬ ➧✒➪❱➩➹➶✸➘✸➫❥➧

dΩij/dt
➩➹➧

dω/dt
✧ H ✜☛➩➭➦➨➧✍✞➹➧❺➾♣➩➽➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➸

➺➭➥❊➻➷➻➷➩✒➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘✸➫✞➧❜✧✛➩➹➧✚➺➭➩➹➧♣➧❺➩➲➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫✂➮♣➩✖➾♣➸➭➪❱➦❱➬ ➧❑✘➱❮

B(t0 + ∆t) = exp
[
− i

h̄
∆tH(t0)

]
B(t0).
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✈ ➫➆➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➩➱➘✸➯r➥❊➾♣➮✴➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧➅➪❱➦➆➮❊✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩❲✘✳➯✢✃ ➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧
t = t0 + n∆t

➩➭➫➆➬ ➧❺➸➭➾❺➘✸➫❥➧
n
✏ ➥❊➬r➮➽➯➴➘♣✏ ➥❊➾♣➻➽➦❱➯r➩
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∆λp = 25
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3s

3p

5d
6s

4p

0ω 330 nm

4d

800 nm
1 k H z
1 m J
130f s 

N OPA

CPA

PM

579 nm
1 kH z
<  2 µ J

Eti reur 
à réseaux

O sci l lateur
T i :Sa

D

M atériau
dispersi f

579 nm
1 kH z
10 µ J

0ω

5s

(b)(a)
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➫❱➥❊➦❱➮➽➘Ô➶❥➥❊➫❱➮✴➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➸■➺➭➥❊➻➷➻➷➩➷➻❀➘ ➧❺➸➭➾♣➬➴➘✸➦❧➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬❋✏✧➦❱➫ ➼✛➘✸➾♣➾♣➩Ô➘✸➦▲➪❱➩➱➤ ❝✾❍❖■✈➘❜✔✞➘✸➫❥➧✴➦❱➫❱➩❀➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾✖➪❱➩
❋▲❋■➺➭➻❲✖❉✸✘➩✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧❜✧✆➘Ô➶❥➩➭➺■➺➭➩■➼✛➘✸➾♣➾♣➩Ô➘✸➦❍✧❐➫❱➥❊➦❱➮✖➘ï➶❊➥❊➫❱➮➲➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➸➷➪❱➩➭➮➲➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮❳➘Ô➶❊➩➭➺➷➦❱➫❧➻❀➘✸➦➨➶✸➘✸➬r➮
➺➭➥❊➫❥➧❺➾❺➘✸➮◗➧❺➩✩✖❩q✚➥❊➦❱➮✰✜☛➩➭➫❱➮♣➥❊➫❱➮✺❈✞➦❱➩✚➺➭➩❑✜❱➾♣➥❊➼❱➯✴❏➹➻➷➩ ➩➭➮◗➧✯➯r➬r➸P✘➲➪❱➩➭➮✯➩■❢✌➩➹➧❺➮✯➪❱➩ ➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫■➬r➫❀✪❱➥❊➻➷➥✠✒✠❏➭➫❱➩✧➪✛➘✸➫❱➮
➺➭➩✽✒❊➾❺➘✸➫❱➪➅➼✛➘✸➾♣➾♣➩Ô➘✸➦❍✖✠❂✄➘✸➾✭➯➴➘✩➮♣➦❱➬ ➧❺➩✩✧✸➫❱➥❊➦❱➮●➘ï➶❊➥❊➫❱➮✭➺✤✪❱➥❊➬r➮♣➬➨➪❱➩✘➧❺➾❺➘Ô➶✸➘✸➬r➯r➯ ➩➭➾✄➘ï➶❊➩➭➺✧➪❱➩➭➮●➼✛➘✸➾♣➾♣➩Ô➘✸➦❈❒✬✜❱➯r➦❱➮✭➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➮✗✧
➩➹➧✰✜☛➥❊➦❱➾❃➥❊➼➨➧❺➩➭➫❱➬r➾✭➦❱➫❱➩ ➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫■➮♣➦✖✕➷➮❺➘✸➫✞➧❺➩✩✧✞➫❱➥✸➦❱➮✯➘ï➶❊➥❊➫❱➮❃➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➸①➮❺➬ ➻➅➦❱➯ ➧♠➘✸➫❱➸➹➻➷➩➭➫✞➧✭➪❱➩➭➦❈❒➷➼✛➘✸➾♣➾♣➩Ô➘✸➦❈❒✂❮
➦❱➫Ý➪❱➩✴➤ ❝✾❍❖■❲✲✮❏▼✧ ■➅➺➭➻✶✵✘➩➹➧✚➦❱➫Ý➪❱➩✴➤ ❝ ❋ï➚❲✲✮◆➅➺➭➻✶✵✤✖
✕✩✕✩✕✁� ❩✆�✮✪✂�✮✪ ✚✢✽❀❆❈❇✮✬✮✭✗❆ ✴✶✬❙✰✲❄ ❚✖✬✭✚❱❄❯✸ ❚❯✽❀✿❁✬ �✲✸ ❚❯✸✙✷ ✿✶✽✰✘✛✚❯✸❅❄❱❲▲✸ � ❆ ✿❁✬❙❆ ✍ ❇❙✸

❴❹➩❀➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩Û➯➴➘✸➮♣➩➭➾✴➘Ý➪❱➸❄★❊✘✈➸➹➧❺➸❀➪❱➸➭➺➭➾♣➬ ➧➽➩➭➫ ➪❱➸➹➧♠➘✸➬r➯✯➘✸➦▲➺✫✪✛➘✩✜❱➬ ➧❺➾♣➩ ❊ ✖◆❴❹➩➭➮✴➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮➲➩➭➫ ➮♣➥❊➾◗➧❺➬r➩
➪❱➦❭q ✈ ❂ ❱ ➮♣➥❊➫❥➧✈➘✸➺➭➺➭➥❊➾♣➪✛➘✸➼❱➯r➩➭➮✂➩➭➫➞➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾➱➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✠➩➭➫❥➧❺➾♣➩ ❍✸➚❊➚❵➩➹➧ ❜✸➚❊➚❵➫❱➻ ➘Ô➶❊➩➭➺✠➦❱➫❱➩✠➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾
➪❱➩Û➼✛➘✸➫❱➪❱➩Û➶ ➘✸➾♣➬➴➘✸➫✞➧➽➪❱➩✂➳✸➚✳✘ ❏✻❍Ý➫❱➻❲✖◆❴●✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✶✜✛➘✸➾➽➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫▲➩➭➮◗➧➽➧❄✔❩✜❱➬✴❈✞➦❱➩➹➻➷➩➭➫✞➧➅➪❱➩Û➯✢✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩❀➪❱➩
❋ï➚

µ
❞✂➘Ô➶✸➘✸➫❥➧➲➺➭➥❊➻✛✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫❍✖✷❂✆➥❊➦❱➾❳➻➷➬r➫❱➬r➻■➬ ➮♣➩➭➾✒➘✸➦❧➻❀➘❅❒➨➬r➻➽➦❱➻➌➯r➩➭➮✑✜☞➩➭➾◗➧❺➩➭➮➲➩➭➫❧➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✩✧❐➫❱➥❊➦❱➮✖➘Ô➶❊➥❊➫❱➮

➧❺➾❺➘Ô➶✸➘✸➬r➯r➯ ➸✯➪❱➬r➾♣➩➭➺➹➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧❃➘Ô➶❥➩➭➺①➪❱➩➭➮●➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮✆➫❱➥❊➫➅➺➭➥❊➻✛✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➸➭➩➭➮✗✧❥➺✸✃ ➩➭➮◗➧✰✘✩➪❱➬r➾♣➩①➘✕✔❥➘✸➫❥➧●➦❱➫❱➩①➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫
❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩➲➪❱➩➲➯✢✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩❳➪❱➩ ❋✩❏❊➚❊➚❅✏ ➮ 2 ✖

❱❑✱✛➫➆➪❐✃ ➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➩➭➾■➯➴➘✈➪▼✔❈➫✛➘✸➻➷➬✴❈✞➦❱➩➱➪❱➦❵➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✘➪❱➩ ✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩✂➮♣➦❱➾➅➦❱➫❱➩➱➸➭➺✤✪❱➩➭➯r➯ ➩➱➺➭➥❊➫❥➶❊➩➭➫✛➘✸➼❱➯r➩
✲✔➘✸➦Ý➻➷➥❊➬r➫❱➮✧➪❱➩➭➦❈❒❲✜☞➸➭➾♣➬r➥❈➪❱➩➭➮ ➪❱➩➭➮✚➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮✧➯r➩➭➫❥➧❺➩➭➮✫✵✤✧✛➯➴➘➅➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫❲❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩

φ(2)
➪❱➥❊➬ ➧✧➶ ➘✸➾♣➬r➩➭➾

➪❐✃ ➩➭➫❥➶❈➬r➾♣➥❊➫ −20000
✏ ➮ 2 ★◗➦❱➮❊❈✞➦❐✃ ✘ 40000

✏ ➮ 2 ✲ ✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❪❊❭❊ ✖▼❜✠✵✤✖❱➵✩➩✓✜❱➯r➦❱➮✗✧➨➯r➩❨✜✛➘✸➮✧➪❱➩✩➶✸➘✸➾♣➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❀➪❱➩ φ(2)
➫❱➩

➪❱➥❊➬ ➧✰✜✛➘✸➮✘➩❍❒➨➺➭➸➭➪❱➩➭➾
500

✏ ➮ 2 ➘❪✱✛➫Û➪❱➩✚➾♣➸➭➮♣➥❊➦❱➪❱➾♣➩✩➺➭➥❊➫✞➶❊➩➭➫✛➘✸➼❱➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧①➯r➩➭➮✰✜☞➩➹➧❺➬ ➧❺➩➭➮✯➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧♣➬r➥✸➫❱➮❨✲ ✜☞➸➭➾♣➬r➥❈➪❱➩ ≈
1900

✏ ➮ 2 ✵✤✖ ❊ ➯③✏✔➘✸➦❱➪❱➾❺➘❳➶❥➩➭➬r➯r➯r➩➭➾❃➘✸➦❱➮♣➮♣➬ ✘✖➸➹➶❈➬ ➧❺➩➭➾●➧❺➥❊➦➨➧✺✜❀✪❱➸➭➫❱➥❊➻✛❏➭➫❱➩✚➮♣➦❱➮♣➺➭➩✗✜➨➧❺➬r➼❱➯r➩✩➪❱➩✚➼❱➾♣➥❊➦❱➬r➯r➯ ➩➭➾●➯r➩➭➮✙✏ ➾❺➘✸➫❀✒❊➩➭➮



❋ï➚❥➳ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✗✑ ✑ ✑✌✍ ✑✒✤✥✟✒☞✜✡✕✖ ✚✜✡✌☞✜✤ ✁ ☞✜✏ ✝ ☞ ✁ �✞☞✜✢ ✝✑✤ ✏ ✂☛✟✙✂✧✤✥✟☛✝✄✂☛✟ ☞✜✏

�✂✁☎✄✝✆❬❊❪❊❭❊ ✖ ❞ ✎✶♠✭➧❺➬r➾♣➩➭➦❱➾❑✘➅➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❈❒✯✖

➪❐✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮✗✧❃➺➭➥❊➻➷➻➷➩✶✜✛➘✸➾➅➩❍❒➨➩➭➻✛✜❱➯r➩➱➯➴➘✳➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫❵➪❱➩➭➮■➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➩➭➮➅➺➭➥❊➻✛✜☞➥❊➮❺➘✸➫❥➧❺➩➭➮■➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩➭➮
➪✛➘✸➫❱➮➲➯r➩✬✜❱➯➴➘✸➫✳➧❺➾♠➘ ➫✞➶❊➩➭➾♣➮♣➩■➪❱➦✟✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦❍✧❹➘✩✜❀✜☞➩➭➯r➸➭➩❅✚✰➺✫✪❱➬r➾❊✜❩✣➽➮❊✜✛➘ ➧❺➬➴➘✸➯❦✖❍❴❹➩➅➻➷➥✕✔❥➩➭➫❱➫✛➘✩✒❊➩➅➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘✸➫❥➧➲➪❱➩■➯➴➘
✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❱➺➭➩✏➪❐✃ ➦❱➫ ✚✰➺✫✪❱➬r➾❊✜❩✣Ý➮❊✜✛➘ ➧❺➬➴➘✸➯ ➩➭➮◗➧Û➪❐✃ ➘✸➦➨➧♠➘✸➫✞➧②✜❱➯r➦❱➮❀➬r➻✛✜☞➥❊➾◗➧♠➘✸➫❥➧✛❈✞➦❱➩✈➯r➩➭➮❀➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮■➮♣➥❊➫✞➧Û➯➴➘✸➾❊✒❊➩
➼✛➘✸➫❱➪❱➩✩✧✛➺➭➩✿❈✞➦❱➬✵➩➭➮◗➧✚➫❱➥✸➧❺➾♣➩❳➺Ô➘✸➮✗✖

❂✆➥❊➦❱➾✴➮❺➘ ➧❺➬r➮❯✏✔➘✸➬r➾♣➩✛✘Ý➧❺➥❊➦➨➧❺➩➭➮✴➺➭➩➭➮➽➺➭➥❊➫❥➧❺➾❺➘✸➬r➫❥➧❺➩➭➮✗✧✆➫❱➥❊➦❱➮➽➘ï➶❊➥❊➫❱➮✴➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➸➷➦❱➫ ➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩●✘Ý➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫
➶ ➘✸➾♣➬➴➘✸➼❱➯r➩❀➺➭➥❊➫❱➮◗➧❺➬ ➧❺➦❱➸➱➪❐✃ ➦❱➫❱➩●✜✛➘✸➬r➾♣➩❀➪❱➩➱➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❈❒➆➩➭➫❵➪❱➥❊➦❱➼❱➯r➩✶✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩➱➬r➫❥➧❺➾❺➥✞➪❱➦❱➬r➮❺➘✸➫❥➧➽➦❱➫❱➩➱➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫
❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩➽➫❱➸✗✒❥➘ ➧❺➬ ➶❊➩❅✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✳➪❱➩➽➯➴➘❀➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩➽➩➭➫❥➧❺➾♣➩➅➯r➩➭➮✩➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❈❒✯✧❹➩➹➧❳➪❐✃ ➦❱➫✏➻❀➘ ➧❺➸➭➾♣➬➴➘✸➦✈➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬❋✏
➬r➫❥➧❺➾♣➥❈➪❱➦❱➬r➮❺➘✸➫❥➧■➦❱➫

φ(2)
➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧❀➩➹➧✛✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏❄✖◗q✚➥❊➦❱➮❀➘Ô➶❥➥❊➫❱➮✹✜❱➾♣➸■✏ ➸➭➾♣➸✂➧❺➾❺➘ï➶ ➘✸➬r➯r➯ ➩➭➾■➘Ô➶❊➩➭➺Ý➦❱➫❦➪❱➬r➮❊✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏

✪✮✔❈➼❱➾♣➬r➪❱➩✬✜❱➯r➦➨➧❆✐✸➧❨❈✞➦❐✃ ➘Ô➶❥➩➭➺➅➦❱➫✳➸➹➧❺➬r➾♣➩➭➦❱➾ ❵ ➺➭➥❊➻✛✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➩➭➦❱➾✒➩➭➫✏➮♣➬r➻✛✜❱➯r➩❤✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩☎✲ ✜✛➘✸➬r➾♣➩✴➪❱➩✴➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❈❒✏➩➹➧✒➧❺➸✤▲
➯r➸➭➮♣➺➭➥✠✜☛➩❳➪❱➩✑✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➬r➮♣➮♣➩➭➻➷➩➭➫✞➧✰▲ ❋ ✠ ❋ï➚▲❞✓☛ ✵✯➺Ô➘✩✜✛➘✸➼❱➯r➩✩➪❱➩✑✒❊➸➭➫❱➸➭➾♣➩➭➾✧➦❱➫

φ(2)
✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏❹➥❊➦➱➫❱➸✗✒❥➘ ➧❺➬❋✏ ✠ ➳❖❏✓☛❦✧➨➺Ô➘✸➾①➺➭➩

➪❱➩➭➾♣➫❱➬r➩➭➾✧➬r➫✞➧❺➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧✧➦❱➫●✚✰➺✫✪❱➬r➾❊✜❩✣✒➮❊✜✛➘ ➧❺➬➴➘✸➯❦✖❀q✚➥❊➦❱➮✚➘Ô➶❥➥❊➫❱➮ ➺✫✪❱➥❊➬r➮♣➬❦✧▼✜✛➘✸➾ ➩❍❒➨➩➭➻✛✜❱➯r➩✩✧❱➺➭➥❊➻➷➻➷➩❳➻❀➘ ➧❺➸➭➾♣➬➴➘✸➦Û➪❱➬r➮❄▲
✜☞➩➭➾♣➮♣➬❋✏❹➦❱➫❀➼✛➘✸➾♣➾♣➩Ô➘✸➦❀➪❱➩❳➤ ❝✾❍❖■▼✧❥➪❱➩✩➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾

L = 11
➺➭➻❲✖ ❊ ➯☞➬r➫❥➧❺➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧❃➦❱➫❱➩✩➪❱➬r➮❊✜☛➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫②❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩

φ(2) = 50900
✏ ➮ 2 ➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➸➭➩✿✘✦✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➾①➪❱➩✖➯r➘✬✏ ➥❊➾♣➻➽➦❱➯r➩✒➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧❺➩✟✠ ➳❖■✓☛

φ(2) =
λ3

0

2πc2
n(2)L,

✲ ❊❭❊❭❊ ✖ ❏❥➳✠✵
➥✩★

n(λ)
�✳➩➭➮◗➧Ý➯✢✃ ➬r➫❱➪❱➬r➺➭➩✳➪❱➦❪➻❀➘ ➧❺➸➭➾♣➬➴➘✸➦ ➩➹➧

n(2) =
(

d2n
dn2

)
λ=λ0

✖✽❴❹➩❧➺➭➥❊➻✛✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➩➭➦❱➾❲✘❵➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❈❒↔➪❱➥❊➬ ➧
✞➹➧❺➾♣➩✴➺Ô➘✩✜✛➘✸➼❱➯r➩✖➪❱➩✿✏✔➘✸➬r➾♣➩➲➶ ➘✸➾♣➬r➩➭➾✚➯➴➘■➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫♣❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✖➮♣➦❱➾✩➦❱➫❱➩✴➯➴➘✸➾❊✒❊➩✿✒❥➘✸➻➷➻➷➩➲➪❱➩✖➶ ➘✸➯r➩➭➦❱➾✩➘Ô➶❥➩➭➺
➦❱➫❱➩✓✜❱➾♣➸➭➺➭➬r➮♣➬r➥❊➫➱➮♣➦✖✕➷➮❺➘✸➫❥➧❺➩✩✖♦q✚➥❊➦❱➮ ➘Ô➶❥➥❊➫❱➮✧➾♣➸✗✜☛➥❊➫❱➪❱➦❲✘➅➺➭➩➭➮✧➪❱➩➭➦❈❒✂➩❍❒➨➬✴✒❊➩➭➫❱➺➭➩➭➮✧➩➭➫✂➦➨➧❺➬r➯r➬r➮❺➘✸➫❥➧①➪❱➩➭➮✧➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❈❒
➼❱➯➴➘✩❳➭➸➭➮❙✘ ◆❊➚❊➚✚➧❺➾❺➘✸➬ ➧❺➮◗✜✛➘✸➾✭➻➷➬r➯ ➯ ➬r➻✹❏➹➧❺➾♣➩✩✧ ➪❱➥❊➫❥➧❃➯✢✃ ➦❱➫➅➸➹➧♠➘✸➬ ➧✭➻➷➥❊➫❥➧❺➸①➮♣➦❱➾●➦❱➫❱➩①➧♠➘✸➼❱➯r➩①➪❱➩①➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✬❂❙✪✻✔❈➮♣➬✴❃
❊ ➫❱➮◗➧❺➾♣➦❱➻➷➩➭➫❥➧❺➩ ✎ ❍❖❏✻❍❩✖ ➳❊➳❤✜❱➬r➯r➥✸➧❺➸➭➩✑✜✛➘✸➾①➥❊➾♣➪❱➬r➫✛➘ ➧❺➩➭➦❱➾✗✧➨➪❱➩❳➺➭➥❊➦❱➾♣➮♣➩ ❑❀❍✴➺➭➻ ➘Ô➶❥➩➭➺❳➦❱➫☎✜✛➘✸➮✧➻➷➬r➫❱➬ ➻➽➦❱➻✥➪❱➩✖➳▲❍
➫❱➻ ✲î➶❊➥❊➬r➾✙✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊❪❊ ✖ ❞✮✵✤✖▼❱❑✱✛➫Û➪❱➩✑✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➾◗➶❥➩➭➾✧➯✢✃ ➘✸➯r➬❋✒✸➫❱➩➭➻➷➩➭➫✞➧✯➯r➥❊➾♣➮✘➪❱➦Û➪❱➸✗✜❱➯➴➘✸➺➭➩➭➻➷➩➭➫❥➧✧➪❱➩✩➯➴➘➲➧❍➘ ➼❱➯r➩✩✧❈➫❱➥❊➦❱➮
➘Ô➶❊➥❊➫❱➮✒➧❺➾❺➘Ô➶✸➘✸➬r➯r➯ ➸✴➘Ô➶❊➩➭➺➅➦❱➫✳✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦✳➪❱➬❋❢✌➾❺➘✸➺➹➧❺➸✴➫❱➥❊➾♣➻❀➘✸➯✄➘✸➦❈❒✳➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❈❒✯✖❹➵✒➘✸➫❱➮❳➺➭➩➭➮❳➺➭➥❊➫❱➪❱➬ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✚➯✢✃ ➘✸➫❀✒❊➯r➩
➪❐✃ ➬r➫❱➺➭➬r➪❱➩➭➫❱➺➭➩❳➮♣➦❱➾ ➯r➩✓✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾①➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦Ý➩➭➮◗➧

θi = 20,39◦
✧✛➩➹➧ ➯➴➘➽➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫☎❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩❳➬r➫❥➧❺➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧❺➩✓✘

❍▲❜❖❞➅➫❱➻ ➶ ➘✸➦➨➧
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✏ ➮ 2 ✜☞➥❊➦❱➾✧➦❱➫❱➩➲➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩➲➩➭➫✞➧❺➾♣➩➲➯r➩➭➮✧➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❈❒Ý➪❱➩ ❋✖➺➭➻☎✖
✂
n2 = A0+A1λ

2+A2λ
−2+A3λ

−4+A4λ
−6+A5λ

−8
✟
λ enµm

✟✸✕✁�
A0 = ✂ ✟ ✄✆☎✞✝✠✟✞✡✠☛☞✄ ✟

A1 =
✶✍✌ ✟ ✎✏☎✞✡✁✡✒✑✓✌✔✟

×10−2
✟

A2 =
☛ ✟ ✝✁✡✏☎✒☛✒✑✒✎✠☎

×10−2
✟
A3 =

✄ ✟ ✟✁✟✒✎✏☎ ✂ ✌☞☛ ×10−3
✟
A4 =

✶✕✟ ✟ ✟✒✝✁✑✠☛✒✟✒✡✒✝
×10−4

✎✥✚
A5 =

✄ ✟ ✎✁✝✒✄✆☎✞✑✒✎✠☛
×10−5 ✖✘✗ ✠☞☛★✠☞✓✚✙✥✚✍☛✍✎✸✢

✚✍✛ ☛✍✦✸✢✽✏✒✗ ✤✧✠✁✚★✠☞✌ ✕☎✴☎✗✘✎✜✛✒✤✍✜✘✕☞✚✣✚✣✢✸✄✝✞✒✚✍✛✙✤✧✠☞✌✺✴☎✌✙✠☎✢✍✢✣✎✸✢☞✢✤✟✒✎✁✎✓✌☞✥ ✿



✑ ✑ ✑✌✍✁�✆✂✁�✧✏✌☞✜✡✄✂ ✂ ✟☛✝ ✓✔✤ ✝ ☞ ✏ ✝✑✤✞✟✒☞✜✡✕✖ ✚✜✡✌☞✜✤ ✁ ☞✜✏ ❋ï➚▲❏

✼✰✔❩✜❱➬✴❈✞➦❱➩➭➻■➩➭➫✞➧❜✧✭➯r➥❊➾♣➮➽➪❱➩➱➫❱➥❊➮➅➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩➭➮✗✧❃➯➴➘✈➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩➱➩➭➫❥➧❺➾♣➩✂➯r➩➭➮➽➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❈❒❵➶✸➘✸➾♣➬➴➘✸➬ ➧✴➩➭➫✞➧❺➾♣➩✑❍
➩➹➧✦❑❥➚ ➺➭➻❲✧✧➘Ô➶❊➩➭➺❧➦❱➫④✜✛➘✸➮➱➪❱➩❧➚▼✧▼❍▲➻➷➻❲✧✘➺➭➩⑤❈✞➦❱➬✒➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪❭✘ ➦❱➫❱➩✏➶ ➘✸➾♣➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫ ➪❱➩✏➯➴➘▲➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫
❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩➲➬r➫❥➧❺➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧❺➩✑✜✛➘✸➾ ➯✢✃ ➩➭➫❱➮♣➩➭➻➽➼❱➯r➩❳➪❱➦Ý➪❱➬r➮❊✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏✆➪❱➩ ≈ −45000

✏ ➮ 2 ★◗➦❱➮❊❈✞➦❐✃ ✘ ≈ +40000
✏ ➮ 2 ✧➘Ô➶❥➩➭➺➲➦❱➫❲✜✛➘✸➮ ➪❱➩
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✏ ➮ 2 ✲î➶❊➥❊➬r➾❡✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊❪❊ ✖●❋ï➚✮✵✤✖

+ =(2) 2 = 50893 fsφ 2 (2) 2- 96800 fs   - 12100 fsφ≤ ≤ 2 (2) 2- 44600 fs   +40100 fsφ≤ ≤

11 cm  SF 58
Eti reur à réseaux

D i spersi on quadrati que totaleN O PA

(2) 2 = 1300 fsφ +

5 cm  D  40 cm≤ ≤

�✂✁☎✄✝✆❬❊❪❊❭❊ ✖●❋ï➚ ✎✶❵ ➸Ô➘✸➯r➬r➮❺➘ ➧❺➬ ➥❊➫➱➪❐✃ ➦❱➫❱➩➲➯r➬✴✒❊➫❱➩✓✘■➪❱➬r➮❊✜☛➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫➱➶✸➘✸➾♣➬➴➘✸➼❱➯r➩✩✖

❴❹➩➭➮Û➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮➷➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➩➭➮Û➩➭➫❜➮♣➥❊➾◗➧❺➬r➩Ý➪❱➩✈➺➭➩✳➪❱➬r➮❊✜☞➥✸➮❺➬ ➧♠➬ ✏✒➮♣➥❊➫✞➧Û➩➭➫❱➮♣➦❱➬ ➧❺➩✈➩➭➫✞➶❊➥✕✔❊➸➭➩➭➮✂➪✛➘✸➫❱➮❀➦❱➫❱➩
➺➭➩➭➯r➯r➦❱➯r➩✒➪❱➩➲➮♣➥❈➪❱➬r➦❱➻❲✖
✕✩✕✩✕✁� ❩✆�✮✪✂�☎✄ ✧◗✸❅❇✮❇✜✚❱❇❙✸✑❚❯✸ ✭✗✰✼❚❱✬✜✚❱❂

❴✵➘ ➺➭➩➭➯r➯r➦❱➯r➩Ý➪❱➩✳➮♣➥❈➪❱➬r➦❱➻ ➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➸➭➩✈➯r➥❊➾♣➮❀➪❱➩✳➫❱➥❊➮Û➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩➭➮✂➫❱➥❊➦❱➮➱➘▲➸➹➧❺➸⑤✜❱➾✜✞➹➧❺➸➭➩✳✜✛➘✸➾☎❞✸➩Ô➘✸➫❩▲
❂✄➘✸➦❱➯❉❂●➬✴❈✞➦❱➩➲➪❱➦Ý➯➴➘✸➼☛➥❊➾❺➘ ➧❺➥❊➬r➾♣➩✩➪❱➩✴➤❩✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➻➷➸➹➧❺➾♣➬r➩✿❂❙✪✮✔❈➮♣➬✴❈✞➦❱➩❅✘✛♥❳➾♣➩➭➫❱➥❊➼❱➯r➩✩✧➨➧❺➾❺➘ï➶ ➘✸➬r➯r➯r➘✸➫❥➧✧➮♣➦❱➾ ➯r➩✓✜❱➾♣➥❪★◗➩➹➧
➪❱➩❀➯✢✃ ➸➹➧❺➥❊➬r➯r➩✹✜☞➥❊➯❋✔❈➺✫✪❱➾♣➥❊➻❀➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩❀➘✸➾◗➧❺➬❋✱✛➺➭➬r➩➭➯ ➯ ➩✳✲r♠✙❴❉❂◆▲ ✈ ❱✓✵✤✧✆➥✩★ ➩➭➯r➯r➩■➸➹➧♠➘✸➬ ➧✴➦➨➧❺➬r➯r➬r➮♣➸➭➩✛✜☛➥❊➦❱➾✴➥✠✜➨➧❺➬r➻➷➬ ➮♣➩➭➾✖➯➴➘
✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩✈➪❱➩➱➯➴➘✈➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫ |4p〉 −→ |3s〉 ✜✛➘✸➾➅➦❱➫❱➩✂➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫❵➼❱➬r➺✫✪❱➾♣➥❊➻❀➘ ➧❺➬❋❈✞➦❱➩✂➘Ô➶❊➩➭➺✂➪❱➩➭➦❈❒➯➴➘✸➮♣➩➭➾♣➮ ➫✛➘✸➫❱➥❊➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❱➩✩✖✯♠●➯r➯r➩✒➩➭➮◗➧✩➩➭➫Ý➮♣➬r➯r➬r➺➭➩✑✏ ➥❊➫❱➪❱➦❱➩✖➘Ô➶❥➩➭➺➲➪❱➩➭➦❈❒❲✏ ➩➹➫ ✞➹➧❺➾❺➩➹➮✩➪❱➩ ❋✠✧▼❍➅➻➷➻ ➪❐✃ ➸✗✜✛➘✸➬r➮♣➮♣➩➭➦❱➾✗✖ ❴✵➘
➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫✂➬r➫❥➧❺➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧❺➩✑✜✛➘✸➾ ➯➴➘✴➧❺➾❺➘Ô➶❥➩➭➾♣➮♣➸➭➩➲➪❱➩✖➯➴➘❅✏ ➩➭➫ ✞➹➧❺➾♣➩➲➪❐✃ ➩➭➫✞➧❺➾♣➸➭➩➲➩➭➮◗➧✩➫❱➸✗✒❊➯r➬✴✒❊➩Ô➘✸➼❱➯ ➩✩✖

❴✵➘✒➺➭➩➭➯r➯r➦❱➯r➩✯➩➭➮◗➧❃➺➭➥❊➫❱➮◗➧❺➬ ➧❺➦❱➸➭➩✧➪❱➩①➪❱➩➭➦❈❒✦✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➮①❮✸➯r➩✺❈✞➦❱➩➭➦❱➮♣➥✸➧❜✧✮❈✞➦❱➬➨➺➭➥❊➫✞➧❺➬r➩➭➫❥➧●➪❱➦➅➮♣➥❈➪❱➬r➦❱➻✻➮♣➥❊➯r➬r➪❱➩✩✧ ➩➹➧
➯r➩✩➺➭➥❊➾❊✜❱➮✧➥✩★➱➯r➩✩➮♣➥✞➪❱➬r➦❱➻➓➩➭➮◗➧❑✘✴➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧❡✒❥➘✩❳➭➩➭➦❈❒✯✖③❴●✃ ➩➭➫❱➮♣➩➭➻➽➼❱➯r➩✒➩➭➮◗➧P✜❱➯➴➘✸➺➭➸✩➪✛➘✸➫❱➮✧➦❱➫❱➩✒➩➭➫❱➺➭➩➭➬r➫✞➧❺➩✒➩➭➫✂➺➹➦❱➬ ➶❈➾♣➩
➾♣➩➭➯r➬r➸➭➩✓✘➽➦❱➫➱➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩➲➪❱➩❳➺✫✪✛➘✸➦▼❢❐➘✩✒❊➩✩✖③❴✵➘✬✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫➱➪❱➩✒➶✸➘✩✜☛➩➭➦❱➾ ➪✛➘✸➫❱➮✧➯➴➘✴➺➭➩➭➯r➯r➦❱➯r➩✩➩➹➮♣➧ ➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➸➭➩✑✜✛➘✸➾①➯➴➘
➧❺➩➭➻✛✜☞➸➭➾❺➘ ➧❺➦❱➾♣➩✴➪❱➦✳❈✞➦❱➩➭➦❱➮♣➥✸➧❜✧✯❈✞➦❱➬✄➩➭➮◗➧✒➪❱➩

130◦
✸❨✧☞➺➭➩✬❈✞➦❱➬✆➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✟✘➷➦❱➫❱➩➽➪❱➩➭➫❱➮♣➬ ➧❺➸✴➪❱➩➽➮♣➥✞➪❱➬r➦❱➻ ➪❱➩

ρ = 8,25 × 109
➘ ➧❺➥❊➻➷➩➭➮ ❵ ➺➭➻ 3 ✖

❴❹➩❳➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✌➪❱➩✏✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩✖➩➭➮◗➧ ➺➭➥❊➯r➯r➩➭➺➹➧❺➸✑✜✛➘✸➾①➦❱➫➱➩➭➫❱➮♣➩➭➻➅➼❱➯r➩✒➪❱➩❳❋✩■❅✱✛➼❱➾♣➩➭➮✧➥✠✜➨➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮✧➪❱➬r➮❊✜☞➥✸➮❺➸➹➩➭➮
➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧①➪❱➩➭➦❈❒Û➺➭➩➭➾♣➺➭➯r➩➭➮✘➺➭➥❊➫❱➺➭➩➭➫✞➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮✿✲î➶❊➥❊➬r➾✙✱③✒❊➦❱➾♣➩➭➮ ❊❪❊❭❊ ✖●❋▲❋✻✲✔➘✮✵❃➩➹➧ ❊❪❊❭❊ ✖●❋❅➳✠✵✤✖ ❊ ➯☞➩➭➮◗➧✺✱✛➯ ➧❺➾❺➸❑✜✛➘✸➾✯➦❱➫②✱✛➯ ➧❺➾♣➩
✜✛➘✸➮♣➮♣➩✤▲✰➼✛➘✸➫❱➪❱➩➽➪❱➩✴➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾ ❋ï➚➷➫❱➻❲✧☛➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸✬✘✢❏❖❏❊➚➷➫❱➻❲✖ ❴✵➘✙✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩➅➩➭➮◗➧❳➘✸➯r➥❊➾♣➮ ➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➸➭➩✬✜✛➘✸➾✩➦❱➫
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Fc

✜❱➾♣➩➭➫✛➘✸➫❥➧
➩➭➫✳➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩✖➯✢✃ ➘✸➫❀✒✸➯r➩➲➮♣➥❊➯r➬r➪❱➩➲➪❱➩✴➺➭➥✸➯r➯r➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫Ý➪❱➩✖➯➴➘✦✱✛➼❱➾♣➩✩✧☞➯r➩➭➮✚➩■❢✌➩➹➧❺➮✩➪❱➩✖➼☞➥❊➾♣➪❱➮✗✧☞➯➴➘➅➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➻➷➬r➮♣➮♣➬r➥❊➫✂➪❱➩✴➯➴➘
✱✛➼❱➾♣➩✩✧✛➪❱➩➲➯➴➘➅➯r➩➭➫❥➧❺➬r➯r➯ ➩✒➪❱➩➲➺➭➥❊➯r➯r➩➭➺➹➧❺➬r➥✸➫❍✧➨➪❱➦☎✱✛➯ ➧❺➾♣➩❳➩➹➧✚➪❱➦❲✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➻➽➦❱➯ ➧❺➬❋✜❱➯r➬ ➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾①➩➭➮◗➧

Fc ≈ 3,7 × 10−4
✖
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α
➪❱➩✴➯➴➘✹✱✛➼❱➾♣➩✖➶✸➘✸➦➨➧

12,7◦
➩➹➧✒➯➴➘➷➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩✴➪❱➩✴➯➴➘✹✱✛➼❱➾♣➩✬✘

➯➴➘☎❳➭➥❊➫❱➩Û➪❐✃ ➬ ➫✞➧❺➩➭➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫✠➩➭➮◗➧➽➪❱➩✙❋❅➳✂➻➷➻❲✖❉❴✵➘✈➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾✖➪❱➩❀➯➴➘☎❳➭➥❊➫❱➩❀➪❐✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫▲➩➭➮◗➧➽➪❱➥❊➫❱➺
2
❴

=
2
➵

tan α = 5,4 mm
✖③❴❹➩❳➶❊➥❊➯r➦❱➻➷➩❳➪❐✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫

Vi

➩➭➮◗➧✩➘✸➯r➥❊➾♣➮①➪❱➥❊➫❱➫❱➸❤✜✛➘✸➾

Vi = 2
❴ × π

d2

4

✲ ❊❭❊❭❊ ✖ ❏▲❏✮✵

➥✩★Ý➪✈➩➭➮◗➧✩➯r➩➲➪❱➬➴➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩❳➪❱➦❲✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦Ý➯➴➘✸➮♣➩➭➾❅✲ ≈ 300µm
✵✤✧✛➺➭➩❤❈✞➦❱➬✵➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪⑤✘■➦❱➫✂➶❥➥❊➯r➦❱➻➷➩❳➪❐✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❄▲

➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫
Vi = 3,8 × 10−4 cm3

➩➹➧✬✘✂➦❱➫▲➫❱➥❊➻➽➼❱➾♣➩➷➪❐✃ ➘ ➧❺➥❊➻■➩➭➮❤✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➮✴➪✛➘✸➫❱➮✖➯➴➘☎❳➭➥❊➫❱➩➷➪❐✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫
➫

atomes = 3,1 × 106
➘ ➧❺➥❊➻➷➩➭➮✗✖
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4d3/2

➩➹➧
4d5/2
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5d

4d

6s

5s

3s

3p

5p

4p

4s
3d

18%

2%

48%

28%

36%

43%

24%
26%
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➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫➱➯➴➘✸➾❊✒❊➩✒➼✛➘✸➫❱➪❱➩➲➺➭➩➭➫✞➧❺➾♣➸➭➩✖➩➭➫

λ0 = 579 nm
➘Ô➶❥➩➭➺➲➯r➩➭➦❱➾♣➮✧➧♠➘✸➦❈❒➱➪❱➩☛✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺Ô➩✩✖

➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸➭➮P✜✛➘✸➾①➯r➩➭➦❱➾①➧♠➘✸➦❈❒➱➪❱➩❳➼❱➾❺➘✸➫❱➺✫✪❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧❨✘➽➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |4p〉 ➩➹➧ ➩➭➫✂➮♣➥❊➻➷➻❀➘✸➫❥➧①➧❺➥❊➦➨➧❺➩➭➮✧➯r➩➭➮①➺➭➥❊➫✞➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮➘✸➬r➫❱➮♣➬❐➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➩➭➮✗✧☞➮♣➥❊➬ ➧
❂❑✲✮❏▲❏❊➚✭➫❱➻✶✵

= c5s|a5s|2 + c4d|a4d|2 + c6s|a6s|2 + c5d|a5d|2.
✲ ❊❭❊❭❊ ✖ ❏❖❑✻✵

✈ ➫⑤✜☞➩➭➦➨➧➲➪❱➥❊➫❱➫❱➩➹➾❳➦❱➫❱➩➅➩➭➮◗➧❺➬r➻❀➘ ➧❺➬r➥✸➫✳➪❱➩➽➺➭➩➹➧♣➧❺➩✦✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸✬✘✶✜✛➘ ➾♣➧❺➬r➾✚➪❱➩➭➮❳➮♣➬r➻➅➦❱➯➴➘ ➧♣➬r➥✸➫❱➮✩➫✞➦❱➻➷➸➭➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮✗✖
✸✘➩➭➯r➯r➩➭➮❄▲✰➺➭➬☞➻➷➥❊➫❥➧❺➾♣➩➭➫✞➧✺❈✞➦❱➩✑✜☞➥❊➦❱➾✘➦❱➫❱➩✒➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❀➪❐✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✩➪❱➩✒➯✢✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩✚➪❱➩

0,4 µJ
➩➹➧①➪❱➩✒➪❱➬➴➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩✚➪❱➩

✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦Ý➸✗✒❥➘ ➯❉✘
300µm

✧♦❂❑✲✮❏▲❏❊➚✭➫❱➻✶✵✯➶✸➘✸➦➨➧✚➩➭➫❥➶❈➬r➾♣➥❊➫✈➚▼✧ ➚❊➚ ❋✠✖♦✸✘➩✿❈✞➦❱➬❹➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪❍✧☛➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩❳➧❺➩➭➫✞➦Ý➪❱➩
➯✢✃ ➩✘✕➷➺Ô➘✸➺➭➬ ➧❺➸❳➪❱➩➲➺➭➥❊➯r➯r➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫❍✧❀✘➅➦❱➫Ý➫❱➥❊➻➽➼❱➾♣➩❳➻➷➥❝✔❊➩➭➫Ý➪❱➩✿✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫✂➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➸❤✜✛➘✸➾✧➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫➱➫

photons

❮
➫

photons =
❂
(330

➫❱➻
) × ➫

atomes × Fc

q✚➬ ➶❥➩Ô➘✸➦ ❍ ➮ ❑❊➪ ◆✸➮ ❍ ➪
✼✄➘✸➦❈❒Ý➪❱➩➲➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫

c5s = c4d = c6s = c5d =✘■➯➴➘ ✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩ |4p〉 → |3s〉 ➚▼✧●❋✩❏▲■ ➚▼✧●❋▲❋✶❍ ➚▼✧ ➚▲❞❖❞✻❍ ➚▼✧●❋ï➚❥➳

✁ ✂✠☎ ✆❬❊❭❊❭❊ ✖ ❑ ✎●❂✄➥❊➦❱➾♣➺➭➩➭➫❥➧♠➘✩✒❊➩✖➪❱➩✖➯➴➘✦✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➩➭➮✚➸➹➧♠➘ ➧❺➮✚➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸➭➮✚➺➭➥❊➫✞➧❺➾♣➬r➼❱➦✛➘✸➫❥➧✩➘✸➦Ý➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯❐➪❱➩ ✥✛➦❱➥❪▲
➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩✴➪❱➩ |4p〉 → |3s〉 ✖



❋ï➚▲◆ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✗✑ ✑ ✑✌✍ ✑✒✤✥✟✒☞✜✡✕✖ ✚✜✡✌☞✜✤ ✁ ☞✜✏ ✝ ☞ ✁ �✞☞✜✢ ✝✑✤ ✏ ✂☛✟✙✂✧✤✥✟☛✝✄✂☛✟ ☞✜✏

= 1,1.
✲ ❊❭❊❪❊ ✖ ❏✻❍✠✵

✸✘➥❊➻➷➻➷➩Ý➯r➩Ý➯➴➘✸➮♣➩➭➾❀➘▲➦❱➫❦➧♠➘✸➦❈❒❦➪❱➩✳➾♣➸✗✜☛➸➹➧❺➬ ➧❺➬r➥❊➫❦➪❱➩
1 kHz

✧✯➥❊➫ ➮➭✃ ➘ ➧♣➧❺➩➭➫❱➪④✘✠➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➩➭➾Û➩➭➫✞➶❈➬r➾♣➥❊➫ ❋▲❋ï➚❊➚
✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮P✜✛➘✸➾✧➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❱➩✩✖

❴❹➩②✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➻➽➦❱➯ ➧❺➬✴✜❱➯ ➬ ➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾➲➩➹➧➽➯r➩✛✜❱➾♣➸✤▲s➘✸➻✛✜❱➯r➬❋✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾➲➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➸➭➮❤✜☞➥❊➦❱➾✴➺➭➥❊➯r➯r➩➭➺➹➧❺➩➭➾✖➩➹➧➅➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➩➭➾➲➯r➩
➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✌➪❱➩☎✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩✖➥❊➫❥➧ ➦❱➫❱➩❳➼✛➘✸➫❱➪❱➩✓✜✛➘✸➮♣➮❺➘✸➫❥➧❺➩➲➪❱➩✖➳✸➚ ✎ ❫❑❳✩✧✛➺✸✃ ➩➭➮◗➧❑✘➅➪❱➬r➾♣➩✑❈✞➦❐✃ ➩➭➫Ý➮♣➥❊➾◗➧❺➬r➩✒➪❱➦☎✜❱➾♣➸✤▲
➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾✆➦❱➫✬✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫➽➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✦✘✩➦❱➫❱➩①➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫✖➪❱➩✘➪❱➦❱➾♣➸➭➩ ❍✸➚✚➫❱➮✗✖✮✸✘➩①➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩✧➘✚➸➹➧❺➸①➺➭➥❊➫☛☞➭➦
✜☞➥❊➦❱➾✖➪❱➩➭➮➽➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩➭➮■➘Ô➶❥➩➹➺Û➪❱➩➭➮➽➯➴➘✸➮♣➩➭➾♣➮✴➺➭➥❊➫❥➧❺➬r➫❈➦❱➮✴➥❊➦▲➫✛➘✸➫❱➥❊➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❱➩➭➮➅➥✩★ ➯r➩➭➮❅✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮✴➮♣➥❊➫❥➧➽➸➭➻➷➬r➮
➘✸➯r➸Ô➘ ➧❺➥❊➬r➾◗➩➭➻➷➩➭➫❥➧✧➘✸➦✂➺➭➥❊➦❱➾♣➮✧➪❱➦➱➧❺➩➭➻✛✜❱➮✗✖✛➵✒➘✸➫❱➮ ➫❱➥✸➧❺➾♣➩✒➺Ô➘✸➮✗✧✛➺➭➥❊➻➷➻➷➩✩➫❱➥❊➦❱➮✧➧❺➾❺➘Ô➶✸➘ ➬r➯r➯r➥✸➫❱➮✧➘Ô➶❊➩➭➺➲➪❱➩➭➮✧➬r➻✛✜❱➦❱➯ ▲
➮♣➬r➥❊➫❱➮✯➯➴➘✸➮♣➩➭➾♣➮✗✧✞➯r➩➭➮✰✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮✯➮♣➩➭➾♣➥❊➫❥➧①➸➭➻➷➬r➮✗✧✞➘✩✜❱➾❊❏➭➮✯➺✤✪✛➘✩❈✞➦❱➩✩➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❍✧❊➮♣➦❱➾✯➦❱➫Û➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶✸➘✸➯r➯ ➩ ➪❱➩ ➧❺➩➭➻✛✜❱➮✯➪❱➩
➯✢✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩✒➪❱➩✿❈✞➦❱➩➭➯✴❈✞➦❱➩➭➮✚➪❱➦❱➾♣➸➭➩➭➮✚➪❱➩❳➶❈➬r➩❳➪❱➩➲➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✹❑✠✜✍✲

τsp(4p) ≈ 110 ns)
✧❱➬r➫❱➪❱➦❱➬r➮❺➘✸➫❥➧ ➪❱➩➭➦❈❒✂➪❱➬ ✕➷➺➭➦❱➯ ➧❺➸➭➮

➻❀➘❝★◗➩➭➦❱➾♣➩➭➮➅➪✛➘✸➫❱➮➽➯r➩Û➺➭➥❊➻✛✜➨➧♠➘✩✒❊➩❀➪❱➦➆➫❱➥❊➻➽➼❱➾♣➩Û➪❱➩✶✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮✗✖●➵✴✃ ➦❱➫❱➩●✜✛➘✸➾◗➧❜✧✄➺➭➥❊➻➷➻➷➩Û➫❱➥❊➦❱➮✴➧❺➾❺➘ï➶ ➘✸➬r➯r➯ ➥❊➫❱➮
✘✂➼✛➘✸➮✖➧♠➘✸➦❈❒✠➪❱➩➷➾♣➸✗✜☞➸➹➧❺➬ ➧❺➬r➥❊➫❍✧❹➫❱➥❊➦❱➮✖➮♣➩➭➾♣➥❊➫❱➮❅✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➺➭➦❱➯r➬✴❏➭➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧➲➮♣➩➭➫❱➮♣➬r➼❱➯r➩➭➮➽➘✸➦❈❒⑥✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮➲➧❆✪❱➩➭➾♣➻➷➬✴❈✞➦❱➩➭➮
➸➭➻➷➬r➮➲➩➭➫✞➧❺➾♣➩❀➪❱➩➭➦❈❒▲➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❱➮✖➺➭➥✸➫❱➮❺➸➹➺➭➦➨➧❺➬ ➶❥➩➭➮✗✖❙✸✘➩②✜❱➾♣➥❊➼❱➯✴❏➭➻➷➩✛✜☞➩➭➦➨➧ ✞❍➧♠➾♣➩➷➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦ ➩➭➫▲➻➅➦❱➯ ➧❺➬❋✜❱➯r➬r➘ ➫✞➧➲➯r➩
➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✄➪❱➸➭➯r➬ ➶❈➾♣➸✦✜✛➘✸➾❳➯r➩✦✜❱➾♣➸✤▲s➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾❳➘ï➶❊➩➭➺■➦❱➫❱➩✹✜☞➥❊➾◗➧❺➩➅➪❱➩■➪❱➦❱➾♣➸➭➩➷➘✸➪❱➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➩✩✖✆➵✴✃ ➘✸➦➨➧❺➾♣➩✹✜✛➘✸➾◗➧➲➯➴➘
➼✛➘✸➫❱➪❱➩☎✜✛➘✸➮♣➮❺➘✸➫❥➧❺➩Ý➪❱➩✈➳✸➚ ✎ ❫❑❳✂➫❱➩☎✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧♣➧❺➾❺➘⑤✜✛➘✸➮■➪❱➩✂➮❺➸■✜✛➘✸➾♣➩➭➾✛✜❱➯r➦❱➮■➪❱➩✂➪❱➩➭➦❈❒✐➥❊➦❵➧❺➾♣➥❊➬r➮✦✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮
➸➭➻➷➬r➮✒➘✩✜❱➾❊❏➭➮✒➦❱➫❱➩➅➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❍✖ ❂✆➥❊➦❱➾✒➾♣➩➭➮◗➧❺➩➭➾❳➪✛➘✸➫❱➮❳➦❱➫✏➾♣➸✗✒❊➬r➻➷➩✖➪❱➩➅➺➭➥❊➻✛✜➨➧♠➘✩✒❊➩✴➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➬ ➾♣➩✩✧☞➥✩★✳➯✢✃ ➥❊➫✳✜☞➩➭➦➨➧
➘✸➮♣➮♣➬✴✒❊➫❱➩➭➾✩➮❺➘✸➫❱➮➲➘✸➻➽➼❱➬✴✒❊➦ �✢➧❺➸✖➦❱➫⑤✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫⑤✘Û➦❱➫❱➩➽➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❍✧☛➬r➯✆➩➭➮◗➧❳➫❱➸➭➺➭➩➭➮♣➮❺➘✸➬r➾♣➩➅➪❱➩✴➧❺➾❺➘Ô➶✸➘✸➬r➯r➯ ➩➭➾✚➪✛➘✸➫❱➮✒➯➴➘
➯r➬r➻■➬ ➧❺➩✩➪❱➩✖➚▼✧●❋✓✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮✧➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➸➭➮❑✜✛➘✸➾✧➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❍✧❈➮♣➬r➫❱➥❊➫➱➯➴➘✬✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸❨❈✞➦❐✃ ➦❱➫❱➩❤✜✛➘✸➬r➾♣➩✒➪❱➩✓✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮
➸➭➻➷➬r➮✧➮♣➬r➻➽➦❱➯ ➧♠➘✸➫❱➸➭➻➷➩➭➫❥➧✧➮♣➥❊➬ ➧ ➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➸➭➩➲➺➭➥❊➻➷➻➷➩❳➦❱➫Ý➮♣➩➭➦❱➯❉✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫Ý➩➭➮◗➧ ➧❺➾♣➥✠✜Ý➬r➻✛✜☛➥❊➾◗➧❍➘ ➫✞➧❺➩

(=
➫

2
photons)

✖
➵✒➘✸➫❱➮➅➫❱➥ ➧♠➾♣➩❀➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩➱➫

photons ≈ 0,25
✲ ➺■✏❄✖❇✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊❪❊ ✖●❋✶❍✠✵✤✖❙✸✘➩✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧➷➯r➩❀➼☛➥❊➫➆➘✸➺➭➺➭➥❊➾♣➪❵➩➭➫✞➧❺➾♣➩

➯r➩➭➮✯➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮①➩♠❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩➭➮✘➩➹➧✯➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮①➮♣➩➭➻➽➼❱➯r➩✚➬r➫❱➪❱➬✴❈✞➦❱➩➭➾✰❈✞➦❱➩✩➯✢✃ ➥❊➫❀➫❐✃ ➩➭➮◗➧❡✜✛➘✸➮✯➧❺➾♣➥✠✜❀➸➭➯r➥❊➬✴✒❊➫❱➸ ➪❱➦
➾♣➸✗✒❊➬r➻➷➩✴➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➬ ➾♣➩✩✖✯q✚➥✸➧❺➥❊➫❱➮❳➘✸➦⑤✜✛➘✸➮♣➮♠➘❪✒❊➩✦❈✞➦❱➩■➯✢✃ ➸➭➺Ô➘✸➾◗➧✒➩➭➫✞➧❺➾♣➩➅➯r➘❀➶ ➘✸➯r➩➭➦❱➾✒➪❱➩➅➫

photons

➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➸➭➩■➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬ ▲
➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧❃➩➹➧✯➺➭➩➭➯r➯r➩ ➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➸➹➩P✜❱➾♣➸➭➺➭➸➭➪❱➩➭➻➷➻➷➩➭➫❥➧✺✜☞➩➭➦➨➧✯➮➭✃ ➩❍❒▼✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➩➭➾✰✜✛➘✸➾❃➯r➩✧➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❆❏➭➾♣➩✩➘✩✜❀✜❱➾♣➥Ô❒➨➬r➻❀➘ ➧❺➬❋✏
➪❱➦✳➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯✄➪❱➦♣✏✔➘✸➺➹➧❺➩➭➦❱➾✒➪❱➩✴➺➭➥❊➯r➯r➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫✈➩➹➧✒➯✢✃ ➬r➫❱➺➭➩➭➾◗➧❺➬ ➧❺➦❱➪❱➩✖➮♣➦❱➾✒➯r➩✴➪❱➬➴➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩✖➪❱➦♣✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦❍✖ ✈ ➾❜✧☞➺➭➥❊➻➷➻➷➩
➺➭➩✴➪❱➩➭➾♣➫❱➬r➩➭➾✩➘✩✒❊➬ ➧❑✘➷➯➴➘✦✏ ➥❊➬r➮ ➮♣➦❱➾✩➯r➩➲➫❱➥❊➻➽➼❱➾♣➩✖➪❐✃ ➘ ➧❺➥❊➻➷➩➭➮✚➪✛➘✸➫❱➮✩➯r➩❳➶❊➥❊➯r➦❱➻➷➩✖➪❐✃ ➬ ➫✞➧❺➩➭➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫Ý➩➹➧✩➮♣➦❱➾✩➯➴➘✹✜☛➥❪▲
✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫Û➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩✖➪✛➘✸➫❱➮✚➯r➩➭➮ ➸➹➧♠➘ ➧❺➮ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸➭➮✬✲î➶❈➬➴➘➅➯➴➘✦✜❱➦❱➬r➮♣➮❺➘✸➫❱➺➭➩✖➺➭➾✜✞➹➧❺➩✕✵✤✧☛➥❊➫Ý➺➭➥❊➻✛✜❱➾♣➩➭➫❱➪☎✏✔➘✸➺➭➬r➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧
❈✞➦❐✃ ➬r➯✯✜❱➦❱➬r➮♣➮♣➩❨✔➱➘Ô➶❊➥❊➬r➾✘➦❱➫●✏✔➘✸➺➹➧❺➩➭➦❱➾❡❈✞➦✛➘ ➧❺➾♣➩✒➩➭➫✞➧❺➾♣➩✒➯➴➘✖➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾✘➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩✩➩➹➧ ➯➴➘➲➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾①➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➸➭➩✩➪❱➩
➫

photons

✖
❴❹➩●✜❱➾♣➸✤▲s➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾➽➪❱➸➭➯r➬ ➶❈➾♣➩Û➪❱➩➭➮➅➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❱➮➽➪❱➩●❈✞➦❱➩➭➯✴❈✞➦❱➩➭➮➅➶❊➥❊➯ ➧❺➮✦❈✞➦❱➬①➮♣➥❊➫❥➧■➪❱➬r➾♣➩➭➺➹➧❺➩➭➻➷➩➭➫✞➧

➩➭➫❥➶❊➥❝✔❊➸➭➩➭➮✈➪✛➘✸➫❱➮Ý➦❱➫↔➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩✠➪❱➩✠➺➭➥❊➻✛✜➨➧♠➘✩✒❊➩✁�Û➘✸➺➭➺➭➩✗✜➨➧♠➘✸➫❥➧✈➪❱➩➭➮Ý➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➦❈❒④✼✽✼P❴➁➩➭➫↔➩➭➫✞➧❺➾♣➸➭➩➭➮✗✖❑q✚➥❊➦❱➮
➘Ô➶❊➥❊➫❱➮➅➘✸➦❱➮♣➮♣➬✘➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➸➷➦❱➫ ➪❱➬r➮♣➺➭➾♣➬r➻➷➬ ➫✛➘ ➧❺➩➭➦❱➾✖➮♣➦❱➬ ➶❈➬✯➪❐✃ ➦❱➫❵➘✸➻✛✜❱➯r➬❋✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾➲➮❺➘✸➫❱➮➽➥❊➼➨➧❺➩➭➫❱➬r➾✖➪❱➩Û➪❱➬❋❢✌➸➹➾❺➩➹➫❱➺➭➩➭➮
➮♣➬✴✒❊➫❱➬❋✱✛➺Ô➘ ➧❺➬ ➶❊➩➭➮①➶❈➬r➮P✘➅➶❈➬r➮✧➪❱➦Ý➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❜✖

❂✆➥❊➦❱➾✏➮♣➦❀✜❀✜❱➾♣➬r➻➷➩➭➾✈➯r➩ ➼❱➾♣➦❱➬ ➧✈➧❆✪❱➩➭➾♣➻➷➬✴❈✞➦❱➩✩✧✩➫❱➥❊➦❱➮❧➘Ô➶❊➥❊➫❱➮✳✱✛➯ ➧❺➾♣➸▲➯r➩ ➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✖➪❱➩❵➮♣➥❊➾◗➧❺➬r➩▲➪❱➦❛✜❱➾♣➸✤▲
➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾✓✜✛➘✸➾✖➦❱➫❱➩✛✜☛➥❊➾◗➧❺➩➷➪❱➩

2 µs
✧✵➥❊➦➨➶❈➾❺➘✸➫❥➧➽➘✸➬r➫❱➮♣➬●➦❱➫❱➩✹✏ ➩➭➫ ✞➹➧❺➾♣➩➷➪❱➩➷➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫✠➪❱➩➷➯✢✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩■➪❱➩

20× τsp(4p)
✖❀✸✘➩✩➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯☞➘✴➩➭➫❱➮♣➦❱➬ ➧❺➩✩➸➹➧❺➸✒➻➽➦❱➯ ➧❺➬✴✜❱➯ ➬ ➸P✜✛➘✸➾✘➦❱➫❱➩✒➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❱➩✑✜☞➥❊➾◗➧❺➩✩➬r➫❥➧❺➸✗✒❊➾❺➘✸➫❥➧✘➯r➩✩➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯☛➮♣➦❱➾

➦❱➫❱➩ ➪❱➦❱➾♣➸➭➩ ➪❱➩ ❍✒➮✗✖✮❂✄➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧✯➯r➩➭➮
5 µs

➮♣➸✗✜✛➘✸➾❺➘✸➫❥➧✯➪❱➩➭➦❈❒✹✜☞➥❊➾◗➧❺➩➭➮❃➺➭➥❊➫❱➮♣➸➭➺➭➦➨➧❺➬ ➶❊➩➭➮✗✧✞➯r➩✧➫❱➥❊➻➽➼❱➾♣➩✧➪❱➩P✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮
➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➸➭➮❳➩➭➮◗➧✖➯r➦⑤✜✛➘✸➾✒➯r➩✦✜❱➾♣➥✠✒❊➾❺➘✸➻➷➻➷➩✴➪❐✃ ➘✸➺✗❈✞➦❱➬r➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❍✖✯❴❹➩✹✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜☛➩➽➪❱➩■➯➴➘Û➺✫✪✛➘❪❥➴➫❱➩➅➪❱➦❧➺➭➥❊➻✛✜➨➧♠➘✩✒❊➩➽➪❱➩
✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮ ➩➭➮◗➧✚➬r➯r➯ ➦❱➮◗➧❺➾♣➸❳➮♣➦❱➾ ➯➴➘❅✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊❭❊ ✖●❋✳❑❀✖

✞❩✞✻✞✆☎✁�✎☎✆☎ � ✗✚✩✫☞✪✙ ✍✑✛✢✍✑✩

❴❹➩➷➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯❃➪❱➩✙✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩➱➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦ ➘ï➶❊➩➭➺❀➯r➩■➪❱➬r➮❊✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏✘➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯❃➪❱➸➭➺➭➾♣➬ ➧✴➺➭➬ ▲✰➪❱➩➭➮♣➮♣➦❱➮✴➩➭➮◗➧
➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸✿✜✛➘✸➾✧➪❱➩➭➮✽✜☞➥❊➬r➫❥➧❺➮①➮♣➦❱➾✧➯➴➘❤✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❪❊❭❊ ✖●❋✶❍❩✖❀❂✄➥❊➦❱➾①➥❊➼➨➧❺➩➭➫❱➬r➾①➺➭➩➹➧♣➧❺➩❳➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩✩✧❱➫❱➥❊➦❱➮ ➘Ô➶❊➥❊➫❱➮✧➦➨➧❺➬r➯r➬r➮♣➸

✂☎✄ ✠☞☛✣✚✍✎ ✗ ✄✝✆ ✡✁✡✁✎✠✟✳✏✒✎✟✞✝✠✁✚★✛ ✕☎✆✡✠☞✌ ✆ ✆✡✢ ✚✍☛✍✗✘✓✖✎✧✆✪✚★✢



✑ ✑ ✑✌✍✁�✆✂✁�✧✏✌☞✜✡✄✂ ✂ ✟☛✝ ✓✔✤ ✝ ☞ ✏ ✝✑✤✞✟✒☞✜✡✕✖ ✚✜✡✌☞✜✤ ✁ ☞✜✏ ❋ï➚✻❜

(b)

(c)

(d)=b* c

1ms2 sµ

5s
5 sµ

(a)
1ms40ns

impulsions laser

�✂✁☎✄✝✆❬❊❪❊❭❊ ✖●❋✳❑ ✎✶❂●➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜☞➩❳➪❱➦Ý➺➭➥❊➻✛✜➨➧♠➘✩✒❊➩❳➪❱➩✿✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮❳❮
✲✔➘✮✵✧➤❈➬✴✒❊➫✛➘✸➯❐➩➭➫Ý➮♣➥❊➾◗➧❺➬r➩❳➪❱➦❲✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➻➽➦❱➯ ➧❺➬❋✜❱➯r➬ ➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾✗✖
✲ ➼♦✵✽❂✆➥❊➾◗➧❺➩➲➪❱➩

2 µs
➯r➬r➻■➬ ➧♠➘✸➫❥➧✧➯r➩❳➼❱➾♣➦❱➬ ➧✧➧❆✪❱➩➭➾♣➻➷➬✴❈✞➦❱➩✩✖

✲ ➺✕✵✽❂✆➥❊➾◗➧❺➩➲➪❐✃ ➬r➫❥➧❺➸✗✒❊➾❺➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➩◗❍➽➮✗✖
✲ ➪♦✵✽❂●➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧ ➪❱➩➭➮❑✜☞➥✸➾♣➧❺➩➭➮❅✲ ➼♦✵✘➩➹➧✬✲ ➺✕✵✒❮❱➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯❐➪❱➩➲➺➭➥❊➻✛✜➨➧♠➘✩✒❊➩✩✖

➩❍❒➨➺➭➯r➦❱➮♣➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫✞➧✘➯r➩✚➼✛➘✸➾♣➾♣➩Ô➘✸➦❀➪❱➩❳➤ ❝✾❍❖■➲➪❱➩◗❋▲❋✚➺➭➻❲✖▼✸✘➥❊➻➷➻➷➩ ➥❊➫✶✜☛➩➭➦➨➧①➯r➩ ➶❊➥❊➬r➾❃➬r➯✛➩➭➮◗➧①➩➭➫✶✜✛➘✸➾❯✏✔➘✸➬ ➧✘➘✸➺➹➺➭➥❊➾♣➪
➘Ô➶❥➩➭➺➲➯r➩❳➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧✽✏ ➥❊➦❱➾♣➫❱➬✷✜✛➘✸➾✧➯➴➘➽➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫✂➫✞➦❱➻➷➸➭➾♣➬✴❈✞➦❱➩❳➪❱➩➲➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫✂➪❱➩✴➤❈➺✫✪❱➾✜✛❈➪❱➬r➫❀✒❊➩➭➾✗✖

❴✵➘Û➮♣➬r➻➽➦❱➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫✈➫❱➥❊➦❱➮❳➪❱➥❊➫❱➫❱➩➅➯➴➘②✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸✬❂❑✲✮❏▲❏✸➚Û➫❱➻✶✵❑❈✞➦❐✃ ➦❱➫✠➘ ➧❺➥❊➻➷➩✴➸➭➻➷➩➹➧♣➧❺➩➽➦❱➫✟✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫
➪❱➩☛✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩✬✘ ❏▲❏❊➚➅➫❱➻ ➩➭➫☎✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥✸➫✂➪❱➩

φ(2)
✖ ✸✘➩➲➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧ ➩➭➮◗➧✚➩➭➫❱➮♣➦❱➬ ➧❺➩✖➘❝★◗➦❱➮◗➧❺➸✖➘ï➶❊➩➭➺➲➯➴➘➽➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩

➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩➷➩➭➫❵➻➽➦❱➯ ➧❺➬✴✜❱➯ ➬r➘✸➫❥➧✬❂❑✲✮❏▲❏❊➚Ý➫❱➻✶✵✿✜✛➘✸➾✴➦❱➫✍✏✔➘✸➺➹➧❺➩➭➦❱➾➽➪❐✃ ➸➭➺✫✪❱➩➭➯r➯r➩②✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧♣➧♠➘✸➫❥➧➽➪❐✃ ➩❍❒▼✜❱➾♣➬r➻➷➩➭➾
➯r➩✳➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✒➩➭➫④✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮●✜✛➘✸➾➱➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❱➩✩✖❑❴✵➘❬✜☞➸➭➾♣➬r➥❈➪❱➩✏➪❱➩➭➮➱➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮❀➩➭➮◗➧❲✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➺➭➦❱➯r➬❋❏➭➾♣➩➭➻➷➩➭➫✞➧Û➼❱➬r➩➭➫
➾♣➩✗✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧❺➩❅✜✛➘✸➾✩➯➴➘❀➮♣➬r➻➽➦❱➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❍✖ ✸✘➩✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧❜✧❐➯r➩✴➺➭➥❊➫✞➧❺➾❺➘✸➮◗➧❺➩➽➪❱➩➭➮✒➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥✸➫❱➮✩➩➭➮◗➧❳➻➷➥❊➬r➫❱➮✚➼☞➥❊➫✳➪✛➘✸➫❱➮
➯✢✃ ➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩✩✖✯✸✘➩➭➺➭➬❉✜☞➩➭➦➨➧✩➮➭✃ ➩❍❒▼✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➩➭➾P✜✛➘✸➾ ➦❱➫✈➯r➸✗✒❊➩➭➾ ➪❱➸➹➮♠➘ ➯r➬✴✒❊➫❱➩➭➻➷➩➭➫✞➧ ➪❱➦☎✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦❍✧✛➪☛✡✳✘■➯➴➘✦✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➩
➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩Û➮♣➦❱➾➽➯➴➘✩❈✞➦❱➩➭➯r➯r➩➷➮♣➩➱➪❱➸✗✜❱➯➴➘✸➺➭➩Û➯r➩❀➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪➆➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❍✧✭➩➹➧✦✜✛➘✸➾✴➯➴➘♣✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❱➺➭➩➱➪❐✃ ➦❱➫❬✚✰➺✫✪❱➬r➾❊✜❩✣❀➮❊✜✛➘ ➧❺➬➴➘✸➯
➾♣➸➭➮♣➬r➪❱➦❱➩➭➯❦✖

q✚➥✸➧❺➥❊➫❱➮➲➘✸➦❱➮♣➮♣➬◗❈✞➦❱➩➅➫❱➥❊➦❱➮➲➘Ô➶❥➥❊➫❱➮❳➪☛✡✏➪❱➸➭➺Ô➘✸➯r➩➭➾❳➯✔✃ ➥❊➾♣➬✴✒❊➬ ➫❱➩✴➪❱➩➅➯➴➘❀➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫⑤❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩➽➪❱➩➅➯➴➘
➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➷➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩❀➘❪✱✛➫✠➪❱➩②✜☞➥❊➦➨➶❊➥❊➬r➾➲➯➴➘✂➮♣➦❀✜☛➩➭➾❊✜☞➥❊➮♣➩➭➾✦✘✂➯➴➘✂➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩■➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩✩✖◆♠✄❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘❝▲
➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✧✛➯➴➘➅➶ ➘✸➯r➩➭➦❱➾✩➘ ➧♣➧❺➩➭➫❱➪❱➦❱➩❤✜☞➥❊➦❱➾ ➯➴➘■➪❱➬r➮❊✜☞➩➹➾❺➮♣➬r➥✸➫♣❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✖➩➭➮◗➧✩➪❱➸➭➪❱➦❱➬ ➧❺➩✖➪❱➩➭➮✩➺➭➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮◗➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮
➪❱➦❲q ✈ ❂ ❱❅✧❱➪❱➦➱➼✛➘✸➾♣➾♣➩Ô➘✸➦✂➪❱➩✖➤ ❝ ❍❖■➽➩➹➧✧➪❱➦✂➺➭➥❊➻✛✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➩➭➦❱➾❑✘➽➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❈❒✯✖☛➵✴✃ ➘✩✜❱➾❊❏➭➮✧➺➭➩✓❈✞➦❱➬❍✜❱➾♣➸➭➺✗❏➭➪❱➩②✲ ➮♣➩➭➺✤▲
➧❺➬r➥❊➫ ❊❪❊❭❊ ✖ ❏▼✖●❋✠✖●❋❝✵✤✧

φ(2)
➪❱➩➹➶❈➾❺➘✸➬ ➧✧➮➭✃ ➘✸➫❱➫❈➦❱➯r➩➭➾✽✜☛➥❊➦❱➾✧➦❱➫❱➩❳➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩➲➪❱➩✖➳❅❋✠✧▼❍✴➺➭➻ ➩➭➫✞➧❺➾♣➩❳➯r➩➭➮✧➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❈❒✯✖☛➵✒➘✸➫❱➮

➯✢✃ ➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩✩✧❈➯ ➩❑❳➭➸➭➾♣➥✴➪❱➩✚➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫②❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩➘✩✜❀✜✛➘✸➾❺➘❪❥r➧✙✜☞➥❊➦❱➾✯➦❱➫❱➩✚➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩✚➪❱➩❳➳❅❋✚➺➭➻❲✧✞➺➭➩❑❈✞➦❱➬
➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪⑥✘❀➦❱➫✏➪❱➸➭➺Ô➘✸➯➴➘✩✒❊➩➽➪❱➩

1200 fs2
✖✷✸✘➩➅➪❱➸➭➮❺➘✸➺➭➺➭➥❊➾♣➪❧➩➭➮◗➧✓✜☞➩➭➦➨➧❯▲ ✞➹➧❺➾♣➩➽➪☛✡✟✘Û➦❱➫❱➩➽➩➭➾♣➾♣➩➭➦❱➾❳➪✛➘✸➫❱➮✒➯➴➘

➻➷➩➭➮♣➦❱➾♣➩❀➪❱➩❀➯➴➘✂➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩❀➩➭➫❥➧❺➾♣➩❀➯r➩➭➮✴➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❈❒ ➥❊➦❬✘Ý➦❱➫❱➩❀➻❀➘✸➦➨➶✸➘✸➬r➮♣➩➷➩➭➮◗➧❺➬r➻❀➘ ➧❺➬ ➥❊➫✠➪❱➦
φ(2)

✜❱➾♣➥✠✜❱➾♣➩Û➘✸➦
q ✈ ❂ ❱❅✖✯✸✘➩✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧❜✧☞➺➭➩➭➮✩➪❱➩➭➦❈❒✈➩➭➾♣➾♣➩➭➦❱➾♣➮✩➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☛➥❊➫❱➪❱➩➭➫✞➧✩➧❺➥❊➦➨➧✩➘✸➦♣✜❱➯r➦❱➮❑✘➷➦❱➫❱➩✖➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫❲❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘❝▲
➧❺➬✴❈✞➦❱➩✯➪❐✃ ➩➭➫❥➶❈➬r➾♣➥❊➫

400 fs2
✖❪q✚➥❊➦❱➮◆✜☞➩➹➫❱➮❺➥✸➫❱➮◗✜❱➯r➦➨➧❆✐✸➧❇❈✞➦❱➩✘➺➭➩✘➪❱➸➭➺Ô➘✸➯➴➘✩✒❊➩❃➪❱➩

1200 fs2
➩➭➮◗➧✭➪☛✡➽➘✸➦❈❒✴➥❊➾♣➪❱➾♣➩➭➮✆➪❱➩

➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫➱➮♣➦❀✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾♣➮✧➬r➫✞➧❺➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧❺➮❡✜✛➘✸➾①➯r➩➲➤ ❝ ❍❖■➅➪❐✃ ➦❱➫❱➩✓✜✛➘✸➾◗➧✧➩➹➧P✜✛➘✸➾✧➯r➩➭➮①➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❈❒✂➪❐✃ ➘✸➦➨➧❺➾♣➩✓✜✛➘✸➾◗➧❜✧❱➩➹➧
❈✞➦❱➩①➯✢✃ ➥❊➫➽➫❱➩✺✜☞➩➭➦➨➧❙✜❱➯r➦❱➮✄➫❱➸✗✒❊➯r➬✴✒❊➩➭➾✆➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩✯➧❺➩➭➫✞➦➅➪❱➩①➯➴➘❑✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➩✘➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾✆➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩①➪❱➩✘➫❱➥❊➮✭➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮✗✖
✸✘➩➭➮✚➩■❢✌➩➹➧❺➮ ➮♣➩➭➾♣➥❊➫✞➧✚➸➹➧❺➦❱➪❱➬r➸➭➮P✜❱➯r➦❱➮✧➩➭➫Ý➪❱➸➹➧♠➘✸➬r➯✷✘➅➯➴➘➅➮♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫✂➮❺➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧❺➩✩✖



❋ï➚▲■ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✗✑ ✑ ✑✌✍ ✑✒✤✥✟✒☞✜✡✕✖ ✚✜✡✌☞✜✤ ✁ ☞✜✏ ✝ ☞ ✁ �✞☞✜✢ ✝✑✤ ✏ ✂☛✟✙✂✧✤✥✟☛✝✄✂☛✟ ☞✜✏

�✂✁☎✄✝✆❯❊❭❊❪❊ ✖●❋✶❍ ✎✏➤❈➬✴✒❊➫✛➘✸➦❈❒❧➪❱➩ ✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺Ô➩❀➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➦❈❒❧➩➹➧✖➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮➲➩➭➫⑥✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❧➪❱➩➷➯➴➘Û➪❱➬r➮❄▲
✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫②❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩

φ(2)
✜☞➥❊➦❱➾✯➦❱➫❱➩✩➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾✯➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✩➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➾♣➬r➺➭➩

λ0 = 583
➫❱➻❲✧✞➩➹➧①➦❱➫❱➩✚➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾

➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩
∆λp = 21,5

➫❱➻❲✖✷❴❹➩■➪❱➬➴➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩➽➪❱➦⑥✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩➭➘✸➦✠➩➭➮◗➧✴➪❐✃ ➩➭➫❥➶❈➬r➾♣➥❊➫❃❏❊➚❊➚
µ
➻➑➩➹➧✖➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬ ➩✹✜✛➘ ➾

➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫▲➚▼✧ ❏▲■
µ
❞▼✖◗✸✘➩❍➧❺➧❺➩❀➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩Û➘Ý➸➹➧❺➸❀➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➩❀➩➭➫ ➻➷➥❝✔❊➩➭➫❱➫✛➘✸➫❥➧✴➧❺➾♣➥❊➬r➮✖➘✸➺✗❈✞➦❱➬r➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❱➮➲➺➭➥❊➫❱➮♣➸➭➺➭➦❩▲

➧❺➬ ➶❊➩➭➮✗✖✯✸✺✪✛➘✩❈✞➦❱➩❤✜☞➥❊➬r➫❥➧ ➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✳✘■➦❱➫❱➩✖➪❱➦❱➾♣➸➭➩✖➪❐✃ ➘✸➺✗❈✞➦❱➬r➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫✂➪❱➩★❍➅➮✗✖♦❴❹➩❤✜✛➘✸➮ ➪❱➩✖➯➴➘➽➧♠➘✸➼❱➯r➩❳➩➭➮◗➧✩➪❱➩
➚▼✧ ❑■➻➷➻❲✖

➍✵➍✵➍✁★✄✂ ➍ ✹✁� ✽❄❃ ✹ ✠✚❃ ✺❄❃ ❁✪✰❀❁❂✭✴✹❄✲✴✽❄❃ ✽ ✫ ✺ ➛ ✭✴✹✻✺❄❃ ❃✁� ✠✚✷ ✵ ✰✶✵❅✫✮✷ ✠✚❃
✞❩✞✻✞✆☎✞✝✟☎✡✠ ✝ ✕✘★ ✬✭✣ ✄ ✕✘★ ✛✎✝✣✝✪✕✘✏✓✒ ✝✪★

❱❨✜❱➾❊❏➭➮✧➘Ô➶❥➥❊➬r➾✯➸❍➧♠➦❱➪❱➬ ➸✩➯r➩✩➺Ô➘✸➮✘➥✩★Û➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫➷➸➹➧❺➬r➾♣➸➭➩✩➸➹➧♠➘✸➬ ➧✘➫❱➥❊➫Û➮♣➩➭➦❱➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧✧➾♣➸➭➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➫❥➧❺➩✓✘✖➪❱➩➭➦❈❒
✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮✴➘Ô➶❊➩➭➺❀➯r➩■➫❱➬ ➶❥➩Ô➘✸➦✟✱✛➫✛➘✸➯❦✧❹➻❀➘✸➬r➮➲➘✸➦❱➮♣➮♣➬✙❈✞➦✛➘✸➮♣➬ ▲✰➾♣➸➭➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➫✞➧❺➩❀➘Ô➶❊➩➭➺❀➯r➩➭➮➲➪❱➩➭➦❈❒▲➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒✠➬r➫❥➧❺➩➭➾♣➻➷➸✤▲
➪✛➘✸➬r➾♣➩➭➮✗✧☛➫❱➥❊➦❱➮✒➘Ô➶❊➥❊➫❱➮✚➶❊➥❊➦❱➯r➦✈➮❺➘Ô➶❥➥✸➬r➾✚➺➭➥❊➻➷➻➷➩➭➫❥➧✩➸❍➶❥➥❊➯r➦✛➘✸➬ ➧✚➯r➩➲➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✵➪❱➩ ✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➩➭➫❱➺➭➩➽➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➥❊➫✈➮➭✃ ➸➭➯r➥❊➬ ▲
✒❊➫✛➘✸➬ ➧✩➪❱➩✴➺➭➩➹➧♣➧❺➩➽➮♣➬ ➧❺➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫✈➬r➪❱➸Ô➘✸➯r➩✩✖ ❂✆➥❊➦❱➾✩➺➭➩➭➯➴➘▼✧☞➫❱➥❊➦❱➮❳➘Ô➶❊➥❊➫❱➮✒➸➹➧❺➦❱➪❱➬r➸✴➯✢✃ ➸➹➶❊➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫✈➪❱➦✳➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✵➪❱➩ ✥✛➦❱➥❪▲
➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩✒➩➭➫✛✏ ➥❊➫❱➺❍➧♠➬ ➥❊➫➷➪❱➩✚➯➴➘❳➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾❃➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✚➺➭➩➭➫✞➧❺➾❺➘✸➯r➩

λ0

✖❩❴❹➩➭➮✯➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮✯➮♣➥❊➫❥➧✘➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➭➮①➮♣➦❱➾✯➯➴➘
✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊❪❊ ✖●❋✩◆➷❮✞➥❊➫➷➶❊➥❊➬ ➧✰❈✞➦❱➩✚➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➥❊➫❀➮➭✃ ➸➭➯r➥❊➬✴✒❊➫❱➩ ➪❱➩

λ0 ≈ 579 nm
➯r➩ ➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✛➪❱➩ ✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩✒➪❱➬r➻➷➬ ▲

➫✞➦❱➩✬✜❱➾♣➥✠✒❊➾♣➩➭➮♣➮♣➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧✓✜☞➥❊➦❱➾
φ(2) > 0

➧♠➘✸➫❱➪❱➬r➮❑❈✞➦❱➩➽➪❱➩➭➮✒➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮✩➘❪✜❀✜✛➘✸➾❺➘✸➬r➮♣➮♣➩➭➫✞➧✑✜☞➥❊➦❱➾
φ(2) < 0

✖
✸✘➩➹➧❃➩■❢✌➩➹➧❃➮➭✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬❋✱✛➩①➘✸➦✬✏ ➦❱➾●➩➹➧✙✘✒➻➷➩➭➮♣➦❱➾♣➩✽❈✞➦❱➩ ➯➴➘✩➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾✭➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩ ➘✸➦❀✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➩✩✖✮❂✆➥❊➦❱➾

λ0 = 605 nm
✧

➯r➩➅➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✭➪❱➩ ✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺Ô➩❀➫❐✃ ➩➭➮◗➧❤✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❅❈✞➦❱➩✛✜☛➥❊➦❱➾➲➯r➩➭➮❳➶ ➘✸➯r➩➭➦❱➾♣➮➲➫❱➸✗✒❥➘ ➧❺➬ ➶❥➩➭➮➲➪❱➩
φ(2)

✧✵➘Ô➶❊➩➭➺➷➦❱➫✠➩❍❒✻▲
➺➭➩➭➯r➯r➩➭➫❥➧✘➺➭➥❊➫✞➧❺➾❺➘✸➮◗➧❺➩✩➪❱➩➭➮①➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥✸➫❱➮✗✧✞➼❱➬r➩➭➫✶❈✞➦❱➩✒➮♣➥❊➫Û➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➬ ➧❺➸✒➘✸➬ ➧✯➪❱➬r➻➷➬r➫✞➦❱➸✚➪❐✃ ➦❱➫②✏✔➘✸➺➹➧❺➩➭➦❱➾✺✜❱➾♣➥❈➺✫✪❱➩✒➪❱➩
➧❺➾♣➥❊➬r➮✗✖

✸✘➩➭➺➭➬◆✜☞➩➭➦➨➧❳➮♣➩➽➺➹➥❊➻✛✜❱➾♣➩➭➫❱➪❱➾♣➩➽➮♣➬✄➥❊➫✈➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❀❏➭➾♣➩➽➯r➩✴➪❱➬➴➘✩✒✸➾♠➘ ➻➷➻➷➩➲➪❱➩➭➮✒➸➹➧♠➘ ➧❺➮❨✪✛➘✸➼❱➬r➯r➯r➸➭➮✚➪❱➦✳➮♣➥❈➪❱➬r➦❱➻
➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸❤✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❪❊❭❊ ✖●❋✶❜❩✧✛➥✩★Ý➫❱➥❊➦❱➮✩➘Ô➶❊➥❊➫❱➮ ➧❺➾❺➘✸➺➭➸➲➯r➩➭➮ ➫❱➬ ➶❥➩Ô➘ ➦❈❒Ý➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸➭➮❑✜✛➘✸➾ ➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✂➯ ➦❱➻➷➬r➫❱➩➭➦❱➮♣➩
➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❱➩✂➮❺➘❧➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾➅➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✂➶ ➘✸➾♣➬r➩✂➩➭➫❥➧❺➾♣➩ ❍❖■❊➚✏➩➹➧ ◆❊➚✻❍✳➫❱➻❲✖ ✈ ➫➆➶❊➥❊➬ ➧✹❈✞➦❱➩Ý➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➥❊➫❦➘✸➺➭➺➭➾♣➥✩❥r➧■➯➴➘



✑ ✑ ✑✌✍✁� ✑✒✤✁� ✟ ☞✜✤ ✁ ☞ ✝ ☞✎✦ ✂ ✦ ✓✔✤ ☎ ✟ ☞✆✟ ✡ ✝ � ✓✔✤ ✝ ☞ ☞✕✘ ✁✜✝✠✟✠✂ ✟☛✡✕✝ ✁ ☞ ❋ï➚▲❞

�✂✁☎✄✝✆★❊❭❊❭❊ ✖●❋✩◆ ✎➁➤❈➬✴✒❊➫✛➘✸➯➷➪❱➩✡✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩❭✘✎❏▲❏❊➚➞➫❱➻ ➩➭➫ ✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✷➪❱➩ ➯➴➘➞➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫ ❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘❝▲
➧❺➬✴❈✞➦❱➩✐➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➸s✜☛➥❊➦❱➾⑥❈✞➦✛➘ ➧❺➾♣➩✐➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❱➮❧➪❱➩✐➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾✏➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩

∆λp = 30 nm
✧❳➺➭➩➭➫✞➧❺➾♣➸➭➩➭➮▲➩➭➫

λ0 = 580, 590, 595 et 605 nm
✖❙❴●✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩●✜✛➘✸➾➅➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫ ➩➭➮◗➧

0,5 µJ
✧✭➩➹➧■➯r➩➱➪❱➬➴➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩Û➪❱➦❧✏✔➘✸➬r➮❄▲

➺➭➩Ô➘✸➦✂➶✸➘✸➦➨➧
300µm

✖

➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾➲➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✩✧✆➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❧➸➹➧❺➬r➾♣➸➭➩■➪❱➩➹➶❈➬r➩➭➫✞➧✴➾♣➸➭➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➫❥➧❺➩Û➘Ô➶❊➩➭➺❀➯➴➘Û➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫⑥✘Ý➪❱➩➭➦❈❒⑥✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮
∣∣∣3s1/2

〉
−→

∣∣∣5s1/2

〉 ✧❅➥❊➦➨➶❈➾❺➘✸➫❥➧✆➧❺➾♣➥❊➬r➮✵➫❱➥❊➦➨➶❊➩Ô➘✸➦❈❒✴➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫❱➮❇❈✞➦✛➘✸➫❥➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮❡✲✔➫❱➥ ➧♠➸➹➮✾❍❩✧✶◆ ➩➹➧✾❜✠✵❹➺➹➥❊➫❱➪❱➦❱➬r➮❺➘✸➫✞➧
➶❊➩➭➾♣➮➅➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧❤✱✛➫✛➘✸➯ |5s〉 ✖◆❴❹➩❀➮❊✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩Û➩➭➻✛✜❱➾♣➦❱➫❥➧❺➩Û➺➭➩➭➮➽➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫❱➮✴➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❱➩Û➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫▲➘✈➦❱➫❱➩Û➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩➪❱➩✛✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩Û➫❱➸✗✒❥➘ ➧❺➬ ➶❊➩⑤✲ ➪❱➬➴➘✩✒❊➾❺➘✸➻■➻➷➩➅➪❱➩➭➮✴➸➹➧♠➘ ➧❺➮❅✪✛➘✸➼❱➬r➯r➯ ➸➭➮❤✜✛➘✸➾♣➺➭➥❊➦❱➾♣➦▲➪❱➩❀➪❱➾♣➥❊➬ ➧❺➩✛✘♣✒❥➘ ➦❱➺✤✪❱➩✕✵✤✖❇✼✆➥❊➦➨➧
➺➭➥❊➻➷➻➷➩❅✜☞➥❊➦❱➾✩➯r➩➭➮✒➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫❱➮★❋✠✧❹➳➷➩➹➧ ❏Û➸➹➧❺➦❱➪❱➬r➸➭➮✑✜❱➾♣➸➭➺➭➸➭➪❱➩➭➻➷➻➷➩➭➫❥➧❜✧❐➥❊➫❧➘❀➪❱➥❊➫❱➺➅➪❱➩➭➮✒➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮✚➪✛➘✸➫❱➮
➯➴➘✬✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫Û➪❱➩❳➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |5s〉 ✖♦✸✘➥❊➻➷➻➷➩✩➧❺➥❊➦❱➮ ➯r➩➭➮①➸➹➧♠➘ ➧❺➮ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸➭➮P✜✛➘✸➾✧➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫Û➺➭➥❊➫✞➧❺➾♣➬r➼❱➦❱➩➭➫❥➧❑✘➅➯➴➘✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩❤✘❳❏▲❏❊➚✴➫❱➻ ➘Ô➶❊➩➭➺❳➦❱➫●✜☞➥❊➬r➪❱➮①➺➭➥❊➻✛✜✛➘✸➾❺➘✸➼❱➯r➩✩✧✞➺➭➩➭➮✧➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮✯➮♣➥❊➫✞➧ ➘✸➦❱➮♣➮♣➬❍✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➩➭➮ ➪✛➘✸➫❱➮
➯r➩✴➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✆➪❱➩ ✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩✩✖✷❱

λ0 = 580 et 605 nm
✧✌➮♣➩➭➦❱➯r➩➽➦❱➫❱➩➽➪❱➩➭➮✒➪❱➩➭➦❈❒✳➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✚➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦❱➩✩✖

❂✆➥❊➦❱➾①➪❱➩➭➮①➶ ➘✸➯r➩➭➦❱➾♣➮①➬r➫❥➧❺➩➭➾♣➻➷➸➭➪❱➬➴➘✸➬ ➾♣➩➭➮✘➪❱➩✒➯➴➘✖➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾✘➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩❳➺➭➩➭➫❥➧❺➾❺➘✸➯r➩✦✲
590 nm < λ0 < 595 nm

✵✤✧❈➯r➩
➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➽➪❱➩➽➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫Ý➩➭➮◗➧❳➮♣➦✖✕➷➮❺➘✸➻➷➻➷➩➭➫❥➧✒➯➴➘✸➾❊✒❊➩❤✜☞➥❊➦❱➾✩➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➩➭➾✩➮♣➬r➻➅➦❱➯ ➧♠➘ ➫❱➸➭➻➷➩➭➫❥➧✩➯r➩➭➮✩➪❱➩➭➦❈❒✈➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ▲
➧❺➬r➥❊➫❱➮ |3s〉 −→

∣∣∣4d3/2

〉 ➩➹➧ |3s〉 −→ |5s〉 ✧❥➺✸✃ ➩➭➮◗➧✘➯➴➘❳➾❺➘✸➬r➮♣➥❊➫✛✜☞➥❊➦❱➾❃➯➴➘✩❈✞➦❱➩➭➯r➯r➩①➥❊➫■➶❥➥❊➬ ➧❃➪❱➩➭➮✯➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮❈✞➦❱➩➭➯❉❈✞➦❱➩➲➮♣➥❊➬ ➧ ➯r➩❳➮♣➬✴✒❊➫❱➩❳➪❱➩➲➯➴➘➅➪❱➬r➮❊✜☛➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫❲❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖
♠●➫✐➾♣➩✗✜❱➾♣➩➭➫✛➘✸➫❥➧➷➯r➩➱➾❺➘✸➬r➮♣➥❊➫❱➫❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧■➪❱➩➱➯➴➘✳➮♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫ ❊❪❊❭❊ ✖ ➳❩✖ ➳✏➥❊➫s✜☛➩➭➦➨➧➷➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➩➭➾➽➯➴➘✳✜☞➸➭➾♣➬r➥❈➪❱➩➱➪❱➩➭➮
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602 nm 579 nm589 nm 569 nm615 nmλ
�✂✁☎✄✝✆❱❊❭❊❭❊ ✖●❋✶❜ ✎⑥q✚➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒✍✪✛➘✸➼❱➬r➯r➯ ➸➭➮➲➪❱➩❀➯✢✃ ➘ ➧❺➥❊➻➷➩■➪❱➩❀➮♣➥❈➪❱➬r➦❱➻❶➬r➻✛✜❱➯r➬❋❈✞➦❱➸➭➮✖➪✛➘✸➫❱➮✴➯✢✃ ➸➹➧❺➦❱➪❱➩➷➩➭➫ ➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾
➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✩✧❊➘ï➶❊➩➭➺✧➯r➩➭➮✄➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➮✭➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫❱➮◆❈✞➦✛➘✸➫✞➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮●➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬❋✏î➮◗✘✩➦❱➫❱➩✧➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫✬✘✩➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩①➪❱➩❡✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩
✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬ ➶❊➩✛✲ ➺✤✪❱➩➹➻➷➬r➫❱➮ ❋✠✧☞➳❩✧❬❏■➩➹➧ ■✮✵①➩➹➧❨✘■➦❱➫❱➩➲➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❲✘➅➪❱➸➭➾♣➬ ➶❥➩➲➪❱➩✓✏ ➾❺➸■❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✴➫❱➸✗✒❥➘ ➧❺➬ ➶❥➩②✲ ➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫❱➮
❑❀✧❬❍❩✧❬◆➅➩➹➧ ❜✠✵✤✖

➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘❅➧❺➬ ➥❊➫❱➮✩➘✩✜❀✜✛➘✸➾❺➘✸➬r➮♣➮❺➘✸➫❥➧✑✜☛➥❊➦❱➾✩➦❱➫❱➩➽➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫♣❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✴➫❱➸✗✒❥➘ ➧❺➬ ➶❥➩✩✖ ✈ ➫✳➾❺➘✩✜❀✜☛➩➭➯r➯r➩❤❈✞➦❱➩
δk =

ωe − 2ωk + ωg

✧✛➥✩★
ωg

✧
ωe

➩➹➧
ωk

➮♣➥❊➫❥➧✩➾♣➩➭➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫✞➧✒➯r➩➭➮P✜❱➦❱➯r➮❺➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮ ➪❱➦✈➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❲✏ ➥❊➫❱➪✛➘✸➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯❦✧
➪❱➦❀➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦✛✱✛➫✛➘✸➯☛➩➹➧✯➪❱➦❀➫❱➬ ➶❥➩Ô➘✸➦➷➬r➫✞➧❺➩➭➾♣➻➷➸➹➪❱➬➴➘✸➬r➾♣➩✩✖✞➤❈➥❊➬ ➧✙✜☞➥❊➦❱➾✯➦❱➫❱➩✚➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫✛❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✚➫❱➸✗✒❥➘ ➧❺➬ ➶❊➩✖❮

δk5 = −1,405 × 1014 ➾❺➘✸➪❍✖ ➮ −1

➩➹➧
δk6 = −1,340 × 1014 ➾❺➘✸➪❍✖ ➮ −1.

✸✘➩✶❈✞➦❱➬①➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪ ✘✈➪❱➩➭➮➅➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘❅➧❺➬ ➥❊➫❱➮✴➪✛➘✸➫❱➮➽➯➴➘♣✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫▲➪❱➩➱➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧
5s1/2

➘Ô➶❊➩➭➺➱➦❱➫❱➩✶✜☞➸➭➾♣➬r➥❈➪❱➩
➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➩

4π

S57 + S67

= 1333
✏ ➮ 2, ✲ ❊❭❊❭❊ ✖ ❏▲◆✮✵

➩➹➧✚➦❱➫❱➩✿✜☞➸➭➾♣➬r➥✞➪❱➩➲➪❱➩➲➼✛➘ ➧♣➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧
2π

S57 − S67

= 14119
✏ ➮ 2. ✲ ❊❭❊❭❊ ✖ ❏✻❜✠✵

✸✘➥❊➻➷➻➷➩✩➫❱➥✸➧❺➾♣➩✩➪❱➬r➮❊✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏❐➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯✌➩➭➮◗➧✧➺Ô➘✩✜✛➘✸➼❱➯r➩✩➪❱➩✑✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬r➾♣➩✩➦❱➫❱➩✒➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫✶❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘❝▲
➧❺➬✴❈✞➦❱➩➷➘✸➦❱➮♣➮♣➬❃➼❱➬r➩➭➫✠➫❱➸✗✒❥➘ ➧❺➬ ➶❊➩✹❈✞➦❱➩✛✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬ ➶❊➩✩✧❹➫❱➥❊➦❱➮✖➘Ô➶❥➥❊➫❱➮✓✏✔➘✸➬ ➧❳➶✸➘✸➾♣➬r➩➭➾❳➯➴➘➱➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾➲➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩■➺➭➩➭➫✞➧❺➾❺➘✸➯r➩
➪❱➦sq ✈ ❂ ❱ ➘❪✱✛➫❵➪❱➩Û➶❊➸➭➾♣➬❋✱✛➩➭➾➽➯r➩➭➮➽➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮➽➪❱➩➱➯➴➘❲✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊❭❊ ✖●❋✩◆▼✖✭➵✒➘✸➫❱➮➅➦❱➫s✜❱➾♣➩➭➻■➬r➩➭➾✴➧❺➩➭➻✛✜❱➮✗✧✄➫❱➥❊➦❱➮
➘Ô➶❊➥❊➫❱➮✖➦➨➧❺➬r➯r➬r➮♣➸➅➯r➩■➼✛➘ ➾❺➾♣➩Ô➘ ➦▲➪❱➩Û➤ ❝✾❍❖■➱➪❱➩✑❋▲❋➷➺➭➻❶➪❱➩■➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾✗✖❉❴❹➩➷➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✭➪❱➩✙✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩Û➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦
✘

λ0 = 607 nm
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➻➽➦❱➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❵➪❱➩Ý➯➴➘✳✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊❭❊ ✖●❋✩◆▼✧●➥❊➫✐➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➩Ý➦❱➫✐➧❺➾❊❏➭➮■➻❀➘✸➦➨➶✸➘✸➬r➮➅➺➭➥❊➫❥➧❺➾❺➘✸➮◗➧❺➩Ý➪❱➩➭➮➷➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘❅➧❺➬ ➥❊➫❱➮✦✜☞➥❊➦❱➾



✑ ✑ ✑✌✍✁� ✑✒✤✁� ✟ ☞✜✤ ✁ ☞ ✝ ☞✎✦ ✂ ✦ ✓✔✤ ☎ ✟ ☞✆✟ ✡ ✝ � ✓✔✤ ✝ ☞ ☞✕✘ ✁✜✝✠✟✠✂ ✟☛✡✕✝ ✁ ☞ ❋▲❋▲❋

➤❈➦❱➾❯✏✔➘✸➺➭➩➭➮ ♠✄❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮❺➬r➥❊➫Ý➪❱➩
Sij

❖✯➘✸➯r➩➭➦❱➾✧➪❱➩
Sij

✲ ➮ −2
✵

φ
(2)
2π (ji)

✲ ✏ ➮
2
✵

➧❺➾♣➬➴➘✸➫❀✒❊➯r➩➲➤
57 δ2

k5
/4

❑❀✧ ❞▲❏▲❜ ×1027
❋❅➳▲❜❖❏✬✏ ➮

2➧❺➾♣➬➴➘✸➫❀✒❊➯r➩➲➤
67 δ2

k6
/4

❏▼✧ ➳❅❋✗❑ ×1027
❋✩❏▲❞▲❞✬✏ ➮

2➧❺➾❺➘✩✜ ❏✗❳➭➩✴➤
56

(
δ2
k5
− δ2

k6

)
/4

➚▼✧ ❑▲❑✻❍ ×1027
❋✳❑ ❋▲❋✩❞❅✏ ➮

2

✁ ✂✠☎ ✆❀❊❭❊❭❊ ✖▼❍ ✎✦❂✆➸➭➾♣➬r➥❈➪❱➩➭➮✯➪❱➩➭➮❃➧❺➾♣➥❊➬r➮●➧❺➩➭➾♣➻➷➩➭➮❃➪❐✃ ➬r➫✞➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮✘➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘✸➫❥➧✯➪❱➩➭➮✘➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✯➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫❱➮❃➪❐✃ ➩❍❒✻▲
➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫●✜☛➥❊➦❱➾ ➦❱➫❱➩➲➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫☎❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩➲➫❱➸✗✒❥➘ ➧❺➬ ➶❊➩②✲î➶❊➥❊➬r➾❡✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊❭❊ ✖●❋✶❜✠✵✤✖

φ(2) < 0
➩➹➧✧➯➴➘❤✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❱➺➭➩➲➪❐✃ ➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮✰✜☞➥❊➦❱➾

φ(2) > 0
✖③✸✯➩➭➮✧➸➭➺Ô➘✸➾◗➧❺➮P✘✴➯➴➘✖➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬r➩✩➫❱➩❳➮♣➥❊➫❥➧✽✜✛➘✸➮①➼❱➬r➩➭➫

➺➭➥❊➻✛✜❱➾♣➬r➮✗✧✛➻❀➘✸➬r➮✧➫❱➥❊➦❱➮❑✜☞➩➭➫❱➮♣➥❊➫❱➮❨❈✞➦❐✃ ➬r➯r➮ ➮♣➥❊➫✞➧✩➯r➬r➸➭➮P✘➷➪❱➩➭➮✚➩■❢✌➩➹➧❺➮✩➪❱➩❤✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❥➘ ➧❺➬r➥❊➫✂➪✛➘✸➫❱➮✩➯ ➩✖➼✛➘✸➾♣➾♣➩Ô➘✸➦Ý➪❱➩
➤ ❝✾❍❖■▼✧❥➪☛✡❱➮❡✘➲➦❱➫❱➩✚➻❀➘✸➦➨➶✸➘✸➬r➮♣➩P❈✞➦✛➘✸➯r➬ ➧❺➸✧➪❱➩✩➯✔✃ ➸➭➺✤✪✛➘✸➫❥➧❺➬r➯r➯ ➥❊➫■➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➸✩✖❩✸✩✃ ➩➭➮◗➧①➯➴➘❳➾❺➘✸➬r➮♣➥❊➫✛✜☞➥❊➦❱➾❃➯➴➘✩❈✞➦❱➩➭➯r➯r➩✧➫❱➥❊➦❱➮
➘Ô➶❥➥❊➫❱➮ ➾♣➩✗✜❱➾♣➬r➮ ➯✢✃ ➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩✖➩➭➫Ý➦➨➧❺➬r➯r➬r➮❺➘✸➫❥➧✧➪❱➩➭➦❈❒✈➘✸➦➨➧❺➾♣➩➭➮✚➼✛➘✸➾♣➾♣➩Ô➘✸➦❈❒Ý➪❱➩➲➻❀➘ ➧❺➸➭➾♣➬➴➘✸➦❈❒➱➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬❋✏ ➮ ➩➭➫Ý➯r➬r➩➭➦
➩➹➧❨✜❱➯➴➘✸➺➭➩➲➪❱➦Ý➼✛➘✸➾♣➾♣➩Ô➘✸➦✈➪❱➩➽➤ ❝ ❍❖■▼✖ ✸✘➩➭➮✩➪❱➩➭➦❈❒Ý➼✛➘✸➾♣➾♣➩Ô➘✸➦❈❒Ý➮♣➥❊➫❥➧✩➾♣➩➭➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧✒➦❱➫Ý➼✛➘✸➾♣➾♣➩Ô➘✸➦✈➪❱➩➽➤ ❝ ❍❖■
➪❱➩✛❏▼✧ ■➅➺➭➻❲✧❱➩➹➧✚➦❱➫Ý➼✛➘✸➾♣➾♣➩Ô➘✸➦Ý➪❱➩✴➤ ❝ ❋ï➚➅➪❱➩✛◆➅➺➭➻❲✖

❴❹➩➭➮ ➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮①➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➮✚➘Ô➶❥➩➭➺❳➺➭➩❳➫❱➥❊➦➨➶❊➩Ô➘✸➦Ý➪❱➬r➮❊✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏❹➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯❐➮♣➥❊➫❥➧ ➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➭➮✚➮♣➦❱➾✧➯➴➘
✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊❭❊ ✖●❋✩❞▼✖③❴✵➘➅➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩❳➫❱➥❊➬r➾♣➩➲➘➽➸➹➧❺➸➲➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➩❤✘✤❍▲❜❁❑➅➫❱➻❲✧❱➩➹➧ ➯➴➘➽➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➲➫❱➥❊➬r➾♣➩❳➘Ô➶❊➩➭➺➲➪❱➩➭➮❑✜☛➥❊➬r➫❥➧❺➮P✘
◆ ❋▲❋✴➫❱➻❲✖✯❴✵➘②✜☛➸➭➾♣➬r➥❈➪❱➩✴➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➩✴➺✗✐✸➧❺➸

φ(2) > 0
➩➭➮◗➧❳➪❱➩ ∼ 1850

✏ ➮
2
✧☛➧♠➘✸➫❱➪❱➬r➮❑❈✞➦❐✃ ➩➭➯r➯r➩✖➶ ➘✸➦➨➧ ∼ 1400

✏ ➮
2➪❱➦✂➺✗✐✸➧❺➸✒➫❱➸✗✒❥➘ ➧❺➬❋✏❄✖③✇✒➦✛➘✸➫❥➧ ➘✸➦❈❒➱➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘❅➧❺➬ ➥❊➫❱➮✘➯r➩➭➫❥➧❺➩➭➮✗✧❱➪❱➦❱➩➭➮✚➘✸➦➱➪❱➥❊➦❱➼❱➯r➩➹➧✧➪❱➩✒➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➦❱➾❺➩✑✱✛➫❱➩❳➪❱➦✂➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦

❏✩✜❍✧✞➩➭➯r➯r➩➭➮✯➥❊➫❥➧❜✧❈➺✗✐✸➧❺➸
φ(2) < 0

✧❈➦❱➫❱➩❨✜☛➸➭➾♣➬r➥❈➪❱➩✚➪❐✃ ➩➭➫❥➶❈➬r➾♣➥❊➫ ❋✳❑✻◆❊➚❊➚✓✏ ➮
2
✖✻✼✆➥❊➦➨➧❺➩➭➮①➺➭➩➭➮✯➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾♣➮✯➮♣➥❊➫✞➧✘➩➭➫Û➼☞➥❊➫

�✂✁☎✄✝✆ ❊❭❊❭❊ ✖●❋✩■✍✎❀➤❈➬✴✒❊➫✛➘✸➯☞➪❱➩✏✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩❳➥❊➼➨➧❺➩➭➫❈➦●✘★◆❊➚✻❜✖➫❱➻➓➩➭➫➱➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮❺➘✸➫❥➧✘➯r➩✩➼✛➘✸➾♣➾♣➩Ô➘✸➦Û➪❱➩➲➤ ❝✾❍❖■✴➪❱➩◗❋▲❋
➺➭➻ ➪❱➩➲➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾✗✖



❋▲❋❅➳ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✗✑ ✑ ✑✌✍ ✑✒✤✥✟✒☞✜✡✕✖ ✚✜✡✌☞✜✤ ✁ ☞✜✏ ✝ ☞ ✁ �✞☞✜✢ ✝✑✤ ✏ ✂☛✟✙✂✧✤✥✟☛✝✄✂☛✟ ☞✜✏

�✂✁☎✄✝✆✻❊❭❊❭❊ ✖●❋✩❞ ✎➅➤❈➬✴✒❊➫✛➘✸➯❱➪❱➩ ✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩✩➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧❍➘ ➯❱➧❺➾❺➘✸➺➭➸ ➩➭➫✦✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫■➪❱➩ ➯➴➘✒➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫✹❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘❝▲
➧❺➬✴❈✞➦❱➩

φ(2)
✖❀❂✆➥❊➦❱➾①➺➭➩➭➮ ➘✸➺✗❈✞➦❱➬r➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✘➥❊➫Û➦➨➧❺➬r➯r➬r➮♣➩✚➦❱➫✂➼✛➘✸➾♣➾♣➩Ô➘✸➦Û➪❱➩✖➤ ❝✾❍❖■●✲

L =
❏▼✧ ■➽➺➭➻✶✵❃➩➹➧✧➦❱➫➱➼✛➘✸➾♣➾♣➩Ô➘✸➦

➪❱➩Û➤ ❝ ❋ï➚✍✲
L =

◆Ý➺➹➻✶✵✤✖❇❴✵➘Ý➺➭➥✸➦❱➾❺➼☛➩❀➫❱➥❊➬r➾♣➩♣✲ ➾♣➩➭➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧➽➫❱➥❊➬r➾♣➩ �✑✜☞➥❊➬r➫❥➧❺➮✫✵❳➘✂➸➹➧❺➸❀➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➩Û➘Ô➶❥➩➭➺
➦❱➫❱➩Ý➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫➆➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸➭➩✳✘❃❍▲❜❁❑✠➫❱➻ ✲ ➾♣➩➭➮❊✜☞➩➹➺➹➧❺➬ ➶❥➩➭➻➷➩➭➫❥➧ ◆ ❋▲❋✂➫❱➻✶✵✤✧●➪❱➩Ý➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾■➪❱➩Ý➼✛➘✸➫❱➪❱➩

∆λp =➳❖❏❀➫❱➻✆✲ ➾♣➩➭➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧
∆λp =

➳❖■❀➫❱➻✶✵✤✖✷✸✺✪✛➘✩❈✞➦❱➩➅➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩■➘Û➸➹➧❺➸➽➥❊➼➨➧❺➩➭➫❈➦❱➩➅➩➭➫✏➻➷➥❝✔❊➩➭➫❱➫✛➘✸➫❥➧✒➧❺➾♣➥❊➬r➮
➘✸➺✗❈✞➦❱➬r➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❱➮①➺➭➥❊➫❱➮♣➸➭➺➭➦➨➧❺➬ ➶❊➩➭➮❜✧☛➯➴➘✬✜✛➘✸➮ ➪❱➩➲➯➴➘➽➧♠➘✸➼❱➯r➩❳➪❱➩❳➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➯➴➘ ➧❺➬r➥✸➫➱➩➭➮◗➧✚➪❱➩✖➚▼✧ ❏❖❑■➻➷➻❲✖

➘✸➺➭➺➭➥❊➾♣➪■➘ï➶❊➩➭➺✧➯r➩➭➮◗✜❱➾♣➸➹➶❈➬r➮♣➬r➥❊➫❱➮✄➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮◗✏✔➘✸➬ ➧❺➩➭➮❙✘✑✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➾✄➪❱➦➅➻➷➥❈➪❀❏➭➯r➩✘➮♣➬r➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➸✘➪❱➩✧➯➴➘✩➮♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫ ❊❭❊❪❊ ✖ ➳❩✖ ➳❩✖
q✚➥✸➧❺➥❊➫❱➮✺❈✞➦❐✃ ➘Ô➶❊➩➭➺❳➺➭➩✒➪❱➬r➮❊✜☛➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏❐➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯❦✧✞➥❊➫Û➫❱➩❨✜☞➩➭➦➨➧❡✜❱➯r➦❱➮①➘✸➯r➯r➩➭➾✯➘✸➦❱➮♣➮♣➬✌➯r➥❊➬r➫✛❈✞➦❐✃ ➘Ô➶✸➘✸➫❥➧✧➪✛➘✸➫❱➮✘➯r➩
➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩✧➪❱➩➭➮

φ(2)
✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏ ➮✗✧❊➬r➯✛➫❐✃ ➩➭➮◗➧①➪❱➥❊➫❱➺❨✜❱➯r➦❱➮✙✜☞➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩✚➪❱➩✚➪❱➸➹➧❺➩➭➾♣➻➷➬r➫❱➩➭➾❃➯➴➘✿✜☞➸➭➾♣➬r➥✞➪❱➩✚➪❱➩✚➼✛➘ ➧♣➧❺➩➭➻➷➩➭➫✞➧

➪❱➩✘➺➭➩①➺✗✐✸➧❺➸✤▲✰➺➭➬❦✖❪q✚➥✸➧❺➥❊➫❱➮✗✧ ➧❺➥❊➦➨➧❺➩■✏ ➥❊➬r➮✗✧❝❈✞➦❱➩①➯r➩✰✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩
φ(2)

➪❱➸✗✜☞➩➭➫❱➪➅➪❱➩①➯r➘✚➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾✄➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✘➺➭➩➭➫✞➧❺➾❺➘✸➯r➩
➪❱➩➷➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❧➯➴➘✸➮♣➩➭➾✗✖ ❊ ➯●➫❐✃ ➩➭➮◗➧➽➪❱➥❊➫❱➺✛✜✛➘✸➮✿✏ ➥✸➾❺➺➹➸➭➻➷➩➭➫✞➧✖➯r➩✹✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩■➯r➩✹✜❱➯r➦❱➮✿✜☞➩➭➾◗➧❺➬r➫❱➩➭➫❥➧❅✘Ý➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➩➭➾
➺➭➥❊➻➷➻➷➩➅➘✸➼❱➮♣➺➭➬r➮♣➮♣➩✹✜☞➥❊➦❱➾❳➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➩➭➾✖➯r➩➽➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✭➪❱➩✲✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩➷➺➭➥❊➻➷➻➷➩➽➫❱➥❊➦❱➮✖➘✸➯r➯r➥❊➫❱➮✩➯r➩➽➶❊➥❊➬r➾✓✘➱➯➴➘
➮♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫Ý➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫❥➧❺➩✩✖

❴❹➩➲➧❺➾❊❏➭➮✚➼☛➥❊➫✈➺➭➥❊➫❥➧❺➾❺➘✸➮◗➧❺➩✶✲
C ≃ 70%

✵✧➪❱➩➭➮✚➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘❅➧❺➬ ➥❊➫❱➮✧➯r➩➭➫❥➧❺➩➭➮❑✜☞➥❊➦❱➾ ➦❱➫❱➩✖➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫❲❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘❝▲
➧❺➬✴❈✞➦❱➩✴➫❱➸✗✒❥➘ ➧❺➬ ➶❊➩✴➩➭➮◗➧❳➪☛✡✏➘✸➦✳➾❺➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧✒➪❱➩➭➮✒➻➷➥❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮✚➪❱➬✴✜☞➥❊➯➴➘✸➬ ➾♣➩➭➮✚➪❱➩➭➮✩➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✚➻➷➩➭➫✛➘✸➫❥➧✒➪❱➩➽➯✔✃ ➸➹➧♠➘ ➧
❏✸➮

1/2

➶❊➩➭➾♣➮✒➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ ❍ ➮
1/2

✖ ✈ ➫✳✜☛➩➭➦➨➧❳➮➭✃ ➩➭➫✏➺➭➥❊➫❥➶✸➘✸➬r➫❱➺➭➾♣➩✴➩➭➫✳➾♣➩✗✜❱➾♣➩➭➫✛➘✸➫✞➧✒➯r➩✴➻➷➥✞➪❀❏➭➯r➩✖➮♣➬r➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➸✖➪❱➩✴➯➴➘➷➮♣➩➭➺✤▲
➧❺➬r➥❊➫ ❊❭❊❭❊ ✖ ➳❩✖ ➳✻✧❈➘Ô➶❥➩➭➺✚➯r➩➭➮❃➫❱➥✸➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮●➪❱➩✚➯➴➘✑✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❪❊❭❊ ✖●❋✶❜❩✖❩❴✵➘✿✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✧➪❱➩✚➯➴➘✓✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➅➪❱➩✚➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧❃➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸



✑ ✑ ✑✌✍✁� ✑✒✤✁� ✟ ☞✜✤ ✁ ☞ ✝ ☞✎✦ ✂ ✦ ✓✔✤ ☎ ✟ ☞✆✟ ✡ ✝ � ✓✔✤ ✝ ☞ ☞✕✘ ✁✜✝✠✟✠✂ ✟☛✡✕✝ ✁ ☞ ❋▲❋✩❏

➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘✸➫❥➧✧➯r➩➭➫❥➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧ ➩➭➮◗➧✒➘✸➯r➥✸➾❺➮①➦❱➫❱➩✓✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✂➪❱➩➲➯➴➘❅✏ ➥❊➾♣➻➷➩

P = |a5|2 + |a6|2 + 2|a5||a6| cos ∆ϕ56,
✲ ❊❭❊❭❊ ✖ ❏▲■✮✵

➥✩★

|a6| ∝ µ3s1/2−3p1/2
µ3p1/2−5s1/2

✲ ❊❭❊❭❊ ✖ ❏▲❞✮✵
|a5| ∝ µ3s1/2−3p3/2

µ3p3/2−5s1/2
,

✲ ❊❭❊❭❊ ✖ ❑❥➚✮✵
➩➹➧

∆ϕ56

➩➭➮◗➧✩➯r➩✒➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮❺➘✩✒❊➩✖➩➭➫❥➧❺➾♣➩✖➯ ➩➭➮ ➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫❱➮ ❍➽➩➹➧ ◆▼✖③❴❹➩➲➺➭➥❊➫❥➧❺➾❺➘✸➮◗➧❺➩
C
➶ ➘✸➦➨➧✚➪❱➥❊➫❱➺

C =
Pmax − Pmin

Pmax + Pmin

=
2|a5||a6|

|a5|2 + |a6|2
.

✲ ❊❭❊❭❊ ✖ ❑ ❋❝✵

❱✵➶❥➩➭➺①➯r➩➭➮✄➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➩➭➮✭➪❱➦➽➧♠➘✸➼❱➯r➩Ô➘✸➦ ❊❭❊❭❊ ✖●❋✠✧ ➥❊➫➽➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➩✰❈✞➦❱➩ |a5|/|a6| = 2
✧ ➺➭➩❡❈✞➦❱➬➨➺➭➥❊➫❱➪❱➦❱➬ ➧◗✘✩➦❱➫➅➺➭➥❊➫❥➧❺➾❺➘✸➮◗➧❺➩

C ≃ 80%
✧✄➩➭➫➆➼☞➥❊➫➆➘✸➺➭➺➭➥❊➾♣➪➆➘Ô➶❥➩➭➺Û➯✢✃ ➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩Û➶❈➦❵➯➴➘✈➮♣➬r➻✛✜❱➯r➬ ➺➭➬ ➧❺➸➷➪❱➦➆➻➷➥✞➪❀❏➭➯r➩❀➦➨➧❺➬r➯r➬r➮♣➸✩✖❇❂✄➥❊➦❱➾➽➦❱➫❱➩

➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫❤❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✺✜☛➥❊➮♣➬ ➧❺➬ ➶❊➩✩✧❅➯r➩❃➺➭➥❊➫❥➧❺➾❺➘✸➮◗➧❺➩✘➻➷➩➭➮♣➦❱➾♣➸✰✜☞➥❊➦❱➾✆➯r➩➭➮✵➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮❹➯r➩➭➫✞➧❺➩➭➮✵➶ ➘✸➦➨➧✭➩➭➫❥➶❈➬r➾♣➥❊➫
❋✶❍ �✶✖ ✥✚➫❱➩▲➘✸➫✛➘✸➯❋✔❈➮♣➩✏➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩✠➘✸➫✛➘✸➯r➥✠✒❊➦❱➩✟✘➆➺➭➩➭➯r➯r➩✳✏✔➘✸➬ ➧❺➩✏➺➭➬ ▲✰➪❱➩➭➮♣➮♣➦❱➮✗✧ ➩➹➧♣✜❱➾♣➩➭➫✛➘✸➫❥➧✈➩➹➫➞➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩❧➯r➩➭➮
➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮✧➪❱➩➭➮ ➸➹➧♠➘ ➧❺➮

4d3/2

➩➹➧
4d5/2

➘✸➦Ý➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✌➪❱➩☛✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺Ô➩✩✧☛➪❱➥❊➫❱➫❱➩

C =
2|a1||a2|

|a1|2 + |a2|2 + |a′
2|2

= 12%,
✲ ❊❭❊❭❊ ✖ ❑✞➳✠✵

➘Ô➶❥➩➭➺

|a1| ∝ µ3s1/2−3p1/2
µ3p1/2−4d3/2

✲ ❊❭❊❭❊ ✖ ❑✻❏✮✵
|a2| ∝ µ3s1/2−3p3/2

µ3p3/2−4d3/2
,

✲ ❊❭❊❭❊ ✖ ❑▲❑✻✵
➩➹➧ |a′

2| ∝ µ3s1/2−3p3/2
µ3p3/2−4d5/2

.
✲ ❊❭❊❭❊ ✖ ❑❀❍✠✵

✸✘➩✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧❜✧❐➺➭➥❊➫❥➧❺➾❺➘✸➬r➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✒➘✸➦❈❒✈➮♣➬r➻➅➦❱➯➴➘ ➧♣➬r➥✸➫❱➮✚➪❱➩✴➯➴➘✹✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❭❊❭❊ ✖●❋✩◆❀➥✩★✈➯r➩➭➮✗✥☛➘✸➫❱➺➭➮✒➻➷➥❊➫❥➧♠➘✸➫❥➧❺➮
➮♣➥❊➫❥➧❳➺➭➥❊➫▼✏ ➥❊➫❱➪❱➦❱➮✒➩➭➫

φ(2) = 0
✧☞➥❊➫✳➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➩➅➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧✒➦❱➫✳➪❱➸➭➺Ô➘✸➯➴➘✩✒❊➩✴➪❱➩➭➮✒➻❀➘❅❒➨➬r➻❀➘✹✜❱➾♣➬r➫❩▲

➺➭➬✴✜✛➘✸➦❈❒➱➘✸➦❈❒➱➪❱➩➭➦❈❒✂➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾♣➮①➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩❳➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➸➭➩➭➮✗✖ ✸✘➩❳➪❱➸➭➺Ô➘✸➯➴➘✩✒❊➩✒➩➭➮◗➧ ➪❱➩✖➳❖❏▲■❊➚❤✏ ➮
2
✘ ❍▲❜❁❑➅➫❱➻ ➩➹➧✧➪❱➩

−2510
✏ ➮

2
✘✑◆ ❋▲❋■➫❱➻❲✖ ❊ ➯●➩➭➮◗➧❅✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜✛➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧➲➪☛✡✍✘✂➯➴➘➱➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫✠➺➭➦❱➼❱➬✴❈✞➦❱➩

φ(3)
➬r➫❥➧❺➾❺➥✞➪❱➦❱➬ ➧❺➩✦✜✛➘✸➾

➯✢✃ ➩➭➫❱➮♣➩➭➻➽➼❱➯r➩ ➪❱➩➭➮✯➸➭➯r➸➭➻➷➩➹➫✞➧❺➮❃➪❱➬r➮❊✜☛➩➭➾♣➮♣➬❋✏ ➮●➧❺➾❺➘ï➶❊➩➭➾♣➮♣➸➭➮✗✧❈➩➹➧✰❈✞➦❱➬✛➫❐✃ ➩➭➮◗➧✺✜❱➯r➦❱➮❃➫❱➸✗✒❊➯r➬✴✒❊➩Ô➘✸➼❱➯r➩❡❈✞➦✛➘✸➫❱➪❀➥❊➫■➧❺➾❺➘Ô➶ ➘✸➬r➯r➯ ➩
➘Ô➶❥➩➭➺❳➪❱➩➭➮✧➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❱➮❃➧❺➾❊❏➭➮✧➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➮✘➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✖③✸✘➥❊➻➷➻➷➩✒➫❱➥✸➦❱➮✧➯✢✃ ➘Ô➶❥➥❊➫❱➮①➪❱➬ ➧❡✜❱➾♣➸➭➺➭➸➭➪❱➩➭➻➷➻➷➩➭➫❥➧❜✧❱➺➭➩➭➮
➸➭➺Ô➘✸➾◗➧❺➮✶✜✛➘✸➾❀➾❺➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧✶✘▲➯➴➘❧➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬r➩✈➫❱➩✳✜☛➩➭➦➨➶❥➩➭➫❥➧✂➮➭✃ ➩❍❒▼✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➩➭➾②❈✞➦❱➩✏➮♣➬✚➯✢✃ ➥❊➫✂✜❱➾♣➩➭➫❱➪❜➩➭➫❜➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩✈➯r➩➭➮
➧❺➩➭➾♣➻➷➩➭➮✘➪❱➩✩➪❱➬r➮❊✜☛➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫❀➪❐✃ ➥❊➾♣➪❱➾❺➩✚➮♣➦❀✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾✘➪✛➘✸➫❱➮✘➯r➩➭➮✯➮♣➬r➻➅➦❱➯➴➘❅➧❺➬ ➥❊➫❱➮✗✖❩✸✩✃ ➩➭➮◗➧✧➺➭➩❨❈✞➦❱➩✩➫❱➥❊➦❱➮✰✏✔➘✸➬r➮♣➥❊➫❱➮✯➪✛➘✸➫❱➮
➯➴➘✚➮♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫➅➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫❥➧❺➩①➩➭➫✦✜❱➾♣➩➭➫✛➘✸➫❥➧●➩➭➫➅➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩✘➯➴➘❑✜❀✪✛➘✸➮♣➩①➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩✯➧❺➥✸➧♠➘✸➯r➩✯➬r➫✞➧❺➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧❺➩✰✜✛➘✸➾✄➯r➩➭➮✄➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❈❒
➩➹➧✚➯r➩➭➮✧➪❱➩➭➦❈❒Ý➼✛➘✸➾♣➾♣➩Ô➘✸➦❈❒✯✖

✞❩✞✻✞✆☎✞✝✟☎✆☎ ✁✁� ★✔✍ ✟✪★✚✩ ✏✖✕ ✟✟✕✘★✚✩ ✩✫☞ ✝ ✗ ✕✘✣✜★✚☞✟✕✘✩ ✟✪★ ✟✪✣✜✩ ✝ ★ ✕✘✩✫✣✜✏✥✤

❱↕➯➴➘✈➮♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫ ❊❭❊❭❊ ✖ ➳❩✖ ❑❧➫❱➥✸➦❱➮➅➮♣➥❊➻➷➻➷➩✶✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➮➽➪❱➦❵➺✤✪✛➘✸➻✛✜❵➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩Û➪✛➘✸➫❱➮➅➯r➩Û➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩➷➧❺➩➭➻✦▲
✜☞➥❊➾♣➩➭➯❉✜☞➥❊➦❱➾✚➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➩➭➾ ➯➴➘■➾♣➸✗✜☛➥❊➫❱➮♣➩✴➪❐✃ ➦❱➫❱➩✴➸➭➺✤✪❱➩➭➯r➯r➩➲➪❱➩✴➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒✳✘■➦❱➫❱➩✴➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫Ý➻➽➦❱➯ ➧❺➬✴✜❀✪❱➥✸➧❺➥✸➫❱➬✴❈✞➦❱➩✩✖
❴❹➥❊➾♣➮❊❈✞➦❱➩✚➯➴➘✑✜❀✪✛➘✸➮♣➩✚➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩ ➩➭➮◗➧✰✜❱➦❱➾♣➩➭➻➷➩➭➫✞➧✰❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✧❥➺➹➩➹➧♣➧♠➩✚➘✩✜❀✜❱➾♣➥❈➺✫✪❱➩ ➩➭➮◗➧✯➯➴➘✓✜❱➯r➦❱➮❃➘✩✜❀✜❱➾♣➥✠✜❱➾♣➬r➸➭➩
✜☞➥❊➦❱➾①➧❺➾❺➘✸➬ ➧❺➩➭➾①➺➭➩✓✜❱➾♣➥❊➼❱➯✴❏➭➻➷➩✩✧❱➺Ô➘✸➾✧➬r➯✌➩❍❒➨➬r➮◗➧❺➩❳➦❱➫❱➩➲➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫✈➘✸➫✛➘✸➯❋✔✞➧❺➬✴❈✞➦❱➩❳➪❱➩

E(t)
✖③❴❹➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➥❊➫Ý➬r➫❱➺➭➯r➦➨➧



❋▲❋✳❑ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✗✑ ✑ ✑✌✍ ✑✒✤✥✟✒☞✜✡✕✖ ✚✜✡✌☞✜✤ ✁ ☞✜✏ ✝ ☞ ✁ �✞☞✜✢ ✝✑✤ ✏ ✂☛✟✙✂✧✤✥✟☛✝✄✂☛✟ ☞✜✏

➪❱➩➭➮①➧❺➩➭➾♣➻➷➩➭➮①➪❱➩✓✜❀✪✛➘✸➮♣➩❳➺➭➦❱➼❱➬✴❈✞➦❱➩➭➮✧➩➹➧✧➪❐✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩❳➮♣➦❀✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾①➫❱➥❊➦❱➮✧➮♣➥❊➻➷➻➷➩➭➮①➥❊➼❱➯ ➬✴✒❊➸➭➮✘➪❐✃ ➸➹➶✸➘✸➯r➦❱➩➭➾
E(t)

➫✞➦❩▲
➻➷➸➭➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧✬✜✛➘✸➾✖➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩❀➪❱➩✢❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✖➬r➫❥➶❥➩➭➾♣➮♣➩Û➪❱➦ ➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➱➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩

Ẽ(ω)
✧✆➺➭➩✶❈✞➦❱➬✘➾♣➩➭➫❱➪

➯r➩➭➮✧➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➮❡✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➺➭➦❱➯r➬❋❏➭➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✧➯r➥❊➦❱➾♣➪❱➮①➩➹➧ ➯r➥❊➫❀✒❊➮✗✖♦✸✘➩✗✜☛➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧✕✧✛➥❊➫☎✜☞➩➹➦➨➧ ➧❺➬r➾♣➩➭➾✧➘Ô➶✸➘✸➫❥➧♠➘✩✒❊➩❳➪❱➦●✏✔➘✸➬ ➧✽❈✞➦❱➩
➫❱➥❊➦❱➮✯➧❺➾❺➘ï➶ ➘✸➬r➯r➯ ➥❊➫❱➮❃➩➭➫➱➾♣➸✗✒❊➬r➻➷➩ ➪❱➩✩➺✤✪✛➘✸➻✛✜✛✏✔➘✸➬r➼❱➯r➩✩✖✻♠●➫➱➩■❢✌➩➹➧①➪✛➘✸➫❱➮✘➺➭➩✒➺Ô➘✸➮✘➯ ✘▼✧✞➬r➯☛➩❍❒➨➬r➮◗➧❺➩✩➦❱➫❱➩✩➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮❺➬r➥❊➫
➪❱➥❊➫❱➫✛➘✸➫❥➧➅➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩➷➪❱➩Û➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧➽➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸

ae

➪❱➦❱➩☎✘✈➦❱➫❱➩Û➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❬✘✈➪❱➩➭➦❈❒❧✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮➽➾♣➸➭➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➫✞➧❺➩
➘Ô➶❊➩➭➺✦✜❱➯r➦❱➮♣➬r➩➭➦❱➾♣➮✒➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒✳➬r➫❥➧❺➩➭➾♣➻➷➸➭➪❱➬➴➘✸➾♣➩➭➮✦✲ ➬r➺➭➬✆➯r➩➭➮✩➸➹➧♠➘ ➧❺➮ |k1 〉

➩❍➧ |k2 〉
✵ ➩➭➫⑤✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✈➪❱➦✏➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➅➪❱➩

➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫ ✠ ➳▲❜✒☛

ae = − 1

h̄2

∑

k=k1, k2

µekµkg

[
1

2
Ẽ(ωek)Ẽ(ωkg) +

i

2π

❂ ∫+∞

−∞
dω

Ẽ(ω)Ẽ(ωeg − ω)

ω − ωkg

]
,

✲ ❊❭❊❭❊ ✖ ❑✻◆✮✵

➥✩★❲❂❦➩➭➮◗➧✚➯➴➘✦✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✓✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜✛➘ ➯r➩✒➪❱➩❅✸①➘✸➦❱➺✤✪✮✔✠✖
➤❈➬❥➯✢✃ ➥❊➫❳➫❱➩●➧❺➬r➩➭➫✞➧❹➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩✙❈✞➦❱➩❃➪❱➩➭➮✆➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒➲➬r➻✛✜❱➯ ➬❋❈✞➦❱➸➭➮❹➪✛➘✸➫❱➮✵➯✢✃ ➸➹➧❺➦❱➪❱➩❃➩➭➫✖➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾❹➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩❨✲

e =
5s, 4d3/2 et 4d5/2

✵✤✧❱➯➴➘✬✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸❨❈✞➦❐✃ ➦❱➫❲✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫✂➪❱➩☎✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺Ô➩✖➮♣➥❊➬ ➧✧➸➭➻➷➬r➮✧➘✩✜❱➾❊❏➭➮ ➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥✸➫
➪❐✃ ➦❱➫❱➩➲➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫✂➘Ô➶❥➩➭➺➲➦❱➫✈➘ ➧❺➥❊➻➷➩❳➩➭➮◗➧✚➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➩✿✜✛➘✸➾

❂❑✲✮❏▲❏❊➚✭➫❱➻✶✵
= c5s|a5s|2 + c4d(|a4d3/2

|2 + |a4d5/2
|2). ✲ ❊❭❊❭❊ ✖ ❑❀❜✩✵

❱✵➶❥➩➭➺➅➺➭➩➹➧♣➧❺➩■➘✩✜❀✜❱➾♣➥❈➺✫✪❱➩✩✧❐➯r➩➽➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯✄➪❱➦❧➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✄➪❱➩✲✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩➷➪❱➩❍➶❈➬r➩➭➫✞➧✖➘✸➬r➮♣➸✩✧✌➺Ô➘✸➾✒➥❊➫✏➪❱➬r➮❊✜☞➥❊➮♣➩
➪❐✃ ➦❱➫❱➩✈➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫❜➘ ➫✛➘✸➯❋✔✞➧❺➬✴❈✞➦❱➩✂➪❱➦❦➺✤✪✛➘✸➻✛✜✐➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩Ý➪✛➘✸➫❱➮➷➯r➩✂➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩✂➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯❦✖✰q✚➥❊➦❱➮❀➘ï➶❊➥❊➫❱➮
➧❺➾❺➘Ô➶✸➘✸➬r➯r➯ ➸Û➘Ô➶❥➩➭➺✂➦❱➫➆➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✂➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩

Ẽ(ω)
➪❐✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩

a(ω)
✒❥➘✸➦❱➮♣➮♣➬r➩➭➫❱➫❱➩✂➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸➭➩✂➩➭➫

ω0

✖❃➤➨➘
✜❀✪✛➘✸➮♣➩ ➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩

φ(ω)
➩➭➮◗➧✯➯➴➘✒➮♣➥❊➻➷➻➷➩①➪❱➩①➧❺➾❺➥✸➬r➮✭➧❺➩➭➾♣➻➷➩➭➮●➪❱➦❱➮✯➘✸➦✛q ✈ ❂ ❱❅✧✞➘✸➦■➺➭➥❊➻✛✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➩➭➦❱➾✰✘❳➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❈❒

➩➭➫✳➪❱➥❊➦❱➼❱➯r➩❤✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩✴➩➹➧✒➘✸➦❈❒✈➼✛➘✸➾♣➾♣➩Ô➘✸➦❈❒✈➪❱➩➽➤ ❝✾❍❖■➷➩➹➧✒➪❱➩➽➤ ❝ ❋ï➚▼✖ ❴✵➘➷➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫Ý➬r➫❥➧♠➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧❺➩✿✜✛➘✸➾✚➯r➩
q ✈ ❂ ❱❨➩➭➮◗➧✚➮♣➦❀✜❀✜☞➥❊➮♣➸➭➩❤✜❱➦❱➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧❑❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩

φNOPA(ω) =
1

2
φ

(2)
NOPA(ω − ω0)

2.
✲ ❊❭❊❭❊ ✖ ❑✻■✮✵

❂✄➘✸➾●➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➩✩✧✮✜☞➥❊➦❱➾●➯r➩➭➮●➪❱➩➭➦❈❒➷➘✸➦➨➧❺➾♣➩➭➮✭➧❺➩➭➾♣➻➷➩➭➮✗✧❥➫❱➥❊➦❱➮❃➘Ô➶❥➥❊➫❱➮❙✜❱➾♣➬r➮●➯➴➘✑✜❀✪✛➘✸➮♣➩ ➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩✧➧❺➥✸➧♠➘✸➯r➩✩✧✸➮♣➥❊➬ ➧❙✜☞➥❊➦❱➾
➯r➩➭➮✧➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❈❒ ✠ ➳❖❞✓☛

φréseaux(ω) = 2
ω

c

➵
cos θd(ω),

✲ ❊❭❊❪❊ ✖ ❑✻❞✮✵
➥✩★ ➵➌➩➭➮◗➧Û➯➴➘❧➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩Ý➩➭➫❥➧❺➾♣➩✈➯r➩➭➮➷➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❈❒❦➩➹➧

θd(ω)
➩➭➮◗➧Û➯✢✃ ➘✸➫❀✒❊➯r➩➱➪❱➩Ý➪❱➬❋❢✌➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫➆➮♣➦❱➾❀➯r➩☎✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾

➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❍✖✯✇✩➦✛➘✸➫✞➧❑✘➅➯➴➘✦✜❀✪✛➘✸➮♣➩➲➬r➫✞➧❺➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧❺➩✑✜✛➘✸➾ ➯r➩➭➮✧➪❱➩➭➦❈❒Ý➼✛➘✸➾♣➾♣➩Ô➘✸➦❈❒✁�■✧✛➩➹➯r➯r➩✒➶✸➘ ➦➨➧✚➮♣➬r➻✛✜❱➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧

φbarreaux(ω) =
ω

c
[nSF58(ω)LSF58 + nSF10(ω)LSF10].

✲ ❊❭❊❭❊ ✖▼❍✸➚✠✵
❱✵➶❥➩➭➺❃➯r➩➭➮✵➪❱➬ ➶❊➩➭➾♣➮♣➩➭➮✆➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫❱➮✆➬r➫✞➧❺➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧❺➩➭➮❹➺➭➬ ▲✰➪❱➩➭➮♣➮♣➦❱➮✗✧❅➫❱➥❊➦❱➮✆➘Ô➶❊➥❊➫❱➮✗✧❅➪✛➘✸➫❱➮✵➦❱➫❤✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾✌➧❺➩➭➻✛✜❱➮✗✧

➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➸✏➯r➩✏➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✒➪❱➩ ✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺Ô➩✍✜☛➥❊➦❱➾➱➧❺➾♣➥❊➬r➮➱➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾♣➮✂➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩❧➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➩➭➮✂➩➭➫④✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❪➪❱➩
➯➴➘▲➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩✳➩➭➫✞➧❺➾♣➩✏➯ ➩➭➮➱➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❈❒ ✲ ➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮●✒❊➾♣➬r➮♣➩➭➮Û➮♣➦❱➾➱➯➴➘⑥✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❪❊❭❊ ✖ ➳✸➚✮✵✤✖❡q✚➥❊➦❱➮➱➫❐✃ ➦➨➧❺➬r➯r➬r➮♣➥❊➫❱➮②✜❱➯r➦❱➮
➯➴➘✳➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫s❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩

φ(2)
➩➭➫✐➘✸➼❱➮♣➺➭➬r➮♣➮♣➩✩✧❃➺Ô➘✸➾➅➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➥❊➫s✜❱➾♣➩➭➫❱➪✐➩➭➫✐➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩➱➯r➩➭➮➅➧❺➩➭➾♣➻➷➩➭➮➅➪❱➩

➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫✏➪❐✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩➅➮♣➦❀✜☛➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾❳➺➭➩➅➫❐✃ ➩➭➮◗➧❤✜❱➯r➦❱➮✒➯r➩✬✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩➽➯r➩✬✜❱➯r➦❱➮✑✜☞➩➭➾◗➧❺➬r➫❱➩➭➫❥➧❜✧❐➺➭➥❊➫❥➧❺➾❺➘✸➬r➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✿✘
➯➴➘➱➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩➷➩➭➫✞➧❺➾♣➩➷➯r➩➭➮➲➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❈❒✯✖◆❱✷➧❺➬ ➧❺➾♣➩■➪❱➩➷➺➭➥❊➻✛✜✛➘✸➾❺➘✸➬r➮♣➥❊➫❍✧❹➫❱➥❊➦❱➮✴➘Ô➶❊➥❊➫❱➮➽➘✸➦❱➮♣➮♣➬●➧❺➾❺➘✸➺➭➸➷➯r➩➭➮✖➺➭➥❊➦❱➾♣➼☛➩➭➮
➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➩➭➮✚➩➭➫Ý➫❱➩✿✜❱➾♣➩➭➫✛➘✸➫❥➧✚➩➭➫Ý➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩✿❈✞➦❱➩➲➯➴➘➅➪❱➬r➮❊✜☛➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫Ý➪❐✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩➲➪❱➩➭➦❈❒✍✲ ➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮✚➫❱➥❊➬r➾♣➩➭➮✫✵✤✖

✂☎✄❀✎ ✛✝✆ ✌✔✎ ✎✸✢ ✚✲✤✧✠☞☛★✠☎✤ ✚✍✦✧☛✍✛✙✢ ✦✻✞✡✠☞☛✠✟
n2

SF10 = A0 + A1λ
2 + A2λ

−2 + A3λ
−4 + A4λ

−6 + A5λ
−8

✟
λ enµm

✟✺✠ ✭☞✎✸✤

A0 ✞
✟ ✟ ✝✏☎✞✝✒✄✏☎✒✟✒☛ ✟

A1 ✞
✶✍✌ ✟ ✎✠☛✞✡✠☛☞✄✏☛ ✂ ×10−2

✟
A2 ✞ ✂

✟ ✂ ✟✠☎☞✑✒✄✠✟✒✎ ×10−2
✟
A3 ✞

✟ ✟ ✎✠☛✁☛✏✌ ✂ ☎✞✝ ×10−3
✟
A4 ✞

✶✍✌ ✟ ✌ ✂ ✑✁✡✁✟✁✟✞✡ ×10−4

✎✥✚
A5 ✞

✌ ✟ ✡ ✂ ✄✠✎✒✎✠✟✏✌ ×10−5 ✖✘✗ ✠☞☛★✠☞✓✚✙✥✚✍☛✍✎✸✢ ✚✍✛ ☛✍✦✸✢✽✏✒✗ ✤✧✠✁✚★✠☞✌ ✕☎✴☎✗✘✎✜✛✒✤★✜✘✕☞✚✣✚✣✢✸✄✝✞✒✚✍✛✙✤✧✠☞✌ ✴☎✌✙✠☎✢✍✢✣✎✸✢☞✢ ✟✒✎✁✎✓✌☞✥ ✿
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✜☞➥❊➦❱➾✂➧❺➾♣➥❊➬r➮➱➶ ➘✸➯r➩➭➦❱➾♣➮Ý➪❱➦➞➺➭➥❊➦❀✜❱➯r➩❫✲

λ0, ∆λp

✵✤✖❑❴❐➩➭➮✈➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮✈➫❱➥❊➬r➾♣➩➭➮✂➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪❱➩➭➫❥➧❧➘✸➦❈❒↔➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➦❈❒
➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➸➭➮❀➘ï➶❊➩➭➺✳➦❱➫❱➩♣✜❀✪✛➘✸➮♣➩✳➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩Ý➧❺➥✸➧♠➘✸➯r➩❲✜❱➦❱➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✶❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖✺❴❹➩➭➮Û➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮✶✒✸➾❺➬ ➮❺➩➹➮❀➮♣➥❊➫✞➧
➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➩➭➮✩➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➥❊➫❲✜❱➾♣➩➭➫❱➪✈➩➭➫✈➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩❳➧❺➥❊➦➨➧❺➩➲➯➴➘✦✜❀✪✛➘✸➮♣➩✴➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩✖➬r➫❥➧❺➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧❺➩✓✜✛➘✸➾ ➯r➩➭➮ ➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❈❒✈➩➹➧
➯r➩➭➮✧➼✛➘✸➾♣➾❺➩➭➘✸➦❈❒Ý➪❱➩✴➤ ❝✾❍❖■➽➩➹➧✚➪❱➩✴➤ ❝ ❋ï➚▼✖

♥❳➯r➥❊➼✛➘✸➯r➩➭➻■➩➭➫✞➧✧➯➴➘✬✜☞➸➭➾♣➬r➥❈➪❱➩❳➪❱➩➭➮❑✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➩➭➮ ➩➹➧✚➪❱➩➭➮P✜☞➩➹➧❺➬ ➧❺➩➭➮ ➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥✸➫❱➮✧➫❐✃ ➩➭➮◗➧❑✜✛➘✸➮✧➧❺➾❺➥✩✜✈➘❪❢✌➩➭➺➹➧❺➸➭➩
✜✛➘✸➾✩➯r➩➭➮✩➧❺➩➭➾♣➻➷➩➭➮✒➪❱➩✬✜❀✪✛➘✸➮♣➩➽➪❐✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩➽➮♣➦❀✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾✹✲ ➸➭➺Ô➘✸➾◗➧✒➪❱➩➽➯✢✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩✴➪❱➦✏➪❱➬ ❒➨➬✴❏➭➻➷➩✖➪❱➩➽➻➷➬r➯r➯ ➬ ➻✹❏➹➧❺➾♣➩✕✵✤✖ ❴✵➘
✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜✛➘✸➯r➩Ý➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩✳➩➭➫✞➧❺➾♣➩✳➯r➩➭➮❀➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮●✒❊➾♣➬r➮♣➩➭➮Û➩➹➧➱➯r➩➭➮❀➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮➱➫❱➥❊➬r➾♣➩➭➮②✜❱➾♣➥ï➶❈➬r➩➭➫✞➧Û➪❱➦❜➪❱➸➭➺Ô➘✸➯➴➘✩✒❊➩
➪❱➦ ✥☛➘✸➫❱➺❀➻➷➥❊➫❥➧♠➘✸➫✞➧❜✖❉❱

λ0 = 580 nm
➺➭➩➹➧➅➩■❢✌➩➹➧➅➩➭➮◗➧➽➾❺➩➹➯➴➘ ➧❺➬ ➶❥➩➭➻➷➩➭➫❥➧❤✏✔➘✸➬r➼❱➯r➩✩✧✵➘✸➯r➥❊➾♣➮❅❈✞➦❐✃ ✘ ◆❊➚✻❜Ý➫❱➻✽➯r➩

➪❱➸➭➺Ô➘✸➯➴➘✩✒❊➩❀➶✸➘✸➦➨➧■➩➭➫❥➶❈➬r➾♣➥❊➫ ◆✳➻➷➻❲✖ ✎ ➘✸➬r➮➽➺✸✃ ➩➭➮◗➧②✘✳➦❱➫❱➩➱➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾➽➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✂➬r➫❥➧❺➩➭➾♣➻➷➸➭➪❱➬➴➘✸➬ ➾♣➩⑤✲ ➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➥❊➫
➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➩➲➮♣➬r➻➽➦❱➯ ➧♠➘✸➫❱➸➭➻➷➩➭➫❥➧✧➪❱➩➭➦❈❒Ý➸➹➧♠➘ ➧❺➮ ➪❱➬r➮◗➧❺➬r➫❱➺➹➧❺➮✫✵✺❈✞➦❱➩✖➺➭➩✿✜❀✪❱➸➭➫❱➥❊➻✛❏➭➫❱➩➲➩➭➮◗➧✚➯r➩✓✜❱➯r➦❱➮ ➮♣➦❱➾❊✜❱➾♣➩➭➫✛➘✸➫❥➧❜✖

❂✄➥❊➦❱➾❡✱✛➫❱➬r➾✗✧➨➫❱➥❊➦❱➮✚➘Ô➶❊➥❊➫❱➮ ➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸✖➮♣➦❱➾✧➯r➩❨✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊❪❊❭❊ ✖ ➳❅❋➲➯✢✃ ➩➭➫❱➮♣➩➭➻➽➼❱➯r➩❳➪❱➩➭➮ ➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮✧➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➮
➯r➥❊➾♣➮✧➪❱➩✖➫❱➥✸➧❺➾♣➩➲➸➹➧❺➦❱➪❱➩✖➪❱➩✖➯✢✃ ➬r➫✦✥✛➦❱➩➭➫❱➺➭➩➲➪❱➩➲➯➴➘➅➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾ ➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✖➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➾♣➬r➺➭➩❳➮♣➦❱➾✚➯r➩➭➮ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮✚➪❱➩
➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫❱➮❙❈✞➦✛➘✸➫❥➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮✗✖❩✸✺✪✛➘✩❈✞➦❱➩✧➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩✧➩➭➮◗➧❃➯➴➘✒➻➷➥✕✔❊➩➭➫❱➫❱➩✧➪❱➩①➧❺➾♣➥❊➬r➮●➘✸➺✗❈✞➦❱➬r➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✗✖✩❴❹➩➭➮●➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮✙✒❊➾♣➬r➮♣➩➭➮
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➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪❱➩➭➫❥➧■➘✸➦❈❒ ➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮✖➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮✴➥❊➼➨➧❺➩➭➫❈➦❱➮➽➩➭➫ ➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮❺➘✸➫✞➧✖➯r➩➭➮✴➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮ ❊❭❊❪❊ ✖ ❑✻◆✳✘ ❊❭❊❪❊ ✖▼❍✸➚▼✖
✈ ➫✳➶❊➥❊➬ ➧✑❈✞➦❐✃ ➬r➯❇✔✳➘Û➦❱➫✏➩❍❒➨➺➭➩➭➯r➯r➩➭➫❥➧✖➘✸➺➭➺➹➥❊➾♣➪❧➩➭➫❥➧❺➾♣➩➅➯r➩➭➮✩➪❱➩➭➦❈❒✯✖❉❴✵➘✛✏ ➥❊➾♣➻➷➩✴➪❱➩➭➮❳➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥✸➫❱➮✗✧✌➘✸➦❱➮♣➮♣➬✭➼❱➬r➩➭➫



✑ ✑ ✑✌✍✁� ✝ ✓✔✤ ✁✜✦ ✟ ✏✕✝ ✓✔✤ ✏ ☞✔✟✛☎✛☞✜✡✕✏✒☎✁☞ ✁✔✟☛✝ ✂ ☞✜✏ ❋▲❋✶❜

❈✞➦❱➩➷➯➴➘☎✜☛➥❊➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❧➪❱➩➭➮❤✜❱➬r➺➭➮✖➮♣➥❊➫❥➧❅✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➺➭➦❱➯r➬❋❏➭➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧➲➼❱➬r➩➭➫✠➾♣➩✗✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧❺➮✗✖❇❂✆➥❊➦❱➾✖➘❪★◗➦❱➮◗➧❺➩➭➾➲➯➴➘➱➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬r➩■➩➹➧
➯✢✃ ➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩✩✧ ➫❱➥❊➦❱➮✭➮♣➥❊➻➷➻➷➩➭➮❇✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➮✆➪❱➩①➯➴➘ ➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾✄➪❐✃ ➥✸➫❱➪❱➩①➺➭➩➭➫❥➧❺➾❺➘✸➯r➩

λ0

➩➹➧✭➪❱➩①➯r➘✚➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾✆➪❱➩✘➼✛➘✸➫❱➪❱➩
∆λp

➻➷➩➭➮♣➦❱➾♣➸➭➩➭➮❳➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➹➫✞➧♠➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧✑✜☞➥❊➦❱➾✒➯✔✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫♣✜❱➾♣➥ï➶❊➩➭➫✛➘✸➫✞➧❳➪❱➦✟q ✈ ❂ ❱❅✖✷✸✘➩➹➧♣➧❺➩➅➪❱➸➭➻❀➘✸➾♣➺✫✪❱➩
➪❱➥❊➫❱➫❱➩■➪❱➩■➧❺➾❊❏➭➮➲➼☞➥❊➫❱➮➲➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮✿✜☞➥❊➦❱➾➲➯ ➩➭➮➲➪❱➩➭➦❈❒✠➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾♣➮➲➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✖➩❍❒❈➧❺➾✜✞➭➻➷➩➭➮②✲ ❍▲❜❁❑✂➩➹➧◗◆ ❋▲❋■➫❱➻✶✵✤✧
➺✸✃ ➩➭➮◗➧✽✘✖➪❱➬r➾♣➩P❈✞➦✛➘✸➫❱➪Û➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫■➫❐✃ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➩❨❈✞➦❐✃ ➦❱➫Û➮♣➩➭➦❱➯☞➸➹➧♠➘ ➧✙✱✛➫✛➘✸➯❦✖❩❂✄➘✸➾✯➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➩✩✧❩✜☛➥❊➦❱➾✯➪❱➩➭➮✘➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾♣➮
➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✳➬r➫❥➧❺➩➭➾♣➻➷➸➭➪❱➬➴➘✸➬ ➾♣➩➭➮✗✧❃➥✩★ ➯✢✃ ➥❊➫❦➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➩✈➮♣➬r➻➅➦❱➯ ➧♠➘ ➫❱➸➭➻➷➩➭➫❥➧❀➯r➩➭➮❀➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒☞❑✸➪ ➩➹➧✑❍ ➮❀➪❱➦ ➮♣➥❈➪❱➬r➦❱➻❲✧❃➬r➯
➮➭✃ ➘Ô➶✮❏➭➾♣➩✴➫❱➸➭➺➭➩➭➮♣➮❺➘✸➬r➾♣➩➽➪❐✃ ➘❝★◗➦❱➮◗➧❺➩➭➾✩➯r➩➭➮ ➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾♣➮❑✜❱➾♣➬r➮♣➩➭➮❨✜☛➥❊➦❱➾

λ0

➩➹➧
∆λp

✲ ➪❱➩✖➯✢✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩✖➪❱➩✴➚▼✧▼❍ � ✜☞➥❊➦❱➾
λ0

✧
➩➹➧❳❋❅➳ � ✜☛➥❊➦❱➾

∆λp

✵✤✖✷✸✘➩➭➺➭➬✭➩➭➮◗➧❳➪☛✡❧➘✸➦✳✏✔➘✸➬ ➧❨❈✞➦❱➩➅➪✛➘✸➫❱➮✒➺➭➩➅➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩✖➪❱➩➅➯r➥✸➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾✒➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✩✧✌➯r➩❅✜☞➥❊➬r➪❱➮
➪✛➘✸➫❱➮❃➯r➩①➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯❱➪❱➩✝✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺Ô➩✚➪❱➩➭➮❃➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮✭➥❊➼➨➧❺➩➭➫❈➦❱➩➭➮✙✜☞➥❊➦❱➾

φ(2)
✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏☛➩➹➧✯➫❱➸✗✒❥➘ ➧❺➬❋✏☞➪❱➸✗✜☛➩➭➫❱➪

✏ ➥❊➾◗➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧✧➪❱➦●✜☞➥❊➬r➪❱➮①➪❱➩➭➮①➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➮①➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫❱➮❡❈✞➦✛➘✸➫✞➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮✗✧❱➩➹➧✧➪❱➥❊➫❱➺✒➪❱➩❳➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➬ ➧❺➸✩➪❱➩✒➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫
➘✸➦❈❒Û➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮❡✜☛➥❊➬r➫✞➧❺➮✘➪❱➩✩➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➩➭➻➷➩➭➫✞➧❺➮✘➪✛➘✸➫❱➮①➯r➩✩➪❱➬➴➘✩✒❊➾❺➘✸➻■➻➷➩ ➪❱➩➭➮✧➸➹➧♠➘ ➧❺➮✺✪✛➘✸➼❱➬r➯r➯r➸➭➮✗✖✻✼✽✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✧
➫❱➥❊➦❱➮✘➻➷➥✞➪❱➸➭➯r➬r➮♣➥❊➫❱➮❃➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩ ➪❱➦❀➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✒➪❱➩✚➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫✛✜✛➘✸➾✯➦❱➫❱➩❨✒❥➘✸➦❱➮♣➮♣➬r➩➭➫❱➫❱➩✩✧❈➺➭➩❑❈✞➦❱➬☞➫❐✃ ➩➭➮◗➧❡✜✛➘✸➮
✏ ➥❊➾♣➺➭➸➭➻➷➩➭➫❥➧■➯r➩➱➺Ô➘ ➮■➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✖◗❴❹➩➭➮➷➘❝★◗➦❱➮◗➧❺➩➭➻➷➩➭➫✞➧❺➮➅➫❱➸➭➺➭➩➭➮♣➮❺➘✸➬r➾♣➩➭➮✛✜☞➥❊➦❱➾✬✏✔➘✸➬r➾♣➩❀➺➭➥✁� ➫❱➺➭➬r➪❱➩➭➾➅➯➴➘
➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬r➩➷➩➹➧✴➯✢✃ ➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩❀➮♣➩➭➾◗➶❊➩➭➫❥➧➅➪❱➥❊➫❱➺✶✘Ý➺➭➥❊➻✛✜☛➩➭➫❱➮♣➩➭➾✴➺➭➩➭➮✬✜☛➩➹➧❺➬ ➧❺➩➭➮✴➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮✗✖❇❱✩➬r➫❱➮♣➬❦✧❹➯➴➘✂➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩
➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➩✳➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫✞➧♠➘✸➯r➩➭➻■➩➭➫✞➧✛✜☞➥❊➦❱➾

(λ0, ∆λp) =
✲ ❍❖❞▲◆✠➫❱➻❲✧✘➳❖■✠➫❱➻✶✵➽➮➭✃ ➘❪★◗➦❱➮◗➧❺➩✳➘Ô➶❥➩➭➺✈➯➴➘❧➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩

➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩✖➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➩❅✜☞➥❊➦❱➾
(λ0, ∆λp) =

✲ ❍❖❞❖❑➷➫❱➻❲✧☞➳▲❍■➫❱➻✶✵✤✖☛➵✩➩✖➻✟✞➭➻➷➩✩✧☛➯➴➘➅➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩✖➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩
➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧✬✘

(λ0, ∆λp) =
✲ ❍❖❞▲❞➱➫❱➻❲✧✆➳❁❑✂➫❱➻✶✵✩➮➭✃ ➘❪★◗➦❱➮◗➧❺➩❀➘Ô➶❊➩➭➺➷➯➴➘➱➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➅➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩➷➥✸➼➨➧♠➩➹➫❈➦❱➩

✜☞➥❊➦❱➾
(λ0, ∆λp) =

✲ ❍❖❞✻❍✂➫❱➻❲✧✭➳✸➚Ý➫❱➻✶✵✤✖✄➤➨➘✸➺✤✪✛➘✸➫❥➧✬❈✞➦❱➩Û➺✫✪✛➘✩❈✞➦❱➩➱➺➹➥❊➦❱➾♣➼☞➩Û➩➭➮◗➧➽➯➴➘Ý➻➷➥✕✔❥➩➭➫❱➫❱➩❀➪❱➩❀➧❺➾♣➥❊➬r➮
➘✸➺✗❈✞➦❱➬r➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✿✲ ➪❱➦❱➾❺➸➹➩✖➪❱➩➭➦❈❒❲✪❱➩➭➦❱➾♣➩➭➮✫✵✤✧☛➯r➩✒➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✖➪❱➦Ý➯➴➘✸➮♣➩➭➾ ➘✹✜❱➦✂➸➹➶❥➥❊➯r➦❱➩➭➾✽✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧✩➺➭➩❳➧❺➩➭➻✛✜❱➮✗✖

➍✵➍✆➍✁★✁� ➔ ✭✴✹ ✠✚❁✪✽✻✼❅✷❂✭✴✹✻✼ ❃✌✵✾✯❆❃✌✫✁✼❅✯❆❃ ✠✏✵✸✷ ✂ ❃ ✼
q✚➥❊➦❱➮✯➘ï➶❊➥❊➫❱➮❃➸➹➧❺➦❱➪❱➬r➸✧➯r➩①➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➩➭➾◗➧✯➪❱➩P✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➅➬r➫❱➪❱➦❱➬ ➧❙✜✛➘✸➾●➦❱➫❱➩ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫✹✘❳➪❱➸➭➾♣➬ ➶❥➩✧➪❱➩✽✏ ➾♣➸✤▲

❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✧➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➬r➾♣➩✯➪✛➘✸➫❱➮✭➦❱➫❱➩①➸➭➺✫✪❱➩➭➯r➯r➩①➪❱➩①➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒✯✧✸➻➷➩➹➧♣➧♠➘✸➫❥➧✭➩➭➫➅➸➹➶❈➬r➪❱➩➭➫❱➺➭➩✧➯➴➘❑✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❱➺➭➩ ➪❐✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮
➩➭➫❥➧❺➾♣➩➲➯r➩➭➮①➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫❱➮✧➪❐✃ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➫❱➥❊➫❩▲✰➾♣➸➭➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➫❥➧❺➮✧➩➹➧ ➯r➩➭➮✧➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫❱➮✧➪❐✃ ➩♠❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✧➮♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯r➮✗✖ ✸✘➩➭➮
➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮✧➮♣➩✩➧❺➾❺➘✸➪❱➦❱➬r➮♣➩➭➫❥➧✽✜✛➘✸➾✘➯➴➘❤✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❱➺➭➩❳➪❐✃ ➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮✯➪✛➘✸➫❱➮①➯➴➘❤✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➷➪❱➩✒➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✘➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸
➩➭➫②✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❀➪❱➩✚➯➴➘✖➪❱➬r➮❊✜☛➩➭➾♣➮❺➬ ➥❊➫✶❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖❩❴✵➘❅✜☛➸➭➾♣➬r➥❈➪❱➩✚➪❱➩➭➮①➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯r➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮✯➘✖➸➹➧❺➸✩➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➸➭➩✚➩➭➫②✏ ➥❊➫❱➺✤▲
➧❺➬r➥❊➫ ➪❱➩➭➮➽➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮◗➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮➽➪❱➩➱➯✢✃ ➸➭➺✫✪❱➩➭➯r➯r➩➷➪❱➩➱➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒✯✖◗❴✵➘♣✱③✒❊➦❱➾♣➩Û➪❐✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮■➘✈➸➹➧❺➸➱➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➸➭➩
➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧ ➪✛➘✸➫❱➮ ➯r➩➲➮♣➥✞➪❱➬r➦❱➻ ➩➭➫Ý➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘✸➫❥➧✚➯➴➘➽➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫

3s −→ 3p −→ 4d
➩➹➧✚➩➭➫✈➪❱➸➹➧❺➩➭➺✤▲

➧♠➘✸➫❥➧✧➯r➩✩➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯☞➪❱➩✏✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩❅✘★❏▲❏❊➚✴➫❱➻ ✜❱➾♣➥❅➶❊➩➭➫✛➘✸➫❥➧ ➪❱➩✒➯➴➘➲➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫
4p −→ 3s

✖ ✥✚➫❱➩✒➸➹➧❺➦❱➪❱➩❳➩➭➫
➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾✖➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➷➫❱➥❊➦❱➮➽➘❲✜☞➩➭➾♣➻➷➬r➮➲➪❱➩➷➻➷➥❊➫✞➧❺➾♣➩➭➾✿❈✞➦❐✃ ➬r➯❃➸➹➧♠➘✸➬ ➧❤✜☞➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩➷➪❐✃ ➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➩➭➾➽➺➭➩➭➮✴➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘❅➧❺➬ ➥❊➫❱➮
❈✞➦❱➩➭➯◆❈✞➦❱➩➽➮♣➥❊➬ ➧✩➯r➩✖➮♣➬✴✒❊➫❱➩✴➪❱➩✴➯➴➘➷➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫♣❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖❐➵✩➦♣✏✔➘✸➬ ➧✩➪❱➩✴➯➴➘✛✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➩✴➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾✚➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩
➪❱➩➽➫❱➥❊➮✒➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮✗✧☛➫❱➥❊➦❱➮❳➘ï➶❊➥❊➫❱➮✒➸➹➧❺➸➅➘✸➻➷➩➭➫❱➸➭➮✓✘❀➸➹➧❺➦❱➪❱➬r➩➭➾✒➯✢✃ ➩■❢✌➩➹➧✒➪❱➩➭➮✒➥❊➾♣➪❱➾❺➩➹➮❳➪❱➩➽➪❱➬r➮❊✜☛➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫✳➸➭➯r➩➹➶❥➸➭➮
➮♣➦❱➾ ➯➴➘✦✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫Û➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩✩✖

❴❹➥❊➾♣➮■➪❱➩✂➫❱➥✸➧❺➾♣➩➱➸➹➧❺➦❱➪❱➩✩✧●➫❱➥❊➦❱➮➷➘Ô➶❥➥❊➫❱➮■➻➷➥❊➫❥➧❺➾♣➸✩✧◗❈✞➦❐✃ ➩➭➫✐➺✤✪✛➘✸➻✛✜❧✏✔➘✸➬r➼❱➯r➩❪✧✄➥❊➫s✜☞➥❊➦➨➶✸➘✸➬ ➧■➘✸➺➭➺➭➾♣➥✩❥r➧❺➾♣➩
✜✛➘✸➾✘➦❱➫✶✏✔➘✸➺➹➧❺➩➭➦❱➾✹❏▼✧▼❍✖➯r➩ ➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➩➭➾◗➧✧➪❱➩✑✜☞➥✩✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫②✜✛➘✸➾✘➾❺➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧✽✘✴➦❱➫❱➩✒➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❀➯r➬r➻■➬ ➧❺➸❑✜✛➘✸➾✯➧❺➾❺➘✸➫❱➮❄▲
✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩■➪❱➩✤❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✗✖✷q✚➥❊➦❱➮✴➘Ô➶❊➥❊➫❱➮✴➘✸➦❱➮♣➮♣➬❃➻➷➥❊➫❥➧❺➾♣➸✹❈✞➦❱➩✛✜☛➥❊➦❱➾

φ(2) < 0
➥❊➫⑥✜☞➥❊➦➨➶✸➘✸➬ ➧➲➻❀➘❅❒➨➬r➻➷➬ ➮♣➩➭➾❳➥❊➦

➘✸➫❱➫✞➦❱➯r➩➭➾✿✜❱➾♣➩➭➮❊❈✞➦❱➩❀➺➭➥❊➻✛✜❱➯✴❏➹➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧➲➯r➩➅➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➩➭➾◗➧✖➪❱➩✛✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘❅➧♠➬ ➥❊➫❧➮♣➩➭➯r➥❊➫✠➯➴➘Û➶ ➘✸➯r➩➭➦❱➾➲➪❱➩➷➯➴➘Û➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫
❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖❇♠●➫▲➺✫✪✛➘✸➻✛✜⑥✏ ➥❊➾◗➧❜✧❉q✚➥✞➥❊➾♣➪✛➘✸➻❶➩➹➧➽➘✸➯●➥❊➫❥➧✴➪❱➸➭➻➷➥❊➫❥➧❺➾♣➸✹❈✞➦❐✃ ➬r➯❃➸➹➧♠➘✸➬ ➧✿✜☞➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩■➪❐✃ ➩■❢✌➩➭➺➹➧❺➦❱➩➭➾
➦❱➫✐➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➩➭➾◗➧Û➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✂➪❱➩❲✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❵➪✛➘✸➫❱➮❀➯✢✃ ➸➭➺✫✪❱➩➭➯r➯r➩✂➪❱➩Ý➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒

5s −→ 5p −→ 5d
➪❱➦

➾♣➦❱➼❱➬r➪❱➬r➦❱➻ ✠ ➳❊➳✒☛❦✖✯❴✵➘②✜☛➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸➲➪❱➩✴➾❺➸➭➘✸➯r➬r➮♣➩➭➾✚➦❱➫✳➧❺➩➭➯✵➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➩➭➾◗➧✒➪❱➩✬✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✈➪✛➘ ➫❱➮✒➯r➩✴➮♣➥✞➪❱➬r➦❱➻ ➩➭➮◗➧
✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➺➭➦❱➯r➬✴❏➭➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧①➬r➫❥➧❺➸➭➾♣➩➭➮♣➮❺➘✸➫✞➧❺➩✓✜☞➥❊➦❱➾①➯r➩✑✜❱➾❺➥✸➼❱➯✴❏➭➻➷➩✒➪❱➩❳➯✢✃ ➸➹➧❺➥❊➬r➯r➩✒➘✸➾◗➧❺➬❋✱✛➺➭➬r➩➭➯ ➯ ➩✩➪❱➥❊➫✞➧✧➯r➩✑✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜☞➩✒➩➭➮◗➧ ➯r➩
➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧ ✠ ❋▲❋▲❋✩✧ ❋▲❋❅➳✒☛❐❮❊➮♣➦❱➾✭➧❺➩➭➾♣➾♣➩✩✧❊➯➴➘✩➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫➅➪❱➩➭➮●➬r➻❀➘✩✒❊➩➭➮✄➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➩➭➮✙✜✛➘✸➾●➯r➩➭➮✄➧❺➸➭➯r➩➭➮♣➺➭➥✠✜☞➩➭➮●➩➭➮◗➧✯➯r➬r➻■➬ ➧❺➸➭➩
✜✛➘✸➾✚➯r➩➭➮ ➧❺➦❱➾♣➼❱➦❱➯r➩➭➫❱➺➭➩➭➮✒➘ ➧❺➻➷➥❊➮❊✜❀✪❱➸➭➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮✗✖ ❴●✃ ➥✠✜➨➧❺➬✴❈✞➦❱➩✴➘✸➪✛➘✩✜➨➧♠➘ ➧❺➬ ➶❊➩❤✜☛➩➭➾♣➻➷➩➹➧✩➪❱➩✴➺➹➥❊➾♣➾❺➬❋✒❊➩➭➾✚➯r➩➹➮✚➪❱➸■✏ ➥❊➾♣➻❀➘❝▲
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➧❺➬r➥❊➫❱➮●➪❱➩✚➯➴➘❳➺➭➥❊➦❱➾♣➼❱➦❱➾♣➩✚➪❱➦✹✏ ➾♣➥❊➫❥➧✯➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✚➬r➫❱➪❱➦❱➬ ➧❺➩✽✜✛➘✸➾❃➯✢✃ ➘ ➧❺➻➷➥❊➮❊✜❀✪❀❏➭➾♣➩✩✖✻✸✘➩✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧①➯➴➘❳➪❱➸➹➧❺➩➭➾♣➻➷➬r➫✛➘ ➧❺➬r➥✸➫
➯r➥❈➺➭➘✸➯r➩✩✧✛➩➹➫Ý➧❺➩➭➻✛✜❱➮✚➾♣➸➭➩➭➯❦✧✛➪❱➩✖➺➭➩➹➧♣➧❺➩✖➺➭➥❊➦❱➾♣➼❱➦❱➾♣➩❅✜☛➥❊➮♣➩❅✜❱➾♣➥❊➼❱➯✴❏➭➻➷➩✩✖ ✥✚➫❱➩✖➸➹➧❺➥❊➬r➯r➩✓✜☞➩➭➦➨➧✩➮♣➩➭➾◗➶❈➬r➾✚➪❱➩❤✜☛➥❊➬r➫✞➧ ➪❱➩
➾♣➸■✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩✩✧③✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧♣➧♠➘✸➫❥➧ ➪❱➩➲➺Ô➘✸➯ ➺➭➦❱➯r➩➭➾✧➯r➩➭➮①➪❱➸■✏ ➥❊➾♣➻❀➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮①➪❱➦✂➻➷➬r➾♣➥❊➬ ➾✗✖ ✎ ➘✸➯✴✪❱➩➭➦❱➾♣➩➭➦❱➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✧✛➯➴➘➽➪❱➩➭➫❱➮♣➬ ➧❺➸
➪❐✃ ➸➹➧❺➥❊➬r➯r➩➭➮✯➼❱➾❺➬ ➯r➯➴➘✸➫❥➧❺➩➭➮✯➫❐✃ ➩➭➮◗➧✽✜✛➘✸➮①➮♣➦✖✕➷➮❺➘✸➫❥➧❺➩✓✜☞➥❊➦❱➾①➘ï➶❊➥❊➬r➾✯➦❱➫❱➩✑✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧♣➸✚➸➭➯r➩➹➶❊➸➭➩❳➪❐✃ ➩➭➫Û➧❺➾♣➥❊➦➨➶❊➩➭➾①➦❱➫❱➩✓✘
✜❱➾♣➥Ô❒➨➬r➻➷➬ ➧❺➸✩➪❱➩✒➯✢✃ ➥❊➼▼★◗➩➹➧①➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❥➸✩✖♦❂✆➥❊➦❱➾✽✜✛➘✸➯r➯r➬ ➩➭➾✯➺➭➩➹➧ ➬r➫❱➺➭➥❊➫✞➶❊➸➭➫❱➬r➩➭➫❥➧❜✧❱➥❊➫➱➺➭➾♣➸➭➩❳➦❱➫❱➩❳➸➹➧❺➥❊➬r➯r➩❨✜☞➥❊➯❋✔❈➺✫✪❱➾♣➥❊➻❀➘❝▲
➧❺➬✴❈✞➦❱➩✚➘✸➾◗➧❺➬❋✱✛➺➭➬r➩➭➯r➯ ➩❡✜❱➾♣➥❈➺✫✪❱➩✚➪❱➩✚➺➭➩➭➯r➦❱➬ ▲✰➺➭➬❦✧✩❈✞➦❱➬☛➮♣➩➭➾◗➶❈➬r➾❺➘➲➪❱➩✚➮♣➥❊➦❱➾♣➺➭➩✚➪❱➩✚➾♣➸■✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩❨✜☛➥❊➦❱➾✯➯➴➘❳➪❱➸➹➧❺➩➭➾♣➻➷➬r➫✛➘ ➧❺➬r➥✸➫
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3s −→ 3p −→ 4d
➪❱➦➷➮♣➥✞➪❱➬r➦❱➻

➻➷➸➭➮♣➥❊➮❊✜❀✪❱➸➭➾♣➬✴❈✞➦❱➩✩✖✽❴❹➩✏➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩❧➪❱➩✏➯➴➘▲➺Ô➘✸➮♣➺Ô➘✸➪❱➩✏➾❺➘✸➪❱➬➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩✳➺➹➥❊➯r➯r➩➭➺➹➧❺➸✳➩➭➮◗➧✂➮♣➦✖✕➷➮❺➘✸➫❥➧❲✜☛➥❊➦❱➾●✜☛➩➭➾♣➻➷➩➹➧♣➧❺➾♣➩
➦❱➫❱➩■➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➺➹➧❺➬r➥✸➫✟✜☞➥❊➦❱➾✓✜❱➯r➦❱➮♣➬r➩➭➦❱➾♣➮❳➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾♣➮❳➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✩✧❐➺➭➩✹❈✞➦❱➬❙✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧➲➪❱➩➅➺➭➥❊➾♣➾♣➬✴✒❊➩➭➾✒➫❱➥❊➫❧➮♣➩➭➦❱➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧
➯➴➘Û➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫❧➻❀➘✸➬r➮❳➘✸➦❱➮♣➮♣➬❃➯➴➘Û➪❱➸➹➶❈➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✏➪❱➦✟✏ ➾♣➥❊➫✞➧➲➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✩✖❉❴❹➩➭➮✿✜❱➾♣➩➭➻➷➬✴❏➭➾♣➩➭➮➲➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩➭➮✴➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮♣➸➭➩➭➮
➩➭➫❬✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➩➭➦❱➾✖➾♣➸➭➩➭➯r➯r➩➷➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮❺➘✸➬ ➩➭➫✞➧➲➪❱➩➭➮➽➯➴➘✸➮♣➩➭➾✖➫✛➘✸➫❱➥❊➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❱➩✌✠ ❋❖❋✩❏▼✧✱❋▲❋✳❑✑☛❦✖❇❴●✃ ➬r➫❱➺➭➥❊➫❥➶❊➸➭➫❱➬r➩➭➫✞➧✴➪❱➩➷➧❺➩➭➯r➮✖➯➴➘❝▲
➮♣➩➭➾♣➮✧➩➭➮◗➧❑❈✞➦❐✃ ➬ ➯r➮①➯r➬r➻➷➬ ➧❺➩➭➫❥➧①➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➬ ➧❺➸✩➪❱➦✂➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯☞➸➭➻➷➬r➮❡✜✛➘✸➾①➯✢✃ ➸➹➧❺➥❊➬r➯r➩✩➘✸➾◗➧❺➬❋✱✛➺➭➬r➩➭➯r➯ ➩❨✜❱➦❱➬r➮❊❈✞➦❐✃ ➬r➯r➮✘➫❐✃ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➩➭➫✞➧
❈✞➦❐✃ ➦❱➫❱➩■➺➭➯➴➘ ➮❺➮♣➩➽➪❱➩➽➶❈➬ ➧❺➩➭➮♣➮♣➩■➘ ➧❺➥❊➻➷➬✴❈✞➦❱➩✩✧✌➺➭➩✦❈✞➦❱➬✭➫❱➩➽➮❺➩➹➾♠➘ ➬ ➧✓✜✛➘✸➮❳➯r➩➽➺Ô➘✸➮❳➘ï➶❊➩➭➺➅➪❱➩➭➮❳➯➴➘✸➮♣➩➭➾♣➮❳➪❱➩➅➪❱➦❱➾♣➸➭➩➅➬r➫❩▲
✏ ➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾♣➩❅✘❀➯➴➘■➺➭➩➭➫✞➧♠➘✸➬ ➫❱➩✴➪❱➩✬✜❱➬r➺➭➥✸➮❺➩➹➺➭➥❊➫❱➪❱➩✩✖❐➵✩➩➭➮✩➧❺➾❺➘Ô➶✸➘✸➦❈❒Ý➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮✒➘✸➯r➯➴➘✸➫❥➧✚➪✛➘✸➫❱➮✩➺➭➩➽➮♣➩➭➫❱➮✒➥❊➫❥➧✒➪❱➸❄★❊✘
➸➹➧❺➸❨✏✔➘✸➬ ➧❺➮ ✠ ❋▲❋✶❍✒☛❦✖ ✥✚➫✂➘✸➦➨➧❺➾♣➩✩➬r➫❱➺➭➥❊➫❥➶❥➸➭➫❱➬r➩➭➫❥➧✧➪❱➩➭➮①➯➴➘✸➮♣➩➭➾♣➮①➫✛➘✸➫❱➥❊➮♣➩➭➺➹➥❊➫❱➪❱➩➲➩➹➧❡✜❱➬r➺➭➥❊➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❱➩❳➩➭➮◗➧✧➯➴➘✖➫❱➸➭➺➭➩➭➮♣➮♣➬ ➧❺➸
➪❐✃ ➦➨➧❺➬r➯r➬r➮♣➩➭➾✆➪❱➩➭➦❈❒➽➯➴➘✸➮♣➩➭➾♣➮✭➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✗✧✸➺✫✪✛➘✸➺➭➦❱➫■➸➹➧♠➘✸➫❥➧●➾♣➸➭➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➫❥➧❃➘ï➶❊➩➭➺①➦❱➫❱➩①➪❱➩➭➮✭➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✆➪❱➦➅➮♣➥❈➪❱➬r➦❱➻❲✖✥✚➫❱➩➽➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❲✏ ➩➭➻✴➧❺➥❊➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❱➩■➘Ô➶❊➩➭➺➅➮♣➥❊➫❧➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➅➯➴➘✸➾❊✒❊➩❅✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧❳➪❱➩➽➾♣➩➭➻➷➸➭➪❱➬r➩➭➾✓✘❀➺➭➩✦✜❱➾♣➥❊➼❱➯✴❏➭➻➷➩✩✖ ❊ ➯
➮♣➩➭➻➽➼❱➯r➩✯➪❱➥❊➫❱➺✘➬r➫✞➧❺➸➭➾♣➩➭➮♣➮❺➘✸➫❥➧✭➪❐✃ ➸➹➧❺➦❱➪❱➬r➩➭➾✭➘✸➦➽➯➴➘✸➼☛➥❊➾❺➘ ➧❺➥❊➬r➾◗➩✩✧❅➯r➩➹➮◆✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬➴➘✸➯r➬ ➧❺➸➭➮✆➥✩❢✌➩➭➾◗➧❺➩➭➮◆✜✛➘✸➾✆➯r➩➭➮✄➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮
✏ ➩➭➻✴➧❺➥❊➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❱➩➭➮❑✜☞➥❊➦❱➾✧➥✠✜➨➧❺➬r➻➷➬ ➮♣➩➭➾✧➯r➩❳➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯❐➪❱➩☛✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩✩✖

✸✘➩➹➧♣➧❺➩✖➸➹➧❺➦❱➪❱➩✖➘■➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸✖➦❱➫❱➩❤✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✒➪❱➦✈➵✩➬✴✜❱➯r➥❊➻❀➘✸➾♣➼☞➩➭➬ ➧✧➪❱➩✴➤➨➘✸➼❱➬r➫❱➩✖➤✞➧❺➥❈➺✫❃Û➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮♣➸➲➘✸➦Ý➮♣➩➭➬r➫
➪❱➩✴➫❱➥✸➧❺➾♣➩✴➸✗❈✞➦❱➬✴✜☛➩ ✠ ❋ï➚❥➳✒☛❦✖✌➤❈➩➭➮✚➧❺➾❺➘ï➶ ➘✸➦❈❒✯✧☞➼✛➘✸➮♣➸➭➮✒➮♣➦❱➾✩➪❱➩➭➮✒➮♣➬r➻➽➦❱➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮ ➫✞➦❱➻➷➸➭➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮✗✧✌➥❊➫❥➧✩➻➷➥❊➫✞➧❺➾♣➸❤❈✞➦❱➩
✜☞➥❊➦❱➾✆➥✠✜➨➧❺➬r➻➷➬ ➮♣➩➭➾✵➯r➩✯➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✞➪❱➩✌✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩✽✘ ❏▲❏❊➚✚➫❱➻❨➬r➯❊➶✸➘✸➯➴➘✸➬ ➧✵➻➷➬r➩➭➦❈❒✖➮♣➩✺✜❱➯➴➘✸➺➭➩➭➾✆➪✛➘✸➫❱➮✄➦❱➫➽➾♣➸✗✒❊➬r➻➷➩❃➥✩★
➯r➩①➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➩➭➾◗➧✯➪❱➩P✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥✸➫➅➪❱➩ ➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ ❏✸➮●➶❊➩➭➾♣➮✯➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✱❑❊➪■➫❐✃ ➸➹➧♠➘✸➬ ➧✙✜✛➘✸➮✯➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩ ➘❪✱✛➫■➪❐✃ ➥✠✜➨➧❺➬r➻➷➬r➮♣➩➭➾
➘✸➦❵➻➷➬r➩➭➦❈❒✠➧❺➥❊➦❱➮➽➯r➩➭➮✬✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩➭➮✴➺➭➥❊➫✞➧❺➾♣➬r➼❱➦✛➘✸➫❥➧✦✘✳➯➴➘Ý➺Ô➘✸➮♣➺Ô➘✸➪❱➩✂➾❺➘✸➪❱➬r➘ ➧❺➬ ➶❊➩✩✖◆♠●➫➆➩■❢✌➩➹➧❜✧✄➮♣➬✘➯✢✃ ➥❊➫ ➪❱➸➭➮♣➬r➾♣➩
➧❺➾❺➘Ô➶✸➘✸➬r➯r➯ ➩➭➾●➘Ô➶❊➩➭➺✚➪❱➩➭➮❃➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩➭➮✙✜✛➘✸➾❃➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫❱➮✭➾❺➘✸➬r➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➼❱➯r➩➭➮❑✲

5 µ
❞❳➪❱➩➹➶✸➘✸➫❥➧✘➯r➘❳➺➭➩➭➯r➯r➦❱➯r➩✕✵✤✧✸➬r➯▼✏✔➘✸➦➨➧✙✜☞➥✸➦❱➾

➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮♣➩➭➾✚➦❱➫✏➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➩➭➾◗➧❳➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✴➪❱➩✬✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✈➦❱➫❱➩➽➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✬✜✛➘✸➾✩➦❱➫❱➬ ➧❺➸➽➪❱➩➽➮♣➦❱➾❯✏✔➘✸➺➭➩☎✲ ✥✛➦❱➩➭➫❱➺➭➩✕✵
➘✸➦❱➮♣➮♣➬✌➸➭➯r➩➹➶❊➸➭➩✑❈✞➦❱➩✑✜☞➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩✩✖▼❴✵➘ ✥✛➦❱➩➭➫❱➺➭➩✒➾♣➩✗❈✞➦❱➬r➮♣➩✒➩➭➮◗➧✧➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➩❳➩➭➫②✏ ➥❈➺Ô➘✸➯r➬r➮❺➘✸➫❥➧✙✏ ➥❊➾◗➧❺➩➭➻➷➩➭➫✞➧✘➯r➩❑✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦
➯➴➘✸➮♣➩➭➾✑✲ ➪❱➬➴➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩ ≈ 150µm

✵✤✧✞➺➭➩✑❈✞➦❱➬☞➮♣➩❑✏✔➘✸➬ ➧✘➘✸➦❀➪❱➸➹➧❺➾♣➬r➻➷➩➭➫✞➧✯➪❱➦Û➫❱➥❊➻➽➼❱➾♣➩✩➪❐✃ ➘ ➧❺➥❊➻➷➩➭➮✯➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸➭➮✘➩➹➧①➪❱➥❊➫❱➺
➪❱➦✠➫❱➥❊➻➽➼❱➾♣➩■➪❱➩✹✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮✖➪❱➩ ✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩Û➸➭➻➷➬ ➮❜✖✷❂✆➥❊➦❱➾➲➦❱➫❱➩■➧♠➘✸➬r➯r➯ ➩➽➪❱➩✦✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦⑥✜❱➯r➦❱➮➲➾❺➘✸➬r➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➼❱➯r➩
✲ ≈ 400µm

✵✤✧✛➯r➩❳➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯❐➪❱➩☛✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺Ô➩✴➩➭➮◗➧ ➧❺➾♣➥❊➬r➮❡✏ ➥❊➬r➮✽✜❱➯r➦❱➮✧➬r➻✛✜☞➥❊➾◗➧♠➘✸➫❥➧ ➘✸➯r➥❊➾♣➮✽❈✞➦❱➩✖➯r➩✒➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➩➭➾◗➧✚➪❱➩
✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘❅➧♠➬ ➥❊➫■➪✛➘✸➫❱➮ |3d〉 ➩➭➮◗➧✘➪❱➩✚➯✢✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩✧➪❱➩ ❑❥➚ �✶✖✻❂●➦❱➬r➮❊❈✞➦❐✃ ➬r➯✛➩➭➮◗➧✺✜❱➯r➦❱➮❃➩✘✕➷➺Ô➘✸➺➭➩✩➪❱➩✧➧❺➾❺➘ï➶ ➘✸➬r➯r➯ ➩➭➾❃➘Ô➶❊➩➭➺✩➪❱➩➭➮
✒❊➾♣➥❊➮❡✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦❈❒✯✧❱➺✸✃ ➩➭➮◗➧❯▲❄✘❝▲✰➪❱➬r➾♣➩❳➩➭➫✂➺✫✪✛➘✸➻✛✜●✏✔➘✸➬r➼❱➯r➩✩✧➨➥❊➫✂➘➽➧❺➥❊➦➨➧ ➬r➫❥➧❺➸➭➾✜✞➹➧❑✘➅➼❱➬r➩➭➫✂➺✫✪❱➥❊➬r➮♣➬r➾①➯r➩➭➮✽✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩➭➮
➪❱➩✒➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫⑤✲ ✜✛➘✸➾✘➩❍❒➨➩➭➻✛✜❱➯r➩✒➩➭➫➱➮♣➩✑✜❱➯➴➘ ☞Ô➘✸➫❥➧①➮♣➦❱➾①➯r➩❨✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾✯➻❀➘❅❒➨➬r➻➽➦❱➻✷➪❱➩➭➮✧➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘❅➧❺➬ ➥❊➫❱➮✯➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❱➩
φ(2) > 0

✵✤✖♦❴●✃ ➸➹➧♠➘✩✜☞➩✖➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫✞➧❺➩➲➮♣➩➭➾❺➘✸➬ ➧ ➪❱➥❊➫❱➺✖➪❐✃ ➘✸➻➷➸➭➯r➬r➥❊➾◗➩➭➾✧➫❱➥✸➧❺➾♣➩➲➪❱➬r➮❊✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏✄➘❪✱✛➫Ý➪❱➩✿✜☞➥❊➦➨➶❊➥❊➬r➾ ➾♣➸Ô➘✸➯r➬ ➮❺➩➹➾
➯r➩➭➮➅➺➭➥❊➫❱➪❱➬ ➧❺➬r➥❊➫❱➮➽➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩➭➮➅➪❱➸➭➺➭➾♣➬ ➧❺➩➭➮■➺➭➬ ▲✰➪❱➩➭➮♣➮♣➦❱➮✗✖ ❊ ➯①➮♣➩➭➾❺➘✸➬ ➧➷➘✸➦❱➮♣➮♣➬✧➬r➫❥➧❺➸➭➾♣➩➭➮♣➮❺➘✸➫✞➧➷➪❐✃ ➥✠✜➨➧❺➬r➻➷➬ ➮♣➩➭➾➽➯r➩
➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➩➭➾◗➧❃➪❱➩P✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➽➩➭➫➷➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮❺➘✸➫✞➧✭➪❱➩➭➮✯➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❱➮✭➪❱➩❡✏ ➥❊➾♣➻➷➩➭➮❙✜❱➯r➦❱➮●➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩➭➮✙❈✞➦❱➩ ➯r➩➭➮●➬r➻✛✜❱➦❱➯ ▲
➮♣➬r➥❊➫❱➮❙✘✒➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩✧➪❱➩❡✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✩✧✮✜☞➥❊➦❱➾✭➮♣➦❀✜☞➩➭➾❊✜☛➥❊➮♣➩➭➾✗✧✮✜✛➘✸➾✭➩❍❒➨➩➭➻✛✜❱➯r➩✩✧❊➯r➩➭➮✭➪❱➩➭➦❈❒✦✜❱➬r➺➭➮❙✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜✛➘✸➦❈❒➽➘✸➮♣➮♣➥❈➺➭➬r➸➭➮
➘✸➦❈❒Û➸❍➧❍➘❅➧♠➮ ❑❊➪Û➩➹➧ ❍ ➮✗✖❀✸✘➩➭➮✧➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫❱➮✯➮♣➩➭➾❺➘✸➬r➩➭➫❥➧✧➘✸➯r➥❊➾♣➮✰✒❊➸➭➫❱➸➭➾♣➸➭➩➭➮✧➩➭➫➱➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮❺➘✸➫✞➧✯➦❱➫➱➪❱➬r➮❊✜☛➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏❹➪❱➩✩➻➷➬r➮♣➩
➩➭➫②✏ ➥❊➾♣➻➷➩✚➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫➷➩➭➫➱➺➭➥❊➫❪★◗➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫Û➘Ô➶❥➩➹➺✒➦❱➫➱➘✸➯✴✒❊➥❊➾♣➬ ➧❆✪❱➻■➩P✒❊➸➭➫❱➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩✒➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮❺➘✸➫❥➧✘➯➴➘☛✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺➭➩
✘ ❏▲❏❊➚➅➫❱➻ ➺➭➥❊➻➷➻➷➩✒➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯❐➪❱➩✑✚❣✏ ➩➭➩➭➪❩▲✰➼✛➘✸➺✤❃✠✣✫✖



❫ ✉ ❯✁� ③ ⑦✛❚❈P❬❤✁�

✑ ☞ ✁ ✂☎✑ ✂☎✑ ✤✣✢ ✞✍✖✘✕✗✂☎✄✝✆ ✆ ✠ � ✄✚✢ ☞✍✄✝✠ ✛ ✂✄✂ ✁ ✛ ✑
✙ ✠ ✤ ✕ � ✁ ✤ ✑

➵✒➘✸➫❱➮●➯r➩➭➮✭➺✤✪✛➘✩✜❱➬ ➧❺➾♣➩➭➮◗✜❱➾♣➸➭➺➭➸➭➪❱➩➭➫❥➧❺➮❜✧❥➫❱➥❊➦❱➮●➘ï➶❊➥❊➫❱➮●➸➹➧❺➦❱➪❱➬r➸①➪❱➬ ➶❊➩➭➾♣➮❙✜❱➾♣➥❈➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮❃➪❱➩①➺➭➥❊➫✞➧❺➾❊✐❊➯r➩①➘ï➶❊➩➭➺✧➪❱➩➭➮
➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮✙✏ ➩➭➻✴➧❺➥❊➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❱➩➭➮✧➪✛➘✸➫❱➮✘➪❱➩➭➮①➮❯✔❈➮◗➧✫❏➹➻➷➩➭➮✧➮♣➬r➻✛✜❱➯r➩➭➮✯➫❱➩✒➺➭➥❊➻✛✜☞➥❊➾◗➧♠➘✸➫❥➧✺❈✞➦❱➩✑❈✞➦❱➩➭➯✴❈✞➦❱➩➭➮✧➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒✯✖
q✚➥❊➦❱➮✘➘✸➯r➯r➥✸➫❱➮●➻❀➘✸➬r➫❥➧❺➩➭➫✛➘✸➫✞➧●➩➭➫✞➶❈➬r➮❺➘✩✒❊➩➭➾❃➪❱➩➭➮✯➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩➭➮✘➪❱➩✚➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✧➪✛➘✸➫❱➮✯➦❱➫➷➮❯✔❈➮♣➧❆❏➭➻■➩✩➺➭➥❊➻✛✜☛➥❊➾◗➧♠➘✸➫✞➧
➦❱➫❲✜❱➯r➦❱➮✽✒❊➾❺➘✸➫❱➪Ý➫❱➥❊➻➽➼❱➾♣➩❳➪❱➩➲➪❱➩✗✒❊➾♣➸➭➮ ➪❱➩➲➯r➬r➼☞➩➭➾◗➧❺➸➽❮✛➦❱➫❱➩➲➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✒➪❱➬➴➘ ➧❺➥❊➻➷➬❋❈✞➦❱➩✩✖③❴❹➩❳➺➭➥❊➫✞➧❺➾❊✐❊➯r➩❳➪❱➩✿✜❱➾♣➥❪▲
➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮❃➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯➴➘✸➬ ➾♣➩➭➮◆✜✛➘✸➾✄➪❱➩➭➮●➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❱➮✄➦❱➯ ➧❺➾❺➘✸➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➩➭➮✭➘❨✏✔➘✸➬ ➧✄➯✢✃ ➥❊➼▼★◗➩➹➧✭➪❱➩①➫❱➥❊➻➽➼❱➾❺➩➹➦❱➮❺➩➹➮❃➸❍➧♠➦❱➪❱➩➹➮●➧♠➘✸➫❥➧
➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮✽❈✞➦❐✃ ➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩➭➮✍✠ ❍❩✧❈❜❩✧ ◆▲❞▼✧ ❋▲❋✩◆✒✎❈❋▲❋✩❞✓☛❦✖ ❊ ➺➭➬❦✧➨➫❱➥❊➦❱➮ ➘✸➯r➯r➥❊➫❱➮✘➸➹➧❺➦❱➪❱➬r➩➭➾①➦❱➫●✜❱➾♣➥❈➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮❑✜✛➘ ➾❯▲
➧❺➬r➺➭➦❱➯r➬r➩➭➾✒❮☛➯➴➘✦✜❱➾♣➸➭➪❱➬ ➮❺➮♣➥✞➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✂➪❐✃ ➦❱➫❱➩✖➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩❳➪❱➬➴➘ ➧❺➥❊➻➷➬❋❈✞➦❱➩✩✖③❂✆➥❊➦❱➾✚➺➭➩➭➯➴➘▼✧✛➫❱➥❊➦❱➮ ➫❱➥❊➦❱➮✚➬r➫❥➧❺➸➭➾♣➩➭➮♣➮♣➩➭➾♣➥❊➫❱➮
➪✛➘✸➫❱➮ ➦❱➫❲✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾①➧❺➩➭➻✛✜❱➮P✘■➯✢✃ ➸➹➧❺➦❱➪❱➩✓✜☞➥❊➻✛✜☞➩✤▲✰➮♣➥❊➫❱➪❱➩❳➪❱➩➲➺➭➩❤✜❀✪❱➸➭➫❱➥❊➻✛❏➭➫❱➩✩✖

❴❹➩➭➮➱➩❍❒▼✜☞➸➹➾❺➬ ➩➭➫❱➺➭➩➭➮☎✜☞➥❊➻✛✜☞➩✤▲✰➮♣➥❊➫❱➪❱➩✏➘Ô➶❊➩➭➺✏➪❱➩➭➮➱➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮✛✏ ➩➭➻✴➧❺➥❊➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❱➩➭➮➱➮♣➥❊➫❥➧➱➦❱➫❪➥✸➦➨➧♠➬ ➯✚➪❱➩
➺✫✪❱➥❊➬ ❒☎✜☞➥❊➦❱➾ ➩❍❒▼✜❱➯r➥❊➾♣➩➭➾ ➩➭➫✂➧❺➩➭➻✛✜❱➮ ➾♣➸➭➩➭➯✵➯➴➘➅➪▼✔❈➫✛➘✸➻➷➬✴❈✞➦❱➩❳➪❱➩➭➮✚➫❱➥❝✔❥➘✸➦❈❒Ý➪✛➘✸➫❱➮ ➦❱➫❱➩✖➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩ ✠ ❋❅➳✸➚▼✧✟❋❅➳❅❋☞☛❦✖
♠●➫⑥✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➺➭➦❱➯r➬r➩➭➾✗✧☞➯r➩➅➻➷➥❊➦➨➶❥➩➭➻➷➩➹➫✞➧➲➪❱➩➅➶❈➬r➼❱➾❺➘ ➧❺➬r➥❊➫✏➪❱➩■➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩➭➮✒➪❱➩✹✜☞➩➹➧❺➬ ➧❺➩➽➧♠➘✸➬r➯r➯ ➩➅➘✸➦❱➮♣➮♣➬●➼❱➬r➩➭➫⑥❈✞➦❱➩■➯➴➘
➾♣➦❀✜➨➧❺➦❱➾♣➩➷➪❱➩■➯r➬➴➘✸➬ ➮♣➥❊➫❱➮❳➺✫✪❱➬r➻➷➬✴❈✞➦❱➩➭➮✿✜☛➩➭➦➨➶❥➩➭➫❥➧ ✞❍➧♠➾♣➩■➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➸➭➩➭➮✴➩➭➫✠➧❺➩➭➻✛✜❱➮➲➾♣➸➭➩➭➯❦✧✷❈✞➦❱➩➷➺➭➩■➮♣➥❊➬ ➧✖➩➹➫✍✜❀✪✛➘✸➮♣➩
✒❥➘✩❳➭➩➭➦❱➮♣➩✠➥❊➦↔➩➭➫❭✜❀✪✛➘✸➮♣➩✠➯r➬✴❈✞➦❱➬r➪❱➩✳➥✩★↔➯r➩❧➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩✠➬r➫❥➧❺➩➭➾❺➘✩✒❊➬ ➧✂➘ï➶❊➩➭➺✠➦❱➫↔➩➭➫✞➶❈➬r➾♣➥❊➫❱➫❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧ ✠ ❋❅➳❅❋✘✎❈❋❅➳❁❑✑☛❦✖
➵✩➩➭➮✚➬r➫▼✏ ➥❊➾♣➻❀➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮①➪❐✃ ➦❱➫❱➩❤✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➩➲➾♣➬r➺✫✪❱➩➭➮♣➮♣➩❤✜☞➩➭➦➨➶❊➩➭➫❥➧ ✞❍➧♠➾♣➩➲➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➩➭➮✚➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❱➩➲➯➴➘➅➻➷➸➹➧❆✪❱➥✞➪❱➩✿✜☞➥❊➻✛✜☞➩✤▲
➮♣➥❊➫❱➪❱➩✩➩➭➮◗➧①➺➭➥❊➻➽➼❱➬r➫❱➸➭➩✚➘ï➶❊➩➭➺✩➪❱➩➭➮✘➻➷➸➹➧❆✪❱➥❈➪❱➩➭➮✯➪❱➩✩➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➬r➥✸➫Û➸➭➯➴➘✸➼☛➥❊➾♣➸➭➩➭➮✯➧❺➩➭➯ ➯r➩➭➮✰❈✞➦❱➩✩➯➴➘❳➮❆✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➮♣➺➭➥✠✜❱➬r➩✩➪❱➩
✜❀✪❱➥✸➧❺➥❈➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➫❱➮ ✠ ❋❅➳▲❍✏✎❈❋✩❏❊➚✓☛✆➥❊➦✳➯r➩➭➮✚➧❺➩➭➺✫✪❱➫❱➬✴❈✞➦❱➩➭➮❳➪❐✃ ➬r➻❀➘✩✒❊➩➭➾♣➬ ➩➭➮ ✠ ❋✩❏ ❋✠✧❯❋✩❏❥➳✒☛✄➺➭➥✸➻➷➻➷➩✖➯✢✃ ➥❊➫✞➧✩➾♣➸➭➺➭➩➭➻➷➻➷➩➭➫❥➧
➪❱➸➭➻➷➥❊➫❥➧❺➾♣➸✖➵✒➘ï➶❈➬r➮ ➩➹➧✩➘✸➯❦✖❱➩➭➫✈➻➷➩➭➮♣➦❱➾❺➘✸➫❥➧✚➪❱➩➭➮✚➪❱➬r➮◗➧❺➾❺➬ ➼❱➦➨➧♠➬ ➥❊➫❱➮ ➘✸➫❀✒❊➦❱➯➴➘✸➬r➾♣➩➭➮✧➪❱➩✿✜❀✪❱➥✸➧❺➥❈➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➫❱➮ ➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦❱➩➭➮
➩➭➫ ➧❺➩➭➻✛✜❱➮ ✠ ❋✩❏▲❏✓☛❦✧✆➩➹➧✬❱✩➮♣➮♣➬r➥❊➫❵➩➹➧■➘✸➯❦✖❉❈✞➦❱➬✘➥❊➫❥➧✦✜❱➦❵➻➷➩➹➮❺➦❱➾♣➩➭➾✴➯✢✃ ➸➹➶❥➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫✠➪❱➩Û➯➴➘☎✏ ➥❊➾♣➻➷➩❀➪❐✃ ➦❱➫❧✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧
➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮ ➶❈➬r➼❱➾❺➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➫❱➩➭➯✯✜✛➘✸➾✧➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➮♣➺➭➥✠✜❱➬r➩✖➪❱➩✓✜❀✪❱➥✸➧❺➥❈➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➫❱➮ ➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦❱➩❳➩➭➫✂➧❺➩➭➻✛✜❱➮ ✠ ❋✩❏❁❑❀✧✟❋✩❏✻❍✒☛❦✖ ✥✚➫❱➩
➘✸➦➨➧❺➾♣➩➷➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩■➪❱➩➷➮♣➦❱➬ ➶❈➾♣➩❀➯➴➘➱➪▼✔❈➫✛➘✸➻➷➬✴❈✞➦❱➩➷➪❱➩➭➮❅✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮✴➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✴➫❈➦❱➺➭➯r➸Ô➘✸➬r➾♣➩➭➮➲➾♣➩✗✜☞➥❊➮♣➩❀➮♣➦❱➾✖➯✢✃ ➩❍❒▼✜❱➯r➥❪▲
➮♣➬r➥❊➫❵➺➭➥❊➦❱➯r➥✸➻➅➼❱➬r➩➹➫❱➫❱➩Û➪❱➩➭➮➅➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩➹➮❜✧✆➺➭➥❊➻➷➻➷➩❀➯✢✃ ➥❊➫❥➧➽➪❱➸➭➻➷➥❊➫❥➧❺➾♣➸✂➤✞➧♠➘✩✜☞➩➭➯❋✏ ➩➭➯r➪➨➧➽➩➹➧■➘✸➯❦✖ ✠ ❋✩❏▲◆✒✎❈❋✩❏▲■✓☛❦✖◗❴❹➩
➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❆❏➭➾♣➩✈➦❱➯ ➧♠➾❺➘✸➺➹➥❊➦❱➾◗➧➷➪❱➩➭➮❀➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮✦✏ ➩➹➻➽➧❺➥❊➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❱➩➭➮②✜☛➩➭➾♣➻➷➩➹➧❀➫❱➥❊➫❦➮♣➩➭➦❱➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧❀➪❱➩Ý➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➩➭➾❀➯r➩
➻➷➥❊➦➨➶❊➩➭➻➷➩➭➫✞➧✒➪❱➩➭➮✒➫❱➥✕✔✞➘✸➦❈❒✳➥❊➦✳➩➭➫❱➺➭➥❊➾♣➩➽➯➴➘❀➾♣➦❀✜➨➧❺➦❱➾♣➩➽➪❐✃ ➦❱➫❱➩➽➯r➬➴➘✸➬ ➮♣➥❊➫✈➺✫✪❱➬r➻➷➬✴❈✞➦❱➩✩✧☛➻❀➘✸➬r➮✚➬r➯❇✜☞➩➭➾♣➻➷➩❍➧➲➘✸➦❱➮♣➮♣➬
➪❱➩✈➮♣➦❱➬ ➶❈➾♣➩✈➩➭➫✐➧❺➩➭➻✛✜❱➮❀➾♣➸➭➩➭➯✚➯r➩❲✜❱➾♣➥✞➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮➱➪❱➩☎✏ ➥❊➾♣➻❀➘ ➧❺➬r➥❊➫➆➪❱➩➭➮②✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➹➫✞➧❺➮✗✧✙✜❱➦❱➬r➮❊❈✞➦❱➩✈➺➭➩✈➪❱➩➭➾♣➫❱➬r➩➭➾➷➮♣➩
➪❱➸➭➾♣➥❊➦❱➯r➩■➮♣➦❱➾➲➦❱➫✠➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶✸➘✸➯r➯r➩➽➪❱➩➅➧❺➩➭➻✛✜❱➮✓✱✛➫❱➬❦✖❅✥✚➫✠➩❍❒➨➩➭➻✛✜❱➯r➩✦✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➺➭➦❱➯r➬✴❏➭➾♣➩➭➻➷➩➭➻✴➧✒➬r➫✞➧❺➸➭➾♣➩➭➮♣➮❺➘✸➫❥➧✖➪❱➩✛✜❱➾♣➥❪▲
➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮✚➪❱➩✓✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➹➫✞➧♠➘ ➧❺➬r➥✸➫Û➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦❱➩❳➩➭➫✂➧❺➩➭➻✛✜❱➮ ➘➽➸➹➧❺➸➲➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➸✿✜✛➘✸➾ t ➩ �①➘✸➬r➯✌➩➹➧✚➘✸➯❦✖ ✠ ❋✩❏▲❞✒✎❈❋✳❑ ❋☞☛❹➪✛➘✸➫❱➮✧➯➴➘
✜❱➾♣➸➭➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✂➪❱➩✬q✩➘ ❊ ✧☛➥✩★✈➯r➩➭➮✩➘ ➧❺➥❊➻➷➩➭➮ ➪❱➩✴➮♣➥✞➪❱➬r➦❱➻↕➮♣➥❊➫❥➧❨✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➮✚➘✸➦✈➺➭➥❊➦❱➾♣➮✩➪❱➩❤✜❱➯r➦❱➮♣➬r➩➭➦❱➾♣➮✚➸➹➧♠➘✩✜☞➩➭➮
➮♣➦❱➺➭➺➭➩➭➮♣➮❺➬ ➶❊➩➭➮✑✘➅➪❱➩➭➮✚➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶✸➘✸➯r➯ ➩➭➮✧➪❱➩❳➧❺➩➭➻✛✜❱➮ ➾♣➸✗✒❊➦❱➯ ➬r➩➭➾♣➮ ➘✩✜❱➾❊❏➭➮ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫✂➪❱➩➲➯➴➘➽➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✩✖

➵✒➘✸➫❱➮❃➦❱➫✹✜❱➾♣➥❈➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮❃➧❺➩➭➯❀❈✞➦❱➩✧➯➴➘✑✜❱➾♣➸➭➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❍✧ ➥❊➫✹✜☞➩➭➦➨➧✯➘✸➦❱➮♣➮♣➬✛➩❍❒▼✜❱➯r➥❊➾♣➩➭➾✭➪❱➩P❈✞➦❱➩➭➯r➯r➩①➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩
➯➴➘✒➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫➅➪❱➩✧➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✧➺➭➬r➫❱➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩✧➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩✧➪❱➩➭➮❙✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮●➸➹➶❊➥❊➯r➦❱➩✚➘✸➦■➺➭➥❊➦❱➾♣➮❃➪❱➦➅➧❺➩➭➻✛✜❱➮✗✖✞➵✒➘✸➫❱➮
➪❱➩➭➮✩➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩➭➮✩➮♣➬r➻✛✜❱➯r➩➭➮ ➺➭➥❊➻➷➻➷➩➲➯r➩➭➮✚➻➷➥❊➯r➸➹➺➭➦❱➯r➩➭➮ ➪❱➬➴➘ ➧❺➥❊➻➷➬❋❈✞➦❱➩➭➮✗✧☛➯➴➘➅➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫✂➪❱➩➭➮❑✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮✚➘✸➦❈❒
➧❺➩➭➻✛✜❱➮➅➯r➥❊➫❀✒❊➮➅➾♣➩ ✥③❏➹➧❺➩✂➯r➩➱➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩Ý➪❐✃ ➘✸➼❱➮♣➥❊➾❊✜➨➧❺➬r➥❊➫➆➪❱➩➱➯➴➘✳➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✌✠ ❋✳❑✞➳✒☛❦✖❙✸✘➩☎❈✞➦❱➬✧➫❐✃ ➩➭➮◗➧✛✜✛➘✸➮■➯r➩Û➺Ô➘✸➮



❋❅➳✸➚ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✏✑✁� ✍✎✞ ✟ ✟ ✝ ☞✄✝ ☞✎✦ ✂ ☎✞✡✌✚ ✝ ✝✑✏✕✏✌✓ ✁✜✝ ✂ ✟☛✝ ✓ ✤ ✝ � ✟ ✤✞☞✎✢✣✓✔✦ ✚ ✁✆✟ ✦ ☞

➪✛➘✸➫❱➮✩➯r➩➭➮❑✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾♣➮ ➧❺➩➭➻✛✜❱➮✩➪❱➩✴➯➴➘✹✜❱➾♣➸➭➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫♣✘➷➺Ô➘✸➦❱➮♣➩➽➪❱➦♣✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜☞➩✖➪❐✃ ➬r➫❱➺➭➩➭➾◗➧❺➬ ➧❺➦❱➪❱➩✩✖☞➵✒➘✸➫❱➮✒➪❱➩➭➮
➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩➭➮◆✜❱➯r➦❱➮✆➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩➭➮✗✧❅➦❱➫❱➩✯➻➷➩➭➮♣➦❱➾♣➩✯➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦❱➩✯➩➭➫✖➧❺➩➭➻✛✜❱➮✆➪❱➩✯➯➴➘ ➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥✸➫➲➪❱➩➭➮❇✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮❉✜☞➩➭➦➨➧
✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧♣➧❺➾♣➩✴➪❱➩❤✏✔➘✸➬r➾♣➩✖➯r➘➷➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➽➩➹➫✞➧❺➾♣➩❅✜❱➯r➦❱➮♣➬r➩➭➦❱➾♣➮✩➺Ô➘✸➫✛➘✸➦❈❒✈➪❱➩❅✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫❍✧✛➺✫✪✛➘✸➺➭➦❱➫❧➘❜✔❥➘✸➫✞➧✩➮❺➘
✜❱➾♣➥✠✜❱➾♣➩➲➸➭➺✫✪❱➩➭➯r➯r➩❳➪❱➩❳➧❺➩➭➻✛✜❱➮ ➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮◗➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖

❱❑✱✛➫✈➪❐✃ ➸➹➧❺➦❱➪❱➬r➩➭➾ ➯r➩➭➮P✜☞➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸➭➮✧➥✩❢✌➩➭➾◗➧❺➩➭➮❑✜✛➘✸➾ ➺➭➩➹➧♣➧❺➩✖➻➷➸➹➧❆✪❱➥✞➪❱➩✩✧☞➘✸➬r➫❱➮♣➬❍❈✞➦❱➩✖➮♣➩➭➮✩➺➭➥❊➫❥➧❺➾❺➘✸➬r➫❥➧❺➩➭➮ ➩➹➧
➮♣➩➭➮❃➯r➬r➻➷➬ ➧♠➘ ➧❺➬ ➥✸➫❱➮✗✧✸➫❱➥❊➦❱➮✯➘ï➶❊➥❊➫❱➮❃➺✫✪❱➥❊➬r➮♣➬❱➪❐✃ ➸➹➧❺➦❱➪❱➬r➩➭➾❃➯➴➘✑✜❱➾♣➸➭➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➽➪❱➩ ➯➴➘✒➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✽q✩➘ ❊ ❈✞➦❱➬✛➺➭➥❊➫❱➮◗➧❺➬ ▲
➧❺➦❱➩❀➦❱➫ ➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩Û➪❱➩Û➾♣➸■✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➹➩✩✖✙✸✘➩➹➧♣➧❺➩Û➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩➷➘☎✏✔➘✸➬ ➧✴➯✢✃ ➥❊➼❩★◗➩➹➧✴➪❐✃ ➸➹➧❺➦❱➪❱➩➭➮➽➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮✴➩➹➧➽➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬ ▲
➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩➭➮❙✜☞➥❊➦❱➮♣➮♣➸➭➩➭➮✗✖▼♠●➫✛✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➺➭➦❱➯r➬ ➩➭➾✗✧✸➯➴➘❳➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥✸➫➅➪❐✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩ ➺➭➬r➫❱➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩ ➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩①➪❱➩➭➮✙✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮
➘➷➸➹➧❺➸➽➸➹➧❺➦❱➪❱➬r➸➭➩✖➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧✒➩➭➫❧➘ ➫✛➘✸➯❋✔❈➮❺➘✸➫✞➧✩➯✢✃ ➸➹➶❊➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫Ý➪❱➩➽➯➴➘✦✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✈➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➽➫✞➦❱➺➭➯r➸Ô➘✸➬r➾♣➩✖➪✛➘✸➫❱➮
➯r➩✚➺Ô➘✸➫✛➘✸➯☞➪❱➩❑✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫❀➘✸➦Û➺➭➥❊➦❱➾♣➮✘➪❱➦✶✜❱➾♣➥❈➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮✧➪❱➩❨✜❱➾♣➸➭➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫ ✠ ❋✳❑✻❏✒✎❈❋✳❑✻◆✓☛❦✖❩❴●✃ ➘✸➫✛➘✸➯❋✔❈➮♣➩✩➪❱➩
➺➭➩➹➧♣➧❺➩✩➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫➷➪✛➘✸➫❱➮✘➯r➩➭➮✺✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾♣➮❃➧❺➩➭➻✛✜❱➮✘➪❱➩✩➯➴➘✿✜❱➾♣➸➭➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❀➘✴➻➷➥❊➫❥➧❺➾♣➸❑❈✞➦❐✃ ➩➭➯r➯r➩✚➸➹➧♠➘✸➬ ➧✘➾♣➩➭➯➴➘❝▲
➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧✯➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➩ ➪❱➩✚➺➭➩➭➯r➯r➩✧➥❊➼➨➧❺➩➭➫❈➦❱➩✚➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❱➩✚➯r➘➲➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩①➮➭✃ ➩➭➮◗➧①➺➭➥❊➻✛✜❱➯✴❏➹➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧✯➪❱➬r➮♣➮♣➥✞➺➭➬r➸➭➩✩✖❈➵✒➘✸➫❱➮
➺➭➩➹➧♣➧❺➩➷➸➹➧❺➦❱➪❱➩✩✧✵➯➴➘②✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❧➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩❀➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✧❹➬❦✖ ➩✩✖❐➯➴➘✶✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❧➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➷➪❱➩➭➮✖➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩➭➮➲➘❜✔❥➘✸➫❥➧
➪❱➸❄★❊✘Û➪❱➬r➮♣➮♣➥✞➺➭➬r➸✩✧✌➸➹➧♠➘✸➬ ➧✩➪❱➸■✱✛➫❱➬r➩➽➺➭➥❊➻➷➻➷➩✴➸➹➧♠➘✸➫❥➧❳➯➴➘✛✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✴➪❱➩➽➯➴➘✛✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✈➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➽➧❺➥✸➧♠➘✸➯r➩✖➮♣➩➽➧❺➾♣➥❊➦➨➶ ➘✸➫✞➧
➪✛➘✸➫❱➮✧➯➴➘➽➾♣➸✗✒❊➬r➥❊➫➱➪❱➩❳➯✢✃ ➩➭➮❊✜✛➘✸➺➭➩❳➥✩★✂➯r➩➭➮✧➮♣➦❱➾❯✏✔➘✸➺➭➩➭➮ ➪❱➩✓✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯❐➮♣➥❊➫❥➧ ➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧❺➩➭➮✗✧✛➺➭➩✿❈✞➦❱➬❐➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪♣✘
➦❱➫❱➩➲➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩➲➺➭➬r➫❱➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩❳➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩❳➪❱➩➭➮✽✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫✞➧❺➮✧➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧❺➩✩✖ ✸✘➩✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧❜✧☞➺➹➩➹➧♣➧♠➩➲➪❱➸■✱✛➫❱➬ ➧❺➬r➥❊➫➱➫❐✃ ➸➹➧♠➘✸➬ ➧
✜✛➘✸➮①➘✩✜❀✜❱➦▼✔❊➸➭➩✓✜✛➘ ➾✘➦❱➫Û➮♣➺✤✪❱➸➹➻❀➘➽➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫✞➧♠➘✸➯☛➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮◗➧❺➩❑✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧♣➧♠➘✸➫❥➧①➪❱➩✩➮♣➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫❱➫❱➩➭➾✘➩■❢✌➩➭➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧
➯➴➘✦✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✂➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➽➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖☞➵✩➩❤✜❱➯r➦❱➮✚➯➴➘■➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫✈➪❱➩➭➮❑✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮ ➫❱➩➭➦➨➧❺➾♣➩➭➮❨✜❱➾❺➥✞➪❱➦❱➬ ➧❺➮❑✜✛➘✸➾
➯➴➘➽➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➫❐✃ ➩➭➮◗➧❑✜✛➘✸➮ ➺✫✪❱➥❊➮♣➩✴➘✸➬r➮♣➸➭➩✿✘■➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮♣➩➭➾✗✖

➵✒➘✸➫❱➮●➺➭➩✧➺✫✪✛➘✩✜❱➬ ➧❺➾♣➩✩✧✠✘✑✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➾✄➪❱➩➭➮❃➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮✭➪❱➩✧➫❱➥❊➮✭➮♣➬r➻➽➦❱➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮✗✧ ➫❱➥❊➦❱➮❙✜❱➾♣➥✠✜☞➥✸➮❺➥✸➫❱➮●➦❱➫■➮♣➺✫✪❱➸➭➻❀➘
➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮◗➧❺➩☎❈✞➦❱➬✩➪❱➩➹➶❈➾❺➘✸➬ ➧②✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧♣➧❺➾♣➩✈➪❱➩✈➻➷➩➭➮♣➦❱➾♣➩➭➾❀➩➭➫❦➧❺➩➭➻✛✜❱➮❀➾♣➸➭➩➭➯✚➯➴➘✠➪❱➬ ➮♣➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥✸➫✐➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩✳➪❱➩➭➮
✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮✗✖❉♠●➫▲➩■❢✌➩➹➧❜✧✆➫❱➥❊➦❱➮✖➻➷➥❊➫❥➧❺➾♣➩➭➾♣➥❊➫❱➮✿❈✞➦❐✃ ➩➭➫ ➦➨➧❺➬r➯r➬r➮❺➘✸➫❥➧➲➦❱➫❱➩➷➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❧➮♣➥❊➫❱➪❱➩❀➪❱➩✛✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩➭➮
★◗➦❱➪❱➬r➺➭➬r➩➭➦❱➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✘➺✫✪❱➥❊➬r➮♣➬r➮❃➪❐✃ ➦❱➫❱➩❨✜✛➘✸➾◗➧❜✧❥➥❊➫②✜☞➩➭➦➨➧✘➮♣➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫❱➫❱➩➭➾✯➯➴➘✑✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫➷➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✒➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩ ➩➭➫
➬r➥❊➫❱➬r➮❺➘✸➫❥➧①➯r➩➭➮①➘ ➧❺➥❊➻➷➩➭➮①➪❱➩✒➮♣➥❈➪❱➬r➦❱➻ ✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧❺➮✺✜✛➘✸➾①➯➴➘✴➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❍✧✞➩➹➧✧➪❐✃ ➘✸➦➨➧❺➾♣➩✓✜✛➘✸➾◗➧❡❈✞➦❱➩❳➯➴➘✴➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦❩▲
➧❺➬r➥❊➫➲➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩❃➪❱➩✯➺➭➩➭➮✆➬r➥❊➫❱➮❹➪❱➬❋❢✯❏➭➾♣➩✙✜☛➩➭➦✴➪❱➩❃➯➴➘✧➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❳➪❱➩➭➮✄➘ ➧❺➥❊➻➷➩➭➮❹➪❱➩❃➮♣➥❈➪❱➬r➦❱➻✬➘✩✜❀✜✛➘✸➾❺➘✸➬r➮♣➮❺➘✸➫❥➧
➪✛➘✸➫❱➮ ➯➴➘➅➾♣➸✗✒❊➬r➥❊➫✂➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖♦❂●➦❱➬r➮ ➫❱➥❊➦❱➮ ➻➷➥❊➫❥➧❺➾♣➩➭➾♣➥❊➫❱➮✽❈✞➦❐✃ ➩➭➫Ý➧❺➬r➾❺➘✸➫✞➧✽✜✛➘✸➾◗➧❺➬❹➪❱➩➭➮ ➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮◗➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮
➪❱➩✴➯➴➘✹✜❱➾♣➸➭➪❱➬r➮♣➮♣➥✞➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫Ý➪❱➩✬q✩➘ ❊ ✧☞➬ ➯✵➩➭➮◗➧✑✜☞➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩➲➪❱➩✴➻❀➘✸➫❱➬✴✜❱➦❱➯r➩➭➾ ➯➴➘■➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥✸➫Ý➪❱➩➭➮❑✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮✚➩➭➫
➘✩✒❊➬r➮♣➮❺➘✸➫❥➧✚➮♣➦❱➾ ➯r➩➭➮ ➪❱➩✗✒❊➾♣➸➭➮✚➪❱➩✖➯r➬r➼☞➩➭➾◗➧❺➸❳➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩➭➮ ➪❱➩✖➯➴➘➅➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩❳➘ï➶❊➩➭➺✖➦❱➫❱➩✖➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫➱➯➴➘✸➮♣➩➭➾ ➬r➫❩▲
➧❺➩➭➫❱➮♣➩✩✖✯✸✘➩➭➮✚➺✤✪✛➘✸➫❀✒❊➩➭➻■➩➭➫✞➧❺➮✩➘❪❢✌➩➭➺❍➧♠➩➹➫✞➧✩➘✸➯r➥❊➾♣➮✧➯➴➘✬✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✂➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✖➫✞➦❱➺➭➯r➸Ô➘✸➬r➾♣➩➲➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✧✛➩➹➧✚➪❱➥❊➫❱➺
➯➴➘➽➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➩➭➮✽✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫✞➧❺➮✗✖③❂●➯r➦❱➮♣➬r➩➭➦❱➾♣➮①➧❄✔❩✜☛➩➭➮✚➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❱➮①➪❱➩➲➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩❳➮♣➩➭➾♣➥❊➫❥➧✚➩➭➫✞➶❈➬r➮❺➘✩✒❊➸➹➮❜✖

✸✘➩➅➺✫✪✛➘✩✜❱➬ ➧❺➾♣➩➽➩➭➮◗➧❳➥❊➾❊✒❥➘✸➫❱➬r➮♣➸✴➪❱➩➅➯➴➘➷➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩✴➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧❺➩Û❮✌➪✛➘✸➫❱➮❳➦❱➫⑤✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾✚➧❺➩➭➻✛✜❱➮✗✧✌➫❱➥❊➦❱➮✒➾❺➘✩✜❩▲
✜☞➩➭➯r➥✸➫❱➮✚➯r➩➭➮P✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜✛➘✸➯r➩➭➮✧➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮❊❈✞➦❱➩➭➮✩➪❱➩➲➯➴➘➅➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✿q✩➘ ❊ ✧☛➩➹➧✚➫❱➥❊➦❱➮✚➪❱➸➭➺➭➾♣➬ ➶❊➥❊➫❱➮✚➯r➩✿✜❱➾♣➥❈➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮✩➪❱➩
✜❱➾♣➸➭➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘❅➧♠➬ ➥❊➫❍✖◆♠●➫❱➮♣➦❱➬ ➧❺➩Û➫❱➥❊➦❱➮✬✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➥❊➫❱➮■➯r➩➭➮✴➻➷➸➹➧❆✪❱➥❈➪❱➩➭➮➽➫✞➦❱➻➷➸➭➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮➽➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➸➭➩➭➮✬✜☛➥❊➦❱➾➽➮♣➬r➻➽➦❱➯r➩➭➾
➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫■➪❱➩✚➯➴➘❳➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩ ➘Ô➶❥➩➭➺✚➯r➩➭➮✯➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮❙✜☞➥❊➻✛✜☞➩ ➩➹➧✘➮♣➥❊➫❱➪❱➩✩✖▼♠●➫❀➫❱➥❊➦❱➮✘➘✩✜❀✜❱➦▼✔❥➘✸➫❥➧①➮♣➦❱➾✯➦❱➫❱➩
➘✩✜❀✜❱➾♣➥❈➺✫✪❱➩➱➘✸➫✛➘✸➯❋✔✞➧❺➬✴❈✞➦❱➩❀➮♣➬r➻✛✜❱➯ ➬❋✱✛➸➭➩✩✧✵➫❱➥❊➦❱➮➽➪❱➥❊➫❱➫❱➥❊➫❱➮➽➦❱➫❱➩Û➬r➻❀➘✩✒❊➩➷➺➭➯➴➘✸➬r➾♣➩➷➪❱➦ ➾❊✐❊➯r➩❀➪❱➩Û➯➴➘Ý➮♣➥❊➫❱➪❱➩Û➪✛➘✸➫❱➮
➯✢✃ ➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶ ➘ ➧❺➬r➥❊➫✠➪❱➩■➯➴➘➱➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫✏➪❱➩➭➮❤✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➹➫✞➧❺➮✗✖✷❂●➦❱➬r➮✴➘✩✜❱➾❊❏➭➮✴➘Ô➶❊➥❊➬r➾✓✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➸➷➯r➩➭➮➲➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮✖➪❱➩➭➮
➮♣➬r➻➽➦❱➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮①➫❈➦❱➻➷➸➹➾❺➬❋❈✞➦❱➩➭➮✚➪❱➩➲➯✢✃ ➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩✿✜☞➥❊➻✛✜☞➩✤▲✰➮♣➥❊➫❱➪❱➩✩✧✛➫❱➥❊➦❱➮ ➪❱➬r➮♣➺➭➦➨➧❺➩➭➾♣➥❊➫❱➮✚➪❱➩➲➯➴➘✬✏✔➘✸➬r➮❺➘✸➼❱➬r➯ ➬ ➧❺➸✒➪❱➩
➯✢✃ ➩❍❒▼✜☞➸➹➾❺➬ ➩➭➫❱➺➭➩✩✖❙✸✘➩➹➧♣➧❺➩❀➸➹➧❺➦❱➪❱➩❀➮♣➩➭➾❺➘✈➮♣➦❱➬ ➶❈➬r➩➷➪❱➩❀➯✢✃ ➩❍❒▼✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫✠➪❱➦✍✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜☞➩➷➪❱➦▲➺➭➥❊➫✞➧❺➾❊✐❊➯r➩■➪❱➩❀➯➴➘✂➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬ ▲
➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫Ý➪❱➩➭➮P✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮P✜✛➘✸➾ ➬r➫✞➧❺➩➭➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫✂➪❱➩✖➯r➘■➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩➲➘Ô➶❊➩➭➺✖➦❱➫❱➩✴➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫➱➬r➫✞➧❺➩➭➫❱➮♣➩✩✖ ❂●➯ ➦❱➮❺➬ ➩➭➦❱➾♣➮
➮♣➺✫✪❱➸➭➻❀➘✸➮➅➪❱➩➱➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩Û➬r➻✛✜❱➯ ➬✴❈✞➦✛➘✸➫❥➧➽➪❱➩➭➮➅➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮✴➪❱➩☎❵✚➘✸➼❱➬✘➥❊➦s✘✳➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩➱➪❱➩✶✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➹➩Ý➮♣➩➭➾♣➥❊➫❥➧
➘✸➯r➥❊➾♣➮❡✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➸➭➮✗✖



✑✁� ✍✁� ☞✁� ✏✆✟✄✂✜✢✣☞✎✢✣✓ ✝☎✂✜✦ ☞ ☞ ✟ ✟☛�✞✚ ✓✔✡✕✝ ☞ ❋❅➳❅❋

➍✛➡ ★✪✩ ✾✝✆ ✼ ✵✟✞ ✿❀❃ ✿ ✭ ✺✠✞ ❁❂❃ ❃✌✵ ✵ ☞☛✟ ✭✳✫✮✷❂❃
✞☛✡ ☎✡✠✥☎✡✠ ✂ ✛☞✝✪✕✘✗ ✟✪✣✜✩✫✩✫✏✓✒✔✣✜✛✢✍✑✣✜✏✥✤ ✟✪★☞✡ ✛❙✞

�✂✁☎✄✝✆❬❊ ❖✬✖●❋✍✎●✸✘➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮✩➪❱➩✿✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯❹➪❱➩✖➯➴➘➅➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✓q✩➘ ❊ ➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶❊➩➭➫✛➘✸➫❥➧✩➪✛➘✸➫❱➮✚➯✢✃ ➸➹➧❺➦❱➪❱➩➲➯➴➘✦✜❱➾♣➸➭➪❱➬r➮♣➮♣➥❪▲
➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✂➘Ô➶❊➩➭➺✖➯r➩➭➮✧➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾♣➮ ➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➲➪❱➩➲➯➴➘✬✜☞➥❊➻✛✜☞➩❳➩➹➧✚➪❱➩➲➯➴➘➽➮♣➥❊➫❱➪❱➩✩✖

❴●✃ ➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩✦✜☞➥❊➻✛✜☛➩✤▲✰➮♣➥❊➫❱➪❱➩✬❈✞➦❱➩➽➫❱➥❊➦❱➮✒➫❱➥❊➦❱➮✑✜❱➾♣➥✠✜☞➥❊➮♣➥❊➫❱➮✒➪❱➩➽➮♣➬r➻➽➦❱➯r➩➭➾❑✜☞➩➭➦➨➧ ✞➹➧❺➾♣➩➽➪❱➸➭➺➭➾♣➬ ➧❺➩✴➩➭➫
➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮❺➘✸➫✞➧✬❈✞➦✛➘ ➧❺➾♣➩➱➸➹➧♠➘ ➧❺➮■➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩➹➮■➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮➽➪❱➩➱➯➴➘✳➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✶q✩➘ ❊ ✧✭➪❱➥❊➫✞➧■➯r➩➹➮➅➮♣➦❱➾❯✏✔➘✸➺➭➩➭➮■➪❱➩
✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯✯➮♣➥❊➫✞➧➽➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸Ô➩➭➮■➩➭➫✍✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫ ➪❱➩Û➯➴➘Ý➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩❀➬r➫✞➧❺➩➭➾♣➫✞➦❱➺➭➯r➸Ô➘✸➬r➾♣➩

r
➮♣➦❱➾➽➯➴➘☎✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖●❋✠✖

❊ ➫❱➬ ➧❺➬➴➘✸➯ ➩➭➻➷➩➭➫❥➧➷➯➴➘❧➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✂➩➭➮◗➧Û➪✛➘✸➫❱➮❀➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧❀➬r➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩ 1Σ+
✧❃➫❱➥✸➧❺➸ |G〉 ✜✛➘✸➾➷➯➴➘❧➮♣➦❱➬ ➧❺➩✩✧✯➪❱➩✈➫❱➥❊➻➽➼❱➾♣➩❈✞➦✛➘✸➫❥➧❺➬✴❈✞➦❱➩

Ω = 0+
✲
h̄Ω

➩➭➮◗➧①➯➴➘✖➺➭➥❊➻✛✜☞➥❊➮❺➘✸➫❥➧❺➩✩➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫✞➧①➯✢✃ ➘❅❒➨➩✚➬r➫✞➧❺➩➭➾♣➫✞➦❱➺➭➯r➸Ô➘✸➬r➾♣➩✚➪❱➦Û➻➷➥❊➻➷➩➭➫❥➧✘➺➭➬r➫❱➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩
➧❺➥✸➧♠➘✸➯✸➪❱➩❃➯r➘①➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✕✵✤✧■❈✞➦❱➬❥➺➭➥❊➾♣➾❊❏➭➯r➩●➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧✆➘Ô➶❊➩➭➺

Na++I−
✖❜❴●✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❨✜☞➥❊➻✛✜☞➩✭➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➩

➯➴➘❀➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩➲➶❊➩➭➾♣➮❳➪❱➩➭➦❈❒✏➸➹➧♠➘ ➧❺➮❳➺➭➥ï➶ ➘✸➯r➩➭➫✞➧❺➮✒➪❱➩➽➫❱➥❊➻➽➼❱➾♣➩✬❈✞➦✛➘✸➫❥➧❺➬✴❈✞➦❱➩
Ω = 0+

➩➹➧
Ω = 1

➩➹➧❳➪❱➩➽➯r➬r➻■➬ ➧❺➩
➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩

Na(3s)+ I(5p5)
✖▼✸✘➩➭➮✘➸➹➧♠➘ ➧❺➮✯➺➭➥❊➦❀✜☛➩➭➫✞➧✘➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✙✏ ➥❊➫❱➪✛➘✸➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯✛➬r➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩❑✘➲➦❱➫❱➩✚➪❱➬r➮◗➧❍➘ ➫❱➺➭➩

➬r➫❥➧❺➩➭➾♣➫❈➦❱➺➭➯r➸Ô➘✸➬r➾♣➩
Rc ≃ 7 ☞ ✖✺❴●✃ ➸➹➧♠➘ ➧ Ω = 0+

✧✰❈✞➦❱➩✳➫❱➥❊➦❱➮❀➫❱➥✸➧❺➩➭➾♣➥❊➫❱➮ |C〉 ✧✯➩➭➮◗➧②✏ ➥❊➾◗➧❺➩➭➻➷➩➭➫✞➧❀➺➭➥❊➦❀✜❱➯r➸➘Ô➶❥➩➭➺Û➯✔✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |G〉 ✧✆➺➭➩✶❈✞➦❱➬✘➮♣➩➷➧❺➾❺➘✸➪❱➦❱➬ ➧✴➪✛➘✸➫❱➮➽➯➴➘Ý➼✛➘✸➮♣➩❀➪❱➩➭➮➽➸➹➧♠➘ ➧❺➮➅➘✸➪❱➬r➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮❅✜✛➘✸➾✖➦❱➫❵➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧
➸➹➶❈➬ ➧❺➸➅➩➭➫

r = Rc

➩➭➫✞➧❺➾♣➩➅➯r➩➭➮❳➺➭➥❊➦❱➾♣➼☛➩➭➮➲➪❱➩✹✜☛➥✸➧❺➩➭➫✞➧❺➬r➩➭➯✄➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮✒➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧❺➩➭➮✗✧✵➺➭➥❊➫❱➪❱➦❱➬r➮❺➘✸➫❥➧❤✘
➯➴➘✛✏ ➥❊➾♣➻❀➘ ➧❺➬ ➥❊➫✈➪❐✃ ➦❱➫✟✜❱➦❱➬ ➧❺➮✒➪❱➩✬✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯✭➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩●✲î➧❺➬r➾♣➩➹➧❺➮✒➮♣➦❱➾✒➯➴➘✛✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖●❋❝✵✤✖✷❴✭✃ ➸➹➧♠➘ ➧

Ω = 1
✧

➫❱➥❊➫■➺➭➥❊➦❀✜❱➯r➸✚➘Ô➶❊➩➭➺ ➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |G〉 ✧❊➩➭➮◗➧✰✜❱➦❱➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✯➪❱➬r➮♣➮♣➥✞➺➭➬➴➘ ➧❺➬❋✏❄✖✠❂✄➘✸➾✭➶❥➥❊➬r➩✧➪❱➩✧➺➭➥❊➫❱➮♣➸✗❈✞➦❱➩Ô➫❱➺➭➩✩✧❈➯r➩➭➮●➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩➭➮➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸➭➩➭➮➲➪✛➘✸➫❱➮❳➺➭➩➹➧➲➸➹➧♠➘ ➧❳➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬r➩➭➫❥➧✒➧❺➾❊❏➭➮❳➾❺➘✩✜❱➬r➪❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧✛✲ ∼ 50
✏ ➮✫✵✤✧❹➘❝★◗➥❊➦➨➧♠➘✸➫✞➧✒➮♣➬r➻✛✜❱➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧✒➦❱➫⑤✏ ➥❊➫❱➪



❋❅➳❊➳ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✏✑✁� ✍✎✞ ✟ ✟ ✝ ☞✄✝ ☞✎✦ ✂ ☎✞✡✌✚ ✝ ✝✑✏✕✏✌✓ ✁✜✝ ✂ ✟☛✝ ✓ ✤ ✝ � ✟ ✤✞☞✎✢✣✓✔✦ ✚ ✁✆✟ ✦ ☞

➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧❃➘✸➦➽➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯❩✜☞➥❊➻✹✜☞➩✤▲✰➮♣➥❊➫❱➪❱➩①➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➸✽✜☛➥❊➦❱➾✭➪❱➩➭➮✭➪❱➸➭➯➴➘✸➬r➮❇✜❱➯r➦❱➮◆✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➮◗❈✞➦❱➩ ❍✸➚❑✏ ➮✗✖✮✸✘➥❊➻➷➻➷➩✯➫❱➥❊➦❱➮
➮♣➥❊➻➷➻➷➩➭➮●➦❱➫❱➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫✞➧✯➬r➫❥➧❺➸➭➾♣➩➭➮♣➮♣➸➭➮✺✜✛➘✸➾❃➯r➩➭➮❙✜❀✪❱➸➭➫❱➥❊➻✛❏➭➫❱➩➭➮✘➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘✸➫❥➧✯➪❱➦➷➺➭➥❊➦❀✜❱➯➴➘✩✒❊➩ ➩➭➫❥➧❺➾♣➩ |G〉 ➩➹➧ |C〉 ✧➫❱➥❊➦❱➮✩➫❱➩✬✜❱➾♣➩➭➫❱➪❱➾♣➥❊➫❱➮✑✜✛➘✸➮✒➩➭➫✳➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩✴➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧

Ω = 1
➯r➥❊➾♣➮✩➪❱➩✴➫❱➥❊➮✒➮♣➬r➻➽➦❱➯➴➘ ➧❺➬ ➥✸➫❱➮ ✠ ❋✳❑❀❜❩✧❱❋✳❑✻■✓☛❦✖ ❴●✃ ➸➹➧♠➘✩✜☞➩

➮♣➥❊➫❱➪❱➩➅➩➭➮◗➧➲➦❱➫❱➩➽➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫⑤✘Û➪❱➩➭➦❈❒⑤✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮✒➶❊➩➭➾♣➮➲➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧❨✏ ➥❊➫❱➪✛➘✸➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯ |I〉 ➪❱➩➅➯✢✃ ➬r➥❊➫ NaI+
➶❈➬➴➘❀➦❱➫

➸➹➧♠➘ ➧✘➪❱➩✑❵✽✔❈➪❱➼☞➩➭➾❊✒ |R〉 ❈✞➦❱➬☞➺➭➥❊➾♣➾❊❏➭➯r➩✩➘Ô➶❥➩➭➺ Na(4p)+ I(5p5)
✖▼q✚➥❊➦❱➮✘➫❱➥✸➧❺➩➭➾♣➥❊➫❱➮

Hi

➯✢✃ ❫✩➘✸➻➷➬r➯ ➧❺➥✸➫❱➬r➩➭➫➷➪❱➩➭➮
➫❱➥✕✔❥➘✸➦❈❒Û➪✛➘✸➫❱➮✘➺✫✪✛➘✸➺➭➦❱➫➱➪❱➩✩➺➭➩➭➮✘➸➹➧♠➘ ➧❺➮✗✧❈➩➹➧

Vi

✧
i = G, C, R, I

➯r➩➭➮✘➮♣➦❱➾❯✏✔➘✸➺➭➩➹➮①➪❱➩❨✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯☞➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮
➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧❺➩➭➮✗✖✠✸✘➩➭➮✆➮♣➦❱➾❯✏✔➘✸➺➭➩➭➮✗✧ ➘✸➬r➫❱➮♣➬✮❈✞➦❱➩❃➯r➩●➧❺➩➭➾♣➻➷➩●➪❱➩✯➺➭➥❊➦❀✜❱➯➴➘✩✒❊➩●➩➭➫✞➧❺➾♣➩❃➯r➩➭➮✵➸➹➧♠➘ ➧❺➮ |G〉 ➩➹➧ |C〉 ✧ï➮♣➥❊➫❥➧➬r➮♣➮♣➦❱➩➭➮➽➪❐✃ ➸➹➧❺➦❱➪❱➩➭➮✦✜☛➥❊➻✛✜☞➩✤▲✰➮♣➥❊➫❱➪❱➩Û➘✸➫❥➧❺➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾♣➩➭➮➅➘❜✔✞➘✸➫❥➧➽➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➩➭➮➽➪❱➩➭➮➽➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮✴➩➭➫❵➩❍❒➨➺➭➩➭➯r➯r➩➭➫❥➧➅➘✸➺➭➺➭➥❊➾♣➪
➘Ô➶❊➩➭➺✖➯✢✃ ➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➹➩ ✠ ❋✳❑✻❏▼✧✟❋✳❑▲❑❀✧✟❋✳❑✻❞▼✧✟❋✶❍✸➚✓☛❦✖

q✚➥❊➦❱➮➱➮♣➦❀✜❀✜☞➥❊➮♣➥❊➫❱➮☎❈✞➦❱➩❧➯r➩➭➮➱➻■➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩➭➮Û➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➸➭➩➭➮✂➮♣➩✏➧❺➾♣➥❊➦➨➶❊➩➭➫❥➧✂➧❺➥❊➦➨➧❺➩➭➮➱➬r➫❱➬ ➧❺➬r➘✸➯ ➩➭➻➷➩➭➫❥➧Û➮♣➦❱➾
➯r➩■➫❱➬ ➶❥➩Ô➘✸➦✠➶❈➬r➼❱➾❺➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➫❱➩➭➯●➪❱➩✛✜❱➯r➦❱➮✖➼✛➘✸➮♣➮♣➩Û➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩➷➪❱➩➷➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |G〉 ✧✵➥✩★▲➩➭➯r➯r➩➭➮✖➮♣➥❊➫❥➧✴➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸➭➩➭➮✬✜✛➘✸➾✖➦❱➫❱➩✜❱➾♣➩➭➻➷➬✴❏➭➾♣➩➱➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫➆➦❱➯ ➧❺➾❺➘✸➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➩➱➯r➬r➻■➬ ➧♣➸➭➩●✜✛➘✸➾➅➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩✂➪❱➩✑❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾➅➪❱➩Ý➪❱➦❱➾♣➸➭➩

τ0 =
◆❊➚✳✏ ➮✗✧

➘Ô➶❊➩➭➺✈➦❱➫❱➩✈➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾➷➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩Ý➺➭➩➭➫✞➧❺➾❺➘✸➯r➩Ý➪❱➩✙❏ ❋ï➚❧➫❱➻❲✖✺✸✘➩➹➧♣➧❺➩✈➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫➆➺➭➾♣➸➭➩✈➦❱➫❫✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❀➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮
➫✞➦❱➺➭➯r➸Ô➘✸➬r➾♣➩✚➼❱➬r➩➭➫❀➯r➥✞➺Ô➘✸➯r➬r➮♣➸✩✧❥➮♣➦❀✜☞➩➭➾❊✜☛➥❊➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❀➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➩✒➪❱➩❨✜❱➯r➦❱➮♣➬r➩➭➦❱➾♣➮✯➫❱➬ ➶❥➩Ô➘ ➦❈❒➷➶❈➬r➼❱➾❺➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➫❱➩➭➯r➮❃➪❱➦✶✜❱➦❱➬ ➧❺➮
➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖◆✸✘➥❊➻➷➻➷➩❀➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩➷➪❐✃ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫ ➩➭➮◗➧■➘✸➦❩▲✰➪❱➩➭➮♣➮♣➥❊➦❱➮➅➪❱➩Û➯➴➘Ý➯r➬r➻➷➬ ➧❺➩➷➪❱➩Û➪❱➬r➮♣➮♣➥✞➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫▲➪❱➩
➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |G〉 ✧✌➯r➩❅✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧➲➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➅➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯r➩✖➩➭➫❱➮♣➦❱➬ ➧❺➩➽➪✛➘✸➫❱➮❳➺➭➩✦✜❱➦❱➬ ➧❺➮✒➪❱➩✬✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯✭➘✸➫❀✪✛➘✸➾♣➻➷➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩➽➘Ô➶❥➩➭➺➦❱➫❱➩✓✜☞➸➭➾♣➬r➥✞➪❱➩❳➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➩✓✜✛➘✸➾✧➯✢✃ ➸➭➺Ô➘ ➾♣➧✧➩➹➫✞➧❺➾♣➩❳➯r➩➭➮①➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➮①➫❱➬ ➶❥➩Ô➘✸➦❈❒Û➶❈➬r➼❱➾❺➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➫❱➩➭➯r➮✘➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸➭➮✗✧❱➮♣➥❊➬ ➧❜✧➨➪✛➘✸➫❱➮
➫❱➥✸➧❺➾♣➩➅➺Ô➘✸➮✗✧❐➦❱➫❱➩✹✜☛➸➭➾♣➬r➥❈➪❱➩➅➪❐✃ ➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧♣➬r➥✸➫

Tv ≃ ❋✠✧ ➳②✜❱➮✡✠ ❋✶❍❅❋☞☛❦✖❉✸✘➩✗✜☛➩➭➫❱➪✛➘✸➫✞➧❜✧❹➯✢✃ ➸➹➶❊➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫✳➪❱➦❧➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩
➘✸➦✍✜☞➥❊➬ ➫✞➧✖➪❱➩❀➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➩➭➻■➩➭➫✞➧✴➫❐✃ ➩➭➮◗➧✬✜✛➘✸➮✖➺➭➥❊➻✛✜❱➯✴❏➹➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧✴➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖❉♠●➫ ➩■❢✌➩➹➧❜✧✵➺✤✪✛➘✩❈✞➦❱➩✛✏ ➥❊➬r➮✿❈✞➦❱➩❀➯r➩
✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✧➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮❡✜✛➘✸➮♣➮♣➩✓✜✛➘✸➾✘➯r➩❨✜☛➥❊➬r➫✞➧✘➪❱➩✒➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✧❈➬r➯✌➘✴➦❱➫❱➩✑✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸

PCG ≃ 97%
➪❱➩❨✜✛➘✸➮♣➮♣➩➭➾

➪❱➩●➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |C〉 ✘①➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |G〉 ➩➹➧✵➬r➫❥➶❥➩➭➾♣➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✖ ❊ ➫❱➬ ➧❺➬➴➘ ➯r➩➭➻■➩➭➫✞➧❜✧➹➯r➩◗✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✆➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✵➺➭➾♣➸➭➸✙✜✛➘✸➾❹➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✜☞➥❊➻✛✜☛➩❳➮♣➩❳➧❺➾♣➥❊➦➨➶❊➩❳➪✛➘✸➫❱➮ ➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |C〉 ➘✸➦●✜☞➥❊➬r➫❥➧✧➪❱➩➲➾♣➩➭➼❱➾♣➥❊➦❱➮♣➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✚➬r➫✞➧❺➩➭➾♣➫❱➩✛✲ r ≃ ➳❩✧▼❍ ☞ ✵✤✖☛➤❈➥❊➦❱➻➷➬r➮✽✘➯✢✃ ➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫➱➾♣➸✗✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➶❊➩✖➪❱➦❲✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯
VC

✧✛➬r➯❐➸➹➶❥➥❊➯r➦❱➩➲➪✛➘✸➫❱➮✚➯r➩❳➮♣➩➭➫❱➮✩➪❱➩➭➮
r
➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➮❺➘✸➫✞➧❺➮✗✖♦❴❹➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➬r➯✵➘ ➧♣➧❺➩➭➬r➫❥➧

➯r➩✬✜☞➥❊➬r➫❥➧➲➪❱➩■➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✧❐➬r➯✄➩➭➮◗➧✖➮♣➺➭➬r➫❱➪❱➸■➩➭➫✠➪❱➩➭➦❈❒✟✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➮➅❮❐➩➭➫✞➶❈➬r➾♣➥❊➫ ❏ � ➺➭➥❊➫❥➧❺➬r➫✞➦❱➩■➮♣➦❱➾❳➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |C〉➩➹➧✴➮♣➩❀➪❱➬r➮♣➮♣➥✞➺➭➬r➩✩✧❹➧♠➘✸➫❱➪❱➬r➮✿❈✞➦❱➩❀➯r➩➷➾♣➩➭➮◗➧❺➩➷➩➭➮◗➧✴➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➷➮♣➦❱➾✴➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✖➬r➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩ |G〉 ➥✩★▲➬r➯●➩➭➮◗➧➽➾♣➸ ✥✛➸➭➺✫✪❱➬✯➩➹➧➾♣➩✗✜✛➘✸➾◗➧✴➪✛➘✸➫❱➮✖➯r➩■➮♣➩➭➫❱➮➽➪❱➩➭➮
r
➪❱➸➭➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➮❺➘✸➫❥➧❺➮✗✖◆♠●➫✍✜✛➘✸➮♣➮❺➘✸➫✞➧❅✜✛➘✸➾✖➯r➩✹✜☞➥❊➬r➫❥➧✖➪❱➩➷➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➩➭➻➷➩➭➫✞➧❜✧❹➺➭➩②✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧

➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✯➩➭➮◗➧✯➩➭➫❱➺➭➥❊➾♣➩✚➦❱➫❱➩✽✏ ➥❊➬r➮●➮♣➺➭➬r➫❱➪❱➸ ➩➭➫➷➪❱➩➭➦❈❒✛✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➮✧❮❥➯✢✃ ➦❱➫❱➩ ➥✸➮❺➺➹➬r➯r➯➴➘✸➫❥➧●➪✛➘✸➫❱➮❃➯r➩✽✜❱➦❱➬ ➧❺➮✯➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩
➩➹➧➅➯✢✃ ➘✸➦➨➧❺➾♣➩Û➪✛➘✸➫❱➮➅➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧➅➬r➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩Û➘Ô➶❥➩➭➺➱➪❱➩➭➮✦✜☞➸➭➾♣➬r➥❈➪❱➩➭➮➽➮♣➩➭➫❱➮♣➬r➼❱➯r➩➭➻➷➩➭➫✞➧➅➸✗✒❥➘✸➯r➩➭➮✗✖◆❱❨✜❱➾❊❏➭➮■➾♣➸ ✥✛➩❍❒➨➬ ➥❊➫✐➘✸➦❈❒
✜☞➥❊➬r➫❥➧❺➮❳➪❱➩➅➾♣➩➭➼❱➾♣➥❊➦❱➮♣➮♣➩➭➻➷➩➭➫✞➧✖➬r➫✞➧❺➩➭➾♣➫❱➩➭➮❳➪❱➩➭➮➲➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮✖➪❱➩✦✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯❦✧✌➺➭➩➭➮✖➪❱➩➭➦❈❒✟✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➮❳➮♣➩■➾♣➩❄★◗➥❊➬✴✒❊➫❱➩➭➫❥➧
➘✸➦ ✜☛➥❊➬r➫✞➧■➪❱➩✂➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧➷➥✩★➆➩➭➯r➯r➩➭➮■➪❱➥✸➫❱➫❱➩➭➫✞➧➷➦❱➫❱➩Ý➫❱➥❊➦➨➶❊➩➭➯r➯r➩➱➺➭➥❊➫✞➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❵➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩✩✧✭➩➹➧❀➘✸➬r➫❱➮♣➬
➪❱➩✖➮♣➦❱➬ ➧❺➩✩✖☞➵✩➩✖➮♣➥❊➾◗➧❺➩❤❈✞➦❐✃ ➘✩✜❱➾❊❏➭➮❨✜❱➯r➦❱➮♣➬r➩➭➦❱➾♣➮✚➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘❅➧❺➬ ➥❊➫❱➮✗✧✛➬r➯✯✔Ý➘➷➦❱➫❱➩✖➮♣➦❱➺➭➺➭➩➭➮♣➮❺➬r➥❊➫✈➪❱➩❤✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮✩➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮
✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯r➮❃➮♣➸✗✜✛➘✸➾♣➸➭➮✺✜✛➘✸➾✯➦❱➫❀➬r➫✞➧❺➩➭➾◗➶ ➘✸➯r➯r➩✧➪❱➩✚➧❺➩➭➻✛✜❱➮

Tv =
❋✠✧ ➳✓✜❱➮✘➸➹➶❊➥❊➯r➦✛➘✸➫❥➧✘➮♣➦❱➾✘➯➴➘✓✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✩➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩

➪❱➩➲➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |C〉 ✖ ✸✺✪✛➘✩❈✞➦❱➩❤✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✩➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮❑✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯❐➸➹➧♠➘✸➫✞➧✚➯➴➘➅➮♣➥❊➻➷➻■➩➲➪❱➩➲➪❱➩➭➦❈❒Ý➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮P✘✹✜☞➩➭➦✜❱➾❊❏➭➮❳➮❯✔❈➫❱➺✫✪❱➾♣➥❊➫❱➬r➮♣➸➭➩➭➮✗✖❇✸✘➩➅➮♣➺➭➸➭➫✛➘✸➾♣➬r➥➱➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➩■➯➴➘➷➶❈➬r➮♣➬r➥❊➫✳➪❱➸✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧➲➪❱➦✏➧❺➩➭➻✛✜❱➮✒➪❱➦⑤✜❱➾♣➥❈➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮➲➪❱➩
✜❱➾♣➸➭➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘❅➧♠➬ ➥❊➫➱➪❱➩❳➯➴➘✴➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✑q✩➘ ❊ ✖③♠●➯r➯r➩✒➘➅➸➹➧❺➸❳➸➹➧❺➦❱➪❱➬r➸➭➩❳➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫✞➧♠➘✸➯r➩➹➻➷➩➭➫✞➧✽✜☛➥❊➦❱➾✧➯➴➘❅✜❱➾♣➩➭➻➷➬✴❏➭➾♣➩
✏ ➥❊➬r➮◗✜✛➘✸➾❙❱❅✖ t ➩ �①➘✸➬r➯❦✧✸➩➹➧✯➘➲➘✸➦❱➮♣➮♣➬❀✏✔➘✸➬ ➧●➯✢✃ ➥❊➼▼★◗➩➹➧●➪❐✃ ➦❱➫❱➩ ➸➹➧❺➦❱➪❱➩ ➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩✧➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➬ ➶❥➩✍✠ ❋✩❏▲❞✒✎❈❋✳❑ ❋✠✧ ❋✳❑✻❏▼✧ ❋✳❑▲❑❀✧
❋✳❑❀❜✏✎❈❋✶❍❖❏✓☛❦✖

q✚➥✸➧❺➥❊➫❱➮❑❈✞➦❱➩✴➪✛➘✸➫❱➮✚➯✢✃ ➘✸➫✛➘✸➯❋✔❈➮♣➩❤✜❱➾♣➸➭➺✗❏➹➪❱➩➭➫✞➧❺➩➽➫❱➥❊➦❱➮✩➘ï➶❊➥❊➫❱➮✚➫❱➸✗✒❊➯r➬✴✒❊➸➲➯r➩➲➾❊✐❊➯r➩❡★◗➥❊➦❱➸❤✜✛➘✸➾✚➯➴➘➅➾♣➥✸➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫
➪❱➩➷➯➴➘➱➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩➅➪✛➘✸➫❱➮✖➯➴➘✂➪▼✔❈➫✛➘✸➻➷➬✴❈✞➦❱➩■➪❱➦✍✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✴➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✗✧✆➺➭➩✛❈✞➦❱➬✯➾♣➩➹➶❈➬r➩➭➫❥➧✬✘✂➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➩➭➾❤❈✞➦❐✃ ➬r➫❱➬ ▲
➧❺➬➴➘✸➯r➩➭➻■➩➭➫✞➧✧➧❺➥❊➦➨➧❺➩➭➮✩➯r➩➭➮✚➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩➭➮ ➮♣➩✖➧❺➾♣➥❊➦➨➶❥➩➭➫❥➧✒➮♣➦❱➾✩➯r➩➲➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦

v = 0, J = 0
➪❱➩✴➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |G〉 ✖✯✸✘➩➹➧♣➧❺➩➘✩✜❀✜❱➾♣➥Ô❒➨➬r➻❀➘ ➧❺➬r➥✸➫✈➩➭➮◗➧❡★◗➦❱➮◗➧❺➬❋✱✛➸➭➩✬✜✛➘✸➾✩➯r➩❤✏✔➘✸➬ ➧✑❈✞➦❱➩➽➯➴➘❀➾♣➥✸➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫✈➮♣➩➽➪❱➸➭➾♣➥❊➦❱➯r➩➽➮♣➦❱➾✒➦❱➫❱➩➅➸➭➺✫✪❱➩➭➯r➯r➩✴➪❱➩✴➧❺➩➭➻✛✜❱➮

➼☞➩Ô➘✸➦❱➺➹➥❊➦❀✜✳✜❱➯r➦❱➮✚➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩❤❈✞➦❱➩✖➯r➩➭➮✚➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶✸➘✸➯r➯r➩➭➮ ➪❱➩➲➧❺➩➭➻✛✜❱➮✚➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➸➭➮✩➬r➺➭➬❦✖♦❴●✃ ➩■❢✌➩➹➧✩➪❱➩➭➮✩➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒✈➾♣➥✸➧♠➘❝▲
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➩➭➮◗➧ ➯✢✃ ➘✸➫✛➘✸➯r➥✩✒❊➦❱➩✩➥✠✜➨➧❺➬✴❈✞➦❱➩✒➪❱➦●✜☞➥❊➬r➫❥➧①➪❱➩❳➾♣➩➭➼❱➾♣➥❊➦❱➮♣➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧ ➩❍❒❈➧❺➩➭➾♣➫❱➩
➪❱➩■➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |G〉 ✖❉❴✵➘➱➯➴➘✸➻➷➩➽➮♣➸✗✜✛➘✸➾❺➘ ➧❺➾♣➬r➺➭➩✑★◗➥❊➦❱➩■➯r➩➅➾❊✐❊➯r➩➅➪❱➦⑥✜☞➥❊➬r➫❥➧➲➪❱➩■➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧➷❮❐➩➭➯r➯r➩■➘➱➦❱➫✟✏✔➘✸➺➹➧❺➩➭➦❱➾➪❱➩✖➾♣➸ ✥✛➩❍❒➨➬r➥❊➫Ý➩➭➫✈➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➬ ➧❺➸

R = PCG = 97%
✧☛➩➹➧✚➦❱➫❲✏✔➘✸➺➹➧❺➩➭➦❱➾ ➪❱➩➲➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➻➷➬r➮♣➮♣➬r➥❊➫

T = 1 − R = 3%
✖

Ce

➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☛➥❊➫❱➪▲➘✸➦❧➺Ô➘✸➫✛➘✸➯✭➪❱➩➅➪❱➬r➮♣➮♣➥✞➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✳➮♣➦❱➾❳➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |C〉 ✖✷❴❹➩ ❝✛➘✸➼❱➾❯✔✮▲❄❂✄➸➭➾♣➥✸➧✓✒❊➸➭➫❀❏➭➾♣➩■➯r➩➭➮✑✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮
➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮❃➮♣➦❱➺➭➺➭➩➭➮♣➮♣➬❋✏ ➮✯➘✸➾♣➾♣➬ ➶✸➘✸➫❥➧✭➮♣➦❱➾●➯➴➘✑✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩①➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✧➪❱➩✧➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |C〉 ➧❺➥❊➦➨➧❺➩➭➮●➯r➩➭➮ ❋✠✧ ➳✑✜❱➮✗✖✠✼✄➘ ➫❱➪❱➬r➮❈✞➦❱➩✖➯✢✃ ➬r➫✞➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➥❊➻✹❏➹➧❺➾♣➩❳➪❱➩ ✎ ➬r➺✫✪❱➩➭➯r➮♣➥❊➫❲✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧✚➪❱➩➲➧❺➩➭➫❱➬r➾✧➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩➲➪❱➦❲✏✔➘✸➬ ➧✽❈✞➦❐✃ ➬r➯✷✔✂➘■➪❱➩➭➦❈❒Ý➺➭➥❊➫✞➧❺➾♣➬r➼❱➦❩▲
➧❺➬r➥❊➫❱➮P✘■➺✫✪✛➘✩❈✞➦❱➩❤✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✩➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮❑✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯✭❮✛➯✢✃ ➦❱➫❱➩✖➘❜✔❥➘✸➫❥➧✚➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯r➸✒➪✛➘✸➫❱➮✚➯r➩✓✜❱➦❱➬ ➧❺➮ ➺➭➥ï➶✸➘ ➯r➩➭➫✞➧ ➩➹➧✩➯✢✃ ➘ ➦➨➧♠➾♣➩
➪✛➘✸➫❱➮ ➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✧➬r➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩✩✧❱➘Ô➶❊➩➭➺➲➪❱➩➭➮P✜☞➸➭➾♣➬r➥❈➪❱➩➹➮ ➮♣➩➭➫❱➮♣➬r➼❱➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧ ➸✗✒❥➘✸➯r➩➭➮✗✖③q✚➥✸➧❺➥❊➫❱➮✧➺➭➩✗✜☞➩➹➫❱➪✛➘✸➫✞➧❑❈✞➦❐✃ ➬r➯✯✔➱➘➅➦❱➫❱➩
➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩✳✏ ➥❊➫❱➪✛➘✸➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩✳➘ï➶❊➩➭➺✏➯r➩➭➮Û➬r➫❥➧♠➩➹➾❊✏ ➸➹➾❺➥✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩➭➮Û➥✠✜➨➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮➱➦❱➮♣➦❱➩➭➯r➮✏❮①➯r➩➹➮➱➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮➱➼❱➾❺➘✸➮Û➪❱➩
➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➥❊➻✛❏➹➧❺➾♣➩➲➮♣➥❊➫❥➧✩➫✛➘ ➧❺➦❱➾❺➩➹➯r➯r➩➭➻➷➩➭➫✞➧ ➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬❋✏ ➮❑✜❱➦❱➬r➮❊❈✞➦❐✃ ➥❊➫✳➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❀❏➭➾♣➩✴➪❱➩➭➮✩➥❊➫❱➪❱➩➭➮✩➪❱➩✖➻❀➘ ➧❺➬✴❏➭➾♣➩➲➮♣➩



❋❅➳❁❑ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✏✑✁� ✍✎✞ ✟ ✟ ✝ ☞✄✝ ☞✎✦ ✂ ☎✞✡✌✚ ✝ ✝✑✏✕✏✌✓ ✁✜✝ ✂ ✟☛✝ ✓ ✤ ✝ � ✟ ✤✞☞✎✢✣✓✔✦ ✚ ✁✆✟ ✦ ☞

✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❊➩Ô➘✸➫❥➧✧➮♣➦❱➾①➪❱➩➭➮✧➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮✧➪❱➩✑✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯r➮①➘✸➫❀✪✛➘✸➾♣➻➷➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩➭➮✗✖❩❱✩➬r➫❱➮♣➬❦✧❈➯➴➘❅✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❥➘ ➧❺➬r➥❊➫❀➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧✧➯r➩➭➮
➼❱➾❺➘✸➮✦✲❦✸✽✵✧➩➹➧✹✲❦♥❤✵✧➪❱➩✴➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➥❊➻✛❏➹➧❺➾♣➩❳➶✸➘➷➬r➫✞➧❺➾♣➥✞➪❱➦❱➬r➾♣➩➲➦❱➫✳➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮❺➘✩✒❊➩

φG(p) − φC(p)
✧☛➪❱➸✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧

➪❱➩➅➯➴➘❀➶❈➬ ➧❺➩➭➮♣➮♣➩➷➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩➽➪❱➩➭➮➲➫❱➥✕✔✞➘✸➦❈❒❧➪✛➘✸➫❱➮❳➯r➩➅➾♣➸■✏ ➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯●➪❱➦❧➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➩■➪❱➩■➻❀➘✸➮♣➮♣➩✩✧✵➘✶✜❱➾♣➬r➥❊➾♣➬✄➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫✞➧
➪❱➩❤❳➭➸➭➾♣➥⑤✲ ➺■✏❄✖✛➪❱➬r➮♣➺➭➦❱➮♣➮♣➬r➥❊➫✳✘■➯➴➘➅➮♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫ ❊ ❖✬✖ ➳❩✖ ❏✮✵✤✖③✼✆➥❊➦➨➧✩➺➭➥✸➻➷➻➷➩✿✜☞➥❊➦❱➾ ➯➴➘➅➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✩✧❱➥❊➫❲✜☞➩➭➦➨➧✩➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➩➭➾
➯➴➘✴➺Ô➘ï➶❈➬ ➧❺➸❳➘Ô➶❥➩➭➺❳➦❱➫❱➩➲➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫Û➦❱➯ ➧♠➾❺➘✸➺➹➥❊➦❱➾◗➧♠➩❪✖③♠●➫✂➮♣➥❊➾◗➧❺➬r➩✩✧➨➥❊➫➱➥❊➼➨➧❺➬r➩➭➫✞➧✧➦❱➫➱➧❺➾❺➘✸➬r➫Û➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❱➮✗✧❈➩➹➧ ➯➴➘
➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➦❱➾♣➩➽➪❱➩✴➻➷➥✞➪❱➩✖➪❱➩➽➯➴➘■➺Ô➘Ô➶❈➬ ➧❺➸✴➩➭➮◗➧✒➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➸➭➩➅➩➭➫✳➩➭➫❥➶❊➥✕✔✞➘✸➫❥➧❳➺➭➩✖➧❺➾❺➘✸➬r➫Ý➪✛➘✸➫❱➮✒➦❱➫✈➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩➽➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾❄▲
➮♣➬❋✏✑✲ ➦❱➫✠➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➻✛❏➹➧❺➾♣➩✹✜✛➘✸➾❳➩❍❒➨➩➭➻✛✜❱➯r➩✕✵❨❈✞➦❱➬●➸➹➧❺➬r➾♣➩➅➯r➩➭➮❳➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮✒➪❱➩➅➮♣➥❊➾◗➧❺➩✹❈✞➦❐✃ ➩➭➯r➯r➩➭➮❳➮♣➩■➾♣➩➭➺➭➥❊➦➨➶❈➾♣➩➭➫❥➧
➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯ ➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧✧➩➹➧✚➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ❏➭➾♣➩➭➫✞➧❜✖
✞☛✡ ☎✡✠✥☎✆☎ ✄ ✏ ✟✪✗✚✙✜✣✜✩✫✛✢✍✑✣✜✏✥✤ ✤✓☞ ✬✭✗ ✕✘✣✜✮✯☞✪★

❴✵➘✏➮♣➬r➻➅➦❱➯➴➘❅➧❺➬ ➥❊➫❵➪❱➩✂➯✢✃ ➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩Ý➺➭➥❊➻➷➻➷➩➭➫❱➺➭➩●✜✛➘✸➾➅➯r➩➱➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯✧➪❱➦❵➶❥➩➭➺➹➧❺➩➭➦❱➾➷➪❐✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |ψ(t)〉 ➪❱➦✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✩➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✚➺➭➾♣➸➭➸✖➪✛➘✸➫❱➮ ➯r➩✓✜❱➦❱➬ ➧❺➮ ➪❱➩✿✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯✵➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✓✜✛➘✸➾✚➘✸➼❱➮♣➥❊➾❊✜➨➧❺➬r➥❊➫✂➪❐✃ ➦❱➫❲✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫Ý➪❱➩
➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❧✜☛➥❊➻✛✜☞➩✩✖✙✸✘➩➭➯r➯r➩✤▲✰➺➭➬✘➸➹➧♠➘✸➫✞➧■➮♣➦❀✜❀✜☞➥❊➮♣➸➭➩❲✜☛➩➭➦✐➬r➫✞➧❺➩➭➫❱➮♣➩✩✧✭➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |Φ(t)〉 ➪❱➩✂➯➴➘✳➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩Û➩➭➮◗➧➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➩✿✜✛➘✸➾ ➯➴➘✴➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬r➩❳➪❱➩➭➮❑✜☛➩➭➾◗➧❺➦❱➾♣➼✛➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✚➘✸➦☎✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾✧➥❊➾♣➪❱➾♣➩✟✠ ❋✶❍✶❑✑☛●❮

|Φ(t)〉 = e−iǫ0t/h̄ϕ0(r) |G〉 +
i

h̄

∫ t

0

dt′U(t − t′) |C〉µCG 〈G| E1(t
′)e−iǫ0t′/h̄ϕ0(r) |G〉 ,

✲ ❊ ❖✬✖●❋❝✵

➥✩★
ϕ0(r)

➩➭➮◗➧➱➯➴➘⑤✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❦➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✈➪❱➩✳➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✛✏ ➥❊➫❱➪✛➘✸➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯✧➶❈➬r➼❱➾❺➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➫❱➩➭➯ ➪❱➩✈➯➴➘✠➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✂➪✛➘✸➫❱➮
➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |G〉 ✧❱➩➹➧ ǫ0

➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✩➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧❺➩✩✖♦❴❹➩❳➻➷➥❊➻➷➩➭➫❥➧①➪❱➬✴✜☞➥❊➯➴➘✸➬ ➾♣➩✩➪❱➩✒➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫
µCG

➩➭➫✞➧❺➾♣➩❳➯r➩➭➮
➸➹➧♠➘ ➧❺➮ ➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩➭➮ |G〉 ➩➹➧ |C〉 ➩➭➮◗➧✚➮♣➦❀✜❀✜☞➥❊➮♣➸✴➬r➫❱➪❱➸✗✜☛➩➭➫❱➪✛➘✸➫✞➧✚➪❱➩ r

✲✔➘✩✜❀✜❱➾♣➥Ô❒➨➬r➻❀➘ ➧❺➬ ➥❊➫➱➪❱➩✬✸✘➥❊➫❱➪❱➥❊➫♦✵✤✖
➵✒➘✸➫❱➮✆➯✢✃ ➘✩✜❀✜❱➾♣➥Ô❒➨➬r➻❀➘ ➧❺➬ ➥✸➫➲➪❱➩❃➯✢✃ ➥❊➫❱➪❱➩●➧❺➥❊➦❱➾♣➫✛➘✸➫❥➧❺➩✑✲r❵❍❁⑤❱✓✵✤✧ï➯r➩❃➺✫✪✛➘✸➻✛✜✖➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩❃➪❱➸➭➺➭➾♣➬ ➶✸➘✸➫❥➧✆➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫
✜☞➥❊➻✛✜☛➩➲➪❱➩✓✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✖➺➭➩➭➫❥➧❺➾❺➘✸➯r➩

ω01

➩➹➧✚➪❱➩➲➪❱➦❱➾♣➸➭➩
τ0 = T0

√
2 ln 2

➮➭✃ ➸➭➺➭➾♣➬ ➧✖❮

E1(t) =
E01

2
e−(t/T0)2 e−iω01 t.

✲ ❊ ❖✬✖ ➳✠✵
➵✒➘✸➫❱➮■➧❺➥❊➦➨➧❺➩➭➮❀➯r➩➭➮■➮♣➬r➻➅➦❱➯➴➘❅➧❺➬ ➥❊➫❱➮✹❈✞➦❱➬ ➮♣➦❱➬ ➶❊➩➭➫✞➧❜✧❃➫❱➥❊➦❱➮❀➘ï➶❊➥❊➫❱➮➷➮♣➦❀✜❀✜☞➥❊➮♣➸♣❈✞➦❱➩✈➯r➩➭➮■➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❱➮■➘Ô➶✸➘✸➬r➩➭➫❥➧
➦❱➫ ➮♣➦❀✜❀✜☞➥❊➾◗➧➽➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯✯➪❱➩

4T0

✖◆♠●➫❵➪❱➩✗✪❱➥❊➾♣➮➽➪❱➩❀➺➭➩➹➧➅➬r➫✞➧❺➩➭➾◗➶ ➘✸➯r➯r➩✩✧✵➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯ ➬ ➧❺➦❱➪❱➩➷➪❱➦❵➺✫✪✛➘✸➻✛✜ ➩➭➮◗➧➅➮♣➦▼✏ ▲
✱✛➮❺➘✸➻➷➻➷➩➭➫❥➧❅✜☞➩❍➧♠➬ ➧♠➩✛✜☛➥❊➦❱➾❅❈✞➦❱➩❀➯✢✃ ➥❊➫⑥✜❱➦❱➬r➮♣➮♣➩❀➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➩➭➾❅❈✞➦❱➩❀➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫❧➩➭➮◗➧➽➩■❢✌➩➭➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧➽➫❈➦❱➯r➯r➩✩✖
❴●✃ ➥✠✜☞➸➹➾♠➘❅➧♠➩➹➦❱➾

U(t− t′) = exp[−iH(t− t′)/h̄]
✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❊➩✩➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✚➪❱➩✑✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸✧➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩✿✘

➯✢✃ ➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧
t′
➪❱➩✗✜❱➦❱➬r➮✘➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✰✏ ➥❊➫❱➪✛➘✸➻➷➩➭➫❥➧❍➘ ➯☞➮♣➦❱➾✘➯r➩➭➮✘➸➹➧♠➘ ➧❺➮✘➺➭➥❊➦❀✜❱➯r➸➭➮ |C〉 ➩➹➧ |G〉 ✖▼❴❹➩✚➶❥➩➭➺➹➧❺➩➭➦❱➾①➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❩▲➧♠➘✸➫❥➧✖➯r➩✦✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✴➪❐✃ ➥✸➫❱➪❱➩➷➺➭➾♣➸➭➸➷➬r➫❱➬ ➧❺➬r➘✸➯ ➩➭➻■➩➭➫✞➧❳➪✛➘✸➫❱➮➲➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |C〉 ✜✛➘✸➾❳➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫⑤✜☞➥❊➻✛✜☞➩➅➩➭➮◗➧✴➪❱➥❊➫❱➫❱➸✜✛➘✸➾✧➯r➩❳➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪Ý➧❺➩➭➾♣➻➷➩❳➪❱➩➲➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫ ❊ ❖✬✖ ❏

|ψ(t)〉 =
i

h̄

∫ t

0

dt′U(t − t′) |C〉µCG 〈G| E1(t
′)e−iǫ0t′/h̄ϕ0(r) |G〉 .

✲ ❊ ❖✬✖ ❏✮✵

❂✆➥❊➦❱➾✖➸➹➶✸➘✸➯r➦❱➩➭➾✖➫✞➦❱➻➷➸➭➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧✴➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫ ❊ ❖✬✖ ❏▼✧✵➥❊➫▲➪❱➬r➮♣➺➭➾♣➸➹➧❺➬r➮♣➩➷➯➴➘Û➶✸➘✸➾♣➬➴➘✸➼❱➯r➩➅➪❐✃ ➬r➫❥➧❺➸✗✒❊➾❺➘ ➧❺➬r➥❊➫
✲
t = N∆t

✵✤✧❱➺➭➩❤❈✞➦❱➬❹➪❱➥❊➫❱➫❱➩✟✠ ❋✶❍▲❍✒☛

|ψ(t)〉 =
i

h̄
∆t

N∑

n=0

U((N − n)∆t)µCGE1(n∆t)e−iǫ0n∆t/h̄ϕ0(r) |C〉 ,
✲ ❊ ❖✬✖ ❑✻✵

➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫♣❈✞➦❱➩➲➯✢✃ ➥❊➫☎✜☛➩➭➦➨➧✩➾♣➸➭➸➭➺➭➾♣➬r➾♣➩❳➮♣➥❊➦❱➮✚➯➴➘❅✏ ➥❊➾♣➻➷➩➅❮

|ψ(t + ∆t)〉 = U(∆t) |ψ(t)〉 +
i

h̄
∆tµCGE1(t + ∆t)e−iǫ0(t+∆t)/h̄ϕ0(r) |C〉 .

✲ ❊ ❖✬✖▼❍✠✵
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❴❹➩✛✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜☛➩■➪❱➦✠➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯●➩➭➮◗➧➽➘ ➯r➥❊➾♣➮❳➸➹➶❈➬r➪❱➩➭➫✞➧➷❮✷✜☞➥❊➦❱➾➲➥❊➼➨➧❺➩➭➫❱➬r➾❳➯➴➘✶✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❧➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩②✘✂➯✢✃ ➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧
t + ∆t

✧①➥❊➫ ✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❊➩ |ψ(t)〉 ✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧Ý➦❱➫④✜✛➘✸➮➱➪❱➩✳➧❺➩➭➻✛✜❱➮➱➮♣➦❱➾➱➯r➩➭➮➱➸➹➧♠➘ ➧❺➮➱➺➭➥❊➦❀✜❱➯r➸➭➮ |G〉 ➩➹➧ |C〉✲ ✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾❳➧❺➩➭➾♣➻➷➩■➪❱➩➷➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫ ❊ ❖✬✖▼❍✠✵✤✧✷✜❱➦❱➬r➮✖➥❊➫✠➯r➦❱➬❃➘❝★◗➥❊➦➨➧❺➩➷➯➴➘●✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩■➪❱➩➷➯➴➘✶✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✠➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➷➪❱➩
➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧P✏ ➥❊➫❱➪✛➘✸➻➷➩➭➫✞➧♠➘✸➯❐➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩✴➶❊➩➭➾♣➮✩➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✩➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸❤✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧✒➺➭➩➹➧✒➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶✸➘✸➯r➯r➩➲➪❱➩➲➧❺➩➭➻✛✜❱➮✦✲ ➪❱➩➭➦❈❒➨➬✴❏➭➻➷➩
➧❺➩➭➾♣➻➷➩✂➪❱➩✂➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫ ❊ ❖✬✖▼❍✠✵✤✖✰✸✘➩☎✜❱➾♣➥❈➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮❀➩➭➮◗➧➷➾♣➸✗✜☞➸➹➧❺➸✬★◗➦❱➮❊❈✞➦❐✃ ✘✠➯➴➘♣✱✛➫✐➪❱➩✂➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮❺➬ ➥❊➫❧✜☛➥❊➻✛✜☞➩✩✧
➯✢✃ ➸➹➶❊➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫Û➪❱➦✂➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩➲➩➭➮◗➧✚➘✸➯r➥❊➾♣➮①➺➭➩➭➯r➯r➩✒➪❐✃ ➦❱➫☎✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✚➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✧➮♣➩✿✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❊➩Ô➘✸➫❥➧ ➮♣➦❱➾✧➪❱➩➭➦❈❒✂➮♣➦❱➾❯✏✔➘✸➺➭➩➭➮
➪❱➩✙✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯❥➺➭➥❊➦❀✜❱➯r➸➭➩➭➮✗✧ï➩➹➧ |ψ(t)〉 ➩➭➮◗➧✄➪❱➸➹➧❺➩➭➾♣➻➷➬r➫❱➸➭➩●➬ ➧❺➸➭➾❺➘ ➧❺➬ ➶❥➩➭➻➷➩➹➫✞➧❉✘✽✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➾❹➪❱➩❃➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫❳➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧❺➩ ❮

|ψ(t + ∆t)〉 = U(∆t) |ψ(t)〉 .
✲ ❊ ❖✬✖ ◆✮✵

✸✘➥❊➻➷➻➷➩❳➯r➩✓✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❥➘ ➧❺➩➭➦❱➾✧➺➭➥❊➦❀✜❱➯r➩➲➯ ➩➭➮ ➪❱➩➭➦❈❒Ý➮♣➦❱➾❯✏✔➘✸➺➭➩➭➮ ➪❱➩✿✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯❦✧ |ψ(t)〉 ➮➭✃ ➸➭➺➭➾♣➬ ➧

|ψ(t)〉 = ψG(r, t) |G〉 + ψC(r, t) |C〉 ,
✲ ❊ ❖✬✖▼❜✠✵

➥✩★
ψG(r, t)

➩➹➧
ψC(r, t)

➮♣➥❊➫❥➧●➯r➩➭➮❇✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❱➮✄➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩①➫✞➦❱➺➭➯r➸Ô➘✸➬r➾♣➩➭➮✄➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮✄➪❱➩①➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✄➬r➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩✯➩➹➧●➪❱➩
➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✧➺➭➥❅➶ ➘✸➯r➩➭➫❥➧ ➾❺➩➹➮❆✜☛➩➭➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫✞➧❜✖☛➵✒➘✸➫❱➮ ➯➴➘➽➼✛➘✸➮♣➩➲➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩ {|G〉 , |C〉} ✧❱➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫ ❊ ❖✬✖▼❍✬✜❱➾❺➩➹➫❱➪
➯➴➘❅✏ ➥❊➾♣➻➷➩❳➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧❺➩■❮
[

ψG(r, t + ∆t)
ψC(r, t + ∆t)

]
= e−iH∆t/h̄

[
ψG(r, t)
ψC(r, t)

]
+

i

h̄
∆tµCGE1(t + ∆t)e−iǫ0(t+∆t)/h̄

[
0

ϕ0(r)

]
,
✲ ❊ ❖✬✖ ■✮✵

➥✩★
H
➩➭➮◗➧✚➯➴➘➽➻❀➘ ➧❺➾♣➬r➺➭➩✒➪❱➩➲➯✢✃ ❫✩➘✸➻➷➬r➯ ➧❺➥✸➫❱➬r➩➭➫

H
➪✛➘✸➫❱➮ ➯➴➘➽➼✛➘✸➮♣➩✖➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✧➨➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➩❤✜✛➘✸➾

H = K + He,
✲ ❊ ❖✬✖ ❞✮✵

➘Ô➶❥➩➭➺

K =

[
T 0
0 T

]
, T = − h̄2

2M

d2

dr2
,

✲ ❊ ❖✬✖●❋ï➚✮✵
➩➹➧

He = V + V coup

✧✛➥✩★

V =

[
VG(r) 0

0 VC(r)

] ✲ ❊ ❖✬✖●❋▲❋❝✵

➩➹➧

V coup =

[
0 VGC(r)

VCG(r) 0

]
.

✲ ❊ ❖✬✖●❋❅➳✠✵

❊ ➺➭➬
M

➩➹➧
He

➮♣➥❊➫❥➧✩➾♣➩➭➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➬ ➶❥➩➭➻➷➩➭➫❥➧✒➯➴➘➅➻❀➘✸➮♣➮♣➩✖➾♣➸➭➪❱➦❱➬ ➧❺➩➲➩➹➧✩➯✢✃ ❫✩➘✸➻■➬r➯ ➧❺➥❊➫❱➬ ➩➭➫✂➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩✩✖
VG

➩➹➧
VC➮♣➥❊➫❥➧➽➯r➩➭➮✖➮♣➦❱➾❯✏✔➘✸➺➭➩➭➮➽➪❱➩②✜☛➥✸➧❺➩➭➫✞➧❺➬r➩➹➯✯➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮✗✧❹➩➹➧

VCG = VGC

➩➭➮◗➧➽➯✢✃ ➸➭➯r➸➭➻➷➩➭➫❥➧✖➪❱➩❀➺➭➥❊➦❀✜❱➯➴➘✩✒❊➩➷➩➭➫❥➧❺➾♣➩
|G〉 ➩➹➧ |C〉 ✖❴✵➘✑✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜✛➘✸➯r➩✯➪❱➬ ✕➷➺➭➦❱➯ ➧❺➸✘➫✞➦❱➻➷➸➭➾♣➬✴❈✞➦❱➩❡✜❱➾♣➥ï➶❈➬r➩➭➫✞➧ ★◗➦❱➮◗➧❺➩➭➻➷➩➭➫✞➧●➪❱➩①➯➴➘❨✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❥➘ ➧❺➬r➥❊➫✴➪❱➩①➯➴➘❑✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫
➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➽➮♣➦❱➾✩➪❱➩➭➮✒➸➹➧♠➘ ➧❺➮✩➺➭➥❊➦❀✜❱➯r➸➭➮✗✖✯❴❹➩➭➮✩➶✸➘✸➾♣➬➴➘ ➧❺➬r➥✸➫❱➮✚➮❊✜✛➘ ➧❺➬➴➘✸➯r➩➭➮✚➪❱➩✴➯➴➘✹✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✈➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✴➮♣➥❊➫✞➧✒➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❩▲
➧❺➸➭➩➭➮❃➮♣➦❱➾❃➦❱➫❱➩P✒❊➾♣➬r➯r➯ ➩✘➪❱➩P✜☞➥❊➬r➫❥➧❺➮●➸✗❈✞➦❱➬r➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❥➧❺➮✗✖✻❂✆➥❊➦❱➾●➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➩➭➾✭➯r➩✽✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❥➘ ➧❺➩➭➦❱➾

e−iH∆t/h̄
➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶❊➩➭➫✛➘✸➫✞➧

➪✛➘✸➫❱➮✯➯✢✃ ➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫ ❊ ❖✬✖ ■▼✧❥➫❱➥❊➦❱➮①➘Ô➶❊➥❊➫❱➮✘➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➸ ➯➴➘✒➧❺➩➭➺✤✪❱➫❱➬✴❈✞➦❱➩✽✚ ❝ ❝◆✼✺▲✰➮❊✜❱➯r➬ ➧❯▲ ➥✠✜☞➩➭➾❺➘ ➧❺➥❊➾❄✣ ✠ ❋✶❍❖◆✓☛❦✧✮❈✞➦❱➬✌➘➲➸➹➧❺➸
➘✸➪✛➘✩✜➨➧❺➸➭➩✹✜✛➘✸➾✑❱✩➯ ➶✸➘✸➾♣➩➭➯r➯r➥❊➮✩➩➹➧ ✎ ➩➹➧❺➬r➦✟✜☞➥❊➦❱➾✒➧❺➾❺➘✸➬ ➧❺➩➭➾✒➯ ➩➭➮❳➺Ô➘✸➮✓✏✔➘✸➬r➮❺➘✸➫❥➧❳➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶❥➩➭➫❱➬r➾✒➪❱➩➭➮➲➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧❺➮❳➪❱➩



❋❅➳❖◆ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✏✑✁� ✍✎✞ ✟ ✟ ✝ ☞✄✝ ☞✎✦ ✂ ☎✞✡✌✚ ✝ ✝✑✏✕✏✌✓ ✁✜✝ ✂ ✟☛✝ ✓ ✤ ✝ � ✟ ✤✞☞✎✢✣✓✔✦ ✚ ✁✆✟ ✦ ☞

➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒ ✠ ❋✶❍▲❜✒☛❦✖♦❴✵➘✹✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜✛➘✸➯ ➩❳➬r➪❱➸➭➩➲➪❱➩✖➺➭➩➹➧♣➧❺➩➲➧❺➩➭➺✫✪❱➫❱➬✴❈✞➦❱➩✴➩➭➮◗➧✩➪❱➩✖➮♣➸✗✜✛➘ ➾❺➩➹➾✩➪✛➘✸➫❱➮✚➯✢✃ ➥✩✜☞➸➭➾❺➘ ➧❺➩➭➦❱➾ ➪❐✃ ➸➹➶❊➥❪▲
➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫Ý➯r➩➭➮✒➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮✩➘✸➮♣➮♣➥❈➺➭➬r➸➭➩➭➮✿✘❀➯✢✃ ➥✠✜☛➸➭➾❺➘ ➧❺➩➭➦❱➾✩➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩➽➺➭➬r➫❱➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩✴➩➹➧✿✘❀➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩❤✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯r➯r➩✩✖
❂✆➥❊➦❱➾ ➺➭➩➭➯➴➘▼✧❱➥❊➫Ý➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➩✒➯➴➘➅➮♣➸✗✜✛➘✸➾❺➘ ➧❺➬r➥✸➫Ý➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫❥➧❺➩✟✠ ❋✶❍❖◆▼✧✟❋✶❍❖■✓☛

e−iH∆t/h̄ ≃ e−i∆tK/2h̄e−i∆tV /2h̄e−i∆tV coup/h̄e−i∆tV /2h̄e−i∆tK/2h̄.
✲ ❊ ❖✬✖●❋✩❏✮✵

❱✵➶❊➩➭➺✖➺➭➩➹➧♣➧❺➩✖➮♣➸✗✜✛➘✸➾❺➘ ➧❺➬r➥✸➫❍✧✛➯r➘✦✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❥➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➮♣➩➲➾❺➘✸➻✛❏➭➫❱➩➲➘✸➦Ý➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯❐➪❱➩❳➧❺➾♣➥❊➬r➮✧➸➹➧♠➘✩✜☞➩➭➮ ➸➭➯r➸➭➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➬r➾♣➩➭➮❳❮
❋✠✖✚➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫❵➪❱➩➱➯✢✃ ➥✠✜☞➸➭➾❺➘ ➧❺➩➭➦❱➾

exp(−i∆tV /2h̄)
✖✙✸✘➥❊➻➷➻➷➩Û➯➴➘✈➻❀➘ ➧❺➾♣➬r➺➭➩

V
➩➭➮◗➧➷➪❱➬➴➘✩✒❊➥❊➫✛➘✸➯ ➩Û➪✛➘✸➫❱➮➅➯➴➘

➼✛➘✸➮♣➩➽➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✧☛➩➭➯r➯r➩✖➾♣➩➹➶❈➬r➩➭➫❥➧✿✘❀➻➽➦❱➯ ➧❺➬❋✜❱➯r➬ ➩➭➾ ➺✤✪✛➘❪❈✞➦❱➩➅➺➭➥❊➻✛✜☞➥❊➮❺➘✸➫❥➧❺➩
ψi(r, t)

✲ ➬ ✂✿♥✦✧ ✸✽✵✚➪❱➩✴➯➴➘
✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫➱➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩ |ψ(t)〉 ✜✛➘✸➾✧➦❱➫☎✏✔➘✸➺➹➧❺➩➭➦❱➾ ➪❱➩✿✜❀✪✛➘✸➮♣➩ exp(−i∆tVi(r)/2h̄)

✖
➳❩✖✚➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫ ➪❱➩✂➯✢✃ ➥✩✜☞➸➭➾❺➘ ➧❺➩➭➦❱➾

exp(−i∆tV coup/h̄)
✖❙❂✄➘✸➾■➘✸➫✛➘✸➯r➥✠✒✸➬r➩Û➘Ô➶❥➩➭➺➱➯✢✃ ➥✠✜☞➸➭➾❺➘ ➧❺➩➭➦❱➾➽➪❱➩➱➾♣➥✸➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫

➪❐✃ ➦❱➫❱➩✰✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➺➭➦❱➯r➩●➪❱➩✯➮❊✜❱➬r➫✤❋✶❵❊➳❩✧ï➥✸➫❅✜☛➩➭➦➨➧✄➻➷➥❊➫✞➧❺➾♣➩➭➾✷❈✞➦❱➩✯➯✢✃ ➥✠✜☞➸➭➾❺➘ ➧❺➩➭➦❱➾
exp(−i∆tV coup/h̄)

➧❺➾❺➘✸➫❱➮❄▲
✏ ➥❊➾♣➻➷➩✒➯r➩✑✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✂➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➲➪❱➩➲➯➴➘➅➻➷➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩❳➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧❺➩②✲ ➺■✏❄✖ ✠ ❋✶❍❖❞✓☛❹➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➸➭➻➷➩➭➫✞➧

AIX

✵✒❮
[

ψG(r, t)
ψC(r, t)

]
−→

[
cos ζ −i sin ζ

−i sin ζ cos ζ

] [
ψG(r, t)
ψC(r, t)

]
,

✲ ❊ ❖✬✖●❋✳❑✻✵
➘Ô➶❊➩➭➺

ζ = ∆tVCG(r)/h̄
✖

❏▼✖✚➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫ ➪❱➩✂➯✢✃ ➥✠✜☛➸➭➾❺➘ ➧❺➩➭➦❱➾
exp(−i∆tK/2h̄)

✖◗♠●➯r➯r➩Û➮♣➩✂➺➭➘✸➯r➺➭➦❱➯r➩②✏✔➘✸➺➭➬r➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧➽➪✛➘✸➫❱➮■➯✢✃ ➩➭➮❊✜✛➘✸➺➭➩➱➪❱➩➭➮
➻➷➥❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮✗✖ ✈ ➫➅➺➭➥❊➻➷➻➷➩➭➫❱➺➭➩①➪❱➥❊➫❱➺✽✜✛➘✸➾◗✜❱➾♣➩➭➫❱➪❱➾♣➩✧➯➴➘✚➧❺➾♠➘ ➫❱➮❊✏ ➥✸➾❺➻➷➘ ➧❺➬r➥❊➫➽➪❱➩✹❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✄➾❺➘✩✜❱➬r➪❱➩✿✲✮❝ ❝◆✼❑✵
➪❱➩ ➺✫✪✛➘✩❈✞➦❱➩✚➺➭➥❊➻✛✜☞➥❊➮❺➘✸➫❥➧❺➩

ψi(r, t)
✲ ➬ ✂✿♥✦✧✮✸✽✵✭➪❱➩ ➯➴➘❨✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫■➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩ ➪✛➘✸➫❱➮✯➯✢✃ ➩➭➮❊✜✛➘✸➺➭➩ ➪❱➬r➾♣➩➭➺➹➧❜✧❊➥❊➫

➥❊➼➨➧❺➬r➩➭➫❥➧✒➘✸➬r➫❱➮♣➬✆➯r➩➭➮❑✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❱➮✚➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➽➫✞➦❱➺➭➯r➸Ô➘✸➬r➾♣➩➭➮
ψ̃i(p, t)

➪✛➘✸➫❱➮✩➯✢✃ ➩➭➮❊✜✛➘✸➺➭➩➽➪❱➩➭➮✩➻➷➥❊➻➷➩➭➫✞➧❺➮✗✖✯✸✘➩➭➮
✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❱➮✭➪❐✃ ➥✸➫❱➪❱➩✧➮♣➥❊➫✞➧●➩➭➫❱➮♣➦❱➬ ➧❺➩✧➻➽➦❱➯ ➧❺➬✴✜❱➯ ➬ ➸➭➩➭➮◗✜✛➘✸➾✭➦❱➫✬✏✔➘✸➺➹➧❺➩➭➦❱➾●➪❱➩✽✜❀✪✛➘✸➮♣➩

exp(−i∆tp 2/2Mh̄)
✖✥✚➫❱➩✖➘✸➦➨➧❺➾♣➩✛❝ ❝◆✼↔➫❱➥❊➦❱➮P✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧✚➘✸➯r➥❊➾♣➮✧➪❱➩➲➾♣➩➹➧❺➥❊➦❱➾♣➫❱➩➭➾ ➪✛➘✸➫❱➮ ➯✢✃ ➩➭➮❊✜✛➘✸➺➭➩➲➪❱➩➭➮ ➺➭➥❈➥❊➾♣➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➩➭➮✗✖

➵✩➩Û➺➭➩➹➧♣➧❺➩Û➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩✩✧✵➥❊➫❬✜☞➩➭➦➨➧➽➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➩➭➾✖➺➭➥❊➻✛✜❱➯✴❏➹➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧➽➯➴➘☎✜❱➾♣➸➭➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫▲➪❱➩❀➯➴➘Ý➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩
q✩➘ ❊ ✖♦❴●✃ ➸➹➧♠➘✩✜☞➩➲➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧❺➩✖➩➭➮◗➧✩➯➴➘➅➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫Ý➪❱➩➲➺➭➩❤✜❱➾♣➥❈➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮✗✖ ❱❨➺➭➩➹➧♣➧❺➩✿✱✛➫❍✧☛➥❊➫Ý➪❱➸■✱✛➫❱➬ ➧✚➦❱➫❱➩✿✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥✸➫
➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➽➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩

ψas
C (r, t)

➺➭➥✸➻➷➻➷➩✖➸➹➧♠➘✸➫✞➧✩➯➴➘✹✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✈➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✴➪❱➩✴➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✩➺➭➥ï➶✸➘✸➯r➩➭➫❥➧✑✜☞➥❊➦❱➾✚➪❱➩➭➮
➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩➭➮✘➬r➫❥➧❺➩➭➾♣➫❈➦❱➺➭➯r➸Ô➘ ➬r➾♣➩➭➮✯➮♣➦❀✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾♣➩➭➮✽✘✖➦❱➫❱➩✩➺➭➩➭➾◗➧♠➘✸➬r➫❱➩ ➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾

ras

✧❥➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾✘➘✸➦❩▲✰➪❱➩➭➯ ✘➲➪❱➩✩➯➴➘✩❈✞➦❱➩➭➯r➯r➩ ➯➴➘
➮♣➦❱➾❯✏✔➘✸➺➭➩➲➪❱➩✿✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯

VC(r)
✜☛➩➭➦➨➧ ✞➹➧❺➾♣➩➲➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➸➭➩✖➺➭➥❊➻➷➻➷➩✒➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘✸➫✞➧❺➩✩✖☞➤❈➥❊➬ ➧

ψas
C (r, t) = f(r)ψC(r, t),

✲ ❊ ❖❅✖●❋✶❍✠✵
➥✩★

f(r)
➩➭➮◗➧✧➦❱➫❱➩✑✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫Û➪❱➩❳➺➭➥❊➦❀✜❱➦❱➾♣➩✒➪❱➸■✱✛➫❱➬r➮♣➮❺➘✸➫✞➧ ➯r➘❅✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩❳➘ ➮❊✔❈➻✹✜➨➧♠➥ ➧♠➬❋❈✞➦❱➩✒➪❱➩

ψC(r, t)
✧➨➺✸✃ ➩➭➮◗➧❯▲❄✘❝▲

➪❱➬r➾♣➩❳➦❱➫❱➩✓✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫➱➶ ➘✸➯➴➘✸➫✞➧ ❋✖➪✛➘✸➫❱➮ ➯➴➘➽➾♣➸✗✒❊➬r➥❊➫Ý➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✧❱➩➹➧✩➚■➘✸➬r➯r➯ ➩➭➦❱➾♣➮✍✠ ❋✳❑❀❍✒☛❦✖
❴✵➘➅➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➩➲➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩❳➺➭➬r➫❱➸❍➧♠➬❋❈✞➦❱➩➲➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩❳➪❱➩➭➮✽✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫✞➧❺➮✧➩➭➮◗➧✩➘✸➯r➥❊➾♣➮①➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➩❤✜✛➘✸➾

P as(E, t) ∝ 1√
E

∣∣∣∣∣

∫
dreipr/h̄f(r)ψC(r, t)

∣∣∣∣∣

2

,
✲ ❊ ❖✬✖●❋✩◆✮✵

➥✩★
E = p 2/2M

➩➭➮◗➧✯➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩①➺➭➬r➫❱➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩✧➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩①➪❱➩➭➮✙✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮✗✖✻✸✘➩✗✜☛➩➭➫❱➪✛➘✸➫✞➧❜✧❥➺➭➥❊➻➷➻➷➩✧➯➴➘✒➯➴➘ ➾❆✒✸➩➭➦❱➾
➪❱➩➭➮✄➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮❹➪❱➩✰✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮✵➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➸➭➩➭➮❇✜✛➘✸➾✆➯➴➘ ➮♣➦❱➬ ➧❺➩✯➩➭➮◗➧✄➧❺➾❊❏➭➮❇✜☞➩➹➧❺➬ ➧❺➩✯➪❱➩➹➶ ➘✸➫✞➧✭➯✢✃ ➸➭➫❱➩➹➾❆✒✸➬r➩✯➺➭➬r➫❱➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩
➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩❳➻➷➥✕✔❊➩➭➫❱➫❱➩

E
➪❱➩➭➮✽✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫✞➧❺➮✗✧❱➫❱➥❊➦❱➮ ➫❱➸✗✒❊➯r➬✴✒❊➩➭➾♣➥❊➫❱➮①➯r➩✑✏✔➘✸➺➹➧❺➩➭➦❱➾

1/
√

E
✜✛➘✸➾✧➯➴➘➅➮♣➦❱➬ ➧❺➩✩✖

✸✘➩✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧❜✧ ➼❱➬r➩➭➫④❈✞➦❱➩❧➯➴➘ ➪❱➬ ➮♣➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬ ➥❊➫❜➸➹➫❱➩➭➾❊✒❊➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩❧➪❱➩➭➮Ý➘ ➧❺➥❊➻➷➩➭➮➱➫❱➩➭➦➨➧❺➾♣➩➭➮✂➺➭➥❊➫✞➧❺➬r➩➭➫❱➫❱➩✏➪❱➩
✜❱➾♣➸➭➺➭➬r➩➭➦❱➮♣➩➭➮Ý➬r➫▼✏ ➥❊➾♣➻❀➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮Û➮♣➦❱➾✂➯r➩✳➧❺➾❺➘✸➬r➫❜➪❱➩✟✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮Ý➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮❲✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧●✜✛➘✸➾✂➯➴➘❬✜❱➾♣➩➭➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❍✧
➩➭➯r➯r➩✂➫❐✃ ➩➹➮♣➧②✜✛➘✸➮➷➪❱➬r➾♣➩➭➺➹➧❺➩➭➻➷➩➭➫✞➧➷➻➷➩➭➮♣➦❱➾❺➘✸➼❱➯r➩❲✜✛➘✸➾■➦❱➫❱➩✈➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩✳➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦❱➩Ý➩➭➫✐➧❺➩➭➻✛✜❱➮✗✖✯➵✒➘✸➫❱➮➷➺➭➩♣❈✞➦❱➬
➮♣➦❱➬ ➧❜✧❐➫❱➥❊➦❱➮✖➘✸➯r➯r➥❊➫❱➮✒➻➷➥❊➫✞➧❺➾♣➩➭➾✓❈✞➦❐✃ ➘Ô➶❊➩➭➺➷➪❱➩➭➮✖➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮✒➪❱➩✹✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩➭➮❡★◗➦❱➪❱➬r➺➭➬r➩➭➦❱➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✖➺✫✪❱➥❊➬r➮♣➬r➮❳➯➴➘
➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫

P as(E, t)
➪❱➸■✱✛➫❱➬r➩✩➺➹➬ ▲✰➪❱➩➭➮♣➮♣➦❱➮✘➩➭➮◗➧✧➘✸➺➭➺➭➩➭➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩✚➩❍❒▼✜☞➸➹➾❺➬ ➻➷➩➭➫✞➧♠➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧✰✜✛➘✸➾✯➦❱➫❱➩✚➬r➥❊➫❱➬r➮❺➘ ➧❺➬ ➥❊➫

✘➅➪❱➩➭➦❈❒❲✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮ ➮♣➦❱➬ ➶❈➬r➩❳➪❱➩➲➯➴➘➽➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫Ý➪❱➩➭➮✚➬ ➥❊➫❱➮P✜❱➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧❺➮✗✖



✑✁� ✍ �✙✠✎✝✑✏✆✟☛✡✕✝ � ✟ ✟☛✝ ✓✔✤✞✝ ☞✜✏ ✖ ✡✜✂✆☎✙✢✣☞✜✤✞✟☛✏ ✡✌✚✜✏✌✓✔✦ ✟ ☞ ☞✜✤ ✟✒☞✜✢ ☎✞✏ ❋❅➳▲❜

➍✛➡ ★✟✞ ➙ ✷✪✼ ✵❅✫✮✷ �✱✽ ✵✸✷✪✭ ✹✔✺❄❃ ✼ ❇ ✫✁✰✳✲✴✿❀❃ ✹ ✵ ✼✣✫✠✟ ✼❅✭✧❁✪✽❄❃ ❃ ✹ ✵✸❃ ✿❀✯✱✼
✞☛✡ ☎✆☎✓☎✡✠ � ✆ ✩✫★ ✕ ✂ ✛✢✍✑✣✜✏✥✤ ✝ ✛✖✕ ✣✜✏✥✤✪✣✜✩✫✛✢✍✑✣✜✏✥✤✁� ✟✪★✚☞ ✂✠✝✞✝✪✏✢✍✑✏✥✤✪✩ ✕✘✗✚✩✫✏✥✤✪✤✪✛✥✤✧✍✑★ ✛ ✂✥★✚✒

☞✪✤ ✤✪✣✁✂✥★✚✛✥☞ ✣✜✤ ✍✑★ ✕✆✬✭✗ ✟✪✣✜✛✥✣✄✕✘★

➵✒➘✸➫❱➮ ➺➭➩➹➧♣➧❺➩❳➮♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫❍✧❱➫❱➥❊➦❱➮✧➘✸➯r➯r➥❊➫❱➮✘➸➹➧❺➦❱➪❱➬r➩➭➾✧➩➭➫✂➪❱➸➹➧♠➘✸➬r➯☞➯✢✃ ➸➹➧♠➘✩✜☞➩✒➮♣➥❊➫❱➪❱➩✿❈✞➦❱➬✌➶ ➘➅➫❱➥❊➦❱➮✽✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧♣➧❺➾♣➩
➪❐✃ ➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➩➭➾✒➯✢✃ ➸➹➶❊➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫➱➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯r➯r➩❳➪❱➩✴➯➴➘■➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥✸➫Ý➪❱➩➹➮❑✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫✞➧❺➮✗✖♦❂✄➥❊➦❱➾✚➺➭➩➭➯➴➘▼✧✛➫❱➥❊➦❱➮✩➮♣➦❀✜❀✜☞➥❪▲
➮♣➥❊➫❱➮✦❈✞➦❐✃ ➘✩✜❱➾❊❏➭➮■➦❱➫➆➪❱➸➭➯➴➘✸➬

τ
➦❱➫❱➩➱➪❱➩➭➦❈❒➨➬✴❏➭➻➷➩➱➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫ ➦❱➯ ➧❺➾❺➘✸➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➩❀➪❱➩➱➪❱➦❱➾♣➸➭➩

τ0 =
◆❊➚♣✏ ➮➅➩➹➧➅➪❱➩

➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾ ➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✖➺➭➩➭➫❥➧❺➾❺➘✸➯r➩
λ02 =

❏▲❏❊➚➅➫❱➻ ➶❈➬r➩➭➫❥➧✚➮♣➥❊➫❱➪❱➩➭➾✚➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |C〉 ✜✛➘✸➾ ➬r➥❊➫❱➬r➮❺➘ ➧❺➬r➥✸➫❲✘■➪❱➩➭➦❈❒❲✜❀✪❱➥❪▲➧❺➥❊➫❱➮✚➶❈➬➴➘➷➦❱➫✳➸➹➧♠➘ ➧✩➬r➫❥➧❺➩➭➾♣➻➷➸➭➪❱➬➴➘✸➬r➾◗➩ |R〉 ✖ ❱✻➯➴➘✹✱✛➫✳➪❱➩✴➯➴➘■➮♣➥❊➫❱➪❱➩✩✧✌➯➴➘■➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩➲➮♣➩✖➧❺➾♣➥❊➦➨➶❊➩➽➪✛➘ ➫❱➮✒➯✢✃ ➸❍➧❍➘❅➧
✏ ➥❊➫❱➪✛➘✸➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯ |I〉 ➪❱➩①➯✢✃ ➬r➥❊➫❅q✩➘ ❊ + ❈✞➦❱➬❈➺➭➥❊➾♣➾❊❏➭➯r➩①➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫✞➧✭➘ï➶❊➩➭➺

Na++I
✖ |R〉 ➘❜✔❥➘✸➫✞➧✭➦❱➫❅✏ ➥❊➾◗➧➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❆❏➭➾♣➩➽➪❐✃ ➸➹➧♠➘ ➧✒➪❱➩✬❵✽✔❈➪❱➼☞➩➭➾❊✒❀✧✌➫❱➥❊➦❱➮✒➘ï➶❊➥❊➫❱➮✩➺✤✪❱➥❊➬r➮♣➬✆➮❺➘❀➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩✴➪❱➩✬✜☛➥✸➧❺➩➭➫✞➧❺➬r➩➭➯

VR

✜✛➘✸➾❺➘✸➯r➯✴❏➭➯r➩❤✘❀➺➭➩➭➯r➯r➩
➪❱➩❀➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |I〉 ✠ ❋✶❍✸➚✓☛❦✖❇❴✵➘☎✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫▲➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➷➧❺➥✸➧♠➘✸➯r➩■➪✛➘✸➫❱➮✴➯r➩➷➺➭➥❊➫✞➧❺➬r➫✞➦❱➦❱➻❶➪❐✃ ➬r➥❊➫❱➬r➮❺➘ ➧❺➬r➥❊➫✠➮➭✃ ➸➭➺➭➾♣➬ ➧ ✠ ❋✩◆❊➚▼✧
❋✩◆ ❋☞☛

|ψI(t)〉 =

∫ ǫ

0

dEel |Eel 〉ψEel
(r, t).

✲ ❊ ❖✬✖●❋✶❜✠✵

|Eel 〉
➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➩✯➯➴➘✽✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩●➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩❃➪❱➩❃➯➴➘❡✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫➲➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩●➧❺➥✸➧♠➘✸➯r➩✩✧Ô➬r➫❱➺➭➯r➦✛➘✸➫❥➧✵➯r➩❙✜❀✪❱➥✸➧❺➥❈➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➫

➸❄★◗➩➭➺➹➧❺➸✚➘ï➶❊➩➭➺ ➦❱➫❱➩ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✧➺➭➬r➫❱➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩
Eel

➩➹➧✯➯r➩➭➮●➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➫❱➮●➪❱➩ ➺ ✡➲➦❱➾❃➪❱➩✧➯➴➘✒➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✩✖
ψEel

(r, t)
➩➭➮◗➧✯➯➴➘

✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫Û➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩❳➫✞➦❱➺➭➯r➸Ô➘✸➬r➾♣➩✒➪❱➩✒➯✢✃ ➬r➥❊➫Û➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➦❱➫➱➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➫➱➪❐✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩
Eel

➩➭➮◗➧ ➸❄★◗➩➭➺➹➧❺➸✩✖
ǫ
➩➭➮◗➧ ➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩

➺➭➬r➫❱➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩Û➻❀➘❅❒➨➬r➻❀➘ ➯r➩■➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾❺➘✸➼❱➯r➩Û➘✸➦❧✜❀✪❱➥✸➧❺➥❈➸➹➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➫❵➩➭➫❵➯✢✃ ➘✸➼❱➮♣➩➭➫❱➺➭➩➱➪❐✃ ➬r➥❊➫❱➬r➮❺➘ ➧❺➬ ➥❊➫ ➘✸➦❩▲✰➪❱➩➭➮♣➮♣➦❱➮■➪❱➦
➮♣➩➭➦❱➬r➯❦✖✞➵✒➘✸➫❱➮✘➺➭➩❨❈✞➦❱➬☛➮♣➦❱➬ ➧❜✧✞➫❱➥❊➦❱➮✯➫❱➩✚➧❺➩➭➫❱➥❊➫❱➮✰✜✛➘✸➮✘➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩ ➪❱➩✩➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫■➩➭➫❥➧❺➾♣➩✩➯✢✃ ➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➫➷➸❄★◗➩➭➺➹➧❺➸✩➩➹➧
➯r➩➭➮✭➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➫❱➮✭➯r➬r➸➭➮✗✖

ψEel
(r, t)

➩➭➮◗➧●➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➩✽✜✛➘✸➾✭➯➴➘✚➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬r➩✘➪❱➩➭➮❙✜☞➩➭➾◗➧❺➦❱➾♣➼✛➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮●➘✸➦➅➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪■➥❊➾♣➪❱➾♣➩ ✠ ❋✶❍❁❑❀✧
❋✩◆❥➳✒☛

ψEel
(r, t) = − 1

h̄2

∫ t

τ−2T0

dt′
∫ t′

τ−2T0

dt′′e−i(HI+Eel)(t−t′)/h̄µIRE2(t
′ − τ)

×e−iHR(t′−t′′)/h̄µRCE2(t
′′ − τ)e−iHC(t′′−τ)/h̄ψC(r, τ).

✲ ❊ ❖✬✖●❋✩■✮✵

µRC

➩➹➧
µIR

➮♣➥❊➫❥➧✧➯r➩➭➮①➻➷➥❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮✘➪❱➬✴✜☞➥❊➯r➘✸➬r➾♣➩➭➮✯➪❱➩✩➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❍✧✻❈✞➦❱➬❐➮♣➥❊➫❥➧✧➮♣➦❀✜❀✜☛➥❊➮♣➸➭➮ ➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧❺➮①➶❈➬r➮❄▲❄✘❝▲ ➶❈➬r➮
➪❱➩■➯➴➘❀➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩■➬r➫❥➧❺➩➭➾♣➫✞➦❱➺➭➯r➸Ô➘✸➬r➾♣➩☎✲✔➘✩✜❀✜❱➾♣➥Ô❒➨➬r➻❀➘ ➧❺➬r➥✸➫✏➪❱➩✛✸✘➥❊➫❱➪❱➥❊➫♦✵✒➩➹➧➲➬r➫❱➪❱➸✗✜☛➩➭➫❱➪✛➘✸➫✞➧❺➮➲➪❱➩➅➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩➅➪❱➦
✜❀✪❱➥✸➧❺➥❈➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➫✂➸❄★◗➩➭➺➹➧❺➸✩✖ ❴❹➩➲➺✫✪✛➘✸➻✛✜✂➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩

E2(t)
➩➭➮◗➧✚➪❱➸■✱✛➫❱➬✷✜✛➘✸➾

E2(t) =
1

2
A2(t) e−iω02 t.

✲ ❊ ❖✬✖●❋✩❞✮✵

✸✘➥❊➻➷➻➷➩✩➫❱➥❊➦❱➮①➮♣➥❊➻➷➻➷➩➭➮✺✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜✛➘✸➯r➩➭➻■➩➭➫✞➧✘➬r➫❥➧❺➸➭➾♣➩➭➮♣➮♣➸➭➮✽✜✛➘✸➾✘➯✢✃ ➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶✸➘ ➧❺➬r➥❊➫❀➪❱➩➭➮✽✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮✧➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✽✜✛➘ ➾❯▲
➧❺➬r➩➭➯r➮➷➬r➮♣➮♣➦❱➮❀➪❱➩✳➯➴➘✟✜❱➾♣➸➭➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❍✧●➯➴➘✠➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾➷➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✳➪❱➩✈➯➴➘✠➮♣➥❊➫❱➪❱➩✳➘▲➸➹➧❺➸✈➺✤✪❱➥❊➬r➮♣➬r➩❲✜☛➥❊➦❱➾ ✞➹➧❺➾♣➩
➾♣➸➭➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➫❥➧❺➩➽➘ï➶❊➩➭➺✴➯➴➘➅➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫✂➩➭➫✞➧❺➾♣➩✖➯r➩➭➮❑✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➮✩➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮✚➪❱➩➭➮✩➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮✩➪❱➩❅✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯✵➪❱➩➭➮
➸➹➧♠➘ ➧❺➮ |C〉 ➩➹➧ |R〉 ✖✧➵✩➩✏➺➭➩➹➧♣➧❺➩❧➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩✩✧✘➫❱➥❊➦❱➮➱➮♣➥❊➻➷➻➷➩➭➮➱➮ ✡❱➾♣➮✂➪❱➩✏➫❱➩✳➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➩➭➾✂➪✛➘✸➫❱➮➱➯r➩✳➺➭➥❊➫✞➧❺➬ ▲➫✞➦❱➦❱➻❶➪❐✃ ➬r➥❊➫❱➬r➮❺➘ ➧❺➬r➥✸➫⑤❈✞➦❱➩➷➯➴➘✶✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩■➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩■➪❱➩■➯➴➘✶✏ ➥✸➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❧➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩

ψC(r, t)
✖❉q✚➥✸➧❺➥❊➫❱➮✿❈✞➦❱➩

➪✛➘✸➫❱➮➽➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫ ❊ ❖✬✖●❋✩■▼✧✆➫❱➥❊➦❱➮➅➘ï➶❊➥❊➫❱➮➽➮♣➩➭➦❱➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧➅➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➸Û➯➴➘✈➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫▲➪❱➩Û➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧➽➺➭➥ï➶✸➘✸➯r➩➭➫❥➧
➘✸➦❫✜❱➾♣➥❈➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮Û➪❐✃ ➬r➥❊➫❱➬r➮❺➘ ➧❺➬r➥❊➫❍✧●➺✸✃ ➩➭➮◗➧☎✘▲➪❱➬r➾♣➩❲❈✞➦❱➩✳➫❱➥❊➦❱➮Û➘Ô➶❥➥❊➫❱➮❀➫❱➸✗✒❊➯r➬✴✒❊➸✂➯➴➘✠➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫ ➘✸➦❦➮❺➬❋✒❊➫✛➘✸➯
➪❐✃ ➬r➥❊➫❧✜❱➾♣➥ï➶❊➩➭➫✛➘✸➫✞➧■➪❱➩Û➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧➅➬r➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩✩✖◆❱ ➺➭➩➹➧♣➧❺➩➱➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾➽➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✩✧✭➦❱➫❱➩Û➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫ ➪❱➩➱➯✢✃ ➸❍➧❍➘❅➧ |G〉➶❊➩➭➾♣➮✯➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |I〉 ➩➭➮◗➧✰✜☞➩➭➦✛✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➯r➩①➺Ô➘✸➾❙✏ ➥❊➾◗➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧❃➫❱➥❊➫❩▲✰➾♣➸➭➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➫❥➧❺➩✩✧❥➩❍❒➨➺➭➩✗✜➨➧❺➸❑✜☞➥❊➦❱➾❃➦❱➫❱➩①➧♠➾❊❏➭➮●➸➹➧❺➾♣➥❊➬ ➧❺➩
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➫❱➸✗✒❊➯r➬✴✒❊➩Ô➘✸➼❱➯ ➩❳➘✸➦Ý➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯❐➪❐✃ ➬r➥❊➫❱➬r➮❺➘ ➧❺➬ ➥❊➫❍✖

❴✵➘✈➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫
P I(E, τ)

➪❱➩Û➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩❀➺➭➬r➫❱➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩❀➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩❀➪❱➩➭➮❅✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫✞➧❺➮❅✜❱➾♣➥ï➶❊➩➭➫✛➘✸➫✞➧➅➪❱➩
➯✢✃ ➬r➥❊➫☎q✩➘ ❊ + ➩➭➮◗➧✚➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➩❤✜✛➘✸➾✍✠ ❋✳❑❀❍❩✧✟❋✳❑✻◆✓☛

P I(E, τ) ∝ lim
t−→+∞

∫ ǫ

0

dEel

∣∣∣∣∣

∫
dreipr/h̄ψEel

(r, t)

∣∣∣∣∣

2

.
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➪❱➩➅➯➴➘❀➮♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫✟✜❱➾♣➸➭➺➭➸➭➪❱➩➭➫❥➧❺➩✠✧❉✘➱➮❺➘Ô➶❊➥❊➬r➾✑❈✞➦❱➩■➯✢✃ ➸➹➧♠➘✩✜☞➩➽➮♣➥❊➫❱➪❱➩■➪❱➸➭➺➭➾♣➬ ➧❺➩➽➺➭➬ ▲✰➪❱➩➭➮♣➮♣➦❱➮✗✧❹➩➭➮◗➧➲➼❱➬r➩➭➫❧➺Ô➘✩✜✛➘✸➼❱➯r➩➽➪❱➩
➮♣➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫❱➫❱➩➭➾✆➯➴➘P✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✘➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✯➪❱➩✘➯➴➘✽✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✖➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✘➪❱➩✘➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |C〉 ➪❱➸■✱✛➫❱➬r➩✰✜✛➘✸➾✄➯✢✃ ➸■❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫❊ ❖✬✖●❋✶❍❩✧☞➩➹➧✓❈✞➦❱➩

P I(E, τ) ≡ P as(E, t = τ)
✖ ❱➁➺➭➩➹➧♣➧❺➩❅✱✛➫❍✧✌➫❱➥❊➦❱➮✒➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➩➭➾♣➥❊➫❱➮✚➯✢✃ ➘✩✜❀✜❱➾♣➥ï❒➨➬r➻➷➘ ➧❺➬ ➥❊➫✈➪❱➬ ➧❺➩

➪❱➩➭➮❤✚ ➧❺➩➭➻✛✜❱➮✴➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➮❄✣ ✠ ❋✩◆❥➳❩✧✱❋✩◆▲❏✓☛❦✧❇❈✞➦❱➬✺✜☛➩➭➾♣➻➷➩➹➧➽➪❐✃ ➩❍❒▼✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➩➭➾✬❈✞➦❱➩Û➯r➩➭➮✖➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➭➮➅➪❱➩✶✜❀✪❱➥✸➧❺➥✞➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➫❱➮
➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➮❃➯r➥❊➾♣➮✭➪❐✃ ➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩➭➮✯➪❱➩P✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➬r➥❊➫❱➬r➮❺➘ ➧❺➬ ➥❊➫✬✜☞➥❊➻✛✜☛➩✤▲✰➮♣➥❊➫❱➪❱➩ ➾♣➩ ✥③❏➹➧❺➩ ➯➴➘✒➪▼✔❈➫✛➘ ➻➷➬✴❈✞➦❱➩✧➪❱➦✛✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧
➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩❳➶❈➬r➼❱➾❺➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➫❱➩➭➯❐➺➭➾♣➸➭➸✿✜✛➘✸➾✧➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮❺➬ ➥❊➫●✜☛➥❊➻✛✜☞➩✡✠ ❋✩◆❊➚▼✧✟❋✩◆❖❑✑☛❦✖

❴●✃ ➘✩✜❀✜❱➾♣➥Ô❒➨➬r➻❀➘ ➧❺➬r➥❊➫■➪❱➩➭➮✙✚ ➧❺➩➭➻✛✜❱➮✯➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➮❄✣✩➩➭➮◗➧①➼✛➘✸➮♣➸➭➩✩➮♣➦❱➾✘➯✢✃ ➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮❺➘ ➧❺➬ ➥❊➫■➪❱➦❀➧❆✪❱➸➭➥❊➾❊❏➭➻➷➩✚➪❱➩✑✥①➘✩❃❊➩➹➾❯▲
❫✩➘✸➦❱➮♣➪❱➥❊➾❯❢✁✠ ❋✩◆✻❍✒☛

eAeB = e ξ(A,B),
✲ ❊ ❖✬✖ ➳❅❋❝✵

➘Ô➶❊➩➭➺

ξ(A,B) = A + B +
1

2
[A,B] +

1

12
[[A,B], B] +

1

12
[[B,A], A] + ...,

✲ ❊ ❖✬✖ ➳❊➳✠✵
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➩➭➫Ý➫❱➩❤✒❥➘✸➾♣➪✛➘✸➫❥➧P❈✞➦❱➩✖➯r➩➭➮✧➪❱➩➭➦❈❒❲✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾♣➮✧➧❺➩➭➾♣➻➷➩➭➮ ➪❱➩
ξ(A,B)

✖✛➵✒➘✸➫❱➮✚➫❱➥✸➧❺➾♣➩➲➺Ô➘✸➮✗✧✛➺➭➩➭➯➴➘■➾♣➩➹➶❈➬r➩➭➫❥➧❨✘➅➫❱➸✤▲
✒❊➯r➬✴✒❊➩➭➾●➯✢✃ ➥✠✜☞➸➭➾❺➘ ➧❺➩➭➦❱➾✯➸➭➫❱➩➹➾❆✒✸➬r➩✩➺➭➬r➫❱➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩➘✩✜❀✜✛➘✸➾❺➘✸➬r➮♣➮❺➘✸➫❥➧✘➪✛➘✸➫❱➮✯➯r➩➭➮✯➪❱➬ ➶❊➩➭➾♣➮✺✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❥➘ ➧❺➩➭➦❱➾♣➮✯➪❱➩✩➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫
❊ ❖✬✖●❋✩■▼✧✛➺➭➩✿❈✞➦❱➬❹➺➭➥❊➫❱➪❱➦❱➬ ➧✚➘✸➦❈❒✂➮♣➬r➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➬r➥✸➫❱➮✧➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫❥➧♠➩➹➮✖❮

eiHIt
′/h̄e−iHRt′/h̄ = eiDIR(r)t′/h̄ ✲ ❊ ❖✬✖ ➳❖❏✮✵

eiHRt′′/h̄e−iHCt′′/h̄ = eiDRC(r)t′′/h̄,
✲ ❊ ❖✬✖ ➳❁❑✻✵

➥✩★Ý➯✢✃ ➥❊➫✂➘➅➬r➫✞➧❺➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧✧➯r➩✓✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯❹➪❱➬❋❢✌➸➹➾❺➩➹➫✞➧❺➬r➩➭➯
Dij(r) = Vi(r) − Vj(r)

✖
✸✘➩➹➧♣➧❺➩▲➘✩✜❀✜❱➾♣➥Ô❒➨➬r➻❀➘ ➧❺➬r➥✸➫❜➩➭➮◗➧Ý➩❍❒❱➘✸➺➹➧❺➩✠➮♣➬❳➯r➩⑤✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯❳➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯✒➩➭➮◗➧Ý➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘✸➫✞➧❜✧✧➮❺➘✸➫❱➮☎❈✞➦❱➥❊➬

➩➭➯r➯r➩✴➩➭➮◗➧➲➪❐✃ ➘✸➦➨➧♠➘✸➫❥➧❳➻➷➬r➩➭➦❈❒Ý➶❥➸➭➾♣➬❋✱✛➸➭➩✬❈✞➦❱➩■➯✔✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫✈➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➾♣➬r➺➭➩➽➩➭➮◗➧❳➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➩✩✧❍❈✞➦❱➩
D(r)

➶✸➘✸➾♣➬r➩❅✜☞➩➭➦
➪✛➘✸➫❱➮➅➯➴➘✳➾♣➸✗✒❊➬r➥❊➫ ➥✩★➆➯r➩✶✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧■➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➱➩➭➮◗➧➷➯r➥✞➺Ô➘✸➯r➬ ➮♣➸Û➯r➥❊➾♣➮➽➪❱➦s✜❱➾♣➥✞➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮➷➪❐✃ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫❵➩➹➧✦❈✞➦❱➩✂➯r➩➭➮
➫❱➥✕✔✞➘✸➦❈❒✂➮♣➥❊➫❥➧ ➻❀➘✸➮♣➮♣➬❋✏ ➮✗✖③❂❙✪✮✔❈➮♣➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✧☛➺➹➩➹➧♣➧♠➩➲➘✩✜❀✜❱➾♣➥ï❒➨➬r➻❀➘ ➧❺➬ ➥❊➫Û➩➭➮◗➧ ➶ ➘✸➯➴➘✸➼❱➯r➩✒➮♣➬❹➯r➩➭➮①➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❱➮✘➮♣➥❊➫✞➧
➮♣➦✖✕➷➮❺➘✸➻➷➻➷➩➭➫❥➧❀➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➩➭➮✛✜☞➥❊➦❱➾✛❈✞➦❱➩Ý➯✢✃ ➥❊➫ ✜❱➦❱➬r➮♣➮♣➩Ý➫❱➸✗✒❊➯r➬✴✒❊➩➭➾➅➯r➩✂➻➷➥✸➦➨➶❥➩➭➻➷➩➭➫❥➧➷➪❱➩➭➮❀➫❱➥✕✔❥➘✸➦❈❒❦➪❱➦❱➾❺➘✸➫❥➧➷➯r➩
✜❱➾♣➥❈➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮Ý➪❐✃ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫①✲✔➘✩✜❀✜❱➾♣➥ï❒➨➬r➻❀➘❅➧♠➬ ➥❊➫⑥★◗➦❱➮◗➧♠➬ ✱✛➸➭➩❧➪✛➘✸➫❱➮Ý➫❱➥ ➧♠➾♣➩✏➺Ô➘✸➮✗✧✽✜❱➦❱➬r➮❊❈✞➦❱➩✠➫❱➥❊➦❱➮Ý➘Ô➶❥➥❊➫❱➮✂➪❱➩➭➮
➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮①➪❱➩➲➪❱➦❱➾♣➸➭➩

τ0 =
◆❊➚✬✏ ➮✗✧✛➩➹➧ ➦❱➫❱➩❤✜☛➸➭➾♣➬r➥❈➪❱➩❳➪❱➩❳➶❈➬r➼❱➾❺➘ ➧❺➬r➥❊➫

Tv =
❋✠✧ ➳✦✜❱➮✫✵✤✖

➵✒➘✸➫❱➮➱➯r➩✳➺Ô➘✸➪❱➾♣➩✳➪❱➩✏➺➭➩➹➧♣➧❺➩❧➘✩✜❀✜❱➾♣➥Ô❒➨➬r➻❀➘ ➧❺➬ ➥❊➫❍✧✯➯➴➘⑥✏ ➥✸➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❜➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✳➫❈➦❱➺➭➯r➸Ô➘✸➬r➾♣➩✈➪❱➩✏➯✔✃ ➬r➥❊➫ q✩➘ ❊ +➪❱➩➹➶❈➬r➩➭➫❥➧

ψEel
(r, τ) ∝

∫+∞

−∞
dt′A2(t

′ − τ)ei[DIR(r)−(h̄ω02−Eel)]t
′/h̄

×
∫ t′

−∞
dt′′A2(t

′′ − τ)ei[DRC(r)−h̄ω02 ]t′′/h̄ψC(r, τ),
✲ ❊ ❖✬✖ ➳▲❍✠✵

➥✩★❪➯✔✃ ➥❊➫❪➘ ➥❊➻➷➬r➮❀➯r➩➭➮➱➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧❺➩➭➮✂➩➹➧✂➯r➩➭➮❀➧❺➩➭➾♣➻➷➩➭➮➱➪❱➩⑤✜❀✪✛➘✸➮♣➩✏➮❺➘✸➫❱➮✂➬r➻✛✜☛➥❊➾◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩✳➩➹➧☎✜❱➾♣➬r➮Û➯➴➘▲➯r➬r➻■➬ ➧♣➩
t −→ +∞ ✖✧➵✩➩✟✜❱➯r➦❱➮✗✧✘➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫ ➮♣➥❊➫❱➪❱➩❧➸❍➧❍➘ ➫✞➧✂➫✞➦❱➯r➯r➩⑤✘ ➯✢✃ ➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫✞➧

τ
✧①➫❱➥❊➦❱➮✂➘Ô➶❥➥❊➫❱➮➱➸➹➧❺➩➭➫❱➪❱➦↔➯r➩

➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩✒➪❐✃ ➬r➫❥➧❺➸✗✒❊➾❺➘ ➧❺➬r➥❊➫❅★◗➦❱➮❊❈✞➦❐✃ ✘ −∞ ✖
A2(t)

➩➭➮◗➧✩➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯ ➬ ➧❺➦❱➪❱➩✑✒❥➘✸➦❱➮♣➮♣➬r➩➭➫❱➫❱➩✖➪❱➩➲➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫➱➮♣➥❊➫❱➪❱➩

A2(t) = E02e
−(t/T0)2 .

✲ ❊ ❖✬✖ ➳❖◆✮✵
❝✄➬r➫✛➘✸➯r➩➭➻■➩➭➫✞➧❜✧➨➦❱➫Ý➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯❹➘✸➫✛➘✸➯r➥✠✒❊➦❱➩✓✘■➺➭➩➭➯r➦❱➬❍✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➸❅✘➅➯➴➘➽➮♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫ ❊❭❊❪❊ ✖ ➳✻✖ ❏■➪❱➦Ý➺✫✪✛➘✩✜❱➬ ➧❺➾♣➩ ❊❪❊❭❊ ➪❱➥❊➫❱➫❱➩

ψEel
(r, τ) ∝ e−[DIR(r)/h̄−(ω02−Eel/h̄)]2T 2

0 /4 e−[DRC(r)/h̄−ω02 ]2T 2
0 /4

×
{

1 +
➩➭➾❯✏ [

i(DIR(r) + Eel − DRC(r))
T0

2h̄
√

2

]}
ψC(r, τ),

✲ ❊ ❖✬✖ ➳▲❜✠✵

➥✩★❦➩➭➾❯✏❳➩➭➮◗➧Û➯➴➘⑤✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥✸➫❦➩➭➾♣➾♣➩➭➦❱➾➷➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩✩✖✘➤❈➬ ➯✢✃ ➥❊➫➆➧❺➬r➩➭➫✞➧➷➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩Ý➪❱➩Ý➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫ ❊ ❖✬✖ ➳❩✧❃➥❊➫✐➶❥➥❊➬ ➧
❈✞➦❱➩

ψC(r, τ)
➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪☞✘✐➯➴➘❬✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫↔➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩▲➫✞➦❱➺➭➯r➸Ô➘✸➬r➾♣➩❧➪❱➩✠➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧Ý➺➭➥ï➶✸➘✸➯ ➩➭➫✞➧✈➘✸➦➞➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➩▲➪❱➩

➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫ ➮♣➥❊➫❱➪❱➩✩✖❃➵✒➘✸➫❱➮➅➯✢✃ ➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫ ❊ ❖✬✖ ➳▲❜✻✧✭➯r➩➭➮➅➪❱➩➭➦❈❒s✒❥➘✸➦❱➮♣➮♣➬r➩➭➫❱➫❱➩➭➮■➫❱➩●✜❱➾♣➩➭➫❱➫❱➩➭➫❥➧➷➪❱➩Û➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾♣➮
➫❱➥✸➧♠➘✸➼❱➯r➩➭➮◗❈✞➦❱➩✧➪✛➘✸➫❱➮●➯r➩➭➮✭➾♣➸✗✒❊➬r➥❊➫❱➮✄➪❱➩✧➯✢✃ ➩➭➮❊✜✛➘✸➺➭➩✧➥✩★

DRC(r)−h̄ω02 = 0
➩➹➧

DIR(r)−(h̄ω02−Eel) = 0
✧

➺➭➩●❈✞➦❱➬✘➧❺➾❺➘✸➪❱➦❱➬ ➧➽➮♣➬r➻✛✜❱➯r➩➭➻➷➩➹➫✞➧✴➯➴➘✈➺➭➥❊➫❱➮♣➩➭➾◗➶✸➘ ➧❺➬r➥❊➫❵➪❱➩➱➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩②✜☞➥❊➦❱➾➽➯r➩➭➮✴➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❱➮ |C〉 −→ |R〉➩➹➧ |R〉 −→ |I〉 ➩➭➫❪➧❺➩➭➫✛➘✸➫❥➧Ý➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩✏➪❱➦ ✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜☛➩✏➪❱➩ ❝✛➾❺➘✸➫❱➺✫❃✠▲❯✸✘➥❊➫❱➪❱➥❊➫ ✠ ❋✳❑✻❞✓☛❦✖ ✈ ➫④✜☞➩➹➦➨➧✈➘✸➯r➥❊➾♣➮
➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➩➭➾✛❈✞➦❱➩✈➮♣➦❱➾❀➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶ ➘✸➯r➯ ➩✂➪❱➩Ý➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩Ý➥✩★❦➯➴➘✳✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✐➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩

ψEel
(r, τ)

➩➭➮◗➧Û➫❱➥❊➫❩▲✰➫✞➦❱➯r➯r➩
➯✢✃ ➘✸➾❊✒❊➦❱➻➷➩➭➫❥➧✘➪❱➩✩➯➴➘✿✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❀➩➭➾♣➾♣➩➭➦❱➾①➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩✩✧❩❈✞➦❱➩✒➯✢✃ ➥❊➫②✜☞➩➭➦➨➧①➸➭➺➭➾♣➬r➾♣➩✩➮♣➥❊➦❱➮①➯➴➘✿✏ ➥❊➾♣➻➷➩❑✜❱➯r➦❱➮✘➩❍❒▼✜❱➯r➬r➺➭➬ ➧❺➩
i[DIR(r)−(h̄ω02 −Eel)−(DRC(r)−h̄ω02)]T0/2h̄

√
2
✧✸➶ ➘✸➦➨➧✙❳➭➸➭➾♣➥❀✖❥➵✒➘✸➫❱➮●➺➭➩➭➮❃➺➭➥❊➫❱➪❱➬ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✗✧ ➯r➩✘➧❺➩➭➾♣➻➷➩

➩➭➫❥➧❺➾♣➩✴➘✸➺➭➺➭➥❊➯➴➘ ➪❱➩➭➮ ➪✛➘✸➫❱➮ ➯✢✃ ➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫ ❊ ❖✬✖ ➳▲❜➽➶ ➘✸➦➨➧✛❋✠✖
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�✂✁☎✄✝✆✲❊ ❖✬✖ ❏✡✎✑❝❱➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✈➪❱➩✴➺➭➥❊➦❀✜❱➦❱➾♣➩✴➪❱➸■✱✛➫❱➬r➮♣➮❺➘✸➫✞➧✒➯➴➘✛✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✖➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✴➪❱➩✴➯➴➘✦✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✈➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩
➮♣➦❱➾✘➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |C〉 ✜☛➥❊➦❱➾✘➦❱➫❱➩✩➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫➷➮♣➥❊➫❱➪❱➩✩➪❱➩ τ0 =

◆❊➚✿✏ ➮✘➩➹➧✘➪❱➩✩➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾✯➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✩➺➭➩➭➫✞➧❺➾❺➘✸➯r➩
λ02 =❏▲❏❊➚➅➫❱➻❲✖

➵✩➩❤✜❱➯r➦❱➮✗✧✛➮♣➬✵➯✢✃ ➥❊➫➱➧❺➬r➩➭➫❥➧ ➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩➲➪❱➦❲✏✔➘✸➬ ➧✽❈✞➦❱➩✖➯➴➘➅➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩✖➪❱➩✿✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯❹➪❱➩✖➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ ➪❱➩❤❵✽✔❈➪❱➼☞➩➭➾❊✒
➩➭➮◗➧◗❈✞➦✛➘✸➮♣➬r➻➷➩➭➫❥➧◆✜✛➘✸➾❺➘✸➯r➯✴❏➭➯r➩✙✘✚➺➭➩➭➯r➯r➩✯➪❱➩✘➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧❉✏ ➥❊➫❱➪✛➘✸➻➷➩➭➫✞➧♠➘✸➯❥➪❱➩✘➯✢✃ ➬r➥❊➫❍✧ï➺✸✃ ➩➭➮◗➧❙✘✩➪❱➬r➾♣➩✰❈✞➦❱➩

DIR(r) ≃ 0 ∀ r
✧

➥❊➫❧➶❊➥❊➬ ➧✿❈✞➦❱➩➷➯➴➘Û➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫✏➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩➷➪❱➩➭➮✓✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫✞➧❺➮
P I(E, τ)

✜❱➾♣➩➭➫❱➪▲➯➴➘②✏ ➥❊➾♣➻➷➩■➘✩✜❀✜❱➾♣➥❈➺✫✪❱➸➭➩
➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫✞➧❺➩

P I(E, τ) ∝
∣∣∣∣∣

∫
dreipr/h̄e−

T2
0
4

[DRC(r)/h̄−ω02 ]2ψC(r, τ)

∣∣∣∣∣

2

,
✲ ❊ ❖✬✖ ➳❖■✮✵

➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫✳➘✸➫✛➘✸➯r➥✠✒❊➦❱➩✓✘➅➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫ ❊ ❖✬✖●❋✩◆■➘Ô➶❥➩➭➺➲➦❱➫❱➩✓✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✂➪❱➩➲➺➭➥❊➦❀✜❱➦❱➾♣➩
f(r)

➪❱➸■✱✛➫❱➬r➩✿✜✛➘✸➾

f(r) = e−
T2
0
4

[DRC(r)/h̄−ω02 ]2 .
✲ ❊ ❖✬✖ ➳❖❞✮✵

f(r)
➩➭➮◗➧➽➧❺➾❺➘✸➺➭➸➭➩Û➮♣➦❱➾➽➯➴➘☎✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖ ❏✳✜☛➥❊➦❱➾➽➯r➩➭➮❅✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩➭➮✴➪❱➩❀➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮❺➬ ➥❊➫✠➮♣➥❊➫❱➪❱➩Û➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➮✹✘✈➯r➘

➮♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫ ❊ ❖✬✖ ➳❩✖●❋✠✖ ✈ ➫✿✜☛➩➭➦➨➧✵➶❊➥❊➬r➾❍❈✞➦❐✃ ➩➭➯r➯r➩●➮♣➩❃➺➭➥❊➻✛✜☛➥❊➾◗➧❺➩●➺➭➥❊➻➷➻➷➩✭➦❱➫✓✱✛➯ ➧❺➾♣➩◗❈✞➦❱➬❥➮♣➦❀✜❀✜❱➾♣➬r➻➷➩✭➺➭➥❊➻✛✜❱➯✴❏➹➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧
➯➴➘❬✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✳➪❱➩❧➯➴➘✍✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❪➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩❧➺➭➥ï➶✸➘✸➯r➩➭➫❥➧❺➩✏➮♣➬ ➧❺➦❱➸❧➩➭➫↔➪❱➩ ☞✗✘➆➪❱➩❃❜ ☞ ✧✧➩❍❒➨➺➭➩✗✜➨➧❺➸⑥✜☞➥❊➦❱➾➱➦❱➫❱➩✏➧❺➾❊❏➭➮✜☞➩➹➧❺➬ ➧❺➩➱➾♣➸✗✒❊➬r➥❊➫❵➺➭➩➭➫❥➧♠➾♣➸➭➩✂➩➭➫

r ≃ ➳❩✧ ❑ ☞ ✖ ✈ ➫s✜☞➩➭➦➨➧➷➸➹➶❈➬ ➧❺➩➭➾➽➧❺➥❊➦➨➧➅➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➩➭➾◗➧➷➪❱➩☎✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫ ➪❱➩✗✜❱➦❱➬r➮➺➭➩➹➧♣➧❺➩✂➾♣➸✗✒✸➬r➥❊➫❵➩➭➫✐➺✫✪❱➥❊➬r➮♣➬r➮♣➮❺➘✸➫❥➧■➯r➩Û➪❱➸➭➯➴➘✸➬✺✜☞➥❊➻✛✜☛➩✤▲✰➮♣➥❊➫❱➪❱➩➱➪❱➩➱➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩●✘✏➺➭➩●❈✞➦❱➩✂➯r➩✶✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧■➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮
➪✛➘✸➫❱➮➽➯r➩②✜❱➦❱➬ ➧❺➮➅➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩❀➫❱➩Û➮♣➩Û➧❺➾♣➥❊➦➨➶❊➩✶✜✛➘✸➮➽➩➭➫

r ≃ ➳❩✧ ❑ ☞ ➘✸➦ ➻➷➥❊➻➷➩➭➫✞➧✴➪❱➩Û➯✢✃ ➬r➥❊➫❱➬r➮❺➘ ➧❺➬ ➥❊➫❍✖❇❴✵➘
✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫➷➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✩➪✛➘✸➫❱➮✯➯r➩ ➶❊➥❊➬r➮♣➬r➫✛➘✩✒❊➩ ➬r➻➷➻➷➸➭➪❱➬➴➘❅➧❃➪❱➦✶✜☛➥❊➬r➫✞➧✯➪❱➩✩➺➭➾♣➥❊➬ ➮❺➩➹➻➷➩➭➫✞➧✘➩➭➮◗➧✰✏ ➥❊➾◗➧❺➩➭➻➷➩➭➫✞➧✘➘ ➧♣➧❺➸➭➫❈➦❱➸➹➩✩✧
➧♠➘✸➫❱➪❱➬r➮✦❈✞➦❐✃ ➘✸➦❦➪❱➩➭➯ ✘✏➪❱➩

r ≃ ❋✶❍ ☞ ✧●➯➴➘♣✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫➆➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✂➫❐✃ ➩➭➮◗➧②✜✛➘✸➮➷➘❪❢✌➩➭➺➹➧❺➸➭➩❲✜✛➘✸➾➅➯✢✃ ➸➹➧♠➘✩✜☞➩✂➮♣➥❊➫❱➪❱➩✩✖♠●➫✠➮♣➥❊➻➷➻➷➩✩✧❐➩➭➫▲➘❜✔❥➘✸➫✞➧➲➾♣➩➭➺➭➥❊➦❱➾♣➮❅✘➱➦❱➫❱➩■➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫✟✘➱➪❱➩➭➦❈❒⑥✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮➲➪❱➥❊➫❥➧✖➯➴➘✶✜❱➾♣➩➭➻➷➬✴❏➭➾♣➩➅➸➹➧♠➘✩✜☞➩■➩➭➮◗➧
➾♣➸➭➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➫❥➧❺➩Û➘Ô➶❊➩➭➺❀➦❱➫✠➸➹➧♠➘ ➧✴➪❱➩②❵✽✔❈➪❱➼☛➩➭➾❊✒✈➪❱➩➷➯➴➘✂➻➷➥❊➯r➸➹➺➭➦❱➯r➩✩✧❹➫❱➥❊➦❱➮✴➘Ô➶❊➥❊➫❱➮✖➸➹➧❺➸✩✧✵➪❐✃ ➦❱➫❱➩②✜✛➘✸➾◗➧❜✧❹➺Ô➘✩✜✛➘✸➼❱➯r➩



✑✁� ✍ �✙✠✎✝✑✏✆✟☛✡✕✝ � ✟ ✟☛✝ ✓✔✤✞✝ ☞✜✏ ✖ ✡✜✂✆☎✙✢✣☞✜✤✞✟☛✏ ✡✌✚✜✏✌✓✔✦ ✟ ☞ ☞✜✤ ✟✒☞✜✢ ☎✞✏ ❋✩❏ ❋

�✂✁☎✄✝✆✱❊ ❖✬✖ ❑ ✎❧❂●➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸
P as

total(t)
➪❱➸■✱✛➫❱➬ ➩☎✜✛➘✸➾■➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫ ❊ ❖✬✖ ❏❊➚❧➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➭➩✈➩➭➫s✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❵➪❱➦

➧❺➩➭➻✛✜❱➮✗✖❙❴●✃ ➘✸➯r➯r➦❱➾♣➩➷➪❱➩➱➯➴➘✈➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➱➩➭➫❧✏ ➥❊➾♣➻➷➩Û➪❱➩Û➻❀➘✸➾♣➺✤✪❱➩➭➮➽➪❐✃ ➩➭➮♣➺Ô➘✸➯r➬r➩➭➾➽➩➭➮◗➧■➾♣➸➹➶❥➸➭➯➴➘ ➧❺➾♣➬r➺➭➩❀➪❱➦➆➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❆❏➭➾♣➩
➪❱➬r➮♣➺➭➥❊➫❥➧❺➬r➫❈➦✂➪❱➦☎✜❱➾♣➥❈➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮✩➪❱➩✿✜❱➾♣➸➭➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥✸➫❍✖

➪❱➩✩➪❱➸■✱✛➫❱➬r➾✯➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧✘➯➴➘✓✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫➷➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✒➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩
ψas

C (r, t)
✧❈➩➹➧✘➪❐✃ ➘✸➦➨➧❺➾♣➩❨✜✛➘✸➾◗➧❜✧✞➪❱➩

➯➴➘✈➾❺➩➹➫❱➪❱➾❺➩➱➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧♠➘✸➼❱➯r➩●✜✛➘✸➾➽➦❱➫❱➩✂➪❱➩➭➦❈❒➨➬✴❏➭➻■➩➱➸➹➧♠➘✩✜☞➩➱➬r➥❊➫❱➬r➮❺➘✸➫❥➧➽➯➴➘✳➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✩✖❇❱✩➬r➫❱➮♣➬❦✧✆➻➷➥❝✔❊➩➭➫❱➫✛➘✸➫❥➧■➯r➩➭➮
➘✩✜❀✜❱➾♣➥Ô❒➨➬r➻❀➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮①➪❱➸➭➺➭➾♣➬ ➧❺➩➭➮✚➺➭➬ ▲✰➪❱➩➭➮♣➮♣➦❱➮✗✧ ✘■➮❺➘Ô➶❊➥❊➬r➾✧➦❱➫❱➩✖➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫➱➮♣➥❊➫❱➪❱➩✖➮♣➦✖✕➷➮❺➘✸➻➷➻➷➩➭➫✞➧✚➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➩✿✜☞➥❊➦❱➾
❈✞➦❱➩➷➯✢✃ ➥❊➫⑤✜❱➦❱➬r➮♣➮♣➩➷➫❱➸✗✒❊➯r➬✴✒❊➩➭➾✒➯r➩➅➻➷➥❊➦➨➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧✖➪❱➩➭➮➲➫❱➥❝✔❥➘✸➦❈❒❧➪❱➦❱➾❺➘✸➫✞➧➲➯r➩✦✜❱➾♣➥❈➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮✴➪❐✃ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫❧➩➹➧✖➦❱➫
➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦✂➬r➫❥➧❺➩➭➾♣➻➷➸➭➪❱➬➴➘✸➬ ➾♣➩❨✜❱➾♣➩➭➮❊❈✞➦❱➩✿✜✛➘✸➾❺➘✸➯r➯✴❏➭➯ ➩✑✘➽➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✺✏ ➥❊➫❱➪✛➘✸➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯✌➪❱➩❳➯✢✃ ➬r➥❊➫❍✧✞➯✢✃ ➸➹➶❥➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥✸➫❀➧❺➩➭➻✛✜☞➥✸➾❺➩➹➯r➯r➩
➪❱➩✖➯➴➘➅➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫✂➸➭➫❱➩➹➾❆✒✸➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩✴➪❱➩➭➮P✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮ ➬r➮♣➮♣➦❱➮✚➪❱➩✖➯➴➘✦✜❱➾♣➸➭➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫☎✜☞➩➭➦➨➧ ✞➹➧❺➾♣➩✖➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➸➭➩
➪✛➘✸➫❱➮✘➦❱➫❱➩✩➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩✒➪❐✃ ➬r➥❊➫❱➬r➮❺➘ ➧❺➬r➥✸➫✛✜☞➥❊➻✛✜☛➩✤▲✰➮♣➥❊➫❱➪❱➩✩➩➭➫❀➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧♠➘✸➫✞➧①➯➴➘➲➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥✸➫➷➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩➪❱➩➭➮
➬r➥❊➫❱➮✶✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧❺➮✗✖

P I(E, τ)
➩➹➧

P as(E, t = τ)
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P as
total(t) =

∫
dE P as(E, t).
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➺➭➥❊➫❥➧❺➬r➫✞➦❍✧☛➩➹➧✩➯r➩➭➮❑✜❱➯➴➘ ➧❺➩Ô➘✸➦❈❒❲✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➮✒➮♣➦❱➾✩➯r➩✓✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖ ❑❀➮♣➥❊➫✞➧✩➪❱➩✖➻➷➥❊➬r➫❱➮ ➩➭➫✳➻➷➥❊➬r➫❱➮✽✜❱➾♣➥❊➫❱➥❊➫❱➺➭➸➭➮✗✖ ✈ ➫
➾♣➩➭➻❀➘✸➾❊❈✞➦❱➩✈➘✸➦❱➮♣➮♣➬P❈✞➦❱➩✈➯r➩➱➮❺➩➹➺➭➥❊➫❱➪❫✜❱➯➴➘ ➧❺➩Ô➘✸➦❦➘❧➦❱➫❱➩♣✪✛➘ ➦➨➧♠➩➹➦❱➾✛✜❱➯r➦❱➮✛✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➩❲❈✞➦❱➩Ý➯r➩☎✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾✗✖✰✸✘➩➹➧♣➧❺➩
➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩✛✜☞➩➭➦➨➧✴➮➭✃ ➩❍❒▼✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➩➭➾❅❈✞➦✛➘✸➯ ➬ ➧♠➘ ➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧❅✘☎✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➾➲➪❱➦▲➾❺➘✸➬r➮♣➥❊➫❱➫❱➩➭➻➷➩➹➫✞➧✖➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧❀❮❹➫❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮

P0➯➴➘✛✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✂➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩➽➪✛➘✸➫❱➮✒➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |C〉 ✜✛➘✸➾✩➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❲✜☞➥❊➻✛✜☞➩✩✖ q✚➥❊➦❱➮✒➮❺➘Ô➶❥➥❊➫❱➮✑❈✞➦❐✃ ✘❀➺✫✪✛➘✩❈✞➦❱➩✏ ➥❊➬r➮❑❈✞➦❱➩➅➯r➩❅✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❳➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✬❈✞➦✛➘✸➮♣➬ ▲✰➯r➬r➸❤✜✛➘✸➮♣➮♣➩✦✜✛➘✸➾✩➯r➩❅✜☞➥❊➬r➫❥➧✒➪❱➩➽➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➩➭➻■➩➭➫✞➧✒➬r➯❉✔✳➘❀➦❱➫❱➩✬✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸
PCG ≃ 97%

✜☛➥❊➦❱➾✺❈✞➦❱➩✒➯➴➘❤✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✛✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➩❳➪✛➘✸➫❱➮✘➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |C〉 ➮♣➥❊➬ ➧✯➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩✒➪✛➘✸➫❱➮✘➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |G〉➩➹➧➅➬r➫❥➶❊➩➭➾♣➮♣➩➭➻➷➩➭➫✞➧❜✖◗❴❹➩✶✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾❅✜❱➯r➘ ➧❺➩Ô➘✸➦ ➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪ ✘✈➯➴➘❲✏ ➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫
P1

➪❱➩Û➯➴➘♣✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫▲➬r➫❱➬ ➧❺➬r➘✸➯ ➩
➾♣➩➭➮◗➧♠➘✸➫❥➧➷➮♣➦❱➾■➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |C〉 ➘✩✜❱➾❊❏➭➮■➦❱➫ ✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩☎✜✛➘✸➾➅➯r➩●✜☞➥❊➬r➫❥➧➅➪❱➩✂➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✧ P1

➩➭➮◗➧➷➪❱➥❊➫❱➺✂➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➩
✜✛➘✸➾

P1 = (1 − PCG)P0

✧●➯➴➘✳✏ ➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫➆➾♣➩➭➮◗➧♠➘✸➫❥➧❺➩❬✲
PCGP0

✵➽➪❱➩➭➻➷➩➭➦❱➾♣➩✂➪✛➘✸➫❱➮➷➯r➩●✜❱➦❱➬ ➧❺➮➷➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩
➥✩★❵➩➭➯r➯r➩❀➩■❢✌➩➭➺➹➧❺➦❱➩➱➦❱➫❱➩➱➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫▲➺➭➥❊➻✛✜❱➯✴❏➹➧❺➩Û➘ï➶ ➘✸➫✞➧➅➪❱➩Û➪❱➥❊➫❱➫❱➩➭➾➅➦❱➫❱➩➱➫❱➥❊➦➨➶❊➩➭➯r➯r➩Û➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❧✘✳➯➴➘
✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘❅➧♠➬ ➥❊➫✳➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✧☞➩➭➯r➯r➩❤✜✛➘✸➮♣➮♣➩➽➪❱➥❊➫❱➺➽➪❱➩➭➦❈❒✏➘✸➦➨➧❺➾♣➩➭➮❨✏ ➥❊➬r➮❑✜✛➘✸➾✩➯r➩❤✜☞➥❊➬r➫❥➧✒➪❱➩✴➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✖ ❱✩➦
➧❺➥✸➧♠➘✸➯❦✧✄➯➴➘⑤✪✛➘✸➦➨➧❺➩➭➦❱➾■➪❱➦✐➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪✂✜❱➯➴➘ ➧❺➩Ô➘✸➦➆➩➭➮◗➧

P2 = 2P 2
CG(1 − PCG)P0

✖❙❱✵➶❊➩➭➺Ý➯➴➘✳➶✸➘✸➯ ➩➭➦❱➾■➪❱➩
PCG➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➩➽➺➭➬ ▲✰➪❱➩➭➮♣➮♣➦❱➮✗✧❐➥❊➫✈➧❺➾♣➥❊➦➨➶❊➩✬❈✞➦❱➩

P2/P1 = 2P 2
CG =

❋✠✧ ❞▼✧☞➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧✒➩➭➫✏➪❱➸➭➮❺➘✸➺➭➺➭➥❊➾♣➪❧➮♣➩➭➫❱➮♣➬r➼❱➯ ➩➅➘Ô➶❥➩➭➺
➯➴➘❅✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖ ❑➷➥✩★✂➯✢✃ ➥❊➫➱➧❺➾♣➥❊➦➨➶❊➩✿❈✞➦❱➩

P2/P1 =
➳❩✧ ❑❀✖

✸✘➩✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧❜✧✘➦❱➫❱➩Ý➾♣➩➭➻❀➘✸➾❊❈✞➦❱➩Ý➮➭✃ ➬r➻✛✜☞➥❊➮♣➩✂➶❈➬r➮❄▲❄✘❝▲ ➶❈➬r➮➅➪❱➦ ➾❺➘✸➬r➮♣➥❊➫❱➫❱➩➭➻■➩➭➫✞➧✛❈✞➦❱➩✈➫❱➥❊➦❱➮➷➶❊➩➭➫❱➥❊➫❱➮❀➪❱➩
✏✔➘✸➬r➾♣➩➽❮❱➩➭➫Ý➩■❢✌➩➹➧❜✧✛➪✛➘✸➫❱➮ ➺➭➩✿❈✞➦❱➬✷✜❱➾♣➸➭➺✗❏➭➪❱➩➲➫❱➥❊➦❱➮✚➘ï➶❊➥❊➫❱➮ ➮♣➦❀✜❀✜☛➥❊➮♣➸✖➬r➻✛✜❱➯r➬ ➺➭➬ ➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧✽❈✞➦❱➩➲➯r➩➭➮✧➪❱➩➭➦❈❒Ý➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬ ▲
➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮✄➪❱➥❊➫❱➫✛➘✸➫✞➧●➯r➩✘➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪✹✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❃➪❐✃ ➥✸➫❱➪❱➩➭➮❙✜✛➘✸➾◗➧♠➬ ➩➭➯➨➮➭✃ ➘❝★◗➥❊➦➨➧♠➘✸➬r➩➭➫❥➧✭➪❱➩✧➻❀➘✸➫❱➬✴❏➹➾❺➩✯➬r➫❱➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➩✩✧✸➻❀➘✸➬r➮
➘✩✜❀✜✛➘✸➾♣➩➭➻➷➻➷➩➭➫❥➧➲➺➭➩■➫❐✃ ➩➭➮◗➧❤✜✛➘✸➮➲➯r➩➽➺Ô➘✸➮✗✖❉❂✄➥❊➦❱➾✒➶❊➥❊➬r➾❳➺➭➩✹❈✞➦❱➬●➮♣➩✹✜✛➘✸➮♣➮♣➩➷➾♣➸➭➩➭➯r➯r➩➹➻➷➩➭➫✞➧❜✧✌➾❺➘✸➬r➮♣➥❊➫❱➫❱➥❊➫❱➮✿✘●✜✛➘✸➾❄▲
➧❺➬r➾✩➪❱➩➽➯➴➘✛✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖ ➳❩✖❐➵✒➘✸➫❱➮❳➺➭➩➽➺➭➥❊➫❥➧❺➩❍❒❈➧❺➩✩✧❹➩❍❒▼✜❱➾♣➬r➻➷➥❊➫❱➮✩➯➴➘✛✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✳➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✬✜❱➬r➸✗✒❊➸➭➩➽➪✛➘✸➫❱➮❳➯ ➩✬✜❱➦❱➬ ➧❺➮
➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✒➩➭➫Ý➯➴➘➅➪❱➸❍➶❥➩➭➯r➥✠✜❀✜✛➘✸➫❥➧✚➮♣➦❱➾ ➦❱➫❱➩➲➼✛➘✸➮♣➩✖➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮P✜❱➯➴➘✸➫❱➩➭➮✗✧✛➮♣➥❊➬ ➧

|ψ 〉 =

∫
a(p) |p〉 dp,

✲ ❊ ❖✬✖ ❏ ❋❝✵

➥✩★
p
➩➭➮◗➧❃➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫✴➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩①➪❱➩➭➮●➫❱➥✕✔✞➘✸➦❈❒❲✲ ➫❱➥❊➦❱➮❃➘Ô➶❊➥❊➫❱➮●➫❱➥❊➾♣➻❀➘✸➯r➬ ➮♣➸ |ψ 〉 ✘★❋✠✧✸➬❦✖ ➩✩✖ ∫ |a(p)|2dp = 1

✵✤✖
❊ ➫❱➬ ➧❺➬➴➘✸➯ ➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✧ |ψ 〉 ➮♣➩■➧❺➾♣➥❊➦➨➶❊➩■➪✛➘✸➫❱➮✖➯r➩➅➼❱➾❺➘✸➮❅✸❨➪❱➩➷➯✢✃ ➬ ➫✞➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➥❊➻✛❏➹➧❺➾♣➩➽➩➹➧✖➮♣➩✹✜❱➾❺➥✩✜✛➘✩✒❊➩➅➶❊➩➭➾♣➮✖➯➴➘➱➯➴➘✸➻➷➩
➮♣➸✗✜✛➘✸➾❺➘ ➧❺➾♣➬r➺➭➩✩✖✺❞✸➦❱➮◗➧❺➩✳➘❪✜❱➾❆❏➹➮❀➯r➩☎✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾✹✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩❲✜✛➘✸➾➷➯r➩☎✜☞➥❊➬r➫❥➧➷➪❱➩Ý➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧⑤✲ ➬❦✖ ➩✩✖●➯➴➘❧➯➴➘✸➻➷➩✕✵✤✧✭➯➴➘
✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➽➪❱➩■➯➴➘②✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥✸➫❧➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➅➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧✴➘✸➦✟✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾✑✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✖➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮❤✜✛➘ ➾♣➧❺➬r➩➹➯✭➩➭➮◗➧✖➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➩
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�✂✁☎✄✝✆❯❊ ❖✬✖▼❍✟✎⑤♠✭➶❊➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫✏➪❱➩■➯➴➘✶✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✏➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➷➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩■➩➹➧✖➪❱➩■➯➴➘Û➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫✏➪❱➩➭➮✓✏ ➾❺➘✩✒❪▲
➻➷➩➭➫❥➧❺➮➽➘✸➦▲➺➭➥❊➦❱➾♣➮✖➪❱➩❀➯➴➘☎✜❱➾♣➸➭➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬r➘ ➧❺➬r➥❊➫⑥✜☞➥❊➦❱➾✖➪❱➩➭➦❈❒▲➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾♣➮✖➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩❀➪❱➩②✜☛➥❊➻✛✜☞➩➷➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➩➭➮❀❮
λ01 =

❏ ❋ï➚➽➩➹➧ ❏ ❋❅➳✴➫❱➻❲✖▼❱
t =

❜✸➚❊➚❅✏ ➮✗✧❱➬r➯ ✔➱➘➅➦❱➫☎✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧ ➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮ ➮♣➦❱➾✧➯➴➘✬✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩❳➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✒➪❱➩
➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |C〉 ✖▼❂✆➥❊➦❱➾ t = 1900

✏ ➮✗✧❈➫❱➥✸➦❱➮①➘ï➶❊➥❊➫❱➮✘➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➸✩➯r➩✚➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪✶✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧①➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮❡✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯✛➦❱➫❱➬✴❈✞➦❱➩✤▲
➻➷➩➭➫❥➧➽❮✯❴❹➩➭➮✩➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮❳➘✸➯r➯➴➘ ➫✞➧✚➪❱➩●✲ ➼♦✵◗★◗➦❱➮❊❈✞➦❐✃ ✘⑤✲ ✒✻✵ ➩➹➧✒➪❱➩●✲❚★❆✵◆★◗➦❱➮❊❈✞➦❐✃ ✘✟✲ ➥✻✵✧➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪❱➩➭➫❥➧✖➘ ➦❈❒✳➪❱➩➭➦❈❒
➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮✖➪❱➥❊➫❱➫✛➘✸➫✞➧➽➯r➩➷➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❧✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧➅➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✬✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯r➮✗✧❉✜❱➾♣➬r➮♣➩➭➮✴➮♣➸✗✜✛➘✸➾❊❏➭➻➷➩➭➫✞➧❜✖◆❴❹➩➭➮➽➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮
✲ ➪♦✵✧➩➹➧✹✲ ➯ ✵①➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➩➭➫✞➧❳➯➴➘✦✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✈➪❐✃ ➥✸➫❱➪❱➩➅➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✖➪❱➦✈➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪⑤✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✒➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮❨✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯❦✖
✲ ✪♦✵✆➩➹➧❨✲ ✜♦✵✆➮♣➥❊➫❥➧●➯r➩➭➮✭➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➭➮❃➪❱➩❡✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮✭➫❱➩➭➦➨➧❺➾♣➩➭➮●➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➸➭➮❃➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➬r➯❩✔➽➘✒➪❱➩➭➦❈❒✦✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮❃➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮
✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯r➮①➮♣➦❱➾ ➯➴➘✦✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➲➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖
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✜✛➘✸➾
∣∣∣ψ(1)

〉
=

√
T

∫
a(p)eiφ1(p) |p〉 dp,

✲ ❊ ❖✬✖ ❏❥➳✩✵
➥✩★

T = 1 − PCG

➩➭➮◗➧✚➯r➩✑✏✔➘✸➺❍➧♠➩➹➦❱➾ ➪❱➩❳➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➻➷➬r➮♣➮♣➬r➥❊➫➱➩➭➫✂➬r➫✞➧❺➩➭➫❱➮♣➬ ➧❺➸✒➪❱➩➲➯➴➘➽➯➴➘✸➻➷➩✩✧▼❈✞➦❱➬❐➶✸➘✸➾♣➬r➩✒➯r➩➭➫✞➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧
➘Ô➶❊➩➭➺

p
✧☛➩➹➧❨❈✞➦❱➩➽➫❱➥❊➦❱➮❨✜❱➾♣➩➭➫❱➥❊➫❱➮✩➬r➫❱➪❱➸✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧✒➪❱➩

p
✖
φ1(p)

➩➭➮◗➧✒➯r➩✖➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮❺➘✩✒❊➩➽➘✸➺➭➺➭➦❱➻➽➦❱➯r➸✖➯r➥❊➾♣➮✚➪❱➩✴➯➴➘
✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❥➘ ➧❺➬r➥❊➫❳➯r➩❃➯r➥❊➫❀✒ ➪❱➦✴➼❱➾❺➘✸➮◆✸❨✧❅➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮❺➘✩✒❊➩✯➪❱➸✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧✭➪❱➩

p
✖❪✸✘➩➭➺➭➬❈➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✬✘ ➦❱➫❱➩✰✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫

P1 =
〈
ψ(1)|ψ(1)

〉
= 1−PCG

✖▼❴✵➘✿✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✚➪❱➩➭➻➷➩➭➦❱➾♣➸➭➩❨✜❱➬r➸✗✒❊➸➭➩✚➪✛➘✸➫❱➮✘➯r➩P✜❱➦❱➬ ➧❺➮✯➪❱➩❨✜☛➥✸➧❺➩➭➫✞➧❺➬r➩➭➯◆✲ √
R |ψ 〉 ✧➘Ô➶❊➩➭➺

R = PCG

✵P✜✛➘✸➮♣➮♣➩✹✘❀➫❱➥❊➦➨➶❊➩Ô➘✸➦❈❒⑤✜✛➘✸➾✩➯➴➘❀➮♣➸✗✜✛➘✸➾❺➘ ➧❺➾♣➬r➺➭➩✩✧ ✒❊➸➭➫❱➸➭➾❺➘✸➫❥➧➲➘✸➬r➫❱➮♣➬✆➪❱➩➭➦❈❒⑤✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮✒➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮
➪❐✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩ |ψC 〉 = R |ψ 〉 ➩➹➧ |ψG 〉 =

√
RT |ψ 〉 ➮♣➩✦✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❊➩Ô➘✸➫❥➧❳➾♣➩➭➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧➲➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧❳➯r➩➭➮➼❱➾❺➘✸➮✿✸❙➩➹➧❤♥✷➪❱➩➽➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➥❊➻✛❏➹➧❺➾♣➩✩✖ ❱✩➦✳➺➭➥❊➦❱➾♣➮❳➪❱➩➽➯r➩➭➦❱➾❨✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❥➘ ➧❺➬r➥❊➫❍✧☛➺➭➩➭➮❳➥❊➫❱➪❱➩➭➮❳➪❱➩➽➻❀➘ ➧❺➬✴❏➭➾♣➩✖➮♣➥❊➫❥➧

➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➸➭➩➭➮✗✧☛➪❱➩➲➮♣➥❊➾◗➧❺➩✿❈✞➦❐✃ ➘✩✜❱➾❊❏➭➮✚➦❱➫✈➘✸➯r➯r➩➭➾❄▲✰➾◗➩➹➧❺➥❊➦❱➾✗✧❝★◗➦❱➮◗➧❺➩✖➘ï➶ ➘✸➫✞➧ ➯r➩✓✜☞➥❊➬r➫❥➧ ➪❱➩➲➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧

|ψC 〉 = R

∫
a(p)eiφC(p) |p〉 dp

✲ ❊ ❖✬✖ ❏▲❏✮✵

|ψG 〉 =
√

RT

∫
a(p)eiφG(p) |p〉 dp,

✲ ❊ ❖✬✖ ❏❖❑✮✵

➥✩★
φC(p)

➩➹➧
φG(p)

➮♣➥❊➫❥➧✩➾♣➩➭➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧✒➯r➩➭➮ ➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮❺➘✩✒❊➩➭➮✒➘✸➺➭➺➭➦❱➻➽➦❱➯r➸➭➮✚➯r➥❊➾♣➮✧➪❱➩✖➯➴➘✦✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❥➘ ➧❺➬r➥❊➫✂➯r➩
➯r➥❊➫❀✒■➪❱➩➭➮✚➼❱➾❺➘✸➮❨✸❪➩➹➧✓♥✦✖❀❱❨✜❱➾❊❏➭➮✚➦❱➫✈➫❱➥❊➦➨➶❊➩Ô➘✸➦♣✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩❤✜✛➘✸➾ ➯➴➘➽➮❺➸■✜✛➘✸➾❺➘ ➧❺➾❺➬ ➺➭➩✩✧☛➬r➯✯✔✂➘➷➘✩✜❀✜✛➘✸➾♣➬ ➧❺➬r➥❊➫➱➪❐✃ ➦❱➫
➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪✛✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✯➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✙✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯❱➮♣➦❱➾●➯➴➘✑✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✧➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✧❊➪❱➩✽✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫➅➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩ ∣∣∣ψ(2)

〉 ➮♣➥❊➻➷➻➷➩
➪❱➩➲➪❱➩➭➦❈❒Ý➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮✒❮

∣∣∣ψ(2)
〉

= R
√

T

∫
a(p)eiφC(p) |p〉 dp + R

√
T

∫
a(p)eiφG(p) |p〉 dp.

✲ ❊ ❖✬✖ ❏✻❍✩✵

✸✘➩✿❈✞➦❱➬❹➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✳✘➅➦❱➫❱➩✿✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫

P2 =
〈
ψ(2)|ψ(2)

〉 ✲ ❊ ❖✬✖ ❏▲◆✮✵

= 2P 2
CG(1 − PCG)

{
1 +

❵ ➩ [∫
|a(p)|2ei∆φ(p)dp

]}
,

✲ ❊ ❖✬✖ ❏✻❜✠✵

➥✩★
∆φ(p) = φC(p)−φG(p)

✖❈➤❈➬
δ = ∆φ(pmax)−∆φ(pmin) ≫ 2π

➘✸➯r➥❊➾♣➮❃➯r➩①➧❺➩➭➾♣➻➷➩ ➪❐✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩
➪✛➘✸➫❱➮

P2

➪❱➥❊➫❱➫❱➩Ý➦❱➫❱➩Ý➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫➆➫✞➦❱➯r➯r➩✩✧●➩➹➧➷➯r➩✂➾❺➘✸➬r➮♣➥❊➫❱➫❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧✹✏✔➘✸➬ ➧■➘✸➦✂✜✛➘✸➾❺➘✩✒❊➾❺➘✩✜❀✪❱➩☎✜❱➾♣➸➭➺➭➸➭➪❱➩➭➫❥➧
➩➭➮◗➧➅➶✸➘✸➯➴➘✸➼❱➯r➩✩✖✄➵✒➘✸➫❱➮■➯r➩Û➺Ô➘✸➮➅➺➭➥❊➫✞➧❺➾❺➘✸➬r➾♣➩✩✧✄➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫❥➧■➯➴➘✈➶ ➘✸➯r➩➭➦❱➾➅➪❱➩

δ
✧✭➥❊➫❵➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❥➩➭➾❺➘✏➪❱➩➭➮■➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮

➺➭➥❊➫❱➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➮✚➥❊➦✂➪❱➩➭➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➮✗✖✯✸✘➩➭➺➭➬✵➩➭➮◗➧✚➬r➯r➯ ➦❱➮◗➧❺➾♣➸✒➮♣➦❱➾ ➯➴➘❅✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖▼❍❩✧✛➥✩★✂➫❱➥❊➦❱➮✚➘Ô➶❊➥❊➫❱➮ ➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➸
ψas

C (r, t)
➩➹➧

P as(E, t)
✜☞➥❊➦❱➾✩➪❱➩➭➦❈❒✳➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾♣➮✚➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➽➪❱➩❅✜☞➥❊➻✛✜☞➩✖➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➩➭➮✴❮

λ01 =
❏ ❋ï➚➷➫❱➻ ➩➹➧

❏ ❋❅➳Ý➫❱➻❲✖◆❂✆➥❊➦❱➾
t =

❜✸➚❊➚❲✏ ➮✗✧✄➬r➯✯➫❐✃ ✔ ➘✳❈✞➦❐✃ ➦❱➫❵➮♣➩➭➦❱➯❡✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧■➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩Û➮♣➦❱➾➽➯➴➘♣✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩Û➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩❪✖
❴❹➥❊➾♣➮❊❈✞➦❱➩

λ01 =
❏ ❋ï➚ ➫❱➻❲✧ï➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩●➺➭➬r➫❱➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩✯➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩●➪❱➩➭➮❇✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➹➫✞➧❺➮✵➩➭➮◗➧✄➯r➸✗✒✠❏➭➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧❇✜❱➯r➦❱➮❉✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➩✩✧

➺➭➥❊➻➷➻➷➩❀➯r➩Û➻➷➥❊➫❥➧❺➾♣➩Û➯➴➘✈➺➭➥❊➻✛✜✛➘✸➾❺➘✸➬r➮♣➥❊➫▲➪❱➩➭➮■➺➭➥❊➦❱➾♣➼☛➩➭➮♣✲ ➩✕✵✖➩➹➧♣✲ ➻✶✵✤✖◆❂✆➥❊➦❱➾
t =

❋✩❞❊➚❊➚♣✏ ➮✗✧✄➬r➯✰✔ ➘✳➪❱➩➭➦❈❒
✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮Û➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮❀➮♣➦❱➾Û➯➴➘✟✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✈➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖✰❂✆➥❊➦❱➾❀➺✫✪✛➘✩❈✞➦❱➩✳➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾➷➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✈➪❐✃ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫❍✧
➫❱➥❊➦❱➮Ý➘Ô➶❊➥❊➫❱➮➱➧❺➾❺➘✸➺➭➸❧➮♣➸✗✜✛➘✸➾♣➸➭➻➷➩➭➫❥➧Ý➯r➩➭➮✂➺➹➥❊➫✞➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮Û➪❱➩❧➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |C〉 ✲ ➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮❬✲ ➼♦✵❀➩➹➧✍✲ ★❆✵❊✵➷➩➹➧Ý➪❱➩
➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |G〉 ✲ ➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➹➮✛✲ ➺✕✵ ➩➹➧✹✲ ❃▼✵❊✵✩➘✸➦✳➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪⑤✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❳➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✑✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯❦✧☞➘✸➬r➫❱➮♣➬❉❈✞➦❱➩➽➯r➩➭➮✩➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➭➮❳➪❱➩✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮➅➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧❺➮✳✲ ➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮✳✲ ✏✫✵✤✧P✲ ➫♦✵✤✧❑✲ ✒✻✵✴➩➹➧✳✲ ➥✻✵❊✵✤✖❙q✚➥❊➦❱➮➷➘Ô➶❥➥❊➫❱➮➷➘✸➦❱➮♣➮♣➬✧➧❺➾❺➘✸➺➭➸➱➯r➩☎✜❱➾♣➥✩✱✛➯
➮❊✜✛➘ ➧❺➬➴➘✸➯✩➪❱➦❪➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪ ✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧Ý➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮☎✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯✦✲ ➺➭➥❊➦❱➾♣➼☛➩➭➮✍✲ ➪♦✵❀➩➹➧✍✲ ➯ ✵❊✵✤✧①➘✸➬r➫❱➮♣➬❨❈✞➦❱➩❧➯➴➘ ➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥✸➫
➪❱➩➭➮❨✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫✞➧❺➮✚➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘✸➫✞➧✒➪❱➩➽➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➽➪❱➩➭➮✒➪❱➩➭➦❈❒✳✜❱➾❺➩➹➻➷➬r➩➭➾♣➮❨✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮❳➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✓✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯r➮✚➪✛➘✸➫❱➮
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➪❱➩➷➯➴➘●✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❧➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩❀➪❱➩➭➮✖➪❱➩➭➦❈❒▲➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮✖➘✸➦✠➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❬✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧➽➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮❅✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯◗✜❱➾♣➬r➮♣➩➭➮✴➮♣➸✤▲
✜✛➘✸➾♣➸➭➻➷➩➭➫❥➧②✲î➧❺➬r➾♣➩➹➧❺➮✒➩❍➧❳➧❺➾❺➘✸➬ ➧✑✜❱➯r➩➭➬r➫♦✵✤✧☞➯r➩➭➦❱➾✒➮♣➥❊➻➷➻➷➩☎✲ ✜☛➥❊➬r➫❥➧♠➬ ➯r➯ ➸➭➮✫✵ ➩➹➧❳➯r➩➽➺Ô➘✸➾♣➾♣➸➅➪❱➦✏➻➷➥❈➪❱➦❱➯r➩✴➪❱➩➅➯➴➘✛✏ ➥❊➫❱➺✤▲
➧❺➬r➥❊➫✏➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➅➪❱➦❧➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪⑥✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧➲➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✿✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯✽✲î➧❺➬r➾♣➩➹➧❺➮❄▲✢✜☞➥❊➬r➫❥➧❺➬ ➯ ➯ ➸➭➮✫✵✤✖✯❱ ❏ ❋ï➚Û➫❱➻ ➥❊➫✏➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➩➷➦❱➫
✜❀✪❱➸➭➫❱➥❊➻✛❏➭➫❱➩❧➪❐✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮Ý➺➭➥✸➫❱➮♣➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➮✗✧①➧♠➘✸➫❱➪❱➬r➮●❈✞➦❐✃ ✘ ❏ ❋❅➳▲➫❱➻ ➯r➩➭➮➱➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮✂➩➭➫❥➧❺➾♣➩❧➯r➩➭➮
➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮✽✜❱➾♣➥ï➶❥➩➭➫✛➘✸➫❥➧✚➪❱➩➭➮✚➸➹➧♠➘ ➧❺➮ |C〉 ➩➹➧ |G〉 ➮♣➥❊➫❥➧✚➪❱➩➭➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➮✗✖

➯✢✃ ➩➭➮❊✜✛➘✸➺➭➩➽➾♣➸➭➺➭➬✴✜❱➾♣➥❩❈✞➦❱➩●✲ ➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮✹✲ ✪♦✵✚➩➹➧✹✲ ✜♦✵❊✵✤✖❍✸✘➥❊➻➷➻➷➩✴➥✸➫⑤✜☛➩➭➦➨➧❳➯r➩✖➶❊➥❊➬r➾✗✧ ✜☛➥❊➦❱➾✒➯r➩➹➮✒➪❱➩➭➦❈❒✳➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾♣➮
➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩■➪❐✃ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫❍✧❐➯r➩➭➮➲➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮✓✜❱➾♣➥ï➶❊➩➭➫✛➘✸➫❥➧✴➪❱➩➭➮➲➺✤✪❱➩➭➻➷➬r➫❱➮ |C〉 ➩➹➧ |G〉 ➮❺➥✸➫✞➧✖➯r➸✗✒✠❏➭➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧➪❱➸➭➺Ô➘✸➯r➸➭➩➭➮✖➮❊✜✛➘ ➧❺➬➴➘✸➯r➩➭➻➷➩➹➫✞➧❜✧✌➻❀➘✸➬r➮✒➪✛➘✸➫❱➮✖➦❱➫✠➺Ô➘✸➮➲➩➭➯r➯r➩➭➮❳➮➭✃ ➘❝★◗➥❊➦➨➧❺➩➭➫✞➧✖➪❱➩■➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩➅➺➹➥❊➫❱➮◗➧♠➾♣➦❱➺➹➧❺➬ ➶❊➩♣✲✔➺➹➥❊➦❱➾♣➼☞➩
✲ ➪♦✵❊✵✄➩➹➧✯➪✛➘✸➫❱➮❃➯✢✃ ➘✸➦➨➧❺➾♣➩①➪❱➩ ➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩①➪❱➩➭➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➬ ➶❥➩❅✲ ➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩❅✲ ➯ ✵❊✵✤✖✮✸✘➩➭➺➭➬✛➩➭➮◗➧✯➺➭➥❊➫▼✱✛➾♣➻➷➸P✜✛➘✸➾●➯➴➘❨✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖ ◆
➥✩★❧➫❱➥❊➦❱➮➲➘Ô➶❊➥❊➫❱➮➲➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸✩✧✵➪✛➘✸➫❱➮❳➯✢✃ ➩➭➮❊✜✛➘✸➺➭➩➅➪❱➬r➾♣➩➭➺➹➧❜✧❐➯➴➘✛✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✏➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➅➪❱➩➭➮➲➪❱➩➭➦❈❒❧➺➭➥✸➫✞➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮
➘✸➦↔➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪☞✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✈➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮❲✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯✑✜❱➾♣➬r➮♣➩➭➮Ý➮♣➸✗✜✛➘✸➾♣➸➭➻➷➩➭➫❥➧❧✲î➧❺➬r➾♣➩➹➧❺➮✂➩➹➧✂➧❺➾❺➘✸➬ ➧☎✜❱➯r➩➭➬r➫♦✵✤✧①➯r➩➭➦❱➾✂➮♣➥❊➻➷➻➷➩
✲ ✜☞➥❊➬r➫❥➧❺➬r➯ ➯ ➸➭➮✫✵❳➩❍➧➽➯➴➘●✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫▲➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩❀➪❱➦▲➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❧✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧➽➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✬✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯❑✲î➧❺➬r➾♣➩➹➧❺➮❄▲✢✜☞➥❊➬r➫❥➧❺➬ ➯r➯ ➸➭➮✫✵✤✖ ✈ ➫
➾♣➩➭➻❀➘✸➾❊❈✞➦❱➩✩➘✸➦❱➮♣➮♣➬☛➮♣➦❱➾✯➯➴➘✑✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖▼❍②✲ ✜♦✵◗❈✞➦❱➩✚➯r➩ ➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩✩➪❱➩➭➮✙✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫✞➧❺➮❙✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➩✩➦❱➫➷➻➷➬r➫❱➬r➻✴➦❱➻➁➘✸➦
➶❊➥❊➬r➮♣➬r➫✛➘✩✒❊➩➲➪❱➩➽➚▼✖ ❞■➩❣❖✬✖✯✸✘➩✴➻➷➬r➫❱➬r➻✴➦❱➻ ➩➹➮♣➧✩➪☛✡✳➘✸➦❲✏✔➘✸➬ ➧❑❈✞➦❐✃ ✘➷➺➭➩➹➧♣➧❺➩✴➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾ ➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✩✧☞➥❊➫✈➩♠❒➨➺➭➬ ➧❺➩✴➪❱➩➭➮
➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒➅➶❈➬r➼❱➾❺➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➫❱➩➭➯r➮✭➘Ô➶❥➩➭➺ ➦❱➫❱➩✧➪❱➦❱➾♣➸➭➩ ➪❱➩✧➶❈➬r➩✘➧❺➾❆❏➹➮❃➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩✿✲ ≃ 100

✜❱➮✫✵✤✖❥➵✩➥❊➫❱➺✩✧✻✘
t =

❋✩❞❊➚❊➚❨✏ ➮✗✧❊➺➭➩➭➮



❋✩❏▲◆ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✏✑✁� ✍✎✞ ✟ ✟ ✝ ☞✄✝ ☞✎✦ ✂ ☎✞✡✌✚ ✝ ✝✑✏✕✏✌✓ ✁✜✝ ✂ ✟☛✝ ✓ ✤ ✝ � ✟ ✤✞☞✎✢✣✓✔✦ ✚ ✁✆✟ ✦ ☞

�✂✁☎✄✝✆❯❊ ❖✬✖▼❜ ✎❧➤❩✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➭➮✴➪❱➩➭➮✿✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮❳➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦❱➮✖➩➭➫❧➧❺➩➭➻✛✜❱➮✖➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➸➭➮✿✘➱➧❺➾♣➥❊➬r➮❳➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫✞➧❺➮➲➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮➷❮
➯r➩➭➮●➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮✯➩➭➫■➧❺➾❺➘✸➬ ➧❺➮❙✜❱➯r➩➭➬r➫❱➮●➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☛➥❊➫❱➪❱➩➭➫✞➧❡✘❳➯➴➘❳➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥✸➫

P as(E, t)
➪❱➩➭➮❙✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫✞➧❺➮●➫❱➩➭➦➨➧❺➾♣➩➭➮✗✧

➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➩♣✜✛➘✸➾❀➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫ ❊ ❖✬✖●❋✩◆▼✧✯➩➹➧❀➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➸➭➩Ý➩➭➫ ➦➨➧❺➬r➯r➬r➮❺➘✸➫❥➧➷➯➴➘⑤✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❦➪❱➩✈➺➭➥❊➦❀✜❱➦❱➾♣➩✈➪❱➸■✱✛➫❱➬r➩♣✜✛➘✸➾
➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫ ❊ ❖✬✖ ➳❖❞▼✖◆❴❹➩➭➮✴➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮➽➩➭➫ ➧❺➬r➾♣➩➹➧❺➮✖➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪❱➩➭➫❥➧✛✘Ý➯➴➘Ý➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫

P I(E, τ)
➪❱➩➭➮➽➬r➥❊➫❱➮

✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧❺➮ ➘✩✜❱➾❊❏➭➮ ➬r➥❊➫❱➬r➮❺➘ ➧❺➬ ➥❊➫➱➪❱➩➲➯➴➘➽➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✑✜✛➘✸➾ ➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫➱➮♣➥❊➫❱➪❱➩✩✖

➸➹➧♠➘ ➧❺➮①➫❐✃ ➥❊➫❥➧✽✜✛➘✸➮✘➩➭➫❱➺➭➥❊➾♣➩❳➪❱➥❊➫❱➫❱➸✒➪❱➩✒➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮✘➘✸➦❈❒✶✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮✧➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✽✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➮✧➪✛➘✸➫❱➮①➯➴➘✴➾♣➸✗✒❊➬r➥✸➫
➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✧●➩➹➧❀➫❱➩Ý➮♣➥❊➫❥➧❀➪❱➥❊➫❱➺❲✜✛➘✸➮➷➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶✸➘✸➼❱➯r➩➭➮➷➪✛➘✸➫❱➮❀➯r➘❧➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❵➪❱➩➭➮✛✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮ ✠ ❋✳❑✻◆▼✧
❋✩◆▲◆✓☛❦✖

➵✴✃ ➘✸➦➨➧❺➾♣➩✶✜✛➘✸➾◗➧❜✧✄➺➭➩➹➧♣➧❺➩Û➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫⑥✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➸➭➩❀➪❱➥❊➫❱➫❱➩Û➯r➬r➩➭➦❧✘✈➪❱➩➭➮➅➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩➭➮■➪❱➩②✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮
➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮➽➾❺➘✸➪❱➬r➺Ô➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧➅➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮■➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫❥➧➷➯r➩Û➪❱➩✗✒❊➾♣➸✂➪❐✃ ➘Ô➶✸➘✸➫❱➺➭➩➭➻➷➩➭➫❥➧➷➪❱➩✂➯➴➘✳➾♣➸Ô➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫➆➺➭➥❊➻➷➻➷➩
➯✢✃ ➥❊➫❥➧➲➮❺➥✸➦❱➯r➬✴✒❊➫❱➸ ✎ ➩➭➬r➩➭➾➲➩➹➧➽➘ ➯❦✖❹➪✛➘✸➫❱➮✖➦❱➫❱➩■➸➹➧❺➦❱➪❱➩➷➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩➷➘✸➫✞➧❺➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾♣➩ ✠ ❋✳❑✻◆✓☛❦✖❉❴✵➘●✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖▼❜☎✜❱➾♣➸✤▲
➮♣➩➭➫❥➧❺➩✴➺➹➩➭➮✩➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩➭➮

P as(E, t)
➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➸➹➮❑✘➅➧❺➾♣➥❊➬r➮✧➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫✞➧❺➮ ➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮❅✲ ❜✸➚❊➚▼✧✼❋✩❞❊➚❊➚➅➩➹➧ ❏❥➳✸➚❊➚✬✏ ➮✫✵ ➘✩✜❱➾❊❏➭➮

➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫●✜✛➘✸➾ ➯r➩❳➯➴➘✸➮♣➩➭➾✧➪❱➩✿✜☛➥❊➻✛✜☞➩✩✧✛➘✸➬r➫❱➮♣➬✷❈✞➦❱➩➲➯r➩➭➮✧➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➭➮✩➪❱➩➭➮✽✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮✧➬r➥❊➫❱➬r➮♣➸➭➮
P I(E, τ)

➺Ô➘✸➯ ▲
➺➭➦❱➯r➸➭➮✙✜☛➥❊➦❱➾

t −→ +∞ ➘✩✜❱➾❊❏➭➮✯➬ ➫✞➧❺➩➭➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫➅➪❱➩ ➯➴➘✒➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✧➘Ô➶❊➩➭➺✚➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫➅➮♣➥❊➫❱➪❱➩✚➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➸➭➩ ➘✸➦❈❒
➪❱➸➭➯➴➘✸➬r➮

τ =
❜✸➚❊➚▼✧✲❋✩❞❊➚❊➚✖➩➹➧ ❏❥➳✸➚❊➚❤✏ ➮①➾♣➩➭➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➬ ➶❥➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✖ ✈ ➫❀➶❥➥❊➬ ➧✺❈✞➦❱➩❳➪✛➘✸➫❱➮①➺✫✪✛➘✩❈✞➦❱➩❳➺Ô➘✸➮

P as(E, t = τ)➩➹➧
P I(E, τ)

➮♣➩❀➮♣➦❀✜☞➩➭➾❊✜☞➥❊➮♣➩➭➫❥➧✹✜❱➾♣➩➭➮❊❈✞➦❱➩●✜✛➘✸➾❯✏✔➘✸➬ ➧❺➩➭➻➷➩➹➫✞➧❜✖❉❂●➦❱➬r➮❊❈✞➦❱➩Û➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✴➪❱➩●❵✽✔❈➪❱➼☛➩➭➾❊✒❧➘✈➸➹➧❺➸❀➺✫✪❱➥❊➬r➮♣➬
✜✛➘✸➾❺➘✸➯r➯✴❏➭➯ ➩✛✘Ý➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✿✏ ➥❊➫❱➪✛➘✸➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯❃➪❱➩❀➯✢✃ ➬r➥❊➫⑥q✩➘ ❊ + ✠ ❋✶❍✸➚✓☛❦✧❹➯➴➘✂➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❧➪❱➩❀➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |R〉 ✘Ý➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |I〉



✑✁� ✍ �✙✠✎✝✑✏✆✟☛✡✕✝ � ✟ ✟☛✝ ✓✔✤✞✝ ☞✜✏ ✖ ✡✜✂✆☎✙✢✣☞✜✤✞✟☛✏ ✡✌✚✜✏✌✓✔✦ ✟ ☞ ☞✜✤ ✟✒☞✜✢ ☎✞✏ ❋✩❏✻❜

�✂✁☎✄✝✆✾❊ ❖✬✖ ■ ✎✍❴❹➬r➩➭➫❵➩➭➫✞➧❺➾♣➩➱➯➴➘❲✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❵➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✂➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩Û➩➹➧■➯r➩Û➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩✂➪❱➩➭➮✦✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮✗✖◗❴✵➘
✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❧➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➷➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩■➩➭➮◗➧✖➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➭➩❀➮♣➦❱➾✿✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✦✒❥➘✸➦❱➺✫✪❱➩➷➪❱➩■➯➴➘②✱③✒❊➦❱➾♣➩✛✘

t =
❜✸➚✸➚➱➩➹➧

❋✩❞❊➚❊➚✟✏ ➮✗✧✘➘Ô➶❊➩➭➺✳➯r➩➭➮❀➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮■➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮Û➪❱➩➭➮②✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮➷➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧❺➩➭➮➱➮♣➦❱➾❀➯➴➘⑥✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩
➪❱➾♣➥❊➬ ➧❺➩✩✖

➫❐✃ ➘✸➯ ➧❆❏➭➾♣➩✹✜✛➘✸➮✴➯➴➘➱➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❧➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩➷➪❱➩➭➮❤✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮✗✧✵➺➭➥❊➻➷➻■➩■➫❱➥❊➦❱➮✴➯✢✃ ➘Ô➶❊➥❊➫❱➮✖➩❍❒▼✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➸②✘✂➯➴➘
➮♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫ ❊ ❖✬✖ ➳❩✖ ➳❤✘✿✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➾❃➪❱➩✚➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫ ❊ ❖✬✖ ➳▲❜❩✖❩❴❹➩➭➮✘➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮✯➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❥➸➭➩➭➮①➩➭➫❥➧❺➾♣➩✚➯r➩➭➮✯➪❱➩➭➦❈❒❀➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮
✜❱➾♣➥ï➶❈➬r➩➭➫❱➫❱➩➭➫✞➧❳➪❱➦⑤✏✔➘✸➬ ➧✑❈✞➦❱➩➅➪❱➦❱➾❺➘✸➫❥➧➲➯✔✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✈➮♣➥❊➫❱➪❱➩➅➯r➩➭➮✒➫❱➥❝✔❥➘✸➦❈❒⑤✜☞➩➭➦➨➶❊➩➭➫❥➧✖➮♣➩➅➪❱➸✗✜❱➯➴➘✸➺➭➩➭➾✒➮♣➦❱➾❳➦❱➫❱➩
✜☞➩➹➧❺➬ ➧❺➩❀➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩✩✧✆➩■❢✌➩➹➧✬❈✞➦❱➬✘➫❐✃ ➘♣✜✛➘✸➮➽➸➹➧❺➸②✜❱➾♣➬r➮✴➩➭➫ ➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩❀➯r➥❊➾♣➮✖➪❱➦❵➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯❃➪✛➘✸➫❱➮➽➯✢✃ ➘✩✜❀✜❱➾♣➥Ô❒➨➬r➻❀➘ ➧❺➬ ➥❊➫
➪❱➩➭➮❅✚ ➧❺➩➭➻✛✜❱➮➽➺➭➥✸➦❱➾♣➧❺➮❄✣Û➪❱➩Û➯✢✃ ➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫ ❊ ❖✬✖ ➳▲❜♣❈✞➦❱➬❡✜❱➾♣➸➹➶❊➥✕✔✞➘✸➬ ➧➽➦❱➫❵➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➩➭➾◗➧➅➮❺➘✸➫❱➮➽➪❱➸■✏ ➥❊➾♣➻❀➘ ➧❺➬r➥❊➫▲➪❱➩
➯➴➘Û➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫✏➪❱➩➭➮✓✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫✞➧❺➮❳➫❱➩➭➦➨➧❺➾♣➩➭➮➲➪✛➘✸➫❱➮✖➯r➩➽➺➭➥❊➫✞➧❺➬r➫✞➦❱➦❱➻➑➪❐✃ ➬r➥❊➫❱➬r➮❺➘ ➧❺➬ ➥❊➫❍✖✷✸✘➩■➻➷➥❊➦➨➶❊➩➭➻➷➩➭➫✞➧➲➪❱➩➭➮
➫❱➥✕✔✞➘✸➦❈❒▲➮♣➩➭➾❺➘✸➬ ➧✴➮❺➘✸➫❱➮✴➬r➻✛✜☞➥❊➾◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩■➮♣➬✯➯r➩➭➮✖➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮➽➪❱➩②✜☛➥✸➧❺➩➭➫✞➧❺➬r➩➭➯

VC

➩➹➧
VR

➸➹➧♠➘✸➬ ➧✴➾♣➬✴✒❊➥❊➦❱➾♣➩➭➦❱➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧
✜✛➘✸➾❺➘✸➯r➯✴❏➭➯ ➩➭➮✗✧✆➻❀➘✸➬r➮✖➺➭➩Û➫❐✃ ➩➭➮◗➧✦✜✛➘✸➮➽➯r➩❀➺Ô➘✸➮✬✜✛➘✸➾✴➩❍❒➨➩➭➻✛✜❱➯r➩✶✜☞➥❊➦❱➾

r =
➳✸➚ ☞ ✲

f(r = 20 ☞ ) 6= 1
➮♣➦❱➾➽➯➴➘

✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖ ❏✮✵✤✧♦✜☛➥❊➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❲✘➷➯➴➘✩❈✞➦❱➩➭➯r➯r➩❳➮♣➩➲➧❺➾♣➥❊➦➨➶❊➩✴➯r➥✞➺Ô➘✸➯r➬ ➮♣➸➲➦❱➫✈➪❱➩➭➮❑✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮✩➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✩➮♣➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫❱➫❱➸➭➮❑✜✛➘✸➾
➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫➱➮♣➥❊➫❱➪❱➩✶✲ ➺■✏❄✖▼✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖ ■✮✵✤✖

❴●✃ ➸➹➶❥➥❊➯ ➦➨➧♠➬ ➥❊➫✳➩➭➫✳✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✳➪❱➦✈➧❺➩➭➻✛✜❱➮✒➪❱➩➽➯✢✃ ➘✸➯r➯ ➦❱➾♣➩✖➪❱➩➽➯➴➘❀➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥✸➫✈➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩➅➪❱➩➭➮❨✏ ➾❺➘✩✒❪▲
➻➷➩➭➫❥➧❺➮①➮➭✃ ➩❍❒▼✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➩✒➪❱➩✒➯➴➘✖➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩✩➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫✞➧❺➩➽❮▼✘

t =
❜✸➚❊➚❤✏ ➮✗✧➨➦❱➫➱➮♣➩➭➦❱➯✯✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✧➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩❳➮♣➩✩➧❺➾♣➥❊➦➨➶❊➩✒➮♣➦❱➾

➯➴➘❤✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✩➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩➪❱➩✒➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |C〉 ✲ ➺■✏❄✖❩✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖ ❑✻✵✤✖ ❊ ➯✌➩➭➮◗➧ ➘✸➯r➥❊➾♣➮✰✜❱➾♣➥❊➻➽➦Û➪✛➘✸➫❱➮✘➯r➩✩➺➭➥❊➫❥➧❺➬r➫✞➦❱➦❱➻➪❐✃ ➬r➥❊➫❱➬r➮❺➘ ➧❺➬r➥✸➫✂✜✛➘✸➾Û➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❦➮♣➥❊➫❱➪❱➩✩✖✧➵✒➘✸➫❱➮Û➯✢✃ ➩➭➮❊✜✛➘✸➺➭➩✳➪❱➬r➾♣➩➭➺➹➧❜✧✘➺➭➩✳✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✂➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✏➘▲➦❱➫❱➩✳✏ ➥❊➾♣➻➷➩



❋✩❏▲■ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✏✑✁� ✍✎✞ ✟ ✟ ✝ ☞✄✝ ☞✎✦ ✂ ☎✞✡✌✚ ✝ ✝✑✏✕✏✌✓ ✁✜✝ ✂ ✟☛✝ ✓ ✤ ✝ � ✟ ✤✞☞✎✢✣✓✔✦ ✚ ✁✆✟ ✦ ☞

✒❥➘✸➦❱➮♣➮♣➬r➩➭➫❱➫❱➩✩✖③❂✄➘✸➾✘➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩✒➪❱➩ ❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✘➪❱➩✒➺➭➩✓✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧ ➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✒➥❊➫➱➥❊➼➨➧❺➬r➩➭➫❥➧✧➯r➩❨✜❱➾♣➥✩✱✛➯✌➪❱➦➱➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩
➪❱➩➭➮②✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮➷➪✛➘✸➫❱➮Û➯✢✃ ➩➭➮❊✜✛➘✸➺➭➩✈➾♣➸➭➺➭➬✴✜❱➾♣➥❩❈✞➦❱➩✈➩➭➫❫✏ ➥✸➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❦➪❱➩✳➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✐➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩

p
✧✯➥❊➦ ➩➭➫❱➺➭➥❊➾♣➩

➩➭➫⑤✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✳➪❱➩➅➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩➽➺➭➬r➫❱➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩➽➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩
E = p 2/2M

✧❐➩➹➧✓❈✞➦❱➬✭➩➭➮◗➧➲➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➸■➮♣➦❱➾❳➯➴➘✛✱③✒❊➦❱➾♣➩
❊ ❖✬✖▼❜❩✖❇✸✘➩➷➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩❀➩➭➮◗➧✖➸✗❈✞➦❱➬ ➶✸➘✸➯r➩➭➫❥➧❅✘✂➺➭➩➭➯r➦❱➬❙❈✞➦❱➩➷➯✢✃ ➥✸➫✠➥❊➼➨➧❺➬r➩➹➫❱➪❱➾♠➘ ➬ ➧✿✜✛➘✸➾➲➪❱➬r➮♣➮♣➥✞➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✏➪❱➬r➾♣➩➭➺➹➧❺➩■➪❱➩➷➯➴➘
➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✩✧✵➸➹➧♠➘✸➫❥➧➅➪❱➥❊➫❱➫❱➸✶❈✞➦❱➩Û➯r➩②✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾❅✜✛➘✩❈✞➦❱➩❍➧■➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✶✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯✯➩➭➮◗➧➅➬r➮♣➮♣➦❵➪❐✃ ➦❱➫❧✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧➅➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩
❈✞➦❱➬✯➫❐✃ ➘✹★♣➘✸➻❀➘ ➬r➮➲➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯r➸■➪✛➘✸➫❱➮✴➯r➩✛✜❱➦❱➬ ➧❺➮✴➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖ ❊ ➯❃➫❱➩➷➧❺➾❺➘✸➫❱➮❊✜☞➥❊➾◗➧❺➩❀➪❱➥❊➫❱➺②✜✛➘✸➮✴➪❐✃ ➬r➫▼✏ ➥❊➾♣➻❀➘ ➧❺➬ ➥✸➫
➺➭➥❊➫❱➺➭➩➭➾♣➫✛➘✸➫❥➧✘➯r➩ ➻➷➥❊➦➨➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧✰❈✞➦✛➘✸➮♣➬ ▲✰➯r➬r➸①➪❱➦❀➾♣➩➭➮◗➧❺➩✚➪❱➩✚➯➴➘✑✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫■➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✩✧✞➺➭➩❑❈✞➦❱➬☛➩❍❒▼✜❱➯ ➬✴❈✞➦❱➩✚➯✢✃ ➘✸➼❱➮♣➩➭➫❱➺➭➩
➪❱➩❳➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩➭➮✚➪✛➘✸➫❱➮ ➯r➩✒➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➲➪❱➩➭➮✽✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫✞➧❺➮ ✠ ❋✳❑❀❍✒☛❦✖③❴✵➘➽➮♣➬ ➧❺➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➩➭➮◗➧ ➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➩✿✘

t =
❋✩❞❊➚❊➚❅✏ ➮

✲ ➪❱➩➭➦❈❒➨➬✴❏➭➻➷➩✓✜❱➯➴➘ ➧❺➩Ô➘ ➦➱➮♣➦❱➾✧➯➴➘❅✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖ ❑✻✵✤✖ ❊ ➯✯✔➱➘➽➻❀➘✸➬r➫✞➧❺➩➭➫✛➘✸➫❥➧①➪❱➩➭➦❈❒☎✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮ ➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩❳➼❱➬r➩➭➫➱➮♣➸✗✜✛➘✸➾♣➸➭➮
➪✛➘✸➫❱➮➲➯➴➘✶✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩■➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✧❐➩➹➧➲➺➭➥❊➻➷➻➷➩➅➬r➯r➮✒➮♣➥❊➫❥➧✖➻➽➦➨➧❺➦❱➩➭➯r➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧❳➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✗✧✵➬r➯r➮✩➶❊➥❊➫✞➧✿✜☞➥❊➦➨➶❊➥❊➬r➾
➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➾✗✖❀✸✘➩➭➮①➬r➫✞➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮①➮♣➥❊➫❥➧①➶❈➬r➮♣➬r➼❱➯r➩➭➮✯➪✛➘✸➫❱➮①➯r➩✚➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩❳➪❱➩➭➮✺✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮✗✧❈➩➹➧①➮♣➥❊➫❥➧✧➩➭➫❱➺➭➥❊➾♣➩✑✜❱➯r➦❱➮
✜❱➾♣➥❊➫❱➥❊➫❱➺➭➸➭➩➭➮❑✘

t =
❏❥➳✸➚❊➚❤✏ ➮✧➥✩★➱➦❱➫➱➧❺➾♣➥❊➬r➮♣➬✴❏➭➻■➩❨✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧ ➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮P✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯✌➘➽➾❺➩✢★◗➥❊➬r➫✞➧①➯➴➘❅✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩❳➘✸➮❯✔❈➻✛✜❩▲

➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩❲✲ ✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖▼❜✠✵✤✖✷❱✩➦✟✏ ➦❱➾➲➩➹➧❅✘➱➻➷➩➭➮♣➦❱➾♣➩✹❈✞➦❱➩➷➯➴➘➱➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯ ➩✦✜❱➾♣➸➭➪❱➬r➮♣➮♣➥✞➺➭➬r➩✩✧❹➪❱➩✛✜❱➯r➦❱➮❳➩➭➫✍✜❱➯ ➦❱➮➲➪❱➩
✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮①➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮❡✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯r➮✘➘ ➧♣➧❺➩➭➬✴✒❊➫❱➩➭➫❥➧①➯➴➘✖➾♣➸✗✒❊➬r➥✸➫➱➘ ➮❊✔❈➻✹✜➨➧♠➥ ➧♠➬❋❈✞➦❱➩✩➩➹➧✧➺➭➥✸➫✞➧❺➾♣➬r➼❱➦❱➩➭➫❥➧✽✘✴➯➴➘✖➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥✸➫
➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩✴➪❱➩➭➮P✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫✞➧❺➮✗✧✛➪❱➥❊➫❥➧✩➯r➩➭➮✚➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➦❱➾♣➩➭➮✒➮➭✃ ➘✓✕➷➫❱➩➹➫✞➧✒➪❱➩❤✜❱➯r➦❱➮✚➩➭➫♣✜❱➯r➦❱➮✗✖ ❴❹➥❊➾♣➮❊❈✞➦❱➩✴➯➴➘■➻➷➥❊➯r➸✤▲
➺➭➦❱➯r➩✩➘➲➩➭➫✞➧❺➬✴❏➭➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✘➪❱➬r➮♣➮♣➥✞➺➭➬r➸✩✧✞➯r➩ ➮❆✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩✒➪❱➩➭➮✰✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➹➫✞➧❺➮❃➮➭✃ ➬r➪❱➩➭➫❥➧❺➬❋✱✛➩✩➘ï➶❊➩➭➺✩➯r➩ ➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✩➪❐✃ ➘✸➼❱➮♣➥❊➾❊✜➨➧❺➬r➥❊➫
➪❱➩✒➯➴➘✖➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✩✧✞➯➴➘✖➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾✘➪❱➩➭➮①➾❺➘✸➬r➩➭➮✘➪❱➩✒➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩❳➸➹➧♠➘✸➫❥➧ ➘✸➯r➥❊➾♣➮✯➪❱➸➹➧❺➩➭➾♣➻➷➬r➫❱➸➭➩✑✜✛➘✸➾✘➯➴➘✖➪❱➦❱➾♣➸➭➩❳➪❱➩✩➶❈➬r➩
➪❱➩✒➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✺✜❱➾♣➸➭➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬r➸✩✖ ✥✚➫❱➩❳➘✸➫✛➘✸➯❋✔❈➮♣➩✩➮♣➩➭➻➷➬ ▲✰➺➭➯➴➘✸➮♣➮♣➬✴❈✞➦❱➩✩➪❱➸➹➧♠➘✸➬r➯r➯ ➸➭➩✚➪❱➩➭➮✧➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩➭➮✧➪❱➩✒➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧❡❈✞➦✛➘✸➮♣➬ ▲✰➯r➬ ➸
➩➹➧✚➪❱➩➲➯r➩➭➦❱➾✧➪❱➦❱➾♣➸➭➩➲➪❱➩❳➶❈➬r➩➲➩➭➮◗➧✚➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➩➲➪✛➘✸➫❱➮✚➯➴➘➽➾♣➸■✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩ ✠ ❋✩◆▲◆✓☛❦✖

❱❑✱✛➫❜➪❱➩✳➻➷➬r➩➹➦❈❒❦➺➭➩➭➾♣➫❱➩➭➾Û➯r➩✈➯r➬r➩➭➫❦➩❍❒➨➬r➮◗➧♠➘✸➫❥➧➱➩➭➫❥➧❺➾♣➩✳➯➴➘✟✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❦➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✏➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✈➩➹➧➱➯➴➘
➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫➅➪❱➩➭➮✰✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮✯➘✸➺➭➺➭➩➭➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩✚➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫✞➧♠➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✧❥➫❱➥❊➦❱➮✘➘✸➯r➯r➥✸➫❱➮●➸➹➧❺➦❱➪❱➬r➩➭➾✰✜❱➯r➦❱➮❃➩➭➫❀➪❱➸➹➧♠➘✸➬r➯
➯r➩➭➮✖➮♣➬ ➧❺➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✴➘✸➮♣➮♣➥✞➺➭➬r➸➭➩➭➮➅➘✸➦❈❒▲➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧❺➮

t =
❜✸➚❊➚●✏ ➮✴➩➹➧

t =
❋✩❞❊➚❊➚●✏ ➮✗✖◆❴✵➘☎✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖ ■✈➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➩

➯➴➘⑤✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❦➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✳➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✧❃➬❦✖ ➩✩✖
f(r)ψC(r, t)

✧✺✘✠➺➭➩➭➮Û➪❱➩➭➦❈❒❦➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫✞➧❺➮❀➘Ô➶❥➩➭➺✈➯r➩➭➮❀➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩➭➮
P I(E, τ)

➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧❺➮❨❈✞➦❱➩✖➯✢✃ ➥❊➫❲✜☛➥❊➦❱➾♣➾❺➘✸➬ ➧ ➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➩➭➾✩➮♣➬✵➦❱➫❱➩✖➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✂➬r➥❊➫❱➬r➮❺➘✸➬ ➧✧➯➴➘■➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✿✘
➺➭➩➭➮✩➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫✞➧❺➮✗✖ ❜✸➚❊➚✹✏ ➮✒➘❪✜❱➾❆❏➹➮✒➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫Ý➪❱➩✴➯➴➘■➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✿✜✛➘✸➾✚➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫❲✜☞➥❊➻✛✜☛➩✩✧☞➥❊➫Ý➶❊➥❊➬ ➧❨❈✞➦❐✃ ➬r➯✷✔
➘❀➦❱➫✳➮♣➩➭➦❱➯◆✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❳➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✩✧✯✜❱➾♣➥ï➶❊➩➭➫✛➘✸➫✞➧✒➪❱➦⑤✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾❑✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩✴➪❱➦⑤✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❳➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩❅❈✞➦✛➘✸➮♣➬ ▲✰➯r➬r➸✿✜✛➘✸➾✩➯r➩
✜☞➥❊➬r➫❥➧❃➪❱➩✚➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✧❥➯r➥❈➺Ô➘✸➯r➬ ➮♣➸✧➩➭➫

r1 ≃
➳✸➚▼✧▼❍ ☞ ✖✻❱❪➺➭➩➹➧♣➧❺➩✩➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩

f(r)
➶✸➘✸➦➨➧✺✜❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩➹➻➷➩➭➫✞➧ ❋✠✧❥➪❱➩

➮♣➥❊➾◗➧❺➩✓❈✞➦❱➩➲➯r➩✓✜❱➾♣➥✞➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮✩➪❐✃ ➬r➥❊➫❱➬r➮❺➘ ➧❺➬ ➥❊➫●✘➅➪❱➩➭➦❈❒☎✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮ ➮♣➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫❱➫❱➩✺★◗➦❱➮◗➧❺➩❳➺➭➩✿✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✚➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➲➮❺➘✸➫❱➮
➯r➩✒➻➷➥❈➪❱➬❋✱✛➩➭➾✗✖▼❴❹➩❳➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✖➺➹➥❊➾♣➾❺➩➹➮❆✜☛➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧✚➩➭➮◗➧✚➦❱➫❱➩✓✒❥➘✸➦❱➮♣➮♣➬r➩➭➫❱➫❱➩➲➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸➭➩➲➩➭➫

E ≃ ➚▼✧ ❞❥➳▲❍✴➩❣❖✬✧❱➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩
➪❱➸➹➧❺➩➭➾♣➻➷➬r➫❱➸➭➩✑✜✛➘✸➾✧➯➴➘✴➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾①➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩❳➺➭➩➭➫✞➧❺➾❺➘✸➯r➩✒➪❱➩❳➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫②✜☞➥❊➻✛✜☞➩✒➩➹➧ ➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✒➬r➫❱➬ ➧❺➬r➘✸➯ ➩✩➪❱➩❳➯➴➘
➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✩✖❊➵✒➘✸➫❱➮✯➯➴➘✓✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩ ➬r➫▼✏ ➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾♣➩✧➪❱➩✚➯➴➘✑✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖ ■▼✧❥➮♣➥❊➫✞➧✯➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➭➩Ô➮✘➯r➩➭➮❃➻✟✞➭➻➷➩➭➮✙❈✞➦✛➘✸➫❥➧❺➬ ➧❺➸➭➮✗✧
➻❀➘✸➬r➮❅✘

t =
❋✩❞❊➚❊➚❲✏ ➮✗✖◗❴❹➩✶✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾❤✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧■➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✩✧✭➻❀➘✸➬ ➫✞➧❺➩➭➫✛➘✸➫❥➧✴➯r➥❈➺Ô➘✸➯r➬ ➮♣➸❀➩➭➫

r1 ≃ ❍▲❜ ☞ ✧✄➘✳➸➹➧❺➸➾♣➩❄★◗➥❊➬r➫❥➧✬✜✛➘✸➾➽➦❱➫❵➪❱➩➭➦❈❒➨➬✴❏➭➻➷➩Û➯r➥❈➺Ô➘✸➯ ➬r➮♣➸➷➩➭➫
r2 ≃ ➳✸➚▼✧▼❍ ☞ ✖◗❴❹➩Û➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➱➪❱➩➭➮✬✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧♠➮➽➘✸➮♣➮♣➥❈➺➹➬r➸➱➫❐✃ ➩➭➮◗➧➾♣➬r➩➭➫✳➪❐✃ ➘✸➦➨➧❺➾♣➩✬❈✞➦❱➩➅➯➴➘■➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩✴➪❱➩❳❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✩➪❱➩➽➺➭➩➭➮❳➪❱➩➭➦❈❒✳✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮❳➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✗✖ ❊ ➯✄➩➭➮◗➧❳➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮♣➸

✜✛➘✸➾➽➦❱➫❱➩➱➩➭➫❥➶❊➩➭➯r➥✠✜❀✜☞➩●✒❥➘✸➦❱➮♣➮♣➬r➩➭➫❱➫❱➩➱➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸➭➩❲✘✳➯➴➘✈➻✟✞➭➻➷➩➷➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾➽➻➷➥✕✔❊➩➭➫❱➫❱➩
E
❈✞➦❱➩●✜❱➾❺➸➹➺➭➸➭➪❱➩➭➻➷➻➷➩➭➫✞➧❜✧

➻➽➦❱➯ ➧❺➬✴✜❱➯ ➬ ➸➭➩❨✜✛➘✸➾①➦❱➫Û➧❺➩➭➾♣➻➷➩✒➪❐✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩❳➪❱➥❊➫❥➧✧➯✢✃ ➬r➫✞➧❺➩➭➾❯✏ ➾❺➘✸➫❀✒❊➩ ➶✸➘✸➦➨➧
h/Tv

✖❀❴✵➘➽➮♣➸✗✜✛➘✸➾❺➘ ➧❺➬r➥❊➫Û➮❊✜✛➘ ➧❺➬➴➘✸➯r➩
∆r = r2 − r1

➩➭➫❥➧❺➾♣➩❧➯r➩➭➮➱➪❱➩➭➦❈❒ ✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮Ý➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮☎✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯r➮Û➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪❭✘➆➦❱➫❪➪❱➸➭➯➴➘✸➬✩➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯
∆t = ∆r ×

√
M/2E

❈✞➦❱➬●➩➭➮◗➧➲➸✗✒❥➘✸➯◗✘ ❋✩✧ ➳✶✜❱➮✗✧❐➺✸✃ ➩➭➮◗➧❤✘➱➪❱➬r➾♣➩✦✘Û➦❱➫❱➩✦✜☞➸➭➾♣➬r➥✞➪❱➩➅➪❐✃ ➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧♣➬r➥✸➫✳➪✛➘✸➫❱➮❳➯r➩
✜❱➦❱➬ ➧❺➮ ➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖

❱④✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➾●➪❱➩ ➯➴➘❨✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖ ■➲➥❊➫➅➶❥➥❊➬ ➧✙❈✞➦❱➩✩✧❥➪❱➦✛✏✔➘✸➬ ➧●➪❱➩➭➮✯➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮✗✧✞➯➴➘✓✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸①➪❱➩✧➧❺➾♣➥❊➦❩▲
➶❊➩➭➾✭➪❱➩➭➮❇✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫✞➧❺➮✄➘Ô➶❥➩➭➺✘➦❱➫❱➩①➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✯➺➭➬r➫❱➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩✘➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❥➩❃➺➭➥❊➻✛✜❱➾♣➬r➮♣➩✯➩➭➫✞➧❺➾♣➩

E−∆E/2
➩➹➧

E+∆E/2➸➹➶❊➥❊➯r➦❱➩➅➪❱➩■➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩➽➺➭➥❊➻✛✜❱➯✴❏➹➧❺➩➭➻■➩➭➫✞➧❳➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➩➅➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧✿❈✞➦❱➩■➯✢✃ ➥❊➫✏➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❀❏➭➾♣➩■➦❱➫❱➩➅➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩➅➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❄▲
✜☞➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧✓✘❀➦❱➫❱➩➽➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✧✌➥❊➦✳➦❱➫❱➩➽➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✴➮♣➩✴➧❺➾♣➥❊➦➨➶✸➘✸➫❥➧✒➩➭➫❥➧❺➾♣➩➽➪❱➩➭➦❈❒✳➾❺➸➹➮❺➥✸➫✛➘✸➫❱➺➭➩➭➮❳➺➭➥❊➫❱➮♣➸➭➺➭➦➨➧❺➬ ➶❥➩➭➮✗✖



✑✁� ✍ �✙✠✎✝✑✏✆✟☛✡✕✝ � ✟ ✟☛✝ ✓✔✤✞✝ ☞✜✏ ✖ ✡✜✂✆☎✙✢✣☞✜✤✞✟☛✏ ✡✌✚✜✏✌✓✔✦ ✟ ☞ ☞✜✤ ✟✒☞✜✢ ☎✞✏ ❋✩❏▲❞

�✂✁☎✄✝✆ ❊ ❖✬✖ ❞✁✎④♠✭➶❥➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫↔➧❺➩➭➻✛✜☛➥❊➾♣➩➭➯r➯r➩✠➪❱➩▲➯➴➘✐➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫↔➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩ ➪❱➩➭➮✳✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮Ý➬r➥❊➫❱➬r➮♣➸➭➮
P I

av(E, τ)
✜☛➥❊➦❱➾Û➪❱➩➭➦❈❒ ➶ ➘✸➯r➩➭➦❱➾♣➮Û➪❱➩✳➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✈➺➭➬r➫❱➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩✳➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩✈➺➭➥✸➾❺➾♣➩➭➮❊✜☛➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧❲✘▲➪❱➩➭➮➱➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸✤▲

➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮✚➺➭➥❊➫❱➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➬ ➶❥➩➹➮✬✲
Ec

✵①➩➹➧✚➪❱➩➹➮♣➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➮✬✲
Ed

✵✤✖

❴✵➘✬✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖ ❞■➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➩✴➯✢✃ ➸➹➶❊➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫Û➩➭➫❲✏ ➥✸➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✂➪❱➦Ý➪❱➸➭➯➴➘✸➬
τ
➪❱➩

P I
av(E, τ) =

∫E+∆E/2

E−∆E/2

dE ′P I(E ′, τ),
✲ ❊ ❖✬✖ ❏▲■✮✵

➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➸➭➩❨✜☞➥❊➦❱➾①➪❱➩➭➦❈❒Û➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾♣➮✘➶❊➥❊➬r➮♣➬r➫❱➩➭➮①➪❱➩✒➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✩➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❥➩✦✲ ➫❱➥❊➦❱➮①➪❱➬r➮♣➺➭➦➨➧❺➥❊➫❱➮P✘✴➯➴➘✴➮♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫ ❊ ❖✬✖ ➳❩✖ ❑
➪❱➩➷➯➴➘●✜☛➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸➽➪❱➩➷➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➩➭➾✖➺➭➩➭➮✴➪❱➩➭➦❈❒✠➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩➭➮➲➧❺➾❊❏➭➮✿✜❱➾♣➥❈➺✫✪❱➩➭➮✫✵✤✖◗✸✘➩➭➮➲➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾♣➮

Ec = 0,9270
➩❣❖

➩➹➧
Ed = 0,9283

➩❣❖ ➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪❱➩➭➫❥➧➱➾♣➩➭➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧☎✘✠➦❱➫ ➻❀➘❅❒➨➬r➻➽➦❱➻ ➩➹➧✶✘✠➦❱➫ ➻➷➬r➫❱➬r➻✴➦❱➻ ➪❱➩
➯➴➘▲➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫✐➪❱➩➭➮✶✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫✞➧❺➮②✜☛➥❊➦❱➾

t −→ +∞ ✖①➵✒➘✸➫❱➮Û➦❱➫ ✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾➷➧❺➩➭➻✛✜❱➮✗✧✘➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➬r➯✚➫❐✃ ✔❜➘
❈✞➦❐✃ ➦❱➫✠➮♣➩➭➦❱➯❙✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✖➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮➲➮♣➦❱➾❳➯✢✃ ➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➩✩✧✌➯➴➘✶❈✞➦✛➘✸➫❥➧❺➬ ➧❺➸➅➪❱➩✬✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❳➮➭✃ ➘✸➺➭➺➭➾♣➥✩❥r➧➲➪❱➩➅➯➴➘Û➻✟✞➭➻➷➩
➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩✓✜☛➥❊➦❱➾ ➯r➩➭➮ ➪❱➩➭➦❈❒Ý➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩➭➮ ➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➸➭➩➭➮✗✖ ❴●✃ ➘✸➾♣➾♣➬ ➶❥➸➭➩❳➪❱➦❲✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✩➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✚➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫✞➧P✜❱➾♣➥❅➶❊➥❩❈✞➦❱➩
➦❱➫✈➘✸➺➭➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➮♣➩➭➻➷➩➭➫✞➧✚➪❱➩➲➫❱➥❊➻➽➼❱➾♣➩➲➪❐✃ ➬r➥❊➫❱➮ ➪✛➘✸➫❱➮ ➯r➩➭➮ ➪❱➩➭➦❈❒Ý➺Ô➘✸➮✗✧✛➻❀➘✸➬r➮✧➻➷➥❊➬r➫❱➮❡✜❱➾♣➥❊➫❱➥❊➫❱➺➭➸❤✜☞➥❊➦❱➾

E = Ed

✖
❴●✃ ➸➹➶❊➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫ ➪❱➩Û➯➴➘❲✪✛➘✸➦➨➧❺➩➭➦❱➾➅➪❱➩➭➮✬✜❱➯➴➘ ➧❺➩Ô➘✸➦❈❒ ➮♣➦❱➺➭➺➹➩➭➮❺➮♣➬❋✏ ➮➅➪❱➩Û➯➴➘✈➺➭➥❊➦❱➾♣➼☛➩➱➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☛➥❊➫❱➪✛➘✸➫✞➧✹✘✳➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩
Ec

➩➭➮◗➧❳➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➩➽➪❱➩➽➺➭➩➭➯r➯r➩✴➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➸➭➩✹✜☞➥❊➦❱➾✒➯r➩✴➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✆➬r➫❥➧❺➸✗✒❊➾♣➸➽➪❱➩➽➯➴➘✛✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖ ❑❀✖✷✸✘➩➭➺➭➬✭➮➭✃ ➩❍❒▼✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➩
➮♣➬r➻✛✜❱➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧✬✜✛➘✸➾➽➯r➩✛✏✔➘✸➬ ➧✬❈✞➦❱➩➱➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➥❊➫❵➸➹➶✸➘✸➯r➦❱➩Û➯r➩Û➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✯➬r➫✞➧❺➸✗✒❊➾♣➸Û➯r➩➷➧❺➩➭➾♣➻➷➩Û➪❐✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮■➩➭➮◗➧
➻➷➥✕✔❥➩➭➫❱➫❱➸✈➮♣➦❱➾❀➯✢✃ ➩➭➫❱➮♣➩➭➻➽➼❱➯r➩Ý➪❱➩✈➯➴➘❧➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫➆➪❱➩➭➮Û➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩➹➮❜✧✯➬ ➯ ➪❱➥❊➫❱➫❱➩✈➪❱➥❊➫❱➺✈➦❱➫❱➩✈➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫
✏✔➘✸➬r➼❱➯r➩✩✧✞➘✸➯r➥❊➾♣➮✰❈✞➦❐✃ ➬r➯☞➪❱➥❊➫❱➫❱➩✒➦❱➫❱➩✒➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❀➻❀➘❅❒➨➬r➻➷➘✸➯ ➩✚➪✛➘✸➫❱➮✘➯r➩✩➺Ô➘✸➮✘➪❱➩✒➯➴➘✖➺➭➥❊➦❱➾♣➼☛➩

P I
av(Ec, τ)

✖▼♠●➫
➺➭➩❡❈✞➦❱➬❱➺➭➥❊➫❱➺➹➩➭➾♣➫❱➩✧➯➴➘✩➺➭➥❊➦❱➾♣➼☛➩

P I
av(Ed, τ)

✧ ➺✫✪✛➘✩❈✞➦❱➩✧➫❱➥❊➦➨➶❥➩Ô➘ ➦✹✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧●➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮❙✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❃➪✛➘✸➫❱➮✭➯➴➘✩➾♣➸✗✒❊➬r➥❊➫
➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩➅➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧❺➩➽➦❱➫❱➩➽➺➭➥❊➫❥➧♠➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥✸➫✳➮♣➦❀✜❀✜❱➯r➸➭➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➬r➾♣➩➅➘ ➦✏➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✄➪❐✃ ➬r➥❊➫❍✧☞➻❀➘✸➬r➮❑❈✞➦❱➬✭➮➭✃ ➘❝★◗➥❊➦➨➧❺➩
➘✸➦❈❒☎✜❱➾♣➸➭➺➭➸➭➪❱➩➭➫❥➧❺➩➭➮✩➪❱➩➲➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩❳➪❱➩➭➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➬ ➶❊➩✩✧☛➪❐✃ ➥✩★Ý➯➴➘➽➪❱➸➭➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➮❺➘✸➫❱➺➭➩❤✜❱➾♣➥✠✒❊➾♣➩➭➮♣➮♣➬ ➶❊➩➲➪❱➩➲➯➴➘➅➺➭➥❊➦❱➾♣➼☛➩✩✖



❋✳❑❥➚ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✏✑✁� ✍✎✞ ✟ ✟ ✝ ☞✄✝ ☞✎✦ ✂ ☎✞✡✌✚ ✝ ✝✑✏✕✏✌✓ ✁✜✝ ✂ ✟☛✝ ✓ ✤ ✝ � ✟ ✤✞☞✎✢✣✓✔✦ ✚ ✁✆✟ ✦ ☞

✕★✧ �☎✄✆� ❩✆�☎✄ ✣ ✽❀✯✾✸❅❄❱❚❯❆❈❄❱❲▲✸ ❚❯✸✙❇❙❆ ✿✶✽❅✭✗✰✲❇✜✚✼✴✶✬❙✰✲❄ ✸❅❄ ✽❅❄❯✸❀✿ ✟✲✬❙✸✦✸❅❄ ✷ ✰✲❄❱❲❖✴✶✬❙✰✲❄ ❚✒✚✔❚❯✽❅❇✮❆❈✬✾✯✾✰✲❂❃✯✾✸ ✁
✭✗✰✲❄❱❚❯✸

❴●✃ ➸➹➶❊➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫❧➪❱➩■➯➴➘➱➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫❧➪❱➩■➯➴➘Û➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫✏➪❱➩➭➮✿✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮➲➩➭➫✟✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❧➪❱➦✠➪❱➸➭➯➴➘✸➬
τ✜☞➩➭➦➨➧❯▲ ✞➹➧❺➾♣➩✩➬r➫❥➧❺➩➭➾❊✜❱➾♣➸➹➧❺➸➭➩✩➪❱➩✩➪❱➩➭➦❈❒Û➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩➭➮✯➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➩➭➮✗✖ ✥✚➫❱➩❨✜❱➾♣➩➭➻➷➬✴❏➭➾♣➩✩➘✩✜❀✜❱➾♣➥❈➺✫✪❱➩✒➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➮◗➧❺➩✑✘✖➾♣➩➭➯r➬r➩➭➾

➯➴➘➲➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫➷➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩❳➘✸➦②✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜☞➩ ➪❐✃ ➬r➫❱➺➭➩➭➾◗➧❺➬ ➧❺➦❱➪❱➩ ✠ ❋✳❑❀❍✒☛❦✖❩♠●➫Û➩■❢✌➩➹➧❜✧➨➘✸➦❈❒✛✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾♣➮✯➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫✞➧❺➮✯➪❱➩
➯➴➘P✜❱➾♣➸➭➪❱➬r➮♣➮♣➥✞➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✶✲

500 ≤ τ ≤ 1600 fs
✵❹➯➴➘✽✏ ➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫✖➪❱➩✯➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩➭➮✆➘❜✔❥➘✸➫✞➧✄➪❱➬r➮♣➮♣➥✞➺➭➬r➸✯➩➭➮◗➧✄➾❺➩■✜❱➾❺➸➹➮❺➩➹➫✞➧❺➸➭➩

✜✛➘✸➾✯➦❱➫②✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✘➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✘➮❊✜✛➘ ➧❺➬➴➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧✯➯r➥✞➺Ô➘✸➯r➬r➮♣➸✩✧❊➪❱➥❊➫❱➺✩➯✢✃ ➬r➫❱➺➭➩➹➾♣➧❺➬ ➧❺➦❱➪❱➩
∆r

➮♣➦❱➾✯➯➴➘➲➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩✚➩➭➫❥➧❺➾♣➩✩➯r➩➭➮
✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮✵➩➭➮◗➧❇✏✔➘✸➬r➼❱➯r➩✩✧Ô➺➭➩✰❈✞➦❱➬✞➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✴➩➭➫✖➶❥➩➭➾◗➧❺➦✴➪❱➩✯➯➴➘✧➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➲➪❐✃ ➬r➫❱➺➭➩➭➾◗➧❺➬ ➧❺➦❱➪❱➩✰✘ ➦❱➫❱➩✯➬r➫❱➺➭➩➭➾◗➧❺➬ ➧❺➦❱➪❱➩
∆p

➮♣➦❱➾✆➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫➲➾♣➩➭➯r➘ ➧❺➬ ➶❥➩➭➻➷➩➭➫❥➧❉✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➩✩✖ ✥✚➯ ➧❺➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✆➯r➩●➫❱➥❊➻➅➼❱➾♣➩●➪❱➩✰✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮✄➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✆➮♣➦❱➾✆➯➴➘
✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩①➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩①➮➭✃ ➘✸➺➭➺➭➾♣➥❊➬ ➧❜✧ ➩➹➧❃➯r➩➭➮✄➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩➭➮✭➘❜✔✞➘✸➫❥➧●➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬r➸✘➮♣➥❊➫✞➧●➯r➥✞➺Ô➘✸➯r➬r➮♣➸➭➩➭➮✄➮♣➦❱➾●➦❱➫❱➩❡✜☞➥❊➾◗➧❺➬r➥❊➫
➪❱➩✒➯✢✃ ➩➭➮❊✜✛➘✸➺➭➩

∆r
➪❱➩✓✜❱➯r➦❱➮①➩➭➫●✜❱➯r➦❱➮①➯➴➘✸➾❊✒❊➩✩➘✸➦✶✏ ➦❱➾①➩➹➧P✘➽➻➷➩➭➮♣➦❱➾♣➩✑❈✞➦❱➩❳➯r➩❨✜❱➾♣➥❈➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮ ➪❱➩✑✜❱➾♣➸➭➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫

➘Ô➶✸➘✸➫❱➺➭➩✩✧☛➩➹➧❨✜✛➘✸➾ ➶❊➥❊➬r➩➲➪❱➩✖➺➭➥❊➫❱➮♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺Ô➩✩✧✌➯✢✃ ➬r➫❱➺➭➩➭➾◗➧❺➬ ➧❺➦❱➪❱➩❳➮♣➦❱➾✚➯➴➘➅➪❱➬r➮◗➧❺➾❺➬ ➼❱➦➨➧♠➬ ➥❊➫✂➪❱➩➭➮❑✏ ➾❺➘✩✒❊➻■➩➭➫✞➧❺➮ ➪❱➩➹➶❈➬r➩➭➫❥➧
➪❱➩❑✜❱➯r➦❱➮✯➩➭➫✶✜❱➯r➦❱➮✰✜☛➩➹➧❺➬ ➧❺➩✩✖❩❴✵➘✖➯r➬r➻■➬ ➧❺➩✧➦❱➯ ➧❺➬r➻➷➩✧➪❱➩✩➯✢✃ ➬r➫❱➺➭➩➭➾◗➧❺➬ ➧❺➦❱➪❱➩

∆p
➩➭➮◗➧①➘ ➧♣➧❺➩➭➬r➫✞➧❺➩ ➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❱➩✚➯➴➘➲➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩

➘➽➩➭➫❥➧❺➬✴❏➭➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✧➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬r➸✩✖❀❴✵➘➽➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾✘➪❱➩➭➮✧➾❺➘✸➬r➩➭➮①➪❱➩✒➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩➲➩➭➮◗➧✚➘✸➯ ➥❊➾♣➮✺✱➨❒➨➸➭➩✓✜✛➘✸➾①➯➴➘✴➪❱➦❱➾♣➸➭➩❳➪❱➩✒➶❈➬r➩
➪❱➩➲➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧P❈✞➦✛➘✸➮♣➬ ▲✰➯ ➬r➸✩✖

❴✵➘Û➪❱➩➭➦❈❒➨➬✴❏➭➻➷➩➅➘✩✜❀✜❱➾♣➥❈➺✫✪❱➩➅➪❱➸■✱✛➫❱➬ ➧❳➯➴➘❀➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫✳➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩
∆E

➺➭➥❊➻➷➻➷➩✴➸➹➧♠➘✸➫❥➧❳➯➴➘❀➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾
➪❱➩➲➯➴➘✦✜❱➯r➦❱➮❡✱✛➫❱➩✖➪❱➩➭➮✚➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➦❱➾♣➩➭➮✚➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶✸➘✸➼❱➯r➩➭➮ ➪✛➘✸➫❱➮✚➯➴➘➽➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➩➭➮P✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮✧➬r➥❊➫❱➬r➮♣➸➭➮✗✖ ✸✘➩➹➧♣➧❺➩
➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫✈➩➭➮◗➧❳➺➹➥❊➫❱➮◗➧❍➘ ➫✞➧❺➩➽➮♣➦❱➾✩➺✤✪✛➘✸➺➭➦❱➫✏➪❱➩➭➮✑✜❱➯➴➘ ➧❺➩Ô➘✸➦❈❒✈➪❱➩✴➯➴➘✹✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖ ❑❀✧☞➻❀➘✸➬r➮✚➩➭➯ ➯r➩✖➺✤✪✛➘✸➫❀✒❊➩✴➼❱➾♣➦❱➮❄▲
❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧✖➪❱➩➽➶✸➘✸➯ ➩➭➦❱➾❳➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➥❊➫✟✜✛➘✸➮♣➮♣➩■➪❐✃ ➦❱➫✟✜❱➯➴➘ ➧❺➩Ô➘✸➦❧➘✸➦❧➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫✞➧✛✲î➶❥➥❊➬r➾❨✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖▼❜✠✵✤✖✷❴❹➩✦✜❱➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧
∆E× τ

✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➩✒➘✸➯r➥❊➾♣➮●➦❱➫❱➩ ➶ ➘✸➾♣➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➅➩➭➫❀➪❱➩➭➫❥➧❺➮✘➪❱➩ ➮♣➺➭➬r➩ ➩➭➫✛✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫■➪❱➦➷➪❱➸➭➯➴➘✸➬
τ
✖ ✎ ➘✸➬r➮●➪✛➘✸➫❱➮❃➧❺➥❊➦❱➮

➯r➩➭➮✧➺Ô➘✸➮✗✧✛➯➴➘➅➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾①➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩➲➪❱➩➲➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫➱➮♣➥❊➫❱➪❱➩➲➫❐✃ ➘❪❢✌➩➭➺➹➧❺➩❤✜✛➘✸➮ ➯➴➘➽➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫➱➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖

✞☛✡ ☎✆☎✓☎✞✝ ✝ ✏✥✤✪✒✔✙✜☞✟✩✫✣✜✏✥✤ ✂ � ✛✥✣✜✩✫✛✝✆ ✣✜✙✜✣ ✍✑✗✠✟✪★ ✙☛✡✞★✄✂ ✝ ✗ ✕✘✣✜★✚✤✪✒✔★

➵✒➘✸➫❱➮❳➺➭➩➹➧♣➧❺➩✹✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✩✧✌➫❱➥❊➦❱➮➲➘Ô➶❊➥❊➫❱➮❳➸➹➧❺➦❱➪❱➬r➸➅➯✢✃ ➸➹➶❊➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫✈➧❺➩➭➻✛✜☞➥✸➾❺➩➹➯r➯r➩✴➪❱➩➭➮✓✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮❳➘✩✜❀✜✛➘✸➾❺➘✸➬r➮❄▲
➮❺➘✸➫❥➧✯➪✛➘✸➫❱➮✯➦❱➫✛✜❱➾♣➥❈➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮✘➪❱➩P✜❱➾♣➸➭➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❍✖✠q✚➥❊➦❱➮✘➘Ô➶❊➥❊➫❱➮✯➻➷➥❊➫❥➧❺➾♣➸✩✧❊➩➭➫❀➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮❺➘✸➫❥➧❃➯➴➘✒➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩Pq✩➘ ❊
➺➭➥❊➻➷➻➷➩➅➩❍❒➨➩➭➻✛✜❱➯r➩✩✧✷❈✞➦❐✃ ➘Ô➶❊➩➭➺❀➪❱➩➭➮✖➯➴➘✸➮♣➩➭➾♣➮➲➪❱➩✹✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩➭➮❡★◗➦❱➪❱➬r➺➭➬r➩➭➦❱➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✖➺✫✪❱➥❊➬r➮♣➬r➮❳➬r➯✭➸➹➧♠➘✸➬ ➧✿✜☞➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩
➪❐✃ ➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➩➭➾➽➯➴➘Ý➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫✠➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➸❍➧♠➬❋❈✞➦❱➩Û➪❱➩➭➮❅✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮✖➫❱➩➭➦➨➧❺➾♣➩➭➮➽➪✛➘✸➫❱➮✴➯r➩➷➺➭➥❊➫❥➧♠➬ ➫❈➦❱➦❱➻✽➪❐✃ ➬r➥✸➫❱➬r➮❺➘❝▲
➧❺➬r➥❊➫➱➶❈➬➴➘■➦❱➫❲✜❱➾♣➥❈➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮✩➪❐✃ ➬r➥❊➫❱➬r➮❺➘ ➧❺➬r➥❊➫☎✘■➪❱➩➭➦❈❒♣✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮✚➾♣➸➭➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➫❥➧✒➘Ô➶❊➩➭➺✴➦❱➫Ý➫❱➬ ➶❥➩Ô➘✸➦Ý➬r➫❥➧❺➩➭➾♣➻➷➸➭➪❱➬➴➘✸➬ ➾♣➩
✲r❵✩➳✩❂ ❊ ✧❱➾♣➩➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩➲➩➭➫❀✪✛➘✸➫❱➺➭➩➭➪✂➧ �✘➥❪▲✢✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫✂➬r➥❊➫❱➬✴❳Ô➘ ➧❺➬ ➥❊➫♦✵✤✖▼♠✄❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫✞➧❜✧➨➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✒➪❱➩➹➮ ➬r➥❊➫❱➮
q✩➘

+
➘ ➬r➫❱➮♣➬③✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧❺➮❙✜☞➩➭➦➨➧ ✞➹➧❺➾♣➩ ➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➸➭➩✩➩➭➫➷➦➨➧❺➬r➯r➬r➮❺➘✸➫❥➧●➪❱➩➭➮❃➧❺➩➭➺✫✪❱➫❱➬✴❈✞➦❱➩➭➮✯➪❱➩✧➧♠➩➹➻✛✜❱➮❃➪❱➩ ➶❊➥❊➯✛➥❊➦➷➪❐✃ ➬r➻❀➘❝▲

✒❊➩➭➾♣➬r➩Û➪❐✃ ➬ ➥❊➫❱➮✗✖❙q✚➥❊➦❱➮➅➘ï➶❊➥❊➫❱➮➅➻➷➥❊➫❥➧❺➾♣➸✶❈✞➦❱➩➱➯➴➘✈➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫▲➪❐✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩Û➺➭➬r➫❱➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩➱➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩❀➪❱➩➭➮➅➬r➥❊➫❱➮
➸➹➧♠➘✸➬ ➧✚➧❺➾❊❏➭➮❨✜❱➾♣➥✞➺✤✪❱➩✴➪❱➩✴➯➴➘➷➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥✸➫Ý➪❐✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✴➺➭➬r➫❱➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩✴➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩➲➪❱➩➭➮❨✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮❑✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➮✒➮♣➦❱➾
➯➴➘✖➺Ô➘✸➫✛➘✸➯✌➪❱➩✩➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❍✖❩♠●➫➱➩■❢✌➩➹➧❜✧➨➪✛➘✸➫❱➮①➯➴➘✖➯r➬r➻■➬ ➧❺➩✚➥✩★Û➯r➩➭➮✘➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❱➮✯➯r➦❱➻➷➬ ➫❱➩➭➦❱➮♣➩➭➮①➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➸➭➩➭➮✘➮♣➥❊➫❥➧
➮♣➦✖✕➷➮❺➘✸➻➷➻➷➩➭➫❥➧➲➺➹➥❊➦❱➾◗➧♠➩➹➮➲➪❱➩➹➶ ➘✸➫✞➧➲➯➴➘②✜☛➸➭➾♣➬r➥❈➪❱➩➽➪❱➩➽➶❈➬r➼❱➾❺➘ ➧❺➬r➥❊➫✈➪❱➩➭➮➲➫❱➥✕✔❥➘✸➦❈❒✯✧❐➯➴➘❀➪❱➬r➮◗➧♠➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥✸➫✳➪❱➩➭➮✑✏ ➾❺➘✩✒❪▲
➻➷➩➭➫❥➧❺➮✄➩➭➮◗➧✭➪❱➸➹➧❺➩➭➾♣➻➷➬r➫❱➸➭➩✺✜✛➘✸➾✆➯➴➘P✏ ➥✸➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✴➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✘➪❱➩✘➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✄➺➭➥ï➶✸➘✸➯r➩➭➫❥➧✭➪❱➬r➮♣➮♣➥✞➺➭➬➴➘ ➧❺➬❋✏❄✧ï➻➽➦❱➯ ➧❺➬✴✜❱➯ ➬ ➸➭➩✙✜✛➘✸➾✄➦❱➫❱➩
✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✖➪❱➩✘➺➭➥❊➦❀✜❱➦❱➾♣➩①➮♣➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫❱➫✛➘✸➫❥➧✄➦❱➫❱➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧✭➯➴➘P✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✘➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✯➪❱➩✘➯➴➘✽✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✴➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✩✧
➺✸✃ ➩➭➮◗➧✓✘■➪❱➬r➾♣➩➲➺➭➩➭➯r➯r➩➲➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧❳➘✸➦❈❒Ý➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩➭➮✧➸➹➧♠➘✸➫✞➧✚➪❱➸❄★❊✘➷➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬r➸✩✖☛➵✩➩✴➺➭➩➹➧♣➧❺➩✖➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩✩✧✛➬r➯❹➩➭➮◗➧
✜☞➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩➽➪❐✃ ➘✸➫✛➘✸➯❋✔❈➮♣➩➭➾➲➯r➩➭➮✑✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮✒➧♠➘✸➫❱➪❱➬r➮✓❈✞➦❱➩■➯r➩✦✜❱➾♣➥❈➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮✖➪❱➩■➪❱➬r➮♣➮♣➥✞➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✏➫❐✃ ➩➭➮◗➧❤✜✛➘✸➮➲➩➭➫❱➺➭➥❊➾♣➩
➧❺➩➭➾♣➻➷➬r➫❱➸✩✖◗❱✩➬r➫❱➮♣➬❦✧●➯✢✃ ➸➹➶❊➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫ ➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯r➯r➩➱➪❱➩✂➯➴➘✏➪❱➬r➮◗➧❺➾❺➬ ➼❱➦➨➧♠➬ ➥❊➫➆➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩Ý➪❱➩➭➮✹✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧♠➮✦✜☞➩➭➦➨➧
✞➹➧❺➾♣➩➲➻➷➩➭➮♣➦❱➾♣➸➭➩➲➩➭➫✂➧❺➩➭➻✛✜❱➮ ➾♣➸➭➩➭➯❦✖

❴✵➘✈➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩②q✩➘ ❊ ➩➭➮◗➧✦✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➺➭➦❱➯r➬✴❏➭➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✴➬r➫❥➧❺➸➭➾♣➩➭➮♣➮❺➘✸➫✞➧❺➩●✘♣✜❱➯r➦❱➮♣➬r➩➭➦❱➾♣➮✖➧❺➬ ➧❺➾♣➩➭➮❀❮✄➪❐✃ ➦❱➫❱➩✶✜✛➘✸➾◗➧➽➯r➩
✜❱➾♣➥❈➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮✖➪❱➩✦✜❱➾♣➸➭➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬r➘ ➧❺➬r➥❊➫✏➩➭➮◗➧➲➮♣➦✖✕➷➮❺➘✸➻➷➻➷➩➭➫✞➧➲➯r➩➭➫❥➧✓✜☞➥❊➦❱➾✓❈✞➦❱➩■➯✢✃ ➥❊➫⑤✜❱➦❱➬r➮♣➮♣➩➅➮♣➦❱➬ ➶❈➾♣➩➅➯✢✃ ➸➹➶❥➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥✸➫
➪❱➩✂➯➴➘✳➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫ ➪❱➩➭➮✹✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮✗✧✭➪❐✃ ➘✸➦➨➧❺➾♣➩☎✜✛➘ ➾♣➧■➮❺➘✏➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➦❱➾♣➩Ý➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩➱➩➭➮◗➧■➧❺➩➭➯r➯r➩✶❈✞➦❱➩Ý➯r➩➭➮



✑✁� ✍ �✙✠✎✝✑✏✆✟☛✡✕✝ � ✟ ✟☛✝ ✓✔✤✞✝ ☞✜✏ ✖ ✡✜✂✆☎✙✢✣☞✜✤✞✟☛✏ ✡✌✚✜✏✌✓✔✦ ✟ ☞ ☞✜✤ ✟✒☞✜✢ ☎✞✏ ❋✳❑ ❋

➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾♣➮❃➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✚➫❱➸➭➺➭➩➭➮♣➮❺➘✸➬r➾♣➩➭➮✺✜☛➥❊➦❱➾❃➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮♣➩➭➾●➯✢✃ ➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩❑✜☞➥❊➻✛✜☛➩✤▲✰➮♣➥❊➫❱➪❱➩❑✜☛➩➭➦➨➶❥➩➭➫❥➧ ✞➹➧❺➾♣➩✚➘✸➬r➮♣➸➭➻➷➩➭➫❥➧
➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➩➭➮❤✘✶✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➾✩➪❱➩➭➮➲➮♣➥❊➦❱➾♣➺➭➩➭➮➲➯➴➘✸➮♣➩➭➾♣➮❨✏ ➩➭➻✴➧❺➥❊➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❱➩➭➮➲➪❱➬r➮❊✜☞➥❊➫❱➬r➼❱➯r➩➭➮✑✘Û➯✢✃ ✪❱➩➭➦❱➾♣➩■➘✸➺➹➧❺➦❱➩➭➯r➯r➩✩✖✯♠●➫⑤✏✔➘✸➬ ➧❜✧
➺➭➩➅➫❐✃ ➩➭➮◗➧❤❈✞➦❱➩➅➾♣➸➭➺➭➩➭➻➷➻➷➩➭➫❥➧✿❈✞➦❐✃ ➦❱➫❱➩➅➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩➷➘Ô➶❥➩➭➺➅➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫❧➪❱➦✏➫❱➥❊➻➅➼❱➾♣➩➽➪❐✃ ➬r➥❊➫❱➮✓q✩➘

+
➩➹➧❤q✩➘ ❊ +➩➭➫☎✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✂➪❱➦Ý➪❱➸➭➯➴➘✸➬❍✜☛➥❊➻✛✜☞➩✤▲✰➮♣➥❊➫❱➪❱➩✖➘➅➸➹➧❺➸➲➾❺➸➭➘✸➯r➬r➮♣➸➭➩✡✠ ❋✶❍❖❏✓☛❦✖♦❴✭✃ ➸➹➧♠➘✩✜☞➩➲➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧❺➩➲➮♣➩➭➾❺➘✸➬ ➧ ➪❱➩➲➺➭➥❊➻➅➼❱➬r➫❱➩➭➾

➺➭➩➅➧✢✔❩✜☞➩■➪❐✃ ➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩➭➮✴➘ï➶❊➩➭➺■➦❱➫❱➩■➻➷➩➭➮♣➦❱➾♣➩➅➪❱➩■➯➴➘Û➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫✳➩➭➫✠➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩➅➪❱➩➭➮➲➬r➥❊➫❱➮✿q✩➘
+
✧❐➺➭➩✹❈✞➦❱➬

➫❱➸➭➺➭➩➭➮♣➮♣➬ ➧❺➩➷➦❱➫❱➩➅➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫✏➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩
∆E

➻➷➩➭➬r➯r➯ ➩➭➦❱➾♣➩✬❈✞➦❱➩✤❏▼✧▼❍Û➻➷➩❦❖ ✲ ➸➭➺Ô➘✸➾◗➧➲➪❐✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩■➩➭➫❥➧❺➾♣➩■➯r➩➭➮
➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒✂➶❈➬r➼❱➾❺➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➫❱➩➭➯r➮✧➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➸➭➮✚➬r➺➭➬ ✵✤✧❱➮♣➥❊➬ ➧

∆E ≃ ❋✖➻➷➩❣❖✬✧③✜☞➥❊➦❱➾ ➦❱➫❱➩✖➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩➲➺➭➬r➫❱➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩➲➧❺➥✸➧♠➘✸➯r➩
➪❐✃ ➩➭➫❥➶❈➬r➾♣➥❊➫✈➚▼✧ ❞➅➩❣❖ ✲

∆E/E ≃ ➚❩✧●❋ �✹✵✤✖
➵✩➩✬✜❱➯r➦❱➮✗✧☞➪✛➘✸➫❱➮✒➯r➩✴➻➷➥✞➪❀❏➭➯r➩❤✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➸➽➺➭➬ ▲✰➪❱➩➭➮♣➮♣➦❱➮✗✧❐➫❱➥❊➦❱➮✒➘ï➶❊➥❊➫❱➮✒➫❱➸✗✒❊➯r➬✴✒❊➸➲➯r➩✴➾❊✐❊➯r➩✖➪❱➩➽➯➴➘➷➾♣➥✸➧♠➘ ➧❺➬r➥✸➫

➪❱➩➽➯➴➘➷➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✩✖ ❴●✃ ➩■❢✌➩➹➧❳➪❱➩➽➺➭➩➽➪❱➩✗✒❊➾♣➸➽➪❱➩➽➯r➬r➼☛➩➭➾◗➧♠➸✖➮♣➦❀✜❀✜❱➯r➸➭➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➬r➾♣➩✴➩➭➮◗➧❳➩❍❒▼✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➸❅❈✞➦✛➘✸➯r➬ ➧♠➘ ➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧
➺➭➬ ▲✰➪❱➩➭➮♣➮♣➥❊➦❱➮✗✖❪❴●✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✓✜☞➥❊➻✛✜☛➩❃➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➩✯➦❱➫❱➩❃➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✭➮♣➩❃➧❺➾♣➥❊➦➨➶✸➘✸➫❥➧✆➬r➫❱➬ ➧❺➬r➘✸➯ ➩➭➻➷➩➭➫❥➧❹➪✛➘✸➫❱➮✆➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✵➾♣➥✸➧♠➘❝▲
➧❺➬r➥❊➫❱➫❱➩➭➯ |J 〉 ➪❱➩✧➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧◆✏ ➥❊➫❱➪✛➘✸➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯❈➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩ |G〉 ✧✸➪✛➘✸➫❱➮●➯r➩➭➮✭➸➹➧♠➘ ➧❺➮✭➾♣➥✸➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➫❱➩➭➯r➮ |J ′ = J + 1〉➩➹➧ |J ′ = J − 1〉 ➪❱➩✴➯✔✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |C〉 ✲î➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❲✜✛➘✸➾❺➘✸➯r➯❋❏➭➯r➩✕✵✤✖♦✸✺✪✛➘✸➺➭➦❱➫✏➪❱➩✖➺➭➩➭➮✩➸➹➧♠➘ ➧❺➮✩➪❱➥❊➫❱➫❱➩✖➦❱➫❱➩✴➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬ ▲➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❵➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩➱➪❱➩➭➮✬✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮➅➘❜✔❥➘✸➫✞➧➅➦❱➫❱➩➱➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩Û➺➭➬r➫❱➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩Û➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩Û➻➷➥✕✔❊➩➭➫❱➫❱➩

E
➩➹➧➅➦❱➫

➩➭➮❊✜✛➘✸➺➭➩➭➻➷➩➭➫❥➧➅➪❱➩➹➮✴➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩➭➮➽➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮ ✠ ❋✳❑✻❏✓☛❦✖❉❴✵➘Ý➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❧➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩❀➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➸➭➩Û➸➹➧♠➘✸➫❥➧✴➯➴➘
➻➷➥✕✔❥➩➭➫❱➫❱➩✛✲✔➘Ô➶❥➩➭➺❳➦❱➫❱➩➲➯r➥❊➬☞➮◗➧♠➘ ➧❺➬r➮◗➧❺➬✴❈✞➦❱➩❳➪❱➩✿✥✘➥❊➯ ➧❆❳➭➻❀➘✸➫❱➫♦✵❃➪❱➩❳➧❺➥❊➦➨➧❺➩➭➮✧➯r➩➭➮✧➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮✧➘✸➮♣➮♣➥❈➺➭➬r➸➭➩➭➮P✘➅➯➴➘
➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫✖➾♣➥✸➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➫❱➩➭➯r➯ ➩✯➬r➫❱➬ ➧❺➬r➘✸➯ ➩✯➪❱➩✘➯➴➘✚➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✩✧❅➥❊➫➽➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➩✧➦❱➫➅➸➭➯➴➘ ➾❆✒✸➬r➮♣➮❺➩➹➻➷➩➭➫✞➧✄➪❱➩➭➮✭➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➦❱➾♣➩➭➮
➪❱➦Û➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✒➪❱➩➭➮✰✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫✞➧❺➮✯➪❱➩✩➯✢✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩✚➪❱➩

kBT
✧❈➥✩★

T
➩➭➮◗➧✧➯➴➘❳➧❺➩➭➻✛✜☞➸➭➾❺➘ ➧❺➦❱➾♣➩✩➪❱➩➭➮✘➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩➭➮✗✖✻❱

T =■✻❜❖❏②✾ ✲î➧❺➩➭➻✛✜☞➸➭➾❺➘ ➧❺➦❱➾♣➩❅✘➷➯➴➘✩❈✞➦❱➩➭➯r➯r➩➲➥❊➫❥➧✒➸➹➧❺➸❤✏✔➘✸➬ ➧❺➩➭➮✚➯r➩➭➮✚➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩➭➮❳➪❱➩ t ➩ �①➘✸➬r➯ ✵✤✧✛➺➭➩➭➯➴➘➷➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪⑤✘
➦❱➫➷➸➭➯➴➘✸➾❊✒❊➬r➮♣➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧●➪❐✃ ➩➭➫❥➶❈➬r➾♣➥❊➫✢❜▲❍✒➻➷➩❦❖✬✧❊➺✸✃ ➩➭➮◗➧❡✘❳➪❱➬r➾♣➩P✘❳➦❱➫■➼❱➾♣➥❊➦❱➬r➯r➯r➘✩✒❊➩①➺➹➥❊➻✛✜❱➯r➩➹➧❃➪❱➩➭➮❙✏ ➾❺➘✸➫❀✒❊➩➭➮●➪❐✃ ➬r➫✞➧❺➩➭➾❄▲
✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩✩✖ ✈ ➫⑤✜☞➩➭➦➨➧❳➻➷➬r➫❱➬ ➻➷➬ ➮♣➩➭➾✚➺➭➩✦✜❀✪❱➸➭➫❱➥❊➻✛❏➭➫❱➩➽➪❱➩➽➼❱➾♣➥❊➦❱➬r➯r➯➴➘❪✒❊➩✖➩➭➫✳➧❺➾❺➘ï➶ ➘✸➬r➯r➯r➘✸➫❥➧✒➘Ô➶❥➩➭➺➽➪❱➩➭➮❳➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩➭➮
✚❣✏ ➾♣➥❊➬r➪❱➩➭➮❄✣✒➥❊➼➨➧❺➩➭➫❈➦❱➩➭➮P✜✛➘✸➾ ➩❍❒➨➩➭➻✛✜❱➯r➩❳➩➭➫✈➾♣➸Ô➘ ➯r➬r➮❺➘✸➫✞➧✧➯✢✃ ➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➹➫❱➺➭➩✖➪✛➘✸➫❱➮ ➦❱➫✦★◗➩➹➧ ➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯➴➘✸➬ ➾♣➩✩✖

q✚➥❊➦❱➮✏➘✸➯r➯ ➥❊➫❱➮Ý➻❀➘✸➬r➫❥➧❺➩➭➫✛➘✸➫❥➧✈➪❱➬r➮♣➺➭➦➨➧❺➩➭➾✈➪❱➩▲➪❱➩➭➦❈❒➞➧❺➩➭➺✫✪❱➫❱➬✴❈✞➦❱➩➭➮✏➮♣➦❱➮♣➺➭➩✗✜➨➧❺➬r➼❱➯r➩➭➮✈➪❐✃ ✞➹➧❺➾♣➩ ➻➷➬r➮♣➩➭➮Ý➩➭➫
✡➲➦➨➶❈➾♣➩✹✜☞➥❊➦❱➾❳➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➩➭➾✖➯➴➘➱➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥✸➫✏➪❐✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩■➺➭➬r➫❱➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩➅➪❱➩➭➮✿✏ ➾❺➘✩✒✸➻➷➩➭➫✞➧❺➮➲➘✸➦❧➺➭➥❊➦❱➾♣➮➲➪❐✃ ➦❱➫❱➩➷➩❍❒✻▲
✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩✶✜☛➥❊➻✛✜☞➩✤▲✰➮♣➥❊➫❱➪❱➩✩✖ ❊ ➯✘➮➭✃ ➘✩✒❊➬ ➧✴➪❱➩Û➯✢✃ ➬r➻➷➘✩✒❊➩➭➾♣➬ ➩➷➪❐✃ ➬r➥✸➫❱➮ ✠ ❋✩◆✻❜✒☛✘➩➹➧➽➪❱➩Û➯➴➘Ý➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➮♣➺➭➥✠✜❱➬r➩●✘Ý➧❺➩➭➻✛✜❱➮
➪❱➩❳➶❊➥❊➯❹➪❐✃ ➘ ➧❺➥❊➻➷➩➭➮✧➪❱➩❤❵✽✔❈➪❱➼☞➩➭➾❊✒ ✠ ❋✩◆▲■✓☛❦✖③q✚➥❊➦❱➮✚➘Ô➶❥➥❊➫❱➮ ➺✫✪❱➥❊➬r➮♣➬❹➺➹➩➭➯r➯r➩➭➮❄▲✰➺➭➬❹➩➭➫❲✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➺➭➦❱➯r➬ ➩➭➾✗✧➨➺Ô➘✸➾ ➩➹➯r➯r➩➭➮✧➫❱➥❊➦❱➮
➮♣➩➭➻➽➼❱➯r➩➭➫✞➧❀➯r➩➭➮✛✜❱➯r➦❱➮✛✜❱➾♣➥❊➻➷➩➹➧♣➧❺➩➭➦❱➮♣➩➭➮✶✘✠➯✢✃ ✪❱➩➭➦❱➾♣➩✳➘✸➺➹➧❺➦❱➩➭➯r➯ ➩✩✖✰❴❹➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➥❊➫ ➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➩✂➯✢✃ ➬r➻❀➘✩✒✸➩➭➾♣➬r➩➱➪❐✃ ➬r➥❊➫❱➮✗✧❃➯r➩
➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧✛✱✛➫✛➘✸➯ ➪❱➩✈➯✢✃ ➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩♣✜☛➥❊➻✛✜☞➩✤▲✰➮♣➥❊➫❱➪❱➩✈➩➭➮◗➧Û➯➴➘✟✜❱➾♣➥✞➪❱➦❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❦➪❐✃ ➬r➥❊➫❱➮②q✩➘

+
✜✛➘✸➾②❵✩➳✩❂ ❊ ✖❡✸✘➩➭➮

➬r➥❊➫❱➮①➮♣➥❊➫❥➧✧➩➭➫❱➮♣➦❱➬ ➧❺➩➲➘✸➺➹➺➭➸➭➯r➸➭➾♣➸➭➮✽✜✛➘✸➾①➦❱➫❱➩❳➯r➩➭➫❥➧❺➬r➯r➯ ➩✚➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➮◗➧♠➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✒➪✛➘✸➫❱➮✧➯➴➘✖➪❱➬r➾♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫Û➪❐✃ ➦❱➫❱➩✓✒❥➘✸➯r➩➹➧♣➧❺➩✑✘
➻➷➬r➺➭➾♣➥❈➺Ô➘✸➫✛➘✸➦❈❒s✲ ✎ ✸❡❂❇✧✵➻➷➬r➺➭➾♣➥❈➺✫✪✛➘✸➫❱➫❱➩➭➯◗✜❱➯➴➘ ➧❺➩✕✵✩➮♣➦❱➬ ➶❈➬r➩➅➪❐✃ ➦❱➫✠➸➭➺➭➾❺➘✸➫⑥✜❀✪❱➥❊➮❊✜❀✪❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫✞➧❜✖◆✸✘➩➹➧♣➧❺➩■➯r➩➭➫✞➧❺➬r➯ ➯ ➩
➩➭➮◗➧✯➺➭➥❊➫☛☞➭➦❱➩✚➪❱➩ ➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩✽✘❳➺➭➩P❈✞➦❱➩✚➯r➩➭➮●➬r➥❊➫❱➮❃➘❜✔✞➘✸➫❥➧✯➯r➩①➻✟✞➭➻➷➩①➶❊➩➭➺➹➧❺➩➭➦❱➾❃➶❈➬ ➧❺➩➭➮♣➮♣➩✚➬r➫❱➬ ➧❺➬r➘✸➯➨➮♣➥❊➬r➩➭➫❥➧❙✏ ➥❈➺Ô➘✸➯r➬r➮♣➸➭➮
➩➭➫❵➦❱➫ ➻✟✞➭➻➷➩✛✜☞➥❊➬r➫❥➧✴➪❱➩Û➯✔✃ ➸➭➺➭➾❺➘✸➫❬✜❀✪❱➥❊➮❊✜❀✪❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫✞➧❜✧✭➺➭➩➭➺➭➬✺❈✞➦❱➩➭➯r➯r➩✛❈✞➦❱➩Û➮♣➥❊➬ ➧✴➯r➩➭➦❱➾❅✜☛➥❊➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❍✖❇❂✄➘✸➾✴➦❱➫❱➩
✜❱➾♣➥❈➺➭➸➭➪❱➦❱➾♣➩➱➪❐✃ ➬r➫❥➶❊➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫❍✧✄➥❊➫❬✜☞➩➭➦➨➧➅➾♣➩➭➺➭➥❊➫❱➮◗➧❺➾♣➦❱➬r➾♣➩Û➯➴➘✈➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❧➧❺➾♣➬r➪❱➬r➻➷➩➭➫❱➮♣➬r➥❊➫❱➫❱➩➭➯r➯ ➩➷➪❱➩➭➮✴➶❈➬ ➧❺➩➭➮♣➮♣➩➭➮
➪❱➩➭➮➅➬r➥❊➫❱➮✬q✩➘

+
✘✳✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➾✴➪❱➩Û➯✢✃ ➬r➻❀➘❪✒❊➩❀➼❱➬r➪❱➬ ➻➷➩➭➫❱➮♣➬r➥❊➫❱➫❱➩➭➯r➯ ➩➷➪❱➩➱➯✢✃ ➸➭➺➭➾❺➘✸➫❍✖✭➵✒➘✸➫❱➮➽➯r➩Û➯➴➘✸➼☛➥❊➾❺➘ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➷➪❱➩ ✎ ✖

❖❃➾❺➘✩❃✻❃✞➬r➫❀✒❬✲ ❱ ✎✳✈ ❴❯❝✺✧❉❱✩➻➷➮◗➧❺➩➭➾♣➪✛➘✸➻✶✵✤✧❹➯✢✃ ➘✩✜❀✜❱➯r➬ ➺Ô➘ ➧❺➬ ➥❊➫❧➪❱➩➷➺➭➩➹➧♣➧❺➩■➧❺➩➭➺✤✪❱➫❱➬✴❈✞➦❱➩❀➘❲✜☛➩➭➾♣➻➷➬❃➪❐✃ ➥❊➼➨➧❺➩➭➫❱➬r➾➲➦❱➫❱➩
➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫✈➪❱➩✢❋✳❑➱➻■➩❣❖ ✜☛➥❊➦❱➾✒➪❱➩➭➮❳➸➹➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➫❱➮✒➪❐✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩

E =
➚▼✧ ◆❥➳➷➩❣❖ ✲

∆E/E =
➳❩✧ ➳ �✹✵✚➬r➮♣➮♣➦❱➮✒➪❱➩

➯➴➘✿✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➬r➥❊➫❱➬r➮❺➘ ➧❺➬ ➥❊➫➅➪❐✃ ➘ ➧❺➥❊➻➷➩➭➮✯➪❐✃ ➘✸➾❊✒❊➥❊➫➷➻➷➸➹➧♠➘✸➮◗➧♠➘✸➼❱➯r➩➭➮✗✖❈➵✒➘✸➫❱➮✯➺➭➩➹➧♣➧❺➩✩➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩✩✧➨➯➴➘❳➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫➷➸➹➧♠➘✸➬ ➧
➯r➬r➻➷➬ ➧❺➸➭➩❅✜✛➘✸➾❳➯➴➘❀➺Ô➘✸➻➷➸➭➾❺➘☎✸✽✸①➵➓➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➸➭➩✬✜☞➥❊➦❱➾✒➩➭➫❱➾♣➩✗✒❊➬r➮◗➧❺➾♣➩➭➾➲➯r➩➹➮❳➬r➻❀➘✩✒❊➩➭➮✗✖❍q✚➥❊➦❱➮❳➩➭➮◗➧❺➬r➻➷➥❊➫❱➮✑❈✞➦❱➩✩✧❹➪✛➘✸➫❱➮
➯r➩➭➮❳➘✸➫❱➫❱➸➭➩➭➮❤✘❀➶❥➩➭➫❱➬r➾✗✧✌➦❱➫❱➩■➘✸➻➷➸➭➯r➬r➥❊➾❺➘❅➧❺➬ ➥❊➫✳➪❱➩➅➺➭➩➹➧♣➧❺➩➽➧❺➩➭➺✤✪❱➫❱➬✴❈✞➦❱➩➅➪❱➩➹➶❈➾❺➘✸➬ ➧❳➺➭➥❊➫❱➪❱➦❱➬r➾♣➩✹✘Û➦❱➫❱➩➅➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫
➪❱➩❀➯✢✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩■➪❱➩Û➚▼✧ ➳✕▲s➚▼✧▼❍ �✶✧❹➮❺➘ ➧❺➬r➮❯✏✔➘✸➬r➮❺➘✸➫❥➧✴➘✸➬r➫❱➮♣➬✯➘✸➦❈❒✠➩❍❒➨➬✴✒❊➩➭➫❱➺➭➩➭➮➽➪❱➩➷➯✢✃ ➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩②✜❱➾♣➥✠✜☛➥❊➮♣➸➭➩✩✖❙❞✸➦❱➮❊❈✞➦❐✃ ✘
✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❜✧✌➯➴➘■➧❺➩➭➺✫✪❱➫❱➬✴❈✞➦❱➩➅➘❜✔❥➘✸➫❥➧✒➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➩✴➯➴➘➷➻➷➩➭➬r➯r➯ ➩➭➦❱➾♣➩➲➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫Ý➪✛➘✸➫❱➮✩➦❱➫❱➩➽➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩➽➪❱➩✴➻➷➩➭➮♣➦❱➾♣➩
➪❱➩➲➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮①➪❐✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩❳➺➭➬r➫❱➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩➲➪❱➩✿✜❀✪❱➥ ➧♠➥❪✏ ➾♠➘❪✒❊➻➷➩➭➫✞➧❺➮①➩➭➮◗➧✚➯➴➘➅➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➮♣➺➭➥✠✜❱➬r➩❅✘➽➧❺➩➭➻✛✜❱➮✧➪❱➩❳➶❥➥❊➯
➪❐✃ ➘ ➧❺➥❊➻➷➩✖➪❱➩✬❵✽✔❈➪❱➼☞➩➭➾❊✒Û➪❱➸➹➶❊➩➭➯r➥✠✜❀✜☞➸➭➩❅✜✛➘✸➾❑❁▲➩➭➯✴✒❊➩✖➩➹➧❳➘✸➯❦✖ ✠ ❋✩◆▲■✓☛❦✖☞➵✒➘✸➫❱➮✩➺➭➩➹➧♣➧❺➩✴➧❺➩➭➺✫✪❱➫❱➬✴❈✞➦❱➩✩✧✌➯r➩✿✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➹➫✞➧
❈✞➦❱➩➷➯✢✃ ➥❊➫❧➪❱➸➭➮♣➬r➾♣➩■➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➩➭➾✖➩➭➮◗➧✖➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸■➪✛➘✸➫❱➮➲➦❱➫▲➸➹➧♠➘ ➧➲➪❱➩✛❵✽✔❈➪❱➼☞➩➭➾❊✒Ý➻➷➸➹➧♠➘✸➮◗➧♠➘✸➼❱➯r➩✩✖✷❴❹➩➅➧❺➩➭➻✛✜❱➮➲➪❱➩➅➶❥➥❊➯



❋✳❑✞➳ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✏✑✁� ✍✎✞ ✟ ✟ ✝ ☞✄✝ ☞✎✦ ✂ ☎✞✡✌✚ ✝ ✝✑✏✕✏✌✓ ✁✜✝ ✂ ✟☛✝ ✓ ✤ ✝ � ✟ ✤✞☞✎✢✣✓✔✦ ✚ ✁✆✟ ✦ ☞

➪❱➩➭➮✖➘ ➧❺➥❊➻➷➩➭➮✒➪❱➩✹❵✽✔❈➪❱➼☞➩➭➾❊✒✂➪❱➸➭➾♣➬ ➶✸➘✸➫❥➧✒➶❥➩➭➾♣➮➲➦❱➫❧➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➩➭➦❱➾②✲ ➥✩★✏➯r➩➭➮➲➘ ➧❺➥❊➻➷➩➭➮✒➮♣➥❊➫❥➧✖➬r➥❊➫❱➬ ➮❺➸➹➮❳➩➹➧➲➯r➩➭➮✒➬r➥❊➫❱➮
➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘✸➫❥➧❺➮✚➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➸➭➮✫✵ ➩➭➮◗➧✩➩➭➫❱➾♣➩✗✒❊➬r➮◗➧❺➾♣➸❅✜✛➘✸➾ ➦❱➫✳➥❊➾♣➪❱➬r➫✛➘ ➧❺➩➭➦❱➾✗✖☛➵✒➘✸➫❱➮✩➯r➩➭➦❱➾♣➮✚➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩➭➮✗✧ ❁▲➩➭➯✴✒❊➩➲➩➹➧❳➘✸➯❦✖
➥❊➫❥➧➅➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❵➦❱➫❱➩➱➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫▲➩➭➫➆➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩❀➺➭➬r➫❱➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩

∆E/E
➪❱➩➱➚▼✧ ❏❝▲s➚▼✧ ❑✁� ➧✢✔❩✜❱➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✧✭➩➹➧➅➮♣➥❊➫❥➧

➻✟✞➭➻➷➩✴➪❱➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➪❱➦❱➮❡★◗➦❱➮❊❈✞➦❐✃ ✘✂➚▼✧●❋ �✶✖✯❴●✃ ➩❍❒❈➧❺➩➭➫❱➮♣➬r➥❊➫❧➪❱➩➽➺➭➩➹➧♣➧❺➩➽➧❺➩➭➺✫✪❱➫❱➬✴❈✞➦❱➩✹✘❀➯➴➘❀➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫✏➪❐✃ ➘ ➧❺➥❊➻➷➩➭➮✩➪❱➩
➮♣➥❈➪❱➬r➦❱➻❶➮♣➩➭➻➽➼❱➯r➩✛✏✔➘ ➬r➮❺➘✸➼❱➯r➩✩✧✵➯✢✃ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧❍➘❅➧♠➬ ➥❊➫✠➪❐✃ ➸➹➧♠➘ ➧❺➮✴➪❱➩✶❵✽✔❈➪❱➼☞➩➭➾❊✒✳➪❱➩②✪✛➘✸➦➨➧❺➩❀➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩❀➪✛➘✸➫❱➮✴➪❱➩➭➮✴➩❍❒▼✜☞➸✤▲
➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩➭➮❨✜☞➥❊➻✹✜☞➩✤▲✰➮♣➥❊➫❱➪❱➩➽➘❜✔❥➘✸➫✞➧✩➸➹➧❺➸✴➪❱➸➭➻➷➥❊➫❥➧❺➾♣➸➭➩✴➪✛➘✸➫❱➮✩➯r➩➲➪❱➬r➻✛❏➭➾♣➩✖➪❐✃ ➬r➥✞➪❱➩ ✠ ❋❅➳▲❜✒☛❦✖ ✥✚➫✳➪❱➸➭➮❺➘Ô➶✸➘✸➫❥➧♠➘✩✒❊➩✴➪❱➩
➺➭➩➹➧♣➧❺➩Û➧❺➩➭➺✤✪❱➫❱➬✴❈✞➦❱➩●✜✛➘✸➾➅➾❺➘✩✜❀✜☛➥❊➾◗➧✹✘✏➯✢✃ ➬r➻➷➘✩✒❊➩➭➾♣➬ ➩❀➪❐✃ ➬r➥❊➫❱➮➽➩➭➮◗➧✹❈✞➦❐✃ ➥❊➫✐➫❱➩●✜☛➩➭➦➨➧➷➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➩➭➾✦❈✞➦❐✃ ➦❱➫❱➩●✏✔➘✸➬r➼❱➯r➩
✏ ➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫✂➪❱➩➭➮✒➘ ➧❺➥❊➻➷➩➭➮✚➪❱➩✖➮♣➥❈➪❱➬r➦❱➻ ✲ ➬❦✖ ➩✩✖☛➺➭➩➭➦❈❒♣❈✞➦❱➬✵➮♣➩✴➪❱➸✗✜❱➯➴➘✸➺➭➩➭➫❥➧✩➪✛➘✸➫❱➮✩➯➴➘➅➪❱➬r➾♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫Ý➪❱➦✈➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➩➭➦❱➾✫✵✤✖
q✚➥✸➧❺➥❊➫❱➮✯➘✸➦❱➮♣➮♣➬☛➯✢✃ ➩❍❒▼✜☞➸➹➾❺➬ ➩➭➫❱➺➭➩✚➾♣➸➭➺➭➩➭➻➷➻➷➩➭➫❥➧✯➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮♣➸➭➩P✜✛➘✸➾✯➤✞➧♠➘✩✜☞➩➭➯❋✏ ➩➭➯r➪➨➧❃➩➹➧✘➘✸➯❦✖ ✠ ❋✩❏▲■✓☛❦✧❊➪✛➘✸➫❱➮✯➯➴➘✩❈✞➦❱➩➭➯r➯r➩✧➘Ô➶❥➩➭➺
➪❱➩➭➦❈❒❀➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮❃➪❱➩✛❋▲❋ï➚✓✏ ➮✯➮♣➸✗✜✛➘✸➾♣➸➭➩➭➮①➪❱➩ ❏ ❋ï➚✿✏ ➮✗✧✞➬r➯r➮❙✒❊➸➭➫❀❏➭➾♣➩➭➫✞➧①➪❱➩➭➦❈❒②✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮✘➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✘➮♣➦❱➾✯➦❱➫Û➸➹➧♠➘ ➧
➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘❅➧♠➬ ✏☛➪❱➩✧➯➴➘✩➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩ ❊

2

✖✠❴❹➩➭➮❃➘✸➦➨➧❺➩➭➦❱➾♣➮●➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➩➭➫✞➧❃➩➭➫❱➮♣➦❱➬ ➧❺➩✧➯➴➘✩➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫➽➪❱➩➭➮◗✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮◗✜✛➘✸➾
➬r➥❊➫❱➬r➮❺➘ ➧❺➬ ➥❊➫✠➻➅➦❱➯ ➧❺➬❋✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➬❋❈✞➦❱➩❀➩➹➧➽➯➴➘Ý➪❱➸✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❱➺➭➩➱➾❺➘✸➪❱➬➴➘✸➯r➩■➪❱➩Û➯➴➘☎✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫▲➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✶✜✛➘✸➾✴➩❍❒▼✜❱➯r➥❊➮♣➬r➥❊➫
➺➭➥❊➦❱➯r➥❊➻➽➼❱➬r➩➭➫❱➫❱➩✩✧❃➘Ô➶❊➩➭➺✈➦❱➫❱➩Ý➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫✐➩➭➫❦➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩Ý➪❱➩Ý➯✢✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩✂➪❱➩✑❑✠➻➷➩❣❖✆✲ ➮♣➥❊➬ ➧

∆E/E ≃ 5%
✵✤✖

❴●✃ ➘Ô➶✸➘✸➫❥➧♠➘✩✒❊➩❳➪❱➩➲➺➭➩➹➧♣➧❺➩➲➻➷➸➹➧❆✪❱➥❈➪❱➩❳➩➭➮◗➧❑❈✞➦❐✃ ➩➭➯r➯r➩✓✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧ ➪❱➩➲➺➭➥❊➫✞➧❺➾❊✐❊➯r➩➭➾①➯✢✃ ➩➭➮❊✜✛➘✸➺➭➩➭➻➷➩➭➫❥➧✚➪❱➩➭➮P✜❱➬r➺➭➮ ➪✛➘✸➫❱➮ ➯➴➘
➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❀➪❱➩➭➮❡✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮①➩➭➫✬★◗➥❊➦✛➘✸➫❥➧✧➮♣➦❱➾✧➯ ➩✒➪❱➸➭➯➴➘✸➬✌➩➭➫❥➧❺➾♣➩❳➯r➩➭➮①➪❱➩➭➦❈❒➱➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❱➮✺✜☞➥❊➻✛✜☞➩✩✧➨➩➹➧ ➘✸➬r➫❱➮♣➬
➮➭✃ ➘✸➪✛➘✩✜➨➧❺➩➭➾❑✘➅➯➴➘➅➯r➬r➻■➬ ➧❺➩✒➪❱➩➲➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➦Ý➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➩➭➦❱➾✗✖

❴✵➘✶✜❱➾♣➸➭➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✈➪❱➩✹q✩➘ ❊ ➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➸➭➩■➬r➺➭➬✆➩➭➮◗➧➲➦❱➫❧➺Ô➘✸➮❳➬r➪❱➸Ô➘✸➯❇✜☞➥❊➦❱➾✒➪❱➬r➮♣➺➭➦➨➧❺➩➭➾❳➪❱➦✟✜❱➾♣➥❊➼❱➯❋❏➭➻➷➩
➪❱➩➱➯➴➘✳➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫➆➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦❱➩➱➩➭➫➆➧❺➩➭➻✛✜❱➮➅➩➹➧■➩➭➫➆➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩➱➪❱➩✂➯➴➘✈➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫ ➪❱➩➭➮✦✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮❜✖❙✸✘➩✗✜☞➩➭➫❩▲
➪✛➘✸➫❥➧❜✧❱➯r➩➭➮✧➬r➪❱➸➭➩➭➮✧➪❱➸➹➶❥➩➭➯r➥✠✜❀✜☛➸➭➩➭➮❑✜☞➥❊➦❱➾Pq✩➘ ❊ ➮➭✃ ➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➩➭➫❥➧✚➘✸➦❱➮♣➮♣➬❹➮♣➬❐➯✢✃ ➥❊➫➱➩➭➫✞➶❈➬r➮❺➘✩✒❊➩❳➪❱➩➭➮ ➮♣➬ ➧❺➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮❡✜❱➯r➦❱➮
➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩➭➮✗✖③❂✭➘✸➾♣➻➷➬✌➺➭➩➭➯r➯r➩➭➮❄▲✰➺➭➬❦✧➨➫❱➥❊➦❱➮✚➘✸➯r➯r➥✸➫❱➮①➪❱➬r➮♣➺➭➦➨➧❺➩➭➾ ➼❱➾♣➬✴❏➹➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧✚➪❱➩❳➯➴➘✬✜❱➾♣➸➭➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫Û➪❱➩ ❊ ✥✘➾✧➩➹➧
➪❱➩■➯➴➘✶✜❀✪❱➥✸➧❺➥✞➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✳➪❱➩➭➮✖➻➷➥❊➯r➸➹➺➭➦❱➯r➩➭➮✓✜☞➥✸➯❋✔✞➘ ➧❺➥❊➻➷➬❋❈✞➦❱➩➭➮✗✖✷❴✵➘➱➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩ ❊ ✥✘➾❳➩➭➮◗➧✖➦❱➫✠➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩■➪❱➩
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➺➭➥❊➻✛✜☛➥❊➾◗➧♠➩➹➻➷➩➭➫✞➧➅➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯①➩➹➧➷➮❺➘✟✜❱➾♣➥✠✜❱➾♣➩Ý➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬ ➥❊➫❵➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩Ý➪❱➩●✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫✞➧❺➮✫✵✤✧✭➥❊➦✐➩➭➫❱➺➭➥❊➾♣➩✩✧
✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧♣➧♠➘✸➫❥➧ ➪❱➩➲➮❺➘ï➶❊➥❊➬r➾✧➮♣➬❹➯r➩✓✜❱➾♣➥❈➺➭➩➹➮❺➮♣➦❱➮✚➪❱➩➲➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➩➭➮◗➧✚➮◗➧♠➘ ➧❺➬r➮◗➧❺➬✴❈✞➦❱➩❳➥❊➦✂➫❱➥❊➫ ✠ ❋✶❜❅❋☞☛❦✖



✑✁� ✍✁�✙✍ ✂✧✤ ✝ ☎ ✟ ✦ ✂ ✟☛✝ ✓✔✤✞✝ ☞✎✦ ✂ ✝ ✝✑✏✆✟☛✡✕✝ � ✟ ✟☛✝ ✓✔✤✞✝ ☞✜✏ ✖ ✡✜✂✆☎✙✢✣☞✜✤✞✟☛✏ ❋✳❑✻❏

➍✛➡ ★✞✝ ➈ ✰✧✹❄✷❂✯✱✽❄❁✪✰✶✵✸✷✪✭ ✹✔✺❄❃ ❁✪✰✡✺❄✷✪✼ ✵❅✫✮✷ �✱✽ ✵✸✷✪✭✴✹☎✺❄❃ ✼ ❇ ✫✁✰✳✲✴✿❀❃ ✹ ✵ ✼
➵✒➘✸➫❱➮➲➯➴➘②✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✬✜❱➾♣➸➭➺➭➸➭➪❱➩➭➫✞➧❺➩✩✧❹➫❱➥❊➦❱➮✖➘Ô➶❊➥❊➫❱➮❳➶❈➦✟❈✞➦❱➩■➯➴➘②✜❱➾♣➸➭➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✳➪❱➩➅➯➴➘Û➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✬q✩➘ ❊

➺➭➥❊➫❱➪❱➦❱➬r➮❺➘✸➬ ➧✙✘❳➦❱➫❱➩ ➮♣➦❱➺➭➺➭➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫➷➪❱➩P✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮❃➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✰✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯r➮✄➮♣➦❱➾❃➯➴➘✑✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✧➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✧➪❱➩ ➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧
➺➭➥ï➶✸➘✸➯r➩➭➫❥➧✩➩➹➧❨❈✞➦❱➩❤✜✛➘✸➾✚➬r➫❥➧❺➩➭➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫✂➾❺➸➹➮❺➥✸➫❱➫✛➘✸➫✞➧❺➩✖➪❱➩✴➯➴➘➅➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩➲➘ï➶❊➩➭➺✖➯➴➘■➯r➦❱➻➷➬✴❏➭➾♣➩✩✧❱➬r➯❹➸➹➧♠➘✸➬ ➧❑✜☛➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩
➪❐✃ ➘✩✒❊➬r➾ ➮♣➦❱➾✚➯➴➘✬✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫Ý➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➽➘ ➮❊✔❈➻✹✜➨➧♠➥ ➧♠➬❋❈✞➦❱➩➲➧❺➥❊➦➨➧✩➩➭➫✈➯➴➘✸➬r➮♣➮❺➘✸➫❥➧ ➬r➫✞➧♠➘✸➺➹➧✚➯r➩✿✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✩➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮❨✜❱➬r➸✗✒❊➸
➪✛➘✸➫❱➮✵➯r➩◗✜❱➦❱➬ ➧❺➮❹➪❱➩❙✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯❥➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬❋❈✞➦❱➩✩✖❜q✚➥❊➦❱➮✆➘✸➯r➯r➥❊➫❱➮☞➧❺➬r➾♣➩➭➾❍✜✛➘✸➾◗➧❺➬❊➪❱➩●➺➭➩➭➮✵➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➩➭➮❹➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘ ➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮
✜☞➥❊➦❱➾✧➪❱➸➹➶❥➩➭➯r➥✠✜❀✜☛➩➭➾✚➦❱➫Ý➮♣➺✫✪❱➸➭➻❀➘■➪❱➩➲➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩❳➪❱➦❲✜❱➾♣➥✞➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮✩➪❱➩✿✜❱➾♣➸➭➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❍✖
✞☛✡ ☎✁�✎☎✡✠ ✝ ✕✘✣✜✤✪✒✔✣✞✝ ★

➵✴✃ ➘✸➼☞➥❊➾♣➪❍✧❹➾♣➩➹➶❊➩➭➫❱➥❊➫❱➮✴➮♣➦❱➾➲➯✢✃ ➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫✠➪❱➩■➯➴➘②✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❧➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩ |ψ(t)〉 ➪❱➩■➯➴➘Û➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✬✜❱➾♣➸✤▲➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘✸➫❥➧❜✖ ➵✒➘✸➫❱➮✈➯r➩➭➮✂➮♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫❱➮♣✜❱➾♣➸➭➺➭➸➭➪❱➩➭➫❥➧❺➩➭➮❜✧✚➫❱➥❊➦❱➮✳➘Ô➶❊➥❊➫❱➮Ý➶❈➦❭❈✞➦❐✃ ➬r➯➲➸➹➧♠➘✸➬ ➧❲✜☛➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩✠➪❱➩✠➪❱➸■✱✛➫❱➬r➾
➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✧❈➻❀➘✸➬r➮✯➘✸➦❱➮♣➮♣➬☞➩❍❒▼✜☞➸➹➾❺➬ ➻➷➩➭➫✞➧♠➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧✯➦❱➫❱➩❑✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❀➪❱➩✩➺➭➥✸➦❀✜❱➦❱➾❺➩

f(r)
✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧♣➧♠➘✸➫❥➧✘➪❱➩

➮♣➸✗✜✛➘✸➾♣➩➭➾ |ψ(t)〉 ➩➭➫Ý➪❱➩➭➦❈❒❲✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➮❳❮

|ψ(t)〉 =
∣∣∣ψint(t)

〉
+ |ψas(t)〉 .

✲ ❊ ❖✬✖ ❏▲❞✮✵
➵✒➘✸➫❱➮✚➯➴➘➽➼✛➘✸➮♣➩➲➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✧❱➯➴➘❅✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✂➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➲➬r➫❥➧❺➩➭➾♣➫❱➩ |ψint(t)〉 ➮➭✃ ➸➭➺➭➾♣➬ ➧

∣∣∣ψint(t)
〉

= ψint
C (r, t) |C〉 + ψG(r, t) |G〉 ,

✲ ❊ ❖✬✖ ❑❥➚✮✵
➘Ô➶❥➩➭➺

ψint
C (r, t) = [1 − f(r)]ψC(r, t)

✖◆✼✆➘✸➫❱➪❱➬r➮✬❈✞➦❱➩➱➯r➩②✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫ ➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➱➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩➱➘✸➮♣➮♣➥❈➺➭➬r➸➭➩
➘✸➦❈❒✂➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩➭➮✧➘✕✔❥➘✸➫❥➧✚➪❱➸❄★❊✘■➪❱➬ ➮❺➮♣➥✞➺➭➬r➸➭➩➭➮ ➩➭➮◗➧

|ψas(t)〉 = ψas
C (r, t) |C〉 ,

✲ ❊ ❖✬✖ ❑ ❋❝✵
➘Ô➶❥➩➭➺

ψas
C (r, t) = f(r)ψC(r, t)

✖①➵✴✃ ➘✸➦➨➧❺➾❺➩⑤✜✛➘✸➾◗➧❜✧✘➪✛➘✸➫❱➮➱➯➴➘ ➾♣➸✗✒❊➬ ➥❊➫❪➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✏➯ ➩➭➮✂➘ ➧❺➥❊➻➷➩➭➮Û➪❱➩
➮♣➥❈➪❱➬r➦❱➻➑➩➹➧✖➪❐✃ ➬r➥❈➪❱➩■➫❐✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❺➘✩✒❊➬r➮♣➮♣➩➭➫❥➧❤✜❱➯r➦❱➮➲➩➹➧✴➯r➩➅➻➷➥❊➦➨➶❥➩➭➻➷➩➭➫❥➧✖➪❱➩➭➮✖➫❱➥✕✔✞➘✸➦❈❒▲➘✂➯r➬r➩➹➦❧➮♣➦❱➾✖➦❱➫❱➩➷➮♣➦❱➾❯✏✔➘✸➺➭➩
➪❱➩❅✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯❉✜❱➯➴➘ ➧❺➩✩✖☞➵✒➘✸➫❱➮✩➺➭➩➭➮✒➺➭➥❊➫❱➪❱➬ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✗✧✛➯r➩➲➶❊➩➭➺➹➧❺➩➭➦❱➾✒➪❐✃ ➸➹➧♠➘ ➧✒➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩ |C〉 ➩➭➮◗➧✒➮♣➬r➻✛✜❱➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧➸✗✒❥➘✸➯❐➘✸➦☎✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧✘➧❺➩➭➫❱➮♣➥❊➾♣➬r➩➭➯❐➪❱➩➭➮❡✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❱➮①➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➲➘ ➧❺➥❊➻➷➬✴❈✞➦❱➩➭➮①➪❱➩➭➮✧➪❱➩➭➦❈❒Ý➘ ➧❺➥❊➻➷➩➭➮①➪✛➘✸➫❱➮✧➯r➩➭➦❱➾♣➮①➸➹➧♠➘ ➧❺➮
✏ ➥❊➫❱➪✛➘✸➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➦❈❒✂➾♣➩➭➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➬❋✏ ➮✗✖✌➤❈➥❊➬ ➧

|ψas(t)〉 = ψas
C (r, t) |Na(3s)〉

∣∣∣I(5p5)
〉

.
✲ ❊ ❖✬✖ ❑✞➳✠✵
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➧❺➩➭➫❱➮♣➥❊➾♣➬r➩➭➯✚➪❱➩♣✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❱➮❀➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✏➘ ➧❺➥❊➻➷➬❋❈✞➦❱➩➭➮✗✧✯➥❊➫❫✜☞➥❊➦❱➾♣➾❺➘▲➻❀➘✸➫❱➬✴✜❱➦❱➯r➩➭➾✦✏✔➘✸➺➭➬r➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧❀➯r➩✈➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩✳➩➭➫
➩❍❒➨➺➭➬ ➧♠➘✸➫❥➧✧➯✢✃ ➦❱➫➱➪❱➩➭➮✧➪❱➩➭➦❈❒Ý➘ ➧❺➥❊➻➷➩➭➮✗✖❀♠●➫➱➪❱➸■✱✛➫❱➬ ➧❺➬ ➶❥➩✩✧➨➯✢✃ ➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫❀➪❱➩❳➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫Û➪❱➩✒➺➭➥❊➫✞➧❺➾❊✐❊➯r➩✩➮♣➦❱➾✧➯➴➘✴➻➷➥❪▲
➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✒➮♣➩❳➾❺➘✸➻✛❏➭➫❱➩✿✘➽➯✢✃ ➬r➫✞➧❺➩➭➾❺➘✸➺➹➧❺➬ ➥❊➫Û➪❐✃ ➦❱➫Ý➘ ➧❺➥❊➻➷➩✓✘➅➪❱➩➭➦❈❒➱➫❱➬ ➶❥➩Ô➘✸➦❈❒✂➘Ô➶❊➩➭➺➲➦❱➫❱➩❳➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❀➯r➦❱➻➷➬r➫❱➩➭➦❱➮♣➩✩✖
❴●✃ ➸➹➧❺➦❱➪❱➩➲➪❱➩❳➺➭➩✓✜❱➾♣➥❊➼❱➯✴❏➭➻➷➩❳➘✬✜☞➩➭➾♣➻➷➬r➮①➪❱➩❳➻➷➩➹➧♣➧❺➾♣➩✒➩➭➫Ý➸➹➶❈➬r➪❱➩➭➫❱➺➹➩❤✜❱➯r➦❱➮♣➬r➩➭➦❱➾♣➮❡✜❱➾♣➥❈➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮❑✜☛➩➭➾♣➻➷➩➹➧♣➧♠➘✸➫✞➧✧➪❱➩
➻❀➘✸➫❱➬✴✜❱➦❱➯r➩➭➾❃➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✘➪❱➦➱➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩❳➘ ➧❺➥❊➻➷➬✴❈✞➦❱➩✩➘✸➦❀➧❺➾❺➘ï➶❊➩➭➾♣➮①➪❱➩✩➮♣➥❊➫➱➬r➫❥➧❺➩➭➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫Û➘Ô➶❥➩➹➺❳➦❱➫❱➩✩➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫➷➯r➦❩▲
➻➷➬r➫❱➩➭➦❱➮♣➩✩➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➩ ✠ ❋✩❞✓☛❦✧❩✜❱➾♣➥❈➺➭➩➹➮❺➮♣➦❱➮✽✜✛➘✸➾♣➻➷➬☛➯r➩➭➮❊❈✞➦❱➩➭➯r➮①➥❊➫❀➧❺➾♣➥❊➦➨➶❊➩➽❮❈➯r➩➭➮✘➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮❃➪❱➩✓❵✚➘✸➼❱➬✯✘✴➩➹➧❡✪❱➥❊➾♣➮
➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✧❥➯r➩①➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➩➭➾◗➧✯➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩①➪❱➩P✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫■➘Ô➶❊➩➭➺ ➦❱➫❱➩ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✦✘❳➪❱➸➭➾♣➬ ➶❥➩✧➪❱➩✽✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✩✖
➵✒➘✸➫❱➮✯➺➭➩❑❈✞➦❱➬☞➮♣➦❱➬ ➧❜✧❥➫❱➥❊➦❱➮✘➘✸➯r➯r➥✸➫❱➮❃➸➹➧❺➦❱➪❱➬r➩➹➾✰✜❱➯r➦❱➮✙✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➺➭➦❱➯r➬✴❏➭➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧❃➯r➩➭➮❃➮♣➺✤✪❱➸➭➻❀➘✸➮✯➪❱➩✚➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩ ➻➷➩➹➧♣➧♠➘✸➫❥➧
➩➭➫❑★◗➩➭➦✴➪❱➩➭➮✭➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘❅➧❺➬ ➥❊➫❱➮✵➪❱➩❡❵✚➘✸➼❱➬❩✘✚➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩①➩➹➧✭➯r➩❃➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➩➭➾◗➧✭➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩❃➪❱➩✺✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❍✖✕q✚➥✸➧❺➥❊➫❱➮
❈✞➦❱➩✚➯r➩➭➮●➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮✭➪❱➩❨❵✚➘✸➼❱➬❱➮♣➥❊➫❥➧✘➺➭➥❊➻■➻➅➦❱➫❱➸➭➻➷➩➭➫❥➧❃➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➸➭➩➭➮❃➩➭➫➷➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❈➪▼✔❈➫✛➘✸➻➷➬✴❈✞➦❱➩✽❈✞➦✛➘✸➫✞➧❺➬✴❈✞➦❱➩ ➩➭➫
➺Ô➘Ô➶❈➬ ➧❺➸❅✜☞➥❊➦❱➾✩➻❀➘✸➫❱➬✴✜❱➦❱➯r➩➹➾✚➪❱➩➭➮✒➸➹➧♠➘ ➧❺➮✩➬r➫❥➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➸➭➮✩➪❱➩➽➯✢✃ ➘ ➧❺➥❊➻■➩✖➩➹➧✒➪❱➦✳➾❺➘✕✔❊➥❊➫❱➫❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧✡✠ ❋✶❜❖❏✒☛❦✧☛➧♠➘✸➫❱➪❱➬r➮❨❈✞➦❱➩
➯r➩➭➮◆✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩➭➮●➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮✆➾❺➘✩✜❱➬r➪❱➩➭➮✄➥❊➫❥➧✭➸➹➧❺➸①➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➸➭➮✭➘Ô➶❊➩➭➺①➮♣➦❱➺➭➺✗❏➭➮❙✜☞➥❊➦❱➾✄➩■❢✌➩➭➺➹➧❺➦❱➩➭➾✭➪❱➩➭➮✄➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➩➭➾◗➧❺➮✭➪❱➩
✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘❅➧♠➬ ➥❊➫➷➩✘✕➷➺Ô➘✸➺➭➩➭➮①➩➹➧①➮♣➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➬❋✏ ➮✯➪✛➘✸➫❱➮✘➪❱➩➭➮①➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩➭➮✽✘❤✜❱➯r➦❱➮♣➬r➩➭➦❱➾♣➮✯➫❱➬ ➶❥➩Ô➘✸➦❈❒❀➺➭➥❊➻✛✜❱➯ ➩❍❒➨➩➭➮✓✲ ➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩
❊
2

✵ ✠ ➳❅❋☞☛❦✖
q✚➥❊➦❱➮■➘Ô➶❥➥✸➫❱➮■➺✫✪❱➥❊➬r➮♣➬✘➪❐✃ ➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➩➭➾➅➯➴➘Ý➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫

3s −→ 3p
➪❱➦➆➮♣➥❈➪❱➬r➦❱➻ ✘ ❍❖■▲❞✳➫❱➻❲✖●➤❈➩➭➯r➥❊➫❵➯r➘

➫✛➘ ➧❺➦❱➾♣➩➽➪❱➩➭➮❳➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮✩➪❱➩➽➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✴➦➨➧♠➬ ➯r➬r➮♣➸➭➩➭➮✗✧☞➫❱➥❊➦❱➮❳➮♣➥❊➫❱➪❱➩➭➾♣➥❊➫❱➮❳➮♣➥❊➬ ➧✒➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |Na(3p)〉 ✲ ➫❱➥✸➧❺➸➽➪❱➥❪▲➾♣➸➭➫✛➘Ô➶✸➘✸➫❥➧ |3p〉 ✵✚➘Ô➶❊➩➭➺➽➦❱➫❱➩✴➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫Ý➪❱➩★◆❊➚✹✏ ➮✑✘ ❏▲❞❊➚➷➫❱➻❲✧☛➮❺➥✸➬ ➧✩➯r➩➭➮✩➸➹➧♠➘ ➧❺➮ |3s〉 ➩➹➧ |3p〉 ➘ï➶❊➩➭➺✴➦❱➫❱➩➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✠➺➭➩➭➫✞➧❺➾♣➸➭➩Û➩➭➫
λ02 =

❏▲❏❊➚Ý➫❱➻❲✖◆❴❹➩❀➺✤✪❱➥❊➬ ❒▲➪❱➩Û➯r➘✈➾❺➘✸➬r➩❀➵ ➪❱➦ ➮♣➥❈➪❱➬r➦❱➻✽➺➭➥❊➻➷➻➷➩■➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫
➪❱➩❀➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✛✜❱➾❺➸➹➮❺➩➹➫✞➧❺➩Û➯r➩➭➮✴➪❱➩➭➦❈❒❵➘Ô➶✸➘✸➫❥➧♠➘✩✒❊➩➭➮✴➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧❺➮❀❮✆➬r➯❙✏✔➘✸➦➨➧✴➪❐✃ ➦❱➫❱➩✶✜✛➘✸➾◗➧✬❈✞➦❱➩❀➯r➩②✜❱➾♣➥✞➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮➅➪❱➩
➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩➱➫❱➩➱➶❈➬r➩➭➫❱➫❱➩☎✜✛➘✸➮✬✚✰➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➾❄✣✂➘Ô➶❊➩➭➺Ý➯✢✃ ➸➹➧♠➘✩✜☞➩➱➪❱➩✂➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫➆➪❱➩Ý➯➴➘✳➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫ ➪❱➩➭➮✹✏ ➾❺➘✩✒❪▲
➻➷➩➭➫❥➧❺➮✽✜✛➘✸➾①➬r➥❊➫❱➬✴❳Ô➘ ➧❺➬ ➥❊➫●✘➽➦❱➫✂➥❊➦➱➪❱➩➭➦❈❒☎✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮✗✖♦✸✘➩✓❈✞➦❱➬❹➩➭➮◗➧ ➯r➩✒➺Ô➘✸➮✧➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➥❊➫Û➧❺➾❺➘ï➶ ➘✸➬r➯r➯ ➩✑✘ ❍❖■▲❞➽➫❱➻❲✖
➵✴✃ ➘✸➦➨➧❺➾♣➩✛✜✛➘ ➾♣➧❜✧❐➫❱➥❊➦❱➮✖➪❱➬r➮❊✜☞➥✸➮❺➥✸➫❱➮✖➪❐✃ ➦❱➫❱➩➷➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫ ➘✸➫✛➘✸➯❋✔✞➧❺➬✴❈✞➦❱➩✦✜☞➥❊➦❱➾➲➯➴➘➱➺➭➥❊➦❱➾♣➼☛➩➷➪❱➩✹✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯●➪❱➩
➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |E〉 ➺➭➥❊➾♣➾♣➸➭➯➴➘✸➫✞➧❳➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧➲➘Ô➶❊➩➭➺✹q✩➘③✲✮❏✩✜♦✵ � ❊ ✲ ❍❪✜ 5

✵✤✖✷✸✘➩➹➧♣➧❺➩➅➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫❧➩➭➮◗➧➲➬r➮♣➮♣➦❱➩➽➪❱➩
➮♣➬r➻➽➦❱➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮ ➶❈➬r➮❺➘✸➫❥➧✿✘❀➾♣➩✗✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬r➾♣➩✴➯r➩➭➮✒➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➦❈❒✈➪❱➩ ✥✛➦❱➥❊➾♣➩➭➮♣➺➭➩➭➫❱➺Ô➩➅➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❥➸➭➮✓✜✛➘✸➾ t ➩ �①➘✸➬r➯✆➩➹➧➲➘✸➯❦✖☛➯r➥❊➾♣➮
➪❱➩✩➮♣➩➭➮❡✜❱➾♣➩➭➻➷➬✴❏➭➾♣➩➭➮✘➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩➭➮✧➮♣➦❱➾❡q✩➘ ❊ ✠ ❋✳❑❀❜✒☛❦✖❩❴✵➘✖➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩✒➪❱➩❨✜☛➥✸➧❺➩➭➫✞➧❺➬r➩➭➯

VE(r)
➩➭➮◗➧✧➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➭➩❳➩➭➫

➧❺➬r➾♣➩➹➧❺➮✧➮♣➦❱➾ ➯➴➘✬✱③✒✸➦❱➾❺➩ ❊ ❖✬✖●❋ï➚▼✖

✞☛✡ ☎✁�✎☎✆☎ � ✩✫✒ ✣✜✙✜✙✜✛✢✍✑✣✡✏✥✤ ✟✪★☞� ✛✝✆ ✣

✕★✧ � ❩✆�☎✄✆�✮✪ ☛✛✿✶✽❅✭✗✸❅❄✲✴✩❆ ✴✶✬❙✰✲❄ ✟❬✽❅❄❯✽❀✿✶❆❈❇❙✸
➵✒➘✸➫❱➮✩➦❱➫♣✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾✧➧❺➩➭➻✛✜❱➮✗✧☞➫❱➥❊➦❱➮✩➘✸➯r➯r➥❊➫❱➮ ➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➩➭➾✚➯r➩✖➺Ô➘✸➮✚➥✩★✈➯✢✃ ➥❊➫✈➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➩❅✘■➯➴➘■➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩

➦❱➫❱➩①➮♣➩➭➦❱➯r➩①➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✴➪❱➩①➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✘➪❐✃ ➘✸➬r➾♣➩
θ
❈✞➦❱➩➭➯r➺➭➥❊➫❀❈✞➦❱➩✡�✠✖✩❴❹➩✘➧❺➬r➻➷➬r➫❀✒✚➪❱➩①➯➴➘✚➮♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺Ô➩ ➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮

➩➭➮◗➧✧➯r➩✩➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫✞➧✒❮❀✘
t =

➚✴➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫②✜☞➥❊➻✛✜☛➩✩➺➭➾♣➸➭➩❳➯r➩❨✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✧➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✒➬r➫❱➬ ➧❺➬r➘✸➯r✖▼✸✘➩➭➯r➦❱➬ ▲✰➺➭➬☛➮♣➩✓✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❊➩
★◗➦❱➮❊❈✞➦❐✃ ➘✸➦✹✜☞➥❊➬r➫❥➧✭➪❱➩①➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧●➪❱➩➭➮●➮♣➦❱➾❯✏✔➘✸➺➭➩➭➮●➪❱➩❡✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯➨➺➭➥ï➶✸➘✸➯r➩➭➫❥➧❺➩①➩➹➧❃➬r➥✸➫❱➬✴❈✞➦❱➩✩✖✠❴❉✘▼✧ ➦❱➫❱➩❡✏ ➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫

✂ �✼✠☞✞✘✞ ✎✥✌✙✕☎✆✘✢✽✩✪✗✘✎✻✢✣✛
Ω(t)

✎✸✢ ✚✼✌✙✠ ✞✘✗✘✌✙✢✍✠✁✚✍✛ ✕☎✆✵✏✒✎ �✼✠✁�✘✛❀✏✒✎✲✌✬✫ ✛ ✓✖✞✘✗✘✌✙✢✣✛ ✕☎✆ ✟✘✌✬✫ ✠☞✛ ☛✍✎
θ
✎✧✢ ✚✝✏✒✦✄✂✡✆✘✛ ✎✲✞✡✠☞☛

θ =
∫+∞

−∞
dtΩ(t)

✿



✑✁� ✍✁�✙✍ ✂✧✤ ✝ ☎ ✟ ✦ ✂ ✟☛✝ ✓✔✤✞✝ ☞✎✦ ✂ ✝ ✝✑✏✆✟☛✡✕✝ � ✟ ✟☛✝ ✓✔✤✞✝ ☞✜✏ ✖ ✡✜✂✆☎✙✢✣☞✜✤✞✟☛✏ ❋✳❑❀❍

�✂✁☎✄✝✆✲❊ ❖✬✖●❋ï➚ ✎❲✸✘➥✸➦❱➾❺➼☛➩➭➮✩➪❱➩❅✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯✵➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶❊➩➭➫✛➘✸➫❥➧✒➪✛➘✸➫❱➮✚➯➴➘■➻❀➘✸➫❱➬✴✜❱➦❱➯➴➘❅➧❺➬ ➥❊➫✂➪❱➩✴➯➴➘✹✜❱➾♣➸➭➪❱➬r➮♣➮♣➥✞➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫
➪❱➩➽➯➴➘➷➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩❅q✩➘ ❊ ✖ ❝✄➬✴✒❊➦❱➾♣➩➭➫❥➧❳➘✸➦❱➮♣➮♣➬✄➯r➩➭➮✩➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾♣➮✩➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➽➪❱➩➽➯➴➘✛✜☞➥❊➻✛✜☛➩✴➩➹➧❳➪❱➩➽➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫Ý➪❱➩
➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✩✖❩❴❹➩➭➮✘➫❱➬ ➶❥➩Ô➘✸➦❈❒➷➮♣➥❊➫❱➪❱➸➭➮✘➶ ➘✸➾♣➬r➩➭➫✞➧✯➮♣➩➭➯r➥❊➫❀➯➴➘➲➫✛➘ ➧❺➦❱➾♣➩✚➪❱➩✩➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫■➪❱➩✩➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩❅✲î➶❥➥❊➬r➾●➧❺➩❍❒❈➧❺➩✕✵✤✖

➪❱➦✬✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✭➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✺✜☞➥❊➦❱➾♣➮♣➦❱➬ ➧✄➮♣➥❊➫➽➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫✴➮♣➦❱➾✄➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✄➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘❅➧♠➬ ✏ |C〉 ➧♠➘✸➫❱➪❱➬r➮❇❈✞➦❱➩①➯➴➘P✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩❃➾❺➩➹➮♣➧♠➘✸➫❥➧❺➩➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯r➩✈➪✛➘✸➫❱➮➱➯r➩✳✜❱➦❱➬ ➧❺➮➱➪❱➩⑤✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯✒➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖✺❱
t ≃ ❍✸➚❊➚✍✏ ➮✗✧①➯r➩✳✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾②✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧Ý➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩

✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯♦✜☞➸➭➫❀❏➹➧❺➾♣➩❳➪✛➘ ➫❱➮①➯➴➘✖➾♣➸✗✒❊➬r➥❊➫Û➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖ ❊ ➯ ✔➷➪❱➩➭➻➷➩➭➦❱➾♣➩✒➮♣➩➭➦❱➯✻★◗➦❱➮❊❈✞➦❐✃ ✘
t ≃ ❋✩◆❊➚❊➚✿✏ ➮①➥✩★Û➬r➯☛➩➭➮◗➧

➾♣➩❄★◗➥❊➬r➫❥➧✰✜✛➘✸➾✯➦❱➫Û➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪✶✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧①➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✓✲ ➺■✏❄✖✮✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖ ❑✻✵✤✖ ✈ ➫❀➪❱➬r➮❊✜☞➥❊➮♣➩✩➪❱➥❊➫❱➺✚➪❐✃ ➦❱➫Û➯➴➘✩✜❱➮❃➪❱➩✚➧❺➩➭➻✛✜❱➮
➪❐✃ ➩➭➫❥➶❈➬r➾♣➥❊➫❃❋✠✧●❋✿✜❱➮❑✜☞➥❊➦❱➾ ➻❀➘✸➫❱➬✴✜❱➦❱➯r➩➭➾①➪❱➩❤✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✩➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩❅✘■➯✢✃ ➘✸➬r➪❱➩✒➪❐✃ ➦❱➫❱➩✖➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫➱➪❱➩✖➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩❳➪❱➩
➪❱➦❱➾♣➸➭➩★◆❊➚✦✏ ➮✗✖✯✸✘➩➭➯r➯r➩✤▲✰➺➭➬❹➩➭➮◗➧❳➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➸➭➩❤✘➷➦❱➫✈➪❱➸➭➯➴➘✸➬

τ ′ ➩➭➫❥➧❺➾♣➩✖➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❱➮✽✜☞➥❊➻✛✜☛➩✖➩➹➧✩➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩➲➸✗✒❥➘✸➯❇✘■❊➚❊➚✶✏ ➮✗✖❉❴●✃ ➬ ➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫✳➮♣➥❊➫❱➪❱➩➷➩➭➮◗➧✴➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➸➭➩ ❋✠✧ ❞●✜❱➮✖➘✩✜❱➾❊❏➭➮➲➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫⑤✜☞➥❊➻✛✜☛➩✩✧✷❈✞➦✛➘✸➫❱➪✠➯r➩➅➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪
✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧ ➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✽✜✛➘ ➾♣➧❺➬r➩➹➯☞➮❺➩✩➧❺➾♣➥❊➦➨➶❊➩✒➪✛➘✸➫❱➮✧➯➴➘✖➾♣➸✗✒❊➬r➥❊➫➱➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖✛➤➨➘✴➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾✘➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩❳➺➭➩➭➫❥➧❺➾❺➘✸➯r➩
➸✗✒❥➘✸➯r➩☎✘ ❏▲❏❊➚✏➫❱➻ ✏✔➘✸➬ ➧✦❈✞➦❐✃ ➩➭➯r➯r➩✂➬ ➥❊➫❱➬r➮♣➩➱➮♣➬r➻➽➦❱➯ ➧♠➘✸➫❱➸➭➻➷➩➭➫❥➧➅➯r➩➭➮■➸➹➧♠➘ ➧❺➮ |3s〉 ➩➹➧ |3p〉 ✖❙❴❹➩➭➮➷➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩➭➮❀➪❱➩✜❀✪❱➥✸➧❺➥❈➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➫❱➮✴➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➩➭➮✬✜✛➘✸➾❅✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➬r➥❊➫❱➬r➮❺➘ ➧❺➬ ➥❊➫✍✘♣✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➾➲➪❱➩Û➺➭➩➹➮➅➪❱➩➭➦❈❒ ➸➹➧♠➘ ➧❺➮✴➫❱➩❀➮♣➩Û➾♣➩➭➺➭➥❊➦➨➶❈➾❺➘✸➫❥➧
✜✛➘✸➮✗✧✭➯r➩➭➦❱➾♣➮➽➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮➅➘✸➦❵➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✯➪❐✃ ➬r➥❊➫❱➮➽➮➭✃ ➘❪★◗➥❊➦➨➧❺➩➭➫❥➧■➪❱➩➱➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩❀➬r➫❱➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➩✩✖●➵✒➘✸➫❱➮➅➺➭➩●❈✞➦❱➬
➮♣➦❱➬ ➧❜✧☞➫❱➥❊➦❱➮❳➘✸➯r➯ ➥❊➫❱➮✚➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➩➭➾✚➯✢✃ ➸➹➶❊➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫✈➪❱➩✴➯➴➘➷➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫Ý➪❱➩➭➮❨✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫✞➧❺➮✚➩➭➫✳✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✈➪❱➩➽➯✢✃ ➘✸➬ ➾♣➩
➪❱➩➲➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫➱➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✩✖

❴❹➩✳➧❺➾❺➘✸➬ ➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧➱➫✞➦❱➻➷➸➭➾♣➬✴❈✞➦❱➩✏➪❱➦❪➮♣➺✫✪❱➸➭➻❀➘❵➪❱➩✏➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✳✜❱➾♣➸➭➺➭➸➭➪❱➩➭➫✞➧Ý➩➭➮◗➧Ý➘✸➫✛➘✸➯r➥✠✒❊➦❱➩⑤✘ ➯➴➘ ➻➷➸✤▲
➧❆✪❱➥❈➪❱➩❧✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➭➩ ✘ ➯➴➘ ➮♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫ ❊ ❖✬✖●❋✠✖ ➳❩✖✿✸✘➩✗✜☛➩➭➫❱➪✛➘✸➫✞➧❜✧❳➫❱➥❊➦❱➮✏➪❱➩➹➶❊➥❊➫❱➮❧➫❱➥❊➫✬➮♣➩➭➦❱➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧✟✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❊➩➭➾
➯r➩✳✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✂➪❐✃ ➥✸➫❱➪❱➩✏➬r➫❱➬ ➧❺➬➴➘ ➯✚➮♣➦❱➾Û➯r➩➭➮Û➮♣➦❱➾❯✏✔➘✸➺➭➩➭➮✂➪❱➩✳✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯✩➺➭➥❊➦❀✜❱➯r➸➭➩➭➮✗✧①➻❀➘✸➬r➮❀➘✸➦❱➮♣➮❺➬✩➧❺➩➭➫❱➬r➾❀➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩
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➪❱➦✂✏ ➥❊➾◗➧❀➺➭➥❊➦❀✜❱➯➴➘✩✒❊➩Ý➬r➫❱➪❱➦❱➬ ➧②✜✛➘✸➾➷➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫✐➪❱➩✈➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩Ý➩➭➫❥➧♠➾♣➩✈➯r➩➭➮❀➸➹➧♠➘ ➧❺➮ |C〉 ➩➹➧ |E〉 ❈✞➦❱➩✈➯✢✃ ➥❊➫➫❱➩●✜☞➩➭➦➨➧✹✜✛➘✸➮➽➧❺➾❺➘✸➬ ➧❺➩➭➾➽➪❱➩➱➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩✶✜☞➩➭➾◗➧❺➦❱➾♣➼✛➘ ➧❺➬ ➶❊➩✩✖❙❂✆➥❊➦❱➾➅➾♣➸➭➮♣➥❊➦❱➪❱➾♣➩✂➺➭➩☎✜❱➾♣➥❊➼❱➯✴❏➭➻➷➩❀➫❱➥❊➦❱➮■➫❱➥❊➦❱➮✦✜❱➯➴➘❝▲
☞➭➥❊➫❱➮➅➪✛➘✸➫❱➮➽➯✢✃ ➘✩✜❀✜❱➾♣➥ï❒➨➬r➻➷➘ ➧❺➬ ➥❊➫✍❈✞➦✛➘✸➮♣➬ ▲✰➾♣➸➭➮♣➥❊➫❱➫✛➘✸➫❥➧❺➩✩✧◗✜❱➦❱➬r➮➽➩■❢✌➩➭➺➹➧❺➦❱➥❊➫❱➮■➦❱➫❱➩❀➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻❀➘ ➧❺➬r➥❊➫▲➦❱➫❱➬ ➧♠➘✸➬r➾♣➩
✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧♣➧♠➘✸➫❥➧■➪❐✃ ✪✛➘✸➼❱➬r➯r➯ ➩➭➾➽➯r➩➭➮➅➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒➆➪❐✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩➱➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯➴➘✸➬ ➾♣➩➭➮➅➘Ô➶❥➩➭➺✂➯r➩➭➮✦✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮➅➪❱➩✂➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫
➪❱➩▲➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✩✧ ➪❐✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩

h̄ω03

✖✩➵✒➘✸➫❱➮✈➯➴➘✐➼✛➘✸➮♣➩ {|G〉 , |C〉 , |E〉} ✧✚➯ ➩✠➶❊➩➭➺➹➧❺➩➭➦❱➾✳➪❐✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |ψ(t)〉 =
ψG(r, t) |G〉 + ψC(r, t) |C〉 + ψE(r, t) |E〉 ✧✛➩➹➧ ➯➴➘➅➫❱➥❊➦➨➶❊➩➭➯r➯r➩❳➻❀➘ ➧❺➾♣➬r➺➭➩✑✪✛➘✸➻➷➬r➯ ➧❺➥✸➫❱➬r➩➭➫❱➫❱➩✒➮➭✃ ➸➭➺➭➾♣➬ ➧

H(t) = H0 + HR(t),
✲ ❊ ❖✬✖ ❑✻❏✮✵

➘Ô➶❊➩➭➺

H0 =




T + VG(r) VCG(r) 0
VCG(r) T + VC(r) 0

0 0 T + VE(r) − h̄ω03


 ,

✲ ❊ ❖✬✖ ❑▲❑✻✵

➩➹➧

HR(t) =




0 0 0
0 0 −h̄Ω(t − τ ′)/2
0 −h̄Ω(t − τ ′)/2 0


 .

✲ ❊ ❖✬✖ ❑❀❍✠✵

Ω(t)
➩➭➮◗➧✚➯➴➘✬✜❱➦❱➯r➮❺➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➩❤❵✚➘✸➼❱➬❹➪❱➩➲➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫➱➪❱➩➲➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✩✧❱➾♣➩➭➯r➬r➸➭➩✿✘➅➮♣➥❊➫✈➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩

A3(t)
✜✛➘✸➾

Ω(t) =
µEC

h̄
× A3(t).

✲ ❊ ❖✬✖ ❑✻◆✮✵
❂✆➥❊➦❱➾ ➫❱➥❊➮ ➮♣➬r➻➽➦❱➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮✗✧➨➫❱➥❊➦❱➮✚➘Ô➶❥➥❊➫❱➮ ➺✫✪❱➥❊➬r➮♣➬❹➦❱➫❱➩✖➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✑✒❥➘✸➦❱➮♣➮♣➬r➩➭➫❱➫❱➩✩✧☛➬❦✖ ➩✩✖

A3(t) = E03 e−(t/T0)2 ,
✲ ❊ ❖✬✖ ❑❀❜✠✵

➩➹➧Ý➦❱➫❪➻➷➥❊➻➷➩➭➫✞➧➱➪❱➬✴✜☛➥❊➯➴➘✸➬r➾◗➩✳➪❱➩✏➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫
µEC

➬r➫❱➪❱➸✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧Ý➪❱➩
r
➩➹➧Ý➸✗✒❥➘✸➯❳➘✸➦❪➻➷➥❊➻➷➩➭➫✞➧➱➪❱➩❧➯➴➘

➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫
3s −→ 3p

➪❱➦Ý➮♣➥❈➪❱➬r➦❱➻❲✖✛➵✒➘✸➫❱➮✚➺➹➩➭➮✩➺➭➥✸➫❱➪❱➬ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✗✧❱➯➴➘➅➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➯r➬➴➘✸➫❥➧✧➯✢✃ ➘✸➬r➾♣➩✒➪❱➩✖➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫
➩➹➧✚➯r➩➭➮①➧❺➾♣➥❊➬r➮✽❈✞➦✛➘✸➫❥➧❺➬ ➧❺➸➭➮

E03

✧
T0

➩➹➧
µEC

➩➭➮◗➧
θ =

µEC

h̄
E03T0

√
π.

✲ ❊ ❖✬✖ ❑✻■✮✵
➵✒➘✸➫❱➮Ý➯➴➘❵➼✛➘✸➮♣➩✠➪❱➩➭➮Ý➸➹➧♠➘ ➧❺➮Ý➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯➴➘✸➬ ➾♣➩➭➮●✪✛➘✸➼❱➬r➯r➯ ➸➭➮✗✧✧➯✢✃ ✪✛➘✸➻➷➬ ➯ ➧❺➥❊➫❱➬ ➩➭➫

H(t)
➩➭➮◗➧✈➦❱➫❱➩✟✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫

➯r➩➭➫❥➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧✚➶✸➘✸➾♣➬➴➘✸➼❱➯r➩➲➪❱➦Ý➧❺➩➭➻✛✜❱➮✗✖✌➤❈➬✆➯r➩✿✜✛➘✸➮✩➪❱➩✖➧❺➩➭➻✛✜❱➮✚➪❱➩✴➯➴➘✹✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❥➘ ➧❺➬r➥✸➫Ý➩➭➮◗➧✒➮♣➦✖✕➷➮❺➘✸➻➷➻➷➩➭➫❥➧❨✜☞➩➹➧❺➬ ➧
✜☞➥❊➦❱➾◗❈✞➦❱➩①➯✢✃ ➥❊➫✬✜❱➦❱➬r➮♣➮♣➩✧➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➩➭➾◗❈✞➦❱➩✧➯✢✃ ➩➭➫❥➶❥➩➭➯r➥✠✜❀✜☛➩①➪❱➩✧➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✴➪❱➩✧➺➹➥❊➫✞➧❺➾❊✐❊➯r➩✘➫❱➩✘➶✸➘✸➾♣➬r➩✺✜✛➘✸➮●➩➭➫❥➧❺➾♣➩
t
➩❍➧

t + ∆t
✧✛➘✸➯r➥❊➾♣➮✧➯✢✃ ➸➹➶❊➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➦Ý➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩➲➩➭➮◗➧✩➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➩✿✜✛➘✸➾ ✠ ❋ï➚ ❋☞☛




ψG(r, t + ∆t)
ψC(r, t + ∆t)
ψE(r, t + ∆t)


 = e−i∆tH(t)/h̄




ψG(r, t)
ψC(r, t)
ψE(r, t)


 .

✲ ❊ ❖✬✖ ❑✻❞✮✵

❴●✃ ➸➹➶✸➘✸➯r➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫❵➪❱➦✂✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❥➘ ➧❺➩➭➦❱➾
e−i∆tH(t)/h̄

➩➭➮◗➧❀➘✸➫✛➘✸➯r➥✠✒❊➦❱➩☎✘❧➺➭➩➭➯r➯r➩●✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➸➭➩✳✘❧➯➴➘✏➮♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫
❊ ❖✬✖●❋✠✖ ➳Û❮✛➥❊➫✂➮♣➸✗✜✛➘✸➾♣➩✖➯✢✃ ✪✛➘✸➻➷➬ ➯ ➧♣➥❊➫❱➬ ➩➭➫

H0

➩➭➫✂➧❺➾♣➥❊➬r➮✧➺➭➥❊➫❥➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮
K
✧
V
➩➹➧

V coup

✧☛➘Ô➶❊➩➭➺

K =




T 0 0
0 T 0
0 0 T


 , T = − h̄2

2M

d2

dr2
,

✲ ❊ ❖✬✖▼❍✸➚✮✵

V =




VG(r) 0 0
0 VC(r) 0
0 0 VE(r) − h̄ω03




✲ ❊ ❖✬✖▼❍❅❋❝✵
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➩➹➧

V coup =




0 VGC(r) 0
VCG(r) 0 0

0 0 0


 .

✲ ❊ ❖✬✖▼❍❊➳✠✵

❂●➦❱➬r➮ ➥❊➫✂➩■❢✌➩➭➺➹➧❺➦❱➩✖➯➴➘➽➪❱➸➭➺➭➥❊➻✛✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫➱➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧❺➩

e−i∆tH(t)/h̄ ≃ e−i∆t
2h̄

Ke−i∆t
2h̄

V e−i∆t
2h̄

HR(t)e−i∆t
h̄

V coupe−i∆t
2h̄

HR(t)e−i∆t
2h̄

V e−i∆t
2h̄

K ,
✲ ❊ ❖✬✖▼❍❖❏✮✵

➪✛➘✸➫❱➮❧➯➴➘✩❈✞➦❱➩➭➯r➯r➩▲➯✢✃ ➥✠✜☞➸➭➾❺➘ ➧❺➩➭➦❱➾
e−i∆tHR(t)/2h̄

➮♣➩➆➺➭➥❊➻✛✜☛➥❊➾◗➧❺➩❵➪❱➩➆➯➴➘ ➻✟✞➭➻➷➩ ➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩❬❈✞➦❱➩➆➯r➩ ➧❺➩➭➾♣➻➷➩
e−i∆tV coup/h̄ ✲ ➺■✏❄✖✛➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮ ❊ ❖❅✖▼❍❊➳➅➩➹➧ ❊ ❖✬✖●❋✳❑✻✵✤✧❱➮♣➥❊➬ ➧

e−i∆tHR(t)/2h̄




ψG(r, t)
ψC(r, t)
ψE(r, t)


 =




1 0 0
0 cos ξ −i sin ξ
0 −i sin ξ cos ξ







ψG(r, t)
ψC(r, t)
ψE(r, t)


 ,

✲ ❊ ❖✬✖▼❍❁❑✻✵

➘Ô➶❥➩➭➺
ξ = −Ω(t − τ ′)∆t/4

✖
❴❹➩➭➮➅➪❱➬r➮◗➧♠➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥✸➫❱➮✴➪❱➩➭➮✦✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮➽➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➩➭➮✹✜☞➥❊➦❱➾➽➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➩➭➮➽➶ ➘✸➯r➩➭➦❱➾♣➮➅➪❱➩➱➯✢✃ ➘✸➬r➾♣➩❀➪❱➩➱➯✢✃ ➬r➻✬▲

✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫ ➪❱➩Û➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩❀➮♣➥❊➫❥➧■➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➭➩➭➮■➮♣➦❱➾➽➯➴➘♣✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩②✒❥➘✸➦❱➺✫✪❱➩Û➪❱➩➱➯➴➘☎✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖●❋▲❋✠✖◗❂✆➥❊➦❱➾➽➺➭➩➹➧♣➧❺➩
➮♣➬r➻➽➦❱➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫➷➪❱➩➭➦❈❒➷➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾♣➮✘➺➭➥❊➫❱➮♣➸➭➺➭➦➨➧❺➬ ➶❊➩➭➮✧➪❱➩

θ
➮♣➥❊➫✞➧✘➮❺➸■✜✛➘✸➾♣➸➭➩➭➮✽✜✛➘✸➾

π/5
✖❩❴❹➥❊➾♣➮❊❈✞➦❱➩

θ = 0
✧❈➯r➩❑✜❱➾♣➩➭➻■➬r➩➭➾

✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✴➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮❤✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯✭➫❐✃ ➩➭➮◗➧❅✜✛➘ ➮✖➻➷➥✞➪❱➬❋✱✛➸✩✧❐➩➹➧✖➯➴➘➱➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫✏➪❱➩➭➮✓✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮➲➩➭➮◗➧✖➬r➪❱➩➭➫❥➧❺➬✴❈✞➦❱➩✛✘
➺➭➩➭➯r➯r➩✘➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➸➭➩ ➮♣➦❱➾●➯➴➘❑✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖▼❜❩✖✩❱✩➦✦✏ ➦❱➾✭➩➹➧✙✘✒➻➷➩➭➮♣➦❱➾♣➩✽❈✞➦❱➩

θ
➮♣➩✧➾❺➘✩✜❀✜❱➾♣➥❈➺✫✪❱➩✧➪❱➩

π
✧✸➦❱➫❱➩❡✏ ➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫

➪❱➩✦✜❱➯r➦❱➮❳➩➭➫✟✜❱➯r➦❱➮❳➬r➻✛✜☛➥❊➾◗➧♠➘✸➫✞➧❺➩✴➪❱➦✟✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾❨✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✖➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮➲➩➭➮◗➧❳➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩■➪✛➘✸➫❱➮❳➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |3p〉 ✧❐➺➭➩❈✞➦❱➬✆➘✹✜☞➥❊➦❱➾ ➩■❢✌➩➹➧✩➪❱➩✖➪❱➸➹➧❺➾♣➦❱➬r➾♣➩➲➯r➩➲➺➭➥❊➫❥➧❺➾❺➘✸➮◗➧❺➩✖➪❱➩➭➮P✏ ➾❺➘✸➫❀✒❊➩➭➮✚➪❐✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮✗✖✯❴❹➥❊➾♣➮❊❈✞➦❱➩
θ = π

✧✛➯➴➘➅➪❱➬r➮❄▲
➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫➽➪❱➩➭➮❙✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮●➘✒➦❱➫✹✜❱➾♣➥✩✱✛➯❀✒❥➘✸➦❱➮♣➮♣➬r➩➭➫❍✧❊➺Ô➘✸➾●➯r➩➭➮✭➺➭➥❊➫✞➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮✄➪❱➩➭➮❃➪❱➩➭➦❈❒✹✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮❃➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮
✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯r➮✘➘✸➦Û➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯☛➪❐✃ ➬r➥❊➫②✜❱➾♣➥❅➶❈➬r➩➭➫❱➫❱➩➹➫✞➧①➪❱➩✒➪❱➩➭➦❈❒Û➸➹➧♠➘ ➧❺➮✘➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩➭➮①➥❊➾◗➧❆✪❱➥✠✒❊➥❊➫✛➘✸➦❈❒✯✧✞➩➹➧✧➮➭✃ ➘❝★◗➥❊➦➨➧❺➩➭➫❥➧
➪❱➩➽➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩✖➬r➫❱➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➩✩✧✌➺➭➥❊➻➷➻➷➩✖➫❱➥❊➦❱➮✩➯r➩✖➶❊➩➭➾♣➾♣➥❊➫❱➮✑✜❱➯r➦❱➮✩➯r➥❊➬r➫❍✖ ❴❹➩✖➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➩➭➾◗➧✒➪❱➦⑤✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾❑✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧
➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮➲➶❊➩➭➾♣➮✖➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |3p〉 ➩➭➮◗➧➽➘✸➯r➥❊➾♣➮✒➧❺➥✸➧♠➘✸➯❦✖❍❂✆➥❊➦❱➾ π < θ ≤ 2π

✧❐➯➴➘●✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✏➪✛➘✸➫❱➮➲➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |3p〉➩➭➮◗➧❨✜❱➾♣➥✠✒❊➾♣➩➭➮♣➮♣➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫✞➧ ➧♠➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩➲➶❊➩➭➾♣➮✩➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |3s〉 ✜✛➘✸➾ ➸➭➻➷➬r➮♣➮♣➬r➥❊➫✂➮◗➧❺➬r➻➽➦❱➯r➸➭➩✩✧❱➥❊➫✈➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➩➽➘✸➯r➥❊➾♣➮✧➦❱➫❱➩➾♣➸➭➮♣➦❱➾❊✒❊➩➭➫❱➺➭➩➅➪❱➩➭➮❳➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮❳➪✛➘✸➫❱➮✒➯➴➘❀➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫Ý➪❱➩➭➮✑✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮✗✖✯❴❹➥❊➾♣➮❊❈✞➦❱➩
θ = 2π

✧✌➯r➩➭➮✩➪❱➩➭➦❈❒
✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮Û➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮❀➮♣➥❊➫❥➧●✘✠➫❱➥❊➦➨➶❊➩Ô➘✸➦ ➪✛➘✸➫❱➮❀➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |3s〉 ✧✯➺➭➩❲❈✞➦❱➬✚➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪ ✘✠➦❱➫ ➺➭➥❊➫❥➧❺➾❺➘✸➮◗➧❺➩✈➪❱➩➭➮
✏ ➾❺➘✸➫❀✒❊➩➭➮ ➻❀➘❅❒➨➬r➻❀➘ ➯❦✧❈➻❀➘✸➬r➮①➬r➫✞➶❊➩➭➾♣➮♣➸✿✜✛➘✸➾ ➾❺➘✩✜❀✜☛➥❊➾◗➧✩➘ ➦Ý➺Ô➘✸➮ ➥✩★

θ = 0
✲î➶❊➥❊➬r➾❡✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖●❋❅➳✠✵✤✖

❴❹➩➭➮✴➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮❤✜❱➾♣➸➭➺➭➸➭➪❱➩➭➫❥➧❺➮✗✧✄➩➭➫❬✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➺➭➦❱➯r➬ ➩➭➾➲➯➴➘➱➪❱➬r➮❊✜✛➘✸➾♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❧➪❱➩➭➮✴➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮❅✜☞➥❊➦❱➾
θ = π

✧
➩➹➧✩➯✢✃ ➬r➫✞➶❊➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫Ý➪❱➦✈➺➭➥❊➫❥➧❺➾❺➘✸➮◗➧❺➩❅✜☛➥❊➦❱➾

θ = 2π
➮➭✃ ➩❍❒▼✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➩➭➫❥➧✒➮♣➬r➻✛✜❱➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧❑✘✛✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➾ ➪❱➩✖➯➴➘➅➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬r➩✖➪❱➩➭➮

➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩➭➮P✘➽➪❱➩➭➦❈❒Û➫❱➬ ➶❥➩Ô➘✸➦❈❒Û➩➭➫➱➺✫✪✛➘✸➻✛✜Û➯➴➘✸➮♣➩➭➾✘➬r➫✞➧❺➩➭➫❱➮♣➩➽❮❩✜☞➥❊➦❱➾
500 < t < τ ′ ✲ ➬❦✖ ➩✩✖➨➘Ô➶✸➘✸➫❥➧✧➘✩✜❀✜❱➯r➬r➺Ô➘ ➧❺➬r➥❊➫➪❱➩➲➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫➱➪❱➩➲➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✕✵✘➯➴➘✬✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫➱➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✖➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩➲➩➭➮◗➧

|ψas(t)〉 = g1(r, t) |3s〉
∣∣∣I(5p5)

〉
.

✲ ❊ ❖✬✖▼❍▲❍✠✵

g1(r, t)
➩➭➮◗➧✄➯➴➘✽✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✖➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✘➫✞➦❱➺➭➯r➸Ô➘✸➬r➾♣➩❃➪❱➦❅✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾❉✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✭➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮◆✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯❦✖❜❱❨✜❱➾❊❏➭➮✄➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫

➪❱➩✳➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✩✧✯➯r➩❲✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❦➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✳➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩✳➪❱➩✳➯✢✃ ➘ ➧❺➥❊➻➷➩✂➪❱➩✳➮♣➥❈➪❱➬r➦❱➻➜➩➭➮◗➧➱➦❱➫❱➩✳➺➭➥❊➻➅➼❱➬r➫✛➘✸➬ ➮♣➥❊➫
➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➬r➾♣➩✩➪❱➩➭➮✚➸➹➧♠➘ ➧❺➮ |3s〉 ➩➹➧ |3p〉 ✧❀✜❱➯r➦❱➮P✜❱➾♣➸➭➺➭➬r➮♣➸➭➻➷➩➭➫❥➧ ✠ ➳✸➚✓☛

|ψas(t)〉 = g1(r, t)

(
cos

θ

2
|3s〉 − i sin

θ

2
|3p〉

) ∣∣∣I(5p5)
〉

,
✲ ❊ ❖✬✖▼❍❖◆✮✵
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�✂✁☎✄✝✆ ❊ ❖✬✖●❋▲❋ ✎✍♠✭➶❥➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫ ➪❱➩Û➯➴➘✳➪❱➬ ➮♣➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥✸➫ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩
P I(E, τ)

➪❱➩➭➮✬✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮➽➬r➥❊➫❱➬r➮♣➸➭➮➽➩➭➫
✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❀➪❱➩✒➯✢✃ ➘✸➬r➾♣➩

θ
➪❱➩✒➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫➷➪❱➩✒➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✩✖▼❴●✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫➷➪❱➩✒➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✩➩➭➮◗➧✧➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➸➭➩✒➚▼✧ ■❅✜❱➮

➘✩✜❱➾❊❏➭➮➲➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫⑤✜☞➥❊➻✛✜☛➩✩✧❹➩➹➧➲➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫✳➮♣➥❊➫❱➪❱➩✑❋✠✧ ❞●✜❱➮✖➘✩✜❱➾❊❏➭➮➲➯➴➘✶✜☞➥❊➻✛✜☞➩✩✖✵➤❈➦❱➾➲➯➴➘Û➪❱➾♣➥❊➬ ➧❺➩➅➪❱➩■➯➴➘
✱③✒❊➦❱➾♣➩✩✧ ➫❱➥✸➦❱➮✭➘ï➶❊➥❊➫❱➮✄➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸①➮♣➺✫✪❱➸➭➻❀➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫✞➧✄➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✆➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩✯➪❱➩➭➮✭➪❱➩➭➦❈❒❅✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮✄➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮
➫✞➦❱➺➭➯r➸Ô➘✸➬r➾♣➩➭➮✗✖

➮♣➥❊➬ ➧ ➪✛➘✸➫❱➮ ➯r➩➭➮✧➪❱➩➭➦❈❒Ý➺Ô➘✸➮P❈✞➦❱➬❹➫❱➥❊➦❱➮ ➬r➫✞➧❺➸➭➾♣➩➭➮♣➮♣➩➭➫❥➧

|ψas(t)〉 =

{
g1(r, t) (−i |3p〉) |I(5p5)〉 ➮♣➬

θ = π
g1(r, t) (− |3s〉) |I(5p5)〉 ➮♣➬

θ = 2π
.

✲ ❊ ❖✬✖▼❍▲❜✠✵

❂●➯r➦❱➮✧➧♠➘✸➾♣➪✍✲ ✜☞➥❊➦❱➾
1800 < t < 2900

✏ ➮✫✵✤✧✛➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❱➩➲➯r➩➲➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪♣✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✚➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮❑✜✛➘✸➾◗➧♠➬ ➩➭➯❦✧❱➪❱➩✓✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫
➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✈➫✞➦❱➺➭➯r➸Ô➘✸➬r➾♣➩

g2(r, t)
✧✯➘✸➾♣➾♣➬ ➶❊➩Ý➪✛➘✸➫❱➮➷➯➴➘✟✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✈➘ ➮❊✔❈➻✹✜➨➧♠➥ ➧♠➬❋❈✞➦❱➩✩✧❃➯✢✃ ➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫ ➪❱➩Ý➯➴➘⑤✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫
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�✂✁☎✄✝✆✟❊ ❖✬✖●❋❅➳✡✎✈➵✩➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮✩➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮❳➪❱➩✬✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮✒➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➩➭➮✓✜☞➥❊➦❱➾
θ = 0

✲î➧❺➾❺➘✸➬ ➧❺➮❨✜❱➯r➩➭➬r➫❱➮✫✵
➩➹➧

θ = 2π
✲î➧❺➬r➾♣➩➹➧❺➮✫✵➷➘Ô➶❊➩➭➺✏➦❱➫❱➩✳➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫❜➮♣➺✫✪❱➸➭➻❀➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✳➪❱➩➭➮●✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮➱➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮➱➫✞➦❱➺➭➯r➸Ô➘✸➬r➾♣➩➭➮

➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧❺➮✗✖

➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✖➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩➲➪❱➩➹➶❈➬r➩➭➫❥➧

|ψas(t)〉 =





(g2(r, t) |3s〉 + g1(r, t) |3s〉) |I(5p5)〉 ➮♣➬
θ = 0

(g2(r, t) |3s〉 − ig1(r, t) |3p〉) |I(5p5)〉 ➮♣➬
θ = π

(g2(r, t) |3s〉 − g1(r, t) |3s〉) |I(5p5)〉 ➮♣➬
θ = 2π

.
✲ ❊ ❖✬✖▼❍❖■✮✵

❴✵➘➱➪❱➬r➮◗➧♠➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥✸➫✏➪❱➩➭➮✿✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮❳➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➸➭➩❀➮♣➦❱➬ ➧❺➩✹✘✂➯✢✃ ➬r➥❊➫❱➬ ➮❺➘ ➧❺➬ ➥❊➫✏➪❱➩■➯➴➘➱➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✬✜✛➘✸➾❳➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫
➮♣➥❊➫❱➪❱➩❅✘➅➯✢✃ ➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧

t = τ
➩➭➮◗➧✚➪❱➥❊➫❱➺

P I(E, τ) ∝





|Fr[g2(r, τ) + g1(r, τ)]|2 ➮♣➬
θ = 0

|Fr[g2(r, τ)]|2 + |Fr[g1(r, τ)]|2 ➮♣➬
θ = π

|Fr[g2(r, τ) − g1(r, τ)]|2 ➮♣➬
θ = 2π

,
✲ ❊ ❖✬✖▼❍❖❞✮✵

➥✩★ Fr

➩➭➮◗➧✚➯➴➘✴➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻❀➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➩✛❝❱➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✽✜✛➘✸➾✧➾❺➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧❑✘
r
✖

❱✩➬r➫❱➮♣➬❦✧ ✜☞➥✸➦❱➾
θ = π

✧✌➺✫✪✛➘✸➺➭➦❱➫❧➪❱➩➭➮✑✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮❳➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✓✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯r➮✚➮♣➩✴➧❺➾♣➥❊➦➨➶❥➩➽➪✛➘✸➫❱➮✒➦❱➫✏➸➹➧♠➘ ➧✒➸➭➯r➩➭➺✤▲
➧❺➾♣➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩➲➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫✞➧❜✧✛➪❐✃ ➥✩★✈➦❱➫❱➩✖➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➩➭➮❑✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮ ➸✗✒❥➘✸➯r➩❤✘■➯➴➘➅➮♣➥❊➻➷➻➷➩➲➪❱➩➭➮✚➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮
➘✸➮♣➮♣➥❈➺➭➬r➸➭➩➭➮✛✘✳➺✫✪✛➘✸➺➭➦❱➫✐➪❱➩➭➮✹✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮■➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✗✧●➺➭➩●❈✞➦❱➬✧➩❍❒▼✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➩➱➯➴➘✈➪❱➬r➮❊✜✛➘✸➾♣➬ ➧❺➬r➥❊➫ ➪❱➩➭➮➅➬r➫✞➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➹➩➭➮✗✖
❂✆➥❊➦❱➾

θ = 2π
✧✌➯r➩❅✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾❨✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧➲➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✿✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯✆➩■❢✌➩➭➺➹➧❺➦❱➩■➦❱➫❱➩➽➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫✈➪❱➩✹❵✚➘✸➼❱➬✆➺➭➥❊➻✛✜❱➯✴❏➹➧❺➩

❈✞➦❱➬✘➯r➩■➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ❏➭➾♣➩❀➪❱➩❀➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |3s〉 ➶❥➩➭➾♣➮➽➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |3p〉 ✧❉✜❱➦❱➬r➮✴➯r➩➷➾❺➘✸➻✛❏➭➫❱➩❀➪✛➘✸➫❱➮✴➮♣➥❊➫ ➸➹➧♠➘ ➧➽➬r➫❱➬ ➧❺➬r➘✸➯r✧✵➘Ô➶❥➩➭➺➺✫✪✛➘✸➫❀✒❊➩➭➻➷➩➭➫✞➧✘➪❱➩✩➮♣➬✴✒❊➫❱➩✚➪❱➩✩➮❺➘✿✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫➷➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✩➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩✩✖ ✎ ➘✸➬r➮✯➺➭➥❊➻➷➻➷➩❑✘✖➺➭➩➹➧①➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫✞➧✯➯➴➘✓✏ ➥❊➫❱➺✤▲
➧❺➬r➥❊➫➷➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✒➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩➩➭➮◗➧①➮♣➬r➻✛✜❱➯r➩➭➻■➩➭➫✞➧❃➯r➩❑✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧✯➪❱➩✩➯➴➘✓✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❀➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✩➫✞➦❱➺➭➯r➸Ô➘✸➬r➾♣➩

g1(r, t)✜✛➘✸➾✯➯➴➘✑✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫➷➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✩➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩✬✲ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫ ❊ ❖✬✖▼❍▲❜✠✵✤✧✞➯✢✃ ➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯r➘❅➧❺➬r➥✸➫■➪❱➩✑❵✚➘✸➼❱➬✛➺➭➥❊➻✛✜❱➯✴❏➹➧❺➩ ➾♣➩➹➶❈➬r➩➭➫✞➧



❋✶❍✸➚ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✏✑✁� ✍✎✞ ✟ ✟ ✝ ☞✄✝ ☞✎✦ ✂ ☎✞✡✌✚ ✝ ✝✑✏✕✏✌✓ ✁✜✝ ✂ ✟☛✝ ✓ ✤ ✝ � ✟ ✤✞☞✎✢✣✓✔✦ ✚ ✁✆✟ ✦ ☞

�✂✁☎✄✝✆ ❊ ❖✬✖●❋✩❏ ✎✍♠✭➶❥➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫ ➪❱➩Û➯➴➘✳➪❱➬ ➮♣➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥✸➫ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩
P I(E, τ)

➪❱➩➭➮✬✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮➽➬r➥❊➫❱➬r➮♣➸➭➮➽➩➭➫
✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫ ➪❱➩✳➯✢✃ ➘✸➬r➾♣➩

θ
➪❱➩✳➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫❦➪❱➩✏➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩♣✜☞➥❊➦❱➾Û➪❱➩➭➦❈❒ ➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾♣➮Û➪❱➩✏➯✢✃ ➸➭➫❱➩➹➾❆✒✸➬r➩✳➺➭➬r➫❱➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩

➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩✖➪❱➩➭➮❳➫❱➥✕✔❥➘✸➦❈❒✯✖
Ec

➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪❧➘✸➦✳➻❀➘❅❒➨➬r➻➅➦❱➻ ➪❱➩➽➯➴➘➷➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫Ý➪❱➩➭➮❨✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫✞➧❺➮✚➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❱➩
θ = 0

✧✛➩❍➧
Ed

➩➭➮◗➧✚➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩❳➪❱➦☎✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾✧➻➷➬r➫❱➬r➻✴➦❱➻➓➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧
Ec

✖

✘❀➺✫✪✛➘✸➫❀✒❊➩➭➾✩➯r➩✖➮♣➬✴✒❊➫❱➩✴➪❱➩✴➯➴➘✹✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✈➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✴➫❈➦❱➺➭➯r➸Ô➘✸➬r➾♣➩✩✖✯✸✘➩➽➺✫✪✛➘✸➫❀✒❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧✒➪❱➩➽➮♣➬✴✒❊➫❱➩✖➩➭➮◗➧❳➸✗❈✞➦❱➬ ➶ ➘✸➯r➩➭➫✞➧
✘➱➦❱➫❧➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮❺➘✩✒❊➩■➪❱➩

π
➩➭➫❥➧❺➾♣➩➅➯r➩➭➮❳➪❱➩➭➦❈❒✟✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮➲➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮❤✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯ ➮❜✧☞➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮❺➘✩✒❊➩✹❈✞➦❱➬●➮♣➩➅➾♣➸✗✜☞➩➭➾♣➺➭➦➨➧❺➩
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➫✛➘✸➬r➮♣➥❊➫❱➮✓✜☛➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩➭➮❳➮♣➥❊➫❥➧■❮✙✲✔➘✮✵❑✜✛➘✸➮❳➪❱➩➅➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✩✧❙✲ ➼♦✵❨✜❱➾♣➩➭➻➷➬✴❏➭➾♣➩➽➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫✈➪❱➩➅➺➭➥❊➫✞➧❺➾❊✐❊➯r➩➽➮♣➩➭➦❱➯r➩✩✧✙✲ ➺✕✵
➪❱➩➭➦❈❒➨➬✴❏➭➻➷➩✖➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫➱➪❱➩✖➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩➲➮♣➩➭➦❱➯r➩✩✧❇✲ ➪♦✵✧➯r➩➭➮ ➪❱➩➭➦❈❒Ý➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❱➮✧➪❱➩✖➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩➲➮♣➥❊➫❥➧✒➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➸➭➩➭➮
➮♣➦❱➺➭➺➭➩➭➮♣➮❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✖

✲
θ = 2π

✵✤✧❱➮❺➥✸➬ ➧ ➦❱➫❱➩➲➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫
π
✲
θ = π

✵✤✖

✕★✧ � ❩✆�☎✄✆�☎✄ ✕✗❂❃✯ ✚❱❇✮✭✳✬❙✰✲❄
2π

❴✵➘❅✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖●❋✳❑✦✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➩➲➯r➩➭➮①➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮✧➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➭➮ ➪❱➩✑✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮①➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➮ ➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➥❊➫➱➻❀➘✸➫❱➬ ▲
✜❱➦❱➯r➩➲➧❺➾♣➥❊➬r➮P✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮✩➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮❨✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯r➮✚➘Ô➶❥➩➭➺✴➦❱➫❱➩✖➥❊➦✈➪❱➩➭➦❈❒✈➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❱➮ ➪❱➩✴➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩➲➪❐✃ ➘✸➬r➾♣➩➭➮✚➸✗✒❥➘✸➯r➩➭➮
✘

2π
✖✷❴✵➘②✜❱➾♣➩➭➻➷➬✴❏➭➾♣➩✬✜☛➩➭➦➨➧✍✞➹➧❺➾♣➩■➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➸➭➩✴➩➭➫✞➧❺➾♣➩➽➯✢✃ ➘✩✜❀✜✛➘✸➾♣➬ ➧❺➬ ➥❊➫✈➪❱➦✟✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾✩➩➹➧❳➪❱➦❧➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪✟✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧

➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮❇✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯❥➪✛➘✸➫❱➮✵➯➴➘✧➾♣➸✗✒❊➬r➥❊➫✖➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩❨✲✔➚▼✧ ■P✜❱➮✆➘✩✜❱➾❊❏➭➮✆➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✓✜☞➥❊➻✛✜☞➩✕✵✌➩➹➧✄➯➴➘✧➪❱➩➭➦❈❒➨➬✴❏➭➻➷➩
➩➭➫❥➧❺➾♣➩❳➯r➩➭➮①➪❱➩➭➦❈❒➨➬✴❏➭➻➷➩✒➩➹➧①➧❺➾♣➥❊➬r➮♣➬✴❏➭➻➷➩❑✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮✧➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮❤✲ ❋✠✧ ❞✬✜❱➮✧➘✩✜❱➾❊❏➭➮✧➯➴➘❤✜☞➥❊➻✛✜☞➩✕✵✤✖ ❊ ➯❐➩➭➮◗➧✧➺➭➯➴➘✸➬r➾✰❈✞➦❱➩❳➯➴➘
➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❱➩■➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✳➪❱➩➽➺➭➥❊➫✞➧❺➾❊✐❊➯r➩✩✧✌➮♣➬✄➩➭➯r➯r➩➽➩➹➮♣➧✖➘❪✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➸➭➩✩✧❹➘✩✒❊➬ ➧✩➮♣➬r➻➅➦❱➯ ➧♠➘ ➫❱➸➭➻➷➩➭➫✞➧✩➮♣➦❱➾❳➯r➩➭➮✒➪❱➩➭➦❈❒✟✜❱➾♣➩✤▲
➻➷➬r➩➭➾♣➮✓✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮✴➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮❤✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯r➮✗✧❐➻➅➦❱➯ ➧❺➬❋✜❱➯r➬r➘ ➫✞➧❳➯➴➘✶✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❧➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩❀➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩

ψas
C (r, t)

✜✛➘✸➾
−1

✖❉❱✩➬r➫❱➮♣➬❦✧❉✜☛➥❊➦❱➾✖➺✤✪✛➘✸➫❀✒❊➩➹➾✴➯r➩➷➮♣➬✴✒❊➫❱➩■➪❱➦ ➪❱➩➭➦❈❒➨➬✴❏➭➻➷➩✛✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧➽➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✴➦❱➫❱➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫✞➧❜✧✵➬r➯◗✏✔➘✸➦➨➧➽➘✩✜❀✜❱➯r➬ ▲
❈✞➦❱➩➭➾✖➪❱➩➭➦❈❒✠➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮❺➬ ➥❊➫❱➮✒➪❱➩■➺➭➥❊➫✞➧❺➾❊✐❊➯r➩➱❮❹➦❱➫❱➩✹✜❱➾♣➩➭➻➷➬✴❏➭➾♣➩➅➻➅➦❱➯ ➧❺➬❋✜❱➯ ➬r➘✸➫✞➧✒➯➴➘✶✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❧➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩■➫❈➦❱➺➭➯r➸Ô➘✸➬r➾♣➩
g1(r, t)

✜✛➘✸➾ −1
✧ ✜❱➦❱➬r➮✩➦❱➫❱➩➽➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❱➩➽➾❺➩➹➫❱➪✛➘✸➫✞➧❳➘✸➦✳✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾❑✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❳➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➽➮♣➥❊➫✏➮♣➬✴✒✸➫❱➩✴➬r➫❱➬ ➧❺➬➴➘ ➯❹➧❺➥❊➦➨➧

➩➭➫✳➺✤✪✛➘✸➫❀✒✸➩Ô➘✸➫✞➧✒➺➭➩➭➯r➦❱➬✆➪❱➦✳➪❱➩➭➦❈❒➨➬✴❏➭➻➷➩❪✖❍q✚➥❊➦❱➮✒➘✸➮♣➮♣➥✞➺➭➬r➥❊➫❱➮✑✘❀➯➴➘
jième

➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫Ý➪❱➩✴➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✖➦❱➫✳➺➭➥❈➩■✏ ▲
✱✛➺➭➬r➩➭➫❥➧

Cj

➶✸➘✸➯➴➘✸➫❥➧★❋➽➮♣➬✭➺➭➩➹➧♣➧❺➩➽➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫✈➩➭➮◗➧✖➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➸➭➩✬✘Û➯➴➘➷➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✩✧☞➩❍➧✖➚❀➮♣➬r➫❱➥❊➫❍✖ ❏▼✧ ➳②✜❱➮❳➘✩✜❱➾❊❏➭➮
➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫♣✜☞➥❊➻✛✜☞➩✩✧☞➥❊➫✏➮♣➥❊➫❱➪❱➩➽➯r➩✴➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩✦✜✛➘✸➾✓❵✩➳✩❂ ❊ ➘ï➶❊➩➭➺➅➦❱➫❱➩➽➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✈➪❱➩❳◆❊➚✛✏ ➮✓✘✢❏▲❏❊➚❀➫❱➻❲✧
➺➭➩✛❈✞➦❱➬✯➯➴➘✸➬r➮♣➮♣➩■➯r➩➅➧❺➩➭➻✛✜❱➮❅✘✂➦❱➫✠➧❺➾♣➥❊➬r➮♣➬✴❏➭➻➷➩✦✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✴➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✴➪❐✃ ➘ ➧♣➧❺➩➭➬r➫❱➪❱➾♣➩➷➯➴➘➱➾♣➸✗✒❊➬r➥❊➫▲➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖



❋✶❍❊➳ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✏✑✁� ✍✎✞ ✟ ✟ ✝ ☞✄✝ ☞✎✦ ✂ ☎✞✡✌✚ ✝ ✝✑✏✕✏✌✓ ✁✜✝ ✂ ✟☛✝ ✓ ✤ ✝ � ✟ ✤✞☞✎✢✣✓✔✦ ✚ ✁✆✟ ✦ ☞

�✂✁☎✄✝✆❯❊ ❖✬✖●❋✶❍✟✎ ❝✛➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❱➮
S(r)

➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➸➭➩➭➮❤✘●✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➾❳➪❱➩➭➮✖➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥✸➫❱➮❳➪❱➩✦✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮➲➪❱➩➭➮✿✱③✒❊➦❱➾♣➩➭➮
❊ ❖✬✖●❋✳❑❥➘✂➩➹➧✴➪❍✖ ✈ ➫✠➶❊➥❊➬ ➧❤❈✞➦❱➩❀➪✛➘✸➫❱➮✖➯r➩➭➮➲➪❱➩➭➦❈❒▲➺Ô➘✸➮✖➯✢✃ ➘✸➯r➯ ➦❱➾♣➩➅➪❱➩

S(r)
➾♣➩ ✥③❏➹➧❺➩❀➯✢✃ ➘✸➯r➯ ➦❱➾♣➩➅➪❱➩➷➯➴➘✶✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫

➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✠➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✧✧➩➭➫ ✜✛➘ ➾♣➧❺➬r➺➹➦❱➯r➬r➩➭➾Û➯r➩✏➺✫✪✛➘✸➫❀✒❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧Ý➪❱➩❧➮♣➬✴✒❊➫❱➩❧➪❱➦❪➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❭✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧Ý➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮
➬r➫❱➪❱➦❱➬ ➧✽✜✛➘✸➾✧➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫Û➪❱➩➲➺➭➥❊➫✞➧❺➾❊✐❊➯r➩✩✖

✸✘➩Û➪❱➩➭➾♣➫❱➬r➩➭➾✖➫❐✃ ➩➭➮◗➧✦✜✛➘✸➮➽➮♣➥❊➦❱➻➷➬r➮❅✘✈➯✢✃ ➘✸➺➹➧❺➬r➥✸➫▲➪❐✃ ➦❱➫❱➩Û➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫✠➪❱➩❀➺➭➥❊➫✞➧❺➾❊✐❊➯r➩✳✲ ➬❦✖ ➩✩✖
C3 = 0

✵✤✧✆➩➹➧➽➮♣➩➭➾◗➧
➪❱➩✒➾♣➸■✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩❳➪❱➩✑✜❀✪✛➘✸➮♣➩✩✖♦✸✘➩✒➺✤✪❱➥✸➬ ❒✶✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧①➪❱➩✒➮♣➦❀✜❀✜❱➾♣➬r➻➷➩➭➾①➯r➘✴➪❱➸✗✒❊➸➭➫❱➸➭➾♣➩➭➮♣➺➭➩Ô➫❱➺➭➩➲➩❍❒➨➬r➮◗➧♠➘✸➫❥➧✧➩➭➫❥➧❺➾♣➩✓✜❱➯r➦❩▲
➮♣➬r➩➭➦❱➾♣➮✄➮♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩Ô➮●➪❱➩✘➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✩✧❝✜✛➘✸➾✄➩❍❒➨➩➭➻✛✜❱➯r➩✘➯r➩➭➮✆➮♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺Ô➩➭➮ {Cj} = {0, 0, 0} �✵➩➹➧ {Cj} = {0, 0, 1}➮♣➥❊➫❥➧✩➾♣➩➭➪❱➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧❺➩➭➮✩➺Ô➘✸➾✚➩➭➯r➯r➩➭➮ ➪❱➥❊➫❱➫❱➩➭➫❥➧✒➯r➩➲➻✟✞➭➻➷➩➲➮❊✜☞➩➭➺❍➧♠➾♣➩✴➪❱➩✿✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮✗✧✛➬r➯❹➩➭➫✈➩➭➮◗➧✒➪❱➩✖➻✟✞➭➻➷➩✿✜☞➥❊➦❱➾
{Cj} = {0, 1, 0} ➩➹➧ {Cj} = {0, 1, 1} ✖♦♠●➫❲✏✔➘✸➬ ➧❜✧➨➦❱➫❱➩➲➧❺➾♣➥❊➬r➮♣➬✴❏➭➻➷➩✒➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫➱➪❱➩✖➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩➲➘✸➯ ➧❆❏➭➾♣➩❳➪❱➩➯➴➘■➻✟✞➭➻➷➩✖➻❀➘✸➫❱➬✴❏➭➾♣➩➲➯r➩➭➮ ➧❺➾♣➥❊➬r➮❑✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮✩➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✑✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯r➮✗✧✛➺➭➩❅❈✞➦❱➬✆➾❺➩❍➶❈➬r➩➭➫✞➧✑✘❀➻➽➦❱➯ ➧❺➬❋✜❱➯r➬ ➩➭➾✧➯➴➘✹✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥✸➫
➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➲➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩❨✜✛➘✸➾①➦❱➫●✏✔➘✸➺➹➧❺➩➭➦❱➾①➪❱➩✓✜❀✪✛➘ ➮❺➩✑✒❊➯r➥❊➼✛➘✸➯☞➮❺➘✸➫❱➮✧➩■❢✌➩➹➧✧➮❺➦❱➾①➯➴➘✴➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❀➪❱➩➭➮❡✏ ➾❺➘✩✒❪▲
➻➷➩➭➫❥➧❺➮✗✖✯❴✵➘✹✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖●❋✳❑②✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➩➽➯r➩➭➮✩➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩➭➮❳➪❱➩❤✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮✚➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘✸➫❥➧✩➪❱➩➭➮✑❈✞➦✛➘ ➧❺➾♣➩➭➮✩➺➭➥❊➻➽➼❱➬r➫✛➘✸➬ ▲
➮♣➥❊➫❱➮❙✜☞➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩➭➮✭➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❱➮✄➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✒❮❊➯r➩✘➮❆✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩ ➪❱➩✧➾♣➸■✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮✑✲ ✜✛➘✸➮✭➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❱➮✄➪❱➩✧➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✩✧
{Cj} = {0, 0, 0} ✵✒➪❱➩■➯➴➘✶✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖●❋✳❑❥➘▼✧❹➯r➩➅➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➷➥❊➼➨➧❺➩➭➫❈➦✠➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❱➩■➯r➩➅➮❺➬❋✒❊➫❱➩■➪❱➦✠➪❱➩➭➦❈❒➨➬✴❏➭➻➷➩✛✜✛➘❝▲
❈✞➦❱➩➹➧✚➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➲➩➭➮◗➧✚➺✤✪✛➘✸➫❀✒❊➸✛✲✔➪❱➩➹➦❈❒Ý➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮①➪❱➩➲➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩❳➮♣➦❱➺➭➺➭➩➭➮♣➮❺➬ ➶❊➩➭➮✗✧☞➮♣➥❊➬ ➧ {Cj} = {1, 1, 0} ✵✘➩➭➮◗➧➪❱➸✗✜❀✪✛➘✸➮♣➸✖➪❱➩

π
✜✛➘✸➾ ➾❺➘✩✜❀✜☛➥❊➾◗➧✚➘✸➦✂➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✖➪❱➩➲➾♣➸■✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩②✲ ➶❊➥❊➬r➾✺✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖●❋✳❑❊➪♦✵✤✖③❴❹➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➥❊➫✈➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➩

➦❱➫❱➩❀➮♣➩➭➦❱➯r➩❀➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫❧➪❱➩❀➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✩✧✵➥❊➫▲➥❊➼➨➧❺➬r➩➭➫✞➧✴➪❱➩➹➮➽➮❊✜☞➩➹➺➹➧❺➾❺➩➹➮➅➪❱➩②✜❀✪❱➥✸➧❺➥✩✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮✖➪❱➩➷➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➦❱➾♣➩
➼☞➩Ô➘✸➦❱➺➹➥❊➦❀✜♣✜❱➯r➦❱➮✧➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩✩✧✛➺➭➥❊➻➷➻➷➩✒➥❊➫❲✜☞➩➭➦➨➧✚➯r➩✒➶❊➥❊➬r➾✧➮♣➦❱➾ ➯r➩➭➮❡✱③✒❊➦❱➾♣➩➭➮ ❊ ❖✬✖●❋✳❑❊➼✂➩➹➧✚➺✩✖

✸✘➥❊➻➷➻➷➩①➫❱➥❊➦❱➮❃➯✢✃ ➘Ô➶❊➥❊➫❱➮✭➶❈➦✛✘❳➯➴➘✒➮♣➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫ ❊ ❖✬✖ ➳❩✖ ➳❩✧❊➯r➩①➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩ ➪❱➩➭➮❙✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫✞➧❺➮
P I(p, τ)

✧❊➩❍❒▼✜❱➾♣➬r➻➷➸
➩➭➫♣✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥✸➫✈➪❱➩✴➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯ ➮❺➬ ➥❊➫✂➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❥➩

p =
√

2ME
✧☛➩➭➮◗➧✒➾♣➩➭➯r➬r➸❤✘➷➯➴➘➅➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩✖➪❱➩★❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾ ➪❱➩✴➯➴➘

✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫➱➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✴➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✛✲ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫ ❊ ❖✬✖●❋✶❍✠✵❡✜✛➘✸➾
P I(p, τ) ∝ |Fr[ψ

as
C (r, τ)]|2. ✲ ❊ ❖✬✖ ◆❊➚✮✵

✂ ✞✼✕☎✗✡✢✼✏✒✦✸✢✣✛ ✴☎✆✘✕☎✆✘✢✰✞✡✠☞☛
{Cj}

✌ ✎✑✚✍☛✍✛ ✞✘✌ ✎✥✚
{C1, C2, C3}

✿



✑✁� ✍✁�✙✍ ✂✧✤ ✝ ☎ ✟ ✦ ✂ ✟☛✝ ✓✔✤✞✝ ☞✎✦ ✂ ✝ ✝✑✏✆✟☛✡✕✝ � ✟ ✟☛✝ ✓✔✤✞✝ ☞✜✏ ✖ ✡✜✂✆☎✙✢✣☞✜✤✞✟☛✏ ❋✶❍❖❏

❊ ➯✯➩➭➮◗➧✬✜☞➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩➷➩➭➫➆➘❜✔❥➘✸➫❥➧➽➾♣➩➭➺➭➥❊➦❱➾♣➮✦✘Ý➯➴➘✂➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻❀➘ ➧❺➬r➥✸➫✠➪❱➩✢❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✖➩➭➫ ➺➭➥❊➮♣➬r➫✞➦❱➮✴➪❱➩
P I(p, τ)

➪❱➩
➾♣➩➹➧❺➾♣➥❊➦➨➶❊➩➭➾✴➯r➩■➮♣➬✴✒❊➫❱➩■➪❱➩➷➯➴➘✶✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✠➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➷➫✞➦❱➺➭➯r➸Ô➘✸➬r➾♣➩■➪❱➩➭➮✖➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➮❤✜✛➘❪❈✞➦❱➩➹➧❺➮✴➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮❅✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯r➮✗✖
✸✘➩✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧❜✧●➘Ô➶ ➘✸➫✞➧✴➧❺➥❊➦➨➧✴➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯❦✧✵➫❱➥❊➦❱➮✴➪❱➩➹➶❊➥❊➫❱➮➽➧❺➩➭➫❱➬r➾✖➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩❀➪❱➦✍✏✔➘✸➬ ➧❤❈✞➦❱➩

P I(p, τ)
➩➭➮◗➧➅➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸➭➩

➩➭➫
p
✧✛➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫➱➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❥➩❳➻➷➥✕✔❊➩➭➫❱➫❱➩✖➪❱➩➭➮P✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮ ➪✛➘✸➫❱➮✚➯➴➘➅➾♣➸✗✒❊➬r➥❊➫Ý➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖♦♠●➫✈➩■❢✌➩➹➧❜✧✛➦❱➫

➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯✌➪❱➬r➾♣➩➭➺❍➧✧➪❱➩✒➯➴➘✖➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩✩➪❱➩ ❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✯➩➭➫✂➺➹➥❊➮♣➬r➫❈➦❱➮①➪❱➩
P I(p, τ)

➪❱➥❊➫❱➫❱➩➭➾❺➘✸➬ ➧①➦❱➫➱➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧✧➸✗✒❥➘ ➯
➘✸➦✍✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧✴➪❐✃ ➦❱➫❱➩✛✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✠➯r➩➭➫✞➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧✖➶✸➘✸➾♣➬➴➘✸➼❱➯r➩

S(r)
➾♣➩ ✥③❏➹➧♠➘✸➫❥➧➽➯r➩➷➮♣➬✴✒❊➫❱➩➷➪❱➩❀➯✢✃ ➩➭➫❥➶❥➩➭➯r➥✠✜❀✜☛➩❀➪❱➩❀➯➴➘

✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫➆➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩Ý➫✞➦❱➺➭➯r➸Ô➘✸➬r➾♣➩●✜✛➘✸➾■➦❱➫➆➧❺➩➭➾♣➻➷➩➱➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘✸➫❥➧➅➾❺➘✩✜❱➬r➪❱➩➭➻➷➩➭➫✞➧■➩➭➫
cos(p × r)

✧✄➧♠➩➹➾❺➻■➩☎❈✞➦❱➬✚➘
✜☞➥❊➦❱➾①➩■❢✌➩➹➧✚➪❱➩❳➻❀➘✸➮❊❈✞➦❱➩➭➾✧➯r➩✒➺➭➥❊➻✛✜☛➥❊➾◗➧❺➩➭➻➷➩➭➫✞➧✧➪❱➩❳➯➴➘❤✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫

S(r)
✖ ❊ ➯❐➩➭➮◗➧ ➪❱➥❊➫❱➺❳➫❱➸➭➺➭➩➭➮♣➮❺➘✸➬r➾♣➩➲➪✛➘✸➫❱➮✧➦❱➫

✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾①➧❺➩➭➻✛✜❱➮✧➪❱➩➲➪❱➸➭➺Ô➘✸➯r➩➭➾ ➯r➩❳➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩✖➪❱➩➭➮P✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮✧➪❱➩
p
✜☞➥❊➦❱➾✧➯r➩❳➺➭➩➭➫✞➧❺➾♣➩➭➾ ➩➭➫✈➚▼✖☛➤❈➥❊➬ ➧

P I
c (p, τ)

✧
➯r➩❳➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✖➪❱➩➭➮✽✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫✞➧❺➮✧➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸➲➩➭➫✈➚▼✖ ✈ ➫Ý➘➷➘✸➯r➥❊➾♣➮

S(r) =

√
2

π

∫+∞

0

P I
c (p, τ) cos (pr) dp.

✲ ❊ ❖✬✖ ◆ ❋❝✵

q✚➥❊➦❱➮ ➘ï➶❊➥❊➫❱➮✧➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➸✖➮♣➦❱➾✧➯➴➘❅✱③✒✸➦❱➾❺➩ ❊ ❖✬✖●❋✶❍✴➯r➩➭➮❡✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❱➮
S(r)

➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❥➩➭➮✧➘✸➦❈❒➱➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➭➮✚➪❱➩✑✏ ➾❺➘✩✒❪▲
➻➷➩➭➫❥➧❺➮✖➘➱➩➹➧➲➪❧➪❱➩■➯➴➘②✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖●❋✳❑❀✖ ✈ ➫✏➶❊➥❊➬ ➧✿❈✞➦❱➩■➺➭➩➹➧♣➧❺➩✦✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✏➾♣➩✗✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧❳➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➺➹➧❺➩➭➻➷➩➭➫✞➧✖➯r➘➱➯r➥❝▲
➺Ô➘✸➯r➬r➮❺➘ ➧❺➬r➥✸➫Û➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩✩➪❱➩➭➮①➧❺➾♣➥❊➬r➮❡✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮✧➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮P✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯r➮✺✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➮ ➪✛➘✸➫❱➮✧➯➴➘✴➾♣➸✗✒❊➬r➥❊➫➱➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✧
➘✸➬r➫❱➮♣➬③❈✞➦❱➩✚➯r➩ ➮♣➬✴✒❊➫❱➩ ➪❱➩➭➮✙✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❱➮❃➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩

gi(r, t)
✧
i = 1, 2, 3

✖❩♠●➫■➧♠➥✸➦➨➧♠➩ ➾♣➬✴✒❊➦❱➩➭➦❱➾✗✧❊➯➴➘✓✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫
S(r)➪❱➩➹➶❈➾❺➘✸➬ ➧ ✞➹➧❺➾♣➩✚➯➴➘➲➮♣➥❊➻➷➻➷➩ ➪❱➩ ➧❺➾♣➥❊➬r➮✙✒❥➘✸➦❱➮♣➮♣➬r➩➭➫❱➫❱➩➭➮✗✧❈➺➭➩❨❈✞➦❱➬☛➫❐✃ ➩➭➮◗➧❡✜✛➘✸➮✯➯r➩ ➺Ô➘✸➮✘➮♣➦❱➾✯➯➴➘✓✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖●❋✶❍❩✖▼✸✘➩➹➧♣➧❺➩

➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩✴➮➭✃ ➩❍❒▼✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➩❤✜✛➘✸➾✚➯r➩✿✏✔➘✸➬ ➧P❈✞➦❱➩✩✧ ✜☞➥❊➦❱➾✚➫❱➥❊➮✚➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➮✗✧☛➫❱➥❊➦❱➮ ➧❺➾❺➘ï➶ ➘✸➬r➯r➯ ➥❊➫❱➮✚➘Ô➶❊➩➭➺✴➦❱➫❱➩✖➶ ➘✸➾♣➬➴➘✸➼❱➯r➩
p➪❱➬r➮♣➺➭➾♣➸➹➧❺➬r➮♣➸➭➩✩✖ ❊ ➯❃➫❐✃ ➩➭➮◗➧✴➪❱➥❊➫❱➺✛✜✛➘✸➮✿✜☞➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩■➪❱➩➷➺➭➥❊➫❱➫✛➘❪❥r➧❺➾♣➩

p
➘Ô➶❊➩➭➺❀➦❱➫❱➩✛✜❱➾♣➸➭➺➹➬r➮♣➬r➥❊➫✠➻➷➩➭➬r➯r➯ ➩➭➦❱➾♣➩✦❈✞➦❱➩

δp
✖

❴❹➩✩➺➭➩➭➫❥➧❺➾❺➘✩✒❊➩✩➩➭➫✂➚✖➪❱➩
P I

c (p, τ)
➮➭✃ ➩➭➫➱➾♣➩➭➮♣➮♣➩➭➫❥➧❜✧❱➺➭➩❨❈✞➦❱➬♦✏✔➘✸➬ ➧✰❈✞➦❱➩✒➫❱➥❊➦❱➮✘➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❥➥❊➫❱➮

S(r)× cos (rδp)
➘✸➦

➯r➬r➩➭➦➱➪❱➩
S(r)

✖

✕★✧ � ❩✆�☎✄✆� ❩ ✕✗❂❃✯ ✚❱❇✮✭✳✬❙✰✲❄
π

✸✘➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➥❊➫❱➮✩➻❀➘✸➬r➫❥➧❺➩➭➫✛➘✸➫❥➧❜✧✛➯r➩➲➮♣➺✫✪❱➸➭➻❀➘➷➪❱➩✖➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩➲➼✛➘✸➮♣➸✴➮♣➦❱➾✚➯✢✃ ➦➨➧❺➬r➯ ➬ ➮❺➘ ➧❺➬r➥✸➫✂➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❱➮
π
✖

❊ ➺➭➬❦✧➨➺✤✪✛➘✩❈✞➦❱➩➲➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫Û➪❱➩❳➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✩➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ❏➭➾♣➩❳➯r➩✒➥❊➦✂➯r➩➭➮❡✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮ ➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮P✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯r➮✘➪❱➩➲➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |3s〉➪✛➘✸➫❱➮➽➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |3p〉 ➩➹➧➽➶❈➬r➺➭➩❀➶❊➩➭➾♣➮❺➘▼✖●➵✩➩Û➮♣➥❊➾◗➧❺➩✶❈✞➦❐✃ ✘✳➯➴➘☎✱✛➫❵➪❱➦❧✜❱➾♣➥❈➺➹➩➭➮♣➮❺➦❱➮➅➪❱➩Û➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✩✧✆➯➴➘❲✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩ ➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩①➫❱➩✧➮➭✃ ➸➭➺➭➾♣➬ ➧✙✜❱➯r➦❱➮✭➮♣➬r➻✛✜❱➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧✭➮♣➥❊➦❱➮●➯➴➘❑✏ ➥❊➾♣➻➷➩①➪❐✃ ➦❱➫■➸➹➧♠➘ ➧✙✥✘➥❊➾♣➫❩▲ ✈ ✜❀✜☛➩➭➫❀✪❱➩➭➬r➻➷➩➭➾

|ψas(t)〉 =
3∑

i=1

gi(r, t) |3s〉
∣∣∣I(5p5)

〉
,

✲ ❊ ❖✬✖ ◆❥➳✠✵
➻❀➘✸➬r➮①➺➭➥❊➻➷➻➷➩❳➦❱➫Ý➸➹➧♠➘ ➧ ➬r➫❥➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➸❳➪❱➩➭➮✚➫❱➥✕✔❥➘✸➦❈❒✂➩➹➧✚➪❱➩➭➮✚➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➫❱➮✗✖

✸✘➥❊➻➷➻➷➩②✜❱➾♣➸➭➺➭➸➭➪❱➩➭➻➷➻➷➩➭➫✞➧❜✧✄➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧❅✱✛➫✛➘✸➯①➪❐✃ ➦❱➫❧✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧■➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✦✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯✘➪❱➸✗✜☛➩➭➫❱➪✐➪❱➦❵➫❱➥❊➻➽➼❱➾♣➩
➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❱➮✧➪❱➩✖➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✿❈✞➦❐✃ ➬r➯✵➘✬✚ ➶❈➦❱➩➭➮❄✣✫✖ ❂●➯r➦❱➮❑✜❱➾♣➸➭➺➭➬r➮❊❏➭➻■➩➭➫✞➧❜✧☛➮♣➬

Ntot

➩➭➮◗➧✩➯r➩➲➫❱➥❊➻➽➼❱➾♣➩❳➧❺➥✸➧♠➘✸➯❹➪❐✃ ➬r➻✦▲
✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❱➮➽➪❱➩➱➺➭➥❊➫❥➧♠➾❊✐❊➯ ➩➱➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➸➭➩➭➮✹✘✏➯➴➘✈➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✩✧◆✘✳➯➴➘♣✱✛➫➆➪❱➦s✜❱➾♣➥✞➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮➷➪❱➩➱➺➭➥❊➫✞➧❺➾❊✐❊➯r➩Û➯ ➩

nième

✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧➅➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮➅➘Ý➮♣➦❱➼❱➬✘➯✢✃ ➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫✠➪❱➩
N
➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❱➮

π
✧✄➘Ô➶❊➩➭➺

N =
∑Ntot

j=n Cj

✖✭➤❈➬
N
➩➭➮◗➧✦✜✛➘✸➬r➾✗✧❹➯r➩

nième
✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✒➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮❨✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯❹➮♣➩➲➧❺➾♣➥❊➦➨➶❥➩✖➪✛➘✸➫❱➮✚➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |3s〉 ✧☛➮♣➬r➫❱➥✸➫✈➬r➯❹➩➭➮◗➧✩➪✛➘✸➫❱➮✩➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |3p〉 ✖✌➤❈➬✵➥❊➫➮♣➥❊➫❱➪❱➩✒➯➴➘❤✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✩➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✒➘Ô➶❥➩➭➺✒➦❱➫❱➩✩➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❀➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸➭➩✓✘★❏▲❏❊➚✴➫❱➻❲✧✞➯r➩➭➮✘➸➹➧♠➘ ➧❺➮ |C〉 ➩➹➧ |E〉 ➪❱➩➯➴➘➲➻■➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩✧➮❺➥✸➫✞➧✘➮♣➬r➻➽➦❱➯ ➧♠➘✸➫❱➸➭➻➷➩➹➫✞➧❃➬r➥❊➫❱➬r➮♣➸➭➮✗✧❥➩➹➧✘➫❱➥❊➦❱➮✯➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❊➥❊➫❱➮✘➦❱➫❀➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯✛➪❐✃ ➬r➥❊➫❱➮✯➸■✒❥➘✸➯ ✘➲➯➴➘➲➮♣➥❊➻➷➻➷➩

➪❱➩➭➮➅➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➦❈❒ ➪❐✃ ➬r➥❊➫❱➮❅✜❱➾❺➥ï➶❊➩➭➫✛➘✸➫❥➧■➪❱➩Û➺✤✪✛➘✸➺➭➦❱➫➆➪❱➩Û➺➭➩➭➮➅➸➹➧♠➘ ➧❺➮✗✧✭➺➭➩✶❈✞➦❱➬✧➘♣✜☞➥❊➦❱➾➽➩■❢✌➩➹➧■➪❱➩Û➪❱➬r➻➷➬r➫✞➦❱➩➭➾✖➯r➩
➺➭➥❊➫❥➧❺➾❺➘✸➮◗➧❺➩➅➪❱➩➭➮✓✏ ➾❺➘✸➫❀✒❊➩➭➮❳➪❐✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮✗✖❉❂✆➥❊➦❱➾❳➾♣➩➭➻➷➸➭➪❱➬r➩➭➾✓✘Û➺➭➩✦✜❱➾♣➥❊➼❱➯✴❏➭➻➷➩✩✧✌➥❊➫✏➫❱➩➅➮♣➥❊➫❱➪❱➩✹✜❱➯ ➦❱➮✓❈✞➦❱➩
➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |E〉 ➩➭➫Ý➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮❺➘✸➫✞➧✧➦❱➫❱➩✖➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫➱➪❱➩➲➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾ ➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➲➺➭➩➭➫❥➧❺➾♠➘ ➯r➩ λ02 =

❏▲❞❊➚■➫❱➻❲✖ ✥✚➫✈➘Ô➶✸➘✸➫❩▲
➧♠➘✩✒❊➩■➪❱➩➷➺➭➩➷➮♣➺✫✪❱➸➭➻❀➘Ý➪❱➩➷➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩■➺➭➥❊➻➽➼❱➬r➫❱➸■➘ï➶❊➩➭➺➷➦❱➫❱➩➷➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➬r➥❊➫❬✘✑❏▲❞❊➚➱➫❱➻❶➩➭➮◗➧❅❈✞➦❐✃ ➬r➯❙✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧✖➪❱➩



❋✶❍❁❑ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✏✑✁� ✍✎✞ ✟ ✟ ✝ ☞✄✝ ☞✎✦ ✂ ☎✞✡✌✚ ✝ ✝✑✏✕✏✌✓ ✁✜✝ ✂ ✟☛✝ ✓ ✤ ✝ � ✟ ✤✞☞✎✢✣✓✔✦ ✚ ✁✆✟ ✦ ☞

�✂✁☎✄✝✆✩❊ ❖✬✖●❋✩◆ ✎✒➵✩➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥❊➫❱➮❐➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮✵➪❱➩➭➮❉✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➮❐➥❊➼➨➧❺➩➭➫❈➦❱➩➭➮✵➩➭➫✖➻❀➘✸➫❱➬✴✜❱➦❱➯➴➘ ➫✞➧✌➧❺➾♣➥❊➬r➮❍✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮
➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮☎✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯r➮➱➘Ô➶❊➩➭➺❧➪❱➩➭➮✂➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮

π
✖✧➵✒➘✸➫❱➮Û➧❺➥❊➦❱➮✂➯r➩➭➮Û➺Ô➘✸➮✗✧✧➯r➩✈➧❺➾❺➥✸➬r➮♣➬✴❏➭➻➷➩✳✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✂➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮

➩➭➮◗➧❅✜❱➾♣➥❊➻➽➦✠➪✛➘✸➫❱➮✖➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |3p〉 ✧❹➩➹➧✴➮♣➩➭➾◗➧✴➪❱➩➷➾♣➸■✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩✩✖◆❂✆➥❊➦❱➾✖➯r➩➭➮✿❈✞➦✛➘ ➧❺➾♣➩➭➮✖➺➭➥❊➻➅➼❱➬r➫✛➘✸➬ ➮♣➥❊➫❱➮✿✜☛➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩➭➮➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮
π
➮♣➥❊➫❥➧■➘✸➦❱➮♣➮♣➬❡✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸➭➩➭➮➷➯r➩➭➮❅✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮➅➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✦✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➮■➪✛➘✸➫❱➮➽➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |3p〉 ✧✭➘✸➬r➫❱➮♣➬❈✞➦❐✃ ➦❱➫❱➩➲➶❈➦❱➩➲➮♣➺✤✪❱➸➭➻❀➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩➲➪❱➩➲➯✢✃ ➩➭➫❱➮♣➩➭➻➽➼❱➯r➩❳➪❱➩➭➮P✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮✚➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮❑✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯r➮✗✖

➾♣➩➹➧❺➾♣➥❊➦➨➶❊➩➭➾➅➬r➻➷➻➷➸➭➪❱➬➴➘❅➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧✬❈✞➦❱➩➭➯r➮➅➮♣➥❊➫❥➧■➯r➩➭➮✬✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮■➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✦✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➮■➪✛➘✸➫❱➮➅➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |3p〉 ✧●➘✸➬r➫❱➮♣➬❈✞➦❱➩➲➯r➩➭➦❱➾✽✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫➱➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩✩✖ ❊ ➯❹➮♣➦✖✕■➧❑✜☞➥❊➦❱➾✧➺➭➩➭➯➴➘➅➪❱➩➲➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➩➭➾ ∣∣∣F−1
r

[
P I(p, τ)

]∣∣∣
2 ✖

q✚➥❊➦❱➮✚➘ï➶❊➥❊➫❱➮✚➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸✴➮♣➦❱➾ ➯➴➘✬✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖●❋✩◆■➯r➩➭➮ ➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮✧➥❊➼➨➧❺➩➭➫❈➦❱➮✩➘Ô➶❊➩➭➺✖➦❱➫❱➩✖➮♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✴➪❱➩
➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩➅➬r➻✹✜❱➯r➬❋❈✞➦✛➘✸➫✞➧✒➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫✳➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❱➮

π
➘Ô➶❥➩➭➺➅➧❺➾♣➥❊➬r➮✑✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮➲➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✿✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯r➮✗✖❹➤❈➥❊➫✞➧

➘✸➦❱➮♣➮♣➬✧➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➸➭➮➷➮♣➦❱➾■➯➴➘⑤✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩Û➪❱➾♣➥❊➬ ➧❺➩➱➪❱➩✂➯➴➘♣✱③✒❊➦❱➾♣➩✂➯r➩➭➮✦✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮➷➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✹✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯r➮✴➧♠➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➮
➪✛➘✸➫❱➮✚➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |3p〉 ✖ ❴✵➘✛✜❱➾♣➩➭➻➷➬✴❏➭➾♣➩➲➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✂➪❱➩✖➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✖➩➭➮◗➧✒➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦❱➸➭➩✛❞❊➚❊➚✹✏ ➮✩➘❪✜❱➾❆❏➹➮✩➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫
✜☞➥❊➻✛✜☛➩✩✧①➯➴➘▲➪❱➩➭➦❈❒➨➬✴❏➭➻➷➩ ❋⑤✜❱➮☎✜❱➯ ➦❱➮Û➧♠➘✸➾♣➪❜➩➹➧✂➯➴➘▲➧❺➾♣➥❊➬r➮❊❏➭➻➷➩ ❏▼✧ ➳❬✜❱➮✂➘✩✜❱➾❊❏➭➮➱➯➴➘✍✜☞➥❊➻✛✜☞➩✩✖❡❴●✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫
➮♣➥❊➫❱➪❱➩✂➬r➥❊➫❱➬r➮♣➩➱➯➴➘✳➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩➱➬r➻■➻➷➸➭➪❱➬➴➘❅➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧■➘✩✜❱➾❊❏➭➮➷➯➴➘✳➪❱➩➭➾♣➫❱➬✴❏➭➾♣➩✂➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❵➪❱➩✂➺➭➥❊➫❥➧♠➾❊✐❊➯ ➩✩✧●➺➭➩☎❈✞➦❱➬



✑✁� ✍✁�✙✍ ✂✧✤ ✝ ☎ ✟ ✦ ✂ ✟☛✝ ✓✔✤✞✝ ☞✎✦ ✂ ✝ ✝✑✏✆✟☛✡✕✝ � ✟ ✟☛✝ ✓✔✤✞✝ ☞✜✏ ✖ ✡✜✂✆☎✙✢✣☞✜✤✞✟☛✏ ❋✶❍▲❍

➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪☎✘✴➦❱➫➱➪❱➸➭➯➴➘✸➬ ✜☞➥❊➻✛✜☛➩✤▲✰➮♣➥❊➫❱➪❱➩
τ =

❏▼✧ ❑✬✜❱➮✗✖③✸✘➥❊➻➷➻➷➩❨✜❱➾♣➸➭➺➹➸➭➪❱➩➭➻➷➻➷➩➭➫✞➧ ➘Ô➶❊➩➭➺❳➯r➩➭➮✘➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮
2π
✧✌➬r➯✆➫❐✃ ➩➭➮◗➧❤✜✛➘✸➮✑✜☞➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩➽➪❱➩➅➪❱➬r➮◗➧❺➬r➫❀✒❊➦❱➩➭➾✑✘✶✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➾✩➪❱➩➭➮➲➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➦❈❒✳➪❐✃ ➬r➥❊➫❱➮✩➧❺➥❊➦➨➧❺➩➭➮❳➯r➩➭➮✒➺➭➥❊➻➽➼❱➬r➫✛➘✸➬r➮♣➥❊➫❱➮

✜☞➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩➭➮✘➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮
π
✖▼♠●➫✶✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➺➭➦❱➯r➬r➩➭➾✗✧❥➯➴➘✖➮♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩ {Cj} = {0, 1, 0} ➺➭➥❊➫❱➪❱➦❱➬ ➧✽✘✖➦❱➫➱➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧➬r➪❱➩➭➫❥➧❺➬✴❈✞➦❱➩⑤✘ ➺➭➩➭➯r➦❱➬✩➪❱➩✏➯➴➘▲➮♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩ {Cj} = {1, 0, 1} ✖❡❂✆➥❊➦❱➾Û➺➭➩➹➧♣➧❺➩✏➾❺➘✸➬r➮♣➥❊➫❍✧✘➯r➩✈➪❱➩➭➾♣➫❱➬r➩➭➾✶✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮➱➩➭➮◗➧✂➮❯✔❈➮◗➧❺➸➭➻❀➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫✞➧●✜❱➾♣➥❊➻➅➦ ➪✛➘✸➫❱➮➱➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |3p〉 ✧①➺➭➩✳❈✞➦❱➬✑✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧➱➪❐✃ ➸➭➯r➬r➻➷➬ ➫❱➩➭➾➷➧❺➥❊➦➨➧❺➩➭➮➯r➩➭➮✴➺➭➥❊➻➅➼❱➬ ➫✛➘✸➬r➮♣➥❊➫❱➮✖➮♣➦❀✜☞➩➭➾ ✥✛➦❱➩➭➮✗✖✙q✚➥✸➧❺➥❊➫❱➮✴➯➴➘Ý➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩Û➩❍❒➨➬r➮◗➧♠➘✸➫✞➧➽➩➭➫❥➧❺➾♣➩Û➯r➩➭➮➽➮♣➸✗❈✞➦❱➩➹➫✛➺➭➩➭➮ {1, 0, 1} ➩➹➧

{1, 1, 1} ➥✩★Û➯➴➘❅✜☞➸➭➾♣➬r➥✞➪❱➩✒➪❱➩➭➮❡✏ ➾❺➘✸➫❀✒❊➩➭➮①➪❐✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮✧➩➭➮◗➧✧➻➅➦❱➯ ➧❺➬❋✜❱➯r➬ ➸➭➩❑✜✛➘✸➾①➪❱➩➭➦❈❒✯✖♦✸✘➩✒➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧①➫❐✃ ➩➭➮◗➧✜✛➘✸➮✘➮♣➦❱➾❊✜❱➾♣➩➭➫✛➘✸➫❥➧①➪✛➘✸➫❱➮✘➯➴➘❳➻➷➩➭➮♣➦❱➾♣➩✩➥✩★❀➯➴➘✿✜☞➸➭➾♣➬r➥✞➪❱➩✚➪❱➩➭➮✰✏ ➾❺➘✸➫❀✒❊➩➭➮✘➪❱➸✗✜☛➩➭➫❱➪➱➪❱➬r➾♣➩➭➺➹➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧✘➪❱➩✩➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶ ➘✸➯r➯ ➩
➪❱➩ ➧❺➩➭➻✛✜❱➮✗✧❈➩❍➧①➪❱➥❊➫❱➺✚➪❱➩✚➯➴➘➲➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩✩✧✞➩➭➫❥➧❺➾♣➩✩➪❱➩➭➦❈❒②✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮✘➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✘➺➭➥❊➫❱➮♣➸➭➺➭➦➨➧❺➬❋✏ ➮✗✖❩❱✩➬r➫❱➮♣➬❦✧❥➩➭➫❀➯➴➘✸➬r➮♣➮❺➘✸➫❥➧
➯r➩➅➪❱➩➭➦❈❒➨➬✴❏➭➻➷➩✹✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✴➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✖➪✛➘✸➫❱➮✖➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |3s〉 ➫❱➥❊➦❱➮✖➘Ô➶❥➥❊➫❱➮➲➪❱➥❊➦❱➼❱➯r➸■➯➴➘➱➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩■➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩➅➩➭➫❥➧❺➾♣➩➪❱➩➭➦❈❒✍✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮➽➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✴➺➭➥❊➫❱➮♣➸➭➺➭➦➨➧❺➬❋✏ ➮✗✧✆➩➹➧✴➪❱➥❊➫❱➺➷➯➴➘●✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩Û➪❱➩➭➮❤✏ ➾❺➘✸➫❀✒❊➩➭➮✖➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶❥➸➭➩➹➮✹✘❲✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➾❳➪❱➩
➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |3p〉 ✖➵✒➘✸➫❱➮✄➯r➩➭➮✵➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➮❉❈✞➦❱➬❩✜❱➾♣➸➭➺✗❏➭➪❱➩➭➫❥➧❜✧✸➫❱➥❊➦❱➮✄➘Ô➶❊➥❊➫❱➮✄➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➸✯➦❱➫✴➻➷➥❈➪❀❏➭➯r➩●➮♣➬r➻✛✜❱➯r➬❋✱✛➸●➫❱➩✰✜❱➾♣➩➭➫✛➘✸➫❥➧✄➩➭➫
➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩✧➫❱➬❱➯r➘✒➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➦❱➾♣➩✽✱✛➫❱➩✧➪❱➦■➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦✤❏✩✜■➪❱➦■➮♣➥❈➪❱➬ ➦❱➻❲✧✸➫❱➬❱➯r➩❡✜❱➾♣➥✩✱✛➯➨➧❺➾❺➘✸➫❱➮◗➶❊➩➭➾♣➮♣➩✚➪❱➦✦✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦➅➯➴➘✸➮♣➩➭➾✗✖
✸✘➩➭➮➅➪❱➩➭➦❈❒ ➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮◗➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮➽➪❱➦❵➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩②✏ ➥❊➫✞➧✬❈✞➦❱➩Û➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➩➭➮➽➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩➭➮✖➪❱➦♣★◗➩➹➧➅➮♣➦❀✜☛➩➭➾♣➮♣➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩
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➩➭➫❲✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➺➭➦❱➯r➬r➩➭➾✺✜✛➘✸➾ ➾❺➘✩✜❀✜☛➥❊➾◗➧✚➘✸➦❈❒✂➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❱➮

π
✧✛➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➮◗➧❺➩❤✘➅➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮♣➩➭➾✧➦❱➫➱➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➩➭➾◗➧✚➪❱➩✿✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫

➧❺➥✸➧♠➘✸➯➨➩➭➫➷➘❜✔✞➘✸➫❥➧●➾♣➩➭➺➭➥❊➦❱➾♣➮✰✘✒➦❱➫✹✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩ ➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✘➾❺➘✩✜❱➬r➪❱➩✩✧✩❈✞➦❱➩ ➯✢✃ ➥❊➫✦✜☛➩➭➦➨➧❃➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮♣➩➭➾✭➩➭➫➷➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦✛➘✸➫❥➧
➘✸➦❈❒✂➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩➭➮①➦❱➫❱➩✖➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫Û➬r➫✞➧❺➩➭➫❱➮♣➩❤✘➅➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩➲➪❱➩✓✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✴➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➬ ➾♣➩ ✠ ➳❅❋✠✧☛➳❊➳✒☛❦✖
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✸✘➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➥❊➫❱➮✴➪❱➥❊➫❱➺■➦❱➫❱➩❀➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫✏➪❱➩➷➺➭➥❊➫✞➧❺➾❊✐❊➯r➩✹✘Ý➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩➷➪❱➩✹✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✩✖✄➵✒➘✸➫❱➮✖➯✢✃ ➘✩✜❀✜❱➾♣➥ï❒➨➬ ▲
➻❀➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➪❱➩➲➯✢✃ ➥❊➫❱➪❱➩✒➧❺➥❊➦❱➾♣➫✛➘✸➫❥➧❺➩✩✧✛➮♣➥❊➫Ý➺✫✪✛➘✸➻✛✜✂➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩➲➮➭✃ ➸➭➺➭➾♣➬ ➧✖❮

E3(t) =
1

2
A3(t) ei[ω03 t+αt2],

✲ ❊ ❖✬✖ ◆▲❏✮✵

➘Ô➶❥➩➭➺
A3(t) = E03

√
T0

Tp
e−(t/Tp)2

✧
Tp = T0

√
1 + (2φ

(2)
03

/T 2
0 )2

➩➹➧
α = 2φ

(2)
03

/[T 4
0 + (2φ

(2)
03

)2]
✖❇❴✵➘

✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩➷➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧♠➘✸➫❱➸➭➩
ω(t)

➪❱➩➅➺➭➩➹➧♣➧❺➩■➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫✏➩➭➮◗➧✖➯r➬r➫❱➸Ô➘✸➬ ➾♣➩➽➩➹➫❧➧❺➩➭➻✛✜❱➮✗✧❐➬❦✖ ➩✩✖
ω(t) = ω03 + αt

✖
❴●✃ ➘✸➬r➾♣➩

θc

➪❱➩❳➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❀➸➹➧❺➬r➾♣➸➭➩✒➩➭➮◗➧✧➾♣➩➭➯r➬r➸➭➩✑✘➽➯✢✃ ➘✸➬r➾♣➩
θ
➪❱➩❳➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❀➯r➬r➻■➬ ➧❺➸➭➩❨✜✛➘✸➾✘➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩✩➪❱➩

❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾❡✜✛➘✸➾ ➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧❺➩

θc = θ ×
√

Tp

T0

.
✲ ❊ ❖✬✖ ◆❖❑✻✵

➵✴✃ ➦❱➫❧✜☞➥❊➬r➫❥➧✴➪❱➩➷➶❈➦❱➩Û➫✞➦❱➻➷➸➭➾♣➬✴❈✞➦❱➩✩✧✆➯r➩■➧❺➾❺➘✸➬ ➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧✖➪❐✃ ➦❱➫❱➩Û➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✍✘Ý➪❱➸➭➾♣➬ ➶❥➩❀➪❱➩✛✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩
➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➩■➪❱➬❋❢✯❏➭➾♣➩✬✜☞➩➭➦✠➪❱➩➅➺➭➩➭➯r➦❱➬✭➪❐✃ ➦❱➫❱➩■➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫✳➪❱➩✹❵✚➘✸➼❱➬❦✖❍❴✵➘●✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬❋✜✛➘✸➯r➩➽➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➅➾♣➸➭➮♣➬r➪❱➩➅➪✛➘✸➫❱➮
➯r➩✒➧❺➩➭➾♣➻➷➩

HR(t)
✧❀❈✞➦❱➬❹➮➭✃ ➸➭➺➭➾♣➬ ➧✚➻❀➘✸➬r➫❥➧❺➩➭➫✛➘✸➫✞➧

HR(t) = − h̄

2
Ω(t − τ ′)




0 0 0

0 0 eiα(t−τ ′)2

0 e−iα(t−τ ′)2 0


 ,

✲ ❊ ❖✬✖ ◆✻❍✠✵

➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫♣❈✞➦❱➩➲➯✢✃ ➥❊➫☎✜☞➩➭➦➨➧✚➾♣➸➭➸➭➺➭➾♣➬r➾♣➩➲➮♣➥❊➦❱➮ ➦❱➫❱➩✓✏ ➥❊➾♣➻➷➩✓✜❱➯r➦❱➮✧➺➭➥❊➻✛✜✛➘✸➺➹➧❺➩

HR(t) = − h̄

2
Ω(t − τ ′) [σxux(t) + σyuy(t)] ,

✲ ❊ ❖✬✖ ◆▲◆✮✵
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➥✩★
σx

➩➹➧
σy

➮♣➥❊➫✞➧ ➯r➩➭➮ ➻❀➘ ➧❺➾♣➬r➺➭➩➭➮✧➪❱➩❤❂✄➘✸➦❱➯r➬❍✪✛➘✸➼❱➬ ➧❺➦❱➩➭➯r➯r➩➭➮✗✧➨➩➹➧

ux(t) = cos[α(t − τ ′)2],
✲ ❊ ❖✬✖ ◆✻❜✠✵

uy(t) = − sin[α(t − τ ′)2].
✲ ❊ ❖✬✖ ◆▲■✮✵

exp [−i∆tHR(t)/h̄]
➩➭➮◗➧✒➘✸➯ ➥❊➾♣➮✧➪❱➥❊➫❱➫❱➸✿✜✛➘✸➾ ✠ ❋✶❍❖❞✓☛

exp [−i∆tHR(t)/h̄] =




1 0 0
0 cos ξ(t) [−iux(t) − uy(t)] sin ξ(t)
0 [−iux(t) + uy(t)] sin ξ(t) cos ξ(t)


 ,
✲ ❊ ❖✬✖ ◆▲❞✮✵

➘Ô➶❊➩➭➺
ξ(t) = −Ω(t − τ ′)∆t/2

✖◗✸✘➩✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧❜✧◗✜☞➥❊➦❱➾❅❈✞➦❱➩Û➯r➩❀➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯✯➪❱➦❬✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❥➘ ➧❺➩➭➦❱➾✴➺➭➥❊➫❥➶❥➩➭➾❊✒❊➩✩✧✄➬r➯
➩➭➮◗➧①➫❱➸➭➺➭➩➭➮♣➮♠➘✸➬ ➾❺➩✩➪❱➩✩➾♣➸➭➪❱➦❱➬r➾♣➩✩➯➴➘➲➶ ➘✸➯r➩➭➦❱➾✘➪❱➩

∆t
➘❪✱✛➫✶❈✞➦❱➩✩➯✢✃ ✪✛➘✸➻➷➬r➯ ➧❺➥❊➫❱➬ ➩➭➫

HR(t)
✜❱➦❱➬r➮♣➮♣➩ ✞❍➧♠➾♣➩✩➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➸

➺➭➥❊➻➷➻➷➩✴➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧➲➮♣➦❱➾❳➦❱➫✟✜✛➘✸➮✒➪❱➩➽➧❺➩➭➻✛✜❱➮✗✖❹➵✒➘✸➫❱➮❳➯r➩➭➮✒➮♣➬r➻➽➦❱➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮✒➘Ô➶❊➩➭➺■➪❱➩➭➮❳➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮✩➪❱➩✹❵✚➘✸➼❱➬❦✧
∆t

➶✸➘✸➯➴➘✸➬ ➧✭➧✢✔❩✜❱➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫✞➧ ❋P✏ ➮✗✧❥➬r➺➭➬✛➦❱➫❱➩ ➶ ➘✸➯r➩➭➦❱➾❃➪❱➩✩➚▼✧●❋✽✏ ➮✘➘✸➮♣➮♣➦❱➾♣➩✚➯➴➘❳➺➭➥❊➫❥➶❊➩➭➾❊✒❊➩➭➫❱➺➭➩✒➪❱➩ ➯➴➘✓✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❥➘ ➧❺➬r➥❊➫❍✖
❂✆➥❊➦❱➾❃➦❱➫■➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩❨✘❳➪❱➩➭➦❈❒■➫❱➬ ➶❊➩Ô➘✸➦❈❒ |1〉 ➩➹➧ |2〉 ✧❥➪❐✃ ➸➹➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩➭➮ ω1

➩➹➧
ω2

✲
ω1 < ω2

✵✄➯➴➘✒➺➭➥❊➫❱➪❱➬ ➧❺➬r➥❊➫
➪❐✃ ➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬r➺➭➬ ➧❺➸✒➪❐✃ ➦❱➫✂➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➩➭➾◗➧✚➪❱➩✿✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫Û➮♣➩➲➧❺➾❺➘✸➪❱➦❱➬ ➧✽✜✛➘✸➾ ➯✢✃ ➬r➫❱➸✗✒❥➘✸➯ ➬ ➧❺➸✒➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧❺➩✟✠ ➳❅❋☞☛

∣∣∣∣∣∆(t)
dΩ(t)

dt
− Ω(t)

d∆(t)

dt

∣∣∣∣∣ ≪ [∆2(t) + Ω2(t)]3/2,
✲ ❊ ❖✬✖▼❜✸➚✮✵

➥✩★
∆(t)

➩➭➮◗➧ ➯✢✃ ➸➭➺Ô➘✸➾◗➧P✘➽➯➴➘✴➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩✩✧❱➪❱➸■✱✛➫❱➬✷✜✛➘ ➾
∆(t) = ω2 − ω1 − ω(t)

✖❀❴●✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫●✜❱➾♣➸➭➺➭➸➭➪❱➩➭➫❥➧❺➩
➬r➯r➯ ➦❱➮◗➧❺➾♣➩❃➯r➩❙✏✔➘✸➬ ➧❇❈✞➦❐✃ ➦❱➫✬✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩✘➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩❃➾❺➘✩✜❱➬r➪❱➩✯➾♣➩✗❈✞➦❱➬r➩➭➾◗➧✄➦❱➫❱➩❃➶✸➘✸➾♣➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➲➪❱➩✯➯✢✃ ➸➭➺Ô➘✸➾◗➧◗✘ ➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩
✲ ➩➹➧✩➪❱➥❊➫❱➺✴➪❱➩✖➯➴➘✦✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩➽➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧♠➘✸➫❱➸➭➩✕✵ ➩❍➧✒➪❱➩✖➯✢✃ ➩➭➫✞➶❊➩➭➯r➥✠✜❀✜☞➩✖➪❱➩✖➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫✂➮♣➦✖✕➷➮❺➘✸➻➷➻➷➩➭➫❥➧✩➯r➩➭➫✞➧❺➩✩✧
➘✸➬r➫❱➮♣➬❙❈✞➦❐✃ ➦❱➫❱➩Û➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮❺➬ ➥❊➫❧➪❐✃ ➘✸➬r➾♣➩■➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫✞➧✿✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➩✩✖✄➵✒➘✸➫❱➮❅q✩➘ ❊ ✧✵➯➴➘✂➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮❺➘ ➧❺➬ ➥❊➫❧➪❐✃ ➦❱➫❬✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩
➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✒➩➭➮◗➧✚➮♣➥❊➦❱➻➷➬r➮♣➩✿✘➅➦❱➫❱➩➲➺➭➥❊➫❥➧❺➾❺➘✸➬r➫❥➧❺➩❳➻❀➘❝★◗➩➭➦❱➾♣➩➅❮❱➯➴➘➅➪❱➦❱➾♣➸➭➩➲➪❱➩➲➯✔✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫Û➪❱➩➲➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩❳➩➭➮◗➧
➯r➬r➻■➬ ➧❺➸➭➩✹✜✛➘✸➾✖➯✢✃ ➬r➫✞➧❺➩➭➾◗➶ ➘✸➯r➯ ➩■➪❱➩➷➧❺➩➭➻✛✜❱➮✖➪❱➥❊➫❥➧➽➥❊➫▲➪❱➬r➮❊✜☞➥❊➮♣➩✛✜☞➥❊➦❱➾✖➻❀➘✸➫❱➬✴✜❱➦❱➯r➩➭➾➲➺✫✪✛➘✩❈✞➦❱➩②✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧➽➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮
✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯✆➬r➫❱➪❱➬ ➶❈➬r➪❱➦❱➩➭➯r➯ ➩➭➻■➩➭➫✞➧✩➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➬r➯✵➮♣➩➽➧❺➾♣➥❊➦➨➶❊➩➽➪✛➘✸➫❱➮✒➯➴➘❀➾♣➸✗✒❊➬r➥❊➫✳➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✖❍❂✆➥❊➦❱➾✒➸➹➶ ➘✸➯r➦❱➩➭➾✒➺➭➩➹➧
➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶✸➘✸➯r➯r➩Û➪❱➩✂➧❺➩➭➻✛✜❱➮✗✧❃➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➥❊➫❱➮➷➯➴➘⑤✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫➆➪❱➩Ý➺➭➥❊➦❀✜❱➦❱➾♣➩

f(r)
➘✸➮♣➮♣➥❈➺➭➬r➸➹➩✳✘❧➯➴➘✳➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫➆➪❱➩

➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✩✖❍♠●➯r➯r➩✴➩➭➮◗➧➲➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧♠➸➭➩■➮♣➦❱➾❳➯➴➘✛✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖●❋✶❜❩✧✌➥✩★❧➫❱➥❊➦❱➮❳➘ï➶❊➥❊➫❱➮➲➘✸➦❱➮♣➮♣➬✄➧❺➾❺➘✸➺➭➸➅➯➴➘②✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸
P as

total(t)
➪❱➸■✱✛➫❱➬r➩✟✜✛➘✸➾➱➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘❅➧♠➬ ➥❊➫ ❊ ❖✬✖ ❏✸➚❵➩➹➧Ý➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➸➭➩✳➩➭➫↔➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮❺➘✸➫✞➧Û➺➭➩➹➧♣➧❺➩⑤✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❍✖①➵✴✃ ➘✩✜❱➾❊❏➭➮✂➯r➩➭➮

➶ ➘✸➾♣➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮❃➪❱➩
f(r)

✧✞➥❊➫②✜☞➩➭➦➨➧①➺➭➥❊➫❱➮♣➬r➪❱➸➭➾♣➩➭➾✺❈✞➦❐✃ ➦❱➫✶✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧①➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩❨✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯✛➮♣➩✚➧❺➾♣➥❊➦➨➶❥➩✚➪✛➘✸➫❱➮✘➯➴➘➲➾♣➸✗✒❊➬r➥❊➫
➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩➷➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❱➩➷➯➴➘➱➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩➷➬r➫✞➧❺➩➭➾♣➫✞➦❱➺➭➯r➸Ô➘✸➬r➾♣➩■➩➭➮◗➧✴➮♣➦❀✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾♣➩✶✘ ❋✩■ ☞ ✧✵➮♣➥❊➬ ➧❤✜☛➥❊➦❱➾ t > 650✏ ➮✗✖❉❱✩➦▲➪❱➩➭➯ ✘✂➪❱➩❀➺➭➩➹➧✴➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧❜✧✵➥❊➫✠➪❱➬r➮❊✜☞➥❊➮♣➩➷➪❐✃ ➦❱➫ ➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶✸➘✸➯r➯r➩➅➪❱➩■➧❺➩➭➻✛✜❱➮✖➪❱➩➷➯✢✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩■➪❱➩ ❜✸➚❊➚●✏ ➮❤✜☞➥❊➦❱➾
➻❀➘✸➫❱➬✴✜❱➦❱➯r➩➭➾✖➯r➩②✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧➅➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✗✧✭➺➭➩●❈✞➦❱➬✘➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪ ✘

Tp ≃ ❋✶❜▲❍☎✏ ➮✗✖◗❴✵➘♣✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖●❋✩■✳✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➩
➯✢✃ ➸➹➶❊➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫Ý➪❱➩➭➮✑✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✚➪❱➩✴➯➴➘✛✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➽➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✴➩➹➧✒➪❱➩✴➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |E〉 ➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❐✃ ➥❊➫✳➻❀➘✸➫❱➬✴✜❱➦❱➯r➩➯r➩✓✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾P✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✩➪❐✃ ➥✸➫❱➪❱➩➭➮❨✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯❦✧➨➯r➩➭➮ ➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮ ➮♣➥❊➫✞➧✚➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➸➭➮✩➩➭➫❲✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✂➪❱➦Ý➮♣➬✴✒❊➫❱➩➲➪❱➩✖➯➴➘
➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩✖➪❱➩✿✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✴➪❱➩✖➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✂➪❱➩➲➺➭➥❊➫✞➧❺➾❊✐❊➯r➩✩✖♦✸✘➩➭➯r➯r➩✤▲✰➺➭➬❹➩➭➮◗➧✩➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮♣➸➭➩❤✜✛➘✸➾ ➦❱➫❱➩✖➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫
❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩ |φ(2)

03
| = 3900

✏ ➮
2
➩➹➧■➦❱➫❱➩✂➘✸➬r➾♣➩

θc ≃ 3,6π
✖ ✈ ➫❵➶❊➥❊➬ ➧➅➯➴➘♣✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫ ➪❱➩➱➯➴➘✈➾♣➸✗✒❊➬r➥❊➫

➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩⑤✲ ➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮➽➩➭➫ ➧❺➬r➾♣➩➹➧✤✵❳➪❱➬r➻➷➬r➫✞➦❱➩➭➾❤✜❱➾♣➥✠✒❊➾♣➩➭➮♣➮♣➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧✦✜☞➥❊➦❱➾✖➧❺➩➭➫❱➪❱➾♣➩❀➶❊➩➭➾♣➮✦❳➭➸➭➾♣➥✳➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❱➩
➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫Ý➩➭➮◗➧✩➧❺➩➭➾♣➻➷➬r➫❱➸➭➩✩✧☛➺➭➩❅❈✞➦❱➬✄➬r➫❱➪❱➬✴❈✞➦❱➩✖➦❱➫Ý➧♠➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➩➭➾◗➧✚➧❺➥✸➧♠➘✸➯✵➪❱➦✳✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❳➪❐✃ ➥✸➫❱➪❱➩➭➮✑✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯✵➪✛➘✸➫❱➮
➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |E〉 ✖❉✸✘➩✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧❜✧❹➶❊➩➭➾♣➮➲➯➴➘✛✱✛➫✠➪❱➩➅➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✳➪❱➩➅➺➭➥❊➫✞➧❺➾❊✐❊➯r➩✩✧✌➯➴➘✶✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✳✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➩➷➪✛➘✸➫❱➮➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |E〉 ✲ ➺➭➥❊➦❱➾♣➼☛➩➭➮✴➩➭➫✍✜☞➥❊➬r➫❥➧❺➬r➯r➯ ➸✕✵✚➪❱➩➹➶❈➬r➩➭➫✞➧✴➮♣➦❀✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾♣➩②✘Ý➯➴➘●✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✏➬r➫❱➬ ➧❺➬➴➘ ➯r➩➹➻➷➩➭➫❥➧❤✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➩➪✛➘✸➫❱➮➽➯➴➘✈➾♣➸✗✒❊➬r➥❊➫ ➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✧✄➺➭➩●❈✞➦❱➬✘➬r➫❱➪❱➬✴❈✞➦❱➩②❈✞➦❱➩➱➫❱➥❊➦❱➮➅➘ï➶❊➥❊➫❱➮✴➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➱➪✛➘✸➫❱➮➽➺➭➩➹➧➅➸➹➧♠➘ ➧➅➦❱➫❱➩
✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩Û➪❱➦s✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧■➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩●✜❱➬r➸✗✒❊➸➱➪✛➘✸➫❱➮➅➯r➩✶✜❱➦❱➬ ➧❺➮➽➪❱➩●✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯✧➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬❋❈✞➦❱➩✩✖❙✸✘➩➹➧■➩■❢✌➩➹➧■➩➭➮◗➧✛✜❱➯r➦❱➮
➻❀➘✸➾❊❈✞➦❱➸❳➯r➥❊➾♣➮❊❈✞➦❱➩➲➯➴➘➽➪❱➸➭➾♣➬ ➶❥➩➲➪❱➩✓✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✖➩➭➮◗➧❑✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬ ➶❊➩✛✲ ➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➲➾♣➥❊➦❀✒❊➩✕✵✤✖



✑✁� ✍✁�✙✍ ✂✧✤ ✝ ☎ ✟ ✦ ✂ ✟☛✝ ✓✔✤✞✝ ☞✎✦ ✂ ✝ ✝✑✏✆✟☛✡✕✝ � ✟ ✟☛✝ ✓✔✤✞✝ ☞✜✏ ✖ ✡✜✂✆☎✙✢✣☞✜✤✞✟☛✏ ❋✶❍▲❜

�✂✁☎✄✝✆❱❊ ❖✬✖●❋✶❜ ✎ ❝✛➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✠➪❱➩➷➺➭➥❊➦❀✜❱➦❱➾♣➩
f(r)

➪❱➸■✱✛➫❱➬r➮♣➮❺➘✸➫❥➧✴➯➴➘☎✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➷➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩■➪❱➩➷➯➴➘●✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥✸➫
➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩■➮♣➦❱➾➲➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |C〉 ✜☞➥❊➦❱➾❳➦❱➫❱➩➷➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫✏➪❱➩■➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩➅➪❱➩■➪❱➦❱➾♣➸➭➩ τ0 =

◆❊➚✶✏ ➮➲➩➹➧➲➪❱➩■➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾
➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✩➺➭➩➭➫❥➧❺➾❺➘✸➯r➩

λ03 =
❍❖■▲❞✖➫❱➻❲✖✻❂●➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸

P as
total(t)

➪❱➸■✱✛➫❱➬r➩❨✜✛➘✸➾✯➯✢✃ ➸✗❈✞➦✛➘ ➧❺➬r➥❊➫ ❊ ❖✬✖ ❏❊➚▼✧✞➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯ ➸➭➩✚➩➭➫
➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮❺➘✸➫✞➧✧➯➴➘❅✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✂➪❱➩➲➺➭➥❊➦❀✜❱➦❱➾♣➩✖➘✸➮♣➮♣➥❈➺➭➬r➸➭➩❤✘➅➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫➱➪❱➩➲➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✩✖

✸✘➩❨✜❀✪❱➸➭➫❱➥❊➻✛❏➭➫❱➩❨✜☞➩➭➦➨➧①➮♣➩✩➺➭➥❊➻✛✜❱➾♣➩➭➫❱➪❱➾♣➩✩➮♣➬☛➥❊➫Û➾♣➩✗✒❥➘✸➾♣➪❱➩✚➪❱➩❨✜❱➯r➦❱➮✰✜❱➾❊❏➭➮✘➯➴➘✓✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫
P as

total(t)
✖❩♠●➫

➩■❢✌➩➹➧❜✧❐➥❊➫✏➶❊➥❊➬ ➧✓❈✞➦❐✃ ➘✸➦✠➘✸➯r➩➭➫✞➧❺➥❊➦❱➾✩➪❱➩
t = 1150

✏ ➮❳➩➭➯r➯r➩✬✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➩■➦❱➫❱➩✹✜☛➩➹➧❺➬ ➧❺➩➅➩❍❒➨➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➮❺➘✸➫❱➺➭➩✹❈✞➦❱➩➅➯✢✃ ➥❊➫
✜☞➩➭➦➨➧✭➘✸➮♣➮♣➥❈➺➹➬r➩➭➾✄➘✸➦❤✜❱➬r➺❃➪❱➩✯➯➴➘✽✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫

f(r)
➩➭➫

r = 2, 4 ☞ ✖❪✸✘➩➹➧♣➧❺➩✘➩❍❒➨➺➭➾♣➥❊➬r➮♣➮❺➘✸➫❱➺➭➩❃➧♠➾❺➘✸➪❱➦❱➬ ➧✆➮♣➬r➻✛✜❱➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧
➯r➩P✏✔➘✸➬ ➧✰❈✞➦❐✃ ✘✖➺➭➩➹➧①➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫✞➧✯➯r➩❑✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧①➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮❡✜❱➬r➸✗✒❊➸✚➪✛➘✸➫❱➮✯➯r➩❑✜❱➦❱➬ ➧❺➮✯➪❱➩❨✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯☞➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✚➘✖➦❱➫❱➩
✜❱➾♣➥❊➼✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸✧➫❱➥❊➫➷➫✞➦❱➯r➯r➩✧➪❐✃ ✞➹➧❺➾♣➩ ➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸ ➪✛➘✸➫❱➮✯➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |E〉 ✜✛➘✸➾❃➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫■➪❱➩ ➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✩✧❥➩➹➧✯➺✸✃ ➩➭➮◗➧✘➺➭➩❈✞➦❱➬➨➮♣➩❡✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧✭➪✛➘✸➫❱➮✭➫❱➥✸➧❺➾♣➩✘➺Ô➘✸➮✗✖✠❂●➾♣➸➭➺➭➸➭➪❱➩➭➻➷➻➷➩➭➫✞➧❜✧✸➫❱➥❊➦❱➮●➘Ô➶❥➥❊➫❱➮✭➸➹➶❈➬ ➧❺➸✯➧❺➥❊➦➨➧✄➧❺➾♠➘ ➫❱➮❊✏ ➩➹➾♣➧✭➪❱➩❡✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫
➪❱➩✗✜❱➦❱➬r➮①➺➭➩➹➧♣➧❺➩✒➾♣➸✗✒❊➬r➥❊➫Û➪❱➩✒➯✢✃ ➩➭➮❊✜✛➘✸➺➭➩✒➩➭➫Û➺✤✪❱➥❊➬r➮♣➬r➮♣➮❺➘✸➫❥➧❇★◗➦❱➪❱➬r➺➭➬r➩➭➦❱➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✧➯r➩✚➪❱➸➭➯➴➘✸➬ ✜☞➥❊➻✛✜☞➩✤▲✰➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✩✖✻❱✵➶❥➩➭➺
➯r➩➭➮✆➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮❇✘✚➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩✘➪❱➩✙✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩①➫❱➸➭➺➭➩➭➮♣➮♠➘✸➬ ➾❺➩➹➮◗✜☞➥❊➦❱➾✆➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮♣➩➭➾✵➦❱➫✬✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩✘➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩❃➾❺➘✩✜❱➬r➪❱➩✩✧
➫❱➥❊➦❱➮✚➫❐✃ ➘Ô➶❥➥❊➫❱➮❑✜❱➯r➦❱➮ ➺➭➩➹➧♣➧❺➩❅✜☛➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸✩✧❱➺Ô➘ ➾✚➩➭➯r➯r➩➭➮ ➥❊➫❥➧✚➦❱➫✈➮♣➦❀✜❀✜☞➥❊➾◗➧✚➧❺➩➭➻✛✜☛➥❊➾♣➩➭➯✵➥✞➺➭➺➭➦❀✜✛➘✸➫✞➧❨❈✞➦✛➘✸➮♣➬r➻➷➩➭➫❥➧
➧❺➥❊➦➨➧✚➯r➩✿✜❱➯➴➘ ➧❺➩Ô➘✸➦❍✖ ✥✚➫❱➩✖➸➹➧❺➦❱➪❱➩✖➪❱➩✖➯➴➘➅➪▼✔❈➫✛➘✸➻➷➬✴❈✞➦❱➩✖➪❱➦❲✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮✩➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✩➸➹➶❊➥❊➯r➦✛➘✸➫❥➧✚➪✛➘✸➫❱➮✚➯r➩✿✜❱➦❱➬ ➧❺➮ ➪❱➩
✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯☞➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬❋❈✞➦❱➩P✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧✯➪❱➩✩➻➷➬r➩➭➦❈❒■➺➭➥❊➻✛✜❱➾♣➩➭➫❱➪❱➾♣➩❑✜☛➥❊➦❱➾❊❈✞➦❱➥❊➬☞➦❱➫❱➩✚➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩✚➪❱➩❑✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➹➩✑✜☞➥❊➮♣➬ ▲
➧❺➬ ➶❊➩❳➺➭➥❊➫❱➪❱➦❱➬ ➧❑✘➅➦❱➫➱➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➩➭➾◗➧ ➪❱➩✿✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫●✜❱➯r➦❱➮①➬r➻✛✜☞➥❊➾◗➧♠➘✸➫❥➧❜✖❀❂✆➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧✚➯➴➘➽➪❱➦❱➾♣➸➭➩➲➪❱➩❳➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫
➪❱➩✖➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✩✧❱➺➭➩❤✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✩➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✚➮♣➩❤✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❊➩❳➶❊➩➭➾♣➮✚➯r➩✿✜☞➥❊➬ ➫✞➧ ➪❱➩✖➾♣➩➭➼❱➾♣➥❊➦❱➮♣➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✩➩❍❒❈➧❺➩➭➾♣➫❱➩❅❈✞➦❐✃ ➬r➯✵➘ ➧❯▲
➧❺➩➭➬r➫❥➧❑✘✬✜☞➩➭➦☎✜❱➾❊❏➭➮❑✘➽➯➴➘❅✱✛➫✂➪❱➩❳➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫❍✧❈➻➷➥❊➦➨➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧ ➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☛➥❊➫❱➪✛➘✸➫✞➧❑✘➅➦❱➫❱➩➲➘✸➦❀✒❊➻➷➩➭➫❥➧❍➘❅➧♠➬ ➥❊➫➱➪❱➦



❋✶❍❖■ ✝✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✏✑✁� ✍✎✞ ✟ ✟ ✝ ☞✄✝ ☞✎✦ ✂ ☎✞✡✌✚ ✝ ✝✑✏✕✏✌✓ ✁✜✝ ✂ ✟☛✝ ✓ ✤ ✝ � ✟ ✤✞☞✎✢✣✓✔✦ ✚ ✁✆✟ ✦ ☞

�✂✁☎✄✝✆ ❊ ❖✬✖●❋✩■✡✎♣♠✭➶❊➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫✈➪❱➩➭➮✑✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✚➪❱➩➽➯➴➘✛✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✴➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩☎✲î➧❺➬r➾♣➩➹➧✤✵✧➩➹➧❳➪❱➩✴➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧ |E〉✲ ✜☞➥❊➬r➫❥➧❺➬r➯ ➯ ➸✕✵✒➪❱➦❱➾❺➘✸➫❥➧✴➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫❧➪❱➩❀➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✛✘Ý➪❱➸➭➾♣➬ ➶❥➩➷➪❱➩✛✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✩✖◗❴❹➩➭➮❅✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩➭➮✖➪❱➩❀➺➭➩➹➧♣➧❺➩
➪❱➩➭➾♣➫❱➬✴❏➭➾♣➩❳➮♣➥❊➫❥➧➲❮ |φ(2)

03
| = 3900

✏ ➮
2
✲ ➬❦✖ ➩✩✖

Tp = 165
✏ ➮✫✵✘➩➹➧

θc ≃ 3,6π
✲ ➬❦✖ ➩✩✖

θ = 2π
✵✤✖③❴❹➩➭➮✧➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮ ➩➭➫

➾♣➥❊➦❀✒❊➩➭➮✿✲ ➾♣➩➭➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧ ➫❱➥❊➬r➾✫✵❃➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪❱➩➭➫❥➧❑✘➽➦❱➫❱➩✒➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩❳➪❱➩❨✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✿✜☛➥❊➮♣➬ ➧❺➬ ➶❥➩✦✲ ➾♣➩➭➮❊✜☞➩➭➺❍➧♠➬ ➶❥➩✤▲
➻➷➩➭➫❥➧ ➫❱➸✗✒❥➘ ➧❺➬ ➶❥➩✕✵✤✖

✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯❱➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯
DEC(r) = VE(r)−VC(r)

✖✮❴❹➩✽✜❱➾♣➥❈➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮✯➪❱➩✧➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➩➭➾◗➧✯➘✸➦➅➶❊➥❊➬r➮♣➬r➫✛➘✩✒❊➩①➪❱➩
r =➳❩✧ ❑ ☞ ➩➭➮◗➧✴➪❐✃ ➘✸➦➨➧♠➘✸➫✞➧❤✜❱➯r➦❱➮➲➩✘✕➷➺Ô➘✸➺➭➩②❈✞➦❱➩➷➯➴➘✶✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩Û➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧♠➘✸➫❱➸➭➩■➮❺➦❱➬ ➧✖➯✢✃ ➸➹➶❥➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫✏➪❱➦✍✜☛➥✸➧❺➩➭➫✞➧❺➬r➩➭➯

➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯❐➩➭➫✂➺➭➩✿✜☛➥❊➬r➫✞➧❜✧➨➺➭➩✿❈✞➦❱➬❐➮♣➩➭➻➅➼❱➯r➩ ✞➹➧❺➾♣➩➲➯r➩✒➺Ô➘✸➮P✜☞➥❊➦❱➾✧➦❱➫❱➩❳➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫●✘➅➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩❳➪❱➩✓✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩
✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬ ➶❊➩✩✖◆❂✆➥❊➦❱➾➽➾♣➩➭➻➷➸➭➪❱➬r➩➭➾✬✘✈➺➭➩❀➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➩➭➾◗➧➅➪❱➩✶✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫▲➬r➫❱➪❱➸➭➮♣➬r➾❺➘✸➼❱➯ ➩✩✧✆➬r➯✙✏✔➘✸➦➨➧➽➾♣➸➭➪❱➦❱➬r➾♣➩❀➯➴➘✈➪❱➦❱➾♣➸➭➩
➪❱➩✒➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫➷➪❱➩✒➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✒➘❪✱✛➫✶❈✞➦❐✃ ➩➭➯r➯r➩✩➫❐✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾❺➘✩✒❊➬r➮♣➮♣➩❨✜✛➘✸➮✧➘Ô➶❊➩➭➺✒➯➴➘✖➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯r➩❑✜☛➩➭➫❱➪✛➘✸➫✞➧✧➯➴➘✿✏ ➩➭➫ ✞➹➧❺➾♣➩
➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯ ➯r➩①➥✩★■➯r➩❡✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✯➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✽❈✞➦✛➘✸➮♣➬ ▲✰➯r➬r➸✘➮♣➩✧➧❺➾♣➥❊➦➨➶❊➩ ➩➭➫

r = 2, 4 ☞ ✖ ✎ ➘✸➬r➮●➪✛➘✸➫❱➮●➺➭➩ ➺Ô➘✸➮✗✧❊➯r➩✧➺➹➾❺➬ ➧✫❏➹➾❺➩➪❐✃ ➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬r➺➭➬ ➧❺➸✖➫❐✃ ➩➭➮◗➧✓✜❱➯r➦❱➮❳➘✸➦❱➮♣➮♣➬✄➼❱➬r➩➭➫✳➮❺➘ ➧❺➬r➮❯✏✔➘✸➬ ➧❜✧☛➩➹➧❳➬r➯✷✔✳➘❀➺➭➥❊➻✛✜☞➸➹➧❺➬ ➧❺➬r➥✸➫✈➩➭➫❥➧❺➾♣➩➽➯r➩➭➮✒➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯r➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮✚➪❱➩
❵✚➘✸➼❱➬✛➩➹➧①➯ ➩❑✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩✩➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✧❥➪❐✃ ➥✩★❀➦❱➫➷➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➩➭➾◗➧✘➪❱➩❑✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✹❈✞➦❱➬☛➫❐✃ ➩➭➮◗➧①➸✗✒❥➘✸➯ ✘➲➦❱➫❍✧❈➺➭➥❊➻➷➻➷➩
➯r➩✚➻➷➥❊➫❥➧❺➾♣➩➭➫✞➧✘➯r➩➭➮✘➮♣➬r➻➽➦❱➯➴➘ ➧❺➬ ➥✸➫❱➮✯➪❱➩✩➯➴➘✿✱③✒❊➦❱➾♣➩ ❊ ❖✬✖●❋✩❞▼✧❈➺Ô➘ ➯r➺➭➦❱➯r➸➭➩➭➮✺✜☞➥❊➦❱➾

φ
(2)
03

= −2100
✏ ➮

2
✲ ➬❦✖ ➩✩✖

Tp = 98✏ ➮✫✵①➩➹➧
θc = 56π

✲ ➬❦✖ ➩✩✖
θ = 40π

✵✤✖

✞☛✡ ☎✁�✎☎✞✝ ✝ ✏✥✤✪✒✔✙✜☞✟✩✫✣✜✏✥✤✪✩ ★✔✍ ✝ ★ ✕✆✩ ✝ ★✚✒ ✍✑✣✁✂✥★✚✩

➵✒➘✸➫❱➮✒➺➭➩➹➧♣➧❺➩➽➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❱➩✦✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✩✧☛➫❱➥❊➦❱➮❳➘Ô➶❊➥❊➫❱➮✒➸➹➧❺➦❱➪❱➬r➸❅✜❱➯r➦❱➮♣➬r➩➭➦❱➾♣➮✩➮♣➺✫✪❱➸➭➻❀➘✸➮✒➪❱➩➽➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩❤✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧❯▲
➧♠➘✸➫❥➧✘➪❱➩✩➻❀➘✸➫❱➬✴✜❱➦❱➯ ➩➭➾❃➯➴➘➲➪❱➬r➮◗➧❺➾♣➬r➼❱➦➨➧❺➬r➥✸➫➷➪❐✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✚➺➭➬r➫❱➸➹➧❺➬✴❈✞➦❱➩✚➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩ ➪❱➩➭➮✺✏ ➾❺➘✩✒✸➻➷➩➭➫✞➧❺➮✙✜❱➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧❺➮✰✜✛➘✸➾✯➯➴➘
✜❱➾♣➸➭➪❱➬r➮♣➮♣➥❈➺➭➬➴➘❅➧♠➬ ➥❊➫✂➪❱➩❅q✩➘ ❊ ✖ ✸✘➩➭➮✩➮♣➺✫✪❱➸➭➻❀➘✸➮ ➧❺➬r➾♣➩➭➫❥➧❑✜✛➘✸➾◗➧❺➬❹➪❱➩✖➯➴➘➅➪❱➬r➮♣➮♣➥✞➺➭➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫●✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫❥➧❺➸➭➩➲➪❱➩✖➯➴➘➅➻➷➥❊➯r➸✤▲



✑✁� ✍✁�✙✍ ✂✧✤ ✝ ☎ ✟ ✦ ✂ ✟☛✝ ✓✔✤✞✝ ☞✎✦ ✂ ✝ ✝✑✏✆✟☛✡✕✝ � ✟ ✟☛✝ ✓✔✤✞✝ ☞✜✏ ✖ ✡✜✂✆☎✙✢✣☞✜✤✞✟☛✏ ❋✶❍❖❞

�✂✁☎✄✝✆ ❊ ❖✬✖●❋✩❞ ✎②♠✭➶❥➥✸➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫Û➪❱➩➭➮P✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✘➪❱➩❳➯➴➘❅✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✒➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩✹✲î➧❺➾❺➘✸➬ ➧❡✜❱➯r➩➭➬r➫♦✵❃➩➹➧✧➪❱➩❳➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧
|E〉 ✲î➧❺➬r➾♣➩➹➧✤✵✚➪❱➦❱➾❺➘✸➫❥➧➲➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✳➪❱➩■➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✦✘➱➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩■➪❱➩✬✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✩✖❇❴❹➩➭➮✿✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏❍➧♠➾♣➩➭➮✒➪❱➩■➺➭➩➹➧♣➧❺➩➪❱➩➭➾♣➫❱➬✴❏➭➾♣➩✴➮♣➥❊➫✞➧➽❮

φ
(2)
03

= −2100
✏ ➮

2
✲ ➬❦✖ ➩✩✖

Tp = 98
✏ ➮✤✵ ➩➹➧

θc = 56π
✲ ➬❦✖ ➩✩✖

θ = 40π
✵✤✖✯❴✵➘❀➺➭➥❊➦❱➾♣➼☛➩➽➩➭➫

✜☞➥❊➬r➫❥➧❺➬r➯ ➯ ➸✒➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➩✖➯➴➘➅➮♣➥❊➻➷➻➷➩✒➪❱➩➭➮✚➪❱➩➭➦❈❒✂➺➭➥❊➦❱➾♣➼☞➩➭➮❑✜❱➾♣➸➭➺➭➸➭➪❱➩➭➫❥➧❺➩➭➮❜✖

➺➭➦❱➯r➩✩✧☞➩➹➧✒➾♣➩✗✜☛➥❊➮♣➩➭➫✞➧✒➮♣➦❱➾✒➯✢✃ ➘✩✜❀✜❱➯r➬ ➺Ô➘ ➧❺➬ ➥❊➫Ý➪❐✃ ➦❱➫❱➩✴➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫Ý➬r➫✞➧❺➩➭➫❱➮♣➩✴➩➭➫✳➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘✸➫❱➺➭➩➅➘Ô➶❥➩➹➺➽➯➴➘■➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫
➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩

3s −→ 3p
➪❱➦❧➮♣➥❈➪❱➬r➦❱➻❲✖✯❱✩➬r➫❱➮♣➬❦✧✌➥❊➫❧➩➭➮◗➧➲➺Ô➘✩✜✛➘✸➼❱➯r➩➅➪❐✃ ➬r➫❱➪❱➦❱➬r➾♣➩➽➦❱➫❱➩➽➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫✳➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❪▲

➫❱➬✴❈✞➦❱➩✈➪✛➘✸➫❱➮❀➯➴➘✠➾♣➸✗✒❊➬r➥❊➫ ➘✸➮❯✔❈➻✛✜➨➧❺➥✸➧❺➬✴❈✞➦❱➩Ý➦❱➫❱➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✧✯➩➹➧❀➶❈➬➴➘✠➺➭➩➹➧♣➧❺➩✈➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫✐➪❱➩✈➻❀➘✸➫❱➬✴✜❱➦❱➯r➩➭➾■➯➴➘
✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫Û➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✒➫✞➦❱➺➭➯r➸Ô➘✸➬r➾♣➩✩➪❱➩✒➺✫✪✛➘✩❈✞➦❱➩✓✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧ ➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮❡✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯❦✖▼✸✘➩➹➧♣➧❺➩✓✜☞➥✸➮❺➮♣➬r➼❱➬ ➯r➬ ➧❺➸✚➪❱➩✒➻❀➘✸➫❱➬✴✜❱➦❱➯r➩➭➾
➯➴➘✑✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫■➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✚➫✞➦❱➺➭➯r➸Ô➘✸➬r➾♣➩✧➪❱➩✚➯➴➘❳➻➷➥❊➯r➸➭➺➭➦❱➯ ➩✧➩➭➫Û➘✩✒❊➬ ➮❺➮❺➘✸➫❥➧❃➮♣➦❱➾✯➯➴➘✓✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✧➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➥❊➫❱➬✴❈✞➦❱➩ ➪❱➩ ➯➴➘✑✏ ➥❊➫❱➺✤▲
➧❺➬r➥❊➫❀➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✩➧❺➥✸➧♠➘✸➯ ➩❑✜☞➩➭➦➨➧ ✞➹➧❺➾♣➩✩➶❈➦❱➩✒➺➹➥❊➻➷➻➷➩✚➦❱➫❱➩✒➺➭➥❊➫❱➮♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺Ô➩❳➪❱➩✩➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➾♣➬r➺Ô➘ ➧❺➬ ➥❊➫➷➫✛➘ ➧❺➦❱➾♣➩➭➯r➯r➩ ➩❍❒➨➬r➮◗➧♠➘✸➫✞➧
➩➭➫❥➧❺➾♣➩■➺➭➩➭➮➲➪❱➩➭➦❈❒❧➪❱➩✗✒❊➾♣➸➭➮➲➪❱➩■➯r➬r➼☛➩➭➾◗➧❺➸✩✖❍♠●➯r➯r➩➽➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧❺➩➅➪❱➩■➯➴➘❀➶ ➘✸➾♣➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✳➪❱➩■➯➴➘✛✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✏➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩■➸➭➯r➩➹➧❺➾♣➥❪▲
➫❱➬✴❈✞➦❱➩➱➘Ô➶❥➩➭➺Û➯➴➘✈➪❱➬r➮◗➧♠➘✸➫❱➺➭➩Û➬r➫❥➧❺➩➭➾♣➫✞➦❱➺➭➯r➸Ô➘✸➬r➾♣➩ ✠ ❋✶❜❊➳✒☛❦✖◆❴❹➩➭➮➽➮♣➺✤✪❱➸➭➻❀➘ ➮➅➪❱➸➭➻➷➥❊➫❥➧❺➾♣➸➭➮➽➬r➺➭➬①➘Ô➶❊➩➭➺➱➦❱➫❱➩Û➥❊➦❵➪❱➩➭➦❈❒
➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮✩➪❱➩➽➺➭➥❊➫✞➧❺➾❊✐❊➯r➩✴➮♣➥❊➫❥➧✑✏✔➘✸➺➭➬r➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧✑✒❊➸➭➫❱➸➭➾❺➘✸➯r➬r➮❺➘✸➼❱➯r➩➭➮✑✘❀➦❱➫✟✜❱➯r➦❱➮❨✒❊➾❺➘✸➫❱➪✏➫❱➥❊➻➽➼❱➾♣➩➽➪❱➩✦✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮
➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮✰✜✛➘ ➾♣➧❺➬r➩➹➯r➮✗✖✻✸✯➩✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧❜✧✞➪❱➦✹✏✔➘✸➬ ➧●➪❱➩✧➯➴➘✒➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫■➪✛➘✸➫❱➮❃➯r➩❡✜❱➦❱➬ ➧❺➮●➪❱➩P✜☞➥✸➧❺➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯✛➘✸➪❱➬➴➘✸➼✛➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✧
➯r➩❨✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧ ➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➹➮✽✜❱➬r➸✗✒❊➸✒➮➭✃ ➸➹➧♠➘✸➯r➩✩➾❺➘✩✜❱➬r➪❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✧❈➺➭➩✓❈✞➦❱➬✌➯r➬r➻■➬ ➧❺➩✚➩➭➫●✜❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✒➯r➩✩➫❱➥❊➻➽➼❱➾♣➩✩➪❱➩✓✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧❺➮
➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮❑✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯r➮①➻❀➘✸➫❱➬✴✜❱➦❱➯➴➘✸➼❱➯ ➩➭➮✽✘■➮♣➬ ❒➱➥❊➦Ý➮♣➩✗✜➨➧❜✖

♠●➫❧➦➨➧♠➬ ➯r➬r➮❺➘✸➫❥➧✒➦❱➫❱➩➅➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫✳➪❱➩✹❵✚➘✸➼❱➬✭➪❐✃ ➘✸➬r➾♣➩
2π

➫❱➥❊➦❱➮❳➮♣➥❊➻➷➻➷➩➭➮✒➺Ô➘✩✜✛➘✸➼❱➯r➩➅➪❱➩➅➻➽➦❱➯ ➧❺➬✴✜❱➯ ➬ ➩➭➾✩➯➴➘
✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫➱➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➲➫❈➦❱➺➭➯r➸➭➘✸➬r➾♣➩❳➪❱➩➲➫❐✃ ➬r➻✛✜☛➥❊➾◗➧❺➩✑❈✞➦❱➩➭➯❉✜✛➘✩❈✞➦❱➩➹➧✚➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➭➮P✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➯❍✜✛➘✸➾ −1

✖❀✼✄➘✸➫❱➪❱➬r➮✽❈✞➦❐✃ ➦❱➫❱➩
➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❜➪❱➩✟❵✚➘✸➼❱➬✒➪❐✃ ➘✸➬r➾♣➩
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➩❍❒➨➬r➮◗➧❺➩✧➦❱➫❱➩P✪❱➥❊➻➷➥✸➧❆✪❱➸➹➧❺➬r➩✘➩➭➫❥➧❺➾♣➩ ➯r➩➭➮✭➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩➭➮✄➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯➨➩➹➧❙✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯❹❮

t = φ(2)(ω−ω0)
✖❥➵✒➘✸➫❱➮●➺➭➩

➺➭➥❊➫❥➧❺➩❍❒❈➧❺➩✩✧✸➫❱➥❊➦❱➮✭➘Ô➶❥➥❊➫❱➮✄➻➷➥❊➫❥➧❺➾♣➸✰❈✞➦❐✃ ➩➭➫➽➪❱➩✗✪❱➥❊➾♣➮✄➪❐✃ ➦❱➫➽➬r➫✞➧❺➩➭➾◗➶ ➘✸➯r➯r➩❃➪❱➩✯➧❺➩➭➻✛✜❱➮✆➪❱➩✘➪❱➦❱➾♣➸➭➩✺✜❱➾♣➥✠✜☞➥❊➾◗➧❺➬r➥❊➫❱➫❱➩➭➯r➯ ➩
✘✂➯➴➘✂➾❺➘✸➺➭➬r➫❱➩■➺Ô➘✸➾♣➾♣➸➭➩❀➪❱➩➷➯➴➘➱➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫⑥❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩✧✵➥❊➫✍✜☛➥❊➦➨➶✸➘✸➬ ➧➲➧❺➾❺➘✸➫❱➮❊✜☞➥❊➮♣➩➭➾✖➺➭➩②❈✞➦❱➩➷➯✢✃ ➥❊➫✟✏✔➘✸➬r➮❺➘✸➬ ➧
➮♣➦❱➾✒➯r➩✖➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➅➪❱➩✴➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫Ý➪✛➘✸➫❱➮✒➯ ➩✴➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩➲➧❺➩➭➻✛✜☛➥❊➾♣➩➭➯❦✖ q✚➥❊➦❱➮✒➫❱➥❊➦❱➮✒➮♣➥❊➻➷➻➷➩➭➮✚➩➭➫❱➮♣➦❱➬ ➧❺➩➽➮♣➩➭➾◗➶❈➬r➮
➪❱➩➅➺➭➩■➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧✓✜☞➥❊➦❱➾❳➻❀➘✸➫❱➬✴✜❱➦❱➯r➩➭➾✩➯r➩➭➮✒➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮✩➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧♠➮✗✖❉♠●➫✠➘✩✜❀✜❱➯r➬✴❈✞➦✛➘✸➫❥➧❳➦❱➫❧➮❺➘✸➦➨➧✖➪❱➩✦✜❀✪✛➘✸➮♣➩
➪❱➩

π
➪✛➘✸➫❱➮➷➯r➩Ý➪❱➥❊➻❀➘✸➬ ➫❱➩✂➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯❦✧❃➫❱➥❊➦❱➮❀➘Ô➶❥➥❊➫❱➮➷➸➹➧❺➸Ý➺Ô➘✩✜✛➘✸➼❱➯r➩➭➮➷➪❱➩♣✜❱➾♣➥✞➪❱➦❱➬r➾♣➩Ý➪❱➩➭➮➷➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮➅➩➭➫

➥✠✜❀✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫ ➪❱➩✟✜❀✪✛➘✸➮♣➩⑥✜✛➘✸➾➱➾❺➘✩✜❀✜☛➥❊➾◗➧Ý➘✸➦❈❒❜➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮Û➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧♠➮✂➫❱➥❊➾♣➻❀➘✸➦❈❒✯✖P✸✘➩➹➧♣➧❺➩✠➩❍❒▼✜☛➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩
➸➹➧♠➘✸➫❥➧①➧❺➾❊❏➭➮✘➮♣➩➭➫❱➮♣➬r➼❱➯r➩✓✘✴➯➴➘✖➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫➷➪❱➦➱➪❱➬r➮❊✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏❐➪❱➩✩➻➷➬r➮♣➩✩➩➭➫②✏ ➥❊➾♣➻➷➩✩➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➸✩✧✞➩➭➯r➯r➩❑✜☞➥❊➦❱➾♣➾❺➘✸➬ ➧✘➮♣➩➭➾◗➶❈➬r➾
✘ ➧❺➩➭➮◗➧❺➩➭➾✗✧❪✜✛➘✸➾✆➩❍❒➨➩➭➻✛✜❱➯r➩✩✧❅➯r➩✰✜☛➥❊➦➨➶❥➥❊➬ ➾✆➪❱➩✘➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫➲➪❱➩➭➮✄➫❱➥❊➦➨➶❥➩Ô➘✸➦❈❒✴➻➷➥❈➪❱➦❱➯➴➘ ➧❺➩➭➦❱➾♣➮❇✘✚➺➭➾♣➬r➮◗➧♠➘✸➦❈❒✖➯r➬✴❈✞➦❱➬r➪❱➩➭➮
➺➭➥❊➻✛✜☞➥❊➾◗➧♠➘✸➫❥➧ ◆❖❑❥➚✬✜❱➬ ❒➨➩➭➯r➮✗✖

❱ ✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➾✄➪❱➩①➯✢✃ ➘✸➫✛➘✸➯r➥✠✒❊➬ ➩✯➩❍❒➨➬r➮◗➧♠➘✸➫✞➧●➩➭➫❥➧❺➾♣➩✧➯r➩➭➮✄➧❺➾♠➘ ➫❱➮❺➬ ➧♠➥✸➬r➾♣➩➭➮✭➺➭➥✩✪❱➸➭➾♣➩➭➫✞➧❺➮●➩➹➧❃➯➴➘✩➪❱➬❋❢✌➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫✴➪❱➩ ❝✛➾♣➩➭➮❄▲
➫❱➩➭➯✵➪❐✃ ➦❱➫❲✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦❲✒❥➘✸➦❱➮♣➮♣➬r➩➭➫♣✜✛➘✸➾ ➦❱➫✈➼☞➥❊➾♣➪Ý➪❐✃ ➸➭➺➭➾❺➘✸➫❍✧☞➫❱➥❊➦❱➮✩➘Ô➶❊➥❊➫❱➮✚➪❱➸➹➶❥➩➭➯r➥✠✜❀✜☛➸✩✧☛➧❺➥❊➦❪★◗➥❊➦❱➾♣➮ ➩➭➫✈➾♣➸✗✒❊➬r➻➷➩
✜☞➩➭➾◗➧❺➦❱➾♣➼✛➘ ➧❺➬❋✏❄✧ï➦❱➫✖➮♣➺✤✪❱➸➭➻❀➘✚➪❱➩✯➺➭➥❊➫❥➧❺➾❊✐❊➯r➩✙✜☛➥❊➦❱➾✆➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮♣➩➭➾❹➦❱➫❱➩✘➯r➩➹➫✞➧❺➬r➯ ➯r➩✭➪❱➩ ❝✛➾♣➩➭➮♣➫❱➩➭➯❈➪✛➘✸➫❱➮✆➯r➩❃➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩✭➧❺➩➭➻✦▲
✜☞➥❊➾♣➩➭➯❦✧✛➯r➩➭➫❥➧❺➬r➯r➯ ➩✓✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧♣➧♠➘✸➫❥➧✩➪❱➩✓✚❣✏ ➥❈➺Ô➘✸➯r➬ ➮♣➩➭➾❄✣✛✲ ➬❦✖ ➩✩✖☛➘✸➺➭➺➭➾♣➥✩❥r➧❺➾♣➩✕✵①➯➴➘✹✜☞➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➸➭➾♣➸➭➩✖➪✛➘✸➫❱➮✩➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧
✱✛➫✛➘✸➯❦✖✩❂✄➥❊➦❱➾✭➺➭➩➭➯➴➘▼✧ ➥❊➫➅➮♣➦❀✜❀✜❱➾♣➬r➻➷➩①➯r➩➭➮◆✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➮✭➪❱➩①➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫✴➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☛➥❊➫❱➪✛➘✸➫✞➧✯➘✸➦❈❒➽➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➭➮●➪❱➩➭➮❄▲
➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➮✗✖❥➵✒➘✸➫❱➮✭➯r➩✘➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩✯➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯❦✧ ➺➭➩➭➯➴➘✩➺➭➩①➧❺➾❺➘✸➪❱➦❱➬ ➧◆✜✛➘✸➾✄➦❱➫❱➩ ➘✸➦❀✒❊➻➷➩➹➫✞➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫✴➪❱➩①➯➴➘✚➺➭➥❊➻✛✜☛➥❊➮❺➘✸➫✞➧❺➩
➪❱➦■➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩❑✘✒➯➴➘❑✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩ ➪❱➩①➯➴➘✚➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➬r➥❊➫❍✖✠✸✘➥❊➻➷➻➷➩✘➬r➯❈➫❐✃ ✔➅➘✑✜✛➘✸➮✭➪❱➩❡✱✛➯ ➧❺➾♣➩➭➮✄➧❺➩➭➻✛✜☛➥❊➾♣➩➭➯r➮❙✘✒➯✢✃ ➸➭➺✫✪❱➩➭➯r➯r➩
➪❱➩■➯➴➘②✏ ➩➭➻✴➧❺➥❊➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❱➩✩✧✵➬r➯❇✏✔➘✸➦➨➧➲➦➨➧❺➬r➯r➬r➮♣➩➭➾✒➦❱➫✟✱✛➯ ➧❺➾♣➩➽➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯✙✜✛➘✸➮♣➮♣➬❋✏✺✜☛➥❊➦❱➾➲➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮♣➩➭➾✒➺➭➩➹➧♣➧❺➩■➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩✩✧
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➺➭➩❅❈✞➦❱➬✄➥❊➼❱➯ ➬✴✒❊➩❤✘❀➾♣➩➭➫❱➥❊➾♣➻❀➘✸➯r➬ ➮♣➩➭➾ ➯r➩➭➮✩➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩➭➮✒➻➷➬r➮✚➩➭➫♣✏ ➥❊➾♣➻➷➩❤✜☛➥❊➦❱➾✩➮♣➬r➻➽➦❱➯r➩➭➾ ➯✢✃ ➩■❢✌➩➹➧✩➪❱➩➽➯➴➘■➯r➩➭➫❥➧❺➬r➯r➯ ➩➲➪❱➩
❝✛➾♣➩➭➮♣➫❱➩➭➯❦✖❇❴●✃ ➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩➱➘Ý➸➹➧❺➸❀➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮♣➸➭➩➷➘ï➶❊➩➭➺❀➮♣➦❱➺➭➺✗❏➭➮✗✧●➘Ô➶❊➩➭➺❀➦❱➫❱➩Û➘✸➫✛➘✸➯❋✔❈➮♣➩➷➧❆✪❱➸➭➥❊➾♣➬✴❈✞➦❱➩➷➪❱➩➭➮➽➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧❺➮
➥❊➼➨➧❺➩➭➫✞➦❱➮❙✜❱➾♣➩➭➫✛➘✸➫❥➧●➩➭➫➅➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩①➯r➩➭➮✄➺➭➥❊➫✞➧❺➾❺➘✸➬r➫❥➧❺➩➭➮✄➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩➭➮P✲ ➯r➬r➻■➬ ➧♠➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮✆➪❱➦➅➪❱➬r➮❊✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏❱➪❱➩①➻➷➬r➮♣➩
➩➭➫②✏ ➥❊➾♣➻➷➩✚➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❱➮✗✧✞➩■❢✌➩➹➧❺➮✺✱✛➫❱➮✘➫❱➥❊➫●✜❱➾♣➬r➮✯➩➭➫➱➺➭➥❊➻✛✜➨➧❺➩✩➯r➥❊➾♣➮✯➪❱➩✩➯✢✃ ➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩✕✵✤✖ ❊ ➯☞➮♣➩➭➾❺➘✸➬ ➧①➬r➫❥➧❺➸➭➾♣➩➭➮❄▲
➮❺➘✸➫❥➧✚➪❱➩✖➾♣➩✗✜❱➾♣➩➭➫❱➪❱➾♣➩✖➺➭➩➹➧♣➧❺➩✖➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➩➭➫❱➺➭➩➽➘Ô➶❊➩➭➺✖➦❱➫Ý➪❱➬r➮❊✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏✆➪❱➩✖➻➷➬r➮♣➩❳➩➭➫☎✏ ➥❊➾♣➻➷➩➲➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮ ➘❜✔❥➘✸➫❥➧
◆❖❑❥➚✬✜❱➬ ❒➨➩➭➯r➮✗✖③❴✵➘➽➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫➱➸➹➧♠➘✸➫❥➧ ➻➷➩➭➬r➯r➯ ➩➭➦❱➾♣➩✩✧➨➬r➯✌➮♣➩➭➾❺➘✸➬ ➧ ➘✸➯r➥❊➾♣➮❡✜☞➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩❳➪❱➩❳➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮♣➩➭➾①➪❱➩➭➮✧➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮
➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮➲➘Ô➶❊➩➭➺➅➦❱➫✳✜❱➯r➦❱➮✑✒✸➾♠➘ ➫❱➪✏➫❱➥❊➻➽➼❱➾♣➩✴➪❱➩➽➻❀➘ ➾❺➺✫✪❱➩➭➮✗✖ ✈ ➫⑤✜☛➥❊➦❱➾♣➾♠➘ ➬ ➧❳➘✸➦❱➮♣➮♣➬✄➾♣➩➭➫❱➪❱➾♣➩➽➺➭➥❊➫❱➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➮
➯r➩➭➮✙✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩➭➮❃➪❱➦➷➺✫✪✛➘✸➻✛✜➷➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩✧➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯✛➪❱➥❊➫❱➫✛➘✸➫❥➧✯➪❱➩➭➮✯➬r➫✞➧❺➩➭➾❯✏ ➸➭➾♣➩➭➫❱➺➭➩➹➮✘➪❱➩➭➮◗➧❺➾♣➦❱➺➹➧❺➬ ➶❊➩➭➮✘➩➭➫➷➯r➩➭➮❃➻➅➦❱➯ ▲
➧❺➬✴✜❱➯r➬r➘✸➫❥➧✽✜✛➘✸➾ ➻➷➥❊➬r➫❱➮①➦❱➫❍✧☞➘Ô➶❊➩➭➺❤✜☞➥❊➦❱➾✚➘Ô➶✸➘✸➫❥➧♠➘✩✒❊➩✿✜✛➘✸➾✧➾❺➘✩✜❀✜☞➥❊➾◗➧❨✘➅➯➴➘➅➯r➩➭➫❥➧❺➬r➯r➯ ➩✒➪❱➩✛❝✛➾♣➩➭➮♣➫❱➩➭➯✵➪❱➩❳➧❺➾❺➘ï➶ ➘✸➬r➯r➯ ➩➭➾
✘➅➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✓✜✛➘✸➾✧➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫Û➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘✸➫✞➧❺➩✩✖♦q✚➥✸➧❺➥❊➫❱➮ ➘✸➦❱➮♣➮♣➬✷❈✞➦❐✃ ➩➭➫✈➻➷➩➭➮♣➦❱➾❺➘✸➫❥➧❑✘➅➺✫✪✛➘✩❈✞➦❱➩✖➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧ ➯➴➘✬✜☛➩➭➫✞➧❺➩
➪❱➩➭➮✯➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯r➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮✗✧❊➥✸➫❀➘✖➘✸➺➭➺✗❏➭➮✺✘❳➯➴➘✓✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➩✧➾♣➸➭➩➭➯r➯r➩✧➪❱➦➷➺✫✪✛➘✸➻✛✜➷➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩✩✖✻❴❹➩➭➮●➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➬ ➧❺➥❊➬r➾♣➩➭➮●➺➭➥✠✪❱➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮
✜☞➥❊➦❱➾♣➾❺➘✸➬r➩➭➫❥➧ ➪❱➥❊➫❱➺➲➮♣➩➭➾◗➶❈➬r➾P✘■➺Ô➘✸➾❺➘✸➺➹➧❺➸➭➾♣➬r➮♣➩➭➾✧➪❱➩➭➮✚➺✫✪✛➘✸➻✛✜❱➮ ➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩➭➮ ➻➷➬r➮①➩➭➫☎✏ ➥❊➾♣➻➷➩✩✖
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➦❱➫❱➩✩➸➭➺✫✪❱➩➭➯r➯r➩✚➪❱➩✩➫❱➬ ➶❥➩Ô➘✸➦❈❒❀➯ ➥❊➾♣➮❆❈✞➦❐✃ ➩➹➯r➯r➩✚➩➭➮◗➧①➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸➭➩✑✘✖➪❱➩➭➦❈❒✶✜❀✪❱➥✸➧❺➥❊➫❱➮✺✜✛➘✸➾✯➦❱➫❱➩✩➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫②✘✖➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩✩➪❱➩
✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✩✖❈➤❈➬❱➯r➩✘➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩ ➪❱➩✧➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯ ➮❺➬ ➥❊➫✴➩➭➮◗➧❃➮♣➦✖✕➷➮❺➘✸➻➷➻➷➩➭➫✞➧●➯➴➘✸➾❊✒❊➩✩✧ ➥❊➫✦✜☞➩➭➦➨➧❃➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➩➭➾●➦❱➫➅➻✟✞➭➻➷➩①➸➹➧♠➘ ➧
✱✛➫✛➘✸➯✌➶❈➬➴➘✦✜❱➯r➦❱➮♣➬r➩➭➦❱➾♣➮✧➸➹➧♠➘ ➧❺➮ ➬ ➫✞➧❺➩➭➾♣➻➷➸➭➪✛➘✸➬r➾♣➩➭➮✗✖❀♠●➫Ý➺✫✪✛➘✸➻✛✜●✏✔➘✸➬r➼❱➯r➩✩✧❈➺➭➩➭➮✚➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➮ ➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫❱➮✧➬r➫❥➧❺➩➭➾❯✏ ❏➭➾♣➩➭➫✞➧❜✧
➺➭➥❊➫❱➪❱➦❱➬r➮❺➘✸➫❥➧❙✘✚➯✢✃ ➥❊➼❱➮♣➩➭➾◗➶✸➘ ➧❺➬r➥❊➫✴➪❐✃ ➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥✸➫❱➮✆➪✛➘✸➫❱➮✄➯➴➘❑✜☛➥✠✜❱➦❱➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✖➪❱➩✘➯✢✃ ➸➹➧♠➘ ➧✄➩❍❒➨➺➭➬ ➧❺➸①➩➭➫❅✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✴➪❱➩✘➯➴➘
➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫②❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩✩➪❱➩✒➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❍✖❩✸✘➩➭➮①➥❊➮♣➺➭➬r➯r➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❱➮❃➥❊➫❥➧①➸➹➧❺➸✒➸➹➧❺➦❱➪❱➬r➸➭➩➭➮✘➩❍❒▼✜☞➸➭➾♣➬r➻➷➩➭➫❥➧♠➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧
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➪❱➩➭➮✽✏ ➾❺➘✩✒❊➻➷➩➭➫✞➧❺➮✗✧➨➩➹➧✚➪❱➥❊➫❱➺➲➫❱➥❊➦❱➮✚➘❪❢✌➾❺➘✸➫❱➺✫✪❱➬r➾❡✜❱➯r➦❱➮ ➥❊➦✂➻➷➥❊➬r➫❱➮①➪❱➩➭➮P✜❱➾♣➥❊➼❱➯✴❏➭➻➷➩➭➮✧➯r➬r➸➭➮✽✘➅➯➴➘➽➾♣➸➭➮♣➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫✂➪❱➦
➪❱➸➹➧❺➩➭➺➹➧❺➩➭➦❱➾✗✖





✑✒✢ ☎ ✟ ✦✑✏✕✝ ✓✔✤ ✏ ✦ ✟ ✢ ✝✑✤✞☞✆✟ ✏✌☞✜✏✄✟ ✦✠✟☛✡✜✂ ✁ ✓ ✟ ✡✆✟✒☞✜✏ ❋✩◆✻❍

☛✌✤✪✤✪★✄✂✎★ ☛

✞ ✬☞✝ ☞✪✙✜✩✫✣✜✏✥✤✪✩ ✙✜☞ ✬✭✣✜✤✪★✚☞✪✩✫★✚✩ ☞✪✙ ✍✫✕✘✛✥✒✔✏✥☞✟✕✫✍✑★✚✩

✸✘➩➹➧ ➘✩✜❀✜☞➩➭➫❱➪❱➬r➺➭➩✒➘❅✜☞➥❊➦❱➾✘➼❱➦➨➧①➪❐✃ ➬r➫❥➧❺➾♣➥❈➪❱➦❱➬r➾♣➩✚➯r➩➭➮✺✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜✛➘ ➯r➩➭➮✯➪❱➸■✱✛➫❱➬ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✘➾♣➩➭➯➴➘❅➧♠➬ ➶❥➩➭➮✘➘✸➦❈❒Û➬r➻✹✜❱➦❱➯ ▲
➮♣➬r➥❊➫❱➮✽✏ ➩➭➻✴➧❺➥❊➮♣➩➭➺➭➥❊➫❱➪❱➩➭➮✚➩➹➧ ➯r➩➭➮ ➫❱➥✸➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮①➦➨➧❺➬r➯r➬r➮♣➸➭➩➭➮✧➪✛➘✸➫❱➮ ➺➭➩➲➪❱➥❈➺➭➦❱➻➷➩➭➫❥➧❜✖

☛ ☎✡✠ � ★ ✝✪✕✘✗✚✩✫★✚✤✧✍✑✛✢✍✑✣✜✏✥✤✪✩ ✟ ✡✞☞✪✤✪★ ✣✡✬☞✝ ☞✪✙✜✩✫✣✜✏✥✤ ✙✜☞ ✬✭✣✜✤✪★✚☞✪✩✫★ ☞✪✙ ✍✫✕✘✛✥✒✔✏✥☞✟✕✫✍✑★

q✚➥❊➦❱➮➱➫❱➥✸➧❺➩➭➾♣➥❊➫❱➮
E(t)

➯r➩✈➺✤✪✛➘✸➻✛✜ ➸➭➯r➩➭➺➹➧❺➾♣➬✴❈✞➦❱➩✩✧✘➾♣➸➭➩➭➯❦✧✘➪❱➸➭➺➭➾♣➬ ➶✸➘✸➫❥➧➱➯r➩➭➮❀➶✸➘✸➾♣➬➴➘ ➧❺➬r➥✸➫❱➮➷➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯r➯r➩➭➮
➪❐✃ ➦❱➫❱➩✖➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫Û➯r➦❱➻➷➬r➫❱➩➭➦❱➮♣➩❳➩➹➧ E(t)

➮❺➘➅➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫Ý➺➭➥✸➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩❳➧❺➩➭➯r➯r➩✑❈✞➦❱➩

E(t) =
❵ ➩

[E(t)]
✲ ❱❅✖●❋❝✵

➘Ô➶❥➩➭➺

E(t) = A(t)eiΦ(t) ✲ ❱❅✖ ➳✠✵
➥✩★

A(t)
➩➹➧

Φ(t)
➮♣➥❊➫❥➧✚➾♣➩➭➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➬ ➶❥➩➭➻➷➩➭➫❥➧✩➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯ ➬ ➧❺➦❱➪❱➩✒➩➹➧✚➯➴➘✬✜❀✪✛➘✸➮♣➩➲➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯r➯r➩➭➮✗✖

➵✒➘✸➫❱➮✚➯r➩❳➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩✒➮❊✜☞➩➭➺❍➧♠➾❺➘✸➯❹➫❱➥❊➦❱➮ ➦➨➧❺➬r➯r➬ ➮♣➩➭➾♣➥❊➫✞➧✧➯r➩❳➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩✖➺➭➥❊➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩ Ẽ(ω)
➪❱➸■✱✛➫❱➬✷✜✛➘✸➾➲❮

Ẽ(ω) =

∫+∞

−∞
E(t)eiωtdt = a(ω)eiφ(ω) ✲ ❱❅✖ ❏✮✵

➥✩★
a(ω)

➩➭➮◗➧✚➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✒➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩➲➩➹➧
φ(ω)

➯➴➘✬✜❀✪✛➘✸➮♣➩✖➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩✩✖
❴✵➘P✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩

ω0

✘✚➯➴➘✩❈✞➦❱➩➭➯r➯r➩●➩➭➮◗➧✄➺➭➩➭➫❥➧❺➾♣➸➭➩
a(ω)

✧ï➩➭➮◗➧●➘✩✜❀✜☞➩➹➯r➸➭➩✙✏ ➾❺➸■❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩①➺➭➩➭➫❥➧❺➾❺➘✸➯r➩✯➥❊➦❅✜☛➥❊➾◗➧❺➩➭➦❱➮♣➩✩✖
✈ ➫➆➪❱➸■✱✛➫❱➬ ➧➷➘✸➦❱➮♣➮♣➬①➯➴➘♣✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✂➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫✞➧♠➘✸➫❱➸➹➩

ω(t)
➺➭➥❊➻➷➻➷➩Û➸➹➧♠➘✸➫❥➧■➯➴➘✈➪❱➸➭➾♣➬ ➶❥➸➭➩➱➪❱➩➱➯➴➘✳✜❀✪✛➘✸➮♣➩

➧❺➥✸➧♠➘✸➯r➩
Φ(t)

❮

ω(t) =
dΦ(t)

dt
= Φ̇(t).

✲ ❱❅✖ ❑✻✵

➤❈➬
ω(t)

➶✸➘✸➾♣➬r➩✂➘✸➦✐➺➭➥❊➦❱➾♣➮➷➪❱➩✂➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫❍✧✄➥❊➫ ✜✛➘✸➾♣➯r➩✂➘✸➯r➥❊➾♣➮➅➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮✹✘❧➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩✂➪❱➩☎✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➹➩
✲ ➺✫✪❱➬r➾❊✜❀➩➭➫Û➘✸➫❀✒❊➯➴➘✸➬r➮✫✵✤✖✞➤❈➬

ω(t)
➺➭➾♣➥✩❥r➧✑✲ ➾♣➩➭➮❊✜❍✖✞➪❱➸➭➺➭➾♣➥✩❥r➧✤✵❃➘✸➦➷➺➭➥❊➦❱➾♣➮✘➪❱➦➷➧❺➩➭➻✛✜❱➮✯➯➴➘❳➪❱➸➭➾♣➬ ➶❥➩✚➪❱➩P✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✒➩➭➮◗➧

➪❱➬ ➧❺➩✓✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬ ➶❊➩✛✲ ➾♣➩➭➮❊✜❍✖✛➫❱➸✗✒❥➘ ➧❺➬ ➶❥➩✕✵✤✖
✈ ➫✈➘✸➮♣➮♣➥❈➺➭➬r➩✿✘ E(t)

➯✢✃ ➬r➫✞➧❺➩➭➫❱➮♣➬ ➧❺➸✩➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯r➯r➩✩➻➷➥❝✔❊➩➭➫❱➫❱➸➭➩➲➮♣➦❱➾✚➦❱➫❱➩✿✜☛➸➭➾♣➬r➥❈➪❱➩➲➥✩✜➨➧♠➬❋❈✞➦❱➩✟✠ ❏✻❜✒☛●❮

It(t) =
1

2
|E(t)|2 ✲ ❱❅✖▼❍✠✵

➩➹➧❨✘ Ẽ(ω)
➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➬ ➧❺➸❳➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩➲➥❊➦Ý➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩ ✠ ❞ ❋☞☛❃❮

Iω(ω) = |Ẽ(ω)|2. ✲ ❱❅✖ ◆✮✵



❋✩◆▲◆ ✁✎✤ ✤✞☞✕✘✄☞☛✁

☛ ☎✆☎ �✌✕✘✛✥✤✣✟✪★✚☞✟✕✘✩ ★✄✂ ✝ ✗ ✕✘✣✡✬✭★✚✤✧✍✑✛✥✙✜★✚✩

� �☎✄✆�✮✪ ✣ ✚❯✿✶✽❀✸✑✴✩✸❅❂❃✯✱✰❬✿✶✸❅❇✮❇✵✸✦✸✻✴✢❇❙❆ ✿ ✟❬✸✰✚❯✿ ✭✗✯✱✸❅❲❖✴✩✿✶❆❈❇❙✸
❂✄➘✸➾✖➪❱➸■✱✛➫❱➬ ➧❺➬r➥❊➫✠➯➴➘✂➪❱➦❱➾♣➸➭➩❀➪❐✃ ➦❱➫❱➩➷➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫

τp

➩➭➮◗➧➽➯➴➘✂➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾❳➧❺➥✸➧♠➘✸➯r➩✹✘Ý➻➷➬ ▲✢✪✛➘✸➦➨➧❺➩➭➦❱➾✛✲ ❝✛➦❱➯r➯
❁❪➬r➪➨➧❆✪➱➘ ➧✹❫✩➘✸➯❋✏ ✎ ➘❅❒➨➬r➻➽➦❱➻ ✲✮❝❇❁ ❫ ✎ ✵✯➩➭➫✂➘✸➫❀✒❊➯r➘✸➬r➮✫✵●➪❱➩✒➯✢✃ ➬r➫❥➧♠➩➹➫❱➮❺➬ ➧♠➸ ➧❺➩➭➻✛✜☛➥❊➾♣➩➭➯r➯r➩✚➩➹➧✧➯➴➘✴➯r➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾✘➮❊✜☞➩➭➺✤▲
➧❺➾❺➘✸➯r➩✩✧❱➥❊➦✂➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾①➪❱➩✖➼✛➘ ➫❱➪❱➩✩✧

∆ωp

➩➭➮◗➧✚➯➴➘ ❝❇❁ ✎ ❫❙➪❱➦Ý➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾♣➩ ✠ ❏❥➳✒☛❦✖
✸✘➩➭➮✚➪❱➩➭➦❈❒❲✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➩➭➦❱➾♣➮ ➮♣➥❊➫❥➧✚➾♣➩➭➯r➬r➸➭➩➭➮✧➩➭➫❥➧❺➾♣➩✖➩➭➯r➯r➩➹➮✽✜✛➘✸➾ ➯➴➘➽➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➮♣➦❱➬ ➶ ➘✸➫✞➧❺➩■❮

∆ωp τp = 2π∆νp τp ≥ 2πK
✲ ❱❅✖▼❜✠✵

➥✩★
K
➩➭➮◗➧✚➦❱➫❱➩➲➺➭➥❊➫❱➮◗➧♠➘✸➫✞➧❺➩➲➪❱➩➲➯✢✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩❳➪❱➩

1/2
✧✛➪❱➸✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧✩➪❱➦❲✜❱➾♣➥✩✱✛➯✌➧❺➩➭➻✛✜☞➥❊➾♣➩➭➯❐➪❱➩➲➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥❊➫❍✖

A(t) τp K

exp[−(t/Tp)
2]

√
2 ln 2 Tp 2 ln 2/π

1.1774Tp

➚▼✖ ❑▲❑ ❋✩❏
➮♣➩➭➺✫✪

(t/Tp) 2 ln(
√

2 + 1)Tp th (π/2
√

3)
1.7628Tp

➚▼✖ ❏ ❋✳❑✻■
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❴❹➩✏➧♠➘✸➼❱➯r➩Ô➘✸➦ ❊ ✖●❋✠➪❱➥❊➫❱➫❱➩❧➯r➩➭➮➱➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾♣➮✂➪❱➩

K
✜☛➥❊➦❱➾✂➯r➩➭➮✂➪❱➩➭➦❈❒ ✜❱➾♣➥✩✱✛➯r➮➱➯r➩➭➮☎✜❱➯r➦❱➮➱➦➨➧♠➬ ➯r➬r➮♣➸➭➮✏❮✧➯➴➘

✒❥➘✸➦❱➮♣➮♣➬r➩➭➫❱➫❱➩✈➩➹➧❀➯➴➘❧➮♣➸➭➺Ô➘✸➫✞➧❺➩♣✪✮✔❩✜☞➩➭➾♣➼☞➥❊➯r➬✴❈✞➦❱➩ ✠ ❋✶❜▲❍✒☛❦✖✰q✚➥❊➦❱➮Û➘Ô➶❊➥❊➫❱➮❀➬r➫❥➧❺➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧■➯r➩❲✜✛➘✸➾❺➘✸➻✛❏➹➧❺➾♣➩
Tp

✜❱➯r➦❱➮
➺➭➥❊➻➷➻➷➥✞➪❱➩❙✜☞➥❊➦❱➾✵➯r➩➭➮✵➺➭➘✸➯r➺➭➦❱➯r➮✗✖❝❴●✃ ➸✗✒❥➘✸➯r➬ ➧❺➸✭➩➭➮◗➧✆➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮♣➸➭➩❙✜☞➥❊➦❱➾✵➪❱➩➭➮✆➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮❐➮❺➘✸➫❱➮✆➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩❃➪❱➩✙✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩
❈✞➦❱➬✛➮♣➥❊➫❥➧✯➪❱➬ ➧❺➩➭➮❃➯r➬r➻■➬ ➧❺➸➭➩➭➮❙✜✛➘✸➾✭➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩✧➪❱➩ ❝❱➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✗✖❥➵✩➩✧➧❺➩➭➯r➯r➩➭➮●➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❱➮◗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫✞➧❺➩➭➫❥➧✘➯➴➘❳➪❱➦❱➾♣➸➭➩✩✧
❈✞➦❱➩❧➫❱➥❊➦❱➮✂➫❱➥✸➧❺➩➭➾♣➥❊➫❱➮

τ0

✧①➯➴➘❬✜❱➯r➦❱➮➱➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➩✟✜☞➥❊➮♣➮♣➬r➼❱➯r➩⑤✜☛➥❊➦❱➾➱➦❱➫❱➩❧➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾➱➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩❧➩➹➧Ý➦❱➫❱➩⑤✏ ➥❊➾♣➻➷➩
➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫➱➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➩➭➮✗✖
� �☎✄✆�☎✄ ☛ ✚❱✬✮✭✳✭✗❆❈❄❱❲▲✸✂✁ ✽❅❄❯✸❀✿ ✟✲✬❙✸

➤❈➥❊➬ ➧
Trep

➯r➩➲➧♠➘✸➦❈❒✈➪❱➩✴➾♣➸✗✜☛➸➹➧❺➬ ➧❺➬r➥❊➫Ý➪❱➦✈➧❺➾❺➘✸➬r➫Ý➪❐✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❱➮ ➪❱➸➭➯r➬ ➶❈➾♣➸❤✜✛➘✸➾✚➯r➩✖➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩✴➯➴➘✸➮♣➩➭➾✗✖ ❴❹➩
✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦✂➘➽➦❱➫☎✜❱➾♣➥✩✱✛➯☞➧❺➾❺➘✸➫❱➮◗➶❥➩➭➾♣➮♣➩✿✒❥➘✸➦❱➮♣➮♣➬r➩➭➫❍✧➨➺✸✃ ➩➭➮◗➧❨✘➽➪❱➬r➾♣➩✑❈✞➦❱➩❳➯✢✃ ➬r➫✞➧❺➩➭➫❱➮♣➬ ➧❺➸✒➘✸➮♣➮♣➥✞➺➭➬r➸➭➩✿✘➽➺➭➩➲➺✫✪✛➘✸➻✛✜➱➩➭➮◗➧
➪❱➥❊➫❱➫❱➸➭➩✿✜✛➘✸➾ ✠ ❏✻❜✒☛●❮

I(r, t) =
1

2
|E(t)|2 exp

(
−2r2

w2

) ✲ ❱❅✖ ■✮✵

➥✩★
w
➩➭➮◗➧✩➯r➩❳➾❺➘❜✔❊➥❊➫Ý➪❱➦☎✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦✍✲ ➪❱➩➭➻➷➬❹➯➴➘✸➾❊✒❊➩➭➦❱➾✽✘

1/e2
➩➭➫✈➬r➫❥➧❺➩➭➫❱➮♣➬ ➧❺➸✕✵✘➩➹➧

r
➯➴➘➅➪❱➬ ➮♣➧♠➘✸➫❱➺➹➩❤✘■➯✢✃ ➘❅❒➨➩❳➪❱➩

✜❱➾♣➥✠✜✛➘✩✒❥➘ ➧❺➬r➥❊➫❍✖ ✈ ➫✂➪❱➸■✱✛➫❱➬ ➧✩➘✸➯r➥❊➾♣➮①➯➴➘✦✜❱➦❱➬r➮♣➮❺➘✸➫❱➺➭➩➲➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫❥➧❍➘ ➫❱➸➭➩ P(t)
✠ ❏❥➳✒☛●❮

P(t) = ε0cn

∫+∞

0

I(r, t)2πrdr =
ε0c

2
n
➤ |E(t)|2, ➤

=
πw2

2
,

✲ ❱❅✖ ❞✮✵

➥✩★
c
➩➭➮◗➧➲➯➴➘➷➶❈➬ ➧❺➩➭➮♣➮♣➩■➪❱➩➽➯➴➘Û➯r➦❱➻➷➬❋❏➭➾♣➩✴➪✛➘✸➫❱➮❳➯r➩✴➶❈➬ ➪❱➩✩✧

ε0

➩➭➮◗➧➲➯➴➘②✜☞➩➭➾♣➻➷➬ ➧♣➧❺➬ ➶❈➬ ➧❺➸✴➪❱➦✏➶❈➬r➪❱➩✩✧
n
➯✢✃ ➬r➫❱➪❱➬r➺➭➩✴➪❱➩

➾♣➸■✏ ➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫☎✘■➯➴➘✬✜❱➦❱➯r➮❺➘ ➧❺➬r➥❊➫
ω0

✧✛➯✢✃ ➸➭➫❱➩➭➾❊✒❊➬r➩✓✜✛➘✸➾✧➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫ W ❮

W =

∫+∞

−∞
P(t)dt

✲ ❱❅✖●❋ï➚✮✵
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Pmoy

❮

Pmoy = WTrep.
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2w

➪❱➦✿✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦➲➩➹➧✆➪❱➩❃➯➴➘❡✜❱➦❱➬r➮♣➮❺➘✸➫❱➺➭➩❃➻➷➥❝✔❊➩➭➫❱➫❱➩✙✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧❜✧
✒❊➾❆✭✸➺➭➩❤✘➅➯✢✃ ➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫❲❱❅✖ ❞▼✧✛➪❱➩➲➾♣➩➭➻➷➥✸➫✞➧❺➩➭➾P✘➅➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ➧❺➦❱➪❱➩✒➪❱➦Ý➺✫✪✛➘✸➻✛✜❍✖

✈ ➫Û➪❱➸■✱✛➫❱➬ ➧✧➘✸➦❱➮♣➮♣➬✌➯➴➘❤✜❱➦❱➬r➮♣➮❺➘✸➫❱➺➭➩✒➺➭➾✜✞➹➧❺➩ Pcr

✧✞➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾①➘✩✜❀✜❱➾♣➥✞➺✤✪❱➸➭➩✒➪❱➩✩➯➴➘❤✜❱➦❱➬r➮♣➮❺➘✸➫❱➺➭➩✒➬r➫❱➮◗➧♠➘✸➫✞➧♠➘✸➫❱➸➭➩✩✧
✜✛➘✸➾➲❮

Pcr =
W
τp

.
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➪❱➩✛❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾①➪❐✃ ➦❱➫✈➮♣➬✴✒✸➫✛➘✸➯❐➪❱➬r➮♣➺➭➾♣➸➹➧❺➬r➮♣➸➲➩➹➧✩➘✸➦❈❒☎✜❱➾♣➥❊➼❱➯✴❏➭➻➷➩➭➮✧➪❐✃ ➸➭➺✫✪✛➘✸➫❥➧❺➬r➯r➯r➥❊➫❱➫✛➘✩✒❊➩✒➮♣➥❊➦❱➮❄▲✴★♣➘✸➺➭➩➭➫✞➧❺➮ ✠ ❋✶❜❖◆✓☛❦✖
✂ ☎✡✠ ✂ ✗ ✌ ✤✪✣ ✍✑✣✜✏✥✤ ★✔✍ ✝✪✕✘✏✎✝✪✕✘✣✜✗✔✍✑✗✚✩

✄ �✮✪✂�✮✪ ✣ ✽ ✝ ❄❱✬✵✴✶✬❙✰✲❄
q✖✃ ➬r➻✛✜☞➥❊➾◗➧❺➩✿❈✞➦❱➩➭➯❇✜❱➾♣➥✞➺➭➩➭➮♣➮♣➦❱➮✑✜❀✪✻✔❈➮♣➬✴❈✞➦❱➩❅✜☛➩➭➦➨➧ ✞➹➧❺➾♣➩✴➘✸➦❱➮♣➮♣➬✆➼❱➬r➩➭➫✈➪❱➸➭➺➭➾♣➬ ➧✩➪✛➘✸➫❱➮✚➯r➩➲➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩❳➧❺➩➭➻✦▲

✜☞➥❊➾♣➩➭➯❦✧✷✜✛➘✸➾✖➦❱➫❱➩✹✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫
h(t)

✧❉❈✞➦❱➩❀➪✛➘✸➫❱➮✴➯r➩■➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩✬✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫✞➧❺➬r➩➭➯❦✧❹➥✩★▲➬r➯●➩➭➮◗➧➽➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➸✶✜✛➘✸➾✖➯➴➘
✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❬✲ ➺➭➥✸➻✛✜❱➯r➩❍❒➨➩✖➩➭➫❲✒❊➸➭➫❱➸➭➾❺➘✸➯ ✵

h̃(ω)
✖
h(t)

➩➹➧
h̃(ω)

➮♣➥❊➫❥➧✩➩➭➫❲✏✔➘✸➬ ➧ ➪❱➩➭➦❈❒Ý➾♣➩✗✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧♠➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✩➪❱➬ ❢✌➸✤▲
➾♣➩➭➫❥➧❺➩➭➮✩➪❱➩✖➯➴➘➅➻✟✞➭➻➷➩✓✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫Ý➩➹➧✚➯✢✃ ➥❊➫❲✜✛➘✸➮♣➮♣➩✴➪❱➩✖➯✢✃ ➦❱➫❱➩❤✘■➯✢✃ ➘✸➦➨➧❺➾♣➩✖➘✸➦✈➻➷➥✕✔❊➩➭➫✈➪❱➩✖➯➴➘➽➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻❀➘ ➧❺➬r➥❊➫
➪❱➩✛❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✗✧

h̃(ω) =

∫+∞

−∞
h(t)eiωtdt = F [h(t)]

h(t) =
1

2π

∫+∞

−∞
h̃(ω)e−iωtdω = F−1[h̃(ω)].

❊ ➯❈➩❍❒➨➬r➮◗➧❺➩✯➪❐✃ ➘✸➦➨➧❺➾♣➩➭➮✄➺➭➥❊➫❥➶❥➩➭➫❥➧❺➬r➥❊➫❱➮✄➪❱➩✯➫❱➥❊➾♣➻➷➩✯➥❊➦✴➪❱➩✯➮♣➬✴✒❊➫❱➩✯➪❱➩✘➯✢✃ ➘✸➾❊✒❊➦❱➻➷➩➭➫❥➧✆➪✛➘✸➫❱➮✆➯✢✃ ➩❍❒▼✜☞➥❊➫❱➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯r➯r➩✩✧
➻❀➘✸➬r➮①➩➭➯r➯r➩➭➮✧➫❱➩➲➺✫✪✛➘✸➫❀✒❊➩➭➫✞➧❑✜✛➘✸➮ ➯r➩➭➮✽✜❱➾♣➥✠✜❱➾♣➬r➸➹➧❺➸➭➮ ➩➭➮♣➮♣➩➭➫❥➧❺➬r➩➭➯r➯r➩➭➮ ➪❱➩➲➯➴➘✴➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻❀➘ ➧❺➬r➥❊➫Û➪❱➩◗❝❱➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✗✖
✄ �✮✪✂�☎✄ ☛✛✿✶✰❬✯❱✿❁✬❙✽✻✴✩✽❅✭

❴❹➩➭➮◗✜❱➾♣➥✠✜❱➾♣➬r➸➹➧❺➸➭➮✄➪❱➩①➮❯✔❈➻➷➸➹➧❺➾♣➬r➩➭➮✄➪❱➩①➯➴➘P✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫
h(t)

✲③✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✴➾♣➸➭➩➭➯r➯r➩✯➥❊➦➽➬r➻❀➘✩✒❊➬ ➫✛➘✸➬ ➾♣➩✩✧✕✜✛➘✸➬r➾♣➩✘➥❊➦
➬r➻✛✜✛➘✸➬ ➾♣➩✕✵✯➥❊➫✞➧ ➪❱➩➭➮✚➺➭➥❊➫❱➮♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺Ô➩➭➮✩➮♣➦❱➾ ➺➭➩➭➯r➯r➩➭➮ ➪❱➩

h̃(ω)
✖♦♠●➫❲✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➺➭➦❱➯r➬r➩➭➾✗✧➨➥❊➫Ý➘■➯r➩➭➮ ➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☛➥❊➫❱➪✛➘✸➫❱➺➭➩➭➮

➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧❺➩➭➮➲❮✛➮♣➬
h(t) paire (resp. impaire) ⇐⇒ h̃(ω) paire (resp. impaire)

h(t) réelle ⇐⇒ h̃(ω) = h̃∗(−ω)

h(t) imaginaire ⇐⇒ h̃∗(ω) = −h̃(−ω).

➵✩➩P✜❱➯r➦❱➮❃➥❊➫✹✜☞➩➭➦➨➧✯➸➭➫❱➥❊➫❱➺➭➩➭➾❃➯r➩➭➮●➪❱➩➭➦❈❒✛✜❱➾♣➥✠✜❱➾♣➬r➸➹➧❺➸➭➮●➮♣➦❱➬ ➶✸➘✸➫❥➧❺➩➭➮✯➪❱➩✧➯r➩①➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻❀➘ ➧❺➬r➥❊➫➽➪❱➩ ❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾
➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬ ➶❊➩➭➮P✘■➯➴➘✴➧❺➾❺➘✸➫❱➮♣➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫➱➩➹➧❑✘■➯✢✃ ✪❱➥❊➻➷➥✸➧❆✪❱➸➹➧❺➬ ➩➽❮

h̃(ω) = F [h(t)] =⇒ F [h(t − t0)] = h̃(ω)eiωt0

h̃(ω) = F [h(t)] =⇒ F [h(ct)] =
1

|c| h̃
(

ω

c

)
.

✈ ➫✶✜☞➩➭➦➨➧ ➘✸➦❱➮♣➮♣➬✌➪❱➸■✱✛➫❱➬r➾✗✧▼✘❅✜✛➘✸➾◗➧❺➬r➾✯➪❱➩✒➪❱➩➭➦❈❒②✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❱➮
g(t)

➩➹➧
h(t)

✧➨➪❱➩➭➦❈❒✛✚❨✜❱➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧❺➮✙✣✩➦➨➧❺➬r➯r➩➭➮
➩➭➫Û➘✸➫✛➘✸➯❋✔❈➮♣➩✚➪❱➦❀➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯❦✖✮❴❹➩❑✜❱➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧✯➪❱➩✚➺➭➥❊➫✞➶❊➥❊➯r➦➨➧❺➬r➥❊➫■➪❱➩✚➪❱➩➭➦❈❒✛✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❱➮✗✧❥➫❱➥✸➧❺➸

g ∗h
✧✞➩➭➮◗➧✘➪❱➸■✱✛➫❱➬ ✜✛➘✸➾

g ∗ h =

∫+∞

−∞
g(τ)h(t − τ)dτ.



❋✶❜✸➚ ✁✎✤ ✤✞☞✕✘✄☞ ✄

✸✩✃ ➩➭➮◗➧●➦❱➫❱➩✰✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✖➪❱➦✴➧❺➩➭➻✛✜❱➮✆➪❱➥❊➫✞➧✄➯➴➘✧➧❺➾♠➘ ➫❱➮❊✏ ➥✸➾❺➻■➸➭➩✘➪❱➩ ❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✆➩➭➮◗➧✭➮♣➬r➻✛✜❱➯r➩➭➻■➩➭➫✞➧✆➸✗✒❥➘✸➯r➩✯➘✸➦✬✜❱➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧
➪❱➩➭➮✧➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩➭➮ ➪❱➩

g
➩➹➧

h
❮

F [g ∗ h] = g̃(ω)h̃(ω).❴✵➘✬✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✂➪❱➩➲➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫❍✧➨➫❱➥✸➧❺➸➭➩❅✸✘➥❊➾♣➾✕✲
g
✧
h
✵✤✧✛➩➭➮◗➧✚➪❱➸■✱✛➫❱➬✷✜✛➘✸➾

✸✘➥❊➾♣➾
(g, h) =

∫+∞

−∞
g(τ + t)h(t)dτ.

✈ ➫Ý➘➷➘✸➯r➥❊➾♣➮
F [
✸✘➥❊➾♣➾

(g, h)] = g̃(ω)h̃(−ω).❴✵➘❀➺➭➥❊➾♣➾♣➸➭➯➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✈➪❐✃ ➦❱➫❱➩❅✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✏➘Ô➶❥➩➹➺➅➩➭➯r➯r➩✤▲✰➻✟✞➭➻■➩✖➩➭➮◗➧➲➘✩✜❀✜☞➩➭➯r➸➭➩➅➘✸➦➨➧❺➥❈➺➭➥❊➾♣➾♣➸➭➯➴➘ ➧❺➬ ➥❊➫❍✧☛➮♣➬✄➪❱➩✬✜❱➯r➦❱➮✒➺➭➩➹➧♣➧❺➩
✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫➱➩➭➮◗➧✩➾♣➸➭➩➭➯r➯r➩✩✧➨➥❊➫✈➘➅➯r➩✒➧❆✪❱➸➭➥❊➾❊❏➭➻➷➩➲➪❱➩✓❁❪➬r➩➭➫❱➩➭➾❄▲❄✾✓✪❱➬r➫❱➺✫✪❱➬r➫

F [
✸✘➥❊➾♣➾

(g, g)] = |g̃(ω)|2.
❂✆➥❊➦❱➾✳✱✛➫❱➬r➾✏➾❺➘✩✜❀✜☛➩➭➯r➥❊➫❱➮✏➯r➩▲➧❆✪❱➸➭➥❊➾❊❏➭➻➷➩❵➪❱➩ ❂✄➘✸➾♣➮♣➩➹➶✸➘✸➯ ▲❄❂●➯➴➘✸➫❱➺✤✪❱➩➭➾♣➩➭➯✬❈✞➦❱➬✴➧❺➾♠➘ ➪❱➦❱➬ ➧✏➯✢✃ ➸✗✒❥➘✸➯r➬ ➧♣➸ ➪❱➩➭➮

➫❱➥❊➾♣➻➷➩➭➮✧➩➭➫✞➧❺➾♣➩➲➦❱➫❱➩✓✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫✂➩➹➧ ➮❺➘➅➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩➅❮
∫+∞

−∞
|h(t)|2dt =

∫+∞

−∞
|h̃(ω)|2dω.

✂ ☎✆☎ ☛ ✕✘✛✥✤✪✩ � ✏✖✕✆✬✭✛✢✍✑✣✜✏✥✤✍✟✪★✆☎✟✏✥☞✟✕✘✣✜★ ✕ ✟✪✣✜✩✫✒ ✕ ✄✔✍✑★

➵✒➘✸➫❱➮✴➯➴➘☎✜❱➯r➦❀✜✛➘✸➾◗➧✖➪❱➩➭➮➽➺Ô➘✸➮✖➯➴➘●✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫
h(t)

➩➭➮◗➧✴➸➭➺✤✪✛➘✸➫❥➧❺➬r➯r➯r➥❊➫❱➫❱➸➭➩☎✧✵➺✸✃ ➩➭➮◗➧✹✘✂➪❱➬r➾♣➩✛❈✞➦❱➩❀➯✢✃ ➥❊➫ ➘
➘✸➺➭➺✗❏➭➮✽✘✖➯✢✃ ➩➭➫❱➮♣➩➭➻➽➼❱➯r➩✚➪❱➩➭➮✘➶✸➘✸➯ ➩➭➦❱➾♣➮✺✜❱➾♣➬r➮♣➩➭➮✺✜✛➘✸➾

h(t)
✜☞➥❊➦❱➾

N
➶ ➘✸➯r➩➭➦❱➾♣➮✘➪❱➩✩➯➴➘➲➶ ➘✸➾♣➬➴➘✸➼❱➯r➩

t
➾♣➸✗✒❊➦❱➯r➬✴❏➭➾♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧

➩➭➮❊✜✛➘✸➺➭➸➭➩➭➮✗✖❈➤❈➥❊➬ ➧
∆t

➯r➩✺✜✛➘✸➮✭➪❐✃ ➸➭➺✤✪✛➘✸➫❥➧❺➬r➯r➯r➥❊➫❱➫✛➘✩✒❊➩✩✧❅➯➴➘✩➮♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩ ➪❱➩✘➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾♣➮✭➸➭➺✫✪✛➘✸➫✞➧❺➬r➯ ➯r➥❊➫❱➫❱➸➭➩➭➮✭➩➭➮◗➧●➪❱➸■✱✛➫❱➬r➩
✜✛➘✸➾

hj = h(tj) = h(j∆t) j = 0, ..., N − 1.❂✆➥❊➦❱➾ ➪❱➩➭➮ ➾❺➘✸➬r➮♣➥❊➫❱➮ ➪❱➩➲➮♣➬r➻✛✜❱➯r➬ ➺➭➬ ➧❺➸✒➫❱➥❊➦❱➮ ➮♣➦❀✜❀✜☞➥❊➮♣➩➭➾♣➥❊➫❱➮✗✧♦✜✛➘✸➾ ➯➴➘➽➮♣➦❱➬ ➧❺➩✩✧③❈✞➦❱➩
N
➩➭➮◗➧❑✜✛➘✸➬r➾✗✖

✄ �☎✄✆�✮✪ ✩ ❲❁❨❯❆❈❄✲✴✶✬✮❇✮❇✵✰✲❄❱❄❯❆ ✟❬✸✑✸✻✴✤✿✶✸❀✯ ❇ ✬❙✸❅❂ ✸❅❄✲✴✤✭✗✯✾✸❅❲❖✴✩✿✶❆❈❇
❴●✃ ➸➭➺✫✪✛➘✸➫✞➧❺➬r➯r➯r➥✸➫❱➫✛➘✩✒❊➩❀➪❐✃ ➦❱➫➆➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯①➘ï➶❊➩➭➺➱➦❱➫s✜✛➘✸➮

∆t
➪✛➘✸➫❱➮➅➯✢✃ ➩➭➮❊✜✛➘✸➺➭➩➱➪❱➬r➾♣➩➭➺➹➧■➬ ➻✛✜❱➯r➬❋❈✞➦❱➩✶❈✞➦❱➩➱➮❺➘

➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩➽➪❱➩ ❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✩➩➭➮◗➧➲➸➹➶ ➘✸➯r➦❱➸➭➩➅➮♣➦❱➾❳➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶✸➘✸➯r➯ ➩
[− π

∆t
, π

∆t
]
➪✛➘✸➫❱➮❳➯✢✃ ➩➭➮❊✜✛➘✸➺➭➩➅➾♣➸➭➺➭➬✴✜❱➾♣➥✻❈✞➦❱➩✩✖❉✸✘➩✤▲

✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧❜✧✭➮♣➬✘➯r➩❀➮♣➦❀✜❀✜☞➥❊➾◗➧➅➪❱➩
h̃(ω)

➫❐✃ ➩➭➮◗➧✹✜✛➘✸➮➽➯r➬r➻■➬ ➧❺➸②✘✳➺➭➩➱➪❱➥❊➻❀➘✸➬r➫❱➩➷➪❱➩②✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩➭➮❜✧●➬❦✖ ➩✩✖
h̃(ω) 6=

0
✜☛➥❊➦❱➾ |ω| > π/∆t

✧●➯r➩➭➮➅➺➭➥❊➻✛✜☞➥❊➮❺➘✸➫❥➧❺➩➭➮➷➪❱➩
h̃(ω)

✘✏➯✢✃ ➩❍❒❈➧❺➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾■➪❱➩
[− π

∆t
, π

∆t
]
➮♣➥❊➫✞➧➷➾❺➘✸➻➷➩➭➫❱➸➹➩➭➮②✘

➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➸➭➾♣➬r➩➭➦❱➾✭➪❱➩✧➺➭➩➹➧✯➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶✸➘✸➯r➯r➩✘➺➭➥❊➫❱➪❱➦❱➬r➮❺➘✸➫✞➧✰✘❳➦❱➫❱➩✧➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩✧➪❱➩ ❝❱➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✭➪❱➦➷➮♣➬✴✒❊➫✛➘✸➯❱➸➭➺✫✪✛➘✸➫❥➧❺➬r➯r➯r➥❊➫❱➫❱➸
✏✔➘✸➦❱➮♣➮♣➩✩✖◆✸✘➩✛✜❀✪❱➸➭➫❱➥❊➻✛❏➭➫❱➩➷➩➭➮◗➧➽➘✩✜❀✜☛➩➭➯r➸➷➾♣➩✗✜❱➯r➬r➻■➩➭➫✞➧❳➮❊✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯❨✲✔➘✸➯r➬➴➘✸➮♣➬ ➫❀✒➱➩➭➫ ➘✸➫❀✒❊➯➴➘✸➬r➮✫✵✤✖❍❂✄➥❊➦❱➾➲➯✢✃ ➸➹➶❈➬ ➧❺➩➭➾❳➬r➯
✏✔➘✸➦➨➧ ➺✫✪❱➥❊➬r➮♣➬r➾

∆t
➪❱➩❳➧❺➩➭➯r➯r➩✒➮♣➥❊➾◗➧❺➩✿❈✞➦❱➩

∆t ≤ π

ωc➥✩★
ωc

➩➭➮◗➧✆➯➴➘❡✜❱➦❱➯r➮❺➘ ➧❺➬r➥❊➫❳➪❱➩❃➺➭➥❊➦❀✜❱➦❱➾♣➩❃➪❱➦✖➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩
h̃(ω)

✧ï➺✸✃ ➩➭➮◗➧◆✘✧➪❱➬r➾♣➩●➯➴➘❡✜❱➦❱➯r➮❺➘ ➧❺➬r➥❊➫➲➘✸➦❩▲✰➪❱➩➭➯ ✘①➪❱➩❃➯➴➘✩❈✞➦❱➩➭➯r➯r➩
➥❊➫❤✜☞➩➭➦➨➧✄➫❱➸✗✒❊➯r➬✴✒❊➩➭➾❹➯r➩❃➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾♣➩✩✖✠✸✩✃ ➩➭➮◗➧✭➯r➩❃➺➭➾♣➬ ➧❆❏➭➾♣➩❃➪❱➩✺qP✔❩❈✞➦❱➬r➮◗➧❜✖❪❂✆➥❊➦❱➾✆➦❱➫❱➩✙✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❤✘ ➮♣➦❀✜❀✜☞➥❊➾◗➧✄➺➭➥❊➻✛✜✛➘✸➺➹➧
✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧♠➘✸➫❥➧✄➦❱➫❱➩✭➶✸➘✸➾♣➬➴➘ ➧❺➬r➥❊➫✒➮♣➬r➫✞➦❱➮♣➥✁� ➪✛➘✸➯r➩✩✧➭➬r➯❊➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☛➥❊➫❱➪❅✘ ➘✸➦➲➻➷➥❊➬r➫❱➮❐➪❱➩➭➦❈❒✿✜☞➥❊➬r➫❥➧❺➮❹➪❐✃ ➸➭➺✫✪✛➘✸➫❥➧❺➬r➯r➯r➥❊➫❱➫✛➘✩✒❊➩
✜✛➘✸➾✽✜☞➸➭➾♣➬r➥❈➪❱➩✩✖

➵✩➩✰✜❱➯r➦❱➮✗✧Ô➮♣➬✞➯ ➩❃➺➭➾♣➬ ➧❆❏➭➾♣➩●➪❱➩✰qP✔❩❈✞➦❱➬r➮◗➧✄➩➭➮◗➧✆➮❺➘ ➧❺➬r➮❯✏✔➘✸➬ ➧❜✧➹➧❺➥❊➦➨➧❺➩❃➯✢✃ ➬r➫▼✏ ➥❊➾♣➻➷➘ ➧❺➬ ➥❊➫❨✚●➦➨➧❺➬r➯r➩❇✣❃➺➭➥✸➫✞➧❺➩➭➫✞➦❱➩✯➪✛➘✸➫❱➮
➯➴➘✿✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫

h(t)
➩➭➮◗➧✧➺➭➥❊➻✛✜❱➯✴❏➹➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧✘➾♣➩➭➮◗➧❺➬ ➧❺➦❱➸➭➩❨✜✛➘✸➾✘➮♣➩➭➮①➸➭➺✫✪✛➘✸➫✞➧❺➬r➯r➯r➥✸➫❱➮

hj

✖❀✸✘➩✒➾♣➸➭➮♣➦❱➯ ➧♠➘ ➧✘➺➭➥❊➫❱➮◗➧❺➬ ➧❺➦❱➩✩➯r➩
➧❆✪❱➸➭➥❊➾❊❏➭➻➷➩❳➪❐✃ ➸➭➺✤✪✛➘✸➫❥➧❺➬r➯r➯r➥❊➫❱➫✛➘✩✒❊➩✒➥❊➦✂➪❱➩✓❁④✪❱➬ ➧♠➘✩❃❊➩➭➾❄▲◗➤❩✪✛➘✸➫❱➫❱➥❊➫



� ✡✜✂✧✤ ✏✕✖ ✓✔✡✕✢ ✂ ✟☛✝ ✓✔✤✞✝ ☞✁�✥✓ ✟ ✡✕✝ ☞✜✡ ❋✶❜❅❋

✄ �☎✄✆�☎✄ ✘ ✿✶❆❈❄❱✭✗✷ ✰❬✿❁❂❃✽❀✸ ❚❯✸☎✆✼✰✤✚❯✿❁✬❙✸❀✿✢❚✖✬✭✚❱❄ ✭✳✬✎✟✲❄❯❆❈❇ ✽❅❲❁❨❯❆❈❄✲✴✶✬✮❇✮❇❙✰✲❄❱❄❯✽
❴❹➩➭➮

N
➸➭➺✫✪✛➘✸➫❥➧❺➬r➯r➯r➥❊➫❱➮➅➪❱➩

h(t)
➪✛➘✸➫❱➮❀➯✢✃ ➩➹➮❆✜✛➘ ➺➭➩✈➪❱➬r➾♣➩➭➺➹➧➷➪❱➥❊➫❱➫❱➩➭➫❥➧

N
➫❱➥❊➻➅➼❱➾♣➩➭➮■➬r➫❱➪❱➸✗✜☞➩➭➫❱➪✛➘✸➫❥➧❺➮

➮♣➦❱➾✂➯✢✃ ➬r➫✞➧❺➩➭➾◗➶ ➘✸➯r➯ ➩
[− π

∆t
, π

∆t
]
➘Ô➶❥➩➭➺❧➦❱➫↔➸➭➺✤✪✛➘✸➫❥➧❺➬r➯r➯r➥❊➫❱➫✛➘✩✒❊➩✳➪❱➩✟✜✛➘✸➮

∆ω = 2π/N∆t
➪✛➘✸➫❱➮Ý➯✢✃ ➩➭➮❊✜✛➘✸➺➹➩

➾♣➸➭➺➭➬✴✜❱➾♣➥❩❈✞➦❱➩✩✧✛➺✸✃ ➩➭➮◗➧✑✘➅➪❱➬r➾♣➩
N
➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾♣➮✧➪❱➩

h̃(ω)
➸➹➶✸➘✸➯ ➦❱➸➭➩➭➮✩➘✸➦❈❒●✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩➭➮

ωk = k
2π

N∆t
k = −N

2
, ...,

N

2
.

q✚➥✸➧❺➩✗❳✑❈✞➦❱➩✒➼❱➬r➩➭➫✶❈✞➦❐✃ ➬r➯♦✔❀➘✸➬ ➧
N + 1

➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾♣➮✘➪❱➩
ωk

✧➨➬r➯③✔❀➘
N
➶ ➘✸➯r➩➭➦❱➾♣➮①➬r➫❱➪❱➸✗✜☛➩➭➫❱➪✛➘✸➫✞➧❺➩➭➮①➪❱➩

h̃(ω)
✖▼♠●➫

➩■❢✌➩➹➧❜✧✛➬r➯❹➘✩✜❀✜✛➘✸➾❺➘❪❥r➧❺➾❺➘✬❈✞➦❱➩➲➯r➩➭➮ ➪❱➩➭➦❈❒➱➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾♣➮ ➩❍❒❈➧❺➾✜✞➭➻➷➩➭➮
h̃(ω−N/2)

➩➹➧
h̃(ωN/2)

➮♣➥❊➫✞➧ ➸✗✒❥➘✸➯r➩➭➮✗✖
❴●✃✛➩❍❒▼✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➬r➥❊➫❱➮✚➪❱➩➲➯➴➘➽➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻❀➘ ➧❺➬ ➥❊➫➱➪❱➩✛❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾①➪❱➸■✱✛➫❱➬r➩✖➘✸➦☎✜✛➘✸➾❺➘✩✒❊➾❺➘✩✜❀✪❱➩❤✥❨✖●❋✠✖●❋➲➪❱➩➹➶❈➬r➩➭➫❥➧

h̃(ωk) ≃
N−1∑

j=0

hje
iωktj∆t = ∆th̃k

➥✩★Ý➯✢✃ ➥❊➫✂➘✦✜☞➥❊➮♣➸
h̃k =

∑N−1
j=0 hje

i2πkj/N
✖

✈ ➫❵➶❊➥❊➬ ➧➅➬r➻➷➻➷➸➭➪❱➬r➘ ➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧✬❈✞➦❱➩
h̃−N/2 = h̃N/2

✧✭➺➭➥❊➫▼✱✛➾♣➻❀➘✸➫❥➧➅➺➭➩●❈✞➦❱➩✂➫❱➥❊➦❱➮■➘ï➶❊➥❊➫❱➮➅➪❱➬ ➧✦✜❱➾♣➸✤▲
➺➭➸➭➪❱➩➭➻➷➻➷➩➭➫❥➧❜✖✄➵✩➸➭➮♣➥❊➾♣➻❀➘✸➬r➮✖➯➴➘➱➶✸➘✸➯r➩➭➦❱➾✖➾♣➩➭➪❱➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧❺➩Û➪❱➩

h̃(ω)
✧❉✜✛➘✸➾✖➩❍❒➨➩➭➻✛✜❱➯r➩❀➺➭➩➭➯r➯r➩■➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪✛➘✸➫❥➧✹✘

k = −N/2
✧✌➮♣➩➭➾❺➘Û➮❯✔❈➮◗➧❺➸➭➻❀➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧❳➸➭➯r➬r➻➷➬ ➫❱➸➭➩✩✖❐➤❈➬✄➯r➩✴➮♣➦❀✜❀✜☞➥❊➾◗➧❳➪❱➩

hj

➩➭➮◗➧❳➪❱➸■✱✛➫❱➬◗✜✛➘✸➾✒➯✢✃ ➬r➫❥➧❺➩➭➾◗➶ ➘✸➯r➯ ➩
[t0, t0 + (N − 1)∆t]

✧✛➬❦✖ ➩✩✖
tj = t0 + j∆t

✧✛➘✸➯r➥❊➾♣➮
h̃(ωk) = ∆teiωkt0h̃k

✖
❴✵➘ ➧♠➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻❀➘❅➧♠➬ ➥❊➫❜➪❱➩ ❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➹➾➱➪❱➬r➮♣➺➭➾❊❏➹➧❺➩✠➘❵➯r➩➭➮✂➻✡✞➭➻➷➩➭➮☎✜❱➾♣➥✠✜❱➾♣➬r➸➹➧❺➸➭➮➱➪❱➩❧➮❯✔❈➻➷➸➹➧❺➾♣➬r➩✟❈✞➦❱➩❧➯➴➘

➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻❀➘ ➧❺➬r➥❊➫❜➪❱➩❃❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾➱➺➭➥❊➫✞➧❺➬r➫✞➦❱➩✩✖P❂✭➘✸➾✂➩❍❒➨➩➭➻✛✜❱➯r➩✩✧ ➯r➩➭➮✂➮❯✔❈➻➷➸➹➧❺➾♣➬r➩➭➮Ý➪❱➸■✱✛➫❱➬r➩➹➮✳➘✸➦ ✜✛➘✸➾❺➘✩✒❊➾❺➘✩✜❀✪❱➩
✥❨✖●❋✠✖ ➳➽➮♣➥❊➫✞➧ ➩➭➫❱➺➭➥❊➾♣➩➲➶✸➘✸➯r➘✸➼❱➯r➩➭➮✧➮♣➬❹➥❊➫Ý➯r➬ ➧

hj

✜☛➥❊➦❱➾
h(t)

✧
h̃k

✜☞➥❊➦❱➾
h̃(ω)

✧✛➩➹➧
h̃N−n

✜☛➥❊➦❱➾
h̃(−ω)

✖
❴✵➘✦✏ ➥❊➾♣➻➽➦❱➯r➩✑✜☛➥❊➦❱➾ ➯➴➘✴➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩➲➪❱➩✛❝❱➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✧➪❱➬r➮♣➺➭➾❊❏➹➧❺➩➲➬r➫❥➶❥➩➭➾♣➮♣➩➲➩➭➮◗➧✖❮

hj =
1

2π

N
2∑

k=−N
2

+1

h̃(ωk)e
−iωktj∆ω =

1

N

N−1∑

k=0

h̃ke
−i2πkj/N

➥✩★ ➯✢✃ ➬r➫❱➪❱➬r➺➭➩
k
➪❱➩

h̃k

➶ ➘✸➾♣➬r➩✈➪❱➩✳➚☎★◗➦❱➮❊❈✞➦❐✃ ✘
N − 1

✖✰❱✵➶❥➩➭➺✳➺➭➩➹➧♣➧❺➩✳➺➭➥❊➫❥➶❊➩➭➫✞➧❺➬r➥❊➫ ➯➴➘✟✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩✏➫✞➦❱➯r➯r➩
➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➮❊✜☞➥❊➫❱➪⑥✘

k = 0
✧❐➯r➩➭➮❨✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩➭➮❤✜☛➥❊➮♣➬ ➧❺➬ ➶❥➩➭➮✓✘

0 < k ≤ N/2
➩➹➧➲➯r➩➹➮✑✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩➭➮✖➫❱➸■✒❥➘ ➧❺➬ ➶❥➩➭➮✓✘

N/2 < k ≤ N − 1
✖

➵✴✃ ➦❱➫✹✜☞➥❊➬r➫❥➧✭➪❱➩✘➶❈➦❱➩✧➫✞➦❱➻➷➸➭➾♣➬✴❈✞➦❱➩①➯r➩➭➮✄➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻➷➸➭➩➹➮✭➪❱➩ ❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✆➪❱➬r➮♣➺➭➾❊❏➹➧❺➩➭➮●➮♣➥❊➫❥➧●➸➹➶✸➘✸➯r➦❱➸➭➩➭➮❙✒❊➾❆✭✸➺➭➩
✘❀➦❱➫❧➘✸➯✴✒❊➥❊➾♣➬ ➧❆✪❱➻■➩✖➪❱➩✴➧❺➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻❀➘ ➧❺➬r➥✸➫✈➪❱➩❳❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾✚➾♠➘❪✜❱➬r➪❱➩●✲ ➩➭➫❧➘✸➫❀✒❊➯➴➘✸➬r➮ ❝☛➘✸➮◗➧ ❝✛➥❊➦❱➾♣➬r➩➭➾❨✼✵➾❺➘✸➫❱➮❯✏ ➥❊➾♣➻✶✵
➻➷➬r➮①➘✸➦✶✜☞➥❊➬r➫❥➧❡✜✛➘✸➾✽✸✘➥❈➥❊➯r➩■✔❀➩❍➧✽✼✆➦❀❃❊➩■✔Û➪✛➘✸➫❱➮①➯r➩➭➮✧➘✸➫❱➫❱➸➭➩➭➮ ◆❊➚▼✖❀✸✘➩➹➧ ➘✸➯✴✒❊➥❊➾♣➬ ➧❆✪❱➻■➩✚➺Ô➘✸➯r➺➭➦❱➯r➩

hj

➩➹➧
h̃k

➘ï➶❊➩➭➺
➦❱➫Ý➫❱➥❊➻➽➼❱➾♣➩❳➪❐✃✛➥✠✜☞➸➭➾❺➘ ➧❺➬r➥❊➫❱➮✧➪❱➩➲➯✢✃ ➥❊➾♣➪❱➾♣➩❳➪❱➩

N log2 N
✖
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➪❱➩✶✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❱➫❱➩➭➾➽➺➭➥❊➾♣➾♣➩➭➺➹➧❺➩➭➻➷➩➭➫❥➧❜✖❙❴❹➩✶✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦❵➩➭➮◗➧■➩➭➫❱➮♣➦❱➬ ➧❺➩➱➩➭➫❥➶❥➥✕✔❊➸✂➪✛➘✸➫❱➮➅➯✢✃ ➸➹➧❺➬r➾♣➩➭➦❱➾❅❈✞➦❱➬ ➘✸➯r➯r➥✸➫❀✒❊➩❀➯➴➘
➪❱➦❱➾♣➸➭➩ ➪❱➩➭➮❃➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❱➮ ★◗➦❱➮❊❈✞➦❐✃ ✘ ∼ 200 ps

✖ ❊ ➯❱➮➭✃ ➘✩✒❊➬ ➧❃➪❐✃ ➦❱➫■➸➹➧❺➬r➾♣➩➭➦❱➾●➾♣➩✗✜❱➯r➬r➸✽✘❳➻➷➬r➾♣➥❊➬ ➾✄➮❊✜❀✪❱➸➭➾♣➬✴❈✞➦❱➩ ➦➨➧❺➬r➯r➬r➮♣➸
➮♣➦❱➾➱➯✢✃ ➘❅❒➨➩✏➺➭➥❊➻✛✜☞➥❊➾◗➧♠➘✸➫❥➧➱➦❱➫❪➮♣➩➭➦❱➯❳➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❍✧①➯r➩✳✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦ ✜✛➘✸➮♣➮❺➘✸➫❥➧❲❈✞➦✛➘ ➧❺➾♣➩✳✏ ➥❊➬r➮Û➮♣➦❱➾➱➺➭➩❧➪❱➩➭➾♣➫❱➬r➩➭➾✗✖✽❴❹➩
➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦ ➪❱➬r➮❊✜☛➩➭➾♣➮♣➩❀➯r➩➭➮➲➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➩➭➮✖➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾♣➮✖➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✩✖❇❴❹➩➷➾❊✐❊➯r➩➅➪❱➦▲➻➷➬r➾♣➥❊➬ ➾❳➮❊✜❀✪❱➸➭➾♣➬✴❈✞➦❱➩➷➩➭➮◗➧➽➪❱➥❊➦❱➼❱➯r➩✂❮
➬r➯①➺✤✪✛➘✸➫❀✒❊➩✂➯r➩✂➮♣➬✴✒❊➫❱➩✂➪❱➩✂➯➴➘✏➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫✐➪❱➩➱➶❈➬ ➧❺➩➭➮♣➮♣➩✈➪❱➩☎✒❊➾♣➥❊➦❀✜☞➩✂➬r➫❥➧❺➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧❺➩●✜✛➘✸➾■➯r➩➱➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❍✧❃➺➭➩❲❈✞➦❱➬
✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧➽➪❐✃ ➥❊➼➨➧❺➩➭➫❱➬r➾✖➪❱➩➭➮➅➬ ➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥❊➫❱➮❤✘✈➪❱➸➭➾♣➬ ➶❊➩Û➪❱➩✛✏ ➾♣➸✗❈✞➦❱➩➭➫❱➺➭➩●✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬ ➶❊➩⑤✲ ➯r➩➹➮✴➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾♣➮✴➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩Û➯r➩➭➮
✜❱➯r➦❱➮❳➺➭➥❊➦❱➾◗➧❺➩➭➮❤✜✛➘✸➾♣➺➭➥❊➦❱➾♣➩➭➫❥➧✖➦❱➫✠➺✫✪❱➩➭➻➷➬r➫❧➥✠✜➨➧❺➬✴❈✞➦❱➩✦✜❱➯r➦❱➮✓✒❊➾❺➘✸➫❱➪✟❈✞➦❱➩➷➯r➩➭➮✓✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➩➭➮➲➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾♣➮❳➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✩✧
➮♣➥❊➬ ➧➅➦❱➫❱➩Û➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫❧❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩

φ(2) > 0
✵✤✧✆➧❺➥❊➦➨➧➅➩➭➫➆➺✫✪✛➘✸➫❀✒❊➩Ô➘✸➫❥➧■➯➴➘♣✪✛➘✸➦➨➧❺➩➭➦❱➾➅➪❱➦❬✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦❍✧✄➺➭➩

❈✞➦❱➬✷✏✔➘✸➺➭➬r➯r➬ ➧❺➩✒➮♣➥❊➫Ý➩❍❒❈➧❺➾❺➘✸➺➹➧❺➬r➥❊➫❍✖♦q✚➥✸➧❺➥❊➫❱➮✚➘✸➦❱➮♣➮♣➬❉❈✞➦❱➩➲➺➭➩✖➻➷➥❊➫❥➧♠➘✩✒❊➩✓✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧✚➪❐✃ ➸➭➯r➬r➻➷➬ ➫❱➩➭➾①➯r➩➭➮✚➘✸➼☞➩➹➾❺➾❺➘ ➧❺➬r➥✸➫❱➮
➺✫✪❱➾♣➥❊➻❀➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮✗✖♦❴❹➩➲➾♣➩✗✜❱➯r➬r➻■➩➭➫✞➧✧➩➭➮◗➧✚➾♣➸Ô➘✸➯r➬r➮♣➸❳➩➭➫❲✜❱➯➴➘ ☞Ô➘✸➫❥➧ ➦❱➫Ý➻➷➬r➾♣➥❊➬ ➾❡✜❱➯r➘✸➫✍✲ ➻➷➬r➾♣➥❊➬ ➾ ✎ ❑✻✵①➪✛➘ ➫❱➮✚➯r➩✓✜❱➯➴➘✸➫
✏ ➥❈➺Ô➘✸➯➨➪❱➦➅➻➷➬r➾♣➥❊➬ ➾✆➮❊✜❀✪❱➸➭➾♣➬✴❈✞➦❱➩✩✖ ✥✚➫➅➪❱➬✴❏➭➪❱➾♣➩①➪❱➩✧➾♣➩✗✜❱➯r➬❍✲ ✎ ❍✠✵❇✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧●➪❱➩❡✜✛➘✸➮♣➮♣➩➭➾●➦❱➫❱➩✧➪❱➩➭➦❈❒➨➬✴❏➭➻➷➩✺✏ ➥❊➬r➮✄➪✛➘✸➫❱➮
➯✢✃ ➸➹➧❺➬r➾♣➩➭➦❱➾●➘❪✱✛➫■➪❱➩ ➺➭➥❊➻✛✜☛➩➭➫❱➮♣➩➭➾❃➯✢✃ ➸➹➧♠➘✸➯r➩➭➻➷➩➭➫❥➧✭➧❺➾❺➘✸➫❱➮◗➶❊➩➭➾♣➮♣➩✚➪❱➩➭➮❃➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➩➭➮❃➺➭➥❊➻✛✜☞➥❊➮❺➘✸➫❥➧❺➩➭➮❃➮❊✜☛➩➭➺➹➧❺➾❺➘✸➯r➩➭➮❃➪❱➩
➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫❳➬r➫❥➧❺➾♣➥❈➪❱➦❱➬ ➧❹➯r➥❊➾♣➮❐➪❱➦❤✜❱➾♣➩➭➻➷➬r➩➭➾✷✜✛➘✸➮♣➮❺➘✩✒❊➩✩✖❅➵✩➩✰✜❱➯ ➦❱➮✵➯✢✃ ➘❝★◗➥❊➦➨➧❹➪❱➩❃➺➭➩❃➪❱➬✴❏➭➪❱➾♣➩✙✜☞➩➭➾♣➻➷➩➹➧✵➪❱➩❃➪❱➥❊➦❱➼❱➯r➩➭➾
➯➴➘❳➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫➷➬r➫✞➧❺➾♣➥✞➪❱➦❱➬ ➧❺➩P✜✛➘ ➾✯➯✢✃ ➸➹➧❺➬r➾♣➩➭➦❱➾✗✖ ✥✚➫➷➧❺➩➭➯☛➪❱➬r➮❊✜☞➥❊➮♣➬ ➧❺➬❋✏☞➩➭➮◗➧①➸✗❈✞➦❱➬ ➶ ➘✸➯r➩➭➫✞➧✺✘➲➦❱➫❱➩❨✜✛➘ ➬r➾♣➩ ➪❱➩✚➾♣➸➭➮♣➩Ô➘✸➦❈❒
➘✸➫❥➧❺➬ ▲✢✜✛➘✸➾❺➘✸➯r➯❋❏➭➯ ➩➭➮①➩➭➫✞➧❺➾♣➩➲➯r➩➭➮❊❈✞➦❱➩➭➯r➮ ➩➭➮◗➧✚➬r➫❥➧❺➩➭➾♣➺Ô➘✸➯r➸❳➦❱➫✂➧❺➸➭➯r➩➭➮♣➺➭➥✠✜☛➩✖➪❱➩✿✒❊➾❺➘✸➫❱➪❱➬r➮♣➮♣➩➭➻➷➩➭➫❥➧✽▲ ❋✠✖

❴❹➩✺✏✔➘✸➬r➮♣➺➭➩Ô➘✸➦➽➩➭➮◗➧●➩❍❒❈➧❺➾❺➘✸➬ ➧✭➪❱➩①➯✢✃ ➸➹➧❺➬r➾♣➩➭➦❱➾❇✜✛➘✸➾✄➯r➩✘➻➷➬r➾♣➥❊➬ ➾ ✎ ◆✑✜☛➥❊➦❱➾ ✞➹➧❺➾♣➩✘➩➭➫✞➶❊➥✕✔❥➸①➶❊➩➭➾♣➮✭➯r➩✘➾♣➸➭➮♣➥❊➫✛➘ ➧❺➩➭➦❱➾
➶❈➬➴➘➅➦❱➫❲✜☞➸➭➾♣➬r➮♣➺➭➥✠✜☛➩❤❈✞➦❱➬❹➾♣➩➭➫❱➪Ý➯➴➘✬✜☞➥❊➯➴➘✸➾♣➬r➮❺➘ ➧❺➬ ➥❊➫➱➪❱➦Ý➯➴➘✸➮♣➩➭➾①➶❊➩➭➾◗➧❺➬r➺Ô➘✸➯r➩✩✖③❴❹➩➲➻➷➬r➯ ➬ ➩➭➦Ý➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾①➩➭➮◗➧✩➦❱➫
➼✛➘✸➾♣➾♣➩Ô➘✸➦Û➪❱➩✚➧❺➬ ➧♠➘✸➫❱➩✤▲✰➮❺➘✩✜❀✪❱➬ ➾✙✜☞➥❊➻✛✜☞➸❑✜✛➘✸➾✯➦❱➫Û➯➴➘✸➮♣➩➭➾✯➪❱➸➭➺➭➯r➩➭➫❱➺✫✪❱➸✓q✚➪✳❮ �✿❴❯❝❫✲ ✎ ➩➭➾♣➯r➬r➫❍✧❈➤❩✜☞➩➭➺➹➧❺➾❺➘✬❂❙✪✻✔❈➮♣➬r➺➭➮✫✵
➪❱➸➭➯r➬ ➶❈➾❺➘✸➫❥➧①➪❱➩➭➮①➬r➻✛✜❱➦❱➯r➮♣➬r➥✸➫❱➮✘➪❱➩➲➳▲❍✸➚✴➫❱➮✽✘❳❍❊➳❖◆▼✧▼❍✖➫❱➻❲✧➨➘Ô➶❊➩➭➺❳➦❱➫Û➧♠➘✸➦❈❒Û➪❱➩✒➾♣➸✗✜☛➸➹➧❺➬ ➧❺➬r➥❊➫Û➪❱➩★❋✑❃❅❫❑❳✒➩➹➧✧➦❱➫❱➩
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b)

c)

d )

e)

1 m s

t

t

t

t

t

I m p u l sion s d e 250 n s
esp acées d e 1 m s

C el lu le de Pock el s 1 (3500V )
T em ps de m on tée  <5ns

im p u l si on s ét i r ées ~200 p s
esp acées d e 13n s

C el lu l e d e Pock els 2 (3500V )
T em p s d e m on t ée < 5n s

I m p u l si on s d e 100 f s.
esp acées d e 13 n s
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➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫✂➪❱➦ ✎ ➩➭➾♣➯r➬ ➫❬✲ ➩➭➫❥➶❈➬r➾♣➥❊➫✳➳✸➚❊➚■➫❱➮✫✵P✘■➯✢✃ ➘✸➬r➪❱➩❳➪❐✃ ➦❱➫❲✒❊➸➭➫❱➸➭➾❺➘ ➧❺➩➭➦❱➾✚➪❱➩✖➪❱➸➭➯➴➘✸➬❐➶✸➘✸➾♣➬➴➘✸➼❱➯r➩✩✖③♠●➫❥➶❈➬r➾♣➥❊➫



❋✶❜❖◆ ✁✎✤ ✤✞☞✕✘✄☞ ✝

➳✸➚❊➚Û➫❱➮✿✜❱➯r➦❱➮✒➧♠➘✸➾♣➪❧➯➴➘Û➪❱➩➭➦❈❒➨➬✴❏➭➻➷➩➅➺➭➩➭➯r➯r➦❱➯r➩✴➪❱➩✛❂✆➥❈➺✫❃✸➩➭➯r➮➲➩➭➮◗➧✴➘✸➺➹➧❺➬ ➶❊➸➭➩✹✜☛➥❊➦❱➾➲➸❄★◗➩➭➺➹➧❺➩➭➾➲➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫✳➪❱➩■➯➴➘
➺Ô➘Ô➶❈➬ ➧❺➸✩✧✞➯r➩✚➪❱➸➭➯➴➘✸➬✛➩➭➫❥➧❺➾♣➩✩➯r➩❑✜❱➾♣➩➭➻■➬r➩➭➾✯➩❍➧①➯r➩ ➪❱➩➭➦❈❒➨➬✴❏➭➻➷➩✚➸➭➺✤✪❱➩➭➯r➥❊➫❀➪❱➩✚➧❺➩➭➫❱➮♣➬r➥✸➫❀➸➹➧♠➘✸➫✞➧①➘❝★◗➦❱➮◗➧❺➸✑✘➲➯✢✃ ➘✸➬r➪❱➩ ➪❐✃ ➦❱➫
➪❱➩➭➦❈❒➨➬✴❏➭➻➷➩Û➾♣➩➹➧♠➘✸➾♣➪ ➶ ➘✸➾♣➬➴➘✸➼❱➯r➩✩✖◆❴❹➩❀➧♠➘✸➦❈❒ ➪❱➩➱➾♣➸✗✜☞➸❍➧♠➬ ➧♠➬ ➥❊➫ ➪❱➩➱➺➹➥❊➻➷➻➅➦➨➧♠➘ ➧❺➬ ➥❊➫▲➪❱➩➭➮➅➺➭➩➭➯r➯r➦❱➯r➩➭➮✴➪❱➩●❂✄➥✞➺✫❃❊➩➭➯r➮
➩➭➮◗➧✩➮❯✔❈➫❱➺✫✪❱➾♣➥❊➫❱➬r➮♣➸✖➮♣➦❱➾✚➺➭➩➭➯r➦❱➬❹➪❱➦Ý➯➴➘✸➮♣➩➭➾ ➪❱➩✿✜☞➥❊➻✛✜☞➩②✲ ❋✿❃❅❫❑❳✕✵✤✖ ❴✵➘✦✱③✒❊➦❱➾♣➩❅✸❨✖ ➳✹✜❱➾♣➸➭➮♣➩➭➫❥➧❺➩✴➯r➩✓✜❱➾♣➬r➫❱➺➭➬✴✜☞➩❳➪❱➩
✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❱➫❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧ ➪❱➩➲➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯ ➬❋✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾①➾♣➸✗✒❊➸➭➫❱➸➭➾❺➘ ➧❺➬❋✏❄✖

❱❨✜❱➾❊❏➭➮✒➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➬ ➥❊➫❍✧❱➯✢✃ ➬r➻✛✜❱➦❱➯ ➮♣➬r➥✸➫✂➩➭➮◗➧✒➺➹➥❊➻✛✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➸➭➩✬✜✛➘✸➾ ➦❱➫✈➮❯✔❈➮◗➧❆❏➭➻➷➩➽➘✸➫✛➘✸➯r➥✠✒❊➦❱➩✿✘➷➯✢✃ ➸➹➧❺➬r➾♣➩➭➦❱➾✗✧
➻❀➘✸➬r➮➽➬r➫✞➧❺➾♣➥✞➪❱➦❱➬r➮❺➘✸➫✞➧➅➦❱➫❱➩Ý➪❱➬r➮❊✜☞➩➭➾♣➮♣➬r➥❊➫s❈✞➦✛➘✸➪❱➾❺➘ ➧❺➬✴❈✞➦❱➩

φ(2)
➪❱➩✂➮♣➬✴✒❊➫❱➩✂➥✠✜❀✜☞➥❊➮♣➸➭➩✈➘❪✱✛➫✐➪❱➩✂➾♣➩➭➻➷➩➹➧♣➧❺➾♣➩✂➩➭➫

➺➭➥✁� ➫❱➺➭➬r➪❱➩➭➫❱➺➭➩✒➯r➩➭➮①➪❱➬❋❢✌➸➭➾♣➩➭➫❥➧❺➩➭➮✧➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾♣➮①➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩✒➪❱➩❳➯✢✃ ➬r➻✹✜❱➦❱➯r➮♣➬ ➥❊➫❍✖❩❴❹➩➭➮✧➥✠✜➨➧❺➬✴❈✞➦❱➩➭➮①➪❱➩✒➯✢✃ ➘✸➻✛✜❱➯r➬ ✱✛➺Ô➘ ➧❺➩➭➦❱➾
➸➹➧♠➘✸➫❥➧✄➧❺➥❊➦➨➧❺➩➭➮✄➧❺➾❺➘✸➬ ➧❺➸➭➩➭➮◆✜☞➥❊➦❱➾✄➦❱➫❅✏ ➥❊➫❱➺➹➧❺➬r➥❊➫❱➫❱➩➭➻➷➩➭➫❥➧❙✘ ■❊➚✸➚✩➫❱➻❲✧❅➯➴➘❑✜❱➯➴➘✩✒❊➩✯➪❐✃ ➘✸➺➭➺➭➥❊➾♣➪✛➘✸➼❱➬r➯r➬ ➧❺➸✯➩➭➫➽➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾
➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➷➩➹➮♣➧✖➾♣➸➭➪❱➦❱➬ ➧❺➩■➩➭➫❥➧❺➾♣➩✢❜❖❞❊➚➱➩➹➧◗■ ❋ï➚✂➫❱➻❲✖❅✥✚➫✠➺✤✪✛➘✸➫❀✒❊➩➭➻➷➩➭➫❥➧✖➪❱➩➷➯r➥❊➫❀✒❊➦❱➩➭➦❱➾❳➪❐✃ ➥❊➫❱➪❱➩➷➫❱➩■➫❱➸➭➺➭➩➭➮♣➮♣➬ ➧❺➩
❈✞➦❐✃ ➦❱➫Ý➾♣➸Ô➘✸➯r➬✴✒❊➫❱➩➭➻➷➩➭➫✞➧✧➪❱➩➲➯✢✃ ➩➭➫❱➮♣➩➭➻➽➼❱➯r➩❳➸➹➧❺➬r➾♣➩➭➦❱➾❄▲✰➺➭➥❊➻✛✜❱➾♣➩➭➮♣➮♣➩➭➦❱➾✗✖



✄ ✝ �✧✦✑✝ ✓ ☎✙✡✜✂✆☎✞� ✝ ☞ ❋✶❜▲❜

� ✷ �✻❁❂✷✪✭✴✲✳✫✁✰✧✯✌☞❄✷✪❃
✠ ❋☞☛ ✎ ✖❃➤❩✪✛➘✩✜❱➬r➾♣➥✏➘✸➫❱➪ ❂❉✖❙✥✘➾♣➦❱➻➷➩➭➾✗✧✂✁ ✔ ✚★✘☛✪ ✧✛✤✦✖ ✮ ✪✁✤✦✒ ✤☎✄ ✏✙✪✁✤✝✆ ✲ ✧ ✮ ✱✄✲ ✔✗✖ ✮✰✲ ✢ ✚ ✮ ✔ ✮ ✘ ✏ ✤✛✏ ✲ ✒✕✔ ✮✰✯ ✤✦✖ ✚ ✯ ✖

✲ ✖ ✯ ✢✥✤✦✒ ✘✛✧ ✲ ✒✕✔✗✪ ✪✁✘✁✔ ✧ ✮✰✯ ✤✦✖ ✚■✧③❞▼✖ ✸✺✪❱➩➭➻❲✖♦❂❙✪✮✔❈➮✗✖ ✢ � ✧❈❑ ❋ï➚▲❏❲✲ ❋✩❞▲■▲◆✠✵■✖
✠ ➳✒☛✖➵❅✖❀❞▼✖❩✼✄➘✸➫❱➫❱➥❊➾✘➘✸➫❱➪✂➤ ✖✻❱❅✖▼❵ ➬r➺➭➩✩✧✟✞ ✤✦✖ ✮ ✪✁✤✦✒ ✤☎✄ ✚★✘☛✒ ✘✛✧ ✮✰✯✡✠★✯ ✮☞☛ ✤☎✄ ✧✛✩ ✘☛✢ ✯ ✧✁✔✗✒ ✪✁✘✁✔ ✧ ✮✰✯ ✤✦✖ ✠★✯ ✔✥✧✛✤✦✖ ✮ ✪✁✤✦✒ ✤☎✄

✌ ✔ ✠ ✘ ✏ ✔ ✧✎✍ ✘ ✮ ✘ ✠ ✤✦✒ ✲✫✮✰✯ ✤✦✖③✧♦❞▼✖ ✸✺✪❱➩➭➻❲✖♦❂❙✪✮✔❈➮✗✖ ✢❬❩ ✧✲❍✸➚ ❋✩❏☎✲ ❋✩❞▲■✻❍✠✵✤✖
✠ ❏✓☛✖➵❅✖❇❞▼✖❍✼✄➘✸➫❱➫❱➥❊➾➲➘✸➫❱➪▲➤ ✖❍❱❅✖✷❵ ➬r➺➭➩✩✧✏✞ ✤★✩ ✘☛✪✁✘☛✖ ✮ ✏ ✲ ✒ ✚★✘ ✚★✘ ✱✄✲ ✘☛✖✙✧✛✘ ✯ ✖✑✆ ✲ ✧✛✘✒✆ ✧✛✤✦✖ ✮ ✪✁✤✦✒ ✤☎✄✑✚★✘☛✒ ✘✛✧ ✮✰✯✡✠★✯ ✮☞☛

✤☎✄ ✪✁✘✁✔ ✧ ✮✰✯ ✤✦✖ ✚✔✓✖✕✘✗ ✔ ✧ ✮ ✱✄✲ ✔✗✖ ✮✰✲ ✢ ✢✥✘✛✧✛✩ ✔✗✖ ✯ ✧✁✔✗✒ ✧✁✔✗✒ ✧ ✲ ✒✕✔ ✮✰✯ ✤✦✖ ✚■✧❉❞▼✖◆✸✺✪❱➩➭➻❲✖❇❂❙✪✮✔❈➮✗✖ ✢❬❉ ✧ ❍❖■❊➚✻❍
✲ ❋✩❞▲■▲◆✮✵✤✖

✠ ❑✑☛❤❵✿✖❹➤ ✖❉❞✸➦❱➪❱➮♣➥❊➫✠➘✸➫❱➪ ❫❤✖❍❵✚➘✸➼❱➬ ➧❆❳✩✧✚✙ ✘✁✔ ✧✛✩ ✯ ✖✜✛ ✒✕✔ ✚★✘☛✪✁✚ ✮ ✤ ✧✛✤✦✖ ✮ ✪✁✤✦✒ ✢✥✤✦✒ ✘✛✧ ✲ ✒ ✘✛✚■✧✯❂❙✪✻✔❈➮✗✖❉❵ ➩➹➶ ✖✷❴❹➩➹➧♣➧❜✖
✵ ✢ ✧✟❋✶❍✸➚❊➚❲✲ ❋✩❞▲❞❥➳✠✵✤✖

✠ ❍✒☛❤q❤✖❈❝✺✖✛➤❈➺✫✪❱➩➭➾♣➩➭➾✗✧♦❵✿✖③❞▼✖♦✸①➘✸➾♣➯r➮♣➥❊➫❍✧▼❱❅✖ ✎ ➘ ➧❺➾♣➥❀✧ ✎ ✖✛➵✩➦❍✧❀❱❅✖♦❞▼✖❀❵ ➦❀✒✠✒❊➬r➩➭➾♣➥❀✧✻❖✬✖③❵ ➥❊➻➷➩➭➾♣➥❊➾♣➥❈➺✫✪❱➬r➫❍✧❀❞▼✖
❱❅✖✮✸✘➬r➫✛➘▼✧✠♥✦✖✠❵✿✖❖❝✄➯r➩➭➻➷➬r➫❀✒✒➘✸➫❱➪➷➤ ✖✩❱❅✖✠❵ ➬r➺➭➩✩✧✣✢ ✒ ✲ ✤✦✪✁✘✛✚★✧✛✘☛✖✙✧✛✘☛✭✥✤ ✘ ✮ ✘✛✧ ✮ ✘✒✆✧✦ ✔ ✠ ✘✩★ ✔ ✧✎✍ ✘ ✮✑✪ ✖ ✮ ✘☛✪ ✭
✄✄✘☛✪✁✤✦✢✥✘ ✮ ✪ ☛ ✭✚✙ ✯ ✢✥✘✖✫ ✘✛✚★✤✦✒ ✠ ✘✒✆✭✬ ✤✦✒ ✘✛✧ ✲ ✒✕✔✗✪✯✮ ✏ ✘✛✧ ✮ ✪✁✤★✚★✧✛✤✛✏ ☛ ✌ ✯ ✮ ✩✰✮ ✘ ✱✄✲ ✘☛✖✙✧✛✘✛✚ ✤☎✄✂✢ ✘☛✢ ✮ ✤★✚★✘✛✧✛✤✦✖✑✆
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